
HAL Id: tel-00192386
https://theses.hal.science/tel-00192386

Submitted on 27 Nov 2007

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Modèles mixtes à structure latente pour
donnéeslongitudinales multivariées

hétérogènes :application à l’étude du vieillissement
cognitif etde la démence

Cecile Proust-Lima

To cite this version:
Cecile Proust-Lima. Modèles mixtes à structure latente pour donnéeslongitudinales multivariées
hétérogènes :application à l’étude du vieillissement cognitif etde la démence. Sciences du Vivant [q-bio].
Université Victor Segalen - Bordeaux II, 2006. Français. �NNT : �. �tel-00192386�

https://theses.hal.science/tel-00192386
https://hal.archives-ouvertes.fr
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d’abord, mon tuteur préféré, merci pour tes conseils, ton expérience et ta grande
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Et biensûr des énormes merci à tous ceux que j’aime et qui sont là quoi
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6.1.4 Outil de diagnostic de démence . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
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6.3.2 Transformations nonlinéaires des marqueurs . . . . . . . . . . 161
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Chapitre 1

Introduction

Avec l’allongement de la durée de vie, l’étude du vieillissement cognitif et de la

survenue d’une démence a suscité un intérêt croissant chez les épidémiologistes. Mais

l’étude du vieillissement pose certains problèmes méthodologiques qui nécessitent

des développements statistiques. Le présent travail a pour objet de répondre à des

problèmes actuels de recherche sur le vieillissement cognitif par le développement de

nouvelles méthodes statistiques pour l’analyse de données longitudinales.

1.1 Epidémiologie du vieillissement cognitif

Le nombre de personnes atteintes de troubles cognitifs liés à l’âge ne cesse d’aug-

menter avec le vieillissement de la population. Ces troubles se traduisent par une

perte progressive de la mémoire, du langage, de l’attention, de la capacité d’abstrac-

tion ou de l’orientation dans le temps et l’espace. La plupart du temps, ces troubles

restent légers, liés à un processus de vieillissement cognitif normal mais lorsque le

déclin cognitif devient plus important, ils peuvent donner lieu à une démence.

La démence est définie par une altération de la mémoire et d’au moins une autre

fonction cognitive avec des répercussions sur la vie quotidienne du malade. La mala-

die d’Alzheimer représente la démence la plus fréquente chez le sujet âgé. En France,

on estime aujourd’hui à plus de 855 000 le nombre de personnes âgées de plus de 65

12
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ans atteintes d’une maladie d’Alzheimer ou d’un autre syndrome démentiel et à près

de 225 000 le nombre de nouveaux cas chaque année (OPEPS, 2006). Après 75 ans,

la prévalence de la maladie d’Alzheimer et des syndromes apparentés a été estimée

à 13.2% chez les hommes et 20.5% chez les femmes, soit une prévalence totale de

17.8% après 75 ans (Ramaroson et al., 2003).

1.1.1 Facteurs de risque potentiels de démence

Les premiers travaux épidémiologiques sur la démence réalisés à partir de données

de cohortes prospectives ont consisté, outre à estimer l’incidence et la prévalence de

la démence (Letenneur et al., 1994 ; Lobo et al., 2000 ; Ramaroson et al., 2003), à

évaluer l’impact de facteurs biologiques, environnementaux ou socio-démographiques

sur le risque de démence et de maladie d’Alzheimer. Il a ainsi été montré qu’un âge

avancé (Letenneur et al., 1994), le sexe féminin (Fratiglioni et al., 2000), un bas

niveau d’études (Letenneur et al., 1999) et des facteurs génétiques (génotype de

l’apolipoprotéine E - Farrer et al., 1997) représentaient des facteurs de risques de

la maladie. Depuis, d’autres facteurs de risque de survenue de démence ont aussi

été suspectés comme les facteurs sociaux (peu d’activités de loisir ou sociales -

Fabrigoule et al., 1995), les facteurs de risque vasculaires (l’hyper-tension artérielle,

l’hypercholestérolémie, le diabète ou le statut tabagique - Cowppli-Bony et al., 2006 ;

de la Torre, 2004) et des facteurs nutritionnels (faible consommation de poisson ou

de vitamines - Larrieu et al., 2004 ; Luchsinger et Mayeux, 2004).

Aujourd’hui, la recherche de facteurs protecteurs d’une démence sur lesquels il

est possible d’agir préventivement représente un réel enjeu de santé publique et

une part importante des travaux épidémiologiques. Cependant, la démence étant

un processus de dégradation progressif et continu, l’étude de l’association entre ces

facteurs et le diagnostic de démence ne permet pas de comprendre entièrement le

mécanisme d’implication de ces facteurs dans le développement d’une démence. En
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effet, le diagnostic de démence ne représente qu’un point arbitraire dans l’histoire

de la maladie (Morris et al., 1999) et il est donc primordial d’étudier le déclin des

fonctions cognitives au cours du temps en plus du risque de démence, afin de mieux

comprendre l’histoire naturelle de la maladie et d’évaluer les mécanismes faisant

intervenir les facteurs de risque.

1.1.2 Histoire naturelle du vieillissement cognitif

La démence s’inscrit dans un processus continu de détérioration cognitive et on

sait aujourd’hui que le symptome prédictif le plus sensible d’une démence est le

déficit cognitif. Des études pronostiques ont d’abord montré que, 3 à 6 ans avant

le diagnostic de démence, le niveau cognitif des sujets déments était plus faible

que celui des sujets non-déments (Backman et al., 2001 ; Dartigues et al., 1997). Des

études longitudinales ont ensuite permis de mettre en évidence que ce déficit cognitif

accru chez les sujets déments venait d’un déclin cognitif pré-diagnostique.

En effet, il a été montré que plusieurs années avant leur diagnostic clinique

de démence, les sujets déments souffraient déjà d’un déclin pathologique de leurs

performances cognitives (Hall et al., 2000 ; Joseph et al., 1999). Ce déclin d’abord

assez lent s’accélèrerait entre 5 et 8 ans avant le diagnostic clinique de démence, la

date du changement de pente variant selon les études et le type de fonction cognitive

étudiée (Hall et al., 2000 ; Hall et al., 2001 ; Hall et al., 2003). Des travaux plus récents

ont aussi permis de montrer que la forme du déclin cognitif précédant le diagnostic

clinique de démence variait suivant le niveau d’éducation du patient (Jacqmin-Gadda

et al., 2006 ; Amieva et al., 2005 ; Scarmeas et al., 2006), les sujets de haut niveau

d’études ayant une accélération plus brutale de leur déclin cognitif dans les dernières

années précédant le diagnostic que les sujets de bas niveau d’études.

La distinction entre déclin cognitif normal et déclin cognitif pathologique est

déterminante pour comprendre le processus de dégradation pathologique vers la

démence et la recherche d’outils permettant de détecter plus précocément une démence.
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Mais, pour l’instant, les études menées sur le vieillissement cognitif normal ont abouti

à des résultats assez variables. En effet, l’existence d’un déclin des fonctions cogni-

tives varie suivant la mesure de cognition étudiée (Jacqmin-Gadda et al., 1997a ;

Ganguli et al., 1996) et notamment suivant qu’elle possède ou non une composante

de vitesse (Jacqmin-Gadda et al., 1997b ; Salthouse, 1996).

1.1.3 Questions ouvertes sur le vieillissement cognitif et la

démence

Aujourd’hui, de nombreuses questions de recherche restent encore sans réponse

concernant à la fois la description du vieillissement cognitif, qu’il soit normal ou

pathologique, et les mécanismes d’implication des facteurs de risque d’un déclin

cognitif et d’une démence.

Tout d’abord, l’histoire naturelle du vieillissement cognitif reste encore mal

connue. Le déclin cognitif survenant en phase pré-diagnostique de démence a été

décrit dans la littérature (Amieva et al., 2005 ; Hall et al., 2000 ; Hall et al., 2001)

mais sa forme et la manière dont il se distingue du déclin cognitif normal ne sont pas

encore clairement établies. De nouveaux approfondissements sont nécessaires afin de

mieux comprendre le processus de vieillissement cognitif normal et notamment son

lien avec le déclin cognitif menant à une démence.

Ensuite, avec l’arrivée de traitements permettant d’améliorer les performances

cognitives des patients déments (Ringman et Cummings, 2006), diagnostiquer préco-

cément une démence est devenu primordial afin d’initier les traitements le plus

tôt possible dans le processus de dégradation pré-démentiel. Mais pour cela, il est

nécessaire de développer des méthodes permettant de distinguer au plus tôt un

déclin pathologique associé à une démence d’un déclin cognitif s’incrivant dans un

processus de vieillissement normal.

Dans la perspective de mettre en place des campagnes de prévention auprès du
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grand public, il est aussi nécessaire de préciser les mécanismes d’action de facteurs

de risque tels que les facteurs vasculaires, nutritionnels ou environnementaux sur le

déclin cognitif et sur le diagnostic d’une démence.

Enfin, parmi les facteurs de risque de déclin cognitif et de démence sénile,

les mécanismes d’action du sexe et du niveau d’éducation restent encore assez

flous. D’après plusieurs études d’incidence, les sujets ayant un bas niveau d’études

semblent avoir un risque accru de démence par rapport aux sujets à haut niveau

d’études (Letenneur et al., 1999 ; Stern et al., 1994). Il a été montré depuis que la

forme du déclin cognitif pouvait varier suivant le niveau d’éducation, faisant émerger

l’hypothèse d’une capacité de réserve retardant le retentissement clinique de la ma-

ladie chez les sujets à haut niveau d’éducation (Amieva et al., 2005 ; Stern et al.,

1994). En effet, les sujets à haut niveau d’éducation garderaient un niveau cogni-

tif stable plus longtemps que les sujets à bas niveau d’études mais auraient un

déclin plus rapide de leurs fonctions cognitives juste avant le diagnostic de démence

(Jacqmin-Gadda et al., 2006) et après le diagnostic (Scarmeas et al., 2006 ; Men-

diondo et al., 2000). Ce phénomène est encore discuté aujourd’hui et, en général, les

mécanismes d’action possibles du niveau d’éducation sur le déclin cognitif normal

ou pathologique doivent encore être approfondis.

L’effet du sexe sur la démence et le déclin cognitif est aussi controversé. Plusieurs

études ont montré que les incidences de démence chez les hommes et les femmes

sont différentes, les hommes ayant un risque accru de démence avant 80 ans et cette

tendance s’inversant après 80 ans (Letenneur et al., 1999 ; Andersen et al., 1999).

Cependant, d’autres études n’ont pas retrouvé ce résultat (Barnes et al., 2003) et

n’ont pas non plus trouvé de différence entre le déclin cognitif des hommes et des

femmes (Barnes et al., 2003 ; Mendiondo et al., 2000).
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1.2 Problèmes méthodologiques liés à l’étude du

vieillissement

L’étude de l’histoire naturelle de la démence et de ses facteurs de risque nécessitent

l’utilisation de méthodes statistiques pour l’analyse de données longitudinales. De

plus, elle suscite des problèmes méthodologiques, la plupart du temps liés au besoin

de réduire les biais des analyses et de prendre en compte toute l’information dispo-

nible.

1.2.1 Multiplicité des mesures de cognition

La cognition est la quantité d’intérêt dans l’étude du vieillissement cognitif. Ce-

pendant, elle n’est pas directement observée : il s’agit d’une quantité latente. De

plus, elle est constituée de plusieurs dimensions telles que la mémoire (épisodique,

de travail, sémantique, court terme, long terme, etc), le langage, l’attention, l’abs-

traction et les fonctions éxécutives (raisonnement logique, inhibition, etc). Dans les

études épidémiologiques, la cognition est donc mesurée par plusieurs échelles, les

tests psychométriques, qui constituent les marqueurs de la maladie.

Un test psychométrique est une échelle ordinale ou quantitative discrète qui me-

sure une ou plusieurs dimensions de la cognition. Le test psychométrique le plus

connu est le Mini Mental State Examination (MMSE) introduit par Folstein et al.

(1975). C’est un score composite constitué de 30 items évaluant principalement la

mémoire mais aussi l’orientation dans le temps et l’espace, le langage et les capa-

cités visuo-constructives. Les tests psychométriques n’ont pas les mêmes propriétés

métrologiques et mesurent des atteintes cognitives avec une sensiblité différente (Ga-

lasko et al., 2000 ; Yesavage et Brooks, 1991 ; Morris et al., 1999). Choisir un de ces

tests comme mesure de la cognition est arbitraire et peut faire varier les résultats

trouvés (Amieva et al., 2005 ; Jacqmin-Gadda et al., 1997b ; Morris et al., 1999). Par
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contre, ils peuvent être considérés comme des mesures bruitées de la même quantité

latente : la cognition.

Aujourd’hui, il apparâıt nécessaire, d’une part d’étudier conjointement plusieurs

tests psychométriques pour mesurer l’impact des facteurs de risque sur le niveau

cognitif global plutôt que sur un test en particulier et augmenter la quantité d’infor-

mation, et d’autre part d’explorer les caractéristiques de chaque test psychométrique

et ses limites.

1.2.2 Hétérogénéité des déclins cognitifs

On sait que les sujets en phase pré-diagnostique de démence souffrent déjà d’un

déclin pathologique de leurs performances cognitives plusieurs années avant le diag-

nostic clinique de démence (Hall et al., 2000 ; Jacqmin-Gadda et al., 2006). Ainsi, le

déclin cognitif d’un échantillon représentatif de sujets âgés est hétérogène puisqu’il

peut inclure à la fois des sujets normaux et des sujets en phase pré-diagnostique de

démence.

Depuis quelques années, des travaux suggèrent que la démence ne serait pas

la seule source d’hétérogénéité du vieillissement. Même au sein d’une population

de sujets en phase pré-diagnostique de démence, il existerait une hétérogénéité des

déclins cognitifs (Hall et al., 2000 ; Brooks et Yesavage, 1995 ; Valdois et al., 1990).

Il est également possible qu’il existe différents profils de vieillissement cognitif non

pathologique.

Pour mieux comprendre l’histoire naturelle de la démence et distinguer un proces-

sus de vieillissement normal d’un processus de vieillissement pathologique pouvant

mener à une démence, il est donc nécessaire de prendre en compte l’hétérogénéité

des déclins cognitifs.
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1.2.3 Association entre déclin cognitif et démence

L’étude du vieillissement cognitif normal et l’étude du déclin cognitif pendant

la phase pré-diagnostique de démence sont souvent réalisées sur des échantillons

différents en sélectionnant soit des sujets normaux à une date donnée, soit des sujets

déments à une date donnée. Cependant ce type d’analyse peut souffrir de biais de

sélection.

En effet, dans une population de sujets non diagnostiqués déments à une date

donnée, il peut exister une part non négligeable de sujets en phase pré-diagnostique

de démence qui peut induire une sur-estimation du déclin cognitif lié au processus de

vieillissement normal et une augmentation de la variance des estimations (Sliwinski

et al., 1996 ; Sliwinski et al., 2003). Il s’agit d’un problème de censure à droite de la

démence (Jacqmin-Gadda et al., 2006).

D’autre part, lorsque l’on sélectionne un échantillon de sujets déments ou de

sujets non-déments à une date donnée, on ne conserve que les sujets vus à cette date

afin de connâıtre leur statut démentiel. On exclut donc les sujets sortis de l’étude

prématurément. Si le processus de sortie d’étude est associé au déclin cognitif, cela

peut entrâıner un biais dans les analyses (Jacqmin-Gadda et al., 1997a).

Une façon de corriger ces problèmes de sélection est d’étudier conjointement

l’évolution cognitive et la survenue d’une démence ou d’une sortie d’étude. Cette

modélisation conjointe permet aussi de proposer des outils de diagnostic basés sur

les mesures répétées du marqueur (Henderson et al., 2002 ; Lin et al., 2002a), de

distinguer l’effet de facteurs de risque sur le déclin cognitif et sur le risque de démence

et d’envisager plusieurs modélisations de l’association entre le déclin cognitif et la

survenue de la démence (Ganiayre et al., 2006 ; Jacqmin-Gadda et al., 2006).

1.2.4 Sortie d’étude informative

Les études de cohortes qui consistent à suivre des patients sur une longue durée

souffrent souvent d’une part importante de données manquantes. Ces données man-
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quantes sont dues à des sujets qui refusent de continuer dans la cohorte ou qui sont

perdus de vue par les investigateurs. Lorsqu’un sujet disparait de l’étude définitive-

ment, on parle de sortie d’étude. Dans les cohortes sur le vieillissement cognitif, le

processus de sortie d’étude est particulièrement important puisqu’en plus du pro-

cessus usuel, une part non négligeable de sujets décède au cours du suivi.

Les processus de sortie d’étude ont beaucoup été étudiés et une classification des

sorties d’étude et des données manquantes en général a été établie (Little et Rubin,

1987) :

- La sortie d’étude est dite complètement aléatoire si la probabilité de non-

réponse est indépendante de la variable étudiée, qu’elle soit observée ou non.

Dans le vieillissement cognitif, cela impliquerait que le fait qu’un sujet rem-

plisse ou ne remplisse pas un test psychométrique à un temps t ne dépende

pas des scores obtenus précédemment ni de celui qu’il aurait obtenu au temps

t.

- La sortie d’étude est dite aléatoire si la probabilité de non-réponse ne dépend

que des valeurs observées précédemment sur la variable étudiée. Dans le vieillis-

sement cognitif, ce serait le cas si le fait qu’un sujet remplisse ou ne remplisse

pas un test psychométrique à un temps t ne dépendait que des scores obtenus

précédemment (pas de son score au temps t).

- La sortie d’étude est dite non-ignorable ou informative lorsque la probabilité

de réponse dépend des valeurs non-observées de la variable étudiée. Dans le

vieillissement cognitif, cela signifierait que le fait qu’un sujet réponde ou ne

réponde pas à un test psychométrique à un temps t serait dépendant du score

non observé à ce même temps t.

Dans les deux premiers cas, les estimateurs du maximum de vraisemblance des

modèles pour données longitudinales ne sont pas biaisés. Par contre, dans le dernier

cas, la probabilité de non-réponse doit être modélisée conjointement à l’évolution de

la variable d’intérêt afin de corriger les biais sur les estimations (Little, 1995).

Une étude précédente du déclin cognitif sur la cohorte de personnes âgées PA-
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QUID suggère que les sorties d’étude ne sont pas ignorables car elles semblent

dépendre du score cognitif manquant (Jacqmin-Gadda et al., 1999 ; Jacqmin-Gadda

et al., 1997a). Cependant, dans cette analyse, l’impact des sorties d’étude sur les

estimations obtenues était assez faible.

1.3 Objectif et plan du mémoire

Face à ces questionnements épidémiologiques et aux problèmes statistiques qu’ils

soulèvent, l’objectif de notre travail a été de proposer des modèles statistiques per-

mettant de prendre en compte :

- l’information issue de plusieurs marqueurs de l’évolution de la maladie,

- l’hétérogénéité des déclins cognitifs,

- l’association entre les marqueurs de déclin cognitif et la survenue de l’événement

“démence”

dans la perspective de :

- décrire l’évolution des fonctions cognitives chez les personnes âgées afin de

mieux comprendre le processus de vieillissement cognitif, qu’il soit normal ou

qu’il mène à une démence sénile,

- d’approfondir l’étude des facteurs de risque de déclin cognitif et de survenue

de démence.

Dans le chapitre II, nous proposons une revue de la littérature traitant des

trois points statistiques développés dans ce travail. D’une part, nous décrivons

les modèles pour l’analyse conjointe de données longitudinales multivariées. Nous

exposons ensuite la méthodologie des modèles à classes latentes (ou modèles de

mélange) permettant de prendre en compte une structure hétérogène des données

et enfin, nous présentons les modèles statistiques développés pour étudier conjoin-

tement l’évolution d’un marqueur quantitatif et la survenue d’un événement.
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Le chapitre III présente un modèle nonlinéaire à processus latent pour étudier

conjointement plusieurs marqueurs longitudinaux dans le cas où ils sont des me-

sures d’une même quantité sous-jacente. Une originalité de ce travail est que le

modèle permet de traiter des marqueurs quantitatifs longitudinaux pour lesquels

l’hypothèse de normalité n’est pas valide. Dans l’étude du vieillissement cognitif, ce

travail permet à la fois de mettre en évidence des propriétés métrologiques des tests

psychométriques utilisés pour mesurer les changements cognitifs et de distinguer

l’effet des variables explicatives sur le déclin cognitif latent de leur effet spécifique

sur les outils de mesure.

Dans le chapitre IV, nous proposons une approche pour modéliser conjointement

plusieurs marqueurs longitudinaux corrélés et un événement clinique par un modèle

à classes latentes. Ce modèle conjoint combine le modèle non-linéaire à processus

latent présenté précédemment pour décrire l’évolution des marqueurs et un modèle

logistique pour prédire la probabilité de l’événement en fonction des classes latentes

mises en évidence. Ce modèle appliqué à l’étude du vieillissement cognitif et à la

survenue d’une démence permet à la fois de décrire les profils d’évolution cognitive

associés à la survenue d’une démence et de proposer un outil de diagnostic d’une

démence en utilisant l’information sur le déclin cognitif.

Le chapitre V présente une extension du modèle conjoint à classes latentes

présenté au chapitre précédent pour prendre en compte non plus la probabilité de

démence à un temps donné mais le risque de démence au cours du temps par l’intro-

duction d’un modèle de survie à risques proportionnels. Ce modèle appliqué à l’étude

du vieillissement cognitif et à la survenue d’une démence permet de décrire les profils

de déclin associés au risque de démence et de proposer des outils de diagnostic.

Dans le chapitre VI, nous discutons les méthodes proposées d’un point de vue

statistique en insistant sur leurs forces et leurs faiblesses. Nous replaçons aussi ce

travail dans le cadre de la recherche épidémiologique actuelle sur le vieillissement

cognitif et la démence sénile.



Chapitre 2

Etat des connaissances

Ce chapitre présente un état des lieux des recherches statistiques réalisées dans la

modélisation des données longitudinales multivariées, la prise en compte de données

hétérogènes et la modélisation conjointe de marqueurs longitudinaux et de la sur-

venue d’un événement. La plupart des méthodes décrites dans ce chapitre étant des

extensions du modèle linéaire mixte classique, nous commençons par présenter ce

modèle.

2.1 Le modèle linéaire mixte

Le modèle linéaire mixte introduit par Laird et Ware (1982) est la méthode la

plus utilisée pour étudier l’évolution d’un marqueur au cours du temps. Il consiste

à prendre en compte la corrélation entre les mesures répétées des sujets dans l’esti-

mation des paramètres de population, c’est à dire de l’évolution moyenne au cours

du temps et de l’association avec des variables explicatives. Dans une population de

N sujets, considérons le vecteur de réponses Yi = (Yi1, ..., Yini
) correspondant aux

ni mesures répétées du marqueur pour le sujet i. Le modèle linéaire mixte s’écrit de

la manière suivante :

Yi = Xiβ + Ziui + εi (2.1)

23
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oùXi est la matrice de taille ni×p contenant les variables explicatives (et notamment

le temps) et associée au vecteur d’effets fixes β. Zij est une sous-matrice de Xi

de taille ni × q associée aux effets aléatoires ui propres à chaque sujet et εi est le

vecteur d’erreurs. Les erreurs εi sont indépendantes des effets aléatoires ui. Les effets

aléatoires ui sont distribués suivant une loi normale d’espérance 0 et de matrice de

variance-covariance D : ui ∼ N (0, D). Les erreurs εij contenues dans le vecteur εi

sont normales centrées de variance Σi. La plupart du temps, les erreurs de mesures

sont indépendantes entre elles et de même variance (Σi = σ2Ini
) mais on peut

aussi les supposer corrélées entre elles afin de tenir compte de la corrélation entre

les mesures répétées d’un même sujet. Une structure de corrélation classique est la

structure auto-régressive à l’ordre p dans laquelle l’erreur de mesure au temps tij

dépend des p précédentes erreurs de mesures.

Le modèle linéaire mixte peut s’écrire de manière marginale :

Yi ∼ N
(
Xiβ, Vi = ZiDZ

T
i + Σi

)
(2.2)

C’est cette écriture marginale qui est utilisée pour estimer le vecteur de pa-

ramètres du modèle θ contenant le vecteur d’effets fixes β, les éléments de D et les

éléments de Σi. En effet, à partir de l’expression (2.2) la vraisemblance du modèle

s’écrit :

L(θ) =
N∏

i=1

(
1

2π

)ni/2

|Vi|−1/2exp

(
−1

2
(Yi −Xiβ)T V −1

i (Yi −Xiβ)

)
(2.3)

Les estimateurs du maximum de vraisemblance des paramètres θ sont obtenus

en maximisant le logarithme de la vraisemblance (2.3) par une méthode itérative.

Deux algorithmes sont très utilisés : l’algorithme EM (Dempster et al., 1978) et l’al-

gorithme de Newton-Raphson (Fletcher, 2000, chapitre 3). L’algorithme de Newton-

Raphson est souvent préféré pour sa rapidité de convergence comparée à celle de

l’EM (Lindstrom et Bates, 1988). Aujourd’hui, le modèle linéaire mixte est devenu

la méthode classique pour étudier les changements au cours du temps des variables

quantitatives et des procédures d’estimation sont disponibles dans tous les logiciels

de statistiques, la plus connue étant la procédure MIXED sous SAS.
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Plusieurs travaux ont testé la robustesse de ce modèle à des écart aux hypothèses.

Ainsi, Verbeke et Lesaffre (1997) ont montré que les estimateurs des effets fixes

étaient consistants dans le cas où les effets aléatoires n’étaient pas distribués nor-

malement et Jacqmin-Gadda et al. (2006) ont montré que les estimateurs des effets

fixes étaient robustes dans le cas d’erreurs non Gaussiennes ou hétéroscédastiques

mais ne l’étaient plus dans le cas d’erreurs corrélées entre elles.

2.2 Modèles pour données longitudinales multi-

variées

Le modèle linéaire mixte permet d’analyser les mesures répétées d’un seul mar-

queur longitudinal. Or, il est très fréquent de disposer de plusieurs marqueurs lon-

gitudinaux et de vouloir les analyser conjointement. En effet, analyser conjointe-

ment plusieurs marqueurs permet d’une part de mieux comprendre le lien qui existe

entre eux et d’autre part d’exploiter leur structure de dépendance pour augmenter

la puissance des analyses, notamment lorsqu’on étudie l’effet d’une variable expli-

cative sur l’évolution des marqueurs. Nous allons présenter maintenant deux types

d’approches pour étudier conjointement plusieurs marqueurs longitudinaux, l’exten-

sion des modèles linéaires mixtes aux données multivariées et les modèles à variable

latente ou processus latent.

2.2.1 Modèles linéaires mixtes pour données longitudinales

multivariées

Dans un souci de clarté, nous considérons uniquement le cas bivarié, c’est à dire

avec deux marqueurs longitudinaux, mais la méthodologie est la même pour un

nombre plus important de marqueurs.
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Présentation du modèle linéaire mixte bivarié

Pour chaque sujet i, on dispose des vecteurs d’observation Y 1
i = (Y 1

i1, ..., Y
1
ini1

)

et Y 2
i = (Y 2

i1, ..., Y
2
ini2

). Le modèle linéaire mixte défini en (2.1) s’écrit pour chaque

marqueur k = 1, 2 :

Y k
i = Xk

i β
k + Zk

i u
k
i + εki (2.4)

où les matrices Xk
i et Zk

i sont des matrices de variables explicatives associées res-

pectivement au vecteur d’effets fixes βk et au vecteur d’effets aléatoires uk
i ; εki est le

vecteur d’erreurs. En considérant le vecteur de réponses conjoint Yi = (Y 1T
i , Y 2T

i )T ,

le modèle linéaire mixte bivarié est défini de la manière suivante :

Yi =

 Y 1
i

Y 2
i

 =

 X1
i 0

0 X2
i

 β1

β2

+

 Z1
i 0

0 Z2
i

 u1
i

u2
i

+

 ε1i

ε2i

 (2.5)

Par cette écriture du modèle bivarié, on retrouve l’expression d’un modèle linéaire

mixte classique Yi = Xiβ + Ziui + εi dans lequel :

Xi =

 X1
i 0

0 X2
i

 , Zi =

 Z1
i 0

0 Z2
i

 , β =

 β1

β2

 , ui =

 u1
i

u2
i

 et εi =

 ε1i

ε2i


Estimation du modèle

La vraisemblance de ce modèle s’écrit de manière analogue à celle d’un modèle

linéaire mixte simple donnée en (2.3). L’estimation des paramètres peut donc être

réalisée par le même type de procédure de maximisation de la vraisemblance que

dans le cas univarié. Dans le cadre multivarié, plusieurs algorithmes ont été pro-

posés : un algorithme EM (Shah et al., 1997), un algorithme de Fisher-scoring (Sy

et Taylor, 1997) ou un algorihtme de type Newton-Raphson (Thiébaut et al., 2002).

Une approche Bayésienne a aussi été proposée (Matsuyama et Ohashi, 1997). En

utilisant l’analogie avec le modèle linéaire mixte univarié, ce modèle peut aussi être

implémenté dans les logiciels statistiques classiques (Thiébaut et al., 2002).
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Prise en compte de la corrélation entre les marqueurs

La particularité du modèle linéaire mixte multivarié est qu’il permet d’étudier

spécifiquement la structure de corrélation des marqueurs. En effet, dans le cas

bivarié, les effets aléatoires ui sont normaux d’espérance nulle et de matrice de

variance-covariance D =

 D1 D12

D12T D2

. Suivant cette décomposition et dans

le cas où les erreurs de mesure sont indépendantes entre elles (Σi diagonale), les

matrices de variance-covariance D1 et D2 capturent les structures de corrélation

propres à chaque marqueur alors que la matrice de variance-covariance D12 capture

la corrélation qui existe entre les deux marqueurs longitudinaux. En particulier, si

les marqueurs sont indépendants, D12 = 0. C’est donc en évaluant la matrice de

variance-covariance D12 que l’on peut d’une part évaluer s’il existe une corrélation

entre les marqueurs et d’autre part tenir compte de cette corrélation pour améliorer

la description des marqueurs et l’évaluation de l’association avec des variables ex-

plicatives.

La prise en compte de la corrélation entre les marqueurs peut aussi être assouplie

en introduisant dans le modèle (2.5) des structures de corrélation entre les erreurs de

mesures (dans la matrice Σi), le plus souvent à travers des processus stochastiques

corrélés. Sy et Taylor (1997) ont ainsi introduit des processus d’Ornstein-Uhlenbeck

intégrés dans le modèle (2.5) et Thiébaut et al. (2002), des processus autorégressifs

d’ordre 1. Ces processus permettent à la fois d’assouplir la trajectoire de chaque

marqueur par l’introduction d’une corrélation entre les mesures répétées d’un même

marqueur et d’assouplir la relation entre les marqueurs par l’introduction d’une

corrélation entre les processus stochastiques, c’est à dire entre les mesures répétées

des deux marqueurs.
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Applications des modèles linéaires mixtes multivariés

Plusieurs études ont consisté à explorer la structure de corrélation entre des

marqueurs longitudinaux. Dans le vieillissement cognitif, ce type de modèle a permis

de mettre en évidence une très forte corrélation entre des mesures de différentes

dimensions de la cognition (Sliwinski et al., 2003 ; Anstey et al., 2003 ; Beckett

et al., 2004) et de prendre en compte ce lien entre plusieurs mesures de cognition pour

comparer leurs formes de déclin (Hall et al., 2001 ; Harvey et al., 2003). Dans l’étude

du Virus de l’Immuno-déficience Humaine (VIH), l’analyse conjointe de la charge

virale et des CD4 (Thiébaut et al., 2003) ou bien des CD4 et des microglobulines

β2 (Sy et Taylor, 1997) ont permis de comprendre comment les évolutions de ces

marqueurs dépendaient les unes des autres sans faire d’hypothèse a priori sur le

sens des dépendances.

Prendre en compte la corrélation entre des marqueurs permet non seulement de

comprendre le lien qui existe entre eux ou de comparer leurs évolutions mais aussi

d’améliorer les estimations des effets fixes du modèle, notamment de préciser l’asso-

ciation avec des variables explicatives et de corriger des biais. Ainsi, dans un essai

clinique d’efficacité, Todem et al. (2006) ont modélisé un marqueur de tolérance au

traitement conjointement au marqueur d’efficacité, marqueur principal de l’étude.

Cela leur a permis d’obtenir une estimation plus précise de l’efficacité du traitement.

Dans un autre essai clinique, Matsuyama et Ohashi (1997) ont utilisé la modélisation

conjointe de plusieurs marqueurs pour prendre en compte la sortie d’étude informa-

tive. La sortie d’étude étant liée au niveau d’un marqueur secondaire, ils ont modélisé

conjointement l’évolution de ce marqueur et celle du marqueur principal pour évaluer

l’effet d’un traitement. Par cette modélisation conjointe, ils ont respecté l’hypothèse

de données manquantes aléatoires (car ne dépendant que de données observées) et

les estimateurs du maximum de vraisemblance étaient donc non biaisés.
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Extensions du modèle linéaire mixte multivarié

Des extensions du modèle linéaire mixte multivarié ont été proposées pour prendre

en compte des données non Gaussiennes. Ainsi Shelton et al. (2004) ont proposé une

macro SAS permettant d’estimer des modèles mixtes pour plusieurs marqueurs lon-

gitudinaux binaires. Chaque marqueur est modélisé par une régression logistique à

intercept aléatoire, les intercepts aléatoires étant corrélées entre elles. Todem et al.

(2006) ont proposé un modèle mixte pour étudier conjointement plusieurs marqueurs

longitudinaux ordinaux. Les auteurs associent une variable latente continue à chaque

marqueur ordinal par un modèle à seuils et modélisent les variables latentes sous-

jacentes suivant le modèle linéaire mixte pour données multivariées défini en (2.5).

Hall et Clutter (2004) suivis de Marshall et al. (2006) ont aussi proposé des modèles

non linéaires mixtes multivariés. Dans ces approches, le principe est le même que

dans un modèle linéaire multivarié classique ; les effets aléatoires, intervenant de

manière non linéaire, capturent la corrélation entre les marqueurs.

Limites de l’approche

Les modèles mixtes multivariés ont reçu un intérêt croissant ces dernières années.

En effet, ils offrent un cadre souple pour étudier conjointement plusieurs marqueurs

et permettent à la fois d’étudier spécifiquement la structure de corrélation des mar-

queurs et de la prendre en compte pour augmenter la puissance des analyses et

corriger des possibles biais. Cependant, cette approche a certaines limites.

Tout d’abord, en spécifiant un modèle différent pour chaque marqueur (2.4),

le nombre de paramètres à estimer devient vite très grand. Si cela ne pose pas

de problème en ce qui concerne les effets fixes, le grand nombre de paramètres de

variance-covariance des effets aléatoires peut engendrer des problèmes numériques

(O’Brien et Fitzmaurice, 2005). Les applications se limitent donc souvent à peu

de marqueurs et/ou font des hypothèses sur la structure de corrélation des effets
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aléatoires afin de réduire le nombre de paramètres.

Ensuite, Fieuws et Verbeke (2004) ont montré que les estimateurs de la corrélation

entre les effets aléatoires reliant deux marqueurs dans un modèle mixte bivarié pou-

vaient être biaisés lorsque la structure de variance-covariance des erreurs n’était

pas bien spécifiée. Lorsque l’objectif est d’étudier spécifiquement la structure de

corrélation entre plusieurs marqueurs, les auteurs recommandent donc d’explorer la

structure de corrélation des erreurs en même temps que la structure de corrélation

des effets aléatoires et d’interpréter les résultats avec prudence. Néanmoins, lorsque

l’objectif est de gagner de la puissance dans l’estimation des effets fixes, une mau-

vaise spécification des erreurs n’engendre pas de biais.

Le modèle mixte multivarié peut être utilisé pour modéliser conjointement plu-

sieurs mesures d’une même quantité sous-jacente afin d’augmenter la puissance dans

l’estimation de l’effet global d’une variable explicative sur tous les marqueurs. Dans

le modèle bivarié (2.5), cela consiste à considérer que le paramètre associé à la va-

riable explicative est commun dans β1 et β2. Le problème majeur est que, la plupart

du temps, les marqueurs utilisés, même s’ils mesurent la même quantité sous-jacente,

n’ont pas la même unité ni la même échelle. Or, considérer un paramètre commun

à tous les marqueurs n’est possible que si l’effet a la même amplitude et la même

interprétation pour tous les marqueurs, c’est à dire si les marqueurs ont la même

échelle et la même unité (O’Brien et Fitzmaurice, 2005). Pour étudier l’effet global

d’une variable explicative sur des marqueurs ayant des dimensions différentes, Gray

et Brookmeyer (1998) ont proposé un modèle de régression marginale estimé par une

approche par GEE (Generalized Equation Estimation). L’idée est de paramétrer l’ef-

fet de la variable explicative pour qu’il soit sans dimension (indépendant des unités

des marqueurs) et qu’il puisse varier suivant l’échelle de temps de la trajectoire de

chaque marqueur. Gray et Brookmeyer (2000) ont ensuite étendu ce modèle pour

prendre en compte des données de plusieurs types : ordinales, binaires ou quan-

titatives. Cette approche qui consiste à étudier la composante commune de plu-

sieurs marqueurs en s’affranchissant des problèmes d’unité ou de différents types de
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données se rapproche beaucoup des modèles à variable latente.

2.2.2 Modèles à variables latentes pour données longitudi-

nales multivariées

Deux approches basées sur les variables latentes ont été proposées dans la litté-

rature pour étudier conjointement des marqueurs longitudinaux lorsqu’ils sont des

mesures bruitées d’une ou plusieurs quantités latentes : les modèles à équations struc-

turelles et les modèles mixtes à variable latente. Dans cette section, nous présentons

ces deux approches et discutons leurs différences, leurs avantages et leurs limites.

Les modèles à équations structurelles

L’utilisation d’une variable latente pour modéliser une quantité non observée

mais mesurée par plusieurs marqueurs est née dans le domaine de la psychologie. Ce

type d’approche nommé SEM pour Structural Equation Modelling (Muthén, 2002)

consiste à relier des marqueurs observés à des quantités latentes dans le modèle

d’observation puis à expliquer la relation entre les quantités latentes par des au-

torégressions dans le modèle structurel.

Le modèle d’observation permet de définir le nombre de variables latentes ainsi

que la manière dont elle sont liées aux données observées. Chaque marqueur observé

est une combinaison linéaire avec erreur d’une partie des variables latentes (Sánchez

et al., 2005). Le modèle structurel consiste à régresser les variables latentes les unes

sur les autres. Classiquement, le modèle structurel est une régression linéaire des

variables latentes sur les autres mais, ces dernières années, beaucoup de travaux

ont permis de considérer des relations plus complexes, notamment en introduisant

des produits de variables latentes ou des polynômes de variables latentes (Song et

Lee, 2004 ; Wall et Amemiya, 2000). Une grande partie des développements récents

en SEM s’est focalisée sur l’assouplissement du modèle structurel. En effet, en psy-

chologie, le grand intérêt des SEM réside dans la possibilité d’étudier le lien entre
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des variables latentes. Nettement moins de travaux ont donc porté sur l’assouplisse-

ment de la relation entre les variables latentes et les données observées. Néanmoins,

comme il est très fréquent en psychologie d’avoir des données de types différents

et notamment des données binaires ou ordinales, des travaux ont permis d’étendre

les modèles classiques à la prise en compte de plusieurs types de données (Dunson,

2003 ; Lee et Song, 2004 ; Rabe-Hesketh et al., 2004). Cela se fait par l’introduction

de fonctions de lien dans le modèle d’observation, de la même manière que dans les

modèles linéaires généralisés.

Jusqu’à récemment, l’approche par équations structurelles s’était limitée aux

données transversales mais quelques travaux ont depuis permis d’étendre ces modèles

aux données groupées (Song et Lee, 2004) puis aux données répétées (Dunson,

2003 ; Rabe-Hesketh et al., 2004 ; Skrondal et Rabe-Hesketh, 2004). Dunson (2003)

a ainsi proposé un modèle issu de la théorie des modèles à équations structurelles

pour modéliser l’évolution d’une quantité non-observée mais mesurée par plusieurs

marqueurs de nature différente. Dans le cas de données continues, chaque me-

sure répétée d’un marqueur est une combinaison linéaire de q variables latentes

ξij = (ξij1, ..., ξijq)
T définies à chaque temps de mesure j et pour chaque sujet i :

Yijk = ZT
ijkγk + ξT

ijλjk + ζik (2.6)

où ZT
ijk est un vecteur de variables explicatives associé au vecteur d’effets fixes

propres à chaque marqueur γk, λjk est le vecteur de facteurs (“loading factors”)

reliant la mesure Yijk aux vecteur de variables latentes ξij et ζik est une intercept

aléatoire spécifique à chaque sujet et à chaque marqueur pour assouplir la rela-

tion. Les facteurs λjk modélisent le lien entre les données observées et les variables

latentes. Dans la majorité des cas, ils ne sont pas estimés pour des raisons d’identi-

fiabilité, mais plutôt définis a priori.

La corrélation entre les données répétées des sujets est prise en compte dans le

modèle structurel qui relie les q variables latentes (ξijl, l = 1, q) au temps j aux q
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variables latentes aux temps précédents j′ = 1, ..., j − 1 :

ξijl = xT
ijνl +

j−1∑
j′=1

(ξij′
T − ZT

ijk − xT
ij′ν)φjj′ + δijl (2.7)

où xij est un vecteur de variables explicatives associé au vecteur de paramètres νl

pour la variables latente l, φjj′ est un vecteur de paramètres de transition et δijl est

une erreur indépendante Gaussienne centrée réduite.

Ce modèle, proposé dans une approche Bayésienne, inclut des effets de va-

riables explicatives à la fois dans le modèle structurel permettant ainsi de faire

de l’inférence à chaque temps de mesure (νl) mais aussi des variables explicatives

dans le modèle d’observation, permettant d’étudier l’effet spécifique de variables ex-

plicatives sur chaque marqueur (γk). En prenant en compte la corrélation entre les

mesures répétées des marqueurs par le biais des variables latentes, le modèle pro-

posé par Dunson (2003) fait le lien entre le modèle à équations structurelles et le

modèle à effets aléatoires incluant une variable latente tel que Roy et Lin (2000)

l’ont proposé.

Le modèle mixte multivarié à variable latente

Roy et Lin (2000) ont proposé un modèle linéaire mixte pour données multi-

variées permettant de modéliser conjointement plusieurs marqueurs dans le cas où

les marqueurs sont des mesures de la même quantité non-observée. A la différence

des modèles linéaires mixtes multivariés présentés dans au paragraphe 2.2.1, la quan-

tité non-observée est modélisée à part entière. Il s’agit d’une variable latente Uij (i

pour le sujet et j pour le temps de mesure) définie suivant un modèle linéaire mixte

classique (2.1) :

Uij = XT
ijα+ ZT

ijai + εij (2.8)

où Xij et Zij sont respectivement un vecteur de variables explicatives et un sous-

vecteur de variables explicatives incluant le temps associé au vecteur d’effets fixes α

et au vecteur d’effets aléatoires Gaussiens ai. Les erreurs εij sont indépendantes nor-

males centrées réduites. Le modèle permet ainsi d’estimer l’évolution de la variable
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latente et d’évaluer les déterminants de cette évolution. Comme dans l’approche

par équations structurelles, un modèle d’observation relie la variable latente aux

marqueurs observés. Chaque mesure d’un même marqueur k est une combinaison

linéaire (βok, β1k) de la variable latente à ce temps de mesure plus des erreurs :

Yijk = β0k + Uijβ1k + bik + eijk (2.9)

où bik est une intercept aléatoire spécifique à chaque marqueur permettant d’assou-

plir la relation linéaire avec la variable latente et eijk sont des erreurs de mesure

Gaussiennes indépendantes. Dans ce modèle, chaque marqueur a sa propre com-

binaison linéaire (βok, β1k) qui permet de modéliser son niveau et son échelle. La

variable latente Uij n’a donc pas de dimension.

Ce modèle estimé par un algorithme EM classique permet d’estimer l’effet global

d’une variable explicative à travers les paramètres α. En effet, les paramètres α ont

une interprétation globale puisqu’ils représentent les effets des variables explicatives

sur la variable latente sous-jacente à tous les marqueurs après prise en compte de

leurs unités différentes.

Différences et similitudes entre les deux approches

Par l’introduction de variables latentes représentant la quantité non-observée,

les deux approches de Dunson (2003) et de Roy et Lin (2000) permettent de décrire

l’évolution de la quantité non observée en s’affranchissant du problème d’unités

différentes des marqueurs. Ce problème soulevé par O’Brien et Fitzmaurice (2005)

était une des limites principales des modèles linéaires mixtes multivariés. Ainsi, les

deux approches permettent d’estimer l’effet global d’une variable explicative sur

tous les marqueurs même s’ils n’ont pas la même échelle, le niveau et l’échelle de

chaque marqueur étant modélisés dans le modèle d’observation. Le modèle proposé

par Dunson (2003) permet même d’utiliser simultanément des données de plusieurs

types (ordinales, binaires, continues) alors que le modèle proposé par Roy et Lin
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(2000) ne traite que les marqueurs quantitatifs Gaussiens.

Cependant, une limite du modèle de Dunson (2003) est que l’effet global de la

variable explicative n’est pas directement estimé dans le modèle. En effet, Dunson

(2003) définit une variable latente différente à chaque temps de mesure, et relie les

variables latentes à différents temps de mesure entre elles. L’effet d’une variable

explicative sur les variables latentes est donc conditionnel aux variables latentes

aux temps précédents. Cela rend compliquée l’inférence sur l’effet marginal d’une

variable explicative alors que, dans l’approche de Roy et Lin (2000), l’évolution de

la variable latente étant modélisée suivant un modèle mixte, l’effet global d’une

variable explicative est obtenu directement.

La manière de modéliser la dépendance sérielle des données par un modèle de

régression entre variables latentes constitue la particularité des modèles à équations

structurelles. Cependant, dans le cadre de données répétées, cela pose certains

problèmes. Outre la difficulté d’obtenir l’effet marginal d’une variable explicative,

cette approche n’est utilisable qu’avec des données équilibrées, c’est à dire des temps

de mesure égaux pour tous les sujets et tous les marqueurs, ce qui restreint son ap-

plicabilité. Pour pallier le problème de données équilibrées tout en conservant la

flexibilité des modèles à équations structurelles, Rabe-Hesketh et al. (2004) ont pro-

posé une nouvelle classe de modèles : les modèles linéaires généralisés latents et

mixtes (GLLAMM pour Generalized Linear Latent and Mixed Modeling). Cette

classe de modèles généralise à la fois le modèle mixte à variable latente proposé par

Roy et Lin (2000) et le modèle longitudinal à équations structurelles proposé par

Dunson (2003).

Cependant, même dans l’approche de Rabe-Hesketh et al. (2004), deux points

particuliers ne sont pas traités. Bien que les marqueurs soient mesurés à des temps

discrets, la quantité d’intérêt sous-jacente n’a pas de raison d’être définie seulement

aux temps d’observation. Cette quantité est un processus défini en temps continu

dont on n’observe des mesures qu’en certains temps discrets. Ensuite, bien que Rabe-

Hesketh et al. (2004) et Dunson (2003) traitent plusieurs types de données, lorsque
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les données sont quantitatives, l’hypothèse de normalité est faite comme dans un

modèle linéaire mixte classique. Or il est très courant que des marqueurs quanti-

tatifs ne respectent pas l’hypothèse de normalité, notamment dans le vieillissement

cognitif.

Dans ce travail de thèse, nous souhaitons étudier conjointement plusieurs mar-

queurs quantitatifs non Gaussiens d’un même processus latent. Nous développerons

donc pour cela des modèles mixtes à processus latent dans lesquels les marqueurs

quantitatifs ne seront pas forcément distribués normalement.
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2.3 Modélisation des données hétérogènes

Traiter les mélanges de population est une question courante en statistique et

a fait l’objet de beaucoup de travaux ces dernières décennies (Bohning et Seidel,

2003 ; Richardson et Green, 1997 ; Redner et Walker, 1984). Cet intérêt pour les

modèles de mélange vient en grande partie de leur construction intuitive et de leurs

nombreuses applications dans des domaines variés de la statistique. Bien que ces

modèles posent encore des problèmes méthodologiques et fassent l’objet de travaux

théoriques, ils sont beaucoup utilisés en médecine, en psychologie ou en génétique

avec des structures de modèle assez complexes incluant notamment des données

longitudinales. Dans cette section, nous présentons les développements et problèmes

méthodologiques des mélanges de population. Nous décrivons ensuite l’extension de

ces modèles à la prise en compte des données longitudinales, ce qui correspond à

notre problématique dans l’étude du vieillissement cognitif.

2.3.1 Définition d’un modèle de mélange

Le problème de mélange de populations ou de données hétérogènes survient lors-

qu’une ou plusieurs caractéristiques de la population étudiée ne sont pas observées.

La population est alors constituée de sous-populations au sein desquelles les obser-

vations ont la même distribution (Bohning, 2000).

Lorsque l’on est en présence d’un mélange de G sous-populations non-observées,

il n’est pas correct de supposer que toutes les observations de la population sont

identiquement distribuées suivant f(x|λ). Chaque sous-population a sa propre dis-

tribution fg(x|λg), g = 1, ..., G. Cependant l’appartenance d’une observation xi,

i = 1, ..., N à une certaine sous-population ou classe latente est inconnue ; il s’agit

d’une variable latente cig qui vaut 1 si le sujet i appartient à la classe latente g et

0 sinon. En notant πg = P (cig = 1) la probabilité de chaque classe latente g, la

distribution conjointe d’un sujet et de sa classe latente est f(x, cg) = πgfg(x|λg) et



Etat des connaissances 38

la distribution marginale des observations est alors de la forme :

f(x|λ) =
G∑

g=1

πgfg(x|λg) (2.10)

Les distributions fg envisagées sont des lois binomiales, des lois de Poisson ou des

lois exponentielles mais le plus fréquemment, les modèles de mélange font intervenir

des mélanges de lois normales et les principaux développements méthodologiques

ont été proposés dans ce cas.

Si la construction d’un tel modèle dans l’optique de capturer l’hétérogénéité non

observée dans une population parait simple et naturelle, son traitement statistique

pose certains problèmes et a donné lieu à de nombreux travaux concernant tout

particulièrement l’estimation des paramètres et notamment l’estimation du nombre

de classes latentes G. Nous allons maintenant revenir sur ces développements.

2.3.2 Estimation d’un modèle de mélange

Une des grandes difficultés dans l’estimation d’un modèle de mélange est que

le nombre de paramètres à estimer, à savoir λ = (λg)g=1,...,G et π = (πg)g=1,...,G−1,

dépend du nombre G de classes latentes considéré. Il est donc difficile d’utiliser des

méthodes classiques d’estimation pour estimer simultanément les paramètres λ, π

et le nombre de classes latentes G. La plupart des méthodes envisagées se sont donc

focalisées sur une estimation en deux temps, avec une estimation des paramètres à

nombre de composantes fixe et une détermination du nombre optimal de compo-

santes par des tests statistiques ou des critères de sélection de type AIC.

Estimation d’un modèle de mélange à nombre de composantes fixé

Lorsque le nombre de composantes dans un mélange de population est connu,

les méthodes d’estimation des paramètres sont le plus souvent basées sur la maximi-

sation de la vraisemblance. Plusieurs algorithmes de type Newton (Fletcher, 2000,
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chapitre 3) ont été proposés donnant de bons résultats (Haughton, 1997) mais l’al-

gorithme le plus utilisé est de loin l’algorithme EM (Dempster et al., 1977 ; Redner

et Walker, 1984). Il est facile à implémenter et propose une manière intuitive de

traiter les données manquantes que sont les variables d’appartenance aux classes.

L’idée de cet algorithme est de considérer la log-vraisemblance des données

complètes c’est à dire la log-vraisemblance conjointe des observations x et des va-

riables latentes d’appartenance c = (cg)g=1,G :

L(θ|x, c) =
N∑

i=1

G∑
g=1

cig(ln(f(xi|λg)) + ln(πg)) (2.11)

Les estimateurs du maximum de vraisemblance θ̂ = (π̂, λ̂) sont ensuite obtenus en

répétant les étapes E et M suivantes. L’étape E (expectation) consiste à prédire

l’espérance de la log-vraisemblance complète à partir des estimations courantes. Par

linéarité de l’expression, cela revient à prédire la probabilité que chaque sujet a

d’appartenir à une classe latente soit, à l’itération k + 1 :

π̂
(k+1)
ig = E(cig|xi, θ̂

(k)) =
π̂

(k)
g f(xi|λ̂(k)

g )∑G
l=1 π̂

(k)
l f(xi|λ̂(k)

l )
(2.12)

L’étape M (maximisation) consiste ensuite à obtenir les estimations courantes θ̂(k+1)

qui maximisent l’espérance de la log-vraisemblance à partir des estimations de l’étape

précédente. Cette maximisation est faite en deux temps, d’une part la mise à jour

des probabilités π̂
(k+1)
g =

∑N
i=1 π̂

(k+1)
ig /N est directement issue de l’étape précédente

et les autres estimations courantes λ̂
(k+1)
g en sont déduites.

L’implémentation de cet algorithme est particulièrement facile à mettre en oeuvre,

offre une assurance de convergence (Dempster et al., 1977) et les estimateurs ont de

bonnes propriétés asymptotiques (Nityasuddhi et Bohning, 2003). C’est ce qui lui

a valu sa grande notoriété dans le domaine du mélange de distributions. Il est en

particulier préféré aux algorithmes de type Newton car il a de meilleurs propriétés

de convergence globale (Redner et Walker, 1984). Néanmoins, il est aussi connu pour

avoir une convergence très lente. Il a donc été proposé de combiner les performances
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de l’algorithme EM en début d’optimisation avec la convergence quadratique d’un al-

gorithme de type Newton-Raphson afin d’accélérer la convergence vers le maximum

(Redner et Walker, 1984). Cela étant, avec la puissance des ordinateurs actuels, ce

problème de rapidité s’est révélé secondaire dans des problèmes simples de mélange.

Nous verrons que ce n’est plus le cas pour l’extension de ces modèles aux données

longitudinales.

L’estimation des modèles de mélange à nombre de composantes fixé par le maxi-

mum de vraisemblance est cependant compliquée par l’existence de maxima locaux.

Pour pallier cette multimodalité, des méthodes basées sur l’exploration de l’espace

des paramètres avant l’optimisation finale ont été proposées : l’idée est d’effectuer

quelques itérations d’un algorithme de type EM à plusieurs endroits de l’espace

des paramètres, de comparer l’avancement de chacun en terme de vraisemblance et

d’utiliser les valeurs des paramètres obtenues dans le meilleur cas comme valeurs

initiales de l’estimation finale réalisée par le même type d’algorithme (Biernacki

et al., 2003 ; Karlis et Xekalaki, 2003 ; Berchtold, 2004). Plus généralement, quel que

soit l’algorithme utilisé, l’exploration de l’espace des paramètres par des grilles de

valeurs initiales permet généralement de trouver le maximum global.

Méthodes d’estimation pour un nombre de composantes inconnu

Pour éviter ces problèmes de multimodalité et d’estimation en deux temps des

paramètres d’un modèle de mélange, quelques méthodes ont été proposées pour

estimer simultanément les paramètres λ, π et le nombre de classes latentes G. Ri-

chardson et Green (1997) ont par exemple proposé une approche bayésienne. L’idée

de l’algorithme est de pouvoir passer d’un espace de paramètres à l’autre par des

sauts, permettant ainsi au cours de la procédure d’estimation de varier le nombre

possible de classes latentes. Ceci se fait par des étapes de division ou de fusion de

classes. Récemment, cette idée de division et fusion de classes a été reprise dans

une méthode d’estimation basée sur le maximum de vraisemblance (Wang et al.,

2004). Il s’agit d’itérer deux étapes jusqu’à convergence : (1) l’estimation du modèle
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de mélange avec un nombre fixe de composantes par un algorithme EM et (2) la

division des classes trop hétérogènes et la fusion des classes trop proches par des

critères.

Parallèlement à ces approches, Bohning (1995) a proposé un algorithme permet-

tant d’obtenir en deux temps l’estimateur non-paramétrique du maximum de vrai-

semblance s’il existe. Dans un premier temps, à partir d’une grille fictive de classes

(λg)g=1,G où G est pris très grand, il estime les probabilités (πg)j=1,G associées et ne

sélectionne que celles qui sont positives, obtenant ainsi un estimateur du nombre de

classes latentes Ĝ. La deuxième étape consiste à estimer les paramètres du modèle

pour le nombre estimé de composantes Ĝ par un algorithme EM classique. Schlatt-

mann (2003) a depuis amélioré l’estimation du nombre de composantes dans cette

méthode par une technique de Bootstrap.

Ces méthodes demandent beaucoup de calcul numérique et le plus souvent, le

nombre de composantes est considéré comme un paramètre qu’il faut traiter à part.

Ce sont les raisons pour lesquelles, dans la plupart des applications des modèles de

mélange, l’estimation des paramètres à nombre de composantes fixé et la sélection

du nombre de composantes a posteriori ont été préférées.

Sélection du nombre de composantes

Le test du nombre de composantes dans un modèle de mélange a fait l’objet d’un

grand nombre de travaux. En effet, la théorie du rapport de vraisemblance pour

tester un modèle à G0 composantes versus un modèle à G1 composantes ne satisfait

pas les conditions de régularité usuelles et les résultats asymptotiques classiques ne

s’appliquent pas : la distribution asymptotique du rapport de vraisemblance n’est pas

un X 2. Le problème vient du fait que l’hypothèse nulle est en bordure de l’espace des

paramètres et que sous l’hypothèse nulle, le modèle n’est pas identifiable. En effet,

considérons un mélange simple de deux distributions à un paramètre. La densité de
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probabilité du mélange s’écrit :

πf(x, θ1) + (1− π)f(x, θ2) (2.13)

L’hypothèse nulle selon laquelle la population est homogène avec une densité f(x, θ)

peut s’écrire sous la forme H0 : π = 0 et θ2 n’est alors pas identifiable, ou de façon

équivalente : H0 :θ1 = θ2 et π n’est donc pas identifiable.

Dans le cas de la comparaison d’un modèle de mélange à deux composantes

vs. une composante, la distribution asymptotique de la statistique du rapport de

vraisemblance (SRV) a cependant été calculée pour des lois normales avec un seul

paramètre de moyenne (Ghosh et Sen, 1985) et deux paramètres de moyenne (Chen

et Chen, 2001). Mais ces distributions asymptotiques dépendent entièrement de la

spécification du modèle et sont difficilement calculables autrement que par Boots-

trap (McLachlan, 1987 ; Chen et Chen, 2001). Chen et al. (2001) ont proposé un test

basé sur une vraisemblance pénalisée offrant de bonnes propriétés asymptotiques,

le problème majeur étant que la pénalité doit être spécifiée différemment suivant le

modèle de mélange étudié et notamment suivant le nombre de composantes et le

nombre de paramètres inconnus (Chen et Kalbfleisch, 2005). D’autres tests statis-

tiques ou critères ont été proposés, basés sur la distance L2 (Charnigo et Sun, 2004 ;

Miloslavsky et van der Laan, 2003), sur une mesure de distorsion (Sugar et James,

2003), sur une extension du test de Kolmogorov-Smirnov (Zhang et Cheng, 2004)

ou sur le facteur bayésien (Moreno et Liseo, 2003) mais aucune méthode ne s’est

avérée meilleure que les autres ni plus facile à utiliser. Lo et al. (2001) ont proposé

un test de type SRV avec de bonnes propriétés asymptotiques mais les conditions

requises pour l’application de leur test ne sont pas satisfaites la plupart du temps

(Jeffries, 2003). Le développement d’un test de type SRV qui pourrait s’appliquer

dans tous les cas de mélange quels que soient la distribution envisagée, le nombre de

composantes et la complexité du modèle nécessite encore des recherches, la plupart

des travaux ci-dessus étant limités pour l’instant à des mélanges de lois avec un seul

paramètre inconnu.



Etat des connaissances 43

Hawkins et al. (2001) ont comparé une vingtaine de critères de sélection pro-

posés dans la littérature et ont montré que le Bayesian Information Criterion (BIC)

(Schwartz, 1978) donnait de très bons résultats. Les tests et critères proposés depuis

et comparés au BIC ont confirmé ces conclusions (Zhang et Cheng, 2004 ; Milo-

slavsky et van der Laan, 2003 ; Bauer et Curran, 2003a). Ses bonnes propriétés

et son écriture simple quel que soit le modèle considéré (et notamment le modèle

incluant des données longitudinales) en ont fait depuis plusieurs années le critère

classique pour déterminer le nombre de composantes dans les modèles de mélange.

2.3.3 Modèles de mélanges pour données longitudinales

Verbeke et Lesaffre (1996) ont proposé d’étendre les modèles de mélange aux

données longitudinales. Ils ont ainsi étendu l’idée de populations hétérogènes à des

profils d’évolution hétérogènes.

Définition

Le modèle de mélange pour données longitudinales peut être vu comme une ex-

tension du modèle linéaire mixte proposé par Laird et Ware (1982) et présenté dans la

première partie de ce chapitre. Cependant, pour simplifier la présentation du modèle

de mélange pour données longitudinales, nous partons d’une écriture du modèle de

Laird et Ware (1982) légèrement différente de celle présentée précédemment :

Yi = Xiβ + Ziui + εi (2.14)

où la matrice de variables explicative Zi n’est plus une sous-matrice de Xi mais une

matrice distincte. Les effets fixes (vecteur µ) des variables explicatives inclues dans Zi

sont spécifiés directement dans la distribution des effets aléatoires ui : ui ∼ N (µ,D).

Les deux définitions (2.14) et (2.1) sont équivalentes.

Dans le cas de données hétérogènes, on fait l’hypothèse que les données sont

issues de G populations ayant des profils d’évolution différents. L’hétérogénéité est
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alors prise en compte dans la distribution des effets aléatoires définie comme un

mélange de G lois normales : ui ∼
∑G

g=1 πgN (µg, Dg). Chaque sous-population a son

propre profil d’évolution moyen défini par Zµg et a une probabilité πg ; la somme

de ces probabilités sur les G classes valant 1 (
∑G

g=1 πg = 1). Dans les modèles de

mélange pour données longitudinales, la matrice de variance-covariance des effets

aléatoires est la plupart du temps supposée invariante selon les classes de mélange

(Dg = D, ∀g) car cela permet d’éviter des problèmes numériques dans la procédure

d’estimation (Bauer et Curran, 2003a ; Legler et al., 2004 ; Verbeke et Molenberghs,

2000). En effet, dans le cas où la matrice de variance-covariance est spécifique à

chaque classe, la log-vraisemblance peut se retrouver infiniment grande au bord de

l’espace des paramètres ce qui induit une non-identifiabilité du modèle. Ce problème

n’est pas spécifique aux modèles de mélange pour données longitudinales (Redner

et Walker, 1984). Il a été étudié en univarié dans le cas d’un mélange de deux lois

normales et il semble que l’algorithme EM, grâce à son caractère local ne soit pas trop

attiré vers le point de singularité de l’espace des paramètres où la log-vraisemblance

est infinie comparé à d’autre algorithmes aux propriétés de convergence globale

(Nityasuddhi et Bohning, 2003).

A l’origine, ce modèle pour données longitudinales hétérogènes a été développé

pour prendre en compte et tester un écart à l’hypothèse de normalité des effets

aléatoires (Verbeke et Lesaffre, 1996 ; Verbeke et Lesaffre, 1997), mais il est depuis

largement utilisé et étendu pour traiter des données hétérogènes issues de plusieurs

sous-populations non observées (Bauer et Curran, 2003a) : dans des essais cliniques

pour étudier la non compliance (Pauler et Laird, 2000) ou la réponse au traitement

(Xu et Hedeker, 2001), en génétique pour faire de la classification de gènes (Celeux

et al., 2005) ou en psychologie pour étudier les profils de comportement (Muthén et

Shedden, 1999 ; Muthén et al., 2002).

Ces dernières années, la plupart des développement sur les modèles de mélange

pour données longitudinales ont été réalisés par l’équipe de Muthén (Muthén et

Shedden, 1999 ; Muthén, 2001 ; Muthén et al., 2002 ; Muthén, 2004) dans l’op-
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tique de décrire des sous-populations non-observées. Muthén et Shedden (1999) ont

ainsi proposé d’étendre la première version du modèle de Verbeke et Lesaffre (1996)

afin de prédire la probabilité d’appartenir à une classe latente en fonction des ca-

ractéristiques du sujet. En définissant la variable latente d’appartenance aux classes

ci qui vaut g si le sujet i appartient à la classe g, ils ont exprimé la probabilité

d’appartenir à la classe g par un modèle multinomial :

πig = P (ci = g|X2i) =
eξ0g+XT

2iξ1g∑G
l=1 e

ξ0l+XT
2iξ1l

(2.15)

où ξ0g représente l’intercept de la classe g et ξ1g le vecteur de paramètres spécifiques

à la classe g associé aux variables explicatives X2i. Pour des raisons d’identifiabilité,

ξ0g = 0 et ξ1g = 0.

Muthén et Shedden (1999) ont aussi proposé de prendre en compte, conjointe-

ment aux profils hétérogènes d’évolution, un événement clinique sous forme de va-

riable binaire prédite par l’appartenance aux classes latentes. Par cette modélisation

conjointe, Muthén et Shedden (1999) suivis d’autres travaux (Lin et al., 2000 ; Lin

et al., 2002a ; Muthén et al., 2002) ont introduit l’approche par classes latentes dans

l’étude conjointe d’un marqueur longitudinal et d’un événement clinique. Nous re-

viendrons sur ce développement particulier des modèles à classes latentes conjoints

dans la dernière section de ce chapitre.

Estimation des paramètres

Comme dans les modèles de mélange simples, l’estimation des paramètres dans

les modèles de mélange pour données longitudinales pose certains problèmes. A

notre connaissance, tous les travaux réalisés dans ce domaine se sont basés sur une

estimation à nombre fixé de composantes étant donné la complexité engendrée par le

modèle mixte seul. Le plus souvent, une estimation par maximum de vraisemblance

via l’algorithme EM présenté en sous-section 2.3.2 a été utilisée (Verbeke et Lesaffre,

1996 ; Muthén et Shedden, 1999 ; Xu et Hedeker, 2001 ; Muthén et al., 2002). Dans

son logiciel M+, Muthén (Muthén et Muthén, 2001) a développé un algorithme
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EM pour traiter les modèles de mélange pour données longitudinales dans le cas

où les temps de mesure sont identiques pour tous les sujets. Komarek (2001) ont

développé une macro SAS gratuite utilisant l’algorithme EM et la procédure MIXED

puis Spiessens et al. (2002) l’ont étendue aux modèles mixtes généralisés en utilisant

la procédure NLMIXED.

Dans un modèle de mélange pour données longitudinales, l’étape M de l’algo-

rithme EM nécessite l’estimation des modèles linéaires mixtes classiques obtenus

conditionnellement aux classes latentes. Cette estimation doit donc se faire par un

algorithme itératif de type Newton-Raphson. L’algorithme EM étant connu pour sa

lenteur, l’estimation d’un modèle linéaire mixte dans la phase M rend la procédure

d’estimation globale encore plus lourde. Dans un travail préparatoire au présent

travail, nous avons donc proposé une alternative à l’algorithme EM basée sur une

maximisation directe de la log-vraisemblance observée par un algorithme de Mar-

quardt légèrement amélioré (Proust et Jacqmin-Gadda, 2005 en annexe). En effet,

la densité du vecteur d’observation yi s’écrit :

fi(yi) =
G∑

g=1

πgf(yi|ci = g) =
G∑

g=1

πgφig(yi) (2.16)

où φig est la densité multivariée Gaussienne d’espérance Eig = Xiβ + Ziµg et de

variance Vi = ZiDZ
T
i + σ2Ini

. De là, la log-vraisemblance des données observées

dans un modèle de mélange pour données longitudinales se décompose suivant les

classes latentes de la manière suivante :

L(Y ; θ) =
N∑

i=1

ln(fi(yi)) =
N∑

i=1

ln(
G∑

g=1

πgφig(yi)) (2.17)

Cette log-vraisemblance peut être maximisée directement comme décrit dans Proust

et Jacqmin-Gadda (2005, en annexe) par un algorithme de Marquardt. L’algorithme

de Marquardt est plus robuste que l’algorithme de Newton-Raphson car il consiste à

gonfler la diagonale de la matrice Hessienne lorsqu’elle n’est pas définie positive. De

plus, une recherche unidimensionnelle sur le pas utilisé dans la mise à jour permet

d’assurer l’amélioration systématique de la vraisemblance à chaque itération.
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L’estimation d’un modèle de mélange par un algorithme de Newton-Raphson a été

critiquée (Redner et Walker, 1984 ; Verbeke et Molenberghs, 2000). Malgré sa vitesse

de convergence quadratique (donc plus rapide que l’algorithme EM), cet algorithme a

tendance à avoir plus de problèmes de convergence que l’algorithme EM. Dans notre

travail préparatoire, nous avons donc comparé les performances de notre algorithme

de Marquardt amélioré avec celles de l’algorithme EM sur deux échantillons. Les

deux algorithmes ont convergé vers le maximum global un nombre équivalent de fois

mais l’algorithme de Marquardt convergeait beaucoup plus rapidement (10 minutes

vs. 2 heures pour un modèle avec une fonction quadratique du temps et 2 classes de

mélange estimé sur un échantillon de 1392 sujets).

Nous avons vu précédemment que les modèles de mélange patissaient d’une mul-

timodalité et devaient donc être estimés avec plusieurs jeux de valeurs initiales pour

s’assurer de la convergence vers le maximum global. D’autre part, un modèle de

mélange doit être estimé pour toute une série de nombres de composantes différents

afin de sélectionner le nombre optimal de classes. Par conséquent, étant donné la

nécessité de multiplier les estimations du modèle de mélange dans une analyse, il

est primordial d’utiliser un algorithme rapide.

Classification a posteriori

Une des particularités des modèles de mélange est qu’ils permettent de réaliser

une classification a posteriori des sujets suivant les classes latentes estimées dans le

modèle. Après l’estimation des paramètres du modèle et la détermination du nombre

optimal de classes, il est possible de calculer a posteriori la probabilité que chaque

sujet appartienne à chaque classe latente π̂ig, g = 1, G, par le théorème de Bayes :

π̂ig = P (ci = g|Yi, θ̂) =
π̂gφig(yi; θ̂)∑G
l=1 π̂lφil(yi; θ̂)

(2.18)

où φil(yi; θ̂) est la densité multivariée Gaussienne définie au paragraphe précédent

prise aux valeurs estimées des paramètres θ̂. Pour chaque sujet, on dispose alors de
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ses probabilités a posteriori d’appartenir à chacune des classes latentes. En affectant

à chaque sujet, la classe latente à laquelle il a la plus grande probabilité d’apparte-

nir, on obtient une classification a posteriori des sujets suivant les classes latentes

estimées dans le modèle. Cette classification peut ensuite être utilisée pour évaluer

l’association entre les classes latentes des profils d’évolution et les caractéristiques

des sujets (Verbeke et Lesaffre, 1996 ; Xu et Hedeker, 2001).

Adéquation du modèle

Avec l’intérêt croissant qu’ont reçu les modèles de mélange pour données longi-

tudinales et notamment d’un point de vue appliqué (Bauer et Curran, 2003a), le test

d’adéquation est devenu un point crucial du développement de ce type de modèle.

En effet, s’agissant de modèles paramétriques complexes, il est nécessaire d’évaluer

leurs hypothèses sous-jacentes.

Comme pour les modèles de mélange classiques, le nombre de composantes dans

le modèle de mélange pour données longitudinales constitue l’hypothèse la plus

importante. Dans la plupart des travaux sur les modèles de mélange pour données

longitudinales (Verbeke et Lesaffre, 1996 ; Muthén et Shedden, 1999 ; Muthén et al.,

2002 ; Bauer et Curran, 2003a), l’évaluation du nombre de composantes est faite par

le Bayesian Information Criterion (BIC) (Schwartz, 1978) qui consiste à pénaliser

la déviance du modèle par le nombre de paramètres multiplié par le logarithme du

nombre de sujets dans l’échantillon. Ce critère est préféré au critère d’Akaike (AIC)

qui pénalise la déviance par deux fois le nombre de paramètres et a tendance à

surestimer le nombre de composantes (Hawkins et al., 2001 ; Wang et al., 2005).

Cependant, si le BIC permet de déterminer le nombre optimal de classes latentes

sous l’hypothèse de mélange de population, il ne permet pas d’évaluer l’adéquation

du modèle obtenu (Muthén, 2004). D’autres travaux ont donc consisté à explorer

l’adéquation d’un modèle de mélange en confrontant les prédictions du modèle final

aux données observées. Verbeke et Molenberghs (2000) ont ainsi proposé d’évaluer

si la distribution marginale des prédictions était bien le mélange de distributions
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normales supposé dans le modèle. Cette méthode est basée sur le principe que si

le modèle est correct, la transformation des données observées par la fonction de

répartition estimée du modèle doit être uniforme. Muthén (2004) a proposé, dans le

cas de données équilibrées et sans données manquantes, de comparer à chaque temps

de mesure les indicateurs d’aplatissement (Kurtosis) et d’asymétrie (Skewness) des

prédictions obtenus par simulations avec ceux des données observées. Wang et al.

(2004) ont de leur côté utilisé des méthodes basées sur le calcul des résidus spécifiques

à chaque classe. En utilisant une technique d’affectation aléatoire des sujets aux

classes latentes (Bandeen-Roche et al., 1997) à partir des probabilités a posteriori

d’appartenance aux classes, ils calculent les résidus prédits dans chaque classe la-

tente. Cette approche leur permet à la fois d’évaluer le nombre de composantes, la

mauvaise spécification de la trajectoire moyenne ou la structure de covariance du

modèle. Cependant, tout comme la méthode de Muthén (2004), cette technique est

développée uniquement dans le cas de données équilibrées sans données manquantes.

De manière générale en modélisation, une approche simple pour évaluer l’adéquation

d’un modèle aux données consiste à comparer la courbe d’évolution prédite à la

courbe d’évolution observée. La particularité dans les modèles de mélange est qu’il

existe une partie latente liée à l’appartenance de chaque sujet aux classes latentes.

Muthén (2001) a donc proposé de pondérer les vecteurs d’évolution prédite et ob-

servée par la probabilité a posteriori que chaque sujet a d’appartenir à chaque classe

latente. Cette astuce permet de comparer pour chaque classe latente, les évolutions

prédite et observée.

Evaluer la précision de la classification a posteriori obtenue par le modèle de

mélange peut aussi donner des indications sur l’adéquation du modèle. Selon Muthén

(2001), une classification a posteriori est bonne (c’est à dire bien discriminante)

lorsque, pour les sujets classés dans une certaine classe a posteriori, la moyenne de

leurs probabilités d’appartenir à cette classe est proche de 1 alors que les moyennes

de leurs probabilités d’appartenir aux autres classes sont proches de 0.

Enfin, Bauer et Curran (2003a) ont initié une discussion sur la difficulté de distin-
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guer par un modèle de mélange une structure hétérogène des données d’une structure

homogène mais non normale des données. Toutes les méthodes proposées ci-dessus

permettent d’évaluer si le modèle s’adapte bien aux données mais ne permettent pas

de distinguer un mélange de lois normales qui exprime une structure hétérogène d’un

mélange de lois normales qui approxime une loi plus complexe. La discussion qui a

suivi ce travail (Rindskopf, 2003 ; Muthén, 2003 ; Cudeck et Henly, 2003 ; Bauer et

Curran, 2003b) montre la difficulté de l’interprétation des modèles statistiques et

notamment des composantes dans un modèle de mélange. Lorsque l’on estime un

modèle de mélange, il faut toujours garder en tête la possiblité que les composantes

obtenues ne traduisent qu’une approximation d’une distribution homogène.

Dans ce travail de thèse, nous n’étudierons pas spécifiquement les modèles de

mélange pour données longitudinales mais plutôt leur extension à l’étude conjointe

d’un marqueur et d’un événement présentée dans la section suivante. Cependant,

les méthodes, limites et recommandations données ici seront toujours valables.
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2.4 Modélisation conjointe de marqueurs longitu-

dinaux et d’un événement

Il est très fréquent dans les études de cohortes ou les essais thérapeutiques de col-

lecter à la fois des mesures répétées de marqueurs et un délai jusqu’à un événement.

Les marqueurs mesurent la plupart du temps la progression de la maladie et le délai

mesure le laps de temps jusqu’au diagnostic de la maladie, jusqu’au décès ou bien

jusqu’à une sortie d’étude.

Les mesures répétées des marqueurs et le délai jusqu’à l’événement ont souvent

une association et il peut être intéressant, voire nécessaire, de les étudier conjointe-

ment dans le but de :

- prendre en compte l’événement pour faire de l’inférence sur les mesures longi-

tudinales du marqueur. C’est le cas dans les études longitudinales lorsque l’on

souhaite par exemple prendre en compte la sortie d’étude informative pour

obtenir des estimateurs sans biais de l’évolution du marqueur.

- utiliser les mesures répétées du marqueur pour pronostiquer l’événement. C’est

le cas dans les études de survie lorsque l’on souhaite par exemple évaluer si un

marqueur longitudinal est un bon marqueur de substitution d’un événement

clinique.

- comprendre le mécanisme de l’association entre l’évolution du marqueur et la

survenue de l’événement.

La modélisation simultanée de la distribution conjointe f(Y, T ) des deux proces-

sus que sont les mesures répétées d’un marqueur Y et le délai jusqu’à un événement

T permet de répondre à ces objectifs. De manière usuelle, le modèle à effets aléatoires

partagés est utilisé. Les effets aléatoires caractérisant l’évolution du marqueur sont

inclus en tant que variables explicatives dans le modèle du risque d’événement et

représentent l’unique lien entre le marqueur et le délai d’événement. Récemment,

une nouvelle approche a été proposée basée sur des classes latentes associées à la



Etat des connaissances 52

fois à l’évolution du marqueur et au risque d’événement.

Dans cette section, nous présentons ces deux types de modélisation et discutons

leurs avantages et leurs limites. Enfin, nous présentons le cas particulier de la prise

en compte de la sortie d’étude informative dans les études longitudinales qui a fait

l’objet de nombreux développements en modélisation conjointe.

2.4.1 Modèles à effets aléatoires partagés

Le modèle à effets aléatoires partagés associe l’évolution du marqueur et la sur-

venue de l’événement à travers des effets aléatoires communs (Wulfsohn et Tsiatis,

1997 ; Henderson et al., 2000). L’hypothèse est que l’évolution du marqueur et le

délai d’événement sont indépendants conditionnellement aux effets aléatoires :

f(Yi, Ti) =

∫
f(Yi | ui)f(Ti|ui)f(ui)dui (2.19)

Les effets aléatoires ui représentent donc l’unique lien qui existe entre les deux

processus.

Spécification du modèle

Plus précisément, l’évolution du marqueur est modélisée par le modèle linéaire

mixte présenté en section 2.1. Pour le sujet i, i = 1, ..., N et la mesure répétée j,

j = 1, ..., ni, la mesure Yij du marqueur est définie de la manière suivante :

Yij = Xijβ + Zijui + εij (2.20)

où Xij et Zij sont les vecteurs de variables explicatives associés aux effets fixes β et

aux effets aléatoires Gaussiens ui.

Le risque d’événement λ(t) est le plus souvent défini par un modèle à risques

proportionnels dans lequel des fonctions des effets aléatoires g(ui, t) sont introduites
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en tant que variables explicatives :

λ(t|xi;ui) = λ0(t) exp(xiγ + g(ui, t)δ) (2.21)

où λ0(t) est le risque instantané de base (paramétrique ou non), xi est le vecteur

de variables explicatives associé au vecteur d’effets fixes γ, et δ est le vecteur de

paramètres reliant le marqueur au risque instantané d’événement. En particulier, si

δ = 0 alors le marqueur et l’événement sont indépendants l’un de l’autre.

Le plus souvent, les fonctions des effets aléatoires sont des combinaisons linéaires

des effets aléatoires traduisant l’association entre l’événement et une caractéristique

de l’évolution du marqueur telle que la valeur courante ou la pente courante du mar-

queur (Yu et al., 2004). Un exemple consiste à introduire dans le modèle de survie la

valeur réelle du marqueur : g(ui, t) = E(Yi | ui) = Xijβ+Zijui (Wulfsohn et Tsiatis,

1997 ; Law et al., 2002). Henderson et al. (2000) ont aussi généralisé cette approche

en introduisant des processus Gaussiens corrélés dans le modèle longitudinal et dans

le modèle de survie.

Estimation des paramètres

Dans le modèle à effets aléatoires partagés, l’hypothèse d’indépendance du mar-

queur et de l’événement conditionnellement aux effets aléatoires permet d’écrire la

distribution conjointe du marqueur et de l’événement :

f(Y, T ) =

∫
u

f(Y, T |u)f(u)du

=

∫
u

f(Y |u)f(T |u)f(u)du

(2.22)

En notant Ei l’indicateur binaire d’événement, la vraisemblance du modèle s’écrit

en utilisant cette décomposition (Hogan et Laird, 1997) :

L(θ; (Y, T )) =
N∏

i=1

∫
ui

f(Yi|ui; θ)λ(Ti|ui; θ)
EiS(Ti | ui; θ)f(ui; θ)dui (2.23)

où f(Yi|ui) est une densité multivariée normale d’espérance E(Yi | ui) = Xijβ+Zijui

et de variance σ2Ini
, f(ui) est une densité normale d’espérance nulle et de variance
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D et le risque instantané λ(t) est estimé de manière paramétrique ou non (Wulfsohn

et Tsiatis, 1997 ; Henderson et al., 2000).

La vraisemblance du modèle à effets aléatoires partagés inclut une intégrale mul-

tiple sur les effets aléatoires sans solution analytique. La maximisation de la vrai-

semblance nécessite donc l’approximation d’intégrales réalisée le plus souvent par

quadrature Gaussienne. Ceci complique nettement l’estimation des modèles à effets

aléatoires partagés et notamment restreint le nombre d’effets aléatoires possibles.

Dans la plupart des travaux, les paramètres du maximum de vraisemblance sont es-

timés par un algorithme EM qui consiste à maximiser l’espérance de la vraisemblance

complète, les effets aléatoires étant considérés comme des données non-observées

(Wulfsohn et Tsiatis, 1997 ; Henderson et al., 2000 ; Lin et al., 2002b). Cependant,

cette formulation nécessite aussi l’évaluation numérique d’intégrales sur les effets

aléatoires. Récemment, des approches Bayésiennes ont aussi été proposées (Xu et

Zeger, 2001 ; Chi et Ibrahim, 2006).

Extension du modèle à effets aléatoires partagés

La principale extension des modèles à effets aléatoires partagés a consisté à

prendre en compte conjointement plusieurs marqueurs d’évolution soit par des modè-

les mixtes multivariés présentés en section 2.2.1 soit par des modèles mixtes à va-

riables latentes présentés en section 2.2.2. Ainsi, Thiébaut et al. (2005) ont combiné

un modèle linéaire mixte multivarié pour décrire l’évolution de la charge virale et

des CD4 en prenant en compte conjointement la sortie d’étude informative. Brown

et al. (2005) ont quant à eux étudié l’évolution conjointe des deux marqueurs et

leur association avec la survenue du stade SIDA ou du décès. Dans ce travail, ils

ont aussi assoupli la modélisation des marqueurs en introduisant un modèle linéaire

mixte bivarié non paramétrique basé sur des splines cubiques. Lin et al. (2002b)

ont aussi modélisé plusieurs marqueurs longitudinaux conjointement à l’événement

pour caractériser à la fois les interactions entre les marqueurs et l’événement, et les



Etat des connaissances 55

interactions directes entre les marqueurs.

En utilisant des modèles mixtes à variables latentes, Xu et Zeger (2001) ont

évalué l’intérêt d’utiliser plusieurs marqueurs longitudinaux plutôt qu’un seul comme

marqueurs de substitution d’un événement final dans un essai clinique sur la schi-

zophrénie. Ils ont pour cela introduit en variable explicative du modèle de survie

les variables latentes sous-jacentes aux marqueurs. Roy et Lin (2002) ont quant

à eux étendu leur modèle mixte à variable latente proposé en 2000 pour prendre

en compte la sortie d’étude informative, la variable latente sous-jacente à tous les

marqueurs étant prédictrice de la sortie d’étude. Enfin, Chi et Ibrahim (2006) ont

modélisé conjointement plusieurs marqueurs d’évolution indépendants entre eux par

des modèles mixtes et leur association avec deux événements corrélés. Les variables

latentes sous-jacentes aux marqueurs étaient entrées en variables explicatives dans

les deux modèles de survie, la corrélation entre les événements étant définie par un

paramètre de fragilité commun.

Limites de l’approche

La principale limite des modèles à effets aléatoires partagés réside dans la diffi-

culté de calculer les intégrales multiples sur les effets aléatoires (Henderson et al.,

2000). L’extension à l’étude de plusieurs marqueurs corrélés renforce le problème

puisque comme nous l’avons vu en section 2.2.1, la corrélation entre les marqueurs

est prise en compte par des effets aléatoires corrélés. En considérant que tous les mar-

queurs sont des mesures d’une même variable latente, le nombre d’effets aléatoires

est réduit mais, même dans ce cas, Roy et Lin (2002) évoquent les difficultés d’esti-

mation liées aux intégrales numériques sur les effets aléatoires.

Une deuxième limite de ces modèles vient des hypothèses paramétriques. En

effet, l’association entre l’événement et les marqueurs est entièrement spécifiée et

il est difficile d’évaluer l’impact de cette hypothèse sur les estimations du modèle.

En particulier, des études de sensibilité sont nécessaires (Hogan et Laird, 1997 ;

Fitzmaurice et al., 2001).
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Une troisième limite concerne l’interprétation assez complexe de l’association

entre le marqueur et l’événement. En effet, cette association s’exprime le plus sou-

vent sous forme de corrélation entre les effets aléatoires du marqueur et le risque

d’événement. En plus, la corrélation entre les mesures répétées du marqueur et la

corrélation entre l’événement et le marqueur ne sont pas différenciées (Roy, 2003).

Enfin, lorsqu’on étudie l’association entre l’évolution d’un marqueur et la surve-

nue d’un événement, on peut s’attendre à avoir au moins deux types d’évolutions

différentes suivant que l’événement a lieu ou pas. Or, dans un modèle à effets

aléatoires partagés, on fait l’hypothèse que l’évolution du marqueur est homogène :

les effets aléatoires qui prédisent l’événement sont supposés Gaussiens.

Les hypothèses paramétriques difficiles à vérifier, les difficultés numériques et l’in-

terprétation complexe de l’association entre les deux processus dans les modèles à

effets aléatoires partagés ont conduit à considérer une autre approche pour modéliser

conjointement des marqueurs et un événement : les modèles conjoints à classes la-

tentes.

2.4.2 Modèles conjoints à classes latentes

Ces modèles sont des extensions des modèles de mélange pour données longitu-

dinales présentés en section 2.3.3. L’hypothèse est qu’il existe dans la population

un nombre inconnu de sous-populations homogènes à la fois pour l’événement et le

marqueur. Chaque sous-population peut avoir sa propre distribution du marqueur

et sa propre distribution de l’événement.

Spécification du modèle

Faisons l’hypothèse qu’il existe G classes latentes dans la population. La variable

latente ci décrit l’appartenance aux classes latentes : ci = g si le sujet i appartient

à la classe g. L’appartenance à chaque classe, c’est à dire πig = P (ci = g), peut être
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décrite par le modèle multinomial comme défini en (2.15). Conditionnellement à la

classe latente g, le marqueur Yi est supposé suivre un modèle linéaire mixte :

Yi|ci=g = Xiβ +Wiαg + Ziuig + εig (2.24)

où Xi est la matrice de variables explicatives indépendante de la classe et associée

au vecteur d’effets fixes β communs à toutes les classes. La matrice Wi contient

des variables explicatives distinctes de Xi et est associée au vecteur d’effets fixes αg

différents dans chaque classe du mélange. La matrice Zi est une sous-matrice de Wi

associée au vecteur d’effets aléatoires uig distribué suivant une N (0, D). Les erreurs

εig sont indépendantes et distribuées suivant une N (0, σ2Ini
).

Par rapport à un modèle de mélange pour données longitudinales classique,

l’événement est maintenant aussi prédit par les classes de mélange. Muthén et Shed-

den (1999) suivi de Lin et al. (2000) ont défini la probabilité d’événement Ti dans

chaque classe de mélange g par un modèle logistique :

P (Ti = 1|ci=g) =
exp(δ0g + xiδ1g)

1 + exp(δ0g + xiδ1g)
(2.25)

où δ0g est l’intercept spécifique à chaque classe et xi est le vecteur de variables expli-

catives associé au vecteur de paramètres δ1g potentiellement différent dans chaque

classe latente.

Lin et al. (2002a) et McCulloch et al. (2002) ont ensuite étendu ce modèle pour

prendre en compte le délai jusqu’à l’événement plutôt que la probabilité d’événement

à un temps donné. Le risque d’événement est défini par un modèle à risques propor-

tionnels :

λ(t)|ci=g = λ0g(t)exp(xiδ1g) (2.26)

où λ0g(t) est le risque instantané de base de l’événement spécifique ou non à chaque

classe latente.

Dans le modèle conjoint à classes latentes, la variable de classes ci représente le

seul lien entre l’évolution du marqueur et l’événement. Ce modèle est donc similaire

aux modèles à effets aléatoires partagés sauf que dans le cas présent l’effet aléatoire
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est discret.

Estimation des paramètres

La variable latente représentant le seul lien entre les distributions du marqueur

et de l’événement, la distribution conjointe de Yi et Ti s’écrit de la manière suivante :

f(Yi, Ti) =
∑

g

f(Yi|ci = g)f(Ti|ci = g)f(ci = g) (2.27)

La contribution de chaque sujet à la vraisemblance peut donc s’écrire comme

une somme sur les classes latentes des contributions spécifiques à chaque classe, et

la vraisemblance a la forme suivante :

L(φ;Yi, Ti) =
N∏

i=1

G∑
g=1

πigf(Yi|ci = g;φ)f(Ti|ci = g;φ) (2.28)

où f(Yi|ci = g;φ) est une distribution multivariée Gaussienne d’espérance Xiβ +

Wiαg et de variance covariance ZiDZ
T
i + σ2Ini

, et f(Ti|ci = g;φ) est la distribution

du modèle logistique défini en (2.25) ou du modèle de survie défini en (2.26).

Cette vraisemblance ayant une expression analytique, les estimateurs du maxi-

mum de vraisemblance peuvent être obtenus par des méthodes itératives. Les mêmes

difficultés que pour le modèle de mélange pour données longitudinales sont ren-

contrées, en particulier les problèmes de multimodalité et d’estimation à G fixé. L’al-

gorithme EM est généralement préféré pour l’estimation des paramètres et le critère

BIC est utilisé pour sélectionner le nombre optimal de classes latentes (Muthén et

Shedden, 1999 ; Lin et al., 2000 ; Lin et al., 2002a).

Applications

Muthén et Shedden (1999) ont proposé un modèle conjoint à classes latentes et

l’ont appliqué dans plusieurs études en psychologie. Ils ont ainsi étudié l’association
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entre l’évolution de la consommation d’alcool entre 18 et 25 ans et la probabilité

de dépendance à l’alcool à 30 ans (Muthén et Shedden, 1999). Une autre étude a

porté sur l’impact d’une intervention pédagogique à la fois sur l’évolution du com-

portement agressif au cours du temps et sur des événements tels que l’exclusion

de l’école ou une arrestation (Muthén et al., 2002). A travers cette dernière appli-

cation, un intérêt majeur des modèles à classes latentes est souligné : ce modèle

permet d’évaluer l’impact de variables explicatives sur l’évolution du marqueur, sur

l’événement lui même ou bien sur l’association entre les deux. Dans l’étude de l’inci-

dence du cancer de la prostate, plusieurs travaux ont permis de mettre en évidence

les différents profils d’évolution de la PSA et son association avec la survenue d’un

cancer de la prostate. La PSA, l’antigène spécifique de la prostate, est le biomarqueur

reconnu dans l’étude du cancer de la prostate. Lin et al. (2000) ont d’abord montré

grâce à un modèle à classes latente qu’il existait 4 profils différents d’évolution as-

sociés à des risques plus ou moins accrus de cancer plusieurs années plus tard et Lin

et al. (2002a) ont confirmé ces résultats et proposé un outil de détection précoce

d’un cancer à partir des mesures répétées de PSA.

Avantages et limites du modèle conjoint à classes latentes

Le modèle à classes latentes est pour l’instant beaucoup moins fréquemment

utilisé que le modèle à effets aléatoires partagés pour étudier conjointement un

marqueur longitudinal et un événement. Pourtant, les modèles conjoints à classes

latentes offrent certains avantages par rapport au modèles à effets aléatoires par-

tagés.

Tout d’abord, la variable latente partagée dans un modèle à classes latentes étant

discrète, la densité conjointe s’écrit comme une somme sur les classes latentes et non

une intégrale sur les effets aléatoires. Les effets aléatoires interviennent uniquement

dans le modèle mixte qui dans le cas linéaire a une vraisemblance analytique. La

vraisemblance du modèle conjoint à classes latentes a donc la plupart du temps

une expression analytique et est facilement maximisable. Deuxièmement, dans le
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modèle à classes latentes, la corrélation entre le marqueur et l’événement (par les

classes latentes) et la corrélation entre les mesures répétées du marqueur (par les

effets aléatoires) sont bien distinctes alors qu’elles sont confondues dans le modèle

à effets aléatoires partagés classique. De plus, la représentation de profils et courbes

de survie dans chaque classe latente simplifie l’interprétation des résultats. Enfin,

lorsqu’on étudie l’association entre l’évolution d’un marqueur et la survenue d’un

événement, il est intuitif de faire une hypothèse d’hétérogénéité dans la population,

hypothèse que le modèle à classes latentes prend bien en compte.

Les modèles conjoints à classes latentes peuvent donc parâıtre préférables aux

modèles de sélection. Cependant, ils présentent deux inconvénients. L’hypothèse

d’indépendance conditionnellement aux classes latentes est au moins aussi forte que

l’hypothèse d’indépendance conditionnellement aux effets aléatoires dans le modèle

à effets aléatoires partagés. En plus, dans un modèle à effets aléatoires partagés, il

est possible de spécifier plusieurs types de combinaisons linéaires des effets aléatoires

dans le modèle de survie, ce qui rend la modélisation de la dépendance plus souple.

Mais en contrepartie, le modèle conjoint à classes latentes permet de tester des effets

de variables explicatives spécifiques aux classes latentes. Le deuxième inconvénient

est que, les mocèles à classes latentes étant une extension des modèles de mélange

pour données longitudinales, ils peuvent présenter des maxima locaux et doivent

être estimés pour un nombre de classes fixé, le nombre optimal de classes latentes

étant choisi par un critère de sélection.

Dans le vieillissement cognitif, comme il existe une hétérogénéité des déclins,

nous avons préféré utiliser les modèles conjoints à classes latentes plutôt que des

modèles à effets aléatoires partagés pour étudier conjointement l’évolution cognitive

hétérogène et la survenue d’une démence dans ce travail de thèse.
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2.4.3 Cas particulier : modélisation de la sortie d’étude in-

formative

Une des applications qui a largement motivé le développement de modèles pour

décrire conjointement l’évolution d’un marqueur et la survenue d’un événement est le

traitement de la sortie d’étude informative dans les analyses longitudinales. L’objec-

tif est de corriger les biais dans l’inférence de l’évolution du marqueur Y en prenant

en compte le délai jusqu’à la sortie d’étude T . Pour cela, deux approches ont été

envisagées (Hogan et Laird, 1997 ; Little, 1995) :

- le modèle de sélection : f(Y, T ) = f(Y )f(T |Y )

- le modèle par mélange de profils d’observations : f(Y, T ) = f(Y |T )f(T )

Les modèles de sélection pour la sortie d’étude

Le modèle de sélection consiste à modéliser la distribution jointe du marqueur Yi

et du temps d’événement Ti pour un sujet i (i = 1, ..., N) soit en faisant l’hypothèse

que la distribution de Ti dépend directement de Yi (“outcome-dependent model ”) :

f(Yi, Ti; θ, ψ) = f(Yi; θ)f(Ti|Yi;ψ) (2.29)

Soit en supposant qu’elle dépend des effets aléatoires du modèle mixte pour Yi

(“random-effects-dependent model”) :

f(Yi, Ti; θ, ψ) =

∫
f(Yi | ui; θ)f(Ti | ui;ψ)f(ui)dui (2.30)

La deuxième formulation, correspondant à un modèle à effets aléatoires partagés

présenté en section 2.4.1, est la formulation la plus courante.

Le modèle de sélection est particulièrement intéressant pour prendre en compte la

sortie d’étude car il permet de décrire directement et sans biais l’évolution marginale

du marqueur caractérisée par le vecteur θ (Roy et Lin, 2002 ; Little, 1995). En

effet, les paramètres décrivant l’évolution du marqueur marginalement par rapport
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à la sortie d’étude sont estimés directement. Cependant, l’intégration numérique

sur les Yi manquants dans (2.29) ou sur les effets aléatoires dans (2.30) complique

l’estimation de ces modèles.

Les modèles par mélange de profils d’observations

Cette méthode consiste à modéliser la distribution jointe du marqueur Yi et du

temps d’événement Ti pour un sujet i (i = 1, ..., N) en considérant la distribution

conditionnelle de Yi sachant Ti :

f(Yi, Ti;φ, ζ) = f(Yi|Ti;φ)f(Ti; ζ) (2.31)

Plus précisément, f(Yi | Ti) est défini soit en incluant la date de sortie d’étude

comme variable explicative dans le modèle pour Yi, soit en stratifiant sur les profils

d’observation (ou dates de sortie d’étude).

L’idée de conditionner l’analyse sur les profils de sortie d’étude permet une prise

en compte simple et intuitive du processus de sortie d’étude et évite notamment

de faire des hypothèses sur sa distribution. De plus, la vraisemblance du modèle de

mélange a une écriture analytique qui permet donc d’utiliser des méthodes classiques

d’estimation par le maximum de vraisemblance.

Cependant, le modèle par mélange de profils d’observations ne permet pas d’ob-

tenir directement les paramètres d’intérêt, c’est à dire ceux caractérisant l’évolution

marginale du marqueur et notamment l’effet marginal de variables explicatives sur

le marqueur. Pour pallier cette limite, Fitzmaurice et al. (2001) ont proposé une

reparamétrisation du modèle pour distinguer la partie marginale de l’évolution du

marqueur des différences d’évolution suivant les profils de sortie d’étude. Cela per-

met d’obtenir directement l’évolution marginale sans biais du marqueur comme dans

le modèle de sélection.

Enfin, un problème majeur dans les modèles par mélange de profils observés

est qu’il peut exister un nombre important de profils et que pour certains profils,
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l’information sur Yi peut être insuffisante pour estimer le modèle. Dans ce cas, des

contraintes supplémentaires sont nécessaires. Pour pallier ces problèmes, Roy (2003)

a proposé un modèle dans lequel le nombre de classes dans le mélange est réduit ;

les classes ne sont plus observées mais latentes. Au sein de chaque classe latente,

la distribution du marqueur est la même et l’appartenance à la classe latente est

déterminée en fonction du temps de sortie d’étude. Ce modèle peut être vu comme

un modèle de mélange pour données longitudinales dans lequel le temps jusqu’à

l’événement prédit l’appartenance à un profil d’évolution. Depuis, Lin et al. (2004)

ont proposé une approche par classes latentes pour prendre en compte les données

manquantes intermittentes. Les modèles conjoints à classes latentes constituent en

effet une approche intermédiaire entre les modèles par mélange de profils d’observa-

tions et les modèles à effets aléatoires partagés.



Chapitre 3

Modèle nonlinéaire à processus

latent pour des données

longitudinales multivariées

Dans ce chapitre, nous proposons un modèle nonlinéaire à processus latent pour

étudier conjointement plusieurs tests psychométriques quantitatifs non Gaussiens.

Le modèle statistique, son estimation ainsi qu’une illustration dans l’étude du vieillis-

sement cognitif ont fait l’objet d’un article publié dans la revue Biometrics et

présenté dans la section suivante. Nous détaillons ensuite deux études de simulation

ayant pour but d’évaluer les performances du modèle et décrivons enfin deux tra-

vaux d’application basés sur cette méthodologie. Le premier a consisté à évaluer les

propriétés métrologiques de quatre tests psychométriques et le deuxième a consisté

à distinguer l’association du sexe et du niveau d’éducation avec le déclin cognitif

global de leur association avec les tests psychométriques. Enfin, nous discutons les

limites de l’approche et les améliorations possibles.
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3.1 Article méthodologique

Résumé de l’article

La cognition n’est pas une quantité directement observée, elle est mesurée par

plusieurs tests psychométriques quantitatifs. Ces tests psychométriques ont des dis-

tributions différentes, souvent non Gaussiennes, certains tests souffrant en parti-

culier d’un effet plafond ou plancher. Etudier l’évolution cognitive et l’effet de va-

riables explicatives en utilisant l’information d’un seul test peut donc aboutir à des

résultats différents. Dans cet article, nous proposons d’étudier l’évolution du fac-

teur commun à plusieurs tests psychométriques, ce facteur commun pouvant être

vu comme le processus cognitif sous-jacent aux tests psychométriques. Le facteur

commun est défini en temps continu et mesuré à des temps discrets par les tests

psychométriques. Son évolution suit un modèle linéaire mixte incluant des variables

explicatives dépendantes du temps et un mouvement Brownien. Pour prendre en

compte les propriétés métrologiques différentes des tests psychométriques, nous

considérons que chaque test psychométrique est une transformation nonlinéaire

souple paramétrée du facteur commun. L’estimation des paramètres du modèle

contenus à la fois dans le modèle linéaire mixte et dans les transformations non-

linéaires est obtenue en maximisant la vraisemblance observée du modèle. Nous

proposons deux méthodes graphiques pour évaluer l’adéquation du modèle et une

illustration sur un échantillon de la cohorte française PAQUID.
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Summary. Cognition is not directly measurable. It is assessed using psychometric tests, which can be
viewed as quantitative measures of cognition with error. The aim of this article is to propose a model to
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by maximizing the observed likelihood and graphical methods are performed to assess the goodness of fit of
the model. The method is applied to data from PAQUID, a French prospective cohort study of ageing.
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1. Introduction
In cognitive ageing studies, cognition is generally evaluated
through a battery of psychometric tests, which are quantita-
tive measures of various dimensions of cognition. Describing
cognitive evolution and assessing the impact of covariates on
this evolution is an interesting approach to help us understand
the process of cognitive ageing. As the various psychometric
tests are highly correlated, multivariate longitudinal analy-
ses of several psychometric tests are often performed using
multivariate linear mixed models (Hall et al., 2001; Harvey,
Beckett, and Mungas, 2003; Sliwinski, Hofer, and Hall, 2003).
These models highlight both the differences in the shapes of
evolution for each dimension and the strong correlation be-
tween the dimensions.

The idea of a latent cognitive process explaining the cogni-
tive decline in the elderly is hypothesized in neuropsychology.
This latent cognitive process can be viewed as a common cog-
nitive factor across all the psychometric tests (Salthouse et al.,
1996; Fabrigoule et al., 1998) and is supposed to be a better
predictor of dementia and cognitive decline. As a consequence,
it would be of substantial interest to focus the analysis on this
latent process by describing its evolution and evaluating the
impact of covariates directly on it.

In a cross-sectional framework, Sammel and Ryan (1996)
proposed a latent variable model in which covariates could
affect directly the latent variable, and the multiple out-
comes were assumed to be measures of the underlying latent
variable with error. In a longitudinal framework, Gray and
Brookmeyer (1998) proposed a marginal regression model,
with estimation via generalized estimating equations, to

assess an overall treatment effect on several continuous and re-
peated outcomes. Roy and Lin (2000) also extended the linear
latent variable model of Sammel and Ryan (1996) to repeated
multivariate data. In practice, the assumption of a linear rela-
tionship between the outcomes and a Gaussian latent variable
is frequently too strong, because the psychometric tests often
have non-Gaussian distributions due to different metrological
properties and different behaviors with ageing (Hall et al.,
2001; Amieva et al., 2005). For instance, some tests may be
more sensitive to changes at high levels of cognition than at
low levels of cognition, while others may have the same sen-
sitivity at high and low levels of cognition. Thus, we propose
to introduce parameterized flexible nonlinear transformations
to link the quantitative tests with the latent process. The la-
tent process is defined in continuous time by a linear mixed
model including a Brownian motion, and nonlinear transfor-
mations of the psychometric tests are noisy measures of the
latent process at discrete occasions, the shapes of the esti-
mated nonlinear transformations giving information on the
metrological properties of each test.

This extension of mixed models to latent variable mod-
els is related to structural equation models (SEM), mainly
developed in psychometrics, because in both approaches the
quantity of interest cannot be measured directly and is eval-
uated instead by a set of outcomes or items (Muthén, 2002;
Dunson, 2003; Rabe-Hesketh, Skrondal, and Pickles, 2004).
Thus the formulation of the model has two components, a
measurement model which links the latent variables with the
observations and a structural model which explains the la-
tent variable structure. In the last decade, there have been
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major improvements in SEM (Sánchez et al., 2005). These
include (i) to handle clustered or repeated data (Longford
and Muthén, 1992; Dunson, 2003; Rabe-Haseketh et al., 2004;
Skrondal and Rabe-Hesketh, 2004; Song and Lee, 2004), (ii)
to allow mixture of count, ordinal, and dichotomous out-
comes (Dunson, 2003; Lee and Song, 2004; Rabe-Hasketh
et al., 2004), (iii) to relax linearity of the relationship be-
tween the latent variables by using nonlinear structural mod-
els (Jöreskog and Yang, 1996; Arminger and Muthén, 1998;
Wall and Amemiya, 2000; Lee and Song, 2004; Song and Lee,
2004), and (iv) to relax linearity between the continuous re-
sponses and the latent variables (Yalcin and Amemiya, 2001).

Our modeling approach differs in a number of ways. First,
we focus on the change over time of a single common latent
process, while the main interest of SEM lies in the relation-
ship between several latent variables. Moreover, when deal-
ing with quantitative outcomes, SEM generally assumes a
Gaussian or a Poisson distribution for the outcomes. Except
for threshold models for ordinal data (Dunson, 2003; Lee and
Song, 2004; Rabe-Hesketh et al., 2004), when nonlinear trans-
formations link the latent variables and the outcomes, they
do not depend on parameters to be estimated. As thresh-
old models are not appropriate for quantitative scores with
many possible values, we estimate the shape of the transfor-
mations by using parameterized nonlinear functions. Finally,
our model includes a continuous-time latent process; this gives
a description of the evolution of the latent cognitive level for
all times in the range of the observations and furthermore,
it can easily handle data where the number and times of
the observations are different for each subject and for each
outcome.

Nonlinearity in SEM either in the structural model or in the
relationship between observed outcomes and latent variables
requires the development of suitable estimation methods. For
models including products of latent variables, Jöreskog and
Yang (1996) proposed a frequentist approach based on the
maximization of the likelihood, while Arminger and Muthén
(1998) proposed a Bayesian approach using a Markov chain
Monte Carlo (MCMC) algorithm. For models with nonlinear
relationships between the responses and the latent variables,
Yalcin and Amemiya (2001) proposed to compute a quadratic
approximation of the nonlinear transformations, and then
maximized the approximate likelihood. In contrast, to han-
dle the nonlinear relationships between the responses and the
latent process, we propose to maximize the exact likelihood
of the observed data, which is a product of the likelihood of
the transformed data (the transformed data are multivariate
Gaussian in our model) and the Jacobian of the nonlinear
transformations.

The main characteristics of our methodology can be sum-
marized as follows:

(a) it can be applied to multivariate longitudinal non-
Gaussian quantitative outcomes;

(b) it can study the evolution of a continuous-time latent
process representing the common factor across all the
outcomes;

(c) it can estimate the shape of the transformations link-
ing the quantitative outcomes and the underlying latent
process;

(d) it can handle any type of unbalanced data (number and
time of measurements, covariates, . . .) and missing at
random data;

(e) it can estimate impact of covariates on both the latent
process and the observed outcomes.

The next section focuses on the formulation of the model
for the latent process and the outcomes on the parameterized
nonlinear transformations. Section 3 is devoted to maximum
likelihood estimation (MLE). In Section 4 we discuss goodness
of fit and Section 5 focuses on an application of the method
to data from the French prospective cohort study PAQUID
(Letenneur et al., 1994).

2. Methodology
2.1 The Latent Process: Structural Model
Consider the continuous-time latent process Λi = (Λi(t))t≥0

representing the common cognitive factor for individual i with
i = 1, . . . , N . Λi is defined at time t, t ∈ R

+ according to a
linear mixed model,

Λi(t) = X1i(t)
T β + Zi(t)

T ui + σwwi(t), t ≥ 0, (1)

where X1i(t) is the q1 vector of time-dependent covariates as-
sociated with the vector of fixed effects β. The (p + 1) vector
Zi (t) = (1, t, . . . , tp)T is a time polynomial of degree p (or
any vector of functions of time) and the vector of random
effects at subject level ui ∼ N(μ, D), where D is an unstruc-
tured positive definite matrix. The process wi = (wi (t))t≥0 is
a standard Brownian motion; wi (t) models local variation and
departure from the polynomial trend while the random effects
account for the variability of the trend across the subjects. No
independent error is added because this latent process is as-
sumed to represent the actual cognition in continuous time.
Note that the linearity in β or in the covariates is not crucial.
Any function of time could be included in the model, because
the model is still linear in the random effects, to ensure the
normality of the latent process. Moreover, the Brownian mo-
tion also adds flexibility to the parametric function of time.

2.2 The Measurement Model
Now consider K quantitative outcomes. Each outcome could
be an individual psychometric test, or the sum of scores from
an itemized test. For subject i and outcome k, we observe the
nik vector of measurements yik = (yi1k, . . . , yijk, . . . , yinik k)T ,
where yijk is the score of subject i at occasion j for test k. The
number and times of measurements may be completely differ-
ent for each subject and each outcome. In the spirit of latent
growth curve modeling (Muthén, 2002) and SEM (Yalcin and
Amemiya, 2001), we assume that this measurement yijk is re-
lated to the latent process at time tijk through the following
flexible model,

gk(yijk ; ηk) = ỹijk = Λi(tijk ) + αik + X2i(tijk )
T γk + εijk , (2)

where the function gk comes from a family of nonlinear trans-
formations G depending on the vector of parameters ηk , which
will be estimated; the random effects αik are independently
distributed according to an N(0, σ2

αk
) distribution; the vec-

tors X2i(tijk ) and γk are, respectively, a q2 vector of time-
dependent covariates and the associated vector of contrasts
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for the test k; εijk are independent Gaussian errors with mean
0 and variance σ2

εk
.

As in Dunson (2003), the random effect αik accounts for the
fact that for a same value of the latent process, two subjects
can score differently in the cognitive domain associated with
psychometric test k. The contrasts γk make the relationship
between the outcomes and the latent process more flexible by
allowing some covariates to be differently associated with the
various outcomes. The sum of the contrasts over the K tests
for a given covariate equals 0. Thus, parameters β in (1) cap-
ture the mean association with the covariates contained both
in X1i (t) and X2i (t), while parameters γk in (2) capture the
variability of the association for each test around this mean
value.

2.3 The Choice of the Family of Functions G
For all the outcomes, the transformations gk (y; ηk) come from
the same family of functions G. The choice of the family is a
key aspect of the model; it determines the flexibility of the
link between the joint outcomes with various behaviors and
the underlying latent process. The transformations must be
monotonic and increasing functions of y and depend on few
parameters to make the estimation of the model easier. So,
the choice of the family G is a compromise between flexibility
and parsimony.

The first transformation considered here is the beta cumu-
lative distribution function (CDF), which can take very differ-
ent shapes, including concave, convex, and sigmoid, according
to the parameters, as illustrated in Figure 1. It is defined for
y ∈ [0, 1], η1k > 0, and η2k > 0 by

gk(y; η1k, η2k) =

∫ y

0

xη1k−1(1− x)η2k−1

B(η1k, η2k)
dx. (3)
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Figure 1. Examples of beta transformations for various pairs of parameter values.

As the beta CDF is defined in [0, 1], for each psychometric
test, a preliminary step consists of rescaling the tests to the
unit interval.

The main drawback of this transformation is its computa-
tional complexity. As a consequence, simpler transformations
have also been considered to compare the fits of the models:
the linear transformation, the logit transformation combined
with a linear transformation, and the Weibull cumulative dis-
tribution function (details in the Appendix). When using a
linear transformation, the model is a multivariate linear mixed
model similar to Roy and Lin (2000) or Rabe-Hesketh et al.
(2004), with an additional Brownian motion term. In that
case, constraints have to be added to make the model identi-
fiable: we assume the intercept μ0 equals 0 and the variance of
the random intercept u0i equals 1. In contrast, when using a
CDF, the requirement that gk (y) is in [0, 1] avoids additional
constraints on the latent process.

3. Estimation
Parameter estimation is achieved using maximum likeli-
hood techniques assuming that missing data are missing at
random. A nonstandard aspect of the model is the pres-
ence of parameters both in the nonlinear transformation
gk of the outcome and in the model for the transformed
response ỹi = (ỹi11, . . . , ỹini11, . . . , ỹijk , . . . , ỹi1K , . . . , ỹiniKK)T ,
where ỹijk = gk(yijk ). The log likelihood of interest is the log
likelihood of the outcomes in their natural scale, and thus
includes the Jacobian of the transformations gk . It is given by

L(y; θ) = L(ỹ; θ) + ln(J(y; θ))

=

N∑
i=1

L(ỹi; θ) +

N∑
i=1

ln(J(yi; θ)), (4)
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where θ is the complete vector of parameters containing the
transformation parameters η′k = (η1k, η2k), k = 1, . . . , K, the
fixed parameters μ, β, γ1, . . . , γK , and the variance–covariance
parameters vec(D), σw, σα1 , . . . , σαK

, σe1 , . . . , σeK
. J(y; θ) is

the Jacobian of the transformation given the data and the
vector of parameters θ. For the beta transformation, the
Jacobian is defined by

J(yi; θ) =

K∏
k=1

nik∏
j=1

y
η1k−1
ijk (1− yijk )

η2k−1

B(η1k, η2k)
. (5)

Formulae of the Jacobian for the other potential transfor-
mations are given in the Appendix.

L(ỹi; θ) is the log likelihood of the transformed data for sub-
ject i. Let Zk

i = (Z(ti1k), . . . , Z(tinik k))T be the nik × (p + 1)
matrix of time polynomials for subject i and test k;
Xk

1i = (X1i(ti1k), . . . , X1i(tinik k))T and Xk
2i = (X2i(ti1k), . . . ,

X2i(tinik k))T are, respectively, the nik × q1 matrix of time-
dependent covariates for the latent process and nik × q2 ma-
trix of time-dependent covariates for the psychometric tests.
Let In be the identity matrix of size n, and Jn , the matrix of
size n where all the elements equal 1. Then, the density of ỹi

is a multivariate Gaussian density of size ni =
∑K

k=1nik with
mean Ei = (ET

i1, . . . ,E
T
iK )T and covariance matrix Vi given by

Eik = Zk
i μ + Xk

1iβ + Xk
2iγk (6)

Vi =

⎛
⎜⎝

Z1
i

...

ZK
i

⎞
⎟⎠D

(
Z1T

i · · · ZKT
i

)
+ Vw +

⎛
⎜⎝

Σ1 0 0

0
. . . 0

0 0 ΣK

⎞
⎟⎠ ,

with Σk = σ2
αk

Jnik + σ2
εk

Inik (7)

and Vw the covariance matrix for the Brownian process with
argument σ2

w(min(tl , tm)) for (l, m) ∈ [1, ni ]
2. The contribu-

tion of subject i to the log likelihood of the transformed data
L(ỹi; θ) is the logarithm of this multivariate density taken at
the observation values. The log likelihood (4) has a closed
form (except for the computation of the beta CDFs for which
standard routines are available) and is maximized using a
modified Marquardt algorithm (Marquardt, 1963), which is a
Newton–Raphson-like algorithm. The vector of parameters θ
is updated until convergence using

θ(l+1) = θ(l) − δ
(
H̃ (l)

)−1∇
(
L
(
y; θ(l)

))
. (8)

The step δ equals 1 by default but can be modified to ensure
that the likelihood is improved at each iteration. The matrix
H̃ is a diagonal-inflated Hessian to ensure positive definite-
ness. ∇(L(y; θ(l))) is the gradient of the log likelihood (4) at
iteration l. First and second derivatives are computed by finite
differences. The program is written in Fortran90 and is avail-
able on the web site http://www.isped.u-bordeaux2.fr.
This algorithm is less computationally demanding than al-
ternative Monte Carlo approaches such as in Arminger and
Muthén (1998), who proposed a Bayesian approach for latent
variable models with nonlinear relationships between the la-
tent variables. Nevertheless, it is computationally intensive
and, for example, with a sample of 563 subjects (8227 obser-
vations) and a model with 36 parameters (the final model in

the application), the CPU time is around 15 minutes using a
Bi-Xeon 3.06 GHz 1024 MB RAM.

Moreover, after convergence, standard error estimates of
the parameter estimates are directly obtained using the in-
verse of the Hessian. A bootstrap method using 200 resamples
of the N subjects is also performed for obtaining standard er-
rors of gk(y, η̂k), where y is in the range of the psychometric
test k.

4. Assessment of the Fit
An unsolved question in mixed modeling is the assessment of
the goodness of fit. In this work, we propose two approaches
to evaluate the adequacy of the model, a residual-based ap-
proach and a prediction-based approach. The residual-based
approach consists of evaluating the Gaussian distribution of
the standardized marginal residuals ε̂i given by

ε̂i = Ui(ỹi − Êi), (9)

where Ui is the upper triangular matrix of the Cholesky trans-
formation of V −1

i and Êi = Eθ̂(ỹi) is obtained by replacing the
parameters by their MLE in (6). A normal quantile plot with
the 95% confidence bands computed using the Kendall and
Stuart formula (Kendall and Stuart, 1977, p. 251) is then dis-
played to evaluate whether the empirical distribution of the
standardized residuals ε̂ijk is close to the theoretical N(0, 1)
distribution.

To evaluate the fit of the data on the natural scale of
the tests, we plot the observed mean evolution of each test
versus the estimated marginal mean evolution or the con-
ditional mean evolution, which includes random effects es-
timates. The marginal estimated means Eθ̂(g

−1
k (ỹijk )) and the

conditional estimated means Eθ̂(g
−1
k (ỹijk ) | ûi, α̂ik , ŵi) are com-

puted by numerical integration of g−1
k (ỹik ) over the marginal

distribution of ỹik , N(Eik (θ̂);Vi(θ̂)), or over the conditional
distribution N(Eik (θ̂) + Ŵik ; σ̂kInik ). Here the marginal ex-
pectation and variance of ỹik is given by (6) and (7) and
Ŵijk = Zi(tijk )

T ûi + ŵi(tijk ) + α̂ik is the empirical Bayes esti-
mate of the subject-specific deviation from the model.

5. Application: Cognitive Evolution in the Elderly
5.1 The Data
The aim of this analysis is to describe the decline with age of
the global cognitive ability measured by several psychometric
tests and to evaluate the association of covariates, especially
Apolipoprotein E (apoE) genotype, with the latent cognitive
process. Indeed, the presence of one or two ε4 alleles of apoE
is associated with a higher risk of Alzheimer’s disease (Farrer
et al., 1997) but it is not well established whether the ε4 allele
is more generally associated with cognitive ageing (Winnock
et al., 2002).

The data came from the French prospective cohort study
PAQUID, initiated in 1988 to study normal and pathologi-
cal ageing (Letenneur et al., 1994). Subjects included in the
cohort were 65 years and older at the initial visit and were
followed six times with intervals of 2 or 3 years. At each visit,
a battery of psychometric tests was completed and an evalu-
ation of whether the person satisfied the criteria for a diagno-
sis of dementia was carried out. Measurements at the initial
visit were excluded because of a first passing effect (Jacqmin-
Gadda et al., 1997). In the analysis, we included subjects who
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were free of dementia at the first follow-up and with at least
one measurement for each of four (K = 4) psychometric tests
during the follow-up.

The four tests considered are the Mini Mental State Ex-
amination (k = 1), the Isaacs Set Test (k = 2), the Benton
Visual Retention Test (k = 3), and the Digit Symbol Sub-
stitution Test of Wechsler (k = 4). The Mini Mental State
Examination (MMSE) evaluates various dimensions of cog-
nition (memory, calculation, orientation in time and space,
language, and word registration); it ranges from 0 to 30 and
the distribution is strongly skewed to left with a ceiling effect.
The Isaacs Set Test (IST) shortened at 15 seconds evaluates
verbal fluency accounting for the speed of execution: subjects
have to give a list of words (with a maximum of 10 words)
in four semantic categories. It ranges from 0 to 40 and the
distribution is close to a Gaussian distribution with a little
heavier left tail. The Benton Visual Retention Test (BVRT)
evaluates visual memory: subjects have to recognize 15 geo-
metric figures among four proposals. It ranges from 0 to 15
and the distribution is skewed to left but the ceiling effect is
less strong than for the MMSE. The Digit Symbol Substitu-
tion Test of Wechsler (DSSTW) evaluates attention: given a
table of correspondence between symbols and numbers, sub-
jects have to translate a sequence of 90 numbers into the right
sequence of symbols. In the sample, it ranges from 0 to 76
and the distribution is approximately Gaussian. For the four
tests, low values indicate a more severe impairment. In the
analysis, rescaled scores computed as the value of the test
plus 0.5 divided by 1 plus the range of the observed values
produced values in the open interval (0, 1) and were consid-
ered as continuous. For the DSSTW, the observed range was
76 while the maximum possible value was 90. An additional
analysis performed using 90 instead of 76 for rescaling led to
nearly identical results. More generally, we think it is better
to use the observed range for rescaling to avoid interpreting
the relationship between the score and the latent process on
an unobserved range of values.

The apoE genotype was collected on a subsample of the
PAQUID cohort, so the sample used in the analysis consisted
of 563 subjects having between 1 and 6 measurements per test
(median = 4). The covariates included in the analysis were
gender, educational level (graduated from primary school vs.
lower level), and the apoE genotype (ε4 carrier vs. ε4 noncar-
rier). The time scale was the age minus 65 years per 10 years
(t = age− 65

10 ).

5.2 Comparison of the Fit for the Various Families
of Transformations

We first assumed that the latent cognition was a quadratic
function of time without covariates in expression (1) and with-
out any contrast in expression (2). Using this model, we com-
pared the fit for the beta CDF, the linear transformation, the
combination of a linear transformation and the logit trans-
formation, and the Weibull CDF. According to the Akaike
information criterion (AIC) (see Table 1), the beta transfor-
mation gave a markedly better fit.

5.3 Estimations of the Model with the Beta Transformation
Using the beta transformation, the best fitting model included
a quadratic function of time with three random coefficients
and the three covariates (educational level, gender, and apoE

Table 1
Fit of the data for various transformations in the model

without covariates and a quadratic function of time

Number of Log
Family of transformation parameters likelihood AIC

Linear transformation 20 −21584.1 43208.2
Beta CDF 22 −20387.1 40818.2
Logit + 20 −20876.4 41792.8

linear transformation
Weibull CDF 22 −20654.7 41353.4

genotype) in the model for the latent process. As it was sus-
pected that ability in visual memory, verbal fluency, and at-
tention could be differently associated with gender and educa-
tional level, we also included contrasts between tests for these
covariates. Interactions between apoE genotype and time vari-
ables were also included in the latent process. Interactions
between gender and time and between educational level and
time were not found to be significant and did not confound the
association between apoE and cognitive evolution. Thus they
were excluded from the final model. Estimates of the fixed
effect parameters in the final model are presented in Table 2.

Table 2
Estimates of the fixed effect parameters in the best model with
the beta transformation (log likelihood = −19715.55; number

of parameters = 36; AIC = 39503.1)

Parameter Estimate SE

Intercept: μ0 0.538 0.013
Linear slope: μ1 −0.0044 0.0098
Quadratic slope: μ2 −0.0291 0.0040
Gendera −0.0062 0.0071
Educationb 0.111 0.0088
apoEc 0.0070 0.0096
apoEc × t2 −0.0103 0.0033

Contrasts on gendera (p = 0.027d)
On MMSE (k = 1) −0.0095 0.0052
On IST (k = 2) −0.0052 0.0062
On BVRT (k = 3) 0.0148 0.0052
On DSSTW (k = 4) −0.0001 0.0047

Contrasts on educationb (p = 0.136d)
On MMSE (k = 1) −0.0117 0.0061
On IST (k = 2) 0.0108 0.0070
On BVRT (k = 3) −0.0044 0.0062
On DSSTW (k = 4) 0.0053 0.0058

η11 (MMSE) 1.409 0.097
η21 (MMSE) 0.401 0.018
η12 (IST) 0.952 0.064
η22 (IST) 0.697 0.041
η13 (BVRT) 0.887 0.062
η23 (BVRT) 0.569 0.032
η14 (DSSTW) 0.477 0.027
η24 (DSSTW) 0.838 0.057

aReference: female.
bReference: not graduated from primary school.
cReference: ε4 noncarrier.
dLikelihood ratio test for the contrast variables (X 2 with 3 degrees

of freedom).
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The test-specific random effects αik dramatically improved
the fit (574 increase of the log likelihood for four additional
parameters), which means that for a same value of latent
cognition, subjects score differently in cognitive domains asso-
ciated with the psychometric tests. Accounting for the within-
subject variability with a Brownian motion was also relevant
since it increased the log likelihood of 13.8.

Gender was not significantly associated with the mean com-
mon factor level, while subjects who graduated from primary
school had a significantly better mean common factor level.
Inclusion of contrasts between tests for gender improved sig-
nificantly the fit of the model, showing that gender does
not have the same impact on each psychometric test: men
tend to perform better on the BVRT than women, while the
trend is reversed for the other tests. Contrasts between tests
for educational level are not significant, which suggests that
the effect of educational level does not differ from test to
test.

The apoE genotype was only included in the latent process
evolution (equation (1)) because the hypothesis to evaluate
was an association between the ε4 allele and the decline of
latent cognitive performance. We had no hypothesis regard-
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Figure 2. Estimated beta transformation for each test (solid line) and the 95% pointwise confidence interval (dashed line,
obtained by bootstrap).

ing a link with a specific psychometric measure. We found no
association between the ε4 allele and the mean level of the
common factor at age 65 years but found a strong association
(p = 0.0018) with the change over time of the common fac-
tor: ε4 carriers have a steeper decline than ε4 noncarriers as
shown in Figure 4a. The model including both the interactions
apoE × t and apoE × t2 had exactly the same likelihood as
the model including only apoE × t2. Thus we retained the
latter.

Figure 2 displays the estimated beta transformations for
the four tests with the 95% pointwise confidence interval com-
puted using a bootstrap method. The four estimated transfor-
mations are very different: the curve is convex for the MMSE
and the BVRT, concave for the DSSTW, and close to lin-
ear for the IST. Moreover, the BVRT and the MMSE scores
cover, respectively, only 80% and 88% of the latent process
range while the DSSTW covers around 95% and the IST cov-
ers almost the entire range.

These results suggest that the MMSE and the BVRT are
not appropriate to identify small changes in cognition among
subjects with a high cognitive level, because the maximum
scores of these tests are reached for a value of the latent
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process lower than its maximum. These estimated curves
highlight the ceiling effect of the two tests. More generally,
the nonlinear shape of the MMSE reveals that a decline in
the MMSE should be interpreted by taking the initial level
into account: one point lost from a score above 25 represents
a more substantial decrease of cognition (about 0.06) than
one point lost from a score under 15 (about 0.01). For the
DSSTW, the curve is close to linearity above a score of 10
but one point lost under a score of 10 represents a more sub-
stantial decrease of the latent cognition. Subjects with a latent
cognition lower than 0.1 tend to score 0 on the DSSTW, prob-
ably because they do not even understand the instructions. In
contrast, the IST appears to be useful to evaluate cognition in
a heterogeneous population including high-level and impaired
subjects, because it is close to linearity on almost the entire
range of the latent cognition.

5.4 Assessment of the Fit
Figure 3 contains the normal quantile plots of the standard-
ized marginal residuals defined in (9) for each of the four psy-
chometric tests. The normality assumption of the residuals
seems to be well satisfied for each of the four psychometric
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Figure 3. Normal quantile plot of the standardized marginal residuals for each test (solid lines = “y = x” reference line
and 95% confidence interval).

tests. In contrast, when using a linear transformation, nor-
mal quantile plots showed a poor agreement with the normal
assumption (results not displayed).

Figure 4b shows for each of the four tests the estimated
marginal and conditional mean evolutions with age compared
with the observed mean evolution and its 95% confidence lim-
its; the sample size used to compute each mean is also given.
The conditional estimated means, which include random ef-
fect estimates, are very close to the observed means for every
test, showing a good fit of the model. However, the marginal
estimated means, which include only fixed effects, are outside
the 95% confidence interval of the observed means for the IST
and BVRT at older ages and for the DSSTW in most cases.
These differences may be explained by the rate of missing
data, which is very low for the MMSE, higher for the IST
and BVRT particularly among the oldest participants, and
much higher for the DSSTW at all ages. Indeed, during the
interview, the tests were always completed in the same order
(MMSE, BVRT, IST, DSSTW) and recommendations were
given to the interviewers to avoid missing data for the MMSE,
because it is used for the screening of dementia. Hence almost
all subjects completed the MMSE but subjects with a poor
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cognitive level tended to refuse the other tests and particu-
larly the DSSTW, which is more difficult. Missing data are
thus associated with random effects. For instance, the mean
of subject-specific deviations Ŵijk is −0.0037 for subjects aged

90 or more who completed the MMSE (N = 99), and 0.028,
0.042, and 0.056, respectively, for those who completed the
IST (N = 80), BVRT (N = 57), and DSSTW (N = 34). The
impact of missing data on conditional and marginal estimates

Modèle nonlinéaire à processus latent 73



1022 Biometrics, December 2006

has previously been discussed by Molenberghs and Verbeke
(2001).

5.5 Multivariate Model versus Univariate Models
For each test, the univariate model detected an association
between apoE genotype and cognition with a larger p-value
(p-value from the likelihood ratio test for apoE × t2 param-
eter: p = 0.0043 for MMSE, p = 0.018 for IST, p = 0.020
for BVRT, p = 0.054 for the DSSTW) than for the multi-
variate model (p = 0.0018). By using a multivariate model
compared to four univariate models, we had a gain of power
in assessing the association between apoE genotype and cog-
nition. Moreover, note that interpretation of the association
with the latent process and with each psychometric test is
different.

The gain in efficiency can also be evaluated by comparing
the AIC from the multivariate model and the AIC computed
by pooling the likelihoods from the four univariate models
with the total number of parameters in these four models.
In our case, even if we added in the multivariate model the
constraint that apoE had a common effect on the four tests,
the AIC from the multivariate model was markedly better
(39503.1 vs. 40203.8 for the four univariate models).

6. Discussion
We proposed a nonlinear model for multivariate longitudinal
non-Gaussian quantitative outcomes when the outcomes are
indirect measures of a common underlying continuous-time
process. Such data are very frequent in psychometrics, but the
methodology has many other potential areas of application,
as, for instance, the study of the course of chronic illnesses
evaluated by several biological markers.

In this work, psychometric tests are analyzed by consid-
ering their sum scores as quantitative variables. This is the
most frequent way to consider psychometric tests in geron-
tology: the summary scores are used to evaluate cognitive
level and risk of dementia (Hall et al., 2001; Sliwinski et
al., 2003; Amieva et al., 2005). From a neuropsychological
perspective, the alternative approach, which consists of an-
alyzing item responses using SEM or item response model
(Skrondal and Rabe-Hesketh, 2004, Chapter 3), could be use-
ful if the objective was to understand the underlying compo-
nents of the tests. This methodology is interesting when the
tests consist of a limited number of items evaluating different
cognitive domains (such as the MMSE) or exhibiting differ-
ent levels of difficulty (such as the BVRT). On the contrary,
this methodology would be difficult to apply to the IST score,
which is the number of words cited by the subjects (except
for considering the four subscores for each semantic category)
and the DSSTW score, which is the count of symbols correctly
assigned to a sequence of numbers.

Given that the summary scores are quantitative discrete
variables, we could either consider them as continuous vari-
ables or as ordinal variables. However, threshold models for
ordinal data require estimation of one threshold for each pos-
sible value of the scores, which would be very challenging for
multivariate modeling of scores with so many different val-
ues. In our application including four tests, this would have
implied estimation of more than 150 additional parameters.
Thus, we decided to analyze the scores as continuous variables

and to use nonlinear transformations depending on a limited
number of parameters as link functions between the Gaus-
sian latent process and the observed outcomes. Various link
functions have been considered, but we found that the beta
CDF was flexible enough with only two parameters. With
many fewer parameters than threshold models, the estimated
curves provide interesting information on the relationship be-
tween evolution of the latent cognitive level and evolution of
the observed scores. Moreover, goodness-of-fit analyses show
that the beta transforms of the four test scores fitted well
a Gaussian distribution. Nevertheless, if necessary for other
applications, it would be easy to include a different family
of continuous transformation for each test. This model could
also be extended to allow a mixture of continuous, binary, and
ordinal outcomes with few categories as in Dunson (2000),
Dunson (2003), or Rabe-Hesketh et al. (2004).

Another asset of this model is the way of accounting for
covariate effects. Using fixed contrasts, we were able to distin-
guish between the association with the latent process and the
differential association with the various psychometric tests.
Being able to compare covariate effects over the tests is also
an advantage of multivariate modeling. With a large number
of tests it may also be possible and advantageous to have the
effects of the covariates on the tests be random rather than
fixed.

We assumed the data to be missing at random and thus
ignorable using a maximum likelihood approach. Even if we
have shown that missing data were associated with random
effects, this does not preclude missing data from being ignor-
able. Indeed, if missing data at the last three tests depend on
the observed MMSE score or on the observed evolution of the
MMSE, it induces a dependency on the random effects, but
the missing data are ignorable because missing values may
be predicted using observed data. This is an advantage of
multivariate modeling, in that by using more observed infor-
mation it is more robust to missing data. Nevertheless, as it
is not excluded that missing data are informative, it could be
useful to jointly model time to dropout using a shared ran-
dom effect model as in Roy and Lin (2002). However, this
would increase complexity of the estimation process and esti-
mates would depend on uncheckable parametric assumptions.
Another useful extension would be to jointly model demen-
tia, defining dementia diagnosis as the time at which the la-
tent process first reaches an estimated threshold (Hashemi,
Jacqmin-Gadda, and Commenges, 2003).
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Appendix

Details on the Transformations
For subject i and test k, we give the expressions of the function
and its Jacobian for the linear transformation, the combina-
tion of a linear and a logit transformation, and the Weibull
CDF.

The linear transformation is defined for y ∈ R, η1k ∈ R, and
η2k ∈ R

∗ as
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gk(y; η1k, η2k) =
y − η1k

η2k

J(yi; θ) =

K∏
k=1

1

η2k

.

The combination of a linear and a logit transformation is de-
fined for y ∈ (0, 1), η1k ∈ (0, 1), and η2k ∈ (0, 1) as

gk(y; η1k, η2k) =

ln

(
y

1− y

)
− ln

(
η1k

1− η1k

)

ln

(
η2k

1− η2k

)

J(yi; θ) =

K∏
k=1

nik∏
j=1

1

ln

(
η2k

1− η2k

)
yijk (1− yijk )

.

The Weibull CDF is defined for y ∈ (0, ∞), η1k ∈ (0, ∞), and
η2k ∈ (0, ∞) as

g(y; η1k, η2k) = 1− exp

(
−
(

y

η1k

)η2k
)

J(yi; θ) =

K∏
k=1

nik∏
j=1

η2kyη2k−1

η
η2k
1k

exp

(
−
(

y

η1k

)η2k
)

.
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3.2 Etudes de simulation

Dans cet article, nous n’avons pas présenté d’étude de simulation pour évaluer

les performances du modèle. L’adéquation du modèle aux données a été vérifiée par

deux méthodes graphiques : l’évaluation de la distribution des résidus suivant une

loi normale et la comparaison des évolutions prédite et observée pour chaque test.

Ces deux méthodes ont mis en évidence une très bonne adéquation du modèle aux

données. Néanmoins, le modèle proposé étant paramétrique et assez complexe, nous

dédions cette section à deux études de simulation ayant pour objectif d’évaluer la

qualité des estimateurs du maximum de vraisemblance des paramètres du modèle et

notamment d’évaluer si la fonction de répartition Beta utilisée pour lier les tests psy-

chométriques au processus latent est une transformation satisfaisante. La première

étude de simulation consiste à comparer deux paramétrisations de la fonction de

répartition Beta et la deuxième étude consiste à évaluer si le choix d’une fonction de

répartition Beta n’entrâıne pas de biais important dans l’estimation des paramètres

du facteur commun. Avant de présenter les résultats des deux études, nous exposons

la méthodologie employée pour simuler les données.

3.2.1 Méthodologie des études de simulation

Les deux études de simulation sont construites de la même manière. Il s’agit de

simuler les scores aux K tests psychométriques dans un échantillon de N sujets. Les

scores Yijk sont simulés à partir des temps de mesure tijk, i pour le sujet, j pour la

mesure et k pour le test, de la manière suivante :

Pour chaque sujet i,

1. on simule les effets aléatoires ui = (u0i, u1i, u2i)
T à partir d’une loi normale

N (µ,D) ;

2. pour chaque test k, on simule l’intercept aléatoire spécifique αik à partir de

la loi N (0, σ2
αk

) ;

3. pour chaque mesure j de chaque test k, on définit ensuite la valeur du prédicteur
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linéaire : Ỹijk = Λi(tijk) + αik + εijk = u0i + u1itijk + u2it
2
ijk + αik + εijk, où εijk

est simulé à partir de la loi N (0, σ2
εk

) ;

4. tant qu’au moins un des Ỹijk n’est pas dans l’intervalle [0, 1], les étapes 1 à 3

sont réitérées ;

5. si toutes les valeurs des Ỹijk sont dans l’intervalle [0, 1], on calcule pour chaque

triplet (i, j, k) le score au test Yijk = g−1
k (Ỹijk; η1k, η2k), où gk(.; η1k, η2k) est la

fonction de répartition Beta avec les paramètres canoniques (η1k; η2k).

Ce schéma de simulation met en évidence le point faible de notre approche. La

fonction de répartition Beta est définie de [0, 1] dans [0, 1] alors que le processus

latent Gaussien est défini dans R. La deuxième étude de simulation a pour objectif

d’évaluer le biais engendré par la troncature nécessaire des données Gaussiennes à

[0; 1].

3.2.2 Première étude : paramétrisation de la fonction Beta

La fonction de répartition Beta (donnée en équation (3) de l’article) est définie

en fonction de deux paramètres η1 et η2 définis positifs. Pour estimer ces paramètres

avec l’algorithme de Marquardt, nous avons considéré deux paramétrisations différentes :

- P1 : des transformations directes des paramètres classiques η1 (η1 > 0) et η2

(η2 > 0) : ν1 et ν2 tels que η1 = ν2
1 et η2 = ν2

2

- P2 : des transformations des paramètres de moyenne m (0 < m < 1) et

variance v (v > 0) de la fonction Beta : κ1 et κ2 tels que m =
eκ1

1 + eκ1
et

v = exp(κ2).

Les deux paramétrisations sont équivalentes, les paramètres η1 et η2 étant reliés aux

paramètres de moyenne et de variance de la manière suivante : m =
η1

η1 + η2

et v =

η1η2

(η1 + η2)2(η1 + η2 + 1)
. Pour évaluer et comparer les deux paramétrisations, nous

avons simulé 100 échantillons de 100 sujets. Nous n’avons pas utilisé d’échantillon

similaire aux données de la cohorte PAQUID mais avons choisi des valeurs des pa-
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ramètres de façon à réduire la probabilité que Ỹijk soit en dehors de [0, 1], l’objectif

de cette première étude de simulation n’étant que le choix de la paramétrisation.

Chaque sujet a 11 mesures répétées pour chacun des deux marqueurs considérés, les

temps de mesure étant les mêmes pour tous les sujets : 0, 0.3, 0.6, 0.9, 1.2, 1.5, 1.8,

2.1, 2.4, 2.7 et 3.0. Les Ỹijk sont simulés suivant un modèle linéaire mixte incluant

une intercept aléatoire de loi N (µ0 = 0.6, σ2
0 = 0.009) et une pente aléatoire de loi

N (µ1 = −0.08, σ2
1 = 0.001), l’intercept et la pente aléatoires sont indépendantes

entre elles. Les transformations Beta sont paramétrées par (η
(1)
1 = 0.49; η

(1)
2 =

0.81) et (η
(2)
1 = 0.81; η

(2)
2 = 0.64) et les erreurs sont indépendantes, d’écart-type

σ
(k)
ε = 0.03 pour chaque marqueur (k = 1, 2). Nous n’avons pas inclus d’inter-

cept aléatoire spécifique à chaque test. Les tableaux 3.1(A) et 3.1(B) donnent les

estimations moyennes, les biais relatifs, les écart-types empiriques, les écart-types

asymptotiques moyens et les taux de couverture des 100 simulations pour les deux

paramétrisations P1 et P2.

En utilisant la première paramétrisation, les écart-types asymptotiques moyens

sont nettement plus grand que les écart-types empiriques alors qu’en utilisant la

deuxième paramétrisation, les deux grandeurs sont équivalentes. Ce problème de

surestimation de l’écart-type avec la première paramétrisation semble venir d’un

mauvais conditionnement de la matrice Hessienne. Le conditionnement de la ma-

trice Hessienne est défini par le rapport entre sa plus grande et sa plus petite valeur

propre. Pour la première paramétrisation, la moyenne des conditionnements sur les

100 simulations est de 85219.5 (minimum de 11167.7 et maximum de 1074156.0)

alors qu’elle est de 26531.0 pour la deuxième paramétrisation (minimum de 10082.3

et maximum de 65705.3). La matrice Hessienne a tendance à être très mal condi-

tionnée lorsqu’on utilise la paramétrisation classique ce qui engendre une mauvaise

estimation de l’écart-type asymptotique. Cette première étude de simulation montre

donc que la fonction de répartition Beta doit être paramétrée en utilisant sa moyenne

et sa variance plutôt qu’en fonction de ses paramètres canoniques. Dans la suite de

ce travail, nous utiliserons donc la deuxième paramétrisation P2 de la fonction de
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Tab. 3.1 – Estimation moyenne, biais relatif, écart-type (ET) empirique, écart-type

(ET) asymptotique moyen et taux de couverture des 100 simulations pour (A) la

paramétrisation P1 et (B) la paramétrisation P2.

(A) Paramétrisation P1

paramètre valeur estimation biais ET ET asymptotique taux de

simulée moyenne relatif empirique moyen couverture

ν
(1)
1 0.700 0.693 -0.010 0.0226 0.0472 1.00

ν
(1)
2 0.900 0.889 -0.012 0.0486 0.106 1.00

ν
(2)
1 0.900 0.889 -0.013 0.0348 0.0736 1.00

ν
(2)
2 0.800 0.791 -0.011 0.0387 0.0829 1.00

µ0 0.600 0.599 -0.002 0.0234 0.0358 0.99

µ1 -0.080 -0.079 -0.014 0.0488 0.0941 1.00

σ0 0.095 0.092 -0.035 0.0071 0.0120 1.00

σ1 0.032 0.031 -0.031 0.0025 0.0042 1.00

σ
(1)
ε 0.030 0.030 -0.015 0.0015 0.0034 1.00

σ
(2)
ε 0.030 0.030 -0.013 0.0017 0.0033 0.99

(B) Paramétrisation P2

paramètre valeur estimation biais ET ET asymptotique taux de

simulée moyenne relatif empirique moyen couverture

κ
(1)
1 -0.251 -0.244 -0.027 0.0596 0.0582 0.94

κ
(1)
2 -2.358 -2.335 -0.010 0.0669 0.0631 0.91

κ
(2)
1 0.118 0.119 0.009 0.0517 0.0512 0.96

κ
(2)
2 -2.383 -2.361 -0.009 0.0598 0.0579 0.92

µ0 0.600 0.598 -0.004 0.0235 0.0217 0.97

µ1 -0.080 -0.078 -0.023 0.0055 0.0053 0.96

σ0 0.095 0.091 -0.039 0.0089 0.0082 0.90

σ1 0.032 0.030 -0.041 0.0026 0.0028 0.93

σ
(1)
ε 0.030 0.029 -0.021 0.0019 0.0017 0.95

σ
(2)
ε 0.030 0.029 -0.021 0.0019 0.0017 0.93
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répartition Beta. De plus, cette simulation a permis de montrer que dans le cas où

l’échantillon n’inclut qu’un nombre négligeable de valeurs hors de l’intervalle [0, 1]

pour le processus latent, le modèle à processus latent donne de très bons résultats

en termes de biais et de taux de couverture.

3.2.3 Deuxième étude : situation proche du jeu de données

PAQUID

La deuxième étude de simulation a pour objectif d’évaluer si notre modélisation

par la fonction de répartition Beta n’engendre pas des biais importants dans l’estima-

tion des paramètres à cause de la troncature des données Gaussiennes à [0; 1]. Pour

évaluer ce biais, nous avons simulé des données similaires à celles de l’échantillon

de 563 sujets issu de la cohorte PAQUID et analysé dans l’article méthodologique.

Ainsi, nous pouvons évaluer l’importance du biais pour les données réelles utilisées

dans l’application.

Les échantillons simulés sont constitués des 563 sujets de l’échantillon de PA-

QUID et incluent tous les temps de mesure observés. A partir de ces temps de

mesure et des valeurs des paramètres estimées sur l’échantillon de PAQUID, nous

avons généré les mesures aux quatre marqueurs longitudinaux. Le modèle pour le

facteur commun incluait une intercept, une pente et un terme quadratique aléatoires

corrélés. Par rapport à l’illustration présentée dans l’article, ce modèle n’incluait pas

de processus Brownien, de variables explicatives et d’intercept aléatoire spécifique à

chaque test.

Le tableau 3.2 résume les résultats des 200 simulations effectuées. A chaque

simulation, les étapes 1 à 3 ont été relancées pour 11.6 sujets en moyenne à cause

d’au moins une valeur inférieure à 0 et pour 2.3 sujets en moyenne à cause d’au

moins une valeur supérieure à 1. Pour cet échantillon issu de PAQUID, un nombre

non négligeable de valeurs du processus latent sont donc inférieures à 0, généralement
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Tab. 3.2 – Estimation moyenne, biais relatif, écart-type (ET) empirique, écart-type

(ET) asymptotique moyen et taux de couverture des 200 simulations de l’échantillon

réel de 563 sujets

paramètre valeur estimation biais ET ET asymptotique taux de

simulée moyenne relatif empirique moyen couverture

κ
(1)
1 1.232 1.150 -0.067 0.060 0.061 0.78

κ
(1)
2 -2.789 -2.666 -0.044 0.074 0.078 0.68

κ
(2)
1 0.331 0.289 -0.129 0.041 0.041 0.87

κ
(2)
2 -2.375 -2.306 -0.029 0.041 0.043 0.63

κ
(3)
1 0.459 0.407 -0.113 0.046 0.045 0.82

κ
(3)
2 -2.334 -2.260 -0.032 0.042 0.044 0.63

κ
(4)
1 -0.539 -0.549 0.018 0.035 0.036 0.96

κ
(4)
2 -2.280 -2.232 -0.021 0.027 0.032 0.72

µ0 0.623 0.625 0.0036 0.011 0.011 0.97

µ1 -0.010 -0.012 0.130 0.0094 0.0092 0.95

µ2 -0.289 -0.261 -0.098 0.038 0.037 0.87

chol(D)∗11 0.092 0.084 -0.083 0.0073 0.0067 0.77

chol(D)∗12 -0.053 -0.047 -0.119 0.0159 0.0149 0.94

chol(D)∗22 0.104 0.096 -0.081 0.0084 0.0082 0.85

chol(D)∗13 0.159 0.131 -0.179 0.074 0.069 0.95

chol(D)∗23 -0.401 -0.366 -0.099 0.044 0.041 0.87

chol(D)∗33 0.07 0.187 -0.096 0.013 0.013 0.72

σ
(1)
ε 0.084 0.079 -0.054 0.0029 0.0031 0.71

σ
(2)
ε 0.084 0.079 -0.059 0.0032 0.0033 0.70

σ
(3)
ε 0.097 0.091 -0.060 0.0033 0.0036 0.65

σ
(4)
ε 0.035 0.033 -0.055 0.0013 0.0015 0.76

∗ chol(D) représente la transformée de Cholesky de la matrice D de variance-

covariance des effets aléatoires.
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pour des temps d’observation élevés. Malgré cela, les estimations de l’évolution du

facteur commun sont correctes, avec des biais relatifs assez faibles (au maximum

13% pour la pente). Les paramètres des fonction Beta et des erreurs de mesure

sont aussi légèrement biaisés (biais inférieurs à 13%). On peut noter que, comme

l’échantillon contient beaucoup d’information, les écart-types asymptotiques sont

très petits et le léger biais sur les paramètres suffit à donner des taux de couverture

assez mauvais. La même simulation réalisée sur un sous-échantillon de 100 sujets et

présentée dans le tableau 3.3 a donné des résultats nettement meilleurs en terme de

taux de couverture.

Les légers biais trouvés sur les estimateurs de certains paramètres restent négligea-

bles d’un point de vue clinique. On peut donc conclure de ces études de simula-

tions que le modèle à processus latent incluant une fonction de répartition Beta

paramétrée par sa moyenne et sa variance donne de bons résultats.

3.3 Applications épidémiologiques

Cette approche à processus latent pour étudier conjointement plusieurs tests

psychométriques a donné lieu à deux travaux appliqués dans l’étude du vieillissement

cognitif. Le premier a consisté à étudier le lien entre les tests psychométriques et

le facteur commun représentant le niveau cognitif latent. La deuxième application

a permis de distinguer l’effet de variables explicatives sur le déclin cognitif de leur

effet sur les tests psychométriques eux-mêmes. Nous présentons dans cette section ces

deux travaux réalisés en collaboration avec l’équipe vieillissement de l’unité INSERM

593.

3.3.1 Propriétés métrologiques des tests psychométriques

Cette première application du modèle à processus latent a fait l’objet d’une pu-

blication dans l’American Journal of Epidemiology. L’article complet intitulé Sen-

sitivity of four psychometric tests to measure cognitive changes in brain
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Tab. 3.3 – Estimation moyenne, biais relatif, écart-type (ET) empirique, écart-type

(ET) asymptotique moyen et taux de couverture des 200 simulations de l’échantillon

réel de 100 sujets

paramètre valeur estimation biais ET ET asymptotique taux de

simulée moyenne relatif empirique moyen couverture

κ
(1)
1 1.232 1.127 -0.085 0.187 0.175 0.95

κ
(1)
2 -2.789 -2.646 -0.051 0.213 0.211 0.89

κ
(2)
1 0.331 0.27 -0.169 0.126 0.118 0.98

κ
(2)
2 -2.375 -2.293 -0.034 0.102 0.111 0.93

κ
(3)
1 0.459 0.393 -0.143 0.141 0.129 0.95

κ
(3)
2 -2.334 -2.249 -0.037 0.116 0.116 0.87

κ
(4)
1 -0.539 -0.551 0.022 0.102 0.097 0.98

κ
(4)
2 -2.280 -2.225 -0.024 0.071 0.079 0.92

µ0 0.623 0.624 0.002 0.0300 0.0294 0.96

µ1 -0.010 -0.105 0.008 0.022 0.021 0.95

µ2 -0.289 -0.261 -0.096 0.092 0.090 0.92

chol(D)∗11 0.092 0.082 -0.108 0.017 0.016 0.87

chol(D)∗12 -0.053 -0.045 -0.159 0.038 0.033 0.91

chol(D)∗22 0.104 0.087 -0.165 0.023 0.022 0.91

chol(D)∗13 0.159 0.124 -0.22 0.181 0.158 0.87

chol(D)∗23 -0.401 -0.317 -0.219 0.133 0.142 0.91

chol(D)∗33 0.07 0.158 -0.237 0.055 0.076 0.82

σ
(1)
ε 0.084 0.078 -0.073 0.0078 0.0082 0.91

σ
(2)
ε 0.084 0.078 -0.076 0.0080 0.0085 0.93

σ
(3)
ε 0.097 0.089 -0.077 0.0094 0.0096 0.89

σ
(4)
ε 0.035 0.033 -0.070 0.0039 0.0038 0.87

∗ chol(D) représente la transformée de Cholesky de la matrice D de variance-

covariance des effets aléatoires.
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aging population-based studies est présenté en annexe. Dans ce paragraphe,

nous décrivons l’objectif de l’application et les principaux résultats obtenus.

Dans les études épidémiologiques, la cognition est évaluée par des tests psy-

chométriques qui mesurent les changements cognitifs avec une sensibilité et une

échelle différentes. Utiliser une batterie complète de tests psychométriques peut se

révéler difficile à mettre en oeuvre car d’une part, les longues séances de tests sont

coûteuses et d’autre part, les sujets souffrant d’un déficit cognitif ont plus tendance

à refuser de répondre à de longues séances de tests que les sujets sans déficit cogni-

tif. Il est donc souvent judicieux de sélectionner un faible nombre de tests ou même

un seul test psychométrique pour étudier les changements cognitifs dans une étude

en population. Un bon test psychométrique doit être court et facile à utiliser mais

il doit surtout être capable de détecter n’importe quel changement cognitif dans

l’intervalle de cognition observé dans la population.

L’objectif de ce travail a été de comparer la sensibilité aux changements cognitifs

de quatre tests psychométriques largement utilisés dans les études en population

par le biais du modèle à processus latent. En effet, en estimant les transformations

nonlinéaires qui relient les quatre tests psychométriques à leur facteur commun,

nous sommes en mesure de comparer leurs propriétés métrologiques sur l’intervalle

de cognition observé dans l’échantillon.

Nous avons sélectionné pour cela un échantillon de 2252 sujets à partir de la

cohorte PAQUID. Les sujets inclus étaient non-déments au début du suivi et avaient

au moins une mesure à chaque test durant les 12 ans de suivi. Les quatre tests utilisés

étaient :

- le Mini Mental State Examination (MMSE) (Folstein et al., 1975) qui évalue

plusieurs dimensions de la cognition. C’est le test le plus utilisé pour étudier

les changements cognitifs en population générale ;

- le test de rétention visuelle de Benton (BVRT) (Benton, 1965) qui mesure la

mémoire visuelle, la mémoire épisodique et la mémoire de travail ;

- le set test d’Isaacs tronqué à 15 secondes (IST15) (Isaacs et Kennie, 1973),
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un test de fluence verbale qui mesure la mémoire sémantique, les processus

exécutifs, la mémoire de travail et l’accès au langage ;

- le test de substitution des symboles (DSST) (Wechsler, 1981) qui mesure le

raisonnement logique, la mémoire à court terme et la praxie (capacité à as-

sembler des éléments pour construire une figure).

A partir des estimations du modèle à processus latent incluant une fonction qua-

dratique du temps pour l’évolution du facteur commun, nous avons mis en évidence

plusieurs propriétés pour les quatre tests. Tout d’abord, le MMSE et le BVRT

souffrent d’un effet plafond et ne sont donc pas des tests satisfaisants pour étudier

les changements cognitifs parmi les sujets ayant un haut niveau cognitif. Cependant,

ces deux tests ayant une bonne sensibilité au changement cognitif dans des niveaux

assez bas de la cognition, ils peuvent être utilisés pour étudier la cognition dans des

populations de sujets atteints de déficits cognitifs légers. Au contraire, le DSST a une

bonne sensibilité aux changements cognitifs dans les niveaux élevés de la cognition

et peut être utilisé pour évaluer des changements cognitifs chez des sujets ayant un

haut niveau cognitif. Néanmoins, comme le DSST souffre d’un effet plancher sans

doute dû au fait que les sujets ayant un déficit cognitif important ne peuvent pas

comprendre les instructions compliquées du test, il ne peut pas être utilisé dans des

populations de sujets avec un déficit cognitif sévère. Ces trois tests psychométriques

sont donc appropriés pour évaluer les changements cognitifs dans des populations

particulières, soit chez des sujets de haut niveau cognitif pour le DSST, soit chez des

sujets atteints d’un déficit cognitif léger pour le BVRT et le MMSE. Contrairement

à ces trois tests, l’IST15 a une bonne sensibilité sur tout l’intervalle de cognition et

un point perdu à un niveau cognitif élevé représente la même perte cognitive qu’un

point perdu à un niveau cognitif bas.

A travers cette application, nous avons mis en évidence que, parmi les quatre

tests psychométriques considérés, l’IST était le test le plus approprié pour étudier

les changements cognitifs dans des populations hétérogènes, incluant à la fois des
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sujets avec un déficit cognitif sévère et des sujets avec un haut niveau cognitif. Plus

généralement, en utilisant le modèle à processus latent et en comparant les trans-

formations nonlinéaires estimées sur une batterie de tests, nous sommes en mesure

d’obtenir des informations pour sélectionner le ou les meilleurs tests psychométriques

suivant la nature de la population étudiée et l’objectif de l’étude.

3.3.2 Effet du sexe et du niveau d’études sur les mesures de

déclin cognitif

La deuxième application du modèle mixte à processus latent a consisté à explorer

l’effet de deux variables explicatives sur la dégradation cognitive. Ce travail a donné

lieu à un article actuellement soumis intitulé Impact of gender and education on

cognitive decline with age : a longitudinal approach et présenté en annexe.

Nous avons vu dans le paragraphe 1.1.3 que l’effet du sexe sur le déclin co-

gnitif était encore discuté, l’association entre sexe et déclin cognitif n’étant pas

systématiquement retrouvée dans les études de cohorte. Parallèlement à ces tra-

vaux, des études en neuropsychologie ont mis en évidence que les hommes et les

femmes ne réussissaient pas de la même manière les tests psychométriques. Les

femmes obtiennent de meilleurs résultats que les hommes dans les tests incluant une

composante verbale alors que les hommes obtiennent de meilleurs résultats dans

les tests évaluant la dimension visuospatiale (Reite et al., 1993 ; Wiederholt et al.,

1993). On peut donc se demander si les résultats ambigus obtenus sur l’association

entre sexe et déclin cognitif ne seraient pas uniquement liés à la mesure de cogni-

tion choisie pour évaluer les changements cognitifs. De même, plusieurs études ont

mis en évidence que les sujets à haut niveau d’éducation avaient un niveau cognitif

plus élevé que les sujets à faible niveau d’éducation, et ce, en étudiant différents

tests psychométriques et en ajustant sur l’âge (Elias et al., 1997). Comme le niveau

d’éducation peut agir sur la capacité à passer des tests, les sujets à faible niveau

d’éducation ayant souvent plus de difficultés à gérer les conditions de test, on peut
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se demander si l’écart de perfomances observé entre les sujets à haut et bas niveau

d’éducation ne serait pas en partie lié à une capacité différentielle à passer les tests

psychométriques.

D’une manière générale, il est souvent difficile de distinguer l’effet d’une va-

riable explicative sur le processus de dégradation cognitive de son effet sur l’outil

de mesure de cognition. Dans l’approche à processus latent, nous sommes en me-

sure de distinguer les effets globaux de variables explicatives sur le facteur commun

considéré comme l’indicateur global de cognition de leurs effets sur chaque test psy-

chométrique. Ceci nous permet donc d’évaluer en particulier dans quelle mesure le

sexe et le niveau d’études sont associés au déclin cognitif général et à chaque test

psychométrique.

A partir de la cohorte PAQUID, nous avons sélectionné tous les sujets ayant

au moins une mesure aux quatre tests psychométriques (MMSE, IST15, BVRT et

DSST), quel que soit leur processus de vieillissement cognitif, et notamment quel

que soit leur statut de démence. L’échantillon était constitué de 2228 sujets. Le

niveau d’éducation spécifié en deux classes (a obtenu le certificat d’études primaires

ou non) et le sexe ont été introduits dans le modèle à processus latent à la fois

dans le modèle mixte pour le facteur commun et dans les modèles d’observation de

chaque test. Un ajustement sur les facteurs vasculaires a aussi été pris en compte

pour éviter des problèmes de confusion. Le modèle final incluait :

- dans le modèle structurel : une fonction quadratique de l’âge (AGE), un mou-

vement Brownien (wi(t)) ainsi que les effets du sexe (S), du niveau d’éducation

(CEP) et des facteurs vasculaires ((VASCl)l=1,pV ASC
) à la fois sur le niveau ini-

tial (niveau à 65 ans) du facteur commun et en interaction avec l’âge :

Λ(t) = u0i + u1iAGE + u2iAGE2 + S×
(
β0 + β1AGE + β2AGE2

)
+ CEP×

(
β3 + β4AGE + β5AGE2

)
+

pV ASC∑
l=1

VASCl ×
(
β6+3(l−1) + β7+3(l−1)AGE + β8+3(l−1)AGE2

)
(3.1)
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- dans le modèle d’observation : des intercepts et pentes spécifiques à chaque

test et des contrastes sur le sexe et le niveau d’études ainsi que l’intercept

aléatoire spécifique à chaque test (αik) et l’erreur de mesure (εijk) :

hk(yijk, ηk) = Λ(tijk)+γ0k+γ1kAGE+γ2kAGE2+S×
(
γ3k + γ4kAGE + γ5kAGE2

)
+ CEP×

(
γ6k + γ7kage + γ8kAGE2

)
+ αik + εijk (3.2)

avec
∑K

k=1 γjk = 0, ∀j

Par rapport au modèle présenté dans l’article méthodologique en section 3.1, nous

avons ajouté l’intercept et la pente spécifiques à chaque test dans le modèle d’obser-

vation. En effet, lorsqu’on ne les introduit pas dans le modèle, on fait l’hypothèse

qu’il n’y a pas de différence de niveau ou de pente entre les tests dans la classe de

référence de la variable explicative alors que dans les autres classes, les différences

sont modélisées par les contrastes. Cette hypothèse est bien évidemment trop forte

et peut induire des interprétations erronées lors de la comparaison d’effet des va-

riables explicatives sur les tests. Nous avons donc ajouté au modèle une intercept et

pente spécifiques à chaque test.

Grâce à la modélisation conjointe des quatre tests, nous avons confirmé que le

niveau d’éducation était associé au déclin cognitif global : les sujets ayant un haut

niveau d’éducation ont un niveau cognitif moyen plus élevé mais ont aussi un déclin

cognitif dans le grand âge un peu plus important que les sujets de faible niveau

d’éducation. Nous avons aussi trouvé des différences entre les tests. Notamment,

l’écart entre le score d’un sujet à haut niveau d’études et le score d’un sujet à

bas niveau d’études diminue avec l’âge pour l’IST15 et le DSST et reste le même

pour le MMSE et le BVRT. Ce résultat peut être expliqué par la présence d’une

composante de vitesse dans l’IST15 et le DSST. En effet, il a été montré que la

plupart des changements cognitifs liés à l’âge étaient dus à une baisse de la vitesse

d’exécution (Salthouse, 1996) et que la baisse de vitesse d’exécution était un des

premiers déficits observés dans le vieillissement. Au vu de ces résultats, on peut se
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demander si le déclin cognitif plus important dans le grand âge chez les sujets à

haut niveau d’éducation que chez les sujets à faible niveau d’éducation viendrait du

fait que la perte de vitesse d’exécution liée à l’âge arriverait plus tardivement chez

les sujets à haut niveau d’éducation que chez les sujets à bas niveau d’éducation.

Concernant le sexe, nous avons montré qu’après prise en compte des facteurs vascu-

laires et notamment du statut tabagique, les femmes avaient un déclin cognitif global

avec l’âge légèrement plus important que celui des hommes. Comme nous étudions

le processus de vieillissement cognitif quel qu’il soit, il est possible que ce résultat

soit expliqué par la plus grande incidence de démence chez les femmes que chez les

hommes dans les âges avancés (Letenneur et al., 1999). Dans cette analyse conjointe,

nous avons aussi confirmé que, quel que soit le niveau cognitif global, les femmes

réussissent mieux l’IST (le test incluant une composante verbale) que les hommes à

n’importe quel âge alors que les hommes réussissent mieux le BVRT (évaluant les

capacités visuospatiales) que les femmes à n’importe quel âge.

3.4 Discussion

Nous avons présenté dans ce chapitre un modèle paramétrique pour étudier

l’évolution conjointe de plusieurs marqueurs quantitatifs non Gaussiens. Ce modèle

peut être vu comme une extension du travail de Roy et Lin (2000) à deux niveaux :

nous prenons en compte des marqueurs quantitatifs non Gaussiens par le biais de

transformations nonlinéaires estimées, et nous incluons dans le modèle mixte un

processus Brownien pour assouplir la forme paramétrique de l’évolution moyenne en

fonction du temps.

L’originalité principale de ce travail réside dans les transformations nonlinéaires

paramétrées qui permettent de modéliser la relation entre les marqueurs et le pro-

cessus latent. Dans l’article, nous avons comparé plusieurs familles de fonctions

nonlinéaires paramétriques et avons conclu que les fonctions de répartition Beta



Modèle nonlinéaire à processus latent 91

constituaient un bon compromis entre une grande flexibilité des formes estimées et

un faible nombre de paramètres à estimer par marqueur. Le faible nombre de pa-

ramètres nécessaires pour estimer les transformations est déterminant dans le choix

de la famille de transformations. En effet, si chaque transformation nécessite beau-

coup de paramètres, il sera numériquement difficile d’inclure plusieurs marqueurs

dans le modèle alors qu’un intérêt de cette approche est justement de multiplier

les marqueurs d’évolution pour d’une part les comparer entre eux et d’autre part

augmenter l’information utilisée pour estimer l’effet de variables explicatives.

L’inconvénient majeur de cette approche basée sur les fonctions de répartition

Beta est que la transformation Beta impose que le processus latent soit dans l’inter-

valle [0, 1] alors qu’il peut théoriquement être à valeurs dans R. Nous avons vu dans

les simulations que ce problème engendrait des biais sur les estimations des effets

fixes. Cela étant, ces biais restent légers d’un point de vue clinique. De manière

générale, les deux études de simulation montrent que les estimateurs des paramètres

du modèle sont assez bons.

Dans un travail non présenté ici, nous avons testé des transformations entre

le processus latent et les tests psychométriques basées sur des splines. Ces trans-

formations à valeurs dans R ont l’avantage de pallier le problème rencontré avec

les transformations Beta. Cependant, les transformations par splines estimées sur

les données de PAQUID se sont révélées très proches de celles obtenues par les

fonctions de répartition Beta et l’utilisation des splines a engendré des problèmes

numériques importants liés au grand nombre de paramètres dans le modèle. En effet,

les transformations basées sur des splines nécessitaient 7 paramètres de splines (pour

5 noeuds) et un paramètre de niveau par test alors que la fonction de répartition

Beta ne nécessitait que 2 paramètres par test. Une autre méthode permettant de

pallier le problème lié aux transformations Beta consiste à considérer les tests psy-

chométriques comme des tests ordinaux et à utiliser des modèles à seuils pour lier

chaque test psychométrique au processus latent. Cela a été réalisé dans un travail

récent (Ganiayre et al., 2006) mais cette approche est aussi extrêmement coûteuse
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numériquement. En pratique, il est presque impossible d’étudier plusieurs tests

conjointement. En plus, chaque test est supposé ordinal alors que certains tests

comme le DSST sont purement quantitatifs par construction. Il apparâıt difficile

de trouver une alternative aux tansformations Beta offrant une grande flexibilité

des transformations entre tests et processus latent et n’entrâınant pas de problèmes

numériques. Malgré les légers biais induits par l’utilisation de la transformation

Beta, cette approche reste donc un compromis intéressant.

A travers les deux applications présentées dans ce chapitre, nous avons illustré

les intérêts multiples du modèle à processus latent. Le modèle permet en effet de

comparer les tests psychométriques par rapport au processus latent et notamment

de mettre en exergue leurs propriétés métrologiques. Il permet aussi de différencier

l’effet de variables explicatives sur l’évolution cognitive globale de leur effet sur les

différents tests psychométriques. Enfin, lorsque l’objectif est d’étudier uniquement

l’effet global d’une variable explicative, comme l’effet du traitement dans un es-

sai thérapeutique, ce modèle conjoint a aussi l’avantage d’augmenter l’information

utilisée et donc d’augmenter la puissance des analyses. Cela étant, nous avons fait

l’hypothèse dans ces travaux que les données manquantes étaient ignorables alors

qu’il a été montré que la sortie d’étude dans PAQUID était liée au niveau cognitif et

donc informative (Jacqmin-Gadda et al., 1997a ; Jacqmin-Gadda et al., 1999). Plus

généralement, nous avons fait l’hypothèse que le processus de vieillissement dans la

population était homogène alors qu’il existe plusieurs sous-populations caractérisées

par le processus de sortie d’étude ou bien le risque de démence. C’est pourquoi, dans

la suite de ce travail, nous allons étendre le modèle à processus latent pour l’étude

conjointe de plusieurs marqueurs à la prise en compte d’un événement clinique.



Chapitre 4

Modèle nonlinéaire à classes

latentes pour l’analyse conjointe

de plusieurs marqueurs

quantitatifs et d’une variable

binaire

L’objectif de ce travail était de développer un modèle conjoint pour explorer

l’association entre l’évolution de plusieurs marqueurs longitudinaux quantitatifs

qui mesurent la même quantité non-observée et la probabilité d’un événement. Le

développement de ce modèle a été motivé par l’étude conjointe de l’évolution cogni-

tive mesurée par plusieurs tests psychométriques et le risque de démence. Ce travail

a fait l’objet d’une publication dans Statistics in Medicine.

Nous proposons un modèle nonlinéaire conjoint à classes latentes. Les profils

latents d’évolution cognitive sont modélisés par une extension du modèle à processus

latent présenté précedemment mais prenant en compte une structure hétérogène des

données par un mélange de lois normales pour la distribution des effets aléatoires.
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La probabilité de démence est modélisée par une régression logistique spécifique

à chaque classe latente. L’intérêt de ce modèle est mis en évidence à travers une

application sur les données de la cohorte PAQUID. Le modèle permet de décrire les

profils latents d’évolution cognitive associés à la survenue d’une démence et d’évaluer

l’association avec des variables explicatives qui peuvent agir à plusieurs niveaux :

sur le déclin cognitif, sur la probabilité d’appartenir à une classe latente ou encore

sur la probabilité d’événement. Le modèle permet aussi de développer un outil de

diagnostic précoce de la démence utilisable quelle que soit l’information disponible

sur les tests psychométriques.
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Modèle nonlinéaire à classes latentes 1 100
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Modèle nonlinéaire à classes latentes 1 104
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Chapitre 5

Modèle nonlinéaire à classes

latentes pour l’analyse conjointe

de plusieurs marqueurs

quantitatifs et d’un temps

d’événement

Par la modélisation conjointe de plusieurs marqueurs longitudinaux et d’une

variable binaire, le modèle présenté au chapitre précédent permet de décrire les

différents profils d’évolution cognitive associés à la survenue d’une démence et de

proposer un outil de diagnostic de démence basé sur la trajectoire cognitive du

sujet. Cependant, ce modèle a une limite importante. En utilisant un modèle de

régression logistique pour prédire l’événement clinique, nous étudions la probabi-

lité de l’événement à un temps donné. L’estimation des paramètres se fait donc

sur un échantillon de sujets sélectionnés : tous les sujets ont eu un diagnostic de

démence au temps considéré. Cela peut impliquer des biais sur les estimations des

paramètres et par conséquent des biais sur l’outil de diagnostic proposé. Pour pallier
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ce problème de sélection, il est nécessaire d’étudier la survenue de l’événement de

manière dynamique. C’est ce que nous proposons dans ce chapitre en modélisant le

risque de survenue de l’événement par un modèle de survie paramétrique différent

dans chaque classe latente.

Nous détaillons la méthodologie du modèle et l’estimation des paramètres. Nous

proposons ensuite une extension semi-paramétrique du modèle avec une modélisation

de la fonction de risque basée sur des splines puis une étude de simulation afin

d’évaluer la qualité des estimateurs du maximum de vraisemblance. Enfin, après

avoir proposé des méthodes pour évaluer l’adéquation aux données, nous appliquons

ce modèle dans le cadre de l’étude du vieillissement. Cette application consiste à

décrire les profils de déclin cognitif en fonction de l’âge associés à la survenue d’une

démence et évaluer la probabilité de démence prédite par les trajectoires des tests

psychométriques.

5.1 Formulation du modèle conjoint paramétrique

Le modèle nonlinéaire à classes latentes détaillé dans ce chapitre est une exten-

sion directe du modèle présenté dans le chapitre précédent. En particulier, le modèle

pour les données longitudinales est le même. Néanmoins, pour plus de clarté, nous

rappelons la forme du modèle pour les données longitudinales avant de définir le

modèle pour la fonction de risque.

5.1.1 Modèle pour les données longitudinales

Pour chaque sujet i, i = 1, ..., N et chaque marqueur k, k = 1, ..., K, nik mesures

sont collectées. Nous disposons donc des données yijk mesurées aux temps tijk, j =

1, ..., nik. Ces mesures sont liées au processus latent (Λi(t))t≥0 qui représente la

cognition latente en temps continu par des fonctions de répartition Beta, notées hk
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et paramétrées par ηk :

ỹijk = hk(yijk; ηk) = Λi(tijk) + αik + εijk (5.1)

où ỹijk est la variable transformée par hk, αik est une intercept aléatoire distribuée

suivant une loi normale N (0, σ2
αk

) et εijk sont des erreurs de mesure indépendantes

distribuées suivant une loi normale N (0, σ2
εk

).

Le modèle à classes latentes est basé sur l’hypothèse qu’il existe G profils d’évolu-

tion du processus latent. Les G variables indicatrices latentes (cig)g=1,G définissent

l’appartenance aux classes latentes, la probabilité d’appartenir à chaque classe étant

modélisée par une régression multinomiale dépendante de variables explicatives X3i.

Enfin, l’évolution du processus latent dans la classe g est définie suivant un modèle

linéaire mixte :

Λi(t) |cig=1= Z(t)Tuig +X1i(t)
Tβ +X2i(t)

Tγg , t ≥ 0 (5.2)

où Z(t) est le vecteur de variables dépendantes du temps associé au vecteur d’effets

aléatoires spécifiques à la classe uig, distribués suivant une loi multivariée normale

N
(
µg, ω

2
gB
)

avec ω1 = 1. Les vecteurs de variables explicatives X1i(t) et X2i(t)

sont respectivement associés au vecteur d’effets fixes β communs aux classes et au

vecteur d’effets fixes γg spécifiques aux classes. Aucune variable explicative ne peut

être présente simultanément dans les deux vecteurs X1i(t) et X2i(t) pour des raisons

d’identifiabilité.

5.1.2 Modèle de survie conjoint

Quelques notations

Dans les études épidémiologiques, le délai de survenue d’événement T ∗
i n’est

généralement pas observé pour tous les sujets, certains n’ayant pas subi l’événement

à la fin de la fenêtre d’observation. Il s’agit du phénomène de censure à droite qu’il
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faut prendre en compte dans la modélisation de l’événement. On définit donc la

variable binaire d’événement Ei qui vaut 1 si le sujet i a subi l’événement dans la

fenêtre d’étude et 0 sinon. Le délai de survie observé est Ti = min(T ∗
i , Ci) où Ci est

le temps de censure : Ti = T ∗
i si Ei = 1 et Ti = Ci si Ei = 0.

Formulation générale du modèle de survie

Nous proposons dans ce travail de modéliser le délai jusqu’à l’événement T ∗
i par

un modèle à risques proportionnels. Ainsi, dans chaque classe latente, la fonction de

risque est définie de la façon suivante :

λ(t | cig = 1, X4i; ζg, δg) = λ0g(t; ζg)e
X4iδg (5.3)

où X4i est le vecteur de variables explicatives associé au vecteur de paramètres δg

qui peut être différent dans chaque classe et λ0g(t; ζg) est le risque instantané de

l’événement spécifique à la classe g dans les modalités de référence des variables

explicatives (risque de base). La fonction de survie associée est :

S(t | cig = 1, X4i; ζg, δg) = exp

(
−
∫ t

0

λ(u | cig = 1, X4i; ζg, δg)du

)
= S0g(t; ζg)

exp(X4iδg)

(5.4)

où S0g(t; ζg) = exp
(
−
∫ t

0
λ0g(u; ζg)

)
est la fonction de survie dans les modalités de

référence des variables explicatives.

Simplifications du modèle

Nous avons d’abord considéré un modèle de survie stratifié sur les classes latentes

c’est à dire des fonctions de risque de base λ0g(t; ζg) spécifiques aux classes latentes.

Cependant, d’une part cette stratification peut induire un nombre important de pa-

ramètres lorsque le nombre de classes latentes considéré est grand et, d’autre part
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cela ne permet pas de quantifier simplement l’augmentation de risque d’une classe

à l’autre. Nous avons donc envisagé une deuxième spécification des fonctions de

risque : le risque d’événement λ0(t; ζ) est défini dans la classe de référence puis le

risque dans les autres classes est proportionnel à celui de la classe de référence :

λ0g(t) = λ0(t; ζ)e
δ0g avec δ01 = 0 si la classe 1 est la classe de référence. Ainsi, eδ0g

est le risque relatif d’événement pour la classe g par rapport à la classe de référence.

Ensuite, que le modèle soit stratifié ou non, nous avons choisi une modélisation

paramétrique de la fonction de risque. En effet, étant donné la complexité du modèle

conjoint et notamment le nombre important de paramètres induit par les tests psy-

chométriques et les composantes latentes, nous avons préféré utiliser des lois simples

définies par peu de paramètres pour modéliser le risque. Quelques lois statistiques

sont fréquemment utilisées en modèles de survie, la loi exponentielle, la loi de Wei-

bull, la loi Gamma, le modèle log-normal ou le modèle log-logistique. Nous avons

opté dans ce travail pour la loi de Weibull définie comme suit :

λ0g(t; (ζ1g, ζ2g)) = ζ1gζ2g(ζ1gt)
ζ2g−1 (5.5)

Et la fonction de survie Weibull associée :

S0g(t; (ζ1g, ζ2g)) = e−(ζ1gt)ζ2g
(5.6)

Enfin, nous avons défini dans le modèle de survie (5.3), des paramètres δg associés

aux variables explicatives potentiellement différents d’une classe latente à l’autre.

En effet, suivant l’objectif de l’application, on voudra :

- soit les considérer différents dans chaque classe, eδg représentant alors le risque

relatif d’événement dans la classe g pour une augmention d’une unité de la

variable explicative correspondante après ajustement sur les classes latentes

- soit les considérer communs aux classes, eδ représentant dans ce cas le risque

relatif d’événement pour une augmention d’une unité de la variable explicative

correspondante quelle que soit la classe latente d’appartenance, après ajuste-

ment sur les classes latentes.



Modèle nonlinéaire à classes latentes 2 117

5.2 Estimation du modèle

5.2.1 Vraisemblance

Notons θ, l’ensemble des paramètres du modèle conjoint. En tenant compte de

l’hypothèse d’indépendance conditionnelle entre les marqueurs longitudinaux et le

délai de survie, et en utilisant la décomposition suivant les classes latentes, la contri-

bution individuelle Li à la vraisemblance du modèle conjoint peut s’écrire de la

manière suivante :

Li(θ) =
G∑

g=1

P (cig = 1; θ)f(yi | cig = 1; θ)λ(Ti | cig = 1; θ)EiS(Ti | cig = 1; θ) (5.7)

où P (cig = 1; θ) = πig est défini suivant le modèle multinomial : πig =
eξ0g+X3iξ1g∑G
l=1 e

ξ0l+X3iξlg

,

et le risque λ(Ti | cig = 1; θ) ainsi que la survie S(Ti | cig = 1; θ) sont définis selon le

modèle de Weibull.

La densité des marqueurs longitudinaux dans la classe latente g, f(yi | cig = 1; θ),

est le produit de la densité multivariée normale φg(ỹi; θ) de la variable transformée

ỹi et du jacobien des transformations des marqueurs J(yi; θ) :

f(yi | cig = 1; θ) = f(ỹi | cig=1; θ)J(yi; θ)

= φg(ỹi; θ)J(yi; θ)
(5.8)

De là, la log-vraisemblance L(θ) du modèle conjoint incluant un modèle de survie

pour l’événement a l’écriture analytique suivante :

L(θ) =
N∑

i=1

ln

(
G∑

g=1

πig × φg(ỹi; θ)× (ζ1gζ2g(ζ1gTi)
ζ2g−1eX4iδg)Eie−(ζ1gTi)

ζ2g eX4iδg

)

−
N∑

i=1

ln (J(yi; θ)) (5.9)

Les estimateurs du maximum de vraisemblance θ̂ sont alors obtenus en maximi-

sant cette expression à l’aide de l’algorithme de Marquardt présenté précédemment.
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5.2.2 Troncature à gauche

Il est très fréquent dans une étude de cohorte sur le vieillissement que les sujets

soient inclus à la condition qu’ils n’aient pas subi l’événement avant l’âge d’entrée

dans l’étude. Pour tenir compte de cette troncature à gauche, les paramètres doivent

être estimés par maximisation de la vraisemblance conditionnelle à la troncature.

La contribution individuelle à la vraisemblance Li doit donc être divisée par la

probabilité de survie jusqu’à l’inclusion dans l’étude T0i :

L
(2)
i (θ) =

Li(θ)

S(T0i; θ)
(5.10)

où S(T0i; θ) est la fonction de survie marginale en T0i définie comme suit :

S(T0i; θ) =
G∑

g=1

P (cig = 1)f(Ti ≥ T0i | cig = 1; θ) =
G∑

g=1

πigS0g(T0i; θ)
exp(X4iδg)

(5.11)

En cas de données tronquées à gauche, la log-vraisemblance à maximiser devient

donc :

L(2)(θ) = L(θ)−
N∑

i=1

ln

(
G∑

g=1

πige
−(ζ1gT0i)

ζ2geX4iδg

)
(5.12)

5.2.3 Classification et probabilité a posteriori de l’événement

A partir des estimations θ̂, nous pouvons calculer les probabilités a posteriori

d’appartenance aux classes latentes sachant les données :

- la probabilité π̂y,T
ig d’appartenir à chaque classe latente g sachant à la fois les

mesures répétées aux tests yi, les variables explicatives xi et le délai jusqu’à

l’événement ou jusqu’à la sortie d’étude Ti :

π̂y,T
ig = P (cig = 1 | yi, (Ti, Ei), xi; θ̂)

=
P (cig = 1 | xi; θ̂)f(yi, (Ti, Ei) | cig = 1, xi; θ̂)∑G
l=1 P (cil = 1 | xi; θ̂)f(yi, (Ti, Ei) | cil = 1, xi; θ̂)

(5.13)
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- la probabilité π̂y
ig d’appartenir à chaque classe latente g sachant les mesures

répétées aux tests yi et les variables explicatives xi définie comme suit :

π̂y
ig = P (cig = 1 | yi, xi; θ̂) =

P (cig = 1 | xi; θ̂)f(yi | cig = 1, xi; θ̂)∑G
l=1 P (cil = 1 | xi; θ̂)f(yi | cil = 1, xi; θ̂)

(5.14)

A partir de l’une et l’autre des probabilités a posteriori, il est possible de clas-

ser les sujets dans la classe à laquelle ils ont la plus grande probabilité d’appar-

tenir. La première classification, conditionnelle aux observations sur les tests psy-

chométriques et le délai d’événement, permet de vérifier la bonne adéquation du

modèle aux données alors que la classification utilisant uniquement l’information

sur les tests psychométriques permet d’évaluer la qualité de discrimination des tests

psychométriques et est utilisée pour calculer la probabilité d’événement en fonction

de l’évolution des tests.

De la même manière que dans le chapitre précédent, nous pouvons aussi prédire,

à partir du modèle conjoint incluant un modèle de survie, la probabilité de survenue

de démence en utilisant les mesures longitudinales de cognition yi et des variables

explicatives xi. Ainsi, à partir des paramètres estimés θ̂, la probabilité de survenue

de démence avant le temps t est calculée à partir de l’information sur les tests avant

le temps t, (yis)s<t :

P (Ti ≤ t | (yis)s<t, xi; θ̂) =
G∑

g=1

P (Ti ≤ t | cig = 1, xi; θ̂)P (cig = 1 | (yis)s<t, xi; θ̂)

=
G∑

g=1

(1− S(t | cig = 1; θ̂))× π̂yt

ig

=
G∑

g=1

(1− e−(ζ1gt)ζ2g exiδg)× π̂yt

ig

(5.15)

La probabilité de survenue de démence avant le temps t donnée en (5.15) consti-

tue un outil de détection de démence que l’on peut calculer en tout t à partir de
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l’information sur les tests psychométriques avant t.

L’évaluation des capacités prédictrices d’un modèle de survie est compliquée

par le fait que la réponse observée est un temps de survie censuré (Heagerty et

Zheng, 2005). En effet, la sensibilité, la spécificité, la courbe ROC et l’AUC ne sont

calculables que pour des temps fixés. De plus, différentes définitions de la sensibilité

et de la spécificité ont été proposées en se basant soit sur la survie jusqu’en t, soit sur

la probabilité de connâıtre l’événement en t. Pour évaluer notre outil de détection de

démence, nous proposons de construire la courbe ROC associée à la probabilité de

démence avant t (définition cumulée/dynamique suivant Heagerty et Zheng, 2005).

Parmi tous les sujets ayant connu l’événement avant t et les sujets étant encore

à risque d’événement à t, nous calculons, à partir de l’information sur les tests

antérieure à t, (yis)s<t, leur probabilité de démence avant t, P (T ∗
i ≤ t | (yis), s < t).

Puis, nous classons en déments les sujets pour lesquels cette probabilité est au dessus

d’un seuil ε, nous permettant ainsi de calculer la spécificité et la sensibilité de l’outil

de diagnostic en fonction de ε. En faisant varier ε dans l’intervalle [0, 1], nous pouvons

tracer la courbe ROC associée à l’outil de détection en t et calculer l’aire sous la

courbe ROC en t (AUC(t)) qui permet d’évaluer la qualité de l’outil de diagnostic.

5.3 Modélisation semi-paramétrique de la survie

Bien que nous ayons privilégié dans ce chapitre une modélisation paramétrique du

délai jusqu’à l’événement pour des raisons de complexité numérique, nous avons aussi

envisagé une modélisation plus souple à l’aide de fonctions splines pour modéliser la

fonction de risque. Nous présentons dans cette section le modèle de survie basé sur les

fonctions splines et décrivons la méthode d’estimation utilisant une vraisemblance

pénalisée des observations.
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5.3.1 Risque d’événement modélisé par des fonctions splines

Les B-splines sont des fonctions polynomiales par morceaux que l’on combine

de manière linéaire pour approcher une fonction inconnue sur un intervalle. Leur

méthodologie et leurs applications ont été décrites par De Boor (1978). Dans ce

travail, nous utilisons des versions normalisées des B-splines, appelées M-splines. Les

M-splines sont particulièrement bien adaptés pour modéliser la fonction de risque. En

effet, ce sont des fonctions positives ou nulles qui peuvent approcher le risque λ0(t)

et leurs primitives, les I-splines, sont des fonctions monotones croissantes adaptées

pour approcher le risque cumulé Λ0(t) =
∫ t

0
λ0(u)du qui est utilisé dans le calcul de

la fonction de survie. Les M-splines et I-splines ont été décrits dans plusieurs travaux

(Ramsay, 1988 ; Joly, 1996).

Notons t1, ..., tT , la séquence de noeuds des splines et k l’ordre des splines. Les M-

splines et les I-splines d’ordre k sont respectivement des polynômes de degré k − 1

et de degré k. A partir de la séquence des T noeuds, m fonctions splines Mi et

Ii (i = 1,m) sont définies par des équations de récurrence détaillées dans Ramsay

(1988) et associées à un coefficient ζi à estimer, le nombre de paramètres m à estimer

étant T + k− 2. Les fonctions de risque λ(.) et Λ(.) sont ensuite définies comme une

combinaison linéaire des m fonctions splines :

λ(.) =
m∑

i=1

ζiMi (5.16)

Λ(.) =
m∑

i=1

ζiIi avec ζi ≥ 0 (5.17)

Une fonction estimée sur une base de splines peut avoir une grande variabi-

lité locale, surtout lorsque le nombre de noeuds est important. En épidémiologie,

la fonction de risque n’a généralement pas de raison d’avoir des variations locales

importantes. Une manière de limiter les variations locales est de pénaliser la vrai-

semblance du modèle pour privilégier les fonctions de risque lisses. La pénalisation

est basée sur la dérivée seconde de la fonction à lisser. Comme nous utilisons une
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pénalisation par la dérivée seconde de la fonction de risque, nous avons opté dans

ce travail pour des M-splines d’ordre 4, c’est à dire des polynômes de degré 3 pour

décrire la fonction de risque.

5.3.2 Vraisemblance pénalisée

La log-vraisemblance pénalisée est la somme de la log-vraisemblance classique

des observations dans le modèle et d’une pénalité qui est d’autant plus grande que

la fonction à estimer a des variations locales importantes. Les estimateurs des pa-

ramètres obtenus en maximisant la log-vraisemblance pénalisée représentent donc le

meilleur compromis entre adéquation aux données et lissage de la courbe à estimer.

Dans notre travail, la fonction à lisser étant la fonction de risque, nous pénalisons

la log-vraisemblance par la norme L2 de la dérivée seconde du risque λ0(.). La log-

vraisemblance pénalisée a donc la forme suivante :

Lp(θ;κ) = L(θ) + κ

∫
t

λ
′′

0(u; θ)
2du (5.18)

où κ est le paramètre de lissage qui contrôle le poids donné à la pénalisation par

rapport à la log-vraisemblance. L’intégrale
∫

t
λ

′′
0(u; θ)

2du calculée sur le support des

temps d’observation est la norme L2 de la dérivée seconde de la fonction de risque.

La log-vraisemblance L(θ) a la même forme que celle présentée précédemment en

équations (5.9) ou (5.12) à la différence près que le risque λ(Ti; θ) et les fonctions

de survie S(Ti; θ) et S(T0i; θ) sont définis à partir de fonctions splines par (5.16) et

(5.17).

Pour réduire le nombre de paramètres à estimer, nous n’avons pas considéré le

modèle de survie stratifié sur les classes latentes dans l’approche semi-paramétrique.

Nous estimons la fonction de risque dans la classe de référence et supposons que les

risques dans les autres classes sont proportionnels.
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5.3.3 Choix du critère de lissage

L’estimation du paramètre de lissage κ représente la difficulté majeure de cette

approche par rapport au modèle. On peut choisir de fixer le paramètre de lissage

κ, auquel cas la log-vraisemblance pénalisée peut être maximisée de manière clas-

sique par l’algorithme de Marquardt. Cependant, choisir κ de manière subjective

peut se révéler délicat car son ordre de grandeur dépend beaucoup des données. Il

peut donc être plus intéressant d’estimer le paramètre de lissage afin d’obtenir une

méthode automatique d’estimation du modèle par vraisemblance pénalisée. La vali-

dation croisée permet d’estimer le paramètre κ. Elle consiste à optimiser suivant κ,

la somme des contributions individuelles à la log-vraisemblance Li de chaque sujet

i à partir des estimateurs, θ̂−i, obtenus en excluant le sujet i :

V (κ) = − 1

N

N∑
i=1

Li(θ̂−i, κ) (5.19)

Pour chaque valeur de κ, cette méthode nécessite l’estimation d’autant de modèles

que de sujets dans l’échantillon. Elle est donc extrêmement coûteuse en temps de

calcul. Une approximation de V (κ) a été proposée par O’Sullivan (1988) et étendue

aux données tronquées et censurées par Joly (1996). Il s’agit d’approcher les pa-

ramètres θ̂−i à partir de l’estimateur obtenu sur l’échantillon entier θ̂ afin d’éviter

l’estimation des N modèles par valeur de κ. Cette technique consiste à approcher

la quantité V (κ) par un développement du premier ordre de Li(θ̂−i, κ) autour de

L(θ̂, κ), la log-vraisemblance à l’optimum pour l’ensemble de l’échantillon :

V̄ (κ) = − 1

N

(
L(θ̂, κ) + trace

([
Ĥ − 2κΩ

]−1

Ĥ

))
(5.20)

où Ĥ est la matrice Hessienne à l’optimum pour l’ensemble de l’échantillon et Ω est la

matrice des dérivées secondes par rapport aux paramètres du terme de pénalisation.

Cette méthode basée sur l’optimisation de V̄ (κ) nécessite uniquement l’estima-

tion du modèle sur l’échantillon entier pour chaque valeur de κ. L’estimateur κ̂ est
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ensuite obtenu en minimisant V̄ (κ), soit à l’aide d’une grille de valeurs pour κ soit

par un algorithme de minimisation. Cette méthode a été implémentée dans le pro-

gramme phmpl (Joly et al., 1999) pour l’estimation de la fonction de risque modélisée

par des splines dans le cas de données tronquées et censurées.

Dans notre approche, estimer le paramètre de lissage en utilisant cette technique

nécessiterait l’estimation du modèle conjoint sur toute une grille de valeurs, ce qui

n’est pas envisageable étant donné la complexité numérique de notre modèle et la

taille de notre échantillon d’application. Nous avons donc opté pour une technique

intermédiaire de sélection du paramètre de lissage : nous utilisons le programme

phmpl sur le modèle de survie sans classe latente et sans données longitudinales.

Cela nous donne un ordre de grandeur pour le paramètre κ que nous pouvons utiliser

dans le modèle conjoint. Nous pouvons ensuite ajuster la valeur de κ si nécessaire

au vu des fonctions de risque estimées.

5.4 Analyse de l’adéquation

Les modèles à classes latentes étant des modèles paramétriques complexes, nous

détaillons dans cette section trois méthodes permettant d’évaluer l’adéquation du

modèle. La première technique consiste à évaluer la qualité de la classification des

sujets dans les classes latentes. La deuxième consiste à confronter les prédictions

du modèle mixte aux données observées et la troisième méthode vise à évaluer

l’ajustement du modèle de survie.

5.4.1 Qualité de classification

Quelques méthodes ont été proposées pour tester la qualité de la classification

dans un modèle à classes latentes (Muthén et al., 2002 ; Lin et al., 2004). En effet,

une bonne classification a posteriori indique une bonne adéquation du modèle aux

données. Ces méthodes sont basées sur le principe qu’une classification est d’autant
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meilleure que les probabilités a posteriori d’appartenir aux classes sont proches

de 1 et de 0. Muthén et al. (2002) ont ainsi proposé de calculer, pour les sujets

classés dans une classe a posteriori, la moyenne des probabilités a posteriori d’y

appartenir (elle doit être la plus proche de 1 possible) et les moyennes des probabilités

d’appartenir aux autres classes (elles doivent être les plus faibles possibles). De façon

plus générale, certains auteurs (Lin et al., 2004) proposent d’examiner la distribution

des probabilités a posteriori plutôt que leur moyenne pour évaluer la qualité de

classification.

5.4.2 Prédictions dans l’échelle des marqueurs

Pour évaluer si le modèle s’ajuste bien aux données, nous proposons aussi de com-

parer l’évolution prédite pour chaque marqueur et chaque classe latente à l’évolution

observée, en distinguant l’évolution prédite marginale de l’évolution prédite condi-

tionnellement aux effets aléatoires individuels. Dans notre approche, les prédictions

issues du modèle mixte ne sont pas directement obtenues dans l’échelle des tests

mais elles sont calculées par intégration numérique comme décrit dans le chapitre

III (page 69). Les prédictions sont calculées conditionnellement aux classes latentes

puis la moyenne sur l’ensemble des sujets d’une classe d’âge est calculée en pondérant

par les probabilités a posteriori π̂y
ig d’appartenir à la classe latente g. Ainsi, nous

pouvons calculer dans chaque tranche d’âge, la moyenne pondérée des prédictions

pour chaque test et chaque classe latente. Nous obtenons ainsi l’évolution moyenne

prédite par test psychométrique et par classe latente que nous pouvons comparer à

l’évolution moyenne des observations pondérée par les (π̂y
ig)g=1,G.

5.4.3 Courbes de survie prédites

Pour évaluer l’adéquation des modèles de survie, nous avons envisagé deux ana-

lyses a posteriori. La première consiste à évaluer l’hypothèse de risque proportionnel

entre les classes latentes par le biais de la courbe de survie prédite spécifique à chaque
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classe latente :

Ŝ(t | c = g,X) = e−(ζ1gt)ζ2g eδX

(5.21)

Cette courbe est comparée à la courbe de survie issue d’un modèle semi-paramétri-

que incluant X en variables explicatives et estimé sur le sous-échantillon des sujets

classés a posteriori dans la classe g.

La deuxième méthode consiste à évaluer si, marginalement aux classes latentes,

la fonction de risque paramétrique choisie s’ajuste bien aux données. Pour cela, on

calcule la courbe de survie marginale prédite :

Ŝ(t | X) =
G∑

g=1

Ŝ(t | c = g,X)P (c = g | X) (5.22)

Cette courbe estimée est comparée à la courbe de survie issue d’un modèle semi-

paramétrique estimé sur toutes les données et incluant X en variables explicatives.

Quelle que soit l’analyse, les courbes de survie sont comparées pour chaque com-

binaison de variables explicatives X.

5.5 Etude de simulation

Cette section est dédiée à une étude de simulation que nous avons réalisée

afin d’évaluer la qualité des estimateurs du maximum de vraisemblance du modèle

conjoint paramétrique. Nous présentons d’abord la méthode utilisée pour simuler

les échantillons puis exposons les résultats de l’étude.

5.5.1 Génération des données

Dans cette étude, nous considérons un modèle à deux classes latentes et simulons

deux marqueurs quantitatifs longitudinaux. Le modèle de simulation est le suivant :
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Λi(t) |cig=1 = µ0g + u0i + (µ1g + u1i)× t

avec ui =

 u0i

u1i

 ∼ N

 0

0

 ,

 σ2
0 = 0.009 0

0 σ2
1 = 0.001


et µ01 = 0.6, µ02 = 0.55, µ11 = 0, µ12 = −0.1

(5.23)

λ(t) |cig=1 = ζ1gζ2g(ζ1gt)
ζ2g−1

avec ζ11 = 0.0225, ζ12 = 0.0576, ζ21 = 3.24, ζ22 = 2.25
(5.24)

hk(Yijk; (η
(k)
1 , η

(k)
2 )) = Λi(tijk) + εijk

avec η
(1)
1 = 0.49, η

(1)
2 = 0.81, η

(2)
1 = 0.81, η

(2)
2 = 0.64

et εijk ∼iid N (0, σ2(k)
ε = 0.0009), k = 1, 2

(5.25)

P (ci1 = 1) = π1 = 0.75 et P (ci2 = 1) = 1− π1 = 0.25 (5.26)

Les échantillons simulés sont constitués de 200 sujets et pour chaque sujet, la

simulation des données se fait en trois temps. Nous commençons par simuler l’ap-

partenance à la classe latente (cig)g=1,2 suivant une distribution de Bernouilli de

probabilité π1, le temps d’entrée dans l’étude T0i suivant une distribution uniforme

sur [0, 10], le temps d’événement T ∗
i suivant la loi de Weibull de la classe d’apparte-

nance et le temps de censure Ci suivant une loi uniforme sur [T0i, 30]. On peut ainsi

construire le couple (Ti, Ei).

Ensuite, les temps de mesure des marqueurs sont définis par ti1k = T0i et tijk =

min(tij−1k + 3;Ti) tant que tij−1k < Ti. Le nombre et les temps de mesure sont

les mêmes pour les deux marqueurs d’un même sujet mais ils diffèrent d’un sujet à

l’autre.

Enfin, la troisième étape consiste à simuler les mesures répétées des 2 marqueurs

longitudinaux yi1 et yi2 à partir des temps de mesure comme décrit dans la section

3.2.1 du chapitre III.
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5.5.2 Résultats de l’étude de simulation

Sur les 200 simulations réalisées, les sujets avaient en moyenne 5.53 mesures

répétées dans la première classe et 4.14 dans la deuxième classe, à risque plus élevé

d’événement. Les sujets entraient dans l’étude en moyenne au temps 5.01 dans la

première classe et 4.98 dans la deuxième classe et sortaient de l’étude en moyenne

au temps 17.09 dans la première classe et 12.86 dans la deuxième classe. Enfin, 7.3%

connaissaient l’événement dans la première classe contre 56.2% dans la deuxième

classe, ce qui représentait 19.4% d’événement dans l’échantillon. Le tableau 5.1

donne les résultats des 200 simulations en termes d’estimations moyennes, biais

et taux de couverture.

La probabilité π1 ainsi que les paramètres des risques d’événement dans chaque

classe latente (ζ1g, ζ2g)g=1,2 sont correctement estimés. Le biais moyen ne dépasse

pas 5% et les taux de couverture sont proches de 95%. Par cette étude de simula-

tion, il semble donc que le modèle nonlinéaire conjoint à classes latentes incluant

un modèle de survie à entrée retardée donne de bons résultats. Néanmoins, il est à

noter que nous avons choisi ici des paramètres d’évolution des marqueurs n’indui-

sant pas de troncatures aux bornes 0 et 1 des lois Beta. On peut imaginer que, de la

même manière que dans le modèle non conjoint, des paramètres induisant des tron-

catures puissent donner de moins bons résultats sur les estimations des paramètres

longitudinaux.

5.6 Application : profils de déclin cognitif associés

au risque de démence

5.6.1 Objectif de l’étude

Cette application avait pour objectif d’étudier l’association entre l’évolution co-

gnitive représentée par le facteur commun à trois tests psychométriques (IST15,
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Tab. 5.1 – Estimation moyenne, biais relatif, écart-type (ET) empirique, écart-type

(ET) asymptotique moyen et taux de couverture des 200 simulations de modèle

conjoint avec modèle de survie réalisées sur des échantillons de 200 sujets.

paramètre valeur estimation biais ET ET asymptotique taux de

simulée moyenne relatif empirique moyen couverture

π1 1.099 1.052 -0.042 0.242 0.239 0.92

χ11 0.15 0.147 -0.022 0.022 0.019 0.91

χ12 1.8 1.876 0.042 0.529 0.371 0.95

χ21 0.24 0.240 <0.001 0.013 0.012 0.92

χ22 1.5 1.569 0.046 0.185 0.169 0.93

µ01 0.60 0.601 0.002 0.024 0.023 0.96

µ02 0.55 0.553 0.005 0.026 0.028 0.97

µ11 0 0.0001 — 0.004 0.004 0.93

µ12 -0.100 0.097 -0.032 0.012 0.011 0.94

κ
(1)
1 -0.251 0.263 0.047 0.081 0.074 0.95

κ
(1)
2 -2.358 -2.328 0.013 0.077 0.072 0.94

κ
(2)
1 0.118 0.098 -0.166 0.093 0.080 0.96

κ
(2)
2 -2.383 -0.235 -0.014 0.090 0.080 0.94

σ0 0.095 0.091 -0.043 0.010 0.009 0.91

σ1 0.032 0.030 -0.042 0.004 0.004 0.91

σ
(1)
ε 0.030 0.029 -0.033 0.003 0.002 0.95

σ
(2)
ε 0.030 0.029 -0.035 0.003 0.002 0.92
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BVRT et DSST) et le risque de démence en fonction de l’âge.

5.6.2 Les données d’application

A partir des 3777 sujets de la cohorte PAQUID, nous avons sélectionné les sujets

non déments et vivant en Gironde à l’inclusion (T0). Pour les sujets ayant eu un

diagnostic de démence pendant le suivi, leurs mesures aux tests psychométriques col-

lectées après le diagnostic ont été éliminées. Enfin, l’échantillon inclut uniquement les

sujets ayant au moins une mesure répétée à chacun des trois tests psychométriques

pendant le suivi, c’est à dire entre les visites T0 et T13. Nous avons ainsi sélectionné

un échantillon de 2383 sujets incluant 355 déments incidents et 2028 sujets non-

déments au dernier suivi.

Cet échantillon est constitué de 1382 (58%) femmes et de 692 (29%) sujets sans

CEP. L’âge à l’entrée dans l’étude et l’âge à la dernière visite sont décrits dans le

tableau 5.2. L’âge moyen au dernier suivi pour les sujets non-déments est plus faible

que pour les sujets déments car 16.8% des sujets non-déments n’ont été vus qu’à la

visite T0 (voir tableau 5.3).

5.6.3 Spécification du modèle conjoint

Nous avons considéré une évolution quadratique de l’âge pour le facteur commun

afin de prendre en compte des déclins cognitifs non linéaires. Le modèle inclut les

deux variables explicatives usuelles : le sexe et le niveau d’éducation en deux classes

(obtention du certificat d’études primaires (CEP) ou non). Elles sont incluses uni-

quement dans les probabilités d’appartenir aux classes latentes et dans le risque de

démence après ajustement sur les classes afin de décrire les profils de déclin unique-

ment en fonction de l’âge. Neanmoins, comme nous avons conservé les mesures des

tests psychométriques en T0, le modèle longitudinal comporte un effet propre à la
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Tab. 5.2 – Age d’entrée dans l’étude et âge de sortie de l’étude en fonction de la

survenue d’une démence incidente dans l’échantillon PAQUID (2383 sujets)

Effectif Moyenne Ecart-type

Age à l’entrée dans l’étude :

Déments 355 76.18 5.82

Non déments 2028 73.88 6.37

Total 2383 74.21 6.35

Age de démence ou de censure :

Déments 355 85.04 5.77

Non déments 2028 80.25 6.83

Total 2383 80.97 6.90

Tab. 5.3 – Suivi de sortie d’étude suivant le statut démentiel dans l’échantillon de

2383 sujets

Dernier suivi Nombre de Déments Nombre de non-déments Total

0 0 340 340

1 10 234 244

3 45 236 281

5 41 268 309

8 45 181 226

10 100 198 298

13 114 571 685

Total 355 2028 2383
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première visite qui permet de prendre en compte l’effet de primo-passation des tests.

En effet, une amélioration générale aux tests psychométriques a été observée dans

PAQUID entre les visites T0 et T1 (Jacqmin-Gadda et al., 1997a), cette amélioration

pouvant être expliquée par le stress de la première évaluation cognitive à T0.

Le modèle conjoint considéré ici peut donc être résumé de la manière suivante :

Λi(t) |cig=1= µ0g + u0gi + (µ1g + u1gi)× AGEi + (µ2g + u2gi)× AGE2
i + βIt=T0i

λ(t) |cig=1= λ0g(t)e
SEXEiδ1+CEPiδ2

hk(Yijk; (η
(k)
1 , η

(k)
2 )) = Λi(tijk) + εijk

P (cig = 1) =
eξ0g+SEXEiξ1g+CEPiξ2g∑G
l=1 e

ξ0l+SEXEiξ1l+CEPiξ2l

où uig = (u0gi, u1gi, u2gi)
T ∼ N (0, ω2B) et λ0g(t) est défini suivant un modèle de

Weibull.

5.6.4 Résultats

Analyse préliminaire : choix du modèle de survie

Cette analyse préliminaire avait pour objectif de sélectionner la meilleure spécifi-

cation du modèle de survie : soit un modèle stratifié sur les classes, soit un modèle

à risques proportionnels entre les classes. Nous avons pour cela estimé, pour cha-

cune des deux spécifications, un modèle conjoint légèrement simplifié (sans variable

explicative et avec ωg = 1,∀g) et pour un nombre de classes latentes variant de 1 à

5. Le tableau 5.4 présente la log-vraisemblance et les critères AIC et BIC pour les

différents modèles estimés.

Le modèle conjoint avec un risque de démence stratifié sur les classes latentes,

bien que plus souple que le modèle avec des risques de démence proportionnels entre
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Tab. 5.4 – Adéquation du modèle conjoint non ajusté suivant la spécification du

risque de démence et le nombre de composantes G (nombre de paramètre p, log-

vraisemblance L et les critères AIC et BIC)

Modèle à risques proportionnels Modèle stratifié

G p L AIC BIC p L AIC BIC

2 28 -67712.01 135480.0 135641.8 29 -67711.6 135481.3 135648.8

3 33 -67630.72 135327.4 135518.1 35 -67629.5 135329.0 135531.2

4 38 -67596.62 135269.2 135488.7 41 -67596.2 135274.4 135511.3

5 43 -67579.45 135244.9 135493.3 47 -67573.0 135240.1 135511.5

les classes, améliore très peu l’adéquation aux données. Les vraisemblances des deux

modèles sont très proches quel que soit le nombre de classes latentes, et l’AIC et le

BIC du modèle à risques proportionnels sont toujours meilleurs que ceux du modèle

stratifié correspondant (à l’exception de l’AIC pour le modèle à 5 classes latentes).

De plus, le critère du BIC, conduit dans les deux cas à retenir un modèle à 4 classes.

Dans ce modèle à 4 classes latentes, nous avons tenté de comparer les risques

obtenus par le modèle de Weibull à ceux obtenus avec une fonction de risque décrite

par des splines. Le modèle utilisant des splines était néanmoins trop compliqué et

l’estimation n’a pas abouti au bout de 500 iterations.

Description du modèle conjoint avec variables explicatives

Après avoir choisi un modèle à risques proportionnels pour le risque de démence,

nous avons estimé le modèle conjoint complet pour un nombre de classes latentes

variant de 1 à 6 et, d’après le critère du BIC, le modèle à 5 classes a été retenu (voir

tableau 5.5). Les évolutions prédites dans les 5 classes latentes sont représentées en

figure 5.1.

On observe un déclin des fonctions cognitives dans toutes les classes latentes mais
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Tab. 5.5 – Adéquation du modèle conjoint ajusté avec le risque de démence propor-

tionnel d’une classe à l’autre (nombre de classes latentes G, nombre de paramètre

p, log-vraisemblance L, critère du BIC et aire sous la courbe ROC à plusieurs âges

(AUC(t)) ; pour chaque âge, N est le nombre total de sujets utilisés et n le nombre

de sujets déments.

AUC

G p L BIC 70 ans 75 ans 80 ans 85 ans 90 ans 95 ans

(N=619) (N=868) (N=872) (N=636) (N=437) (N=369)

(n=48) (n=111) (n=179) (n=246) (n=306) (n=344)

2 34 -67390.49 135045.38 0.710 0.747 0.751 0.743 0.796 0.808

3 42 -67262.12 134850.83 0.755 0.786 0817 0.843 0.865 0.849

4 50 -67186.32 134761.43 0.703 0.765 0.809 0.844 0.883 0.885

5 58 -67141.29 134733.60 0.655 0.763 0.819 0.847 0.896 0.910

6 66 -67115.15 134743.53 0.656 0.754 0.824 0.849 0.899 0.912
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Fig. 5.1 – Evolutions prédites du processus latent dans les 5 classes latentes du

modèle conjoint.
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Fig. 5.2 – Fonctions de survie prédites dans les 5 classes latentes du modèle conjoint.
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avec des niveaux initiaux et des formes et intensités de déclin différentes. Ainsi, les

classes 1 et 3 partent d’un niveau initial à 65 ans très élevé mais la classe 3 a un

déclin beaucoup plus marqué avec l’âge que la classe 1. Avec un niveau initial à 65

ans plus faible, on observe la même différence pour les classes 2 et 4 : la classe 4 a un

déclin avec l’âge beaucoup plus prononcé. Enfin, la classe 5 est caractérisée par un

effondrement de la cognition, le niveau minimum de cognition étant atteint autour

de 83 ans. Par rapport à la classe 1 prise en référence, la classe 2 a une variabilité

plus faible d’un facteur ω2
2 = 0.8222 = 0.675 (p = 0.0066) alors que la variabilité

dans la classe 5 est nettement plus grande que dans la classe 1 (ω2
5 = 1.7682 = 3.124,

p = 0.0009). La variance des effets aléatoires dans les classes 3 et 4 n’est pas différente

de celle dans la classe 1 (ω2
2 = 0.9682 = 0.938, p = 0.383 et ω2

4 = 0.9852 = 0.970,

p = 0.395).

Les fonctions de survie associées aux classes latentes (figure 5.2) montrent que

les risques de démence sont très différents suivant les classes latentes. Les classes 1 et

2 ont des risques de démence assez faible avec des probabilités de démence à 85 ans

de moins de 1% et de 4.4% respectivement. Les classes 3 et 4 sont ensuite associées

à des risques plus importants de démence, les probabilités de démence étant respec-

tivement de 24% et 62% à 85 ans et atteignant 1 à 91 et 95 ans. Enfin, la classe 5

est associée au plus grand risque de démence avec une probabilité de démence qui

atteint 1 dès 85 ans.

D’après les estimations du modèle présentées dans le tableau 5.6, ces classes

latentes sont uniquement expliquées par le niveau d’études, le sexe n’étant pas

prédicteur de l’appartenance aux classes latentes. Ainsi, les sujets n’ayant pas le

CEP ont un risque extrêmement élevé d’être dans les classes 2, 4 et 5 plutôt que

dans la classe 1. En fait, l’obtention du CEP discrimine presque parfaitement les

classes latentes. Les classes 1 et 3 sont des classes de sujets ayant le CEP, la classe

1 étant associée à un risque très faible de démence et la classe 3 à un risque plus
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Tab. 5.6 – Estimations (écart-type) du modèle conjoint ajusté à 5 classes latentes.

Estimations Estimations spécifiques aux classes latentes

Paramètre communes 1 2 3 4 5

Probabilité d’appartenir aux classes latentes :

Intercept 0 4.338 -10.944 3.714 2.104

(0.942) (88.284) (0.947) (0.975)

Sexe† (p = 0.084) 0 -0.991 -0.155 -0.503 -0.245

(0.307) (0.230) (0.392) (0.315)

CEP‡ (p < 0.0001) 0 -5.535 9.932 -7.163 -4.435

(0.983) (88.286) (1.272) (0.960)

Risque de démence :
√
ζ1 0.099 (0.001)

√
ζ2 5.302 (0.284)

δ0g 1 1.879 3.686 4.927 6.572

(0.337) (0.337) (0.418) (0.401)

Sexe† -0.129 (0.145)

CEP‡ 0.787 (0.269)

Modèle longitudinal :

Intercept 0.696 0.565 0.684 0.521 0.574

(0.0096) (0.012) (0.016) (0.018) (0.031)

Âge -0.0289 -0.0300 -0.0374 -0.0034 0.129

(0.0075) (0.012) (0.0223) (0.0197) (0.057)

Âge2 -0.018 -0.0135 -0.0497 -0.0489 -0.245

(0.0026) ( 0.0039) (0.111) (0.0083) (0.032)

Première visite T0 -0.017 (0.001)

† Femmes en référence

‡ Sujets n’ayant pas le CEP en référence
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élevé de démence. Par contre, les classes 2, 4 et 5 associées à des risques croissants

de démence sont principalement constituées de sujets n’ayant pas obtenu le CEP.

Après ajustement sur les classes latentes, le CEP a un effet significatif sur le

risque de démence. Si l’hypothèse d’indépendance conditionnelle entre démence et

évolution des marqueurs est respectée, c’est à dire si l’ajustement sur les classes

latentes dans le modèle de survie (5.3) permet de prendre en compte totalement la

dépendance entre risque de démence et l’évolution cognitive, on peut interpréter ce

résultat comme suit : à niveau cognitif égal, les sujets ayant le CEP ont un risque

plus élevé d’être diagnostiqués déments que les sujets n’ayant pas le CEP.

Classification et probabilité a posteriori de démence

Quelle que soit la classification a posteriori, la proportion de sujets déments dans

chaque classe latente est très variable (tableau 5.7) et suit à peu près le gradient des

fonctions de survie estimées (figure 5.2). Le tableau 5.8 confirme que l’obtention du

CEP discrimine très bien les classes latentes : les sujets classés dans les classes 1 et 3

ayant tous le CEP et la plupart des sujets classés dans les classes 2 et 4 n’ayant pas

le CEP. Peu de différence est observée dans les classes suivant le sexe, excepté pour

le classe 2 qui inclut une part importante de femmes comparée aux autres classes.

Pour évaluer la probabilité de démence estimée par le modèle comme outil de

détection de la démence, nous avons calculé l’AUC associée à la courbe ROC pour

différents âges (70, 75, 80, 85, 90 et 95 ans) et pour les modèles de 2 à 6 classes

latentes (tableau 5.5). Les AUC varient avec l’âge auquel elles sont calculées. A

partir de 80 ans, l’AUC augmente avec le nombre de classes. Par contre, avant 80

ans, l’AUC du modèle à 5 classes est légèrement moins bon que celles des modèles

à 3 et 4 classes mais il faut noter que le nombre de déments est très faible dans ces
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Tab. 5.7 – Répartition des sujets déments et non-déments dans chaque classe latente

selon la classification a posteriori utilisée : soit conditionnellement aux observations

sur les tests psychométriques et la survenue de démence, soit conditionnellement

aux observations sur les tests psychométriques uniquement.

Classe latente

Classification Répartition 1 2 3 4 5

Tests + Déments 42 (3.3%) 62 (9.5%) 106 (53.8%) 93 (49.7%) 52 (71.2%)

Démence Non déments 1232 (96.7%) 590 (90.5%) 91 (46.2%) 94 (50.3%) 21 (28.8%)

Total 1274 652 197 187 73

Tests Déments 82 (6.4%) 91 (14.1%) 78 (39.4%) 74 (39.2%) 30 (51.7%)

uniquement Non déments 1209 (93.6%) 556 (85.9%) 120 (60.6%) 115 (60.8%) 28 (48.3%)

Total 1291 647 198 189 58

Tab. 5.8 – Répartition des hommes/femmes et des sujets avec/sans CEP dans la

classification a posteriori sachant les observations sur les tests psychométriques.

Variable Classe latente

1 2 3 4 5

Femmes N 663 475 113 101 30

% 51.4 73.4 57.1 53.4 51.7

CEP N 1291 162 198 1 39

% 100 25.0 100 0.5 67.2

Total 1291 647 198 189 58
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modèles de 2 à 6 classes latentes.

classes d’âge (tableau 5.5). On peut noter que le modèle à 6 classes donne des AUC

très similaires au modèle à 5 classes.

5.6.5 Adéquation du modèle

Nous avons évalué l’adéquation du modèle conjoint final incluant les 5 classes de

mélange suivant les méthodes présentées en section 5.4.

Qualité de classification

Le tableau 5.9 présente, pour chaque classe a posteriori, les moyennes des proba-

bilités d’appartenir à cette classe et aux 4 autres. Quelle que soit la classe latente, la

moyenne des probabilités d’appartenir à la classe dans laquelle les sujets sont classés

se situe entre 0.68 et 0.78, c’est à dire très nettement au dessus des moyennes dans

les autres classes. Néanmoins, les termes non-diagonaux indiquent que les sujets de
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Tab. 5.9 – Moyennes des probabilités a posteriori d’appartenir à chaque classe

latente suivant la classification finale

Classe nombre de Moyenne des probabilités d’appartenir à chaque classe

d’appartenance sujets 1 2 3 4 5

1 73 0.779 0.083 0.126 0.003 0.009

2 187 0.073 0.723 0.040 0.140 0.024

3 197 0.154 0.106 0.681 0.038 0.021

4 652 0.001 0.204 0.002 0.727 0.066

5 1274 0.012 0.044 0.074 0.097 0.773

la classe 1 avaient une probabilité non négligeable d’être dans la classe 3 (moyenne

de 0.126) et inversement (moyenne de 0.154). De la même manière, les sujets dans

la classe 2 avaient une probabilité non négligeable d’être dans la classe 4 (moyenne

de 0.140) et inversement (moyenne de 0.204). Par contre, les sujets de la classe 5

avaient des probabilités très faibles d’appartenir aux autres classes. A travers cette

analyse, nous voyons que la classification a posteriori est claire dans l’ensemble bien

que la discrimination entre les classes 1 et 3 d’une part et les classes 2 et 4 d’autre

part soit plus ambigüe.

Evolutions prédites des tests psychométriques

A partir du modèle final, nous avons calculé la prédiction marginale et condition-

nelle de chaque observation comme décrit en section 5.4.2, puis nous avons regroupé

les observations par tranche d’âge pour obtenir des courbes d’évolution prédites

pour chaque test et chaque classe latente. Les 15 courbes (5 classes × 3 tests) des

évolutions prédites marginales sont représentées en figure 5.4 et les 15 courbes des

évolutions prédites spécifiques aux sujets sont représentées en figure 5.5.

Si les évolutions prédites marginales sont très proches des évolutions observées
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Fig. 5.4 – Evolution moyenne prédite marginale (×) et évolution observée pondérée

(en trait plein) avec son intervalle de confiance (en pointillés) pour chaque classe

latente et chaque test psychométrique.
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Fig. 5.5 – Evolution moyenne prédite conditionnellement aux effets aléatoires in-

dividuels (×) et évolution observée pondérée (en trait plein) avec son intervalle de

confiance (en pointillés) pour chaque classe latente et chaque test psychométrique.
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pour les classes 1 et 2, elles s’écartent nettement des évolutions observées à partir de

85 ans pour les classes 3, 4 et 5, c’est à dire les classes associées à un risque plus élevé

de démence. Ces écarts peuvent être expliqués par les données manquantes. En effet,

on sait que les sujets atteints cognitivement ont plus tendance à refuser de passer les

tests psychométriques que les autres sujets et de là, les sujets restant dans l’étude

ont tendance à avoir un meilleur niveau cognitif que ceux qui en sont sortis. Les

évolutions prédites conditionnelles qui incluent les prédictions des effets aléatoires

s’ajustent beaucoup mieux aux données observées. Cela signifie que la sortie d’étude

est liée à l’évolution des tests mais cela n’implique pas nécessairement qu’elle est

non-ignorable. En effet, elle est associée aux effets aléatoires qui sont prédits en

fonction des observations. La comparaison des estimations et des observations sur

les données disponibles ne permet pas de savoir si les données manquantes sont

ignorables mais elle montre un bon ajustement du modèle aux données observées.

Courbes de survie prédites

A partir des estimations issues du modèle final, nous avons calculé deux types

de courbes de survie. Nous avons d’abord calculé la courbe de survie prédite margi-

nalement aux classes latentes et l’avons comparée à la courbe de survie estimée de

façon semi-paramétrique sur toutes les données par le programme phmpl (Joly et al.,

1999). La figure 5.6 représente ces deux courbes de survie pour chacune des 4 com-

binaisons de variables explicatives : femmes sans CEP, femmes avec CEP, hommes

sans CEP et hommes avec CEP. Pour chacune des combinaisons, les deux courbes

sont très proches indiquant un bon ajustement de la fonction de risque Weibull aux

données.

Nous avons ensuite calculé la courbe de survie spécifique à chaque classe latente

pour chacune des 4 combinaisons de variables explicatives et l’avons comparée à la

courbe de survie prédite par un modèle semi-paramétrique (modèle de Cox) incluant

les deux variables explicatives et estimé sur le groupe de sujets classés a posteriori
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Fig. 5.6 – Courbe de survie prédite marginalement aux classes latentes et courbe de

survie estimée semi-paramétriquement par le programme phmpl sur tout l’échantillon

avec son intervalle de confiance à 95% pour chaque combinaison de variables expli-

catives (sexe et CEP).
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dans la classe considérée. Les figures 5.7 et 5.8 donnent respectivement les courbes

de survie chez les femmes et chez les hommes suivant la classe latente et le niveau

d’études. Comme certaines classes n’incluent aucun sujet ayant le CEP (classe 4)

ou aucun sujet n’ayant pas le CEP (classes 1 et 3), nous n’avons pas représenté les

courbes de survie associées à ces combinaisons dans les classes correspondantes. A

part un léger écart chez les hommes sans CEP dans la classe 2 sans doute lié au très

faible nombre d’évènements (4 ou 2 suivant le CEP), ces courbes de survie indiquent

un bon ajustement par classe et combinaison de variable explicative. Ceci montre

que l’hypothèse de proportionnalité des risques entre les classes latentes est valide.
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Fig. 5.7 – Courbe de survie prédite dans chacune des 5 classes latentes (en trait

plein) et courbe de survie estimée par un modèle de Cox parmi les sujets classés

a posteriori dans la classe latente correspondante (en pointillés) chez les femmes,

suivant leur niveau d’études.
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Fig. 5.8 – Courbe de survie prédite dans chacune des 5 classes latentes (en trait

plein) et courbe de survie estimée par un modèle de Cox parmi les sujets classés

a posteriori dans la classe latente correspondante (en pointillés) chez les hommes,

suivant leur niveau d’études.



Chapitre 6

Discussion et perspectives

Nous avons développé dans ce travail de thèse une méthodologie traitant à la fois

des données longitudinales multivariées, des données hétérogènes et des événements

cliniques. Nous avons évalué la performance des modèles proposés par le biais d’études

de simulation et d’études d’adéquation aux données réelles mais avons aussi mis en

avant leur intérêt épidémiologique au travers d’applications sur l’étude du vieillisse-

ment cognitif et de la survenue de démence. Dans ce chapitre, nous souhaitons revenir

sur les points forts de cette approche mais aussi sur ses limites et les développements

futurs.

6.1 Forces de l’approche

6.1.1 Modélisation de plusieurs marqueurs non Gaussiens

Comme nous l’avons vu dans le chapitre II, la modélisation conjointe de plu-

sieurs marqueurs a reçu un intérêt croissant ces dernières années. En effet, prendre

en compte conjointement plusieurs marqueurs permet d’augmenter la puissance de

l’étude et éventuellement de réduire les biais si l’échantillon comporte des données

manquantes. Dans l’étude du vieillissement cognitif, certains sujets refusent de répon-

dre à des tests psychométriques et ce refus peut être informatif car lié au niveau
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cognitif réel du sujet. Lorsqu’à une visite, un sujet ne répond pas à tous les tests

psychométriques, modéliser conjointement plusieurs tests permet d’éviter la perte

d’information sur le niveau cognitif du sujet à cette visite.

Un deuxième avantage à modéliser conjointement plusieurs marqueurs est qu’au-

cun des marqueurs n’est privilégié, l’évolution décrite étant celle du processus latent

sous-jacent à tous les marqueurs. Dans l’étude du vieillissement cognitif, bien qu’ils

soient tous des mesures de la cognition, les tests psychométriques ont des spécificités

qui peuvent influer sur les résultats obtenus. Nous avons en particulier montré, dans

la deuxième application du chapitre III, des différences de réussite aux tests suivant

le sexe, et des évolutions au cours du temps différentes suivant le niveau d’études.

Par la modélisation de leur facteur commun, nous sommes en mesure de décrire

le processus cognitif latent et les spécificités des tests psychométriques. Bien que

l’idée d’un processus latent représentant la cognition et sous-jacent aux tests psy-

chométriques soit née il y a une dizaine d’années en neuropsychologie et ait reçu

depuis un intérêt croissant (Fabrigoule et al., 1998 ; Sliwinski et al., 2003), à notre

connaissance, aucune approche n’avait pour l’instant été proposée pour modéliser

l’évolution de plusieurs tests psychométriques et de leur facteur commun.

Une particularité dans l’étude du vieillissement est que les tests psychométriques,

bien que considérés comme quantitatifs, sont souvent bornés et peuvent pâtir d’effets

plafond et plancher (Morris et al., 1999). Jusqu’à présent, ce type de données avait

été analysé soit par des méthodes classiques pour données quantitatives sous l’hy-

pothèse de normalité (Joseph et al., 1999 ; Hall et al., 2001 ; Jacqmin-Gadda et al.,

2006) soit par des modèles à seuils pour données ordinales (Ganiayre et al., 2006),

ces derniers modèles prenant en compte parfaitement les effets plafond ou plancher

des tests psychométriques mais présentant des problèmes numériques importants.

Nous avons donc proposé dans ce travail une alternative basée sur des transforma-

tions non-linéaires des tests psychométriques. Outre donner un cadre souple pour

la modélisation conjointe de plusieurs marqueurs, ces transformations estimées nous

ont permis de décrire les propriétés métrologiques des tests psychométriques dans
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la première application du chapitre III, et notamment de recommander l’utilisation

de l’IST plutôt que du MMSE ou du BVRT dans le cas où, dans une population

hétérogène, un seul test psychométrique peut être réalisé.

6.1.2 Hétérogénéité des évolutions et association avec la

survenue d’un événement

Verbeke et Lesaffre (1996) ont montré que, dans le cas d’une population hétérogè-

ne, faire l’hypothèse d’une distribution normale des effets aléatoires dans un modèle

mixte pouvait entrâıner des biais sur les estimations, et qu’il était donc préférable de

prendre en compte cette hétérogénéité par des modèles de mélange à effets aléatoires.

Dans le vieillissement cognitif, il est acquis qu’il existe des sous-populations ayant

des évolutions différentes, ces sous-populations correspondant par exemple aux su-

jets ayant un vieillissement normal et aux sujets ayant un vieillissement pathologique

(Sliwinski et al., 1996). Dans un travail précédent ayant pour objectif de proposer

un algorithme d’estimation des modèles de mélange pour données longitudinales

(Proust et Jacqmin-Gadda, 2005), nous avions étudié l’hétérogénéité des déclins

d’un test psychométrique. Cette approche mettait en évidence un petit groupe d’

“outliers” et la classification n’était que faiblement associée à la démence. Dans

notre travail de thèse, nous avons donc préféré modéliser l’hétérogénéité du déclin

cognitif en prenant explicitement en compte son association avec la démence.

Par rapport aux modèles conjoints à effets aléatoires partagés, les modèles con-

joints à classes latentes ont une interprétation plus intuitive et sont plus simples

à estimer numériquement. Ils sont en effet basés sur l’hypothèse qu’il existe un

certain nombre de sous-populations homogènes, chacune ayant sa propre évolution

et son propre risque d’événement, et que chaque sujet a une probabilité différente

d’appartenir à chaque classe latente.
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6.1.3 Prise en compte des variables explicatives

Les modèles que nous avons proposés dans ce travail offrent un cadre souple

pour tester l’effet de variables explicatives sur le vieillissement cognitif. En effet, il

est possible de tester l’impact de variables explicatives sur l’évolution du processus

latent ou sur les outils de mesure de la cognition mais aussi d’introduire des variables

explicatives dans les différents sous-modèles du modèle conjoint, permettant ainsi

de mieux comprendre le mode d’action de facteurs de risque de déclin cognitif et de

démence.

Effet sur le processus latent et sur les marqueurs

Comme nous l’avons vu dans le chapitre II, la modélisation conjointe de plu-

sieurs marqueurs permet d’augmenter la puissance des analyses pour tester l’effet

de variables explicatives (Gray et Brookmeyer, 1998). Dans notre approche, nous

pouvons certes utiliser l’information sur tous les marqueurs pour évaluer l’effet de

variables explicatives sur le processus latent mais nous pouvons aussi distinguer des

effets différents sur chaque marqueur. Ce dernier point a été très peu développé dans

la littérature. Gray et Brookmeyer (1998) ont pris en compte un effet potentielle-

ment différent du traitement pour chaque marqueur en faisant varier l’échelle de

temps de chaque marqueur. Récemment, Guo et Bandeen-Roche (2005) ont aussi

pris en compte une hétérogénéité de l’effet du traitement autour de l’effet global par

le biais d’un effet aléatoire binaire. Ils ont ainsi pu distinguer deux groupes de mar-

queurs et quantifier l’effet du traitement dans le groupe de marqueurs très sensibles

au traitement et dans le groupe de marqueurs moins sensibles au traitement. Dans

notre approche, par l’introduction de contrastes sur les marqueurs, nous sommes

en mesure de tester et de quantifier l’hétérogénéité de l’effet du traitement sur les

marqueurs.
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Variables explicatives dans le modèle conjoint à classes latentes

Dans les modèles conjoints à classes latentes présentés aux chapitres IV et V,

l’effet de variables explicatives peut être testé à plusieurs niveaux du modèle :

1. sur la probabilité d’appartenir aux classes latentes. Cela revient à se demander

si la variable explicative est prédictrice d’une forme d’évolution et d’un risque

spécifique d’événement ;

2. sur l’évolution des marqueurs de manière commune aux classes (modèle linéaire

mixte) : on teste ainsi si, quelle que soit la classe d’évolution des marqueurs,

il existe une différence d’évolution suivant la variable explicative ;

3. sur l’évolution des marqueurs de manière différente dans chaque classe. Cela

revient à tester si, à même classe latente, c’est à dire même risque d’événement,

il existe des différences d’évolution suivant la variable explicative ;

4. sur le risque d’événement après ajustement sur les classes latentes. Dans ce

cas, l’hypothèse est : ajusté sur la classe latente, c’est à dire sur le profil

d’évolution du marqueur, la variable explicative reste associée à l’événement

lui-même.

Les multiples façons d’introduire une variable explicative dans le modèle conjoint

à classes latentes lui confèrent un grand intérêt en épidémiologie puisque ce modèle

permet d’évaluer différentes hypothèses concernant le mode d’action des facteurs de

risque. Néanmoins, il est important lorsque l’on introduit des variables explicatives

dans le modèle conjoint à classes latentes de le faire de manière réfléchie et non de

rentrer systématiquement les variables explicatives à tous les niveaux. Par exemple,

un variable incluse dans le modèle mixte (en 2 ou 3) n’influence que l’espérance du

marqueur alors qu’une variable incluse dans la probabilité d’appartenir aux classes

latentes (en 1) influence l’espérance et la variance du marqueur. Par ailleurs, l’in-

terprétation des classes latentes est différente suivant que les variables explicatives

ont été incluses dans le modèle mixte (en 2 ou 3) ou dans la probabilité d’appar-
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tenir aux classes latentes (en 1). En effet, dans le premier cas, les classes latentes

représentent l’hétérogénéité résiduelle après prise en compte de l’hétérogénéité as-

sociée aux variables explicatives alors que dans le deuxième cas, les classes latentes

représentent l’hétérogénéité expliquée, au moins partiellement, par les variables ex-

plicatives.

Dans la littérature, aucune précaution n’a été prise quant à l’introduction de

variables explicatives aux différents niveaux du modèle (Lin et al., 2000 ; Muthén

et al., 2002). Nous recommandons pourtant de ne pas introduire systématiquement

les variables explicatives à tous les niveaux du modèle car, outre des problèmes

d’identifiabilité, cela peut nuire à l’interprétabilité des résultats. Il est préférable de

choisir à quel niveau introduire les variables explicatives suivant l’objectif de l’étude.

6.1.4 Outil de diagnostic de démence

Grâce aux modèles conjoints à classes latentes présentés dans les chapitres IV

et V, nous avons été en mesure de proposer des outils de diagnostic de démence

calculés à partir de l’information sur l’évolution cognitive. Ce type d’outil avait déjà

été proposé dans le cas d’un seul marqueur d’évolution Gaussien par Lin et al. (2002)

et Taylor et al. (2005) pour détecter respectivement un cancer de la prostate ou une

rechute de cancer de la prostate à partir des mesures répétées de PSA. Par rapport à

leur travaux, comme nous avons utilisé plusieurs tests psychométriques pour décrire

l’évolution cognitive, l’outil de détection de démence que nous avons proposé peut

être utilisé quel que soit le ou les tests mesurés pour un sujet. Cela nous donne donc

un outil de diagnostic plus souple.
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6.2 Modèle à classes latentes et sortie d’étude in-

formative

Les modèles conjoints à classes latentes ont été récemment utilisés pour prendre

en compte la sortie d’étude (Beunckens et al., 2006) ou les données manquantes inter-

mittentes (Lin et al., 2004). L’approche par classes latentes est en effet une méthode

intermédiaire entre les modèles de sélection et les modèles par mélange de profils

d’observations utilisés dans le traitement des données longitudinales incomplètes in-

formatives. En faisant l’hypothèse qu’il existe un petit nombre de groupes présentant

une évolution et un risque de sortie d’étude spécifiques, les modèles à classes latentes

évitent à la fois les problèmes numériques du modèle de sélection liés à l’intégration

numérique sur les effets aléatoires ou sur les réponses manquantes, et les problèmes

numériques rencontrés avec les modèles par mélange de profils d’observations lors-

qu’il existe de nombreux profils de sortie d’étude correspondant à de petits effectifs

et pour lesquels le nombre de mesures est insuffisant pour estimer l’évolution du

marqueur.

Bien que non présenté dans ce document, nous avons utilisé un modèle conjoint

à classes latentes pour modéliser conjointement l’évolution cognitive et la sortie

d’étude dans la cohorte PAQUID. Les conclusions de cette analyse étaient très

différentes de celles de l’analyse par mélange de profils d’observation. De plus, en

analysant les résultats, nous avons repéré que les classes latentes mises en évidence

par ce modèle conjoint n’étaient que faiblement associées à la sortie d’étude. No-

tamment, des classes d’évolution très similaires étaient mises en évidence lorsque la

sortie d’étude n’était pas modélisée conjointement, ces classes latentes représentant

l’hétérogénéité principale des déclins cognitifs plutôt que l’hétérogénéité directement

associée à la sortie d’étude. Les paramètres du modèle d’évolution des marqueurs

dans ce modèle conjoint ne pouvaient donc pas s’interpréter simplement comme

des paramètres ajustés sur la sortie d’étude mais plutôt comme des paramètres es-

timés après prise en compte de la principale source d’hétérogénéité de l’évolution
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(les classes étant elles mêmes très associées aux variables explicatives telles que le

sexe ou le niveau d’éducation).

Ainsi, bien que les modèles à classes latentes aient été utilisés pour traiter la sortie

d’étude informative, la pertinence d’une telle analyse et notamment l’interprétation

des résultats obtenus ne sont pas clairement établies. Il nous semble qu’une telle

analyse doit être complétée par des analyses de l’adéquation du modèle aux données

afin d’éviter une interprétation abusive des résultats, en particulier dans les grands

jeux de données présentant de multiples sources d’hétérogénéité.

6.3 Limites de l’approche et développements fu-

turs

Bien que le modèle conjoint à classes latentes pour données multivariées que nous

avons proposé dans ce travail présente certains attraits, il possède aussi des limites

sur lesquelles nous allons revenir maintenant.

6.3.1 Adéquation du modèle à classes latentes

Le cas particulier de la sortie d’étude informative a pointé un aspect très im-

portant dans l’application des modèles conjoints à classes latentes. Il existe des hy-

pothèses fortes dans le modèle qui nécessitent d’être évaluées. Nous avons présenté

dans les chapitres IV et V plusieurs méthodes pour évaluer l’adéquation du modèle.

Nous avons d’abord évalué la qualité de la classification a posteriori, montrant ainsi

une bonne discrimination des classes. Nous avons ensuite évalué la qualité d’ajus-

tement des évolutions prédites par le modèle mixte conditionnellement aux classes

latentes par rapport aux évolutions observées, et avons évalué l’hypothèse de propor-

tionalité des risques entre les classes dans le modèle de survie. Ces analyses ont mis

en évidence une bonne adéquation du modèle aux données. Enfin, le modèle conjoint
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à classes latentes permettant de proposer un outil de détection de l’événement, nous

avons aussi évalué les capacités prédictrices du modèle et l’avons comparé à des

modèles plus simples dans le chapitre IV. Par contre, dans le chapitre V, l’outil

diagnostic étant issu d’un modèle de survie, nous avons uniquement pu calculer les

courbes ROC et leurs AUC à des temps donnés. Evaluer les capacités prédictrices

du modèle nécessite en effet le développement d’un résumé des AUC pour tous les

temps. Dans les modèles de survie, Heagerty et Zheng (2005) ont proposé une me-

sure globale de concordance calculée comme l’intégrale sur la fenêtre d’observation

des AUC dépendantes du temps mais leur mesure n’est pas adaptée à notre cas

de figure. En effet, le critère diagnostic en t issu de notre modèle est dépendant

du temps puisque le prédicteur linéaire du modèle de survie spécifique au groupe

doit être pondéré par P (cig = 1 | θ̂, Yis, s < t) comme présenté en (5.15). Propo-

ser une mesure résumée des AUC dépendantes du temps pour un critère diagnostic

dépendant du temps nécessite donc des développements supplémentaires.

Dans ce travail, nous n’avons pas examiné l’hypothèse majeure d’indépendance

entre les marqueurs et l’événement conditionnellement aux classes latentes. Même

si cette hypothèse d’indépendance conditionnelle existe dans tout modèle à effets

aléatoires partagés, elle peut être plus forte ici car l’effet aléatoire est discret, c’est

à dire que la dépendance est régie uniquement par un faible nombre de classes au

lieu de combinaisons linéaires des effets aléatoires dans les autres modèles.

L’hypthèse d’indépendance conditionnelle ne peut pas être strictement controlée

puisque les classes latentes ne sont pas observées. En s’appuyant sur les travaux de

Bandeen-Roche et al. (1997), cette hypothèse est généralement vérifiée en utilisant la

classification a posteriori : l’hypothèse d’indépendance conditionnelle est considérée

comme valide s’il y a indépendance entre marqueur et événement après ajustement

ou stratification sur les classes définies a posteriori (Lin et al., 2002a ; Lin et al.,

2004 ; Guo et al., 2006 ; Roy, 2003). Les différentes analyses publiées diffèrent par 3

aspects.
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Tout d’abord, la classification a posteriori peut être définie suivant la proba-

bilité a posteriori maximum ou être simulée suivant cette probabilité (Roy, 2003).

Ces stratégies ne tiennent pas compte de l’incertitude sur la classification et il est

donc préférable d’utiliser une analyse pondéree par les probabilités a posteriori en

suivant la méthode proposée par Lin et al. (2002a) et Lin et al. (2004) mais une

telle méthode est plus difficile à mettre en oeuvre. Ils proposent en effet d’évaluer

si, a posteriori, après stratification sur les classes, il reste une dépendance entre le

délai d’événement et la trajectoire des marqueurs. Ils font pour cela G copies des

données, correspondant aux G classes latentes, et pondèrent chaque donnée par la

probabilité a posteriori d’appartenir à la classe conditionnellement au marqueur et

à l’événement. Puis, ils estiment un modèle de survie pour le délai d’événement,

stratifié sur la classe latente, en incluant en variable explicative une ou plusieurs

fonctions des marqueurs en plus des variables explicatives habituelles. L’hypothèse

d’indépendance conditionnelle est alors rejetée si les paramètres associés aux mar-

queurs sont significativement différents de 0.

Une autre différence est qu’après classification, certains auteurs réalisent une

analyse sur l’ensemble de l’échantillon en ajustant sur les classes (Lin et al., 2002a ;

Lin et al., 2004) tandis que d’autres réalisent une analyse séparément dans chaque

classe (Guo et al., 2006 ; Roy, 2003).

Enfin la principale difficulté réside dans le choix de la fonction des marqueurs à

introduire comme variable explicative dans le modèle de survie. Quand cela est pos-

sible, il est souhaitable d’utiliser les valeurs observées (Guo et al., 2006 ; Roy, 2003).

Lin et al. (2004) utilisent la dernière valeur observée du marqueur mais cela est dif-

ficile dans notre application en raison du taux important de données manquantes et

donc de l’irrégularité des mesures. Une autre stratégie consiste à utiliser l’espérance

du marqueur (ou dans notre application, du processus latent) estimé à partir du

modèle conjoint à classes latentes. Lin et al. (2002a) introduisent ainsi l’espérance

marginale E(Yi(t)) =
∑G

g=1 π̂
y,T
ig E(Yi(t)|cig = 1) dans le modèle de survie ajusté sur

les classes a posteriori. Ce choix est cependant discutable, et il nous semble que
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l’espérance incluant les effets aléatoires ou l’espérance conditionnellement à la classe

pourraient être préférées.

Le développement de méthodes d’évaluation de l’hypothèse d’indépendance condi-

tionnelle et plus généralement de l’adéquation du modèle constitue donc l’un des

principaux objectifs de nos travaux dans le suite de cette thèse.

Malgré ces questionnements, nous avons testé la méthode proposée par Lin et

al. (2002a) dans l’application présentée en section 5.6, et les premières analyses ont

suggéré l’existence d’une dépendance résiduelle entre l’événement et l’espérance du

processus latent. Etant donnée la taille des échantillons utilisés dans nos applica-

tions et donc la puissance des analyses, il n’est pas surprenant qu’un test statistique

rejette l’hypothèse d’indépendance conditionnelle. Sur de grands échantillons, les

méthodes graphiques sont souvent préférées pour évaluer l’adéquation d’un modèle.

C’est pourquoi, nous nous orientons aujourd’hui vers une analyse graphique des

résidus Ri des marqueurs transformés et calculés conditionnellement à l’événement.

Dans notre modèle qui inclut un processus latent, ces résidus sont Ri = hk(yi; η̂k)−

E(hk(yi; η̂k)|Ti, Ei). L’examen du nuage de points des résidus Ri en fonction de

(Ti, Ei) devrait permettre d’évaluer l’hypothèse d’indépendance conditionnelle.

Dans notre application, il n’est pas inconcevable que l’hypothèse d’indépendance

conditionnelle ne soit pas valide. En effet, étant donnée la taille de notre échantillon,

il parâıt peu vraisemblable d’éliminer toute corrélation entre la cognition et la

démence par quelques classes latentes. Une amélioration de notre modèle pourrait

consister à inclure dans le modèle de survie une fonction des effets aléatoires en plus

de la classe latente. Ainsi, outre tester l’hypothèse d’indépendance conditionnelle en

testant le paramètre associé aux effets aléatoires à 0, nous pourrions améliorer la

prise en compte de la dépendance entre les marqueurs et le délai d’événement. Ce-

pendant, ce type de modèle étant une combinaison d’un modèle à classes latentes et

d’un modèle à effets aléatoires partagés, son estimation serait difficile. Il cumule en
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effet les difficultés liées à l’intégration numérique sur les effets aléatoires du modèle

à effets alétaoires partagés et les difficultés liées à la multimodalité possible d’un

modèle à classes latentes.

Le rejet de l’hypothèse d’indépendance conditionnelle dans notre application sur

le vieillissement cognitif pourrait aussi s’expliquer par la nature statique du modèle.

En effet, dans un modèle conjoint à classes latentes, les classes sont fixées au cours

du temps. Or plusieurs études ont montré que les sujets en phase pré-diagnostique

de démence “décrochaient” de l’évolution cognitive normale plusieurs années avant

le diagnostic de démence (Jacqmin-Gadda et al., 2006 ; Hall et al., 2000). Suivant ces

résultats, tous les sujets devraient appartenir initialement à la même classe latente,

c’est à dire la classe représentant le vieillissement normal, et les sujets en phase pré-

diagnostique de démence devraient changer de classe latente au cours du temps, pour

passer dans la classe associée à un vieillissement pathologique. Le modèle conjoint

à classes latentes que nous avons développés ne permet pas de prendre en compte

de tels changements de classes au cours du temps. Néanmoins, lorsque l’on étudie

l’évolution cognitive sur une période courte (12 ans par exemple dans l’application du

chapitre IV), un faible nombre de classes fixes peut suffire à décrire cette évolution

au cours du temps. Par contre, lorsqu’on étudie l’évolution sur 30 ou 40 ans en

fonction de l’âge, il est plus difficile de prendre en compte l’aspect dynamique avec

un petit nombre de classes fixes.

Les changements de classes au cours du temps peuvent être modélisés par un

processus latent discret à faibles nombres d’états. Un tel modèle rentrerait dans

le cadre des modèles à états cachés avec la contrainte supplémentaire d’assurer la

continuité de l’évolution cognitive lors de la transition entre deux états.
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6.3.2 Transformations nonlinéaires des marqueurs

Une force de notre approche réside dans les transformations non linéaires estimées

entre les marqueurs quantitatifs non Gaussiens et le processus latent. Nous avons

pour l’instant utilisé la famille des fonctions de répartition Beta qui sont apparues

comme un bon compromis entre la variabilité possible des formes de la fonction et

leur relative simplicité d’estimation. Cependant, nous avons vu dans le chapitre III

par des études de simulation que ces fonctions présentaient une limite importante

liée à leur espace d’arrivée [0, 1] incompatible avec la définition dans R du processus

Gaussien. Ceci engendre en particulier des effets de bord qui tendent à réduire la

variabilité des erreurs. Même si les biais engendrés sont faibles, il serait intéressant

de trouver une alternative aux fonctions de répartition Beta. La famille de fonctions

devrait être constituée de fonctions croissantes définies de [a, b] dans R et devrait

offrir des formes de transformations variées incluant des formes concaves, convexes,

sigmöıdes et linéaires. A ce jour, nous n’avons pas trouvé de famille de fonctions

paramétriques à valeurs dans R répondant à ces contraintes. En effet, les fonctions

d’une même famille ont souvent soit toutes une forme concave, soit toutes une forme

convexe alors que nos applications recquièrent au moins deux types de formes pour

modéliser le MMSE ayant un effet plafond et pas d’effet plancher et le DSST n’ayant

pas d’effet plafond mais un effet plancher.

Les fonctions I-splines (à valeurs dans R+) associées à une intercept afin qu’elles

soient à valeurs dans R répondent à ces exigences mais elles posent aussi de sérieux

problèmes numériques. En effet, ces transformations recquièrent un nombre impor-

tant de paramètres et une estimation par vraisemblance pénalisée doit être envi-

sagée comme vu en section 5.3.2. De plus, les formes de transformations étant très

différentes d’un test à l’autre, il est souhaitable d’utiliser un paramètre de lissage

différent pour chaque test. Cette approche semi-paramétrique nous semble donc

difficile à utiliser en pratique mais peut cependant être utile dans une étape de va-

lidation pour évaluer graphiquement l’adéquation des transformations Beta.
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Dans l’optique d’augmenter l’information utilisée pour décrire le processus la-

tent et de généraliser notre approche, il serait aussi intéressant de pouvoir inclure

dans le modèle non seulement des marqueurs quantitatifs non Gaussiens mais aussi

des marqueurs qualitatifs ordinaux. Nous pourrions ainsi considérer des tests psy-

chométriques comportant peu de modalités. Ce type d’approche a été proposé, no-

tamment dans le cadre des modèles à équations structurelles (Dunson, 2000 ; Rabe-

Hesketh et al., 2004). Dans notre cas, il s’agirait de combiner un modèle à seuils

(Ganiayre et al., 2006 ; Liu et Hedeker, 2006) pour les données ordinales et le modèle

proposé au chapitre III pour les données quantitatives.

6.3.3 Multiplicité des événements

Dans notre approche, nous n’avons pour l’instant pris en compte qu’un seul

événement conjointement aux marqueurs longitudinaux. Or, dans l’étude du vieillis-

sement, plusieurs événements peuvent intervenir de manière concurrentielle comme

la survenue d’une démence (avec des types différents) et le décès, ou de manière

non concurrentielle comme la survenue d’une démence et l’entrée en institution.

Modéliser conjointement plusieurs événements pourrait permettre de mieux com-

prendre leur dépendance mutuelle et leur association avec le déclin cognitif. A par-

tir de notre approche, il est possible de considérer plusieurs événements conjointe-

ment en ajoutant un modèle de survie pour chaque événement prédit par la classe

d’appartenance et envisager une corrélation entre les événements par un paramètre

de fragilité commun comme proposé récemment dans le cadre de modèles à effets

aléatoires partagés (Chi et Ibrahim, 2006).
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6.4 Conclusion

Dans ce travail, nous avons proposé une nouvelle approche pour modéliser le

déclin des fonctions cognitives à partir de plusieurs tests psychométriques et son

association avec la survenue d’une démence. Malgré les limites abordées dans ce

chapitre, cette approche est utile à la fois par sa souplesse concernant notamment la

prise en compte de variables explicatives et la modélisation de plusieurs marqueurs

non Gaussiens et par sa relative simplicité numérique. Nous avons en particulier

montré à travers plusieurs applications son intérêt dans l’étude du vieillissement

cognitif et la survenue d’une démence. Cependant, des développements sont encore

nécessaires pour évaluer les hypothèses du modèle et en premier lieu l’hypothèse

d’indépendance conditionnelle. De plus, il serait intéressant par la suite d’étendre

notre approche à des marqueurs de nature différente, à la modélisation conjointe de

plusieurs événements mais surtout à la prise en compte de l’aspect dynamique de

l’hétérogénéité par des modèles à états cachés.
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Summary The aim of this paper is to propose an algorithm to estimate linear mixed
model when random effect distribution is a mixture of Gaussians. This heterogeneous
linear mixed model relaxes the classical Gaussian assumption for the random effects
and, when used for longitudinal data, can highlight distinct patterns of evolution.
The observed likelihood is maximized using a Marquardt algorithm instead of the EM
algorithm which is frequently used for mixture models. Indeed, the EM algorithm is
computationally expensive and does not provide good convergence criteria nor di-
rect estimates of the variance of the parameters. The proposed method also allows
to classify subjects according to the estimated profiles by computing posterior prob-
abilities of belonging to each component. The use of heterogeneous linear mixed
model is illustrated through a study of the different patterns of cognitive evolution
in the elderly. HETMIXLIN is a free Fortran90 program available on the web site:
http://www.isped.u-bordeaux2.fr.
© 2005 Elsevier Ireland Ltd. All rights reserved.

1. Introduction

Many longitudinal studies consist in assessing the
changes over the time of a marker measured re-
peatedly on each participant. These analyses are
generally performed with mixed models [1], which
allow to take into account the within-subject corre-
lation and the variability of the marker course be-
tween the subjects. However, such a model is based
on the strong assumption that the random effects

∗ Corresponding author. Tel.: +33 5 57 57 11 36;
fax: +33 5 56 24 00 81.

E-mail address: cecile.proust@isped.u-bordeaux2.fr
(C. Proust).

are sampled from a single multivariate Gaussian dis-
tribution which means that the marker course is ho-
mogeneous among all the subjects.

To assess this assumption, Verbeke and Lesaffre
[2] have proposed a mixed model with a mixture of
multivariate Gaussians on the random effects. This
heterogeneous linear mixed model allows to relax
the normality assumption for the random effects
and also allows to highlight distinct evolutions of
the marker and classify the subjects according to
these different patterns of evolution.

In the Verbeke and Lesaffre’s work as in more
recent papers [3,4], the mixed models with a mix-
ture on the random effects distribution were es-
timated using an EM algorithm [5]. For instance,

0169-2607/$ – see front matter © 2005 Elsevier Ireland Ltd. All rights reserved.
doi:10.1016/j.cmpb.2004.12.004
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Spiessens and Verbeke [3] recently proposed a free

SAS-macro (HETNLMIXED) using the EM algorithm

and the NLMIXED procedure for the optimization in

the M-step. This SAS-macro is an extension of the

SAS-macro HETMIXED which was developed earlier

for estimating heterogeneous linear mixed models

using the MIXED procedure [6]. To our knowledge,

HETNLMIXED and its first version HETMIXED are the

only free available programs developed for estimat-

ing heterogeneous mixed models. The first version

HETMIXED was proved to be very slow and limited

to small samples due to very large matrices han-

dling and prohibitive computation; it will not be

expanded in this work. HETNLMIXED was developed

to reduce these computational problems and to al-

low estimation of both linear and generalized linear

models. However, in the linear case, this SAS-macro

has the drawback of computing numerically an inte-

gral across the random effects while it has a closed

form, and thus the macro is limited to a small num-

ber of random effects. We have also observed con-

vergence problems when using the macro with large

samples except for very simple models.

Moreover, the EM algorithm, which is used in

these macros, has some general drawbacks. In par-

ticular, it does not have any good convergence cri-

teria; the convergence is only built on a lack of

progression of the likelihood or the parameter es-

timates [7]. Furthermore, the convergence is slow

[8] and the EM algorithm does not provide direct

estimates of the variance of the parameters. In the

particular case of an heterogeneous mixed model,

the M-step also requires the estimation of an ho-

mogeneous mixed model which is computationally

expensive.

Therefore, the first aim of this paper is to pro-

pose a program for estimating more general het-

erogeneous linear mixed models suitable for large

samples. The proposed program HETMIXLIN is writ-

ten in Fortran90 and uses a direct maximization of

the likelihood via a Marquardt optimization algo-

rithm. The second objective of this paper is to illus-

trate the use of heterogeneous linear mixed model

through a study of the different patterns of evolu-

tion in cognitive ageing.

2. Computational methods and theory

2.1. The heterogeneous linear mixed model

Let Y i = (Y i1, . . . ,Y ini) be the response vector for

the ni measurements of the subject i with i =

1, . . . , N. The linear mixed model [1] for the re-

sponse vector Y i is defined as:

Y i = X iˇ + Ziui + �i (1)

X i is a ni × p design matrix for the p-vector of

fixed effects ˇ, and Zi is a ni × q design matrix as-

sociated to the q-vector of random effects ui which

represents the subject specific regression coeffi-

cients. The errors �i are assumed to be normally

distributed with mean zero and covariance matrix

	2Ini, and are assumed to be independent from the

vector of random effects ui.

In an homogeneous mixed model [1], ui is nor-

mally distributed with mean 
 and covariance ma-

trix D, i.e.

ui ∼ N(
,D) (2)

In the heterogeneous mixed model [2–4], ui is as-

sumed to follow a mixture of G multivariate Gaus-

sians with different means (
g)g=1,G and a common

covariance matrix D, i.e.

ui ∼

G
∑

g=1


gN(
g,D) (3)

Each component g of the mixture has a probabil-

ity 
g and the (
g)g=1,G verify the following condi-

tions:

0 ≤ 
g ≤ 1∀g = 1, G and

G
∑

g=1


g = 1 (4)

In this work, we propose a slightly more general

formulation of the model described in (1) in which

the effect of some covariates may depend on the

components of mixture and some of the random

effects may have a common mean whatever the

component of mixture. Thus, the X i design matrix is

split in X1i associated with the vector ˇ of fixed ef-

fects which are common to all the components and

X2i associated with the vectors ıg of fixed effects

which are specific to the components. The Zi design

matrix is also split in Z1i associated with the vector

vi of random effects following a single Gaussian

distribution and Z2i associated with the vector ui
of random effects following a mixture of Gaussian

distributions. The model is then written as:

Y i = X1iˇ +

G
∑

g=1


gX2iıg + Z1ivi + Z2iui + �i (5)

where vi ∼ N(0, Dv) and ui ∼
∑G
g=1 
gN(
g, Du);

given the component g, the conditional distribu-

tion of the vector

(

vi
ui

)

is N

((

0


g

)

,D

)

with

D =

(

Dv Dvu
Duv Du

)

.
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2.2. Likelihood

Following the previous works [3,4], we define
wig the unobserved variable indicating if the
subject i belongs to the component g. We have
P(wig = 1) = 
g. The density for the vector yi can
then be written as:

fi(yi) =
G
∑

g=1


gf(yi|wig = 1) (6)

Given wig, yi follows a linear mixed model, and
the density f(yi|wig = 1) denoted by �ig is the mul-
tivariate Gaussian density with mean Eig and covari-
ance matrix V i given by:

Eig = E(Y i|wig = 1) = X1iˇ + X2iıg + Z2i
g and

V i = var(Y i|wig = 1) = ZiDZ
′
i + 	

2Ini (7)

Let now � be the vector of the m param-
eters of the model. � contains  with  ′ =

(ˇ′, (ıg)
′
g=1,G, (
g)

′
g=1,G,Vec(D)

′, 	2) and � the vec-

tor of the G− 1 first component probabilities
(
g)g=1,G−1. Note that 
G is entirely determined by

� as 1−
∑G−1
g=1 
g. Vec(D) represents the vector of

the upper triangular elements of D. The estimates
of � are obtained as the vector �̂ that maximizes
the observed log-likelihood:

L(Y; �) =
N
∑

i=1

ln(fi(yi)) =
N
∑

i=1

ln





G
∑

g=1


g�ig(yi)





=

N
∑

i=1

−
ni

2
ln(2�)−

1

2
ln(|V i|)

+ ln





G
∑

g=1


ge
− 1

2
(Y i−Eig)

′V−1
i

(Y i−Eig)



 (8)

2.3. Estimation procedure

We propose to maximize directly the observed
log-likelihood (8) using a modified Marquardt op-
timization algorithm [9], a Newton—Raphson-like
algorithm [10]. The diagonal of the Hessian at
iteration k, H(k), is inflated to obtain a positive

definite matrix as: H∗(k) = (H
∗(k)
ij ) with H

∗(k)
ii =

H
(k)
ii + �[(1− �)|H

(k)
ii | + �tr(H

(k))] and H
∗(k)
ij = H

(k)
ij

if i �= j. Initial values for � and � are � = 0.01 and
� = 0.01. They are reduced when H∗ is positive
definite and increased if not. The estimates �(k) are
then updated to �(k+1) using the current modified

Hessian H∗(k) and the current gradient of the
parameters g(�(k)) according to the formula:

�(k+1) = �(k) − ˛H∗(k)−1g(�(k)) (9)

where if necessary, ˛ which equals 1 by default
is modified to ensure that the log-likelihood is
improved at each iteration.

To ensure that the covariance matrix D is pos-
itive, we maximize the log-likelihood on the non-
zero elements of U, the Cholesky factor of D (i.e.
U′U = D) [7]. Furthermore, to deal with the con-
straints on � (4), we use the transformed parame-
ters (�g)g=1,G−1 with :

�g = ln

(


g


G

)

(10)

Standard errors of the elements of D and
(
g)g=1,G−1 are computed by the !-method [11],
while standard errors of the other parameters are
directly computed using the inverse of the observed
Hessian matrix.

The convergence is reached when the three
following convergence criteria are satisfied:
∑m
j=1(�

(k)
j − �

(k−1)
j )2 ≤ �a, |L(k) − L(k−1)| ≤ �b and

g(�(k))
′
H(k)−1g(�(k)) ≤ �d. The default values are

�a = 10−5, �b = 10−5 and �d = 10−8.
As the log-likelihood of a mixture model may

have several maxima [8], we use a grid of initial val-
ues to find the global maximum. The multimodality
of the log-likelihood in mixture models has been of-
ten discussed and some authors proposed different
strategies to choose the set of initial values [12].
However, none of them seems to be optimal in a
general way. We have observed, in our experience,
that the results were mainly sensitive to initial val-
ues of (
g)g=1,G−1 and (
g)g=1,G and less sensitive
to the other parameters (Vec(U), ˇ and 	) for which
estimates of the homogeneous mixed models were
good initial values.

A mixture model is estimated with a fixed num-
ber of components G, otherwise the number of pa-
rameters in the model is unknown. To choose the
right number of components, one has to estimate
models with different values for G and select the
best model according to a test or a criterion. Some
works favor a bootstrap approach to approximate
the asymptotic distribution of the likelihood ra-
tio test between models with different number of
components [13] but this approach is very heavy
in particular for mixture models with random ef-
fects. Criteria such as Akaike’s Information Crite-
rion (AIC) [14] or Bayesian Information Criterion
(BIC) [15] are often preferred. We use these se-
lection criteria to select the optimal number of
components.
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2.4. A posteriori classification

After parameter estimation, mixture models allow
to classify subjects according to the G components.
The classification is based on the posterior proba-
bilities (
ig)g=1,G that the subject i follows each of

the G components. Using �̂ = ( ̂′, �̂′)′, these prob-
abilities are obtained by the Bayes theorem [2–4]
as:


̂ig = P(wig = 1|Y i, �̂) =

̂g�ig( ̂,Y i)
∑G
g=1 
̂g�ig( ̂,Y i)

(11)

We then assign to each subject i the component to
which he has the highest probability (
ig)g=1,G to
belong.

3. Program description

The program requires two distinct input files: the
data file described in Appendix A and the parame-
ter file named HETMIXLIN.inf which contains the in-
formation needed for the estimation of the model:
the names of the data file and output files, the num-
ber of subjects, the description of the model (num-
ber of components G, dimension of the random ef-
fects, covariates X1, X2, Z1 and Z2 and covariance
structure of D) and the initial values of the param-
eters. An example of the parameter file is given in
Appendix B.

The main output file gives the final log-
likelihood, the AIC, the BIC, the convergence cri-
teria, the number of iterations and the parameter
estimates with the standard errors, the Wald statis-
tics and the 95% confidence interval. The number of
subjects classified in each component is also given.

Finally, another output file contains the poste-
rior probabilities for each subject to belong to each
class and the final class membership.

4. Applications

4.1. The height of schoolgirls

We consider the sample of 20 preadolescent school-
girls introduced by Goldstein [16]. Verbeke and
Lesaffre [2] and Komárek et al. [6] modelled the
growth curves of their height according to age from
6 to 10. They showed in the homogeneous mixed
model that the height course of girls differed signif-
icantly according to the category of height of their
mother (small, medium and tall). Thus, they used
the heterogeneous linear mixed model without in-
troducing the height of the mother in the model to

try to highlight clusters with distinct growth curves
among the girls. In this work, we compare the re-
sults obtained using our program to those obtained
with the HETNLMIXED SAS-macro which uses the EM
algorithm. The model is written as:

Heightij = u0i + u1i × ageij + �ij (12)

where ui = (u0i,u1i)
′ ∼
∑G
g=1 
gN(
g,D) with 
g =

(
0g, 
1g)
′ and �ij ∼iid N(0, 	

2).
We fitted the heterogeneous linear mixed model

for two and three components. An extract of the
data file and the parameter file for the model with
two components are presented in Appendices A
and B. The results for the model with two compo-
nents of mixture obtained with our program HET-
MIXLIN and the SAS-macro HETNLMIXED are shown
in Table 1. The estimates obtained using the two
methods are the same but a difference is observed
in the standard error estimates; the standard er-
ror estimates from HETNLMIXED seem bigger than
those from HETMIXLIN. This difference in the stan-
dard error estimates from the two algorithms was
also observed in the homogeneous case comparing
HETNLMIXED, the MIXED procedure, the NLMIXED
procedure and HETMIXLIN program. In the three lat-
ter programs, standard errors are estimated by the
inverse of the Hessian matrix which estimates the
Fisher Information matrix [11] and led to the same
standard error estimates. By contrast, HETNLMIXED
uses an approximation of the Louis’s method based
on the product of the expectations of the gradient
of the complete likelihood [17], the Louis’s method
[18] being itself an approximation of the observed
Hessian matrix. This method appeared to overesti-
mate standard errors in this small sample. However,
in our experience, this approximation of the ob-
served Hessian matrix seemed to be improved when
the sample size increased. For instance, using a lin-
ear mixed model estimated on the 1392 subjects of
the PAQUID sample from Section 4.2, the discrep-
ancy was lower.

As the convergence of the two algorithms de-
pends on the choice of the initial values, we fitted
the model by the two approaches with the same
grid of 32 sets of initial values. The sets differed on
all kinds of parameters. HETNLMIXED provided the
global maximum 11 times out of the 32 tries and
our program found the global maximum 23 times.
HETMIXLIN was also faster than the HETNLMIXED
SAS-macro (several seconds compared with at least
several minutes using a Bi-Xeon 3.06GHz 1024 MB
RAM).

The results for the model with three compo-
nents of mixture are also shown in Table 1, but
we cannot compare our results with those given
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Table 1 Estimates and standard errors of the heterogeneous linear mixed model with two components of mixture
for the height of schoolgirls using HETMIXLIN (the proposed direct maximization using a Marquardt algorithm) and
HETNLMIXED (Spiessens et al. SAS-macro using an EM algorithm) and estimates of the heterogeneous linear mixed
model with three components of mixture using HETMIXLIN

Parameter HETNLMIXED (G = 2) HETMIXLIN (G = 2) HETMIXLIN (G = 3)

Estimate S.E.a Estimate S.E. b Estimate S.E.b


1 0.68 0.14 0.68 0.12 0.50 0.18

2 0.32 0.32 0.30 0.11

3 0.20

01 82.8 1.12 82.8 0.91 84.2 1.18

11 5.38 0.091 5.38 0.086 5.32 0.10

02 81.9 2.01 81.9 1.52 81.7 1.12

12 6.44 0.18 6.44 0.15 6.47 0.12

03 79.4 2.19

13 5.60 0.20
var(u0i) 6.47 4.94 6.47 3.13 3.50 2.39
cov(u0i,u1i) 0.13 0.40 0.13 0.35 0.32 0.13
var(u1i) 0.034 0.056 0.034 0.030 0.030 0.024
	 0.69 0.10 0.69 0.063 0.68 0.06

-2L 166.67 165.94
AIC 351.35 355.87
BIC 360.32 367.82

a Standard errors obtained using Louis’s method.
b Standard errors obtained using the inverse of the Hessian matrix and the !-method for the component probabilities and the

variance parameters.

by HETNLMIXED since it converges toward a non-

positive definite D̂ matrix. Indeed, HETNLMIXED
uses the NLMIXED procedure which does not con-
strain D to be positive definite.

4.2. Cognitive decline in the elderly

The second example illustrates the use of het-
erogeneous linear mixed models with our estima-
tion method on a large data set as it can be
encountered in epidemiological studies. The aim
of this analysis is to describe, in a cohort of el-
derly subjects, the heterogeneity of the evolu-
tion of the Mini Mental State Examination (MMSE),
the most important psychometric test to evaluate
dementia and cognitive impairment, and to com-
pare the classification of subjects stemmed from
the mixture model with the dementia diagnosis.
The MMSE score ranges from 0 to a maximum of
30 points.

Data come from the French prospective cohort
study PAQUID initiated in 1988 to study normal and
pathological ageing [19]. The cohort includes 3777
subjects of 65 years and older who lived at home
in Southwestern France at baseline. Subjects were
interviewed at baseline and were seen again 1 (T1),
3 (T3), 5 (T5), 8 (T8) and 10 (T10) years after

the baseline visit (T0). At each visit, a battery of
psychometric tests was completed and a diagno-
sis of dementia was carried out. In this analysis,
we excluded data from T0 because of a learning
effect previously described for the cognitive tests
between T0 and T1 [20]. We studied the evolution
of the MMSE between T1 and T8 for subjects free of
dementia till T5 and compared the estimated classi-
fication with the dementia diagnosis at T8 and then
with the health status at T10. We excluded subjects
not seen at T8 to ensure that we had their diagnosis
at this visit. This leads to a sample of 1392 subjects
having between 1 and 4 measures of the MMSE be-
tween T1 and T8.

The model is a quadratic function of time ad-
justed on covariates associated with cognitive evo-
lution in order to exclude heterogeneity introduced
by known factors. The time (tij for subject i at
visit j) is the negative time between the measure-
ment and the visit at T8 (time is zero for diag-
nosis time at T8). We model the square root of
the number of errors to satisfy the normality as-
sumption of the error terms. The model is written
as:

Y ij =

√

30− MMSEij

= ˇX ij + u0i + u1itij + u2it
2
ij + �ij (13)
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Table 2 Estimates of the homogeneous linear mixed

model and the heterogeneous linear mixed model with

two components of mixture obtained with HETMIXLIN

program for the MMSE evolution adjusted on age, oc-

cupation, educational level, living place and interac-

tion with time for age and educational level

Parameter Homogeneous

model (G = 1)

Heterogeneous

model (G = 2)

Estimate S.E. Estimate S.E.


1 1 0.98 0.005


2 0.02


01 −1.92 0.32 −1.51 0.31


11 −0.57 0.16 −0.42 0.16


21 −0.042 0.018 −0.028 0.024


02 0.89 0.36


12 0.46 0.19


22 0.055 0.028

var(u0i) 0.43 0.025 0.32 0.024

cov(u0i,u1i) 0.074 0.010 0.034 0.0095

var(u1i) 0.066 0.014 0.029 0.013

cov(u0i,u2i) 0.042 0.0073 0.028 0.0069

cov(u1i,u2i) 0.052 0.010 0.038 0.010

var(u2i) 0.073 0.016 0.060 0.016

	 0.45 0.009 0.45 0.009

−L 4662.9 4609.5

AIC 9367.7 9269.0

BIC 9477.8 9400.0

where X ij is the vector of covariates for sub-

ject i at visit j including age, occupation, educa-

tional level, living place and interactions with time

for age and educational level; ui = (u0i,u1i,u2i)
′
∼

∑G
g=1 
gN(
g,D) with 
g = (
0g, 
1g, 
2g)

′ and

�ij ∼iid N(0, 	2).

We fitted the heterogeneous linear mixed model

with two components of mixture. The Akaike In-

formation Criterion (AIC) and the Bayesian In-

formation Criterion (BIC) were largely improved

compared with the homogeneous mixed model

(&AIC = 98.7; &BIC = 77.8). Table 2 displays

the parameter estimates for the homogeneous

and the heterogeneous linear mixed models ob-

tained with HETMIXLIN. The heterogeneous lin-

ear mixed model distinguished two different MMSE

courses (Fig. 1). First, a large class including 98%

of the sample follows a linear evolution with

a slight decline of 0.42 points (	 = 0.15) per

year. The second class including 2% of the sam-

ple follows a non-linear evolution which speeds

to fell down from the second follow-up to the

end.

Then, we tried to evaluate if the cognitive pro-

files highlighted by the model were associated with

dementia diagnosis. Among the 1392 subjects, 26

Fig. 1 Mean curves of the MMSE between T1 and T8 for

the heterogeneous linear mixed model with two compo-

nents of mixture for a 70-year-old worker subject with no

education and living in Dordogne. Solid line: first compo-

nent with a probability of 98%; dashed line: second com-

ponent with a probability of 2%.

(1.9%) are classified in the second component with

the non-linear decline (Table 3). Among them, 21

have a positive dementia diagnosis at T8. The

predictive positive value (81%) and the specificity

(99.6%) of this classification are high but the sen-

sitivity is poor (31%): 47 subjects among the 68

subjects diagnosed as demented at T8 are not de-

tected by the model. These subjects are signif-

icantly less disabled (p < 0.0001) than the other

demented subjects (23% of disabled people ver-

sus 76%) and have a significantly lower educational

level (p = 0.001): 51% have no education or no

diploma from primary school versus 9.5% in the de-

mented group detected in the model. All of the

five subjects without dementia but classified in

the declining group are disabled, two die in the 2

years and one has a positive dementia diagnosis at

T10.

The association between cognitive ageing and

educational level is an important issue [21]: educa-

Table 3 Relationship between classification

stemmed from the heterogeneous linear mixed model

with two components and dementia diagnosis at T8

Dementia

diagnosis

at T8

Classification Total

Linear class Non-linear class

Positive 47 21 68

Negative 1319 5 1324

Total 1366 26 1392
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tional level could have a different effect on normal

cognitive ageing and on the decline before demen-

tia. As HETMIXLIN allows to specify distinct param-

eters for the covariates per component, we fitted

the model where the interactions between educa-

tional level and time (educational level×t and edu-

cational level ×t2) were different according to the

components. The log-likelihood was not improved

enough for significance (&(−2L) = 3.4; p = 0.17).

Thus, the association between educational level

and cognitive evolution appears to be similar in

the two subpopulations. Moreover, the discrimina-

tion of demented people was not improved with this

model.

Due to limitations of HETNLMIXED explained in

Section 1, we did not compare our approach with

this program on the PAQUID data set. However, as

Newton—Raphson algorithms have been criticized

on their global convergence behavior compared

with the EM algorithm [8], we compared the con-

vergence performances of our program with those

of an EM algorithm we developed in Fortran90.

Thus, the comparison was free from the limita-

tions due to SAS environment and to the use of the

NLMIXED procedure. The EM algorithm we devel-

oped uses a Marquardt optimization in the M-step

(convergence criteria: �a = 10−2, �b = 10−2 and

�d = 10−3) and the global convergence is reached

when two successive calculations of the likelihood

differ less than 10−8. This algorithm was tested

using the schoolgirls data. It was faster and con-

verged more often than HETNLMIXED: the global

maximum was reached 22 times out of the 32

tries with a mean computional time around 30 s

(versus 11 times out of the 32 tries in at least

several minutes for HETNLMIXED). On the PAQUID

data set, HETMIXLIN and the EM algorithm we im-

plemented led to the same parameter estimates.

Among the 15 sets of initial values, the two pro-

grams provided the global maximum an equivalent

number of times (9 times for HETMIXLIN versus 10

times for the EM algorithm) but HETMIXLIN was

much faster: the CPU time was less than 10min

for HETMIXLIN and more than 2 h for the EM algo-

rithm.

5. Availability of the program and
hardware specification

The program HETMIXLIN is written in Fortran90 and

all the subroutines needed in the program are pro-

vided. The Fortran source code HETMIXLIN.f, an

example of HETMIXLIN.inf, a documentation HET-

MIXLIN.pdf and the example data file for the school-

girls are available at no charge on the web site:

http://www.isped.u-bordeaux2.fr.

Two versions are provided on the web site: one

for Unix and one for Windows. The version for Win-

dows includes an executable file (a DOS applica-

tion) and does not need any Fortran90 compiler

whereas the version for Unix needs to be compiled.

The Unix version has been tested using an Intel For-

tran Compiler for Linux Version 7 or 8, a Fortran90

Compaq compiler for Alpha and a Forte Developer

6 update 2 on Solaris SPARC. Examples of the com-

pilation command are given in the documentation

HETMIXLIN.pdf.

6. Conclusion

We proposed in this paper a Newton—Raphson-like

algorithm to estimate heterogeneous linear mixed

models. The main advantages of Newton—Raphson-

like algorithms are the speed of convergence, the

availability of good convergence criteria based on

the derivatives of the likelihood and direct esti-

mates of the variance of the parameters via the

inverse of the Hessian matrix. Moreover, using a

simple modification of the Marquardt algorithm, we

ensure the monotonicity of the algorithm which is

considered as a main advantage of the EM algorithm

[8].

We compared our program HETMIXLIN with a SAS-

macro developed by Spiessens et al. using an EM

algorithm. This SAS-macro allows to estimate het-

erogeneous generalized linear mixed models, but

when the model is linear, this macro has the draw-

back of computing numerically an integral across

the random effects while it has a closed form. Our

algorithm HETMIXLIN allows to estimate more com-

plex linear models (models with a larger number

of mixture components, a larger number of ran-

dom effects and more covariate effects depend-

ing on the mixture components) and is suitable

for much larger samples. Moreover, it converges

faster.

This paper also illustrates the usefulness of het-

erogeneous linear mixed models on a study about

cognitive ageing. These models allow to highlight

various evolution profiles taking covariates into ac-

count. The cross-classification of the groups de-

fined by the model and clinical events in the

next years enables to evaluate whether the cog-

nitive profiles are associated with different clinical

evolutions.

As a conclusion, we hope this work will improve

the availability and the use of heterogeneous linear

mixed models.
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Appendix A. Extract of the Schoolgirl
data file (two first subjects)

1 ← identification number of the unit

(subject)

5 ← number of measures

111 116.4
121.7 126.3
130.5

← raw vector of the ni responses

1 1 1 1 1 ← raw vector of the first covariate

6 7 8 9 10 ← raw vector of the second covariate

2 ← identification number of the next unit

(subject)

5 ← number of measures

110 115.8
121.5 126.6
131.4

← raw vector of the ni responses

1 1 1 1 1 ← raw vector of the first covariate

6 7 8 9 10 ← raw vector of the second covariate

3 ← identification number of the next unit

(subject)

Appendix B. Example of the parameter
file

An example of HETMIXLIN.inf used in the applica-
tion about the height of schoolgirls is given be-
low. The user should notice that each asked piece
of information is preceded by a line summing
it up.

→ Filename for the data
schoolgirls.txt
→ Filename for the output
girls.out
→ Title of the procedure
(in inverted commas)

‘G=2 : school girls’
→ Number of units (subjects)
20
→ Number of mixture components (G) and,
if and only if G > 1, the initial
values for the G-1 first component
probabilities below and the filename
for the posterior probabilities
below again

2
0.5
p.out
→ Number of explanatory variables
(including the intercept) in the
data file

2
→ Indicator that the explanatory
variable is in the model
(1 if present 0 if not)

1 1

→ Indicator of random effect for each
variable in the model (variables
included in Z1 or Z2)

1 1
→ Indicator of mixture for each
variable in the model (variables
included in X2 or Z2)

1 1
→ Initial values for fixed effects.
First, initial values for common
fixed effects (without mixture) in
the same order as in the datafile,
then initial values for the
covariates with a mixture (G values
per covariate). ex : b1 b3 b21 b22
b23 b41 b42 b43 for a mixture on the
second and the fourth covariate and
G=3

86 80 5 7
→ Indicator of the random effect
covariance matrix structure (0 if
unstructured matrix/1 if diagonal
matrix)

0
→ Initial values for the
variance---covariance parameters of
the random effects (1/2 superior
matrix column by column)

3 1 1
→ Initial value for the variance of
the independent Gaussian errors

1
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Choosing the measure of cognition in an epidemiologic study investigating cognitive changes over time is
a challenging question. A powerful measure must be able to detect small cognitive changes in all the range of
cognition observed in the target population. This work aims at comparing the sensitivity to detect cognitive changes
in the observed range of cognition of four widely used psychometric tests in an aging-population–based study
through a nonlinear latent process model, assuming that the psychometric tests are nonlinear noisy transforma-
tions of their common factor. With data from the French prospective cohort study PAQUID (1989–2001), the authors
found that the Mini-Mental State Examination and the Benton Visual Retention Test exhibited a better sensitivity to
cognitive changes in low levels of cognition, while the Digit Symbol Substitution Test was more sensitive to
changes in high levels of cognition. In contrast, the Isaacs Set Test shortened at 15 seconds appeared to be
sensitive to small changes in all the range of cognition and, thus, represents an appropriate measure of cognition in
population-based studies including both highly normal and severely impaired subjects.

aging; cognition; dementia; epidemiologic methods; neuropsychological tests

Abbreviations: BVRT, Benton Visual Retention Test; DSST, Digit Symbol Substitution Test; IQR, interquartile range;
IST15, Isaacs Set Test shortened at 15 seconds; MMSE, Mini-Mental State Examination.

With the increasing number of people suffering from
neurodegenerative diseases, especially Alzheimer’s disease,
investigating cognitive changes over time has received
growing attention in population-based cohort studies for un-
derstanding the natural history of the neurodegenerative dis-
eases and in intervention trials designed to assess the effects
of drugs on neuropsychological functioning (1, 2). In these
studies, cognition is generally assessed through a battery of
psychometric tests repeatedly administered to the subjects.
Collecting several cognitive tests may be useful, because this
allows exploration of the various cognitive domains (mem-
ory functioning, attention, or executive functions) and be-
cause the tests often have different metrologic properties. In
particular, some tests are very sensitive to small changes at

high levels of cognition, while others are more sensitive to
changes at the lower levels. As a consequence, when study-
ing the effects of drugs or the aging process on cognition,
results may differ considerably according to the properties of
the test being used (3). A way to deal with this problem is to
study the change over time of the common latent cognitive
level underlying the battery of cognitive tests used (4).

However, administering an extensive battery of neuropsy-
chological tests can turn out to be difficult, because of the
duration (and thus cost) of the evaluation and also because
subjects presenting cognitive impairment are more prone to
refuse long testing sessions than cognitively intact elderly
subjects (5). In this way, it would be of substantial interest
to compare the properties of commonly used cognitive tests
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to highlight arguments for selecting a restricted number of
tests and even only one according to the aim of the study.

Brevity and ease of use are obviously relevant criteria by
which to select a test for population-based studies. Nonethe-
less, it is more crucial to select a test able to detect small
changes in cognition in all the range of cognitive levels
observed in the target population (1, 2), particularly in cases
of prolonged follow-up or long-term prevention studies. In-
deed, the range of general cognitive level targeted will be
different according to whether the study sample consists of
subjects from population-based cohorts, patients consulting
memory clinics for memory troubles, or patients with
Alzheimer’s disease enrolled in pharmacologic trials. Until
now, when a single psychometric test is collected, the Mini-
Mental State Examination (MMSE) (6) is usually preferred,
because it gives a brief measure of global cognitive func-
tioning (7). However, as the MMSE suffers from a strong
ceiling effect, it is not suitable to identify slight declines in
high levels of cognition (7, 8) and, thus, is not appropriate to
study normal cognitive aging in prospective studies, partic-
ularly among highly educated people.

The aim of this work is to compare the sensitivity to cog-
nitive change of four tests widely used in clinical practice:
the MMSE, the Isaacs Set Test, the Benton Visual Retention
Test, and the Digit Symbol Substitution Test. More specifi-
cally, we would like to identify the most appropriate test to
measure cognitive changes over time in heterogeneous pop-
ulations, including both highly normal and severely impaired
subjects, as encountered in population-based studies. To an-
swer this purpose, we use a nonlinear latent variable model
for longitudinal multivariate data in which psychometric tests
are assumed to be nonlinear parameterized transformations
of a common factor (4). The common factor is a latent process
representing the latent cognitive process underlying the psy-
chometric tests. It is related to age through a linear mixed
model for describing the latent cognitive evolution according
to age. By estimating flexible transformations between the
psychometric tests and the common factor, we are able to
compare the metrologic properties of the psychometric tests.

This approach may be viewed as an extension of Item
Response Theory (9) to handle repeated measurements of
quantitative outcomes (the summary scores of each test) in-
stead of binary outcomes (the individual binary items of one
test). The link functions estimate the mean score of each test
given the values of the latent process similarly to the Item
Characteristic Curve in Item Response Theory models that
estimates the probability of correct response given the latent
ability. In addition, we are able to estimate evolution with
time of the latent process and the test scores.

MATERIALS AND METHODS

Population

PAQUID is a prospective cohort study initiated in 1988 in
southwestern France (Dordogne and Gironde) to explore
functional and cerebral aging. In brief, 3,777 subjects who
were 65 years or older and were living at home at enroll-
ment were included in the cohort and were followed up for
six times with a visit at 1 year, 3 years, 5 years, 8 years,

10 years, and 13 years after the initial visit, except at 1 year in
Dordogne. At each visit, a neuropsychological evaluation
and a diagnosis of dementia were carried out at home.
Letenneur et al. (10) offer a detailed description of the
PAQUID program.

Neuropsychological evaluation

In PAQUID, a battery of psychometric tests was used to
evaluate cognition. In this paper, we focus on the following
four tests.

� The Mini-Mental State Examination (6) is a summed score
evaluating various dimensions of cognition (memory, cal-
culation, orientation in space and time, language, and word
recognition). It is used as an index of global cognitive
performance and ranges from 0 to 30.

� The Isaacs Set Test shortened at 15 seconds (11) evaluates
verbal fluency abilities and speed of verbal production.
Subjects have to give a list of words (with a maximum of
10) belonging to a specific semantic category in 15 seconds.
Four semantic categories were successively used (cities,
fruits, animals, and colors). The score ranges from 0 to 40.

� The Benton Visual Retention Test (12) evaluates imme-
diate visual memory. After the presentation for 10 seconds
of a stimulus card displaying a geometric figure, subjects
are asked to choose the initial figure among four pos-
sibilities; 15 figures are successively presented. The score
ranges from 0 to 15.

� The Digit Symbol Substitution Test (13) explores atten-
tion and psychomotor speed. Given a code table display-
ing the correspondence between pairs of digits (from 1 to
9) and symbols, the subjects have to fill in blank squares
with the symbol that is paired to the digit displayed above
the square. The subjects have to fill in as many squares as
possible in 90 seconds. In PAQUID, the score ranges from
0 to 76 even if the theoretical maximum is 90.

Statistical model

The statistical model assumes that the correlation be-
tween the tests is induced by a latent common cognitive
factor. Thus, each test is a noisy measure of a test-specific non-
linear transformation of the common factor. The evolution of
the common factor was modeled using a linear mixed model
(14) that aims at evaluating changes over time of a repeated
outcome (here, the latent common factor), accounting for cor-
relation between the repeated measures on each subject. The
linear mixed model included random intercept, age, and age
squared in accordance with other longitudinal aging stud-
ies (15, 16) that showed quadratic cognitive evolutions. We
added a Brownian motion to account for individual deviations
from this quadratic evolution and thus relaxed the paramet-
ric form of the model. Test-specific random intercepts were
added to evaluate if, for a same level of the latent common
factor, two subjects scored differently at the tests.

We used flexible nonlinear transformations to link each
psychometric test with the latent common factor. The cho-
sen flexible transformations were beta cumulative distribu-
tion functions that offer a large variety of shapes (concave,
convex, or sigmoid) using only two estimated parameters per

2 Proust-Lima et al.

Annexes 193



test. The estimated beta cumulative distribution functions
represent the shapes of the transformations between the la-
tent common factor and each of the four tests and provide
interesting metrologic properties for each test. The complete
methodology was previously detailed in the report by Proust
et al. (4) and is described in the Appendix.

Sample

Measurements at the initial visit were excluded from
the analysis because of a first passing effect previously de-
scribed (17). Indeed a test-retest improvement was observed
between the initial visit and the visit at 1 year, possibly due to
the stress induced by the first evaluation at the initial visit or
a practice effect observed after the first evaluation. Of the
3,777 subjects in PAQUID, we retained 3,043 subjects who
were followed up after the initial visit, and we studied the
evolution of the common factor between the visits at 1 and
13 years. The Digit Symbol Substitution Test (DSST) was not
completed at the visit at 3 years. Moreover, a subsample of
PAQUID completed a nutritional questionnaire at the visit
at 3 years that could impact on the Isaacs Set Test shortened
at 15 seconds (IST15) score for the fruit and animal catego-
ries. So, we excluded the measurements of IST15 at the visit
at 3 years. From the sample of 3,043 subjects, we retained
a sample of 2,252 subjects with at least one measure at each
neuropsychological test between visits at 1 and 13 years to
ensure that every subject brought information about each
neuropsychological test. The median number of measures
was four for the MMSE (interquartile range (IQR): 2–5) and
the Benton Visual Retention Test (BVRT) (IQR: 2–5) and
three and two for the IST15 (IQR: 1–4) and the DSST (IQR:
1–4), respectively.

RESULTS

Description of the sample

Characteristics of the subjects in the sample are described
in table 1: 56.7 percent of the subjects were women, and 73
percent had at least graduated from primary school. The
mean age at the beginning of the follow-up (visit at 1 year)
was 75.16 (standard error: 6.24) years. Among the 2,252

subjects, 14 had a positive diagnosis of dementia at the visit
at 1 year, and 368 subjects were diagnosed as demented dur-
ing the follow-up. At the 1-year visit, 1,623 subjects com-
pleted the MMSE with a median score of 28 (IQR: 26–29),
1,622 subjects completed the IST15 with a median score of
28 (IQR: 24–33), 1,619 subjects completed the BVRT with
a median score of 11 (IQR: 9–13), and 1,614 completed the
DSST with a median score of 28 (IQR: 20–37) (table 2).

Cognitive evolution with age

The latent common cognitive factor ranges from 0 to 1,
with 0 corresponding to a minimal cognitive performance
and 1 corresponding to a maximal cognitive performance.
The predicted mean evolution of the latent common cogni-
tive factor and its 95 percent confidence interval are displayed
in figure 1, part A. It shows a decline of cognitive perform-
ances in the population according to age, with an acceleration
of the decline at older ages. This evolution can be interpreted
as the mean cognitive decline with age in a population of
subjects aged 65 years or older, including both demented
and nondemented subjects.

The predicted mean evolutions of the four tests and their
95 percent confidence intervals are displayed in figure 1, part
B. The decline of the DSST is quite linear, whereas the de-
cline observed in the other tests is nonlinear, with an accel-
eration at older ages.

Comparison of the sensitivity of the four tests

The estimated transformation shapes between each test
and the common factor are displayed in figure 2. They are
very different for the four tests: The transformation is concave
for the MMSE and the BVRT, convex for the DSST, and close
to linear for the IST15. Moreover, the MMSE and the BVRT
cover, respectively, only 78 percent and 85 percent of the
common factor range, while the DSST and the IST15 cover
almost all of the entire range with, respectively, 94 percent
and 95 percent of the common factor range.

Ceiling effect. For the MMSE and the BVRT, the maxi-
mum value of the test is reached for a value of the common
factor lower than its maximum (respectively, 0.78 and 0.87),
which shows that these tests are not appropriate to assess
cognitive changes in subjects with a very high general cog-
nitive level of functioning. This underlines the ceiling effect
of these two tests. In contrast, the maximum values of the
IST15 and the DSST are reached for a value of the common
factor close to 1, underlining that these tests do not suffer
from a ceiling effect and can identify changes at the highest
levels of cognition.

The MMSE transformation. The nonlinear shape of the
MMSE transformation shows that a decline of the MMSE
does not correspond to the same intensity of decline of the
common factor in all the range of the test. Indeed, a loss of
0.1 in the common factor scale between 0.7 and 0.6 repre-
sents a loss of 1 point for the MMSE, whereas the same loss
between 0.3 and 0.2 represents a loss of more than 4 points
for the MMSE. This shows that a decline in the MMSE
cannot be interpreted without accounting for the initial value
and that the MMSE is more appropriate to detect a decline at
low cognitive levels than at high cognitive levels.

TABLE 1. Demographic and health characteristics in the

sample (n ¼ 2,252), the PAQUID Study, France, 1989–2001

No. %

Male 974 43.3

No diploma 608 27.0

Age (years) at visit at 1 year

�70 1,100 48.9

>70–75 368 16.3

>75–80 412 18.3

>80 372 16.6

Prevalent dementia at visit at 1 year 14 0.6

Incident dementia between visits
at 3 and 13 years 368 16.3
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The BVRT transformation. The shape of the BVRT trans-
formation is quite linear at the low cognitive levels (corre-
sponding to a value under 10 at the BVRT or under 0.5 on the

common factor scale). It reveals that, under a value of 0.5 for
the common factor, a decline in the BVRT represents the
same intensity of decline for the common factor whatever

TABLE 2. Description of the cognitive performances for the four psychometric tests at

the visit at 1 year, with number of measures, range, median with interquartile range, and

mean with standard error, the PAQUID Sudy, France, 1989–2001

No. of
measures

Range
(score)

Median score
(interquartile range)

Mean score
(standard error)

Mini-Mental State Examination 1,623 12–30 28 (26–29) 27.09 (2.51)

Isaacs Set Test shortened at
15 seconds 1,622 9–40 28 (24–33) 28.46 (6.05)

Benton Visual Retention Test 1,619 0–15 11 (9–11) 10.97 (2.53)

Digit Symbol Substitution Test 1,614 0–76 28 (20–37) 28.60 (12.15)

FIGURE 1. Predictedmean evolution (solid line) with 95% confidence interval (dashed lines) for the common factor (A) and for the four tests (Mini-
Mental State Examination (MMSE), Benton Visual Retention Test (BVRT), Digital Symbol Substitution Test (DSST), and Isaacs Set Test shortened
at 15 seconds (IST15)) (B), the PAQUID Study, France, 1989–2001.
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the initial cognitive level. However, at high levels of cogni-
tion, the slope of the curve decreases. Thus, at the higher
levels of cognition, the BVRT is less sensitive to small cog-
nitive changes.

The DSST transformation. The shape of the DSST trans-
formation is quite linear at the high levels of cognition, cor-
responding to a score higher than 25 or a common factor level
higher than 0.54. This means that, above this value, whatever
the initial cognitive level, a decline of the DSST corresponds
to the same decline in the latent cognitive level. In contrast, at
the low levels of cognition, the shape is nonlinear, revealing
that 1 point lost at the DSST corresponds to a greater decline
of the common factor level under a score of 25. In this way,
subjects with a very low level of general cognitive function-
ing (lower than 0.1) tend to score 0 on the DSST. This could
be explained by the fact that subjects with a low level of
cognition can probably not even understand the instructions
of the DSST. Thus, DSST is appropriate to identify small

changes in cognition among subjects with a high to medium
general cognitive level but not among impaired subjects.

The IST15 transformation. In contrast with the other
tests, the IST15 transformation is close to linear for the
entire range of cognition. This shows that the IST15 proves
to be sensitive to change in all the ranges of cognition;
1 point lost at the IST15 score in higher values of the score
has the same interpretation in terms of cognitive decline as
1 point lost in the lower values of the score. Thus, the IST15
can be useful for evaluating cognition in a heterogeneous
population, including both subjects with a high general
cognitive functioning and subjects with a severe cognitive
impairment.

DISCUSSION

By modeling jointly four psychometric tests and their la-
tent common factor, we have been able to compare their

FIGURE 2. Estimated link function (solid line) between the common factor and each of the four tests (Mini-Mental State Examination (MMSE),
Benton Visual Retention Test (BVRT), Digital Symbol Substitution Test (DSST), and Isaacs Set Test shortened at 15 seconds (IST15)) with the
95% pointwise confidence interval (dashed lines), the PAQUID Study, France, 1989–2001.
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distributions in all the range of cognition. In this way, we
showed that MMSE and BVRT were not sensitive to cogni-
tive changes at high levels of cognition and thus were not
appropriate to study cognitive aging in prospective studies in-
cluding highly educated people. On the contrary, we showed
that the DSSTwas very sensitive to cognitive changes at high
levels of cognition. However, as it was less sensitive to cog-
nitive changes at low levels of cognition, it was not suitable
for measuring cognitive changes in heterogeneous popula-
tions consisting of both highly normal and severely impaired
subjects. In contrast, the IST15 appeared to be a satisfactory
cognitive measure in all the range of cognition, which is
of substantial interest when studying cognitive aging in
population-based cohort studies.

The IST15 has several assets when compared with the
three other tests. First, it does not suffer from a floor effect
or a ceiling effect. Indeed, using cognitive measures with
border effects can lead to misleading results (especially under-
estimated declines) when investigating cognitive changes,
since initial scores are often differentially distributed among
exposure groups and the sensitivity of the tests to identify
cognitive changes is thus different among these groups (1).
Second, the Isaacs Set Test when shortened at 15 seconds,
as well as the DSST, includes a speed component that may
explain its high sensitivity to changes at upper levels of cog-
nition. Indeed, the speed component plays a key role in
cognitive aging, and it has been shown, for example, that
most age-related differences in cognition were due to the
decrease in the processing speed (18). Finally, the IST15 is a
very brief test, and its instructions are easily understandable.
It can therefore be performed in large population-based
studies even with severely impaired subjects.

The methodology we proposed in this paper has several
advantages that should be discussed. First, the estimated link
functions between the test scores and the latent process make
it possible to compare properties of the tests and, especially,
their sensitivity to detect cognitive changes within the entire
range of cognition. This is done by modeling jointly various
psychometric tests for which the hypothesis of a common
factor is sensible. By the way, it is worth noting that the
latent common factor in this model is actually defined
according to the pool of psychometric tests used in the anal-
ysis. Computing the model with other tests involving dif-
ferent cognitive components could have an impact on the
common factor evolution. In this analysis, we used tests that
both are frequently used and explore different domains of
cognition, because we wanted to select one test for exploring
general cognitive decline in heterogeneous populations.
The methodology could also be used for selecting sensitive
measures in a specific domain of cognition. In this case,
based on his/her knowledge or on other analyses such as
principal component analyses, the researcher must choose
the tests that are assumed to measure the same latent cogni-
tive ability in this specific domain and then apply the meth-
odology to the selected tests.

A second asset of the methodology is that, thanks to the
estimated transformations of tests, the tests are no longer
constrained to follow a Gaussian distribution as in a standard
linear mixed model. In this way, even if longitudinal evolu-
tions of the four tests, as presented in figure 1, part B, could

have actually been estimated using linear mixed models,
they would have been obtained under the wrong Gaussian
assumption.

Finally, as parameters are estimated using the maximum
likelihood estimators, results are robust to data missing at
random (i.e., when the probability that data are missing does
not depend on unobserved values given the past observed
values). Simpler analyses that aim at comparing empirical
means of the tests for different age groups are often biased by
the missing data process, especially when the cognitive level
and the dropout are linked, as was previously shown in the
PAQUID cohort (17). In this previous work, it was also shown
that the missing at random assumption was probably not
strictly true, but the impact on the estimated evolution was
slight (17, 19). Moreover, even if missing data may blur the
comparison of evolution of the tests’scores, it is very unlikely
that they biased the comparison of test sensitivity, which is
the main objective of this paper. This was checked by com-
paring transformations estimated on four subsamples defined
by the time of dropout (dropout after the visits at 3, 5, 8, and
10 years or complete follow-up) in the spirit of pattern mix-
ture analysis (20). Whatever the pattern of dropout, the esti-
mated transformations were very similar (results not shown).

Some methodological issues of this analysis should, how-
ever, be discussed. First, as the results rely on a parametric
model, adequate fit of the model to the data has been care-
fully checked using postfit methods based on the residuals
and the predictions developed in Proust et al. (4) (results not
shown). An essential part of the model is the link function
between the tests and the common factor. The beta cumula-
tive distribution function was chosen because this transfor-
mation was flexible enough to exhibit very different shapes
and depended on only two parameters per test. However,
complementary analyses have been performed estimating
the link functions on a basis of splines instead of the beta
cumulative distribution functions; they have led to very sim-
ilar results while raising more numerical problems due to the
large number of parameters.

Second, in the PAQUID Study, MMSE was the first test
fulfilled during each testing session. Consequently, it was
more frequently completed than the three other tests, partic-
ularly among impaired subjects. To ensure that test-specific
parameters were estimated on the same sample and to main-
tain comparability between the tests, we required that every
subject had at least one measure at each test. The 791 sub-
jects excluded from the sample were older (median age: 78.6
vs. 73.1 years) and less educated (51.5 percent did not grad-
uate from primary school vs. 27 percent in the sample) than
the subjects included in the selected sample, but the range of
the observed scores was the same. Note also that using lon-
gitudinal data and keeping incident cases of dementia in the
sample increased the observed range of cognition and al-
lowed us to compare evolution of each test over time.

In conclusion, our results show that the Isaacs Set Test
shortened at 15 seconds could be a good candidate to mea-
sure cognitive changes in a general population. More gen-
erally, the methodology used in this study provides some
clues to thoughtfully select the appropriate measures of
cognition collected in a study according to the nature of
the target population and the objective of the study.
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de la Dordogne.

Conflict of interest: none declared.

REFERENCES

1. Morris MC, Evans DA, Hebert LE, et al. Methodological is-
sues in the study of cognitive decline. Am J Epidemiol 1999;
149:789–93.

2. Yesavage JA, Brooks JO 3rd. On the importance of longitu-
dinal research in Alzheimer’s disease. J Am Geriatr Soc 1991;
39:942–4.

3. Galasko DR, Gould RL, Abramson IS, et al. Measuring cog-
nitive change in a cohort of patients with Alzheimer’s disease.
Stat Med 2000;19:1421–32.

4. Proust C, Jacqmin-Gadda H, Taylor JM, et al. A nonlinear
model with latent process for cognitive evolution using mul-
tivariate longitudinal data. Biometrics. (Advance Access:
doi: 10.1111/j.1541-0420.2006.00573.x.).

5. Dartigues JF, Commenges D, Letenneur D, et al. Cognitive
predictors of dementia in elderly community residents. Neu-
roepidemiology 1997;16:29–39.

6. Folstein MF, Folstein SE, McHugh PR. ‘‘Mini-Mental State.’’
A practical method for grading the cognitive state of patients
for the clinician. J Psychiatr Res 1975;12:189–98.

7. Tombaugh TN, McIntyre NJ. The Mini-Mental State Exami-
nation: a comprehensive review. J Am Geriatr Soc 1992;40:
922–35.

8. Commenges D, Gagnon M, Letenneur L, et al. Statistical de-
scription of the Mini-Mental State Examination for French
elderly community residents. Paquid Study Group. J Nerv
Ment Dis 1992;180:28–32.

9. Baker F. The basics of Item Response Theory. College Park,
MD: ERIC Clearinghouse on Assessment and Evaluation,
2001.

10. Letenneur L, Commenges D, Dartigues JF, et al. Incidence of
dementia and Alzheimer’s disease in elderly community res-
idents of south-western France. Int J Epidemiol 1994;23:
1256–61.

11. Isaacs B, Kennie AT. The Set test as an aid to the detection
of dementia in old people. Br J Psychiatry 1973;123:467–70.

12. Benton A. Manuel pour l’application du Test de Rétention
Visuelle. Applications cliniques et expérimentales. (In French).
Paris, France: Centre de Psychologie appliquée, 1965.

13. Wechsler D. WAIS-R manual. New York, NY: Psychological
Corporation, 1981.

14. Laird NM, Ware JH. Random-effects models for longitudinal
data. Biometrics 1982;38:963–74.

15. Hall CB, Lipton RB, Sliwinski M, et al. A change point model
for estimating the onset of cognitive decline in preclinical
Alzheimer’s disease. Stat Med 2000;19:1555–66.

16. Amieva H, Jacqmin-Gadda H, Orgogozo JM, et al. The
9 year cognitive decline before dementia of the Alzheimer
type: a prospective population-based study. Brain 2005;128:
1093–101.

17. Jacqmin-Gadda H, Fabrigoule C, Commenges D, et al.
A 5-year longitudinal study of the Mini-Mental State Exami-
nation in normal aging. Am J Epidemiol 1997;145:498–506.

18. Salthouse TA. The processing-speed theory of adult age dif-
ferences in cognition. Psychol Rev 1996;103:403–28.

19. Jacqmin-Gadda H, Commenges D, Dartigues J. Analysis of
longitudinal Gaussian data with missing data on the response
variable. (In French). Rev Epidemiol Sante Publique 1999;
47:525–34.

20. Little R. Pattern-mixture models for multivariate incomplete
data. J Am Stat Assoc 1993;88:125–34.

APPENDIX

Model specification

We consider K neuropsychological tests. For each test
k, k ¼ 1, . . ., K, each subject i, i ¼ 1, . . ., N, and each occa-
sion j, j ¼ 1, . . ., nik, the measure of the neuropsychological
test yijk is collected at time tijk, tijk being different for each
test and each subject. The latent process that represents
the common factor of the K neuropsychological tests is
modeled by use of the following linear mixed model, in-
cluding a quadratic function of time and a Brownian motion
(wi(t))t�0 with variance term r2

w 3 t:

KiðtÞ¼ ðl0 þu0iÞþðl1 þu1iÞ3 tþðl2 þu2iÞ3 t
2 þwiðtÞ:

The vector of random effects ui ¼ (u0i,u1i,u2i)
T follows a

multivariate normal distribution with mean vector 0 and var-
iance covariance matrix D. The mean evolution of the com-
mon factor is represented by the fixed effects l0, l1, and l2.

The observed score value yijk is linked to the value of the
common factor at the time of measurement Ki(tijk) through
a nonlinear link function hk that is a beta cumulative distri-
bution function depending on two test-specific parameters
hk ¼ (g1k, g2k). This leads to the following measurement
model:

hkðyijk;gkÞ¼KiðtijkÞþaikþ eijk

where the test-specific random intercept aik follows a Gauss-
ian distribution with mean 0 and variance r2

ak: It takes into
account the residual individual variability between tests after
adjustment on the latent common factor, that is, the fact that
two subjects with the same latent cognition can score differ-
ently at the psychometric tests. At last, eijk are independent
Gaussian errors with mean 0 and variance r2

ek:
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 2 

Abstract :  

When investigating effects of gender and education on degradation of cognitive performances 

with age, one cannot distinguish the association of these variables with cognitive decline from 

their association with the response of the tools used for measuring cognition.  

Using a longitudinal model for describing the cognitive factor underlying four psychometric 

tests, we quantify both the effects of gender and education on a comprehensive indicator of 

cognition and their differential effect on the four psychometric tests. The approach is applied 

to a large sample of elderly subjects from the French cohort PAQUID whatever the type and 

the course of their cognitive aging process.  

Adjusting for vascular risk factors, the results suggest that women have a slightly worst 

cognitive decline in oldest age than men and that women better perform in tests involving 

verbal component while men better perform in tests involving visuospatial skills. The results 

confirm a large difference in cognitive level according to education but the difference in 

scores tends to decrease with age for tests involving a speed component. 
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Keywords : aging, Benton visual retention test, cognition, Digit Symbol Substitution Test, 

Isaacs set test, Mini mental state examination, mixed model, neuropsychological evaluation. 
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 3 

Introduction 

In spite of a vast literature on the subject, the effect of gender and education on the evolution 

of cognitive performances with age remains controversial. Longitudinal studies of randomly 

selected population-based samples of subjects is so far the best way to study these 

relationships by the collection of repeated measures of psychometric tests over time [21, 30]. 

This method allows to analyse both the baseline level and the evolution with age of the 

cognitive performances. However, even in these studies, multiple methodological problems 

interfere with the statistical analysis and disturb the associations. The use of psychometric 

tests as surrogate markers of performances in several cognitive functions implies two 

difficulties. First whatever the battery of psychometric tests used, each test only measures 

some domains of cognition even when considered as a global test like the Mini Mental State 

Examination (MMSE) [5], a composite score derived from a limited number of cognitive 

operations. Second, several studies have reported that the ability to perform the tests was 

strongly related to gender and education. Females tended to have better performances than 

males on tests involving an important verbal component such as verbal memory tests while 

males were generally better than females on tests requiring visuospatial information 

processing [3, 15, 23, 29]. High educated subjects tended to perform better on a wide range of 

tests including the MMSE [14, 17, 27] and community-based studies strengthened this result 

by showing that the effects of education on numerous tests scores remained significant after 

adjusting for confounding factors such as age [4, 7, 18]. However, when considering test 

scores it is important to keep in mind their artificial nature and arbitrary meaning. For 

instance, education may influence test-taking behaviour, lower educated subjects having more 

difficulty to deal with general as well as specific testing conditions. So, one could argue that 

the degradation of cognitive performances with age related to a low level of education is 

mediated by the differential ability in developing test-taking skills between high and low 
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educated subjects. This may imply that one cannot distinguish the association between 

education and the cognitive level from the association between education and tools used for 

measuring cognition. A way to deal with these problems is to study the change over time of a 

common latent cognitive factor underlying the various cognitive tests that are measured 

repeatedly. This common latent cognitive level, a potentially better measure of global 

cognitive degradation with age, can be obtained by a nonlinear latent variable model for 

longitudinal multivariate data in which psychometric tests are assumed to be nonlinear 

parameterized transformations of their common factor [22]. The common factor is a latent 

process representing the common cognitive process underlying the psychometric tests. It is 

related to age through a linear mixed model [16, 22]. By introducing covariates like gender or 

education both in association with the latent process and in association with each 

psychometric test, this model allows to compare the intensities of association of covariates 

with the different psychometric tests adjusting on the la tent cognitive level, in addition to the 

estimation of the global association with cognitive level. Thus the effect of the covariate on 

the ability to perform the test can be separated from its effect on the latent cognitive level 

itself. The present analysis consisted in applying such statistical modelling to the Paquid 

study, a French population-based cohort of elderly subjects who have been followed for 13 

years with repeated measures of cognition. The aim was to estimate the true impact of gender 

and educational level on cognitive degradation with age.  
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Methods 

 

Population 

PAQUID is a prospective cohort study initiated in 1988 in South Western France (Dordogne 

and Gironde) to explore functional and cerebral aging. In brief, 3777 subjects who were 65 

years and older and were living at home at enrolment were included in the cohort if they 

agreed, after being randomly selected on electoral rolls. They were extensively assessed at 

baseline (V0) and then were followed up 6 times with a visit at 1 year (V1), 3 years (V3), 5 

years (V5), 8 years (V8), 10 years (V10) and 13 years (V13) (except at 1 year in Dordogne). 

At each visit a neuropsychological evaluation and a screening for dementia were carried out at 

home. A more detailed description of Paquid is given by Letenneur et al. [19] . 

 

Neuropsychological evaluation 

In PAQUID, a battery of psychometric tests was used to quantitatively assess cognition. In 

this paper we focus the four tests which were systematically proposed at each visit:  

(i) the Mini Mental State Examination (MMSE) [5] is a sum-score evaluating various 

dimensions of cognition (memory, calculation, orientation in space and time, language and 

word recognition). It is often used as an index of global cognitive performance and ranges 

from 0 to 30. 

(ii) the Isaacs Set Test (IST15) [10] shortened at 15 seconds evaluates semantic verbal fluency 

abilities and speed of verbal production. Subjects have to give a list of words (with a 

maximum of 10) belonging to a specific semantic category in 15 seconds. Four semantic 

categories were successively used (cities, fruits, animals and colours). The score ranges from 

0 to 40 [1].  
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(iii) the recognition form of the Benton Visual Retention Test (BVRT) [2] evaluates 

immediate visual memory. After the presentation for 10 seconds of a stimulus card displaying 

geometric figures, subjects are asked to choose the initial figure among four possibilities. 

Fifteen figures are successively presented. The score ranges from 0 to 15. 

(iv) the Digit Symbol Substitution Test (DSST) [28] explores attention and psychomotor 

speed. Given a code table displaying the correspondence between pairs of digits (from 1 to 9) 

and symbols, the subjects have to fill in blank squares with the symbol which is paired to the 

digit displayed above the square. The subjects have to fill in as many squares as possible in 90 

seconds. The score, representing the number of correct symbols, ranges from 0 to 76 in the 

PAQUID sample.  

 

Statistical model 

The response dependent variables are the scores at repeated measures of the four 

psychometric tests. The statistical model assumes that the correlation between the four tests is 

induced by a latent common cognitive process. The model is thus divided into two parts: (i) 

the longitudinal model for the latent cognitive process which describes the evolution of the 

latent cognitive factor and evaluates the effects of covariates on the latent cognitive evolution, 

and (ii) the test-specific models which link the measures of the psychometric tests with the 

latent cognitive process, taking into account test-specific associations with covariates.  

 

The evolution of the common factor was modelled using a linear mixed model [16] which 

aims at evaluating changes over time of a repeated outcome (here the latent cognitive leve l) 

accounting for correlation between the repeated measures on each subject. The linear mixed 

model included random intercept, age and age squared in accordance with other longitudinal 

studies [1, 9] which showed quadratic cognitive evolutions with age. This quadratic trend 
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allows an acceleration of the cognitive decline among oldest subjects. The intercept, linear 

and quadratic coefficients for age were subject-specific random coefficients to take into 

account intra-subject correlation. We added a Brownian motion to account for individual 

deviations from this quadratic evolution and thus relaxed the parametric form of the model.  

 

The test-specific models defined the flexible links between the psychometric tests and the 

latent cognitive factor. The hypothesis is tha t a test-specific nonlinear transformation of each 

test is a noisy measure of the latent cognitive factor. More specifically, the value of the 

nonlinear transformation of each test at age t equalled: 

- the latent cognitive level at age t,  

- plus test-specific covariates effects, which account for the effect of the covariates on 

the ability to pass this test after adjustment on the cognitive level,  

- plus a test-and-subject-specific random effect, which accounts for inter- individual 

variations of ability to pass this test after adjustment on the latent cognitive level and 

effects of covariates,  

- plus an independent test-specific measurement error.  

The nonlinear test-specific transformations which link each psychometric test with the latent 

common cognitive factor were parametric functions depending on parameters to be estimated 

simultaneously with the other parameters in the model. The chosen flexible transformations 

were Beta Cumulative Distribution Functions which offer a large variety of shapes (concave, 

convex or sigmoid) using only two estimated parameters per test. The complete methodology 

was previously detailed in Proust et al.  [22] and is described in Appendix. 
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Explanatory variables 

In addition to age and age squared, the model included educational level (graduated from 

primary school versus did not graduated) and gender which were included as covariates both 

in the linear mixed model for the latent cognitive level and in the models for each 

psychometric test. Thus, we were able to estimate association of covariates with the 

underlying global cognitive level, on one hand, and on each test score adjusting on the latent 

level, on the other hand. Moreover, summing these two estimates, we may also compute the 

global association of the covariate with each psychometric test without adjustment on the 

latent cognitive level. We examined both the impact of covariates on the mean latent 

cognitive level and on its evolution (by including interaction between covariates and age or 

age squared). We also adjusted the latent cognitive level model on vascular factors collected 

at the initial visit V0, that is history of stroke, high blood pressure (HBP) (self- reported usual 

systolic and diastolic blood pressures respectively higher than 140 and 90 mm Hg or use of 

drug for HBP), diabetes (self-reported history of diabetes, diabetes diet or diabetes drug), 

hypercholesterolemia (diet or drug against hypercholesterolemia) and smoking status at V0 

(current or past smoker versus no-smoker), the frequency of some of these factor being 

markedly different between men and women. Only significant factors (simple effects or 

interactions) were kept in the final model except that non significant effects of gender or 

education were maintained in the latent process model when the corresponding differential 

associations in the test-specific models were significant.  

 

 

Sample selection  

Cognitive measurements at the initial visit (V0) were excluded from the analysis because of a 

first passing effect previously described [12]. Indeed a test-retest improvement was observed 
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between V0 and V1 possibly due to a stress induced by the first evaluation at V0 or a practice 

effect observed after the first evaluation. From the 3,777 subjects in PAQUID, we retained 

3,043 subjects who were followed up after V0 and we studied the evolution of the common 

factor between V1 and V13. The DSST was not completed at V3, and as a sub-sample of 

PAQUID completed a nutritional questionnaire at V3 which could impact on the IST15 score 

for the fruit and animal categories, we excluded the measurements of IST15 at V3. From the 

sample of 3,043 subjects, we retained a sample of 2,252 subjects with at least one measure at 

each neuropsychological test between V1 and V13 to ensure that every subject brought 

information about each neuropsychological test. At last, 2,228 subjects had no missing values 

for the main covariates. The median number of measures was 4 for the MMSE (Inter Quartile 

Range (IQR)=2-5) and BVRT (IQR=2-5) and respectively 3 for the IST15 (IQR=1-4) and 2 

for the DSST (IQR=1-4). 

 

Results 

 

Description of the sample 

Characteristics of the sample are described in table 1: 56.7% of the 2228 subjects included in 

the sample were women and 73% had at least graduated from primary school. The mean age 

at V1 was 75.20 (standard deviation (sd)=6.25). Among the 2228 subjects, 7 (0.4%) subjects 

were demented at the beginning of the follow-up (V1) and 364 subjects (16.3%) had a 

positive diagnosis of dementia during the follow-up. At inclusion (V0), 82.9% had a high 

blood pressure, 7.8% of the subjects were suffering from diabetes, 17.5% from 

hypercholesterolemia and 38.1% were either current smokers or past-smokers. At V1, 7.1% 

had history of stroke. At visit V1, including only subjects living in Gironde, 1,604 subjects 

completed the MMSE with a median score of 28 (IQR=26-29), 1,603 subjects completed the 
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IST15 (median=28, IQR=24-33), 1,600 subjects completed the BVRT (median=11, IQR=10-

13) and 1,596 completed the DSST (median=28, IQR=20-37).      

 

 

Longitudinal Multivariate model 
 
Impact of gender on cognition: 

Estimates of the multivariate model are displayed in table 2. Firstly, while gender was not 

globally associated with the latent common cognition when not taking into account the 

vascular factors (neither associated with the mean latent cognitive level (β=0.0005, p=0.40) 

nor with the cognitive evolution (β=0.0019, p=0.18)), it was associated with the cognitive 

evolution when adjusting on the vascular factors and especially the smoking status. Indeed, it 

was still not associated with the basic latent cognitive level (β=-0.0056, p=0.23) but was 

associated with the cognitive evolution (β=0.0061, p=0.002), women having a slightly worst 

cognitive decline with age than men in oldest age as seen in figure 1(a). In the following, the 

commented results come from the model adjusted for vascular factors. 

After adjusting on the latent cognitive level, gender effect was significantly different over the 

four tests both on the mean level of the tests (p<0.0001 for contrasts on gender) and on the 

evolution of the tests with age (p<0.0001 for contrasts on gender×time squared). Parameters 

for the contrasts on gender measure the association of gender with each psychometric test 

conditional on the latent cognitive level. Careful examination of these parameters shows that 

men have lower MMSE (β=-0.139, p=0.0002) and IST (β=-0.0092, p=0.033) scores at 65 

years on average than women with the same latent cognitive level. On the contrary, at 65 

years, the mean BVRT score is higher for men (β=0.0225, p<0.0001) compared to women 

with the same latent cognitive level. Contrasts on the interaction gender by time squared show 

that the sharper decline of women found on latent cognition was more marked on the IST (β=-
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0.0029, p=0.024) and less marked on the MMS (β=0.0058, p<0.0001). No difference was 

found on the other tests. 

 
Using estimates shown in table 2, we can also compute the global measure of association of 

gender with each psychometric test without adjusting on the latent cognitive level. These 

unadjusted measures are computed by summing the parameters for gender in the model for 

the common factor and the test-specific parameter (contrast) for gender. Thus, without 

adjustment on the global cognitive level, women succeed better than men to the IST at 65 

years old (β=-0.0056-0.0092=-0.0148, p=0.043), their cognitive decline with age being not 

significantly different from the men’s one (β=0.0032, p=0.150). On the contrary, men succeed 

better than women to the BVRT at 65 years old (β=0.0169, p<0.0001) but have a similar 

decline with age (β=0.0039, p=0.096). For the DSST, despite no difference of score between 

men and women at 65 years old (β=-0.0050, p=0.293), women tended to have a deeper 

decline with age than men (β=0.0055, p=0.0145). At last, although women succeed slightly 

better at 65 years old to the MMSE than men (β=-0.0195, p=0.003), they had a deeper decline 

in oldest ages (β=0.0119, p<0.0001). The figure 1(b) represents these predicted mean 

evolutions with age for the four tests. 

 

Impact of educational level on cognition: 

As the results for EL were not modified when adjusting for vascular factors, we only detail 

them in the adjusted model. Subjects with higher EL had on average a better cognitive level at 

65 years than subjects with lower EL (β=0.112, p<0.0001) but had a sharper decline in older 

ages (β=-0.0038, p=0.033) as shown in figure 2(a).  

The association between cognition and EL was significantly different over the four 

psychometric tests both on the mean initial level of each test (p<0.0001 for contrasts on EL) 
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and on the mean evolution with age (p=0.0003 for contrasts on EL×time squared) which 

means that education did not only have an impact on the latent cognition but also on the tools 

used to measure cognition. Contrasts on EL shows that the effect of education at 65 years old 

was amplified for the DSST (β=0.0416, p<0.0001) and reduced for the MMS (β=-0.0144, 

p=0.0019) and the BVRT (β=-0.0175, p=0.0004): the difference between DSST scores for 

subjects with high EL compared to subjects with low EL is higher than expected given the 

impact of EL on the latent cognition. On the contrary, this difference is lower than expected 

for MMSE and BVRT. Contrasts on the interaction EL by time squared show that the 

difference in the rate of decline between high EL and low EL is more pronounced for the 

DSST (β=-0.0039, p=0.005) (and IST even if not strictly significant, β=-0.0025, p=0.077) 

than for the latent cognitive level and less pronounced for MMSE (β=0.0037, p=0.005) and 

BVRT (β=0.027, p=0.05).  

Using parameters shown in table 2, we can also compute the global measures of association 

between EL and each test, that is without adjusting on the latent cognitive level. Thus, we 

found that the mean score of subjects with higher EL was significantly better for the four tests 

at 65 years old but the impact of EL was stronger for the DSST (β=0.154, p<0.0001) than for 

the IST (β=0.102, p<0.0001), the BVRT (β=0.095, p<0.0001) and the MMSE (β=0.098, 

p<0.0001). For the IST and the DSST, the mean decline was significantly faster for subjects 

with high EL compared to subjects with low EL (β=-0.006, p=0.008 and β=-0.008,  p=0.0005 

respectively). There was no significant difference in the decline between the educational 

levels for the MMSE (β=-0.0002, p=0.397) and the BVRT (β=-0.001, p=0.354). These results 

are illustrated on figure 2(b). 

 

Discussion 
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By applying a nonlinear latent variable model [22] to the psychometric data of the PAQUID 

cohort, we have been able to estimate the evolution with age of a comprehensive indicator of 

cognition and to distinguish the impact of education and gender on cognition from their 

impact on four psychometric tests used for measuring cognition. Thus, after adjusting for 

vascular factors, gender was associated with the latent cognitive factor, women having the 

same baseline cognitive level but a deeper decline in older ages than men. This association 

suffered from confusion since without accounting for smoking status, the association was 

non-significant. Indeed, 82% of the smokers are men and smokers tend to have a deeper 

cognitive decline with age. Gender had also a differential effect on the four tests. Especially, 

we found that men performed better than women to the BVRT which is consistent with 

previous studies reporting that men use to be better performers than women in tests involving 

visuospatial skills [23, 29]. In contrast, we found that women performed better than men to 

the IST15 which is also in agreement with previous findings reporting that women tend to 

better perform than men on tasks with verbal modality [23, 29].  

In the same vein, we distinguished the effect of education on the latent cognitive evolution 

from its specific effect on the psychometric tests. We found that subjects who graduated from 

primary school had in mean a better cognitive level than subjects who did not graduate which 

corroborates previous results about the influence of education on neuropsychological 

performances [4, 7, 18]. Nonetheless, we also showed that this effect differed significantly 

according to the psychometric test considered. Thus, the difference between a subject who 

graduated from primary school and a subject who did not graduate decreased with age when 

considering the IST15 and DSST while it remained the same whatever the age when 

considering the MMSE or the BVRT. In contrast with the MMSE or the BVRT, the IST15 

and DSST include a speed component and it was found previously that the decrease in 

processing speed explained most of age-related differences in cognition [24].  
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These findings should be interpreted by keeping in mind the fact that our sample is constituted 

of a mixture of demented subjects, subjects in a pre-diagnosis phase of dementia, and subjects 

with a normal cognitive aging since we included in this study all the subjects with at least one 

neuropsychological evaluation during the follow-up. Thus, estimated cognitive declines and 

differential declines according to gender and the level of education represent declines in a 

population of elderly people whatever the type and the course of their cognitive aging process. 

Brain aging in a sample of subjects from the general population cumulates the proper effect of 

age on the central nervous system, particularly on neurones and synapses, the effect of 

Alzheimer lesions or other neurodegenerative lesions like Lewy bodies, and the effect of 

cerebro-vascular lesions. All these morbid processes increase with age. From a practical 

clinical point of view and a public health point of view, it would be relevant to separate these 

processes to evaluate for instance the impact of gender and education separately on normal 

cognitive aging and on cognitive decline toward dementia. However, it appears also relevant 

to study the evolution of the whole sample because there is a great overlap in brain lesions 

between demented and non demented subjects [13], there is a long progressing pre-dementia 

phase and the stage of dementia remains more or less arbitrary defined. Moreover, it is very 

difficult to study separately normal cognitive aging and especially to distinguish determinants 

of normal aging from those of pathological aging because we cannot be sure that a sample of 

normal elderly does not include subjects in a pre-diagnosis phase of dementia [26]. As a 

consequence, the association we observed between education and cognitive decline both on 

the latent cognition and on the psychometric tests could be the result of the effect of education 

on the risk of dementia [20], on the shape of the pre-diagnosis  cognitive decline [1, 11, 25] 

and on the normal aging process [1, 8, 26]. On the other hand, the deeper cognitive decline of 

women in older ages could be explained by a higher risk of dementia fo r the women 

compared to men among the oldest subjects [6].  
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A limit of the study is that we considered missing data as ignorable and we did not account 

for dropout in our model whereas dropout is very frequent in population-based aging studies. 

Moreover, it is known that missing data and dropout occur more often among impaired 

subjects [12] and can be informative. Not accounting for informative missing data can bias the 

estimations of cognitive declines even if, by using jointly various psychometric tests and 

adjusting on vascular factors which may be associated with dropout, their impact could be 

diminished.  

Another important point is that the la tent common factor in this model is defined according to 

the pool of psychometric tests used in the analysis. Computing the model with other tests 

involving different cognitive components could have an impact on the common factor 

evolution. This is why, for this analysis, we selected tests which both are frequently used and 

explore different domains of cognition.  

In spite of these limitations, this methodology allowed us firstly to model jointly four widely 

used psychometric tests, including non Gaussian scores or scores with floor and ceiling 

effects like the MMSE, and secondly to separate and quantify the differential effects of gender 

and educational level on the psychometric tests and their global effect on the latent cognition 

represented by the common factor of the four tests.  
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Appendix : model specification 

We consider K neuropsychological tests. For each test k, k=1,…,K, each subject i, i=1,…,N 

and each occasion j, j=1,…,nik, the measure of the neuropsychological test yijk is collected at 

time tijk, tijk being different for each test and each subject. The latent process which represents 

the common factor of the K neuropsychological tests is modelled using the following linear 

mixed model including a quadratic function of time and a Brownian motion (wi(t))t≥0 with 

variance term σw²×t : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )twtuXtuXuXt ii
T

ii
T

ii
T

ii +×+++×+++++=Λ 2
222111000 µβµβµβ  

The vector of random effects ui=(u0i,u1i,u2i)T follows a multivariate normal distribution with 

mean vector 0 and variance covariance matrix D. The mean evolution of the common factor is 

represented by the fixed effects µ0, µ1 and µ2. The vector of covariates Xi can either be 

associated with the mean latent common factor level through the vector β0 or the mean 

common factor evolution through the vectors β 1 and β2. 

The observed score value yijk is linked to the value of the common factor at the time of 

measurement Λi(tijk) through a nonlinear link function hk which is a Beta Cumulative 

Distribution Function depending on two test-specific parameters ηk=(η1k,η2k). This leads to 

the following measurement model : 

( ) ( ) ( ) ijkikk
T

ijkiijkikijkk tXtyh εαγη +++Λ=;  

where Xi(tijk) is a vector of covariates including the quadratic function of time and associated 

with the neuropsychological tests through the vector of parameters γk. The vector γk 

represents the differential association (or contrast) of Xi(tijk) with the neuropsychological test 

k after adjusting on the common factor value Λi(tijk) ( )∑ =
∀=

K

k mk m
1

,0γ . The test-specific 

random intercept αik follows a Gaussian distribution with mean 0 and variance σαk². It takes 

into account the residual individual variability between tests after adjustment on the latent 
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common factor and the covariates. At last, ε ijk are independent Gaussian errors with mean 0 

and variance σεk². 
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Figure 1 : (A) Predicted mean evolutions of the latent cognitive level with age according to 

gender for a non smoking subject with a low educational level and any antecedent of stroke or 

diabetes (with the 95% confidence bands (CB)) (B) predicted mean evolutions of the MMSE, 

IST15, BVRT and DSST according to gender for a non smoking subject with a low 

educational level and any antecedent of stroke or diabetes.  
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Figure 2 : (A) Predicted mean evolutions of the latent cognitive level with age according to 

the educational level (EL) for a non smoking women without any antecedent of stroke or 

diabetes (with the 95% confidence bands (CB)) (B) predicted mean evolutions of the MMSE, 

IST15, BVRT and DSST according to the educational level for a non smoking women 

without no antecedent of stroke or diabetes.  
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Table 1: demographic and health characteristics in the sample (N=2228) 

 

 N % 

Gender   

   Male 964 43.3 

   Female 1264 56.7 

Educational level   

   No diploma 602 27 

   Primary school with diploma or + 1626 73 

Age at V1   

   =<70 year old 1086 48.7 

   >70 and =<75 year old 365 16.4 

   >75 and =<80 year old 407 18.3 

   >80 year old 370 16.6 

Prevalent dementia at V1 7 0.4 

Incident dementia between V3 and V13 364 16.3 
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Table 2: Estimates and 95% confidence interval (95%CI) of the parameters in the nonlinear 

latent variable model using MMSE, IST15, BVRT and DSST without  adjustment on vascular 

factors (VF) (on the left, Log- likelihood=-69993.86 and 42 parameters) and with adjustment 

on vascular factors (on the right, Log Likelihood=-69969.18 and 47 parameters). 

 

 Without VF adjustment With VF adjustment 

Variable Estimate a  95% CI Estimate a 95% CI 

Common factor evolution :     

Intercept (at 65 years old) 0.538*** 0.523,0.552 0.539*** 0.524,0.553 

Time b -0.0305*** -0.0425,-0.0185 -0.0294*** -0.0414,-0.0174 

Time squared b -0.0209*** -0.0261,-0.0158 -0.0200*** -0.0251,-0.0149 

Gender c 0.0005 -0.0081,0.0091 -0.0056 -0.0161,0.0050 

Gender c× time squared 0.0019 -0.0011,0.0050 0.0061* 0.0024,0.0099 

Educational level (EL) d 0.114*** 0.103,0.124 0.112*** 0.102,0.123 

EL d × time squared -0.0038* -0.0071,-0.0004 -0.0038* -0.0072,-0.0005 

Contrasts on gender e : p<0.0001 f p<0.0001 f 

MMSE -0.0139** -0.0208,-0.0070 -0.0139** -0.0209,-0.0070 

IST15 -0.0092* -0.0172,-0.0011 -0.0092* -0.0172,-0.0011 

BVRT 0.0225*** 0.0152,0.0299 0.0225*** 0.0152,0.0299 

DSST 0.0006 -0.0077,0.0079 0.0005 -0.0068,0.0079 

Contrasts on gender×time squared e: p<0.0001 f p<0.0001 f 

MMSE 0.0058*** 0.0036,0.0079 0.0058*** 0.0036,0.0080 

IST15 -0.0029* -0.0054,-0.0005 -0.0029* -0.0054,-0.0005 

BVRT -0.0022 -0.0046,0.0002 -0.0022 -0.0046,0.0002 

DSST -0.0006 -0.0028,0.0016 -0.0006 -0.0028,0.0016 

Contrasts on EL e: p<0.0001 f p<0.0001 f 

MMSE -0.0145* -0.0232,-0.0059 -0.0144* -0.0231,-0.0058 

IST15 -0.00966 -0.0197,0.0004 -0.0097 -0.0198,0.0004 

BVRT -0.0175** -0.0268,-0.0083 -0.0175** -0.0267,-0.0082 

DSST 0.0417*** 0.0316,0.0519 0.0416*** 0.0315,0.0517 

Contrasts on EL×time squared e: p=0.0003f p=0.0003 f 
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MMSE 0.0037* 0.0013,0.0060 0.0037* 0.0013,0.0060 

IST15 -0.0025 -0.0052,0.0002 -0.0025 -0.0052,0.0002 

BVRT 0.0027* 0,0.0055 0.0027* 0,0.0054 

DSST -0.0039* -0.0065,-0.0013 -0.0039* -0.0064,-0.0013 

 

a p-value of the Wald test indicated by * if p<0.05, ** if p<0.001 or *** if p<0.0001 

b time variable is age minus 65 by 10 years ( time=(age-65)/10 ) 

c men vs. women 

d Graduated from primary school vs. not graduated 

e For a given covariate, the sum over the four contrasts is null  

f p-value of the likelihood ratio test (χ2 with 3 degrees of freedom)  
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