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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

1.1 - LE CALCUL HIERARCHISE ET LES SYSTEMES DE DIMENSION INFINIE.

Les technigues de calcul et de commande hiérarchisés,
basées sur les principes de décomposition-coordination, ont pour but
de faciliter 1'&tude des systémes complexes, soit en allégeant la
taille des problémes ou le temps de calcul, soit en proposant des

structures de commande d&centralisdes ou plus faciles 3 comprendre.

Elles ont 8t& développées pour les syst@mes statiques
et pour les systémes dynamiques 3 param@tres concentrés [LASDON (1),
PEARSON (1), WISMER (1), MESAROVIC et al (1), TITLI (1)]. Un nombre
important de travaux ont &té& Ecrits sur ces techmigques, en &tendant
leur champ d'application (cf. surveys de [VAUDAN et RICHARD n,
MAHMOUD (1), SANDELL et al (1)] et les livres [sven et TITLI (1),
BERNHARD (1)],

L'application du calcul hiérarchisé présente, sans doute,
un grand intér8t pour des systémes de dimension infinie, od la complexité
de calcul est trés importante. [WISMER (2), CAMBON et le LETTY (1)] ont
considéré le calcul de la commande optimale d'un syst@me & paramétres
répartis, aprds une approximation par différences finies, c'est-d-dire,
en le réduisant 3 un systdme 4 paramétres colcentrés ou méme statique.

[ BENSOUSSAN et al (l)j, avec une formulation abstraite, ont traité les
systémes composés de sous-systdmes de dimension infinie, mais ils ont
appliqué ces méthodes seulement 3 1a résolution d'é@gquations variationnel-~
les, par décomposition de 1'opérateur (&clatement d'cpérateur=) et décom-

pesition du domsine spatial [ LEMONNIER (l)].



La résolution explicite de problémes de commande optimale
sur des systémes couplés, de dimension infinie, a &té faite par [ GRATELOUP
et al (1), PRADIN et TITLI (1), AMOUROUX et al(l)]. Dans ces travaux, les
auteurs ont toujours considérd des couplages continus. Or, les problémes
de dimension infinie ont certaines caractéristiques gqui leur sont pro-
pres : la possibilité d'avoir des commandes, des mesures et des couplages
non bornés (malgré la lindarité), par exemple des couplages différentiels,
ponctuels ou par les conditions aux limites.[PRADIN (1,2)] a présenté une
méthode (par prédiction de 1'intéraction), applicable aux systémes
paraboliques couplés par les limites, et [ TrRYBUS (1)] une autre (non-
admissible), cette fois pour des systémes hyperboliques, mais ayant un

coiit sur les termes de couplage.

1.2 - PLAN DU MEMOIRE.

Le but de notre travail est d'Btendre le calcul et la
commande hidrarchisés sur les syst@mes de dimension infinie, en géné-
ralisant les travaux de [PRADIN (1,2)] , et en développant des algorith-
nes pour des cas encore noh étudiés, tout en comnservant aux systémes

leur description 3 paramdtres répartis, suivant en cela la recommanda-

tion de [ATHANS (1)].

Dans les autres paragraphes de ce chapitre, nous présen-
terons quelques résultats mathématiques connus qui seront utilisé&s dans

le méroire.

Le chapitre 2 présentera l'extension du calcul hiérarchisé
aux systdmes couplés, d'une fagon répartie, soit par des opérateurs
continus, solt par des opérateurs différentiels. Ces méthodes seront
utiles, par exemple, dans la séparation d'un systéme de N équations

différentielles partielles avec partie principale diagonale

azi gzg 4 azl N azj
—_—= -
St i o= iax+7izi+Biui+j§[aij 5% ¥ Pii% ]

en N &quations couplées, le terme de couplage étant égal a

N BZJ d
PR TSR

ce yui allégera les caleuls d'une facon trés importante. Ces méthodes



sont proches des méthodes d'Eclatement des opérateurs [BENSOUSSAN et
al (1)] et de quelques méthodes A deux pas [ YANNENKO (1), MAURIN (D).

Le chapitre 3 présente une formulation abstraite du
probléme de commande optimale de systdmes couplés par des surfaces
de dimension plus petite que l'espace de définition de 1'&tat. Un
exemple est la commande de pollution d'une rivigre, supposée séparée
en plusieurs trongons. Sur chaque trongon la dynamique de la demande
biologique d'oxygéne (L) et de 1'oxygéne dissout dans 1'eau (c) est

modélisée par :

JL,
i _ 1 3 19 JL _ -
Bt_-K-a—x-(QL)+X—x(EAa—; KL+ L +B(l-u)
de _ 1 9 1 9 dc -
3t T TE % (W g 5 BASY *Rylegmo) - KL+ S(e0),

oli les différents coefficients sont connus et peuvent varier selon les
trongons [ THOMANN {(t), O'CONNCOR (l)]. Les conditions 3 la frontiere

commune Fi entre les trongons i et 1+] sont :

Li(tif) = Li+1(t’§-)’ Ci(t,;) = Ci+](t’r)

dL, JL, de. de. tely, X
] ]
3% 0 = 55 (60, 57 €0 = <520

conséquences de la conservation de la masse. Un autre exemple est la
commande de la qualité d'eau d'une baie, ol la décomposition de 1'espace
QC:IRz permet la considération de coefficients constants dans chaque
morceau. Dans ce chapitre, nous &tudierons encore une méthode par pré-

diction de l'interaction, mise dans un cadre trés général.

Les applications des méthodes du chapitre 3 seront faites
au chapitre 4. En premier lieu, nous &tudierons un probl&me de couplage
ponctuel. Nous appliquerons ensuite les mé&thodes précédentes zux systé-
mes d&crits por des &quations hyperboliques couplées par les conditions
aux limites. Dans le cas particulier ol la fonction de cofit a un terme
sur le ccuplage, on retrouve des résultats de [TRYBUS (lﬂ . Pour ter-~
miner, nous &tudierons les systémes décrits par des &quations variation-—

nelles couplées par les conditions aux limites, comme des problémes de



transmission ou de diffraction. Dans ce cas, nous pourtons développer

une méthode duale, en plus de la méthode du chapitre 3.
Le chapitre 5 contient quelques résultats et remarques
sur le filtrage décentralisé développés 4 partir de coordennateurs

prédicteurs-correcteurs [SMITH et SAGE (1)].

1.3 -~ SYSTEMES LINEAIRES DE DIMENSION INFINIE.

Nous allons présenter gquelques définitions ou théorémes
sur les systémes linéaires de dimension infinie qui seront utiles dans
notre mémoire. Sous ce titre, ncus voulons désigner la classe de sys~
témes dynamiques linéaires [KALMAN, FALB et ARBIRB (1)] tels que leur
espace d'état est de dimension infinie. Par exemple, les équations
paraboliques, oli 1'espace d'&tat est usuellement contenu dans le
LZ(Q,IR),  un ouvert dans IRn. Nous considérerons seulement les sys-
témes dynamiques linfaires définis a partir d'un probl&me de Cauchy
bien posé. D'autres exemples sont fournis par les Zquations avec retard,
les &quations hyperboliques, et certaines &quations intégrales ou intégro-

différentielles.

Les syst@émes considérés seront modélisés par des opé@rateurs

d'évolution ou des semi-groupes, sauf dans quelques cas particuliers.

Définition 1.1.

Soit H un espace de Hilbert et [O,T] CR, T<ee . D(.,.)
{(t,s) - IRZIO L s Ltl T}-l- L (1) est un opérateur d'éveolution "douce"
(mild &volution operator CURTAIN et PRITCHARD (3) ) si
(a) &(t,t) = I,c € [0,T],
(b d(r,r) d(r,s) = $(t,s), 04 s «r£t &7,
() &®{t,s) est faiblement continu en s E[O,T] et en tGi[s,T],
(d) sup Hd(t,s)l] & M< @,
t,s
S'il existe un h # 0, h € H, et un opérateur lindaire

fermé A(s) sur I, p,p. en s € [0,T], et satisfaisant

t
ey {dCe,s) - 1ln g =SS (k, P(t,s) A(g) h )Hda (1.1)



pour tout k € H, &(.,.) sera un opérateur de quasi—évolution sur H ayant

A(.) par quasi-géndrateur. On définirad2(A) = {h €H I(l .1} est vraie}.

Une conséquence de la définition d'opérateur de quasi-

évolution est [CURTAIN et PRITCHARD (3) Page 437 :

,a_ag ¢ k,CD(t,s)h)H = - {k, $(t,s) A(s)h)H P.P.
Vhe (s, Ve 1.

Définition 1.2.
Un opérateur d'évolution (fort) est un opérateur de

quasi-&volution ®(.,.) fortement continu en s et h et tel que

®(t,8) 1 2(A(s))—> [D(A(t)), 0 £ 5 &t & T,
A(.) sera appelé le générateur de D(.,.).

On démontre qu'un opérateur d'évolution est différentia-

ble partout et satisfait 3 :

o P(,9)h = A(t) B(e,5)h, Ve H(A(s)).

Un exemple interessant d'opérateur de quasi-&volution
qui n'est pas un opérateur d'dvolution est 1'opérateur généré par la

solution de :

£ (@ = [a+ po)2(0),

z(0) = z s
ol A est le générateur d'un semigroupe et P(.) & Lm(EO,T], L)),
(CURTAIN et PRITCHARD (3), Page 41] .

Les opérateurs d'évolution sont une généralisation des
semigroupes aux équations variant dans le temps. La théorie des semi~
groupes et des opérateurs d'évolution et de quasi-8volution se trouve
exposée dans [BALAKRISNAN (1), CURTAIN et PRITCHARD (3), KREIN (1),
YOSIDA (1) , c.f. DA SILVEIRA (2)]. Nous citerons certains théprémes



de cotie théorie.

=2 = Az + Bu, z{(o) =z (1.2)

7 - -
z() & w{[0,T],H), = & 0(a), A un opérateur sur H, est uniformément
a
bien posé si et seulement s'il existe un semigroupe S(.) fortement

continu tel que

-g—’t— (S(t)h) = A(s) S(t)h,¥ he& D).

Dans ce cas, si Bu(.) & Cl(EO,T],H),
z(t) = S(t)zO +j§ S(t-s) Bu(s) ds. (1.3

L'expression (1.3) a un sens, méme si zoé H (et non
seulement afP{A) et Bu(.) & Lz([O,T],H). Dans ce cas plus général, ol
(1.2} n'a pas de sens strict (z{.) n'est pas différentiable), on dira
que la fonction z(.) définie par (1.3) est la "mild solution” de (1.2)
[CURTAIN et PRITCHARD (3)]. On peut démontrer que z(.) & €°([0,13,1),
au moins. La proposition suivante donne la relation entre une "mild

solution" et une solution faible de (1.2).

Bu(.) & LZ(fO,T],}I), est une "mild solution”™ de (1.2) si et seulement
si elle cst une solution faible de la méme &quation dans le sens suivant
(a) z2(.) € ¢°((0,T),1),
T T
(b)j’o i) ,z(t) > dt L Celo), u(e)>pde {elo),z_ 2y
pour tout (.} & Cl([O,T],H) ol

e(t) =.§I s¥(s-t) f(s) ds (1.4)

De (1.4) on voit que ¢(.) & CO([O,T],H) et est solution

du probléme de Cauchy

ac = - AT g,



La plupart des &quations linéaires du type (1.2) dans
ce mémoire seront prises dans le sens faible explicité a4 la proposition
I.2. Nous aurpns besoin de cette généralité parce que, dans les problé-
mes de commande optimale, il est bien plus simple et réaliste de suppo-
ser la commande u(.) & L2((0,1),0), € £@2([0,T],H), L2([0,T},0)) et

zc)é.H, U étant un autre espace de Hilbert.

Nous utiliserons aussi la formulation variationnelle
LLIONS (1)], pour des &quatlions abstraites, qul sera explicitée au mo-

ment ot elle apparaftra nécessaire.
Les propositions 1.1 et 1.2 sont généralisables aux
équations différentielles abstraites variant dans le temps, aprés

certaines précisions techniques [KRFIN (1), DA SILVEIRA (2)].

Remarque 1.1.

(CURTAIN et PRITCHARD (1), pages 1l et 262-268] montrent
que les &quations différentielles ordinaires lingaires, les &quations
variationnelles, les &quations paraboliques et hyperboliques et les
€quations linéaires avec retard entrent dans le cadre des opérateurs

d'évolution. @]

Nous aurons besoin de deux autres propositions [ibd.].

Proposition 1.3. Soit ®(.,.) ut opérateur de quasi-évolution sur H et

considérons 1l'équation duale :

& -~ AT - £,
(1.5)
p(T) = Py
Donc T
p(t) = CIJ*(T,t) pT+S Cp*(s,t)f(s) ds
t

est 1'unique solution faible de (1.5) dans le sens que

(a) p(.) est faiblement continue sur [O,T],



—_ 8 —_
T . T
(b)_g <pled, g1 () = a(o) n(r) >ydt =j CECE), m(e) > de
o] [8]
* Cpps (D) b

pour toute fonction 7(.) avec valeurs dansdXA) et avec n(.), d n(.)/dt
et A(.) n(.) faiblement continus dans (0,T).

¢

Proposition 1.4. Soit &(.,.) un opérateur d'évolution doux sur H et C(.)

£ ﬂap({O,T], L))y, L'équation :

t
U{t,s) h = P(t,s) h + j P(t,e) ¢ (¢) U (o,s) h de

s
a une solution unique dans la classe des opérateurs d'évolution doux sur H.
5i, en particulier, &(.,.) est un opérateur de quasi-évolution avec quasi-
générateur A(.), U(.,.) est aussi un opérateur de quasi—&volution avec

quasi-générateur A(.) + C(.).
Cela signifie donc que le probléme de Cauchy
L= (A + cw) =(o),
z{o) = I

est bien posé.



CHAPITRE 2

COUPLAGE REPARTI,

2.1 -~ INTRODUCTION.

Dans ce chapitre, nous allons &tendre quelques algorith-
mes du calecul hiérarchisé & la résclution de problémes de commande
optimale posés sur des systémes lindaires de dimension infinie. Ces
systémes serons composés de N sous-systémes coupl&s par des opérateurs

que nous supposerons, dans un premier temps, continus.

Nous mentrerons que le syst@me global est bien défini,
et nous introduirons le probléme aux deux bouts qui constitue une
conditions nécessaire et suffisante pour la résolution d'un probléme

de commande optimale avee un cofit quadratique.

Certaines méthodes du calcul hiérarchisé sont bas@es sur
des algorithmes de recherche d'un point selle. Ceci nous obligera 3
considérer 1l'existence de ce point pour le probléme de cormande optimale
ol le couplage apparait comme une contrainte, Nous pourrons alors dé&fi-

nir des algorithmes, et démontrer leur contvergence.

Ensuite, 1'extension de la théorie sur des systémes coupl@s
par des opérateurs non bornés, mais ob@issant 3 certaines propriétés,
sera présentée, Le prototype de la situation traitée est le couplage
par des opérateurs différentiels, lorsque le syst@me est régi par des
€quations différentielles partielles. Dans ce cas, le support de 1'opéra~
teur de couplage, qu'il soit continu ou différentiel, doit contenir
1'ouvert de définition des fonctions de l'espace d'état. Nous dirons

donc que ces couplages sont répartis.
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2.2 = DEFINITTION DU SYSTEME, COUPLAGE CONTINU.

Nous supposerons un systéme composé de N sous—systémes

interconnectés régis par :

2,(1) = (£,0) 2 +JE (t,8) B, (s) u;(s) ds +j§ (6,8) w ()ds (2.1)
N —_—

w. ey = 2 0. () 2. () i €1,N (2.2)

i . l_] J

i=1

ol @}(.,.) représente un opérateur d'&volution "doux' sur un espace de

C 2 a0 -
Hilbert HE, et zioe ", ui(.)é L7 (fo,T], Ui), Bi(.)é L"(lo,11, .L(Ui,ui)),
w. ()& L ([O,T],Hi), t & [0,T), Cij(')é Lw(KO,T},i.(Hj,Hi)), U, étant un
espace de Hilbert. Done (proposition 1.2) Zi(') é,CO([O,T},Hi). Si nécessai-
re, nous supposerons que 41(.,.) est un opérateur de quasi-&volution ayant

la famille Ai(') d'opérateurs sur Hi pour quasi-générateur. Alors (2.1)

pourra &tre représenté (dans un sens faible (DA SILVEIRA (2)]) par :

dzi
e Ai(t) z, + Bi(t) us + W

(2.3)
Zi(o) ~ %o

Si on pose z = col (zi), z, = COl(zio)’ u = col(ui),
w = col (Wi),‘?(-,-) = diag (4}(-,-)), B(.) diag (Bi(-)), A() =
diag (Ai(.)), C(.) = Cij(') , H =IIHi et U HUi’ le systéme gleobal

est repreésenté par :

z(t) = (t,0) zo +JE {(t,s) B(s) u(s) + C{s) z(s) ds.
1l s'agit de 1l'Gquation de la perturbation de €(.,.) par C(.), et comme
C(.) appartient 3 LY([0,T], £(1,H)), la proposition !.4 nous dit qu'il

existe un opérateur d'évolution "doux" U(.,.) sur H tel que :

(o]

z(t)y = U(t,0) z +It U(t,s) B(s) u(s) ds.

En plus, sid(.,.) est de quasi-Gvolution, U(.,.) l'est aussi ayant

A(.) + C(.) pour quasi-générateur. D'oll la :

Proposition 2.1. Le systéme global régi par (2.1} et (2.2) avec couplage

continu est bien défini.
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Nous avons supposé les opérateurs Bi(t) bornés. Pour des
commandes ponctuelles ou sur les limites, il faut considérer Bi(t) non
borné. On peut utiliser la théorie des prolongements d'opérateurs [ CURTAIN
et PRITCHARD (3), Chapitre VIIIJ ou des théories spécifiques [LIONS (2),
VINTER et JOHNSON (l)] pour recouvrir ces cas avec la formulation de ce

paragraphe.

2.3 - QUELQUES EXEMPLES.

Les systémes linéaires & paramétres concentrés défimissent
un opérateur d'évolution ofi Hi = I{nl, Ui = Hlml, Ai(t) est une matrice n.xn,
B, une matrice n.xm, et Di une matrice p,xn. . 41(.,.) est ce qu'on appelle
la matrice fondamentale du systéme CODINGTON et LEVINSON (1) , et, dans

le cas invariant dans le temps
F(t,8) = exp(A, (t=s)).
Exemple 2.2.

Les &quations paraboliques et hyperboliques [ LIONS et MAGENES
(1), LADYZENSKAJA et al (1), VINTER et JOHNSON (I)] définissent des opéra-
teurs d'évolution [CURTAIN et PRITCHARD (3)]. La théorie développée dans
ce chapitre est applicable si le couplage est borné (opérateurs matriciels
ou intégraux, e.g.) ou différentiels (voir le paragraphe 2.8). Les exemples

considérés dans [PRADIN (2), PRADIN et DA SILVEIRA (]),(2)] entrent dans

ce cas.
O
Exemple 2.3.
Les &quations avec retard et couplage borné entrent dans
le cadre de ce chapitre. -

Exemple 2.4.

Nous examinerons de plus pré@s les équations d'@volution

.

variationnelles. Supposons Vi et lli deux espaces de Hilbert tels que :



..12_

v.CH, C VI,
1 1 T

avec les injections continues, chacun &tant dense dans le suivant. Soit
a(t;y,t) une famille de formes bilindaires sur V, t € {0,T], i & 1,N,
v =HVi, H :HHi’ telle que :

N
() altsp,©) = 3, [a(Tsg £ + e (t3dt))]
i=1

ol ¥= col (#/i) et £= col(f;),
(b) a(.:;¥,£) est mesurable sur [O,T],V\//,ﬁ & v,

(c)3 o.i> 0, a>0, Aet )\iEfL tels que :

Re {a, (eiy, ) + AN, I 12*1 PRI (-

1 .
1

Re {aCspp) + MY E 2 a WIS

Vté[OJﬂ,VVGV,iel,N
On peut démontrer [LIONS et MAGENES (1), vol 1, Page 23] que les espaces

2
W ={1//: Ve L ([O,T],Vi) et d /dt éLz([O,T],V;)}sont contenus dans

)
C([0,T],H) et de méme W = W:

5 ¢y 0,T ,H). Alors 1'équation :

a(t3z,) + {dz/de,MDyye = CBu + £5D 0w + (2,m(0))y
Yvew avec m(T) = 0

a une solution unique dans W, pour tout Bu + f & 142([0,”['] ,V*) et tout
z €& H.
o]

Si Bu + f = col (Biui + Li),z = col(zi), z, = col(in) et

N
(d) < (t35 7)) = —<j§l (DY L D gy

2 *
avec Cij(.)e oC(Wj,L ([0,T],v )), les sous—systémes seront définis par :
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a,(t52,57,) + o f5z,,) + (dz /de,m, Do ox = (£, + B.u

™M ) *
iVi 1V gy

V”Zi €W, tel que~, (T) = 0.
On peut démontrer qu'il existe des opérateurs
2 *
aCy € £ (10,11,v),L%(10,1],v")) et

2 2 *

A, ()€ $7(00,71,v)),17([0,71,V)))
tels que ces équations s'écrivent sous la forme (2.3). Nous pouvons faire
apparaitre le couplage sous des hypothéses différentes de (d) par exemple,

N

1 . —

") c; (B3¥57) . Cij(t) #/J.,"(i)H’

1=1 1
avec les Cij(') € 1% (o,T], X,(Hj,Hi)), ce qui revient aux hypothSses du
paragraphe 2.2. Dans ce cas, la premi&re inégalité de (c) est une conséquen~

ce de la deuxiéme pour i £ 1,N.

0
2.4 - UN PROBLEME DE COMMANDE OPTIMALE.
Soit le coilit séparable :
N
J(w) = 37 J (u)
i=]
J () = 1/2¢2, () = Z,(T),6. (2, (1) - 2, (1)) >Hi
T
+ 1/2j (Zi(t) - zi(t), Di(zi(t) - Zi(t)) >H.dt
0 1
T
+ 1/25 (ui, Riui)U.dt’ (2.5)
0 1

- ) - o

zi(.) EcC (fo,l],ﬂi), Di(.) €L ([o,T],{(Hi)),Gie J.(Hi),
. 2

R () €L ([O,T],{(Ui)), etUic L ([O,T],Ui),

un ensemble convexe fermé. Supposons Gi et Di(t) auto-adjoints semi-

définis positifs, et Ri(t) auto—adjoint défini positif, p.p. en [0,7].

Un probléme de commande optimale est de trouver u(.)E U=TU, minimisant
i

J(v) pour tout ve.
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Dans le colit J.{(u.) la fonction Zi(') représente une fonction
1° 1

de laquelle on ne veut pas s'éloigner. Si l'on définit une sortie :
= ke :G =
(1) =6, (1) 2 (1), § () =6 (1) E (1),

Gi(.) € Lw([O,T],q((Hi,Yi)), Yi un espace de Hilbert, le deuxiéme terme

de Ji pourra 8tre écrit :

T
1/2S I{Ci(t)zi(t) - y;(© H2 y, dt
0 .

1

ol Di(t) =G:(t) Iso (Yi) Gi(t), Iso(Yi) 1'isomorphisme canonique de Yi

sur son dual (et oii nous avons identifié tH a son dual). a

La condition nécessaire et suffisante d'optimalité (Proposition
A.2) est :

(@J(u)/ou,v-u)y, 2 0,V ve U, ueU. (2.6)

Alors, si z{t;u)(z(t;v)) représente la solution de (2.1) avec u=u (u=v),
(aJi(ui)/aui, vi—ui)‘ui =
= (G, (2, (T3u )2, (7)), 2, (T3v,)-Z (T;u.)) B,
T
D. tiul )T, Atsv.) -z, (.
+J‘O( (0 (2, (5u )2, (1), 2, (t5v,) l(t,ul)>Hidt
T
+50(Riui’vi_ui)U_,dt’ ie 1,N. (2.7

1

Introduisons 1'€tat adjoint défini par :
*
p; () = (T,8)C, (2. (T)-z (1))
T
+ St@i(s,t)Di(s)(zi(S)—zi(S))ds

T N
+ Stcp:(s,t) 2 C;i(s)pj(s)ds,i € 1,N. (2.8)
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La variable p = col(pi) est bien définie & partir d'un opérateur d'évolu-
. * . . * *
tionr U (.,.) qui est la perturbation de F (.,.) par C (.) dans le sens de

la proposition 2.1, et, de plus,
* T &
p(e) = U (T,t)pT +1 U (s,0)D(s)(z(s)-z(s))ds, (2.9)
t

ol Pp = col (pTi), pTi = Gi(zi(T)"zi(T)), D(t) = diag(Di(t)),
et U*(.,J L'opérateur d'évelution adjoint de U(.,.) DA SILVEIRA (2)].
Remarquens que, si (.,.) est un opérateur d'dvolution fortement continu
de générateur A(.), U(.,.) a pour générateur A(.) + C(.) et U*(.,.) pour
quasi-générateur A*(.) + C*(.) [CURTAIN et PRITCHARD (3), Page 261,

DA STLVETRA (2)]. Nous transformerons les deux premiers termes de la for-
mule correspondant d (2.6} pour le systéme global en utilisant 1'état

adjoint.
y=<G{z(T;u) - Z(T)), 2(T;v) - Z(T;u)D "

T
*‘j D) (2(t5u)-2(t)) ,z(t;3v) -Z(t;u) )Hdt
0
T
= <pylw, SO U(T,s) B(s)(v-u)ds >
T t
+S <D(t)(z(t;u)-z(t)),J’ U(t,s)B(s) (v-u)ds >Hdt
0 0

T T
*

=.[ (U (T,t)pT(u) +-§ U*(s,t)D(s)(z(s;u)—z(s))ds, B(s) (v-u) )Hdt

0 t

T
=] <rpltu), B(e)(vow) ) pde

0
aprés l'utilisation des propriétés des opérateurs d’évolution, le Théoréme
de Fubbini [ CURTAIN et PRITCHARD (M)}, et la substitution de {(2.4) et (2.9).
La condition d'optimalité (2.6) devient :
(1so(U.)BT(t) Tso(n™) su) + R - y 0

so(U.)B. (¢ so{ll. pi(t,u) TR ui)ui > 0,

74 v.e U, u. & ‘Ui, (2.10)

ol p(.) et z(.) (et done pj(.) et zi(.)) sont définis par (2.4) et 2.9).



Remarque 2.2.

Les isomorphismes canoniques Iso{.) entre un espace et son

dual ne seront plus repré@sentés pour ne pas alourdir le texte.

S1i 1'on n'a pas de contraintes sur la cormmande

2 .
(ui = L ([O,T],Ui)),(Q.IO) devient :
() == R, '(6) B (&) p,(t) (2.11)
ui t} = 5 i t pi t .
et la théorie du découplage est applicable [LIONS (2), BENSOUSSAN (1.
Cette théorie permet de découpler le probléme aux deux bouts, en utilisant

une #quation de Riccati. Elle constitue la base de la théorie de la comman-—

de en boucle fermée.

L'équation (2.8) pourra €tre interprétée dans un sens faible

par
dpi - N %
T6- - " A (0 py - D) (zmz) - Z::] cji(t) P (2.12)

Pi(T) = Gi(zi(T) - zi(T))
* a - 0
pourvu que & (.,.) solt un opérateur de quasi-&volution.

Dans le cas de commandes, ou observations (Gi) non bornées,
il faut bien interpréter le sens de (2.8) et {2.10). Voir [LIONS (2),
VINTER et JOHNSON (1}, CURTAIN et PRITCHARD (2)].

2.5 — UN PROBLEME DE POINT SELLE.

Certains des algorithmes du calcul hiérarchisé é&rant des
algorithmes de recherche de point selle, nous aurons besoin d'édtudier

le probléme de ce type dé&fini par le probléme de commande optimale posé
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au paragraphe 2.4, en considérant le couplage comme une contrainte.

Soit le Lagrangien :

i\

y T N
T, ) = 3 ) +j{< A(E)w (8) - E C; (B2 (0 )y ar}

0 1

—
=il
—

T N
= Ji(ui) +j%[<>i’wi> Hi - E]< )\j’cjizi )HJ] dt}

.
1

J,; (u, »A)

=
]
—_—

fi
.qu

ol A = col (Ai)él LZ(EO,T],H). Nous allons démontrer la proposition suivante :

un point selle (u, ) unique tel que
min max J{u,A) = max min J(u,A)
u A A u

Démonstration : Le couplage mis sous la forme

F(w) = w =~ Cz{(w)

est tel que 1'équation F(w(u)) = a une solution unique pour tout
q q

¥ € L2([O,T],H), par exemple
t

w(t) = () {®(t,0z_ +| P(r,5) B(s) uls) ds
O

t
+‘[ $(t,s) Cls)(wls) +P(s))ds} - P(s),
(o]

pour tout u€U. Le colit J est trivialement semi-continu inférieurement

et nous avons vérifié toutes les hypothé&ses de la Proposition A.3, qui
nous affirme l'@quivalence du probléme de commande optimale originel au
probléme de recherche du point selle de J. Les propridtéds d'un point selle

complétent la démonstration L LUENBERGER(1), Page 219h

En accord avec la littérature, nous définirons la fonctionnelle

conjuguée de J par :

@*()\) = min J(u,r).

u
Les Propositions A.3 et 2.2 affirment 1'équivalence entre la minimisation

de J{u) sous (2.1) et (2.2) et la minimisation de @ (}) pour A € L2([O,T],H).
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2.6 - LA METHODE HON-ADMISSIBLE.

Nous allons étendre la méthode non-admissible du calcul
hiérarchisé au calcul de la commande optimale du probléme défini au
paragraphe 2.4. Cette méthode est une méthode duale oii 1'on cherche le

. * . ca
maximum de & (M) par un algorithme itératif.

2.6.1 — DECOMPOSITION.

. .. . *
Supposons choisi un algorithme de maximisation pour @ {A)
(gradient, par exemple). A chaque itération on aura besoin de connaltre
. ¥ PR
le gradient de & (A). On peut vérifier que :

* #*

bl
I®(N/N =w - Cz,

* * . . .. . =
w et z solutions du probléme de minimisation de J(u, ) pour donné.
Or, ce probléme d'optimisation est séparable en N sous-problémes

minimiser Ji(ui,A) sous (2.1), uiE Qﬁ, pour A donné.

Cela nous améne 3 décomposer la méthode en deux niveaux.
Un premier niveau cherche 3 résoudre les N sous—problémes indépendants,
pour donné. Le deuxiéme niveau, que nous appellerons le coordonnateur,
cherche 3 améliorer la valeur maximisant la fonctionnelle conjuguée par
un algorithme itératif. Par exemple, si on utilise au coordonnateur, un
algorithme type gradient, on aura :

/\k+ 1

Coordonnateur : = Ak Fk(wk - Czk),Fk > 0,

k k . N
avec w et z socolutions des sous problémes

. k
mﬁ? Ji(ui,A ),uié ?ii, sous (2.1).

Cette méthode nous fournit une séquence de solutions
k k k k . . .
Z,pP,Ww,u, 3 k& IN , qul doit converger vers la solution du
probléme global, c'est-i-dire, la solution des &quations (2.4), (2.9)

et (2.10).



2.6.2 — UN PROBLEME SINGULIER.

Malheureusement, les sous—problémes sont singuliers, conséquen—
ce du couplage linBaire par variable d'état [GALY (1)]. Parmi les sugges—
tions pour surmonter cette difficulté (&lévation au carré des équations
de couplage [|BAUMAN (1)1, utilisation en plus du Lagrangien augmenté
[HESTENES (1)]), nous considérerons le changement de variables proposé
par [GALY (1)]. Ce changement de variables a pour but de rendre ,(u,A)
non-linéaire en w, et s'obtient par un traitement de la relation de coupla-

ge (2.2). Recherchons les conditions pour lesquelles 1'inversion de

w = Cz (2.13)

conduit & un cofit séparable.

On ne peut pas inverser C dans tous les cas, méme si C est
un opérateur borné. Si C n'est pas borné, on aura des problémes aux

limites souvent complexes, c.f. la section 2.8.

Supposons {2.13) inversible dans les espaces choisis et
représentons la relation inverse par :
N

z = Bw = col (E: E
i=1

ijwj)’ (2.14)
ol E = gEijL La substitution de (2.14) dans le terme sur la sortie du

Lagrangien J(u,A) conduit a

~ N . N T
ICu,A) = 2 T ug,w N+ 2 My s
1=1 1,_‘]=] 0
i#]

W, dt,
] >HJ

ol nous avons fait
Z‘fi(ui,wi,,\) = 1/2 {2,(1) - 7(D), G, (2 (T) - 7(T) )Hi

T
+Jﬁog 1/2 € Mii(t) wi(t),wi(t)) Hi - <Ai(t),wi(t) ); Hi
N
_— *
~{D (D)2 (£) + J_zz:] Cy;(0) )\j(t),zi(t) > K.
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T
+ 1/2 (Ei(t),l)i(t)ii(t))ﬂi }dt + 1/2J’0 (ui,Riui)Uidt
et
N *
Mij(t) = kél Ekj(t) Dk(t) Eki(t).

Si Mij(t) = 0 pour 1 # ] et les Mii(.) {auto—adjoints semi-définis
positifs par définiticn) sont inversibles, le Lagrangien est séparable,

et la méthode non-admissible peut etre appliquée.

Avec le coordounateur ci-dessus, les scus—problémes seront :

>

. = 2
rltll%nwi Ji(ui,wi,/\), uiE ui, wié L°([0,T], Mi)’

(2.15)
sous (2.1)

En réalité, nous avons remplacé le probléme original par un
probléme équivalent ayant un coiit strictement convexe sur le couplage. Sur

celui-ci, on peut appliquer la métrhode sans crainte d'un probléme singulier.

Dans le cas oli le probléme n'est pas séparable, on peut essaver

un changement du type

+ —
Cii =™ Ci1 * ¥ A A - T

3} un opérateur borné sur Hi. On aura, de Mij = 0, N(N~1)/2 é&quations

non—1lin€aires avec N lnconnues, ce qul est bien restrictif.

2.6.3 — CONVERGENCE DE LA METHODE.

Nous démontrerons la proposition

Proposition_2.3. Supposons Mij =0 pour i # j et les Mii inversibles. Le
nouveau probléme de commande optimale a un point selle unique et, en plus,
la solution des sous—problémes converge vers la solution du probléme global,

k - 2 - .
pour P( appartenant a un compact contenu dans (0,2%/p7), oli Aest 1'indice
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-~

de coercivité de J, c'est-i-dire,

T(aywsd) 3 adlu(? + w13y,

et p la norme de :

() ,w()) — C(-)LcP(-,s) [B(s)u(s) + w(s) ] ds (2.16)

Nous ferons dans la proposition A.4 (V01r 1! appendlce A.3)
X = L ([0,T],0) x L (00, T1,0), x = {u,w) et 9" = (BJ/au,DJﬁaw. Les pro—
priétés {a) et (b) sont classiques et la propriété (c) découle de

1'inversibilité de R et des Mii' Nous ferons aussi :
(u,w) = w- Cz(u,w).

I1 est facile de reconnaftre dans (A.28) les équations variation-
nelles qui donnent la solution du probléme global dans la Proposition 2.2.,
et dans l'algorithme (A.29), (A.30), la méthode non-admissible du sous-—
paragraphe 2.6.2. Comme la proposition 2.2 s'applique facilement au probl&me
de commande optimale aprés le changement de variables, la Proposition A.4

implique la Proposition 2.3.

2.6.4 - SOLUTION DES SOUS-PROBLEMES.

La méme démarche du paragraphe 2.4 appliquée aux sous-problémes

(2.15) conduit 3 1'ensemble d'équations suivant :

dzi
= A, z, + B.u. + w. . = z.

dt 1% Blul Yie Zl(O) *i0?
dp. N

i * L]
- = A.p. + D.z. + . = Porins
dt Alpl Dlzl jE% CJlAJ’ pl(T) Pip

(2.17)

(Bf p.(t3u) + Ru,. v. - u,),, » O \/v.e U.,u.e U

1717 ii, i i ui A i’ i’

-1
= - +

w, (t) ML A+ P,

car on n'a pas de contrainte sur w.
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2.6.5 — DECOUPLAGE.

Supposons Y = LZ(LO,T],U). Les &quations (2.17) sont sous la
forme d'un probléme aux deux bouts usuel, et la théorie du découplage est

applicable. Tous les calculs faits nous avons

u (0 = - R (o) B0 [P () 2 () + r (D], (2.18)

wi () = - [0 Fp 0 2 (0 v (0], (2.19)

ol Pi(.) G.Lw([O,T], i(Hi)) est un opérateur auto—adjoint solution de
4 or(on,k) + (P (B)h,A, (kY + (A.(0)h, P.(t) k
dt i ’ i 1 i *

_] *
- < P,(t) B,(t) R, (©) B(©) P.(t) h,k h;

(2.20)
_l . _

- {Pi(t) M. () Pi(t)h,k\) + (Di(t)h,k\) =0
P.(T) = G.,¥h,k€ A,
1 1 L

et ri(.) e LZ([O,T],Hi) solution unique de :
dri x -1 * -1
—r =L~ 4l + 2 (0 B.(6) Ry (£) Bi(t) + P.(0) M () r,
P.(t) M. (A, + Z% ct A
+Po(e) M (DA, 51 (D7 (2.21)

j=1

r.(T) = G.(z.(T) — z,{T))
i it71 i

2.6.6 - AUTRES ALGORITHMES DE COORDINATION.

On peut changer le coordonnateur en utilisant d'autres algorith-
mes, comme un de descente minimale, de Newton, du gradient conjugué, ou
des méthodes du type quasi-Newton. Avec un coordonnateur de descente mini-—

3 - k . ..
male, on doit chercher le paramétre de telle facon qu'il maximise
P gon q
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OO+ PN = ¢y,
Si zk,wk et uk sont solutions des sous—problémes pour A==Ak, et Z, W
pour A = wk - Czk(le gradient de(fr(A) si A= Ak) un calcul simple

(Voir 1'appendice A.4) donne :

=

k)

@ X+ p® - 02 = 172 ap? + bp + @ ()

avec o
T k k
a = {E(T),6%(T) ) . j'c{}(ma,ai Yyt 2 {w =¢Cz, ¥ - C.”z’)H}dt
T
+ (U,RY) . dt
0 U
K T K K
b= ¢{z (T) ~203,GE@))H+I {Qm,ﬁ)H+<A,ﬁ-(ﬁ>H
0
T
+ < wk - Czk,wk - Czk) - {(D7,%) fdt +-[ (uk,Rﬁ) dt
H H 0 u
Alors :
Pk = — b/a.

On vérifie que, & chaque itération du coordonnateur, il faut

. - . k k k
résoudre les sous-probl&mes deux fois, 1'une pour calculer z w et u,
H] »

et 1'autre pour calculer %, W et 1.
2.6.7 - UNE REMARQUE.
Des exemples numériques sont présentés dans [ PRADIN (2] .

2.7 - LA METHODE DL PREDICTION DE L'INTERACTION.

L'idée de cette méthode est de fixer au coordonnateur non
seulement le paramétre , comme i la méthode non-admissible, mais aussi
la variable w [MESAROVIC et al (1), TITLI (1)]. Dans ce sens, avec un
algorithme gradient, le coordonnateur devient :

I L

e L

Pl > o,
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Le coordonnateur le plus intéressant est celui qui utilise
un algorithme d'it&ration directe, ce qui revient & utiliser un algorithme

d'itérations successives pour la résolution des &quations du probléme global

wk+] _ Czk (2.22)
Nt _ K (2.23)
zk et pk sclutions de

dz.

i k
TR Aizi + Biui + W zi(o) =20
dp. N

1 * *

=—-A.  p, - D,(z. - z.) - LA, . = p. 2,

dt B Py Dl(zl Zl) }51 CJl)ﬁ’ pl(T) Pit (2.28

L 3
; + R.u. .-, . . , € .
(Bi pi(t,ui) Rlul,v1 ul)ui}/ O,\?lvle U‘l’ u, U.l

Des exemples numériques sont présent&s dans [ PRADIN (2)].

Nous discuterons ici la convergence de la méthode.

Proposition_2.6. Soit (zk, pk, wk, Ak, uk),k € N 1la séquence générée
par 1'algorithme itératif dafini par (2.22), (2.23) et (2.24). Supposons
qu'on n'a pas de contraintes sur la commande. Alors, si 1'intervalle [0,T]
est suffisamment petit, cette séquence converge vers (z, p, w, A, u),

solution du probléme global, fortement dans
2 4 2
(L™ (lo,1,m] " = L°(fo,1],0).

Démonstration : Comme la solution des sous-problémes est bien

e e . k k P . .
définie 4 partir de A~ et w, on peut écrire la méthode de la fagcon suivan-—

te 3

AP ,
k+1 k

AK = - p(wksA )s

avec des notations évidentes. 8i nous définissons :

X = COl(Wk,Ak) e X = [Lz([O;T])H)] 21 et
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F(xk,AF) = diag (Cz(wk,kk), - p(wk,)y)),

la méthode peut s'écrire

xk=] - F(xk),

F étant une application affine de X dans X. Par le théoréme du point fixe
[YOSIDA (!)], pour démontrer la converge, il suffit de vérifier si la par-
tie linéaire de F est une contraction. Cette partie linfaire est obtenue
en fmisant z = 0, z{t) = 0. Nous trouverons une expression pour cette

partie lin€aire, et nous estimerons sa norme.

La substitution de 1l'expression de z(t) dans 1'expression

de p(t) conduit i :

o o« -1 *
P&)+jfﬁﬂlﬂGéﬂﬁ)B@)R (s) B (s)
o

T
+J " (,t) D(e) ®(-s) B(s) R '(s) B (s) delp(s) ds
sup(t,s)

T T
=j [&(1,0) ¢ (T,s) +j & (@, ) D(v) P (c,s) do)w(s) ds
0 sup(t,s)

T
* *
-j & (s,t) € (s) A(s) ds (2.25)
t
Le terme A gauche de 1'égalité définit un opérateur sur :

LZ([O,T],H) que nous écrirons :
= (I +3) p(.),

od I représente 1'identité dans cet espace. De la définition 1.1, on a que

N(t,s)ll = \P#f(t,s)ﬂ €¥ , ¥ une constante quelconque dans le texte,

done :

WA e Nslyr® e w2 s vt s Hof 12 pcon

3

sorr p 02 e R Bt 0 2 1200

oli Tes normes ont &té prises au sens de H et || D|ly = ess sup i Dol .
St T est suffisamment petit, Il A 1 < 1. Un théorgme classique [YOSIDA (1},

Page 69 nous dit que 1'opérateur I + A est inversible et, en plus,
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no " g - .

De (2.25) nous pouvons retirer une expression pour p(t) :

T T
p(t) = (I +A)'1s [$ (T, )6 &(T,s) +j P (r,t) DE)d(o,s) delu(s) ds
0 sup(t,s)
T
- (I+A)_1j &(s,0C% () Als) ds, (2.26)
t
d'oli la majoration :
1ol € Viswp@®,tHIe U2+ Wby’ /(0 - WA LD twol =+

sVt e 2 /- A WAl

De la méme fagon, si on substitue {2.26) dans l'expression de z(t), on aura :

t -1 »* -1 T * *
2(t) =] (t,s) B(s) R (s) B (s){I+A) ® (¢,t) C @) A(e) do ds

0 t

t
+j $(t,s) A(s) ds
(]

t t
—j’ P(t,s) B(s) R '(s) B*(S)(IH\)—]J (2 (1) CP(Te)

(o] [s]

T
+J CF*("'(,S) D(R) S(m,0) dmlwio) do ds

sup{s,r)

ce qui conduit a la majoration

Nz € o +¥T N R B v wsup(t?, 1) [ ne U2 + 14p W o/ A Dl ()

P T 1B R BT e Ng/- 1A 2 Aol
On veoit que, si T est suffisamment petit,

Hez{w,M) il £ A w0,

U= pGa, M £ Al I,

pour une constante & < 1, |I(w,A\)I| 1la norme de (w,\) dans 1'espace produit.

D'ol
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il F(x]-xz) € \\x]—XZH , K< 1, x],xze X,

et nous avons terminé la démonstratiomn.

Une discussion plus détaiilée pour le cas de systémes invariants

dans le temps, se trouve dans { PRADIN et DA SILVEIRA,(Z)].

A partir des expressions des constantes, on peut voir que la
convergence sera améliorée si le couplage est plus "Faible” (Il C || plus petit),
le cofit sur la commande plus "fort" (\IR_III plus petit) et le cofit sur 1'dtat
plus "faible" ([ DIl plus petit). 5

Remarque 2.8.

{PRADIN (2)) a suggeéré une modification qui peut, dans certains
cas, améliorer la convergence : affaiblir le coupiage par un changement dans

la définition de Ai(t)

C, == C. = F., A,—= A, + F.
1 1 L 1 1 1

La théorie du découplage est applicable aux sous—problémes.

On obtient les équations suivantes

pi(t) = Pi(t) zi(t) + ri(t)

< P. (t) h,k>Hi + { P.(t) b, A, (t) k)Hi * LA (1) h, P.(t) k)Hi

~
rlo

-1 E™
—(Pi(t) B, () R.T(8) B, (1) P.(t)h,k )Hi+ (Di(t) h,k) H, =0

P.AT) =G, ,Yh,k €09(a,)
1 1 1

™M=

* . -1 * »
go - A + PO B, (6) Ry (6) BI(6) Y, - cji(c)kxj

]=1

+ D, zZ, - P, .
1(t) z1 Il(t} w1

v (T) = G, (z2.(T) - 2, (M)
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2.8 - EXTENSION AU CAS DE COUPLAGE DIFFERENTIEL.

Nous allons étendre les méthodes déji présentées dans ce
chapitre, au cas de syst@mes régis par des équations différentielles
partielles couplées par des opérateurs différentiels. En réalité, nous
travaillerons dans un cas un peu plus général. Supposons que le couplage

obéit aux hypothéses

(a) Cij(t) : Hj-—> Hi est un opérateur linfaire fermé avec domaine dense
dans Hj’ pour tout i, j et presque partout en L[O,T].

(b) T1 existe g(.) € L2([0,T],R) tel que
W C{ty €(t,s) h ll . € gle-s) nll

Sous ces hypothéses, on peut définir une extension fermée
bornde de C(t) & (t,s) [YOSIDA (1), Pages 78-79). L'utilisation du
théoréme 2.1, Page 572 de [CURTAIN et PRITCHARD (2)] & la place de la

proposition 1.4, nous améne 3 la généralisation suivante de la proposition 2.1 :

Cij(.) non bornés, mais ob&issant aux conditions (a) et (b). Alors le probla-

me global est bien défini.

Le paragraphe 2.4 reste entifrement applicable, car on peut
bien définir C*(.). La proposition 2.2 n'utilise pas la continuité des
restrictions, mais seulement celle de &(t,s) C(s), donc elle reste valable.
La méthode non-admissible avec le changement de variables proposé dans le

sous—paragraphe 2.6.2 est applicable dés que le probléme aux limites

Cz = W, (2.27)
w donné, a une solution unique dans les espaces choisis, et que Mi' est bien

défini. Dans ce cas, la Proposition 2.3 reste valable, car, dans (2.16),

CCol 2C,8)P(s) ds = | CHL(,s) P(s) ds,

o o
1'extension fermée existant presque partout dans [0,T}. La grande difficulté
de 1'application de la méthode non-admissible revient 4 la solution de (2.27).

Nous le montrerons sur deux exemples.
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Supposons {fL = (0,1) < IR, A un opérateur différentiel éllip-~
. .. . 2 .
tique du deuxidme ordre,ij(Ai) = Hzal)ﬁ Hé@l), hi = L. Si C=K2/x,
x €0, K une matrice inversible, la solurion de (2.27) sera
|
z{L,x) = Ew = K w(t,o)do,

(o]

car z{t,.) est absolument continue et

2z/9x = K_iw avec z{t,o) = 0.

O
Exemple 2.6.
Supposens A un opérateur &lliptique du quatridme ordre,
4 2 2 . . -
ﬁXAi) =H ) N HOCQ), et C = Kaz/ax . 81 zoe.CXA), 1l faut r@soudre 1la
famille de problémes aux limites.
2
Kazz/ax = w(r),
2 2
z(t)& 2(A), w(t) € H @) N Ho(n.).
Si K définit un systdme &1lliptique, le probléme a une solution unique. Si
K définit un systéme hyperbolique, le probiéme sera ultra-déterming. Even-
tuellement une connaissance spécifique de w(t) permettra de démontrer qu'il
¥ a une solution (Voir Exemple 2.5). m]

En passant & la méthode de prédiction de 1'interaction, on
peut voir qu'on a besoin seulement de C(.)P(.,.) et son adjoint. Nous

réunirons ces affirmations dans la proposition suivante.

Proposition_2.7. Soient les hypothéses des paragraphes 2.2 et 2.4, en suppo-
sant les Cij(') non bornés mais obéissant 3 (a) et (b). Si le probldme aux
limites (2.27) a une solution unique, les Mij =0 pour 1 £ i, et les Mii

sont inversibles, la méthode non—admissible est applicable, la Proposition 2.3

restant valable, étant la norme de

(U(. Y w(.))— ' CC.) 2C.,s) [B(s)u(s) + w(s)]ds.

O
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51 T est suffisamment petit et le probléme n'a pas de contraintes sur la

commande, la Proposition 2.4 reste valable.

Nous avons développé un exemple avec deux sous—systémes couplés

par des opérateurs différentiels

dz, 922. ~
= =d 140z +u +w, teé[0,1.0], x €(0,0.1),
Jt i, 2 i71 i i
X
avec
zi(t,O) = zi(t,!) = 0,
zi(O,x) = sin (107 x),
eto\] = 0.001, 0(2 = 0.003, (%] =(52 = -1,

le couplage étant donné par :

2z

wl = 0.5 —a—x—+ 22,
321

w2 = 0.35;-"* Zl.

En utilisant un algorithme d'interaction directe et des différences finies

pour la réscolution des sous-problémes, nous avons obtenu le résultat suivant

erreur de 10_2 35 itérations
erreur de 10_3 40 itérations
erreur de 10_4 45 itérations
erreur de 10_5 51 itérations,

ol l'erreur est donnée par

+ ..
sup [l zk ](t,x) - zk(t,x)\l, 1'erreur initiale d'ordre de 0.2,
t, X
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CHAPITRE 3

COUPLAGE CONCENTRE SUR UNE SOUS-VARIETE I !
THEORIE GENERALE,

3.1 — INTRODUCTION.

Les types de couplage considérés dans le Chapitre 2, ne
comprennent pas le couplage par les conditions aux limites, pour des sys—
témes décrits par des &quations différentielles partielles. Or, on trouve
des exemples physiques ol ce dernier type de couplage a beaucoup d'importance
les problémes de commande de pollution sur une rividre ou sur une baie, divi-
sées en trongons (voir le chapitre 1), les problémes de commande d'une colon-

ne de distillation plus complexe.

Le but du chapitre 3 est d'étudier une théorie pour ce type de
couplage, dans un cadre suffisamment général, pour couvrir des couplages
ponctuels ou par des surfaces intérieures au domaine de définition de la

variable d'état.

Dans le prochain paragraphe, nous développerons les notions de
base pour bien définir ces types de couplage. Les paragraphes suivants
traiteront des problémes de commande optimale et du calcul hiérarchisé,

tcujours dans ce cadre abstrait et giénéral.

Les exemples ct les cas particuliers seront traités au Chapitre 4.
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3.2 - DEFINITION DES SOUS—-SYSTEMES.

Pour parler du couplage ponctuel oii par les limites, nous
aurons besoin d'introduire des &quations affaiblies et des définitions par

transpesition.

Nous noterons .‘.ﬂ. C IRH, un ouvert ayant Bﬂ pour frontiére
(supposee une sous—variété de dlmensmn (n-1) sufflsamment régulidre),
H, c 1? (-ﬂ ). Soit f‘iCﬁi une sous—variété de dimension strictement
plus petlte que n et suffisamment réguliére. r‘i sera appelée la surface
de couplage. Par convention, Qi = [O,T]xﬂi, Zi = [0, Tlx I"i ; (.,.)ni,
VRN I" s Loy d Q , <"'>Z la dualité pour des espaces de fonctions de

support Continu dafis fl i Qi et Zi.

Nous supposerons aussi 1'existence d'une formule de Green sur

<t{>,f>Q_ = {(d/dt ~A) g, q)Qi - <@i<(,'ri n(}zi

1

SIS BLPE P P ES ON KPP (3.1)
1 1

ol M est donné par :

T
M(t) = q:"i'(s,t) £(s) ds, (3.2)

t
&fi(.,.) un opérateur d'évolution sur H ayant pour générateur A (.) de
domaineO(Ai) # ?, et ol A, ( ) represente le méme opérateur d'un point
de vue formel, mais sans ex1ger des conditions homogdnes sur Pi (ce qui
se traduit pour un domaine ﬁ(ﬂi) plus large que Q(Ai)). On voit des
formules de Green de ce type dans [ LIONS et MAGENES (1), LADYZENSKAJA et

al (1)] . Nous montrerons des exemples au chapitre 4.

Dans le cas général d'un opérateur Ai(') d'ordre 2m, on

aura les termes de (3.1) sur (0,T]x Q.Qifri, oli du type

m-1
Z A6, 05 JZ;_O (oaijuf,“!ijmzi. (3.3)

3=0
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La méthode que nous développerons restant la méme, nous nous bornerons
i (3.1}, qui suppose soit l'ordre de Ai(.) ggal & 2, soit 1l"annulation

de 2{m~1) termes de (3.3).

Définition 3.1.

Supposons Pi et Q_Di disjoints. Une solution faible de :

EE

it - i(t)z + Biui sur Qi

B.z=w., Az=20 sur X . (3.4)
i i 1 i

z(o0) = z_ sur .Oi

est une fonction z(.} € CO(EO,T],Hi) telle que :

(hhz Do = <76 By >Qi_’<Tiﬂﬁ v z.

1

¢ <M, 2 ) a (3.5)

1

pour tout f & Cl([O,T],Hi) et M (.) obéissant & :

T
M =] Fi(s,0) £(s) ds, (3.6)

2
et B.u. & L'(Q.), z € H,
i1 i o i
Les conditions aux limites sur Qﬂi, si elles sont homogénes,

sont contenues dans la définition de (A i). Dans le cas contraire, il

faut modifier la définition (3.1), dans le sens de [ LIONS et MAGENES (1)].

L'expression (3.6) indique que *(.) est une solution faible

du probléme de Cauchy (Voir la proposition 1.2)

49 AT - f

at = sur Qi (3.7)

MET) = 0, /v[(_)é CO([O,T],Hi). I1 n'y a pas de conditions sur Pi.
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La définition (3.1) est cohérente avec la formule de Green

(3.1)
*
<f,2 > Qi = <(—'d/dt - Ai)’v]\’z >Qi - <Tiﬂ?.’ eiz }Zi
+ <GiNL,AiZ>Zi + <’V((O)s Zo>ni
= <".B.u, ) 0 —<Ti~1,wi>zi +{M 0, 2 g - (3.8)

ol 1'on a appliqué les conditions de la définition. Par les arguments de

densité utilisés dans la littérature Libd.) on a (3.4).

Le couplage par les conditions aux limites exigera une légére

modification.
Définition 3.2.

Supposons r'iC Q.Qi. Une solution faible de :

dz ‘A
— = +
It i(t)z Biui sur Qi
®z=w. sur I, (3.9)
1 1 1
z{o) = =z sur 1,
0 i

est une fonction z(.) € C ([0,T],H, ) obéissant 3 (3.5), pour tout f£(.)
EC ([0 T,H, ), B U, 6-L (Q Y, z_ C H., et ol M(.) est décrite par :

T
MED) =L P(s,0) £(s)ds,

les fonctions de<D(AI) (et doneM(t),p.p. en t) Etant telles que

G, M) =

M{(.) est la solution faible de



dm | g* -

It Ai(t)n f, sur Qi

giwz = 0, sur Z} {(3.10)
~(T) = 0, surfli

conditicens aux limites homogénes sur [O,T]XEUli/Pi,

* ~ 0 ' .
W(t)él¥3(Ai) p-p. en t,"M(.) € C (DD,T],Hi). L'FEquation (3.9) est la
transposée de (3.10) [ibd.].

On peut reprendre les calculs de 1'expression (3.8), en
démontrant que la définition (3.2) est aussi cohérente avec la formule

de Green (3.1).

Dans les définitions (3.1) et (3.2) nous pouvons représenter
la solution de (3.4) et (3.9) dans une formulation abstraite qui s'approche

de celle utilisée au paragraphe 2.2.

s . * * p . .
Proposition 3.1. Soit A, = —'Ti et #,(.,.) l'opérateur de quasi-&volution

gENnEré par AI(.). Alors la solution de (3.4) (ou (3.9) s'écrit :

| o
2(6) = P,(t,0) z_+| & (t,s) B.(s) us) ds
o
T .
+ ¢P&(t,s)/\i(s) wi(s) ds, (3.11)
)

ol nous n'avons pas indiqué 1'iscmorphisme canonique entre un espace de

Hilbert et son dual.
Remarque_3.4.

L'opérateurl\i est nécessairement non borné, vu qu'il trans-
forme un espace de fonction sur Pi’ en un espace abstrait qui contient fonc—
tions définis sur fli. L'interprétation d.eAi n'est pas aisée, il est pré-
férable de regarder chaque cas particulier. Une théorie sur le dernier térme

de (3.11) commence 4 tre construite par [BALAKRISHNAN (1), Pages 214~220,
LASTECKA (1)]}.
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Démonstration de la proposition 3.1 : La substitution de

(3.6) dans (3.5) améne & :

T T
. { <f’z>jli - < . %i(s,t) f{s) ds, Biui(t)—r_/\iwi(t)>rLi }dt
T *
-{ QE(S,O) f(s) ds, zo)_n_. = Q.
o] 1

D'aprés le théoréme de Fubbini [CURTAIN et PRITCHARD (4)) :

T t
(£(t), 2(t) = P, (t,0) z_~| %, (t,s) [Biui(s) +f\_lwi(s)] ds) , dt =0,

0 o 1

pour tout f(.) € CZ(EO,TJ,Hi). La densité de cet espace dans Co([O,T],Hi)

et le théoréme de Titschmarch finissent la démonstration.
On &crit (3.11) formellement comme
g-% = Ai(t) z + B.u, +Aiwi’
z{o) = z -

On peut démontrer aussi que la propesition 3.! donne une cdondition néces-—

saire et suffisante pour avoir (3.11).

3.3 - DEFINITION DES SYSTEMES GLOBAUX.

Le systéme global sera défini par :

dz,
EEL =aAi(t) z; + Biui + Aiwi’
zi(O) =z . (3.12)
N
w.(t) = Z. C,.(t) z.(t),
i 2y 1] j

J=

i € T:ﬁ. {3.12) représentent formellement des sous-syst@mes comme ceux
présentés a la définition (3.1) (od 4 la définition (3.2)), et les opéra~
teurs Cij(') sont des opérateurs non bornés entre L2([O,T],Hj) et un espace
de fonctions de support contenu dans Zi. Remarquons que le support des Cij(')

doit Btre nécessairement Z . , et qu'ils constituent une sorte de "mesure sur
In ]
5
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La proposition 2.1, n'est plus valable, et il faut vérifier
si le probléme global est bien défini. Il faudra avoir une certaine compa-
tibilité entre les ordres de différentiation des @i et des Ci" et la
régularitd des C?i(.,.). Un exemple de conditions de ce type est donné

par la proposition 3.2, qui est quelquefois, trop restrictive.

Proposition_3.2. Supposons l'existence d'espaces de Banach Wi, Ei et Wi,

(a) H. D O(C. (1)) D W,, W. D ImA.(t))D H,,

J 13 -1 1 1 1
(b) ¢..(.) €& 120,11, L(W., ¥.)),

lJ | 1

A (e 1%qo,t1, Lw., 7)),

1 1 1

(c) d>j<t,s)€ £<Hj, Ej>,=3=i<t,s>é£<wi, H), ty s,
@l & (ol g gj(t-s)uﬂ(nHj, Ve u,

1

(e) 1] ‘Pi(t,s)({?H ” ghi(t—s)lhpuﬁi,*v/\ocf ﬁi,

1

(5 8,(), by () et g, b ()E 12(f0,1], R),Vi,] € T.N.

Alors le probléme global

t
z(t) = P(r,0) z_+) F(t,s) B(s) u(s) ds
[8]
t
+ 1 &r,s) C{s) z(s) ds (3.13)
Q

est bien défini, ou C(.) ={A.(.) C..()}.
1 1]

Démonstration : Il suffit de vérifier que C(.) = diag (A. (.)
1

{Cij(.)}, les deux matrices et €(.,.) = diag (éPi(-,-)) obéissent a des
conditions du type (a) - (f) sur W =T1ﬁi, W =TTHi et W =TTWi, et d'utiliser
le théoréme 2.1, Page 572, de [CURTAIN et PRITCHARD (2)] avec :

UCE 5530 = P(L,8) diag (A1), F(D) = {o; (0},

dans les notations de 1l'article cité.
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La condition (f) est trés restrictive [CURTAIN (2)].
De toute fagon, on exige que l'opérateur d'évolution soit régularisant,
ce qul interdit certains problémes hyperboliques, par exemple. Dans le
Chapitre 4, nous montrerons trois applications oii on peut montrer que

le systéme global est bien défini sans utiliser la proposition 3.2.

3.4 - UN PROBLEME DE COMMANDE OPTIMALE.

Le probléme de commande optimale que nous considérons est

la minimisation du coiit :

N
J(u) = Z J, (u)

i=1
Jj(u) = 1/2 Lz () - Z,(D), G (2,(D) - z, (1) ) H,
T
F2) (e () - Z(0), Dz () - 2 () ) de
O 1
T
+1/2 (u., R.u,) dt,
o 1 1 1 Ui

avec les notations du paragraphe 2.4, sous (3.12).

La condition nécessaire et suffisante d'optimalité est

toujours donnée par :
@I(u) ou, v-u),; ) o,Vvel, uel. (3.13)

51 on reprend les calculs du paragraphe 2.4, on arrive aux conditions

suivantes : (3.1.2),
dp. N
1 - _UA* _ _ - +* A’h
at i Py TPyl JEI €Yy P;
(3.14)
Pi(T) = Gi(zi(T) - zi(T)):: Pip
(BT p.(t3u) + Rou., v.mu.) > 0.Vv.elU.. u. el (3.15)
1717’ 171 'L iy, T 1 i’ i i ‘

1

L'équation (3.14) est formelle, et elle a le méme sens que (3.12). Aprés
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avoir défini p = col (pi) par (3.14), 1 & 1,N, il faut recalculer

(paragraphe 2.4}, pour arriver i (3.15).
Y= (=d/de=A"-c" R plrsu), 2(t5v) = z(t3u) > o
+ Cpps 2(T3v) - z2(T5u) 3,
avec Q =TTQi,f)_= TTni. Si @ = diag ®.), ete, et I = T‘izi,
J= {p(t;u), B(v-u) ) Q- A0, olaltsy) - Z(t;tl))>E
+{Gp(tu), A (2(t3v) - 2(t5u)) ),
T p(e0),® (2(659) - z(t3u))),,
par 1'application de la formule de Green (3.1) et la substitution de
(3.12) et (3.14). De la définition de A il vient :
A= {plt;u), Blv-u) } 0t {pltsu), (C-@) (z(t3v) - 2(e5u)) >

Or, d'aprés les définitions 3.1 et 3.2, nous savons que =
p > q

w =z,

et d'aprés la définition du systéme global, que

Cz. Alors

=
I

w
1l

< p(t;u), B(v-u)) q°
ce qui démontre (3.15) par les arguments du paragraphe 2.4.

Le dernier terme de (3.14) doit &tre interprété a la lumiare
de la formule de Green et des définitions 3.1 et 3.2. En général, il sera
plus facile de caleuler directement les conditions d'optimalité que d'inter-

préter (3.15),
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3.5 - LE CALCUL HIERARCHISE.

L'extension directe de la méthode non—admissible au calcul
du probléme de commande optimale pcosé au dernier paragraphe, n'est pas
intéressante. Elle conduit & des problémes singuliers au niveau des sous-—
problémes, et 1'application du changement de variables proposé par {GaLy (lﬂ
exige la résolution d'importants probl8mes d'observabilité. Elle pourra
Etre intéressante, si on a un colit quadratique sur le couplage. Nous repren-—

drons ce probléme au Chapitre 4.

Pour 1'introduction de la méthode de prédiction de 1'intéraction,

nous définirons

*
A —*/\j P

3 i’

ce qui nous permet de séparer les conditions d'optimalité en deux ensembles

N

w. = C.. z.,

1 i=1 1] ]

(3.16)
*

A =-N p.,

] ] pJ

dz.
L= Az +B.u + W., z.(0) = =. ,
dt 11 ii ii i io
dp.

N
1 * *
Foom AR T D (e = CiiAp 21D = pips
] (3.17)

#*
(Bi pi(t,u) + Riui’vi“ui%xi > O,V/vié 1{i,uiGZ?Ji,
i €T,

L.a méthode représente comme un algorithme d'itérations successives

N
k+1 k
. C.. z,
" jz=1 iy

1

Ak+l __A* k
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k k .
z et p solutions de (3.17) avec w = wk et A= Xk, et oii A= col(Ai).

Sous les hypothéses de la proposition 3.2, il est possible
d'étendre la démonstration de convergence de la méthode de prédiction de

1'intéraction (proposition 2.5) car les termes du Lype
@F}(t,S}J\i(S) Cij(s)

sont bornés, et l'opérateur C(s) apparalt toujours pré-multiplié par

& (t,s) [PRADIN et DA STLVEIRA (2)].
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CHAPITRE 4

COUPLAGE CONCENTRE SUR UNE SOUS-VARIETE 11
EXEMPLES

4.1 — INTRODUCTION.

Dans ce chapitre, nous appliquerons la théorie du chapitre 3
a trois exemples : un cas de couplage ponctuel, des &quations hyperboliques
couplées par les conditions aux limites, et les problémes variationnels

dits de "transmission" ou de "diffraction".

Les &quations variationnelles nous permettront de définir une
méthode duale, en appliquant les techniques du paragraphe 2.6 d'une facon
trés abstraite sur la définition (variationnelle) des 8quations, et non

sur le probléme de commande optimale.

4.2 - UN_CAS DE COUPLAGE PONCTUEL.

Soit fli = (0,1 R, Hi = Lz(fli), Ai =D (le Laplacien)

avec domaine :

1

8]

19(Ai) = H2(£1i)(q H (fli), i & 1,N. Soit la formule de Green :

T 1 T I
j J P(e,x) £(t,x) dx dtc =5 S (d(P(t,x)/dt*"aA].‘]o(t,x))”[(t,x) dx dt
o .

Q &) o
T T
+f [%}f{-]“ (t)fq(t,xi) dt ~5 [LP]~ %33 (t,x.) dt
a X. o] X.
1 1 1
+ J- ?(O,x) ™M (0,x) dx, (4. 1)
(o}
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1

[g(t,x)]?: 1im_+ glt,x)} - lim  g{t,x), iiEifli,

1 XX, XX,
i 1

et M(.) est solution faible de

é&g (t,x) = =8M (t,%) - £(t,%),

M(t,0) = M(t,1) =0, (4.2)

!
o]

MAT, %)

Cette formule de Green est un cas particulier de la formule démontrée
dans [ LADYZENSKAJA et al (1), Pages 225, 226 et 229], ol on démontre
aussi que les différentes limites dans {(4.1) ont un sens. La formule
(4.1} est obtenue comme limite de formules de Green classiques de part

et d'autre du point ii, sur 1'ensemble de solutions de

2z
atl (t,x) = Dzi(t,x) + Bou, (£,%),
zi(t,O) = zi(t,l) = 0, (4.3)

z.(0,x) =z, (x).
i io

Nous remarquons quefq(t)ézij(Ai) est continlment différentiable, mais

kf(t) peut en pas 1'@tre sur x = ii. De plus,
DA = tfnpn Koz )u &, mN x,

X la fermeture dans Hl((O,ii)LJ (ii,I)) de l'ensemble des fonctions de

classe C% en (O,ii) et (fi,l) et nulles sur x = Q0 et x = |.

Si on choisit (bizi = fzé]i = w., les sous-systémes seront
. i
o i
déerits par (4.3) et :

[Bzi/é‘x] . =0

1
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Un formalisme plus facile & manier est proposé dans [LIONS (2) ,

Pages 182—187:]. Soit hi(t) & a(x—ii) la distribution :
' v
Lf(t,x)w . hi(0) @ (e,%) dr, ¥ @€ 20Q,)-

Flle appartient 3 [Hz’l(Q)] X si ﬂi - IRn, n € 3. Par transpositiocn,

on peut définir :

22.
ng = Azi + B+ (D) @ 5(x—xi), sur Q,
zi(t,o) = zi(t,s) = 0, t€ [0,T] (4.4)
z.(o,x) = z. (x), sur () .
1 10 1

le couplage é&tant :

N
w.(t) = . C

..oz (t,x,), ¥, € (..
PR S E R M

J

Nous reconnaissons, dans le formalisme du chapitre B,Aiwi =, & 3(x—'}'c'i),

et C.. =c,, B.z., ®.z. = z.(t,F.)(la trace sur .&€ (1).
1] 13 131 1] ] ] 1 ]

Si on définit l'état adjoint par la solution (par transposition [ibd._]) de

2p.

N
i_ _ B _ =
A A CH 37:'] pi(t,x) @ O (x-%,), sur Q
pi(t,o) = pi(t,l) = 0, te {o,7]
pi(T,x) = Gi (zi(T,x) - Ei(T,x), sur ﬂi

et on observe que
N N
< 5___ Pj(t,xj) ® B(X"xi), zi(t;v) ~ zi(t;u) S Q.

i=] j=1 1

N
- Z < Pi(t;l}),[wi(t;v) - wi(t;u)] @ B(X«ﬁi) >Qi =0,

1=

les calculs du paragraphe 3.4 nous conduisent 3 :

*
cy 4 _ _ ‘
(B, p, (t3u) Rougs vy “i’ui > o,v/vié‘ui, u,eU,
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La méthode de prédiction de 1l'intéraction s'éerit

K+l k

AL (D) = - i (x),
N

Gy e s z}j\(t,xj),

=

: k . " P
£ ¢t p solutions de N sous-problémes décrits par :

921- "

5T Azi + Biui + wi(t) e J (x—'}'g"i),

P N )

Q_t_l - —Api - Di(zi-zi) + 2 >\Lj\(t) @ 5(x—'5<'j) :

=l

zi(t,o) = zi(t,l) = pi(t,o) = pi(t,l) =0,

z.{0,x) =z, (»n), p.{T,x) (%),
i io i

T Py

%*
(Bi pi(L,x,ui) + Riui’ 4 ui)ai:} 0,\;Jvi€ ui’ uié Ui.

Remarque 4.1.

Le coordonnateur travaille sur des fonctions ayant leur
support sur les points de couplage, ce qui signifie un échange d'information
treés petit, par rapport aux sous—problémes. 0

4.3 - COUPLAGE PAR LES LIMITES SUR DES EQUATIONS HYPERBOLIQUES.

Dans ce paragraphe nous &tudierons 1'application de la théorie
genérale du chapitre 3 aux systémes régis par des équations hyperboliques
couplées par les limites.

4

4.3.07 - DEVINITION DES SOUS~SYSTEMES.

Nous utiliserons la théorie déve loppée par [RAUCH (1)] pour
décrire les {quations hyperboliques ayant des solutions dans un cspace de

2
type 1

Soit 'Qi = {X Emr" 11'“1 < x! £ li}’ avec
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x = col (XJ) E.H{n, et Pi :{ b égmlll Xi = 11}. Soit

' A AN
4 \ 7 A
’ 7// \ \\ AN
—_ IR U
- /‘ TN —*
;ﬁj}b// 112 {13 f)4
/
e \ N
r m r
o 3 2 3 4
Figure 1.
le systéme d'équations du premier ordre.
Bzi n Bzi
51 = 2 Aij(t’x) 5;—-+ Aio(t’x) z, + Biui’ (4.5)

ou Aij et Aio sont des matrices n.xn, de classe C%en t et X, et
I

z., B.u, &€ L2([0,T)x ()., R™M).
1 1 1 1

Supposons (4.5} une &quation strictement hyperbolique avec limites non-
caractéristiques [ VINTER et JOHNSON (1), COURANT et HILBERT (])J. Sans
perte de généralité, nous supposerons (4.5) dans la forme normale

[COURANT et HTLBERT (1), Pages 173, 4261, o

- , - + ) +
Ail = + | Ai = dlag(aij), Ai = diag (ail)’

. + . -
Ai une matrice rixri, Ai une matrice (ni—ri) X (ni“ri) avec les ai. {0
+ - 5

et les as % 0. Nous pouvons décomposer le vecteur d'é&tat en

zi(t,x) = (zI(t,X) z:(t.x))T,

. . + - -
z, un vecteur de dimension r,, et z. un vecteur de dimension (n.-r.).
i i i i

Alors les conditions aux limites seront
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z_(t,x) = 0, xe [
1 0
+
z (t,x) =0, x€
N
_ _ L (4.6)
z.(t,x) = w,, xel', | i€ )N,
1 i 1i—1
zT(t,x) = WT, xe ', , 1€ 1,81,
1 1 1
Se1? T te 12 . g @it
avec wié L°(f0,T)x r'i__l,]R 1) et wiC L7 (Lo, T\x I R ) 3
et la condition initiale sera :
z, (0,%) = z. (x) € 1(Q1,,R™M). (4.7)
i io i?

[RAUCH (] démontre, sous les hypothéses ci-dessus, que le
systéme d'équations (4.5), (4.6) et (4.7) est bien posé. I1 approche

Z.5 W, WI, Biui et z,, par des fonctions infiniment différentiables, sur
lesquelles 1'affirmation est démontrable par la méthode des caractéristiques.
Il passe ensuite 4 la limite en utilisant des inégalités issues de 1'8galité
de 1'énergie. C'est-d~dire que le sens de (4.5) est donné comme la limite

d'équations du m@me type sur des fonctions de classe C®

4.3.2 - DEFINITION DU SYSTEME GLOBAL.

Supposons N sous~systémes décrits par (4.5), (4.6) et (4.7},

i € I,N, couplés par :

, 1 & 1N,

w'i-(t,x) M;.:(t,x) z;_l(t,x), x € Pi_

1

t + + . —_
wi(t,x) = Mi(t,x) zi+1(t,x), XE r‘i’ i€ 1,81,

+ . w0
M, et M, matrices r.xr. et (n.,-r.)x(n. ,xr. ) sur C ([O,T],]-‘. ) et
i 1 1 i- 1 1 1- 1—1 11

Cw([O,TI,Pi), et de ranglplein. Sous une :‘_ondition technique (le noyau des
matrices suffisamment proches de M; et M: doit @tre disjoint d'une certaine
varié té | VINTER et JOHNSON (l)]), nous pouvons appliquer la technique de
[RAUCH (1] pour démontrer que le systéme global est bien défini. En plus
[VINTER et JOHNSON (1), RUSSEL (1) ] démontrent une formule de CGreen quil nous

sera fort utile. D'une fagon plus explicite, on a :
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Propesition 4.1. Le preblé&me global hyperboligue (4.5), (4.6), (4.7),
i€ 1,8, et (4.8), obissant aux hypoth@ses ci-dessus, est bien défini.

Pour chaque sous-systéme, la formule de Green suivante est valable

(zpf) Q, - CByug ;) Q, <%’%”i>fiﬂ

+ o+
+<z+,A

My T 2100 . (49

. 2 n;
ol < .,.>Q représente le produit interne dans L (EO,T]xﬂi,IR 1y, ete, et

47. est solution de
i

T
9 5 oo 9. r no2AL
—;{E-‘-Z Ai'w_.]; _(Aio _Z 11< ),‘zl:fl’
j=1 M 9x] k=1 9x
"z:(t,x) =0, xe_, i€ .1, (4.10)

N = < P £
NZi(t’X) 0, x& ;0 1 I,N,

i
O

T (Tox)

Définissons pour 1 &€ 2,N-1,
n .
A. =77 A, (t,x) 9 ./8x7 + A. (t,x)., avec domaine
Loy i io

D)y =

LZ([(},T], Hz(ﬂi,IRni)), et 1'opérateur Ai ayant la méme défini-
tion formelle deﬁti, mais de domaine

il

4(4;)

{zEp(fAi)\ z =0 surPi" et z' = 0 surr1i}-

+
;T 0, sur rlo" et que ZN =0,
sur FN (dans la définition de;g(/h) et dep(Ai)). En suivant le méme raison-

nement que dans le chapitre 3, les sous—problémes pourrvont 8tre décrits

Pour i = I,N, nous supposerocns, de plus, que z

(formellement) par :
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L Z. . . . W,
dt 11 11 1 1 11

z, (0) = =z, ,
i 10

et (4.10) par

d +
- 53 - A
(4.11)
M(T) = 0.

- %

Dans (4.11), si (  représente la trace sur la surfacel’
1 1

E] + + *

:_[A (b 1] ’Ai=[Ai®il’
qui sont des opérateurs nécessairement non bornés.
Remarque 4.2.

Nous pourrions considérer aussi des couplages série-paralléle, ol

(4.12)
j=i+1

Nous indiquerons dans des remarques, ce qu'il faut changer dans les

méthodes qui suivent pour couvrir ce cas plus général. a

4.3.3 - UN PROBLEME DE COMMANDE OPTIMALE.

Considérons le probl&me de minimisation du cofit J(u) = > J.(u.)
i1
exprimé au paragraphe 3.4, mais oll nous introduirons une légére

généralisation :

2 : . . . ..
Ei(J & 17({o,1] lei' B{nl) dans cette application. Si nous définissons

les équations adjointes par :

T

9 n ap n 9A.
=2 Af N (AiTo - L lt) p; = Di(zmzy), (4.13)

J-_- ] ‘ax‘] b=t 2 x
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- --1, - T - - .

p. = (Ai) ( i+1) Ay Piyge sur | go 1 € 1,81,
+ _ (A+)—I(M+ )T + + [—| . é 2—N'
Py = My i-1 i-1 Pi-ye SUTT 50 1 7
Py = 0, surle,

+

p, =0, sur FO’

Pi(T,X) = Gi(zl(T’X) - El(TsX)) = PiT, Surﬂi:

équation qui a un sens par les mémes théor&mes que 1'équation du systéme
(ob&it aux mémes hypoth&ses), les calculs du paragraphe 3.4 pourront &tre

repris. Alors, sid = diag (aAi), A = diag (Ai), etc...,

M o= ((-d/de- A% - X A% p(tsu), z{t;v) - z(t;u) > Q
* Kpps 2(T3v) = 2(Tju) Dy

En regroupant les termes et d'aprés (4.9),

N
4= {p(tzu), Blv-u) ) Q- gz < Aipi(t;u), zi(t;V) - zi(t:U)> Zi~

=

-1
+ 4+ + +
+ < Ai pi(t;u), zi(t;v) - zi(t;u)>>z .

1 i

MEEAN

+ + + +
- < Ay po(tsu), 2z (Gv) - zi(t;u)> £

=
— b

"

< A; pi_(t;u), z;(t;V) - z;(t;UH L.

[
I}

+ {p(0;u), Zo_zo>41 .

De (4.6) et (4.8) on a :

N
= {pltiu), Blv-u) ) 0° 2 < (M'i-)_I
1=2

i1

-] - -
Al pi(tsu)s Zi_](t;v)

(4. 14)

(4.15)

1

N-1]
- +. -1 + + + +
Sz (ewdy w3 KON T A () () <ozl (G,

i—1 1=1

N
+ + + +
- g AP (t5u), z, (£3v) = 2 () Dy
N-1 - _ _
+ <Ai p.(tsu), 2. (L3v) - 2, (630) ) o .

i=1

i
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Les conditions aux limites de (4.14) nous aménent i

Jo (oo, Bl Y

N
-1 KA (), 2 (559) - 2 (Gsu)
1=2 1—1
N-1 o _ _
+ );1 {a; p; (), 2. (55v) - zi(t;U))Zi
. gf% < A+ + + . o+ )
= i+]pi+](t’u)’ Zi+l(t’v) Zi+1(t,u )z_l

N
L« AL P50, 21 (6Y) - 2 (u)

i—-1

S1 on remplace 1'indice de la deuxidme somme par i-1, et celui de la

quatriéme somme par i, on volt que
J=<piw, Blv-w) ) @
d'ol, selon le paragraphe 3.4, la condition d'optimalité devient

* R
(Bi pi(t;ui), vi—ui)ui) O,\/vié'ui, uiE ‘Ui, i € 1,N, (4.18)

Nous avons utilis& une généralisation de la formule de Green
(4.9), pour un cas oli les conditions aux limites sur " ne sont pas
homogénes. On peut la démontrer, soit directement, soit par addition
& la formule correspondante pour P obtenue par changement de la direc-

tion du temps.

Remarque 4.4.

Dans le cas signalé a la remarque 4.2, supposons, par simplici-
té, que l'on a, pour seule différence par rapport i (4.8), pour i et N
fixés,

w, =M, oz, + M.. =z.
i 11—} 1] ]

) pris surfﬂi_] et zj pris sur Fj). Le seul changement nécessaire
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dans (4.13), (4.14) et (4.15) sera :

- - - -T = - - T - -
pj = (Aj) f(Mij) Ai P, + (Mj+1) Aj+l pj+1]’ surqu. (]

Figure 2.

4.3.4 - LE CALCUL HIERARCHISE.

Pour appliquer le paragraphe 3.5, il faut dé&finir une nouvelle

variable :
+
A=NTp.

. . - + . .
Or, de la définition de A formé parA et \ , on voit que A doit 8tre

décomposé& en deux parties, avec :

AT oo 4T T +_ Lt
i A. p., A. Ai P;s surf‘i_1 et Pi'

Pour faciliter l'application des formules nous réécrirons cette variable

sous la forme

1

- - - =1 - + + + =1 +
(3- = pi (= (Al) /\1)’ (51 = Pi (= —(Ai) Al)’

et la méthode de prédiction de 1'intéraction devient : coordonnateur donné

par :
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- k+1 - = Lk
(w.) = Mi (Zi—l)
surlﬁi_l, i & Z,N,
- k
(P = ahT el pT Al 6D
k
WDM = M: (ziil)
sut Pl’ i€ I!N-IS
- -1 = T - - .k
(e = DT ol T AL e, )

k - +.k k - +.k . —
S = . D, € 1,N
z{ col(zi zi) et ps col (pl pl) , 1 R

solutions de :

dz,
__...1 = =
31 AOAi z; + Biui’ zi(O,x) zio(x),
°oP.
1 _ _AX _ _ -
e = AL by T D (5 m 2D, b (TR = ey,

>

*x
. - u. o,¥v.e U., u, €U,
(Bi pi(t’ui) * Riui’ Yi ul%ugz >V le’ Y4 € 111

—_—

pour i € 1,N, et les conditions aux limites :

. (w_)k + +.k

z. = (w, . ==
i i’ P, o= (f3i) , sur Pi—]’ i & 2,N,
+ +. k - -k . —_—
2. = (W), py = (B, surly, i€ T,N-1.

L'échange d'informations par le coordonnateur, se falt seulement

sur les limites.

L'extension de la méthode au cas tralté dans le paragraphe 4.4

(et 4.2) est évident. Il suffit de faire dans le coordonnateur (i et j

fixés),
- k+1 - = k+l -, = k]
(wi) = Mi(zi-l) + Mij(zj)
k+1 1 T k - T - - k
(e = Log)t ey epT+ 00, 7 A g 07 _
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4.3.5 - DECOUPLAGE LOCAL.

On démontre dans l'appendice 1, la proposition suivante
PP prop

Proposition_4.2. Sous les hypothdses de la proposition 4.1, et si on

n'a pas de contrainte sur la commande,
pi(t) = Pi(t) Zi(t) + ri(t), pP-p- en t, {4.16)

ol Pi(.) & Lm([O,T],{(Lz(ﬂi,IRni)) est la solution unique de

1

|
o

ap,
1 * -
(G r g +Ap e~ BB R B P D4, Q;

(4. 17
P.(T) =0
1

]
o}
-

pour \/Lf,'y] € Lz(CO,T]x.Qi, IRni), tels que dQ/dt-AiC{?

et ri(.) solution unigue de

dri=[—A*+PBR"B’] +D, 7
dt i 1 %1% Pidny i 4

- -k + +. k
+ + Aw,
Pri(wi) Prl(wl) ?

I~
-
~
o)
~—
]

Gi(zi(T) - 2.(D), (4.18)

= (pDS, sur P, i €7,

-
|

1

—_—

-k .
(rbi) » sur ., i€ 1,N-1,

]
]

a
1]

0, sur i“o, et T, = 0, sur PN’
0ll, aprés partitionnement :

- + T
P~ = ([Pn-[] [P"V(] Y,

nous définissons
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- - + +
(CL ) P ) g,
1 (4.19)

- - - + +
= L), &7 [P o) )ri - KD, AL [Paq) )ri_]-

4.3.6 - PROBLEME AVEC UN COUT SUR LES TERMES DE COUPLAGE.

[TRYBUS (l)] a étudié un probl&me de commande optimale défini

comme celui de ce paragraphe, mals ayant pour cofit 1'expression :

N
T = 3w + Z Lw

N-1
+ + 4+
; P (WS v Yy
i=2 1=1] i

i Sy vz
1-1

Sous 1'hypoth@se de coercivité des formes bilinéaires définies par
— + . - - . ~
5. et Si’ on peut appliquer le développement du chapitre 2, qui améne

1
d une méthode non-admissible, et son probléme de singularité. Ta méthode

s'écrit :
~ k+] -k k, - - -
(e = (B o+ p z,_, = W) sur I"i_l, i €7Z,N,

+ k+1 +. k k,.+ + + .
. = (p i) + P (Mi Zig1 wi) surfﬂi, i& 1,81,

o~
P
e
S
|

z, et W, solutions de (4.5), (4.6), (4.7), (4.13), (4.15), (4.16) et :

- L | -k - —
(D7 (PDT + A P

=
]

+ + -1

+. T + k
i o= DT DT(ED

+ + -1 + kv 4

£
i

~-1, -7, -k 1
- @) M) ()

=
i

P, = 0, sur o’ et Py = o, sur‘ﬂN-

[TrYBUS (l)] présente les &quations du découplage. On peut
aussi définir une méthode par prédiction de 1'interaction, comme au

paragraphe 2.7.
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4.4 - PROBLEMES DE TRANSMISSION VARIATIONNELS.

On trouve dans la littérature, la description de deux types
d'équations paraboliques couplées par les conditions aux limites
les problémes de diffraction [LADYZENKAJA et al (1), Page 224) et les
problémes de transmission [LIONS (1), Page 1037). Ces derniers décrits
dans un cadre variationnel, se prétent trés bilen aux manipulations
que nous ferons dans la suite. Il nous sera possible de définir une
méthode duale, qui prendra la place de la méthode non-admissible. Les
problémes de diffraction qul ne sont pas variationnels, sont encore dans
le cadre du chapitre 3, mais la méthode duale (sous-paragraphe 4.4.4),

ne sera pas applicable.

4.4.]1 — DEFINITION DU SYSTEME.

Cette fols, nous définirons d'abord le systéme global, pour
le décomposer ensuite en sous—systémes.

Supposons un domaine {1 < H{n, ouvert, divisé& en N morceaux
ouverts {1 e i€1,N, disjoints deux i deux, et sépards par des surfaces
r&j =2U1i flgilj. Toutes les surfacesi?j1i sont supposées des variétés
de dimension n-1 suffisamment réguliéres (de classe C?mpar morceaux et
obéissant & la condition du cdne [TREVES (1)], par exemple), et les

r;j seront numérotés avec 1 > j.

Ly /,—F‘\\}v
12
Jfll

Figure 3.



- 57 -

Par simplicité&, on travaillera avec des opérateurs du
deuxiéme ordre, en supposant les limites Q_Q.i de classe C%®, pour
pouvoir appliquer la théorie de [LIONS et MAGENES (1)]. Nous indi-

querons ensuite comment passer au cas plus général.
Nous voulons formaliser un couplage donné par :
. L .. Z., sur V.. 4.20
O'IJ(X) @')13 z. J1(341)6511 zJ, ur i’ ( )

oll ®ij represente 1'opérateur de trace sur I'. i3 a partir deﬂ.. Supposons

H :T\'H i = L (L. ), et V la fermeture dans H](_ﬂ. ) du sous—ensemble

de (_ﬂ_ ) formé par les fonctlons nulles sur 2N 9..0. Soit
Vv = { Lf— col(t{’ )&ﬁV l k‘?obe]t 4 (4.20), pour chaque P # 0, les
O' ( YE L (I“ } Supposons donnée sur chaque Ql une famille de formes

”esqulllm_alres sur Vi’ ai(t;lf,"(), t € [0,T], coercives sur Vi’ et
obéissant aux conditions (b) et (c) de 1'exemple 2.4, paragraphe 2.3,

. PR N
La forme sesquilindaire a(t,kf,'\f() = E ai(t,tei,'\zi), t{’= COl([Fi)’
n= col(ﬂ?i) est coercive sur V, t € [0,T]. Alors la théorie des problé-
mes variationnels [LIONS et MAGENES (1) ] nous dit qu'il existe un seul
z = col (Zi) € W (voir l'exemple 2.4) tel que

T T
[ [a(t;z;‘z) + (dz/dt,'vl}vi:v] dt ={0 { Bu, "1) vy dt

O
(4.21)
+ {z,sM)) 4 =0,

k/”’{é W avec "’((T) =0,

2 3 .
pour tout Bu € L ([0,T], V) et 2 € H. Si on peut appliquer la formule
de Green modifiée de | LIONS et MAGENES (1), Page 132], o les A, , repré-
1]

sentent la dérivée normale sur rij d partir de Qi,
a<tz,«p_z <= a0 2.9 [<A , 1J~1>p
i=t i

(4.22)

+ < .
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la deuxiéme sommation prise sur les F'j #=}5. La substitution de (4.22)
i

dans (4.21) et les arguments de densité habituels nous conduisent i :

dz,
1 _
ac T ME T By sur
(4.22)
z.(0) = z. sur £).
i io i

i € 1,N, et 4 la condition :

2 LA 7@ m Y r A @ r.oC 0

. . . 1
1% ] ] S J

Si on prend les termes défimis sur rlij (ol, toujours, 1 %y 3} et si on

applique (4.20) on aura :

055 T5 < Aijzi’gij”lﬁrij # A5 ij]

it Tyt e TRt T

O M45% ¥ 585120 @B 1 mi) p "

De (4.23) on a 1'@galité 3 zéro pour toutes les Pij’ et tout . € Vi’

d'oil
O_ji(x)Aijzi +0'.1J. (X)Ajizj = 0, sur Pij'

Dene (4.21) équivaut, dans les notations du chapitre 3, a :

dz.

_i_d

TS .lzi + Biui sur Q.l

zi(o) =z sur .Q.l (4.23)

z.l(t,x) =0, x €9.Q.lﬂ.9ﬂy

et les conditions sur les PJ # ¢
i
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¢. &..z. ~0.. @ .z, =0,
1} 1] 1 ji 313
(4.24)
.. .z, 0L N 20 = 0,
Vii /51]41 1JAleJ 0
que l'on peut réécrire comme
i] G%jél h le’
sur Pij’ iy ] (4.25)
Tt T Ve
complémentées par les retations de couplage :
w., =¢.. ®..z.,
1] J1 31 ]
sur Pij’ 1] (4.26)
Wi T q&i/sijzi'

Dans cette nouvelle notation, les Eguations (4.23) et (4.25)
définissent les sous-syst@mes, i & I,N, et 1'équation (4.26), pour toutes

lesfjij # @, le couplage.

Nous ne calculerons pas les opérateurs Ai dans ce paragraphe,
il est plus facile de travailler directement avec la formulation varia-
tionnelle. Les opérateurs A.l et::t\.l ont également un sens différent du
chapitre 3, avant leur domaime sur Vi et leur image dans V:. On peut

réduire ce cas plus général aux hypoth&ses du chapitre 3 {domaine contenu

dans Hi)'

Dans 1'étude de systémes disposés en réseaux, comme la commande
de pollution dans une riviére et ses affluents, ou le chauffage d'un

treillis de plaques, on trouve un couplage
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g |

e

\

!
/ /
Figure 4.

différent qui suppose plus de deux sous-systdmes couplés sur une méme
surface de couplage. Travaillant avec trois sous-syst@mes (les résultats

pour n > 3 sont semblables) nous distinguerons deux types de problme.

L'un correspond au treillis de plaques, ol la température est

la méme 3 la surface de couplage

T =G =5, r. 4.2
1%y 2 =90, 2, = 6,05 2, sur (4.27)
De la validité d'une formule de Green modifiée pour ce cas (ol les @:i
et‘5i contiemnent les diffomorphismes nécessaires 3 1'accouplement de
plusieurs sous-systdmes sur une seule surface), on calcule de la méme

facon que pour (4.24)

Ué 63/6121 + Gi03A222 +*W}0}/ﬁ23 =0, sur I". (4.28)

D'oli la définition des sous-systémes par les conditions sur

o (;Blz1 =, qzﬁbzzz =W, 0, Az =y, (4.29)
et les relaticns de couplage

= = G R
WP T Oy y S 0Tz 0 03 A 2, (4.30)

L'autre probléme modélise la jonction de deux rividres

@]zl =(’>8222 + (1 *[’:)@)323, sur U, 0<p<l, (4.31)
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L'application de la formule de Green modifiée donne :
COU-pIA L8 v+ LU=0A 2,000,

+ Ay U= By =0
La variable 7 € V obGissant 2 (4.31), on a :
CPOAPIS 2+ U0 IA9%200972 ) p

AR I (VRN S PR -8 3m 350 = 0

pour tout 72’; V2 et ’\136 V3. Donc :

sur §° (4.32)

>
(WS
™
(%]
i
|
~
T
“
S
>
—
™
—_

Les sous-systémes sont définis par les conditions sur |l .

B,z

N WI’AZZZ = wz,/\ Zy = Wg, (4.33)

373
et le couplage par :
W) =Pz, ¢ (-6 Bz,

W, = —("A]ZI’ sur I (4.34)

£
1

3 - (]—(B)Alz].

4.4.2 - UN PROBLEME DE COMMANDE OPTIMALK.

Soit le probléme de minimiser le cofit J(u) donné au paragraphe

3.4, ue :ﬁui’ui un ensemble convexe fermé contenu dans LZ([O,T] ,U.)
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z; défini par (4.23), (4.25) et (4.26). La condition nécessaire et

suffisante d'optimalité (3.13) conduit 3 :
€6; (2, (T3u,) - Z; (1)), 2, (T;v,) = zi(T;ui)>_QjL

T
+ S { Di(t)(zi(t;ui) - Zi(t)), zi(t;vi) - zi(t;ui)>f1_
o 1

T
-~ - i € 1,N. .
+ go (Riui’ v, ui)Uidt 3 O,t/vic Ili, i 1,N {(4.35)

Supposons valable une formule de Green du type de (3.1), mais symétrique

dans le sens que :

k.. =0.. (le trace sur O (4.36)
1] 1] 1]

Alors, la définition de p = col (pi) par :

Pi g, D, (z,~3%
dr 1 Py T DilEmZ), sur Qg
pi(T} = Gi(zi(T) - Zi(T)), sur Qi (4.37)

pi(tax) =0, x€ aﬂlﬂ 2L, s

[
an]

T, . 5..p. -a,, B, .2,
1] 11°1 Ji 31 3]

sur [, (4.38)

+ .. s 2.
Guji,“'—ijpi D_IJT_'IlzJ ©
i € 1,N, toutes les r;j # 9,
permet la transformation de (4.35) en

x R
(B} p,(t5u,) + Rou, v.mu), > o,v/v.leu.l, wo el i €TH  (4.39)
1

Une démonstration se trouve dans [PRADIN et DA SILVETRA (1)] et une autre
dans [DA SILVEIRA (3)].
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Dans la formulation variationnelle (4.37) est interprété

oomme

T
[ [ attsyp) + (p, dop/de ) % db = = (D(z=2), M} vy

Q

+ L6z(D) - 2T, (D) L =0, (4.40)

\/”l €W avecw{(o,z 0.

Remarquons que a(t; est 1'adjointe de la forme sesquilinéaire initia-
q q 5P ] q

le, et donc coercive avec le méme ccefficient de coercivité.

Si on consid&re la généralisation &tudiée 3 la remarque 4.8,
équations (4.27) - {(4.30), il faut remplacer les conditions de (4.3

sur Pij par

G& glp] = Ué éEPZ =0 G

373l
, sur [ (4.41)
T 0y Tyt T 03T, 400, Topy = 0
Déja le cas considéré aux équations (4.31) - (4.34) exige le
remplacement des conditions sur [ par :
G Py = (6p, + (1-() G40
= - r
3‘2132 G'\S’]pl ,y Sur (4.42)

- (=8 Tp,-

On voit que le probléme de transmission sur p est toujours

du méme type que le probléme sur z.

4.4.3 - LA METHODE DE PREDICTION DE L'INTERACTION.

L'application directe du paragraphe 3.4 au probléme de commande

optimale traitd dans ce paragraphe, comme on a fait au sous-paragraphe
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4.3.4, nous conduit 4 la m8thode suivante :

k+l k
W, . = Q6. 2.
ij it 951 o
sur .., i i, (4.43)
Ko A K H
ji ji‘7ij71
kal = 0., &..pg
ij jioiin; o
sur I,., 1 3, (4. 44)
Nl gk 3
ji ji 1371

pour toutes les Pij # 0, zk et pk solutions de (4.23), (4.37) et

(4.39), et les conditions sur pij

k
L. 2. = W,
1] "1] 1 1]
/3.2, =W
%551 A ‘
sur P.., i 3, (4.45)
1]
Gl] ijpi 1]
T, = AL
T3 TleJ ji

pour toutes les Fij # @.

[pPraDIN (1), (1] présente des exemples d'équations paraboliques

ol il a appliqué cette méthode, ayant obtenu de bons ré&sultats.

La méthode est facilement généralisable pour les problémes
présentés aux remarques 4.8 et 4,9. Dans le premier cas, le coordonnateur

sera :

wk+1 -0 ® zk

1 30323,
sur [,

k+1 k k

Wy T 0,042 -6 0 A 2

et les équations correspondantes pour Pi» Py et Py La définition des

sous-problémes sera différente sur I
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ok ok k
Bz = Wis 292y = wz’”ﬁ3z3 T ¥s

et les équations correspondantes pour . et p,-
i P POUT Py, p, et py

]
Remarque 4.11
Cette méthode permet une ré@solution séquentielle. Entre les
diverses dispositions possibles, on peut poser le probléme de trouver
la "meilleure", dans un sens i préciser. 0

4.4.4 - UNE METHODE DUALE.

Si on applique la philosophie de la mé&thode non-admissible
(paragraphe 2.6), non plus au probléme de commande optimale, mais aux
quations variationnelles (4.21) et (4.40), vues d'une facon heuristique
comme les équations d'Euler d'un probleme de minimisation, on obtiendra

une nouvelle méthode [ DA SILVETIRA (3)].

Soit ¥V = TTVi(sans condition sur les Pij) et considé&rons le

probléme
T
{O [a(t;z,t{) - {dz/dt, LD‘V*"V - /\Bu,Lg),v*,v 1dt
T
‘<%”V®>H+.Z.S<Au”ﬁ®u?f°ﬁ®ﬁ?ﬂr“dt
1>] /0 1]
=0, VP& W avec ¢ (D) = 0, (4.46)

T
a(t;v,p) + dv/de, p p &+ {D(z-%), 7D, % dt
Lace 1 % "ty )

T
- e (D) +.Zf.§ <Pij’gijdi§7i_°}iﬁﬁi7j>I"..dt
jito - : i

12

=0, \7{"" € W avec M (o) = o, (4.47)

(les intégrales &tant faites sur toutes les Pij # @), plus les "contraintes" :

. © - = .. 0..7.

iy Tiji AR PR
sur .., (4.48)

S5 Byypy = Oy B0y
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pour toutes les V.. # @. Ici A.. et ('b . appartiennent, en principe,
1] 1] 1]
au dual de 1'image de ®ij (et dij). Or, les &quations {4.46) et (4.47)

sont formellement &quivalentes 3 :

dz.
T =°Aizi * By sur Qg
z.{0) = z. , sur 1., z.(t,x) = o0, x€ 99 . NJ<L ,
1 1 1 1
T W (4.49)
Ji77i] 1 1]
sur Pij. iy i,
535125 T Ay

i €T,N, toutes les )., # @,

1]
dpi JA*
de = g Py T D7) sur Q;
= ) . = - . 0
pi(T) Py surQl, pl(t,x) o, x € 9.fllﬂ9 ,

05; 5Py = Gy
sur l"‘.l., i s (4.50)

Ui ,S;iipj = (>

i € 1,N, toutes les Pij £,

donc /\ij et Gij appartiennent aux images de Tij’Aij’ les espaces pour

lesquels la formule de Green a un sens.

D'un point de vue heuristique, si (4.46) etait la condition
de premier ordre d'un probléme de minimisation, ayant (4.48) par
contrainte et Aij pour paramétre de Lagrange, le gradient du Lagrangien

18 hla ar AA .. i P - N i P R
associé au probldme par rapport & A ;j serait G’1J Bl}zl G’Jl(BleJ,
z, et Zj solutions du probléme de minimisation, Aij donné. H'oll la

mé thode
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k+l _\k k ko K
>\ij = )\ij. + F (cr,lj @ijzi D’.i .. z.)

3 J1 ]
; .. (4.51)
k+1 k k k k sur Plj’
= 4 -

Cij =0y " P (g Gyypy =035 6y P

k k .
Zi, p; solutions des Equations (4.49), (4.50) et {4.39), pour

1] —)\k e (5].1. :Oli{j' Dans 1'appendice A.1, on démontre

Proposition 4.3. Supposons que, dans le probléme de commande optimale

du sous-paragraphe 4.4.2, on n'a pas de contraintes sur la commande, et,

en plus,

s R Bl =, dlD 1 =y,

?” g 7 035 By %l rz.lf izl
2oy Giypy - o 6 ny ﬁ_ljs#npng,

alt;4,p) 2 IthlI?;v LY ¢ V.
Alors s1

(a) 2> % M

(b) pe La,b ¢ (0,(2x-% —p)/ne7)),

. - . k k
les solutions des sous-problémes et les parametres)\.lj et[‘:ij convergent

fortement wvers la solution du probléme global.

Des essais numériques satisfaisants sont présentds dans

[DA SILVEIRA (3), PRADIN et DA SILVEIRA (1)].

La condition (a) n'est pas essentielle. On peut toujours

faire un changement de variable de telle facon qu'elle soit vérifiée

[ibd.}.



- 68 -

Dans le premier probléme présenté 3 la remarque 4.8 (treillis

de plaques chauffantes), le coordonnateur sera :

k+1 k k k k
)\2 =>\1 A CA-TENE L RPN

khl vk K K

A3 = >‘z * Vk(°’1®121 7 303525)
sur I,

kbl Ak Kk K k

2 =0yt (e & p) -0, 60p,)

kel k. k ko k

(3 =03+ P (0 G p] oG ypy)

les sous-problémes &tant donnés par (4.49), (4.50) et (4.39) avec les

conditions sur I" remplacés par :

k
- A3

kK \k sk
) Tyh 2y = A +>‘3’ T O3hy2y = = Ay, O 0, Az,

Kk ik _ .k
T, 03 30 =3, + 0y S103Typy = -0y 0,550, = (>3

Pour le deuxié&me probléme on doit choisir le coordonnateur

suivant :

kel Nk Kk k K K
>‘1 :>‘1 PGz 0@z, - (-3 Byzy)
sSur

k+1 k k
AST =R PG RN -6y - () g0,

les sous—problé&mes définis par (4.49), (4.50) et (4.39) avec les

conditions sur  remplacées par :

Al”]

it

K K K
'Al’Azzz 2(5>‘ s gzg = (1 _(I’)A]

Tlpl

Ay Sy = =pA5 Sypy = - (0 gAY,
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La proposition 4.3 reste valable, voir 1'appendice A.l.

4&.4.5 - DECOUPLAGE DES SOUS-PROBLEMES.

Le découplage des équations (4.23), (4.37}, (4.39) et (4.35),
ot des Zquations (4.49), (4.50) et (4.39), dans le cas ol 1'on n'a pas
de contrainte sur la commande, exige une extension de la théorie classi-
que, car les conditions aux limites de la variable adjointe ne sont
pas homogénes. On peut démontrer la propesition [DA STLVEIRA (3),
Appendice A.2].

supposant la compacité de 1'injection canonique de Vi dans Hi’ la

solution de (4.50) s'écrit pi(t) = Pi(t) z.l(t) + ri(t),

ol Pi(.) € L2([O,T], g.(Hi)) est un opérateur atto—adjoint, solution

unique de

* -1 _#
((dPi/dt + P.lA.1 tA, P+ Pi B. Ri B, P, + Di)cf,aq ) Qi =0

(1) =6, \Jaf,rvl € W, tels que dy/dt - A @ =0 et ¥, (.)E W,

solution unique de :

dr
I _[_A¥ N - —
e R M A N T A L2 Ay

r.(T) = G, (z,(T) - Z,(T))
i iTi 1
r.l(t,x) =0, x & 3_{'1091’1.1
_ .o . r
G',AT.p. pij’ s1 1Y ], sur ij
- - P . r
G’ T .P. (}11’ s1 1 <€ j, sur ij

la sommation et des deux derniers termes pris sur tous les |'.. telles
1]

que r‘ij N Q_Q.l # @. Pij est défini par :

(P.lj /\ij’ "7>Qi = (\>\1], Wij élj Pi 'rt>|—-i‘_

J
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4.4.6 - PROBLEMES AVEC UN COUT SUR LE COUPLAGE.

Le probléme de commande optimale avec un cofit sur les termes
de couplage (supposé fait par les conditions aux limites) présente
une difficulté connue [LIONS (2), Pages 198-201]. Considérons§: divisé

en deux morceaux ayant |’ par surface commune, et les deux sous-systdmes :

i = ‘A z, + B.u, sur Qi
z.{o) =z, , z.(t,x) =0, XxXE€ 81N 3.,
i io? "1 i

couplés par les limites (probl&me de transmission)
Bz, = &z,
/>lz1 +/5222 = 0,
@?1(/Si) la trace (la dérivée normale)sur | 24 partir de
_0..1. Supposons ‘Ai un opérateur de deuxidme ordre,
B.u, € L7(Q,) et 2z, € H (N.). Al i on fait :
1Y Qi e Z: RE ors, s1 on fait :
-8 2
w =8z € 17(T). (4.52)
Des th&orémes de trace [LIONS et MAGENES (1), Page 83] on tire :
-1,-1/2
= 6 ’
W, /5222 H (z, (4.53)

ot T =[0,T)x[* et on a sSupposé Q.Qi de classe Cm, i=1,2. Le coiit

sur w, doit &tre

-1
{w,, N, w . =€{(- 8p  w,, A, w .
2 2 2> H]’ I/Z(E) T 2 2 2>L2(E)

ot Az est 1'opérateur de Laplace-Beltram sueribd., Pages 42,97, LIONS (2),

Page 198]. §i, pour un autre cHté, WZE LZ(Z), alors wlé H]’”Z(Z) et
)

son cofit sera :
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{w , Aw ) ) = {(=Dg) w., N w ) .
ARG | 1,172 £ 1771 71 2

‘ B (D) L5(x)
Une méthode différente [ LIONS (3)] nous permet de définir

un algorithme sans utiliser 1'opérateur de Laplace-Beltrami Définissons

M- ul x?iz ® (wl,wz) tels que W, E LZ(I) et wzé LZ(Z) , et cher—
chioms une sclution du probléme tel que (u], Uns Wis wz)eh. On voit

aisément que

T, = 'u[ x‘l{Z X HI’I/Z(Z) X LZ(Z),

@]

le coiit

(J défini au paragraphe 3.4) &tant une norme sur gquivalente 3 la norme
vlassique. La solution du probldme de commande optimale ayant pour cofit

? (u,w,k) = j(u,w) + <)\], w1—®222> Lz(Q) </\2,w2+/)]2,1> LZ(Q)

est donnée (formellement) par (4.23), (4.52), (4.53), (4.39), et

dp.

1 "
- = N . p, - D.{(z. - Z. .
dt Al pl 1(21 zl) sur Ql
Pi(T) = by

pi(t,x) =0, x € annaﬂi

sSUr P

et les inégallités variationnelles
T '
Chpg = Tpp + AL W - w) ) ol w2 % 0 (4.54)

L2y w e Ly,

0 1

le'(-: H

) 12 2
KA+ Bopy + Ay, wh - Wy ) o zy 7 % v wy € LTI vy & LT(@) (4.55)
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2 \
De 1Tappartenance de )\2 d L7(Z) on déduit que

T]pI = H—']’I/Z(Z) et 6’2132 &= Lz(t), et 1'utilisation des formules de

Green a un sens. Donc, les inégalités sont bien définies, et la solution

du probléme est bien celle suggérée.

1,-1/2 1,1/2

11 faut sup'poser/\zC " o ),

(). Mais wl—ﬁzzze H

o
et le deuxiéme terme de J a un sens.

On ne peut pas &crire la premiére in&galité variationnelle

(1)’1/2 # LZ(Z‘). I1 faut choisir
entre la complexité apportée par 1'opérateur de Laplace-Beltrami ou celle

comme une égalité sur L2(Z'_), parce que H

apportée par 1'inégalité& variatiomnelle. O

La méthode non-admissible (par exemple) devient
A+l 3k kok gk
PPy - B2

sur I
A

zlf solution de (4.23) et (4.39) pour i = I, (4.52) et (4.54), et zg
solution de (4.23) et (4.39) pour i = 2, (4.53) et (4.55).
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CHAPITRE 5

LE FILTRAGE DECENTRALISE,

5.1 - INTRODUCTION.

Ce chapitre a pour but d'esquisser une généralisation des
méthodes de filtrage décentralisa [SINGH et TITLI (I)] aux systémes de
dimension infinie. Nous examinerons les méthodes duales et le coordinateur

prédicteur-correcteur de [SMITH et SAGE (1.

L'étude sera séparée en deux cas : couplage réparti et
problémes de transmission. Notre intérédt a été& centré sur ce dernier cas,
essenticllement différent des problémes ofi 1'espace d'état est de dimension

finie.

Le paragraphe 5.2 posera le probléme dans un cadre tras géné—
ral, les couplages &tant comptris dans le sens du chapitre 2. Pour ce probls-
me de filtrage, nous proposerons deux algorithmes, par dualisation des
algorithmes de calcul hiérarchisé. Dans ce but, le paragraphe 5.4 commence
en proposant un probléme de commande optimale équivalent au probléme de

filtrage global.

Le paragraphe 5.5 positionne le probléme de filtrage sur des
systémes décrits par des problémes de transmission. Les méthodes présentées
au paragraphe 5.6 ont exigé le développement des équations du filtre global,

jusqu'au niveau des équations sur le novau de la covariance de 1'erreur.
]

Les méthodes présentées (paragraphe 5.6) sont issues d'un
concept un peu différent de celui du caleul hiérarchisé habituel : la

décentralisation de 1'¢quation de Riccati. Pour faciliter I"application de



ces méthodes, nous avons &tendu les transformations de Chandrasekar,
sujet du paragraphe 5.7. Des exemples d'application de ces méthodes sont

présentés au paragraphe 5.8.

Nous aurons besoin de la thidorie des équations stochastiques
d paramétres répartis, qui se trouve exposée dans [BENSOUSSAN (13} dans un
cadre variationnel, et dans [ CURTAIN et PRITCHARD (3,4)] pour des systémes
décrits par des semigroupes. Nous nous bornerons i présenter le mod&le et

quelques théordmes qui justifieront nos démarches futures.

5.2 - POSITION DU PROBLEME DANS LE CAS DE COUPLAGE REPARTI.

5.2.1 - DEFINITION DES SOUS-SYSTEMES.

L'équivalent stochastique de (2.2) est
dz.(t) = A, (t)z.(t) dt + B.(t) u.(t) dt + w. (t) dt
1 i i 1 1 i
+ E.(t) dw, (D), (5.1)
1 i
z. (o) = z, ,
i io

ce qui signifie

t
zi(t) = z.lo + J { Ai(s) zi(s) + Bi(s) ui(s) + wi(s)] ds

o
. (5.2)
+ E. w,
;(8) d ;(s)s
]
ol Ai(.) est le quasi-générateur d'un opérateur de quasi- evolutlon<§ (.0
sur H. {voir chapitre 1, t &o, T] > Uy et we définis au Chapltre 2,

zlO est une variable alédatoire gauQSLenne de moyenne z. et covariance P, |
10

io
et aﬁ( .) un procesqus stochastique de Wiener avec valeurs SUr un espace

Ki’ E.(.)é: L (1o, 1], &(K ,H. )) Le dermier terme de (6.2) a donc le sens
d"une intégrale stochasthue au sens de Ito [CURTAIN et PRITCHARD (3), Pages

136 - 142].
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La solution de (5.2) sera donnée, sous certaines hypothéses,

par

t

2, (6) =R (t,0) 2, +j & (t,5) [B(s) v (s) + w.l(s)] ds
o
t

+ Oc?.l(t,s) E.l(s) ch.l(s).

(5.3)
En général nous dirvons que (5.3) est la sclution "douce' ou "faible" de
{5.1) ou (5.2).

Remarque 5.1.

Nous supposerons que la covariance de wi(s) a la forme
Coviw,(t) —w; ()} = (t-s) W,.
wie &(Ki) est un opérateur nucléaire auro-adjoint et semi-défini positif,
ayant pour valeurs propres, l'ensemble { Aj' j & ]N} et pour vecteurs propres,

l'ensemble {e., j & 1\1} CK..
1 i

5.2.2 - LE SYSTEME GLOBAL.

Supposons N sous-systémes définis par (5.3), solutions douces

de (5.1), i € 1,N, et couplés par
N
w.(t) = 2. C..(t) z.(t). (5.4)
i £ 1] N
1=1
Le systéme global est bien définl en raison de la proposition suivante.

et 45.1(12,0) zioeoO(A.l) avec probabilité 1, pour tout j, 0 £s5 £t £ T, et

t
[ A () P (t,s) [Bi(s)ui(S) + wl.(S)] | ds<ao , a.p. 1,

O

N

C
2
& H Ai(t) CP.l(t,,s) Ei(s) ej ” ds <0,

0]

alors z.l(t) donné par (5.3) est 1'unique solution forte de (5.1), et si
o
) = 3cij(.)£E L ([O,T],DC(H)), H =TTHi, le systéme global est bien

défini.
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La premiére partie de cette proposition est une conséquence
immé&diate du théoréme 5.35 YCURTAIN et PRITCHARD (3), Page 1&8]. La
deuxiéme partie est la généralisation de la proposition 2.1,si nous tenons

-

compte du corollaire 5.736, [ibd., page IJCJ.

8i on appelle U(.,.) 1'opérateur de quasi-&volution généré
par AC.) + C{.), A(.) = diag (A, (D)), 2(.) = col (Zi('))’ ete, le systéme

global sera modélisé par

t
z{t) = U(t,o) z, + I U{t,s) B(s) u(s) ds +
o
t (5.5)
+ S U{t,s) E(s) dw (s),
t V t
y(t) = 5 D(s) z(s) ds + ( F(s) dv(s), (5.6)
8] O

ol E(.) = diap (Ei(.));co(t) = col (GJi(t)) (avec covariance W = diag (wi) :

la sortie y = rol (yi) est formée par des mesures entachées par une erreur

vi{s) = col (vi(s)), v(s) étant un processus stochastique de Wiener sur H{P,

de covariance V = diag (Vi); F(.) = diag (Fi(.)), Fi(.) é.I;“’([O,T], &.{B{Pi)),
E:pi = p. Encore, D(.) = diag (Di('))' 7., Sera une variable aléatoire

gaussienne de moyenne z_ = col (z .) ot covariance P = diag (P .).
0 oi 0 o1
5.3 - LE FILTRE GLOBAL_.

Dans [ibd., page 280, CURTAIN ct PRITCHARD (l)] on démontre la

proposition suivante.
Proposition_5.Z2. Sous les hypothéses de la proposition 5.1, augmentdes de
(a) U(.,.) est un opératcur d'évolution presque forre [ihd., Page 43],
[
(b) (1A U(e,0) b hflet< o Yhe n,
L
{

8l

() f0T) =NOM ()4 6,

le meilleur estimatewr sams hiais (au sens <de Kalman-Buey) du sysiéme plobal

est donnd® par 1'unique solution de
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d2(t) = [ACt) + c(e)] 2(0) de + B(t) ule) de

x X 1] (5.7)
+ P{t) D (t)[ F(r) VF (t)] d P(t)
7Z(0) = %
Q
t
F(t) = y{t) - j D(s) z(s) ds {5.8)
O

d ) B * *
G SO bk ) - (RO b, A7) Y (k)

(@) + e b, P kY

+

{pee)y oMo [Feey v ()] 7 (o) P(o) bk ) . (5.9

{ECE) WE (£) hyk ) H,\/h, k € D"
P(o) =P , P(t) = P*(t)

l.a généralisation de cette proposition pour des bruits sur
les limites ou ponctuels se trouve dans | CURTAIN et PRITCHARD (2),
CURTAIN (2)].

On peut résoudre 1'équation de Riccati (5.9) par décom—
position modale ou par différences finies [BENSOUSSAN (], ou en
appliquant le Théoréme des noyaux de L. SCHWARTZ. De plus, si PO =0
et A, B, C, D et I' sont constants dans le temps, on peut utiliser les

transformations de Chandrasekar L CASTI er JUNG (1)].

P(t) est un opérateur défini sur 1'espace produit U = Hi’

on peut done le décomposer comme sult
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P(t) = Pij(t) , 1,5 € T,N, et réécrire (5.7) comme suit :
dz. (t) = A (0 zi(t) dt + Bi(t) u, (t) de + wi(t) dt

+ % P..) DY) [F o v, P¥] T g p.(t),
i=p ] J 34 1 (5.10)

-~ -
Z. (o = Z.
; (o) Do

N
ol ai(t) = j{:] Cij(t) 'z‘j(t).

5.4 - DUALLISATION DES ALGORITHMES DE CALCUL HIERARCHISE.

5.4.1 = UN PROBLEME DE COMMANDE OPTIMALE EQUIVALENT.

Considérons le probléme de commande optimale suivant :

minimiser le cofit

W m =12 <p0 B(o), Blo) ) gt /2 jT {1 (IF (o) VF*(t)]m(t), m(t) ) RP
o
PR VRN B0, B ) -2 KB, BB u(n )
+ Lr) v EY o] vy, yo) R P}t
par rapport i la variable m(.) € 1.°([0,7], RY), sous
ap(e) = - A%+ <)) B dr - 0*(0) m(w) dr -
- o [ v ] Ty, (5.11)

B(T) = 0.

Ce probléme conduit i résocudre le probléme aux deux bouts formé par

(5.11) et les équations

dg(e) = [a() + c(e)] () dt + B(o) u(e) de

f

F(t) WE(E) p(r) di, (5.12)

fo) ~ 2~ ¢ Plo),



_79._

m(t) = [F(ey v F‘!(t)] o D) 8(t).

[BENSOUSSAN (1), DPages 164-166] démontre que la solution
du probléme de commande optimale ci-dessus est 1iée au filtre du para-

graphe 5.3 par
2Ty = 31, (5.13)

dans chaque intervalle [0,T].

5.4.2 - APPLICATION DU CALCUL HIERARCHISE.

Nous allons appliquer les algorithmes de calcul hiérarchisé
. . . *
au nouveau prcobleme de commande optimale défini par J (m) et (5.11).
Nous tirerons ensuite (5.13) des sous—problémes, en ramenant ce calcul

a des filtres localisés sur les sous—systémes.

Nous mnous bornerons & la méthode par prédiction de
I'interation, en évitant les problémes singuliers (voir sous-paragraphe
2.6.2).

Définissons dans (5.11)
1* ~~ [ d
C (o) Be) =%(0),
et dans (5.12)

Clr) () = - () A(o),

. * -
comme on & falt au paragraphe 2.7. Alors comme le colit J (m) est sépa-—

rable, nous pouvens proposer la méthode

P
W

¥ ~k
(r) = C () D (1),
(5.14)
~l+1 ~k
Aoty = -3 (0,
Ak Ak . "n ~ "
p (.) et $ (.) solutions des '"sous—problémes
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minimiser par rapport a m, le colt

N ~
x ~k k L N
J. . . . - .. p.
L(ml) * <A1’ w1> H, ¢ € Xj’ LIJ p1> H.
5=l J
sujet a
~ » ~ * * 1 * -1
. = - A. . - D. (e =D, F. V. F. Lt
W0 == 40 By de - 070 w0 deony [ virto] 7y, )

+ %E(t)
1

r~

ol m = cpl (mi), w = col (wi), A= col (‘Ri) et J:(mi)

a upne formulation similaire & J“(m) avec 1'indice i sur tous les
opérateurs, variables et espaces.

Evidemment Ei(T) = §?(T), et la proposition 2.5 nous
dit que la suite {Qﬁ(T); k G-EJ} COMVErge vers ﬁi(T), résultat du filtre
global. Les "sBus—problémes” sont &quivalents a des filtres classiques,
pour ﬁ?(t) et Ak(t) donnés, et si on fait le chemin inverse de ce qui nous
& amené au problme de commande optimale, on trouve le filtre des sous-

Systémes

dii(t) Ai(t) Ei(t) de + Bi(t) ui(t) dt

O RN CIEHOR A ) NSRS

k N Tk
PR W) + 3D Co(n) Al(o),
i i1 ]
z;(0) =z,
T
P (t) =y, (©) - ) D, (t) z (6) dt,
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Pi(t) 1'unique solution de 1'&quation de Riccati

dPi(t) , ” .
{ (-"@QZAJ = Po(e) AL(E) = AL(L) PLCE) - E (R W ES(D)

<o (o oo [F o v, Pl ] por (om, k) =0

1

5 _ *
P (o) = Pio,\'/h, k € D@&D.

On a [ BENSOUSSAN (1), Page 140 ] :
§.(0) = P.(0) B, (t) + Z.(6).

La méthode finale obtenue n'est pas utile, car elle
n'est pas recursive, condition essentielle, pour un filtre ! La conver-
gence des suites 3%%(.)! et yS?(.)g est faite dans Lz([O,T], Hi)’ espaces
définis sur tout 1'intervalle [0,T]. Cela signifie qu'il faut connaltre
4 1'avance toute la sortie y(t), t & [0,T] pour appliquer la méthode,
ce qui détruit la recursivité. La méme remarque pourra étre faite pour

1'application de la méthode non—admissible.

5.4.3 - COORDINATION EN TEMPS REEL.

Dans une large classe de problémes on peut accepter une
solution qul s'améliore avec le temps, i la place de la solution opti-
male. [SMITH et SAGE (1)] ont introduit la notion d'un coordonnateur
séquenticl, qui travaille par prédiction-correction, la deuxldme &tape
étant accomplie par des algorithmes proposés en calcul hi&rarchisé. Une
application de cette idée aux problémes de filtrage se trouve dans
LARAFFH et SAGE (1)], ol les auteurs travaillent avec 1'approche dite

du "maximun a postériori'.

La fonction de prédiction est de prendre en compte
1'évolution des variables de coordination dans le temps. On pourra

utiliser une méthode quelconque d'extrapolation, selon la précision
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désirée et 1'information dont on dispose. Par excmple, une extraponlation
de premier ordre nous donne
I x 9{511(
'\:r'i(t) extrapolé = ﬁi(t—d) + A& — (8.

2t

4 un intervalle choisi. L'approximation de la dérivée par une différence

finie sur conduit &

YE(L) extrapolé = 2?51;(t—a> - ’csli‘(t— 22 ).

Avec cet extrapolateur, le coordonnateur devient

~rkt] W ek _ _ ~k _

W (t) = 2wi(t A) wi(t 24)

Tkl NS YK, o
’\i (t) = z)si (t-4) + /\i(t 24 7},

le paramétre d'itération k se confondant avec un compteur des interval-

les de taille A.

Pour ne pas figer le coordonnateur i une extrapolation

de premier ordre, nous indiquerons cette opération de la fagon suivante
k - k
?&’i(t) extrapolé = 6 (A ,’\,“\71) .

5.5 - PROBLEMES DE TRANSMISSTON,

Plus intéressant que le probléme avec un couplage réparti,
nous considé@rerons le probléme de transmission (paragraphe 4.4), parti=-
culier aux systémes de dimension infinie. Nous nous placercns dans un
cadre variationnel, ce qui implique 1'utilisation des méthodes de

[BENSOUSSAN (1)].

5.5.1 - POSITION DU PROBLEME.

Nous utiliserons les notations et résultats du paragraphe
. . e 2 -
4oh, en particulier 1a dé&finition de H = 1, (£, 2 un ouvert borné du
no.o.o . .
R divisé e¢n N morceaux (£1.), la frontiére commune entre fl . ec ).
1 1 ]

étant désignée par f'ii. Dans ce cas zi(t) représente la testriction
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de z(t) & I)i, opération bien définie que nous noterons par
ZI(L) = z(t),ni.

Rappelons que Q, = [o,T] x fli, Q ZITQL’ Zij = [o, 1] x rlj’
12 :F]Ziﬁ. '

5.5.2 - LE FILTRE GLOBAL.

Le filtre global présenté au paragraphe 5.3 est encore

applicable, mais il faut bien interpréter 1'é&quation (5.10). Comme :
Zi(t) = z(t)'il.’
i
cette Equation se réécrira
z. = A. z, + B. .
dz. (t) (8 2z, (8) + B, (t) u, (t) dt

e o500 Tren v e¥el ™ ap o), (5.16)
i3

Le couplage entre les Ei, 1 €T1,N s"érablit par les conditions de
. a 2
transmission sur r‘ij’ du type de (4.24). (Z(.) € L.7([0,T1,V), et

done obéit aux mémes conditions que z(.)).

Or, si supp Di(t)c ﬂi, L & I,N, (mesures prises i

t"intérieur de!li, et si nous posons

PeLCe) nee) = feee) h(t)]lni’

pour tout h{t) tel que supp 1’1(t)Cﬂi, le dernier terme de (5.16)
peut s'derire : »

Po.(e) Do(o) LF.(oy v, F (¢ 1 p.(L),
1251 (0 Py LE ) v ] d poo)

comme dans (5,10).
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L'8quation sur les Pi'(t) est calculée en partitionnant
J
(5.9)

o <P () h, )Hi - <Pij(t) h, A’;(t) k) -

*
- <Aj(t) Ry P (D) K .
. 3 {(5.17)
I < (t) D (t) [F (t) v Fk(t)] (t> ij(t) h,]{)

+

k= k

it

x
{E, (t) Wy Ej(t) h, k ) q.

Po(o) =P . VheE€DM) ee Vi €0UH, i,i€THon? .. at
1j ol ] ] 1

oij
wij sont définis & partir de Po et W de la méme fagon que Pij'

5.5.3 - EQUATIONS SUR LES NOYAUX.

P(t) €{(H) et P (t)Ef(H JH. ), la théorie des noyaux
[SCHWARTZ (2), GUELFAND et VILENKIN (1)] nous dit qu'il existe
lj(t,. )€L(ﬂ xﬂ)tel que

Plj(t) h(t) = fnj Pij(t,x,g) h(t,¢) de, xé:ﬂi.

Nous utiliserons 1'équation du filtre global développée sur les noyaux

o 2 Y,
Pij(t,x,f). Par simplicité, nous supposerons que ui(.)é L=(lo,T], ]le)

m = m., Biui = Bi(x) Ui(t)’ XQ.O.].V, B]. (x) un vecteur ligne de dimension

mi et coefficients de classe C® e plus Eiwi = Ei(x)wi(t),wi(t) un
processus aldatoire sur IRmi, Ei(.) cbéissant aux mBmes conditions que

Bi(.) ; et Dizi = Di(x) zi(t,x), Di(x) & Cm(.ﬂ.].,]RPi), dyant support contenu

dans 1} ..
1
La symétrie de P(t} implique que
P(t)sx,¢) = P(t;¢, x), x,p€ L),
51 P(t;x,?) est le noyau de P(t), et alors

Piyleix,g) = Pailtg ), x€0 ., geq..



S
I
r)
Oy | Py BTy
L — L
_r)_ i ™
ol Ty Po
1 —=
o 0 :

Figure 5. Supports des Pij’ dans un exemple od

1 C R est divisé en deux morceaux.

I1 nous sera convenable de définir un opérateur Kij(t)

2 P. . .
€t (o, 1, R 0y, Hi) ~ le gain du filtre - par
* »*q 1
K..(t)p.{(t) =P. . (t) D. [ F V. F, L(E).
L] )[)J L] ] J ] J] PJ
S5i on utilise la représentation par noyaux, on a :

_ _ T ‘ % -1
K (0 p0) = fnj P (o) () ag[r @ v, PRl T pco

= Kij(t;x) Pj(t), x€0,

. . 2 . .
Etant la fonetion Kij(t;')e L (Ili,ﬂl), 1'équation (5.16) devient :

N
dz (t) = A, (v) Ei(t) dt + Bou (1) dt + gl Kij(t) d Pj(t),
(5.18)
2. (o) = %,
1

io’
L'équation de Riccati (5.16) implique !'équation suivante

sur les noyaux

d
o U Gng) = DA e s amed] Py e

+ Ei(x) wij Ej(x)

N -
+ ) [ P (e DE(«[) clq[Fk(t) VkF:(t)] Tﬂ D (&) ij(t;cr,r)df
k=1 k
nk
PIj(O;X’?) = P (x -f)

o1 ]

LIETLK, €0, 1€ 0.
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ol Poij(;x;,?\ est le novau associé 3 D et Ai(t;x) 1Topérateur

ol ]
Ai(t) avec des coefficients en .\;Eﬁi et les différentiations appliqudes

a la variable x.

JSunique point & justifier dans cette transformation

est le fait que

I

[P(t;x,v) A’(t,o’) h{o) de gA(t;o-) P(t;%x,0) h (o) do .
Lo S

Ceci est la conséquence des conditions Dirichlet homogenes de h{.)
sur 9L (une démonstr sion directe se trouve dans [LIONS (2), Page

158]) .

Il faut encore trouver les conditions sur P.. pour
13
X ou ?E rllJ De 1'appartenance des fonctions et de 1'image de D(t)

& 1'espace V(sous—paragraphe 4.4.1) il vient :

c’ijobijfjnf(t;x,g) h(t.@) dq]]nf T Q]i[S P(t3x,€) h(t,9) d§] Jn_
: {1 J
d'ob (si by (r,e) = h(t,f)lnk)
N
ESL[ o 6311 P (Esxsf) - O, 63_31 ij(t;x,f)] h (t,9) dgf= o,
k
sur l"ij, les opérateurs G‘ij@ij agissant sur x. Donc

o + - - = p

® & r‘.ii #0,1<j, k Em,?gﬂk. Par la symétrie de P(t) on a
. - It . =
T, ; P e, 9) trjiﬁbji .kj(t,x,f’) 0, (5.21)

ﬂé Pij F 9, i <], KEILN, Xeﬂk. D'une facon analegue, on arrive i

compléter les conditions de transmission entre les I, k&€ 1,N, sur les
1

k’
Pii # . Aussi, des conditions type Dirichlet homogine sur oL,
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Pij(t;x,f) =0, si x & 20N D‘O‘i et ?€ﬂj , o1 si ? € aﬂﬂa_ﬂ.j

et x€N . (5.22)

Les &quations sur Pi' sont les symétriques des 8quations
J

sur Pji' En réalité, on a N(N-1)/2 équations seulement. O

5.6 — DECENTRALISATION DE L'EQUATION DE RICCATI.

U Un des avantages les plus importants des mé&thodes de calcul
hiérarchisé est que 1'équation de Riccati est indépendante des paramétres
de coordination, comme on a vd aux chapitres 2, 3 et 4. De cette fagon,
elle peut &tre résolue "off-line" au début du calcul et de fagcon com-
plétement décomposée. Cette possibilité n'est pas utile dans les calculs
du filtre, puisque la structure recursive cblige la résolution de
1’équation de Riccati & chaque instant de temps, la présence de paramétres
additionnant un terme de plus, seulement. En plus, dans le calcul hiérar-
chisé, le "gain" ne converge pas vers le "gain" optimal, puisqu'il est
constant. Au contraire ,il y a des problémes pratiques ofi i1 est intéres-—

sant d'avoir un gain qui s'améliore 3 chaque itération.

Dans les problémes de transmission (paragraphe 4.4}, les
méthodes de calcul hi&rarchisé sont obtenues & partir de simples méthodes
de résolution des équations de transmission. Notre idée est d'appliquer
ces méthodes aux équations du filtre global, 3 savoir (5.18) - (5.22),
plus les conditions sur les/ﬁii, puisqu'elles définissent des problémes
semblables 4 ceux de transmission. Evidemment les nouveaux sous-problémes
auront des Gquations de Riccati dépendant des paramdtres de coordination,

mais leurs solutlions convergent vers la solution globale.

Il reste un inconvénient. Dans les équations (5.18) et
(5.19) pour le sous—systéme i, i1 faut connaftre les foncrions Pij(t;x,f)
pour i & |,N, au moins pour:&éJlif 2 € sup Dj(?). Or, si les mesures sont
ponctuciles (le cas le plus important), le support de Di est tres petit

autour de quelques points appartenant a 1l'intérieur de {1 .. Normalement,
]



1l faudra échanger meins d'informarion que dans le filfre de Shah
[SINGH et TITLI (I}J gencralisdé o wetre cas {on rempiace lo couplage
par les limites par un bruit aux limites dont la moyeunnc et ia covarlian~

ce sont échangées entre les Filltres dos SOUS=SysLomes) .

Fn vue de la recursiviod, nous atiliserons un coordonnateur

prédicteur—correcteur (volr sous—paragraphe 5.4.3).

La méthode duale (sous-paragraphc 4.4.4) appligquée &

(5.18) et (5.19) nous améne au coordonnateur

HORS NP §OY PO BB (0 -0 8. 2 (- aD),

Bip(0 =€ @ o) - PO % P (e o smg)

- vjiG}ji ij(t“ Atix 2)),

sur les P P, 1 <3, kel,N NogEQ, - Les gi ct les P, sont solution

des flltres locaux, décrits pav ().18), (5.19), (5.20) ct les conditions

aux limites sur P £, 1<

AR (D) = )\l ()
(5.23)
oA LB (L) = AL (1)
1 JJ- J 1]
"”jiTijPik(“X’?) =(3ijk(t)
k€ TN, €01 i (5.24)

P k(t;x,?)

1]

T
plus les conditions symétriques de (5.24).

Une justificotive heuristique de i° application de 1a
méthode a 1'équation de Riccati, qui n'est pas une Gquation variation-—
nelle au sens habituel, sera donnde au prochain paragraphe. Des exemples

seront résolus au paragraphe 5.8. s
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Une méthode par prédiction de |'interation amépe au

coordonnateur

)\ij(t) =£(a, vjiﬁji%j(t))

Aji(t) =f(a, —crj.A..Zz‘ (t))

1731

oD —£<a,vji@ji P (6358))

By (D) = ECa, —o T py (esx )

\

sur les r;j # @, i ¢ j, et aux conditions sur Flj

= > =
Ti3Bi5 Pig = B 015 S5p Py G (o)

x € T,N.

5.7 - TRANSFORMATIONS DE CHANDRASEKAR.

L'application des méthedes du paragraphe 5.6 n'est pas
commode. Elle suppose la résolution des &quations sur les noyaux Pij’
qul sont des fonctions sur [O,TJX fli Xflj, avec le double de variables
d'espace par rapport i zi(t), par exemple. Une fagon de simplifier ces
gquations, dans le cas particulier oii PO = (0 (on connait parfaitement
les conditions initiales) et oll les opérateurs A(t), E{(t), D(t) et F(t)
sont invariants dans le temps, cst donnée par les transformations de
Chandrasekar [CASTI et LJUNG (1)} . Dans ce paragraphe, nous développerons
cette application, ce qui nous permettra de plus, de mieux comprendre

les méthodes de décentralisation de 1'équation de Riccati.

La technique est basée sur la possibilité d'ecerirve

dP(t)

*
arc = L{t) L (t},

PT(t)

1l

ot L{t) : WU +H, comme on le démontrera,
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2
Supposons 1'opérateur L{t) de 1 ([0,7T3, R) sur
2 . .
L7([0,T], V) solution de 1'équation :

/@{% = AL(t) + K(t) DL(t), (5.25)
L{o) = Ew]/2, (5.26)

K(t) un opérateur borné denné. Supposons aussi que l'opérateur A génére

un semigroupe analytique. Alors on a :

<( dL(t) - AL(E) = K(t) DL(t)) L!(t) I, % >

de H

+ < n, (if;—itl) = AL(t) - K{t) DL(t)) L*(t)k> . 0 (5.27)

* L. . -
pour tout h, kK € £(A") (ce qui implique des conditions Dinchlet homogeéenes

pour h et k sur @0}, En décomposant (5.27) on artive i :

< dL(t)

' *
® dl (&)
& Lo k) o+ (L T k)

(5.28)

= { L(t) L*(t) h, A%c) + A%, ey L) k)
H H

- <L) Lo 0" Ko n, k)

7RG DL LNty m, kY g

Le premier terme de (5.28) égale

d *
s { () L (t) h, k ? 0
que nous appellerons

4 ¢ p
g P by H

Si

Kty = Py ¥ [pyr®] 7' (5.29)



1'équation (5.28) équivaut a

d T _ L * *x L
70 CPO k) = LRt by ATk ) (A, P k)

=Pt M IrE T e gk )

%o - .
= (P DIFVETT T Do) by k)

équation dérivée de (5.9) (avec C = o) par différentiaticn dans le
temps, Etant donnée 1'unicité des solutions de 1'équation de Ricecati
(5.9), 11 suffit de vérifier si dP(o)/dt et P'(o) ont la méme valeur.

Or, de (5.9) on tire

d (o)

¥ *
" =(?(o)h,Ak)H+(Ah, P(o) k )

- {pe) 0 %Mo) n, k) v CEES b, k) ,

1

CEWE® b, k) EREAEY (o) h, kD .

puisque P(o) = PO = 0. Pour trouver une équation différentielle pour
K(t), il suffit de différencier (5.2a) et réécrire dP(t)/dt en fonction
de L(t)

gg{_t)# = L(t) L,‘(t) D*[FVF*] -l (5.30)
K(o) = P(o) DY [pvE® 17! = o (5.31)

La réunion des résultats démontre la

Proposition 5.,3. Sous les hypoth8ses de la proposition 5.2, avec C £ 0,

A, E, D et I invariants dans le temps, A générateur d'un semigroupe

analytique, le filtre global s'éerit
dZ(t) = AZ(t) dt + B(t) u(t) de + K(t) d P (O

2(0) 20

r
Pty =y (1) - [ D Z(t) dt,

O
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K(t) solution du systéme d'équations (5.25), (5.30) avant (5.26) et

(5.31) par conditions initiales.

L'équation (5.30) sur K(t) est une équation différentielle

ordinaire. Donc :

t
K(t) =J L) LY@ 0" {rvr*y7! gz

8]

L'application de la théorie des noyaux i 1'opérateur
- 2 . . .
L(t) : L ([D,T], H) —» LZ([O,T], ]Rm) nous dit qu'il existe une
fonction {(.,.) € Co( {0,T), H) telle que

() het) = JIT(t,X) h(t,x) dx
1

Dans ce cas, 1'opérateur L{t) : LZ([O,T], IRm)—r LZ(fO,T],H) est

décrit par :

L(e) g(t) =d(t,%) g6 € L2([0,7],1) .

L'opérateur K(t) est décrit par :
T ¥, -1
K(t t) = K(t, (t) =\ P(t,x,¢) D Ceve" 170 g £),
) P x) (0 = e ol £ ()

2 .
et donc K(t,.) € L°(Q). Les équations sur & et ¥ sont obtenues 3

partir de (5.25) et (5.30) comme les équations pour P :

gf— (t,x) & £(t,x) + K(t,x) L D3y L (ep) ag, (5.32)

f,x) =0, x €ean

i (0,x) = E(x) Wl/z,
=X :-f(t,x)[ £¢e,0) gy ag Leve 77 (5.33)
At

K{o,x) = 0,
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E(x) le noyau correspondant & 1'opérateur E. L'équation (5.32) est
prise sous 1'espace V {sous-paragraphe 4.4.1), et donc, comme on a

fait au sous-paragraphe 5.5.3.

o 8 [ e h(t)]’ni s B [2¢e.0 h(t)],ﬂj’

d'onu :

N Y A =0.,. @. &, s r. ., 34
G’lJ ®1J il(t,x) i (B_]l ﬁj(t,x), sur i (5 )
si nous définissons ﬁi = £ lﬂ , L€ I,N, De mBme

. .. . + O, 5., de. = 0, C e .3
o T L (e T w0, sur T (5.35)
L'équation (5.32) définit un probléme de transmission dé&s que 1l'on arrive
4 montrer gqu'elle est une €quation variationnelle. Or, ceci est &vident,
puisque 1’ operateur K(t, X)J’ D(f) df est borné (et méme compact), pour
K{t,x)& L ([O T], H). On peut vérifier que

K(t,x)\n. = (Kil(t’x)"' KiN(t’X))'
i

Donc les 8quations (5.32) et (5.33) peuvent &tre partitionnées en :

2f .
ﬁ (t,x) -.A & L (£,%) +Zl K. (t,x)jnij(cr)ﬁ«j(t,U’) do ,

E?—Kvidi(t ) =L (¢ x)[ L oy 0T an(F vt ], jETN
3t ? i ’ n . j ? j Jjj s ]

E. (x) W!/z, K..{(o,x) = (C,
1 i ij

«Ei(o,x)
L. (e,x) =0, xean; nan

avec 1 & |,N, plus les conditions de transmission (5.34) et (5.35), sur

les {.. # ¢
13
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Sur ce probléme de transmission on peut appliquer les
méthodes de ré&solution déji développ&es au paragraphe 4.4, comme on

a indiqué pour la décentralisation de 1'équation de Riccati.

La méthode duale (sous-paragraphe 4.4.4.) appliquée
4(5.18) et (5.36) devient :

s)\iju) =E(8, A (0) + (T 8,8 (- 80) "0 @8 (A,
(plj(t) =E(A’G1J(t)) +P(Uijﬁlel(t—dt) _leébjlf'j(t_ﬂt),

sur les Fij #8, 1< i, Les Ei et 1esf:i, i € T,N, sont solutions
de (5.18) et (5.36), plus les conditions aux limites

Eil 9Qnsﬂi=0=£i] s nga . =0,

1

4 - - -
O Ay TR IPI Pis

L sur Fii’ i< j.
C..A.. %, = M., o.. A .. -
13 ji 7j ij7 vij TJl k| Gij

La méthode par prédiction des interations devient :

’\ij(t) =£ (A,crji@ji 2.(t)

.. = , - oA 5

)\Jl(t) E(a O‘Jl 5 2, (£)) wr M
1]

ij® = &Ca o 6 L (o)

pj.(t) =£f(a, —crji’l’ij Li(t))

les z, et ﬁi’ i1 € I,N, solutions de (5.18) et (5.38), plus les conditions
aux limites

5} 9angan ; =0 ’31195109511:0’
°'ij®'ij ﬁi(t) =)\ij(t), Uij/sij Z.(t) = A..(t)

i ji s SUur r‘iJ.

%5 6538, = 5,0, T L = gy

J1
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Coordinateur
VAN
-1 e o — T

P

méthode par prédiction méthode duale
de 1'interation

Figure 6.

De 1'équation (5.36) on voit que, pour utiliser la méthode,
i1 faut, & chaque t € £0,T], transmettre les valeurs de f-j(t,x) sur le
support de Dj(x) du filtre du sous—systéme j sur le filtre du sous-—
systéme i. Les deux méthodes seront interessantes seulement si les
supports de Dj(x), ;& T,N sont "petits". En plus, il faut transmettre
les innovations Pj(t), j € T,N, d'un filtre 4 1'autre. C'est une condi-

tion nécessaire pour avoir un filtre qui s'approche du filtre optimal.

Si on modélise une mesure ponctuelle sur P points x

x],...xpgl_fli par un opérateur Di ou Di(x) = col ( a(x—xj)), ] Erl,pi,

d'une fagon formelle, on aura
y,(t) = col (z;(t , X)), & l,p.,

et les &quations (5.36) deviennent

CLp N

o (e = B 4 ;L:,] K (e (LT b (67
? Kij [4 E *q -1

5T (t,x) = i(t,x)(,ﬁj(t,xl)... fj(t ) PjVij] ,
les X

],...ﬁl les points de mesure dansSlj. a
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La considération d'un retard de d 0 dans le transfert

d'informations nous améne aux &quations

(9%, i

g (8 =k Z (0 + B () u (0) 4 J?:l K (tmdix) dp . (e=d),
1""9’1 AP N ¢

5t {t,x) = N i(t,x) + 551 Kij(t,x)J;Lj Dj(w) j(t-d,x) de ,
9~—K—i-i( y =€ e, 2 e-a,x) Do) aw [F v pt ]
l 5T L,X) = i t,X j11. i t=~d,x) ; T e FARLE ,

]

qui sont trés commodes pour les méthodes de résolution par différences

finies. O
5.8 - EXEMPLES.

Nous avons testé les filtres décentralisés proposés au

paragraphe 5.7. Considérons un systéme décrit par

2
dz{t,x) = [cx(x) ’2~§ (t,x) +{(3(x) z(t,x) ] dt + Bu(t x) dt
dx

+ dea(t,x),

z(o,x) = ZO(X) = X(Z_X),
z(t,0) = z{(t,2) = o,
- z(t,xl) z(t,xq)
TR T et | v v, = | atex) | v,
Z(t,x3) Z(t,x6)

Ici £f1= (0,2) ¢ R sera décomposé en deux morceaux : {k =ﬂ]U _azul" .
Ill = (O,l),.I'L2 = (1,2). Evidemment, {X]’XZ’XB}C'QI’ et XA’XS’X6€ C'QZ'

Les équations du filtre global et des filtres décentralisés
ont &té résolues par une méthode implicite & différences finies, analogue

pour les équations de Chandrasekar) i celle proposée dans [BENSOUSSAN (l)].
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1 Zy les

filtres des sous-systémes (dans le filtre décentralisé), et si on fait

Si on appelle z, = z|11 , 2 le filtre global, 2

a’ *r

N}
]

sur fll,

N)

-~
d = %2

sur Ilz,

”~

Z,(61) = (B (t,1) +Z,(t,1))/2,

on peut dé&finir une erreur en pourcentage par

€ (t) = rsup ;lg(t,x) - Z (tyx) |/ 12(t,x)}: .lOO] .
xefl d

Les simulations ont donné les résultats exposés dans la
figure 7, ol on voit que le coordonnateur par prédiction des intera-
tions donne de meilleurs ré&sultats. Pour la comparaison, nous avons
simulé les deux types de coordonnateur sans 1'étape de correction.
On voit que le prédicteur correspondant au coordonnateur par prédiction des
interations est tré&s mauvais (par rapport aux autres), mais que le correc-

teur du coordonnateur dual n'amélicre pas beaucoup son prédicteur.

D N N R N ”(77”7’ M
O [pradictpur dpbi sddsg forrecteur 1 j ! ]
- —_— g t - [ e R HE B J: +
+ pradicteur"co:%ecteuﬁ dual pas = 4. ; |
X : . } i i
ST ATpradictpurteptree agr par prédivtion de - —”“? : *i:
I irteretitdn: ‘ i ‘ l ;
oo - % pr@dictpur [type |- $anb correctedr.l...f . | | L. L. liall
‘* ; | x ; ~ 1 - ' 4 i
, ‘{ E ‘* +iA 'e
S - 1 e } i X I~
R e Rt e e
I | S N S SN A
L . ! ‘ f
I R 1o LA 0
i i ! ! ' !
T O - .9 il
_ L Ll i A )
4 ; Do | R v/ i
o P i | ST
I L ' . |
L NS SN SR IV DY NP S B T -
| N e Looe ]
¥ ot o e Ay e bl
i { AT ; :
U ST S ﬁfh iy 1o
s A 4 dlege0d? |
2 3 4 Z

3 4 5 & 7 8 9103
10A

A o6 7 . @0

Figure 7, Erreur en pourcentage de plusieurs filtres.
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Dans les simulations nous avons fait Bu(t,x) = x (2-x),
w(t,x) un processus de Wiener ayant pour covariance 10 (t-s) x(2-x),
et 7i(t) des bruits blancs ayant pour covariance Vi = 10 . Aussi
0,001, si Xe_ﬁ_l,

o (x) =
0.003, si x €_ﬂ,2,

et ((x) = - 1. 0
1a méthode duale exigeant le choix d'un pas, nous avons

étudié la variation de 1'erreur € (10004a) pour différents pas. Nous avons

obtenu la figure 8.

5.0 o —— s —
€(1000 A ) L BN RS
| H R B M
L X E i ¥ 1 f?
; RN
e b,
: i 6 | ; 1
! : [ ' i | T ‘Ti
Al e T
| ! : s } 1 PR -
: ! | | l i :
4.0 ‘ | i i :
R e | |
H“_‘-.___;,,,ﬁ_'_i__. : e +_ '
- A |

0. 1. 2. 3. 4, 5. 6. 7. 8. 9. 10,

Figure 8, Erreur percentuel x pasP

La simulation du coordonnateur dual montrée 3 la Figure 8

a utilisé le pas f= 4.



CHAPITRE b

CONCLUSION,

Nous avons présenté, dans ce mémoire, une généralisation
des techniques et concepts du calcul hig&rarchisé (comme ils sont eXposés
par (SINGH et TITLI (1)]) aux systémes linéaires de dimension infinie,
spécialement aux systémes décrits par des équations différentielles
partielles d'évolution. les démonstrations de convergence et de la
bonne définition des méthedes nous ont obligé i affaiblir le sens de cer-
taines &quations, principalement dans le cas de systlmes couplés par les
conditions aux limites. Ce dernier probléme a été &tudié avec plus de
profondeur, au niveau de la commande hiérarchisée et du filtrage dé-

centralisé.

Il reste encore plusieurs peoints & éclaireiv ou 3 étudier :
1} La démonstration de la convergence de la méthode
par prédiction des interations pour les systémes coupl&s par les limites.

Nous croyons que les théordmes de [LASIECKA (I)J seront fort utiles.

2) 1'utilisation de la représentation de [ BATAKRISHNAN (1)]
pour des commandes aux limites, en vue d'un changement des hypothéses

de la proposition 3.2.

3) La méthode par prédiction des interations pour les
systémes hyperboliques couplés par les limites et la méthode duale pour

Ta classe de ces systémes qui admet une description variationnelle.
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4) L'application de la stratdpic gui amine au filtre décentra-
Vi de Shiah [.‘il'NGH et TITLI {1), Papc ”_‘"«’x]. consistont d considérer le
sueopiage comme wn brult, ia moyenne ot Lo covariapoee fonrndes par le fittre
oo Maatire sous~sysroe e filtr (ge ctileur controle d -
s Dautine sous=sysgene, Ce filtre exigse an meiileur contrdle des pro

Blemes avane des bruits par les conditions aux 1imites.

5) Une justification pius pricise des méthodes de décen-
tralisation de l'équation de Riccati présentdées aux paragraphes 5.5 - 5.8,

il nous semble qu'il faut tovjours utiliser les méthodes de monotonicité.

6) Généraliser les transformations de Chandrasekar pour

des problémes ofi PO # 0. Voir [CASTI et IJUNG(E)] poutr commentaires.,

7) Etudier plus profondément les wméthodes numériques de
résolution des &quatioms (5.32) et (5.33) (secrties de transformations de
Chandrasekar), en suivant, au moins, les résultats de [BENSOUSSAN (1),

Chapitre 9] .

8) Appliquer les résultats aux problémes avec retard,
sculement evoqués d'une fagon trés superficiclle, ct les &tendre aux

syslemes bilinéaires déja étudiés [NOLDUS (I)J.
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APPENDICE

A.F — DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 4.3.

Nous réécrirons 1'algorithme proposé& au sous—paragraphe
4.4,4,, d'une facon abstraite (A.1.1), nous montrerons qu'il est bien
défini (A.1.2), et aprés gquelques inégalités (A.l1.3), nous démontrerons
la convergence des variables primales (A.1.4), Utilisant 1'interpré-
tation des paramétres de Lagrange comme dérivées normales, nous démon-
trerons aussi sa convergence {A.1.5). Nous discuterons de la vitesse ae

convergence {(A.l.6) et de la remarque 4.!.2 (A.1.7).

A.1.1 - UN ALGORITHME ABSTRALT.

Définissons les familles de formes

1l

T
Ai(t; cri,ﬂ?i) }/O{ ai(t;'f'l!"(i) - <dtri/dts'71‘> V'; Vi] dr,

T
»*
ACes isnty) g [ajCesqsn g + Cdm/ang v vl.l dt,

QO

It

N
NCGE P DI I WX I OF
i=1
» N »
AT(t; @,m) = ._7_:] AE g oy ),
=
€= col (g ), M=col (), . ecm €W, t&l0r].

Le probléme global (sans contraintes sur la commande)

revient 4 résoudre les épalités variationnelles suivantes
A(ts z,9) = - <B R BX Y o+ <
4 H sLP P;‘f ZO’Q? (O)) I

- 2 <A

i<

SEECETLCIRL SR PPN T DA

\a/tfe W oot tel ¢e clo T =0, (A1)
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f‘\’(t; M) o= - {D(z-7),M) + <DTMV1 (MY I

J1 J1 J 1]

-ig'i((;ij,o’ijdijnti - . lﬁﬂ) .
YMEWet tel que M (D) = 0, (A.2)

- . . 2 L
ol €.,.) représente la dualité dans L°([0,T],%) et ¢ .,.)ij, la dualité

sur les espaces qul rendent vrale la formule de Green (4.22), les sommations

prises sur les Pii # 0.
Définissons aussi :
A= col (/\ij), (5= col ((’,ij), (A.3)

les 1] tels que Pij # @ pris dans un ordre quelconque (mais toujours le

méme), et :

B =col (0,859 -9 @599,

d:“’( = col (U’ij gij"‘i —(‘)’ji 5jinzj).

B et € sont des opérateurs sur des espaces fonctionnels ayant fO.T]x T_T r

P
pour support, ted

On connait 1'existence d'un opérateur lingaire [LIONS (i) ]

A €&l (to,11,v ), 12([0,12,% ™) tel que
»* *
A(ts;z, @) =< A 2,9, A (tip,m) = <A p,m)

Avec ces notatiouns, le probléme global s'éerit

-1 _=
<Hhz,9) + {(BR B p,¢) = (zo, @ (0)5}1 (A.4)
%Y+ (D=5, M) = Kpp (D) (A.5)
Bz =0 (A.B)
€p =0 (A7)

\ t:l‘f,"'[ € W tels que &f(T) =0 et "’I(O) = 0.

ij
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L'algorithme s'écrit
Sk Pk B X, (4.8)
Okﬂ . (,,k N Pk T pk’ (A.9)
2" et pk solutions de
(( noa,gy +<{R B o,y = Lz (@) o =X Bgdp , (a.10)

V«.‘mw avec @ (T) = 0,

B, m) + (DG2), ) =<oMDYy - Lp, €AY (A.11)

V’VIE‘W avec ﬂl(O) = 0,
ol <y, W{>I" = i;} <Lfij’f7ij> P Des hypothéses de la proposition

4.3, nous avons WB W< ,0€ WL T, or (voir [ LIONS et MAGENES (1),
page 2497)

<aozyz >y iz, <A, p5> ) wnph (A.12)
la norme || .|| prise sur LZ([O,T],'V).

A.1.2 = L'ALGORITHME EST BIEN DEFINT,

A défaut d'un théoréme de point-selle, nous démontrerons

directement 1'existence des paramdtres A et & obéissant 4 (A.10) et (A.11).

La formule de Green modifiée [LIONS et MAGENES (1), page 132]

nous améne de (4.46) et (4.47) & (4.49) et (4.30Q), ce qul démontre les éga-—

lités
A == 0F..N . z. = .. z
1] 1 13 JJ/)JI J
» Sur Pi" 1< 3,
p. .= 0 Y p. =- o..% P J
i] ji 1] Ly "3l
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dans le sens des espaces sur lesquels la fermule de Green oitde ost
vraie. La substitution directe de ces expression dans (A.10), (a1

démontre que A= col(Aij) et (52 col ((!ij) sont solutions.

Comme on a pris 6517 et gij par les traces sur ri x la
régularicé de B 2z et de Cp est pius grande que celle de Aet ﬁ,‘('t
1'algorithme est bien défini. En plus, il respecte les conditions de
compatibilité [LIONS et MAGENES (1), Vol. 2, page 19], puisque

k k
z =z et = our to k d :
o o pO po pou ut s et donc

.S o'..(B..zl.( = 0,
1] 7ij “Ho ji i1 Tjo
ce qui implique
('3
)\..(o):— r.. ..z, =0 . .. z.
ij jr 13 Tio ij ji "jo

paur tout k (et de méme pour (B];J (o) et pk(o)).
A.1.3 - DEUX INEGALITES.

Supposons {(z, p, A »(3) solutions du probléme glabal, et

k k k k . . N . . . - k
(z', p , A s (> ) solutions trouvdes 3 1'itération k. Si on fait p= 2 -z

dans (A.4) et ¢ = z*zk dans (A.10), aprds la soustraction des deux Gqua-
tions et 1'addition de
(A, B =z > = Os

On aura

(A z - A zk, zk-—z) + {p R 3" (p—pk), zk-z >

, (A1)
P (A= (z-2) Y, =0
La coercivité de A(t;z,lf ) implique que
. 9
<Mz -'.#\zk, zkhz)é - ol 4 z—zkllg (A1)

. -1
Donc, de (A.13), (A.14), et de la norme de B R R*, on a4



- 105~

k k
- {A- Xk, ]B(zk—z) I muzk—zu2 - Mz -zl Wp -pll (A.15)
De la méme fagon, on obtient :

- < P—(‘:k,di(pk—p) >r' Y Al pk*p W - ‘o’nzk—zn npk-p t (A.16)
4 partir de (A.5) et (A.11),

A.l.4 - CONVERGENCE DES VARIABLES PRIMALES,

Définissons rk = Ak-k et Sk = ﬁk—(3. De (A.8)

rk+l=)\k+]_>\=Ak_)\+FkIB K

i

NN pE B (R

rk + Pk B (zk—z).

De la méme fagon :

ALk Pk € (p5-p).

Considérons l'erreur (avec des notations évidentes)

k+1 42 k+l g2
[E S P

LAl - T R O L TR R R LIS

+ 2(’(<rk, B (zk—2)>r1 + S @ (pfp) e )

D'aprés la norme de B et &€ nous avons que :

2
P L R T (R I | T8 L RS

k

- sz(< v, B (zk—2)>r, + < Sk, (Pk*p) >r’ ).
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L'utilisation de (A.13) et (A.16) nous conduit i :

2,2 k, 2 k 2
H rkllﬁ + 1l skllﬁ. Al rkﬂllﬁ +1| Sk”nr,z - (pk) T Hz-z" " + \p~p y )

2 PR a0 e i D) - 2p K er e e e e a1n)

Si on appelle u =ilz—zkl[ et v = l[p—-pku s, (A.17) devient

k

2 k
trnl sk ”3?” rk+1“r2‘ susEt, P ECP S, v, (A.18)
FCP,u, v) =P(2°(—fﬁ2) u? - 2P (8 +p) uv +P(2u-pn2) w2

Des hypotheses de la proposition 4.3, P (Zec P T )) 0

et 2 (-) (- Y—/A) (Pk)Z"Z >0, donc :

PO, v 2 Pre-vop - pRad) (u) + v

D20 (A.19)

pour tous u , v, , tels que w v, # 0.

De (A.18) n fkllr.;k N et N Skl[r. sk €& W sont suites

décroissantes et donc convergentes., Alors
F( p~ ) conver ‘0, et de (A.19)
P ,u.k,vk converge vers ze:o, e e . .
k
Nz—z" N — 0, up=p"n —a o,

1.5 - CONVERGENCE DES PARAMETRES.

Des relations sur A.J et (.’ij montrées au sous-paragraphe
A.l1.2, et de la continuitéd eces operateursA i et T (condition pour la
validité de la formule de Green) et des hypotheses sur les G" > la conver-
gence de zk et pk entraine la convergence forte de Ak et (‘; vers A et (";

nécessairement solutions du probladme global.

.6 — CONSIDERATIONS SUR LA VITESSE DF CONVERGENCE.,

La décroissance maximale de 1'erreur dans 1"inégalité (A.18)
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. , k . -
aura lieu si F(p , u Vk) est maximal pour tous les u, et v d'ot :

k,

Ko Qe -7 —py/1r?

P

A.1.7 - LA CONDITION (a) DE LA PROPOSITION 4.3.

La condition 2 = > & +M n'est pas essentielle, si on

remplace les wariables par :

- wlh
'ﬁ_

T
A(t3E,2) =J [a(t;ze Ut, z e t"Jt) _<£1_z_ e @t 2 eTYE) vy
)

T dz 2wt 2
=J a(t; z, z} - <E’Z>V"V e dt +w 1zl

2 a2 - 2
Szl +9 NZHT D (Rk+w) WZ ",
les normes prises sur L2([O,T],V). De la méme fagon, et comme

NP & nen T,

2w T 2

» -~ ~
A(t; B, 8% e K Uph +w NFENZ Y (ecrw) wFHE.
Si on choisit ew suffisamment grand pour avoir 2 (&K+w)> Ttm o, la

condition (a) de la proposition 4.3 sera remplie.
A.1.8 = UNE REMARQUE.

Nous avens toujours supposé la validité d'une certaine
formule de Green sans expliciter les espaces fonctionnels. Comme exemple,
siz e H(Q), V (et®C H (), Bu(t) € L(Q), il faut choisir 8.
w3234 10, 11x M.}, et done B et

© 372 3/4 1
H (co,mMixM, =TT r

. 2
comme un opérateur entre B 7 (Qi) et
- 1
€ comme des opérateurs de HO’ (Qi) pour
i« j

ij°

1/2,1/

4
Aussi, A ,(‘:6.' H ([o,T}x "), Dans ce cas, la formule de Green de

[LIONS et MAGENES (1), Vol. 2, Page 5] est applicable. Mais tous ces calculs



- 108 -

font 1'hypoth&se implicite de la différentiabilité des surfaces
a0, aili et Pij' Pour des problémes un peu différents, comme quand
1 est un pavé dans le I{n, il fauvt travailler avec des espaces de Sobolew

avec des poids [LADYZENSKAJA et al (1), LASIECKA (1)].

A.2 - DEMONSTRATION ET EXTENSION DE LA PROPOSITION 4.4.

Cette proposition est une extension de la Théorie du
découplage présenté dans [LIONS (2), paragraphes IIT.4 et III.S] aux
Problémes aux deux bouts ayant des conditions aux 1imites non homogénes,

soit pour la variable d'état, soit pour la variable ad jointe,

Nous n'écrirons pas 1'indice i, présent sur toutes les

variables dans la proposition 4.4. Nous maintiendrons 1'indice ij.

A,2,1 -~ DEFINITION DE P et r.

En sujivant le raisonnement direct de [LIONS (2)}, nous

définissons P(t) et r{t) par

%‘f = A(t)¢ - B R B v,
¢lt,x) = 0, x €N na_ﬁi; T AP =0, sur T,

P(g,x) =h, 0 £ ¢<T,

- -a"om - oy,
’Vt(t,x) =0, x € 31 naﬂi; o-ij Tl_] M = o, sur T-lj,
~T,x} = 0,

P(§) h = M (p),

dg -1 =
d—:;{ =AY -BR B H
?(E,X) =0, x € aﬂ.ﬂaﬂi; U"‘il/sij l.f = - )\ij’ sur [—Iij’

[

$(g. 0 =0,0¢ ¢< 1,
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g—? = - A*(t)?ﬁ - D(§ - D)
El(t’x) = O, X e mngﬂl ; (T'iJ Tij’-y-z = Pijs sur r‘ij!
"-FI(T,X) =0

£ (§) = M.

Les équations ci-dessus sont comprises gu sens variationnel, et si 1 % j,

il faut changer le signe des conditions sur Pji = Pij'
Par [ibd. Pages 132 - 1417, 1'8quation :
p(t) = P(t) z(t) + r(t) (A.20)

cest vraie p.p. en [0,T]), avec :

P (t) € £(H), P(t) = PU(t), et t > (B(t) h, )

continue en [0,T] pour tous h, h GHi. En plus, si B(.) & Lm(['O,T], (Ui’Hi))’
r. W. ibd., lemma 4.2, Page 146 , et donc Pi(') Zi(') =

ris wi fibd., lemma 4.2, page 146], et donc Pi(.)zi(.) = pi(.)— ri(.) € wi.

Remarque A.l.

»*
Pour des hypoth&ses plus larges (B(.) € Lm([(),T],Ji(Ui,Vi))),

volr L-ibd, paragraphe III-5]. 0

A.2.2 - CALCULS FORMELS.

Les sous-problémecs peuvent €tre décrits par

-1 =
{dz/dt - Az +BR B P,‘f’)v;(vi." 2_ <>"’T"®ij L{))l_]

i< 11 1]
(A.21)
= <ZO,L€(D) > 1‘1]:’
*
- - A - -7 Z . .. .. .-
{- dp/dt P D(z 7),”(}Vgirvi+i<j< (51_1’0'1_]51_]41)13
(A.22)

= P (M)

1

Ve tels @ @ () = 0 erap) = 0.
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La substitution de (A.20) dans (A.22) donne :

(- d(P z)/dt - dr/dt - A" P z - A" - D(z~2), M

VAY .
11
(A.23)
. Z(p A B R TCIN
i< ] 1] t 1
De (A.21)
- <P dz/dt, ) vy =~ < d z/de, P ov) vy
(A.24)
=-{az-pr 8%y, Py gwy v 2 CAg5 55 B3Py
i< j

Si nous définissons 1'opérateur dP/dt par

~M e d(Pap/dt - P(d~/dt),
on peut démontrer qu'il est continu entre 1 egpace de fonctlons'q < W
telles que P(t)'q < hI et dq/dt+A(t)ﬂ1 € L (fO 1], H ) [ibd., Page !49].

D'ot la relation suivante est vraie

d(P(t)'vz)/dt = (dP(t)/dt) .77 + P(t) d %/dt. Alors, de (A.23) et (A.24)

nous obtenons

[<@rce)/ae + A% p(e) + D) 2, ) oy

+ < (a-B R B% p) z, P(0)) %, ]
11

+ [ ¢dr/de + A% - 2,7 ) gy - KB R ¥, L.
ii 11
- D (<., TR T <(sij,0’ijfij~l)ij) =0,

i< ] o

d'oil les équations de la proposition 4.4,

A.2.3 - JUSTIFICATION DES CALCULS.

IT faut vérifier si r(.) e,wi, puisque, alors, P(.) z(.)

= p(.) - r(ﬁ)ElNi. La régularité de r(.) dépend des deux derniers termes
de (A.25). Sans ces deux termes, le fterme 4.7 [ibd., page 1461 montre ce

que l'on veut, sous 1'hypoth&se de B(tr) é;fiUi, Hi)' Dans notre cas,
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1'affirmation vient de la validité de la formule de Green.

Par exemple si les données sont suffisamment régulidres
(9.(), de classe C%, z c H (n. )) P E H : (Q ) (dans le sous—paragraphe
A, 2.1) et donc LP(f x)€ H (51, ), d'oli P{(D)E f,(L (. ) H (L. )),
P(t) &tant continu par le theoreme du graphe fermé, Donc P(.) z( )
€L ([0 T, V) (ouv c (£;)), et r{t) =p(t) - P(t) z(t)CL (fo,1], v)
En plus, 'V((t)é: L (.ﬂ. ), et done P()m (t) € H (D. ) d'ou

O’ij Bl_] P(t)”l(t)é' H]/Z(Zij . Comme '\13 €H 1/2 (Z' ), 1a fonctionnelle

2 h.r0..8..Pm} ..
i€ ij i3 715 "M i
est continue en~. De méme pour la fonctionnelle

22« Pij, o 6 M)

1(_1

Donc 1l'équation sur r(t) nous indique que r(.}) & Hz’l(Qi) C Wi.
A.2.4 -~ L'UNICITE.

81 P(t) et r(t) obéissent les &cuations de la proposition
4.4, et si ¢n plus (A.20), on peut refaire les calculs et vérifier que,
nécessairement, p(t) obéit & l'équation adjointe, L'unicité des solutions
du probléme aux deux bouts termine la démonstration de 1'unicité de P(t)

et r(t),

A.2.5 - EXTENSION AUX PROBLEMES AYANT DES CONDITIONS TYPE DIRICHLET SUR

iy,

Ce type de probléme apparaft dans les sous-problémes
générés par la méthode de prédiction de l'intération (sous-paragraphe 4.4.3).

Il faut remplacer les deux derniers termes de (A.25) par

2 (<A., 0 A, Pt o+ 4B, .. S .

i<j( Aig» T35 PO 45+ 4B 5505 )

et vérifier que cette fois, V. A P(t)ﬂf £ H—Uz( ™) A.. ()€ HI/Z( RS
ij 1] 1377 7] ij’’

et les formes lindaires sont continues.
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A.2.6 - EXTENSION AUX PROBLEMES HYPERBOLIQUES.

Les sous-problémes générés par la méthode du paragraphe
4.3.4 ont &té dé&ji résolus par [ VINTER et JOHNSON (1) ] avec un raisonne-
ment proche du ndtre. La différence réside dans la démonstration de
la différentiabilité de r(.) et de P(.,} z(.), tout en utilisant les
résultats de régularité connus pour la formule de Green (4.9). Dans
le cas particulier ol n = 1 des résultats plus complets sont présentés dans

[RUSSEL (1)].

A.2,7 - APPLICATION DE LA THEORIE DES NOYAUX.

La théorie des noyaux [ SCHWARTZ (2), GUELFAND et VILENKIN (1))

nous dit que

P(t) z(t) =J’&' P (t;x,¢) z{t,¢) de¢, (A.26)
i

pour tout 2(.) € £(Q). Puisque 2(t) € £(7(Q,)), alors

Pi(t; x,?)€ Lz(ni Xni) pour chaque t& [0,T]. La substitution de

{A.26) dans les &quations dela proposition 4.4, améne A des Equations

intégro-différentielles sur P. Si on représente par A{t,x) l'opé&rateur

A(t) appliqué sur la variable x, et par ACt,¢ ), le méme appliqué sur ¢,

on aura ;:
dP
IQI fnl[a'i‘ (T; X,?) + (A*(t, x) + A*(ts?)) P(t; X:?)
-1 _=»

+ P(t; x,00) BR B P(t;e¢,¢) doo+ D (t; x,¢ )

f.n_i ? £)]

z(t,?) dq ’Y((t,?) dx

D { fﬁ..(t, Y P(t; A (e, ?) alh .

i(j r,ij_g_l.] ? * X’?) 1.] ,? Z(t,?) 11(?)

m(t,x) dx (A.27)
les termes aux limites provenont de la formule de¢ Green [LIONS et MAGENES,
Page I33Jappliquée au terme <{P(t: x, g’) A(t, S:) z(t,?)f\q (t,x)) . Du

membre a gauche de (A.27), il vient 1'équation différentielle sur P(t; x,?),

(t, x,g)€- fO,T]xD_i x_ﬂi, et du membre A droite des conditions aux
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limites. Dans le cas de conditions type Neumann imposées sur z, on aura :
o'ij @13 P (t; x,f) = 0, fG r\ij’ xeﬂi,
ct, par la symétrie de P,

O’ij gij P(t;x,P) =0,§€R,, x & r'ij.

Avec les noyaux, il devient facile d'interpréter l'avant-
dernier terme de (A.25), c'est—-3-dire, 1'opérateur Pij de la proposition

4.4, Dans un cas explicite, olig., = 1 et ®,. la trace sur I"..,
1] 1] 1]

g iy By P57 fr;-- bigles fni AR SR ASH R SRR

1]

j‘qifr‘ij P(t; X,?)/\ij(t, ?) d Plj(?) ’\?(t,x) dx

<P A0, (o >_Qi,

B0 A (o) = fpij P(ts x,p) )\ij(t,?) 4l (p, xeq,. 5

A.3 - QUELQUES THEQOREMES.

Nous citerons ici, quelques théorémes qui ont été nécessai-

res dans le texte.

J(u) =TV (u,u) - 2L (u), ue U,

U un espace de Banach,TT(u,v) une forme bilinBaire continue symétrique

coercive
2
{u,u) > WllullU, Y ue U,e > 0,

et L{.} une forme linfaire continue sur U. Soit U'¢C U un enscmble convexe

fermé. Il existe un &lément unique u € U', tel que

J(u) = inf%J(v), v & U'i,
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qui est caract@risé par

M{u, v-u) - L{v-u) 3 0O, \’/ ve U', ue U'.

Le réel o sera appelé le coefficient de coercivité de J(u). O
Plus généralement, on a :

Proposition A.2. L-ibd., page 10-11]. Soit le cofit J{u) : U — R stric-

tement convexe et différentiable, U un espace de Banach, et J(u) tel que
J(u) —»o0 si uunU—,w , u €U,

U' € U un ensemble convexe fermé. Il existe un &lément unique que minimise

J(u) dans U', et il est caractérisé par

2J

(B'E,V—u)”mé(),‘/v [ U',uﬁun_

De plus la dérivée de J{(a) est monotone :

2J a3 1
(ET(V)_ o (u),v-u)U,U> O,’t/v,ué,‘U.

Proposition A.3. [BENSOUSSAN et al (1), Page 1547, Soit J(.) : t—s R,
une fonction convexe semi-continue inférieurement, U un espace de Hilbert,
U' € U, un convexe ferme¢, et F(.) : U~ % une fonction convexe. On suppose
Y un espace de Banach muni d'un c¢dne A qui définit un ordre partiel
(A 0<= )\EA). De plus, on suppose qu'il existe une sphére dans ¥ de
centre {'origine et de rayon a, de telle sorte que, pour tout ¢ avec

il({)ll = a, 1'8quation ¥F(u) = 9 & une splution dans U'. Alors une
condition nécessaire et suffisante pour que u & U' minimise J(u) dans U'
sujet 4 la contrainte F(u) € 0 est qu'il existe A€ Y* (o1 que {(u, A)

soit un point selle du Lagrangien.
Llu, M) = J(uw) + <A, Fu)) pry

sur U' x A.
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Notons que, se (u,A )} est un point=-selle de L(v,ﬁl),

alors

min max I.(v,'-’() = max min L (v,m),

v €y’ ned MEN v EU

et que :

Lu,m) $fu, <L, Vveu Vel [LueNBERGER (1), § 8.4]. o

., . - *®
Proposition A.4. Soit#' un opérateur de Xad dans X , X un espace de

Hilbkert et Xad un ensemble convexe fermé contenu dans X. On suppose A

vérifiant
{(a) 4' est borné,

(b) 4" est hémicontinu, c'est-d-dire, la fonction ™M oY (xtmx' @ ) X%X
est continue sur R, pour chaque x, x' et ¢p £ Xad’

(c) 4' est coercif : il existe & » 0 tel que

{47(x) ~ 4 (x"), x-x' ) > of lix=x' I f{

X¥x

our tout x,x' € X ..
p L ad

Soit aussi ¥ un espace de Hilbert, identifié & son dual,
pourvu d'un c¢8ne convexe ferméd P définissant une relation d'ordre > sur Y

et R une application de X dans ¥ telle que

d

(d) R est convexe par rapport & la relation d'ordre,

{e) la fonection (q, R(x)) est semi-continue inféricurement, pour tout
q€P,

(£) MR(x) - R(x") H‘P € Ghx-x" > V ox,x' € X.

Posons le probléme dr trouver x & Xad tel que
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(' (). x"-x ) % * ()\,‘R(x'nw >0, €%

ad

(A.28)
Rix) = 0, AET
et 1'alporithme itératif :
N spe (AR 4 ek & M), (4.29)
k . . k . .
P Y O, Pr la projection sur P, et x solution unique de

k k k
¢ 5 =y e O RGN -RE), ¥ 0
(A.30)

\;/x' € Xad

5i les problémes (A.28) et (A.30) ont une solution unique (ce qui revient

il

. . . Ak .
dire que (A,x) est un point selle du probldme (A.28)), et si P~ appartient

2 -
un compact centenu dans (0,2 &/ (37), la séquence xk converge fortement

W’

vers x € X et la séquence A converge faiblement vers A € ¥ tel que (A, x)

est une solution de (A.28).

Cette derni@re proposition se trouve dans [ BENSOUSSAN et
al (1), Page 148].

A.4 = UN CALCUL DANS LE PARACGRAPHE 2.6.6.

= -

J(a, w, 2A) = J(u, w) + <A, w-Cz)

Ju, w) = 1/2 {Mu,w)y -~ < 2z, D2y +1/2<3, DEY + 1/ (u, R u),
De 1'équation du systéme, on a :

z(t) =Y¥YBu + Yw + HUO,
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W 1'opérateur défini por :

t
Pw =[ * (t,z) w (%) dr,

o

et tVO le terme dépendant de z et des conditions aux limites : le

£
développement de J conduit & :

T, w, M)

1/23< Mw, w) + (u, R u) + <%, D?z\g

<w, (I-c) " A - ¢” p3Y

+

E *
u, B¢ A s 8903y -<w, P SN
De 1'optimalité on a que :

u=rRT[EY % MNsoDo) ]

)
|

= Mh][(I -c¥)F A -quz]

Dlod

® ) =12 3<f@-cw*r - W [1-cw)™h -yl
- OB " A o], RTIDET et ) o+ D))y
+ <z, pz ) -<y_, ¢’ A+ Dz

Si on fait A=hS 4 f’(wk -C zk), et on reconnait que

-~ - k
P -k -t o o]

i

=1
[l

M_]L—(I e ) G- zk)J ,

. .. . . k .
un calcul simple conduit a 1'expression de F donnée au sous-paragraphe
2.6.6,
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TABLE DE NOTATIONS

] 1'ensemble vide

CaD e symboles de contenance

HxU produit cartésien des espaces H et U
Hl-li produit cartésien des H,

‘F sommation sur i

(A, w) vecteur ligne, duplex

col (zi) vecteur colonne de coordqnné zi
(a,b) intervale ouvert

[a,b] intervale fermé

T.R 1,2,...N = N i,N

ar/r différence entre deux ensembles
L ouvert contenu dans le R

a4 frontidre de N

n

fermeture de {1

Q = [o,T] x N
2 =fo,m1 x I e ahny
a si a€ L, le conjugué de a.
HY dual topologique de H
("'>H’("')’4 produit interne dans H, dans U
[ T G dualité sur des espaces de fonctions
Mol r s s
définis sur £} ou sur .
. *
<"'>V*V dualité entre V et V
B. - norme dans Y (espace de Banach)
*
A, MT adjoint de A, transposée de M

£I(a), Im .(a) domaine de A, image de A
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o (), U0,
§(.)

ess. sup.
supfa, {
inf. §a.{
N, R,

n

R

L%(t0,1) = L%([0,1], R)

1%([0,1],H)

1?([0,TJ,£(U,H))

L% (0,17, £ (1))

L?cfo,71 = 1”(fo,7], R)

L¥ ([0,1], £U,H))

c?(fo,1}, W)

norme de 1'opérateur A

opérateur bloc-diagonal, avant les Ai par
bloces

matrice d'opérateurs d'élément Cij

. 2 - . -
laplacien (‘? 9./91-:?) oti interval réel
opérateurs d'évolution
semigroupe
restriction de la fonction z(.) a
support de la fonction h(.)
. . . +
1somorphisme canonique entre H et H
opérateur identité
supréme essential (sup. p.p.)
suprene de 3&1,. . aNz
infime de 3a.€

1

ensemble des naturels, réels et complexes
ensemble de n-uples de riels
= }f : [o,T]—-vJRIfif; 2 ¢ oo {quotient
1'cnsemble {f : [O,T]-fﬁi|ﬂfl 2 20t
[BALAKRISNAN (1) Page 6 ]

[BALAKRISNAN (1), Page 134)

= %A(.): [O,T]-I,(U,H)IfzhA(t)ll Zdt<°°€
quotient 3A(.)[ th(t)lE dt = og

= LZ([o,T},i.(H,H))

)
= gf : [0,T] 3 R ess sup | £l< @ quotient
1'ensemble {f tess sup Ifl = o}

[Yosipa (1), rage 34]

= {A(.)

: L0, T]»&(U,E)  ess sup HA(t)H‘cog
quotient

3A(') ess sup lA(e) ]l = Oi

= 3f : [0, 111 continuesg
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¢ ({o,T], H), 0 € k ¢

Do, Do)
Hs(ﬂ.)

HY (1)
B (r),Mec a0
HS S/ 2(x )

s,s/2
o
s,s/2

H (Z)

H (Q)

& w,m
L ()
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= ;f : {0,T]+ H k-fois continiment
différentiableg

= ’ f:f1— K infiniment différentiables
du support compact contenu dans £1{, idem,
f : Q-eR, [LIONS et MAGENES (1) pages 3,4].
=3 f i =R| D¥fc€ Lz(n),lwl £ 5 si
S20 ;[0S @]% si S <o, [LIONS et
MAGENES (1),%hapitre 1].
= D(Q) dans B°(Q), s> o [ibd., Page 59]
[ibd. Pages 38 - 40]

2 - g s 2
= L7(Lo,T], B (Z))n n'([o,11, L°(T)),
[ibd., pages 96-97, LIONS et MAGENES (2),
page 44].
[LIONS et MAGENES (1), Page 98].

= 120,71, 55Q) N B ([0,7), 12(Q),
[LIONS et MAGENES (2), Pages 7, 44

espace des opérateurs linéaires de U dans H.

= £ m,n)



