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�!"" *� 8 ' $!�#� # � �*&)' �  �* ��!���&(* $&� �(�',��!( � / � �!,�; (� ")' � # �,( �*&)' 
" &1�" &' I �(#,�� (* #!(� # � 0-$ �$'&(� # �!,$ #, $!'-*!$  #, $�!%�&"" '�(�&�� 2,�
�!(* $&�&''.' � 9 � ', � �(#,�* $&�

I
 * " !�(� � �*���*�3� � + '& ��%(�� 2, �� ,( * '  (� ")' 

" &1�" &'  �* # *&�'' s 8 2s − 1
�!(*�&�(* � $  ,+ (* :*� �'�" �(� � � / ��(*,�*�!( 2,� +� (*

&'!��  �* 2, ' (!")� # �!(*�&�(* � #, $�!%�&"" '�(�&�� $!,��&�* ( $&� $!� � # 
$�!)'."  $!,� � �*&�( � �'&�� � # %�&$0 � � �( � + (&(* &, $��" &' 8 � '& " !(*� 2, ' �!(
$ ,* �&'�,' � ,( �!'!�&*�!( 3�&�*�!((&��  ( ( " &(�$,'&(* 2, # � �*&)' � " &1 �" &,1
$!,� ' ��(�',��!( �&(� � � "$:�0 � # �&** �(#� ' �!$*�"," � + ** � " &�2, %,�# � �*&�(�
�0!�1 $ !,� ' �&'%!��*0"  # �!'!�&*�!( 3�&�*�!((&�� # �0 " �(� 2, (!,� $��� (*!(� &,
�0&$�*� > � + * &'%!��*0"   �* (!*&"" (* 3!(#� �,� ' ��2,�+&' (�  (*� ' � $�!)'."  � # 
�!'!�&*�!( # %�&$0 �  * # �0 " �(� 2, (!,� $��� (*!(� #&(� � 2,� �,�* �

;<	 <= 
��������	 �� ���A �	�


*&(* #!((� ,( %�&$0 8 ' $�!)'."  3!(#&" (*&' # �!'!�&*�!( # � �!"" *�  �* # �&3;
3 �* � # � �!,' ,�� &,1 �!"" *� # �!�* 2, # ,1 �!"" *� &#1 &� (*� ( �&� (* $&� '&
" :" �!,' ,�  *  ( ,*�'��&(* ,( (!")� " �(�"," # �!,' ,�� #�� �� (* � � 7&(� ' �&� %�;
(��&'  * #&(� ,( %�&(# (!")� # �&� $&�*��,'� �� 8 � $�!)'."   �* NP;# �9 ��'  * " :"  
(!(;&$$�!1 �" &)' 3�! �0)&," ����7 �

/ $�!)'."  # �!'!�&*�!( # �0 " �(� 8 ',� 8 �!(���*  ( '& �!'!�&*�!( # �,(  (� ")' P
# �0 " �(� #&(� ,( %�&$0 G 8 # �!�* 2, # ,1 �0 " �(� $&�*&% &(* ,( &�� # G ( �&� (*
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$&� '& " :"  �!,' ,�  *  ( " �(�" ��&(* ' (!")� # �!,' ,�� ,*�'��� � �
+ � # ,1 $�!)'."  � !(* �*� $�!,+�� �2,�+&' (*� 3+0'&"*&�  * �!'' � ����7  ( ,*�'��&(*

' � ��� � � ��� 6��� 
�� # P �'',�*��  ( �%,� ��6 �

1

2
3

4

5

5 4

3

2

1

� F� � ��6 � 	� � ��� � � ��� 6��� 
�� � 
�� ��� �� /�� �� 6� �� 
�� �

��
������ � 	� � ��� � � ��� 6��� 
�� � 
�� ��� �� /��
P

�� 6� �� 
�� ���� �� � ��� � �
G

���
�� � ��� � � ��
 � ��� ��� �� ���� �� ��� 6� �� 
� ���� P

�� �� ��6 ����� ���� ���� ��� �
 ��
� ����� ��� �
 ��� ���� 6� �� 
�� 6������ ������ � ���  ( �!(� �* �


��� � 

�� ������ ��� �� ��6 ��

G
�

- � ' �!( & ,( �!'!�&*�!( +&'�# # � �!"" *� # %�&$0 # � �!(� �*� 8 !( & ,( �!'!�&*�!(
# � �0 " �(� � E&� #��(�*�!( 8 �� # ,1 �0 " �(� $&�*&% (* ,( &�� #, %�&$0 G 8 ' � �!"" *�
�!�� �$!(#&(*� �!(* &#1 &� (*� #&(� ' %�&$0 # � �!(� �*� 8 #!(� �'� !(* # � �!,' ,�� #���;
� (* � � /& �!'!�&*�!( # � �0 " �(�  �* #!(� +&'�#  * " �(�" �� � ' (!")� # �!,' ,�� # '&
�!'!�&*�!( # � �!"" *� #, %�&$0 # � �!(� �*� � +� (* 9 " �(�" �� � � '' � # '& �!'!�&*�!(
# � �0 " �(� � + '& (!,� #!(( #!(� ,( � (� # ' ��2,�+&' (�  (*� ' � # ,1 $�!)'."  � �
/ �&,*� � (� 8 $�!,+� $&� +0'&"*&� 8 �&(� 8  * � &�" � 3����7 8  �* #, &, 3&�* 2, *!,*
%�&$0 9

n �!"" *�  �* ' %�&$0 # � �!(� �*� # �,(  (� ")' # 
n

�0 " �(� #&(� '& %��'' 

n× n
�

+ ** �2,�+&' (�  �*  1*�:"  " (* �"$!�*&(* �&� *!,� ' � ���,'*&*� # �!"$' 1 �*� �,�
'& �!'!�&*�!( # %�&$0 � � ��" $!�* (* #�� �* "  (* $!,� '& �!'!�&*�!( # �0 " �(� 8 $!,� $  ,
2, ' �!( �!�* �&$&)' # �&�&�*���� � $������"  (* '& � '&*�!(  (*� ,( �'&�� # %�&$0 �
 * ,( �'&�� # � (� ")' # �0 " �(� � E&�  1 "$' 8 '& �!'!�&*�!( # �0 " �(� & �*� $�!,+� 
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NP
;#�9 ��' " :" #&(� ' �&� !� ' �,$$!�* # � �0 " �(�  �* ,( &(( &, � 3�,�� � ����7 8

,( &�)� 3�&�1 &( ����7 8 !, " :"  ,( �*!�' (!( !�� (*� 3�!',")��  * �&" ��!( ����7 �
/ �0&$�*� >  �* �!(�&��� 9 ' ��*,# # '& *�&(�$ !��*�!( # '& �!'!�&*�!( 3�&�*�!((&�� 

$��� (*� $',� 0&,* 9 '& �!'!�&*�!( # �0 " �( � / � ���,'*&*� �,� ' � %�&$0 � � *�&(�$!� (*
&,1 �0 " �(� %��� &, ' "" �  * (!,� #!((!(� ,( &'%!��*0"   9 �&� # �&'�,' # '&
�!'!�&*�!( 3�&�*�!((&�� �,� # � �'&�� � !�  '' $  ,* � ���!,#�  ( * "$� $!'-(!" �&' �

��� � ��	 �	 �
�	���	

/ $�!)'."  #, ",'*��!*  �* ,*�' #&(� ,( %�&(# (!")� # �&$$'��&*�!(� 8 (!*&"" (*
'!��2, ��'  �* 2, �*�!( # �&'�,' � # � �!,* � $!,� # �  (*�*�� 2,� �!(*  ( �!(�,�� (� 
$!,� � �*&�( � � ��!,�� � 8 � ��!,�� � 2,� �!(* " !#�'��� � $&� # � �&$&��*�� �,� ' � &��� #,
%�&$0 �,$$!�* # � �!,*&% � $!���) ' � �

7 " &(�.� 3!�"  '' 8 ,( ��� ��� �� � ��  �* ,( %�&$0 G = (V, E)
&+ � # � �&$&��*��

c(e) �,� � � &��� 8 ' � &��� � �!(* ' � �,$$!�*� #, �!* 8 ' � �!"" *� � �!(* # � $!�(*�
�(* �" �#�&�� � !, )� ( # � �!,�� � !, # �*�(&*�!(� #, �!* �

<( � �� f
# 

s
9

t
 �* ,( $ !(#��&*�!( # � &��� # 

G
� �$  �*&(* # � �!(*�&�(* �

# 6��� �����
�� �� � ��8 � � �* 9 #�� 2, '& �!"" #, �!*  (*�&(*  ( ,( �!"" *  �*
�%&' 9 � '' �!�*&(* 3:!�#  * :,'� ��!( ����7 � E&� &(&'!%� &+ � ' � *0�!�� � $0-��2, �
# ��' �*�!��(�*�2,  * # " ��&(�2, # � �,�# � 8 � � �!(*�&�(* � � �&$$  '' (* &,��� ��
� ��
� 
�6� �� � / �
�����
�� #, �!*  �* '& 2,&(*�*� # �!* �(1  �*� 9 '& �!,�� 

s 8 2,� 8 #, 3&�* # 
'& �!(� �+&*�!( #, �!* 8  �* �%&' 9 � ''  1*�&�* 9 '& # �*�(&*�!(

t
�

<( ",'*��!* �!(���* 9 3&�� �!0&)�* � $',�� ,�� �!*� �,� ' ��� &, # �!�* 2, '&
�!"" # � �!*� $&��&(* �,� ,( &�� �!�* �(3��� ,� 9 �& �&$&��*� �

;<	 <; 
 ��
��AA � ��	����� �
� � ������ � ������ B ���	�A ����

�( � #!(( ,( ",'*�; (� ")' # 6��� ��
��� C = {(si, ti), si, ti ∈ V, i = 1, . . . , k} �
<( ����
� �� # 

C
 �* ,( ��,(�!( # �!*� $!,� �0&2, �!""!#�*� � �$  �*&(* ' � �&$&;

��*�� # 
G

� 4' � �&%�* #!(� # �,(  (� ")' # $!(#��&*�!(� # 
E 8 � �$  �*&(* �0&�,( ' �

�!(*�&�(* � # �!(� �+&*�!( # �!*  * # �!�* 2, ∀e ∈ G,
∑

i fi(e) ≤ c(e).
��� ����� ���� !� "�����#$�� !� % &'( ) *+ '&, ,-&,./'-&*+ 0
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7&(� � �!(* 1* 8 ' $�!)'."  #, ����
� �� � �� 
��� �0 ��0 9 " &1 �" �� � '& �!"" 
# � �(* (��*�� # �0&2, �!""!#�*� 2, ��'  �* $ !���) ' # �!,* � #&(� G

 ( � �$  �*&(* ' �
�&$&��*�� � + $�!)'."  � �����* �!"" ' $�!%�&"" '�(�&�� � �

��������� ����� ��� � ��� ������ ��� ���� �


 �� 
� 
� �� ∑

i

di

���� ∑

i

fi(e) ≤ c(e) ∀ e
�� ��6

∑

e∈Γ+(u)

fi(e)−
∑

e∈Γ−(u)

fi(e) = 0 ∀ i, ∀ u 6= si, ti

∑

e∈Γ+(si)

fi(e)−
∑

e∈Γ−(si)

fi(e) = di ∀ i

∑

e∈Γ+(ti)

fi(e)−
∑

e∈Γ−(ti)

fi(e) = −di ∀i

fi(e) ≥ 0 ∀ i, ∀ e

/& 3!�",'&*�!(  ( $�!%�&"" '�(�&�� #, ",'*��!* ��;# ��,�  �* #�* � ��� �����68  (
�&$$!�* &,1 +&��&)' �  * �!(*�&�(* � #, $�!%�&"" � + ** ����*,� #, $�!)'."  ,*�'�� 
,( (!")� $!'-(!" �&' # +&��&)' �  * # �!(*�&�(* � 8 � 2,� $  �"  * # $�!,+ � 2, ' 
$�!)'."   ( (!")� � �� '�  �* $ !'-(!" �&'  * # ' *�&�* � $&� ' � &'%!��*0"  � �'&���2, �
# $�!%�&""&*�!( '�(�&�� � + ** 3!�",'&*�!( ,*�'�� (!*&"" (* ,( +&��&)' $&� &��  *
$&� �!""!#�*� 2,� �(#�2, '& 2,&(*�*� # �!* # '& �!""!#�*� 2,� $&�� �,� ' �&�� �

E ',�� ,�� +&��&(* � #, $�!)'."  # ",'*��!*  1 ��* (* � - � ' �!( &��! �� 9 �0&2, �!""!;
#�*�

i
,( ��� ����

di
8 ' $�!)'."  #, ����
� �� 6�� 6������ � �� 
��� �0 ��0 9 *�!,+ �

' z
"&1�"," * ' 2, ��' �!�* $ !���) ' # 3&�� $&�� � ,( �!* # ��(* (��*� z.di

$!,� �0&2, 
�!""!#�*� *!,*  ( � �$  �*&(* ' � �&$&��*�� � 4'  �* &,��� �(*�� ��&(* # �0 ��0 � 9 " �(�" �;
� � '& �&$&��*� " &1 �" &' # �,( &�� !, '& �!"" # � �&$&��*�� # �!�* 2, ��' �!�* $ !���) ' 
# �!,* �  1&�* "  (*

di
,(�*�� # �!* $!,� �0&2, �!""!#�*�

i
�

;<	 <� 
 ��
��AA � ��	����� ������ �� �� � �?�� ��AC �	������

/ � �!(*�&�(* � # �!(� �+&*�!( # �!* # '& 3!�",'&*�!( ���� �����6 &��,� (* ' 3&�*
2, �,( ,(�*� # �!* �,�* ,( *�&1  * 2,� $  ,* :*� #����* $&� ,( �0 " �( � �( 3&�* 8 !( $ ,*
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�!(��#�� � ' �!* # �,( �!""!#�*� �!"" ,(  (� ")' # �0 " �(� *�&(�$!�*&(* �0&�,(
,( � �*&�( 2,&(*�*� # �!* � + ** �#� $  �"  * # ������ ' �!*  * ' ",'*��!* �!"" # �
$�!)'."  � # ��6� 
�� # �0 " �(� �!(*�&�(*� $&� ' � �&$&��*�� # � &��� #, ��� &, # �!* �

-!�*
G = (V, E), c

,( ��� &, # �!* 8 {(si, ti)} ' � (� ")' # � �!""!#�*�� 8Pi
' � (� ")' 

# � �0 " �(� # 
si

9
ti

#&(� G 8  * P = ∪iPi

� <( �!* # 
si

9
ti

� � 1$��"  �!"" ,( 
$!(#��&*�!(

f
# � �0 " �(� # Pi

 * ' �!* # '& �!""!#�*�
i
 �* ∑

p∈Pi
f(p)

�
/ 3&�* 2, ' �!* �!�* $ !�*� $&� # � �0 " �(� �!(*� (* �(*��(�.2, " (* '& (!*�!( # 

�!(� �+&*�!( � 4' � �* 9 �!(*�&�(#� ' �!* &, � �$  �* # � �&$&��*��  * 8 $ !,� � '& 8 �' �,9 *
# � " &�2, � 2, '& 2,&(*�*� # �!* $&��&(* �,� ' �&�� e

 �* '& �!"" # � 2,&(*�*�� # �!*
$&��&(* �,� *!,� ' � �0 " �(� �!(* (&(*

e
� ∑

p∈P,e∈p f(p) ≤ c(e).
/ $�!%�&"" '�(�&�� #, ",'*��!* " &1 �"," # +� (* ' �,�+&(* 8 '!%�2, " (* 2,&'���

# ���6�6� �� 
��

��������� ����� ��� � ��� ������ ��� �� �� ���


 �� 
� 
� �� ∑

p∈P

f(p)

���� ∑

p∈P,e∈p

f(p) ≤ c(e) ∀ e
�� ��6

f(p) ≥ 0 ∀ p ∈ P

/ $�!)'."  $��(��$&' # � ** 3!�",'&*�!(  �* 2, ' (!")� # +&��&)' � 8 � � �*;9;
#�� ' (!")� # �0 " �(� 8  �* %�(��&' "  (*  1$ !( (*� '  ( '& *&�'' #, %�&$0 � / #,&'
# � $�!%�&"" '�(�&�� & *!,* 3!�� ,( %�&(# �(*��:* � - � '& +&��&)' #,&' &��!��� 9 '&
�!(*�&�(* # �&$&��*� # ' �&�� e

 �* (!*� 
l(e) 8 ' #,&' #, $�!%�&"" '�(�&�� � � �����* �

��������� ����� ��� 	 �	��� 	� �� ������ ��� �� �� ���


 
� 
� 
� �� ∑

e

l(e)c(e)

���� ∑

e∈p

l(e) ≥ 1 ∀ p ∈ P

l(e) ≥ 0 ∀ e
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- � ' �!( �!(��#.� l
�!"" ,( " �*��2, �,� ' � &��� 8 ' $�!#,�*

l(e)c(e)
 �* ,( �!�* 

# +!'," # ' �&�� e
 * ' $�!%�&"" '�(�&�� � $ ,* � � 1$��"  � �!")�(&*!�� "  (* �!"" 

� � �� �' �!��  � �#%�' � ) #)�%  � ��!���  � �%#)
!#� ! �#�)����)� ��� )#�) ���' �� !#�)  � %#������ !�"�� ����� �

1 �
�

/ $��" &' &-&(* ,( (!")�  1$!( (*� ' # �!(*�&�(* � 8 ' #,&' & )� ( ��� ,( (!")� 
 1$!( (*� ' # +&��&)' � 8 � $  (#&(* �!( $�!)'."  # ��$&�&*�!(  �* *��+ �&' "  (* $ !'-(!;
" �&' �

���
���� ��� � 	� � ��/��� � �� � ������
�� �� � ��� ���� � �
� ��
�� � ��� �� 6��6�� � 
�� � ���
6���� 6� �� 
� ��� 6��� ��
���

������ � / � (� ")' P  �* '& ��,(�!( # �  (� ")' � Pi
# � �0 " �(� # 

si
9

ti
8 �' �,9 *

#!(� # +���� � 2, 8 $ !,� *!,*
i 8 ' � (� ")' # � �0 " �(� # Pi

 �* # '!(%, ,� �,$ ��� ,� 
9

1
� 7 $',� 8 �� ' $ ',� �!,�* �0 " �( # 

si
9

ti
 �* # '!(%, ,� �,$ ��� ,� 9

1 8 &'!�� *!,�
' �!(* � 7&(� ' �&� �!(*�&�� 8 '& ��$&�&*�!(  �* 3&�* �

4' �,9 * #!(� # �&'�,' � &,*&(* # $',� �!,�*� �0 " �(� 2, # �!""!#�*�� 8 � 2,�  �*
&��,��"  (* $!'-(!" �&' �

�,*� '& $� ,+ 8 + �& ' *0�!�."  � # ��$&�&*�!( 2, '& 3!�",'&*�!( ��6�6� �� 
� #,
",'*��!* $  ,* � *�&�* �  ( * "$� $!'-(!" �&' 8 � ** $�!$!��*�!( "!(*� 2, ' ",'*��!*
 �* 3!�* "  (* � '�� &,1 �&'�,'� # $',� �!,�*� �0 " �(� � + ** �(* �$��*&*�!( �!")�(&*!�� 
 * '& *0�!�� # '& #,&'�*� �!(* 9 ' �!��%�( # �&'%!��*0"  � �!")�(&*!�� � # �&$$�!1 �" &*�!(
#, ",'*��!* 3�&�*�!((&�� 2, (!,� #����+!(�  ( � �*�!( ��� �> �

7&(� *!,� ' � �&� 8 �� ' � +&��&)' � # �!* �!(* �� '' � 8 ' � $�!)'."  � # ",'*��!* #����*�
��;# ��,� � ���!'+ (*  ( * "$� $!'-(!" �&' $&� '& $�!%�&""&*�!( '�(�&�� � - � � � +&��&)' �
�!(* �!(*�&�(* � 9 :*�  (*�.� � 8 ' � $�!)'."  � # +� (( (* NP;# �9 ��'  * '& � �0 ��0 
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# *�&(�$ !�* !,  (�!� '& �!(� $*�!( # ����,�*� ���F � + � (!")� ,� � &$$'��&*�!(� !(*
"!*�+�  * " !*�+ (*  (�!� ,( %�&(# (!")� # ��*,# � # � �0 ��0 !$��&*�!(( '' !, &'%!;
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0�� ���� ��$ �#-%� ' %� ��%�$ �# "� %� ��%�1�$ �# % #&� �� "� ,�%$ ��$ �$ % �&� ��� 2�, ��
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5

���� $��$
�#��,+%� "� ���,  #� "� ����-�

l
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.� � ��1�� , � ��, , � %� ���-��, , � % #&� �� �# #�,+�� �#$ �� H ) =  �# .�� ��$$� &�� $���
� $ �# #�,+�� �1��#�#$ �% "� !�� �+%�� ' �%%� ��$  #$&�����#$� "� ��� �� ��%�1�$ �# % #&� �� '
%� ��%���$ �# 3���$ �##� �� "�#$ %� ���+%>, � "� �&����$ �# ��$ %� ��%��% "� �$�+%� "� �� "�
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∑
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��� %�� � � "� "�� �$�+%�� ) �/ �#���� "��1 ��%���$ �#� " �&��#$�� � ��!�#$ �!� � "�� $�����
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p ∈ P 	
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Pi ← p
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Pj ← p = (ui  b)
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x̄1 ∈ Trc(T1,P1), x̄2 ∈ Trc(T2,P2)

 #$�
x̄ ∈ Trc(T ,P)��	���  �-�% $& "�� $����� ��� % ����

e = {u1, u2}
�
Xe

1 = Xe
2�
�	��  

Xe = Xe
1 = Xe

2

∀ I ∈ I, x̄(I)← 0
	
�	 ��� ∃p, q ∈ P1 ∪ {p∅, q∅}|Xe

1(p, q) 6= 0 	
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�� ���86:9� �<� 9784<� 8��	7< �	 <

p, q ∈ P2
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Xe

2(p, q) > 0�
��� � �

I1 ∈ I1(p, q)
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x̄1(I1) > 0
��� � �

I2 ∈ I2(p, q)
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x̄2(I2) > 0

x̄min ← min (x̄1(I1), x̄2(I2))

I ← I1 \ {p, q}P1
∪ I2 \ {p, q}P2

∪ {p, q}P
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G = (V,E), c : E → N, C = {(si, ti), i = 1 . . . k} ⊆ V 2, ∀i = 1 . . . k, di ∈ N
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C��� �����$�#� ��� %� 
-��� T )* %�� �&��%$�$� "� #�� � ,�%�$ �#� �!��
I1

' ��#� ��#!��?
� �# ) �� ����+ � "� "�� $� ����&��#$� %� #�,+�� ,  # ,�, "� 
+��� #&����� ��� / %� �&��%�?
$ �# "� ��� �# 3�#�$ �# "� #�,+�� "� %�#-����� " ��#"� ) ��%%� "� -����� ' %�� $�, �� ,  �
��� ��
�� �$ #�� ���� �$ .��� ���� �&���"�� %� ��� "�#� �����# "� ��� ��� ) !�#� ����#�
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����� �� ' #�� ���� �$ .��� �#$ &$& + �# �%�� ��� "�� .�� ��
�� )
I�� ��#$�� ' %� "&� �#"�#�� .��� ?����$ .�� "� $�, �� "� �&��%�$ �# "� % ��
� �� #�,+��

"� %�#-����� " ��#"� .�� % ��# ���$ % ��+���!�� "�#� %� 
-��� T )* &$� $  #�$$�#"�� ) �� $� %%�
"� % ��
� ��-, �#$� % #&� ��, �#$ �!�� %� #�,+�� "� %�#-����� " ��#"� ) C��� #��� �$$�#?
" �#� "�#� / �� .�� %� $�, �� "� �&��%�$ �# "� % ��
� ��� ��� &-�%�, �#$ �!�� %� #�,+�� "�
%�#-����� " ��#"� ' ��, , � #��� % ��+���!�#� ��� %� 
-��� T )
 ���� %� �&���� ��#?�, &� �� # )
C��� �+���!�#� &-�%�, �#$ �� ��, ���$�, �#$ ��� ��1 �!��

I2
) �� ��$ � �#$�� %�� $�, �� "�

�&��%�$ �# ��$ , �%� ��� ��
�� �$ "� ��%��% "� % ��%-�� $�, � R ��$ �����$& ��� %� 
-��� T )H )
�� #�,+�� "� %�#-����� " ��#"� �$ %� #�,+�� "� 
+��� !�� �#$ "�#�

(4, 14)
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C��� ��#��#� .�� �� ��&#�, >#� ��$ "� / %� �$���$��� ���$ ��% >�� "� % ��##��� ' #�?
$�, , �#$ �� �B, &$� � ) C�$�� 3��,�%�$ �# ��$ ���� � ��$ �$�� $��� -&#&��%� ���� �� $B� �
"� �&���� �D  % # �B � ��� !�� , �#$ "� ���$�-� , � � �# ��� 1 + #� �� "� ��#� "� ��$�$ �# )

C&�#, � #� ' #�� �%-�� $�, �� 3���# ���#$ -&#&��%�, �#$ �#� ��%�$ �# ��$ , �%� �$ % ���?
��#" �%&�$� �� �", �$ �# &���$ " ��� �%�� 
 
+��� ��� % �# ) � �#� %� ��� "� % ��##��� , �#�?

+�� ��#� ��#!��� �# ' #�� �&��%$�$� ��������#"�#$ + �# / % ��#�%B�� $�&�� .�� "� ���+%>, �
� ,  %� �� "� %� 4565789:5; �<� � 78
 � <� 874��4:74	 68:7<� 3� $� ��� 2�, �� O*UU�P )

��� �&��%$�$� �+$�#�� ��� %� �&���� ��#?�, &� �� # ' �����$&� ��� %� 
-��� T )
 ' ��#$ �%��
�$$�#"�� ) C�� �%-�� $�, �� ��#$ �1��#�#$ �%%�, �#$ �%�� �� ����� .�� ��
�� ��� % ��
� �$
#��� ��$�� ��#$ / , �# ��%�� "�� �&����1 �%�� -��� �!�� "� �%�� -��#"��  #�$�#��� ) I��

*H�



�1�, �%� ' ��
�� # �� ��� �� �&���"�� % ��
� �!�� �%�� "� HH %�#-����� " ��#"� ' �%��� .�� #��
���� �$ .��� �#$ �� �$$� #"�� RR ) � �, ��.��#� .�� ��� % ,  $�� ��#$ ��$�#$ "��� / % �&#��, �
$�, �� "� ��%��% .� �/ "� $���  , ���$�#$� + ��� #� �# , &, � �� "� ��
�� ' .�� �� �� $ ����
% ��
� �� ���� %�� ��%�1�$ �#� % #&� ��� )
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C��� � �#��#� ���!� � �%%�� + �# �%�� %� # �!�� %� 3��,�%�$ �# 874�4� <� :; "� %� ��?
%�1�$ �# 3���$ �##� �� "� ,�%$ ��$ ' � #� .� ��!�� "�� $���# .��� �� ����� "� ���������
��&��$ �##�%%� $�%%� .�� %� -&#&��$ �# "� ��%�##�� )

� �� �##��$ �� ������ ��� � ��������� �� � � ������

�������������

�� $��!� % .� �� $ � ��$$���� / ��&��#$�� �%�� ���� �, &% ���$ �#� / % ��%-�� $�, � ��,+ ?
#�$� �� " ������1  , �$ �# "� ,�%$ ��$ 3���$ �##� �� ������& ��� � %� ����� OHSSSP ) ��#� �#
��#$�1$� -&#&��% �� + �# �� &� 
.�� �� " , �#� �##�, �#$ "� �&����1 "&!�%��� & �� ���� $��

 '  % � ��- $ �!�#$ $��$ " ����&%&��� %� ��%��% " ��# ,�%$ ��$ 3���$ �##� �� .� � !� ��$ �# /
�$�� �$ % �& ��, , � %� ���$ #� �� #� ��%� "� % ��%-�� $�, � R� )

����
� �� �� �� �� �	��
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 ��� ��� �%-�� $�, �� T �$ R ��&��#$&� �# ���$ �#
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3���$ �##� ��� ) � � �%�� ' % ��%-�� $�, � R #&���� $� �# ��%��% "� ,�%$ ��$ 3���$ �##� �� ����
���.�� ��, , �" $& "�#� �# ��� ������  $&��$ 3 ) �� .���$ �# "� %� ��� " $& "� �&��%�$ �# "�
,�%$ ��$ 3���$ �##� �� # ��# "�! �#$ .�� �%�� ���� �%� )

!� ���� �%��� %� .���$ �# "� % ��$ % $& "� ��%�$ �#� 3���$ �##� ��� ��$ , �%�� ) �# ���$ '
��� �%-�� $�, ��  #"� ��#$ "�� �����1  , �$ �#� .� ��#$ �"" $ !�� ��� %�� ����� $&� ) �#
3� $ ' � % ��# ��-��"� �%�� ��&� �&, �#$ ' ��$ &���$ ��$ ��%��%& ��� ���� ��$ ��1 ����� $&�
3���$ �##� ��� �$ % �&�� ) I�� ��#�&.��#$ ' �$ % ��� �#�

(1 + ε)
?�����1  , �$ �# "� ,�%$ ��$

3���$ �##� �� �, >#��� $ / �#� ��%�$ �# "�#$ %�� ����� $&� ��#$ ' �� � �� '
(1 + ε)OPT +

√

(1 + ε)OPT
) � ���"�� "� -��#"��� "� % �&���$ " ������1  , �$ �# #� ���#-��� "�#� ��� "�

, �# >��  , � ��$�#$� �$  % ��$ #�$���% "� �������� / �1�%� $�� %� "�-�& "� % + ��$& � #� "&-�-&
���� ���&%&��� %� ��%��% "� ,�%$ ��$ �#$ �� )

C��� ��&��#$�#�  � �# "&$� % %�� �%-�� $�, �� "� F ��- �$ 2�#�, �## O*UU�P �$ "�
� %� ����� OHSSSP .� ���$�-�#$ �#� �$��$&- � ��, ,�#� 3�#"&� ��� %�� $��!��1 "� ���#-
O*UUTP ) � � "&� �� #� ��%� ��$ "� -&#&��� �#� ��%�$ �# "� ,�%$ ��$ �# �� -� "�#$ ��� %�
��#�$���$ �# " ��#� ��%�$ �# �� ���+%>, � "��% ' .� �  � �#�  #$����&$�$ �# ��,+ #�$� ��
�# $��, �� "� �%�� ����$� ���,  #� ' ��� "�� , �" 
��$ �#� "� 3� + %� �, �% $�"� )

� 
� 
� 
	����� �� �	�� �� ���� �� �� � 	 ��� ������
� ��%-�� $�, � "� F ��- �$ 2�#�, �## O*UU�P � �%-�� $�, � � � �� 3�#"� ��� %� $��!� % "�

���#- O*UUTP ' �$ �1�%� $� % � #$����&$�$ �# ��,+ #�$� �� "� "��% "� ,�%$ ��$ , �1 ,�,
�1���&� �� ���� $�� *) � � "&� �� #� ��%� ��$ "� ��#�$�� �� �# ,�%$ ��$ �# � �����#$ "�
� �$ $�� .��#$ $&� "� ��$ %� %�#- "�� ���,  #� ! �%�#$ %� �%�� %�� ��#$�� #$�� "� %�#-���� "�
"��% ' $��$ �# , � #$�#�#$ �#� "&��#"�#�� �1� �#�#$ �%%� �#$�� %� .��#$ $& "� ��$ $��!����#$
�# ��� �$ �� %�#-���� ) ��%� ��! �#$ / ��� � � / ���.�� &$�� � %� ���,  # �����#$ ��� %��
���� %�� , � #� ����-&� ���� + %�� ' �� .� !� "�#� %� ��#� "� % � #$� $ �# ) �� 3��, � "� %�
"&� �#"�#�� ' �#$�� %� %�#-���� " ��# ��� �$ %� .��#$ $& "� ��$ .� � % ���� ��$� ' ��#" $ �##�
%�� � ��3��, �#��� "� % ��%-�� $�, � ) � �#� %� �� $� ' #��� #�$�#� ����

(s, t)
%� � %�� ����$

���,  # "�
s

/
t
)

�
 � �	� ���� � �#� %� ��� �D $��$�� %�� ����� $&� !�%�#$
c

' %� %�#-���� " ��# ��� ��$ "�
%� 3��, �

δ(1+ ε)i .��#" %� .��#$ $& "� ��$ $��!����#$ ��$ ��� ��$
i c
α

�D
ε

��$ %� ����, >$��
*
S



" ������1  , �$ �# ��� � �$
α

�$
δ

"��1 ��#�$�#$�� 3�#�$ �#� "�
ε

.�� #��� "&$��,  #���#�
�%�� $��" ) �� ������� �#"�#�� �#$�� %� %�#-���� " ��# ��� �$ %� .��#$ $& "� ��$ ��$ + �#
�1��#�#$ �%%� ) ���#" %�� ����� $&� !�� �#$ ' %� ������� �#"�#�� # ���$ ��� ���� "  ���$� �$  %
# �B � ��� "� 3��,�%� �%��� � ��� %� %�#-���� " ��# ��� ' , � � % � "&� ��$ %� , �, � )

���
� �	�� � �
(1 + ε)

?�����1  , �$ �# "� ,�%$ ��$ , �1 ,�,
����	
 �

G = (V,E), |V | = n, |E| = m, C = {(si, ti), i = 1 . . . k} ⊆ V 2, ε > 0
*+��,
 �

l ��1����� ��� E 1 3� 3 1
�1 ���� �� si → ti �
�1 �� �
�(���� ≥ � 3*+��,
 �
f (1 + ε)��22�
� �� �1�
� �� ���1�

1 � �� ���� �� C ��� G

j < H���1������1�
� I ∀p ∈ P, f(p) = 0, ∀e ∈ E, l(e) = δ

h < �	= 	�
�
A < Hl(∅) ≡ ∞I minp = ∅
B < = +>� �+>�

i = 1 . . . k ?@ ,�
C <
p←---. (si, ti)

D < K,
l(p) < l(minp) @L+�K

G <
minp ← p

J <
cm ← mine∈minp c(e)

M <
f(minp)← f(minp) + cm

αji < ∀e ∈ minp, l(e)← l(e)(1 + ε cm

c(e))jj < �>K�> ��
l(minp) ≥ 1

� �
 ��
� �	�� � � % � #  $ �% ��$ �# "� % ��%-�� $�, � ' %� ��$ ��$ #�% �$ %� , &$� .�� !��$ �# ?
3��, &, �#$

δ
O% -#� *P ) � ��%-�� $�, � �� $ �%��� �# ��������� -%��$�#  $&��$ 3 � / ���.��

 $&��$ �# '  % "&$��,  #� ' ���,  $��$�� %�� ��, , �" $&� ' %� �%�� ����$ ���,  # " ��#� ������
/ �� "��$ #�$ �# O% -#�� 
 / �P ' � ����� c

α

�# $&� "� ��$ %� %�#- "� �� ���,  # O% -#� UP
�$ ,�%$ � % � %� %�#-���� "� ���.�� ��� "� ���,  # ���

(1 + ε c
c(e)

)
O% -#� *SP ' �D

c
��$ %�

����� $& ,  # , �%� " ��# ��� "� ���,  # O% -#� �P ) � ��%-�� $�, � � �����$� .��#" $��$�� %��
��#$�� #$�� "� "��% ��#$ ��$ �3� $�� ' � ���$ / " �� .��#" %� %�#-���� "� $��� %�� ���,  #� "�
P "&�����

1
O% -#� **P )

*
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 ��
� �	�� �
�� ����!� "� ������$ �# "� % ��%-�� $�, � � ��$ �# "��1 $�, �� ) 	% 3��$ $��$ " ��+��"

����!�� .�� %� ��$ ��%��%& ���� ��$� %�� ����� $&� ) I��� ��%�  % 3��$ ��$ , �� %� #�,+�� "� 3� �
.�� % ��# ������ "� ��$ ��� �# ��� �$ ��� � �

α
"� ���$� .�� %�� ����� $&� �� �#$ ���� ��$&�� )

� �#� �# "��1  >, � $�, �� '  % 3��$ ����!�� % �
(1 + ε)

?�����1  , �$ �# "� ��$ ��$ , �% ) ��$$�
����!� �$ % �� %� �&��%$�$ "� "��% $& .� " $ .�� %�� 3�#�$ �#� �+� ��$ !�� "� �� , �% �$ "�
"��% �#$ %� , �, � ��$ ,�, ' %� ��$ � " ������1  , �$ �# ��$ "�#� +��#& ���&� ����, �#$ ���
%� ��$ � �#$�� %� 3�#�$ �# �+� ��$ !� "� �� , �% �$ ��%%� "� "��% �+$�#��� ��� % ��%-�� $�, � )
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�
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 5	7
α = log1+ε

1+ε
δ

�

������  !� $ �# ���
e

) ���.�� 3� � .�� c(e)
α

�# $&� "� ��$ ��#$ � ����&�� ���
e

' %�
%�#-���� "�

e
� &$& ,�%$ � % &� ��� �� , � #�

(1 + ε)
�!�� &-�% $& � %� �����&� � ���$ 3� $�

�# �#� ���%� 3� � � � %� � ����&� � &$& 3� $� �# �%�� ���� &$�� �� "� % ��%-�� $�, � '  % B �
�� � ����&� "�

λ1
c(e)
α

, . . . , λj
c(e)
α

�!�� ∑

j λj = 1
) � �#� �� ��� '

l(e)
� &$& ,�%$ �% &� ���

Πj(1 + ελj) > 1 + ε
∑

j λj

)
����.�� % ��%-�� $�, � � $��,  #� '

l(e) ≤ 1 + ε
�� �.�� "� ��$ # ���$ �����& ��� �# ���

.�� � � % �������$ "�#� �# �%�� ����$ ���,  # "� %�#-����  #3&� ���� /
1 + ε

) ��, , � %�
%�#-����  #  $ �%� "�

e
��$

δ
'  % B � �� �� �%��

log1+ε
1+ε
δ

,�%$ � % ��$ �# ���
1 + ε

"�
l(e)

)
I�� ��#�&.��#$ ' %� ��$ �����#$ ���

e
��$

f(e) ≤ c(e) α
log1+ε

1+ε
δ

)
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�
��	 �
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(1 + ε)
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���� �� ������  I��� ����!�� ��$$� ������ $ �# ' �# �$ % �� %� $�&��>, � 
 "� "��% $&
.� " $ .�� %� 3�#�$ �# �+� ��$ !� "� "��% �$ ��%%� "� �� , �% ���##�#$ %� , �, � !�%��� /
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�%�#$���� "� RS %�#-����� " ��#"� " ����>� %� 
-��� T )T ' %� $�, �� # ���-, �#$� �%�� �$ %�
��$ � ��, �� O� )	P���, �� O	P ���$� ��#�$�#$ )
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�� � � �� ���� �� � �����������

��� $���#�%�- �� �$ % �&�� "�#� %�� �&����1 "� ��, ,�# ��$ �# ��#$ #�,+������ �$ �#
��#�$�#$� &!�%�$ �# ) �� �%����$ "� $�, �� ' &$�" �� "�� ��%�$ �#� �� &� 
.��� / ���.��
 ##�!�$ �# 3���� �� ���B�%�-� �B�$&, �$ .�� "�� , �, ��  "&�� �%-�� $�,  .��� "� +��� ' ��
"&$� , �#$ " ��!�#�&�� $�#$ ���� %� ��������� .�� � ��� % � #-&# �� � ) �#� ����� ��� � ��� &! ?
$�� ��$ &��� % ��#� �$� �# �#� �# 
��$ �# $��#�!����%� "�� ���+%&, �$ .��� ����?� ���#$�� '
-�G�� / "�� , �"&% ��$ �#� �$���$���%%�� �$ �%-�� $�,  .��� � ��$ #�#$�� ) I�� �1�, �%� ' "��
�$���$���� ��,+ #�$� ��� ���� -&#&��%�� .�� %�� -������ �#$ � ��,  � "� ���#"�� �# ��, �$�
"�� �����$&� �$ .��� "�� �&����1 
 %� ��� �$�$ .��� �%��� .��� ' �$ " ��# �1$�� �� "�� ���+%&?
, �$ .��� �%-�� $�,  .��� 3�#"�, �#$�%�� ' $�%%�� .�� %� ��%��% "�� �%�� ����$� ���,  #� ��
%�� �&����1 "� ��$� )

��� $��!��1 .� �#$ &$& ��&��#$&� "�#� ��$$� $�>�� �� !�#$ ��$$� �������� �# � � #?
$&�����#$ �%�� �� &� 
.��, �#$ �� " , �#� �##�, �#$ "�� �&����1 ��$ .�� " � #3���$���$��� )
� ���$ ,  ��$ �# "� ��� �&����1 ��$ ����#$ �%%� ��1 ��&��$���� "� $&%&��, ,�# ��$ �# ' .� 
"�, �#"�#$ %� -���#$ � " ��#� �1�%� $�$ �# �� ���� "�� ���������� .� � %� "&�%� �#$ ) C�� $��?
!��1 � � #�>��#$ "�#� "�#� % �����$ "� ��������� " ��%-�� $�, �� �� ����� " ������1  , �$ �# '
#�$�, , �#$ ���� %�� ���+%&, �$ .��� " ���$ ,  ��$ �# ��,+ #�$� �� 3�#"�, �#$�%�� .�� 3�#$
�������$�� %�� , �"&% ��$ �#� � �$���$���%%�� �$ �%-�� $�,  .��� � "�� �&����1 " � #3���$���?
$��� )

C��� �� !�#� "�#� #�� $��!��1 �#� , &$��"�%�- � -&#&��%� 3�#"&� ��� "�� �-�&-�?
$ �#� " � #3��, �$ �# ) �  #� ' #��� $�� $�#� #�� ���+%>, �� ��� "�� ��� ������ �%-�� $�,  .���
��, �%�1�� "�#$ %� ���� " ���$ ,  ��$ �# ��$ %� �%�� ��, ���$ � ��� + %� ' �� .� #��� � ��, �$
" ��+$�# � "�� �����1  , �$ �#� � ��3��, �#$�� ) C��� �&��#"�#� "� %� ���$� / %� "�, �#"� "�
-���#$ �� ��� %� .��% $& "� % ���$ ,  ��$ �# "�� �B�$>, �� "� ��, ,�# ��$ �#  #�$�%%&� ��� %�
$���� # ' "� -��#"� $� %%� �$ �B�#$ $�#"�#�� / ��� �$�� ��� "�, �#$ )
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C��� �!�#� ��&��#$& ' �� ���� $�� 
 ' �#� #��!�%%� , �"&% ��$ �# "�� �&����1 ��$ .���

� �� ,�%$ 
+��� ) ��$$� , �"&% ��$ �# �&� �#" / �# , �#.�� ���� �% "� 3��, �% �, � ' ���
%�.��% #��� �!  �#� ��#�%� ' �� ���� $�� H ' % �&$�$ "� % ���$ "�� , �">%�� �$ �%-�� $�, �� ����
%�� �&����1 ��$ .��� ) �# #� ��#� "&��#$ ��� �# ���$�-� "&$� %%& �� # !��� "�� 
+��� '
, � � �-�&-& �� # !��� "�� �G+%�� ' #��� ��$�#� ���� �#� #��!�%%� %��$��� "�� ��#$�� #$��
" �����$�$ �# "� %�#-����� " ��#"� 3�#"&� ��� "�� ��#�  $� "� -����� ) C��� �!�#� , �#$�&
.�� %� ���+%>, � " ��� ��$�$ �# "� %�#-����� " ��#"� � �&�� !� $ �%��� ��, , � �# ���+%>, �
"� ��%���$ �# " ��B���-������ ' �$ "&!�%���& �#� &�� $��� "� ���+%>, � "� ���$�-� ��$ .��
��, , � �# ,�%$ ��$ "�#� �# �&���� "� ��$ ��1  % � �� )

C��� �!�#� �#�� $� &$�" & %� ���+%>, � "� ��%���$ �# "� ���,  #� ) �� ���+%>, � 3�#?
"�, �#$�% " ���$ ,  ��$ �# ��,+ #�$� �� � ����% .�� / �# -��#" #�,+�� "� � $��$ �#� ' #�?
$�, , �#$ / % ��� ��$�$ �# "� %�#-����� " ��#"� "�#� %�� �&����1 ��$ .��� , �#�
+��� ) C���
�!�#� , �#$�& ' �� ���� $�� ( ' ��, , �#$ &$�#"�� %� 3��,�%�$ �# �# ���!��$��� "� ���+%>, �
"� ��%���$ �# "� ��, , �$� ) C��� #��� ��, , �� �#�� $� ��#��#$�& ��� %� ��%�1�$ �# % #&� ��
"� �� ���+%>, � ' %� ��%���$ �# 3���$ �##� �� ' �$ "&!�%���& �# �%-�� $�, � � �%B#�,  �% �3?

���� "�#� %�� ��+��� "� "�-�& +��#& ' �� � ' ��� �1$�#� �# ' "�#� %�� -������ "� %��-���
��+ ������#$� +��#&� ) C��� �!�#� , �� ��& %� ���$ " ��#� ��%���$ �# 3���$ �##� �� "�#� %��
��+��� + #� ��� ��� 7

5

3� � %� ����-� ) C��� �!�#� �#
# "�##& �# �%-�� $�, � " �����#" �%&�?
$� �� �+$�#�#$ �#�

(1 + 5
3e

+ o(1))
������1  , �$ �# "�#� %�� ��+��� "� "�-�& + ��#& ' �� .� 

�, &% ��� %� , � %%��� �%-�� $�, � ��##� ���� �� ��� )
C��� �!�#� �#
# ��&��#$& "�� �!�#�&�� �%-�� $�,  .��� ���� %�� ���+%>, �� "� ,�%$ ��$

�#$ �� �$ 3���$ �##� �� "�#� %� ���� $�� T ) C��� �!�#� "�##& �# �%-�� $�, � " �����#" 
�%&�$� ��  #��&, �#$�% � ��� % ������1  , �$ �# "� ,�%$ ��$ �#$ �� ) % �$ !&� ��� %� + ��� # " ��#
��%��% ��� "� "� ,�%$ ��$ 3���$ �##� �� ���� % ��%-�� $�, � ��&�&"�#$ ' #��� #��� ��, , ��
 #$&����&� ��1 �����1  , �$ �#� ��,+ #�$� ��� "� �� ���+%>, � ) �# �, �%�B�#$ "�� $���# .���
"� ��%��% "B#�,  .�� "�� �%�� ����$� ���,  #� ' #��� �!�#� �, &% ��& % ��# "�� , � %%����
�%-�� $�, � "� %� % $$&��$��� ) ��#� %� ��� "�� �&����1 "� ��$  , �% .�&� "�#� %� , �"&?
% ��$ �# "� ���$�-� ��$ .�� "� ���� $�� 
 ' ��$ �%-�� $�, � #��� � ��, �$ " ��+$�# � �#�
���&%&��$ �# " ��# 3��$���

O
(

n4w2ε2

log n

) ��� ���� ��$ / %� ��, �%�1  $& , �B�##� "� � , �%�1�
��� %� ���-��, , � % #&� �� ������� �#"�#$ )
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Q �%�� ���� ���� ��� "�#� #�� $��!��1 ' #��� �!�#� ��#�$�$& �#� " �$�#�� ��#� "&��+%�

�#$�� % ��#�%B�� $�&�� .�� �$ %�� �&��%$�$� �1� &� , �#$��1 "�� ��������� " �����#" �%&�$� ��� )
�# �� �$ ' ��� "�� � $��$ �# ���$ .���  ����� "� % ���$ ,  ��$ �# "�� �&����1 ��$ .�� " � #3��?
�$���$��� ' %�� �%-�� $�, �� "�##�#$ "� + �# , � %%���� �&��%$�$� .�� �� .�� -���#$ ���#$ %��
�#�%B��� ���+�+ % �$�� ) 	% 3��$ "&$��,  #�� %� ���$ "�#� ��$$� " �$�#�� "�� ���$ ��%�� $&�
�$���$���%%�� "�� �&����1 ' �$ ��%%� "� %� $��� -��#"� -&#&��% $& "�� �&��%$�$� ���+�+ % �$��
.�� #��� �$ % ��#� ) � ���$�� ���$ '  % ��#! �#$ $��� ���� "� �� "�, �#"�� � �# �%-�� $�, � �
�$$� #$ %� , � %%��� ��$ � " ������1  , �$ �# ���� +%� ' �� "� �������� / % ��, &% ���� ) �# ���$ ?
��% �� ' %�� ���������� �� !�#$�� #��� ��,+%�#$  #$&�����#$�� )

• �#� &$�"� $�&�� .�� " ������1  , �+ % $& "� %�
(k, c)

� ��%���$ �# "�� �B� ��-������ ���$�
/ 3� �� ) �# ���$ ' % ��%-�� $�, � "� �� -�$�# �$ ��%% ) OHSS *P ���"� $ "�� ��%�$ �#� " ��#�
.��% $& ������ "� %� , � %%���� "�#$ % ��1  �$�#�� ��$ -���#$ � O!� #  !���# *UURP ' , � �
����# �&��%$�$ #&-�$ 3 # ��1  �$� ��� % ��1  �$�#�� " ��#� �, &% ���$ �# )

• ��#���#�#$ %� ��%���$ �# "� ���,  #� ' #��� � �#��#� ���!� � �, &% ���� % ��%-�� $�, �
"� ��%�$$� �$ ��%% ) OHSSSP ) ��%� ?� � ��$ � � #$����&$�� ��, , � �# ����#" �%&�$� ��
 #��&, �#$�% -� "& ��� �#� ��%���$ �# 3���$ �##� �� &.� % +�&� ' �$ #��� �������#�
�# �%-�� $�, � �� !�#$ %� , �, � , &$��"� ' , � � �# &$�#$ -� "& ��� �#� ��%���$ �#
3���$ �##� �� ��$ , �%� ) C��� +�$�#� $��$�3� � ��� %� " � ��%$& "� �����$&� ��� %��
" �$� +�$ �#� "�� $����� "�� ��%���$ �#� 3���$ �##� ��� ��$ , �%�� )

• �� ��� "� ��%��% "� ,�%$ ��$ 3���$ �##� �� ��$ " �&��#$ ) �# "&� $ " ��# +�# ��, ?
���$�, �#$ $�&�� .�� ' #�$�� �%-�� $�, � ' ��, , � ��%� "� � %� ����� OHSSSP ' , �$ �#
� �� "�� !�%���� �1$��, �, �#$ ��$ $�� ' "  � � %�, �#$ �1�%� $�+%�� �# ���$ .�� � ��� �#
�&���� /

100
��, , �$� �$ �!��

ε = 1
100

' %� %�#-����  #  $ �%� "�� ���� ��$ "� % ���"��
"�

10−200 ) � �#� �#�  , �%&, �#$�$ �# ����%%� ' ��� !�%���� ��#$ ��#� "&�&�� #�%%�� ���
%� , ��� #� ) �#� �$��$&- � ��-, �#$�#$ ���-���� !�, �#$ %� ��&� � �# "� ��%��% #���
��,+%� ������� &� ���� ��% �� / �� ���+%>, � O���"��$ ' �  !�#� ' �$ ����� HSS
P )
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����� ��	���� �� ���������
C�� ���������� #��� �#$ �, �#&� / �#!  ��-�� "� #�,+������ � ���� ��$ !�� "� ��������� '

#�$�, , �#$ �# " ���$ �# "� �$���$���� ��,+ #�$� ��� �$ " ��%-�� $�, �� / , �, � "� ���#"��
�# ��, �$� " ���$��� $B� �� "� ���+%&, �$ .��� " ���$ ,  ��$ �# �$ "� �&����1 )

�#� "�� �� #� ��%�� !� �� .� � % #��� ��,+%�  , � ��$�#$ " ��1�%���� ��#���#� %�� �&����1
"B#�,  .��� ) �� �&�% $& "�� �&����1 ��$ &! "�, , �#$ "B#�,  .�� ' .� � % � ��- ��� "�� �&����1
%�� �%�� ������� "�� �$ % ��$���� � �D %� "B#�,  .�� ���>$� " ���$�, �#$ % ���$ !  $& "�� $��,  ?
#��1 ' �%&�$� �� �$ $�>� �� ���" .�� � ���.� ���1 �&����1 " � #3���$���$���  #$����#$ #�#$��1
� �D ' "� 3� $ "�� �-�&-�$ �#� ������� !�� "�� ��1 "� "�##&�� ' %� "B#�,  .�� ��$ + �������
�%�� % ��&� ��� "�� �� �$� �$�$ �$ .��� ' �$ � ��$ �$�� .��� "&$��,  # �$� � �# �����#$ ���
%�� �&����1 �D %� , &" � ��$ %�  , �, � "B#�,  .�� ' ��, , � %�� �&����1 ��" � ��� �1�, �%� )
��� ���+%&, �$ .���  ����� "� ��� ��#� "&��$ �#� "&� �#"�#$ 3��$�, �#$ ' / ���,  >�� !�� '
"� $B�� "� "B#�,  .�� �$ "� $���#�%�- � ��#���#&�� ) � � #�,+������ &$�"�� ��#$ 3� $�� '
, � �  % , �#.�� %�� ��$ %� � ��, �$$�#$ "� ��#3��#$�� %�� ����� ���� �#$�� �%%�� �$ "� ���-���?
��� ��%%��$ !�, �#$ ' �� % �� "� ���B�%�� "��  "&�� � ,  %� ��� "�#� "�� ��#$�1$�� %&->��, �#$
" � &��#$� )

� �#� �� "�, � #� ' %� �&�% ��$ �# " ��#� �# 
��$ �# "�� ���+%&, �$ .��� " ���$ ,  ��$ �#
��$ "�#� ���� %� , � #� #&����� �� ) I��� ��$�#$ ' �%%� # ���$ ���  , , &" �$� ) �# ���$ ' �# ��&?
��.� � , �� ��� ��$ %� "&!�%����, �#$ "� #�$ �#� ��,+ #�$� ��� ���#�#$ �$���$���%%�, �#$
�# ��, �$� "�� ��� ��$� "B#�,  .��� ) ��� ��&,  ��� " ��# $�% "&!�%��� �, �#$ ������ ���#$ '
#�$�, , �#$ ' "�#� %� #�$ �# "� � 78
 � <� ��56	 9:� � O=� ���# �$ ��%% ) HSS
P ' �� "�#� %��
��%��%� "� � 59� ��;8� :�	 <� O2��%�� �$ !��$�%%� HSSHP ) ��� #�$ �#� ��,+ #�$� ��� �$ �%-�?
� $�,  .��� ' 3�#"&� ��� %�� $��!��1 "� ���" �$ ��%�����# O*UT�P ' ���##�#$ �$���$���%%�, �#$
�# ��, �$� %� "B#�,  .�� "&$��,  # �$� " ��#� $�� �%�- � ) � %%�� � ����% .��#$ #�$�, , �#$ /
%� , �"&% ��$ �# "� �&����1 "�#$ %� "B#�,  .�� ��$ ����$ !�, �#$ "&$��,  # �$� ' $�%� .��
%�� �&����1 "� $��#����$� 3����!  � ��� ��� �1�, �%� ' �� + �# / % ��#�%B�� ��, � &$ $ !� "�
���$���%�� ���� "�� �&����1 "�#$ %� "B#�,  .�� ��$ �%&�$� �� O����-� �$ !B��$ �� HSS*P )

��$ ����$ "� ��������� "� $ �$�� � ����� !  ' �� , � #� "�#� "��1 " ���$ �#� �� &� 
.��� )
� ��#� ���$ '  % 3��$ �#� �� � % ��#��,+%� " ���$ %� "  ���# +%�� ' � ��� �# ��#"�� % ��1�%� $�$ �#
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