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Préface

Les travaux présentés dans ce manuscrit de these s’inscrivent dans le cadre de la physique
de la matiere condensée et plus précisément de la problématique des fortes corrélations
¢lectroniques dans les systemes unidimensionnels. L’objet du premier chapitre est d’expliquer
certaines des motivations qui ont amené les physiciens de la physique du solide a étudier
les composés a fortes corrélations électroniques et leurs propriétés remarquables. Malgré
les difficultés expérimentales et théoriques, de nouveaux états de la matiere ont été mis
en évidence, en particulier dans les supraconducteurs a haute température critique et les
conducteurs organiques unidimensionnels. Cousines de ces matériaux, les échelles de spins
furent découvertes au début des années 1990 et ont suscité depuis lors un intérét toujours
renouvelé. Le terme « échelle » rappelle que 1'élément constitutif de base de la structure
cristalline comporte deux chaines couplées fortement. Le champ magnétique est un ingrédient
de choix pour caractériser la nature du liquide électronique car il se couple au degré de liberté
de spin de I'électron par effet Zeeman et a sa charge par effet orbital. Quelques expériences
sous champ magnétique sont ainsi évoquées a la fin de ce chapitre d’introduction.

La compréhension de la physique des échelles de spin bénéficie d’une description paradig-
matique concrétisée au début des années 1980 par Haldane et connue sous le nom de liquide
de Luttinger. Les principaux résultats de cette théorie utile pour les chapitres suivants sont
présentés au chapitre II. Parce que devenues aujourd’hui incontournables en physique, les mé-
thodes numériques ont joué un role central dans les résultats rapportés dans ce manuscrit.
Il était donc naturel de leur consacrer le chapitre III. Bien que celui-ci puisse étre court-
circuité en premiere lecture, le lecteur curieux devrait pouvoir y trouver des algorithmes
véritablement fondés sur des concepts physiques. C’est par exemple le cas du groupe de
renormalisation de la matrice densité (DMRG) inventé par White et qui permet d’aborder
quantitativement la physique quantique a une dimension. L’efficacité actuelle de cet algo-
rithme toujours en développement depuis son avenement en 1992 a permis d’aborder des
questions délicates durant cette these.

Viennent ensuite les résultats a proprement parler dans les chapitres IV, V, VI et VII. Ini-
tialement, I'intitulé de la these était « dynamique des trous dans divers liquides de spins »
(la notion de liquide de spins est brievement discutée au chapitre I). Le chapitre IV va dans
ce sens en étudiant comment la prise en compte de I’échange cyclique dans la description du
magnétisme montre le lien entre la nature de liquide de spin de ’échelle dopée et sa supracon-
ductivité. Les propriétés d'une excitation magnétique résonnante y sont également discutées.
La phénoménologie a 'origine de cette excitation nous a conduits a regarder ce qu’il se pas-
serait si elle était sondée par un champ magnétique. C’est ’objet du chapitre V qui détaille
les nombreuses phases observées lorsqu’on ne tient compte que de l'effet Zeeman. Au-dela
des propriétés magnétiques, la nature de 1’état supraconducteur va étre grandement modifiée
par la présence du champ magnétique. En considérant qu’un flux traverse les échelles, 1'effet



orbital du champ va lui aussi permettre de sonder la nature des phases réalisées dans les
échelles en caractérisant leur réponse a cette perturbation. Le chapitre VI se termine par des
résultats préliminaires sur le modele bosonique d’'une échelle obtenus assez tot et qui étaient
motivés par des prédictions de la théorie du liquide de Luttinger. L’effort a finalement plutot
été porté sur les résultats concernant les échelles fermioniques par continuité avec ceux sur
I'effet Zeeman. Enfin, une collaboration sur un sujet qu’on pourrait croire orthogonal a pre-
miere vue nous a permis d’appliquer les méthodes rodées dans le cadre des échelles dopées.
Plus qu’une simple transposition des méthodes, le modele de Hubbard de spin 3/2 attractif
partage des analogies évidentes avec les échelles dopées. C’est ce point de vue qui a été choisi
pour rédiger le chapitre VII.

Ce document au format pdf et sa source au format BTEX
avec les figures devraient étre disponibles a [’adresse :
http://www.guillaume.roux.free.fr/These
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Chapitre |
Contexte expérimental et théorique

Ce chapitre introduit le contexte expérimental et théorique qui motive I’étude des systemes
a échelles de spin dopées. On présentera en premier la notion de fortes corrélations électro-
niques et les modeles généraux qui servent a décrire le comportement du liquide électronique
en leur présence. Quelques résultats utiles pour la suite y sont résumés. On présente ensuite
brievement les composés a fortes corrélations électroniques que sont les supraconducteurs
a haute température critique et les conducteurs quasi-unidimensionnels. Ce sont en effet
des composés qui partagent beaucoup de similitudes avec les échelles de spins et qui ont
été abondamment étudiés. Les expériences sur les échelles isolantes et dopées seront enfin
présentées avec un accent mis sur les propriétés sous champ magnétique.

1 Les électrons fortement corrélés

1.1 Théorie de Landau du liquide de Fermi

Landau développa dans les années 50 la notion de liquide Fermi [1-5] décrivant les liquides
électroniques, comme dans les métaux, et plus généralement fermioniques comme 1'Hélium
3. Elle établit que les propriétés physiques d'un grand nombre d’électrons en interaction
sont essentiellement celles d’électrons libres dont les parametres sont renormalisés par les
interactions. C’est le cas de la masse effective m* qui est généralement plus grande que
celle d'un électron libre. De facon remarquable, cette théorie fonctionne pour des situations
ou les interactions sont fortes et ne peuvent étre traitées perturbativement [5] et permet
d’expliquer de nombreuses observations expérimentales. Cependant, elle ne recouvre bien
entendu que les phases métalliques dans lesquelles le systeme a les méme symétries que le
liquide sans interactions. En effet, celui-ci peut avoir des instabilités vers d’autres phases
brisant des symétries comme la supraconductivité, les phases magnétiques. .. Ces transitions
de phases sont généralement observées en dessous d’une température critique. Dans la théorie
du liquide de Fermi, les excitations élémentaires sont des quasi-particules qui correspondent
a des électrons habillés par les interactions. Elles ont un vecteur d’onde k et une énergie
E(k) = k?/(2m*) bien définis. Leur fonction spectrale A(k,w) n’est cependant pas un pic
delta mais une lorentzienne centrée sur w = F(k) et dont la largeur est proportionnelle
a (E — Er)? ou Ep Iénergie de Fermi. Elles sont donc d’autant mieux définies qu’elles
sont proches du niveau de Fermi. Dans les solides, comme la température de Fermi est



Chapitre 1. Contexte expérimental et théorique

d’environ 12000 Kelvins®, lessentiel des propriétés thermodynamiques et de transport vont
étre gouvernées par ces excitations de basse énergie autour du niveau de Fermi. Ce qui se
passe a plus haute énergie va beaucoup plus dépendre du détails des interactions. Un avantage
de la description de Landau est qu’elle permet d’aborder les instabilités du gaz fermionique
non pas a partir des fermions libres mais a partir des quasi-particules, intégrant de fait une
partie de 'effet des interactions.

En dehors de ces excitations a une particule peuvent exister des excitations collectives de
charge ou de spin. Ces modes collectifs vont également contribuer aux propriétés physiques.
A une dimension, de part le confinement des particules, on ne peut pas faire d’excitations
individuelles sans faire d’excitations collectives [6]. On ne pourra donc pas se ramener sim-
plement a une description de basse énergie en termes de quasi-particules. La prise en compte
des interactions se fait pourtant de maniere générique dans ce cas et recouvre la théorie du
liquide de Luttinger qui sera plus précisément discutée au chapitre II. Les systemes unidi-
mensionnels sont donc un cas général ou la théorie du liquide de Fermi est mise en défaut
et ou l'on s’attend donc a des propriétés physiques nouvelles, motivant naturellement les
recherches dans cette direction.

Un autre point important qui a suscité 'intérét des systemes de basse dimension (1D et 2D)
est le role grandissant des fluctuations quantiques a mesure que ’'on réduit la dimensionnalité
du systeme. En effet, le théoreme de Mermin-Wagner [7, 8] stipule qu’un systeme quantique
unidimensionnel avec interactions a courte portée ne peut briser de symétrie continue. Cela
interdit donc la possibilité de vrai ordre associé a des brisures de symétries continues comme
la supraconductivité (symétrie de charge U(1)) ou un état de Néel (symétrie de rotation
de spin SU(2)). D’une certaine maniere, ces fluctuations vont favoriser la compétition entre
différents états possibles conduisant a une grande richesse des phases observées expérimen-
talement et théoriquement. Ainsi, de nouvelles phases non conventionnelles ou exotiques
peuvent alors étre stabilisées comme on le verra par la suite.

1.2 Corrélations électroniques et modele de Hubbard

On présente ici le modele le plus élémentaire [7, 9-13] pour décrire des électrons en interac-
tion sur un réseau. Malgré la simplicité de sa formulation, il n’a de solution exacte qu’en une
dimension [14] ou en dimension infinie pour certaines équations de champ moyen [15, 16]. Les
diagrammes de phase a deux ou trois dimensions ne sont pas établis précisément. Le modele
de Hubbard permet de mettre en évidence le role des corrélations entre électrons. Dans toute
la suite, on ne considérera que le modele a une orbitale. On a donc quatre états possibles par
site d’apres le principe de Pauli |0),[1),|]) et [T]). Les électrons peuvent sauter d’un site a
I'autre (entre plus proches voisins seulement en premiére approximation) avec une intégrale
de transfert ¢. L’interaction coulombienne est écrantée dans les solides et décroit avec la dis-
tance : le modele ne conserve que l'interaction lorsque les électrons sur un meéme site U > 0
et néglige les autres. La prise en compte d’interactions a plus longue portée correspond au
modele de Hubbard étendu. Ainsi, ’hamiltonien du modele de Hubbard & une bande s’écrit

'Les échelles d’énergie accessibles expérimentalement en physique du solide varient de quelques peV a
quelques 1’électron-Volt suivant les sondes expérimentales. Elles sont souvent exprimées dans les unités

meV, K, T ou cm ™! suivant les mesures avec la correspondance 10 meV ~ 120 K ~ 90 T ~ 80 cm™!.



1. Les électrons fortement corrélés

simplement
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avec CIU I'opérateur qui crée un électron de spin o =1, | au site 7 et n;, = cZT-Ucw est 'opérateur
de densité électronique dans I’état o. Le seul parametre libre du modele est U/t qui est le
rapport entre l'interaction et la largeur de bande. La généralisation a plusieurs bandes ou la
prise en compte des interactions a plus longue portée est immédiate.

On remarque tout de suite que le terme cinétique H; est diagonal dans I’espace réciproque
tandis que le second est diagonal dans ’espace réel. Lorsque U = 0, on retrouve simplement
les résultats d’un modele de bande :

d
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Le fondamental (mer de Fermi)
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est un produit d’états décorrélés? au sens ot 'occupation d'une orbitale par un électron 1 est
indépendante de 'occupation par un électron |. Pour voir comment le terme d’interaction
génere des corrélations entre degrés de liberté de spin des électrons, on considere seulement
deux sites voisins et on se place dans la limite d’'interaction forte U > t. Un électron T peut
sauter sur le site voisin avec une énergie ¢. Si ce site est occupé par un autre électron, ce
processus n’est permis que si ce dernier a un spin | en raison du principe de Pauli. Le systeme
gagne donc de I’énergie cinétique si les spins des électrons voisins sont anti-paralleles et la
théorie des perturbations permet de montrer qu’on a une interaction effective entre les deux
¢lectrons de type Heisenberg JS; - S; avec un couplage antiferromagnétique

J=4t*/U > 0.

Les états propres de U'interaction de Heisenberg a deux corps sont les états singulet (|1]) —
111))/V/2 et triplets {(|T1)+|11))/v/2, |11), |11)}. Ainsi, les électrons sont fortement corrélés
dans ce modele et cela rend tres difficiles les approches analytiques.

L’hamiltonien (I.1) a des symétries qui permettent de classer ses états propres. La premiere
est la symétrie U(1) associée a la conservation du nombre total de particules N = Ny + N|.
La seconde est la symétrie SU(2) associée a la rotation du spin si bien que le spin total
S est conservé. En particulier, le spin selon z, donc Ny — N|, est conservé. On a ensuite
I'invariance par les translations du réseau associées a la conservation du moment total. Dans
le cas particulier de réseau bipartite?, il y a une symétrie particule-trou [10] et I’énergie du

2La fonction d’onde doit quand méme étre anti-symétrique dans ’échange de deux fermions, contrainte de
Pauli qui induit une corrélation.

3Réseau que I'on séparer en deux sous-réseaux A et B tels que les sites de A ne soient couplés qu’a ceux de
B. Typiquement le réseau carré mais pas le réseau triangulaire.
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fondamental ne dépend donc pas du signe de ¢ (ou de U). Par contre, le secteur de charge
se transforme en spin et réciproquement. AU > 0, un seul électron par site est préférable
tandis qu’a U < 0, les états de spin nul |0) et |T]) sont favorisés si bien que la physique n’est
pas la méme.

Les nombres quantiques font apparaitre le role important du remplissage électronique dans
le modele de Hubbard. Ce remplissage est le nombre moyen d’électron par site n = N¢/Nsites
et varie entre 0 et 2. Lorsque la symétrie particule-trou est présente, on peut se limiter a
0 < n < 1. Au demi-remplissage (n = 1), les interactions vont induire une transition de
phase métal-isolant appelée transition de Mott [17-20]. En effet, pour U = 0 le systéme est
métallique puisqu’on a alors une bande a moitié remplie (voir figure 1.1). Pour U > t, les
sites doublement occupés vont étre tres défavorisés énergétiquement et les électrons vont se
localiser, gelant le degré de liberté de charge. Il y a un gap qui s’ouvre au niveau de Fermi
séparant deux sous-bandes autour de w = £U/2 : le systeéme est alors un isolant de Mott
(voir figure 1.1). Restent les degrés de liberté de spin qui interagissent par I'hamiltonien de
Heisenberg discuté ci-dessus. En pratique, il n’y a pas de parametre d’ordre associé a la
transition de Mott mais celle-ci est souvent accompagnée d’un ordre antiferromagnétique en
dimension D > 1, avec par exemple un état de Néel. A une dimension, le systeme est isolant
des que U > 0 ce qui fait dire qu’il n’y a pas a proprement parler de transition de Mott
puisque U, = 0 (voir aussi le chapitre II). A deux dimensions, il faut un terme ¢ de saut aux
seconds voisins sur les diagonales pour qu’il y ait une transition a une valeur finie de U/t
dans le cas du réseau carré [16].
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F1G. 1.1: Fonction spectrale A(w) calculée pour le modeéle de Hubbard a température nulle
par le groupe de renormalisation numérique. Le systeme est au demi-remplissage et
W ~t est la largeur de bande. A faible U/W , le pic de quasi-particules a w = 0 est
caractéristique d’un état métallique. Au-dela d’une valeur critique de ['interaction
U, un gap s’ouvre au niveau de Fermi ne laissant que les sous-bandes de Hubbard
w==£U/2 : on a alors un isolant de Mott. Figure adaptée de Bulla et al. [21].
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1.3 Magnétisme quantique et modele de Heisenberg

L’isolant de Mott est donc décrit par ’hamiltonien de Heisenberg* antiferromagnétique

1
H=J> S;-8; = JZ§ [SFS; +878F] +5:8;  avec J >0 (1.2)
(i.5) (4,9)

avec les opérateurs de spins S = c;rs,a'sxscis et o les matrices de Pauli. Comme pour le modele
de Hubbard, il n’existe de solution exacte qu’a une dimension [23, 24]. Le deuxiéme membre
met en évidence les contributions diagonales d’Ising S7S7 qui tendent a aligner les spins dans
des directions opposées, et celles de spin-flip S;" S S S;-r qui renversent le spin selon ’axe z.
L’état de Néel [T|T] --- T1) n’est pas un état propre de (1.2) a cause de ces fluctuations quan-
tiques. De plus, on se rend compte que, dans 1’énergie du singulet, la contribution du terme
Ising est —.J/4 alors que celle du spin-flip est —J/2. Les fluctuations quantiques abaissant
I'énergie, on a intérét a former des dimeres (autre nom pour les singulets) entre deux sites.
Cette approche de I'antiferromagnétisme en considérant la fonction d’onde du fondamental
comme une superposition de pavages de dimeres a été développée initialement par Anderson
9, 25, 26]. Ces pavages sont appelés états de lien de valence (voir figure 1.2). Ils ont la par-
ticularité d’etre une base surcomplete et de ne pas étre linéairement indépendants. L’action
des termes de 'hamiltonien de Heisenberg est, dans ce language, de faire « résonner » les di-

meres. Sur une plaquette, le fondamental est ainsi I'état résonnant [|[} () +|=)]/v/3. Un état
de Néel est la superposition avec un poids égal de tous les pavages bipartites® [22]. Certains
fondamentaux n’auront un poids important que sur les pavages avec dimeres a courte portée,
comme c’est le cas pour la chaine J; — J5 au point Majumdar-Ghosh. Un fondamental pour
lequel les résonances locales dominent ’énergie et qui est a les plus gros poids sur les pavages

4L hamiltonien de Heisenberg est en fait beaucoup plus général que la dérivation qui en a été faite ici [9, 22].
I1 décrit le magnétisme dans des systemes de spin-S quelconque et d’interactions J;; de tous signes et de
portée quelconque. Il ne prend cependant pas en compte des processus a plus de deux qui peuvent avoir
une contribution significative comme on le verra au chapitre IV.

5C’est-a-dire les pavages tels que les dimeéres ont un spin dans le sous-réseau A et l'autre spin dans le
sous-réseau B.
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Fi1G. 1.2: Les pavages de dimeéres constituent une base particulierement adaptée a la descrip-
tion des états singulets de basse dimensionnalité o les fluctuations quantiques sont
importantes.
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de dimeres a courte portée est appelé état RVB (Resonating Valence Bond). De nouveaux
états magnétiques ont été trouvés dans les systemes de basse dimensionnalité et frustrés qui
favorisent le role des fluctuations de spins et partant, la possibilité de réaliser des états RVB
[27]. Les échelles de spin en sont une réalisation et présentent par exemple des corrélations
de spins avec une décroissance exponentielle méme a température nulle

(S(x) - S(0)) o (—1)%eo/% . (L.3)

On parle de liquide de spins® par analogie avec les corrélations de densité dans un liquide.
Cependant, le réseau carré a pour fondamental un état de Néel [28]. L’effet des fluctuations
est alors de renormaliser les quantités physiques comme 1’énergie par site, les corrélations
antiferromagnétiques. .. Il peut sembler surprenant d’avoir un fondamental comme ’état de
Néel pour le modele de Heisenberg. Celui-ci brise en effet la symétrie SU(2) de 'hamiltonien
et Marshall [29] a démontré que le fondamental de tout systeme antiferromagnétique de
taille finie que I'on pouvait séparer en deux sous-réseaux A et B était un état singulet”. On
s’attend donc a ce que le fondamental dans la limite thermodynamique soit aussi un singulet
qui ne brise pas SU(2) et non un état de Néel. En fait, I'état de Néel de '’hamiltonien de
Heisenberg doit étre vu comme un paquet d’ondes des états de spin total S*' = 0,1,2,...
qui est dégénéré avec le fondamental singulet a la limite thermodynamique [30]. La brisure
spontanée de la symétrie SU(2) ne se fait donc qu’a la limite thermodynamique®

Le cas du modele de Heisenberg a une dimension est intéressant car en vertu du théoreme de
Mermin-Wagner on ne pourra avoir d’état de Néel. Le théoreme de Lieb-Schultz-Mattis [31]
(voir aussi le chapitre II) stipule que les chaines de spin demi-entiers ont soit un fondamental
non dégénéré avec un continuum d’excitations, soit une dégénérescence mais nécessairement
associée a un gap et une brisure spontanée de la symétrie de translation. Pour la chaine de
spin 1/2, les corrélations décroissent en loi de puissance (voir chapitre IT). En revanche, pour
les chaines de spin entier, on peut avoir un gap et un fondamental non dégénéré [32-34]. C’est
le cas de la chaine de spin-1 dont le gap vaut environ 0.41.J [35] et entraine une décroissance
exponentielle des corrélations de spin.

1.4 Isolant de Mott dopé : le modele t-J

En dopant en trous un isolant de Mott, les électrons vont pouvoir se déplacer dans les
places vacantes ainsi libérées. On note généralement 6 = 1 — n le dopage en trous. En se
placant dans la limite U > ¢, les sites doublement occupés sont tres défavorisés et on peut
les interdire explicitement en utilisant le projecteur de Gutzwiller

P = H(l — niyn;)) (I.4)

i
sur la partie cinétique. Le terme d’interaction se ramene a I’hamiltonien de Heisenberg mo-
difié par le fait que tous les sites ne sont pas nécessairement occupés. On obtient ainsi a

6Cette dénomination est en toute rigueur un peu abusive : un vrai liquide de spin étant considéré comme
un état n’ayant aucun parametre d’ordre [27]. On peut avoir des corrélations de spin exponentielles mais
un parametre d’ordre, tel que la modulation des liens de valence, qui ait une valeur moyenne non nulle.

7Un résultat important pour les simulations numériques.

8Cela peut étre étudié numériquement en tracant les spectres d’énergie dans un secteur de spin total S en
fonction de la valeur propre S(S + 1) : on les appelle tours d’états d’Anderson.
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l'ordre ¢*/U ’hamiltonien t-J [7, 9]

1
H = PcHiPq + JZ[SZ- S — ann]] + Termes & trois sites (L.5)
(i,9)

qui met en évidence la compétition entre énergie cinétique et énergie magnétique. Les termes
a trois sites sont des termes avec un coefficient en ¢?/U comme J mais qui ne frustrent pas
le terme de Heisenberg comme le terme cinétique. Tout comme la partie cinétique, ils sont
absents au demi-remplissage et habituellement oubliés a faible dopage dans la littérature
[7, 9]. Ce modele a un avantage par rapport au modele de Hubbard initial. En intégrant
les processus de haute énergie, il est mieux adapté a la description de la physique de basse
énergie, notamment du magnétisme des composés dopés. L’espace de Hilbert est lui aussi
restreint et croit comme 3%stes au lieu de 4™stes pour le modele de Hubbard ce qui est un
atout pour les simulations numériques (voir le chapitre III). Cependant, son domaine de
validité est difficile a déterminer précisément : on s’attend a ce qu’il soit correct dans la
limite J/t ~ t/U < 1 et pour des faibles dopages en trous. Bien qu’on puisse considérer
le modele t-J comme un modele en soi, on peut comparer numériquement ses prédictions a
celles du modele de Hubbard et établir un domaine de validité. Par exemple, dans le cas des
échelles dopées, la comparaison est assez bonne pour U/t 2 6 [36].

2 Composés typiques a fortes corrélations

2.1 Supraconducteurs a haute température critique

Les supraconducteurs a haute température critique ont été découverts en 1986 par Bednorz
et Miiller [37]. Ces composés sont des céramiques contenant plusieurs especes chimiques et
qui ont en commun de posséder des plans bidimensionnels de cuivre et d’oxygene séparés par
des plans plus isolants (cf figure 1.3). Malgré une structure relativement similaire pour ce qui
est des plans cuivres et des températures critiques élevées (entre 30K et 120K environ), il est
difficile d’identifier les propriétés physiques universelles de ces systemes. En effet, beaucoup
de parametres expérimentaux rentrent en jeu : dopage et transfert de charge, impuretés,
nombres de plans et présence d’autres sous-systemes. .. Malgré cela, il semble généralement
admis que la symétrie du parametre d’ordre supraconducteur est d,2_,2 avec des paires de
Cooper singulet en faisant I’archétype du supraconducteur non conventionnel?. L’origine
du mécanisme conduisant a de telles températures critiques ne fait pas encore 1'objet d’un
consensus mais I'antiferromagnétisme semble jouer un role déterminant dans I'apparition de
la supraconductivité. Les plans CuO se prétent bien a une description de type modele t-J.
En effet, le réseau est alors le réseau carré formé par les sites de cuivres reliés par les liaisons
Cu—O—-Cu. Par substitution chimique des contre-ions, le dopage ¢ des plans CuO peut étre
fixé a une valeur déterminée. Les trous se mettent préférentiellement sur les oxygenes si bien
qu’on s’attend a avoir un modele de Hubbard a 3 bandes (une bande p pour les oxygenes et
deux sous-bandes de Hubbard d,2_,2 pour les cuivres). En fait, Zhang et Rice ont montré [38]
que les trous formaient un état singulet avec Cu?* (singulet de Zhang—Rice) qui se déplace

9Le parametre d’ordre d-wave dy2_,2 a une fonction de gap dépendent de k du type A(k) = Ag(cosk, —
cos k) tandis que c’est une constante pour s-wave.
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sur le réseau des cuivres. Ils dérivent alors un modele effectif & une bande sur réseau carré de
type t — J. L’interaction magnétique effective entre deux électrons est alors celle de super-
échange médiée par les oxygenes. On attend pour cette derniere une valeur positive et tres
grande (d'un ordre de grandeur de J ~ 1000 K) lorsque les liaisons CuO sont alignées'®.

La schématisation du diagramme de phase expérimental de ces supraconducteurs est re-
présentée sur la figure 1.4 et montre que les composés sont des isolants de Mott au demi-
remplissage. Une fois dopée, la phase antiferromagnétique survit jusqu’a un dopage critique
puis un dome supraconducteur émerge, avec un maximum pour un dopage optimal. Tenant
compte de la grande valeur de I'interaction magnétique, Anderson a suggéré un mécanisme
basé sur la description de 1'état antiferromagnétique par un état RVB [42]. De maniere tres
qualitative, le mécanisme RVB s’appuie sur le fait que si I'on introduit deux trous dans un
pavage de dimeres a courte portée tel que celui de la figure 1.2, il est énergétiquement pré-
férable de ne briser qu'un singulet au lieu de deux. Les trous ont donc tendance a se lier
avec une énergie d’appariement controlée par I’échange magnétique .J. Nous verrons que les
échelles de spins dopées constituent un systeme tres simple dans lequel ce mécanisme est plus
légitime puisque l'isolant de Mott parent y est bien un état RVB a la différence du réseau
carré. D’autre part, des phases inhomogenes avec des modulations de la densité de trous et
de spin selon une direction ont été proposées pour décrire les propriétés des cuprates [43-45].
L’existence de tels « stripes » est discutée théoriquement et expérimentalement [40, 41, 46—
49] et peut justifier ’étude de modeles quasi-unidimensionnels comme les échelles de spins
(voir figure 1.4).

2.2 Composés organiques unidimensionnels

Les composés organiques ont suscité un fort intérét depuis les mises en évidence de leur
propriétés remarquables a la fin des années 70 [50, 51]. Ils sont constitués d’empilements
de molécules planes séparés par des contre-ions. Les orbitales m sont perpendiculaires aux
plans des molécules et ont donc un fort recouvrement dans cette direction selon laquelle la
conductivité est maximale (voir figure 1.5). Des familles de composés de structures analogues
comme (TMTSF);X et (TMTTF),X (avec X un contre-ion) ont pu étre synthétisées et
étudiées de fagon systématique. Cela a permis d’établir un diagramme de phase global,
représenté sur la figure 1.6, pour I’ensemble de ces familles en fonction de la pression effective.
Cette derniere correspond soit a la combinaison d’une pression mécanique appliquée et d’une
pression chimique évaluée selon les contre-ions. Pour faire le lien avec les interactions, il
semble raisonnable de dire que l'intégrale d’échange ¢t augmente avec la pression : 'axe des
abscisses peut donc étre compris comme P ~ 1/U.

Ce diagramme de phase présente une grande variété de phases observées. Notamment,
certaines phases ont des propriétés caractéristiques de composés unidimensionnels en inter-
actions fortes qui appartiennent a la classe des liquides de Luttinger (phase LL). Seule une
importante pression permet de retrouver des signatures d’une phase de type liquide de Fermi.
A noter qu’il n’est pas toujours facile d’évaluer la dimensionnalité que 1’on peut attribuer au
systeme suivant les conditions expérimentales. A basse température, il existe de nombreuses
instabilités vers des phases ordonnées. On a ainsi un état isolant de Mott a basse pression

10T es orbitales p de I'oxygene et d du cuivre ont alors un recouvrement maximal.
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Dopage en électrons Dopage en trous
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Fic. 1.3: A gauche : structure cristallographique du composé YBaCuO montrant les plans
CuO ainsi que le sous-systéme de chaines entre les plans. D’aprés Bobroff [39]. A
droite : diagramme de phase schématique du supraconducteur a haute température
critiqgue LaSrCuQ.

Fia. 1.4: A gauche : modulation de la densité locale de trous de type échelles observées par
spectroscopie tunnel (STM) dans les cuprates. D’aprés Kohsaka et al. [40)]. A droite,
modele de type stripe pour décrire le magnétisme des plans CuQO bidimensionnels.
D’aprés Uhrig et al. [41].
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Fi1a. 1.5: Structure d’un composé de type (TMTTF )y X ou (TMTSF )y X. Les molécules planes
sont empilées favorisant le recouvrement des orbitales w selon l'axe de 'empilement
qui en fait donc un conducteur quasi-unidimensionnel. Les contre-ions PFg sont
représentés a coté. D’apres Bourbonnais et Jérome [52].
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Fic. 1.6: A gauche diagramme de phase du composé (TMTTF )y PFg en fonction de la pres-
sion. A droite : diagramme de phase de la famille des organiques TTF en fonction
de la pression effective. Les pointillés représentent la pression effective pour un
composé donné a pression mécanique ambiante. D’apreés Bourbonnais et Jérome

[52].
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(phase avec ordre de charge! noté MI-CO) qui peut donner lieu & une instabilité spin-
Peierls ou antiferromagnétique a plus basse température. Une instabilité de Peierls est due
au couplage entre les phonons et le liquide électronique. Le systeme peut gagner de I'énergie
électronique (cinétique ou magnétique) en déformant le réseau ce qu’on appelle transition
de Peierls pour la charge et spin-Peierls pour le spin. Le remplissage des bandes dans ces
systemes est fixé par le remplissage des orbitales moléculaires. En I'absence de dimérisation
le long des empilements, on peut considérer qu’on est au quart-remplissage [50]. La diméri-
sation entrainerait de fagon effective un demi-remplissage. Des remplissages commensurables
sont nécessaires a 1’établissement d’une phase de Mott a une dimension comme on le verra
au chapitre II. Expérimentalement, il semble qu’'une situation au quart-remplissage avec de
fortes interactions coulombiennes permet une interprétation cohérente des données [6, 50].

A forte pression, un dome supraconducteur est trouvé avec des températures critiques de
l'ordre du Kelvin (voir figure 1.6). Le mécanisme et la nature du parametre d’ordre dans ce
systeme font toujours 'objet d'un débat [50, 53|. Il est cependant admis qu’on aurait un
supraconducteur non conventionnel avec un role important des fluctuations de spins. L’ajout
d’impuretés dans le systeme montre une grande sensibilité de la température critique avec
leur concentration, semblant suggérer la possibilité d'un parametre d’ordre avec des nocuds
sur la surface de Fermi [54]. Des mesures de RMN montrent que le décalage de Knight du 7Se
n’est pas affecté par la transition supraconductrice ce qui serait en faveur d’un appariement
triplet [55]. Enfin, les mesures de champs critiques sur (TMTSF),PFg montrent une forte
anisotropie de I’état supraconducteur, une courbure anormale de H.o(T") ainsi qu’un dépasse-
ment possible de la limite de Pauli [53, 56, 57]. La limite de Pauli, ou limite paramagnétique,
est le champ critique théorique pour lequel 1’énergie Zeeman de deux quasi-particules pola-
risées selon le champ magnétique égale I'énergie de condensation a température nulle d'une
paire de Cooper. Pour un supraconducteur avec appariement singulet, c’est une limite tres
forte pour le champ critique supraconducteur si 'on est dans une situation ou l'effet orbital
est négligeable. Elle peut étre dépassée dans généralement trois situations : ’appariement
est triplet, un couplage spin-orbite brise SU(2) et « mélange » les secteurs singulet et triplet
donnant au systeme une susceptibilité magnétique finie ou enfin, ’appariement est singulet
mais le parametre d’ordre supraconducteur est inhomogene. Cette derniere situation corres-
pond aux phases de Fulde-Ferrel-Larkin-Ovchinnikov (FFLO) [58-61] qu’on aura l'occasion
de discuter plus en détails au chapitre V. Pour les supraconducteurs organiques, les auteurs
concluent a une supraconductivité de type triplet pour expliquer de telles observations. Ré-
cemment, I’étude du composé (TMTSF),ClO4 met en évidence une évolution plus complexe
de I'état supraconducteur sous champ magnétique avec la possibilité d'un crossover a fort
champ vers une phase avec un appariement triplet et /ou de la supraconductivité inhomogene
de type FFLO [62].

U1 ordre de charge est particulier en ce sens qu’il ne donne pas lieu & un pic de Bragg mais une « diméri-
sation » locale des charges conduisant & un état ferroélectrique [50].
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Chapitre 1. Contexte expérimental et théorique

3 Expériences sur les composés a échelles de spins

3.1 Echelles isolantes
3.1.1 Parité du nombre de montants et gap de spin

Nous abordons maintenant les composés a échelles avec en premier le cas des échelles
isolantes. Une premiere famille de composés a été découverte [67] au début des années 90
sous la formule générique Sr,,_1Cu, 109, (voir figure 1.7). Tandis que le composé SroCuO
est connu pour contenir des chaines de spin 1/2, les composés SrCusO3 et SroCuzOs5 peuvent
étre considérés comme des échelles a 2 et 3 montants. En effet, la structure des plans CuO
dans ces composés comporte des lignes de cisaillement qui rendent la liaison Cu—O—Cu non
pas linéaire mais a angle droit. Dans ce cas, le couplage magnétique entre deux cuivres est
beaucoup plus petit que lorsque les liaisons sont alignées et souvent ferromagnétique?. On
peut donc considérer les sous-systemes en échelles comme faiblement couplés magnétique-
ment. De plus, ces composés sont des isolants de Mott car au demi-remplissage. On trouve
expérimentalement [64] la signature d’un gap de spin pour I’échelle & deux montants, tandis
que celle & 3 montants n’en présente pas (voir figure 1.7). En effet, s’il n’y pas de gap de
spin dans le systeme, la susceptibilité sera au moins finie a température nulle. En présence
d’un gap de spin Ag, on aura en revanche une suppression exponentielle de la susceptibilité
suivant une loi du type Arrhenius [69]

L AgsksT

X(T) x ﬁe : (1.6)
Cela permet d’ailleurs d’extraire le gap de spin qui vaut ici 420 K. Les mesures de RMN
[70, 71] donnent un gap plus grand d’environ 680 K mais du méme ordre de grandeur. La
présence du gap de spin dans une échelle a deux montants, alors qu’il n’y en a pas avec 1 ou
3 montants, peut étre justifiée qualitativement dans le modele de Heisenberg ou 'on prend
une interaction selon les barreaux .JJ; beaucoup plus grande que celle le long des montants
J)|. Dans ce cas, on forme des singulets tres forts sur les barreaux. La premiecre excitation
magnétique est de former un triplet sur un barreau ce qui cotte J;,. On a donc des dimeres
fortement ancrés sur les barreaux dans cette limite anisotrope. Si on branche Jj, ce triplet va
disperser le long des montants comme une particule a une dimension [72, 73] dont la relation
de dispersion est J, + Jjcosk+... et ason minimum Ag = .J; —Jj en k = m. Au contraire,
dans une échelle a trois montants, on peut former sur chaque barreau un singulet mais il reste
alors un spin libre sur chaque barreau. Ces spins libres vont approximativement constituer
une chaine de spin 1/2 qui n’est pas gappée. L’'image RVB est donc particulierement adaptée
a la description des échelles : si on brise un singulet on forme deux spinons (excitations de
type spins libres) et ceux-ci vont étre confinés avec 2 montants mais pas confinés avec 3 [65].
Dans le cas isotrope, les résultats numériques confirment cette approche en montrant que
les échelles avec un nombre pair de montants ont un gap tandis que celles avec un nombre
impair n’en ont pas (voir figure 1.8). On verra au chapitre II que le gap s’ouvre des que 'on
branche 'interaction J, entre les chaines.

12Les orbitales p de I'oxygene et d du cuivre ont alors un recouvrement nul si angle est exactement 90° et
donc pas de super-échange. Il reste un échange direct, donc ferromagnétique et beaucoup plus petit. Si
langle est légérement distordu, il y a compétition entre terme magnétique et ferromagnétique [68].
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Fic. L.7: A gauche : Structure des échelles St,_1 Cuyyq Oa, pour n = 3 (2 montants) etn =5
(8 montants). D’aprés Rice [63]. A droite : susceptibilités expérimentales montrant
l’existence d’un gap de spin pour 2 montants tandis qu’il n’y en a pas pour trois
montants. Les contributions de type loi de Curie des impuretés ont été soustraites
pour obtenir le signal en trait plein. D’aprés Azuma et al. [64].
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Chapitre 1. Contexte expérimental et théorique

3.1.2 Plateaux d’aimantation

Une particularité des systemes avec gap de spin est 1'existence de plateaux dans la courbe
d’aimantation. Pour un antiferromagnétique (dont I'aimantation est nulle en I’absence de
champ externe) qui a des excitations de basse énergie, une aimantation apparait des que
I'on applique un champ externe [27]. Elle croit ensuite jusqu’a ce que tous les spins soient
polarisés. Dans une échelle a deux montants, la premiere excitation triplet est gappée si
bien qu'’il faut un champ critique égal au gap de spin pour créer une aimantation finie (voir
figure 1.9). Ensuite, 'aimantation par site m augmente continiment jusqu’au plateau de
saturation. Ce type de courbe d’aimantation a pu étre mis en évidence dans un composé
en échelle organique qui est un isolant de Mott et dont le réseau est constitué par des ions
cuivre. Cela est rendu possible grace a la valeur beaucoup plus petite du gap de spin (environ
7 T) que dans les cuprates. Le composé organique Cup(Cs5H;5N5)2Cly peut étre compris en
premiere approximation a partir du modele de Heisenberg anisotrope avec Jj/J; ~ 0.2 ce qui
semble légitime en regard de sa structure cristallographique particulierement anisotrope (voir
figure 1.9 et 1.10). Une autre échelle d’énergie intervient expérimentalement : celle du couplage
entre échelles qui est beaucoup plus faible. En fonction de la température (cf figure 1.10), on
a différents régimes : classique a haute température, les plateaux en dessous de A avec une
phase liquide de Luttinger et enfin un ordre antiferromagnétique tridimensionnel a tres basse
température correspondant a la transition dimensionnelle. La nature de la transition est du
second ordre et de type commensurable-incommensurable. D’apres les résultats qui seront
rappelés au chapitre II, on s’attend a un comportement en racine carrée au voisinage des deux
points critiques. Expérimentalement, ce n’est pas observé et les effets tridimensionnels ont
été invoqués pour expliquer cela. Aujourd’hui, il semble que les interactions Dzyaloshinski-
Moriya soient responsables de ce comportement [77] permettant une compréhension de la
courbe d’aimantation a partir d’échelles isolées. D’autres composés de type dimeres couplés
et assez similaires ont également été étudiés comme le cousin au brome Cuy(C5H52N5)oBry
[78] ou encore NagyCoy(Ce0y4)3(H20)s [79] et (BIAP),CuBry - 2H20 qui a des couplages inter-
échelles négligeables [80]. Enfin, des plateaux d’aimantation peuvent exister pour des valeurs
non nulles de ’aimantation : il a été ainsi montré que les échelles anisotropes a trois montants
pouvaient présenter un plateau d’aimantation a m = 1/3 [81, 82].

3.2 Echelles dopées

L’intérét du dopage des échelles de spins provient de la proposition de Dagotto et al. [63,
83-85] qui suggérait qu’elles puissent représenter une réalisation simple du mécanisme RVB
pour la supraconductivité proposé par Anderson dans le contexte des supraconducteurs a
haute température critique [42]. En effet, en considérant le modele t-J avec des couplages
sur les barreaux J; > Jj, on voit qu’il cotite une énergie J, de ne pas apparier les trous sur
un méme barreau (voir figure 1.11). L’énergie d’appariement est alors controlée par 1’énergie
magnétique J , tout comme le gap de spin. La corrélation entre appariement et gap de spin
est bien vérifiée dans I’étude analytique et numérique des modeles de Hubbard et t-J isotropes
comme on le verra par la suite. De facon remarquable, le parametre d’ordre a une symétrie
du type d-wave [86] pour ces modeles rappelant celui des céramiques a haute température
critique.
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selon le champ croise le fondamental singulet pour un champ critique égal au gap de
spin. A droite, fit de la courbe d’aimantation expérimentale de Cuy(CsHiaNs )o Cly
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FiG. I.11: Approche qualitative de ’appariement des trous dans les échelles de spin dopées
dans la limite J, > Jy,t,t1. (a) lisolant de Mott. (b) deux trous éloignés brisent
deuz singulets ce qui cotte approrimativement 2J, . (¢) deux trous appariés sur le
meme montants ne brisent qu’un singulet ce qui ne coute que J,. Les trous ont
donc tendance a s’apparier. Les fleches suggerent la dispersion des paires.

Tout comme ces dernieres, on peut jouer sur le remplissage effectif en trous des plans CuO
en substituant les contre-ions par d’autres especes. Ainsi, le composé LaCuQOs 5 contient des
échelles de spin séparées par des contre-ions (voir figure 1.12). C’est un isolant de Mott avec
un grand gap de spin de l'ordre de 400 K [87]. Par substitution au Strontium, on obtient
la famille La;_,Sr,CuOy5 qui subit une forte chute de la résistivité avec le dopage pour
x ~ 0.2, manifestant une transition métal-isolant [87]. Un état supraconducteur d-wave a
été prédit pour ce systeme méme en présence d’une interaction inter-échelles non négligeable
[88, 89]. Pourtant, rien de tel n’a été trouvé expérimentalement avec comme explication
proposée l'effet du désordre induit par la substitution en Strontium [83]. Le désordre a en
effet fortement tendance a localiser les fonctions d’onde dans les systemes 1D [90]. L'effet du
désordre a été évalué dans les échelles en tenant compte des interactions par Orignac [91, 92
et a montré une plus grande sensibilité de la supraconductivité d-wave que celle s-wave. La
disparition de la supraconductivité est due aux importants effets de localisation associé au
désordre. La théorie BCS pour les supraconducteurs non conventionnels [93] montre qu’un
supraconducteur s-wave tridimensionnel n’est pas sensible au désordre tandis que ceux avec
des nceuds sur la surface de Fermi le sont beaucoup plus. Qualitativement, la situation est
différente de celle des échelles et la suppression de la supraconductivité est dans ce cas due au
fait que les impuretés vont avoir tendance a moyenner les propriétés physiques sur la surface
de Fermi. Comme le gap d'un parametre d’ordre d-wave a des nceuds sur cette surface, il
sera moins robuste vis-a-vis du désordre qu’un gap s-wave qui est isotrope.

Malgré cela, la supraconductivité a bien été trouvée [98] dans un systeme a échelle de
spin dans la famille de composés Sry4_,Ca,CugsOyy5 obtenue a partir de Sry4CusyOy4; par
substitution du Strontium par le Calcium, qui a la méme valence. C’était ainsi le premier
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cuprate non bidimensionnel supraconducteur a étre découvert. Ce dernier est en fait intrin-
sequement dopé méme en ’absence de substitution. En effet, il contient des plans avec des
chaines et d’autres avec des échelles (voir figure 1.12) et un transfert de charge s’établit entre
ces deux sous-systemes. La structure cristallographique met en évidence une incommensu-
rabilité des parametres de maille selon les chaines et selon les échelles mais avec la relation
approchée 10¢haime = TCéchelle QUi S€ VOit en rééerivant la composition chimique sous la forme
(SraCus03)7(CuOs)1p. Cela a pour conséquence une certaine distortion des liaisons dans les
deux sous-systemes dont le désordre est un corollaire [68]. Il est important de préciser que la
supraconductivité de ce composé n’apparait que sous forte pression (3-8 GPa) et pour une
concentration en Ca tres importante z ~ 10-14. Un diagramme de phase issu des mesures
de transport met en évidence une compétition entre phases isolantes, métalliques et supra-
conductrices en fonction de la pression et de la substitution. Nous allons maintenant préciser
le comportement du composé en 1’absence de pression puis sous forte pression pour étudier
la phase supraconductrice.

3.2.1 Expériences a pression ambiante

Un premier point a discuter est le dopage effectif du sous-systeme des échelles dans ce
composé. Ce dernier dépend de la substitution x, de la pression et dans une certaine mesure
également de la température rendant son évaluation intimement reliée aux conditions expé-
rimentales. Il y a un transfert de charge entre les chaines et les échelles qui induit un dopage
intrinseque en ’absence de Calcium. L’étude de la conductivité optique permet d’évaluer la
densité de trous dans le systeme. Osafune et al. [99] ont ainsi mis en évidence le transfert
des trous vers les échelles a mesure que x augmente. En assimilant le mode de basse énergie
observé au mode de charge des échelles, ils évaluent a 6 = 0.22 le dopage pour = = 11 par
intégration du poids spectral. L’étude par RMN de Magishi et al. [100] permet d’accéder a
la longueur de corrélation spin-spin. En supposant qu’elle est directement controlée par le
dopage en trou, ils évaluent 6 = 0.25 pour x = 11. Par des mesures d’absorption de rayons X
polarisés, Niicker et al. [101] proposent une valeur plus faible du dopage des échelles § = 0.11
pour z = 12. On voit donc qu’il n’est pas évident de déterminer le dopage effectif en trous des
échelles par des mesures expérimentales indirectes d’autant que les conditions expérimentales
de température et de pression peuvent varier suivant les méthodes. Cependant une fenétre
de dopage ¢ ~ 0.05 — 0.3 semble raisonnable.

L’étude des propriétés magnétiques par RMN [100, 102, 103] et INS [104, 105] montre un
gap de spin assez élevé dans ces échelles, de l'ordre de 300-600 K suivant les expériences.
Quant aux courbes d’aimantation en dessous de 300 K, elles sondent alors essentiellement
la susceptibilité magnétique des chaines dopées. Les résultats sont en bon accord avec une
image de trous localisés et de dimeres sur les chaines, une fois substituée la contribution des
spins libres [106, 107]. Les chaines ont ainsi un gap de spin de l'ordre de 11 meV. Notons
qu'un état de Néel pour les composés avec x > 11 est trouvé a tres basse température (de
l'ordre de 5 K) en 'absence de pression [108].

L’étude de la résistivité révele un comportement avec gap de charge de type semi-
conducteur a basse température et plutot métallique a haute température. Le gap de charge
diminue avec le dopage de 0.2 eV pour x = 0 a 0.023 eV pour x = 10. Plusieurs expériences
mettent en évidence 'apparition d’un ordre de charge en dessous d'une température 7™ qui
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3. Expériences sur les composés a échelles de spins

se manifeste sur la mobilité des trous. T* décroit avec x pour s’annuler vers x ~ 6.

Des mesures de spectroscopies diélectrique et optique (Raman) ont mis en évidence dans
ce composé l'existence d’onde de densité de charge [95, 96, 109-112]. La persistance des
signatures de ces ondes de densité de charge jusqu'a des températures de 1'ordre de 600 K
dans Sr14CugyOy fait dire & Blumberg et al. [95] que leur origine n’est pas phononique
mais magnétique puisque J ~ 1000 K. Ils proposent donc des scenarios faisant intervenir
I'existence de paires de trous préformées et une compétition entre onde de densité de charge
et phase supraconductrice. Pourtant, Vuleti¢ et al. [96] proposent une destruction des ondes
de densité de charge avec la substitution en calcium (cf figure 1.13), en désaccord avec
Iinterprétation de Blumberg et al. Notons pour terminer qu’il a été proposé les valeurs de 3
et 5 pas de réseau pour la périodicité de ces ondes de densité de charge [113, 114].

3.2.2 Expériences dans la phase supraconductrice

Un point intéressant est que la remontée de la résistivité au voisinage de la tempéra-
ture critique, méme sous forte pression, semble indiquer qu’il s’agit d’une transition isolant-
supraconducteur (voir figure 1.16). La 7. maximale de 14 K est obtenue pour 5 GPa et
x = 13.6 et, bien que plus faible que celles des supraconducteurs a haute température cri-
tique, elle est néanmoins assez élevée. Des mesures de rayons X [118] montrent que la pression
ne change pas la structure du composé mais favorise la redistribution des trous depuis les
chaines vers les échelles en rapprochant les deux sous-systeémes. La pression peut étre donc
qualitativement interprétée comme augmentant les porteurs de charge dans le systeme c’est-
a-dire le dopage en trous.

L’existence ou non d'un gap de spin est cruciale par rapport aux prédictions théoriques
d’un mécanisme de type RVB. En effet, ’énergie d’appariement est controlée par le gap
de spin. La méthode de choix pour sonder la dynamique de spin dans ces composés est
la. RMN. Mayaffre et al. [119] ont proposé une disparition du gap de spin dans la phase
supraconductrice mais avec peu de mesure en dessous de la température critique. Des mesures
de RMN plus récentes semblent confirmer cette approche [120-122]. En revanche, Fujiwara
et al. [116] trouvent un comportement avec un gap de spin de l'ordre de 200 K pour x = 12
(voir figure 1.14) et interpretent leurs données par 'appariement des holons et des spinons
sur un barreau. Leurs mesures s’effectuent pour un champ magnétique proche de la limite de
Pauli ce qui leur permet de suggérer un dépassement de la limite de Pauli et de proposer de
la supraconductivité triplet [115]. Les mesures de décalage de Knight permettent de mesurer
I’évolution du gap de spin avec la substitution sous pression. Le gap de spin semble donc
diminuer avec le dopage en trou et l'augmentation du couplage inter-échelles jusqu’a des
valeurs d’une centaine de Kelvin (voir figure 1.15). Les mesures des effets quadrupolaires
de RMN ont récemment permis d’évaluer le dopage en trou sous pression dans la phase
supraconductrice avec comme proposition § = 0.1 pour x = 12 sous 32 kBar [123].

La résistivité transverse dans le plan des échelles diminue avec la pression et se rapproche
de celle le long des échelles. Cela a conduit Nagata et al. [125] & associer la transition su-
praconductrice a une transition dimensionnelle. La supraconductivité pourrait alors étre due
a ce passage a un caractere bidimensionnel du liquide électronique, la rapprochant de la
situation connue pour les cuprates. Cette analogie est d’ailleurs complétée par d’autres ob-
servations sur les propriétés de transport [83] et par la présence non négligeable de désordre
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la transition supraconductrice ainsi qu’un comportement linéaire en température
avant la transition. D’aprés Fujiwara et al. [115, 116].

300

250;
200;
150;
100;

50 F

SrZCalzCu O

24741 ]

20 30 40 50 60

Pressure (kbar)

Fic. 1.15: A gauche, évolution du gap de spin avec la substitution d’apres les mesures de
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décalage de Knight. A droite, évolution du gap de spin avec la pression et dome
supraconducteur (1 GPa = 10 kbar). D’aprés Jérome et al. [117].
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FiGc. 1.17: Champs supraconducteurs critiques de Sri4_, Ca, Cugy Oq115 sous pression d’apres
les mesures de transport montrant un probable dépassement de la limite de Pauli.
A gauche, d’aprés Braithwaite et al. [126]. A droite, d’aprés Nakanishi et al. [12/).
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qui sera moins contraignante a deux dimensions. Pourtant, la structure cristallographique
restant inchangée et le rapport des résistivités de I'ordre de 20 au plus bas, la supraconduc-
tivité semble demeurer fortement anisotrope. On peut ajouter qu’en vertu du théoreme de
Mermin-Wagner, 1'ordre supraconducteur ne peut s’établir qu’a deux dimensions et il faut
un couplage Josephson suffisamment grand pour obtenir une cohérence de phase entre les
sous-systemes échelles. Il n’est donc pas tres surprenant de voir la conductivité transverse
augmenter en méme temps que s’établit la supraconductivité. Il est important de préciser
que dans cette hypothese la température critique n’est pas directement controlée par le gap
de spin mais par le couplage Josephson entre échelles (voir chapitre II). C’est la raison pour
laquelle les températures critiques observées (de I'ordre de 10 K) sont bien plus petite que
le gap de spin (de l'ordre de 100 K). On a ainsi deux scénarios possibles, soit les paires se
forment au sein des échelles et condensent dans un liquide bidimensionnel mais gardant un
caractere fortement anisotrope, soit la supraconductivité provient d’une transition dimen-
sionnelle dans laquelle la physique se rapproche des celles des cuprates, bien qu’anisotrope.
Dans ce dernier cas, le mécanisme et la nature du parametre d’ordre sont plus spéculatifs du
point de vue théorique en raison de la difficulté d’étudier les modeles a 2D.

Dans la perspective de sonder expérimentalement la nature du parametre d’ordre supracon-
ducteur, les expériences sous champ magnétique sont particulierement enrichissantes comme
on a pu le constater dans les supraconducteurs organiques. Braithwaite et al. ont mesuré le
champ critique de Sry4_,Ca, Cugs Oy sous pression par des mesures de transport [126] (voir
figure 1.17). Malgré la faiblesse de la température critique, la supraconductivité survit aux
champs forts. Comme on s’y attend, le champ critique perpendiculaire au plan des échelles et
dans le plan des échelles sont tres différents. Les expériences de Nakanishi et al. rapportent
des résultats similaires [124], avec en particulier une forte anisotropie du champ critique dans
les trois directions laissant supposer un état supraconducteur tres anisotrope dans le plan. La
encore, un champ de 20 T n’est pas suffisant pour détruire la supraconductivité ce qui amene
a penser que la limite de Pauli est dépassée dans ce systeme. Enfin, la courbure de la fonction
H.(T) est anormale : pour un supraconducteur de type BCS, la courbure est négative avec
un champ linéaire au voisinage de T, et quadratique vers T' = 0. Ici, la courbure est positive.
Nakanishi et al. proposent une supraconductivité triplet pour expliquer une telle divergence
a basse température du champ critique [124].

3.2.3 Vers de nouveaux composés supraconducteurs ?

De nouveaux composés apparentés aux échelles de spins ont récemment été découverts. Un
premier exemple est celui de 3-Na, V505 dont le diagramme de phase [127] pour = = 0.33 est
tracé sur la figure 1.18. Une transition métal-isolant associée a un ordre de charge a lieu pour
des températures d’environ 20-100 K. Une phase supraconductrice sous forte pression avec
une température critique de 10 K apparait sous le dome de l'isolant antiferromagnétique.
Cependant, le remplissage effectif en électrons des échelles dont le réseau est celui des ions
Vanadium est alors 1/6 pour cette concentration en ion Sodium. Le mécanisme RVB ne peut
donc pas étre pertinent pour décrire la supraconductivité de ce systeme. Enfin, la structure
cristallographique présente des sous-systemes de chaine, de chaines zig-zag et d’échelles.
Malgré une structure cristallographique différente de celle de a-NaV50O5 qui est un composé
a échelle de spins et ordonné en charge, Doublet et Lepetit ont suggéré que les interactions
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4 6
P (GPa)

FiG. 1.18: Structure de (3-Na, V505 et diagramme de phase montrant la nucléation d’une

phase supraconductrice sous haute pression a l’intérieur d’un isolant antiferroma-
gnétique. D’aprés Yamauchi et al. [127].
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FiG. 1.19: Structure du composé supraconducteur avec double chaine PryBayCu;Oqs_s.

D’aprés Sasaki et al. [128].
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électroniques soient en réalité assez proches de ce dernier, avec un role important pour les
échelles a deux montants [129].

Issu de la famille des cuprates a haute température critique YBaCuO, le cristal
PryBayCu;Oq5_5 présente de la supraconductivité [130] a pression ambiante avec une T,
d’environ 10 K. Il comporte des plans CuO, des chaines simples et des double-chaines cou-
plées en zig-zag (voir figure 1.19). Une des question est de savoir si la supraconductivité
pourrait se situer au niveau des double-chaines.

4 Conclusion partielle

Les expériences sur les échelles de spins mettent en évidence des comportements riches en
fonction des conditions expérimentales (température, pression, substitution en Ca) avec la
présence d’un gap de spin, d’onde de densité de charge et de supraconductivité non conven-
tionnelle. La structure et les propriétés du composé supraconducteur Sryy_,Ca,CuosOy415
en font un cousin des conducteurs organiques ainsi que des cuprates. Il permet ainsi une
approche complémentaire des questions plus générales sur les systemes fortement corrélés
tant du point de vue expérimental que théorique. Cependant, la plupart des questions im-
portantes comme le dopage effectif en trous, I'existence d’un gap de spin, la dimensionnalité,
Ieffet du désordre et la symétrie de 'appariement dans la phase supraconductrice ne font
pas l'objet d’un consensus, en raison de la complexité du systeme et du défi technique que
sont les expériences sous forte pression. La perspective de nouveaux composés a échelles de
spins, notamment supraconducteur a pression ambiante, pourrait permettre d’aborder cette
problématique sous un nouvel angle.
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Chapitre |l

Notions sur la physique des systemes
quantiques unidimensionnels

1 Vers un hamiltonien effectif : la bosonisation

Nous abordons dans cette partie la méthode de bosonisation qui permet une descrip-
tion générale de particules en interaction confinées sur un réseau unidimensionnel ou quasi-
unidimensionnel. Dans la premiere partie, on présente la description de basse énergie condui-
sant a un hamiltonien effectif. Cela introduit a la notion de liquide Luttinger qui est le
pendant du liquide de Fermi a une dimension et dont on verra les spécificités. On présente
ensuite les instabilités de ce liquide de Luttinger en mettant en évidence le role des com-
mensurabilités. Enfin, on rapporte les résultats de cette méthode aux cas des chaines de
fermions couplées, c¢’est-a-dire les échelles. Ce chapitre introduit des notions et des résultats
essentiels, régulierement utilisés par la suite. Les formules de bosonisations pouvant utiliser
des conventions différentes suivant les auteurs, il est utile de préciser que ’on a choisi celles
du livre de Giamarchi [6] si bien que certains résultats peuvent prendre une forme différente
de celle des articles originaux. Cette présentation est tres largement inspirée de certaines
des nombreuses références sur le sujet [6, 131-133] & commencer par le livre de Giamarchi;
I'objectif étant de donner un support indispensable aux discussions des chapitres suivant.

1.1 Le Liquide de Luttinger
1.1.1 Introduction des champs ¢(z) et 0(x)

En suivant approche générale et phénoménologique proposée par Haldane [6, 131, 134],
on relie 'opérateur de création d’une particule ¢f(z) aux fluctuations de densité dans la
limite d’une description continue. Ecrivons en effet cet opérateur sous la forme

Yi(a) = V/p(x)e (IL1)

ou l'on a introduit les opérateurs de phase 0(z) et de densité locale p(x). Parce qu'on est a
une dimension, p(x) peut étre paramétrée de fagon univoque par une fonction continue et
croissante ¢(x) telle que ¢(x;) = 2mn avec n entier si la i particule se trouve en z;. Cette
fonction est donc une mesure directe du nombre de particules a gauche de x. Autrement dit,
il s’agit d’une description en termes de solitons dans laquelle la fonction ¢(x) a un « kink »
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de 27 au passage de chaque particule. On en déduit!

) = 30w — ) = 3 Vila)d(ole) — 2m0) = Vlw)pm 3 (112)

nez mezZ

Si la densité moyenne de particules est pg = 1/a (a étant la distance typique entre particules),
le champ ¢ défini par 2¢(z) = 2mpex—@(x) caractérisera les fluctuations autour de la position
« d’équilibre » ¢(x) = 2mpox. On obtient alors la décomposition de Fourier de I'opérateur
densité suivante

o) = | = 20(0)] S e, (113)

m

dans laquelle —%V(b(x) correspond aux fluctuations de densité de grandes longueur d’onde
tandis que les harmoniques m correspondent a des fluctuations aux distances de 'ordre de
a. Revenons a l'opérateur de création d’une particule ¢7(x). Il faut maintenant préciser la
nature des particules que I'on décrit. On ne considere pour I'instant que le cas de particules
sans degré de liberté interne. Le cas des électrons sera discuté plus tard. Suivant qu’on
a des bosons (qui commutent) ou des fermions (qui anti-commutent), on trouve [134] des
expressions assez similaires en fonction des deux champs ¢(z) et 0(x) :

1/2
vp(z) = {Po - 1V¢(m)} Y ermloome—o(e) i) (I.4)
T
1 1/2 ' '
w}(x) _ |:P0 _ —v¢(ﬂﬁ):| Z ez(2m+1)(poﬂr—¢(a;))6—19(x) (115)
T
avec comme relations de commutation pour les champs,
0(z"),Vo(z)] = imd(z— ') (I1.6)
[6(a"), VO(z)] = imd(x—a') (IL.7)
o(x),0(2")] = iZSignx—x' . I1.8
2

La seule différence entre bosons et fermions est le facteur e®) supplémentaire pour les
fermions qui permet d’obtenir un signe moins entre ' (2')yf(x) et ¥T(z)yT(2") puisque le
champ ¢ prend un « kink » de 7 au passage d'une particule. En revanche, I'opérateur densité
et les relations de commutation des champs 6 et ¢ sont les mémes quelque soit la statistique
des particules. La nature des particules se manifestera dans les fonctions de corrélations
comme on le verra. 1V¢(z) et (z) sont donc des champs conjugués, de méme que V()
et ¢(z). On introduit d’ailleurs souvent le champ conjugué de ¢(x) avec la notation

M(z) = %ve@;). (11.9)

td’apres les relations sur les distributions et la formule de sommation de Poisson

+oo +oo ]
> =Y [dzersi),

n=—oo m=—0o0
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1. Vers un hamiltonien effectif : la bosonisation

On peut préciser ici quelques propriétés topologiques de ces champs lorsque les N particules
sont confinées sur un une chaine L avec conditions aux bords périodiques. Comme on doit
avoir N particules entre z et x4+ L, on a immédiatement ¢(z+ L) = ¢(x)+7N. La périodicité
de la fonction d’onde 1 (x + L) = ¢(x) donnera pour des bosons §(z + L) = 0(x) + mJ (avec
J un entier pair) et pour des fermions #(x + L) = 0(z) + n(J + N) (avec N + J pair cette
fois). Le nombre quantique N est simplement le nombre de particules tandis que J est lui
relié a la quantification de I'impulsion totale autour de I'anneau et a la possibilité d’avoir
des courants permanents [131].

1.1.2 Hamiltonien

Pour décrire la dynamique du systeme dans la limite continue, on cherche 1'hamilto-
nien effectif le plus simple en fonction des champs 6(z) et ¢(x) et de leur dérivées aux
ordres les plus bas autorisés par les symétries. La symétrie la plus générale a considé-
rer est de dire que le systeme est invariant si x+ — —ux, i.e. on se place dans le référen-
tiel ou il est au repos. L’invariance du premier terme de la densité entraine notamment
Vo(z) = Vé(—x) et donc ¢(z) = —¢(—z). La densité de courant local de particules
j(x) = il (2)V(z) — Vbl (z)y(x)] donne & lordre le plus bas j(x) ~ V6(z). Ce courant
vérifiant j(z) = —j(—xz), on en déduit* VO(z) = —VO(—z). En regardant les décompositions
des opérateurs de création et d’annihilation (I1.4) et (IL.5), on voit qu’on peut s’attendre a
la fois a des termes du type polynome en V(z) et VO(z) (mais pas en ¢(z) et 6(z)) ainsi
que des termes du type cos(ag(z)), cos(ab(x)), etc... On oublie ces derniers pour l'instant,
ils seront discutés plus en détails dans la section 1.3. D’apres 'argument ci-dessus, les termes
en VO et VOV ¢ ne sont pas autorisés par symétrie. Pour 6(z), le terme le plus bas est
donc (VO(z))? = (vII(x))? avec (I1.9). Ce terme a en fait une interprétation physique tres
simple : en premiere approximation un boson s’écrit ' (x) ~ p(l)/ ?e=10(*) of un terme ciné-
tique f dozV1"V1) donne une contribution de ce type. Les fermions contiendront également
ce terme. Pour le champ ¢(x), un terme en V¢, comme par exemple le terme de poten-
tiel chimique —p [ dzp(x), se couple & la densité et peut étre réabsorbé dans la définition du
champ ¢ donc on 'oubliera ici. Reste les termes en (V@(x))? qui ont une origine intuitive : ils
proviennent d’une interaction locale de type densité-densité [ dzp(z)?. Ainsi, 'hamiltonien
générique qui contient les termes élémentaires d’énergie cinétique et d’énergie d’interaction,
prend la forme d’un hamiltonien quadratique

H:/g—i [uK(wH(a:))M%(w(a:)f : (I1.10)

Cet hamiltonien effectif, puisque indépendant d’une description microscopique, est paramé-
tré par le jeu de constantes (u, K') appelées parametres de Luttinger. Le parametre u a la
dimension d’une vitesse et K est sans dimension. Pour des fermions libres, u = vg la vitesse
de Fermi et K = 1. Pour des bosons libres, u est la vitesse du son et K = oo, signifiant
simplement que le terme (V¢)? est absent. En revanche, pour des bosons de cceur dur dont
on ne peut en avoir deux au méme site, on a aura K = 1 : le terme (V¢)? assurant alors
cette contrainte similaire au principe de Pauli. On verra comment déterminer ces parametres

ZPour les bosons, I'invariance de la fonction d’onde implique plus directement §(x) = (—z) puis VO(x) =

—Vo(—x).
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de facon spécifique par la suite. A Tinstar de la théorie du liquide de Fermi, la théorie du
liquide de Luttinger repose donc sur des hypotheses tres générale et permet des prédictions
simples entierement paramétrées par deux constantes. Le paradigme du liquide de Luttinger
proposé par Haldane [134] est que tout systéme unidimensionnel ayant un mode avec une
relation de dispersion linéaire a basse énergie sera décrit de maniere effective par ’hamilto-
nien (II.10). Tout comme pour le liquide de Fermi, des interactions fortes peuvent entrainer
des instabilités vers d’autres phases : ces cas seront abordés a la section 1.3.

1.1.3 Propriétés physiques et détermination des parametres de Luttinger u et K.

Avec un hamiltonien quadratique tel que (I1.10), de nombreux résultats analytiques sont a
disposition. Si I’on souhaite calculer des valeurs moyennes d’observables (parametres d’ordre,
corrélations), on pourra utiliser les résultats

(6(r) = 6OF) = KF(r) (IL.11)
(100) — ) = F() (w12)
G000 = SB(r) (1L13)

avec r = (x,ur) et 7 le temps imaginaire. Les fonctions

Fi(r) = %m {x i (u;\ +o) ] (IL.14)
Fy(r) = —iArglur + oSign(7) + iz], (IL.15)

comportent un parametre de coupure (cutoff) a qui est typiquement la distance a. Cela
entraine notamment pour des conditions aux bords périodiques
<H ei[aj¢(Tj)+b19(7‘j)}> — o 2((X; a8(rj)+b;0(r5))) (I1.16)
J

— o b Dyerlrasan K=y g —rg) +Hasbrtbsar] Fa(ry —rk) (IL17)

avec » ;a;=0cet > ;b; = 0 pour avoir une contribution non nulle. A temps égaux et pour
x> «a, on a Fi(z) ~ In(z/a) de sorte que, de maniére générique, les corrélations statiques
suivront des lois algébriques dont les exposants ne seront paramétrés que par K. Dans cette
limite, il est plus simple de retenir le résultat suivant

% m2K+"—2
(A a0y o [2) 20705 s
x
en omettant le facteur de phase, et en notant
A, 7) = M@ gindl@m) (I1.19)

Prenons un exemple simple pour appliquer ce résultat en calculant la fonction de Green a
temps égaux de fermions en approximant (I1.5) par 1} (z) ~ eFree=i0@)=0@) (avec kp = por

le vecteur d’onde de Fermi) :

(Wp(2)h(0)) ~ ekFT(Em—06) —iGO)-0O)y | (11.20)
4 oy EEE
~ e (—) (I1.21)
s
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n(k), Fermi Liquid Nk, Luttinger Liquid

0 ke "k 0 ke "
Fia. I1.1: Facteur d’occupation des états n(k) a température nulle dans les liquides de Fermi
et de Luttinger : a la différence de liquide Fermai, celur de Luttinger n’a pas de
discontinuité au niveau de Fermi mais une singularité.

Ainsi, on peut en déduire le facteur d’occupation n(k) = [ dre™ % (Y (2)01,(0)) de Détat k
en prenant la transformée de Fourier. Celui-ci présente une singularité au niveau de Fermi
de la forme

—1
K+r—D 4

n(k) — n(kr) < Sign(kp — k)|kp — k|2 (I1.22)
Pour des fermions libres, on aurait une discontinuité au niveau de Fermi donc dans ce cas
K = 1. En présence d’interactions, cette discontinuité se transforme en singularité (voir
figure I1.1). L’effet des interactions a une dimension est donc beaucoup plus important que
dans un liquide de Fermi pour lequel la discontinuité survit aux interactions. Notons que le
calcul pour des bosons avec le méme hamiltonien effectif donne un résultat différent,

1
. . a\ 3%
@)k (0) ~ (e ") ~ (2)7F (11.23)
x

Les corrélations ne font donc intervenir que le parametre K. Un moyen d’accéder a la
vitesse u est de perturber le systeme. Par exemple, en ajoutant des particules au systeme,
on va sonder sa compressibilité

K= 9 . (11.24)
o
Le potentiel chimique y se couple au systéme par un terme —p [ dap(z). La perturbation de la
densité dp induite par ce terme sera dp = —%V(b d’apres (I1.3), soit un terme £ [ dzV ¢ dans
I’hamiltonien. La transformation ¢ — ¢ + u%x permet de retrouver ’hamiltonien quadra-
tique. On a donc perturbé la densité de (6p) = —2(V¢) = p-X si bien que la compressibilité
vaut

K=—= U—FKHO. (I1.25)
u

La derniere relation compare la compressibilité obtenue avec celle du systeme libre k. Tout
comme dans la théorie du liquide de Fermi, certaines observables sont simplement renorma-
lisées par les interactions et ce, au travers des parametres de ’hamiltonien effectif.

De facon similaire, le poids de Drude du liquide de Luttinger peut étre déterminé en
fonction des seuls parametres de Luttinger. Le poids de Drude est la contribution a fréquence
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nulle de la conductivité optique. Il est aussi égal a la raideur de charge du systeme. Cette
derniere caractérise la réponse du systeme, pris avec des conditions aux bords périodiques,
lorsqu’on introduit un petit flux magnétique a travers 'anneau (voir figure I11.1). Ce flux va
induire un courant qui lui est proportionnel. Le poids de Drude sera simplement ce coefficient
de proportionnalité. Le champ magnétique associé au potentiel vecteur A(z,t) va se coupler
au systéme par un terme du type — [ dzj(x,t)A(x,t). L’équation de continuité pour la
charge 0;p + Vj = 0 permet de relier le courant au champ ¢ selon j = }r@tqzﬁ. En notant que
la dynamique du champ ¢ est couplée a son opérateur conjugué en raison de dy¢ = i [H, ¢,
on obtient que le courant est relié a I'opérateur impulsion II

K
i) = == (aTl(a, 1)) (I1.26)
™
Comme pour la compressibilité, le terme — [dz uKTI(z)A (avec A uniforme et constant) peut
étre réabsorbé par la transformation wIl — 7II — A. La densité de courant diamagnétique
est donc j = —“K A et le poids de Drude D = —0j/0A vaut donc simplement

™
ulK
—-

D (I1.27)
La compressibilité (I1.25) et le poids de Drude (I1.27) peuvent étre calculés numériquement
soit a travers les équations de l'ansatz de Bethe pour un systeme intégrable, soit par des
méthodes numériques qui seront présentées dans le chapitre III, section 1.4. On aura donc
dans I'énergie du systeme deux contributions %/{N 2 et %DJ2 qui sont directement reliées
aux nombres quantiques topologiques N et J. Tandis que 'hamiltonien (I1.10) décrit les
fluctuations, ces termes correspondent a des excitations topologiques [131].

1.1.4 Effets de taille finie et théories conformes

Un des avantages des systemes quantiques unidimensionnels est la possibilité d’utiliser
les résultats des théories conformes [131, 135]. Pour un hamiltonien qui a des corrélations
critiques comme (I1.10), on appelle dimension de 'opérateur O 'exposant v intervenant dans
le changement d’échelle r — b~ 'r. Le corrélateur

(O1(r) Oy (1)) = b1 b72(O1 (b 1) Oa (b7 1r)) (I1.28)

fait apparaitre les dimensions des deux opérateurs O, et Oy. Pour une fonction de corrélation
(07 = Os), la dimension de I'opérateur sera simplement la moitié de I'exposant de la dé-
croissance algébrique. Si on considere la variable z = (z, ur) comme une variable complexe,
on peut utiliser la grande famille des transformations conformes a deux dimensions pour
calculer les effets de taille finie. En particulier, un premier résultat intéressant [136] est le
comportement des corrections de taille finie a ’énergie par site e(L) d'un systeme de taille
L a température nulle

o CTU 1

Ces corrections ne font intervenir que la vitesse de Luttinger u et une constante ¢ appelée
charge centrale. Elle est reliée qualitativement au nombre de modes bosoniques présents
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Fic. I11.2: A gauche : effets de taille finie prédits par les théories conformes pour un systeme
avec conditions aux bords fermées (PBC) ou ouvertes (OBC) avec, dans ce dernier
cas, x' fixé a L/2. C’est résultats permettent d’améliorer linterprétation des don-
nées numeriques. A droite : oscillations de Friedel de la densité électronique pres
du bord d’une échelle dopée avec conditions aux bords ouvertes. Les deuz types
de symboles représentent les données numériques et l'ajustement par les lois de
théorie conforme. D’aprés White et al. [137].

dans la théorie effective de basse énergie. Cette constante vaut ¢ = 1 pour I’hamiltonien de
Luttinger (I1.10) et ¢ = 2 pour un liquide de Luttinger avec mode de spin et de charge, mais
peut aussi étre une fraction rationnelle : on verra un cas avec ¢ = 3/2 dans le chapitre IV.
C’est un résultat remarquable que ces corrections soient universelles dans la mesure ou elles
ne dépendent que de u et c.

Grace aux théories conformes, les fonctions de corrélation vues précédemment dans la
limite thermodynamique peuvent également étre évaluées a température nulle sur un systeme
de taille finie. En effet, on peut utiliser la transformation qui amene un systeme infini sur un
cylindre de périmetre L est 2/ = exp(27z/L) et de hauteur infinie (I’axe du temps imaginaire
ut). Le comportement algébrique discuté jusqu’ici pour L — oo va dépendre des conditions
aux limites. Si ces dernieres sont périodiques, les corrélations ne dépendent que de la distance
relative  — 2’ et on peut montrer qu’on a alors

1 %[mzK—&-%]
] : (IL.30)

(A () A —n(2')) pbe = Com {m

a un facteur de phase pres, avec ¢, une constante dépendant du modele. Ce résultat n’est
en toute rigueur valable que pour |z’ — z| > . On a introduit la distance conforme

sin (%)‘ . (IL.31)

qui tend vers x dans la limite thermodynamique. L’effet du sinus est de renforcer les corréla-
tions lorsque @’ — x = L/2 par rapport a une pure décroissance algébrique (voir figure 11.2).

d(xz|L) = %
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Les corrélations sont également symétriques par rapport a ce point et sont par conséquent
redondantes au-dela. Au contraire, lorsque les conditions aux bords sont ouvertes, les corré-
lations dépendent a la fois de x et de 2’ du fait qu’il n’y a plus invariance par translation.
Dans ce cas, on montre [131] qu’on n’a plus nécessairement m’ = —m mais toujours n’ = —n,

et les corrélations vérifient maintenant
2

(d(w + a'|2L)) ]
d(2ef20)] K] aa o)) i %]
) [;ﬁw“";] |

d(x — x'|2L)

Dans le cas particulier ou 'on prend 2/ = L/2, n = K =1 et m = m' = 0, on a tracé
un exemple de ces effets de taille finie sur la figure I1.2 qui montre un décrochement de la
fonction de corrélation lorsque z atteint les bords du systeme. Un peut également prendre
«’ plus prés d'un bord que I'autre ce qui permet d’accéder a des distances x — ' > L/2 plus
grandes que pour des conditions périodiques. Notez enfin que ces effets vont dépendre des
valeurs de K m et n. D’autre part, un point remarquable de I'utilisation des conditions aux
bords ouvertes est que certains opérateurs ne vont plus avoir de valeur moyenne constante.
Ainsi, on montre que

<Am,n (x)Am’,—n(x/)>obc = Copmm/

(11.32)

m2K

<Am,0(x)>obc =Cm [m} ' . (1133)

On peut appliquer ce résultat a 'opérateur densité de 'équation (I1.3) qui va voir ses fluc-
tuations accrochées par les conditions aux bords ouvertes :

(p())obe = po {1 +y chos 2m7pot + oom) } , (IL.34)

m>0 [d(2a]2L))" "

avec Cop, €t o, des constantes. Ce résultat sur la densité est indépendant de la statistique
des particules. Physiquement, ces oscillations de la densité qui décroissent des bords vers le
milieu du systeme ne sont rien d’autre que des oscillations de Friedel dont un exemple dans
les échelles dopées est donné sur la figure I1.2. Les harmoniques décroissent d’autant plus
vite que m est grand.

De la méme maniere, a température finie sur un systeme infini, 'effet de la température
sera d’entrainer une périodicité 3 = 1/T le long de I'axe temporel et on pourra utiliser des
résultats similaires en faisant la transposition iL — u(. Enfin, dans certains cas, on peut
connaitre les fonctions d’échelle de certaines observables ce qui permet une extraction des ex-
posants par collapse des données. En revanche, pour les modeles quantiques bidimensionnels,
les effets de taille finie ne bénéficient pas de résultats aussi généraux.

1.2 Bosonisation

Nous avons suivi jusqu’ici une approche phénoménologique des liquides de Luttinger qui
ne dépend pas d’un modele microscopique en particulier. En pratique, lorsqu’on veut étu-
dier un modele microscopique comme le modele de Hubbard ou de Heisenberg et dériver
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EA

Fia. 11.3: Linéarisation de la relation de dispersion au niveau de Fermi dans la méthode de
bosonisation.

son hamiltonien effectif, il faut trouver un procédure qui relie les opérateurs de création et
d’annihilation sur réseau cw,cza aux champs ¢(x) et O(x) de la description continue. On
verra que ce lien se fait par I'utilisation des opérateurs densités équivalents a des bosons. On
commence par discuter la bosonisation des fermions sans spin®, ce qui permet de discuter le
cas des spin 1/2 avant de parler des fermions avec spins.

1.2.1 Fermions sans spins

On part de 'hamiltonien du systéeme sans interaction a une dimension qui se diagonalise
par transformée de Fourier pour donner une relation de dispersion £(k) = —2tcosk (voir
figure 11.3). Si le potentiel chimique se trouve vers le milieu de la bande, il est raisonnable
de linéariser la dispersion autour des deux points de Fermi kp, —kpr ce qui donne pour
I’hamiltonien

H = Z vp(ek — k?F)Cj,kank (11.35)

k,r=R,L

avec la vitesse de Fermi vp = 2tsinkp et kp = 7n. On a introduit les fermions qui se pro-
pagent avec une impulsion k appelés fermions « droits » et ceux avec —k appelés « gauches »
donc €/, = £1. Cette relation de dispersion linéaire rappelle I’équation de Dirac et differe
nettement de la dispersion quadratique du liquide de Fermi. Les excitations particules-trou
sont bien définies au sens ou elles ont un moment bien déterminé puisque, pour une excita-
tion vers la droite, elles ont une énergie Eri(q) = E(k + q) — E(k) = vpq indépendante de
k. L’idée est alors de les utiliser pour réécrire ’hamiltonien en introduisant 'opérateur de
densité p!(q) dans chaque branche R/L qui n’est autre que la superposition de ces excitations

3Cette dénomination peut paraitre assez surprenante d’un point de vue physique. Il s’agit simplement de
particules qui anti-commutent mais n’ont pas les degrés de liberté interne T, | des fermions « avec spin ».
Physiquement, cette situation est réalisable en polarisant tous les spins avec un fort champ magnétique.
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particule-trou

Z c;kﬂcnk sig#0

T _ k
pr(q) = . (11.36)
Z Cj:k+qcnk - <Cl,k+qc7“7k>0 =N, sig=0
k

en notant que p'(q) = p(—q). Il faut utiliser un ordre normal car la mer de Fermi est étendue &
tous les vecteurs k, la deuxieme équation définissant I'opérateur NV,.. On peut ensuite montrer
[6, 133] les résultats établissant le lien avec les champs 6 et ¢. Tout d’abord, les opérateurs
pl(q) sont de nature bosonique en raison des relations de commutation

[Phl@)pL(a)] = 0 (IL37)

L
f T,_/]:_5,5,ﬂ
Pl(a). ol () =

avec L la taille du systeme. On peut également montrer que le passage a la description en
termes des variables pl(g) est exact. L’intérét de ce changement de description réside dans la
simplification du traitement des interactions : les interactions de type densité-densité seront
naturellement quadratique dans ces variables. Pour ce qui est de la partie cinétique, on peut
montrer [138] qu’elle aussi est quadratique en

H=>" “Elor(@pn(=a) + pr(@)pe(—)] (11.39)
q#0

(11.38)

Cela est assez surprenant car chacun des opérateur p,(q) est lui-méme quadratique dans les
opérateurs fermioniques. Pour décrire un opérateur fermionique a la position x on part de
sa décomposition de Fourier

w(m)zzge G = 7 Z e ey + Z e ey, (I1.40)

—A<k—kp<A —A<k+kp<A
= Fryp(a) + e Y (x) (IL.41)

ou l'on a introduit un parametre de coupure A dans les vecteurs d’ondes accessible (typique-
ment A = a~! ~ a~! oll a est le pas du réseau). On peut alors montrer que les opérateurs
créant les fermions droit et gauche s’écrivent respectivement

1 e,
¢r(2) = U, lim me—sze—“rﬂﬂ—@(f)) (11.42)

avec 1 = R/L = +1. Pour I'expression des champs 6 et ¢ en fonction des opérateurs p,(q),
il a été montré que 1’on obtient

T 7/7T 6—04|Q\/2—iq9ﬂ

o) = ~(Nat M) =T ——(oha) +0}(0)) (11.43)
q#0
Tr A e~eld/2—igx
0(x) = +(Np—Ni)7 + T(ﬂE(Q)—pTL(Q))- (IT.44)
q70
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L’opérateur U, dans (I1.42) est 1a pour donner la possibilité de créer ou détruire un fermion ce
qu’on avait omis jusqu’a présent. En effet, les champs 6 et ¢ ne peuvent créer des particules
puisqu’ils se décomposent a travers les opérateurs de densité qui ne changent pas le nombre
de particules. On remarque également que les nombres quantiques associés aux N, sont reliés
a N et J. En pratique, on peut montrer que la formulation (IT.41) se simplifie dans la limite
L — oo en

_ U itetw)-o)
Py () \/%e (I1.45)
On obtient ainsi une forme similaire a celle de (II.5) ot 'on a conservé que les termes avec
m=0et m=—1.

Imaginons qu’on ait un hamiltonien ou une observable exprimé en fonction des opérateurs
locaux ¢; : on utilise alors ¢; — 1¥(x) et les formules (I11.41) et (I1.45) pour tout réexprimer
en fonction des champs 6 et ¢. On obtient alors généralement un hamiltonien du type de
(I1.10) avec éventuellement des termes supplémentaires. Cette approche permet également
une interprétation simple des champs conjugués 6 et ¢ en remarquant que (11.43) et (11.44)
donnent

Vo(r) = —nlpr() + pr(z)] (I1.46)
VO(z) = +nlpr(r) — pr(z)]. (IL47)

Ainsi, —1V¢(x) est relié aux densités de particules gauche et droite et IT = 1V0 est le

courant vers la droite des particules. A noter que la densité totale, elle, comporte un terme
supplémentaire a 2k qui est simplement la premiere harmonique de (I1.3)

p(x) =Y (x)p(x) = pr(x) + prlz) + e_i%”wj%(x)w,;(a:) + h.c. (I1.48)
1 1
= —=Vo(z) + — cos(2kpx — 2¢(x)) (11.49)
s T
On peut appliquer ce passage de 'hamiltonien microscopique a I’hamiltonien effectif sur un

cas simple. Considérons des fermions sans spins sur une chaine interagissant entre plus proche
voisins : il s’agit du modele ¢t — V'

H=—t Z [cjﬂcj + C}Cj+1:| +V Z M1 (I1.50)
J J

avec les opérateurs densités locales n; = c}cj. Le passage a la description dans le continu se
fait par ¢; — ¥(z). La partie cinétique donne un hamiltonien du type (I1.10) avec u = vp et
K =1 tandis que le terme d’interaction en p(z)?, si l'on fait approximation p(x) ~ pr+pr,
conduit & un terme [ 4£2X(V¢(z))?, d’'ou les parameétres de Luttinger

oy 112
u = vp [14——} (IL.51)
TUR
o1/ 7 1/2
K = [1+—V] (I1.52)
TR

Ainsi, les interactions n’ont fait que renormaliser les parametres de Luttinger. On remarque
d’ailleurs que u/K = vr n’est pas modifié tandis qu'on aura K < 1 pour des interactions
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répulsives et K > 1 pour des interactions attractives. Ces résultats sont en fait valides dans
la limite V/t < 1. En effet, approximation faite consiste a ne prendre que la contribution
aux grandes longueur d’ondes lorsque ¢ — 0. Pour des fortes interactions, la physique a
courte portée va étre déterminante. Par exemple, pour celles attractives, qui laisseraient
supposer une divergence de K pres de V. = —%5F, on aura tendance a associer les fermions
par deux sur un lien et il faudrait prendre en compte cette physique locale. On verra aux
chapitres VI et VII des comparaisons de ce genre de formules perturbatives avec des résultats

numériques. Le diagramme de phase exacte du modele t-V sera discuté dans la section 1.4.

1.2.2 spin 1/2 : transformation de Jordan-Wigner

Nous allons voir que le modele ¢ — V' a en fait une correspondance avec le modele XXZ
d’une chaine de spins-1/2 :

Jay
H=r 2N [SF0S; + S;a S + Z Z 1S (11.53)

J

Jordan et Wigner [139] ont montré qu'une transformation canonique permettait de réécrire
I'hamiltonien (I1.53) en un modele t — V' de fermions sans spin. La transformation de Jordan-
Wigner s’écrit

S;' = c}em 2k<j Mk (1154)
S = e’”zkin’“cj

T

avec comme précédemment n; = c¢;c;. La présence du kink dans ST est similaire & celle du

facteur e=*®) dans (I1.5) et permet d’assurer I'anticommutation des fermions. En utilisant
(I1.54) suivie de ¢; — (—1)7¢;, on aboutit & 'hamiltonien (IL.50) avec ¢ = J,, /2 et V = J,.
Des lors, on peut en déduire les formes bosonisées des opérateurs de spins

(="

Si(x) = —%V¢(a¢) + D os26(2) (11.55)

—if(x)
SH@) = [(=1)" + cos(26(2))]. (I1.56)

2o

®

;

S* g’'interprete donc comme la densité de spin c¢’est-a-dire 'aimantation locale. Le champ ¢
est relié physiquement a la projection du spin selon z tandis que 6 sera associé a la partie
du spin dans le plan zy [6].

1.2.3 Fermions avec spins : séparation spin-charge

Abordons maintenant le cas plus réaliste pour la physique du solide en tenant compte des
degrés de liberté de spin o =T, | de I"électron. Les opérateurs c, sont alors bosonisés de
facon similaire & (I1.41) mais avec des champs 6; | et ¢, | maintenant indicés par la variable
de spin. On peut classer les processus d’interactions a deux fermions possibles autour et entre
les points de Fermi (voir figure I1.4). On attribue a chaque processus une certaine constante
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£ &,

94

4 7

ag g

Fic. 11.4: Les quatres processus élémentaires d’interactions a deux fermions avec spins :
les lignes pleines représentent les fermions droits R et les pointillés les fermions
gauches L. Les processus de umklapp transforment deux fermions droits en fer-
mions gauches (gs).

de couplage g1234 et on utilise la notation L si les spins des deux fermions sont différents
et || s’ils sont identiques. Le résultat essentiel est qu’on aboutit & un hamiltonien qui se
décompose en une partie spin et une partie charge H = H. + H, avec respectivement

- | ;l—jj[ucmnc(x)m;-gwc(w)f]+(22§ij)2 [ decos 2300~ 2007]

dx u 2
H, = /% |:’U,SKS(7THS(3;))2_|_ é(v‘ﬁs(m))z] + (251;)2 /dxcos[Qx/ﬁ@(a:)] (I1.57)
ou les parametres de Luttinger u,, K, dans les secteurs a = ¢, s peuvent s’exprimer en
fonction des constantes g; et 6 = 1 — n est le dopage en trous. Partant d’un modele de
Hubbard, les constantes g; peuvent étre exprimées en fonction du parametre d’interaction
U. La séparation du hamiltonien en deux secteurs repose sur la définition des secteurs de
charge et de spin selon la transformation canonique

de(z) = [¢1(x) + ¢ (2)]/V2 (I1.58)
ds(z) = [p1(x) — o) (2)]/V2, (IL.59)

si bien que les fermions droit et gauche s’écrivent désormais sous la forme*

U’/’O’ ) —1 — —
Vro(@) = \/ﬁe"’we ilre(@) ~6e(x)+o(rds(@)—05(2)]/VZ (11.60)

Dans le cas oil le terme en cos(2v/2¢,) n’entraine pas de transition de phase (voir section 1.3),
la physique de basse énergie sera ainsi décrite par deux modes collectifs bosoniques associés
aux excitations de charge et de spin ayant des vitesses différentes ug # u.. C’est ce qu'on
appelle la séparation spin-charge pour mettre 'accent sur ce résultat tres différent de celui

41 faut que les U,, assure les relations d’anticommutation entre différentes especes. Cela est reproduit en
leur donnant les relations de commutation adéquates. On les appelle aussi facteurs de Klein, notés 7, et

tels que {na, 7} = {0l 0} } = 20as et {na,n}} = 0 [140].
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du liquide de Fermi ou les excitations élémentaires, les quasi-particules, portaient a la fois
la charge et le spin & la maniere d’un électron libre. Le terme cos(2v/2¢,) peut entrainer
I'ouverture d’un gap de spin, il ne reste alors que le mode de charge : on parle dans ce cas
de liquide de Luther-Emery [141-143]. Dans la littérature, on utilise la notation CnSm pour
décrire une phase ayant n modes de charge et m modes de spin. Ainsi, le liquide de Luttinger
des fermions avec spins est dans une phase C1S1 tandis que le liquide de Luther-Emery est
noté C180. Le terme cos[2v/2¢.(x) — 2rdx] peut entrainer 'ouverture d’un gap de charge
lorsque 0 = 0 conduisant a une phase de Mott COS1. Nous allons maintenant discuter ces
deux derniers cas plus en détails.

1.3 Instabilités du liquide de Luttinger
1.3.1 hamiltonien de sine-Gordon : comportement autour d’un point critique

On a vu que, compte-tenu de la forme des opérateurs (I1.4) et (IL.5), on s’attendait a
voir apparaitre parmi les termes de ’hamiltonien effectif des termes du type cos(Af) comme
(I1.57) ou cos(A¢) avec A un réel. Prenons le cas le plus simple ol un seul terme cos A\¢ est
présent : il s’agit de 'hamiltonien de sine-Gordon

H= / uK mll(z))? %(Vﬂx))ﬂ + (272:;)2 /dxcos[)\(b(x)], (I1.61)

avec ¢ la constante de couplage. Dans cet hamiltonien, on a une compétition entre le terme
V¢ qui favorise les fluctuations de ¢ et le terme en cos(A¢p) qui préférerait avoir (¢) = cste
a une valeur qui minimise 1’énergie. On s’attend donc, suivant la force du couplage g/u et le
parametre de Luttinger K a ce qu’il y ait une transition entre une phase type liquide de Lut-
tinger et une phase ou le champ sera gelé. L’hamiltonien (I1.61) ne pouvant étre completement
traité analytiquement, le comportement du systeme est étudié par renormalisation. L’étude
est standard et recoupe les célebres résultats sur la transition Kosterlitz-Thouless [144, 145]
du modele XY & deux dimensions. Si on parametre la coupure par a(l) = ape! dans la renor-
malisation, on montre qu’on aboutit dans la limite perturbative en y = g/(7mu) au systéme
d’équations

ax

K pwrea) (1162)
W = ek =2|1- 52 0 (11.63)

avec la valeur critique K. = 8/A?. On voit sur 'équation (I1.63) que si K > K, le couplage
réduit y sera renormalisé a zéro et sera donc non pertinent. En revanche, lorsque K < K., le
couplage deviendra pertinent et croitra lors du processus de renormalisation ; le traitement
perturbatif en y ne sera plus correct dans ce régime de couplage fort mais permet d’étudier le
comportement de certaines quantités physiques comme le gap en suivant le flot de renorma-
lisation. Le diagramme de la figure I1.5 représente le flot du systeme d’équations précédent
autour du point critique K = K, dans la limite |y| < 1. Il fait apparaitre la ligne séparatrice
ly| = 2(K — K.) entre les deux phases possibles. Voici résumés les différents scénarios que
I’on peut rencontrer :
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IVl ¢

gapped

Luther-Emery

K. K K

e
O
N

Fia. IL5: Flot de la renormalisation de [’hamiltonien de sine-Gordon (11.61) en fonction du
parametre de Luttinger K et du couplage y. Les différentes régions et comporte-
ments correspondant sont expliqués dans le texte.

(a) Si on part d'un point (K, y) se trouvant sous la séparatrice, 'effet du couplage sera
seulement de renormaliser le parametre de Luttinger K en K* > K, au travers du flot
de renormalisation.

(b) Si on se trouve sur la séparatrice, le couplage est marginalement pertinent. Le flot
entraine le systeme vers le point K* = K.. Cependant, il faut parfois tenir compte
dans ce cas particulier de corrections logarithmiques (par exemple en Vinz /) dans
certaines fonctions de corrélations.

(c) De l'autre coté de la séparatrice, l'effet du couplage sera de geler ¢(x) a une des valeurs
qui minimise 1’énergie totale. En vertu du théoreme de Mermin-Wagner, on aura une
brisure spontanée de symétrie discréte associée a cette transition de phase quantique®.
Le systeme développe alors un gap A. En ce qui concerne les fonctions de corréla-
tions, dans la mesure ou le champ ¢ s’ordonne ({¢) = cste), on pourra remplacer
les observables (f(¢)) par f((¢)). Les fonctions de corrélations associées au champ
¢ vérifieront (f(¢(x))f(#(0))) = f2((¢)) + Ae~*/¢ ot I'on a introduit la longueur de
corrélation £ ~ u/A qui varie comme l'inverse du gap. Pour le champ dual 0(x), les
termes contenant e™?(®) décroitront exponentiellement vers zéro avec la méme longueur
de corrélation &.

En suivant le flot de la renormalisation, on peut obtenir le comportement du gap dans
les différentes régions de la figure 11.5. Lorsque y < 2(K — K,.), on peut montrer qu’on
aura

A o gTRER (I1.64)

de sorte que le gap se ferme bien pour K — K.. On retrouve également le résultat

5Dans le cas ol il y a plusieurs champs ¢ associés a différents secteurs dans ’hamiltonien effectif, il n’y
aura pas nécessairement brisure d’'une symétrie discrete.
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exact (I1.69) sur la ligne de Luther-Emery en prenant K = K./2. L'ouverture du gap
est donc une loi de puissance du couplage g controlée par I'exposant de Luttinger K.

Sur la ligne y = —2(K — K..), il est montré que le gap est exponentiellement petit dans
le couplage
A o e7ete/9 (IL.65)

Enfin, pour |y| > 2(K — K.) (mais perturbativement en y), on a le comportement
typique de la transition Kosterlitz-Thouless

A o et/ VI ge (11.66)
avec ¢, = 2u(K — K.).

En général, on peut avoir de nombreux termes supplémentaires du type sine-Gordon dans
I’hamiltonien et il faudra écrire le systeme d’équations particulier gouvernant le flot de renor-
malisation des parametres de Luttinger u,, u,, ..., K,, K,, ... et des constantes de couplage
réduites yo, Y1, Y2, - . . Pour ce faire, il existe des méthodes systématiques comme le dévelop-
pement des produits d’opérateurs (OPE) [132, 135]. Le systeme d’équations est alors étudié
pour déterminer les différentes phases possibles et leurs transitions. On peut aussi tirer des
informations sur le comportement de quantités physiques comme le gap ou les susceptibilités
en suivant le flot. Notons, que si on a un terme en cos A\f dans le traitement précédent, comme
dans la partie quadratique v K6 est I'équivalent de ¢ / V'K, on en déduit que le champ 6 sera
gelé si cette fois K > K. = \?/8.

1.3.2 Spectre d’excitation d’un systeme gappé

Afin de décrire le spectre des excitations dans une phase gappée ou le couplage g précédent
devient pertinent, il est d’usage d’utiliser une astuce due a Luther et Emery [143]. En effet,
I'hamiltonien (I1.61) peut étre réécrit

U, o~ 2g ~

H = 24 —(V 2 —/d cos[2 , I11.67
[ o [RGw) + 2(Ta? | + 2 [ dveostzita) (167)
en faisant la transformation canonique ¢(x) = (A\/2)¢(x) et en notant K = (\2/4)K. Si on
a la valeur particuliere K = 4/)\? = K_./2 < K_, alors le systeme est gappé d’apres analyse
précédente. Or, comme K = 1, la partie cinétique de 'hamiltonien est celle de fermions
libres ce qui suggere de repasser dans un language de pseudo-fermions® ¢, correspondant
aux champs ¢ et 0. D’autre part, le terme d’interaction devient lui aussi tres simple dans ce

langage, ce qui conduit a I’hamiltonien

o~ o~ g I -
H = Z uk(c;’kcﬂk — chL7,€cL7k) + I Z CJEMCLJ.C + chL’chJ€ : (11.68)
k k

Celui-ci se résout a 1’aide d’une transformation de Bogoliubov et on obtient alors un spectre
d’excitations gappé en (voir figure I1.6)

E(k) = /(uk)?>+ A% avec pour le gap A = 29 (I1.69)
T

6Ces fermions ne sont pas les fermions originaux du modele microscopique.
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EL oA

0 M. M

Fia. IL.6: A gauche, ouverture d’un gap due a des processus de umklapp pertinents dans le cas
d’un remplissage commensurable (ici au demi-remplissage). A droite, la relation
densité-potentiel chimique lors de la transition commensurable-incommensurable,
avec 1. = A.

Cette transformation ne résout cependant pas tout pour cette valeur particuliere de K car elle
ne peut prédire le comportement des fonctions de corrélations par exemple. On a représenté
cette ligne particuliere sur la figure IL.5.

1.3.3 Transition commensurable-incommensurable

On a vu que pouvaient aussi apparaitre dans I’hamiltonien des termes du type

(%z—iy/dx cos [)@(x) — 2#62 , (I1.70)
avec \,0 deux réels. Comme nous décrivons des fermions sur un réseau, nous avons que
r = na avec n entier et on se limite a 0 < § < 1. Si 6 = 0 ou 1, on est ramené au cas
précédent et on se placera désormais dans le cas ol ce terme est pertinent. ad~! est une
longueur caractéristique. Souvent, ce genre de terme apparalt pour une densité § associée
a un potentiel chimique p. Cette densité peut correspondre a la densité d’électrons ou a
une densité de spin (aimantation). Dans ce dernier cas le potentiel chimique sera le champ
magnétique. Suivant qu’on travaille a densité fixée ou avec le potentiel chimique fixé, le champ
¢ est contraint (valeur moyenne fixée) ou non. On a alors deux situations possibles [146-149] :

(i) le champ est contraint : on peut montrer que, des lors que 6 # 0, la présence de —27dz
dans le cosinus va tuer 'effet pertinent du couplage. On a donc une transition de phase
entre le systeme avec § = 0 (commensurable, gappé) et § # 0 (incommensurable,
toujours non gappé). Lorsque 6 = 0, le résultat précédent nous donne K, = 8/\? pour
la transition.

(ii) le champ n’est pas contraint : il va y avoir une compétition entre le potentiel du cosinus
qui préfere geler le champ ¢ a une valeur moyenne et le terme incommensurable. Il
y a alors une valeur critique u. pour la transition en-dessous de laquelle 6 = 0. .,
et par conséquent l'étendue de la phase commensurable, dépend alors interactions.
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Cependant, la valeur critique de K nécessaire pour qu’il y ait transition lorsqu’on
s’approche de § = 0 est plus petite : K, = 4/\%

Pour déterminer le comportement critique de cette transition, on peut utiliser une transfor-
mation en termes de pseudo-fermions similaire a celle de la section précédente. Le résultat
essentiel est qu’on peut négliger les interactions entre les excitations au-dessus du gap si bien
qu’il est raisonnable d’utiliser (I1.69). Ainsi, en introduisant le potentiel chimique associé a

ces pseudo-fermions, on peut écrire que dans la phase non gappé on aura p = (uiﬂp)z + A2

soit kp o /p2 — 2 ~ /It — fie avec i = A. La signification physique de ces pseudo-
fermions est celle de solitons associés au champ ¢. On en déduit le comportement critique
d = /1t — pe typique d’un remplissage de bande a une dimension (voir figure 11.6).

D’autre part, si on imagine maintenant que le remplissage est a une commensurabilité
rationnelle § = p/q avec p et ¢ premiers entre eux, des termes du type

(%)q/dxcos [q/\¢($) - 27Tp§] — ((Qii)Q)q/dxcos [gAp(x)] (IL.71)

peuvent étre générés perturbativement par des processus faisant intervenir ¢ fermions et
sont autorisés par les symétries’. Ils peuvent eux aussi ouvrir un gap dans le systéme mais le
couplage g, ~ g7 est fortement réduit tandis que K, = 8/(\q)? est tres petit. Dans ce cas, on a
une brisure spontanée de la symétrie de translation avec pour valeurs possibles A\(¢) = 27k /q,
k=20,...,q— 1. Bien que les conditions d’ouverture de gap sont donc moins favorables pour
les q élevés, de tels effets de commensurabilités apparaissent régulierement pour ¢ = 2 par
exemple qui, dans '’exemple de la transition de Mott, apparait au quart-remplissage. Ces
effets de commensurabilités peuvent étre justifiés dans un cadre plus général.

1.3.4 Approche topologique du réle des commensurabilités

On a vu que des valeurs particulieres du remplissage en électrons engendrer des termes
pouvant entrainer l'ouverture de gap au niveau de Fermi. Cette discussion sur le role des
commensurabilités peut en fait étre abordée sur la base d’arguments topologiques tres gé-
néraux et indépendants de la notion de liquide de Luttinger [150, 151]. On va voir que 'on
peut d’ailleurs justifier le fait que lors de la description du liquide de Luttinger, on a consi-
déré que le vecteur de Fermi kr ne dépendait pas des interactions mais uniquement de la
densité électronique. La conservation du volume de la surface de Fermi lorsqu’on branche les
interactions constitue le théoreme de Luttinger [152]. Enfin, bien que ne pouvant déterminer
le spectre de basse énergie et la dégénérescence du fondamental, cette approche permet de
les contraindre fortement. Commencons par le cas de fermions sans spins. La démonstration
repose sur la construction d’'un état excité [i.) par application d'un opérateur de twist U
sur le fondamental [1g) : [t0.) = €225 £ |¢hg) = Ulthy). On montre alors que [151] : pour
hamiltonien sur une chaine contenant des interactions a courte portée commutant avec U
(interactions de type densité-densité par exemple) et conservant la parité x — —zx ou l'inva-
riance par renversement dans le temps, alors cet état a un gap en énergie d’ordre O(1/L) avec

"En pratique, la parité de g peut aussi jouer car les termes qui apparaissent en fonction des opérateurs
fermioniques dépendent aussi de la partie spin. Dans le cadre des transitions de Mott & 1D, a une
commensurabilité, K. = 4/¢* pour ¢ pair et 3/¢® pour ¢ impair.
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FiGc. I1.7: Théoréme de Yamanaka-Oshikawa-Affleck. Trois situations sont possibles

pour le fondamental, de haut en bas : non dégénéré avec un gap A, non dégénéré

avec continuum et dégénéré avec un gap. N est le nombre apparaissant dans le

théoreme. Ce nombre est le spin S dans le théoréeme de Lieb-Schultz-Mattis.

le fondamental. Or, en utilisant la symétrie de translation d’un pas du réseau, on trouve que
cet état est orthogonal & |¢)g) si la densité de fermions n = 3. n;/L ¢ Z. On a donc construit
un état excité de basse énergie orthogonal au fondamental dans la limite thermodynamique.
Au passage, le vecteur d’onde 2mn = 2kp associé a cette excitation est bien indépendant
des interactions, ce qui démontre le théoreme de Luttinger a une dimension. En revanche,
sin € Z, cet état est colinéaire a [¢y) et on ne peut rien conclure. Dans le cas particulier
oun = p/qg € Q, on peut avoir ¢ états de basse énergie. S'il y a un gap dans le spectre
de basse énergie a la limite thermodynamique, on a alors nécessairement brisure spontanée
de l'invariance par translation et dégénérescences des ¢ états comme discuté précédemment.
Rappelons ici que d’apres les arguments de la section précédente, les commensurabilités du
type p/q sont d’autant peu « probables » que ¢ est grand. Ce théoreme est résumé sur
la figure I1.7 ou I'on a noté N le « nombre » qui intervient dans le théoreme, c’est-a-dire
simplement n jusque-la.

Dans le cas de fermions de spins-1/2, le spin total S* selon z entre en jeu et le théoreme
suppose qu’il est conservé. Il y a alors deux opérateurs de twist U | qui interviennent pour
donner deux nombres de Yamanaka-Oshikawa-Affleck N} = ny et N| = n| indépendament,
en notant n, les densités électroniques dans ’état de spin o. Si I'aimantation m = ny —n| est
nulle, alors ny = n| = n/2 si bien que kp = mn/2 validant le théoreme de Luttinger. Dans ce
cas, on voit que le théoréme ne contraint pas le gap dans le secteur spin (m = 0 € Z) tandis
qu’il le contraint dans le secteur de la charge. Cette indépendance des secteurs rappelle la
séparation spin-charge et la physique du liquide de Luther-Emery. Les arguments utilisés
ici sont les mémes que pour le théoreme de Lieb-Schultz-Mattis [31, 32] sur les chaines : le
nombre intervenant dans le théoréme est alors le spin N/ = S. Comme conséquence, une
chaine de spin 1/2 gappée brise nécessairement l'invariance par translation. Enfin, au dela
des chaines, le théoreme pour les échelles dopées a M montants fait intervenir les nombres
N; = Mny et N = Mn [153]. Dans la limite bidimensionnelle M — oo, le théoréme n’a
plus de sens mais il existe une généralisation du théoreme de Lieb-Schultz-Mattis a deux
dimensions [154, 155].
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1.4 Diagrammes de phase

L’objectif de cette partie est d’appliquer ce qui a été introduit jusqu’ici pour discuter les
diagrammes de phases des modeles microscopiques sur des chaines avant de s’attaquer au
cas des chaines couplées (les échelles!) dans la section 2. Comme toutes les fonctions de
corrélations sont gouvernées par les parametres de Luttinger K, les diagrammes de phases
reviennent a tracer d’une part les limites des secteurs gappés mais aussi les lignes de K
constant d’apres lesquelles on détermine les fluctuations dominantes.

1.4.1 Fluctuations dominantes

On peut étudier les diagrammes de phase prédits par la bosonisation en fonction des
parametres K des différents secteurs et des constantes de couplage g qui vont perturber le
liquide de Luttinger. Lorsqu’'un secteur est non gappé, il va y avoir plusieurs parametres
d’ordre qui vont fluctuer et entrer en compétition (par exemple ondes de densité de charge et
supraconductivité, respectivement abrégées en CDW et SC dans la suite). Pour savoir quel
parametre d’ordre O domine, on regarde la susceptibilité qui lui est associée; elle s’écrit a
température nulle

xo(k,wp) = /OOOdT/ dz (O(x, 7)0(0,0))e katiwnT (I1.72)

avec w, les fréquences de Matsubara. En général, le terme dominant des corrélations est de
la forme e~ /r" avec ¢ le moment associé a I'exposant v le plus petit parmi ceux des termes
algébriques. Comme l'intégrale sur le temps et ['espace peut étre vue comme une intégrale a
deux dimensions, la contribution principale a la susceptibilité aura comme loi d’échelle pour
0k petit

xo(q + 0k, wy) ~ [max(5k,w,)]" 2, (IL.73)

ce qui signifie que si n < 2, la susceptibilité statique (w = 0) divergera algébriquement pres de
k = q. La susceptibilité caractérisant la réponse du systeme a une perturbation extérieure,
sa divergence signifie qu’infinitésimale soit cette perturbation, le systeme y donnera une
réponse finie. Si on étudie le facteur de structure sur un systeme de taille finie Sp(k, L) =
fOL dze=**(O(z,0)O(0,0)) associé aux corrélations & temps égaux, le pic Sp(q, L) divergera
comme L7,

Bien qu’il ne puisse y avoir de brisure de symétrie continue a une dimension, le fait que la
susceptibilité diverge sur une chaine se manifestera par un vrai ordre si on couple ces chalnes
a deux ou trois dimensions comme dans les vrais composés. Cela peut se justifier au travers
d’un traitement de la susceptibilité du systeme a deux ou trois dimension par la méthode
Random Phase Approximation (RPA) :

RPA Xo(k, Wn)
k,wy,) = - 11.74
YO hseon) = g R vk ) e

avec g™ (k. k) le couplage inter-chaines qui introduit les modes transverses k, . L’annula-
tion du dénominateur pour des vecteurs d’onde particuliers k, k| se traduira par une transi-
tion de phase et I'ordre associé. Par exemple, des fluctuations dominantes d’ordre de densité

44



1. Vers un hamiltonien effectif : la bosonisation

de charge a 1D vont donner a un vrai ordre a 2D ou 3D. Lorsqu’on a plusieurs ordres en
compétition dont les exposants v( K, Ko, .. .) sont paramétrés par les parametres de Luttin-
ger K1, Ks, ..., Tordre qui se développera préférentiellement sera donc celui qui a I'exposant
le plus petit.

1.4.2 Chaine XXZ

La bosonisation de la chaine de spin XXZ (I1.53) donne un hamiltonien quadratique avec,
a aimantation nulle, un terme

2J,

—W/dx cos[4o(z)] . (IL.75)

d aux processus de umklapp. Le systeme a deux parametres : I'aimantation m (ou la densité
de fermions sans spin, m = 0 s’identifiant au demi-remplissage) et le rapport des interactions
J./Jzy. Le terme (IL.75) entraine l'ouverture d'un gap lorsque m = 0 si K = 1/2 d’apres
les résultats précédents. Les parametres de Luttinger u, K du modele sont calculables par
résolution numérique des équations de I'ansatz de Bethe [23, 24, 157] (et analytiquement sur
la ligne m = 0 ou n = 1/2). Les résultats d’'Haldane [156] sont rapportés sur la figure IL.8.
Ils montrent qu'un gap A s’ouvre au point de Heisenberg J, = J,, > 0 pour entrer dans
une phase ordonnée antiferromagnétique. Cela s’interprete comme une transition de Mott
dans le language des fermions sans spin. Lorsque J, < —J,,, le systeme est dans une phase
ferromagnétique et K diverge au voisinage de cette transition. Autour de la ligne (m =
0,J, > Jyy), on a une transition commensurable-incommensurable avec une aimantation qui
varie donc selon m ~ y/h — A. En ce qui concerne les ordres en compétition, comme on n’a
pas la symétrie SU(2), les corrélations du spin selon 1’axe et dans le plan sont différentes, on
obtient pour une aimantation quelconque dans toute la phase liquide de Luttinger

. . K 1 1
(S%(2)S*(0)) —m? = 9372 + C cos((1 —|—2m)7rx)x2—K (I1.76)
<S+<1’)Si<0)> = 02 COS(2Wm$)m +Cg COS(T(I’)W (1177)
: —— . n 10
nid \ 07510 12515 17520 25 5010
- 0.5
———+ 025
S S —
0.5 E h—_();—o'o 0.5
——1 -025
T /-5
00 o [ [70Bad 4845185095 -s04p 1/ Pee o
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(d). exp(2¢) A

Magnetic field h

Fic. 11.8: Diagramme de phase d’une chaine XXZ. n est le remplissage de fermions sans
spins ('aimantation estm =n—1/2), A = J,/Jy, (et non le gap) et K = exp(2yp)
(c’est K= qui est en fait tracé). D’aprés Haldane [156].
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Sur le premier terme, on voit que, suivant que K > 1 ou K < 1, les fluctuations ferroma-
gnétiques ou antiferromagnétiques vont dominer. Pour K < 1/2, c’est 'ordre dans le plan
xy qui va contribuer le plus aux fluctuations. Au point de Heisenberg, 'opérateur (I1.75) est
marginalement pertinent et on a des corrections logarithmiques aux fonctions de corrélations
dont le terme dominant est en (—1)*v/Inxz/z.

1.4.3 Chaine de Hubbard

Le modele de Hubbard précédemment vu est lui aussi intégrable par ansatz de Bethe [14]
quel que soit U. Quatre ordres vont entrer en compétition :

Ocpw ~ e 2krelV2 cos /29, (I1.78)
Ospwe ~ e 2hrelV2e cos1/20, (11.79)
Ospw= ~ e 2hreiV2oe gin /29, (11.80)

Ogg ~ e~V g V20, (11.81)
Ors ~ e V¥ sinv2¢, (11.82)

avec CDW pour onde de densité de charge, SDW*¥?* pour onde de densité de spin, SS pour
supraconductivité singulet et TS pour supraconductivité triplet. Pour un remplissage non
commensurable, deux situations sont possibles suivant que le spin est gappé ou non. Dans le
second cas, I’analyse du modele de sine-Gordon montre une renormalisation de Ky en K} = 1.
Les comportements des corrélations associées a ces ordres sont résumés dans le tableau II.1
et les parametres de Luttinger sont donnés pour U < 0 et U > 0 sur les figures I1.10 et
I1.9. Pour U > 0, 0.5 < K, < let K =1 :on aun liquide de Luttinger avec séparation
spin-charge et soit un ordre dominant CDW ou SDW. C’est en fait SDW qui domine en
raison de corrections logarithmiques. Pour U < 0, 1 < K, < 2 et le mode de spin est gappé :
le systeme a des fluctuations supraconductrices singulet dominantes. Dans la limite de basse
densité a fort U négatif, on interprete simplement le fait que K. — 2 puisque les électrons
s’apparient formant des bosons de coeur dur quasi-libres pour lesquels la fonction de Green
est en 1/y/z. Au demi-remplissage, on entre dans une phase de Mott dés que U > 0, mais le
mode de spin reste non gappé (phase C0S1). On a alors un systéme équivalent a une chaine
de spin 1/2 antiferromagnétique avec J = 4t*/U.

Si on rajoute une interaction répulsive au deuxiéme voisin V', on observe [160-162] une
phase supraconductrice avec U > 0 existant au dela d'un V' critique ainsi qu'une transition
de Mott au quart-remplissage (voir figure I1.11). On peut donc avoir de la supraconductivité
avec interactions répulsives seulement avec un modele étendu. D’autre part, le parametre K.
a pu etre évalué a environ 0.23 dans les conducteurs organiques a partir du comportement en
loi d’échelle de la conductivité optique a haute température dans les sels (TMTSF),X [163].
Les interactions répulsives a plus longue portée sont donc pertinentes expérimentalement.

1.4.4 Chaine t-J

Enfin, pour la chaine t-J qui n’est pas intégrable sauf pour les valeurs particulieres J/t = 0
et 2, le diagramme de phase a été calculé numériquement par diagonalisation exacte et est
rapporté sur la figure I11.12. On y observe [164] essentiellement trois phases : pour 0.5 <
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F1a. 11.9: Paramétres de Luttinger des modes de charge et de spin (K =1 n’est pas repré-
senté) d’une chaine de Hubbard a U > 0 (phase C1S1). D’apreés Schulz [158].

2.0

Fic. I1.10: Parametres de Luttinger du mode de charge d’une chaine de Hubbard a U < 0.
Le mode de spin est gappé dans ce cas (phase C150). D’aprés Giamarchi [159].

in C1S1 in C150
Order | exponent | wave-vector | exponent | wave-vector
Ocpw K.+ K} 2kp K. 2kp
Ogspwe | K.+ 1/!(;< 2kp exp. 2k
OSDWZ KC + K: 2kF exp. 2]€F
Osgs 1/KC—|—K: 0 l/Kc 0
Ors 1/KC-|-K: 0 exp. 0

TAB. IL.1: Résumé des exposants des corrélations algébriques (hors certains terms en x72)
pour les deux phases liquide de Luttinger et liquide de Luther-Emery de la chaine

de Hubbard. Notez que K
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Fic. I1.11: Diagramme de phase de la chaine de Hubbard étendue au quart-remplissage mon-
trant une phase supraconductrice pour K. > 1. D’aprés Ejima et al. [160].

K. < 1 a faible J/t, on a domination des CDW. Pour des .J/t un peu plus grands, on a
1 < K. < oo donc ce sont les corrélations supraconductrices qui dominent. Enfin, on observe
une séparation de phase correspondant a une transition du premier ordre vers un état ou
les trous et les spins occupent des domaines séparés. De facon similaire a la transition vers
I’état ferromagnétique de la chaine XXZ, K. diverge au voisinage de cette transition.

1,0 T T T T T T T T T | T EEER LR At e ot R T

= b .
i |
Separation
I o it .
0.0 Lt i o reedldl o i ki o
0.0 1.0 20 3.0 4.0

FiG. I1.12: Diagramme de phase de la chaine t-J donnant les lignes de K. en fonction de la
densité n et de J/t. D’aprés Ogata et al. [164].
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2 Application aux échelles de spins

On utilise maintenant les notions introduites jusqu’ici pour discuter de ce qu’il advient de
deux chaines couplées. On commence par le cas des échelles isolantes dont le magnétisme
est décrit par le modele XXZ7 ou Heisenberg. Les résultats de bosonisation sont ensuite
confrontés aux résultats numériques existants. On s’intéresse ensuite au cas d’échelles dopées
avec 'étude des modeles de Hubbard (dans I’approche couplage faible) et du modele t-J (pour
la limite de couplage fort). La encore, les prédictions sur la physique de basse énergie sont
mis en relation avec les calculs numériques, mettant en évidence une grande richesse dans
les phases observées par rapport au cas d’une chaine isolée.

2.1 Echelles isolantes

On rapporte ici les résultats sur les échelles XXZ décrites par I’hamiltonien

Hxxz = ijy z+1lSzl+ H—llS ]/2+J 1,090

i,0=1,2

ZJl (85185 + SinSi] /2 + JES7,5%, (11.83)

Cet hamiltonien a la symétrie U(1) associé a la conservation de S?. Pour I'hamiltonien de
Heisenberg ij = J} et J,, = J., et le systéme est invariant par rotation de spin SU(2).
Notez aussi que les résultats seront également applicables au modele ¢t —V de bosons de coeur
dur.

La bosonisation [165, 166] se fait en utilisant les formules (I1.54) de la transformation de
Jordan-Wigner et donne un hamiltonien H = Hy+H, décomposé selon les modes symétrique
et antisymétrique définis par ¢y, = [¢1 £ ¢2]/V2 (et de méme pour les 6,/5). On obtient

H, = / Z—j[us&(maﬂz—i(wsﬂ+(2i92) / da cos(v/34,)

dx 2 Uq, 2
Ha = /2_ |:UaKa(7THa) + F(vgba) :|

291 ! 293
—|—<27m)2 /d:CCOS(\/ﬁea) + (2ra)? /dxcos(\/_qja), (11.84)

avec pour les couplages et les parametres de Luttinger dans la limite aJ} < 27u/K :

KaJt KalJ*+

u, = u(1+ 2‘”), KS:K(l— 2‘“) (11.85)
U U
KaJt+ KaJt

vy = u (1 - 2an ) . K,=K (1 + 2an ) (11.86)
U U

g = 7TCLJ;;J, g2 = g3 = alJ;. (I1.87)

Remarquez qu’il n’y a pas d’hypotheses sur J,, et J. qu'on peut en particulier prendre
égaux. La partie symétrique est gappée si Ky < 1 d’apres 'analyse de I’hamiltonien de
sine-Gordon. Si K, > 1, il y aura un couplage critique J; au-dela duquel le gap s’ouvre.
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Fia. IL.13: A gauche : diagramme de phase de deuz chaines de spins-1/2 couplées avec J; =
J;‘;J = Jk. Les phases A et F sont les phases (anti)ferromagnétiques, la phase S
est la phase liquide de spin des échelles isotropes, la phase H est la phase de
Haldane (équivalente a une chaine de spin-1) et enfin XY est la phase liquide de
Luttinger. D’apreés Strong et Millis [165]. A droite : calcul Monte-Carlo montrant
Uouverture du gap avec J, . D’aprés Greven et al. [167].

En ce qui concerne le mode antisymétrique, il y a une compétition entre les deux termes
en cosinus : on montre que si K, < 1/2, ¢, est gelé tandis que si K, > 1/2 alors 6, est
gelé. Dans tous les cas, le mode antisymétrique est gappé. Pour des chaines de Heisenberg
couplées antiferromagnétiquement, comme K = 1/2, on aura (¢,) = 7/v/8 et (8) = 7/v/2
des lors que J+ # 0. Le systéme acquiert donc un gap de spin avec des corrélations qui
décroissent exponentiellement donnant une phase liquide de spin. Le diagramme de phase
est donné sur la figure I1.13. Numériquement, le gap de spin a été calculé par DMRG pour
le modele de Heisenberg isotrope (voir figure 1.8). On peut donner également une image de
type Resonating Valence Bond du fondamental en calculant les configurations de dimeres
qui ont un grand poids dans le fondamental [65].

Le cas général avec N chaines [81, 82] a été abordé par bosonisation montrant que I'ouver-
ture du gap dépendait de la parité du nombre de chaines et du couplage inter-chaines J+ en
accord avec le théoreme de Oshikawa-Yamanaka-Affleck. Les calculs numériques par DMRG
et Monte-Carlo quantique confirme ce résultat (voir figure 1.8).

2.2 Echelles dopées

On aborde maintenant le cas des échelles de Hubbard et t-J. Notons qu’a la différence d’une
chaine, deux particules peuvent s’échanger sans interagir dans une échelle de Hubbard si bien
que la statistique va jouer un role plus important. Le premier modele a été généralement
abordé en couplage faible avec traitement par le groupe de renormalisation perturbatif. On
trouve pour des interactions répulsives une phase liquide de Luther-Emery a faible dopage
en trous qui est également présente dans les simulations des modeles Hubbard et t-J. C’est
le point fixe attractif du modele qui de plus a une large phase supraconductrice de type d-
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2. Application aux échelles de spins

wave. La situation est donc tres différente du cas de la chaine de Hubbard avec interactions
répulsives. Ecrivons le modele de Hubbard étendu pour une échelle de spin avec des termes
de sauts anisotropes ¢, et )

H = —t Z [CZH’Z’UCMU + h.c.} -t Z |:CI+1’1’O,CZ‘7270— + h.c.
i,0,0=1,2 1,0
—|—U Z nﬁmni,ll + V Z ni-i—l,lni,l . (1188)
i,0=1,2 i,0=1,2

Dans la suite on travaille a remplissage en électrons fixé, noté n, comme c’est le cas dans
les composés. 1l est facile de diagonaliser la partie cinétique donnant les bandes & (k) =
—2tjcosk Ft, et de déterminer les vecteurs-d’onde de Fermi en fonction de la densité pour
le systeme libre (voir figure 11.14) :

kp —kp\ ty
2 2ty sin(7n/2)’

Y+ kT =mn et sin ( (I1.89)
lorsqu’on a 4 points de Fermi. La premiere relation est simplement le théoreme de Luttinger
appliqué aux échelles.

2.2.1 Approche de couplage faible

Dans cette approche [168-174], on commence par diagonaliser la partie sans interactions
puis on branche perturbativement les interactions. On va donc avoir quatre champs pour
décrire la physique de basse énergie : ¢or, @0, @r1 €t ¢r;. Au cours de la bosonisation, il
est utile d’introduire les champs de spin et de charge ¢./sx, ainsi que leur combinaisons
symétrique et antisymétrique ¢./4 définis par

1 1
Do/, = E[Cbkyn + dp, ] et Pepsr = E[QSC/S,O + o] - (11.90)

Dans le cas général, la premiere chose a regarder est le nombre de points de Fermi dans
le systeme. En effet, on peut en avoir deux ou quatre. S’il y en a deux, on est ramené a
la physique d’une chaine qui est génériquement décrite par un liquide de Luttinger C1S1
pour interactions répulsives. Cette région du diagramme de phase correspond a un fort ¢
ou un faible remplissage (voir figure 11.14). De I'autre coté, on a toujours quatre points de
Fermi. Dans ce cas, I’écriture du hamiltonien bosonisé, puis la résolution du flot du groupe
de renormalisation pour U > 0,V = 0 montre la prédominance d'une phase type liquide de
Luther-Emery C1S0 avec comme seul secteur non gappé le secteur de charge symétrique c+
[168]. D’autres phases peuvent apparaitre pres de la ligne de transition avec la phase C1S1
lorsque les vitesses de Fermi deviennent tres différentes (phases C2S1 et C2S2 qui ont une
étendue limitée). Enfin, il faut tenir compte des effets de commensurabilité du remplissage
en électrons. Au demi-remplissage, on aura soit un isolant de Mott de type COSO (phase
liquide de spin dont I'hamiltonien effectif est celui de Heisenberg discuté ci-avant), soit un
isolant de bandes C0S0 suivant qu’on se situe au-dessus ou en dessous de ¢ = 2t|;. Lorsque
la bande du bas sera & demi-remplie (k% = 7/2), on va avoir soit une phase C1S2 soit une
phase COS1 suivant le nombre de points de Fermi.
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CO0S0
|«

CO0SsC

n
0 1/2 1

Fic. I1.14: A gauche : les deux bandes d’une échelle pour t, < 2t : on a quatre points de
Fermi avec des vitesses de Fermi qui sont génériquement assez proches. A droite :
le diagramme de phase en couplage faible U < t d’une échelle de Hubbard en
fonction de t /t) et de la densité électronique n. Voir texte pour les différentes
phases. D’apres Balents et Fisher [168].

Focalisons-nous maintenant sur la phase la plus intéressante, c¢’est-a-dire celle de Luther-
Emery C1S0 pour la décrire plus précisément. On est dans la situation ou la différence de
vitesses de Fermi entre les bandes 0 et m n’est pas pertinente et on les prendra donc égales
(notées vr) dans la suite. De plus, ¢, va introduire un terme —2% J dzV¢._ qui, en dehors
d’effets de commensurabilités va tuer la pertinence des termes en cosinus contenant ¢._.
On peut montrer [174] que dans ce cas, les termes de type sine-Gordon qui proviennent
des interactions se décomposent en deux contributions : d’'une part celle des diffusions vers

avant a I'intérieur des chaines

(252)2 / dx cos 20,_[cos 2¢s_ + cos 20,_] (11.91)
d’autre part celle des diffusions vers I'arriere entre chaines
(2g1 B / dx[cos 2¢s. (cos 20, + cos 2¢s_ + cos 205_) — cos 20, cos 205_] . (1I1.92)
T

Si, pour plus de généralité, on réintroduit le terme V' dans I’hamiltonien, le parametre de
Luttinger du secteur de charge symétrique vérifie

2mvr — (299 — gl)] 1/2
K. = I1.93
i {27TUF+ (292 — g1) ( )
avec
g1 = o[U+ 2V cos(2kpa)] (I1.94)
290 — g1 = afU+2V(2 - cos(2kpa))]. (I1.95)
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2. Application aux échelles de spins

L’analyse du flot de renormalisation permet de construire le diagramme de phase de couplage
faible dans cette région. Il est reproduit sur la figure I1.15 et montre la compétition entre
quatre phases. Ces phases sont associées aux parametres d’ordre qui ne sont pas tués par les
fortes fluctuations de spin. Le secteur de charge symétrique a un hamiltonien quadratique
donc ce mode restera fluctuant. Tous les autres secteurs sont gappés (voir le tableau I1.2) si
bien que toutes les fonctions de corrélations seront gouvernées par le seul parametre K.,. On
peut déterminer les parametres d’ordre associés aux fluctuations dominantes dans chacune
des phases :

Ogcd = Aj1i2 X et sin ¢, sin ¢, (11.96)

Oscs = Ajiin X e~ cos sy COS g (I1.97)
Ocpwekr = N1 — Ny X e+ cos ¢y sin b, (I1.98)
Oonptr = jli X €%+ sing,, cosf,_ (I1.99)

et les vecteurs d’ondes ¢ associés avec 2kp = k% + kT = 7n. A jp = CinCjpl — Cjp1Ciry €st
I'opérateur qui crée un singulet entre les sites (7,1) et (j,p). n;, est 'opérateur de densité
électronique sur la chaine p. j, ; = izg(cjlacigg — CZT%C“U) est le courant transverse entre
les chaines (sur les barreaux). Chacun de ces ordres est schématisé sur la figure I1.15. Si
on se limite au cas V' = 0, seules deux phases sont possibles suivant que U < 0 (phase
SC*) ou U > 0 (phase SCY). 1l est d’ailleurs remarquable que le modele de Hubbard sur
une échelle donne génériquement de la supraconductivité s ou d que les interactions soient
attractives ou répulsives. Dans la phase SC?, on a reporté le comportement des parameétres
d’ordre dans le tableau II.3. Précisons ce que 1'on entend par parametre d’ordre d-wave. En
effet, comme la symétrie de rotation C* n’est pas une symétrie du réseau, on n’a pas un
ordre purement d-wave mais une superposition s-wave (isotrope) et d-wave. Sur le réseau de
Brillouin, cette symétrie correspond a un changement de signe du parametre d’ordre pour
une rotation de 90° (cf figure 11.14). La conséquence sur les corrélations dans 'espace réel
est que, en notant 'opérateur de création d’une paire singulet sur un barreau AZ et selon un
montant Af | on aura un signe différent entre les corrélations (Ay(z)Al(0)), (A, (x)Al (0))
d'un coté et (Ay(x)Al (0)) de Pautre. En effet, les formes bosonisées de ces opérateurs apres
simplifications vérifient

(kR kY
Az 2(x) o sin R Ap(z), (I1.100)

et comme k7. < k%, on a le résultat. En compétition avec ces fluctuations supraconductrices,
on trouve les fluctuations de charge. Le comportement des corrélations de 'opérateur n(x)
contient des termes a ¢ = 2kp qui sont en fait exponentiels dans cette limite de basse énergie.
Cependant, 'opérateur n?(z) va lui contenir des contributions algébriques

Ocpwitr = n(r) oc 2%+ (I1.101)

associées au vecteur-d’onde 4kp = 27n et avec un exposant 2K, . Si on réintegre perturbati-
vement des processus de haute énergie dans les corrélations (n(x)n(0)) (voir chapitre VI), on
trouve qu’elles doivent contenir des termes similaires en 4kp. Ceux-ci vont dominer a longue
portée si K.y < 1/2.
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Sector SC? SC* CDW?r | OAF?kr
5+ <¢s+> = % <¢8+> =0 <¢s+> =0 <¢s+> - %
S— <¢s—> — % <¢8—> =0 <93—> - g <95—> =0

TaAB. I1.2: Champs de spin gelés suivant les phases dans l’approche de couplage faible. Pour
la charge, on a (0._) = 0 et le secteur c+ n’est pas gappé.

\ A g1 j .. 0 i
\\ c\
\\\\l O—9 I
: N2
% \ OAF2kr
CDW#r & 3Cd .
- : < >
0.5 1 \\ Kc+ - - . - . < .
\\c‘\ SC# A Y A Y 4 v 4 OAFFF
\\ © < > - < >
CDW2kr | .
\A/—\ o CDW?2kr
V =0

FiG. I1.15: Diagramme de phase en couplage faible d’une échelle de Hubbard étendue dans la
région C150 de la figure I11.14. La ligne V = 0 correspond au modeéle de Hubbard.
La phase CDW*r g des fluctuations de charge dominantes. Les phases OAF et
CDW*F sont représentées au demi-remplissage pour 2kp = m par simplicité.

Order Exponent | Wave-vector
STY:2 exp. 2kp

SC# 1/(2K.y) 0

SC? 1/(2K..) 0
CDW?kr exp. 2kp
CDW#r 2K . 4k
OAF?kr exp. 2kp

TaB. I1.3: Comportement des parameétres d’ordre et vecteur d’onde associé dans la phase

C150 avec K. < 1,1 > 0 (exp. signifie corrélations exponentielles et 2kp =

mm=m(l—-9)).



2. Application aux échelles de spins

Signalons pour terminer que le modele de Hubbard sur les échelles comporte des symétries
émergentes qui font qu’elles peuvent étre décrites par les modeles intégrables de Gross-Neveu
SO(8) au demi-remplissage [175] et SO(6) pour un remplissage générique [175, 176]. De part
leur nature intégrable, ces modeles permettent une détermination analytique des rapports des
gaps des excitations élémentaires (gap de spin, gap de charge,...) ainsi que du comportement
de certains parametres de Luttinger.

2.2.2 Résultats numériques

Toutes ces prédictions mises en place au cours de I’étude du modele ont été au fur et
a mesure confrontées aux résultats numériques, principalement par diagonalisation exacte
et DMRG. L’étude numérique du modele de Hubbard isotrope confirme le comportement
attendu pour les différentes corrélations associées aux parametres d’ordre précédemment
discutés. La phase a U < 0 n’a pas ou tres peu fait I'objet d’étude car elle présente peu
d’intéret physiquement. Le modele t-J a été lui aussi énormément utilisé pour se placer dans
la limite de couplage fort et son diagramme de phase qualitatif sur la base de nombreux
résultats numériques est donné sur la figure I1.17. Il met en évidence une large phase avec
prédominance des fluctuations d-wave. Pour J/t petits (tres fortes interactions), on observe
que K.y < 1/2 si bien que ce sont les ondes de densité de charge qui dominent alors. Pour
les remplissages commensurables en électrons n = 0.5 et 0.75, des phases isolantes de type
ondes de densité de charge ont été identifiées [137]. On aura 'occasion de revenir sur la
nature de ces phases au chapitre VI. Enfin, dans la limite de tres faible densité en trous
n — 1 ou o — 0, les paires de trous sont essentiellement des bosons libres sans interactions
qui se propagent a une dimension et on aura donc K., = 1 puisque les corrélations de paires
sont alors simplement la fonction de Green de bosons de cceur dur libres qui varie en 1/4/x
d’apres (I1.23). Un mapping des échelles dopées vers un modele effectif 1D de bosons de cceur
dur [180] a d’ailleurs été proposé et montre une tendance des paires a se repousser, méme
dans la phase supraconductrice.

Enfin, le modele de Hubbard peut étre étendu en prenant en compte les interactions
répulsives aux seconds voisins V' le long des montants mais aussi entre les montants (noté V)
ainsi que des interactions antiferromagnétiques Jy et J,. Il a été montré numériquement [181,
182] et en relation avec des résultats de bosonisation qu’on pouvait y stabiliser la phase OAF
qui est remarquable par le fait qu’elle brise spontanément I'invariance par renversement dans
le temps.

2.3 Une breve discussion sur le couplage entre chaines ou entre
échelles

On aborde ici la présentation de quelques résultats et remarques générales sur la prise
en compte du couplage entre liquides de Luttinger [183-185]. On se limite & une discussion
qualitative. Tout d’abord, le liquide du Luttinger sera caractérisé par une échelle d’énergie
grande qui est sa largeur de bande ainsi que par les parametres de Luttinger qui integrent
I'information sur les interactions intra-chaines. Lorsqu’on couple les liquides de Luttinger avec
un couplage faible, celui-ci introduit une nouvelle échelle d’énergie. A haute température, ce
couplage n’est pas pertinent et les le comportement liquide de Luttinger est observé. A
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Fic. I1.16: Comportement de quelques fonctions de corrélation obtenues par DMRG dans
la phase C1S0 et SC? d’échelles de Hubbard dopées. En haut : symétrie d-wave
du parametre d’ordre supraconducteur et corrélations algébriques de charge et de
paires. En bas : les corrélations de spin et de courant transverse sont exponen-
tielles. D’apres les références [177-179).

phase
separation

R

I/t

FiG. 11.17: Diagramme de phase qualitatif sur la base des résultats numériques de [’échelle
t-J en fonction de J/t et de la densité électronique n. CDW et BDW représentent
les phases isolantes commensurables. Figure adaptée de White et al. [137].
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FiG. I1.18: Transition de déconfinement entre un états VBS et un état de Néel pour un réseau
bidimensionnel d’échelles couplées. D’aprés Sachdev [186].

basse température, le couplage devient pertinent et on aura un crossover vers un systeme
bi ou tridimensionnel. C’est ce qu’on appelle le crossover dimensionnel. Si maintenant on
imagine qu’on augmente le couplage entre liquide de Luttinger de sorte qu’il soit comparable
aux échelles d’énergie a l'intérieur du liquide de Luttinger, il va y avoir une transition de
phase quantique pour une valeur critique du couplage entre le comportement type liquide de
Luttinger a faible couplage et une phase en interaction forte bi ou tridimensionnelle qui sort a
priori de la description par la classe des liquides de Luttinger. On appelle cette transition une
transition de déconfinement, au sens ou les électrons ne sont plus confinés a une dimension.
Dans la mesure ou les phases en interaction forte sont tres difficiles a décrire a deux ou trois
dimensions, il en va de méme de ce genre de transition. Un exemple dans le cadre des échelles
de spins est la transition lorsqu’on couple des échelles de spin antiferromagnétiquement, une
transition de phase apparait entre la phase VBS d’échelles faiblement couplées et la phase
de Néel du réseau carré pour Jiyer = J (cf figure 11.18).

Revenons a la question du crossover dimensionnel dans lequel la physique du liquide de
Luttinger est un bon point de départ a l'effet du couplage. Une premiere chose est que le
couplage va étre renormalisé par les interactions intra-liquide de Luttinger et ce de telle sorte
que, quelles que soient les interactions, cette échelle d’énergie est diminuée. Par exemple, le
terme de saut entre liquide de Luttinger tiye, est renormalisé [187-189]. Les interactions
renforcent donc l'anisotropie du systeme. Lorsque les couplages entre liquide de Luttinger
sont branchés (saut, interactions densité-densité,. . .), on s’attend en premier & une transition
vers un état de type liquide de Fermi a basse température si le terme de saut t,i., domine. En
effet, les termes d’échange et de saut de paires sont en ¢, /A, avec A I'énergie de pairing.
Cependant, les fluctuations de spins et de paires ont une décroissance qui évolue différemment
avec les parametres de Luttinger que la fonction de Green a une particule. Suivant K, et
K, ces fluctuations peuvent s’ordonner préférentiellement donnant une transition a basse
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température vers une phase antiferromagnétique (SDW) ou supraconductrices. C’est bien
ce qui est observé expérimentalement sur les diagrammes de phase expérimentaux comme
celui de la figure 1.6. Enfin, si des excitations sont gappées comme le spin dans un liquide
de Luther-Emery, les sauts a une particules qui nécessitent de briser une paire sont tres
défavorisés, on aura plutot tendance a faire sauter les paires, établissant ainsi un couplage
effectif Josephson. Dans ce cas, on peut évaluer la température de la transition qui varie en
gros comme t2. /A, avec A, le gap de spin. Des méthodes RPA plus évoluées peuvent étre

inter

développées pour évaluer la température critique d’un réseau d’échelle bidimensionnel [190].

3 Conclusion partielle

Ce chapitre présentait les résultats connus sur les systemes quantiques a une dimension.
On a vu qu’il existait une approche générique sous le nom de théorie du liquide de Luttinger.
Grace a elle, la détermination des diagrammes de phase de ces systemes est grandement
simplifiée car il suffit en général d’étudier les instabilités possibles du liquide de Luttinger et
de calculer les parametres de Luttinger du modele effectif pour construire le diagramme de
phase. Or, si ces parametres et instabilités peuvent étre dans certains cas calculés exactement
pour des modeles intégrables ou analytiquement dans le régime perturbatif, il faut en général
avoir recours aux méthodes numériques pour déterminer les différentes phases réalisées. Au
cours de cette these, on a essayé d'utiliser la complémentarité des approches numériques et
de bosonisation afin de décrire au mieux la physique des systemes que 'on a abordés.
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Chapitre |l

Méthodes numériques

Les méthodes numériques ont été considérablement développées [191] dans I’étude des fer-
mions fortement corrélés en raison du peu de résultats analytiques (notamment en dimension
2) et grace a 'augmentation de la puissance des ordinateurs. Leur role s’étend de la compré-
hension des modeles théoriques, parfois abstraits, jusqu’au calcul de diagrammes de phases
non pertubatifs et la comparaison directe avec les courbes expérimentales afin d’en extraire
par exemple des parametres microscopiques. Il existe de nombreux algorithmes permettant
d’aborder le probleme a N-corps quantique, chacun ayant ses avantages et ses inconvénients.
Pour ce qui est des techniques de diagonalisation exacte et de groupe de renormalisation
de la matrice-densité (abrégé en anglais et dans la suite en DMRG) utilisées au cours de
cette these, elles reposent essentiellement sur une résolution variationnelle de 1’équation de
Schrodinger

H[p) = Ely) (IL.1)

pour un hamiltonien quelconque H définit sur un réseau. L’objectif étant de pouvoir accéder
a un grand nombre d’observables de la physique de basse énergie a partir de la connaissance
du fondamental |¢)y) et des premiers états excités. Si la donnée du probléme parait simple
puisqu’il s’agit essentiellement de déterminer certains vecteurs propres et valeurs propres
de I'équation (III.1), on se rend vite compte de la présence d'une contrainte difficilement
contournable : la croissance exponentielle de 'espace de Hilbert avec le nombre de sites du
réseau. Prenons 'exemple du modele de Heisenberg, les deux états T, | sont possibles en
chaque site si bien que I'espace de Hilbert croit comme 2V, avec N le nombre de sites du
réseau. C’est cette contrainte qui a motivé le développement des algorithmes avec schémati-
quement, 1'utilisation des symétries de ‘H pour la diagonalisation exacte et la troncation de
I'espace de Hilbert pour le DMRG. De maniere surprenante, ce sont plutot des développe-
ments fondés sur des idées physiques qui ont été les plus déterminants.

Ce chapitre! a pour but de présenter les algorithmes mais aussi leur utilisation dont on
verra d’ailleurs des applications dans les quatre chapitres suivant. On discutera dans un
premier temps la méthode de la diagonalisation exacte dont on verra qu’elle donne acces a
presque n’importe quelle observable a température nulle mais reste limitée par la taille des
systemes pouvant étre étudiés (typiquement 40 sites au maximum). On abordera ensuite le
DMRG qui permet lui de faire des mesures sur des systemes plus grands mais reste limité a
des réseaux quasi-unidimensionnel. Enfin, il est important de mentionner ’existence d’autres
méthodes tres puissantes, avec leurs nombreuses variantes respectives, plutot fondées sur le

1On a essayé de reporter les aspects les plus techniques & la fin de chacune des deux parties.
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calcul de la fonction de Green du systeme. En particulier, le Monte-Carlo quantique [192—-
195] permet des calculs a température nulle ou finie mais souffre du « probleme de signe »
encore non résolu pour la plupart des systemes magnétiques frustrés et des systemes dopés
qui nous intéressent plus particulierement dans cette these. Notons enfin 'existence de la
théorie du champ moyen dynamique (DMFT) [16] qui repose sur I'utilisation de ces méthodes
numériques dans le cadre d'une théorie champ moyen dynamique qui traite particulierement
bien la physique a haute énergie et la transition de Mott.

1 La Diagonalisation Exacte

La diagonalisation exacte, comme son nom l'indique, consiste a diagonaliser un hamilto-
nien ‘H pour obtenir valeurs propres et vecteurs propres. Il existe des algorithmes d’algebre
linéaire qui exécutent cette tache pour des matrices carrées pleines quelconques. Si Ny est
la dimension de I'espace de Hilbert, ces algorithmes prennent un temps proportionnel a N3,.
D’autre part, la mémoire vive requise pour stocker la matrice est 8 N2 octets?, soit 800Mo
pour Ny = 10000 mais déja 20Go pour Ny = 50000 qui est a peu pres ce qu’on peut faire de
plus gros. Si ces algorithmes donnent acces a I’ensemble du spectre, ce qui peut étre utile pour
les observables faisant intervenir 'ensemble du spectre (statistiques spectrales, température
finie,. ..), les physiciens ne s’intéressent le plus souvent qu’aux états de plus basse énergie.
De plus, on se rend compte que les matrices correspondant aux modeles d’électrons forte-
ment corrélés avec des interactions a courte portée sont souvent tres creuses (la plupart des
éléments sont nuls). Ceci peut se voir facilement sur ’hamiltonien de Heisenberg pour lequel
les termes hors-diagonaux STS~ vont générer pour chaque configuration au maximum #iiens
termes (en notant #ie,s le nombre de liens) soit pour toute la matrice un nombre d’éléments
non nul de 'ordre de #jjens Ny < N%. Dans ce cas, il existe des méthodes de diagonalisation
iterative tres rapides qui permettent de traiter des espaces de Hilbert contenant pres de 10°
états. Ces méthodes itératives reposent sur une idée variationnelle simple qui est de regarder
la quantité :

_ {=[H]x)
r(z) = i) (I11.2)

pour un vecteur |z) quelconque de 'espace de Hilbert. Puisque la plus petite valeur propre
FErin de H est telle que E,;, < r(x), on cherche a construire un sous-espace de ’espace
de Hilbert qui contienne des vecteurs qui se rapprochent le plus possible du fondamental.
Pour cela, partons d'un vecteur quelconque |z) et agrandissons le sous-espace en suivant la
direction donnée par le gradient® (en notant que H est hermitien?) :

Vr(z) = ﬁ(?ﬂx) — r(@)|)), (I1L.3)

2Sans compter les tableaux nécessaires aux routines.

30n a une convergence vers les valeurs extrémes du spectre mais on ne s’intéresse qu’au bas du spectre en
physique.

411 existe aussi des méthodes itératives pour des matrices creuses non hermitiennes [196], ce dont on peut
aussi avoir besoin dans certains probléemes physiques.
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c’est-a-dire le sous-espace {|z), H|z)}. On trouve nécessairement des valeurs de r(x) plus
petites dans ce sous-espace. En continuant jusqu’a n iterations, on crée le sous-espace dit de
Krylov {|z), H|x),- -, H"|x)}. C’est dans ce sous-espace que les algorithmes recherchent le
fondamental, le plus simple étant la méthode des puissances dans laquelle on ne conserve que
le dernier état généré® (H —cste)™|x). Dans ce dernier état, ¢’est naturellement le poids sur le
fondamental qui I’emporte et ce, exponentiellement vite avec le nombre d’itérations n. On voit
également qu'’il faut initialement un vecteur |z) non orthogonal a |1g) si bien qu’on le choisit
en général aléatoire. On présentera plus particulierement dans cette section I'algorithme de
Lanczos et celui de Davidson qui améliorent tous deux significativement la convergence de
la méthode des puissances, en s’inspirant des tres bonnes revues [191, 197, 198] et theses
en faisant usage [189, 199, 200]. L’algorithme de Lanczos est majoritairement utilisé en
diagonalisation exacte tandis que celui de Davidson est préférentiellement utilisé en DMRG.

1.1 Algorithme de Lanczos

L’algorithme de Lanczos [201, 202] construit itérativement une base orthonormée de 'es-
pace de Krylov dans laquelle I'hamiltonien a une représentation tridiagonale qui, on le verra, a
de nombreux avantages pour le calcul des propriétés dynamiques. On peut montrer [201, 203]
que la convergence vers le fondamental est exponentielle avec n et plus rapide que pour la
méthode des puissances. L’algorithme est construit comme suit : on prend un vecteur aléa-
toire et normé |0) et on lui applique H pour créer H|0). L'état [1') = H|0) — ap|0) est
orthogonal & |0) si on choisit ag = (0]H|0). On peut ensuite le normer en posant b7 = (1[1')
et [1) = 1/b1|1"). Ainsi, on a

On construit ensuite [2') = H|1) — b;]|0) — a;|1) avec a; = (1|H|1). |2’) est donc orthogonal
a ]0) et |1). On le normalise en posant b3 = (2/|2') et |2) = |2) /by, ce qui donne

HIL) = b1]0) + a1|1) + b2|2). (ITIL.5)
Ainsi de suite, connaissant |7), |[i — 1), a; = (i|H|i), b; et H, on peut construire

i+ 1') = H|i) — aili) — bili — 1) (I1L.6)
qui est orthogonal® & |i — 1) et |¢). Enfin, on normalise |z + 1') en |i + 1) = |i + 1") /b;41 avec
le facteur de normalisation b7, = (i + 1'|i +1’). On en déduit aussi ;11 = (i + 1|H|i + 1),

si bien qu’au bout de n itérations, la représentation H,, de 'hamiltonien dans sous-espace
engendré par les {|7) }o<i<, & la forme tridiagonale

a by 0 ... 0
by a; by .
Ho=1 0 b . . 0 |- (IIL.7)
: p_1 bp
0 0 b, ayn

5La constante sert & décaler le spectre vers le bas pour que Ey,i, domine en valeur absolue.
60On peut aussi vérifier que tous les vecteurs {|j)}o<j<i+1 sont bien orthonormaux.
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La diagonalisation de cette matrice H,, est alors faite avec une librairie standard ce qui donne
en particulier I’énergie variationnelle £y(n). En pratique, un nombre d’itérations n o~ 100 <
Ny est largement suffisant pour que I'énergie du fondamental Ey(n) converge vers la valeur
exacte Ey a la précision de la machine (1071%). On remarque aussi qu'a chaque itération,
seuls trois vecteurs de dimension N, sont nécessaires pour calculer les (a;, b;), ce qui permet
de traiter des espaces de Hilbert contenant jusqu’au milliard d’états.

La technique de Lanczos permet également d’obtenir la fonction d’onde du fondamental.
En effet, notons [1)g) = > 1, a4i) le vecteur propre du fondamental de H, obtenu lors
de la derniere itération. Comme on ne stocke pas pour des raisons de mémoire les n états
intermédiaires |i) = SN 4Zle), oit {|¢) }ay, est la base de espace de Hilbert, on les recalcule
en repartant du méme vecteur initial |0) pour reconstruire le fondamental

|tho) = Z (Z Oéﬂi) |c) (IIL.8)

c=1 i=1

dans la bonne base. Le calcul du fondamental est important car il permet d’accéder aux
corrélations statiques et dynamiques. De la méme maniere, on peut reconstruire les fonctions
d’onde des états excités de basse énergie par cette méthode bien qu’elles seront déterminées
moins précisément. Les détails sur la convergence numérique sont reportés a la section 1.8.

1.2 Algorithme de Davidson

On présente maintenant une variante [203, 204] de I’algorithme de Lanczos qui va étre tres
utile pour le DMRG. En effet, bien que nécessitant plus de mémoire, il converge d’autant plus
vite que les matrices sont a dominante diagonale comme c’est le cas des modeles Hubbard,
t-J ou Heisenberg. D’autre part, il représente mieux les premiers états excités et n’a pas le
probleme des vecteurs fantomes (voir la section 1.8) comme l'algorithme de Lanczos. Ceci
est possible grace a la réorthogonalisation du sous-espace variationnel a chaque itération.

Voici brievement les idées sur lesquelles il repose ainsi que ses étapes clefs. Dans 1'algo-
rithme de Lanczos, au bout de la i®™° itération on a construit une représentation approxi-
mative [1}) du fondamental avec la valeur variationnelle E} > Fy pour énergie. Si |¢)) était
le vrai fondamental, alors le vecteur résiduel

|R") = H|yg) — Eoltp) (I1L9)

serait nul. On peut montrer que ’algorithme de Lanczos va étendre le sous-espace variationnel
selon la composante du vecteur H|) — Ej|v) =~ |R") qui est orthogonale & ce sous-espace.
Davidson proposa de construire un meilleur vecteur résiduel comme suit : le vrai vecteur
résiduel |R) s’écrit

|R) = [0) — |¥) , (I1L.10)

avec |1g) le fondamental exact. On a ainsi

(H — E))|R) = —|R"). (IT1.11)
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Le probleme est qu’il est difficile d’inverser numériquement cette relation (et ne connait
pas Ey) pour obtenir le vecteur résiduel |R). En revanche, si on approxime H par sa partie
diagonale D et qu’on prend Ej ~ Ej, on peut facilement fabriquer le vecteur

|R) = —(D — EII)"!|RY) (111.12)

qui s’avere souvent étre un meilleur vecteur résiduel que |R') pour étendre le sous-espace. On
remarque d’ailleurs que le choix D = I nous ramene a ’algorithme de Lanczos. Cet algorithme
permet de viser de fagon plus générale un état propre ;) autre que le fondamental associé
a la valeur propre Ej. L’implémentation numérique comporte plus d’étapes que celui de
Lanczos :

1. On part d’'un sous-espace contenant [ > k vecteurs orthonormés {|vy),...,|v)} et on
appelle B la matrice rectangulaire qui contient ces vecteurs comme colonnes et H la
matrice des vecteurs {H|vq), ..., H|u)}.

2. On diagonalise alors la matrice (v;|H|v;) pour en déterminer la valeur propre E! et le
vecteur propre |iL) correspondant (obtenus avec [ vecteurs).

3. Pour vérifier la convergence, on construit le vecteur
') = (H — B B)|¢j) (IL.13)

et on calcule sa norme. Si elle est inférieure a € (un critére qu’on se fixe) alors on
arréte et on considere que [1%) donne une bonne représentation de 1’état visé. Sinon,
on agrandit la base.

4. Pour agrandir la base, on fabrique le vecteur résiduel

R) = (D - BI) ¢ (I1.14)
et on l'orthonormalise par rapport aux vecteurs précédents {|vi), ..., |v)}. Il en sort
le nouveau vecteur |v;;1) qu’on rajoute a la matrice B. On est alors ramené au 1. avec
[ —1+1.

Précisons enfin qu’en pratique, afin de limiter ’espace mémoire utilisé, on part d'un petit
nombre de vecteurs aléatoires {|v1),...,|v;)} qu’on orthonormalise et on fait quelques ité-
rations jusqu’a un nombre de vecteurs maximal qu’on se fixe. Si la convergence n’est pas
atteinte, on reprend alors ’algorithme au début mais en se servant cette fois du résultat de
la premiere série d’itérations.

1.3 Utilisation des symétries

Les hamiltoniens étudiés dans la physique des électrons fortement corrélés ont le plus sou-
vent un grand nombre de symétries (cf tableau II1.1). On distinguera parmi ces symétries
celles qui sont continues (abeliennes ou non) et celles qui sont discretes. Si S est I'opérateur
représentant une symétrie de I'hamiltonien, on aura [H,S] = 0 et une quantité conservée
associée caractérisée par un nombre quantique. L’hamiltonien sera alors diagonalisable par
blocs dans chacun des secteurs. Bien qu’en pratique, on ne puisse pas toujours les utiliser
toutes, elles permettent de réduire considérablement 1’espace de Hilbert. D’autre part, elles
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’ Symétrie ‘ type ‘ quantité conservée associée

rotation autour de z U(1l) | SE, : spin selon z
inversion de spin (S, = 0) | discrete | r : parité du spin
invariance de gauge globale | U(1) | N¢, : nombre de particules

translations discrete | k = ni—” : impulsion
x
rotations du réseau discrete | caractere associé

TaB. II1.1: Symétries et quantités conservées souvent utilisées en diagonalisation exacte.

apportent au travers de leurs nombres quantiques associés une information physique supplé-
mentaire. Accessoirement, leur utilisation permet aussi de réduire la densité d’états a basse
énergie et améliore d’autant la convergence de I’algorithme de Lanczos.

La plupart du temps on utilise les deux symétries U(1) associées a la conservation de la
charge et du spin selon ’axe z. Il est en effet facile de travailler a nombre de particules et S,
fixés. La symétrie de spin complete SU(2) est difficile a implémenter car elle est non abélienne.
On peut cependant remonter au spin total Sy, d'un état en regardant s’il appartient a
un multiplet (secteurs S, = 0,1,2,...) ou en filtrant le fondamental en appliquant un
projecteur sur un secteur de Si,; donné ou méme en ajoutant AS? & I'hamiltonien avec A
grand pour séparer les S{t* multiplets. Enfin, lorsque que S7, = 0, la symétrie discrete
d’inversion de spin, qui consiste a retourner tous les spins, permet de diviser par deux Ny
et de remonter a la parité de spin de 1'état”. Notons enfin que la symétrie particule-trou
est présente assez souvent et va contraindre ou non le signe de ¢ dans le terme d’énergie
cinétique, en particulier suivant la nature du réseau.

Lorsqu’on a des conditions aux bords périodiques, on peut utiliser les translations 7 du
réseau qui laissent invariants les couplages de I'hamiltonien. S’y ajoutent les symétries du
groupe ponctuel du réseau Gp comme les rotations, réflexions ou inversions. Si on appelle
G =T x Gp le groupe des symétries spatiales du réseau, la taille de I'espace de Hilbert est
alors approximativement divisée par son nombre d’éléments card(G). Enfin, précisons que
pour une impulsion donnée k, les symétries ponctuelles ne sont parfois pas toutes utilisables :
elles doivent laisser k invariant ce qui n’est pas toujours vrai avec les rotations.

A titre d’exemple, prenons le modele de Heisenberg sur une échelle de 2 x 16 = 32 sites.
Sans aucune symétrie, la taille de 'espace de Hilbert est Nyy = 232 ~ 2x 10%. Si S, = 0, Ny
est réduit a C35 = 601 x 10°. L'utilisation des 2L = 32 translations et de 'inversion de spin
permet d’avoir finalement pour le fondamental d'impulsion k, = k, = 0 : Nyy = 9395581 ~
C38/(2 x 2 x 16). Cette taille est tout a fait accessible & un PC de bureau récent. Les détails
sur la construction de I'espace de Hilbert symétrisé se trouvent dans la section 1.7.

1.4 Calculs d’observables
1.4.1 Observables tirées du calcul de I'énergie

L’énergie est la mesure la plus rapide a obtenir. On va retrouver des quantités dont les
définitions se transposent généralement d’un secteur de symétrie a un autre (essentiellement

"Rappelons qu’un singulet de deux spins a r = —1 alors que le triplet S = 0 aura r = +1.
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dans les secteurs le spin, la charge et I'impulsion). Pour simplifier, on considérera une chaine
de longueur L dans ce qui suit.

C’est tout d’abord le cas des gaps. Ils renseignent sur la nature des excitations. On s’in-
téresse ainsi aux gaps de spin singulet et triplet, aux gaps de charge a 1, 2,... particules.
Pour I'impulsion, une dégénérescence associée a un gap indiquera une brisure de la symétrie
de translation. On peut également tracer les énergies en fonction des nombres quantiques
de facon astucieuse. Pour le spin, cela s’appelle les tours d’états dans lesquelles on trace les
énergies en fonction de S(S + 1) [27]. La courbe de 'énergie en fonction du nombre de par-
ticules E(N) nous renseignera sur la nature de la phase au travers de ces dérivées (qui sont
reliées aux gaps). En particulier, on tire le potentiel chimique et la compressibilité inverse de

_ 9B
 ON

-1 LagEO

= Loy (I11.15)

7 et K

L’analogie est immédiate pour le secteur spin avec le champ magnétique et la susceptibilité

9E, 10E,

g - %0 _ 198
o Y XT Tane

(I11.16)

Pour I'impulsion, on tracera les relations de dispersion E(k) qui permettent d’étudier modes
et branches d’excitations. Si on a un mode linéaire avec I'impulsion, on pourra calculer sa
vitesse

oE

= 1.1
o8 (HL.17)

v
On peut méme jouer sur la parité du nombre de site pour créer des excitations dans le
systeme. Ainsi, pour une chaine dimérisée de taille impaire, le spinon artificiellement libéré
donnera acces a 'énergie de cette excitation. Notons enfin que les extrapolations de taille
finie (voir la section 1.8) renferment de précieuses informations comme la charge centrale et
les longueurs de corrélations associées aux gaps.

A

O

Fig. II1.1: Un fluz a travers une chaine ou une échelle permet d’étudier sa réponse. C’est
aussi le moyen modifier continument les conditions aux limites en appliquant un
twist |) — €)Y sur la fonction d’onde.

Transformation de jauge et conditions aux limites. Une autre classe importante d’obser-

vables est obtenue en perturbant le systeme par la modification de ses conditions aux limites
[205]. Pour perturber la partie charge, on va faire passer un flux ® dans le systéme (voir
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figure III.1). Le courant et la susceptibilité (ou rigidité de charge) s’écrivent au signe et a
des constantes pres

. 10E, . 1 0?E,
7o X Loer

(I11.18)

Dans la limite ® — 0, le courant est nul et la susceptibilité donne la raideur de charge. Elle
est égale au poids de Drude de I'équation (I1.27) & un facteur pres : D = L2x(0)/(872%).
L’introduction du flux dans 'hamiltonien se fait par la une transformation de jauge locale
¢jo — €Yicj,. Pour appliquer un twist a la fonction d’onde |¢p) — ¢'®[t)) au passage du lien
(L,L+1=1), on peut n’introduire le flux que sur ce lien de sorte que 0, — 0; = ® et pour
1 #1,L,0;—0;.1 = 0. Mais on préfere conserver l'invariance par translation et appliquer une
différence de phase ®/L constante sur chacun des liens. On fait ainsi varier contintiment les
conditions aux limites. Pour le spin, on peut tordre les spins en imposant une petite rotation
par rapport a 'axe z dans la partie STS~ de I'’hamiltonien, la réponse étant caractérisée
dans ce cas par la rigidité de spin.

1.4.2 Observables tirées du calcul du fondamental

Lorsqu’on a calculé la fonction d’onde du fondamental [¢)y), on peut s’en servir pour
calculer la valeur moyenne d’une observable statique & température nulle®. C’est par exemple
le cas des différents termes de ’hamiltonien pris séparément : on peut ainsi comparer la
contribution de I’énergie cinétique et de ’énergie potentielle d’interaction. On peut également
regarder un parametre d’ordre local ou des fonctions de corrélations a temps égaux soit dans
I'espace direct, soit dans I'espace réciproque

C(i — j) = (ol ATA; ) ou  C(k) = (ol AL Ax|to) - (I11.19)

Cependant, ces deux fonctions ne se calculent pas de la méme maniere. Pour des corréla-
tions dans l'espace réel comme S7S7 ou c}ci, il est plus facile d’appliquer 'opérateur A}Ai
directement sur le fondamental avant de reprojeter sur |1)y). Dans l'espace réciproque, pour
Sg par exemple, il faudra construire I'espace de Hilbert du secteur k (en supposant que le
fondamental est dans le secteur k = 0), créer le vecteur intermédiaire |¢1) = Ax|to), puis
utiliser C'(k) = (¢ ]1)1).

Avec la connaissance des fonctions d’onde de fondamentaux entre des secteurs associés a
des nombres quantiques différents, on peut avoir acces a des corrélations hors-diagonales (au

sens des nombres quantiques). C’est le cas du parametre d’ordre supraconducteur [207]

F(k) = (Yo(N +2)|ef ety [o(V)) (IT1.20)

qui est 'opérateur de création de paires singulet entre les fondamentaux a N et N + 2
particules. Il faut dans ce cas construire |¢);) = cT_k7i|¢0(N)> et o) = cx1|o(N +2)) qui
se trouvent dans 'espace a N + 1 particules.

Les corrélations statiques vérifient souvent des regles de somme simples, reliées aux para-
metres physiques comme la densité électronique, et qui sont utiles pour vérifier la cohérence

811 existe des extensions & température finie de la diagonalisation exacte mais elles restent peu utilisées
[206].
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des résultats numériques. On peut aussi calculer des quantités plus complexes comme le
cumulant de Binder associé a une parametre d’ordre M
(M)

tres pratique pour déterminer les points critiques a partir de systemes de taille finie comme
on le verra au chapitre VI.

1.5 Calcul des propriétés dynamiques

Une application importante de la diagonalisation exacte est le calcul de propriétés dyn-
amiques de par la bonne représentation du spectre de basse énergie qu’offre I'algorithme
de Lanczos. Une fonction de corrélation dynamique® A(z = w + i€) pour l'observable A
correspond a la transformée de Fourier de la corrélation a temps différents A(t)

1

— Al I11.22
S H L E, 1%0) ( )

A(t) = (ol A AT (0) o) = A(2) = (] A
Physiquement, cela revient a regarder la propagation de l'excitation créée par A en t = 0
jusqu’a ce qu’elle soit détruite a t. On obtient le comportement fréquentiel qui définit la
fonction spectrale A(w), mesurable expérimentalement (voir le tableau I11.2), a l'aide du
passage a la limite sur 'axe réel :

1
Alw) = —= lir% ImA(w + i€) (I11.23)
T e—
La représentation de Lehmann s’obtient en insérant deux relations de fermeture sur les états
propres et permet une interprétation simple de cette fonction spectrale :

Aw) =Y Kol A1) 8(w — (B, — Ep)). (I1.24)

Les excitations créées par A se décomposent sur les états excités d’énergie F, avec un poids
controlé par les éléments de matrice (19| Af|th,) qui suivent les regles de sélection associées
aux symétries et a 'opérateur A. Il est facile de rajouter I'information spatiale soit dans
I'espace réel, soit dans I'espace réciproque pour avoir la fonction spectrale A(k, w) résolue en
impulsion. Enfin, les fonctions spectrales vérifient des regles de somme qui sont reliées aux
corrélations statiques,

(Yol AAMho) = /_ Oode(w) (TI1.25)
ol Al ATy = [ dwwd (111.26)
(ol [A, H][H, AMlabo) = /_ OodwchA(w) (I11.27)
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’ Expérience ‘ fonction spectrale ‘ opérateur A ‘ corrélations ‘
Arpes Ak, w) Ck fonction de Green
Neutrons Sk, w) Sg spin
Optique o(w) Ju courants

TAB. II1.2: Différentes quantités expérimentales qui sondent la dynamique du systéeme.

qui sont calculables indépendamment et donc utiles pour vérifier les résultats numériques.
Voici maintenant comment les calculer avec la diagonalisation exacte. On commence par
extraire le fondamental |1/y), puis on lui applique AT pour obtenir le vecteur normalisé! :

. 1
o) = Afly) . (I11.28)
(0| AAT[tho)
Il est alors important de remarquer que 1’équation (I11.22) se réécrit :
N 1 N
= (1hg| AAT _ I11.29
Alz) = (ol AAT[Y0) (Yol ——— EOWO> ( )

On refait alors n itérations de Lanczos mais en partant cette fois de |2/N10> pour obtenir une
matrice tridiagonale du type de I’équation (II1.7). Si on diagonalise cette matrice pour obtenir
ses valeurs propres F, et ses vecteurs propres |¢,), on a acces a tous les poids |{¢,|1)]? en
regardant la premiere ligne de la matrice des |¢,) puisqu’on est parti de I'état |0) = l1o). On
réécrit alors (II1.29) en représentation de Lehmann dans la base des |¢,) :

A(w) = (o AATYo) Y [(dylth0) *d(w — (B, — Eo)) (ITL.30)

qui peut se représenter graphiquement par des lorentziennes de largeur € centrées autour des
poles E,— Ey. Le symbole ~ rappelle que |¢,) =~ [¢),,) car numériquement ces vecteurs ne sont
qu’une approximation des véritables états propres excités de H. Il existe une autre maniere
de représenter ces fonctions spectrales directement & partir des éléments (a;, b;) de la matrice
tridiagonale (II1.7) obtenue lors du deuxiéme Lanczos. L’élément (1|(z — H + Eo)~1)|1o)
est simplement [(z — H + Ey) |11 dans la méme base. Cet élément de la matrice inverse se
calcule par la formule du cofacteur et vaut Dy;/ det (2 — H,,) avec comme notation pour les
déterminants des mineurs

z—a;  —bip 0 T 0
—bit1 z— a1 —biyo :
: . Z—Qp—; by,
0 o 0 —b,, Z—ay,

Ces déterminants se déduisent par récurrence, en notant Dy = det(z — H,,), on a

D; = (2 = a;)Diyy — (=biy1)*Disa . (I11.32)

9Les fréquences sont centrées autour de 1’énergie du fondamental.
100n notera d’ailleurs que la norme au carré correspond a la fonction de corrélation a temps égaux (I11.25).
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On aboutit a un développement en fraction continue de A(z) :

b
z—a1+ Ey — L

b3

z—a2+E0—Z o
— az ) — -

puis on utilise (II1.23) avec un € petit, ce qui donne une représentation graphique de la
fonction spectrale légerement différente de celle avec les lorentziennes autour des poles. Des
exemples de calculs de dynamique seront donnés au chapitre IV.

1.6 Evolution temporelle

On aborde ici la question de I’évolution d’un systeme isolé au cours du temps. Si on peut
tirer des informations sur I’évolution en temps réel d’apres les calculs dynamiques, on ne
connait pas la fonction d’onde [¢(f)) au cours du temps. On voudrait également pouvoir
traiter le cas ou l'hamiltonien dépend du temps et de maniere générale pouvoir décrire
opérateur d’évolution U(t) = e~ ""®",

Une premiere méthode [198] consiste & utiliser la représentation approximative de H dans
la base des vecteurs de Lanczos dont on note L, (t) la matrice rectangulaire n x Ny, obtenue
apres n itérations Lanczos en partant de [¢(t)) supposé connu a l'instant ¢

[W(t + dt)) = Ly (t)e " H=Et L ()T |o(1)) . (I11.34)

Le calcul de I'exponentielle de 'hamiltonien se fait facilement en diagonalisant la forme
tridiagonale de H dans la base des vecteurs de Lanczos. Cette méthode est par construction
unitaire (U(¢)TU(¢) = 1) mais exige de conserver en mémoire la matrice L, (t) des vecteurs
Lanczos. En pratique, il faut calculer un recouvrement et le comparer a un critére € pour
décider ou non de poursuivre les itérations Lanczos.

On a essayé une méthode plus simple basée sur un développement en série tronqué de
I’exponentielle

o+ = > T 0 ). (11.35)

n=0

Seulement trois vecteurs intermédiaires sont nécessaires pour construire |p(t + dt)) et au-
cun changement de base n’intervient. On choisit d’arréter la troncation lorsque la norme
est presque égale a 1, |\/(o(t +dt)|p(t + dt)) — 1.0] < e pour € fixé puis on normalise le
|t(t 4 dt)) obtenu pour rendre la transformation artificiellement unitaire. Comme H est
exact, seules deux sources d’erreur sont a controler (voir figure II1.2) : Perreur issue de
la détermination du vecteur initial'' |1(¢t = 0)) (8'il s’agit par exemple du fondamental de
H(t = 0)), et erreur a chaque pas de temps issu de la troncation controlée par e. La premiere
donne lieu & une erreur systématique dans ’évolution de [¢(t)) mais qui reste majorée au
cours du temps. La seconde croit linéairement avec le temps et on observe numériquement
une saturation de 'erreur a longs temps. On peut également évaluer le meilleur compromis

1Si on part d'un état qu'on construit « & la main » (par exemple tous les spins up), cette erreur sera nulle.
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. IP(t) = Peyacfl IP() = PeyacO
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Fic. II1.2: Erreur commise dans la méthode du développement en série en fonction du temps.
A gauche, l’erreur initiale sur la détermination du fondamental est une erreur sys-
tématique approximativement constante dans le temps (N représente le nombre
de pas Lanczos pour calculer le fondamental). Pour N = 150, lerreur de tron-
cation devient dominante et il faut diminuer € pour retrouver [’erreur commise
sur le fondamental. A droite, l’erreur de troncation de la série croit linéairement
avec le temps.

0.1

| L — 1.1

+ Fourier .
F — Exact 1 o Expansio | |— Fourier
Lanczos r — Expansio

0.08— — 2e-13—

P(t)

Fia. I11.3: Calcul de la probabilité de retour a l’état initial P(t) par deux méthodes. A gauche,
A(w) dans lespace des fréquences par représentation de Lehmann : comparaison
du Lanczos avec une diagonalisation complete. A droite, en fonction du temps :
comparaison des méthodes par Lanczos et par le développement en série (I1I11.35).
Ce dernier a une erreur qui augmente linéairement avec le temps mais permet
d’accéder a |(t)) et de traiter les hamiltoniens dépendant du temps.
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F1a. I11.4: Probabilité P(t) et temps CPU pour différents pas de temps dt. En encart, ’ajus-
tement par la formule (1I11.37).

entre le pas de temps utilisé et le temps CPU nécessaire au calcul de 1’évolution. En gros,
la série s’arrétera des lors que € ~ (AE X dt)™ /ny.,! avec AE la largeur spectrale de
I’hamiltonien si bien qu’on a

Ine Nmax Nmax
N 1 —1). 11
AEdt " AEdt ( Y AEdL ) (111.36)

Pour le temps CPU total, qui varie comme ny.y/dt, on obtient pour e = 1077

pAE

max "~ s I11.37
" In(p/dt) — In(ln10) — 1 ( )

qui est bien vérifiée numériquement (voir figure 111.4).

Le calcul de l'erreur se fait en comparant les résultats a ceux obtenus avec une diago-
nalisation complete d'un petit systeme ou a ceux utilisant la dynamique dans l’espace de
Fourier obtenu par Lanczos (voir figure I11.3). Le modele utilisé est un modele de Hub-
bard de bosons de coeur dur sur une chaine dans lequel on induit une dimérisation expli-
cite des termes de sauts a t = 0. On peut calculer la probabilité de retour a 1’état initial
P(t) = |A(t)]* = |{¥(t)|to)|* par Lanczos avec la formule

A(t) = [(tholun) [Pe en =)t (IIL.38)

ou l'on a acces aux poids et aux énergies w, de la méme maniere que pour (II11.30) (mais
avec A = I). Cette méthode a une erreur sensiblement constante dans le temps car on fait
le calcul dans I'espace de Fourier (voir figure I11.3). Elle n’est cependant pas généralisable a
toutes les formes d’évolution temporelle.
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1.7 Quelques précisions sur I'implémentation
1.7.1 Réseaux utilisés (clusters)

Pour les systemes quasi-unidimensionnels comme les chaines ou les échelles, on peut utiliser
des réseaux de longueurs différentes mais ayant tous le méme découpage. On a de plus
I’avantage d’avoir souvent des résultats généraux analytiques sur les effets de taille finie. En
revanche, pour les réseaux bidimensionnels, on est par contre tres vite limité dans les tailles
du type L, x L,. On utilise alors des clusters penchés avec n? 4+ m? sites ot n, m sont des
entiers. Les effets de taille finie sont plus difficiles & appréhender mais certains cluster comme
le v/32 x /32 ont toutes les symétries d'un vrai réseau 2D.

1.7.2 Codage des états

Pour représenter les états en diagonalisation exacte, on utilise la seconde quantification :
a chaque configuration électronique |c¢) créée par I'action des opérateurs de création clTo de
I’électron portant un spin o au site i sur 1’état du vide |()), on associe un entier N (|c))
dont des groupements de bits vont correspondre a I’état local sur site. Par exemple pour
I’hamiltonien de Heisenberg, on a toujours un électron par site donc on prendra un seul bit

pour coder les états T, | :
lc) = clychy el el |0) < |14, 12, 15, Ta) < N(Je)) = 1001 (I11.39)

Dans le cas de fermions qui peuvent s’échanger, il faut une convention dans I'ordre des opé-
rateurs car ils anticommutent. Lorsqu’on applique un opérateur comme c}acw sur la configu-
ration |c), il faut permuter les opérateurs fermioniques avec les relations d’anticommutation
pour rétablir 'ordre juste. Cela se traduira par un facteur £1 dans 'application des opéra-
teurs dont il faut tenir compte et qu’on appelle « signe fermionique ». Sans ¢a, on décrit des
bosons de cceur dur qui n’ont, sauf cas exceptionnel, pas la méme physique. Pour le modele
t-J (Hubbard), on devra utiliser des groupements'? de bits pour décrire les trois (quatre)
états sur site. On peut par exemple utiliser la convention |0) < 00, |T) < 10, ||) < 01
et |T]) < 11. L’application d’opérateurs sur ces états est réalisée grace aux opérations de
manipulations de bits qui dépendent du langage de programmation.

1.7.3 Construction d’un espace de Hilbert symétrisé

On donne ici le principe et les formules utiles pour symétriser l'espace de Hilbert.
Construire un espace de Hilbert a nombre de particules et spin total fixés repose sur le
génération d’entiers binaires a nombre de 1 fixé, ce qui se fait assez facilement. Commencons
par introduire le vocabulaire de la théorie des groupes au travers de ’exemple le plus simple
qui soit : deux spins 1/2 de Heisenberg. Dans le secteur SZ, = 0, il reste les deux états |]) et
[LT). Soit I I'opérateur d’inversion de spin et r = 41 le caractere associé a cette symétrie. On
veut construire les états invariants par cette symétrie. On introduit alors les opérateurs symé-

trisant S, = \%(H+L)~ On retrouve les états singulet S_4|1]) = —=S_1[|]) = \%(Hl) — M)

120n travaille sur des entiers de 64 bits soit 64 sites au plus pour un modele de Heisenberg, 32 sites au plus
pour un modele t-J ou Hubbard, ce qui n’est en général pas limitant.
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et triplet Siq|T]) = Sya|l1) = \%(Hl) +|11)) a une normalisation pres. Sachant appliquer

S,, on ne peut conserver que l'état |T]). Si on choisit » = —1, on travaillera dans 1’état singu-
let et » = +1 correspondra a ’état triplet. Le calcul des éléments de matrice de I’hamiltonien
5287 + 2(STS™ + S~ST) peut maintenant se faire dans la base restreinte a 'état |1]) en
utilisant (7]|S7"HS,|T1) = —1/4 + 7 x 1/2 qui sont bien les énergies des secteurs singulet
et triplet. On n’a donc pas besoin de stocker en mémoire 1’état ||1).

De fagon plus générale, on va construire des états symétrisés en appliquant un opérateur
symétrisant contenant toutes les symétries g du groupe G. On note r 1(g) la représentation
irréductible associée & 1'élément ¢ avec | comme nombre quantique et y;(g) = Tr[I(g)]
le caractére associé. Sous I'action d'une représentation I'j(g), une fonction d’onde |¢;) est
transformée en I(g)[v;) = 3 ; ' (g)|4,). En pratique, seules les représentations unidimen-
sionnelles (ou qui peuvent s’y ramener) sont utilisées de fagon a ne pas générer plus d’une
image par application d’une représentation'®. La derniere relation sur une configuration |c)
se réduit alors simplement & T';(g)|¢) = xi(9)]g(c)), avec |g(c)) Vimage de |¢) par g. Un état
invariant par symétrie peut étre construit a partir d'une configuration |c) par application de
I'opérateur symétrisant S, associé au jeu de nombres quantiques | = (Niot, S5y K, - - ),

[Wi(c)) = Sife) = Cie ZXZ(Q)‘Q(C» ; (I11.40)

geg

ou (. est un facteur de normalisation qui dépend également de la configuration comme on
va le voir. Or, parmi les états |c), certains conduisent au méme état symétrisé [¢;) : on dit
qu’ils font partie de la méme orbite car ils se déduisent les uns des autres par application des
symétries g. Il suffit donc de n’en garder qu’un par orbite, appelé représentant, et qui est choisi
suivant le criteére arbitraire d’avoir le plus petit entier N'(|c)). Pour chaque configuration,
on retrouve son représentant en lui appliquant les symétries. Dans une orbite, il y a environ
N, = card(G) configurations différentes. La base des représentants contient donc & peu pres
N; états de moins que l'espace non symétrisé. Cependant, il arrive que l'application des
symétries génere peu de nouvelles configurations (on retombe sur les mémes assez vite).
L’orbite contient alors un plus petit nombre d’éléments. En effet, s’il existe une symétrie ¢’
qui laisse invariant une configuration |c) (|¢’(¢)) = |c)), alors on générera plusieurs fois le
méme état lors de la symétrisation, entrainant le facteur de dégénérescence

de= >, xld). (IIL.41)

9'€g/lg'(c))=le)

C’est la raison pour laquelle le facteur de normalisation C; . = 1/1/Nd;. dépend en fait de
|c). Ce facteur de dégénérescence est important car il intervient dans les éléments de matrice
du hamiltonien dans la base des représentants {|r)}. Il arrive parfois que d;. = 0. Dans ce
cas, il n’est pas nécessaire de conserver le représentant car il conduira a des éléments de
matrice nuls.

Prenons I'exemple du groupe des translations sur une chaine : il contient L éléments t et les
représentations irréductibles sont indicées par les vecteurs d’ondes k : T (t) = exp(—ik-t). Le

13C’est pourquoi on n'utilise pas SU(2).
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caractere associé est le facteur de phase xk(t) = exp(ik - t) et 'onde de Bloch |k) construite
a partir d'une configuration |c) est

k) = Cic. i e* [t (c)) . (IIL.42)

Le plus souvent Cy . =1/ V/L comme pour une transformée de Fourier, mais certains états,
comme 'état de Néel [T[T] .-+ |) ou un état polarisé [1177 --- 1), vont avoir une grande
dégénérescence.

1.7.4 Symétrisation des observables

Maintenant se pose la question de savoir comment calculer les éléments de matrice de H
(ou plus généralement d'un opérateur qui commute avec les symétries) dans un secteur de
symétrie associé aux nombres quantiques /. On ne connait a priori que les représentants ainsi
que les symétries et leur caracteres associés. On peut toujours décomposer I’hamiltonien en
somme de termes élémentaires H = ) he qui ne génere qu’une seule nouvelle configuration
In) par représentant |r) : h%|r) = h%|n). Soit |r') le représentant de |n) et ¢ la symétrie telle
que |g(n)) = |r'). Les éléments de matrice de H dans le secteur I s’écrivent (¢ (r')|h®|y(r))
ou ('|h®|r) dans la base des représentants. En utilisant les deux relations (II1.40) pour |r)
et |n), on obtient

170 d r’ @
(r[h%r) =4/ dll’ xi(g) (=1)7h (I11.43)

ol vy tient compte des signes fermioniques apparaissant dans les manipulations des configura-
tions par le terme de 'hamiltonien et les opérations de symétries. Cette maniere de calculer
les éléments de matrices d’opérateurs est équivalente & leur symétrisation O° = Sl_l(’)Sl
dans le secteur [.

1.7.5 Récapitulatif

Un programme de diagonalisation exacte doit comporter comme structures principales :

1. une représentation de ’espace de I’'Hilbert symétrisé : méthode pour appliquer les symé-
tries, construction de la base des représentants et calcul des dégénérescences associées,
méthode pour retrouver le représentant d’une configuration quelconque.

2. les regles d’application d’opérateurs sur une fonction d’onde, les plus importants étant
les termes de 'hamiltonien : calcul des éléments matrices selon (I11.43).

3. les algorithmes utilisant les deux structures précédentes : algorithme de Lanczos, de
Davidson, de calcul de la dynamique, de I’évolution temporelle. . .

1.7.6 Ressources informatiques et optimisation

Si la diagonalisation exacte est rapide en comparaison du Monte-Carlo quantique, elle
exige une gestion optimisée de la mémoire. L’information minimale nécessaire a tout instant
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est celle des trois vecteurs Lanczos de taille Ny. L’étape la plus cotiteuse lors de ’application
de H est la recherche de I'index du représentant de la configuration |n) générée. La stratégie
la plus simple est d'utiliser une table de hashing ou méme de stocker en mémoire l'index du
représentant de toutes les configurations de I'espace de Hilbert non symétrisé dans ce qu’on
appelle une table de lookup. Cela est raisonnable pour des tailles d’espace de Hilbert non
symétrisé N"*™ pas trop grandes. Une optimisation consiste & décomposer 'entier N(|c))
en deux sous-entiers. Deux tables de lookup de taille /N, peuvent étre alors utilisées
pour déterminer I'index. Cette décomposition en deux entiers permet aussi d’optimiser ’ap-
plication des symétries si chaque entier correspond & un sous-réseau particulier (par exemple
chacune des chaines dans une échelle).

Pour ce qui est du calcul des éléments de matrice de 'hamiltonien (environ #jiens X Ny
termes), deux options sont possibles : soit on les calcule une fois pour toutes au début, soit
on les recalcule a chaque fois qu’on en a besoin. Dans le premier cas, on peut choisir d’écrire
les éléments de matrices sur disque puis de les relire a chaque fois. Pour les petits systemes,
on peut méme les mettre en mémoire, ce qui n'est pas tellement plus gros que Np"*™.
Dans le cas ou ils sont recalculés au besoin, la recherche d’index devient le point crucial de
I'optimisation.

1.8 Convergence et pratique de la Diagonalisation Exacte

L’efficacité de la diagonalisation exacte repose sur 'utilisation des symétries, I'implémenta-
tion optimisée du produit H|y) et sur la rapidité de convergence de 'algorithme de Lanczos.
Cette derniere est sensiblement exponentielle comme on peut le voir sur la figure II1.5. On
remarque que la convergence vers un état propre est d’autant plus rapide qu’il est bien sé-
paré des autres. L’utilisation des symétries permet de diminuer la densité du spectre a basse
énergie. De méme, pour un systeme intégrable (avec un nombre de quantités conservées pro-
portionnel a la taille de I'espace de Hilbert), la convergence sera pénalisée par la forte densité
a basse énergie.

On note I'apparition de valeurs propres de basse énergie douteuses (entourées sur la fi-
gure) apres un certain nombre d’itérations. Elles correspondent a I'apparition de vecteurs
fantomes dans 'algorithme dus aux erreurs d’arrondis du calcul numérique. Ces vecteurs
se développent et convergent ensuite vers I'état propre d’énergie plus basse le plus proche,
entrainant des dégénérescences non physiques dans le spectre de basse énergie. En pratique,
cela ne pose pas de problemes pour la détermination de 1’énergie fondamental. Pour la dy-
namique, on observe numériquement que les dégénérescences non physiques contribuent aux
poids spectraux mais de telle sorte de la somme des poids dans le multiplet artificiel reste
égal a celle qu’'on avait dans I'état non dégénéré. On peut vérifier sur des petits systemes
que le spectre exact est ainsi bien reproduit. Enfin, précisons que si on obtient une erreur
relative £ sur I’énergie apres n itérations, on s’attend a une erreur /e sur les coefficients
du fondamental et donc sur les observables tirées du fondamental. Ainsi, on augmente le
nombre d’itérations lorsqu’on étudie les propriétés du fondamental (cf figure I11.6). Enfin,
dans la situation ou l'on fait varier un parametre p dans ’hamiltonien, on peut utiliser, a
la place d'un état aléatoire, le vecteur |1)(p)) obtenu précédemment!® comme état de dé-

4Pres d’un croisement de niveau en fonction de p, on peut craindre de rester bloqué dans un état métastable.
Cela peut étre évité en ajoutant une contribution aléatoire qui entrainera ’état vers le bon fondamental.
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Fic. 111.5: Convergence de [’algorithme de Lanczos. A gauche, la convergence de la

partie basse énergie spectre de la matrice tridiagonale wvers le spectre exact
calculé indépendamment. Les cercles mettent en éuvidence les énergies dou-
teuses associées a l'apparition de vecteurs fantomes. A droite, l'erreur relative
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valeurs propres. La convergence est sensiblement exponentielle jusqu’a la préci-
sion de la machine.
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Fia. 111.6: A gauche :

convergence de ’algorithme de Lanczos pour une mesure locale qui
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traduit la convergence de la représentation du fondamental plus lente que celle de
[’énergie. A droite : convergence plus rapide de l’algorithme de Davidson comparée
a celle du Lanczos pour le modéle de Hubbard sur une chaine avec U/t = 8. Dans
d’autres cas, la convergence est similaire.
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Fi1c. IIL.7: Relation entre le gap de spin calculé par différence d’énergie (extrapolé) et la
longueur de corrélation tirée de la loi d’extrapolation (II11.45) pour une échelle de
spins avec échange cyclique (voir le chapitre IV pour le modele étudié).

part du Lanczos calculant |¢(p + Ap)). On gagne de l'ordre de 20 itérations Lanczos. Une
comparaison avec ’algorithme de Davidson est donnée sur la figure I11.6. Le probleme de la
gestion de la dégénérescence des états excités a cause des vecteurs fantomes est illustré par
le tableau III.3.

’ Algorithm ‘ iter ‘ 1 ‘ 2°¢ ‘ 3¢ ‘ 4° ‘
Exact -5.0315434037424 | -4.7773893337012 | -4.5693744108054 | -4.5693744108054
Davidson 105 | -5.0315434037424 | -4.7773893337012 | -4.5693744108054 | -4.5693744108054
Lanczos 58 | -5.0315434037424 | -4.7773893337012 | -4.5693744108054 | -4.2976885465600

59 | -5.0315434037424 | -4.7773893337012 | -4.5693744108054 | -4.3442335795376
60 | -5.1643305416143 | -5.0315434037424 | -4.7773893337012 | -4.5693744108054

TaB. II1.3: Gestion des dégénérescences exactes lorsque toutes les symétries ne sont pas utili-
sées sur les 4 premiers états excités. Le Lanczos ne donne pas les dégénérescences
exactes (et en donne certaines absurdes dues auzx vecteurs fantomes) alors que le
Davidson les résout correctement au prix d’un plus grand nombre d’itérations.

La question du passage a la limite thermodynamique est particulierement pertinente en
diagonalisation exacte compte-tenu du nombre de sites accessible relativement petit en com-
paraison du Monte-Carlo quantique et du DMRG (les plus gros systémes étudiés comptant
au plus 40 sites). Nous ne discuterons ici que le cas quasi-unidimensionnel abordé dans cette
these. Dans le cas d'un systeme non gappé, les effets de taille finie de I’énergie par site du
fondamental Fy(L)/L ont pu étre dérivés analytiquement et obéissent a la loi

1
+0ﬁ’

avec v = OF /0k|p—o la vitesse du mode collectif en k& = 0 et ¢ la charge centrale (voir cha-

™ v

eO(L) = 680 6 L2

(I11.44)
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pitre II). On calcule v et les parametres de 'extrapolation pour en déduire ¢ numériquement.
Dans le cas d’un systeme ayant un spectre gappé, la loi empirique utilisée est

eo(L) = eg° — ée—L/ﬁ, (T11.45)
avec A une constante et ¢ la longueur de corrélation associée a 'inverse du gap £ o< 1/A. Le
coefficient en 1/L? permet d’interpoler la loi avec le cas ol le gap d’annule. La cohérence de
cette approche peut étre vérifiée sur un exemple (voir figure I11.7). Notons enfin qu’on peut
dans certains cas moyenner les résultats sur les conditions aux limites pour évaluer les effets
de taille finie [205]. Pour ce qui est des corrélations, on peut dans ce cas améliorer le fit en
utilisant la distance conforme (voir chapitre II) mais les distances sont souvent trop courtes.

2 Le Groupe de Renormalisation de la Matrice Densité
(DMRG)

Cette présentation est largement inspirée des articles fondateurs [208, 209] et des meilleures
revues sur le sujet [198, 210-212]. On ne discutera pas les nombreux développements récents
de la méthode qui n’ont pas été utilisés au cours de cette these.

2.1 Présentation de I'algorithme

Comme on I’a évoqué en introduction de ce chapitre, le probleme a N-corps quantique est
confronté au « mur exponentiel » de la taille de ’espace de Hilbert avec le nombre de sites
du réseau. C’est souvent une limitation de la diagonalisation exacte quant a la discussion
de la limite thermodynamique. Pour contourner ce probleme, une premiere idée simple est
de n’échantillonner qu’en partie ’espace de Hilbert, ce que font les diverses méthodes de
Monte-Carlo quantique. Le but est alors de trouver les algorithmes d’échantillonnage les
plus efficaces. Le DMRG s’inscrit lui dans la continuité des méthodes de renormalisation
numérique pour les systémes quantiques imaginées par Wilson [213] dans sa résolution du
probleme Kondo.

L’idée de base est de faire une renormalisation dans I’espace réel, en agrandissant le réseau
bloc par bloc. Face a la divergence du nombre d’états dans l'espace de Hilbert, on décide
de n’en conserver qu'un nombre fixé noté M a chaque étape mais il reste a bien choisir ces
états. Wilson et les personnes qui ont développé par la suite le groupe de renormalisation
numérique [21] choisissent de ne conserver que les M états de plus basse énergie du spectre.
Cela donne de tres bons résultats pour les problemes d’impureté quantique rencontrés dans
les systemes Kondo ou l'interaction avec le site que 'on rajoute décroit exponentiellement
avec les itérations si bien que le spectre de basse énergie converge lors de la procédure.
Malheureusement, les résultats pour des systemes plus généraux ne sont pas exploitables
[212]. En particulier, le comportement d’une particule libre sur une chaine, dont ’hamiltonien
est diagonal dans l'espace réciproque, n’est pas correctement reproduit par ces méthodes
dans 'espace réel. Une premiere idée de White et Noack [214] fut de jouer sur les conditions
aux limites a l'interfaces de deux blocs pour représenter au mieux la fonction d’onde du
superbloc, combinaison des deux blocs (voir figure II1.8). Plus précisément, ils combinent les
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DMRG

Fic. II1.8: Illustration qualitative du probleme du groupe de renormalisation pour une parti-
cule libre sur une chaine : a gauche, les états propres de plus basse énergie d’un
bloc ne sont pas une bonne base pour décrire la fonction d’onde du superbloc. A
droite, le DMRG cherche la base optimale du bloc pour décrire la fonction d’onde
du superbloc.

fonctions d’onde obtenues pour différentes conditions aux limites sur un bloc pour créer la
base adéquate pour la description du superbloc. Les résultats furent tres encourageants pour
le systeme libre mais pas généralisables aux systemes en interaction. Une des idées qui ressort
de cette étude est que la base d’états propres sur un bloc n’est en général pas la plus pertinente
pour décrire un sous-systéme du superbloc'® : il faut chercher des états comme ceux issus
de la combinaison de plusieurs conditions aux limites et qui ne sont donc plus états propres
d’un bloc. Tres vite, White [208, 209] proposa un algorithme qui utilise la représentation
particuliere en deux blocs de la fonction d’onde du systeme mais avec comme critere de
troncation des états leur poids dans la matrice densité réduite a un bloc. L’autre bloc jouant
le role de bain qui va sélectionner la base optimale. L’algorithme est assez compliqué en
pratique et exige une implémentation efficace et astucieuse mais il s’avere particulierement
robuste pour décrire quantitativement la plupart des systemes quasi-unidimensionnels.

2.1.1 Représentation de la fonction d’onde du systéeme lors de la renormalisation

La renormalisation dans I’espace réel consiste généralement a partir de blocs élémentaires
et a les associer pour former un superbloc dont on ne va conserver que les degrés de liberté
pertinents. On reproduit ce schéma de fagon itérative en imposant de conserver toujours le
méme nombre de degrés de liberté a chaque étape. On va ici décrire comment 1’algorithme
fait croitre le réseau au cours d’une itération DMRG et ses conséquences sur la représentation
de la fonction d’onde. Le systeme S que 'on étudie est découpé en deux blocs L et R (pour
gauche et droit) de sorte qu’on notera le superbloc S = LR (voir figure II1.9). On crée ainsi
une interface au coeur du systeme et c’est a cet endroit qu’on va faire croitre le réseau et non

Dans le cas ot la fonction d’onde du systeme est proche d’un produit d’états locaux sur des blocs, comme
dans la chaine Majumdar-Ghosh, cela peut rester une bonne approche. Précisons également qu’on ne dis-
cute ici que la renormalisation de la fonction d’onde (méthode variationnelle) pour résoudre le probleme.
D’autres méthodes développées a peu pres a la méme époque travaillent elles sur la détermination d’un
hamiltonien effectif pour le superbloc : en plus du changement de base, de nouveaux termes d’interactions
sont générés entre les blocs (méthode CORE) [215, 216].
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L R
m %R R

# troncation

m R my

Fic. 111.9: Evolution de la représentation du systeme au cours de la troncation.

a son extrémité comme dans le groupe de renormalisation numérique. Pour ne pas perdre de
vue l'objectif : ¢’est bien le superbloc S (son énergie, ses fonctions d’onde de basse énergie...)
qui constitue le systeme physique qui nous souhaitons résoudre!®. Décrivons maintenant une
itération.

Initialement (cf figurelIl.9), chaque bloc L (resp. R) est décrit par une base {|mp)} (resp.
{|mgr)}) de dimension M, (resp. Mp) avec de maniere générale Mp # My. On suppose qu’on
connait les éléments de matrice dans ces bases des opérateurs dont on a besoin, comme ceux
de 'hamiltonien. Pour faire croitre le réseau, on ajoute un site au bloc de gauche et un site au
bloc de droite si bien que le systeme devient S = LeeR. En notant |o) les A états locaux sur
un site du réseau (typiquement A = 2,3 ou 4), une fonction d’onde de S s’écrit maintenant

s) = Z Z Z Z meULO'RlemL>|O—L>|O—R>‘mR> (111.46)

mL:1 O'L:1 O'R:1 mR:1

N. Ng
= D ) wylili), (IIL.47)

i=1 j=1
les nouveaux blocs Le et eR contenant Np,p = AMp p états et leurs bases {|i) =

Imror)}, {l7) = |mrogr)}. Au cours du processus de renormalisation, on peut choisir de dé-
terminer une ou plusieurs fonction d’onde d’un état de basse énergie : on dit qu’on « vise »
(ou « cible ») un ou plusieurs états. On considérera ici pour simplifier qu’on ne vise ici
qu’un état, le fondamental. A ce stade, les 1);; optimaux pour décrire I’état visé sont calculés
en utilisant 'algorithme de Davidson ou de Lanczos pour lesquels il faut savoir appliquer
Hreer sur un vecteur |1hg) (discuté dans la section 2.2). Une fois déterminés, on obtient
au passage 1’énergie et les mesures locales sur les sites ajoutés. Afin d’éviter I'explosion du
nombre d’états a l'itération suivante, on va devoir tronquer les bases de Le et R pour ne
conserver qu’au maximum M états avec un critere bien choisi (discuté ci-apres). Cela cor-
respond a un changement de base non unitaire matérialisé par une matrice rectangulaire de
taille M x N et il faudra donc penser a effectuer ce changement de base sur 'hamiltonien
et les observables que I'on souhaite évaluer (voir la section 2.2). On voit d’ailleurs qu’a la
différence de la diagonalisation exacte, les éléments de matrice de 'hamiltonien ne sont ainsi
qu’approximativement représentés. Apres quoi, on est ensuite ramener au début d’une itéra-
tion en prenant Le — L et R < oR. Il est important de noter ici que ce découpage bipartite
particulier de la fonction d’onde convient bien aux systemes unidimensionnels mais on ne

16Dans la littérature, on parle souvent de systéme pour le bloc L et d’environnement pour le bloc R avec la
désignation superbloc pour ’ensemble systeme+environnement.
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s’attend pas a ce qu’il soit optimal pour un systeme bidimensionnel par exemple, ce qu’on
observe numériquement.

2.1.2 Critére de troncation des états

Lors de la troncation des états des blocs Le et R, on veut ne conserver que les états
qui décrivent le mieux ce que doivent étre les futurs sous-systemes L et R du systeme S.
Lorsqu’on va passer de AM a M états, la majorité des états va étre rejetée, si bien que le
principe de troncation est d’autant plus efficace que la représentation des sous-systemes va
peu évoluer au cours des itérations. Autrement dit, la projection de I’état visé sur un bloc
évoluera peu a mesure que la taille du systeme augmente. Ceci est légitime si les blocs L/R
comportent déja un nombre de sites appréciables si bien qu’en ajouter un a I’étape suivante
(au centre de S qui plus est) modifiera peu la fonction d’onde du superbloc.

Pour comprendre qualitativement le choix du critére proposé par White [211], imaginons
que 'on mesure une observable locale 6 qui se trouve dans le bloc Le, le résultat est

(0) = (s|olibs) = Trre(pred) (I11.48)

ou 'on a introduit la matrice densité réduite pre = Treg|ts)(1s| correspondant au bloc Le
avec Trer la trace partielle sur le bloc @R (et de méme pour Try,). Soient |a) les vecteurs
propres de pre et w, leurs valeurs propres associées, (111.48) se réécrit alors

(0) =) _walalola). (I11.49)

Si on ne conserve que les M états propres |a) qui ont les plus grands poids w,, lerreur
commise sur 'observable sera de l'ordre de

|<6L>tr0nqué — <6L>| S € X max<6L> , (11150)

ot max(6r,) est une majoration de I'observable or. Cela introduit le poids rejeté

NL ML
€= Z wazl—Zwa,avec()SeSl. (IIL.51)
a=Mp+1 a=1

C’est une quantité essentielle dans le controle de la convergence de I'algorithme et qui est
généralement tres petite (cf figure I11.10). Au final, on voit qu’on a intérét a décrire le futur
bloc L avec les états propres de pr, ayant les poids les plus grands.

Plus quantitativement [210], montrons que ce choix est optimal pour la représentation
de la future fonction d’onde du systéme. Partant de I'expression (I11.47) pour la fonction
d’onde du systéeme (supposée réelle pour simplifier), on veut trouver la base orthonormée
{la) = 3, unili)} nayant que My < Ny états et qui minimise Uerreur ||[thg) — [thg)]|?
commise lors de la troncation avec

My Ng

[ds) =D Y aasla)lj) - (IL.52)

a=1 j=1
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Fia. 1I1.10: [llustration du comportement des n plus grandes valeurs propres w,, de la matrice
densité sur une chaine XXZ (avec A = J, /ny > 1) : la plupart des états ont un
poids négligeable si bien que n’en conserver qu’un nombre restreint est pertinent.
D’apres Peschel et al. [217].

Une fois faite la minimisation par rapport aux a,;, il reste a minimiser la quantité

L= g (Z Wp,]) o = 1= Uaipitiar =1 =Y _{ali)(ilp|i')(i'|a) (111.53)

i’ i’ i’

par rapport aux ;. Cette derniere étant minimale en choisissant les {|a)} comme vecteurs
propres de p avec les plus grands poids w,, on obtient pour I'erreur

My,
s = s> =1 =) wa=e (I11.54)
a=1

elle aussi controlée par le poids rejeté.

Dans le cas ou l'on vise plusieurs états WJ;V) décomposés sous la forme (I11.47), on
doit introduire les probabilités m, (qui vérifient ) m, = 1) d’obtenir chacun des états. On
va chercher une base {|a)} qui soit optimale pour représenter toutes les fonctions d’onde
\wév> Ainsi, chacune des fonctions d’onde approximées se réécrit

M, Ng
[05) =Y 0> " alle)l), (I1L.55)

a=1 j=1

et 'erreur & minimiser est

> mlllg) — W97 (IT1.56)
v=1
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On trouve alors [208] que la base optimale est celle des états propres de la matrice densité
réduite

p=> mTrerlUd) (v (IL.57)
v=1

correspondant a I’état mixte des v fonctions d’ondes du superbloc pondérées des poids m,,. Si
I’on souhaite avoir une représentation également optimale pour toutes les fonctions d’onde,
on prendra des 7, tous égaux. AM fixé, il est plus facile pour un sous-espace d’étre optimal
pour la description d’une seule fonction d’onde que de plusieurs si bien qu’un nombre d’états
conservés M plus grand est généralement nécessaire pour une précision équivalente sur les
observables.

2.1.3 Notion de décomposition de Schmidt et lien avec I’entropie d’intrication

En préambule, rappelons que toute matrice rectangulaire A de taille Ny x Ny peut étre
décomposée selon le produit

N

w
Vi VT (IIL58)

WN,

avec U une matrice rectangulaire N7 x Ny dont les colonnes sont orthonormales, W une
matrice carrée diagonale dont tous les éléments /wj, sont positifs ou nuls et 'V une matrice
Ny x Ny orthonormale (UTU = VTV = T). Cette décomposition en « valeurs singulieres »
(les y/wy) est calculable numériquement et tres utile dans les problemes de résolution d’équa-
tions linéaires ot I'on a justement des singularités [218]. Ce qui nous intéresse plus parti-
culierement ici est qu’elle permet de construire les meilleures approximations de la matrice
A au sens des moindres carrés comme dans (II1.54). En effet, si on ne décide de conser-
ver que M < min(Ny, Ny) vecteurs colonnes de U et V| il est démontré que la meilleure
approximation pour les A;; est alors

M
Ay = Z vwi Uik Vi (IT1.59)
k=1

ol les indices k conservés ont les plus gros poids wy. Si les vecteurs rejetés sont tels que les
wy sont négligeables, on aura une tres bonne approximation de A. On voit tout de suite le
lien avec le DMRG si on prend comme matrice A;; = 1;; dans I'équation (II1.47). Dans ce
cas, la matrice densité réduite au bloc L est diagonalisée par la matrice U

P = (Z %j%"j) =U-w>. U’ (I11.60)
J

et ses valeurs propres sont les wy. La meilleure approximation réduite a M états conservés
1;; sera donnée par (II1.59), c’est-a-dire les vecteurs propres de plus forts poids de p. C’est
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FiG. II1.11: Mesure de l'entropie d’intrication entre les deux blocs en fonction de la taille
du bloc : elle diverge pour un systéme critique (bleu) mais converge vers une
constante pour un systéme gappé (autres courbes). D’aprés Latorre et al. [219].

I'argument initialement proposé par White [208, 209] pour démontrer la nature optimale du
critere de troncation utilisé. En pratique, il n’est pas nécessaire de calculer numériquement
la décomposition en valeur singuliere de v;; car on ne veut que les wy et la matrice de
changement de base U qui s’obtiennent beaucoup plus rapidement par la diagonalisation
directe de p.

Utilisons maintenant la décomposition en valeur singuliere (II1.58) et (II1.59) avec M =
NSehmidt = min (N7, Ng) (dans ce cas aucune approximation n’est faite), pour réécrire la
fonction d’onde (II1.47) du systeme sous la forme

N Schmidt N, Ng N Schmidt
%) = > \/W_k< Umw) <2ijlj>>— S Vel LRy (I11.61)
k=1 i=1 j=1 k=1

On est donc passé d’une double somme sur les (i,7) a une seule somme sur les indices k
des états-produits entre partie gauche et droite. Ceci est important pour discuter la notion
d’intrication dans les systémes bipartites (en deux morceaux). On dit qu'un état [)°) du
systeme est séparable si on peut écrire sa fonction d’onde simplement comme le produit des
fonctions d’ondes des deux sous-systémes |¢%) = |L)|R). Dans le cas contraire, |¢)%) n’est
pas séparable et on dit qu’il y a alors intrication entre L et R. L’exemple le plus simple étant
celui de deux spins couplés dont les états S = 0, (|T1)%[1]))/v/2 sont intriqués alors que les
états S* = £1, [T1) et |||), sont séparables. Le nombre de Schmidt N5hmidt dit simplement
qu’il y a intrication si N5t > 9 §i bien que 'algorithme, en choisissant de conserver les
wy, les plus grands va donc qualitativement tendre a maximiser 'intrication entre les blocs.

Une mesure plus quantitative de I'intrication entre deux sous-systemes se fait a l'aide de
I’entropie de von Neumann Sen. = —Trplnp avec p la matrice réduite a un sous-systeme.
Or, la décomposition de Schmidt (I11.61) permet d’écrire les matrices densités réduites sur
chacun des deux blocs d'une facon symétrique

NSchmidt NSchmidt
pr=Y_ wilLi){Lil et pr= Y wilR)(Ryl, (111.62)
k=1 k=1
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Fia. 111.12: Algorithmes DMRG pour un systéme infini (warm-up) a gauche et pour systéme
fini (un sweep représenté) a droite.

de telle sorte qu’on obtient finalement

NSchmidt

Sent. = — Z wi Inwy, . (II1.63)

k=1

Ainsi, I'algorithme va choisir les états qui maximisent I’entropie d’intrication de von Neumann
entre les blocs. Cette entropie peut d’ailleurs se calculer par le DMRG (cf figure I11.11)
qui montre qu’elle diverge pour un systeme critique alors qu’elle tend vers une constante
pour un systeme gappé. Il y a en fait des arguments théoriques [219-221] sur les systémes
critiques comme les liquides de Luttinger avec interaction a courte portée qui proposent une
loi Sent.(L) ~ In L pour I'entropie d’un bloc de taille L. Bien qu’elle diverge avec la taille
du bloc (et donc du systeme), ce n’est trop contraignant pour le DMRG car le préfacteur
(de l'ordre de ¢/6 avec ¢ la charge centrale) est petit. Les valeurs de 'entropie sont donc
tres faibles méme pour un systeme de plusieurs centaines de sites (voir figure I11.11) ce qui
fait qu’on peut correctement décrire des systemes critiques de taille finie. Pris a ’envers, ce
résultat signifie que, tres grossierement, seul un petit nombre L d’états du bloc vont avoir
une contribution non négligeable d’environ 1/L a I’entropie puisque —L x 1/LIn1/L ~ In L.
Cela justifie D'efficacité du DMRG pour les systemes type liquide de Luttinger. Toutefois,
I’entropie croitrait en dimension deux au moins comme le périmetre L du bloc pour un
systéme non gappé ce qui rend moins légitime une troncation aussi forte des états [210].

2.1.4 Algorithme DMRG de taille infinie (warm-up)

Sur la base de ces idées, le premier algorithme proposé consiste a partir de quatre sites
L = R = e pour lesquels on a une représentation exacte de S puis d’appliquer l'itération
proposée ci-dessus. Une fois les états de Le tronqués pour donner le nouveau L, on remplace
e R par la réflexion du nouveau L (voir figure II1.12). On a ainsi toujours un nombre pair
de sites et M, = Mpg. On arréte l'algorithme lorsque le systeme S atteint la taille voulue.
En pratique, cet algorithme ne donne pas de bons résultats car lors des premieres itérations,
le bloc R qui joue le role de « bain » pour le bloc L est petit et ne permet pas une bonne
description de ce que serait L dans un systeme S tres grand. Les erreurs accumulées des les
premieres itérations se répercutent sur les suivantes.
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2.1.5 Algorithme de taille finie (sweeps)

Pour palier a ce probleme, il a été immédiatement proposé par White d’arréter ’algorithme
de taille infinie lorsqu’une taille définie était atteinte. Cette premiere phase est alors appelée
warm-up. On procede ensuite a des sweeps (balayages) de gauche a droite et de droite a
gauche qui ont pour but d’améliorer les descriptions des blocs de différentes tailles obtenus
lors du warm-up. Pour cela, lorsqu’on ajoute un site au bloc L, on en enléve un au bloc R (voir
figure I11.12). On ne tronque alors que les états du bloc Le et on utilise comme représentation
de R celle issue du warm-up. Lorsqu’on atteint le bord (pour R = e), on repart dans l'autre
sens en optimisant cette fois seulement les représentations des blocs R. Lorsque les blocs
L et R ont la méme taille, on peut utiliser la réflexion pour mettre a jour les blocs les
plus anciennement optimisés avec les représentations les plus récentes. On optimise ainsi la
description des deux blocs de facon symétrique. En pratique, I’énergie diminue énormément
lors des premiers sweeps puis converge rapidement. Cet algorithme correspond au véritable
algorithme DMRG, le warm-up n’étant la que pour donner une premiere approximation de
la fonction d’onde. On se rend d’ailleurs compte que cet algorithme de taille finie correspond
a une optimisation variationnelle. Enfin, si on reprend les formules (I11.62), on voit que
lorsqu’on arrive sur les bords du systéme, & droite par exemple, on aura Ny ~ A2 < M et
donc au maximum Ny poids non nuls. Numériquement, les poids ne seront pas nuls mais on
conservera M — Np états en trop qui vont faire légerement remonter 1’énergie variationnelle
(voir les oscillations lorsqu’on atteint les bords du systeme dans la figure I11.15).

2.2 Quelques précisions sur I'implémentation

On reprend ici les différents étapes qui reviennent a chaque itération en précisant un peu
plus ce qu'il se passe. Pour la clarté, commencons par préciser les notations (voir figure I11.9).
Les états des blocs L/R précédemment obtenus sont notés |mp, g). Les états sur site sont
notés |o). Les états de Le et @R sont notés |i) = |myp)|or) = |mpoy) et |j) = |og)|mgr) =
lormg) avec aussi |ij) = |i)|j). Aprés troncation Le — L et R «— oR, les états conservés
sont notés |mpr/g); les kets |a) représenteront eux tous les vecteurs propres de la matrice
densité réduite a un bloc. Les primes ' seront réservés aux différents états d’'une méme base.
Lors des sweeps dans 'algorithme de taille finie, on notera les indices des sites a l'interface
des deux blocs I + 1 et [ + 2 et par {|m;)} la base du bloc L qui a la dimension [ et par
{|mr_1—2)} celle du bloc R de taille L — [ — 2 si L est la taille de la chaine.

2.2.1 Construction de I'hamiltonien du superbloc et calcul de Hg|1s)

Apres avoir rajouté les sites, on doit construire la représentation de I'hamiltonien du
systéme entier que 1'on peut décomposer (en supposant des interactions seulement aux plus
proches voisins pour simplifier) :

HS = HL + HL—. + Ho—o + H.—R + HR

olt Hy g contient la représentation de I'hamiltonien sur chacun des blocs L/R et les autres
termes correspondent aux nouveaux couplages introduits par 'ajout des sites. Prenons le cas
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d’un terme de 'hamiltonien de Heisenberg. La décomposition (I11.64) s’écrit
(i'5'[Hslig) = (I'[Hreli)oj; + (| Herli)oii
Slarin ez 1o L T G a1 L S G\ .
+(@IS718)G'1SEAld) + 5 [T G151 + ST GISE1D]

et on remarque qu’elle s’écrit donc de maniere générale comme une somme de produits de
termes de chacun des blocs

(@5 Hslig) = _@Rs |G Gl | (I11.65)

v

ou les hY /g sont des opérateurs n’agissant que sur un seul des blocs. Notons que des termes
a plus longue portée peuvent eux aussi se ramener a l’expression générale (I11.65). Pour une
meilleure efficacité numérique, le calcul de [ths) = Hg|1s) intervenant dans 'algorithme de
Davidson peut ainsi se décomposer en deux produits de matrices successifs :

biy = Y Ui’ Hslig) = D > (i'|hi]i) (Z ¢ij<j/|h?~z|j>> : (111.66)
irj v j
Reste a former les éléments de matrices de type (i'|hY]i) a partir de la connaissance des
représentations d’opérateurs issues de I’étape précédente.

2.2.2 Représentation des états et nombres quantiques

En raison de la décomposition particuliere de la fonction d’onde du systeme en deux
blocs, on voit que les symétries de Hg additives entre blocs seront faciles a implémenter.
Par exemple, le spin total selon z peut se fixer en ne conservant que les termes qui couplent
les états tels que SE, = S7,(]i)) + S25(|5)). De méme, le nombre total de particules peut
étre maintenu fixe. Ainsi, on classera les états en fonction de leurs nombres quantiques a
la différence de la diagonalisation exacte. L’information sur la nature des sites locaux sera
quant & elle transportées par les opérateurs. Des développements récents par McCulloch [222]
généralisent I'algorithme a des symétries non abelienne comme SU(2) en utilisant le théoreme
de Wigner-Eckart. Outre le surplus d’information, cela permet une meilleure convergence
grace a la diminution de la densité d’états a basse énergie.

2.2.3 Détermination et diagonalisation de la matrice densité réduite

Pour obtenir les états conservés du futur bloc L, il faut former la matrice densité réduite
au bloc Le (de taille Np) en tragant sur le bloc R

p = pre = Trer|ths) (¥s] . (IL.67)

Dans le cas oi1 I'on vise plusieurs états [¢§ "), on utilise la formule (IT1.57). Une fois formée,
on diagonalise p pour obtenir ses N vecteurs propres orthonormés et valeurs propres pla) =
Wa|a). On ne garde que les M, états propres de plus grand poids w, et notés |m) et on calcule
le poids rejeté € selon (I11.51). Cela permet aussi de construire la matrice de changement de
base rectangulaire d’éléments (my|mpor). Il est tres facile a ce stade-la de calculer I'entropie
de von Neumann a partir de (II1.63).
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2.2.4 Calcul d’observables

On peut calculer des observables a temps égaux connaissant la fonction d’onde de I'état
visé via ses 1;; = (ij|g). Pour une observable locale O au site s < [ dans le bloc L (la
décomposition pour le bloc R est symétrique), on a

(s]Odws) = > (Wsli) (i|Osli') (i'jlebs) (IIL.68)
= Y (Wslmporormp)(mp|O |my) (myororme|vs) . (I11.69)

Pour une observable qui se trouve au site [, on aura

(Ws|Ofbsy = Y (slmiopormp){oL|Oilor ) (miororme|ts) . (II1.70)

mLo'Lo'/L
IR™MR

En pratique, (o1,|0;|0}) étant écrit exactement, on utilise (II1.70) pour calculer une moyenne
locale juste apres la détermination des 1);;. On peut aussi utiliser (II1.68) a la fin de la derniere
itération DMRG mais cela suppose de connaitre les (m|Os|m/) et donc d’avoir suivi leur
évolution au cours des sweeps.

Pour le calcul des fonctions de corrélations O,0, entre les sites s et s, on procede de la
méme maniere en distinguant le cas ou s et s’ sont sur des blocs différents (s sur L et s’ sur
R par exemple)

(Ws]0.0uls) = S (Wslig) (1OJi") (104 15') (15 ibs) (1171

ii'jj'

et le cas ot ils sont sur le méme bloc (ici le bloc L)

(105|004 |00s) = Z<¢S|ij><i|OsOs'|i/><i,j|¢s> (IT1.72)
# Y (slif) (i{|OL]i") (i" |0y |i') (i j|ebs) - (I11.73)

Z‘Z‘/,L'//j

L’inégalité (II1.73) vient de ce que la base {|i)} est incomplete dans le sens ou elle n’est pas
adaptée a la description des états excités!” Oy|1g). 11 faut donc suivre I'évolution de I'opé-
rateur 0,0 au cours des itérations DMRG et pas seulement celle de O, et O, séparément.
Cette méthode se généralise aux calculs de corrélations a n-points quelconques (O, -+ - O )
pour lesquelles on différenciera le groupe d’opérateur sur le méme bloc de ceux sur des blocs
différents.

17Ce probléme ne se poserait pas en diagonalisation exacte ol les produits d’opérateurs sont exactement
représentés dans les deux décompositions.
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2.2.5 Evolution des opérateurs lors de la troncation

Il faut suivre les modifications de la base lors de la troncation. Si 'opérateur agit localement
au site s < [, on aura dans la base tronquée

(mp|Oumy) = Y (mplmpor)(mp|Osfml ) (myop i), (I11.74)

/
mp,mp .o,

s'il agit au site [, ce sera

(me|Oliy) =y (lmpor)(on|Ooy) (myoy i) . (IL.75)

/
mr,orL,oy,

De méme pour la mise a jour des opérateurs du bloc R. On connait la matrice de changement
de base rectangulaire (mp|mpor) apres la troncation. Pour lefficacité, ces opérations se
décomposent en deux produits de matrices successifs.

2.2.6 Construction d’une fonction d’onde guess pour le Davidson

Lors de I'utilisation des algorithmes de Davidson ou Lanczos qui consomment la majeure
partie du temps de calcul, on peut partir d’une fonction d’onde non pas aléatoire mais proche
du fondamental et ce en utilisant I'information obtenue lors des dernieres itérations DMRG
[210, 212, 223]. Cela entraine un gain considérable dans le nombre d’itérations Davidson
nécessaires pour arriver a la convergence (typiquement quelques itérations suffisent) et par
la un gain en temps CPU significatif (facteur 10-100). L’algorithme pour un systéme infini ne
se préte pas facilement a cette optimisation [210]. Lors des sweeps, on connait en revanche des
représentations des bases tronquées sur des blocs de toutes tailles obtenues précédemment.

Imaginons que 'on effectue un sweep de la gauche vers la droite et que I'indice du dernier
site du bloc L est [ si bien qu’on aura [ + 1 et [ + 2 pour les deux sites du milieu ainsi que
[ + 3 pour le premier site du bloc de droite. On connait de l'itération précédente la repré-
sentation de la fonction d’onde dans la base {|myoi101.9mp o)} A Ditération suivante,
on va développer [1g) dans la base {|m; 10/ 100,:3mp_;_3)} et on cherche donc une bonne
approximation des ¥, o, 000 3m;_,_5 & Partir de la connaissance des ¥0,,107,0m;_,_, €6 de
celle des matrices de changement de base tronquée (mg1|m;o;.1) obtenue lors de l'itération
précédente et (my_; s0,13/mp_;_2) obtenue lors d'un sweep précédent de la droite vers la
gauche (ou du warm-up). On utilise donc

guess _
T aotaorsmn 1 s = (Mi4101420113M1-1-3|1s)

= Y (mpsoreslmii) (mua o) (mioa oam | ts)

mp_j_g
mpo41

= > (mpossoialmisica) Y (mea lmuoia Wmeoram s -
mr_j—2 m,04+1

La derniere forme montre que la construction du guess peut se faire par deux produits de
matrices successifs et au final cette étape est peu cotiteuse en comparaison du gain obtenu
dans l'algorithme de Davidson. Conserver les matrices de passage en mémoire n’est pas plus
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cotiteux que de garder la représentation des blocs et si besoin, on peut choisir de les écrire
sur le disque. Il est important de noter, comme les changements de bases sont tronqués, que
la base

i) = D (o mis) miona) | (IL.76)

myoj4+1

par exemple, ne vérifie qu'approximativement la complétude

Z Iy gn) (M| = 1 (IL.77)

mi+1

et de méme pour |my_;_o). Si ce n’était pas le cas, la décomposition reviendrait simplement
a faire un changement de base exact.

2.2.7 Correction de la méthode avec un seul site au milieu

Nous présentons succinctement une proposition de White [224] pour améliorer la conver-
gence de l'algorithme et le temps de calcul qui a été utilisée a plusieurs reprises au cours
de cette these. Cette amélioration repose sur I'observation qu’on pourrait tres bien formuler
I’algorithme DMRG en n’utilisant que deux blocs plus un site pour faire croitre le bloc L
comme représenté dans la figure 111.13. En effet, jusqu’a présent, nous avons considéré que
les deux blocs comportaient chacun un site exactement décrit au niveau de 'interface de L
et R (cf figure II1.9). Cette configuration semble naturelle dans le warm-up ou l'on utilise
une configuration en miroir pour les deux blocs. Cependant, cela a pour conséquence que
le temps CPU varie comme A\ puisqu’on a deux sites décrits exactement (cf section 2.3)
alors qu’on aurait seulement A avec un seul site. En fait, 'algorithme similaire a ce qui a
été présenté avec seul site (on a alors simplement |mpg) comme base de R et non |ormg))
fonctionne mais converge moins bien que celui avec deux sites et a tendance a rester bloqué
dans des états métastables. Pour expliquer cela, White pointa le fait qu’il arrivait que la
base du bloc R soit trop restreinte pour décrire toutes les transitions virtuelles associées a
I’hamiltonien entre les deux blocs et ainsi, qu’il manque certaines contributions a la matrice
densité réduite sur L, erreurs qui se retrouveront dans la base tronquée. Autrement dit,
si 'environnement n’est pas suffisamment bien décrit, 'optimisation de la base pour L est
moins efficace. Prenons ’exemple du modele de Heisenberg dans lequel on vise un état ayant
Stor = 0 : chacun des blocs comprend des états de spin total 57, repartis autour de zéro
mais pouvant prendre des valeurs relativement grandes (cf figure I11.13). Le couplage entre
les blocs par 'hamiltonien peut générer des transitions entre états S; = —S%. Or, si certains
états dans la base tronquée de R manquent pour ces transitions, on ne va pas avoir une bonne
représentation des fluctuations induites par I’hamiltonien. Le cas le pire serait celui ou S},
serait nul pour tous les états de la base de R. On voir que dans ce cas, la méthode avec deux
sites permet d’élargir I’espace de Hilbert de R d’un facteur A et y introduit naturellement des
états avec de nouveaux nombres quantiques non initialement présents dans la base tronquée
de R. C’est pourquoi cette derniere converge mieux. On peut restorer artificiellement des
fluctuations supplémentaires en ajoutant a R des états avec d’autres nombres quantiques
mais cela entraine une nouvelle source d’erreur difficile a controler.
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F \ — Block L
[ \  —- Block R

L -
L
¢ troncation !

m Mg

p(S)

= |0

Fic. TI1.13: Algorithme DMRG avec un seul site au milieu. A gauche, le représentation de la
fonction d’onde. A droite, sans correction a la matrice densité, certaines tran-
sittons wvirtuelles entre blocs me sont pas correctement reproduites si les bases
tronquées ne contiennent pas suffisamment de nombres quantiques différents.
En grisé sont représentées tres schématiquement les densités d’états des deux
blocs en fonction d’un nombre quantique (ici S*) par rapport a ce qu’on atten-
drait pour l'espace de Hilbert complet (lignes).

La proposition de White est de trouver les meilleurs états a ajouter dans les fluctuations
associées a I’hamiltonien. Cela correspondrait & viser en plus du fondamental [¢)°), I'état
H|¢p%). Comme il n'est pas intéressant numériquement de viser deux états au lieu dun
(d’autant que si [1)°) est proche d’un état propre, H|y%) ne sera pas tres différent), il faut
exprimer les corrections a la matrice densité qu’apporterait le fait de viser cet état. On peut
justifier que les termes les plus importants seront du type

> GIRLL) oy 18)15) (111.78)

i’ j

ol le terme ﬁz de I'hamiltonien, avec la notation de (II1.65), est tel qu’il couple le site ajouté
a L. Sion prend en compte tous les termes du méme type, la matrice densité qui correspondra
a cette fonction d’onde visée sera de la forme

Ap = Z a,hy - pp - B (II1.79)

v

avec a, un poids perturbatif qu’on choisit de tel sorte que cette perturbation a la matrice
densité apporte un gain de convergence sans pour autant nuire a la précision numérique
(typiquement a, = a ~ 1073 — 107%). Par exemple, pour une chaine de Heisenberg, on
ajoutera un terme

a(S; pS; + S, pS;T+ SipSP) (II1.80)

ou l'indice [ correspondra aux sites de Le a l'interface avec R (donc un site si conditions aux
bords ouvertes, deux si fermées). On voit que les termes S* correspondent a des transitions
entre nombres quantiques différents. Cette solution s’avere prometteuse en particulier pour
les conditions aux bords périodiques. Les résultats avec cette méthode sont illustrés sur la
figure 111.14.
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I T T T T T 1
0.1 oo Singlesite T -
=a Corrected single site
0.01+ *—* Two site 0.1y
0.001} 0.01
s 4
0.0001|- 0.001
1e-05- 0.0001
&-o Single site
| |z Corrected single site
1e-06 - . le05r 1.5 Two site g
I | I | I | I | | |
0 1 2 3 < 0 4 8 12 16 20 2
sweep sweep

FiG. II1.14: Tests de la méthode avec un seul site sur une chaine de Heisenberg de spins 1
de 100 sites. A gauche, pour des conditions auz bords ouvertes. A droite, pour
des conditions auz bords fermées avec a = 10~* — 1075, D’aprés White [22/).

2.2.8 hamiltoniens et fonctions d’onde complexes

Avec le DMRG, la plupart des hamiltoniens habituels sont réels. Avec la diagonalisation
exacte, méme pour un hamiltonien réel, on doit utiliser une fonction d’onde complexe des lors
qu’on utilise par exemple les translations qui font intervenir des facteurs de phase. Au cours de
la these, nous avons implémenter 1'utilisation d’hamiltoniens complexes dans le programme
en utilisant deux hamiltoniens et deux fonctions d’onde pour décrire les parties réelle et
imaginaire. Si de maniere générale, on devrait donc utiliser une matrice densité réduite
complexe, on peut en fait utiliser 'algorithme en considérant qu’on vise deux fonctions
d’onde avec comme matrice densité réduite réelle

1 R
P = §(PRe + Ptm) , (111.81)

qui permet un gain de temps de calcul mais nécessite un M plus grand (a poids rejeté
constant) compte-tenu qu’on vise plusieurs états. L’information physique qui fait que les deux
états sont les parties réelle et imaginaire d’une méme fonction d’onde complexe n’intervient
qu’au niveau de l'algorithme de Davidson, c¢’est-a-dire lorsqu’on applique I’hamiltonien : a
cette étape, les v;; correspondent bien a la fonction d’onde complexe. Les bases tronquées,
elles, sont optimisées en utilisant (II1.81).

2.3 Convergence et pratique du DMRG

On présente dans cette section quelques résultats empiriques sur la convergence et 1'utili-
sation du DMRG au travers d’exemples simples. Pour ce qui est du calcul des observables,
on peut évaluer la plupart des observables discutées dans la partie 1.4 sauf celles qui font
intervenir des nombres quantiques non présents dans le DMRG (comme I'impulsion k). Le
calcul des propriétés dynamiques et de I’évolution temporelle sont également des choses qui
se font grace aux dernieres avancées mais ne sont pas utilisées dans cette these.
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Fic. II1.15: Convergence de l’énergie au cours des sweeps de [’algorithme de taille finie.
A nombre d’états gardés firés M, la précision mazximale est atteinte apres
quelques sweeps seulement. Si on incrémente M par tranches de deux sweeps
(M = 50,50, 100, 100, 200, 200, 400, 400 ), on atteint la méme précision que pour
quatre sweeps avec M = 400 mais en un temps CPU d’un facteur plus petit.

2.3.1 Controle de I’erreur et convergence des observables

Un point fort de 'algorithme DMRG est qu’il est controlé dans le sens ot il converge dans la
limite M — /Ny /) oll Ny est la taille de I'espace de Hilbert du systéme. Dans ce cas, on ne
rejette pas d’états et le poids rejeté devient nul. On peut donc résoudre exactement de petits
systemes ce qui toujours satisfaisant et utile pour comparer les résultats avec les résultats
exacts. D’autre part, lorsqu’on traite des systemes plus grands, M est limité par les ressources
informatiques a la fois pour la mémoire et le CPU car les opérations comme le produit H|t))
et la diagonalisation de p deviennent alors prohibitives. Typiquement, M ~ 1000 et on peut
monter jusqu’a M = 10000 avec beaucoup d’efforts mais guere plus. Le poids rejeté est
le critere de convergence de l’algorithme : il diminue avec M. Cependant, on ne connait
pas précisément l'erreur commise sur les observables car les préfacteurs dans la formule
(II1.50) sont difficiles & évalués. A titre de comparaison, les méthodes de Monte-Carlo non
variationnelles convergent elles aussi dans une limite ou 'on échantillonne tout 'espace de
Hilbert, mais ont l'avantage de donner une mesure statistique précise des erreurs sur les
observables'®. Enfin, la derniere critique que 1'on peut faire au DMRG est qu’en tant que
méthode variationnelle, elle peut converger vers un état métastable qui n’est pas le bon état
Visé.

En pratique, on utilise quelques observations empiriques pour se convaincre de la bonne
convergence du DMRG et il n’y a que deux parametres a ajuster pour étudier la conver-
gence qui sont le nombre d’états M et le nombre de sweeps que 'on effectue. Il est d’ailleurs

8Pour les méthodes qui n’ont pas d’erreur systématique comme Uerreur de Trotter.
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satisfaisant de n’avoir que deux parametres de controle et ce, quel que soit le modele étu-
dié. D’autre part, on observe généralement qu’a M fixé, ’énergie converge vers une énergie
variationnelle E(M) au bout de seulement quelques sweeps si bien qu’en pratique, on aug-
mente M par tranches de deux sweeps (voir figure I11.15) et regarde I’évolution de E(M).
Cela donne un gain de temps CPU tres appréciable par rapport a faire les mémes sweeps
avec le M maximal pour une précision équivalente. On peut également se convaincre de la
convergence de I'énergie en tragant F(w) ou w est le poids rejeté maximal obtenu au cours
du deuxieme sweep des groupes de deux. Il ne reste alors qu'un seul parametre pour juger
de la convergence. Il est en général utile et peu cotiteux de calculer les observables locales
au cours de l'algorithme qui donnent une sorte de « photo » de I’état visé (densités locales
de particules, S* local, énergie cinétique sur les liens,...). Cela permet aussi d’évaluer les
effets de bords (voir ci-apres). Ces mesures locales semblent converger linéairement avec le
poids rejeté ce qui en fait des mesures particulierement précises [225]. Quant aux fonctions
de corrélation, elles sont particulierement sensibles au poids rejeté. On verra au chapitre V
que I'exposant critique des corrélations algébriques semble diminuer comme M ~! en accord
avec de précédents résultats [210].

2.3.2 Effets de taille finie et de conditions aux bords ouvertes

La convergence du DMRG est bien meilleure avec des conditions aux bords ouvertes. Si cela
semble poser probleme a premiere vue car on préfere souvent travailler avec des conditions
aux limites fermées, en pratique, les numériciens ont su tirer profit de ces conditions particu-
lieres. Tout d’abord, les quantités tirées de I’énergie comme les gaps convergent généralement
en loi de puissance

Chee @ D

A(L)=A —I—z+ﬁ—|—---, (I11.82)
y compris pour des systemes gappés. Cela est relié au fait qu'on n’a pas la symétrie de
translation et qu’interviennent donc les harmoniques du systemes dans 'unité d’impulsion
27 /L. Cela n’est pas un probleme compte-tenu des nombreuses tailles accessibles et qu’il
est plus facile, pour les petits gaps, de fitter une loi de puissance qu’une loi exponentielle.
Un des problemes des conditions ouvertes peut étre la présence d’excitations aux bords des
chaines qui faussent la détermination de certaines mesures. Par exemple, si on prend un
chaine dimérisée de taille impaire, une obtiendra un gap de spin nul en raison de spins
libres en bout de chaine. Ce type d’effets peut étre souvent décelé en regardant les mesures
locales dans le fondamental. Ces effets de bords peuvent aussi étre limités en utilisant des
conditions aux bords évanescentes (les parametres de I'’hamiltonien décroissent jusqu’aux
bords). D’un autre coté, les bords libres permettent d’étudier la physique d’une impureté
dans la chaine : de la décroissance exponentielle de (S?) dans la chaine de spin 1, on peut en
tirer le gap. Les oscillations de Friedel de la densité de charge renseignent sur I’exposant de
Luttinger correspondant au mode de charge (voir chapitre II). Enfin, si le systéme s’ordonne,
on peut mesurer le parametre d’ordre local jusque dans le bulk. Bien que le systeme ne
soit pas invariant par translation, on peut malgré tout prendre la transformée de Fourier de
quantités locales ou de corrélations qui renseignent souvent sur les vecteurs d’onde dominants
(par exemple & 2kp, 4kp, . . .).
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En ce qui concerne les corrélations, elles dépendent a la fois de x et 2’ puisqu’il n’y plus
invariance par translation. Il faudrait donc les tracer pour x fixé et en fonction de z — 2’. On
s’attend a ce que les effets de bords soient d’autant plus grands que x ou x’ en sont proches.
En pratique, dans la plupart des figures de cette these montrant des fonctions corrélations
ont été obtenues en moyennant les résultats sur les distances x — 2’ (la moyenne se fait sur les
couples de points dont un des deux n’est pas « trop pres » d’un bord, typiquement quelques
pas de réseau). Cela donne un comportement correct pour a < |r — 2| < L sur une large
plage de distance. En particulier, cela permet de distinguer entre comportement algébrique
et exponentiel assez efficacement pour de petits systemes. L’effet des conditions ouvertes est
de faire chuter les corrélations lorsque x’ atteint un bord. La prise en compte de ces effets
par les résultats de théorie conforme (voir chapitre II) n’a été effectuée qu’au chapitre VII
car on a pris connaissance de ces résultats juste avant la fin de la these. La détermination
des parametres de Luttinger par les fonctions de corrélations en est grandement améliorée,
d’autant que pour le systeme qui a été étudié, le poids rejeté était tres faible.

Enfin, s’il est cotiteux de calculer des fonctions de corrélations, il est possible et plus simple
de mettre un champ sur un bord, et de regarder la réponse de la chaine a ce champ ce qui
donnera une information comparable a une fonction de corrélation. Cela est d’autant plus
intéressant que les mesures locales sont plus précises. Dans le méme ordre d’idées, ayant un
systeme ouvert, on peut regarder le transport dans ce systeme en le couplant par exemple
a deux bains supraconducteurs pour y étudier le courant Josephson et se mettre dans des
configurations proches de celles rencontrées dans les expériences [226]. Enfin, pour des chaines
ou des échelles, bien qu’on ne puisse traiter correctement que de petits systemes, on peut
utiliser les conditions aux bords périodiques avec le DMRG.

2.3.3 Systemes faciles et systemes difficiles ?

Malgré ses grands succes dans les systemes unidimensionnels, le DMRG ne marche pas
toujours. Les classes de fonctions d’onde qu’il génere et optimise ne peuvent étre adaptées a
toutes les situations physiques. De maniere générale, les systemes avec interactions a longue
portée, que ce soit des chaines 1D avec couplage a longue portée ou des réseaux de type
bidimensionnel, sont difficiles a aborder. Le poids rejeté est grand et diminue peu avec M et
le nombre de sweeps. Les systemes ayant peu de symétrie (non conservation du nombre de
particules, de SZ,) requiert de grosses ressources informatiques. Lorsque le spectre de basse
énergie contient de nombreux états, la convergence va étre plus lente (comme pour le Lanczos
et le Davidson). Enfin, si 'on veut viser plusieurs états, il faudra un M d’autant plus grand
qu’on essaie de représenter plusieurs fonctions d’onde différentes. Les systemes contraints
comme les modeles de dimeres semblent se préter difficilement a 1’algorithme compte-tenu
du caractere non local des contraintes entre états.

2.3.4 Ressources informatiques et optimisation

Les trois parametres qui vont entrer en jeu dans I’évaluation des ressources informatiques
sont le nombre d’états sur site A, le nombre d’états gardés M dans les blocs et la taille linéaire
du systeme L. Comme on I’a observé a de nombreuses reprises, les opérations élémentaires
sur la fonction d’onde [ig) et sur les opérateurs peuvent se ramener a des produits de
matrices successifs. Les matrices de changement de bases sont de taille O(M?) et le produit
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Chapitre 11I. Méthodes numériques

de deux matrices M x M est en O(M?). Une autre étape qui consomme de la mémoire et
du temps CPU est la diagonalisation de la matrice densité réduite qui a une taille (AM)?.
L’optimisation de ces produits et de la diagonalisation se fait en utilisant systématiquement
les librairies d’algebre linéaire BLAS/Lapack. Si L est la taille du systéme, on a environ
L opérateurs dans I'hamiltonien qu’il va falloir suivre et appliquer lors du calcul de H|¢g)
et le nombre d’itérations DMRG varient aussi comme L si bien qu’au final I'algorithme est
en O(L?). Si on calcule toutes les corrélations a deux points dans le systéme, il y a aura
alors environ L? opérateurs a suivre soit, en rajoutant les sweeps, un algorithme en O(L?).
Toutefois, on notera que cette dependance avec la taille est en loi de puissance et moins
contraignante qu’'une dépendance exponentielle.

3 Conclusion partielle

Ce chapitre présentait les méthodes numériques utilisées au cours de cette these et qui
seront illustrées par les chapitres qui suivent. La diagonalisation exacte est un outil tres
puissant qui permet d’aborder tous les modeles et de mesurer presque n’importe quelle
observable. Un de ses points forts est 'utilisation des symétries qui, outre la réduction de
I’espace de Hilbert, fournit une information physique supplémentaire et donne acces a des
quantités expérimentales comme les fonctions spectrales. Toutefois, la limitation des tailles
de réseau accessibles fait qu’il est parfois difficile de conclure sur la nature du systeme dans la
limite thermodynamique, ou encore de faire ces mémes extrapolations a densité électronique
fixée. Lorsqu’on étudie les systemes quasi-unidimensionnels, le DMRG offre une alternative
de premier choix qui permet de calculer les observables indispensables a la compréhension de
la physique comme 1'énergie, les gaps, les densités locales, les fonctions de corrélations. .. Si
la méthode est variationnelle au sens ou elle optimise une certaine classe de fonctions d’onde,
elle fonctionne néanmoins de fagon tres efficace pour la plupart des systemes 1D et ce, en
raison des principes tres généraux qui gouvernent sa convergence ainsi que des propriétés
particulieres d’intrication de ces systemes.
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Chapitre IV

Echange cyclique dans les échelles
dopées

Ce chapitre présente les résultats obtenus sur la physique des échelles dopées lorsqu’on
prend en compte un terme d’échange cyclique dans la partie magnétique de ’hamiltonien
t-J. On explique tout d’abord l'origine de ce terme et son importance pour l'interprétation
des données expérimentales. On présente ensuite les conséquences de sa prise en compte sur
les propriétés des échelles dopées.

1 L’échange cyclique

1.1 Origine

On décrit le magnétisme de fermions de spin 1/2 localisés en considérant les processus
élémentaires d’interactions entre particules voisines. Compte-tenu de leur localisation sur les
sites d'un réseau, les processus les moins cotiteux énergétiquement correspondent aux per-
mutations de particules. En utilisant la correspondance entre opérateurs de permutation et
opérateurs de spins, on montre que I’hamiltonien se ramene alors a une description ne faisant
intervenir que les degrés de liberté de spin [22, 227, 228]. Les intégrales d’échange donnant
I’amplitude de I'interaction peuvent étre évaluées par la chimie quantique ou déduites de la
comparaison entre calculs théoriques et expériences. Par exemple, I'opérateur de permutation
a deux particules Pj; peut s’écrire en fonction du terme d’échange de Heisenberg selon :

1
Py=2Si-8))+ 3. (IV.1)

puisque P; = S;° Sy + 5 S;r si les spins sont opposés et lidentité sinon. Le terme de
Heisenberg est toujours dominant car il ne fait intervenir que les particules sur deux sites
voisins. Les termes avec plus de deux particules vont eux dépendre de la géométrie du réseau.
Pour le réseau carré, I’échange a quatre corps autour d’une plaquette sera important. C’est
ce dernier qui est donc particulierement pertinent pour décrire le magnétisme des échelles.
Il agit sur les états des plaquettes en autorisant les permutations dans les sens horaire et
anti-horaire pour ne pas briser l'invariance par renversement du temps

PO 0; 0j _ gy 0; ot PO g; 0j _ 0; Ok (IVQ)
R oy oy, : R op o /)’ '
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Chapitre 1V. Echange cyclique dans les échelles dopées

Comme toute permutation peut se décomposer en produits de permutation a deux corps,
I’échange cyclique peut se réexprimer en fonction de produits de termes de Heisenberg S; - S;

1
P’?kﬂrpgkz:z + [SiS;+8; Sk +8k-S+85;- S]]

+ [S;i-Sk+S;-S]
+ 4[(Si-S;)(Sk - Si) + (Si - Si)(S; - S) — (Si - S)(S; - Sy)] -

Cette décomposition montre clairement que I'hamiltonien reste invariant par SU(2). Le pre-
mier terme renormalise simplement les couplages sur les liens de la plaquette. Le second
engendre des couplages le long des diagonales de la plaquette. Le dernier contient des termes
biquadratiques d’interactions de type dimeres-dimeres. Comme Thouless [229] a montré que
le coefficient devant le terme cyclique devait étre positif, les deuxieme et troisieme termes
introduisent de la frustration dans le systeme. S’il est difficile de définir de fagon générale
ce que 'on entend par frustration, ce terme désigne une compétition entre interactions (le
systéme est frustré car il ne peut les satisfaire simultanément d’un point de vue classique)
qui fait que plusieurs, voire un nombre macroscopique, d’états vont avoir une énergie voisine.
Par exemple, trois spins sur un triangle ont deux états dégénérés. Des interactions antifer-
romagnétiques sur la diagonale sont aussi frustrantes. Pour les termes biquadratiques, qui
regroupent les processus faisant appel a quatre corps, ils favorisent les états antisymétriques
sur la plaquette (voir ci-dessous). En particulier, un état triplet seul sera stabilisé sur une
plaquette tandis que deux états triplets se repousseront.

1.2 Diagramme de phase des échelles non dopées

L’hamiltonien du systeme non dopé se réduit a des constantes pres aux deux termes de
permutation P;; et [Pl?kl + Pffkl] Malgré I'apparente simplicité de I’hamiltonien, de nom-
breuses phases exotiques sont observées dans les échelles & deux montants [230-232] et dans

le réseau carré [233]. L’hamiltonien s’écrit alors

H= ‘]Z S;-Sj+ K Z [Pz?kl + Pz?kl] (IV.3)

(i) ijkleD

et il n'y a qu'un parametre libre K/J que l'on peut parcourir en suivant l'angle 6 défini
par K = sinf et J = cosf. Ce diagramme de phase est représenté sur un cercle sur la
figure IV.1. Afin d’avoir une idée plus précise de I'action du terme d’échange cyclique, on peut
diagonaliser I’hamiltonien ci-dessus sur une plaquette. Comme la permutation de I’échange
cyclique est alors une symétrie du systeme (rotation autour de la plaquette), il suffit de
diagonaliser 'hamiltonien de Heisenberg puis de regarder la symétrie des états propres pour
inclure le terme cyclique. En écrivant H = J/2[SZ, — S%; — S3,] avec comme notation
S7 = (Si +8;)* et S}, pour le spin total, les énergies sont alors E = .J/2[Sot (St + 1) —
S13(S13+ 1) — S94(S94+ 1)]. Les niveaux d’énergie et leur dégénérescence sont rapportés dans
le tableau IV.1.

On voit que lorsque K > 0, I’énergie du fondamental (symétrique) est augmentée tandis
qu’un niveau triplet et un état singulet (antisymétriques) sont stabilisés. On s’attend donc a
la fermeture du gap de spin pour K/J = 0.25 dans la plaquette. Le fondamental et le premier

98



1. L’échange cyclique

K N[~ N[~
T »v) L 2v) 4
(a)
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Scalar Chiral LRO 5 - <A - H—F
Dominant Dimer LRO
Collinear Spin " o
- L o i)

Ferromagnetic

|

Fig. IV.1: A gauche : diagramme de phase des échelles non dopées obtenu par diagonalisa-
tion exacte. A droite, image qualitative des fondamentaux des phases exotiques :
(a) phase dimérisée, (b) phase avec chiralité scalaire, (c) corrélations dans la
phase a chiralité vectorielle dominante. D’aprés Liuchli et al. [232].

’ énergie ‘ Stot ‘ 813 ‘ 524 ‘ dég ‘

—2J+2K | 0 1 1 1
—J -2K 1 1 1 3
—2K 0 0 0 1

0 1 1 0 3

0 1 0 1 3
J+2K 2 1 1 5

TaB. IV.1: Energies des différents secteurs sur une plaquette avec échange cyclique.

état excité singulet, dans I'image RVB, peuvent étre vus comme une combinaison respecti-

vement symétrique et antisymétrique des dimeres selon les cotés opposés [|((]) £ |=)]/V3.
Lorsque K/J = 0.5, les deux états sont dégénérés favorisant ainsi les états dimérisés plutot
que RVB. L’approche qualitative sur une plaquette donne des résultats étonnamment proche
de la valeur de la véritable transition de phase qui se produit pour K/J ~ 0.2 a la limite
thermodynamique. Le gap de spin se ferme avec une transition du deuxieme ordre vers un
état dimérisé ou la dimérisation est alternée selon les montants. Cependant, les fonctions
d’onde sur une plaquette ne sont pas affectées par K contrairement a ce qu’il se passe dans
un systeme plus grand. Une plaquette seule ne peut non plus décrire une dimérisation alter-
née selon les montants. On retiendra que 1’échange cyclique va modifier particulierement le
magnétisme et la description en états RVB de I’échelle, rendant son étude particulierement
intéressante dans la perspective du mécanisme RVB des échelles dopées. On notera égale-
ment ’analogie avec la chaine de spin-1 bilinéaire-biquadratique ou I'on a un terme frustrant
similaire (S; - S;)? [234].

Le diagramme de phase a été obtenu numériquement par Lauchli et al. [232] et montre
une grande richesse des phases observées (voir figure IV.1). Sans entrer dans le détail de la
discussion des phases a fort K/.J ou a J < 0, on retiendra seulement qu'’il y a une transition
du second ordre pour K./J ~ 0.2 vers une phase dimerisée ou les diméres sont alternés sur
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Chapitre 1V. Echange cyclique dans les échelles dopées

les montants. Cette derniere a donc un gap triplet fini, mais tres petit et brise l'invariance
par translation (deux états dégénérés a la limite thermodynamique). La localisation et la
nature du point critique quantique autour de K./J ~ 0.2 ont été étudiées par différentes
méthodes [230-232, 235-244]. Il ressort que la transition est du second ordre avec une charge
centrale ¢ = 3/2 a la transition [237]. La détermination numérique de la charge centrale en
calculant la vitesse v et les corrections a ’énergie par site avec la formule (I1.29) est stirement
la méthode la plus fiable pour déterminer la transition (voir figure IV.2). En effet, la charge
centrale est maximale a la transition puisqu’elle est finie a la transition et devrait s’annuler
dans les deux phases gappées a la limite thermodynamique.

Notons enfin qu’en raison de la répulsion entre triplets induite par 1’échange cyclique, un
plateau d’aimantation a m = 1/2 (un triplet par plaquette) a été stabilisé dans les échelles
a deux montants des K/J ~ 0.05 [245].

312

—
LI I e e e

charge centrale

of | ]
0 0.2 04
K/J

Fi1G. IV.2: La charge centrale permet de déterminer précisément la localisation de la transi-

tion. D’apres des calculs de diagonalisation exacte. Résultats similaires a ceux de
Hijii et al. [2537].

1.3 Pertinence expérimentale dans les cuprates

L’échange cyclique peut aussi étre obtenu par théorie des perturbations en ¢/U a partir
du modele de Hubbard [9, 246, 247]. On obtient alors un modele t-J étendu avec J ~ 4t*/U
et K ~ 20t*/U? [248]. Les termes d’ordre trois s’annulent en raison de la symétrie ¢t — —¢
dans le réseau carré. J et K ne peuvent donc en toute rigueur étre pris comme parametres
indépendants. Cependant, il semble souvent plus précis de déterminer ces constantes expé-
rimentalement en utilisant un modele magnétique avec ces parametres libres plutot quun
modele de Hubbard qui sera moins adapté a la description de la physique de basse éner-
gie. Les calculs de chimie quantique permettent aussi d’évaluer ces intégrales d’échange. Les
résultats (voir tableau IV.2) montrent un terme environ deux fois plus important dans les
échelles que dans les réseaux bidimensionnels.

Ces termes d’échanges multiples ont été introduits initialement pour décrire le magnétisme
de I'Hélium 3 adsorbé sur des surfaces de graphite ou les particules occupent un réseau
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| | A | Jo[AK [4K/J, |
SroCuszOs | 195 | 177 | 39 0.22
C&Cu203 147 15 4 0.26
LayCuly | 124 | 124 | 14 0.11

TAB. IV.2: Résultats de chimie quantique pour les intégrales d’échange dans les composés a
échelles de spins données en meV. LasCuQy est le composé parent d’un cuprate
a haute température critique. D’aprés Calzado et al. [246].
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FiGc. 1V.3: Comparaison du spectre Raman et d’un calcul dynamique numérique par
DMRG avec la méthode du vecteur corrigé sur le composé a échelle de spin
Las 2Cag gCugyOy1. D’aprés Nunner et al. [242].

triangulaire [228]. Dans les cuprates a haute température critique, I’échange cyclique a permis
une meilleure compréhension des spectres d’excitations magnétiques étudiées par INS [41,
249-251]. Les expériences de diffusion Raman et INS sur les composés en échelles non dopés
ont évalué la valeur de K dans une fourchette de 0.025 < K/J < 0.075 [242, 252-255] (voir
par exemple la figure IV.3).

2 Résultats dans les échelles dopées

L’influence de I’échange cyclique sur le magnétisme des échelles et sur I'image RVB du
fondamental motive donc son inclusion dans le modele t-J. On se propose donc d’étudier
I’hamiltonien t-J-K

= ¢ Z Pelcl,cio + clytia) Pa+ 7> _[S; nmj +K Y [PGy+PSy (IV.4)

(4,7), (2,5) ijkled]
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sur une échelle isotrope. On choisit J/t = 0.5 de sorte qu’on est dans la région du diagramme
de phase de la figure I1.17 ou les fluctuations supraconductrices dominent. On choisit ensuite
de faire varier K dans la fenétre —0.2 < K/J < 0.2 qui inclue les valeurs expérimentales et
le point critique séparant la phase dimérisée. Les valeurs de K légerement négatives, bien
que non physiques, assurent la continuité des résultats dans la phase RVB. Le dopage de la
phase dimérisée a montré beaucoup d’effets de taille finie sur la diagonalisation exacte (non
montrés) et son étude par DMRG nécessiterait une modification des conditions aux limites
pour adapter le fondamental au caractere alterné de la dimérisation et s’affranchir de spinons
libres aux bords [232].

2.1 Excitations élémentaires

Commencons par discuter les excitations magnétiques dans le modele de Heisenberg. La
premiére excitation est un magnon gappé qui disperse avec une loi E(k) = J, + Jjcosk
dans la limite J; > Jj. La figure IV.4 montre que cette image survit bien dans la limite
isotrope avec une branche magnon ayant son minimum a k = (7, 7) pour un gap de spin
Ay ~ 0.5J. Si on crée deux magnons dans le systéeme avec un moment g et k — ¢, ils vont
engendrer un continuum d’excitations dont le minimum est a k = (7 + m, 7 + 7) = (0,0)
pour une énergie d’environ 2A,,. La limite inférieure du continuum est représentée sur la
figure IV.4. La branche magnon rentre dans le continuum pour une valeur k& ~ /2. Pour
une valeur de K > 0, le gap magnon diminue ainsi que le gap du continuum en accord avec
I’analyse qualitative sur une plaquette qui montrait une stabilisation du triplet et du premier
état singulet excité tandis que ’énergie du fondamental augmentait. C’est bien ce que 1'on
retrouve numériquement dans la limite isotrope jusqu’a avoir au point critique disparition
des gaps a k=0 et k = 7. On a alors une dispersion pour le continuum triplet qui rappelle
celle de la chaine de spin 1/2 [256] :

E, (k) = gJ[cosq + cos(k —q)] .

Pour le systeme dopé avec deux trous, le spectre des excitations est montré sur la fi-
gure IV.6. Le dopage induit la présence d'un mode de charge de basse énergie avec une
dispersion linéaire F(k) = uk typique d'un liquide de Luttinger ou de Luther-Emery. Le
spectre contient également des excitations de type quasi-particules correspondant a briser
la paire de trous. Cette dénomination est assez légitime dans les échelles car dans la limite
J1 > Jj, un trou est accompagné d’un spin libre sur un barreau si bien que charge et spin
sont associés lors de la dispersion. L’énergie d’appariement peut étre calculée de fagon indé-
pendante (voir ci-apres) et I'on peut reporter cette énergie sur le spectre (voir figure IV.6).
Le continuum des états de quasi-particules démarre juste au-dessus de cette énergie. L’ex-
citation magnétique de type magnon demeure gappée dans le systeme et on distingue, aux
effets de taille finie pres assez importants, la persistance de la branche magnon. En dehors du
demi-remplissage, le minimum de la branche magnon se situe au vecteur incommensurable
ks = (m(1—0),m) car il s’agit d’une excitation a 2k avec k, = m(1 —0) d’apres le chapitre II
et antisymétrique (k, = 7). Dans la figure précédente, on fixe le nombre de trous a 2 et
on augmente L, on a alors a la limite thermodynamique ks — 7. Si on augmente K/.J, les
énergies du continuum et du gap de spin sont abaissées a 1’approche du point critique.
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Fi1G. IV.4: Spectre des excitations du systeme non dopé obtenu par superposition des résultats
de diagonalisation exacte sur des systemes avec L = 10, 12, 14 et 16. Toutes les
énergies montrées sont les fondamentauz dans le secteur S* = 0 (les états excités
dans les mémes secteurs ne sont pas montrés). Les secteurs triplet et singulet sont
obtenus a partir de la symétrie d’inversion de spin. Extrait de la publication [1].

P ky =T triplet
* ky =0 triplet
n ky =TT singlet
A ky =0 singlet

T T <> ‘
O 2 0 2 n

Fic. IV.5: Méme spectre que la figure IV.] mais au voisinage du point critique K./J ~ 0.2.
Extrait de la publication [1].
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1 Y | I
. A ]
1 KI3=0.04 |+ . (c):
I ) NN 1
1 Jt=0.5 e \#] A
. \ / \ v

0.751 with 2 holes \/ / : A
2 [ANUA o ANEE
al:F)O.S _______________ S AV —. o
S| _ pairing ]
| ° ky =Ttriplet energy 1
0.25- - ky =0 triplet -
i m k, = Tsinglet ‘\ extrapolated |
- a k =0 single charge  SPIN9ap|
0’ 4 ‘ mode 7
-n -T2 W2 T

Kk

X

Fic. 1V.6: Spectre du systéeme dopé obtenu a partir de résultat de diagonalisation exacte sur
des systémes de tailles L = 9, 11 et 13 avec 2 trous. Extrait de la publication [1].

Pour évaluer plus précisément ces énergies caractéristiques dans la limite 6 — 0 (deux
trous sur un systeme infini), on utilise les définitions [257]

Ap = 2E(nh:1,S:1/2)—E(nh:27520)—E(nh:0,520), (IV?)

avec E(ny, S) 'énergie du fondamental avec ny, trous et de spin total S. Ces trois énergies
représentent respectivement le gap de spin dans le systeme non dopé (ou gap magnon A ),
le gap de spin dans le systeme avec 2 trous Ag, et enfin 'énergie d’appariement A,. Ces gaps
ont été calculés par diagonalisation exacte et par DMRG! sur des systémes de taille L = 16,
32, 48 et 64 puis extrapolés dans la limite thermodynamique. Les résultats sont donnés sur
la figure IV.7. Ces énergies caractéristiques doivent vérifier (i) Ag < Ay, puisqu’on peut a
priori toujours créer un magnon tres loin de la paire de trous (ii) Ag < A, puisqu’en brisant
la paire de trous en deux quasi-particules, on peut créer des états de spin S = 1. Cela est
vérifié numériquement. On remarque aussi que Ag(d — 0) # Ay, c’est-a-dire que le gap de
spin est discontinu avec le dopage. C’est la manifestation d’un état lié entre la paire de trou
et le magnon [175, 257] et se traduit pour un mode magnétique résonnant dans la fonction
spectrale S(k,w) [258]. L'énergie de cet état 1ié est donc min(A,, Ay) — Ag en vertu des
remarques précédentes. Sur la figure IV.7, le gap magnon diminue avec K jusqu’au point
critique. Lorsque Ay, > A, pour K/J < —0.05, on s’attend a ce que I'excitation « magnon
libre » soit moins bien définie du fait de son entrée dans le continuum des excitations (ligne
en pointillés). Pour K/J > 0, on observe que I’énergie de 1'état 1ié diminue et s’annule avant

1. .avec la méthode avec un seul site au milieu en gardant M = 1600 états ce qui donnait des poids rejetés

inférieurs a 109,
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Fic. IV.7: Energz’es caractéristiques des excitations élémentaires dans le systéme en fonction
de K/J. La fenétre représente les valeurs obtenues expérimentalement. Extrait de
la publication [1].

le point critique pour K/J ~ 0.1 . Le mode résonnant est donc particulierement sensible a
I’échange cyclique.

On voit également que A, s’annule au point critique mettant en résonance le lien entre
appariement et gap de spin. En effet, 'appariement des trous s’interprete simplement dans
le langage RVB. Les trous induisent des défauts sur les plaquettes interdisant ainsi les ré-
sonances RVB. Deux trous sont donc séparés par une ligne de défaut dont I'énergie est
grosso-modo proportionnelle a la distance. Une image similaire explique le confinement des
spinons dans la phase RVB non dopées des échelles [65]. La déstabilisation de I’état RVB
par le terme cyclique entraine donc un affaiblissement du pairing. Cette image qualitative
est en bon accord avec les fonctions de corrélation de trou calculées numériquement (voir
figure IV.8) qui montrent une augmentation de la distance moyenne trou-trou a mesure que
K/J augmente. De méme, le mode résonnant se traduit par une localisation des spins autour
des trous (voir figure IV.9 et le chapitre V pour plus de précisions sur l'origine de cet état
lié) qui est de moins en moins nette a mesure que K/.J augmente.

2.2 Influence de I'échange cyclique et du dopage sur le mode
magnétique résonnant

Apres avoir étudié comment la modification de I'environnement magnétique influait sur
la supraconductivité, ’étude a dopage fini permet d’aborder la compétition entre énergie
magnétique et énergie cinétique. On a ainsi calculé 1’évolution du gap de spin en fonction
du dopage en trou 0 qui est rapportée sur la figure IV.10. Lorsque K = 0, le gap de spin
diminue avec le dopage, passe par un minimum pour ¢ ~ 0.25 puis augmente de nouveau.
Le minimum est probablement relié a la présence de la commensurabilité 6 = 0.25 a petits
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® 0.04

ImI K/J = -0.08

Fi1G. IV.8: Fonctions de corrélation trou-trou dans le fondamental d’une échelle de taille
L = 13 avec 2 trous obtenues par diagonalisation exacte. L’aire des cercles est
proportionnelle a la valeur de la corrélation. Le maximum de la corrélation s’ob-
tient lorsque les trous sont sur la diagonale. Extrait de la publication [1].

KIJ=0

K/J =-0.08

'f ! + w=12.8%
1

4 K/IJ=0

| + w=11.8%

4 K/J = 0.12
l W=9.5%

Fi1c. IV.9: Corrélations trou-spin dans le mode magnétique résonnant obtenues par diagona-
lisation exacte. La taille des spins est proportionnelle a la corrélation. w représente
le poids des configurations avec des deux trous sur la diagonale dans le fondamen-
tal (voir corrélations trou-trou de la figure 1V.8). Extrait de la publication [1].
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0.5p — ‘ -
L AM/J oo K/J =0 |
== K/J =0.06
04 + e K/J =0.12
' sa KIJ =02
Ap/.J x1/2
— 031 1
0
< 02 [—w. = T i
0.1 |

F1c. IV.10: Evolution du gap de spin avec le dopage en trous 0. Les symboles grisés sur la
ligne 6 = 0 représentent le gap magnon. L’énergie d’appariement est divisée par
2 pour montrer sa corrélation avec le gap de spin. Résultats extrapolés a partir
de calculs DMRG. Extrait de la publication [1].

J/t pour laquelle un gap de spin tres petit a été trouvé [137]. Lorsque K est présent, le
gap de spin est robuste a dopage fini. A I’approche du point critique, le gap de spin, tres
proche de 0 pour K/J = 0.2 s’ouvre avec le dopage. A plus fort dopage, I’échange cyclique
n’affecte finalement que peu le gap de spin. Il y a une explication relativement simple a cela
qui est que les configurations avec des plaquettes contenant 4 électrons sont d’autant moins
probables que le dopage est important. Il est également légitime de remettre en cause le
modele utilisé a fort dopage puisque le modele t-J correspond plutot a la limite d’un isolant
de Mott faiblement dopé. Quoi qu’il en soit, le dopage repousse le point critique magnétique
a de plus forte valeurs de K a faible dopage.

D’autre part, il est intéressant de suivre le comportement de I'énergie d’appariement pour
la comparer au gap de spin (voir figure IV.10). On trouve en effet qu’elle suit remarquable-
ment le gap de spin en fonction du dopage. Cela étend donc la pertinence du mécanisme
RVB a dopage fini.

Enfin, d’un point de vue expérimental, il est important d’étudier le poids du mode réson-
nant dans le facteur de structure de spin qui serait par exemple mesuré par INS. Pour cela,
les facteurs de structure statique S(k) et dynamique S(k,w) ont été calculés par diagona-
lisation exacte par la méthode de la décomposition en fraction continue (voir chapitre III)
avec les définitions usuelles

Sk) = (57500 = / dre™* (5%(0)S* () (IV.8)
Slhew) = —Im(UolS s Sl (V.9

Le facteur de structure statique doit converger vers une constante pour ces corrélations ex-
ponentielles et diverger pour les corrélations critiques. La figure IV.11 montre un exemple

107



Chapitre 1V. Echange cyclique dans les échelles dopées
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Fic. IV.11: Facteur de structure statique calculé par diagonalisation ezacte. A gauche, en
fonction de k pour un systéme 2x 12 avec 4 trous montrant le mazximum du poids
a k =ks. A droite, le poids du pic S(ks)/(S) pour différents dopages en fonction
de K/J (a partir de systéemes avec L entre 8 et 16). S(ks) est normalisé par
rapport au facteur de structure moyen (S) = (2L)™* 3", S(k) = 1(1—9). Extrait
de la publication [1].
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Fia. IV.12: 4 gauche, le facteur de structure dynamique calculé par diagonalisation exacte
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en fonction de k met en évidence l’état lié pour un vecteur d’onde k = ks et une
énergiec w = Ag. Les losanges rouges signalent la position et le poids relatif de
chacun des pics. A droite, le poids relatif du mode magnétique résonnant pour
différents dopages. Eztrait de la publication [1].



3. Conclusion partielle

de facteur de structure en fonction de k. Le maximum est atteint pour le vecteur incommen-
surables ks correspondant au mode magnétique résonnant. Le poids de ce pic en fonction
de K/J et du dopage est donné sur la figure IV.11. Il montre une divergence a 'approche
de la transition dans le systéme non dopé?. On ne peut faire d’extrapolation de taille finie
en diagonalisation exacte a dopage fixé. Malgré cela, les courbes montrent une moindre aug-
mentation du poids S(ks) normalisé a mesure que le dopage augmente, en accord avec les
résultats de la figure IV.10.

Le mode magnétique résonnant se manifeste par un pic bien défini dans le facteur de struc-
ture dynamique pour un vecteur d’onde k = ks et une énergie w = Ag (voir figure 1V.12).
Une quantité particulierement importante quant a la visibilité de ce mode dans les expé-
riences de dynamique est le poids intégré sous ce pic relativement au poids total S(ks) a
ce vecteur d’onde particulier. Si on note |¢ges) la fonction d’onde du mode résonnant, ce
poids relatif s’écrit également |(Vres| S, [100) /S (ks). L’évolution de ce poids relatif du mode
résonnant en fonction de K/.J est donnée sur la figure IV.12. On voit que, 1a encore aux effets
de taille finie pres, ce poids augmente légerement jusque vers K/J ~ 0.1 avant de diminuer
a proximité du point critique. Cela laisse penser que ce mode reste pertinent pour les valeurs
de I'échange cyclique expérimentalement observées. On s’attend a ce que la proximité du
continuum au-dela de K/J ~ 0.1,0.12 (cf figure IV.7) diminue significativement le poids de
ce mode a la limite thermodynamique.

3 Conclusion partielle

L’échange cyclique, au dela de raffiner la description et la compréhension du magnétisme
des cuprates, permet d’étudier le mécanisme d’appariement des échelles en jouant sur la
nature de ’environnement magnétique. La compétition entre énergie magnétique et énergie
cinétique a montré d’une part la possibilité de détruire ’appariement au point critique quan-
tique mais aussi de rouvrir le gap de spin avec le dopage a partir de ce méme point critique.
Dans les deux cas, on a vu que l'existence de la phase supraconductrice était intimement
liée a la nature RVB ou non de l'isolant de Mott dont elle est issue. Enfin, cela nous a
permis de mieux comprendre et de tester la robustesse du mode magnétique résonnant qui
apparait dans la dynamique de spin. Cet état de basse énergie provient d’arguments phéno-
ménologiques que nous allons retrouver dans la physique sous champ magnétique. D’autre
part, certaines questions particulieres n’ont pas été abordées mais pourraient faire l'objet
d’investigations ultérieures comme le dopage de la phase dimérisée ou méme de la phase a
chiralité scalaire qui, bien que loin des parametres physiques réalisables, brise l'invariance
par renversement dans le temps. Assez peu de modeles exhibent cette brisure spontanée de
symétrie.

2Le maximum n’est pas pour K/J = 0.2 car pour un systéme de taille finie, le maximum déterminera un
point critique K.(L) qui convergera vers K. a la limite thermodynamique. Ce déplacement du maximum
se voit sur le comportement pour les tailles L = 12, 14 et 16 de la figure IV.11.
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Chapitre V

Effet Zeeman dans les échelles dopées

Cette partie discute le comportement des échelles de spins dopées en présence d’'un champ
magnétique qui se couple aux spins par effet Zeeman. Cette situation correspond expérimen-
talement au cas ou I'on peut négliger les effets orbitaux en prenant un champ suffisamment
fort dans le plan des échelles [259] (cf figure V.1). Comme discuté au chapitre I, les su-
praconducteurs quasi-unidimensionnels présentent des propriétés remarquables sous champ
magnétique. Dans les échelles de spins dopées, les expériences montrent un probable dépas-
sement de la limite de Pauli [124, 126]. D’autre part, les plateaux d’aimantation ont été
assez peu abordés dans les systemes dopés malgré la possibilité de plateaux d’aimantation
controlés par le dopage étudiés dans les modeles de chaine t-J [260] et Hubbard dimérisées
[261, 262]. Un plateau d’aimantation pour m = ¢ a été prédit sur les échelles de spin sur la
base de calculs de bosonisation [263].

Les résultats sont obtenus par comparaison systématique des résultats de DMRG aux ré-
sultats de bosonisation, tout en les complétant par des considérations phénoménologiques.
On présente d’abord la modélisation et les résultats dans les cas limites qui permettent de
se familiariser avec l'effet Zeeman dans les systemes dopés. On aborde ensuite le cas plus
réaliste du modele t-J isotrope avec une étude exhaustive des propriétés magnétiques et su-
praconductrices sous champ. Cela permettra d’établir le diagramme de phase sous champ
en fonction du dopage en trous. Les résultats obtenus seront finalement discutés en regard
des expériences dans les échelles de spins et plus généralement dans les composés quasi-
unidimensionnels évoquées au chapitre I. Si la plupart des études sur les supraconducteurs
non conventionnels sous champ magnétique sont basées sur une approche type champ moyen
(théorie BCS), nous abordons ici le probleme avec des méthodes plus adaptées aux sys-
temes quasi-unidimensionnels. Dans le méme esprit, citons un article sur la chaine t-J sous
champ magnétique [264] montrant des oscillations dans les corrélations supraconductrices
(voir ci-apres pour la discussion physique) et un article de bosonisation sur le modele de
Hubbard attractif [265] décrivant un gaz d’atomes froids piégés dans un réseau optiques
(voir chapitre VII pour plus de détails sur ces dispositifs expérimentaux).

1 Warm-up : modélisation et cas limites

1.1 hamiltonien

Le champ magnétique H se couple par effet Zeeman a chaque spin selon un terme —gugH-S
qui impose naturellement I’axe de quantification du spin. Le champ est pris uniforme si bien
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Fi1G. V.1: Modele de l’échelle sous champ magnétique. Lorsque le champ magnétique est dans
le plan de ’échelle et suffisamment fort on peut négliger [’effet orbital et ne conser-
ver que le terme d’effet Zeeman.

qu’il ’agit finalement d'un terme constant! —gugH-SZ,. Dans cette section, on considere que
les termes de sauts le long des montants (||) et sur les barreaux (L) peuvent étre différents.
L’hamiltonien de Hubbard du systeme s’écrit donc

H = —¢ Z [cLl’ch@p,g + h.c]—ty 2[03727Uci71,0 + h.c]
i,p=1,2,0 1,0
+U Z Nip1Nip,| — Z H- Si,p
ip=1,2 ip=12

en absorbant la constante gup dans la définition de H. Les énergies des bandes liantes et
anti-liantes de la partie cinétique sont dans ce cas

o
Er,.o(k) = =2t cos(k) —t1 cos(k,) — HE , (V.1)

et sont représentées sur la figure V.2. En notant kf%y les vecteurs de Fermi qui dépendent

maintenant explicitement de 1’état du spin, on a d’apres le théoreme de Luttinger

1 g
n = % Z kF,k‘y y (v2>

(ky,o) occ.

avecn = N°¢/(2L) = 1—4 la densité électronique qui sera prise fixe comme dans les composés.
De la méme maniere, aimantation par site m = (N1 — N1)/(2L) peut se réécrire

1 g
m=o— > ok, (V.3)

(ky,0) occ.

les deux dernieres relations étant toujours vraies en présence d’interactions.

Les remplissages n et m permettent d’établir le théoreme de Yamanaka-Oshikawa-Affleck
pour les échelles dopées a aimantation finie en regardant les conditions sur les électrons T et |.
On obtient ainsi N, = 1—§+om pour les échelles & deux montants [263]. Il est important de

'Numériquement, on calcule les énergies E(ny,S?) & nombre de trous n; et aimantation S fixés et on
déduit le champ magnétique avec H(S?) = E(ny, S* + 1) — E(np, S?). Les effets de taille finie donne des
marches de 'ordre de 1/L en aimantation. On peut interpoler les champs magnétiques de ces marches a
m fixé en utilisant [H(S?) + H(S* — 1)]/2.
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1. Warm-up : modélisation et cas limites

g(K) 4

>

—H=0

— finite H

Fic. V.2: Les bandes liantes et anti-liantes de [’échelle sont séparées par leffet Zeeman.
Eztrait de la publication [3].

noter que les conditions de commensurabilité concernent de maniere différente les électrons
T et |. Un secteur o peut étre gappé tandis que l'autre ne I'est pas. C’est par exemple le cas
sim = ¢, le secteur T peut étre gappé avec | qui ne 'est pas. Il n’y a donc plus la séparation
spin-charge existante a m = 0. L’existence du gap de spin a m = 0 n’est d’ailleurs pas en
contradiction avec le théoreme YOA puisque dans ce cas, la condition de commensurabilité
ne porte plus que sur ¢ (voir discussion du chapitre II). On s’attend donc a la possibilité
d’avoir un plateau d’aimantation a m =0, m = et m = 1 — 9, le dernier étant simplement
le plateau de saturation. Le plateau m = 4 correspond a une commensurabilité de ny. Celle-ci
peut avoir lieu soit si la bande des électrons T est completement remplie, soit si elle est a un
remplissage commensurable, ny = 1/2 par exemple. Il s’agit de deux situations différentes
dans la mesure ou la premiere apparait naturellement dans le systeme sans interaction tandis
que la deuxieme nécessite la présence d’interaction forte et par conséquent est moins triviale.

1.2 Systeme sans interaction

Commencons donc par le cas sans interaction U = (. Le décalage entre les bandes induit
par 'effet Zeeman va entrainer le vidage ou le remplissage complet de certaines d’entre elles.
Deux cas sont a distinguer suivant qu’il existe ou non un gap a champ nul entre les deux
bandes, c¢’est-a-dire suivant que t; > t(1 — cosmn) ou t; < t(1 — cosmn).

Dans le premier cas, seules les bandes (0,71) et (0,]) sont partiellement remplie a faible
champ (voir les figures V.3 et V.4 (a)) induisant une susceptibilité finie. L’aimantation
augmente alors jusqu’a ce que la bande (0, T) soit completement remplie (cf figure V.3 et
figure V.4 (b)). Au-dela de ce champ critique, un plateau d’aimantation & m = ¢ apparait.
Cette valeur est donc directement controlée par le dopage en trous [261, 262]. La largeur de
ce plateau est 2(t, — 2t)) d’apres des arguments énergétiques [262]. Le plateau se termine
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Fia. V.3: Evolution du remplissage des bandes avec le champ magnétique pour t, > t(1 —
cosmn). La courbe d’aimantation associée a cette évolution est donnée a la fi-
gure V.4. (a) a faible champ, les deux bandes inférieures T et | sont partiellement
remplie : I’échelle a une susceptibilité finie. (b) la bande T du bas est complétement
remplie, seule la bande | est partiellement remplie : augmenter le champ ne change
pas le remplissage respectif des bandes | et | ce qui se manifeste par un plateau. (c)
lorsque le champ est assez fort pour commencer a remplir la bande (m, 1), léchelle
retrouve une susceptibilité finie et 'atmantation augmente de nouwveau. Fxtrait de

la publication [3].

1 i
0.75- §
= | :
0.5 -
0.25- ]
i (b) |
/(@) ‘ ‘ ]
% :

Fi1G. V.4: Courbe d’aimantation du systéme sans interaction calculée par DMRG pourt, =1
et t)| = 0.2 mettant en évidence un plateau a m = 0 di aux effets de remplissage.

Voir figure V.3 pour les explications. Extrait de la publication [3].
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1. Warm-up : modélisation et cas limites

lorsqu’on commence a remplir la bande (7, 1) (figure V.3 et figure V.4 (c)). Le systeme
s’aimante de nouveau jusqu’a ce que la bande (0, |) se vide, la ot commence le plateau de
saturation.

Dans le deuxieme cas, les quatre bandes sont initialement remplies. Il n’y a pas de plateau
d’aimantation dans ce cas car il y a toujours une bande T partiellement remplie. En revanche,
les remplissages et vidages successifs des bandes T et | vont induire des points singuliers dans
la courbe d’aimantation aux champs critiques correspondant. La susceptibilité va naturel-
lement diminuer apres avoir rempli ou vidé completement une bande puisque de moins en
moins d’électrons vont y contribuer. Un exemple de cette courbe d’aimantation est donné
plus loin sur la figure V.25 ou elle est comparée a la courbe avec de fortes interactions.

1.3 Interactions fortes dans la limite de grande anisotropie

On donne ici quelques remarques sur le comportement dans le systéeme en interaction forte
mais tres anisotrope. On décrit dans ce cas le systeme par un modele t-J avec des couplages
différents selon les montants et les barreaux (cf figure V.1)

H = — Z P[C}_,_LP’UC@"%G +h.c]P—t, Z 73[0;27001-,1,0 + h.c.]P
i,p=12,0 4,0
1 1
+J] Z [Sip - Sivip— Zni,pni-l-l,p] +Jo Z[Sm Sig — Zni,lni,z] - Z H-S;,.
ip=1,2 i bp=1.2

En toute rigueur, les couplages magnétiques ne sont pas indépendants des termes de sauts
puisqu’ils sont issus de la limite U > t du modele de Hubbard avec J ~ 4t%/U mais on les
fera varier librement pour mieux caractériser les différentes situations.

La premiere limite a considérer est celle d’'un couplage prédominant selon les barreaux
J,t,t. < Jy. L'énergie d’appariement de deux trous est alors approximativement J, —
2t | —2t) [266]. Avec le champ magnétique, cette derniere évoluera peu en prenant la définition
de I'Eq. (V.18) que 'on discutera plus en détails par la suite. On se convainc assez facilement
que dans cette limite ou les trous sont relativement « statiques », deux fondamentaux sont
en compétition sous champ magnétique? : celui avec les trous appariés sur les barreaux
pour lequel I'aimantation sera due a des triplet sur les barreaux et celui ou les trous sont
associés a un spin libre sur un barreau, ce dernier portant préférentiellement I’aimantation
puisqu’il n’en coute rien. On peut évaluer la différence d’énergie moyenne par barreau entre
ces deux états en utilisant la formule précédente pour I'appariement des trous et les énergies
en fonction des couplages et des remplissages. Deux cas sont possibles suivant que tous les
trous sont associés a des spins polarisés ou non :

m<do: Ae ~ (Jp—2t; —2t)6—Jm
m>686: Ae ~ (2J, —2t, —2t))0—2J.m.
Le cas intéressant est J, /(¢ +1t)) > 2 : une transition de I’état avec appariement vers I’état

sans appariement a alors lieu pour une aimantation critique m. = [1 — 2(t, 4+ ¢)/JL]0 qui
reste toujours plus petite que 9. Qu’en est-il de la courbe d’aimantation ? Le fondamental

2Les états avec une partie des trous appariés et 'autre non sont toujours plus haut en énergie que ces deux
états.
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Fia. V.5: A gauche, plateaux m = 0 et m = dans la limite fortement anisotrope ou J, =
2.5 est l'énergie dominante, Jy = 0.3 et t, =t = 1.0. Il n’y a pas d’appariement
au nweau du plateau. A droite, plateau d’aimantation m = 0 mais pas m = 0

avec les parametres anisotropes J, =t = 1.0 et Jj =t = 0.2. Extrait de la
publication [3].
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Fi1G. V.6: Plateaux dans les mémes limites que la figure V.5 mais dans les échelles a trois
montants. Le plateau a m = 1/3 présent au demi-remplissage est séparé en pla-
teaur a m = 1/3 + 4. A gauche, le plateau 6 m = 1/3 correspondrait a une phase
avec de 'appariement.

116



1. Warm-up : modélisation et cas limites

avec appariement aura un gap de spin et donc un plateau d’aimantation avec m = 0. Elle
donne également un mécanisme simple de formation d’un plateau m = ¢ dans le systeme.
En effet, 'aimantation croit continiment de 0 a m. au dela du champ critique du gap de
spin. Les trous se séparent alors et les spins qui leur sont associés se polarisent tous lorsque
m = . L’excitation magnétique suivante sera de retourner un singulet en triplet sur un
barreau ce qui coute de l'ordre de J, et on aura ainsi un plateau d’aimantation dont la
largeur est controlée par J,. Les calculs numériques de la figure V.5 montrent que cette
approche qualitative donne une bonne description de ce qu’il se passe dans ce systeme. Les
plateaux ne sont cette fois-ci dus qu’a la présence de fortes interactions. On peut donc avoir
un plateau irrationnel plus grand que le plateau a m = 0.

Dans le cas sans appariement a champ nul, I'aimantation croit jusqu’au plateau m = o
qui a la méme origine que celui ci-dessus. Le dopage tue immédiatement le gap de spin au
demi-remplissage mais celui-ci se retrouve par continuité au niveau du plateau m = 0 (voir
figure V.5). Un tel scénario pourrait étre pertinent pour des composés de dimeres dopés ou
les interactions sur les barreaux sont dominantes comme discuté dans les matériaux a échelles
organiques au chapitre I.

Dans ces limites, I’algorithme DMRG converge tres bien compte-tenu de la « dimérisation »
et de la physique plutot locale des fondamentaux étudiés. On a donc été tenté de regarder
les échelles dopées a trois montants. Le théoreme YOA donne ici une possibilité de plateau
pour m = 1/3 + 4. Le cas non dopé a été étudié en détails [81, 82] et montre Iapparition
d'un plateau d’aimantation m = 1/3 pour J, 2 Jj. Celui-ci se comprend qualitativement
par I'argument vu au chapitre I sur la différence entre échelles a deux et trois montants.
Dans la limite J; > J, on forme un dimere plus un spinon sur chaque barreau et le systeme
est équivalent & une chaine de spin 1/2. Sous champ magnétique, cette « sous-chaine » va
se polariser entierement pour m = 1/3 ou il faut alors faire une excitation magnétique dans
la « sous-échelle » a deux montants pour augmenter ’aimantation. Or, celle-ci est gappée et
on a donc un plateau. En présence de dopage, on observe sur la figure V.6 une séparation du
plateau m = 1/3 en deux plateaux m = 1/340 lorsqu’on a un grand J, . Microscopiquement,
les fondamentaux peuvent étre vus avec I'image de la chaine polarisée au milieu du systeme.
Pour m = 1/3 — 4, on met des dimeéres sur chaque barreau et le site restant est occupé
soit par un spinon soit par un trou. Pour m = 1/3 4+ 4, on met la chaine polarisée dans
le systeme plus un spinon associé a chaque trou dans la « sous-échelle » a deux montants.
Enfin, il semble qu’un plateau se forme pour m = 1/3 pour des interactions particulieres (voir
figure V.6). Il pourrait correspondre a une phase ou 'on polarise la chaine si bien qu’on se
retrouve avec la physique de 1’échelle a deux montants dans le systeme, avec un gap de spin
et de 'appariement. Il s’agirait donc d’un mécanisme d’appariement sous champ magnétique
assez simple mais pour des parametres peu réalistes et nous n’avons malheureusement pas eu
encore le temps d’approfondir cette discussion en calculant par exemple les gaps de charge.
La limite isotrope est beaucoup plus difficile numériquement dans les échelles dopées a trois
montants. Les calculs tests effectués n’ont pas été tres concluants et ne montrent pas de
plateau. A noter qu’il a été proposé 'ouverture d'un gap de spin dans les échelles a trois
montants pour un dopage critique en trous [267-269] qui correspondrait a I'apparition d'un
plateau m = 0 induit par le dopage.

Revenons aux échelles a deux montants. Un point important et non trivial est la possibilité
que ’appariement subsiste dans la limite isotrope dans la phase plateau. On a vu que dans la
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Fi1c. V.7: Densités locales de trous et de spins calculées par DMRG montrant l’existence
d’appariement dans la phase plateau m = 0 seulement dans la limite isotrope du
modele t-J. Extrait de la publication [3].

limite fortement anisotrope, ’état dans le plateau est toujours constitué de quasi-particules.
Si on part de '’hamiltonien t-J avec J, = 0.5 et £, =t = 1.0, ce qui est plus réaliste, on
observe une transition a mesure que J; augmente de 0 a J, entre I’état non apparié et I'état
apparié (voir figure V.7). C’est un des résultats surprenants de la limite isotrope que nous
allons discuter plus en détails.

2 Propriétés magnétiques : plateau d’aimantation controlé
par le dopage

2.1 Courbes d’aimantation

La limite isotrope en présence d’interactions fortes a été étudiée en utilisant le modele t-J.
Une breve discussion du modele de Hubbard est donnée en fin de chapitre. On choisit tout
d’abord de se placer au cceur de la phase supraconductrice en prenant J/t = 0.5 d’apres le
diagramme de phase de la figure I1.17. La courbe d’aimantation obtenue numériquement? est
montrée sur la figure V.8. La courbe du systeme dopé (en bleu) se caractérise par une plus
grande richesse de transitions de phase que la courbe de référence non dopée (en noir). On
retrouve le plateau m = 0 qui n’est autre que le gap de spin. On trouve ensuite un plateau
a m = d qui ne peut étre dii qu’aux interactions d’apres les considérations précédentes sur
le systeme libre. Ensuite la courbe a une discontinuité de sa dérivée pour un champ critique
H,. dont on verra qu’il s’identifie au champ critique supraconducteur de ’échelle. Les mémes
plateaux irrationnels se retrouvent pour des valeurs continues du dopage si bien qu’il s’agit
de plateaux controlés par le dopage en trous (voir plus loin les diagrammes de phase des
figures V.23 et V.22).

3...avec la méthode avec un seul site en gardant 1600 états, ce qui donne un poids rejeté inférieur & 1076,
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Fic. V.8: Courbe d’aimantation dans les échelles supraconductrices. Les plateaur a
m = 0 et m = & sont clairement wvisibles. En insert, les extrapolations
de taille finie des limites inférieure et supérieure du plateau pour o =
0.0625(0),0.125(0), 0.1875(0), 0.25(A). H. est le champ critique supraconduc-
teur. Extrait de la publication [2].

2.2 Origine du plateau

Comme évoqué dans la section 1.3, le plateau a pour origine phénoménologique la sta-
bilisation des électrons polarisés par un gain d’énergie cinétique qui était ¢, dans la limite
anisotrope. Cette phénoménologie est en lien direct avec 'effet Nagaoka [191] qui provient
du théoreme de Nagaoka [270]. Ce dernier démontre que pour le modele de Hubbard bidi-
mensionnel dans la limite U/t = oo, le fondamental avec un trou est ferromagnétique. Cela
est illustré tres qualitativement sur la figure V.9 qui montre que le déplacement d’un trou
dans un environnement anti-ferromagnétique est frustrant pour les interactions magnétiques.
Il en cotite grosso-modo une énergie proportionnelle a JJ x [ ou [ est la longueur de la chaine
dans le sillage du trou. Si le couplage J est assez important (U petit mais suffisant pour
avoir un isolant de Mott au demi-remplissage), cela aura tendance a défavoriser 1'énergie
cinétique des trous au profit de I’énergie magnétique. Si J est tres petit (U tres grand), un
environnement ferromagnétique peut permettre d’abaisser ’énergie totale grace a un gain
d’énergie cinétique. On retiendra donc simplement que les trous gagnent de 1’énergie cinétique
dans un environnement ferromagnétique. C’est ce qui explique 1’état lié du mode magnétique
résonnant dans les échelles de spins ainsi que les plateaux controlés par le dopage.

Regardons maintenant 1’évolution des densités locales de la figure V.10 a mesure que
I’aimantation augmente dans le systeme. A aimantation nulle, le systeme contient six trous
et les trois bosses dans la densité locale de trous traduisent la présence des paires de trous.
Lorsqu’on rajoute un magnon dans le systeme (m = 0.021), il se lie préférentiellement a
une paire de trous en raison de l'effet Nagaoka. Si on en rajoute deux, ils se lient chacun
avec une paire de trous. Lorsqu’on a autant de magnons que de paires de trous (m = 4),
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Fi1c. V.9: Vue d’artiste de l'effet Nagaoka : un trou dans un systéme antiferromagnétique
« frustre » les interactions magnétiques en se déplacant (les liens frustrés sont
en rouge). Lorsque J/t est grand, les trous sont peu mobiles et le fondamental
antiferromagnétique. Lorsque J/t est petit, le fondamental est ferromagnétique
afin de favoriser l’énergie cinétique des trous.
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Fi1G. V.10: Densités locales de trous et de spins calculées par DMRG dans une échelle avec

L =48 et 6 trous (trois paires de trous). Voir le texte pour la discussion. Extrait
de la publication [2].
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chaque paire de trou « résonne » avec un magnon et il faut une énergie finie pour rajouter
un magnon dans le systeme, donnant lieu a la formation du plateau d’aimantation. Lorsque
I’'aimantation augmente de nouveau, on voit que 'appariement subsiste au-dela du plateau
contrairement a ce qu’il se passe dans le cas anisotrope. Entre les figures avec m = 0.208 et
m = 0.229, il n’y a qu'un magnon d’écart. On voit dans la seconde que l'appariement est
détruit au profit d'un gaz d’électrons et de spinons ayant des densités presque uniformes.
On verra que cette aimantation correspond de fait au champ critique supraconducteur du
systeme.

L’ouverture du plateau peut étre justifiée également par bosonisation. Tout d’abord, la
description des échelles faite au chapitre II en termes des modes de charge et de spin ¢/, +
reste valable. On supposera pour la description de la physique a faible aimantation que la
différence des vitesses de Fermi des bandes 0 et 7 n’est pas pertinente. Le champ magnétique
se couple au mode de spin symétrique (I’aimantation) selon

i
H=" / 20, (V.4)

En présence d’interactions répulsives, d’apres le terme de diffusion vers 'avant de 'Eq. (I11.91)
et le dernier terme de I'Eq. (I1.92) ne contenant que les champs antisymétriques, on aura
(0._) = 0 et (¢ps_) = m/2. En revanche, le terme ¢4, aura une transition commensurable-
incommensurable des que le champ magnétique est plus grand que le gap de spin. A aiman-
tation non nulle (mais sous le champ supraconducteur critique), on s’attend donc a avoir
un liquide de Luttinger C1S1. I1 y a de plus un effet de commensurabilité pour les élec-
trons T qui peut se produire pour m = § d’apres le théoreme YOA. Du point de vue de la
bosonisation [263], il faut réintroduire des champs différents suivant I'indice de spin

bt = %(% +odes). (V.5)

Dans ce cas, une interaction densité-densité de type Hubbard Un,in;; contiendra des termes
(C(T)TCwT + CLTCOT)(C&CM + CLLCOL)a (V.6)
qui, une fois bosonisés, introduit des termes de umklapp
/ dz cos [z(k:;o + k)T — 20 + ¢M)] . (V.7)

Avec les définitions des champs précédentes et I'utilisation des Egs. (V.2) et (V.3), ils se
réécrivent

/da: cos [27r(n +om)r — 2\/5(;5;“] . (V.8)

On retrouve bien que ce terme peut étre pertinent pour m = 4, gelant alors le mode ¢T+ et
ouvrant un plateau d’aimantation. Une approche perturbative en U mais également dans la
limite de couplage fort soutenait fortement la possibilité d’ouverture de ce gap [263].
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3 Propriétés supraconductrices : phase FFLO et
corrélations triplet émergentes

3.1 Corrélations supraconductrices

Apres 'étude des propriétés magnétiques, nous abordons maintenant les propriétés as-
sociées a la charge avec notamment ’évolution de I'état supraconducteur sous fort champ
magnétique. En présence de champ magnétique, la symétrie SU(2) du spin est brisée et il
convient de calculer toutes les corrélation possibles dans les canaux triplet et singulet. On
définit donc les opérateurs de création de paire A} () :

singulet :  Aj | (7) = Zacmcr/_a (V.9)
AL (1) = 5, s
triplet : AL () = ¢ppemy (V.10)

Al () = ¢y

avec comme convention pour les positions sur les sites » = (x,1) and ' = (x,2) pour les
paires sur les barreaux et r = (z,p) et v’ = (x + 1, p) pour les paires sur le montant p = 1, 2.
On a calculé numériquement (A2, (z)A,(0)) dans tous les canaux . La figure V.11 montre
la différence entre les résultats a aimantation nulle et les résultats a aimantation finie. On
note B pour barreau (Rg pour rung sur la figure) et M pour montants (Lg pour leg sur la
figure). Dans le canal singulet, les trois corrélations BB, MM et BM sont algébriques tandis
que celles des canaux triplets sont exponentiellement décroissantes. Le signe des corrélations
BM est différent de celui des MM et BB, traduisant le caractere d-wave anisotrope de la
phase supraconductrice. Les corrélations d-wave survivent a plus fort champ avec des cor-
rélations toujours significatives. On observe cependant qu’elles présentent des oscillations
prononcées a un vecteur d’onde ¢ = mm qui est directement proportionnel a I'aimantation
(voir figure V.12). La fermeture du gap de spin permet de voir naitre des corrélations dans
les canaux triplets S* = 0 et S* = 1 ce qui est une autre différence notable avec la phase
supraconductrice a champ nul. Dans le secteur S* = 0, seules les corrélations MM ont un
comportement algébrique. Elles-aussi présentent des oscillations au vecteur d’onde ¢ = mm
avec un exposant sensiblement égal a celui des corrélations singulet mais un facteur global
beaucoup plus petit (de 'ordre de 100 fois moindre). Dans le secteur S* = 1, seules les
corrélations BB sont algébriques mais cette fois avec un exposant de décroissance plus grand
et un vecteur a g ~ w(1 — 9), c’est-a-dire 2kp.

Ces oscillations sous champ magnétique trouvent une justification phénoménologique au
travers du mécanisme de Fulde-Ferrel et Larkin-Ovchinnikov proposé indépendamment en
1964 [58-61]. Une justification qualitative de ce mécanisme est donnée sur la figure V.13.
En donnant un vecteur d’onde fini aux paires de Cooper singulets, on peut gagner a la fois
de I’énergie d’appariement et de ’énergie Zeeman. Une conséquence est que le parametre
d’ordre n’est plus uniforme et on a donc de la supraconductivité inhomogene avec, tres
qualitativement, des domaines d’électrons non appariés mais polarisés et des domaines avec
appariement singulet. Grace a ce mécanisme, il est possible de dépasser la limite de Pauli.
Outre les discussion autour des composés organiques présentés au chapitre I [53], de telles
phases semblent avoir été trouvées expérimentalement dans le composé a fermions lourds
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Fic. V.11: Valeur absolue des corrélations supraconductrices dans les différents canauz sin-
qulet et triplets a aimantation nulle et a aimantation finie. Extrait de la publica-

tion [3].
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Fic. V.12: A gauche, corrélations supraconductrices dominantes a fort champ magnétique
montrant les oscillations FFLO. Extrait de la publication [2]. A droite, le vecteur-
d’onde associé tiré du fit des corrélations vérifie ¢ = mm. Extrait de la publica-

tion [3].
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Fi1G. V.13: Mécanisme FFLO a deux dimensions pour une surface de Fermi isotrope. Les
paires de Cooper singulet se forment entre les électrons (kp,T) et (—kp,]). La
largeur du trait représente en gros kgT,.. Si l'aimantation est trop grande, l’écart
entre surfaces de Fermi T et | est plus grand que kgT, : c’est le champ de Pauli.
En translatant une surface vers l'autre d’un vecteur q o< m, on peut récupérer
de l’énergie d’appariement. Cela donne des paires de Cooper avec une impulsion
totale finie et permet de dépasser la limite de Pauli.

CeColny [271]. Dans une chaine de Hubbard, la différence entre les vecteurs de Fermi T et |
est ¢ = mm. Pour les échelles, on a le méme résultat a partir de I'Eq. (V.3) si k;o - kﬁw =

k‘;ﬂ — k:ll%, i.e. si I'on fait I’hypothese que le vitesses de Fermi des modes 0 et 7 sont
tres proches. C’est numériquement tres bien vérifié par fit des corrélations sous la forme
cos(qx + ¢)/z* (voir figure V.12). Enfin, la partie singulet est un mélange de parametre
d’ordre s-wave et d-wave qui peut étre qualitativement vue comme une paire résonnante
sur une plaquette. Les paires triplet peuvent étre vues comme des paires p-wave le long des
montants mais symétrique par rapport a l'inversion des chaines.

3.2 Interprétation par la bosonisation

On peut calculer les parametres d’ordre supraconducteurs (V.9) et (V.10) par bosonisation
pour compléter les résultats obtenus numériquement. On a a aimantation finie huit points
de Fermi comme montré sur la figure V.14.

(09 (0 () () 84<)T (), (1) (0.4 (0.9

A
A A
\\ \\ ’ ’ >
A A ’ ’
A A ’ ’

Fic. V.14: Linéarisation des bandes pour la bosonisation des échelles sous champ avec les
8 types de fermions. Les vitesses de Fermi des bandes 0 et w sont prises égales.
FEzxtrait de la publication [3].
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Commencons par évaluer les contributions de vecteur d’onde le plus bas si bien qu’on
néglige les termes du type ¥ r1r et 1. On note dans la suite ¢ = /4:;0/7T - k},o/ﬂ = mm.
Les termes inter-bandes s’écrivent

wR 0 UwL T,—o ei[06+f¢c_fa(¢s+793_)]
wR 0 UwL To 6i[96+_¢67 ~0 (05 —¢s-)]
et sont par conséquent tués par la présence de e’?>—. On peut donc limiter les calculs aux cas
intra-bandes. Suivant les canaux d’appariement, on a respectivement :

Intra-bande singulet :

Z CVR0VL0 g ~ Z geillet He—0 (Dot +95-)]
g g

Z OVRr oV g0 ~ Z geilfer—be——0(Psr—¢s-)]
g g

Intra-bande triplet S* =0 :
Z¢ROJ¢L0_U ~ Zei[90++9cf—v(¢s++¢sf>]7

o o
Z wR g UwL T,—c Z €i[6c+_96_ —0(¢s+—¢s-)] .
o o

Intra-bande triplet S* =1 :
VRooVL0o ~ ei[96++9c—+0(9s++95_)]’

¢R 0 O’¢L mo ei[6C+ et (0s=0:)] .

Reste a exprimer les différents parametres d’ordre en fonction de ces termes. Pour I'opérateur
singulet sur un barreau, on a

o .
A?i (l’) ~ Z Eewqm (¢R,O,awL,0,fo' - wR,ﬂ',UwL,ﬂ',fd) ) (Vll)

(e

tandis que pour le triplet S* = 0 sur un barreau, on a :

1 .
A%l (l’) ~ Z §ewqx(¢R,ﬂ,a’wL,O,7cr - wR,O,fawL,ﬂ',o') . (V12)

(el

Ce dernier va donc étre tué exponentiellement. Enfin, pour le triplet S = 1 sur un barreau,
on trouve :

1
Aty (z) ~ §(¢R,O,T¢L,O,T — YRx VL) - (V.13)

Regardons maintenant les opérateurs sur les montants. Le singulet vaut :

g i —ikz%
Af () ~ Z Eequ [6 Fro YRro0VL0,-0 + (0 — W)] . (V.14)

(e
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On note d’ailleurs que c’est le méme résultat pour p = 1,2 donc les corrélations MM avec les
paires selon les méme montants et entre montants différents auront le méme signe, comme
observé numériquement. Le triplet S* = 0 s’écrit quant a lui :

1. o
Afy(@) ~ Y 5 [sin(kfoa)Yrostno -0 + (0 — )] (V.15)

Enfin, le triplet S* = 1 vaut :

1 —1 T a
A%(x) ~y [6 Fro Yro1VLos + (0 — W)} . (V.16)

On peut maintenant discuter le comportement des différents parametres d’ordre. Les triplets
intra-bande S* = 1 décroissent tous exponentiellement en raison de (¢s_) = 7/2. Par consé-
quent, les opérateurs triplet S* = 1 sur les barreaux et sur les montants ont des termes a
petits moments exponentiels. La possibilité de termes a 2k sera discutée ci-apres. D’autre
part, on peut écrire :

Ty -~
VRowtro o ~ €300 o054)

wR,ﬂ,owL,Tr,fo' i ei%aei(96+70¢)s+).
Comme kpo # kg, le triplet S* = 0 sur les montants est algébrique. Il a de plus le méme
exposant que les opérateurs singulets %(K o +1 + K, ). Cette exposant est plus grand que celui
a m = 0 en raison des fluctuations du mode de spin symétrique. Enfin, les corrélations ont
bien comme vecteur d’onde ¢ = mm qui est la signature de la phase FFLO.
On peut expliquer les oscillations BB triplet S* = 1 en regardant les termes apparaissant
a 2]€F .

(kT kS
w1,0¢2,0 ~ _261( ot F’W)Il/}R,OJwRﬂr,U + ...

La forme bosonisée s’écrit

Al o () ~ e KE o HhE )T pillc+ —de++0(0s+—ds+)]
00,2KE °

On voit donc qu’elles sont algébriques avec un exposant
1 _ _
5 (KC+ + Kchl =+ KS+ + Ks+1) ;

et, d’apres les equations (V.2) et (V.3), sont associées au vecteur d’onde k%, + k% =
7(n + om). L’exposant est toujours supérieur a ceux des canaux singulet et triplet S* = 0
comme observé numériquement.

Compte-tenu de la compétition avec les fluctuations d’onde de densité de charge. Il est
important d’évaluer ces dernieres corrélations. D’abord, les CDW a 2kr dont le parametre
d’ordre est la densité locale n(x). La forme bosonisée contient des termes

] c— s— 967 957
Uhogthrmo v eloetodsmrletots )

avec r = = for R, L associés au vecteur d’onde k%, — k%,. Ces termes sont exponentiels a
cause de e?~. On trouve également des termes

wL,OUQ/}Lﬂw ~ GW)” —Oe—+0 (st —05-)]
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FiG. V.15: Inverse des exposants o et o' en fonction du champ magnétique. Les corréla-
tions triplet émergent a fort champ. Une nette discontinuité (augmentation) des
exposants est trouvée dans le phase plateau m = . Extrait de la publication [2].

a 2kp. Eux sont tués par e~ Il n’y a donc finalement pas d’ondes de densité de charge a
2kp induite par le champ magnétique.
En revanche, l'opérateur a 4kr qui est n?(z) est algébrique & aimantation nulle. On trouve

des termes du type

i2|pe s
wTR7OUwL’UO-w}%,7TUwL77TU ~ el [Pet+odst]

a 4kp associé au vecteur d’onde 2mw(n 4+ m) et algébrique, avec un exposant 2(K. + K ).
D’autre part, des termes

12[¢pe o
¢I{,ngL,Uo’¢}—%’ﬂ.ia¢L7ﬂ,_o_ ~ @i2Pet+ods-]

associés au vecteur d’onde 2(kf,( +kp7 ) sont présents et ont un exposant plus petit 2K, qui
ne fait pas intervenir K, . Partant d’'une phase supraconductrice, ces corrélations pourraient
devenir dominantes sous champ magnétique suivant les valeurs de K., et K, .

3.3 Evaluation des exposants triplet S* = 0 et singulet a fort champ

On discute maintenant 1’évolution des exposants des corrélations supraconductrices domi-
nantes en fonction du champ magnétique. Pour cela, on a fitté les courbes BB singulet et
MM triplet S* = 0 par la formule A cos(gr+)/r® pour en tirer respectivement les exposants
o’ et o' dans ces deux canaux. Les résultats pour un nombre d’états M = 1000 et une taille
L fixés sont donnés sur la figure V.15. A faible champ, seules les corrélations singulet sont
présentes en raison du gap de spin. A aimantation finie, des corrélations triplet émergent avec
un exposant qui diminue (fluctuations de plus en plus quasi-ordonnées). Au-dela du champ
critique, on observe une forte augmentation de l'exposant compatible avec une transition
supraconducteur-métallique. Enfin, on observe une nette augmentation des deux exposants
de la supraconductivité dans la phase plateau m = §. Ces deux derniers points seront plus
précisément discutés dans la section 4.
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Fic. V.16: A gauche, évolution des fonctions de corrélation a L = 64 fixée en augmentant le

nombre d’états gardés en DMRG M pour les corrélations singulet avec m = 0.094,
d = 0.063 et J/t = 0.5, c’est-a-dire au dessus du plateau m = & et en dessous
du champ critique supraconducteur H.. Extrait de la publication [3]. A droite,
convergence des corrélations a M = 1000 fixée en fonction de la taille L.Plus le
systeme est grand, plus il faut un nombre d’états gardés important. Extrait de la
publication [3].
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Fic. V.17: Tentative d’extrapolation des exposants obtenus par fit des corrélations en fonc-
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tion du poids rejeté w (a) et de linverse du nombre d’état gardés M (b) pour
différentes tailles L. Les extrapolations des résultats de (b) sont tracés en fonc-
tion 1/L (c). Les barres d’erreur sont importantes lorsque L est trop petite (L =
32) ou M est trop petit ( L = 128). Les paramétres sont les mémes que ceux de
la figure V.16. Extrait de la publication [3].



3. Propriétés supraconductrices : phase FFLO et corrélations triplet émergentes

Comme la bosonisation prédit une égalité des exposants o et o', on a essayé de pousser
un peu plus le numérique pour voir si ’on pouvait s’en rapprocher. D’autre part, il est connu
que le DMRG sous-estime les corrélations a un nombre d’états M conservés. On a donc
regardé 1’évolution des exposants en fonction de M pour avoir une estimation plus réaliste
de ces derniers. Ainsi, on a calculé les corrélations pour des M allant de 800 a 2000 sur des
tailles L = 32, 64, 96 et 128. Les remplissages sont fixés a § = 1/16 et m = 3/32. On appelle
a(M, L) exposant obtenu par fit a M et L fixés. On a d’abord extrapolé « dans la limite
M — oo pour avoir une bonne estimation de «(L). Puis, on a fait une extrapolation de taille
finie en fonction de L. La figure V.16 montre que a(M) décroit avec M approximativement
comme 1/M (voir figure V.17 (b)). Plus le systeme est grand plus il faut un M et un nombre
de sweeps grand pour une convergence équivalente (voir sur la figure V.16 la différence entre
L =128 et L = 96). La convergence en fonction du poids rejeté a un comportement similaire
(cf figure V.17 (a)). Sur la figure figure V.17 (c), M = 2000 est semble-t-il trop petit pour
L = 128, et pour la plus petite taille (L = 32), il est difficile d’extraire « car les oscillations
ne sont pas assez bien résolues, la longueur d’onde des oscillations étant comparable a la
taille L. Malgré que ces deux points ne soient pas tres fiables, les extrapolations de taille
finie donnent o® = 1.54 £ 0.15 plus grand que o = 1.17 & 0.15 mais la différence entre les
deux n’est pas si marquée en regard des incertitudes numériques. Cependant, on trouve des
exposants plus petits que sur un systeme fini ce qui montre la tendance a diverger de ces
corrélations. Numériquement, sur un systeme de taille finie, les contributions des termes sous-
dominants algébriques s’additionnent au signal, si bien qu’il faudrait un systeme tres grand
pour avoir seulement le terme dominant. Cela est d’autant plus vrai pour les corrélations
triplet dont le terme dominant a une amplitude petite. Les corrélations de densité de charge
sont difficiles a évaluer dans ces systemes et les résultats pour ces corrélations dans les échelles

ne sont pas toujours tres convainquant et nous n’avons pu en tirer des informations quant a
la compétition CDW-SC.

3.4 Evaluation du parameétre de Luttinger K, en fonction du champ

On cherche maintenant a évaluer le comportement du mode de spin antisymétrique ap-
paraissant a aimantation finie en calculant numériquement le parametre de Luttinger K,
associé. Afin d’y avoir un acces direct au travers d’une fonction de corrélation, on remarque
que Popérateur créant un triplet sur un barreau S (2)S; () contient des termes

¢TL,0T1/}L,OL¢}L%,ﬂT¢R,Wl ~ e AP HOee] (V.17)

donnant une contribution algébrique d’exposant 2K, +1, indépendante de K., puisque
(ps—) = m/2. D’autre part, le vecteur d’onde associé est (k:;ﬂyo - kzl«“,o) - (k;,r — k};ﬂ) ~ 0
si la différence des vitesses de Fermi entre les bandes 0 et 7 est négligeable, une hypothese
déja formulée précédemment et qui était justifiée par la vérification de la loi ¢ = mm nu-
mériquement. Comme on a un opérateur a quatre corps, d’autres termes pourraient avoir
des contributions avec un exposant plus petit car Ky, < 1. Ainsi, on pourrait avoir des
termes avec 2K,y ou 3[K,y + K,}']. Le premier terme proviendrait de champs 2[@sy =+ ¢_]
ou 2[¢s4 + 06._] dont on peut vérifier qu’ils ne peuvent intervenir dans la décomposition de
S5 S}, Pour les autres termes, on peut voir que le champs ¢, & 60, + 0. 4 ¢, ne peuvent
étre décomposés en termes de fermions droits et gauches avec des préfacteurs 4. Avec ce
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F1G. V.18: Corrélations T(z) = (S5 (z)Sy (x)S5 (0)S; (0)) normalisées par leur valeur en
x =1 pour différentes aimantations avec J/t = 0.75 et § = 0.063. L’exposant de
décroissance est 2K ce qui donne un accés direct a K, . Les corrélations ont
été calculées sur un systeme de taille L = 64 en choisissant M = 1200. Extrait

de la publication [3].
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Fia. V.19: A gauche, Ky, déduit des résultats de la figure V.18 en fonction de H/A;. Extrait
de la publication [3]. A droite, résultat du modéle SO(4) des échelles dopées sous

champ magnétique.
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4. Diagrammes de phases

raisonnement a l’envers, on se convainc que les termes a ¢ ~ 0 et d’exposant 2K +1 seront
ceux qui dominent les corrélations. C’est bien ce qu’on trouve numériquement en calculant
les corrélations (S5 (2)S; (z)S5 (0)S; (0)) comme montré sur la figure V.18. La décroissance
est bien algébrique avec un exposant plus grand que 2 et un vecteur d’onde quasi-nul. On a
tracé la courbe en fonction de H/A,, o Ay est le gap de spin du systeme de taille finie. La
figure V.19 montre le comportement de K, en fonction du champ magnétique. On trouve
bien Ky, < 1, et qui augmente avec le champ jusque vers une valeur limite Ky, = 1.

Ces résultats sont a mettre en relation avec ceux des modeles intégrables pour les échelles
de spin dopées. L’exposant K, a en effet été calculé par ces méthodes dans le cadre du
modele SO(8) des échelles sous champ au demi-remplissage [272]. Lorsque les échelles sont
dopées, le modele a une réduction de symétrie vers un modele SO(6) [176]. En rajoutant le
champ magnétique, Edmond Orignac a montré [273] qu’on avait alors une symétrie SO(4)
et a calculé le comportement de K, en fonction du champ (voir figure V.19). Bien que le
comportement soit similaire, mais avec une diminution a faible champ avant d’augmenter, la
comparaison quantitative n’est pas satisfaisante. Une des raisons possibles est que la validité
du modele SO(6) se situe a dopage fini sur le modele de Hubbard dans la limite U/t < 1. 11
faut d’abord trouver les parametres du modele t-J ou Hubbard tels que certaines observables
comme le rapport de I’énergie d’appariement et du gap de spin justifie qu’on est bien dans le
régime SO(6). Pour les valeurs du modele t-J de la figure V.19, ce régime n’est pas observé
[273]. Plus de travail est également nécessaire pour obtenir une valeur de K plus fiable
numériquement (M plus grand, utilisant des résultats de la théorie conforme).

4 Diagrammes de phases

4.1 Energie d’appariement et dépassement de la limite de Pauli

Afin de compléter la compréhension de 1’évolution du fondamental avec le champ magné-
tique, on a calculé les gaps de charge a une particule A, en utilisant la définition

A (S%) = E(ny, — 1,57 41/2) + E(n, — 1,57 = 1/2) — E(ny,, S7) — E(n, — 2, 57), (V.18)

Le gap a une particule, ou énergie d’appariement, est tracé en fonction du champ magné-
tique sur la figure V.20. On observe une diminution d’énergie avec le champ magnétique. Des
que le gap de spin se ferme, un observe une discontinuité de A, avec 'aimantation. Cette
discontinuité est similaire a la discontinuité du gap de spin lorsqu’on dope le systeme. En
dégelant un mode, les énergies caractéristiques diminuent. Dans les modeles intégrables, des
discontinuités similaires existent lors de la réduction de symétrie SO(8)—SO(6) pour le gap
de spin [175] et SO(6)—SO(4) pour I'énergie d’appariement. Cependant, 1’énergie d’appa-
riement survit a la fermeture du gap de spin et méme au-dela du plateau jusqu’a un champ
critique H,.. C’est également vers ce champ critique que les corrélations supraconductrices
diminuent fortement. On a calculé ce champ critique en fonction du dopage en trou d en
évaluant 'aimantation pour laquelle A,(S%) ~ 0 puis en déduisant le champ magnétique
correspondant a cette aimantation.

On peut également calculer numériquement le champ théorique de Pauli H,, pour le com-
parer au champ critique obtenu ci-dessus. La limite de Pauli est définie en égalant 1'énergie
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Fic. V.20: A gauche, énergie d’appariement A, en fonction du champ magnétique pour
J/t = 0.5 montrant un large dépassement du champ de Pauli H,. Extrait de
la publication [2].

de condensation a T'= 0 et H = 0 avec I’énergie de deux électrons issus d'une paire de Co-
oper brisée et stabilisés par effet Zeeman [274]. Numériquement, ’énergie de condensation a
champ nul d’une paire de Cooper n’est autre que A,(S* = 0). L’énergie totale de deux élec-
trons non appariés mais polarisés selon le champ magnétique est 2E(n, —1,+1/2)—2x % x H,
qu'’il faut comparer a 1’énergie totale du systéme avec appariement F(ny,0) + E(n; — 2,0).
D’apres la définition de I'Eq. (V.18) avec S* = 0, on trouve que le champ de Pauli vaut
simplement H, = A,(S* = 0). Si l'on reporte ce champ sur la courbe V.20, on voit que le
champ critique supraconducteur est significativement plus grand que la limite de Pauli. Ce
qu’il se passe dans le systeme est que la transition vers ’état FFLO modifie la nature du
fondamental de sorte qu’il puisse excéder la limite de Pauli. Un point important a souligner
est que ces calculs sur une échelle isolée sont exacts et sans approximations contrairement
aux méthodes champ-moyen. On ne peut cependant pas évaluer exactement les températures
et champs critiques de ce que serait un ensemble d’échelles couplées.

Du point de vue du remplissage des bandes, ce champ critique supraconducteur H, a une
interprétation simple : il correspond au vidage de la bande (m,]). Du point de vue de la
bosonisation, il ne reste alors que six types de fermions et cela change completement le
comportement du systeme. Pour les électrons |, on peut ne conserver au premier ordre que
les contributions de la bande (0, | ), la bande (7, |) étant vide, si bien que I'on peut écrire

1
C:rz,p,lcmp,l — §CL,o,¢Cn,07l' (V.19)

L’interaction sur site de Hubbard se réduit alors a
U
7 > nioi(niog + nixp)- (V.20)
n
En I’'absence d’effet de commensurabilité entre les bandes, il ne reste dans I’hamiltonien que

des termes de diffusion vers I’avant qui ne font que renormaliser les parametres de Luttinger.
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Channel terms dimension

q
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TAB. V.1: Dimension (la moitié de l'exposant des corrélations) des paramétres d’ordre su-
praconducteur dans le modéle a trois bandes au-dessus du champ supraconducteur
critique H.. Eztrait de la publication [3].

Order terms dimension q
SDW?*/CDW wROTzﬂLoT TR 2k
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SOWT | Whytnnr | (KT T o)+ SR+ Ko) 4 B + K3 1) | Ko + by
Uhartror | SOG4 ) + SRB (G + K) + (K + K5) | Ky + kg

TAB. V.2: Méme chose que dans le tableau V.1 mais pour les fluctuations CDW et SDW.
Extrait de la publication [3].

Ainsi, les trois secteurs n’ont pas de gap et ’hamiltonien s’écrit

H = Z /—UFV )2 + (azﬁby)ﬂ —|—% /d$am(b0,l(ax¢o’T+ar¢ﬁ’T) (V21)

ve{(0,1),(0,1),(

Cet hamiltonien peut étre diagonalisé exactement. Dans le cas ou les vitesses de Fermi sont
toutes différentes, il faut faire les transformations II, — /u/vp,Il, et ¢, — ¢, /\/u/vE,

avec u une constante ayant la dimension d'une vitesse puis diagonaliser la matrice :

2 U«
VFo1 122/ VF01VF0] 0
U 2 U
12/ UF01UF0] Ukl a2 VOFmIVROL | (V.22)
U 2
0 22/ UF01UF0] Vgt

et enfin refaire les transformations inverses pour obtenir les nouveaux parametres de Lut-
tinger du modele. Pour simplifier, on donne le résultat lorsque les vitesses de Fermi sont
identiques. Alors, la transformation

/s
01 33 do,1
¢ | = 2 -3 -1 bor (V.23)
¢3 0 \/75 — \/75 ¢7rT
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diagonalise le terme d’interaction et on obtient les parametres de Luttinger :

nm K, = wKy=u3K3=vp (V.24)
u - vﬁzg(k (V.25)
[“(_22 _ F_QZ% (V.26)
% — up (V.27)

Les opérateurs fermioniques s’écrivent alors en fonction des nouveaux champs

oy = ol o [3(01-r61)=5(02-162)+ J5(63-105)]
} —
T V2To
Urmt = Nre 1 ei[%(91—7’¢1)—%(92—T¢2)—%(93—%3)]
T, -
Y V2To
Urop = %g?[(mmnﬂewm)l

En utilisant ces expressions, les exposants critiques des différents parametres d’ordre sont
donnés dans les tableaux V.1 et V.2. Au-dela de H,, le systeme entre dans une phase li-
quide de Luttinger de type métallique d’apres 'annulation de I’énergie appariement obtenue
numériquement. Bien que des fluctuations supraconductrices existent, elles ne sont plus do-
minantes. Le tableau V.1 justifie que I'exposant des corrélations augmente significativement.

4.2 Nature de la phase plateau m = ¢

Intéressons-nous maintenant a la nature de la phase dans le plateau a m = §. Pour cela,
nous avons calculé le gap a deux particules Ay, défini a aimantation finie par

Aoy (nn, S7) = E(np + 2,5%) + E(ny, — 2, 8%) — 2E(ny, S7) . (V.28)

On observe sur la figure V.21 que ce gap tend vers zéro pour toute valeur de 'aimanta-
tion hormis m = ¢ pour la laquelle on voit une anomalie sur les systemes de taille finie et
I'extrapolation semble donner un gap tres petit. Une valeur finie de Ay, a la limite thermody-
namique se comprend en fait assez bien compte-tenu de 'existence d'un plateau a m = 9, et
de la définition (V.28), c’est-a-dire sur la base d’hypotheses tres générales. En effet, on peut
montrer que ce gap égale exactement la largeur du plateau a la limite thermodynamique.
Qualitativement, cela signifie simplement qu’enlever une paire de trous dans le systeme avec
m = 0, qui a un nombre de paires de trou égal au nombre de magnons, est énergétique-
ment équivalent a rajouter un magnon dans le systeme qui a une densité ¢’ légerement plus
petite et qui vérifie m’ = ¢’. Il faut ainsi payer le gap du plateau m’ = ¢’ et ce dernier
est égal a celui du plateau m = ¢ dans la limite thermodynamique (voir figure V.21). Plus
précisément, rappelons que le champ magnétique est donné sur un systeme de taille finie
par H(ny, S?) = E(n, S* + 1) — E(np,, S?). On peut écrire le gap a deux particules sur un
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Fic. V.21: Gaps a deux et une particule(s) (énergie d’appariement) en fonction de l’aiman-
tation. Extrait de la publication [3].

systeme de taille finie de la fagon suivante :

Nop(np, S7) = Agp(np, S —1) (V.29)
+H(ny — 2,5 —1) — H(np, — 2,5 — 2)
+H(np +2,(5*+1)—1)+H(n, —2,(5° —1) — 1) — 2H(n,, S* — 1)
+H(np +2,5° — 1) — H(ny + 2,5%) .

Regardons cette expression dans le cas m = §, c’est-a-dire S* = n; /2. Le premier terme
tend vers zéro a la limite thermodynamique car il s’agit du gap a deux particules dans la
phase supraconductrice du fait que m < . Le second terme est égal a la largeur du plateau
pour ¢’ < 9. Comme le plateau dépend continiment du dopage, cette derniere sera égale a la
largeur du plateau en m = ¢ a la limite thermodynamique. Le troisieme terme correspond a
la dérivée seconde du champ critique x (dnj/L)?* pour lequel on entre dans la phase plateau
m = . Cette courbe étant continue, on s’attend a ce que cette contribution tende vers
zéro dans la limite thermodynamique. Le dernier terme correspond a la dérivée du champ
par rapport a l'aimantation pour une aimantation m < ¢ pour laquelle cette courbe est
continue. Ce dernier terme doit également tendre vers zéro a la limite thermodynamique. Il
y a donc égalité exacte entre le gap a deux particules et la largeur du plateau m = J lorsque
L — oco. Numériquement, la figure V.21 montre qu’on a des résultats tres proches entre ces
deux quantités apres extrapolation de taille finie. L’observation numérique de ce résultat est
surprenante compte-tenu de 'ordre de grandeur des gaps trouvés apres extrapolations et
des nombreux termes dans (V.29) contribuant aux effets de taille finie. Probablement, ces
derniers se compensent suffisamment pour que la contribution la plus significative vienne de
la largeur du plateau.

On a donc un gap de spin et un gap de charge a 1 et 2 particules dans le systeme. On serait
tenté de conclure que le systeme est completement gappé dans tous les secteurs. Cependant,
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d’apres le théoreme YOA, seuls les électrons T sont gappés tandis qu’aucune condition de
commensurabilité n’est satisfaite pour les électrons | puisque N| ¢ Q. Le secteur | est donc
non gappé. Du point de vue de la bosonisation, cela se traduit par le fait que le champ ¢f
défini a 'Eq. (V.5) n’est pas gelé dans la phase plateau. On s’attend donc a un systéme
métallique dans la phase plateau m = . On pourrait en effet construire des fonctions de
corrélations algébriques faisant intervenir le parametre de Luttinger K|, . De fagon remar-
quable, au-dela du plateau, on s’attend donc a une phase supraconductrice réentrante avec
le champ magnétique. Il y a d’ailleurs une certaine analogie avec un mécanisme par effet
Zeeman dans les systemes a deux couches proposé par Buzdin et al. [275].

4.3 Diagramme de phase générique du modele t-J

Apres avoir étudié les propriétés magnétiques et supraconductrices sous champ magné-
tique, on peut tracer les diagrammes de phase dans le plan t-J correspondant au modele t-J
pour deux valeurs caractéristiques J/t = 0.5 et J/t = 0.35 (voir figures V.22 et V.23 respec-
tivement). On voit un large dépassement de la limite de Pauli et un plateau d’aimantation
controlé par le dopage dans les deux cas pour une gamme de dopage allant de 0 a 0.25. La
phase plateau m = ¢ est plus étendue pour J/t = 0.35 et le dépassement de la limite de Pauli
moins marqué. Au dela de § = 0.25, les courbes d’aimantation sont assez différentes (non
montrées) ce qui suggere que cette densité en trous délimite la borne supérieure pour ’obser-
vation du plateau. On peut donc résumer ainsi les transitions de phases qui ont lieu a mesure
que le champ augmente. A faible champ, le systeme est dans la phase de Luther-Emery avec
corrélations d-wave dominantes et aimantation nulle. Aprés un premier champ critique ou le
systeme commence a s’aimanter, le fondamental développe des corrélations typiques d’une
phase FFLO et de I'appariement triplet S* = 0 émerge. C’est une phase C1S1. Lorsque
m = 9, un plateau d’aimantation s’ouvre avec une phase métallique. Au-dela du plateau, le
systeme est a nouveau dans une phase supraconductrice de type FFLO avec des corrélations
triplets de plus en plus significatives jusqu’a un champ critique supraconducteur H.. La, la
bande (7, |) se vide et le systeme entre dans une phase métallique avec trois modes non
gappés. Au niveau du plateau de saturation, la bande (0, |) se vide. Notez qu’il pourrait y
avoir une derniére transition suivant les parametres si la bande (0, 1) se remplissait comple-
tement. Ce remplissage se manifesterait par un décrochement sur la courbe d’aimantation,
ce qui n’est pas observé sur la figure V.8.

Il est instructif de voir les effets du parametre J/t sur les caractéristiques du diagramme
de phase. Pour simplifier, on ne les a étudiées que dans la limite 6 — 0. Les résultats
extrapolés a partir de systemes avec L = 32, 48 et 64 sont donnés sur la figure V.24. La
premiere chose a noter est que les calculs numériques sont difficiles a petit J/t en raison de
la tendance a avoir une phase Nagaoka. Cela se traduit par de forts effets de taille finie et
les résultats ne sont fiables que pour J/t 2 0.25. On s’attend en effet a ce que la ligne de
transition de la phase Nagaoka dépende fortement de la taille et tende vers J/t = 0 dans la
limite thermodynamique du dopage infinitésimale. Cette tendance a tendre vers une phase
Nagaoka pour des J/t relativement élevés laissent penser que cette phase a une extension non
négligeable a densité finie et aux faibles valeurs de .J/t mais ce n’est pas 1'objet de la présente
étude. Pour les larges J/t 2 1, il y a la séparation de phase du diagramme de phase I1.17 et
cette limite est moins physique. L’énergie de pairing (champ de Pauli) et le champ critique
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4. Diagrammes de phases

_|® Plateaus
g/ ¢ Pauli limit
- m Critical field

m=0

J/t = 0.5

L | L |
0.1 02 0.3
Hole Densityd

Fia. V.22: Diagramme de phase des échelles dopées supraconductrices sous champ magné-
tique avec effet Zeeman dans le plan (H,d) pour J/t = 0.5. Extrait de la publica-

tion [2].

0.8
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---------------- 1o-o Pauli limit

1@ Critical field

F1G. V.23: Méme diagramme que pour la figure V.22 pour J/t = 0.35. Le plateau a m = § y
est plus large mais le champ critique plus faible. Extrait de la publication [3].
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Fic. V.24: Champ de Pauli, champ critique supraconducteur et largeur du plateau m = o
dans la limite de dopage infinitésimal en fonction du paramétre J/t d’interac-
tion du modele t-J des échelles isotropes. Les carrés rouges symbolisent la limite
inférieure du plateau et les cercles noires la limite supérieure. Extrait de la pu-
blication [3].

augmentent avec J/t ce qui est attendu dans le mécanisme RVB de la supraconductivité.
Le champ critique suit simplement ’augmentation de I’énergie d’appariement. La largeur du
plateau, quant a elle, augmente a mesure que .J/t diminue. A fort J /t, les plateaux a densité
finie ne seront presque plus visibles.

Ces échelles d’énergie élémentaires sont a rapprocher de celle du mode magnétique ré-
sonnant. L’énergie de liaison du mode étant min(A,, Ay) avec A, = H, et A ~ J/2 le
gap magnon de 1’échelle non dopée. On remarque d’ailleurs sur la figure V.24 que la borne
supérieure du plateau est constante avec J/t et tres proche de Ay;. Cela est cohérent avec
I'image de la résonance de la paire de trou avec le magnon pour créer 1’état lié : 'excitation
magnétique suivante est un magnon « quasi-libre ». Enfin, l’augmentation de la largeur du
plateau lorsque J/t diminue est cohérent avec I'argument Nagaoka développé phénoménolo-
giquement pour expliquer l'origine du plateau. Il est 1égitime de trouver de larges plateaux
au voisinage de la transition vers la phase Nagaoka. Notez cependant cette différence en
présence du champ magnétique qui est que 'excitation de quasi-particules A, a une énergie
inférieure au magnon libre pour J/t < 0.4. Sous champ magnétique, ces excitations sont re-
poussées plus haut en énergie a cause de la phase FFLO. Compte-tenu de la convergence des
approches phénoménologiques, numériques et de bosonisation discutées ci-avant, on propose
que ce diagramme de phase soit générique pour la phase C1S0 supraconductrice du modele
t-J en présence d’effet Zeeman.
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5. Conclusion partielle

4.4 Résultats sur le modele de Hubbard

Afin de compléter I’étude et pour étendre ces résultats au modele de Hubbard, on a calculé
les courbes d’aimantation et les corrélations supraconductrices pour des U/t suffisamment
forts de l'ordre de 8. Les résultats sont donnés sur les figures V.25 et V.26. On observe bien
un comportement similaire mais avec un gap de spin plus petit comme trouvé précédemment
[36]. Les plateaux a m = ¢ ont une largeur comparable au gap de spin et le champ critique
déduit approximativement de la brisure des paires dans les densités locales survient la encore
au-dessus du plateau m = J. Le champ critique H. se manifeste par un comportement
en racine carrée typique de vidage de bande plus marqué que pour le modele t-J. Quant
aux corrélations supraconductrices, elles présentent également le vecteur d’onde FFLO est
les mémes canaux sont activés sous magnétique. Les fluctuations sont juste un peu moins
prononcées quantitativement. Les mécanismes et la phénoménologie proposés dans le cadre
du modele t-J semblent donc tout a fait légitimes pour la description du modele de Hubbard
en couplage fort, ce qui n’est pas a priori si évident en raison de certaines approximations
faites dans le modele t-J (voir chapitre I).

5 Conclusion partielle

L’étude de l'effet Zeeman dans la phase supraconductrice des échelles de spins dopées a
révélé une grande richesse dans les phases observées. Tout d’abord avec la présence d'un
plateau d’aimantation controlé par le dopage et di aux fortes interactions. Le mécanisme
engendrant ce plateau peut étre qualitativement compris sur la base de I'effet Nagaoka. En-
suite par la nature des corrélations supraconductrices caractéristiques d'une phase FFLO.
Cette derniere permet un dépassement de la limite de Pauli dans ce modele de supraconduc-
tivité d-wave singulet. D’autre part, ’émergence de nouveaux canaux triplets a fort champ
met en évidence le role particulier du champ magnétique dans ces systemes ou ’apparie-
ment est médié par les fluctuations de spins : comme celles-ci sont affectées par le champ
magnétique, de nouveaux canaux peuvent s’ouvrir par rapport a ceux existants a champ
nul. C’est le cas du canal triplet S* = 0. Un tel scénario n’est pas envisageable dans une
supraconductivité conventionnelle ou l'interaction attractive est médiée par les phonons, qui
ont des fluctuations pas ou peu couplées au champ magnétique. Enfin, la nature métallique
de la phase plateau suggere une réentrance de la supraconductivité dans le systeme au dela
de cette phase.

Comme on 'a évoqué au chapitre I, I'interprétation des expériences dans le composé a
échelles de spin Sryy,Ca,CuyyOy4145 n'est pas facile. Ces résultats suggerent qu'un dépas-
sement de la limite de Pauli n’est pas incompatible avec de la supraconductivité singulet
dans ce composé. Dans le cas ou 'appariement serait dii a la physique d’une échelle isolée
et 'ordre supraconducteur établi par couplage Josephson entre les échelles, on s’attend a
ce que les paires acquierent un moment fini ¢ = 7mm dans les échelles et la phase FFLO
serait alors stabilisée et particulierement anisotrope. Cela n’exclue pas la possibilité d’un
mécanisme triplet associé a une physique bidimensionnelle. D’autre part, des courbes de
champs critiques supraconducteurs H.(7") avec une courbure anormale ont été prédites en
étudiant la compétition entre phase de vortex et phase FFLO pour des supraconducteurs
d-wave bidimensionnels [274].
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F1G. V.25: Plateauz dans le modéle de Hubbard. A gauche, comparaison avec le modele t-
J. A droite, effet de U et du dopage sur la courbe d’aimantation. La courbe en
pointillés bleue correspond au modéle sans interaction et isotrope. Extrait de la
publication [3].
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F1a. V.26: Corrélations supraconductrices dans le modéle de Hubbard avec U/t = 8. Les
résultats sont similaires a ceux de la figure V.11. Extrait de la publication [3].
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5. Conclusion partielle

Pour terminer, des prédictions de bosonisation (cf publication [3]) suggerent la possibilité
d’une transition ou crossover entre supraconductivité singulet et supraconductivité triplet
S* = 1 dans un modele de deux chaines couplées telles que le couplage dominant entre les
échelles soit le couplage Josephson. Les résultats numériques sur les modeles t-J et Hubbard
avec un petit ¢£; n’ont pour I'instant pas pu confirmer de telles prédictions, les résultats ten-
dant plutot vers ceux du point fixe de la phase C1S0 générique des échelles. On peut imaginer
forcer le couplage Josephson en supprimant ¢, et en ne laissant que les sauts de paires entre
chaines pour étudier de telles phases qui seraient particulierement intéressantes. D’autre part,
un modele de deux chaines couplées en zig-zag pourrait également étre pertinent pour dé-
crire la physique de supraconducteurs quasi-unidimensionnels sous champ magnétique [276].
Notons enfin que la physique des phases FFLO a récemment retrouvé un regain d’intérét
suite a sa correspondence avec les phases « avec déséquilibre des niveaux de Fermi » dans les
atomes froids. Ces derniers ont en effet par construction expérimentale un nombre différent
d’atomes dans I'état T et | ce qui revient a avoir un champ magnétique effectif dans ces
condensats qui est de plus controlable expérimentalement [265, 277]. Le grand intérét de ces
systemes est ’absence de compétition avec une phase de vortex. Un puits unidimensionnel
pourrait certainement ce type de phases.
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Chapitre VI

Effet orbital et diamagnétisme dans les
échelles dopées a deux montants

L’effet orbital du champ magnétique est maintenant pris en compte en considérant qu’un
flux traverse les plaquettes des échelles. L’objectif de ce chapitre est de comprendre I'influence
de ce flux sur la physique des échelles ainsi que de caractériser sa réponse dans la limite
réaliste de champ nul. La problématique de 'effet orbital du champ magnétique dans les
systemes sans interactions est plus compliquée que celle de I'effet Zeeman dont le terme est
simplement diagonal. Pour un gaz d’électrons dans le continu (c’est-a-dire en 'absence de
réseau), ’hamiltonien cinétique contenant ﬁ(p — qA(x))? peut étre résolu analytiquement
a deux dimensions [278] ce qui conduit a une description du fondamental en termes de
niveaux de Landau [9, 22]. Cette description est a la base de la compréhension de effet
Hall quantique. Le champ magnétique introduit une longueur caractéristique qui est le rayon
cyclotron de l'orbite [ = (/h/eH. Lorsque les électrons sont sur réseau, le pas du réseau
a donne une autre longueur caractéristique et la nature des orbites dépendra fortement du
rapport [/a. Une des conséquences du champ est que les fonctions de Bloch se transforment
différemment lors de 'applications des opérateurs de translation [279]. Peierls a proposé de
modifier la partie cinétique de 1'hamiltonien en introduisant une phase dans le terme de
saut ei‘i’(g”)cjc,p_cm7 + h.c. avec ¢(z) = FaA(r) [280-282], ce qui est appelé « substitution de
Peierls ». Cela revient a dire, dans une approche semi-classique, que la phase de la fonction
d’onde est sensible au potentiel vecteur A selon 'effet Aharonov-Bohm :

P(r") = (r) exp (% /r A(s) - ds) . (VIL.1)

La substitution de Peierls’ n’est en toute rigueur valable que dans la limite de champ faible
et de faible densité [280, 283]. Le flux adimensionné par plaquette

O = %j{DA(w)dx = %Haz, (V1.2)

allant de 0 a 27, ne dépend pas de la jauge. Par la suite, Harper [284] et Hofstadter [285]
ont étudié le cas sur le réseau carré qui montre une structure particulierement complexe du
spectre en fonction du flux ¢. En particulier, sa nature dépend fondamentalement du fait que

Pour un modele sur réseau, c’est la facon généralement adoptée pour prendre en compte 1’effet orbital car
il n’y a en fait pas tellement d’autre possibilité.
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¢/(2m) est rationnel ou non. Pour les expériences, il est utile de préciser que le quantum de
flux valant h/e = ¢g = 4.1357 x 107 T'-m? un flux adimensionné de ¢ = 0.017 correspond
déja a un champ magnétique tres grand d’environ H ~ 800 7" pour un pas de réseau typique
de a = 4 Angstroms pour la liaison Cu—O—Cu dans les cuprates.

Les échelles sont de fait le réseau de plus simple contenant des plaquettes et pouvant étre
traversé par un flux. Les interactions fortes peuvent de plus y étre prises en compte par
les méthodes spécifiques aux systemes quasi-unidimensionnels que sont la bosonisation et le
DMRG. C’est ce que I'on se propose de faire dans ce qui suit. Les échelles de fermions sans
spin ont été étudiées par bosonisation ce qui a mis en évidence la possibilité d’excitations
fractionnaires et d’une phase OAF induites par le champ magnétique [286, 287]. Le cas des
échelles bosoniques a de méme été étudié [288] et a montré la possibilité d’avoir une phase
avec effet Meissner suivie de phases de vortex dans les systemes de jonctions Josephson cou-
plées. Ces résultats seront rappelés en fin de chapitre. Pour les électrons avec spins (modele
t-J), une étude numérique récente a abordé partiellement la question sur de petits réseaux
d’échelles et bidimensionnels [289].

Les différentes contributions a la susceptibilité magnétique [290] viennent d’effets orbitaux
et de l'effet Zeeman :

X = X" + Xeona + Xeore (VL3)

avec x*P'" la susceptibilité de Pauli et x°™ les contributions orbitales des électrons de coeur
et des électrons de conduction. Il est difficile d’évaluer x>, pour des électrons sur réseaux
en raison de leffet du champ magnétique sur les bandes qui est généralement complexe
280, 291]. x> peut étre évaluée pour des électrons localisés d’apres les formes des orbitales
[292]. Dans la suite, on se concentre sur Y22, dans un modele & une orbitale avec des électrons
de conduction. Pour les échelles dopées, la contribution de Pauli est nulle a température
nulle et a faible champ en raison du gap de spin. La prise en compte de I'effet Zeeman sera

brievement discutée plus loin.

1 Warm-up : modeéle et cas sans interaction

1.1 hamiltonien et quantification du flux

La partie cinétique de 'hamiltonien s’écrit pour une échelle anisotrope

He = —t Z |:€i¢/2C}L+17o.7lci,a',1 + h.c.} —1 Z [e‘w’ﬂchlmgci,mz + h.c. (VI1.4)

.y [T + h.c.}

©,0

avec ¢ le flux par plaquette de 'Eq. (VI.2). La jauge choisie est représentée sur la figure VI.1.
On peut limiter I'étude aux flux ¢ € [0, 7] puisque E(¢) = E(2m — ¢). Il est important
de préciser que le champ magnétique brise la symétrie de renversement du temps et dans
notre cas la symétrie d’échange entre les chaines. Echanger les chaines revient a renverser la
direction du champ magnétique.
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H, H
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Fic. VI.1: Modele t-J isotrope sous champ magnétique. Un flux ¢ par plaquette traverse
l’échelle. En dessous, la jauge choisie pour la substitution de Peierls avec des
phases opposées +¢/2 selon chaque montant. Extrait de la publication [6].

1.2 Systeme sans interaction

On discute ici les résultats en I’absence d’interaction qu’il est crucial de bien comprendre
avant l'interprétation des limites de couplage faible et aussi de couplage fort. En effet, on va
voir que d’importants effets de remplissage de bande ont lieu. On calcule aussi la susceptibilité
a champ nul. Certains de ces résultats ont été précédemment discutés dans les références [286,
287]. Nous les étendons et utilisons des conventions différentes : ov = ¢, /t) par la suite.

1.2.1 Structure de bande

A flux nul, le couplage ¢, entre les chaines léve la dégénérescence des bandes des chaines
en créant un état liant k, = 0 et anti-liant k, = 7. En présence de flux, I’absence de symétrie
de réflexion entre les chaines va coupler ces modes 0 et . On les appellera bandes basse et

haute (notées d/u) pour ne pas les confondre avec les modes a flux nul. L’hamiltonien (VI.4),
apres transformée de Fourier, donne

—2t cos(k + 2) a ¢
_ i T I 2 k1
n Zk: (C’“’l CW) < a —2t cos(k — %)) < ) ’ (VL5)

Ck,2

qui met en évidence le couplage o des chaines d’énergies —2¢| cos(k & %) En décomposant

cos(k + 2) 5 B ® (10 — sin k sin 2 S
( 5 cos(k — %) = cosk “o\0 1 + S sin k sin % (V16)

on obtient immédiatement les énergies des bandes basse et haute

Eapu(k, d) = =2 {coskcos% + \/S.in2 k sin? g + <%>2} : (VL.7)

ainsi que le changement de base
Ch 1 ap by Ch,d

T = I VI8

(%,2) (bk _ak) (Cku) ( )
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faisant intervenir les facteurs de cohérence ay, b, > 0

@ = % ! sin k sin 5 (VL9)
\/sin2 k sin? % + (%)2

bz = 5 1+ SISy . (VL.10)
\/Sim2 k sin® % + (%)2

On remarquera que a_j = by, et que ces facteurs ne dépendent pas de k (et donc du remplis-
sage) a flux nul aj, = b, = 1/\/§ On a toujours ay < by quel que soit le flux avec pour k£ > 0

sin k sin 2

b —ai = 2 = (VL.11)
\/sin2 k sin? % + (%)

Voici les caractéristiques de la structure de bande donnée par I'Eq. (VI.7) qui sont résumées
aussi sur la figure VI.2 :

(i) La condition pour avoir un gap entre les deux bandes est max &; = £;(m,¢) < min &, =
£u(0,¢) ce qui donne § = cos % On peut reformuler cette condition en ¢ > ¢y avec

sin% —\/1— (%)2 (VL12)

(i) La condition pour avoir un double-puits dans la bande &; s’obtient par annulation de
la dérivée seconde en k£ = 0 correspondant a un changement de son signe et donne

Scosg = sin? % De méme, cela peut se réécrire comme ¢ > ¢, avec
1/2
b Vot + 1602 — o?
sin - = 3 . (VI.13)

Dans ce cas, les vecteurs d’onde correspondant aux minima de la bande d et aux
maxima de la bande u valent

k. (¢) = arcsin \/sin2 (g — (%)2 cot? % (VI.14)
Fnax(9) = 7 = ki (9) (VL.15)

et ils apparaissent donc avec une valeur finie.

(iii) L’intersection des deux courbes a lieu pour a = /2 pour laquelle on a Poje = m/2. Si
a < @, on a ¢. < ¢g, sinon ¢y < Q.

(iv) La condition pour vider la bande u est p = a — 2COS% et est la méme que celle qui
correspond a remplir completement la bande d.

(v) Combien de points de Fermi peut-il y avoir dans le systeme ? On peut justifier que seuls
les cas avec deux et quatre points de Fermi sont envisageables (voir figure VI.3). Pour
des bandes monotones (¢ < ¢.), c’est vrai. Lorsque la dispersion n’est pas monotone
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FiGc. V1.2: Les quatre formes typiques de la structure de bandes en fonction du flur et du
rapport t, /t). Le champ critique ¢y (resp. ¢.) signale Uapparition d’un double-
puits (resp. gap entre les bandes d et w). La phase D a toujours deux points de
Fermi quelque soit le remplissage et la phase C en a toujours quatre lorsque ¢ = .
FEztrait de la publication [6].

Fic. VI.3: Suivant le remplissage, le nombre de points de Fermi peut étre deuxr ou quatre.
Les différentes situations sont représentées dans le cas de la structure de bande
de la phase B de la figure VI.2). On peut avoir des vitesses de Fermi négatives a
faible remplissage ou fort flux. Extrait de la publication [6].
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(¢ > @) : soit ¢ > ¢g et les deux bandes ne se recouvrent pas donc on a deux ou quatre
points de Fermi, soit, lorsque ¢ € [¢., o], on se convainc que le fait que E%(k,¢) >
E4(k, ) pour tout k et que la bande u a seulement un maximum en k% (¢) tandis que

max
la bande d a seulement un minimum en k%, (¢) implique que 'on a nécessairement que
deux ou quatre points de Fermi.

1.2.2 Remplissage des bandes : trouver les points de Fermi

A potentiel chimique fixé, les points de Fermi k:;l,/ “ sont déduits de leur relation avec le
potentiel chimique p d’apres 'Eq. (VI.7). Dans ce cas, on obtient en inversant 'Eq. (VI.7)

1— (%”) ] sin’ g + (%)2 (VL16)

Remarquez que suivant les valeurs de ¢ et i, I’équation précédente a deux solutions que I'on
indicera par sq/, = £1 pour chaque bande d,u (voir figure VL.3). S’il y a deux points de
Fermi sur la méme bande p, ils seront notés k:f,,l Jo-

Les vitesses de Fermi peuvent étre évaluées selon

cos kil (i, @) 21, cos o % sq/

cos k sin? %

\/sin2 k sin? % + (%)2
On notera que des vitesses de Fermi négatives peuvent étre obtenues dans le cas de relations
de dispersion non monotones.

A densité électronique fixée n, on trouve les points de Fermi en utilisant directement
I'Eq. (VL.7) et la regle de somme de Luttinger (voir figure VI.3 pour les différents cas pos-
sibles). Si le systéme a deux points de Fermi, on a alors soit k% = mn, soit k% = m(n — 1),
c’est une dépendance seulement sur le remplissage. Lorsqu’il y a quatre points de Fermi, en
se limitant a n < 1, on trouve

Vil (k, ¢) = 2ty sink { cos 0y (VL17)

(i) si les bandes se recouvrent :

1/2
kU — k?d a2 2 ¢
K4k =mn et sin( £ F> = [ : 2(2) o 2 +sin2§ , (VI.18)
sin

2

(ii) si les bandes ne se recouvrent pas :

k., + ki
kf;,l—k%,zzﬁn et Sin< F’12 B2 ) = |-

On vérifie que 'on retrouve les résultats des cas particuliers ¢ = 0 et @ = 0. On peut
également calculer les quatre densités critiques pour lesquelles le nombre de points de Fermi
change de 2 a 4 et de 4 a 2. En les ordonnant selon n. < ng. < neg < Neg, ON A

ne = arccos(cos ¢ + acos(¢/2))/m si ¢ € [P, 7|
ne = arccos(cos ¢ — acos(¢p/2))/m si ¢ € |0, ¢
Nes = 2—ne si¢g el

Nea = 2—ne Sl ¢E [pe, 7.
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1. Warm-up : modeéle et cas sans interaction

On peut inverser ces relations pour obtenir les flux critiques ¢?~* correspondant aux transi-

tions 2 < 4 :
:I:% + \/(%)2 + 4 cos? <%)] . (VI.20)

Cette derniere expression est utile pour vérifier le lien avec les changements de signe de la
susceptibilité comme on va le voir maintenant.

2«4

1
coS = =
2 2

1.2.3 Susceptibilité orbitale

Avec la connaissance des points de Fermi, on peut calculer la plupart des quantités inté-
grées sur les bandes et en particulier I’énergie totale Ey(¢), le courant diamagnétique jj(¢)
et la susceptibilité orbitale donnés par les définitions

@) = =228 y(e) = — LT E (V1.21)

AT

Avec cette définition, y(¢) > 0 pour du diamagnétisme orbital. La premiere relation est
obtenue a partir du théoreme de Feynman-Hellman et la seconde est simplement 9j;/0d¢. On
trouve a la fois les contributions des électrons de moment k& dans chaque modes

1 in? k si
j”(l{?, ¢) = —t” cos k sin ? + = i Slngb , (VIZQ)
2 2 \/ 02 ksin? ¢ a)?
sin” ksin” 5 + (5)
avec de méme pour les contributions orbitales
Ly o) sin? k cos ¢ 1 sin® k sin® ¢
X (k,¢) = ——= { coskcos — F + - :
2 2 .9 - 2.¢ a21/2 4.2 .24 a23/2
[sm ksin® 3 + (5) } [sm ksin® 5 + (5) ]
(VI1.23)

mais aussi les contributions des dérivées OkP(¢)/0¢ et O?kP(¢)/0¢* [291]. Ainsi, les
Egs. (VI.21) peuvent étre calculées analytiquement ou numériquement. Un exemple repré-
sentant y(¢) est donnée sur la figure VI.4 qui montre les discontinuités de la susceptibilité
au niveau des transitions de 2 < 4 points de Fermi d’apres les Eqs. (V1.20). On peut vérifier
que le signe de la susceptibilité comme mesure des transitions n’est en fait correct que pour
0.5<n=1-4¢ <1 lorsque a = 1.

Enfin, on peut calculer le comportement de la susceptibilité & champ nul (dans la limite
¢ — 0) en fonction du remplissage électronique n. Avec le facteur deux pour les spins, on a :

si & > 1 — cosmn (deux points de Fermi),

1 T

X (n) = —¢ {sin ™m (1 + — cos Wn) - —n] ) (VI.24)

(07 (0%
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Chapitre VI. Effet orbital et diamagnétisme dans les échelles dopées a deux montants

ti/tp =1 12_)4 |

=0.7
¢4—>2

v

orb

Fi1c. VI.4: La susceptibilité orbitale comme mesure du nombre de points de Fermi pour 0.5 <
1—0 <1etty =ty ¢** indiquent les transitions de quatre & deux points de
Fermi. Extrait de la publication [6].

05 ti/t)=1

0.25r

orb r

X0

-0.25- -

0 0.5 1
n

F1G. VL5: Susceptibilité a champ nul dans le systéme sans interactions pour t| =t d’apres
les Eqs. (V1.24-VI1.25). La singularité a n = 0.5 marque la transition de deux a
quatre points de Fermi. Lorsque n < 0.5, la susceptibilité change de signe pour
n ~ 0.3975... malgré que le systeme n’a toujours dans cette région que deux
points de Fermi. Extrait de la publication [6].
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1. Warm-up : modeéle et cas sans interaction

et, si @ < 1 — cosmn (quatre points de Fermi),

XgP(n) = — [\/sin2 <%> - (%)2 (2 + %) - garcsin (%m)] .
(V1.25)

La courbe pour a = 1 est tracée sur la figure VI.5 qui montre que pour n < 0.5, méme si le
systeme n’a toujours que deux points de Fermi, la susceptibilité peut étre soit positive soit
négative.

1.3 Limite de couplage faible

Les résultats du cas sans interaction sont a la base de la description de la limite de couplage
faible. On utilise alors le modele de Hubbard

H = Ht -+ U Z Nitp N lp- (V126)

%,p

La limite de couplage faible [174] (et voir chapitre IT) fait ’hypothese que les interactions
ne modifient pas la structure de bande du systeme si I'interaction est suffisamment faible
U < t,t;. Rappelons que le flux déformait considérablement la structure de bande en
mélangeant les bandes 0 et 7 et qu’on avait soit deux, soit quatre points de Fermi suivant la
valeur du flux et du rapport ¢, /¢j.

A partir des résultats des Réfs. [168, 169, 293-295], on s’attend a ce que deux points de
Fermi donnent de fagon générique une phase C1S1 pour des interactions répulsives tandis
que quatre points de Fermi donneront une phase type Luther-Emery C1S0. Dans ce dernier
cas, on peut également avoir des phases C251 ou C2S2 qui apparaissent suivant les rapports
des vitesses de Fermi [168, 169, 293|. Cela conduit a des phases intermédiaires entre les
phases C1S0 et C1S1 (voir la figure I1.14). Bien entendu, en présence de commensurabilité
du remplissage électronique, on peut avoir d’autres phases. Au demi-remplissage, une phase
C0S0 de type isolant de Mott (resp. de type isolant de bande) survient pour ¢ < ¢ (resp.
¢ > ¢p). Il est aussi possible d’avoir une situation avec une commensurabilité sur une des
deux bandes. D’apres [168], cela est a lorigine de phases C2S1 et C2S2 au voisinage de
la transition C1S0—C1S1. Ces phases ont cependant une extension faible. On peut enfin
avoir un effet de commensurabilité en considérant les processus de umklapp sur la bande d
seulement (pour un vecteur de Fermi alors égal a 7/2) : ce sont les lignes C1S2 et COS1 du
diagramme de phase de la figure VI.6. Le diagramme de phase est tracé pour une échelle
isotrope sur la figure VI.6 en omettant les phases intermédiaires. On observe une réentrance
de la phase C1S0 a fort flux. Ce diagramme est générique pour t, /t; < 2 a ceci pres que
P < ¢ lorsque t, /1 > V2. Pour t1/t) > 2, la phase C1S0 a faible flux disparait.
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Chapitre VI. Effet orbital et diamagnétisme dans les échelles dopées a deux montants

n Q5——=—_ - __ .

| -—-- cos1

= C1S2 o
----- CO0SO0 (Band) N
—— CO0S0 (Mott)
0 ' ' '
0 T2 T

¢

Fic. VI.6: Diagramme de phase dans la limite de couplage faible pour les échelles isotropes.
Les phases avec quatre (resp. deux) points de Fermi appartiennent a la classe
C150 (resp. C1S1). Au demi-remplissage, les interactions entraineront une phase
isolant de Mott pour ¢ < ¢g et une phase isolant de bande ¢ > ¢.. La phase C'150
est réentrante avec le flux. D’autres phases peuvent étre obtenues si le rapport des
vitesses de Fermi est grand (phases C251 and C252) et si la bande d a un vecteur
de Fermi égal a w/2 (phases C0S1 and C1S2). Extrait de la publication [6].

2 Résultats sur le modele t-J

La limite de fort couplage est maintenant étudiée avec le modele t-J pour un systeme
isotrope, t =t =t et J = J = J_ si bien que 'hamiltonien s’écrit alors simplement

1
Hey=PHP + J Y [Si-S; — —niny]. (VI.27)

— 1
(3,5)

L’enseignement de I'approche de couplage faible est que les effets de remplissages vont gou-
verner la physique et les principales phase. On s’attend donc a ce que la phase C1S0 survive
a faible flux tandis que des phases C1S1 et C1S0 se produisent a plus fort flux. On va voir
que c’est essentiellement ce qu’il se passe d’apres les résultats numériques.

2.1 Susceptibilité et diagramme de phase

Pour évaluer le diagramme de phase en fonction du flux et de la densité, on va utiliser le
signe de la susceptibilité. Numériquement, on calcule le courant et la susceptibilité a partir
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2. Résultats sur le modéle t-J

de dérivées centrées qui sont plus précises :

Ji@) = —[Eo(¢+do) — Eo(¢ —do)|/(2Lde) (VI.28)
x(@) = [j(¢+do) —jy(o —dep)l/(2dg), (VL.29)

avec les conditions? jj(0) = jj(7) = 0 et les dérivées & droite et & gauche pour x(0) and x ().
Puisque accessible a partir des énergies, ces quantités sont faciles a calculer numériquement.
Il est important de voir qu’elles integrent les contributions de toutes les bandes et ne sont
par conséquent pas dérivables par les méthodes de basse énergie comme la bosonisation.
L’effet des interactions est de lisser les discontinuités aux transitions mais on propose que
les zéros de la susceptibilité correspondent adiabatiquement aux transitions entre les phases
C1S0 et C1S1. Comme on le verra par la suite, cette interprétation est cohérente avec le
comportement des autres observables (voir figure VI.7). On a ainsi déterminé le diagramme
de phase a partir des résultats sur un systéme avec L = 32 et J/t = 0.5. Il est donné sur la
figure VI.8 et est qualitativement similaire au diagramme de phase de la figure figure VI.6.
Toutefois, la phase C1S1 est légerement plus étendue a faible dopage et plus large pour
0 ~ 0.5. L’étude des excitations élémentaires confirme le comportement trouvé et justifie
I’ansatz proposé.

Quantification du flux sur un systeme de taille finie

Discutons brievement la quantification du flux sur un systeme de taille finie. Si les condi-
tions périodiques sont utilisées avec la jauge de la figure VI.1, le flux intégré le long d’une
chaine est +¢/2 x L de sorte qu’il n'y a pas de flux rémanent au travers du tore (voir le flux
de la figure I11.1) si le flux par plaquette vérifie

o= m4—7r (VI.30)
L

ou m est un entier. De fagon équivalente, on peut comprendre cette quantification par celle
des vecteurs-d’onde k = 27rm/L sur un systeme de taille finie. Lorsque ¢, = 0, les relations
de dispersion de chaque chaines cos(k + ¢/2) donnent une condition identique. On a pu
vérifier numériquement qu’en présence de plusieurs particules, c¢’était bien le cas. D’autre
part, il est possible de prendre une autre jauge que celle choisie en considérant un flux sur les
barreaux ¢, () = ¢ x et aucun flux le long des chaines. On peut montrer par changement
de jauge que, sur un systeme de taille finie, les deux jauges ne sont équivalentes que si la
condition (VI.30) est satisfaite. Pour des conditions aux bords ouvertes comme c’est le cas
en DMRG, on s’attend également a avoir une quantification du flux ne serait-ce qu’en raison
de la quantification des vecteurs-d’onde. Pour la plupart des quantités et des parametres
J/t, le choix de ¢ = 2mm/L donne des résultats qui interpolent correctement les points
(VL.30) (voir figure VI.7 par exemple). Cependant, on verra par la suite que les effets de
taille finie peuvent s’avérer important et qu’il est plus raisonnable de s’en tenir a (VI.30)
dans ce cas. Cette quantification du flux entraine des effets de taille dont il faut tenir compte
dans certaines quantités comme la susceptibilité a champ nul (cf figure VI.17).

*Comme Ey(¢) = Eo(2m — ¢), jj(¢) = —jj(2m — ) et donc jj(0) = j (7) = 0.
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Chapitre VI. Effet orbital et diamagnétisme dans les échelles dopées a deux montants

F1a. VLI.7: Susceptibilité orbitale, gap de spin et gap de charge pour J/t = 0.5 et un faible do-
page & = 0.063. Les zéros de la susceptibilité donnent précisément les transitions
de phases. Eztrait de la publication [6].

I— 0
J/t=0.5
n 0.75- 10.25
Cils1
C1S0
L & ! ! \
0.50 — 0.5

¢

Fic. VI.8: Diagramme de phase du modéle t-J avec J/t = 0.5 déterminé par les zéros de
la susceptibilité orbitale sur un systeme de taille L = 32. Les corrélations supra-
conductrices sont dominantes a flur nul. Les résultats sont tres similaires a ceux
de la figure VI.6, avec une transition vers une phase C1S1 et la réentrance de
la phase C150 a fort flux. La phase C0S0 indique les phases ondes de densité de
liens discutée a la figure VI.19. Extrait de la publication [6].
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2. Résultats sur le modéle t-J

2.2 Excitations élémentaires

Les excitations élémentaires dans 1’échelle dopée comme on I’a vu déja a plusieurs reprises
sont la création d’un magnon, qui cotte le gap de spin Ag, et la création de quasi-particules en
brisant une paire de rous ce qui cotite A,,. Comme précédemment, ces énergies caractéristiques
sont définies par

AS = Eo(nh, S* = 1) - Eg(nh, S* = 0) (Vlgl)
Ap = 2E0(7’Lh - 1, S* = 1/2) - Eo(nh,Sz = O) - E()(Tlh - 2,52 = O) (VI?)Q)

ou Ey(ny, S*) est I'énergie du fondamental avec nj, trous et de spin total S* selon z. On
se souvient également qu’on doit vérifier Ag < A, dans la limite thermodynamique. Ces
excitations élémentaires sont rapportées sur la figure VI.7. On observe une décroissance de
I’énergie de pairing avec ¢ jusqu’a son annulation qui coincide avec le début de la phase C1S1.
Dans cette derniere, le systeme est équivalent a une chaine, i.e. un liquide de Luttinger
avec certainement une phase métallique dans laquelle les deux secteurs sont non gappés
et les fluctuations CDW dominent puisqu’il n’y a pas d’appariement. Cette annulation de
I’énergie d’appariement est donc associée au vidage de la bande u et n’a donc rien a voir
avec ce que serait un champ critique supraconducteur H., associé a la nucléation de la phase
supraconductrice.

Le gap de spin, quant a lui, augmente avec ¢ avant de croiser puis suivre A, (voir la
figure VI.7). D’apres les densités locales de trous, cette augmentation du gap de spin semble
étre corrélée avec des paires de trous moins étendues et donc un renforcement de la nature
de liquide de spin du fondamental. Ce résultat est similaire a ceux de diagonalisation exacte
obtenus précédemment [289]. Pour des flux plus grands, Ag est en fait confondu avec 1'éner-
gie d’appariement en raison de la contrainte rappelée ci-dessus. Les deux quasi-particules
deviennent alors 'excitation magnétique de plus basse énergie. Le mode résonnant magné-
tique doit donc disparaitre a flux relativement grand mais est robuste a faible flux. Ainsi,
I’ajout d’un terme Zeeman dans I'hamiltonien redonnerait la physique discutée précédem-
ment au chapitre V dans la région ¢ < /3 pour J/t = 0.5. A fort flux ¢ < m, on retrouve
a nouveau un gap de spin en accord avec la réentrance de la phase C1S0 prédite dans la
limite de couplage faible. Afin de préciser I’évolution des excitations de spin dans le systeme,
il est utile de calculer les fonctions de corrélations de spin S(z) = (S(z) - S(0)). Elles sont
représentées sur la figure VI.9, et montrent des corrélations sensiblement exponentielles dans
les deux phases C1S0 et algébriques dans la phase C1S1, confirmant I'annulation du gap de
spin dans cette derniere.

Pour ce qui est des corrélations supraconductrices, on a suivi I’évolution de des cor-
rélations P(z) = (A(z)AT(0)) définies par l'opérateur singulet sur un barreau A(r) =
Cr1,1Cz2,] — Cz1,1Cp2 €N fonction du flux. On trouve un comportement algébrique dans les
phases C150 et C1S1, mais avec une amplitude qui diminue conjointement a la diminution de
I'appariement (voir figure VI.10). D’autre part, on observe une évolution des contributions
relatives a ¢ = 0 et a ¢ = 4kp. Enfin, la phase C1S0 a fort flux possede des fluctuations
différentes de celle a faible flux en raison de la présence de vitesses de Fermi négatives pour
deux des quatre points de Fermi. Fabrizio a montré [169] qu’on avait dans ce cas compéti-
tion entre la phase supraconductrice et une phase avec des fluctuations de dimeres (et non
plus de densité). Cette derniere semble dominer a fort flux compte-tenu que 'exposant des
corrélations supraconductrices reste grand.
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Chapitre VI. Effet orbital et diamagnétisme dans les échelles dopées a deux montants
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Fic. V1.9: Corrélations de spin pour un flux croissant, d’apreés les résultats sur un systéme de
taille L = 64. Insert : gap de spin dans le méme systeme calculé indépendamment
par la formule (VI.31). Extrait de la publication [6].
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Fic. VI.10: Corrélations supraconductrices pour un flux croissant. Elles demeurent algé-
briques avec un exposant qui augmente avec le flux et une contribution a q = 0
qui diminue. L’amplitude des oscillations est fortement réduite a mesure que
I’énergie d’appariement diminue. Dans la phase C150 a fort flux, les corréla-
tions supraconductrices sont sous-dominantes. Extrait de la publication [6].
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2. Résultats sur le modéle t-J

Bosonisation

La linéarisation des bandes dans la procédure de bosonisation se fait en utilisant le chan-
gement de base (VI.8) vu précédemment :

C1 1 ke Gk b Ck.d
() -7z () ()
ou l'indice de spin est omis pour simplifier. On notera g1 4/, les fermions « droits » et
« gauches » dans chacune des bandes. On simplifie la notation des différents niveaux de
Fermi en kry = k% et kp, = k*. D’apres (VL9) et (VI.10), on a a_jau = by = b¥* et
b paje = Gpase = a¥™. La forme des opérateurs bosonisés dépend du nombre de points de
Fermi dans le systeme. Dans les phases C1S0 avec quatre points de Fermi, on a

a(z)/Va — adeik%@bdﬂ(w) + bde_ikdx%,L@) + 0™ 1y, p(2) + ave” * T, 1 (2)
Cz(x)/\/a . bd€ikdx¢d7R(x) + ade_"kd”ww;(x) . aueikux’l/}uﬁ(ﬂf) o bue_ikuxwu,L(x)
ou

'S
Uprr = Bt
v 2T

avec le cutoff o (qui n’est pas ¢, /t)!), r = R/L, p=d/u et e/, = F1. 1], sont les facteurs
de Klein. Les champs bosoniques sont introduits comme au chapitre 11

¢p70 - [¢L,p,0 + ¢R,p,a]/2 (V133)

Opo = [PLpo — Prpol/2, (V1.34)
puis avec les modes de charge et de spin pour les champ ¢

Gep = [bp1 + 0p1)/V2 (VL.35)

Gop = [bp1 — Sp1]/V2 (V1.36)
et de méme pour les 6. Enfin, la description utilise les combinaisons =+ usuelles

(bc/s,:l: - [¢c/s,d + ¢c/s,u]/\/§ . (V137)

Les parametres de Luttinger correspondant seront notés K. .+ dans chacun des secteurs.
Dans le cas ou 'on n’a que deux points de Fermi avec n < 1, seule la bande d est remplie
ce qui donne alors

ci(x)/\Va — adeik%wd,g(m)+bde*"kd”wdl(m)
Cg(ﬂf)/\/a _ bdeikdxwdyR(x)+ad€7ikdﬁwd7L(x)-

Les parametres de Luttinger des deux modes sont alors simplement décrits par K. et K.
Enfin, dans la phase C150 a fort flux, en notant kg 4 = k1 # kp2,4 = ko, on obtient :

a(@)/vVa—  aie®™ Py p(x) + bie " TPy [ (1) + aze™ iy g (1) + bae”F Ty 1 (7)
ca(z)/va — ble’klxwLR(x) + ale_““mwl,L(x) + bge’kﬂwgﬁ(x) + CL2€_Zk2x1/127L(ZE) ,
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Chapitre VI. Effet orbital et diamagnétisme dans les échelles dopées a deux montants

avec des expressions similaires pour les opérateurs de Fermi 1, ().
Revenons aux corrélations supraconductrices dans la phase C1S0 a faible flux avec le terme
aq=20

A($> = Z o [(ad)deR,a¢dL,—U + (bd)2de,U¢dR,—a - (bu)Qqu,UwuL,—a - (au)2¢uL,aqu,—a] .

o

(VL38)

La phase C1S0 a faible flux est telle que ¢, est le seul champ non gappé, avec par ailleurs
(0,—) =0, (poy) = /2, (¢p5—) = /2. Les termes intra-bandes valent

o RoWp L, —o ~ €10t TPle==0(bartpéu)] (VI.39)

et décroissent donc algébriquement avec un exposant 1/(2K,.,) dans la phase C1S0 et qui
augmente légerement avec le flux. Dans la phase C1S1, les corrélations supraconductrices
ont un exposant K, !+ K, mais une amplitude plus petite. Enfin, du fait que les coefficient
a,b dépendent du remplissage et du flux des lors que le champ magnétique est branché, on
s’attend a ce que les contributions a ¢ = 0 et a ¢ = 4kr évoluent suivant ces deux parametres.

2.3 Courants locaux et corrélations de courant transverse

Grace aux conditions ouvertes utilisées en DMRG, on a acces a la densité locale de trous
h(z) = 1—n(z) dont on préfere représenter I’écart a la valeur moyenne pour faire apparaitre
les oscillations de Friedel, et également les densités locales de courants. Pour ces dernieres,
on a les définitions

j1,||(13) = i <ei¢/zcjs+1,1,acx,1,a - €_i¢/20;1,1,00x+1,1,a> (V1.40)
anII(JJ) = i <67i¢/20;1+1,2,acw,2,a - €i¢/2cl,2,ocx+1,2,a> (VI1.41)
Jjulz) = ity (CLLUCM,U — CLQ,Ucm@ ) (VI1.42)

Les lois de Kirchhoff sur la conservation du courant sont bien vérifiées numériquement a
chaque vertex. A flux nul, il n’y a pas de courants locaux dans I’échelle dans la phase C1S0. En
présence de flux, des courants naissent en raison de la brisure de la symétrie de renversement
du temps. Les valeurs moyennes des densités locales sont données sur la figure VI.11 dans
une échelle 2x32 avec quatre trous. Les deux domaines de forte densité de trous traduisent
I’étendue des paires de trous. Les orbites des courants d’écrantage locaux se développent au
sein de ces domaines plutot qu’aux « bords » du réseau. Cela se comprend bien compte-tenu
de la contrainte de simple occupation existante dans la limite de couplage fort : les électrons
ne peuvent tirer avantage du flux que sur les sites laissés vacants par les trous. Ainsi, la
longueur caractéristique associée a ces orbites est exactement §~! (= 16 sur la figure VI.11)
et n’est donc pas contrdlée par [/a. Une longueur caractéristique identique a été trouvée dans
I'étude de la phase OAF du modele de Hubbard généralisé dans les échelles de spins [181].
Il est important de préciser que ces courants orbitaux ne sont pas reliés a l'effet Meissner
attendu dans un supraconducteur [288]. En effet, les paires de trous sont délocalisées sur
les deux montants : ces courants se réferent plus a des courants a lintérieur des paires
plutot que des courants de paires. D’autre part, les corrélations de courants transverses nous
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Plot of local currents ji (x) (x5), jj (), and hole density h(x) in a 2x32 ladder with § = 1/16, J/t = 0.5 and ¢/27 = 0.125. ®H e (.01 == 0.01
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F1a. VI.11: Courants locaux et écart d la densité moyenne (les cercles ouverts représentent des trous). Ici, la figure correspond
auzx parametres de la phase C150 supraconductrice pour une faible densité de trous. Extrait de la publication [6].
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Plot of local currents j (z), jj(z), and hole density h(z) in a 2x32 ladder with § = 0.25, J/t = 0.5 and ¢/2m = 0.0625. ®H ® 0.02 —— 0.01
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Fic. VI.12: Méme figure que ci-dessus pour une densité plus grande.
Plot of local currents j (z), jj(z), and hole density h(z) in a 2x32 ladder with § = 0.25, J/t = 0.2 and ¢/2m = 0.0625. ®H ® 0.02 —— 0.01
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Fic. VI.13: La phase commensurable a § = 1/4 et faible J/t présente de forts effets de bords et de taille finie.
Plot of local currents j (x), ) (2), and hole density h(x) in a 2x32 ladder with § = 0.5, J/t = 0.2 and ¢/27 = 0.0625. ® H ® 0.02 —— 0.01
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F1a. VI.14: La phase commensurable a 6 = 1/2 présente clairement une « dimérisation » des plaquettes sur lesquelles les courants
locauz circulent. Extrait de la publication [6].
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Chapitre VI. Effet orbital et diamagnétisme dans les échelles dopées a deux montants

renseignent sur les fluctuations de ces courants. Il faut retirer les valeurs moyennes locales
pour en tirer les corrélations connexes définies par

J(@) = (Gu(2)jL(0)) = (Gu(2))(5L(0)) - (V1.43)

Ces corrélations de courants sont caractéristiques des fluctuations d’une phase OAF et,
comme discuté dans la référence [179], on s’attend a ce que ces corrélations soient expo-
nentielles en raison des grandes fluctuations de spin présentent dans la phase C1S0 (voir
le chapitre II et la figure 11.16). Nous allons voir que la situation est bien différente ici en
raison de la présence du flux qui diminue les symétries de I’hamiltonien et permet donc la
présence de termes absents a champ nul. En effet, réécrivons 'opérateur (VI.42) dans la base
des bandes d, u

=it Z ChuCr.d — Cy dcx ws (VI.44)

puis sous sa forme bosonisée aux vecteurs d’onde les plus bas

JL (.Z') = ity |:<Cl3 - bZ)[eimkuxw%,u,o’va%U o eZikuxwz,u,awRﬂhU]
+(a’?l - bz)[ —Qikdxw}% dU¢L7d70— - €2ikd$wz,d,awR,d70]
+(buta + ayba)le” IR L Vrae = Vg o Pue)
+6 ilkatku)e (¢LugwRdU ¢Ed0wRua>]
+(buba + ayag)fe T (WL Wp g, ¢z,d,g¢L,u,a)
ek L nae = Vhaotruo)l] (V1.45)

Les termes dans (V1.45) associés au plus petit vecteur d’onde ¢ = k% — k* contiennent des
contributions

Yl poa g ~ el 0o e o0 —0:)] (VL46)

avec l'indice de spin o = (T, ]) = 4. Dans la phase C1S0, elles sont donc a courte portée en
raison de la présence de ,_ et ¢._. Les termes & ¢ = k% + k" comportent eux des opérateurs

Ul o Lo ~ €0t o) (V147)

qui sont également a courte portée du fait de 6, . C’est en fait jusque-la la continuité des
résultats de la référence [179] a flux fini et aux préfacteurs pres. Les calculs DMRG a flux nul
montrent que le vecteur d’onde associé a la contribution dominante, bien qu’exponentielle,
est k°+ k™ et pas K — k™ (voir chapitre II et [179]), probablement car deux champs fortement
fluctuant interviennent dans le premier terme conduisant a une longueur de corrélation plus
courte. Cependant, on se rend compte que le terme intra-bande a un préfacteur

(b")* = () ox ¢

a petit flux ¢, c’est-a-dire que ce terme s’annule a flux nul mais existe dés que le champ
magnétique est branché. De plus, on trouve pour ce terme

Y] poWp o ~ €l AP toldmipo)] (VL.48)
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2. Résultats sur le modéle t-J
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Fi1G. VI.15: Les corrélations de courant transverses décroissent algébriquement des que le
champ magnétique est branché. La démodulation du signal permet de mettre en
évidence le vecteur d’onde 21 des corrélations avec ici 6 = 1/16. Extrait de la
publication [6].

qui n’est pas sensible au gap de spin mais devrait étre a courte portée a cause de ¢._.

Dans l'expression (VI.45), on n’a pas tenu compte des termes & 4kp. Ces termes sont
proportionnels a cng c_kp- Lors de la bosonisation, on introduit un cutoff dans les moments
et ne sont prises en compte que la création et I’annihilation de fermions proches du niveau
de Fermi. A lordre le plus bas en U /t, ce cutoff tue les contributions a 4kr. Aux ordres plus
élevés en U/t, les opérateurs ont des corrections perturbatives faisant intervenir des processus
virtuels loin du niveau de Fermi. En particulier, une interaction de la forme U cLF cLFc,kF C3kp
qui implique "annihilation d’un fermion a 3kr donne une correction

U/t CLFCLFc,kFc,kF (VI1.49)

a la composante 4kr du courant. Cette forme ne contient que des opérateurs fermioniques
proches du niveau de Fermi et n’est pas tuée par le cutoff. Les contributions (VI.49) peuvent
étre interprétées comme des sauts de paires corrélés entre les chaines. Ainsi, les corrélations
de courant ont des termes a 4kpr du type

@Z);Rygwd,L,Uw;R7g¢u,L,a ~ ei2¢c+ ) (VI50)

qui sont associés au vecteur d’onde 2(k? + k) = 2m(1 — 6) = 27d. Les corrélations
(J1akp ()7 146, (0)) ont donc une décroissance algébrique avec un exposant 2K .. Ce ré-
sultat est similaire a celui des ondes de densité de charge dont les corrélations (n(z)n(0))
contiennent un terme exponentiel a 2kp, mais aussi un terme algébrique a 4kp [137]. Les opé-
rateurs CDW ont d’ailleurs des termes analogues a (VI1.46,V1.47,V1.48) mais avec d’autres
préfacteurs.
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Chapitre VI. Effet orbital et diamagnétisme dans les échelles dopées a deux montants

in the C1S0 phase
Operator | exponent | wave-vector
S*(x) exp. 2kp
Aa) [1/@KL)| 0
Nk () exp. 2kp
Mgy (T) 2K,y Ak p
J12kp () exp. 2%k
Jraes(7) | 2Ky 4kp

TaB. VI.1: Résumé des prédictions de bosonisation et des résultats numériques pour les prin-
cipauz parametres d’ordre dans la phase C150 a faible flux. On a 2kp = mn dans
les deux phases. Si les corrélations sont a courte portée, on les note par « exp. ».
Si elles sont algébriques, on donne [’exposant de décroissance. Numériquement,
les corrélations (n(x)n(0)) et (jo(x)j.L(0)) sont algébriques en raison des termes
a 4kp (voir le texte pour la discussion).

On trouve bien numériquement un comportement algébrique pour ces corrélations avec
le vecteur d’onde 276 comme montré sur la figure VI.15. Ainsi, la longueur d’onde 5! de
ces corrélations est elle-aussi controlée par le dopage en trou. De maniere approximative,
on déduit K., ~ 1 des corrélations de courant tandis que les corrélations supraconductrices
donnent plutot K., ~ 0.6 pour les mémes parametres. Une différence similaire est trouvée
avec les corrélations CDW [177] (voir la figure I1.16). Cette sous-estimation des corrélations
a 4kp pourrait provenir de l'origine perturbative de ces contributions. Le comportement des
différents opérateurs dans cette phase est d’ailleurs résumé dans le tableau VI.1.

2.4 Susceptibilité magnétique a champ nul

Expérimentalement, seul un flux par plaquette ¢ tres petit par rapport au quantum de
flux est accessible. La limite ¢ — 0 est donc a cet égard particulierement intéressante. On
a ainsi calculé numériquement la susceptibilité a champ nul yo d’apres I'Eq. (VI.21). On a
vu précédemment que cette quantité était finie et augmentait avec le dopage comme indiqué
par la figure VL.5.

Si 'on considere 'hamiltonien (VI.4) ou (VI.26) dans la limite ¢ — 0, un développement
au deuxieme ordre donne :

sy Oy
=MH(¢=0) =501 — ) = T (Ki+ k), (VL51)

avec J1 2 les courants sur les chaines 1,2 et K 5 I'énergie cinétique le long de ces chaines. Le
courant diamagnétique total s’écrit donc

i = 50 = )+ S0+ K). (VL.52)
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Fic. VI.16: Susceptibilité a champ nul xo en fonction du dopage 6 pour deux paramétres
d’interactions J/t. Un net décrochement a faible J/t pour 6 = 1/4 et une dis-
continuité de la pente pour § = 1/2 sont clairement visibles. La susceptibilité est
proche de zéro a 6 = 1/4 (malgré les forts effets de taille finie, cf figure VI.17)
mais reste finie pour 0 = 1/2. Encart : La dérivée dxo/dd en § = 0 augmente
lorsque J/t diminue. Extrait de la publication [6].

La théorie de la réponse linéaire permet d’écrire la valeur moyenne de ce courant selon

1) = 2 4G — o) G — 320)) + (I + o) (VL53)

En 'absence de couplage inter-chaines, ce terme mesurerait exactement la somme des poids
de Drude sur chaque chaine puisque le terme croisé s’annulerait. Avec les lois de Kirchhoff,
on remarque que

J1—J2 = 2/ JiL- (VI.54)

Ainsi, la susceptibilité a champ nul s’écrit

L
Si les corrélations de courants transverses sont négligeables, ce terme se réduit a la valeur
moyenne de I'énergie cinétique. Dans ce cas, un isolant aurait une susceptibilité orbitale
nulle.
En présence d’interactions, on a un isolant de Mott au demi-remplissage. Le poids de Drude
est nul pour cet isolant puisqu’il n’y a pas d’énergie cinétique du fait de la localisation des
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Chapitre VI. Effet orbital et diamagnétisme dans les échelles dopées a deux montants
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Fia. VL17T: A gauche : susceptibilité a champ nul en fonction du dopage 0 de l'interaction
J/t. A droite : effets de taille finie suivant le choir du pas de quantification du
flux. Extrait de la publication [6].

électrons et que les corrélations de courants sont tuées par le gap de spin comme on I’a vu ci-
avant. A faible dopage, des porteurs de charge sont introduits dans les échelles et on observe
sur la figure VI.16 un comportement sensiblement linéaire avec le dopage. Qualitativement,
proche du demi-remplissage, le poids de Drude vaut D o u., K., dans la phase C1S0 avec
K. ~ 1 et u. o d [6] si bien que, si la contribution des courants est négligeable, on a
bien un comportement linéaire. Le coefficient de proportionnalité est reporté dans ’encart
de la figure VI.16 qui montre qu’il augmente significativement a mesure que J/t diminue. Les
interactions réduisent grandement la susceptibilité a champ nul en comparaison du systeme
libre qui a une susceptibilité finie et augmentant avec le dopage. D’autre part, on observe
sur la figure VI.16 une discontinuité de la pente de la courbe vers 6 = 1/2 pour J/t = 0.4 et
0.25. De méme, un fort décrochement se produit pour J/t = 0.25 vers § = 1/4. Ces effets,
comme on va maintenant le préciser, sont associés a la présence de commensurabilités aux
dopages d = 1/4 et 6 = 1/2 dans le diagramme de phase du modele t-J de la figure 11.17. La
susceptibilité a champ nul y, est par conséquent une sonde intéressante pour détecter ces
commensurabilités.

Numériquement, cette quantité est intéressante car elle ne fait intervenir que les énergies
des fondamentaux. D’apres 'Eq. (VI.21) et en raison de j;(0) = 0, cette susceptibilité a
champ nul se réduit a

Xo = [Eo(2d¢) — Eo(0)]/(2de%) . (VL56)

Précisons cependant que ce calcul est sensible aux effets de taille finie ainsi qu’aux effets
de bords comme on peut le voir sur la figure VI.17. Ces effets sont moins génants pour
J/t 2 0.4 et la figure VI.17 montre que le décrochement a faible J/t et § = 1/4 suit bien
de fagon continue le comportement général ce qui laisse penser qu’il n’est pas un artefact
du calcul du aux forts effets de taille finie. Nous allons maintenant préciser la nature de ces
phases commensurables dont on voit déja que leur susceptibilité est différente.
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Fic. VI.18: Gap de charge a deux particules a flux nul et pour un petit flur dans le systéme
montrant de nettes discontinuités a 6 = 0.5 et a 6 = 0.25 pour J/t = 0.25. Un
flux de 4w /L suffit a détruire la discontinuité a 6 = 0.25 mettant en évidence le
faible gap de charge et de spin de cette phase. On a rajouté 0.3 auz couplages
antiferromagnétiques sur les barreauz aux extrémités de [’échelle pour limiter les
effets de bord. Extrait de la publication [6].
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Fic. VI.19: A gauche : oscillations de Friedel dans les phases CDW. Lorsque 6 = 0.25,
les oscillations décroissent tres lentement et sont presque ordonnées avec une
longueur d’onde caractéristiqgue X = 4. Au contraire, les oscillations a 6 = 0.5
sont a A = 2 mais avec une densité électronique quasi-uniforme. A droite, le
paramétre d’ordre d’énergie cinétique t(x) le long des montants montre une forte

oscillation a m et un quasi-ordre caractéristique d’une onde de densité de liens.
Extrait de la publication [6].
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Chapitre VI. Effet orbital et diamagnétisme dans les échelles dopées a deux montants

2.5 Nature des phases commensurables a § =1/4 et § = 1/2.

Abordons en premier le cas § = 0.25. Le parametre de Luttinger critique pour qu'un gap
de charge s’ouvre est K.y = 1/8 = 0.125 [137]. Pour ce remplissage n = 3/4 € Q, le théoréme
YOA du chapitre IT nous indique qu'une brisure spontanée de la symétrie de translation est
possible avec un fondamental quatre fois dégénéré. Cela se traduit par des oscillations de
Friedel avec une longueur d’onde A = 4 comme il a été trouvé [137]. En revanche, le théoreme
ne pose aucune contrainte sur la partie spin du modele et, dans I'image ou 1’on aurait une
cristallisation des paires de trous tous les quatres sites, on s’attend a avoir un gap de spin. En
effet, appariement des trous et gap de spin vont de paire. Cependant, le gap de spin trouvé
numériquement est tres petit [137] et difficile a évaluer a cause d’effets de bords importants
pour les faibles valeurs de J/t. Pour tenter de limiter la présence de spinons aux bords, on a
rajouté 0.3 aux couplages antiferromagnétiques sur les barreaux aux extrémités de ’échelle
comme dans la référence [137]. L’apparition d’ondes de densité de charge doit se manifester
dans le calcul du gap de charge a deux particules par exemple. Il est reporté a flux nul et pour
le flux le plus petit sur la figure VI.18. On voit qu'une discontinuité a 6 = 0.25 apparait pour
J/t = 0.25. Un faible flux de 47/ L suffit a déstabiliser cette phase. Sur les densités locales de
courants, on observe pour J/t = 0.5 la longueur d’onde caractéristique 6 ! = 4 tandis qu’elle
devient plutot deux pour un flux fini (voir les figures VI.12 et VI.14). Il en résulte également
que cette sensibilité au flux de cette phase rend difficile 'interprétation de la figure VI.16 pour
J/t = 0.25 au point § = 0.25. Cependant, en dehors de cette commensurabilité, on observe
toujours un décrochement de xo ce qui, bien qu’il y ait beaucoup d’effets de taille finie
sur cette courbe, laisse penser que ce décrochement sonde bien cette commensurabilité. Les
résultats sont donc cohérents avec un fondamental quatre fois dégénéré pour cette phase et
un petit gap de spin. Cependant, I’appariement tres faible dans cette phase a pour corollaire
une forte sensibilité au flux qui rend difficile la détermination précise de yq.

Passons maintenant au cas 6 = 0.5 qui n’a pas été vraiment étudié dans la littérature :
en effet, on s’attend a ce que I'existence d'une phase commensurable a § = 0.25 « facilite »
celle a 0 = 0.5 qui ne nécessite qu’'une valeur critique de K., relativement grande de 0.5.
Toutefois, si on souvient de ’approche de couplage faible de la figure 11.14, on voit que 6 = 0.5
correspond au vidage de la bande 7 et donc a la transition C1S0—C1S1. Il n’est donc pas
évident de savoir quel effet va 'emporter en couplage fort. Du point de vue du remplissage
des bandes, 'argument sur les chaines faiblement couplées vu a la fin du chapitre II suggere
que le £, soit renormalisé a une valeur inférieure par les interactions. Ainsi, les deux bandes
seraient toujours remplies pour 0 = 0.5 et la phase a fort J/t serait toujours une phase
C1S0 avec quatre points de Fermi. Lorsque le J/t diminue, on voit une nette discontinuité
du gap de charge a deux particules sur la figure VI.18. Il semble donc qu’on ait bien un effet
de commensurabilité mais quelle est la nature de cette phase? Les oscillations de Friedel
y décroissent tres vite comme le montre la figure VI.19 contrairement a ce qu’il se passe
pour 6 = 0.25. L’image du fondamental n’est donc pas un état avec une alternance dimere-
paire de trous caractérisée par un ordre a m dans la densité locale de charge. Pourtant, le
théoreme YOA avec ici n = 1/2 € Q montre que le fondamental est dégénéré deux fois. On
peut regarder numériquement la valeur moyenne du parametre d’ordre « énergie cinétique
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3. Résultats préliminaires sur les échelles bosoniques avec flux

locale » défini sur les différents liens a flux nul par

tl,\l@) =t <Cjc+1,1,ac$71,0 + C;r:,l,acz+1,1,o> (VL.57)
Zf2,H(x) =t (C;rc+1,2,acz,2,cr + CI:,2,0'C£E+1,2,U> (VIL.58)
ti(x) = ti{ch)  onot+ChypCore). (VI.59)

La figure VI.19 montre clairement une forte oscillation a 7 de ¢; 5(x) tandis que ¢, demeure
uniforme. L’image physique est donc plutot celle de paires de trous résonnant sur chaque
plaquette avec un dimere. On s’attend dans ce cas a une densité électronique uniforme ainsi
qu'un gap de spin. La susceptibilité de cette phase est finie comme le montre la figure VI.16
en raison de la réponse locale sur plaquette qui est manifeste lorsqu’on regarde la distribution
locale de courants de la figure VI.13. Elle montre clairement la double dégénérescence du
fondamental.

3 Reésultats préliminaires sur les échelles bosoniques avec
flux

Cette section présente quelques résultats numériques sur le modele de bosons de coeur dur
sur une échelle avec effet orbital. Ce modele a été initialement proposé [288] pour étudier
I’équivalent unidimensionnel d'un réseau de vortex a deux dimensions. Une réalisation expé-
rimentale possible serait de construire un réseau de jonctions Josephson en forme d’échelle
a travers lequel on puisse faire passer un champ. Les flux alors accessibles seraient nette-
ment plus grands que dans les cuprates puisque le pas du réseau est cette fois de I'ordre de
a ~ lpm. Une autre motivation est d’aborder la question de la réalisation d'une phase de
vortex dans les échelles en utilisant un modele effectif de bosons de coeur sur une chaine pour
décrire les paires de trous sur les échelles [180] : deux échelles couplées reviennent alors a
un modele d’échelles de bosons de cceur dur bien que cela néglige la circulation locale des
courants sur les échelles vue précédemment.

3.1 Modele et prédictions de bosonisation

Le modele étudié par Orignac et Giamarchi considere les paires de Cooper dans les plots
des jonctions Josephson comme des bosons de coeur mou b de charge e¢* = 2e. Ces bosons
ont un terme de sauts ¢  entre plots et une répulsion coulombienne U sur site et V| entre
chaines ce qui s’écrit :

H = -t Z <b;r+1,peie*aA”’p(i)biap+b;'r,pe_ie*aAH’p(i)bi-ier)
i,p=1,2

—tL Z(bijBie*AL(i)b@l + bz’le_ie*AL(i)bi’Q)

+U Z ni,p(ni,p — 1) + VLni,lnm (VI60)
i,p
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Chapitre VI. Effet orbital et diamagnétisme dans les échelles dopées a deux montants

oun;, = sz,prp est la densité de bosons et le potentiel vecteur A dépend de la jauge choisie.
Comme vu au chapitre II, les bosons se bosonisent selon

b, i@

On_ ’ VI.61
Va - V2ma ( )
ce qui donne
dx * 2 U 2
"= p;%/ o [uK(pr — e Ap)" + ?(axﬁbp) } (VI.62)
—t—la dx cos(0y — Oy + e A (x)) (VI1.63)
s
VJ_CL QVJ_CL
+? dx8x¢13x¢2 + W / dx COS(2¢1 — 2¢2) . (VI64)

Le premier terme est celui de chaine bosonique de parametre de Luttinger u, K. Pour les
bosons, K peut varier de K = +oo pour des bosons libres et K = 1 pour des bosons de coeur
dur (voir le chapitre II. Si des interactions intra-chaines répulsives sont ajoutées, on peut
avoir des valeurs de K < 1. L’hamiltonien se simplifie en utilisant les modes symétriques et
antisymétriques ¢, = (41 £ ¢2)/ V2 en

H=H+H) — L /dx cos(V20, + e* AL () + W—La/da: cos V8¢, (VI.65)
Ta (2ma)?
ou (v =s,a):
dz u
0 __ haiedt Uk 2 v 2
H, = / o {UVKV(WHV e*A,)” + K, (0x0) } ) (V1.66)

avec les nouveaux parametres de Luttinger

K
Usy = u,/mVi (VL67)
U

VIK

U

K. = K/\/1% (VL.68)

La dynamique du mode symétrique est celle d'un liquide de Luttinger. Pour le mode anti-
symétrique, le terme f dz cos V8¢, est pertinent si K, < 1 et Orignac et Giamarchi [288] se
placent dans la situation opposée K, > 1 de sorte qu’on peut oublier ce terme. En revanche,
le terme — [ dx cos V20, (en champ nul) est pertinent si K, > 1/4 et gele donc le champ 6,
a (0,) = 0 ouvrant un gap

1

t 2-1/(2K)

Ay~ 2 (ﬂ> (VL69)
a u

dans le secteur antisymétrique. On se place dans la suite dans la jauge ou A, = 0et A, (z) =
¢x/a. Les propriétés de courant de cette phase s’obtiennent a partir des expressions des
courants j, dans les modes v et j, entre les chaines

j, = uKe*V2II, (VL.70)
*t

jio= “sin(v20, + e A (2)), (VL71)
wa
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3. Résultats préliminaires sur les échelles bosoniques avec flux

ol j, = Jj1 — J2 nest autre que le courant d’écrantage appelé j; dans le section précédente.
Dans cette phase, les corrélations (j, ()7, (0)) sont exponentielles, le courant transverse est
nul (j,) = 0, mais le courant d’écrantage est linéaire avec le flux

(Ja) K <€*)2¢ (VL.72)
a) = —U s .

J Ta

puisqu’a faible champ 6,(z) = —e*¢x/(v/2a). Cette réponse diamagnétique des paires de

Cooper n’est autre que l'effet Meissner dont 1'image est représentée qualitativement sur la
figure VI1.20.

Lorsque le champ magnétique est suffisamment fort pour dégeler le champ €, on a une
transition commensurable-incommensurable au-dela d’un flux critique ¢.. On a alors dans
I’échelle des corrélations transverses de courant algébriques

(@) (0)) ~ B vi73)

ou K est le parametre de Luttinger renormalisé et py, le parametre d’ordre « densité de
vortex » qui est associé a la taille caractéristique des vortex. Il s’agit de phases de fluctuations
de vortex ou l'on a toujours (j,) = 0.

Cependant, pour des valeurs commensurables du flux ¢ = p/q, on peut a nouveau ge-
ler le champ # & une des valeurs v/2(f,) = 27k/q entrainant de nouveau une transition
commensurable-incommensurable mais, cette fois, avec une valeur moyenne finie du courant
transverse signifiant la brisure spontanée de la symétrie de translation (voir figure VI1.20)

et . {27#{; 2mp x}
sin + —
Ta q q a

(o (z)) o (VL.74)
avec un fondamental dégénéré ¢ fois. La densité de vortex est alors p,, = p/q. Le critere
pour ouvrir un gap pour une telle commensurabilité est K, > 4¢*. L’évolution de la densité
de vortex en fonction du flux peut donc étre représentée qualitativement comme sur la
figure VI.21. On va maintenant essayer d’aborder ces questions par les méthodes numériques.

3.2 Résultats de diagonalisation exacte sur les bosons de cceur dur

Nous avons commencé a étudier le modele de bosons sur les échelles par la méthode de
diagonalisation exacte en choisissant la jauge avec les deux flux le long des chaines comme
dans la premiere partie afin de préserver 'invariance par translation. L'implémentation de
bosons de coeur mou étant cotiteuse numériquement, on a opté pour un modele de bosons de
coeur dur (U = 00) qui est similaire & un modele de spin 1/2 d’apres le chapitre II. Comme on
a vu qu’il était essentiel d’avoir des valeurs de K les plus grandes possibles pour observer des
phases de vortex, on a rajouté une interaction intra-chaine Vj;. L’hamiltonien étudié s’écrit
donc

H = —tH Z |:€i¢/2b3+171bi,1 + €_i¢/2b1_~_172bi,2 + hCi| - tL Z |:b22bi’l + H.c.

+Vi Z Nit1,8M4,8 + Vi Z T0,170,2

i,8=1,2 i
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IRESORESOE

(b)

F1G. VI.20: Représentation schématique des courants locauz dans les phases Meissner (a) et
dans les phases vortex (b) des échelles bosoniques. D’apres Orignac et Giamar-
chi [288].

2/3

1/2
1/3

U3 12 23 o/D

Fic. VI.21: La densité de vortex en fonction du flux présente des plateauz autour des valeurs
commensurables. D’aprés Orignac et Giamarchi [288].
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3. Résultats préliminaires sur les échelles bosoniques avec flux

avec les nombre d’occupation et relation de commutation :

n;=0b;=00ul,  [b,bl]=20;. (VL75)

J

Avant de brancher le champ magnétique, il est utile d’évaluer les K accessibles numérique-
ment. Les deux chaines en ’absence de couplage inter-chaines correspondent simplement au
modele XX7Z présenté au chapitre II. Dans ce modele, le parametre de Luttinger K varie
dans la fenétre 1/4 < K < oo suivant le remplissage et l'interaction. Des valeurs de K
strictement supérieure a 1 ne peuvent etre obtenues que pour V) < 0 et 'exposant diverge
au voisinage de la transition vers la phase ferromagnétique. Lorsque seul V| est introduit, la
formule (VI.68) est exacte et montre une forte augmentation de K, pour V, > 0, c’est-a-dire
ce qu’on recherche. Ainsi, le seul artefact de notre approche est d’utiliser une valeur négative
de V| pour obtenir des valeurs K > 1, ce qu’on attend dans un modele de bosons de cceur
mou a U fini. On peut évaluer numériquement les valeurs de K, en calculant le poids de
Drude
2
= £a—€0 (VL.76)
4 3¢H
et les vitesses u 4. Il faut préciser que ¢ correspond a un flux a I'intérieur du tore de I’échelle
comme sur la figure II1.1 et pas a travers I’échelle. La compressibilité inverse est calculée via
1 1 Eg(n+dn) + Eo(n — on) — 2Ey(n)

=57 52 (VL7T7)

ce qui permet de vérifier la cohérence de I'évaluation des parametres de Luttinger que 1'on
déduit en utilisant

D=DV,=0)=uK =u,,K,, et r'=K,/ru,. (VL.78)

On a vérifié que le poids de Drude dépendait peu de V|, méme sur un systeme de taille finie
et que la compressibilité redonnait des valeurs proches pour® K,. On a calculé par Ansatz
de Bethe les parametres de Luttinger u, K sur une chaine seule ce qui permet de connaitre
les relations (VI.67) et (VL.68) exactement. Un exemple de comparaison est donné sur la
figure VI.22 qui montre un accord remarquable a faible V. A plus grand V|, une transition
se produit ou tous les bosons se mettent sur la méme chaine et la détermination du mode
symétrique n’est alors plus correcte. Quant au mode antisymétrique, il voit son parametre
de Luttinger K, croitre fortement et dépasser 2.

Nous avons évalué les limites extérieures du diagramme de phase du systeme en ’absence de
champ magnétique au demi-remplissage (un boson tous les deux sites) pour un couplage inter-
chaines fini ¢ avant d’étudier les propriétés sous champ magnétique. Par limites extérieures,
on entend les phases obtenues trivialement lorsque les parametres d’interactions V} et V. sont
tres grands. Quatre phase sont possibles et schématiquement représentées sur la figure VI.23.
Les limites ont été évaluées en utilisant le cumulant de Binder [296] Uy, associé au parametre
d’ordre M :

(M)

Un = 1= 350 (VL79)

3La compressibilité correspond & une perturbation qui se couple & la densité totale —p [ dz(p1(z) + p2(z))
si bien qu’elle ne sonde que la réponse du mode symétrique.
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25—

@@ 2x16 antisymmetric
B—m 2x16 symmetric
GO 2x12
O£ 2x12
— from Bethe ansatz L=1Q

2,25

N\ 1.75"

1.5F

Fic. VI.22: Comparaison entre le calcul numérique des exposants de Luttinger K, et la for-
mule (VI.68) en fonction du couplage V,, =V, entre les chaines. Les paramétres
u, K d’une chaine isolée (a V) = 0) sont calculés par Ansatz de Bethe.

Pour calculer le quatriéme moment, on utilise plus précisément (M*) = (MTMMTM). Si
le parametre d’ordre est ordonné, alors (M?) = (M?)? et Uy = 2/3. Si la distribution des
moments est une gaussienne centrée autour de (M) = 0 (phase désordonnée pour M), alors
(M*) = 3(M?) et Up; = 0. Enfin, si le systéme est au point critique entre les phases ordonnée
et désordonnée, alors les moments sont invariants d’échelle et par conséquent Uy, 1'est aussi.
Le cumulant de binder est donc un outil tres puissant pour déterminer les transitions de
phase sur des clusters de taille finie L. En effet, les courbes Uy (L) « poussent » vers 2/3
dans la phase ordonnée, elles se croisent au point critique et « s’écrasent » vers le bas dans
une phase désordonnée. Pour les phases limites, celles-ci brisent I'invariance par translation
ou la réflexion entre les chaines et le facteur de structure n, avec ¢ = (m,7) est un bon
indicateur de l'ordre. A Dintérieur de ces limites, on a une phase avec au moins un mode de
Luttinger mais nous n’avons pas encore étudié plus en détails la nature des phases présentes.
Une étude similaire concernent le modele XXZ sur les échelles [297].

En présence d'un flux, on peut aussi utiliser le cumulant de Binder pour détecter une
phase de vortex qui brise l'invariance par translation en calculant le cumulant de Binder
pour M = J, ou J, est le facteur de structure associé aux corrélations de courant transverse.
Cette méthode a été appliquée pour ¢ = 7 par Nishiyama pour étudier la présence dune
phase OAF [298]. Des résultats similaires mais pas identiques sont montrés sur la figure VI.24.
Une phase avec un ordre est clairement visible pour un couplage V| répulsif juste avant la
transition vers la phase ou tous les bosons sont sur une chaine. Le facteur de structure J,
augmente avec la taille mais il est plus difficile de dire s’il va diverger ou converger vers
une valeur finie. Le cumulant de Binder est donc plus utile a cet égard. Pour terminer, nous
avons trouvé pour des flux intermédiaires multiples de 47/ L, des corrélations transverses de
courant montrant un fort ordre qui pourrait étre caractéristique de la présence de vortex,
c’est-a-dire d'une phase brisant l'invariance par translation avec un ordre dans le courant
transverse (voir figure VI.25).
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4. Conclusion partielle

tx = -0.5;ty = -0.25

Fic. V1.23: Limites extérieures des phases triviales du modéle d’échelle de bosons a coeur

dur en l’absence de flux. La région ou se développent les vortex correspond a

4 Conclusion partielle

On a vu au cours de ce chapitre que l'effet orbital du champ magnétique avait un role
significatif sur la structure de bandes, alors que l'effet Zeeman n’induisait qu’un décalage
de ces bandes. En raison de I’évolution des bandes avec le flux, des transitions entre phases
C1S0 et C1S1 sont observées avec notamment une réentrance de la phase C1S0 a fort flux.
Ce dernier a également une influence sur les parametres de Luttinger ainsi que sur les diffé-
rentes contributions aux vecteurs d’onde ¢ = 0, 2kp, 4kp, . . . des fonctions de corrélations. En
particulier, des corrélations algébriques de courant transverse apparaissent des que le champ
magnétique est branché. De maniere intéressante, la longueur caractéristique des orbites est
controlée par le dopage en trou plutot que par la longueur magnétique et le pas du réseau.
D’autre part, le calcul de la susceptibilité a champ nul permet de mettre en évidence les
phases commensurables & 6 = 1/4 et § = 1/2 au travers de ses anomalies. Elle suggere
également que les deux phases sont en fait de nature différente, ce qui est confirmé par la
mise en évidence d'une phase onde densité de liens pour 6 = 1/2 tandis que § = 1/4 semble
étre une onde de densité de charge avec de petits gaps.

L’étude de modeles plus simples comme celui de fermions sans spin ou celui bosonique
pourrait également s’avérer particulierement riche comme le suggerent les résultats de bo-
sonisation [286-288]. En ce sens, les résultats préliminaires obtenus sur le modele de bosons
de coeur dur sont encourageants et devraient étre complétés par des calculs DMRG qui
permettront d’accéder a de plus grands systemes.
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Binder for Jq
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. VI.24: A gauche, cumulant de Binder pour le facteur de structure des courants trans-
verses Jy avec ¢ = 7 et ¢ = w. A droite, le facteur de structure J, dans la méme

configuration.
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Fic. VI.25: Corrélations de courants transverses signalant la présence de vorter quasi-
ordonnés pour un flux augmentant de bas en haut. D’apres des calculs de diago-
nalisation exacte sur une échelle 2x 16. L’épaisseur de la fleche est proportion-
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Chapitre VII
Modeéle de Hubbard de spin 3/2 attractif

Ce chapitre aborde la question du modele de Hubbard de spin 3/2 & une dimension dont
on établira le diagramme de phase pour certaines régions de parametres. La présentation
et la discussion des résultats se fera en utilisant les mémes concepts propres a la physique
quantique unidimensionnelle et une phénoménologie parfois analogue a celle des échelles de
spin. Apres avoir rappelé les modeles de Hubbard SU(N), leur lien avec les modeles d’échelles
et quelques résultats connus dans le cas répulsif, on discutera la possibilité de réalisation
expérimentale dans le contexte des gaz d’atomes froids piégés dans des réseaux optiques.
Un des points particulierement intéressant de ces systemes est la possibilité d’ajuster les
interactions sur site a des valeurs positives ou négatives. En physique du solide, il est en
effet difficile d’avoir des interactions attractives locales entre fermions. On verra que si le cas
SU(2) est bien compris (voir chapitre II) et se résume a une phase BCS de type Luther-Emery
a U <0, le cas SU(4) et le modele plus général de spin 3/2 présentent eux une plus grande
diversité de phases observables. On étudiera dans un premier temps le diagramme de phase
au quart-remplissage (un atome par site) du modele de spin 3/2. Puis, le role du remplissage
fera apparaitre une phase superfluide moléculaire (objets liés de quatre fermions) dans le
modele SU(4).

1 hamiltoniens et motivations expérimentales

1.1 Modele de Hubbard SU(N) : le cas répulsif
Le modele de Hubbard SU(N) est défini par ’hamiltonien

H=—t

L N
=1

- N 2
[C;r_:,_lscis -+ C:L".SC/L'JFLS} + 5 Z (Z nis) (VIIl)
1 i=1 \s=1

S

ou les opérateurs cjs sont les opérateurs de création d'un fermion de « couleur » s au site

i. Cette couleur peut étre un degré de liberté de spin ou un degré de liberté orbital ou un
mélange des deux. Ainsi, pour N = 2 on retrouve le modele de Hubbard avec s =T, |. Si on
prend N = 3, ce modele peut étre vu comme trois chaines de fermions sans spin et sans inter-
action couplées par un terme V| = U, s représentant alors I'indice de la chaine. De maniere
plus générale, le modele peut étre vue comme N chaines de fermions sans spin couplées par
une interaction V|, = U et avec conditions aux bords périodiques dans la direction y. Pour
N =4, on peut également voir le modele comme deux chaines de Hubbard couplées par une
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interaction V, = U. Le nom du modele provient de sa symétrie particuliere U(1)xSU(N).
U(1) est simplement Iinvariance de jauge globale qui entraine la conservation de la charge.
SU(N) concerne les couleurs ou degrés de liberté de spin. L’hamiltonien précédent est en
effet invariant selon une rotation Ry de SU(N). Les générateurs de ces rotations sont N? — 1
matrices 7 qui vérifient [’T“‘, T ﬁ] = i f*PT7 o les f*#7 sont des constantes caractéristiques.
C’est la généralisation des matrices de Pauli au cas N > 2.

Le cas répulsif U > 0 a été étudié par Assaraf et al. avec un atome par site' [299]. Alors
qu’un isolant de Mott existe des que U > 0 pour le modele SU(2), ce qui est compris comme
une absence de transition de Mott [14], les cas N > 2 présentent une valeur critique U,
pour l'ouverture du gap de charge (voir figure VII.1). Pour SU(2), le gap s’ouvre comme
exp(—A/U) tandis que pour N > 2, il s’ouvrirait comme exp(—A/+/U — U..) avec les valeurs
U. ~ 22t pour N = 3 et U, ~ 2.8t pour N = 4. Cette transition est bien entendu due
aux processus de umklapp pertinents pour ce remplissage commensurable. Le parametre de
Luttinger du mode de charge K. vaut 1 pour U = 0. La valeur critique de ce K, pour ouvrir
le gap de charge est 2/N ce qui semble en accord avec 'existence d'une valeur finie de U pour
N > 2 mais pas pour N = 2. Numériquement, l'interaction répulsive diminue K, jusqu’a
atteindre la valeur critique comme le montre la figure VII.2. Pour ce qui est de la partie spin,
N — 1 modes bosoniques existent pour U > 0 dans les phases métalliques a faible U et dans
la phase de Mott.

1.2 Modele de Hubbard spin 3/2 et atomes froids piégés dans les
réseaux optiques

Les atomes froids offrent la possibilité d’étudier des gaz de bosons et de fermions piégés
dans des réseaux optiques et par la, de reproduire certaines situations de la physique de la
matiere condensée. Pour une revue récente, on peut consulter la référence [300]. Les atomes
sont confinés dans un piege harmonique dont les dimensions peuvent étre anisotropes et
obtenir ainsi un confinement quasi-unidimensionnel si ’énergie de Fermi Er est tres petite
devant I’énergie caractéristique du mode transverse hw, . Le réseau optique est créé a l'aide
d’ondes stationnaires donnant un potentiel® V(z,y, z) =V, sin? kyx+V, sin? kyy+V, sin? k,z
qui permet donc d’obtenir des réseaux 1D, 2D ou 3D a l'intérieur du puits harmonique plus
grand. Le pas du réseau est donc \/2 avec A la longueur d’onde des lasers. Les atomes peuvent
sauter de site en site par effet tunnel si bien que I'intégrale d’échange peut étre controlée par
la profondeur des puits, c’est-a-dire en ajustant la puissance des lasers. Les interactions entre
atomes sont essentiellement locales ce qui correspond bien a un modele de Hubbard. Cette
interaction entre atomes est elle-aussi controlable expérimentalement : lorsque deux atomes
diffusent I'un sur l'autre, 'interaction effective dépend de la structure interne des niveaux
atomiques et va étre soit attractive, soit répulsive suivant la forme du potentiel d’interaction.
Or, les positions relatives des niveaux dépendent du champ magnétique extérieur et sont
donc ajustables : on appelle résonance de Feschbach la fréquence du champ magnétique qui
fait passer le systeme d’un état-lié a un état diffusif pour le potentiel d’interaction, c¢’est-a-
dire le passage d’interactions attractives a répulsives. Enfin, les degrés de liberté internes des

Lorsqu’on a un atome par site, le remplissage correspondant est 1/N et dépend donc de N.
2La force exercée sur les atomes est d’origine dipolaire et proportionnelle au gradient de I'intensité lumi-
neuse.
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0.6 |-
SU(2)

0 1 2 3 4 5
U

Fic. VIL.1: Ouverture du gap de charge dans les modeles SU(N ) avec un atome par site
(t =1). D’aprés des calculs de Monte-Carlo quantique par Assaraf et al. [299].

175 | 175 |

125 | 1 s 125 |

Fi1a. VIL.2: Valeurs de K. pour les modéles SU(N ) montrant le passage par la valeur critique
2/N pour N =3 et N =4 a une valeur finie de U (t = 1). D’apreés des calculs
de Monte-Carlo quantique par Assaraf et al. [299].
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atomes sont les états hyperfins. On peut séparer ces niveaux avec un champ magnétique pour
ne conserver a basse énergie qu'un petit nombre de niveaux pertinents et quasi-dégénérés.
On pourrait ainsi réaliser le Hubbard avec N couleurs pour N = 2,3,4,... Cependant, les
températures atteintes actuellement pour les gaz fermioniques sont de l'ordre de 0.2Er ce
qui est trop grand pour voir des effets collectifs a N-corps caractéristiques de la physique de
basse énergie. Tous les parametres expérimentaux a ajuster ne sont pas non plus totalement
indépendants comme le champ magnétique.

Pour des niveaux hyperfins F' = 3/2, on a quatre couleurs sur chaque site rendant possible
la réalisation du modele SU(4) pour U positif mais aussi négatif. En réalité, le modele SU(4)
n’est pas le modele de Hubbard le plus général qui puisse étre écrit pour un systeme de
spin 3/2. En effet, pour des spins-1/2, seuls les singulets sur site sont autorisés en vertu
du principe de Pauli. Pour des spin 3/2, on peut avoir I’état singulet mais également un
état quintuplet (de spin total 2) sur site et a priori ’énergie de répulsion est différente pour
chacun de ces états. Cette énergie est noté U, pour le singulet et Us; pour le quintuplet.
L’hamiltonien s’écrit ainsi

H=—t> [chiCais1 +He]+ Uy Z Py iPooi+ U2 Y Pl i Pami, (VIL2)

’LO[ zm

avec c ; Popérateur de création d’un fermion dans un des états a = +1/2, £3/2. Les opéra-
teurs Smgulet et quintuplet dans 'Eq. (VIL.2) sont définis a 1’aide des coefficients de Clebsch-
Gordan P! Mi = DoaplIM \aﬂ)cL iC,ng' Cet hamiltonien peut étre réécrit en fonction de 'opé-

rateur densité n; = > cmca, et de l'opérateur singulet Pgol = P/ = ct o, ; —cl cT Y
ainsli : S v
U
_ toa el 2 fp.
H = tZ[ca’icaHl +Hel+ 5 Z n+V Z PP, (VIL3)

Les parametres d’interaction valent alors U = 2U; et V = Uy — Uy. On retrouve le modele
SU(4) lorsque Uy = Us, c’est-a-dire V' = 0. Le modele a deux parametres libres, U/t et V/t
et nous allons maintenant étudier le diagramme de phase pour V' < 0 pour un atome par
site qui correspond donc ici au quart-remplissage.

2 Diagramme de phase au quart-remplissage

2.1 Ordres en compétition : déconfinement des paires de Cooper

La forme (VIL.3) de 'hamiltonien de spin 3/2 met naturellement en évidence la compétition
entre deux types d’ordre [301]. Pour V' = 0 et U < 0, il faut maximiser la densité de
particules sur site conduisant a la formation de « molécules » ou quartets constitués de
quatre particules. Le parametre d’ordre associé est ); = C_3,C 1,C1,C8,. Bien sur, cette
image n’est valable que pour |U| < t. Au contraire, si U = 0 et V' < 0, on abaissera ’énergie
en augmentant la « densité » de paire P;Pi. Il s’agit d’une phase BCS du fait que les états liés
sont entre deux particules et non quatre. Afin de préciser cette compétition, on remarque
que I'hamiltonien (VIL.3) a une symétrie discréte Zs notée U dont la transformation est
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2. Diagramme de phase au quart-remplissage

Caji — e"”/zca,i. Or, il est clair que UPUT = —P, et UQU' = Q,. Ainsi, si cette symétrie
n’est pas brisée, le parametre d’ordre P ne pourra pas s’ordonner. Autrement dit, la phase
BCS ne peut exister que si cette symétrie est brisée. Si I'on interprete 'ordre de quartet
(Q comme un état lié de deux paires de Cooper, la transition entre la phase BCS et la
phase quartet (on appelle pour l'instant phase quartet la phase ou le parametre d’ordre BCS
est désordonné) est une transition de confinement des paires de Cooper. Enfin, lorsqu’on
forme les objets paires de Cooper ou quartets, ceux-ci vont avoir naturellement deux types
de fluctuations dominantes, soit des fluctuations de charges (on parlera d’onde de densité)
soit des fluctuations superfluides. En suivant la nomenclature de la Réf. [301], on parlera
de phase ADW (Atomic Density-Wave) pour la phase avec quartets ou les fluctuations de
charge dominent, de phase MS (Molecular Superfluid) ou phase quartet pour la phase ou
les quartets ont des fluctuations superfluide dominantes. C’est I’équivalent de la compétition
CDW et supraconductivité d-wave pour les échelles de spins dopées. Lorsque la symétrie U
est brisée, la phase superfluide est appelée simplement phase BCS tandis que la phase avec
fluctuations de charge dominantes est appelée MDW (Molecular Density-Wave). Enfin, pour
un remplissage commensurable, les phases avec fluctuations de charge dominantes peuvent
se transformer en phase de Mott brisant spontanément la symétrie de translation. Nous
allons maintenant préciser tout cela en étudiant numériquement le diagramme de phase et
en utilisant les résultats de bosonisation tirés de 'article [301].

2.2 Diagramme de phase numérique

Pour caractériser les différentes phases, on a calculé par DMRG les corrélations suivantes :
G(z) = <Cl,ica,i+z>7 N(z) = (ninitz), P(r) = <PZPZT+x> et Q(z) = <QinT+x> qui sont res-
pectivement la fonction de Green, les corrélations de densité, de paires et de quartets. Le
diagramme de phase au quart-remplissage est donné sur la figure VII.3 et on rappelle que
le vecteur de Fermi est alors kr = m/4. Avant de discuter les différentes régions de ce dia-
gramme, on précise que les calculs ont été effectués en utilisant la réécriture du modele
(VIL.3) en un modele d’échelle de Hubbard :

HL = —tﬁ Z |:C;r+17p0i7p + +hCi| +UL Z Nip1Mip,| +Vf Z nmni,g—i—Jf Z Si,l . SLQ s

i,p=1,2 i,p=1,2 i
avec comme parametres

Ut =2U, = U, vf:@:wrg, JI =2(Us —Up) = —2V.
L’algorithme DMRG converge tres bien lorsque V' < 0 avec des poids rejetés de 'ordre de
10713 en conservant 1400 états pour U/t = —4 sur la ligne SU(4) par exemple. Lorsque U
est plus petit (U/t = —1), il est nécessaire de conserver un peu plus d’états (M = 2000)
pour avoir un poids rejeté de I'ordre de 107%. On a vérifié que les fonctions de corrélations
dépendaient peu du nombre d’états gardés, la chute des corrélations a longue distance étant
essentiellement due aux conditions aux bords ouvertes (voir chapitre IT). D’autre part, Sylvain
Capponi a effectué des calculs de Monte-Carlo quantique déterminantal [192] qui s’avérait
plus efficace a faible V/t,U/t. Les conditions aux bords périodiques sont utilisées dans ce
dernier cas et les fonctions de corrélations de densité convergent particulierement bien.
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Fic. VIL.3: Diagramme de phase du modéle de spin 3/2 dans la région V <
0 défini par (VIL.3) et au quart-remplissage (un atome par site). D’apreés des
calculs de Monte-Carlo quantique et de DMRG. Se référer au texte pour les
définitions des différentes phases. Eztrait de la publication []).

2.2.1 Phase confinée

Commencons par la phase ADW du diagramme de phase VIL.3. Il s’agit de la phase
confinée ot les fonctions de Green et de corrélations de paires sont a courte portée comme le
montre la figure VIL.4. En revanche, les corrélations de quartet Q(x) sont algébriques avec
un vecteur d’onde dominant ¢ = 0. La bosonisation prédit un comportement algébrique dans
cette phase pour Q(z) et N(x) selon

Q(x) ~ %/ Ka et N(x) ~ cos (gx> g~ Ka/2 (VIL.4)

avec Ky une variation sur la notation de 'exposant de Luttinger du mode de charge. Les
oscillations de densité a 2kp dominent donc si K; < 2 (phase ADW) tandis que la phase
quartet a proprement parler existe si Ky > 2 (phase MS). On a évalué K, de deux manieres,
soit en ajustant la décroissance algébrique dans les fonctions de corrélations de quartet
obtenues par DMRG, soit en utilisant le comportement a ¢ = 0 de la transformée de Fourier
des corrélations de densité grace au Monte-Carlo quantique

N(q)

nm —-—.

m
Kqg= -1
d 4q1—>0 q

Le comportement de K, sur la ligne SU(4) (V' = 0) est rapporté sur la figure VIL.4. Pour
U =0, on a K; =1 puisque les particules sont sans interaction et perturbativement, pour
ce remplissage, on peut évaluer K, selon :

Kd = ! .
V14V +3U)/(V2rt)

(VIL5)
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2. Diagramme de phase au quart-remplissage
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FiG. VII.4: Phase confinée ADW. A gauche, les corrélations de quartet Q(z) sont algé-
briques tandis que les corrélations BCS et la fonction de Green sont exponen-
tielles. Le parametre de Luttinger Ky tiré de ces corrélations est inférieur a 2 ce
qui correspond a une phase ADW. A droite, le facteur de structure de la densité
N(q) montre un pic divergent avec la taille a 2kp = w/2 et le comportement en
q = 0 donne acces au parametre de Luttinger K. Celui-ci suit le régime pertur-
batif a faible U/t avant de saturer dans la limite de couplage fort. Extrait de la
publication [4].
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FiG. VIL.5: Phase déconfinée BCS. A gauche, les corrélations BCS et quartet sont toutes
deuz algébriques, mais avec une domination nette des corrélations BCS, tandis
que la fonction de Green est exponentielle traduisant la présence de pairing dans
le systeme. A droite, le facteur de structure de la densité N(q) présente cette
fois un pic a 4krp = w qui ne diverge pas. Le parameétre de Luttinger suit le
comportement perturbatif avant de décroitre dans le régime de fort couplage.
FEztrait de la publication [4).
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Chapitre VII. Modéle de Hubbard de spin 3/2 attractif

On retrouve bien une augmentation de K, pour des interactions attractives. Ce comporte-
ment perturbatif est bien vérifié pour |U/t| < 1. Pour des interactions plus fortes, I'exposant
sature vers une valeur inférieure a deux. On n’a donc pas trouvé de preuves claires de
I'existence d'une phase MS au quart-remplissage mais ce point, ainsi que la saturation des
exposants, sera plus précisément discuté dans la section 3.

2.2.2 Phase déconfinée

Les propriétés du systeme sur la ligne U = 0, V' < 0 sont rapportées sur la figure VIL.5.
Cette fois, la fonction de Green est bien exponentielle traduisant un gap fini pour les exci-
tations a une particule, tandis que les corrélations de quartets et de paires sont algébriques.
Ces dernieres dominent car elles ont I'exposant le plus petit. Les prédictions de bosonisation
pour les corrélations algébriques dans cette phase sont :

P(x) ~ 2~ V/CKd) Q(x) ~ 2/ Ka et N(x) ~ cos (mz) x5 (VIL6)

Les fluctuations de charges sont cette fois a 4kr avec un exposant 2K, ce qui souligne
I’analogie avec la compétition 4k-CDW et SC dans les échelles dopées. Ces comportements
sont tres bien vérifiés numériquement comme le montre la figure VII.5. On notera que I'on
n’a pas naivement Q(r) ~ P(z)?> mais Q(z) ~ P(z)* rendant les corrélations quartets
nettement sous-dominantes. De la méme maniere que pour la phase confinée, on a évalué
le comportement de K, sur cette ligne en utilisant les corrélations BCS en DMRG et N(q)
en Monte-Carlo quantique (voir la figure VIL.5). Le comportement perturbatif (VIL.5) est
bien vérifié avec une augmentation de K, a faible V/t, mais une décroissance a fort V/t est
observée. Les corrélations MDW domineraient dans le systeme si K; < 1/2 (comme pour les
échelles dopées). Or, au quart-remplissage, les processus de umklapp peuvent ouvrir un gap
si K = 1/2. La phase MDW sera donc remplacée par une phase de Mott pour ce remplissage
commensurable ce qui sera discuté juste apres la transition d’Ising.

2.2.3 Transition d’Ising

Avant de parler de la phase de Mott, il est intéressant de montrer numériquement la
nature de la transition Ising associée a la brisure de symétrie Z,. Dans la référence [301], il
a été prédit un comportement universel pour le rapport R(z) = P(x)*/Q(x) a la transition.
Dans la phase BCS, ce rapport est sensiblement constant pour x > a d’apres (VIIL.6). Dans
la phase ADW, ce rapport est exponentiel en raison du comportement a courte-portée de
P(x). Plus précisément, il a été montré [301] que le parametre d’ordre Ising de la transition
noté o(zr), était relié a ce rapport via R(z) ~ (o(z)o(0))* dans la phase confinée (pour
laquelle (o(z)) = 0) et (o(z)) = 0 # 0 ainsi que R(z) ~ ¢® pour la phase déconfinée. A
la transition, le rapport doit avoir un comportement critique R(x) ~ 1/x universel [301].
Numériquement, nous avons pu calculer le rapport R(z) d’apres les corrélations DMRG et
l'accord est remarquable avec ces prédictions (voir la figure VII.6). Cela est rendu possible
grace a la tres bonne convergence de 'algorithme dans ces régimes de parametres et au fait
que les contributions a 4kp dans ces corrélations sont bien négligeables. R(z) a été calculé
pour le point x = 45 sur une chaine L = 60 et on a vérifié que le comportement dépendait
peu de x pour 20 < x < 50. Ces résultats numériques démontrent bien la nature Ising de la
transition.
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2. Diagramme de phase au quart-remplissage

R(X)/R(l) LI A B B N B B B \
F T T T T - ; V/t:_z_o ; 20
= SR, ]
o 410
(b) 1
aas v v v b vy o
‘ ;- 05 0
E \ €
: ' Lix E U/t
-4 \ N
10 —_ U/t: OO '\ [T 11 1
Uh=-0.4| - <<_ o
u-og ' Exp | 5] (©) ,
— Uh=-1.0 \ 5
— Ui=-1.1 \ =r —0.E
L - U/t=—12 \ | 3
|- ut=-13 \ CYE 1
—8L Ll . ] g
107 10 208°% 05 10
X T

Fic. VIL.6: Transition BCS-ADW. Résultats DMRG sur le long de la ligne V = —2t en
fonction de U. (a) Le rapport R(z) = P(x)*/Q(x) normalisé montrant le régime
critique universel en 1/x proche de la transition pour U ~ U.. (b) Valeur du
rapport pour la distance x = 45, R(x) est proportionnel a U — U, pour U, < U <
U*, ce qui définit U* = —t et Uextrapolation linéaire donne U, = —1.19t. (c) Si
on trace R(U) = o(U)® en fonction 7 = (U —U,)/(U* —U,), avec o le paramétre
d’ordre Ising, la nature Ising de la transition se manifeste par la linéarité au
voisinage de la transition. Extrait de la publication [4].
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Fic. VIL.7: Transition de Mott a U > 0,V < 0. Les corrélations BCS deviennent a
courte portée tandis que le lien cinétique t(x) s’ordonne avec ¢ = 7 lorsqu’on
franchit la transition. Extrait de la publication [4].
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Chapitre VII. Modéle de Hubbard de spin 3/2 attractif

2.2.4 Transition de Mott a U > 0

En compétition avec la phase BCS a V' < 0, une phase de Mott peut se produire lorsque
K;=1/2. En augmentant U > 0, on s’attend a une diminution de K avec cette interaction
répulsive. Le comportement des corrélations BCS lorsque U augmente est rapporté sur la
figure VII.7. On voit clairement le passage a des corrélations exponentielles a fort U mani-
festant la présence d'un gap pour les excitations a deux particules. Les degrés de libertés
de spin sont en fait également gappés dans cette phase car V' < 0. Elle n’est donc pas la
continuité de la phase de Mott SDW (Spin Density-Wave) présente a V' = 0 et fort U < U,
d’apres les résultats de Assaraf et al. présentés au début du chapitre (sur le diagramme de
phase de la figure VII.3, la transition de Mott a V' = 0 entre une phase métallique SDW et
Mott SDW est représentée par des losanges). De plus, cette phase de Mott brise 'invariance
par translation et un parametre d’ordre local s’ordonne : il s’agit de 1’énergie cinétique locale
tx) =, CLHICQw + H.c.) ce qui en fait une phase assez similaire a la phase BDW vue
a la fin du chapitre VI. La densité locale est quant a elle quasiment uniforme. Qualitative-
ment, lorsque U est positif et grand, le systeme garde un atome par site et toutes les double,
triple ou quadruple occupations sont tres au-dessus en énergie. Lorsque V' = 0, il reste le
degré de liberté de spin et la phase est SDW. Lorsqu’on a un V' < 0, les double occupations
avec une paire locale sont stabilisées par le V' bien que plus hautes en énergie, il y a donc
formation de « dimeres » entre deux sites voisins grace aux processus de sauts conduisant a
une double dégénérescence du fondamental. Cette phase est par conséquent dénommée Mott
BOW (Bond Order-Wave) sur le diagramme de phase de la figure VIIL.3. Notez enfin que U
est brisée dans cette phase tandis qu’elle ne I'est pas dans la phase SDW.

3 Emergence des quartets a basse densité

3.1 Arguments pour chercher les quartets a basse densité

Parmi les phases attendues pour le modele de spin 3/2, I’étude précédente ne montrait pas
I'existence de phase quartet ou MS. C’est ce que nous allons maintenant étudier et jouant
non pas sur les parametres U, V' mais sur le remplissage en atomes. La densité a en effet une
grande influence sur le parametre de Luttinger du mode de charge. Les résultats obtenus
seront discutés plus généralement pour le cas SU(N) dont on étudiera les cas pair et impair
les plus simples a savoir N = 2,3 et 4. En préambule, rappelons les résultats du chapitre II
sur les fonctions de Green de fermions et de bosons. Les opérateurs bosonisés donnent en
premiere approximation

w}(x) ~  etkrz 9@ =6() (VILT)
Yh(z) ~ e (VILS)

et les fonctions de Green sont alors paramétrées par le parametre de Luttinger K

(@r()ph(0)) ~ ere (%)(KH/K)/Z (VILY)
Wa@wh0) ~ (2)™, (VIL10)
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3. Emergence des quartets a basse densité

Dans la suite, on notera désormais K le parametre de Luttinger du mode de charge. En
se limitant au modele SU(N) pour l'instant avec U < 0 et grand, on s’attend a former
des « molécules » de N-fermions. Les modes de spins sont gelés pour U < 0 si bien que
seul subsiste le mode de charge pour la description de basse énergie. Ces molécules sont
associées au parametre d’'ordre M, = CJ{,iC;i e cj\,’i dont les corrélations M (x) = (M; M)
se comportent comme

M(z) ~ g~ YEE/N) pour N pair (VIL.11)
M(z) ~ sin(kpz)z™ ENHNE/2 Hour N impair (VIL.12)

Si le nombre de fermions est pair, ces molécules sont par conséquent de maniere effective des
bosons, comme c’est le cas des quartets. Si N est impair, la molécule est alors un fermion.
Dans les deux cas, le parametre de Luttinger effectif pour ces molécules est K = K/N
d’apres les relations (VII.9) et (VII.10). Ces considérations sont également en accord avec
le comportement algébrique des fluctuations de densité N(z) ~ cos(2kpx)z~2K/N. Notez
que ces dernieres ne dépendent pas de la statistique des molécules. De la compétition entre
fluctuations de charge et fluctuations superfluides, on en déduit que la phase moléculaire
superfluide existe si K > N/2 pour N pair et si K > N/\/g pour N impair.

Ou pouvons-nous espérer trouver des valeurs de K suffisamment grandes pour réaliser
ces phases? Pour se faire une idée, on peut étudier quelques cas limites. Tout d’abord, si
U = 0, on sait que K = 1 quelle que soit la densité n et que perturbativement, K =
1/\/1+ U(N —1)/(mvr) augmente avec U < 0. Pour |U|/t > 1, trés qualitativement, on va
former des molécules dont le terme de saut effectif sur le réseau sera de 'ordre de ¢V /|U |V 1
a un facteur pres. Si on est a suffisamment faible densité, on peut négliger les interactions
résiduelles entre molécules qui se comportent alors comme des bosons de coeur dur ou des
fermions sans spin suivant la parité de N. Dans les deux cas, les fluctuations de densité a 2kp
sont en 72 et on s’attend donc a ce que Kf — 1 et donc que K — N dans le régime de fort
couplage et faible densité. C’est dans cette région que 'on peut espérer trouver une phase
superfluide moléculaire. Terminons par une discussion sur l'effet possible de remplissages
commensurables lorsqu’on va faire évoluer la densité. Tout d’abord, la commensurabilité a
considérer en premier est le demi-remplissage ou la densité vaut n = N/2. Le K critique
pour lequel les processus de umklapp ouvrent un gap de charge est N/2 pour la transition a
n fixée en faisant varier U (transition Mott-U ou transition C-IC a n fixée). Si I'on approche
la commensurabilité a U fixé mais en faisant varier n (transition Mott-d ou transition C-
IC a U fixé), la valeur critique est N/4. Ce sera utile pour la discussion des diagrammes
de phase. Comme K > 3/4, les autres commensurabilités (quart-remplissage, etc...) ne
vont pas donner lieu a d’ouverture de gaps pour N = 2,3,4 donc il n’est pas besoin de
les discuter. Pour des N plus grands, il pourrait y avoir 'ouverture d'un gap de charge au
quart-remplissage par exemple.

3.2 Calculs numériques et diagramme de phase SU(4)

Pour déterminer le K numériquement, la méthode d’exploitation des corrélations a été
améliorée pour mieux prendre en compte les effets de taille finie en utilisant les résultats de
théorie conforme de la Réf. [131] (voir aussi le chapitre II). L’extraction de K a partir des
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Chapitre VII. Modéle de Hubbard de spin 3/2 attractif
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Fic. VIL8: Ajustement par la fonction (VII.13) de la fonction de corrélations de quartets
obtenue pour U/t = —4, V/t = =2, L = 128 et n = 0.5 par DMRG. Extrait de
la publication [5].

fonctions de corrélations® quartet a été réalisée en utilisant un ajustement par la fonction

2/K

Vd(2z]2L)d(22'|2L)
d(x + 2'|2L)d(x — 2'|2L)

flx,2' =L/)2) = (A+ Bceos(mn + ¢)) , (VIL.13)

ou l'oscillation a 2kp a été rajoutée « a la main » pour capter le comportement des oscil-
lations. L’essentiel est cependant dans la prise en compte de la chute des corrélations pour
x — L/2 par l'utilisation de la distance conforme. Si l'on enleve le terme oscillant pour ne
prendre en compte que la partie a ¢ = 0, des valeurs de K similaires sont trouvées. Un
exemple de fit est donné sur la figure VII.8. Le comportement de la fonction K(n) obtenu
est représenté sur la figure VII.9 et montre clairement qu’on dépasse K = 2 pour une densité
n < n. < 1 en couplage fort. On a interpolé ces courbes pour tracer des lignes de niveau de
K en fonction de n et de U. Le diagramme de phase ainsi déterminé est représenté sur la fi-
gure VII.10 et montre une large phase quartet a basse densité. On a vérifié que la fonction de
Green et les corrélations BCS demeuraient bien exponentielles dans cette région. Les lignes
de niveaux de K sont presque paralleles a fort U de sorte qu’une densité critique n. < 2 est
toujours nécessaire pour obtenir la phase quartet. Enfin, on peut évoquer le comportement
au voisinage du demi-remplissage sur la base des résultats précédent. Le K critique de la
transition Mott-U étant ici K = 2, comme K = 1 pour U = 0, un gap s’ouvre immédiate-
ment des que U < 0. Pour 'approche de la commensurabilité dans la transition Mott-9, le K
critique est ici K = 1 ce qu’on retrouve bien numériquement. Dans le diagramme de phase,
on a donc partout K > 1.

Avant d’aborder brievement le cas SU(3), précisons que 1’émergence de la phase quartet
a basse densité n’est pas due a la symétrie particuliere du modele SU(4). Des corrélations

3Notez qu’on pourrait extraire K de facon plus précise & partir des oscillations de Friedel de la densité
qui ont une erreur plus petite que les fonctions de corrélations avec le poids rejeté. Cependant, a faible
densité, la longueur d’onde de ces oscillations augmente comme 1/n et il faut des systémes d’autant plus
grand. Dans notre cas, on a la chance d’avoir un poids rejeté tres petit qui permet d’avoir des corrélations
tres bien convergées et ayant un terme dominant & ¢ = 0 qui facilite 'ajustement.
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3. Emergence des quartets a basse densité
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FiG. VILO: A gauche, corrélations M(x) = Q(z) et N(x) & basse densité montrant la do-
mination des fluctuations superfluides dans le modéle SU(4). A droite, évolution
du parametre de Luttinger K tiré du fit des corrélations quartets montrant [’évo-
lution depuis K = 1 = N/4 au voisinage de la commensurabilité n = 2 (demi-
remplissage) et K = 4 = N a trés basse densité. Les courbes K(n) n’évolue
quasiment pas numériquement lorsque |U|/t = 2, correspond a 'entrée dans le
régime de couplage fort. Extrait de la publication [5].
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Fi1a. VIL.10: Diagramme de phase du modéle SU(4) pour U < 0 mettant en évidence
une large phase quartet (MS) a basse densité. Pour les différents cas limites, se
reporter au texte. Extrait de la publication [5].
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FiGc. VIL11: A gauche, corrélations M(z) et N(z) a basse densité montrant la domination
des fluctuations superfluides dans le modele SU(3). A droite, la fonction de
Green et les corrélations BCS sont bien exponentielles. Extrait de la publica-

tion [5].
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Fic. VII.12: Diagramme de phase du modéle SU(3) pour U < 0 mettant en évidence
une large phase moléculaire superfluide a basse densité. Pour les différents cas
limites, se reporter au texte. Extrait de la publication [5].
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4. Conclusion partielle

quartet dominantes existent aussi pour V' # 0 comme le montre la figure VII.8, la ligne SU(4)
n’est donc qu’une ligne particuliere au sein d’une phase plus large dans le plan U, V. De plus,
I'analogie avec une échelle de Hubbard sans ¢, mais avec V| = U sur la ligne SU(4) permet
de justifier qualitativement I'existence de la phase quartet. En effet, sortons de la symétrie
SU(4) en prenant V| = 0. Alors, les deux chaines de Hubbard sont découplées. Or, une chaine
de Hubbard correspond au cas SU(2) et, pour U < 0, I'hamiltonien est exactement soluble
par Ansatz de Bethe (voir chapitre II). Ces résultats exacts montrent que 1 < Kgyz) < 2
pour U < 0 et aussi que Kgy2) — 2 dans la limite de faible densité avec une saturation de
Ksu(2) dans la limite de couplage fort. Lorsqu’on branche V , il s’agit d"une simple interaction
densité-densité et on obtient pour les modes symétriques et anti-symétriques de 1’échelle

[ VK
Ky = Ksup)/y |1+ —22 (VIL.14)
TUSU(2)

Le parametre K est égal a K pour le modele SU(4) lorsque V| = U et on voit que V| < 0
donne K| > Kguy(g) si bien que comme Kgy2) — 2 a faible densité, il y a de bonnes chances
pour que K, > 2 dans cette méme limite, et ce, méme si V| # U (en dehors du point SU(4)).
Les résultats obtenus sont donc plus généraux que le cas spécifique étudié ici, favorisant ainsi
la possibilité de leur réalisation expérimentale.

3.3 Analogies et différences avec les modeles SU(2) et SU(3)

Que se passe-t-il pour N = 2 et N = 37 Le cas SU(2) a été plus ou moins déja dis-
cuté au chapitre II et ci-dessus. Précisons simplement qu’il n’y pas de phase isolante au
demi-remplissage puisque le K critique est alors K = 1 et que K > 1 pour les interactions
attractives. Il y a quels que soient U < 0 et n une large phase Luther-Emery avec domi-
nation des fluctuations BCS qui coincide dans ce cas particulier avec la phase moléculaire
superfluide. Ainsi, I’existence d’une valeur critique de la densité pour réaliser cette phase est
caractéristique du cas N > 2. D’autre part, le cas N = 3 est particulierement intéressant
car N est impair et que la molécule ainsi formée est un fermion. Sylvain Capponi a réalisé
dans ce cas des calculs DMRG en utilisant 'hamiltonien de trois chaines de fermions sans
spins couplées présenté au début de ce chapitre. Les résultats obtenus sont donnés sur les fi-
gures VIL.11 et VII.12. De fagon remarquable, les corrélations M (x) montrent sans équivoque
une oscillation a kp caractéristique d’une molécule fermionique. De méme que pour SU(4),
une densité critique doit étre franchie pour voir émerger la phase moléculaire superfluide.
Au demi-remplissage, une phase gappée est présente puisque le K critique de la transition
Mott-U est cette fois 3/2 > 1. Proche du demi-remplissage, K — 3/4 est bien observé nu-
mériquement sur quelques points a fort U. La ligne K = 1 entre donc dans le diagramme a
la différence des cas N =2 et N = 4.

4 Conclusion partielle
Ce chapitre a permis d’étudier la richesse du modele de Hubbard de spin 3/2 pour des

interactions attractives avec notamment une transition de confinement des paires de Cooper
et I’émergence de superfluidité moléculaire a basse densité. Les phases les plus intéressantes
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Chapitre VII. Modéle de Hubbard de spin 3/2 attractif

physiquement sont réalisées pour des conditions de densité et d’interactions peu restrictives
ce qui rend envisageable leur observation expérimentale. De plus, une certaine phénoménolo-
gie se dégage de cette étude laissant espérer que de telles phases puissent éventuellement étre
stabilisées a plus grande dimension mais aussi pour des conditions expérimentales réalistes
(présence d’un piege, température, etc...). Pour ce qui est de l'effet possible de la tempéra-
ture, I’échelle d’énergie du gap a une particule sur la ligne SU(4) est environ 0.5U/t et ce
gap évolue tres peu avec la densité (données non présentées). Une phase moléculaire super-
fluide ne pourrait etre stabilisée que tres en-dessous de cette échelle d’énergie. Le reste du
diagramme de phase de la figure VII.3 pour U > 0 a été abordé numériquement mais dans
ce cas, la convergence du DMRG est moins bonne et le mapping vers un modele d’échelle
de Hubbard montre que les deux chaines ont des densités locales déphasées dans ce régime.
L’approfondissement de ce travail nécessiterait peut-étre une écriture directe du modele de
spin 3/2 sur une chaine en DMRG afin de pouvoir gérer au mieux les symétries sur site
au cours de l'algorithme. En contrepartie, le nombre d’états sur site serait doublé ce qui
augmentera le temps CPU et la mémoire, mais il y aura aussi moins de pas DMRG pour la
méme taille. Pour terminer, les longueurs de corrélations étant relativement petites dans la
limite de couplage fort, la diagonalisation exacte pourrait également s’avérer tres utile dans
la région U < 0, V > 0.
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Effets de commensurabilité et plateaux irrationnels, phase supraconductrice inhomogene,
anomalies de la susceptibilité orbitale au voisinage des phases onde de densité de charge
et onde de densité de liens, apparition de fluctuations de courant transverse : le champ
magnétique conduit a une physique étonnamment riche dans les échelles de spins dopées.
La phénoménologie développée pourrait avoir des conséquences expérimentales visibles si le
couplage inter-échelles ou le désordre ne détruisent pas ces phases proposées a partir d’une
échelle isolée. L’émergence de nouveaux canaux d’appariement a fort champ et les crossovers
correspondants sont caractéristiques d’un état supraconducteur dont le mécanisme a pour
origine les fluctuations de spins. Ces observations pourraient trouver un écho de facon plus
générale dans les composés supraconducteurs de basse dimensionnalité a fortes corrélations
électroniques.

Apres avoir introduit les notions indispensables a la compréhension de la physique quan-
tique en dimension une et les méthodes numériques qui y sont les plus adaptées, cette these
discutait d’abord le role d’un terme d’échange cyclique dans les échelles dopées. Ce terme
cyclique, qui trouve son origine dans les processus d’échanges a quatre corps, induit de la
frustration et détruit les résonances de 1’état fondamental RVB de ’échelle de spin. La modi-
fication de I’environnement magnétique entraine une destruction de la supraconductivité au
point critique quantique magnétique. Inversement, la présence de trous diminue la contribu-
tion de ces processus élémentaires et rouvre le gap de spin lorsqu’on dope la phase isolante
au point critique. Le mode magnétique résonnant qui est l'état lié d’une paire de trous
avec l'excitation magnon dans les échelles dopées est robuste pour les valeurs expérimentales
observées de I’échange cyclique mais serait détruit avant ’approche du point citrique.

Les plateaux d’aimantation controlés par le dopage observés en présence d’effet Zeeman
peuvent étre considérés comme un prolongement de ce mode magnétique résonnant a dopage
fini. Une autre facon d’interpréter ces plateaux d’aimantation est un effet de commensurabi-
lité sur les électrons T diu a la présence de fortes interactions : ces plateaux existent donc de
facon continue avec le dopage en trous. Lorsque I'aimantation est non nulle dans 1’échelle,
les corrélations supraconductrices acquierent des oscillations typiques d’une phase FFLO.
Un corollaire de cette inhomogénéité de la phase supraconductrice est le dépassement de la
limite théorique de Pauli dans les échelles dopées. Ce résultat suggere qu'un tel dépassement
comme observé dans les expériences n’est pas incompatible avec de la supraconductivité sin-
gulet. D’autre part, le canal triplet S* = 0 donne des corrélations algébriques a fort champ
magnétique traduisant I’évolution du mécanisme d’appariement avec I’aimantation.

En raison du gap de spin dans les échelles dopées, la contribution des électrons de conduc-
tion a la susceptibilité magnétique est dominée par l'effet orbital a tres basse température. La
présence d'un flux perturbe considérablement la structure de bande des échelles conduisant a
une transition vers une phase C1S1 puis une réentrance de la phase C150 dans les limites de
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couplages faible et fort. Une des conséquences de I'introduction d’'un champ magnétique est
que la brisure de la symétrie par renversement du temps qu’il implique autorise I'apparition
de fluctuations de courant détruites par le gap de spin en son absence. De plus, le calcul de
la susceptibilité orbitale a champ nul montre qu’elle permet de sonder la nature différente
des phases commensurables & § = 1/4 et 6 = 1/2. Pour cette derniére, nous avons montré
qu’il s’agissait d’une phase onde de densité de liens. Enfin, I’étude préliminaire d’'un modele
d’échelle bosonique a montré la possibilité d’avoir 1’équivalent des phases de vortex 2D en
brisant I'invariance par translation pour certaines valeurs des parametres comme prédit par
les résultats de bosonisation.

Le dernier chapitre de ce manuscrit était dédié au diagramme de phase du modele de
Hubbard attractif de spin 3/2 décrivant la physique d’atomes froids piégés dans des réseaux
optiques. Grace a la tres bonne convergence de I'algorithme DMRG dans cette situation, nous
avons pu mettre en évidence de facon exacte la nature Ising de la transition entre une phase
BCS et une phase d’objets contenant quatre fermions : les quartets. Ces derniers rentrent
dans un état superfluide si la densité d’atomes est suffisamment faible, ce qui constitue une
nouvelle phase dans les systemes fortement corrélés.
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Résumé

Cette these aborde des questions relatives a la physique des échelles de spins dopées connues
pour étre un supraconducteur quasi-unidimensionnel et non conventionnel. Un accent parti-
culier est mis sur les propriétés sous champ magnétique. Les modeles d’électrons fortement
corrélés sur ces échelles sont étudiés en utilisant les méthodes numériques adaptées a la phy-
sique unidimensionnelle que sont la diagonalisation exacte et le groupe de renormalisation de
la matrice densité (DMRG). Les résultats sont également éclairés par les interprétations issues
de la théorie du liquide de Luttinger. La prise en compte d’un terme d’échange cyclique met
tout d’abord en évidence le role des fluctuations magnétiques dans le mécanisme d’apparie-
ment des trous. Son influence sur la dynamique des excitations de spin est également présen-
tée. Ces excitations sont ensuite sondées en couplant le spin des électrons au champ magné-
tique par effet Zeeman. On montre alors ’existence de plateaux d’aimantation controlés par le
dopage en trous ainsi que d’une phase supraconductrice inhomogene de type FFLO associée a
un dépassement de la limite de Pauli. Lorsqu’un flux traverse 1’échelle, le champ magnétique
se couple a la charge de I’électron par effet orbital. La réponse diamagnétique orbitalaire de
I’échelle dopée permet de sonder les phases commensurables du modele t-J présentes a faible
J/t. Des fluctuations de courant transverse sont également observées des que le champ ma-
gnétique est branché. Enfin, ce manuscrit rapporte des résultats numériques sur le modele
de Hubbard attractif de spin 3/2 qui révelent l'existence d’une phase moléculaire super-
fluide d’états liés a quatre fermions : les quartets. La compétition observée entre fluctuations
de charge et superfluidité est mise en perspective avec les résultats sur les échelles dopées.

Abstract

This thesis deals with the physics of doped two-leg ladders which are a quasi one-dimensional
and unconventional superconductor. We particularly focus on the properties under magnetic
field. Models for strongly correlated electrons on ladders are studied using exact diagonal-
ization and density-matrix renormalization group (DMRG). Results are also enlightened
by using the bosonization technique. Taking into account a ring exchange highlights the
relation between the pairing of holes and the spin gap. Its influence on the dynamics of
the magnetic fluctuations is also tackled. Afterwards, these excitations are probed by the
magnetic field by coupling it to the spin degree of freedom of the electrons through Zee-
man effect. We show the existence of doping-dependent magnetization plateaus and also
the presence of an inhomogeneous superconducting phase (FFLO phase) associated with an
exceeding of the Pauli limit. When a flux passes through the ladder, the magnetic field
couples to the charge degree of freedom of the electrons via orbital effect. The diamag-
netic response of the doped ladder probes the commensurate phases of the t-J model at
low J/t. Algebraic transverse current fluctuations are also found once the field is turned
on. Lastly, we report numerical evidences of a molecular superfluid phase in the spin-
3/2 attractive Hubbard model: at a density low enough, bound states of four fermions,
called quartets, acquire dominant superfluid fluctuations. The observed competition be-
tween the superfluid and density fluctuations is connected to the physics of doped ladders.
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