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Introduction

L'objectif d'un probeme de diusion inverse ou d'un probeme inverse
de valeurs aux bords est de reconstruire la structure d'un objeta partir
des donrees de di usion, oua partir des donrees de valeurs aux bords. Ces
probemes sont poses naturellement dans les domaines de la physique nuckaire,
de la geophysique, de la nedecine, etc...

Dans cette these, on consicere lequation de Newton-Einstein pluridimen-
sionnelle dans un ouvert deR", n2 N;n 2:

P = 1 V(X)) + B, 0.0.1)
o(t) = g2
1 Jx_(t)J2

wt2R;x(t)2 ;pt) 2R, x= % p=P,v2C2 ;R)etB =(By)2
CY( ;A,(R)) \erie la condition de fermeture suivante :

@BI @BI _
@x (x) + (X) (0.0.2)

pour tous x = (xl;::"xn) 2 et i;k;l =1:::n (Ay(R) cesigne lI'ensemble
des matrices antisynetriques eelles). L' ouvert sera soitR", soit un domaine
D ouvert borre de R", strictement convexe au sens fort, de frontere de classe

()

C2. Si = R"; alors on supposera aussi qu¢ et B \eri ent les conditions
suivantes de cecroissance :

jQVv (%) (L + jxj) ¢, (0.0.3)

j@Bix (0] o (L ) €I (0.0.4)

pourx 2 R™jjj 29 1(;j%°2N")a > 1 estune constante eelle et
les j;; sont des constantes eelles positives.
Pour lequation (0.0.1), lenergie

r.
_ jp(t)j?
E=c¢ 1+ =

+ V(x(t)) (0.0.5)

est une inegrale premere du mouvement.
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Sin = 3 alors lequation (0.0.1) est lequation de mouvement d'une par-
ticule de massem = 1 et de chargee = 1 dans un champ electromagretique
statique externe cecrit par (V; B) (voir [Ein07] ou section 17 de [LL71]). Dans
cetteequation x est la position de la particule p son impulsion, ett cesigne le
temps et la constantec est la vitesse de la lumere.

Dans cette tlese, onetudie le probeme de di usion inverse ( = R") pour
lequation (0.0.1) sous les conditions (0.0.3)-(0.0.4) (voir Probeme 2 forneiki-
dessous), et un probeme inverse de valeurs aux bords ( ) pour lequation
(0.0.1) (voir Probeme 4 formuk ci-dessous).

Pour le probeme de di usion inverse pour lequation pluridimensionnelle
(0.0.1), on a obtenu, en particulier, les esultats suivants.

L'asymptotique aux hautes energies des donrees de diusion pour
lequation (0.0.1) determine de manere unique, par des formules explicites,
le champ exerieur (i.e. le champelectromagretique cecrit par (V; B)) (Jolli-
vet 2005).

Aenergie »e su samment grande, les donrees de di usion ceterminent
de mangere unique le champ exerieur lorsque celui-ci est aussi suppoga sup-
port compact (Jollivet 2006, 2007).

Pour le probeme inverse de valeurs aux bords pour lequation pluridimen-
sionnelle (0.0.1), nous avons obtenu les esultats suivants.

A energie >ee susamment grande, les donrees de valeurs aux bords
cteterminent de manere unique le champ exerieur (Jollivet 2006, 2007). De
plus si le champ exerieur est uniquementelectrique ou gravitationnel  0)
alors,aenergie »e su samment grande, les donrees de di usion ceterminent
de manere unique et de facon stable le champ exerieur (Jollivet 2006).

Par ailleurs, dans le cadre de la nmecanique classique non relativiste, on
dispose de esultats analogues pour lequation de Newton non relativiste dans
un champelectromagretique

x()= 1 V(x(0)+ BXx(®)x(1); (0.0.6)

wt2Rx(t)2 ;x=%n 2 (Lenergie E = ”‘—(%)’2 + V(x(t)) est une
inegrale premere du mouvement pour (0.0.6).) Pour le probeme de di usion
inverse pour lequation (0.0.6) sous les conditions (0.0.3)-(0.0.4), I'asympto-
tigue aux hautesenergies des donrees de di usion cetermine de manere unique
le champ exerieur par des formules explicites. 38 0, alors ce esultat a
d'abordet obtenu par [Nov99]. De plus,aenergie »>e su samment grande,
les donrees de diusion ceterminent de manere unique le champ exerieur,
lorsque le champ exerieur est aussi supposa support compact (Jollivet R@).
SiB 0, alors ce dernier esultat a d'abordet obtenu par [Nov99].

Pour le probeme inverse de valeurs au bord pour lequation de Newton
multidimensionnelle non relativiste (0.0.6), on a monte quaenergie e su -
samment grande les donrees de valeurs au bord ceterminent de manere unique
le champ exerieur (Jollivet 2007). SiB 0, alors ce esultat a d'abord et
obtenu par [GN83].



L'ensemble de ces esultats ont ek obtenus en cereralisant et en
ceveloppant des esultats et des nethodes des travaux de Novikov [Nov99]
et de Gerver-Nadirashvili [GN83]. La gereralisation de esultats de [GN83]

a recessie la gereralisation et le ceveloppement de nethodes de @vaux de
Muhometov-Romanov [MR78], Beylkin [Bey79] et Bernstein-Gerver [BG80]
sur le probeme de la determination d'une netrique riemanniennea partir de
son hodographe (i.e.a partir de la donree des longueurs des ggocesiques entre
tout couple de points frontere).

Nous allons maintenant cetailler la structure de la these en donnant les
principaux esultats, les methodes utilises et les commentaires historiques
recessaires.

Dans le premier chapitre de cette these, on rappelle quelques esultats sur
le probeme de di usion directe sous les conditions (0.0.3)-(0.0.4). Onetablit
le esultat suivant.

Treoeme 0.0.1.  Sous les conditiong0.0.3)-(0.0.4), on a :
(i) pourtout(v ;x )2 B, R";v 60; il existe une unique solution de
lequation (0.0.1) telle que

x(t)=v t+x +vy (1) (0.0.7)

ay @) 0y (! Oquandt! 1 ;
(i) pour presque toufv ;x )2 B. R"; v 60;

X(t) = vit+ X4 + y, (1); (0.0.8)

@ Ve =V FagV X )X =X +Fhe(vx ) ye()! Oy (t)! 0
quandt! +1 (on note B, la boule euclidienne ouverte de centre 0 et
de rayonc).

On & nit l'operateur de diusion S:B. R"! B, R" pour lequation
(0.0.1) par les formules

S(v ;X )=(Vv +as(v ;X );x + by(vix)):

On note D(S) lI'ensemble de e nition de S: Les donrees as(v ;X );
be(v ;X ), (v ;x ) 2 D(S); sont les donrees de diusion pour lequation
(0.0.1).

En mecanique classique, pour letude de la di usion directe, on peut citer
les travaux de Simon [Sim71], Herbst [Her74], Yajima [Yaj82], Loss-Thaller
[LT87] et le livre [DG97]. Notons que le Treoeme 0.0.1, sous des conditions
sur B plus fortes que les conditions (0.0.4), aee obtenu par Yajima [Yaj82].

Le Theoeme 0.0.1 peut se cemontrer en epetant les preuves de Bultats
donres dans [Yaj82]. La preuve donree dans le chapitre 1 du Treoeme 0.0.1
correspond a la facon dont on aborde le probeme de diusion inverse aux



4 INTRODUCTION

hautesenergies dans le chapitre 2, et diere de la preuve que I'on obtiendrait
en epetant la preuve de certains esultats donres dans [Yaj82].

En s'appuyant sur les esultats de Simon [Sim71] et de Loss-Thaller [LT87],
on peut cemontrer l'analogue du Theoeme 0.0.1 pour lequation (0.0.6) : il
sut de remplacer B, par R" dans lenone du Treoeme 0.0.1. On peut ainsi
e nir l'operateur de di usion S™ pour lequation (0.0.6) de la m&me mangere
que l'on a ce ni S (voir [Jol07a]).

On peut alors formuler de manere pecise le probeme de di usion directe
(Probeme 1 ci-dessous) et le probeme de diusion inverse (Probeme 2 ci-
dessous) pour lequation (0.0.1) sous les conditions (0.0.3)-(0.0.4) :

Probéme 1 : etant donres V;B; trouver l'operateur de
diusion S;
Probéme 2 . etant donre S; trouver V;B:

En remplacant S par S dans les deux probemes peedents, on obtient les
probemes de di usion directe et de di usion inverse pour (0.0.6).

En dimensionn = 1; des probemes inverses pour lequation de Newton
non relativiste onteeetudes par Abel [Abe26], Keller [Kel76] et Astaburuaga-
Fernandez-Cores [AFC91] et un probeme inverse pour lequation de Newto
relativiste a et etude par Funke-Ratis [FR90]. En ce qui concerne le
probeme de di usion inverse en dimension 1 sous les conditions (0.0.3) pour
les equations (0.0.1) et (0.0.6), il n'est pas possible de dceterminer le champ
exerieura partir des donrees de di usion : que ce soit en mecanique classique
relativiste ou non relativiste, il existe des potentielsVy; V, distincts qui
\eri ent les conditions (0.0.3) et qui ont le méme operateur de di usion.

Dans le chapitre 2 on s'ineresse au probeme de di usion inverse pluri-
dimensionnelle aux hautes energies. On obtient, en particulier, le Theoeme
suivant qui donne, en particulier, I'asymptotique aux hautes energies de la
premere composante de l'ogerateur de di usionS pour lequation (0.0.1).

Treoeme 0.0.2  ([JolO5b]). Soit (;x) 2 TS ! = f(%x9 2 & Fl)—
R"j %°=0g; et soitr une constante positive telle queé<r 1;r<c= 2
Sous les conditiong0.0.3)-(0.0.4), on a :

Z .,
lim G ——au (s ix) = F( +Xxc)d; (0.0.9)

s<c 1 % 1
C




et
“ F( +xs)d 6——ads:x) %27 A+ D 50.10)
1 ’ e C e 0t 00

PG +1 r)?
a :
Y ,

2 iXj
1+ S_(1+ #X—é)z 1

4(c2 s?)

pour touts; <s<c,a “=max( 1; 2), F(x;v)=r V() + %B(x)v pour
tout (x;v) 2 R"  R" (sy = si(c;n; 1; 2;; jXj;r) est eniala n de la
section 2.3).

On a aussi l'asymptotique aux hautes energies da. et une estimation
explicite entre by, et son asymptotique (Treoeme 2.1.1, [JolO5b]).

En utilisant les nethodes de reconstruction d'une fonctiona partir de sa
transformee de rayons X (voir [Rad17, GGG80, Nat86, Nov99] ou la seatio
A.3 de I'annexe) et en utilisant 'asymptotique trouvee pouras., on obtient, en
particulier, que le champ exerieur peut étre reconstruita partir de I'asymp-
totiqgue aux hautesenergies de l'oerateur de di usionS (Proposition 2.1.1).
La possibilie de ceterminer le champ exerieura partir de I'asymptotique aux
hautesenergies ddy. est aussietudee (Proposition 2.1.2).

Pour B 0, le probkme de di usion inverse pour lequation de Newton
non relativiste pluridimensionnelle aet etude par Novikov [Nov99] sous les
conditions (0.0.3). En ceveloppant la methode de Novikov [Nov99], on aetude
le probeme de di usion inverse pour lequation de Newton-Einstein pluridi-
mensionnelle d'abord dans le ca® 0 sous les conditions (0.0.3) ([Jol05a]),
puis dans le cas gereral sous les conditions (0.0.3)-(0.0.4) ([Jol0O5b]). Dans
[JolO7a], onetudie le probeme de di usion inverse pour lequation de New-
ton non relativiste pluridimensionnelle dans un champ electromagretique et
sous les conditions (0.0.3)-(0.0.4A notre connaissance, le probeme de di u-
sion inverse pour une particule dans un champelectromagretique avé 6 O,
en nmecanique classique ou classique relativiste, n'a paset consicke dans
literature avant le travail [JolO5b].

En mecanique quantique le probeme de di usion inverse pour une par-
ticule dans un champ electromagretiqueB 6 0 aek consicee, en particu-
lier, dans [HN88], [ER95], [Ito95], [Jun97], [ER97], [Nic97], [Ari97], [Hac99],
[WYO05] (concernant les esultats donres dans la literature sur ce probeme
pour B 0, voir, de plus, [Fad56], [EW95], [Nov05] et les ektrences donrees
dans [Nov05]).

Le Theoeme 0.0.2 aek obtenu en ceveloppant une nmethode de l'article
de Novikov [Nov99]. Fixonsy 2 B.nfOg; x 2 R". On remarque tout d'abord
que siy ckesigne la e ection par rapport au mouvement libre, qui apparait
dans (0.0.7), alors, poury , lequation (0.0.1) prend la forme d'un syseme
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eguations inegrales

(y (0;x (1) = Ay x (y ;¥ )(1); (0.0.11)

pour tout t 2 R. Pour O<r 1; onetudie l'ogerateur A, x sur l'espace
nmetrique

M, = f(f;h) 2 C(R;R")?jk(f;h)ky = max(supjf (t) th(t)j;supjh(t)j) ro;
t2R t2R

muni de la normek:k; .

Sous certaines conditions sw et x etr, on obtient des estimations et,
en particulier, des estimations de contraction suf, x (Lemmes 2.2.1, 2.2.2
et 2.2.3). Les conditions, que I'on impose& etx etr, impliquent l'iregalie
jv j>  2r: Cette dernere iregalie implique que si (y ;y ) 2 M, alors l'angle
(t)yentrev etv +y (t) est strictement intrieura 5 (( t) 2 [0; ] et
jv jjv +y ()jcos((t)) = v (v +y (1)). Ainsi onetudie une di usion
aux petits angles.

A partir des estimations obtenues surA, .x et en tenant compte de
legalie (0.0.11), onetudie la e ection y (Theoeme 2.3.1). On obtient ainsi
et notamment le Theoeme 0.0.2.

En ce qui concerne le cas de la necanique classique non relativiste on a le
esultat suivant (voir [JolO7a]) qui donne, en patrticulier, 'asymptotique aux
hautesenergies de la premere composante de I'operateur de di usio8™ pour
lequation (0.0.6) (ce esultat est I'analogue du Treoeme 0.0.2).

Theoeme 0.0.3  ([Jol07a]). Sous les conditiong0.0.3)-(0.0.4), on a

YA
S'Iiml a(s;x)= B( +x)d; (0.0.12)
L 1
et
: R
limg +1 s al(s;x) B( +x)d
1
R R R
= rv( +x)d + B( +x)( B( +x)d )ds (0.0.13)
1 1 1
P, R RR
+ i=1 i r Bj;i(X+ ) B( +X)ddd ;
1 11 j=1:n
pourtout (;x)2 TS' 1, =( ;:::; n);au  cesigne le produit scalaire usuel
sur R".

Et de la méme facon que pour (0.0.10), on a une estimation explicite
entre ag; et son asymptotique aux hautesenergies [Jol07a]. On a aussi obtenu
I'asymptotique aux hautes energies ddylll [Jol07a]. Du Theoeme 0.0.3, on
obtient, en particulier, le esultat suivant.



Theoeme 0.0.4  ([JolO7a]). Sous les conditions(0.0.3)(0.0.4), I'asympto-
tigue aux hautesenergies de l'ogerateur de di usiorB™ cetermine de manere
unique, par des formules explicitegV;B).

On obtient le Treoeme 0.0.3 en modi ant egerement la nethode de No-
vikov [Nov99]. Fixonsv 2 R"etx 2 R",v 60.Siy dasigne la ¢ ection
par rapport au mouvement libre, alorsy ;y ) estun point xe d'un operateur
Al . PourO<r 1 etR > 0; onetudie l'operateur AJ ., sur l'espace
nmetrique

Mg, = f(f;h) 2 C(R;R")? | supjf () th(t)] r supjh(t)j Rg;
t2R t2R

muni de la normek:k; d nie peedemment. p_

En imposant les conditionsv x = 0 et jv j > = 2R, on obtient des
estimations surAj" , et des estimatigns et estimations de contraction sur
(A" )? ([JolO7a]). Liregalie jv j > 2R implique que si § ;y ) 2 Mg,
alors l'angle (t) entrev etv +y (t) eststrictement inkrieura - : onetudie
une di usion aux petits angles.

A partir des estimations obtenues surAy" )2 et en tenant compte de
legalie (0.0.11), onetudie la e ection y et on obtient ainsi et notamment
le Treoeme 0.0.4 [Jol07a].

4

Dans le chapitre 3, onetudie le probeme de di usion inverseaenergie e
(Probeme 2* ci-dessous) et un probeme inverse de valeurs au bord (Preble
4 ci-dessous) pour lequation (0.0.1) .

Commercons par formuler le probeme de di usion inverseaenergie ee.
Sous les conditions (0.0.3)-(0.0.4) et pouE > c? on consickre 'ogerateur
Se e ni comme la restrictign de l'operateur de diusion S a I'ensemble

2
f(vi;x)2D(S)jjvj=c EY) 1g. L'operateur Sg est appek

operateur de di usionaenergie »e E de lequation (0.0.1). Le probeme de
di usion inverseaenergie »>e (formuka nouveau dans la section 3.1) es$ le
suivant :

Probéme 2* : etant donre Sg aenergie »e E; trouver V et B:

Formulons maintenant le probeme inverse de valeurs au bord qui nous
ineresse. On etudie lequation (0.0.1) dans un domaineD ouvert borre de
R", strictement convexe au sens fort, de frontere de clas€?. Pour lequation
(0.0.1) dansD, on peut cemontrer quaenergie »e E susamment grande
(i.,e. E > E (kVkc2.,p; kBKkcip; D)), les solutionsx denergie E ont les pro-
prees suivantes (section 3.2, section 3.6) :

pour chaque solutionx(t) il existe t1;t, 2 R;t; <t,; tels que
X 2 C3([t1; t2]; R™); x(t1); X(t2) 2 @D; Xt) 2 D pourt 2]ty;t[;  (0.0.14)
X(s1) 6 X(s2) pour s;;8; 2 [t1;t2];81 6 S;
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pour tout couple de points distincts (p;d) 2 D?; il existe une et une
seule solutionx(t) = X(t; E; qo; g) telle que x(0) = op; X(S) = g pour un
certains > 0:
(0.0.15)
Soient oy; q deux points distincts deD. Par sy.g(E; o; @) on designe le temps
en lequelx(t; E; qo; ) atteint ga partir de . Par Ko.v:s (E; Qo; @) on designe
le vecteur vitessex(0; E; go; g): Par ky.g (E; 0o; 0) on designe le vecteur vitesse
X(sv: (E; Go; 0); E; do; 0): Les donreeskoy:s (E; do; 0); kv:s (E; 0o; Q); th; 42 @D;
O 6 q; sont les donrees de valeurs au bord.
On peut alors formuler de manere pecise un probeme direct de valeurs
au bord (Probeme 3 ci-dessous) et le probeme inverse de valeurs au bord
correspondant (Probeme 4 ci-dessous) pour lequation (0.0.1) dari3 :

Probéme 3 : etant donres V;B; trouver ky.g(E; qo; 0); Ko.v:s(E; do; Q)
pour tous gp; g2 @D; g6 q;

Probéme 4 : etant donres Ky (E; Qo; 0); Kov:s(E;0o; Q) pour tous op;
g2 @D; g6 q;aenergie e E susamment grande; trouver V et B:

Pour le Probeme 4, on a le esultat d'unicie suivant.

Treoeme 0.0.5  ([JolO7b]). Aenergie e E > E (kVkcz.p;kBkcip; D),
les donrees de valeurs au bor#ly.s(E;qo;0), (ph;0) 2 @D @D; g 6 q,
ceterminent de manere unique V; B.

Aenergie e E > E (kVKcz2p;kBkeip; D), les donrees de valeurs au
bord ko.v:5 (E; 0o; ), (0p;q) 2 @D @D; g6 q, ceterminent de manéere unique
V:B.

Le Treoeme 0.0.5 est rappek dans la section 3.1 (Treoeme 3.1.1).
Pour le Probeme 2*, on a le esultat d'unicie suivant.

Thkeoeme 0.0.6  ([Jol07b]). Soit D un domaine ouvert borre deR", stric-
tement convexe au sens fort, de frontere de clas€?. On supposeD donre.
SoientV 2 C3(D; R); B 2 C3(D;An(R)), B eriant (0.0.2). Alorsaenergie
xee E >E (V;B;D); l'ogerateur de di usionaenergie e E, Sg, cetermine
de manere unique(V;B).

Le Theoeme 0.0.6 est formue de manere dierente dans la section 3.1
(Treoeme 3.1.2). Le Theoeme 0.0.6 se ceduit du Theoeme 0.0.5 en fisant le
lien entre les donrees de di usion et les donrees de valeurs au bord lorsque le
champ exerieur esta support compact (Proposition 3.2.1) et en imposant de
proprees sur la constante E(kVkcz,p; kBKc1p; D) introduite peedemment
(Proprees (3.1.7) et (3.2.3)).

La formulation non relativiste des Probemes 4 et 2* et des Treoemes
0.0.5 et 0.0.6 est valable (voir [Jol07b]). En adaptant la preuve des Theoemes
0.0.5 et 0.0.6, on peut obtenir la preuve des Threoemes 0.0.5 et 0.0.6 dans leur
formulation non relativiste (voir [Jol07b]).



Pour B 0 et n = 3, Firsov [Fir53] (voir aussi le probeme 7 de la
section 18 de [LL60]) et Keller-Kay-Shmoys [KKS56] ontetude le probeme
de di usion inverseaenergie >ee pour lequation de Newton non relativiste
pour le cas d'un potentiel radial decroissant enxj. Pour B O etn 2,
la formulation non relativiste du Probeme 4 aet etude dans [GN83]. En
utilisant le principe de Maupertuis, [GN83] deduit les esultats d'unicie (ana-
logues au Theoeme 0.0.5) et de stabilie pour ce probeme de valeurs au bord
a partir de esultats sur le probeme de la cetermination d'une netrique rie-
mannienne isotrope a partir de son hodographe (i.e.a partir de la donree
des longueurs des geodesiques entre tout couple de points frontere) (sue
probeme de geonetrie, nous renvoyonsa [MR78], [Bey79] et [BG80]). Ror
B Oetn 2, Novikov [Nov99] a donre, en particulier, le lien entre le
Probeme 2* (non relativiste) et le probeme inverse de valeurs au bord a
energie »e de Gerver-Nadirashvili (Probeme 4 non relativiste). PourB 0
etn 2, en ceveloppant I'approche de [GN83] et de [Nov99], I'auteur [Jol06] a
etude les Probemes 4 et 2*. Dans [Jol06] des esultats d'unicie et de stabilite
sont obtenus. Dans [Jol07b] on aetude les Probemes 4 et 2* ainsi que leur
formulation non relativiste. Les sections 3.1-3.6 du chapitre 3 sont extragale
[Jol07Db].

Concernant des analogues des Theoemes 0.0.5, 0.0.6 et de la Proposition
3.2.1 pour le casB 0 dans le cadre de la mecanique quantique nonrelati-
viste, voir [Nov88], [NSU88], [Nov05] et les ekrences ciees dans ces papiers
Concernant un analogue du Theoeme 0.0.6 dans le cd& 0 en necanique
guantique relativiste, voir [Iso97]. Concernant des analogues des Treoeme
0.0.5, 0.0.6 dans le caB 6 0 en necanique quantiqgue non relativiste, voir
[ER95], [NSU95] et les etrences ciees dans ces papiers.

Lequation (0.0.1) dans D est lequation d'Euler-Lagrange pour un certain
lagrangien auquel on associe I'hamiltonieRl, independant du temps, donre
par

H(P;x)= & 1+c 3P ¢ lAX)j2 ™ +V(X); P2R" x2D; (0.0.16)

al A est un potentiel magretigueC* du champ magretiqueB sur D: En ap-
pliquant le principe de Maupertuis, les solutions denergi& sont des extrema
d'une certaine fonctionnelleA.

Aenergie E su samment grande (E > E (kVKcz.p; kBKcip; D)), la fonc-
tionnelle A, prise le long des trajectoires de (0.0.1) denergig, ¢ nit I'action
eduite Sov.a.g @aenergie e E assocee a |'hamiltonien H. On etudie la
egularie de I'action eduite Sy, ¢ €t on exprime sa dierentielle en fonction
de A et des donreesko.v5 (E; Qo; 0); Kv:s (E; 0o;0); ;92 D; go 6 g (Proposi-
tion 3.3.1).

Ensuite (voir sous-section 3.3.4), on consicere deux couples de champs
exerieurs (Vy; B1) et (V,;By). A partir des donreesky, g, (E; 0o; 0); &; 92 D;
O 6 ¢, et des actions eduitesSyy, .4 £, | = 1;2, on construit une 21 1 forme
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~

dierentielle ; inegrable sur @D D et une 2 2 forme dierentielle
inegrable sur @D @D
Enn, des proprees sur la dierentielle des actions eduites Sy, .k,
i =1;2; on ceduit legalie
Z Z

L= ~ (Lemme 3.3.1). (0.0.17)
@D D @D @D

Cetteegalit et les proprees de  etde ; permettent d'obtenir le Threoeme
0.0.5 (Proposition 3.3.2, Lemme 3.3.1 et Theoeme 3.3.1). QuanB 0;
legalie (0.0.17) et les proprees de T, et de ; donnent aussi la stabilie de
V a partir des donrees de valeurs au bord ([Jol06]).

QuandB 0, alors pourA  0; l'action eduite Spy.A g aenergie e
E > E (kVkczp;kBKkcip; D) est la distance riemfannienne pour la metrique

2
riemanniennery.e (x)jdxj dans D, ai rye(x) = ¢ =38 1, x 2 D.

Dans ce cas, le Probeme 4 devientequivalent au probeme suivant de recons-
truction,a partir de son hodographe, d'une netrique isotrope (iciry.g (x)jdxj)
a la metrique euclidienne jdxj ([Jol06]) :

Probéme 5 : etant donres Spy.a e (Gp; ) pour tous p; 42 @D; g6 q;
touver lve:

Muhometov-Romanov [MR78], Beylkin [Bey79] et Bernstein-Gerver [BG80]
ont etude le probeme de la cetermination d'une netrique riemannienne
isotrope a partir de son hodographe. QuandB 0, et Vi;V, 2 C3 et
@D2 C! ; legalie (0.0.17) appara’t dans [Bey79, BG80].

A I'heure actuelle, I'a rmation suivante est une conjecture.

Conjecture. Sous les conditions(0.0.3}-(0.0.4), a energie e E >
E(V;B), l'ogerateur de diusion Sg aenergie »>e E pour lequation (0.0.1)
cetermine de manere unique (V; B).

Dans le casB  O; cette conjecture dans sa formulation non relativiste
est la conjecture Aenonee dans [Nov99].

Dans les chapitres 1 et 2, on consicerera lequation (0.0.1) sous les condi-
tions (0.0.3)-(0.0.4) sans (0.0.2) qui n'est pas utile pouretablir le Treoeme
0.0.1. Cette remarque vaut aussi pour le cas non relativiste et I'analogue non
relativiste du Threoeme 0.0.1.

Dans l'annexe A, on donne les preuves de esultats non cemontes dans
les chapitres 1 et 2, et on rappelle des esultats connus et utilies dans les
chapitres 1 et 2.
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Notations

Soitn 2 N; n 1. Tout le long de cette these,

{ on note A,(R) I'ensemble des matrices eelles antisynetriques de taille
n n;

{ on note le produit scalaire usuel suR";

{ on noge j1] 1a longueur de tout multi-indicej = (j1;:::;jn) 2 N"; i.e.
= Rk

{ pour tout ouvert de R";on note la fermeture topologique de ;

{ pour tout ouvert de R"; on note Fny() I'ensemble des champs
magretiquesC! sur ,i.e. Fpag()= fB%2 C( ;AL(R))] @—@:(BE;, (x)+
SBX () + 2BX(x)=0;x2 ;ikil =1:::n; B°=(B)g;

{ pour ¢ 2]0;+1 [; on note B. la boule euclidienne ouverte d&k" de
centre O et de rayorc, i.e.B,= fx 2 R" jjxj <cg.
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INTRODUCTION



Chapitre 1

Probéme de di usion directe

1.1 Introduction

Consicerons lequation de Newton-Einstein

P = 1 V(D) + B U)X (1.1.0)
o= ¢

W t2R;x(t) 2R p(t) 2 R"; x = %;p= P;V 2 C(R™;R) et B = (Biy) 2

CY{R™An(R)) (N2 N, n 1). Pour lequation (1.1.1), lenergie
r

E=& 1+ jp(ctz)jz + V(X(1) (1.1.2)

est une inegrale premere du mouvement.

Sin =3 et B 2 Fpy(R® alors lequation (1.1.1) est lequation de
mouvement d'une particule de massen = 1 et de chargee = 1 dans un
champ electromagretique statique externe decrit par (/;B) (voir [Ein07] ou
section 17 de [LL71]). Dans cetteequatiorx est la position de la particule,p
son impulsion, ett cesigne le temps et la constante est la vitesse de la lumere.

On suppose que/ et B \eri ent les conditions (1.1.3)-(1.1.4) ci-dessous
j@Vv (%] i1+ jxj) €D (1.1.3)

j@Bix (0] o (L jxj) I3 (1.1.4)

pour x 2 R"jjj  2j9 1(Gj°2 N")a > 1 est une constante

eelle et les j; sont des constantes eelles positives. Le potentieV et
le champ B sont alors dits de courte poree. Sous les conditions (1.1.3),

13
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on obtient, en particulier que V est borre sur R"; ainsi, en utilisant la
conservation de lenergie, on obtient que pour toute solutiox(t); t 2]t ;t.[;
de lequation (1.1.1), il existe une unique solution de lequation (1.1.1)
e nie pour tout temps et qui prolonge x(t); t 2]t ;t.[: Desormais, dans ce
chapitre, on ne consicerera que les solutions de (1.1.1) c& nies pour tout temps.

Dans ce chapitre onetudie le probeme de di usion directe pour lequation
de Newton-Einstein (1.1.1) sous les conditions (1.1.3)-(1.1.4). Le Theoeme
1.1.1 suivant est le esultat principal de ce chapitre. Il etablit I'existence et
donne quelques proprees de l'ogerateur de di usion pour lequation (1.1.1).

Theoeme 1.1.1.  Sous les conditiong1.1.3}(1.1.4), on a
(i) pourtout(v ;x )2 B, R";v 60; il existe une unique solution de
lequation (1.1.1) telle que

x()=v t+x +y (1) (1.1.5)

ay @®! 0y () Oquandt! 1 ;
(i) pour presque toutv ;x )2 B. R"; v 60;

X(t) = vit+ X4 + vy, (1); (1.1.6)

al jVij=jv v« () Oy, (t)! Oquandt! +1 ;

(i) l'ensembleD(S) = f(v ;x ) 2 B R"jv 6 0; lasolution x(t)
de (1.1.1)eriant (1.1.5)\erie aussi (1.1.6)g est un ouvert deB.
R" et son compementaire dansB. R" est de mesure nulle pour la
mesure de Lebesgue, i.des(B. R")nD(S))=0;

(iv) l'operateur S: D(S)!'R (S); (v ;x ) 7! (v+;X+) a les proprees
suivantes :S est de classeC! sur D(S) et S peserve la mesure de
Lebesgue.

La preuve du Treoeme 1.1.1 est donree dans la sous-section 1.6.3.
L'ogerateur S e ni dans litem iv du Theoeme 1.1.1 est appek
l'operateur de di usion pour lequation (1.1.1).

Le probeme de di usion directe pour lequation de Newton non relativiste
avec B 0 aetetudee (en dimension n = 3) par Simon [Sim71] dans le
cas a V esta courte poree (sous des conditions plus faibles que (1.1.3)) et
par Herbst [Her74] dans le cas aV esta longue poree. La di usion directe
en necanique classique non relativiste pour un probeme a 2 ou N corps
(sans champB) est traie dans la monographie de Derezinski-Gerard [DG97].
Loss-Thaller [LT87] ontetude (en dimension n = 3) le probeme de di usion
directe pour lequation de Newton non relativiste aved/ 0 etB 2 F g (R?)

a longue poree. S'appuyant sur le travail de Simon [Sim71], Yajima [Yaj82]
aetude le probeme de di usion directe pour lequation (1.1.1) en dimension
n =3 avecV satisfaisant (1.1.3) etB 2 F y,4(R®) \eri ant des hypotteses un
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peu plus forte que (1.1.4). Pour letude de la di usion directe en necanique
guantiqgue non relativiste pour le probeme a 2 ou N corps (sans champ
B), nous renvoyons a la monographie de Derezinski-Gerard [DG97] et aux
ekrences contenues dans ce livre. Pour la treorie gererale de la di usn
directe en nmecanique quantique, nous renvoyonsa la monographie de Yafaev
[Yaf92].

Le Theoeme 1.1.1 peut se cemontrer en reprenant sans modi cation les
preuves de certains esultats obtenus dans [Yaj82]. Nous donnons une preuve
bgerement dierente a celle que l'on obtiendrait en epetant la preuve de
certains esultats de [Yaj82] (voir paragraphe 1.3.2).

Le chapitre est organise comme suit. Dans la section 1.2, on rappelle cer-
taines proprees de lequation (1.1.1), on introduit des notations, on donne
des estinees sur la forc& et sur l'accroissement d'une fonctiorg qui jouera
un réle important dans les deux chapitres suivants. Dans la section 1.3, on
cemontre en particulier le premier item du Theoeme 1.1.1 en transformant
lequation (1.1.1) en uneequation inegrale et enetudiant I'operateur a ssocea
cetteequation inegrale ; le premier item du Treoeme 1.1.1, une fois proue,
permet de & nir les operateurs d'ondes  pour lequation (1.1.1). Dans la
section 1.4 onetudie les solutions non borrees de lequation (1.1.1) denerg
E > c?; les esultats etablis dans cette section permettent de donner une
autre description des images des ogerateurs d'ondes . Dans la section 1.5,
onetablit d'autres proprees des operateurs d'ondes, notamment la propree
de conservation de la mesure de Lebesgue. Dans la section 1.6, en utilisant
notamment la conservation de la mesure (de Lebesgue) par, on montre que
les images de ; noees Ran , sontegales modulo un ensemble de mesure
nulle, puis on cemontre le Theoeme 1.1.1. La section 1.7 conclue le chapitre.

1.2 Peliminaires

1.2.1 Le ot dierentiel assocea (1.1.1)
Pour x 2 R" et v 2 R"; on note F (x; V) le vecteur deR"
FOx;v)=r1 V(X)+ (—1:B(x)v: (1.2.1)

Lequation (1.1.1) est une equation dierentielle du second ordre. Il est
equivalent de consicerer le syseme dierentiel autonome suivant

0 b 1
S

5
1P
i

= X(X;p); a1 X(x;p) = %} F (x: P &; pour x;p2 R": (1.2.2)
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Le champ de vecteurX a les proprees suivantes

X = (Xq::5: X)) 2 CHR" R™R" RM); (1.2.3)
- X @)ﬁ . @XH' . .
0 = @—?((x, p) + @p x;p) ; (1.2.4)

j=1

deV et B donne (1.2.3); pour toutx 2 R"; B(x) 2 An(R); ce qui implique
(1.2.4)).

En utilisant (1.2.3) et la conservation de lenergie (1.1.2) et en utilisant
le fait que V est borre sur R" (d0a (1.1.3)), on obtient que par tout point
(X0;po) 2 R" R" passe une unique solution (t; Xo; po) := ( x(t); p(t)); t 2 R,
de (1.2.2). L'application est appek ot assocea (1.1.1) et est de classe
ClsurR R" R™

Pourt 2 R, le ot au temps t, noe !, est ce ni par

Yx;p) = (t;x;p); pour tout (x;p) 2 R" R"; (1.2.5)
et par treoeme de Liouville (on utilise (1.2.4)), on a
t2 CY{R" R";R" R") peserve la mesure de Lebesgue. (1.2.6)
De plus on rappelle que le ot a la propret d'additivie :
YCOS(x;p) = YS(x;p); pourtous (x;p) 2 R" R":; s;t2 R:  (1.2.7)
1.2.2 Une fonction C! g:R"! B,
La fonctiong:R" ! B, & nie par

g(x) = q% x2 R"; (1.2.8)
1+ %

est un C! dieomorphisme de R" sur B, et son inverse est la fonction de
classeC! g ':B.! R" donree par

X
g }(x)= §——; X2 B (1.2.9)

ixi
1 =

Dans le Lemme 1.2.1 suivant, on donne quelques proprees sur la croissance
deg.
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Lemme 1.2.1. La fonction g a les proprees suivantes :

1

. ) -2 )
jr g(x)j FPRTA (1.2.10)
C2
. . p_ 1 . .
j9(x)  a(y)] N SUp —————ijx vyj; (1.2.11)
"2[0:1] 1 4 JX+(1c2 )Yi
p_
. . 3 n 1 . :
rgx) r gi sup wElX Vi (1.2.12)

C ooy 1+ G

La preuve du Lemme 1.2.1 est donree dans la section A.1 de I'Annexe.

Dans ce chapitre, on utilisera les iregalies suivantes qui se ceduisent
immediatement de (1.2.10)-(1.2.12) :

ir a(x)j? L (1.2.13)
o0 o gk v (12,1
e roemi ik v (12.15)

Pour cemontrer les principaux esultats de ce chapitre (construction des
operateurs d'ondes, etude des solutions non borrees denergi& < c?; et
construction de l'ogerateur de di usion), il n'est pas utile d'avoir des estinees
aussi pecises sur l'accroissement dg Mais on les utilisera pour donner des
estimations explicites.

Les iregalies (1.2.10)-(1.2.12) seront utilies dans les chapitres 2 et 3.

1.2.3 Estinees sur la force

Dans ce paragraphe on donne des estinees sur la foFcek nie par (1.2.1).

Lemme 1.2.2. Sous les conditiong1.1.3)(1.1.4), on a

FOGVIan(+ ki) (P v (1.2.16)
%:(x; V) 5 2(1+ j%j)(1+ jxj) ¢ 2, (1.2.17)
@F

—N(x;v) 31(1+ jxj) ¢V (1.2.18)
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jF(x;v)  F(x%VvYj (1.2.19)
n ot sup@+i x+xg) (VRO
C210:1]
+n%2 5 sup (1+ (1 ")x+x9) (P (+ %J'(l "W+ v X xj;
"2[0:1]
pour tousX = (Xq;::::Xn) 2 R v=(vy;:::;vn) 2 R"; et x%v92 R" et tous

Preuve du Lemme 1.2.2L'iregalie (1.2.16) se ceduit de (1.2.1) et (1.1.3)-
(1.1.4). De plus de (1.2.1), on a

@F P n |

@—x(x;v) = L v+l L Gy (1.2.20)

@F 1

—(x;v) = ‘Bi' X); 1.2.21

@V( ) Bix (X) ( )
pour tous X = (X1;:::;Xn) 2 R v = (vg;::;vn) 2 RMeti;k =1:::n.

L'iregalie (1.2.17) se ceduit de (1.2.20) et (1.1.3)-(1.1.4). L'iregalite (1.2.18)
se ceduit de (1.2.21) et (1.1.4). L'iregalie (1.2.19) se ceduit de (1.2.17)-
(1.2.18). O

1.3 Construction des operateurs d'ondes
Dans cette section on montre le esultat suivant.

Tleoeme 1.3.1.  Sous les conditiong1.1.3}(1.1.4), on a :
i) pour tout (x ;p )2 R" R"; p 6 0; lequation (1.1.1) admet une
unique solutionz, ., telle que
“”lm zo p () X gp )t = O; (1.3.1)
0; (1.3.2)

Jim oz 5 ® o)
i) l'ogerateur *:R"™ (R"nfOg)! R" R" de ni par
" (6 P) = (2p(0); 9 *(24p(0))) pour tout (x;p) 2 R"  (R"nfOg)
(1.3.3)

est unC! dieomorphisme sur son image (note Ran *).

Remarque 1.3.1 : le premier item du Theoeme 1.3.1 est exactement le
premier item du Treoeme 1.1.1.

Il est encore vrai que sous les conditions (1.1.3)-(1.1.4), on a :
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iii) pour tout ( X+;p+) 2 R" R"; p+ 6 0; lequation (1.1.1) admet une
unique solutionuy, ., telle que

tIIir+n1 Uy, p, (1) X+ g(ps)t = O; (1.3.4)

MU (1) 9(pe) = 0 (1.3.5)
iv) l'operateur :R" (R"nfOg)! R" R" deni par
(% P) = (Uxp(0); 9 *(Uxp(0))) (1.3.6)

est un C! dieomorphisme sur son image (noee Ran ).
Les assertions iii) et iv) ci-dessus se cemontrent de la m&éme manere que
les assertions i) et ii). Les operateurs et * e nis par (1.3.3) et (1.3.6)
sont ce qu'on appelle les operateurs d'ondes pour lequation (1.1.1).

Pour cemontrer le premier item du Treoeme 1.3.1, on transforme lequa-
tion (1.1.1) avec conditions initiales (1.3.1)-(1.3.2) en temps= 1 en une
equation inegrale (sous-section 1.3.2). On est alors amereaetudiel'ogerateur
assocea cette equation inegrale (sous-section 1.3.3). Le Téoeme 1.3.1 est
cemonte dans la sous-section 1.3.4.

1.3.1 Notations
Soit T 2 R: On consicere I'espace netrigue complet
Xr=f(;h)2Cq 1 ;TERY) C(O 1 ;TERY)jk(fh)k 1< +1g;
muni de la normek k; .1 de nie par

k(f;h)ks .x = sup jf()j+ sup jh(t)j; for (f;h) 2 Xq:
211 ;T t2]1 ;T]

t2]
On note M+ la boule unie fermee de X+ :
M = f(f;h) 2 X1 jk(f;h)ky + 10 (1.3.7)
Et on note Bt la boule unie ouverte de Xt :
Br =f(f;h) 2 X7 jk(f;h)k, .+ < 1g: (1.3.8)

On note  I'ensemblef(x;p) 2 R" R"jp60g.

Dans le Lemme 1.3.1 suivant, on donne quelques estinees relativesa l'en-
semble  Xt; T 2 R: L'estinee (1.3.10) et la continuie de F surR" R" (F
est ¢k nie par (1.2.1)) montre que l'operateur A introduit dans la sous-section
suivante est bien e ni.
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Lemme 1.3.1. Soient(p;X) 2 o, T < +1; (f;h) 2 X+: Alors sous les
conditions (1.1.3)}(1.1.4), on a :
jx+ g(p)s+ f(s)] (j9(Piisi)=2; (1.3.9)
. : 1
JE(x+ g(p)s+ f(s);9(p) + h(s))] N2+ k(i h)ke r)  (1.3.10)
1+ (jo(pi=2)si) ¢

2(k(f;h )ka ;7 +jxj) . T):

pour touts min( 0 :

Preuve du Lemme 1.3.10n a jx + g(p)s+ f(s)] j aPiisi j f(s)j | Xj
pour tout s T. Ains_i par ce nition de kk; .1, on obtient I'estimee (1.3.9)
pour s W Par ¢ nition de kk; .+ et en utilisant le fait que

jo(P%j cpour tout p°2 R"; on obtient
j9(P) + h(s)i c+k(f;h)ky ;7
pourtouts T:Cette dernere iregalie avec (1.3.9) et (1.2.16) donne (1.3.10).
O

1.3.2 Uneequation inegrale

Soit T 2 R: Sous les conditions (1.1.3)-(1.1.4), on c& nit l'operateurA :
0 X+! Xg par

Axp(fih) == A(x;p;fih) = (AL (fh); AZ (F ) (1.3.11)
al
Z t
AL (F;h)(t) = AZ,(f;h)(s)ds;
Z t
AL (Fh)(t) = gp+ . F(g(p)s+ x+ f(s);9(p) + h(s))ds) a(p);

pourtoutt T ettout (f;h) 2 X+: (On devraitecrire At au lieu deA, mais
cela alourdirait les notations.)
Soit (f;h) 2 X+: La fonction Ay, (f;h) 2 X+ erie

Axp(f;h)2C?*Q 1 ;TLRY)  CY(1 1 TELRM);
Asp(Fih)(t) = AZ (f;h)(t); pourtout t2] 1 ;TI:
La Proposition 1.3.1 suivante lie les solutions, ., de (1.1.1) \eri ant les

conditions initiales (1.3.1)-(1.3.2) et les points xes dé\, ., : La preuve de la
Proposition 1.3.1 est imnediate.
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Proposition 1.3.1. Sous les conditiong1.1.3}(1.1.4), on a
[) pourtout (X ;p )2 o;Siz ;, estune solution dg(1.1.1) qui \erie
les conditions initiales au temps = 1 (1.3.1)}(1.3.2), alors pour tout
T2R

(zx p () x 9P )tz p () 9op)):t2] 1 ;T]
appartienta X+;

et

(zx p () X 0PItz p (1) 9P )= Ax p (Zx p 1Zx p N
(1.3.12)
pout toutt 2] 1 ;T];

i) pourtout T2 Rettout(x ;p)2 o;si(f;h)2 Xy erie (f;h) =
Ay p (f;h) alorslafonctionz, ., (t)= x +g(p )t+f(t);t2]1 ;T];
appartienta C2(] 1 ;T];R") et \eri e les conditions initiales (1.3.1)
(1.3.2) etz, ,, est une solution de lequation(1.1.1).

Lequation inegrale (1.3.12) qui ramene letude de I'existence et l'unicie
des solutions de (1.1.1) \eri ant les conditions initiales (1.3.1)-(1.3.2)a letude
de l'existence et I'unicie des points xes d'un operateur (ici A) n'est pas celle
utilisee dans [Yaj82]. C'est essentiellement en cela que diere la preuve du
Theoeme 1.1.1, que I'on donne dans ce chapitre,a celle que I'on obtiendrait
en epetant les preuves de esultats de Yajima [Yaj82].

1.3.3 Proprees de l'ograteur A

Le Treoeme 1.3.2 ci-dessous donne des proprees de l'oerateuk. Dans
ce Treoeme, on cesignelL (E; F) I'ensemble des applications lireaires continues
de I'espace de Banack dans I'espace de Banack, et on munit L(E;F) de
la norme k:ky e.ry & nie par

KLK ery = sup  KL(V)Kg;

V2E ;kvkg=1

pourtout L 2 L (E;F), a kike (resp.k:kg) est la norme consiceee surE (resp.

surF). SIE= F etkikg = kikg; alorsL(E) := L(E;F) et kik,(g) := KK (e:F):

On rappelle queMt est ¢k ni par (1.3.7); sur R R", on consicere la norme
produit j:j; denie par j(X;y)j1 = max(jXj;]yj) pour tous x;y 2 R".

Treoeme 1.3.2.  Sous les conditiong1.1.3)-(1.1.4), on a :
i) l'operateur A est de class€C! sur o Xy pourtoutT 2 R;
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ii) l'operateur A \erie les iregalies

sup KA(X;p;fih)ky 1 C(x;p;T); (1.3.13)
(f;h)2M
@A

sup k
s @)
@A

sup k
(f;h)ZIl:\)/IT @x; p)

P fih)kexq) D1(x;p; T);(1.3.14)

(X p:fih)kire roxq) D,(x; p; T);(1.3.15)

22 41+ 1)
in (1902 . 1901 (i o( )i T i=
min(E2E; ) (jg(p)jj Tj=2 + 1)¢
s 1641+ )+8 2(1+0)
; j9(p)j j9(p)j
o 1) min (WP 1QiT)
s (€1 1+27 N )( 1) *
s 9] - jg(p)j? j9(p)j !
min(190); 9By (1 IeRITy 1

Cx;p;T)

; (1.3.16)

n

Di(x;p; T) -(1.3.17)

Do(x;p; T)

(1.3.18)

pour tout (X;p) 2 oettoutT 2] 1 ;0]tels queT AR i 'on

note par %(x; p;f:h) 2L (R" R";X7) (resp. par %(x; p;f:h) 2
L (X)) la dierentielle partielle de A au point (x; p;f; h) par rapporta
(X; p) (resp. par rapporta (f;h)).

Nous ne donnons pas la preuve du Theoeme 1.3.2. La preuve du Treoeme
1.3.2 s'obtient par des calculs directs.

Remarque 1.3.2. Pour tout compactK deR" R"; avecK 0; ON a

sup max(C(x;p; T);D1(X;p;T); Do(X;p;T)) ! O; quandT ! 1
(xp)2K
(1.3.19)

1.3.4 Preuve du Treoeme 1.3.1

Soit (X;p) 2 . Soit 2]0;+1 [ tel que B((x;p); ) := f(x%pY) 2 R"
R" j max(x° xj;jp° pj) g o- On note B((x;p); ) := f(x5p%) 2
R R"j max(ix® xj;jp° pj) < 0.

De (1.3.19), (1.3.13)-(1.3.15), on deduit qu'il existely, 2] 1 ;0[ tel que

1
KAKS S fh)kr o (1.3.20)

KAGSPSTSRY  AGG P i)k %k(f fSh hOknas  (13.21)
pour tout T < Ty, pour tout (x%p%) 2 B((x;p); ) ettous (f;h); (f%h9 2 By:
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Fixons T < Ty,,: En utilisant les Lemmes A.2.2 et A.2.3enones dans la
sous-section A.2 de I'Annexe A, on obtient que

Ayopo : By I X7 admet un unique point xe (yyopo; Wyopo) (1.3.22)
pour tout (x5 p) 2 B((x;p); ) ;

Ay iB((p); ) BT (X%pY 7! (Yiops; Wyopo); estde  (1.3.23)
classeC! sur B((x;p); )

(on rappelle queAxop(f % h9 ;= A(Xx% p%f 2 h9).
La Proposition 1.3.1 et (1.3.22) prouvent le premier item du Theoeme
1.3.1.

De plus on a

AP =TT + X0+ yeep(T)i g H(a(P)) + Wyoo(T)))  (1.3.24)

pour tout (x%p) 2B((x;p); ) et T <Typ @ T est e nipar (1.2.5).
De (1.3.23), (1.3.24) et de la egularie deg et , on obtient que

* est de class&€? sur B((x;p); ): (1.3.25)

On veut montrer que

+

D) (x; p) est un isomorphisme da&. (R" R"); (1.3.26)

al I'on note par g(;;)(x; p) la dierentielle de * au point (x; p). En utilisant
le fait que ' est unC?! dieomorphisme de R"™ R" sur R" R" pour tout
t 2 R; et en utilisant (1.3.24), on obtient que cemontrer (1.2.3) estequivalent

a cemontrer |'existence de T < Ty, tel que

@G
@x; p)

a Gr :B((x;p); ) ! R R (X5P) 70 (9(POT + X%+ yyopo(T); 9(p) +
Wyopo(T)): De (1.3.15), (1.3.21) et du Lemme A.2.3 (voir (A.2.7))enone dans
la sous-section A.2 de I'Annexe A, on obtient :

(x; p) est un isomorphisme d&.(R" R"); (1.3.27)

k@yx;p s Wyp)
@x; p)

al D,(x;p;T) est ce ni par (1.3.18). L'estinree (1.3.28) et la ¢k nition de Gy

prouvent que @x_;G;'J)(X; p) est un isomorphisme de. (R" R") pour T < Typ;

jTj susamment grand, ce qui implique (1.3.26).

Kirn rRixy)  2D20;p;T)! Oy quandT ! 1 ;o (1.3.28)
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Finalement on a cemonte que * est de classeC! sur et que sa
dierentielle en tout point de ¢ est un isomorphisme d&. (R" R"), ce qui
implique par treoeme d'inversion locale que

+

est un C! dieomorphisme local en tout point de ¢: (1.3.29)

En n par unicie du probeme de Cauchy pour (1.1.1) avec donrees initiales
au tempst = 0 et par ce nition de  *; on obtient que

+

I'operateur est injectif sur o: (2.3.30)

Le deuxeme item du Theoeme 1.3.1 se ceduit alors de (1.3.29)-(1.3.30).

1.4 Solutions non borrees dcénergie E >c?

Dans cette section, onetudie les solutions de (1.1.1) qui sont non borrees
(pour les temps positifs) et denergieE > ¢ 2: On montre, en particulier, qu'une
solution x(t) de (1.1.1) non borree (pourt 2 [0;+1 [) denergie E > c? a,
en module, une croissance au moins lireaire en temps (voir Lemme 1.4.1 de
la sous-section 1.4.1). Puis, en utilisant ce esultat, on montre que les solu-
tions x(t) de (1.1.1) non borrees (pourt 2 [0;+1 [) et denergie E > c?
sont exactement les solutiong(t) de (1.1.1) qui peuvent secrire sous la forme
X(t)= Xs +tve +y. () v, 60;y,.(t)! Oandy.(t)! Oquandt! +1
(voir Lemme 1.4.2 de la sous-section 1.4.2). Le Lemme 1.4.1 est cemonte dans
la sous-section 1.4.3.

On a des esultats similaires aux esultats des Lemmes 1.4.1 et 1.4.2 pour
letude des solutions non borrees pour les temps regatifs et denergi& > c2:

Les esultats de cette section (et leurs analogues poar= 1 ) seront
utilies dans la section 1.6 (sous-section 1.6.2) pour cemontrer en particulier
legalie entre Ran * et Ran  modulo un ensemble de mesure nulle pour la
mesure de Lebesgue, ce qui permettra de ce nir l'operateur de di usion.

1.4.1 Une borne inérieure

Dans le Lemme 1.4.1 suivant, on montre, en particulier, qu'une solution
x(t) de (1.1.1) non borree (pourt 2 [0;+1 [) denergie E > c¢? a, en module,
une croissance au moins lireaire en temps.

Lemme 1.4.1. SoientE 2 Ret(q;p 2 R" R" tels que
r . -
ipi?

E=¢ 1+ - V(0): (1.4.1)

Sous les conditions(1.1.3)(1.1.4), si E > c? alors il existeRg > 0; C¢ > 0
tels que s'il existeT > Otel quej 1(T;q;Pj >R ¢ alors :
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pourtoutt 2 [T;+1 [; j 1(tq;pj Rg; etil existe T?et un voisinage
ouvert U de (q; p tels que

jata;pi Celtj; (1.4.2)

pour toutt T% (On rappelle que ; est la premere composante du ot
assocea lequation (1.1.1) et ¢k ni dans la sous-section 1.2.1.)

La preuve du Lemme 1.4.1 est donree dans la sous-section 1.4.3.

1.42 Comportement entemps t=1

Dans le Lemme 1.4.2 suivant, on montre que les solutiorét) de (1.1.1)
non borrees (pourt 2 [0;+1 [) et denergie E > ¢? sont exactement les solu-
tions x(t) de (1.1.1) qui peuvent secrire sous la form&(t) = x; + tv, + y. (1)
v, 60;y.(t)! Oandy.(t)! Oquandt! +1:

Lemme 1.4.2. Sous les conditiong1.1.3)}(1.1.4), soient(q;p 2 R" R" et
r

-
E=¢ 1+ +V(a:

On suppose qué& > c? et
Mo s1j w(Ga;Pj=+1;

al , cesigne la premere composante du ot assocea lequation (1.1.1) et
ck ni dans la sous-section 1.2.1. Alors il existe un uniquéx., ;p:) 2 R" R"
tel que

(0P = Xe + g(pe)t+ Y. (1)) 12 R;

al y.(t)! O vy.(t)! Oquandt! +1 :De plus

Z.,
p. = ttg;p+ t F( 1(ta;p;a( 2(tg;p))d; (1.4.3)
. = tq; )t 1.4.4
X 1£ +q1 P gp )Z . ( )
+ g p: F( «(ta;p;a( 2(tg;p))d g(ps) d;

t

pourt 2 [0;+1 [ (au les inegrales convergent absolument).

Preuve du Lemme 1.4.2CommeE > c? on peut appliquer le Lemme 1.4.2a
1(t;q;p); t 2 R: Ainsi il existe Ce > 0; T°> 0 tels que

j ata;pj  Cejtj; t2 [TG+1 [: (1.4.5)
En utilisant (1.4.5), (1.2.16) etjZL(t; q; p)j < ¢; on obtient

JF( 1(;q;p);%(;q;p))j 2n (1+ Cgj j) ¢ (1.4.6)
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pour tout 2 [T%+1 [. Lequation (1.1.1) donne
Z S
o0s;0:9 = 2tasp+ F(a(iaip)ia( 2(5a:p))d;  (1.4.7)

1£s; a;p= i(tq; |O)Z (1.4.8)
+ g otg;p)+ F( 1(5a;p):0( 2(:a;p)d d;

t t

pour touss;t2 R; t s
Soitt 2 [0;+1 [: Soient

Z+1
. = o(tg;p+ t FCO1(;a;p):0( 2(5a;p))d ; (1.4.9)
+ = (t;q; i 1.4.10
X %ﬂm g(p)Z+l ( )
+ g ps F(C 1(5a:p):9( 2(;9;p)d g(p:) d

t

(les vecteursp, et x, sont bien ¢ nis gracea (1.4.6), (1.2.14)).
Onetudie z(s) x+ 9(ps)s: De (1.4.8), (1.4.9), (1.2.14) et (1.4.6), on
ceduit

@ £
Igdsian o)l Ty 1+ Cej ) (*d
S
2n3=2 1 .
Co+Ces) (1.4.11)
pour tout s max(T%t):
Soits max(T%t): De (1.4.8) et (1.4.10), on obtient
e
= 9(p: FO10iap);a( 20:a:0))d ) g(p:) d;
S
d'au, en utilisant (1.2.14) et (1.4.6), on obtient
i (s;qip X g(ps)s] 2 4 : (1.4.12)
J 1 aqa + gp+ J ( 1)Cé(1+CES) 1" St
Les estimations (1.4.11) et (1.4.12) prouvent le Lemme 1.4.2. m

1.4.3 Preuve du Lemme 1.4.1

Par continuie de V, il existe un voisinage ouvertJ; de (q; p tel que

i q 1 (1.4.13)
%(E ?) Egpp ¢ Z(E A); (1.4.14)
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a :
pour tout (5 p% 2 Uy; @l Eepo= ¢ 1+ ”’% + V(.
Pour (% p% 2 Uy; on e nit la fonction 1m0 2 C3(R;[0;+1 [) par

1 .
lepo(t) = 5 (6 P (1.4.15)

En cerivant deux fois | g0 et en utilisant lequation (1.2.2) et la conservation
de lenergie (1.1.2), on obtient

Leopo(t) = 9 2(t05P%)) (g% pY); (1.4.16)
2 Eq0p0 V(Czl(t?qoipo)) 2 1
Foppolt) = (1.4.17)

Eqgp0 V( 1(ta%9) 2
C2

é( 2605PY) 1t aSpY)
260%P%) F( o(ta%P9; 00 2t a%p9))
1+ z(t;gzo;po)jz)g
ML QRTCT: iy eGP o)) IR CL: 1 o

i t; 0; i2
1+ Ll 22 P9I

pour toutt 2 R (au  cesigne le produit scalaire usuel suR").

Sous les conditions (1.1.3)-(1.1.4), on aV(x) ! 0, et
supyz2rn jXjjF(X;y)j! O quandjxj! +1 :SoitR§ > 0 tel que

Jyj<c

RY > jq+1; (1.4.18)
2 2
© vl 1
2 supjF (X; y)jiX] 5 ~—; sijxj Rg; (1.4.19)
y2R" 2 3E @) 4 q
Jyj<c 202
o S
V(X)) 7 Sk Re: (1.4.20)

On suppose desormais qu'il existd > 0 tel quej 1(T;q;pj > Rg. Par
continuie de T, il existe un voisinage ouvertJ, de (g;p, U, inclu dans U,
tel que

j «(T;dip)j>RE; pour tout (¢fp%) 2 Us: (1.4.21)

Soit (% p% 2 U,: On va montrer quej 1(t;q%p%j > RE pour tout t 2
[T;+1 [ De (1.4.13) et (1.4.18), on g = j 1(O;cCpdj 1+jg =1+
j 1(0;g;Pj <RZ: On en ceduit (en utilisant aussi (1.4.21)) que

t% = supft 2 [0; Tljj 1(t;q%pdj = Reg 2]0; T[:
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Soit Cypo 2]tg°”°°; T[ tel que
. . .. q0;p0_ . qO;pO d . . 0. . .
P add§ AT (T 7)) G G Dm0 (14:22)
Compte tenu de la ¢ nition de tg"?p" et de (1.4.21), on remarque que
i 1(;9%p% >RE pour tout 215" T (1.4.23)
En utilisant (1.4.21), la ¢ nition de t3™ et de | opo, €t en utilisant (1.4.22)

on obtient aussi
|_qo;po(C(p;p0) > 0 (1.4.24)

Supposons qu'il existet 2]T;+1 [ tel quej 1(tq%p%j Rg: Alors de
(1.4.23) on ceduit

t§ = inf 5 2cgpe; + L fiiXqepo(S)i = REG 2lcgepoit] (1.4.25)

eton atP® 21t + 1 [ (car Cqop0 > t °*"). De plus on a, par ¢k nition de I qop0
0.~0 . .
et det3 ™ (et en utilisant (1.4.23) appliglea = Cgppo),

i1t i2 i @’ . .2
Lepo(td ™) = Ai!mwj (57 P thl(ts nidh: )

0. (1.4.26)
On s'ineresse a la croissance déggo SUr [0 t3P ] Par e nition de
t97" 1 et de (1.4.23), on a
it RE; pourt2 [P (1.4.27)
De (1.4.27), (1.4.14), (1.4.17), (1.4.19), (1.4.20), on ckduit

2
¢ EFf+1 1

4c2

(1.4.28)

NI =

rqo-po(t) >
' 3(E c2)
2c2 +1

pour tout t 2 [t t$*"’]: On obtient que lgpp0 €St strictement croissante sur
0. 0. . .
[cepo; t3 7], ce qui contredit (1.4.24) et (1.4.26).

Necessairement
i 1(tq%p% >RY: pourtout t2 [T;+1 [: (1.4.29)
On ¢t nit

9 =inf 2 [0;+1 [ 1(u;ofip)j RE pourtout u2 [t +1 [g: (1.4.30)
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Comme®<RY; on atf > 0; et on ceduit de la e nition de t&*" que

i ez § P h )2
2h

Leppo(tSP%) = lim 0 (1.4.31)
En utilisant (1.4.29), (1.4.14), (1.4.17), (1.4.19), (1.4.20) et (1.4.31)nabtient

2

(E 2
o = t1 1
Poopo(t) — 3
' (E ¢?)
2 e t1
E 2 2
102 w 1 ! q%p% 2 q%p° q%p°
|q°:p°(t) 4 3(E c2)+1 (t t;7)°+ |-q°;p°(t1 ")
2c?

0. 10,
+1gopo(t )

2
¢ EFf+1 1

1 4C2 t  tP)2 (1.4.32)
4 3(E &) 4 q 1 o
2c?
pour tout t 2 [t +1 [:
Soit vV , .
H N E ) I
_ 11 Sl 1
Ce= 5 5@,y (1.4.33)
2c?

Det‘l‘o?po <T; (1.4.32) et (1.4.33), on ckduit
j 1) 2Cet t§P)  2ce(t T) 21 T=t)Cet;

pourtoutt2 [T;+1 [:

1.5 Proprees des ogerateurs d'ondes

Dans cette section, on donne quelques proprees des operateurs d'ondes
e nis dans la section 1.3. Le esultat principal de cette section est le
Theoeme 1.5.1 suivant.

Treoeme 1.5.1.  Pourtoutt2 R, on note (, le otautempst du mouve-
ment libre, i.e.

(@ P = (q+ tp;p); pour tout (g;9 2 R R™:

Sous les conditiong1.1.3) et (1.1.4), on a :
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i) les operateurs d'ondes \eri ent

w= lim t
t'l

oW
pour tout w 2  (les limites sont en fait uniformes sur tout compact
de o), w ' est le ot au temps t assocea lequation (1.1.1) et
e ni par (1.2.5);

i) les operateurs peserve la mesure de Lebesgue;

lii) pour tout s2 R;

S —_ S .

- -

Il est encore vrai que les cerivees partielles de ! Eo) convergent uni-
formement sur tout compact K de , vers les cerivees partielles de  quand
t! 1

Le deuxeme item du Theoeme 1.5.1 sert d'argument pour montrer que
la mesure de Lebesgue d&®{ R")nD(S) est nulle, au D(S) est I'ensemble de
e nition de l'operateur de diusion S de lequation (1.1.1) (voir sous-section
1.6.3).

La propree du premier item corresponda la e nition eta la propree
d'isonetrie des operateurs d'ondes de la necanique quantique pour la di usion
a courte poree (voir [RS79]). La propree du troiseme item corre spond aussi
a une propree des operateurs d'ondes de la nmecanique quantique pour la
di usiona courte poree (voir [RS79]).

Dans la sous-section 1.5.1, on introduit quelques notations et des
operateurs At. Dans la sous-section 1.5.2, on etudie ces operateurs (Propo-
sition 1.5.1, Lemme 1.5.2, Proposition 1.5.2) et dans la sous-section 1.5.3, on
cemontre le Treoeme 1.5.1. Dans les sous-sections 1.5.4 et 1.5.5, omuntre
la Proposition 1.5.1 et le Lemme 1.5.2 .

1.5.1 Notations

Soit T < O: Pour tout (x;p) 2 oett2] 1 ;TJ; on ce nit I'application
A;;p Xt ! Xt par

Ao (fih) = (AL (Fh) AZL(Fh)); (1.5.1)
al

Al h)(s)

1
<
—~

(7]
—
~

Y( DA h)()d;

AZp(fih)(s) YO OF(p) +x+f()9(p)+ h()d)

1
Q
-~
©

+
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pour (f;h) 2 Xt;ets2] 1 ;T](Y designe lafonction de Heaviside Y (t) = 1
sit>0;Y(t)=0sit 0). Ainsion a

< lalp+ , F(g(p) +x+f()gp+h()d) gpld;
Aip(fh)(s)= | sis2[tT];
"0 sis t;
8 R, (1.5.2)
< g(p+ [F( +x+y()agp+z()d) ap:;
AZp(fh)(s)= | sis2[T];
"0 sis t;
(1.5.3)
pour (f;h) 2 X+

Remarque 1.5.1. Pourtout (f;h) 2 X+; lafonction A;;p(f; h) appartient
en faita C}(] 1 ;T];R") C(O 1 ;T];R") et A‘X;p(f;h)\erie

Az (Fh)(s) = AZL(fh)(9);

pour tout s T: De plus un point xe (Yaps W) de AL ¢crit la & ection
par rapport au mouvement librea partir du tempst et du point de I'espace des
phases X + g(p)t; p), i.e. z(s) = x + g(p)s + ylg;x(s); t s T,;estla solution
de lequation (1.1.1) qui satisfait les conditions initiales au temps$ suivantes :
z(t) = x+ g(p)t et g *(z(1)) = p:

Pour tout compact K de o; on & nit deux constantesax 0; bk > 0
par

ax = sup jXxj; (1.5.4)
(x;p)2K

= inf | E 1.5.

b (ng)ZKJg(p)J (1.5.5)
On utilisera I'estimation suivante.
Lemme 1.5.1. Soit K un compact de o; et soit T 2&<*.: Alors on a
. N Y

o) +x+1) =0 (1.5.6)

pour tout (x;p) 2 K; f 2 R"; jfj 1, 2] 1 ;T].

Dans l'utilisation ulerieur du Lemme 1.5.1, le eel f qui apparat dans
(1.5.6) sera la valeur en de la premere composante de (f;h) 2 M+

Preuve du Lemme 1.5.1Soit K un compact de o; et soient T 2("";;(—”);
(x;p) 2 K; 2] 1 ;T]. De liregalie jyj 1, on obtient
jgp) +x+yi ja@iiixi L (1.5.7)
ce qui donne, par ce nition de ax ; h,
jgp) +x+yj bjj a L (1.5.8)
De (1.5.8) etT @', T; on ceduit (1.5.6). O

b
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1.5.2 Etude des orateurs A

La Proposition 1.5.1 suivante donne des proprees de contraction suvl
pour les operateursA'; pourt T, et pour l'operateur A ce ni dans la section
1.3.2 par (1.3.11) dans le ca§  0; jTj susamment grand.

Proposition 1.5.1. Soit K un compact de o; et soit T Z(a&—”): Sous les
conditions (1.1.3)(1.1.4), on a les estimations suivantes :
sup kAL (y;wki it C(KiT); (1.5.9)
()E;)\(Iilp))ZZ’VTT
sup kAgp(yiwkiw  C(K;T); (1.5.10)
(xp)2K
(yw)2M

pour toutt T; a
2n3=2 1(1+ %)

( Dymin(E B Tj=2+ )0

472

C(K;T)= (1.5.11)

De plus,

sup KAL,(yiw) AL, (YSWIki 1 D(K;THk(y yow wOkyr; (1.5.12)
(x;p)2K

pour toust  T; (y;w); (yow9 2 My ;

(Sl),lp KAp(Y;W)  Axp(Y2WOky 1 D(KTHk(y y%w wOks 7; (1.5.13)
x;p)2K

pour toust  T; (y;w); (Y°w9 2 M1, au

4n’~(1+ 1)
P T = : ; 1.5.14
( ) ( 1)min(bﬁ7;b§7)(1 b,<7-|-) 1 ( )
@ T=max( 1; 2):

La Proposition 1.5.1 est cemontee dans la sous-section 1.5.4.
En utilisant la Proposition 1.5.1 et le fait que

lim C(K;T)
T!'1
T!I|1m D(K;T)

0;
0;

pour tout compactK de , on obtient :

Corollaire 1.5.1. Sous les conditions(1.1.3)(1.1.4), pour tout compactK
de o, il existe Tk 28+l tel que les applicationsAl,, et Ay, sont des

applications %-contractantes deM+ pour tout (x;p) 2 K ettoutt Tg.
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Soit T < 0: Pour tous (X;p) 2 o;t T, un point xe (ypx, X) de
Al p CECrit la ck ection par rapport au mouvement librea partir du temps t
et du point de lI'espace des phaseg ¢ g(p)t; p), i.e. z(s) = x+ g(p)s+ ypx(s)
t s T;estla solution de lequation (1.1.1) qui satisfaitz(t) = x + g(p)t et
g *(z(t)) = p:

Nous allons cemontrer que pour tout compacK de o etpourtoutT < O;
jTj susamment grand, le point xe de A;;p converge vers le point xe deA,.,
quandt ! 1 et que cette convergence est uniforme st et ent. Nous
aurons besoin du Lemme 1.5.2 suivant.

Lemme 1.5.2. SoientK un compact de o; T Z(ak*;(—*” ett T:Sous les
conditions (1.1.3}(1.1.4), on a
sup KAl (u;v)  Axp(usvk i+ 2C(K;t); (1.5.15)

(xp)2K
(uv)2M T

a C(K;t) est & ni par (1.5.11)

Le Lemme 1.5.2 est cemonte dans la sous-section 1.5.5.

Soit K un compact de 4 et soit T < 0 choisi comme dans le Corollaire
1.5.1. Pour tout (x;p) 2 K et tout t T, on note (yxp; Wxp) le point xe de
Ayp dansM+ et on note (y}(;p, I[,) le point xe de Ag(p)x dansM+:

Proposition 1.5.2. Soit K un compact de : Sous les conditions(1.1.3)

(1.1.4),si T 2("";;(—”) est choisi comme dans le Corollaire 1.5.1 alors on
a
sup K(Yxp YxpiWip Wxp)ki 1 4C(K;t); (1.5.16)
(x;p)2K

pour toust 2] 1 ;T], a C(K;t) est ceni par (1.5.11)

Preuve de la Proposition 1.5.2.Soientt 2] 1 ;T]; (x;p) 2 K: Par ¢ nition
de Ypx: Zpx) €t (Ypixs Zpx), il vient

k(y)t(p Yxips W, p Wyp)Ke 7 = kA;;p(y)t(;p;W;;p) Axp (Yxp; Wicp)Ka 7
k A p(yXp' Xp) A;;p(yx;p;Wx;p)kl T (1.5.17)
+ kAL o (Yxpi Zxp)  Axp(Yxps Zp)Ka 7

En utilisant (1.5.17), (1.5.15) (appliqea (u;V) = (Ypx; Zpx)) €t en utilisant
le fait queA;;p est une application%-contractante (Corollaire 1.5.1), on obtient

1
k(y|tp;x Ypix Z:);x Zpx)Ka 7 ék(y:);x Ypixs Z[t);x Zpx)ki ;1 +2C(K;t);

ce qui cemontre (1.5.16). O
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1.5.3 Preuve du Tleoeme 1.5.1

On conserve les notations utiliees dans la Proposition 1.5.2. Sait un
compact de o, et soit T 2@ *1)  chojisi comme dans le Corollaire 1.5.1.
Par la Proposition 1.5.2 (et en utilisant la remarque 1.5.1 de la sous-section
1.5.1), nous obtenons

sup jy)t(.p(T 1) yep(T 1) 4C(K;t) ! 0; (1.5.18)
(xp)2K t1
SUp jYap(T 1) yup(T 1) A4C(K;t) !' 0O (1.5.19)
(xp)2K 1

De plus, pour tout (X;p) 2 o

T(p) = (X+ Yep(0);g H(9(P) + Yxp(0)))
= T 1(X + Yyp(0);0 1(g(p) + Yxp(0)))
T+ g(P(T 1)+ yup(T  1); (1.5.20)
g '(9(p) + Yxp(T 1))

Ainsi en utilisant (1.5.18)-(1.5.20) et la continuie des fonctions T*1;
g ! etg, on ceduit que

THx+ 9T D+ (T 1059 9P + Yoo (T 1)) (1.5.21)

converge vers *(x;p) ((x;p) 2 K) uniformrement sur K; quandt! 1
De plus pour toutt T 1 ettout(x;p)2 K

X+ gPNT D+ vy o(T  1);0 (9P + Yoo (T 1))
= T+ gt + Vi (1);9(0) + Yiep (1)
= U7 Yx+ g(p)t g(p)

- T 1t

0 (X;:p) (1.5.22)

En utilisant (1.5.21), (1.5.22) et l'additivie du ot ' ( **S= s ' pour
tous s;t 2 R), on obtient (i). Le (ii) vient de (i) et du treoeme de Liouville.
Le (iii) vient de (i) et de la continuie de *° et de I'additivie des ots t

t .
(UK

1.5.4 Preuve de la Proposition 1.5.1

Soit K un compact de o; et soientT 28 (x:p) 2 K; (y;w) 2 Mr;
s2 [t;T]: De (1.5.3), (1.2.14) et (1.2.16), on deduit
Z

o : - 1, ° b . .\ (+
ALY TP D) @S (Pd o (15.29)
Zt

"

- 1
2n%2 4(1+ P O

7j i) (*Dd: (1.5.24)
1
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De (1.5.2) et (1.5.23), on obtient

Z S
AL (Y w)(s)] JAZE(Y( )sw( ))id ; (1.5.25)
t
7z o
2n32 (1 + E) (1+ ?j ) (*dd: (1.5.26)

1 1

Les estimations (1.5.24) et (1.5.26) impliquent (1.5.9); I'estimation (1.5.10)
s'obtient de la m&me manere en remplacant par 1  dans (1.5.23) et (1.5.25).

Soient (y;w); (y&w9 2 Mt: En utilisant (1.5.3), (1.2.14), (1.2.19), et en
utilisant la convexie de M+ (si (f;h) 2 Mt et (f%h9 2 Mt et” 2 [0; 1]; alors
(@ "Ff +"%1 "Yh+"h% 2 Mq) et en utilisant (1.5.6), on obtient

Z S
AW AZGSWISI= op+  FOm) +x+y();
Z, t
g+ w( )d) gp+  F(gE +x+y{)gm+wl())d)
Z t
a1 ) (@ ) CAy() YY)
Z t
e, %) (V) wHjd
t Z <
n? o1+ @ %) (2
z, !
F @ %) (Maky yiw whki s
1
4n2~(1+ 2)

Dy yew o wIky o (15.27)
B (1+ isj) o

pour tout s2 [t;T], ar “=max( 1; »2): De (1.5.2) et (1.5.27), il vient aussi

Z S
JAL (Y wW)(s) A (YSwO(s)j JAZL(ysw)( ) AZE(YSWO( )id ;

t
~ 1
4n?~(1+ 3)

7 ——k(y yow  wiky 1 (1.5.28)
( DX+ Xjsj) *

pour tout s 2 [t; T]. Les estimations (1.5.27) et (1.5.28) donnent (1.5.12). De
la méme manere, on obtient (1.5.13) en remplecant par 1 dans (1.5.27)
et (1.5.28).
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1.5.5 Preuve du Lemme 1.5.2

SoientK un compactde oetT X% :Soient (;p) 2 K;t T et
(u;v) 2 M+1: De (1.5.3), (1.3.11), on a

J'Aiﬁfo(u'zv)(s) A% (U;V)(S)] (1.5.29)

g(p+ t F(a(p) +x+u( );g(p)+ v( )d)
o(p + Z: F(ap) +x+ u( )ia(m)+ v( Nd ) ;
pour tout s 2 [t: T]: En utilisant (1.5.29), (1.2.14), (1.2.16) et (1.5.6), on obtient
AZL(UV)(S)  AZy (U V() pﬁjz: ) x4 00+ U e
Lk

i} 1
3=2 P 1
203 (1 + —C) 1+ —=jsj) ds

1
2n3=2 1(1+ %) )

: 1.5.30
5+ &) 530
pour tout s2 [t;T]:
De plus, de (1.5.2), (1.3.11), 0on a
ALt . 1 . ;
JATUV(S) ALy (U V)(S) (1.5.31)
gip+  F(9(p) +x+u();g9(p)+ v( ))d)
t 7 t

a(p+ ) F((p) +x+u( )9+ v()d) d
+ Ak (U V)(D];

pour tout s 2 [t; T]: On utilise (1.5.10) pour estimer le second termea droite
de l'iregalie (1.5.31). On utilise (1.2.14) et (1.2.16) pour estimer le premier
termea droite de l'iregalie (1.5.31). On obtient

inEL(U:V)(S)Z Asp (U V)(9)]

pﬁjt si JF(a(p) +x+u();g(p)+ v( )id + C(K;t)

11 7 t o
2072 4L+ it s @+ ) (d + CKit)
1

2032 4(1+ Ljt
(1 + Biti)

+ C(K;t); (1.5.32)

pour tout s 2 [t; T]: Ensuite de (1.5.32) et de l'iregaliejs tj j tj pour tout
s 2 [t; T], on deduit
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2032 ((1+ 1)

)

IAGUVI(S) Al (uv)(9)i + C(K;t);  (1.5.33)

pour tout s2 [t; T
De (1.5.10), (1.5.3) et (1.5.2), on a

JAZL(UV)(S) AL (uiv)(s)i = JAL (uiv)(s)i  C(K;t); (1.5.34)
JAGUVI(S) AL (Uiv)(9)i = jAL(uiv)(s)i  C(K;t); (1.5.35)

pour tout st
Les formules (1.5.11), (1.5.30), (1.5.33), (1.5.34) et (1.5.35) donnent
(1.5.15).

1.6 L'operateur de di usion

Dans cette section on rappelle tout d'abord un esultat sur les sysemes
dynamiques que l'on enonce dans notre cadre (sous-section 1.6.1). Puis en
utilisant ce esultat, on cemontre la compktude asymptotique, i.e. legalite
entre les images des operateurs d'ondes modulo un ensemble de mesure nulle
(sous-section 1.6.2). En n on cemontre le Theoeme 1.1.1 (sous-sectiol.6.3).

1.6.1 Rappel

ConsiceronsB I'ensemble des pointsd; p de I'espace des phasd®® R"
en lesquels passe une trajectoire borree de (1.1.1), et consicer@sl'ensemble
des points @; p de I'espace des phasé¥' R" en lesquels passe une trajectoire
de (1.1.1) borree uniguement au voisinage de= 1 ;i.e.

B = f(P2R" R"j fzugj Ya;pj < +1g ; (1.6.1)
B" = f(@P2R" R"j Loup | (api<+1g; (162
B = f(@:p2R" R"j t2]slup_o]i "(9;pj < +19; (1.6.3)

al 'estle ot autempst de lequation (1.1.1) ce ni par (1.2.5).

L'ensembleB est inclu dans I'ensembléB . Les notationsB et B sont
empruneesa [DG97].

Comme le ot ' au tempst de lequation (1.1.1) conserve la mesure de
Lebesgue, on a le esultat suivant.
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Theoeme 1.6.1.  Sous les conditiong1.1.3)(1.1.4), 'ensembleB nB est de
mesure de Lebesgue nulle.

Preuve du Theoeme 1.6.1. On note la mesure de Lebesgue siR" R":
On va montrer que (B*nB) = 0 (de la méme manere on montrerait que
(B nB) =0). Pour m 2 N; on pose

Br,=f(g;p2R" R"j sup j “(q;pj mg;

t2[0;+ 1 [

Bm:=f(g;p2R" R"] ?ZURDJ' “g;pj ma:

Comme °(q;p =(q;p pour (q;P 2 R" R"; les ensembleB’, et B,, sont des
compacts deR" R" pour tout m 2 N: De plus on a les proprees suivantes

[ m2anBm = B (1.6.4)

[ manBy = B (1.6.5)
K(B*) B ; pourtousk;m2 N; (1.6.6)

\on “(BY) B m; pour tout m2 N (1.6.7)

(les proprees (1.6.4)-(1.6.5) proviennent des ck nitions (1.6.1)-(1.6.2);les
proprees (1.6.6) et (1.6.7) se ceduisent de la e nition de B, et B, et de la
propree d'additivie (1.2.7) du ot ).

De (1.6.4) et (1.6.5), on aB"nB [ man(ByNBy): Montrons que pour
tout m 2 N (B},nBy) = 0; ce qui impliquera (B*nB) = 0 par l'inclusion
pecdente.

Soitm 2 N: De (1.6.7) on a

BrMBm [ kon Brn “(Br) ; (1.6.8)
Comme le ot ' autempst conserve la mesure de Lebesgue, on a
( %B)) = (B); pourtout k 2 N: (1.6.9)

La mesure deB, etant nie (car B, est un compact deR" R"), (1.6.9) et
(1.6.6) donnent

(B*n ¥(B))=0; pour tout k 2 N: (1.6.10)
De (1.6.8) et (1.6.10), on ceduit (B;,nBy) = 0. O

1.6.2 Compétude asymptotique

Soient A et B deux parties deR" R": On dit que A et B sontegaux
modulo un ensemble de mesure nulle pour la mesure de Lebesguéni et
B nA sont de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue. On a le esultat suivant.
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Theoeme 1.6.2.  Sous les conditions(1.1.3}(1.1.4), les ensembleRan *;
Ran et(R" R")nB sontegaux modulo un ensemble de mesure nulle (pour
la mesure de Lebesgue s®" R"), au sont les operateurs d'ondes assoces
a lequation (1.1.1) et ce nis par (1.3.3) et (1.3.6).

Legalie des images des operateurs d'ondes modulo un ensemble de mesure
nulle est ce qu'on appelle la compktude asymptotique par analogie avec la
treorie de la di usion en nmecanique quantique (voir [RS79]).

Preuve du Theoeme 1.6.2. Ici, on ne cemontrera que legalie entre (R"
R")nB et Ran * modulo un ensemble de mesure nulle. Legalie entreR"
R")nB et Ran  (modulo un ensemble de mesure nulle) se cemontrerait de la
méme manere.

Par conservation de I'energie (1.1.2) et par ¢k nition deB , on obtient
legalie suivante

f(g;p 2 R" R"limy: j i(to;pj< +1g = B (1.6.11)

(on rappelle queV est borree surR").
Soit M g-o la sous-varee de R" R" de dimension 2 1 & nie par

r
—
Meso = f(Q:p2R" R"j& 1+J%+v(q):og;

L'ensembleM g-o est de mesure nulle pour la mesure de LebesgueRfe R":
Par le Lemme 1.4.2 (ou plutdt son analogue eén= 1 ), on a

Ran " =f(g;p 2 R" R"jlimy: j 1«(tq;pj=+1gnM g: (1.6.12)
De (1.6.11)-(1.6.12) et de l'inclusiorB B , on obtient
(R" RMnRan *=B[ B nB [M g

De cette dernereegalie et du Threoeme 1.6.1, on ceduit que les enserbles
(R™ RMnB)\ (R" R")nRan *)etRan "\B sontde mesure de Lebesgue
nulle. O

1.6.3 Preuve du Treoeme 1.1.1

Le (i) du Treoeme 1.1.1 est exactement le (i) du Theoeme 1.3.1 que I'on
a cemonte dans la sous-section 1.3.4.
On consicere la fonction : R R"! B, R" & nie par

( ;P =(9(p);0); pourtout (q;p 2 R" R™ (1.6.13)

La fonction est un dieomorphisme de classeC! deR" R" surB. R":
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Soit D(S) I'ensemble & ni par
D(S)=( *)*!' Ran "\ Ran ):

Du (ii) du Treoeme 1.3.1, on ceduit que Ran  est un ouvert deR" R" et
que
D(S) est aussi un ouvert deR" R": (1.6.14)

De plus, du (ii) du Treoeme 1.5.1 et du Treoeme 1.6.2 (et en utilisant aussi
gue est un dieomorphisme), on deduit que
le compEementaire deD(S) dansB, R" est de mesure (1.6.15)
nulle pour la mesure de Lebesgue . R":
Par c nition de D(S) et de et par (1.6.15), on obtient le (ii) du
Theoeme 1.1.1. Par ¢t nition de D(S) et de , on obtient
D(S)= f(v ;x )2B, R"jv 60; la solutionx(t)de (1.1.1)
eriant (1.1.5)\erie aussi (1.1.6)g;

et de (1.6.14)-(1.6.15), on obtient le (iii) du Treoeme 1.1.1.
On consicere l'applicationS: B, R"! B, R" & nie par

sw=( )?' *( *w)); pourtout w2 D(S):

La egularie de et le (ii) du Treoeme 1.3.1 prouve que S est de classe&C?
sur D(S): Par ce nition de et de , S est |'ogerateur de di usion tel qu'il
est e ni au (iv) du Theoeme 1.1.1. Il restea cemontrer que S peserve la
mesure de Lebesgue.

SoitS: XD(S))! R" R" cknie par

sw=( ) *(w); pourtout w2 }D(S)):
Par le (ii) du Theoeme 1.3.1 et le (ii) du Treoeme 1.5.1, on obtient que
S peserve la mesure de Lebesgue. (1.6.16)

On note S =(S;;S,): Soit (x;p) 2 R"  R"; p=(py;:::;pn): Designons
par J (x;p) le ceterminant jacobien de en (x;p) 2 R" R": On note O,
la matrice nulle caree de taillen n etl,, la matrice identie caree de taille
n n: De (1.6.13), on a

J (x;p) = ?: (é;p) ;
al
(x;p) = @ @+ jp*=ADl  (xp) ;
(x;p) = é(plp:::mp):



1.7. CONCLUSION 41

Comme le rang de (p; X) est au plus 1, on obtient

jpi?, = ipi%., ipi?,. . ipi?
(1+ ralk (1+ " )" " 1+ " 1
jpj2 LI
@+ 75) ¢ 5
C

detd (x;p)

N

Ainsi si (x;p) 2  1(D(S)) alors par conservation de lenergie on obtient les
egalies jSi(p;x)j = jpj et detd (S(p;x)) = det J (p;x), ce qui avec (1.6.16)
implique la propree de conservation de la mesure de Lebesgue po8t

1.7 Conclusion

Les conditions (1.1.3)-(1.1.4) sont les conditions sous lesquelles onetudiera
le probeme de di usion inverse pour lequation (1.1.1) mulitidimensionnelle
(n  2) aux hautesenergies (chapitre 2) etaenergie »>e (chapitre 3). Sous
ces conditions, on aetude dans ce chapitre le probeme de di usion directe
pour lequation (1.1.1) et on aetabli I'existence et les proprees de I'operateur
S (ck ni par l'item iv du Treoeme 1.1.1).

On peutetudier le probeme de di usion directe pour lequation (1.1.1)
sous les conditions usuelles suivantes (plus gererales que (1.1.3)-(1.1.4)) : il
existe un entierN 2 tel queV est de classeCN sur R" et B est de classe
CN 1 surR" @ valeurs dans A, (R)) et

j@v ()i i@+ jxj) D, (1.7.1)
j@oBi;k (X)] iig+1 (L + X)) ( +jj0j+1); (1.7.2)

pour tous x 2 R™ jjj  N;jj9 N 1(Gj°2 N)a > 1 estune
constante eelle et les j;; sont des contantes eelles positives. Alors on peut
montrer, en particulier, que l'operateur de di usion S est de class€N *. (Les
conditions (1.7.1)-(1.7.2) impliquent que l'operateurA ce ni par (1.3.11) est
de classeCN lsur o Xq pourtout T 2 R; alors les operateurs d'ondes
sont desCN ! dieomorphismes sur leur image.) Les conditions (1.7.1)-(1.7.2)
sont un peu plus gererales que celles sous lesquelles Yajima [Yaj82] aetude
le probeme de di usion directe pour lequation (1.1.1) en dimension 3 et pour
B 2 F mag(R®).

De méme, on peutetudier le probeme de di usion directe pour lequation
(1.1.1) sous les conditions suivantes (plus faibles que (1.1.3)-(1.1.4)Y :2
CY(R™;R) et B 2 C(R"; A,(R)); et

i@V oL+ jxj) (1.7.3)
Bix(j a1+ jxi) h (1.7.4)
irvx) ro Vi 2 +min(ixjsiyi) - tixoyi (1.7.5)

Bik(x)  Bix(Wi  2L+min(jxj;jy))  fix i (1.7.6)
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pourtousx;y 2 R";jjj 1,ar > 1estune constante eelle et les;j;; sont des
constantes eelles positives. Sous ces conditions, le Theoeme 1.1.1 eestai
a l'exception de la egularie de l'operateur de di usion S : sous les conditions
(1.7.3)-(1.7.6) l'operateur S est continu et n'est plus a priori de classeC?.
Sous les conditions (1.7.3)-(1.7.6) le ot (ce ni au cebut de la section 1.2)
est continu surR  R" R" (et n'est plus a priori de classeC?), et le ot au
tempst, !, peserve la mesure de Lebesgue. Sous les conditions (1.7.3)-(1.7.6)
la Proposition 1.3.1 reste vraie et I'ogerateurA ¢ ni par (1.3.11) est continu
sur o X1, T 2 R, et pour tout compactK de o; l'ogerateur A restreint
a K My est une contraction par rapporta sa variable vivant dandM pour
Tk su samment petit; ces lors, sous les conditions (1.7.3)-(1.7.6) le Theoeme
1.3.1 reste vraia l'exception de la egularie de l'operateur d'onde * : sous
les conditions (1.7.3)-(1.7.6) les operateurs d'ondes sont des honeomorphismes
sur leurs images. Sous les conditions (1.7.3)-(1.7.6), les Lemmes 1.4.1 et 1.4.2
restent vrais (on peut utiliser ces deux lemmes pour montrer que les images
des operateurs d'ondes sont des ouverts d®@” R"; la continuie du ot
et des estimations similairesa (1.4.11) et (1.4.12) permettent, par exemple,
de cemontrer que l'application inverse des operateurs d'ondes est continue).
Sous les conditions (1.7.3)-(1.7.6), le Theoeme 1.5.1 reste vrai ainsi que les
Lemmes 1.5.1 et 1.5.2, la Proposition 1.5.1 (avec de egeres modi cations) et le
Corollaire 1.5.1, et la preuve du Treoeme 1.5.1 est similairea celle donree sous
les conditions (1.1.3)-(1.1.4). Sous les conditions (1.7.3)-(1.7.6), les esultats de
la section 6 restent vrais, et leur preuve est inchangee. Les conditions (1.7.3)
(1.7.6) sont similaires aux conditions sous lequelles Simon [Sim71] a traie le
probeme de di usion directe pour lequation de Newton non relativiste (avec
B 0).

En ce qui concerne une etude possible du probeme de di usion directe
pour lequation (1.1.1) sous des conditions de longue poree sur le potenti¥l
ou le champB, nous renvoyons aux travaux de Herbst [Her74], Loss-Thaller
[LT87], ou encore au livre de Derezinski-Gerard [DG97] et aux eEneces conte-
nues dans ce livre.



Chapitre 2

Probéme de di usion inverse
aux hautesenergies

N. B. : l'essentiel de ce chapitre (hormis la section 8) est tie de [Jol05a,
Jol05b].

2.1 Introduction

2.1.1 Rappel

Soient V 2 C?(R™;R); B = (Bix) 2 CYR";An(R)); n 2. Nous
consicerons lequation de Newton-Einstein

B = FOX; F(xx)=r1 V(X)+ %B(X)& (2.1.1)
p= ¢—=;p-= OI—p; X = d—x; x 2 CHR;R"):
1 dt dt

ra
Nous supposons que le potenti® et le champB \eri ent les conditions

@V (X)] i+ jxj) I, (2.1.2)
i@Bix (X)] o (L ) €I (2.1.3)

pourx 2 R":jjj 20i9 1(;j°2N")Ya > 1 estune constante eelle et
les j; sont des constantes eelles positives non nulle¥ (et B sont alors dits
a courte poree).

Nous rappelons que sh = 3 et B 2 F ,,q(R®) alors lequation (2.1.1)
est lequation de mouvement d'une particule de massen = 1 et de charge
e = 1 dans un champ electromagretique statique externe cecrit par ¥;B)
(voir [Ein07] ou section 17 de [LL71]). Dans cette equatiox est la position
de la particule, p son impulsion, ett cesigne le temps et la constante est la
vitesse de la lumere.

43
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Pour lequation (2.1.1) lenergie
r—
ip(t)j?
C2

E=¢ 1+ + V(x(t))

est une inegrale premere du mouvement (remarquons que €bH)B(x)x est
orthogonala la vitessex de la particule).

Nous rappelons le esultat principal du premier chapitre (Theoeme 1.1.1).
Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3), on a : pourtouv(;x )2 B, R"; v 60;
lequation (2.1.1) a une unique solutionx 2 C2(R;R") telle que

x()=v t+x +vy (t); (2.1.4)

ay (t)! Oy (t)! O quandt! 1 ; de plus pour presque touty ;x ) 2
B. R"; v 60;

X(t) = vet + X4 + vy, (1); (2.1.5)
Ve B0;jvij=jv j;ve = a(v ;X )iXe = b(v ;X ) vs(t)! Oy.(t)! O
quandt! +1 .
L'ogerateur S:B. R"! B. R" & nipar les formules
Vi = a(v ;X ); X+ = bv ;x) (2.1.6)

est appek operateur de di usion pour lequation (2.1.1). On appelle les dorees
a(v ;x ); b(v ;x ), les donrees de di usion pour lequation (2.1.1).

Designons parD(S) I'ensemble de & nition de S; et designons parR(S)
I'image deS (par ¢k nition,si( v ;x )2D(S),alorsv 60eta(v ;x )60).

Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3), I'operateus a les proprees suivantes :
D(S) est un ouvert deB, R" et Mes(B. R")nD(S)) = 0 pour la mesure
de Lebesgue suB, R" induite par la mesure de Lebesgue slR" R";
l'operateur S: D(S) ' R (S) est continu et peserve la mesure de Lebesgue;
et par conservation de lenergiea(v ;x )2 = v2 pour tout (v ;x ) 2D(S).

2.1.2 Uneecriture des donrees de di usion

SiV(x) OetB(x) O;alorsa(v ;x )=V ;bVv ;x )=x ;(v;x )2

B. R"; v 6 0. Par conequent on cecide decrire les donrees de di usion
a(v ;x );b(v ;x ) sous la forme

a(v ;X )=V +as(v X );

b(v ;x )= x +be(v ;x );
(on rappelle queV et B sonta courte poree). On utilisera le fait que sous
les conditions (2.1.2)-(2.1.3), l'operateurS est uniquement cetermire par sa
restrictiona M (S)= D(S)\M , a

M =f(v;x)2B, R"jv 60;v x =0g
a1 ckesigne le produit scalaire usuel suR" (en e et si x 2 C?(R;R") \erie

lequation (2.1.1) alors, pour tout to 2 R, y(t) = x(t + tp); t 2 R; \eri e aussi
lequation (2.1.1)).

(v ;x )2D(9) (2.1.7)
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2.1.3 La transformee de rayons X

Soit
TS 1=f(;x)j 29 Lx2R" x=0g;

a1 S ! estla sprere unie de R".
Nous utiliserons la transfornmee de rayon¥X, que I'on & nit comme suit :
pour toute fonctionf 2 C(R"; R™) eri ant

if(X)j=0(x] ); quandjxj!1l ; pouruneel > 1,

on appelle transformee de rayons X dé, la fonction deC(TS" 1;R™), nokee
Pf, et ¢k nie par

Z .,
Pf(;x)= f(t +x)dt; (;x)27TS %

1

Concernant la treorie sur la transformee de rayons X, on renvoiea la séon
A.3 de lI'annexe et aux ekrences donrees dans cette section A.3.

2.1.4 Resultats principaux

Dans ce chapitre les esultats principaux consistent en des estimations
pour une di usion aux petits angles pour les donrees de di usiols. et by (et
pour les solutions de di usion) pour lequation (2.1.1), et en l'application de
ces asymptotiques et estimations au probeme de di usion inverse aux hautes
energies pour lequation (2.1.1). Nos esultats principaux incluent, en parti-
culier, le Treoeme 2.1.1, et les Propositions 2.1.1, 2.1.2, formuks ci-ggous
dans cette section et les Theoemes 2.3.1, 2.3.2 donres dans la Section 2.3.

Treoeme 2.1.1.  Sgit (;x) 2 TS 1. et soit r une constante positive telle
queO<r 1,r<c= 2 Sous les conditiong2.1.2}(2.1.3), on a

Z.,
Limqsizasc(S:XF F( +xc)d; (2.1.8)
s<c 1 i_z 1

et

Z+1F( rxs)d  G———ay(s:x) 12 TAE DT 1)

1 | L= (. DEy P T

c2

PG +1 r)?
a :
Y ,

2 iXj
1+ S_(1+ #X—é)z 1

4(c? s?)
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pour touts; <s<c; al s; = si(c;n; 1; 25 jXj;r) estceniala ndela
section 2.3;

& Z,Z
lim g——=bs(s;X) = F( +xc)dd (2.1.10)
= 1 s 11
Z,,7Z,,
F( +xc)dd +PV(;x);
0
et
zZ,.Z
o(s;x) 1 : - :
= §PV(,X) +? i F( +x;s)dd
1 =
1207 r 2
— F +x;s)dd C 1 — 2.1.11
g, , FC +xs) 2 1 5 (2.1.11)

pourtout s, <s<c; a1 C, = Cz(C;n; 0l 1 25 jxj;r) ets, = Sz(C;n; 5o
; JXJ;r) sont ¢k nisa la n de la section 2.3.

On cemontre le Theoeme 2.1.1 a partir du Treoeme 2.3.1 et du
Theoeme 2.3.2 donres dans la Section 2.3.

Consicerons les fonctions vectoriellea; (V; B; ;x) et wy(V;B; ;x); (;X)
2 TS 1; qui apparaissent dans le coe droit desegalies (2.1.8) et (2.1.10) :

Z +1
wi(V;B; ;x) = F( +xc)d (2.1.12)
z' z
wy(V;B; ;x) = F( +xc)dd (2.1.13)
1. 1
Z.,,Z,.,

F( +xc)dd +PV(;x):

Remarque 2.1.1. En utilisant en particulier que B est antisynetrique en
tout point de R"; on voit que les vecteursw,(V;B; ;x); wx(V;B; ;x) sont
orthogonauxa pour tout (;x)2 TS 1.

Designons parwy(V;B) la fonction deR"nfOg R" dansR" & nie par

Z., Z.,,
wi(ViB)(Y;X) = i r V(sy+ x)ds+ B(sy + x)yds
1 1
. y Xy
= wi(V:B; —:x —=V); 2.1.14
Jyiwa( ] sz) ( )

pour tousy 2 R"'nf0g; x 2 R": Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3w1(V;B) =
(w1(V;B)1;:;; wa(V; B)n) 2 CH(R"nfO0g  R";R"):
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Pour tout i;k =1::n; i 6 k; on cesigne parV;x la sous-varee de dimen-
sionn deR" R" ¢k nie par

Vik = f(;x)2TS" Y =( ity n); =057 =1:::n;j 81i;j 6 kg:
(2.1.15)

Proposition 2.1.1. Soit(V;B) 2 C?(R";R) CYR";A,(R)). Si(V;B) \rie
(2.1.2)(2.1.3), alors w;(V;B; ;x) donre pour tout (;x) 2 TS" ! cetermine
de manere unique(V;B) et on a les formules suivantes :

PIVI(iX) = S(W(ViB; 1)+ wa(ViB; X)) (2.1.16)

pour tout (;x)2 TS 1;
et

PBix(;x) = k%(wl(V;B;;X)i wi(V;B;  ;x)i) (2.1.17)
SON(ViB; )k Wa(ViB; X))

pour tous( ;X) 2 Vix; bk =1:n; i 6 k;
de plus siB appartienta Fnaq(R") alors

P(Bix)(;x) = % @—@i(\m(V;B))i(y;x)+ @—@;(wl(V;B))i( y;x)(2.1.18)

@@y(wl(v;s»k(y;x) @@y(wl(v;s))k( yix)

1y=
pourtout (;x)2 TS % ik =1:n; i 6 k:

Remarque 2.1.2. En utilisant les formules (2.1.16), (2.1.17), et les nmethodes
de reconstruction d'une fonctiona partir de sa transformee de rayons X (voir
section A.3),B;x etV peuvent étre reconstruitsa partir dew,(V; B; ;x) donre
pour tout ( ;X) 2 Vik, ik =1:n; i 6 k.

Proposition 2.1.2. Soit(V;B) 2 C3(R";R) CYR";A,(R)).Si(V;B)erie
(2.1.2)(2.1.3), alors :
(i) wa(V;B; ;x) donre pour tout (;x) 2 TS ! ne cetermine pas de
manere unique V ;
(i) pour n = 2, wy(V;B; ;x) donre pour tout (;x) 2 TS ! ne
cetermine pas de manere uniqueB ;
(iif) pour n 3, si B 62 Fag(R") alors wy(V;B; ;x) donre pour tout
(;x)2 TS ! ne cetermine pas de manere uniqueB ;
(iv) pour n 3, si B 2 Fnag(R") alors wy(V;B; ;x) donre pour tout
(;x)2 TS 1 cetermine de manere uniqueB.
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Dans la section 2.4 (voir Proposition 2.4.4) etdans le cas &1 2 F 54(R"),
on donne une formule ((2.4.21)) qui montre que, pour = 3; la transfornee de
Fourier des cerivees partielles premeres deB peut étre reconstruite a partir
de wy(V;B; ;x) donre pour tout ( ;x) 2 TS 1, et on donne une formule
((2.4.22)) qui montre que pourn 4 la transformee de rayons X deB peut
etre reconstruitea partir de w,(V; B; ;x) donre pour tout ( ;x)2 TS L.

Les Propositions 2.1.1, 2.1.2, sont cmontees dans la section 2.4.

A partir de (2.1.8), (2.1.16) et (2.1.17), eta partir des formules d'inversion
de la transfornee de rayons X pourn 2 (voir section A.3 de l'annexe)
nous obtenons queas. cetermine de manere uniquer V et B aux hautes
energies. De plus, poum 2, les nethodes de reconstruction déa partir de
Pf (voir section A.3 de l'annexe et les ekrences donrees dans cette section
A.3) permettent de reconstruirer V et B a partir de la composante vitesse
a de l'operateur de diusion aux hautes energies. La formule (2.1.10) et la
Proposition 2.1.2 montrent que le premier terme de I'asymptotique de. ne
etermine pas de manere unique le potentielV quand n 2 et B quand
n=2oun 3siB 62 Fy(R"), mais qu'il cetermine B quandn 3 et
B 2 F mag(R"):

On peut peciser (i) et (ii) de la Proposition 2.1.2 : F. Nicoleau nous a fait
remargle que la fonction vectoriellew,(V;B; ;x);(;x) 2 TS 1; cetermine
de manere uniqueV modulo les potentiels radiaux quanadh 2 (voir section
A.4 de l'annexe), et quew,(V;B; ;x);(;x) 2 TS 1; cetermine de manere
unique B modulo les champs radiaux quand = 2 (voir section A.4 de l'an-
nexe).

Le probeme de di usion inverse pour lequation de Newton multidimen-
sionnelle, pour des potentiely 2 C? \eriant (2.1.2) et B 0, aetetude
pour la premere fois par Novikov [Nov99]. Novikov a prouwe deux formules qui
lient les donrees de di usion aux hautesenergies aux transformees de rayons
X de r V et deV. En ceveloppant I'approche de Novikov [Nov99], l'au-
teur a gereralise ces deux formules au cas relativiste sans champ magigte
[JolO5a]. En ceveloppant ce travail, nous obtenons le Theoeme 2.1.1. Notons
gue Gerver-Nadirashvili [GN83] ontetudee pour la premere fois un probeme
inverse au bord et aux hautes energies pour lequation de Newton classique
multidimensionnelle dans un domaine borre strictement convexe.

A notre connaissance, le probeme de diusion inverse pour une parti-
cule dans un champ electromagretique en necanique classique relativiste et
non relativiste n‘a pasee consicee avant [JolO5b] (concernant les esiltats
donres dans la literature sur ce probeme pourB 0 voir [Nov99], [Jol05a]
et les ekrences donrees dans ces articles). Cependant, en nmecaniggean-
tigue le probeme de diusion inverse pour une particule dans un champ
electromagretique B 6 0 aek consicte, en particulier, dans [HN88], [ER95],
[1to95], [Jun97], [ER97], [Nic97], [Ari97], [Hac99], [WYO05] (concernant les
esultats donres dans la literature sur ce probeme pour B 0, voir, de
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plus, [Fad56], [EW95], [Nov05] et les ekrences donrees dans [Nov05]).

Le chapitre est organise comme suit. Dans la section 2.2 on transforme
lequation dierentielle (2.1.1) avec conditions initiales (2.1.4) en un syseme
dequations inegrales de laforme § ;y )= A, x (Y ;¥ ). Ensuite onetudie
l'operateur A, .x sur un espace convenable et on donne des estimations et
des estimations de contraction sufA, x (Lemmes 2.2.1,2.2.2, 2.2.3). Dans la
Section 2.3 on donne des estimations et I'asymptotique pour la & ection (t)

(ck nie dans (2.1.4)) et pour les donrees de di usionag(v ;X ); by(v ;X )

(e nie par (2.1.7)) (Treoemes 2.3.1 et 2.3.2). De ces estimations et de
ces asymptotiques, on ceduit les deux formules (2.1.8) et (2.1.10) quand les
paranetres c; n; ; n; ¥ ; X sont es et jv j augmente (aw jj; ; N
sont les constantes apparaissant dans (2.1.2)-(2.1.3)y, = max( o; 1; 2);

¢ = v Fv j): Dans ces cas sup(t)j cecrot, a1 (t) cesigne l'angle entre les
vecteursx(t) = v +y (t) et v ; et nous sommes dans le cas d'une di usion
aux petits angles. Remarquons que, sous les conditions du Treoeme 2.3.1, sans
hypotteses suppementaires, on a I'estimation sup (t)j < %1 et nous sommes
alors cep dans le cas d'une di usion plutdt aux petits angles (concernant le
terme di usion aux petits angles , voir Section 20 de [LL60]). Le Treoeme
2.1.1 provient des Treoemes 2.3.1 et 2.3.2. Dans la section 2.4 on prouve les
Propositions (2.1.1), (2.1.2). Dans la section 2.5, on introduit des estimations
utiles pour la preuve des Lemmes 2.2.1, 2.2.2, 2.2.3 et du Treoeme 2.3.2. Dans
la section 2.6, on prouve les Lemmes 2.2.1, 2.2.2, 2.2.3. Dans la section 2.7,
on prouve le Theoeme 2.3.2. En n, dans la section 2.8, en guise de conclusion
du chapitre, on utilise les esultats obtenus dans les sections 2.2, 2.3, pour
donner des estimations et I'asymptotique du temps de retard pour lequation
(2.1.1) toujours dans le cas d'une di usion aux petits angles (Theoemes 2.8.1
et 2.8.2) ; et on s'ineressea la question de la reconstruction dé; Ba partir de
I'asymptotique aux hautesenergies du temps de retard pour lequation (2.1.1)
(Proposition 2.8.1).

2.2 Une application contractante

Transformons lequation dierentielle (2.1.1) en un syseme dequations
inegrales. Rappelons tout d'abord que la fonctiong : R" | B, de nie par
(1.2.8),

g(x) = qxi x2 R"

a, en particulier, les proprees suivantes :

900 oy)i " hix i pour tout x;y 2 R™; (2.2.1)
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et gest unC! dieomorphisme de R" sur B; et son inverse est donre par

X
g '(x) = g=——; x2 B

ix]
1 =

Six \eri e lequation dierentielle (2.1.1) et les conditions initiales (2.1.4),
alors x satisfait le syeme dequations inegrales

7t 2 0 7 1 3
x()=vt+x + 4g@g (v )+ F(x(s);x(s))dsA v 5d; (2.2.2)
1 1
Z t
x(t) = g(g ‘(v )+ F(x(s); x(s))ds); (2.2.3)

1

a F(xx)=r V(X)+ iB(X)x; v 2 Bcnf0g:
Poury (t) e ni dans (2.1.4), ce syseme dequations inegrales devient

(y (O;u (1) = Ay x (y ;u )(t); (2.2.4)
au =y et

Ay x (Fh)(1) = (A% x (FR));A7 . (F;h)(1)
Zt Z
AL« (Bh)t) = 4g(g Y(v )+ F(vs+x +f(s);v +h(g)ds) v Od;
1 1
Zt
AV« (h)(®) = o(g (v )+ F(vs+x +f(s)v +h(s)ds v ;

1

3

pourv 2 B.nfOg; x 2 R". R

De (2.2.4), (2.1.2)-(2.1.3), (2.2.1) (appligrea x =g (v )+ , F(v s+
X +y (s);v +y (s)dset y =g (v ))etdey (t) 2 CH(R;R"); jy (1)j+
jy ()j! O;quandt! 1 il vient en particulier que

(v (0;y () 2 C(RIR")  C(RiR") 225
etjy ()= Ot )iy (0= 0Gt “)iast!l 2

al v 2B.nfOgetx 2 R" sont es.
On consicere I'espace netrigue complet

Mr,=f(fh)2C(Q 1 ;TER") CQ 1 ;TERMDjKk({fh)kr rg;
al k(f;h)ky =max  sup jh(t)j; sup jf(t) th(t)j

t2]1 T] t2]1 T]
(2.2.6)
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(wpour T=+1,] 1 ;T]doitetre remplac par] 1 ;+1 [). De (2.2.5)
ona,aT<+1 »e,
(y (t);y (1)) 2 M1, pour un eel r cependant dey (t) etdeT: (2.2.7)
Soitle eel z;(c; n; 1; ;r «;r) e ni comme l'unique solution de lequation

L4 2 ** 1n(2+ r=c)
YT 2 (@F 2 (e 2+0)
2

¢

=0; 7, 2]p 2r:c[; (2.2.8)

al ry etr sont des eels positifs tels que &r  1; r< c:p 2:
Lemme 2.2.1. Souspl_es conditions(2.1.2)-(2.1.3), on a : si (f;h) 2 My,;
O<r Lr<c= 2x 2R" v 2 Bgjv]j zi(c;n; 15 JX §ir);
v X =0; alors

kAv i (f;h)ky r(ein; 155 v jiix jir) (2.2.9)

1
(1) 1+jv =@ jv i)
2"n%2 2+ r=q(jv j= 2+1 )
(vis 2 nNA+jxj=2 (vi= 2 nT) *

pour T O;
kA x (fih)ky (cin; 15 Qv isix ir) (2.2.10)
1
1+ v =A@ | v )
2*2n%2 2+ r=q)(jv j= 2+1 r)
( DGvi= 2 N2Q+jx j= 2) !

pour T +1 ;si (fy;hy); (fa;h) 2 My O<r 1 r<c=p§; jv j<c;
v x =05jvj zcin; 1; 5 jx jir); alors

KAy x (f2;h2) Ay x (f1;hi)ke r(cn; Ty gv ix k(2 fi;hy hy)ke;

(2.2.11)
L 1
ren T v X in) = P —
1+jv 2=4(c j v j?)
29271+ H¥l+1 )2
( DA e+ & 1) 0
pour T O;

KAy x (f2;h2) Ay x (f1;hi)ke (c;n; 55 gv ix in)k(fz fa;hy hy)ke;
(2.2.12)
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1
1V =A@ | v )
2 73021+ YA+1=0%y = 2+1 1)
( DGvi= 2 n*A+jx j= 2) !

(5 v X jir) =

pour T +1;a “=max( 1; 2):

Remarquons que
max TG 1 ;rJV LIX J;r); T(Cn T v X §r)
r(cn T v X i) (2.2.13)
— N 1
D1+ v EHE | v )
232 1+1=g(jv j= 2+1 r1)?
r( LGvij= 2 r3A+jx j= 2 (vij= 2 nT) 1
pourT O;

P

(c;n; 15 GV jiix gir).
r b
(c;n; 75 v Lix i) (2.2.14)
— [a) 1
1V =A@ | v )
2 7321+ YA+1=0%y j= 2+1 1)
r( (v j= 2 rn*L+jx j= 2) 1

max

(I e SN

pourT +1 ,a1 “=max( 1; 2); O0<r 1; r<c:p§; JVi<cjvij 1z
v x =0:
En utilisant le Lemme 2.2.1 et les estimations (2.2.13)-(2.2.14), nous ob-

tenons le esultat suivant.

Corollaire 2.2.1. Sous les conditiong2.1.2}-(2.1.3), O0<r 1;r< c:p 2,
X 2R"'v 2Bgjvij zi(c;n; 4 jx j;r); v x =0;o0na:

si t(c;n; T jv jijx J;r) < 1, alors A, . est une application contrac-
tante deM+,, pour T  O;

si (c;n;7; Jv j;ix J;r) < 1, alors A, x est une application contrac-
tante deM+, pour T +1 .

En prenant en comptea la fois (2.2.7), le Lemme 2.2.1, le Corollaire 2.2.1
etle lemme A.2.1 gnone dans la section A.2 de I'annexe), onetudie la solution
(y (t);u (t)) de lequation (2.2.4) dansMr.,.

On utilisera aussi les esultats suivants (Lemmes 2.2.2 et 2.2.3).
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Lemme %2_.2. Sous les conditions(2.1.2}(2.1.3), (f;h) 2 M1,; O <'r
1, r<c= 2x 2R"M v 2Bgjvj zi(c;n; 15 jx Jir); v x =0;0n
a:

JAZ o (B h)(D) (cn; 15 v jiix jint)
o 1
T 1V =A@ | v P)
. n*= 21 (2+r=c) _
(vi= 2 nNA+jxj= 2 (vij= 2 0y’
JAY o (Fh)(b)] (c;n; 15 v jiix jint)
o 1
T 1V =A@ | v PR)
n3?2 12 *1(2+ r=c) _
( DAL e+ oy v

(2.2.15)

(2.2.16)

pour toutt T; T O;

A, « (FEh)() =k « (FEh)t+ 1y o (fFh)+ Hy o (Fh)(1); (2.2.17)

Z .,

ke x (Fh)=g(g ‘(v )+ F(v s+x +f(s);v +h(s)ds) v : (2.2.18)
1

IZ;X (f,h) =

i g(g (v )+ F(vs+x +f(s);v +h(s))ds) v d
'Z . 'z
+ g(g (v )+ F(v s+ x +f(s);v + h(s))ds)

0 1

Z .,

g( (v )+ F(v s+x +f(s);v +h(s)ds) d; (2.2.19)
1
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jkv x (f;h)j 2 (cin; 155 jv jiix jin 0); (2.2.20)

ilv x (f;h)] 2 (cin; 155 jv jiix jin 0); (2.2.21)

JHy x (i h)(1)] L(en; 1 v jiix gint) (2.2.22)
1

1AV 4@ TV ) (vi= 2 1)
n3:2n 12 +1 (2 + r';:C) .

1+jx j= 2+(jv j= 2 1))’

JHv x (F;h)(1) «(Cny a5 v jiix int) (2.2.23)
1
"TINVEG@ v D) ( D(vi= 2 e
n3? 12 *1(2 + r=c)
(L+jx j= 2+(jvij= 2 ) b

pourT=+1;t O

On peut voir que le Lemme 2.2.2 donne, en patrticulier, des estimations et
l'asymptotique de

Av o (fh)() = (AL, (Fh)();AZ , (f:h)(t) quandt! 1

Lemme 2.2.3. SoientT =+1;0<r 1;r< c:pi; X 2R"v 2By
jvj za(cin; 15 jx Jir); v x =0;etsoit(y ;u )2 My, une solution
de (2.2.4). Sous les conditiong(2.1.2)(2.1.3), on a

jkv % (Y ;u ) kv x (0;0)] “ein 1T v iix i)
n> <1+ 3)(jv j= 2+1 1)
(& n2L+ijx j= 2)
2% (c;n; 45 JV X Jir)

1V 4@ v )

(2.2.24)

k ( “u ) Z +1
Shi ST~ SRS y.’.z F(x +v s;v)ds
1 JVCZJ 1
"a(cin; 4 TGV X i) (2.2.25)

270321+ Y(jv j= 2+1 1)
(v j= 2 n2L+jx j= 2)

(c;n; 155 v Jiix Iir);



2.3. DIFFUSION AUX PETITS ANGLES 55

v (y;u) I x (0;0) "o(C;N; 1 T GV jiix i) (2.2.26)
22 +7 n7=2~r§1+ ~)(J_¥?J +1 I;‘)Z
( DGvi= 2 nL+jx j= 2) *
3(1+1=09° (¢;n; 1;; jv j;ix j;r).
D1+ v =M | v D)

a ky, x etl, x sontcenis par (2.2.18)(2.2.19)et est ck ni par (2.2.10)

La preuve des Lemmes 2.2.1, 2.2.2, 2.2.3, est donree dans la section 2.6.

2.3 Diusion aux petits angles

Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3), pour toutv( ;x )2 B. R"; v 60;
lequation (2.1.1) a une unique solutionx 2 C?(R;R") de conditions initiales
(2.1.4). Consicerons la fonctiony apparaissant dans (2.1.4). Cette fonction
cecrit la ce ection par rapport au mouvement libre.

En utilisant le Corollaire 2.2.1, le lemme A.2.1, et les Lemmes 2.2.2 et
2.2.3, on obtient le esultat suivant.

Theoeme 2.3.1.  Supposons les condiBo_n:{Z.l.Z)—(Z.l.s) \eriees. Soient
T =max( 1; 2); 0< LLr<c= 2,x 2R v 2 Bgjvj
zi(c;n; g5 jx jir); v x =0 @z est ceni par (2.2.8). Supposons
(c;n; T v X ir) < 1 ar est ceni par (2.2.14) Alors la e ection
y (t) erie:

(Y5¥)2Mpy; T=+1; (2.3.1)
jy ()] (cin; 155 v jiix jint); (2.3.2)
iy (1j (c;n; 135 v j;jx jint) pour t O (2.3.3)
y (1) = ax(v ;x )t+be(v ;x )+ h(v ;x ;t); (2.3.4)
et
2 3
g (v )+ R F(v s+x ;v )ds
sV X ) A e————r; —— v 5
1+ jg v )+ | I;(v s+x ;v )dsj
"aleinmy 1 TGV X gir); (2.3.5)
(V % ) Z +1
a-sc% F(v s+x ;v)ds "a(c;m 175 Jv X jir);
1 JV_212 1
C

(2.3.6)
josc(v ix ) Iy % (050)]  "p(cing 1; T jvojix gir); (2.3.7)
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Jasc(V 1% )] 2 (cn; 155 v jiix jir 0); (2.3.8)
jsc(v X )] 2 (c;n; 1 v jijx j:r; 0); (2.3.9)
ja(v x5t SCny o1 v jiix o jint); (2.3.10)
jh(v ;x ;1)j Cn; 1 gvojiix gint); (2.3.11)
pour toutt O, a1 I, « (0;0) (resp. "% "4 "o 5+ et .) est ckni

dans (2.2.19) (resp. (2.2.24) (2.2.25), (2.2.26) (2.2.15), (2.2.22) (2.2.16) et
(2.2.23).

Soit 7 = max( 1; ) et soit ry, un eel positif. Soient les eelsz =
z(c;n; 7 ;r x;r)etz, = zy(c;n; 1 ;r x) d nis comme les solutions (uniques)
desequations suivantes

(Cn;7;zir xir)=1; zZ]pir;C[; (2.3.12)
Zy 16 in
g——— D— p— =0; 2, 2]0;(]; 2.3.13
= TP , 210, (2.3.13)
2

C

al estcenipar(2.2.14), et r est un eel positif tel que O<r  1;r< c:p 2.
On utilisera les observatiorbs suivantes.

() Soient0<r 1;r<c= 2,0

S; 2 " 1n(2+ r=c) S5 2 " 1n(2 + r=c)
= p= > g— p= p=
L % (=2 0= 2+1) '] 3 (%= 2 n(= 2+1)
2

pour tous eelss;; s, tels quep §b<_s s < 51_< C.
(I) Soient0O<r 1;r<c= 2, 2] 2rc|;

2 " n(2+ r=c 2" n(2+ r=c
[a) n > [a) N

P = P = — P> P=

1 2 (= 2 r)(s;= 2+1) 1 2 (= 2 r)(s;= 2+1)

c2

pour tous eelss;;s, telsque 0 s, <s;.
(1) Soient x un eel positif, == max( y; 2) et soit r un eel tel que
O<r 1;r<c= 2;alors pour tout eel s2] 2r,c[ona

(c;n; 7Sy Jxjsr)< 1, s>z(c;n; 7T jXj;r):

Les observations (I) et (I1) impquueBt_quezl(c; n; 1;;S2r)>zc;n; 1;;
S1;r) pour tous eels s;; sy tels que 2r<s, <s; <c quandc; q; ;n;r
sont »es.

Le Treoeme 2.3.1 donne, en particulier, des estimations pour le
pkenonene de diusion et une asymptotique de la composante vitesse de
'operateur de diusion lorsque c; 1; ,; ; n; ¢ ;X sont »xs (W Vv =
v 3v ) et jv j crot ou, e.qg., lorsquec; 1; »; ; n;v ;R sont s et
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jx j crot. Dans ces cas sypgj (t)j decrot, au (t) designe l'angle entre
X(t) = v +y (t) et v, et on est dans le cas d'une diusion aux petits
angles. Remarquons que cep sous les conditions du Treoeme 2.3.1, sans hy-
potheses suppkmentaires, on a l'estimation supgj (t)j < % et on est dans
le cas d'une di usion aux angles plutét petits. Le Theoeme 2.3.1 avec (2.3.7)
donnera I'asymptotique de la composante espace de con guratibfv ;x ) de
I'operateur de di usion si I'on peutetudier I'asymptotique de I, « (0;0). C'est

le sujet du Theoeme 2.3.2.

Theoeme 2.3.2. Fixons c; n; o; 1; ; JX]. Alors il existe une constante
Cen; o; 1:; jxj telle que

Z.,,Z.,

1 M C Vi 0
2
1“0 ST
j\/? F( o+ X;V)d d CC:n: 05 155 X 1 ? (2.3.14)

pour tousv 2 Bg; jvj  zx(c;n; 1;; jXj); v x=0; @ ¢ = vivj:

La preuve du Theoeme 2.3.2 est donree dans la Section 2.7.

Comme nous l'avons mentionre dans l'Introduction, le Treoeme 2.1.1
se ceduit des Theoemes 2.3.1, 2.3.2. De plus, les constant€; s;; S,, qui
apparaissent au Theoeme 2.1.1, sont donrees explicitement par

S
S

max(z(c;n; 7; jxj;r);za(cn; 1 jXjsn);
max(z(c;n; 7 jxj;sr);za(ein; 1 jxjir)sza(cin; 1 iX)));
3521+ )23 B(L+1=0%(s5+1 r)3

( DAy e+ #pz 2

Co = Conouijgt

@ Cen: o 1:: jx st la constante apparaissant au Theoeme 2.3.2 e, 73, 7,
sont & nis par (2.3.12), (2.2.8), (2.3.13) et“=max( 1; 2).

En utilisant les Treoemes 2.3.1 et 2.3.2, nous pouvons obtenir I'asymp-
totique et des estimations pour des fonctions s'exprimanta l'aide da(v ;x )
et b(v ;x ) lorsque l'on consicere de la diusion aux petits angles. Nous
consicererons notamment le cas du temps de retard dans la Section 2.8.

2.4 Preuves des Propositions 2.1.1, 2.1.2

Dans cette section, on cemontre les Propositions 2.1.1, 2.1.2. Nous com-
mercons par introduire de nouvelles notations (sous-section 2.4.1) puis nous
cemontrons la Proposition 2.1.1 (sous-section 2.4.2) et la Proposition 221
(sous-section 2.4.3).
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2.4.1 Des fonctions vectorielles

Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3) et pour tout (x) 2 TS" ! on & nit
les vecteurswz(B; ;x); wu(B; ;x ) et ws(V; ;Xx) par

+1
w3(B; ;x) = B(x+ )d; (2.4.1)
Zlo Z z +1Z +1
wy(B; ;x) = B(x+ )dd B(x+ )dd; (2.4.2)
1 1 0
ws(V; ;X) (%) ;7. (2.4.3)
rv(x+ )dd + rv(x+ )dd:
1 1 0
On e nit w3(B): R"nfO0g R"! R" par
. y Xy
ws(B)(Y; X) = Jyjws(B; —; X —3VY); 244
(B)(y;x) = jyjwa( i Jyjzy) (2.4.4)
pour tousx 2 R";y 2 R"nfOg: De (2.4.4), (2.4.1), on a
+1
w3(B)(y; x) = B(x+ y)yd; (2.4.5)

1
pour tout (x;y) 2 R" R"nf0g: De (2.1.3), on ceduit ws(B) = (( wz(B))1;::;
(w3(B))n) 2 C*(R"nfOg R™R"):
On e nit wWyu(B) : R"nfOg R"! R" par wy(B)(Y; X) = Jyjwa(B; j%;x
*Yy) pour tous X 2 R"; y 2 R"nf0g: De (2.1.3) et (2.4.2), on ceduit que

Z 47 Z .12,
wa(B)(y:x)=  B(x+ y)ydd B(x+ y)ydd; (2.4.6)
1 1 =%

1yl

et wy(B) = (wa(B)1;:;;wa(B)n) 2 CY(R"nfOg  R";R"):

2.4.2 Preuve de la Proposition 2.1.1

Pour cemontrer la Proposition 2.1.1, nous aurons besoin du esultat sui-
vant.

Proposition 2.4.1. Soit B 2 CYR";An(R)) ‘eriant (2.1.3). Alors
ws(B; ;x ) donre pour tout (;x) 2 TS ! cetermine de manere unique le
champB, et on a

PBix(;x)= «ws(B; ;x)i  iws(B; ;X )« (2.4.7)

pour tout (;X) 2 Vix; bk =1:n; i 6 k a1 Vi est la sous-varee de dimen-
sionn deR" R" ¢ nie par (2.1.15); de plus siB 2 F n54(R") alors

= @ v @ . .
PBix(;x)= @N(WS(B))I(an) @V(M(B))k(y,X) . (2.4.8)
pour tout (;x)2 TS % ik =1:n; i 6 k.
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La question de la cetermination deB a partir de ws; a et etudee sous
des conditions dierentes de B dans [Nic97], [Jun97], [Ito95]. Cependant, a
notre connaissance, les formules (2.4.7)-(2.4.8) ne sont pas donrees dans la
literature.

Preuve de la Propositiop, 2 4. &Commemons par cemontrer (2.4.7). On rap-
pelle quews(B; ;X )i = ,—1 Bij (t + x) jdt; pour tout ( ;x) 2 TS %
bk =1:n;i 6 k. Ainsi kPB.,k( X) = W3(B, ;X )i pour tout (;x) 2 V.,k,
i;k =1:n;i 6 k. Cette dernereegalie implique (2.4.7) ( 2+ 2 =1 pour tout
(;X)2Vik; =( 151155 n))-

Bemontrons maintenant (2.4.8). Sous les conditions (2.1.3) et de (2.4.5)
on ceduit

Z.,,

SUENG0 = Buly+ X (249)

+ @B‘ ——(ty + x)y; dt
=1 1 “ax
pour tous (y;x) 2 R"'nfOg R" et i;k = 1::n. Soienti;k = 1::n: Comme
B 2 Fmag(R"); 0N a

@ @ @ N
@x Bjx (x) + B.J (x) + @?(Bk;i (x) =0 pour tout x 2 R™:

Ainsi en utilisant aussi (2.4.9), on obtient

@—C?y(wg(B))i(y;X) —@(We,(B))k(y;X)

iy=

X’ @
=2PBix(;x)+ t —Bix (t + x) ;dt; (2.4.10)
1 j=1 @?(
pour tout (;x) 2 TS' Y = ( 4;:::; ) @ P cesigne la transformee de

rayons X. En inegrant par partie l'inegrale du coe droit de (2.4.10), on
obtient les formules (2.4.8).

Finalement en utilisant les formules d'inversion de la transfornmee de rayons
X (voir par exemple la formule (A.3.10) de la section A.3 de l'annexe) et
en utilisant (2.4.7) (ou (2.4.8) et (2.4.4) siB 2 F mag(R")), on obtient que
ws(B; ;x ) donre pour tout ( ;x) 2 TS ! cetermine de manere unique le
champ B:

La Proposition 2.4.1 est cemontee. O

Maintenant, nous sommes préts pour cemontrer le Proposition 2.1.1.
Soit (;x) 2 TS 1: On remarque que
VA Z 4
B(( )+x)( )d = B( +x)d (2.4.11)

1 1
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et on rappelle que
P(r V)( ;x)= P(r V)(;x): (2.4.12)

De (2.1.12), (2.4.1) et (2.4.11)-(2.4.12), on obtient la formule (2.1.16) ¢4
formule suivante

Wo(B; 1) = SW(ViB; X)) Wa(ViB; X)) (2.4.13)

pour tout (;x) 2 TS : De (2.1.16) et de esultats sur la transfornee de
rayons X (voir Section A.3 de I'Appendice), on obtient quev,(V; B; ;x) donre
pour tout ( ;x) 2 TS ! cetermine de manere uniquer V et doncV (V
\erie (2.1.2)). De (2.4.13) et de la Proposition 2.4.1, on obtient aussi que
w,(V;B; ;x) donre pour tout ( ;x) 2 TS" ! cetermine de manere uniqueB.
De plus de (2.4.13) on a

ws(B)(Y:X) = S(ViB)Yi ) wa(ViB)( YiX);

pour tout y 2 R"nf0g; x 2 R": En utilisant cette dernere formule et (2.4.8) de
la Proposition 2.4.1, on obtient (2.1.18) sB 2 F ,5g(R"): En utilisant (2.4.13)
et (2.4.7), on a (2.1.17).

La Proposition 2.1.1 est cemontee.

Pour conclure cette section, on rappelle le proede suivant qui est base sur
la formule (2.1.17) et qui permet de reconstruir®;, a partir de wy(V;B; ;x)
donre pour tout ( ;X) 2 Vix, @l les indicesi;k = 1::n; i 6 k; sont »es ( Vi
est e ni par (2.1.15)). Soienti;k =1:::n;i 6 k. La formule (2.1.17) donne
I'inegrale de Bjy sur toute droite du plan ane Y d'espace vectoriel tangent
Yi = F(x2;::::x0) 2 R"jx? = 0;j 6 i;j 6 kg. Maintenant, pour reconstruire
Bix en un pointx®2 R", on consicere dansk" le planY contenantx®et dont
l'espace vectoriel tangent est;,. On interpete TS" ! comme I'ensemble de
tous les rayons deR" et on consicere dansTS" ! le sous-ensembld S'(Y)
constitte de tous les rayons reposant suy . On restreint alorsPB;xa TS'(Y)
et on reconstruit By (x% a partir de ces donrees en utilisant les methodes
de reconstruction def a partir de Pf pour n = 2 (voir, par exemple, la
formule (A.3.10) de la Section A.3). (SB 2 F nag(R"); on peut aussi utiliser
la formule (2.1.18) pour reconstruireB; a partir de w1 (V;B; ;x) donre pour
tout (;x)2 TS 1)

2.4.3 Preuve de la Proposition 2.1.2

Avant de cemontrer la Proposition 2.1.2, on cemontre tout d'abord les
Propositions 2.4.2, 2.4.3 et 2.4.4 donrees ci-dessous. La Proposition 2.42 e
en fait exactement la proposition 1.1 de [Jol05a].

Proposition 2.4.2. Le vecteurws, e ni par (2.4.3), vu comme fonction du
potentiel V eriant (2.1.2)etde(;x) 2 TS' ! a les proprees simples sui-
vantes :
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1. sous les conditiong2.1.2), pour tout potentiel V le vecteurws(V; ;x)
est orthogonala ;

2. il existe un potentielV qui satisfait (2.1.2) et pour lequelws(V; ;x)
nest pas nulle pour tout(;x) 2 TS 1;

3. pour tout potentiel radial V satisfaisant (2.1.2), on a
ws(V; ;x) =0 pourtout (;x)2 TS 1.

Remarque 2.4.1. F. Nicoleau nous a fait remarqle que poul satisfai-
sant (2.1.2), siw(V; ;x) =0 pour tout ( ;x) 2 TS 1 alorsV est radial (voir
Proposition A.4.1 de la sous-section A.4.2 de l'annexe).

Preuve de la Proposition 2.4.2.Le premier item vient imnediatement de
legalie

%V(t +Xx)=rV(t +x) ; pourtout(;x)2TS" % t2R:

On cemontre le deuxeme item. Consicerons

— X1 . e n. .
V(x) = —(1+ij2) ; pour tout X = (Xg;:::;%,) 2 R, > L

Soit (;x) 2 TS 1. En utilisant (2.4.3) et en utilisant que  x = 0, on obtient
par calcul direct
Z .42, S

.. — ivi2
W5(Va 1X) - 4 X] 0 (1+ s2 + ijZ) +1 dsd

6 Osietseulementsix60et ;60;

@l cesigne le produit scalaire usuel d&".

On cemontre le troiseme item. Soit V un potentiel radial (i.e. V prend la
forme m(jxj)) satisfaisant (2.1.2) (e.g.V(x) = (1 + jxj3) @ > %). Alors
m 2 C*(J0;+1 [[R) et r V(x) = mYjxj);;. Soit (;x) 2 TS * et soit * un
vecteur orthogonala . Un calcul direct donne

r V(s +x) 7=m{ s+ xR p=—=
pour tout s 2 R. Ainsi en utilisant aussi (2.4.3), on obtient
ws(V; ;x) 7 =0: (2.4.14)

Le troiseme item est alors congequence du premier item et de la formule
(2.4.14).
La Proposition 2.4.2 est cemontee. O
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Proposition 2.4.3. Sous les conditiong2.1.3), et si B 2 F 1,54(R") alors :
X

i[kPBij (;x)  iPBij(ix)] PBix(;x)=  (2.4.15)
i=1
S(B)(X)  Sw(B)(X):
x

i [«PBij (5x)  iPByji (5x)] PBiwi (;x)= (2.4.16)
j=1
Wy (B )it (5X);

pourtous(;x)2 TS L i;k;l =1:::n; 2 P cksigne la transfornee de rayons
Xeta WwaB)mn (;X) = & go2wa(B)r a2Wa(B)m (;X); Bmpi (X) =
@—%Bm;r (x); pourtous 2 S L x2R"; m;r=1:::n (on rappelle quew,(B)
est e ni par (2.4.6)).
Remarque 2.4.2. Soientn =3;1=1:::n: La formule (2.4.16) donne en
fait
( PB2gi(;x);PBuyai(;X); PBuzi(;x))=
(Wa(B)231(5X); Wa(B)rzi(5X);Wa(B)12a(;x));  (2.4.17)
pour tout ( ;x) 2 TS?, au  cksigne le produit scalaire usuel suR3:

Preuve de la Proposition 2.4.3.Sous les conditions (2.1.3), de (2.4.6) on a
Z.,,

@, @ = Ty By (y +0dd (2.4.18)
@x jyi? oy, |
w Z o720 o
+ Yi @—Bi;j (y +x)dd
i=1 1 1 X
+1 Z +1 @ )
——Bi; +x)dd
. @x i (Y +X)

iyi
pour tous (y;x) 2 R"nf0g R" eti;k = 1:::n. Soienti;k;| = 1:::n. De
(2.4.18), il vient

@ , @ .
@XW4(B)'( ;X)) @XW4(B)k( ;X))
o Z . o Z .
= k] By ( +x)dd + j Bi;( +x)dd
=, Yy =
X : @ @
+ - —~B.( + = Bpi( +
- j . . [@KBI,J ( X) @ka,] ( x)]d d
Z .7, @ @
2B ( +X) —By( +x)dd (2.4.19)

@x
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pourtousx 2 R"; 2SS % =( 415 1) CommeB 2 F nag(R"), 0N a
@ @ @ :

—Bii(X) —Bki(X)= —Bix(x); x2R"; j=1:::n: 2.4.20

@K I,J( ) @x k,J( ) @?( |,k( ) J ( )
Soit 2 S 1. En utilisant (2.4.19), (2.1.3) et (2.4.20), on obtient (2.4.15). Sous
les conditions (2.1.3), la fonctiorh;. & nie par hix. (X) = @—%w4(B)i( P X)

@—%m(B)k( ;X);x 2 R"erie hy 2 CYR";R) et (2.4.16) est consquence

imnmediate de (2.4.15).

La Proposition 2.4.3 est cemontee. O

Proposition 2.4.4. Soit B 2 F ,54(R") satisfaisant (2.1.3). Si n = 2 alors
w4(B; ;x ) (ceni par (2.4.2)) donre pour tout (;x) 2 TS" ! ne cetermine
pas de manere unique le champ magretiquB.

Sin 3 alors wy(B; ;x) (keni par (2.4.2)) donre pour tout (;x) 2
TS ! cetermine de manere unique le champ magretiqud. De plus on a les
egalies suivantes : sin =3 alors

(F BZ;S;I(p)'2F Bl‘ﬁ;l(p); F Bi2i(p) = (2.4.21)
32 Z
2)% 41 @ eV Pwy(B)m( hy)dy;
j=1 ]
7 7 13

e ¥ Pwa(B)uami( piv)dy; e Y Pwa(B)raa( pry)dyAS 4
b b
pour tout p 2 R3nf0g et pour toute famille orthonormalef g; gg du plan ,,
@ o tesigne le plan vectorielfy 2 R3y p®=0g pour tout p82 R3nfOg; et
F designe la transformee de Fourier classique sut(R®) (i= " 1etw(B)
est e nie par (2.4.6));
sin 4alors

@ @
PBix(;x)= —wy(B)(;X —W4(B)«( ;X 2.4.22
i (%) @x 2(B); (%) @x (B k(5 %) ( )
pour tout (;x) 2 Vix, @ VY est la sous-varee de dimension(2n 4) de
R" R"ceniepar Vix = f(;x)2TS" Y =( 1555 0); j = k=00 (wa(B)

est e nie par (2.4.6)).

Remarque 2.4.3. F. Nicoleau nous a fait remarque que sh =2 etsiB 2
Fmag(R") satisfait (2.1.3) et verie wy(B; ;x) =0 pour tout ( ;x) 2 TS 1!
alorsB est radial (voir Proposition A.4.2 de la sous-section A.4.3 de l'annexe).

Preuve de Proposition 2.4.4.Consicerons d'abord le casn = 2. Soit 2
CY(R*;R) et soit

o
B(x) = ((j)sz) (J(>)<J) 60
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tels queB satisfasse (2.1.3) (e.%(t)g ﬁ;t 2R*; > lou (t)=¢et
t2R*).Oncenit we(B; ;x)= ; , ( +xj»dd ' TP +
xj?)dd; pourtout (;x)2 TS % Soit (;x) 2 TS" L. En utilisant j +
Xj> = 2+ jxj2, on obtient wg(B; ;x ) = 0. De cette egalie et de (2.4.2) on
obtient wa(B; ;x) = we(B; ;x)( 22 1)=0( =( 15 2)).

Supposons cesormaisnr 3. On distinguera le casn =3 ducasn 4
Consicerons tout d'abord le casn 4. Soientj;k =1:::n,] 6 k. Legalie

(2.4.15) implique (2.4.22). Soik°2 R": Commen 4, la dimension de l'espace

2. Soit fe;; &9 une famille orthonormale deH;y : Soit Y le plan a ne de R"
qui passe parx? et dont I'espace vectoriel tangent est engende pdre;; e,9:
De (2.4.22), on ceduit que l'inegrale deBjx sur toute droite deY est connue
a partir g2wq(B);(;x) @—%m(B)k( ;x) donre pour tout ( ;X ) 2 V. Ainsi
en utilisant des esultats sur l'inversion de la transfornmee de rayons XP,

(voir (A.3.10) de la Section A.4 de I'Appendice), on obtient quéj,;, peut
etre reconstruita partir de g2>wa(B);(;x) @—%m(B)k( ;x ) donre pour tout
(;X) 2 Vi ( Bii v cesigne la restriction deBjx a Y). Ainsi Bjx (x9 peut
etre reconstruita partir de g2>wa(B);(;x) @—%m(B)k( :x ) donre pour tout
(;%) 2 V.
Maintenant on consicere le cam = 3. Soit | =1 :::3. Sous les conditions

(2.1.3), Bjxs 2 L*(R®) pour tous jjk = 1:::3: Soit p 2 R3. A partir de
(2.4.17), on obtient

(F BZBH(F’E FBy3i(p); F By2i(p) = 7

2) % e ¥ Pwa(B)2a:( ;y)dy; e ¥ Pwa(B) 13 (y)dy;
z

(2.4.23)

e ¥ Pwy(B)12i(;y)dy

pour tout 2 $? tel que p = 0. Pour cemontrer que (2.4.23) implique
(2.4.21), on aura besoin du Lemme suivant.

Lemme 2.4.1. Sous les conditiong2.1.3),
(F B2si(p); FBu1si(p); F Buzi(p)) p=0; pour tout p2 R®:

Le Lemme 2.4.1 et (2.4.23) implique (2.4.21).

Soientm;r =1;2;3m 6 r. En utilisant l'injectivie de la transfornee de
Fourier et en utilisant (2.4.21), on obtient queB ., est cetermire de manere
unique parw,(B; ;x ) donre pour tout ( ;x) 2 TS" ¥ CommeB, s'annule
a l'in ni, on ceduit que B, est cetermire de manere unique parwy(B; ;X )
donre pour tout ( ;x)2 TS L

La Proposition 2.4.4 est cemontee. O
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Preuve du Lemme 2.4.10n ke nit :R3! R par

(P) = ( F B23i(p);FB13i(p); F Bizi(P) P; P=(pw;p2;Ps) 2 R*:
(2.4.24)
A partir de maintenant F cesignera la transfornee de Fourier des distri-
butions tempeees. Consicerons la jauge transversé& de B ¢k nie par

Z,

A(x) = sB(sx)xds pour tout x 2 R":
0

¢k nition de A, on a

) = Pryy @i,
Bix () = @X(X) @K(X), (2.4.25)
JAI(X)] 1+ jxj) % (2.4.26)

pour tout x 2 R" et tousi;k =1:::n, s est une constante eelle positive.
De (2.4.26), on ceduit queA; ¢k nit une distribution tempeee de  SYR3) pour
tout i =1:::n: De (2.4.25) et (2.4.24) on ceduit

<pipp2FAz  pippsFA2  ppipiFAs
+ppsFAL+ psppiFA2  pspipFAL >
= 0 (2.4.27)

< (p); >

pour tout 2 S(R®): CommeBp, 2 LY(R®), FBny est une fonction conti-
nue surR3 pourtousm;r = 1;2;3. Ainsi est continu surR3. De la continuie
de etde (2.4.27), on obtient que  O:

Le Lemme 2.4.1 est cemonte. O

Finalement nous sommes préts pour cemontrer la Proposition 2.1.2. On
commence par cemontrer le troiseme item de la Proposition 2.1.2. Soit 3
et soientj; k;| trois entiers compris entre 1 en et distincts deuxa deux. Soit

2 — . - - —
> —2%£.0n poseh(y) =1+ J_yf) et on consmbr(_a le champB®=(B?,) 2
CY(R"; A, (R)) \eri ant les conditions (2.1.3) et c& ni par

0 — YI . o = y—J e .
Bic )= Ry’ PO iy h(ivi)’

etBY. (y)=0siii 62fk;lg, pourtout y=(y1;:::;¥n) 2 R": Alors

i1;i2

Bj(;)l (y) =

(2.4.28)

ws(B% :x) 0; pourtout (;x)2 S % (2.4.29)

(voir cebut de la preuve de la Proposition A.4.2 donree dans la sous-section
A.4.3 de l'annexe pour plus de cetails). Le troiseme item de la Proposition
2.1.2 est cemonte.
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On remarque que

ws(B; ;X)) %(Wz(V;B; X))+ Wo(V; B 5X)); (2.4.30)

ws(V; 5 X) %(WZ(V;B; X)) wo(V;B; X)), (2.4.31)

pour tout ( ;x) 2 TS" ! (au wy et ws sont cke nis par (2.4.2), (2.4.3)).
Les items (i), (ii) et (iv) de la Proposition 2.1.2 se ceduisent alors des
egalies (2.4.30)-(2.4.31), et des Propositions 2.4.2, 2.4.4.

2.5 Peliminaires pour les preuves principales

2.5.1 Estimations de la force F et de la fonction g.

On rappelle les estimations \eriees par F sous les conditions (2.1.2)-
(2.1.3), et cep pesenkes au premier chapitre (voir (1.2.16), (1.2.9)) :

OV @@+ jxi) (D (L %jVj); (2.5.1)

jF(x;v) FXx%V9 n 1% sup(L+j@ ")x+"x§) (Djv° vj(2.5.2)
"2[0:1]

_ . 1 . .
+n%2 g sup (L4 xkxY) O A v v O xi;
"2[0:1]
pour tous x;v;x%v02 R" et tousi;k =1:::n, au F est & nie par (1.2.1).
On rappelle que la fonctiong : R" ! B & nie au premier chapitre (voir
(1.2.8)) par

est un C! dieomorphisme de R" sur B, et son inverse est la fonction de
classeC! ,g ':B.! R", donree par
X
g '(X)= ¢=—; x2 B¢;

ixi2
1 =

la fonction g \eri e aussi les iregalies suivantes (voir Lemme 1.2.1) :

1

ir g (x)j? ) (2.5.3)
1+ 5
_ . p_ 1 . .
j9()  gy)j N sup g——————ijx Vyj; (25.4)
2[00 1+ J><+(lc2 )Yi
Pa

. .3 L
irg) r gi c .Sup L+ B0 wEix o Y (2.5.5)
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pourtousx;y 2 R"ettouti=21:::n; a1 g=(0Qs;:::;0h):

2.5.2 Estimations d'inegrales

Nous utiliserons les estimations suivantes. Pour tows> 0; b>0; > 1;

Zt
(a+ bsj) ds=( 1)b(21 oy 7, pour toutt O (2.5.6)
1
Zt 5
(a+ bsj) ds W; pourtoutt O: (2.5.7)
1
Pourtousa> 0;b>0; > 2
zt Z 1
(a+ bysj) dsd =( N D@ by 5; pourtoutt O;
1 1
. (2.5.8)
t /t
1
(a+ by dsd ( 2 IFa 5 pourtoutt O (2.5.9)
0
Pourtousa 1;,b>0;, > 2
t
‘ b+1

(a+ bsj)) (1+]s)) ds pourtoutt 0O; (2.5.10)

(2@ by 2

Zt

(a+ bisj) (1+jsj) ds 2%; pourtoutt O (2.5.11)
1
Pourtousa 1;,b>0; > 3
t /t
‘ Z(a+ bg (1+s)dsd b+1 ; pourtoutt O:
(3 2a P |
0
(2.5.12)
La preuve de ces estimations ne pesente pas de di cules.
2.5.3 A propos de z(c;n; 15 ; jX J;r)
Supposonsc; n; 1; ; JX j; r s (avec 0,< r 1L, r < c:pﬁ).

Consicerons la fonction d'une variable eelle :] 2r;c[! R de classeC?!
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et ck nie par

S 2 n(2+ r=c)

1 2 (s= 2 n)(ixj= 2+1)

(9= g

La fonction est une fonction strictement croissante (sa cerivee est
une fonction strictement positive), d'as I'on a a la fois unicie du eel
zi(c;n; 1;; jx J;r) ceni dans la section 2.2 (par (2.2.8)) et I'observation
(I) de la section 2.3.

2.5.4 A propos de Mt,; 0O<r 1;r<c:p§

Lemme 2.5.1. Soient (f;h)égl;hl); (f2;h2) 2 Mt; v 2 BenfOg; x 2 R"
telsquev  x =0;jv j> " 2r Alors

"(f;hy)+(@  ")(f2;h2) 2 My pour tout0 " 1, (2.5.13)

2L+jx +v s+f(s)j) (1+jx j:p§+(jv j:pi r)jsj); pour touts T;
(2.5.14)

Zt +2 _
F(vs+x +f(9)v +hs)ds —po2 @*r=9
1 (v j= 2 rn)(x j= 2+1)
(2.5.15)
0

Zt Zu
@1+C—l2 giv)+" F(vs+x +fis);v +hy(s)ds+", F(vs

1 w
+X +f5():v + hy(s))ds Qs VI (2.5.16)
S ac@jvp >
pour tous u;t 2] 1 ;T]; w 2 [1 ;u; > 0O 1 "1 1

(fiihy); (F2h2) 2 Mgy etsijv j o za(ein; 155 JX j;r)sjv j<c:

Preuve du Lemme 2.5.1.Compte tenu de la & nition de M., (2.5.13) est
immediat. L'estimation (2.5.14) se ceduit des estimations

2(1+jx +v s+ f(9))) 2+jXp+V S+f(€)j 2+jx +v s f(9)j;
jXx +vs jxj= 2+jsjvj= 2 carv x =0;
if(s)i j f(s) sh(s)j+jsjjh(s)j (1+ jspk(f;h)kr
r(L+jsj) 1+rjsj;

pour tousx 2 R"; v 2 Bg avecv x =0; et pour tous (f;h) 2 M+,;
s T. L'estimation (2.5.1) avec (2.5.14) et (2.5.7) ejv | cdonne (2.5.15).
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L'estimation (2.5.15) donne, en particulier, pour tousu;t 2] 1 ;T]; w 2
[1 ;ul; 1 """ 1 (fyhy)i(farhz) 2 Moy

Zt
jo '(v )+ "1 F(vs+x +fi(s);v + hys))ds
z, 1
+"5 F(v s+ x +fys);v + hy(s))ds
w
i . n2 (2 + r=¢
jgXv)i & 2+ r=g)

(v j= 2 r)(jx j= 2+1)

~ v j 4n2 B2+ r:rg)

vV V7 . . M= . . M=
1jvj>=c (v j= 2 r)(jx j= 2+1)

qgv | oL . .
P—=————=; sijV ] zi(c;n; 1;; JX J;r); jv j<c;
2 2 jvj?

ce qui prouve l'estimation (2.5.16). m

2.6 Preuve des Lemmes 2.2.1, 2.2.2, 2.2.3

2.6.1 Preuve du Lemme 2.2.1
La propree
A, x (h)2C(Q 1 ;T];R™? pourtout (f;h) 2 My, (2.6.1)

O<r 1, r <gv j:IO 2) se ckduit de (2.1.2)-(2.1.3), (2.2.1) (appliqe a
x =giv)+ ; F(vst+tx +f(s);v +h(s)dset y =g (v )) et
de la c& nition de A, x donree au cebut de la section 2.2.
ormaison xeuneelreton xev 2 B¢ x 2 R"telsqueO<r 1;
r<c= 2/jvj z(c;n; 1;; jx j;r);v  x =0: Consickrons

R R
Ay (Fh)() = 9g (v )+ F(vs+x +f(s);v +h(s)ds) v d;

1 1
A7 o (Fh)(1)=9(g *(v )+ i F(v s+ x +f(s)v +h(s)ds) v ;

1
(2.6.2)
pour tout (f;h) 2 M+, : Tout d'abord donnons une estimation deA\2 « (fih).
Remagguons queg(g *(v )) = v : De (2.6.2), (2.5.4) (appligqeea x =
g v )+ tl F(vs+x +f(s);v +h(s))dset y =g v)), (25.1),
(2.5.14) et de (2.5.16) on a

Z
. . n¥2 2% @2+r=c) " I < .
A2 i g %) +ix j= 2+(v j= 2 njsi)) (D ds:
1
1 4c2j v j?)

(2.6.3)
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L'iregalie (2.6.3) combiree avec (2.5.6) donne une estimation de
A2 « (f;h)(t) pour t 0. L'iregalie (2.6.3) combiree avec (2.5.7) donne
une estimation deAZ , (f;h)(t) pourt T.

Maintenant nous allons estimerAl ., (f;h)(t) tAZ , (f;h)(t).
De (2.6.3), (2.5.8) et (2.5.6), on a

N2 12 1+ r=q)(¥ 1) 2
1+ 80 (0 pa+B B oy o

JAY « (Fh)(D)]

£D

4(c2j v j
(2.6.4)
_ .. P
: . n>2 2*"12+r=c) Yvij=2 r)?
ag , (i 22 er = VS 2D
1+ v+ X j— 2 (vi=2 ny ?
(2.6.5)
pourtoutt T;t O.De (2.6.4)-(2.6.5), on ceduit
v (B AT ()W) 0
n%2 212+ r=c)(jv j= 2 r) ?
L2 SR D)
1+ o DA+ j=2 (vij=2 ny *
pourtoutt T;t O.
Pourtoutt T;t 0O, onremarque que
Ay« (fih)(D) tA2 x (Fh)(1) = (2.6.7)
Zt z
A« (ER)©O)+  4g(g *(v )+  F(vs+x +f(s);
0 1 3

7t
v + h(s))ds) g(g (v )+ F(v s+x +f(s);v + h(s))ds)2d:

1
Pour estimer Al « (f;h)(0) on utilise l'estimation (2.6.4), i.e.

=2 +1 r
Al O e T 2@ hey
L g o (D e+ b)) e

(4(cj v j2))

On estime le second terme de droite de (2.6.7) de la manere suivante : de
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(2.5.4), (2.5.16), (2.5.1), (2.5.14) et (2.5.9), 0n a
2
Zt Z
4g(g 1(v ) + F(v st x +f(s);v + h(s)ds)
0 1
7t
o(g 1(v )+ F(vstx +f(s);v + h(s))ds)5d

1

3

pﬁ Z,Z7Z
g F(vstx +f(s);v +h(s)dsd
14 V2 o0
4cj v j?)
n3=2 2 +1(2+ L)
G l. . P2 : . P2 (2.6.9)
1+ zerv (0 Divi= 2 r?A+jx j=2) *
pourtout0 t T:De (2.6.7)-(2.6.9), on deduit
AV« (Bh)(1) AT (f;h)(g)i
3=2 +2 =A\(iv i= 9 2
" n°== 2 ¥ 2+ r=c)(jv j= 2 r) (2.6.10)

— N . P
1+ gervy (0 DA+ix j= 2) 1

pourtoutt T etO t.En utlisant (2.6.3) et (2.5.6), et en utilisant (2.6.6),
on obtient (2.2.9). En utilisant (2.6.3) et (2.5.7), et en utilisant (2.6.10), on
obtient (2.2.10).

Nous allons cemontrer I'estimation (2.6.16) donre ci-dessous. Consicerons
A2 « (F2:rh2)(t) A2 (f1;hy)(t) pour (f1;hy);(f2;hy) 2 M1, (on rappelle
que O<r Lr<c= 2/jvj<c;jvij zlc;n; 1 jx jir);v x =0).
On a
A\Zl X (fZ;hZ)(t) A\2/ X (fl;hl)(t) =
Zt
9g (v )+  F(vs+x +fy(s);v + hy(s))ds)

1

7t
g(g (v )+ F(v s+ x +fy(s);v + hy(s))ds) (2.6.11)
1
pourtoutt T:De (2.6.11), (2.5.4) et (2.5.16), on ceduit l'iregalie suivante
JAZ L (Farh)(t)  AZ L (f1hy)(D)] (2.6.12)
p_ Zt

n

JE(v s+ x +f3(s);v + hy(s))

0 v J2
1+ aervi s

F(v s+ x +fy(s);v + hy(9))jds;
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pour toutt T:De (2.5.13), (2.5.14) et (2.5.2), on a

JE(v s+ x +1fa(s);v + hy(s)) F(v s+ x +fi(s);v + hy(s))]
n32 ,2 22+ r=0)(L+ jx j= 2+(jv j= 2 rn)jsj) (2 (2.6.13)

+1

. . n 42 P P (4
j fa(s) fa(s)j+ lC (L+jx j= 2+(jv j= 2 rn)jsj) ¢
j ha(s)  hi(s)j;

pour tout s T. De plus

jfa(s) fa(9)j (1 + jspk(fo;hz)  (f1;ho)ke; (2.6.14)
jha(s)  ha(s)kr k (f2;h2)  (f15ho)ks; (2.6.15)

pour tout s T: Ainsi de (2.6.12)-(2.6.15), on obtient

JA\Z/ X (fZ;hZ)(t) A\z/ X (fl;hl)(t)j
n2 22n+2 (2 + r:C)k(fz; h2) (f 1 hl)kT
L, LGV A v )

t

(1+ jx j=p§+(jv j:pé njsi) ¢ *2 (1 + jsj)ds (2.6.16)
1

g Z
L N%2 12 Tk(foihy)  (Fasha)ke T
c 1+(v =@ j v ) 1

o
(1+’193J+(‘1s3‘ Nisj) ¢ ds

pourtoutt T.

Nous allons cemontrer les estimations (2.6.19) et (2.6.34) donrees ci-
dessous. De (2.6.16), (2.5.10) et (2.5.6), on a

- 1 n2~
A « (Fsh)(t) AL o (Fuh)(b)] 4

e
1+ aervm

L+ D2 2 1 DKaih)  (Faihke (2.6.17)
(Dl sk 3 0y

pourtoutt T;t O;a ~=max( 1; »). De (2.6.16), (2.5.10) et (2.5.6),
on a

o _ ) _ . n2
JUIAY o (Farho)(t) Ay o (Foshy)(t)] P T+ (v 24@ ] v 1)

e P
(L+ 12 2 (v j= 2+1 _1)k(fahg)  (F1;hy)ks
(v i= 2 r3l+jx j= 2 (vij= 2 0yt b

; (2.6.18)
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pourtoutt T;t O:Ainside (2.6.17), (2.6.18), on ceduit
JA\]; X (fZ;hZ)(t) A\]; X (fl;hl)(t)

~

n2

AT o« (F2ih2)(D) AT . (Fih)(D)i @

jv_i?
L+ @@
a+ %)2 +3(j%%j +1 r)k(fz;hy)  (f1;hy)ks
( DB e+ B npc
pourtoutt T;t O.
Pour0 t T, en utilisant (2.6.7) on obtient

(2.6.19)

AV« (F2h)(t) A o (Fuh)(t)  tAD , (Fzrh2)(t) AT o (Fa;ha)(D)]

j A\l/2;x (fZ;hZ)(O) A\l/ X (fl;hl)(o)j
Zt Z
+  4g(g Y(v )+ F(vs+x +fy(s);v + hy(s))ds)
0 1
7t
9g (v )+  F(v s+x +fy(s);v + hy(s))ds)

1
Z

9g (v )+  F(v s+x +fy(s);v + hy(s))ds)
1
Zt

+9(g v )+ F(v s+ x +f(s);v + hy(s))ds)®d {2.6.20)
1

3

De (2.6.17), on a

JA\]; X (f21h2)(0) A\]; X (flyhl)(o)l
1+ D2 Bl +1 nDk(Fzhy)  (Fuh)ke

1 v _j?

taevy (DG nia+ By ot

(2.6.21)

A n d'estimer le second terme de droite de (2.6.20), on estimera
Zt 2 Z
4g(g '(v )+ F(vstx +fy(s);v + hy(s))ds)
0 1
7t
g(g (v )+ F(vs+x +fy(s);v + hy(s)ds)
1
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Z
g(g (v )+ F(vs+x +fis);v + hys))ds) (2.6.22)
1
7t
+g (g Y(v )+ F(vs+x +fis);v + hy(s))ds)®d
1

3

pourtousl | netO t T.
Soientl j n;0 t T;0 t. Remarquons que
Z
g(g '(v )+ F(vs+x +fys);v + hys)ds
1
Zt
g(g '(v )+ F(vs+x +fys);v + hys)ds

1
Z

(g (g Yv )+ F(v s+ x +1fi(s);v + hy(s))ds)

1

7t
g(g ‘(v )+ F(vs+x +fy(s);v + hy(s))ds))
= RO+ 50) (2.6.23)
w
Z
()= (F(vs+x +fys);v +hys) F(vs+x (26.24)
t 0
Z, zt

+f1(s);v + hy(s)))ds rg @g l(v )+ F(v s+ x + fy(s);

0

! 1

z
V + hy(s))ds+ "  F(v s+ x +fy(s);v + hy(s))dsA d";

t

z
RO)=  Fvstx +1s)iv +hu(s)ds (2.6.25)
z .2 zt
4r g(g Y(v )+ F(vs+x +fy(s);v + hy(s))ds
0
7 1
+"  F(v s+ x +f,y(8);v + hy(s))ds)
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Zt
r og(g (v )+ F(v s+ X + fi(s);v + hy(s))ds
1
7 3
+"  F(v s+ x +fqi(s);v + hy(s))ds)dd";
t

al designe le produit scalaire usuel suR":
Pour estimer (2.6.24) on utilise tout d'abord (2.5.3), puis (2.5.2), (2.5.16),
(2.5.14) et (2.6.14)-(2.6.15), et on obtient

: n32 ,2 *2(2+ r=c
LOF Ta 22 0%, i, ok
1 4cj v j?)
Z P P
A+jx j= 2+(jvj= 2 r)s) (D1 + s)ds
z
+1 t _ _
g L (1+jx j= 2+(v j= 2 r)s) (Vs
\'
¢ ltmervm
k (f2 fl;hz hl)kT: (2626)
Ainsi de (2.5.9) et (2.5.12), on a
Z 32~ +3 1y( iy i
i g 2redrl 0
L+ @i (D A
k (fz fl,hz )kT, (2627)
al ~ = max( 1; »): Pour estimer (2.6.25), on utilise d'abord (2.5.5), puis
(2.5.16), et on obtient
Z, P
. . . 3 n
2 O)] JF(v s+ x +fy(s);v + hy(s))jds

1+ @)
71 7t
(F(v s+ x +fy98);v +hys) F(vs+x +fis);v + hys))ds
01
Z
+" (F(v s+ x +fy(s);v +hy(s)) F(vs+x +fi(s);v + hy(s))ds d"d:

t

3

(2.6.28)
On utilisera
7t
(F(v s+ x +fys);v +hys)) F(vs+x +fi(s);v + hys))ds
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Z
+" (F(v s+ x +fy98);v +hys) F(vs+x +fis);v + hys))ds

7t

2 J(F(v s+x +1fys);v +hys)) F(vs+x +fi(s);v + hy(s))jds;
1

(2.6.29)
pourtout0 " 1 (onrappelle que t).
De (2.6.28), (2.6.29), on ceduit
. fn Lt |
Q) T JF(v s+ x +fi(s);v + hy(s))jds
C(l + 4(C21 v 12))
Zt

J(F(v s+ x +1f5);v +hys) F(vs+x +fis);v + hys))jds:
1

(2.6.30)
En utilisant (2.5.2), (2.5.14), (2.6.14)-(2.6.15), (2.5.7) et (2.5.11), onbtient

Zt
JE(v s+ x +f,9);v +hys) F(vs+x +fys);v + hys)jds

n3272 * (1 +1=qg(jv j:pét\l r)
(v i= 2 nzl+ix j= 2)

k(fz fl, hz hl)kT: (2631)

En utilisant (2.5.1), (2.5.14) et (2.5.9), on obtient

77t

+1 —
jF(v s+ x +fi(s);v + hy(s))jdsd n 12 " (2+ r=c

(DB e+ kb)) v
(2.6.32)

0

De (2.6.30)-(2.6.32), on ceduit

z JIPN 312222 S (1+ H2+ (I +1 )
0" " o+ @) 2 DY i+ Bz o
k (f2 fl, hz 1)k'|': (2633)

De (2.6.20), (2.6.21), (2.6.23), (2.6.27) et (2.6.33), on a

Ay« (F2ih)(t)  AG o (Fih)() (A7 o (Fh)() AT o (Fosho)(D)]
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2221+ H¥l+1 1)
, Lradnim (D e o
3 n¥272 32+

42+ g J s
¢ 1+ I _ (B na+ b))

acj v j?)

k (f1 fz;he hyks;

ce qui implique

v (F2h2)()  AY o (Fuhg)(D) tAD o (Faih2)(D) AT, (Faha)(D)]

n=~1+ 731+ 1=09322 +7(jVIJ_ 2+1 r)?
1+(Jv PHA@ TV ) (V= 2 YL+ X J— 2) 1
k (f1 fa;hy hyks: (2.6.34)
En utilisant (2.6.16), (2.5.6), (2.5.10) et (2.6.19), on obtient (2.2.11). & utili-

sant (2.6.16), (2.5.7), (2.5.11) et (2.6.34), on obtient (2.2.12). On athonte
le Lemme 2.2.1.

2.6.2 Preuve du Lemme 2.2.2

Les estimations (2.2.15) et (2.2.16) sont consequences immnediates de
(2.6.3), (2.5.6) et (2.6.4).
De (2.5.1), (2.5.14), (2.5.7) et dgv J c, on obtient que l'inegrale
Z1
F(vstx +f(s);v + h(s)ds
1

converge absolument pour toutf(h) 2 M+,: De plus, en utilisant (2.5.4),
(2.5.16), puis (2.5.1), (2.5.14) et (2.5.8), on a pour tou > 0
zZ ., z
g(g (v )+ F(vs+x +f(s);v s+ h(s)ds)
1
Z1
g(g (v )+ F(vs+x +f(s);v +h(s)ds) d

1

32 2 12+ 0)

N —
1 JV |
Atjv j?)

u

7171 0 0
(1+jx j= 2+(jvj= 2 r)s) ( *Ddsd

N 2 @ gL e jx = 2+ (v T 2y P,
1+ (D= 2 )

4c?j v j

(2.6.35)
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Ainsi on peut eecrire Al sous la forme

2 Vv X Zl 3
A (Fh)(®)=t4g(g *(v )+ F(vs+x +f(s);v +h(s)ds) v >

1

Z0 2 Z 3
+ 4g(g Y(v )+ F(vs+x +f(s);v +h(s)ds) v od
1 1
212 Z
+  A4g(g M(v)+ F(vs+tx +f(s);v +h(s)ds)
0 1
71 3

g(g (v )+ F(vs+x +f(s);v +h(s)ds)Od

2 1

Z1 Z
4g9(g *(v )+ F(vs+x +f(s);v +h(s)ds)

t 1 3
71

g(g (v )+ F(vs+x +f(s);v +h(s)ds)d (2.6.36)
1

et on obtient alors (2.2.17) et (2.2.18)-(2.2.19), a
Z1 2 Z1
Hy x (Fh)(®) = 4g(g *(v )+ F(vs+x +f(s);v +h(s)ds
t 1 3
z
g(g Y(v )+ F(v s+x +f(s);v + h(s))ds)2d: (2.6.37)

1

Les formules (2.6.37) et (2.6.35) donnent (2.2.23). En utilisant (2.6.37), (249,
(2.5.16), (2.5.1), (2.5.14) et (2.5.6), on obtient (2.2.22).
En utilisant (2.2.18), (2.5.4), (2.5.16), (2.5.1), (2.5.14) et (2.5.7), on ol&nt

(2.2.20).
Onecrit
212 Z
I (Fh)= Ay , (FEh)O0)+ 4g(g (v )+ F(vs+x +f(s);
0 1
71 3

v + h(s))ds) g(g (v )+ F(v s+ x +f(s);v + h(s))ds)2d:

1
(2.6.38)
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En utilisant (2.6.38), (2.6.8) et (2.6.35), on obtient (2.2.21).
Finalement on a cemonte le Lemme 2.2.2.

2.6.3 Preuve du Lemme 2.2.3
En utilisant (2.2.4) et (2.2.10), on obtient

k(y su ) (O;0)kr = k(y ;u ke (ein; 75 v jiix jir); T=+1:

En utilisant (2.2.18), (2.6.11) avec (2.6.16) et (2.5.11)I(=+1 ett! +1),
on obtient (2.2.24).
De (2.6.38), on a

v (Y 5u) lw 00§ Ay (v U )©)  A)  (0;0)(0)j (26.39)
+ lim Zot a(g *v )+ Zl F(v s+x +y (s);v +u (s)ds
(g M(v )+ R; F(v.s+x +y (s)v +u (s)ds)
a(g *(v )+ RF(v s+ x ;v )ds)+ g(g *(v )+ FQF(v s+ x ;v )ds)
(g (v )+1R11 F(vs+x +y (s)v +u (;))ds)

R
9@ (v )+ F(vs+x +y (s)+u (s)ds) +(g(g *(v)

1

R R
+ F(vs+x)ds) g(gi(v)+ F(vs+x)ds d
1 1

En utilisant (2.5.4), (2.5.16), (2.5.1), (2.5.14) et (2.5.6), on obtient

t g(g (v )+ +I:{lF(v s+ x +f(s);v + h(s))ds)
T (2.6.40)

g(g (v )+ F(vs+x +f(s);v + h(s)ds) “!+

1 1

pour toust> 0; (f;h) 2 M+,:
De (2.6.39) et (2.6.40), on obtient

v (ysu) Ivx (0,0 ] AV (v su)©0) Ay, (0;0)0) (2.6.41)
nR h R

+limy +1 4 9@ }(v )+ , F(Vs+x +y (s);v +u (s)ds

og (v )+ L F(vs+x +y (s)v g U (Dd9 9@ vy

+ , F(vs+x ;v)d9+ggiv)+ , F(vs+x;v)ds d
En utilisant (2.6.21)-(2.6.23), (2.6.27) et (2.6.33), et en utilisant l'iregale
k(y ;u )kr (c;n; T Jv X Jir); T =+ 1 ; et (2.6.41), nous obtenons
(2.2.26).
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Nous allons maintenant cemontrer (2.2.25). Tout d'abord
Z.,
vV otk x (ysu)=9g (v )+ F(v s+x +y(s)v +u (s)ds):
1
(2.6.42)

En utilisant l'inegrale premere du mouvement E, nous avonsjv j = jv +
ke x (y ;u)j, eten appliquantg *a legalie (2.6.42), nous obtenons

Z,
KV;X(y;U)_ !

p——— = = F(vs+x +y (s);v +u (s)ds: (2.6.43)
1jvj2=c 1

De (2.6.43), (2.6.13), (2.6.14)-(2.6.15), (2.5.7) et (2.5.11) et #éy ;u )kt
(c;n; T jv j;jx jir); T =+ 1 ; nous obtenons

Z1 Z1

Kv X (y » U ) F(V S+ X Vv )dS JF(V st+X +Yy (S);V

rJljvj2:c2

1

+u (s)) F(v s+ x ;v)ds

n22 @1+ L r+1)
(8 e+

(cn; 75 v six o gir):

Finalement, on a cemonte le Lemme 2.2.3.

2.7 Preuve du Theoeme 2.3.2

On suppose toujours que les constantesn , ¢, 1; » sont »ees. On xe

(;x)2TS L
On utilisera l'iregalie suivante
Z
1" 2 1n
= F(x+ ;s )d Ps——P=—P=—  (27.1)
S 1 (s= 2)(1+ jxj= 2 u= 2)
pour touss 2]0;c etu 2] 1 ;0]; et on utilisera l'iregalie
Z
17+t 2
S F(x+ ;s )d P hb——p_ (272
S (s= 2)(1+jxj= 2+ u= 2)

pour touss 2]0;cf etu 2 [0;+1 [.

Commercons par cemontrer (2.7.1) (la preuve de (2.7.2) est touta fait
similairea celle de (2.7.1)).

Comme x=0etjj=1;0na

X+wij j xj:p 2+ jwj= 2 (2.7.3)
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pour tout w 2 R: L'estimation (2.7.1) se deduit alors de (2.5.1), (2.7.3) et
(2.5.6).

Avant de cemontrer le Treoeme 2.3.2, nous aurons besoin de trois lemmes
(Lemmes 2.7.1, 2.7.2, 2.7.3) que I'onenonce et que I'on cemontre ci-dessous.

Lemme 2.7.1. Sous les conditiong2.1.2)(2.1.3), il existe une fonction
n: o 1::jxj ] 1 ;0] [0+1 [inegrable sur] 1 ;0] telle que

q
Vix+u) 1 §

c2

1+ i(c ;x;s;u)) 7 1

Sein; o; 1 xi(U)(L s°=C); (2.7.4)

pour tousu 2] 1 ;0], s2 [z(c;n; 1;; JXj);c[, au z, est & ni par (2.3.13)
et

q

2 R 2
V(x+u) 1 §—§+1

< F(x+ ;s )d

52
1

3.
@ 4
4

1(C; ;x;s5u) =

pour tousu 2] 1 ;0] s2 [z(c;n; 1; ; jxi);d.

Preuve du Lemme 2.7.1Soients 2]0;c[; s zx(c;n; 1;; jxj))etu2] 1 ;0]
De (2.7.1) et de la & nition de zx(c; n; 1; ; jXj) (voir (2.3.13)), on obtient

Zu
q87+} F(x+ ;s )d —pS:: (2.7.6)
1 % Sl 2 1 s2=2
C

En ceveloppant le care de la norme on obtient :

2
q57+}ZUF(x+ ;s )d = 822 %VM
1 i_; Sl 1 % 1 s2=¢
Zu 2
+ é F(x+ ;s )d (2.7.7)

1

(remarquons que B(x)y) y =0 pourtous x;y 2 R", a1 cesigne le produit
scalaire usuel suR"). En utilisant (2.7.6) et (2.7.7), on obtient

1+3 p=—+ LR F(x+ ;s )d
1 2= s 1 !

1(c; ;x;su) = 1
1+ %%
1+ -5
; D1 == (2.7.8)
+
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De plus, de la & nition de 4(c; ;X;s;u); etde (2.1.2)-(2.1.3), (2.5.1), (2.7.1),
(2.5.6) et de I'hypotreses  zy(c;n; 1; ; jXj); s<c;ona

P p_
. . P——— 2(1+jxj= 2 u= 2)
e 5=
j 1(c; i x;s;u)j 1 s2=¢ =
3
1 Zlem 4 iXD® 2p2g(q 4 g gy 2
+ ; diachile Ml 5(2.7.9)

zo(c;n; 1; ; Jxj)2e? 2

En utilisant le ceveloppement de Taylor de la fonction ] 1;+1 [! R;
7'(1+ ) ¥2en =0;0na,

q
: Vitu) 1 5 12 R _ 2
(1+ l(C’ sX’S)u)) 2 1 2 = 252((3:2 F(X+ ,S )d
1

3R1 5=2 2
+7 ,@ W)L+ w(c;;x;s;u)) Adw 4 (c; s x;s;u) (2.7.10)

On estime le premier terme du coe droit de (2.7.10) gracea (2.5.1), (2.79,1
(2.5.6). On estime le second terme du cot droit de (2.7.10) en utilisant (2.7.8)
et (2.7.9). En utilisant aussi l'iregalie s  zy(c;n; 1; ; jXj); on obtient na-
lement

q
. Vix+u) 1 &

o e 1 2_2 .
1+ 41(c;;x;s5u)) 2 1 2 (1 s=C)Gn: o; 1;: jxi(U)
al

- 8n2 { ) D
%in; o; 1 JXJ(U) T @z(cn; 1;Ljx))2 2(11 ixj= 2 u= 2)2
+452 3 o1+ jxj= 2 u= 2)
1 2o 17 )2=C4 2n2(1+jxj= 2 u="2) 2
+ .
z2(cn; 155 jxj)2 2
Finalement, on a cemonte le Lemme 2.7.1. O]

Lemme 2.7.2. Soit un eel strictement positif et soits 2]0;c[; s zx(c;n;
1, ; JX]): Alors il existe un nombre eel strictement positifk ... ... jx; tel que
|
1 s2=¢ Z 41 2

+

s2¢2 F(x+ ;s )d 1 (1 82:Cz)k;c;n; 155 ixj-
1

Preuve du Lemme 2.7.2.0n ¢k nit

1 s2=@ £+t ?

2(C1X8) = 5 F(x+ ;s )d 0: (2.7.11)
1
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En utilisant (2.7.1)-(2.7.2) et l'iregalie s  z,(c;n; 1; ; jXj), on obtient
3n? 2

— —p——: (2.7.12)
czy(c;n; 155 jxj)? 21+ jxj= 2)?

o(C; ;x;8) (1 §%=C)

En utilisant le ceveloppement de Taylor de la fonction] 1;+1[! R; 7!
(1+ ) en =0; eten utlisant (2.7.11), on obtient

V4
L+ o(c;5x5s)) 1= (¢ ixs) l(1+ W o(c; 5x;s)) D dw:
° (2.7.13)
De (2.7.11)-(2.7.13), on a

j@+ ac 5xs)) 1j o(c; 5x8) (1 =)k 4 juis

al
k = 32n? 2 n .
T eg(einy 1 jxi)? AL+ jxj= 22
Finalement, on a cemonte le Lemme 2.7.2. O

On suppose toujours que (x) 2 TS" 1; et que les constantes n , ¢, 1;
» sont »ees. Soients 2]0;c[; s  z(c;n; 1;; jXxj); u2[0;+1 [. On ¢k nit

A(c; ;x;s;u) = (1+ t(c; ;x;s;u)) =2 (2.7.14)
al
R 2
1+ 5 P=—=+1 . F(x+ ;s )d
t(c; ;x;s;u) = R > L1 (2.7.15)
1+ P—+ 1 [ F(x+ ;s )d

En ceveloppant le care des normes qui apparaissent au cenominateur et au
nunerateur de la fraction du coe droit de (2.7.15), on obtient

. .2 R,
2V(x+u)p1 =@+ L= ulF(X+ ;s )d

52

t(c; ix;siu) = R 2
1+ 0559 "ML E(x+ ;s )d @

s2¢?

R R
2= Te(x+ ;s )d F(x+ :s )d
u

S
1 .
! : (2.7.16)

2y R
1+ 8559 "Fix+ ;s )d @
1

s2¢2?

al cesigne le produit scalaire suR":



84 CHAPITRE 2. DIFFUSION INVERSE AUX HAUTES ENERGIES

Lemme 2.7.3. Sous les conditiong2.1.2)(2.1.3), il existe une fonction
Nen: o 1o jx - [0;+1 [1 [0;+1 [ inegrable sur [0;+1 [ telle que pour tous
s2]0;c; s z(cin; 4 iXj);u2[0;+1 [;ona

p

1 2=
A(c; ;x;s;u) 1 V(x+u) 1 s=¢

2 (1 =Aen o 4 i (U):

Preuve du Lemme 2.7.3.0n cherche tout d'abord une borne superieure sur
t(c; ;x;s;u). On a

ps 41 R R
s_cz+§ F(x+ ;s )d ps__+1 F(x+ :s )d

1 s2= 1 1 2= S,

Rl e s )d 2.7.17
U E(x+ s ) (2.7.17)

De (2.7.1)-(2.7.2), on a

Z1

pis N F(x+ ;s )d — ptal o
1 s=¢ s ! Y1 =@  (s= 2)(L+jxj= 2)
(2.7.18)

En utilisant d'abord (2.7.2) puis l'iregalie s  zy(c;n; 1; ; jX]) et (2.7.18),
on a

1 z! 2
S F(x+ ;s )d P _p_
S (s= 2) A+ jxj= 2)
Y 0 1
lag S 4an A
6 1 2 HA+FY
71
1 S 1
— g——+ - F((xx+ ;s )d (2.7.19)
6 4 & S
c? 1
et de (2.7.17) et (2.7.19), on obtient
Z Z1
s 1% 5 s 1
¢——+ - F(x+ ;s )d - ¢——+- F(x+ ;s )d
1 s S 6 4 = S
c? 1 c? 1
(2.7.20)
En utilisant (2.7.15) et (2.7.20), on a
25 11
XS, — 1= — 2.7.21
(e ixsiu) o 36 ( )
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On cherche maintenant une borne sugerieure pour(c; ;X;s;u). Le cobe
droit de (2.7.16) est une soustraction de deux fractions dont le cenominateur
est plus grand quec?, ce qui implique

r— 1 2
o ony L SO I
jt(c; ;x;s;u)j p 2V(x+u) 1 §+ & F(x+ ;s )d
u
1 1
20 DTy re g
—a F(x+ ;s )d F(x+ ;s )d ; (2.7.22)
u 1

@  cesigne le produit scalaire surR": Ainsi, en utilisant (2.1.2), (2.7.1)-
(2.7.2), on obtient

h _ _
jt(c; ;x;s;u)j ¢ 2P 1 2= 2 o(1+ jxj:p2+ u:p 2)
1 z(cn; 4 ; jxj)?=c nz {8 (2.7.23)
z(c;n; 15 jxj)? 2(1+ jxj= 2+ u= 2)2 '#
1 z(c;n; 1 ; jxj)?=¢c . n? 232 .
z(c;n; 15 jxj)? 2(1+ jxj= 2+u= 2) (1+jxj= 2)

En utilisant (2.7.14), (2.7.21), et le ceveloppement de Taylor de la fonction
] L+1[! R; 7' (1+ ) ¥ en =0; eten utilisant (2.7.16), on obtient

V(x+u )IO 1 s?=¢
CZ

A(c; ;x;s;u) 1

71
= %t(c; X s;u) + g (1 w)(l+ wt(c; ;x:s;u)) 2dw t(c; ;X;s; u)?
p 0
V(x+u) 1 s2=¢

CZ

q 2.0 1,3
Vix+u) 1 1 Zt ’

2 91 @1+C2—S§ Fox+ :s)d A &

1
o R R
20 5= TjF(x+ ;s )jd  jF(x+ ;s )jd
u 1 |
o R 2
1+ @ =) F(x+ :s )d 2
1

s2¢c?
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2

2 R
, ES Flxr s )d 3 25
u A+ §(§3) %t(c; X;s;u)? (2.7.24)
1+ & =X +RF(x+ 's )d 2
1

s2¢?

On utilise le Lemme 2.7.2, les conditions (2.1.2) et le fait que z,(c;n; 1; ;
jX]) pour estimer le premier terme du coe droit de l'iregalie (2.7.24). An
d'estimer les deuxeme et troiseme termes du coe droit de l'iregalie (2.7.24),
on utilise le fait que le cenominateur est plus grand que?, et on utilise aussi
(2.7.1)-(2.7.2), et le fait ques  zx(c;n; 1;; jXj). On estime le quatreme
terme du cok droit de l'iregalie (2.7.24) par (2.7.23). Ainsi on obtient

V(x+u )p 1 s?=¢

A(c; ;x;s;u) 1 2

(1 Sz:Cz)hc;n; oi 15: ixi(U);

Nen; o; 435 jxi(U) = N
1 I p_ p —
§(1+ jXj= 2+u= 2) oKien: 1i:ixj 1 Z2(Cin; 15 5 jXj)?=¢
4 2n?

2z5(c; n; i jxj)?

3 25 s . P P -
+E(3_6) 2 o(l+jxj= 2+u= 2) =2

an? 21 z(c;n; g jxj)2=C
z(c;m; 15 ; Xi)2 21+ jxj= 2+u= 2)72
I 2

1+ jxj=p§+ u=Io 2) +4(1+ jxj:p 2)

1+ jxj=p§+ u:p 2) +4(1+ jxj:p 2)

Finalement, on a cemonte le Lemme 2.7.3. ]

Preuve du Theoeme 2.3.2. On suppose que les constantesn; ¢c; 1 et »
sont >ees. Soit (;x) 2 TS Yetsoits 2]0;c; s z(c;n; 1;; jXj). On va
etudier I'asymptotique de Is .4 (0; 0) qui est ¢ ni par la formule (2.2.19).
Tout d'abord, on cherche I'asymptotique de
Z0 2 Z 3
49(g (s )+ F(us +x;s)du) sOd:
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Par les changements de variables sucessifs = s , puis u = su, on obtient

20° z 3
4g9(g (s )+ F(us +xs)du) sSd
1 2 1 3
R
20 pﬁ_i_s% F(u +x;s )du
= @s = _ 1d:(27.25)
R
1 1+c2¢2=+1 F(u +xs)du
1 %Z 1

En ceveloppant le care de la norme qui apparat au cenominateur de la frac-
tion sous l'inegrale du coe droit de legalie (2.7.25), ce cenominateur devient

O 7 2 1 1=2

1
@1+czp—s—+— F(u +x;s )du A =
1 s2=¢ S1 ( )

L+ i(c; ;x;s; ) @ s*=c)* (2.7.26)
@ ; est e nipar (2.7.5). On ¢ nit

R R
1(;x8)= (1 =) z  g(g (s)+ F(us +x;s)du) s d
1 1

Ry

R, R _ _
; 1 F(u +x;s)dud : (2.7.27)

c? [ V( +xd s ?

De (2.7.25)-(2.7.27), on a

R 1 P———
1(;%;s) (1+ 1(c;;xs; ) 2 1 c?V( +x) 1 s=¢
1

1 , R ce Vi
Pt _+s jF(u + x;s )jdu d

1 s2=¢2 1
R . q . . R
£ AV +0 1) st d TR 4 xis)du
1 Z 1

R
P—= ¢ 2V( +x) s?2 F(u +x;s)dud: (2.7.28)
- 1
On estime la premere inegrale du coe droit de (2.7.28) en utilisant le
Lemme 2.7.1. Par coneqygnt en ceveloppant le premier produit sous la se-
conde inegrale de la forme 2 sittee du coe droit de (2.7.28), on obtient
q s? R 1q s? R-
1(5%s) 1 = Gn: o 1 ixi( ) 1+% 1 & JF@U +Xx
1 1

R
s)jdu)+ YL 32X Fu +xs )du d: (2.7.29)
1

s2¢2
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On e nit jVj1 =supy,re jV(Y)j: En utilisant (2.7.29), (2.1.2), (2.7.1)-(2.7.2)
et (2.5.8), et le fait ques  zy(c;n; 1; ; jXj); on a

p__ I —— p_
(ixs) 1 s=@ 1+ e inZ 2

z2(cin; 155 jxj)? (1+jxj= 2)
R0 4Vj !
. 1N4 V)1 n .
1 Sen; or 1 JXJ( )+ (o 155 jx)2e (- DA+jxj= 2) 1 (2.7.30)

Maintenant, on cherche 'asymptotique de

212 Z Z1 3
49(g (s )+ F(us +x;s)du) g(g }(s)+ F(us +x;s)du)d:
0 1 1
Par les changements de variables = s ,puis u = su,ona
212 z
4g9(g *(s )+ F(us +xs )du)
0 1
Z1 3
o(g (s)+ F(us +x;s )du)dd
2 1
. R
= C2+ 5_21 F(u +x;s )du
R 2
0 l+c2 p=—+ 2 F(u +xs)du
E 3
+ 2 +RF +x;s )d
Prost e Pl +xs)d
s d: (2.7.31)
_‘R 2
2 s 1 .
l+c pm+ s F(u +xs)du

1

Onetudie tout d'abord le cenominateur de la premere fraction qui est sous
I'inegrale de (2.7.31). De (2.7.15) et (2.7.14), on a

I
2 2

R
1+czqﬁ+§ F(u + x;s )du
cZ 1
R 2
= 1+Czqﬁ+§ F(u +x;s )du A(c; ;x;s; ):(2.7.32)
> 1

I
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On e nit

o(c; ;x;8) = (1 s2=0@) %ﬂ a(g (s)+ R F(us + x;s )du)
0 1

9(g (s )+ b F(us +x;s )du) d

1

) R, 2R+l R,
cC, V( +x)d +s° F(u +x;s )dud : (2.7.33)
De (2.7.31)-(2.7.33), on ceduit
o(C; ;1 X;8) 21(C; ;X;8)+  22(C; ;X;S); (2.7.34)

N[

2

R
F(u +x;s )du

l

R P—z=z*s
2a(Cixis):= (1 %) Ple —

1
X

qa—,
AC xS ) 1 V( +x)—gZ

1R
—=+5 F(U +xs)du d;

s2
1z 1
2.7.35
0 1 (% )
R = % F(LI +x;s )du
22(C; 1 X;8) = (1 %14. Pz §
0
@ =z R |
1+V( +Xx)—75° 4 +% F(u +xs)du
C s2 S
R 1z 1
P—= 52:02+Sl21 F(u + x;s )du Y(rx)
1 R
+% F(u +xs)dud:
(2.7.36)
Commercons par estimer ,.4(C; ;X;S):
Du Lemme 2.7.3 et de (2.7.35), on a
I
q R )

2a(Ciixs) 1 & 1+F P=—=+_ F(u +xs)du
1

2 2
[ C 1 s2=2

1 , R i R
P——=—+5 |JF(u +xs)jdu hein; o 1 pg()d 2 (2.7.37)

2- s2
1 s2=c? 1 0
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De plus, en ceveloppant le care de la norme apparaissant dans le premier
terme ci-dessous, on a

0 R 21 3
P+ %1 F(u +x;s )du g

1+
: ;

NP 4 o
= 1 s2=¢@1+ % F(u +x;s)du A (2.7.38)

p 1

1 s=¢: (2.7.39)

En utlisant (2.7.37)-(2.7.39), (2.7.1), (2.7.2), et le fait ques
z(c;n; 1; ; jxj); on obtient
P——— nIO 1 z(cn; 4 ; 'x')2=024p§!
21(C; ;%;8) 1 s2=¢ 1+ — ACALNEE L
z(c;d; 155 jxi)? (L+jxj= 2)
zZ .,
Nein; o; 455 ixi( )d (2.7.40)

0

Estimons maintenant ,.,(c; ;X;S):
De (2.7.36) et (2.7.38), on a

R 2 R
22(C; ;X S) 1+ % F(u +x;s )du 1
1

R
L F(u +xs )du+ VX

1 s2=c2

+ s2¢2

R
V( +x) F(u +x;s)dud
1

R+1 P 1 s2=¢2
0 s2¢?

V( +Xx) RF(u + X;s )du d: (2.7.41)
1

+

Ainsi en utilisant le Lemme 2.7.2, les conditions (2.1.2), et (2.5.1), (2.7.3),
(2.5.6), (2.5.7) et (2.7.1)-(2.7.2), et le fait qus  z»(c;n; 1; ; jXj); on obtient

I(1=2;(:;n; 15 iXj 1 Z2$‘C;n; 1, jxj)Z:CZ

C ey 72— f
2;2(0’ ,X,S) 1 S (’Q ( 1@+ ij:" 2) 1
o p __
n 14 + 0 2, No18 1 z(an 1j;x)2=c
— o2 > . T PR
z2(Cn; 155 jXj) c z2(cin; 155 jxj)2¢2 (1+jxj= 2)
I
n o 18 (2.7.42)

z(cn; 135 jx))2c2 (1) jxj= 2)2 1
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De (2.2.19), (2.7.27), (2.7.30), (2.7.33), (2.7.35)-(2.7.36), (2.7.40) e
(2.7.42), on ceduit qu'il existe Cep. . ,.: jxj telle que

_ R,, R
dex (00 1PV(ix) + 3 0” *' F(x+ u;s )dud

1 s?=¢?
1 Ro R . C ey C ey
2 1 1 F(x+uj;s )dud 1(c; ;x;8)+  o(c; ;x;s)
Cc;n; o 1;;jxjp 1 s2=¢: (2743)
L'estiree (2.3.14) se ceduit de (2.7.43). Finalement, on a dcmonte le
Theoeme 2.3.2. O

2.8 A propos du temps de retard

Comme nous l'avons cep mentionre dans la section 2.3, en utilisant les
Theoemes 2.3.1 et 2.3.2 nous pouvons obtenir I'asymptotique et des esti-
mations pour des fonctions s'exprimant a l'aide dea(v ;x ) et biv ;x )
lorsque I'on consicere de la diusion aux petits angles. Dans cette section,
nous consicerons notamment le cas du temps de retard. Nous rappelons la
ce nition du temps de retard, puis nous en donnons une estimation et une
asymptotique dans le cas de la di usion aux petits angles (sous-section 2.8.1).
Nous montrons que l'asymptotique trouvee pour le temps de retard cetermine
de manere unique le potentiel scalaire/ et nous montrons aussi que cette
asymptotique cetermine de manere unique le cham®B si B est magretique
(i.e. B 2 Fmag(R")), mais qu'elle ne cetermine pas de manere unique8 si
B 62 Fag(R") et n 3 (Proposition 2.8.1 de la sous-section 2.8.2). Dans la
sous-section 2.8.3, on cemontre la Proposition 2.8.1.

2.8.1 D[enition, estimation, asymptotique
Le temps de retard (v ;x ) est e nipourtout (v ;x )2D(S) par

v x alvix) bv;x)

(v ;x) = —
v ]
_ v be(vx ) x as(v;x)
= Y (2.8.1)
asc(V ;X ) bae(v ;x ).
jv j? '

Commercons par rappeler le sens physique dév ;x ): Soit (v ;x ) 2
D(S): Designons parx(t) la solution de (2.1.1) \eri ant les conditions initiales
(2.1.4). Pour un eel R j x(0)j; on pose

T(v ;x ;R) = supft2[0;+1[j8uZ2]0;t] jx(u)j Rg
infft2] 1 ;0]j8u2[0;t] jx(u)] Rg:
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Autrement dit, pour tout R j x(0)j; T(v ;x ;R) cesigne la duee pendant
laquelle la solutionx(t) appartienta la boule euclidienne fermee deR" centee
en O et de rayonR, cette duee etant calcuke relativement au tempst = 0.
Alors on a

. —_ 1 . . 2R . . .
(v ;x )= RI!ml1 T(v ;x ;R) jV_j ; (v ;x )2D(S): (2.8.2)

Remarquons que sV OetB 0, alors (v ;x ) = 0 pour tout
(v ;x)2B., R" v 60:

En utilisant la ¢ nition du temps de retard donree par (2.8.1), et en
utilisant les Theoemes 2.3.1, 2.3.2, nous obtenons le Theoeme suivant qui
donne une estimation du temps de retard dans le cas d'une di usion aux
petits angles.

Theoeme 2.8.1.  Supposons les conditioniZ.l.Z)—dZ_.l.?,) \eriees. Soient
(;x)2TS" Yet "=max( 1; 2);0<r 1 r<c= 2 Soits2]0; tel que
s sy(c;n; 1; 255 JXj;r), A s est ¢k nia la n de la section 2.3. Alors on
a

0, 71 1
S 1 1

= (six) 5@ xrV( +xd _ x(B( +xs)dA
1 i_z 1 r 1
"o(CiM; 1 TS XiiT §?

o o 2 jX] )+Cc;n; R (2.8.3)
1 < c

C2
+jxj"a(c;n; LTS X N 8p§ (c;n; 1;;S; §Xi;r; 0) 1n
s 2 (1+jxj= 2)

L2 (c;n; 15 58; jxj;n 0)'a(e;n; 15 7S jXjir).
S )

al C est la constante apparaissant dan@.3.14)et ",; ",;  sont ¢k nis par
(2.2.25), (2.2.26), (2.2.16)

Le Theoeme 2.8.1 donne, en particulier, une asymptotique du temps de
retard lorsquec; 1; »; ;n; ¢ ;X sont Yes(w”™ =v Fv j)etjv jcroX
ou, e.g., lorsquec; 1; 2; ;n;v ;R sont s et jx jcrot. En particulier,
du Treoeme 2.8.1, et de (2.2.25), (2.2.26), (2.2.16), on a

Treoeme 2.8.2. Soient (;x) 2 TS 1. Supposons les conditiong2.1.2)
(2.1.3) \eriees. Alors on a

3 Z1 Z1
Isi!m:qsi(s;x)= xr V( +x)d x(B( +x))d: (2.8.4)

52
s<c 1 =z 1 1
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2.8.2 [etermination du champ de force

Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3) et pour tout (x) 2 TS %; on note
W(V;B; ;x) le eel
Z +1 Z +1

W(V;B; ;x)= x r V( +x)d x(B( +x))d (2.8.5)
1 1

(W(V;B; ;x) est le membre de droite de (2.8.4)). On s'ineresse a la ques-
tion de la reconstruction deV;B a partir de W(V;B; ;x) donre pour tout
(;x) 2 TS 1, i.e.a la question de la reconstruction deV;B a partir de
I'asymptotique aux hautes energies trouvee pour le temps de retard (voir
(2.8.4)). Avant denoncer la Proposition 2.8.1 qui epond a cette questim,
nous introduisons de nouvelles fonctiond/;, W, et W..
Pour V satisfaisant (2.1.2) et pour tout (;x) 2 TS" 1; on c& nit le eel
Wq(V; ;x) par
A
Wi(V; ;x) = xr V( +x)d ; (2.8.6)
1
et pour B 2 C1(R"; A, (R)) satisfaisant (2.1.3) et pour tout (;x) 2 TS" ; on
e nit le eel W,(B; ;x) par
YA
W,(B; ;x) = x(B( +x))d: (2.8.7)
1

Les relations entre les fonction®V, W, et W, sont

2Wi(V; ix) = W(V;B; ;x)+ W(V;B; ;Xx); (2.8.8)
2W,(B; ;x) = W(V;B; ;x) W(V;B; ;X); o
pour tout (;x)2 TS %

Sous les conditions (2.1.3), on c& nit la fonctionW, : R" (R"nfOg)! R
par

Wo(X;y) =  2W,(B; J%;x );yjzyy); pour tout (x;y) 2 R"  (R"nf0g):
(2.8.9)
Sous les conditions (2.1.3), on W, 2 C}(R" (R"nf0g); R) et
Z ..
W, (X;y) = X(B(y + x)y)d; pourtout (x;y) 2 R" (R"nf0g):
1
(2.8.10)

Nous pouvons desormaisenoncer la Proposition 2.8.1.

Proposition 2.8.1. Sous les conditiong2.1.2)(2.1.3), on a :
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1. le eel W(V;B; ;x) donre pour tout (;x) 2 TS' ! cetermine de
manere unique V, et on dispose de legalie suivante

Z.,

PV(X)= %vvl(v;  qx)da; (2.8.11)

pour tout (;x)2 TS L' x60;
2. SiB 2 Fmag(R"); le eel W(V;B; ;x) donre pour tout (;x)2 TS *
cetermine de manere unique B et on dispose desegalies suivantes

Sin=2; PBuy(iq 7)< éwz(s; q7) (2.8.12)

pourtout =( 1; 2)2S, 2R, q60 @ °=( 3 1);

VA " #
sin 2, PBix(;x)= 1 k%(qx; ) i%(q)(; ) dag;
(2.8.13)
pour tout ( ;X)) 2 Vix; @ i;k sont deux entiers distincts compris entre
1 etn, et Vigx est & nie par (2.1.15);
3. si B 62 Fag(R"); le eel W(V;B; ;x) donre pour tout (;x)2 TS *
ne cetermine pas de manere uniqueB.

Remarque 2.8.1. Sin = 2; on remarque queC!(R";A,(R)) = Fmag(R"):
Autrement dit, en dimensionn = 2, tout champ B 2 C!(R? A,(R)) est
magretique.

En tenant compte du Theoeme 2.8.2, de la Proposition 2.8.1 et des
egalies (2.8.8) et de la ¢k nition donree par (2.8.9), et en tenant compte ausi
des formules d'inversion de la transfornee de rayons, P, (voir annexe, sec-
tion A.3, formule (A.3.10)), on obtient que I'asymptotique aux hautesenergies
trouee pour le temps de retard cetermine de manere unique le potentiel
scalaireV et cetermine de manere unique le champB si B est magretique
(i.,e. B 2 Fmag(R™)), mais qu'elle ne cetermine pas de manere uniqudd si
B 62 Fag(R") etn 3.

2.8.3 Preuve de la Proposition 2.8.1

On commence par cemontrer le premier item. Pour cela, compte tenu des
proprees d'inversion de la transfornmee de rayons X (voir section A.3), ilsu t
de cemontrer (2.8.11). Soit (;x) 2 TS" 1; x 6 0: On consickre 4 :R! R;
ce ni par 7
+1

x (@ = PV(;gx)= V( +gxd (2.8.14)

1
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pour tout q 2 R: Sous les conditions (2.1.2), on ax 2 C}(R;R) et

Z .,

dd(;qx (o) = 1 x r V( +gxd; (2.8.15)

pour tout g2 R: De (2.1.2), on a
VOt @0l o0t TR Ied) 027+ ig)
pour tout 2 R; ce qui impliquej « (Q)] 02%2%(1+ jax) *i;et
j x(@j! O; quandjg! +1: (2.8.16)

De (2.8.14)-(2.8.16), on obtient

Z., 2.y

PV(;x)= «x@)= ) é . (g9 r V( +gxd: (2.8.17)

Legalie (2.8.11) se ceduit de (2.8.17) et (2.8.6)

Demontrons maintenant le deuxeme item. Pour cela, compte tenu des
proprees d'inversion de la transformee de rayons X (voir section A.3), ilsu t
de cemontrer (2.8.13).

Sous les conditions (2.1.2) et de (2.8.10), on a

z z
@V X *1 X 1 @31
—=2(6y) = Bij (y +x)dy; + —(y +x)d XY’
@x =1 1 mj=1 1 @x
(2.8.18)
pour tout (y;x) 2 (R"nfOg) R"; 1=1:::n:
Soienti et k deux entiers distincts compris entre 1 efh. Soit ( ;X ) 2 Vi:
Comme B (x9 est une matrice antisynetrique pour tout x°2 R"; et comme
(;X) 2 Vik; de (2.8.18) on obtient

Z+1

k@évig; ) i_cgv:;()(; )= Bi;( +x)d (2:8.19)
X +1 @% *1 @$| 2
) dx. i =1 d X :
+ . . —( +X) XJ K . @X( +X) XJ
Z+1 Z+1
@ @
+j:1 ) @ﬁ;;( +x)dx; ¢ . @—%(( X)Xk

En remplecant 2parl 2 dans (2.8.19) et en remplacant 2 par 1 ? dans
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(2.8.19), on obtient
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Z
av, v, i
—=(X; i—(x; )= B; + x)d 2.8.20
k @x( ) @%( ) ) K ( ) ( )
)(ﬂ +1 @% @%
+ X i—( +x)+ «——( +x)d
e gt gyl + X
Z +1 @$k @ﬁk
Xj i i——( +Xx)+ y«——( +x)d
K, Tyt 0T gt 0
Z .,
@B @B
+ X; ——( +Xx) —=( +x) d:
w1 @x ! et Y
On remarque que
@B @B d
i g + x) + = +Xx) = —Bj; + X); 2.8.21
ax( POt g tX = gBi( +x0 (2821
@B« @ Bx d
i g + X))+ ' +x) = —B. + X); 2.8.22
@X( )t o« @x ( ) g ik ( )i ( )
pour tout 2 R (on rappelle que (;x) 2 Vix). De (2.8.20)-(2.8.22) et comme
B 2F mag(R"); 0N a
av, @, Z X Zag
X; i—(x; )= B +x)d + Xi —B; +Xx)d :
k@x( ) @x( ) . k(- +X) . L @x x ( )
(2.8.23)
On consickre la fonctionW,,. :R! R & nie par
YA
Way. () = q Bix(ax+ )d; (2.8.24)
1
pour tout g2 R: Sous les conditions (2.1.3\W,,. 2 C(R;R) et
W o d X L d; (2.8.2
; — B (gx+ + X; —B;, +qgx)d; (2.8.25
G @, Bul@s )dra KBl rad: (2829
pour tout g2 R: De (2.8.25) et (2.8.23), on a
@, @, dW,.
—(gx; i—(gx; ) = ’ X 2.8.26
k @x(q ) @%(q ) da (a) ( )
De (2.1.3),
Z,,
iWoe (@] ] d 2 (1+jgx+ ) 'd
1
Z .,
g2z (1+jdijxj+jj) *d
1
g2z 25
Taeghan U kas e ¢ 8
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pour tout g2 R: De (2.8.27), on aW,,. (g)! 0 quandjg! +1 ,ce quiavec
(2.8.26) et (2.8.24) donne (2.8.13).

Pour cemontrer le troiseme item, il sut d'exhiber un champ B non nul
\eri ant (2.1.3) pour lequel W,(B; ;x) =0 pourtout ( ;x)2 TS ! a1 W,
est e ni par (2.8.7). On consicere le casn 3 (voir Remarque 2.8.1 et le
deuxeme item de la Proposition 2.8.1). Consicerons par exemple le champ
B 2 CY{R"; A, (R)) ck ni par

Y1Ys . yiye. yi .
B.. = ——— B ; = ——-:B : = —, 2.8.28
Bk (y)=0; pourtout ;k =1:::n; j 621;2;3g; (2.8.29)

pourtout y 2 R", au h est la fonction de [0+ 1 [ dansR ¢ nie par h(t) = (1+
t?) ;12 [0;+1 [; etant une constante eelle positive \eri ant > %3: Alors

B \eri e les conditions (2.1.3); et pour tout (;x) 2 TS" Y ( =( 1;::: n),
X =(X1;::::X%p)), On a
Z +1
Wy(B; ;x) = X(B( +x))d =(x ) w(;x); (2.8.30)

1

al cesigne le produit vectoriel de vecteurs dand®R® et x = (X1;X2;X3);
=( 1; 25 3)et

Z., Z .,
w(;x) = B2a( +x)d; Bus( +x)d;
7 1 1
+1
Bl;z( + X)d . (2831)
1
CommeBiyy( + x)= (Ul s2%) poyrtout 2 R; on obtient
h(" 2+jxj?)
|
VA Z 2 '
Bio( +x)d = —p——d
p L hC TR T
Z., . !
+ ——dx; Xa

1 h(C 2+ jxj?)

De la méme manere on calcule la deuxeme et la troiseme composantes de
w( ;X ) et on obtient

1
w(:x)= —p—d + —p————dx X;
() Loh( Z+ P Loh( ZE )

ce qui, avec (2.8.30), prouve qué/,(B; ;x)=0:
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Chapitre 3

Probémes inversesaenergie
xee

N. B. : les sections 3.1-3.6 de ce chapitre sont extraites de [JolO7b]. Dans
la section 3.7, on compkte l'article [Jol07b] en pesentant une preuve de la
Proposition 3.3.2 et des formules (3.3.9)-(3.3.10) formukes dans la Prgiteon
3.3.1.

3.1 Introduction

3.1.1 Relativistic Newton equation

Consider the Newton-Einstein equation in a static electromagnetic eld
in an open subset of R"; n 2

p=r V(x)+ 2B (X)X;

p= —%X—; (3.1.1)
where x = x(t) is a C! function with values in ; p = ‘(’jf X = ‘(’;t‘ and

V 2 C?( ;R) (i.e. there exists¥ 2 C?(R";R) such that ¥ restricted to is
equal to V), B 2 F nag() where Fna( ) is the family of magnetic elds on
;1.6. Fmag() = fB°2 C*( ;A (R)) iB%=(B): exBri(x)+ &BX(x)+
@ BY%(x)=0; x2 D; i;k;| =1:::ngand An(R) denotes the space of n
real antlsymmetrlc matrices.

By kVkc:. wq;,denote the supremum of the seff @QV(x)jj x 2 ;
j=@umin) 2N, g 2gand by kBkc:. we denote tl?ﬁe supremum of
the setfi @Bix (X)jj x2 ; i;k=21:::n;j =(jo;injn) 2N L0 1g.

The equation (3.1.1) is an equatlon fox = x(t) and is the equation of
motion in R" of a relativistic particle of massm = 1 and chargee = 1 in
an external electromagnetic eld described by and B (see [Ein07] and, for

99
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example, Section 17 of [LL71]). In this equatior is the position of the patrticle,
p is its impulse,t is the time and c is the speed of light.
For the equation (3.1.1) the energy
r

E=¢ 1+

—
Jp(Cz)J + V(x(1)) (3.1.2)
is an integral of motion. We denote byB the euclidean open ball whose radius
is ¢ and whose centre is 0.
In this paper we consider the equation (3.1.1) in two situations. We study
equation (3.1.1) when

= D whereD is a bounded strictly convex in the strong sense

open domain ofR";n  2;with C? boundary. (3.1.3)
And we study equation (3.1.1) when
= R" i@ i i) - n. .
R" and j@V (x)j jiai (1 + jXj) ;) X2R% ' n 2 (3.1.4)

j@Bix ()i eI+ xj) M x 2 RY

for jj 4 2;jjpj 1, i;k =1:::n and some > 1 (herej is the multindex
j 2N"jjj= ", jiand j;; are positive real constants).

For the equation (3.1.1) under condition (3.1.3), we consider boundary
data. For equation (3.1.1) under condition (3.1.4), we consider scattering data.

3.1.2 Boundary data

For the equation (3.1.1) under condition (3.1.3), one can prove that at
su ciently large energy E (i.e. E > E (kVkcz.p; kBkcip; D)), the solutions x
at energy E have the following properties (see Properties (3.2.1) and (3.2.2)
in Section 3.2 and see Section 3.6) :

for each solutionx(t) there aret;;t, 2 R;t; <t,; such that
X 2 C3([ty; t2]; R"); x(t1); X(t2) 2 @D; %t) 2 D for t 2]ty; tf; (3.1.5)
X(S1) 6 X(s2) for s1;s; 2 [ty;t2];81 6 sp;

for any two distinct points p; g2 D; there is one and only one solution
x(t) = x(t; E; qo; g) such that x(0) = op; x(s) = q for somes > O:
(3.1.6)

Let (o; 0) be two distinct points of @D By sy (E; qo; g) we denote the time
at which x(t;E; qo; Q) reachesq from . By ko.v.s(E;0o;q) we denote the
velocity vector x(0; E; 0o; 0): By kyv.:s(E; qo; @) we denote the velocity vector
X(sv:g (E; Go; 0); E; do; @): We considerkov:s (E; do; 9); kv;s (E; 0o; @); th; 02 @D;
O 6 q; as the boundary value data.

Remark 3.1.1. For gp;q2 @D; g6 q;the trajectory of x(t; E; qo; g) and
the trajectory of x(t; E; g; o) are distinct, in general.
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Note that in the present paper we always assume that the aforementioned
real constantE (kVkcz.p; kBKcip; D), considered as function okVkecz.p and
kBkci.p, satis es

E( 1 22D) E(? %D)if , %and , % (3.1.7)

for 1; 25 9 92[0+1 [.

3.1.3 Scattering data

For the equation (3.1.1) under condition (3.1.4), the following is valid (see
[Yaj82]) : forany (v ;x )2 B. R"; v 60;the equation (3.1.1) has a unique
solution x 2 C?(R; R") such that

Xt)=v t+x +vy (1) (3.1.8)

wherey (t)! O;y (t)! O;ast! 1 ;inadditionforalmostany (v ;x )2
B. R"; v 60;
X(t) = vat+ X4 + vy, (1); (3.1.9)
wherev, 6 0;jv.j<c;vs = a(v ;X );Xe = bv ;x );ve(t)! Oy.(t)! O
ast! +1.
For an ener&yE >c%themapSg : S R"! & R" (whereS =

fv2B.jjvi=c 1 £ g) given by the formulas

Vi = alv ;X ); X« = bv ;x ); (3.1.10)

is called the scattering map at xed energye for the equation (3.1.1) under
condition (3.1.4). By D(Sg) we denote the domain of de nition of Sg: The
data a(v ;x ); b(v ;x ) for (v ;x ) 2 D(Sg) are called the scattering data
at xed energy E for the equation (3.1.1) under condition (3.1.4).

3.1.4 Inverse scattering and boundary value problems

In the present paper, we consider the following inverse boundary value
problem at xed energy for the equation (3.1.1) under condition (3.1.3) :

Problem 1: givenky:s(E;o; 0); Kov:s(E;0o; Q) for all gp;q2 @D;
b 6 q; at xed su ciently large energy E; nd V andB:

The main results of the present work include the following theorem of unique-
ness for Problem 1.

Theorem 3.1.1. At xed E > E (kVKczp;kBkci.p; D), the boundary data
Kv:s(E;0o;0), (p;0) 2 @D @D; g6 g, uniquely determineV; B.

At xed E > E (kVKczp;kBkcip; D), the boundary datako.y.s (E; go; 0),
(p;0 2 @D @D; g6 g, uniquely determineV; B.
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Theorem 3.1.1 follows from Theorem 3.3.1 given in Section 3.3.
In the present paper, we also consider the following inverse scattering
problem at xed energy for the equation (3.1.1) under condition (3.1.4) :

Problem 2: givenSg at xed energy E; nd V and B:

The main results of the present work include the following theorem of unique-
ness for Problem 2.

Theorem 3.1.2. Let 2 R* and letD be a bounded strictly convex in
the strong sense open domain &" with C2? boundary. LetVi;V, 2 C3(R"; R);
By;Bs 2 C&(R”;An(R)) \F mag(R"); max(kVikcz.p; kVoKezp s kKB1kei.p; kB2
kcip) 5 andsupp(Vi) [ supp(Vz) [ suppB1) [ supp(B2) D: Let S be
the scattering map at xed energy¥ subordinate to(V ;B ) for =1;2: Then
there exists a nonnegative real constafi( ; D ) such that foranyE > E ( ;D );
(V1;B1)  (Vo;By) if and only if S S2:

Theorem 3.1.2 follows from Theorem 3.1.1, (3.1.7) and Proposition 3.2.1
of Section 3.2.

Remark 3.1.2. Note that for V 2 C3(R";R), if E < c?+supfV(x)jx 2
R"g then Sg does not determine uniquely:

Remark 3.1.3. Theorems 1.1 and 1.2 give uniqueness results. In this
paper we do not prove and do not obtain stability results for Problem 1 and
for Problem 2.

3.1.5 Historical remarks

An inverse boundary value problem at xed energy and at high energies
was studied in [GN83] for the multidimensional nonrelativistic Newton equa-
tion (without magnetic eld) in a bounded open strictly convex domain. In
[GN83] results of uniqgueness and stability for the inverse boundary value pro-
blem at xed energy are derived from results for the problem of determining an
isotropic Riemannian metric from its hodograph (for this geometrical problem,
see [MR78], [Bey79] and [BG80]).

Novikov [Nov99] studied inverse scattering for nonrelativistic multidimen-
sional Newton equation (without magnetic eld). Novikov [Nov99] gave, in
particular, a connection between the inverse scattering problem at xed energ
and Gerver-Nadirashvili's inverse boundary value problem at xed energy. De-
veloping the approach of [GN83] and [Nov99], the author [Jol06] studied an
inverse boundary problem and inverse scattering problem for the multidimen-
sional relativistic Newton equation (without magnetic eld) at xed energy. In
[Jol06] results of uniqueness and stability are obtained.

Inverse scattering at high energies for the relativistic multidimensional
Newton equation was studied by the author (see [Jol05a], [Jol05b]).
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As regards analogs of Theorems 3.1.1, 3.1.2 and Proposition 3.2.1 for
the caseB 0 for nonrelativistic quantum mechanics see [Nov88], [NSU88],
[Nov05] and further references therein. As regards an analog of Theorem 3.1.2
for the caseB O for relativistic quantum mechanics see [Is097]. As regards
analogs of Theorems 3.1.1, 3.1.2 for the caBe&6 0 for nonrelativistic quantum
mechanics, see [ER95], [NSU95] and further references given therein.

As regards results given in the literature on inverse scattering in quantum
mechanics at high energy limit see references given in [Jol05b].

3.1.6 Structure of the paper

The paper is organized as follows. In Section 3.2, we give some properties
of boundary data and scattering data and we connect the inverse scattering
problem at xed energy to the inverse boundary value problem at xed energy.
In Section 3.3, we give, actually, a proof of Theorem 1.1 (based on Theorem
3.1 formulated in Section 3). Section 3.4 is devoted to the proof of Lemma
3.3.1 and Theorem 3.3.1 formulated in Section 3.3. Section 3.5 is devoted to
the proof of Lemma 3.2.1 and Proposition 3.3.1 formulated in Section 3.2 and
in Section 3.3. Section 3.6 is devoted to the proof of Properties (3.2.1) and
(3.2.2).

Acknowledgement. This work was ful lled in the framework of Ph. D. thesis
research under the direction of R.G. Novikov.

3.2 Scattering data and boundary value data

3.2.1 Properties of the boundary value data

Let D be a bounded strictly convex open subset &", n 2, with C?
boundary.
At xed su ciently large energy E (i.e. E > E (kVKczp;kBkcip;D)
¢ + sup,,p V(X)) solutions x(t) of the equation (3.1.1) under condition
(3.1.3) have the following properties (see Section 3.6) :

for each solutionx(t) there aret;;t, 2 R;t; <t,; such that

x 2 C3([t1; t2]; R"); x(t1); X(t2) 2 @D; %t) 2 D for t 2]ty; tof;

X(s1) 6 Xx(sp) for s1;8, 2 [ty;to];81 6 S x(t1) N(X(ty)) < O (3.2.1)
and x(t,) N (x(t2)) > 0; whereN (x(t;)) is the unit outward

normal vector of @Dat x(t;) fori =1;2;

for any two points ;g2 D;q 6 p; there is one and only one solution

x(t) = x(t; E; qo; ) such that x(0) = o; X(s) = g for somes > 0;

X(0;E;qo;q) 2 CY((D D)nG;R"); whereG is the diagonal inD D;
(3.2.2)
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where denotes the usual scalar product oR" (and where by \X(0; E; go; g) 2
CY((D D)nG;R")" we mean that x(0; E; qo; q) is the restrictionto (D D)nG
of a function which belongs toC((R" R")n) where is the diagonal of
R" R").

Remark 3.2.1. If B 2 C}D;Aq(R)) and B 62 Fq(D) (Where Ay (R)
denotes the space afi n real antisymmetric matrices), then at xed energy
E > E (kVKcz.p; kBkei.p; D) solutionsx(t) of equation (3.1.1) under condition
(3.1.3) also have properties (3.2.1), (3.2.2) (see Section 3.6).

We remind that the aforementioned real constank (kV Kcz.p; kBKci:p;
D), considered as function okVKkczp and kBke:.p, satises (3.1.7). In ad-
dition, real constant E (kVkcz.p;kBKc:p; D) has the following property : for
any C?2 continuation ¥ of V on R"; and for any B 2 C}(R"; A,(R)) such that
B B onD, one has

E(kVkcep,,. ; KBKcip, . i Dxor) ! E(KVKcep;kBkeip;D); as" ! G
(3.2.3)

whereDy,» = fxo+(1+ ")(X Xo)]jx2 Dgforanyx,2 D and"> 0 (note
that Dy, is a bounded, open, strictly convex (in the strong sense) domain of
R" with C? boundary).

Let E > E (kVkcz.p; kKBkci.p; D). Consider the solutionx(t; E; qo; d) from
(3.2.2)formp; g2 D; qo 6 g: We de ne vectorsky.g (E; do; ) and Ko.v:s (E; Qo; Q)
by

X(svie(E; 0o; 0); E; Qo; 0);
X(0; E; qo; 0);

where we de nes = sy.5(E; go; 0) as the root of the equation

kv (E; Qo; 0)
Ko:v:s (E; do; 0)

X(S;E; ;) = ¢; s>0:

Forogp =92 D, we putsy.g(E;g;q) =0:
Note that

r
2
jkove(E;doiqj=c 1 B
i (3.2.4)

2
jkve(E;Qo;@)j=c 1 EC—\Q(q) ;

for(q;q) 2 (D D)nG:

Using Properties (3.2.1) and (3.2.2), we obtain

Lemma 3.2.1. At xed E > E (kVKc2.p;kBkci.p; D); we have that
sve(E;00;Q 2 C(D D;R); svs(E;q0;09 2 CY((D D)nG;R) and
kvie (E;0o;Q) 2 CH((D D)nG;R").
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We considerkys (E; qo; 0); Kov:s (E; 0o; 9); ;92 @D; g6 qas the boun-
dary value data.

Remark 3.2.2. Note that if x(t) is solution of (3.1.1) under condition
(3.1.3), then x( t) is solution of (3.1.1) with B replaced by B 2 F n54(D)
under condition (3.1.3). Hence the following equalities are valid : at xe& >
E(kVKcz.p; kBkcip; D);

kove(E;do;d = Kkv; s(E;Q;®); (3.2.5)
kKvg(E; Qo) = Kov: 8(E;Q; ); (3.2.6)
sve(E;to;d) = sv: s(E;q;m); (3.2.7)

for ;02 D; 9o 6 q:

3.2.2 Properties of the scattering operator

For equation (3.1.1) under condition (3.1.4), the following is valid (see
[Yaj82]) : for any (v ;x ) 2 B R"; v 6 0; the equation (3.1.1) under
condition (3.1.4) has a unique solutiorx 2 C2(R; R") such that

x(t)=v t+x +vy (1) (3.2.8)

wherey (t)! O,y (t)! 0O;ast! 1 ;inadditionforalmostany (v ;x )2
B. R"; v 60;
X(t) = vat+ X4 + Y. (1); (3.2.9)

wherev, 6 0; jvij <cC; V. = a(v ;X ); X+ = blv ;x ); v+ () ! 0 vy.(t)
I 0, ast! +1.
ThemapS:B., R"! B. R" given by the formulas

Vi = a(v ;x ); X« = hblv ;x) (3.2.10)

is called the scattering map for the equation (3.1.1) under condition (3.1.4).
The functionsa(v ;x ); b(v ;x ) are called the scattering data for the equa-
tion (3.1.1) under condition (3.1.4).

By D(S) we denote the domain of de nition ofS; by R(S) we denote the
range ofS (by de nition, if (v ;x ) 2D(S),thenv 60 and a(v ;x ) 6 0).

The map S has the following simple properties (see [Yaj82]) D(S) is
an open set ofB, R" and Mes(B. R")nD(S)) = 0 for the Lebesgue
measure onB, R" induced by the Lebesgue measure &' R"; the map
S:D(S)!'R (S) is continuous and preserves the element of volume; for any
(v;x) 2 D(S), a(v;x)? = vZ

For E > c?; the map S restricted to

S

e=f(v;x)2B., R"jjvj=c 1

ml
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is the scattering operator at xed energyE and is denoted bySg.
We will use the fact that the mapS is uniquely determined by its restric-
tionto M (S) = D(S)\M ; where

M =f(v;x)2B: R"jv 60;vx =0g

This observation is based on the fact that ik(t) satis es (3.1.1), thenx(t + tp)
also satis es (3.1.1) for anyt, 2 R. In particular, the map S at xed energy
E is uniquely determined by its restriction toM g(S) = D(S)\M g; where
Meg= ¢ \M

3.2.3 Relation between scattering data and boundary
value data

Assume that
V 2 C(D; R); B 2 C3(D;An(R)); B 2 F mag(D): (3.2.11)

We consider equation (3.1.1) under condition (3.1.3) and equation (3.1.1) under
condition (3.1.4). We shall connect the boundary value dat&y.g(E;do; 0);
kov:s (E; 0o; q) for E > E (kVKcz.p; kBkcip; D) and (; @) 2 (@D @Dn@G;
to the scattering dataa; b:

Proposition 3.2.1. Let E > E (kVkc2.p; kBKcip; D): Under condition
(3.2.11),the following statement is valid sy.g (E; 0o; 0); kv:s (E; 0o; 9); Ko.v:s (E;
;9 given for all (q; @) 2 (@D @Dn@G;are determined uniquely by the
scattering dataa(v ;x ), b(v ;x ) given for all (v ;x ) 2 M g(S): The
converse statement holdssy s (E; qo; 9); Kv:s (E; Go; 0); ko:v:s (E; 0o; ) given for
all (g;¢) 2 (@D @Dn@ Ggdetermine uniquely the scattering data(v ;x ),
b(v ;x ) forall (v ;x )2M g(S):

Proof of Proposition 3.2.1 First of all we introduce functions ; and .
dependent onD:

For (v;x) 2 R"nfOg R", (v;x) denotes the nonnegative number of
points contained in the intersection of@ Dwith the straight line parametrized
byR! R";t7! tv+x: AsD is a strictly convex open subset oR", (v;x) 2
forallv;x2 R"; v6O0:

Let (v;x) 2 R"nfOg R". Assume that (v;x) 1. The real (v;Xx)
denotes the smallest real number such that (v;x)v+ x 2 @D and the real

+ (v; X) denotes the greatest real numbet such that ., (v;x)v+ x 2 @D(if
(v;x)=1then (v;x)= +(Vv;X)).
Direct statement.Let (0p; ) 2 (@D @Dn@ GUnder conditions (3.2.11) and
from (3.2.1) and (3.2.2), it follows that there exists an uniquey\ ;x ) 2
M g (S) such that

(v ;x)=2;
=X + (VX )v;
q=hv ;x )+ +(alv ;x );bv ;x )a(v ;x ):
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In addition, sy (E;qo; ) = +(a(v ;x );b(v ;x )) (v ;x ) andkyg(E;
;9 = a(v ;x )and Kov:s(E;Qo; Q) = Vv :
Converse statementLet (v ;x ) 2 M g(S): Under conditions (3.2.11), if (v ;
X ) 1lthen(a(v ;x );blv ;x )=(v ;x):

Assume that (v ;x )=2: Let

p=x + (Vv ;X )v:

From (3.2.1) and (3.2.2) it follows that there is one and only one solution of
the equation

kove(E;Go;@) =V ; g2 @D; B O (3.2.12)
We denote byqg(v ;x ) the unique solution of (3.2.12). Hence we obtain

a(v ;x )= kve(E;qa(v ;x ));
b(v ;x )= d(v ;x ) kvs(E;dodv ;x ))(sve(E;dalv ;x ))
+ (VX))
Proposition 3.2.1 is proved. O

For a more complete discussion about connection between scattering data
and boundary value data, see [Nov99] considering the nonrelativistic Newton
equation (without magnetic eld).

3.3 Inverse boundary value problem

In this Section, Problem 1 of Introduction is studied.

3.3.1 Notations

For x 2 D; and for E >V (x) + ¢, we de ne
S

2

At E > E (kVkczp;kBKcip; D) for ;92 D D; qo 6 q; we de ne the
vectorsky g (E; 0o; 0) and ko s (E; 0o; Q) by

vn -\ — ¢ kvi (E:do;q)
kv:e (E; Go; ) = L kv (g2’
g (3.3.1)

[
v~ A — » Kove (E;go;0)
kO;V;B(E’ qO’ q) - - 2
1 iko,v:g (Eid0;9)i
C

and ky;g (E; Go; @) = (ki.g (E; Go; @);: 555 k.5 (E; 0o; O); Kov:e (E; Go; 0) =




108 CHAPITRE 3. PROBL EMES INVERSES A ENERGIE FIX EE

jKv:s (E; Qo; @)j = rv.e(0);
A ] ' 3.3.2
jkov:s (E;do; @) = rvie(op): ( )

For B 2 F mag(D); let Fpot(D; B) be the set ofC* magnetic potentials for
the magnetic eld B, i.e.

Fpot(D;B) := fA 2 CHD; R") | Bix (x) = &A(X) gxAi(x); x 2 D;
bk =1:::ng:
(3.3.3)
(The set Fpot(D; B) is not empty : take, for example,A(x) = 01 sB(xq +
s(X  Xp))(X Xp)ds; for x 2 D and some xed pointxy of D.)

3.3.2 Hamiltonian mechanics

Let A 2 Fyx(D;B). The equation (3.1.1) inD ia the Euler-Lagrange
equation for the LagrangianL dened by L(x;x)= & 1 ’é—j + ¢ A(X)
X V(x);x2 B.andx 2 D; where denotes the usual scalar product oR":
The Hamiltonian H associated to the Lagrangiarh. by Legendre's transform
(with respect to x) is H(P;x) = (1+c 3P ¢ 'A(X)j?)™™ +V(x) where
P 2 R" andx 2 D: Then equation (3.1.1) inD is equivalent to the Hamilton's
equation o
X = Gp(P;X);
b - %j(P;x); (3.3.4)
forP 2 R"; x2 D:
For a solution x(t) of equation (3.1.1) inD; we de ne the impulse vector

P(t) = qL()_+ ¢ 1A (X(1):
1 MOF

Further for v;q2 D; o 6 g;andt 2 [0; s(E; go; )]; we consider

P(t;E;qo;0) = 4 X6E:Gid ¢ YA (X( E; do; 9)); (3.3.5)
1 J'x_(t;E;cho;q)j2
(o

where x(:; E; go; Q) is the solution given by (3.2.2). From Maupertuis's prin-
ciple (see [Arn78]), it follows that if x(t); t 2 [ty;t2]; is a solution of (3.1.1)
igt D with energy E, then x(t) is a critical point of the functional A(y) =
tf [rve (y(t)jy(t)j+ ¢ *A(y(t)) y(t)]dt de ned on the set of the functions
y 2 CY([ty;t5]; D); with boundary conditions y(t1) = x(t1) and y(t,) = x(t,):
Note that for qp;q 2 D; qo 6 q; functional A taken along the trajectory
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of the solution x(:; E; qo; @) given by (3.2.2) is equal to the reduced action
Sov.» & (0b; @) from o to g at xed energy E for (3.3.4), where

o & if p=q;
SOV;A;E (tp; Q) = OS(E;qO§Q) P(s;E; ;09 X(S;E;p;qds; if 6 q;
(3.3.6)
for ;02 D.

3.3.3 Properties of Sg,,. at xed and su ciently large
energy E

The following Propositions 3.3.1, 3.3.2 give properties &, . at xed
and su ciently large energy E.

Proposition 3.3.1. Let E > E (kVkcz,p; kBkeci.p; D): The following
statements are valid :

SOV;A;E 2C(D D;R); (3.3.7)
Soy.e 2 C*((D D)nG;R); (3.3.8)
@é’@x (;x) = kig(E; ;x)+ ¢ "Ai(X); (3.3.9)
%( X)= kovg(E; ;x) ¢ *Ai(); (3.3.10)
@SOV;A;E . _ @B;V;B .. — @{/;B .. .
W@}(( X)) = @x (E; ;x) = @, (E; ;x); (3.3.11)
for (;x)2 (D D)nG; =( 1,3 n); X =(Xg;Xp);andi;j =1:::n:In
addition,
max(j @g;‘(f ( ;X)j;j@oéi” (;x)])  My; (3.3.12)
@ Ov; A E Mo .
@ @x —— == (;X)j it (3.3.13)

for (;x)2 (D D)NG;, =( 1,5 n); X=(X1;5%y); andi;j =1:::n; and
whereM; and M, depend onV; B and D:

Proposition 3.3.1 is proved in Section 5.
Equalities (3.3.9) and (3.3.10) are known formulas of classical Hamiltonian
mechanics (see Section 46 and further Sections of [Arn78]).

Proposition 3.3.2. Let E > E (kVkc2.,p;kBkci.p;D): The map vge :
@D D! S % dened by

kvig (E; ;X) | for (:x)2 @D D:; (3.3.14)

vee (1X) = jkvs(E; ;x)j’
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has the following properties :

viee 2 CH(@D D;S" 1Y),
the map vgex : @D S 1 7! yge(;x);isa (3.3.15)
C?! orientation preserving di eomorphism from @Donto " !

for x 2 D (where we choose the canonical orientation & ! and the orien-
tation of @Dgiven by the canonical orientation oR" and the unit outward
normal vector).

Proposition 3.3.2 follows from (3.1.1), (3.1.2) and properties (3.2.1),
(3.2.2).

Remark 3.3.1. Taking account of (3.3.9) and (3.3.10), we obtain the
following formulas : atE > E (kVkcz.p; kBKkc:p;D); foranyx; 2 D;x 6 ;
I

J i
Bij(x) = ¢ @gf(E; 1X) %;(E; X)) (3.3.16)
|
é)'V'B @(i)-v-B .
Bij(x) = ¢ ax (E;x; ) @'?(' (E;x; ) : (3.3.17)

3.3.4 Results of uniqueness

We denote by! oy the n 1 dierential form on @D D obtained in
the following manner :

- for x 2 D, let ! y.gx be the pull-back of! o by v.g.ex Where!,
denotes the canonical orientation form onS" 1 (i.e. !o( )(Va;:iVe 1) =
det(;vqy;:ve 1);for 28 Yandvy v, 12T S Y,

-for (;x)2 @D D and foranyvy; vy 12 T(x)(@D D);

Love (3X)(Vas 5V 1) = v ()0 (o (V)i Coy(Vn 1))

where :@D D! @Dy %x9 7! Sand ?,, denotes the derivative (linear
part) of at ( ;x).

From smoothness ofy.g.e; and! o, it follows that ! 4.5 IS a continuous
n 1lformon@D D:

Now let 2 R* and Vi;V, 2 C?(D;R); B1;B, 2 F mag(D); such that
max(kVikcz.p ; kKVoKez.p; KB1Kcip; KB2Keip) .For =1;2,let A 2
Fpot(D;B ):

LetE>E (; ;D )whereE(; ;D )isdenedin (3.1.7). Consider !; 2
the di erential one forms de ned on (@D D)nG by

X
(;x)= kg (E; ;x)dx; (3.3.18)
j=1
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Consider the di erential forms o on (@D D)nGand ;on (@D D)nG
de ned by

o(:x) = ( %)“‘”2”’( 2 YGX) N A (Sonm,e S ovnge)(iX)
A (dd So, .« ( ;X ))PA (dd Sov,.a e ( x )% (3.3.19)
prg=n 2
for(;x)2 (@D D)nG; whered=d + dy;
(X)) = (DTFT (X)) (dd So,, e (GX)N
+ 2(;x) "M (dd So, e XD E 0 H(5x) (3.3.20)

A(dd SOVz:Az:E( ;X))n ! 2( ;X)A (dd SOVl:Al;E( ;X))n ! ;

for(;x)2 (@D D)nG; whered=d + d:
Consider theC? mapincl : (@D @Dn@Q (@D D)nG;(;x) 7! (;x):
From (3.3.8), (3.3.12) and (3.3.13), it follows that , is continuous on
(@D D)nG andincl ( o) is integrable on@D @Dand ; is continuous on
(@D D)nG and integrable on@D D (whereincl ( o) is the pull-back of
the di erential form  ( by the inclusion mapincl).

Lemma 3.3.1. Let 2 R" andE >E (; ;D ): Let Vi;V, 2 C?(D; R);
B1;B2 2 F mag(D) such that max(kVikez.p ; kVaKe2:p ; kB1Kct:p ; kB2Ke1:p)
.For =1:;2 letA ZZFpot(D; B ). The f(Z)IIowing equalities are valid :

incl ( o) = 1 (3.3.21)
@D @D @D D
(n—ll)! 1(5X) = (rvie ()™ ovae: (X) + Tve ()™ oves (5 X)
kvigi(E; 5X)  Kyye, (B 5X) (3.3.22)

e ()" 2 ovee, (5X) + Tye ()" 2
Povag,(3X))) N dxy N o™ dXy;
for (;x)2 @D D:
Equality (3.3.21) follows from regularization and Stokes' formula. Proof
of Lemma 3.3.1 is given in Section 3.4.

Taking account of Lemma 3.3.1, Proposition 3.3.2 and Remark 3.3.1, we
obtain the following Theorem of uniqueness.

Theorem 3.3.1. Let 2 R* andE>E (; ;D ): Let Vi;V, 2 C?(D; R);
B;;B, 2 F mag(D) such that maX(lekcz;D ; kVZkCZ;D ; kBlkcl;D ; kBchl;D)
.For = 1;22, let A 2 Fpt(D;B ). The following estimate is valid :

(rve®)  Tue®) rue()™ ' rye)" * dx
b Z

20 Dl avao (8323)
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In addition, the following statements are valid :

if kv,:8,(E; ;X) = Ky,8,(E; ;x) for ;x 2 @D; 6 x; thenV,; V., and
B:1 BaonD;if kov,8,(E; ;X) = kov,8,(E; ;x) for ;x 2 @D; 6 x; then
Vi V,andB; B,onD.

Proof of Theorem 3.3.1 is given in Section 3.4.
If By 0;B, 0andV;; V,; andD are smoother thanC?, then Lemma
3.3.1 and Theorem 3.3.1 follow from results of [Bey79] and [GN83].

3.4 Proof of Theorem 3.3.1 and Lemma 3.3.1

Using Lemma 3.2.1, (3.2.4), Propositions 3.3.1, 3.3.2 and Lemma 3.3.1,
we rst prove Theorem 3.3.1.

Proof of Theorem 3.3.1. From (3.3.22) and Proposition 3.3.2 and de nition of
ov s, =1;2; it follows that

Z
1 —
F D anp (3.4.1)
fure ()" 1+ W Ky,8,(E; 1x(W);X) d (w)dx
D, 9121 rvye (X)
+ rye(X)" 1+ kv, (B; 2x(W)ix) w d (w)dx;
D o1 rv,e (X)

where d is the canonical measure o !, and where denotes the usual
scalar product onR", and where forx 2 D andw 2 S" Yand =1;2

x (W) denotes the unique point of @Dsuch thatw = 5 £x( ): Hence
&sing Cauchy-BHnyakovski-Schwarz inequality and (3.3.2) and the equality

g 1d (W)= ff);we obtain

Z n Z
1 2 2z

(n 1! gpp (D)

Estimate (3.4.2) and equality (3.3.21) prove (3.3.23).

Now assume thatky,.g,(E; ;X) = Ky,8,(E; ;x) for ;x 2 @D 6 x:
Then from (3.3.1) and (3.3.18), it follows that the one formncl ( 2 1)( ;x)
is null for any ;x 2 @D; 6 x: Hence from (3.3.19), it follows that the & 2
formingl ( o)( ;X)is null forany ;x 2 @D; & x: Thus using (3.3.23), we
obtain (rv;:e(X) rve()(rvue)™ b ryex)" Hdx 0;andasn 2
this latter inequality implies that

N

(rue(®)  Tue))(rve)™ * ry,e)" Hdx:
D

(3.4.2)

rvie Tve onD: (3.4.3)

ThusV; Va:



3.4. PROOF OF THEOREM 3.3.1 AND LEMMA 3.3.1 113

Using (3.4.3) and the equalityjky, .5, (E; ;X)j = ry.e(X)fori =1;2,x2 D
and 2 @D;and using (3.4.1), we obtain that

1 Z RS z ey 2z e
(n 1)' @D D L 2 i=1 D ViiE 9 1 V1:B1 X ’
kv,:,(E; ix (W);X) 2d (w)dx:
R
As gpp 1 =0 (due to (3.3.21)), we obtain that for any x 2 D; and any

w2 S 1ky,s, (E; 1x(W);X) = Ky,s,(E; 1x(W);X): At xed x 2 D, we know
that 1 is onto @D:Hence the following equality is valid

kvi:s,(E; ;X) = ky,s,(E; ;x); 2 @D; x2 D: (3.4.4)

From (3.4.4) and (3.3.16), it follows thatB; B, onD.

Now assume thatko.,s,(E; ;X) = Kov,8,(E; ;x) for ;x 2 @D 6 x:
Then using (3.2.5) and replacingB; by Bi; i =1;2; in the proof, we obtain
(Vi;B1)  (V2;B2): [

Using Lemma 3.2.1, (3.2.4), Propositions 3.3.1, 3.3.2, we prove Lemma
3.3.1.

Proof of Lemma 3.3.1. We rst prove (3.3.22). Let U be an open subset of
R" 'and :U! @Dsuchthat isaC? parametrization of @DLet o:U

D! @D D; (;x)7"( ();x): We work in coordinates givenbyy D; o).
Let ; °=1;2: On one hand from de nition of! ¢\ g ; de nition of y g Ex
and (3.3.2), we obtain

Lov e (Gx) M dxe ™ i dxn = (0 1)y e (x) ° (3.4.5)
det kv s (E; ;X);@éf (E; ;X);:::;%;B1 (E; ;%)

(o IETEARMEEANY o IFSRPIRARYs ) CIEANMMMEAN ¢ ) '8

for 2Uandx2 D and =1;2:
On the other hand straightforward calculations givedd Sp, ., . (;X) =

P oy A
@SV'A 'E(;X)dxmll\dmz)

mq=1:n

mp=1:n 1 @*"1@”12

()M (ddSo, o (DN T DTET () (346)
P . @SOV A E VA Y @SOV A E . |
det ky o8 o(E; ’X)’W( ,x),...,m( P X)

d{M:o:nhdy 1 Mdxg NN dxg;

for 2 U,x 2 D. Note that due to (3.3.2) and Proposition 3.3.2ky 5 (E; ;x)
is orthogonal to %kv g (E; ;x),m=1:::n 1, and that (ky s (E; ;X);
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2ky s (E; ;x); i1 g2-kv 8 (E; ;x))is abasis ofR": Hence from (3.4.5),

(3.4.6) and (3.3.9), we obtain

n(n 1)

(x)M(AdSo, , XN = (D)7 F (0 DIy g(X)" (3.4.7)
Kv o8 o(E; ;X) kv s (E; ;X)
rv e(x)?

Lov g (5x) N dxg ™ i dXn;

for 2 U, x 2 D. De nition (3.3.20) and equality (3.4.7) proves (3.3.22).
We sketch the proof of (3.3.21). Let 2]0; 1[ andxo 2 D: We consider

D-=fxo+"(X Xo)jXx2Dg: (3.4.8)

As D is a strictly convex (in the strong sense) open domain @&", with C?2
boundary, it follows that D- is also a strictly convex (in the strong sense) open
domain of R", with C? boundary, and in addition, as 0<" < 1,

D- D; (3.4.9)
dist(@D; @D= (1 ")dist(@D: ¥): (3.4.10)

wheredist(@D; @D = inffijx vyjjx 2 D-; y2 @ and dist(@D;x) =
infffy Xojy2 @m@> O:

For M and N two nite-dimensional oriented C? manifold (with or wi-
thout boundary), we consider onM N the dierential product structure
induced by the already given di erential structures ofM and N and we consi-
der the orientation of M N  given by the already xed orientation of M
and of N . The orientation of @D is given by the unit outward normal vector
and @D D- is a C? manifold with boundary @D @D (which is a C? ma-
nifold without boundary). Let incl- 2 C?(@D @D; @D D-) be de ned by
incl-(;x)=(;x); (;x)2 @D @D: Hete we omit the, details of the proof
&f the following statement : epp- 1! @pp 1 and @D @D incl.( o) !

@b @Dincl ( o)as" ! 1 :These statements follow from (3.3.12), (3.3.13)
and (3.3.9). We shall prove that

Z Z

1= incl. (' o): (3.4.11)
@b D- @D @D

For =1;2;let Sy 2 C3(R" R")nf(x;x)j x 2 R"g;R) such that
So (;X)=So, » £ (;X); (;x)2 (D D)nG (from (3.3.8), it follows that
such a functionS, exists). Let . = dist(@D; @D: Let W,;.. be the open
subset@D+ B(0; 5) = fx+yjx2 @D; y2 R"; jyj < 5gand let Wy, . be
the open subsetD- + B(0; 5) = fx+yjx 2 D-; y2 R"; jyj < 5g. Note
that W;. . is an open neighborhood o Dwhich does not intersecW,. . which
is an open neighborhood ob-: HenceS, 2 C?(W: . W, .;R) and there
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exists a sequence of functionsSg., ) such that

So,, 2C3Wy. Wy.;R); (3.4.12)
@(So,, So) :

su - x;¥)j! 0, asm! +1: (3.4.13
(X:y)Z@EE) D"J @Xl@yz ( y)J ( )

=( 1; 2)2N2

ji= a1+ 2 2
Fix m 2 N: Let = 1;2. We de ne the dierential one-form, _ on

(@D D-) by
DA

n(iX) = dSo, (X)) < AL(Qdx; (3.4.14)

j=1

and whered = d + dy is the De Rham di erential operator on@D D-:
We de ne the continuous di erential 2n 2 form o, on @D D- by

n(n+1)

om(;X) = ()%) 2 (& wGx)Md (Som S 0w )(5X)
" (dd So,,, (;x))P" (dd So,, (;x))%;  (3.4.15)
ptg=n 2

for 2 @D; x2 D-; whered = d + dy is the De Rham di erential operator on
@D D-: We de ne the continuous di erential 2n 1 form 1., on @D D-

by

n(n 1)

im(5X) = (1) 7 n(x)N(dd Sop, (X)) P+ 2(5x)
A(dd So,, XN Y LX) A (dd Sy, (X))
2(;x) ™ (dd So,, (X))t (3.4.16)

for (;x)2 @D D-:
From (3.4.14)-(3.4.16), (3.3.9), (3.4.13), it follows that
z z
tm ! 1, asm! +1; (3.4.17)
7 @D D- Z@D D

incl.( om) ! incl.( o); asm! +1: (3.4.18)
@D @D @D @D

R

If we prove that @D LM~ @D @b incl. ( om); then formula (3.4.11) will
follow from (3.4.17) and (3.4.18).
From (3.4.12), it follows that

dd Sp,, isaC'formon@D D-; (3.4.19)
d(dd So,, ) = 0; (3.4.20)
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whered is the De Rham di erential operator on@D D-. From (3.4.14), it
follows that

X
d (;x)= ddSp, (;X) % B, (X)dXj, N dx;,; (3.4.21)

1 ji1<j2 n

for (;x) 2 @D D- and x = (Xg;::1;Xn) (Bj,,(X) denotes the elements of
B (x)). From (3.4.19)-(3.4.21), it follows that ¢, isC'on @D D- and that

doom(:x)=( 1" 1u(x)+ ! (Gx); (3.4.22)

1 (v = nnn 1 X 2 1 dx. A dx:
P(sx)=( 1) = c (B,j,(X) B, (x))dx, * dx;,

j1i2
1 j1<j 2N
X

" (S S 00 )X (dd So,,, (;x))P " (dd S, (;x))%

pro=n 2

for (;x) 2 @D D- and x = (X3;:::;X,). Note thatas B ; = 1;2;is
E,ontinuously di erentiable on D; then the 2-form de ned on @D D- by
1014 2 A(Bfi,(x)  B,,(x))dx;, ~ dx,; (;x) 2 @D D- is alsoC*: Note

that (D- is a n-dimensionalC? manifold and (3.4.20))

P(;x) = dH(;x); (3.4.23)
where
nin+y (Sp,. S 1m ; X
Ho=( e B Sl g g B ()
X 1 ji<jz2 n
dx;, * dxj, » (dd So,,, (;%))P* (dd So,, (;%x))% (3.4.24)
p+tg=n 2

for(;x)2 @D D-andx =(Xy;:::;Xn). Since@Dbisa (n 1)-dimensional
C? manifold, it follows that

incl.~(;x)=0 (3.4.25)
for (;x)2 @D @Iy Using (3.4.28), (3.4.23), (3.4.25), we obtain by Stokes'

formula the equality o, 5. 1m = gp @p INCl-( om): O

3.5 Proof of Lemma 2.1 and Proposition 3.1

3.5.1 Continuation of (V;B) and notations

Let V 2 C2%(R";R) be such that¥ V on D and kVkczgn < 1 . Let
B 2 CYR";A,(R)) (where A,(R) denotes the space of real antisymmetric
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matrices) such thatB® B onD andkBkc:gn < 1 . Let be the ow for the
di erential system

X= g (3.5.1)
1+ 2
1 p
=1 V(x)+ B(X)g——:;

for x 2 R" and p 2 R" (it means that a solution of (3.5.1), &(t);p(t)), t 2
Jt ;t+[; which passes throughXp;po) 2 R" R" at time t = 0, is written as
(x();p(t)) = (t;xo;po) for t 2]t ;t.[). For equation (3.5.1), the energy

r

E=¢ 1+ jp(;)jz + 7 (x(1) (3.5.2)

is an integral of motion.

Under the conditions onV and B, isdened onR R" R" and

2 CY{R R" R";R" R"),and a solutionx(t);t 2]t ;t.[; of (3.1.1) which
starts at g 2 D at time 0 with velocity v is written as x(t) =  1(t; X; ql"—ﬁ);
Z

t 2]t ;t.[ (we write = ( 1; »)where ; =( %:::; M2 CY{R R"
R R");i=1;2).

For v2 R" and x 2 R"; we de ne the vectorF (x;v) of R" by

Fx,v)=r1r V(X)+ :—éB’(x)v: (3.5.3)

For x 2 R" and E > c2+ V(x); we denote byr £ (X) the positive real number

Vv .
u LD
' E v

ree(X)=c¢ —a 1, (3.5.4)

and we denote by$£1 the following sphere ofR" of center O
Sie = fP2 RYipi = ry e (0)g: (3.5.5)
3.5.2 Growth estimates for a function g

Consider the functiong: R" ! B, de ned by

X
g(x) = Qﬁ (3.5.6)
1+ 5

wherex 2 R": This function was considered for example in [Jol05a].
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We remind that g has the following simple properties :

1

r g(x)j 17 07 o (3.5.7)
. . p_ 1 . .
jg()  gy)j N sup g————ijx Vyj; (35.8)
2[00 1+ "+ ")yi
p “
. . 3 n 1 _ .
rax) r ai sup oTALERIL (3.5.9)

C v2pyl+ G

smooth di eomorphism fromR" onto B, and its inverse is given byg 1(x) =

—X—: for x 2 B!
1X]
1 v

3.5.3 Proof of Lemma 3.2.1

For ®;q2 D; qo 6 q, let tygq = supft > 0] 1(t;0o; kov;e (E; Go; ) 2
Dg: From Properties (3.2.1) and (3.2.2), it follows thatko.v-g (E;:;:) is conti-
nuouson O D)nG and forgy; 42 D; do 6 g, and anys;; S; 2 [0; 4 .qpql; S1 6
S2; 1(S1; Oi Kovie (E; Gos @) 6 1(S2; i Kowis (E; Go; @) and N (g ) 8, 1(t; qo;
Kov:s (E; G0; @)ji=t, 40 IS POSitive, Whered, = 1(t. q0; ob; kovie (E; Go; 0)
(and where denotes the usual scalar product oR"). Using also continuity of

1, one obtains thatsy g (E; qo; g) is continuous on O D)nG: Then we obtain
that sys(E;dp; @ 2 CY{((D D)nG;R) by applying implicit function theo-
remon mapsm; (R ((R" RMN) ; (txy)! ¥ 46X Rovis (EiXiy));
i=1:::n;where = f(x;x)]jx 2 R"gandRyvgs(E;::)is aC?! continua-
tion of kov.g(E;:;:) on (R R")n (such a continuation exists thanks to
(3.2.2), and note that for any; g2 D; q 6 op; kyv:s (E; 0o; ) 6 0). Note that
kvis (E;0o; @) = 9( 2(Sv;s (E; 0o; @); th; Kovis (E; Go; @) G;d 2 D5 go 6 q: It
remains to prove thatsys(E;go;q) is continuous onG = f(¢% ) j °2 Dg.
Let = q 2 D: Let (o) and (gn) be two sequences of points oD
such that g,y 6 @ for all m and o, goes tog and ¢, goes toq =
asm! +1.LetR =Ilimsup, +; Sve(E;Jom:;0n) 2 [0;+1 ]. We shall
prove that R = 0: Assyme thatR > 0: Note that by conservation of energy

2
jKov:e (E;Qom; )i € 2K 1. Using de nition of R and compact-
r
2
ness of the closed ball oR" whose radius isc E”Z\z’kl 1 and whose

centre is 0, we obtain that there exist subsequences @f,, and ¢, (respecti-
vely still denoted by gy.m and g,) such that

m!irP1 Sve(E; Gom:tn) = R; (3.5.10)
kov:g (E; Qom; Gn) converges to somé 2 R": (3.5.11)
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Using conservation of energy, we obtain that
s

2
E V(%) 1: (3.5.12)

ki =
JKj=¢C 2

Using (3.5.11) and (3.5.10) and continuity of ;; we obtain that

1(t; go; K) = mlimFl 1(t; go.m; Kov:g (E; Gom; Gn)); for all t 2 [O;R[: (3.5.13)

For all m and t 2 [O;sv.s(E;om:On)l; 1(t; Qom;: Kov:s (E;Qom:Gn)) 2 D.
Hence using (3.5.13), we obtain that

1(t;go; k) 2 D; t 2 [O;R[: (3.5.14)

In addition,
10;0;k) = 2 D: (3.5.15)

Then R 6 + 1 (otherwise this would contradict (3.2.1), in particular the fact
that the solution of (3.1.1) under condition (3.1.3) with energye, which starts
attime 0 at @ = 1(0; p; k), reaches the boundary@Dat a time t, > 0 and
satis es the estimate%(t+;op; K) N( 1(t+;m;Kk)) > 0).

Using continuity of 1 and limpy; +1 Gom = Q; liMmy +1 Gn = Go;
limm: +1 Sv.s (E;Qom;Gn) = R, limm +1 Kovie (E; dom; Gn) = K and the de -
nition of sy.g (E; Gom; Gn), We obtain that

1(Riqo;k) = lim — 1(Sv;e (E; Qom; Gn); s Kowe (E; Qo' On))
= mIlirrl1 On = Oo: (3.5.16)

Properties (3.5.16), (3.5.15), (3.5.14) and (3.2.1) impliR = 0, which contra-
dicts the assumptionR > 0: Finally we proved that sys(E;:;:) 2 C((D
D)n@ GR):

Let xg 2 D: From (3.2.3), it follows that for su ciently small positive ", E
is greater thanE (kVkezp, . ;KBKcip, . ; Dxor) WhereDyg = fXo+(1+ ")(X
Xo) j X 2 Dg. Hence one obtains that solutions of enerdy for equation (3.5.1)
in Dy, also have properties (3.2.1) and (3.2.2) ; and replacing, B, and D by
V; B and Dy,;» above in the proof, one obtains thas, (E; ;) is continuous
on Dy, Dy )nf(;9 j 92 @R, g (SV;B’(E;qg;q(); (6; ) 2 Dyyr Dy
are dened assys(E;qo0;0); (p;q 2 D D, are de ned in Subsection 2.1).
Now, using alsoD Dy, and the equality sy;s(E; Qo; Q) = Sy.5(E; do; 0) for
G; 92 D, one obtainssyg(E;:;:) 2 C(D D;R) (the equality sy.s(E; go; Q) =
Sy &(E; to; 0) for ap; 92 D, follows from the fact that if (x(t); p(t)) is solution
of (3.5.1) inD, then (x(t); p(t)) is also solution of (3.5.1) iNDy, ).

Lemma 3.2.1 is proved.
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3.5.4 Proof of Proposition 3.3.1

From Lemma 3.2.1, 2 C}R R" R™R" R"); A 2 CY{D;R");it
follows that Sy, , . 2 C(D D;R)and Sy, ,. 2 CY((D D)nG;R): Equalities
(3.3.9) and (3.3.10) are known equalities (see Section 46 and further Sections of
[Arn78]). Statements (3.3.8), (3.3.11), (3.3.12) follow from (3.3.9) and (3.3)L
We shall prove (3.3.13). We omit indices.g for Syg; ko.v:s and ky.g whereko; k
are de ned by (3.3.1). Using the equalityy x = OS(E’X’” GL(t;x; ko(E; X y))dt
and estimatej (t; x; ko(E; X;y))j ¢, we obtain

jy Xj cS(E;x;y); forall x;y 2 D; y 6 x: (3.5.17)

Derivating equality 1(s(E;x;y);X; ko(E;X;y)) = y with respect to y;; we
obtain that

j
o = (DsEy)xkoExy) %(E;x;y))j:m (35.18)

@s_. . .@; Cveu) - v v )) -
+@(E,X,y)@(S(E,X’y)’X’ kO(E1X1y))’

for any x;y 2 D; x 6 y and where €;;:::;€,) is the canonical basis oR"
(and where denotes the usual scalar product ofR"). For t 2 R; x 2 D;
and k 2 R"rand j =glin the following equality is valid : Ltx; k) =
Xj + g (K+ o g(k+ JF(a(;xk)0( 2(:xk)d ) g(k) ds: Hence

4

j Zt s
EHCRISE t%ﬁ(;ﬂ S FCatakore k)
t S
d) 2800 ds+  rgk+  F(a(xk)igl 2(xkNd)
7 @k 0 0
@
o @kl:( 15 9( 2))](;x;k)d ds; (3.5.19)
forany | = 1::n: De ne
R= sup s(E;x%y9;
(x%y92D
Ma = sup i-CEC ol eeni;
VtZ[O;R];XOZD;I =1:n @k ’ J(’X ' ) ’

u T
B supo,p E V(X9 2
c2

ikj ¢ 1

M, = max(Ms; P nkVKkecz.p + nkBkcip):
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Then using (3.5.19) and growth properties of), we obtain that

@] @g .
——=(sS(E; x;¥); X; ko(E; X; S(E; x;y)==(ko(E; x;
J@k( (E;x;y) o(p_ y) s( y)@k( o(E;x;y))]
M.S(E: x;y)2(1 + BT”); (3.5.20)
for x;y 2 D; x 6 y and ;| =1::n. wherekg is de ned by (3.3.1).
Let x;y 2 D; x 6 y. Using the identity

Z s(E;x;y)

K(E;x;y) = ko(E;x;y) + r
0

V( 1(s;x; ko(E; X;y)))
+ (—1:5( 1(S; X ko(E; ¥y (. 2(s; X ko(E; x;y)))  ds;

we obtain the following estimate

JK(E;x;y)  ko(E;Xx;y)i  Mss(E;x;y); (3.5.21)

whereMs = P nkVKkecz.,p + nkBke1.p: Using (3.3.2), we obtain that

1 @koj?
ko(E;X;Y) %(E;x;yF é@g’; (E;xy)=0; (3.5.22)

fori =1:n. From (3.3.2), (3.5.21) and (3.5.22), it follows that
 K(E;xy) @ : 1.
TkExyi @Y kEyp KEY)
@0 . 1 . @ .
. E. . k E. . E. .
X;Y)) —@y( ,x,y)1+j—k(E;¥;y)jJ o(E;x;y) —@y( ;X))

info,p E V(X9 2 . @ .
c!? 1 Mss(E: x;y)i— (E; x;y)j; (3.5.23
2 5S( )i @.v( Yl ( )

fori =1:n:
Let (vi;:::;v" 1) be an orthonormal family of R" such that (JtEEx ;j;vl;

::2;v" 1) is an orthonormal basis ofR": Note that using de nition of g and
(3.5.22), we obtain

(r g (ko(E;x;Y)) %(E;x;y))m;;n - (3.5.24)

Ko(E;x;y)i2 7 @o .
1+ ————— —(E;x;y); i =1:n:
2 @y( y)
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Hence using (3.5.24), (3.5.20) and (3.5.18) (adE; x;y) V" =0); we obtain

S(E; x; y)J@(E X;y) Vj= JkO(EC—Xy)J

s(E;x;y)

i (r g (ko(E;x;y)) @(E;X;y))jzl::n v

:
jko(E; X;y)j2
c?

1+ nM,s(E; x;y)?(1 + g)j%’(E;x;y)J
#

+ J( (s(E X y)i % ko(E: X Y)) %;’/(E;x;y»,-:m V]
r

jko(E; x;y)j?

N

supwp E V(X9
c?

AMLS(E: X: y)2(1 + §)J@(E;x;y>j + IV
)2 @0

(NM4(1 + )S(E X,y (E X;y)j +1);(3.5.25)

fori=1:::n.LetMg=c ! (c 2infypp(E V(X9)° 1 EM5+ c?
Sup,op (E V(x(b)(nM 4(1+ 2)+1): From (3.5.23) and (3.5.25), it follows that

s(E; x; y)J (E ) " AMe(L+ S(Ex y)(S(E;x; y)J (E X Y));
(3.5.26)
fori=1:::n:

Using uniform continuity of S(E;:;:) onD D; we obtain that there exists
some > Osuchthatifx;y 2 D; jx yj< ,then” nMgs(E;x;y) 3i:Then,
using (3.5.26), we obtain thats(E; x; y)j S(Esxy)i 2 nMg; for x;y 2 D;
jx yj< andi =1:n. Now using the contlnuous d| erentiability of ko(E; :; :)
on (D D)nG; we obtain thatj%;(E;x;y)j S(Exy) forx;y 2 D; x 6 y and
where M = max(2Mgs" N; R SUBoy0p:jx0 y5 ;(E,x,y)J). Putting M, =
Sup-; ., cM%and using (3.5.17) and (3.3.11), we obtain (3.3.13).

3.6 Proof of Properties (3.2.1)and (3.2.2)

In this Section we rst consider solutionsx(t) of (3.5.1) in an open boun-
ded subset of R" (see Subsection 3.6.1) and we give properties of these solu-
tions at xed and su ciently large energy (see Subsections 3.6.3 and 3.6.4) (
should be thought as an open neighborhood &f). Using these properties we
prove Properties (3.2.1) and (3.2.2) (see Subsection 3.6.5). Subsections 3.6.6,
3.6.7, 3.6.8, 3.6.9 are devoted to the proof of Propositions 3.6.1, 3.6.2, 3.6.3
3.6.4 formulated in Subsection 3.6.4.

We keep notations of Subsections 3.5.1, 3.5.2.
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3.6.1 Additional notations

Let be a bounded open subset ofR" with frontier @. We de ne a
positive number () by
@) :supz) iXj: (3.6.1)

We consider the following equation in

p=F(XXx); p= GIX; x2 ;p2R"™ (3.6.2)
L
C

where the forceF (x;x) = r V(x) +q%B(x)>g is de ned by (3.5.3). For the

equation (3.6.2), the energyE = & 1+ ”’(C;r}‘z + V(x(t)) is an integral of
motion.

Note that if x(t); t 2]t ;t.[; is a solution of (3.6.2) which starts atx, 2
at time 0 with velocity v then x(t) = 1(t;Xo;g *(v)); t 2]t ;t.[, where the
function g is de ned by (3.5.6) and where = ( 1; »,) is the ow of the
di erential system (3.5.1). We obtain, in particular, x(t) ! 1(t ;Xo; 9 (V));
ast! t ,andx(t)! g( 2ot ;Xo;g Y(v);ast! t .

We denote by the open subset ofR R" where the ow of the
di erential system (3.6.2) is de ned, i.e.

= f(tx;p)2 R R"j8s2[0;t] 1i(s;x;p)2 o;

where =( 1; »)Iisthe ow of the di erential system (3.5.1).
For E >c?+sup,, V(x);we denote byVg the following smooth 2v  1-
dimensional submanifold oR?"

Ve = f(x;p) 2 R jjpi = rye(X)g; (3.6.3)

wherery ¢ (x) is de ned by (3.5.4).

For E > c2 +sup,, V(x); we also consider the mapg ¢ 2 CY( \
10;+1 [V e); ) ; de ned by

"e(txp) = (x5 a(tx;p)); for(tx;p)2 \ (JO;+1[Ve): (3.6.4)

3.6.2 Estimates for the force F

We de ne the nonnegative real number (V;B; ) by
0 1

(VB ) = max % sup  j@V(X)j; sup @B (x)jg: (3.6.5)
2(;3[? og)n 02(>l(\l§f og)"
2 i 1
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The following estimates are valid :

FOGV] N (78 ) gvi+ ) (36.6)

JFOGv)  FOEV)) n®2 (7B ) jx X 1+JVT(] + 10y

c
(3.6.7)
for x;x°2 and v:vw2 R":

3.6.3 Some constants

For x 2 and E > c?+sup,,, V(x9, we dene the following real

constants "

X
C,=2+sup V(x9+8jx§ jr v(x9j+ iBij (X9  :(3.6.8)
x02

S ij =1:n
802 (VB ) 2 () 2 .
C,=¢ 1+ + sup V(x9; (3.6.9)
ct X2
C3=C4 1+5 () Cse 0 S5 | (3.6.10)
p— 2 P 2 )
‘B 1002 () n® (V;B7)
Co= 1+29200 (ViB) =2 (3.6.11)
E V(x) |
2 e 3=2 2 e '
102 () (V:B;) 5 ()+ 60n*? () * (ViB:) .,
E V() E V(x)
P 5=2 ‘B 1077 () n2 (v:E 3=2 ‘B
L20 20%2 () (ViB;) wlzoatensn A0S () (VB ) ;
E V() e E C\72*(><) 2 1
D !
212 B 1072 () n2 (v:B:
Co= 1+ 10 2n% () (V;B3;) eo 2 n? (v:5) (3.6.12)
E V() '
202 (VB ) (), 120°F (Vi) ()
E V() E V(x) ’
s !
2 2 2 e
Co = inf ¢ 7 2w VB ) O L3613
x02 E V(X9 E V(9
1=2~12
C, = inf S(n+1) ~n” () (3.6.14)
x02 E \7‘()(0()
10n3=|2E (\\7;:(3‘, ) O @142 Cn1=2elm_f(\v;;(rffh&A
(V:B;) e

12Dﬁ+1+10pﬁ ()
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Now assume that is a bounded strictly convex (in the strong sense)

open domain of R" with C? boundary. Let be a C? de ning function
for ,ie. = ! 1 ;0) and @ = Y(fog) and for all x 2 @
r (x) 6 0 and the Hessian matrixHess (x) of at x satis es the in-
equality Hess (x)(v;v) > Oforallv2 T,@ ; v 6 O (where T,@ R" is
the tangent space of@at x 2 @). For E >c?+sup,, V(x); we de ne the
real constantCg(E; V;B; ) by

0 1

2
Cs= Cio() @1 c A 20C0 (ViBi) . 5615

E sup, V(y) E sup, V(y)

whereCy() and C;o() are the two positive real numbers de ned by

Co() = sug@ ir o (i (3.6.16)
X
Cwo() = Xz@.i\rlzfsn 1\T@jHess (X)(V; V)j: (3.6.17)

Note that from (3.6.10)-(3.6.15), it follows that

sup, C3(E;x;V;B;) ! 0, asE! +1;
Ce(E;V:B;) ! 1>0;,asE! +1;
C/(E;v;B;) ! 1>0,asE! +1;
Cs(E;V;B; ) ! Cip() >0, ase! +1:

(3.6.18)

When s strictly convex in the strong sense with C? boundary, then
one can relate an upper bound for the real constari (kVkcz. ;kBkc:. ;)
(mentioned in Subsection 3.2.1) with constant€;; C,; sup,, Cs; Cg; C; and
Csg (see Subsections 3.6.4 and 3.6.5).

Remark 3.6.1. We remind that V is a C? continuation of V on R" and
that B 2 C}(R";A,(R)) is such that B B on D: Note that from (3.6.8)-
(3.6.15) it follows that Cy(V;B;D), C,(V;B;D), sup.,p C3(E; x; V;B;D),
Ce(E; V;B;D); C+(E; V;B;D) and Cg(E; V;B; D) depend only on ¥; B) and
D.

3.6.4 Properties of the rst component of the ow of
(3.6.2) at xed and su ciently large energy E

The following Proposition 3.6.1 gives an upper bound for living time for
solutions of (3.6.2) with energyE whenE is su ciently large.

Proposition 3.6.1. Let

E CuV:B:): (3.6.19)
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whereC; is de ned by (3.6.8). Let x :Jt ;t.[! be a solution of (3.6.2) with
energyE, wheret 2 R[flg . Then the following statement holdst ;t.
are nite and they satisfy the following estimate

50 .

et o

(3.6.20)

where () is de ned by (3.6.1).
A proof of Proposition 3.6.1 is given in Subsection 3.6.6.
For E  Cy(V;B; ) ( C,is dened by (3.6.8)) and for &;p) 2 Vg, we
de ne the real numberst, ., andt .., by
tiwp = supft>0j(tx;p)2 o (3.6.21)
infft< 0 (t;x;p)2 g (3.6.22)

t Xip

The following Proposition 3.6.2 gives, in particular, a one-to-one property
of the map' g de ned by (3.6.4).

Proposition 6.2. Let
E  max(Cy(V;B; ) ;Cu(V;B;)) ; (3.6.23)

where constantsC; and C, are de ned by (3.6.8) and (3.6.9). Let x 2 and
let py;p2 2 Q;El (de ned by (3.5.5)). Then the following estimate is valid :

J a(tnxsp) (e xip2) ] tava tovojj  Cajtave tovy; (3.6.24)

for (t1;t2) 2 [O;ts xp,[ [0;tsxp,[, Wherev; = ~2—; i = 1;2; and where

Cs = C3(E;x; V;B; ) is de ned by (3.6.10)
A proof of Proposition 3.6.2 is given in Subsection 3.6.7. We remind that

supCs(E;x;v;B; ) ! 0, asE! +1 (see (3.6.18)) (3.6.25)
X2

Taking account of (3.6.25) and the equality 1(0; x; p) = x for any (x;p) 2 Vg
and taking account of Proposition 3.6.2, we obtain that at xed and su ciently
large energyE the map' ¢ de ned by (3.6.4) is one-to-one and its range is
included in ( ) nf(x;x) jx2 g.

The following Proposition 3.6.3 is proved in Subsection 3.6.8.
Proposition 3.6.3. Assume that
E Cd\?’;B; ) ;
E & 1+4MO8)20°% +sup, V(x); (3.6.26)
min(Cs(E; V;B; ) ;C/(E; ;B )) >0,
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where C;; Cg and C; are de ned by (3.6.8), (3.6.13) and (3.6.14) Then the
map' £ de ned by (3.6.4) is a local C! di eomorphism at any point (t;x; p) 2
\ (JO;+1 [V g):

Now assume that is a bounded strictly convex (in the strong sense) open
domain of R" with C2? boundary. Let  be aC? de ning function for . For
E >c2+sup,, V(x); real constantCg(E; V' ;B; ) is de ned by (3.6.15) with
respect to
The following Proposition 3.6.4 gives a surjectivity property of the map
e de ned by (3.6.4) at xed and su ciently large energy E:

Proposition 3.6.4. Let
E Ch(V;B; ) ;
E @ 14 %002 (Vg;) 2 ()2 +sup,, V(X); (3.6.27)
min(Ce(E; V;B; ) ;C/(E; V;B; ) ;Ce(E; VB3 ) > O

whereC,; Cg; C; and Cg are de ned by (3.6.8), (3.6.13), (3.6.14)and (3.6.15)
Then ( ) nf(x;x) j x 2 g is included in the range of the map g
de ned by (3.6.4).

A proof of Proposition 3.6.4 is given in Subsection 3.6.9.

Taking account of Propositions 3.6.2, 3.6.3, 3.6.4, we obtain, in particular,
that at xed and su ciently large energy E the map' ¢ de ned by (3.6.4) is
a C! di eomorphism from \ (J0;+1 [V g) onto ( ) nf(x;x)jx2 @

Now we are ready to prove Properties (3.2.1) and (3.2.2).

3.6.5 Final part of the proof of Properties (3.2.1) and
(3.2.2)

Let p be a C? dening function for D, iie. p 2 C?*R"™R) and
D= ., 1 ;0), and @D= (f0Og), and for all x 2 @Dr p(x) 6
0 and the Hessian matrixHess p(x) of p at x satises the inequality
Hess p(x)(v;v) > O for all v 2 T,@D; vé O (where T,@D R" is the
tangent space of@Dat x 2 @D.

Let xo 2 D: For " > 0O; we de ne the open neighborhood - of D by

= fxo+ (1 + ")(X° Xxo)jx°2 Dg: Then - is also a bounded strictly
convex in the strong sense open domain Bff with C2 boundary and the map

.2 C3R™R)denedby .(X)= p(xo+ %2%); x 2 R"; is aC? de ning
function for -: In addition, note that

X2@-, Xo+ %7 2 @D;

I+
ro.(x)=@+" r pxo+ %2°); x2 RY
Hess .(x)=(1+ ") ?Hess p(Xo+ *72); x 2 R"; (3.6.28)

sup, . inffjx yjjy2Dg ="supfjx xjjx2Dg! 0
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Note also that -, L IFO<" <" g
Let E > c?+sup,,p V(X): Assume that

E > max(Cy(V;B;D);Cy(V;B;D));
sup, C3(E;x;V;B;D)< 1; (3.6.29)
min(Cs(E; V;B;D); C/(E; V;B;D);Cs(E; V;B;D)) > 0

where C;; C,; Cs; Cg, C; and Cg are de ned by (3.6.8), (3.6.9), (3.6.10),
(3.6.13), (3.6.14) and (3.6.15) (taking account of (3.6.18), we obtain that
E is su ciently large, then (3.6.29) is satis ed).
Let " > 0: We denote by - the open subset oR « R" de ned by

= f(tx;p) 2 R R" j8s 2 [0;t] 1(s;x;p) 2 -g; and we denote
by Ve.- the following smooth 2 1-dimensional submanifold oR?" Ver =
f(x;p) 2+ R"jjp = ry.e(x)g: From (3.6.28) and continuity of @V and
@OB for ; °2 (N[fOg)™jj 2j9 1 and from (3.6.8)-(3.6.15), it
follows that

Ci(v:B; )! C(V;B;D); as"! 0"; fori=1;2
supCs(E;x; V;B; +)! supCs(E;x;V;B;D); as"! 0';
X2 - x2D

Ci(E;V;B; «)! Ci(E;V;B;D); as"! 0'; fori =6;7;8:

Taking also account of (3.6.29) and Propositions 6.2, 6.3, 6.4, we obtain that
there exists"y > 0 such that

el V(0 +1 Vg o (txp) 7 (X 1t xp)); is a

C! di eomorphism from «\ (J0;+1 [V g~) onto ( - ONf(X; X) |

x 2 «gforany" 2]0;"o[:

(3.6.30)

Let d;92 D; qo 6 q: Let "; 2]0;"o[: From (3.6.30), it follows that there
exists an uniquep-, 2 Sgo;El and an unique positive real numbet-, such that
q=1(t,;;p,) and (t-,; p;p,) 2 -,: Consider the functionm 2 C?(R;R);
de ned by m(t) = p( 1(t;qo; p,)); t 2 R: Derivating twice m, we obtain

m(t) = Hess p( 1(t do; P,))(9( 2(t; Qo p1)): 9( 2(t; o P,))) (3.6.31)

i o(tgep)i2
# 1 A Cl‘;p ) r o 1(tdep,) F( 1(tgep,):

2(tdospy) F ( 2(tdospy); 9( 2(t 0o pry)))
j (ty ;"1).2 3=2
2 1+ ] 2 Qé)zp J

r o( 1(t0;p,) 2t Py);

+ 1

g( 2(t; dos p1)))

fort 2 R, whereg is the function de ned by (3.5.6) and denotes the usual
scalar product onR" (we used (3.5.1)). In addition, note that using the fact
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that p is aC? de ning function of D, we obtain that fort 2 R

1(0;p,) 2D, m(t) <0
1(t; qo;pr,) 2 @D, m(t) =0:

Assume that there exists some 2]0;t-, [ such that 1(s; t; p-,) 62D (i.e.
m(s) 0). Let s =supfs®2 [0;s]j 1(s®x;p-,) 2 Dg: Hence

1(So; @; pr,) 2 @D;(i.e. m(sp) = 0) ; (3.6.32)
m(t) O; fort 2 [0; So): (3.6.33)

The Taylor expansion ofm at sq is given by
m(t) = m(so)(t So) + %m(so)(t So)2+ o((t  sp)?); t2 R: (3.6.34)

Hence ifm(sp) < 0 then (3.6.34) contradicts (3.6.33). In addition, iim(sy) = 0;
then  2(So;®;P1) 2 T (soi0pr,) @D and from (3.6.32), (3.6.31), (3.5.2), and
the estimates (3.6.6),jo( 2(t;qo; p+,))j < ¢; and de nition (3.6.15), it follows
that m(sp) Cg(E;V; B;D) > 0 (we used (3.6.29)). Hence iin(sy) =
0; then m(sg) > 0; and (3.6.34) contradicts (3.6.33). We nally prove that
m(sp) > 0. Using also the equalitym(sg) = 0 ; we obtain that there exists"®> 0
such thatsg+"%< t., andm(sp+"9 > 0 which implies that 1(so+ "% ; p-,) 62
D: Then, due to sup, .inffjz z§j z°2 Dg! 0as" ! O, there exists
", 2]0;"4[ such that 1(sp+ "% p;p,) 62 -, and using also (3.6.30), we obtain
that there exists (p-,;t-,) 2 SgO;El 10;+1 [ such that (p-,;t-,) 6 (p-,;t-,) and
(t,;p;p,) 2 -,andq= 4(t-,; @; p-,); which contradicts unicity of (p-,; t-,):
We nally proved that

1(s; p; p,) 2 D for all s 2]0; t-,[: (3.6.35)
Now consider

to
ty

supft 2]0;+1 [j 1(S;;p,) 2 D for all s2]0;t]lg; (3.6.36)
infft2 Rj q(s;p;p,) 2 D forall s2 [t;t-,[g (3.6.37)

(using Proposition 6.1 and (3.6.29), we obtain that, and t; are real numbers
that satisfy t, t; @). Then for i = 1;2; the Taylor expansion ofm at t;
is given by

m(t) = m(t)(t )+ %m(ti)(t t)2+ o((t t)?); t2R: (3.6.38)

Hence ifm(t,) < O then (3.6.38) contradicts the fact that (s; o;p-,) 2 D for
all s 2 [0;t5[. In addition, if m(ty) = 0; then ,(t;qp;p,) 2 T l(tz;qo;p..l)@D
and from (3.6.32), (3.5.2), and the estimates (3.6.6)9( »(t; qo; p-,))j <c; and
de nition (3.6.15), it follows that m(t,) ?Cg(E;V;B;D) > 0 (we used



130 CHAPITRE 3. PROBL EMES INVERSES A ENERGIE FIX EE

(3.6.29)). Hence ifm(t,) = 0; then m(t,) > O; and (3.6.38) contradicts the
fact that 1(S;;p,) 2 D for all s 2 [O;t,[. We nally prove that m(t,) > O.
We similarly obtain the estimate m(t;) < 0. We proved that m(t,) > 0 and
m(ty) < O; i.e.
Gt a0 P j=t, N(ta) < 0;
£ HO =t ! ’ 3.6.39
%(t; Qo; Py)jt=t, N (t2) > 0; ( )
V= I oCadoipy) i —q.0.
where N (t;) o Cattaom ]’ i=1:2:
Statement (3.6.35) with (3.6.39) and (3.6.30) (with \ = ";") proves
(3.2.1) and (3.2.2).

3.6.6 Proof of Proposition 3.6.1

We denote —21__ by p(t) for t 2]t ;t.[:
1 %ﬁ
Let I(t) = %jx(t)jz; for t 2]t ;t.[: Derivating twice | and using (3.6.2),
we obtain

0 1
t)? 1 t
P(t) = p( 3(02 + g t2F @x(t);thzA x(t) (3.6.40)
1+ =5 1+ % 1+ %
p(t) x(t) p(t)
t) F @x(t); A
(1 + p(ct_z)z)g:ZlO() (t) 67“ "(5—22

for t 2]t ;t.[, where denotes the usual scalar product irR": From the
estimate 120 _ < ¢ t 2]t ;t, [; and from (3.6.40) and (3.5.2), it follows that

14 P()2
P
Ix@Oi(r VXO)j+ 45 o1 0 1By (X())]) | S
") ¢ 1 ks 2OUTEOR e B GO gor o
oz Y

c

which with (3.6.19) implies

P(t) (3.6.41)

¢
E:
fort 2]t ;t.[:

Let t;s Htzt.[; s t From (3.6.41) and the equalityl (t) = I(s) +
I{s)(t s)+ St s r()dd; itfollows that

L) 1(s) ILs)(t s)+§(t s)?: (3.6.42)

Using (3.6.1) and the estimatex(s)j < c¢; we obtain L(s) = x(s) x(s)
J X(S)jix(9)j c () : Using (3.6.1), we obtainl (t) [I(s) = %(jx(t)j2
ix(s)j?) () 2 From (3.6.42) and the two latter inequalities, it follows that
0 ()2 c()(t 9+ %(t s)?; which impliesthatt s (2" 2+2) <
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50 (therootsof () 2 ¢ () X+ SX2are(() =92 2 2)).Ast! .
ands! t , the latter inequality proves (3.6.20). Proposition 3.6.1 is proved.

3.6.7 Proof of Proposition 3.6.2

Throughout this Subsection, we denote by, (t) the point of R" de ned
by
xpi (1) = 1(t % Pi);
foranyt 2 Randi =1;2, where =( 1; »)isthe ow of the dierential
system (3.5.1).
From (3.5.1), it follows that
Z, Z
xpi () = X+ tvi+ a(pi + F(»xpi( ) xp())d)

0 0
g(p)) d (3.6.43)

fort 2 [0ty .xp [ @andi = 1;2; wheret, ., is de ned by (3.6.21) fori = 1;2:
From (3.6.43), it follows that

jtavi tovo)  (taita) o owpi(te)  xpo(t2)] J tave tavoj+ (0 ty;t2) (3.6.44)

where
Z ., Z
((tiitg) = gprt  F(xpi( )i xpu())d ) 9(p) d (3.6.45)
0 0
Z,, Z
. a(p2 + . F»xpa( )i xpo())d ) g(p2) d
for t1 2 [0ty .xp,[ and t, 2 [0;ty .xp,[. We shall look for an upper bound of
First case :v; Vv, 0: Using (3.5.8), we obtain that

Z, Z
. a(pi + i F(xpi( )i xp()d) o(p) d (3.6.46)
z t; Z 2! 1=2
n sup l+c?p+" F( xpi (S); xpi(8))ds
0 "2[0:1] 0

Z
o JF( x;pi(s); _X:Pi (S))Jde,

fori =1;2: From (3.6.6) and (3.6.20) and from the estimatgg( 2(S; X; pi))]
c, it follows that

Z
. JF( xp;i () xpi (8))jds

1 () (v:B7) .

- (3.6.47)
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for 2 [0;ti];i=1;2: Usingp; 2 Q;El and (3.6.47) and (3.6.23), we obtain
Z

P FCan (9 (s 5ty (0 (36.49
for" 2 [0;1]and 2 [0;;]: From (3.6.47), (3.6.48) and (3.6.46), it follows that
Zoti g(|oi+z0 F (o (9); p (D) a(m) d
N 2n%?c () (V;B7) ; (3.6.49)
E V(X

fori =1;2: Usingv; Vv, 0O, we obtain thatjvijs; j sivi  SpVvpj fori=1;2
and fors;  0; s, 0 Using this latter inequality and (3.6.45) and (3.6.49)

E V(x)
c2

2
and equality jvij=c 1 ; We obtain

(tyt)) 40 'n%2 () (V;B)) ree(X) fjtivi  tavy):

Second casev; Vv, O
From (3.6.45), it follows that

( tista) 1ty to) + o(ty; t); (3.6.50)
where
Z ., z
1ty t2) = glpr+  F( xp,( )i xp,( ))d) 9(p1) d (3.6.51)
2z . °z
2(ty;t2) = gpr+  F(xpa( )i xp:( ))d ) 9(p1) (3.6.52)
0 Z 0
a(p2 + . F(»xp( ) xp()d ) d(p2) d

An upper bound for 4(ty;t,): Using (3.6.51) and (3.5.8), we obtain that
Z

p_ . :
1(t1; to) n(ty to) JF( xp.(8); xp.(8))jds (3.6.53)
t2
2! 1=2
sup 1+c 2 pr+ " F( xp.(S); xp.(8))ds
"200:1] 0

2[0;tq]
In the same manner than in the rstcasey; v, 0), we obtain

2n*?c () (V;B;) .

i(tsty) (o) E V()

(3.6.54)
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Note that from jvij = jvoj andt;  0;i = 1;2, it follows that jvij(t; t3)
jtivi  tavpj. Using this latter inequality with (3.6.54), we obtain

20n°2 () (V;B;)

1(t1; o) ot () jtive  tovy (3.6.55)
V,E
' 2
(we use the equalityjv;j = ¢ 1 538 ),

An upper bound forR 2(t1;t2): Note that g (p; JhRO F>Oxpi( ) xp()d)
gj (pi): olr gj(pi + " 0 F( X:pi( );_X;pi( ))d ) 0 F( X;pi(S);_XZPi(S))dS d"

| Z., Z .,
H(t1t2) . 215( )d + . 22 ()d; (3.6.56)
where ,(ty;t2) =( 3(ty;t2);:::; 9(tg;tp)) and
Z, z
215( )= rgpc+" F(»xp( )i xp( D) 1 g (3.6.57)
z ° 0 z
(p2+ " F( xp( )i xpo())d) F( xp.(8); xp.(s))dsd” ;
o 5 ) ~ 0
22i( )= rg(p+" F( xpa( )i xpo( ))d ) (3.6.58)
7 0 0
. [F( xp:(S); xp:i(8)  F( xp,(8); xp,(S))] dsd"

for 2 [0;tp)]Jandj =1:::n:

We rst look for an upper bound for ,.4;( ). Sincev; v,  0; we obtain
pr p. 0. Using this latter inequality and the equality p? = p3, we obtain
that

q
ipi+(@ pi= i+ )2 (1 )p P

9 2 1. . Trge(X)
22+ (1 )P} p—QJmJ:—%—: (3.6.59)

forany 2 [0;1]
From (3.6.47) and (3.6.59) and (3.6.23), it follows that
Z

p1+(1 )p2 + F(»xp( ) xpa())d +(2 )

Y4 0 N
0 F( Xipz( );_x;pz( ))d j p1+(1 )pZJ 10n () C(V,B, )

1
Porve); (3.6.60)
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for ; 2 [0;1]: From (3.5.1), it follows that
z

pi ()= 9(pi + . F(>xpi () xp())d)

for 2 [0;ti]; i =1;2: Using this latter equality and (3.5.8), we obtain

() () Z (3.6.61)
PRsup 1+cpi+@ Ip+  F(pa( )i pe( )
2[0:1] 0
1=2
1) F(pa( ) e ) P2

0z
P P2t . (FCxpr( ) 2pa () FCxipa( ) xipo())) D]

for 2 [0;ty]:
Note that from (3.6.7) and the inequalityj .,,( )j ¢, it follows that
JFCxpr( )i 2pr( ) FCxpa( )i xip ()] (3.6.62)

02 (VB xn) i+ () e )

for 2 [0;ty]:
Using (3.6.60)-(3.6.62), we obtain
. PRz h . _
jxpi( ) xp( )i ———— jp pj+ n*P (V3B ) (3.6.63)
7 E V() 7

. . 1 ) )
2 oxpa() xpz()jd + c Jxpi () xpo()id ;
0 0

for 2 [0;ty]:
We shall use the following Gronwall's lemma.
Gronwall's lemma. Leta> Oandlet 2 C([0;a];[0;+d [) be a conti-

nuous map and letA;B 2 [0;+1 [ be such that (t) A+ B (; (s)ds for all
t 2 [0;a]: Then (t) AeB for all t 2 [0;a]:

Taking account of (3.6.63), Gronwall's lemma and (3.6.20), we obtain that

2Pz h

s : 3=2 -
E Ve jpr  p2j +2n (V;B; ) (3.6.64)

Joepa () xpo ()

10°2 () n2 (v:B)

o J x;pl( ) X;pz( )jd e E V(x)

for 2 [0;ty]:
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From (3.5.9) and (3.6.57), it follows that

6%1%)1 ) . (3.6.65)
< sup 1+ 2 p1+(1 )p2 + F(» xp.( )5 xpa())d
0 2[0:1] 0
Z 2! 1
+ (1 ) F( xpo( )i sxipo())d
°z
jpr p2t” . (F(xpi( )i xpa () FCxpa()r xpo(0))) d ]
Z

. JF( xp1(S); xp,(8))jdsd™;

for 2 [0;ty]:
From (3.6.6) and the estimatej _.,,(S)] ¢, it follows that
Z
JF( xp1(9); xpi(8))ids  2n (VB3 ) (3.6.66)
0
for 2 [0;ty]:

From (3.6.65), (3.6.60), (3.6.66) and (3.6.62) and (3.6.64), it follows that

48n332c% (V;B;)

‘. : Phc _ -
2 J X;pl( ) x;pz( )Jd + ——— jp1 o] +2n¥F (V;B; )
z Z E V()
> 10 2 n2 (v:B
j X;pl( ) x;p2( )Jd ds e : (I; V(x() :
0 0
for 2 [0;to]:

From jvqj = jvpj and t,  tq; it follows that jvi; Vo] ] vi Wity
jtivi  tovyj; for 2 [O;ty]: Note that using these latter estimates angh, 2 Q;El;
I =1;2, we obtain

. . E V(x). ,
P P2l T()Jtlw tovo); (3.6.68)

for 2 [0;ty]: R R R
Using (3.6.68), the estimate , Osj xpr( ) xpo()jd ds o) xp()
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«p,( )jid and =Y (due to (3.6.20)) and (3.6.67), we obtain
|
p .

10 2n? V;B; 1077 () 2 (vim)
215 () 1+ E()V((x) ) e E v(x)
48n%2c (VB ) . :
E V() Jtiva - oV | (3.6.69)

7 !
483c2 () (VB ) 2™ . :

X;P1 X;p2 d
+ (E  V(x))? . I xpa () pa( )]

for 2 [0;ty]:

We look for an upper bound for ,.,;( ); 2 [0;ty]; de ned by (3.6.58).
Using (3.6.58), (3.5.7), and (3.6.48), and using (3.6.62), (3.6.64) and (3.6.68),
we obtain

p_ 2 . D P n2 . !
N 10 2n° () (V;B;) elo 2 0 (v:5:)

E V()

z
4n3=2cz (V;B;) . .
- - d 3.6.70
E V(X) 0 J X,pl( ) X,pz( )J ( )

22n’c (V;B; ) 10200 e .
+ e E V() Jtivi - tavy);
E V()

2,25 ( ) 1

for 2 [0;ty]: R R
Note also that from (3.6.44), it follows that | j xp,( )  xp,( )id 0
(; )d + ;jvl V,j; for 2 [0; t5]: Hence using also % (due to (3.6.20))
and jvi vy | tivi  tovy), we obtain
z Z
5(0)

J xp( ) xpo()id (5 )d + > javi - tavoj;  (3.6.71)
0 0 C

for 2 [0tz Ngte that t, 20 and note that from positiveness of it

Cc

follows that 52 o (3 )dd ts Otz ( ; )d: Hence using (3.6.71), we
obtain
z,2

2 2
0 J x;pl( ) X;pz( )jd d ( : )d + 25 ()

C o 2c?

jtivi - tavy;
(3.6.72)

0

for 2 [0;ty]:
Combining (3.6.50), (3.6.55), (3.6.69), (3.6.70) and (3.6.72), we obtain

z.,
((tt))  Ca(E;x VBT ) jtavi tavoj + €G(E; X VB3 ) (5 )d;
(3.6.73)
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for t1 2 [0;ty .xp, [ @nd ty 2 [O;ty xp,[, 1tz and whereC, and Cs are de ned
by (3.6.11) and (3.6.12).
Let t; 2 [Ojtyxp,[ @nd t; 2 [O;ts xp,[, ta to: Estimates (3.6.73) and
Vi Vol tivi tovyj; t,; give in particular
Z
() Citivi tavgj+cG (; )d (3.6.74)
0
for 2 [0;t,]: Using (3.6.74) and using Gronwall's lemma (formulated above)
and U we obtain

( ; ) C465 0 Csjt]_Vl t2V2j; (3675)

for 2 [0;ty]:
Using (3.6.75) and (3.6.73) andt, °0 " we obtain ( ti;t,)

Ca(E;x; V5B ) jtava tovo); for ty 2 [Ojte xp, [ @and tz 2 [0ty xp, [t o
Proposition 3.6.2 is proved.

3.6.8 Proof of Proposition 3.6.3

We shall work in local coordinates. We consider the following in nitely

smooth parametrizations ofS" 1; ; :B, 1(0;1)! S" % i=1:::n;dened
by
gi (w) = g (3.6.76)
_Pi
5 Wl,,WI 1’ 1 |nzllW|2;W|;...;Wn 1 ; if 1 i n 1’
> q
whiioown g "w? o ifi=n

Let (to;Xo;p0) 2\ (10;+1 [V &); po=(pg::::;0): Then (t; Xo; po) 2
forallt 2 [O;tg]: As is an open subset ofR R" R", there exists" > 0 such
that f(t;x;p) 2R R" R"j "<t<t o+"; max(jx Xoj;jp Paj) <"9
We denote byB (xo;") the Euclidean open ball ofR" of centerx, and radius
" Let (U; ) be an in nitely smooth parametrization of an open neighborhood
ofjg—gj in S % andk =1 :::n such that

U is an open subset oB,, 1(0; 1); (3.6.77)
i pol; (3.6.78)
if pS>o0then (w)= | (w)forall w2 U; (3.6.79)

GXrye(®) (W) 2 ;for(w;t;x)2U ] "to+ "[ B(Xe;"): (3.6.80)
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ConsiderQ 2 C1(] "jto+ "[ B(Xo;") U;) dened by

Qtx;w) = a(tEXirye(x) (W); (Ex;w) 2] "to+ "[ B(xg;") U;
(3.6.81)
where =( 1; »,)Iisthe ow of the di erential system (3.5.1). Let wp 2 U be
such that (wo) = £ We shall prove that (; Q(to Xo; Wo): @Vf(to XoiWo): 1t
@W —@Q (t:Xo; Wp)) is a basis ofR":
Note that from (3.6.2), it follows that
Z t
QLXW) = X+ 19(ryel) W)+ 9 fyel) (W) (36:82)
Z
+ . F(Q(S,X,W),@SSaX,W))dS g(ry () (w)) d;

forw2 U and (t;x) 2] "to+ "[ B(Xo;") (whereg; ry. and F are de ned
by (3.5.6), (3.5.4) and (3.5.3)).

We shall prove (3.6.84).

Using (3.6.82) we obtain

@R = Wiy et) )+ G o) ) (36.89
+ F(Q(s;x;w);%gs;x;w))ds I(ree(x) (W) ;
0

for w2 U and (x) 2] "jto+ "[ B(Xo;"): Combining (3.6.83), (3.6.26),
(3.5.8), (3.6.6) and estimate§ 2t x;w)j ¢;t = it follows that

4n332¢z (V;B;)
E V()

@
Slxw) olre(0 W) t (3.6.84)
forw2 U and (t;x) 2 [O;to+ "[ B(Xo;"):

We shall prove (3.6.95). Leti = 1:::n 1 Let X; 2 C(] "to+
"[ B(Xo;") U;R") be de ned by

X0
@F ?S X; W)),wa(sxm@ (s x;w) (3.6.85)
L et @w

@&(Q(s X; W); yc)Jyo_ 99(sxw) gg' (s;%; W)

Xij(s;x;w)=

for j = 1:::n; (s;x;w) 2] "ito+ "[ B(Xe;") U; and where X; =
XL XM and Q2 CY] "ito+ "[ B(Xe;") U;R)is de ned by

Qsixiw) = ol o(SixiMg () W)= Blsxw;  (3686)

for (s;x;w) 2] "to+ "[ B(Xo;") U:
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From (3.6.5), and (3.5.3), it follows that

(e i - P- @Q . . 1 @
IXi(x;w))j (V;B;)n 2 n @?(,x,w) +cC @V(,x,w)
(3.6.87)
for (;x;w) 2] "to+"[ B(Xe;") Ut
We shall estipateQ: Note that from (3.6.2), it follows that Qi(s; x; w) =
g(rye(®) W)+ SFQGxw);Q(xw))d ); for (s; x;w) 2] "t +
"[ B(Xo;") U and| = 1:::n: From this latter equality and (3.6.85), it

follows that
Z

%(s;x;w): ro ree(X) (w)+ F(Q(;x;w);
Z,
Q(;x;w))d I'V;E(X)%V(W)+ . Xi(;x;w)d

for (s;x;w) 2] ";to+ "[ B(Xp;") U:Hence

@ @

—=(S;XW)  rg e ()r g(rge(X) (W)  —==(w) (3.6.88)
@w Z. @w
ree(X) 1g rgelXx) (w)+ F(Q(;x;w);

0
.- @
QLix;w)d 1 g rge(x) (W) @(W)
Z
S

trg ree) W+ o FQEGXwW) Q> xw))d

Z . 0

Xi(;x;w)d
0
forj =1:::nand (s;x;w) 2] "to+"[ B(Xe;") U:We estimate the second
term of the sum on the right-hand side of (3.6.88) by using (3.5.7), (3.6.6),
(3.6.26) ands  >1; and (3.6.87). We estimate the rst term of the sum
on the right-hand side of (’31?6.88) by using (3.5.9) and (3.6.6), (3.6.26) and
s 2U.;and the estimate ; F(Q(;xw );Q(;x;w))d  2n (V;B; ) s;
for (s;x;w) 2] "to+ "[ B(Xo;") U:We obtain

%v(s;x;w) rEVE(:)) %v(w) o’ (V:B;) 1P n+1

_ Z
reeX) @, .. 2 (V:B;) P h S @
' . —1(; X d
E V(X Tt T V(x) 0 @VCV% )

1
p— Zs
2 n+ct

r\7‘;E(X) @ A -
E V(0 @v(w) d 2

CON
@v(’x’w)

0
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for (s;x;w) 2 [0;to + "[ B(Xo;") U (note that E2X) l@.(w)
1Y ) ) @W

2
= 1g(rye() W) g _,.0).
From Gronwall's lemma (formulated in Subsection 3.6.7) antgh+ "
it follows that

50 .

C b

@R, el @ 202 (V3B;) o0 eyt
Z
- r\“/;E(X) @ p— s @ .
c 12pn+1 v @W(W) s+2 n . —@\}Cv%,x,w) d

for (s;x;w) 2 [O;to+ "[ B(Xo;") U: R

From (3.6.86), it follows that Q(s; x; w) = X-II-EQ OS Q(;x;w )d; for (s;x;w)
2 [0to+ "[ B(Xo;") U:HenceZ2(six;w)= & (;x;w)d; for (s;x;w)
2 [0;to+ "[ B(Xp;") U:This latter equality and (3.6.89) imply

@Q_. . ree(X) @ 2c°n®2 (V;B; )
@?(s,x,w) ————(W)s

E V) @W E V(X)
2

(3.6.90)

C
00 (viB) 32 _ ry.g(X s?
e E v c 1P n+1 vie®) @.(w)—
V(x) @w 2

Z . Z
p_° @
2 —ixw) dd
e n 0 0 @\B W)
for (s;x:w) 2 [O;to+ "[ B(Xo:") U:
Note that
Z . Z 7
) @Q .. s @Q
- @—V%,x,w) dd s . @—\Ev?(,x,w) d (3.6.91)
Z
5 () S @ o rv;E(x) @
C o0 @v(a(,x,w) E—Z(X)@V(W) d

See) () @ s?.
+ ¢ E vk @-(W) >

P . n T n 5()
for (s;x;w) 2 [O;to+ "[ B(Xo;") U (we used thatty + )
Let

10 () (v;B ) n372

CAE;x;V;B; )=20 cn®* (V;B;) () e Evoo (3.6.92)
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10 () (v:B) n332
CAE;x;V;B;) = 2 c22n3=2 (V;B;)e EVv® (3.993)
p_
a4 1P a1 e | 10ve() 0 () 5;
E V(X ¢ E YW
cQEx v;B)
CIE;x;V;B;) = CUE;x;V;B;)e Evw ; (3.6.94)
forx 2 .

From (3.6.90)-(3.6.94) and Gronwall's lemma (formulated in Subsection
3.6.7), it follows that

@qQ.... vel®) @ CYE;xVB;) @ &
@—\)%s,x,w) £ ve) @v(w)s E V() @W(w) 0
(3.6.95)

for (s;x;w) 2 [O;to+ "[ B(Xp;") U:

Now we assume without loss of generality that the integde in (3.6.78) is
n, and pg > 0: We remind that wp 2 U is de ned by (wp) = 12—8, We shall
prove (3.6.101).

From (3.6.79), it follows that

@ Wo
— (W) = — e, 3.6.96
@W( 0) S pmen ( )
. @ . P_——
j@}v(wo)j 1+ n; (3.6.97)
forl = 1:::n 1 and where &;:::;¢&,) is the canonical basis oR" and
Wo = (W3;:::;wg 1) (for (3.6.97), we used the estimate]% n 2 which

implies that 1 j woj? 3 and we usedwpj j Woj < 1;1=1:::n 1andwe
used (3.6.96)). In addition, using (3.6.96), we obtain

Xt e, .
J I@V(WO)J I GETRSSE) | (3.6.98)

Using the fact that (wp) 2 S ! is orthogonal to %(Wo); l=1:::n 1
and using (3.6.98), we obtain

. X' e, X!
j 1 (wp)+ |+1@V(WO)J= 24 I+1

1=1

1=2

o<

i
I=1
(3.6.99)

o (o
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Note that
X 1
@tto,Xo,Wo)+ 3 |+1@Vto;xo;wo) (3.6.100)
X* | Cree(oto @

19(ry £ (Xo) (Wo)) + ~ " E Vixo) @W(to,Xo,Wo)

[T @@tto,xo,Wo) g(ry.g (Xo) (wo))
X1 o t

for (¢ ) 2R

We estimate the rst term on the right-hand side of (3.6.100) by using

(3.6.99) (note that g(ry.c(Xo) (Wo)) = CEr"\f(S;O) (Wp)). We estimate the se-

cond term and third term on the right-hand side of (3.6.100) by using (3.6.84)
and (3.6.95) and (3.6.97). Using also the estimatg >, we nally obtain

X1 X1 cry .- (X)C
(@@tthXO,WO)-I- - |+1 gw tO,XO,Wo) J 1j‘cp:gﬁ6+t0 - J |+ljpﬁ(EYE(\7)’(X7)) a
(3.6.101)
for( 1;:::; n) 2 R": This Iatter inequality and (3.6.26) andty > 0 imply that
the family @Q(to, xo,wo) (to,xo,wo) """ @% —=="(1p; Xo; Wo) Iis free. Then
using inverse function theorem it follows that e is a localC! di eomorphism
at (to; Xo; Po):

Proposition 3.6.3 is proved.

3.6.9 Proof of Proposition 3.6.4

Before proving Proposition 3.6.4, we shall rst prove the following Lemma
3.6.1.

Lemma 3.6.1. Assume that
E  CuV;B;) ;

Co(E:V B ) >0 (3.6.102)
whereC; and Cg are de ned by (3.6.8) and (3.6.15)
letx2 andp2 S} Then
2(t+ Xip 3 X5 p) N ( 1(t+ X;p X5 p)) > O; (36103)

wheret, .., is de ned by (3.6.21)and = ( 1; »)isthe ow of the di erential
system(3.5.1), and whereN (y) denotes the unit outward normal vector of®
aty2 @ ( denotes the usual scalar product oR").
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Proof of Lemma 3.6.1. Consider the functionm 2 C?(R;R) de ned by
m(t)=  ( i(tx;p)); t2 R; (3.6.104)

where is aC? de ning function for (see de nition of Cg, (3.6.15)). Deri-
vating twice (3.6.104) and using (3.5.1), we obtain

m(t) = Hess ( 1(tx;p))(9( 2(tx;p));9( 2(t;x;p))) (3.6.105)

: Ny 1=2
o1 LEEXPIE T Cxp)) B

2tx;p) F( u(txp);al 2t p)))
2 1+ z(t:>;;|o)i2 ¥
r (1txp)) 2t X p);

for t 2 R and whereg is the function de ned by (3.5.6). The Taylor expansion
of m at t, ., iS given by

a( 2(t;x;p)))

m(t) = m(ts xp)(t thp) + %m(tﬂx;p)(t o)+ O((1 teip)?)s L2 R

(3.6.106)

and we recall that
1ty xp; X;P) 2 @ ;5 (i.e. m(ty xp) =0); (3.6.107)
m(t) O; fort2 [0;t, xp]: (3.6.108)

Hence ifm(t, x,;,) < O then (3.6.106) contradicts (3.6.108). Im(t,..,) = 0;
then o(ts xp:XiP) 2 T (¢, p xp) @ @nd from (3.6.105), (3.6.107), (3.5.2), and
the estimates (3.6.6)jg( 2(t;x;p))j < c; and de nition (3.6.15), it follows that
M(t:wp) CCg(E;V;B;D) > 0 (we used (3.6.29)). Hence ifi(t+ xp) = 0;
then m(t, ..,) > 0; and (3.6.106) contradicts (3.6.108).

We nally prove that m(ts.x,) > O.

Lemma 3.6.1 is proved. O

Now we are ready to prove Proposition 3.6.4.
Letx2 .As n 2;the set nfxgis connected and we shall prove that
the set

Ay = fy2 nfxgjthere existsp2 S;;El andt> 0 such that (t;x;p) 2
and 1(t;x;p) = yg

is a closed and open nonempty subset ofnfxg (where = ( 1; ) is the
di erential ow of (3.5.1)). Then we will have A, = nfxg; which will prove
Proposition 3.6.4.
Note that A, is nonempty since forp 2 Q;El, O;x;p) 2 and %(t;x;
Pitzo = 9(p) & 0: Hence there exists' > 0 such that (;x;p) 2 and
1("x;p) 6 1(0;x;p) = x:
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Note also that A, is an open subset of nfxg: Let y 2 A4. Then there
existsp 2 S;El andt > 0 such that (t;x;p) 2 and (t;x;p) = y: From
(3.6.27) and Proposition 3.6.3, it follows, in particular, that there exists an
open neighborhoodJ nfxg of y such thatU  Ay:

It remains to prove that A, is a closed subset of nfxg. Consider a se-
guence i) of points of nfxgwhich convergestosomg?2 nfxgask! +1:
For eachk, there existspy 2 SQ;El and ty > 0 such that (tx;x;px) 2 and

1(tk; X k) = Yk (3.6.109)

From Proposition 3.6.1, it follows thatty 2 [0; %] for all k. Using compact-
ness of [O%] and compactness oSQ;El, we can assume thatt¢) converges
to somet 2 [0; %] and that (px) converges to some 2 S}Q;El: Using (3.6.109)
and continuity of 1, we obtain
y= lim yo= lim (t;x;pe) = 1(6 % p): (3.6.110)
k! +1 kI +1

Note that t > O sincey 6 x: Let s 2 [0;t[: Then using thatt, ! task! +1 ;
we obtain that there exists a rankNg such that s <t for k  Ng: Hence
(s;ix;pk) 2 for k Nsand, in particular, 1(s;x;pk) 2 for k Ng: Hence
we obtain that

1(S;X;p) = I(I!irr+|1 1(s;x;pk) 2 ; fors2 [O;t[: (3.6.111)

Using Lemma 3.6.1 with (3.6.110)y 2 ) and (3.6.111), we obtain that
(tx;p)2 \ J0;+1 [f xg S;;El and (t;x;p) = y: Hencey 2 A,:
Proposition 3.6.4 is proved.

3.7 Compément

Dans cette Section, on compekte l'article [Jol07b] en rajoutant des preuves
de esultats non cemontes dans [Jol07Db].

3.7.1 Preuve des formules (3.3.9)(3.3.10)

On ne va cemontrer que (3.3.10), legalie (3.3.9) se cemontrant de la
méme manere. On omet les indices ;g de s(E;:;:) ceni au cebut de la
Section 2, et deko(E;:;:) et k(E;:;:) cenis par (3.3.1); et Sy designera
esormais l'action eduite ¢k nie par (3.3.6) et que I'on a noe auparavant
SoV;A;E *

De (3.5.1), on ceduit que €t = g( ;) 2 C*(R R" R") et que

Q%lt(t;:;ko(E;:;X))j = £‘?9( 2)(t 55 Ko(E; 55 X))j (3.7.1)
i | Zt

1(t; 5 ko(E; 5x)) =+ . g( 2(s; ; ko(E; ;x)))ds; (3.7.2)
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pourtoutt2 Rettousx =(Xq;:::;%,)2D; =( 1;:::;, 0)2D;x6 ; a
=( 1, ) cesigne le ot de (3.5.1).
De (3.7.2), il vient
Z

@ '@

— a(t; 5 ko(E; 53 x)j = &+ — S; ;1 ko(E; 15 x)) ds

@ 1(t; 5 Ko )i =& @ 9( 2)(s; 1 ko( )i
pourtoutt2 Ret ;x 2D; 6 x; al(ey;::;€,) estla base canonique dBR":
Ainsi pour tous ;x 2 D; 6 x l'application, qui associea un eelt le vecteur
deR" @ 1(t; 5 ko(E; 3 X)) , est de classe€€! et

gf@(p@, 1(t 5 ko(Es 55 x)); ) = @g( 2)(t; 5 Ko(E; 55 X));
_ @@1 oy :
= @l@(t i ko(E; X)) 5 t 2 R:(3.7.3)

En cerivant  1(S(E; ;x); ; ko(E; ;X)) = x par rapporta ;; on obtient
que

0= @ 1(t 55 ko(E; 55 X)); +—(E, , ) (S(E, 1 X); 5 Ko(E; 3%));
! jt=s(E; ;x i
fesE (3.7.4)

pour tout ;x 2 D; 6 Xx:

Soient ;x 2 D; 6 x: De (3.3.6), on obtient

BE (X)) = P(S(E; 1X); 5 ko(Es X)) GE(S(E: 5X); 5 ko(E; ;X))

@'s(E--x) 0 @ @1
+ SETIP 5 ko(E; X)) @( (t,  ko(E; : ,x»), dt:

(3.7.5)
En utilisant (3.7.3) et en inegrant par partie, on obtient :
I:‘)S(E;:X) . . @
0 P(t ; ko(E; %)) (% (t 15 ko(E; 15 x))); dt
= P(s(E; ;x); ; ko(E; ;X)) ( @ 165 Ko(E;5X)j ie=t(e: i) (3.7.6)

P, (o ko(E x))

al P(O, ,ko(E, ,X)) = (P1(0; ,ko(E, X)) Pa(0; ;s ko(E; 5x))) (on a
utilie legalie  1(0; 2k9= & 92 R"etk®2 R” pour obtenir
2 (055 ko(E; 5 X)) = €).

En utilisant (3.7.4)-(3.7.6), on a

%E (;x) =  Pi0; ; ko(E; ;%)) (3.7.7)
I Z s(E; ;x)
.+ @@lP(t,  Ko(E; 35 X)) %lt( » ko(E; 5x))
@P

@t(t; ; Ko(E; ;%)) (—@? 1(t; 5 ko(E; 55 x)); ) dtt:
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De (3.3.4), 0n a
@ @

—P(t; 5 ko(E; 15 X)), @(t; ; ko(E; 5x))
%?t; ; ko(E; ;%)) (@@? 1(t 5 ko(E 5 X)) ) =
—@H(P(t; 5 ko(E; X)) 1t 55 ko(E; 5 X)) 5 (3.7.8)

pour tout t 2 [0;S(E; ;x)]; au H est 'Hamiltonien ce ni au cebut de la
sous-section 3.3.2. On remarque que

H(P(t; Sko(E; %x)); 1t Sko(E; %x)) = E; (3.7.9)
pourtoutt 2 R; °2 D; %6 x: De (3.7.7)-(3.7.9), on obtient
@

E(ix) = PiO; ; ko(E; 5x)); (3.7.10)

ce qui, avec (3.3.5), implique (3.3.10).

3.7.2 Preuve de la Proposition 3.3.2

Dans cette sous-section p designe une fonction ¢ nissante deD, i.e.
p 2 C3(R;R), D= ' 1 ;0); @D= ,(f0g); et pour tout x°2 @D

r o(x9 6 0 et la matrice Hessienne de 5 au point x° noee Hess p(x9,
erie liregalie  Hess p(x9(v;v) > 0 pour tout v 2 T,o@D; v6 0 (a
T, o@D R" est 'espace vectoriel tangenta@ Dau point x°2 @D).

Fixons x 2 D: Avant de cemontrer la Proposition 3.3.2, on cemontre le
Lemme 3.7.1 ci-dessous.

Pour v 2 S" ! on notes,(v) le nombre eel strictement regatif ce ni par

Sx(V) =supfs< 0j 4(s;x; re(x)v) 2 @y (3.7.11)

a =( 1; ) estle otde (3.5.1), et as I'on note cesormais parrg le eel
rv.e B ni au tout cebut de la sous-section 3.3.1.

Lemme 3.7.1. L'application s, est de classeC! sur " 1. De plus on a :

@
@t

pour toutv2 S" 1, a1 cesigne le produit scalaire usuel suR".

x(V) =1 p( asx(v);x; re(X)v)) X re(X)V)j=s,v) < 0; (3.7.12)

Preuve du Lemme 3.7.1L'estinree (3.7.12) vient de la Propree (3.2.1). La
continuie de s, vient alors de (3.7.12) et de la continuie de ;: En utilisanta
nouveau (3.7.12) eta I'aide du treoeme des fonctions implicites, on obtient que
s, est de classe€C! sur S" ! (on applique le teoeme des fonctions implicites
a la fonction m(s;v) = p( 1(S;x; re(x)v));s2 R;v2 S 1), ]
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Bemontrons la Proposition 3.3.2. On omet l'indicey .
Par le Lemme 3.2.1, l'application ¢ estC! sur @D D: L'application g
est un C! dieomorphisme de @Dsur S" ! : l'application gy : S" 1! @D
e nie par
Ex(V) = 1(sx(V);x; re(x)v); v2 " 1 (3.7.13)

est de class€? surS" * (car 12 C}(R R" R";R") et on utilise aussi le
Lemme 3.7.1) et g, est l'inverse de gy:

Il reste a cemontrer que g« peserve l'orientation (ce qui prouvera
que g peserve aussi l'orientation). Nous aurons besoin des fonctions 2
C{([0;1] S LRM et p 2 CY(0;1] (Dnfxg);R) ¢k nies par :

("v)= 1("sx(V);x; re(X)v); "2[0;1]; v2S t; (3.7.14)
o(iy) = o o JEYX

On remarque que de la ¢k nition des, et de (3.2.1), on a

X K(E;y;X)); " 2]0;1]; y 2 Dnfxg: (3.7.15)

( ";v) 2 Dnfxg; (3.7.16)

pour tous" 2]0;1] etv2 S

Soitvg 2 S" Y et U un ouvert deR" et : U ! S 1 une pa-
rametrisation lisse de S” ! dans un voisinage ouvert de/, et qui respecte
lorientation de S" * (i.e. det( (wW); S(W);:::;52—(w)) > O pour tout
w 2 U). Il s'agit de cemontrer

det 1y o0y e <W»:@% ()35 5 e (W) >0

(3.7.17)
pourw 2 U:
En utilisant (3.7.16), on ¢k nit I'application J 2 C(]0;1] U;R) par

D e (5 ()

J(w)y=det 1y p("Y)y=( W) Bw
(3.7.18)

JLw)=det 1y p(Viy= e (W));@—@;DN Ex ( (W));:::;ﬂ1 ex( (W)

@w
(3.7.19)

continuie de J, il sut de montrer J(";w) 6 O pour tous " 2]0;1]; w 2 U, et
de montrer que pour toutw 2 U, J(";w) > 0 pour" 2]0; 1] assez petit.
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Demontrons tout d'abord (3.7.19). De la c nition de s(E;y;x) et
k(E;y; X), on obtient

1( S(E;y;x); % K(E;y;x) = y; (3.7.20)

pour tout y 2 Dnfxg: En utilisant (3.7.20) et (3.7.15) on obtient p(1;y) =
p(Y); y 2 Dnfxg: Ainsi, en utilisant (3.7.18) et en remarquant que (Lv) =
e (V) pour tout v2 S" 1, on obtient (3.7.19).
Demontrons que J(";w) 6 O pour tous " 2]0;1]; w 2 U; ce qui revienta
cemontrer que lesn vecteurs deR"

Cl(";W) = 7T y D(";y)jy:( "(w)) (3721)
Cia(hw) = @_C%v o(w));j=1in 1 (3.7.22)

sont lireairement incependants pour tous" 2]0;1] etw 2 U (C,(";w), m =
1:::n; sont les colonnes dé("; w)). Pour cela , on cemontre tout d'abord que

" 2]0;1] etw 2 U; puis on cemontre que le vecteurC,("; w) est non nul et
orthogonala Cj.1 (";w) pourtousj =1:::n 1;" 2]0;1] etw 2 U.
Soit" 2]0; 1]: On remarque que

K(E;Y; X)jy=( = wy = TFe(X) (w); w2 U: (3.7.23)

En cerivant (3.7.23) par rapporta w;;i=1:::n 1; on obtient

CMEY X o W)= (0 oW w2 U

@W , j=1l:n
(3.7.24)
al cesigne le produit scalaire usuel suR". Soitw 2 U. Comme
(%(w))iﬂ;:n 1 est une famille libre de vecteurs d&", (3.7.24) prouve que
(Cisr (";W))iz1 o 1= (@—% (" (W))i=1-n 1 €st une famille libre de vecteurs
deR".
De (3.7.14) et (3.7.15) et de la & nition des, et des proprees de p,ona
(", (" W)= p( 1(sx( (W);x; re(x) (w))=0;pourtous” 2]0;1];
w 2 U. Ainsi en cerivant cetteegalie par rapporta w;;j =1:::n 1 et par
rapporta ", on obtient

0= 2 (" W)= Gtw) Caiw)  (37.25)

@w

¢ "% (w); (3.7.26)

pour tous w = (Wwq;::i;wW, 1), " 2]0;1); ) = 1:::n 1. Legalie (3.7.25)
montre que C; est orthogonala Cj.1;j = 1:::n 1; donc, il nous restea
cemontrer que Cy(";w) 6 0 pour tous " 2]0; 1] et tousw 2 U:
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De (3.7.21), (3.7.15) et (3.7.26), on a

Ciliw) 2 W) = 2ol (5 ) oY)t
= @@.. oY)y = (w; (3.7.27)
pour tous " 2]0;1]; w 2 U.
De (3.7.15), on ceduit
ooty = TEXH 37.29
r ol 1 s(E;"y;X);X; K(E;y;X))) @@Sl(s;x; K(E;Y; X))o stewo;
pour tous " 2]0; 1], y 2 Dnfxg: De (3.7.28) et (3.7.12), on a
2ot = (< o (3.7.29)

pour " 2]0;1]; w2 U, @  est ce ni par (3.7.12). De (3.7.29) et (3.7.27), on
obtient que C,(";w) 6 O, pour tous " 2]0;1]; w 2 U:

Finalement on a monte queJ(";w) 6 O pour tous " 2]0;1] etw 2 U.
Maintenant cemontrons qua w 2 U », J(";w) > 0 pour" 2]0; 1] su sam-
ment petit. Fixons w 2 U: On note r2 (x) le eel

re (x
rd(x) = q%:
1+ I’E(X)z
CZ

On a lesegalies suivantes que I'on cemontre plus bas :

@, vl w0 @ @
ou( " W= TR0 SRS (W) (W) sl (W) gw) + o)

(3.7.30)
pourtousi=1:::n let"! 0O°;
2
@p,, 1 x
@;( Y iy=( " wy) = S4 r(g(()\(l\)l)) i(w) (3.7.31)
+Wr p( 1(sx( (W) x; re(x) (w))) , ;
@—jl(s ( (W)); % Kk); ( i(W)) (W). + o(1)°;
@k X Ay R)jk= re(x) (w) € i - )

j=1:n
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pourtousi =1:::net"! 0" a (e:::;€e,) designe la base canonique de
o De (3.7.18), (3.7.30) et (3.7.31), il vient

J(Cw) =" Frg ()" w)+ o(1)) (3.7.32)
quand"! 0"; a

(w)=det( 1(w); 2w);:::; n(w)) (3.7.33)

et

i(w) = (0 1(w)iz T(w));

q___
w (W) 1+ e
T = gy nW S T
j
r p( 1(sx( (W);x; re(x) (w))) @(Sx( (W) X K)ik= re(x) (w)
!
(&n  m(w) (w) ;m=1;:;n;
j=1:n
@

(W) W) s (w»@%(w)

i+1 (W) = @—st
pourtouti=1:::n L

On note Gram( )(w) la matrice de Gram de taillen 1 et dekments
g—w(w) @@W(w); iij = 1::.:n. 1: Comme (S (W); 1115 go—(W)) est une famille
libre de vecteurs deR"; il vient que Gram( )(w) est une matrice synetrique
e nie positive. De l'inversibilie de Gram( )(w), on obtient, en particulier,

qu'il existe ( 1;:::; n 1) 2 R" ttel que
2 @5 (w) 3 2 3
aw 1
! £ =Gram( Yw)§ : £ (3.7.34)
@VM@ 1S( (W)) n 1

On remarque que p( 1(Sx( (W9);x; re(x) (W%)) = 0 pour tout w2
U: En cerivant cetteegalie par rapporta w;; on obtient

0 = «( (W))@—@st( (W)  re(X)r o( (sx( (W);x; ! (3.7.35)
j
re(x) (W) %((sx( W)X ke 00 ) %v(w)

j=1:n
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De (3.7.33), (3.7.35) et en utilisant le fait que (w) est orthogonal a
=2-(w),m=1:::n 1, on obtient

@ Q@

det (w); @—w(w); b W(W) ( w)=det(M (w)); (3.7.36)
@ (w) t :
M (W) = 00X rwSk( (W)

oy wS( W) s (w)Gram( (w))
etr wSc( (wW)) (resp.tr wsx( (w))) est le vecteur colonne (resp. vecteur ligne)
de coordonreeg@—%sx( (W)); i =1:::n 1: En utilisant (3.7.36) et (3.7.34)
M, M 1+ j”=2 i 1M al M cesigne laj® colonne deM ),
on obtient legalie

x (W)
rg (x)sx( (w))?2

L@ @ _
det (w); @W(W) ..... aw 1(W) (w) (3.7.3'7)
( x(W)( sx(w))" *jGram( )(w)j 1 Xt @ |
9 1+ (W) j@—wsx( (w))

De plus, en utilisant (3.7.34), on obtient

X 1 X 1
@ - Q@ (3.7.38)

=1 j=1

En utilisant (3.7.37), (3.7.38), liregalie jGram( )(w)j > O et le fait que la
paranetrisation (U; ) respecte l'orientation deS" !, on obtient nalement
( w) > 0 et on ceduit alors de (3.7.32) l'iregalie J(";w) > 0 pour " 2]0;1]
assez petit.

Demontrons les ceveloppements limies (3.7.30) et (3.7.31), ce qui
aclevera la preuve de la Proposition 3.3.2.

De (3.7.14), on obtient

S e = sl ) Disx re() o = 2 () ()
(3.7.39)
En utilisant (3.7.39) et le fait que 2 C([0;1] S" !);R",on a
@@..( W) = rg()s( (W) (w)+o(1); "' 0% (3.7.40)
(" W) = x "rex)sd (W) (w)+ of"); "! 0": (3.7.41)
De (3.3.9) et (3.3.13), il vient
@ . 1 .
@y F Y Mgy



152 CHAPITRE 3. PROBL EMES INVERSES A ENERGIE FIX EE

pour" 2]0;1} i =1:::n, M2 = pﬁMz al M, est la constante apparaissant
dans (3.3.13). Ainsi en utilisant aussi (3.7.41), on obtient

1 +
%(E?V?X)jw( vy = OG); " 0 (3.7.42)

pourtouti=1:::n:
De (3.5.1), il vient
Z Z

Wtxk) = x+gkt+ t[Qlj(k+ FO.(Gxk);  (3.7.43)
0 0

a( 2(5xk))d ) g(k)d

pourtoutt2 Retk 2 R";j =1:::n: Ainsi en cerivant (3.7.43) par rapport
a k; et en utilisant I'accroissement da g, on obtient

i
sk W)X Kk reeo w = "Sx( W) S2(K)jk= re o uy + (")
2 122 0 ()2 . .\
= 1+ =g R W) (W) sx( (W) + o)
(3.7.44)
pour tousj;l =1:::n;quand"! O0";a [=0sij6let |=1sij=1(]

esigne le symbole de Kronecker).
En utilisant (3.7.44) et legalie  (w) Z(w)=0 (j (W9j =1 pour tout
w®2 U), on obtient

@, @, .
@1'( Sx( (W)); X K)jk= re ) (w) @—W(W)

j=l:n

1=2
007 70 )k o) (3.7.45)

=s((w) 1+ 5 ou!

pourtouti=1:::n;"! O

En utilisant (3.7.44), (3.7.42) et le fait que & (E;y;X)y=( » ) est or-
thogonala re(x) (W) = K(E;yiX)y=( = wy (K(E;yix)j = re(x) qui est
incependent dey 2 D; y 6 x), on obtient

j
%(("Sx( (W) % K)ik= recy w) oy (B3 YiX)y=( * (w)

j=1:n
1=2
= 1+ =85 s (W) (B yiX)y=( oy + O(1); "L O
(3.7.46)
pourtouti=1:::n:
En cerivant (3.7.20) par rapporta y;, on obtient que
@ @
@S(E;y;x)@ls(s;x; K(E;Y;X))js= s!(E;y;x)
@i, .. @, .
+ @(y,x, K)ik=k(Ey:x) @V(E,y,x) =e; (3.7.47)

j=1:n
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pourtousi=1:::nety2D;y 6 x:
Ainsi en utilisant aussi (3.7.46) et (3.7.40), on obtient

SS(E; Y X)iy=( =y TE(X) (W) + 0(1))

1=2 (3748)
+75( (W) 1+ 80 T E(EyiX)ye (o wy + O(1) = €
pourtousi=1:::net"! 0":

En prenant le produit scalaire du coe gauche de (3.7.48) aveqw) et
en utilisant le fait que @%(E;y;x)y:( ~ () €st orthogonala rg(x) (w), on
obtient

@

@S(E;y;x)jy:( v TR+ o)+ o(1) = (w);
pourtousi=1:::net"! 0" a (W)=( 12(w);:::; n(w)). D'au I'on a
@ i
@VS(EJY?X)W:( v w) = rg(TWx; + 0o(1); (3.7.49)
pourtousi=1:::net"! 0:

En utilisant (3.7.48) et (3.7.49), on a

2
1 + rE(;()

sx( (W)
pourtousi=1:::net"! 0:
De (3.7.14), il vient
2 (" W)= (s W) B Te(X) (W))js=rs,( (w)

J
re(¥) Zse( W)X Kk reeo W) oy (W) .

%(E;V;X)y:("; o = (& (W) W)+ ol) (3.7.50)

(3.7.51)

pour tous"” 2 [0;1] eti = 1:::n 1. Le ceveloppement limie (3.7.30) se
ceduit de legalie (3.7.51) et de (3.7.40), (3.7.45).
De (3.7.15), il vient

%;(";Y)Jy (o) =T (s (W) % re(x) (w))) (3.7.52)
1@s @
——(E YiXiy=( " w) —=(S:X; Te(X) (W))js=s( (w)
jy= @s i ! .
j
COék(sx( (W) X K)ik= re ) w) %(E;y;x)w " (W) 5;

j=1l:n

pour tous " 2]0;1] eti = 1::n. Le developpement limie (3.7.31) se ceduit de
legalie (3.7.52) et de (3.7.50), (3.7.49), (3.7.12).
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Annexe A

Compéments

A.1 Preuve du Lemme 1.2.1

De (1.2.8), on obtient

Xi
(X)) = s ————
g (x) Pm
@ XiXj
—g(x) = = Al1l
" = e et A
@ 1 X2
_gi(x) = . 1 . . g; (A.l.Z)
@x L+ jxj2=)z (1 + jxj2=3)2
pour tousXx = (Xg;:::;Xy) 2 R"; i) =1:::n;j 6 i
De (A.1.1) et (A.1.2),
X j@g(x)j? _ 14+2jxj2=C+ jxji=dt 2x2=C | xj>x?=¢
o @ (L+ jxj2=8)? /
1
1+ B2

pour tout X = (Xq;:::;X,) 2 R" ettout i =1 :::n; ce qui implique (1.2.10) et
(1.2.11).

Soiti;j;1l 2N;2 i n1 j n,1 | n;l6ietj6i.Ona
. . X] . @ " n oy 1. .
rat) roa sup( Jger gl x+7y)f)ex
"2[01] po; P
csn (=@ g@ e R i (A.1.3)
"2[0:1] 1 @x@x" ’ o

155
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pour tout x;y 2 R"; et de (A.1.1)-(A.1.2) on a aussi

#
@ Xi xf=¢ (1+ jxj*=C)
——G(x) = 35 — : ; A.l.4
@™ = fe et (A1)
@ X; 3= (1+ jxj*=c)
——gX) = — ' - A.1.5
@;(@xg‘( ) c? (1+ jxj2=c)2 (A1)
XiXj X 1
(X)) = = A.1.6
@x@xg’( ) ¢t 1+ jxj2=@)2 ( )
@ x; X?=¢ (1 + jxj?=c)
@—?(291 x) = 2 . A+ ixp=)] ; (A.1.7)
for x = (Xq;:::;%y) 2 R™.
En utilisant (A.1.4)-(A.1.7) on obtient
X j @ GO0 = 1= 3xHjxj>=c + 8x?(1 + jxj?=1)?
L @@x A1+ jxj2=@)5
XA+ XP=C)? EXEXE(L + jXj*=C)=C
c(1 + jxj?=¢)°
9 1
@ it = 1250 P L (24 )+ )2
-, @xax’ A1+ BE)s
1
A+ }=0) (A.1.9)
pourx 2 R"ettouti;j 2 N;1 i n;1 | n;etj 6 i Lesiregalies

(A.1.3) et (A.1.8)-(A.1.9) prouvent (1.2.12).

A.2 Application contractante dans un espace
de Banach

Dans ce paragraphe, on rappelle des esultats standards concernant les
points xes d'applications contractantes dans un espace de Banach.

Lemme A.2.1. Soit (X;e) un espace netrigue complet. Soif : (X;e) !
(X;e) une application strictement contractante d€X;e) dans lui-méme, i.e.
il existe un eel K tel que0 K< 1et

e(f (x);T(y)) Ke(x;y); pour tousx;y 2 X: (A.2.1)

Alors il existe un et un seuly 2 X tel quef (y) = v:
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Demonstration. On commence par cemontrer l'unicie du point xe. Soient X
et y deux points deX tels quef (x) = x et f (y) = y: Alors

e(x;y) = ef (x);f (y) Ke(x;y):
(A.2.1)

CommeK < 1; on en ceduit quee(x;y) =0; i.e.x = y.
On cemontre maintenant l'existence du point xe. Soit x un point quel-
conque deX . On ce nit la suite ( x,) de points deX par

Xo = X;
Xn+1 = f(Xn); pour tout n 2 N: (A-2.2)
Soientp;n 2 N; n <p: En utilisant (A.2.1) et (A.2.2), on a
X1 X1 _!
&(Xn; Xp) &(Xi; Xis1 ) K" e(Xo;X1)

i=n | i=n
X 1
K' e(Xo;X1)=Kn1

Xo; X !
3 Ke( 0 X1) np) +1
I=n

Finalement, la suite ) est une suite de Cauchy dX ; or (X; e)etant complet,
on en ceduit que (x,) est convergente. Soily sa limite. Par passagea la limite

dans (A.2.2) f est continue par (A.2.1)), on obtientf (y) = v: O

Si (E; kikg) et (F; k:kg) sont deux espaces de Banach, on notetHE; F)
I'espace vectoriel des applications lireaires continues &edansF , et on notera
k:K_ (e:r) la norme surL (E; F) & nie par

KLK gry = sup  KL(V)Kg:

V2E ;kvkg=1
SIE= F etkke = kike; alorsL(E) := L(E;F) et kik g = kikyer):
Lemme A.2.2. Soit (E;k:kg) un espace de Banach. SoBg(0;1) := fx 2

E j kxke < 1g: Soitf : Bg(0;1)! Bg(0;1). Supposons qu'il existe deux eels
positifs K; K %tels queK < 1; K%< 1 et

it (%) K& (A.2.3)
if(x)  f(x9 Kijx xY; (A.2.4)

pour tout x;x°2 Bg(0;1): Alors il existe un et un seuly 2 Bg(0; 1) tel que
fiy)=y:

Preuve du Lemme A.2.2.0n consicere l'application h : Bg(0;K9 !

Be(0;K9; x 7! f(x), aw Bg(0;K9Y est la boule fermee de E;k:kg) dont le
centre est 0 et le rayon esK? (i.e. Be(0;K9 = fx 2 E j kxke K %). De
(A.2.3) et (A.2.4), on ckduit que h est K -contractante sur Bg(0; K 9. Ainsi
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(lemme A.2.1) h admet un unique point xe (noe Xxg) dans Bg(0; K 9. Par
e nition de h, X est aussi point xe def , et siy 2 Bg(0; 1) est un point xe
def, alors en utilisant (A.2.3) on ay 2 Be(0;K9 et g(y) = f(y) = vy, ce qui
par ce nition de X, implique y = Xp. O

Lemme A.2.3. Soit (resp. 9 un ouvert d'un espace de BanaclE; k:kg)

(resp. (E% k:kgo)). Soit C: 91 %une application de class€? sur °
On suppose qu'il existe une constante eelle positive telle queK < 1 et

kC(X;y1) C (X;¥2)keo KKy;  yoKeo; (A.2.5)
pour tousx 2 ety;;y,2 © Si
pour tout x 2 ; il existe un et un seuff (x) 2 %\eriant C(x;f) = f;

(A.2.6)
alors l'applicationf : ! %x 7! f (x); est de class&C! sur et

k& (x; YIKL(EEY = 1 )
1 K

f
k%}sX) kL(E;EO) (A27)

pour toutx 2 , al I'on note %i(x) la dierentielle de f au point x et %X(x;y)
est la dierentielle partielle de f au point (x;y) par rapporta y.

Preuve du Lemme A.2.3.Soit x 2 et soit y 2 © On note %’i{x;y) la
dierentielle partielle de Cen (x;y) par rapport au pointy 2 © (%’i{x;y) 2

L (E9). De (A.2.5), on obtient k%‘:)(x;y)kL(Eo) K < 1. Comme ((EY; kik (g9)
est un espace de Banach, on a :

| go %Z;gx; y) est inversible dansL (E9 (A.2.8)

(I eo est l'application identie de E9.

On consicere 'application de classeCt J : TE S (x;y) 7'y
Cx;y). Ona §Yxy) = lee  &(xy) @ l'on note SYx;y) la dierentielle
partielle de J au point (x;y) par rapporta y 2 % Finalement par (A.2.6),
(A.2.8) et par le theoeme des fonctions implicites, la fonctionf est de classe
C?! sur un voisinage ouvert dex dans (pour tout z2 , J(z;f(z)) =0) et
on a

f
%}gx): (leo %is)(;)/)jy:f(x)) 1%2)£X;y)jy:f(x);

d'au, avec liregalie k%’iﬂx; Y)ki(e9 K < 1; on obtient (A.2.7).
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A.3 La transfornee de rayons X

Dans cette section on rappelle la e nition de la transfornee de rayons X
pour des fonctions assez eguleres et assez cecroissantesa I'in ni ¢aditions
(A.3.1)). Puis on rappelle quelques proprees de la transformee de rayons
X et on donne une formule d'inversion de la transformee de rayons X (voir
(A.3.10)-(A.3.12)) qui apparat dans [FN91] et qui diere des formules d'in-
version apparaissant, par exemple, dans [Rad17, Nat86].

Consicerons

TS '=1f(;x)j] 29 L x2R" x=0g;

a S ! est la sprere unie de R": On interpete TS ! comme l'ensemble
des droites orienees deR" : on pense (x) 2 TS' ! comme la droite deR"
orienee par et passant parx.

La transfornee de rayons X,P, est l'application qui,a toute fonction f
\eri ant

f 2 C(R";R™); jf(x)j= O(jxj ); quandjxj! +1; pouruneel > 1,
(A.3.1)
associe la fonctiorPf 2 C(TS" 1;R™) ck nie par
Z ..
Pf(;x)= f(t +x)dt; (;x)27TS % (A.3.2)
1

Les proprees de la transformee de rayons X et notamment le probeme
de reconstruction d'une fonctiona partir de sa transfornmee de rayons X onte
largement etudes. Pour des ekrences beaucoup plus competes sur caijet
que cette courte section, nous renvoyonsa [Rad17, GGG80, Nat86, FN91]. |
est possible de c nir la transfornee de rayons X pour des fonctions moins
eguleres que (A.3.1), mais ici, quand on consicereraPf, on supposera
toujours quef \erie (A.3.1).

La propree la plus simple de P est
Pf(:x)= Pf( :x); (;x)2TS" %
Le Lemme A.3.1 ci-dessous donne d'autres proprees de.

Lemme A.3.1. Soit m 2 N et soient

f 2 C"(R";R); (A.3.3)
ol ef)a+jxj) @ (A.3.4)
@f (x) = O(jxj WD) quandjxj!'1 pourjjj m; (A.3.5)
(8)>1+s; s=0;:::;m: (A.3.6)
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Alors
Pf2C™TS" L:R) (A.3.7)

et, en particulier,

P 2e(f)
((0) 1)(L+jxj= 2)© 1

JPECx)] (A.3.8)

pour (;x)2 TS 1
@Pf(;A y)= O@yj* ) quand jyj!1 (A.3.9)

pourjjj m,pour 2 S Ly2R"! ar A estune isonetrie lireaire de
R" YsurX =fx2R"]j x =0g (en tant que sous-espace dr").

Pour reconstruiref a partir de Pf, pourn = 2, on a les formules suivantes
(voir [Nov99, FN91])

@ @
f(xX)= —Il(x)+ —11(X); A.3.10
(x) @x 2(X) @x 1(x) ( )
Z z
1 2 +1 r( . q) .
Ii(xX)= — i piv: ——dgq d; j =1;2 A.3.11
= om pve Segda d ( )
r(;q)=Pf(;q 7); (A.3.12)
a =( 1 2); >=( 2 1),etd dsigne la mesure euclidienne canonique
sur St
De plus,
RR
— 1 f(y) .
=M 2 e e e (A.3.13)
() =Re 2w s G Didye
En utilisant le Lemme A.3.1 et quelques proprees de la transfornee de Hilbert
H
' Z
1 +1 r(q)
Hr (s) = —p:v: ——=dq;
(s)= -p . s q

on montre que :

1) sous les conditions (A.3.3)-(A.3.6) avem = 0, n = 2, Pf cetermine
I; (x) par les formules (A.3.11), (A.3.12) comme fonction def.(R?) pour tout
p 2

2) sous les conditions (A.3.3)-(A.3.6) avem = 1, n = 2, Pf cetermine
I; (x) par les formules (A.3.11), (A.3.12) comme fonction d€(R?).

Pour reconstruiref a partir de Pf en dimensionn 3, on se ranmene
a la dimension 2. Explicitons. Pour reconstruiref en un point x° 2 R" on
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consicere dansR" un plan Y contenantx® On consicere dansTS" ! le sous-
ensembleT SY(Y), ensemble de tous les rayons reposant sMr. On restreint
Pfa TSYY) et on reconstruit f (x9a partir de ces donrees en utilisant les
methodes de reconstruction dd a partir de Pf pourn = 2.

A.4 Compéments de la Proposition 2.1.2

Dans cette section on compkte les items (i) et (ii) de la Proposition 2.1.2
enonee dans la section 2.1 (ce faisant on compkte aussi les Propositichg.2
et 2.4.4). Dans la sous-section A.4.1, on introduit deux applications lireaires

o et ;. Dans la sous-section A.4.2, onetudie le noyau dey (Proposition
A.4.1). De la Proposition A.4.1 on ceduit que le vecteumw,(V;B; ;x) donre
pourtout (;x) 2 TS !; cetermine de manere uniqueV modulo les potentiels
radiaux quandn 2, ce qui compkte l'item (i) de la Proposition 2.1.2 (auws;
est e ni par (2.1.13)). Dans la sous-section A.4.3, onetudie le noyau de;
(Proposition A.4.2). De la Proposition A.4.2 on ceduit, en particulier, que le
vecteur w,(V; B; ;x) donre pour tout ( ;x) 2 TS 1; cetermine de manere
unique B modulo les champs radiaux quand = 2, ce qui compkte l'item (ii)
de la Proposition 2.1.2.

Comme nous l'avons cep mentionre dans la section 2.1, ou encore dans
la section 2.4, nous devonsa F. Nicoleau l'icce de la preuve de la Proposition
A.4.1, ainsi que la cetermination modulo un champ magretique radial d& a
partir de w,o(V; B; ;x) donre pour tout ( ;x) 2 TS" 1; quandn = 2 (premere
partie de lenone de la Proposition A.4.2).

A.4.1 Deux applications lireaires 0 1

Pour k 2 N et pour une fonctionf 2 CX(R";R); on cesigne parN(f)
leement de [0;+1 ] c& ni par

N (f):= sup (1+jxj) "Mj@f (x)j: (A.4.1)
123”2:?11' k

Designons parCJ (R"; A, (R)) I'ensemble
Ci(R™An(R)) = fB%=(Bj) 2 CYR™AN(R)) | sup Ni(Bj) < 19 :
e (A.4.2)
Designons parC3 (R"; R) I'ensemble
C%(R";R) == fV°2 CYR™;R) j N(V9 < 1g : (A.4.3)

De plus on noteCZ2,(R"; R) I'ensemble des fonctions de clas€&? de R"

dansR qui sont radiales, i.e.

CZ4(RMR):= fVv 2 C3R";R)j9m 2 C([0;+1 [;R)8x 2 R"V(x) = m(jxj)g;
(A.4.4)
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et on note C.,(R"; An(R)) I'ensemble des fonctions de classe’ de R" dans

An(R) qui sont radiales, i.e.

CLa(R:AN(R)) = B2 CHR™ AL(R)) j9m 2 C([0;+1 [; A (R))

8x 2 R"BYx) = m(jxj)g: (A.4.5)
On consicere l'application o:C3(R";R)! C(TS" 1;R") ck nie par
Z,Z
oV)(;x) = PV(;x) + rvix+ )dd
2.,z 7
rv(x+ )dd; (A.4.6)

0

pour tousV 2 C3(R;R)et (;x)2 TS L

On consicere I' application lireaire 1 : C4(R";Ap(R)) ! C(TS' L R")
e nie par

Z 0 Z Z +1Z +1
1(B)(;x) = B(x+ )dd B(x+ )dd; (A4.7)
1 1 0

pour tousB 2 CL (R A(R)) et (;x)2 TS

Lemme A.4.1. Les applications o et ; \erient:
Z .,
PV(;x) rvix+ )d; (A.4.8)
1
B(x+ )d; (A.4.9)

o(V)(5x)

1(B)(:x)

1
pour tousV 2 C3 (R";R); B 2 CL(R™;A,(R)) et(;x)2 TS &

Preuve du Lemme A.4.1.Legalie (A.4.8) s'obtient de (A.4.6) par une ine-
gration par parties. Legalie (A.4.9) s'obtient de (A.4.7) par une inegration
par parties. O

A4.2 Lenoyaude o

On a la Proposition suivante.

Proposition A.4.1. Pourtoutn 2 N;n 2; l'application g\erie:ker o=
C2(R";R)\ C2,(R";R).

rad
Preuve de la Proposition A.4.1.Pourn 2 N; n 2; de (A.4.8), on obtient
Ca(R"R)\ CZ4(R;R)  ker o

(voir Proposition 2.4.2).
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Il nous restea cemontrer que pourn 2 N; n 2
ker  CZ(R";R)\ CZ,(R";R): (A.4.10)

L'icee et la preuve de l'inclusion (A.4.10) est ddea F. Nicoleau.
Commercons par cemontrer l'inclusion dans le cas = 2: SoitV 2 ker .
On cesigne parVang la fonction de CZ,(R"; R) dk nie par

Vang(X) = X2@,V(X) x1@,V(X); (A.4.11)

pour tout X = (X1;X2) 2 R% Montrons queVang  0; ce qui, par passage aux co-
ordonrees polaires, prouvera qu¥ 2 C2,(R";R): CommeVang 2 CL (R"; R);
il sut de cemontrer que sa transforrmee de rayons X est nulle.
Soit (;x)2TSY: =( 15 2); X =(X1;%X2): CommeV 2 ker ; on obtient
en utilisant (A.4.8)
YA
0= rv(x+ )d PV(;x): (A.4.12)
1

En utilisant tout d'abord (A.4.11), puis (A.4.12), on a

71

(x2+ 22@QV(X+ ) (xi+ 1)@V(xx+ )d

P (Vang)( 1 X)
1
Z1

x@V(x+ ) x@V(x+ )d: (A.4.13)

1

Comme (;x) 2 TSY il existeq2 Rtel quex = g( »; 1): Donc en utilisant
(A.4.13), il vient
A

P (Vang)( ;1 X) rvi( 2 o+ )d

= a4V a0+ s
1
i.e. (V2 C3(R™R)) P(Vang)(;x)=0.

Consicerons maintenant le casn~ 3: Soientw;;w, 2 R" tel que jwyj =
jwyj: Il s'agit de cemontrer que V(w;) = V(wW,): Siwy = wyp; alors V(w;) =
V (w,): Siw; 6 ws; on consicere le planP passant par Qw; et w,. On consicere
Ve 2 C3 (R?%R) ¢k nie par

Ve (Y1:Y2) = V(YaWs + YaWp); pour tout (ya;y2) 2 R (A.4.14)
On a, en utilisant (A.4.14) et (A.4.8)

1
o]

R
rVe(y+ 9d = Wi r V(yws+ yawp + Swp+ Swp)d
1 1

0 0
Wy r V(yawp + yowo + Jwy + Swp)d
1
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= Lo(wp o(V)( M+ Ny + youh);
Wo  o(V)( M+ sy + youh))

pour tout y = (y1;y2) 2 R?et °=( § 9 2Shy =0, a &= 2,
i =1;2. CommeV 2 ker o, cette dernereegalie donne

Z1
rVe(y+ 9d =0; (A.4.15)
1

pourtouty 2 R?2et °2 St;y  9=0. En utilisant (A.4.15) et (A.4.8) pour

le cas de la dimension 2, et en utilisant le fait que l'inclusion (A.4.10) est
cemontee dans le cas de la dimension 2, on obtient qué 2 C2,(R?R) et,
en particulier, on obtient

V(wi) = Ve ((1;0)) = Ve ((0;1)) = V(wy):

A.4.3 Lenoyau de ;

On a la Proposition suivante.

Proposition A.4.2. Sin =2, alors

ker 1 = Cgq(R™ANR)\ Cra (R An(R))

rad

CLR™ ALR))\ CLG (R AL(R)) \F mag(R"):

Sin 3 I'ensembleC} (R";An(R)) \ CL,(R™; An(R)) est inclu dans
ker ; mais n'est pasegala ker ;.
Remarque A.4.1. Pourn = 2, il est vrai que C}(R? A(R)) = Fmag(R?).
En e et soit f 2 C'(R?;R) et soit F 2 C'(R?;R?) la fonction c& nie par
Z 1
F(x) = sf (sx) (X2; X1)ds; X =(X1;X,) 2 R%:
0

Alors pour tout X = (X1;X) 2 R?;

f(x)= g—g(x) %(x); X = (X1;X2) 2 R?;

al F =(Fq;Fy):

Preuve de la Proposition A.4.2.Le casn = 2 vient du Lemme suivant et de
(A.4.9).



























