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Introduction

L'objectif d'un probl�eme de di�usion inverse ou d'un probl�eme inverse
de valeurs aux bords est de reconstruire la structure d'un objet �a partir
des donn�ees de di�usion, ou �a partir des donn�ees de valeurs aux bords. Ces
probl�emes sont pos�es naturellement dans les domaines de la physique nucl�eaire,
de la g�eophysique, de la m�edecine, etc...

Dans cette th�ese, on consid�ere l'�equation de Newton-Einstein pluridimen-
sionnelle dans un ouvert 
 deRn , n 2 N; n � 2 :

_p(t) = �r V(x(t)) +
1
c
B(x(t)) _x(t); (0.0.1)

p(t) =
_x(t)

q
1 � j _x(t )j2

c2

;

o�u t 2 R; x(t) 2 
 ; p(t) 2 Rn ; _x = dx
dt ; _p = dp

dt ; V 2 C2( �
 ; R) et B = ( B i;k ) 2
C1( �
 ; An (R)) v�eri�e la condition de fermeture suivante :

@Bi;k
@xl

(x) +
@Bl;i
@xk

(x) +
@Bk;l

@xi
(x) = 0 ; (0.0.2)

pour tous x = ( x1; : : : ; xn ) 2 �
 et i; k; l = 1 : : : n (An (R) d�esigne l'ensemble
des matrices antisym�etriques r�eelles). L'ouvert 
 sera soitRn , soit un domaine
D ouvert born�e de Rn , strictement convexe au sens fort, de fronti�ere de classe
C2. Si 
 = Rn ; alors on supposera aussi queV et B v�eri�ent les conditions
suivantes de d�ecroissance :

j@j
xV(x)j � � j j j(1 + jxj)� (� + jj j) ; (0.0.3)

j@j 0

x B i;k (x)j � � j j 0j+1 (1 + jxj)� (� + jj 0j+1) ; (0.0.4)

pour x 2 Rn ; jj j � 2; jj 0j � 1 (j; j 0 2 Nn ) o�u � > 1 est une constante r�eelle et
les � j j j sont des constantes r�eelles positives.

Pour l'�equation (0.0.1), l'�energie

E = c2

r

1 +
jp(t)j2

c2
+ V(x(t)) (0.0.5)

est une int�egrale premi�ere du mouvement.
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2 INTRODUCTION

Si n = 3 alors l'�equation (0.0.1) est l'�equation de mouvement d'une par-
ticule de massem = 1 et de chargee = 1 dans un champ �electromagn�etique
statique externe d�ecrit par (V; B) (voir [Ein07] ou section 17 de [LL71]). Dans
cette �equation x est la position de la particule,p son impulsion, ett d�esigne le
temps et la constantec est la vitesse de la lumi�ere.

Dans cette th�ese, on �etudie le probl�eme de di�usion inverse (
 = Rn ) pour
l'�equation (0.0.1) sous les conditions (0.0.3)-(0.0.4) (voir Probl�eme 2 formul�e ci-
dessous), et un probl�eme inverse de valeurs aux bords (
 =D) pour l'�equation
(0.0.1) (voir Probl�eme 4 formul�e ci-dessous).

Pour le probl�eme de di�usion inverse pour l'�equation pluridimensionnelle
(0.0.1), on a obtenu, en particulier, les r�esultats suivants.

L'asymptotique aux hautes �energies des donn�ees de di�usion pour
l'�equation (0.0.1) d�etermine de mani�ere unique, par des formules explicites,
le champ ext�erieur (i.e. le champ �electromagn�etique d�ecrit par (V; B)) (Jolli-
vet 2005).

�A �energie �x�ee su�samment grande, les donn�ees de di�usion d�eterminent
de mani�ere unique le champ ext�erieur lorsque celui-ci est aussi suppos�e �a sup-
port compact (Jollivet 2006, 2007).

Pour le probl�eme inverse de valeurs aux bords pour l'�equation pluridimen-
sionnelle (0.0.1), nous avons obtenu les r�esultats suivants.

�A �energie �x�ee su�samment grande, les donn�ees de valeurs aux bords
d�eterminent de mani�ere unique le champ ext�erieur (Jollivet 2006, 2007). De
plus si le champ ext�erieur est uniquement �electrique ou gravitationnel (B � 0)
alors, �a �energie �x�ee su�samment grande, les donn�ees de di�usion d�eterminent
de mani�ere unique et de fa�con stable le champ ext�erieur (Jollivet 2006).

Par ailleurs, dans le cadre de la m�ecanique classique non relativiste, on
dispose de r�esultats analogues pour l'�equation de Newton non relativiste dans
un champ �electromagn�etique

•x(t) = �r V(x(t)) + B(x(t)) _x(t); (0.0.6)

o�u t 2 R; x(t) 2 
 ; _x = dx
dt ; n � 2. (L'�energie E = j _x(t )j2

2 + V(x(t)) est une
int�egrale premi�ere du mouvement pour (0.0.6).) Pour le probl�eme de di�usion
inverse pour l'�equation (0.0.6) sous les conditions (0.0.3)-(0.0.4), l'asympto-
tique aux hautes �energies des donn�ees de di�usion d�etermine de mani�ere unique
le champ ext�erieur par des formules explicites. SiB � 0, alors ce r�esultat a
d'abord �et�e obtenu par [Nov99]. De plus, �a �energie �x�ee su�samment grande,
les donn�ees de di�usion d�eterminent de mani�ere unique le champ ext�erieur,
lorsque le champ ext�erieur est aussi suppos�e �a support compact (Jollivet 2007).
Si B � 0, alors ce dernier r�esultat a d'abord �et�e obtenu par [Nov99].

Pour le probl�eme inverse de valeurs au bord pour l'�equation de Newton
multidimensionnelle non relativiste (0.0.6), on a montr�e qu'�a �energie �x�ee su�-
samment grande les donn�ees de valeurs au bord d�eterminent de mani�ere unique
le champ ext�erieur (Jollivet 2007). SiB � 0, alors ce r�esultat a d'abord �et�e
obtenu par [GN83].
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L'ensemble de ces r�esultats ont �et�e obtenus en g�en�eralisant et en
d�eveloppant des r�esultats et des m�ethodes des travaux de Novikov [Nov99]
et de Gerver-Nadirashvili [GN83]. La g�en�eralisation de r�esultats de [GN83]
a n�ecessit�e la g�en�eralisation et le d�eveloppement de m�ethodes de travaux de
Muhometov-Romanov [MR78], Beylkin [Bey79] et Bernstein-Gerver [BG80]
sur le probl�eme de la d�etermination d'une m�etrique riemannienne �a partir de
son hodographe (i.e. �a partir de la donn�ee des longueurs des g�eod�esiques entre
tout couple de points fronti�ere).

Nous allons maintenant d�etailler la structure de la th�ese en donnant les
principaux r�esultats, les m�ethodes utilis�ees et les commentaires historiques
n�ecessaires.

Dans le premier chapitre de cette th�ese, on rappelle quelques r�esultats sur
le probl�eme de di�usion directe sous les conditions (0.0.3)-(0.0.4). On �etablit
le r�esultat suivant.

Th�eor�eme 0.0.1. Sous les conditions(0.0.3)-(0.0.4), on a :
(i) pour tout (v� ; x � ) 2 Bc � Rn ; v� 6= 0; il existe une unique solution de

l'�equation (0.0.1) telle que

x(t) = v� t + x � + y� (t); (0.0.7)

o�u _y� (t) ! 0; y� (t) ! 0; quandt ! �1 ;
(ii) pour presque tout(v� ; x � ) 2 Bc � Rn ; v� 6= 0;

x(t) = v+ t + x+ + y+ (t); (0.0.8)

o�u v+ = v� + asc(v� ; x � ); x+ = x � + bsc(v� ; x � ); _y+ (t) ! 0; y+ (t) ! 0
quandt ! + 1 (on note Bc la boule euclidienne ouverte de centre 0 et
de rayonc).

On d�e�nit l'op�erateur de di�usion S : Bc � Rn ! Bc � Rn pour l'�equation
(0.0.1) par les formules

S(v� ; x � ) = ( v� + asc(v� ; x � ); x � + bsc(v� ; x � )) :

On note D(S) l'ensemble de d�e�nition de S: Les donn�ees asc(v� ; x � );
bsc(v� ; x � ), (v� ; x � ) 2 D (S); sont les donn�ees de di�usion pour l'�equation
(0.0.1).

En m�ecanique classique, pour l'�etude de la di�usion directe, on peut citer
les travaux de Simon [Sim71], Herbst [Her74], Yajima [Yaj82], Loss-Thaller
[LT87] et le livre [DG97]. Notons que le Th�eor�eme 0.0.1, sous des conditions
sur B plus fortes que les conditions (0.0.4), a �et�e obtenu par Yajima [Yaj82].

Le Th�eor�eme 0.0.1 peut se d�emontrer en r�ep�etant les preuves de r�esultats
donn�es dans [Yaj82]. La preuve donn�ee dans le chapitre 1 du Th�eor�eme 0.0.1
correspond �a la fa�con dont on aborde le probl�eme de di�usion inverse aux
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hautes �energies dans le chapitre 2, et di��ere de la preuve que l'on obtiendrait
en r�ep�etant la preuve de certains r�esultats donn�es dans [Yaj82].

En s'appuyant sur les r�esultats de Simon [Sim71] et de Loss-Thaller [LT87],
on peut d�emontrer l'analogue du Th�eor�eme 0.0.1 pour l'�equation (0.0.6) : il
su�t de remplacer Bc par Rn dans l'�enonc�e du Th�eor�eme 0.0.1. On peut ainsi
d�e�nir l'op�erateur de di�usion Snr pour l'�equation (0.0.6) de la même mani�ere
que l'on a d�e�ni S (voir [Jol07a]).

On peut alors formuler de mani�ere pr�ecise le probl�eme de di�usion directe
(Probl�eme 1 ci-dessous) et le probl�eme de di�usion inverse (Probl�eme 2 ci-
dessous) pour l'�equation (0.0.1) sous les conditions (0.0.3)-(0.0.4) :

Probl�eme 1 : �etant donn�es V; B; trouver l'op�erateur de

di�usion S ;

Probl�eme 2 : �etant donn�e S; trouver V; B:

En rempla�cant S par Snr dans les deux probl�emes pr�ec�edents, on obtient les
probl�emes de di�usion directe et de di�usion inverse pour (0.0.6).

En dimensionn = 1; des probl�emes inverses pour l'�equation de Newton
non relativiste ont �et�e �etudi�es par Abel [Abe26], Keller [Kel76] et Astaburuaga-
Fernandez-Cort�es [AFC91] et un probl�eme inverse pour l'�equation de Newton
relativiste a �et�e �etudi�e par Funke-Ratis [FR90]. En ce qui concerne le
probl�eme de di�usion inverse en dimension 1 sous les conditions (0.0.3) pour
les �equations (0.0.1) et (0.0.6), il n'est pas possible de d�eterminer le champ
ext�erieur �a partir des donn�ees de di�usion : que ce soit en m�ecanique classique
relativiste ou non relativiste, il existe des potentielsV1; V2 distincts qui
v�eri�ent les conditions (0.0.3) et qui ont le même op�erateur de di�usion.

Dans le chapitre 2 on s'int�eresse au probl�eme de di�usion inverse pluri-
dimensionnelle aux hautes �energies. On obtient, en particulier, le Th�eor�eme
suivant qui donne, en particulier, l'asymptotique aux hautes �energies de la
premi�ere composante de l'op�erateur de di�usionS pour l'�equation (0.0.1).

Th�eor�eme 0.0.2 ([Jol05b]). Soit (�; x ) 2 TSn� 1 := f (� 0; x0) 2 Sn� 1 �
Rn j � 0x0 = 0g; et soit r une constante positive telle que0 < r � 1; r < c=

p
2:

Sous les conditions(0.0.3)-(0.0.4), on a :

lim
s! c
s<c

s
q

1 � s2

c2

asc(s�; x ) =
Z + 1

�1
F (� � + x; c� )d�; (0.0.9)
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et
�
�
�
�
�
�

Z + 1

�1
F (� � + x; s� )d� �

s
q

1 � s2

c2

asc(s�; x )

�
�
�
�
�
�

�
n322� +7 (1 + 1

c)2c
� (� � 1)( s1p

2
� r )4

(0.0.10)

�
~� 2( cp

2
+ 1 � r )2

q
1 + s2

4(c2 � s2 ) (1 + jx jp
2
)2� � 1

;

pour tout s1 < s < c , o�u ~� = max( � 1; � 2), F (x; v) = �r V(x) + 1
cB(x)v pour

tout (x; v) 2 Rn � Rn (s1 = s1(c; n; � 1; � 2; �; jxj; r ) est d�e�ni �a la �n de la
section 2.3).

On a aussi l'asymptotique aux hautes �energies debsc et une estimation
explicite entre bsc et son asymptotique (Th�eor�eme 2.1.1, [Jol05b]).

En utilisant les m�ethodes de reconstruction d'une fonction �a partir de sa
transform�ee de rayons X (voir [Rad17, GGG80, Nat86, Nov99] ou la section
A.3 de l'annexe) et en utilisant l'asymptotique trouv�ee pourasc, on obtient, en
particulier, que le champ ext�erieur peut être reconstruit �a partir de l'asymp-
totique aux hautes �energies de l'op�erateur de di�usionS (Proposition 2.1.1).
La possibilit�e de d�eterminer le champ ext�erieur �a partir de l'asymptotique aux
hautes �energies debsc est aussi �etudi�ee (Proposition 2.1.2).

Pour B � 0, le probl�eme de di�usion inverse pour l'�equation de Newton
non relativiste pluridimensionnelle a �et�e �etudi�e par Novikov [Nov99] sous les
conditions (0.0.3). En d�eveloppant la m�ethode de Novikov [Nov99], on a �etudi�e
le probl�eme de di�usion inverse pour l'�equation de Newton-Einstein pluridi-
mensionnelle d'abord dans le casB � 0 sous les conditions (0.0.3) ([Jol05a]),
puis dans le cas g�en�eral sous les conditions (0.0.3)-(0.0.4) ([Jol05b]). Dans
[Jol07a], on �etudie le probl�eme de di�usion inverse pour l'�equation de New-
ton non relativiste pluridimensionnelle dans un champ �electromagn�etique et
sous les conditions (0.0.3)-(0.0.4).�A notre connaissance, le probl�eme de di�u-
sion inverse pour une particule dans un champ �electromagn�etique avecB 6� 0,
en m�ecanique classique ou classique relativiste, n'a pas �et�e consid�er�e dansla
litt�erature avant le travail [Jol05b].

En m�ecanique quantique le probl�eme de di�usion inverse pour une par-
ticule dans un champ �electromagn�etiqueB 6� 0 a �et�e consid�er�e, en particu-
lier, dans [HN88], [ER95], [Ito95], [Jun97], [ER97], [Nic97], [Ari97], [Hac99],
[WY05] (concernant les r�esultats donn�es dans la litt�erature sur ce probl�eme
pour B � 0, voir, de plus, [Fad56], [EW95], [Nov05] et les r�ef�erences donn�ees
dans [Nov05]).

Le Th�eor�eme 0.0.2 a �et�e obtenu en d�eveloppant une m�ethode de l'article
de Novikov [Nov99]. Fixonsv� 2 Bcnf 0g; x � 2 Rn . On remarque tout d'abord
que siy� d�esigne la d�eection par rapport au mouvement libre, qui apparait
dans (0.0.7), alors, poury� , l'�equation (0.0.1) prend la forme d'un syst�eme
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�equations int�egrales

(y� (t); _y� (t)) = Av� ;x � (y� ; _y� )( t); (0.0.11)

pour tout t 2 R. Pour 0 < r � 1; on �etudie l'op�erateur Av� ;x � sur l'espace
m�etrique

M r = f (f; h ) 2 C(R; Rn )2 j k(f; h )k1 := max(sup
t2 R

jf (t)� th(t)j; sup
t2 R

jh(t)j) � r g;

muni de la normek:k1 .
Sous certaines conditions surv� et x � et r , on obtient des estimations et,

en particulier, des estimations de contraction surAv� ;x � (Lemmes 2.2.1, 2.2.2
et 2.2.3). Les conditions, que l'on impose �av� et x � et r , impliquent l'in�egalit�e
jv� j >

p
2r: Cette derni�ere in�egalit�e implique que si (y� ; _y� ) 2 M r alors l'angle

�( t) entre v� et v� + _y� (t) est strictement inf�erieur �a �
4 (�( t) 2 [0; � ] et

jv� jj v� + _y� (t)j cos(�( t)) = v� � (v� + _y� (t))). Ainsi on �etudie une di�usion
aux petits angles.

A partir des estimations obtenues surAv� ;x � et en tenant compte de
l'�egalit�e (0.0.11), on �etudie la d�eection y� (Th�eor�eme 2.3.1). On obtient ainsi
et notamment le Th�eor�eme 0.0.2.

En ce qui concerne le cas de la m�ecanique classique non relativiste on a le
r�esultat suivant (voir [Jol07a]) qui donne, en particulier, l'asymptotique aux
hautes �energies de la premi�ere composante de l'op�erateur de di�usionSnr pour
l'�equation (0.0.6) (ce r�esultat est l'analogue du Th�eor�eme 0.0.2).

Th�eor�eme 0.0.3 ([Jol07a]). Sous les conditions(0.0.3)-(0.0.4), on a

lim
s! + 1

anr
sc (s�; x ) =

Z + 1

�1
B(� � + x)�d�; (0.0.12)

et

lims! + 1 s
�

anr
sc (s�; x ) �

+ 1R

�1
B(� � + x)�d�

�

= �
+ 1R

�1
r V(� � + x)d� +

+ 1R

�1
B(� � + x)(

sR

�1
B(�� + x)�d� )ds (0.0.13)

+
P n

i =1 � i

�
+ 1R

�1
r B j;i (x + � � ) �

�R

�1

�R

�1
B(�� + x)�d�d�d�

�

j =1 :::n

;

pour tout (�; x ) 2 TSn� 1, � = ( � 1; : : : ; � n ); o�u � d�esigne le produit scalaire usuel
sur Rn .

Et de la même fa�con que pour (0.0.10), on a une estimation explicite
entre anr

sc et son asymptotique aux hautes �energies [Jol07a]. On a aussi obtenu
l'asymptotique aux hautes �energies debnr

sc [Jol07a]. Du Th�eor�eme 0.0.3, on
obtient, en particulier, le r�esultat suivant.
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Th�eor�eme 0.0.4 ([Jol07a]). Sous les conditions(0.0.3)-(0.0.4), l'asympto-
tique aux hautes �energies de l'op�erateur de di�usionSnr d�etermine de mani�ere
unique, par des formules explicites,(V; B).

On obtient le Th�eor�eme 0.0.3 en modi�ant l�eg�erement la m�ethode de No-
vikov [Nov99]. Fixonsv� 2 Rn et x � 2 Rn , v� 6= 0. Si y� d�esigne la d�eection
par rapport au mouvement libre, alors (y� ; _y� ) est un point �xe d'un op�erateur
Anr

v� ;x �
. Pour 0 < r � 1 et R > 0; on �etudie l'op�erateur Anr

v� ;x �
sur l'espace

m�etrique

M nr
R;r = f (f; h ) 2 C(R; Rn )2 j sup

t2 R
jf (t) � th(t)j � r; sup

t2 R
jh(t)j � Rg;

muni de la normek:k1 d�e�nie pr�ec�edemment.
En imposant les conditionsv� x � = 0 et jv� j >

p
2R, on obtient des

estimations sur Anr
v� ;x �

et des estimations et estimations de contraction sur
(Anr

v� ;x �
)2 ([Jol07a]). L'in�egalit�e jv� j >

p
2R implique que si (y� ; _y� ) 2 MR;r

alors l'angle �( t) entre v� et v� + _y� (t) est strictement inf�erieur �a �
4 : on �etudie

une di�usion aux petits angles.
�A partir des estimations obtenues sur (Anr

v� ;x �
)2 et en tenant compte de

l'�egalit�e (0.0.11), on �etudie la d�eection y� et on obtient ainsi et notamment
le Th�eor�eme 0.0.4 [Jol07a].

Dans le chapitre 3, on �etudie le probl�eme de di�usion inverse �a �energie �x�ee
(Probl�eme 2* ci-dessous) et un probl�eme inverse de valeurs au bord (Probl�eme
4 ci-dessous) pour l'�equation (0.0.1) .

Commen�cons par formuler le probl�eme de di�usion inverse �a �energie �x�ee.
Sous les conditions (0.0.3)-(0.0.4) et pourE > c 2 on consid�ere l'op�erateur
SE d�e�ni comme la restriction de l'op�erateur de di�usion S �a l'ensemble

f (v� ; x � ) 2 D (S) j jv� j = c

r �
E � V (x � )

c2

� 2
� 1g. L'op�erateur SE est appel�e

op�erateur de di�usion �a �energie �x�ee E de l'�equation (0.0.1). Le probl�eme de
di�usion inverse �a �energie �x�ee (formul�e �a nouveau dans la section 3.1) est le
suivant :

Probl�eme 2* : �etant donn�e SE �a �energie �x�ee E; trouver V et B:

Formulons maintenant le probl�eme inverse de valeurs au bord qui nous
int�eresse. On �etudie l'�equation (0.0.1) dans un domaineD ouvert born�e de
Rn , strictement convexe au sens fort, de fronti�ere de classeC2. Pour l'�equation
(0.0.1) dansD, on peut d�emontrer qu'�a �energie �x�ee E su�samment grande
(i.e. E > E (kVkC2 ;D ; kBkC1 ;D ; D)), les solutions x d'�energie E ont les pro-
pri�et�es suivantes (section 3.2, section 3.6) :

pour chaque solutionx(t) il existe t1; t2 2 R; t1 < t 2; tels que
x 2 C3([t1; t2]; Rn ); x(t1); x(t2) 2 @D; x(t) 2 D pour t 2 ]t1; t2[;
x(s1) 6= x(s2) pour s1; s2 2 [t1; t2]; s1 6= s2;

(0.0.14)
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pour tout couple de points distincts (q0; q) 2 �D 2; il existe une et une
seule solutionx(t) = x(t; E; q0; q) telle que x(0) = q0; x(s) = q pour un
certain s > 0:

(0.0.15)
Soient q0; q deux points distincts de �D. Par sV;B (E; q0; q) on d�esigne le temps
en lequelx(t; E; q0; q) atteint q �a partir de q0. Par k0;V;B (E; q0; q) on d�esigne
le vecteur vitesse _x(0; E; q0; q): Par kV;B (E; q0; q) on d�esigne le vecteur vitesse
_x(sV;B (E; q0; q); E; q0; q): Les donn�eesk0;V;B (E; q0; q); kV;B (E; q0; q); q0; q 2 @D;
q0 6= q; sont les donn�ees de valeurs au bord.

On peut alors formuler de mani�ere pr�ecise un probl�eme direct de valeurs
au bord (Probl�eme 3 ci-dessous) et le probl�eme inverse de valeurs au bord
correspondant (Probl�eme 4 ci-dessous) pour l'�equation (0.0.1) dansD :

Probl�eme 3 : �etant donn�es V; B; trouver kV;B (E; q0; q); k0;V;B (E; q0; q)

pour tous q0; q 2 @D; q0 6= q ;

Probl�eme 4 : �etant donn�es kV;B (E; q0; q); k0;V;B (E; q0; q) pour tous q0;

q 2 @D; q0 6= q; �a �energie �x�ee E su�samment grande; trouver V et B:

Pour le Probl�eme 4, on a le r�esultat d'unicit�e suivant.

Th�eor�eme 0.0.5 ([Jol07b]). �A �energie �x�ee E > E (kVkC2 ;D ; kBkC1 ;D ; D),
les donn�ees de valeurs au bordkV;B (E; q0; q), (q0; q) 2 @D� @D; q0 6= q,
d�eterminent de mani�ere unique V; B.

�A �energie �x�ee E > E (kVkC2 ;D ; kBkC1 ;D ; D), les donn�ees de valeurs au
bord k0;V;B (E; q0; q), (q0; q) 2 @D� @D; q0 6= q, d�eterminent de mani�ere unique
V; B.

Le Th�eor�eme 0.0.5 est rappel�e dans la section 3.1 (Th�eor�eme 3.1.1).
Pour le Probl�eme 2*, on a le r�esultat d'unicit�e suivant.

Th�eor�eme 0.0.6 ([Jol07b]). Soit D un domaine ouvert born�e deRn , stric-
tement convexe au sens fort, de fronti�ere de classeC2. On supposeD donn�e.
Soient V 2 C2

0(D; R); B 2 C1
0(D; A n (R)), B v�eri�ant (0.0.2). Alors �a �energie

�x�ee E > E (V; B; D); l'op�erateur de di�usion �a �energie �x�ee E, SE , d�etermine
de mani�ere unique(V; B).

Le Th�eor�eme 0.0.6 est formul�e de mani�ere di��erente dans la section 3.1
(Th�eor�eme 3.1.2). Le Th�eor�eme 0.0.6 se d�eduit du Th�eor�eme 0.0.5 en faisant le
lien entre les donn�ees de di�usion et les donn�ees de valeurs au bord lorsque le
champ ext�erieur est �a support compact (Proposition 3.2.1) et en imposant des
propri�et�es sur la constante E(kVkC2 ;D ; kBkC1 ;D ; D) introduite pr�ec�edemment
(Propri�et�es (3.1.7) et (3.2.3)).

La formulation non relativiste des Probl�emes 4 et 2* et des Th�eor�emes
0.0.5 et 0.0.6 est valable (voir [Jol07b]). En adaptant la preuve des Th�eor�emes
0.0.5 et 0.0.6, on peut obtenir la preuve des Th�eor�emes 0.0.5 et 0.0.6 dans leur
formulation non relativiste (voir [Jol07b]).
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Pour B � 0 et n = 3, Firsov [Fir53] (voir aussi le probl�eme 7 de la
section 18 de [LL60]) et Keller-Kay-Shmoys [KKS56] ont �etudi�e le probl�eme
de di�usion inverse �a �energie �x�ee pour l'�equation de Newton non relativiste
pour le cas d'un potentiel radial d�ecroissant enjxj. Pour B � 0 et n � 2,
la formulation non relativiste du Probl�eme 4 a �et�e �etudi�e dans [GN83]. En
utilisant le principe de Maupertuis, [GN83] d�eduit les r�esultats d'unicit�e (ana-
logues au Th�eor�eme 0.0.5) et de stabilit�e pour ce probl�eme de valeurs au bord
�a partir de r�esultats sur le probl�eme de la d�etermination d'une m�etrique rie-
mannienne isotrope �a partir de son hodographe (i.e. �a partir de la donn�ee
des longueurs des g�eod�esiques entre tout couple de points fronti�ere) (surce
probl�eme de g�eom�etrie, nous renvoyons �a [MR78], [Bey79] et [BG80]). Pour
B � 0 et n � 2, Novikov [Nov99] a donn�e, en particulier, le lien entre le
Probl�eme 2* (non relativiste) et le probl�eme inverse de valeurs au bord �a
�energie �x�ee de Gerver-Nadirashvili (Probl�eme 4 non relativiste). Pour B � 0
et n � 2, en d�eveloppant l'approche de [GN83] et de [Nov99], l'auteur [Jol06] a
�etudi�e les Probl�emes 4 et 2*. Dans [Jol06] des r�esultats d'unicit�e et de stabilit�e
sont obtenus. Dans [Jol07b] on a �etudi�e les Probl�emes 4 et 2* ainsi que leur
formulation non relativiste. Les sections 3.1-3.6 du chapitre 3 sont extraites de
[Jol07b].

Concernant des analogues des Th�eor�emes 0.0.5, 0.0.6 et de la Proposition
3.2.1 pour le casB � 0 dans le cadre de la m�ecanique quantique nonrelati-
viste, voir [Nov88], [NSU88], [Nov05] et les r�ef�erences cit�ees dans ces papiers.
Concernant un analogue du Th�eor�eme 0.0.6 dans le casB � 0 en m�ecanique
quantique relativiste, voir [Iso97]. Concernant des analogues des Th�eor�emes
0.0.5, 0.0.6 dans le casB 6� 0 en m�ecanique quantique non relativiste, voir
[ER95], [NSU95] et les r�ef�erences cit�ees dans ces papiers.

L'�equation (0.0.1) dans D est l'�equation d'Euler-Lagrange pour un certain
lagrangien auquel on associe l'hamiltonienH , ind�ependant du temps, donn�e
par

H (P; x) = c2
�
1 + c� 2jP � c� 1A (x)j2

� 1=2
+ V(x); P 2 Rn ; x 2 D; (0.0.16)

o�u A est un potentiel magn�etiqueC1 du champ magn�etiqueB sur �D: En ap-
pliquant le principe de Maupertuis, les solutions d'�energieE sont des extrema
d'une certaine fonctionnelleA .

�A �energie E su�samment grande (E > E (kVkC2 ;D ; kBkC1 ;D ; D)), la fonc-
tionnelle A , prise le long des trajectoires de (0.0.1) d'�energieE, d�e�nit l'action
r�eduite S0V;A ;E �a �energie �x�ee E associ�ee �a l'hamiltonien H . On �etudie la
r�egularit�e de l'action r�eduite S0V;A ;E et on exprime sa di��erentielle en fonction
de A et des donn�eesk0;V;B (E; q0; q); kV;B (E; q0; q); q0; q 2 �D; q0 6= q (Proposi-
tion 3.3.1).

Ensuite (voir sous-section 3.3.4), on consid�ere deux couples de champs
ext�erieurs (V1; B1) et (V2; B2). �A partir des donn�eeskVi ;B i (E; q0; q); q0; q 2 �D;
q0 6= q, et des actions r�eduitesS0Vi ;A i ;E , i = 1; 2, on construit une 2n � 1 forme
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di��erentielle � 1 int�egrable sur @D� D et une 2n � 2 forme di��erentielle ~� 0

int�egrable sur @D� @D.
En�n, des propri�et�es sur la di��erentielle des actions r�eduites S0Vi ;A i ;E ,

i = 1; 2; on d�eduit l'�egalit�e
Z

@D� D
� 1 =

Z

@D� @D

~� 0 (Lemme 3.3.1). (0.0.17)

Cette �egalit�e et les propri�et�es de ~� 0 et de � 1 permettent d'obtenir le Th�eor�eme
0.0.5 (Proposition 3.3.2, Lemme 3.3.1 et Th�eor�eme 3.3.1). QuandB � 0;
l'�egalit�e (0.0.17) et les propri�et�es de ~� 0 et de � 1 donnent aussi la stabilit�e de
V �a partir des donn�ees de valeurs au bord ([Jol06]).

Quand B � 0, alors pourA � 0; l'action r�eduite S0V;A ;E �a �energie �x�ee
E > E (kVkC2 ;D ; kBkC1 ;D ; D) est la distance riemannienne pour la m�etrique

riemanniennerV;E (x)jdxj dans �D, o�u rV;E (x) = c

r �
E � V (x)

c2

� 2
� 1; x 2 �D.

Dans ce cas, le Probl�eme 4 devient �equivalent au probl�eme suivant de recons-
truction, �a partir de son hodographe, d'une m�etrique isotrope (icirV;E (x)jdxj)
�a la m�etrique euclidienne jdxj ([Jol06]) :

Probl�eme 5 : �etant donn�es S0V;A ;E (q0; q) pour tous q0; q 2 @D; q0 6= q;

touver rV;E :

Muhometov-Romanov [MR78], Beylkin [Bey79] et Bernstein-Gerver [BG80]
ont �etudi�e le probl�eme de la d�etermination d'une m�etrique riemannienne
isotrope �a partir de son hodographe. QuandB � 0; et V1; V2 2 C3 et
@D2 C1 ; l'�egalit�e (0.0.17) apparâ�t dans [Bey79, BG80].

�A l'heure actuelle, l'a�rmation suivante est une conjecture.

Conjecture. Sous les conditions(0.0.3)-(0.0.4), �a �energie �x�ee E >
E(V; B), l'op�erateur de di�usion SE �a �energie �x�ee E pour l'�equation (0.0.1)
d�etermine de mani�ere unique(V; B).

Dans le casB � 0; cette conjecture dans sa formulation non relativiste
est la conjecture A �enonc�ee dans [Nov99].

Dans les chapitres 1 et 2, on consid�erera l'�equation (0.0.1) sous les condi-
tions (0.0.3)-(0.0.4) sans (0.0.2) qui n'est pas utile pour �etablir le Th�eor�eme
0.0.1. Cette remarque vaut aussi pour le cas non relativiste et l'analogue non
relativiste du Th�eor�eme 0.0.1.

Dans l'annexe A, on donne les preuves de r�esultats non d�emontr�es dans
les chapitres 1 et 2, et on rappelle des r�esultats connus et utilis�es dans les
chapitres 1 et 2.
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Notations

Soit n 2 N; n � 1: Tout le long de cette th�ese,
{ on note An (R) l'ensemble des matrices r�eelles antisym�etriques de taille

n � n ;
{ on note � le produit scalaire usuel surRn ;
{ on note jj j la longueur de tout multi-indice j = ( j 1; : : : ; j n ) 2 Nn ; i.e.

jj j =
P n

k=1 j k ;
{ pour tout ouvert 
 de Rn ; on note �
 la fermeture topologique de 
 ;
{ pour tout ouvert 
 de Rn ; on note Fmag ( �
) l'ensemble des champs

magn�etiquesC1 sur �
, i.e. Fmag ( �
) = f B 0 2 C1( �
 ; An (R)) j @
@xi

B 0
k;l (x)+

@
@xl

B 0
i;k (x) + @

@xk
B 0

l;i (x) = 0 ; x 2 �
 ; i; k; l = 1 : : : n; B 0 = ( B 0
i;k )g ;

{ pour c 2]0; + 1 [; on note Bc la boule euclidienne ouverte deRn de
centre 0 et de rayonc, i.e. Bc = f x 2 Rn j j xj < cg.
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Chapitre 1

Probl�eme de di�usion directe

1.1 Introduction

Consid�erons l'�equation de Newton-Einstein

_p(t) = �r V(x(t)) +
1
c
B(x(t)) _x(t); (1.1.1)

p(t) =
_x(t)

q
1 � j _x(t )j2

c2

;

o�u t 2 R; x(t) 2 Rn ; p(t) 2 Rn ; _x = dx
dt ; _p = dp

dt ; V 2 C2(Rn ; R) et B = ( B i;k ) 2
C1(Rn ; An (R)) ( n 2 N, n � 1). Pour l'�equation (1.1.1), l'�energie

E = c2

r

1 +
jp(t)j2

c2
+ V(x(t)) (1.1.2)

est une int�egrale premi�ere du mouvement.

Si n = 3 et B 2 F mag (R3) alors l'�equation (1.1.1) est l'�equation de
mouvement d'une particule de massem = 1 et de charge e = 1 dans un
champ �electromagn�etique statique externe d�ecrit par (V; B) (voir [Ein07] ou
section 17 de [LL71]). Dans cette �equationx est la position de la particule,p
son impulsion, ett d�esigne le temps et la constantec est la vitesse de la lumi�ere.

On suppose queV et B v�eri�ent les conditions (1.1.3)-(1.1.4) ci-dessous

j@j
xV(x)j � � j j j(1 + jxj)� (� + jj j) ; (1.1.3)

j@j 0

x B i;k (x)j � � j j 0j+1 (1 + jxj)� (� + jj 0j+1) ; (1.1.4)

pour x 2 Rn ; jj j � 2; jj 0j � 1 (j; j 0 2 Nn ) o�u � > 1 est une constante
r�eelle et les � j j j sont des constantes r�eelles positives. Le potentielV et
le champ B sont alors dits de courte port�ee. Sous les conditions (1.1.3),

13
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on obtient, en particulier que V est born�e sur Rn ; ainsi, en utilisant la
conservation de l'�energie, on obtient que pour toute solutionx(t); t 2 ]t � ; t+ [;
de l'�equation (1.1.1), il existe une unique solution de l'�equation (1.1.1)
d�e�nie pour tout temps et qui prolonge x(t); t 2 ]t � ; t+ [: D�esormais, dans ce
chapitre, on ne consid�erera que les solutions de (1.1.1) d�e�nies pour tout temps.

Dans ce chapitre on �etudie le probl�eme de di�usion directe pour l'�equation
de Newton-Einstein (1.1.1) sous les conditions (1.1.3)-(1.1.4). Le Th�eor�eme
1.1.1 suivant est le r�esultat principal de ce chapitre. Il �etablit l'existence et
donne quelques propri�et�es de l'op�erateur de di�usion pour l'�equation (1.1.1).

Th�eor�eme 1.1.1. Sous les conditions(1.1.3)-(1.1.4), on a
(i) pour tout (v� ; x � ) 2 Bc � Rn ; v� 6= 0; il existe une unique solution de

l'�equation (1.1.1) telle que

x(t) = v� t + x � + y� (t); (1.1.5)

o�u _y� (t) ! 0; y� (t) ! 0; quandt ! �1 ;
(ii) pour presque tout(v� ; x � ) 2 Bc � Rn ; v� 6= 0;

x(t) = v+ t + x+ + y+ (t); (1.1.6)

o�u jv+ j = jv� j; _y+ (t) ! 0; y+ (t) ! 0 quandt ! + 1 ;
(iii) l'ensembleD(S) = f (v� ; x � ) 2 Bc � Rn j v� 6= 0; la solution x(t)

de (1.1.1) v�eri�ant (1.1.5) v�eri�e aussi (1.1.6)g est un ouvert deBc �
Rn et son compl�ementaire dansBc � Rn est de mesure nulle pour la
mesure de Lebesgue, i.e.Mes((Bc � Rn )nD(S)) = 0 ;

(iv) l'op�erateur S : D(S) ! R (S); (v� ; x � ) 7! (v+ ; x+ ) a les propri�et�es
suivantes : S est de classeC1 sur D(S) et S pr�eserve la mesure de
Lebesgue.

La preuve du Th�eor�eme 1.1.1 est donn�ee dans la sous-section 1.6.3.
L'op�erateur S d�e�ni dans l'item iv du Th�eor�eme 1.1.1 est appel�e

l'op�erateur de di�usion pour l'�equation (1.1.1).

Le probl�eme de di�usion directe pour l'�equation de Newton non relativiste
avec B � 0 a �et�e �etudi�ee (en dimension n = 3) par Simon [Sim71] dans le
cas o�u V est �a courte port�ee (sous des conditions plus faibles que (1.1.3)) et
par Herbst [Her74] dans le cas o�uV est �a longue port�ee. La di�usion directe
en m�ecanique classique non relativiste pour un probl�eme �a 2 ou N corps
(sans champB) est trait�e dans la monographie de Derezinski-G�erard [DG97].
Loss-Thaller [LT87] ont �etudi�e (en dimension n = 3) le probl�eme de di�usion
directe pour l'�equation de Newton non relativiste avecV � 0 et B 2 F mag (R3)
�a longue port�ee. S'appuyant sur le travail de Simon [Sim71], Yajima [Yaj82]
a �etudi�e le probl�eme de di�usion directe pour l'�equation (1.1.1) en dimension
n = 3 avec V satisfaisant (1.1.3) etB 2 F mag (R3) v�eri�ant des hypoth�eses un
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peu plus forte que (1.1.4). Pour l'�etude de la di�usion directe en m�ecanique
quantique non relativiste pour le probl�eme �a 2 ou N corps (sans champ
B), nous renvoyons �a la monographie de Derezinski-G�erard [DG97] et aux
r�ef�erences contenues dans ce livre. Pour la th�eorie g�en�erale de la di�usion
directe en m�ecanique quantique, nous renvoyons �a la monographie de Yafaev
[Yaf92].

Le Th�eor�eme 1.1.1 peut se d�emontrer en reprenant sans modi�cation les
preuves de certains r�esultats obtenus dans [Yaj82]. Nous donnons une preuve
l�eg�erement di��erente �a celle que l'on obtiendrait en r�ep�etant la preuve de
certains r�esultats de [Yaj82] (voir paragraphe 1.3.2).

Le chapitre est organis�e comme suit. Dans la section 1.2, on rappelle cer-
taines propri�et�es de l'�equation (1.1.1), on introduit des notations, on donne
des estim�ees sur la forceF et sur l'accroissement d'une fonctiong qui jouera
un rôle important dans les deux chapitres suivants. Dans la section 1.3, on
d�emontre en particulier le premier item du Th�eor�eme 1.1.1 en transformant
l'�equation (1.1.1) en une �equation int�egrale et en �etudiant l'op�erateur a ssoci�e �a
cette �equation int�egrale ; le premier item du Th�eor�eme 1.1.1, une fois prouv�e,
permet de d�e�nir les op�erateurs d'ondes 
 � pour l'�equation (1.1.1). Dans la
section 1.4 on �etudie les solutions non born�ees de l'�equation (1.1.1) d'�energie
E > c 2 ; les r�esultats �etablis dans cette section permettent de donner une
autre description des images des op�erateurs d'ondes 
� . Dans la section 1.5,
on �etablit d'autres propri�et�es des op�erateurs d'ondes, notamment la propri�et�e
de conservation de la mesure de Lebesgue. Dans la section 1.6, en utilisant
notamment la conservation de la mesure (de Lebesgue) par 
� , on montre que
les images de 
� ; not�ees Ran
 � , sont �egales modulo un ensemble de mesure
nulle, puis on d�emontre le Th�eor�eme 1.1.1. La section 1.7 conclue le chapitre.

1.2 Pr�eliminaires

1.2.1 Le ot di��erentiel associ�e �a (1.1.1)

Pour x 2 Rn et v 2 Rn ; on note F (x; v) le vecteur deRn

F (x; v) = �r V(x) +
1
c
B(x)v: (1.2.1)

L'�equation (1.1.1) est une �equation di��erentielle du second ordre. Il est
�equivalent de consid�erer le syst�eme di��erentiel autonome suivant

_�
x
p

�
= X (x; p); o�u X (x; p) =

0

B
@

pr

1+ j pj 2

c2

F (x; pr

1+ j pj 2

c2

)

1

C
A ; pour x; p 2 Rn : (1.2.2)
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Le champ de vecteurX a les propri�et�es suivantes

X = ( X 1; : : : ; X 2n ) 2 C1(Rn � Rn ; Rn � Rn ); (1.2.3)

0 =
nX

j =1

�
@Xj

@xj
(x; p) +

@Xn+ j

@pj
(x; p)

�
; (1.2.4)

pour tous x = ( x1; : : : ; xn ), p = ( p1; : : : ; pn ) (la d�e�nition de X et la r�egularit�e
de V et B donne (1.2.3) ; pour toutx 2 Rn ; B (x) 2 An (R); ce qui implique
(1.2.4)).

En utilisant (1.2.3) et la conservation de l'�energie (1.1.2) et en utilisant
le fait que V est born�e sur Rn (dû �a (1.1.3)), on obtient que par tout point
(x0; p0) 2 Rn � Rn passe une unique solution (t; x 0; p0) := ( x(t); p(t)) ; t 2 R,
de (1.2.2). L'application  est appel�e ot associ�e �a (1.1.1) et  est de classe
C1 sur R � Rn � Rn :

Pour t 2 R, le ot au temps t, not�e  t , est d�e�ni par

 t (x; p) =  (t; x; p); pour tout ( x; p) 2 Rn � Rn ; (1.2.5)

et par th�eor�eme de Liouville (on utilise (1.2.4)), on a

 t 2 C1(Rn � Rn ; Rn � Rn ) pr�eserve la mesure de Lebesgue. (1.2.6)

De plus on rappelle que le ot a la propri�et�e d'additivit�e :

 t ( s(x; p)) =  t+ s(x; p); pour tous (x; p) 2 Rn � Rn ; s; t 2 R: (1.2.7)

1.2.2 Une fonction C1 g : Rn ! Bc

La fonction g : Rn ! Bc d�e�nie par

g(x) =
x

q
1 + jx j2

c2

; x 2 Rn ; (1.2.8)

est un C1 di��eomorphisme de Rn sur Bc, et son inverse est la fonction de
classeC1 g� 1 : Bc ! Rn donn�ee par

g� 1(x) =
x

q
1 � jx j2

c2

; x 2 Bc: (1.2.9)

Dans le Lemme 1.2.1 suivant, on donne quelques propri�et�es sur la croissance
de g.
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Lemme 1.2.1. La fonction g a les propri�et�es suivantes :

jr gi (x)j2 �
1

1 + jx j2

c2

; (1.2.10)

jg(x) � g(y)j �
p

n sup
"2 [0;1]

1
q

1 + j"x +(1 � " )yj2

c2

jx � yj; (1.2.11)

jr gi (x) � r gi (y)j �
3
p

n
c

sup
"2 [0;1]

1

1 + j"x +(1 � " )yj2

c2

jx � yj; (1.2.12)

pour tous x; y 2 Rn et tout i = 1 : : : n; o�u g = ( g1; : : : ; gn ):

La preuve du Lemme 1.2.1 est donn�ee dans la section A.1 de l'Annexe.

Dans ce chapitre, on utilisera les in�egalit�es suivantes qui se d�eduisent
imm�ediatement de (1.2.10)-(1.2.12) :

jr gi (x)j2 � 1; (1.2.13)

jg(x) � g(y)j �
p

njx � yj; (1.2.14)

jr gi (x) � r gi (y)j �
3
p

n
c

jx � yj; (1.2.15)

pour tous x; y 2 Rn et tout i = 1 : : : n; o�u g = ( g1; : : : ; gn ):
Pour d�emontrer les principaux r�esultats de ce chapitre (construction des

op�erateurs d'ondes, �etude des solutions non born�ees d'�energieE < c 2; et
construction de l'op�erateur de di�usion), il n'est pas utile d'avoir des estim�ees
aussi pr�ecises sur l'accroissement deg: Mais on les utilisera pour donner des
estimations explicites.

Les in�egalit�es (1.2.10)-(1.2.12) seront utilis�es dans les chapitres 2 et 3.

1.2.3 Estim�ees sur la force

Dans ce paragraphe on donne des estim�ees sur la forceF d�e�nie par (1.2.1).

Lemme 1.2.2. Sous les conditions(1.1.3)-(1.1.4), on a

jF (x; v)j � � 1n(1 + jxj)� (� +1) (1 +
1
c
jvj); (1.2.16)

�
�
�
�
@Fi
@xk

(x; v)

�
�
�
� �

p
n� 2(1 +

jvj
c

)(1 + jxj)� (� +2) ; (1.2.17)
�
�
�
�
@Fi
@vk

(x; v)

�
�
�
� �

� 1

c
(1 + jxj)� (� +1) ; (1.2.18)
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jF (x; v) � F (x0; v0)j � (1.2.19)

n� 1
1
c

sup
"2 [0;1]

(1 + j(1 � " )x + "x 0j)� (� +1) jv0 � vj

+ n3=2� 2 sup
"2 [0;1]

�
(1 + j(1 � " )x + "x 0j)� (� +2) (1 +

1
c
j(1 � " )v + "v 0j)

�
jx0 � xj;

pour tous x = ( x1; : : : ; xn ) 2 Rn ; v = ( v1; : : : ; vn ) 2 Rn ; et x0; v0 2 Rn et tous
entiers i; k = 1 : : : n; o�u F = ( F1; : : : ; Fn ) est d�e�nie par (1.2.1):

Preuve du Lemme 1.2.2.L'in�egalit�e (1.2.16) se d�eduit de (1.2.1) et (1.1.3)-
(1.1.4). De plus de (1.2.1), on a

@Fi
@xk

(x; v) = � @2

@xi @xk
V(x) + 1

c

P n
l=1

@Bi;l

@xk
vl ; (1.2.20)

@Fi
@vk

(x; v) = 1
cB i;k (x); (1.2.21)

pour tous x = ( x1; : : : ; xn ) 2 Rn ; v = ( v1; : : : ; vn ) 2 Rn et i; k = 1 : : : n.
L'in�egalit�e (1.2.17) se d�eduit de (1.2.20) et (1.1.3)-(1.1.4). L'in�egalit�e (1.2.18)
se d�eduit de (1.2.21) et (1.1.4). L'in�egalit�e (1.2.19) se d�eduit de (1.2.17)-
(1.2.18).

1.3 Construction des op�erateurs d'ondes

Dans cette section on montre le r�esultat suivant.

Th�eor�eme 1.3.1. Sous les conditions(1.1.3)-(1.1.4), on a :
i) pour tout (x � ; p� ) 2 Rn � Rn ; p� 6= 0; l'�equation (1.1.1) admet une

unique solutionzx � ;p� telle que

lim
t !�1

zx � ;p� (t) � x � � g(p� )t = 0; (1.3.1)

lim
t !�1

_zx � ;p� (t) � g(p� ) = 0 ; (1.3.2)

ii) l'op�erateur 
 + : Rn � (Rnnf 0g) ! Rn � Rn de�ni par


 + (x; p) = ( zx;p (0); g� 1( _zx;p (0))) pour tout (x; p) 2 Rn � (Rnnf 0g)
(1.3.3)

est un C1 di��eomorphisme sur son image (not�ee Ran
 + ).

Remarque 1.3.1 : le premier item du Th�eor�eme 1.3.1 est exactement le
premier item du Th�eor�eme 1.1.1.

Il est encore vrai que sous les conditions (1.1.3)-(1.1.4), on a :
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iii) pour tout ( x+ ; p+ ) 2 Rn � Rn ; p+ 6= 0; l'�equation (1.1.1) admet une
unique solutionux+ ;p+ telle que

lim
t ! + 1

ux+ ;p+ (t) � x+ � g(p+ )t = 0; (1.3.4)

lim
t ! + 1

_ux+ ;p+ (t) � g(p+ ) = 0 ; (1.3.5)

iv) l'op�erateur 
 � : Rn � (Rnnf 0g) ! Rn � Rn de�ni par


 � (x; p) = ( ux;p (0); g� 1( _ux;p (0))) (1.3.6)

est un C1 di��eomorphisme sur son image (not�ee Ran
 � ).
Les assertions iii) et iv) ci-dessus se d�emontrent de la même mani�ere que

les assertions i) et ii). Les op�erateurs 
� et 
 + d�e�nis par (1.3.3) et (1.3.6)
sont ce qu'on appelle les op�erateurs d'ondes pour l'�equation (1.1.1).

Pour d�emontrer le premier item du Th�eor�eme 1.3.1, on transforme l'�equa-
tion (1.1.1) avec conditions initiales (1.3.1)-(1.3.2) en tempst = �1 en une
�equation int�egrale (sous-section 1.3.2). On est alors amen�e �a �etudier l'op�erateur
associ�e �a cette �equation int�egrale (sous-section 1.3.3). Le Th�eor�eme 1.3.1 est
d�emontr�e dans la sous-section 1.3.4.

1.3.1 Notations

Soit T 2 R: On consid�ere l'espace m�etrique complet

X T = f (f; h ) 2 C(] � 1 ; T]; Rn ) � C(] � 1 ; T]; Rn ) j k(f; h )k1 ;T < + 1g ;

muni de la normek k1 ;T d�e�nie par

k(f; h )k1 ;T = sup
t2 ]�1 ;T ]

jf (t)j + sup
t2 ]�1 ;T ]

jh(t)j; for (f; h ) 2 X T :

On note MT la boule unit�e ferm�ee de X T :

MT = f (f; h ) 2 X T j k(f; h )k1 ;T � 1g: (1.3.7)

Et on note BT la boule unit�e ouverte deX T :

BT = f (f; h ) 2 X T j k(f; h )k1 ;T < 1g: (1.3.8)

On note � 0 l'ensemblef (x; p) 2 Rn � Rn j p 6= 0g.
Dans le Lemme 1.3.1 suivant, on donne quelques estim�ees relatives �a l'en-

semble � 0 � X T ; T 2 R: L'estim�ee (1.3.10) et la continuit�e de F sur Rn � Rn (F
est d�e�nie par (1.2.1)) montre que l'op�erateur A introduit dans la sous-section
suivante est bien d�e�ni.
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Lemme 1.3.1. Soient (p; x) 2 � 0; T < + 1 ; (f; h ) 2 X T : Alors sous les
conditions (1.1.3)-(1.1.4), on a :

jx + g(p)s + f (s)j � (jg(p)jjsj)=2; (1.3.9)

jF (x + g(p)s + f (s); g(p) + h(s)) j � � 1n(2 +
1
c
k(f; h )k1 ;T ) (1.3.10)

� (1 + ( jg(p)j=2)jsj)� (� +1) ;

pour tout s � min(� 2(k(f;h )k1 ;T + jxj)
jg(p)j ; T):

Preuve du Lemme 1.3.1.On a jx + g(p)s + f (s)j � j g(p)jjsj � j f (s)j � j xj
pour tout s � T. Ainsi par d�e�nition de kk1 ;T , on obtient l'estim�ee (1.3.9)
pour s � � 2(k(f;h )k1 ;T + jxj)

jg(p)j : Par d�e�nition de kk1 ;T et en utilisant le fait que
jg(p0)j � c pour tout p0 2 Rn ; on obtient

jg(p) + h(s)j � c + k(f; h )k1 ;T

pour tout s � T: Cette derni�ere in�egalit�e avec (1.3.9) et (1.2.16) donne (1.3.10).

1.3.2 Une �equation int�egrale

Soit T 2 R: Sous les conditions (1.1.3)-(1.1.4), on d�e�nit l'op�erateurA :
� 0 � X T ! X T par

Ax;p (f; h ) := A(x; p; f; h ) = ( A1
x;p (f; h ); A2

x;p (f; h )) (1.3.11)

o�u

A1
x;p (f; h )( t) =

Z t

�1
A2

x;p (f; h )(s)ds;

A2
x;p (f; h )( t) = g(p +

Z t

�1
F (g(p)s + x + f (s); g(p) + h(s))ds) � g(p);

pour tout t � T et tout ( f; h ) 2 X T : (On devrait �ecrire AT au lieu deA, mais
cela alourdirait les notations.)

Soit (f; h ) 2 X T : La fonction Ax;p (f; h ) 2 X T v�eri�e

Ax;p (f; h ) 2 C2(] � 1 ; T]; Rn ) � C1(] � 1 ; T]; Rn );
_A1
x;p (f; h )( t) = A2

x;p (f; h )( t); pour tout t 2 ] � 1 ; T]:

La Proposition 1.3.1 suivante lie les solutionszx � ;p� de (1.1.1) v�eri�ant les
conditions initiales (1.3.1)-(1.3.2) et les points �xes deAx � ;p� : La preuve de la
Proposition 1.3.1 est imm�ediate.
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Proposition 1.3.1. Sous les conditions(1.1.3)-(1.1.4), on a
i) pour tout (x � ; p� ) 2 � 0; si zx � ;p� est une solution de(1.1.1) qui v�eri�e

les conditions initiales au tempst = �1 (1.3.1)-(1.3.2), alors pour tout
T 2 R

(zx � ;p� (t) � x � g(p� )t; _zx � ;p� (t) � g(p� )) ; t 2 ] � 1 ; T];

appartient �a X T ;

et

(zx � ;p� (t) � x � g(p� )t; _zx � ;p� (t) � g(p� )) = Ax � ;p� (zx � ;p� ; _zx � ;p� )( t);
(1.3.12)

pout tout t 2 ] � 1 ; T] ;
ii) pour tout T 2 R et tout (x � ; p� ) 2 � 0; si (f; h ) 2 X T v�eri�e (f; h ) =

Ax � ;p� (f; h ) alors la fonctionzx � ;p� (t) = x � + g(p� )t+ f (t); t 2 ]�1 ; T];
appartient �a C2(] � 1 ; T]; Rn ) et v�eri�e les conditions initiales (1.3.1)-
(1.3.2) et zx � ;p� est une solution de l'�equation(1.1.1).

L'�equation int�egrale (1.3.12) qui ram�ene l'�etude de l'existence et l'unicit�e
des solutions de (1.1.1) v�eri�ant les conditions initiales (1.3.1)-(1.3.2) �a l'�etude
de l'existence et l'unicit�e des points �xes d'un op�erateur (ici A) n'est pas celle
utilis�ee dans [Yaj82]. C'est essentiellement en cela que di��ere la preuve du
Th�eor�eme 1.1.1, que l'on donne dans ce chapitre, �a celle que l'on obtiendrait
en r�ep�etant les preuves de r�esultats de Yajima [Yaj82].

1.3.3 Propri�et�es de l'op�erateur A

Le Th�eor�eme 1.3.2 ci-dessous donne des propri�et�es de l'op�erateurA. Dans
ce Th�eor�eme, on d�esigneL (E; F ) l'ensemble des applications lin�eaires continues
de l'espace de BanachE dans l'espace de BanachF , et on munit L (E; F ) de
la norme k:kL (E;F ) d�e�nie par

kLkL (E;F ) = sup
v2E ;kvkE =1

kL(v)kF ;

pour tout L 2 L (E; F ), o�u k:kE (resp.k:kF ) est la norme consid�er�ee surE (resp.
sur F ). Si E = F et k:kE = k:kF ; alors L (E) := L (E; F ) et k:kL (E) := k:kL (E;F ) :
On rappelle queMT est d�e�ni par (1.3.7) ; sur Rn � Rn , on consid�ere la norme
produit j:j1 d�e�nie par j(x; y)j1 = max( jxj; jyj) pour tous x; y 2 Rn .

Th�eor�eme 1.3.2. Sous les conditions(1.1.3)-(1.1.4), on a :
i) l'op�erateur A est de classeC1 sur � 0 � X T pour tout T 2 R ;
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ii) l'op�erateur A v�eri�e les in�egalit�es

sup
(f;h )2 M T

kA(x; p; f; h )k1 ;T � C(x; p; T); (1.3.13)

sup
(f;h )2 M T

k
@A

@(f; h )
(x; p; f; h )kL (X T ) � D1(x; p; T); (1.3.14)

sup
(f;h )2 M T

k
@A

@(x; p)
(x; p; f; h )kL (Rn � Rn ;X T ) � D2(x; p; T); (1.3.15)

o�u

C(x; p; T) =
2n3=2� 1(1 + 1

c)( � � 1)� 1

min( jg(p)j2

4 ; jg(p)j
2 )( jg(p)jjTj=2 + 1) (� � 1)

; (1.3.16)

D1(x; p; T) = n3 16� 1(1 + 1
c) + 8 � 2(1 + c)

c(� � 1) min
k=1 :::3

( jg(p)j
2 )k(1 � jg(p)j

2 T)� � 1
;(1.3.17)

D2(x; p; T) = n5=2 (c� 1� 1 + 2
p

n� 2) ( � � 1)� 1

min( jg(p)j
2 ; jg(p)j2

4 )(1 � jg(p)j
2 T)� � 1

; (1.3.18)

pour tout (x; p) 2 � 0 et tout T 2] � 1 ; 0] tels queT � � 2(jx j+1)
jg(p)j , o�u l'on

note par @A
@(x;p) (x; p; f; h ) 2 L (Rn � Rn ; X T ) (resp. par @A

@(f;h ) (x; p; f; h ) 2
L (X T )) la di��erentielle partielle de A au point (x; p; f; h ) par rapport �a
(x; p) (resp. par rapport �a (f; h )).

Nous ne donnons pas la preuve du Th�eor�eme 1.3.2. La preuve du Th�eor�eme
1.3.2 s'obtient par des calculs directs.

Remarque 1.3.2. Pour tout compact K de Rn � Rn ; avecK � � 0; on a

sup
(x;p)2 K

max(C(x; p; T); D1(x; p; T); D2(x; p; T)) ! 0; quand T ! �1 :

(1.3.19)

1.3.4 Preuve du Th�eor�eme 1.3.1

Soit (x; p) 2 � 0. Soit � 2 ]0; + 1 [ tel que �B((x; p); � ) := f (x0; p0) 2 Rn �
Rn j max(jx0 � xj; jp0 � pj) � � g � � 0. On note B((x; p); � ) := f (x0; p0) 2
Rn � Rn j max(jx0 � xj; jp0 � pj) < � g.

De (1.3.19), (1.3.13)-(1.3.15), on d�eduit qu'il existeTx;p 2] � 1 ; 0[ tel que

kA(x0; p0; f; h )kT;1 �
1
2

; (1.3.20)

kA(x0; p0; f 0; h0) � A(x0; p0; f; h )kT;1 �
1
2

k(f � f 0; h � h0)kT;1 ; (1.3.21)

pour tout T < T x;p , pour tout (x0; p0) 2 B((x; p); � ) et tous (f; h ); (f 0; h0) 2 BT :
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Fixons T < T x;p : En utilisant les Lemmes A.2.2 et A.2.3 �enonc�es dans la
sous-section A.2 de l'Annexe A, on obtient que

Ax0;p0 : BT ! X T admet un unique point �xe (yx0;p0; wx0;p0) (1.3.22)

pour tout ( x0; p0) 2 B((x; p); � ) ;

A �x : B((x; p); � ) ! BT ; (x0; p0) 7! (yx0;p0; wx0;p0); est de (1.3.23)

classeC1 sur B((x; p); � )

(on rappelle queAx0;p0(f 0; h0) := A(x0; p0; f 0; h0)).
La Proposition 1.3.1 et (1.3.22) prouvent le premier item du Th�eor�eme

1.3.1.

De plus on a


 + (x0; p0) =  � T (g(p0)T + x0+ yx0;p0(T); g� 1(g(p0) + wx0;p0(T))) (1.3.24)

pour tout ( x0; p0) 2 B((x; p); � ) et T < T x;p o�u  � T est d�e�ni par (1.2.5).
De (1.3.23), (1.3.24) et de la r�egularit�e deg et  , on obtient que


 + est de classeC1 sur B((x; p); � ): (1.3.25)

On veut montrer que

@
 +

@(x; p)
(x; p) est un isomorphisme deL(Rn � Rn ); (1.3.26)

o�u l'on note par @
 +

@(x;p) (x; p) la di��erentielle de 
 + au point (x; p). En utilisant
le fait que  t est un C1 di��eomorphisme de Rn � Rn sur Rn � Rn pour tout
t 2 R; et en utilisant (1.3.24), on obtient que d�emontrer (1.2.3) est �equivalent
�a d�emontrer l'existence de T < T x;p tel que

@GT
@(x; p)

(x; p) est un isomorphisme deL(Rn � Rn ); (1.3.27)

o�u GT : B((x; p); � ) ! Rn � Rn ; (x0; p0) 7! (g(p0)T + x0 + yx0;p0(T); g(p0) +
wx0;p0(T)): De (1.3.15), (1.3.21) et du Lemme A.2.3 (voir (A.2.7)) �enonc�e dans
la sous-section A.2 de l'Annexe A, on obtient :

k
@(yx;p ; wx;p )

@(x; p)
kL (Rn � Rn ;X T ) � 2D2(x; p; T) ! 0; quand T ! �1 ; (1.3.28)

o�u D2(x; p; T) est d�e�ni par (1.3.18). L'estim�ee (1.3.28) et la d�e�nition de GT

prouvent que @GT
@(x;p) (x; p) est un isomorphisme deL(Rn � Rn ) pour T < T x;p ;

jT j su�samment grand, ce qui implique (1.3.26).
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Finalement on a d�emontr�e que 
 + est de classeC1 sur � 0 et que sa
di��erentielle en tout point de � 0 est un isomorphisme deL(Rn � Rn ), ce qui
implique par th�eor�eme d'inversion locale que


 + est un C1 di��eomorphisme local en tout point de � 0: (1.3.29)

En�n par unicit�e du probl�eme de Cauchy pour (1.1.1) avec donn�ees initiales
au tempst = 0 et par d�e�nition de 
 + ; on obtient que

l'op�erateur 
 + est injectif sur � 0: (1.3.30)

Le deuxi�eme item du Th�eor�eme 1.3.1 se d�eduit alors de (1.3.29)-(1.3.30).

1.4 Solutions non born�ees d'�energie E > c 2

Dans cette section, on �etudie les solutions de (1.1.1) qui sont non born�ees
(pour les temps positifs) et d'�energieE > c 2: On montre, en particulier, qu'une
solution x(t) de (1.1.1) non born�ee (pourt 2 [0; + 1 [) d'�energie E > c 2 a,
en module, une croissance au moins lin�eaire en temps (voir Lemme 1.4.1 de
la sous-section 1.4.1). Puis, en utilisant ce r�esultat, on montre que les solu-
tions x(t) de (1.1.1) non born�ees (pourt 2 [0; + 1 [) et d'�energie E > c 2

sont exactement les solutionsx(t) de (1.1.1) qui peuvent s'�ecrire sous la forme
x(t) = x+ + tv+ + y+ (t) o�u v+ 6= 0; y+ (t) ! 0 and _y+ (t) ! 0 quand t ! + 1
(voir Lemme 1.4.2 de la sous-section 1.4.2). Le Lemme 1.4.1 est d�emontr�e dans
la sous-section 1.4.3.

On a des r�esultats similaires aux r�esultats des Lemmes 1.4.1 et 1.4.2 pour
l'�etude des solutions non born�ees pour les temps n�egatifs et d'�energieE > c 2:

Les r�esultats de cette section (et leurs analogues pourt = �1 ) seront
utilis�es dans la section 1.6 (sous-section 1.6.2) pour d�emontrer en particulier
l'�egalit�e entre Ran
 + et Ran
 � modulo un ensemble de mesure nulle pour la
mesure de Lebesgue, ce qui permettra de d�e�nir l'op�erateur de di�usion.

1.4.1 Une borne inf�erieure

Dans le Lemme 1.4.1 suivant, on montre, en particulier, qu'une solution
x(t) de (1.1.1) non born�ee (pourt 2 [0; + 1 [) d'�energie E > c 2 a, en module,
une croissance au moins lin�eaire en temps.

Lemme 1.4.1. Soient E 2 R et (q; p) 2 Rn � Rn tels que

E = c2

r

1 +
jpj2

c2
+ V(q): (1.4.1)

Sous les conditions(1.1.3)-(1.1.4), si E > c 2 alors il existe Rq
E > 0; CE > 0

tels que s'il existeT > 0 tel quej 1(T; q; p)j > R q
E alors :
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pour tout t 2 [T;+ 1 [; j 1(t; q; p)j � Rq
E ; et il existe T0 et un voisinage

ouvert U de (q; p) tels que

j 1(t; q; p)j � CE jt j; (1.4.2)

pour tout t � T0: (On rappelle que 1 est la premi�ere composante du ot 
associ�e �a l'�equation (1.1.1) et d�e�ni dans la sous-section 1.2.1.)

La preuve du Lemme 1.4.1 est donn�ee dans la sous-section 1.4.3.

1.4.2 Comportement en temps t = 1

Dans le Lemme 1.4.2 suivant, on montre que les solutionsx(t) de (1.1.1)
non born�ees (pourt 2 [0; + 1 [) et d'�energie E > c 2 sont exactement les solu-
tions x(t) de (1.1.1) qui peuvent s'�ecrire sous la formex(t) = x+ + tv+ + y+ (t)
o�u v+ 6= 0; y+ (t) ! 0 and _y+ (t) ! 0 quandt ! + 1 :

Lemme 1.4.2. Sous les conditions(1.1.3)-(1.1.4), soient (q; p) 2 Rn � Rn et

E = c2

r

1 +
jpj2

c2
+ V(q):

On suppose queE > c 2 et

lim t ! + 1 j 1(t; q; p)j = + 1 ;

o�u  1 d�esigne la premi�ere composante du ot associ�e �a l'�equation (1.1.1) et
d�e�ni dans la sous-section 1.2.1. Alors il existe un unique(x+ ; p+ ) 2 Rn � Rn

tel que
 1(t; q; p) = x+ + g(p+ )t + y+ (t); t 2 R;

o�u y+ (t) ! 0; _y+ (t) ! 0 quandt ! + 1 : De plus

p+ =  2(t; q; p) +
Z + 1

t
F ( 1(t; q; p); g( 2(t; q; p))) d�; (1.4.3)

x+ =  1(t; q; p) � g(p+ )t (1.4.4)

+
Z + 1

t

�
g

�
p+ �

Z + 1

�
F ( 1(t; q; p); g( 2(t; q; p))) d�

�
� g(p+ )

�
d�;

pour t 2 [0; + 1 [ (o�u les int�egrales convergent absolument).

Preuve du Lemme 1.4.2.CommeE > c 2 on peut appliquer le Lemme 1.4.2 �a
 1(t; q; p); t 2 R: Ainsi il existe CE > 0; T0 > 0 tels que

j 1(t; q; p)j � CE jt j; t 2 [T0; + 1 [: (1.4.5)

En utilisant (1.4.5), (1.2.16) et j @ 1
@t (t; q; p)j < c; on obtient

jF ( 1(�; q; p);
@ 1
@�

(�; q; p)) j � 2n� 1(1 + CE j� j)� (� +1) ; (1.4.6)
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pour tout � 2 [T0; + 1 [. L'�equation (1.1.1) donne

 2(s; q; p) =  2(t; q; p) +
Z s

t
F ( 1(�; q; p); g( 2(�; q; p))) d�; (1.4.7)

 1(s; q; p) =  1(t; q; p) (1.4.8)

+
Z s

t
g

�
 2(t; q; p)) +

Z �

t
F ( 1(�; q; p); g( 2(�; q; p))) d�

�
d�;

pour tous s; t 2 R; t � s:
Soit t 2 [0; + 1 [: Soient

p+ =  2(t; q; p) +
Z + 1

t
F ( 1(�; q; p); g( 2(�; q; p))) d�; (1.4.9)

x+ =  1(t; q; p) � g(p+ )t (1.4.10)

+
Z + 1

t

�
g

�
p+ �

Z + 1

�
F ( 1(�; q; p); g( 2(�; q; p))) d�

�
� g(p+ )

�
d�

(les vecteursp+ et x+ sont bien d�e�nis grâce �a (1.4.6), (1.2.14)).
On �etudie z(s) � x+ � g(p+ )s: De (1.4.8), (1.4.9), (1.2.14) et (1.4.6), on

d�eduit

j
@ 1
@s

(s; q; p) � g(p+ )j � 2n3=2� 1

Z + 1

s
(1 + CE j� j)� (� +1) d�

�
2n3=2� 1

�C E (1 + CE s)�
; (1.4.11)

pour tout s � max(T0; t):
Soit s � max(T0; t): De (1.4.8) et (1.4.10), on obtient

 1(s; q; p) � x+ � g(p+ )s

= �
Z + 1

s

�
g(p+ �

Z + 1

�
F ( 1(�; q; p); g( 2(�; q; p))) d� ) � g(p+ )

�
d�;

d'o�u, en utilisant (1.2.14) et (1.4.6), on obtient

j 1(s; q; p) � x+ � g(p+ )sj �
2n3=2� 1

� (� � 1)C2
E (1 + CE s)� � 1

: (1.4.12)

Les estimations (1.4.11) et (1.4.12) prouvent le Lemme 1.4.2.

1.4.3 Preuve du Lemme 1.4.1

Par continuit�e de V, il existe un voisinage ouvertU1 de (q; p) tel que

jq0 � qj � 1; (1.4.13)
1
2

(E � c2) � Eq0;p0 � c2 �
5
4

(E � c2); (1.4.14)
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pour tout (q0; p0) 2 U1; o�u Eq0;p0 = c2
q

1 + jp0j2

c2 + V(q0).
Pour (q0; p0) 2 U1; on d�e�nit la fonction I q0;p0 2 C2(R; [0; + 1 [) par

I q0;p0(t) =
1
2

j 1(t; q0; p0)j2: (1.4.15)

En d�erivant deux fois I q0;p0 et en utilisant l'�equation (1.2.2) et la conservation
de l'�energie (1.1.2), on obtient

_I q0;p0(t) = g( 2(t; q0; p0)) �  1(t; q0; p0); (1.4.16)

•I q0;p0(t) =
c2

� �
Eq0;p 0� V ( 1 (t;q0;p0))

c2

� 2
� 1

�

�
Eq0;p 0� V ( 1 (t;q0;p0))

c2

� 2 (1.4.17)

�
1
c2

( 2(t; q0; p0) �  1(t; q0; p0))

�
 2(t; q0; p0) � F ( 1(t; q0; p0); g( 2(t; q0; p0)))

(1 + j 2 (t;q0;p0)j2

c2 )
3
2

+
F ( 1(t; q0; p0); g( 2(t; q0; p0))) �  1(t; q0; p0)

q
1 + j 2 (t;q0;p0)j2

c2

;

pour tout t 2 R (o�u � d�esigne le produit scalaire usuel surRn ).
Sous les conditions (1.1.3)-(1.1.4), on aV(x) ! 0; et

supy 2 Rn
j y j <c

jxjjF (x; y)j ! 0 quand jxj ! + 1 : Soit Rq
E > 0 tel que

Rq
E > jqj + 1; (1.4.18)

2 sup
y 2 Rn
j y j <c

jF (x; y)jjxj �
1
2

c2

� �
E � c2

4c2 + 1
� 2

� 1
�

�
3(E � c2 )

2c2 + 1
� 2 ; si jxj � Rq

E ; (1.4.19)

jV(x)j �
E � c2

4
; si jxj � Rq

E : (1.4.20)

On suppose d�esormais qu'il existeT > 0 tel que j 1(T; q; p)j > R q
E . Par

continuit�e de  T , il existe un voisinage ouvertU2 de (q; p), U2 inclu dans U1,
tel que

j 1(T; q0; p0)j > R q
E ; pour tout (q0; p0) 2 U2: (1.4.21)

Soit (q0; p0) 2 U2: On va montrer que j 1(t; q0; p0)j > R q
E pour tout t 2

[T;+ 1 [: De (1.4.13) et (1.4.18), on ajq0j = j 1(0; q0; p0)j � 1 + jqj = 1 +
j 1(0; q; p)j < R q

E : On en d�eduit (en utilisant aussi (1.4.21)) que

tq0;p0

2 := supf t 2 [0; T]jj  1(t; q0; p0)j = Rq
E g 2]0; T[:
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Soit cq0;p0 2]tq0;p0

2 ; T[ tel que

j 1(T; q0; p0)j � j  1(tq0;p0

2 ; q0; p0)j = ( T � tq0;p0

2 )
d
dt

j 1(t; q0; p0)j jt= cq0;p 0: (1.4.22)

Compte tenu de la d�e�nition de tq0;p0

2 et de (1.4.21), on remarque que

j 1(�; q 0; p0)j > R q
E pour tout � 2 ]tq0;p0

2 ; T]: (1.4.23)

En utilisant (1.4.21), la d�e�nition de tq0;p0

2 et de I q0;p0, et en utilisant (1.4.22)
on obtient aussi

_I q0;p0(cq0;p0) > 0: (1.4.24)

Supposons qu'il existet 2]T;+ 1 [ tel que j 1(t; q0; p0)j � Rq
E : Alors de

(1.4.23) on d�eduit

tq0;p0

3 := inf f s 2]cq0;p0; + 1 [jjxq0;p0(s)j = Rq
E g 2]cq0;p0; t] (1.4.25)

et on atq0;p0

3 2]tq0;p0

2 ; + 1 [ (car cq0;p0 > t q0;p0

2 ). De plus on a, par d�e�nition de I q0;p0

et de tq0;p0

3 (et en utilisant (1.4.23) appliqu�e �a � = cq0;p0),

_I q0;p0(tq0;p0

3 ) = lim
h! 0+

j 1(tq0;p0

3 ; q0; p0)j2 � j  1(tq0;p0

3 � h; q0; p0)j2

2h
� 0: (1.4.26)

On s'int�eresse �a la croissance de_I q0;p0 sur [cq0;p0; tq0;p0

3 ]: Par d�e�nition de
tq0;p0

2 ; tq0;p0

3 et de (1.4.23), on a

j 1(t; q0; p0)j � Rq
E ; pour t 2 [tq0;p0

2 ; tq0;p0

3 ]: (1.4.27)

De (1.4.27), (1.4.14), (1.4.17), (1.4.19), (1.4.20), on d�eduit

•I q0;p0(t) �
1
2

c2

� �
E � c2

4c2 + 1
� 2

� 1
�

�
3(E � c2 )

2c2 + 1
� 2 ; (1.4.28)

pour tout t 2 [tq0;p0

2 ; tq0;p0

3 ]: On obtient que _I q0;p0 est strictement croissante sur
[cq0;p0; tq0;p0

3 ], ce qui contredit (1.4.24) et (1.4.26).

N�ecessairement

j 1(t; q0; p0)j > R q
E ; pour tout t 2 [T;+ 1 [: (1.4.29)

On d�e�nit

tq0;p0

1 = inf f t 2 [0; + 1 [jj  1(u; q0; p0)j � Rq
E pour tout u 2 [t; + 1 [g: (1.4.30)
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Commeq0 < R q
E ; on a tq0;p0

1 > 0 ; et on d�eduit de la d�e�nition de tq0;p0

1 que

_I q0;p0(tq0;p0

1 ) = lim
h! 0+

j 1(tq0;p0

1 ; q0; p0)j2 � j  1(tq0;p0

1 � h; q0; p0)j2

2h
� 0 (1.4.31)

En utilisant (1.4.29), (1.4.14), (1.4.17), (1.4.19), (1.4.20) et (1.4.31), on obtient

•I q0;p0(t) �
1
2

c2

� �
(E � c2 )

4c2 + 1
� 2

� 1
�

3(E � c2 )
2c2 + 1

I q0;p0(t) �
1
4

c2

� �
E � c2

4c2 + 1
� 2

� 1
�

3(E � c2 )
2c2 + 1

(t � tq0;p0

1 )2 + _I q0;p0(tq0;p0

1 )( t � tq0;p0

1 )

+ I q0;p0(tq0;p0

1 )

�
1
4

c2

� �
E � c2

4c2 + 1
� 2

� 1
�

3(E � c2 )
2c2 + 1

(t � tq0;p0

1 )2 (1.4.32)

pour tout t 2 [tq0;p0

1 ; + 1 [:
Soit

CE :=
1
2

vu
u
u
t 1

2

c2
h�

E � c2

4c2 + 1
� 2

� 1
i

3(E � c2 )
2c2 + 1

: (1.4.33)

De tq0;p0

1 < T; (1.4.32) et (1.4.33), on d�eduit

j 1(t; q0; p0)j � 2CE (t � tq0;p0

1 ) � 2CE (t � T) � 2(1 � T=t)CE t;

pour tout t 2 [T;+ 1 [: �

1.5 Propri�et�es des op�erateurs d'ondes

Dans cette section, on donne quelques propri�et�es des op�erateurs d'ondes

 � d�e�nis dans la section 1.3. Le r�esultat principal de cette section est le
Th�eor�eme 1.5.1 suivant.

Th�eor�eme 1.5.1. Pour tout t 2 R, on note  t
(0) le ot au temps t du mouve-

ment libre, i.e.

 t
(0) (q; p) = ( q+ tp; p); pour tout (q; p) 2 Rn � Rn :

Sous les conditions(1.1.3) et (1.1.4), on a :
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i) les op�erateurs d'ondes v�eri�ent


 � w = lim
t !�1

 � t  t
(0) w

pour tout w 2 � 0 (les limites sont en fait uniformes sur tout compact
de � 0), o�u  � t est le ot au temps � t associ�e �a l'�equation (1.1.1) et
d�e�ni par (1.2.5);

ii) les op�erateurs 
 � pr�eserve la mesure de Lebesgue ;
iii) pour tout s 2 R;

 s
 � = 
 �  s
(0) :

Il est encore vrai que les d�eriv�ees partielles de � t  t
(0) convergent uni-

form�ement sur tout compact K de � 0 vers les d�eriv�ees partielles de 
� quand
t ! �1 :

Le deuxi�eme item du Th�eor�eme 1.5.1 sert d'argument pour montrer que
la mesure de Lebesgue de (Rn � Rn )nD(S) est nulle, o�u D(S) est l'ensemble de
d�e�nition de l'op�erateur de di�usion S de l'�equation (1.1.1) (voir sous-section
1.6.3).

La propri�et�e du premier item correspond �a la d�e�nition et �a la propri�et�e
d'isom�etrie des op�erateurs d'ondes de la m�ecanique quantique pour la di�usion
�a courte port�ee (voir [RS79]). La propri�et�e du troisi�eme item corre spond aussi
�a une propri�et�e des op�erateurs d'ondes de la m�ecanique quantique pour la
di�usion �a courte port�ee (voir [RS79]).

Dans la sous-section 1.5.1, on introduit quelques notations et des
op�erateurs A t . Dans la sous-section 1.5.2, on �etudie ces op�erateurs (Propo-
sition 1.5.1, Lemme 1.5.2, Proposition 1.5.2) et dans la sous-section 1.5.3, on
d�emontre le Th�eor�eme 1.5.1. Dans les sous-sections 1.5.4 et 1.5.5, on d�emontre
la Proposition 1.5.1 et le Lemme 1.5.2 .

1.5.1 Notations

Soit T < 0: Pour tout ( x; p) 2 � 0 et t 2 ] � 1 ; T]; on d�e�nit l'application
A t

x;p : X T ! X T par

A t
x;p (f; h ) = ( A1;t

x;p (f; h ); A2;t
x;p (f; h )) ; (1.5.1)

o�u

A1;t
x;p (f; h )(s) = Y(s � t)

Z s

�1
Y(� � t)A2;t

x;p (f; h )( � )d�;

A2;t
x;p (f; h )(s) = g(p +

Z s

�1
Y(� � t)F (g(p)� + x + f (� ); g(p) + h(� ))d� )

� g(p);
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pour (f; h ) 2 X T ; et s 2]�1 ; T] (Y d�esigne la fonction de Heaviside :Y(t) = 1
si t > 0 ; Y(t) = 0 si t � 0). Ainsi on a

A1;t
x;p (f; h )(s) =

8
<

:

Rs
t [g(p +

R�
t F (g(p)� + x + f (� ); g(p) + h(� ))d� ) � g(p)]d�;

si s 2 [t; T ] ;
0; si s � t ;

(1.5.2)

A2;t
x;p (f; h )(s) =

8
<

:

g(p +
Rs

t F (g(p)� + x + y(� ); g(p) + z(� ))d� ) � g(p);
si s 2 [t; T ] ;
0; si s � t ;

(1.5.3)
pour (f; h ) 2 X T :

Remarque 1.5.1. Pour tout ( f; h ) 2 X T ; la fonction A t
x;p (f; h ) appartient

en fait �a C1(] � 1 ; T]; Rn ) � C(] � 1 ; T]; Rn ) et A t
x;p (f; h ) v�eri�e

_A1;t
x;p (f; h )(s) = A2;t

x;p (f; h )(s);

pour tout s � T: De plus un point �xe (yt
x;p ; wt

x;p ) de A t
x;p d�ecrit la d�eection

par rapport au mouvement libre �a partir du temps t et du point de l'espace des
phases (x + g(p)t; p), i.e. z(s) = x + g(p)s + yt

p;x (s); t � s � T; est la solution
de l'�equation (1.1.1) qui satisfait les conditions initiales au tempst suivantes :
z(t) = x + g(p)t et g� 1( _z(t)) = p:

Pour tout compact K de � 0; on d�e�nit deux constantes aK � 0; bK > 0
par

aK = sup
(x;p)2 K

jxj; (1.5.4)

bK = inf
(x;p)2 K

jg(p)j: (1.5.5)

On utilisera l'estimation suivante.

Lemme 1.5.1. Soit K un compact de� 0; et soit T � � 2(aK +1)
bK

: Alors on a

jg(p)� + x + f j �
bK

2
j� j; (1.5.6)

pour tout (x; p) 2 K; f 2 Rn ; jf j � 1; � 2 ] � 1 ; T].

Dans l'utilisation ult�erieur du Lemme 1.5.1, le r�eel f qui apparâ�t dans
(1.5.6) sera la valeur en� de la premi�ere composante de� (f; h ) 2 MT � .

Preuve du Lemme 1.5.1.Soit K un compact de � 0; et soient T � � 2(aK +1)
bK

;
(x; p) 2 K; � 2 ] � 1 ; T]. De l'in�egalit�e jyj � 1, on obtient

jg(p)� + x + yj � j g(p)jj � j � j xj � 1; (1.5.7)

ce qui donne, par d�e�nition de aK ; bK ,

jg(p)� + x + yj � bK j� j � aK � 1: (1.5.8)

De (1.5.8) etT � � 2(aK +1)
bK

; � � T; on d�eduit (1.5.6).
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1.5.2 Etude des op�erateurs A t

La Proposition 1.5.1 suivante donne des propri�et�es de contraction surMT

pour les op�erateursA t ; pour t � T, et pour l'op�erateur A d�e�ni dans la section
1.3.2 par (1.3.11) dans le casT � 0; jTj su�samment grand.

Proposition 1.5.1. Soit K un compact de� 0; et soit T � � 2(aK +1)
bK

: Sous les
conditions (1.1.3)-(1.1.4), on a les estimations suivantes :

sup
( x;p ) 2 K

( y;w ) 2 M T

kA t
x;p (y; w)k1 ;T � C(K; T ); (1.5.9)

sup
( x;p ) 2 K

( y;w ) 2 M T

kAx;p (y; w)k1 ;T � C(K; T ); (1.5.10)

pour tout t � T; o�u

C(K; T ) =
2n3=2� 1(1 + 1

c)

(� � 1) min( b2
K
4 ; bK

2 )(bK jT j=2 + 1) (� � 1)
: (1.5.11)

De plus,

sup
(x;p)2 K

kA t
x;p (y; w) � A t

x;p (y0; w0)k1 ;T � D(K; T )k(y � y0; w � w0)k1 ;T ; (1.5.12)

pour tous t � T; (y; w); (y0; w0) 2 MT ;

sup
(x;p)2 K

kAx;p (y; w) � Ax;p (y0; w0)k1 ;T � D(K; T )k(y � y0; w � w0)k1 ;T ; (1.5.13)

pour tous t � T; (y; w); (y0; w0) 2 MT , o�u

D(K; T ) =
4n2 ~� (1 + 1

c)

(� � 1) min( bK
2 ; b2

K
4 )(1 � bK

2 T)� � 1
; (1.5.14)

o�u ~� = max( � 1; � 2):

La Proposition 1.5.1 est d�emontr�ee dans la sous-section 1.5.4.
En utilisant la Proposition 1.5.1 et le fait que

lim
T !�1

C(K; T ) = 0 ;

lim
T !�1

D(K; T ) = 0 ;

pour tout compact K de � 0, on obtient :

Corollaire 1.5.1. Sous les conditions(1.1.3)-(1.1.4), pour tout compact K
de � 0, il existe TK � � 2(aK +1)

bK
tel que les applicationsA t

x;p et Ax;p sont des
applications 1

2-contractantes deMT pour tout (x; p) 2 K et tout t � TK .
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Soit T < 0: Pour tous (x; p) 2 � 0; t � T, un point �xe ( yt
p;x ; wt

p;x ) de
A t

x;p d�ecrit la d�eection par rapport au mouvement libre �a partir du temps t
et du point de l'espace des phases (x + g(p)t; p), i.e. z(s) = x + g(p)s+ yt

p;x (s);
t � s � T; est la solution de l'�equation (1.1.1) qui satisfaitz(t) = x + g(p)t et
g� 1( _z(t)) = p:

Nous allons d�emontrer que pour tout compactK de � 0 et pour tout T < 0;
jTj su�samment grand, le point �xe de A t

x;p converge vers le point �xe deAx;p

quand t ! �1 et que cette convergence est uniforme surK et en t. Nous
aurons besoin du Lemme 1.5.2 suivant.

Lemme 1.5.2. Soient K un compact de� 0; T � � 2(aK +1)
bK

et t � T: Sous les
conditions (1.1.3)-(1.1.4), on a

sup
( x;p ) 2 K

( u;v ) 2 M T

kA t
x;p (u; v) � Ax;p (u; v)k1 ;T � 2C(K; t ); (1.5.15)

o�u C(K; t ) est d�e�ni par (1.5.11).

Le Lemme 1.5.2 est d�emontr�e dans la sous-section 1.5.5.
Soit K un compact de � 0 et soit T < 0 choisi comme dans le Corollaire

1.5.1. Pour tout (x; p) 2 K et tout t � T; on note (yx;p ; wx;p ) le point �xe de
Ax;p dansMT et on note (yt

x;p ; wt
x;p ) le point �xe de A t

g(p);x dansMT :

Proposition 1.5.2. Soit K un compact de� 0: Sous les conditions(1.1.3)-
(1.1.4), si T � � 2(aK +1)

bK
est choisi comme dans le Corollaire 1.5.1 alors on

a
sup

(x;p)2 K
k(yt

x;p � yx;p ; wt
x;p � wx;p )k1 ;T � 4C(K; t ); (1.5.16)

pour tous t 2] � 1 ; T], o�u C(K; t ) est d�e�ni par (1.5.11).

Preuve de la Proposition 1.5.2.Soient t 2 ] � 1 ; T]; (x; p) 2 K: Par d�e�nition
de (yt

p;x ; zt
p;x ) et (yp;x ; zp;x ), il vient

k(yt
x;p � yx;p ; wt

x;p � wx;p )k1 ;T = kA t
x;p (yt

x;p ; wt
x;p ) � Ax;p (yx;p ; wx;p )k1 ;T

� k A t
x;p (yt

x;p ; zt
x;p ) � A t

x;p (yx;p ; wx;p )k1 ;T (1.5.17)

+ kA t
x;p (yx;p ; zx;p ) � Ax;p (yx;p ; zx;p )k1 ;T :

En utilisant (1.5.17), (1.5.15) (appliqu�e �a � (u; v) � = ( yp;x ; zp;x )) et en utilisant
le fait queA t

x;p est une application1
2-contractante (Corollaire 1.5.1), on obtient

k(yt
p;x � yp;x ; zt

p;x � zp;x )k1 ;T �
1
2

k(yt
p;x � yp;x ; zt

p;x � zp;x )k1 ;T + 2C(K; t );

ce qui d�emontre (1.5.16).
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1.5.3 Preuve du Th�eor�eme 1.5.1

On conserve les notations utilis�ees dans la Proposition 1.5.2. SoitK un
compact de � 0, et soit T � � 2(aK +1)

bK
choisi comme dans le Corollaire 1.5.1.

Par la Proposition 1.5.2 (et en utilisant la remarque 1.5.1 de la sous-section
1.5.1), nous obtenons

sup
(x;p)2 K

jyt
x;p (T � 1) � yx;p (T � 1)j � 4C(K; t ) �!

t !�1
0; (1.5.18)

sup
(x;p)2 K

j _yt
x;p (T � 1) � _yx;p (T � 1)j � 4C(K; t ) �!

t !�1
0: (1.5.19)

De plus, pour tout (x; p) 2 � 0


 + (x; p) = ( x + yx;p (0); g� 1(g(p) + _yx;p (0)))

=  � T +1  T � 1(x + yx;p (0); g� 1(g(p) + _yx;p (0)))

=  � T +1 (x + g(p)(T � 1) + yx;p (T � 1); (1.5.20)

g� 1(g(p) + _yx;p (T � 1))):

Ainsi en utilisant (1.5.18)-(1.5.20) et la continuit�e des fonctions � T +1 ;
g� 1 et g, on d�eduit que

 � T +1 (x + g(p)(T � 1) + yt
x;p (T � 1); g� 1(g(p) + _yt

x;p (T � 1))) (1.5.21)

converge vers 
+ (x; p) (( x; p) 2 K ) uniform�ement sur K; quand t ! �1 :
De plus pour tout t � T � 1 et tout (x; p) 2 K

(x + g(p)(T � 1) + yt
x;p (T � 1); g� 1(g(p) + _yt

x;p (T � 1)))

=  � t+ T � 1(x + g(p)t + yt
x;p (t); g(p) + _yt

x;p (t))

=  � t+ T � 1(x + g(p)t; g(p))

=  � t+ T � 1 t
(0) (x; p) (1.5.22)

En utilisant (1.5.21), (1.5.22) et l'additivit�e du ot  t ( t+ s =  s t pour
tous s; t 2 R), on obtient (i). Le (ii) vient de (i) et du th�eor�eme de Liouville.
Le (iii) vient de (i) et de la continuit�e de  s et de l'additivit�e des ots  t

(0) ;  t .
�

1.5.4 Preuve de la Proposition 1.5.1

Soit K un compact de � 0; et soientT � � 2(aK +1)
bK

, (x; p) 2 K; (y; w) 2 MT ;
s 2 [t; T ]: De (1.5.3), (1.2.14) et (1.2.16), on d�eduit

jA2;t
x;p (y; w)(s)j � 2n3=2� 1(1 +

1
c
)
Z s

t
(1 +

bK

2
j� j)� (� +1) d� (1.5.23)

� 2n3=2� 1(1 +
1
c
)
Z T

�1
(1 +

bK

2
j� j)� (� +1) d�: (1.5.24)
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De (1.5.2) et (1.5.23), on obtient

jA1;t
x;p (y; w)(s)j �

Z s

t
jA2;t

x;p (y(� ); w(� )) jd�; (1.5.25)

� 2n3=2� 1(1 +
1
c
)

TZ

�1

�Z

�1

(1 +
bK

2
j� j)� (� +1) d�d�: (1.5.26)

Les estimations (1.5.24) et (1.5.26) impliquent (1.5.9) ; l'estimation (1.5.10)
s'obtient de la même mani�ere en rempla�cantt par �1 dans (1.5.23) et (1.5.25).

Soient (y; w); (y0; w0) 2 MT : En utilisant (1.5.3), (1.2.14), (1.2.19), et en
utilisant la convexit�e de MT (si (f; h ) 2 MT et (f 0; h0) 2 MT et " 2 [0; 1]; alors
((1 � " )f + "f 0; (1 � " )h + "h0) 2 MT ) et en utilisant (1.5.6), on obtient

jA2;t
x;p (y; w)(s) � A2;t

x;p (y0; w0)(s)j =

�
�
�
�g(p +

Z s

t
F (g(p)� + x + y(� );

g(p) + w(� ))d� ) � g(p +
Z s

t
F (g(p)� + x + y0(� ); g(p) + w0(� ))d� )

�
�
�
�

� 2n2� 2(1 +
1
c
)
Z s

t
(1 �

bK

2
� )� (� +2) jy(� ) � y0(� )jd�

+
1
c
n3=2� 1

Z s

t
(1 �

bK

2
� )� (� +1) jw(� ) � w0(� )jd�

� [2n2� 2(1 +
1
c
)
Z s

�1
(1 �

bK

2
� )� (� +2) d�

+
1
c
n3=2� 1

Z s

�1
(1 �

bK

2
� )� (� +1) d� ]k(y � y0; w � w0)k1 ;T

�
4n2 ~� (1 + 1

c)

� bK
2 (1 + bK

2 jsj)�
k(y � y0; w � w0)k1 ;T ; (1.5.27)

pour tout s 2 [t; T ] , o�u ~� = max( � 1; � 2): De (1.5.2) et (1.5.27), il vient aussi

jA1;t
x;p (y; w)(s) � A1;t

x;p (y0; w0)(s)j �
Z s

t
jA2;t

x;p (y; w)( � ) � A2;t
x;p (y0; w0)( � )jd�;

�
4n2 ~� (1 + 1

c)

� (� � 1)b2
K
4 (1 + bK

2 jsj)� � 1
k(y � y0; w � w0)k1 ;T (1.5.28)

pour tout s 2 [t; T ]. Les estimations (1.5.27) et (1.5.28) donnent (1.5.12). De
la même mani�ere, on obtient (1.5.13) en rempla�cantt par �1 dans (1.5.27)
et (1.5.28). �
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1.5.5 Preuve du Lemme 1.5.2

Soient K un compact de � 0 et T � � 2(aK +1)
bK

: Soient (x; p) 2 K; t � T et
(u; v) 2 MT : De (1.5.3), (1.3.11), on a

jA2;t
x;p (u; v)(s) � A2

x;p (u; v)(s)j � (1.5.29)
�
�
�
�g(p +

Z s

t
F (g(p)� + x + u(� ); g(p) + v(� ))d� )

� g(p +
Z s

�1
F (g(p)� + x + u(� ); g(p) + v(� ))d� )

�
�
�
� ;

pour tout s 2 [t; T ]: En utilisant (1.5.29), (1.2.14), (1.2.16) et (1.5.6), on obtient

jA2;t
x;p (u; v)(s) � A2

x;p (u; v)(s)j �
p

nj
Z t

�1
F (g(p)� + x + u(� ); g(p) + v(� ))d� j

� 2n3=2� 1(1 +
1
c
)
Z t

�1
(1 +

bK

2
jsj)� � � 1ds

�
2n3=2� 1(1 + 1

c)

� bK
2 (1 + bK

2 jt j)�
: (1.5.30)

pour tout s 2 [t; T ]:
De plus, de (1.5.2), (1.3.11), on a

jA1;t
x;p (u; v)(s) � A1

x;p (u; v)(s)j (1.5.31)

�

�
�
�
�

Z s

t

�
g(p +

Z �

t
F (g(p)� + x + u(� ); g(p) + v(� ))d� )

� g(p +
Z �

�1
F (g(p)� + x + u(� ); g(p) + v(� ))d� )

�
d�

�
�
�
�

+ jA1
x;p (u; v)( t)j;

pour tout s 2 [t; T ]: On utilise (1.5.10) pour estimer le second terme �a droite
de l'in�egalit�e (1.5.31). On utilise (1.2.14) et (1.2.16) pour estimer le premier
terme �a droite de l'in�egalit�e (1.5.31). On obtient

jA1;t
x;p (u; v)(s) � A1

x;p (u; v)(s)j

�
p

njt � sj
Z t

�1
jF (g(p)� + x + u(� ); g(p) + v(� )) jd� + C(K; t )

� 2n3=2� 1(1 +
1
c
)jt � sj

Z t

�1
(1 +

bK

2
j� j)� (� +1) d� + C(K; t )

�
2n3=2� 1(1 + 1

c)jt � sj

� bK
2 (1 + bK

2 jt j)�
+ C(K; t ); (1.5.32)

pour tout s 2 [t; T ]: Ensuite de (1.5.32) et de l'in�egalit�e js � tj � j t j pour tout
s 2 [t; T ], on d�eduit
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jA1;t
x;p (u; v)(s) � A1

x;p (u; v)(s)j �
2n3=2� 1(1 + 1

c)

� b2
K
4 (1 + bK

2 jt j)� � 1
+ C(K; t ); (1.5.33)

pour tout s 2 [t; T ]:
De (1.5.10), (1.5.3) et (1.5.2), on a

jA2;t
x;p (u; v)(s) � A2

x;p (u; v)(s)j = jA2
x;p (u; v)(s)j � C(K; t ); (1.5.34)

jA1;t
x;p (u; v)(s) � A1

x;p (u; v)(s)j = jA1
x;p (u; v)(s)j � C(K; t ); (1.5.35)

pour tout s � t:
Les formules (1.5.11), (1.5.30), (1.5.33), (1.5.34) et (1.5.35) donnent

(1.5.15).
�

1.6 L'op�erateur de di�usion

Dans cette section on rappelle tout d'abord un r�esultat sur les syst�emes
dynamiques que l'on �enonce dans notre cadre (sous-section 1.6.1). Puis en
utilisant ce r�esultat, on d�emontre la compl�etude asymptotique, i.e. l'�egalit�e
entre les images des op�erateurs d'ondes modulo un ensemble de mesure nulle
(sous-section 1.6.2). En�n on d�emontre le Th�eor�eme 1.1.1 (sous-section 1.6.3).

1.6.1 Rappel

Consid�eronsB l'ensemble des points (q; p) de l'espace des phasesRn � Rn

en lesquels passe une trajectoire born�ee de (1.1.1), et consid�eronsB� l'ensemble
des points (q; p) de l'espace des phasesRn � Rn en lesquels passe une trajectoire
de (1.1.1) born�ee uniquement au voisinage det = �1 ; i.e.

B = f (q; p) 2 Rn � Rn j sup
t2 R

j t (q; p)j < + 1g ; (1.6.1)

B+ = f (q; p) 2 Rn � Rn j sup
t2 [0;+ 1 [

j t (q; p)j < + 1g ; (1.6.2)

B� = f (q; p) 2 Rn � Rn j sup
t2 ]�1 ;0]

j t (q; p)j < + 1g ; (1.6.3)

o�u  t est le ot au temps t de l'�equation (1.1.1) d�e�ni par (1.2.5).
L'ensembleB est inclu dans l'ensembleB� . Les notationsB et B� sont

emprunt�ees �a [DG97].
Comme le ot  t au tempst de l'�equation (1.1.1) conserve la mesure de

Lebesgue, on a le r�esultat suivant.
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Th�eor�eme 1.6.1. Sous les conditions(1.1.3)-(1.1.4), l'ensembleB� nB est de
mesure de Lebesgue nulle.

Preuve du Th�eor�eme 1.6.1. On note � la mesure de Lebesgue surRn � Rn :
On va montrer que � (B+ nB) = 0 (de la même mani�ere on montrerait que
� (B� nB) = 0). Pour m 2 N; on pose

B+
m := f (q; p) 2 Rn � Rn j sup

t2 [0;+ 1 [
j t (q; p)j � mg;

Bm := f (q; p) 2 Rn � Rn j sup
t2 R

j t (q; p)j � mg:

Comme 0(q; p) = ( q; p) pour (q; p) 2 Rn � Rn ; les ensemblesB+
m et Bm sont des

compacts deRn � Rn pour tout m 2 N: De plus on a les propri�et�es suivantes

[ m2 NBm = B ; (1.6.4)

[ m2 NB+
m = B+ ; (1.6.5)

 k(B+
m ) � B +

m ; pour tous k; m 2 N ; (1.6.6)

\ k2 N k(B+
m ) � B m ; pour tout m 2 N (1.6.7)

(les propri�et�es (1.6.4)-(1.6.5) proviennent des d�e�nitions (1.6.1)-(1.6.2) ; les
propri�et�es (1.6.6) et (1.6.7) se d�eduisent de la d�e�nition de B+

m et Bm et de la
propri�et�e d'additivit�e (1.2.7) du ot  ).

De (1.6.4) et (1.6.5), on aB+ nB � [ m2 N (B+
mnBm ) : Montrons que pour

tout m 2 N � (B+
mnBm ) = 0 ; ce qui impliquera � (B+ nB) = 0 par l'inclusion

pr�ec�edente.
Soit m 2 N: De (1.6.7) on a

B+
mnBm � [ k2 N

�
B+

mn k(B+
m )

�
; (1.6.8)

Comme le ot  t au tempst conserve la mesure de Lebesgue, on a

� ( k(B+
m )) = � (B+

m ); pour tout k 2 N: (1.6.9)

La mesure deB+
m �etant �nie (car B+

m est un compact deRn � Rn ), (1.6.9) et
(1.6.6) donnent

� (B+
mn k(B+

m )) = 0 ; pour tout k 2 N: (1.6.10)

De (1.6.8) et (1.6.10), on d�eduit� (B+
mnBm ) = 0.

1.6.2 Compl�etude asymptotique

Soient A et B deux parties deRn � Rn : On dit que A et B sont �egaux
modulo un ensemble de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue siAnB et
BnA sont de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue. On a le r�esultat suivant.
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Th�eor�eme 1.6.2. Sous les conditions(1.1.3)-(1.1.4), les ensemblesRan
 + ;
Ran
 � et (Rn � Rn )nB sont �egaux modulo un ensemble de mesure nulle (pour
la mesure de Lebesgue surRn � Rn ), o�u 
 � sont les op�erateurs d'ondes associ�es
�a l'�equation (1.1.1) et d�e�nis par (1.3.3) et (1.3.6).

L'�egalit�e des images des op�erateurs d'ondes modulo un ensemble de mesure
nulle est ce qu'on appelle la compl�etude asymptotique par analogie avec la
th�eorie de la di�usion en m�ecanique quantique (voir [RS79]).

Preuve du Th�eor�eme 1.6.2. Ici, on ne d�emontrera que l'�egalit�e entre (Rn �
Rn )nB et Ran
 + modulo un ensemble de mesure nulle. L'�egalit�e entre (Rn �
Rn )nB et Ran
 � (modulo un ensemble de mesure nulle) se d�emontrerait de la
même mani�ere.

Par conservation de l'energie (1.1.2) et par d�e�nition deB� , on obtient
l'�egalit�e suivante

f (q; p) 2 Rn � Rn jlim t !�1 j 1(t; q; p)j < + 1g = B� (1.6.11)

(on rappelle queV est born�ee surRn ).
Soit M E =0 la sous-vari�et�e de Rn � Rn de dimension 2n � 1 d�e�nie par

M E =0 = f (q; p) 2 Rn � Rn j c2

r

1 +
jpj2

c2
+ V(q) = 0 g:

L'ensembleM E =0 est de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue deRn � Rn :
Par le Lemme 1.4.2 (ou plutôt son analogue ent = �1 ), on a

Ran
 + = f (q; p) 2 Rn � Rn jlim t !�1 j 1(t; q; p)j = + 1gnM E =0 : (1.6.12)

De (1.6.11)-(1.6.12) et de l'inclusionB � B � , on obtient

(Rn � Rn )nRan
 + = B [
�
B� nB

�
[ M E =0

De cette derni�ere �egalit�e et du Th�eor�eme 1.6.1, on d�eduit que les ensembles
((Rn � Rn )nB) \ ((Rn � Rn )nRan
 + ) et Ran
 + \B sont de mesure de Lebesgue
nulle.

1.6.3 Preuve du Th�eor�eme 1.1.1

Le (i) du Th�eor�eme 1.1.1 est exactement le (i) du Th�eor�eme 1.3.1 que l'on
a d�emontr�e dans la sous-section 1.3.4.

On consid�ere la fonction � : Rn � Rn ! Bc � Rn d�e�nie par

�( q; p) = ( g(p); q); pour tout (q; p) 2 Rn � Rn : (1.6.13)

La fonction � est un di��eomorphisme de classe C1 de Rn � Rn sur Bc � Rn :
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Soit D(S) l'ensemble d�e�ni par

D(S) = �((
 + )� 1
�
Ran
 + \ Ran
 �

�
):

Du (ii) du Th�eor�eme 1.3.1, on d�eduit que Ran
 � est un ouvert deRn � Rn et
que

D(S) est aussi un ouvert deRn � Rn : (1.6.14)

De plus, du (ii) du Th�eor�eme 1.5.1 et du Th�eor�eme 1.6.2 (et en utilisant aussi
que � est un di��eomorphisme), on d�eduit que

le compl�ementaire deD(S) dans Bc � Rn est de mesure (1.6.15)

nulle pour la mesure de Lebesgue deBc � Rn :

Par d�e�nition de D(S) et de 
 � et par (1.6.15), on obtient le (ii) du
Th�eor�eme 1.1.1. Par d�e�nition de D(S) et de 
 � , on obtient

D(S) = f (v� ; x � ) 2 Bc � Rn j v� 6= 0; la solution x(t)de (1.1.1)

v�eri�ant (1.1.5) v�eri�e aussi (1.1.6)g;

et de (1.6.14)-(1.6.15), on obtient le (iii) du Th�eor�eme 1.1.1.
On consid�ere l'application S : Bc � Rn ! Bc � Rn d�e�nie par

Sw = �((
 � )� 1
 + (� � 1(w))) ; pour tout w 2 D (S):

La r�egularit�e de � et le (ii) du Th�eor�eme 1.3.1 prouve que S est de classeC1

sur D(S): Par d�e�nition de 
 � et de �, S est l'op�erateur de di�usion tel qu'il
est d�e�ni au (iv) du Th�eor�eme 1.1.1. Il reste �a d�emontrer que S pr�eserve la
mesure de Lebesgue.

Soit ~S : � � 1(D(S)) ! Rn � Rn d�e�nie par

~Sw = (
 � )� 1
 + (w); pour tout w 2 � � 1(D(S)):

Par le (ii) du Th�eor�eme 1.3.1 et le (ii) du Th�eor�eme 1.5.1, on obtient que

~S pr�eserve la mesure de Lebesgue. (1.6.16)

On note ~S = ( ~S1; ~S2): Soit (x; p) 2 Rn � Rn ; p = ( p1; : : : ; pn ): D�esignons
par J� (x; p) le d�eterminant jacobien de � en ( x; p) 2 Rn � Rn : On note On

la matrice nulle carr�ee de taillen � n et I n la matrice identit�e carr�ee de taille
n � n: De (1.6.13), on a

J� (x; p) =
�

0n  (x; p)
I n 0n

�
;

o�u

 (x; p) =
1

(1 + jpj2

c2 )
3
2

�
(1 + jpj2=c2)I n � � (x; p)

�
;

� (x; p) =
1
c2

(p1p : : : pnp) :
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Comme le rang de� (p; x) est au plus 1, on obtient

det J� (x; p) = (1 +
jpj2

c2
)� 3n

2

�
(1 +

jpj2

c2
)n �

jpj2

c2
(1 +

jpj2

c2
)n� 1

�

= (1 +
jpj2

c2
)� n

2 � 1;

Ainsi si (x; p) 2 � � 1(D(S)) alors par conservation de l'�energie on obtient les
�egalit�es j ~S1(p; x)j = jpj et detJ� ( ~S(p; x)) = det J� (p; x), ce qui avec (1.6.16)
implique la propri�et�e de conservation de la mesure de Lebesgue pourS:

1.7 Conclusion

Les conditions (1.1.3)-(1.1.4) sont les conditions sous lesquelles on �etudiera
le probl�eme de di�usion inverse pour l'�equation (1.1.1) mulitidimensionnelle
(n � 2) aux hautes �energies (chapitre 2) et �a �energie �x�ee (chapitre 3). Sous
ces conditions, on a �etudi�e dans ce chapitre le probl�eme de di�usion directe
pour l'�equation (1.1.1) et on a �etabli l'existence et les propri�et�es de l'op�erateur
S (d�e�ni par l'item iv du Th�eor�eme 1.1.1).

On peut �etudier le probl�eme de di�usion directe pour l'�equation (1.1.1)
sous les conditions usuelles suivantes (plus g�en�erales que (1.1.3)-(1.1.4)) : il
existe un entierN � 2 tel que V est de classeCN sur Rn et B est de classe
CN � 1 sur Rn (�a valeurs dans An (R)) et

j@j
xV(x)j � � j j j(1 + jxj)� (� + jj j) ; (1.7.1)

j@j 0

x B i;k (x)j � � j j 0j+1 (1 + jxj)� (� + jj 0j+1) ; (1.7.2)

pour tous x 2 Rn ; jj j � N; jj 0j � N � 1 (j; j 0 2 Nn ) o�u � > 1 est une
constante r�eelle et les� j j j sont des contantes r�eelles positives. Alors on peut
montrer, en particulier, que l'op�erateur de di�usion S est de classeCN � 1. (Les
conditions (1.7.1)-(1.7.2) impliquent que l'op�erateurA d�e�ni par (1.3.11) est
de classeCN � 1 sur � 0 � X T pour tout T 2 R ; alors les op�erateurs d'ondes 
�

sont desCN � 1 di��eomorphismes sur leur image.) Les conditions (1.7.1)-(1.7.2)
sont un peu plus g�en�erales que celles sous lesquelles Yajima [Yaj82] a �etudi�e
le probl�eme de di�usion directe pour l'�equation (1.1.1) en dimension 3 et pour
B 2 F mag (R3).

De même, on peut �etudier le probl�eme de di�usion directe pour l'�equation
(1.1.1) sous les conditions suivantes (plus faibles que (1.1.3)-(1.1.4)) :V 2
C1(Rn ; R) et B 2 C(Rn ; An (R)); et

j@j
xV(x)j � � 0(1 + jxj)� � �j j j ; (1.7.3)

jB i;k (x)j � � 1(1 + jxj)� � � 1; (1.7.4)

jr V(x) � r V(y)j � � 2(1 + min( jxj; jyj)) � � � 1jx � yj; (1.7.5)

jB i;k (x) � B i;k (y)j � � 2(1 + min( jxj; jyj)) � � � 1jx � yj; (1.7.6)
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pour tousx; y 2 Rn ; jj j � 1; o�u � > 1 est une constante r�eelle et les� j j j sont des
constantes r�eelles positives. Sous ces conditions, le Th�eor�eme 1.1.1 reste vrai
�a l'exception de la r�egularit�e de l'op�erateur de di�usion S : sous les conditions
(1.7.3)-(1.7.6) l'op�erateur S est continu et n'est plus a priori de classeC1.
Sous les conditions (1.7.3)-(1.7.6) le ot (d�e�ni au d�ebut de la section 1.2)
est continu surR � Rn � Rn (et n'est plus a priori de classeC1), et le ot au
tempst,  t , pr�eserve la mesure de Lebesgue. Sous les conditions (1.7.3)-(1.7.6)
la Proposition 1.3.1 reste vraie et l'op�erateurA d�e�ni par (1.3.11) est continu
sur � 0 � X T , T 2 R, et pour tout compact K de � 0; l'op�erateur A restreint
�a K � MT est une contraction par rapport �a sa variable vivant dansMT pour
TK su�samment petit ; d�es lors, sous les conditions (1.7.3)-(1.7.6) le Th�eor�eme
1.3.1 reste vrai �a l'exception de la r�egularit�e de l'op�erateur d'onde 
 + : sous
les conditions (1.7.3)-(1.7.6) les op�erateurs d'ondes sont des hom�eomorphismes
sur leurs images. Sous les conditions (1.7.3)-(1.7.6), les Lemmes 1.4.1 et 1.4.2
restent vrais (on peut utiliser ces deux lemmes pour montrer que les images
des op�erateurs d'ondes sont des ouverts deRn � Rn ; la continuit�e du ot  
et des estimations similaires �a (1.4.11) et (1.4.12) permettent, par exemple,
de d�emontrer que l'application inverse des op�erateurs d'ondes est continue).
Sous les conditions (1.7.3)-(1.7.6), le Th�eor�eme 1.5.1 reste vrai ainsi que les
Lemmes 1.5.1 et 1.5.2, la Proposition 1.5.1 (avec de l�eg�eres modi�cations) et le
Corollaire 1.5.1, et la preuve du Th�eor�eme 1.5.1 est similaire �a celle donn�ee sous
les conditions (1.1.3)-(1.1.4). Sous les conditions (1.7.3)-(1.7.6), les r�esultats de
la section 6 restent vrais, et leur preuve est inchang�ee. Les conditions (1.7.3)-
(1.7.6) sont similaires aux conditions sous lequelles Simon [Sim71] a trait�e le
probl�eme de di�usion directe pour l'�equation de Newton non relativiste (avec
B � 0).

En ce qui concerne une �etude possible du probl�eme de di�usion directe
pour l'�equation (1.1.1) sous des conditions de longue port�ee sur le potentielV
ou le champB, nous renvoyons aux travaux de Herbst [Her74], Loss-Thaller
[LT87], ou encore au livre de Derezinski-G�erard [DG97] et aux r�ef�erences conte-
nues dans ce livre.



Chapitre 2

Probl�eme de di�usion inverse
aux hautes �energies

N. B. : l'essentiel de ce chapitre (hormis la section 8) est tir�e de [Jol05a,
Jol05b].

2.1 Introduction

2.1.1 Rappel

Soient V 2 C2(Rn ; R); B = ( B i;k ) 2 C1(Rn ; An (R)); n � 2. Nous
consid�erons l'�equation de Newton-Einstein

_p = F (x; _x); F (x; _x) = �r V(x) +
1
c
B(x) _x; (2.1.1)

p =
_x

q
1 � j _xj2

c2

; _p =
dp
dt

; _x =
dx
dt

; x 2 C1(R; Rn ):

Nous supposons que le potentielV et le champB v�eri�ent les conditions

j@j
xV(x)j � � j j j(1 + jxj)� (� + jj j) ; (2.1.2)

j@j 0

x B i;k (x)j � � j j 0j+1 (1 + jxj)� (� + jj 0j+1) ; (2.1.3)

pour x 2 Rn ; jj j � 2; jj 0j � 1 (j; j 0 2 Nn ) o�u � > 1 est une constante r�eelle et
les � j j j sont des constantes r�eelles positives non nulles (V et B sont alors dits
�a courte port�ee).

Nous rappelons que sin = 3 et B 2 F mag (R3) alors l'�equation (2.1.1)
est l'�equation de mouvement d'une particule de massem = 1 et de charge
e = 1 dans un champ �electromagn�etique statique externe d�ecrit par (V; B)
(voir [Ein07] ou section 17 de [LL71]). Dans cette �equationx est la position
de la particule, p son impulsion, ett d�esigne le temps et la constantec est la
vitesse de la lumi�ere.

43
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Pour l'�equation (2.1.1) l'�energie

E = c2

r

1 +
jp(t)j2

c2
+ V(x(t))

est une int�egrale premi�ere du mouvement (remarquons que (1=c)B(x) _x est
orthogonal �a la vitesse _x de la particule).

Nous rappelons le r�esultat principal du premier chapitre (Th�eor�eme 1.1.1).
Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3), on a : pour tout (v� ; x � ) 2 Bc � Rn ; v� 6= 0;
l'�equation (2.1.1) a une unique solutionx 2 C2(R; Rn ) telle que

x(t) = v� t + x � + y� (t); (2.1.4)

o�u _y� (t) ! 0; y� (t) ! 0; quandt ! �1 ; de plus pour presque tout (v� ; x � ) 2
Bc � Rn ; v� 6= 0;

x(t) = v+ t + x+ + y+ (t); (2.1.5)

o�u v+ 6= 0; jv+ j = jv� j; v+ =: a(v� ; x � ); x+ =: b(v� ; x � ); _y+ (t) ! 0; y+ (t) ! 0;
quand t ! + 1 .

L'op�erateur S : Bc � Rn ! Bc � Rn d�e�ni par les formules

v+ = a(v� ; x � ); x+ = b(v� ; x � ) (2.1.6)

est appel�e op�erateur de di�usion pour l'�equation (2.1.1). On appelle les donn�ees
a(v� ; x � ); b(v� ; x � ), les donn�ees de di�usion pour l'�equation (2.1.1).

D�esignons parD(S) l'ensemble de d�e�nition de S ; et d�esignons parR(S)
l'image deS (par d�e�nition, si ( v� ; x � ) 2 D (S), alors v� 6= 0 et a(v� ; x � ) 6= 0).

Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3), l'op�erateurS a les propri�et�es suivantes :
D(S) est un ouvert deBc � Rn et Mes((Bc � Rn )nD(S)) = 0 pour la mesure
de Lebesgue surBc � Rn induite par la mesure de Lebesgue surRn � Rn ;
l'op�erateur S : D(S) ! R (S) est continu et pr�eserve la mesure de Lebesgue ;
et par conservation de l'�energiea(v� ; x � )2 = v2

� pour tout ( v� ; x � ) 2 D (S).

2.1.2 Une �ecriture des donn�ees de di�usion

Si V(x) � 0 et B(x) � 0; alorsa(v� ; x � ) = v� ; b(v� ; x � ) = x � ; (v� ; x � ) 2
Bc � Rn ; v� 6= 0. Par cons�equent on d�ecide d'�ecrire les donn�ees de di�usion
a(v� ; x � ); b(v� ; x � ) sous la forme

a(v� ; x � ) = v� + asc(v� ; x � );
b(v� ; x � ) = x � + bsc(v� ; x � );

(v� ; x � ) 2 D (S) (2.1.7)

(on rappelle queV et B sont �a courte port�ee). On utilisera le fait que sous
les conditions (2.1.2)-(2.1.3), l'op�erateurS est uniquement d�etermin�e par sa
restriction �a M (S) = D(S) \ M , o�u

M = f (v� ; x � ) 2 Bc � Rn jv� 6= 0; v� � x � = 0g

o�u � d�esigne le produit scalaire usuel surRn (en e�et si x 2 C2(R; Rn ) v�eri�e
l'�equation (2.1.1) alors, pour tout t0 2 R, y(t) = x(t + t0); t 2 R; v�eri�e aussi
l'�equation (2.1.1)).
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2.1.3 La transform�ee de rayons X

Soit
TSn� 1 = f (�; x ) j � 2 Sn� 1; x 2 Rn ; � � x = 0g;

o�u Sn� 1 est la sph�ere unit�e de Rn .
Nous utiliserons la transform�ee de rayonsX , que l'on d�e�nit comme suit :

pour toute fonction f 2 C(Rn ; Rm ) v�eri�ant

jf (x)j = O(jxj � � ); quand jxj ! 1 ; pour un r�eel � > 1;

on appelle transform�ee de rayons X def , la fonction deC(TSn� 1; Rm ), not�ee
P f , et d�e�nie par

P f (�; x ) =
Z + 1

�1
f (t� + x)dt; (�; x ) 2 TSn� 1:

Concernant la th�eorie sur la transform�ee de rayons X, on renvoie �a la section
A.3 de l'annexe et aux r�ef�erences donn�ees dans cette section A.3.

2.1.4 R�esultats principaux

Dans ce chapitre les r�esultats principaux consistent en des estimations
pour une di�usion aux petits angles pour les donn�ees de di�usionasc et bsc (et
pour les solutions de di�usion) pour l'�equation (2.1.1), et en l'application de
ces asymptotiques et estimations au probl�eme de di�usion inverse aux hautes
�energies pour l'�equation (2.1.1). Nos r�esultats principaux incluent, en parti-
culier, le Th�eor�eme 2.1.1, et les Propositions 2.1.1, 2.1.2, formul�es ci-dessous
dans cette section et les Th�eor�emes 2.3.1, 2.3.2 donn�es dans la Section 2.3.

Th�eor�eme 2.1.1. Soit (�; x ) 2 TSn� 1; et soit r une constante positive telle
que0 < r � 1; r < c=

p
2: Sous les conditions(2.1.2)-(2.1.3), on a

lim
s! c
s<c

s
q

1 � s2

c2

asc(s�; x ) =
Z + 1

�1
F (� � + x; c� )d�; (2.1.8)

et
�
�
�
�
�
�

Z + 1

�1
F (� � + x; s� )d� �

s
q

1 � s2

c2

asc(s�; x )

�
�
�
�
�
�

�
n322� +7 (1 + 1

c)2c
� (� � 1)( s1p

2
� r )4

(2.1.9)

�
~� 2( cp

2
+ 1 � r )2

q
1 + s2

4(c2 � s2 ) (1 + jx jp
2
)2� � 1

;
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pour tout s1 < s < c; o�u s1 = s1(c; n; � 1; � 2; �; jxj; r ) est d�e�ni �a la �n de la
section 2.3 ;

lim
s! c
s<c

s2

q
1 � s2

c2

bsc(s�; x ) =
Z 0

�1

Z �

�1
F (�� + x; c� )d�d� (2.1.10)

�
Z + 1

0

Z + 1

�
F (�� + x; c� )d�d� + PV(�; x )�;

et
�
�
�
�
�
�

bsc(s�; x )
q

1 � s2

c2

�
1
c2

PV(�; x )� +
1
s2

Z + 1

0

Z + 1

�
F (�� + x; s� )d�d�

�
1
s2

Z 0

�1

Z �

�1
F (�� + x; s� )d�d�

�
�
�
� � C2

r

1 �
s2

c2
(2.1.11)

pour tout s2 < s < c; o�u C2 = C2(c; n; � 0; � 1; � 2; �; jxj; r ) et s2 = s2(c; n; � 1; � 2;
�; jxj; r ) sont d�e�nis �a la �n de la section 2.3.

On d�emontre le Th�eor�eme 2.1.1 �a partir du Th�eor�eme 2.3.1 et du
Th�eor�eme 2.3.2 donn�es dans la Section 2.3.

Consid�erons les fonctions vectoriellesw1(V; B; �; x ) et w2(V; B; �; x ); (�; x )
2 TSn� 1; qui apparaissent dans le côt�e droit des �egalit�es (2.1.8) et (2.1.10) :

w1(V; B; �; x ) =
Z + 1

�1
F (� � + x; c� )d� (2.1.12)

w2(V; B; �; x ) =
Z 0

�1

Z �

�1
F (�� + x; c� )d�d� (2.1.13)

�
Z + 1

0

Z + 1

�
F (�� + x; c� )d�d� + PV(�; x )�:

Remarque 2.1.1. En utilisant en particulier que B est antisym�etrique en
tout point de Rn ; on voit que les vecteursw1(V; B; �; x ); w2(V; B; �; x ) sont
orthogonaux �a � pour tout ( �; x ) 2 TSn� 1.

D�esignons par ~w1(V; B) la fonction de Rnnf 0g � Rn dansRn d�e�nie par

~w1(V; B)(y; x) = �j yj
Z + 1

�1
r V(sy + x)ds+

Z + 1

�1
B(sy + x)yds

= jyjw1(V; B;
y
jyj

; x �
xy
jyj2

y); (2.1.14)

pour tous y 2 Rnnf 0g; x 2 Rn : Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3), ~w1(V; B) =
( ~w1(V; B)1; ::; ~w1(V; B)n ) 2 C1(Rnnf 0g � Rn ; Rn ):



2.1. INTRODUCTION 47

Pour tout i; k = 1::n; i 6= k; on d�esigne parVi;k la sous-vari�et�e de dimen-
sion n de Rn � Rn d�e�nie par

Vi;k = f (�; x ) 2 TSn� 1j� = ( � 1; : : : ; � n ); � j = 0; j = 1 : : : n; j 6= i; j 6= kg:
(2.1.15)

Proposition 2.1.1. Soit (V; B) 2 C2(Rn ; R)� C1(Rn ; An (R)). Si (V; B) v�eri�e
(2.1.2)-(2.1.3), alors w1(V; B; �; x ) donn�e pour tout (�; x ) 2 TSn� 1 d�etermine
de mani�ere unique(V; B) et on a les formules suivantes :

P(r V)( �; x ) = �
1
2

(w1(V; B; �; x ) + w1(V; B; � �; x )) ; (2.1.16)

pour tout (�; x ) 2 TSn� 1 ;
et

PBi;k (�; x ) = � k
1
2

(w1(V; B; �; x ) i � w1(V; B; � �; x ) i ) (2.1.17)

� � i
1
2

(w1(V; B; �; x )k � w1(V; B; � �; x )k);

pour tous (�; x ) 2 V i;k ; i; k = 1::n; i 6= k ;
de plus siB appartient �a Fmag (Rn ) alors

P(B i;k )( �; x ) =
1
2

�
@

@yk
( ~w1(V; B)) i (y; x) +

@
@yk

( ~w1(V; B)) i (� y; x)(2.1.18)

�
@

@yi
( ~w1(V; B))k(y; x) �

@
@yi

( ~w1(V; B))k(� y; x)
�

jy= �

;

pour tout (�; x ) 2 TSn� 1; i; k = 1::n; i 6= k:

Remarque 2.1.2. En utilisant les formules (2.1.16), (2.1.17), et les m�ethodes
de reconstruction d'une fonction �a partir de sa transform�ee de rayons X (voir
section A.3),B i;k et V peuvent être reconstruits �a partir dew1(V; B; �; x ) donn�e
pour tout ( �; x ) 2 V i;k , i; k = 1::n; i 6= k.

Proposition 2.1.2. Soit (V; B) 2 C2(Rn ; R)� C1(Rn ; An (R)). Si (V; B) v�eri�e
(2.1.2)-(2.1.3), alors :

(i) w2(V; B; �; x ) donn�e pour tout (�; x ) 2 TSn� 1 ne d�etermine pas de
mani�ere unique V ;

(ii) pour n = 2, w2(V; B; �; x ) donn�e pour tout (�; x ) 2 TSn� 1 ne
d�etermine pas de mani�ere uniqueB ;

(iii) pour n � 3, si B 62 Fmag (Rn ) alors w2(V; B; �; x ) donn�e pour tout
(�; x ) 2 TSn� 1 ne d�etermine pas de mani�ere uniqueB ;

(iv) pour n � 3, si B 2 F mag (Rn ) alors w2(V; B; �; x ) donn�e pour tout
(�; x ) 2 TSn� 1 d�etermine de mani�ere uniqueB.
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Dans la section 2.4 (voir Proposition 2.4.4) et dans le cas o�uB 2 F mag (Rn ),
on donne une formule ((2.4.21)) qui montre que, pourn = 3; la transform�ee de
Fourier des d�eriv�ees partielles premi�eres deB peut être reconstruite �a partir
de w2(V; B; �; x ) donn�e pour tout ( �; x ) 2 TSn� 1, et on donne une formule
((2.4.22)) qui montre que pourn � 4 la transform�ee de rayons X deB peut
être reconstruite �a partir de w2(V; B; �; x ) donn�e pour tout ( �; x ) 2 TSn� 1.

Les Propositions 2.1.1, 2.1.2, sont d�emontr�ees dans la section 2.4.
A partir de (2.1.8), (2.1.16) et (2.1.17), et �a partir des formules d'inversion

de la transform�ee de rayons X pourn � 2 (voir section A.3 de l'annexe)
nous obtenons queasc d�etermine de mani�ere unique r V et B aux hautes
�energies. De plus, pourn � 2, les m�ethodes de reconstruction def �a partir de
P f (voir section A.3 de l'annexe et les r�ef�erences donn�ees dans cette section
A.3) permettent de reconstruirer V et B �a partir de la composante vitesse
a de l'op�erateur de di�usion aux hautes �energies. La formule (2.1.10) et la
Proposition 2.1.2 montrent que le premier terme de l'asymptotique debsc ne
d�etermine pas de mani�ere unique le potentielV quand n � 2 et B quand
n = 2 ou n � 3 si B 62 Fmag (Rn ), mais qu'il d�etermine B quand n � 3 et
B 2 F mag (Rn ):

On peut pr�eciser (i) et (ii) de la Proposition 2.1.2 : F. Nicoleau nous a fait
remarqu�e que la fonction vectoriellew2(V; B; �; x ); (�; x ) 2 TSn� 1; d�etermine
de mani�ere uniqueV modulo les potentiels radiaux quandn � 2 (voir section
A.4 de l'annexe), et quew2(V; B; �; x ); (�; x ) 2 TSn� 1; d�etermine de mani�ere
unique B modulo les champs radiaux quandn = 2 (voir section A.4 de l'an-
nexe).

Le probl�eme de di�usion inverse pour l'�equation de Newton multidimen-
sionnelle, pour des potentielsV 2 C2 v�eri�ant (2.1.2) et B � 0, a �et�e �etudi�e
pour la premi�ere fois par Novikov [Nov99]. Novikov a prouv�e deux formules qui
lient les donn�ees de di�usion aux hautes �energies aux transform�ees de rayons
X de �r V et de V. En d�eveloppant l'approche de Novikov [Nov99], l'au-
teur a g�en�eralis�e ces deux formules au cas relativiste sans champ magn�etique
[Jol05a]. En d�eveloppant ce travail, nous obtenons le Th�eor�eme 2.1.1. Notons
que Gerver-Nadirashvili [GN83] ont �etudi�ee pour la premi�ere fois un probl�eme
inverse au bord et aux hautes �energies pour l'�equation de Newton classique
multidimensionnelle dans un domaine born�e strictement convexe.

�A notre connaissance, le probl�eme de di�usion inverse pour une parti-
cule dans un champ �electromagn�etique en m�ecanique classique relativiste et
non relativiste n'a pas �et�e consid�er�e avant [Jol05b] (concernant les r�esultats
donn�es dans la litt�erature sur ce probl�eme pour B � 0 voir [Nov99], [Jol05a]
et les r�ef�erences donn�ees dans ces articles). Cependant, en m�ecaniquequan-
tique le probl�eme de di�usion inverse pour une particule dans un champ
�electromagn�etique B 6� 0 a �et�e consid�er�e, en particulier, dans [HN88], [ER95],
[Ito95], [Jun97], [ER97], [Nic97], [Ari97], [Hac99], [WY05] (concernant les
r�esultats donn�es dans la litt�erature sur ce probl�eme pour B � 0, voir, de
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plus, [Fad56], [EW95], [Nov05] et les r�ef�erences donn�ees dans [Nov05]).
Le chapitre est organis�e comme suit. Dans la section 2.2 on transforme

l'�equation di��erentielle (2.1.1) avec conditions initiales (2.1.4) en un syst�eme
d'�equations int�egrales de la forme (y� ; _y� ) = Av� ;x � (y� ; _y� ). Ensuite on �etudie
l'op�erateur Av� ;x � sur un espace convenable et on donne des estimations et
des estimations de contraction surAv� ;x � (Lemmes 2.2.1, 2.2.2, 2.2.3). Dans la
Section 2.3 on donne des estimations et l'asymptotique pour la d�eectiony� (t)
(d�e�nie dans (2.1.4)) et pour les donn�ees de di�usionasc(v� ; x � ); bsc(v� ; x � )
(d�e�nie par (2.1.7)) (Th�eor�emes 2.3.1 et 2.3.2). De ces estimations et de
ces asymptotiques, on d�eduit les deux formules (2.1.8) et (2.1.10) quand les
param�etres c; � m ; �; n; v̂� ; x � sont �x�es et jv� j augmente (o�u � j j j ; �; n
sont les constantes apparaissant dans (2.1.2)-(2.1.3),� m = max( � 0; � 1; � 2);
v̂� = v� =jv� j): Dans ces cas supj� (t)j d�ecrô�t, o�u � (t) d�esigne l'angle entre les
vecteurs _x(t) = v� + _y� (t) et v� ; et nous sommes dans le cas d'une di�usion
aux petits angles. Remarquons que, sous les conditions du Th�eor�eme 2.3.1, sans
hypoth�eses suppl�ementaires, on a l'estimation supj� (t)j < 1

4 � et nous sommes
alors d�ej�a dans le cas d'une di�usion plutôt aux petits angles (concernant le
terme � di�usion aux petits angles� , voir Section 20 de [LL60]). Le Th�eor�eme
2.1.1 provient des Th�eor�emes 2.3.1 et 2.3.2. Dans la section 2.4 on prouve les
Propositions (2.1.1), (2.1.2). Dans la section 2.5, on introduit des estimations
utiles pour la preuve des Lemmes 2.2.1, 2.2.2, 2.2.3 et du Th�eor�eme 2.3.2. Dans
la section 2.6, on prouve les Lemmes 2.2.1, 2.2.2, 2.2.3. Dans la section 2.7,
on prouve le Th�eor�eme 2.3.2. En�n, dans la section 2.8, en guise de conclusion
du chapitre, on utilise les r�esultats obtenus dans les sections 2.2, 2.3, pour
donner des estimations et l'asymptotique du temps de retard pour l'�equation
(2.1.1) toujours dans le cas d'une di�usion aux petits angles (Th�eor�emes 2.8.1
et 2.8.2) ; et on s'int�eresse �a la question de la reconstruction deV; B �a partir de
l'asymptotique aux hautes �energies du temps de retard pour l'�equation (2.1.1)
(Proposition 2.8.1).

2.2 Une application contractante

Transformons l'�equation di��erentielle (2.1.1) en un syst�eme d'�equations
int�egrales. Rappelons tout d'abord que la fonctiong : Rn ! Bc de�nie par
(1.2.8),

g(x) =
x

q
1 + jx j2

c2

; x 2 Rn

a, en particulier, les propri�et�es suivantes :

jg(x) � g(y)j �
p

njx � yj; pour tout x; y 2 Rn ; (2.2.1)
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et g est un C1 di��eomorphisme de Rn sur Bc; et son inverse est donn�e par

g� 1(x) =
x

q
1 � jx j2

c2

; x 2 Bc:

Si x v�eri�e l'�equation di��erentielle (2.1.1) et les conditions initiales (2.1.4),
alors x satisfait le syt�eme d'�equations int�egrales

x(t) = v� t + x � +

tZ

�1

2

4g

0

@g� 1(v� ) +

�Z

�1

F (x(s); _x(s))) ds

1

A � v�

3

5 d�; (2.2.2)

_x(t) = g(g� 1(v� ) +
Z t

�1
F (x(s); _x(s))ds); (2.2.3)

o�u F (x; _x) = �r V(x) + 1
cB(x) _x; v� 2 Bcnf 0g:

Pour y� (t) d�e�ni dans (2.1.4), ce syst�eme d'�equations int�egrales devient

(y� (t); u� (t)) = Av� ;x � (y� ; u� )( t); (2.2.4)

o�u u� = _y� et

Av� ;x � (f; h )( t) = ( A1
v� ;x �

(f; h )( t); A2
v� ;x �

(f; h )( t))

A1
v� ;x �

(f; h )( t) =

tZ

�1

2

4g(g� 1(v� ) +

�Z

�1

F (v� s + x � + f (s); v� + h(s))ds) � v�

3

5 d�;

A2
v� ;x �

(f; h )( t) = g(g� 1(v� ) +

tZ

�1

F (v� s + x � + f (s); v� + h(s))ds) � v� ;

pour v� 2 Bcnf 0g; x � 2 Rn .
De (2.2.4), (2.1.2)-(2.1.3), (2.2.1) (appliqu�e �a� x � = g� 1(v� )+

R�
�1 F (v� s+

x � + y� (s); v� + _y� (s))ds et � y � = g� 1(v� )) et de y� (t) 2 C1(R; Rn ); jy� (t)j +
j _y� (t)j ! 0; quand t ! �1 , il vient en particulier que

(y� (t); _y� (t)) 2 C(R; Rn ) � C(R; Rn )
et j _y� (t)j = O(jtj � � ); jy� (t)j = O(jtj � � +1 ); as t ! �1 ;

(2.2.5)

o�u v� 2 Bcnf 0g et x � 2 Rn sont �x�es.
On consid�ere l'espace m�etrique complet

MT;r = f (f; h ) 2 C(] � 1 ; T]; Rn ) � C(] � 1 ; T]; Rn )j k(f; h )kT � r g;

o�u k(f; h )kT = max

 

sup
t2 ]�1 ;T ]

jh(t)j; sup
t2 ]�1 ;T ]

jf (t) � th(t)j

!

(2.2.6)
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(o�u pour T = + 1 , ] � 1 ; T] doit être remplac�e par ] � 1 ; + 1 [). De (2.2.5)
on a, �a T < + 1 �x�e,

(y� (t); _y� (t)) 2 MT;r pour un r�eel r d�ependant de y� (t) et de T: (2.2.7)

Soit le r�eel z1(c; n; � 1; �; r x ; r ) d�e�ni comme l'unique solution de l'�equation

z1q
1 � z2

1
c2

�
2� +4 � 1n(2 + r=c)

� (z1=
p

2 � r )(r x=
p

2 + 1) �
= 0; z1 2]

p
2r; c[; (2.2.8)

o�u r x et r sont des r�eels positifs tels que 0< r � 1; r < c=
p

2:

Lemme 2.2.1. Sous les conditions(2.1.2)-(2.1.3), on a : si (f; h ) 2 MT;r ;
0 < r � 1; r < c=

p
2; x � 2 Rn ; v� 2 Bc; jv� j � z1(c; n; � 1; �; jx � j; r );

v� � x � = 0; alors

kAv� ;x � (f; h )kT � � T (c; n; � 1; �; jv� j; jx � j; r ) (2.2.9)

=
1

(� � 1)
p

1 + jv� j2=(4(c2 � j v� j2))

�
2� +1 n3=2� 1(2 + r=c)( jv� j=

p
2 + 1 � r )

(jv� j=
p

2 � r )2(1 + jx � j=
p

2 � (jv� j=
p

2 � r )T)� � 1

pour T � 0;

kAv� ;x � (f; h )kT � � (c; n; � 1; �; jv� j; jx � j; r ) (2.2.10)

=
1

p
1 + jv� j2=(4(c2 � j v� j2))

�
2� +2 n3=2� 1(2 + r=c)( jv� j=

p
2 + 1 � r )

(� � 1)(jv� j=
p

2 � r )2(1 + jx � j=
p

2)� � 1

pour T � + 1 ; si (f 1; h1); (f 2; h2) 2 MT;r ; 0 < r � 1; r < c=
p

2; jv� j < c;
v� � x � = 0; jv� j � z1(c; n; � 1; �; jx � j; r ); alors

kAv� ;x � (f 2; h2)� Av� ;x � (f 1; h1)kT � � T (c; n; ~�; �; jv� j; jx � j; r )k(f 2� f 1; h2� h1)kT ;
(2.2.11)

� T (c; n; ~�; �; jv� j; jx � j; r ) =
1

p
1 + jv� j2=(4(c2 � j v� j2))

�
2� +3 n2 ~� (1 + 1

c)( jv� jp
2

+ 1 � r )2

(� � 1)( jv� jp
2

� r )3(1 + jx � jp
2

� ( jv� jp
2

� r )T)� � 1

pour T � 0;

kAv� ;x � (f 2; h2)� Av� ;x � (f 1; h1)kT � � (c; n; ~�; �; jv� j; jx � j; r )k(f 2� f 1; h2� h1)kT ;
(2.2.12)
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� (c; n; ~�; �; jv� j; jx � j; r ) =
1

p
1 + jv� j2=(4(c2 � j v� j2))

�
22� +7 3n7=2 ~� (1 + ~� )(1 + 1 =c)3(jv� j=

p
2 + 1 � r )3

(� � 1)(jv� j=
p

2 � r )4(1 + jx � j=
p

2)� � 1

pour T � + 1 ; o�u ~� = max( � 1; � 2):

Remarquons que

max
�

� T (c; n; � 1; �; jv� j; jx � j; r )
r

; � T (c; n; ~�; �; jv� j; jx � j; r )
�

� � T (c; n; ~�; �; jv� j; jx � j; r ) (2.2.13)

=
1

p
1 + jv� j2=(4(c2 � j v� j2))

�
2� +3 n2 ~� (1 + 1=c)( jv� j=

p
2 + 1 � r )2

r (� � 1)(jv� j=
p

2 � r )3(1 + jx � j=
p

2 � (jv� j=
p

2 � r )T)� � 1

pour T � 0 ;

max
�

� (c; n; � 1; �; jv� j; jx � j; r )
r

; � (c; n; ~�; �; jv� j; jx � j; r )
�

� � (c; n; ~�; �; jv� j; jx � j; r ) (2.2.14)

=
1

p
1 + jv� j2=(4(c2 � j v� j2))

�
22� +7 3n7=2 ~� (1 + ~� )(1 + 1 =c)3(jv� j=

p
2 + 1 � r )3

r (� � 1)(jv� j=
p

2 � r )4(1 + jx � j=
p

2)� � 1

pour T � + 1 , o�u ~� = max( � 1; � 2); 0 < r � 1; r < c=
p

2; jv� j < c; jv� j � z1;
v� � x � = 0:

En utilisant le Lemme 2.2.1 et les estimations (2.2.13)-(2.2.14), nous ob-
tenons le r�esultat suivant.

Corollaire 2.2.1. Sous les conditions(2.1.2)-(2.1.3), 0 < r � 1; r < c=
p

2;
x � 2 Rn ; v� 2 Bc; jv� j � z1(c; n; � 1; �; jx � j; r ); v� � x � = 0; on a :

si � T (c; n; ~�; �; jv� j; jx � j; r ) < 1, alors Av� ;x � est une application contrac-
tante deMT;r pour T � 0;

si � (c; n; ~�; �; jv� j; jx � j; r ) < 1, alors Av� ;x � est une application contrac-
tante deMT;r pour T � + 1 .

En prenant en compte �a la fois (2.2.7), le Lemme 2.2.1, le Corollaire 2.2.1
et le lemme A.2.1 (�enonc�e dans la section A.2 de l'annexe), on �etudie la solution
(y� (t); u� (t)) de l'�equation (2.2.4) dans MT;r .

On utilisera aussi les r�esultats suivants (Lemmes 2.2.2 et 2.2.3).
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Lemme 2.2.2. Sous les conditions(2.1.2)-(2.1.3), (f; h ) 2 MT;r ; 0 < r �
1; r < c=

p
2; x � 2 Rn ; v� 2 Bc; jv� j � z1(c; n; � 1; �; jx � j; r ); v� � x � = 0; on

a :

jA2
v� ;x �

(f; h )( t)j � � � (c; n; � 1; �; jv� j; jx � j; r; t )

=
1

p
1 + jv� j2=(4(c2 � j v� j2))

(2.2.15)

�
n3=2� 12� +1 (2 + r=c)

� (jv� j=
p

2 � r )(1 + jx � j=
p

2 � (jv� j=
p

2 � r )t)�
;

jA1
v� ;x �

(f; h )( t)j � � � (c; n; � 1; �; jv� j; jx � j; r; t )

=
1

p
1 + jv� j2=(4(c2 � j v� j2))

(2.2.16)

�
n3=2� 12� +1 (2 + r=c)

� (� � 1)( jv� jp
2

� r )2(1 + jx � jp
2

� ( jv� jp
2

� r )t)� � 1
;

pour tout t � T; T � 0;

A1
v� ;x �

(f; h )( t) = kv� ;x � (f; h )t + lv� ;x � (f; h ) + Hv� ;x � (f; h )( t); (2.2.17)

o�u

kv� ;x � (f; h ) = g(g� 1(v� )+
Z + 1

�1
F (v� s+ x � + f (s); v� + h(s)) ds)� v� ; (2.2.18)

lv� ;x � (f; h ) =
Z 0

�1

�
g(g� 1(v� ) +

Z �

�1
F (v� s + x � + f (s); v� + h(s)) ds) � v�

�
d�

+
Z + 1

0

�
g(g� 1(v� ) +

Z �

�1
F (v� s + x � + f (s); v� + h(s)) ds)

� g( (v� ) +
Z + 1

�1
F (v� s + x � + f (s); v� + h(s)) ds)

�
d�; (2.2.19)
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jkv� ;x � (f; h )j � 2� � (c; n; � 1; �; jv� j; jx � j; r; 0); (2.2.20)

jlv� ;x � (f; h )j � 2� � (c; n; � 1; �; jv� j; jx � j; r; 0); (2.2.21)

j _Hv� ;x � (f; h )( t)j � � + (c; n; � 1; �; jv� j; jx � j; r; t ) (2.2.22)

=
1

p
1 + jv� j2=(4(c2 � j v� j2)) � (jv� j=

p
2 � r )

�
n3=2� 12� +1 (2 + r=c)

(1 + jx � j=
p

2 + ( jv� j=
p

2 � r )t)�
;

jHv� ;x � (f; h )( t)j � � + (c; n; � 1; �; jv� j; jx � j; r; t ) (2.2.23)

=
1

p
1 + jv� j2=(4(c2 � j v� j2)) � (� � 1)(jv� j=

p
2 � r )2

�
n3=2� 12� +1 (2 + r=c)

(1 + jx � j=
p

2 + ( jv� j=
p

2 � r )t)(� � 1)
;

pour T = + 1 ; t � 0:

On peut voir que le Lemme 2.2.2 donne, en particulier, des estimations et
l'asymptotique de

Av� ;x � (f; h )( t) = ( A1
v� ;x �

(f; h )( t); A2
v� ;x �

(f; h )( t)) quand t ! �1 :

Lemme 2.2.3. Soient T = + 1 ; 0 < r � 1; r < c=
p

2; x � 2 Rn ; v� 2 Bc;
jv� j � z1(c; n; � 1; �; jx � j; r ); v� � x � = 0; et soit (y� ; u� ) 2 MT;r une solution
de (2.2.4). Sous les conditions(2.1.2)-(2.1.3), on a

jkv� ;x � (y� ; u� ) � kv� ;x � (0; 0)j � "0
a(c; n; � 1; ~�; �; jv� j; jx � j; r )

=
n2 ~� (1 + 1

c)( jv� j=
p

2 + 1 � r )

( jv� jp
2

� r )2(1 + jx � j=
p

2)�
(2.2.24)

�
2� +4 � (c; n; � 1; �; jv� j; jx � j; r )

�
p

1 + jv� j2=(4(c2 � j v� j2))
;

�
�
�
�
�
�

kv� ;x � (y� ; u� )
q

1 � jv� j2

c2

�
Z + 1

�1
F (x � + v� s; v� ) ds

�
�
�
�
�
�

� "a(c; n; � 1; ~�; �; jv� j; jx � j; r ) (2.2.25)

=
2� +4 n3=2 ~� (1 + 1

c)( jv� j=
p

2 + 1 � r )

� (jv� j=
p

2 � r )2(1 + jx � j=
p

2)�
� (c; n; � 1; �; jv� j; jx � j; r );
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jlv� ;x � (y� ; u� ) � lv� ;x � (0; 0)j � "b(c; n; � 1; ~�; �; jv� j; jx � j; r ) (2.2.26)

=
22� +7 n7=2 ~� (1 + ~� )( jv� jp

2
+ 1 � r )2

� (� � 1)(jv� j=
p

2 � r )4(1 + jx � j=
p

2)� � 1

�
3(1 + 1=c)3� (c; n; � 1; �; jv� j; jx � j; r )

p
1 + jv� j2=(4(c2 � j v� j2))

;

o�u kv� ;x � et lv� ;x � sont d�e�nis par (2.2.18)-(2.2.19)et � est d�e�ni par (2.2.10).

La preuve des Lemmes 2.2.1, 2.2.2, 2.2.3, est donn�ee dans la section 2.6.

2.3 Di�usion aux petits angles

Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3), pour tout (v� ; x � ) 2 Bc � Rn ; v� 6= 0;
l'�equation (2.1.1) a une unique solutionx 2 C2(R; Rn ) de conditions initiales
(2.1.4). Consid�erons la fonctiony� apparaissant dans (2.1.4). Cette fonction
d�ecrit la d�eection par rapport au mouvement libre.

En utilisant le Corollaire 2.2.1, le lemme A.2.1, et les Lemmes 2.2.2 et
2.2.3, on obtient le r�esultat suivant.

Th�eor�eme 2.3.1. Supposons les conditions(2.1.2)-(2.1.3) v�eri��ees. Soient
~� = max( � 1; � 2); 0 < r � 1; r < c=

p
2; x � 2 Rn ; v� 2 Bc; jv� j �

z1(c; n; � 1; �; jx � j; r ); v� � x � = 0 o�u z1 est d�e�ni par (2.2.8). Supposons
� (c; n; ~�; �; jv� j; jx � j; r ) < 1 o�u � est d�e�ni par (2.2.14). Alors la d�eection
y� (t) v�eri�e :

(y� ; _y� ) 2 MT;r ; T = + 1 ; (2.3.1)

j _y� (t)j � � � (c; n; � 1; �; jv� j; jx � j; r; t ); (2.3.2)

jy� (t)j � � � (c; n; � 1; �; jv� j; jx � j; r; t ) pour t � 0; (2.3.3)

y� (t) = asc(v� ; x � )t + bsc(v� ; x � ) + h(v� ; x � ; t); (2.3.4)

et
�
�
�
�
�
�
asc(v� ; x � ) �

2

4
g� 1(v� ) +

R+ 1
�1 F (v� s + x � ; v� )ds

q
1 +

jg� 1 (v� )+
R+ 1

�1 F (v� s+ x � ;v� )dsj2

c2

� v�

3

5

�
�
�
�
�
�

� "0
a(c; n; � 1; ~�; �; jv� j; jx � j; r ); (2.3.5)

�
�
�
�
�
�

asc(v� ; x � )
q

1 � jv� j2

c2

�
Z + 1

�1
F (v� s + x � ; v� )ds

�
�
�
�
�
�

� "a(c; n; � 1; ~�; �; jv� j; jx � j; r );

(2.3.6)
jbsc(v� ; x � ) � lv� ;x � (0; 0)j � "b(c; n; � 1; ~�; �; jv� j; jx � j; r ); (2.3.7)
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jasc(v� ; x � )j � 2� � (c; n; � 1; �; jv� j; jx � j; r; 0); (2.3.8)

jbsc(v� ; x � )j � 2� � (c; n; � 1; �; jv� j; jx � j; r; 0); (2.3.9)

j _h(v� ; x � ; t)j � � + (c; n; � 1; �; jv� j; jx � j; r; t ); (2.3.10)

jh(v� ; x � ; t)j � � + (c; n; � 1; �; jv� j; jx � j; r; t ); (2.3.11)

pour tout t � 0, o�u lv� ;x � (0; 0) (resp. "0
a; "a; "b; � � ; � + ; � � et � + ) est d�e�ni

dans (2.2.19) (resp. (2.2.24), (2.2.25), (2.2.26), (2.2.15), (2.2.22), (2.2.16) et
(2.2.23)).

Soit ~� = max( � 1; � 2) et soit r x un r�eel positif. Soient les r�eels z =
z(c; n; ~�; �; r x ; r ) et z2 = z2(c; n; � 1; �; r x ) d�e�nis comme les solutions (uniques)
des �equations suivantes

� (c; n; ~�; �; z; r x ; r ) = 1 ; z 2]
p

2r; c[; (2.3.12)

z2q
1 � z2

2
c2

�
16� 1n

� (z2=
p

2)(1 + r x=
p

2)�
= 0; z2 2]0; c[; (2.3.13)

o�u � est d�e�ni par (2.2.14), et r est un r�eel positif tel que 0< r � 1; r < c=
p

2:
On utilisera les observations suivantes.
(I) Soient 0 < r � 1; r < c=

p
2; 0 � �

s1q
1 � s2

1
c2

�
2� +4 � 1n(2 + r=c)

� (s1=
p

2 � r )( �=
p

2 + 1) �
>

s2q
1 � s2

2
c2

�
2� +4 � 1n(2 + r=c)

� (s2=
p

2 � r )( �=
p

2 + 1) �

pour tous r�eels s1; s2 tels que
p

2r < s 2 < s 1 < c.
(II) Soient 0 < r � 1; r < c=

p
2; � 2 ]

p
2r; c[;

�
q

1 � � 2

c2

�
2� +4 � 1n(2 + r=c)

� (�=
p

2 � r )(s1=
p

2 + 1) �
>

�
q

1 � � 2

c2

�
2� +4 � 1n(2 + r=c)

� (�=
p

2 � r )(s2=
p

2 + 1) �

pour tous r�eels s1; s2 tels que 0� s2 < s 1.
(III) Soient x un r�eel positif, ~� = max( � 1; � 2) et soit r un r�eel tel que

0 < r � 1; r < c=
p

2; alors pour tout r�eel s 2]
p

2r; c[ on a

� (c; n; ~�; �; s; jxj; r ) < 1 , s > z (c; n; ~�; �; jxj; r ):

Les observations (I) et (II) impliquent quez1(c; n; � 1; �; s 2; r ) > z 1(c; n; � 1; �;
s1; r ) pour tous r�eels s1; s2 tels que

p
2r < s 2 < s 1 < c quand c; � 1; �; n; r

sont �x�es.
Le Th�eor�eme 2.3.1 donne, en particulier, des estimations pour le

ph�enom�ene de di�usion et une asymptotique de la composante vitesse de
l'op�erateur de di�usion lorsque c; � 1; � 2; �; n; v̂� ; x � sont �x�es (o�u ^v� =
v� =jv� j) et jv� j crô�t ou, e.g., lorsquec; � 1; � 2; �; n; v � ; x̂ � sont �x�es et
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jx � j crô�t. Dans ces cas supt2 R j� (t)j d�ecrô�t, o�u � (t) d�esigne l'angle entre
_x(t) = v� + _y� (t) et v� , et on est dans le cas d'une di�usion aux petits
angles. Remarquons que d�ej�a sous les conditions du Th�eor�eme 2.3.1, sans hy-
poth�eses suppl�ementaires, on a l'estimation supt2 R j� (t)j < 1

4 � et on est dans
le cas d'une di�usion aux angles plutôt petits. Le Th�eor�eme 2.3.1 avec (2.3.7)
donnera l'asymptotique de la composante espace de con�gurationb(v� ; x � ) de
l'op�erateur de di�usion si l'on peut �etudier l'asymptotique de lv� ;x � (0; 0). C'est
le sujet du Th�eor�eme 2.3.2.

Th�eor�eme 2.3.2. Fixons c; n; � 0; � 1; �; jxj. Alors il existe une constante
Cc;n;� 0 ;� 1 ;�; jx j telle que

�
�
�
�
�
�

lv;x (0; 0)
q

1 � jvj2

c2

�
1
c2

PV(v̂; x)v̂ +
1

jvj2

Z + 1

0

Z + 1

�
F (� v̂ + x; v)d�d�

�
1

jvj2

Z 0

�1

Z �

�1
F (� v̂ + x; v)d�d�

�
�
�
� � Cc;n;� 0 ;� 1 ;�; jx j

r

1 �
jvj2

c2
(2.3.14)

pour tous v 2 Bc; jvj � z2(c; n; � 1; �; jxj); v � x = 0; o�u v̂ = v=jvj:

La preuve du Th�eor�eme 2.3.2 est donn�ee dans la Section 2.7.
Comme nous l'avons mentionn�e dans l'Introduction, le Th�eor�eme 2.1.1

se d�eduit des Th�eor�emes 2.3.1, 2.3.2. De plus, les constantesC2; s1; s2, qui
apparaissent au Th�eor�eme 2.1.1, sont donn�ees explicitement par

s1 = max( z(c; n; ~�; �; jxj; r ); z1(c; n; � 1; �; jxj; r )) ;

s2 = max( z(c; n; ~�; �; jxj; r ); z1(c; n; � 1; �; jxj; r ); z2(c; n; � 1; �; jxj)) ;

C2 = Cc;n;� 0 ;� 1 ;�; jx j +
3n5 ~� 2(1 + ~� )23� +13 (1 + 1=c)4( cp

2
+ 1 � r )3

(� � 1)2( s2p
2

� r )6(1 + jx jp
2
)2� � 2

;

o�u Cc;n;� 0 ;� 1 ;�; jx j est la constante apparaissant au Th�eor�eme 2.3.2 etz, z1, z2

sont d�e�nis par (2.3.12), (2.2.8), (2.3.13) et ~� = max( � 1; � 2).
En utilisant les Th�eor�emes 2.3.1 et 2.3.2, nous pouvons obtenir l'asymp-

totique et des estimations pour des fonctions s'exprimant �a l'aide dea(v� ; x � )
et b(v� ; x � ) lorsque l'on consid�ere de la di�usion aux petits angles. Nous
consid�ererons notamment le cas du temps de retard dans la Section 2.8.

2.4 Preuves des Propositions 2.1.1, 2.1.2

Dans cette section, on d�emontre les Propositions 2.1.1, 2.1.2. Nous com-
men�cons par introduire de nouvelles notations (sous-section 2.4.1) puis nous
d�emontrons la Proposition 2.1.1 (sous-section 2.4.2) et la Proposition 2.1.2
(sous-section 2.4.3).
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2.4.1 Des fonctions vectorielles

Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3) et pour tout (�; x ) 2 TSn� 1 on d�e�nit
les vecteursw3(B; �; x ); w4(B; �; x ) et w5(V; �; x ) par

w3(B; �; x ) =
Z + 1

�1
B(x + �� )�d�; (2.4.1)

w4(B; �; x ) =
Z 0

�1

Z �

�1
B(x + �� )�d�d� �

Z + 1

0

Z + 1

�
B(x + �� )�d�d�; (2.4.2)

w5(V; �; x ) = PV(�; x )� (2.4.3)

�
Z 0

�1

Z �

�1
r V(x + �� )d�d� +

Z + 1

0

Z + 1

�
r V(x + �� )d�d�:

On d�e�nit ~w3(B ) : Rnnf 0g � Rn ! Rn par

~w3(B )(y; x) = jyjw3(B;
y
jyj

; x �
xy
jyj2

y); (2.4.4)

pour tous x 2 Rn ; y 2 Rnnf 0g: De (2.4.4), (2.4.1), on a

~w3(B )(y; x) =
Z + 1

�1
B(x + �y )yd�; (2.4.5)

pour tout ( x; y) 2 Rn � Rnnf 0g: De (2.1.3), on d�eduit ~w3(B ) = (( ~w3(B ))1; ::;
( ~w3(B ))n ) 2 C1(Rnnf 0g � Rn ; Rn ):

On d�e�nit ~w4(B ) : Rnnf 0g � Rn ! Rn par ~w4(B )(y; x) = jyjw4(B; y
jyj ; x �

x:y
jyj2 y) pour tous x 2 Rn ; y 2 Rnnf 0g: De (2.1.3) et (2.4.2), on d�eduit que

~w4(B )(y; x) =
Z � xy

j y j 2

�1

Z �

�1
B(x + �y )yd�d� �

Z + 1

� xy
j y j 2

Z + 1

�
B(x + �y )yd�d�; (2.4.6)

et ~w4(B ) = ( ~w4(B )1; ::; ~w4(B )n ) 2 C1(Rnnf 0g � Rn ; Rn ):

2.4.2 Preuve de la Proposition 2.1.1

Pour d�emontrer la Proposition 2.1.1, nous aurons besoin du r�esultat sui-
vant.

Proposition 2.4.1. Soit B 2 C1(Rn ; An (R)) v�eri�ant (2.1.3). Alors
w3(B; �; x ) donn�e pour tout (�; x ) 2 TSn� 1 d�etermine de mani�ere unique le
champB, et on a

PBi;k (�; x ) = � kw3(B; �; x ) i � � i w3(B; �; x )k (2.4.7)

pour tout (�; x ) 2 V i;k ; i; k = 1::n; i 6= k o�u Vi;k est la sous-vari�et�e de dimen-
sion n de Rn � Rn d�e�nie par (2.1.15); de plus siB 2 F mag (Rn ) alors

PBi;k (�; x ) =
�

@
@yk

( ~w3(B )) i (y; x) �
@

@yi
( ~w3(B ))k(y; x)

�

jy= �

; (2.4.8)

pour tout (�; x ) 2 TSn� 1; i; k = 1::n; i 6= k.
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La question de la d�etermination deB �a partir de w3 a �et�e �etudi�ee sous
des conditions di��erentes de B dans [Nic97], [Jun97], [Ito95]. Cependant, �a
notre connaissance, les formules (2.4.7)-(2.4.8) ne sont pas donn�ees dans la
litt�erature.

Preuve de la Proposition 2.4.1.Commen�cons par d�emontrer (2.4.7). On rap-
pelle quew3(B; �; x ) i =

P n
j =1

R+ 1
�1 B i;j (t� + x)� j dt; pour tout ( �; x ) 2 TSn� 1;

i; k = 1::n; i 6= k. Ainsi � kPBi;k (�; x ) = w3(B; �; x ) i pour tout ( �; x ) 2 V i;k ;
i; k = 1::n; i 6= k. Cette derni�ere �egalit�e implique (2.4.7) ( � 2

i + � 2
k = 1 pour tout

(�; x ) 2 V i;k ; � = ( � 1; : : : ; � n )).
D�emontrons maintenant (2.4.8). Sous les conditions (2.1.3) et de (2.4.5)

on d�eduit

@
@yk

( ~w3(B )) i (y; x) =
Z + 1

�1
B i;k (ty + x)dt (2.4.9)

+
nX

j =1

Z + 1

�1
t
@Bi;j
@xk

(ty + x)yj dt

pour tous (y; x) 2 Rnnf 0g � Rn et i; k = 1::n. Soient i; k = 1::n: Comme
B 2 F mag (Rn ); on a

@
@xi

B j;k (x) +
@

@xk
B i;j (x) +

@
@xj

Bk;i (x) = 0 pour tout x 2 Rn :

Ainsi en utilisant aussi (2.4.9), on obtient
�

@
@yk

( ~w3(B )) i (y; x) �
@

@yi
( ~w3(B ))k(y; x)

�

jy= �

= 2PBi;k (�; x ) +
Z + 1

�1
t

nX

j =1

@
@xj

B i;k (t� + x)� j dt; (2.4.10)

pour tout ( �; x ) 2 TSn� 1; � = ( � 1; : : : ; � n ) o�u P d�esigne la transform�ee de
rayons X. En int�egrant par partie l'int�egrale du côt�e droit de (2.4.10), on
obtient les formules (2.4.8).

Finalement en utilisant les formules d'inversion de la transform�ee de rayons
X (voir par exemple la formule (A.3.10) de la section A.3 de l'annexe) et
en utilisant (2.4.7) (ou (2.4.8) et (2.4.4) siB 2 F mag (Rn )), on obtient que
w3(B; �; x ) donn�e pour tout ( �; x ) 2 TSn� 1 d�etermine de mani�ere unique le
champ B:

La Proposition 2.4.1 est d�emontr�ee.

Maintenant, nous sommes prêts pour d�emontrer le Proposition 2.1.1.
Soit (�; x ) 2 TSn� 1: On remarque que

Z + 1

�1
B(� (� � ) + x)( � � )d� = �

Z + 1

�1
B(� � + x)�d� (2.4.11)
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et on rappelle que
P(r V)( � �; x ) = P(r V)( �; x ): (2.4.12)

De (2.1.12), (2.4.1) et (2.4.11)-(2.4.12), on obtient la formule (2.1.16) etla
formule suivante

w3(B; �; x ) =
1
2

(w1(V; B; �; x ) � w1(V; B; � �; x )) ; (2.4.13)

pour tout ( �; x ) 2 TSn� 1: De (2.1.16) et de r�esultats sur la transform�ee de
rayons X (voir Section A.3 de l'Appendice), on obtient quew1(V; B; �; x ) donn�e
pour tout ( �; x ) 2 TSn� 1 d�etermine de mani�ere unique r V et donc V (V
v�eri�e (2.1.2)). De (2.4.13) et de la Proposition 2.4.1, on obtient aussi que
w1(V; B; �; x ) donn�e pour tout ( �; x ) 2 TSn� 1 d�etermine de mani�ere uniqueB.
De plus de (2.4.13) on a

~w3(B )(y; x) =
1
2

( ~w1(V; B)(y; x) � ~w1(V; B)( � y; x)) ;

pour tout y 2 Rnnf 0g; x 2 Rn : En utilisant cette derni�ere formule et (2.4.8) de
la Proposition 2.4.1, on obtient (2.1.18) siB 2 F mag (Rn ): En utilisant (2.4.13)
et (2.4.7), on a (2.1.17).

La Proposition 2.1.1 est d�emontr�ee. �
Pour conclure cette section, on rappelle le proc�ed�e suivant qui est bas�e sur

la formule (2.1.17) et qui permet de reconstruireB i;k �a partir de w1(V; B; �; x )
donn�e pour tout ( �; x ) 2 V i;k , o�u les indicesi; k = 1::n; i 6= k; sont �x�es ( Vi;k

est d�e�ni par (2.1.15)). Soient i; k = 1 : : : n; i 6= k. La formule (2.1.17) donne
l'int�egrale de B i;k sur toute droite du plan a�ne Y d'espace vectoriel tangent
Yi;k = f (x0

1; : : : ; x0
n ) 2 Rn jx0

j = 0; j 6= i; j 6= kg. Maintenant, pour reconstruire
B i;k en un point x0 2 Rn , on consid�ere dansRn le plan Y contenant x0 et dont
l'espace vectoriel tangent estYi;k . On interpr�ete TSn� 1 comme l'ensemble de
tous les rayons deRn et on consid�ere dansTSn� 1 le sous-ensembleTS1(Y)
constitu�e de tous les rayons reposant surY. On restreint alorsPBi;k �a TS1(Y)
et on reconstruit B i;k (x0) �a partir de ces donn�ees en utilisant les m�ethodes
de reconstruction def �a partir de P f pour n = 2 (voir, par exemple, la
formule (A.3.10) de la Section A.3). (SiB 2 F mag (Rn ); on peut aussi utiliser
la formule (2.1.18) pour reconstruireB i;k �a partir de w1(V; B; �; x ) donn�e pour
tout ( �; x ) 2 TSn� 1.)

2.4.3 Preuve de la Proposition 2.1.2

Avant de d�emontrer la Proposition 2.1.2, on d�emontre tout d'abord les
Propositions 2.4.2, 2.4.3 et 2.4.4 donn�ees ci-dessous. La Proposition 2.4.2 est
en fait exactement la proposition 1.1 de [Jol05a].

Proposition 2.4.2. Le vecteurw5, d�e�ni par (2.4.3), vu comme fonction du
potentiel V v�eri�ant (2.1.2) et de (�; x ) 2 TSn� 1 a les propri�et�es simples sui-
vantes :
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1. sous les conditions(2.1.2), pour tout potentiel V le vecteurw5(V; �; x )
est orthogonal �a � ;

2. il existe un potentielV qui satisfait (2.1.2) et pour lequelw5(V; �; x )
n'est pas nulle pour tout(�; x ) 2 TSn� 1 ;

3. pour tout potentiel radial V satisfaisant (2.1.2), on a
w5(V; �; x ) = 0 pour tout (�; x ) 2 TSn� 1.

Remarque 2.4.1. F. Nicoleau nous a fait remarqu�e que pourV satisfai-
sant (2.1.2), siw(V; �; x ) = 0 pour tout ( �; x ) 2 TSn� 1 alors V est radial (voir
Proposition A.4.1 de la sous-section A.4.2 de l'annexe).

Preuve de la Proposition 2.4.2.Le premier item vient imm�ediatement de
l'�egalit�e

d
dt

V(t� + x) = r V(t� + x) � �; pour tout ( �; x ) 2 TSn� 1; t 2 R:

On d�emontre le deuxi�eme item. Consid�erons

V(x) =
x1

(1 + jxj2)�
; pour tout x = ( x1; : : : ; xn ) 2 Rn ; � > 1:

Soit (�; x ) 2 TSn� 1. En utilisant (2.4.3) et en utilisant que� � x = 0, on obtient
par calcul direct

w5(V; �; x ) = � 4�� 1jxj2
Z + 1

0

Z + 1

�

s
(1 + s2 + jxj2)� +1

dsd�

6= 0 si et seulement six 6= 0 et � 1 6= 0;

o�u � d�esigne le produit scalaire usuel deRn .
On d�emontre le troisi�eme item. Soit V un potentiel radial (i.e. V prend la

forme m(jxj)) satisfaisant (2.1.2) (e.g.V(x) = (1 + jxj2)� � o�u � > 1
2). Alors

m 2 C1(]0; + 1 [; R) et r V(x) = m0(jxj) x
jx j . Soit (�; x ) 2 TSn� 1 et soit � ? un

vecteur orthogonal �a � . Un calcul direct donne

�r V(s� + x) � � ? = m0(
p

s2 + jxj2)
x � � ?

p
s2 + jxj2

pour tout s 2 R. Ainsi en utilisant aussi (2.4.3), on obtient

w5(V; �; x ) � � ? = 0: (2.4.14)

Le troisi�eme item est alors cons�equence du premier item et de la formule
(2.4.14).

La Proposition 2.4.2 est d�emontr�ee.
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Proposition 2.4.3. Sous les conditions(2.1.3), et si B 2 F mag (Rn ) alors :
nX

j =1

� j [� kPBi;j (�; x ) � � i PBk;j (�; x )] � PBi;k (�; x ) = (2.4.15)

@
@xi

~w4(B )k(�; x ) �
@

@xk
~w4(B ) i (�; x );

nX

j =1

� j [� kPBi;j;l (�; x ) � � i PBk;j;l (�; x )] � PBi;k;l (�; x ) = (2.4.16)

~w4(B ) i;k;l (�; x );

pour tous(�; x ) 2 TSn� 1; i; k; l = 1 : : : n; o�u P d�esigne la transform�ee de rayons

X et o�u ~w4(B )m;r;l (�; x ) = @
@xl

�
@

@xm
~w4(B )r � @

@xr
~w4(B )m

�
(�; x ); Bm;r;l (x) =

@
@xl

Bm;r (x); pour tous � 2 Sn� 1; x 2 Rn ; m; r = 1 : : : n (on rappelle que ~w4(B )
est d�e�ni par (2.4.6)).

Remarque 2.4.2. Soientn = 3; l = 1 : : : n: La formule (2.4.16) donne en
fait

� � (� PB2;3;l (�; x ); PB1;3;l (�; x ); � PB1;2;l (�; x )) =

� � ( ~w4(B )2;3;l (�; x ); � ~w4(B )1;3;l (�; x ); ~w4(B )1;2;l (�; x )) ; (2.4.17)

pour tout ( �; x ) 2 TS2, o�u � d�esigne le produit scalaire usuel surR3:

Preuve de la Proposition 2.4.3.Sous les conditions (2.1.3), de (2.4.6) on a

@
@xk

~w4(B ) i (y; x) = �
yk

jyj2

nX

j =1

yj

Z + 1

�1
B i;j (�y + x)d�d� (2.4.18)

+
nX

j =1

yj

( Z � x � y
j y j 2

�1

Z �

�1

@
@xk

B i;j (�y + x)d�d�

�
Z + 1

� x � y
j y j 2

Z + 1

�

@
@xk

B i;j (�y + x)d�d�

)

pour tous (y; x) 2 Rnnf 0g � Rn et i; k = 1 : : : n. Soient i; k; l = 1 : : : n. De
(2.4.18), il vient

@
@xk

~w4(B ) i (�; x ) �
@

@xi
~w4(B )k(�; x )

= � � k

nX

j =1

� j

Z + 1

�1
B i;j (�� + x)d�d� + � i

nX

j =1

� j

Z + 1

�1
Bk;j (�� + x)d�d�

+
nX

j =1

� j

� Z � x � �

�1

Z �

�1
[

@
@xk

B i;j (�� + x) �
@

@xi
Bk;j (�� + x)]d�d�

�
Z + 1

� x� �

Z + 1

�
[

@
@xk

B i;j (�� + x) �
@

@xi
Bk;j (�� + x)]d�d�

�
(2.4.19)
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pour tous x 2 Rn ; � 2 Sn� 1; � = ( � 1; : : : ; � n ): CommeB 2 F mag (Rn ), on a

@
@xk

B i;j (x) �
@

@xi
Bk;j (x) =

@
@xj

B i;k (x); x 2 Rn ; j = 1 : : : n: (2.4.20)

Soit � 2 Sn� 1. En utilisant (2.4.19), (2.1.3) et (2.4.20), on obtient (2.4.15). Sous
les conditions (2.1.3), la fonctionhi;k;� d�e�nie par hi;k;� (x) = @

@xk
~w4(B ) i (�; x )

� @
@xi

~w4(B )k(�; x ); x 2 Rn ; v�eri�e hi;k;� 2 C1(Rn ; R) et (2.4.16) est cons�equence
imm�ediate de (2.4.15).

La Proposition 2.4.3 est d�emontr�ee.

Proposition 2.4.4. Soit B 2 F mag (Rn ) satisfaisant (2.1.3). Si n = 2 alors
w4(B; �; x ) (d�e�ni par (2.4.2)) donn�e pour tout (�; x ) 2 TSn� 1 ne d�etermine
pas de mani�ere unique le champ magn�etiqueB.

Si n � 3 alors w4(B; �; x ) (d�e�ni par (2.4.2)) donn�e pour tout (�; x ) 2
TSn� 1 d�etermine de mani�ere unique le champ magn�etiqueB. De plus on a les
�egalit�es suivantes : si n = 3 alors

(�F B2;3;l (p); F B1;3;l (p); �F B1;2;l (p)) = (2.4.21)

(2� )� 3=2
2X

j =1

2

4� j
p �

0

@
Z

�
� j

p

e� iy � p ~w4(B )2;3;l (� j
p; y)dy;

�
Z

�
� j

p

e� iy � p ~w4(B )1;3;l (� j
p; y)dy;

Z

�
� j

p

e� iy � p ~w4(B )1;2;l (� j
p; y)dy

1

A

3

5 � j
p;

pour tout p 2 R3nf 0g et pour toute famille orthonormalef � 1
p; � 2

pg du plan � p,
o�u � p0 d�esigne le plan vectorielf y 2 R3jy � p0 = 0g pour tout p0 2 R3nf 0g; et
F d�esigne la transform�ee de Fourier classique surL1(R3) (i =

p
� 1 et ~w4(B )

est d�e�nie par (2.4.6)) ;
si n � 4 alors

PBj;k (�; x ) =
@

@xk
~w4(B ) j (�; x ) �

@
@xj

~w4(B )k(�; x ) (2.4.22)

pour tout (�; x ) 2 ~Vj;k , o�u ~Vj;k est la sous-vari�et�e de dimension(2n � 4) de
Rn � Rn d�e�nie par ~Vj;k = f (�; x ) 2 TSn� 1j� = ( � 1; :::; � n ); � j = � k = 0g ( ~w4(B )
est d�e�nie par (2.4.6)).

Remarque 2.4.3. F. Nicoleau nous a fait remarqu�e que sin = 2 et si B 2
Fmag (Rn ) satisfait (2.1.3) et v�eri�e w4(B; �; x ) = 0 pour tout ( �; x ) 2 TSn� 1

alorsB est radial (voir Proposition A.4.2 de la sous-section A.4.3 de l'annexe).

Preuve de Proposition 2.4.4.Consid�erons d'abord le casn = 2. Soit � 2
C1(R+ ; R) et soit

B (x) =
�

0 � (jxj2)
� � (jxj2) 0

�
6� 0
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tels queB satisfasse (2.1.3) (e.g.� (t) = 1
(1+ t) � ; t 2 R+ ; � > 1 ou � (t) = e� t ;

t 2 R+ ). On d�e�nit w6(B; �; x ) =
R0

�1

R�
�1 � (j�� + xj2)d�d� �

R+ 1
0

R+ 1
� � (j�� +

xj2)d�d�; pour tout ( �; x ) 2 TSn� 1: Soit (�; x ) 2 TSn� 1. En utilisant j�� +
xj2 = � 2 + jxj2, on obtient w6(B; �; x ) = 0. De cette �egalit�e et de (2.4.2) on
obtient w4(B; �; x ) = w6(B; �; x )( � 2; � � 1) = 0 ( � = ( � 1; � 2)).

Supposons d�esormaisn � 3. On distinguera le casn = 3 du cas n � 4:
Consid�erons tout d'abord le casn � 4. Soient j; k = 1 : : : n, j 6= k. L'�egalit�e
(2.4.15) implique (2.4.22). Soitx0 2 Rn : Commen � 4, la dimension de l'espace
vectoriel H j;k = f (x1; : : : ; xn ) 2 Rn jx j = xk = 0g est plus grande ou �egale �a
2. Soit f e1; e2g une famille orthonormale deH j;k : Soit Y le plan a�ne de Rn

qui passe parx0 et dont l'espace vectoriel tangent est engendr�e parf e1; e2g:
De (2.4.22), on d�eduit que l'int�egrale deB j;k sur toute droite deY est connue
�a partir @

@xk
~w4(B ) j (�; x ) � @

@xj
~w4(B )k(�; x ) donn�e pour tout ( �; x ) 2 ~Vj;k . Ainsi

en utilisant des r�esultats sur l'inversion de la transform�ee de rayons X,P,
(voir (A.3.10) de la Section A.4 de l'Appendice), on obtient queB j;k jY peut
être reconstruit �a partir de @

@xk
~w4(B ) j (�; x ) � @

@xj
~w4(B )k(�; x ) donn�e pour tout

(�; x ) 2 ~Vj;k (o�u B j;k jY d�esigne la restriction deB j;k �a Y). Ainsi B j;k (x0) peut
être reconstruit �a partir de @

@xk
~w4(B ) j (�; x ) � @

@xj
~w4(B )k(�; x ) donn�e pour tout

(�; x ) 2 ~Vj;k .
Maintenant on consid�ere le casn = 3. Soit l = 1 : : : 3. Sous les conditions

(2.1.3), B j;k;l 2 L1(R3) pour tous j; k = 1 : : : 3: Soit p 2 R3. �A partir de
(2.4.17), on obtient

� � (�F B2;3;l (p); F B1;3;l (p); �F B1;2;l (p)) = (2.4.23)

(2� )� 3=2� �
� Z

� �

e� iy � p ~w4(B )2;3;l (�; y )dy; �
Z

� �

e� iy � p ~w4(B )1;3;l (�; y )dy;
Z

� �

e� iy � p ~w4(B )1;2;l (�; y )dy
�

pour tout � 2 S2 tel que � � p = 0. Pour d�emontrer que (2.4.23) implique
(2.4.21), on aura besoin du Lemme suivant.

Lemme 2.4.1. Sous les conditions(2.1.3),
(�F B2;3;l (p); F B1;3;l (p); �F B1;2;l (p)) � p = 0; pour tout p 2 R3:

Le Lemme 2.4.1 et (2.4.23) implique (2.4.21).
Soient m; r = 1; 2; 3 m 6= r: En utilisant l'injectivit�e de la transform�ee de

Fourier et en utilisant (2.4.21), on obtient queBm;r;l est d�etermin�e de mani�ere
unique par w4(B; �; x ) donn�e pour tout ( �; x ) 2 TSn� 1: CommeBm;r s'annule
�a l'in�ni, on d�eduit que Bm;r est d�etermin�e de mani�ere unique par w4(B; �; x )
donn�e pour tout ( �; x ) 2 TSn� 1:

La Proposition 2.4.4 est d�emontr�ee.
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Preuve du Lemme 2.4.1.On d�e�nit � : R3 ! R par

� (p) = ( �F B2;3;l (p); F B1;3;l (p); �F B1;2;l (p)) � p; p = ( p1; p2; p3) 2 R3:
(2.4.24)

�A partir de maintenant F d�esignera la transform�ee de Fourier des distri-
butions temp�er�ees. Consid�erons la jauge transverseA de B d�e�nie par

A (x) = �
Z 1

0
sB(sx)xds pour tout x 2 Rn :

On note A (x) = ( A 1(x); : : : ;A n (x)) ; x 2 Rn : Sous les conditions (2.1.3) et par
d�e�nition de A , on a

B i;k (x) =
@A k

@xi
(x) �

@A i

@xk
(x); (2.4.25)

jA i (x)j � � (1 + jxj)� 1; (2.4.26)

pour tout x 2 Rn et tous i; k = 1 : : : n, o�u � est une constante r�eelle positive.
De (2.4.26), on d�eduit queA i d�e�nit une distribution temp�er�ee de S0(R3) pour
tout i = 1 : : : n: De (2.4.25) et (2.4.24) on d�eduit

< � (p); � > = < p 1plp2F A 3 � p1plp3F A 2 � p2plp1F A 3

+ p2plp3F A 1 + p3plp1F A 2 � p3plp2F A 1; � >

= 0 (2.4.27)

pour tout � 2 S(R3): CommeBm;r;l 2 L1(R3), F Bm;r;l est une fonction conti-
nue surR3 pour tousm; r = 1; 2; 3. Ainsi � est continu surR3. De la continuit�e
de � et de (2.4.27), on obtient que� � 0:

Le Lemme 2.4.1 est d�emontr�e.

Finalement nous sommes prêts pour d�emontrer la Proposition 2.1.2. On
commence par d�emontrer le troisi�eme item de la Proposition 2.1.2. Soitn � 3
et soient j; k; l trois entiers compris entre 1 etn et distincts deux �a deux. Soit
� > � +2

2 . On poseh(y) = (1 + jyj2)� et on consid�ere le champB 0 = ( B 0
i 1 ;i 2

) 2
C1(Rn ; An (R)) v�eri�ant les conditions (2.1.3) et d�e�ni par

B 0
j;k (y) =

yl

h(jyj)
; B 0

k;l (y) =
yj

h(jyj)
; B 0

j;l (y) = �
yk

h(jyj)
; (2.4.28)

et B 0
i 1 ;i 2

(y) = 0 si i 1 62 fj; k; l g, pour tout y = ( y1; : : : ; yn ) 2 Rn : Alors

w4(B 0; �; x ) � 0; pour tout ( �; x ) 2 Sn� 1: (2.4.29)

(voir d�ebut de la preuve de la Proposition A.4.2 donn�ee dans la sous-section
A.4.3 de l'annexe pour plus de d�etails). Le troisi�eme item de la Proposition
2.1.2 est d�emontr�e.



66 CHAPITRE 2. DIFFUSION INVERSE AUX HAUTES �ENERGIES

On remarque que

w4(B; �; x ) =
1
2

(w2(V; B; �; x ) + w2(V; B; � �; x )) ; (2.4.30)

w5(V; �; x ) =
1
2

(w2(V; B; �; x ) � w2(V; B; � �; x )) ; (2.4.31)

pour tout ( �; x ) 2 TSn� 1 (o�u w4 et w5 sont d�e�nis par (2.4.2), (2.4.3)).
Les items (i), (ii) et (iv) de la Proposition 2.1.2 se d�eduisent alors des

�egalit�es (2.4.30)-(2.4.31), et des Propositions 2.4.2, 2.4.4. �

2.5 Pr�eliminaires pour les preuves principales

2.5.1 Estimations de la force F et de la fonction g.

On rappelle les estimations v�eri��ees par F sous les conditions (2.1.2)-
(2.1.3), et d�ej�a pr�esent�ees au premier chapitre (voir (1.2.16), (1.2.19)) :

jF (x; v)j � � 1n(1 + jxj)� (� +1) (1 +
1
c
jvj); (2.5.1)

jF (x; v) � F (x0; v0)j � n� 1
1
c

sup
"2 [0;1]

(1 + j(1 � " )x + "x 0j)� (� +1) jv0 � vj (2.5.2)

+ n3=2� 2 sup
"2 [0;1]

�
(1 + j(1 � " )x + "x 0j)� (� +2) (1 +

1
c
j(1 � " )v + "v 0j)

�
jx0 � xj;

pour tous x; v; x0; v0 2 Rn et tous i; k = 1 : : : n, o�u F est d�e�nie par (1.2.1).
On rappelle que la fonctiong : Rn ! Bc d�e�nie au premier chapitre (voir

(1.2.8)) par
g(x) =

x
q

1 + jx j2

c2

; x 2 Rn ;

est un C1 di��eomorphisme de Rn sur Bc, et son inverse est la fonction de
classeC1 , g� 1 : Bc ! Rn , donn�ee par

g� 1(x) =
x

q
1 � jx j2

c2

; x 2 Bc ;

la fonction g v�eri�e aussi les in�egalit�es suivantes (voir Lemme 1.2.1) :

jr gi (x)j2 �
1

1 + jx j2

c2

; (2.5.3)

jg(x) � g(y)j �
p

n sup
"2 [0;1]

1
q

1 + j"x +(1 � " )yj2

c2

jx � yj; (2.5.4)

jr gi (x) � r gi (y)j �
3
p

n
c

sup
"2 [0;1]

1

1 + j"x +(1 � " )yj2

c2

jx � yj; (2.5.5)
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pour tous x; y 2 Rn et tout i = 1 : : : n; o�u g = ( g1; : : : ; gn ):

2.5.2 Estimations d'int�egrales

Nous utiliserons les estimations suivantes. Pour tousa > 0; b > 0; � > 1;

tZ

�1

(a + bjsj)� � ds =
1

(� � 1)b(a � bt)� � 1
; pour tout t � 0; (2.5.6)

tZ

�1

(a + bjsj)� � ds �
2

(� � 1)ba� � 1
; pour tout t � 0: (2.5.7)

Pour tous a > 0; b > 0; � > 2;

tZ

�1

�Z

�1

(a + bjsj)� � ds d� =
1

(� � 2)(� � 1)b2(a � bt)� � 2
; pour tout t � 0;

(2.5.8)
tZ

0

tZ

�

(a + bs)� � ds d� �
1

(� � 2)(� � 1)b2a� � 2
; pour tout t � 0: (2.5.9)

Pour tous a � 1; b > 0; � > 2;

tZ

�1

(a + bjsj)� � (1 + jsj) ds �
b+ 1

(� � 2)b2(a � bt)� � 2
; pour tout t � 0; (2.5.10)

tZ

�1

(a + bjsj)� � (1 + jsj) ds � 2
b+ 1

(� � 2)b2a� � 2
; pour tout t � 0: (2.5.11)

Pour tous a � 1; b > 0; � > 3;

tZ

0

tZ

�

(a + bs)� � (1 + s) ds d� �
b+ 1

(� � 3)(� � 2)b3a� � 3
; pour tout t � 0:

(2.5.12)
La preuve de ces estimations ne pr�esente pas de di�cult�es.

2.5.3 �A propos de z1(c; n; � 1; �; jx � j; r )

Supposonsc; n; � 1; �; jx � j; r �x�es (avec 0 < r � 1; r < c=
p

2).
Consid�erons la fonction d'une variable r�eelle� :]

p
2r; c[! R de classeC1
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et d�e�nie par

� (s) =
s

q
1 � s2

c2

�
2� +4 � 1n(2 + r=c)

� (s=
p

2 � r )( jx � j=
p

2 + 1) �
:

La fonction � est une fonction strictement croissante (sa d�eriv�ee est
une fonction strictement positive), d'o�u l'on a �a la fois unicit�e du r�eel
z1(c; n; � 1; �; jx � j; r ) d�e�ni dans la section 2.2 (par (2.2.8)) et l'observation
(I) de la section 2.3.

2.5.4 �A propos de MT;r ; 0 < r � 1; r < c=
p

2

Lemme 2.5.1. Soient (f; h ); (f 1; h1); (f 2; h2) 2 MT;r ; v� 2 Bcnf 0g; x � 2 Rn

tels quev� � x � = 0; jv� j >
p

2r: Alors

"(f 1; h1) + (1 � ")( f 2; h2) 2 MT;r ; pour tout 0 � " � 1; (2.5.13)

2(1 + jx � + v� s + f (s)j) � (1 + jx � j=
p

2 + ( jv� j=
p

2 � r )jsj); pour tout s � T;
(2.5.14)�

�
�
�

Z t

�1
F (v� s + x � + f (s); v� + h(s))ds

�
�
�
� �

� 1n2� +2 (2 + r=c)

� (jv� j=
p

2 � r )( jx � j=
p

2 + 1) �
;

(2.5.15)

0

@1 +
1
c2

�
�
�
�
�
�
g� 1(v� ) + "1

tZ

�1

F (v� s + x � + f 1(s); v� + h1(s))ds+ "2

uZ

w

F (v� s

+ x � + f 2(s); v� + h2(s))dsj2
� � �

� (1 +
jv� j2

4(c2 � j v� j2)
)� � ; (2.5.16)

pour tous u; t 2 ] � 1 ; T]; w 2 [�1 ; u]; � > 0; � 1 � "1; "2 � 1;
(f 1; h1); (f 2; h2) 2 MT;r et si jv� j � z1(c; n; � 1; �; jx � j; r ); jv� j < c:

Preuve du Lemme 2.5.1.Compte tenu de la d�e�nition de MT;r , (2.5.13) est
imm�ediat. L'estimation (2.5.14) se d�eduit des estimations

2(1 + jx � + v� s + f (s)j) � 2 + jx � + v� s + f (s)j � 2 + jx � + v� sj � j f (s)j;

jx � + v� sj � j x � j=
p

2 + jsjjv� j=
p

2; car v� � x � = 0;

jf (s)j � j f (s) � sh(s)j + jsjjh(s)j � (1 + jsj)k(f; h )kT

� r (1 + jsj) � 1 + r jsj;

pour tous x � 2 Rn ; v� 2 Bc; avec v� � x � = 0; et pour tous (f; h ) 2 MT;r ;
s � T. L'estimation (2.5.1) avec (2.5.14) et (2.5.7) etjv� j � c donne (2.5.15).
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L'estimation (2.5.15) donne, en particulier, pour tousu; t 2 ] � 1 ; T]; w 2
[�1 ; u]; � 1 � "1; "2 � 1; (f 1; h1); (f 2; h2) 2 MT;r

jg� 1(v� ) + "1

Z t

�1
F (v� s + x � + f 1(s); v� + h1(s))ds

+ "2

Z u

w
F (v� s + x � + f 2(s); v� + h2(s))dsj

� j g� 1(v� )j �
� 1n2� +3 (2 + r=c)

� (jv� j=
p

2 � r )( jx � j=
p

2 + 1) �

=
jv� j

p
1 � j v� j2=c2

�
� 1n2� +3 (2 + r=c)

� (jv� j=
p

2 � r )( jx � j=
p

2 + 1) �

�
cjv� j

2
p

c2 � j v� j2
; si jv� j � z1(c; n; � 1; �; jx � j; r ); jv� j < c;

ce qui prouve l'estimation (2.5.16).

2.6 Preuve des Lemmes 2.2.1, 2.2.2, 2.2.3

2.6.1 Preuve du Lemme 2.2.1

La propri�et�e

Av� ;x � (f; h ) 2 C(] � 1 ; T]; Rn )2 pour tout ( f; h ) 2 MT;r (2.6.1)

(0 < r � 1; r < jv� j=
p

2) se d�eduit de (2.1.2)-(2.1.3), (2.2.1) (appliqu�e �a
� x � = g� 1(v� ) +

R�
�1 F (v� s + x � + f (s); v� + h(s))ds et � y � = g� 1(v� )) et

de la d�e�nition de Av� ;x � donn�ee au d�ebut de la section 2.2.
D�esormais on �xe un r�eel r et on �xe v� 2 Bc; x � 2 Rn tels que 0< r � 1;

r < c=
p

2; jv� j � z1(c; n; � 1; �; jx � j; r ); v� � x � = 0: Consid�erons

A1
v� ;x �

(f; h )( t) =
tR

�1

�
g(g� 1(v� ) +

�R

�1
F (v� s + x � + f (s); v� + h(s))ds) � v�

�
d�;

A2
v� ;x �

(f; h )( t) = g(g� 1(v� ) +
tR

�1
F (v� s + x � + f (s); v� + h(s))ds) � v� ;

(2.6.2)
pour tout ( f; h ) 2 MT;r : Tout d'abord donnons une estimation deA2

v� ;x �
(f; h ).

Remarquons queg(g� 1(v� )) = v� : De (2.6.2), (2.5.4) (appliqu�e �a � x � =
g� 1(v� ) +

Rt
�1 F (v� s + x � + f (s); v� + h(s))ds et � y � = g� 1(v� )), (2.5.1),

(2.5.14) et de (2.5.16) on a

jA2
v� ;x �

(f; h )( t)j �
n3=2� 12� +1 (2 + r=c)

q
1 + jv� j2

4(c2 �j v� j2 )

Z t

�1
(1+ jx � j=

p
2+( jv� j=

p
2� r )jsj)) � (� +1) ds:

(2.6.3)
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L'in�egalit�e (2.6.3) combin�ee avec (2.5.6) donne une estimation de
A2

v� ;x �
(f; h )( t) pour t � 0. L'in�egalit�e (2.6.3) combin�ee avec (2.5.7) donne

une estimation deA2
v� ;x �

(f; h )( t) pour t � T.

Maintenant nous allons estimerA1
v� ;x �

(f; h )( t) � tA 2
v� ;x �

(f; h )( t).

De (2.6.3), (2.5.8) et (2.5.6), on a

jA1
v� ;x �

(f; h )( t)j �
n3=2� 12� +1 (2 + r=c)( jv� jp

2
� r )� 2

q
1 + jv� j2

4(c2 �j v� j2 ) � (� � 1)(1 + jx � jp
2

� ( jv� jp
2

� r )t)� � 1
;

(2.6.4)

jtA 2
v� ;x �

(f; h )( t)j �
n3=2� 12� +1 (2 + r=c)� � 1(jv� j=

p
2 � r )� 2

q
1 + jv� j2

4(c2 �j v� j2 ) (1 + jx � j=
p

2 � (jv� j=
p

2 � r )t)� � 1

(2.6.5)
pour tout t � T; t � 0. De (2.6.4)-(2.6.5), on d�eduit

jA1
v� ;x �

(f; h )( t) � tA 2
v� ;x �

(f; h )( t)j

�
n3=2� 12� +1 (2 + r=c)( jv� j=

p
2 � r )� 2

q
1 + jv� j2

4(c2 �j v� j2 ) (� � 1)(1 + jx � j=
p

2 � (jv� j=
p

2 � r )t)� � 1
;(2.6.6)

pour tout t � T; t � 0.

Pour tout t � T; t � 0, on remarque que

A1
v� ;x �

(f; h )( t) � tA 2
v� ;x �

(f; h )( t) = (2.6.7)

A1
v� ;x �

(f; h )(0) +

tZ

0

2

4g(g� 1(v� ) +

�Z

�1

F (v� s + x � + f (s);

v� + h(s))ds) � g(g� 1(v� ) +

tZ

�1

F (v� s + x � + f (s); v� + h(s))ds)

3

5 d�:

Pour estimerA1
v� ;x �

(f; h )(0) on utilise l'estimation (2.6.4), i.e.

jA1
v� ;x �

(f; h )(0)j �
n3=2� 12� +1 (2 + r

c)
q

1 + jv� j2

(4( c2 �j v� j2 )) � (� � 1)( jv� jp
2

� r )2(1 + jx � jp
2

)� � 1
: (2.6.8)

On estime le second terme de droite de (2.6.7) de la mani�ere suivante : de
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(2.5.4), (2.5.16), (2.5.1), (2.5.14) et (2.5.9), on a
�
�
�
�
�
�

tZ

0

2

4g(g� 1(v� ) +

�Z

�1

F (v� s + x � + f (s); v� + h(s))ds)

� g(g� 1(v� ) +

tZ

�1

F (v� s + x � + f (s); v� + h(s))ds)

3

5 d�

�
�
�
�
�
�

�
p

n
q

1 + jv� j2

4(c2 �j v� j2 )

Z t

0

�
�
�
�

Z �

t
F (v� s + x � + f (s); v� + h(s))ds

�
�
�
� d�

�
n3=2� 12� +1 (2 + r

c)
q

1 + jv� j2

4(c2 �j v� j2 ) � (� � 1)(jv� j=
p

2 � r )2(1 + jx � j=
p

2)� � 1
(2.6.9)

pour tout 0 � t � T: De (2.6.7)-(2.6.9), on d�eduit

jA1
v� ;x �

(f; h )( t) � tA 2
v� ;x �

(f; h )( t)j

�
n3=2� 12� +2 (2 + r=c)( jv� j=

p
2 � r )� 2

q
1 + jv� j2

(4( c2 �j v� j2 ) � (� � 1)(1 + jx � j=
p

2)� � 1
(2.6.10)

pour tout t � T et 0 � t. En utilisant (2.6.3) et (2.5.6), et en utilisant (2.6.6),
on obtient (2.2.9). En utilisant (2.6.3) et (2.5.7), et en utilisant (2.6.10), on
obtient (2.2.10).

Nous allons d�emontrer l'estimation (2.6.16) donn�e ci-dessous. Consid�erons
A2

v� ;x �
(f 2; h2)( t) � A2

v� ;x �
(f 1; h1)( t) pour (f 1; h1); (f 2; h2) 2 MT;r (on rappelle

que 0< r � 1; r < c=
p

2; jv� j < c; jv� j � z1(c; n; � 1; �; jx � j; r ); v� � x � = 0).
On a

A2
v� ;x �

(f 2; h2)( t) � A2
v� ;x �

(f 1; h1)( t) =

g(g� 1(v� ) +

tZ

�1

F (v� s + x � + f 2(s); v� + h2(s))ds)

� g(g� 1(v� ) +

tZ

�1

F (v� s + x � + f 1(s); v� + h1(s))ds) (2.6.11)

pour tout t � T: De (2.6.11), (2.5.4) et (2.5.16), on d�eduit l'in�egalit�e suivante

jA2
v� ;x �

(f 2; h2)( t) � A2
v� ;x �

(f 1; h1)( t)j � (2.6.12)
p

n
q

1 + jv� j2

(4( c2 �j v� j2 ))

tZ

�1

jF (v� s + x � + f 2(s); v� + h2(s))

� F (v� s + x � + f 1(s); v� + h1(s)) jds;
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pour tout t � T: De (2.5.13), (2.5.14) et (2.5.2), on a

jF (v� s + x � + f 2(s); v� + h2(s)) � F (v� s + x � + f 1(s); v� + h1(s)) j

� n3=2� 22� +2 (2 + r=c)(1 + jx � j=
p

2 + ( jv� j=
p

2 � r )jsj)� (� +2) (2.6.13)

�j f 2(s) � f 1(s)j +
n� 12� +1

c
(1 + jx � j=

p
2 + ( jv� j=

p
2 � r )jsj)� (� +1)

�j h2(s) � h1(s)j;

pour tout s � T. De plus

jf 2(s) � f 1(s)j � (1 + jsj)k(f 2; h2) � (f 1; h1)kT ; (2.6.14)

jh2(s) � h1(s)kT � k (f 2; h2) � (f 1; h1)kT ; (2.6.15)

pour tout s � T: Ainsi de (2.6.12)-(2.6.15), on obtient

jA2
v� ;x �

(f 2; h2)( t) � A2
v� ;x �

(f 1; h1)( t)j �

n2� 22� +2 (2 + r=c)k(f 2; h2) � (f 1; h1)kTp
1 + ( jv� j2=(4(c2 � j v� j2)))

�
Z t

�1
(1 + jx � j=

p
2 + ( jv� j=

p
2 � r )jsj)� (� +2) (1 + jsj)ds (2.6.16)

+
n3=2� 12� +1 k(f 2; h2) � (f 1; h1)kT

c
p

1 + ( jv� j2=(4(c2 � j v� j2)))

Z t

�1
(1 +

jx � j
p

2
+ (

jv� j
p

2
� r )jsj)� (� +1) ds

pour tout t � T.
Nous allons d�emontrer les estimations (2.6.19) et (2.6.34) donn�ees ci-

dessous. De (2.6.16), (2.5.10) et (2.5.6), on a

jA1
v� ;x �

(f 2; h2)( t) � A1
v� ;x �

(f 1; h1)( t)j �
n2 ~�

q
1 + jv� j2

(4( c2 �j v� j2 ))

�
(1 + 1

c)2� +3 ( jv� jp
2

+ 1 � r )k(f 2; h2) � (f 1; h1)kT

� (� � 1)( jv� jp
2

� r )3(1 + jx � jp
2

� ( jv� jp
2

� r )t)� � 1
; (2.6.17)

pour tout t � T; t � 0; o�u ~� = max( � 1; � 2). De (2.6.16), (2.5.10) et (2.5.6),
on a

jtjjA2
v� ;x �

(f 2; h2)( t) � A2
v� ;x �

(f 1; h1)( t)j �
n2 ~�

p
1 + ( jv� j2=(4(c2 � j v� j2)))

�
(1 + 1

c)2� +3 (jv� j=
p

2 + 1 � r )k(f 2; h2) � (f 1; h1)kT

� (jv� j=
p

2 � r )3(1 + jx � j=
p

2 � (jv� j=
p

2 � r )t)(� � 1)
; (2.6.18)
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pour tout t � T; t � 0: Ainsi de (2.6.17), (2.6.18), on d�eduit

jA1
v� ;x �

(f 2; h2)( t) � A1
v� ;x �

(f 1; h1)( t)

� t(A2
v� ;x �

(f 2; h2)( t) � A2
v� ;x �

(f 1; h1)( t)) j �
n2 ~�

q
1 + jv� j2

(4( c2 �j v� j2 ))

�
(1 + 1

c)2� +3 ( jv� jp
2

+ 1 � r )k(f 2; h2) � (f 1; h1)kT

(� � 1)( jv� jp
2

� r )3(1 + jx � jp
2

� ( jv� jp
2

� r )t)(� � 1)
(2.6.19)

pour tout t � T; t � 0.
Pour 0 � t � T, en utilisant (2.6.7) on obtient

jA1
v� ;x �

(f 2; h2)( t) � A1
v� ;x �

(f 1; h1)( t) � t(A2
v� ;x �

(f 2; h2)( t) � A2
v� ;x �

(f 1; h1)( t)) j

� j A1
v� ;x �

(f 2; h2)(0) � A1
v� ;x �

(f 1; h1)(0)j

+

�
�
�
�
�
�

tZ

0

2

4g(g� 1(v� ) +

�Z

�1

F (v� s + x � + f 2(s); v� + h2(s))ds)

� g(g� 1(v� ) +

tZ

�1

F (v� s + x � + f 2(s); v� + h2(s))ds)

� g(g� 1(v� ) +

�Z

�1

F (v� s + x � + f 1(s); v� + h1(s))ds)

+ g(g� 1(v� ) +

tZ

�1

F (v� s + x � + f 1(s); v� + h1(s))ds)

3

5 d�

�
�
�
�
�
�
:(2.6.20)

De (2.6.17), on a

jA1
v� ;x �

(f 2; h2)(0) � A1
v� ;x �

(f 1; h1)(0)j

�
n2 ~� (1 + 1

c)2� +3 ( jv� jp
2

+ 1 � r )k(f 2; h2) � (f 1; h1)kT
q

1 + jv� j2

(4( c2 �j v� j2 )) � (� � 1)( jv� jp
2

� r )3(1 + jx � jp
2

)� � 1
: (2.6.21)

A�n d'estimer le second terme de droite de (2.6.20), on estimera

tZ

0

2

4gj (g� 1(v� ) +

�Z

�1

F (v� s + x � + f 2(s); v� + h2(s))ds)

� gj (g� 1(v� ) +

tZ

�1

F (v� s + x � + f 2(s); v� + h2(s))ds)
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� gj (g� 1(v� ) +

�Z

�1

F (v� s + x � + f 1(s); v� + h1(s))ds) (2.6.22)

+ gj (g� 1(v� ) +

tZ

�1

F (v� s + x � + f 1(s); v� + h1(s))ds)

3

5 d�

pour tous 1� j � n et 0 � t � T.
Soient 1� j � n; 0 � t � T; 0 � � � t. Remarquons que

gj (g� 1(v� ) +

�Z

�1

F (v� s + x � + f 2(s); v� + h2(s))ds)

� gj (g� 1(v� ) +

tZ

�1

F (v� s + x � + f 2(s); v� + h2(s))ds)

� (gj (g� 1(v� ) +

�Z

�1

F (v� s + x � + f 1(s); v� + h1(s))ds)

� gj (g� 1(v� ) +

tZ

�1

F (v� s + x � + f 1(s); v� + h1(s))ds))

= � 1
j;t (� ) + � 2

j;t (� ) (2.6.23)

o�u

� 1
j;t (� ) =

Z �

t
(F (v� s + x � + f 2(s); v� + h2(s)) � F (v� s + x � (2.6.24)

+ f 1(s); v� + h1(s))) ds �
Z 1

0
r gj

0

@g� 1(v� ) +

tZ

�1

F (v� s + x � + f 2(s);

v� + h2(s))ds+ "

�Z

t

F (v� s + x � + f 2(s); v� + h2(s))ds

1

A d";

� 2
j;t (� ) =

Z �

t
F (v� s + x � + f 1(s); v� + h1(s))ds (2.6.25)

�
Z 1

0

2

4r gj (g� 1(v� ) +

tZ

�1

F (v� s + x � + f 2(s); v� + h2(s))ds

+ "

�Z

t

F (v� s + x � + f 2(s); v� + h2(s))ds)
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�r gj (g� 1(v� ) +

tZ

�1

F (v� s + x � + f 1(s); v� + h1(s))ds

+ "

�Z

t

F (v� s + x � + f 1(s); v� + h1(s))ds)

3

5 d";

o�u � d�esigne le produit scalaire usuel surRn :
Pour estimer (2.6.24) on utilise tout d'abord (2.5.3), puis (2.5.2), (2.5.16),

(2.5.14) et (2.6.14)-(2.6.15), et on obtient

j� 1
j;t (� )j �

n3=2� 22� +2 (2 + r=c)
q

1 + jv� j2

4(c2 �j v� j2 )

k(f 2 � f 1; h2 � h1)kT

�
Z t

�
(1 + jx � j=

p
2 + ( jv� j=

p
2 � r )s)� (� +2) (1 + s)ds

+
n� 12� +1

c
q

1 + jv� j2

4(c2 �j v� j2 )

Z t

�
(1 + jx � j=

p
2 + ( jv� j=

p
2 � r )s)� (� +1) ds

�k (f 2 � f 1; h2 � h1)kT : (2.6.26)

Ainsi de (2.5.9) et (2.5.12), on a

Z t

0
j� 1

j;t (� )jd� �
n3=2 ~� 2� +3 (1 + c� 1)( jv� jp

2
+ 1 � r )

q
1 + jv� j2

4(c2 �j v� j2 ) � (� � 1)( jv� jp
2

� r )3(1 + jx � jp
2

)� � 1

�k (f 2 � f 1; h2 � h1)kT ; (2.6.27)

o�u ~� = max( � 1; � 2): Pour estimer (2.6.25), on utilise d'abord (2.5.5), puis
(2.5.16), et on obtient

j� 2
j;t (� )j �

Z t

�
jF (v� s + x � + f 1(s); v� + h1(s)) jds

"
3c� 1p

n

(1 + jv� j2

4(c2 �j v� j2 ) )

�

1Z

0

�
�
�
�
�
�

tZ

�1

(F (v� s + x � + f 2(s); v� + h2(s)) � F (v� s + x � + f 1(s); v� + h1(s))) ds

+ "

�Z

t

(F (v� s + x � + f 2(s); v� + h2(s)) � F (v� s + x � + f 1(s); v� + h1(s))) ds

�
�
�
�
�
�
d"

3

5 :

(2.6.28)
On utilisera

�
�
�
�
�
�

tZ

�1

(F (v� s + x � + f 2(s); v� + h2(s)) � F (v� s + x � + f 1(s); v� + h1(s))) ds
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+ "

�Z

t

(F (v� s + x � + f 2(s); v� + h2(s)) � F (v� s + x � + f 1(s); v� + h1(s))) ds

�
�
�
�
�
�

� 2

tZ

�1

j(F (v� s + x � + f 2(s); v� + h2(s)) � F (v� s + x � + f 1(s); v� + h1(s))) jds;

(2.6.29)
pour tout 0 � " � 1 (on rappelle que� � t).

De (2.6.28), (2.6.29), on d�eduit

j� 2
j;t (� )j �

6
p

n

c(1 + jv� j2

4(c2 �j v� j2 ) )

Z t

�
jF (v� s + x � + f 1(s); v� + h1(s)) jds

�

tZ

�1

j(F (v� s + x � + f 2(s); v� + h2(s)) � F (v� s + x � + f 1(s); v� + h1(s))) jds:

(2.6.30)
En utilisant (2.5.2), (2.5.14), (2.6.14)-(2.6.15), (2.5.7) et (2.5.11), on obtient

tZ

�1

jF (v� s + x � + f 2(s); v� + h2(s)) � F (v� s + x � + f 1(s); v� + h1(s)) jds

�
n3=2 ~� 2� +4 (1 + 1=c)( jv� j=

p
2 + 1 � r )

� (jv� j=
p

2 � r )2(1 + jx � j=
p

2)�
k(f 2 � f 1; h2 � h1)kT : (2.6.31)

En utilisant (2.5.1), (2.5.14) et (2.5.9), on obtient

tZ

0

tZ

�

jF (v� s + x � + f 1(s); v� + h1(s)) jdsd� �
n� 12� +1 (2 + r=c)

� (� � 1)( jv� jp
2

� r )2(1 + jx � jp
2

)� � 1
:

(2.6.32)
De (2.6.30)-(2.6.32), on d�eduit

Z t

0
j� 2

j;t (� )j �
3n3 ~� 222� +6 (1 + 1

c)(2 + r
c)( jv� jp

2
+ 1 � r )

c(1 + jv� j2

4(c2 �j v� j2 ) )�
2(� � 1)( jv� jp

2
� r )4(1 + jx � jp

2
)2� � 1

�k (f 2 � f 1; h2 � h1)kT : (2.6.33)

De (2.6.20), (2.6.21), (2.6.23), (2.6.27) et (2.6.33), on a

jA1
v� ;x �

(f 2; h2)( t) � A1
v� ;x �

(f 1; h1)( t) � t(A2
v� ;x �

(f 2; h2)( t) � A2
v� ;x �

(f 1; h1)( t)) j
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�
n2 ~� 2� +3 (1 + 1

c)( jv� jp
2

+ 1 � r )
q

1 + jv� j2

4(c2 �j v� j2 ) � (� � 1)( jv� jp
2

� r )3(1 + jx � jp
2

)� � 1

�

2

42 +
3

c
q

1 + jv� j2

4(c2 �j v� j2 )

n3=2 ~� 2� +3 (2 + r
c)

� ( jv� jp
2

� r )(1 + jx � jp
2

)�

3

5

�k (f 1 � f 2; h1 � h2)kT ;

ce qui implique

jA1
v� ;x �

(f 2; h2)( t) � A1
v� ;x �

(f 1; h1)( t) � t(A2
v� ;x �

(f 2; h2)( t) � A2
v� ;x �

(f 1; h1)( t)) j

�
n7=2 ~� (1 + ~� )3(1 + 1=c)322� +7 (jv� j=

p
2 + 1 � r )2

p
1 + ( jv� j2=(4(c2 � j v� j2))) � (� � 1)(jv� j=

p
2 � r )4(1 + jx � j=

p
2)� � 1

�k (f 1 � f 2; h1 � h2)kT : (2.6.34)

En utilisant (2.6.16), (2.5.6), (2.5.10) et (2.6.19), on obtient (2.2.11). En utili-
sant (2.6.16), (2.5.7), (2.5.11) et (2.6.34), on obtient (2.2.12). On a d�emontr�e
le Lemme 2.2.1. �

2.6.2 Preuve du Lemme 2.2.2

Les estimations (2.2.15) et (2.2.16) sont cons�equences imm�ediates de
(2.6.3), (2.5.6) et (2.6.4).

De (2.5.1), (2.5.14), (2.5.7) et dejv� j � c, on obtient que l'int�egrale

+ 1Z

�1

F (v� s + x � + f (s); v� + h(s))ds

converge absolument pour tout (f; h ) 2 MT;r : De plus, en utilisant (2.5.4),
(2.5.16), puis (2.5.1), (2.5.14) et (2.5.8), on a pour toutu > 0

Z + 1

u

�
�
�
�
�
�
g(g� 1(v� ) +

�Z

�1

F (v� s + x � + f (s); v� s + h(s))ds)

� g(g� 1(v� ) +

+ 1Z

�1

F (v� s + x � + f (s); v� + h(s))ds)

�
�
�
�
�
�
d�

�
n3=2� 12� +1 (2 + r

c)
q

1 + jv� j2

4(c2 �j v� j2 )

+ 1Z

u

+ 1Z

�

(1 + jx � j=
p

2 + ( jv� j=
p

2 � r )s)� (� +1) dsd�

�
n3=2� 12� +1 (2 + r=c)(1 + jx � j=

p
2 + ( jv� j=

p
2 � r )u)� (� � 1)

q
1 + jv� j2

4(c2 �j v� j2 ) � (� � 1)(jv� j=
p

2 � r )2
: (2.6.35)
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Ainsi on peut r�e�ecrire A1
v� ;x �

sous la forme

A1
v� ;x �

(f; h )( t) = t

2

4g(g� 1(v� ) +

+ 1Z

�1

F (v� s + x � + f (s); v� + h(s))ds) � v�

3

5

+

0Z

�1

2

4g(g� 1(v� ) +

�Z

�1

F (v� s + x � + f (s); v� + h(s))ds) � v�

3

5 d�

+

+ 1Z

0

2

4g(g� 1(v� ) +

�Z

�1

F (v� s + x � + f (s); v� + h(s))ds)

� g(g� 1(v� ) +

+ 1Z

�1

F (v� s + x � + f (s); v� + h(s))ds)

3

5 d�

�

+ 1Z

t

2

4g(g� 1(v� ) +

�Z

�1

F (v� s + x � + f (s); v� + h(s))ds)

� g(g� 1(v� ) +

+ 1Z

�1

F (v� s + x � + f (s); v� + h(s))ds)

3

5 d� (2.6.36)

et on obtient alors (2.2.17) et (2.2.18)-(2.2.19), o�u

Hv� ;x � (f; h )( t) =

+ 1Z

t

2

4g(g� 1(v� ) +

+ 1Z

�1

F (v� s + x � + f (s); v� + h(s))ds)

� g(g� 1(v� ) +

�Z

�1

F (v� s + x � + f (s); v� + h(s))ds)

3

5 d�: (2.6.37)

Les formules (2.6.37) et (2.6.35) donnent (2.2.23). En utilisant (2.6.37), (2.5.4),
(2.5.16), (2.5.1), (2.5.14) et (2.5.6), on obtient (2.2.22).

En utilisant (2.2.18), (2.5.4), (2.5.16), (2.5.1), (2.5.14) et (2.5.7), on obtient
(2.2.20).

On �ecrit

lv� ;x � (f; h ) = A1
v� ;x �

(f; h )(0) +

+ 1Z

0

2

4g(g� 1(v� ) +

�Z

�1

F (v� s + x � + f (s);

v� + h(s))ds) � g(g� 1(v� ) +

+ 1Z

�1

F (v� s + x � + f (s); v� + h(s))ds)

3

5 d�:

(2.6.38)
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En utilisant (2.6.38), (2.6.8) et (2.6.35), on obtient (2.2.21).
Finalement on a d�emontr�e le Lemme 2.2.2. �

2.6.3 Preuve du Lemme 2.2.3

En utilisant (2.2.4) et (2.2.10), on obtient

k(y� ; u� ) � (0; 0)kT = k(y� ; u� )kT � � (c; n; ~�; �; jv� j; jx � j; r ); T = + 1 :

En utilisant (2.2.18), (2.6.11) avec (2.6.16) et (2.5.11) (T = + 1 et t ! + 1 ),
on obtient (2.2.24).

De (2.6.38), on a

jlv� ;x � (y� ; u� ) � lv� ;x � (0; 0)j � j A1
v� ;x �

(y� ; u� )(0) � A1
v� ;x �

(0; 0)(0)j (2.6.39)

+

�
�
�
� lim
t ! + 1

� Z t

0

�
g(g� 1(v� ) +

Z �

�1
F (v� s + x � + y� (s); v� + u� (s))ds)

� g(g� 1(v� ) +
Rt

�1 F (v� s + x � + y� (s); v� + u� (s))ds)

� g(g� 1(v� ) +
�R

�1
F (v� s + x � ; v� )ds) + g(g� 1(v� ) +

tR

�1
F (v� s + x � ; v� )ds)

�
�

g(g� 1(v� ) +
R+ 1

�1 F (v� s + x � + y� (s); v� + u� (s))ds)

� g(g� 1(v� ) +
tR

�1
F (v� s + x � + y� (s) + u� (s))ds)

�
+ ( g(g� 1(v� )

+
+ 1R

�1
F (v� s + x � )ds) � g(g� 1(v� ) +

tR

�1
F (v� s + x � )ds)

��
d�

� �
�
�
� :

En utilisant (2.5.4), (2.5.16), (2.5.1), (2.5.14) et (2.5.6), on obtient

t

�
�
�
�g(g� 1(v� ) +

+ 1R

�1
F (v� s + x � + f (s); v� + h(s))ds)

� g(g� 1(v� ) +
tR

�1
F (v� s + x � + f (s); v� + h(s))ds)

�
�
�
� �!

t ! + 1
0;

(2.6.40)

pour tous t > 0; (f; h ) 2 MT;r :
De (2.6.39) et (2.6.40), on obtient

jlv� ;x � (y� ; u� ) � lv� ;x � (0; 0)j � j A1
v� ;x �

(y� ; u� )(0) � A1
v� ;x �

(0; 0)(0)j (2.6.41)

+
�
�
� lim t ! + 1

nRt
0

h
g(g� 1(v� ) +

R�
�1 F (v� s + x � + y� (s); v� + u� (s))ds)

� g(g� 1(v� ) +
Rt

�1 F (v� s + x � + y� (s); v� + u� (s))ds) � g(g� 1(v� )

+
R�

�1 F (v� s + x � ; v� )ds) + g(g� 1(v� ) +
Rt

�1 F (v� s + x � ; v� )ds)
i

d�
o �

�
� :

En utilisant (2.6.21)-(2.6.23), (2.6.27) et (2.6.33), et en utilisant l'in�egalit�e
k(y� ; u� )kT � � (c; n; ~�; �; jv� j; jx � j; r ); T = + 1 ; et (2.6.41), nous obtenons
(2.2.26).
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Nous allons maintenant d�emontrer (2.2.25). Tout d'abord

v� + kv� ;x � (y� ; u� ) = g(g� 1(v� ) +
Z + 1

�1
F (v� s + x � + y� (s); v� + u� (s))ds):

(2.6.42)
En utilisant l'int�egrale premi�ere du mouvement E, nous avonsjv� j = jv� +
kv� ;x � (y� ; u� )j, et en appliquant g� 1 �a l'�egalit�e (2.6.42), nous obtenons

kv� ;x � (y� ; u� )
p

1 � j v� j2=c2
=

Z + 1

�1
F (v� s + x � + y� (s); v� + u� (s))ds: (2.6.43)

De (2.6.43), (2.6.13), (2.6.14)-(2.6.15), (2.5.7) et (2.5.11) et dek(y� ; u� )kT �
� (c; n; ~�; �; jv� j; jx � j; r ); T = + 1 ; nous obtenons
�
�
�
�
�
�

kv� ;x � (y� ; u� )
p

1 � j v� j2=c2
�

+ 1Z

�1

F (v� s + x � ; v� )ds

�
�
�
�
�
�

�

+ 1Z

�1

jF (v� s + x � + y� (s); v�

+ u� (s)) � F (v� s + x � ; v� )jds

�
n3=2 ~� 2� +4 (1 + 1

c)( jv� jp
2

� r + 1)

� ( jv� jp
2

� r )2(1 + jx � jp
2

)�

� � (c; n; ~�; �; jv� j; jx � j; r ):

Finalement, on a d�emontr�e le Lemme 2.2.3. �

2.7 Preuve du Th�eor�eme 2.3.2

On suppose toujours que les constantes�; n , c, � 1; � 2 sont �x�ees. On �xe
(�; x ) 2 TSn� 1:

On utilisera l'in�egalit�e suivante
�
�
�
�
1
s

Z u

�1
F (x + � �; s� )d�

�
�
�
� �

2� 1n

� (s=
p

2)(1 + jxj=
p

2 � u=
p

2)�
; (2.7.1)

pour tous s 2]0; c[ et u 2] � 1 ; 0] ; et on utilisera l'in�egalit�e
�
�
�
�
1
s

Z + 1

u
F (x + � �; s� )d�

�
�
�
� �

2� 1n

� (s=
p

2)(1 + jxj=
p

2 + u=
p

2)�
; (2.7.2)

pour tous s 2]0; c[ et u 2 [0; + 1 [.
Commen�cons par d�emontrer (2.7.1) (la preuve de (2.7.2) est tout �a fait

similaire �a celle de (2.7.1)).
Comme� � x = 0 et j� j = 1; on a

jx + w� j � j xj=
p

2 + jwj=
p

2; (2.7.3)
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pour tout w 2 R: L'estimation (2.7.1) se d�eduit alors de (2.5.1), (2.7.3) et
(2.5.6).

Avant de d�emontrer le Th�eor�eme 2.3.2, nous aurons besoin de trois lemmes
(Lemmes 2.7.1, 2.7.2, 2.7.3) que l'on �enonce et que l'on d�emontre ci-dessous.

Lemme 2.7.1. Sous les conditions(2.1.2)-(2.1.3), il existe une fonction
~gc;n;� 0 ;� 1 ;�; jx j :] � 1 ; 0] ! [0; + 1 [ int�egrable sur ] � 1 ; 0] telle que

�
�
�
�
�
�
(1 + � 1(c; �; x; s; u )) � 1

2 � 1 �
V(x + u� )

q
1 � s2

c2

c2

�
�
�
�
�
�

� ~gc;n;� 0 ;� 1 ;�; jx j(u)(1 � s2=c2); (2.7.4)

pour tous u 2] � 1 ; 0], s 2 [z2(c; n; � 1; �; jxj); c[, o�u z2 est d�e�ni par (2.3.13)
et

� 1(c; �; x; s; u ) =

� 2V(x + u� )
q

1 � s2

c2 +
1� s2

c2

s2

�
�
�
�

uR

�1
F (x + � �; s� )d�

�
�
�
�

2

c2
� �

3
4

;

(2.7.5)
pour tous u 2] � 1 ; 0], s 2 [z2(c; n; � 1; �; jxj); c[.

Preuve du Lemme 2.7.1.Soients 2]0; c[; s � z2(c; n; � 1; �; jxj) et u 2] �1 ; 0].
De (2.7.1) et de la d�e�nition de z2(c; n; � 1; �; jxj) (voir (2.3.13)), on obtient

�
�
�
�
�
�

s�
q

1 � s2

c2

+
1
s

uZ

�1

F (x + � �; s� )d�

�
�
�
�
�
�

�
s

2
p

1 � s2=c2
: (2.7.6)

En d�eveloppant le carr�e de la norme on obtient :
�
�
�
�
�
�

s�
q

1 � s2

c2

+
1
s

uZ

�1

F (x + � �; s� )d�

�
�
�
�
�
�

2

=
s2

1 � s2

c2

�
2V(x + u� )
p

1 � s2=c2

+

�
�
�
�
�
�

1
s

uZ

�1

F (x + � �; s� )d�

�
�
�
�
�
�

2

(2.7.7)

(remarquons que (B(x)y) � y = 0 pour tous x; y 2 Rn , o�u � d�esigne le produit
scalaire usuel surRn ). En utilisant (2.7.6) et (2.7.7), on obtient

� 1(c; �; x; s; u ) =
1 + 1

c2

�
�
�
�

s�p
1� s2=c2

+ 1
s

Ru
�1 F (x + � �; s� )d�

�
�
�
�

2

1 + s2

c2 � s2

� 1

�
1 + s2

4(c2 � s2 )

1 + s2

c2 � s2

� 1 � � 3=4: (2.7.8)
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De plus, de la d�e�nition de � 1(c; �; x; s; u ); et de (2.1.2)-(2.1.3), (2.5.1), (2.7.1),
(2.5.6) et de l'hypoth�eses � z2(c; n; � 1; �; jxj); s < c; on a

j� 1(c; �; x; s; u )j �
p

1 � s2=c2

"
� 02(1 + jxj=

p
2 � u=

p
2)� �

c2

+

q
1 � z2 (c;n;� 1 ;�; jx j)2

c2 � 2
1n28(1 + jx jp

2
� up

2
)� 2�

z2(c; n; � 1; �; jxj)2c2� 2

3

5 :(2.7.9)

En utilisant le d�eveloppement de Taylor de la fonction ]� 1; + 1 [! R;
� 7! (1 + � )� 1=2 en � = 0; on a,

(1 + � 1(c; �; x; s; u )) � 1
2 � 1 �

V (x+ u� )
q

1� s2

c2

c2 = �
1� s2

c2

2s2c2

�
�
�
�

uR

�1
F (x + � �; s� )d�

�
�
�
�

2

+ 3
4

R1
0 (1 � w)(1 + w� 1(c; �; x; s; u )) � 5=2dw � 1(c; �; x; s; u )2: (2.7.10)

On estime le premier terme du côt�e droit de (2.7.10) grâce �a (2.5.1), (2.7.1),
(2.5.6). On estime le second terme du côt�e droit de (2.7.10) en utilisant (2.7.8)
et (2.7.9). En utilisant aussi l'in�egalit�e s � z2(c; n; � 1; �; jxj); on obtient �na-
lement
�
�
�
�
�
�
(1 + � 1(c; �; x; s; u )) � 1

2 � 1 �
V(x + u� )

q
1 � s2

c2

c2

�
�
�
�
�
�

� (1 � s2=c2)~gc;n;� 0 ;� 1 ;�; jx j(u)

o�u

~gc;n;� 0 ;� 1 ;�; jx j(u) = 8n2 � 2
1

c2z2 (c;n;� 1 ;�; jx j)2 � 2 (1+ jxj=
p

2� u=
p

2)2�

+45=2 3
2c4

�
� 0(1 + jxj=

p
2 � u=

p
2)� �

+
p

1� z2 (c;n;� 1 ;�; jx j)2=c24� 2
1 n2 (1+ jxj=

p
2� u=

p
2)� 2�

z2 (c;n;� 1 ;�; jx j)2 � 2

� 2

:

Finalement, on a d�emontr�e le Lemme 2.7.1.

Lemme 2.7.2. Soit � un r�eel strictement positif et soit s 2]0; c[; s � z2(c; n;
� 1; �; jxj): Alors il existe un nombre r�eel strictement positifk�;c;n;� 1 ;�; jx j tel que
�
�
�
�
�
�

 

1 +
1 � s2=c2

s2c2

�
�
�
�

Z + 1

�1
F (x + � �; s� )d�

�
�
�
�

2
! � �

� 1

�
�
�
�
�
�

� (1 � s2=c2)k�;c;n;� 1 ;�; jx j :

Preuve du Lemme 2.7.2.On d�e�nit

� 2(c; �; x; s ) =
1 � s2=c2

s2c2

�
�
�
�

Z + 1

�1
F (x + � �; s� )d�

�
�
�
�

2

� 0: (2.7.11)
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En utilisant (2.7.1)-(2.7.2) et l'in�egalit�e s � z2(c; n; � 1; �; jxj), on obtient

� 2(c; �; x; s ) � (1 � s2=c2)
32n2� 2

1

c2z2(c; n; � 1; �; jxj)2� 2(1 + jxj=
p

2)2�
: (2.7.12)

En utilisant le d�eveloppement de Taylor de la fonction ]� 1; + 1 [! R; � 7!
(1 + � )� � en � = 0; et en utilisant (2.7.11), on obtient

(1 + � 2(c; �; x; s )) � � � 1 = � �� 2(c; �; x; s )
Z 1

0
(1 + w� 2(c; �; x; s )) � (� +1) dw:

(2.7.13)
De (2.7.11)-(2.7.13), on a

j(1 + � 2(c; �; x; s )) � � � 1j � �� 2(c; �; x; s ) � (1 � s2=c2)k�;c;d;� 1 ;�; jx j ;

o�u

k�;c;n;� 1 ;�; jx j =
32�n 2� 2

1

c2z2(c; n; � 1; �; jxj)2� 2(1 + jxj=
p

2)2�
:

Finalement, on a d�emontr�e le Lemme 2.7.2.

On suppose toujours que (�; x ) 2 TSn� 1; et que les constantes�; n , c, � 1;
� 2 sont �x�ees. Soient s 2]0; c[; s � z2(c; n; � 1; �; jxj); u 2 [0; + 1 [. On d�e�nit

A(c; �; x; s; u ) = (1 + t(c; �; x; s; u )) � 1=2 ; (2.7.14)

o�u

t(c; �; x; s; u ) =
1 + 1

c2

�
�
�
�

s�p
1� s2=c2

+ 1
s

Ru
�1 F (x + � �; s� )d�

�
�
�
�

2

1 + 1
c2

�
�
�
�

s�p
1� s2=c2

+ 1
s

R+ 1
�1 F (x + � �; s� )d�

�
�
�
�

2 � 1: (2.7.15)

En d�eveloppant le carr�e des normes qui apparaissent au d�enominateur et au
num�erateur de la fraction du côt�e droit de (2.7.15), on obtient

t(c; �; x; s; u ) =
� 2V(x + u� )

p
1 � s2=c2 + 1� s2=c2

s2

�
�
�
R+ 1

u F (x + � �; s� )d�
�
�
�
2

�
1 + (1� s2=c2 )

s2c2

�
�
�
R+ 1

�1 F (x + � �; s� )d�
�
�
�
2
�

c2

�

2(1� s2=c2 )
s2

+ 1R

u
F (x + � �; s� )d� �

+ 1R

�1
F (x + � �; s� )d�

 

1 + (1� s2=c2 )
s2c2

�
�
�
�

+ 1R

�1
F (x + � �; s� )d�

�
�
�
�

2
!

c2

; (2.7.16)

o�u � d�esigne le produit scalaire surRn :
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Lemme 2.7.3. Sous les conditions(2.1.2)-(2.1.3), il existe une fonction
hc;n;� 0 ;� 1 ;�; jx j : [0; + 1 [! [0; + 1 [ int�egrable sur [0; + 1 [ telle que pour tous
s 2]0; c[; s � z2(c; n; � 1; �; jxj); u 2 [0; + 1 [; on a

�
�
�
�
�
A(c; �; x; s; u ) � 1 � V(x + u� )

p
1 � s2=c2

c2

�
�
�
�
�

� (1 � s2=c2)hc;n;� 0 ;� 1 ;�; jx j(u):

Preuve du Lemme 2.7.3.On cherche tout d'abord une borne sup�erieure sur
t(c; �; x; s; u ). On a

�
�
�
�

s�p
1� s2=c2

+ 1
s

uR

�1
F (x + � �; s� )d�

�
�
�
� �

�
�
�
�

s�p
1� s2=c2

+ 1
s

+ 1R

�1
F (x + � �; s� )d�

�
�
�
�

�
�
�
� 1

s

R+ 1
u F (x + � �; s� )d�

�
�
� : (2.7.17)

De (2.7.1)-(2.7.2), on a

�
�
�
�
�
�

s�
p

1 � s2=c2
+

1
s

+ 1Z

�1

F (x + � �; s� )d�

�
�
�
�
�
�

�
s

p
1 � s2=c2

�
4� 1n

� (s=
p

2)(1 + jxj=
p

2)�
:

(2.7.18)
En utilisant d'abord (2.7.2) puis l'in�egalit�e s � z2(c; n; � 1; �; jxj) et (2.7.18),
on a

�
�
�
�
�
�

1
s

+ 1Z

u

F (x + � �; s� )d�

�
�
�
�
�
�

�
2� 1n

(s=
p

2)� (1 + jxj=
p

2)�

�
1
6

0

@ s
q

1 � s2

c2

�
4� 1n

� sp
2
(1 + jx jp

2
)�

1

A

�
1
6

�
�
�
�
�
�

s�
q

1 � s2

c2

+
1
s

+ 1Z

�1

F (x + � �; s� )d�

�
�
�
�
�
�
;(2.7.19)

et de (2.7.17) et (2.7.19), on obtient

�
�
�
�
�
�

s�
q

1 � s2

c2

+
1
s

uZ

�1

F (x + � �; s� )d�

�
�
�
�
�
�

�
5
6

�
�
�
�
�
�

s�
q

1 � s2

c2

+
1
s

+ 1Z

�1

F (x + � �; s� )d�

�
�
�
�
�
�
:

(2.7.20)
En utilisant (2.7.15) et (2.7.20), on a

t(c; �; x; s; u ) �
25
36

� 1 = �
11
36

: (2.7.21)
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On cherche maintenant une borne sup�erieure pourt(c; �; x; s; u ). Le côt�e
droit de (2.7.16) est une soustraction de deux fractions dont le d�enominateur
est plus grand quec2, ce qui implique

jt(c; �; x; s; u )j �
1
c2

�
�
�
�
�
�
� 2V(x + u� )

r

1 �
s2

c2
+

1 � s2

c2

s2

�
�
�
�
�
�

+ 1Z

u

F (x + � �; s� )d�

�
�
�
�
�
�

2

�
2(1 � s2

c2 )
s2

+ 1Z

u

F (x + � �; s� )d� �

+ 1Z

�1

F (x + � �; s� )d�

�
�
�
�
�
�
; (2.7.22)

o�u � d�esigne le produit scalaire surRn : Ainsi, en utilisant (2.1.2), (2.7.1)-
(2.7.2), on obtient

jt(c; �; x; s; u )j � c� 2
p

1 � s2=c2
h
2� 0(1 + jxj=

p
2 + u=

p
2)� �

+

p
1 � z2(c; n; � 1; �; jxj)2=c2

z2(c; n; � 1; �; jxj)2

n2� 2
18

� 2(1 + jxj=
p

2 + u=
p

2)2�
(2.7.23)

+

p
1 � z2(c; n; � 1; �; jxj)2=c2

z2(c; n; � 1; �; jxj)2

n2� 2
132

� 2(1 + jxj=
p

2 + u=
p

2)� (1 + jxj=
p

2)�

#

:

En utilisant (2.7.14), (2.7.21), et le d�eveloppement de Taylor de la fonction
] � 1; + 1 [! R; � 7! (1 + � )� 1=2 en � = 0; et en utilisant (2.7.16), on obtient

�
�
�
�
�
A(c; �; x; s; u ) � 1 �

V(x + u� )
p

1 � s2=c2

c2

�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�
�

1
2

t(c; �; x; s; u ) +
3
4

1Z

0

(1 � w)(1 + w t(c; �; x; s; u )) � 5
2 dw t(c; �; x; s; u )2

�
V (x + u� )

p
1 � s2=c2

c2

�
�
�
�
�

�

�
�
�
�
�
�
�

V (x + u� )
q

1 � s2

c2

c2

2

6
41 �

0

@1 +
1 � s2

c2

c2s2

�
�
�
�
�
�

+ 1Z

�1

F (x + � �; s� )d�

�
�
�
�
�
�

21

A

� 13

7
5

�
�
�
�
�
�
�

+

2(1� s2=c2 )
s2

+ 1R

u
jF (x + � �; s� )jd�

+ 1R

�1
jF (x + � �; s� )jd�

 

1 + (1� s2=c2 )
s2c2

�
�
�
�

+ 1R

�1
F (x + � �; s� )d�

�
�
�
�

2
!

c2
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+
1
2

1� s2=c2

s2

�
�
�
�

+ 1R

u
F (x + � �; s� )d�

�
�
�
�

2

 

1 + (1� s2=c2 )
s2c2

�
�
�
�

+ 1R

�1
F (x + � �; s� )d�

�
�
�
�

2
!

c2

+
3
8

(
25
36

)� 5
2 t(c; �; x; s; u )2: (2.7.24)

On utilise le Lemme 2.7.2, les conditions (2.1.2) et le fait ques � z2(c; n; � 1; �;
jxj) pour estimer le premier terme du côt�e droit de l'in�egalit�e (2.7.24). A�n
d'estimer les deuxi�eme et troisi�eme termes du côt�e droit de l'in�egalit�e (2.7.24),
on utilise le fait que le d�enominateur est plus grand quec2, et on utilise aussi
(2.7.1)-(2.7.2), et le fait ques � z2(c; n; � 1; �; jxj). On estime le quatri�eme
terme du côt�e droit de l'in�egalit�e (2.7.24) par (2.7.23). Ainsi on obtient

�
�
�
�
�
A(c; �; x; s; u ) � 1 �

V(x + u� )
p

1 � s2=c2

c2

�
�
�
�
�

� (1 � s2=c2)hc;n;� 0 ;� 1 ;�; jx j(u);

o�u

hc;n;� 0 ;� 1 ;�; jx j(u) =
1
c2

(1 + jxj=
p

2 + u=
p

2)� �
n

� 0k1;c;n;� 1 ;�; jx j

p
1 � z2(c; n; � 1; �; jxj)2=c2

+
4� 2

1n2

� 2z2(c; n; � 1; �; jxj)2

�
(1 + jxj=

p
2 + u=

p
2)� � + 4(1 + jxj=

p
2)� �

�

+
3

2c2
(
25
36

)� 5
2

h
� 0(1 + jxj=

p
2 + u=

p
2)� �= 2

+
4n2� 2

1

p
1 � z2(c; n; � 1; �; jxj)2=c2

z2(c; n; � 1; �; jxj)2� 2(1 + jxj=
p

2 + u=
p

2)�= 2

�
�

(1 + jxj=
p

2 + u=
p

2)� � + 4(1 + jxj=
p

2)� �
�i 2

�
:

Finalement, on a d�emontr�e le Lemme 2.7.3.

Preuve du Th�eor�eme 2.3.2. On suppose que les constantes�; n; c; � 1 et � 2

sont �x�ees. Soit ( �; x ) 2 TSn� 1 et soit s 2]0; c[; s � z2(c; n; � 1; �; jxj). On va
�etudier l'asymptotique de ls�;x (0; 0) qui est d�e�ni par la formule (2.2.19).

Tout d'abord, on cherche l'asymptotique de

0Z

�1

2

4g(g� 1(s� ) +

�Z

�1

F (us� + x; s� )du) � s�

3

5 d�:
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Par les changements de variables sucessifs� � � = s� , puis � u � = su, on obtient

0Z

�1

2

4g(g� 1(s� ) +

�Z

�1

F (us� + x; s� )du) � s�

3

5 d�

=

0Z

�1

2

6
6
6
6
4

�p
1� s2=c2

+ 1
s2

�R

�1
F (u� + x; s� )du

s

1 + c� 2

�
�
�
�

s�q
1� s2

c2

+ 1
s

�R

�1
F (u� + x; s� )du

�
�
�
�

2
� �

3

7
7
7
7
5

d�: (2.7.25)

En d�eveloppant le carr�e de la norme qui apparâ�t au d�enominateur de la frac-
tion sous l'int�egrale du côt�e droit de l'�egalit�e (2.7.25), ce d�enominateur devient

0

@1 + c� 2

�
�
�
�
�
�

s�
p

1 � s2=c2
+

1
s

�Z

�1

F (u� + x; s� )du

�
�
�
�
�
�

21

A

� 1=2

=

(1 + � 1(c; �; x; s; � )) � 1=2(1 � s2=c2)1=2; (2.7.26)

o�u � 1 est d�e�ni par (2.7.5). On d�e�nit

� 1(�; x; s ) =

�
�
�
�(1 � s2=c2)� 1

2

0R

�1

�
g(g� 1(s� ) +

�R

�1
F (us� + x; s� )du) � s�

�
d�

� c� 2
R0

�1 V(� � + x)d� � � s� 2
R0

�1

R�
�1 F (u� + x; s� )dud�

�
�
� : (2.7.27)

De (2.7.25)-(2.7.27), on a

� 1(�; x; s ) �
0R

�1

�
�
�(1 + � 1(c; �; x; s; � )) � 1

2 � 1 � c� 2V(� � + x)
p

1 � s2=c2
�
�
�

�
�

1p
1� s2=c2

+ s� 2
�R

�1
jF (u� + x; s� )jdu

�
d�

+
0R

�1

�
�
�
�(1 + 1

c2 V(� � + x)
q

1 � s2

c2 )
�

�q
1� s2

c2

+ 1
s2

�R

�1
F (u� + x; s� )du

�

� �p
1� s2=c2

� c� 2V(� � + x)� � s� 2
�R

�1
F (u� + x; s� )du

�
�
�
� d�: (2.7.28)

On estime la premi�ere int�egrale du côt�e droit de (2.7.28) en utilisant le
Lemme 2.7.1. Par cons�equent en d�eveloppant le premier produit sous la se-
conde int�egrale de la forme

R0
�1 situ�ee du côt�e droit de (2.7.28), on obtient

� 1(�; x; s ) �
q

1 � s2

c2

0R

�1

�
~gc;n;� 0 ;� 1 ;�; jx j(� )

�
1 + 1

s2

q
1 � s2

c2

�R

�1
jF (u� + x;

s� )jdu) +

�
�
�
�

V (� � + x)
s2c2

�R

�1
F (u� + x; s� )du

�
�
�
�

�
d�: (2.7.29)
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On d�e�nit jV j1 = supy2 Rn jV (y)j: En utilisant (2.7.29), (2.1.2), (2.7.1)-(2.7.2)
et (2.5.8), et le fait ques � z2(c; n; � 1; �; jxj); on a

� 1(�; x; s ) �
p

1 � s2=c2

��
1 +

p
1� z2 (c;n;� 1 ;�; jx j)2=c2

z2 (c;n;� 1 ;�; jx j)2
� 1n2

p
2

� (1+ jxj=
p

2)�

�

�
R0

�1 ~gc;n;� 0 ;� 1 ;�; jx j(� )d� + � 1n4jV j1
z2 (c;n;� 1 ;�; jx j)2c2 � (� � 1)(1+ jxj=

p
2)� � 1

i
: (2.7.30)

Maintenant, on cherche l'asymptotique de

+ 1Z

0

2

4g(g� 1(s� ) +

�Z

�1

F (us� + x; s� )du) � g(g� 1(s� ) +

+ 1Z

�1

F (us� + x; s� )du)

3

5 d�:

Par les changements de variables� � � = s� , puis � u � = su, on a

+ 1Z

0

2

4g(g� 1(s� ) +

�Z

�1

F (us� + x; s� )du)

� g(g� 1(s� ) +

+ 1Z

�1

F (us� + x; s� )du)

3

5 d�

=

+ 1Z

0

2

6
6
6
6
4

�p
1� s2=c2

+ 1
s2

�R

�1
F (u� + x; s� )du

s

1 + c� 2

�
�
�
�

s�p
1� s2=c2

+ 1
s

�R

�1
F (u� + x; s� )du

�
�
�
�

2

�

�p
1� s2=c2

+ 1
s2

+ 1R

�1
F (u� + x; s� )du

s

1 + c� 2

�
�
�
�

s�p
1� s2=c2

+ 1
s

+ 1R

�1
F (u� + x; s� )du

�
�
�
�

2

3

7
7
7
7
5

d�: (2.7.31)

On �etudie tout d'abord le d�enominateur de la premi�ere fraction qui est sous
l'int�egrale de (2.7.31). De (2.7.15) et (2.7.14), on a

 

1 + c� 2

�
�
�
�

s�q
1� s2

c2

+ 1
s

�R

�1
F (u� + x; s� )du

�
�
�
�

2
! � 1

2

=

 

1 + c� 2

�
�
�
�

s�q
1� s2

c2

+ 1
s

+ 1R

�1
F (u� + x; s� )du

�
�
�
�

2
! � 1

2

A(c; �; x; s; � ): (2.7.32)
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On d�e�nit

� 2(c; �; x; s ) :=

�
�
�
�(1 � s2=c2)� 1

2

+ 1R

0

�
g(g� 1(s� ) +

�R

�1
F (us� + x; s� )du)

� g(g� 1(s� ) +
+ 1R

�1
F (us� + x; s� )du)

�
d�

� c� 2
R+ 1

0 V(� � + x)d� � + s� 2
R+ 1

0

R+ 1
� F (u� + x; s� )dud�

�
�
� : (2.7.33)

De (2.7.31)-(2.7.33), on d�eduit

� 2(c; �; x; s ) � � 2;1(c; �; x; s ) + � 2;2(c; �; x; s ); (2.7.34)

o�u

� 2;1(c; �; x; s ) :=
+ 1R

0

�
�
�
�
�
�
�
�

(1 � s2

c2 )� 1
2

0

B
@1 +

�
�
�
�
�

s�p
1� s2=c2

+ 1
s

+ 1R

�1
F (u� + x;s� )du

�
�
�
�
�

2

c2

1

C
A

� 1
2

�
�

A(c; �; x; s; � ) � 1 � V(� � + x)

q
1� s2

c2

c2

�

�
�

�q
1� s2

c2

+ 1
s2

�R

�1
F (u� + x; s� )du

� �
�
�
� d�;

(2.7.35)

� 2;2(c; �; x; s ) :=
+ 1R

0

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

(1 � s2

c2 )� 1
2

0

B
B
B
@

1 +

�
�
�
�
�
�

s�r

1� s2
c2

+ 1
s

+ 1R

�1
F (u� + x;s� )du

�
�
�
�
�
�

2

c2

1

C
C
C
A

� 1
2

�
��

1 + V(� � + x)

q
1� s2

c2

c2

� �
�q

1� s2

c2

+ 1
s2

�R

�1
F (u� + x; s� )du

�

�
�

�p
1� s2=c2

+ 1
s2

+ 1R

�1
F (u� + x; s� )du

��
� V (� � + x)

c2 �

+ 1
s2

+ 1R

�
F (u� + x; s� )du

�
�
�
� d�:

(2.7.36)
Commen�cons par estimer �2;1(c; �; x; s ):

Du Lemme 2.7.3 et de (2.7.35), on a

� 2;1(c; �; x; s ) �
q

1 � s2

c2

 

1 + 1
c2

�
�
�
�

s�p
1� s2=c2

+ 1
s

+ 1R

�1
F (u� + x; s� )du

�
�
�
�

2
! � 1

2

�
�

1p
1� s2=c2

+ 1
s2

+ 1R

�1
jF (u� + x; s� )jdu

�
+ 1R

0
hc;n;� 0 ;� 1 ;�; jx j(� )d�: (2.7.37)
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De plus, en d�eveloppant le carr�e de la norme apparaissant dans le premier
terme ci-dessous, on a

0

B
B
B
@

1 +

�
�
�
�

s�p
1� s2=c2

+ 1
s

+ 1R

�1
F (u� + x; s� )du

�
�
�
�

2

c2

1

C
C
C
A

� 1
2

=
p

1 � s2=c2

0

@1 +
1 � s2=c2

s2c2

�
�
�
�
�
�

+ 1Z

�1

F (u� + x; s� )du

�
�
�
�
�
�

21

A

� 1
2

(2.7.38)

�
p

1 � s2=c2: (2.7.39)

En utilisant (2.7.37)-(2.7.39), (2.7.1), (2.7.2), et le fait que s �
z2(c; n; � 1; �; jxj); on obtient

� 2;1(c; �; x; s ) �
p

1 � s2=c2

 

1 +
� 1n

p
1 � z2(c; n; � 1; �; jxj)2=c24

p
2

z2(c; d; � 1; �; jxj)2� (1 + jxj=
p

2)�

!

�
Z + 1

0
hc;n;� 0 ;� 1 ;�; jx j(� )d�: (2.7.40)

Estimons maintenant � 2;2(c; �; x; s ):
De (2.7.36) et (2.7.38), on a

� 2;2(c; �; x; s ) �
+ 1R

0

�
�
�
�
�
�

 

1 + 1� s2=c2

s2c2

�
�
�
�

+ 1R

�1
F (u� + x; s� )du

�
�
�
�

2
! � 1

2

� 1

�
�
�
�
�
�

�

�
�
�
� �

1
s2

+ 1R

�
F (u� + x; s� )du + V (� � + x)

c2 �

+
p

1� s2=c2

s2c2 V(� � + x)
�R

�1
F (u� + x; s� )du

�
�
�
� d�

+
R+ 1

0

�
�
�
�

p
1� s2=c2

s2c2 V(� � + x)
�R

�1
F (u� + x; s� )du

�
�
�
� d�: (2.7.41)

Ainsi en utilisant le Lemme 2.7.2, les conditions (2.1.2), et (2.5.1), (2.7.3),
(2.5.6), (2.5.7) et (2.7.1)-(2.7.2), et le fait ques � z2(c; n; � 1; �; jxj); on obtient

� 2;2(c; �; x; s ) �
p

1 � s2=c2

�
k1=2;c;n;� 1 ;�; j x j

p
1� z2 (c;n;� 1 ;�; jx j)2=c2

(� � 1)(1+ jxj=
p

2)� � 1

�
�

n� 14
z2 (c;n;� 1 ;�; jx j)2 � + � 0

p
2

c2 +
n� 0 � 18

p
1� z2 (c;n;� 1 ;�; jx j)2=c2

z2 (c;n;� 1 ;�; jx j)2c2 � (1+ jx j=
p

2)�

�

+ n� 0 � 18
z2 (c;n;� 1 ;�; jx j)2c2 � (� � 1)(1+ jxj=

p
2)2� � 1

i
: (2.7.42)
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De (2.2.19), (2.7.27), (2.7.30), (2.7.33), (2.7.35)-(2.7.36), (2.7.40) et
(2.7.42), on d�eduit qu'il existe Cc;n;� 0 ;� 1 ;�; jx j telle que

�
�
�
�

ls�;x (0;0)p
1� s2=c2

� 1
c2 PV(�; x )� + 1

s2

R+ 1
0

R+ 1
� F (x + u�; s� )dud�

� 1
s2

R0
�1

R�
�1 F (x + u�; s� )dud�

�
�
� � � 1(c; �; x; s ) + � 2(c; �; x; s )

� Cc;n;� 0 ;� 1 ;�; jx j

p
1 � s2=c2: (2.7.43)

L'estim�ee (2.3.14) se d�eduit de (2.7.43). Finalement, on a d�emontr�e le
Th�eor�eme 2.3.2.

2.8 �A propos du temps de retard

Comme nous l'avons d�ej�a mentionn�e dans la section 2.3, en utilisant les
Th�eor�emes 2.3.1 et 2.3.2 nous pouvons obtenir l'asymptotique et des esti-
mations pour des fonctions s'exprimant �a l'aide dea(v� ; x � ) et b(v� ; x � )
lorsque l'on consid�ere de la di�usion aux petits angles. Dans cette section,
nous consid�erons notamment le cas du temps de retard. Nous rappelons la
d�e�nition du temps de retard, puis nous en donnons une estimation et une
asymptotique dans le cas de la di�usion aux petits angles (sous-section 2.8.1).
Nous montrons que l'asymptotique trouv�ee pour le temps de retard d�etermine
de mani�ere unique le potentiel scalaireV et nous montrons aussi que cette
asymptotique d�etermine de mani�ere unique le champB si B est magn�etique
(i.e. B 2 F mag (Rn )), mais qu'elle ne d�etermine pas de mani�ere uniqueB si
B 62 Fmag (Rn ) et n � 3 (Proposition 2.8.1 de la sous-section 2.8.2). Dans la
sous-section 2.8.3, on d�emontre la Proposition 2.8.1.

2.8.1 D�e�nition, estimation, asymptotique

Le temps de retard� (v� ; x � ) est d�e�ni pour tout ( v� ; x � ) 2 D (S) par

� (v� ; x � ) =
v� � x � � a(v� ; x � ) � b(v� ; x � )

jv� j

=
� v� � bsc(v� ; x � ) � x � � asc(v� ; x � )

jv� j2
(2.8.1)

�
asc(v� ; x � ) � bsc(v� ; x � )

jv� j2
:

Commen�cons par rappeler le sens physique de� (v� ; x � ): Soit (v� ; x � ) 2
D(S): D�esignons parx(t) la solution de (2.1.1) v�eri�ant les conditions initiales
(2.1.4). Pour un r�eel R � j x(0)j; on pose

T(v� ; x � ; R) = supf t 2 [0; + 1 [ j 8u 2 [0; t] jx(u)j � Rg

� inf f t 2 ] � 1 ; 0] j 8u 2 [0; t] jx(u)j � Rg:
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Autrement dit, pour tout R � j x(0)j; T(v� ; x � ; R) d�esigne la dur�ee pendant
laquelle la solutionx(t) appartient �a la boule euclidienne ferm�ee deRn centr�ee
en 0 et de rayonR, cette dur�ee �etant calcul�ee relativement au tempst = 0.
Alors on a

� (v� ; x � ) = lim
R! + 1

�
T(v� ; x � ; R) �

2R
jv� j

�
; (v� ; x � ) 2 D (S): (2.8.2)

Remarquons que siV � 0 et B � 0, alors � (v� ; x � ) = 0 pour tout
(v� ; x � ) 2 Bc � Rn ; v� 6= 0:

En utilisant la d�e�nition du temps de retard donn�ee par (2.8.1), et en
utilisant les Th�eor�emes 2.3.1, 2.3.2, nous obtenons le Th�eor�eme suivant qui
donne une estimation du temps de retard� dans le cas d'une di�usion aux
petits angles.

Th�eor�eme 2.8.1. Supposons les conditions(2.1.2)-(2.1.3) v�eri��ees. Soient
(�; x ) 2 TSn� 1 et ~� = max( � 1; � 2); 0 < r � 1; r < c=

p
2: Soit s 2]0; c[ tel que

s � s2(c; n; � 1; � 2; �; jxj; r ), o�u s2 est d�e�ni �a la �n de la section 2.3. Alors on
a

�
�
�
�
�
�

s
q

1 � s2

c2

� (s�; x ) �
1
s2

0

@
+ 1Z

�1

x � r V(�� + x)d� �
1
c

+ 1Z

�1

x (B(�� + x)s� ) d�

1

A

�
�
�
�
�
�

�
"b(c; n; � 1; ~�; �; s; jxj; r )

q
1 � s2

c2

+ Cc;n;� 0 ;� 1 ;�; jx j

r

1 �
s2

c2
(2.8.3)

+
jxj"a(c; n; � 1; ~�; �; s; jxj; r )

s
+

8
p

2� � (c; n; � 1; �; s; jxj; r; 0)� 1n

s2� (1 + jxj=
p

2)�

+
2� � (c; n; � 1; �; s; jxj; r; 0)"a(c; n; � 1; ~�; �; s; jxj; r )

s
;

o�u C est la constante apparaissant dans(2.3.14) et "a; "b; � � sont d�e�nis par
(2.2.25), (2.2.26), (2.2.16).

Le Th�eor�eme 2.8.1 donne, en particulier, une asymptotique du temps de
retard lorsquec; � 1; � 2; �; n; v̂� ; x � sont �x�es (o�u ^v� = v� =jv� j) et jv� j crô�t
ou, e.g., lorsquec; � 1; � 2; �; n; v � ; x̂ � sont �x�es et jx � j crô�t. En particulier,
du Th�eor�eme 2.8.1, et de (2.2.25), (2.2.26), (2.2.16), on a

Th�eor�eme 2.8.2. Soient (�; x ) 2 TSn� 1. Supposons les conditions(2.1.2)-
(2.1.3) v�eri��ees. Alors on a

lim
s! c
s<c

s3

q
1 � s2

c2

� (s�; x ) =

+ 1Z

�1

x � r V(�� + x)d� �

+ 1Z

�1

x (B(�� + x)� ) d�: (2.8.4)
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2.8.2 D�etermination du champ de force

Sous les conditions (2.1.2)-(2.1.3) et pour tout (�; x ) 2 TSn� 1; on note
W(V; B; �; x ) le r�eel

W(V; B; �; x ) =
Z + 1

�1
x � r V(�� + x)d� �

Z + 1

�1
x (B(�� + x)� ) d� (2.8.5)

(W(V; B; �; x ) est le membre de droite de (2.8.4)). On s'int�eresse �a la ques-
tion de la reconstruction deV; B �a partir de W(V; B; �; x ) donn�e pour tout
(�; x ) 2 TSn� 1, i.e. �a la question de la reconstruction deV; B �a partir de
l'asymptotique aux hautes �energies trouv�ee pour le temps de retard (voir
(2.8.4)). Avant d'�enoncer la Proposition 2.8.1 qui r�epond �a cette question,
nous introduisons de nouvelles fonctionsW1, W2 et ~W2.

Pour V satisfaisant (2.1.2) et pour tout (�; x ) 2 TSn� 1; on d�e�nit le r�eel
W1(V; �; x ) par

W1(V; �; x ) =
Z + 1

�1
x � r V(�� + x)d� ; (2.8.6)

et pour B 2 C1(Rn ; An (R)) satisfaisant (2.1.3) et pour tout (�; x ) 2 TSn� 1; on
d�e�nit le r�eel W2(B; �; x ) par

W2(B; �; x ) =
Z + 1

�1
x(B(�� + x)� )d�: (2.8.7)

Les relations entre les fonctionsW, W1 et W2 sont

2W1(V; �; x ) = W(V; B; �; x ) + W(V; B; � �; x );
� 2W2(B; �; x ) = W(V; B; �; x ) � W(V; B; � �; x );

(2.8.8)

pour tout ( �; x ) 2 TSn� 1:
Sous les conditions (2.1.3), on d�e�nit la fonction ~W2 : Rn � (Rnnf 0g) ! R

par

~W2(x; y) = � 2W2(B;
y
jyj

; x �
x � y
jyj2

y); pour tout ( x; y) 2 Rn � (Rnnf 0g):

(2.8.9)
Sous les conditions (2.1.3), on a~W2 2 C1(Rn � (Rnnf 0g); R) et

~W2(x; y) =
Z + 1

�1
x(B(�y + x)y)d�; pour tout ( x; y) 2 Rn � (Rnnf 0g):

(2.8.10)
Nous pouvons d�esormais �enoncer la Proposition 2.8.1.

Proposition 2.8.1. Sous les conditions(2.1.2)-(2.1.3), on a :
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1. le r�eel W(V; B; �; x ) donn�e pour tout (�; x ) 2 TSn� 1 d�etermine de
mani�ere unique V, et on dispose de l'�egalit�e suivante

PV(�; x ) = �
Z + 1

1

1
q

W1(V; �; qx)dq; (2.8.11)

pour tout (�; x ) 2 TSn� 1; x 6= 0 ;
2. si B 2 F mag (Rn ); le r�eel W(V; B; �; x ) donn�e pour tout (�; x ) 2 TSn� 1

d�etermine de mani�ere uniqueB et on dispose des �egalit�es suivantes

si n = 2; PB1;2(�; q� ? ) = �
1
q

W2(B; �; q� ? ) (2.8.12)

pour tout � = ( � 1; � 2) 2 S1, q 2 R, q 6= 0 o�u � ? = ( � � 2; � 1) ;

si n � 2; PBi;k (�; x ) = �
Z + 1

1

"

� k
@~W2

@xi
(qx; � ) � � i

@~W2

@xk
(qx; � )

#

dq;

(2.8.13)
pour tout (�; x ) 2 V i;k ; o�u i; k sont deux entiers distincts compris entre
1 et n, et Vi;k est d�e�nie par (2.1.15);

3. si B 62 Fmag (Rn ); le r�eel W(V; B; �; x ) donn�e pour tout (�; x ) 2 TSn� 1

ne d�etermine pas de mani�ere uniqueB.

Remarque 2.8.1. Si n = 2; on remarque queC1(Rn ; An (R)) = Fmag (Rn ):
Autrement dit, en dimension n = 2, tout champ B 2 C1(R2; A2(R)) est
magn�etique.

En tenant compte du Th�eor�eme 2.8.2, de la Proposition 2.8.1 et des
�egalit�es (2.8.8) et de la d�e�nition donn�ee par (2.8.9), et en tenant compte aussi
des formules d'inversion de la transform�ee de rayonsX , P, (voir annexe, sec-
tion A.3, formule (A.3.10)), on obtient que l'asymptotique aux hautes �energies
trouv�ee pour le temps de retard d�etermine de mani�ere unique le potentiel
scalaireV et d�etermine de mani�ere unique le champB si B est magn�etique
(i.e. B 2 F mag (Rn )), mais qu'elle ne d�etermine pas de mani�ere uniqueB si
B 62 Fmag (Rn ) et n � 3.

2.8.3 Preuve de la Proposition 2.8.1

On commence par d�emontrer le premier item. Pour cela, compte tenu des
propri�et�es d'inversion de la transform�ee de rayons X (voir section A.3), ilsu�t
de d�emontrer (2.8.11). Soit (�; x ) 2 TSn� 1; x 6= 0: On consid�ere � �;x : R ! R;
d�e�ni par

� �;x (q) = PV(�; qx ) =
Z + 1

�1
V(�� + qx)d� (2.8.14)
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pour tout q 2 R: Sous les conditions (2.1.2), on a� �;x 2 C1(R; R) et

d� �;x

dq
(q) =

Z + 1

�1
x � r V(�� + qx)d�; (2.8.15)

pour tout q 2 R: De (2.1.2), on a

jV(�� + qx)j � � 0(1 +
p

� 2 + jqxj2)� � � � 02
�
2 (1 + j� j + jqxj)� � ;

pour tout � 2 R; ce qui impliquej� �;x (q)j � � 02
� +2

2 1
� � 1(1 + jqxj)� � +1 ; et

j� �;x (q)j ! 0; quand jqj ! + 1 : (2.8.16)

De (2.8.14)-(2.8.16), on obtient

PV(�; x ) = � �;x (1) = �
Z + 1

1

1
q

Z + 1

�1
(qx) � r V(�� + qx)d�: (2.8.17)

L'�egalit�e (2.8.11) se d�eduit de (2.8.17) et (2.8.6)
D�emontrons maintenant le deuxi�eme item. Pour cela, compte tenu des

propri�et�es d'inversion de la transform�ee de rayons X (voir section A.3), ilsu�t
de d�emontrer (2.8.13).

Sous les conditions (2.1.2) et de (2.8.10), on a

@~W2

@xl
(x; y) =

nX

j =1

Z + 1

�1
B l;j (�y + x)d�y j +

nX

m;j =1

Z + 1

�1

@Bm;j

@xl
(�y + x)d�x myj ;

(2.8.18)
pour tout ( y; x) 2 (Rnnf 0g) � Rn ; l = 1 : : : n:

Soient i et k deux entiers distincts compris entre 1 etn. Soit (�; x ) 2 V i;k :
Comme B(x0) est une matrice antisym�etrique pour tout x0 2 Rn ; et comme
(�; x ) 2 V i;k ; de (2.8.18) on obtient

� k
@~W2

@xi
(x; � ) � � i

@~W2

@xk
(x; � ) =

Z + 1

�1
B i;k (�� + x)d� (2.8.19)

+
nX

j =1

� Z + 1

�1

@Bj;i
@xi

(�� + x)d�x j � i � k �
Z + 1

�1

@Bj;i
@xk

(�� + x)d�x j � 2
i

�

+
nX

j =1

� Z + 1

�1

@Bj;k
@xi

(�� + x)d�x j � 2
k �

Z + 1

�1

@Bj;k
@xk

(�� + x)d�x j � i � k

�
:

En rempla�cant � 2
i par 1� � 2

k dans (2.8.19) et en rempla�cant� 2
k par 1� � 2

i dans
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(2.8.19), on obtient

� k
@~W2

@xi
(x; � ) � � i

@~W2

@xk
(x; � ) =

Z + 1

�1
B i;k (�� + x)d� (2.8.20)

+
nX

j =1

x j � k

Z + 1

�1

�
� i

@Bj;i
@xi

(�� + x) + � k
@Bj;i
@xk

(�� + x)
�

d�

�
nX

j =1

x j � i

Z + 1

�1

�
� i

@Bj;k
@xi

(�� + x) + � k
@Bj;k
@xk

(�� + x)
�

d�

+
nX

j =1

x j

Z + 1

�1

�
@Bj;k
@xi

(�� + x) �
@Bj;i
@xk

(�� + x)
�

d�:

On remarque que

� i
@Bj;i
@xi

(�� + x) + � k
@Bj;i
@xk

(�� + x) =
d
d�

B j;i (�� + x); (2.8.21)

� i
@Bj;k
@xi

(�� + x) + � k
@Bj;k
@xk

(�� + x) =
d
d�

B j;k (�� + x); (2.8.22)

pour tout � 2 R (on rappelle que (�; x ) 2 V i;k ). De (2.8.20)-(2.8.22) et comme
B 2 F mag (Rn ); on a

� k
@~W2

@xi
(x; � )� � i

@~W2

@xk
(x; � ) =

Z + 1

�1
B i;k (�� + x)d� +

nX

j =1

x j

Z + 1

�1

@
@xj

B i;k (�� + x)d�:

(2.8.23)
On consid�ere la fonction ~W2x;� : R ! R d�e�nie par

~W2x;� (q) = q
Z + 1

�1
B i;k (qx + �� )d�; (2.8.24)

pour tout q 2 R: Sous les conditions (2.1.3),~W2x;� 2 C1(R; R) et

d ~W2x;�

dq
(q) =

Z + 1

�1
B i;k (qx+ �� )d� + q

nX

j =1

Z + 1

�1
x j

@
@xj

B i;k (�� + qx)d�; (2.8.25)

pour tout q 2 R: De (2.8.25) et (2.8.23), on a

� k
@~W2

@xi
(qx; � ) � � i

@~W2

@xk
(qx; � ) =

d ~W2x;�

dq
(q); (2.8.26)

De (2.1.3),

j ~W2x;� (q)j � j qj� 1

Z + 1

�1
(1 + jqx + �� j)� � � 1d�

� � 1jqj2
� +1

2

Z + 1

�1
(1 + jqjjxj + j� j)� � � 1d�

� � 1
jqj2

� +3
2

� (1 + jqjjxj)�
� � 1

2
� +3

2

� jxj(1 + jqjjxj)� � 1
; (2.8.27)
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pour tout q 2 R: De (2.8.27), on a ~W2x;� (q) ! 0 quandjqj ! + 1 , ce qui avec
(2.8.26) et (2.8.24) donne (2.8.13).

Pour d�emontrer le troisi�eme item, il su�t d'exhiber un champ B non nul
v�eri�ant (2.1.3) pour lequel W2(B; �; x ) = 0 pour tout ( �; x ) 2 TSn� 1, o�u W2

est d�e�ni par (2.8.7). On consid�ere le casn � 3 (voir Remarque 2.8.1 et le
deuxi�eme item de la Proposition 2.8.1). Consid�erons par exemple le champ
B 2 C1(Rn ; An (R)) d�e�ni par

B1;2(y) =
y1y3

h(jyj)
; B1;3(y) =

� y1y2

h(jyj)
; B2;3(y) =

y2
1

h(jyj)
; (2.8.28)

B j;k (y) = 0 ; pour tout j; k = 1 : : : n; j 62 f1; 2; 3g; (2.8.29)

pour tout y 2 Rn , o�u h est la fonction de [0; + 1 [ dansR d�e�nie par h(t) = (1+
t2)� ; t 2 [0; + 1 [; � �etant une constante r�eelle positive v�eri�ant � > � +3

2 : Alors
B v�eri�e les conditions (2.1.3) ; et pour tout (�; x ) 2 TSn� 1 (� = ( � 1; : : : ; � n ),
x = ( x1; : : : ; xn )), on a

W2(B; �; x ) =
Z + 1

�1
x(B(�� + x)� )d� = (�x � �� ) � w(�; x ); (2.8.30)

o�u � d�esigne le produit vectoriel de vecteurs dansR3 et �x = ( x1; x2; x3);
�� = ( � 1; � 2; � 3) et

w(�; x ) =
� Z + 1

�1
B2;3(�� + x)d�; �

Z + 1

�1
B1;3(�� + x)d�;

Z + 1

�1
B1;2(�� + x)d�

�
: (2.8.31)

CommeB1;2(�� + x) = (�� 1+ x1 )( �� 3+ x3 )

h(
p

� 2+ jxj2 )
pour tout � 2 R; on obtient

Z + 1

�1
B1;2(�� + x)d� =

 Z + 1

�1

� 2

h(
p

� 2 + jxj2)
d�� 1

!

� 3

+

 Z + 1

�1

1

h(
p

� 2 + jxj2)
d�x 1

!

x3:

De la même mani�ere on calcule la deuxi�eme et la troisi�eme composantes de
w(�; x ) et on obtient

w(�; x ) =

 Z + 1

�1

� 2

h(
p

� 2 + jxj2)
d�� 1

!

�� +

 Z + 1

�1

1

h(
p

� 2 + jxj2)
d�x 1

!

�x;

ce qui, avec (2.8.30), prouve queW2(B; �; x ) = 0 : �



98 CHAPITRE 2. DIFFUSION INVERSE AUX HAUTES �ENERGIES



Chapitre 3

Probl�emes inverses �a �energie
�x�ee

N. B. : les sections 3.1-3.6 de ce chapitre sont extraites de [Jol07b]. Dans
la section 3.7, on compl�ete l'article [Jol07b] en pr�esentant une preuve de la
Proposition 3.3.2 et des formules (3.3.9)-(3.3.10) formul�ees dans la Proposition
3.3.1.

3.1 Introduction

3.1.1 Relativistic Newton equation

Consider the Newton-Einstein equation in a static electromagnetic �eld
in an open subset 
 of Rn ; n � 2;

_p = �r V(x) + 1
cB(x) _x;

p = _xr

1� j _x j 2

c2

; (3.1.1)

where x = x(t) is a C1 function with values in 
 ; _p = dp
dt ; _x = dx

dt ; and
V 2 C2( �
 ; R) (i.e. there exists ~V 2 C2(Rn ; R) such that ~V restricted to �
 is
equal to V), B 2 F mag ( �
) where Fmag ( �
) is the family of magnetic �elds on
�
 ; i.e. Fmag ( �
) = f B 0 2 C1( �
 ; An (R)) j B 0 = ( B 0

i;k ); @
@xi

B 0
k;l (x) + @

@xl
B 0

i;k (x) +
@

@xk
B 0

l;i (x) = 0 ; x 2 �D; i; k; l = 1 : : : ng and An (R) denotes the space ofn � n
real antisymmetric matrices.

By kVkC2 ;
 we denote the supremum of the setfj @j
xV(x)j j x 2 
 ;

j = ( j 1; ::; j n ) 2 Nn ;
P n

i =1 j i � 2g and by kBkC1 ;
 we denote the supremum of
the set fj @j

xB i;k (x)j j x 2 
 ; i; k = 1 : : : n; j = ( j 1; ::; j n ) 2 Nn ;
P n

i =1 j i � 1g.
The equation (3.1.1) is an equation forx = x(t) and is the equation of

motion in Rn of a relativistic particle of massm = 1 and charge e = 1 in
an external electromagnetic �eld described byV and B (see [Ein07] and, for

99
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example, Section 17 of [LL71]). In this equationx is the position of the particle,
p is its impulse, t is the time and c is the speed of light.

For the equation (3.1.1) the energy

E = c2

r

1 +
jp(t)j2

c2
+ V(x(t)) (3.1.2)

is an integral of motion. We denote byBc the euclidean open ball whose radius
is c and whose centre is 0.

In this paper we consider the equation (3.1.1) in two situations. We study
equation (3.1.1) when


 = D whereD is a bounded strictly convex in the strong sense
open domain ofRn ; n � 2; with C2 boundary:

(3.1.3)

And we study equation (3.1.1) when


 = Rn and j@j 1
x V(x)j � � j j 1 j(1 + jxj)� � �j j 1 j ; x 2 Rn ; n � 2;

j@j 2
x B i;k (x)j � � j j 2 j+1 (1 + jxj)� � � 1�j j 2 j ; x 2 Rn ;

(3.1.4)

for jj 1j � 2; jj 2j � 1; i; k = 1 : : : n and some� > 1 (here j is the multiindex
j 2 Nn ; jj j =

P n
i =1 j i and � j j j are positive real constants).

For the equation (3.1.1) under condition (3.1.3), we consider boundary
data. For equation (3.1.1) under condition (3.1.4), we consider scattering data.

3.1.2 Boundary data

For the equation (3.1.1) under condition (3.1.3), one can prove that at
su�ciently large energy E (i.e. E > E (kVkC2 ;D ; kBkC1 ;D ; D)), the solutions x
at energy E have the following properties (see Properties (3.2.1) and (3.2.2)
in Section 3.2 and see Section 3.6) :

for each solutionx(t) there are t1; t2 2 R; t1 < t 2; such that
x 2 C3([t1; t2]; Rn ); x(t1); x(t2) 2 @D; x(t) 2 D for t 2 ]t1; t2[;
x(s1) 6= x(s2) for s1; s2 2 [t1; t2]; s1 6= s2;

(3.1.5)

for any two distinct points q0; q 2 �D; there is one and only one solution
x(t) = x(t; E; q0; q) such that x(0) = q0; x(s) = q for somes > 0:

(3.1.6)
Let (q0; q) be two distinct points of @D. By sV;B (E; q0; q) we denote the time
at which x(t; E; q0; q) reachesq from q0. By k0;V;B (E; q0; q) we denote the
velocity vector _x(0; E; q0; q): By kV;B (E; q0; q) we denote the velocity vector
_x(sV;B (E; q0; q); E; q0; q): We considerk0;V;B (E; q0; q); kV;B (E; q0; q); q0; q 2 @D;
q0 6= q; as the boundary value data.

Remark 3.1.1. For q0; q 2 @D; q0 6= q; the trajectory of x(t; E; q0; q) and
the trajectory of x(t; E; q; q0) are distinct, in general.
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Note that in the present paper we always assume that the aforementioned
real constantE(kVkC2 ;D ; kBkC1 ;D ; D), considered as function ofkVkC2 ;D and
kBkC1 ;D , satis�es

E(� 1; � 2; D) � E(� 0
1; � 0

2; D) if � 1 � � 0
1 and � 2 � � 0

2; (3.1.7)

for � 1; � 2; � 0
1; � 0

2 2 [0; + 1 [.

3.1.3 Scattering data

For the equation (3.1.1) under condition (3.1.4), the following is valid (see
[Yaj82]) : for any (v� ; x � ) 2 Bc � Rn ; v� 6= 0; the equation (3.1.1) has a unique
solution x 2 C2(R; Rn ) such that

x(t) = v� t + x � + y� (t); (3.1.8)

where _y� (t) ! 0; y� (t) ! 0; ast ! �1 ; in addition for almost any (v� ; x � ) 2
Bc � Rn ; v� 6= 0;

x(t) = v+ t + x+ + y+ (t); (3.1.9)

wherev+ 6= 0; jv+ j < c; v+ = a(v� ; x � ); x+ = b(v� ; x � ); _y+ (t) ! 0; y+ (t) ! 0;
as t ! + 1 .

For an energyE > c 2; the map SE : SE � Rn ! SE � Rn (where SE =

f v 2 Bc j j vj = c
q

1 �
�

c2

E

� 2
g) given by the formulas

v+ = a(v� ; x � ); x+ = b(v� ; x � ); (3.1.10)

is called the scattering map at �xed energyE for the equation (3.1.1) under
condition (3.1.4). By D(SE ) we denote the domain of de�nition ofSE : The
data a(v� ; x � ); b(v� ; x � ) for (v� ; x � ) 2 D (SE ) are called the scattering data
at �xed energy E for the equation (3.1.1) under condition (3.1.4).

3.1.4 Inverse scattering and boundary value problems

In the present paper, we consider the following inverse boundary value
problem at �xed energy for the equation (3.1.1) under condition (3.1.3) :

Problem 1 : givenkV;B (E; q0; q); k0;V;B (E; q0; q) for all q0; q 2 @D;

q0 6= q; at �xed su�ciently large energy E; �nd V and B:

The main results of the present work include the following theorem of unique-
ness for Problem 1.

Theorem 3.1.1. At �xed E > E (kVkC2 ;D ; kBkC1 ;D ; D), the boundary data
kV;B (E; q0; q), (q0; q) 2 @D� @D; q0 6= q, uniquely determineV; B.

At �xed E > E (kVkC2 ;D ; kBkC1 ;D ; D), the boundary datak0;V;B (E; q0; q),
(q0; q) 2 @D� @D; q0 6= q, uniquely determineV; B.
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Theorem 3.1.1 follows from Theorem 3.3.1 given in Section 3.3.
In the present paper, we also consider the following inverse scattering

problem at �xed energy for the equation (3.1.1) under condition (3.1.4) :

Problem 2 : givenSE at �xed energy E; �nd V and B:

The main results of the present work include the following theorem of unique-
ness for Problem 2.

Theorem 3.1.2. Let � 2 R+ and let D be a bounded strictly convex in
the strong sense open domain ofRn with C2 boundary. LetV1; V2 2 C2

0(Rn ; R);
B1; B2 2 C1

0(Rn ; An (R)) \ F mag (Rn ); max(kV1kC2 ;D ; kV2kC2 ;D ; kB1kC1 ;D ; kB2

kC1 ;D ) � �; and supp(V1) [ supp(V2) [ supp(B1) [ supp(B2) � D: Let S�
E be

the scattering map at �xed energyE subordinate to(V� ; B � ) for � = 1; 2: Then
there exists a nonnegative real constantE(�; D ) such that for anyE > E (�; D );
(V1; B1) � (V2; B2) if and only if S1

E � S2
E :

Theorem 3.1.2 follows from Theorem 3.1.1, (3.1.7) and Proposition 3.2.1
of Section 3.2.

Remark 3.1.2. Note that for V 2 C2
0(Rn ; R), if E < c 2 + supf V(x) j x 2

Rng then SE does not determine uniquelyV:

Remark 3.1.3. Theorems 1.1 and 1.2 give uniqueness results. In this
paper we do not prove and do not obtain stability results for Problem 1 and
for Problem 2.

3.1.5 Historical remarks

An inverse boundary value problem at �xed energy and at high energies
was studied in [GN83] for the multidimensional nonrelativistic Newton equa-
tion (without magnetic �eld) in a bounded open strictly convex domain. In
[GN83] results of uniqueness and stability for the inverse boundary value pro-
blem at �xed energy are derived from results for the problem of determining an
isotropic Riemannian metric from its hodograph (for this geometrical problem,
see [MR78], [Bey79] and [BG80]).

Novikov [Nov99] studied inverse scattering for nonrelativistic multidimen-
sional Newton equation (without magnetic �eld). Novikov [Nov99] gave, in
particular, a connection between the inverse scattering problem at �xed energy
and Gerver-Nadirashvili's inverse boundary value problem at �xed energy. De-
veloping the approach of [GN83] and [Nov99], the author [Jol06] studied an
inverse boundary problem and inverse scattering problem for the multidimen-
sional relativistic Newton equation (without magnetic �eld) at �xed energy. In
[Jol06] results of uniqueness and stability are obtained.

Inverse scattering at high energies for the relativistic multidimensional
Newton equation was studied by the author (see [Jol05a], [Jol05b]).
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As regards analogs of Theorems 3.1.1, 3.1.2 and Proposition 3.2.1 for
the caseB � 0 for nonrelativistic quantum mechanics see [Nov88], [NSU88],
[Nov05] and further references therein. As regards an analog of Theorem 3.1.2
for the caseB � 0 for relativistic quantum mechanics see [Iso97]. As regards
analogs of Theorems 3.1.1, 3.1.2 for the caseB 6� 0 for nonrelativistic quantum
mechanics, see [ER95], [NSU95] and further references given therein.

As regards results given in the literature on inverse scattering in quantum
mechanics at high energy limit see references given in [Jol05b].

3.1.6 Structure of the paper

The paper is organized as follows. In Section 3.2, we give some properties
of boundary data and scattering data and we connect the inverse scattering
problem at �xed energy to the inverse boundary value problem at �xed energy.
In Section 3.3, we give, actually, a proof of Theorem 1.1 (based on Theorem
3.1 formulated in Section 3). Section 3.4 is devoted to the proof of Lemma
3.3.1 and Theorem 3.3.1 formulated in Section 3.3. Section 3.5 is devoted to
the proof of Lemma 3.2.1 and Proposition 3.3.1 formulated in Section 3.2 and
in Section 3.3. Section 3.6 is devoted to the proof of Properties (3.2.1) and
(3.2.2).
Acknowledgement. This work was ful�lled in the framework of Ph. D. thesis
research under the direction of R.G. Novikov.

3.2 Scattering data and boundary value data

3.2.1 Properties of the boundary value data

Let D be a bounded strictly convex open subset ofRn , n � 2, with C2

boundary.
At �xed su�ciently large energy E (i.e. E > E (kVkC2 ;D ; kBkC1 ;D ; D)

� c2 + supx2 �D V(x)) solutions x(t) of the equation (3.1.1) under condition
(3.1.3) have the following properties (see Section 3.6) :

for each solutionx(t) there are t1; t2 2 R; t1 < t 2; such that
x 2 C3([t1; t2]; Rn ); x(t1); x(t2) 2 @D; x(t) 2 D for t 2 ]t1; t2[;
x(s1) 6= x(s2) for s1; s2 2 [t1; t2]; s1 6= s2; _x(t1) � N (x(t1)) < 0
and _x(t2) � N (x(t2)) > 0; whereN (x(t i )) is the unit outward
normal vector of @Dat x(t i ) for i = 1; 2;

(3.2.1)

for any two points q0; q 2 �D; q 6= q0; there is one and only one solution
x(t) = x(t; E; q0; q) such that x(0) = q0; x(s) = q for somes > 0;
_x(0; E; q0; q) 2 C1(( �D � �D)n �G; Rn ); where �G is the diagonal in �D � �D;

(3.2.2)
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where� denotes the usual scalar product onRn (and where by \ _x(0; E; q0; q) 2
C1(( �D � �D)n �G; Rn )" we mean that _x(0; E; q0; q) is the restriction to ( �D � �D)n �G
of a function which belongs toC1((Rn � Rn )n�) where � is the diagonal of
Rn � Rn ).

Remark 3.2.1. If B 2 C1( �D; A n (R)) and B 62 Fmag ( �D) (where An (R)
denotes the space ofn � n real antisymmetric matrices), then at �xed energy
E > E (kVkC2 ;D ; kBkC1 ;D ; D) solutionsx(t) of equation (3.1.1) under condition
(3.1.3) also have properties (3.2.1), (3.2.2) (see Section 3.6).

We remind that the aforementioned real constantE(kVkC2 ;D ; kBkC1 ;D ;
D), considered as function ofkVkC2 ;D and kBkC1 ;D , satis�es (3.1.7). In ad-
dition, real constant E(kVkC2 ;D ; kBkC1 ;D ; D) has the following property : for
any C2 continuation ~V of V on Rn ; and for any ~B 2 C1(Rn ; An (R)) such that
~B � B on �D, one has

E(k ~VkC2 ;D x 0 ;" ; k ~BkC1 ;D x 0 ;" ; Dx0 ;" ) ! E(kVkC2 ;D ; kBkC1 ;D ; D); as " ! 0;
(3.2.3)

whereDx0 ;" = f x0 + (1 + ")(x � x0) j x 2 Dg for any x0 2 D and " > 0 (note
that Dx0 ;" is a bounded, open, strictly convex (in the strong sense) domain of
Rn with C2 boundary).

Let E > E (kVkC2 ;D ; kBkC1 ;D ; D). Consider the solutionx(t; E; q0; q) from
(3.2.2) forq0; q 2 �D; q0 6= q:We de�ne vectorskV;B (E; q0; q) and k0;V;B (E; q0; q)
by

kV;B (E; q0; q) = _x(sV;B (E; q0; q); E; q0; q);

k0;V;B (E; q0; q) = _x(0; E; q0; q);

where we de�nes = sV;B (E; q0; q) as the root of the equation

x(s; E; q0; q) = q; s > 0:

For q0 = q 2 �D, we put sV;B (E; q0; q) = 0 :
Note that

jk0;V;B (E; q0; q)j = c

r

1 �
�

E � V (q0 )
c2

� � 2
;

jkV;B (E; q0; q)j = c

r

1 �
�

E � V (q)
c2

� � 2
;

(3.2.4)

for (q; q0) 2 ( �D � �D)n �G:
Using Properties (3.2.1) and (3.2.2), we obtain

Lemma 3.2.1. At �xed E > E (kVkC2 ;D ; kBkC1 ;D ; D); we have that
sV;B (E; q0; q) 2 C( �D � �D; R); sV;B (E; q0; q) 2 C1(( �D � �D)n �G; R) and
kV;B (E; q0; q) 2 C1(( �D � �D)n �G; Rn ).



3.2. SCATTERING DATA AND BOUNDARY VALUE DATA 105

We considerkV;B (E; q0; q); k0;V;B (E; q0; q); q0; q 2 @D; q0 6= q as the boun-
dary value data.

Remark 3.2.2. Note that if x(t) is solution of (3.1.1) under condition
(3.1.3), then x(� t) is solution of (3.1.1) with B replaced by� B 2 F mag ( �D)
under condition (3.1.3). Hence the following equalities are valid : at �xedE >
E(kVkC2 ;D ; kBkC1 ;D ; D);

k0;V;B (E; q0; q) = � kV;� B (E; q; q0); (3.2.5)

kV;B (E; q0; q) = � k0;V;� B (E; q; q0); (3.2.6)

sV;B (E; q0; q) = sV;� B (E; q; q0); (3.2.7)

for q0; q 2 �D; q0 6= q:

3.2.2 Properties of the scattering operator

For equation (3.1.1) under condition (3.1.4), the following is valid (see
[Yaj82]) : for any (v� ; x � ) 2 Bc � Rn ; v� 6= 0; the equation (3.1.1) under
condition (3.1.4) has a unique solutionx 2 C2(R; Rn ) such that

x(t) = v� t + x � + y� (t); (3.2.8)

where _y� (t) ! 0; y� (t) ! 0; ast ! �1 ; in addition for almost any (v� ; x � ) 2
Bc � Rn ; v� 6= 0;

x(t) = v+ t + x+ + y+ (t); (3.2.9)

where v+ 6= 0; jv+ j < c; v+ = a(v� ; x � ); x+ = b(v� ; x � ); _y+ (t) ! 0; y+ (t)
! 0; as t ! + 1 .

The map S : Bc � Rn ! Bc � Rn given by the formulas

v+ = a(v� ; x � ); x+ = b(v� ; x � ) (3.2.10)

is called the scattering map for the equation (3.1.1) under condition (3.1.4).
The functions a(v� ; x � ); b(v� ; x � ) are called the scattering data for the equa-
tion (3.1.1) under condition (3.1.4).

By D(S) we denote the domain of de�nition ofS ; by R(S) we denote the
range ofS (by de�nition, if ( v� ; x � ) 2 D (S), then v� 6= 0 and a(v� ; x � ) 6= 0).

The map S has the following simple properties (see [Yaj82]) :D(S) is
an open set ofBc � Rn and Mes((Bc � Rn )nD(S)) = 0 for the Lebesgue
measure onBc � Rn induced by the Lebesgue measure onRn � Rn ; the map
S : D(S) ! R (S) is continuous and preserves the element of volume ; for any
(v; x) 2 D (S), a(v; x)2 = v2:

For E > c 2; the map S restricted to

� E = f (v� ; x � ) 2 Bc � Rn j j v� j = c

s

1 �
�

c2

E

� 2

g
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is the scattering operator at �xed energyE and is denoted bySE .
We will use the fact that the mapS is uniquely determined by its restric-

tion to M (S) = D(S) \ M ; where

M = f (v� ; x � ) 2 Bc � Rn jv� 6= 0; v� x � = 0g:

This observation is based on the fact that ifx(t) satis�es (3.1.1), thenx(t + t0)
also satis�es (3.1.1) for anyt0 2 R. In particular, the map S at �xed energy
E is uniquely determined by its restriction toM E (S) = D(S) \ M E ; where
M E = � E \ M :

3.2.3 Relation between scattering data and boundary
value data

Assume that

V 2 C2
0( �D; R); B 2 C1

0( �D; A n (R)); B 2 F mag ( �D): (3.2.11)

We consider equation (3.1.1) under condition (3.1.3) and equation (3.1.1) under
condition (3.1.4). We shall connect the boundary value datakV;B (E; q0; q);
k0;V;B (E; q0; q) for E > E (kVkC2 ;D ; kBkC1 ;D ; D) and (q; q0) 2 (@D� @D)n@G;
to the scattering data a; b:

Proposition 3.2.1. Let E > E (kVkC2 ;D ; kBkC1 ;D ; D): Under condition
(3.2.11),the following statement is valid :sV;B (E; q0; q); kV;B (E; q0; q); k0;V;B (E;
q0; q) given for all (q; q0) 2 (@D� @D)n@G;are determined uniquely by the
scattering data a(v� ; x � ), b(v� ; x � ) given for all (v� ; x � ) 2 M E (S): The
converse statement holds :sV;B (E; q0; q); kV;B (E; q0; q); k0;V;B (E; q0; q) given for
all (q; q0) 2 (@D� @D)n@G;determine uniquely the scattering dataa(v� ; x � ),
b(v� ; x � ) for all (v� ; x � ) 2 M E (S):

Proof of Proposition 3.2.1. First of all we introduce functions �; � � and � +

dependent onD:
For (v; x) 2 Rnnf 0g � Rn , � (v; x) denotes the nonnegative number of

points contained in the intersection of@Dwith the straight line parametrized
by R ! Rn ; t 7! tv + x: As D is a strictly convex open subset ofRn , � (v; x) � 2
for all v; x 2 Rn ; v 6= 0:

Let (v; x) 2 Rnnf 0g � Rn . Assume that � (v; x) � 1. The real � � (v; x)
denotes the smallest real numbert such that � � (v; x)v + x 2 @D, and the real
� + (v; x) denotes the greatest real numbert such that � + (v; x)v + x 2 @D(if
� (v; x) = 1 then � � (v; x) = � + (v; x)).
Direct statement. Let (q0; q) 2 (@D� @D)n@G:Under conditions (3.2.11) and
from (3.2.1) and (3.2.2), it follows that there exists an unique (v� ; x � ) 2
M E (S) such that

� (v� ; x � ) = 2 ;
q0 = x � + � � (v� ; x � )v� ;
q = b(v� ; x � ) + � + (a(v� ; x � ); b(v� ; x � ))a(v� ; x � ):
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In addition, sV;B (E; q0; q) = � + (a(v� ; x � ); b(v� ; x � )) � � � (v� ; x � ) and kV;B (E;
q0; q) = a(v� ; x � ) and k0;V;B (E; q0; q) = v� :
Converse statement.Let (v� ; x � ) 2 M E (S): Under conditions (3.2.11), if� (v� ;
x � ) � 1 then (a(v� ; x � ); b(v� ; x � )) = ( v� ; x � ):

Assume that � (v� ; x � ) = 2 : Let

q0 = x � + � � (v� ; x � )v� :

From (3.2.1) and (3.2.2) it follows that there is one and only one solution of
the equation

k0;V;B (E; q0; q) = v� ; q 2 @D; q6= q0: (3.2.12)

We denote byq(v� ; x � ) the unique solution of (3.2.12). Hence we obtain

a(v� ; x � ) = kV;B (E; q0; q(v� ; x � )) ;
b(v� ; x � ) = q(v� ; x � ) � kV;B (E; q0; q(v� ; x � ))( sV;B (E; q0; q(v� ; x � ))

+ � � (v� ; x � )) :

Proposition 3.2.1 is proved.

For a more complete discussion about connection between scattering data
and boundary value data, see [Nov99] considering the nonrelativistic Newton
equation (without magnetic �eld).

3.3 Inverse boundary value problem

In this Section, Problem 1 of Introduction is studied.

3.3.1 Notations

For x 2 �D; and for E > V (x) + c2; we de�ne

rV;E (x) = c

s �
E � V(x)

c2

� 2

� 1:

At E > E (kVkC2 ;D ; kBkC1 ;D ; D) for q0; q 2 �D � �D; q0 6= q; we de�ne the
vectors �kV;B (E; q0; q) and �k0;V;B (E; q0; q) by

�kV;B (E; q0; q) = kV;B (E;q0 ;q)
r

1�
j k V;B ( E;q 0 ;q ) j 2

c2

;

�k0;V;B (E; q0; q) = k0;V;B (E;q0 ;q)
r

1�
j k 0;V;B ( E;q 0 ;q ) j 2

c2

:
(3.3.1)

and �kV;B (E; q0; q) = ( �k1
V;B (E; q0; q); : : : ; �kn

V;B (E; q0; q)) ; �k0;V;B (E; q0; q) =
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(�k1
0;V;B (E; q0; q); : : : ; �kn

0;V;B (E; q0; q)). Note that from (3.2.4), it follows that

j�kV;B (E; q0; q)j = rV;E (q);
j �k0;V;B (E; q0; q)j = rV;E (q0):

(3.3.2)

For B 2 F mag ( �D); let Fpot(D; B ) be the set ofC1 magnetic potentials for
the magnetic �eld B , i.e.

Fpot(D; B ) := f A 2 C1( �D; Rn ) j B i;k (x) = @
@xi

A k(x) � @
@xk

A i (x); x 2 �D;
i; k = 1 : : : ng:

(3.3.3)
(The set Fpot(D; B ) is not empty : take, for example,A (x) = �

R1
0 sB(x0 +

s(x � x0))( x � x0)ds; for x 2 �D and some �xed point x0 of �D.)

3.3.2 Hamiltonian mechanics

Let A 2 F pot(D; B ). The equation (3.1.1) in D is the Euler-Lagrange

equation for the LagrangianL de�ned by L( _x; x) = � c2
q

1 � _x2

c2 + c� 1A (x) �
_x � V(x); _x 2 Bc and x 2 D; where� denotes the usual scalar product onRn :
The Hamiltonian H associated to the LagrangianL by Legendre's transform
(with respect to _x) is H (P; x) = c2 (1 + c� 2jP � c� 1A (x)j2)1=2 + V(x) where
P 2 Rn and x 2 D: Then equation (3.1.1) inD is equivalent to the Hamilton's
equation

_x = @H
@P(P; x);

_P = � @H
@x(P; x);

(3.3.4)

for P 2 Rn ; x 2 D:
For a solution x(t) of equation (3.1.1) inD; we de�ne the impulse vector

P(t) =
_x(t)

q
1 � j _x(t )j2

c2

+ c� 1A (x(t)) :

Further for q0; q 2 �D; q0 6= q; and t 2 [0; s(E; q0; q)]; we consider

P(t; E; q0; q) =
_x(t; E; q0; q)

q
1 � j _x(t;E;q 0 ;q)j2

c2

+ c� 1A (x(t; E; q0; q)) ; (3.3.5)

where x(:; E; q0; q) is the solution given by (3.2.2). From Maupertuis's prin-
ciple (see [Arn78]), it follows that if x(t); t 2 [t1; t2]; is a solution of (3.1.1)
in D with energy E, then x(t) is a critical point of the functional A (y) =Rt2

t1
[rV;E (y(t)) j _y(t)j + c� 1A (y(t)) � _y(t)] dt de�ned on the set of the functions

y 2 C1([t1; t2]; D); with boundary conditions y(t1) = x(t1) and y(t2) = x(t2):
Note that for q0; q 2 D; q0 6= q; functional A taken along the trajectory
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of the solution x(:; E; q0; q) given by (3.2.2) is equal to the reduced action
S0V; A ;E (q0; q) from q0 to q at �xed energy E for (3.3.4), where

S0V; A ;E (q0; q) =
�

0; if q0 = q;
Rs(E;q0 ;q)

0 P(s; E; q0; q) � _x(s; E; q0; q)ds; if q0 6= q;
(3.3.6)

for q0; q 2 �D.

3.3.3 Properties of S0V;A ;E at �xed and su�ciently large
energy E

The following Propositions 3.3.1, 3.3.2 give properties ofS0V; A ;E at �xed
and su�ciently large energy E.

Proposition 3.3.1. Let E > E (kVkC2 ;D ; kBkC1 ;D ; D): The following
statements are valid :

S0V; A ;E 2 C( �D � �D; R); (3.3.7)

S0V; A ;E 2 C2(( �D � �D)n �G; R); (3.3.8)
@S0V; A ;E

@xi
(�; x ) = �ki

V;B (E; �; x ) + c� 1A i (x); (3.3.9)

@S0V; A ;E

@�i
(�; x ) = � �ki

0;V;B (E; �; x ) � c� 1A i (� ); (3.3.10)

@2S0V; A ;E

@�i @xj
(�; x ) = �

@�ki
0;V;B

@xj
(E; �; x ) =

@�kj
V;B

@�i
(E; �; x ); (3.3.11)

for (�; x ) 2 ( �D � �D)n �G; � = ( � 1; ::; � n ); x = ( x1; ::; xn ); and i; j = 1 : : : n: In
addition,

max(j
@S0V; A ;E

@xi
(�; x )j; j

@S0V; A ;E

@�i
(�; x )j) � M 1; (3.3.12)

j
@2S0V; A ;E

@�i @xj
(�; x )j �

M 2

j� � xj
; (3.3.13)

for (�; x ) 2 ( �D � �D)n �G; � = ( � 1; ::; � n ); x = ( x1; ::; xn ); and i; j = 1 : : : n; and
whereM 1 and M 2 depend onV; B and D:

Proposition 3.3.1 is proved in Section 5.
Equalities (3.3.9) and (3.3.10) are known formulas of classical Hamiltonian

mechanics (see Section 46 and further Sections of [Arn78]).

Proposition 3.3.2. Let E > E (kVkC2 ;D ; kBkC1 ;D ; D): The map � V;B;E :
@D� D ! Sn� 1; de�ned by

� V;B;E (�; x ) = �
kV;B (E; �; x )
jkV;B (E; �; x )j

; for (�; x ) 2 @D� D; (3.3.14)
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has the following properties :

� V;B;E 2 C1(@D� D; Sn� 1);
the map � V;B;E;x : @D! Sn� 1; � 7! � V;B;E (�; x ); is a
C1 orientation preserving di�eomorphism from @Donto Sn� 1

(3.3.15)

for x 2 D (where we choose the canonical orientation ofSn� 1 and the orien-
tation of @Dgiven by the canonical orientation ofRn and the unit outward
normal vector).

Proposition 3.3.2 follows from (3.1.1), (3.1.2) and properties (3.2.1),
(3.2.2).

Remark 3.3.1. Taking account of (3.3.9) and (3.3.10), we obtain the
following formulas : atE > E (kVkC2 ;D ; kBkC1 ;D ; D); for any x; � 2 �D; x 6= �;

B i;j (x) = � c

 
@�kj

V;B

@xi
(E; �; x ) �

@�ki
V;B

@xj
(E; �; x )

!

; (3.3.16)

B i;j (x) = � c

 
@�kj

0;V;B

@xi
(E; x; � ) �

@�ki
0;V;B

@xj
(E; x; � )

!

: (3.3.17)

3.3.4 Results of uniqueness

We denote by! 0;V;B the n � 1 di�erential form on @D� D obtained in
the following manner :

- for x 2 D, let ! V;B;x be the pull-back of ! 0 by � V;B;E;x where ! 0

denotes the canonical orientation form onSn� 1 (i.e. ! 0(� )(v1; ::; vn� 1) =
det(�; v 1; ::; vn� 1); for � 2 Sn� 1 and v1; ::; vn� 1 2 T� Sn� 1),

- for (�; x ) 2 @D� D and for any v1; ::; vn� 1 2 T(�;x )(@D� D);

! 0;V;B (�; x )(v1; ::; vn� 1) = ! V;B;x (� )( � 0
(�;x )(v1); ::; � 0

(�;x )(vn� 1)) ;

where� : @D� D ! @D;(� 0; x0) 7! � 0; and � 0
(�;x ) denotes the derivative (linear

part) of � at (�; x ).
From smoothness of� V;B;E ; � and ! 0, it follows that ! 0;V;B is a continuous

n � 1 form on @D� D:
Now let � 2 R+ and V1; V2 2 C2( �D; R); B1; B2 2 F mag ( �D); such that

max(kV1kC2 ;D ; kV2kC2 ;D ; kB1kC1 ;D ; kB2kC1 ;D ) � � . For � = 1; 2; let A � 2
Fpot(D; B � ):

Let E > E (�; �; D ) whereE(�; �; D ) is de�ned in (3.1.7). Consider� 1; � 2

the di�erential one forms de�ned on (@D� �D)n �G by

� � (�; x ) =
nX

j =1

�kj
V� ;B �

(E; �; x )dxj ; (3.3.18)

for (�; x ) 2 (@D� �D)n �G; x = ( x1; : : : ; xn ) and � = 1; 2:
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Consider the di�erential forms � 0 on (@D� �D)n �G and � 1 on (@D� �D)n �G
de�ned by

� 0(�; x ) = � (� 1)
n ( n +1)

2 (� 2 � � 1)( �; x ) ^ d� (S0V2 ;A 2 ;E � S 0V1 ;A 1 ;E )( �; x )

^
X

p+ q= n� 2

(dd� S0V1 ;A 1 ;E (�; x ))p ^ (dd� S0V2 ;A 2 ;E (�; x ))q; (3.3.19)

for (�; x ) 2 (@D� �D)n �G; whered = d� + dx ;

� 1(�; x ) = � (� 1)
n ( n � 1)

2
�
� 1(�; x ) ^ (dd� S0V1 ;A 1 ;E (�; x ))n� 1

+ � 2(�; x ) ^ (dd� S0V2 ;A 2 ;E (�; x ))n� 1 � � 1(�; x ) (3.3.20)

^ (dd� S0V2 ;A 2 ;E (�; x ))n� 1 � � 2(�; x ) ^ (dd� S0V1 ;A 1 ;E (�; x ))n� 1
�

;

for (�; x ) 2 (@D� �D)n �G; whered = d� + dx :
Consider theC2 map incl : (@D� @D)n@G! (@D� �D)n �G; (�; x ) 7! (�; x ):
From (3.3.8), (3.3.12) and (3.3.13), it follows that �0 is continuous on

(@D� �D)n �G and incl � (� 0) is integrable on@D� @Dand � 1 is continuous on
(@D� �D)n �G and integrable on@D� �D (where incl � (� 0) is the pull-back of
the di�erential form � 0 by the inclusion mapincl ).

Lemma 3.3.1. Let � 2 R+ and E > E (�; �; D ): Let V1; V2 2 C2( �D; R);
B1; B2 2 F mag ( �D) such that max(kV1kC2 ;D ; kV2kC2 ;D ; kB1kC1 ;D ; kB2kC1 ;D ) �
� . For � = 1; 2, let A � 2 F pot(D; B � ). The following equalities are valid :

Z

@D� @D
incl � (� 0) =

Z

@D� �D
� 1; (3.3.21)

1
(n � 1)!

� 1(�; x ) = ( rV1 ;E (x)n ! 0;V1 ;B 1 (�; x ) + rV2 ;E (x)n ! 0;V2 ;B 2 (�; x )

� �kV1 ;B 1 (E; �; x ) � �kV2 ;B 2 (E; �; x ) (3.3.22)

�
�
rV1 ;E (x)n� 2! 0;V1 ;B 1 (�; x ) + rV2 ;E (x)n� 2

� ! 0;V2 ;B 2 (�; x ))) ^ dx1 ^ :: ^ dxn ;

for (�; x ) 2 @D� D:

Equality (3.3.21) follows from regularization and Stokes' formula. Proof
of Lemma 3.3.1 is given in Section 3.4.

Taking account of Lemma 3.3.1, Proposition 3.3.2 and Remark 3.3.1, we
obtain the following Theorem of uniqueness.

Theorem 3.3.1. Let � 2 R+ and E > E (�; �; D ): Let V1; V2 2 C2( �D; R);
B1; B2 2 F mag ( �D) such that max(kV1kC2 ;D ; kV2kC2 ;D ; kB1kC1 ;D ; kB2kC1 ;D ) �
� . For � = 1; 2, let A � 2 F pot(D; B � ). The following estimate is valid :

Z

D
(rV1 ;E (x) � rV2 ;E (x))

�
rV1 ;E (x)n� 1 � rV2 ;E (x)n� 1

�
dx �

�( n
2 )

2�
n
2 (n � 1)!

Z

@D� @D
incl � (� 0): (3.3.23)
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In addition, the following statements are valid :
if kV1 ;B 1 (E; �; x ) = kV2 ;B 2 (E; �; x ) for �; x 2 @D; � 6= x; then V1 � V2 and

B1 � B2 on �D ; if k0;V1 ;B 1 (E; �; x ) = k0;V2 ;B 2 (E; �; x ) for �; x 2 @D; �6= x; then
V1 � V2 and B1 � B2 on �D.

Proof of Theorem 3.3.1 is given in Section 3.4.
If B1 � 0; B2 � 0 and V1; V2; and D are smoother thanC2, then Lemma

3.3.1 and Theorem 3.3.1 follow from results of [Bey79] and [GN83].

3.4 Proof of Theorem 3.3.1 and Lemma 3.3.1

Using Lemma 3.2.1, (3.2.4), Propositions 3.3.1, 3.3.2 and Lemma 3.3.1,
we �rst prove Theorem 3.3.1.

Proof of Theorem 3.3.1. From (3.3.22) and Proposition 3.3.2 and de�nition of
! 0;V� ;B � , � = 1; 2; it follows that

1
(n � 1)!

Z

@D� �D
� 1 = (3.4.1)

Z

D
rV1 ;E (x)n

Z

Sn � 1

�
1 +

w � �kV2 ;B 2 (E; � 1;x (w); x)
rV1 ;E (x)

�
d� (w)dx

+
Z

D
rV2 ;E (x)n

Z

Sn � 1

�
1 +

�kV1 ;B 1 (E; � 2;x (w); x) � w
rV2 ;E (x)

�
d� (w)dx;

where d� is the canonical measure onSn� 1, and where� denotes the usual
scalar product on Rn , and where for x 2 D and w 2 Sn� 1 and � = 1; 2;
� �;x (w) denotes the unique point� of @Dsuch that w = � V� ;B � ;E;x (� ): Hence
using Cauchy-Bunyakovski-Schwarz inequality and (3.3.2) and the equality
R

Sn � 1 d� (w) = 2�
n
2

�( n
2 ) ; we obtain

1
(n � 1)!

Z

@D� �D
� 1 �

2�
n
2

�( n
2 )

Z

D
(rV1 ;E (x) � rV2 ;E (x))( rV1 ;E (x)n� 1 � rV2 ;E (x)n� 1)dx:

(3.4.2)
Estimate (3.4.2) and equality (3.3.21) prove (3.3.23).

Now assume thatkV1 ;B 1 (E; �; x ) = kV2 ;B 2 (E; �; x ) for �; x 2 @D, � 6= x:
Then from (3.3.1) and (3.3.18), it follows that the one formincl � (� 2 � � 1)( �; x )
is null for any �; x 2 @D; �6= x: Hence from (3.3.19), it follows that the 2n � 2
form incl � (� 0)( �; x ) is null for any �; x 2 @D; � 6= x: Thus using (3.3.23), we
obtain

R
D (rV1 ;E (x) � rV2 ;E (x))( rV1 ;E (x)n� 1 � rV2 ;E (x)n� 1)dx � 0; and asn � 2;

this latter inequality implies that

rV1 ;E � rV2 ;E on �D: (3.4.3)

Thus V1 � V2:
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Using (3.4.3) and the equalityj�kVi ;B i (E; �; x )j = rVi ;E (x) for i = 1; 2; x 2 D
and � 2 @D;and using (3.4.1), we obtain that

1
(n � 1)!

Z

@D� �D
� 1 =

1
2

2X

i =1

Z

D
rVi ;E (x)n� 2

Z

Sn � 1

�
� �kV1 ;B 1 (E; � i;x (w); x)

� �kV2 ;B 2 (E; � i;x (w); x)
�
�2

d� (w)dx:

As
R

@D� �D � 1 = 0 (due to (3.3.21)), we obtain that for any x 2 D; and any
w 2 Sn� 1, �kV1 ;B 1 (E; � 1;x (w); x) = �kV2 ;B 2 (E; � 1;x (w); x): At �xed x 2 D, we know
that � 1;x is onto @D:Hence the following equality is valid

�kV1 ;B 1 (E; �; x ) = �kV2 ;B 2 (E; �; x ); � 2 @D; x2 D: (3.4.4)

From (3.4.4) and (3.3.16), it follows thatB1 � B2 on D.
Now assume thatk0;V1 ;B 1 (E; �; x ) = k0;V2 ;B 2 (E; �; x ) for �; x 2 @D, � 6= x:

Then using (3.2.5) and replacingB i by � B i ; i = 1; 2; in the proof, we obtain
(V1; B1) � (V2; B2):

Using Lemma 3.2.1, (3.2.4), Propositions 3.3.1, 3.3.2, we prove Lemma
3.3.1.

Proof of Lemma 3.3.1. We �rst prove (3.3.22). Let U be an open subset of
Rn� 1 and � : U ! @Dsuch that � is a C2 parametrization of @D. Let � 0 : U �
D ! @D� D; (�; x ) 7! (� (� ); x): We work in coordinates given by (U � D; � 0).
Let �; � 0 = 1; 2: On one hand from de�nition of ! 0;V� ;B � ; de�nition of � V� ;B � ;E;x

and (3.3.2), we obtain

! 0;V� ;B � (�; x ) ^ dx1 ^ : : : ^ dxn = ( � 1)n rV� ;E (x)� n (3.4.5)

� det
�

�kV� ;B � (E; �; x );
@�kV� ;B �

@�1
(E; �; x ); : : : ;

@�kV� ;B �

@�n� 1
(E; �; x )

�

d� 1 ^ : : : ^ d� n� 1 ^ dx1 ^ : : : ^ dxn

for � 2 U and x 2 D and � = 1; 2:
On the other hand straightforward calculations give (dd� S0V� ;A � ;E (�; x ) =

P
m 1=1 ::n

m 2=1 ::n � 1

@2S0V� ;A � ;E

@xm 1 @�m 2
(�; x )dxm1 ^ d� m2 )

� � 0
(�; x ) ^ (dd� S0V� ;A � ;E (�; x ))n� 1 = ( � 1)

( n � 1)( n � 2)
2 (n � 1)! (3.4.6)

� det

 

�kV� 0;B � 0(E; �; x );
@2S0V� ;A � ;E

@�1@x
(�; x ); : : : ;

@2S0V� ;A � ;E

@�n� 1@x
(�; x )

!

d� 1 ^ : : : ^ d� n� 1 ^ dx1 ^ : : : ^ dxn ;

for � 2 U, x 2 D. Note that due to (3.3.2) and Proposition 3.3.2,�kV� ;B � (E; �; x )
is orthogonal to @

@�m
�kV� ;B � (E; �; x ), m = 1 : : : n � 1; and that ( �kV� ;B � (E; �; x );
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@
@�1

�kV� ;B � (E; �; x ); : : : ; @
@�n � 1

�kV� ;B � (E; �; x )) is a basis ofRn : Hence from (3.4.5),
(3.4.6) and (3.3.9), we obtain

� � 0
(�; x ) ^ (dd� S0V� ;A � ;E (�; x ))n� 1 = � (� 1)

n ( n � 1)
2 (n � 1)!rV� ;E (x)n (3.4.7)

�
�kV� 0;B � 0(E; �; x ) � �kV� ;B � (E; �; x )

rV� ;E (x)2
! 0;V� ;B � (�; x ) ^ dx1 ^ : : : ^ dxn ;

for � 2 U, x 2 D. De�nition (3.3.20) and equality (3.4.7) proves (3.3.22).
We sketch the proof of (3.3.21). Let" 2]0; 1[ and x0 2 D: We consider

D " = f x0 + "(x � x0) j x 2 Dg: (3.4.8)

As D is a strictly convex (in the strong sense) open domain ofRn , with C2

boundary, it follows that D " is also a strictly convex (in the strong sense) open
domain of Rn , with C2 boundary, and in addition, as 0< " < 1,

�D " � D; (3.4.9)

dist(@D; @D" ) = (1 � ")dist(@D; x0): (3.4.10)

where dist(@D; @D" ) = inf fj x � yj j x 2 D " ; y 2 @Dg and dist(@D; x0) =
inf fj y � x0j j y 2 @Dg > 0:

For M and N two �nite-dimensional oriented C2 manifold (with or wi-
thout boundary), we consider onM � N the di�erential product structure
induced by the already given di�erential structures ofM and N and we consi-
der the orientation of M � N given by the already �xed orientation of M
and of N . The orientation of @D" is given by the unit outward normal vector
and @D� �D " is a C2 manifold with boundary @D� @D" (which is a C2 ma-
nifold without boundary). Let incl " 2 C2(@D� @D" ; @D� �D " ) be de�ned by
incl " (�; x ) = ( �; x ); (�; x ) 2 @D� @D" : Here we omit the details of the proof
of the following statement :

R
@D� �D "

� 1 !
R

@D� �D � 1 and
R

@D� @D"
incl �

" (� 0) !R
@D� @Dincl � (� 0) as " ! 1� : These statements follow from (3.3.12), (3.3.13)

and (3.3.9). We shall prove that

Z

@D� �D "

� 1 =
Z

@D� @D"

incl �
" (� 0): (3.4.11)

For � = 1; 2; let S0� 2 C2((Rn � Rn )nf (x; x) j x 2 Rng; R) such that
S0� (�; x ) = S0V� ;A � ;E (�; x ); (�; x ) 2 ( �D � �D)n �G (from (3.3.8), it follows that
such a function S0� exists). Let � " = dist(@D; @D" ): Let W1;� " be the open
subset@D+ B(0; � "

2 ) = f x + y j x 2 @D; y2 Rn ; jyj < � "
2 g and let W2;� " be

the open subsetD " + B(0; � "
2 ) = f x + y j x 2 D " ; y 2 Rn ; jyj < � "

2 g. Note
that W1;� " is an open neighborhood of@Dwhich does not intersectW2;� " which
is an open neighborhood of�D " : HenceS0� 2 C2(W1;� " � W2;� " ; R) and there
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exists a sequence of functions (S0�;m ) such that

S0�;m 2 C3(W1;� " � W2;� " ; R); (3.4.12)

sup
( x;y ) 2 @D� �D "
� =( � 1 ;� 2 ) 2 N2

j � j = � 1+ � 2 � 2

j
@j � j(S0�;m � S 0� )

@x� 1 @y� 2

(x; y)j ! 0; as m ! + 1 : (3.4.13)

Fix m 2 N: Let � = 1; 2: We de�ne the di�erential one-form, � �
m on

(@D� �D " ) by

� �
m (�; x ) = dxS0�;m (�; x ) �

1
c

nX

j =1

A j
� (x)dxj ; (3.4.14)

for (�; x ) 2 @D� �D " and x = ( x1; : : : ; xn ) and A � (x) = ( A 1
� (x); : : : ;A n

� (x))
and whered = d� + dx is the De Rham di�erential operator on@D� �D " :

We de�ne the continuous di�erential 2n � 2 form � 0;m on @D� �D " by

� 0;m (�; x ) = � (� 1)
n ( n +1)

2 (� 2
m � � 1

m )( �; x ) ^ d� (S02;m � S 01;m )( �; x )

^
X

p+ q= n� 2

(dd� S01;m (�; x ))p ^ (dd� S02;m (�; x ))q; (3.4.15)

for � 2 @D; x2 �D " ; whered = d� + dx is the De Rham di�erential operator on
@D� �D " : We de�ne the continuous di�erential 2n � 1 form � 1;m on @D� �D "

by

� 1;m (�; x ) = � (� 1)
n ( n � 1)

2
�
� 1

m (�; x ) ^ (dd� S01;m (�; x ))n� 1 + � 2
m (�; x )

^ (dd� S02;m (�; x ))n� 1 � � 1
m (�; x ) ^ (dd� S02;m (�; x ))n� 1

� � 2
m (�; x ) ^ (dd� S01;m (�; x ))n� 1

�
; (3.4.16)

for (�; x ) 2 @D� �D " :
From (3.4.14)-(3.4.16), (3.3.9), (3.4.13), it follows that

Z

@D� �D "

� 1;m !
Z

@D� �D "

� 1; as m ! + 1 ; (3.4.17)
Z

@D� @D"

incl �
" (� 0;m ) !

Z

@D� @D"

incl �
" (� 0); as m ! + 1 : (3.4.18)

If we prove that
R

@D� �D "
� 1;m =

R
@D� @D"

incl �
" (� 0;m ); then formula (3.4.11) will

follow from (3.4.17) and (3.4.18).
From (3.4.12), it follows that

dd� S0�;m is a C1 form on @D� �D " ; (3.4.19)

d(dd� S0�;m ) = 0 ; (3.4.20)
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where d is the De Rham di�erential operator on @D� �D " . From (3.4.14), it
follows that

d� �
m (�; x ) = � dd� S0�;m (�; x ) �

1
c

X

1� j 1<j 2 � n

B �
j 1 ;j 2

(x)dxj 1 ^ dxj 2 ; (3.4.21)

for (�; x ) 2 @D� �D " and x = ( x1; : : : ; xn ) (B �
j 1 ;j 2

(x) denotes the elements of
B � (x)). From (3.4.19)-(3.4.21), it follows that � 0;m is C1 on @D� �D " and that

d� 0;m (�; x ) = ( � 1)n� 1� 1;m (�; x ) + ! (�; x ); (3.4.22)

! (�; x ) = ( � 1)
n ( n +1)

2
1
c

X

1� j 1<j 2 � n

(B 2
j 1 ;j 2

(x) � B 1
j 1 ;j 2

(x))dxj 1 ^ dxj 2

^ d� (S02;m � S 01;m )( �; x ) ^
X

p+ q= n� 2

(dd� S01;m (�; x ))p ^ (dd� S02;m (�; x ))q;

for (�; x ) 2 @D� �D " and x = ( x1; : : : ; xn ). Note that as B � ; � = 1; 2; is
continuously di�erentiable on �D; then the 2-form de�ned on @D� �D " byP

1� j 1<j 2 � n (B 2
j 1 ;j 2

(x) � B 1
j 1 ;j 2

(x))dxj 1 ^ dxj 2 ; (�; x ) 2 @D� �D " is alsoC1: Note
that ( �D " is a n-dimensionalC2 manifold and (3.4.20))

! (�; x ) = d~! (�; x ); (3.4.23)

where

~! (�; x ) = ( � 1)
n ( n +1)

2
(S02;m � S 01;m )( �; x )

c

X

1� j 1<j 2 � n

(B 2
j 1 ;j 2

(x) � B 1
j 1 ;j 2

(x))

dxj 1 ^ dxj 2 ^
X

p+ q= n� 2

(dd� S01;m (�; x ))p ^ (dd� S02;m (�; x ))q; (3.4.24)

for (�; x ) 2 @D� �D " and x = ( x1; : : : ; xn ). Since@D" is a (n � 1)-dimensional
C2 manifold, it follows that

incl �
" ~! (�; x ) = 0 (3.4.25)

for (�; x ) 2 @D� @D" : Using (3.4.22), (3.4.23), (3.4.25), we obtain by Stokes'
formula the equality

R
@D� �D "

� 1;m =
R

@D� @D"
incl �

" (� 0;m ):

3.5 Proof of Lemma 2.1 and Proposition 3.1

3.5.1 Continuation of (V; B) and notations

Let ~V 2 C2(Rn ; R) be such that ~V � V on �D and k ~VkC2 ;Rn < 1 . Let
~B 2 C1(Rn ; An (R)) (where An (R) denotes the space of real antisymmetric
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matrices) such that ~B � B on �D and k ~BkC1 ;Rn < 1 . Let  be the ow for the
di�erential system

_x =
p

q
1 + p2

c2

; (3.5.1)

_p = �r ~V(x) +
1
c

~B(x)
p

q
1 + p2

c2

;

for x 2 Rn and p 2 Rn (it means that a solution of (3.5.1), (x(t); p(t)), t 2
]t � ; t+ [; which passes through (x0; p0) 2 Rn � Rn at time t = 0, is written as
(x(t); p(t)) =  (t; x 0; p0) for t 2 ]t � ; t+ [). For equation (3.5.1), the energy

E = c2

r

1 +
jp(t)j2

c2
+ ~V(x(t)) (3.5.2)

is an integral of motion.
Under the conditions on ~V and ~B,  is de�ned on R � Rn � Rn and

 2 C1(R� Rn � Rn ; Rn � Rn ), and a solutionx(t); t 2 ]t � ; t+ [; of (3.1.1) which
starts at q0 2 D at time 0 with velocity v is written as x(t) =  1(t; x; vq

1� v 2

c2

);

t 2 ]t � ; t+ [ (we write  = (  1;  2) where  i = (  1
i ; : : : ;  n

i ) 2 C1(R � Rn �
Rn ; Rn ); i = 1; 2).

For v 2 Rn and x 2 Rn ; we de�ne the vectorF (x; v) of Rn by

F (x; v) = �r ~V(x) +
1
c

~B(x)v: (3.5.3)

For x 2 Rn and E > c 2 + ~V(x); we denote byr ~V ;E (x) the positive real number

r ~V ;E (x) = c

vu
u
t

 
E � ~V(x)

c2

! 2

� 1; (3.5.4)

and we denote bySn� 1
x;E the following sphere ofRn of center 0

Sn� 1
x;E = f p 2 Rn jjpj = r ~V ;E (x)g: (3.5.5)

3.5.2 Growth estimates for a function g

Consider the functiong : Rn ! Bc de�ned by

g(x) =
x

q
1 + jx j2

c2

(3.5.6)

wherex 2 Rn : This function was considered for example in [Jol05a].
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We remind that g has the following simple properties :

jr gi (x)j2 �
1

1 + jx j2

c2

; (3.5.7)

jg(x) � g(y)j �
p

n sup
"2 [0;1]

1
q

1 + j"x +(1 � " )yj2

c2

jx � yj; (3.5.8)

jr gi (x) � r gi (y)j �
3
p

n
c

sup
"2 [0;1]

1

1 + j"x +(1 � " )yj2

c2

jx � yj; (3.5.9)

for x; y 2 Rn ; i = 1 : : : n; and g = ( g1; : : : ; gn ): The function g is an in�nitely
smooth di�eomorphism from Rn onto Bc, and its inverse is given byg� 1(x) =

xr

1� j x j 2

c2

; for x 2 Bc:

3.5.3 Proof of Lemma 3.2.1

For q0; q 2 �D; q0 6= q, let t+ ;q0 ;q = supf t > 0 j  1(t; q0; �k0;V;B (E; q0; q))2
Dg: From Properties (3.2.1) and (3.2.2), it follows thatk0;V;B (E; :; :) is conti-
nuous on (�D � �D)n �G and for q0; q 2 �D; q0 6= q, and anys1; s2 2 [0; t+ ;q0 ;q[; s1 6=
s2;  1(s1; q0; �k0;V;B (E; q0; q)) 6=  1(s2; q0; �k0;V;B (E; q0; q)) and N (q+ ) � @

@t 1(t; q0;
�k0;V;B (E; q0; q)) jt= t+ ;q0 ;q is positive, whereq+ =  1(t+ ;q0 ;q; q0; �k0;V;B (E; q0; q))
(and where� denotes the usual scalar product onRn ). Using also continuity of
 1; one obtains thatsV;B (E; q0; q) is continuous on (�D � �D)n �G: Then we obtain
that sV;B (E; q0; q) 2 C1(( �D � �D)n �G; R) by applying implicit function theo-
rem on mapsmi : R � ((Rn � Rn )n�) ; (t; x; y ) ! yi �  i

1(t; x; ~k0;V;B (E; x; y )) ;
i = 1 : : : n; where � = f (x; x) j x 2 Rng and ~k0;V;B (E; :; :) is a C1 continua-
tion of �k0;V;B (E; :; :) on (Rn � Rn )n� (such a continuation exists thanks to
(3.2.2), and note that for anyq0; q 2 �D; q 6= q0; �kV;B (E; q0; q) 6= 0). Note that
kV;B (E; q0; q) = g( 2(sV;B (E; q0; q); q0; �k0;V;B (E; q0; q))) ; q0; q 2 �D; q0 6= q: It
remains to prove that sV;B (E; q0; q) is continuous onG = f (q0; q0) j q0 2 �Dg.
Let q0 = q 2 D: Let (q0;m ) and (qm ) be two sequences of points of�D
such that q0;m 6= q0 for all m and q0;m goes toq0 and qm goes toq = q0

as m ! + 1 . Let R = lim sup m! + 1 sV;B (E; q0;m ; qm ) 2 [0; + 1 ]. We shall
prove that R = 0: Assume that R > 0: Note that by conservation of energy

j�k0;V;B (E; q0;m ; qm )j � c

r �
E + kV k1

c2

� 2
� 1. Using de�nition of R and compact-

ness of the closed ball ofRn whose radius isc

r �
E + kV k1

c2

� 2
� 1 and whose

centre is 0, we obtain that there exist subsequences ofq0;m and qm (respecti-
vely still denoted by q0;m and qm ) such that

lim
m! + 1

sV;B (E; q0;m ; qm ) = R; (3.5.10)

�k0;V;B (E; q0;m ; qm ) converges to somek 2 Rn : (3.5.11)
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Using conservation of energy, we obtain that

jkj = c

s �
E � V(q0)

c2

� 2

� 1: (3.5.12)

Using (3.5.11) and (3.5.10) and continuity of 1; we obtain that

 1(t; q0; k) = lim
m! + 1

 1(t; q0;m ; �k0;V;B (E; q0;m ; qm )) ; for all t 2 [0; R[: (3.5.13)

For all m and t 2 [0; sV;B (E; q0;m ; qm )[;  1(t; q0;m ; �k0;V;B (E; q0;m ; qm )) 2 �D.
Hence using (3.5.13), we obtain that

 1(t; q0; k) 2 �D; t 2 [0; R[: (3.5.14)

In addition,
 1(0; q0; k) = q0 2 D: (3.5.15)

Then R 6= + 1 (otherwise this would contradict (3.2.1), in particular the fact
that the solution of (3.1.1) under condition (3.1.3) with energyE, which starts
at time 0 at q0 =  1(0; q0; k), reaches the boundary@Dat a time t+ > 0 and
satis�es the estimate @ 1

@t (t+ ; q0; k) � N ( 1(t+ ; q0; k)) > 0) .
Using continuity of  1 and limm! + 1 q0;m = q0; limm! + 1 qm = q0;

limm! + 1 sV;B (E; q0;m ; qm ) = R, limm! + 1
�k0;V;B (E; q0;m ; qm ) = k and the de�-

nition of sV;B (E; q0;m ; qm ), we obtain that

 1(R; q0; k) = lim
m! + 1

 1(sV;B (E; q0;m ; qm ); q0; �k0;V;B (E; q0;m ; qm ))

= lim
m! + 1

qm = q0: (3.5.16)

Properties (3.5.16), (3.5.15), (3.5.14) and (3.2.1) implyR = 0, which contra-
dicts the assumptionR > 0: Finally we proved that sV;B (E; :; :) 2 C(( �D �
�D)n@G;R):

Let x0 2 D: From (3.2.3), it follows that for su�ciently small positive ", E
is greater thanE(k ~VkC2 ;D x 0 ;" ; k ~BkC1 ;D x 0 ;" ; Dx0 ;" ) whereDx0 ;" = f x0+(1+ ")(x�
x0) j x 2 Dg. Hence one obtains that solutions of energyE for equation (3.5.1)
in Dx0 ;" also have properties (3.2.1) and (3.2.2) ; and replacingV, B , and D by
~V ; ~B and Dx0 ;" above in the proof, one obtains thats~V ; ~B (E; :; :) is continuous
on ( �Dx0 ;" � �Dx0 ;" )nf (q; q) j q 2 @Dx0 ;" g (s~V ; ~B (E; q0

0; q0); (q0
0; q0) 2 �Dx0 ;" � �Dx0 ;" ,

are de�ned assV;B (E; q0; q); (q0; q) 2 �D � �D, are de�ned in Subsection 2.1).
Now, using also �D � Dx0 ;" and the equality sV;B (E; q0; q) = s~V ; ~B (E; q0; q) for
q0; q 2 �D, one obtainssV;B (E; :; :) 2 C( �D � �D; R) (the equality sV;B (E; q0; q) =
s~V ; ~B (E; q0; q) for q0; q 2 �D, follows from the fact that if (x(t); p(t)) is solution
of (3.5.1) in D, then (x(t); p(t)) is also solution of (3.5.1) inDx0 ;" ).

Lemma 3.2.1 is proved. �



120 CHAPITRE 3. PROBL �EMES INVERSES �A �ENERGIE FIX �EE

3.5.4 Proof of Proposition 3.3.1

From Lemma 3.2.1, 2 C1(R � Rn � Rn ; Rn � Rn ); A 2 C1( �D; Rn ); it
follows that S0V; A ;E 2 C( �D � �D; R) and S0V; A ;E 2 C1(( �D � �D)n �G; R): Equalities
(3.3.9) and (3.3.10) are known equalities (see Section 46 and further Sections of
[Arn78]). Statements (3.3.8), (3.3.11), (3.3.12) follow from (3.3.9) and (3.3.10).
We shall prove (3.3.13). We omit indicesV;B for sV;B ; �k0;V;B and �kV;B where�k0; �k
are de�ned by (3.3.1). Using the equalityy� x =

Rs(E;x;y )
0

@ 1
@t (t; x; �k0(E; x; y ))dt

and estimatej @ 1
@t (t; x; �k0(E; x; y )) j � c, we obtain

jy � xj � cs(E; x; y ); for all x; y 2 �D; y 6= x: (3.5.17)

Derivating equality  1(s(E; x; y ); x; �k0(E; x; y )) = y with respect to yi ; we
obtain that

ei = (
@ j1
@�k

(s(E; x; y ); x; �k0(E; x; y )) �
@�k0

@yi
(E; x; y )) j =1 ::n (3.5.18)

+
@s
@yi

(E; x; y )
@ 1
@s

(s(E; x; y ); x; �k0(E; x; y ));

for any x; y 2 �D; x 6= y and where (e1; : : : ; en ) is the canonical basis ofRn

(and where � denotes the usual scalar product onRn ). For t 2 R; x 2 �D;
and k 2 Rn and j = 1::n the following equality is valid :  j

1(t; x; k ) =
x j + tgj (k)+

Rt
0

�
gj (k +

Rs
0 F ( 1(�; x; k ); g( 2(�; x; k ))) d� ) � gj (k)

�
ds: Hence

we obtain that for t 2 R; x 2 �D; k = ( k1; : : : ; kn ) 2 Rn ; and j = 1::n;

@ j1
@kl

(t; x; k ) = t
@gj
@kl

(k) +
Z t

0

�
@gj
@kl

(k +
Z s

0
F ( 1(�; x; k ); g( 2(�; x; k )))

d� ) �
@gj
@kl

(k)
�

ds+
Z t

0
r gj (k +

Z s

0
F ( 1(�; x; k ); g( 2(�; x; k ))) d� ) �

Z s

0

@
@kl

F ( 1; g( 2)) j( �;x;k )d�ds; (3.5.19)

for any l = 1::n: De�ne

R = sup
(x0;y0)2 �D

s(E; x0; y0);

M 3 = sup
t 2 [0 ;R ];x 02 �D;l =1 :::n

j k j� c

vu
u
t

 
sup x 02 �D E � V ( x 0)

c2

! 2
� 1

j
@

@kl
F ( 1; g( 2)) j(t;x 0;k) j;

M 4 = max( M 3;
p

nkVkC2 ;D + nkBkC1 ;D ):
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Then using (3.5.19) and growth properties ofg, we obtain that

j
@ j1
@kl

(s(E; x; y ); x; �k0(E; x; y )) � s(E; x; y )
@gj
@kl

(�k0(E; x; y )) j

� M 4s(E; x; y )2(1 +
3
p

n
c

); (3.5.20)

for x; y 2 �D; x 6= y and j; l = 1::n. where �k0 is de�ned by (3.3.1).
Let x; y 2 �D; x 6= y. Using the identity

�k(E; x; y ) = �k0(E; x; y ) +
Z s(E;x;y )

0

�
�r V( 1(s; x; �k0(E; x; y )))

+
1
c
B( 1(s; x; �k0(E; x; y ))) g( 2(s; x; �k0(E; x; y )))

�
ds;

we obtain the following estimate

j�k(E; x; y ) � �k0(E; x; y )j � M 5s(E; x; y ); (3.5.21)

whereM 5 =
p

nkVkC2 ;D + nkBkC1 ;D : Using (3.3.2), we obtain that

�k0(E; x; y ) �
@�k0

@yi
(E; x; y ) =

1
2

@j�k0j2

@yi
(E; x; y ) = 0 ; (3.5.22)

for i = 1::n. From (3.3.2), (3.5.21) and (3.5.22), it follows that

j
�k(E; x; y )

j�k(E; x; y )j
�

@�k0

@yi
(E; x; y )j �

1
j�k(E; x; y )j

j(�k(E; x; y ) � �k0(E;

x; y)) �
@�k0

@yi
(E; x; y )j +

1
j�k(E; x; y )j

j �k0(E; x; y ) �
@�k0

@yi
(E; x; y )j

� c� 1

 �
inf x02 �D E � V(x0)

c2

� 2

� 1

! � 1
2

M 5s(E; x; y )j
@�k0

@yi
(E; x; y )j; (3.5.23)

for i = 1::n:
Let (v1; : : : ; vn� 1) be an orthonormal family ofRn such that (

�k(E;x;y )
j �k(E;x;y )j ; v1;

: : : ; vn� 1) is an orthonormal basis ofRn : Note that using de�nition of g and
(3.5.22), we obtain

(r gj (�k0(E; x; y )) �
@�k0

@yi
(E; x; y )) j =1 ::n = (3.5.24)

�
1 +

j�k0(E; x; y )j2

c2

� � 1=2 @�k0

@yi
(E; x; y ); i = 1::n:
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Hence using (3.5.24), (3.5.20) and (3.5.18) (andk(E; x; y ) � vh = 0) ; we obtain

s(E; x; y )j
@�k0

@yi
(E; x; y ) � vh j =

r

1 +
j�k0(E; x; y )j2

c2
s(E; x; y )

�j (r gj (�k0(E; x; y )) �
@�k0

@yi
(E; x; y )) j =1 ::n � vh j

�

r

1 +
j�k0(E; x; y )j2

c2

�
nM 4s(E; x; y )2(1 +

3
c
)j

@�k0

@yi
(E; x; y )j

+ j(
@ j1
@k

(s(E; x; y ); x; �k0(E; x; y )) �
@�k0

@yi
(E; x; y )) j =1 ::n � vh j

#

=

r

1 +
j�k0(E; x; y )j2

c2

�
nM 4s(E; x; y )2(1 +

3
c
)j

@�k0

@yi
(E; x; y )j + jvh

i j
�

�
supx02 �D E � V(x0)

c2
(nM 4(1 +

3
c
)s(E; x; y )2j

@�k0

@yi
(E; x; y )j + 1) ;(3.5.25)

for i = 1 : : : n. Let M 6 = c� 1
�

(c� 2 inf x02 �D (E � V(x0))) 2 � 1
� � 1

2
M 5 + c� 2�

supx02 �D (E � V(x0))( nM 4(1+ 3
c)+1) : From (3.5.23) and (3.5.25), it follows that

s(E; x; y )j
@�k0

@yi
(E; x; y )j �

p
nM 6(1 + s(E; x; y )(s(E; x; y )j

@�k0

@yi
(E; x; y )j)) ;

(3.5.26)
for i = 1 : : : n:

Using uniform continuity of s(E; :; :) on �D � �D; we obtain that there exists
some� > 0 such that if x; y 2 �D; jx � yj < � , then

p
nM 6s(E; x; y ) � 1

2 : Then,
using (3.5.26), we obtain thats(E; x; y )j @�k0

@yi
(E; x; y )j � 2

p
nM 6; for x; y 2 �D;

jx � yj < � and i = 1::n. Now using the continuous di�erentiability of �k0(E; :; :)
on ( �D � �D)n �G; we obtain that j @�k0

@yi
(E; x; y )j � M 0

i
s(E;x;y ) for x; y 2 �D; x 6= y and

where M 0
i = max(2M 6

p
n; R supx0;y02 �D; jx0� y0j� � j @�k0

@yi
(E; x; y )j): Putting M 2 =

supi =1 ::n cM 0
i and using (3.5.17) and (3.3.11), we obtain (3.3.13). �

3.6 Proof of Properties (3.2.1)and (3.2.2)

In this Section we �rst consider solutionsx(t) of (3.5.1) in an open boun-
ded subset 
 of Rn (see Subsection 3.6.1) and we give properties of these solu-
tions at �xed and su�ciently large energy (see Subsections 3.6.3 and 3.6.4) (

should be thought as an open neighborhood ofD). Using these properties we
prove Properties (3.2.1) and (3.2.2) (see Subsection 3.6.5). Subsections 3.6.6,
3.6.7, 3.6.8, 3.6.9 are devoted to the proof of Propositions 3.6.1, 3.6.2, 3.6.3,
3.6.4 formulated in Subsection 3.6.4.

We keep notations of Subsections 3.5.1, 3.5.2.
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3.6.1 Additional notations

Let 
 be a bounded open subset ofRn with frontier @
. We de�ne a
positive number � (
) by

� (
) = sup
x2 


jxj: (3.6.1)

We consider the following equation in 
 :

_p = F (x; _x); p =
_x

q
1 � j _xj2

c2

; x 2 
 ; p 2 Rn : (3.6.2)

where the forceF (x; _x) = �r ~V(x) + 1
c

~B(x) _x is de�ned by (3.5.3). For the

equation (3.6.2), the energyE = c2
q

1 + jp(t )j2

c2 + ~V(x(t)) is an integral of
motion.

Note that if x(t); t 2 ]t � ; t+ [; is a solution of (3.6.2) which starts atx0 2 

at time 0 with velocity v then x(t) =  1(t; x 0; g� 1(v)) ; t 2 ]t � ; t+ [, where the
function g is de�ned by (3.5.6) and where = (  1;  2) is the ow of the
di�erential system (3.5.1). We obtain, in particular, x(t) !  1(t � ; x0; g� 1(v)) ;
as t ! t � , and _x(t) ! g( 2(t � ; x0; g� 1(v))) ; as t ! t � .

We denote by � the open subset ofR � 
 � Rn where the ow of the
di�erential system (3.6.2) is de�ned, i.e.

� = f (t; x; p) 2 R � 
 � Rn j 8s 2 [0; t]  1(s; x; p) 2 
 g;

where = (  1;  2) is the ow of the di�erential system (3.5.1).
For E > c 2 + supx2 


~V(x); we denote byVE the following smooth 2n � 1-
dimensional submanifold ofR2n

VE = f (x; p) 2 
 � Rn j jpj = r ~V ;E (x)g; (3.6.3)

wherer ~V ;E (x) is de�ned by (3.5.4).
For E > c 2 + supx2 


~V(x); we also consider the map' E 2 C1(� \
(]0; + 1 [�V E ) ; 
 � 
) ; de�ned by

' E (t; x; p) = ( x;  1(t; x; p)); for (t; x; p) 2 � \ (]0; + 1 [�V E ) : (3.6.4)

3.6.2 Estimates for the force F

We de�ne the nonnegative real number� ( ~V ; ~B; 
) by

� ( ~V ; ~B; 
) = max

0

B
B
@ sup

x 2 

� 2 ( N[f 0g) n

j � j� 2

j@�
x

~V(x)j; sup
x 2 


� 02 ( N[f 0g) n

j � 0j� 1

j@� 0

x
~B i;j (x)j

1

C
C
A : (3.6.5)
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The following estimates are valid :

jF (x; v)j � n� ( ~V ; ~B; 
)(
1
c
jvj + 1) ; (3.6.6)

jF (x; v) � F (x0; v0)j � n3=2� ( ~V ; ~B; 
)
�
jx � x0j

�
1 +

jv0j
c

�
+

1
c
jv0 � vj

�
;

(3.6.7)
for x; x0 2 
 and v; v0 2 Rn :

3.6.3 Some constants

For x 2 
 and E > c 2 + supx02 
 V(x0), we de�ne the following real
constants

C1 = 2c2 + sup
x02 


 

~V(x0) + 8 jx0j

 

jr ~V(x0)j +
X

i;j =1 :::n

j ~B i;j (x0)j

!!

; (3.6.8)

C2 = c2

s

1 +
800n2� ( ~V ; ~B; 
) 2� (
) 2

c4
+ sup

x02 


~V(x0); (3.6.9)

C3 = C4
�
1 + 5� (
) C5e5� (
) C5

�
(3.6.10)

C4 =

 

1 +
10

p
2n2� (
) � ( ~V ; ~B; 
)

E � ~V(x)
e

10
p

2� (
) n 2 � ( ~V ; ~B; 
)
E � ~V ( x )

!

(3.6.11)

�
10n2� (
) � ( ~V ; ~B; 
)

E � ~V(x)

 

5� (
) +
600n3=2� (
) 2� ( ~V ; ~B; 
)

E � ~V(x)
+ 24

!

+
20

p
2n5=2� (
) � ( ~V ; ~B; 
)

E � ~V(x)
e

10
p

2� (
) n 2 � ( ~V ; ~B; 
)
E � ~V ( x ) +

40n3=2� (
) � ( ~V ; ~B; 
)

c2

r �
E � ~V (x)

c2

� 2
� 1

;

C5 =

 

1 +
10

p
2n2� (
) � ( ~V ; ~B; 
)

E � ~V(x)
e

10
p

2� (
) n 2 � ( ~V ; ~B; 
)
E � ~V ( x )

!

(3.6.12)

�
20n2� ( ~V ; ~B; 
) � (
)

E � ~V(x)

 

1 +
120n3=2� ( ~V ; ~B; 
) � (
)

E � ~V(x)

!

;

C6 = inf
x02 


 s

1 �
�

c2

E � ~V(x0)

� 2

�
20n2� ( ~V ; ~B; 
) � (
)

E � ~V(x0)

!

;(3.6.13)

C7 = inf
x02 


�
1 �

5(n + 1) 1=2n2� (
)

E � ~V(x0)
(3.6.14)

� � ( ~V ; ~B; 
) e

10n 3=2 � ( ~V ; ~B; 
) � (
)
E � ~V ( x 0)

0

@1+2 cn1=2e
10n 3=2 � ( ~V ; ~B; 
) � (
)

E � ~V ( x 0)

1

A

�
�
12

p
n + 1 + 10

p
n� (
)

��
:
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Now assume that 
 is a bounded strictly convex (in the strong sense)
open domain ofRn with C2 boundary. Let � 
 be a C2 de�ning function
for 
, i.e. 
 = � � 1


 (] � 1 ; 0[) and @
 = � � 1

 (f 0g) and for all x 2 @


r � 
 (x) 6= 0 and the Hessian matrix Hess� 
 (x) of � 
 at x satis�es the in-
equality Hess� 
 (x)(v; v) > 0 for all v 2 Tx@
 ; v 6= 0 (where Tx@
 � Rn is
the tangent space of@
 at x 2 @
). For E > c 2 + supx2 


~V(x); we de�ne the
real constantC8(E; ~V ; ~B; 
) by

C8 = C10(
)

0

@1 �

 
c2

E � supy2 

~V(y)

! 2
1

A �
2nC9(
) � ( ~V ; ~B; 
)

E � supy2 

~V(y)

; (3.6.15)

whereC9(
) and C10(
) are the two positive real numbers de�ned by

C9(
) = sup
x2 @


jr � 
 (x)j; (3.6.16)

C10(
) = inf
x2 @
 ; v2 Sn � 1 \ Tx @


jHess� 
 (x)(v; v)j: (3.6.17)

Note that from (3.6.10)-(3.6.15), it follows that

supx2 
 C3(E; x; ~V ; ~B; 
) ! 0; as E ! + 1 ;
C6(E; ~V ; ~B; 
) ! 1 > 0; as E ! + 1 ;
C7(E; ~V ; ~B; 
) ! 1 > 0; as E ! + 1 ;
C8(E; ~V ; ~B; 
) ! C10(
) > 0; as E ! + 1 :

(3.6.18)

When 
 is strictly convex in the strong sense with C2 boundary, then
one can relate an upper bound for the real constantE(k ~VkC2 ;
 ; k ~BkC1 ;
 ; 
)
(mentioned in Subsection 3.2.1) with constantsC1; C2; supx2 
 C3; C6; C7 and
C8 (see Subsections 3.6.4 and 3.6.5).

Remark 3.6.1. We remind that ~V is a C2 continuation of V on Rn and
that ~B 2 C1(Rn ; An (R)) is such that ~B � B on �D: Note that from (3.6.8)-
(3.6.15) it follows that C1( ~V ; ~B; D ), C2( ~V ; ~B; D ), supx2 D C3(E; x; ~V ; ~B; D ),
C6(E; ~V ; ~B; D ); C7(E; ~V ; ~B; D ) and C8(E; ~V ; ~B; D ) depend only on (V; B) and
D.

3.6.4 Properties of the �rst component of the ow of
(3.6.2) at �xed and su�ciently large energy E

The following Proposition 3.6.1 gives an upper bound for living time for
solutions of (3.6.2) with energyE when E is su�ciently large.

Proposition 3.6.1. Let

E � C1( ~V ; ~B; 
) ; (3.6.19)
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whereC1 is de�ned by (3.6.8). Let x :]t � ; t+ [! 
 be a solution of (3.6.2) with
energyE, where t � 2 R [ f�1g . Then the following statement holds: t � ; t+

are �nite and they satisfy the following estimate

jt+ � t � j �
5� (
)

c
; (3.6.20)

where� (
) is de�ned by (3.6.1).

A proof of Proposition 3.6.1 is given in Subsection 3.6.6.

For E � C1( ~V ; ~B; 
) ( C1 is de�ned by (3.6.8)) and for (x; p) 2 VE , we
de�ne the real numberst+ ;x;p and t � ;x;p by

t+ ;x;p = supf t > 0 j (t; x; p) 2 � g; (3.6.21)

t � ;x;p = inf f t < 0 j (t; x; p) 2 � g: (3.6.22)

The following Proposition 3.6.2 gives, in particular, a one-to-one property
of the map ' E de�ned by (3.6.4).

Proposition 6.2. Let

E � max(C1( ~V ; ~B; 
) ; C2( ~V ; ~B; 
)) ; (3.6.23)

where constantsC1 and C2 are de�ned by (3.6.8) and (3.6.9). Let x 2 
 and
let p1; p2 2 Sn� 1

x;E (de�ned by (3.5.5)). Then the following estimate is valid :

jj  1(t1; x; p1) �  1(t2; x; p2)j � j t1v1 � t2v2jj � C3jt1v1 � t2v2j; (3.6.24)

for (t1; t2) 2 [0; t+ ;x;p1 [� [0; t+ ;x;p2 [, where vi = pir

1�
p2

i
c2

; i = 1; 2; and where

C3 = C3(E; x; ~V ; ~B; 
) is de�ned by (3.6.10).

A proof of Proposition 3.6.2 is given in Subsection 3.6.7. We remind that

sup
x2 


C3(E; x; ~V ; ~B; 
) ! 0; as E ! + 1 (see (3.6.18)): (3.6.25)

Taking account of (3.6.25) and the equality 1(0; x; p) = x for any (x; p) 2 VE

and taking account of Proposition 3.6.2, we obtain that at �xed and su�ciently
large energyE the map ' E de�ned by (3.6.4) is one-to-one and its range is
included in (
 � 
) nf (x; x) j x 2 
 g.

The following Proposition 3.6.3 is proved in Subsection 3.6.8.

Proposition 3.6.3. Assume that

E � C1( ~V ; ~B; 
) ;

E � c2
q

1 + 400n2 � ( ~V ; ~B; 
) 2 � (
) 2

c4 + supx2 

~V(x);

min(C6(E; ~V ; ~B; 
) ; C7(E; ~V ; ~B; 
)) > 0;

(3.6.26)
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where C1; C6 and C7 are de�ned by (3.6.8), (3.6.13) and (3.6.14). Then the
map ' E de�ned by (3.6.4) is a local C1 di�eomorphism at any point (t; x; p) 2
� \ (]0; + 1 [�V E ) :

Now assume that 
 is a bounded strictly convex (in the strong sense) open
domain of Rn with C2 boundary. Let � 
 be aC2 de�ning function for 
. For
E > c 2 + supx2 


~V(x); real constantC8(E; ~V ; ~B; 
) is de�ned by (3.6.15) with
respect to� 
 :

The following Proposition 3.6.4 gives a surjectivity property of the map
' E de�ned by (3.6.4) at �xed and su�ciently large energy E:

Proposition 3.6.4. Let

E � C1( ~V ; ~B; 
) ;

E � c2
q

1 + 400n2 � ( ~V ; ~B; 
) 2 � (
) 2

c4 + supx2 

~V(x);

min(C6(E; ~V ; ~B; 
) ; C7(E; ~V ; ~B; 
) ; C8(E; ~V ; ~B; 
)) > 0:

(3.6.27)

whereC1; C6; C7 and C8 are de�ned by (3.6.8), (3.6.13), (3.6.14)and (3.6.15).
Then (
 � 
) nf (x; x) j x 2 
 g is included in the range of the map' E

de�ned by (3.6.4).

A proof of Proposition 3.6.4 is given in Subsection 3.6.9.
Taking account of Propositions 3.6.2, 3.6.3, 3.6.4, we obtain, in particular,

that at �xed and su�ciently large energy E the map ' E de�ned by (3.6.4) is
a C1 di�eomorphism from � \ (]0; + 1 [�V E ) onto (
 � 
) nf (x; x) j x 2 
 g.

Now we are ready to prove Properties (3.2.1) and (3.2.2).

3.6.5 Final part of the proof of Properties (3.2.1) and
(3.2.2)

Let � D be a C2 de�ning function for D, i.e. � D 2 C2(Rn ; R) and
D = � � 1

D (] � 1 ; 0[), and @D= � � 1
D (f 0g), and for all x 2 @Dr � D (x) 6=

0 and the Hessian matrixHess� D (x) of � D at x satis�es the inequality
Hess� D (x)(v; v) > 0 for all v 2 Tx@D; v6= 0 (where Tx@D� Rn is the
tangent space of@Dat x 2 @D).

Let x0 2 D: For " > 0; we de�ne the open neighborhood 
" of �D by

 " = f x0 + (1 + ")(x0 � x0) j x0 2 Dg: Then 
 " is also a bounded strictly
convex in the strong sense open domain ofRn with C2 boundary and the map
� 
 " 2 C2(Rn ; R) de�ned by � 
 " (x) = � D (x0 + x� x0

1+ " ); x 2 Rn ; is a C2 de�ning
function for 
 " : In addition, note that

x 2 @
 " , x0 + x� x0
1+ " 2 @D;

r � 
 " (x) = (1 + ")� 1r � D (x0 + x� x0
1+ " ); x 2 Rn ;

Hess� 
 " (x) = (1 + ")� 2Hess� D (x0 + x� x0
1+ " ); x 2 Rn ;

supx2 
 "

�
inf fj x � yj j y 2 �Dg

�
= " supfj x � x0j j x 2 Dg �!

" ! 0+
0:

(3.6.28)
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Note also that 
 " 2 � 
 " 1 if 0 < " 2 < " 1:
Let E > c 2 + supx2 D V(x): Assume that

E > max(C1( ~V ; ~B; D ); C2( ~V ; ~B; D ));
supx2 
 C3(E; x; ~V ; ~B; D ) < 1;
min(C6(E; ~V ; ~B; D ); C7(E; ~V ; ~B; D ); C8(E; ~V ; ~B; D )) > 0;

(3.6.29)

where C1; C2; C3; C6, C7 and C8 are de�ned by (3.6.8), (3.6.9), (3.6.10),
(3.6.13), (3.6.14) and (3.6.15) (taking account of (3.6.18), we obtain thatif
E is su�ciently large, then (3.6.29) is satis�ed).

Let " > 0: We denote by � " the open subset ofR � 
 " � Rn de�ned by
� " = f (t; x; p) 2 R � 
 � Rn j 8s 2 [0; t]  1(s; x; p) 2 
 " g; and we denote
by VE;" the following smooth 2n � 1-dimensional submanifold ofR2n VE;" =
f (x; p) 2 
 " � Rn j jpj = r ~V ;E (x)g: From (3.6.28) and continuity of @�

x
~V and

@� 0

x
~B for �; � 0 2 (N [ f 0g)n ; j� j � 2; j� 0j � 1; and from (3.6.8)-(3.6.15), it

follows that

Ci ( ~V ; ~B; 
 " ) ! Ci ( ~V ; ~B; D ); as " ! 0+ ; for i = 1; 2;

sup
x2 
 "

C3(E; x; ~V ; ~B; 
 " ) ! sup
x2 D

C3(E; x; ~V ; ~B; D ); as " ! 0+ ;

Ci (E; ~V ; ~B; 
 " ) ! Ci (E; ~V ; ~B; D ); as " ! 0+ ; for i = 6; 7; 8:

Taking also account of (3.6.29) and Propositions 6.2, 6.3, 6.4, we obtain that
there exists"0 > 0 such that

' "
E : � " \ (]0; + 1 [�V E;" ) ! 
 " � 
 " ; (t; x; p) 7! (x;  1(t; x; p)); is a

C1 di�eomorphism from � " \ (]0; + 1 [�V E;" ) onto (
 " � 
 " )nf (x; x) j
x 2 
 " g for any " 2]0; "0[:

(3.6.30)
Let q0; q 2 �D; q0 6= q: Let "1 2]0; "0[: From (3.6.30), it follows that there

exists an uniquep" 1 2 Sn� 1
q0 ;E and an unique positive real numbert " 1 such that

q =  1(t " 1 ; q0; p" 1 ) and (t " 1 ; q0; p" 1 ) 2 � " 1 : Consider the functionm 2 C2(R; R);
de�ned by m(t) = � D ( 1(t; q0; p" 1 )) ; t 2 R: Derivating twice m, we obtain

•m(t) = Hess� D ( 1(t; q0; p" 1 ))( g( 2(t; q0; p" 1 )) ; g( 2(t; q0; p" 1 ))) (3.6.31)

+
�

1 +
j 2(t; q0; p" 1 )j2

c2

� � 1=2

r � D ( 1(t; q0; p" 1 )) � F ( 1(t; q0; p" 1 );

g( 2(t; q0; p" 1 ))) �
 2(t; q0; p" 1 ) � F ( 1(t; q0; p" 1 ); g( 2(t; q0; p" 1 )))

c2
�

1 + j 2 (t;q0 ;p" 1 )j2

c2

� 3=2

�r � D ( 1(t; q0; p" 1 )) �  2(t; q0; p" 1 );

for t 2 R, whereg is the function de�ned by (3.5.6) and� denotes the usual
scalar product onRn (we used (3.5.1)). In addition, note that using the fact
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that � D is a C2 de�ning function of D, we obtain that for t 2 R

 1(t; q0; p" 1 ) 2 D , m(t) < 0;

 1(t; q0; p" 1 ) 2 @D, m(t) = 0 :

Assume that there exists somes 2]0; t" 1 [ such that  1(s; q0; p" 1 ) 62D (i.e.
m(s) � 0). Let s0 = supf s0 2 [0; s] j  1(s0; x; p" 1 ) 2 �Dg: Hence

 1(s0; q0; p" 1 ) 2 @D;(i.e. m(s0) = 0) ; (3.6.32)

m(t) � 0; for t 2 [0; s0]: (3.6.33)

The Taylor expansion ofm at s0 is given by

m(t) = _m(s0)( t � s0) +
1
2

•m(s0)( t � s0)2 + o((t � s0)2); t 2 R: (3.6.34)

Hence if _m(s0) < 0 then (3.6.34) contradicts (3.6.33). In addition, if _m(s0) = 0 ;
then  2(s0; q0; p" 1 ) 2 T 1 (s0 ;q0 ;p" 1 )@D, and from (3.6.32), (3.6.31), (3.5.2), and
the estimates (3.6.6),jg( 2(t; q0; p" 1 )) j < c; and de�nition (3.6.15), it follows
that •m(s0) � c2C8(E; ~V ; ~B; D ) > 0 (we used (3.6.29)). Hence if _m(s0) =
0; then •m(s0) > 0; and (3.6.34) contradicts (3.6.33). We �nally prove that
_m(s0) > 0. Using also the equalitym(s0) = 0 ; we obtain that there exists"0 > 0

such that s0+ "0 < t " 1 and m(s0+ "0) > 0 which implies that  1(s0+ "0; q0; p" 1 ) 62
�D: Then, due to supz2 
 "

inf fj z � z0j j z0 2 �Dg ! 0 as " ! 0, there exists
"2 2]0; "1[ such that  1(s0 + "0; q0; p" 1 ) 62
 " 2 and using also (3.6.30), we obtain
that there exists (p" 2 ; t" 2 ) 2 Sn� 1

q0 ;E � ]0; + 1 [ such that (p" 2 ; t" 2 ) 6= ( p" 1 ; t" 1 ) and
(t " 2 ; q0; p" 2 ) 2 � " 2 and q =  1(t " 2 ; q0; p" 2 ); which contradicts unicity of (p" 1 ; t" 1 ):

We �nally proved that

 1(s; q0; p" 1 ) 2 D for all s 2]0; t" 1 [: (3.6.35)

Now consider

t2 = supf t 2 ]0; + 1 [ j  1(s; q0; p" 1 ) 2 D for all s 2]0; t]g; (3.6.36)

t1 = inf f t 2 R j  1(s; q0; p" 1 ) 2 D for all s 2 [t; t " 1 [g (3.6.37)

(using Proposition 6.1 and (3.6.29), we obtain thatt2 and t1 are real numbers
that satisfy t2 � t1 � 5� (D )

c ). Then for i = 1; 2; the Taylor expansion ofm at t i

is given by

m(t) = _m(t i )( t � t i ) +
1
2

•m(t i )( t � t i )2 + o((t � t i )2); t 2 R: (3.6.38)

Hence if _m(t2) < 0 then (3.6.38) contradicts the fact that 1(s; q0; p" 1 ) 2 D for
all s 2 [0; t2[. In addition, if _m(t2) = 0 ; then  2(t2; q0; p" 1 ) 2 T 1 (t2 ;q0 ;p" 1 )@D,
and from (3.6.32), (3.5.2), and the estimates (3.6.6),jg( 2(t; q0; p" 1 )) j < c; and
de�nition (3.6.15), it follows that •m(t2) � c2C8(E; ~V ; ~B; D ) > 0 (we used
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(3.6.29)). Hence if _m(t2) = 0 ; then •m(t2) > 0; and (3.6.38) contradicts the
fact that  1(s; q0; p" 1 ) 2 D for all s 2 [0; t2[. We �nally prove that _m(t2) > 0.
We similarly obtain the estimate _m(t1) < 0. We proved that _m(t2) > 0 and
_m(t1) < 0; i.e.

@ 1
@t (t; q0; p" 1 ) jt= t1 � N (t1) < 0;

@ 1
@t (t; q0; p" 1 ) jt= t2 � N (t2) > 0;

(3.6.39)

whereN (t i ) = r � D ( 1 (t;q0 ;p" 1 ))

jr � D ( 1 (t;q0 ;p" 1 )) j ; i = 1; 2:

Statement (3.6.35) with (3.6.39) and (3.6.30) (with \" = "1") proves
(3.2.1) and (3.2.2). �

3.6.6 Proof of Proposition 3.6.1

We denote _x(t )r

1� _x ( t ) 2

c2

by p(t) for t 2 ]t � ; t+ [:

Let I (t) = 1
2 jx(t)j2; for t 2 ]t � ; t+ [: Derivating twice I and using (3.6.2),

we obtain

•I (t) =
p(t)2

1 + p(t )2

c2

+
1

q
1 + p(t )2

c2

F

0

@x(t);
p(t)

q
1 + p(t )2

c2

1

A � x(t) (3.6.40)

�
p(t) � x(t)

c2(1 + p(t )2

c2 )3=2
p(t) � F

0

@x(t);
p(t)

q
1 + p(t )2

c2

1

A

for t 2 ]t � ; t+ [, where � denotes the usual scalar product inRn : From the
estimate jp(t )jr

1+ p( t ) 2

c2

< c, t 2 ]t � ; t+ [; and from (3.6.40) and (3.5.2), it follows that

•I (t) � c2

�
1 � 1

( E � ~V ( x ( t ))
c2 )2

�
� 2

jx(t )j( jr ~V (x(t )) j+
P

i;j =1 :::n j ~B i;j (x(t )) j)
E � ~V ( x ( t ))

c2

; for t 2 ]t � ; t+ [;

which with (3.6.19) implies

•I (t) �
c2

2
; (3.6.41)

for t 2 ]t � ; t+ [:
Let t; s 2]t � ; t+ [; s � t: From (3.6.41) and the equality I (t) = I (s) +

_I (s)(t � s) +
Rt

s

R�
s

•I (� )d�d�; it follows that

I (t) � I (s) � _I (s)( t � s) +
c2

4
(t � s)2: (3.6.42)

Using (3.6.1) and the estimatej _x(s)j < c; we obtain _I (s) = x(s) � _x(s) �
�j x(s)jj _x(s)j � � c� (
) : Using (3.6.1), we obtainI (t) � I (s) = 1

2(jx(t)j2 �
jx(s)j2) � � (
) 2: From (3.6.42) and the two latter inequalities, it follows that
0 � � � (
) 2� c� (
)( t � s)+ c2

4 (t � s)2; which implies that t � s � � (
)
c (2

p
2+2) <
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5� (
)
c (the roots of � � (
) 2 � c� (
) X + c2

4 X 2 are (� (
) =c)(2 � 2
p

2)). As t ! t+

and s ! t � , the latter inequality proves (3.6.20). Proposition 3.6.1 is proved.
�

3.6.7 Proof of Proposition 3.6.2

Throughout this Subsection, we denote by x;p i (t) the point of Rn de�ned
by

 x;p i (t) =  1(t; x; p i );

for any t 2 R and i = 1; 2, where = (  1;  2) is the ow of the di�erential
system (3.5.1).

From (3.5.1), it follows that

 x;p i (t) = x + tv i +
Z t i

0

�
g(pi +

Z �

0
F ( x;p i (� ); _ x;p i (� ))d� )

� g(pi )) d� (3.6.43)

for t 2 [0; t+ ;x;p i [ and i = 1; 2; wheret+ ;x;p i is de�ned by (3.6.21) for i = 1; 2:
From (3.6.43), it follows that

jt1v1 � t2v2j� �( t1; t2) � j  x;p1 (t1) �  x;p2 (t2)j � j t1v1 � t2v2j+�( t1; t2) (3.6.44)

where

�( t1; t2) =

�
�
�
�

Z t1

0

�
g(p1 +

Z �

0
F ( x;p1 (� ); _ x;p1 (� ))d� ) � g(p1)

�
d� (3.6.45)

�
Z t2

0

�
g(p2 +

Z �

0
F ( x;p2 (� ); _ x;p2 (� ))d� ) � g(p2)

�
d�

�
�
�
� ;

for t1 2 [0; t+ ;x;p1 [ and t2 2 [0; t+ ;x;p2 [. We shall look for an upper bound of
�( t1; t2); t1 2 [0; t+ ;x;p1 [ and t2 2 [0; t+ ;x;p2 [; t2 � t1:

First case : v1 � v2 � 0: Using (3.5.8), we obtain that
�
�
�
�

Z t i

0

�
g(pi +

Z �

0
F ( x;p i (� ); _ x;p i (� ))d� ) � g(pi )

�
d�

�
�
�
� (3.6.46)

�
p

n
Z t i

0
sup

"2 [0;1]

 

1 + c� 2

�
�
�
�pi + "

Z �

0
F ( x;p i (s); _ x;p i (s))ds

�
�
�
�

2
! � 1=2

�
Z �

0
jF ( x;p i (s); _ x;p i (s)) jdsd�;

for i = 1; 2: From (3.6.6) and (3.6.20) and from the estimatejg( 2(s; x; pi )) j �
c, it follows that

Z �

0
jF ( x;p i (s); _ x;p i (s)) jds �

10n� (
) � ( ~V ; ~B; 
)
c

: (3.6.47)
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for � 2 [0; t i ]; i = 1; 2: Using pi 2 Sn� 1
x;E and (3.6.47) and (3.6.23), we obtain

�
�
�
�pi + "

Z �

0
F ( x;p i (s); _ x;p i (s))ds

�
�
�
� �

1
2

r ~V ;E (x); (3.6.48)

for " 2 [0; 1] and � 2 [0; t i ]: From (3.6.47), (3.6.48) and (3.6.46), it follows that
�
�
�
�

Z t i

0

�
g(pi +

Z �

0
F ( x;p i (s); _ x;p i (s))ds) � g(pi )

�
d�

�
�
�
�

� t i
20n3=2c� (
) � ( ~V ; ~B; 
)

E � ~V(x)
; (3.6.49)

for i = 1; 2: Using v1 � v2 � 0, we obtain that jvi jsi � j s1v1 � s2v2j for i = 1; 2
and for s1 � 0; s2 � 0: Using this latter inequality and (3.6.45) and (3.6.49)

and equality jvi j = c

r

1 �
�

E � ~V (x)
c2

� � 2
; we obtain

�( t1; t2) � 40c� 1n3=2� (
) � ( ~V ; ~B; 
) r ~V ;E (x)� 1jt1v1 � t2v2j:

Second case :v1 � v2 � 0:
From (3.6.45), it follows that

�( t1; t2) � � 1(t1; t2) + � 2(t1; t2); (3.6.50)

where

� 1(t1; t2) =

�
�
�
�

Z t1

t2

�
g(p1 +

Z �

0
F ( x;p1 (� ); _ x;p1 (� ))d� ) � g(p1)

�
d�

�
�
�
� (3.6.51)

� 2(t1; t2) =

�
�
�
�

Z t2

0

�
g(p1 +

Z �

0
F ( x;p1 (� ); _ x;p1 (� ))d� ) � g(p1) (3.6.52)

�
�

g(p2 +
Z �

0
F ( x;p2 (� ); _ x;p2 (� ))d� ) � g(p2)

��
d�

�
�
�
� :

An upper bound for� 1(t1; t2): Using (3.6.51) and (3.5.8), we obtain that

� 1(t1; t2) �
p

n(t1 � t2)
Z t1

t2

jF ( x;p1 (s); _ x;p1 (s)) jds (3.6.53)

� sup
" 2 [0 ;1]

� 2 [0 ;t 1 ]

 

1 + c� 2

�
�
�
�p1 + "

Z �

0
F ( x;p1 (s); _ x;p1 (s))ds

�
�
�
�

2
! � 1=2

:

In the same manner than in the �rst case (v1 � v2 � 0), we obtain

� 1(t1; t2) � (t1 � t2)
20n3=2c� (
) � ( ~V ; ~B; 
)

E � ~V(x)
: (3.6.54)
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Note that from jv1j = jv2j and t i � 0; i = 1; 2, it follows that jv1j(t1 � t2) �
jt1v1 � t2v2j. Using this latter inequality with (3.6.54), we obtain

� 1(t1; t2) �
20n3=2� (
) � ( ~V ; ~B; 
)

cr ~V ;E (x)
jt1v1 � t2v2j (3.6.55)

(we use the equalityjv1j = c

r

1 �
�

E � ~V (x)
c2

� � 2
).

An upper bound for� 2(t1; t2): Note that gj (pi +
R�

0 F ( x;p i (� ); _ x;p i (� ))d� )
� gj (pi ) =

R1
0 r gj (pi + "

R�
0 F ( x;p i (� ); _ x;p i (� ))d� )�

R�
0 F ( x;p i (s); _ x;p i (s))ds d"

for i = 1; 2 and j = 1::n; whereg = ( g1; : : : ; gn ): Hence

� j
2(t1; t2) �

Z t2

0
� 2;1;j (� )d� +

Z t2

0
� 2;2;j (� )d�; (3.6.56)

where � 2(t1; t2) = (� 1
2(t1; t2); : : : ; � n

2 (t1; t2)) and

� 2;1;j (� ) =

�
�
�
�

Z 1

0

�
r gj (p1 + "

Z �

0
F ( x;p1 (� ); _ x;p1 (� ))d� ) � r gj (3.6.57)

(p2 + "
Z �

0
F ( x;p2 (� ); _ x;p2 (� ))d� )

�
�

Z �

0
F ( x;p1 (s); _ x;p1 (s))dsd"

�
�
�
� ;

� 2;2;j (� ) =

�
�
�
�

Z 1

0
r gj (p2 + "

Z �

0
F ( x;p2 (� ); _ x;p2 (� ))d� )� (3.6.58)

Z �

0
[F ( x;p1 (s); _ x;p1 (s)) � F ( x;p2 (s); _ x;p2 (s))] dsd"

�
�
�
�

for � 2 [0; t2] and j = 1 : : : n:
We �rst look for an upper bound for � 2;1;j (� ). Sincev1 � v2 � 0; we obtain

p1 � p2 � 0. Using this latter inequality and the equality p2
1 = p2

2, we obtain
that

j�p 1 + (1 � � )p2j =
q

� 2p2
1 + (1 � � )2p2

2 + 2� (1 � � )p1 � p2

�
q

� 2p2
1 + (1 � � )2p2

2 �
1

p
2

jp1j =
r ~V ;E (x)

p
2

; (3.6.59)

for any � 2 [0; 1]:
From (3.6.47) and (3.6.59) and (3.6.23), it follows that
�
�
�
� �p 1 + (1 � � )p2 + ��

Z �

0
F ( x;p1 (� ); _ x;p1 (� ))d� + (1 � � )�

�
Z �

0
F ( x;p2 (� ); _ x;p2 (� ))d�

�
�
�
� � j �p 1 + (1 � � )p2j �

10n� (
) � ( ~V ; ~B; 
)
c

�
1

2
p

2
r ~V ;E (x); (3.6.60)



134 CHAPITRE 3. PROBL �EMES INVERSES �A �ENERGIE FIX �EE

for �; � 2 [0; 1]: From (3.5.1), it follows that

_ x;p i (� ) = g(pi +
Z �

0
F ( x;p i (� ); _ x;p i (� ))d� )

for � 2 [0; t i ]; i = 1; 2: Using this latter equality and (3.5.8), we obtain

j _ x;p1 (� ) � _ x;p2 (� )j � (3.6.61)
p

n sup
� 2 [0;1]

�
1 + c� 2j�p 1 + (1 � � )p2 + �

Z �

0
F ( x;p1 (� ); _ x;p1 (� ))d�

+ (1 � � )
Z �

0
F ( x;p2 (� ); _ x;p2 (� ))d� j2

� � 1=2

�j p1 � p2 +
Z �

0
(F ( x;p1 (� ); _ x;p1 (� )) � F ( x;p2 (� ); _ x;p2 (� ))) d� j

for � 2 [0; t2]:
Note that from (3.6.7) and the inequality j _ x;p2 (� )j � c, it follows that

jF ( x;p1 (� ); _ x;p1 (� )) � F ( x;p2 (� ); _ x;p2 (� )) j � (3.6.62)

n3=2� ( ~V ; ~B; 
)(2 j x;p1 (� ) �  x;p2 (� )j +
1
c
j _ x;p1 (� ) � _ x;p2 (� )j);

for � 2 [0; t2]:
Using (3.6.60)-(3.6.62), we obtain

j _ x;p1 (� ) � _ x;p2 (� )j �
23=2p

nc2

E � ~V(x)

h
jp1 � p2j + n3=2� ( ~V ; ~B; 
) (3.6.63)

�
2

Z �

0
j x;p1 (� ) �  x;p2 (� )jd� +

1
c

Z �

0
j _ x;p1 (� ) � _ x;p2 (� )jd�

��
;

for � 2 [0; t2]:
We shall use the following Gronwall's lemma.

Gronwall's lemma. Let a > 0 and let � 2 C([0; a]; [0; + 1 [) be a conti-
nuous map and letA; B 2 [0; + 1 [ be such that� (t) � A + B

Rt
0 � (s)ds for all

t 2 [0; a]: Then � (t) � AeBt for all t 2 [0; a]:

Taking account of (3.6.63), Gronwall's lemma and (3.6.20), we obtain that

j _ x;p1 (� ) � _ x;p2 (� )j �
23=2p

nc2

E � ~V(x)

h
jp1 � p2j + 2n3=2� ( ~V ; ~B; 
) (3.6.64)

Z �

0
j x;p1 (� ) �  x;p2 (� )jd�

�
e

10
p

2� (
) n 2 � ( ~V ; ~B; 
)
E � ~V ( x ) ;

for � 2 [0; t2]:



3.6. PROOF OF PROPERTIES (3.2.1) AND (3.2.2) 135

From (3.5.9) and (3.6.57), it follows that

� 2;1;j (� ) � (3.6.65)

3
p

n
c

Z 1

0
sup

� 2 [0;1]

�
1 +

1
c2

�
�
�
� �p 1 + (1 � � )p2 + ��

Z �

0
F ( x;p1 (� ); _ x;p1 (� ))d�

+ (1 � � )�
Z �

0
F ( x;p2 (� ); _ x;p2 (� ))d�

�
�
�
�

2
! � 1

�j p1 � p2 + "
Z �

0
(F ( x;p1 (� ); _ x;p1 (� )) � F ( x;p2 (� ); _ x;p2 (� ))) d� j

�
Z �

0
jF ( x;p1 (s); _ x;p1 (s)) jdsd";

for � 2 [0; t2]:
From (3.6.6) and the estimatej _ x;p1 (s)j � c, it follows that

Z �

0
jF ( x;p1 (s); _ x;p1 (s)) jds � 2n� ( ~V ; ~B; 
) �: (3.6.66)

for � 2 [0; t1]:
From (3.6.65), (3.6.60), (3.6.66) and (3.6.62) and (3.6.64), it follows that

� 2;1;j (� ) �
48n3=2c3� ( ~V ; ~B; 
)

(E � ~V(x))2

�
jp1 � p2j� + n3=2� ( ~V ; ~B; 
) � (3.6.67)

�
2

Z �

0
j x;p1 (� ) �  x;p2 (� )jd� +

23=2p
nc

E � ~V(x)

�
jp1 � p2j� + 2n3=2� ( ~V ; ~B; 
)

Z �

0

Z s

0
j x;p1 (� ) �  x;p2 (� )jd�ds

�
� e

10
p

2� (
) n 2 � ( ~V ; ~B; 
)
E � ~V ( x )

��

for � 2 [0; t2]:
From jv1j = jv2j and t2 � t1; it follows that jv1 � v2j� � j v1 � v2jt2 �

jt1v1 � t2v2j; for � 2 [0; t2]: Note that using these latter estimates andpi 2 Sn� 1
x;E ;

i = 1; 2, we obtain

jp1 � p2j� �
E � ~V(x)

c2
jt1v1 � t2v2j; (3.6.68)

for � 2 [0; t2]:
Using (3.6.68), the estimate

R�
0

Rs
0 j x;p1 (� ) �  x;p2 (� )jd�ds � �

R�
0 j x;p1 (� )
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�  x;p2 (� )jd� and � � 5� (
)
c (due to (3.6.20)) and (3.6.67), we obtain

� 2;1;j (� ) �

 

1 +
10

p
2n2� (
) � ( ~V ; ~B; 
)

E � ~V(x)
e

10
p

2� (
) n 2 � ( ~V ; ~B; 
)
E � ~V ( x )

!

�

 
48n3=2c� ( ~V ; ~B; 
)

E � ~V(x)
jt1v1 � t2v2j (3.6.69)

+
480n3c2� (
) � ( ~V ; ~B; 
) 2

(E � ~V(x))2

Z �

0
j x;p1 (� ) �  x;p2 (� )jd�

!

for � 2 [0; t2]:
We look for an upper bound for � 2;2;j (� ); � 2 [0; t2]; de�ned by (3.6.58).

Using (3.6.58), (3.5.7), and (3.6.48), and using (3.6.62), (3.6.64) and (3.6.68),
we obtain

� 2;2;j (� ) �

 

1 +
10

p
2n2� (
) � ( ~V ; ~B; 
)

E � ~V(x)
e

10
p

2� (
) n 2 � ( ~V ; ~B; 
)
E � ~V ( x )

!

�
4n3=2c2� ( ~V ; ~B; 
)

E � ~V(x)

Z �

0
j x;p1 (� ) �  x;p2 (� )jd� (3.6.70)

+
25=2n2c� ( ~V ; ~B; 
)

E � ~V(x)
e

10
p

2� (
) n 2 � ( ~V ; ~B; 
)
E � ~V ( x ) jt1v1 � t2v2j;

for � 2 [0; t2]:
Note also that from (3.6.44), it follows that

R�
0 j x;p1 (� )�  x;p2 (� )jd� �

R�
0 �

(�; � )d� + � 2

2 jv1 � v2j; for � 2 [0; t2]: Hence using also� � 5� (
)
c (due to (3.6.20))

and � jv1 � v2j � j t1v1 � t2v2j, we obtain
Z �

0
j x;p1 (� ) �  x;p2 (� )jd� �

Z �

0
�( �; � )d� +

5� (
)
2c

jt1v1 � t2v2j; (3.6.71)

for � 2 [0; t2]: Note that t2 � 5� (
)
c and note that from positiveness of � it

follows that
Rt2

0

R�
0 �( �; � )d�d� � t2

Rt2

0 �( �; � )d�: Hence using (3.6.71), we
obtain
Z t2

0

Z �

0
j x;p1 (� ) �  x;p2 (� )jd�d� �

5� (
)
c

Z t2

0
�( �; � )d� +

25� (
) 2

2c2
jt1v1 � t2v2j;

(3.6.72)
for � 2 [0; t2]:

Combining (3.6.50), (3.6.55), (3.6.69), (3.6.70) and (3.6.72), we obtain

�( t1; t2) � C4(E; x; ~V ; ~B; 
) jt1v1 � t2v2j + cC5(E; x; ~V ; ~B; 
)
Z t2

0
�( �; � )d�;

(3.6.73)
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for t1 2 [0; t+ ;x;p1 [ and t2 2 [0; t+ ;x;p2 [, t1 � t2 and whereC4 and C5 are de�ned
by (3.6.11) and (3.6.12).

Let t1 2 [0; t+ ;x;p1 [ and t2 2 [0; t+ ;x;p2 [, t1 � t2: Estimates (3.6.73) and
jv1 � v2j� � j t1v1 � t2v2j; � � t2; give in particular

�( �; � ) � C4jt1v1 � t2v2j + cC5

Z �

0
�( �; � )d� (3.6.74)

for � 2 [0; t2]: Using (3.6.74) and using Gronwall's lemma (formulated above)
and � � 5� (
)

c , we obtain

�( �; � ) � C4e5� (
) C5 jt1v1 � t2v2j; (3.6.75)

for � 2 [0; t2]:
Using (3.6.75) and (3.6.73) andt2 � 5� (
)

c , we obtain �( t1; t2) �
C3(E; x; ~V ; ~B; 
) jt1v1 � t2v2j; for t1 2 [0; t+ ;x;p1 [ and t2 2 [0; t+ ;x;p2 [, t1 � t2:

Proposition 3.6.2 is proved. �

3.6.8 Proof of Proposition 3.6.3

We shall work in local coordinates. We consider the following in�nitely
smooth parametrizations ofSn� 1; � i; � : Bn� 1(0; 1) ! Sn� 1; i = 1 : : : n; de�ned
by

� i; � (w) = (3.6.76)
8
>><

>>:

�
w1; : : : ; wi � 1; �

q
1 �

P n� 1
l=1 wl 2; wi ; : : : ; wn� 1

�
; if 1 � i � n � 1;

�
w1; : : : ; wn� 1; �

q
1 �

P n� 1
l=1 wl 2

�
; if i = n

for w = ( w1; : : : ; wn� 1) 2 Bn� 1(0; 1) and whereBn� 1(0; 1) denotes the unit
Euclidean open ball ofRn� 1 of center 0.

Let (t0; x0; p0) 2 � \ (]0; + 1 [�V E ); p0 = ( p1
0; : : : ; pn

0 ): Then (t; x 0; p0) 2 �
for all t 2 [0; t0]: As � is an open subset ofR� Rn � Rn , there exists" > 0 such
that f (t; x; p) 2 R� Rn � Rn j � " < t < t 0+ "; max(jx � x0j; jp� p0j) < " g � � :
We denote byB(x0; ") the Euclidean open ball ofRn of centerx0 and radius
": Let (U; � ) be an in�nitely smooth parametrization of an open neighborhood
of p0

jp0 j in Sn� 1; and k = 1 : : : n such that

U is an open subset ofBn� 1(0; 1); (3.6.77)

jpk
0j � n� 1=2jp0j; (3.6.78)

if � pk
0 > 0 then � (w) = � k;� (w) for all w 2 U; (3.6.79)

(t; x; r ~V ;E (x)� (w)) 2 � ; for (w; t; x) 2 U� ] � "; t 0 + "[� B (x0; "): (3.6.80)



138 CHAPITRE 3. PROBL �EMES INVERSES �A �ENERGIE FIX �EE

ConsiderQ 2 C1(] � "; t 0 + "[� B (x0; ") � U; 
) de�ned by

Q(t; x; w) =  1(t; x; r ~V ;E (x)� (w)); (t; x; w) 2] � "; t 0 + "[� B (x0; ") � U;
(3.6.81)

where = (  1;  2) is the ow of the di�erential system (3.5.1). Let w0 2 U be
such that � (w0) = p0

jp0 j : We shall prove that (@Q
@t(t0; x0; w0); @Q

@w1 (t0; x0; w0); : : : ;
@Q

@wn � 1 (t0; x0; w0)) is a basis ofRn :
Note that from (3.6.2), it follows that

Q(t; x; w) = x + tg(r ~V ;E (x)� (w)) +
Z t

0

�
g

�
r ~V ;E (x)� (w) (3.6.82)

+
Z �

0
F (Q(s; x; w);

@Q
@s

(s; x; w))ds
�

� g(r ~V ;E (x)� (w))
�

d�;

for w 2 U and (t; x ) 2] � "; t 0 + "[� B (x0; ") (where g; r ~V ;E and F are de�ned
by (3.5.6), (3.5.4) and (3.5.3)).

We shall prove (3.6.84).
Using (3.6.82) we obtain

@Q
@t

(t; x; w) = g(r ~V ;E (x)� (w)) +
�
g

�
r ~V ;E (x)� (w) (3.6.83)

+
Z t

0
F (Q(s; x; w);

@Q
@s

(s; x; w))ds
�

� g(r ~V ;E (x)� (w))
�

;

for w 2 U and (t; x ) 2] � "; t 0 + "[� B (x0; "): Combining (3.6.83), (3.6.26),
(3.5.8), (3.6.6) and estimatesj @Q

@t(t; x; w)j � c; t � 5� (
)
c , it follows that

�
�
�
�
@Q
@t

(t; x; w) � g(r ~V ;E (x)� (w))

�
�
�
� �

4n3=2c2� ( ~V ; ~B; 
)

E � ~V(x)
t; (3.6.84)

for w 2 U and (t; x ) 2 [0; t0 + "[� B (x0; "):
We shall prove (3.6.95). Leti = 1 : : : n � 1: Let X i 2 C(] � "; t 0 +

"[� B (x0; ") � U;Rn ) be de�ned by

X j
i (s; x; w) =

nX

l=1

�
@Fj
@x0l

(x0;
@Q
@s

(s; x; w)) jx0= Q(s;x;w )
@Ql
@wi

(s; x; w) (3.6.85)

+
@Fj
@y0l

(Q(s; x; w); y0) jy0= @Q
@s(s;x;w )

@�Ql

@wi
(s; x; w)

�
;

for j = 1 : : : n; (s; x; w) 2] � "; t 0 + "[� B (x0; ") � U; and where X i =
(X 1

i ; : : : ; X n
i ) and �Q 2 C1(] � "; t 0 + "[� B (x0; ") � U;R) is de�ned by

�Q(s; x; w) = g( 2(s; x; r ~V ;E (x)� (w))) =
@Q
@s

(s; x; w); (3.6.86)

for (s; x; w) 2] � "; t 0 + "[� B (x0; ") � U:
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From (3.6.5), and (3.5.3), it follows that

jX i (�; x; w )j � � ( ~V ; ~B; 
) n
�

2
p

n

�
�
�
�
@Q
@wi

(�; x; w )

�
�
�
� + c� 1

�
�
�
�
@�Q
@wi

(�; x; w )

�
�
�
�

�
;

(3.6.87)
for (�; x; w ) 2] � "; t 0 + "[� B (x0; ") � U:

We shall estimate �Q: Note that from (3.6.2), it follows that �Ql (s; x; w) =
gl (r ~V ;E (x)� (w) +

Rs
0 F (Q(�; x; w ); �Q(�; x; w ))d� ); for (s; x; w) 2] � "; t 0 +

"[� B (x0; ") � U and l = 1 : : : n: From this latter equality and (3.6.85), it
follows that

@�Ql

@wi
(s; x; w) = r gl

�
r ~V ;E (x)� (w) +

Z s

0
F (Q(�; x; w );

�Q(�; x; w ))d�
�

�
�

r ~V ;E (x)
@�
@wi

(w) +
Z s

0
X i (�; x; w )d�

�
;

for (s; x; w) 2] � "; t 0 + "[� B (x0; ") � U: Hence
�
�
�
�
@�Qj

@wi
(s; x; w) � r ~V ;E (x)r gj (r ~V ;E (x)� (w)) �

@�
@wi

(w)

�
�
�
� � (3.6.88)

r ~V ;E (x)

�
�
�
�

�
r gj

�
r ~V ;E (x)� (w) +

Z s

0
F (Q(�; x; w );

�Q(�; x; w ))d�
�

� r gj
�
r ~V ;E (x)� (w)

��
�

@�
@wi

(w)

�
�
�
�

+

�
�
�
�r gj

�
r ~V ;E (x)� (w) +

Z s

0
F (Q(�; x; w ); �Q(�; x; w ))d�

�

�
Z s

0
X i (�; x; w )d�

�
�
�
� ;

for j = 1 : : : n and (s; x; w) 2] � "; t 0 + "[� B (x0; ") � U: We estimate the second
term of the sum on the right-hand side of (3.6.88) by using (3.5.7), (3.6.6),
(3.6.26) and s � 5� (
)

c ; and (3.6.87). We estimate the �rst term of the sum
on the right-hand side of (3.6.88) by using (3.5.9) and (3.6.6), (3.6.26) and
s � 5� (
)

c ; and the estimate
Rs

0 F (Q(�; x; w ); �Q(�; x; w ))d� � 2n� ( ~V ; ~B; 
) s;
for (s; x; w) 2] � "; t 0 + "[� B (x0; ") � U: We obtain

�
�
�
�
�
�

@�Q
@wi

(s; x; w) �
r ~V ;E (x)

�
E � ~V (x)

c2

�
@�
@wi

(w)

�
�
�
�
�
�

� 2n
p

nc3� ( ~V ; ~B; 
)
�
12

p
n + 1

�

�
r ~V ;E (x)

�
E � ~V(x)

� 2 j
@�
@wi

(w)js +
2c2� ( ~V ; ~B; 
) n

p
n

E � ~V(x)

� Z s

0

�
�
�
�
@Q
@wi

(�; x; w )

�
�
�
� d�

� 2
p

n + c� 1
Z s

0

�
�
�
�
�
�

@�Q
@wi

(�; x; w ) �
r ~V ;E (x)

�
E � ~V (x)

c2

�
@�
@wi

(w)

�
�
�
�
�
�
d�

1

A ;
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for (s; x; w) 2 [0; t0 + "[� B (x0; ") � U (note that
�

E � ~V (x)
c2

� � 1
@�
@wi (w)

=
�
r gj (r ~V ;E (x)� (w)) � @�

@wi (w)
�

j =1 :::n
).

From Gronwall's lemma (formulated in Subsection 3.6.7) andt0+ " � 5� (
)
c ;

it follows that
�
�
�
�
�
�

@�Q
@wi

(s; x; w) �
r ~V ;E (x)

�
E � ~V (x)

c2

�
@�
@wi

(w)

�
�
�
�
�
�

�
2c2n3=2� ( ~V ; ~B; 
)

E � ~V(x)
e

10� (
) � ( ~V ; ~B; 
) n 3=2

E � ~V ( x ) (3.6.89)

�
�
c

�
12

p
n + 1

� r ~V ;E (x)

E � ~V(x)

�
�
�
�

@�
@wi

(w)

�
�
�
� s + 2

p
n

Z s

0

�
�
�
�
@Q
@wi

(�; x; w )

�
�
�
� d�

�
;

for (s; x; w) 2 [0; t0 + "[� B (x0; ") � U:
From (3.6.86), it follows that Q(s; x; w) = x +

Rs
0

�Q(�; x; w )d�; for (s; x; w)
2 [0; t0 + "[� B (x0; ") � U: Hence @Q

@wi (s; x; w) =
Rs

0
@�Q
@wi (�; x; w )d�; for (s; x; w)

2 [0; t0 + "[� B (x0; ") � U: This latter equality and (3.6.89) imply

�
�
�
�
�
�

@Q
@wi

(s; x; w) �
r ~V ;E (x)

�
E � ~V (x)

c2

�
@�
@wi

(w)s

�
�
�
�
�
�

�
2c2n3=2� ( ~V ; ~B; 
)

E � ~V(x)
(3.6.90)

e
10� (
) � ( ~V ; ~B; 
) n 3=2

E � ~V ( x )

�
c

�
12

p
n + 1

� r ~V ;E (x)

E � ~V(x)

�
�
�
�

@�
@wi

(w)

�
�
�
�

s2

2

+2
p

n
Z s

0

Z �

0

�
�
�
�
@Q
@wi

(�; x; w )

�
�
�
� d�d�

�
;

for (s; x; w) 2 [0; t0 + "[� B (x0; ") � U:
Note that

Z s

0

Z �

0

�
�
�
�
@Q
@wi

(�; x; w )

�
�
�
� d�d� � s

Z s

0

�
�
�
�
@Q
@wi

(�; x; w )

�
�
�
� d� (3.6.91)

�
5� (
)

c

Z s

0

�
�
�
�
�
�

@Q
@wi

(�; x; w ) � �
r ~V ;E (x)

�
E � ~V (x)

c2

�
@�
@wi

(w)

�
�
�
�
�
�
d�

+
5r ~V ;E (x)� (
)

c
�

E � ~V (x)
c2

�
�
�
�
�

@�
@wi

(w)

�
�
�
�

s2

2
;

for (s; x; w) 2 [0; t0 + "[� B (x0; ") � U (we used that t0 + " � 5� (
)
c ).

Let

C0
3(E; x; ~V ; ~B; 
) = 20 cn2� ( ~V ; ~B; 
) � (
) e

10� (
) � ( ~V ; ~B; 
) n 3=2

E � ~V ( x ) (3.6.92)
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C0
4(E; x; ~V ; ~B; 
) = 2 c2n3=2� ( ~V ; ~B; 
) e

10� (
) � ( ~V ; ~B; 
) n 3=2

E � ~V ( x ) (3.6.93)

�

2

4c
�
12

p
n + 1

� r ~V ;E (x)

E � ~V(x)
+

10r ~V ;E (x)
p

n� (
)

c
�

E � ~V (x)
c2

�

3

5 ;

C0
5(E; x; ~V ; ~B; 
) = C0

4(E; x; ~V ; ~B; 
) e
C 0

3( E;x; ~V ; ~B; 
)

E � ~V ( x ) ; (3.6.94)

for x 2 
.
From (3.6.90)-(3.6.94) and Gronwall's lemma (formulated in Subsection

3.6.7), it follows that
�
�
�
�
�
�

@Q
@wi

(s; x; w) �
r ~V ;E (x)

�
E � ~V (x)

c2

�
@�
@wi

(w)s

�
�
�
�
�
�

�
C0

5(E; x; ~V ; ~B; 
)

E � ~V(x)

�
�
�
�

@�
@wi

(w)

�
�
�
�

s2

2

(3.6.95)
for (s; x; w) 2 [0; t0 + "[� B (x0; ") � U:

Now we assume without loss of generality that the integerk in (3.6.78) is
n, and pn

0 > 0: We remind that w0 2 U is de�ned by � (w0) = p0
jp0 j : We shall

prove (3.6.101).
From (3.6.79), it follows that

@�
@wl

(w0) = el �
wl

0p
1 � j w0j2

en ; (3.6.96)

j
@�
@wl

(w0)j �
p

1 + n; (3.6.97)

for l = 1 : : : n � 1 and where (e1; : : : ; en ) is the canonical basis ofRn and
w0 = ( w1

0; : : : ; wn� 1
0 ) (for (3.6.97), we used the estimatepn

0
jp0 j � n� 1=2 which

implies that 1 � j w0j2 � 1
n and we usedjwl

0j � j w0j < 1; l = 1 : : : n � 1 and we
used (3.6.96)). In addition, using (3.6.96), we obtain

j
n� 1X

l=1

� l
@�
@wl

(w0)j � j (� 1; : : : ; � n� 1)j ; (3.6.98)

for all (� 1; : : : ; � n� 1) 2 Rn� 1:
Using the fact that � (w0) 2 Sn� 1 is orthogonal to @�

@wl (w0); l = 1 : : : n � 1;
and using (3.6.98), we obtain

j� 1� (w0) +
n� 1X

l=1

� l+1
@�
@wl

(w0)j =

vu
u
t � 2

1 + j
n� 1X

l=1

� l+1
@�
@wl

(w0)j2 � n� 1=2
nX

l=1

j� l j;

(3.6.99)
for all (� 1; : : : ; � n ) 2 Rn :
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Note that
�
�
�
�
�
� 1

@Q
@t

(t0; x0; w0) +
n� 1X

l=1

� l+1
@Q
@wl

(t0; x0; w0)

�
�
�
�
�

� (3.6.100)

�
�
�
�
�
� 1g(r ~V ;E (x0)� (w0)) +

n� 1X

l=1

� l+1
c2r ~V ;E (x0)t0

E � ~V(x0)

@�
@wl

(t0; x0; w0)

�
�
�
�
�

�j � 1j

�
�
�
�
@Q
@t

(t0; x0; w0) � g(r ~V ;E (x0)� (w0))

�
�
�
�

�
n� 1X

l=1

j� l+1 j

�
�
�
�
�
@Q
@wl

(t0; x0; w0) �
c2r ~V ;E (x0)t0

E � ~V(x0)

@�
@wl

(t0; x0; w0)

�
�
�
�
�
;

for (� 1; : : : ; � n ) 2 Rn :
We estimate the �rst term on the right-hand side of (3.6.100) by using

(3.6.99) (note that g(r ~V ;E (x0)� (w0)) =
c2 r ~V ;E (x0 )

E � ~V (x0 )
� (w0)). We estimate the se-

cond term and third term on the right-hand side of (3.6.100) by using (3.6.84)
and (3.6.95) and (3.6.97). Using also the estimatet0 � 5� (
)

c , we �nally obtain
�
�
�
�
�
� 1

@Q
@t

(t0; x0; w0) +
n� 1X

l=1

� l+1
@Q
@wl

(t0; x0; w0)

�
�
�
�
�

� j � 1j
cC6p

n
+ t0

n� 1X

l=1

j� l+1 j
c2r ~V ;E (x)C7

p
n(E � ~V(x))

;

(3.6.101)
for (� 1; : : : ; � n ) 2 Rn : This latter inequality and (3.6.26) andt0 > 0 imply that
the family

� @Q
@t(t0; x0; w0); @Q

@w1 (t0; x0; w0) ; : : : ; @Q
@wn � 1 (t0; x0; w0)

�
is free. Then

using inverse function theorem, it follows that' E is a localC1 di�eomorphism
at (t0; x0; p0):

Proposition 3.6.3 is proved. �

3.6.9 Proof of Proposition 3.6.4

Before proving Proposition 3.6.4, we shall �rst prove the following Lemma
3.6.1.

Lemma 3.6.1. Assume that

E � C1( ~V ; ~B; 
) ;
C8(E; ~V ; ~B; 
) > 0;

(3.6.102)

whereC1 and C8 are de�ned by (3.6.8) and (3.6.15).
Let x 2 
 and p 2 Sn� 1

x;E : Then

 2(t+ ;x;p ; x; p) � N ( 1(t+ ;x;p ; x; p)) > 0; (3.6.103)

wheret+ ;x;p is de�ned by (3.6.21)and  = (  1;  2) is the ow of the di�erential
system(3.5.1), and whereN (y) denotes the unit outward normal vector of@

at y 2 @
 (� denotes the usual scalar product onRn ).
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Proof of Lemma 3.6.1. Consider the functionm 2 C2(R; R) de�ned by

m(t) = � 
 ( 1(t; x; p)); t 2 R; (3.6.104)

where� 
 is a C2 de�ning function for 
 (see de�nition of C8, (3.6.15)). Deri-
vating twice (3.6.104) and using (3.5.1), we obtain

•m(t) = Hess� 
 ( 1(t; x; p))( g( 2(t; x; p)); g( 2(t; x; p))) (3.6.105)

+
�

1 +
j 2(t; x; p)j2

c2

� � 1=2

r � 
 ( 1(t; x; p)) � F ( 1(t; x; p);

g( 2(t; x; p))) �
 2(t; x; p) � F ( 1(t; x; p); g( 2(t; x; p)))

c2
�

1 + j 2 (t;x;p )j2

c2

� 3=2

�r � 
 ( 1(t; x; p)) �  2(t; x; p);

for t 2 R and whereg is the function de�ned by (3.5.6). The Taylor expansion
of m at t+ ;x;p is given by

m(t) = _m(t+ ;x;p )( t � t+ ;x;p ) +
1
2

•m(t+ ;x;p )( t � t+ ;x;p )2 + o((t � t+ ;x;p )2); t 2 R:

(3.6.106)
and we recall that

 1(t+ ;x;p ; x; p) 2 @
 ; (i.e. m(t+ ;x;p ) = 0) ; (3.6.107)

m(t) � 0; for t 2 [0; t+ ;x;p ]: (3.6.108)

Hence if _m(t+ ;x;p ) < 0 then (3.6.106) contradicts (3.6.108). If _m(t+ ;x;p ) = 0 ;
then  2(t+ ;x;p ; x; p) 2 T 1 (t+ ;x;p ;x;p)@
, and from (3.6.105), (3.6.107), (3.5.2), and
the estimates (3.6.6),jg( 2(t; x; p)) j < c; and de�nition (3.6.15), it follows that
•m(t+ ;x;p ) � c2C8(E; ~V ; ~B; D ) > 0 (we used (3.6.29)). Hence if _m(t+ ;x;p ) = 0 ;
then •m(t+ ;x;p ) > 0; and (3.6.106) contradicts (3.6.108).

We �nally prove that _m(t+ ;x;p ) > 0.
Lemma 3.6.1 is proved.

Now we are ready to prove Proposition 3.6.4.
Let x 2 
. As n � 2; the set 
 nf xg is connected and we shall prove that

the set

Ax = f y 2 
 nf xg j there existsp 2 Sn� 1
x;E and t > 0 such that (t; x; p) 2 �

and  1(t; x; p) = yg

is a closed and open nonempty subset of 
nf xg (where  = (  1;  2) is the
di�erential ow of (3.5.1)). Then we will have Ax = 
 nf xg; which will prove
Proposition 3.6.4.

Note that Ax is nonempty since forp 2 Sn� 1
x;E , (0; x; p) 2 � and @ 1

@t (t; x;
p) jt=0 = g(p) 6= 0: Hence there exists" > 0 such that ("; x; p) 2 � and
 1("; x; p) 6=  1(0; x; p) = x:
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Note also that Ax is an open subset of 
nf xg: Let y 2 Ax . Then there
exists p 2 Sn� 1

x;E and t > 0 such that (t; x; p) 2 � and  1(t; x; p) = y: From
(3.6.27) and Proposition 3.6.3, it follows, in particular, that there exists an
open neighborhoodU � 
 nf xg of y such that U � Ax :

It remains to prove that Ax is a closed subset of 
nf xg. Consider a se-
quence (yk) of points of 
 nf xg which converges to somey 2 
 nf xg ask ! + 1 :
For eachk, there existspk 2 Sn� 1

x;E and tk > 0 such that (tk ; x; pk) 2 � and

 1(tk ; x; pk) = yk : (3.6.109)

From Proposition 3.6.1, it follows that tk 2 [0; 5� (
)
c ] for all k. Using compact-

ness of [0; 5� (
)
c ] and compactness ofSn� 1

x;E , we can assume that (tk) converges

to somet 2 [0; 5� (
)
c ] and that (pk) converges to somep 2 Sn� 1

x;E : Using (3.6.109)
and continuity of  1, we obtain

y = lim
k! + 1

yk = lim
k! + 1

 1(tk ; x; pk) =  1(t; x; p): (3.6.110)

Note that t > 0 sincey 6= x: Let s 2 [0; t[: Then using that tk ! t ask ! + 1 ;
we obtain that there exists a rankNs such that s < t k for k � Ns: Hence
(s; x; pk) 2 � for k � Ns and, in particular,  1(s; x; pk) 2 
 for k � Ns: Hence
we obtain that

 1(s; x; p) = lim
k! + 1

 1(s; x; pk) 2 �
 ; for s 2 [0; t[: (3.6.111)

Using Lemma 3.6.1 with (3.6.110) (y 2 
) and (3.6.111), we obtain that
(t; x; p) 2 � \

�
]0; + 1 [�f xg � Sn� 1

x;E

�
and  1(t; x; p) = y: Hencey 2 Ax :

Proposition 3.6.4 is proved. �

3.7 Compl�ement

Dans cette Section, on compl�ete l'article [Jol07b] en rajoutant des preuves
de r�esultats non d�emontr�es dans [Jol07b].

3.7.1 Preuve des formules (3.3.9)-(3.3.10)

On ne va d�emontrer que (3.3.10), l'�egalit�e (3.3.9) se d�emontrant de la
même mani�ere. On omet les indicesV ; B de s(E; :; :) d�e�ni au d�ebut de la
Section 2, et de�k0(E; :; :) et �k(E; :; :) d�e�nis par (3.3.1) ; et S0E d�esignera
d�esormais l'action r�eduite d�e�nie par (3.3.6) et que l'on a not�e auparavant
S0V; A ;E .

De (3.5.1), on d�eduit que @ 1
@t = g( 2) 2 C1(R � Rn � Rn ) et que

@
@�i

@ 1
@t

(t; :; �k0(E; :; x)) j � =
@

@�i
g( 2)( t; :; �k0(E; :; x)) j � ; (3.7.1)

 1(t; �; �k0(E; �; x )) = � +
Z t

0
g( 2(s; �; �k0(E; �; x ))) ds; (3.7.2)
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pour tout t 2 R et tous x = ( x1; : : : ; xn ) 2 �D; � = ( � 1; : : : ; � n ) 2 �D; x 6= �; o�u
 = (  1;  2) d�esigne le ot de (3.5.1).

De (3.7.2), il vient

@
@�i

 1(t; :; �k0(E; :; x)) j � = ei +
Z t

0

@
@�i

g( 2)(s; :; �k0(E; :; x)) j � ds

pour tout t 2 R et �; x 2 �D; � 6= x; o�u ( e1; ::; en ) est la base canonique deRn :
Ainsi pour tous �; x 2 �D; � 6= x l'application, qui associe �a un r�eel t le vecteur
de Rn @

@�i
 1(t; :; �k0(E; :; x)) j � , est de classeC1 et

@
@t

(
@

@�i
 1(t; :; �k0(E; :; x)) j � ) =

@
@�i

g( 2)( t; :; �k0(E; :; x)) j �

=
@

@�i

@ 1
@t

(t; :; �k0(E; :; x)) j � ; t 2 R:(3.7.3)

En d�erivant  1(s(E; �; x ); �; �k0(E; �; x )) = x par rapport �a � i ; on obtient
que

0 =
�

@
@�i

 1(t; :; �k0(E; :; x)) j �

�

jt= s(E;�;x )

+
@t
@�i

(E; �; x )
@ 1
@t

(s(E; �; x ); �; �k0(E; �; x )) ;

(3.7.4)
pour tout �; x 2 �D; � 6= x:

Soient �; x 2 �D; � 6= x: De (3.3.6), on obtient
@S0E
@�i

(�; x ) = P(s(E; �; x ); �; �k0(E; �; x )) � @ 1
@t (s(E; �; x ); �; �k0(E; �; x ))

� @s
@�i

(E; �; x ) +
Rs(E;�;x )

0
@

@�i
P(t; :; �k0(E; :; x)) j � � @ 1

@t (t; �; �k0(E; �; x ))dt

+
Rs(E;�;x )

0 P(t; �; �k0(E; �; x )) � @
@�i

( @ 1
@t (t; :; �k0(E; :; x))) j � dt:

(3.7.5)
En utilisant (3.7.3) et en int�egrant par partie, on obtient :

Rs(E;�;x )
0 P(t; �; �k0(E; �; x )) � @

@�i
( @ 1

@t (t; :; �k0(E; :; x))) j � dt
= P(s(E; �; x ); �; �k0(E; �; x )) � ( @

@�i
 1(t; :; �k0(E; :; x)) j � ) jt= t (E;�;x )

� Pi (0; �; �k0(E; �; x ))
�

Rs(E;�;x )
0

@P
@t(t; �; �k0(E; �; x )) � ( @

@�i
 1(t; :; �k0(E; :; x)) j � )dt;

(3.7.6)

o�u P(0; �; �k0(E; �; x )) = ( P1(0; �; �k0(E; �; x )) ; : : : ; Pn (0; �; �k0(E; �; x ))) (on a
utilis�e l'�egalit�e  1(0; � 0; k0) = � 0; � 0 2 Rn et k0 2 Rn , pour obtenir

@
@�i

 1(0; :; �k0(E; :; x)) j � = ei ).
En utilisant (3.7.4)-(3.7.6), on a

@S0E

@�i
(�; x ) = � Pi (0; �; �k0(E; �; x )) (3.7.7)

+
Z s(E;�;x )

0

�
@

@�i
P(t; :; �k0(E; :; x)) j � �

@ 1
@t

(t; �; �k0(E; �; x ))

�
@P
@t

(t; �; �k0(E; �; x )) � (
@

@�i
 1(t; :; �k0(E; :; x)) j � )

�
dt:
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De (3.3.4), on a

@
@�i

P(t; :; �k0(E; :; x)) j � �
@ 1
@t

(t; �; �k0(E; �; x ))

�
@P
@t

(t; �; �k0(E; �; x )) � (
@

@�i
 1(t; :; �k0(E; :; x)) j � ) =

@
@�i

H (P(t; :; �k0(E; :; x)) ;  1(t; :; �k0(E; :; x))) j � ; (3.7.8)

pour tout t 2 [0; s(E; �; x )]; o�u H est l'Hamiltonien d�e�ni au d�ebut de la
sous-section 3.3.2. On remarque que

H (P(t; � 0; �k0(E; � 0; x)) ;  1(t; � 0; �k0(E; � 0; x))) = E; (3.7.9)

pour tout t 2 R; � 0 2 �D; � 0 6= x: De (3.7.7)-(3.7.9), on obtient

@S0E

@�i
(�; x ) = � Pi (0; �; �k0(E; �; x )) ; (3.7.10)

ce qui, avec (3.3.5), implique (3.3.10).

3.7.2 Preuve de la Proposition 3.3.2

Dans cette sous-section� D d�esigne une fonction d�e�nissante deD, i.e.
� D 2 C2(Rn ; R), D = � � 1

D (] � 1 ; 0[); @D= � � 1
D (f 0g); et pour tout x0 2 @D

r � D (x0) 6= 0 et la matrice Hessienne de� D au point x0, not�ee Hess� D (x0),
v�eri�e l'in�egalit�e Hess� D (x0)(v; v) > 0 pour tout v 2 Tx0@D; v 6= 0 (o�u
Tx0@D� Rn est l'espace vectoriel tangent �a@Dau point x0 2 @D).

Fixons x 2 D: Avant de d�emontrer la Proposition 3.3.2, on d�emontre le
Lemme 3.7.1 ci-dessous.

Pour v 2 Sn� 1 on note sx (v) le nombre r�eel strictement n�egatif d�e�ni par

sx (v) = supf s < 0 j  1(s; x; � rE (x)v) 2 @Dg: (3.7.11)

o�u  = (  1;  2) est le ot de (3.5.1), et o�u l'on note d�esormais par rE le r�eel
rV;E d�e�ni au tout d�ebut de la sous-section 3.3.1.

Lemme 3.7.1. L'application sx est de classeC1 sur Sn� 1. De plus on a :

� x (v) = r � D ( 1(sx (v); x; � rE (x)v)) �
@ 1
@t

(t; x; � rE (x)v) jt= sx (v) < 0; (3.7.12)

pour tout v 2 Sn� 1, o�u � d�esigne le produit scalaire usuel surRn .

Preuve du Lemme 3.7.1.L'estim�ee (3.7.12) vient de la Propri�et�e (3.2.1). La
continuit�e de sx vient alors de (3.7.12) et de la continuit�e de 1: En utilisant �a
nouveau (3.7.12) et �a l'aide du th�eor�eme des fonctions implicites, on obtient que
sx est de classeC1 sur Sn� 1 (on applique le th�eor�eme des fonctions implicites
�a la fonction m(s; v) = � D ( 1(s; x; � rE (x)v)); s 2 R; v 2 Sn� 1).
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D�emontrons la Proposition 3.3.2. On omet l'indiceV;B .
Par le Lemme 3.2.1, l'application� E estC1 sur @D� D: L'application � E;x

est un C1 di��eomorphisme de @Dsur Sn� 1 : l'application � E;x : Sn� 1 ! @D
d�e�nie par

� E;x (v) =  1(sx (v); x; � rE (x)v); v 2 Sn� 1; (3.7.13)

est de classeC1 sur Sn� 1 (car  1 2 C1(R � Rn � Rn ; Rn ) et on utilise aussi le
Lemme 3.7.1) et� E;x est l'inverse de� E;x :

Il reste �a d�emontrer que � E;x pr�eserve l'orientation (ce qui prouvera
que � E;x pr�eserve aussi l'orientation). Nous aurons besoin des fonctions �2
C1([0; 1] � Sn� 1; Rn ) et �� D 2 C1(]0; 1] � ( �Dnf xg); R) d�e�nies par :

�( "; v) =  1("sx (v); x; � rE (x)v); " 2 [0; 1]; v 2 Sn� 1 ; (3.7.14)

�� D ("; y) = � D ( 1(�
s(E; y; x)

"
; x; �k(E; y; x))) ; " 2 ]0; 1]; y 2 �Dnf xg: (3.7.15)

On remarque que de la d�e�nition desx et de (3.2.1), on a

�( "; v) 2 �Dnf xg; (3.7.16)

pour tous " 2]0; 1] et v 2 Sn� 1:
Soit v0 2 Sn� 1 et U un ouvert de Rn� 1 et � : U ! Sn� 1 une pa-

ram�etrisation lisse de Sn� 1 dans un voisinage ouvert dev0 et qui respecte
l'orientation de Sn� 1 (i.e. det(� (w); @�

@w1
(w); : : : ; @�

@wn � 1
(w)) > 0 pour tout

w 2 U). Il s'agit de d�emontrer

det
�

r y � D (y) jy= � E;x (� (w)) ;
@

@w1
� E;x (� (w)); : : : ;

@
@wn� 1

� E;x (� (w))
�

> 0;

(3.7.17)
pour w 2 U:

En utilisant (3.7.16), on d�e�nit l'application J 2 C(]0; 1] � U;R) par

J ("; w) = det
�

r y �� D ("; y) jy=�( ";� (w)) ;
@

@w1
�( "; � (w)); : : : ;

@
@wn� 1

�( "; � (w))
�

(3.7.18)
pour tout " 2]0; 1] et w = ( w1; : : : ; wn� 1) 2 U: On a l'�egalit�e suivante
d�emontr�ee ci-dessous :

J (1; w) = det
�

r y � D (y) jy= � E;x (� (w)) ;
@

@w1
� E;x (� (w)); : : : ;

@
@wn� 1

� E;x (� (w))
�

(3.7.19)
pour w = ( w1; : : : ; wn� 1) 2 U ; ainsi d�emontrer (3.7.17) revient �a d�emontrer
J (1; w) > 0, pour tout w = ( w1; : : : ; wn� 1) 2 U: Pour cela, en utilisant la
continuit�e de J , il su�t de montrer J ("; w) 6= 0 pour tous " 2]0; 1]; w 2 U, et
de montrer que pour toutw 2 U, J ("; w) > 0 pour " 2]0; 1] assez petit.
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D�emontrons tout d'abord (3.7.19). De la d�e�nition de s(E; y; x) et
k(E; y; x), on obtient

 1(� s(E; y; x); x; �k(E; y; x)) = y; (3.7.20)

pour tout y 2 �Dnf xg: En utilisant (3.7.20) et (3.7.15) on obtient �� D (1; y) =
� D (y); y 2 �Dnf xg: Ainsi, en utilisant (3.7.18) et en remarquant que �(1; v) =
� E;x (v) pour tout v 2 Sn� 1, on obtient (3.7.19).

D�emontrons que J ("; w) 6= 0 pour tous " 2]0; 1]; w 2 U; ce qui revient �a
d�emontrer que lesn vecteurs deRn

C1("; w) = r y �� D ("; y) jy=�( ";� (w)) (3.7.21)

Cj +1 ("; w) =
@

@wj
�( "; � (w)); j = 1 : : : n � 1; (3.7.22)

sont lin�eairement ind�ependants pour tous" 2]0; 1] et w 2 U (Cm ("; w), m =
1: : : n; sont les colonnes deJ ("; w)). Pour cela , on d�emontre tout d'abord que
les vecteursC2("; w); : : : ; Cn ("; w) sont lin�eairement ind�ependants pour tous
" 2]0; 1] et w 2 U ; puis on d�emontre que le vecteurC1("; w) est non nul et
orthogonal �a Cj +1 ("; w) pour tous j = 1 : : : n � 1; " 2 ]0; 1] et w 2 U.

Soit " 2 ]0; 1]: On remarque que

k(E; y; x) jy=�( ";� (w)) = � rE (x)� (w); w 2 U: (3.7.23)

En d�erivant (3.7.23) par rapport �a wi ; i = 1 : : : n � 1; on obtient
�

r y
�kj (E; y; x) jy=�( ";� (w)) �

@
@wi

�( "; � (w))
�

j =1 ::n

= � rE (x)
@�
@wi

(w); w 2 U;

(3.7.24)
o�u � d�esigne le produit scalaire usuel surRn . Soit w 2 U. Comme
( @�

@wi
(w)) i =1 :::n � 1 est une famille libre de vecteurs deRn , (3.7.24) prouve que

(Ci +1 ("; w)) i =1 :::n � 1 = ( @
@wi

�( "; � (w))) i =1 :::n � 1 est une famille libre de vecteurs
de Rn .

De (3.7.14) et (3.7.15) et de la d�e�nition desx et des propri�et�es de � D , on a
�� D ("; �( "; � (w))) = � D ( 1(sx (� (w)); x; � rE (x)� (w))) = 0 ; pour tous" 2]0; 1];
w 2 U. Ainsi en d�erivant cette �egalit�e par rapport �a wj ; j = 1 : : : n � 1 et par
rapport �a " , on obtient

0 =
@

@wj
�� D (�( "; � (w))) = C1("; w) � Cj +1 ("; w); (3.7.25)

0 =
@
@"

�� D ("; �( "; � (w))) ; (3.7.26)

pour tous w = ( w1; : : : ; wn� 1), " 2 ]0; 1]; j = 1 : : : n � 1. L'�egalit�e (3.7.25)
montre que C1 est orthogonal �a Cj +1 ; j = 1 : : : n � 1 ; donc, il nous reste �a
d�emontrer que C1("; w) 6= 0 pour tous " 2]0; 1] et tous w 2 U:



3.7. COMPL�EMENT 149

De (3.7.21), (3.7.15) et (3.7.26), on a

C1("; w) �
@
@"

�( "; � (w)) =
@
@"

�� D ("; �( "; � (w))) �
@
@"

�� D ("; y) jy=�( ";� (w))

= �
@
@"

�� D ("; y) jy=�( ";� (w)) ; (3.7.27)

pour tous " 2]0; 1]; w 2 U.
De (3.7.15), on d�eduit

@
@"

�� D ("; y) =
s(E; y; x)

"2
(3.7.28)

�r � D ( 1(�
s(E; y; x)

"
; x; �k(E; y; x))) �

@
@s

 1(s; x; �k(E; y; x))s= � s( E;y;x )
"

;

pour tous " 2]0; 1]; y 2 �Dnf xg: De (3.7.28) et (3.7.12), on a

@
@"

�� D ("; y) jy=�( ";� (w)) =
� sx (� (w))

"2
� x (� (w)) < 0; (3.7.29)

pour " 2]0; 1]; w 2 U, o�u � x est d�e�ni par (3.7.12). De (3.7.29) et (3.7.27), on
obtient que C1("; w) 6= 0, pour tous " 2]0; 1]; w 2 U:

Finalement on a montr�e que J ("; w) 6= 0 pour tous " 2]0; 1] et w 2 U.
Maintenant d�emontrons qu'�a w 2 U �x�e, J ("; w) > 0 pour " 2]0; 1] su�sam-
ment petit. Fixons w 2 U: On note r 0

E (x) le r�eel

r 0
E (x) =

rE (x)
q

1 + r E (x)2

c2

:

On a les �egalit�es suivantes que l'on d�emontre plus bas :

@
@wi

�( "; � (w)) = � "r 0
E (x)

��
@

@wi
sx (� (w))

�
� (w) + sx (� (w))

@�
@wi

(w)
�

+ o(");

(3.7.30)
pour tous i = 1 : : : n � 1 et " ! 0+ ;

@�� D

@yi
("; y) jy=�( ";� (w)) =

1
"

2

4�
� x (� (w))

r 0
E (x)

� i (w) (3.7.31)

+

q
1 + r E (x)2

c2

sx (� (w))
r � D ( 1(sx (� (w)); x; � rE (x)� (w)))

�

 
@ j1
@k

(sx (� (w)); x; k) jk= � r E (x)� (w) � (ei � � i (w)) � (w)

!

j =1 :::n

+ o(1)

3

5 ;
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pour tous i = 1 : : : n et " ! 0+ ; o�u ( e1; : : : ; en ) d�esigne la base canonique de
Rn :

De (3.7.18), (3.7.30) et (3.7.31), il vient

J ("; w) = "n� 2r 0
E (x)n� 1 (�( w) + o(1)) (3.7.32)

quand " ! 0+ ; o�u

�( w) = det (� 1(w); � 2(w); : : : ; � n (w)) (3.7.33)

et
� 1(w) = (� 1

1(w); : : : ; � n
1 (w));

� m
1 (w) = �

� x (� (w))
r 0

E (x)
� m (w) +

q
1 + r E (x)2

c2

sx (� (w))

�r � D ( 1(sx (� (w)); x; � rE (x)� (w))) �

 
@ j1
@k

(sx (� (w)); x; k) jk= � r E (x)� (w)

� (em � � m (w)) � (w)

!

j =1 :::n

; m = 1; ::; n;

� i +1 (w) = �
�

@
@wi

sx (� (w))
�

� (w) � sx (� (w))
@�
@wi

(w)

pour tout i = 1 : : : n � 1:
On note Gram(� )(w) la matrice de Gram de taillen � 1 et d'�el�ements

@�
@wi

(w)� @�
@wj

(w); i; j = 1 : : : n� 1: Comme ( @�
@w1

(w); : : : ; @�
@wn � 1

(w)) est une famille
libre de vecteurs deRn ; il vient que Gram(� )(w) est une matrice sym�etrique
d�e�nie positive. De l'inversibilit�e de Gram( � )(w), on obtient, en particulier,
qu'il existe (� 1; : : : ; � n� 1) 2 Rn� 1 tel que

2

6
4

@
@w1

s(� (w))
...

@
@wn � 1

s(� (w))

3

7
5 = Gram( � )(w)

2

6
4

� 1
...

� n� 1

3

7
5 : (3.7.34)

On remarque que� D ( 1(sx (� (w0)) ; x; � rE (x)� (w0))) = 0 pour tout w0 2
U: En d�erivant cette �egalit�e par rapport �a wi ; on obtient

0 = � x (� (w))
@

@wi
sx (� (w)) � rE (x)r � D ( 1(sx (� (w)); x; (3.7.35)

� rE (x)� (w))) �

 
@ j1
@k

(sx (� (w)); x; k) jk= � r E (x)� (w) �
@�
@wi

(w)

!

j =1 :::n

:
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De (3.7.33), (3.7.35) et en utilisant le fait que� (w) est orthogonal �a
@�

@wm
(w), m = 1 : : : n � 1, on obtient

det
�

� (w);
@�
@w1

(w); : : : ;
@�

@wn� 1
(w)

�
�( w) = det( M (w)); (3.7.36)

o�u

M (w) =

 
� � x (w)

r 0
E (x)

t r wsx (� (w))
� x (w)

r 0
E (x)sx (� (w)) r wsx (� (w)) � sx (� (w))Gram(� (w))

!

et r wsx (� (w)) (resp. t r wsx (� (w))) est le vecteur colonne (resp. vecteur ligne)
de coordonn�ees @

@wi
sx (� (w)); i = 1 : : : n � 1: En utilisant (3.7.36) et (3.7.34)

(M 1  M 1 +
P n

j =2 � j � 1M j
� x (w)

r 0
E (x)sx (� (w)) 2 o�u M j d�esigne la j e colonne deM ),

on obtient l'�egalit�e

det
�

� (w);
@�
@w1

(w); : : : ;
@�

@wn� 1
(w)

�
�( w) = (3.7.37)

(� � x (w))( � sx (w))n� 1jGram(� )(w)j
r 0

E (x)

 

1 +
1

sx (� (w))2

n� 1X

j =1

� j
@

@wj
sx (� (w))

!

De plus, en utilisant (3.7.34), on obtient

n� 1X

j =1

� j
@

@wj
sx (� (w)) =

�
�
�
�
�

n� 1X

j =1

� j
@�
@wj

(w)

�
�
�
�
�

2

: (3.7.38)

En utilisant (3.7.37), (3.7.38), l'in�egalit�e jGram(� )(w)j > 0 et le fait que la
param�etrisation ( U; � ) respecte l'orientation deSn� 1, on obtient �nalement
�( w) > 0 et on d�eduit alors de (3.7.32) l'in�egalit�e J ("; w) > 0 pour " 2]0; 1]
assez petit.

D�emontrons les d�eveloppements limit�es (3.7.30) et (3.7.31), ce qui
ach�evera la preuve de la Proposition 3.3.2.

De (3.7.14), on obtient

@
@"

�( "; � (w)) j" =0 = sx (� (w))
@ 1
@s

(s; x; � rE (x)� (w)) js=0 = � r 0
E (x)sx (� (w)) � (w):

(3.7.39)
En utilisant (3.7.39) et le fait que � 2 C1([0; 1] � Sn� 1); Rn , on a

@
@"

�( "; � (w)) = � r 0
E (x)sx (� (w)) � (w) + o(1); " ! 0+ ; (3.7.40)

�( "; � (w)) = x � "r 0
E (x)sx (� (w)) � (w) + o("); " ! 0+ : (3.7.41)

De (3.3.9) et (3.3.13), il vient
�
�
�
�
@�k
@yi

(E; y; x) jy=�( ";� (w))

�
�
�
� � M 0

2
1

j�( "; � (w)) � xj
;
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pour " 2]0; 1]; i = 1 : : : n, M 0
2 =

p
nM 2 o�u M 2 est la constante apparaissant

dans (3.3.13). Ainsi en utilisant aussi (3.7.41), on obtient

@�k
@yi

(E; y; x) jy=�( ";� (w)) = O(
1
"

); " ! 0+ ; (3.7.42)

pour tout i = 1 : : : n:
De (3.5.1), il vient

 j
1(t; x; k ) = x + gj (k)t +

Z t

0
[gj (k +

Z �

0
F ( 1(�; x; k ); (3.7.43)

g( 2(�; x; k ))) d� ) � gj (k)]d�

pour tout t 2 R et k 2 Rn ; j = 1 : : : n: Ainsi en d�erivant (3.7.43) par rapport
�a kl et en utilisant l'accroissement der g, on obtient

@ j1
@kl

("sx (� (w)); x; k) jk= � r E (x)� (w) = "sx (� (w)) @gj
@kl

(k) jk= � r E (x)� (w) + o(")

=
�

1 + r E (x)2

c2

� � 1=2 �
� l

j � r 0
E (x)2

c2 � j (w)� l (w)
�

"sx (� (w)) + o(");

(3.7.44)
pour tous j; l = 1 : : : n; quand " ! 0+ ; o�u � l

j = 0 si j 6= l et � l
j = 1 si j = l (� l

j
d�esigne le symbole de Kronecker).

En utilisant (3.7.44) et l'�egalit�e � (w) � @�
@wi

(w) = 0 ( j� (w0)j = 1 pour tout
w0 2 U), on obtient

 
@ j1
@k

("sx (� (w)); x; k) jk= � r E (x)� (w) �
@�
@wi

(w)

!

j =1 :::n

= "sx (� (w))
�

1 +
rE (x)2

c2

� � 1=2 @�
@wi

(w) + o("); (3.7.45)

pour tout i = 1 : : : n; " ! 0+ :
En utilisant (3.7.44), (3.7.42) et le fait que @�k

@yi
(E; y; x)y=�( ";� (w)) est or-

thogonal �a � rE (x)� (w) = �k(E; y; x)y=�( ";� (w)) (j �k(E; y; x)j = rE (x) qui est
ind�ependent de y 2 �D; y 6= x), on obtient

�
@ j1
@k("sx (� (w)); x; k) jk= � r E (x)� (w) � @�k

@yi
(E; y; x)y=�( ";� (w))

�

j =1 :::n

=
�

1 + r E (x)2

c2

� � 1=2
sx (� (w))" @�k

@yi
(E; y; x)y=�( ";� (w)) + o(1); " ! 0+ ;

(3.7.46)
pour tout i = 1 : : : n:

En d�erivant (3.7.20) par rapport �a yi , on obtient que

�
@

@yi
s(E; y; x)

@ 1
@s

(s; x; �k(E; y; x)) js= � s(E;y;x )

+

 
@ j1
@k

(y; x; k) jk= �k(E;y;x ) �
@�k
@yi

(E; y; x)

!

j =1 :::n

= ei ; (3.7.47)
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pour tous i = 1 : : : n et y 2 �D; y 6= x:
Ainsi en utilisant aussi (3.7.46) et (3.7.40), on obtient

� @
@yi

s(E; y; x) jy=�( ";� (w)) (� r 0
E (x)� (w) + o(1))

+ "sx (� (w))
�

1 + r E (x)2

c2

� � 1=2
@�k
@yi

(E; y; x)y=�( ";� (w)) + o(1) = ei ;
(3.7.48)

pour tous i = 1 : : : n et " ! 0+ :
En prenant le produit scalaire du côt�e gauche de (3.7.48) avec� (w) et

en utilisant le fait que @�k
@yi

(E; y; x)y=�( ";� (w)) est orthogonal �a � rE (x)� (w), on
obtient

�
@

@yi
s(E; y; x) jy=�( ";� (w)) (� r 0

E (x) + o(1)) + o(1) = � i (w);

pour tous i = 1 : : : n et " ! 0+ o�u � (w) = ( � 1(w); : : : ; � n (w)). D'o�u l'on a

@
@yi

s(E; y; x) jy=�( ";� (w)) =
� i (w)
r 0

E (x)
+ o(1); (3.7.49)

pour tous i = 1 : : : n et " ! 0+ :
En utilisant (3.7.48) et (3.7.49), on a

"
@�k
@yi

(E; y; x)y=�( ";� (w)) =

q
1 + r E (x)2

c2

sx (� (w))
(ei � � i (w)� (w)) + o(1) (3.7.50)

pour tous i = 1 : : : n et " ! 0+ :
De (3.7.14), il vient

@
@wi

�( "; � (w)) = " @
@wi

(sx (� (w))) @ 1
@s(s; x; � rE (x)� (w)) js= "s x (� (w))

� rE (x)
�

@ j1
@k("sx (� (w)); x; k) jk= � r E (x)� (w) � @�

@wi
(w)

�

j =1 ::n
;

(3.7.51)

pour tous " 2 [0; 1] et i = 1 : : : n � 1. Le d�eveloppement limit�e (3.7.30) se
d�eduit de l'�egalit�e (3.7.51) et de (3.7.40), (3.7.45).

De (3.7.15), il vient

@�� D

@yi
("; y) jy=�( ";� (w)) = r � D ( 1(sx (� (w)); x; � rE (x)� (w))) (3.7.52)

�
�
�

1
"

@s
@yi

(E; y; x) jy=�( ";� (w))
@ 1
@s

(s; x; � rE (x)� (w)) js= sx (� (w))

+

 
@ j1
@k

(sx (� (w)); x; k) jk= � r E (x)� (w) �
@�k
@yi

(E; y; x) jy=�( ";� (w))

!

j =1 ::n

3

5 ;

pour tous " 2]0; 1] et i = 1::n. Le d�eveloppement limit�e (3.7.31) se d�eduit de
l'�egalit�e (3.7.52) et de (3.7.50), (3.7.49), (3.7.12).
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Annexe A

Compl�ements

A.1 Preuve du Lemme 1.2.1

De (1.2.8), on obtient

gi (x) =
x ip

1 + jxj2=c2

@
@xj

gi (x) = �
x i x j

c2(1 + jxj2=c2)
3
2

; (A.1.1)

@
@xi

gi (x) =
1

c2(1 + jxj2=c2)
1
2

�
x2

i

c2(1 + jxj2=c2)
3
2

; (A.1.2)

pour tous x = ( x1; : : : ; xn ) 2 Rn ; i; j = 1 : : : n; j 6= i:
De (A.1.1) et (A.1.2),

nX

j =1

j
@

@xj
gi (x)j2 =

1 + 2jxj2=c2 + jxj4=c4 � 2x2
i =c2 � j xj2x2

i =c4

(1 + jxj2=c2)3
;

�
1

1 + jx j2

c2

;

pour tout x = ( x1; : : : ; xn ) 2 Rn et tout i = 1 : : : n; ce qui implique (1.2.10) et
(1.2.11).

Soit i; j; l 2 N; 1 � i � n; 1 � j � n, 1 � l � n; l 6= i et j 6= i . On a

jr gi (x) � r gi (y)j � sup
"2 [0;1]

(
nX

m=1

j
@

@xm
r gi ((1 � " )x + "y)j2)

1
2 jx � yj

= sup
"2 [0;1]

(
nX

m;k =1

j
@2

@xm@xk
gi ((1 � " )x + "y)j2)

1
2 jx � yj; (A.1.3)

155
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pour tout x; y 2 Rn ; et de (A.1.1)-(A.1.2) on a aussi

@2

@xi 2
gi (x) = 3

x i

c2

"
x2

i =c2 � (1 + jxj2=c2)

(1 + jxj2=c2)
5
2

#

; (A.1.4)

@2

@xj @xi
gj (x) =

x j

c2

"
3x2

i =c2 � (1 + jxj2=c2)

(1 + jxj2=c2)
5
2

#

; (A.1.5)

@2

@xj @xl
gj (x) = 3

x i x j x l

c4

1

(1 + jxj2=c2)
5
2

; (A.1.6)

@2

@xj 2
gj (x) =

x i

c2

3x2
j =c2 � (1 + jxj2=c2)

(1 + jxj2=c2)
5
2

; (A.1.7)

for x = ( x1; : : : ; xn ) 2 Rn .
En utilisant (A.1.4)-(A.1.7) on obtient

nX

l=1

j
@2

@xi @xl
gi (x)j2 =

� 12x4
i =c2 � 3x4

i jxj2=c4 + 8x2
i (1 + jxj2=c2)2

c4(1 + jxj2=c2)5

+
jxj2(1 + jxj2=c2)2 � 6jxj2x2

i (1 + jxj2=c2)=c2

c4(1 + jxj2=c2)5

�
9
c2

1

(1 + jx j2

c2 )2
; (A.1.8)

nX

l=1

j
@2

@xj @xl
gi (x)j2 =

� 12
x2

i x2
j

c2 � 3
x2

i x2
j jx j2

c4 + ( x2
i + x2

j )(1 + jx j2

c2 )2

c4(1 + jx j2

c2 )5

�
1

c2(1 + jxj2=c2)2
; (A.1.9)

pour x 2 Rn et tout i; j 2 N; 1 � i � n; 1 � j � n; et j 6= i: Les in�egalit�es
(A.1.3) et (A.1.8)-(A.1.9) prouvent (1.2.12). �

A.2 Application contractante dans un espace
de Banach

Dans ce paragraphe, on rappelle des r�esultats standards concernant les
points �xes d'applications contractantes dans un espace de Banach.

Lemme A.2.1. Soit (X; e) un espace m�etrique complet. Soitf : (X; e) !
(X; e) une application strictement contractante de(X; e) dans lui-même, i.e.
il existe un r�eel K tel que0 � K < 1 et

e(f (x); f (y)) � Ke(x; y); pour tous x; y 2 X: (A.2.1)

Alors il existe un et un seuly 2 X tel quef (y) = y:
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D�emonstration. On commence par d�emontrer l'unicit�e du point �xe. Soient x
et y deux points deX tels quef (x) = x et f (y) = y: Alors

e(x; y) = e(f (x); f (y)) �
(A.2.1)

Ke(x; y):

CommeK < 1; on en d�eduit que e(x; y) = 0 ; i.e. x = y.
On d�emontre maintenant l'existence du point �xe. Soit x un point quel-

conque deX . On d�e�nit la suite ( xn ) de points deX par

x0 = x;
xn+1 = f (xn ); pour tout n 2 N:

(A.2.2)

Soient p; n 2 N; n < p: En utilisant (A.2.1) et (A.2.2), on a

e(xn ; xp) �
p� 1X

i = n

e(x i ; x i +1 ) �

 
p� 1X

i = n

K i

!

e(x0; x1)

�

 
1X

i = n

K i

!

e(x0; x1) = K n 1
1 � K

e(x0; x1) �!
(n;p)! + 1

0:

Finalement, la suite (xn ) est une suite de Cauchy deX ; or (X; e) �etant complet,
on en d�eduit que (xn ) est convergente. Soity sa limite. Par passage �a la limite
dans (A.2.2) (f est continue par (A.2.1)), on obtientf (y) = y:

Si (E; k:kE) et (F ; k:kF ) sont deux espaces de Banach, on noteraL (E; F )
l'espace vectoriel des applications lin�eaires continues deE dansF , et on notera
k:kL (E;F ) la norme surL (E; F ) d�e�nie par

kLkL (E;F ) = sup
v2E ;kvkE =1

kL(v)kF :

Si E = F et k:kE = k:kF ; alors L (E) := L (E; F ) et k:kL (E) := k:kL (E;F ) :

Lemme A.2.2. Soit (E; k:kE) un espace de Banach. SoitBE(0; 1) := f x 2
E j kxkE < 1g: Soit f : BE(0; 1) ! BE(0; 1). Supposons qu'il existe deux r�eels
positifs K; K 0 tels queK < 1; K 0 < 1 et

jf (x)j � K 0; (A.2.3)

jf (x) � f (x0)j � K jx � x0j; (A.2.4)

pour tout x; x0 2 BE(0; 1): Alors il existe un et un seuly 2 BE(0; 1) tel que
f (y) = y:

Preuve du Lemme A.2.2.On consid�ere l'application h : �BE(0; K 0) !
�BE(0; K 0); x 7! f (x), o�u �BE(0; K 0) est la boule ferm�ee de (E; k:kE) dont le
centre est 0 et le rayon estK 0 (i.e. �BE(0; K 0) = f x 2 E j kxkE � K 0g). De
(A.2.3) et (A.2.4), on d�eduit que h est K -contractante sur �BE(0; K 0). Ainsi
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(lemme A.2.1) h admet un unique point �xe (not�e x0) dans �BE(0; K 0). Par
d�e�nition de h, x0 est aussi point �xe def , et si y 2 BE(0; 1) est un point �xe
de f , alors en utilisant (A.2.3) on ay 2 �BE(0; K 0) et g(y) = f (y) = y, ce qui
par d�e�nition de x0 implique y = x0.

Lemme A.2.3. Soit 
 (resp. 
 0) un ouvert d'un espace de Banach(E; k:kE)
(resp. (E0; k:kE0)). Soit C : 
 � 
 0 ! 
 0 une application de classeC1 sur 
 � 
 0.
On suppose qu'il existe une constante r�eelle positiveK telle queK < 1 et

kC(x; y1) � C (x; y2)kE0 � K ky1 � y2kE0; (A.2.5)

pour tous x 2 
 et y1; y2 2 
 0. Si

pour tout x 2 
 ; il existe un et un seulf (x) 2 
 0 v�eri�ant C(x; f ) = f;
(A.2.6)

alors l'application f : 
 ! 
 0; x 7! f (x); est de classeC1 sur 
 et

k
@f
@x

(x)kL (E;E0) �
k@C

@x(x; y)kL (E;E0) jy= f (x)

1 � K
(A.2.7)

pour tout x 2 
 , o�u l'on note @f
@x(x) la di��erentielle de f au point x et @C

@x(x; y)
est la di��erentielle partielle de f au point (x; y) par rapport �a y.

Preuve du Lemme A.2.3.Soit x 2 
 et soit y 2 
 0: On note @C
@y(x; y) la

di��erentielle partielle de C en (x; y) par rapport au point y 2 
 0 ( @C
@y(x; y) 2

L (E0)). De (A.2.5), on obtient k@C
@y(x; y)kL (E0) � K < 1. Comme (L (E0); k:kL (E0))

est un espace de Banach, on a :

I E0 �
@C
@y

(x; y) est inversible dansL (E0) (A.2.8)

(I E0 est l'application identit�e de E0).
On consid�ere l'application de classeC1 J : 
 � 
 0 ! E 0; (x; y) 7! y �

C(x; y). On a @J
@y(x; y) = I E0 � @C

@y(x; y) o�u l'on note @J
@y(x; y) la di��erentielle

partielle de J au point (x; y) par rapport �a y 2 
 0. Finalement par (A.2.6),
(A.2.8) et par le th�eor�eme des fonctions implicites, la fonctionf est de classe
C1 sur un voisinage ouvert dex dans 
 (pour tout z 2 
, J (z; f (z)) = 0) et
on a

@f
@x

(x) = � (I E0 �
@C
@y

(x; y) jy= f (x))� 1 @C
@x

(x; y) jy= f (x) ;

d'o�u, avec l'in�egalit�e k@C
@y(x; y)kL (E0) � K < 1; on obtient (A.2.7).
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A.3 La transform�ee de rayons X

Dans cette section on rappelle la d�e�nition de la transform�ee de rayons X
pour des fonctions assez r�eguli�eres et assez d�ecroissantes �a l'in�ni (conditions
(A.3.1)). Puis on rappelle quelques propri�et�es de la transform�ee de rayons
X et on donne une formule d'inversion de la transform�ee de rayons X (voir
(A.3.10)-(A.3.12)) qui apparâ�t dans [FN91] et qui di��ere des formules d'in-
version apparaissant, par exemple, dans [Rad17, Nat86].

Consid�erons

TSn� 1 = f (�; x ) j � 2 Sn� 1; x 2 Rn ; � � x = 0g;

o�u Sn� 1 est la sph�ere unit�e de Rn : On interpr�ete TSn� 1 comme l'ensemble
des droites orient�ees deRn : on pense (�; x ) 2 TSn� 1 comme la droite deRn

orient�ee par � et passant parx.
La transform�ee de rayons X,P, est l'application qui, �a toute fonction f

v�eri�ant

f 2 C(Rn ; Rm ); jf (x)j = O(jxj � � ); quand jxj ! + 1 ; pour un r�eel � > 1;
(A.3.1)

associe la fonctionP f 2 C(TSn� 1; Rm ) d�e�nie par

P f (�; x ) =
Z + 1

�1
f (t� + x)dt; (�; x ) 2 TSn� 1: (A.3.2)

Les propri�et�es de la transform�ee de rayons X et notamment le probl�eme
de reconstruction d'une fonction �a partir de sa transform�ee de rayons X ont �et�e
largement �etudi�es. Pour des r�ef�erences beaucoup plus compl�etes sur cesujet
que cette courte section, nous renvoyons �a [Rad17, GGG80, Nat86, FN91]. Il
est possible de d�e�nir la transform�ee de rayons X pour des fonctions moins
r�eguli�eres que (A.3.1), mais ici, quand on consid�ereraP f , on supposera
toujours quef v�eri�e (A.3.1).

La propri�et�e la plus simple de P est

P f (�; x ) = P f (� �; x ); (�; x ) 2 TSn� 1:

Le Lemme A.3.1 ci-dessous donne d'autres propri�et�es deP.

Lemme A.3.1. Soit m 2 N et soient

f 2 Cm (Rn ; R); (A.3.3)

jf (x)j � e(f )(1 + jxj)� � (0) ; (A.3.4)

@j
x f (x) = O(jxj � � ( j j j)) quandjxj ! 1 pour jj j � m; (A.3.5)

� (s) > 1 + s; s = 0; : : : ; m: (A.3.6)
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Alors
P f 2 Cm (TSn� 1; R) (A.3.7)

et, en particulier,

jP f (�; x )j �
2
p

2e(f )

(� (0) � 1)(1 + jxj=
p

2)� (0) � 1
(A.3.8)

pour (�; x ) 2 TSn� 1,

@j
yPf (�; A � y) = O(jyj1� � (jj j)) quand jyj ! 1 (A.3.9)

pour jj j � m, pour � 2 Sn� 1; y 2 Rn� 1, o�u A � est une isom�etrie lin�eaire de
Rn� 1 sur X � = f x 2 Rn j � � x = 0g (en tant que sous-espace deRn ).

Pour reconstruiref �a partir de P f , pour n = 2, on a les formules suivantes
(voir [Nov99, FN91])

f (x) = �
@

@x1
I 2(x) +

@
@x2

I 1(x); (A.3.10)

I j (x) =
�

1
2�

� 2 Z

S1
� j

�
p:v:

Z + 1

�1

r (�; q )
x� ? � q

dq
�

d�; j = 1; 2; (A.3.11)

r (�; q ) = P f (�; q� ? ); (A.3.12)

o�u � = ( � 1; � 2); � ? = ( � � 2; � 1), et d� d�esigne la mesure euclidienne canonique
sur S1.

De plus,

I 1(x) = Im
�

1
2�

R R
R2

f (y)
y1+ iy 2 � (x1+ ix 2 ) dy1dy2

�
;

I 2(x) = Re
�

1
2�

R R
R2

f (y)
y1+ iy 2 � (x1+ ix 2 ) dy1dy2

�
:

(A.3.13)

En utilisant le Lemme A.3.1 et quelques propri�et�es de la transform�ee de Hilbert
H ,

Hr (s) =
1
�

p:v:
Z + 1

�1

r (q)
s � q

dq;

on montre que :
1) sous les conditions (A.3.3)-(A.3.6) avecm = 0, n = 2, P f d�etermine

I j (x) par les formules (A.3.11), (A.3.12) comme fonction deLp
loc(R

2) pour tout
p � 2 ;

2) sous les conditions (A.3.3)-(A.3.6) avecm = 1, n = 2, P f d�etermine
I j (x) par les formules (A.3.11), (A.3.12) comme fonction deC(R2).

Pour reconstruire f �a partir de P f en dimensionn � 3, on se ram�ene
�a la dimension 2. Explicitons. Pour reconstruiref en un point x0 2 Rn on



A.4. COMPL �EMENTS DE LA PROPOSITION 2.1.2 161

consid�ere dansRn un plan Y contenant x0. On consid�ere dansTSn� 1 le sous-
ensembleTS1(Y), ensemble de tous les rayons reposant surY. On restreint
P f �a TS1(Y) et on reconstruit f (x0) �a partir de ces donn�ees en utilisant les
m�ethodes de reconstruction def �a partir de P f pour n = 2.

A.4 Compl�ements de la Proposition 2.1.2

Dans cette section on compl�ete les items (i) et (ii) de la Proposition 2.1.2
�enonc�ee dans la section 2.1 (ce faisant on compl�ete aussi les Propositions2.4.2
et 2.4.4). Dans la sous-section A.4.1, on introduit deux applications lin�eaires
� 0 et � 1. Dans la sous-section A.4.2, on �etudie le noyau de �0 (Proposition
A.4.1). De la Proposition A.4.1 on d�eduit que le vecteurw2(V; B; �; x ) donn�e
pour tout ( �; x ) 2 TSn� 1; d�etermine de mani�ere uniqueV modulo les potentiels
radiaux quandn � 2, ce qui compl�ete l'item (i) de la Proposition 2.1.2 (o�uw2

est d�e�ni par (2.1.13)). Dans la sous-section A.4.3, on �etudie le noyau de �1
(Proposition A.4.2). De la Proposition A.4.2 on d�eduit, en particulier, que le
vecteur w2(V; B; �; x ) donn�e pour tout ( �; x ) 2 TSn� 1; d�etermine de mani�ere
unique B modulo les champs radiaux quandn = 2, ce qui compl�ete l'item (ii)
de la Proposition 2.1.2.

Comme nous l'avons d�ej�a mentionn�e dans la section 2.1, ou encore dans
la section 2.4, nous devons �a F. Nicoleau l'id�ee de la preuve de la Proposition
A.4.1, ainsi que la d�etermination modulo un champ magn�etique radial deB �a
partir de w2(V; B; �; x ) donn�e pour tout ( �; x ) 2 TSn� 1; quandn = 2 (premi�ere
partie de l'�enonc�e de la Proposition A.4.2).

A.4.1 Deux applications lin�eaires � 0, � 1

Pour k 2 N et pour une fonction f 2 Ck(Rn ; R); on d�esigne parNk(f )
l'�el�ement de [0 ; + 1 ] d�e�ni par

Nk(f ) := sup
x 2 Rn

j 2 Nn ; j j j� k

(1 + jxj)� + jj j j@j
x f (x)j: (A.4.1)

D�esignons parC1
sh(Rn ; An (R)) l'ensemble

C1
sh(Rn ; An (R)) := f B 0 = ( B 0

i;k ) 2 C1(Rn ; An (R)) j sup
i;k =1 :::n

N1(B 0
i;k ) < 1g :

(A.4.2)
D�esignons parC2

sh(Rn ; R) l'ensemble

C2
sh(Rn ; R) := f V 0 2 C1(Rn ; R) j N2(V 0) < 1g : (A.4.3)

De plus on noteC2
rad (Rn ; R) l'ensemble des fonctions de classeC2 de Rn

dansR qui sont radiales, i.e.

C2
rad (Rn ; R) := f ~V 2 C2(Rn ; R) j 9m 2 C([0; + 1 [; R)8x 2 Rn ~V(x) = m(jxj)g ;

(A.4.4)



162 ANNEXE A. COMPL �EMENTS

et on note C1
rad (Rn ; An (R)) l'ensemble des fonctions de classeC1 de Rn dans

An (R) qui sont radiales, i.e.

C1
rad (Rn ; An (R)) := f B 0 2 C1(Rn ; An (R)) j 9m 2 C([0; + 1 [; An (R))

8x 2 RnB 0(x) = m(jxj)g: (A.4.5)

On consid�ere l'application � 0 : C2
sh(Rn ; R) ! C(TSn� 1; Rn ) d�e�nie par

� 0(V)( �; x ) = � PV(�; x )� +
Z 0

�1

Z �

�1
r V(x + �� )d�d�

�
Z + 1

0

Z + 1

�
r V(x + �� )d�d�; (A.4.6)

pour tous V 2 C2
sh(Rn ; R) et (�; x ) 2 TSn� 1:

On consid�ere l' application lin�eaire � 1 : C1
sh(Rn ; An (R)) ! C(TSn� 1; Rn )

d�e�nie par

� 1(B )( �; x ) =
Z 0

�1

Z �

�1
B(x + �� )�d�d� �

Z + 1

0

Z + 1

�
B(x + �� )�d�d�; (A.4.7)

pour tous B 2 C1
sh(Rn ; An (R)) et ( �; x ) 2 TSn� 1:

Lemme A.4.1. Les applications� 0 et � 1 v�eri�ent :

� 0(V)( �; x ) = � PV(�; x )� �
Z + 1

�1
� r V(x + � � )d�; (A.4.8)

� 1(B )( �; x ) = �
Z + 1

�1
�B (x + � � )�d�; (A.4.9)

pour tous V 2 C2
sh(Rn ; R); B 2 C1

sh(Rn ; An (R)) et (�; x ) 2 TSn� 1:

Preuve du Lemme A.4.1.L'�egalit�e (A.4.8) s'obtient de (A.4.6) par une int�e-
gration par parties. L'�egalit�e (A.4.9) s'obtient de (A.4.7) par une int�egration
par parties.

A.4.2 Le noyau de � 0

On a la Proposition suivante.

Proposition A.4.1. Pour tout n 2 N; n � 2; l'application � 0 v�eri�e : ker � 0 =
C2

sh(Rn ; R) \ C2
rad (Rn ; R).

Preuve de la Proposition A.4.1.Pour n 2 N; n � 2; de (A.4.8), on obtient

C2
sh(Rn ; R) \ C2

rad (Rn ; R) � ker� 0:

(voir Proposition 2.4.2).
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Il nous reste �a d�emontrer que pourn 2 N; n � 2;

ker� 0 � C2
sh(Rn ; R) \ C2

rad (Rn ; R): (A.4.10)

L'id�ee et la preuve de l'inclusion (A.4.10) est dûe �a F. Nicoleau.
Commen�cons par d�emontrer l'inclusion dans le casn = 2: Soit V 2 ker� 0.

On d�esigne parVang la fonction deC1
sh(Rn ; R) d�e�nie par

Vang(x) = x2@x1 V(x) � x1@x2 V(x); (A.4.11)

pour tout x = ( x1; x2) 2 R2: Montrons queVang � 0; ce qui, par passage aux co-
ordonn�ees polaires, prouvera queV 2 C2

rad (Rn ; R): CommeVang 2 C1
sh(Rn ; R);

il su�t de d�emontrer que sa transform�ee de rayons X est nulle.
Soit (�; x ) 2 TS1; � = ( � 1; � 2); x = ( x1; x2): CommeV 2 ker� 0; on obtient

en utilisant (A.4.8)

0 =
Z + 1

�1
� r V(x + � � )d� � PV(�; x )�: (A.4.12)

En utilisant tout d'abord (A.4.11), puis (A.4.12), on a

P(Vang)( �; x ) =

+ 1Z

�1

((x2 + � � 2)@x1 V(x + � � ) � (x1 + � � 1)@x2 V(x + � � )) d�

=

+ 1Z

�1

(x2@x1 V(x + � � ) � x1@x2 V(x + � � )) d�: (A.4.13)

Comme (�; x ) 2 TS1; il existe q 2 R tel que x = q(� � 2; � 1): Donc en utilisant
(A.4.13), il vient

P(Vang)( �; x ) = q
Z + 1

�1
� � r V(q(� � 2; � 1) + � � )d�

= q
Z + 1

�1

d
d�

V(q(� � 2; � 1) + � � )d�;

i.e. (V 2 C2
sh(Rn ; R)) P(Vang)( �; x ) = 0.

Consid�erons maintenant le casn � 3: Soient w1; w2 2 Rn tel que jw1j =
jw2j: Il s'agit de d�emontrer que V(w1) = V(w2): Si w1 = w2; alors V(w1) =
V(w2): Si w1 6= w2; on consid�ere le planP passant par 0; w1 et w2. On consid�ere
VP 2 C2

sh(R2; R) d�e�nie par

VP (y1; y2) = V(y1w1 + y2w2); pour tout ( y1; y2) 2 R2: (A.4.14)

On a, en utilisant (A.4.14) et (A.4.8)

�
+ 1R

�1
� r VP (y + � � 0)d� = �

�
+ 1R

�1
�w 1 � r V(y1w1 + y2w2 + � � 0

1w1 + � � 0
2w2)d� ;

+ 1R

�1
�w 2 � r V(y1w1 + y2w2 + � � 0

1w1 + � � 0
2w2)d�

�
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= � 1
jw1 j (w1 � � 0(V)( � 0

1ŵ1 + � 0
2ŵ2; y1ŵ1 + y2ŵ2);

w2 � � 0(V)( � 0
1ŵ1 + � 0

2ŵ2; y1ŵ1 + y2ŵ2)) ;

pour tout y = ( y1; y2) 2 R2 et � 0 = ( � 0
1; � 0

2) 2 S1; y � � 0 = 0, o�u ŵi = wi
jwi j

;
i = 1; 2: CommeV 2 ker� 0, cette derni�ere �egalit�e donne

�

+ 1Z

�1

� r VP (y + � � 0)d� = 0; (A.4.15)

pour tout y 2 R2 et � 0 2 S1; y � � 0 = 0. En utilisant (A.4.15) et (A.4.8) pour
le cas de la dimension 2, et en utilisant le fait que l'inclusion (A.4.10) est
d�emontr�ee dans le cas de la dimension 2, on obtient queVP 2 C2

rad (R2; R) et,
en particulier, on obtient

V(w1) = VP ((1; 0)) = VP ((0; 1)) = V(w2):

A.4.3 Le noyau de � 1

On a la Proposition suivante.

Proposition A.4.2. Si n = 2, alors

ker� 1 = C1
sh(Rn ; An (R)) \ C1

rad (Rn ; An (R))

= C1
sh(Rn ; An (R)) \ C1

rad (Rn ; An (R)) \ F mag (Rn ):

Si n � 3; l'ensembleC1
sh(Rn ; An (R)) \ C1

rad (Rn ; An (R)) est inclu dans
ker� 1 mais n'est pas �egal �a ker� 1.

Remarque A.4.1. Pour n = 2, il est vrai que C1(R2; A2(R)) = Fmag (R2).
En e�et soit f 2 C1(R2; R) et soit F 2 C1(R2; R2) la fonction d�e�nie par

F (x) = �
Z 1

0
sf (sx) (x2; � x1) ds; x = ( x1; x2) 2 R2:

Alors pour tout x = ( x1; x2) 2 R2;

f (x) =
@F2
@x1

(x) �
@F1
@x2

(x); x = ( x1; x2) 2 R2;

o�u F = ( F1; F2):

Preuve de la Proposition A.4.2.Le casn = 2 vient du Lemme suivant et de
(A.4.9).


















