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Introduction Générale






Avant-propos

Contexte et problématique

L’image recueillie en sortie de tout capteur d’image subit une dégradation engendrée par la
chaine d’acquisition. Celle-ci est représentée par la fonction de transfert du systéeme. On peut
distinguer les causes dites déterministes engendrant une perte d’information provoquée par une
transformation déterministe comme un filtrage (e.g. lissage par la défocalisation d’une optique)
ou une déformation (e.g. mouvement apparent d’une caméra), ou seule une portion de 'image
est acquise. Les autres causes sont, elles, dites stochastiques puisque les observations elles-mémes
sont des mesures physiques soumises a des fluctuations aléatoires dont les sources peuvent étre
le bruit du capteur, les fluctuations de la source lumineuse, etc.

D’une maniere générale, le signal déterministe de 'image observée est contaminé par des
fluctuations stochastiques que I'on qualifie généralement de bruit. Ce dernier peut étre soit addi-
tif, soit multiplicatif. Les traitements de restauration sont souvent indispensables pour améliorer
la qualité des images observées. Notre principal probleme, que nous allons traiter, consistera a
récupérer une image de bonne qualité, proche de 'image originale, a partir d’une image bruitée
de mauvaise qualité. Un exemple de débruitage d’image est présenté dans la Fig 1.

Dans la littérature du traitement d’images, différentes méthodes de débruitage ont été pro-
posées et développées. Tout d’abord, des méthodes de filtrage spatial ont été proposées. Celles-ci
consistent a réduire le bruit dans les zones qui ne présentent pas d’objets intéressants et a accen-
tuer la perception des structures d’intérét. Ces techniques de filtrage utilisent un filtre passe-bas
pour supprimer les hautes fréquences, ce qui a pour inconvénient d’atténuer les contours de
I'image. Pour parer & ces problémes, de nouvelles techniques, plus performantes, ont vu le jour
aux cours des années 80 et 90 ; citons notamment les approches variationnelles basées sur les
EDPs, les approches utilisant les champs de Markov et les approches basées sur les transformées
multi-échelles, notamment la transformée en ondelettes. Récemment, ces dernieres ont montré
leur puissance dans le cadre de 'estimation statistique. Par le biais de ces transformées parci-
monieuses, 1’énergie du signal utile est concentrée sur un faible nombre de coefficients, ce qui
offre ainsi un cadre naturel non linéaire pour estimer ce signal. En effet, il suffit de seuiller
les coefficients de I'image observée et d’inverser la transformée pour obtenir une estimée du
signal utile. Par ailleurs, les transformées parcimonieuses présentent de trés bonnes propriétés
mathématiques permettant de couvrir une tres large classe d’images.

Dans le cadre de cette these, nous nous sommes intéressés a l’estimation statistique bayé-
sienne dans le domaine des transformées multi-échelles parcimonieuses orientées et non-orientées
comme solution au probleme de débruitage.



4 Avant-propos

Image bruitée Image débruitée

Fia. 1 — Exemple de débruitage d’images.

Organisation et principales contributions de ce travail

Le présent manuscrit est organisé en trois parties. La premiere est consacrée a 1’état de
I’art relatif au débruitage multi-échelle des images. La deuxiéme et la troisieme parties sont les
principales contributions de notre travail. Nous y exposons des modeles statistiques univariés et
multivariés dans I'espace des transformées apportant une solution a la problématique posée.

Dans le premier chapitre, apres avoir exposé le formalisme général du probleme envisagé
dans le domaine des transformées multi-échelles, nous présentons les principales méthodes dé-
veloppées a ce jour s’appuyant sur les représentations multi-échelles orientées et non-orientées.
Nous distinguons deux approches : une approche classique de type seuillage de coefficients et une
approche bayésienne basée sur un modele statistique a priori adapté a la modélisation des coef-
ficients. Pour conclure cet état de I’art, dans la section 1.5, nous proposons un bilan comparatif
entre les deux types d’approches tout en soulignant leurs limitations.

Dans le deuxieme chapitre, nous nous penchons sur la modélisation statistique des images
et nous décrivons les propriétés statistiques permettant de caractériser les images, dans ’espace
des transformées, afin d’adapter les traitements pour le débruitage. Ensuite, nous exposons
les principaux modeles généraux pour la modélisation statistique qui ont été proposés dans la
littérature du traitement d’images.

Dans le contexte bayésien et afin de reconstruire 'image non bruitée, il est nécessaire d’impo-
ser des contraintes sur la solution reconstruite, ce qui consiste a choisir un modele a priori. Dans
le chapitre 3, nous présentons le cadre général du modele de mélange d’échelles de gaussiennes
comme a priori adéquat a la modélisation des statistiques marginales des images dans 1’espace
des transformées multi-échelles non-orientées, et en ’occurrence les ondelettes. Plus précisément,
nous introduisons deux types d’a priori : a-stable et les Formes K de Bessel (BKF) qui tiennent
compte des propriétés parcimonieuses des coefficients d’images dans le domaine multi-échelle,
et les différentes techniques permettant d’estimer les hyperparametres de ces derniers. Ceci est
effectué dans un cadre univarié ou les coefficients d’images dans ’espace des transformées sont
supposés indépendants.



Dans le chapitre 4, nous proposons de nouveaux estimateurs bayésiens de type FEspérance
conditionnelle a posteriori (ECP) et Maximum a posteriori (MAP) pour le débruitage, basés
sur les a prior: : a-stable et BKF. Deux étapes sont nécessaires pour la mise en oeuvre de
ces estimateurs, la premiere consistant a estimer les hyperparametres du modele de 1’a priori
en présence du bruit, et la seconde a trouver une forme analytique pour 'estimateur bayésien
correspondant. Dans la section 4.5, nous montrons des résultats sur des images naturelles pour
le cas du bruit blanc gaussien.

Les résultats, que nous présentons dans la deuxieéme partie, ont fait I'objet de plusieurs
publications [Boubchir et al., 2003, Boubchir et al., 2004, Fadili & Boubchir, 2005, Boubchir &
Fadili, 2005a, Boubchir & Fadili, 2006, Boubchir, 2006].

Dans la troisieme partie, au chapitre 5, nous présentons le cadre général du modele de
mélange d’échelles de gaussiennes dans un cadre multivarié permettant de prendre en compte
I'information géométrique du voisinage, qui se traduit par les dépendances inter- et intra-échelles
entre les coefficients d’images dans ’espace des transformées. Nous introduisons aussi le modele
multivarié de 1’a priori des Formes K de Bessel et les estimateurs permettant d’estimer ces
hyperparametres.

Au chapitre 6, nous proposons un estimateur bayésien multivarié basé sur une extension
multivariée de I’a priori BKF, formulés dans le domaine des transformées multi-échelles orientées
(les curvelets) et non-orientées (les ondelettes non-décimées). Pour la mise en oeuvre de cet
estimateur, nous proposons, dans un premier temps, un estimateur pour les hyperparametres du
modele de I'a priori en présence du bruit, et ensuite, la forme analytique correspondante pour
Iestimateur bayésien. Dans la section 6.3, nous montrons des résultats sur des images naturelles
pour le cas du bruit gaussien.

L’étape de la modélisation statistique multivariée, que nous proposons dans le chapitre 5,
a fait 'objet de deux publications [Boubchir & Fadili, 2005¢, Boubchir & Fadili, 2005b]. Par
ailleurs, les résultats des débruiteurs bayésiens multivariés sur les images, que nous exposons
dans le chapitre 6, sont en cours de préparation pour publication.
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Représentations parcimonieuses
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L’obtention d’information & partir de mesures corrompues par un bruit reste un probleme
ouvert, que ce soit en traitement du signal ou en traitement d’image. Au cours des années 90, les
ondelettes sont apparues comme un nouvel outil de débruitage, notamment sous 'influence des
travaux fondateurs de Donoho & Johnstone. Un apergu global sur les différentes approches du
probléeme de la régression non paramétrique (débruitage) est présenté dans la premiere partie de
ce chapitre. La deuxieme partie concerne le formalisme du probleme envisagé dans le domaine des
transformées multi-échelles. Dans la derniere partie, nous présentons les principales approches
développées a ce jour s’appuyant sur des représentations multi-échelles orientées et non-orientées.
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10 Chapitre 1. Etat de art : débruitage multi-échelle des images

1.1 Régression non-paramétrique

La régression non-paramétrique a constitué un outil fondamental au cours des vingt dernieres
années dans le domaine du traitement statistique du signal, et est toujours un domaine actif de
recherche. L’objectif consiste a recouvr mettant en avant différents types d’estimateurs linéaires
commeer une fonction inconnue g, corrompue par du bruit, sans spécification d’un modele expli-
cite (linéaire ou non) sur la fonction & retrouver. Les techniques de régression non-paramétrique
(ou débruitage) offrent un panel d’outils simples d’emploi permettant de récupérer une structure,
sans imposer un modele paramétrique au préalable.

Au cours des années 80 et 90, des centaines d’articles sont parus, solution a la question de
la régression non-paramétrique. Parmi les plus populaires se trouvent notamment ceux reposant
sur ’emploi de séries orthogonales ou de splines [Hérdle, 1990, Green & Silverman, 1994, Fan &
Gijbels, 1996, Eubank, 1999, Wand & Jones, 1995]. Cependant ces différents types d’estimateurs
souffrent d’un comportement peu satisfaisant dans le cas d’échantillons de taille finie et aussi de
beaucoup de problemes lorsque la fonction est irréguliere ou avec des singularités isolées.

Parallelement, différents estimateurs non linéaires, dont les plus populaires sont ceux basés
sur I’emploi d’arbres de classification et de régression et les splines de régression adaptatives, ont
été proposés comme alternatives aux estimateurs présentés précédemment [Hérdle, 1990, Green
& Silverman, 1994, Fan & Gijbels, 1996, Eubank, 1999, Wand & Jones, 1995]. Bien que certains
alent atteint des performances optimales du point de vue asymptotique, leur implémentation
s’avere encore complexe, et leurs domaines d’application souvent limités a des fonctions présen-
tant certaines propriétés de régularité.

Durant les années 90, le domaine de la régression non-paramétrique a été dominé par deux
types d’estimateurs non linéaires introduits par Donoho & Johnstone [Donoho & Johnstone,
1994, Donoho & Johnstone, 1995] et Donoho, Johnstone, Kerkyacharian & Picard [Donoho
et al., 1995], a savoir la "contraction par ondelettes” (wavelet shrinkage) et le "seuillage par
ondelettes” (wavelet thresholding). Ces estimateurs, grace aux efforts menés par Mallat pour
aller de ’analyse multi-résolution par ondelettes a la théorie des bancs de filtres, sont facilement
mis en application par des algorithmes rapides, et sont ainsi tres attrayants dans leur mise en
oeuvre [Mallat, 1989].

En statistiques mathématiques, de nouveaux travaux théoriques ont par ailleurs montré
I'optimalité de la régression non-paramétrique dans le domaine des ondelettes au sein d’espaces
fonctionnels beaucoup plus larges que ceux utilisés précédemment. En d’autres termes, les dif-
férentes classes de fonctions envisagées couvrent aussi bien celles de Holder ou de Sobolev que
celles des classes de fonctions irrégulieres comme celles appartenant aux espaces de Besov. Cet
accroissement du domaine d’application de ces différents estimateurs se révele étre d’un grand
intérét dans le cadre d’analyse de signaux réels, comme dans le cas de la parole, d’électrocar-
diogrammes ou des signaux sismiques [Meyer, 1992, Wojtaszczyk, 1997, Donoho & Johnstone,
1998a, Hérdle et al., 1998]. Ces signaux peuvent étre caractérisés a 1’aide des espaces de Besov ou
de Triebel [Meyer, 1992, Donoho & Johnstone, 1998a]. Cependant, I’analyse d’un point de vue
asymptotique ne permet pas de prédire le comportement d’un estimateur pour un échantillon de
taille finie et ainsi de déterminer la taille minimale de 1’échantillon permettant une estimation
statistique. L’analyse du risque exact réalisée par Marron [Marron et al., 1998] et appliquée aux
deux types de seuillage par ondelettes introduits par Donoho & Johnstone [Donoho & Johns-
tone, 1994], a savoir le seuillage minimax et le seuillage universel, a permis la détermination du
domaine d’application des estimateurs employant la transformée en ondelettes. Bruce & Gao
[Bruce & Gao, 1996, Gao & Bruce, 1997, Gao, 1998] et Antoniadis [Antoniadis et al., 2001]
ont également fourni des outils permettant 'analyse du comportement de ces estimateurs en
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présence d’échantillons de taille finie.

Il a été montré que ces types d’estimateurs sont asymptotiquement presque optimaux ou
optimaux au sens minimax alors que les estimateurs linéaires traditionnels sont sous-optimaux
en ce qui concerne les classes de fonctions appartenant aux espaces de Besov ou de Triebel (voir
[Delyon & Juditsky, 1996, Abramovich et al., 2000]).

Depuis la parution des articles fondateurs par Donoho & Johnstone [Donoho & Johnstone,
1994, Donoho & Johnstone, 1995, Donoho et al., 1995], la littérature de traitement d’image a
assisté a une abondance de papiers appliquant ou proposant des modifications de I'algorithme
original dans des problémes d’estimation et/ou restauration d’images. Différentes alternatives au
seuillage par ondelettes ont été développées [Vidakovic, 1999, Percival & Walden, 2000]. Ainsi,
Donoho & Johnstone [Donoho & Johnstone, 1995] proposerent 'estimateur SURE basé sur es-
timation du risque sans biais de Stein. Weyrich & Warhola [Weyrich & Warhola, 1995], Nason
[Nason, 1996], Jansen, Malfait & Bultheel [Jansen et al., 1997] ont considéré des estimateurs
basés sur une approche de validation croisée afin de déterminer le seuil. Abramovich & Ben-
jamini [Abramovich & Benjamini, 1995, Abramovich & Benjamini, 1996] et Ogden & Parzen
[Ogden & Parzen, 1996a, Ogden & Parzen, 1996b] considérerent le seuillage sous 1’angle d’une
procédure de test d’hypotheses multiples. Enfin, des modifications ont été apportées par Hall,
Penev, Kerkyacharian & Pickard [Hall et al., 1997], Cai [Cai, 1999], Efromovich [Efromovich,
1999, Efromovich, 2000] et Cai & Silverman [Cai & Silverman, 2000] suggérant la réalisation du
seuillage par bloc, qui consiste a réaliser le seuillage non plus coefficient par coefficient mais par
blocs de coefficients. Il a été montré que ce type d’approche offrait un gain de performances au
sens de l'erreur quadratique moyenne.

Dans le cadre d’'un paradigme bayésien, différentes approches ont également envisagé 1’esti-
mation dans le domaine des ondelettes. Citons par exemple [Simoncelli & Adelson, 1996, Chip-
man et al., 1997, Abramovich et al., 1998, Crouse et al., 1998, Johnstone & Silverman, 1998, Vi-
dakovic, 1998, Moulin & Liu, 1999, Clyde & George, 1999, Clyde & George, 2000, Vannucci
& Corradi, 1999, Huang & Lu, 2000, Chang et al., 2000a, Chang et al., 2000b, Achim et al.,
2001]. Ces estimateurs s’averent plus efficaces que ceux présentés précédemment, que ce soit
terme & terme ou par bloc [Antoniadis et al., 2001]. Dans le cadre d’une approche bayésienne,
on suppose que la distribution des coefficients d’ondelettes est imposée comme a priori. Le choix
d’une fonction de cott conditionne I'obtention d’une regle d’estimation bayésienne. Un choix
simple est 1'a priori gaussien [Chipman et al., 1997] ou encore un mélange d’une distribution
gaussienne et d’une distribution de Dirac centrée en zéro [Clyde et al., 1998, Abramovich et al.,
1998]. Dans [Vidakovic & Ruggeri, 2000], les auteurs ont proposé un modele bayésien hiérar-
chique & deux niveaux, avec une densité exponentielle symétrique et une Dirac centrée en zéro,
et un a priori exponentiel sur la variance. Mallat [Mallat, 1989] a été le premier a proposer les
distributions gaussiennes généralisées (GGD). Elles sont tres communément adoptées comme
a priori & des fins d’estimation et de compression dans le domaine des ondelettes [Simoncelli
& Adelson, 1996, Moulin & Liu, 1999, Chang et al., 2000a, Chang et al., 2000b]. Simoncelli
[Simoncelli, 1999] a utilisé un mélange local de gaussiennes pour le débruitage. Cependant, a
cause de sa décroissance exponentielle rapide, I'a priori GGD se révele incapable de modéliser
correctement les queues de distribution relevées, comportement typique des distributions des
coefficients d’ondelettes. Achim et al. [Achim et al., 2001] ont proposé la mise en oeuvre d’un
a priori basé sur les lois a-stables [Nikias & Shao, 1995]. Cependant, leur estimateur des hy-
perparametres reste extrémement limité, particulierement en présence de bruit. De plus, aussi
bien pour I'a priori GGD que a-stable, mais aussi pour bon nombre d’a priori dans la litté-
rature, aucune forme analytique n’a été proposée pour I'estimateur bayésien. Ce qui nécessite
une implémentation numérique des intégrales, impliquées dans les estimateurs, particulierement
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instable (notamment & cause des bornes d’intégration infinies) et coiteuse en temps.

De nombreux nouveaux travaux sont apparus en appliquant ces approches classiques et bayé-
siennes dans le domaine des transformées multi-échelles orientées, e.g. les curvelets [Candes &
Donoho, 2002, Starck et al., 2002, Candes & Donoho, 2004, Candes et al., 2006], contourlets [Do
& Vitterli, 2003a, Do & Vitterli, 2003b], wedgelets [Donoho, 1998], bandelets [Mallat & LePen-
nec, 2005, LePennec & Mallat, 2005] et les ondelettes orientées "steerable wavelets” [Freeman
& Adelson, 1991, Simoncelli et al., 1992]. Beaucoup de ces transformées sont redondantes et
permettant de décomposer les images en sous-bandes orientées. La raison de se tourner vers ces
représentations redondantes est d’avoir la propriété de presque "invariance” par translation et
d’obtenir une meilleure sélectivité directionnelle. Parmi les meilleures méthodes de débruitage
d’images, opérant dans le domaine des transformées multi-échelles orientées, se trouvent celles
proposées dans [Portilla et al., 2003, Starck et al., 2003, Matalon et al., 2005]. Ces méthodes
sont a la pointe de I’état de ’art.

Du fait de I'intérét croissant porté a la restauration non-linéaire, nous nous sommes focalisés
sur des estimateurs non-linéaires non-paramétriques formulés dans le cadre de décompositions
multi-échelles. Le formalisme introduit ainsi que les principales approches développées a ce jour
s’appuyant sur une représentation multi-échelle d’images font 'objet des sections suivantes.

1.2 Transformées multi-échelles et débruitage

1.2.1 Formulation générale du probleme

Le probleme du débruitage (connu sous le nom de "régression non-paramétrique” en statis-
tiques mathématiques) peut se mettre sous la forme générale suivante :

Ymn = Gmn + €Emn (11)

ol nos observations dégradées ypn, m,n =0, ..., N —1 représentant les valeurs réelles échan-
tillonnées d’une image bruitée, sont modélisées comme la somme d’un signal g, a estimer et
d’un bruit blanc gaussien €,,, de moyenne nulle et de variance o2. L’objectif est de recouvrer
Iinformation ¢ contenue dans le signal bruité y sans pour autant faire d’hypotheses sur une
structure paramétrique de g. Etant donné le vecteur y qui représente les valeurs échantillonnées
de y, la transformée multi-échelle de y est donnée par d = ®Ty ou ® est une matrice (dite
dictionnaire) de taille N2 x L (avec L > N?).

Dans le cas de la transformée d’ondelettes discrete orthogonale, la matrice ® = W ou W
est une matrice orthogonale associée a la base orthonormée choisie, et d un vecteur comprenant
d’une part les coefficients d’approximation et d’autre part les coefficients de détail de la trans-
formée en ondelettes discrete (DWT). Du fait de 'orthogonalité de la matrice W, la transformée
en ondelettes discréte inverse (IDWT) est donnée par y = WTd. Dans le cas ot la taille N
peut se mettre sous la forme N = 27 avec J € N, la DWT ainsi que sa transformée inverse
peuvent étre implémentées a 1’aide de 1’algorithme pyramidal proposé par Mallat [Mallat, 1989]
employant un banc de filtres miroirs en quadrature. Dans le cas bidimensionnel, les sous-bandes
HH;, HLj et LHj, j = J.,...,J — 1 correspondent respectivement aux coefficients de détail
d’orientations diagonale, horizontale et verticale. La sous-bande LL ;, représente les coefficients
d’approximations & ’échelle la plus grossiere. En appliquant la DWT [Mallat, 1989] a I'image
bruitée y nous obtenons alors a partir de I'Eq.1.1 :
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{Cmn = Qmn + €mn, m,TLZO,...,ZJC —1 (12)

A%, =8 4 emn, j=de.., J—1im,n=0,...,29 — 1

ol nous notons a,y, (resp. Cmn) le coefficient d’approximation de la DW'T de I'image g (resp.
y) & la position (m,n) et sy, (resp. dily) le coefficient de détail de la DWT de I'image g (resp.
y) a la position (m,n), échelle j et l'orientation o. Un exemple d’application de la DWT sur
une image test est illustré par la Fig.1.2. Du fait du caractere orthogonal de la transformée en
ondelettes, les coefficients €,,, sont des variables aléatoires indépendantes NV'(0, o2) qui définissent
aussi un bruit blanc gaussien.

(a) Image test (b) Décomposition & 2 échelles

w_2

E échelle grossié

| L=/
&/ &/

(c) Partition spectrale de la DWT (d) Représentation pyramidale de la DWT

échelle fine

FiG. 1.1 — Application de la transformée d’ondelettes séparable 2D sur une image.

1.2.2 Débruitage classique

Les approches de débruitage classique sont des approches basées sur une sélection judicieuse
des coefficients d’image coefficient par coefficient. Du fait du caractére creux (propriété dite de
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parcimonie, “sparse” en anglais) des transformées multi-échelles [Mallat, 1999], nous pouvons
supposer de facon intuitive que seuls quelques coefficients de détail sy, ayant une valeur suffi-
samment élevée contribuent a I'image a recouvrer g, alors que les coefficients de faibles valeurs
sont dus essentiellement au bruit qui contamine de facon uniforme tous les coefficients. Il est
également recommandé de conserver les coefficients d’approximation ¢,,. Ces derniers, relatifs
aux composantes de basses fréquences, sont essentiellement caractéristiques du signal original.
Le diagramme suivant représente le processus complet de débruitage dans le domaine des trans-
formées multi-échelles.

i estimateur non-linéaire §y
n}

y <I>_T> {Cmm d% {Cmm 5A(d%n)} i’ g

ott 7 représente une transformée multi-échelle et R est I'opérateur de reconstruction (qui
est ® dans le cas des bases ou @7, qui est I'inverse généralisée & gauche de Moor-Penrose, dans le
cas des trames'). §y est un opérateur non linéaire de type seuillage de coefficients, reposant sur
la conservation en intégralité des coefficients ¢y, et sur une sélection judicieuse des coefficients
dpin. Les coefficients ayant été traités, le signal restauré est reconstruit par la transformée inverse.

1.2.3 Débruitage bayésien

Dans le cadre d’une approche bayésienne, un modele statistique a priori adapté a la classe
des signaux a estimer est imposé aux coefficients d’ondelettes pour décrire leur distribution.
L’application de la régle de Bayes (RB) pour introduire I'information a priori permet d’estimer
le signal g. Le diagramme suivant représente le processus complet de débruitage bayésien dans
le domaine des transformées multi-échelles.

o7 0J .
y — {Cmn, dmn} —— a priorisur {amn, s

A~

~07j i R
{CmnaS%n( %n|97062)} — 8

0j } estimateur a posteriori
mn

paramétrisé par 0

ou 6 est 'ensemble des hyperparametres du modele a priori.
Pour ces deux catégories de débruitage, une estimation du niveau de bruit o, doit étre
réalisée.

1.2.4 Estimation du niveau de bruit

Dans la littérature, la majorité des méthodes de débruitage n’aborde que le cas de bruit
blanc gaussien, plus simple a traiter, bien que, en situation de données réelles, il ne soit pas
spécialement facile d’estimer le niveau de bruit o.. Notons que le bruit poissonnien a forte
intensité ou le bruit de mélange poissonnien-gaussien peut étre stabilisé pour le ramener au cas
gaussien. Avec une transformée discréte orthogonale en ondelettes, le bruit blanc se décompose
en série de coefficients aléatoires normaux centrés et décorrélés €,,, (Eq.1.2).

En utilisant des arguments de la statistique robuste, Donoho & Johnstone ont proposé une
estimation de o, dans le domaine des ondelettes en ne considérant que les coefficients de ’échelle
de décomposition la plus fine. Le choix de I’échelle la plus fine repose sur I'’hypothése que les
coefficients en ondelettes correspondants sont en grande majorité dus au bruit blanc. Une estimée
de 6. est alors obtenue par un résultat classique en statistique robuste :

LCeci est vrai lorsque la trame de reconstruction est la trame duale, ce qui est vrai par exemple pour un banc
de filtres QMF en ondelettes.
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~ MAD({d;.'})
¢ T 06745

ou le MAD est la valeur médiane absolue des coefficients de I’échelle la plus fine. Le facteur
0.6745 est choisi apres une calibration avec une distribution gaussienne. Cet estimateur tres
robuste est également tres populaire pour le débruitage multi-échelle.

Apres avoir présenté le formalisme général du probleme de débruitage, nous allons introduire,
dans ce qui suit, le formalisme de différents estimateurs de débruitage développés a ce jour
s’appuyant sur des représentations parcimonieuses multi-échelles orientées et/ou non-orientées.
Ces estimateurs sont classés en deux types d’approches : approches classiques sans a priori et
approches bayésiennes.

(1.3)

Remarque 1.1 Dans tout ce document, nous employons le terme “transformée multi-échelle
non-orientée” pour dénommer les transformées sans sélectivité directionnelle comme la transfor-
mée d’ondelettes a une bande. Par abus de langage, cette terminologie dénotera aussi la trans-

formée en ondelettes standard qui présente trois orientations.

1.3 Débruitage dans le domaine des transformées multi-échelles non-
orientées

1.3.1 Approches classiques sans a priori
1.3.1.1 Méthodes terme a terme

1.3.1.1.1 Estimateurs par seuillage d’ondelettes Donoho & Johnstone ont proposé un esti-
mateur non-linéaire de g reposant sur la conservation en intégralité des coefficients ¢, et sur
une sélection judicieuse des coefficients dy,, [Donoho & Johnstone, 1994, Donoho & Johnstone,
1995, Donoho et al., 1995]. Ces auteurs suggerent 'extraction des coefficients de détail significa-
tifs par comparaison de ces derniers avec un parametre de seuillage A > 0 dont le choix est décrit
ultérieurement. Les fonctions de seuillage résultantes, se déclinent sous deux formes, seuillage
dur (noté H, Fig.1.2-(a)) et seuillage doux (noté S, Fig.1.2-(b)), définis respectivement par,

, 0 si |d%,| <A
5H d% ) = ) ' 1.4
et
: 0 i |d%,] < A
sy =40 stldml (1.5)
din — sign(dpp)\ s |din] > A

Le seuillage dur (fonction discontinue) correspond & une loi du type ’kill or keep’. En d’autres
termes, soit le coefficient est conservé, soit il est mis a zéro.

Le seuillage doux (fonction continue) correspond & un opérateur de contraction de type ’kill
or shrink’. En d’autres termes, soit le coefficient se voit retrancher la valeur du seuil, soit il est
mis a zéro.

En terme de risque d’estimation, le seuillage dur aboutit a une variance plus importante de
la fonction estimée que celle obtenue par seuillage doux avec un seuil identique. Du fait de sa
discontinuité, il présente en outre une sensibilité importante vis-a-vis des faibles variations des
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-\

(a) Seuillage dur (b) Seuillage doux

Fi1G. 1.2 — Estimateurs par seuillage d’ondelettes.

données. La réduction des coefficients de grande valeur, dans le cas du seuillage doux entraine
un biais d’estimation plus élevé.

Dans le cas des transformées multi-échelles avec des bases, le seuillage doux a une interpré-
tation statistique d’un estimateur MAP (cf. annexe A) avec un a priori de parcimonie sur les
coeflicients.

1.3.1.1.2 Autres variantes Plusieurs méthodes ont été proposées afin de trouver un com-
promis entre le seuillage dur et le seuillage doux [Gao & Bruce, 1997, Gao, 1998, Vidakovic,
1999, Antoniadis et al., 2001]. Chacune des fonctions d’estimation citées précédemment est dé-
pendante du choix du seuil A.
e Seuillage ’Firm’

L’estimateur de seuillage de loi 'Firm’ proposée par Gao & Bruce [Gao & Bruce, 1997]

évite la discontinuité du seuillage dur et le biais d’estimation du seuillage doux, et se place

comme cas intermédiaire entre les deux. Il est défini de la maniere suivante,

0 si ‘d%n| <\
. . 0j | . .
Oxi o (diin) = 4 sign(dply) 22U =20 i 0y < |di] < o (1.6)
2, si |d%] > Ao

Néanmoins, cette méthode souffre d’un important désavantage. Elle nécessite le choix de

deux seuils sans aucune théorie asymptotique pour en préconiser une méthode de choix.
e Seuillage 'nonnegative garrote’

Afin de pallier le probleme de 'estimateur précédent concernant le choix de deux seuils,

Gao [Gao, 1998] propose le seuillage 'nonnegative garrote’ qui conserve les avantages de la

loi précédente tout en ne nécessitant que le choix d’un seul seuil. Le seuillage 'nonnegative

garrote’ (fonction continue) correspond a une contraction. Il est défini par,

5 (o 0 si |do,| < A e

Cet estimateur offre des résultats bien meilleurs, dans le cas des échantillons de taille
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limitée, que les estimateurs de seuillages dur et doux mais reste comparable a ’estimateur
de seuillage "Firm’.

e Seuillage 'SCAD’
Dans le méme sens, Antoniadis & Fan [Antoniadis et al., 2001] ont proposé le seuillage
'SCAD’ dont la regle de seuillage est définie comme suit,

sign(d%n) max (0, ]d%nl —A) si |d%n\ <2\

ORCAP (d3f,) = | (e tidin o sign(diin) S 20 < [din] <aX (18)
d%n si |d%n| > al

o o = 3.7 (recommandé par Antoniadis & Fan). Cet estimateur (fonction linéaire par
morceaux) correspond a une loi de contraction.

(a) Seuillage 'Firm’ (b) Seuillage 'monnegative garrote’

L
0

(c) Seuillage 'SCAD’

FiGc. 1.3 — Autres variantes des estimateurs par seuillage d’ondelettes.

1.3.1.1.3 Choix du seuil Il existe de nombreuses méthodes permettant de déterminer la valeur
du seuil. Ces différentes méthodes forment deux catégories distinctes : le seuillage global et le
seuillage dépendant de I’échelle. Dans le premier cas, une unique valeur de A > 0 est appliquée
a 'ensemble des coefficients d’ondelettes, alors que dans le second cas une valeur de A > 0
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est définie pour chaque échelle de la décomposition. Nous allons nous intéresser aux différentes
approches les plus communément adoptées.

e Seuil minimax Donoho & Johnstone ont proposé le seuillage minimax qui applique un
seuil optimal (au sens minimax)[Donoho & Johnstone, 1994]. Le seuil minimax dépend de la
taille de I’échantillon, et est choisi de maniere & minimiser le risque maximum. En d’autres
termes, le seuil minimax est défini de la maniere suivante :

M= 5\ (1.9)
ou Ay est correspond a la valeur de A vérifiant

R(d%,,
Ay = inf sup A(din) = (1.10)
dfr{n N_2 + Roracle(d'rrjm)

avec Ry (d%n) =E {5 A (d%n) — df,]m] ’ et Romcle(d%n) est le risque optimal obtenu a 'aide d’un
oracle, qui simplifie I'estimation en fournissant de l'information normalement disponible sur
I'image. Donoho & Johnstone considérent deux oracles [Donoho & Johnstone, 1994] : le DLP
(en anglais Diagonal Linear Projection), faisant intervenir un opérateur diagonal réalisant une
projection linéaire et aboutissant & une décision de type ’kill or keep’, et le DLS (en anglais
Diagonal Linear Shrinker), oracle définissant le facteur d’atténuation a appliquer a chacun des
coefficients de détail d’ondelettes.

e Seuil universel Une alternative a 'utilisation du seuil minimax a été proposée par Donoho
& Johnstone [Donoho & Johnstone, 1994]. Elle repose sur l'utilisation d’une valeur de seuil
universel :

AV = 6.4/21og(N?) (1.11)

ot N? est la taille du signal en nombre d’échantillons. Une autre valeur de seuil universel a été
longtemps utilisée dans la communauté astronomique : AU ~ 3 — 46, pour N ~ 256 [Starck
et al., 2002].

Le seuillage universel est substantiellement plus important que celui obtenu au sens minimax,
mais s’avere aisément implémentable. Aussi, un nombre plus limité de coefficients est employé
lors de la reconstruction ce qui a pour effet de lisser le signal en sortie par rapport au cas
minimax d’oli un biais d’estimation plus élevé. Il est de loin le plus répandu dans la communauté
de traitement du signal et des images.

e SureShrink Dans [Donoho & Johnstone, 1995], Donoho & Johnstone ont proposé 1’esti-
mateur SureShrink ol un seuil est défini pour les coefficients d’ondelettes de chaque échelle de
décomposition. L’idée est basée sur la minimisation de ’estimation sans biais du risque de Stein
'SURE’ (”Stein’s unbiased risk estimator”) [Stein, 1982]. Le seuil SureShrink est défini par

0]
)\f =arg min SURE ()\; iml> (1.12)
oAU O¢

ot \Y est le seuil universel donné par I'Eq.1.11.
L’inconvénient de cet estimateur réside dans les situations extrémement parcimonieuses des
coefficients d’ondelettes. Pour éviter ce probleme, Donoho & Johnstone ont proposé une autre
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alternative au seuillage SureShrink, dite le mode hybride du seuillage SURE, basé sur l'idée
heuristique suivante [Donoho & Johnstone, 1995] : si un ensemble des coefficients d’ondelettes est
jugé avoir une représentation parcimonieuse, alors utiliser le seuil universel AU = G+/2log(27);
sinon le critere SURE est utilisé pour déterminer la valeur du seuil. En termes mathématiques,

le seuillage du mode hybride s’écrit sous la forme suivante, pour j = J.,...,J — 1,
;- . '_ ) 2 ~ y y .
S Gern/210g(2)  si Zifml:o (dﬁ,{n) < 6220/% (2172 4 j3/2) (113)
’ S stnomn.

J

e Test d’hypothéses simples et multiples Abramovich & Benjamini ont abordé le pro-
bleme de débruitage sous 'angle de la théorie de décision par des tests d’hypotheses binaires
[Abramovich & Benjamini, 1995]. L’idée est de traiter 'approche du seuillage par ondelettes par
un test d’hypotheses multiples ou chaque coefficient de détail est soumis au test d’hypothese
suivant :

Hy:d%, =0 contre Hy:d%, K #0

Si le test Hy est rejeté, alors le coefficient d%n est retenu dans la reconstruction ; sinon il est
rejeté.

Dans [Abramovich & Benjamini, 1995, Abramovich & Benjamini, 1996], Abramovich & Ben-
jamini ont proposé un estimateur de seuillage pour corriger les tests multiples et maximiser le
nombre de coefficients retenu dans le modele. Leur approche est basée sur la méthode FDR
(en anglais the false discovery rate) de Benjamini & Hochberg [Benjamini & Hochberg, 1995]
afin de controler le taux d’erreur global. Les auteurs dans [Abramovich et al., 2000] ont montré
I'optimalité de minimiser le rapport du FDR.

e Test d’hypotheéses récursives L’approche de test d’hypotheses multiples décrite ci-dessus
produit un seuil global. Ogden & Parzen [Ogden & Parzen, 1996a] ont développé une procédure
de test d’hypotheses récursives permettant de produire un seuil A; a chaque échelle de décompo-
sition, de méme que I'estimateur de seuil SureShrink. Cette procédure n’inclut que les coefficients
d’ondelettes de forte évidence nécessaires pour la reconstruction, comparée a 'approche [Abra-
movich & Benjamini, 1995, Abramovich & Benjamini, 1996] qui cherche a inclure le plus de
coefficients possible.

e Validation croisée Une regle principale pour choisir le seuil A\ est de minimiser ’erreur
quadratique moyenne (EQM) entre I'image estimée par l'estimateur de seuillage d’ondelettes g
et I'image vraie g.

Le critere de validation croisée a été utilisé comme procédure automatique pour guider 1’es-
timation du seuil dans plusieurs situations (voir par exemple [Green & Silverman, 1994] ou
[Eubank, 1999]). Cette approche a été adoptée pour le débruitage multi-échelle par [Jansen
et al., 1997] et [Nason, 1994, Nason, 1996]. L’idée est de regrouper les coefficients d’ondelettes
de I'image observée y (Eq.1.1) & chaque échelle j en deux sous-ensembles de méme cardinalité :
ensemble des coefficients d’indice pair et d’indice impair. Ensuite, appliquer un estimateur de
seuillage dur (Eq.1.4) ou doux (Eq.1.5) de seuil A a chaque ensemble pour estimer les coefficients
d’indice pair et impair notés respectivement gf et gf, afin d’estimer ’'EQM f par
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N =D [0F) = wasn)” + (3 — v29)] (1.14)

.
Il
-

oll un unique minimum existe pour ’Eq.1.14
Dans [Nason, 1994], Pauteur a montré l’existence d’un unique minimum pour &,

min = i 1.1
A arg ming (A) (1.15)

Finalement, le seuil de validation croisée est défini comme suit,

log 2 —1/2
AV = [1- Amin 1.1
< log N > (1.16)

La valeur du seuil minimum Api, dépend de N/2 coefficients. Une correction d’ajustement
pour déterminer la valeur de Api, pour N coefficients a été proposée dans [Nason, 1994].

e Seuillage invariant par translation Le seuillage de coefficients d’ondelettes bruités crée
des oscillations pres des discontinuités. Coifman & Donoho ont proposé le seuillage invariant par
translation pour atténuer ces oscillations et améliorer le rapport signal sur bruit (SNR) [Coif-
man & Donoho, 1995]. Le seuillage des coefficients d’ondelettes des signaux translatés produit
des oscillations différentes car celles-ci sont créées par des ondelettes différentes. Le moyennage
réduit 'amplitude de ces oscillations car elles ne sont plus en phase. Dans le calcul de 'esti-
mateur invariant par translation, et au lieu de décaler le signal, on peut décaler les ondelettes
dans la direction inverse, ce qui est notamment réalisé par 'algorithme ”a trous” développé par
Mallat [Mallat, 1989]. Notons que la procédure du seuillage dans [Coifman & Donoho, 1995] est
équivalente au seuillage des coefficients de la transformée d’ondelettes non-décimée si toutes les
translations du cycle-spiring sont appliquées.

1.3.1.2 Méthodes classiques par blocs

1.3.1.2.1 Seuillage par blocs sans recouvrement L’estimateur de seuillage par blocs sans
recouvrement a été proposé par Cai [Cai, 1999]. A chaque échelle de décomposition j = J, ..., J —
1, les coefficients de détail dy7, sont groupés dans des blocs de coefficients sans recouvrement
de taille B (ot1 B n’est pas nécessairement divisible par 27). Les premiers coefficients peuvent
étre réutilisés pour remplir le dernier bloc (cas augmenté, Fig.1.4(b)) ou les derniers coefficients
restants ne peuvent pas étre utilisés (cas tronqué, Fig.1.4(c)). Soit (jb) I’ensemble des indices
des coefficients dans le b*™ bloc & I’échelle 7,

(78) = {(Gs (.m)) : (b— 1)B +1 < (1, n) < bBY}, (1.17)
et soit S(ij) Iénergie du signal bruité dans le bloc (jb). Dans chaque bloc (jb), les coefficients
d’ondelettes d%n sont estimés par I'intermédiaire de I'estimateur du risque SURE,

2 2
S(jb) — A\Bo )

2
i)
Cai [Cai, 1999] a suggéré de prendre B = log N et A = 4.50524 (qui représente la solution

de I’équation A —log A — 3 = 0).

d% (1.18)

mn

d,(g’;) = max (0,
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Fia. 1.4 — Exemple de représentation par blocs sans recouvrement.

1.3.1.2.2 Seuillage par blocs avec recouvrement Cai & Silverman ont proposé l’estima-
teur de seuillage par blocs avec recouvrement [Cai & Silverman, 2000], en modifiant celui sans
recouvrement [Cai, 1999].

A chaque échelle de décomposition j = J., ..., J —1, les coefficients de détail d%, sont groupés
dans des blocs de coefficients sans recouvrement (jb) de taille By. La taille de chaque bloc est
augmentée de B; = max(1,[By/2]) dans toutes les directions, afin de former des grands blocs
avec recouvrement (jB) de taille B = By + 2Bj.

Soit S(zj p) Vénergie du signal bruité dans le grand bloc (jB). Dans chaque bloc (jb) les
coefficients d’ondelettes sont estimés simultanément par le minimiseur du risque SURE suivant,

. S? . — ABo? ,
d9%) = max (o, (33392) o (1.19)
(1B)

Cai & Silverman [Cai & Silverman, 2000] ont suggéré d’utiliser By = log(N)/2 avec \ =
0.450524 ou bien By = B; =1 avec A = %log N.

1.3.2 Approches bayésiennes

Dans le cadre bayésien, plusieurs modeles statistiques a prior: adaptés a la modélisation
statistique des coefficients d’ondelettes dans le cas bruité ont été envisagés. La combinaison de
I'information contenue dans les données observées (e.g y) et celle contenue dans la loi a priori sur
le signal a estimer g permet d’obtenir la distribution conditionnelle a posteriori. Cette derniere
permet d’obtenir 'estimateur bayésien et d’estimer la fonction inconnue g. Plusieurs types de
méthodes ont été proposés dans la littérature dont nous dressons ci-dessous un panorama.

1.3.2.1 Meéthodes bayésiennes univariées

e Méthodes basées sur I'a priori gaussien Une approche bayésienne de type seuillage par
contraction, basée sur I'a priori gaussien, a été proposée par Coifman [Chipman et al., 1997].
L’idée est de modéliser la distribution des coefficients d’ondelettes par un mélange de deux
distributions normales de variances différentes. Les hyperparametres de 1’a prior: sont estimés
de maniere adaptative a chaque niveau de résolution.

Une autre variante est celle d’'un modele Bernoulli-gaussien proposé par Clyde [Clyde et al.,
1998]. Dans cette approche, les coefficients de détail sho j=de...,J—1;mn=0,...,2 —1
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ayant une amplitude nulle sont obtenus par,

St Vo ~ N (0,770, 77) (1.20)

et
yi°. ~ Bernoulli(r;) (1.21)
ou les s},fm sont des variables aléatoires (VAs) conditionnellement indépendantes sur les 'yﬂ;fn.
Ces derniers sont des VAs binaires pour déterminer si la valeur du coefficient est nulle (%m =0)
ou non (729, = 1), et suivent une loi de Bernoulli de paramétre mj (ol P('ymn =1) = 7).

Les expressions permettant d’obtenir le seuil et 'estimateur de seuillage RB (smn\dmn, o ) sont
définies en détail dans [Clyde et al., 1998, Antoniadis et al., 2001].

e Méthode avec a priori par mélange fini de gaussiennes Deux types d’estimateurs bayésiens
basés sur 1’a priori gaussien par mélange fini ont été proposés dans [Abramovich et al., 1998,
Clyde & George, 1999, Clyde & George, 2000].

Clyde & George [Clyde & George, 1999, Clyde & George, 2000] ont proposé un estimateur
de seuillage par contraction en minimisant un risque bayésien Lo. L’expression de cet estima-
teur ECP correspond & une régle de seuillage dépendante de 1'échelle ol les coefficients dyny,
sont seuillés par un facteur non linéaire [Clyde & George, 1999, Clyde & George, 2000]. Dans
[Abramovich et al., 1998], les auteurs ont proposé un estimateur de seuillage d’ondelettes en
minimisant un risque bayésien L;. Cet estimateur correspond & la médiane a posteriori.

Pour l'estimation des hyperparametres, les auteurs ont utilisé I’algorithme EM pour 'estima-
tion des parametres du modele a priori, et 'estimateur robuste MAD de Donoho & Johnstone
pour estimer le niveau de bruit.

e Approche bayésienne de test d’hypothéses Vidakovic a proposé un estimateur de seuillage
basé sur une approche bayésienne de test d’hypotheses [Vidakovic, 1998]. Pour chaque coefficient
de détail d%n|smn, 02 ~ N (spin,02), cette méthode implique le test d’hypothese suivant : Hy :
syl =0 contre Hj : Smn = 0. Si 'hypothese Hy est rejetée, alors syn est estimé & partir de dyy,
ou a chaque échelle j = J., ..., J — 1 la distribution a priori est définie par

Sin ~ TiC () + (1 = m;)8(0) (1.22)

ot1 6(0) est une distribution de Dirac centrée en zéro. ¢ décrit le comportement de la distribu-
tion des coefficients s;7,, non nulle (cas de Hy est fausse). Abramovich & Sapatinas [Abramovich
& Sapatinas, 1999] ont étudie le cas ou ¢ est la PDF normale. En appliquant le théoreme de
Bayes pour le test d’hypotheses, 'estimateur de seuillage est donné par la formule suivante :

P(Ho|d%,)
P(H,|d%,)

Aoj

807, = d%, 1(,,<1) avec n; = (1.23)

ou 1, est 'indicatrice usuelle et 7); est le rapport de vraisemblance conditionnelle a posteriori.
Les coefficients d’ondelettes d;,, seront seuillés si n); > 1; sinon ils seront gardés. L’application de
cet estimateur nécessite I'estimation des hyperparametres {7}, 7;,0.}. Cette étape est accomplie

a 'aide de l'algorithme EM de fagon analogue a ce qui a été proposé précédemment dans [Clyde
& George, 1999, Clyde & George, 2000).
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e Méthode avec a priori gaussien sur le signal et exponentiel sur la variance du bruit Vida-
kovic & Ruggeri [Vidakovic & Ruggeri, 2000] ont proposé une méthode qui impose un a priori
gaussien sur les coefficients d’ondelettes spJ, et un a priori exponentiel sur la variance du bruit
(07 ~ E(p) ot pu > 0).

Pour obtenir une régle de seuillage bayésien de forme analytique, les auteurs ont troqué ’a
priori gaussien contre un a priori Bernoulli-Laplacien pour les coefficients de détail s%n,

%0 ~ L0, 1) + (1~ 77)8(0) (1.24)

L’espérance conditionnelle a posteriori des coefficients s% . est donnée par 'expression expli-
cite baptisée BAMS dans [Vidakovic & Ruggeri, 2000]. L’application de cette expression ana-
lytique, dans la pratique, nécessite une estimation des hyperparametres {u,o.}. Vidakovic &
Ruggeri ont estimé ces hyperparametres en utilisant les quantiles d’ordre 1 et 3 de 1’échelle la
plus grossiere J — 1 [Vidakovic & Ruggeri, 2000].

e Distribution gaussienne généralisée (GGD) Mallat a été le premier a proposer la distribu-
tion gaussienne généralisée (GGD) [Mallat, 1989] & des fins de compression. Ensuite, plusieurs
estimateurs ont adopté cet a priori & des fins d’estimation dans le domaine des ondelettes [Si-
moncelli & Adelson, 1996, Moulin & Liu, 1999, Chang et al., 2000a, Chang et al., 2000b]. Moulin
& Liu [Moulin & Liu, 1999] ont proposé un estimateur bayésien de type MAP (cf. annexe A)
basé sur cet a priori.

Le modele a priori GGD est défini par

Pl = graee ) (1.25)

oil ¢ est le parametre d’échelle, v est le parametre de forme et n(v) £ wgg’ﬁ;, ['(.) est la
fonction Gamma. Deux cas spéciaux peuvent étre précisés pour ce modele : cas d’une distribution
de gaussienne pour v = 2 et cas d’une distribution Laplacienne pour v = 1.

La PDF de GGD a une décroissance exponentielle rapide vers I'infini pour des valeurs dé-
croissantes de v. Du fait de ce comportement, I'a priori se révele incapable de modéliser les
queues lourdes de la distribution des coeflicients d’ondelettes.

Le modele GGD avec un parametre de forme 0.3 < v < 1 présente un modele raisonnable
pour la distribution des coefficients d’ondelettes d’une image [Mallat, 1989]. Il peut étre appliqué
a chaque orientation et a chaque échelle de la décomposition sauf a 1’échelle la plus grossiere.
Moulin & Liu [Moulin & Liu, 1999] ont montré que l'estimateur MAP par un a priori GGD est
un seuillage par contraction avec un seuil A égal a

A= s (21— )P ()T o e (1.26)
= — — —v v L op —v .
21— v) g o ©
Notons que pour le cas de la distribution Laplacienne, cet estimateur MAP est identique
a un estimateur de type seuillage doux [Donoho & Johnstone, 1994], de seuil A = Y292 avec

C
¢ = o.(log N)~'/2. Lorsque v est petit (v — 0), on retrouve un estimateur de type seuillage
dur [Donoho & Johnstone, 1994], de seuil A ~ o4/ %V_l/ 2 avec v = ‘{i(\fﬁ . Cela montre que
les estimateurs classiques de type seuillage d’ondelettes sont un cas particulier de cet estimateur

bayésien MAP.
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e Estimateurs basés sur I'a priori a-stable Achim et al. [Achim et al., 2001] ont proposé la
mise en oeuvre de I'a priori a-stable capable de modéliser la distribution de coefficients de détail
a queue lourde. Nous ne rentrerons pas en détail dans cet a priori puisque cela fera 'objet de la
section 3.5 (chapitre 3).

Dans [Achim et al., 2001], les auteurs ont proposé un estimateur bayésien de type ECP.
Toutefois, aucune forme analytique n’a été fournie pour cet estimateur bayésien sauf quelques
cas particuliers, ce qui nécessite une implémentation numérique des intégrales particulierement
instable a cause des bornes d’intégration infinies et cotteuse en temps.

L’estimation des hyperparametres du modele a priori est une étape importante pour mettre
en oeuvre le débruiteur mais elle reste une tache tres cruciale. Si cette estimation reste accessible
en absence de bruit, elle devient beaucoup plus délicate en sa présence. Plusieurs méthodes ont
été envisagées pour estimer les hyperparametres en absence du bruit. Citons par exemple : la
méthode de maximum de vraisemblance [Nolan, 1997], la méthode des quantiles [Fama & Roll,
1971], la méthode des moments fractionnaires [Ma & Nikias, 1995] et aussi les méthodes basées
sur la fonction caractéristique [Koutrouvelis, 1980, Koutrouvelis, 1981].

Dans [Mathieu, 2002], ’auteur a proposé une implémentation tres rapide et stable pour 'esti-
mateur bayésien ECP basée sur I'implémentation numérique des intégrales de Fourier impliquées
dans 'ECP & base de FFT [Press et al., 1992]. Toutefois, le probléeme des hyperparametres per-
siste.

1.3.2.2 Méthodes bayésiennes multivariées

En raison de I'introduction de I'information contenue dans le voisinage des coefficients d’on-
delettes, les méthodes classiques par blocs de coefficients présentent une meilleure qualité d’es-
timation en comparaison avec les méthodes classiques terme a terme. Il en est de méme pour les
estimateurs bayésiens par blocs. Cette tache est cruciale pour préserver la géométrie locale des
images.

e Estimateur bayésien de type seuillage par blocs Les coefficients d’ondelettes peuvent étre
seuillés par blocs de coefficients plutot que terme a terme. Cette idée a été présentée par Abramo-
vich [Abramovich et al., 2000] pour obtenir un estimateur bayésien par blocs sans recouvrement.

En considérant le modele d’observation donné par I'équation 1.2, a chaque échelle de décom-
position j (j = J.,...,J —1) les coefficients d;7,, sont groupés dans des blocs sans recouvrement
bji de taille B; = j, ou B; n’est pas nécessairement divisible par 2.

Les auteurs [Abramovich et al., 2000] ont considéré le modele a priori suivant pour chaque
bloc bji et a chaque échelle j :

bjxc ~ N (0,V;) + (1 — m;)8(0) (1.27)

ou §(0) et V; sont respectivement un vecteur de B; de Dirac centrées en zéro et la matrice
de covariance de taille B; x B;.

Deux type d’estimateurs bayésiens correspondant aux risques Lp et Lo ont été proposés
dans [Abramovich et al., 2000]. L’estimation des hyperparametres {7;, V;} est obtenue par une
méthode de Bayes empirique basée sur 'estimateur de maximum de vraisemblance marginale.

e Seuillage basé sur une décomposition déterministe/stochastique Les approches bayé-
siennes citées précédemment pour I'obtention d’'un estimateur bayésien de type seuillage d’on-
delettes, imposent un a priori de moyenne nulle pour les coefficients d’ondelettes dyj,. Huang
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& Cressie [Huang & Cressie, 2000] ont proposé une approche bayésienne avec un a priori gaus-
sien multivarié (de moyenne non nulle & estimer et & introduire dans l'estimateur de seuillage).
L’idée est de décomposer I'image a estimer g en deux parties : une partie dite "déterministe” qui
regroupe les coefficients significatifs et une partie dite "stochastique” qui regroupe les coefficients
de moyenne nulle.

Soient ¢, et d; (resp. ay, et's;), avec j = Je, ..., JJ—1, les vecteurs des coefficients d’approxi-
mation et de détail observés et inconnus a toutes les échelles j. Huang & Cressie ont proposé le
modele bayésien multivarié suivant,

wl (8,02) ~N(B,021) et Bl (1, V) ~ N (1, 2(V)) (1.28)

onw = {cy,dy,...,dj_1} et 8 = {ay.,ss,...,s7-1}. B, qui correspond & la partie de
composantes déterministes, peut s’écrire sous la forme suivante :

B=u+n (1.29)

ol i et n correspondent respectivement aux parties déterministe et stochastique avec 1 ~
N(0,%(V)). (V) permet de décrire la variabilité et la corrélation dans l'image.

L’estimateur ECP de (3 sachant w et o? s’écrit comme suit,

(Blw,02) = p+ (V) (E(V) +021) " (w — p) (1.30)

Pour mettre en application cet estimateur, les auteurs [Huang & Cressie, 2000] ont suggéré
d’estimer les hyperparametres {oe, pt, ¥2(V)} ainsi : le niveau de bruit o par I'estimateur MAD
[Donoho & Johnstone, 1994] ou bien par une méthode basée sur le variogramme des observations
[Huang & Cressie, 2000], 11 = ¢, et le vecteur V par la méthode de maximum de vraisemblance
sur les données w.

e Estimateur basé sur I'a priori a-stable multivarié Dans [Sendur & Selesnick, 2002, Achim &
Kuruoglu, 2004], les auteurs ont utilisé la loi a-stable multivariée pour modéliser les dépendances
inter-échelle entre coefficients dans le domaine des ondelettes basée sur la distribution a-stable
isotrope. Cette représentation statistique permet de mieux modéliser les distributions des coef-
ficients de détail a queue relevée aussi bien que les dépendances inter-échelle entre coefficients.

Sendur & Selesnick ont proposé un estimateur bayésien bivarié de type MAP seulement pour
le cas des distributions gaussienne et Laplacienne [Sendur & Selesnick, 2002]. Dans [Achim & Ku-
ruoglu, 2004], Achim & Kuruoglu ont proposé I'estimateur bayésien bivarié MAP correspondant
au cas de la distribution de Cauchy.

Les hyperparametres du modele de la distribution a-stable bivariée pour les observations
bruitées sont estimés par la méthode de maximum de vraisemblance en utilisant les techniques
d’intégration de Monte-Carlo et par l’estimateur MAD pour estimer le niveau de bruit [Donoho
& Johnstone, 1994].
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1.4 Débruitage dans le domaine des transformées multi-échelles orien-
tées

1.4.1 Approches classiques sans a priori
e Estimateurs par seuillage de X-lets géométriques

Plusieurs extensions pour les estimateurs par seuillage d’ondelettes ont été récemment pro-
posées dans le domaine des transformées multi-échelles orientées, e.g. les X-lets géométriques :
curvelets [Candes & Donoho, 2002, Starck et al., 2002, Candeés & Donoho, 2004], contourlets
[Do & Vitterli, 2003a, Do & Vitterli, 2003b], bandelets [Mallat & LePennec, 2005, LePennec
& Mallat, 2005], ondelettes complexes [Kingsbury, 1999] et ondelettes orientées "steerable pyra-
mid” [Freeman & Adelson, 1991, Simoncelli et al., 1992]. Ces transformées sont des transformées
redondantes qui permettrent de décomposer I'image en sous-bandes orientées et aussi de bien
capturer et préserver la géométrie exprimée par les agglomérats de coefficients. De plus, certaines
de ces transformées montrent des propriétés de presque-invariance par translation et permettent
aussi d’obtenir une meilleure sélectivité directionnelle.

e Estimateurs par seuillage Une extension de 'estimateur par seuillage d’ondelettes basée sur
la transformée de curvelet a été proposée par Starck et al. [Starck et al., 2002]. Les curvelets
1°7¢ génération ont été proposées par Candes & Donoho [Candes & Donoho, 1999] et constituent
une nouvelle famille de frames d’ondelettes géométriques plus efficaces que les transformées
multi-échelles non-orientées pour la représentation de certaines géométries des images (C? par
morceaux au dela de la discontinuité C2). Les auteurs dans [Starck et al., 2002] suggerent I'ex-
traction des coefficients de curvelet de détail significatifs par comparaison de ces derniers avec un
parametre de seuillage A = ko) ou o) est 'approximation de la variance calculée par des simu-
lations de Monte-Carlo. Pour la premiere échelle de décomposition (j = 1) k = 4, et k = 3 pour
les autres échelles (j > 1). Les fonctions de seuillage résultantes se déclinent sous deux formes,
seuillages dur et doux, définis de la méme facon que celles données par I'Eq.1.4 et I'Eq.1.5.

D’autres extensions pour les estimateurs par seuillage d’ondelettes sont apparues récemment.
Citons par exemple, les estimateurs de seuillage basés sur la transformée de contourlets qui ont
été proposés dans les travaux de Minh Do & Vitterli [Do & Vitterli, 2003a, Do & Vitterli, 2003b]
et d’Eslami & Radha [Eslami & Radha, 2006]. Dans [Mallat & LePennec, 2005, LePennec &
Mallat, 2005], Mallat & LePennec ont utilisé ces estimateurs de seuillage avec la transformée de
bandelets. Aussi dans [Claypoole & Baraniuk, 2000], les auteurs ont proposé des estimateurs de
seuillage basés sur les wedgelets.

Les résultats des simulations de débruitage ont montré que les estimateurs classiques avec des
transformées multi-échelles orientées (e.g. X-lets géométriques) sont souvent meilleurs comparés
aux estimateurs classiques avec les transformées multi-échelles non-orientées, en terme de qualité
visuelle et en terme de PSNR.

1.4.2 Approches bayésiennes

e Estimateur basé sur le mélange d’échelles de gaussiennes Portilla et al. [Portilla et al.,
2003] ont proposé une approche bayésienne basée sur un modele statistique de voisinage de
coefficients d’ondelettes, basée sur 1'a priori de mélange d’échelles de gaussiennes [Andrews &
Mallows, 1974]. Cette méthode exploite le fait que les coefficients d’ondelettes s’agglomerent? de

2Ces agglomérations se concentrent au voisinage de la géométrie de 'image
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maniere cohérente a travers les échelles et a des positions proches les unes des autres.
Dans [Portilla et al., 2003], le voisinage de dj,, est modélisé par un mélange infini de gaus-
siennes dépendant uniquement de ’échelle j et une VA de mélange :

Ym,n: d%, < /Zu (1.31)

ou z; est une variable aléatoire scalaire appelé le multiplieur, indépendante de u, de moyenne
1, et u est un vecteur de VAs gaussiennes centrées de covariance ¥. Dans [Portilla et al., 2003],
zj suit un a priori non-informatif de Jeffrey.

Le modele statistique proposé dans [Portilla et al., 2003], permet de modéliser les distri-
butions marginales et jointes des coefficients d’ondelettes, et s’avere efficace pour capturer le
comportement leptokurtique des coefficients d’ondelettes et de prendre en compte la corrélation
entre les coefficients dans le voisinage. Cette méthode a été implémentée avec la transformée en
ondelettes orientée “steerable pyramid”. Les résultats expérimentaux ont montré la performance
de cette approche bayésienne de débruitage en terme de qualité visuelle nettement supérieure
comparée aux différentes approches classiques et bayésiennes et en terme de PSNR. Elle repré-
sente actuellement 'une des méthodes a la pointe de ’état de I’art.

e Estimateur basé sur les modeles Markoviens La combinaison des dépendances inter- et
intra-échelle entre les coefficients d’ondelettes dans une base orthonormale décimée est connue
seulement pour fournir des performances (des améliorations) mineures a 'estimateur (au dé-
bruiteur) [Liu & Moulin, 2000]. Cependant, dans une base d’ondelettes non-décimée, une telle
combinaison a des avantages clairs en termes de mesures quantitatives de qualité de I'image et de
la qualité visuelle des résultats. Ceci a été démontré dans [Malfait & Roose, 1997]. L’approche de
[Malfait & Roose, 1997] combine les dépendances inter et intra-échelle d’une maniére puissante
et élégante : un modele aléatoire de champs de Markov (MRF') a deux niveaux est employé pour
coder les connaissances a priori de la répartition des coefficients d’ondelettes, c-a-d, coder les
propriétés géométriques des images de détail. Les dépendances inter-échelle entre les coefficients
d’ondelettes sont exprimées par un modele de probabilité conditionnelle permettant de calculer
les mesures significatives (rapports inter-échelle). Ces mesures significatives sont combinées avec
le modele a priori afin d’estimer le signal d’intérét. Le modele conditionnel de [Malfait & Roose,
1997] est un modele paramétrique mais de type heuristique, ce qui complique son implémen-
tation en pratique. Dans [Jansen & Bultheel, 1999, Jansen & Bultheel, 2001], les auteurs ont
développé théoriquement I’approche de [Malfait & Roose, 1997] et ont proposé des algorithmes
pratiques pour I'implémentation.

Dans [Pizurica et al., 2002], les auteurs ont proposé une approche bayésienne basée sur les
MRF anisotropes. Leur méthode développe trois aspects : (1) une caractérisation statistique de
différentes mesures significatives de coefficients d’ondelettes, (2) un modele conditionnel pour
combiner les propriétés statistiques inter et intra-échelle, (3) un modele de champ de Markov
anisotrope comme a priori. Les différentes formulations des rapports inter-échelle, citées dans
[Malfait & Roose, 1997, Hsung et al., 1999], ont inspiré les auteurs [Pizurica et al., 2002]. Ils
ont déterminé une densité de probabilité conditionnelle pour les rapports inter-échelle au lieu
d’employer des modeles heuristiques. Cette approche s’avere plus efficace en termes de précision
et de temps de calcul que celles citées précédemment.

D’autres extensions des MRF ont été proposées. A titre d’exemple, le modele de Markov caché
contextuel proposé dans [Crouse & Baraniuk, 1997] et le modele de Markov caché contextuel
local proposé dans [Fan & Xia, 2001]. Ce dernier permet d’exploiter les statistiques locales ainsi
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que les dépendances inter- et /ou intra-échelle entre les coefficients d’ondelettes et de les modéliser
par un mélange fini de gaussiennes.

Il est a noter que 'une des difficultés principales de ce type d’estimateurs bayésiens réside
dans l'estimation des hyperparametres du modele markovien. Pour cela, les auteurs ont envisagé
I'utilisation de I'algorithme EM pour le calcul des probabilités conditionnelles des états sachant
les observations. Se rajoute a cela, un temps d’exécution important puisque des échantillonneurs
stochastiques sont mis en jeu lors de I'optimisation des configurations.

e Estimateur basé sur les arbres de Markov cachés Crouse, Nowak & Baraniuk ont pro-
posé le modele d’arbre de Markov caché (HMT) pour la modélisation statistique d’images dans
le domaine des ondelettes [Crouse et al., 1998]. Ce modele de HMT permet de capturer les
dépendances inter-échelle par une structure d’arbre sur les coefficients d’ondelettes (processus
arborescent plutot que séquentiel) et d’introduire les dépendances markoviennes le long de la
structure d’arbre. Ce modele a été appliqué pour le débruitage et la compression d’images dans
[Romberg et al., 1999]. I a été aussi proposé pour la déconvolution des images satellitaires et
aériennes [Jalobeanu, 2001].

e Estimateur de type filtrage combiné Un nouveau type d’approche pour la restauration
d’images a été récemment proposé dans [Starck et al., 2003], basé sur la combinaison de plusieurs
transformées multi-échelles orientées et/ou non orientées afin de bénéficier des avantages de
chacune d’elles (notion de diversité morphologique).

L’idée est que les ondelettes ne sont pas optimales pour ’analyse d’objets anisotropes dans
Iimage (e.g., les lignes, les contours, etc.) comparées aux transformées multi-échelles orientées
qui integrent la notion de directionnalité et qui permettent de représenter des objets anisotropes
de maniere parcimonieuse, mais restent efficaces pour la détection de structures isotropes a
différentes échelles.

I a été montré dans [Starck et al., 2002], pour le probléme de débruitage, que les approches
de curvelet présentent une meilleure performance en terme de PSNR comparées avec celles de la
transformée d’ondelettes non-décimée. Toutefois, en terme de qualité visuelle certains d’artefacts
le long des contours peuvent étre observés sur 'image restaurée. Afin d’améliorer la qualité de
I'image restaurée, les auteurs dans [Starck et al., 2003] ont proposé une approche de filtrage
combinée, des dictionnaires de transformées integrent les ondelettes et les curvelets.

1.5 Conclusion

Apres cet état de l'art sur les différentes approches pour le probleme de la régression non-
paramétrique dans le domaine des transformées multi-échelles (débruitage multi-échelle), des
remarques se dégagent sur le fait que les approches bayésiennes s’averent plus efficaces que
celles présentées dans le cadre classique (sans a priori) que ce soit terme a terme (coefficient
par coefficient) ou bien par bloc de coefficients. De plus, les méthodes bayésiennes multivariées
présentent une meilleure qualité d’estimation pour le signal inconnu g comparées aux méthodes
univariées. Cela est du a I'introduction de I'information contenue dans les dépendances inter- et
intra-échelle entre les coefficients. Cependant, les approches bayésiennes souffrent de quelques
problemes. Pour un bon nombre d’a priori, aucune forme analytique n’a été proposée pour l'es-
timateur bayésien ce qui nécessite une implémentation numérique soit des intégrales impliquées
dans les estimateurs ECP, soit 'optimisation itérative pour le MAP. Vient s’ajouter a ceci le
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probleme d’estimation des hyperparametres qui reste une étape cruciale et extrémement critique
particulierement en présence de bruit.

Dans le cadre de cette these, nous proposons de nouveaux estimateurs bayésiens dans le
domaine des transformées multi-échelles orientées et non-orientées comme solution au probleme
de la régression non-paramétrique, basés sur les lois statistiques : a-stable et les Formes K de
Bessel.
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Apres avoir posé le probleme de débruitage, il est nécessaire de comprendre quelle est la
structure de I'image réelle que 1’on observe a la sortie du capteur. La modélisation de 'image
observée est une étape indispensable pour reconstruire I'image qu’on cherche a obtenir dans de
bonnes conditions.

Ce chapitre a pour objectif de présenter quelques propriétés statistiques permettant de ca-
ractériser les images observées dans certains domaines transformés. Ainsi, nous dressons un état
de l'art concis des principaux modeles pour la modélisation statistique des images qui ont été
proposés dans la littérature.

2.1 Pourquoi une modélisation statistique ?

L’approche probabiliste pour la modélisation et le traitement des images a été initiée par
U. Grenander (voir la revue faites dans [Grenander, 1993]), puis développée et popularisée plus
amplement par D. Geman & S. Geman [Geman & Geman, 1984] dans leurs travaux primordiaux
sur les champs de Markov en traitement d’images.

31
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L’hypothese de base pour la modélisation statistique est 'existence d’une probabilité sur
I’ensemble des images, qui serait la loi des images appartenant & un corpus (e.g. images na-
turelles). Cette loi de probabilité illustre le comportement statistique d’un ensemble d’images
particulier. Pour les textures par exemple, les champs aléatoires de Markov ont été mis a profit
pour les modéliser et les synthétiser [Winkler, 1995]. Des alternatives basées sur des transformées
appropriées ont aussi été avancées dans [Simoncelli & Portilla, 1998]. L’ambition est de définir
un modele permettant de générer des images de scénes appartenant a un corpus, des images
naturelles par exemple.

2.2 Axiomes et propriétés relatives aux images naturelles

2.2.1 Invariance par changement d’échelle

Une des propriétés les plus marquantes, relative aux images naturelles, est l'invariance par
changement d’échelle (et aussi par translation). En termes statistiques, la distribution marginale
des images naturelles est inchangée si les images sont grossies ou réduites. Ceci peut étre exprimé
par une loi de puissance (une densité spectrale de puissance) qui évolue en uﬂi_"’ ou w est la
fréquence spatiale et n est I'exposant caractéristique. Cette loi de puissance n’est autre que la
manifestation de la nature fractale ou invariante par changement d’échelle des images naturelles
[Mandelbrot & van Ness, 1968]. D’un point de vue statistique, I'invariance par changement
d’échelle peut se formaliser par :

P (X (F~H(n,m))) = P (X(n,m)) (2.1)

pour tout sous-ensemble mesurable X (image) de ’espace muni de la mesure de probabilité
P et F(n,m) = (sn + t,,sm + t,,) est une fonction de R? vers R?, s traduit le zoom (échelle),
(n,m) est la location spatiale et (t,,t,,) la translation.

Ainsi, il est naturel de faire appel & une décomposition multi-échelle pour analyser les images
lorsqu’on évoque la notion d’invariance d’échelle, pour observer éventuellement de nouvelles
propriétés, se manifestant au niveau de cette décomposition.

2.2.2 Persistance a travers les échelles

Lorsqu’on observe les modules des coefficients de détail d'une décomposition a différentes
échelles, on note immédiatement une ressemblance. Sur la Fig.2.1, on a décomposé l'image
de Lena (comportant des contours, textures et zones régulieres); on constate une persistance
évidente de certains détails, notamment des contours et des régions homogenes.

2.2.3 Dépendance intra-échelle

Dans une décomposition multi-échelle, on observe une ressemblance entre les sous-bandes de
détails (correspondant a différentes orientations) & une méme échelle, bien que si on regarde les
coefficients un par un, ils ne sont ni égaux ni nécessairement de méme signe.

Sur la Fig.2.2, on constate que les coefficients de détail de forte valeur tendent a se regrouper
autour des bords des objets (e.g. les contours, les lignes, etc.) quelle que soit l'orientation. Ces
agglomérats de coeflicients tendent ainsi a décrire un chainage géométrique local.
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(a) HH 1 (b) HH 2 (c) HH 3

F1a. 2.1 — Sous-bandes de détails diagonaux de la DWT (ondelette Daubechies-8) appliquée sur
I'image de Lena (de taille [512x512]) aux échelles : 1, 2 et 3, montrant la persistance des détails
a travers les échelles.

(a) HL 1 (b) HH 1 (c) LH 1

F1a. 2.2 — Sous-bandes de la DWT (ondelette Daubechies-8) de I'image de Lena a I’échelle 1 :
détails verticaux (H L), diagonaux (H H ), horizontaux (LH), illustrant la dépendance entre les
sous-bandes d'une méme échelle.
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2.3 Modeles statistiques des images

Dans la littérature, plusieurs travaux se sont penchés sur la modélisation statistique d’images
d’un point de vue mathématique, essayant ainsi de caractériser les phénomenes a ’origine de la
génération des images. Une approche fréquente a tous ces modeles est le placement aléatoire de
formes planaires (lignes, objets, etc.) dans une image selon des lois particulieres. On retrouve
les modeles génératifs parcimonieux, les modeles de superposition [Mumford & Gidas, 2001,
Grenander & Srivastava, 2001] et les champs aléatoires de Markov [Li, 1995, Winkler, 1995, Zhu
et al., 2000].

2.3.1 Modeles génératifs parcimonieux

Les modeles géométriques ont été proposés pour représenter des images géométriques. L’idée
est de trouver une représentation parcimonieuse (dite aussi creuse ou compacte) du contenu
de ces images. Des outils classiques ont été utilisés pour construire une représentation creuse,
particulierement ces dernieres années grace au développement en analyse harmonique appliquée
computationnelle ( ondelettes et au dela, curvelets [Candeés & Donoho, 2002, Starck et al., 2002,
Candes & Donoho, 2004, Candes et al., 2006], bandelets [Mallat & LePennec, 2005, LePennec
& Mallat, 2005], contourlets [Do & Vitterli, 2003a, Do & Vitterli, 2003b]). Récemment, des
transformées adaptatives ont été envisagées pour se rapprocher des modeles physiologiques (voir
par exemple les travaux de [Olshausen & Field, 1996, Mallat, 2006]).

2.3.1.1 Représentation parcimonieuse

Soit X une image, X € RY et N représente le nombre de pixels. X peut étre représentée
suivant le modele génératif linéaire comme suit :

m
X = Zakgok = da (2.2)
k=1

ot ® est une matrice (dictionnaire d’atomes) de taille N x m représentant 1’ensemble des atomes
{on}ti

Un modele parcimonieux suppose que quelques coefficients de « seront retenus, ce qui est
formalisé par la pseudo-norme ¢,

ey, £ Card {k\ay # 0} <M (2.3)

ou M représente le nombre de coefficients retenus dans le modele. Ce modele suppose que 'image
X appartient a I'union des espaces de (m) vecteurs de dimension M. Une autre représentation
exacte de la parcimonie suppose que les coefficients o de X dans le dictionnaire ® aient une
norme ¢, petite (0 < p < 1),
d
lelf) = Jewl? < ¢ (2.4)
k
Dans le cas ou ® est une base orthonormée de fo, 'approximation de X dans Eq.2.2 se
calcule de facon simple. Il suffit d’imposer un seuil A > 0 et de rejeter les coefficients d’amplitude
inférieure a ce seuil

4

Xwm Y (frerer avee M = Card {k\|(f,x)| > A} (2.5)

[(frpr)[>A
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Le seuil A controle la qualité de "approximation et est lié aussi au nombre de coefficients
non nuls de M. La fonction Xy, obtenue est la meilleure approximation de X avec M coefficients
dans la base orthonormée & satisfaisant

IX — Xullf, <M~ (2.6)

ol C est une constante qui ne dépend que de X, et § > 0 est un exposant dépendant de
la régularité de I'image X traduisant la décroissance de erreur d’approximation non-linéaire
(non-linéaire puisque les coefficients pris en compte pour approcher X sont choisis en fonction
de X).

2.3.1.2 Images compressibles

Les images réelles ne sont pas parcimonieuses au sens strict de I’'Eq.2.3 mais sont plutot
compressibles. En effet, I'erreur d’approximation non-linéaire n’est pas toujours nulle mais tend
vers 0 plus ou moins rapidement lorsque M est grand. Par exemple, il a été montré pour les images
C% Terreur d’approximation non-linéaire décroit en O(M~™%) dans le domaine des ondelettes
pour une ondelette avec un nombre de moments nuls > «a. Cette propriété d’approximation
optimale est perdue lorsque I'image devient C'“ par morceaux avec des courbes de discontinuités
de longueur finie.

Plus récemment, des représentations parcimonieuses géométriques des images ont vu le jour.
Ainsi, Candeés & Donoho [Candés & Donoho, 1999] ont montré que l'on peut construire des
représentations non-adaptatives géométriques des images en les décomposant sur des frames
de curvelets. Ils ont montré que pour des images C? en dehors de contours de courbure finie,
I’erreur d’approximation non-linéaire par les M coefficients de curvelets les plus importants
est en O ((logy M)*M~2). LePennec & Mallat [Mallat & LePennec, 2005, LePennec & Mallat,
2005] ont aussi montré qu’une construction adaptative sur une base de bandelets est possible
atteignant une vitesse de décroissance de l'erreur en O(M~2). La construction des bandelets
nécessite toutefois le calcul d’un flot géométrique peu aisé en présence du bruit.

Quoi qu’il en soit, en argumentant par les inégalités classiques de la théorie de I'approxima-
tion (inégalité de Bernstein), si erreur d’approximation non-linéaire déroit en O(M~?) pour f

assez grand (e.g. 2), alors on sait que les coefficients ordonnés |ag| = O k‘_#) [Mallat, 1999,

Chapitre IX]. De ce fait, on voit que les coefficients les plus forts sont ceux les moins fréquents
(i.e. peu probables) et inversement pour les coefficients les plus faibles. Cette simple observa-
tion appuyée par les arguments de la théorie de 'approximation nous indique clairement que si
une image est compressible dans une transformée donnée, alors ses coefficients peuvent étre vus
comme les réalisations d’une VA piqué en 0 avec des queues relevées.

2.3.2 Autres modeles
2.3.2.1 Modeles de superposition

2.3.2.1.1 Approche générique Afin de capturer l'invariance d’échelle et la non-gaussianité
des images, Munford & Gidas [Mumford & Gidas, 2001] ont mis en évidence une famille de distri-
butions infiniment divisibles (en invoquant le théoréme de Lévy-Khintchine). Ces distributions
apparaissent des lors que ces images sont modélisées par la superposition d’objets aléatoirement
placés dans 'espace. En effet, en utilisant les axiomes d’invariance (e.g. échelle, translation), on
peut écrire I'image comme la décomposition en série stochastique suivante :
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X(n,m) = Z gi(sin+t;,,sim~+t;,) (2.7)
(2

du moment que cette somme converge (au moins au sens des distributions). Munford & Gidas
[Mumford & Gidas, 2001] ont montré que (s;, t;, , t;,,) suivent une loi de Poisson dans le groupe de
transformations affines de densité ¢ ds dt,, dt,,/s. g; sont les objets (patrons) aléatoires obéissant
a une loi de probabilité avec la mesure de Lévy réduite. Clairement, cette équation suppose que
les objets sont aléatoires (avec une certaine loi) répartis aléatoirement selon une loi de Poisson.
Afin de respecter I'axiome d’invariance énoncé précédemment, la taille des objets (échelle s) doit
avoir une densité qui évolue en 1/s® [Mumford & Gidas, 2001].

2.3.2.1.2 Le modeéle du générateur déplacé Une autre approche a été proposée par Gre-
nander & Srivastava [Grenander & Srivastava, 2001]. Son point de départ est le modéle du
générateur déplacé (en anglais Transported Generator Model). L'une des différences avec 1'ap-
proche de Mumford est que les patrons sont remplacés par des profils 2D appelés générateurs.
Ainsi, 'intensité de 'image au pixel (n,m) peut s’écrire comme étant la somme des contribu-
tions provenant des n objets (de générateurs g; € G) générés aléatoirement selon une certaine
probabilité dont est munie G :

. n — tin m — tz’m
X(nvm) ;azgz ( 5 s > (2.8)

ou les a; € R sont des VAs indépendantes gaussiennes de moyenne nulle et de variance
unitaire, les s; sont uniformes dans [0, N — 1] (grille des pixels), les t; sont des processus de
Poisson 2D homogenes d’intensité p sur un compact de R?. Toutes ces variables sont supposées
mutuellement indépendantes. Les générateurs étant inconnus, les variables sous-jacentes sont
indéterminées. Le but est donc de rechercher une loi de probabilité sur X ou ses versions filtrées
passe-bandes Xp = F'x X en incorporant implicitement les incertitudes sur ces variables. Notons
que caractériser statistiquement X ou ses combinaisons linéaires (i.e. version filtrée linéairement)
revient au méme par le théoreme de Cramer-Wold.

2.3.2.2 Les champs aléatoires de Markov

Les modeles de champs de Markov ont été proposés pour pouvoir modéliser les interactions
entre les coefficients de facon simple, a travers un modele probabiliste. Ces modeles ont montré
leur efficacité pour la synthese de texture et la modélisation des images, pour plus de détail voir
[Li, 1995, Winkler, 1995, Zhu et al., 2000, Grenander & Srivastava, 2001, Mumford & Gidas,
2001].

2.4 Lois dans les représentations parcimonieuses

2.4.1 Loi marginale

Comme nous ’avons vu en 2.3.1, le point de départ commun est de choisir un espace muni
d’une base et de projeter I'espace des images dans un sous-espace de dimension inférieure dans
lequel seules quelques composantes sont significatives. Plusieurs études ont ainsi mis en évidence
que les propriétés statistiques, dans de telles représentations, sont loin d’avoir un comportement
gaussien.
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En effet, les PDFs dans les espaces transformés sont leptokurtiques (un pic prononcé) avec
des queues lourdes (voir exemple de la Fig.2.3). Ce comportement a été observé du moment que
I'image est compressible dans la représentation choisie.

DWT (j=1 0=HH) kurtosis=15.77 FDCT (=1 0=1) kurtosis=27.02
T T T T T

700

500

600 -

500

UDWT (j=1 0=HH) kKurtosis=15.71
T T

2500

2000

1500

1000

F1G. 2.3 — Distributions marginales des coefficients de I'image de Lena avec : DWT (a), FDCT
(b) et UDWT (c). Ces lois marginales sont clairement non gaussiennes, caractérisées pas des
densités symétriques centrées en 0 avec des queues relevées (leptokurtique). Les kurtosis ont des
valeurs significativement plus élevées que la valeur gaussienne de 3.

Une maniere de modéliser ce comportement est d’ajuster des modeles de distribution partant
des observations précédentes (PDFs leptokurtiques a queues lourdes). A titre d’exemple, Mallat
[Mallat, 1989] et ensuite Simoncelli [Simoncelli, 1999] ont proposé la distribution gaussienne
généralisée (GGD).

D’autres modeles peuvent s’avérer judicieux dans un tel contexte. Citons ’exemple des dis-
tributions a-stables introduites par le mathématicien Paul Lévy en 1924 au cours de ses études
concernant le comportement limite des sommes de variables aléatoires indépendantes, et la dis-
tribution des Formes K de Bessel (BKF) [Grenander & Srivastava, 2001]. Nous reviendrons en
détail sur ces lois dans la deuxieme partie. Notons aussi les travaux récents de Wainwright et
Simoncelli [Wainwright et al., 2000] sur les mélanges d’échelles de gaussiennes. Ces modeles sta-
tistiques ont pour vertu de regrouper comme cas particulier certaines des distributions que nous
avons citées (notamment la distribution a-stable et BKF).

Notons que la caractéristique fondamentale qui différencie les lois stables des lois normales
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réside dans le fait que la queue de distribution d’une loi stable décroit selon une loi de puissance,
alors que la queue d’une distribution gaussienne décroit selon une loi exponentielle. Ceci signifie
que les distributions stables présentent une décroissance asymptotique plus lente que celle de la
distribution normale. Cependant, en dépit de ce comportement, les formes explicites des PDFs
des lois a-stables ne sont pas connues en général sauf cas particuliers comme la loi de Cauchy
ou gaussienne. Ceci limite leur mise en oeuvre pratique puisque des méthodes d’intégration
numérique lourdes sont nécessaires. Un autre probleme conceptuel dans I’application de ce type
de modeles statistiques aux images réside dans la pathologie suivante : les moments d’ordre k
d’'une VA a-stable ne sont pas finis. Ces deux difficultés rendent certaines techniques d’estimation
usuelles (maximum de vraisemblance, méthodes des moments) inutilisables en pratique. Des
astuces judicieuses ont été proposées dans la littérature pour contourner ces difficultés [Nikias &
Shao, 1995, Mathieu, 2002]. Dans la seconde partie de ce document, nous reviendrons en détail
sur la loi a-stable et nous proposons des solutions originales pour la mise en oeuvre un modele
des statistiques marginales ainsi qu’en débruitage.

2.4.2 Loi conditionnelle/jointe

Dire qu’une image est une collection de VA indépendantes est une simplification qui enleve
beaucoup a l'information portée par I'image et que nous percevons par notre systeme visuel.
En effet, ce qui fait I'image n’est pas une simple adjonction quelconque de pixels mais bien un
agencement particulier de ces pixels qui décrit une géométrie, une texture, etc. Ainsi, si un pixel
est sur le contour d’un objet, on a de fortes présomptions de penser qu’au moins un de ses voisins
est sur le contour aussi. Une facon de traduire cette observation en termes statistiques est de
dire que les pixels sont inter-dépendants. Les champs de Markov sont une maniere de prendre
en compte ces dépendances.

. 2 2
(aj PDF conditionnelle Fils | Pere (b) PDF joirte [Pere,Fils) (¢ PDF conditonnelle log,(F) | log,(F*)
100 :
- 1007 100
i 0 O 50
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ETiTi] SRR 0
-100
-200 : : : 50
—200 0 200 200 0 200 200 0 200
Pere Pere Pere

F1G. 2.4 — Exemple de PDFs (observées et ajustées par des modeles) jointe et conditionnelle de
deux coefficients d’ondelettes a deux échelles différentes (le pere est & une échelle plus grossiere
par rapport au fils). Les coefficients d’ondelettes sont ceux de I'image de Lena. L’intensité sur
chaque figure reflete 'amplitude de la PDF.

Les Fig.2.4.(a)-(b) donnent une illustration des PDF's jointe et conditionnelle de deux co-
efficients d’ondelettes a deux échelles différentes. Deux remarques importantes sont a émettre.
Premiérement, les PDF's sont centrées en (0,0) (valeurs les plus probables) mais le comportement
statistique n’est absolument pas gaussien comme en témoigne la PDF jointe. Deuxiément, bien
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que les deux coefficients soient décorrélés (voir figure de gauche ol la moyenne du fils ne dépend
pas du pere), ils sont dépendants (la dispersion des coefficients du fils est plus importante a
grandes valeurs absolues du pere). En effet, la PDF conditionnelle du log du fils sachant le log
du pere est unimodale et concentrée (a forte valeur) autour d’une (presque) droite, ce qui révele
que la variance conditionnelle E [F2|P?] est approximativement proportionnelle & F? (voir (c)).
Ce raisonnement peut étre poussé pour englober non seulement les relations pere-fils, mais aussi
la relation aux voisins directs de chaque coefficient.

Une approche pour modéliser ces PDF's jointes consiste a étendre les PDFs marginales a
queues lourdes au cas multivarié. C’est cette démarche que nous adaptons en troisieme partie
de ce document. Nous montrons que ces modeles de PDF jouissent de plusieurs propriétés inté-
ressantes. Nous discutons aussi tous les détails nécessaires a leur mise en oeuvre, ainsi bien pour
la modélisation que pour le débruitage.

2.5 Conclusion

Nous avons évoqué quelques propriétés et lois statistiques nécessaires pour 'analyse statis-
tique d’images. Nous avons aussi passé en revue quelques une des principales approches pour la
modélisation statistique d’images proposées dans la littérature. Il apparait donc évident que la
modélisation statistique est une étape indispensable pour définir les propriétés de 'image que
I’on cherche a recouvrer et pour traduire les connaissances a priori que 'on possede sur cette
image.

Pour formuler ces contraintes, nous proposons, dans la suite, des modeles statistiques adaptés
pour capter le caractere parcimonieux des coefficients de représentation de ces images. Ceux-ci
permettent ainsi de traduire avec flexibilité des a priori sur les images dans le domaine des
transformées multi-échelles. Le mariage fructueux entre ces modeles a priori pour les représen-
tations parcimonieuses d’une part, et de la théorie de 'estimation bayésienne, nous permettra
d’atteindre 'objectif fixé : le débruitage.






Deuxieme partie

Statistiques univariées pour la restauration
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3.1 Quel a priori?

Choisir un espace généralement hilbertien (£2(Z?)) muni d'une trame ou d'une base et pro-
jeter une image dans un sous-espace de dimension inférieure dans lequel seules quelques compo-
santes sont significatives facilite 'obtention d'un a priori [Mallat, 1989, Simoncelli & Portilla,
1998, Grenander & Srivastava, 2001]. En effet, les PDFs de ces composantes dans de telles
représentations sont loin d’avoir un comportement gaussien mais plutot un comportement lep-
tokurtique (un pic prononcé) avec des queues lourdes (queues relevées) (voir Fig.2.3).

Dans ce chapitre, nous introduisons un modele statistique comme a priori bayésien adéquat
a la modélisation statistique d’une grande classe d’images et adapté pour capturer ce comporte-
ment leptokurtique avec queues lourdes. 1l s’agit du modele de mélange d’échelles de gaussiennes
(SMG) introduit en statistiques par Andrews et Mallows [Andrews & Mallows, 1974].

3.2 Modele de mélange d’échelles de gaussiennes : cadre général

3.2.1 Définition

Soit X une VA a valeurs dans R. Sous le modele SMG, il existe deux VAs indépendantes
UZ>0et Z~N(0,1) telles que :

x < z2vu (3.1)

2 st I’égalité en distribution.

3.2.2 Propriétés

Il est aisé de prouver les propriétés suivantes :

e La PDF de X est donnée par

22

+oo
fx(a) = le?/o w2 5 fy (u)du (3:2)

e La fonction caractéristique de X est donnée par

) +oo ww? w2
ox(o) =B [B[0]) =Bzl = [ o F futwu=cln] (%) 63
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ou 9z est la fonction caractéristique de la distribution normale de la VA Z, et L [fy] est
la transformée de Laplace de fy.

e La PDF est unimodale, symétrique et dérivable a gauche et a droite du mode 0.

e La PDF de X existe en 0 si et seulement si E [U_1/2] < 4-o00.

e La PDF de U est reliée a la transformée de Laplace inverse de fx :

Proposition 3.1 Si fy est dérivable sur R™, alors :

fu(u) = @—w ] (20)) (3.4)

ou L[fx](w) est la transformée de Laplace inverse de fx(\/y).

Preuve:
Posons tout d’abord la VA V = U~/2, En opérant le changement de variable v = (2w)~!,
on peut alors écrire a partir de I’'Eq.3.2 :

1 —+o00 _ﬁ
W) = = /0 v fy(v)dv

= \/1277 /0+oo fv ((2w)1/2) e Ydw
. [(277)*1/2 fv ((zw)lﬂﬂ (3.5)

Ainsi, la transformée de Laplace inverse de fx(\/y) est :

L1fx) @) = @07 fr (20)2) = frv) = V2ro(e?/2) (3.6)

ou ¢ est la PDF de la loi normale.

Finalement, en appliquant le changement de variable inverse U = V™7, on obtient le

résultat annoncé 3. |
e Le résultat suivant donne une caractérisation nécessaire et suffisante pour que X puisse se

mettre sous la forme d’un modele de mélange d’échelles de gaussiennes.

2

Proposition 3.2 La VA X posséde une décomposition de 1’Eq.3.1 ssi les dérivées k¢™e
de fx(y/y) sont de signe alterné, i.e. :

d k
(—dy> Fx(v5) 20 ¥y >0 (3.7)

Preuve:

La condition nécessaire est évidente par dérivation directe de I’Eq.3.2. La suffisance est une
conséquence du théoreme d’Andrews et Mallows ([Andrews & Mallows, 1974]), en posant
V=U"12 =
Cette propriété révele qu’une telle famille de loi est tres bien adaptée pour capturer le
caractere creux des représentations parcimonieuses, et est donc légitime comme a priori
pour les coefficients de ces représentations. En effet, du fait du caractere creux des décom-
positions, les PDFs empiriques des coefficients sont unimodales, centrées autour du mode,
leptokurtiques et a queues lourdes. Un a priori adéquat devrait typiquement posséder une

3Ce résultat peut étre facilement vérifié pour la loi des Formes K de Bessel par exemple.
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PDF avec au moins sa dérivée premiere négative et sa dérivée seconde positive sur RT. Si
on choisit un a priori dont la PDF (presque dérivable partout sauf éventuellement en 0)
possede des dérivées de signe alterné, alors la condition suffisante de la proposition 3.2 est
vérifiée, et cette PDF fera forcément partie du modele de mélange de gaussiennes.
Moments absolus d’ordre p

Soient Z ~ N(0,02%) et U > 0 de loi Ly, ou 6 est le vecteur des hyperparametres. Sans
perte de généralité, nous supposons que E [U] = 1.

Proposition 3.3 Le moment absolu d’ordre p de la VA X est donné par :

A@@—ﬁwr6+ﬂmﬂﬂ (3.5)

Preuve:
On a,

E(XP") = E[E[|X U] = E [UF] = v,My (E) (3.9)
ouv, =E[Z]].

Pour calculer v,, on a par calcul direct, apres le changement de variable w = 22
—]\4()—2g rp (P ! <+ (3.10)
v, = =—o0 —_— 00 .
P 2\ =" 2

En substituant les différent termes, le résultat suit.

|
La famille de modele SMG est aussi forcément leptokurtique pour tout U aléatoire. Ceci
est résumé dans la proposition suivante :

Proposition 3.4 Soit X = UZ avec U > 0 et Z ~ N(0,02). Pour tout U aléatoire, le
kurtosis de la VA X est toujours strictement positif.

Preuve:
Ecrivons le kurtosis d’une VA X :

Kurt [X] = m—
= E[U?}) 5 -3
= 3(E[U?] -1) (3.11)

car par définition, pour une variable gaussienne >} =
Finalement par I'inégalité de Jensen :

E[U?] >E[U)? =1 (3.12)

Si 'inégalité ci-dessus n’est pas stricte, cela voudrait dire que Var [U] = E [U 2} —1=0,
ou encore que U = cte avec une probabilité de 1. Or, U est aléatoire.

[
Cas particuliers du modele de mélange d’échelles de gaussiennes
Deux lois se présentent comme cas particulier pour le modele de mélange d’échelles de
gaussiennes. D’apres I'Eq.3.1,



3.3. L’a priori SMG et I’'espace de Besov 47

(i) Si U suit une loi a-stable positive, alors on trouve 1’a priori dit a-stable.
(ii) Si U suit une loi de Gamma, on trouve I’a priori de Formes K de Bessel.

Notons aussi que la GGD est un cas particulier de SMG ou la PDF de U ne possede pas
de forme analytique simple.

3.3 L’a priori SMG et I'espace de Besov

Les espaces de Besov forment une classe d’espaces intéressante dans le domaine du traitement
d’image. En effet, d’une part les fonctions régulieres par morceaux peuvent étre classées dans de
tels espaces et d’autre part 'appartenance a des espaces de Besov peut fournir des informations
sur la régularité des images.

Ici, on négligera la définition théorique des espaces de Besov par le module de continuité et
on se contentera d’une caractérisation pratique par les coefficients d’ondelettes [Meyer, 1992].

Théoréme 3.1 ([Meyer, 1992]) Soitg =3 ; . d;ktbj, ot djy sont les coefficients d’ondelettes
et 1 est Uondelette a léchelle 27 décalée de k. On a léquivalence suivante :

1

N
.y i - q .
|doo| + {E;‘io 9J7'q ( 2]:01 |dj,k|p) P} si1<qg<oo

9 € By q <= ldlls;, = | j s (3.13)
|doo| + S};g {211” ( 22—01 ]dj,k|p> P} 51 = 00
)z
odr’:(r—l—%—%) et 1 < p < oo.

p est le parameétre de régularité de ['tmage g.

L’équivalence des normes pour les espaces Besov se relie a la distribution a priori des coeffi-
cients d’ondelettes aux différents niveaux de détail. Une relation explicite, entre les parametres
du modele SMG et ceux de I'espace de Besov auquel appartient I'image (p.s.), est donnée par le
théoreme suivant :

Théoreme 3.2 Soient X, 4 Zj\/ﬁ des VAs iid a chaque échelle, ou My(p) < +oo 1 <p<
+o00 et \/Var [X, ] = 0; = 00278 (propriété d’invariance d’échelle), avec (0 < o¢ < +00,3 >
0). On a alors,

€B,, (p-s.) ssi 3> (r+3) pour 1 <p<ooetl<qgs<oo.

Preuve:
On a,
i(1— p
My(p) =B [1X12] = S E1XG4l7) = 1o 01y (%) (3.14)
k
Notons
Mo (p) = vpob My (g) < 400 par hypothese. (3.15)

Par I'inégalité de Tchebychev :
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+o00 +00
S P{RTICP X - Mo(p)] > ) <2027 (|| X, )
=0 =0

271

—222 25(1=Fp) ZVar (1 /7]
27 -1
7222 2j(1—0p) ZE“X, ]

on a Mj(Qp) = I/2p0'0p2‘7(1 280) My (p)
+o00

< e ?Mo(2p) ) 277
=0
< +o00 pour p fini (3.16)

Par le premier lemme de Borel-Cantelli, il s’ensuit alors que :

27000 X ||B 2% My (p) lorsque j — +o00 (3.17)
Ceci induit grace aux équivalences des normes pour les espaces de Besov B

(i) 1<p<+ooetl<g<+oo= My(p) est fini.

400
gEBy, = > 2MX;||7 < +oo
j=0
= . . q q
= 3 200 (A ()P < oo
j—O
— ZQJ(T a+5790) 1o
1 1
l—p = 3.18
avec r r+ 2 ( )

la série ci-dessus converge ssi

e+ <= g+l -914+T 41320
p p p

2
1
<:>r—|—§—ﬁ<0 (3.19)
1
<:>ﬁ>r+§

(ii) ¢ =400 et 1 <p < 400 = My(p) est encore fini.
L’équivalence des normes nécessite pour que g € B}, ,
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i i 1
sup [2”2]( pp)] <400 &= r+--5<0

j=0 p
1 1 1
= r+;—--+-—-0p<0
2 p
1
= [f>r+ 3 (3.20)
et donc puisque My(p) est fini, 'image ¢ est dans B; , p-s. deés lors que 3 > r + % |

3.4 Estimation des hyperparametres

Dans le cadre d’'une approche bayésienne, il est nécessaire de caractériser entierement le
modele de distribution, i.e. d’estimer les différents parametres permettant sa caractérisation.

La distribution de U, dans le modele SMG donné par I’'Eq.3.1, dépend d’un ensemble d’hy-
perparametres  (parametres caractérisant I’a priori). Dans le domaine des transformées multi-
échelles, ces hyperparametres sont estimés a partir des coefficients observés a chaque orientation
et a chaque échelle. Il existe diverses méthodes permettant d’estimer les hyperparametres 6.
Parmi les plus usuels, citons par exemple : le maximum de vraisemblance, I'algorithme EM, la
méthode des moments et des cumulants, la méthode des quantiles, les méthodes basées sur la
fonction caractéristique, les méthodes basées sur le comportement asymptotique des queues, etc.

Pour le débruitage bayésien d’images, I’étape d’estimation des hyperparametres est cruciale
et conditionne les performances finales de ’algorithme de débruitage. Notons aussi que cette
estimation reste accessible en absence de bruit et devient plus délicate en sa présence. Les
différentes méthodes envisagées en absence de bruit seront développées dans ce qui suit pour le
cas de I'a priori a-stable et les Formes K de Bessel. En présence de bruit, nous y reviendrons en
détail dans le chapitre suivant.

3.5 Cas 1 : a priori o-stable

La notion de loi de probabilité stable a été introduite par le mathématicien Paul Lévy au
cours de ses études concernant le comportement des sommes de variables aléatoires indépen-
dantes [Lévy, 1954]. La notion de stabilité émane du fait que la somme de deux variables aléa-
toires indépendantes, suivant une loi a-stable de parametre «, suit également une loi a-stable.
La distribution stable est définie de plusieurs manieres équivalentes liées essentiellement a la pro-
priété de stabilité, au théoreme central limite et & la fonction caractéristique [Samorodnitsky &
Taqqu, 1994, Zolotarev, 1986]. Dans ce qui suit, nous nous contenterons d’une définition décrite
entierement a ’aide de la fonction caractéristique.

3.5.1 Définition

Une distribution stable est caractérisée par quatre parametres : I'exposant de stabilité «, le
parametre d’échelle o, le parametre d’asymétrie § et le parametre de position . Dans le cas ou
a = 2, la distribution stable est gaussienne ; o est proportionnel a I’écart-type de la distribution
o, 8 =0 et u est la moyenne.
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Définition 3.1 Une variable aléatoire X est appelée a-stable s’il existe des paramétres 0 < o <
2,020, -1 << 1, et pe R telles que sa fonction caractéristique s’écrive de la fagon
suivante : (formulation de Zolotarev [Zolotarev, 1986])

b (w) = {exp(i,uw — 0%w|¥(1 — iBsign(w) tan(7*))),w € R st # 1 (3.21)

exp(ipw — 0®|w|®(1 — ifsign(w) — Zlog |w|)),w € R sia =1

Les quatre parametres qui caractérisent une loi stable s’interpretent comme suit :

e [’exposant caractéristique o, 0 < o < 2. Il décrit la forme de la distribution ou son degré
de "lepto-kurticité”.

e Le parametre d’asymétrie 3, 5 € [—1,1]. Si f = —1, on dit que la distribution est totale-
ment asymétrique a gauche. Si g = 0, on dit que la distribution est symétrique. Si g =1,
la distribution est dite alors totalement asymétrique a droite.

e Le parametre de position p, 1 € R. Si a > 1, ce parametre est égal a la moyenne.

e Le parametre d’échelle 0 = yo, 0 € RT. Si a = 2, I’écart-type de la distribution est égal

av20.
3.5.2 Propriétés
Les lois stables vérifient certaines propriétés tres utiles dans la pratique. Nous en présentons
ici quelques unes.
3.5.2.1 \Variables aléatoires a-stables symétriques
Une VA stable est appelée a-stable symétrique (SaS) si sa distribution est symétrique.

Proposition 3.5 Soit X ~ Su (8, u,0). X suit une distribution a-stable symétrique si 3 =0 et

pw=0.
X est symétrique par rapport a p si § = 0.

D’apres la Définition 3.1 et la Proposition 3.5, on voit que si X est Sa.S, alors sa fonction
caractéristique s’écrit sous une forme tres simple :

E [exp (iwX)] = exp (—0%|w|¥) ,w € R (3.22)

Par ailleurs, une VA X est dite SaS réduite si o = 1.

3.5.2.2 Quelques opérateurs arithmétiques

Propriété 3.1 Si Xy et Xo sont deur VAs indépendantes avec X; ~ So(Bi, pi, 07), i = 1,2,
alors X1 + Xo ~ So(B, p, o) avec :

_ Biof + Baoy
o + o

1
a

Ié; yo= (o 4+09)e , u=p1+ po. (3.23)

Propriété 3.2 Si X ~ S, (B, pu,0), et a,b € R, alors

{aX + b~ So (sign(a)B, ap + b, |alo) sia# 1 (3.24)

aX + b~ Sy (sign(a)B3, ap — 2a(log |al)opB, |alo)  sia =1
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Propriété 3.3 Si X ~ S, (06, u,0), avec 0 < o < 2, alors

(3.25)

{E[[X\p] <oo sipé€(0,a)
E[|XP] =00 sip€[a,2)

Cette propriété pose un probleme théorique pour I’équivalence des normes pour les espaces
de Besov.
Propriété 3.4 Si X ~ S,(0,u,0), avec 1 < a < 2, alors
EX]=pn (3.26)

3.5.2.3 Comportement asymptotique des queues de distribution

Propriété 3.5 ([Nikias & Shao, 1995, Nolan, 1997]) Si X ~ S,(0,u,0), avec 0 < o < 2,
alors

lim, oo 2P [X > x] = Ca#cro‘
) 125 (3.27)
limg oo 2P [X < —2] = Co-570"
ou
oo -1 I——sz sial
Co = (/ x @ sin(x)d:z:) T(2-a) cos( %) 7 (3.28)
0 2 sia=1

™

Cette propriété constitue la caractéristique fondamentale qui différencie les lois stables des
lois normales. En effet, la queue de distribution d’une loi stable décroit selon une loi de puissance,
alors que la queue d’une distribution gaussienne décroit selon une loi exponentielle. Ceci signifie
que les distributions stables présentent une décroissance asymptotique plus lente que celle de la
distribution normale.

3.5.2.4 PDFs a-stable connues

Les formes explicites des fonctions de densité de probabilité (PDFs) des lois a-stables ne
sont pas connues en général, I’exception est faite pour quelques cas particuliers que nous citons :
e Loi Normale S3(0, i1, o) de densité

T — )2
fx(z) = 201\5 exp (—(402“)) (3.29)

e Loi de Cauchy S1(0, i, o) de densité

fx(z) =~ (z — i; + 402) (3.30)

e Loi de Lévy Si(1,u,0) de densité
2

fx(z) = (%)

N

(z — )2 exp (—2(")> % 1100 () (3.31)

T p
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3.5.3 Approximation analytique de la PDF «-stable

La PDF d’une VA stable existe et est continue, mais a quelques exceptions pres, citées ci-
dessus, aucune forme analytique n’est connue. Dans [McCulloch, 1986], McCulloch a développé
des algorithmes efficaces pour approcher la densité des lois Sa.S pour a > 0.85. D’autres auteurs
suggerent d’approcher la densité en inversant l’expression de la fonction caractéristique avec
la transformée rapide de Fourier [Mathieu, 2002], mais le probléme réside dans le calcul des
intégrales impropres.

En appliquant la transformée de Fourier inverse (IFFT) & la fonction caractéristique ¥ x (w)
d’une VA a-stable donnée par 'expression (3.21),

“+oo
Fx(z) = iﬂ / exp (—iw) ¥y (w)dw (3.32)

—0o0

on obtient une représentation intégrale des fonctions PDFs a-stable :

L[ exp (—o%w?) cos [(z — p)w + Bwtan (%) ] dw  sia#1
L[ exp (—o%w?) cos [(z — p)w + Bw*2Zlog|w|] dw  sia=1
(3.33)
Cette intégrale peut étre évaluée analytiquement seulement pour a = 2. Dans ce cas la dis-
tribution est Gaussienne (voir Eq.3.29). Pour a = 1 et 3 = 0, la distribution est une distribution

de Cauchy (voir Eq.3.30). Et finalement pour a = % et 8 = 1, la distribution est dite de Lévy
(voir Eq.3.31).

Dans Nolan [Nolan, 1997], auteur a prouvé l'existence d’une intégrale exacte équivalente a
celle de I’'Eq.3.33, ou cette fois-ci, les bornes d’intégration sont finies. Cette approche exacte, bien
que plus stable numériquement, reste tres lente en calcul. Elle n’offre cependant pas d’expres-
sion analytique ni pour le débruiteur bayésien ni pour la distribution marginale des coefficients
bruités. Elle sera néanmoins utilisée comme référence lors de nos comparaisons par la suite.

Les résultats du calcul de ces densités par une intégration numérique par la quadrature de
Gauss pour différentes valeurs du parametre a, 3 et o sont illustrés pour les Fig 3.1 et 3.2.
Les Fig 3.1(a) et 3.1(b) montrent les diverses formes prises par les PDFs en faisant varier le
parametre «. La Fig.3.2(a) illustre la densité lorsqu’on fait varier ( entre -1 et 1. La figure
Fig3.2(b) montre la dépendance des densités vis-a-vis du parametre o.

Remarque Comme nous l’avons déja remarqué, du fait du caractére creux des représentations
parcimonieuses comme les ondelettes, la plupart des coefficients de détail d’un signal analysé
sont nuls et seuls quelques uns sont significatifs. Ainsi, la répartition de ces coefficients est
caractérisée par une densité centrée en 0 avec des queues relevées [Mallat, 1989, Simoncelli,
1999, Chang et al., 2000a, Chang et al., 2000b, Achim et al., 2001, Portilla et al., 2003]. C’est
exactement cette propriété qui est révélée par la densité de probabilité SaS S,(0,0,7 = o)

(Fig.3.2).

Nous présentons maintenant une méthode, qui est rapide et numériquement tres stable, pour
obtenir 'expression analytique de la PDF avec des valeurs de parametres arbitraires.
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F1a. 3.1 — (a) Densités des lois stables (PDFs) de parametres o € {2,1.5,1,0.5}, 6 =0,0 =1
et u = 0. (b) Evolution de la queue de distribution avec le parametre c.

0.7F I - —0=05]
! 1 i
|
| tee 0=2
0.6 | - b
| 0=10
B
05 4
_ 04t g
X
iL
Ja) g
o S
03fF g 4

Fia. 3.2 — (a) L'effet du parametre d’asymétrie 3, avec @ = 1.5, 0 = 1 et u = 0. (b) L’effet du
parametre d’échelle o, avec a =1, 5 =0et = 0.
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3.5.4 Du mélange d’échelles au mélange fini
3.5.4.1 Modele de mélange de gaussiennes

Le modele de mélange de gaussiennes est basé sur le corollaire de la propriété de mélange
d’échelles des variables aléatoires a-stables [Kuruoglu, 1998]. Ce corollaire est en fait un cas
particulier du modele SMG comme le met en lumiere le corollaire 3.1.

La notion de mélange, donnée par le théoreme suivant, émane du fait qu’une variable aléatoire
a-stable peut étre représentée en fonction de deux variables aléatoires indépendantes, I'une
suit une loi a-stable symétrique et lautre suit une loi a-stable positive [Andrews & Mallows,
1974, Samorodnitsky & Taqqu, 1994].

Théoréme 3.3 (Théoréme de mélange) Soit la VA stable Z ~ S,,(0,0,7,) avec 0 < a, < 2
et 0 < ay < ag.

Qz

1l existe une VA positive U ~ Seax <—1, 0, (cos (”az» o

o ) indépendante de Z, telle que :
X = U Z ~ 8y, (0,0,7) (3.34)

Un cas particulier du théoreme 3.3, donné par le corollaire suivant, montre que chaque VA
SaS peut étre représentée en fonction d’'une VA gaussienne et d'une VA a-stable [Andrews &
Mallows, 1974, Samorodnitsky & Taqqu, 1994].

Corollaire 3.1 (Corollaire du théoréme de mélange d’échelles) Soit Z une VA gaussienne

(az=2)

Z ~ N(O, 27z)

1l existe une VA «-stable positive U ~ SaTz(—l,O, (cos(”jw))%) indépendante de Z, telle
que :

X =Uz2Z ~ 84,(0,0,7,) (3.35)

Nous allons a présent exploiter ce résultat pour fournir une approximation précise pour la
PDF. Cette approximation s’avere par la suite tout aussi intéressante en présence de bruit.

Si on définit V =U2 > 0, la PDF de X est déduite par la propriété de marginalisation des
densités de probabilités :

1 +o0 IE2 1
= - —d 3.36
e = e [ e (<155 ) oy tan (3.36)

ou fy(v) représente la PDF de la VA de mélange V. L’échantillonnage de fx(z) sur un
ensemble fini de N points permet d’obtenir une approximation de la PDF du modele de mélange
d’échelles de gaussiennes :

N -1 2
Zj:l v; - exp <_4*:ivf> fv(v;)

VATV, Zjvzl fV(Uj)

Cette expression analytique de la PDF Sa.S est seulement une approximation, puisque I'inté-
grale continue a été approchée par une somme finie de Riemann. Pour une bonne approximation,
I’Eq.3.36 doit étre échantillonnée sur un grand ensemble de points. Pour réduire la complexité du

fx(z) = (3.37)
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modele dans Eq.3.37 nous employons un nombre restreint de composantes et 1’échantillonnage
de ’'Eq.3.36 se fait pour quelques points seulement. Dans ce cas, I'affinage de cette approxima-
tion brute, en utilisant ’algorithme EM [Dempster et al., 1977], permet d’obtenir une meilleure
estimation.

3.5.4.2 Approximation analytique des PDFs SaS

Comme nous 'avons expliqué, les formes explicites des PDFs a-stables ne sont pas connues
en général, et trouver une expression analytique est une tache délicate. Le modele de mélange fini
de gaussiennes, retenu dans la section précédente (Eq.3.37), permet d’aboutir & une estimation
de la PDF SaS. L’algorithme d’estimation se présente sous la forme suivante :

Algorithme 1 Approximation analytique des PDFs Sa.S par SMG

Entrées: soient x = {x1,...,2,,} les échantillons des observations.
1: Initialisation des parametres de la distribution a-stable : {§,5 = —1,up = 0,y =

(con (22) ) |

La fonction caractéristique de U est donnée par :

i [ ] wap
exp [— (cos (Z2)) = |w|*[1 + jsign(w) (—2 log \w|)]} sia=1

2: Evaluer la PDF stable positive fiy en N points en appliquant la transformée de Fourier rapide
inverse a la fonction caractéristique ¥y (w), ou N correspond au nombre de gaussiennes dans
le modele de mélange. )

3: La PDF de la VA V = Uz, dite fonction de mélange, est obtenue par :

h(vj) = 2v; fu (v3) (3.39)

4: La substitution de la fonction de mélange, calculée dans I’étape (3), par I’équation Eq.3.37
permet d’obtenir ’approximation analytique de la PDF Sas' :

feon) 01 6 (23 0,2702) w3 fu(03)
X\Tm) =
1 vifu ()
ou ¢(.) est la PDF normale des observations.
5: Affinage de 'approximation par ’algorithme EM [Dempster et al., 1977, McLachlan & Peel,

2000]. L’étape précédente est utilisée comme étape d’initialisation pour l’algorithme EM.
Pour un mélange de gaussiennes, nous cherchons a estimer

(3.40)

N
Fx(@m) =Y Plamli)P; (3.41)
j=1
ou les P; = ZJVLZL)(U) sont les proportions de mélange et P(z,|j) = ¢ (m;0,0;) sont des
j=0 MVj

PDFs normales cachées avec 0]2 = 271)]2».
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3.5.5 Sélection de modéles

Bien que 'approximation que nous proposons soit assez bonne et tres stable, il reste toutefois
a définir le nombre de composantes N dans le mélange de gaussiennes.

Du point de vue graphique, la Fig.3.3 montre qu’il est possible de trouver une bonne es-
timation pour la PDF SaS en utilisant le modele de mélange fini de gaussiennes donné par
I’algorithme défini précédemment. De plus, nous constatons, suite a ’observation des courbes,
que la PDF de mélange de gaussiennes est tres proche de la PDF exacte évaluée a partir des
intégrales de bornes finies (Eq.3.33) pour différentes valeurs du parametre . Ceci est confirmé
par les divergences de "Kullback-Leibler” (KL) calculées entre les deux PDFs, pour différentes
valeurs du parametre a.

. 0=0.600 KL=0.053 . 0=0.900 KL=0.025
10 10
107" 10"
107 107

L= S

107 107

-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10

. 0=1.200 KL=0.010 . 0=1.500 KL=0.205
10 10
10" 10"

Y
10_2 10_2 y \Y N
7 s
) s
’sd S . P N

107 107

-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10

Fia. 3.3 — Comparaison sur une échelle log-log de la PDF exacte, calculée a partir de I’'Eq.3.33
(trait plein), et la PDF approchée par un mélange de 8 gaussiennes (- - -) pour différentes valeurs
du parametre «. La divergence de "Kullback-Leibler” (KL) entre les deux PDFs est notée au
dessus de chaque graphe.

Afin d’approfondir ’analyse, nous avons étudié I'influence du nombre de gaussiennes dans le
mélange pour en proposer un choix. Plusieurs solutions s’offrent & nous. Les criteres de sélection
de modeles tels que les criteres BIC [Schwarz, 1978], AIC [Akaike et al., 1973], MDL [Rissanen,
1996] peuvent étre utilisés. Deux techniques ont été développées, permettant d’estimer le nombre
de gaussiennes optimal V.
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3.5.5.1 Le critere MDL ("minimum description length”)

L’estimation du nombre de gaussiennes optimal est défini par le minimum de la fonction de
cotit Cyipr, [Figueiredo et al., 1999],

N = arg miny {Chpr, (éN, N) ‘N = Npin, - - - N} (3.42)

o1 Oy est I'ensemble des parametres P; et 0 estimés par notre algorithme. La fonction Cyipr,
est définie par le —log de la fonction de vraisemblance (fonction décroissante de N) plus une
fonction croissante de IV, dont le role est de pénaliser les grandes valeurs de N. Cette formulation
générale définit le critere MDL mesurant la complexité du modele mis en jeu, et donné sous la
forme suivante :

. A K(N
CMDL (@N, m) = 0/ <@N,x) + (2)10g(m) (3.43)
ou x = {x1,...,Zy,} sont les échantillons de nos observations, ¢¢ est le log de vraisemblance
mis en jeu
m N
0 (@N,x> =Y log | > ¢(i;0,0%)P; (3.44)
i=1 j=1

K(N) représente le nombre de parametres effectifs.

Dans le cas d’'un mélange de gaussiennes multivariées centrées avec des moyennes et des
covariances arbitraires, K(N) = (N — 1) + N (d + d(d 4+ 1)/2) ou d est la dimension du vecteur
aléatoire X = [X7,..., Xq4]. Dans notre cas, d = 1 et seulement les proportions de mélange et
les variances sont considérées. Il s’en suit que K(IN) = 2N — 1 et donc,

2N -1
2

m N
CuvpL(N) = — Zlog Z (x4 0,032-)Pj + log(m) (3.45)
i=1 j=1

La Fig.3.4 montre 1’évolution du critere MDL en fonction de N pour différentes valeurs de
«. Hormis le cas o = 2 (cas gaussien), on constate que le nombre de gaussiennes optimal, qui
est le minimum du MDL, se situe dans l'intervalle [4, 8]. Pour une meilleure approximation, le
choix de N = 8 nous parait suffisant. De plus, ce choix nous a été confirmé par un autre critere
que nous présentons maintenant.

3.5.5.2 Simulations Monte-Carlo et divergence KL

Une autre alternative consiste a effectuer des simulations "Monte-Carlo” et a mesurer les
différences entre les PDFs approchées et les PDF's exactes pour chaque valeur de N. Nous avons
adopté la divergence de KL comme mesure d’écartement entre les PDF's exactes et approchées.
La Fig3.5 indique I’évolution de la divergence de KL en fonction de N. On peut clairement
constater que cette distance converge vers 0 tres rapidement a partir de N > 8 pour différentes
valeurs de a excepté le cas gaussien (a=2) ou N = 1.

De ces résultats, ces différents criteres plaident en faveur d’une valeur de N = 8 pour assurer
un compromis entre la complexité du modele assurant une tres bonne qualité de 'approximation
et un temps de calcul raisonnable.
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FIG. 3.4 — Evolution du critere MDL en fonction du nombre de gaussiennes N pour différentes
valeurs du parametre a.
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FI1G. 3.5 — Evolution de la divergence de KL, calculée entre la PDF exacte et la PDF approchée
par un mélange de gaussiennes, en fonction du nombre de gaussiennes pour différentes valeurs
du parametre .
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3.56.6 Estimation des hyperparameétres

Apres avoir établi une forme analytique pour la PDF SauS, il reste encore & estimer ses
différents parametres lorsque 'on dispose d’échantillon de cette loi.

Dans le cadre du modele SMG, 'estimation des parametres P; et o; dépend des parametres
arbitraires o et o = fyé. Diverses méthodes existent permettant d’estimer les parametres « et o
qui caractérise cet a priori. On peut les classifier suivant les catégories suivantes :

3.5.6.1 Méthodes des quantiles

Les méthodes des quantiles partent d’observations empiriques sur les queues relevées des
distributions a-stable. Nous introduisons ici deux méthodes pour 'estimation des parametres.

e Méthode de Fama-Roll Fama & Roll [Fama & Roll, 1971] ont proposé une méthode basée sur
les quantiles des échantillons empiriques. Cette méthode permet une estimation des parametres
pour une distribution Sa.S (=0 et u = 0) avec 1 < a < 2. Elle propose une estimation de o
a l'aide de I’expression suivante :

Zo.72 — Z0.28
1.654
ou x, est le quantile? & 7. Cette estimation repose sur l'observation que (72 — Zo.28) /0
présente une valeur proche de 1.654 a 0.4% pour 1 < a < 2 et § = 0. Cette expression permet
une estimation de o sans aucune connaissance préalable concernant «. L’exposant caractéristique
«a peut étre estimé a partir de ’observation du comportement de la queue de distribution. Fama
et Roll proposent de choisir & satisfaisant la relation,

o=

(3.46)

Tp— 21—y
26
On montre que f prenant les valeurs de 0.95, 0.96, 0.97 permet une bonne estimation de a.
L’inconvénient de cette méthode repose sur la propagation du biais réalisé sur I'estimation de o
lors de ’estimation de a.

d{:

(3.47)

e Méthode de McCulloch La méthode Fama-Roll, basée sur les quantiles des échantillons em-
piriques, n’est valide que pour les distributions symétriques et souffre d’un biais asymptotique
élevé ; de plus, les conditions imposées aux parametres sont tres restrictives. McCulloch [Mc-
Culloch, 1986] a développé une technique d’estimation sans biais, dérivée de celle de Fama-Roll,
permettant une estimation rapide des parametres « et ¢ sous la restriction 0.6 < a < 2 en
utilisant cinq quantiles de 1’échantillon.

L’estimateur de McCulloch définit :

Z0.95 — 20.05
= (3.48)
Z0.75 — 20.25

et
T0.95 + T0.05 — 270.50

7 Z0.95 — 20.05 ( )

4Soit F la fonction de répartition d'une VA stable X ~ S (c, 3, i), et soit z,, le quantile d’ordre 7, ¢’est-a-dire,
F(xy,) =n, et &, est le quantile empirique correspondant.
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ou z, représente le quantile d’ordre 7 et &, est le quantile empirique correspondant.

Ces deux définitions sont entierement indépendantes de o et u. De plus, ils sont respective-
ment des fonctions décroissante et croissante de o et 3. Cette relation peut étre inversée et les
parametres a et 3 peuvent étre considérés comme des fonctions dépendant de vg et v,. Nous
pouvons alors écrire,

& =91 Wa,v3), =12 Va,vs) (3.50)

ou 91 et Yo sont des fonctions définies dans 'annexe B (cf. Tableau B-1 et B-2).
En substituant v, et vg par leurs valeurs estimées a partir de I’échantillon, nous obtenons
par interpolation les estimations de & et 3 (cf. tableau B-1 et B-2 dans I’annexe B).

Nous définissons alors,
20.75 — L0.2
vy = 1002 (3.51)
o

Le Tableau B-3, fourni en annexe B, caractérise le comportement de v, en fonction de
U3 (e, #). Nous obtenons alors une estimation de o,

Zo.75 — Z0.25
W (3.52)

ou U3 est la fonction définie dans 'annexe B (cf. tableau B-3).

o=

3.5.6.2 Méthodes basées sur la fonction caractéristique

L’expression de la fonction caractéristique empirique est la suivante
1 m
Y(w) = - Z exp{iwX;} (3.53)
j=1

A partir de la loi des grands nombres, 1[1(0)) est un estimateur consistant de la fonction
caractéristique théorique 1)(w). Nous introduisons deux méthodes d’estimation basées sur cette
expression.

e Méthode M; La méthode des moments a été proposée par Press [Press, 1972] et repose sur
des manipulations de la fonction caractéristique.
Pour tout «a,
[h(w)| = exp (—o%|w|®) (3.54)

nous obtenons alors,
—log [¢h(w)| = o%|w]|® (3.55)

Deux cas sont a considérer, a # 1 et a = 1. Dans le premier cas, nous choisissons deux
valeurs de w non nulles telles que w; < wo. Nous obtenons alors, pour £k = 1,2 :

— log |4 (wi)] = 0°wi|” (3.56)

On résout le systeme d’équation en « et o, ot 'on remplace ¥ (w) par @(w) pour obtenir :

log (128l

é[ — IOgW}(WQ)l (357)

log |1
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et

log | log (— log [}(ws)! ) — log w2 log (~log 4b(w1)])

log ]%

log(6) = (3.58)

Dans le cas ou v = 1, nous obtenons alors une expression tres simple de ’estimée de o,

log [{(wy)|

56—
|wr |

(3.59)
La méthode des moments est facile a implémenter et elle est tres efficace en temps de calcul
mais sensible au nombre d’échantillons et au choix de la plage de w.

e Méthode par Régression Koutrouvelis [Koutrouvelis, 1980] a présenté une méthode de
type régression qui construit une expression linéaire a partir de la fonction caractéristique
et les parametres a et o. L’estimation des parametres « et o est réalisée par régression de
z = log (—log [¢(w)[*) sur w = log |w| en utilisant le modele suivant,

rr=m+aowg+e,, k=1,....K (3.60)

oum = log (20%), et € correspond & un terme d’erreur. Koutrouvelis propose 'utilisation de
wr = km/25 pour k =1,2,..., K; K prenant ses valeurs entre 9 et 134 pour différentes valeurs
estimées de « et de taille de ’échantillon. Weron [Weron, 1995] propose une simplification du
choix du coefficient K sans perte significative de performance (cf. tableau suivant).

TAB. 3.1 — Choix de K en fonction de a.

[ o | K |
1.5-2.0 10
0.6-1.5 20
0.4-0.6 60
< 0.4 120

L’algorithme suivant présente une procédure d’estimation des parametres o et ¢ pour une
distribution Sa.S sous forme récursive.

Algorithme 2 Procédure d’estimation des parametres a et ¢ pour une distribution Sa.S

1: Un niveau d’erreur admissible est fixé (0 < € < 1) ainsi que le nombre d’itérations maximum.

2: Les valeurs initiales de « et o, soient respectivement &g et ¢, sont établies a l'aide de la
méthode de McCulloch ou de Fama-Roll.

3: Nous posons : & = &g et 6 = dy.

4: Fixer la valeur de K (choisie a partir de la table 3.1), et pour tous les points wg,k =
1,2,..., K calculer la fonction caractéristique empirique @(wk)

5: Calculer 2 = log <— log W(wk)P)

6: Ajuster la régression linéaire x; = m + awy, + €, pour obtenir les estimés de & et m

7: Obtenir I'estimateur de & a partir de m = log (2&6‘)

8: Si |6 — 1| > € et le nombre d’itérations est inférieur au nombre d’itérations maximum, alors

répéter les étapes 4 a 8.
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Cette méthode est tres facile a implémenter et elle est tres efficace en temps de calcul.

3.5.6.3 Maximum de vraisemblance

Le point clé pour appliquer la méthode de MV est le calcul de la densité d’une variable
aléatoire stable. Cependant, aucune forme analytique n’est disponible pour 'estimateur de MV
et on a recours a des procédures de minimisation numérique extrémement pénibles et couteuses
[Nolan, 1997]. Ces inconvénients majeurs rendent cette possibilité inutile en pratique.

3.5.6.4 Méthodes des moments fractionnaires

Il est clair que d’apres la propriété 3.25, il n’est malheureusement pas possible d’avoir recours
a des estimateurs des hyperparametres basés sur les moments, puisque ces derniers ne sont finis
que pour 0 < p < a. Ma & Nikias [Ma & Nikias, 1995] ont proposé une classe d’estimateurs
basée sur les moments fractionnaires d’ordre faible (< «). Tsihrintzis et Nikias [Tsihrintzis &
Nikias, 1996] ont aussi proposé une technique d’estimation basée sur les moments d’ordre extréme
(grand). Cependant, ces estimateurs souffrent de sérieuses limitations (biais important) a faible
nombre d’échantillons.

3.5.6.5 Méthodes basées sur le comportement asymptotique des queues

Celles-ci sont fondées sur la décroissance géométrique des distributions a-stables lorsque
|z|] — +o00. Une estimation de « est directement déduite de la pente de ces asymptotes en
échelle log —log. De nombreuses difficultés s’opposent a lI'implémentation de cette méthode.
Citons par exemple la plage des z suffisamment grands (infinis!) que l'on doit utiliser.

3.5.7 Performance des différents estimateurs

Certaines méthodes d’estimation des hyperparametres ont été testées a ’aide de simulations
numériques dans [Weron, 1995, Bates & McLaughlin, 2000]. Les méthodes des quantiles et
celles basées sur la fonction caractéristique présentent des performances similaires et s’averent
supérieures en pratique aux méthodes des moments fractionnaires.

Nous avons effectué des simulations numériques avec plus d’estimateurs afin de tester leurs
performances, notamment les estimateurs des quantiles et ceux basés sur la fonction caracté-
ristique citées précédemment en détail avec leurs procédures d’estimation. L’échantillon a été
simulé a l'aide de l'algorithme de Weron [Weron, 1995]. Les résultats sont présentés par les
Fig.3.10,3.11, 3.8 et 3.9.

Les méthodes des quantiles de Fama-Roll et des moments s’averent inférieures aux méthodes
par régression et de McCulloch. Les méthodes de McCulloch et par régression présentent des
performances similaires a ’exception des valeurs de «a proches de 2. Pour de telles valeurs, ou
la queue de distribution est relativement réduite, la méthode par régression s’avere légerement
plus robuste que celle de McCulloch du fait de la correction réalisée dans le contexte récursif.
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3.6 Cas 2 : a priori des Formes K de Bessel

3.6.1 Définition

Soit X = gp une version filtrée d’une image g par un filtre passe-bande F'. En utilisant le
modele du générateur déplacé (voir 2.3.2.1.2), il a été montré par [Grenander & Srivastava, 2001]
que la PDF de X = gp peut s’exprimer grace la Forme K de Bessel (BKF) comme suit,

fﬂm)zﬁﬁm)(g) 2\ ik (f |xr> (3.61)

ou K _1est la fonction de Bessel modifiée de premicre espece d’ordre a— 3 (voir [Abramowitz

2
& Stegun, 1972] et [Gradshteyn & Ryzhik, 1980])

K, (zzx) =

T+ 5)(20)" / " (COSWW (3.62)
0

N 2 4 g2yt

1
(Re(u) > =52 > 0,|argz| < g)

a > 0 et ¢ > 0 représentent respectivement le parametre de forme et d’échelle. La fonction
caractéristique correspondante est donnée par

2\ —Q
b (w) = (1 + C“;) (3.63)

Cette PDF est caractérisée par deux parametres : un parametre de forme « et un parametre
d’échelle ¢. Pour a = 1, f est une PDF double exponentielle. Plus généralement, fy est la oi®™e
convolution des PDF's doubles exponentielles. Si a > 1, on retrouve le cas gaussien (particulie-
rement quand « > 1) ce qui est intuitivement acceptable en utilisant 'argument du théoreme
central limite (une forme générale sera donnée plus tard dans la proposition 5.2). Si a < 1, la
forme de la PDF aura un pic plus prononcé avec des queues tres lourdes.

3.6.2 Propriétés
Nous présentons ici quelques propriétés qui caractérisent la loi BKF, et qui sont utiles dans
la pratique.

3.6.2.1 Quelques propriétés fondamentales

e La PDF est unimodale et symétrique autour du mode.
e Les cumulants d'une VA BKF ont la forme suivante :

c>i (2i)!

“22:0‘(5 G

Tous les cumulants d’ordre impair sont nuls, alors que ceux d’ordre pair sont non nuls.
e Soit X ~ BKF(«,c), la variance et le kurtosis de X sont donnés par

i1 (3.64)

Var(X) = ka = ac (3.65)
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3
Kurt(X) = 2 +3=">43 >0 (3.66)
f32 (6%

ou k; est le cumulant d’ordre 7.

e si X ~ BKF(a,c) alors % ~ BKF (a,%). Ceci peut étre démontré facilement.

Les résultats du calcul numérique des PDFs BKF pour différentes valeurs du parametre de
forme « et d’échelle ¢ sont illustrés par les Fig 3.10 et Fig 3.11. Les Fig 3.10(a) et Fig 3.10(b)
montrent les diverses formes prises par les PDFs en faisant varier le parametre «. La Fig.3.11
illustre la densité lorsqu’on fait varier le parametre c.

i — - a=0.6 — - a=0.6
— a=0.8 — a=0.8

04 " 4 L
—— 0.16 —_—
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L L L L
1 15 2 25 3 35 4

F1G. 3.10 - (a) PDFs des lois BKF de paramétres a € {0.5,0.75,1,2} avec ¢ = 10. (b) Evolution
de la queue de distribution avec le parametre de forme .

—-c=5

— ¢=10
04t I —- ¢=20
i =100

PDF(x)

FiGc. 3.11 — L’effet du parametre d’échelle ¢ avec o = 0.8.
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3.6.2.2 Moments d’ordre p

Proposition 3.6 Soit Z ~ N(0,02) et U ~ I'(«). Il existe une VA BKF X ~ BKF(a, 1) telle
que :

x<zvU (3.67)

ot X|u ~ N(0,u). Rappelons que la loi BKF est un cas particulier du modéle SMG.
Le moment d’ordre p de la VA X est donnée par :

P
o 2\ T(E+a)(2+ 1)
[T 2 2 T3 3.68
Preuve:
On a ’
P
E(|XP) = Ev [E[X*|U]) = By U8 | = vy (£) (3.69)
et donc,
p
Mx(p) = vMy (5) (3.70)
Pour calculer My, (%)7 on a par définition
U~ Tla) = fulu) = — <3>°H et (3.71)
U (o) \e )
avecc:é>0,()<a<+ooof1
p o 1 oo p u a-l 4
My (5) - cl(a) /0 ful? (c) ¢ cdu
= ar /+Ool 2retemid (3.72)
= @Ta) J, u e cdu )

En opérant le changement de variable v = %, on peut écrire a partir de I'Eq.3.72 :

e “+oo
My (]3) S / |U\g+0‘_16_”dv
c*I'(a) Jo

p

- rar ()

- (&))" o (373

De plus,
2% 1
vy = =T <p+> o7 (3.74)

La substitution de I'Eq.3.73 et Eq.3.74 dans I’'Eq.3.70 permet d’obtenir le résultat énoncé.
[
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3.6.3 L’a priori BKF et I'espace de Besov

Une relation explicite, entre les parametres du modele BKF et I'espace de Besov, est donnée
par la proposition suivante :

Corollaire 3.2 Soit z;;, ~ BKF(a,0;) (nouvelle paramétrisation avec 0> = ac), ou 0 < a < 1

et 0j = 002797 (propriété d’invariance d’échelle), avec (o9 > 0,3 > 0). On a alors,
g€ B;, ssi B> (s+3) pour 1 <p<ooetl<gs< oo,

Preuve:
Ce corollaire s’élargit du théoreme 3.2 car le cas particulier de la loi BKF est obtenu lorsque la
variable U suit une loi Gamma.

Notons que ’'Eq. 3.15 dans la preuve devient comme suit :

_L 2 )T
Mo(p) = Jr <\/; 0) o) (3.75)

et donc, le moment d’ordre p de la distribution de probabilité est donné par

[NJhS]
+
)
=
o~
+
i

M;(p) = 20759 My (p) (3.76)

Finalement, le modele BKF est adapté pour modéliser la classe des images appartenant
I’espace de Besov.

3.6.4 Estimation des hyperparametres

La PDF des lois BKF est caractérisée par deux parametres : un parametre de forme « et un
parametre d’échelle c. Nous avons proposé deux estimateurs pour ’estimation de ces parametres,
basés sur la méthode de cumulants et I’algorithme EM.

3.6.4.1 Méthode des cumulants

L’idée de cette approche est basée sur les statistiques de cumulants d’ordre ¢ d’'une VA BKF,
définis par ’Eq.3.64, pour I'estimation des hyperparametres de la loi a priori BKF.

Soit X ~ BKF(a,c). A partir de 'Eq.3.65 et 'Eq.3.66, les parametres « et ¢ peuvent étre
estimés par les cumulants d’ordre 2 et 4 de la VA X selon

) 3
&= a0 3 (3.77)

et
é= VaréEX ) (3.78)

ou le kurtosis et la variance peuvent étre aussi estimés par des formules statistiques classiques.
Cependant, 'estimation de ces quantités statistiques pour un faible nombre d’échantillons m
provoque un biais important. Ce cas de figure se produit par exemple pour les coefficients de
la transformée d’ondelettes décimée d’une image vers I’échelle de décomposition grossiere. Afin
de pallier ce probleme, nous proposons un estimateur sans biais pour estimer ces cumulants en
utilisant les statistiques-k [Fisher, 1928, Rose & Smith, 2002]. Les statistiques-k de la variance
et du Kurtosis sont définis comme suit,
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ko = ——— My (3.79)

et

Ry = (3.80)

ou M; sont les moments estimés d’ordre 3.

3.6.4.2 Algorithme EM

Le principe de cette méthode est de reconstruire les données manquantes aux observations
X ~ BKF(a,c) et ensuite d’estimer les hyperparametres 6 = {«, c}.

Dans I’Eq.3.1, nous supposons U les données cachées et (X, U) les données completes. L'algo-
rithme suivant présente une procédure d’estimation des parametres « et ¢ alternant entre deux
étapes.

Algorithme 3 Algorithme EM pour I'estimation des hyperparametres d’une distribution BKF

Entrées: on part d’une estimation initiale ()
1: répéter

2: Etape E :
On calcule,
(t) cx?\ 2 KIH—oe—l <\/%m)
MY ) = El7le] = () : (3.51)
Kooy (/212)
2
(1 1 (2% OaKay (\/%m)
o7’ =Ellog (U)|z] =log(c) + zlog | — | + (3.82)
PN Ky ()
a1 V212l
2
3: Etape M :
Les estimés de a et ¢ sont comme suit,
1 t
Y = M) (3.83)
ot at1) est la solution de 'équation suivante :

W(a) ~ log(a) = — > o)~ log (M (1)) (3.84)
=1

m est le nombre d’échantillons.
4: jusqu’a Convergence.

Preuve:
Soit X ~ BK F(a, c). Nous rappelons que sous le modele SMG, il existe deux VAs indépendantes

U~T(a,c) et Z~ N(0,1) telles que x<zy0.
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Le calcul du score de vraisemblance

Q010")) = E[ee(X|U; 0)| X, 0] + E[ee(U|0)| X, 0] (3.85)

nécessite le calcul de ’anti-log de vraisemblance suivant :

(X|U) +0e(U) fZIOgu,—i- Zf—i-mlogc—i-mlogl“ (1-« Zlog Z

ou m est le nombre d’échantillons.
Et donc, @ peut s’écrire comme suit,

1 — 1 —
t _ 2
Q00W) = 2;¢1(i)+22<ﬂ2(i)% +mloge+ NlogT(a) + (1 -a) > i

i=1 i=1

—(1 —a)mlogc+ Z%

i=1
= §—0z zm: +1§: 'x2+i@+amlo c+mlogT'(«)(3.86)
= 5 Pre) T 5 P2(5) L5 - g g .
i=1 i=1 i=1

ol nous notons les statistiques conditionnelles suffisantes des données manquantes

010y = Ellog(U)|zi] 5 w20y = E [U™ ] ; @3y =E[U|z;] pouri=1,...,m (3.87)

Le calcul de @2 et 3 est effectué par le moment d’ordre p de la distribution de probabilité
de U défini comme suit,

Jo w? fx o (alu) fo(u)du
1" Fxqu(@lw) fu(u)du
f up—i—a 2 exp (i _ y) du (388)

My (p) = E[UP|z] =

C
fooo w3 exp (—2 — 7) du
ou 3 (resp. y2) est le moment d’ordre 1 de la distribution de probabilité de U (resp. de
U-t.
1 est calculé comme suit,

o1 = E[log (U)l]x] =

o~ og () fxw (#]w) fu(u
1o Fxw(dlw) fu(u)du

Jo~ log (u)ua_% exp (g—u - %) du (389)

Pour établir le résultat final de ces intégrales, nous avons besoin de la formule d’intégrale de
[Gradshteyn & Ryzhik, 1980] (page 340, Eq.9).
Apres calcul, nous obtenons
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(3.90)

ca?\ ? Kpra-y (\/glxl)
My(p) = <2> K, (\/%ﬂ)

et

:”2) Oota-y (ﬁm) (3.91)

¢1 = log (c) + %log < +
)

2c
d’ou les résultats donnés par I'étape E de I'algorithme.
Notons que ces intégrales convergent et peuvent étre calculées rapidement par des méthodes
de quadrature.
L’étape M de l'algorithme permet d’estimer les hyperparametres 6 = {«a, ¢} par

01+ = arg min Q(A10™) (3.92)
[dSS)

tout en respectant la propriété fondamentale Q(0|0%+1) < Q(0]6™).
Ce qui implique que

9aQ(010®) =0
VoQ(0)0W) = 0 = QIO (3.93)
8:Q(016") =0
Le calcul de la dérivée partielle de ) en fonction de « et ¢ est comme suit :
0.Q =m¥(a) = > 17y +mloge =0 (3.94)
i=1
am 1 —
ou U est la dérivée de la fonction logT' ().
En évaluant Eq.3.95, nous obtenons
(e - 1 iﬁ” =Ly (3.96)
ma®) — 307 7Y '
d’ou le résultat de 'Eq.3.83.
En substituant ’'Eq.3.96 dans 1’'Eq.3.94, nous obtenons
TR B o SN 1)) —
0.Q = ¥(a) - Z; ©1(;) log(a) + log (MU (1)) =0 (3.97)
ott 1) est 1a solution de Déquation suivante
1 m
() ~log(a) = — "¢l —log (M (1)) (3.98)
i=1

d’otn le résultat énoncé par I'Eq.3.84 de 'algorithme.
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Notons que la solution de I’Eq.3.84 est unique puisque la fonction ¥(a)) —log(a) est bijective
et est strictement négative sur RT, et le membre de droite de 'Eq.3.98 est toujours négatif par

I'inégalité de Jensen.
[ |

Proposition 3.7 L’algorithme ci-dessus converge en norme vers un point stationnaire.

Preuve:

11 suffit de remarquer la continuité du score de vraisemblance Q par rapport a 6 et ). De plus,
la solution de I'Eq.3.84 est unique puisque ¥(a) — log() est bijective sur R et strictement
négative. Le résultat suit le théoreme classique de convergence de l'algorithme EM cyclique
[Meng & Rubin, 1993]. |

3.6.5 Performance des différents estimateurs

Nous avons effectué une simulation numérique afin de tester les performances de ces deux
types d’estimateurs : méthodes de cumulants et ’algorithme EM.

Dans la Fig.3.12, nous constatons suite a ’observation des courbes que les estimés des para-
metres « et ¢ par I'algorithme EM sont beaucoup plus proches et moins dispersés par rapport
aux valeurs initiales de la simulation comparés aux estimés de la méthode de cumulants. Ceci
montre que ’estimation par l'algorithme EM est meilleure comparée a celle de la méthode de
cumulants, les différences deviennent tres notables lorsque « et ¢ sont grands.
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Fic. 3.12 — Comparaison entre l'estimation des hyperparametres « et ¢ par la méthode des
cumulants et ’algorithme EM. Les estimés de « et ¢ par ’algorithme EM sont plus proches des
valeurs initiales comparés aux estimés par la méthode des cumulants.
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3.7 Qualité de I'a priori : application a la modélisation des statis-
tiques marginales

3.7.1 Objectifs de I'expérience

L’objectif de cette simulation numérique est d’évaluer la qualité des a priori présentés ci-
dessus, a savoir I'a priori a-stable approximé par le modele des mélanges finis (dénoté a-stable
mixture) et 1’a priori BKF. Nous comparons nos PDFs marginales a une alternative trés utilisée
dans la littérature, a savoir le modele GGD [Mallat, 1989]. Une comparaison des PDFs estimées
et observées des coefficients de détails d’ondelettes des images naturelles, est illustrée sur les
Fig.3.13 et 3.14, et le Tab.3.3.

3.7.2 Protocole expérimental

TAB. 3.2 — Protocole expérimental

Grandeur Choix
Fig.3.13 \ Fig.3.14
a priori univarié a-stable mixture, BKF, GGD, a-stable
Transformées ondelettes a support compact de Daubechies-4
DWT 2 échelles et 3 orientations | 3 échelles et 3 orientations
Estimateur des hyperparametres algorithme EM cumulants et algorithme EM
Nombre de gaussiennes optimal 16
Monte-Carlo 50
Meétrique divergence KL
Base d’image trois images tests 100 images

3.7.3 Discussion des résultats

Dans la Fig.3.13 et suite a ’observation des courbes, nous constatons que les PDF's estimées
par 'a priori BKF et a-stable mixture sont plus proches de la PDF marginale observée, com-
parées aux PDFs estimées par I’a priori a-stable (version originale de [Achim et al., 2001]) et
GGD [Mallat, 1989].

Nous avons effectué, dans la Fig3.14 et le Tab.3.3, une étude quantitative en calculant la
divergence KL entre la PDF marginale observée et les PDFs estimées sur par diverses méthodes
sur une base de 100 images [url : base d’images, |. Cette divergence de KL a été moyennée pour
chaque orientation a chaque échelle sur toute la base d’images. Nous constatons tout d’abord
que le modele a priori avec I'algorithme EM présente des performances meilleures comparé au
modele BKF avec les cumulants. Ceci est du a la qualité de 'estimateur des hyperparametres
avec l'algorithme EM qui est meilleur camparé a celui avec la méthode des cumulants. Aussi,
ce modele présente des performances légerement au dessous du modele a-stable mixture pour
les échelles les plus fines. De plus, le modele a-stable mixture présente des performances bien
meilleures comparé au modele a-stable [Achim et al., 2001] surtout pour les échelles les plus
fines. Par ailleurs, le modele GGD [Mallat, 1989] méme s’il présente des bonnes performances il
reste inférieur a nos modeles.
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Notons en plus que I’écart-type de la divergence de KL (noté entre parenthese dans Tab.3.3)
peut parfois étre relativement grand. Ceci signifie que le meilleur estimateur moyen pour une
grande base d’images peut engendrer des erreurs non négligeables ponctuellement sur certaines
images. Il n’est par conséquent pas forcément optimal pour une classe d’image donnée.

Les modeles a priori BKF et a-stable mixture sont adaptés pour capturer le comportement
des queues de distribution relevées de coefficients de détail ou les a priori GGD et a-stable
sont moins bons pour modéliser correctement ce comportement typique de ces coefficients dans
certains cas. Finalement, ceci confirme notre pressentiment dicté par la théorie que ces modeles
sont adéquats pour la modélisation des distributions a comportement leptokurtique et queues
lourdes.
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Fia. 3.13 — Comparaison sur une échelle log-log entre la PDF marginale observée et les PDFs
estimées des coefficients de détail d’ondelettes pour trois d’images test, a deux échelles et trois
orientations HH, HL et LH. L’histogramme observé (-e-) a été ajusté par trois modeles d’a
priori : BKF (trait plein), a-stable mixture (trait pointillé), a-stable (alternance de points et de
traits) et GGD (points).



76 Chapitre 3. Modélisation des statistiques marginales

I BKF—cumulants
03- [ BKF-EM 4
[ Ja-stable
- a-stable mixture
[ el
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FIG. 3.14 — Evolution de la divergence KL, calculée entre la PDF observée et les PDF's estimées
par 'a priori BKF (avec la méthode des cumulants et 1’algorithme EM), a-stable [Achim et al.,
2001], a-stable mixture et GGD. La divergence KL a été moyennée pour chaque orientation &
chaque échelle sur une base de 100 images.

TAB. 3.3 — La moyenne (et 'écart-type) de la divergence KL entre la PDF marginale observée
et les PDFs estimées par 1’a priori : BKF, a-stable mixture, a-stable et GGD, a trois échelles
et trois orientations sur une base de 100 images.

HH
a priori j=1 ] =2 j=3

BKF 0.1114 (0.5445) | 0.1236 (0.2916) | 0.1616 (0.4234)
a-stable mixture || 0.1310 (0.8347) | 0.1171 (0.7355) | 0.0956 (0.5540)
a-stable 1.3088 (5.7553) | 0.4692 (1.2683) | 0.5198 (1.2900)
GGD 0.3734 (2.8552) | 0.1218 (0.2118) | 0.3063 (0.8608)

HL
BKF 0.1956 (0.8126) | 0.1255 (0.2681) | 0.1151 (0.2005)
a-stable mixture || 0.1218 (0.6790) | 0.0918 (0.4900) | 0.0758 (0.2692)
a-stable 1.0059 (3.9762) | 0.6530 (1.3354) | 0.6589 (1.1550)
GGD 0.2496 (1.0691) | 0.0738 (0.1224) | 0.0713 (0.0913)

LH
BKF 0.1906 (0.6381) | 0.1231 (0.2954) | 0.1146 (0.1784)
a-stable mixture || 0.2014 (1.0001) | 0.0795 (0.2581) | 0.1071 (0.3432)
a-stable 0.9227 (1.9900) | 0.7872 (1.5418) | 0.7968 (1.3823)
GGD 0.1280 (0.4248) | 0.0768 (0.1347) | 0.0821 (0.1105)




Chapitre 4

Débruitage bayésien avec a priori univa-
rié

Sommaire

4.1 Rappelssur ’a priori . . . . . . . o oo i ittt e 77
4.2 Estimation bayésienne : cas univarié . ... .... ... ... .. 78
4.3 Estimateur de ’espérance conditionnelle a posteriori (ECP). . 79
4.3.1 Estimateur ECP avec ’a priori a-stable . . . . .. ... ... ... 79
4.3.1.1 La PDF marginale des coefficients bruités . . . . . . . .. 79

4.3.1.2 Estimation des hyperparametres . . .. .. ... .. ... 79

4.3.1.3 Débruiteur bayésien terme-a-terme . . . . . . . . ... .. 80

4.3.2 Estimateur ECP avec 'a priori BKF . . . ... .. ... .. .... 82
4.3.2.1 La PDF marginale des coefficients d’ondelettes . . . . . . 82

4.3.2.2 Estimation des hyperparametres . . .. .. ... .. ... 85

4.3.2.3 Débruiteur bayésien terme-a-terme . . . . . . .. ... .. 87

4.4 Estimateur mazimum a posteriori (MAP) . . . . ... ... ... 91
4.4.1 Estimateur MAP avec 'a priori BKF . . . . . ... ... ... ... 91

4.5 Expérimentation et résultats . . . . ... ... ... ..., 93
4.5.1 Objectifs de 'expérience . . . . . . . . .. ... ... .. 93
4.5.2 Protocole expérimental . . . . . . .. ... oL 94
4.5.3 Discussion des résultats . . . . . . .. ... L. 94

4.6 Conclusion . . ... . .. . ittt e e 101

4.1 Rappels sur I'a priori

Dans la premiere partie de cette these, nous avons effectué une classification méthodique de
I’état de l'art sur le probleme de débruitage. Les méthodes présentées cherchent pour la plupart
a reconstruire une solution qui présente une certaine régularité. Celle-ci peut étre imposée de
différentes manieres, et réalisée au moyen des transformées multi-échelles, dans un cadre classique
et bayésien.

Dans le contexte bayésien, afin de reconstruire I'image non bruitée et tout en conservant les
détails, il est nécessaire d’imposer des contraintes sur la solution reconstruite, ce qui consiste
a choisir un modele a priori. Dans le chapitre précédent, nous avons présenté le modele SMG

7
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comme ¢ priori adéquat a la modélisation statistique des images dans l’espace des transformées
parcimonieuses, et en I'occurrence les ondelettes. En pratique, nous avons introduit un cadre gé-
néral pour les modeles a priori : a-stable et BKF qui tient compte des propriétés parcimonieuses
des coefficients d’images dans le domaine multi-échelle, et les différentes techniques permettant
d’estimer les hyperparametres de ces derniers. Ceci a été effectué dans un cadre univarié ou les
coefficients d’images dans ’espace des transformées sont supposés indépendants.

Dans ce chapitre, nous proposons de nouveaux estimateurs bayésiens ECP et MAP (cf. an-
nexe A) pour le débruitage, basés sur les a priori : a-stable et BKF. Deux étapes sont mises en
jeu pour la mise en oeuvre de ces estimateurs, la premiere consistant a estimer les hyperpara-
metres du modele de I’a priori en présence de bruit, et la seconde a trouver une forme analytique
pour l'estimateur bayésien correspondant.

4.2 Estimation bayésienne : cas univarié

Dans le processus du débruitage bayésien décrit dans I’état de 1’art (1.2.3), on rappelle qu’il
est recommandé de conserver les coefficients d’approximation qui sont caractéristiques de I'image
originale, et d’estimer les coefficients de détail de I'image a recouvrer a partir de ceux de I'image
bruitée.

Le modele de dégradation® choisi par la suite est le suivant :

d:s+€ (41)

ot le bruit blanc gaussien est e ~ N(0,02).

Dans le contexte bayésien, I'information a priori est imposée aux coefficients d’ondelettes
pour décrire leur distribution. Les coefficients de détail a chaque échelle et orientation de I'image
a estimer s suivent une loi de probabilité du modele a priori SMG pour traduire la connaissance
initiale sur s, paramétrée par un certain nombre de parametres a estimer 6

s ~ SMG(6;) (4.2)

Le modele probabiliste associé a d sachant s est gaussien et permet de traduire 'incertitude
due au bruit sur les données bruitées d,

d|s ~ N (s,02) (4.3)

Ce modele dépend d’un certain nombre de parametres a estimer 6.

Une fois les coefficients d déterminés, nous cherchons la distribution a posteriori de s en
utilisant la régle de Bayes pour combiner I'information contenue dans les données d’observation
et celle contenue dans la loi a priori.

Cette loi a posteriori dépend d’un ensemble d’hyperparametres 6 = {61, 2}, et contient toute
I'information disponible sur s. Leur calcul complet peut devenir tres délicat, mais généralement,
on se contente de définir un estimateur ponctuel a partir de cette loi de type ECP ou bien MAP
(cf. Annexe A).

Rappelons aussi qu’en pratique, le calcul d’estimateurs ECP nécessite le calcul d’intégrales
de dimension tres élevée, alors que le calcul de Iestimateur MAP nécessite une optimisation®.

"Notons que d (resp. s) correspond aux coefficients d5J,, (resp. s%2,,).
SDans le cas d’un a priori gaussien les estimateurs bayésiens ECP et MAP sont identiques (estimateur de
Wiener).
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4.3 Estimateur de I'espérance conditionnelle a posteriori (ECP)

4.3.1 Estimateur ECP avec I’a priori a-stable

4.3.1.1 La PDF marginale des coefficients bruités

Pour le cas de I'a priori a-stable et a partir de 'Eq.4.2 et I'Eq.4.3, les coefficients de détail
a chaque échelle et a chaque orientation de I'image a estimer s suivent une distribution SasS,

s~ 84(0,0,y=0%) (4.4)

et le modele probabiliste associé a d sachant s est gaussien

d|s ~ N(0,02) (4.5)
ou 0y ={a,0} et o = {o}.

La PDF marginale des observations d peut s’écrire sous la forme suivante,
P(d;0) = /¢(d —8;02) P(s;01) ds (4.6)

ou P(s;01) est la PDF SaS approximée par le mélange fini de gaussiennes, donnée par
l'algorithme 3.5.4.2 [page 55], avec l’ensemble des hyperparametres 6; 7

f(s;{Pj,0;}) = ZPO‘ exp( o ) (4.7)

ou N est le nombre de gaussiennes.
Et ¢(d — s;602) est la PDF normale du bruit d’écart-type 62 = {o.}

L (=) ws

Apres I'évaluation de l'intégrale dans ’Eq.4.6, 'expression analytique de la PDF marginale
SasS est

o(d—s;00) =

1 O _1 d?
f ZPJ a +02) ?exp | ——— (4.9)
ou N est le nombre de gaussiennes.

4.3.1.2 Estimation des hyperparamétres

Dans le contexte de débruitage d’images, les hyperparametres sont estimés a partir des coeffi-
cients d’ondelettes observés a chaque orientation et a chaque échelle. Pour mettre en application
la formule de 'Eq.4.9, on doit alors estimer ’ensemble des parametres 8 = { P}, 0;, 0} qui, & leur
tour, meneront a une procédure de débruitage adaptatif a chaque sous-bande. L’étape d’estima-
tion de ces hyperparametres est cruciale. Il est clair que celle-ci conditionne les performances
finales de I’algorithme de débruitage.

Dans le cadre du modele a-stable, I'estimation des hyperparametres P; et o; dépend des
parametres arbitraires a et o (I’étape EM de Dalgorithme 3.5.4.2). Si cette estimation reste
accessible en absence de bruit, elle devient beaucoup plus délicate en sa présence.

"Rappelons que les hyperparamétres de 6; = {c, o} dépendent des parametres {P;, o}
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Dans le contexte du débruitage, les observations dont on dispose sont corrompues par un
bruit blanc gaussien. Il s’en suit une difficulté majeure lors de I'estimation des hyperparametres
de la loi a priori. L’estimation des parametres « et o, dans le cas de notre modele, ne sert que
d’initialisation. Nous avons alors, suite aux discussions précédentes, choisi I’estimateur basé sur
les quantiles de McCulloch partant du fait qu’a SNR raisonnable, les queues de la distribution
marginale des coefficients d’ondelettes observés sont peu influencées par la présence du bruit.

La méthode de McCulloch permet une estimation initiale et rapide des parametres « et o
sous la restriction 0.6 < a < 2, on en déduit alors le parametre v; qui a son tour nous permet
I'initialisation des parametres P; et o en appliquant I’étape M de l'algorithme 3.5.4.2 [55]. Par
ailleurs, le niveau de bruit o, est estimé a partir de 'orientation HH de 1’échelle la plus fine
en utilisant I'estimateur robuste de Donoho & Johnstone [Donoho & Johnstone, 1994], donné
par I’Eq.1.3. L’utilisation des valeurs d’initialisation des parametre «, o et o, dans ’algorithme
3.5.4.2 [55] permet d’obtenir une forme analytique stable pour la PDF marginale des coefficients
d’ondelettes observés. Ceci peut étre récapitulé comme suit,

(a) Utilisation de la méthode de McCulloch [McCulloch, 1986] pour obtenir & et 7, et estima-
teur MAD pour obtenir ¢, [Donoho & Johnstone, 1994].

(b) Appliquer les étapes 1-4 de l'algorithme 3.5.4.2 en utilisant & et &, pour obtenir &; et Pj

s sl ~92 ~9
(c) Définir 6; = (/6% + 62

(d) Appliquer I'algorithme EM pour affiner les estimés [7; et ]5] associés au modele analytique
de la PDF marginale donné par 'Eq.4.9.

Dans la Fig.4.1, et suite a I'observation des courbes, nous constatons clairement que la PDF
marginale estimée par 'Eq.4.9 est tres proche de la PDF marginale observée. Ceci est confirmé
par la distance KL calculée entre les deux PDF's.

4.3.1.3 Débruiteur bayésien terme-a-terme

La forme analytique de l'estimateur ECP (cf. annexe A) SaS des coefficients s, condition-
nellement sur I’ensemble des hyperparametres 6, permet de réaliser le débruiteur bayésien.

Le calcul de D'estimateur ECP nécessite ’évaluation des intégrales du numérateur et du
dénominateur. L’expression du dénominateur ECP a été établie par 1'’Eq.4.9, et ’expression du
numérateur est la suivante

400 dQ
/ s P(d|s; 02) P(s;01) Z j—————exp | ———~ (4.10)

o (U —i—a)5 2(0j2+062>

Apres quelques simplifications de calcul, 'expression analytique de 'estimateur ECP SaS
devient :

N
o1 P Ugﬂ,a ¢(d; 07 + o?)
N
Ej:l Pj ¢(d; Uj + 02)
Ce résultat est une somme pondérée d’estimateurs de Wiener (un mélange fini de Wiener).

La Fig.4.2 montre I’évolution de la fonction s(d) de cet estimateur bayésien ECP. Les graphes
de la Fig.4.2(a) (resp. Fig.4.2(b)) montrent I'influence du rapport = (resp. du paramétre o) sur

Spcp(d;0) = (4.11)
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F1a. 4.1 — Comparaison entre I’histogramme marginal observé (trait en pointillé) et la PDF
a-stable estimée (trait plein) des coefficients de détail d’ondelettes pour trois d’images tests cor-
rompues par un bruit blanc gaussien (SNR= 15dB). Seulement, deux niveaux de décomposition
sont montrés pour chacune des trois images test : Barbara, Boat et House. Les trois colonnes
correspondent aux orientations HH, HL et LH.
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les courbes de s(d) en fonction du parametre a € [0.6,2] (resp. du rapport U%) . Le rapport
U% peut étre intuitivement interprété comme une forme de mesure du SNR. Nous constatons
que la contraction (shrinkage) diminue d’autant plus que le rapport 0% augmente. Intuitivement
cela peut aisément s’expliquer par le fait que la contribution du signal/image est d’autant plus
grande que le rapport U% est important.

De plus, nous constatons que la contraction diminue quand « diminue. Cela peut aussi se
comprendre en considérant le fait que plus la valeur de « est faible et plus la queue de la
distribution a priori est importante, d’ou une plus grande probabilité qu’une grande valeur
mesurée (située en queue de distribution) soit due a la présence de signal.

4.3.2 Estimateur ECP avec I'a priori BKF
4.3.2.1 La PDF marginale des coefficients d’ondelettes
Pour le cas de I'a priori BKF et a partir de 'Eq.4.2 et I'Eq.4.3, les coefficients de détail a
chaque échelle et a chaque orientation a estimer s suivent une loi BKF,
s~ BKF (a,c) (4.12)

et le modele probabiliste associé a d sachant s est gaussien

d|s ~ N(0,0¢) (4.13)

ou 0y = {a,c} et 03 = {o.}.

La forme analytique de la PDF marginale de d sachant les hyperparametres 6 (Eq.4.6) n’est
pas facile a obtenir sauf par approximation.

Le lemme suivant présente une forme analytique approximée plus pratique pour la PDF
marginale en approximant la fonction de Bessel modifiée K, par I’approximation donnée dans

[Gradshteyn & Ryzhik, 1980], voir [Fadili & Boubchir, 2005].

Lemme 4.1 Pour 0 < a < 1 et ¢ > 0, la PDF marginale des observations d peut étre bien
approzrimée par :

_ o2\ 2
o) = () otai0.02) (1, + 1) (4.14)
2
£t o2 d 2
ot I+ = exp % D_,|L£— 40/
O c

ot D,(.) est la fonction de cylindre parabolique d’ordre partiel v [Abramowitz € Stegun,

1972, Gradshteyn & Ryzhik, 1980] :

22

e 4

I(-v)

+oo 2
D,(z) = /0 e~ T dt, pour Re(v) <0 (4.15)

f(d) est une fonction paire de mode zéro.
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F1G. 4.2 - Evolution de la fonction s(d) de I'estimateur bayésien ECP a-stable. (a) En fonction
du rapport . (b) En fonction du parametre a.
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Preuve:
Nous employons le résultat d’approximation de la fonction K, donné dans [Abramowitz & Ste-
gun, 1972, Gradshteyn & Ryzhik, 1980]. Pour |d| grande et v = o — %, I’expression asymptotique

d’ordre 1 de K, est la suivante
[T —d
K,(d) 2de (4.16)

I'(v+3/2)
QAT —1/2)| pour v — o <1 (4.17)

Ceci signifie que pour des valeurs réelles positives de v et d, le reste R est inférieur en valeur

absolue a un terme ignoré de méme signe, a condition que o = v + % < 2. En appliquant ce
résultat a la PDF BKF, on obtient :

F(dsa,0) = (i()a) d]*~" exp (—\/fw\) (4.18)

Bien évidemment, pour o > 1, la PDF dans ’Eq.4.18 est bimodale avec un mode non nul

avec un reste donné par,

1
|R| <

+(a — 1)\/2 . Par conséquent, I'Eq.4.18 est valable seulement pour p < 1. En utilisant cette

expression dans Eq.4.6 et apres décomposition de l'intégrale en deux parties pour s positif et
négatif, nous pouvons écrire :

Fldsae,0?) = B2

+o0o 2 d 9
ol Ii:/ sa_lexp <—82—s <:|:2—|—\/7)) ds
0 207 lop= c

Pour établir le résultat final, nous aurons besoin de la formule d’intégrale de [Gradshteyn &
Ryzhik, 1980] & la page 337 :

O(d;0,02) (14 + 1] (4.19)

2

/;oo s Lexp (—Bs® — ys) ds = (28) 5T (a) exp (g) D, (\/}ﬁ)
(Re(v) > 0, Re(8) > 0) (4.20)

ou D, est la fonction de cylindre parabolique d’ordre partiel v [Gradshteyn & Ryzhik, 1980].
Plusieurs représentations intégrales existent pour D,. Dans notre cas ’argument v est toujours
strictement négatif et donc nous choisissons la représentation suivante [Gradshteyn & Ryzhik,
1980] :

exp <—%) +00 t2
D,(x) = F(Z/)/O exp <—a:t - 2) t=v~1dt, pour Re(v) <0 (4.21)
ouv =« etf = # sont strictement positives par définition. En combinant l'intégrale dans

I’Eq.4.20 avec celle de I’Eq.4.21 et apres quelques arrangements algébriques, le résultat dans
I’Eq.4.14 suit.
|
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Du point de vue pratique, il existe plusieurs algorithmes numériques pour calculer la fonction
D,, impliquée dans I'Eq.4.14. Dans [Zhang & Jin, 1996, les auteurs ont développé des méthodes
numériques pour calculer D, (z) d’ordre v réel et des arguments réels. Leur méthode récursive
est basée sur les séries de MacLaurin-Taylor et des expressions asymptotiques. Elles sont stables
et rapides a calculer.

Remarque 4.1 Comme c’est précisé par Grenander et al. [Grenander & Srivastava, 2001,
Srivastava et al., 2002/, la plupart des images naturelles filtrées ont une valeur de o < 1, alors
notre condition dans le lemme 4.1 n’est pas restrictive et 'approximation est trés bonne.

4.3.2.2 Estimation des hyperparametres

Pour mettre en application la formule de ’Eq.4.14, on doit alors estimer les hyperparametres
0 = {a,c,0c} qui, & leur tour, meéneront a une procédure de débruitage adaptatif & chaque
sous-bande.

Pour les observations bruitées, nous avons proposé deux méthodes pour estimer les para-
metres « et o :

Méthode des cumulants Celle-ci possede la vertu d’étre facilement adaptable en présence de
bruit gaussien additif. En effet, les parametres a et o sont estimés, en utilisant les cumulants
d’ordre 2 et 4, comme suit :

3max(ky — d.2,0)?

a 5
4 (4.22)

. max(ky — 6.2,0)

C

&

k; sont les estimées de k; par les k-statistiques.

Algorithme EM Soit U les données cachées et (d,U) les données completes. La procédure
d’estimation est donnée par l’algorithme suivant :
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Algorithme 4 Algorithme EM pour I'estimation des parametres « et o pour une distribution
BKF en présence de bruit

Entrées: On part d’une estimation initiale 6(°)
1: répéter

2:

E‘tape E :
On calcule,

(t) 2
ooy~ d u
f() [uto? exXp <_2(u+ag) o c(t)) du

f W (_2(u+ag) - @) u
a(t)f 2
o~ log(u exp ( St — ) du
\/u+ 2(u+0o?) c<t)
o\ = E [log(U)|d) = (4.24)

(t) 1 2
o0 ua d
Jo (_ 2(uto?) <t>> du

Ces intégrales convergent et peuvent étre Calculees assez rapidement par des méthodes de
quadrature, en les décomposant de [0, a[ et de [a,+00[ (e.g. @ = 1) et en procédant & un
changement de variable v = 2 dans [a, +00].

E‘tape M :

Les estimés de « et ¢ sont comme suit,

1 t
) = Qt+1) M((J)(l) (4.25)

ot at1) est la solution de Péquation suivante :

U(a) — log(a Z‘P ~log (M§>(1)) (4.26)

4: jusqu’a Convergence.

Preuve:
La preuve de I’algorithme ci-dessus est similaire a la preuve de ’algorithme EM en absence de

bruit (page 69).

Le calcul du score de vraisemblance () nécessite le calcul de 'antilog de vraisemblance sui-
vant :

1 & I~ a2
LdU) + U) = —§Zlog(ui+az)—izu'+’az—mlogc—mlogf(a)
P i=1 €
—(a—1) Zlog ?
=1

ou m est le nombre d’échantillons.

Et donc, @ peut s’écrire comme suit,
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1 m
t —
QO10Y) = 2‘51801(1 E QOQ(Zd +mlogec+mlogl(a) + (1 — ) E ©1(4)
#3(i)

—m(l —a)l RO}
m(l —a) ogc—i—igl -
3 2 So(z

= <2—a> E P1¢ )—i- E P23)di + E + amlogc+ mlogI'(a)(4.27)

21 =1

ou nous notons

o1y = E[log(U + 02)|di] 5 poy) =E[(U +02) M |di] 5 w35 =E[U|di] , pouri=1,....m
(4.28)

Nous précisons que @1 et @2 ne sont pas a calculer numériquement car o2 est estimé par
I'estimateur MAD de Donoho & Johnstone [Donoho & Johnstone, 1994].

Suivant les mémes démarches de démonstration dans 3.6.4.2, le calcul de ¢ = E [U *1\d]
et p3 = E[U|d] est effectué par le moment d’ordre p de la distribution de probabilité de U ou
dlU ~ N(0,u + o?)

La preuve de I’étape M de 'algorithme est identique a celle dans 3.6.4.2.

Notons aussi que la solution de 1'Eq.4.26 est unique puisque le facteur W(&) — log(a) est
bijectif sur RT et strictement négatif.

[ |

Par ailleurs, le parametre o, est estimé par l'estimateur robuste de Donoho & Johnstone
[Donoho & Johnstone, 1994].

Dans la Fig.4.3, nous constatons suite a 1’observation des courbes que la PDF marginale
estimée par 'Eq.4.14 est tres proche des histogrammes empiriques observés. Ceci est confirmé
par la distance KL calculée entre les deux PDFs.

4.3.2.3 Débruiteur bayésien terme-a-terme

La forme analytique de l'estimateur ECP pour ’a priori BKF est donnée par le théoreme
suivant :

Théoréme 4.1 Pour 0 < a <1 et ¢ strictement positif, expression analytique de ’estimateur
ECP est comme suit :
d | 6\/?

d 2
( Te f Te

oo o o)

(i) (=)
€ 5 c Oe 5 c
o ) o 55 b

L’estimateur ECP est une fonction non-linéaire impaire.

=§ECP (d) = Q0
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F1G. 4.3 — Comparaison entre 'histogramme marginal observé (trait en pointillé) et la PDF BKF
estimée (trait plein) des coefficients de détail d’ondelettes pour trois d’images tests corrompues
par un bruit blanc gaussien (SNR= 15dB). Seulement, deux niveaux de décomposition sont
montrés pour les trois images test : Barbara, Boat et House. Les trois colonnes correspondent
aux orientations HH, HL et LH.
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Preuve:

L’expression du dénominateur de I'estimateur ECP (cf. annexe A) a été établie dans le lemme
4.1. Pour déterminer ’expression du numérateur, on suivra les mémes démarches que dans le
lemme 4.1.

En décomposant I'intégrale dans le numérateur pour s positif et négatif, nous pouvons mon-
trer que

2

/ o sP(d — s)P(s)ds = ao. <;C> : ¢(d;0,02) (I — 1) (4.30)

— 0o
+o00 2
N S d 2
ouli—/O saexp<—w—s<iag+\/:>>ds

A partir de la formule d’intégrale donnée par 'Eq.4.20, et pour o + 1 > 0 I'intégrale de I’
s’écrit sous la forme suivante :

2
£ +0/2 d 2
I:II: = exp 9 Ve D,p,1 (:l: + O'E\/:) (431)

2 e

Cette expression est valide pour o > 0.
Finalement, en combinant le lemme 4.1, 'Eq.4.30 et 'Eq.4.31, on obtient le résultat du
théoreme 4.1.
[

La Fig.4.4 montre I’évolution de la fonction s(d) de 'estimateur bayésien ECP donné par le

théoreme 4.1. Les graphes de la Fig.4.4(a) (resp. Fig.4.4(b)) montrent I'influence du rapport ;/—f
(resp. du parametre de forme «) sur les courbes du taux de contraction en fonction du parametre

a € [0,1] (resp. du rapport \C{—f) ou le rapport \U/—f peut étre vu comme une forme de mesure du
SNR.

Nous constatons, suite a ’observation des courbes, que la regle bayésienne proposée contracte
fortement les coefficients d’observations d ayant une valeur trop petite et légerement les coef-
ficients de valeur grande. De plus, le contraction diminue et s’approche de la ligne d’identité
quand |d| — oo. Ce comportement asymptotique peut étre prouvé en utilisant 1’expansion
asymptotique de D, (z) pour |z| trés grand [Abramowitz & Stegun, 1972]. Aussi, lorsque la va-
leur du parametre de forme a augmente, le contraction diminue d’autant plus que le rapport g
augmente. ‘

De plus, et dans la Fig.4.4(b), nous constatons que la contraction diminue quand o augmente.
Cela peut s’expliquer par le fait que plus la valeur de « est grande et plus la queue de la
distribution a priori est importante, d’ou une plus grande probabilité qu'une grande valeur
mesurée (située en queue de distribution) soit due & la présence de signal .

Cet estimateur bayésien (Eq.4.29) est seulement valide pour o < 1 ce qui n’est pas restrictif
pour la plupart des images naturelles filtrées ayant une valeur de o < 1. Néanmoins, dans la
pratique, si « est grand (i.e., la PDF tend vers une gaussienne), alors 'estimateur de Wiener

( ac ) d peut étre utilisé.

acto?

8Un comportement analogue a été observé avec 'estimateur bayésien ECP a-stable.
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4.4 Estimateur maximum a posteriori (MAP)

4.4.1 Estimateur MAP avec I'a priori BKF

Apres avoir établi I'expression analytique de la PDF marginale BKF des coefficients d’obser-
vations d (Eq.4.14) ainsi que les estimateurs des hyperparametres {«a, ¢} (Eq.4.22 et algorithme
4.3.2.2 [page 86]), 'expression analytique de l'estimateur MAP (cf. annexe A) est donnée par le
théoreme suivant :

Théoreme 4.2 Pour 0 < a < 1 et ¢ strictement positif.
o [’expression analytique de l'estimateur MAP BKF s’écrit comme suit :

0 ld] < A
Sa04p(d) = { g ’ (4.52)
o) ((]d\ —22) (1= /202) +ao2ta— 1)) >

01”\2\/506( 2(1—04)4—%)

e Pour d — o0,
- 207 -2
Smap(d) =d|(1— o1d| +0(ld[77) (4.33)

Preuve:
Nous rappelons 'expression de I'estimateur MAP des coefficients s conditionnellement sur ’en-
semble des hyperparametres 0 = {a, ¢, 0.},

Smap(d) = argmaxlog [P(s|d)]
’ ) (4.34)
= argmax [log ¢(d — s;07) + log P(s; o, ¢)]

oi1 ¢(.) est la PDF normale de variance o2, et P(s; a, c) est la PDF BKF donnée par 'Eq.4.18.
Notons tout d’abord que la solution est impaire; i.e, s(—d) = —s(d)
En dérivant ’Eq.4.34, nous obtenons une équation du second degré :

52 — <|d| - \/zag) s—02(a—1)=0 (4.35)

Pour qu’une solution réelle existe, le déterminant doit étre positif ou nul.

2
A= <|d| — \E(;?) +40%(a—1) >0 (4.36)

] > V20, < 21 —a) + %) (4.37)

En notant A\ = v/20, ( 2(1 —a) + %), I’Eq.4.35 admet donc deux solutions pour |d| > A :

Ceci implique que
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S =

(- )

\/(|d| . \/%03)2 +d02(a— 1)

2

(4.38)

Seule la solution positive préserve le signe (i.e, s(d) > 0 si d > 0) et les valeurs de la solution
possible (e.g., « =1 = §(d) = 0 Vd) ; d’ou le résultat de I'Eq.4.32 du théoreme.
1’Eq.4.33 du théoreme peut étre démontrée a partir de I’'Eq.4.32 comme suit

sign(d)
2

Snpap(d) =

sign(d)
2

sign(d)
2

sign(d)
2

g(l
(

d
2

Q.

2
Proposition 4.1 L’estimateur MAP est de type seuillage doux pour %
(a priori Laplacien) ou bien m grand, ot m est le nombre d’échantillons.

Preuve:

2 o2
e
LA
( d ")

2
(d! - \/EU€2> + <|d\ — \/EO’?) +4(a—1)o?

(dl \[) \/d2—2ldl\[cf2

2 2 2 . 204
d| — /=02 21— =y/Z02 ¢
(y \ﬁa€>+ ( e

d| (1—\[‘d|> +|d|\/1—d|
202 2 /2
\/:M+\/1 |d‘ 02—|—O(d ))
2 o2 _
—\ﬁwﬁou 2))

= logm lorsque « — 1

11 suffit lorsque cet estimateur MAP est de type seuillage doux, que A = Ay, ou Ay est le seuil
défini par I’'Eq.1.11. Et donc,

20, < 2(1 — ) + a€> = oe/2logm

:>U€2
C

/e

= logm
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La Fig.4.5 montre I’évolution de la fonction s(d) de notre estimateur bayesien MAP BKF.
Nous constatons que l'estimateur MAP est bien une contraction, impaire et continue en d et
A. Il est toujours en dessous de la ligne d’identité et s’en approche quand d — oo comme le
prévoit le théoreme 4.2. De plus, nous constatons que 'estimateur MAP est de type seuillage
doux pour des SNRs faibles. La méme remarque a été soulevée par Moulin [Moulin & Liu, 1999]
pour I'a priori GGD.
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F1G. 4.5 — Evolution de la fonction s(d) de I'estimateur bayésien MAP BKF en fonction de d
pour différentes valeurs de SNR (en faisant varier c).

4.5 Expérimentation et résultats

4.5.1 Objectifs de I'expérience

Nous évaluons maintenant les performances de nos différents débruiteurs a savoir I’estimateur
ECP a-stable (dénoté dans la suite "a-stable mixture”), 'estimateur ECP BKF et I'estimateur
MAP BKF, en les comparant a diverses méthodes de débruitage univariée développées dans un
contexte classique et bayésien.

Six algorithmes de débruitage sont considérés : les seuillages universels dur (Hard universal)
et doux (Soft universal) [Donoho & Johnstone, 1994], I'estimateur SURE basé sur I’estimation
du risque sans biais de Stein [Donoho & Johnstone, 1995], I'estimateur VISU (Oracle Threshold)
[Donoho & Johnstone, 1998b, Chang et al., 2000a], ’estimateur MAP GGD [Moulin & Liu, 1999]
et une version d’un débruiteur bayésien avec un a priori a-stable proposé dans [Achim et al.,
2001] et développé dans [Mathieu, 2002]. Aucune forme analytique n’étant disponible pour ce
dernier, celui-ci était basé sur I'implémentation numérique des intégrales de Fourier a base de
FFT [Press et al., 1992], car les intégrations numériques directes posent de sérieuses difficultés,
telles que des bornes infinies, qui les rendent tres lentes et numériquement instables.
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4.5.2 Protocole expérimental

TAB. 4.1 — Protocole expérimental

Grandeur Choix
Fig.4.6-4.7-4.8 | Fig.4.9 | Fig.4.10 | Fig.4.11
a priori univarié a-stable, BKF, GGD
Nos débruiteurs ECP a-stable mixture, ECP BKF, MAP BKF
Estimateur des hyperparametres Algorithme EM
Nombre de gaussiennes optimal 16
Méthodes de la littérature a-stable, MAP GGD, Soft&Hard universal, VISU, SURE
Transformée ondelettes
DWT 5 échelles et 3 orientations
qmf Daubechies-8
Bruit additif blanc gaussien
SNR 15 dB (o = 20) \ [5,20] dB
Critere d’évaluation SNR
Monte-Carlo 50
Lena Barbara Lena 100 images
Base Barbara Barbara
d’image Mandrill Mandrill

4.5.3 Discussion des résultats

Afin de quantifier les performances de ces différents estimateurs, nous avons employé le
rapport SNR. Ce rapport est défini en décibel comme suit

2
SNR = 10logy E%gngmnz . (4.39)
Zmn (gmn - gmn)

ou ¢ est l'estimée de g. Certaines méthodes dans la littérature rapportent leurs résultats en
termes de mesure du PSNR défini par

2552
A 2
Zmn % (ngnn - grznn)

ou N x N est la taille de I'image bruitée.

Dans ce chapitre, nous avons comparé a des méthodes de la littérature qui elles reportent leurs
performances en terme de SNR et non pas de PSNR. Ceci dit, si la finalité est la comparaison
des débruiteurs, ces criteres aboutissent a des résultats semblables.

Les figures ci-dessous, Fig.4.6-4.7-4.8, présentent les performances obtenues pour des images
de test d’une base de 100 images digitalisées [url : base d’images, ]. Nous avons utilisé ’ondelette
a support compact de Daubechies de régularité 8. L’échelle la plus grossiere de la décomposition
est choisie pour étre log, (log (N 2) + 1) a partir des considérations asymptotiques [Antoniadis
et al., 2001].
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La Fig.4.6 montre les images résultantes, pour chaque méthode de débruitage, pour 'image de
Lena avec un SNR=15dB en entrée. On voit que la qualité visuelle des débruiteurs bayésiens a-
stable mixture et ECP BKF est supérieure a celles des autres méthodes de débruitage, mais reste
comparable au MAP BKF. Ce comportement a tendance a se reproduire pour les autres images
tests : Barbara (Fig.4.7) et Mandrill (Fig.4.8). Le zoom sur une région texturée du pantalon de
Barbara montre que les débruiteurs que nous proposons réalisent un bon compromis entre le
rejet du bruit et la conservation des détails fins de I'image (e.g. les rayures du pantalon). Nos
débruiteurs affichent des performances bien au dela de ce que peut offrir le débruiteur bayésien
a-stable dans sa version numérique dite "exacte” développée dans [Mathieu, 2002, Achim et al.,
2001].

Dans la Fig.4.9, nous avons évalué les performances de débruiteurs BKF de type ECP et MAP
basés sur la méthode de cumulants et ’algorithme EM pour I'estimation des hyperparametres.
Finalement, le débruiteur BKF ECP (resp. MAP) avec algorithme EM dépasse légérement en
terme de SNR le débruiteur BKF ECP (resp. MAP) avec cumulants, mais reste comparable.

Les moyennes du SNR (sur 50 simulations), données par les diverses méthodes pour les trois
images tests, sont comparées dans la Fig4.10. Les SNRs ont été calculés pour chaque valeur
d’entrée du SNR dans la gamme de [5,20]dB. On constate que les débruiteurs a-stable mixture
et ECP BKF présentent des performances similaires, et ils dépassent ’estimateur MAP BKF,
mais restent meilleurs comparés aux autres débruiteurs surtout pour les bas SNR. L’estimateur
a-stable dans sa version originale affiche des performances médiocres pour les bas SNR a cause
de la faiblesse de 'estimateur des hyperparameétres. On constate aussi que l'estimateur VISU
(seuil Oracle) s’avere d’autant plus performant comparé a 'estimateur SURE et aux seuillages
universels que le rapport SNR est important.

Dans la Fig.4.11, on compare les SNRs moyennés sur les 50 simulations et les 100 images
de la base, de toutes les méthodes de débruitage. Le comportement général décrit avant est
confirmé par ce graphe.
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Image originale Image bruitee SNR, =15.13 dB

a-stable 19.96 dB a-stable mixture_ ., 23.90 dB 235148

BKFper

BiFyep 223308 GG 22,8808 Oracle Threshold 22.04 dB

Soft universal 18.58 dB Hard universal 20.82 dB SURE 20.66 dB

FiG. 4.6 — Comparaison des différents débruiteurs sur I'image test "Lena”. Cette image a été
corrompue par un bruit additif gaussien de 15dB en entrée.
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Image bruitee SNR, =15.16 dB

Image originale

a-stable 19.04 dB a-stable mixture, , 20.84 dB BKF_, 2066 dB

BKFyyye 19.6005 GGy, 19.68 0B Oracle Threshold 18.87 dB
i g

i

Soft universal 15.55 dB

Fia. 4.7 — Comparaison des différents débruiteurs sur I'image test "Barbara” zoomée sur une
région texturée du pantalon. Cette image a été corrompue par un bruit additif gaussien de 15dB
en entrée. Le zoom montre que les débruiteurs que nous proposons réalise un bon compromis
entre le rejet du bruit et la conservation des détails fins de I'image.
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Image originale Image bruitee SNR, =15.14 dB

a-stable 18.66 dB a-stable mixture, ., 19.24 dB BKF .. 18.85 0B

ECP

BHE s 179840 GGD, e 17,79 08

Hard universal 15.87 dB SURE 17.10 dB

F1a. 4.8 — Autre comparaison des différents débruiteurs sur I'image test "Mandrill”. Cette image
a été corrompue par un bruit additif gaussien de 15dB en entrée.
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BKFp avec cumulants 20.63 dB BKFp avec akjorittume EM 20.66 B

Fic. 4.9 — Evaluation des performances de débruiteurs BKF de type ECP et MAP basés sur la
méthode de cumulants et I’algorithme EM pour I'estimation des hyperparametres.
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F1aG. 4.10 — Comparaison de différents estimateurs de débruitage pour les trois images test (Lena,
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FiG. 4.11 — Comparaison de différents estimateurs de débruitage pour une base de 100 images.

4.6 Conclusion

Nous avons proposé trois nouveaux estimateurs bayésiens non-linéaires non-paramétriques
de type ECP et MAP, basés sur le modele statistique a priori SMG, formulés dans le cadre de la
transformée en ondelettes. Ils peuvent neamoins tres bien s’appliquer a d’autres transformées.

Du fait du caractére creux des représentations parcimonieuses (e.g. ondelettes), la plupart
des coefficients de détail de 'image bruitée sont nuls et seuls quelques uns sont significatifs. Ainsi,
la répartition de ces coefficients est caractérisée par une densité centrée en zéro avec des queues
relevées. C’est exactement cette propriété qui est révélée par la PDF SaS et BKF que nous
avons pleinement caractérisée, et par lesquels nous avons proposé des méthodes pour estimer
les hyperparametres en présence de bruit. Ensuite, nous avons appliqué la regle de Bayes pour
combiner I'information contenue dans les données d’observation (image bruitée) et celle contenue
dans la loi a priori afin d’obtenir ’expression analytique de la distribution marginale a posteriori
ainsi que celle de débruiteur bayésien terme a terme.

Les résultats expérimentaux, obtenus avec une base d’ondelettes orthogonale décimée, ont
montré que les performances de nos débruiteurs s’averent supérieures a celles des débruiteurs
développés dans un contexte bayésien et classique pour une grande classe d’images. Cette per-
formance reste liée a la qualité des estimateurs des hyperparametres.

Dans ce chapitre, nous n’avons pas comparé nos méthodes en utilisant les transformées multi-
échelles orientées (curvelets) et les ondelettes non-décimées, pour une simple raison ; c’est que le
bruit dans ce cas n’est plus blanc. En effet, ces transformées correspondent a des trames voire
des trames ajustées. Toutefois, une comparaison de nos estimateurs univariés basés sur 1’a priori
BKF est associés a ces transformées sera effectuée au chapitre 6.

Enfin, il reste un aspect qui doit étre étudié pour améliorer la performance de nos débrui-
teurs. Il s’agit de I'introduction de 'information géométrique. Pour ce faire, nous avons proposé
un cadre statistique bayésien multivarié permettant de modéliser la distribution a priori des
coefficients dans le domaine des transformées multi-échelles orientées et non-orientées (e.g. les
curvelets [Candes & Donoho, 1999, Starck et al., 2002]) et de prendre en compte leurs dépen-
dances inter et intra-échelle. Ceci fera 'objet de la troisieme partie de cette these.






Troisieme partie

Statistiques multivariées pour la restauration







Chapitre 5

Modélisation des statistiques jointes
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Nous avons observé, au chapitre 2, que les coefficients des images dans I'espace des transfor-
mées tendent & se regrouper autour des bords des objets dans 'image (e.g. les contours, les lignes,
etc). Ce phénomene persiste également & d’autres orientations et & d’autres échelles. Dans la
partie de modélisation des statistiques marginales, nous avons supposé que ces coefficients sont
indépendants. Cette hypothese n’est qu'une approximation qui doit étre affinée en prenant en
compte les dépendances inter- et intra-échelles existent entre les coefficients d’images.
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Dans ce chapitre, nous présentons une étude théorique et empirique pour caractériser ces dé-
pendances inter- et intra-échelles des coefficients de détails d’images dans le domaine des transfor-
mées multi-échelles orientées (e.g. transformée de curvelets) et non-orientées (e.g. UDWT). En-
suite, en vue de caractériser ces dépendances, nous introduisons le modele de mélange d’échelles
de gaussiennes multivarié. Ce modele a priori multivarié est adéquat pour la modélisation sta-
tistique d’une grande classe de PDFs a queues lourdes.

5.1 Etude et analyse statistique

Dans cette section, nous présentons une analyse statistique qualitatives et quantitatives des
dépendances en position, échelle et orientation des coefficients des images dans le domaine des
curvelets de 2°™¢ génération”, basée sur les histogrammes estimés de distributions marginales et
conjointes, et sur la mesure de I'information mutuelle [Cover & Thomas, 1991] pour caractériser
ces dépendances. Ceci afin de pouvoir modéliser ces interactions entre les coefficients de fagon
simple a travers un modele statistique multivarié, a savoir le modele de mélange d’échelles de
gaussiennes multivarié (MSMG), que nous décrivons pleinement par la suite.

5.1.1 Curvelets et notations

La transformée de curvelets est une transformée multi-échelle multi-directionnelle avec des
atomes indexés par un parametre de position, d’échelle et de direction [Candeés & Donoho, 1999,
Candes & Donoho, 2002] (cf. annexe D). La Fig.5.1 montre une représentation de la transformée
de curvelets pour 'image test Bateau, en employant la transformée de curvelets discrete de 2°me
génération (FDCT) [Candes et al., 2006]. Trois niveaux d’échelles et six orientations ont été
montrés.

Pour chaque coefficient de curvelet X, on définit ses voisins (VX ) dans la méme orienta-
tion, qui représentent les huit coefficients adjacents. Ensuite, le coefficient a la méme localisation
spatiale dans I’échelle supérieure correspond & son pére (PX), et les coefficients & la méme locali-
sation spatiale et a la méme échelle mais dans une autre orientation correspondent a ses cousins
(CX). Aussi, y-a-t’il plus d’orientations dans la représentation de curvelets comparée a la repré-
sentation en ondelettes séparable ou il n’y a seulement trois directions cardinales (horizontale,
verticale et diagonale). La Fig.5.2 récapitule ces relations importantes entre coefficients.

5.1.2 Etude statistique

Nous présentons ici une étude statistique pour apprécier les propriétés des coefficients de
curvelet d’images et caractériser les dépendances inter- et intra-échelles de ces derniers.

5.1.2.1 Distribution jointe

Nous avons étudié les statistiques conjointes des coefficients de curvelet. Dans la Fig.5.1, nous
observons que les coefficients ayant une valeur élevée tendent a se grouper autour des bords des
objets dans 'image test Bateau. Ceci persiste également a d’autres orientations et a d’autres
échelles. La Fig.5.3 montre les distributions conjointes des coefficients de curvelet pour 'image
Bateau dans le cas bivarié, P(X,.), ou (.) veut dire parent, voisins ou cousins.

9¢f. Annexe D pour plus de détails couvrent la FDCT.



5.1. Etude et analyse statistique 107

sl-ol s1-02 s1-03 sl-o04 s1-05 s1-06 Bateau
s2-0l s2-02 s2-03 s2-04 s2-0¢€

s3-0l s3-02 s3-03 s3-04 s3-05 s3-o0¢

FiG. 5.1 — Transformée de curvelets discrete de 2°™¢ génération (FDCT) de l'image test Ba-
teau. Trois niveaux d’échelles et six orientations sont montrés (j : indique 1’échelle, o : indique
lorientation).

i ! B raent
Echelle j+1| [ | B cousin
i i D Voisin

=

Coefficient de référen

Echelle j i * .

Orientation 1 Orientation 2

FiG. 5.2 — Dépendances inter- et intra- individuelles en position, échelle et orientation entre les
coeflicients de curvelet.
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$ 8 & & 4 o o =z 3 3 5 8

(@) (b) ©

F1G. 5.3 — Distributions conjointes (en log) des coefficients de curvelet pour I'image test Bateau
dans le cas bivarié, P(X,.), avec leurs parents PX (a), voisins VX (b) et cousins CX (c).

5.1.3 Etude quantitative

Nous proposons une étude quantitative des distributions jointes pour comparer les interac-
tions entre les coefficients de curvelet. Ceci est quantifié par le biais de I'information mutuelle
(IM) [Cover & Thomas, 1991], qui est une mesure quantitative des dépendances entre les coef-
ficients [Liu & Moulin, 2001, Po & Do, 2003].

5.1.3.1 Information mutuelle

L’information mutuelle (IM) est classiquement définie comme la différence de ’entropie jointe
et du produit des entropies marginales. elle est donnée par ’équation suivante :

IM(X;Y) = D(P(x,y)|[P(z)P(y))

P(z,y) (5.1)

D(P(
/x yp(x,y)logip(x)p(y)dxdy

Le Tab.5.1 montre I'information mutuelle moyennée sur une base de 100 images [url : base
d’images, |. Nous observons que les dépendances les plus significatives proviennent des voisins,
suivis des parents et ensuite des cousins. L’influence des voisins est plus prépondérante compte
tenu du fait que les coefficients de la FDCT ont tendance a s’agglomérer. La dépendance entre
échelles (parent) est révélatrice d’une persistance des coefficients significatifs a travers les échelles.

Finalement, il semble que les dépendances entre orientations (cousins) soient les moins pro-
noncées du fait du partitionnement spectral de la FDCT. Cependant, le systeme des curvelets
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TAB. 5.1 — L’information mutuelle moyennée sur une base d’images (100 images) [url : base
d’images, |, calculée pour deux échelles successives J et J — 1 ou J est 1’échelle la plus grossiere.

’ ‘ échelle J | échelle J — 1 ‘

IM(X;PX) | 0.164 0.194
IM(X;VX) | 0374 0.555
IM(X;CX) | 0.142 0.151

ne forme pas une base orthogonale mais plutot une frame, il subsiste ainsi des dépendances entre
orientations.

5.2 Modele SMG multivarié : cadre général

5.2.1 Définition

Soit X un vecteur de VA (VVA) & valeurs dans RY. Sous le modele de mélange d’échelles de
gaussiennes multivarié (MSMG), il existe une VA U > 0 et un VVA dans RY Z ~ (0, %) (U et
Z sont mutuellement indépendants) tels que :

X L 7VU (5.2)

ou X est par définition une matrice symétrique définie positive.

5.2.2 Propriétés

Il est assez aisé de déduire les propriétés suivantes :
e La PDF de X est donnée par :

d xTy—1x

fx(x) = (27r)31\2|§ /;Oo u”2 exp (—QU) fu(u)du (5.3)

e La fonction caractéristique de X est donnée par :
Yx(w) = EI[E[e™"U]] = E [¢z(w;u)]

_ /+oo exp <_ uwZEW) for(w)du
0

wYw
2

— cisl

ou L [fy] est la transformée de Laplace de fy.

e La PDF est unimodale et différentiable presque partout sauf peut-étre en 0.

e La loi de X est une sous-classe des familles elliptiques multivariées [Kotz, 2004]. Tous les
résultats concernant cette famille s’appliquent naturellement au VVA X.

e La PDF de X existe en 0 si et seulement si E [U*%] < +o00.

e La PDF de U est étroitement reliée a la transformée de Laplace inverse de fx.
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5.2.3 Moments absolus d’ordre p

Soient Z ~ N(0,%) et U > 0 de loi Ly, ol § est le vecteur des hyperparametres avec E [U] = 1.
En s’appuyant sur le cas univarié, il n’est pas difficile de prouver que le moment absolu d’ordre
p de chaque composante i du VVA X72X, ou X7 2 est I'inverse de la racine principale de 3, est

donné par :
25 p+1 p
My, (p) = NG (2 ) My (5) (5.5)

Par ailleurs, la Proposition 3.4[page 46| peut étre facilement généralisée pour le cas multivarié.
En effet, la famille du modele SMG est aussi forcément leptokurtique pour tout U aléatoire.

Proposition 5.1 Pour tout U aléatoire, la mesure du kurtosis multivarié au sens de Mardia
[Mardia, 1970] du VVA X est toujours strictement positive.

Preuve:

Notons tout d’abord que ¥ = Cov [X].
FEcrivons ensuite la mesure du kurtosis d’'un VVA X proposée par Mardia :

Kurt[X] = E [(XTz—lx)Q} —d(d+2)
= E[U?|E [(XT (%)™ X)2 |U} —d(d+2)
= dd+2)(E[U?]-1) >0 (5.6)

car par définition, pour un VVA gaussiennes, le kurtosis multivarié est d(d +2). Il est évident de
voir que le cas univarié est obtenu pour d = 1. Finalement, en utilisant le méme raisonnement
qu’a la fin de la preuve de la Proposition 3.4, le résultat suit.

|

5.2.4 Cas particuliers du SMG multivarié

Trois lois se présentent comme des cas particuliers pour le modele MSMG :

e L’a priori des Formes K de Bessel multivarié (si la VA U dans I’'Eq.5.2 suit une loi de
Gamma). Ce modele sera au coeur de la suite de cette partie.

e L’a priori a-stable multivarié (si la VA U suit une distribution a-stable) [Achim & Ku-
ruoglu, 2004].

e L’a priori non-informatif de Jeffrey utilisé dans [Portilla et al., 2003].

5.3 Estimation des hyperparameétres

Dans le cadre d’une approche bayésienne et afin de caractériser entierement le modele MSMG,
il est nécessaire d’estimer les hyperparametres qui lui sont associés.

La distribution de U dans le modele MSMG, donné par I’Eq.5.2, dépend d’'un ensemble
d’hyperparametres 6 réunissant les hyperparametres de la loi de U et la matrice de covariance
Y. Dans le domaine des transformées multi-échelles, ces hyperparametres 6 sont estimés a partir
des coeflicients observés a chaque orientation et a chaque échelle. Notons que les différentes
méthodes permettant d’estimer les hyperparametres, citées dans la deuxiéme partie pour le cas
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de la modélisation univariée, peuvent étre étendues au cas multivarié. Notamment, 1’algorithme
EM et les méthodes des moments et des cumulants.

L’étape de l'estimation des hyperparametres reste accessible en absence du bruit et devient
plus délicate en sa présence. Les différentes méthodes envisagées en absence du bruit seront
développées dans ce qui suit pour le cas de I’a priori BKF multivarié. En présence de bruit, nous
y reviendrons en détail dans le chapitre suivant.

5.4 Cas 1 : modele BKF multivarié

5.4.1 Définition

Soit X = VUZ donné par 'Eq.5.2. SiU ~ T (a, é) ol a > 0, alors X suit une distribution
BKF multivariée (MBKF) dont la PDF s’écrit comme suit,

21« atd a-d
el ®) = — s () P NI g (V2allxlls- ) (5.7)

olt K, 4 est la fonction de Bessel modifiée de premier espece d’ordre a— % (voir [Abramowitz

2
& Stegun, 1972, Gradshteyn & Ryzhik, 1980]). «v est le parametre de forme et X est une matrice

1
symétrique définie positive. ||x[lx—1 = (xT 2 71x)2.

5.4.2 Propriétés

Quelques propriétés de la loi MBKF qui nous seront utiles sont résumées dans la proposition
suivante :

Proposition 5.2
Soit X ~ MBKF(a, %) avec a > 0.
(i)
X L N(0,Y)

a—+00

(ii)

I'($+4)T (a+1i)

~—

i ;
E|(XT7X)]| =2 (aF BT (5.8)
(iii) Les cumulants ont la forme suivante :
NERSICUIN L
ki (2i) = a 53 l_la (7,0) aveci>1,75=1,...,d (5.9)

ot o(j,1) est l’élément a la position (j,1) de la matrice LS

Preuve:

(i) Il suffit de noter que la fonction caractéristique d'un VVA MBKF se met sous la forme
suivante :
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(ii)

(iii)

1 o wlsw «
V(o) = s = ) (5.10)
(o)
En prenant le développement en série de Taylor de I'argument de ’exponentiel
_ +oo (—1)i+1 wTlsw i
\IIX(W): e i B ( 2a ) (511)
o (1)1 (o Txw)i
:e_WTzzw e DRSS : l)iziofi—lz : otoo, e Yw
On conclut en appliquant le théoreme de continuité de Lévy.
Le résultat annoncé par la deuxieme propriété est démontré comme suit :
1
Soit R = (X'271X)?. On a
E [R'] =E [E [R'|U]] (5.12)

Or X|U ~ N (0,uX). Si U suit une loi de Gamma de parametre de forme « et d’espérance
unitaire E[U] =1, on a

My(p) =E[U] = W (5.13)
et donc
i L ir(d'i'%)
E |R'U| =u222 5.14
RI|U] e (5.14)
Ceci implique que
i * 311(%)
E|R'Y = E|Uz2|22
®] = g
_ (2D ()T (ot 5)
_ (a> 2t (5.15)

Il existe Y € RY un VVA BKF i.i.d de méme parametre o avec Y = VUZ ot Z ~ N(0,1q),
tel que :

1 ~
Y =X27Z (5.16)
ot ¥2 est la racine carrée principale de .
insi, nous définissons kX (p) (resp. kY (p)) le cumulant d’ordre p de la ™ composante
Ainsi défini 5( 3{ 1 lant d’ord de la j'°me t

de X (resp. Y) par les propriétés usuelles des cumulants :

d
kX (p) =Y 0" (G, k) (p) (5.17)
=1

ot o (j,1) est la composante de Y5 ala ligne j et la colonne .
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D’apres la partie sur les VA BKF univariés (Eq.3.64) :

1 (o
Y N Oél (2Z)
et pour p impair, /ﬂ}((p) = (0 d’ou le résultat annoncé.
|

5.4.3 Estimation des hyperparametres

La PDF du modele MBKF est caractérisée par deux parametres : un parametre de forme «
et 2. Pour mettre en application notre modele multivarié, nous avons utilisé deux estimateurs
pour les hyperparameétres associés, a savoir la méthode de moments (tient profit de la proposition
5.2(ii)) et le maximum de vraisemblance.

5.4.3.1 Méthode des moments

Soit X ~ MBKF (a,%). D’apres la proposition 5.2 et en prenant ¢ = 2 dans (ii), les
parametres « et Y sont estimés comme suit :

A 1
3= X1 1
- zi:x X (5.19)
-1
“ 2
(XT271X>
A=~ 7 _ 1 2
“ d(d+2) (5.20)

A 2
ou (XTE*X) = %Zl (X?E_1X¢)2 est la moyenne empirique de E [(XTE_lx)Q}.

5.4.3.2 Algorithme EM

De maniere analogue au cas univarié, le principe ici est de reconstruire les données man-
quantes (variable cachée U) et ensuite d’estimer les hyperparametres associés : a et X.

Nous supposons U, dans I'Eq.5.2, les données cachées et (X, U) les données completes. L’al-
gorithme suivant présente une procédure d’estimation du parametre «. Par ailleurs, la matrice
de covariance Y, dans ce cas, est estimé une fois pour toutes par 'Eq.5.19.
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Algorithme 5 Algorithme EM pour I'estimation du parameétre o du modele MBKF
Entrées: on part d’une estimation initiale de «
1: répéter
2: E‘tape E :
On calcule,

1
B 1 Ty—1,)\%
%Iy 1X>2 Ka_%_H (\/2a(x b)) x) )
1
2

M) =B = (X,

o (xTx 152\ 0K, ¢ (V2o (x"S'x 3
soit’=E[log<U>|x1=—log<a>+;10g< (s )>+ ¢ (Ve (1))

2 K, (\/2a (XTE*X)%)
(5.22)
3:  FEtape M :
Lestimé de att1) est la solution de 1’équation suivante :
T(a®) —log(a®) = o\ — MB(1) +1 (5.23)

ol P71 et p3 sont respectivement les moyennes empiriques de 1 et My (1)

.l Dy L (10
“1 —m;SOl(i) , My, (1)_m;(MU (1))(1‘)

4: jusqu’a Convergence.

Preuve:

Notons tout d’abord que le résultat de I’algorithme EM présenté ci-dessus peut étre démontré
de maniere similaire au cas BKF univarié [page 69].
Pour le cas de MBKF, le score de vraisemblance @) s’écrit comme suit,

d m 1 m m
) _ Ty—1
Q («9\9( )) = 3 ;apl(i) + 3 ;wg(i) (X by x) —mloga+mlogl'(a) + (1 — «) ZZ;@W)
+m(1 — a)loga + « Z ©3(i) (5.24)

i=1
ol nous notons

p10i) = Elog(U)|x] 5 pay =B [Uxi] 5 03 =E[Ulx] pouri=1,....m

En appliquant 'Eq.3.89 et 'Eq.3.88, pour calculer ¢ et 3, le résultat de ’étape E suit.
Ainsi, le calcul de la dérivée partielle de @ en fonction de « est :

0,Q = m¥(a) —mloga — 29018 + Z ‘p38 —m=0 (5.25)
i=1 i=1
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« est donc la solution de ’équation suivante :

1 — 1 —
V(o) —logla) = -3 er() — oD ea(y +m
=1 =1
= o) — ) +1 (5.26)

d’ou le résultat de I'étape M de 'algorithme.
Contrairement au cas univarié, on peut montrer que 'unicité de la sulution de I’'Eq.5.26 n’est
pas toujours négative. Elle est en revanche pour « €]0, 1] par exemeple. |

5.5 Qualité de I'a priori : application a la modélisation des statis-
tiques jointes

5.5.1 Objectifs de I'expérience

Afin d’évaluer la qualité de 1’a priori MBKF présenté ci-dessus, une comparaison des PDFs
jointes estimées et observées des coefficients de détails d’ondelettes et de curvelets des images
naturelles, est illustrée sur les figures 5.4, 5.5 et 5.6. Deux modeles d’a priori multivariés ont
été mis en comparaison avec notre modele MBKF & savoir : 'a priori de Jeffrey [Portilla et al.,
2003] et PAMGGD (cf. annexe C). L’objectif est de tester et évaluer I'adéquation de I’a priori
MBKF aux statistiques jointes observées (dépendances inter- et intra-échelles entre coefficients).

5.5.2 Protocole expérimental

TAB. 5.2 — Protocole expérimental

Grandeur Choix
Fig.5.4 | Fig.5.5 | Fig.5.6
a priori multivarié MBKEF, AMGGD, Jeffrey
Estimateur des hyperparametres pour MBKF Algorithme EM
Transformées ondelettes ‘ curvelets ‘ ondelettes et curvelets
coefficient-voisins direct
Voisinage coefficient-voisins droite/gauche
coefficient-parent (inter-échelle)
UDWT 3 échelles et 3 orientations
FDCT 3 échelles et toutes orientations
Métrique divergence KL
Images tests image test de Barbara 100 images

5.5.3 Discussion des résultats

Sur la Fig.5.4(a), la PDF jointe observée des coefficients de détail de 'UDWT de I'image test
de Barbara (en rouge) a été ajustée par trois modeles d’a priori : MBKF (en bleu), AMGGD



116 Chapitre 5. Modélisation des statistiques jointes

(en vert) et Jeffrey (en bleu clair), dans le cas bivarié. Les trois colonnes correspondent res-
pectivement aux dépendances entre : les coefficients et leurs voisins directs gauche/droite, les
coefficients et leurs voisins diagonaux, les coefficients et leurs parents a 1’échelle supérieure. Nous
constatons, suite a ’observation des courbes, que la PDF MBKF est en général plus proche de
la PDF observée comparée aux PDFs du modele AMGGD et Jeffrey. Ce comportement est aussi
observé, dans la Fig.5.4(b), pour le cas trivarié. Ceci est confirmé par la divergence KL calculée
entre la PDF observée et estimée.

Dans la Fig.5.5, nous illustrons cette méme comparaison d’a priori sur les coefficients de
détails de la FDCT de Barbara. Nous constatons que la PDF MBKF est plus proche de la
PDF observée pour le voisinage "coefficient-parent”. En revanche, le MBKF fournit des résultats
moins bons comparé au modele AMGGD pour capturer les dépendances intra-échelles, mais
reste meilleur comparés au modele de Jeffrey. Ceci est confirmé par la divergence KL calculée
entre la PDF observée et estimée.

Ce comportement observé pour le cas des coefficients de détail d’ondelettes (sur 3 échelles
et 3 orientations) et de curvelet (sur 3 échelles et toutes les orientations) est confirmé, dans la
Fig.5.6, par la divergence KL calculée sur une base de 100 images [url : base d’images, |. Nous
constatons que le modele MBKF dépasse le modele de Jeffrey que ce soit pour le cas des ondelletes
ou des curvelets. Par ailleurs, il est en général meilleur comparé au modele AMGGD dans le
cas des ondelletes. Cette tendance s’inverse pour la cas des curvelets ou le modele AMGGD
devient meilleur. Finalement, ce résultat plaide en faveur de nos modeles de PDF, le MBKF en
particulier, comme un modele d’a priori adéquat pour les statistiques jointes observées.

5.6 Conclusion

Nous avons étudié les propriétés des coefficients de curvelets et d’ondelettes non-décimées, et
nous avons montré que les coefficients ayant des valeurs élevées tendent a se grouper autour des
bords des objets dans I'image, ce qui est intuitif car les coefficients dépendent de leurs parents
et voisins, aussi bien que leurs cousins a différentes échelles et orientations. Ces dépendances
ont été vérifiées quantitativement en mesurant I'information mutuelle, oti nous avons constaté
que le niveau le plus élevé de la dépendance des coefficients est a I’égard des voisins, suivi des
parents, qui finalement des cousins.

Ensuite, nous avons proposé un modele statistique multivarié de PDF permettant de capturer
ces dépendances inter- et intra-échelle. Ce modele, que nous avons pleinement caractérisé, est
basé sur une extension multivariée de ’a priori BKF. Ainsi, nous avons proposé des estimateurs
pour ses hyperparametres en absence de bruit.

L’objectif du chapitre suivant se focalisera sur la mise a profit de ce modele a priori multivarié
MBKF pour le débruitage bayésien d’images dans le domaine des transformées multi-échelles
orientées (e.g. curvelets) et non-orientées (e.g. ondelettes non-décimées).
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Fia. 5.4 — Exemple de comparaison sur une échelle log —log entre la PDF jointe observée et les
PDFs estimées des coefficients de détail d’ondelettes pour 'image Barbara dans le cas : bivarié
(d = 2) et trivarié (d = 3). La distribution jointe observée (en rouge) a été ajustée par trois
modeles d’a priori : MBKF (en bleu), AMGGD (en vert) et Jeffrey (en bleu clair) [Portilla et al.,
2003]. Les trois colonnes correspondent aux dépendances inter- et intra-échelles entre coefficients.
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FiG. 5.5 — Exemple de comparaison sur une échelle log — log entre la PDF jointe observée et
les PDF's estimées des coefficients de détail de curvelet pour 'image Barbara dans le cas bivarié
(d = 2). La distribution jointe observée (en rouge) a été ajustée par trois modeles d’a priori :
MBKF (en bleu), AMGGD (en vert) et Jeffrey (en bleu clair) [Portilla et al., 2003]. Les trois
colonnes correspondent aux dépendances inter- et intra-échelles entre coefficients.
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FIG. 5.6 — Evaluation de la divergence de KL, calculée entre la PDF observée et les PDF estimées
par les a priori multivariés : MBKF, AMGGD et Jeffrey [Portilla et al., 2003]. La divergence
KL a été moyennée pour chaque orientation et a chaque échelle sur une base de 100 images.
Trois orientations ont été considérées pour le UDWT. Pour la FDCT et pour mieux synthétiser
les résultats, nous avons aussi moyenné les valeurs KL sur toutes les orientations faisant partie
d’un meéme quadrant : Est, Ouest, Nord, Sud.
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Dans ce chapitre, nous proposons un nouvel estimateur bayésien multivarié de type ECP
pour le débruitage des images, basés sur le modele a priori MBKF. Ce dernier, que nous avons
déja caractérisé dans le chapitre précédent, s’est révele tres efficace comme modele des statis-
tiques jointes des images dans le domaine des transformées multi-échelles parcimonieuses, en
I'occurrence les curvelets. Deux étapes sont mises nécessaires pour la mise en oeuvre de ces
estimateurs, la premiere consistant a estimer les hyperparametres du modele de 1’a prior: en
présence de bruit, et la seconde a trouver une forme pour I'estimateur bayésien correspondant.

6.1 Rappels sur I'’estimation bayésienne : cas multivarié
Le modele de dégradation dans le cas multivarié s’écrit comme suit :

d=s+e (6.1)

ou chaque d = {dy,...,dq} (resp. s = {s1,...,54}) est un vecteur de coefficients de détails de
I'image bruitée (resp. 'image & estimer), contenant le coefficient avec ses coefficients voisins a la
méme orientation et éventuellement son coefficient parent & 1’échelle supérieure. € ~ N (0, X¢) est
un bruit gaussien de covariance .. On peut remarquer contrairement au cas des bases comme la
DWT, ici le bruit n’est pas blanc puisque les transformées que nous manipulons dans ce chapitre

121
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(UDWT et FDCT) sont des frames. Nous reviendrons sur le calcul de la matrice de covariance
Y. dans la suite.

Dans le contexte bayésien, les coefficients de détails de chaque vecteur s suivent une loi de
probabilité du modele a priori multivarié MSMG, paramétrée par les hyperparametres a estimer
917

s ~ MSMG(6;) (6.2)

Nous rappelons que le modele probabiliste associé a d sachant s est gaussien de matrice de
covariance X,

d|s ~ N (s, %) (6.3)

6.2 Estimateur ECP avec I'a priori MBKF

6.2.1 La PDF jointe des coefficients bruités

Pour le cas de I'a priori MBKF et a partir de 'Eq.6.2 et 'Eq.6.3, les coefficients a estimer s
suivent une loi MBKF,

s~ MBKF (o) (6.4)

et le modele probabiliste associé a d sachant s est gaussien multivarié

d|s ~ N(0, %) (6.5)
ou 91 = {Ol, E}
La PDF de d sachant les hyperparametres § = {«, %, ¥} n’est pas facile a obtenir (tres
compliqué d’avoir des formes analytiques dans le cas multivarié) sauf par approximation. Nous
avons utilisé I'intégration de Monte-Carlo pour évaluer numériquement ’'intégrale.

+oo
f(d;0) = ; ¢(d; 0,uX + ) fu (u)du
1 ‘oo dT (uX +%)'d
— (27()% /0 POESN exp (— o ) fu(u)du
M
~ > 60,08 + %) (6.6)
=1

ou U ~I'(a) et M est le nombre de réalisations dans I'intégration Monte-carlo. Nous y revien-
drons plus en détails dans la section 6.2.3.

Toutefois, pour la matrice uX + X, nous ne voulons pas avoir a l'inverser pour chaque
réalisation de U. Or, le théoreme suivant nous permet de simplifier completement les calculs.

Théoréme 6.1 ([Magnus & Neudecker, 1998]) Soit deur matrices A > 0 et B = 0, il
existe une matrice non-singuliere R et une matrice diagonale V = 0 telles que :

A =RR” ¢t B=RVRT

avec R = SAST et STA = AST 00 S et A correspolndent aux vlecteurs et valeurs propres de
AT et T et V auz vecteurs et valeurs propres de A"2STBTSA™ 2.
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Ainsi, par application directe (en identifiant ¥ & B et 3. a A) :

uY + . =R (uV + Iy RT (6.7)

ce qui implique
WE+2) P =R (uV+I) 'R? (6.8)

: -1
avec diag (uV +1y)" " = (uvilﬂ)i'
Ce résultat théorique nous dicte directement 1’algorithme suivant pour un calcul efficace et
. . -1
rapide de la matrice (uX + %)

Algorithme 6 Algorithme pour calculer la matrice (u¥ + 25)71

1: Calculer les valeurs et les vecteurs propres A et S de ..
2: Construire (A_%STBTSA_%> ou X est symétrique.
3: Calculer T et V ses vecteurs et valeurs propres.

4: Construire R = SAZT et son inverse.
5 (uE+2) T =R T (uV +1y) ' R!

En appliquant ce résultat a ’Eq.6.6, 'approximation analytique de la PDF de d est la
suivante :

(6.9)

ou r; est une colonne de la matrice R

6.2.2 Estimation des hyperparameétres

Pour mettre en application la formule de 'Eq.6.9, on doit alors estimer les hyperparametres
0 ={a,3,3}.

La méthode des cumulants utilisée pour le cas de I’a priori BKF univarié (page 85) peut
étre appliquée facilement pour le cas de I'a priori MBKF en s’appuyant sur le résultat de la
proposition 5.2(iii). En effet, les parametres a et ¥ sont estimés comme suit :

Algorithme 7 Estimation des parametres : {a, X}
1: Estimer X :

N
N 1 R
2:7§ did — 3 6.10
N i:1 1 ( )

2: Estimer « (& partir de 'Eq.5.9 avec i = 1 et 2) :

3t
G= ;(ﬁ%) @ (6.11)

ou o(i,7) est la composante a la position (i,7) de la matrice 513,
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Par ailleurs, Y. est estimé dans le cas des bases orthonormées par

¥ = 021y (6.12)

ol o, est le niveau de bruit estimé par le MAD [Donoho & Johnstone, 1994]. Pour le cas des
frames, ou le bruit est corrélé, ¥, est estimé comme suit :

Algorithme 8 Estimation du parametre X,

1: 6, = %

2: Prendre la transformée (FDCT ou UDWT par exemple) d’une impulsion de Dirac pour
obtenir une approximation des atomes ¢; (7).

3: A chaque échelle j et orientation o, calculer la fonction d’auto-corrélation FAC; (1) =
o2IFFT [|gbj70]2} ou @;, est la FFT de I'atome ¢;, a I'échelle j, orientation o.

4: Construire la matrice de covariance ¥, a chaque échelle et orientation a partir de la FAC; .

6.2.3 Débruiteur bayésien ECP

L’estimateur bayésien ECP correspondant a s sachant d et 6 s’écrit comme suit,

[ uS (uE + o)~ d ¢(d; 0,uS + X)) frr (u)du

éECP(d; 9) _ estiméoéie ‘Wiener (613)
7 p(d; 0, uL + ) fur (u)du

Cet estimateur correspond & un mélange d’échelles d’estimés de Wiener locaux. Sa forme
analytique n’est pas facile a obtenir sauf approximation. Cependant, plusieurs solutions alterna-
tives s’offrent a nous grace a la théorie de I'intégration bayésienne. Nous listons ici les principales
d’entre elles en soulignant leurs avantages et leurs inconvénients :

e Approximation analytique : dans ce cas une approximation analytique de l'intégrale
est opérée. Parmi les plus connues est I’approximation de Riemann et I'approximation de
Laplace. L'une des vertues de la méthode de Laplace est qu’elle substitue le probleme
d’intégration par un probleme d’optimisation pour la recherche du mode conditionnel a
posteriori. Toutefois, elle nécessite pour son application des conditions de régularités de
I’a priori qui ne sont pas vérifiées dans notre cas.

e Intégration par des méthodes de quadrature : parmi les méthodes de quadrature on
retrouve la quadrature de Gauss et la quadrature de Lobatto. Celles-ci sont tres précises
mais peuvent souffrir d’'un temps de calcul tres lent. De plus, un soin particulier doit
étre porté aux bornes d’intégration dont I'une est infinie dans notre cas. Finalement, ces
méthodes ne s’appliquent que pour des fonctions lisses ou les intégrales sont libres de toute
singularité.

e Intégration de Monte-Carlo : les techniques Monte-Carlo s’affranchissent des hypo-
theses de régularité sur la la fonction a intégrer. Elles consistent a remplacer les points de
quadrature fixes utilisés dans les méthodes d’intégration au-dessus par des points aléatoires
générés selon une loi de probabilité muni d’une PDF appropriée. Par exemple, lors du pas-
sage de la deuxieme a la troisieme ligne dans 1'Eq.6.6, des points aléatoires (u;)i=1,..m
ont été générés a partir de la PDF fy; (loi Gamma dans le cas de I’a priori MBKF). Par
la loi des grands nombres, cette approximation tend en loi vers la vraie intégrale. Cette
approche se traduit a la fois par sa grande simplicité et sa précision. C’est pour ces raisons
que nous l'avons adopté pour le calcul des intégrales apparaissant dans 'Eq.6.13. A noter
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que d’autres variantes existent dans la littérature d’analyse numérique statistique; voir
[Winkler, 1995] pour plus de détails.

6.3 Expérimentation et résultats

6.3.1 Objectifs de I'’expérience

L’objectif est d’évaluer la performance de notre estimateur bayésien multivarié MBKF, com-
biné avec la FDCT et 'UDWT, en le comparant a diverses méthodes de débruitage univariées
et multivariées.

Six méthodes de débruitage sont considérées : le seuillage universel dur avec UDWT et FDCT
(dénoté respectivement dans la suite "UDWT Hard” et "FDCT Hard”), notre estimateur bayésien
univarié BKF avec UDWT et FDCT, le filtrage combiné de [Starck et al., 2003] et le BLS GSM
de [Portilla et al., 2003].

6.3.2 Protocole expérimental

TAB. 6.1 — Protocole expérimental

Grandeur Choix
Fig.6.1 | Fig.6.3 | Tab.6.3
a priori multivarié MBKEF, Jeffrey (BLS [Portilla et al., 2003])
Débruiteurs Seuillage dur, BKF, MBKF, BLS GSM, Filtrage combiné
Transformée UDWT, FDCT
Echelle de décomposition J,. 5 échelles
qmf Symmlet de régularité 6
Bruit additif blanc gaussien
PSNR o =40 (16 dB) \ o = {5, 20,40, 60,100} ([8,35] dB)
Crétaire d’évaluation PSNR
Monte-Carlo ‘ 10
Filtrage combiné curvelets + UDWT ou LDCT
BLS GSM "Full steerable wavelets” avec 8 orientations
Images tests Lena Barbara ‘ 5 images {Lena, Barbara, Boat, Mandrill, Peppers}

6.3.3 Discussion des résultats

Afin de quantifier les performances de ces différentes méthodes, nous avons employé le PSNR
donné par I’Eq.4.40. Les Figures 6.1, 6.2, 6.3 et 6.4 montrent les images résultantes pour chaque
méthode de débruitage pour I'image de Lena (peu texturée) et Barbara (texturée), avec un
PSNR = 16dB en entrée.

Pour I'image peu texturée de Lena, on voit que le PSNR des débruiteurs avec 'UDWT
est supérieur a ceux avec la FDCT. En revanche, le zoom sur une région texturée du chapeau
de Lena montre que les débruiteurs avec la FDCT conservent bien les détails fins de I'image
(e.g. les rayures du chapeau), méme si la FDCT a tendance & produire certains artefacts. Cette
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contradiction apparente entre I'impression visuelle et le PSNR pose la question éternelle en
débruitage de la pertinence du PSNR comme mesure de performance.

Nous remarquons aussi que le débruiteur MBKF multivarié dépasse celui de BKF univarié
ce qui montre l'intérét d’introduire 'information géométrique dans le voisinage des coefficients.
Le débruiteur UDWT MBKF dépasse le débruiteur de filtrage combiné, mais il reste également
inférieur au débruiteur BLS GSM qui dépasse tous les débruiteurs.

Pour I'image texturée de Barbara, on voit clairement que la qualité visuelle des débruiteurs
UDWT Hard et FDCT Hard est inférieure a celles des autres débruiteurs. De plus, nous consta-
tons que les débruiteurs avec FDCT dépassent ceux avec UDW'T en terme de PSNR que ce soit
pour la cas univarié ou multivarié. Cette différence se traduit aussi en terme de qualité visuelle
particulierement sur les parties texturées (e.g. pantalon). Nous constatons aussi que notre dé-
bruiteur FDCT MBKF présente des performances similaires (une différence de PSNR de 0.04
dB) au débruiteur BLS GSM et dépasse le reste des débruiteurs. La FDCT avec ’a priori MBKF
semblent particulierement adaptés pour des structures linéaires fines comme on peut I'observer
sur le zoom de l'image de Barbara.

Dans le Tab.6.3, nous avons comparé les moyennes et les écart-type du PSNR (sur 10 simu-
lation), donnés par les divers débruiteurs, pour cing images tests. Les PSNRs ont été calculés
pour les cing valeurs d’entrée de o. = {5, 20,40,60,100}, ce qui correspond & un PSNR dans
la gamme de [8,35]dB. Tout d’abord, nous constatons que les débruiteurs MBKF présentent
des performances supérieures comparées aux débruiteurs BKF. Ceci montre encore une fois que,
grace a l'introduction de l'information géométrique du voisinage, les estimateurs multivariés
s’averent performant comparés aux estimateurs univariés. Par ailleurs, les débruiteurs MBKF
que nous proposons restent comparables aux débruiteurs BLS GSM de [Portilla et al., 2003], et
sont mémes meilleurs que le filtrage combiné de [Starck et al., 2003] dans certaines situations.

Une comparaison des temps de calcul des différents débruiteurs sur I'image test de Bar-
bara, montrée Fig.6.3, a été menée comme il est montré dans Tab.6.2. En analysant ces temps
de calcul, nous constatons tout d’abord que le débruiteur de filtrage combiné est extrérement
consommateur en temps de calcul du fait qu’il soit un débruiteur itératif. Ensuite, les débrui-
teurs BKF présentent un temps de calcul supérieur comparé a ceux des débruiteurs MBKF.
Ceci est di principalement au calcul de la fonction de cylindre parabolique (voir Théoréme 4.1).
Aussi, nous constatons que nos débruiteurs BKF et MBKF avec T'UDWT présentent un temps
de calcul deux fois supérieur a ceux avec la FDCT. Ceci peut s’expliquer par la redondance de
I'UDWT qui est de 3J.+1 (J. = 5 dans notre simulation d’ou une redondance de 16), deux fois
supérieure a la redondance de la FDCT qui est au plus 7.8. Finalement, notre débruiteur FDCT
MBKF s’avere le plus rapide comparé aux débruiteur BLS GSM, BKF et MBKF UDWT.

6.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons mis en place un nouvel estimateur bayésien multivarié basé sur
une extension de ’a priori BKF, formulé dans la cadre des transformées multi-échelles orientées
(curvelets) et non-orientées (ondelettes non-décimées).

Tout d’abord, trouver une forme analytique simple pour la PDF jointe des coefficients bruités
est une tache tres compliquée. Pour cela, nous avons employé la technique d’intégration de
Monte-Carlo afin de trouver une forme permettant d’évaluer numériquement les intégrales dans
I’expression de la PDF jointe a posteriori ainsi que celle de I’estimateur ECP. De plus, nous avons
proposé un estimateur des hyperparametres pour mettre en application cette forme. Ensuite,
nous avons décrit les étapes nécessaires pour I'implémentation du débruiteur bayésien multivarié
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TAB. 6.2 — Comparaison en temps de calcul de différents débruiteurs sur I'image test de barbara
de taille 512 x 512 (Fig.6.3), pour un PSNR=16 dB en entrée (o, = 40). Tous les débruiteurs
sauf le filtrage combiné ont été codés en Matlab avec des routines accélerées écrites en C, et
ont été testés sur une station Linux équipée d’un processeur Intel(R) Xeon(TM) a 2.8 GHz. Le
filtrage combiné était implémenté en C++. Nous avons obtenu son executable par [Starck et al.,
2003] compilé uniquement pour Solaris que nous avons fait tourner sur une station Sun Blade
2000/1000 avec un processeur UltraSparc-I11+ & 1.8 Ghz.

’ H Temps de calcul

UDWT Hard 2 sec

FDCT Hard 13 sec
UDWT BKF 5 min 56 sec
FDCT BKF 2 min 04 sec
UDWT MBKF 1 min 58 sec

FDCT MBKF 58 sec
Filtrage combiné 13 min 39 sec
BLS GSM 1 min 30 sec

MBKEF.

Les résultats expérimentaux ont montré que les performances de notre débruiteur, avec la
FDCT et TUDWT, s’averent supérieures a celles du débruiteur univarié BKF. Cette performance
a été constatée surtout sur les images texturées, et reste liée a l'introduction de I'information
géométrique. En outre, notre débruiteur soutient donc tout a fait la comparaison avec les dé-
bruiteurs qui sont aujourd’hui a la pointe de I’état de l'art, comme 'estimateur BLS [Portilla
et al., 2003] et le filtrage combiné [Starck et al., 2003].

Finalement, avec le MBKF aucune transformée multi-échelle n’est meilleure pour toutes les
images, d’ou la nécessité de prendre en compte la diversité morphologique. Nous avons annoncé
une premiere tentative pour mettre un débruiteur ECP combinant plusieurs transformées [Fadili
et al., 2007], & 'image du filtrage combiné de [Starck et al., 2003] qui peut étre vue comme un
débruiteur MAP.
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Image originale

Image bruitee PSNR, =16.08 dB (0,=40) UDWT H 28.36 dB. FDCT H 28.37 dB

UDWT BKF 28.24 dB FDCT BKF 27.58 dB UDWT MBKF 28.89 dB

FDCT MBKF 28.06 dB UDWT+curvelets [Starck and al.] 28.58 dB BLS GSM [Potilla and al.] 29.22 dB

F1G. 6.1 — Comparaison des différents débruiteurs sur I'image test de Lena (peu texturée).
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Image originale

Image bruitee PSNR, =16.08 dB (5, UDWT H 28.36 dB FDCT H 28.37 dB

UDWT BKF 28.24 dB FDCT BKF 27.58 dB UDWT MBKF 28.88 dB

FDCT MBKF 28.06 dB UDWT+curvelets [Starck and al.] 28.58 dB BLS GSM [Potilla and al.] 29.22 dB.

F1a. 6.2 — Comparaison des différents débruiteurs sur I'image test de Lena zoomée sur une région
texturée du chapeau. Le zoom montre que la qualité visuelle des débruiteurs avec la FDCT est
meilleure a ceux avec 'UDWT.
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Image originale

Image bruitee PSNR, =16.08 dB (0,=40) UDWT H 24.08 dB FDCT H 25.92 dB

UDWT BKF 24.68 dB FDCT BKF 25.95 dB UDWT MBKF 25.52 dB

LDCT+curvelets [Starck and al.] 25.56 dB

- [

F1G. 6.3 — Comparaison des différents débruiteurs sur I'image test de Barbara (texturée).
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Image originale

Image bruitee PSNR, =16.08 dB (0,=40) UDWT H 24.08 dB FDCT H 25.92 dB

UDWT BKF 24.68 dB

F1a. 6.4 — Comparaison des différents débruiteurs sur I'image test de Barbara zoomée sur une
région texturée du pantalon.
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TAB. 6.3 — Les moyennes et les écart-type (sur 10 simulations) du PSNR données par les divers
débruiteurs. Pour chaque image test, nous montrons en gras les deux meilleurs PSNR corres-
pondant a chaque valeur de o.

Lena 512 x 512
o I 5 \ 20 \ 40 \ 60 \ 100
Image bruitée (SNR) 34.15 22.11 16.09 12.57 8.13

UDWT Hard 37.13 (0.01) | 31.40 (0.03) | 28.31 (0.04) | 26.53 (0.04) | 24.38 (0.04)
FDCT Hard 36.96 (0.01) | 31.36 (0.03) | 28.32 (0.04) | 26.55 (0.05) | 24.28 (0.05)
UDWT BKF 38.19 (0.01) | 31.36 (0.03) | 28.20 (0.04) | 26.51 (0.04) | 24.55 (0.05)
FDCT BKF 38.00 (0.01) | 31.32 (0.04) | 27.84 (0.16) | 25.96 (0.12) | 23.17 (0.26)
UDWT MBKF 38.46(0.01) | 32.12(0.07) | 28.84(0.08) | 27.00(0.06) | 24.95(0.06)
FDCT MBKF 38.29 (0.01) | 31.61 (0.05) | 28.03 (0.03) | 25.92 (0.05) | 23.10 (0.07)
Filtrage combiné 37.55 (0.02) | 32.00 (0.02) | 28.57 (0.03) | 26.47 (0.05) | 23.54 (0.04)
BLS GSM 38.36(0.01) | 32.36(0.03) | 29.22(0.05) | 27.43(0.06) | 25.33(0.08)

] Barbara 512 x 512 \
UDWT Hard 32.20 (0.02) | 27.09 (0.02) | 24.00 (0.03) | 22.90 (0.01) | 21.71 (0.03)
FDCT Hard 36.12 (0.01) | 28.84 (0.02) | 25.76 (0.01) | 24.00 (0.03) | 21.94 (0.05)
UDWT BKF 36.05 (0.02) | 28.21 (0.02) | 24.57 (0.03) | 23.14 (0.02) | 21.85 (0.03)
FDCT BKF 37.14 (0.02) | 29.43 (0.03) | 25.80 (0.06) | 23.79 (0.07) | 21.29 (0.21)
UDWT MBKF 37.28 (0.01) | 29.36 (0.03) | 25.54 (0.04) | 23.72 (0.03) | 22.09(0.05)
FDCT MBKF 37.70(0.02) | 30.09(0.09) | 26.41(0.08) | 24.23(0.07) | 21.62 (0.04)
Filtrage combiné 35.72 (0.01) | 28.57 (0.03) | 25.52 (0.03) | 23.72 (0.06) | 21.51 (0.08)
BLS GSM 37.75(0.01) | 30.21(0.02) | 26.50(0.02) | 24.48(0.03) | 22.47(0.03)

Boat 512 x 512

UDWT Hard 32.52 (0.01) | 23.75 (0.02) | 21.95 (0.02) | 21.06 (0.01) | 20.18 (0.02)
FDCT Hard 32.76 (0.01) | 24.07 (0.03) | 22.17 (0.03) | 21.22 (0.02) | 20.16 (0.03)
UDWT BKF 34.91 (0.01) | 25.07 (0.04) | 22.60 (0.03) | 21.50 (0.03) | 20.44 (0.03)
FDCT BKF 34.97 (0.01) | 25.23 (0.04) | 22.81 (0.05) | 21.48 (0.07) | 19.94 (0.11)
UDWT MBKF 35.12(0.01) | 26.33(0.02) | 23.19(0.03) | 21.82(0.03) | 20.59(0.03)
FDCT MBKF 35.19(0.01) | 26.37(0.02) | 23.15 (0.03) | 21.62 (0.01) | 19.89 (0.03)
Filtrage combiné || 34.22 (0.01) | 25.17 (0.01) | 22.36 (0.02) | 21.14 (0.01) | 19.74 (0.04)
BLS GSM 35.02 (0.01) | 26.25 (0.02) | 23.20(0.02) | 21.83(0.02) | 20.59(0.02)

] Mandrill 512 x 512 |
UDWT Hard 35.31 (0.01) | 28.99 (0.02) | 26.18 (0.02) | 24.61 (0.04) | 22.78 (0.04)
FDCT Hard 35.11 (0.01) | 28.99 (0.02) | 26.21 (0.03) | 24.68 (0.03) | 22.79 (0.06)
UDWT BKF 36.88 (0.01) | 29.51 (0.03) | 26.34 (0.02) | 24.74 (0.04) | 22.93 (0.07)
FDCT BKF 36.65 (0.03) | 29.54 (0.03) | 26.29 (0.09) | 24.44 (0.11) | 21.92 (0.25)
UDWT MBKF 37.09(0.03) | 30.22(0.03) | 26.96(0.04) | 25.20(0.04) | 23.32(0.04)
FDCT MBKF 36.93 (0.01) | 29.80 (0.05) | 26.45 (0.03) | 24.55 (0.03) | 22.08 (0.05)
Filtrage combiné 35.65 (0.01) | 29.65 (0.02) | 26.48 (0.03) | 24.64 (0.03) | 22.02 (0.03)
BLS GSM 36.94(0.01) | 30.22(0.02) | 27.08(0.02) | 25.42(0.04) | 23.62(0.05)

’ Peppers 256 x 256 ‘
UDWT Hard 36.36 (0.04) | 29.17 (0.04) | 25.45 (0.02) | 23.14 (0.04) | 21.05 (0.06)
FDCT Hard 35.43 (0.03) | 28.78 (0.05) | 25.72 (0.06) | 23.60 (0.10) | 21.08 (0.08)
UDWT BKF 37.40 (0.05) | 29.44 (0.04) | 25.49 (0.04) | 23.14 (0.07) | 21.10 (0.06)
FDCT BKF 36.77 (0.04) | 29.12 (0.05) | 25.74 (0.10) | 23.42 (0.11) | 20.69 (0.18)
UDWT MBKF 37.68(0.03) | 30.25(0.06) | 26.21 (0.09) | 23.77 (0.06) | 21.56 (0.08)
FDCT MBKF 36.92 (0.03) | 29.27 (0.04) | 25.77 (0.05) | 23.49 (0.08) | 20.64 (0.08)
Filtrage combiné 36.73 (0.02) | 29.92(0.02) | 26.46(0.05) | 24.47(0.07) | 21.92(0.09)
BLS GSM 37.10(0.02) | 29.80 (0.05) | 26.36(0.05) | 24.23(0.08) | 21.82(0.05)




Conclusion et perspectives

133






Conclusion et perspectives

Dans ce document, nous avons étudié le probleme du débruitage qui a engendré une im-
portante littérature en pré-traitement des images. D’ou I'idée de restaurer une image de bonne
qualité a partir de sa version dégradée. Nous nous sommes focalisés sur I’estimation bayésienne
dans le domaine des transformées multi-échelles parcimonieuses orientées et non-orientées comme
solution au probleme.

Dans la premiere partie de cette these, nous avons exposé le formalisme général du probleme
de débruitage dans le domaine des transformées multi-échelle en présence d’un bruit additif
gaussien. Ainsi, nous avons effectué un état de l'art méthodique sur le sujet, ou nous avons
classé les principales méthodes s’appuyant sur les représentations multi-échelles orientées et
non-orientées en deux types d’approches : approche classique de type seuillage de coefficients
et une approche bayésienne basé sur des modeles statistiques adaptés a la modélisation des
coefficients. Pour conclure cet état de ’art, nous avons proposé un bilan comparatif entre ces
deux types d’approches tout en soulignant leurs limitations. Ensuite, nous nous sommes penché
sur la modélisation statistique des images afin de définir les propriétés de I'image qu’on cherche a
recouvrer et pour traduire les connaissances a priori qu’on possede sur cette image. Nous avons
donc évoqué quelques propriétés et lois statistiques permettant de caractériser les images dans
I’espace des transformées. Nous avons aussi exposé les principaux modeles statistiques adaptés
a capturer le caractere parcimonieux des coefficients de représentation des images.

Dans la deuxieme partie, nous avons proposé un cadre statistique univarié comme a priori
bayésien adéquat a la modélisation des statistiques marginales des coefficients des images dans le
domaine des transformées multi-échelles non-orientées, et en I’occurrence les ondelettes. Les lois
marginales ont été analytiquement modélisées par le biais des distributions a-stable et les Formes
K de Bessel. Ensuite, nous avons mis en place des estimateurs bayésiens univariés en mettant
a profit les statistiques marginales. Plus précisément, nous avons proposé deux estimateurs
bayésiens de type ECP pour I'a priori des Formes K de Bessel et un estimateur ECP pour
I’a priori a-stable. La mise en oeuvre des ces estimateurs a été effectuée en deux étapes, la
premiere consistant a estimer les hyperparametres du modele de I’a priori en présence du bruit
et la seconde a trouver une forme analytique pour I'estimateur bayésien.

Dans la troisieme partie, nous nous sommes intéressés a améliorer les performances de nos
estimateurs bayésiens univariés en introduisant I'information géométrique dans le voisinage des
coefficients. Cette derniere est traduite par les dépendances inter- et intra-échelles des coefficients.
Nous avons donc proposé un cadre statistique bayésien multivarié permettant de prendre en
compte les statistiques jointes des coeflicients dans le domaine des transformées multi-échelles
non-orientées (les ondelettes non-décimées) et orientées (les curvelets). Ensuite, nous avons mis
en place un nouvel estimateur bayésien multivarié basé sur une extension multivariée de la
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distribution des Formes K de Bessel. La réalisation de notre estimateur a été une tache tres
compliquée car aucune forme analytique simple pour la PDF jointe n’est disponible. Pour palier
a ce probleme, nous avons employé la technique d’intégration de Monte-carlo afin de trouver
une forme simple pour le PDF. Ensuite, nous avons proposé un estimateur des hyperparametres
pour mettre en application cette forme, et réaliser le débruiteur bayésien multivarié.

Pour conclure, les débruiteurs bayésiens que nous avons réalisés, notamment le débruiteur
multivarié, ont présenté des performances comparables a certains débruiteurs qui sont aujour-
d’hui a la pointe de I'état de D'art. Ces performances restent liées a la qualité du modele a
priori choisi et a son estimateur des hyperparametres. De plus, nous avons remarqué qu’aucune
transformée n’est tout le temps meilleure qu'une autre pour toutes les images. Ce constat est
particulierement vrai lorsque le débruiteur multivarié est utilisé.

PERSPECTIVES

Plusieurs voies peuvent étre envisagées dans le sillage de ce travail. Tout d’abord, nous
souhaitons étudier d’autres a priori pour qui leurs estimateurs bayésiens peuvent étre calculés
analytiquement. Nous désirons aussi élargir notre étude sur les performances de notre débruiteur
MBKF en le comparant a d’autres méthodes récemment développées, notamment les moyennes
non-locales développées par [Buades et al., 2005], les méthodes a base de patches [Dabov et al.,
2006, Kervrann & Boulanger, 2006] et ceux liées & d’autres transformées adaptatives comme les
bandelets [LePennec & Mallat, 2005] ou la DCT adaptative [Foi et al., 2007]. Par ailleurs, des
réflexions doivent étre engagées pour savoir comment adapter les estimateurs bayésiens que nous
avons proposés au probleme de la déconvolution et a d’autres types de bruit. Nous envisageons
aussi d’approfondir notre étude sur les statistiques jointes dans le cadre bayésien multivarié avec
plus d’une transformée. Plus précisément, sur la nécessité de prendre en compte la diversité
morphologique des structures incluses dans une image. Dans cette direction, nous avons amorcé
une premiere tentative pour mettre en application un estimateur bayésien combinant plusieurs
transformées multi-échelle, chacune adaptée pour représenter de facon parcimonieuse une partie
de I'image.
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Annexe A

Eléments de la théorie de I’estimation

Dans le monde réel, 'image observée Y issue d’un capteur est une représentation dégradée
d’une image non-observée X. Ainsi, cette image Y est considérée comme une fonction détermi-
niste et/ou aléatoire de I'image X. Dans le paradigme bayésien, attribuer une loi de probabilité
Py aux données observées Y et une loi a priori Py aux données non-observées X permettent
de traduire des informations sur 'image a estimer X. Choisir une loi P(.) dépend d’un certain
nombre de parametres . Plusieurs méthodes sont utilisées pour déterminer les valeurs de ces
parametres. Parmi les plus adoptées dans le domaine de restauration bayésienne on trouve : la
méthode du maximum de vraisemblance, I'algorithme EM et la méthode des moments. Dans ce
qui suit, nous introduisons des définitions théoriques ainsi quelques propriétés pour ces estima-
teurs, ainsi que, le cadre théorique de ’analyse bayésienne dans le cas continu.

A.1 Le maximum de vraisemblance

A.1.1 Définition générale

Soit Y une VA munie de sa densité de probabilité Py . Considérons que cette PDF est paramé-
trée par un vecteur d’hyperparametres § € ©. L’estimation du vecteur 6 a partir d’observations
Y ={¥i}i=1,..m de Y par la méthode maximum de vraisemblance consiste & choisir I'estimateur
d’hyperparametres 6 pour lequel la probabilité des observations est la plus forte.

Définition A.1 L’estimateur du maximum de vraisemblance (MV) de 0 est la valeur mazimi-
sant la fonction de vraisemblance :

Oy = arg maxH Py (yi; 0) (A.1)
60
te(y;0)

ou encore celui minimisant —CL(y;0) ; le -log de la fonction de vraisemblance ((y;0) appelé score
de vraisemblance :

Onry = arg max 00(0) = argmin — Z log Py (i 0) (A.2)
) b0 ‘o
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A.1.2 Quelques propriétés

Cet estimateur jouit de plusieurs propriétés intéressantes notamment :

Propriété A.1

(i) S’il existe un estimateur sans biais a variance minimale, il sera donné par la méthode du
mazximum de vraisemblance. La solution de ’équation de vraisemblance est unique dans ce
cas.

(ii) Sous certaines conditions, éMV est asymptotiquement gaussien.

Le maximum de vraisemblance est ’estimateur dominant en statistiques. Cependant, les
solutions analytiques simples aux équations de vraisemblance sont une exception plutét qu'une
regle. Pour cette raison, les méthodes numériques pour trouver ces estimées du MV sont d’une
importance primordiale. La plus populaire d’entre elles est ’algorithme EM.

A.2 L’algorithme EM

L’algorithme EM, proposé par Dempster [Dempster et al., 1977], est basé sur la notion de
données incompletes ou bien manquantes. Il permet de trouver le MV des parametres de modeles
probabilistes lorsque le modele dépend de variables (données) non observées.

L’algorithme EM est un algorithme itératif qui alterne deux étapes d’évaluation :

étape Espérance (E) Cette étape est vue comme celle reconstruisant les données manquantes.
Elle permet de calculer I'espérance de la vraisemblance en tenant compte des dernieres variables
observées.

Etape Maximisation (M) Cette étape sert a estimer les hyperparametres de ’étape E. Plus
précisément, elle estime le MV des parametres en maximisant la vraisemblance trouvée a I’étape
E. Les hyperparametres estimés en M seront utilisés comme point de départ d’une nouvelle phase
d’évaluation de I'étape E.

A.2.1 Définition générale

Soient Y les données observées incompletes et Z les données completes non-observées. L’idée
générale de 'algorithme EM est de choisir Z de maniere a rendre plus aisée ’estimation au sens
du MV sur les données completes. Nous considérerons que la VA Z posseéde une PDF Pz (Z;0)
fonction de Z et des hyperparametres 6. L’algorithme itere entre deux étapes comme suit :
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Algorithme 9 Algorithme EM
Entrées: Une estimation initiale 0y, t =0
1: répéter
2. Etape E : L'espérance conditionnelle suivante est calculée :

Q (010:) = E £ (2:0) |1, 6, (A.3)
3: Etape M :
0,41 = argmax @ (6]6) (A4)
0O
4: t=t+1

5: jusqu’a Convergence.

A.2.2 Propriétés

e L’algorithme EM jouit d’une excellente stabilité numérique. Il meéne a une augmentation
systématique de la vraisemblance des observations, ce qui lui confére une propriété im-
portante du point de vue de 'optimisation. Il permet aussi d’incorporer élégamment des
contraintes sur les hyperparametres a estimer.

e L’inconvénient opposé a ces avantages est la lenteur de convergence au voisinage de 1’op-
timum, ce qui est directement lié au taux de données manquantes. Sous peu de condi-
tions, I'algorithme EM garantit la convergence vers un point stationnaire de la fonction de
vraisemblance. Cependant, cet optimum n’est pas global mais local, la plupart du temps
dépendant du point de départ.

e La qualité des hyperparametres estimés au final dépend de I'initialisation (par la méthode
des moments par exemple).

e La propriété importante de I'algorithme EM est que la maximisation de @ (6|6;) entraine
un accroissement de la fonction de vraisemblance ¢4 (y; ) des observations.

A.2.3 Autres variantes de I'algorithme EM

L’algorithme EM, bien que tres performant, pose parfois quelques problémes de convergence
notamment qui ont donné lieu a d’autres variantes. Parmi ceux-ci, on trouve :

e EM généralisé : proposé par Dempster [Dempster et al., 1977] et permet de simplifier
le probleme de I’étape de maximisation pour assurer la convergence vers un maximum local
de vraisemblance. Donc, il n’est pas nécessaire de maximiser () a chaque étape car une simple
amélioration de @ est suffisante.

e EM stochastique : proposé par Celeux & Diebolt [Celeux & Diebolt, 1985] et permet de
réduire le risque de tomber dans un optimum local de la vraisemblance.

A.3 Paradigme bayésien en images

Le paradigme bayésien s’impose comme un cadre théorique de choix pour la prise en compte
de 1'a priori imposer sur les signaux/images pour diverses taches : restauration, débruitage,
segmentation, reconnaissance, classification, etc.
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A.3.1 Lois a priori et a posteriori

Pour 'exemple de débruitage avec un bruit additif gaussien blanc et pour estimer X ayant
observé Y,  est une solution candidate si elle minimise la distance (au sens f3) entre Y et X
ce qui correspond & la minimisation de la variance du bruit. La solution n’est pas unique et en
plus, elle n’est pas stable en présence de bruit. Par conséquent, il faut imposer des contraintes
supplémentaires pour réduire le nombre de candidats a la solution dans ’espace X'. En traitement
d’images, nous parlons parfois de régularisation de la solution. Un exemple est de forcer la
solution & appartenir & un espace de régularité donnée (norme L, finie, norme L, d’une mesure
différentielle, variation totale bornée, etc.).

Au dela du probleme de débruitage, ce raisonnement peut étre étendu quelle que soit la tache
que l'on projette d’accomplir sur une image. Ainsi, et de maniere plus générale, X dénotera le
parametre pertinent (considéré comme une VA) que 'on veut extraire de I'image ayant observé
Y. Le paradigme bayésien offre un cadre théorique flexible pour imposer des contraintes sur X
au travers d’une loi de probabilité sur ’espace X. Cette loi est alors appelée loi a priori.

Le second ingrédient est la loi de 'observation Y sachant X. Celle-ci est essentiellement
obtenue par la loi du bruit contaminant les mesures dans le modele de formation de I'image. A
partir de la loi a priori et de la conditionnelle a priori, on peut définir la PDF jointe définie sur
I’espace produit X x Y :

Pxy(z,y) = Py|xPx(z) (A.5)
Ayant les observations y, il est aisé de prouver que la PDF conditionnelle a posteriori,
déduite par la regle de Bayes, est :

Py x (y|z)Px ()
J% Py ix (ylz)Px (z)dzx

Pxy(zly) = (A.6)

A.3.2 Estimation bayésienne

Soit Y I'image observée de laquelle nous voulons déduire 'image non-observée X . L’approche
bayésienne permet d’ajuster la solution & aux données tout en obéissant a des contraintes de
“qualité”. 1l existe différentes manieres de choisir 'estimée & de x tout en assurant une certaine
régularité.

En estimation bayésienne, un estimateur est défini comme une application :

D:Yy — X
y — &=D(y)
pour laquelle I’estimée & est la plus proche possible de x. Le terme proche suppose que 1'on
dispose d’une métrique pour quantifier ’écart entre x et son estimée. Définissons la fonction
cout C(x,z) positive vérifiant C'(x,2) = 0 (une pseudo-distance puisque l'inégalité triangulaire
n’est pas forcément vérifiée). Le risque bayésien est le risque moyen relativement a la probabilité
jointe de X et X :

R(z,D(y)) = Eyx ¢ [C(x, D(y))] = ey C(z, D(y))Px,y (z,y)dxdy

- [ | cw.pw)Puxuops@idsdy (A7)
yJXx
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Un estimateur bayésien est celui minimisant ce risque. Ainsi, chaque estimateur bayésien dif-
férent correspond a une fonctions de cout spécifique. D’ailleurs les performances d’un estimateur
bayésien sont affectées non seulement par la qualité de ’a priori, mais aussi par le choix de la
fonction de coiit.

Nous allons dans la suite expliciter certains des estimateurs les plus utilisés dans la pratique
en traitement du signal et des images.

A.3.2.1 Maximum a posteriori (MAP)
Soit la fonction de cotlt suivante :
0 siz=2
C(z,z) = ] A (A.8)
1 siz#z
L’estimateur bayésien correspondant a la fonction de cout ci-dessus est le maximum a pos-

teriori, i.e. :

Tmap = argmax Pxy (z]y) (A.9)
zeX

A.3.2.2 Espérance conditionnelle a posteriori (ECP)

Considérons le cas de 'erreur quadratique pour la fonction de cott :
C(z,D(y)) = (= — D(y))* (A.10)

L’estimateur bayésien correspondant a la fonction de cout ci-dessus est 1'espérance condi-
tionnelle a posteriori, i.e. :

_ Jx 2Py x (yl2)Px (z)dx

frer =B XY= o ) Px (@) (A-11)

A.3.2.3 Médiane conditionnelle a posteriori (MCP)

Lorsque la fonction de cout devient ’erreur absolue :

C(x,D(y)) = |z — D(y)| (A.12)

L’estimateur bayésien correspondant a la fonction de cout ci-dessus est la médiane condi-
tionnelle a posteriori, i.e. :

1

e = (65 P > aly =) =POC<aly =) = {o: [T Paytalir =1} (aay






Annexe B

Estimation de McCulloch

B.1 Tables

TAB. B.1 — Estimé du parametre a en fonction de v, et vg.

Vo Vg
0.0 0.1 0.2 0.3 0.5 0.7 1.0
2.439 || 2.000 | 2.000 | 2.000 | 2.000 | 2.000 | 2.000 | 2.000
2.5 1.916 | 1.924 | 1.924 | 1.924 | 1.924 | 1.924 | 1.924
2.6 1.808 | 1.813 | 1.829 | 1.829 | 1.829 | 1.829 | 1.829
2.7 1.729 | 1.730 | 1.737 | 1.745 | 1.745 | 1.745 | 1.745
2.8 1.664 | 1.663 | 1.663 | 1.663 | 1.676 | 1.676 | 1.676
3.0 1.563 | 1.560 | 1.553 | 1.548 | 1.547 | 1.547 | 1.547
3.2 1.484 | 1.480 | 1.471 | 1.460 | 1.448 | 1.438 | 1.438
3.5 1.391 | 1.386 | 1.378 | 1.364 | 1.337 | 1.318 | 1.318
4.0 1.279 | 1.273 | 1.266 | 1.250 | 1.210 | 1.184 | 1.150
5.0 1.128 | 1.121 | 1.114 | 1.101 | 1.067 | 1.027 | 0.973
6.0 1.029 | 1.021 | 1.014 | 1.004 | 0.974 | 0.935 | 0.874
8.0 0.896 | 0.892 | 0.887 | 0.883 | 0.855 | 0.823 | 0.769
10.0 || 0.818 | 0.912 | 0.806 | 0.801 | 0.780 | 0.756 | 0.691
15.0 || 0.698 | 0.695 | 0.692 | 0.689 | 0.676 | 0.656 | 0.595
25.0 || 0.593 | 0.590 | 0.588 | 0.586 | 0.579 | 0.563 | 0.513
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TAB. B.2 — Estimé du parametre 8 en fonction de v, et vg.

Vo Vg

0.0 0.1 0.2 0.3 0.5 0.7 1.0

2.439 || 0.000 | 2.160 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000
2.5 0.000 | 1.592 | 3.390 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000
2.6 0.000 | 0.759 | 1.800 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000
2.7 0.000 | 0.482 | 1.048 | 1.694 | 1.000 | 1.000 | 1.000
2.8 0.000 | 0.360 | 0.760 | 1.232 | 2.229 | 1.000 | 1.000

3.0 0.000 | 0.253 | 0.518 | 0.823 | 1.575 | 1.000 | 1.000
3.2 0.000 | 0.203 | 0.410 | 0.632 | 1.244 | 1.906 | 1.000
3.5 0.000 | 0.165 | 0.332 | 0.499 | 0.943 | 1.560 | 1.000
4.0 0.000 | 0.136 | 0.271 | 0.404 | 0.689 | 1.230 | 2.195
5.0 0.000 | 0.109 | 0.216 | 0.323 | 0.539 | 0.827 | 1.917

6.0 0.000 | 0.096 | 0.190 | 0.284 | 0.472 | 0.693 | 1.759
8.0 0.000 | 0.082 | 0.163 | 0.243 | 0.412 | 0.601 | 1.596
10.0 || 0.000 | 0.074 | 0.147 | 0.220 | 0.377 | 0.546 | 1.362
25.0 || 0.000 | 0.056 | 0.112 | 0.167 | 0.285 | 0.428 | 1.274

TAB. B.3 — Les différentes valeurs de la fonction J3(«, ).

o g

0.0 0.25 0.5 0.75 1.0
2.0 || 1.908 | 1.908 | 1.908 | 1.908 | 1.908
1.9 | 1.914 | 1.915 | 1.916 | 1.918 | 1.921
1.8 || 1.921 | 1.922 | 1.927 | 1.936 | 1.947
1.7 1] 1.927 | 1.930 | 1.943 | 1.961 | 1.987
1.6 || 1.933 | 1.940 | 1.932 | 1.997 | 2.043
1.5 1] 1.939 | 1.952 | 1.988 | 2.045 | 2.116

1.4 1] 1.946 | 1.967 | 2.022 | 2.106 | 2.211
1.3 1] 1.955 | 1.984 | 2.037 | 2.188 | 2.333
1.2 ] 1.935 | 2.007 | 2.125 | 2.294 | 2.491
1.1 || 1.980 | 2.040 | 2.205 | 2.435 | 2.696
1.0 || 2.000 | 2.085 | 2.311 | 2.624 | 2.973

0.9 || 2.040 | 2.149 | 2.461 | 2.886 | 3.356
0.8 || 2.098 | 2.244 | 2.676 | 3.265 | 3.912
0.7 || 2.189 | 2.392 | 3.004 | 3.844 | 4.775
0.6 || 2.337 | 2.635 | 3.542 | 4.808 | 6.247
0.5 || 2.588 | 3.073 | 4.534 | 6.636 | 9.144




Annexe C

Modele multivarié gaussien généralisé ani-
sotrope (AMGGD)

Nous introduisons, dans cette annexe, le modele multivarié gaussien généralisé anisotrope
(AMGGD) pour la classe des PDFs marginales & queues lourdes (comportement leptokurtique),
afin de modéliser les dépendances inter- et intra-échelles entre les coefficients des images dans
Iespace des transformées (voir [Boubchir & Fadili, 2005¢, Boubchir & Fadili, 2005b] pour plus
de détails).

C.1 Modele multivarié analytique

Définition C.2 Si un vecteur de VAs X = (X1, Xo,..., Xd)T dans RY suit une loi multivariée
gaussienne généralisée anisotrope centrée, alors sa PDF s’écrit :

det 72 sax|”
fx(x;a,%) = mexp <— Bla) a) (C.1)
Ala) = gr <i) >0 (C.2)
et
1
Bla) - iggi ©3)

a est le paramétre de forme et ¥ une matrice symétrique définie positive. Pour rappel, ||x||% =
Zle |x;|* est la norme £, du vecteur x.

Cette définition englobe le cas particulier d = 1 (une VA) et le cas des distributions normales
multivariées (a = 2). Ce modele de PDF jouit de plusieurs propriétés intéressantes que nous
avons établies.
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C.2 Estimation des hyperparameétres

Pour mettre en application notre modele multivarié de PDF, nous avons proposé des esti-
mateurs (moments et maximum de vraisemblance) des hyperparametres associés : « et X.
L’intérét de la paramétrisation de 'Eq. C.1 est que
Cov[X] =% (C4)
Ainsi, sachant X (estimé par la méthode des moments) comme indiqué ci-dessus, nous pou-

vons mettre en place I'estimateur du maximum du vraisemblance (MV) pour obtenir a. L’estimé
de «, dans ce cas, est donné par la proposition suivante :

Proposition C.1 L’équation de vraisemblance correspondant a o sachant X s’écrit comme suit
n

ayy = arg gl;g%(a) = argmin — z;log fx(xi;a,%) (C.5)
1=

ot « est la racine de l'équation suivante :

 adll(a)
Fla) = E
_ vig | vig [* 1§~ i | DY ap(3)) o (L) e (3
= 25| #|5@| 225w (o) (@) e 52 () o ()
= 0
avec
_1
Yij =2, °xy (C.7)

e

j représente la j™¢ composante du vecteur y; ot y; = L V/2x;, X; {i=1,..,n} Sont les réalisations
10

de X et U est la fonction digamma™.

Preuve:
Preuve de I'Eq.C.6

o "y
o arg min (@)
n
= arg min — leog fx(xis0, %)
1=
g i u los det ||~ 2 x|
= reg min — —
acRt (A(@)B(a))? || Bla)
_1 |«
E~2Xi

2 1
= arg anel]gi Z é(a) + glog det |X| + ndlog (aF (a>> + ndlog <F

OPour rappel, U(x) = w.

D=
N
Q|
~_
&

Nl—
7N\
| o
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ol 1 " nd nd 1 nd
F(a): ai ) =0= Z(exp (log‘ZJ 2B 1(0[)Xi Oé)) —Z—E\II <a) —WlogF<)
]
3nd 3

a _1
. {log ’Ej B a)x;

1
Z ‘Ej 2B (a)x;
]

() )
()0 2))-

1 (03 1 « 1 (03
2

o | e | 23w | (1o ()

()< ()]

Le résultat suivant établit I'existence de 'estimateur du MV de a.

Proposition C.2 Existence d’une solution

(i) F(«) a au moins une racine sur R, et donc il existe au moins une solution (non néces-
sairement unique) Gy a Uestimateur du MV sachant X.

(i) st M = ma§|yi,j’ < V3 alors au minimum global Gg de £0(a) on aura toujours £l(Gg) <
1,7€

ndlog(3)
2

Remarque C.1 La preuve de la proposition ci-dessus est longue et technique, et a été volon-
tairement omise ici pour des raisons de synthése.

L’intérét du résultat Prop.C.2-(ii) réside dans le fait que nous pouvons rejeter adaptativement
certains minima locaux de £¢(«) (en loccurrence ceux placés au dessus du %g(g)).
D’apres 'Eq. C.4 et la Proposition C.2, nous suggérons 'algorithme d’estimation des hyper-

parametres suivant :

Algorithme 10 Estimation des hyperparametres
1: Estimer ¥ :

- 1
Y= X! :
nEi:XXZ (C.9)

2: Estimer « :
obtenir & en résolvant numériquement ’Eq. C.6 par une descente de gradient. Cette descente
tirera profit de la Prop.C.2-(ii) de fagon & éviter d’étre piégé dans un minimum local.







Annexe D

Transformée de Curvelet 2°1€

tion

généra-

Au cours des dix dernieres années, les ondelettes ont eu un immense succes dans le domaine du
traitement d’images, et ont été utilisées pour de nombreux problemes tels que la compression et
la restauration d’images [Mallat, 1999]. Ces problémes ont souvent pour préalable la recherche
d’une représentation de I'image qui soit la plus parcimonieuse possible, au sens ou un petit
nombre de parametres permet d’obtenir une approximation précise de I'image.

Cependant, il apparait aujourd’hui clairement que les ondelettes ne sont pas optimales pour
I’analyse d’objets anisotropes dans 'image (les lignes, les contours...), mais restent efficaces pour
la détection de structures isotropes a différentes échelles. Depuis quelques années, de nouvelles
transformées multi-échelles ont été développées -comme les curvelets, contourlets et bandlets-
qui integrent de notion de directionnalité et qui permettent de rechercher des objets de maniere
optimale dont D'efficacité en traitement d’image a déja été prouvée.

D.1 Transformée multi-échelle orientée discrete : FDCT

Les curvelets ont été proposées par E. Candes et D. Donoho [Candes & Donoho, 1999],
elles constituent une nouvelle famille de frames d’ondelettes géométriques plus efficaces que
les transformées traditionnelles. Elles sont congues pour représenter de fagon parcimonieuse les
contours. Par exemple, sur la Fig.D.1(a), les ondelettes prendraient beaucoup de coefficients
pour représenter précisément un tel contour. Comparées aux ondelettes, les curvelets peuvent
représenter un contour lisse avec moins de coefficients pour la méme précision (Fig.D.1(b)).

La transformée de curvelets est une transformée multi-échelle multi-directionnelle avec des
atomes indexés par un parametre de position, d’échelle et de direction [Candeés & Donoho,
1999, Candes & Donoho, 2002, Candes et al., 2006]. La Fig.D.2 montre le partitionnement
spectral engendré par la FDCT [Candes et al., 2006]. Une curvelet ainsi que son spectre sont
montrés dans la Fig.D.3.
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4
U

Représentation par ondelettes Représentation par curvelet:

@) (b)

Fig. D.1 — Comparaison de I'approximation non-linéaire des ondelettes et des curvelets.

(a) (b)

Fic. D.2 — Décomposition pyramidale orientée par la FDCT : (a) Partition spectrale de la
FDCT. (b) FDCT de I'image de Lena. Chaque rectangle représente une portion angulaire.

Curvelet in spatial domain Curvelet in frequency domain
Scale=2 Wedge=1 Angle=39.38° 05 \ \ / //
. k\ /é
3
| — 1 —] N
— T =
-0.5 0 0.5
X 0,

F1G. D.3 — Une curvelet.
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D.2 Propriétés

La transformée de curvelets est une transformée multi-échelle multi-directionnelle avec des
atomes indexés par un parametre de position r, d’échelle j et de direction o.

Les atomes sont anisotropes répondant a une loi d’échelle paraboliques ou les rectangles
d’Heisenberg satisfont (2_j ) ~ largeur ~ longueur? (2_j/ 2)

La transformée de Fourier ¢;,(r) de ces atomes est définie en coordonnées polaires par :
. . 22i/2] g
Gjo(r) = 254w (20r) v <[ 5 ] (D.1)
T

ou W et V sont les fenétres radiale et angulaire.

Soit fi I'approximation non-linéaire d’une fonction f C? par morceaux au-dela de contours
C?. fm est obtenue en ne gardant que les M coefficients de la FDCT de f les plus grands
en valeur absolue. Alors I’erreur d’approximation non-linéaire est telle que :

If = fmllZ, < C (logM)* M2 (D.2)

ou C est une constante qui ne dépend que de f.
La FDCT implémente une trame ajustée (Tight frame). En effet, on peut écrire que :

1
f=5D (feney (D.3)
¥
ou de fagon équivalente, la relation de conservation d’énergie suivante :

1912, = 5 S IF o) (D.4)
y

ou v = {j,0,t} (échelle, orientation, positon) et A est la borne de la trame ajustée (i.e. le
parametre de redondance).

e La FDCT est une transformée redondante : A < 7.8.
e Complexité algorithmique : la FDCT possede une implémentation rapide par la FFT

(algorithme wrapping [Candes et al., 2006]) qui est donc en O (N 2logy N ) pour une image
de taille N x N.






Annexe E

Publications & diffusion des résultats

Dans cette annexe, on trouve la liste de publications et séminaires effectuées durant la these.

Journaux internationaux avec comité de lecture

e L. Boubchir, J. Fadili, 74 Closed-form Nonparametric Bayesian Estimator in
the Wavelet-domain of Images Using an Approximate «-stable Prior”, Pattern
Recognition Letters, Vol. 27, No. 12, pp. 1370-1382, 2006.

e J. Fadili, L. Boubchir, ”Analytical Form for a Bayesian Wavelet Estimator of
Images Using the Bessel K Formes Densities”, IEEE Transactions on Image Pro-
cessing, Vol. 14, No. 2, pp. 231-240, 2005.

Conférences internationales

e L. Boubchir, J. Fadili, D. Bloyet, ”Bayesian Denoising in the Wawvelet-domain
Using an Analytical Approxzimate a-stable prior”, in Proc. of ICPR’2004; the 17"
International Conference on Pattern Recognition, Vol 4, pp. 889-892, August 23-26, Cam-
bridge, United Kingdom, 2004.

e L. Boubchir, J. Fadili, "Multivariate Statistical Modeling of Images with the Cur-
velet Transform?”, in Proc. of IEEE ISSPA’2005; the IEEE International Conference
on Signal Processing and Its Applications, pp. 747-750, August 28-31, Sydney, Australia,
2005.

e L. Boubchir, J. Fadili, ”Bayestan Denoising Based on the MAP Estimator in
Wavelet-domain Using Bessel K Form Prior”, in Proc. of IEEE ICIP’2005; the
IEEE International Conference on Image Processing, Vol I, pp. 113-116, September 11-14,
Genoa, Italy, 2005.

e J. Fadili, L. Boubchir, ”Sparse representations and Bayesian Denoising”, SIAM
15’2006 ; the SIAM Conference on Imaging Science, May 15-18, Minneapolis, USA, 2006.

e J. Fadili, J. -L. Starck, L. Boubchir, ”"Morphological Diversity and Sparse Image
Denoising”, IEEE ICASSP’2007; the International Conference on Acoustics, Speech ans
Signal Processing, Vol I, pp. 589-592, April 15-20, Honolulu, Hawaii, USA, 2007.
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Conférences nationales

e L. Boubchir, J. Fadili, D. Bloyet, ”Le processus «-stable pour l’estimation bayé-
sienne non-paramétrique des images dans le domaine des ondelettes”, In Proc.
of JEMOSICO’2003; Journées d’Etudes sur les Méthodes pour les Signaux Complexes en
Traitement d’Images, pp. 105-118, December 9-10, INRIA Rocquencourt, Paris, France,
2003.

e L. Boubchir, J. Fadili, "Modélisation statistique multivariée des images dans le
domaine de la transformée de Curvelet”, In Proc. of GRETSI’2005; 20" GRETSI
Symposium on Signal and Image Processing, pp. 233-236, September 6-9, Louvain-la-
Neuve, Belgium, 2005.

e L. Boubchir, ”Algorithme EM pour l’estimation des hyperparamétres du débrui-
teur bayésien d’images basé sur l’a priori des Formes K de Bessel” in Proc.
of JETIM’2006; Journées d’Etudes Algéro-Francaise en Imagerie Médicale, pp. 47-54,
Novembre 21-22, Alger, Algérie, 2006.

Conférences nationales sans actes et sans comité de lecture

e L. Boubchir, J. Fadili, D. Bloyet, ”"Le processus «-stable pour l’estimation bayé-
sienne non-paramétrique des images dans la domaine des ondelettes”, Conf.
IFR 47; Institut Fédératif de Recherche en Neuro-Imagerie Fonctionnelle, Cyceron, Sep-
tembre 13, Caen, France, 2003.

Séminaires

e L. Boubchir, J. Fadili, ?Approches bayésiennes pour le débruitage des images dans
la domaine des transformées multi-échelles”, Séminaire Ecole Doctorale SIMEM,
Avril 11, Université de Caen, 2005.

e L. Boubchir, J. Fadili, ”Paradigme bayésien et transformées multi-échelles pour
la restauration d’images”, Séminaire GREYC; Novembre 11, CREYC, Université de
Caen, 2005.
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Résumé

Les images issues d’une chaine d’acquisition sont généralement dégradées par le bruit du capteur. La tache qui
consiste a restaurer une image de bonne qualité a partir de sa version bruitée est communément appelée débruitage.
Celui-ci a engendré une importante littérature en pré-traitement des images. Lors de ce travail de these, et apres
avoir posé le probleme du débruitage en présence d’un bruit additif gaussien, nous avons effectué un état de 'art
méthodique sur ce sujet. Les méthodes présentées cherchent pour la plupart & reconstruire une solution qui présente
une certaine régularité. En s’appuyant sur un cadre bayésien, la régularité de la solution, qui peut étre imposée de
différentes manieres, a été formellement mise en place en passant dans le domaine des transformées multi-échelles.
Ainsi, afin d’établir un modele d’a priori, nous avons mené une modélisation des statistiques marginales et jointes
des coeflicients d’images dans le domaine des transformées multi-échelles orientées (e.g. curvelets) et non-orientées
(e.g. ondelettes). Ensuite, nous avons proposé de nouveaux estimateurs bayésiens pour le débruitage. La mise en
oeuvre de ces estimateurs est effectuée en deux étapes, la premiere consistant a estimer les hyperparametres du
modele de I’a priori en présence du bruit et la seconde a trouver une forme analytique pour I'estimateur bayésien
correspondant. Dans un premier temps, nous avons mis en place des estimateurs bayésiens univariés en mettant
a profit les statistiques marginales des coefficients des images dans des représentations multi-échelles comme les
ondelettes. Ces lois marginales ont été analytiquement modélisées par le biais des distributions : a-stable et les
Formes K de Bessel. Dans un second temps, nous avons amélioré les performances de nos estimateurs univariés
en introduisant I'information géométrique dans le voisinage des coefficients. Plus précisément, nous avons proposé
un cadre statistique bayésien multivarié permettant de prendre en compte les dépendances inter- et intra-échelles
des coefficients, en mettant a profit les statistiques jointes de ces derniers dans le domaine des curvelets et des
ondelettes non-décimées. Ensuite, nous avons mis en place I'estimateur bayésien multivarié correspondant basé
sur une extension multivariée de la distribution des Formes K de Bessel. Une large étude comparative a finalement
été menée afin de confronter nos algorithmes de débruitage a d’autres débruiteurs de I’état de I'art.

Mots-clés: débruitage, analyse harmonique appliquée, estimation bayésienne, modélisation statistique, transfor-
mées multi-échelles, ondelettes, curvelets, parcimonie.

Abstract

Image data observed at the output of an image acquisition device are generally degraded by the sensor
noise. The task which aims at recovering a good quality image from its noisy observations is widely known as
denoising. Denoising has been at the heart of a flurry of research activity in the image processing literature.
In this work, after defining the denoising problem when data are corrupted by an additive gaussian noise, we
provide an extensive and methodical review of the literature. Most of image denoising methods try to narrow
down the class of candidate solutions by imposing some prior regularity constraints on the recovered solution.
We have chosen to formulate our prior in a bayesian framework, through multiscale transform coefficients of the
image. Towards this end, and by appropriately exploiting the sparsity of these multiscale representations, we
designed prior models to capture the marginal and joint statistics of such coefficients in oriented (e.g. curvelets)
and non-oriented (e.g. wavelets) multiscale pyramids. These priors were then utilized in newly proposed bayesian
denoisers. The implementation of these bayesian estimators relies on two key steps for which we suggested efficient
solutions : (i) estimate the hyperparameters of the prior model in presence of noise, and (ii) find an analytical
form for the corresponding bayesian estimator. In the first part of this thesis, we designed term-by-term univariate
bayesian estimators by taking advantage of the marginal statistics of coefficients of images in sparse multiscale
representations, e.g. wavelets. These marginal statistics were modelled analytically using a-stable and Bessel K
Form distributions. In the second part, we improved upon the performance of univariate estimators by introducing
the geometrical information contained in the neighborhood of each representation coefficients. More precisely, we
proposed a multivariate statistical bayesian framework which takes into account the intra- and inter-scale depen-
dencies of coefficients and models the joint statistics of groups of coefficients in the curvelet and the undecimated
wavelet domains. The associated multivariate bayesian estimator was also provided based on a multivariate ex-
tension of the Bessel K Form distribution. A comprehensive comparative study has been carried out to compare
our denoising algorithms to state-of-the-art competitors.

Keywords: denoising, applied harmonic analysis, bayesian estimation, statistical modeling, multiscale transforms,
wavelets, curvelets, sparsity.
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