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“ FEt alors, cela va durer encore longtemps ¢ interrogea Wo-
land. Echec au roi.
- Jai sans doute mal entendu, mon maitre, lui répondit le
chat, il n’y a pas et il ne peut y avoir échec au roi.
- Je répéte : échec au roi.
- Messire, fit le chat sur un ton faussement inquiet, vous de-
vez étre surmené : il n’y a pas échec au roi!
- Le roi est sur la case D27, dit Woland sans regarder ’échiquier.
“Messire, vous me faites peur!” gémit le chat en affectant
une mine épouvantée. “Il n’y a pas de roi sur cette case!
- Que dis-tu la ?”7 et Woland, interloqué, regarda ’échiquier
ou Dofficier qui se tenait sur la case du roi détournait la téte
et se dissimulait le visage derriére sa main.

“Tu es un beau gredin, dit pensivement Woland.
- Messire! J’en réfere derechef a la logique’, dit le chat en
pressant ses pattes contre son poitrail. “Si un joueur annonce
échec au roi alors que le roi, depuis longtemps, n’est plus sur
[’échiquier, I’échec est déclaré nul.
- Tu abandonnes, oui ou non ? cria Woland d’une voix ter-
rible.
- Laissez-moi le temps de réfléchir”, lui répondit humblement
le chat; il s’accouda sur la table, se boucha les oreilles avec
ses pattes et réfléchit profondément. Au bout d’un long mo-
ment il finit par déclarer : “J’abandonne.”

“Cette téte de mule est a tuer, murmura Azazello.

- Oui, j’abandonne, dit le chat, mais uniquement parce que
je me peux pas jouer dans une atmosphére de harcélement,
entretenue par des envieux!” Il se leva et les pieces du jeu
rentrerent d’elles-mémes dans leur boite.

Le Maitre et Marguerite, M. BOULGAKOV
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Introduction

Ce mémoire porte sur 1’étude des diffusions renforcées sur des espaces
non compacts, via la méthode dite de “I’Equation Différentielle Ordinaire”
(E.D.O.). Cette méthode fut introduite par Ljung [82] et, depuis, étudiée
intensément. Elle s’avere étre la source de bon nombre de travaux impor-
tants, comme ceux de Kushner et ses co-auteurs (voir le livre écrit avec Clark
[76] ou celui avec Yin [77]) et plus récemment ceux de Benveniste, Métivier
et Priouret [16] ou Duflo [47]. Pourtant, la plupart de ces travaux sont
conduits sous des dynamiques forts simples. Il a fallu attendre les travaux
de Benaim et Hirsch [6] pour une étude plus complete de cette méthode.
Elle s’est ensuite beaucoup développée depuis les années 90, afin d’étudier
des processus renforcés (qui dépendent de leur trajectoire passée). Pour le
moment, il n’existe pas encore de méthode unifiée pour traiter ce genre de
processus. Notre étude est basée sur I'utilisation de la méthode de 'E.D.O.
afin de décrire le comportement asymptotique de certains processus, satis-
faisant de maniere générale 1’équation :

(01) dXt == dBt - F(t, Xt, /,Lt)dt,

ol B est un mouvement brownien standard de dimension d et p; est la
mesure d’occupation normalisée du processus X. De plus, la mesure d’occu-
pation normalisée est définie par

(0.2) U /té d
. = _ s
A

ol nous supposons donnés le poids initial » > 0 et la probabilité initiale .
En fait, cela revient a supposer que le processus X suit la loi g durant le
temps 7 et nous le considérons apres le temps 7. Cet “artifice” nous permet
simplement d’éviter les problemes de définition de p; en t = 0 (que 'on
aurait si on supposait r = 0). Remarquons également que j; est une mesure
aléatoire.

Afin d’étudier le comportement asymptotique d’un tel processus, nous
envisageons celui-ci (ou sa mesure d’occupation) comme étant un schéma
(continu) d’approximation stochastique d’un certain systéme dynamique
déterministe. C’est ce que nous appelons la “méthode de I’'E.D.O.”. En fait,
nous montrons que f, ou X; selon les cas, est une pseudo-trajectoire asymp-
totique du systeme déterministe en question. Cette notion, définie un peu
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plus loin, permet de faire bénéficier le processus étudié des propriétés asymp-
totiques du systeme déterministe.

Les processus que nous traitons ici se divisent en deux catégories : les
processus renforcés par la moyenne de leur mesure d’occupation normalisée ;
et les processus renforcés par leur mesure d’occupation normalisée via une
fonction d’interaction dans le terme de dérive. En résumé, nous allons dans
un premier temps étudier le processus Z solution de I’E.D.S. suivante

(03) dZt == dBt - g(t)VW(Zt - Ht)dtv ZO = Z.

Ici, B est un mouvement brownien standard de dimension d et W : R? —
R est un potentiel suffisamment lisse strictement convexe en dehors d’un
compact. Nous définissons la moyenne (aléatoire) de uy par

r 1 t
r it T ), 2t
Le processus Z est inhomogene, car nous mettons un poids g(t) dans le terme
de dérive. Cela implique que, selon la fonction g, 'impact de la trajectoire
passée sur le présent varie avec le temps. La différence Z; — i, est tout
de méme un processus de Markov inhomogene de dimension finie. En fait,
cette différence est relativement proche d’une diffusion ordinaire (car il est
markovien bien qu’inhomogene) et donc son étude sera assez poussée.

Hy =

Un élément de la deuxieme famille présentée ici est un processus X
satisfaisant I’E.D.S.

(04) dXt = dBt — (VV(Xt) + VW % Mt(Xt>) dt, X() =x,

ol nous avons conservé les notations de la diffusion précédente. Une différence
notoire entre les processus Z et X est que, pour le premier, la moyenne de
[ entre en jeu et non gy lui-méme. Ici, la fonction V : R — R est un
potentiel de confinement (strictement convexe a 'infini) suffisamment lisse,
W : R? x R — R est un potentiel d’interaction suffisamment lisse controlé
par V. De plus, W * p;(x) est le “produit de convolution”

W ok g (z) = /]Rd Wz, y)pe(dy).

Cette fois, le couple (X, u1¢) est markovien, mais contrairement au cas précédent,
il est en général impossible de se ramener a un processus de dimension finie.
Cette étude généralise completement celle faite précédemment, sur un
espace compact, par Benaim, Ledoux et Raimond [10, 13]. Le manque de
compacité engendre bon nombre de problemes techniques. Tout d’abord, il
faut trouver la “bonne topologie” qui tient compte de la non compacité de
Pespace. C’est pourquoi nous introduisons la V-norme (voir paragraphe 5).
Les plus importantes difficultés consistent en ’existence d’un trou spectral
uniforme et l'ultracontractivité (uniforme) du semi-groupe de Markov as-
socié a la vraie diffusion X* qui satisfait I’équation avec g fixé a p
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(pour tout t) dans le terme de dérive. Pour ce faire, le potentiel de confi-
nement V jour un role primordial. Ces notions fonctionnelles sont intro-
duites dans le troisieme paragraphe de cette introduction. Elles sont essen-
tielles pour prouver que p; est pseudo-trajectoire asymptotique d’un certain
systeme dynamique.

Pour étudier ces deux familles de processus a mémoire longue, nous
utilisons la méthode de I’'E.D.O. A la fin des années 1990, M. Benaim et ses
co-auteurs ont amorcé une nouvelle approche a I’approximation stochastique
basée sur des techniques de systeme dynamique. Considérons le processus
(a temps discret) d’approzimation stochastique (X,,n > 0) a valeurs dans
R? et adapté a la filtration F = (F,,n > 0) donnée. Supposons que X,
satisfait I’équation

1
(05) Xn+1 - Xp = E(F(Xn) + €n+1 + Tn)?

ot1 F est un champ de vecteurs sur R?, le processus (&,) satisfait E(&,1]|F) =
0 et le terme (aléatoire) r,, tend vers zéro.

Ce processus d’approximation (X,,) peut étre considéré comme une ver-
sion discrete des processus renforcés que nous étudions dans cette these.
C’est pourquoi nous commengons par donner quelques propriétés de ces
processus, plus faciles a appréhender dans le cas discret, afin d’introduire
les notions clés de notre étude (en temps continu).

Dans le cas particulier ou &, = 0 et r, = 0, alors la version continue
(modulo un changement de temps exponentiel) de est ’E.D.O.

d

(0.6) &Xt = F(Xy).

Deux idées viennent alors a l’esprit. La premiere est que les trajectoires de
la suite aléatoire approchent celles de I’'E.D.O. . En effet, la suite
aléatoire est une sorte de schéma d’Euler afin de simuler (numériquement)
I’E.D.O. avec un pas de 1/n. Comme le pas est relativement petit, on peut
espérer que le bruit n’aura pas de grande influence et donc les comporte-
ments asymptotiques de 'E.D.O. et de la suite aléatoire sont tres semblables.
La seconde remarque concerne le bruit. En effet, certaines trajectoires sont
évitées par le processus aléatoire, comme par exemple les orbites périodiques
linéairement instables.

Des problemes peuvent cependant intervenir. Effectivement, les trajec-
toires de 'E.D.O. peuvent, elles aussi, étre fort compliquées a com-
prendre. Ainsi, en dimension supérieure ou égale a deux, il se peut que les
trajectoires soient attirées par une orbite périodique (et donc “s’enroulent
en spirale”). En dimension supérieure a trois, il arrive aussi que les trajec-
toires soient chaotiques. Méme dans ces cas difficiles a traiter, la méthode
de ’'E.D.O. relie de maniere tres précise les comportements asymptotiques

du systeme dynamique et du processus.
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L’introduction se compose ensuite de cinq parties. Chacune d’elle présente
les différents outils (dynamiques ou probabilistes) et themes composant cette
these, qui est quant & elle constituée de deux parties indépendantes. Dans
la premiere partie, qui comprend deux chapitres, nous nous intéressons
a la premiere famille de diffusions dont le terme de dérive dépend de la
moyenne de leur mesure d’occupation normalisée. Dans ce cas, il est pos-
sible de faire une étude complete d’un tel processus. Nous donnerons des
conditions nécessaires et suffisantes pour la convergence (presque stre et
en probabilité) de la trajectoire du processus ainsi que son comportement
ergodique. Ensuite, dans la seconde partie, qui comprend cette fois trois
chapitres, nous commencons par situer brievement nos travaux en décrivant
les différents types de processus renforcés non markoviens connus jusqu’a
présent. Nous étudions, dans le chapitre 4, les processus renforcés par leur
mesure d’occupation normalisée. En particulier, nous donnons des criteres
de convergence de la mesure empirique. Dans le dernier chapitre, nous exhi-
bons sur un exemple la diversité des comportements possibles. Deux annexes
sont enfin ajoutées a cette étude. La premieére contient une étude d’un cas
particulier d’un processus qui est une généralisation possible du mouve-
ment brownien perturbé. La suivante exhibe la décomposition d’une fonc-
tion strictement convexe en dehors d’un compact. Remarquons que certaines
définitions données dans cette introduction sont répétées dans le manuscrit,
car les différents chapitres se veulent indépendants. Signalons également qu’a
la fin de chaque chapitre se trouve une bibliographie spécifique, en plus de
la bibliographie générale de 'ouvrage qui se trouve a la fin de cette intro-
duction.

1. Notions provenant de la théorie des systemes dynamiques

Commencons par présenter les techniques venant de la théorie des systemes
dynamiques. Dans toute cette partie, nous considérons un espace métrique

(E, d).

1.1. Attracteurs. Nous avons besoin de rappeler quelques notions ve-
nant de la théorie des systemes dynamiques, qui seront manipulées dans
la suite de ce manuscrit. Définissons tout d’abord ce qu’est un flot sur cet
espace métrique.

DEFINITION 1.1. Un flot ® : R x E — E; (t,x) — ®(t,x) = Dy(x) est
une fonction continue telle que @y = id et P13 = Pro P, pour tout s,t € R.
Si on remplace R par R, alors ® est un semi-flot.

Maintenant, nous pouvons passer aux notions topologiques relatives a
un flot.

DEFINITION 1.2. a) Un sous-ensemble A de E est dit positivement in-
variant (respectivement megativement invariant, respectivement invariant)
pour le flot ® si ®(A) C A (respectivement A C Pi(A), respectivement
&, (A) = A) pourt > 0.



b) Un sous-ensemble A de E est dit attractif (respectivement attracteur)
pour le flot ® si les conditions suivantes sont vérifiées :

(1) A est non vide, compact et positivement invariant (respectivement
invariant),

(2) A admet un voisinage N C E tel que d(®y(x),A) — 0 lorsque
t — +oo uniformément en x € N.

¢) Le bassin d’attraction d’un attracteur A pour le flot ® est l'ouvert de E
positivement invariant comprenant tous les points x tels que d(P(x), A) — 0
lorsque t — 4-00.

d) Un ensemble attractif global (respectivement attracteur global) est un
ensemble attractif (respectivement attracteur) dont le bassin est l’espace tout
entier F.

e) Un attracteur pour le flot ® est dit propre s’il ne vaut ni (), ni E.

f) Un ensemble E est dit libre d’attracteur pour le flot ® s’il n’admet
aucun attracteur propre.

La notion d’attracteur est fondamentale. Il s’agit d’un ensemble vers
lequel toutes les trajectoires aboutissent. Prenons ’exemple de 'oscillateur
amorti, dont I’équation linéarisée est donnée par

d2e de 9

— + v w0 =0,

a2 "
ot v est le coefficient d’amortissement et w? est le carré de la pulsation.
Les trajectoires solution de cette équation sont tangentes en chaque point
au vecteur vitesse local dont les composantes pour un point de coordonnées
(x =60,y = 0) sont par définition

L’origine (6 = 6= 0) est le seul point du plan ou le champ de vecteurs est nul.
Il s’agit du seul point singulier pour le systeme dynamique, correspondant
a une solution stationnaire de I’équation du mouvement. Si v > 0, alors cet
état est stable et toute évolution aboutit a l'origine. On trouve bien que 0
est un attracteur.

1.2. Récurrence par chaine. Ce paragraphe est basé sur le cours de
Benaim [8].

Présentons maintenant la notion de récurrence par chaine. Il s’agit d’une
notion dynamique introduite par Conley [37]. Elle généralise la notion ha-
bituelle de trajectoire, afin de tenir compte de la perturbation. Cette notion
est tres utile pour comprendre le comportement de processus d’approxima-
tion stochastique ou de pseudo-trajectoire asymptotique (dont la définition
est donnée dans la sous-section suivante). La récurrence par chaine est de
plus fortement liée a la notion d’attracteur comme nous le verrons par la
suite.



DEFINITION 1.3. Soit 6 > 0, T > 0. Une (6, T)-pseudo-orbite de a € E
a b € E est une suite finie de portions de trajectoires {®4(y;);0 < t < t;}
qui relient “presque” a a b, (pour 0 <i<k—1 ett; >T) telle que :

B d(yoa (I) < 6;

= d(®r, (yi), yi1) <6,

—yp =0b.

Nous notons a — b s’il existe une (0, T")-pseudo-orbite de a & b pour tout
6>0,T>0.

DEFINITION 1.4. 1) Un point a est récurrent par chaine si a — a.

2) Si, de plus, chaque point de E est récurrent par chaine, alors on dit
que ® est un flot récurrent par chaine.

3) Si pour tous a,b € E, on a a — b, alors le flot ® est dit transitif par
chaine.

Une fagon imagée de voir qu'un point a est récurrent par chaine est
la suivante. Supposons donnée une pseudo-trajectoire qui suit le flot, mais
qui peut “faire un écart” (ou sauter) pour aller suivre une autre trajectoire
e-proche des qu’elle est restée durant le temps T sur la méme trajectoire.
Supposons que le flot partant de a ne revient pas en a. Alors, grace aux
“sauts” de la pseudo-trajectoire, cette derniere peut revenir en a et ce point
est ainsi récurrent par chaine.

Notons R(®) I’ensemble des points de E récurrents par chaine pour le flot
®. On peut montrer que ’ensemble R(®P) est fermé, positivement invariant.
Il est de plus invariant lorsqu’il s’agit d’un compact.

DEFINITION 1.5. Soit A un ensemble invariant par le flot ®. Le flot
D4 = (P|A) est le flot restreint a A.

DEFINITION 1.6. Un ensemble compact invariant sur lequel ® est récurrent
(respectivement transitif) par chaine est appelé ensemble intrinséquement
récurrent par chaine (respectivement ensemble intrinséquement transitif par
chaine).

Voici 'ensemble des relations entre ces différentes notions. Ce résultat
est dit & Bowen [22].

ProprosITION 1.7. ([8] proposition 5.3) Soit un ensemble A C E. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

(1) A est transitif par chaine;

(2) A est récurrent par chaine et connexe ;

(3) A est un ensemble fermé invariant et A est un ensemble libre d’at-
tracteur.

Considérons par exemple le flot sur le cercle S!. Supposons qu’il tourne
(strictement) dans le sens indirect, sauf en deux points fixes, les poles sud
S et nord N. Voir la figure ci-dessous. A priori, on ne restera pas bloqué en
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I’un des points N ou S. Le flot est récurrent par chaine et le seul attracteur
est ’espace tout entier.

S

Fia. 1. Flot sur le cercle.

En revanche, si le point S est un attracteur et N est répulsif (voir la
deuxieme figure ci-dessous), alors I’ensemble récurrent par chaine est main-
tenant réduit & { N, S}. Tous les points de S* sont transitifs par chaine, alors

S

Fi1G. 2. Le point N est répulsif.

que le segment [N, S] n’est pas intrinséquement transitif par chaine, bien
qu’il soit composé de points transitifs par chaine.

1.3. Pseudo-trajectoire asymptotique. Passons maintenant a la no-
tion de pseudo-trajectoire asymptotique, qui généralise la relation de chaine
introduite par Conley. En effet, il faut ici tenir compte a la fois des pertur-
bations et de la continuité temporelle. On considere un flot ® sur un espace
métrique (E,d). Nous renvoyons a l'article [6] pour plus de détails.
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DEFINITION 1.8. Une fonction continue £ : R — E est une pseudo-
trajectoire asymptotique du flot ® si pour tout temps T > 0, on a
lim sup d(§4s, Ps(&)) = 0.
=00 g<s<T

Par exemple, considérons I’équation différentielle suivante (& valeurs R
ou RY) :

(1.1) €= (&) +g(b),

ou f : R — R est lipschitzienne et g : Ry — R est une fonction continue
telle que tlim g(t) = 0. Considérons alors la solution de I’équation
—00

(1.2) i= f(x)

et montrons que £ est pseudo-trajectoire asymptotique du flot engendré par
(1.2). Nous avons en effet 1’égalité

t+s t+s
Erre — Bu(E) = / (F(6) — F(®u(€))) du + / g(u)du.

En utilisant le fait que f est lipschitzienne de constante ¢ et le résultat de
Gronwall, nous obtenons facilement

t+T
SUp [€res — ()] < T / l9(w))du.
0<s<T t

Comme ¢(t) converge vers 0, on obtient bien le résultat attendu : lim sup |§i45—
t—000<s<T
D, (&)| = 0, donc & est une pseudo-trajectoire asymptotique pour le flot en-

gendré par (1.2)).

Nous pouvons donner une nouvelle caractérisation de la notion de pseudo-
trajectoire asymptotique. Soit C°(R, E) I’ensemble des fonctions continues
de R dans F muni de la topologie de la convergence uniforme sur les inter-
valles compacts. Il s’agit d’un espace métrisable. Nous définissons également
le flot de translation 6 : C°(R, E) x R — C%(R, E) par 6;(¢)(s) = £(t+s). Le
sous-ensemble Sp C C°(R, E) est composé de toutes les trajectoires ®P ot
p e E.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer un théoréme donnant une
autre caractérisation des pseudo-trajectoires asymptotiques.

THEOREME 1.9. ([8] théoréme 3.2) Soit & : Ry — E une fonction conti-
nue dont l'image a une adhérence compacte dans E. Les deux assertions
suivantes sont équivalentes :

(1) & est une pseudo-trajectoire asymptotique pour P,

(2) & est uniformément continue et tout point limite de 0,() appartient
a Syp.



De plus, elles impliquent que la suite (6;(§);t > 0) est relativement compacte
dans CO(R, E).

La notion de pseudo-trajectoire asymptotique est essentielle dans notre
étude, comme nous le verrons dans la partie suivante de cette introduction.
En particulier, elle fait le lien entre les processus d’approximation stochas-
tique et les ensembles transitifs par chaine. Elle nous sert également a établir
des résultats d’ergodicité pour la premiere famille de processus considérée
ici.

1.4. Ensemble w-limite. Par abus de langage, nous définissons la
précompacité comme suit.

DEFINITION 1.10. Une fonction continue X : Ry — E est précompacte
st son image a une adhérence compacte dans E.

Introduisons maintenant 1’objet d’étude de ce paragraphe : I’ensemble
w-limite d’une trajectoire.

DEFINITION 1.11. Soit X : Ry — E une fonction continue. L’ensemble
w-limite de X est

(1.3) w(X) = (X ([t,0)).

Dans certains cas, nous pouvons exhiber des propriétés intéressantes de
w, comme le montre le résultat suivant, issu de Particle [6].

THEOREME 1.12. ([8] théoréme 5.7)

(1) Si X est une pseudo-trajectoire asymptotique précompacte, alors
w(X) est intrinséquement transitif par chaine,

(2) Soit L C E un ensemble intrinséquement transitif par chaine et
supposons que E est localement connexe. Alors il existe une pseudo-
trajectoire asymptotique précompacte X telle que w(X) = L.

Dans le cas des systéemes plans dont les points d’équilibre sont isolés,
on peut aller beaucoup plus loin. En particulier, on montre que, dans ce
cas, il n’existe pas de trajectoires “spiralées” tournant autour d’une orbite
périodique.

THEOREME 1.13. ([8] théoréme 6.12) Supposons que ® est un flot défini
sur R?, dont les équilibres sont isolés. Soit L un ensemble récurrent par
chaine interne. Alors, pour tout p € L, nous sommes dans l'un des cas
sutvants :

(1) p est un équilibre,

(2) p est périodique,



(3) il existe une orbite chainée cyclique I' C L contenant p.

Ce théoreme induit une généralisation du théoreme de Poincaré-Bendixson
pour les pseudo-trajectoires asymptotiques :

COROLLAIRE 1.14. ([8] corollaire 6.14) Soit ® un flot défini sur R2,
K C R? un sous-ensemble compact ne contenant aucun équilibre de ® et X
une pseudo-trajectoire asymptotique pour ®. S’il existe une constante T > 0
telle que X; € K pour tout t > T, alors w(X) est soit une orbite périodique,
soit un cylindre d’orbites périodiques.

Bien entendu, si X est une trajectoire de ®, alors par le théoreme de
Poncaré-Bendixson nous savons que ’ensemble w-limite w(X) est une orbite
périodique.

ProOPOSITION 1.15. ([8] théoréme 6.15) Soit ® un flot défini sur un
ouvert du plan et X une pseudo-trajectoire asymptotique de ®. Supposons
que pour toute région du plan A dont la superficie est strictement positive,
la superficie de ®4(A) décroit strictement pour t > (ﬂ Alors

(1) w(X) est un ensemble connexe d’équilibres, qui est nulle part dense
et qui ne sépare pas le plan,

(2) si ® a au plus un nombre dénombrable de points stationnaires, alors
w(X) est l'un de ces points stationnaires.

REMARQUE 1.16. Pour que les conditions de la proposition précédente
sotent remplies, il suffit que le flot ® soit induit par un champ de vecteurs
F tel que div(F) < 0.

2. Application aux algorithmes stochastiques

Cette partie est & nouveau basée sur le cours de Benaim [8].

2.1. Notion probabiliste de pseudo-trajectoire asymptotique.
Pour des processus, nous adaptons naturellement la définition de pseudo-
trajectoire asymptotique précédente en deux notions distinctes. D’un co6té,
nous donnons une version presque sure de la définition ; et de I'autre, nous
considérons une version plus faible, avec une convergence en probabilité.

DEFINITION 2.1. a) Un processus continu & : R — E est une pseudo-
trajectoire asymptotique presque sure du flot ® si pour tout temps T > 0, on
a

t—00 0<s<T

P <lim sup d(&uts, Ps(&r)) = 0) =1

e systéme défini par ce flot est un systéme dissipatif. Pour une introduction aux
systémes dissipatifs déterministes, nous renvoyons le lecteur au livre de Bergé, Pomeau et
Vidal [17]
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b) Un processus continu § : R — E est une pseudo-trajectoire asympto-
tique en probabilité du flot ® si pour tout temps T > 0 et tout a > 0, on
a

t—oo  \ 0<s<T

lim P ( sup d(&pys, Ps(&t)) > a) =0.

2.1.1. Approximation stochastique et pseudo-trajectoire asymptotique. Le
premier résultat important est qu’un processus d’approximation stochas-
tique est une pseudo-trajectoire asymptotique pour le flot engendré par
I’E.D.O. (0.6)). Plus précisément, nous avons :

PROPOSITION 2.2. ([8] proposition 4.4) Soit (X,) un processus d’ap-
prozimation stochastique. Rappelons qu’il vérifie [’équation suivante

1
Xn+1 - X, = E (F(Xn) + gn—l—l + Tn) .

Nous supposons de plus que &, est borné pour toutn et que F' est une fonction
lipschitzienne.

Définissons Xy = X, + (t — n)(Xpy1 — Xp) pour n < t < n+ 1. Alors
(X¢) est presque strement une pseudo-trajectoire asymptotique pour le flot
O (induit par F') dont les courbes intégrales correspondent a celles de F.

REMARQUE 2.3. Au lieu de considérer le processus d’approximation de
la proposition ci-dessus, nous pouvons généraliser l’étude au processus

Xnt1 — Xn =7 (F(Xn) +&nt1 + Tn) )

avec v, = o(1/logn) et > % < oo presque sturement. Plus généralement
n>1
encore, il est possible de relaxer U'hypothése de bornitude sur la suite &,

en exigeant l’existence d’une constante q > 2 telle que supE|&,|?7 < oo et
n

Z*y}frq/g < 00. Le méme résultat est alors encore vrai (voir [8]).
n

2.1.2. Exemple : le recuit simulé. Nous avons déja vu qu’un proces-
sus d’approximation stochastique est une pseudo-trajectoire asymptotique
(presque sire). Voici un autre exemple : considérons le processus Y, solution
de

dY; = e(t)dB; — Yidt, Yo =0
ol B est un mouvement brownien standard de dimension d. Remarquons que
dans ce cas précis, nous connaissons la solution explicite de Y. Montrons que

Y est pseudo-trajectoire asymptotique (presque stre ou en probabilité) du
flot ® engendré par le systéeme dynamique

y=-v.

Nous connaissons les solutions explicites de ces deux équations. En effet, Y
est un processus d’Ornstein-Uhlenbeck général, qui s’exprime donc sous la
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forme
t
Y = et/ e’e(s)dBs.
0

Quant au flot engendré par la solution y de 'E.D.O. linéraire, il s’agit tout
simplement de

Py(y) =ye .

Nous avons alors pour tout ¢, s > 0

S
[Yies — @s(Yy)| = €7 ° / e'e(t + u)dBity| -
0

On conclut alors trivialement que

sup |Yis — @5(Vy)| < el sup
0<s<T 0<s<T

t+s
/ e(u)dBy| .
t

Par I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, il est alors clair que si € ap-
partient & L?(R, ), nous avons une pseudo-trajectoire asymptotique en pro-
babilité. Pour qu’il s’agisse d’une pseudo-trajectoire asymptotique presque
siire, il faut en outre supposer que pour tout ¢ > 0, la fonction e~</=(*)
est intégrable sur Ry (voir [8], proposition 4.6). Dans le cas d’une pseudo-
trajectoire asymptotique presque siire, le processus Y converge presque siirement
vers 0 (qui est 'unique minimum global de V (z) = |z|?).

Donnons maintenant un exemple de fonction € telle que Y est une
pseudo-trajectoire asymptotique en probabilité mais pas presque-siire du flot
®. Supposons que &(t) := (log(2 + t))~ /2. Supposons que Y est également
une pseudo-trajectoire presque stire. Comme 0 est 'unique minimum de
la fonction V, cela impliquerait alors que Y; converge presque strement
vers 0 (car I’ensemble des points limites de Y est un ensemble libre d’at-
tracteur, inclus dans les points critiques de V par le théoreme . Pour-
tant, si on applique la loi du logarithme itéré a Y, on trouve, en posant
T(t) :=< €Y. >= fot k)g(deJrS)BQS’ que e~'\/T(t)loglog T(t) est équivalent
a 1 pour ¢ grand. Ainsi, il existe une sous-suite (t,) telle que t, — oo et

p.Ss. ~
Y;, — 1. Donc Y ne converge pas vers 0 presque siirement. Cela prouve
n—oo

que Y est une pseudo-trajectoire asymptotique en probabilité, mais pas
presque sire.

2.1.3. Ezxemple : processus renforcé. Nous reprenons ’exemple traité
dans le chapitre 4 du manuscrit. Considérons ici un exemple simple de diffu-
sion renforcée sur R, appartenant a la seconde famille de processus considérés
dans cette these. Nous travaillons avec les potentiels suivants :

V(r) = 1ot 4 5% 41 et W(a,y) = cos(x)er(y) + sin(e)ea(y)

ou les fonctions ; sont lisses et dominées par V (cela signifie qu’il existe
une constante C' > 0 telle que |p;(y)| < CV(y)). Soit (X¢, p¢) la solution de
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I'E.D.S.
d
dpe = (0x, — )75
Comme les variables du potentiel d’interaction W sont séparées, on peut
réduire cette E.D.S. de dimension infinie en une équation en dimension trois,

avec les nouvelles variables Y; := [p o1(y)pe(dy) et Zy = [ a(y)pe(dy),
soit :

{ dXy = — (V(Xy) + W s e (Xy)) dt + d By

dX; =dB; — [V/(Xy) — Visin(Xy) + Zycos(Xy)| dt, Xo ==
dY; = [p1(Xy) = Y3 (r + t)fldt, Yo=y
dZ; = [p2(Xy) — Zy) (r +t)~1dt, Zy =2

Nous espérons que le couple de variables (Y3, Z;) converge presque sirement
vers une limite (disons déterministe pour fixer les idées) (a, 3). Ainsi, le pro-
cessus (X, t > 0) doit avoir un comportement asymptotique proche de celui
d’une diffusion réelle classique, avec pour mesure ergodique :

ta,5(dz) := Zo(a, B) "t exp {—2V (z) — 2a cos(z) — 2B sin(x)}dx

ot Zy(a, B) = [exp{—2V(z) — 2accos(z) — 2Bsin(z)}dz est la constante
de normalisation.

Le théoreme ergodique ponctuel classique implique alors que (Y3, Z;)

converge presque sirement vers ([p ¢1(y)tta,8(dy), [ ©2(¥)pa,s(dy)). Les
constantes (o, 3) sont donc des points fixes de I'application

1 Zl (Oé, B) )
a,fB)— ————
(2, 8) Zo(a, B) < Zy(a, B)
avec les notations Z;(a, 8) := [, ¢i(y)el=2V¥)—2acosw)=28sinW)}qy. Dans le
but d’étudier ces points fixes, considérons I’E.D.O. suivante :

(2.1) { ay = —ag + Zi(aw, b)) Zo(aw, Br)
' Be = =P + Za(aw, Br) [ Zo (o, Bt)

Si nous retournons maintenant a I’étude du processus renforcé (X, ¢ > 0)
et oublions l'espace d’un instant ’hypothese (éventuellement fausse) que
(Y, Z;) converge nécessairement vers une limite déterministe, 'E.D.O. ([2.1])
est tout de méme fort utile pour étudier le comportement asymptotique de
(Yy, Z;). Grace aux techniques développées dans le chapitre 4 (qui suivent
les idées introduites dans le papier [10]), on montre que (Y, Z.t) est une
pseudo-trajectoire asymptotique presque sure du systeme dynamique non
linéaire , soit presque siirement

Jim - sup (Y () = as (Y (e)] + 1Z(e) = Bu(Z(e)]) =0
o 0<s<T

o~

pour 7' > 0.
Comme application numérique (voir la figure ci-dessous), nous choisis-
sons ¢1(y) := 1.3y> et pa(y) := —1.3y. Cela revient & considérer le processus
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de dimension trois suivant :
dX; = dB; — [2X3(1 + 2X?) — Visin(Xy) + Zy cos(Xy)| dt, Xo==
dY; = [1.3X? - V3] (r+¢)7'dt, Yo=1y
dZ; = —[1.3X; + Zy) (r +t)71dt, Zp =z

An asymptotic pseudo—trajectory

o \

2oL
—------ﬂ
72V4 L L L L L L L L
7.4 7.5 7.6 7.7 7.8 7.9 8.0 8.1 8.2 8.3
Y. a

F1G. 3. Une trajectoire de (Y,t, Z.t) en vert et des orbites du flot.

2.2. L’ensemble limite “aléatoire” d’une pseudo-trajectoire asymp-
totique. Ce qui nous intéresse ici est essentiellement de décrire le comporte-
ment asymptotique de certains processus a mémoire longue. Nous cherchons
en particulier a décrire la mesure d’occupation normalisée p;. Lorsque nous
parlons d’objets probabilistes, nous notons L(u¢) (ou L) 'ensemble w-limite
du processus p; (et non de ®;(u), qui correspond a la notation w(p)) afin
de marquer la différence entre L qui est aléatoire (et dépend de toute la
trajectoire) et w qui est déterministe.

Nous sommes en mesure d’énoncer un résultat essentiel, qui décrit plus
précisément ’ensemble limite d’un processus d’approximation stochastique.
Il s’agit en fait d’un corollaire de la proposition
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THEOREME 2.4. Soit X = (Xp,;n > 0) un processus d’approximation
stochastique de bruit &, borné et dont la fonction I est lipschitzienne. Alors,
lensemble limite L(X) est presque stirement transitif par chaine. Il est donc
invariant, connexe et n’admet pas d’attracteur propre.

THEOREME 2.5. ([8] théoréme 7.3) Soit X = (X,;n > 0) un pro-
cessus d’approximation stochastique dont la fonction F est lipschitzienne.
Considérons un attracteur A pour le flot associé a X. Alors nous sommes
dans l'une des deux situations suivantes :

(1) soit il existe un temps t pour lequel (Xiys;s > 0) évite presque
surement tout voisinage de A ;

(2) soit P(L(X) C A) > 0.

Nous avons donc un résultat de convergence vers un attracteur. Obtenir
des résultats de non convergence est singuliérement plus difficile. En effet,
il faut alors exiger de 'instabilité linéaire, c’est-a-dire la partie réelle d’au
moins 'une des valeurs propres de dF' est strictement positive.

THEOREME 2.6. ([8] théoréme 9.1) Soit X = (Xp;n > 0) un processus
d’approrimation stochastique sur une variété E compacte, dont le bruit &,
est borné pour tout m. Soit I' un équilibre linérairement instable, ou une
orbite périodique linérairement instable, pour le flot induit par F tel qu’il
existe un voisinage N(T') de T et b > 0 tels que pour tout vecteur unité
veR?, ona

E[(&n+1,0) | Fn] > by, enr(r)-

Supposons de plus qu’il existe une constante % < a <1 telle que la fonction
F est de classe C1T. Alors
P ( 1im d(X,,,T) =0) =0.
n—oo

Reprenons ici I’exemple du cercle S', en supposant le pole S est attrac-
tif, alors que N est répulsif. Le flot a alors cinq ensembles connexes, fermés
et invariants, qui sont S!, { N}, {S} et les deux demi-cercles. Les ensembles
{N} et {S} sont les seuls ensembles intrinséquement transitifs par chaine.
Ce sont donc les deux seuls ensembles limites possibles d’un processus d’ap-
proximation stochastique. Si le point { N} est linéairement instable et s’il y
a suffisamment de bruit, alors on ne va pas converger vers ce point, comme
le prouve le théoreme 2.6

2.2.1. Mesure d’occupation et pseudo-trajectoire asymptotique. Dans le
cas d’une pseudo-trajectoire asymptotique en probabilité, nous pouvons
également décrire le comportement asymptotique de la mesure d’occupa-
tion normalisée du processus. Ce travail a été mené dans I’article [11].

THEOREME 2.7. (|8] théoréme 10.1) Soit X une pseudo-trajectoire asymp-
totique en probabilité pour le flot . Alors, presque sirement, ’ensemble des
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points limites de la mesure d’occupation normalisée {,ut = %fg (5Xsds} est

un sous-ensemble des mesures invariantes par .

Prenons par exemple le cas du recuit simulé, traité précédemment, ou
nous considérons le processus Y, solution de

dY; = e(t)dB; — Yidt, Yy =0.

Nous avons vu dans ce cas simplifié que Y est une pseudo-trajectoire en
probabilité (au moins) du flot engendré par 'E.D.O. § = —y. Dans ce cas,
le résultat précédent nous dit que p; converge (au sens de la convergence
faible des mesures) vers 0y presque strement. Un cas plus intéressant est de
considérer la solution de

dY; = e(t)dB, — VV(Y,)dt, Yo =0, et §=—VV(y)

ou V =W 4 x a un nombre fini de points critiques et est telle que W est
strictement convexe et Vy est lipschitzienne (de constante 1 pour simplifier).
Dans ce cas, si nous notons (¢;)1<i<n les points critiques de V, alors le
théoreme dit que p; converge faiblement vers une combinaison convexe de
mesures de Dirac : ) a;0., (avec a; > 0). Un exemple est étudié plus en
1<i<N

détails dans le premier chapitre de cet ouvrage.

2.2.2. Fonction de Lyapunov. Dans la théorie des systémes dynamiques,
il existe une notion tres importante, appelée fonction de Lyapunov. Lors-
qu’on parvient a exhiber une telle fonction, I’étude se simplifie considérablement.
Tout d’abord, définissons ce qu’est cette fonction.

DEFINITION 2.8. Une fonction de Lyapunov pour le flot ® par rapport a
l’ensemble compact invariant A C F est une fonction continue V : E — R
qui est constante le long des trajectoires de A (i.e. pour tout x € At > 0,
V(®i(x)) = V(x)) et strictement décroissante ailleurs (i.e. pour tout x €

E\At >0, V(P4(z)) < V(x)).

REMARQUE 2.9. Lorsque le flot ® est associé a l’équation & = —VV (x),
alors V' est une fonction de Lyapunov par rapport a l’ensemble des points
critiques de V. Les flots de gradient sont plus faciles a étudier que les flots
générau.

L’existence d’une fonction de Lyapunov pour le flot associé a F im-
plique la convergence du processus d’approximation stochastique X vers un
ensemble sur lequel cette fonction est constante.

PROPOSITION 2.10. ([8] proposition 6.4) Supposons que V' est une fonc-
tion de Lyapunov sur un ensemble A tel que V(A) est d’intérieur vide. Alors
chaque ensemble L intrinséquement transitif par chaine est contenu dans A
et V restreinte a L est constante.
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3. Quelques inégalités fonctionnelles

La méthode de ’E.D.O. que nous présentons ici a déja été utilisée dans
létude de diffusions renforcées par Benaim, Ledoux et Raimond [10], mais
uniquement pour des processus a valeurs dans un espace compact. Nous
généralisons dans les chapitres 4 et 5 toute cette étude a des espaces non
compacts (R? ou plus généralement une variété riemannienne lisse, complete,
connexe, sans bord et & courbure de Ricci minorée). Pour ce faire, nous avons
besoin d’utiliser certaines inégalités fonctionnelles et en particulier la notion
d’ultracontractivité.

Deux inégalités fonctionnelles sont en effet essentielles dans ce travail :
I’inégalité de Sobolev logarithmique et 'ultracontractivité. L’inégalité de So-
bolev logarithmique implique en particulier I’existence d’un trou spectral et
cette inégalité sera essentielle dans le chapitre 2 pour prouver la convergence
de I'algorithme du recuit simulé. L'ultracontractivité quant a elle signifie que,
étant donné le semi-groupe markovien (P;, ¢ > 0) de probabilité invariante
p, P; est un opérateur borné de L?(u1) dans L (u) pour tout t > 0. Ici, nous
aurons besoin d’une version uniforme de cette notion.

3.1. Inégalité de Sobolev logarithmique. Une premiere notion im-
portante est la fonctionnelle d’entropie, définie comme suit. Soit x4 une me-
sure sur un espace polonais E. Pour toute fonction f € L'(u), on pose
(3.1)

Ent, (/) i= B, (/log(/ /B f) = [ flog fdu - ( / fdu> log ( / fdu> .

Considérons un semi-groupe markovien (P;, ¢t > 0), de générateur infinitésimal
L et de mesure invariante p. Nous définissons alors la fonctionnelle d’énergie
pour toute fonction f € L?(u) par :

(3.2) En(f) = —Eu(fL])

DEFINITION 3.1. Soit L un générateur infinitésimal de mesure invariante
w. On dit que p satisfait une inégalité de Sobolev logarithmique de constante
c > 0 si pour toute fonction f € L*(n), on a

Ent,,(f?) < c€u(f).

Nous avons besoin d’obtenir de telles inégalités, mais uniformes. Comme
nous ne considérons que des diffusions sur R?, dont le terme de dérive s’ex-
prime essentiellement par le gradient d’une fonction W, nous avons que
E.(f) = [|Vf]?du. Dans notre cas, concernant I'algorithme du recuit si-
mulé au chapitre 2, cela signifie que nous considérons une mesure invariante
IT; d’un processus de Markov (inhomogene) et nous cherchons les constantes
¢(t) donnant une décroissance de Iénergie libre associée a notre processus.
Nous obtiendrons ainsi un critére de convergence en probabilité du processus
Z, correspondant a la premiere famille étudiée dans cette these.

L’inégalité de Sobolev logarithmique est également importante car elle
implique l'exitence d’un trou spectral.
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PROPOSITION 3.2. (Rothaus [99]) Soit un semi-groupe markovien (Py,t >
0), de générateur infinitésimal L et de mesure invariante p. Si p satisfait
une inégalité de Sobolev logarithmique de constante ¢ > 0, alors elle vérifie
inégalité de trou spectral suivante : pour tout f € L?*(u), on a

1Pf = B2 < eI = Enl)lp2)-

Cette derniéere inégalité est équivalente a linégalité de Poincaré :

By () — (Buf)? < €u(1).

Pour obtenir une inégalité de Sobolev logarithmique, on peut utiliser le
critere de Bakry et Emery [3]. Nous considérons toujours un semi-groupe
markovien (P;,t > 0), de générateur infinitésimal L et de mesure invariante
w. Pour f,g € L?(u), nous définissons 1’ opérateur carré du champ associé a
L par :

1
(3.3) L(f,9) = 5 (L(f9) = fLg = 9Lf).
On appelle opérateur I'y la forme bilinéaire symétrique suivante :
1
(3.4) Pa(f.9) = 5 (LV(f.9) = T(Lf.9) = I(f. Lg)).

DEFINITION 3.3. Nous disons que l'opérateur L vérifie une inégalité de
courbure-dimension CD(p,m), avec p € R et m € [1,00], si pour toute
fonction f € L*(u), on a

To(f, f) = pL(f, f) + —(Lf)*.

L’inégalité en dimension infinie Ua(f, f) > pI'(f, f) est appelée critére de
courbure ou I's.

1
m

THEOREME 3.4. (Bakry-Emery [3]) Supposons que le générateur infi-
nitésimal L satisfait le critére de courbure CD(p,00) avec p > 0. Alors
la mesure 1, qui est supposée invariante par L, satisfait une inégalité de
Sobolev logarithmique de constante 2/p.

Remarquons que si L = A—(VV, V), alors I'(f, f) = |Vf|? et Tao(f, f) =
|V2£|? + (Vf,V2VV£), donc la condition V est strictement uniformément
convexe suffit & obtenir une inégalité de Sobolev logarithmique pour la me-
sure invariante e~V

Nous nous servirons de ce critere afin de prouver 'existence d'un trou
spectral (uniforme) pour le générateur infinitésimal correspondant a la dif-

fusion renforcée X. Cela est fait au chapitre 4.

3.2. Ultracontractivité. Une deuxieme notion fonctionnelle essentielle
est 'ultracontractivité. La définition usuelle est la suivante. Un semi-groupe
markovien (P;,t > 0) est dit ultracontractif de L?(u) dans L™ (u) si P est

18



un opérateur borné de L?(u) dans L*(p) pour tout t. Cela signifie qu’il
existe une constante c(t) telle que

(3.5) 1P flloe < c(®)]|£1]2-

Un critere pour obtenir de l'ultracontractivité est donné par Roéckner et
Wang [97] :

PROPOSITION 3.5. Soit (P, t > 0) un semi-groupe de Markov, de générateur
infinitésimal A := %A— (VU,V), ou V?U > —K. Supposons qu’il existe une
fonction x : Ry — R% continue et strictement croissante telle que :

(1) lim X2 = oo,
(2) Vapplication g, (r) := rx(mlogr) est convexe sur [1,00) pour tout
m > 0,

(3) il emiste b > 0 tel que Alz|> <b— x(|z]?).

Alors Py admet une unique probabilité invariante. Si de plus f;o m% <

oo pour m > 0, alors P, est ultracontractif. Si en outre, on a x(r) = XT5
avec x > 0 et § > 1, alors il existe une constante c(b,x) > 0 telle que pour
tout 0 <t <1, on a

| Pill2o0 < exp{ct™/0~1}.
Dans notre cas, nous avons une nouvelle fois besoin d’uniformité.

DEFINITION 3.6. Soit € > 0. Soit (P}t > 0,\ € A) une famille de
semi-groupes de Markov. Supposons que pour tout A € A, le semi-groupe
(PtA,t > 0) admet une unique probabilité invariante uy. Nous disons que la
famille (P}t > 0,\ € A) est uniformément ultracontractive si les opérateurs
P} sont uniformément bornés de L*(uy) dans L>®(uy) for tout 0 < t < ¢ :
il existe une constante ¢ > 0, indépendante de X, telle que

(3.6) [Pz < €(t), YO <t<e, VAEA,
avec la notation ||P|o—so := sup ||IT‘t>J|”‘||oo
rerr(uoy

L’uniforme ultracontractivité sera utilisée dans le chapitre 4 de la these,
afin de contrdler le “noyau fondamental” (il s’agit de I'inverse du générateur
infinitésimal) de la diffusion renforcée X. Cela nous permettra de montrer
que la mesure d’occupation normalisée pu:, correspondant a la seconde fa-
mille de processus, est une pseudo-trajectoire asymptotique d’un certain flot
déterministe.

4. Diffusions renforcées par la moyenne de la mesure
d’occupation normalisée

Cette partie correspond a la premiere partie, soit les deux premiers cha-
pitres, de cette these. Il s’agit d’un travail effectué en commun avec Sébastien
Chambeu (Université d’Orsay).

19



Soit un potentiel W : R — R, suffisamment lisse (de classe C?) et une
fonction “mémoire” g : Ry — R strictement positive, de primitive G. Nous
supposons que W est strictement convexe en dehors d’un compact et qu’elle
admet un nombre fini de points critiques. Notons Min = {my,ma,--- ,my,}
ses minima locaux et Max = {M;, My, -, M,} 'ensemble de ses points
instables, soit ses maxima locaux et points selles. De plus pour chaque i,
pour tout £ € R? mnous supposons (VZW (m;)¢,€) > 0 et pour tout M;,
V2W admet une valeur propre strictement négative. Nous nous intéressons
au processus a mémoire longue Z, solution de I’équation

dZ; = dBy — g(t) VW (Z; — i, )dt
(4.1) { Zo =2

ol B est un mouvement brownien standard et nous rappelons que 7i; est la
moyenne de la mesure empirique du processus Z, définie par

__ 1 o
(4.2) Nt:m<7"u+/ozsd5)a Ho = .

Ici, ;1 est une probabilité initiale (donnée) sur RY, i représente la moyenne
de p et 7 > 0 est un poids initial.

Nous nous intéressons au comportement asymptotique d’un tel proces-
sus. Le premier réflexe naturel est de considérer le processus “centré” sui-
vant :

(4.3) Yo =2y — 1y

11 est aisé de vérifier que (Y, t > 0) satisfait I’équation

(4.4) { dY; = dB; — g(t) VW (Y;)dt — Y; -4t .

PEw
Yo=2z—T.

Nous remarquons de plus que nous pouvons exprimer i, et X; en fonction
de Y; uniquement, car

dt
r+t

dpy =Yy

I’idée est alors d’étudier le processus markovien inhomogene Y, car ce der-
nier est plus simple que Z qui n’est pas markovien.

4.1. Cas quadratique. Bien entendu, dans le cas quadratique W (zx) =
(z,cx) (ou c est une matrice symétrique définie positive), nous avons une
solution explicite de I’équation et nous connaissons donc l’écriture de Z, 1,
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et Y en fonction du mouvement brownien uniquement :
t
Z; = z+re(i—2)F(t) + / [1 — (r + 5)ce @SN (F(t) — F(s))] dB,,
0

1 —c
Et = Z+r(ﬁ—2) (7’—{—t€ G(t) +CF(t>>

+ t 1—(r+ G) | F(t) — F(s) + 1 et dB
/0 (r+ s)ce ®) () r+t ¢ S’
Y, = 1 aw ([ G(s) I
= —e + 5)eCEaB, + .
f L (/0 (r+ s)e“"¥dBs + r(z u,))

Cela nous permet d’obtenir tous les comportements de Z en fonction de la
fonction g. Ainsi, nous avons une certaine intuition sur le comportement
asymptotique de Z avec des potentiels plus complexes.

4.2. Comportement asymptotique.

4.2.1. Ergodicité (ponctuelle). Tout d’abord, il est possible de montrer
que le processus Y vérifie le théoreme ergodique ponctuel, ce qui s’exprime
de la fagon suivante. (Pour fixer les idées, on peut supposer pour simplifier
que les points critiques de W ne sont pas dégénérés.)

THEOREME 4.1. Il existe des variables a; > 0 et b; > 0 telles que

t t—o00

1 (5de — Zaﬁml—i-Zb(SM D.S.,

au sens de la convergence faible des mesures : pour toute fonction f continue

bornée sur R%, on a presque sirement lim%fot f(Y)ds = > aif(m;) +
oo 1<i<n
> bif(M;).
1<i<p

Pour démontrer un tel résultat, la théorie des pseudo-trajectoires asymp-
totiques est essentielle ! En effet, I'idée est de prouver que Y est une pseudo-
trajectoire asymptotique en probabilité d’un certain flot de gradient ®. En-
suite, nous savons par [11] que la mesure d’occupation normalisée limite est
un sous-ensemble des probabilités invariantes pour ®. En fait, il s’agit de
combinaison linéaire de mesures de Dirac en les points critiques de W. De
plus, nous conjecturons que b; = 0. Maintenant, nous nous demandons si
ce théoréme reste encore valable pour le processus (plus complexe) Z 7 La
réponse est donnée par les deux résultats suivants.

PROPOSITION 4.2. Le processus i, converge presque stirement si et seule-
ment si 3 fo Yids = o ((log 671,
En particulier, si Y; t——> 0 a une vitesse polynomiale alors le processus i,
— 00

converge presque surement.
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COROLLAIRE 4.3. Le processus Z satisfait le théoréme ergodique ponctuel
st et seulement si i, converge presque strement.

REMARQUE 4.4. Si par exemple g est polynomiale (g(t) = t° avec 3 > 0)
ou exponentielle et si W a un unique minimum en 0, alors i, converge par la
proposition précédente et ainsi Z satisfait le théoréme ergodique ponctuel.
En revanche, si W n’admet pas de minimum en 0, alors Y ne converge
pas p.s. vers 0, ce qui implique une divergence de 1, et donc Z n’est pas
ergodique.

4.2.2. Convergence presque sture des trajectoires. Nous pouvons également
en dire plus sur la trajectoire de Z, comme le prouve le résultat suivant.

THEOREME 4.5. Supposons que g(t) " log G(t) = o((logt)~2). Alors la
variable limite Yoo est un des points critiques de W. Pour Yo, = 0, posons
Lo = g + fOOOYSfﬁ (lorsqu’elle est finie). Nous sommes alors dans l'un
des cas suivants :

(1) Si 0 est l'unique minimum de W, alors
P(Z — Zoo) =Py — Zoo) = 1;

(2) Si 0 est un minimum local de W et s’il existe d’autres minima
locauz, alors

P(Zy — Zoo) + P(|Z| — o0) =1

et
1>P(Z — Zs) >0, 1>P(iy — Zoo) > 0;

(3) Si 0 n’est pas un minimum local de W, alors

Remarquons de plus que sur {Yoo # 0}, on a

Xt ps.

— 5 Y.

logt

4.3. Convergence en loi et recuit simulé. Bien entendu, lorsque

g(t)~'log G(t) ne converge pas vers 0, nous ne pouvons en aucun cas espérer
une convergence presque sure. En revanche, une convergence dans un sens
plus faible (en probabilité ou en loi) est possible. Pour ce faire, nous utili-
sons l'inégalité de Sobolev logarithmique et nous inspirons des techniques
fonctionnelles de recuit simulé. Expliquons briévement en quoi consiste le
recuit simulé.

Le probleme lié au recuit simulé consiste en la localisation des minima
globaux d’un certain potentiel W. Ce probléme est issu de la chimie. Notons
€ la température et considérons la mesure de Gibbs suivante sur un espace
U

1

(4.5) II(dx) = Ee_éw(x)d:r,
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ou k est la constante de Boltzmann et W est le potentiel (énergie) du
systeme. Z est la constante de normalisation. Nous cherchons alors 1’en-
semble U = {z € U; W (x) = inf(W(y);y € U)}. Le recuit simulé, introduit
par Kirkpatrick, Gelatt et Vecchi [71] et indépendamment par Cerny [30],
est congu pour résoudre des problemes d’optimisation globale comme celui-
ci. Le recuit simulé que nous présentons ici est 'interprétation mathématique
des remarques suivantes. Lorsque la température € tend vers 0, alors la dis-
tribution de Gibbs est concentrée sur les minima globaux U de W.
Donc les états de basse énergie du systeme (proches de U) controlent le
comportement du systeme en basse température. Expérimentalement, on
atteint ces états en mélangeant une substance puis en la refroidissant lente-
ment, en faisant attention aux températures qui figent le systeme. Certains
cristaux sont obtenus par cette méthode. Si on refroidit le systeme trop rapi-
dement, alors on peut le figer en un état “métastable”, c’est-a-dire s’arréter
en un minimum local (non global). Si en revanche, on refroidit le systeme
trop lentement, alors le systéme va se figer en un minimum global, mais tres
lentement. La température optimale de refroidissement (la température de
recuit) est obtenue par la compétition entre ces deux phénomenes. L’idée
est alors “d’imiter mathématiquement” cette expérience, en supposant que
la température £(t) dépend du temps et tend vers 0 a linfini.

Dans le cas discret, le premier probabiliste a traiter ce probleme, est
Hajek [57]. Il génére une chaine de Markov inhomogene (sur un espace
d’état fini) dont la probabilité invariante est la mesure de Gibbs. En temps
continu, cela revient & étudier la diffusion markovienne X¢ dans R?, dont
le terme de dérive est le gradient du potentiel W et dont le coefficient de
diffusion décroit vers 0, soit

(4.6) AX{ = e(t)dB; — VIW(X®)dt, X5 =ux.

Ici, 2 représente le schéma de décroissance de la température. Sous certaines
conditions, le systeme aura tendance a se concentrer au voisinage des minima
globaux du potentiel. Néanmoins, lorsque la décroissance de température est
trop rapide, il pourra se geler en des minima locaux. Il faut donc trouver les
bons taux de refroidissement pour éviter cette derniere situation.

Il faut voir X¢ comme une perturbation de la trajectoire X° du systeme

dynamique dito = —VW(X?). Chiang, Hwang et Sheu [5] ont étudié la
vitesse de convergence de la quantité P,(X; € -) via la théorie des grandes
déviations pour la densité des fonctions de transition de X¢. Il s’avere qu’il
existe un nombre ¢ > 0 tel que pour tout £ > ¢, une décroissance de la
température en k(logt)~! entraine le systéme vers les minima globaux. Cette
constante ¢ est liée au comportement asymptotique du trou spectral (de la
seconde valeur propre) de certains opérateurs, qui ne sont autres que les
générateurs infinitésimaux des diffusions X¢.

Notons que Chiang, Hwang et Sheu [5] font partie des premiers pro-

babilistes a avoir prouvé la convergence de l'algorithme du recuit simulé
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pour £(t)2 = k/logt avec k > ¢ suffisamment grand. Ensuite, Royer [100]
parvient a trouver la constante ¢ optimale (si k& < ¢, alors il prouve que
Palgorithme ne converge pas). Enfin, Miclo [88] utilise et généralise une
méthode fonctionnelle, initiée par Holley et Stroock [63]. Il montre par des
inégalités fonctionnelles (Sobolev logarithmique) que ’énergie libre (c’est-
a-dire 'entropie relative de la loi du processus au temps ¢ par rapport a
la probabilité invariante au méme instant t) satisfait une certaine inégalité
différentielle, et tend vers 0 a 'infini (sous certaines hypotheses). Ceci im-
plique la convergence du processus vers les minima globaux du potentiel.
C’est de cette derniere étude qu’est inspiré le chapitre 2.

THEOREME 4.6. Supposons que tlim g(t)tlog G(t) =k, ou k > 20sc(W)
—0Q0
est une constante liée auz oscillations de la fonction W. Alors le processus

Y converge en loi vers une variable aléatoire Y., dont la loi de probabilité
est concentrée sur les minima globauzx de W .

REMARQUE 4.7. Nous obtenons alors immédiatement que $i nous sup-
posons que g(t)*1 log G(t) converge vers une constante positive k > c. Alors
les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) le processus Z converge en loi vers T,

(2) T, converge presque sirement vers fis,
(3) %fot Yods = o ((logt)™1).

Cela nous implique alors le comportement suivant du processus Z, grace
au théoreme de Slutsky.

THEOREME 4.8. Supposons que g(t)~*log G(t) converge vers une constante
positive k > c. Alors nous avons le résultat suivant :

- Si W est telle que > aym; + >, biM; = 0, alors Z; converge en
1<i<n 1<i<p
loi vers Yoo + [ Ys755 ;
- Sinon, alors Z; diverge.

REMARQUE 4.9. 1) Une condition suffisante pour que i, converge est que
W a un unique minimum en 0. Ainsi, lorsque g(t) = 2clogt et W admet un
unique minimum en 0, alors Z converge en loit vers 0. De plus, lorsque W
est symmétrique, alors Z converge en loi.
2) Remarquons également que ce dernier résultat n’est absolument pas en
contradiction avec celui concernant la convergence presque siure. Effective-
ment, nous conjecturons que si k < c, alors le processus Y converge en loi
vers une combinaison convexe de minima locaux de W. Cette étude n’est pas
faite ici.

5. Diffusions renforcées par la mesure d’occupation normalisée

Ce paragraphe correspond a la seconde partie de la these (chapitres 3, 4
et 5). Le chapitre 3 ne contient aucun nouveau résultat. Il s’agit en fait d’une

24



introduction tres générale sur les diffusions renforcées, énongant bon nombre
de résultats sans démonstration. Il permet de situer notre travail (c’est un
court “survey”). Les chapitres 4 et 5 quant & eux généralisent les articles
de Benaim, Ledoux et Raimond [10], ainsi qu’en partie Benalm et Raimond
[13]. Ce sont les premiers résultats obtenus pour des diffusions renforcées
par la mesure d’occupation normalisée dans des espaces non compacts.

Dans les chapitres 4 et 5 de ce manuscrit, nous nous placons sur l’es-
pace de dimension infinie P(R?), I'ensemble des probabilités sur R?, muni
de la topologie de la convergence faible, qui est métrisable. Ainsi, toutes
les définitions (topologiques) précédentes d’ensemble limite, d’attracteur
et d’ensemble transitif par chaine sont encore valables, de méme que le
théoreme annoncant que les ensembles limites de pseudo-trajectoires asymp-
totiques sont transitifs par chaine. Le point tres délicat ici est de prouver
qu’une diffusion renforcée est encore pseudo-trajectoire asymptotique d’'un
certain systéeme déterministe.

5.1. Etude théorique. Décrivons tout d’abord le modele étudié. Sup-
posons donnés deux potentiels V : R — Ry et W : R x RY — R,. V
est appelé “potentiel de confinement” et W est le “potentiel d’interaction”,
supposés de classe C? et positifs. Nous étudions ici le processus X solution
de ’E.D.S. suivante :

(5.1) dpe = (x, — 1) 5

Xo=x, po=p
ou (By) est un mouvement brownien de dimension d et (u;) est la mesure
d’occupation normalisée du processus, avec un poids initial » > 0 et une
probabilité initiale p. Rappelons qu’il s’agit donc de la suite (u¢;t > 0)
définie par

t
T+ fo 0x,ds

2 =

(5.2) e r+t

Le probleme est de décrire le comportement asymptotique de p;. On se
pose en particulier la question de savoir si ce processus vérifie le théoréme
ergodique ponctuel.

Les hypotheses essentielles sur les potentiels V' et W sont les suivantes :

(1) V est une fonction strictement convexe et il existe des constantes
c¢>0etd>1 telles que on a 1|im |2|~2(VV (z),7) > c;

|x|—o00

(2) il existe x > 0 telle que pour tout z,y € R%, on a
W (2,y) + |VaW (2,9)| + V2, W (2,9)] < w(V(2) + V(y));

(3) W(x,y) = Wi(x,y) + Wa(x,y) ou Wy ainsi que ses deux premieres
dérivées (en x) sont bornées par rapport a la variable x (ce qui
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signifie que Wa(z, y) + Ve Wa(w,y)| + Vi, Wa(z, y)| < kV(y)) et il
existe M > 0 telle que pour tout z,y, & € R%, on a

(V2V(z) + V2, Wi(z, ))&, €) > MIEP.

REMARQUE 5.1. 1) L’hypothése de convexité de V' sert a confiner le pro-
cessus pi (afin d’obtenir de la tension), alors que la condition sur (VV (x), x)
sert a appliquer le résultat de Rockner et Wang, cité dans le paragraphe sur
les inégalités fonctionnelles (ultracontractivité uniforme).

2) Nous sommes obligés de controler W par V, a la fois pour bien définir
les objets considérés, mais surtout pour des raisons techniques.

3) L’hypothese de courbure sert a obtenir un trou spectral, indispensable
a notre étude. Elle signifie de plus que V' peut compenser un manque de
convezité de W.

Considérer des diffusions renforcées est singulierement plus compliqué
sur un espace non compact que sur un compact. En effet, le premier probleme
de taille est d’obtenir ’existence d’un trou spectral. Dans le cas compact,
cela ne pose pas de probleme majeur. En revanche, sur un espace non com-
pact, cette existence n’est pas évidente du tout! C’est pourquoi nous avons
besoin au chapitre 4 d’introduire des inégalités fonctionnelles uniformes,
inutiles dans le cas compact mais indispensables ici. L’existence du trou
de spectre ainsi que 'uniforme ultracontractivité sont intimement liées au
comportement asymptotique (stricte convexité) du potentiel de confinement
V. Le manque de compacité entraine également d’autres difficultés tech-
niques. Effectivement, cela engendre des problemes topologiques, que nous
parvenons a surmonter grace a la norme V définie un peu plus loin. Cela
explique le besoin de dominer le potentiel d’interaction W par V. Enfin,
nous obtenons un systeme dynamique qui engendre un flot local et non glo-
bal. Le dernier point est le plus délicat : il faut montrer que le processus p
est pseudo-trajectoire asymptotique presque siire du systeme dynamique en
question.

5.1.1. Tenston. La proposition suivante montre que, grace au potentiel
de confinement V' qui est supposé strictement convexe, nous obtenons que
le processus p; est tendu. Nous pouvons ainsi restreindre ’espace des pro-
babilités sur R? & un ensemble compact (pour la topologie faible* de la
convergence des mesures).

PROPOSITION 5.2. i) La famille (uy,t > 0) est presque sirement tendue.
ii) L’ensemble limite de py est compact pour la topologie faible*.

5.1.2. Intuition. Notre but est d’étudier le comportement asymptotique
de p¢. Sinous considérons le processus de diffusion X#, satisfaisant I’équation

AX! = dB; — (VV(X!) + VW * u(X["))dt, X_z,

qui correspond a I’équation ([2.5)), ou p; est fixé & p dans le terme de dérive,
alors nous savons par un résultat d’ergodicité classique que p; converge
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presque strement vers la probabilité invariante de la diffusion X*. La pro-
babilité invariante II : P(R?) — P(R?) de la nouvelle diffusion est donnée
par :

— L@ We)
(5.3) II(p)(dz) := Z(u)e dz.

Nous cherchons alors un équivalent a ce résultat classique et avons I'intuition
suivante : lorsque u; converge, la mesure limite est un point fixe de II. En
fait, similairement aux processus d’approximation stochastique dont nous
avons discuté précédemment, nous pouvons espérer que les trajectoires de
1t sont approchées par un flot déterministe. Ceci se traduit par le fait que la
mesure empirique ps est une pseudo-trajectoire asymptotique pour le flot du
systéeme dynamique induit par II(g;) — pu¢. En réalité, nous allons montrer
que la mesure changée de temps 1.t 1) est pseudo-trajectoire asymptotique
du flot précédent.

Expliquons d’ot1 vient le changement de temps. Remarquons tout d’abord

que la dérivée temporelle de p; vaut %,ut = 6)2;“ L. Afin d’obtenir un
résultat homogene temporellement, considérons le changement de temps
h(t) = r(e! — 1). Nous obtenons alors %uh(t) = 0,y — M)~ 1l s’agit d’une
mesure singuliere par rapport a la mesure de Lebesgue. Néanmoins, nous
parvenons & montrer que la différence entre cette dérivée et TL(pp ) — fne)
tend presque siirement vers zéro lorsque ¢ croit vers I'infini. Cela signifie que
le processus p; est pseudo-trajectoire asymptotique presque sire du systeme
dynamique. Nous pouvons alors utiliser les techniques introduites dans les
premiers paragraphes de cette introduction.

5.1.3. Systeme dynamique et principauz résultats. Comme nous travaillons
sur un espace de mesures, nous héritons de différentes notions de conver-
gence. Ainsi, nous parlons de pseudo-trajectoires asymptotiques (p.s. ou en
probabilité) faibles (respectivement fortes) lorsque la distance d choisie cor-
respond & la topologie de la convergence faible (respectivement forte) des
mesures.

Nous sommes ici obligés de continuellement jongler entre la topologie
faible* et la topologie forte des mesures. Ceci est du au fait que la premiere
topologie est tout a fait adaptée au domaine des probabilités, alors que les
résultats liés au systeme dynamique sont connus pour la topologie forte.
Soit I’espace des mesures signées M (R?). Nous introduisons ’espace suivant :

MELV) = (e MED: | Vi) < oo}

Soit C°(R?, M(R?; V)) I'ensemble des fonctions continues de R? dans M(R%; V)
muni de la topologie de la convergence uniforme sur les intervalles compacts.
Cet espace est métrisable et donc tous les résultats précédents concernant
les systemes dynamiques et les processus d’approximation stochastique sont
encore vrais.
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Afin de tenir compte du fait que 'espace ambiant n’est pas compact,
nous introduisons la V-norme de la facon suivante : pour toute fonction

continue f,
1l = sup { iz e e

La convergence au sens de la topologie faible* se définit de la maniere
suivante. Considérons une suite de mesures (u,;n > 0). On dit que la

suite u, tend faiblement vers la mesure o, si pour toute fonction conti-
nue f € C°(R%; V), de V-norme finie, on a

i [ f@hn (o) = [ f@hclda).
n—0o0 R4 R4

De plus, on dit que la suite (u,) tend vers o pour la topologie forte si on

a

tli)lgo”ﬂn — Hoollv =0,
ot [y = sup {| fga F@)(d2)]; 1 € CORY V), || majorée par V}.

Introduisons maintenant le systeme dynamique ®. Soit ® : Rx M(R%; V) —
M(R% V) le flot défini par

d

(5.4) Qo(p) = p, - 2e(n) = T(Pe(w)) — Leln).

C’est afin d’étudier ce flot que nous avons besoin des deux différentes topo-
logies. Le résultat suivant annonce le lien entre le systeme déterministe et
le processus aléatoire. Pour les conditions initiales x,r, j1, nous notons Py . ,

la loi de la solution de ({2.5).

THEOREME 5.3. Sous la mesure Py, la fonction t — Pn(t) est presque
surement une pseudo-trajectoire asymptotique pour le flot ® pour la topologie
faible.

Nous pouvons, griace au théoreme précédent combiné avec le théoreme
décrire 'ensemble limite de la mesure d’occupation normalisée.

THEOREME 5.4. L’ensemble limite de (us,t > 0) est presque strement
un ensemble libre d’attracteur pour le flot .

5.1.4. Symétrie de W. Dans certains cas particuliers, nous pouvons ca-
ractériser en détails I’ensemble limite de la mesure empirique.

THEOREME 5.5. Supposons que W est symétrique. Alors, I’ensemble li-
mite de (ug,t > 0) est Py, -presque sirement un sous-ensemble compact
connexe (pour la topologie faible*) des points fizes de II.

COROLLAIRE 5.6. Supposons W symétrique. Si l’ensemble des points
fizes de 11 est fini (i, 1 < i <n), alors (ug;t > 0) converge presque strement
vers l'un de ces points fizes.
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REMARQUE 5.7. On ne peut pas expliciter la valeur des probabilités du
corollaire, car elles dépendent du point de départ (cela est montré simplement
sur un exemple au début du chapitre 4).

5.2. Application : exemple sur R?. La mesure empirique p; peut
avoir un comportement asymptotique fort complexe. Nous étudions un cas
particulier, inspiré du cas compact ([10]), dans le chapitre 5. Décrivons ici
ce qui se passe. Nous nous placons sur R?. Soit v la probabilité définie par
~v(dz) = %e‘wmdx, ol Z est juste la constante de normalisation. Nous
supposons que le potentiel de confinement V' est tel que V(z) = V(|z|)
et que le potentiel d’interaction s’écrit sous la forme d’un produit scalaire
W(z,y) = (x, Ry) ot R est une matrice de rotation sur R?. Dans la suite,
nous étudions en premier lieu le cas R = —Id (qui est déja intéressant
malgré la symétrie de W), puis le cas général. Evidemment, nous pouvons
facilement généraliser cette étude au potentiel W(z,y) = a(z, Ry) ou a est
un réel quelconque.

Le but de cet exemple est de montrer que la dynamique asymptotique
de p; est tres riche. Nous allons en particulier exhiber un cas ou la mesure
d’occupation s converge vers une mesure aléatoire et un autre ou elle tourne,
ce qui signifie que son ensemble limite est un cercle de mesures.

Tout d’abord, commencons par étudier le comportement de la moyenne
empirique fi;. En effet, nous montrons —dans le chapitre 5— qu’il est suffisant
d’étudier i, pour obtenir des informations sur py. Cela est dii au résultat
suivant :

LEMME 5.8. ([10], corollaire 3.10) Soit (E,d) un espace métrique, ® :
E xR — E un flot sur E et G : P(RY) — E une fonction continue. Sup-
posons que G o ®; = ®; o G. Soit L ’ensemble limite de ;. Alors presque
siirement, G(L) est un ensemble libre d’attracteur pour .

Cela justifie le fait d’étudier ;. Il faut ensuite considérer I'application G
et le flot ® qui conviennent. Il est facile de montrer que la moyenne empirique
satisfait I’équation

— 1 = F M i = 1l
dt/J’t (/J’t)’ Ko 122
= & B/ — —2(z,Rji)
avec F(p) = —p + [po xIl(p)(dz) et Eu)(d;r) = EET)HW(dx). Dans
notre cas, nous choisissons G(u) = @ et ® le flot engendré par I’équation

précédente.

Définissons également la fonction H : Ry — Ry qui joue un réle pri-
mordial dans la suite de 1’étude :

e 2m
H(a) ::/0 dp’y(p)/o dve™ P oSy,

Remarquons que H(«) s’exprime comme intégrale de la fonction de Bessel I
par H(a) = [;° dpy(p)lo(ap). Tout d’abord, étudions I'équation simplifiée

29



(ou1 p est le point cardinal ( L > et F: Ry - R):

0

d d
(5.5) Frih Fla) = —a+ 2£ log (/}R2 e_o‘(x’Rp)*)/(da:)> .
Nous pouvons alors énoncer le résultat intermédiaire suivant.

PROPOSITION 5.9. Si [} P>y (p)dp < 1, alors 0 est l'unique équilibre de
Uéquation et 0 est stable. De plus, le bassin d’attraction de 0 est Ry.

Si fooo p°y(p)dp > 1, alors 0 est un point linéairement instable et il existe
un autre point d’équilibre (strictement positif ), noté ay, pour l’équation
qui est stable. En outre, le bassin d’attraction de oy est R .

De cette proposition, nous déduisons le comportement asymptotique de
u dans le cas particulier qui suit, ou W est symétrique.

THEOREME 5.10. Considérons la diffusion renforcée sur R? associée aux
potentiels V(x) =V (|z|) et W(z,y) = —(x,y). Nous avons alors deux com-
portements possibles :

(w)

(1) Si [;°v(p)p*dp < 1, alors p.s. pe —> 7 ;

(2) Si fooo v(p)p?dp > 1, alors il existe une variable aléatoire v € St

telle que p.s. ), wl, avec

eog(:r,v)
poo(dz) = ———~(dz),
1
ou Zy est la constante de normalisation et aq est l'unique solution
strictement positive de ’équation F(a) = —a + 21;[((5)) =0.

Voici une illustration dynamique de ce résultat. La premiere figure montre
que la mesure 7y est stable et attire toutes les trajectoires dans le cas ou le
moment quadratique de 7y est inférieur a 1.

La figure suivante représente le point -, qui devient instable lorsque
I'intégrale est strictement supérieure a 1 :

Le principal résultat est le théoreme suivant, qui généralise le théoreme
précédent.

THEOREME 5.11. Considérons la diffusion auto-interagissante sur R?
associée auz potentiels V(x) = V(|z|) et W(z,y) = (x,Ry), ot R est la
cosf siné
—sinf cos@
2m. Alors le comportement asymptotique de us est l’un des trois cas suivants :

matrice de rotation bi-dimensionnelle R = ), avec 0 < 0 <

(1) SiV est tel que fooo v(p)p?dpcosf+1 > 0, alors presque sirement,

(w)
nouUS GVONS by — y ;
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Fi1G. 4. La mesure d’occupation converge p.s. vers .

~ .

Fi1a. 5. La mesure d’occupation converge p.s. vers un point
pé, du cercle.

(2) SiV esttel que fooo v(p)p*dpcos 0+1 < 0, alors il y a deux différents
comportements possibles :

a) si @ = 7, alors il existe une variable aléatoire v € S' telle
que presque surement [ ﬂ nl, avec

eOél (CE,U)

poo(dT) = v(dz),

1

ot Z1 est la constante de normalisation et o est l'unique solution

strictement positive de I’équation —a + 21;;((2‘)) =0,
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b) si 0 # m, alors l’ensemble limite de (ug) est {v(6),0 <6 <
27} avec probabilité 1, ou

1 To s, v(stan6+4),0
V((S):eTe_l/O dse’psy v,

avec Ty = 2m(tan )~ et ugf est l'unique solution strictement po-

y _ H'(a) _
sitive de —av + 2 cos 6 (o) = 0.

Nous remarquons immédiatement que dans le cas ot —§ < 6 < 7, alors
presque surement, la mesure y; converge (au sens de la convergence faible
des mesures) vers la probabilité 7. De plus, le moment quadratique de ~
est essentiel dans cette étude : le comportement asymptotique de la mesure
empirique normalisée dépend complétement de V', méme pour des potentiels
W relativement simples. Expliquons un peu ce dernier résultat.

Ce théoreme signifie que la probabilité v joue le méme role que celui joué
habituellement par la mesure de Lebesgue. De ce fait, si nous supposons que
fooo dpy(p)p? cosf > —1, alors la mesure empirique se comporte comme un
mouvement brownien (mais construit par rapport a la mesure ).

En revanche, si § = 7 et fooo dpy(p)p? > 1, alors lattraction est suffi-
samment forte pour que p; converge (au sens de la topologie faible). Dans
ce cas, nous pouvons en fait contrer les variations diies au mouvement brow-
nien et la mesure d’occupation empirique converge presque stirement vers
une probabilité, qui est proche d’une gaussienne.

Si on considere enfin que 6 # w et qu’il y a suffisamment d’attraction,
alors le biais induit par 6 oblige la mesure p; a tourner et I’ensemble limite de
(1¢) est un cercle de mesures {v(4),0 < ¢ < 27}. Ce dernier comportement
est illustré par la figure suivante.

32



2 3
Space axis

Fi1Gg. 6. L’ensemble limite est un cercle de mesures.
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Premiere partie

Diffusions renforcées par la
moyenne de la mesure
d’occupation normalisée






CHAPITRE 1

Comportement ergodique et convergence presque
stire de certaines diffusions auto-interactives

Il s’agit d’un travail en commun avec Sébastien Chambeu. Le titre ori-
ginal de cet article, écrit en anglais, est “Some particular self-interacting
diffusions : ergodic behavior and almost sure convergence”.

1. Introduction

Self-interacting diffusions have been first introduced by Durrett and
Rogers [10] under the name of Brownian polymers. The study of such
processes (with path-interaction) has been an intensive research area since
the seminal work of Norris, Rogers and Williams [15]. Cranston and Le
Jan [7], Raimond [17] and Herrmann and Roynette [12] have studied some
self-interacting diffusions and have obtained that the sample paths of the
solution converge a.s. or at least are a.s. bounded (see also Cranston &
Mountford [8] and Mountford & Tarres [14]). Self-interacting diffusions de-
pending on the normalized occupation measure have been recently studied
since the work of Benaim, Ledoux and Raimond [2]. In the compact case
(the process is living on a Riemannian compact manifold), they have proved
that the asymptotic behavior of the normalized occupation measure can be
related to the analysis of some deterministic dynamical flow defined on the
space of the Borel probability measures. Benaim and Raimond [3], 4] went
further in this study and in particular, they gave sufficient conditions for
the a.s. convergence of the normalized occupation measure.

Very recently, Raimond [18] has studied the asymptotic properties of
some processes X living on a Riemannian compact manifold M, solution to
the Stochastic Differential Equation (SDE)

dX; = dBy — g(t)VV x pe(Xy)dt,

with V' x uy(z) = %fg Vix, Xg)ds, ue = %fg’ dx.ds and ¢(t) = alog(1l +t)
(or more generally |g(t)| < alog(t) and ¢'(t) = O(t™7) with 0 < v < 1).
He has more particularly investigated the example M = S™ and V(z,y) =
—cosd(x,y) (where d is the geodesic distance on S™) and proved that gy
converges a.s. towards a Dirac measure.

In this paper, we are concerned with some self-interacting processes liv-
ing on R?. Let us consider a potential V : R — R, smooth enough and a
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non decreasing application g : Ry — R;. Our goal is to study the ergodic
behavior of the self-interacting diffusion X solution to the SDE

dX; = dBy — g(t) VV(Xy — i,)dt
(1.1)
Xo==x

where B is a standard Brownian motion and , denotes the empirical mean
of the process X, defined by

1 t
(1.2) [ —— <7“ﬁ +/0 Xsd3> s Ho = Q-
Here p is an initial (given) probability measure on R?, i denotes the mean
of p and r > 0 is an initial weight.

We first get interested in this kind of processes when we were trying to
extend the results of Benaim, Ledoux and Raimond [2] and Raimond [18]
to non-compact spaces. We began to notice that for a quadratic interaction
potential V', the SDE satisfied by the process is exactly of the previous form
and then we managed to go further when penalizing the occupation measure.
Afterwards, it was natural to study the self-interacting diffusions discussed
here.

The first important (and natural!) thing to do is to introduce the process
Y defined by

(13) Y;f - Xt — ﬁt'
It appears that the process (Y, > 0) is the solution to the SDE
dY; = dB; — g(t)VV (Y;)dt — Y;-4L;

trreo
(1.4) Yo=1z [

The study of Y is easier than the study of X and, moreover, it has an inter-
esting asymptotic behavior. Actually, we will prove that, depending on g,
the process Y converges a.s. and satisfies the pointwise ergodic theorem (the
convergence in probability or in law will be studied in a forthcoming paper).
Nevertheless, we are interested in the process X which does not satisfy the
pointwise ergodic theorem in general, because the empirical mean does not
converge. This explains the difficulty of the study of self-interacting diffu-
sions in non-compact spaces that is dX; = dB; — fRd VV (X — x)dp(x)dt.

We manage to give here a complete description to the asymptotic be-
havior of both u; and X (for this latter, we are just looking for the almost
sure convergence). For simplicity, we suppose that the potential V' does not
admit any degenerate critical point. This assumption will be weakened in
the following. First, we state the ergodic result:

THEOREM 1.1. (1) The process Y satisfies the pointwise ergodic
theorem. This means that with probability 1, the normalized oc-
cupation measure of Y converges weakly to a random measure, and
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what is more, this last measure is a convexr combination of Dirac
measures taken in the critical points of V.

(2) The process X satisfies the pointwise ergodic theorem if and only if
V' has a unique minimum in 0 and converges almost surely.

The second and main result of this paper is the following description of
the asymptotic behavior of X:

THEOREM 1.2. Suppose that g(t)~*log G(t) = o((logt)~2), where G is a
primitive of g.

(1) Then the process Y; converges almost surely to Yoo, where Yo, be-
longs to the set of the local minima of V.. Moreover, for all local
minimum m of V, one has P(Yoo = m) > 0.

(2) On one hand, on the set {Yoo = 0}, we have that both X; and [,
converge almost surely to fi., = [+ fooo Y,-45 . On the other hand,

Srts”

on the set {Yoo # 0}, we get that tlim X/ logt =Y.
— 00

The remainder of the paper is organized in the following way. In Section
2, we introduce the notations and hypotheses, and add the proof of the
existence of a global solution to the SDE studied. Afterwards, we motivate
our study by the basic case V quadratic, for which we have an explicit
expression of X and Y. Later, we describe in details the behavior of Y
around the local extrema of V. Then, we describe in Section 5 the ergodic
behavior of Y and give conditions (on g) for the almost sure convergence of
Y. Finally, Section 6 is divided in two parts. The first one is devoted to
the main results (namely we give necessary and sufficient conditions for the
ergodic result for X'), whereas in the second one we deal with conditions for
the almost sure convergence of X (depending on g).

2. Notation, hypotheses and existence

We give briefly the notations we will use in the following. We denote
by G the function G(t) = fg g(s)ds. In the whole following, (-,-) denotes
the Euclidian scalar product. We denote by P(R?) the set of probability
measure on RY.

In the sequel, the technical assumptions on the potential V : R — R,
are the following:
(1) (regularity and positivity) V € C*(R?) and V > 0;
(2) (convexity) V is strictly uniformly convex out of a compact set K;
(3) (growth) there exist a,b > 0 such that for all z € R, we have
(2.1) AV (z) <a+bV(x).

We also assume that V' has a finite number of critical points. Let Max =
{My,Ms,---,M,} be the set of saddle points and local maxima of V' and
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Min = {my,ma,--- ,my} be the set of the local minima of V. We assume
that Vi, V&€ € R, (V2V (m;)€,€) > 0 and for all M;, V2V admits a negative
eigenvalue. The convexity assumption implies that we can decompose V =
W +x where W is a strictly convex function and y is a compactly supported
function: there exists ¢ > 0 and C' > such that V2W (z) > ¢Id > 0 and Vy
is Lipschitz with a constant C' > 0.

REMARK 2.1. We can for instance suppose that V' is (asymptotically) a
polynomial (V(z) = |z|*) or exponential.
We also need to have some (not restrictive) hypothesis for the application
g: R+ — R+.
(1) g € CY(Ry) and g > 0 is positively bounded by below at the infinity;
(2) forall T >0, G7L(t+T) — G7L(t) T 0 where G~! is the gener-
—0Q
alized inverse of G (that is G71(t) = inf{z|G(z) > t});

(3) t% ((t)) converges when t tends to the infinity.

REMARK 2.2. Without any lost of generality, we can suppose that g > 2.
For instance, g(t) = 2+t satisfies the preceding conditions.

The main goal of this paper is to study the asymptotic behavior of py
and show that X satisfies the pointwise ergodic theorem, that is

DEFINITION 2.3. The process X satisfies the pointwise ergodic theorem if
there exists a measure p Such that p; = %—&—t (ru + fg 5Xsds> = oo @.S..

That is for all continuous bounded f, %fg f(X,)ds &2 [ fdpss.

Let us begin by showing that the SDE studied admits a unique global
strong solution:

PROPOSITION 2.4. For any x € R?, € P(R?) and r > 0, there exists a
unique global strong solution (X¢,t > 0) of .

Proor. We want to emphasize that the local existence and uniqueness
of all the SDEs studied in this paper is standard (see for instance [20]
theorem 11.2). We will just prove here that Y, hence X (because X; =
Y; + fo Y, < ds , does not explode in a finite time.

We apply the It6 formula to the asymptotically increasing function z —
Vix):

1 1
AV(Y) = (VY (1), aB+( JAVOD — g0 TV ()P - TV (). 70 ) dr
Let us introduce the family of stopping times 7, = inf{t > 0;V(V;) +
fo 5)|VV (Y)|?2ds > n}. We note that ft/\T” (VV(Y;),dBs) is a true mar-

tlngale Now the growth condition (3.1)) on V' implies that there exists C
such that

BY (Vins,) S V() +C [ (14 BV (Yors ).
0
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Applying the Gronwall lemma to a(t) = EV(Yirr,), we get EV (Yiar,) <
(V(y)+C +1)eC. It just remains to prove that for all ¢ > 0, the probability
P(VYm, 7, < t) vanishes. The Markov inequality joint with the preceding

inequality implies the following for any n € N:

P(Vm, 7, <t) < P(r, <t)=P (osgl?g)t {V(YS) + /Osg(u)]VV(Yu)|2du} > n>

< P(sup /OS(VV(Yu),dBu) >n/2)

0<s<t

4 P <V(y) +O@+ /Ot V(Yy)du) > n/2>

< %C’ (t+/0tIEV(Y;)ds) =0(nh.

Therefore, we conclude that there exists m such that V(Y;) < m for all
t>0and as lim V(x) = oo, it implies that ¥ does not explode in a finite

|z[—o0

time. H

3. A motivating example: the quadratic case

We consider V(z) = %(z,cx), where ¢ is a symmetric positive definite

matrix. In this case, the SDE studied becomes:

(3.1) { dX; = dB; — g(t)VV * py (X)dt

X(]:QS‘

where V « py(z) := [ V(z — y)ue(dy) and py is the normalized occupation
measure of the process, namely

T 1 ¢
e = r+t’u+ r—|—t/0 dx.ds.

REMARK 3.1. For the sake of simplicity, we restrict our attention to
the case d = 1, because the method is exactly the same when d > 1. The
only thing to do is to diagonalize the matriz ¢ and to remember that for an
orthogonal matriz U, the process (U - Bs, s > 0) is also a Brownian motion.
Therefore we consider

1 ¢ T
\YA%4 = — X ds — 1.
* uy(x) = cx 7’+t/0 cX.ds 7,_Htc,u

3.1. Explicit expression of X. When the interaction function is qua-
dratic, we can express X in terms of Brownian martingales and a deter-
ministic part. Moreover, we can prove the convergence of the normalized
occupation measure “directly” only with the expression of X; and ;.
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ProrosiTION 3.2. If X is the solution to and Yy = Xy — i then
we have

_ b ew /t G(s) .
Yt_r—l—te 0(T+s)e dBs+r(xr—f) ) .

PrROOF. We introduce the process Y. This process satisfies

1

We want to show that ¥; = #e_CG(t) (f (r + 5)e’“E)dB, 4 r(z — *)) Our

strategy is to consider the process U, which is a modification of Y, defined
by Uy := (r 4 t)e““Y;. Then the It6 formula implies

AU; = (r + 1)e?DdB; 5 Uy = r(z — 1)
and we deduce from U the expression of Y. (]

COROLLARY 3.3. The solution to the SDE s given by
t
Xi =z +re(fi —z)F(t) + / [1 — (r+ 5)ce@EN (P (t) — F(s))} dB,
0

and furthermore

_ 1 t ro_ — —cG(t)
IS r+t/0Xsd8+r+tﬂ_x+r(u_x)<T-i-te +CF(t)>
i <G [ p(t) - F L e g
" /0 4 ) (P - )+ T a,

where F(t ft —cG(s) ifs ds.

ProoOF. We already know the expression of V; := X; — ;. We also
easily get that du, = %ﬁtdt, and therefore, by Fubini’s theorem for stochastic
integrals

i, = / (r + w)eC@ (H(t) — H(u))dB, + r(z — p)H() +

with H (¢ f (Tii(u) du. This last result implies
X = Yty
t G(s) e—cG’(t)
= Wl ——+H(t)— H dB
0 (S a0 - 1) | a,
e—cG(t)
H(t —n)+n
t S THO -+ T
U . . . b H H . e—cG(s) e—cG(t)
sing an integration by parts we get H(t) — H(s) = “— — S5
—cG
S eatwe T 4y and the result follows. O
Y
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REMARK 3.4. According to the expression of X, we find that (X¢,t >

d
0) @ (=X, t >0) if and only if it =2z = 0.

3.2. Ergodic result. We now begin to prove the pointwise ergodic
theorem for the following non-homogeneous (Gauss-)Markov process Y.

LEMMA 3.5. Let a : Ry — Ry be a continuous function positively
bounded by below at the mﬁmty, such that A(t) = fo s)ds increases to
A(o0) = 00, and for V(t) := e 24l ft 24( s)ds, V( ) < oo. Consider the
process defined by

dY; = —a(t)Yidt +dB;, Yo =y.

Then, denoting by v the centered Gaussian measure with variance V(oo)EL
we have for all continuous bounded function ¢

1/0 p(Yo)ds == [ o(y)y(dy).

Proor. We will prove the result for the Fourier transform. We begin
to note that we can give an explicit expression of this process, that is

t
Y, = AW ( / AR, 1 y> .
0

Let Fs := 0(By,0 < u < s). It is obvious that, knowing the filtration
Fs, Y; has a Gaussian law of mean m(s,t) := e~ (A-AG) Y, and variance
V(s,t) ft 24(u)dy. Fix t,u € R and define the martingale M2 :=

E (e 1“Yt|.7-"5) = exp {quSm(s,t) = “;V(s,t)}. We use the It6 formula for

the martingale s — MX" to find that dML" = jue~AO-AG)) pE"AB,. As
a consequence, we find (by integrating the preceding martingale between 0
and t) that

t
eVt — vt —i—/o iue*(A(t)*A(s))Mst’“st.

Then it is easily shown, while applying the Fubini theorem for stochastic
integrals (see [19] p.175),

t t t t
(3.3) / eiuyst:/ Eeiuysds-i—/ st/ jue” (AM=AG) prru gy,
0 0 0 s

But, as Y is a Gaussian process with variance V' (0,t), it converges in distri-
bution to a Gaussian variable of law v = N(0,V (c0)) and we have because
of the Cesaro result,

t
1/ E[ wYS]dS e QV(oo)Z/Z.
t 0 t—o0

It remains to find an equivalent to the stochastic part of (3.3). On the
set {fooo Usoo iue*(A(’")*A(s))Mg’“dr‘Qds < oo}, the stochastic part of 1)

Lwe consider here, by an abuse of notations, that N(0,0) = do.
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converges a.s. to a finite variable and therefore it is of the order of o(t). We
decompose the stochastic part of the equation(3.3)) in

+00 400
/dB/ iue~ (AT =AE) prugy — /dB/ iue (A=A prr gy,

On { [7° | [ iue= (A=A A T“dr’ ds = oo}, we use the law of large num-
bers for martingales to get

t
/dB/ e~ (A ))MT“dr—o</
0

Actually, we find the rough upper bound by using the initial definition of
MDY

t
/u ~(AG)=AW) gy

0 2
/ e~ (A=A pragy | g

N——

< Jul / A dr = [ule (K (1) - K(s))

where we have defined K(t) := [je "e=A()ds. We now need the following

development of K: K(t) = K(oo) - aa()t> +o (e;é(;)) and we thus find

/ t A (K (1) — K(s))%ds < 2(K(t) — K(00))? / t e?A)ds
0 0

t
+ 2 / e?46) (K (00) — K(s))%ds = O(t).
0
For the second part of (3.4 . we have

~ 0 (lultzc o) - K0 | t A0aB,).

We ﬁnally use the law of the iterated logarithm for the Brownian motion in
order to obtain:

t [e’s)
/ dB, / iue=(AM=AG) prugy = O <|u|a(t)_3/2 log A(t)) = oft)
0 t

and the result follows. O

dB iue (A ))M’" Udr| =

LEMMA 3.6. The wvariable 11, = %thf(f Xsds + 51 converges almost
surely.

e—cG(t)

cG(u)
PROOF. We recall that H (¢ f (r+u =1_cF@) - S We
begin to decompose the process fi, = Ji; + fiz + fi; with
i = A+r(e—mH();

Ro= (0 - He) [ (4 s)eaB,
0

i = /0<r+s>ecG<5)<H(oo>—H(s))dBu.
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Obviously the deterministic part of 7z,, namely 7}, converges because of the
convergence of H.
We need the following development of H:

(35)  H(t) = H(oo) — 1)2600@ to <‘3_Gm> .

cg(t)(r+t t2g(t)

e . —9 . . 1 —cG(t
The deterministic part of u; is equivalent to S OTze cG(t)

Moreover

the quadratic variation of the stochastic part of [ is equal to fg (r +
5)2e2G()ds = O <(T—’_t);(cf)cc(t)> The law of the iterated logarithm ([13]
<

theorem 3) implies then that 17 % 0.
—00
For the last part of [z;, we remark that it is a local martingale, and actually
a L%-bounded-martingale. Thus [} converges a.s. to fi3,.
We conclude that 1, ta—s> Tl With Tio, = T+ H(co)r(x — 1) + 15, O
— 00

THEOREM 3.7. With probability 1, the normalized occupation measure
e converges weakly to a random measure oo, and the previous limit [, s
the mean of oo -

PrROOF. We point out that the deterministic part of X; is convergent

(because of the formula [3.3)).
We decompose the process X into three parts: Xy = ., + ¢(t)Us + o(1)
where

foos = x+cr(i—x)F(c0)+ /000 [1 — (r + 8)ce’“®) (F(c0) — F(s))| dBs

ech(t)

t
Uy = G4 B,
f T /O(r—l—s)e

o(t) = c(r+t)(F(oo) — F(t)) eCW)

One more time, we will prove the result for the Fourier transform of the
process. We have the following;:

t U (o +o(1 t
1/ gy = < / e oV ds.
tJo 3 0

As it was shown in the lemma the random variable 7., is well-
defined. Moreover, we also know (see the lemma that the random
variable ¢(t)U; satisfies the pointwise ergodic theorem. It then implies the
ergodic result for this process: % fg ¢¥(5)Usds converges a.s.. As a conse-
quence, the Fourier transform of u; converges a.s. and we conclude that

w
Wt — oo &.S. O
t—o00

COROLLARY 3.8. Suppose that g converges. Then the limit s is a

Gaussian measure with a random mean, floo = N (ﬁoo, 729(;)(:),
ProoOF. Straightforward. n
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3.3. Asymptotic behavior of X. In the preceding subsection, we
have still shown that the process X satisfies the pointwise ergodic theorem.
We prove here that, depending on g, the process X exhibits two different
asymptotic behaviors: either X converges in probability, or it converges
almost surely.

First, we give a result describing roughly the asymptotic behavior of X.

PROPOSITION 3.9. Suppose that g converges (tlim g(t) = a).
— 00

Then we get PP <lim supX; = —|—oo> =P (htmiant = —oo) =1.
—00

t—o0

PROOF. The measure j is diffusive. Let A be a subset of R. We have
that

t
/ Sx.(A)ds ~
0 t

—00
where [ is a positive constant depending on A. Therefore [~ dx, (A)ds = oo
a.s.. It implies that for all constant K > 0 [ 0x, ([K, o0[)ds = oo a.s. and

thus
0

K>1
We conclude that P(limsupX; = +00) = 1. The proof is exactly the same

t—oo
for lim X;. O

t—o0
ProPOSITION 3.10. Suppose that tlim g(t) = oco. Then X; converges in
— 00

probability and p; converges a.s. to dx_ .

PROOF. We know that Y is a Gaussian process and E(Y;?) = O(g(t)™1))
thus Y converges in L? and therefore in probability to 0 (by the inequality
of Markov). Writing X; = Y; + ngsrdi, we get that (E|X;|?,t > 0) is a
Cauchy sequence and thus converges. As consequence, X converges in LZ.
We then easily get that p; converges toward dy_ in probability. But we
still know that u; converges a.s. and then we conclude by uniqueness of the
limit. [l

PROPOSITION 3.11. Suppose that g(t)~! log G(t) is bounded for allt > 0.
Then there exists M > 0 such that

P(limsup|Y;| = M) = 1.

t—o00
PrROOF. The process Y satisfies the SDE (3.2). Therefore, we can
rewrite Y as a Brownian local martingale: Y; = ﬁ (Yo + fot f(s)dBS>
where f(t) := (r +t)e®“®. We point out the following asymptotic result

t
/ 226(9) s — O <g(t)—1620G(t)> _
0
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The law of iterated logarithm permits us to conclude that there exists M > 0
such that with probability 1, we have lim|Y;| = M. O

COROLLARY 3.12. Suppose that g(t)~'log G(t) is bounded for all t > 0.
Then the process X; is bounded a.s., converges in probability (but not a.s.!)
and a.s. [y converges weakly to dx_ .

PROOF. We can express the process X in the following way: X; =
Y; + ;. We know that Y is a.s. bounded and fi, converges a.s. so that
X is also a.s. bounded. Moreover, Y is a Gaussian process and thus Y
converges (in law) to a centered Gaussian variable, which is bounded, that
is Y converges in probability to 0. But we remark that Y does not converge
a.s. because of the law of the iterated logarithm. As a consequence, the
process X converges in probability to ... We conclude by the uniqueness

of the limit that u; ta—s> Ox.. - O
— 00

REMARK 3.13. We meet the condition of the preceding result for instance
with g(t) = log(1 +t).
PRrROPOSITION 3.14. Suppose that tlim g(t)"tlog G(t) = 0. Then the fol-
— 00

lowing holds:
i) The process Yy := X; — [i, converges to 0 a.s.
ii) The process Xy converges to fiy, a.s. and pi; converges a.s. to ég_ .

Proor. We only have to prove that Y; := X;—7i,; converges a.s. to 0. We
have seen that Y; = %ft(t) fot(r +5)e ) dB, 4 r(x — ﬁ)%ft(t) =Y} + Y2
The deterministic part of Y;, namely Y;2, converges obviously to 0. Then,
the law of the iterated logarithm implies that Y; converges a.s. to 0. O

REMARK 3.15. For instance we can choose g(t) = t° with 3 > 0 or
g(t) =et.
4. Study of the process Y
We study the process Y, which is the solution to the following SDE

(4.1) A, =dB; — <g(t)VV(Yt) + fft) dt; Yo == — L.
T

We recall that V is a general potential of class C? and strictly uniformly
convex out of a compact set. From now on, we suppose that tlim g(t) = +o0.
—0Q0

4.1. The process Y; gets close to the critical points of V.

PROPOSITION 4.1. Let Y be the solution to . Then with probability
1, the process Y gets as close as we want to the set Min U Max, that is
Ve > 0, let Tf := inf{s > t;d(Ys, Min U Max) < €}, then for all t, we get
T; < o0 a.s.
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PROOF. Let € > 0. We apply the It6 formula to the function x — V()
and we obtain

V(1) = (V). aB - gV - e ) + LAV
(12) AV () = (VV(¥2),dBy) — D(t, Yi)dt.

where we have introduced
1 1
(43)  D(ty) = gt)|VVy)P + 1YV ) - 5AV ().

We recall that MinUM ax is the set of the local extrema of V. Then it follows
from the hypotheses on the function V that on the set {z;d(z, MinUMax) >
e} and for ¢ > 0, the applications y — —=(y, VV(y)) +3|VV (y)|* — AV (y)
and y — (g(t) — 1)|VV(y)[* are bounded from below (recall the growth
assumption AV < a+bV, and because V is strictly convex out of a compact
set, there exists a positive constant k such that AV (y) < k(1 + [VV(y)]?).
Actually, for the strictly convex function W, there exists a positive constant
k such that W(y) < k|VV(y)|?). Moreover, the second one, that is y +
(9(t) — 1)|VV (y)|?, is positive for ¢ arbitrarily large. Therefore, there exists
to = to(e) such that: V¢ >, Vy € {zd(z, MinU Mazx) > ¢} we have

(14)  gOIVVEP + TV )~ 38V = L gviP > o
We also introduce the stopping time 757 = inf{s > t; d(Ys, MinUMazx) < €}
and we want to prove that for all t > ¢y, we get P(Tf < 4+o00) = 1. Then, it
follows from and that, for t > ¢y, we have two super-martingales:

1

sNTY
(V(Yens)) o, and <V(Y5AT;)+2 / g(u)\VV(YuATts)\Qdu>
Z 0 s>t

These two super-martingales are nonnegative and therefore they converge

a.s. as s — 00. Asa consequence, the process (fOSATtE g(u)\VV(Yu/\Tts)\Qdu> .
s>t

also converges a.s. If we suppose that we are on the set {T7 = 400} it then
follows that
IVV (Yonzs)? =5 0.
S§—0Q

Thus Ysare gets close to Min U Max and there is a contradiction. Finally,
P(Tf < +o00) =1 for all t > tg and the result follows. O

COROLLARY 4.2. Let (Y;)i>0 be the solution to . Then a.s. the
process Y gets close to the set MinU M ax infinitely often, i.e. Ye > 0, there
exists a sequence of stopping times (Ty,)n>1 such that T, goes to the infinity

and
Vn>1, P(T, < 4+o00) =1 and d(Yr,, MinU Mazx) < e.

PROOF. We apply the proof of the preceding proposition with TS =
inf{s > n;d(Ys, Min U Maz) < e} < oo a.s. We conclude the proof by
taking 1), = T7. (]

54



4.2. Case of a stable critical point: local minimum. We want to
study the behavior of the process Y near a local minimum m. We will prove
that if the process Y is near a local minimum m then the hypothesis on V
and g imply that the probability such that the set {Ys; s > 0} is included in
a neighborhood of m is positive. Actually, a second-order Taylor expansion
permits us to compare (y—m, VV (y)) and |y —m/|? and we use a comparison
theorem for the associate SDE.

Let m be a local minimum. We assume that m is a local minimum of
V with V2V (m) > 0. Taylor’s formula implies that there exists a > 0 and
€0 > 0 such that

Vy such that |y —m| < ey we have (y —m,VV(y)) > aly — m|>.

PROPOSITION 4.3. Suppose that t = o(g(t)). Leteg > € > 0 and Y
the solution to . If there exists Ty > 0 such that, for all T > Ty,
|Yr —m| < ¢, then the event {¥s > T;|Ys—m| < e} has a positive probability
to occur. Moreover, almost surely, on the event {¥s > T;|Y; —m| < e}, we
have

Yigr —ml =0 (Vg(t+T) Tlog G(t+7T))

PrOOF. We will show during the proof that the event {Vs > T;|Y,; —
m;| < €} has a positive probability to occur. Suppose for the moment that
this event has a positive probability.

Suppose that d = 1. Let us consider the process Y defined by Y, =

Yi.r —m. Then, V" (m) > 0 implies that there exists a > 0 such that

(4.5) Vy such that y € [0;¢], % (y +m) > ay.
Let us introduce the non-negative process U solution to the SDE
(4.6) AU, = dBT — ag(t + T)Uydt + dLy, Uy = Yy,

where L corresponds to the local time of U in 0. We now proceed in several
steps.

Step 1: we show that the equation has a unique solution. Let Uy
be a solution of . Let Z be the process defined by Z; = e*¢(4T)y,. By
definition of U, we easily obtain that

Az, = eaG(t+T) ng" + eaG(t-l—T) dL;.

Let a(t) be the function such that foa(t) e20G(s+T)ds = ¢ and define the pro-
cess A by A; = fg e?G+)qL,. Then, if we consider the time-changed
process Zop) = Wi+ Aqqy (Where Wy = foa(t) e®@+TABT is a Brownian
motion), we remark that A; increases if and only if L; increases and conse-
quently, A, increases if and only if Z,;) vanishes. A, is the local time

at zero of the standard Brownian motion W. The Skorokhod lemma entails
that the process Z,() is uniquely defined (see [11), 19]) by Z,) = Wt
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where W, is the reflected Brownian motion associated to W. Therefore the
SDE (4.6) has a unique (strong) solution given by

(4.7) U= e DWW, .
We point out that the process Uy is nonnegative.

Step 2: Now by the law of the iterated logarithm, we obtain that there
exists a positive constant C' such that

U, < Ce Gt /a=1(t)log(log(a~1(t))) a.s.

If we manage to prove that C' < oo, then this proves directly that U; =
) (g(t + 1)~ Y2, /log G(t + T)) We know that there exists a one dimen-
sional Brownian motion 3 such that

t 1/2
(Ut,t > O) (:) (efaG(tJrT) (/ €2aG(s+T)d8) |ﬁtT‘7t > 0)
0

As a consequence, we get that the process sup U; has the same law as
>0

sup ( f e2a(G(s+T)=G(t+T)) ds) |67 |. But we remark that we have the fol-
>0

lowing upper bound:

t 1/2 t 1/2
sup ( / 20(G(s+T)~G(t+T)) 4 8) 67| < sup < / L20(G(s+T)~G(t+T)) 4 S) sup A7
0 0

t>0 t>0 0<s<t

Moreover, by the identity of Lévy, the process sup 5! has the same law as
0<s<t

LT, that is the local time of 3 in 0. As a corollary to the identity of Lévy
(we use the scaling property for the Brownian motion) one can prove that

Li/V't \[ = L1 @ sup (s = |Z|, where Z is a standard Gaussian variable.
0<s<1

Thus, Li/V/t convgrées to Z. We recall that ¢t = o(g(t)). Therefore, for all

n > 0, we have P <sup <n | > 0. Moreover, we easily find (with

t
>0 V9(t+T)
an integration by parts) that f ds is asymptotically equivalent to

e20G+T) /(¢ + T). We conclude that for all n > 0, we get

t 1/2
P <sup (/ eza(G(S’LT)_G(HT))ds) sup 31 < 77) > 0.
0

t>0 0<s<t

t _2aG(s+T)

Thus, the result follows and C' is a finite non-random constant.
Step 3: we will now prove a martingale comparison theorem who enables
us to show that Y; < U; a.s. Let [ be a function of class C? such that:

Yz >0, I(z) > 0 and [ (z) > 0,
Ve <0, l(x) =
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According to the It6 formula added to (4.6]), we have

(V- U,) = 5KMﬁ—w%mwﬂwﬂﬂ+m—mwnwm+59“”)@

r+s+T
t ~
- / I'(Y, — Uy)dLs
0

We recall that the process U is nonnegative. On the event {Y > Us}, the
process Y is  positive, and therefore by the lower bound , we find that

g(s+T)WV (Ys+m)—g(s+T)alUs > g(s+T)(aYs — aly). We then have the
almost sure bound l(Y} — Uy) <0 and this added to the definition of [ leads
to

(4.8) Y, <U; a.s.

Using the same argument on [—¢, 0] we get the lower bound V; < }7}, where
V; is a non-positive process.

Finally, the processes V and U satisfy, by the law of the iterated loga-
rithm

limsuplU; = —liminf V; = lim \/g(t + T)~Llog G(t + T).
t—00 t——+4o00 t—o00

Suppose that d > 1. We have seen previously that, without any lost of
generality, we can reduce to the case m = 0. We introduce the process

Y; = Yi4r. The It6 formula implies (recall that d > 1)

= Vi = Y| d—1
4.9) d|Yy| =dWi—g(t+T) | =, VV(Yy) | dt — dt + ——dt
(49) dIVi] = di; — g ><|Yt| <t0 ST g

where W; = fg (\Y\
condition V2V (0) > 0 implies that there exists a > 0 such that
(4.10) vy € [0, (4, VV(y)) = alyl*.

Let us introduce the d — 1 dimensional Bessel process R. Consider the time-
changed process U; := e G+ R [t e20G(s4T) > which is the nonnegative
0

) is a standard Brownian motion. Then, the

strong solution to the SDE

d—1
(4.11) AU, = dBf — ag(t + T)U,dt + ——dt,

2U,
where (; is a Brownian motion. Now, applying the comparison theorem
(we have still proved it) to the nonnegative processes Y; and U; we obtain,
on the event {Vs > T;|Ys| < €}, that Y, < U,. On the other hand R;
is the radial part of a d-dimensional Brownian motion. With the same
argument of scaling as in the one dimensional case, the law of the iterated
logarithm implies that R; = O(,/(t + T)loglog(t + T)), and consequently

Uy =0 <\/g(t T T) Tlog Gt + T)).
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It remains to prove that the event {Vs > T';|Y; —m| < ¢} has a positive
probability to occur. Let 7p := inf{s > T';|Ys; — m| > ¢}. We know that for
t < 7p, we have |Yiyr — m| < Uy + V;. Then, we find that almost surely,

tﬂ [Yinr, —m| < tlim Vg(t)~tlog G(t) < e. As a consequence, we get that
—00 —00
7r = oo almost surely. This concludes the proof. ([

COROLLARY 4.4. Suppose that g(t) " *log G(t) — 0. Then, the event

t—o00

{Vs > T;|Yy —m| < €} the process Y; — m converges almost surely to 0.

Proor. We follow the previous proof and recall that |Y; —m| < U+ V;.
We conclude by the law of the iterated logarithm. O

4.3. Case of an unstable critical point.

4.3.1. Case of a local maximum. Let M; be a local maximum of V.
The fact that AV (M;) < 0 and the hypothesis on V imply that 1 :=
sup{e;V]y| < e, AV(M; +y) < 0} exists and is finite.

PROPOSITION 4.5. Let 0 < ¢ < €1, M; a local maximum of V and T
a positive stopping time such that, for Y the solution of , we have
|Yr — M;| <e. Then

P (Vs > T; |Ys — Mj| < &) = 0.

PRrOOF. For the sake of simplicity, we restrict our attention to the case
M; = 0, because the method is exactly the same when M; # 0.
We recall the It6 formula :

dV(Yt+T) == th+T - D(t + T, }/t+T)dt
where M, is the local martingale fg(VV(YS), dBs) and D(t,y) is defined by

(4.3). On the event A := {Vs > T; |Y,| < e} we immediately obtain the
bound

1
D(t+T,Yiyr) = g(t+T)|VV(Yeyr)* + m(Yt—FT: VV (Yier))
1
— AV(Yerr)
Ch Co
rrtrT 2

where C1 = inf{(y, VV (y));|y| < €} and C2 = —sup{AV(y);|y| < e} > 0.
We thus find for ¢ large enough that D(t+ 7', Y;+7) > C > 0 and therefore,
with M4 = o(t), we get

(4.12) E(V(Yier)la) <E(V(Yr)la) — CtP(A) + o(t).
Finally, this last inequality is impossible since V' is a nonnegative function.
To conclude, we obtain P(A) = 0. O

REMARK 4.6. If M; # 0 we have an additional term M;log(t + T) and
the proof is exactly the same.
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4.3.2. Case of a saddle point. Let M; be a saddle point of V. First
of all, we remark that, if A(M;) < 0, then we can follow the proof of the
proposition to conclude. But we prefer to give here a general proof.

Let e be an unstable direction (that is 92,V (M;) < 0) associate to the
saddle point M; and P, : R% — Re the projection on Re. We know by the
hypotheses on V that such a direction exists (because for all i, V2V admits a
negative eigenvalue in M;). As 92,V (M;) < 0 and the hypothesis on V imply
that ey := sup{e; V]y| < &, 0%V (M; +y) < 0and (9. V(P.(y)), 0.V (y)) > 0}

exists and is finite.

PROPOSITION 4.7. Let 0 < € < g2, M; a saddle point of V and T
a positive stopping time such that, for Y the solution of , we have
|Yr — M;| < e. Then

P(Vs>T; |Ys— M;| <e)=0
PROOF. One more time, for the sake of simplicity, we restrict our at-

tention to the case M; = 0, because the method is exactly the same when
M; # 0. The It6 formula applied to the function x +— V(P (x)) implies that

dV (P.(Yiyr)) = dMyyr — D(t + T, Yy r)dt,

where M is the local martingale fg (0eV (P.(Y5)), Pe(dBs)) and the drift
term is defined by

1
D(t, Y1) = g(t) (9eV (Pe(Y1), 0V (Vo)) - —— (OeV (Pe(Y)), Pe(Y)) =50V (Pe(Y1))-
On the event A := {Vs > T; |Ys| < €} we immediately obtain the bound
~ Cs Cy

D(t—i_TvY'H-T) + =

.
- or+t+T 2
where C3 := inf{(P.(y), 0eV (Pe(y))); lyl < e} and Cy := —sup{0ZV (Pe(y)); ly| <
e} > 0. We thus find for ¢ large enough that D(t + T, Y1) > 2C > 0 and
therefore, with M;14 = o(t), we get

E (V(P.(Yiyr)a) < B (Po(V(Yr))La) — CB(A) + o(t).

Finally, as V is a nonnegative function, this last inequality is impossible for
P(A) > 0. O

5. Asymptotic behavior of Y

5.1. Pointwise ergodic theorem. The aim of this paragraph is to
prove that Y satisfies the pointwise ergodic theorem. We begin to show
that Y is bounded in L2

LEMMA 5.1. The process Y is L?>-bounded.

PRrROOF. The It6 formula implies, with V =W + x
2|v;[?

d|Yif* = 2(Y;, dBy) ~2g(1) (¥, VW (¥2))dt—29 (1) (Y, Vx(¥2))dt—~ -

dt+ddt.
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But by hypothesis W is strictly convex everywhere, with a constant of con-
vexity C, and y a compactly supported function, therefore y — (y, Vx(y))
is bounded (by a positive constant M). For all n € N, define the stopping
time 7, = inf{¢; |Y;| > n}. Then we get by localization (and because g is a
non decreasing function):

E[Yirr,|? < E|Yo|* + dt + MG(t) < oo.

Thus, we let n goes to the infinity, we use the lemma of Fatou and for
all t > 0, we get Y; € L?. By application of the It6 formula, we find the
following inequality

d 1
—E|Y;*> < —2(Cyg(t) + — | E|Y;|? +d + Mg(t).
SEE < =2 (Col0)+ L ) BV + a4 Mo(0

Now we solve this inequality by solving @ = —2(Cyg(t) + %H)u and then

BV < () (EWOP + [ @+ Mo(s)u(s) ds ) = 000
O

REMARK 5.2. The same result holds for V(Y;) by adapting the proof.

The idea (in order to obtain the ergodic result for Y) is to introduce
a dynamical system ¢ for which Y is an asymptotic pseudo-trajectory in
probability, that is

DEFINITION 5.3. The process Y is an asymptotic pseudo-trajectory in
probability for the flow ¢ if VI, > 0, it holds

(5.1) lim P ( sup |Yirn — dn(¥y)| = a\ﬂ) =0.
t—oo  \ g<p<T

We refer the reader to [I] for more details on the notion of asymptotic
pseudo-trajectory.

Let us consider the time-changed process Yg-1(;). This process satisfies
in particular (for all h > 0)

h
Yo-144n) — Yo10) = Ba-104+n) — Ba-11) — /O VV(Yg-1(145))ds

h ds
_ Yo =
/0 G Lt + 5)
where we have defined x(t) := (r + G71(t))g(G1(t)).

PROPOSITION 5.4. Let ¢ : R x R* — R be the flow defined by

(52) Coula) = —VV(i@); dola) ==
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Then 'Y is an asymptotic pseudo-trajectory in probability for the flow ¢, that
is we have for all T >0 and o > 0:

tlimP ( sup ‘chl(tJrh) — d)h(YG—l(t)” > a|}—t> =0.
o0 0<h<T

_ Proor. A simple computation enables us to find, with the notation
Y% = chl(t) and Bt = Bgfl(t), that

~ ~ ~ ~ h ~ ~
Vien—on(V)) = Bran— B+ /0 (VV(0:(T0)) ~ YV (Fiy)) ds

/h ? ds
o Tr(t+s)
If we now consider the square process |}~/t+h — gbh(}N/t) we can apply the

Ito formula to the function h — e 26"V, , — ¢ (Y7)[2. We recall that V is
a strictly uniformly convex function out of a compact set, that is the sum
of a uniform convex function W (with constant C' > 0) and a compactly
supported function x such that Vy is C-Lipschitz. It then implies

1 oA~ ~ oA [~ -~
A2V = on(T)P) = 72 (Vi — én(V0), B )

2
" o—2Ch (?Hh _ ¢h(3~/¥)a VV((bh(?t)) — VV(?tJrh)) dh

%,

Y 1 ~ =\ o
+ e QChm (Y;:—s—h — ¢h(Yt),Y;€+h) dh

1 ~ ~ ~
+ 5e‘”"d < Yiy — ¢.(Yy) >n

Ce > MYyyp — on(V)Pdh

= eiQéh(erh - ¢h(57t)7 d§t+h)
~2Ch|y, = 1
— Ce 2C’h‘Y2+h - ¢h(}/t)’2dh + mdh
e—2Ch o
wrr g (T = 0n(70). Yo ) .

As a consequence, we have the following upper bound for the square process:

1 . . N S
L osup [Tian—on(@)P < sup eﬂ”{/’e 205(T,45 — (V) dBrss)
0<h<T 0<h<T 0

ezéT T 1
d
T A gty
. /h e (v = 0300, Vi)
0 k(t 4+ s)

S.



We can now deduce a upper bound for the mean of the preceding pro-

cess. By the inequality of Burkholder-Davis-Gundy for the local martingale
Oh e 205(Y; s — ¢s(Y:),dBy1s) and a rough upper bound for its quadratic

variation, there exists a positive constant C5 such that:

E ( sup_|Visn — <Z>h(17t)l2> < Gt T(GTHEHT) - GTH )R ( sup_[Yiin — ¢T(3~’t)!2>

0<h<T 0<h<T
+ TGN+ T) - GH(1)
+ TR < sup /h (ﬁﬂ - ¢s(§~/t)a1~/t+s) ds) .
0<h<T Jo K(t + )
We now need to estimate the last mean of the previous inequality. We have:
/Oh (ﬁ-ﬁ-s - (bs(i)vi}t—l-s) /<c(td—|s—s) < ;/Oh |}/t+;(;fs£)yt)‘2ds + ;/Oh %ds

The next step is to use the lemma [5.1] and the fact that the function k is
non-decreasing in order to find the bounds:

oo 2
Y; MT
E| sup / [Yis| ds| < —;
o<h<r Jo K(t+s) )

K(t
E| sup /h |}~/t+s - (bs(z)'st r
0<h<T Jo /@(t + 8) K(t

—— B | sup |Yien — dn(Y0)] ]
(t)  \o<h<r
But by hypothesis, we recall that (G=1(t+7T)—G~1(t)) and x(t) ! converge
to 0 when t increases to the infinity. As a consequence we obtain for ¢ large
enough:

IN

= = . op T
E( sup [Yign — (Vo) | < 287G (¢ 4+T) - G7H(1) +2Me*T —.
0<h<T K(t)

To conclude, we just need to use the inequality of Markov:

~ ~ 1 ~ ~
P < sup [Yipn — on(Y2)| > alﬁe) < E ( sup |[Yipn — ¢h(Yt)|2>
0<h<T « 0<h<T

and the result follows. O

LEMMA 5.5. Let us consider (u¢~ " ,t > 0) the family of the normalized

occupation measure of the time-changed process Yg-1. Then (,uf_l,t > 0)
is a tight family of measures.

ProOOF. We will show that a.s. ¢(t) := fg V(Yg-1(5)ds = O(t) and the
result follows (indeed let A > 0 and K a compact set such that Vo € K¢ we
have V(z) > A then uf (V) > Auf ™" (K*)). From the growth assumption
(3.1) on V', we know that there exist a,b > 0 and for all ¢ > 0, the convexity
assumption implies that there exists a constant k. such that

AV <a+bV and V < k. 4 ¢|VV|
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It then easily implies that
t
(5.3) o(t) < k.t + 6/ \VV(YG-1(S))|2ds
0

and fg AV (Yg-1(s))ds < at + bp(t). If we apply the Ito formula to the
process t +— V(Y-1¢)), we obtain that

V(Yar) — V(Vaiq) = /0 (VV (Yo (s)), dB,) - /0 9(9)|VV (Vi1 () [2ds

B t (YG—l(s),VV(Yg—1(S))d5 1 t .
(5.4) /0 (T+G_l(8))g(G_l(5)) + 2/0 AV(YGA(S))d .

We have two cases: on the set {< [((VV(Y5-1(s)),dBs) >c< 00}, this
(local) martingale is bounded in L? and thus converges, whereas on the
other set {< [(VV(Y5-1(s)),dBs) >co= o0}, we have the a.s. equality
[5(VV (Yg-1(s)),dBs) = o (< [5(VV(Yg-1(s)),dBs) >¢). Therefore for t
large enough, we get

| Ve @) < 5 [ VYo
0 0

and the It6 formula (5.4) implies for ¢ large enough

t t
/ V(Yoo Pds < 2 / 9(3)[VV (Yo Pds
0 0

IN

t
/(; AV(Yg—l(S))dS — QV(Yg—l(t)) + 2V(YG*1(O))

2/t (chl(syVV(YGfl(s)))ds
o (r+G(s))g(G71(s))

S at + b(p(t) + QV(Yg—l(O)) = O(t) + bgo(t)
We use this result for the inequality and we choose € small enough
such that there exist C1,C2 > 0 with ¢(t) < Cit + CaV(Yg-1(g)) that is
o(t) = O(t). 0

THEOREM 5.6. The process Y satisfies the pointwise ergodic theorem.
More precisely, there exists some deterministic a;,b; > 0 such that u; con-

verges (for the weak convergence of measures) toward >, a;j0m,+ Y, bionr,.
1<i<n 1<i<p

PRrROOF. The proof of this result is divided in several parts. We consider
the time-changed process Y-1(;). We have introduce the dynamical system
¢ of the proposition and prove that Yg-1() is close to the flow induced
by the dynamical system.

We recall the result of the lemma for all T > 0 and o > 0 that

tlim]P’ ( sup |Yo-1(4n) — on(Yo-1(0) > a) = 0.
—00  \ 0<h<T
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The main result of Benaim & Schreiber [5] implies that the limit points of
the normalized occupation measure of Yg-1(.) are included in the set of all

the “invariant measures” for the equation $¢y(z) = —VV (¢ (x)) with the
initial condition ¢g(z) = x. But all these invariant measures are included
in Vect{6my, - 0m,,0n, -+ ,0nm,}. Therefore, if we have only a local

minimum, we are done and we have the convergence. Else, let uf ' be the
normalized occupation measure of the time-changed process Y;-1 defined at
the beginning of the section. The lemma asserts that: (u& 't >0)is a
tight family of measures.
So we now have proved that the normalized occupation measure of Y;-1
converges a.s. t0 Y i @j0m, + > vy bidns, (where a;, b; are some constants)
and the last step is to show that the same result holds for Y.
For all continuous bounded function v and ¢ > ¢, by an integration by parts,
we have
G(t) g1, G@) ¢ L9 (5)G(s) g
/ (¥a)ds = s uGay — oG T /q 20 Gy

But we have fqt g (gé)g)(s) ds = —%tt)) + iq)) +t — q. It implies that
G(q)

/qtil}(ys)ds = (t- )MG(t)%Z) ()<M0(t)¢ MG(qﬂ/))

t g (s)G(s), g1 —1
+ /q T(S)(Ng(sﬂﬁ - Mg(t)w)ds-

As ug&;w converges a.s., we deduce that

g (s)G(s)
C2(s)

Using the integration by parts, we easily see that % | b ;SQ)(S)(S) ds is bounded

o = o(1) + G+ 1 / (WS — nG)ds.
q

q
and we are done. O

REMARK 5.7. We deeply believe that b; = 0 for all i.

5.2. Almost sure convergence. We will prove that the process Y
converges a.s. towards a minimum. Let 0 < ¢ < gg and T' > T be as in the
previous part. Let m be a local minimum of V such that |Yr —m| < e.

LEmMmA 5.8. If tlimg(t)_llogG(t) = 0, then for all ¢ > 0, we get
fooo e~ 9 dt < +o0.

PROOF. For all € > 0, there exists ¢ large enough, such that for all
s > t, we have g(s)/log G(s) > e~'. Moreover, we know that there exists a
positive constant a such that for ¢ large enough g(t) > a and then G(t) > at.
As a consequence, we get g(t) > e !log(at). We now conclude the proof
[ e(elslan)/edt < oo (for example, we choose £ = ¢/2). O
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PROPOSITION 5.9. If g(t)~!log G(t) converges to 0, then Y; converges
a.s. and for all i, we have P (tlim Y, = mz) >0 and P (tlith = MZ) =0.
—00 —00

ProOOF. We begin to prove that Y converges a.s. by using the result
of Benaim ([I] proposition 4.6). It asserts that if F(z) = —VV(z) is a
continuous globally integrable vector field, if for all ¢ > 0, we have that
I e9°G (D¢ < 400 and P(stzp]Yt] < 00) = 1, then Y is almost surely an

asymptotic pseudo-trajectory for the flow induced by F'. Actually, the first
and last conditions are easily satisfied under our hypothesis. Moreover, as
G~! is a nondecreasing function, the integral f;° e~9(t)d¢, which is finite, is
a upper bound for the preceding integral. As a consequence, the process Y is
an asymptotic pseudo-trajectory for the flow ® defined by . Thus the set
of the limit points of Y is an attractor free set. Finally, Y converges almost
surely and the limit points of ¥ are included in the set {z; VV(z) = 0}.

If Y converges to Y, then the limit-process Y, is not a local maximum
M; because of the proposition We work on the event {Vs > T;|Ys —
m;| < e}. We recall the proposition We have a.s. that V; < Yy r —

m; < Uy with limsupU; = —ltieriant = tlim Vg(t)~tog G(t). It then holds

t—o00

lim Uy / 0gGt) _ 1 4.5 and thus U; %55 0. The same holds for V; and the
t—o0 g(t) t—o0

result follows. (]
COROLLARY 5.10. If V s a strictly uniformly convex function every-

. . .. a.s.
where (with a unique minimum m), then Y; — m.
t—o00

PROOF. One more time we consider the one-dimensional case and m =
0. In this case we mimic step by step the proof of the proposition [4.3] in
order to find the a.s. inequalities for all £ > 0

(5.5) e —m| < |Ut] + [Vil,
and we use the law of the iterated logarithm. ([

REMARK 5.11. On one hand, if there exists a local minimum m # 0,
then P(fz, converges) < 1. On the other hand, if 0 is a local minimum, then

I, converges on the set {‘fg V48 | < oo}

Sr+s
6. Behavior of X in the case of a general potential

6.1. Ergodicity of X. For the moment, we have proved that Y satisfies
the pointwise ergodic theorem. The main question of this paper is to know
whether X also satisfies the pointwise ergodic theorem or not. The answer is
naturally: it depends on the function g! Nevertheless, the following results
give necessary and sufficient conditions for the ergodic theorem for X.

REMARK 6.1. The process [, converges a.s. if and only if ngﬁ

Sr+s
converges. In particular, if Yy ta—s> 0 polynomially fast then the process i,
CoOnverges a.s. o
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A necessary condition for the almost sure convergence of Y to 0 is to
consider a potential V' with a unique minimum 0 (for instance symmetric
and convez).

PROPOSITION 6.2. The process X satisfies the pointwise ergodic theorem
iof and only if i, converges a.s.

Proor. We recall that X; = Y; + ;. We have shown in the preceding
section that Y always satisfies the pointwise ergodic theorem (as we have
proved it before). To conclude the proof, we will use the Fourier transform
of the normalized occupation of X. We have for all u € R%:

t i(u,le) [T
tJo t 0

t
n % /0 Gl Y:) (ei(u,ﬁs)_euu,ﬁw))ds

The first right member converges a.s. to e!(“F) [V (dy). For the
second right member, we use the Cesaro result to prove that it converges
a.s. to 0. We can now conclude that X satisfies the pointwise ergodic
theorem. O

6.2. Almost sure convergence. In order to study the asymptotic
behavior of (X, ¢ > 0), we will consider the process Y defined by Y; =
X, — 7,

THEOREM 6.3. Suppose that \/g(t)~1log G(t) = o((logt)~1). One of the
following holds:

(1) If 0 is the unique local minimum of V' then

> ds > ds
P( X w Y, =Pl Im Y, =1,
( t_>'u+/0 r+s> (Mt%u—i_/o T—l—s)

(2) If 0 is a local minimum of V' and there exists other local minima,
then

> ds
P(x o [0 ) R - o) =
0 r+s
and

> d R d
1>}P’<Xt—>u+/ YSS>>0,1>P<ut—>u+/ Y, S>>o;
0 r+s 0 r+s

(3) If 0 is not a local minimum of V', then
P(1X,| — 00) = P(, — 00) = 1.

Proor. We only have to recall that Y; = X; — iy and apply the propo-
sition added to the inequalities ([5.5] to find:

o If m = 0 then both fz; and X; converge a.s.

e If m # 0 then 71, % sgn(m)oo and X; does not converge a.s.
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U
REMARK 6.4. The tlim g(t)"tlog G(t) = 0, is for instance satisfied for
—00
g(t) =8, with B> 0, or g(t) = €.
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CHAPITRE 2

Convergence en loi de certaines diffusions
auto-interactives : la méthode du recuit simulé

Le titre original de cet article, écrit en anglais, est “Convergence in
law of some particular self-interacting diffusions : the simulated annealing
method”. Il s’agit d'un complément de I’étude menée au chapitre précédent.

1. Introduction

In a preceding paper ([4]), we have obtained some necessary and suffi-
cient conditions for both the pointwise ergodicity and the almost sure con-
vergence of some self-interacting diffusions. We will go further in the study
of such processes. The aim of this paper is to obtain necessary and sufficient
conditions for the convergence in distribution of the self-interacting diffusion
X defined by

(1.1) dX; = dB, — g(t)VV (X, — fi,)dt, Xo=a

where B is a standard Brownian motion and i, denotes the empirical mean
of the process X, defined by

N A -
(1.2) = <7“M+/0 Xsd8> s Ho = [i-

Here p is an initial (given) probability measure on R?, i denotes the mean
of 4 and r > 0 is an initial weight.

The idea is to use the well-known theory of simulated annealing, which
has been developed a lot since the 80’s. An important question for phys-
ical systems is to find the globally minimum energy states of the system.
Experimentally, the ground states are reached by a procedure, the chemi-
cal annealing. One first melts a substance and then cool it slowly, being
careful to pass slowly through the freezing temperature. If the temperature
decreases too rapidly, then the system does not end up into a ground state,
but in a local (but not global) minimum. On the other hand, if the temper-
ature decreases too slowly, then the system approaches the ground states,
but very slowly. The competition between these two effects determines the
optimal speed of cooling, that is the annealing schedule.
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The study of simulated annealing has (at least!) involved the theory
of (homogeneous and) non-homogeneous Markov chains and diffusion pro-
cesses, large deviation theory, spectral analysis of operator and singular
perturbation theory.

Pioneer work was done by Freidlin an Wentzell [7]. The initial problem
consists in finding the global minima of a certain function U. Actually, one
has to study the diffusion Markov process X¢ in R% given by the Langevin-
type Markov diffusion (we emphasize here that ¢ = ¢(¢) in the SDE)

(1.3) dX¢ = edB; — VU(X?)dt.

Here, X¢ may be considered as a perturbation of the trajectory X° of the
dynamical system dji’? = —VU(X}). The idea is the following. If the
temperature € is constant for a sufficiently large amount of time, then the
process X°¢ and the fixed temperature process behave approximatively the
same at the end of that time interval. We denote by Min the set of all
the global minima of U. The optimal annealing schedule, that is e, for

the convergence criterion P(X; € Min) P 1 was first determined by
—00

Hajek [11] for a finite state space. Chiang, Hwang and Sheu [5] studied
the convergence rate of P,(X§ € ) via the large deviations of the transition
density of X€. It is actually strongly related to the spectral gap of the
invariant measure associated to the process X¢.

Chiang, Wang and Sheu were one of the firsts to show the convergence
of the algorithm of the simulated annealing, for £(¢)? = k/logt for k large
enough. Later, Royer [21] obtained the same result for £ > A, where
A is a constant related to the second eigenvalue A5 of the corresponding
(to X¢) infinitesimal generator. We remark that the result is optimal in
the sense that X¢ does not converge in probability for £k < A. Moreover,
Hwang and Sheu [13] established (by probabilistic methods) the existence
of A := lin%) — £2log A5. Finally, Holley and Stroock [14] initiated an other

E—

method and proved, in the discrete case, the convergence of the simulated
annealing algorithm via the Sobolev inequality. They went further in their
study with Kusuoka [12]. Later, Miclo [20] proved, by using some func-
tional inequalities, that the free energy (that is the relative entropy of the
distribution of the process at time ¢ with respect to the invariant proba-
bility at that time t) satisfies a differential inequality, which implies (under
some decreasing evolution of the temperature to zero) the convergence of
the process to the global minima of the potential.

A natural question arises: what happens if the temperature, that is
€, decreases too fast to zero? Then, the potential can freeze in a local
minimum (the “choice” of this minimum depends on the initial condition)
and therefore the process converges to this local minimum.
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As it is now usual, we begin to study the process Y; := X; — [i;, which
satisfies the following SDE

dY; = dB; — g(t)VV (Y;)dt — Y;-4L

tT‘-‘rt’
(1.4) Yo=2z—[;
— dt
dp, = Y5

We will adapt the simulated annealing method to Y. We will prove that,
depending on g, either the process Y converges in probability towards a
variable which is concentrated on the global minima of V or converges in
distribution.

The paper is organized in the following way. In Section 2, we recall the
notations and hypothesis. The most important results of the preceding paper
are reminded in the Section 3. The fourth section is devoted to the study of
the process Y. In particular, we prove the convergence of Y in probability
towards global minima thanks to the simulated annealing method and its
convergence in distribution towards local minima. Finally, we deduce in the
Section 5 some necessary and sufficient conditions for the convergence of the
self-interacting process X.

2. Notation, hypothesis and existence

We recall briefly the notation of Chambeu & Kurtzmann [4] which will
be useful in the following. We denote by G the function G(t) = f(f g(s)ds. In
the whole following, (-,-) denotes the Euclidian scalar product. We denote
by P(R?) the set of probability measures on R,

In the sequel, the technical assumptions on the potential V : R? — R,
are the following:
(1) (regularity and positivity) V € C*>(R%) and V > 0;
(2) (convexity) V is strictly uniformly convex out of a compact set K
and lim,|_, 4 V(2) = +o00;
(3) (growth) there exist a,b > 0 such that for all x € R% we have

(2.1) AV (z) <a+bV(x).

We also assume that V' has a finite number of critical points. Let Max =
{My, My, ---, M,} be the set of the saddle points and local maxima of V" and
Min = {my,mg,--- ,my} be the set of the local minima of V', such that for
all 4, we have detV?V (m;) # 0. Without any loss of generality, we suppose

that miréV(ac) = 0. We assume that Vi, V& € RY, (V2V(m;)¢,€) > 0. The
zeR

convexity assumption implies that we can decompose V = W + x where W
is a strictly convex function and y is a compactly supported function: there
exists ¢ > 0 and C' > such that V2W (z) > eId > 0 and Vy is C-Lipschitz.

We also assume that the application g : Ry — R satisfies:
(1) g € CY(Ry) is such that tlim g(t) = 400 and ¢(0) > 0;
—00
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(2) forall T >0, Gt +T) — G~L(¢) b~ 0 where G~ is the gener-
—00
alized inverse of G;

(3) t% converges when ¢ tends to the infinity.

We have already shown that the SDE (1.1) studied admits a unique
global strong solution:

PROPOSITION 2.1. ([4] proposition 2.4) For any x € RY, u € P(RY) and
r > 0, there exists a unique global strong solution (X, t > 0) of .

3. Former results

It has been proved in the preceding paper [4] the following results. In
the whole section, the process Y is the solution to (|1.4)).

PROPOSITION 3.1. (proposition 4.1) With probability 1, the process Y
gets close to the set Min U Max, that is Ve > 0, let Tf := inf{s >
t;d(Ys, Min U Mazx) < €}. Then, for all t > 0, we have Tf < oo almost
surely.

PROPOSITION 3.2. (proposition 4.3) Suppose that t = o(g(t)). Let g >
€ > 0 and Y the solution to . If there exists Ty > 0 such that, for
al T > Ty, |Yr —m| < g, then the event {Vs > T;|Ys — m| < €} has a
positive probability to occur. Moreover, almost surely, on the event {Vs >
T;|Ys —m| < e}, we have

Yipr —m| =0 <\/g(t Y T) log G(t + T)) .

PROPOSITION 3.3. (proposition 4.4) Let 0 < € < e1, M; a local maximum
of V_and T a positive stopping time such that we have |Yr — M;| < €. Then

PVs>T; |Ys— M;| <e)=0

THEOREM 3.4. (theorem 5.6) The process Y satisfies the pointwise er-
godic theorem. This means that with probability 1, the normalized occupation
measure of Y converges weakly to a random measure, and what is more, this
last measure is a convexr combination of Dirac measures taken in the critical
points of V.. More precisely, there exist a;,b; > 0 such that

1 [t " P
t/ dy,ds . Z @i0pm,; + Z bidn, a.s.
0 IR i=1

4. Asymptotic behavior of Y

Instead of considering Y, we are interested in the time-changed process
Zy = Yg-1(). This last process satisfies the following SDE

(4.1)
1

Z
a7, = 7_1@)% - (vwzt) + L

(r+G=H(t)go G71(t)

>dt, Z():Z,
goG
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where W is a Brownian motion such that —————dWW; has the same law

VgoG—1(t)
as BG—I(t)D

4.1. Tightness. We begin to prove that the law of the process Z is a
tight family of measures.

LEMMA 4.1. (Chiang-Hwang-Sheu) There exist two constants R,c > 0

such that
c

goG=it)

PROOF. We reproduce the proof given by Duflo [6]. There exists r such
that, for V(z) > r, we get |[VV (x)|?> > 2¢V (z) where ¢ > 0 is a constant. Let
# be a non-negative and non-decreasing function of class C2, ¢ : R — [0, 1]
such that ¢(z) = 0 for z < r, ¢(z) = 1 for z > R where r < R < 0.
Then, the continuous function V(¢ o V) = (¢’ o V)VV is bounded (because
its support is compact). Consider the application ¢ := (¢ o V)V. We apply
the It6 formula to the function z +— ¢ (x) and we get

E (V(Z)h(z)2r) <

dv(Z) = V(goG=1(1) " (Vi(Z),dBy) + Ay (Zy)dt

2g o GL(t)
— ((Z5 e} V(Zt) + V(Zt)d)/ e} V(Zt)) X

(2, VV(Z)) dat
(r+G7'(t)goG71(t) )
Let a(t) := E[p o V(Z;)V(Z;)]. Following the lines of the preceding paper
(lemma 4.8), we obtain that EV(Z;) = O(1) and therefore everything is
well-defined. We recall that 0 < ¢ < 1 is bounded and ¢ is a compactly
supported function. Because of the growth assumption (3.1) on V', we easily

obtain that there exists a positive constant ¢ such that Ay < ¢(¢ o V)V.
Therefore, the preceding formula leads to

o(t) = MEAWZO
— E[(¢oV(Z) + V(Z)d' (Zs) o V(Zy)) x
(2, V'V (Zy)) )]
(r+G=1(t)go G~L(t)

a(t) + M((r+ G (t)go GTH(t) ™"

< (rvwzm? T

X

(\W(Zt)r? n

__°

2g 0 G71(¢t)
— E(¢oV(Z)IVV(2Z)P)

(Z¢,VV(Zy))
E V(Z .
(¢° At G g 61

We recall that V. = W + x, where W is strictly convex, this implies that
there exists a constant a > 0 such that (z, VW (z)) > a|z|?>. Moreover, Vyx

1The Wiener processes B; and W; are not the same, but this does not matter because
we are only interested in the probability distributions.
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is supposed to be Lipschitz, with a constant C > 0. Therefore, we get that
there exists a positive constant M such that

) < gl M+ G ()90 G (1) 2t
= |Z:|?
+ OB 0oV @ o)
ma(t) + M((r+ G t)go G ()" = 2calt)
+ n a(t).

(r+G=H(t)go G~1(1)

Thus, for ¢ large enough, we have o/(t) < —ca(t)+ %(gOG_l(t))_l. In order
to solve this inequality, let a(t) := B(t)e*. This yields to a(t) < chgTC—l(t)‘
To conclude, we just need to remark that 1ry>p < ¢ oV and finally the
result follows. O

COROLLARY 4.2. The processes Y and Z are tight.

PRrROOF. The previous proposition implies that E(V(Z;)) = O(1). In-
deed

EV(Z) = E(V(Z) v (z)<r) + E(V(Z) Ly (z)>r) < R+ fco)-

Then, for a positive constant A, there exists a compact set K such that
{V < A} C K and then

P(Z, € K)>P(V(Z) < A) >1—
O

4.2. Convergence in distribution towards the global minima of
V. We define €2(t) = goGiEl(t) and a(t) = (r + G7(t))e2(t). The process
Z reads

(4.2) dZ; = e(t)dB, — VV(Zy)dt

where we have defined Vi(x) := V(z) + % Actually, we will prove that
this non-homogeneous Markov process converges in distribution to its “in-
variant” probability measure. Of course, if we suppose that a(t) = a and
g(t) = e, then the convergence in distribution is obvious. It happens that a
crucial constant A, the spectral gap, appears naturally in our study. Heuris-
tically, when the time is of order eE_ZA, the transition density has a nice

lower bound and the process is very close to the invariant probability
1
Z(t,e)

It remains to compute the convergence of ¢ to the infinity.

(4.3) II; . (dz) == e~ 2 Vi@ qg,
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Let L. be the operator defined by L. := %52A— (VVi, V). As |VV4|? —
AV, is bounded from below, the theory of Schrodinger operator implies that
Ly is self-adjoint in L?(TI; ). Moreover, under our hypothesis (|VV;|? — AV,
bounded from below), the operator L;. admits a spectral gap. Moreover,
when |VV;|? — AV, goes to the infinity as |z| — oo then the spectrum of
L. is discrete: 0 = Ai(t,e) < —Az2(t,e) < .... The subspace corresponding
to the first eigenvalue A\i(¢,¢) is composed by the constant functions and
therefore

Ao(t, ) = inf{/ IVo|*dIl,.; Varn, (¢) =1,¢ € D(Rd)} .

Our first aim is to compute the eigenvalue Ao and study its behavior when
t — oo (that is e — 0).

LEMMA 4.3. Let € > 0 be fized. The probability measure I1; . converges

weakly, ast — oo, to Iy (dz) = %6*2572‘/(96)(1%

PRrROOF. We just need to recall that e2a(t) = r + G~1(t), which diverges
with ¢t. The end of the proof is straightforward. Moreover, the convergence
in uniform in €. We recall more explicitly that

2
|z

Z(t,e(t)) = / e 2 POV T 4,
R4

Let K be the compact set K := {z|V(x) < 1}. There exists a constant
A > 0 such that K C B(0, A). Then, on one hand, we get

/ 6—25*2(15){/(33)6*2a(tl)slz(t) dz < / 6—25*2@)6*27(!)6‘2(” dz
c Rd
< Cla(t)e2(t)) 22720

On the other hand we obtain,
2|2
/ ETOVE G, > / =2 2OV (@) a7
K K
> / 6_25_2(t)V(x)e_Qa(t)?Q(t) dz.
K
But we know (see [15] or [23]), by the Laplace formula, that

/ e ETOVE s~ N (2me?(4) YA (det VAV (2)) T
K i

too

where (z;); are the whole global minima of V' (we recall that it is a finite
set). As a consequence,
Z(te(t)) ~ Y (2me’(t) ¥ (det VAV (x)) 2.
too -
(2
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By the same method, if ¢ is a continuous function with a compact support
which contains, for example, only the global minimum z;, we have

_ o a2
/ d(z)e~2 2 OV@) e 2a0eT® dg ~ (22 (t) Y2 (det V2V (21)) 2 p(a1).
R o0
This gives the explicit form of IIj. ([l

Consider for a moment Il .. We remark that V; converges to V' when
t goes to the infinity. Then, Hwang [15] established that Il . converges
weakly when e converges to zero. Let N the set of the global minima of V.
Then, Hwang has proved the following:

e if A\(N) > 0 (where A is the Lebesgue measure on R?), then Tl .
converges weakly to ﬁ]lNdx;
o if N = {z¢}, then Il . converges weakly to d,,;

o if N ={z1,...,2p} then Il converges weakly to
1
det V2V (z;)) Y26,
S (det V2V (z;))~1/2 Z (de () ‘
1<i<m 1si<m

e more generally, if N is the finite union of some smooth manifolds
(C?), and each component is a compact smooth manifold, connected
and has a dimension strictly lower than k, and the determinant of

the Hessian (normal to N in x € N) det (%(w)) is not identi-
cally zero. Then, there exists a probability measure M, on the
highest dimensional manifolds, such that Il . converges weakly to

L v ~1/2
[ (det (- (@))) /2 M(d) (et < de2 (33))) M(dx).

We adapt to our setting the results of Hwang in the following proposition.

PROPOSITION 4.4. The probability measure 11; . ;) converges weakly to Ilg
as t goes to the infinity. Moreover, the probability measure Iy concentrates
on the global minima of V.

PROOF. The result of Hwang shows that the probability measure II,
converges weakly to Il as ¢t goes to the infinity, and the probability measure
IIy concentrates on the global minima of V. We combine this result with
the lemma and the result follows. O

Let zo € R? such that V;(z9) = 0. Let K be the compact set correspond-
ing to the support of .

DEFINITION 4.5. The maximal height of the function V; is the non-
negative function m(t) defined by

(4.4) m(t) := sup{Hy(x, z9) — Vi(z); =€ K},
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where
Hy(z,z) = inf{E(7); ~eC'([0,1],K);7(0) =xz,~(1) =z},
Ey(y) = sup{Vi(v(v)); w€0,1]}.

REMARK 4.6. 1) The mazimal height function m(t) does not depend on
zo and we will choose zg = 0 in the following.
2) The function m(t) corresponds to the mazimum of all the minimal ener-
gies one needs in order to go from each point of R? to z.
3) The function m(t) is positive if and only if there exists several local min-
ma.

LEMMA 4.7. We have that lim m(t) = m, where m is the mazimal height

t—o0
function corresponding to V.

PROOF. Let us M := sup|z|®. It is clear that for all path ~y, we have
TeK

E(y) < E(y)+ % Then, by definition we get

M
|Hi(2,0) — Hoo(z,0)| < W

As a consequence, we get that there exists C' > 0

~—

uch that
‘ (t)_ ( )’<_ {‘ - —7| ’2
m m(oo sup Ht(a:,O) Hoo(a:,O) a(t)

and the result follows. O

w0

; xeK}g

A very important theorem permits us to relate the height function to the
second eigenvalue of the infinitesimal generator of Y (that is the constant
involved in the spectral gap inequality).

THEOREM 4.8. (Jacquot, theorem 1.1) 111%52 log A2(00,€) = —2m(00).
E—>

In order to prove that the process Z converges in distribution towards
the global minima of V', we need two more technical results. Among several
possibilities, we follow the approach initiated by Holley and Stroock [14],
Holley, Kusuoka and Stroock [12] and Miclo [20]. We suppose in the follow-
ing that goG~1(t) is asymptotically equivalent to @
(we will give explicitly the constant ¢ in the following).

for ¢ small enough

DEFINITION 4.9. The measure p satisfies the logarithmic Sobolev in-
equality, with the constant c, denoted LSI(c), if for all function h € L?(u),
we have

/h2 log h2dp — (/ h2du> log (/ thu) < c/Vh\Zdu.

Let p(s,x,t,y) denote the density of the semi-group corresponding to
the non-homogeneous Markov process Z.
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LEMMA 4.10. The family of probability measures (I .;),t > 0) satis-

LOSC
fies a logarithmic Sobolev inequality LSI(C(t)), where C(t) = 2e=®%”"X /¢
(where we recall that V. =W + x and c is the convexity constant of W ).

PRrOOF. The idea is to use the celebrated Bakry-Emery I'y criterion [2].
We recall that, to the operator L;.(;), we can associate the operator “carré
du champ”, that is (for all function f,g € C*)

1
(4.5) Fy(f,g) = ) (Lt,e(t)(fg) - th,e(t)g - th,a(t)f) .

Then, we define the operator I's as

(46)  TYO) = 5 LocTV (1) = 20 (7 Lo )

The I'y criterion asserts that if there exists a positive constant C' such that
F;/t > C’I‘Xt, then II; .(4) satisfies a logarithmic Sobolev inequality, with the
constant 2/C' (see for instance Ané & al [I], chap.5).

An easy calculation, for all function f of class C* leads to

2
L) = ‘S(;)IVfIQ

and
e(t)?

e(t)? c(1)4
ry o) = 2@ vrven « e+ 25

2

As V (and also V;) is a strictly convex function out of a compact set,
we have the decomposition V' = W + x where W is strictly convex with a
constant ¢ and x is a compactly supported function. We apply the criterion
of Bakry and Emery to the function W and we get that T} (t)(f) > ¢TI}V (f).
Thus, the probability measure e 26 (W (@)+]z]*/a(t)) /Z satisfies the inequal-
ity LSI(2/c). We conclude, by the perturbation lemma due to Holley and
Stroock [13], that the measure II, . (4 satisfies a Sobolev logarithmic inequal-

_2_
ity with a constant less than 2e=®? OSCX/C, where osc(x) = sup xy—inf x. Thus
the result follows. O

LEMMA 4.11. The invariant measure 11, . admits a spectral gap: there
exists a constant Aa(e) > 0 such that for all s > 0, all continuous f €
L2(I0; )

1P f =T e fllr2q,.) < €209 Vary, L (f).

Proor. We still know that II; . satisfies the inequality LSI(C(t)).
Therefore, we get the spectral inequality with Ao (¢, £(t)). O

We want to use some functional inequalities in order to prove the con-
vergence of Z; (and thus Y;) towards the global minima of V.
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DEFINITION 4.12. We define the free energy (up to an additive constant),
also named relative Kullback information, of a measure P with respect to a
measure 11 by the following:

dP
H(P|I) :—/dPlogdH.

Equivalently, if we suppose that P, respectively 11, has a density p, respec-
tively 7, with respect to the Lebesgue measure X\, then we define

(4.7) H(p|Il) = /plog Pan.
T
PRroPOSITION 4.13. For all initial tg, xo, we get

d 2
aH (p(tg,.%'(],t, ')‘Ht,a(t)) < _C(t>

— 4e()e(t)? / p(to, o, t,)(Vi— < Vi >1, ) )dA

e(t)’H (p(to, xo, t, )|y o (z))

+ di)z/p(tg,xg,t,~)(w < Vi >, )dA

PrOOF. We adapt the proof of Holley and Stroock [14] (and Miclo [20]).
In order to shorten notation, let p; := p(tg, xo,t,) be the distribution law
of the process Z;, knowing that Z;, = xp. We recall that the family of
probability measures (IT; . (;),t > 0) satisfies a Sobolev logarithmic inequality
LSI(C(t)). We have II; .4y (dx) = m; ;) (x)A(dw). Therefore, we choose the

function
hy = Dt :
Tt ,e(t)

where we remark that [ h7dII; ;) = 1.
As a consequence, we get by the lemma[4.10] that there exists a constant
C(t) such that

(4.8) H (pe|y c(1)) —/Pt log Pax < C(t)/|Vht’2dHt,a(t)'

Tt e(t)

It remains to compute the derivative of h;. We find that
\Y% \AZ
Vh = Y2 <pt+2 ;),
2T ety \ Pt e(t)
We put this last estimate in the preceding inequality and thus

C(t) Vpy vV |
H(pe[My o)) < 4/}% ?+2e(t)2 .

We recall that we are looking for an inequality including the time-derivative
of the free energy H. We have

d . Pt / Tt e (t)
4.9 — H (p|1I = / lo dX — ——=dA\.
(4.9) dt (Pl t,e(t)) bt log Tt bt Tt
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Our strategy is to find a upper bound for the both terms on the right hand
side. The Kolmogorov forward equation reads

. 1 1
(4.10) P = 55(t)2Apt +(Vp,,VV) =V - (25(75)2th +ptVV}> .

We also remark that we have the following estimates:

ts ( ) 2 . .
(4 11)@ (t)3 (W_ <V >7Ft,g(t)> - W(W_ <Vi >Ht,s(t>)’

where we have used the usual notation < f >, ) = [ a1, (t)- Moreover,
we also find

VT e(t) VVi
=-—2—".
Tte(t) e(t)
We put the first estimate, given by the Kolmogorov equation, in the first
formula. We integrate by parts and we finally use the Sobolev logarithmic

inequality (4.8)) to get

1
/log Pt sdn = /log bt v-(g(t)2vpt+ptvvt) dx
Tt,e(t) Tt e(t) 2

\Y% 1
o T ) (7Y V) )

(4.12)

2
dA

< T E(t 2
1
(th VVt ) 2\
th 49 VVy
C(t)
On the other hand, we obtain the following for the second integral:

55( t)’Vp, + p VYV,
)2
= 5 /pt D e(t)?
2
< ()2 H ([T, o)
; E(t
/Ptﬂt’f(”dx = 4 ()3 /Pt(Vt— <Ve>m,)dA
t,e

(1) e(t)
9 ) )
W /pt(‘/;f— < ‘/t >Ht,s(t))d)\'
We put all the pieces together and this leads to the result. O

Let us prove the classical result:

LEMMA 4.14. (Miclo, lemme 6) Let f : [0,00[— Ry be a continuous
function such that a.s.

F'(t) <o = Bief(t),

where a and B are two continuous non-negative functions such that foo Gedt =
oo and tlim ar/Br =0. Then tlim ft) =
—00 —00
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PROOF. The idea is to adapt the usual inequality of Gronwall. Let
g(t) = f(t)exp (fg ﬁsds> be a continuous function. We get a.s. (with

respect to the time t)
t
g (t) < agexp (/ ﬁsds).
0

We therefore obtain that

o) < g(0) + /Ot s exp (/O ﬂudu> ds.

Consequently, for all initial tg > 0, we have

O < £0)exp (- /Otﬁudu>

T+ oexp <_ / t ﬂudu> / * s exp ( / 5 ﬁudu>
T+ exp <_ / t ﬂudu> /t:dsasexp ( / 3 ﬁudu>.

Let n > 0. We choose ty such that for all t > tg, we have oz < nf3;. We
thus find a upper bound, for all ¢ > ¢, for the last term of the preceding

inequality:
exp <— /Ot ﬂudu> /t: dsnfs exp </OS ﬁudu)
< nmexp (— /Ot ﬁudU) (eXp (/Ot /Budu> — exp </0t0 /Budu)) <.

We also remark that the two first terms go to zero when ¢ goes to the infinity
and thus limsupf(¢t) <n. The result follows. O
t—00
We now need a technical lemma.
LEMMA 4.15. For all t > 0, the quantity < |x|? >0, . U8 bounded.

PRrROOF. Let K be the compact set K := {z|V(z) < n} where n is a
positive constant. As II; ;) converges weakly to Ilp we only need to prove

that < |x|* T >, is bounded. We recall that

q e—2e 2 (t)Va(z) q
IT = ——dz.
(=
We have

112
/ ’w|2672€_2(t)V(x)6_2mdx < / 2262 @2V @20 g,

< / 262V @) 42020~
— 06—2775_2(1&)
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where C' is a positive constant.

too

But we have still proved (see the proof of the proposition that Z(t,e(t)) ~

S (2me2(t))2(det V2V (2;)) ~1/2, therefore
< |a|Plge >, ., < Ced(t)e 2O =0

and the result follows. O

THEOREM 4.16. Suppose that £2(t) = k/log(t), where the constant k >
20sc(x). Then, for all initial ty, xg, the free energy H (p(to,xo,t, -)|Ht75(t))
converges to 0 as t goes to the infinity.

PROOF. Let ty > 0 and 29 € R?. Consider the process Z;, which is the
solution to the SDE

Z,
dZ; = e(t)dW; — <vv<zt) + a<;)> dt, Zy, = xo.
We can rewrite the result of the proposition in the following way:

d > 5 . .
aH(ptIHt,m)) < —%E(t) H(pe|Ty ¢ () + w(EVt(Zt)— <V >Ht,g(t))

—4e(t)e(t) (IEVt(Zt)— <V >Hm<t)) :

We remind the reader that V(z) > c|z|? out of a compact set and we have
proved in the lemmal6.4) that EV (Z;) = O(1). We therefore have EV;(Z;) =
O(1). Moreover, the function ¢ — a(t) is non-decreasing whereas t — &(t)

is non-increasing. Thus, as V; = —ad(gf))Q, the two terms E(V;(Z;)) and <

Vi >1, . do not play any role in the upper bound. Therefore, it remains

to find a upper bound for < v >, - To this aim, we use the lemma
Consequently, there exist two positive constants My, Mo such that

d 2 &(1) a(t)

— H(p|IL < ———¢(t)*H(p|1I M M. :

dt (pt‘ t,e(t)) = C(t)g( ) (pt| t,e(t)) + 1€(t)3 + 2€(t)2a<t)2
It now just remains to use the previous lemma We still know that,
for e2(t) = k/logt, and we easily compute the time-derivative of a(t):

i) (1) 1 ;o
AP IO e T@e TP Ve use the explicit ex-

pression of ¢, to get C(t) a(t;(zl(t) = 2kt(rig)—1(t)) + C(t)k(goG—l(tl)c))?:—s—G—l(t))z
and, as G~1(t) is a non-decreasing function and because of the hypothesis
on k, the first term converges to 0 when ¢ goes to the infinity. For the second
term, we recall that log G(t)/g(t) is supposed to be bounded and therefore,
G(t)205c<0)/ K 1og G(t)/(kg(t)(r + t)?) — 0, because G(t) = o(t?). (Actu-

t—o0
ally, one has: there exist two positive constants m, M such that mg(t) <

log G(t) < Mg(t). Thus mg(t) < log(tg(t)) = logt+logg(t). This naturally
implies that g(t) = O(logt) and then G(t) < tg(t) = o(t?).) The lemma
asserts that if ¢ satisfies

o [Pl =
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50 oo O

then tlim H(pi|TL; () = 0. If we let e2(t) = k/logt with the given condition
— 00

on the constant k, then the result follows. O

REMARK 4.17. We believe that the constant k is not optimal here, be-
cause we have used the perturbation lemma of Holley and Stroock for the
estimation of the logarithmic Sobolev constant. Actually, k should be directly
related to m, as Holley, Kusuoka and Stroock [12] proved it for a(t) = co.

LEMMA 4.18. The speed of convergence of H(p(to,xo,t,") |1 ()) toward
0is (G~1(t)logt)~ 1.

PROOF. We recall the lemma[4.174] We thus get that the speed of conver-
gence is given by exp (— fot ﬂsds> fg dsasefos Pudu with B, = sQOSC(X)/k/ log s
and ag = (s(r + G71(5))) " +logs(g o G™1(s)(r + G71(5))?)~L. By an in-
tegration by parts, we find that fg Bsds is equivalent, when ¢ goes to the

infinity, to tit2osc()/k /logt and thus, the “speed of convergence” is of the
order of (G™1(t)logt)™! + (g0 G71(t)(G71(t))?)~!. Finally, we obtain that
the speed of convergence of the relative Kullback information to zero is
(G7(t)logt)~! = o((logt)~1). O

REMARK 4.19. It is known since the work of Freidlin and Wentzell [7]
(see for example the chapter 5 of the book [6] ), that the Gibbs measure 11, o4
satisfies a large deviation principle. Therefore, the speed of convergence of
I o) toward Iy is exponential (e~ 108t/2k that s t—1/2k),

COROLLARY 4.20. Suppose that £2(t) = k/log(t), where the constant
k > 20sc(x). Then the process Z converges in distribution to a random
variable which concentrates on the global minima of V.

ProoOF. The Kullback information H(p;|Il; .;)) measures the distance
between p; and IT; ;) in the following way: ||p; —IT; c(y)| 2., < 2H (pe|y (1)),
where ||-||7v denotes the total variation norm (see for instance [14] or [22]).
The result follows because II; .(;) converges weakly to Ilo. ([

COROLLARY 4.21. Suppose that tlimg(t)_l logG(t) = k > 2osc(x).
— 00

Then the process Y converges in distribution to a random variable Y., which
concentrates on the global minima of V.

PRrROOF. Straightforward. O

REMARK 4.22. We emphasize that if tlim g(t)"tlog G(t) = k, with k not

large enough, then the previous result is false and in that case, the process
Y does not converge toward the global minima of V.
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5. The process X: convergence in law

We give necessary and sufficient conditions for the convergence in prob-
ability of X. As usual, we begin to work with the process V; = X; — 1
In order to link this section with the preceding one, we recall that £(t)? =
(goGY(t))"! = k/logt. It implies that we consider the functions g such
that (at least asymptotically) log G(t) = kg(t).

We are now able to conclude the study of the asymptotic behavior of
the process X.

THEOREM 5.1. Suppose that tlim g(t)"L1log G(t) = k, where k > 20sc(x).
Then it holds one of the following:

(1) If V is a function such that Y. a;m; + >, biM; = 0, then X,
1<i<p 1<i<n

converges in law to Yoo + fo Y T(fs ;
(2) Else, X; diverges.

PROOF. The main aim of this proof is to decide whether fo Y,-45 con-

Sr+s

verges a.s. or not. Actually, suppose that V is such that the preceding
integral converges. The celebrated Slutsky theorem asserts that for two

sequences (Uy), (V;) of R? valued random variables, with Uy tﬂ U and

|Uy — Vi tﬂ 0, then V; tﬂ U. To prove the result, we just need to let
— 00 — 00
Ui = iy, Vi = Xy (and thus V; — Uy = Y;) and remark that

t ds _
Xi =Y+ ; +SYs:Yt+Mt'

,
Suppose that V is such that > a;m;+ > b;M; = 0. Then, we know that
1<i<p 1<i<n
% fot Y,ds %2 0 and it remains to find the rate of convergence in order to
conclude the proof. But, in the work of Benaim and Schreiber [3] (theorem
1), it is shown that for an asymptotic pseudo-trajectory (in probability) Y,
the speed of convergence of the mean of the normalized occupation measure
of Y is the same as the speed of the pseudo-trajectory. This means that
the speed of convergence of the normalized occupation measure of the time-
changed process Yg-1(;) is G™1(1+t) — G~'(t). But, we are looking for the
speed of convergence for Y; itself. By an integration by parts, we obtain
that

1 [t 1[G du
t/OYSdS - t/o Y6 TG 1)

1 G(®) 1 60 g oG!
= Y1 ods + - d Y,
tg<t>/ ¢ S*t/o Hgo G T(w)? / 61

The first right-hand term converges to 0 because we know that G ) < tg(t).
It remains to prove the convergence of the second term. We recall to the
reader that, up to a multiplicative positive constant, g o G~!(u) = log(2 +
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u). Moreover, we also know that %fou Yg-1(5ds is a.s. bounded. As a
consequence, we obtain that the second right-hand term is upper bounded
(up to a multiplicative constant) by

1 /G(“ i G®) (G glt) 1
tJo (log(2+u))?  t(log G(t))2 t(log G(t))%2 ) ~ log G(¢) (log G(t))
and the result follows.

Suppose now that V' is a function such that > a;m; + >, b;M; # 0.

1<i<p 1<i<n
We recall that we have proved that a.s. % fg dy,ds — > aidm,+ Y. bidns,
1<i<p 1<i<n

in sense of the weak convergence of measures. But we emphasize that since
the work of Meyn and Tweedie [19], we know that the duality for the weak
convergence is true for the dual V-norm, that is for functions f bounded

by V. In our case, we just have proved that for all functions f such that

| fll2 := sup,epa lﬁ}ﬁ%‘ < 00, we have

1/0 f(Yv)ds 2 a; f(m;) + Z bi f(M;).

1<i<p 1<i<n

Now, we can choose f = id and the result follows: fot Y.ds does not converge
when V satisfies our hypothesis. [l

REMARK 5.2. 1) The condition on g in the preceding result is for instance
satisfied for g(t) = klogt.
2) In particular, if V is a symmetric function, then the preceding result
asserts that Xy converges in law.

6. Concluding remarks

We point out that we did not manage to obtain the optimal annealing
schedule (that is the constant k of the preceding sections in not optimal).
We also emphasize that the function € was supposed to decrease slowly to
zero. That is the reason why we obtained the convergence of Y to the
global minima of V. But if £ goes too fast to zero, then the process Y can
freeze in a local minimum, depending on the initial value Yy. This question,
corresponding to the case 0 < k < 2o0scy, will be addressed later.

Moreover, some questions arise naturally:

e what happens with a function g that vanishes periodically, for in-
stance g(t) = cos(mt)?

e what happens if tlim g(t) = 0?7 Does the process X behave like a
— 00

Brownian motion?
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Deuxieme partie

Diffusions renforcées par la mesure
d’occupation normalisée






CHAPITRE 3

Panorama des processus avec renforcement

Dans ce chapitre, nous allons présenter trois grandes familles de diffu-
sions renforcées (non markoviennes) qui se différencient nettement : renforce-
ment par la mesure d’occupation, renforcement par la mesure d’occupation
normalisée et renforcement par les extrema. Leur point commun essentiel
se situe en le fait que ces trois diffusions sont & mémoire longue, et leur
trajectoire a l'instant présent dépend de toute la trajectoire passée.

1. Introduction

Le monde des processus de Markov (en particulier les diffusions) est un
univers bien cartographié par les probabilistes, qui explorent, depuis une
décennie, de nouveaux processus perturbés ou renforcés. Qu’est-ce qu’un
processus renforcé? Nous nous intéressons a des processus dépendant de
leur trajectoire passée, soit par une dérive lorsque le processus est solution
d’une équation différentielle stochastique, soit par un “réfléchissement” selon
certains parametres. Nous donnons plus de détails dans la suite du chapitre.
Parmi les processus renforcés, on peut distinguer deux grandes familles : la
premiere est composée des processus markoviens tandis que ’autre contient
des processus non markoviens. D’un point de vue probabiliste, cela fait une
différence énorme! On ne peut donc pas les traiter par les mémes techniques.
En fait, qu’ils soient markoviens ou non, il n’existe pas de méthode globale
pour analyser les processus renforcés. Pemantle [41] a récemment référencé
les principales techniques et approches concernant les processus renforcés
(discrets ou continus). Une partie de ce paragraphe se base sur ce travail.

Les processus renforcés (discrets) ont des applications en biologie, en
économie, en théorie des jeux etc. Par exemple, un probleme que se posent
les psychologues est de savoir comment le comportement humain s’apprend.
Un modele simplifié consiste a supposer que des individus (par exemple des
étres humains) ont le choix entre deux possibilités : A ou B. Apres avoir
choisi, ils regoivent une récompense (par exemple de 'argent) selon leur
choix. La question est de savoir comment la récompense va influencer leurs
actions futures. Une autre application consiste a envisager deux technologies
(par exemple Apple contre IBM) entrant sur le marché au méme moment.
Aucune des deux n’est meilleure techniquement. Supposons que les nouveaux
consommateurs choisissent I'une des deux proportionnellement a ce que les
gens ont acheté avant eux. Il s’agit du modele de I'urne de Pélya, qui implique
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qu’asymptotiquement, les parts de marché sont aléatoires. Dans le cas de
Apple, le modele de I'urne de Pdlya est discuté par Arthur, Ermoliev et
Kaniovskii [I] et la part de marché (asymptotique) de cette technologie se
situe entre 10% et 15%. Pour d’autres exemples d’application des processus
renforcés, nous renvoyons & nouveau le lecteur au travail de Pemantle [41].

En ce qui concerne les processus renforcés markoviens, nous pensons
essentiellement aux processus correspondant a I’équation différentielle par-
tielle introduite par McKean et Vlasov. Il s’agit en fait d’'une équation de
milieu granulaire, donnée par

dXt == dBt —VV % l/t(Xt)dt

ou B est un mouvement brownien standard, V est une fonction strictement
convexe (sauf éventuellement en 0) — ou convexe selon les résultats obtenus
—, * est le produit de convolution et 14 représente la loi & 'instant ¢ du

processus X.

Notons II(u)(dx) := %e‘QV*“(Z)dJJ ou Z est la constante de normali-
sation. Remarquons que si on considere le “point fixe” de II (qui est bien
unique lorsque V' est strictement convexe), c’est-a-dire la mesure de proba-
bilité u telle que p* = II(u*), alors cette probabilité est invariante pour le
processus : si on part d’'un point Xy de loi u*, alors pour chaque instant ¢,
Xy est de loi p*. On cherche a obtenir une vitesse de convergence vers cet
équilibre pour la distance de Wasserstein. Divers travaux sur ce probléeme
ont été menés ces dernieres années, en particulier ceux de Carrillo, McCann
et Villani [14], Bolley, Guillin et Villani [10], ou encore Cattiaux, Guillin
et Malrieu [15]. Malrieu [36] utilise quant & lui un systéme de particules
approchant 'E.D.S. non linéaire.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons aux diffusions renforcées non
markoviennes. Nous divisons alors cette famille en trois grands sous-groupes.
Un premier groupe est constitué par le mouvement brownien perturbé,
étudié initialement par Carmona, Petit et Yor [12]. Ce processus se dis-
tingue des suivants par le fait qu’il ne satisfait aucune E.D.S. De plus, il est
renforcé par son maximum et/ou par son minimum et non pas par toute sa
trajectoire passée. Cela revient a étudier I’équation

X = f(t)+asup Xs+ [ inf X,
0<s<t 0<s<t
ou « et O sont des réels et f une fonction continue, nulle en 0, aléatoire ou
déterministe. Souvent, nous supposerons que f est un mouvement brownien
standard. Contrairement aux autres processus, pour lesquels le résultat est
plus “standard”, se pose ici la question de ’existence et unicité de la solution
en fonction de f. Cette étude sera menée dans la premiere section.

Ensuite, Durrett et Rogers [27] considerent I’équation
dXt = dBt — f * ,Ll,t(Xt)dt

94



ou B est un mouvement brownien standard, f est une fonction continue et
1t représente la mesure d’occupation a U'instant ¢ du processus. On définit le
produit de convolution par f s i (x) = [ga f(2 —y)pe(dy). On cherche alors
a étudier le comportement asymptotique de X selon différentes fonctions f.
Cette étude fait I'objet du premier paragraphe de ce chapitre.

Enfin, une derniere famille se distingue. Benaim, Ledoux et Raimond [7]
ont étudié une équation proche de la précédente, mais ou u; est la mesure
d’occupation normalisée a I'instant ¢ du processus et f est le gradient d’une
certaine fonction V. De plus, ils ne travaillent pas sur R? mais sur une
variété riemanienne compacte, ce qui simplifie un certain nombre de choses.
La question naturelle est alors d’étudier le comportement asymptotique de
¢ et non plus de X. Le troisieme et dernier paragraphe contient les résultats
obtenus pour ce processus.

En annexe est étudié le “mouvement brownien perturbé version E.D.S.”.
Il s’agit de I’étude de 1’équation

dX; =dB;+¢ < sup X — Xt> de.

0<s<t

Il n’existe pas de technique globale pour analyser les processus renforcés.
Pour avoir une vue des techniques les plus utilisées, nous renvoyons a l’article
de Pemantle [5]. Néanmoins, ces processus ont une caractéristique commune.
En élargissant 'espace d’état, on peut toujours se ramener a un processus
markovien (par exemple en considérant (Xy,t, u¢) dans le modele renforcé

par la mesure d’occupation normalisée ou encore | X, supXs,infX, | pour
s<t s<t

le mouvement brownien perturbé). Pourtant, personne n’exploite cette in-
formation, car alors I'espace d’état est trop gros pour qu’on puisse en tirer
des propriétés intéressantes.

Une grande différence entre ces processus renforcés et les processus mar-
koviens est que la tribu asymptotique n’est pas triviale en général. En effet,
dans le travail mené par Benaim, Ledoux et Raimond, la mesure d’occu-
pation normalisée p;, lorsqu’elle converge, converge vers différents points
fixes avec une probabilité dépendant des conditions de départ, soit (x, u).
De plus, un processus renforcé n’est pas toujours ergodique. En effet, si
nous considérons le modele envisagé par Durrett et Rogers [27], on se rend
compte que, selon la fonction f, le processus X converge presque sirement
ou non. Dans le cas ou il converge, alors il est clair par le résultat de Cesaro
que la mesure d’occupation normalisée p; de X converge presque stirement.
En revanche, lorsque X diverge, alors u; ne converge pas toujours. Cela se
voit également dans I’étude de Benaim, Ledoux et Raimond [7]. Ils donnent
des conditions sous lesquelles p; converge presque siirement et d’autres pour
que ji; ne converge pas.
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Ce chapitre a pour but de présenter une grande partie des résultats obte-
nus (a notre connaissance) au cours de ces dernieres années sur les diffusions
renforcées. Nous nous limitons uniquement aux espaces d’état continus et
ne traitons en aucun cas ce qui se passe dans le cas discret. Nous ne dis-
cutons pas non plus des processus markoviens, dont I’'étude differe quelque
peu. En effet, dans ce cas, les techniques utilisées font appel aux inégalités
fonctionnelles de type Sobolev logarithmique, ou Poincaré. Elles reposent
plus largement sur les techniques du transport de masse. De plus, nous ne
donnons que les ingrédients des démonstrations des résultats annoncés mais
ne les reproduisons pas ici dans leur intégralité.

2. Processus renforcé par ses extrema

Le mouvement brownien perturbé est un processus qui se comporte
comme le mouvement brownien standard entre ses extrema et qui est réfléchi
suivant certains parametres réels lorsqu’il atteint son maximum ou mini-
mum passé. Mathématiquement parlant, nous généralisons cette notion en
étudiant I’équation unidimensionnelle
(2.1) X¢ = f(t) +asup Xs+ 0 inf X;.

0<s<t 0<s<t
Ici, a et B sont des réels et f une fonction continue, nulle en 0. Lorsque nous
parlons de mouvement brownien perturbé, nous supposons que f(t) = By

2.1. Existence d’une solution. Il est en fait plus facile de construire
un mouvement brownien perturbé uniquement soit par son maximum, soit
par son minimum. Supposons par exemple que aw = 0, § < 1 et f(t) = B
un mouvement brownien standard (en fait, pour 5 > 1, "équation étudiée
n’admet pas de solution avec probabilité 1, ce que nous démontrons un peu
plus tard). Un tel processus se comporte alors localement comme un mouve-
ment brownien standard, sauf lorsqu’il atteint son minimum. Remarquons
que lorsque 0 < 3 < 1, alors la perturbation est auto-répulsive, alors que
pour 8 < 0 elle est auto-attractive. Une remarque fort importante est la
suivante. Si on note L le temps local en 0 du mouvement brownien réfléchi

VV;r =B, — o inf< B, alors on remarque que pour tout ¢ > 0 nous avons une
<s<t

solution au probleme :

1
X =W — ﬂLt'
Parmi les propriétés les plus intéressantes concernant X, notons que ses
temps locaux pris en des temps d’arréts bien choisis sont des processus de
Bessel BES(2). On peut ainsi obtenir des équivalents des théoremes de Ray-
Knight et la loi de I'arcsinus pour le processus X.

En revanche, pour o # 0 et 3 # 0, on ne peut plus trouver de représentation
du processus en fonction du temps local (ou autre) comme cela était pos-
sible précédemment. Carmona, Petit et Yor [12] sont les premiers a obtenir
des résultats sur ce processus pour « et £ non nuls. Ils commencent bien
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évidemment par se poser la question de ’existence et 1'unicité de solution
d’une telle équation. Commencons par le résultat de non-existence suivant

PROPOSITION 2.1. (Carmona-Petit-Yor, proposition 2.1) Pour o > 1 ou
6 > 1, l’équation n’admet pas de solution.

DEMONSTRATION. Supposons pour simplifier que f(¢) = B; un mouve-
ment brownien standard. Par symétrie, il suffit de montrer que pour a > 1,
I’équation n’admet pas de solution. Supposons au contraire que la solu-
tion existe. La formule de Tanaka implique que la solution, notée X, vérifie

t
1
le_:/ ]1X3>0dXs+§Lt
0

ol L est le temps local de X en 0. En se rappelant 'expression de X, on
obtient que la martingale locale suivante est (continue et) négative

t
1
Ny = / 1x,>0dBs = Xt+ — asupXg — §Lt < (1 — a)supX;s < 0.
0

s<t s<t

Donc N, ™20 et sa variation quadratique est également nulle. Le processus
X reste donc négatif, ce qui donne supXs = 0 et finalement
s<t

Xt = Bt —i—ﬁ inf Xs.
0<s<t

Nous traitons maintenant séparément les cas 3 < 1 et 8 > 1. En effet, si
B > 1, alors on refait la méme démarche pour prouver que X; > 0 pour tout

t et Oi<n£ Xs = 0, ce qui donne alors X; = B; = 0, d’ou la contradiction.
<s<t

On a donc 8 < 1. Par le lemme de réflexion de Skorokhod, on a X; =
B+ %0 Lnf< tBS et donc le processus X ne peut pas rester toujours négatif.
S

D’oi1 le résultat. O

Carmona, Petit et Yor prouvent également les théoremes de Ray-Knight
pour le processus X. Une conséquence du premier théoreme de Ray-Knight
est le résultat suivant, qui est 1’équivalent de la loi de l'arcsinus lorsque
a=p=0.

PROPOSITION 2.2. (Carmona-Petit-Yor, proposition 3.7) Supposons que
f(t) = By et notons X la solution de l’équation . Alors le processus

% = %fot lIx,~ods suit une loi Beta <1_TO‘, %)

Ce résultat est une conséquence du premier théoreme de Ray-Knight,
comme nous l'avons déja mentionné. Perman et Werner ([42] proposition
4) ont observé qu’il s’agit également d’une conséquence du fait que les va-
riables aléatoires A, et t — A, ou T est I'inverse du temps local en 0 de X,
sont indépendantes. De plus, leurs inverses suivent une loi Gamma (nous
renvoyons a Doney [25] pour plus de précisions).
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2.2. Etude de la solution : adaptabilité et propriété de Markov.
Sia < 1et <1 sont des constantes telles que |af| < (1 —a)(1 — 3), alors
Carmona, Petit et Yor ont de plus montré que 1’équation admet une
unique solution forte, qui, dans le cas f(t) = By, est également adaptée a
la filtration du mouvement brownien B. Mais ce résultat est amélioré par
Davis [23]. Dans toute la suite, nous supposons donc o < 1 et g < 1.

PROPOSITION 2.3. (Dawvis, théoréme 1.1) Posons p := % Ilya

alors deux possibilités :
(1) si p <1, alors l’équation admet une unique solution,

(2) sinon, alors ’équation admet au moins une solution, telle
que Xo = 0, pour chaque fonction f et il existe des fonctions pour
lesquelles il y a une infinité de solutions.

En outre, Davis montre que dans le cas |p| < 1 et f(t) = B, la solution de
peut s’identifier & la limite (en loi) d’un processus discret : la marche
aléatoire renforcée “simple” (on ajoute un poids de 1 & chaque sommet
atteint). Définissons le processus discret Y, g = Yy, Y1, par : Yy =0,

P(Ypi1 =Y, +1Y;,1<i<n) = 1-P(Yy =Y, —1Y;,1<i<n)
1 o — : . 4
5 sin=0ouY,# Oélzain}ﬁ,oill}gn}ﬁ
1

— 50 sin>0et Y,= supY;
0<i<n

- sin>0etY,= inf Y
2-p 0<i<n
Davis montre alors que le processus de Carmona, Petit et Yor est la limite
spatiale de la marche aléatoire renforcée simple.

THEOREME 2.4. (Davis, théoréme 1.2) Si |p| < 1 et f(t) = By, alors
{%;t > 0} converge en loi vers {X;;t > 0}.

Notons que pour f(t) = By, il n’est a priori pas clair qu'il existe une so-
lution mesurable par rapport a la filtration de B telle que Xy = 0. De méme,
on ne sait pas s’il existe une solution X telle que (Xt, inf X, sup X 5>

0<s<t 0<s<t
soit markovien. Perman et Werner [42] répondent & ces questions dans le
cas p > 1.

THEOREME 2.5. (Perman-Werner, théoréme 1) Pour tout a < 1 et
B < 1, il existe un processus X continu, tel que Xo =0 et

— le processus | Xy, inf X, sup X | est fortement markovien,
0<s<t  0<s<t

— le processus Xy —  inf X, — a sup X, est un mouvement brownien.
0<s<t 0<s<t
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En outre, supposons que f(t) = By. S’il existe une solution X a
telle que :
- X9 =0,
— le triplet <Xt, inf X, sup XS> est fortement markovien,
0<s<t 0<s<t
alors X et X ont méme loi.

THEOREME 2.6. (Perman-Werner, théoréme 2) Supposons que f est un
mouvement brownien standard, et notons sa filtration F. Alors, pour tout
0<a<let0<pg<1, i existe presque sirement une unique solution a
[’équation telle que Xg = 0. De plus, X est F-adapté et a la méme loi

que le processus X.

Un peu plus tard, Chaumont et Doney [16] finalisent ’étude de 'exis-
tence et unicité des solutions par le résultat suivant, complétant I’étude
précédente pour p < —1.

THEOREME 2.7. (Chaumont-Doney, théoréme 2) Supposons que f(t) =
Bi et a <1, B < 1. Alors il existe presque stirement une unique solution a
[’équation . De plus, cette solution est adaptée a la filtration de B.

2.3. Comportement asymptotique des extrema. Le dernier tra-
vail dont nous voulons rapporter les résultats ici est celui de Chaumont,
Doney et Hu [18]. Ils étudient entre autres les comportements asympto-
tiques des extrema de la solution de (2.1)), notée X. De facon intuitive,
les tres grandes valeurs de X; ne doivent dépendre que de la perturbation
aux maxima de X et donc les limites supérieures de X; doivent se compor-
ter comme celles du processus Y correspondant a la solution de avec
B = 0. Bien entendu, dans le cas a« = = 0, tous les résultats suivants cor-
respondent a ceux bien connus sur le mouvement brownien standard. Nous
donnons des énoncés lorsque ¢ tend vers l'infini, mais on peut également
donner des énoncés similaires correspondant au cas ¢t — 0.

Supposons dans toute la suite que a < 1 et § < 1.

Un premier résultat concerne le comportement asymptotique de sup X,
0<s<t

qui implique la loi du logarithme itéré pour le mouvement brownien per-
turbé.

THEOREME 2.8. (Chaumont-Doney-Hu, théoréme 1.1) Nous supposons
que f(t) = B¢. Soit g > 0 une fonction croissante. On a alors

P < sup X, > Vtg(t) infiniment souvent) =0
0<s<t

si seulement si

o) —« 2
| Fowrew (- U5 07} < o

99



Similairement, la probabilité précédente vaut 1 si et seulement lintégrale
diverge.

COROLLAIRE 2.9. Une conséquence est la loi du logarithme itéré :

l?iigp\/%log logt 1-—a
Remarquons que la loi du logarithme itéré précédente, pour a > O et 3 <
1, peut se déduire de celle du mouvement brownien, avec ’appui du lemme
de réflection de Skorokhod. En outre, le processus X est identiquement égal
en loi & —X ou on a interverti les roles de « et 8. On déduit donc aisément
des énoncés similaires pour o ir;f< 1tX s

i

Nous pouvons également obtenir des résultats de logarithme itéré sur la
limite inférieure du processus sup X, grace au résultat suivant.
0<s<t
THEOREME 2.10. (Chaumont-Doney-Hu, théoréme 1.2) Nous supposons
que f(t) = By. Soit g > 0 une fonction croissante. On a alors

lim inf (g(t) sup XS> =)

t—00 t 0<s<t

s1 et seulement si

/ t71g(t)?1dt = .

1

De plus, l'intégrale converge si et seulement si lim infﬁ\}) sup X, P2 .

t—o0 0<s<t
En prenant g(t) = (logt)*t/(:=5) on obtient la loi du logarithme itéré
pour le processus sup Xs.
0<s<t

COROLLAIRE 2.11. Sous les hypothéses précédentes, on a presque sturement

1
logt)**1-5 e <
htminf ((og) sup Xs> _ { 0 s¢ e< 0
—00 Vit 0<s<t oo st >0

Nous mettons en avant le fait que 'intégrale impliquée dans le théoreme

ne dépend pas de a. Cela signifie que les petites valeurs de sup X; im-
0<s<t

pliquent une perturbation en les minima de X.

Enfin, un dernier résultat montre en quelque sorte comment les deux
perturbations en le minimum et en le maximum peuvent soit s’annuler mu-
tuellement, soit au contraire se renforcer mutuellement.

THEOREME 2.12. (Chaumont-Doney-Hu, théoréme 1.3) Nous supposons
que f(t) = By. Soit g > 0 une fonction croissante. On a alors

t
P ( sup | Xs| < i infiniment souvent) =0
0<s<t g(t)
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si et seulement st

0 2
/ dtg(t)? 0= exp {—%g(t)2} < 0.
1

De plus, lintégrale diverge si et seulement si la probabilité précédente vaut
1.

COROLLAIRE 2.13. Sous les hypothéses précédentes, on obtient la loi du
logarithme itéré de Chung :

Lo /loglogt ps. T
lim inf ——— sup |X = —.
t—00 { t ogsI;J s|} V8

3. Diffusions renforcées par la mesure d’occupation non
normalisée

On étudie ici un processus, en fait un mouvement brownien avec dérive,
dont la dérive dépend de facon naturelle du passé via sa mesure d’occu-
pation. Durrett et Rogers [27] proposent d’étudier un objet mathématique
modélisant I’évolution d’un polymere régie selon un certain processus, appelé
‘polymere brownien’. Ils suggerent alors de choisir une fonction f et étudient
la solution de ’équation différentielle stochastique (E.D.S.) suivante a va-
leurs dans R?

t
(3.1) dX; = dB, +/ dsf(X; — X,)dt
0

ol B est un mouvement brownien standard. Tout d’abord, remarquons que
pour toute fonction f mesurable bornée, il existe une unique solution faible
a I’équation . Ce résultat provient de la formule de changement de
dérive. Si de plus f est continue, alors il y a au plus une solution forte. Bien
entendu, si f est une fonction lipschitzienne, un résultat standard de Rogers
et Williams ([45] théoréme 11.2) montre que ’équation précédente admet
une unique solution forte.

3.1. Premiers résultats. Durrett et Rogers sont les pionniers concer-
nant 1’étude de tels processus. Une fagon de comprendre I’équation ({3.1))
est d’imaginer par exemple une particule qui, dans le cas répulsif, a plutot
tendance a s’éloigner des sites déja visités; et, dans le cas attractif, préfere
retouner aux endroits qu’elle a déja visité. De maniere plus “physicienne”,
le processus X; correspond a I’emplacement de I'extrémité d’un polymere a
I'instant ¢. Dans leur article, Durrett et Rogers prouvent certains résultats,
mais surtout émettent plusieurs conjectures. Voici une vue d’ensemble de
son contenu.

THEOREME 3.1. (Durrett-Rogers, théoréme 1) Supposons qu’il existe une
constante M telle que ||f(x)|| < M et f est a support compact. Alors, il
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existe une constante I' < oo telle que

|| X¢l| p'<s' I

lim sup
t—o0
THEOREME 3.2. (Durrett-Rogers, théoréme 2) Supposons d = 1, f est
une fonction positive ou nulle, telle que f(0) > 0. Il existe alors une constante
v > 0 telle que
X.|| p-s-
liminfM > .
t—00 t
Cranston et Mountford [21] ont prouvé la conjecture suivante, partiel-
lement émise par Durrett et Rogers.

THEOREME 3.3. (Cranston-Mountford, théoréme 1) Soit d = 1. Suppo-
sons que f est une fonction continue, positive ou nulle mais non identique-
ment nulle, lipschitzienne a support compact. Alors il existe une constante

c > 0 telle que
. Xt p.s.
lim — =" c.
t—oo t

DEMONSTRATION. Nous allons uniquement donner 'intuition menant &
ce résultat. Pour ce faire, fixons T > 0 et considérons

t s
Y}:Bt+/ ds/ duf(Ys — Yy).
0 (s—=T)*t

Il s’agit du méme type de modele que pour le processus X, mais on ne re-
garde 'interaction avec le passé que pendant une durée T. Pour ¢t > T, le
processus Z; = {Y; — Y;_5,0 < s < T} est une chaine de Harris exponentiel-
lement ergodique, d’espace d’état C([0,T];R) et donc par le théoreme limite
quotient, Y;/t converge presque stirement vers la moyenne du drift. Similai-
rement, il est raisonnable de penser que {X; — X;_5,0 < s < t} converge
rapidement vers 1’équilibre. O

Parmi les autres exemples d’applications f considérées par Durrett et

Rogers, la suivante est étudiée en détails. Supposons que f : R — R est telle
que

(1) [f(z)] < M,
(2) f est strictement décroissante sur I'intervalle [y, o),

(3) il existe une constante 0 < § < 1 telle que 2% f(x) — 1> 0.
T— 00

Posons maintenant « := 2/(1 + 3) et soit ¢ la solution de I’équation
1
ach = l/ du(l — u®)=5.
0
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THEOREME 3.4. (Durrett-Rogers, théoréme 3) Sous les hypothéses ci-
dessus, on a alors presque stirement

: Xi
limsup— < ¢p.
t—oo ¢

Si de plus, [ est positive ou nulle et f(0) > 0, alors

La conjecture suivante, initialement émise par Durrett et Rogers, est
alors prouvée par Mountford et Tarres [38].

THEOREME 3.5. (Mountford-Tarrés) Supposons que f(x) = W
avec 0 < B < 1. Alors avec une probabilité de 1/2, on a
Xi
-— — Cp.
t® t—oo
Le point essentiel de la preuve consiste & montrer que lim sup|Xy| P2 .
t—o0

Apres tous les résultats démontrés précédemment, il reste une derniére
conjecture, non prouvée jusqu’a présent :

CONJECTURE 3.6. (Durrett-Rogers, conjecture 2) Supposons que f est
une fonction a support compact, impaire. Alors
& p.s. 0.
t t—oo
De plus, Téth [47] a conjecturé plus tard (en comparant le modele
précédent avec la marche aléatoire auto-évitante exponentielle sur Z) que,
sous les conditions précédentes, tf—/g converge en loi.

3.2. Généralisation. Ensuite, Cranston et Le Jan [20] ont considéré
le modele unidimensionnel de Durrett et Rogers pour deux applications
différentes. Lorsque f(z) = —az avec a > 0, on a alors une force de rappel
de la localisation actuelle vers tout le passé. Ce rappel étant une fonction
croissante non majorée, il n’est pas surprenant que le processus X; converge
presque strement vers la moyenne de la limite de la mesure d’occupation,
soit

THEOREME 3.7. (Cranston-Le Jan, théoréme 1) Soit a > 0 et f(z) =
—az. Il existe une variable aléatoire X telle que X 2 Xoo presque
— 00

sturement et dans L?.

DEMONSTRATION. La démonstration de ce résultat n’est pas difficile et
repose totalement sur le fait que 'E.D.S.

t
dX, = dB, — a/ ds(X; — X, )dt
0
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admet une unique solution (forte) qui peut étre connue explicitement (car
X est un processus gaussien!)

t t
X = / (1 — ase“82/2/ e_‘“‘Q/Qdu> dBs.
0 s

Cranston et Le Jan ont également traité le cas f(x) = —asgn(x). Malgré
la discontinuité de f, on peut aisément prouver I’existence et unicité de la
solution de I’E.D.S. Pour cette fonction, la dérive représente une force de
rappel vers la médiane et non plus vers la moyenne, mais le méme résultat
reste vrai.

O

THEOREME 3.8. (Cranston-Le Jan, théoréme 2) Soit a > 0 et f(x) =
—asgn(x). 1l existe une variable aléatoire X telle que X, 2 Xoo presque
—00

stirement et dans L2.

La preuve repose essentiellement sur 1’étude de I’E.D.S. suivante
¢
dY; = dB; — (a/ sgn(Y; — Ys)ds + V(Y})) dt, Yo=0
0

ol V est une fonction mesurable, positive sur Ry. Nous remarquons que le
processus couplé (Y7, fg dy,ds) est markovien. Les auteurs montrent alors que
supY; < oo presque siirement et que si pour tout £ > 0, il existe M(g) > 0
>0

tel que V(z) > M (e) sur Ry, alors P <squ} > €> < ¢. Cela implique que
>0
X est borné.

Raimond [43] a ensuite étendu ce dernier résultat a la dimension d > 2.

THEOREME 3.9. (Raimond, théoréme 1) Soit a > 0 et f(x) = —ap-
Considérons le mouvement brownien d-dimensionnel B et soit X le processus
solution de

tX, - X,
dXt—dBt—a/ ds’ ! dt, Xo=0.
0

‘Xt - XSH
Alors X; converge presque sirement.

La ligne directrice de la démonstration est la suivante. On utilise la
méme méthode que Cranston et Le Jan, en introduisant le processus Y
et en supposant de plus que (VV(z),z) > 0. Les choses sont cependant
bien plus compliquées ici car ces derniers utilisent un argument purement
unidimensionnel et de plus, en dimension d > 2, le processus peut tourner
autour d’un point, ce qui implique alors que X ne converge pas! Il faut donc
étudier en détail la dérive et, pour ce faire, introduire le point H; qui la

iise - [ de HimXa  _
minimise : fo dsm = 0.
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L’idée est maintenant la suivante. Si X; reste proche de H; pendant un
temps grand, alors la portion de trajectoire proche de ce processus minimi-
sant va créer une importante force de rappel vers ce dernier. Ainsi, pour les
temps grands, le processus X reste proche de H et va donc converger. Les
ingrédients de la preuve sont un résultat de comparaison entre X et H et le

fait que le processus joint (Xt, fg ) Xsds) est markovien. Nous ne donnons
pas les détails de la preuve, qui est fort technique.

Finalement, Herrmann et Roynette [29] généralisent dans une autre di-
rection le résultat de convergence de Cranston et Le Jan. Ils travaillent en
dimension d = 1 et consideérent une fonction f impaire et bornée. Leur
principal résultat est le suivant.

THEOREME 3.10. (Herrmann-Roynette, théoréme 1) Supposons qu’il existe

des constantes C >0, p > 0 et k € N* telles que | f(z)| > Ce 1™ dans un
voisinage de l'origine. Alors X converge presque surement.

La preuve de ce théoreme est une adaptation des démonstrations des
résultats précédents de Cranston €& Le Jan et Raimond.

Herrmann et Roynette étudient notamment 1'unique solution faible de
I’équation

t s
(32) Xt = Bt - / dS/ du sgn(Xs - Xu)ﬂ{\Xs—XﬂZQ}'
0 0

THEOREME 3.11. (Herrmann-Roynette, théoréme 2) Le processus X sa-
tisfaisant I’équation est presque surement borné.

Remarquons qu’il suffit de montrer que le processus est minoré et on
conclut la majoration (et donc le résultat) par symétrie.

Soit le temps d’arrét 7,, := inf{t > 0; X; = n} pour n > 4. Considérons
Pévénement Q, := {7, < oo} et supposons que P(2,,) > 0 (sinon, X est
trivialement minoré). L’idée consiste a montrer que, conditionnellement &
I’événement €2, la probabilité que le processus n’atteigne jamais le niveau
n + 2 est strictement positive (P(7,42 < 00|€2,) < 1) et indépendante de n.
La preuve est tres technique et n’est pas reproduite ici.

Enfin, Herrmann et Scheutzow [30] étudient la vitesse de convergence de
la diffusion renforcée convergente sous les mémes hypotheses que Herrmann
et Roynette.

THEOREME 3.12. (Herrmann-Scheutzow, théoréme 1) Si f est une fonc-
tion impaire, de classe C' et s’il existe des constantesn >0, v > 1 et Cy >0
telles que pour tout |x —y| <n, on a|f(x) — f(y)| > Cy|lz —y|7, alors pour
tout p < ﬁ, on obtient presque surement pour le processus X satisfaisant
I’équation

t H
lim () sup| Xt — X¢| = 0.
t—00 logt t<T
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DEMONSTRATION. Elle est basée sur un résultat de comparaison. Nous
donnons la preuve dans le cas simplifié ou f est linéaire, f(z) = —az avec a >
0. On sait, grace a Cranston et Le Jan, que X; converge presque sirement
vers X, dont nous connaissons l’expression explicite. Nous avons

t o0
X, = / h(t, $)dBs, Xoo = / h(s)dBs,
0 0

avec h(t,s) =1 — ase®’/2 fst e~ /2dy, et h(s) = tlim h(t,s). Ecrivons X; —
— 00

Xoo = Sp — Vi avec V; = [ h(s)dB; et S; = [ e~ /2du [ ase®”/2dB.
Par le théoréme de Dubins-Schwartz, le processus S s’écrit comme un mouve-
ment brownien changé de temps et par la loi du logarithme itéré, on obtient
lim sup @St = \/g . Il ne reste plus qu’a étudier le processus V. L’idée est
t—o0

d’inverser 1’échelle de temps et de considérer M; := fto,ol h(s)dBs, qui est une
martingale pour la filtration changée d’échelle de temps. Comme < M >,
est bornée, on peut grossir la filtration pour que M s’écrive comme un mou-
vement brownien changé de temps. Ainsi, on utilise la loi du logarithme itéré
pour ce mouvement brownien, ce qui donne

[t 1
limsupy/ —V; = limsup————=M; =0
00 logt t—0 —tlogt

On obtient le résultat cherché en utilisant la symétrie de X. O

4. Diffusions renforcées par la mesure d’occupation normalisée

Ces diffusions ont été introduites par Benaim, Ledoux et Raimond [7].
Ici, la dérive est une fonction de la mesure d’occupation normalisée. Celles-
ci sont plus proches, dans l'idée, des marches aléatoires renforcées que le
modele précédent, proposé par Durrett et Rogers [27]. Une autre différence
importante est que Benaim, Ledoux et Raimond travaillent sur une variété
riemannienne de dimension d, sans bord et compacte. Nous allons dans ce
paragraphe exposer une partie des résultats contenus dans les articles de
Benaim, Ledoux et Raimond [7] ainsi que Benaim et Raimond [8].

4.1. Outils et définition. Nous considérons donc des processus a va-
leurs dans une variété riemannienne notée M, qui est compacte, complete,
connexe et sans bord. Nous notons M (M) Pensemble des mesures bornées
de M et P(M) I'ensemble des probabilités sur M. Entrons maintenant dans
le vif du sujet et définissons les diffusions renforcées. Considérons une mesure
d’occupation pu. Lorsqu’elle est normalisée, nous ajoutons un poids initial r
afin d’éviter des problemes de convergence.

Soit W : M x M — M un potentiel d’interaction, suffisamment lisse (par
exemple de classe C? en la premiere variable). Considérons une probabilité
w sur M. Nous définissons également la ‘convolution’ entre p et W de la

106



manieére suivante :
(4.1) Woula) = [ Wla)duty)

De plus, nous introduisons I'opérateur A, défini sur C>° (M) par
1 1
Auf = 5Af - (VW % u, Vf) = 5eQWWdiv(e—QW*MV ).

DEFINITION 4.1. Un ensemble de lois {Py ;2 € M,r > 0,0 € P(M)}
définit une diffusion renforcée (encore appelée diffusion auto-interagissante
ou auto-interactive) si les deuz conditions suivantes sont satisfaites :

(1) Py pu(Xo =) =1 pour tout triplet (x,r, ) ;

(2) pour toute fonction f € C*(M) et tout triplet (z,r,n), le processus
M/ est une Py u-martingale ot M/ est défini par

M = f(Xy) —f(Xo)—/0 A, f(Xs)ds.

La fonction considérée ici dans la dérive sera toujours W p;. Ainsi, nous
écrivons I’E.D.S. satisfaite par le processus renforcé X comme

(4.2)

ol ; T 1 ¢
dXy = ;Fi(Xt)odBZ— <r+t /M VoW ( Xz, y)du(y) + 7“+t/o VxW(Xqu)dS) dt,
ou 7 est un poids donné (strictement positif), u est la probabilité initiale

et B= (B',---,BY) est un mouvement brownien standard sur RY. Ici, le

symbole o signifie que I'intégration est a comprendre au sens de Stratonovich.

(Fi)i<i<n est la famille vectorielle apparaissant dans la décomposition de
Hoérmander de 'opérateur de Laplace-Beltrami sur M :

N
A=) "F
=1

Une premiére étape consiste a prouver I’existence du processus X partant
de n’importe quel point de M et de toute mesure d’occupation (probabilité)
initiale.

PROPOSITION 4.2. (Benaim-Ledouz-Raimond, proposition 2.5) Pour chaque
application W, il existe une unique diffusion renforcée.

DEMONSTRATION. Nous pouvons supposer que M est une sous-variété
isométriquement plongée dans RY, pour N suffisamment grand (Nash, 1956).
Le probleme est de déterminer des champs de vecteurs F; donnant le résultat
recherché. Commencons par introduire le mouvement brownien standard sur
la variété M. Soit e = (e1,--- ,ey) une base de RV. Notons F;(x) la pro-
jection orthogonale de e; sur le plan tangent a M en x € M, soit T,M.
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Prolongeons le champ de vecteurs F; & RY de facon C*®. On construit le
mouvement brownien sur la variété M comme solution de 'E.D.S. sur RY

N
dY; = > Fi(Y;) o dB;.
=1

Comme les F; sont par définition tangents a la variété, on peut espérer
qu’une telle solution partant d’un point de M reste sur cette variété (pour
le voir, on peut remarquer que la fonction g(z) := ||z — M||> a M comme
ligne de niveau. Nous renvoyons le lecteur au livre de Rogers et Williams
pour plus de précisions).

La construction de la diffusion renforcée est analogue a celle du mou-
vement brownien sur M (il faudrait également montrer que X reste bien
sur la variété). Il faut étendre la fonction W & une fonction W définie sur
l'espace ambiant et de classe C*°. Comme pour tout x € M, VW x pu(z)
est la projection orthogonale de VW x u(z) sur I'espace tangent 7, M, on
obtient

N N
(4.3) VW sp(x) =Y (VW sp(@),e)Fi(z) = Y (VW *u(z), Fi(z)) Fi(z).
=1 =1

Nous pouvons maintenant travailler sur RY et considérer I'E.D.S. suivante

N N
(44) dX, = Fi(Xe)odBj =Y (VWu(Xy), Fi(Xy)) Fi(Xy)dt, Xo = .
i=1 i=1
Cette E.D.S. admet une solution faible (X, B;) et notons P, ., la loi de X
(qui est bien une probabilité sur (2, F(B))). Pour chaque x € M et chaque
fonction f € C>°(R™M) & support compact, la formule d’It6 généralisée im-
plique que f(X;)— f(z) —fot A, f(Xs)ds est une martingale pour la filtration
du mouvement brownien. De plus, la martingale précédente est en fait Mtf

par définition du laplacien de Laplace-Beltrami. On a donc bien une diffusion
renforcée, comme définie au début du paragraphe. [l

Remarquons que le résultat précédent prouve également que la mesure
d’occupation (u¢,t > 0) est bien définie.

4.2. Systéme dynamique. Le point suivant est de savoir ce qu’il ad-
vient au temps t + dt lorsqu’on fixe la dérive & —VW % 1 (X;). Une idée na-
turelle est alors de généraliser ’étude d’une diffusion standard en définissant
une fonction II, qui & une mesure p associe la densité d’une diffusion stan-
dard dont la dérive est — VW xu. La probabilité invariante d’un tel processus
s’écrit

€—2W*,u(x)
- fM e—2Wxu(2)d 4
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Nous mettons en avant le fait que le processus py est aléatoire! Le théoreme
ergodique standard pour les vraies diffusions (appelé théoreme limite quo-
tient) implique alors que u; converge presque strement (lorsque ¢ tend vers
I'infini) vers I'unique probabilité invariante II(x). Cela donne 'intuition que
ltist, pour Ot infinitésimal, vaut approximativement p; + %(H(,ut) — ).
Nous justifions ainsi I'idée d’approximer 1’évolution aléatoire de p; par une
évolution déterministe, ou u; évolue a chaque instant vers IT(p;). Introdui-
sons donc le champ de vecteurs F' : M(M) — M(M), défini sur 'espace
des mesures par

(4.6) F(p) :=1(p) — p.
Ce champ de vecteurs induit un flot ® régulier, comme le montre le résultat
suivant.

PROPOSITION 4.3. (Benaim-Ledouz-Raimond, lemme 3.1) Soit F' le champ
de vecteurs défini sur M(M) par F(p) :=II(p) — p. Ce champ de vecteurs
est C* et induit un flot ® de classe C* défini par

Bo(u) = p, TOl) = F(®i(p).

De plus, ce flot laisse 'ensemble P(M) positivement invariant.

DEMONSTRATION. Le fait que F est C* se déduit de ’expression de
II(1). De plus, la différentielle de IT en p est donnée par I’expression

DIty o) = =2 (Wo(o) = [ W s va)Go(ay) ) 10 o),

En majorant la norme de F', on obtient que F' est lipschitzienne pour la
topologie forte. Donc F' définit un flot, qui est de plus C*°.

Montrons maintenant que @ laisse I’ensemble convexe P (M) positive-
ment invariant. Soit pu € P(M). Notons la distance de la mesure p a P(M)
pour la topologie forte par d(u, P(M)) := inf{|u—v|;v € P(M)}. On a pour
tout v € P(M)

[@¢(p) —v| = [(1 = O)p+ eI () — v+ o(t)] < [(1 — )+ tII(p) — v[ + o(t).

Remarquons que II(u) € P(M) et d est une fonction convexe. Cela implique
alors
d(Iy(p), P(M)) < (1 = t)d(p, P(M)) + o(t).
Par convexité, 'application t — d(®¢(u), P(M)) est dérivable & droite, de
dérivée
dqt

Ed(Qt(M)’P(MMt:o < —d(u, P(M)).

Par la propriété de flot, cette inégalité s’étend pour tout ¢ et on obtient
finalement pour tout ¢ > 0

®;(P(M)) € P(M).
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Nous rappelons que la topologie faible sur I’ensemble des mesures bornées
sur M, soit M(M) est la topologie induite par la famille de semi-normes
{p— | [y f(x)du(z)|; f € C(M)}. La topologie forte quant & elle est induite
par la famille de normes {1 — |u| = sup{| [, f(z)du(z)|; f € C(M),||f|lc = 1}}.
Notons également que (M(M),|-|) est un espace de Banach (il s’agit de
Pespace dual de C(M)). Dans la suite de ce paragraphe, nous naviguerons
constamment entre la topologie faible et la topologie forte.

Nous avons maintenant défini un flot sur M pour la topologie forte. Or
Pespace P(M) est compact pour la topologie faible, donc il est intéressant
de travailler avec cette derniere. Nous considérons alors 'application pour
la topologie faible

U:RXM(M)— M(M); U(t,pn) = d(p).

Benaim, Ledoux et Raimond ont prouvé le résultat suivant, dont nous ad-
mettrons la preuve (qui repose sur une aproximation de p) :

LEMME 4.4. (Benaim-Ledouz-Raimond, lemme 3.3) L’application ¥ est
continue pour la topologie faible.

En ce qui concerne les définitions relatives aux systemes dynamiques,
nous renvoyons le lecteur a l'introduction de ce document. Dans la suite,
nous appellerons ® le flot défini par V. Le but de ce travail est de montrer
que la mesure d’occupation p; est proche (dans un sens a définir) du flot ®.
Ainsi, cela nous permettra d’étudier un objet déterministe afin d’obtenir des
informations sur un processus aléatoire. En fait, nous verrons qu’il faudra
considérer p.t au lieu de p;, ceci s’expliquant par

¢
%,U'et = ﬁ (5X£ - Met) :

4.3. Résultats. Passons maintenant a la notion de pseudo-trajectoire
asymptotique. On considére un flot ® sur un espace métrique (E, d).

DEFINITION 4.5. Une fonction continue £ : R — E est une pseudo-
trajectoire asymptotique du flot ® si pour tout temps T > 0, on a

lim sup_ d(&e+s, Ps(&) = 0.

t—o00 OSSS

Définissons la famille de mesures (e¢444;t,s > 0) par

t+s
(4.7) Ettts = / (0xpu — IT(pten)) du.
t

Cette famille jouera un role technique important dans la suite.
Le lien entre la famille ;4 définie par (4.7 et la notion de pseudo-
trajectoire asymptotique est donnée par le résultat suivant

LEMME 4.6. (Benaim-Ledouz-Raimond, proposition 3.5) La fonction & :
Ry — P(M), t v pe est une pseudo-trajectoire asymptotique pour le flot
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O si et seulement si pour toute fonction f € C°(M), tout T > 0, on a
lim sup |esqsf| = 0.
t—000<s<T

Le point essentiel du travail fourni par Benaim, Ledoux et Raimond est
de prouver le résultat suivant (dont nous ne donnons pas la preuve, qui est
tres technique).

PROPOSITION 4.7. (Benaim-Ledouz-Raimond, théoréme 3.6) Pour toute
fonction f € C°(M) et tout T > 0, il existe une constant K > 0 (dépendant
uniquement de W et M) telle que pour tout 6 > 0

K _
Parp ( sup |egvsf| > 5|~7:et> < ﬁﬂf“ooe "
0<s<T

COROLLAIRE 4.8. La fonction £ : Ry — P(M), t — pe est Py, -
presque surement une pseudo-trajectoire asymptotique pour le flot ®.

Par analogie avec I’ensemble w-limite d’une trajectoire d’un flot, intro-
duisons I’ensemble limite d’une pseudo-trajectoire asymptotique.

DEFINITION 4.9. L’ensemble limite d’un processus u; est l’ensemble aléatoire

L{pu) = {tgo{ugszt}}

Maintenant, le résultat primordial permettant de passer d’une informa-
tion sur le flot ® déterministe & une connaissance sur la mesure d’occupation
normalisée (p;) aléatoire est le suivant. Benaim et Hirsch (voir [6] ou [5])
ont prouvé que si £ est une pseudo-trajectoire asymptotique relativement
compacte pour le flot & sur un ensemble métrique F, alors I’ensemble li-
mite L(&) est compact, connexe et n’a pas d’attracteur propre pour le flot
restreint a E. Dans le cas traité ici, cela implique le théoreme :

THEOREME 4.10. (Benaim-Ledouz-Raimond, théoréme 3.8) Comme t —
let €st une pseudo-trajectoire asymptotique pour le flot @4 sur l’espace métrique
compact P(M), alors L(p) est un ensemble compact conneze et invariant
par ® et (avec probabilité 1) n’a pas d’attracteur propre pour le flot restreint

aP(M).
Dans certains cas, il est possible de décrire assez précisément L(pu;),
comme le montre le résultat suivant.

THEOREME 4.11. (Benaim-Raimond 2005, théoréme 2.4) Supposons que
W est symétrique (i.e. W(x,y) = W(y,x)). Alors 'ensemble limite L(fu)
est un sous-ensemble compact (pour la topologie faible) connexe des points
fizes de II.

DEMONSTRATION. Définissons I’énergie libre d'une fonction f € L? stric-
tement positive par

J-“(f)::%<W*f,f>+<f,logf>
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avec les notations désormais usuelles W x f(x) = [, W(z,y)f(y)dy et <
fr9 >= [y f(x)g(x)dz. On peut aisément vérifier que F est une fonction
de Lyapunov pour le flot ® et que F(u) = 0 si et seulement si u est une
mesure absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur M,
de densité f, qui est un point critique de 1’énergie libre : VF(f) = 0 (voir
[8], proposition 2.9). Cela signifie que les points critiques de F sont les
zéros de F'. Or, nous avons vu dans le théoreme précédent que p.t est une
pseudo-trajectoire asymptotique pour le flot ®. Cela implique alors entre
autres que L(u) est un ensemble compact (pour la topologie faible) connexe.
Nous savons de plus par le résultat précédent que L(u;) n’a pas d’attracteur
propre pour ®. Comme le flot ® admet un fonction de Lyapunov, cela suffit
a montrer que I'’ensemble limite de u; est un sous-ensemble des points fixes

de II. O

COROLLAIRE 4.12. Supposons que W est symétrique. Si de plus les points
fizes de 11 sont tous des points isolés, alors pu; converge presque surement
vers un de ces points fizres.

Nous remarquons ici que si Il a un unique point fixe, alors u; converge
presque surement vers ce point fixe. Une condition suffisante pour obtenir
ce résultat est que F soit strictement convexe (ce qui est le cas par exemple
si W est strictement convexe) et alors u; converge presque siirement vers
le minimum global de F. Pour plus de précisions sur ’énergie libre, nous
renvoyons le lecteur & McCann [37] ou Villani [49].

Nous pouvons méme en dire plus dans le cas de convergence (lorsque W
symétrique).

THEOREME 4.13. (Benaim-Raimond 2005, théoréme 2.24) Soit [0 un
point fize de I1. Si ps est stable, alors P(uy — poo) > 0.

En revanche, si poo est un point fize de Il instable ou un point selle,
alors P(pus — pioo) = 0.

4.4. Applications. Nous allons rapidement exploiter les résultats précédents
sur un exemple (tiré de [7]) lorsque W n’est pas symétrique. Nous ne don-
nons pas de démonstration des résultats. Dans ce cas, il se peut qu’il n’existe
pas de fonction de Lyapunov et que I’ensemble limite L soit une orbite non
triviale. Ici, comme pu; est une pseudo-trajectoire asymptotique du flot @, on
a l'intuition que u; va tourner autour de 'orbite en question a une vitesse
logarithmique (& cause du changement de temps).

EXEMPLE 4.14. Supposons M = S' et définissons pour ¢ € R et ¢ €
[0, 27[ la fonction 2m-périodique
W (x,y) := 2ccos(z — y + @) = —cd*(x + ¢,y) + 2,
ou d est la distance sur S (vu comme un sous-ensemble de C), soit d(x,y) =
et — e%|. En posant Wy(a) = %fg d?(a, X5+ ¢) et W/ (a) = 0,Wi(av), cela
revient a étudier I’E.D.S.

dX; = dB; + W/ (X,)dt.
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— Lorsque ¢ = 0 ou w, alors Wi(a) est juste la moyenne de la dis-
tance temporelle entre « et la trajectoire passée (Xs,0 < s < t). Si
on suppose de plus que ¢ < 0, alors nous avons un processus auto-
attractif (si ¢ > 0, il est alors auto-répulsif). On peut montrer plus.
Si ccosp < —1/2, lattraction est suffisamment forte pour inhiber,
ou tout du moins confiner, les effets du mouvement brownien et
converge presque stirement vers une loi gaussienne. En revanche, si
ccos ¢ > —1/2, alors le comportement de py est celui d’un mouvement
brownien (I’attraction ne suffit plus a contrer les effets de ce dernier).
Dans ce cas, on montre en fait que la mesure de Lebesque sur S* est
l'unique ensemble invariant pour le flot .

— Supposons ici que ccosp < —1/2 et ¢ # 0 et w. La fonction W n’est
pas symétrique et le comportement asymptotique de p; est plus riche.
L’ensemble limite L est composé de la mesure de Lebesque (qui est un
point d’équilibre instable) et d’une orbite périodique {vy;0 € S*}. Il y
a alors suffisamment d’attraction pour que u; soit périodique et que L
soit le cercle composé des mesures {vg;0 € S*}.

Nous pouvons également généraliser ’exemple précédent a des polynomes
trigonométriques quelconques :

EXEMPLE 4.15. Considérons W(x) = 2 Y. (axcos(kz) + by sin(kx)).
1<k<n
Une étude trigonométrique assez poussée permet de prouver ce qui suit.

(1) s%l existe 1 < k <mn tel que a, < —1/2, alors presque stirement ji;
ne converge pas vers la mesure de Lebesgue,

(2) si pour tout 1 < k <mn, on a ap > —1/2, alors yu; converge vers la
mesure de Lebesgue avec une probabilité positive,

st l'une des deux conditions suivantes est vérifiée
3) si l’ des d diti vant t vérifié
a) pour tout 1 <k <n, onaby,=0ouap>0;
b) pour tout 1 <k <n, onab, =0, a, <0 et a,>—1/2.
k

Alors py converge presque surement vers la mesure de Lebesgue.
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CHAPITRE 4

Diffusions renforcées sur un espace non compact

Le titre original de l'article (écrit en anglais) dont est composé ce cha-
pitre est “The ODE method for some self-interacting diffusions on non-
compact spaces”.

1. Introduction

This paper addresses the long-term behavior of a class of ‘self-interacting
diffusion’ processes (X, t > 0) on non-compact spaces. These processes are
time-continuous, non-Markov and live on R? (or more generally on a smooth
d-dimensional, complete, connected Riemannian manifold without boundary
and with a Ricci curvature bounded from below). They are solutions to a
kind of diffusion SDEs, whose drift term depends on the whole past of the
path through the occupation measure of the process. Despite their lack of
the Markov property, they often exhibit an interesting ergodic behavior.

1.1. Previous results on self-interacting diffusions. Time-continuous
self-interacting processes, also named ‘reinforced processes’, have already
been studied in many contexts. Under the name of ‘Brownian polymers’,
Durrett & Rogers [14] first introduced them as a possible correct mathe-
matical model for the evolution of a growing polymer. They are solutions
of SDEs of the form

t
dX, = dB, + dt/ dsf(X; — X,)
0

where (By;t > 0) is a standard Brownian motion and f a given function.
As the process (Xy;t > 0) evolves in an environment changing with its past
trajectory, this SDE defines a self-interacting diffusion, which can be either
self-repelling or self-attracting, depending on the function f. In any dimen-
sion, Durrett & Rogers obtained that |X;|/t is bounded (by a deterministic
variable) whenever f has a compact support. They also proved in the one-
dimensional case, that |X;|/t converges a.s. to a non random limit when f
is non negative and f(0) > 0.

Afterwards, Cranston & Mountford [12] proved that X/t converges a.s.
if f has a compact support, is nonnegative in a neighborhood of 0 and
Lipschitz continuous. Cranston & Le Jan [11] studied the self-attracting
case, either for a linear interaction or for a constant interaction in dimension
1. It happens that a.s. the sample paths of the solutions converge or at
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least are compact. Raimond [29] generalized this second study in dimension
greater than 2. Later, Herrmann & Roynette [16] obtained the same kind
of results (in dimension 1) for an odd, bounded and decreasing f, with a
condition on f in the neighborhood of 0. Recently, Mountford & Tarres
[25] were interested in the self-repelling case and solved another conjecture
of Durrett & Rogers. They proved that in this case there exist positive
constants «, ¢ such that X;/t* — ¢ with probability 1/2.

Parallel to the previous study, Téth & Werner [35] considered another
self-repelling random motion, by taking f(0) = 0 and maintaining ono flx)dz =
c. They constructed a continuous, locally self-repelling process. This process
is a.s. continuous and recurrent, it has a regular occupation time density
and the self-repellence of its trajectory is to be understood in the sense that
the process is instantaneously pushed in the direction of the decrease of its
local time. But it is neither a semimartingale, nor a solution of a SDE. For
further references on the subject, we refer the reader to the survey of T6th
[34].

Other self-interacting diffusions, with dependence on the (convoled) nor-
malized occupation measure (u¢, ¢ > 0) have been considered since the work
of Benaim, Ledoux & Raimond [6]. They introduced a process living in a
compact smooth connected Riemannian manifold M without boundary:

N
(L) A=Y R edB - [ VWX pumld)d,
i=1 M
where W is a (smooth) interaction potential and (B!,---, BY) is a stan-

dard Brownian motion on RY. The symbol o stands for the Stratonovich
stochastic integration as usual and (F;)1<;<n is the family of smooth vector
fields on M that appears in the Hormander ‘sum of squares’ decomposition
of the Laplace-Beltrami operator of M:

N
A=) "F
=1

The normalized occupation measure of the process involved in the SDE is
defined by

(1.2) - + L /téx d
: : S
He T+tu r+t o T

where p is the initial probability measure and r is a positive weight. In the
compact-space case, they showed that the asymptotic behavior of y; can be
related to the analysis of some deterministic dynamical flow defined on the
space of the Borel probability measures. Some convergence in law proper-
ties are given by Benaim & Raimond [7]. They went further in this study in
[8] and gave sufficient conditions for the a.s. convergence of the normalized
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occupation measure. It happens that with a symmetric interaction, u; con-
verges a.s. to a local minimum of a nonlinear free energy functional (each
local minimum having a positive probability to be chosen).

All these results are summarized in a recent survey of Pemantle [28].
Both the survey of Pemantle and the survey of Téth include results con-
cerning self-interacting random walks.

1.2. Statement of the problem. The present paper follows the same
lead but tries to extend the results of Benaim, Ledoux & Raimond [6] in
the non-compact setting. We present all results in the Euclidean space R¢
for the sake of simplicity, but, as will be explained in the last section, they
can be extended to the case of a complete connected Riemannian manifold
without boundary with no further difficulty than the use of notations and a
bit of geometry.

Here we set the main definitions: let us consider a confinement potential
V : R? — R* and an interaction potential W : R? x R® — R*. For any
Borel bounded measure p, we consider the ‘convoled’ function

Wosp: R =R, W p(x) = / W (z, y)u(dy).
R4

Our main object of interest is the self-interacting diffusion solution to
(1.3) dpe = (Ox, — )55
XO =T, o= p

where (B;) is a d-dimensional Brownian motion, and (y;) the normalized
occupation measure of the process defined as before , with initial weight
r > 0 and initial probability measure pu. That is the sequence (u;t > 0)
defined by

t
T+ fO 0x.ds
1.4 =
(1.4) pe rt

Our goal is to study the long term behavior of the normalized occupation
measure (ug,t > 0). We will in particular prove that it is closely related
to the behavior of a deterministic flow and we will give some sufficient con-
ditions on the interaction potential in order to have the pointwise ergodic
theorem for the process (X;,t > 0).

The main differences between the present paper and the paper [6] are

the following. Obviously, the non-compactness of the space arises a lot of
technical problems.
First, we need to take into account the non-compactness of R?, that is
the reason why we introduce the V-norm in Section 3 (also named “dual
weighted norm”). Fortunately, we manage to show that p; is a tight family
of measures.
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Second, the dynamical system involved in the study induces only a local
flow and not a global one.

Last, if we suppose that the occupation measure p; appearing in the drift
term is fixed to a measure pu, then we obtain the Feller diffusion X*. Let us
note by A* the infinitesimal generator corresponding to this diffusion and
Q" its fundamental kernel, that is A*Q* = II(u) — Id, where II(u) is the
invariant probability measure of X*. An essential point of our study con-
sists in finding an upper bound for the operator ¢),, and it is much more
difficult in our case. Actually, one has to use the notion of (uniform) ultra-
contractivity, which means that the family of Markov semi-groups (P, ¢, \)
is uniformly bounded from L?(py) to L™ () ).

1.3. Outline of contents. The organization of this paper is as follows.
In the next section, we motivate the study of the self-interacting diffusions
by a simple example and present some of our results. In Section 3, we de-
scribe our exact framework and introduce again some notations. Section 4 is
devoted to the presentation of the main results. After that, we recall all the
necessary definitions about dynamical systems and analyze the determinis-
tic flow associated to a self-interacting diffusion in Section 5. In Section 6,
we study in details a certain family of Markov semi-groups for which we will
prove the existence of a uniform spectral gap and ultracontractivity. The
proofs of the main results are given in Section 7, which heavily relies on the
spectral analysis of the preceding section. It deals with the behavior of the
normalized occupation measure (ug,t > 0). Finally, we explain how to gen-
eralize our study to a non-compact complete connected smooth Riemannian
manifold in Section 8.

2. Motivation

We study here a simple example of self-interacting process in one di-
mension to understand what is going on. We consider here the following
potentials:

1 1
Via)i= 3o+ 2% 41 and W(a,y) = cos(a)er(y) + sin(@)ea(y)
where the functions ¢; are smooth and controlled by V' (that is there exists

a positive constant C' such that |¢;(y)| < CV(y)). We consider again the
following SDE:

dt

{ dX; = — (V/(Xe) + W' (X)) dt + d By
dpe = (0x, — Mt)m

Since our interaction potential has separated variables, this infinite-dimensional
SDE can be reduced to a 3-dimensional SDE with the new variables Y; :=
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Jr e1(y)pe(dy) and Z; := [ pa(y)pe(dy):

dXt = dBt - [V/(Xt) - }/t sin(Xt) + Zt COS(Xt)] dt, XO =X
dVy = [p1(X) — Vi (r+¢)7'dt, Yo =y
dZ; = [pa(Xe) = Zi) (r + 1)1t Zo = 2

We expect the new variables (Y, Z;) to converge a.s. to some (say deter-
ministic to fix the ideas but this is actually too demanding!) limits («, 3);
therefore the process (X, t > 0) should behave asymptotically as a classical
real diffusion with ergodic measure:

t5(dz) := Zo(a, B) "' exp {2V (x) — 2acos(z) — 23sin(z) }dx

where Zy(a, 3) := [ exp {—2V(z) — 2accos(z) — 2@ sin(z)}dz is the normal-
ization constant.

The pointwise ergodic theorem now implies that (Y;, Z;) should a.s. con-

verge t0 ([p ©1(Y)ta,s(dY), [z ©2(¥)ka,3(dy)). This shows that the constants
(a, B) should be the fixed points of the map

1 Zl (Oév ﬁ)
(a)ﬂ) > Zo(a’ﬁ) < Z2(a,ﬁ)
with the notations Zi(a, 8) == [ @i(y)el=2V W) —2acos(y)=2Bsin(y)}qy  To
study these fixed points, we are lead to consider the following ODE:

(2.1) { ay = —ay + Zi(aw, Bi) [ Zo(u, Br)
' By = — B + Zo(aw, Br) [ Zo(aw, By)

We represent below the orbits of the ODE . In the numerical appli-
cations we will choose 1(y) := 1.3y3, and @2(y) := —1.3y. In our nu-
merical example, we observe that we have three fixed points: (0,0) and
(8.492..., —2.424...) are sinks and (0.538...,—0.527...) is a saddle (see figure

).

Now if we turn back to our self-interacting motion (X¢,¢ > 0) and leave
aside the (maybe false!) assumption that (Y, Z;) will necessarily converge
to a deterministic limit, the ODE turns nonetheless to be very useful
to study the asymptotic behavior of (Y3, Z;). Handling the technics that are
developed in this paper (and which follows the ideas first introduced in [6])
the reader is able to prove that (Y., Z.:) is an asymptotic pseudo-trajectory
of the non-linear dynamical system that is

lim  sup  (IV() — an(Y ()] + 12 — Bu(Z(e)]) =0
t—+o00 0<h<T
for all T' > 0. For an illustration, see the figure
As (Y., Z.t) is an asymptotic pseudo-trajectory for the non-linear dy-
namical system (3.3)), the theory of the pseudo-trajectories implies that

the limit points of the joined-process (Y, Z) are almost surely included in
the critical points of the map corresponding to the ODE, that is the set
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Orbits of the ODE

FIGURE 1. Orbits of the dynamical system (3.3]).

) Zs (e
Fixz = {(04,5)'0‘_ Zo a,@ ’ﬂ Zi(ag)

contains only isolated points and therefore, the process (Y, Z) converges a.s.
to one of these critical points. Obviously, if we have an unstable equilibrium
(o, Bo), then Py, - (Y, Zi) — (w0, Bo)) = 0. Moreover, following the lines
of Benaim & Raimond [8], the reader also manages to prove that for a sad-
dle point (aq, 1), we get the same result: Py, . ((Yz, Zt) — (a1,61)) = 0.
Actually, the process (Y, Z) converges a.s. to one of the stable fixed points
(sinks) of the ODE (B.3), that is for all sink (o, 3;) € Fiz, we get

Px,y,z,r((Yt7Zt) - (azyﬂz)) >0

Of course, if we have only one sink, then the preceding probability equals 1.
In addition, the “choice” of the sink in the convergence will depend crucially
on the initial parameters x,r, 4. Indeed, suppose that we have at least two
sinks («y, B;),7 = 1,2 (as in the numerical example). Then we know that for
i=1,2, we get Ppy ., ((Ys,Zt) — (i, 3i)) > 0. Therefore the asymptotic
o-algebra of the quadruple-process (Xy, Y}, Zy, 7 + t) is non trivial and the
process is not ergodic. Nevertheless, the quadruple-process is a true diffusion

}. In addition, the preceding set
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An asymptotic pseudo—trajectory

2oL
—------ﬂ
72V4 L L L L L L L L
7.4 7.5 7.6 7.7 7.8 7.9 8.0 8.1 8.2 8.3
Y. a

FIGURE 2. A path of (Y, Z,) in green and some orbits of
the flow.

and Markov homogeneous. Let

pa,,@(xv Y, z, T) = Paz,y,z,r((ﬁa Zt) - (O[, ﬂ))

We emphasize that the function p, g is (bounded) invariant for the process
(Xt,Y;, Zy,r + t). But the preceding Markov process is not ergodic. Thus,
the bounded invariant functions are not constant. As a consequence, the
probability p, g(z,y, z,7) depends on the initial value (z,y, z,7).

3. Preliminaries and Tools

3.1. Technical assumptions on the potentials. Let (-,-) stand for
the Euclidian scalar product.
In the sequel, the technical assumptions on the potentials V and W are
the following:
i) (reqularity and positivity) V € C?>(R%) and W € C?(R? x R?) and
V>1 W >0;
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ii) (converity) V is a strictly uniformly convex function, i.e. there
exists K > 0 such that for all z,& € R%: (V2V (2)€,€) > K|¢|%;

iii) (growth) there exist R,c > 0, § > 1 such that for all |z| > R,
(VV(x),z) > c|z|?® and there exists C' > 0 such that for all z,y €
R? we have

(3.1) VV(z) = VV(y)| < Clz = y[ A1) (V(2) + V(y));
iv) (domination) there exists k£ > 0 such that for all z,y € R,
(3:2) W(z,y) + [VaW (z,y)| + V2, W (2, 9)| < 6 (V(2) + V(y));

v) (curvature) we suppose that we can decompose W (z,y) = Wi(x,y)+
Wa(z,y), where Wy and its two first derivatives with respect to
xr are three bounded functions in the variable x and there exists
M > 0 such that for all z,y,¢ € R? we have

(3-3) ((V2V(2) + V2, Wi(z,9))¢,€) = MIE.

REMARK 3.1. 1) The most important conditions are the uniform con-
vexity of V' and the fact that W is controlled by V.
2) The growth condition on V' ensures that there exist a,b > 0 such
that for all x € RY, we have

(3.4) AV (z) < a+bV(x).

3) The positivity and domination conditions on the interaction poten-
tial are not so hard to be satisfied, since the self-interacting process will be
invariant by the gauge transform W(x,y) — W(x,y) + ¢(y) for any func-
tion ¢ that does not grow faster than V. In the example discussed in the
last section, we see that choosing ¢(y) = 1.3(y* + 25/16y> + 65/64) enables
us to meet the required conditions.

4) The curvature condition means that V can offset a lack of convexity
Of W1 .

3.2. Some useful measure spaces. As usual, we denote by M(R?)
the space of signed (bounded) Borel measures on R? and by P(R?) its sub-
space of probability measures. We will need the following measure space:

35)  MESV) = {ue MEY: [ Vi) <o

where |p| is the variation of p (that is |p| := ut + p~ with (™, ™) the
Hahn-Jordan decomposition of ). This space will enable us to always check
the integrability of V' (and therefore of W and its derivatives thanks to the
domination condition (3.2)) with respect to the (random) measures to be
considered. We endow this space with the following dual weighted supremum
norm (or dual V-norm) defined by

/ pdp
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This norm naturally arises in the approach to ergodic results for time-
continuous Markov processes of Meyn & Tweedie [24]. It also makes M(R?; V)
a Banach space.

Next, we consider P(R% V) := M(R% V) N P(RY). Both are not empty
since they contain the measure (possibly normalized)

(3.7) ~v(dz) := exp (—2V (z))d=z.
Finally for any 8 > 0, we introduce the subspaces

Ma(RYV) = € MRSV | Vi) < 5}
and likewise Pg(R% V) := Mg(RE V) N P(RY).

3.3. The family of semi-groups (P}"). In all the following, (Q, F, (%), P)
will be a filtered probability space satisfying the usual conditions. For any
bounded Borel measure 1 € M(R%; V), let (X}, ¢ > 0) be the Feller diffusion
defined by the following SDE

dX}' = dB; — (VV(X[') + VW * u(X})) dt,
(3'8) Xli
0 = X.
Let also C°(R?) := {f : R — R; f € C“(Rd),l l‘im f(z) = 0}. We

consider the differential operator A4,, defined on C$°(R?) by
1
(39) Auf = SAT = (VWi Vf) = (VV, V)
1
A,u,f — 562(V+W*'u)diV(e_Q(V+W*“)Vf).

A,, corresponds to the infinitesimal generator of the true diffusion (X}';¢ >
0) (3.8). We also denote by (P}*;t > 0) the Markov semi-group associated
to A,

We emphasize that (X}') is a positive-recurrent (reversible) diffusion.
We denote by II(x) its unique invariant probability measure:

e—QW*,u(m)
Z(n)

where Z (1) := [ga e 2WHilz)~ (dx) < 4-00 is just the normalization constant.

(3.10) I(p)(dz) := 7(dz)

3.4. The infinite-dimensional ODE. We introduce a dynamical sys-
tem on the set of signed measures M(R?; V). We will assume in the next
section the existence of the flow ® : R x M(R% V) — M(R? V) defined by

d

(3.11) Co(p) = p, 5 Pelp) = T(Pe(n) — Pelp).

REMARK 3.2. (important!) For W symmetric or bounded, we will prove
the existence of the flow.
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REMARK 3.3. It is readily seen that the two-dimensional differential sys-
tem introduced for the example is semi-conjugate to this infinite-dimensional
one (consider the surjection pn— ([ 1dp, [p2du)). This situation is gen-
eral when the interaction potential W has separated variables, a particular
case we will not consider any more.

In order to study the flow ®, we will need to endow the space P(R%; V)
with different topologies. When nothing else is stated, we will consider that
this space of measures is endowed with the strong topology defined by the
dual weighted supremum norm || -||yy. But, as the reader will notice, we will
frequently need to switch from the strong topology to the weak* topology
of convergence of measures. We adopt here a non-standard definition com-
patible with possibly unbounded functions (controlled by V). We introduce
the weighted supremum norm (or V-norm)

|/ ()|

(3.12) [ f]lv = sup
z€RA V( )
and the space of continuous V-bounded functions
(3.13) CORG V) = {f € C°RY) : [Ifllv < o0}

Similarly let C*(R% V) := C®(R%) N C(R% V). Now for any sequence of
probability measures (u,,n > 1) and any probability measure p (all belong-
ing to P(R% 1)), we define the weak* convergence in the following way:

pin — 1 if and only if / odp, — odu, Yo € CORE V).
Rd NnN—0o0 JRd

We point out that our definition of the weak™ convergence always implies
the common definition.

3.5. The self-interacting diffusion. We remind the self-interacting
diffusion considered here:

dp = (6Xt - Ht)rdT:t
Xo=1x, po=p
PROPOSITION 3.4. For anyx € R%, i € P(R% V) and r > 0, there exists
a unique global strong solution (X, g, t > 0).

PROOF. By a standard theorem (see [32], chap.V theorem 11.2), we
know that given r, u, , VV and V,W locally Lipschitz, the equation
has a pathwise unique local strong solution, which law is denoted by Py . ;.
So, we need only to prove that the local solution does not explode.

First, we point out that for all £ > 0 such that (X, s < ¢) is defined,
pe € P(R% V). Indeed, we have for all initial 2 € R?
/ V(y)u(dy) =

t
V(Xs)ds < 400.

r+t T4t



In order to show that the solution never explodes, we introduce the
Lyapunov functional £ defined on R% x P(R%; V) by

(3.14) Eulx) =V (z) + W * p(x).

As the C2-valued process (t,z) — &, () is of class C? (in the space variable)
and is a Cl-semi-martingale (in the time variable), the generalized It6 for-
mula, also named Ito-Ventzell formula (see [21]), applied to (t,z) — &£, ()
implies

EulX) = Eula)+ [ (V8. (X.).dB) / V& (X,)2ds

ds
r+s

3 | Ag s+ [ V06,0 = W ()

Let us introduce the sequence of stopping times
t
—inf{t > 0:E,, (X)) +/ VE,.(X)[2ds > n}.
0

We note that fg/\T”(VSHS (Xs),dBs) is a true martingale. Now the growth
condition on V and the domination condition (3.2) on W imply: 3C > 0
such that

tATh
B pinr, (Xin) < Eua) + CE [ (14, (X)]ds.
0
Now, applying the Gronwall lemma to EE,,, .. (Xiar, )+1, we get EE,,, . (Xiar,) <
(Eu(x) + C + 1)

The last step is to show that for any ¢ > 0, the probability P ;. “(Vm, T <
t) vanishes. The Markov inequality joint with the preceding inequality im-
plies the following, for any n € N*

Poru(Vm, 7 <t) < Popu(mn <t) =Poyy < sup &,, / IVE,L,( \ du > n>
0<s<t
< P, < up / (V& (X,), dB,) > ”)
0<s<t 2
+ P /AS d+/tW(X X)L n
T, p o u 0 WYt w T2

< 7120<t+/0(5u( )+ C+ e C“du) —o(i).

Thus by the nonnegativity of W, there exists some m such that V(X;) <
Eu(Xy) < mforallt > 0 and lim V(z) = co. Therefore, the process

|z|—o00
(Xt,t > 0) does not explode in a finite time and the SDE (2.5) admits a
global strong solution. O
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4. Main results

4.1. General idea. We sketch here the general idea of the proof and
explain why the tools introduced in the preliminary section arise quite nat-
urally.

First consider that the occupation measure appearing in the drift is
‘frozen’ to some fixed measure p. We obtain the Feller diffusion X}'. For
this diffusion, it is easy to prove the existence of a spectral gap and therefore
get that the semi-group (P}';t > 0) is exponentially ergodic, that is

4.1)  PFF =T fllv < K| fllve @™t fe (R V).

To get, as by-product, the almost sure convergence of the empirical
occupation measure of the process X}', a standard techniqueﬂ is to consider
the operator (sometimes called the ‘fundamental kernel” as in Kontoyiannis
& Meyn [20])

(4.2) Q= | TP T f) dt

for any f € C>®°(R% V). Then it is enough to apply the It6 formula to
Q. f(X}") and divide both members by ¢ to get the desired result. Indeed
one has

t t
Qui(XE) = Quf(x) + /O (VQuf(XE).dB,) + /0 A,Q, f(XP)ds.

Some easy bounds on the semi-group (P}") are enough to prove that almost
all terms are negligible compared to ¢ and it remains to recognize the third

term since A,Q,f =I(pn)f — f.

Now when p; changes in time, we still can write a convenient extended
form of the Ito formula (which let appear the time derivative of @, f(x))
but we need to improve the remainder of the argument.

First, we will prove that we can find 5 > 0 such that p; € Pg(Rd; V) a.s.
for all ¢ > 0 and this last set is compact for the weak™ convergence. Then,
we will study the family of semi-groups (P/',t > 0) where u € Pg(Rd; V).
Obviously when using the ergodic estimates we would like to get bounds
that are uniform in p. Section 6 will be devoted to those uniform properties
of the family of semi-groups (P};t > 0).

Second, if we compute the time derivative of p.:, we obtain that it equals
%(5 X, — Met) and in particular, it is singular with respect to the Lebesgue
measure. However, the distance between the time-derivative of p.+ and the
term II(p.t) — pet converges to zero a.s. As with stochastic approximation
processes, one expects the trajectories of the process u; to approximate the
trajectories of a deterministic flow, that is the flow of the dynamical system

1Of course, here X! is a Markov process and has an invariant probability and therefore
one can just use the limit-quotient theorem, which implies the limit-ratio theorem:.
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induced by IT(uy) — p¢ is an asymptotic pseudotrajectory of the empirical
measure f;. It is this very last remark that conveyed to Benaim & al [6]
the idea of comparing the asymptotic evolution of (u¢;¢t > 0) with the flow

(®¢(p))-

4.2. Tightness of (u;). In their paper Benaim & al [6] crucially rely
on the compacity of the manifold M where the self-interacting diffusion
lives. The compacity of the state space M readily implies the compacity
of the space of probability measures P(M) and therefore that the process
(u,t > 0) is tight. The tightness of the occupation measure allows to
write some technical bounds that are needed to prove the pseudo-asymptotic
property. Compacity is also a desired property when attractors are looked
for in a dynamical system. Here due to the confinement potential V' (and
possibly also to the interaction potential W) it is not obvious that the process
(¢, t > 0) remains in a (weakly) compact space of measures, but it is true!

PROPOSITION 4.1. There ezists 3 > 0 such that yy € Pg(REGV) for
all t > 0, where the space Pg(]Rd; V') is compact for the weak™ topology of
measures.

The proof of this proposition is postponed to the Section 7.

COROLLARY 4.2. i) The family (u:,t > 0) is a.s. tight.
ii) The limit set of p, is compact for the weak™* topology.

PROOF. (of the corollary) Straightforward. O

4.3. The “ODE method”. The notion of asymptotic pseudo-trajectories
was first introduced in Benaim & Hirsch [5], and is particularly useful for an-
alyzing the long-term behavior of stochastic processes, considered as approx-
imations to solutions of ordinary differential equation (the “ODE method”).
We refer to this article for more details and just give the essential and nec-
essary definitions.

DEFINITION 4.3. i) For every continuous function ¢ : Ry — P(R% V),
the w—limit set of &, denoted by w(§), is the set of limits of weak™ convergent
sequences &(tx), ti, T 0o, that is

w(€) == () &([t, 00))
t>0

where &([t,00)) stands for the closure of {([t,o0)) according to the weak*
topology.

i1) A continuous function £ : Ry — Pﬂ(Rd; V') is an asymptotic pseudo-
trajectory (or asymptotic pseudo-orbit) for the flow ® (for the weak™ topology
of measures) if for all T > 0, for all f € C(R%; V)

(4.3) lim — sup |§(t +s)f — P(£())f] = O.

t—+00 g<s<T
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The purpose here is to find a weak* asymptotic pseudo-trajectory for the
flow ® defined by . Actually, we will show here that the time-changed
process fip;) (and not p) is an asymptotic pseudo-trajectory for @, where
h is a deterministic time-change defined by

(4.4) h(t) :=r(e! —1) ¥t > 0.
The need for a time-change comes from the normalization of the occupation
measure p;. The factor (r +¢)~! disappears when we consider

d

M) = Xy — Hn(e):

THEOREM 4.4. Under Py, the function t — py ) is almost surely an
asymptotic pseudo-trajectory for ® (for the weak* topology).

The proof of this theorem is given in Section 7.
This theorem enables us to describe the limit set of (y):

COROLLARY 4.5. The limit set of (uy;t > 0) is invariant by the flow
®, compact and attractor free. Moreover, it is a (weak*-) compact subset of

{ Jp gy Iwp(dn); p € P(P(REV)) .

The definition of an attractor free set will be given later, in Section 5.
We will prove this result in Section 7 (the compactness is a consequence of

the corollary .

THEOREM 4.6. Assume that W is symmetric. Then the w—Ilimit set of
(pe,t > 0) is Py py-a.5. a compact connected subset —for the weak™ topology—
of the fized point of 11, that is {,u € Pg(Rd; V)p= H(,u)}.

The proof of this theorem is given in Section 7.
COROLLARY 4.7. Suppose that W is symmetric. If II contains only

finitely many fixed points (p;, 1 < i < n), then (uy;t > 0) converges almost
surely to one of these fized points.

PRrROOF. Straightforward. O

COROLLARY 4.8. Suppose that W is symmetric and that the mapping I1
has a unique fixed point po.. Then

tlirglout = oo Py — a.8.
PROOF. It is a consequence of the theorem [£.6|and the corollary [£.7] O

4.4. Application: a sufficient condition for the global conver-
gence of (u,t > 0). We give here a sufficient condition for the convergence
of the empirical occupation measure. The point is to find a criterion which
ensures II to have a unique fixed point.
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For a symmetric W, we introduce the free energy (up to a multiplicative
constant) corresponding to the ODE studied

f%u)?=jggog(35>(hw+/LuRdW%$ADuﬁhﬂu@W)

This functional is the sum of an internal energy (the entropy term), a poten-
tial energy V and an interacting energy term V. The competition between
U,V and W can determine a unique minimizer for F.

THEOREM 4.9. Suppose that for all z,y € R?, v € R%, v € R?, we have
that there exists K > 0 such that V3 ,(V + W)((u,v), (u,v)) > K(|ul* +

|v|?). Then there exists a unique probability measure jioo such that 1tlim e =
— 00
foo Py — a.s..

PROOF. Under our hypothesis, McCann has proved in his paper [23]
that F is strictly displacement convex. — This means that if we con-
sider pg,p1 two L' probability measures, the theory of mass transporta-
tion (see e.g. [37]) states that there exists a convex function ¢ such that
Veipo = p1. We denote by ps (0 < s < 1) the measure defined by
ps = ((1—s)Id+ sVp), po. We say that the function F is displacement
convex if for all pg, p1, the application s — F(ps) is convex.— Hence F has
a unique critical point, which is a unique global minimum. It is the unique
fixed point, say o, of the mapping II. Therefore tliglo Mt = foo Pryy —aus.

We also refer the reader to the paper [8]. O

Numerical simulation: The following figure has been obtained by numerical
integration of (X;) over the time interval (0,7) for T' = 1000, using a step
size of 0.02. We have chosen r = 0.2, 29 = 0 and po = exp{—32°}/v/2m.
Suppose that we work on R, with the maps V : R — R; V(z) := %x4+%x2+1
and W : R xR — R; W (z,y) := 0.05cos(x —y) +0.05. It is easily seen that,
for all y € R, the function = — V(z) + W (x,y) is strictly convex and thus
satisfies the hypothesis of the preceding proposition. The figure represents
the density of pur with respect to the Lebesgue measure (the caption with
dashed lines represents the unique solution of p = IT(u)).

5. Study of the dynamical system &

5.1. Existence of the flow. We first recall that M(R%; V) equipped
with the dual weighted supremum norm || - ||y is a Banach space. We start
with an easy result that will be used many times:

LEMMA 5.1. For any p € M(R%V) the function W x p belongs to
C>®(R% V) and we have

W s plly < 26][pllv-
PROOF. Straightforward thanks to the domination condition (3.2). O
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e — V(x) = kex* + kax2, W(x.y) = kscos(x—y)
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FiGure 3. Ilustration of Proposition [4.8

Now let us consider the vector field
(5.1) F:MREV) - MREV), p— T(p) — p

By standard results of ordinary differential equations in Banach spaces, we
can state the following result:

PROPOSITION 5.2. F is a C* wvector field which induces the local flow
O = (®;) in M(R%V), that is the solution to the initial value problem
L= F(u), w(0) = p is the curve t — ®y(u) defined for t in some open
interval 1, := (o, 7,), —00 < 0, <0< 7, < 400.

PrOOF. From the preceding lemma it is clear that the linear map p —
W % p is continuous from M(R% V) to C*°(R% V'), hence C*. By composi-
tion, the map IT is C* for the (strong) topology induced by the dual V-norm,
and, as a result, F' is a C* vector field. The end of the proposition readily
follows from the standard Cauchy theory of dynamical systems in Banach
spaces. [l

134



LEMMA 5.3. For any 3 > 0, the application 11 restricted to Pﬁ(Rd; V) is
bounded and globally Lipschitz with constants depending on 3 only.

PROOF. First we need to show that p +— Z(u) is bounded from below.
For u € P3(R% V) we have, from the lemma above, W * u(z) < 2x3V (z),
therefore we get:

2() = / W)y (dz) > / e~ 2%V (@) (dz)
R4 Rd

and thus we have the following bound for IT(u):

-1
62 Il < ([ V@) [ vienn = o

Now we know that II is C* on M(R? V) with the strong topology.
Its differential at the measure p is the continuous linear operator DII(u) :
MR V) — M(R? V) defined by

(5.3) DII() - w(dr) == —2 (W wa) = [ W V(y)ﬂ(u)(dy)> () (d).

Now we fix v € M(R% V). Since we have |W x v(z)| < 2k||v|[vV (), we
find that there exists a positive constant C' such that

1D1G0) vl < 4(1 +Co)lelly [ VA@)Te) o).

But for u € Pg(R% V), the same computation used for the bound of TI()
enables to control the last integral, hence we get a bound on the differential
and II is Lipschitz as stated. O

COROLLARY 5.4. Let 3 > 0. The application F restricted to Pg(R%; V)
is Lipschitz for the strong topology.

PRrOOF. Straightforward because II is Lipschitz. O

PROPOSITION 5.5. We assume that W is either symmetric or bounded
in the second variable (that is W (z,y) < KV (z)). Then it holds:
i) The semi-flow ® (for t > 0) leaves P(R% V') positively invariant.
ii) The semi-flow ®; restricted to the set P(R% V) does not explode (in a
finite time) and therefore 1, = +00.

iii) For all p € P(R% V) invariant under ®, we have I, = R.

PROOF. i) Straightforward because P(R%; V) is a convex set. As P(R%; V)
is a metrizable space, let d be a metric on this set. We define, for v €
PR V), the distance d(P(R%V),v) := inf{d(u,v);p € P(R%;V)}. Let
p,v € P(REG V) and t > 0. A trivial computation leads to

d(®4(p), v) < (1= t)d(p, v) + td(I1(p), v) + o(t),
and thus d(P(R% V), ®;(11)) = 0 (we adapt the proof of the proposition.
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ii) We first suppose that W = W5 is bounded in y. We work with the
V-norm. Since W (z,y) is a bounded function in the second variable, that
is W(z,y) < kV(x), we find that the normalization of II(u), that is Z(u) is
bounded from below in the following way:

20 = [ exw(=2 [ Wn@nhidn) = [ exp{-2eV ()}(da).

As a consequence, we simply have that

MGl < [ V) s =
Rd

Therefore, we obtain the upper bound

| [v < |pellv +C

and the result follows the classical theory of ODE on Banach space: F'is
completely integrable and generates a C* semi-flow ® : R, x P(R%: V) —
P(RE V).

Let us suppose that W is symmetric, that is W (z,y) = W (y,z). Now,
we remark that the free energy introduced in the preceding section is not a
Lyapunov function for the dynamical system because most of the times ¢ (1)
is not an absolutely continuous probability measure with respect to v and
therefore, F(®¢(u)) = oo. Therefore, we consider the Lyapunov function
E(p) == F(II(u)). Actually, F is a C* function for the strong topology (the
V-norm). We compute

(54)  DF(u)-v= /

R

d [log (fil’:y‘(x)> oW ,u(w)] du(z).

But we recall that IT is C*° and we know DII given by the equation (/5.3]).
As a consequence, we obtain

DE(p)-v = DF((u))o DI(p) - v

_ _4/Rd (W # () — W * ) <W*H(u)— W*ydn(u)> dII(1).

Rd

Now, it remains to choose v = II(x) — p in order to obtain

d

@) == [ 7 svte) o) +4

2
T W o« y(:v)dH(u)(x)) <0.

Rd
As a consequence, for all positive constant ¢ > 0, the set {u;E(u) < ¢} is
compact. Finally, we get for all t > 0, £(®;(¢)) < E(n) and we conclude by
applying the Cauchy-Lipschitz theorem.

iii) Let 4 € P(R% V) such that for all ¢ € I,,, we have ®;(u) € P(R% V).
We know by the first point that 7, = +oo and it remains to prove that
o, = —o0. But we just adapt the previous proof to show that for all £ > 0,
we get %E(CI),t(u)) > 0. We conclude in the same way. O
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5.2. An important set. Here, we introduce a crucial object for the
analysis of the dynamical system ®:

(55)  Im(ID) := { /P sy, TP P € Pw(P(Rd;V))}

where Py, (P(R?; 1)) is the topological space obtained by endowing P(P(R%; V))
with the topology of the weak™ convergence. The set Im(II) is well defined,
because P(R% V) is a Polish space and also P,(P(R%V)). It represents

—

the convex hull of Im(IT). In this definition of Im(II), fP(Rd-V) II(p)p(dp)
denotes a probability measure such that, for all f € CO(R%; V),

/ (p)p(dp) - f = (1) fp(dp).
P(REV) PREV)

We observe that the mapping p — fP(Rd-V) II(p)p(dp) maps continuously
P(P(R%V)) to P(RE V).

Now we need to refresh the reader’s memory with a (not too short!)
list of important definitions of the theory of dynamical systems. First we
recall that P(R%; V) is a metrizable space and we can choose the following
metric: since CO(R%; V) is separable, we exhibit a sequence (fi)x dense in
{f € CORLV)/||fllv < 1}, and set for all pu,v € P(R%V):

(5.6) dist(, v) =Y 27 F|u(fi) = v(fe)l-
k=1

DEFINITION 5.6. a) A subset A of P(R%; V) is positively invariant (resp.
negatively invariant, resp. invariant) for ® provided ®,(A) C A (respectively
A C ®(A), respectively P,(A) = A) for allt > 0.

b) A subset A of P(R% V) is an attracting set (respectively attractor)
for ® provided:

(1) A is nonempty, compact for the weak™ topology and positively in-
variant, (respectively invariant) and

(2) A has a neighborhood N' C P(R% V) such that dist(®y(u), A) — 0
as t — +oo uniformly in p € N.

¢) The basin of attraction of an attractor K C A for ®|A = (P A); is
the positively invariant open set (in A) comprising all points x such that
dist(®4(z), A) — 0 as t — 400, it means that it is the set of measures in the
space P(R%; V) such that all initial conditions chosen in this set dynamically
evolve to A

B(K,®|A) ={un e A;tlim dist(®: (1), K) = 0}.
—00
d) A global attracting set (respectively global attractor) is an attracting
set (respectively attractor) whose basin is the whole space P(R%; V).
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e) Let A be a positively invariant set for ®. An attractor for ®|A =
(P4|A); (defined by taking the restriction of (®) to A) is proper if it is
different from () and A.

f) An attractor-free set is a nonempty compact invariant set A such that
®|A has no proper attractor.

Now we can state and prove the following:

—

PROPOSITION 5.7. ([6]) Im(II) contains every subset of P(R%; V) nega-
tively invariant under ®.

PROOF. First, by definition, Im/(ﬁ) is convex and contains IT(P(R%; V)).
We let dist(u, ) be the metric defined by (2.4) on P(R% V) and obviously
define dist(u, X) = inf{dist(u, v); v € X}. For p € P(R% V) and v € Im(I),
we have for all f € C>®°(R%; V)

@i (p) f=v | = [A=t) pf+T (1) f—v fHo(t)]| < [(1=t)puf +IT () f—v f+o(t).

By the definition of dist, it then implies

dist(® (), Im(ID)) < dist((1 — ¢)p + £1(x), Im(ID)) + o(t).

—

But the mapping p — dist(u, Im(II)) is convex. As a consequence, and
because II(p) € Im(IT),

dist(®; (1), Im(ID)) < (1 — )dist(p, Im(ID)) + o(2).

Since the function p — dist(,u,IE(E)) is convex, t +— dist(@t(u),hn/(ﬁ))
admits a right derivative. It stems that

d+ —— ——

S| dist(@y (), Bm(ID) < —dlist (s, (1),

t=0
The invariance by time-translation shows that the same estimate must hold
at any other time ¢ that we derived at ¢ = 0. Thus, we obtain for all
pePREV) and t > 0:
dist(®, (1), Im(IT)) < ¢~*dist (g, Im(TT)).

This proves that Im/(\H) contains every subset of P(R%; V') negatively invari-
ant under . O

—

REMARK 5.8. [t is easily proved that Im(II) is a positively invariant set
for the flow ®.

It is already known since Conley [10] that if U is an open set with

compact closure, such that &7 (U) C U for some T" > 0, then there exists an
attractor A C U whose basin contains U.
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5.3. Fixed points of II. In this subsection, we prove that for a sym-
metric W, the normalized occupation measure converges a.s. to a zero of a
certain functional, the free energy.

We recall the free energy corresponding the ODE studied

(5.7 fww—A;bgCE)mkyéwwwdawumwuww.

We note that this functional is finite if and only if the measure p is ab-
solutely continuous with respect to the Lebesgue measure. Therefore, for
1 € Pg(R% V), we will consider F(II(11)) or equivalent only the probability
measures having a density with respect to the Lebesgue measure.

We will prove that there is a link between the zeros of F' and the energy
F: for any probability x on RY, when have that F(x) = 0 if and only if u
has a density and p is a critical point for the free energy V.F(u) = 0.

We know that if the normalized occupation measure p; converges, then the
limit will be a probability measure which has a density with respect to ~.
Thus, instead of working with the function F(u) = —p+ II(n), we will only
consider probability measures p having a density f: u = f~.

PROPOSITION 5.9. Suppose that W is symmetric. Then the zeros of F
are the critical points of F.

PROOF. We easily prove that F is a strictly convex function. Actually,
denote by DJF its differential function. Let u,v € Pg(Rd; V') two probabil-
ity measures having a density with respect to the Lebesgue measure. We
remind that the differential function is given by the following (because W
is symmetric):

o = [ s (555 s |
wev = | log v(x)da + 2 W (2, y)v(@)u(y)dedy.
R4 v(x) R JR4
Similarly, we get for o € Py (R4 V) a probability measure having a density
with respect to the Lebesgue measure

DF)- (1) = [ v@t@nta) et [ [ Wepr@sosdy
and the strict convexity follows. The convexity of F implies that for all

probability measures p,v € Pg(Rd; V') absolutely continuous with respect
to the Lebesgue measure,

F(v)—F(u) > DF(p) - (v — p).

We can choose v = II(i) (which is a global minimum for F!) and apply the
preceding inequality which gives

0> F((n) — F(p) = DF () - (H(p) — p) -

Now, by convexity of F, DF(u) - (II(x) — u) = 0 if and only if p = I(u)
(i.e. F(u)=0). O
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COROLLARY 5.10. Suppose that W is symmetric. Then the fized points
of I1 are the critical points of the free energy F.

ProoF. Straightforward. ([l

6. Study of the family of semi-groups (P/',t > 0,u € Mg(R%V))

In this section, we introduce two crucial functional inequalities, namely
the spectral gap and the ultracontractivity for the family of semi-groups P}".
The notion of ultracontractivity and its relation to the analysis of Markov
semi-groups were studied by Davies and Simon [13] and recently by Rockner
& Wang [31] for more general diffusions. The need of the ultracontractivity
property will impose some kind of boundedness on the convolution term
in the SDE that cannot be easily removed. We recall that II(u)(dz) =

%V(dx) and that we denote by (P/,t >0, € Pﬁ(Rdé V7)) the Feller

semigroup associated to the diffusion (X}, ¢ > 0) (3.8). (P/) is a symmetric
hypoelliptic semi-group.

Let L?(II(1)) denote the space of Borel real-valued functions f : R — R
such that [ | f(2)*TI(1)(dz) < oo, and

(R = [ @) @)

is the inner product on this space and ||.||2,, is the associated norm.

REMARK 6.1. For any probability measure p € Pg(R% V), LA (T(k)) =
L*(7).

We introduce here two operators : @, the “inverse” of A,, that is the
operator defined for any function f by

(6.1) Quf = [ (r =g
and K, the orthogonal projection defined by

(6.2) K. f = f —T()f.

They are linked together by the following relations (where D?(y) is the
domain of 4, in L*(II(x)))

Vfe L2(H(N))a Ao Qu(f) =—Kuf,
Vf €D (n), QuoAu(f)=—Kuf.

REMARK 6.2. The integrability of (P'f — () f) will come from the
uniform spectral gap obtained in the following subsection.
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6.1. Uniform spectral gap. We refer to Bakry [2], and we consider
the functional algebra C*°(R%; V). Indeed, it is contained in LP(II(u)), for
all 1 < p < oo and dense in all of them.

LEMMA 6.3. The family of measures e=2W*#@)~(dz), Yu € Pg(R% V),
satisfies a logarithmic Sobolev inequality and there exists a uniform spec-
tral gap for the family of measures e~ 2WV*@)y(dx), Vi € P3(R% V). These
two facts correspond to the following inequalities: AC1, Ca, two positive con-
stants, independent of p, such that Vf € C®°(R%V):

2
0 [ s (H L )e-QW*ﬂdv <Gy [1VsPeWany
e

2
i) / fre# iy ( / feQW*“ch) <G / [V f[Pe 2ty

Furthermore, Vt > 0, HPtM(KMf)HQ,u < e_t/cl||KNfH27M.

PROOF. i) We can decompose the function W in two parts: W = W; +
Ws, where Wy is a bounded function with respect to x and Wy satisfies the
curvature bound given in the preliminaries: there exists o < 1/2 such
that for all u € Pﬁ(Rd; V), for all z,¢ € R?

(7Y@ + P01 pla)cg) = kel

We will begin to prove the first part of the lemma for the measure v; (dz),
corresponding to V' + Wi, thanks to the abstract I'y criterion due to Bakry
& Emery. Then, this measure will be “perturbed” by Ws * p and we will
prove the result for e~ 2W2*#(@)~, (dz) = e 2W* @) (dz).

To the operator A} := A — (VV,V) — (VW * 11, V), we can associate the
operator “carré du champ”
L(f) =V
and the operator
Dy (f) = V22 + (Vf, VAV + Wik p) V),

as in Bakry & Emery [3]. The strictly uniformly (in p) convex function
V + W1 x u satisfies the I's criterion, which in turn implies the Bakry-Emery
curvature criterion: 3C > 0 such that for all u € Pg(Rd; V)

infT4(/) = CT(f)

where C' > (% — a) K > 0 is independent of u.

It follows from a lemma due to Holley & Stroock [18] (see for instance [1])
that the measure e~2W2*#(2)~, (dx) satisfies a logarithmic Sobolev inequality,
with a constant independent of 4 smaller than %eQM , because Wy is bounded
(in z) and there exists a constant M such that for all u € P(R% V), we have
osc(Wa * p) := sup(Wa * u) — inf(Ws % u) < M(= k). Thus we are done.
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ii) Rothaus [33] has proved that if a measure satisfies a logarithmic
Sobolev inequality with a constant ¢, then it also satisfies a Poincaré inequal-
ity with a constant 1/c. Moreover, it is known that a Poincaré inequality is
equivalent to the existence of a spectral gap.

From ii), we find the following estimate on the semigroup (P}*);>0 (see
[2]): there exists some positive constant C, independent of y, such that for
all t >0, f € L*(II(p)),

HPtM(KMf)HZu < eit/CIHKMfHZM‘
O

6.2. Uniform ultracontractivity. We introduce the following defini-
tion:

DEFINITION 6.4. Let (P}t > 0, € A) a family of Markov semi-groups.
We assume that for each parameter X € A the semi-group (PtA,t > 0) has
a unique invariant probability measure py. We say that the family (Pt)‘,t >
0,\ € A) is uniformly ultracontractive if the operators P} are uniformly
bounded from L2(uy) to L>®(uy) for all t €]0,¢] (for some ¢ > 0), i.e.
3C' > 0, independent of A, such that

(6.3) 1PN |aoe < C(2), VE €]0,2],¥A € A,
where ||PM|2—o0 := sup %‘
rer2uo\foy

|z

Let ¢ : R — Ryz +— q(z) = 5-. In order to prove that the family of
semigroups (P/}');>0 is uniformly ultracontractive, we will use the following
result due to Rockner & Wang ([31] corollary 2.5):

LEMMA 6.5. (Rockner & Wang) Let (P;,t > 0) be a Markovian semi-
group, with infinitesimal generator A := %A — (VU,V), with V*U > —-K.
Assume that there exists a continuous increasing map x : Ry — Ry \ {0}
such that

(1) lim @ = 00,
T—0Q0

(2) the mapping gy (r) := rx(mlogr) is convex on [1,00) for any m >
0,

(3) Aq(z) <b—x(q(x)) for some b > 0.

Then P; has a unique invariant probability measure. If f;o dr j < o0,

rx(mlogr
m > 0, then P; is ultracontractive. If moreover x(r) = xr?, with x > 0,6 >
1, then there exists some ¢ = c(b, x) > 0 such that for all t € (0,1]

HPtH2—>oo < exp{ctfa/(afl)}.
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COROLLARY 6.6. The family of semigroups (P{',t > 0,1 € M(R%V))
is uniformly ultracontractive and ||P!|j2—0o < exp{ct=0/0=D} where the
positive constant ¢ is uniform.

PrOOF. We apply the result of Réckner & Wang for U := V +W %y and
use the curvature bound (3.3]). We find that each (P/);>0 is ultracontractive.
Furthermore, the curvature bound on 1/2V + Wy * u, the boundedness
of VW3 and the growth condition (VV (x),z) > c|z|?, all together imply
that there exist a,b > 0 such that for |z| large enough and for any initial
p € Pg(R% V) and any r > 0

Apg(x) = d)2— (VW p(z),2) — (VV(2), )
(6.4) < b—aq(z)’ < b—aq(x).

If we let x(t) := 1, with § > 1, we find that the constant c is uniform in p.
Thus, we have the uniform ultracontractivity. O

Now we work with the three operators: A,, K, and Q. We recall that
Kuf = f—1(p)f and Quf = [§° PA(Ef)dt = [7° P (f — I(p) f) dt.

PROPOSITION 6.7. For all € > 0, there exists a positive constant K (e)
such that for all p € Ps(R%: V), z € R, f € CO(RY;V):

Quf ()] < (eV(2) + K () f]lv-

If f € C°(RE V), then Q,uf € CHRY) and |VQ,.f(z)] < C(eV (2)+K)||f]|v.

PRrROOF. One has clearly

Quf(z)] < /0 h |PH (K, f)(z)|dt.

Let typ be a positive constant (we will choose it precisely later). We can
decompose the right-hand side of the preceding inequality:

| it @la= [ @l [ R @)
0 0

to

We begin to work with the second term. By use of the uniform ultracon-
tractivity of the semi-group (P}') and the uniform spectral gap, we have the
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following

| rrs @ /0 P PA (K, ) ()t

to

IN

exp {ctg®/*V} /O PE(K )l et

IN

exp {ety /O VYK, fl 2 /0 et/Crat

IN

exp {ctg ™ VY1l /0 et/Crat

12 poo
exp {cto /"I fllv (/ V2dH(u)> / ety
0

We now have to work with the first term of the equality. We easily know
that

IN

1P/ f ()] < Ifllv PV ().
But we recall that for the Lyapunov function &, (z) = V(z) + W x u(z), we
have

Effgﬂt (Xt) < (5H(x) +1+ C)eCt

and by definition P/'V(z) < P/'(€,)(z) = E,&,(X;). We need a last bound
for £,(x):

En(x) < V() + R/(V(@ +V)uldy) < (1 +k+ &6V (2).

We finally find
to
PAF@) < (L+r+ kB4 1+ OV () / <5 ds| £l
0

We can choose o such that [P/ f(z)| < eV (z)||f||lv. We can conclude that
there exists some K (¢) which satisfies the lemma:

(6.5) Quf ()] < (eV(2) + K (&) f]lv-

Suppose that f is smooth. We remind the notations: I'(f) := |V f|? and
TH(f) = |V2f?+ (Vf,V3(V + W u)V f) and there exists a real number
such that T4 (f) > al'(f). The I's-criterion implies the following inequality
(see for instance Ledoux [22] or [1] p.83), Vf € C°(R%; V),

(6.6) VP (Kuf)l < C(IPF(Kuf)?| + [P (K f)I?) V>0

where C' = C'(«) > 0. The rest of the proof follows exactly the first part of
it. We conclude that there exists C' > 0 such that Ve > 0, there exists K (¢)
such that

IVQuf(z)] < C(eV(z) + K (&) fllv-
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6.3. Regularity with respect to the measure .

PROPOSITION 6.8. The mappings p — A, and p — K, are C* and
for any function f € C2(R% V), the application p — Quf is C= for the
strong topology of measures and we have for the (first) differentials (for any
v € MREV)):

D(Auf)-v = —(VWxv,Vf);
DK f) v = — < DI(u) v, f >;
D@Quf)-v = <DI(p) v,Quf > +Qu((VW xv),VQ,f),
with the notation < DII(p) - v, f >:= [pa f(2)DIL(p) - v(dz).
PROOF. Let 8 > 0 and fix u € Mg(R% V). We already know that

p— W pand IT are C*; so there is nothing to prove in case of A, or K.
To look at @, we need to consider the resolvent operator of P}":

Ry f ::/ e MPlFAE, A > 0.
0

We recall that for all A > 0 we have Ry = (A — A,)7! (see e.g. [19]). For
all A > 0, we define

Qu(\) ==K, (A=A,
We now have the following equality Q,.f —Qu(A\)f = [;° dtP/'K,(1—e ) f
and we obtain by the uniform spectral gap that there exists C,C; > 0

1Quf — QN Fllv < Allfllv /O C(B)etCrdt.

Besides, we have:

Quf = Jlm | ™ (P ~Tl(w)f) di
(6.7) Quf = lim (Rf—2"'TI()f)

where the convergence is readily seen to be uniform in p. Therefore p — Q,, f
is continuous.

The mappings p +— II(p) and g — VW % p are C*°. This fact implies
that p+— K, and p+— A, are C*°. Therefore for every A > 0 we find that
the map p — R‘; f is C*. We have the following diﬁerentiaﬂ:

DQu(\)-v = (DK, -v)((A— Au)_l) + Ku(A - Au)_l(DAu V) (A - Au)_l
— (D) - )((A = 4)7) + KA — A) (VW 5 1, V) (A= A,)
2Rigorously speaking, we use here the differentiability of the operator-valued function

w— A,. For this to hold, we need to consider A, as a bounded operator from the space
L?(~) endowed with the norm

12,0 = (1|20 + 1 Aufll2,0-

to the same space L?(v) endowed with the standard quadratic norm. Then equipping the
space of bounded operators with the topology induced by the operator norm, the claimed
differentiability is obvious.
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We will prove that each term of the preceding equality converges uni-
formly. For the first term, we have for all f € C>®°(R% V):
(DI(p) - ) (A = Ap) ™1 f =< DIN(p) - v, KA = A) 71 f >
and therefore

(68)  lim (DI() - v)(A =~ A7) =< DI(p) - 1.Q,f >

where the convergence in uniform. Its remains to prove the convergence of
the second term. We find the following

KA = A) VW, VYA —A,) = K,(\—A) VYW v, V)K,(A—A,)""

= Q#(A)(VW *V, VQM()‘)f)'

If we manage to prove that VQ,())f converges uniformly to V@, f, then
we are done. We have by definition of Q,()):

VQWf = [V
and therefore
VQuf — Q.| < / V(P F)|(1— et

We use the inequality to prove that this family of differentials converge
uniformly with respect to u; so p+— Q. f is actually C 1 with the differential
given in the statement of the proposition. Looking at this differential, we
see that it is itself a C' function of x, so by induction it can be proved that

o Quf is C*°. U
REMARK 6.9. We could have also proved that p — P}'f and p— Q,

are C*®°. But this results will not be needed in the remainder.

COROLLARY 6.10. For every f € CO(R%: V), we have the uniform in-
equalities
ID@Quf)-vlv < Kl[fllvlvllv,
(DQu-v)(N)(@)] < Cle+K@)[IvllvIfilv.

ProoF. The first inequality is straightforward. We will prove the second
one. We have the following:

((DQu-v)(N)(@)| < [(DI(p) - v)(Quf) (@) + |Qu(VW * v(2), VQyu f(x))]-

We will treat each of the two terms on the right side of the inequality sepa-
rately. If we consider the second member of the right side of the inequality,
we find

|Qu(VW 5 v(2), VQuf (@) < (eV(x) + K(0))*[[(VW %1, VQuf)llv2
(eV (@) + K (&) *|IVW * v[[v][VQuf)lv
CeV (@) + K () |lvllv]fllv.
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We work now with the other member of the inequality.

[(DI(p) - v)(Quf)l - < Z/IQuf(ﬂf)llW*V(fC)—/W*V(y)ﬂ(u)(dy)lﬂ(u)(dx)

< Cllfllv /(€V($) + K(e)(V () + 2||v|lv + a)I(p)(dz)
< Cllfllv(e+ K@)lwllv-
Putting the pieces together, we are done. ([

7. Behavior of the occupation measure

7.1. Tightness of (u¢,t > 0). We prove by the following result that
we almost work in a compact set:

PROPOSITION Let x,r,;u. Then there exists 3 > 0 such that a.s.
pt € Pg(REG V) for all t > 0.

PrOOF. We set ¢(t) fo s)ds. All we need to prove is there

exists 3’ such that a.s. ¢(t ) < p't ) We use again the Lyapunov functional
Eu(x) =V(x) + W * pu(x). We have already shown:

£.(X) = Eu(x)+ / (VE,.(X,),dB,) / VE,. (X, ds

ds
r+s
The strong law of large numbers (for martingales) implies that for ¢ large

enough we will have fg(Vé’us (Xs),dBs) < %fg IVE,.(X,)|? ds, and we there-
fore get the inequality:

t
/|v5 (X,)[2ds < 26.( /Aé’s s + 2 /WXS,X)d
0

Now we want to find an integral inequality on ¢. To this aim, we will control
separately each of the three terms of the last inequality and let ¢(t) appear.

1
+ 2/0 ASS(XS)der/O (W(Xs, Xs) = W (X))

e From the growth assumption on V, for any € > 0 we can find k. > 0
such that V < k. +¢|VV|2, thus by means of an integration we get

t
B(t) < ket+e/ IVEL(X)|? ds.
0

e From the domination condition on W, we have AW x p(z) <
k(V(z) + p(V)); the growth condition on V ensures that we
have the same kind of inequality AV < a + bV for some a,b > 0;
therefore we get:

A&, (Xo) < art rp(V) + (5 + DV(Xo) + = d(s).

e The same domination condition (3.2)) leads also to
W (X,, Xs) < 26V (X,).
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Putting the pieces together, we find the following inequality (denoting by
Cp and C; two deterministic positive constants)

Bt) < ket + ¢ <co (b4 m)plt) + m/o () + Cut Zl:qb(t)) .

Now for € small enough, we can have € (b+ r(1 4+ %)) < 1 thus, we have:

t o
Csds
t) < Cy+ Cft / :
o(t) < Co+ Crt + A r+s¢(8)’
with C another positive constants. If we note u(t) := g’ rd—fs (s), solving the

preceding inequality is equivalent to solving the inequality u < C + Cér—it
which solution is u(t) < C(r + t)®2. Finally, we have that there exists a

positive deterministic constant 5" such that ¢(t) < 't as required (because
Cy < 1). O

PROPOSITION 7.1. Ps(R% V) is a weakly compact subset of P(R%; V).

PROOF. Consider a sequence (v,,n > 1) of Pg(R% V), such that v,
converges weakly to a measure v € P(R% V). We have to show that
[V(z)v(dz) < 8. We have for all z € R?, for all R > 0, that R A V(x) <
V(z). We know, by hypothesis, that for all n, [R A V(z)v,(dz) < B.
Moreover

/R AV (2)vn(dz) — /R AV (2)0(da).

But R — R AV is a non-decreasing function, converging to V', so that by
the monotone convergence theorem, we deduce that [V (z)v(dz) < 8 and
v € Pg(R% V). Hence Pg(R% V) is closed. It is also easily seen that all
v E Pg(Rd; V') is a tight measure a.s. (see the preceding proof which implies
that p; is a.s. tight). Since the space Pg(Rd;V) is Polish, this space is
relatively compact as a consequence of Prokhorov theorem. It asserts that
Ps(R% V) is a compact set. O

PROPOSITION 7.2. Let 3 > 0 such that pu, € Ps(R%: V) for all t > 0.
For all n € N, we have that By ,,,(V™(X;)) is bounded.

Proor. We do the case n = 1 and drop the subscripts x,r, ¢ in the
following. We will prove that the proposition is true for the Lyapunov
function &,(x) instead of V.

We apply the It6 formula to prove that:

A&, (Xs) = (VE..(Xs),dBs) —|VE S(Xs)]2ds—|—%A5S(Xs)ds

ds

+ (W(Xs, Xs) — W pus(Xs)) s
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The strict convexity of V' + Wy % u (which is uniform in g because of the
curvature assumption (3.3])) and the boundedness assumptions on Wy and
its derivatives lead to:

Va > 0,3K, = K(a, 8,V); £.,(X1) < a|VEL (X)) > + K.

From the domination condition (3.2)) on W and the growth condition on V/,
we get that there exists a > 0 such that A&, (X;) < a(l+ &,,(X¢)). These
bounds lead for all ¢t > s > 0 to

t t
BE,(X) < BEL(X)+ 50 [ (Ko~ B (X)) dut § [ (14 Eg, (X,)du

+ R/tEV(Xu)(r—i—u)_ldu.

Now, we can choose a such that 1/a — a = 2a and we recall that V(X;) =
O(t). Therefore the preceding inequality becomes (with M depending only
on V and f3)

t
EE,,(X;) < EE,.(X,) —a / EE,. (Xu)du + M(t — )

We divide both sides by ¢ — s and let s — t. Let x(t) := EE,, (X;). Solving
the preceding inequality boil down to solve & < M — ax. The solution is

x(t) < (m(O) +M f(f e“sds> e~ and we finally obtain the following:

E&y, (Xy) < (KV(x)+Aj(e“t—1)> et

and we are done. O

7.2. Back to the dynamical system: a global attractor for the
flow. We have defined in Section 5 a smooth dynamical system, with the
strong topology. But, as we want to study a probabilistic objet, actually
the asymptotic behavior of (u,t > 0), it is natural to work with the weak*
topology. That is the reason why we consider the following set: we denote

by L(u) the w-limit set of p; that is L(py) = {tgo{,us; s> t}} C P(RY V)

We remark that L(u) is composed by all the accumulation points of p;. This
set is well-defined because it is invariant for the flow ® which restriction to
L(pt) does not explode in a finite time.

DEFINITION 7.3. The dynamical system associated to V. and W 1is the

mapping ¥ : R x L(u) — L), (t,p) — Wi(p) given by Wi(u) = Pi(p)
(where ® is the flow defined in Section 5).

3We emphasize that L(u¢) is the w-limit set of (u¢) and not (®;(x)). In particular,
L(p) is random and depends on (X, ¢ > 0).
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As we will never consider the first flow ® in the following, by an abuse
of notations (we hope it will not be confusing), we will denote the flow ¥
by ®.

REMARK 7.4. It is easily proved that the function 11 is continuous with
respect to the weak* topology (because of the domination assumption on W
and I1 is just a composition with the exponential map). By use of the preced-
ing results, we can show that the new mapping ® satisfies the flow property
and is continuous with respect to the weak™* topology. For a detailed proof,
we refer the reader to [6] (lemma 3.3).

Our aim is now to find a global attracting set for ®. A natural idea

would be to prove that Im(II) is suitable, but the problem that this space
is quite large and therefore not necessarily compact. As a consequence, we

decide to reduce to the non empty set Im(IT) N L(p).
THEOREM 7.5. Im/(\H) N L(ut) is a.s. a global attracting set for ®.

PROOF. We begin to notice that IE(E) N L(p) is a.s. compact for the
weak* topology, by definition of L(x) (it is a closed subset of Pg(RY)).
The next step is to prove that for all p € Pg(R% V), we have that the

distance dist(q)t(u),lm/(ﬁ) N L(u:)) converges to 0. But we already know
that .
tlim dist(®¢(p), Im(II)) = 0.

Now because of the proposition which asserts that (i) is an asymp-

totic pseudo-trajectory for the flow ® and thus L(y) is an attractor free set
(see corollary , we have that

Jim dist(®(), L(pe)) = 0
and finally we are done because for two sets A, B, we have that dist(®;(u), AN
B) < dist(®y(1), A) + dist(®,(1), B).

It is clear, by the definition of the set, that Im(II) N L(u,) is positively
invariant. Finally, this set is a.s. a global attracting set for the flow. O

COROLLARY 7.6. L(ut) is a.s. a subset oflm/(\l'[).

PRrROOF. IE(\H) N L(u¢) is a global attracting set for ® and is compact
for the weak* topology. But ) and L(u;) are the only attractors of ®. This
due to the fact that ) is an asymptotic pseudo-trajectory for the flow,

which implies that L(p) is attractor free. Therefore, Im/(H\)ﬁL(/,Lt) = L(put).
Consequently, we find that L(u;) C Im(II). O

7.3. Asymptotic behavior. We define a family of measures {e; ;4;t >
0,s > 0} by

t+s
(7.1) Ettt+s = / (5Xh(u) - H(Mh(u)))du'
t
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This family will play an important role in this section: it will be essential
for proving that ¢ — p() is an asymptotic pseudo-trajectory for ®.

PROPOSITION 7.7. For all f € C*(R% V) and every T > 0 there exists
a positive constant K (depending only on V., W and the initial point x) such
that for all 6 > 0

Pm,r,,u sup ‘5t,t+sf‘ >0 | < K5_2€_t\|f|’v-
0<s<T

The proof will need the uniform estimates on the family of semi-groups
(P}!') proved in the last section.

PROOF. Let f € C®°(R% V). We begin to rewrite

(t+s) du
cuovef = / A Quid -

We consider the C?-valued process (t, ) — Quiy [ (x), which is of class
C? and a C'-semi-martingale. Indeed it is easy to see that t — Ph(t) 18 a.s.

a bounded variation process with values in M(R? V). Since we already
know from the last section that p — Q. f is also C', the claim follows by
composition.

Therefore we can apply the generalized It6 formula to (¢, z) — h(t)*lQuh(t) fx)
and decompose the measure &4 in four parts (and we will control each
term separately):

1 2 3 4
Ettrs) = Eppqsf T e irs) T Etns) T ELipsS

with
1
1
6t,t+sf h(t + S) Q/J'h(t+s)f( h(t+s) ) h(t) Quh(t)f(Xh(t))
h(t+s) du
2
= — Xu)——
Et,t-i—sf /h(t) Q}Luf( )(7“ + u)Q

h(t+s) g du
3
- a_ u
5t,t+sf /h(t) &LQuuf(X )r w

4
5t,t+sf = M/

f
h(t+s) — M,

h(t)

where M is the local martingale M/ := IN VQu, f(Xy)2e.

We recall the estimate proved in the last section: Ve > 0,z € R?

Qupiy f(Xnw)| < |[fllv(eV(Xnwy) + Cle)) Vf € L7 (I(u)).
and
IVQuyy f(Xnwy) | < K[ fllv(eV (Xnqwy) + Cle)).

We also remind that f(f V(Xs)ds = O(t). Now, we can control each part of
€t,t+s and find for all € > 0:
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A

leersfl < AT (1Qupsy Fl 4 1Quage f1)

< @A EV Xaers) +V(Xn)) +C(e)) 25 0;
and
h(t+s) du
€7 1is < / Q V(Xy
| tit+ f] et 1Qu. fllvV( )(r + u)2

h(t+s) s
< Knt)|fllv /h AT
t

For the third part of 4 415, we will use the Markov inequality and the bound
on the differential of (), given in the preceding section:

P < sup \Ef’,HSf\ > 5) < 572E‘E?,t+Tf’2
0<s<T

h(t+T) du
572 ]E My U 2
< /h(t) (DQu, - ) (DX
h(t+T) du
-2 (12 2
< o [ B[V s K@P VK] o

We now recall that we have proved that for all € > 0, for all n € N and
t > 0, we obtain E[V"™(X};)] = o(t?). We use it to find that there exists some
constant K (uniform in u) such that

1 -
P< sup e of| 2 5) < SKIfIRRO

0<s<T
ris) — M, is bounded by K[|f|[3-(c +

h(t)~!), Burkholder-Davis-Gundy inequality implies directly

Since the quadratic variation of M ]{(

1 _
(72)  Popy ( sup ej ey f| > 5) < 57K||f’|%/(5 +h(t)7h)
s€[0,7)

[l
COROLLARY 7.8. For all T > 0 and all f € C®(R% V), the following

holds a.s.

lim  sup |etqsf| =0.
=00 0<s<T

PROOF. Let T > 0 and f € C°(R% V). We just need to prove that

tlim sup ]5?7t+8f] =0.
—0 0<s<T

oo
trs) Mh(t) is bounded by

K||fl|#(e+h(t)~1). We will use the well-known Borel-Cantelli lemma. First,

We recall that the quadratic variation of M}{(
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for all € > 0, we have by the Doob inequality added to the Burkholder-Davis-
Gundy inequality that

N

1 _
Py < sup ~ sup ’5?,t+sf| > 5) = ﬁK sup Hf”%/(f + h(t) 1)
n<t<n+1s€[0,7] n<t<n+1

1 _
< ﬁKI\fII%/(éﬂLh(n) H.
As it is true for all € > 0, we deduce from the preceding inequality that
4 1 2 -1
Px,r,,u ( sup sup ’5t,t+sf| > 5) < ﬁKHfHVh(n) .
n<t<n+1l 0<s<T

As we know that the sum ) h(n)~! converges, an easy application of the
Borel-Cantelli lemma permits us to conclude that a.s.

lim sup sup |8§’t+sf|:0
N=00 nlt<n+1l 0<s<T

and the result follows. O
LEMMA 7.9. If for all T >0, all f € C®(R% V), it holds

lim  sup |eq45f| =0 a.s.,
t—=00 0<s<T

then the time-changed process, given by the function R, — P(R% V), t
Pty 18 a.s. an asymptotic pseudo-trajectory for @ (for the weak* topology
of measures).

PrROOF. We have, for all t,s > 0,
h(t+s) — Ps(tne)) = /0 (F(pn(t+u) — F(@ulpine))) du+ et p1s.

Now for ¢ large enough, we have already obtained that ju,;) € Pg(Rd; V).
Moreover, for all T' > 0 and 0 < s < T, there exists 5(T") > [ (increasing
with T)) such that ®(u4)) € Pary(R% V). Let f € C°(R% V). As for all
p € Par) (R%; V), there exists a constant Cjg(T) > 0 such that II(u)(dz) <
Cs(T)e 2W*1@)(dx), the nonnegativity of W implies directly

0=/, f(@)(p)(dz) < Cp(T) y f(@)y(da).
As a consequence, there exists a positive constant C(3,T') such that
[th(igs) f = Ps(pne)) f1 < /08 | th(tgu) f = Pulpiney) fldu+sC (B, T) + et t+s fl-
Now for any 7" > 0, the Gronwall lemma applied on [0, 7] then leads to:
|tn(ers)f — @s(n) fl < C(B,T)T eTo;lgT letitsf]-
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We take the supremum (for 0 < s < T') of each side of the inequality and
we are done:

sup_ ln(ers)f — @s(pn) fI < C(B, T)Te” sup leriisfl.

0 0<s<T

O

THEOREM Under Py, ., the function t +— ppy is almost surely an
asymptotic pseudo-trajectory for ® (for the weak* topology).

PRrOOF. It suffices to combine the proposition with the previous
assertion linking the asymptotic pseudo-trajectory of the dynamical system
d and Ett+s- O

COROLLARY 7.10. ([6]) Suppose that, for all y € R, V and W (-,y) are
CF(R?), for k > 2. Then Py ru-almost surely, every limit point of (p,t > 0)
has a C*(R?) density with respect to the Lebesque measure.

PRrROOF. We have already proved that Im(II) N L contains every subset
of P(R%; V) negatively invariant under ® and is a compact set for the weak*
topology. The result is now just a consequence of the preceding theorem. [

COROLLARY 7.11. var,u(t@ | X = 400) = 1.
—T 00

PROOF. Let A be a open subset of R? such that y(A) > 0. Since the
measure v is diffusive, we have that for all v € Im(IT) N L(u¢), there exist

m, M > 0 (independent of u, m < e}z‘:)” < M) such that

my <v < Mry.

Now, if we consider a sequence (4, ,n > 0) of P(P(R? V)), the limits of its
convergent subsequences will belong to IH(E) NL(u), because the limit set of
{p,t > 0} is a.s. an attractor free set of . Thus, there exists a subsequence
(vt,, ) of (v,) such that v, converges almost surely to v € Im/(ﬁ) N L)
for the weak™* topology. For all smooth function ¢ compactly supported, we
have that

v, () = V()

If we consider ¢ such that it equals 1 on A and 0 out of a set B containing
A, we find that v(¢) > v(A) > 0. Thus

v(B) > limsup () > liminf v (p) > v(A) > my(A).

Therefore, it implies that

tn
0x,(A)ds ~ t,my(A)
0
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which in turn gives [;* dx,(A)ds = oo a.s. It implies that for all constant
K >0, [;°0x,(RY\ Br)ds = 0o a.s., where B is the closed ball of radius

K and so
o0
Pm,r“u, <m {/ dS:ﬂ“XSlZK} = OO}) =1.
x o
We conclude that P, , < lim |X;| = —i—oo) =1. O
t—4o00

THEOREM 7.12. ([B]) If the limit set of an asymptotic pseudo-trajectory
is relatively compact, then this limit set is an attractor-free set.

COROLLARY 7.13. The limit set of {p¢(r, 1) }e>0 s Py pu-almost surely
an attractor free set of ®.

PRroOF. This is a consequence of the two preceding theorems. ([l

PROPOSITION 7.14. ([6]) Let L C Pg(R%; V) be an attractor free set for
® and A C Pg(R% V) an attractor for ®. If LN B(A) # 0, then L C A.
(Here B(A) is the basin of attraction of A.)

PRrOOF. If L N B(A) # (), the invariance of L makes L N A a nonempty
attractor for ®|A. Thus L C A. O

LEMMA 7.15. The set of the fized points of 11, {u € Ps(RY); F(p) = 0},
is a nonempty compact (for the weak* topology) subset of Pg(R%; V).
ProOF. For the weak* topology, II maps continuously the compact con-
vex set Pg(R% V) into a compact subset of P(R%; V). The Leray-Schauder
fixed point theorem then applies and shows that the set { p€ Pg(REV); Fp) = 0}
is nonempty. ]
THEOREM 7.16. (Tromba [36]) Let B be a C*° Banach manifold, F a
C wector field on B and € : B — R a C* function. Assume that:
(1) DE(p) = 0 if and only if F(u) = 0;
(2) F~1(0) is compact;
(3) for each p € F~1(0), DE(p) is a Fredholm operator.
Then E(F~1(0)) has an empty interior.
ProposITION 7.17. ([4], proposition 6.4) Let A be a compact invariant

set for a flow ® on a metric space . Assume that there exists a continuous
function V : E — R such that:

(1) V(P¢(x)) < V(x) for z € E\A and t > 0;

(2) V(®(x)) =V(x) forx € A and t > 0.
If V has empty interior, then every attractor free set K for ® is contained
in A. Furthermore, V restricted to K is constant.

THEOREM Suppose that W is symmetric. Then the limit set of
(pe,t > 0) is Py y-a.s. a compact connected subset of the fized points of II.
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PrROOF. We follow the lines of [8] and work only with probability mea-
sures having a density with respect to the measure . The proof of this
result relies on the preceding results. We want to use the preceding propo-
sition with the Lyapunov function £ (that is the free energy composed with
IT), which satisfies the required condition. The preceding lemma shows that
{pne Pg(R: V); () = pu} is a non empty compact subset of Pg(R%; V).
We still know that F~1(0) is compact for the weak* topology. Therefore,
the only thing we have to show, thanks to the Tromba theorem, is that
E(F~1(0)) has an empty interior. Let u € F~1(0) and prove that DF(u)
is a Fredholm operator. Let us show that the operator W : M(R% V) —
CO(RL V), pu+— W * p(x) is compact. We recall the lemma |5.1| which asserts
that

W s pllv < 26| ul|v.

Moreover, we get for all u,v € R%:
(W pu) = W ()| < W, ) = W(w, vl pllv-

As a consequence, the set {Wxp; ||p||v < 1} is bounded and equicontinuous.
By the theorem of Ascoli, we conclude that the preceding set is relatively
compact in CO(Rd; V) and thus the operator W is compact. By definition,
its restriction to L2(y) is also compact. As DII is a compact operator,
the same holds for DF(u). Moreover, this operator is self-adjoint (see [?],
proposition 2.9). As a consequence, it follows from the spectral theory of
compact self-adjoint operators that DF' has at most countably many real
eigenvalues ; the set of nonzero eigenvalues is either finite or can be ordered
as [A1] > |A2| > ... >0 with lim A, = 0. Therefore, we apply the result of

n—oo
Tromba which asserts that £(F~1(0)) has an empty interior. The conclusion
is just an application of the proposition O

COROLLARY Assume that W is symmetric. If the fized point set of 11
contains only finitely many isolated points, then u; converges almost surely.

PrROOF. Straightforward. O

8. Some ideas for diffusions in a Riemannian manifold

For the sake of simplicity, we have supposed the Brownian motion to live
in R?, but we can also work in a Riemannian manifold. We just need to be
more precise with our assumptions, by taking care of the Ricci curvature,
and explain where and how we have to adapt the proofs.

Let M be a d-dimensional, connected complete smooth Riemannian
manifold, with boundary OM empty. Denote by dx the Riemannian vol-
ume element and by Ric the Ricci curvature of the manifold. Let ¢ be the
squared Riemannian distance function from a given fixed point 0o € M.
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We will remind the reader some well-known notions of Riemannian ge-
ometry (see e.g. [15]). Let U, = {v € TM;q(v) > 1}.

DEFINITION 8.1. The cut locus of o € M, denoted by cut(o), is the clo-
sure of the set containing all points p € M such that p has at least two short-
est (straight line) segments to o. It means that we have cut(o) = exp,(0U,).

PROPOSITION 8.2. cut(o) has zero measure and there exists a set U such
that M = cut(o) UU where U = exp,(U,) and cut(o) are disjoint.

REMARK 8.3. If we consider the function x — q(z), then Vq(x) is well
defined for all x € M \ {cut(o)}.

8.1. Assumptions. We need here to replace all the assumptions given
in the second paragraph by the following:
(1) (regularity and positivity) V € C*(M) and W € C3(M x M), V > 1
and W > 0;
(2) (convezxity) V is a strictly uniformly convex function (the constant
of convexity is denoted by C);
(3) (growth) 3¢ > 0, 6 > 1 such that Vo € M we have

(8.1) (VV(x), Vg(x)) > cq(z)°,
and there exists C' > 0 such that for all z,y € M we have
[VV(z) = VV(y)| < C([Vq(z) = Va(y)| A1) (V(z) + V(y))

(4) (domination) there exists k > 0 such that for allz,y € M, W(z,y) <
kV (z) and

(8.2) VoW (2, 9)| + [V W (2, 9)| < 6(V(2) + V(y));

(5) (curvature) we suppose that we can decompose W = W + Wy,
where Wy, VW5 and V?MWQ are three bounded functions in the
variable z, and that there exists K such that K 4+ C/2 > 0 and for
ally € M,

(83)  Rie(Y,Y) + (vyvgv Wi y),Y) > K(Y,Y);

Of course, (+,-), V and A stand respectively for the Riemannian inner prod-
uct, the associated gradient and Laplace-Beltrami operator on M.

REMARK 8.4. We emphasize that in a Riemannian manifold, we need
one more condition including the Ricci curvature.

REMARK 8.5. The construction of a standard Brownian motion on a
Riemannian manifold is classical and uses the Stratonovich differential, see
e.g. [7] V34.
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8.2. The diffusion. In a Riemannian manifold, the self-attracting dif-
fusion has to be written under the following form:
N
dXy =) Fiu(Xy) 0 dBf — (VV(Xy) + VW s iy (Xy)) dt
k=0

where the integral is Stratonovich and Z;QV:O Fyp(Frf) =Af

The only result we need to improve is that the corollary of Rockner &
Wang is still valid. But we know that we just have to find a function a such
that

Apq(x) < ¢ — a(q(x))

for some ¢ > 0 and all z € M \ {cut(o)}. The function « defined in the
preceding section satisfies also this equation in the Riemannian case. This
shows that we can easily extend all our result to a Riemannian manifold.

We also remind Myers theorem (see e.g. [15] p.162):

THEOREM 8.6. (Myers) If (M,g) is a complete Riemannian manifold
such that Ric > (n — 1)r~2g where r > 0, then diam(M, g) < diam(S™(r)).
In particular, M is compact.

Thus if M is a Riemannian manifold whose Ricci curvature is bounded
from below by a positive constant, then M is compact. We then refer to [6]
for examples.

9. Conclusion

We have obtained that the asymptotic behavior of (u¢, ¢t > 0) can be
related to the dynamical system ®;(u). In a preceding section, we saw on
an example that p; converges to a fixed point of ®; (a fixed point of II).
This raises two natural questions: in a compact space, Benaim & al. showed
that II can have a continuum of fixed points and, more important, that pu,
can circle around; what happens in non compact spaces? does u; avoid
traps? We manage to answer to the first question. In our setting, we deeply
believe that II can have only finitely many isolated fixed points. We also
want to emphasize that when W is not symmetric, then it can happen that
there exists no Lyapunov function and that the limit set of (1;) may be a non
trivial orbit. Suppose for instance that (in dimension two) W (zx,y) = (z, Ry)
where R is a rotation matrix and V is a polynomial. Then, depending on R
(and V'), one expects

e cither the unique invariant set for the flow is v and thus u; con-
verges a.s. to ;

e or uy; converges a.s. to a random measure, related to the critical
points of the free energy;

e or the limit set of u; is a periodic orbit related to the measure ~.
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This example will be studied in details in a forthcoming paper.

Furthermore, we believe that our assumptions on the potentials are not
optimal and may be weakened:

e we point out that we can not work without the confinement po-
tential V' (it is essential for proving the ultracontractivity of the
semi-group P/"). But we should lead the same study with a func-
tion W x p strictly convex (uniformly in pu)...

e we should find the same kind of results without controlling from
above W by V.

We also believe that it should be possible to prove that we have an as-
ymptotic pseudo-trajectory for the strong topology of measures and not
only for the weak topology. But to this aim, we need to compute the
Burkholder-Davies-Gundy inequality for local martingales in the Banach
space (M(R% V), |] - ||v).

Nevertheless, it should be possible to prove the convergence result of the
last section under little different assumptions (for instance, supposing that
V and W are two convex functions, one of them being uniformly convex and
W is symmetric), together with obtaining the rate of convergence in some
cases.
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CHAPITRE 5

Exemple de diffusion renforcée sur R?

Dans ce court chapitre, nous illustrons I'étude générale des diffusions
renforcées précédente par un exemple. En effet, nous considérons un poten-
tiel d’interaction W (x,y) = (x, Ry) ou R est une matrice de rotation sur
R2. A travers I’étude complete de cet exemple, nous exhibons les différents
comportements asymptotiques de la mesure d’occupation normalisée p;. En
particulier, nous verrons que l'attraction peut étre suffisamment forte pour
forcer p; a tourner et alors son ensemble limite est un cercle de mesures.

1. Introduction

In this short paper, we will illustrate the previous study of self-interacting
diffusions living in R? (Kurtzmann [4]) with some examples in the two-
dimensional case. The preceding paper contains abstract results, and there-
fore we describe here a simple example and illustrate some of our previous
results. For the moment, let us recall in few words the problem we are deal-
ing with. Consider a confinement potential V : R? — R, and an interaction
potential W : R2xR? — R, . For any Borel bounded measure j, we consider
the ‘convoled’ function

Wp:RE SR, Wxp(z) = / W (z,y)u(dy).
RQ

Our main object of interest is the self-interacting diffusion solution to
(1.1) dpe = (0x, — 1) ;%
Xo=x, po=p
where (By) is a two-dimensional Brownian motion, and (y;) the normalized
occupation measure of the process X, with initial weight > 0 and initial
probability measure p. That is the sequence (p;¢ > 0) defined by
t
T+ [, 0x,ds
(1.2) 1= L.
T+t

We will analyze a simple class of self-interacting diffusions: the Euclid-
ian scalar product W(z,y) = (z, Ry) where R is a rotation matrix in R?,
of angle 0, and V(z) = V(|z|) is a polynomial. For these particular po-
tentials, we manage to describe precisely the asymptotic behavior of the

normalized occupation measure of X. In the applications, we will suppose
for simplicity that V(z) = a|z|? + b|z|*. We will see that the asymptotic
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behavior of u; depends crucially on V| and more precisely on the sign of
1+ cosf fooo p*v(p)dp, where v corresponds to the Gibbs probability mea-
sure y(dx) := %6_2V(m)dx (and Z is the normalization constant). We also
introduce the function H : Ry — R, defined by

0 27
H(a) ::/O dpv(p)/o dve™ Py,

Of course, we deal with a probabilistic object and therefore the question is
whether it converges for the weak convergence of measures (denoted by (w))
or not. Our main result is the following:

THEOREM 1.1. Consider the self-interacting diffusion on R? associated
toV and W (z,y) = (z, Ry), where R is the rotation matriz R = < cos@ sinf )}

—sinfd cosd
with 0 < 0 < 2w. Then one of the following holds:
(1) If V is such that 1+ [;°~v(p)p*dpcos@ > 0, then with probability

(w) .
one p — ;

(2) If V is such that 1 + [ ~(p)p*dpcos® < 0, then we have two
different cases:

a) if @ = 7 then there exists a random variable v € S' such that
(w) .
a.s. py — ps, with
a1 (z,v)

poo(dr) = 2 v(dz),

where Z71 is the normalization constant and oy is the unique posi-

tive solution to —a + 212,((2‘)) =0,

e

b) else 0 # 7, and then the limit set of (ut) equals {v(6),0 < § <
1 v(stan6+9),0

T,
7 Jo ? dse® oo
with Ty = 27(tan )~ and /f;f s the unique positive solution to

_ H'(a) _
a—l—ZCOSHH(a) =0.

27} with probability one, where v(§) =

This theorem means that the probability measure v has the same role
as the Lebesgue measure usually plays. Therefore, if we suppose that
Jo% dpy(p)p* cos(@) > —1, then the empirical measure behaves like the
“Brownian motion” (constructed with respect to the measure 7).

On the contrary, if § = 7 and [;° dpy(p)p? > 1, then there is enough
attraction for the convergence of u; (for the topology of weak convergence).
Actually, we manage to counter the effect of the Brownian motion and the
empirical occupation measure converges almost surely to a probability mea-
sure, which is approximatively a Gaussian distribution.

If we now suppose that 6 # 7 and that there is enough attraction, then
the term induced by 6 forces p; to circle around and the limit set of (p) is
a circle of measures {v(0),0 < § < 27}.
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The paper is organized in the following way. We begin to recall the
notation and former results concerning self-interacting diffusions in non-
compact spaces. Section 3 is devoted to the study of the particular example
W(x,y) = (z, Ry) and is divided in two parts. First, we study in details the
rich case R = —Id and after, we go further with the general case, where R is
a rotation matrix. This study is illustrated with some numerical simulations.

2. Notation and background

Let (+,-) and | - | denote the Euclidian scalar product and respectively
the Euclidian norm in R2.

2.1. Assumptions on the potentials. We recall the technical as-
sumptions on the potentials V' and W:
i) (regularity) V € C2(R?) and W € C?(R¢ x R%);
ii) (convezity) V is a strictly uniformly convex function, i.e. there
exists K > 0 such that for all z,¢& € R%: (V2V(2)€,€) > K|¢%
iii) (growth) there exist R,c > 0, § > 1 such that for all |z| > R,
(VV(z),z) > c|z|* and there exists C' > 0 such that for all z,y €
R? we have

IVV(z) = VV(y)| < Clz —y[ A1) (V(2) + V(y));
iv) (domination) there exists x > 0 such that for all z,y € R%,
W (,y) + [VaW (2, 9)| + VW (2,9)] < 5(V(2) + V()

v) (curvature) we suppose that we can decompose W (x,y) = Wi(x,y)+
Wa(z,y), where Wa and its two first derivatives with respect to
x are three bounded functions in the variable x and there exists
M > 0 such that for all z,y,¢ € R% we have

((V2V(2) + V2, Wi(z, ))& &) = M|

2.2. Measure space. As usual, we denote by M(R?) the space of
signed (bounded) Borel measures on R? and by P(R?) its subspace of prob-
ability measures. We will need the following measure space:

@ MESV) = {ue MEY: [ Vi) <o

where |p| is the variation of p (that is |p| := pt + p~ with (™, ™) the
Hahn-Jordan decomposition of p). This space will enable us to always check
the integrability of V' (and therefore of W and its derivatives thanks to the
domination condition with respect to the (random) measures to be consid-
ered. We endow this space with the following dual weighted supremum norm
(or dual V-norm) defined by

/ pdp
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For 8 > 0, we similarly define the spaces
23)  Ma®REV)= (we MEY: | Vi) < 5}
and Pg(R% V) := Mg(RE V) N P(REG V).

2.3. Some definitions. Now we need to refresh the reader’s memory
with a list of important definitions of the classical theory of dynamical sys-
tems. First we recall that P(R%; V) is a metrizable space and we can choose
the following metric: since C°(R?; V) is separable, we exhibit a sequence

(fr)x dense in {f € CO(R%V)/||f|lv <1}, and set for all u,v € P(R%V):

(2.4) dist(p, v) == > 27 |u(fi) = v(fr)l-

k=1

Suppose we are given a deterministic flow ® (we will define it precisely later).

DEFINITION 2.1. a) A subset A of P(RY; V) is positively invariant (resp.
negatively invariant, resp. invariant) for ® provided ®(A) C A (respectively
A C D(A), respectively ®r(A) = A) for all t > 0.

b) A subset A of P(R% V) is an attracting set (respectively attractor)
for ® provided:

(1) A is nonempty, compact for the weak™ topology and positively in-
variant, (respectively invariant) and

(2) A has a neighborhood N' C P(R%; V) such that dist(®s(p), A) — 0
as t — +oo uniformly in p € N.

¢) The basin of attraction of an attractor K C A for ®|A = (P A); is
the positively invariant open set (in A) comprising all points x such that
dist(®¢(x), A) — 0 as t — +o00, it means that it is the set of measures in the
space P(R%; V) such that all initial conditions chosen in this set dynamically
evolve to A

B(K, ®|A) = {n € A; lim dist(®¢(u), K) = 0}

d) A global attracting set (respectively global attractor) is an attracting
set (respectively attractor) whose basin is the whole space P(R%; V).

e) Let A be a positively invariant set for ®. An attractor for ®|A =
(P4|A); (defined by taking the restriction of (®) to A) is proper if it is
different from () and A.

f) An attractor-free set is a nonempty compact invariant set A such that
®|A has no proper attractor.

2.4. Former results. In this section, we recall all the former results
we have still obtained.

Let us consider a confinement potential V : R — R* and an interaction
potential W : R¢xR? — R*. For any Borel bounded measure p, we consider
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the ‘convoled’ function
W : R =R, W p(x) = / W (2, y)p(dy).
Rd

Our main object of interest is the self-interacting diffusion solution to
dX; =dB; — (VV(Xy) + VIV * iy (Xy)) dt
(2.5) dpe = (0x, — )2
Xo=x, po=p
where (B;) is a d-dimensional Brownian motion, and (u;) the normalized

occupation measure of the process with initial weight » > 0 and initial
probability measure p. Its means that the sequence (u;t > 0) is defined by

t
T+ f(] Ox,ds
2. =
(2.6) He r+t

We note by + the probability measure defined by
v(da) == e 2V @)y,

and for a probability measure p, we define the new probability measure

1
(2.7) I(p)(dz) = e 0y (da)
where Z is the normalization constant.
The question is the asymptotic study of the empirical law of the process
X. To this aim, we introduce a deterministic dynamical system ® : R x
M(R%: V) — M(R% V), which flow is defined by

(2.8) Do() = . TPu) = T(B0(10) — By(1)

Let us define the deterministic time-change h(t) := r(e? — 1). The key idea
is to prove that the time-changed process (p(y)) is an asymptotic pseudo-
trajectory of the dynamical system ([2.8) that is for all 7' > 0

li ) =0.
- sup lth(t4s) — Ps(itne)

PROPOSITION 2.1. There exists 3 > 0 such that for all t > 0, we have
e € Ps(REV).

THEOREM 2.2. Under Py, the function t — pyy) is almost surely an
asymptotic pseudo-trajectory for ® (for the weak* topology).

THEOREM 2.3. The limit set of (pu;t > 0) is Py -almost surely an
attractor free set of ®.

The next proposition comes from Benaim & al [2] Proposition 3.9:

PROPOSITION 2.2. Let L C Pg(R%, V) be an attractor free set for ® and
A C P3(R?%, V) an attractor for ®. If LN B(A) # 0, then L C A.
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3. Example

We suppose in the following that the dimension d = 2. We consider
the function W(x,y) := (x, Ry), where R is a matrix in R? and V(x) =
V(|z]) := alz|* + bJx|?> + 1. W and V obviously satisfy the conditions of the

previous section. We denote by (1,0)” the transpose vector of ( (1] )

LEMMA 3.1. We define p = (1,0)”. For all continuous ¢ : R — R, for
all y € St we have

[, @) - el ptan) = o
[, el - @ants) = o

PRrROOF. We adapt the proof of [2]. We denote by O(2) the orthogonal
group of R?. For all y € S!, there exists g € O(2) such that y = gp. We
recall that V(z) = V(|z|) and we therefore find by changing the variable
that

= g r) = x ).
[ ot@antn) = [ el emntan) = [ el

We have proved the first equality. For the second one, let us define ¢(y) :=
Sz o((z,9)) (@ — (x,y)y)y(dz). We clearly have that (¢(y),y) = 0 and for
all g € O(2), we obtain by the invariance of v under g that ¢(gp) = go(p).
For each h € {h € O(2); hp = p}, we have ¢(p) = h¢(p). As a consequence,
¢(p) = 0 and thus ¢(y) = 0. O

For all probability measure p € P(R?; V), let i denote the mean of u
that is fi ;== [p» zu(dz). If we define the probability measure

Z(p)
then (i) = II(u). Let F(u) := —p + [go xll(p)(dz). It is readily shown
that ®;(u) satisfies the ODE

(3.1) () (da) = +(da),

LEMMA 3.2. Let m = pv with p >0 and v € S'. Then we get
_ 1
/ zIlI(m)(dz) = _1d log / e 2P@V)(dz) | Ro.
R2 2 dp R2

PROOF. We have m = pv with p = |m]| € [0, +o0[ and v = oy € St. We
wonder if a separation of variables is possible, that is finding two functions
f»g such that [, zII(m)(dz) = f(p)g(v).

168



Let v = gp with g € O(2), p = (1,0)7 and o = 2p. Because V(z) =
V(|x|), a pedestrian computation gives

_ 1
d —2(z,pRv) d
/R2 zll(m)(dz) = T 2w (dx) /]R2 ze y(dz)

1

_ —a(z,v)
Jﬁ2e—awWov<dm>Jézlire V)

1
Jp2 €7@V (dx)
Using the second equality of the lemma, we obtain

/R2 2II(m)(dz) = —% log </}R2 ea(x’”)fy(da:)> Rv

/]R2 (z,v)e” @) (dz)Ro.

O

Let m = pv be the solution to the ODE 7 = F(m). We decompose
m = pv with p = |m| and v € S'. Then we have by the preceding lemma:

d
a’l)—o.

Moreover, if we let a = 2p, then the preceding result implies that « satisfies
the one-dimensional ODE

d d
(3.3) e F(a) a+ 2da log </}R2 e 'y(dx)) .

Let us define some useful functions expressed in the polar coordinates:

(3.4 @ = [ amte) [ avece

and
_ ) 2m
(3.5) H'(a) ::/ dp’y(p)pZ/ dvsin? e~ P oS,
0 0

3.1. The case R = —Id. Suppose that R = —Id. In fact, it means that
W is a symmetric function. We express the problem in polar coordinates

and we get F(a) = —a <1 — 21?;((3))).

ProposiTION 3.1. If fooo p*y(p)dp < 1, then 0 is the unique equilibrium
of and 0 is stable. The basin of attraction of 0 is Ry.

If fooo p*y(p)dp > 1, then 0 is linearly unstable and there is another
equilibrium aq for the equation which is stable. Moreover, the basin of
attraction of ay is R .
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PROOF. We remark that the function F' is C*°. More precisely, a com-

putation yields to
NGO
H(a) H(a) )’

oo H®) H0)H(a)  (H(@)\
o) = 2700y ~ ) @) 4<H<a>) ’

Flla) = —1+2

POy — M) | (HO@) ) | () <H’<a>)2_12<f§(<j)>

o) " H() H(0) U H() \Ha)
We let the reader write the explicit expression of F' (and its derivative) in
terms of v and cosv. We wonder for the sign of F®). We remark that
F®) corresponds to (twice) the kurtosis of the projection on the axis z of
a random variable X (expressed in polar coordinates) such that X has the
law . We need here to be careful! Actually, one can believe that, for a
density function such that the graph of its asymptotic distribution is below
the graph of the standard Gaussian, the kurtosis is negative. But this is
false in general! For the assertion to be true, one need to ask for an other
condition: the graph of the symmetric part of the density function has to
cut exactly twice the graph of the Gaussian variable having the same mean
and variance (see [3], p.95). But this is our case because of the assumption
on V. Therefore, we get that the kurtosis of our variable is negative, that
is F®)(a) < 0 for all @ > 0 and F®)(0) = 0. This means that the function
F”(a) is non-increasing: for all o > 0, F"(«) < F”(0) = 0. Similarly, we
get

(@) < PO =1+ [ dpio

Therefore, if F'(0) < 0, then F' is non-increasing function and as F(0) = 0,
the first part of the result is proved.

Else we have F’(0) > 0. But we remember that F”’ is a non-increasing
function and lim F’(«) = —1. Thus (the continuity of F’ implies that) there

a— 00

exists ap > 0 such that F'(ag) = 0. Moreover, we have that lim F(«) =

a—0o0
—o00. As a consequence, there exists a positive solution to F'(a) = 0. Finally,

we can conclude that there exists a positive solution to F'(«) = 0 if and only
if [7°dpy(p)p* > 1. In that specific case, the point 0 is unstable and there
exists an other equilibrium, which is stable. O

REMARK 3.3. 1) The positivity of fooo dpy(p)p? — 1 relies completely on
the coefficients of V. Actually, for V(x) = 1073|z|? + 10~4|z|*, we obtain
that the preceding expression is positive, whereas it is negative for V(x) =
2f? + [z
2) We recognize that the function t — fo% e tsvdy 4s the Bessel function
Io(t).
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LEMMA 3.4. ([2] corollary 3.10) Let (E,d) be a metric space, ® : ExR —
E a flow on E and G : Pg(Rd; V) — E a continuous function. Assume that
Go®, = & 0G. Let L denote the limit set of {u;}. Then for almost all
w € Q, G(L) is an attractor free set of ®.

PROOF. Let ;) be an asymptotic pseudo-trajectory for the flow gener-
ated by ®. The compactness of Pg (R4 V) and the continuity of G imply that
G (fh()) is almost-surely an asymptotic pseudo-trajectory for ®. Therefore,
its limit set is an attractor free set for ® by the theorem By compactness
of Pg(Rd; V') and continuity of G, this limit set is the image under G of the
limit set of pu(s)- ]

We need the following simplified version of the corollary 8.10 of [1].

LEMMA 3.5. Let ® denote a smooth flow on R2. Let AC R? be a compact
submanifold invariant by ®. Let D@’A(x) denote the derivative at x qu)‘A.

Let € : Ry — R? be a continuous function. Assume that
(1) there exists A < 0 such that for all T >0

t—o00 0<s<T

. 1 _ _
thUPE log ( sup [&rqs — @(ft)’) <X

(2) the limit set of € is included in A;
(3) there is a neighborhood U of A which is attracted exponentially fast
by A, that is there ezists o < 0 such that (for d(z,A) = inf{|z —

al;a € A}),
limsup-log | sup———— | < o,
t—>oop & (.1’65 d(va) N

(4) for E(®|4) := tlim 2 log (in£|D(i>|A(x)_1]_1> , we have
—00 Te

sup(o, A) < min(0, £(®4)).
Then there exist r > 0 and x € A such that
1 o
limsup - log & — @4 (2)| < 0.
t—o0 t
REMARK 3.6. The quantity £(®|4) is called the expansion rate of ®|4.
THEOREM 3.7. Consider the self-interacting diffusion on R? associated
to V and W with R = —1d. Then we have two different cases:

(1) If [5dpy(p)p* <1, then a.s. ©

(2) If [7°dpy(p)p* > 1, then there exists a random variable v € S

such that a.s. iy ), s, with

a1 (z,v)
Z1
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where Z1 is the normalization constant and a is the unique positive
H'(a) _
o) = 0.
PROOF. Let G : P3(R?; V) — R? be the mapping defined by G(u) = .
By the lemma the limit set of ji; is a.s. an attractor free set of ®. When
I3 dpy(p)p? < 1, then 0 is a global attractor for the dynamical system

0 = -
generated by ®. Therefore, each attractor free set of ® reduces to 0. As a

solution to the equation F(a) = —a + 2

consequence, fi¢ ), 0 almost surely and L C G~1(0). The definitions of
() and F imply that G=1(0) is an invariant set under the action of ® and

(I)‘G—l(o) () =e"" (=) +1

This last formula comes from the fact that H(q)t}G*l(o (1)) = . Therefore,

v is a global attractor for <I>| G-1(0)° The proposition then implies that

each attractor free set reduces to . Consequently, the theorem enables
us to conclude that L = . We are done for the first part of the theorem.

Suppose now that 0 is unstable for F, where we recall that F(m) =
—m + [ge I1(m)(dz). It holds for all f € C>(R?; V)

d d

&,uh(t)f = —ppe f + Wppe) f + &Q,Hm’s:of-

If we consider the projection map f(z) = P;(x) = z;, then we get %[Lh(t) =
F(ﬂh(t)) + n; where 7; is a random vector in R? and more precisely 7; =
%Et:t‘“‘s:o (Py, P»)T. As 0 is an unstable linear equilibrium for F, we apply
the result of Tarres (]9], part 3) to prove that

P (i s =0) = .

We recall that F'is a Lipschitz function (for the strong topology of measure),
thus F' is also Lipschitz (and continuous). We have for all ¢,s > 0

Hh(t+s) — <I>s(ﬂh(t)) = /0 (F(lah(t—i—u)) - F@u(ﬁh(t)))du + Ntts-

But for ¢ large enough, we have already obtained that py) € Pg(RZ; V).
Moreover, for all 7> 0 and 0 < s < T, there exists 3(T") > 3 (increas-
ing with T') such that ®y(up)) € Pg(R*; V). As the restriction of F to

Pscry(R?; V) is Lipschitz, there exists K (T') such that

S
| (t+s) — Ps(fne)| < K(T)/o |Bn(t4u) — PulBne)ldu + [1mess|.
Thus for any T' > 0, the Gronwall lemma applied on [0, 7] then leads to
in(its) — Ps(finey)| < X0 sup max(legirsPil, letitsP2])-
0<s<T
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We take the supremum (for 0 < s < T') of each side of the inequality and
we obtain

Sup lingets) — @s(fing)l < eXDT sup max(ler s Pil, et Pal)-
S8

0 0<s<T

Therefore, we find that
lim su 1lo sup |f — O (fip)| < 1
t_mp 7 g ogslg)T Kh(t+s) s\Hht))| = 9"
We remind that
H'(a
(3.6) dhp=—p— Héa))

and we denote by «j(7) the unique positive solution to —a + 2115((3)) = 0.

We introduce the invariant set (for the flow ®)
A:={m=pv;p=ai(y),veS}.
It just remains to use the lemma [3.5] for the low ® induced by F.

e The first assertion is satisfied for A = —1/2.
e The limit set of fij,(;) being an attractor free set by the theorem
the ODE (3.6)) satisfied by p implies that this limit set either reduces

to {0}, or is included in A. But we know that P <tlim B = 0) =0
—00

and thus the limit set of fi;(;) is a subset of A with probability one.
The second assertion follows.

e Moreover, «g is stable for the equation , thus F'(aq) < 0 and
the set A attracts a neighborhood of itself at any exponential rate
F'(aq) < 0 < 0. We are done for the third assertion.

e It remains to prove the last point of the lemma We recall
that O,v = 0. As a consequence, it is clear that ®;|, = I d‘ 4, and
E(®|,) =0.

Finally, the lemma [3.5] implies that there exists v € S' such that

4

1
liin SUp— log (|in) — e1v]) < max(F'(ay),—1/2).
—00

To conclude, we have on one side that the limit set of (y) is an attractor
free set of @}G_l(aw) and on the other side, the flow (I)‘G—l(alv) admits p,

as a global attractor. This leads to the announced result: L(p;) = pd. O

The case R = Id. We suppose here that W (z,y) = (x,y). In particular,
we note that W is a symmetric function. In that special case, we use the
polar coordinates and we get F(a) = —« (1 + 215((3))). It is obvious that
F(a) <0forall @« > 0 and F(«) = 0 if and only if &« = 0. Therefore, 0 is the

unique equilibrium of (3.3)) and 0 is stable. The basin of attraction of 0 is
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R, . As consequence, we easily get that with probability 1, t(ﬂ> ~. That
—00

is why this case is not very interesting in comparison with the previous one.
Here is an illustration of the phenomenon: we have chosen the initial
point xg = (1,—2), the initial weight » = 0.4 and the initial probability

(@-1)? . . .
measure uo(dz) = (2r)~/2e~"2 dz. Now, let us show with a simulation

what happens for W(xz,y) = 2(z,y) and V(z) = |z|* + |z|> + 1. (T = 510)

B = V(x) = kex* + kox2, W(xy) = x4y
0.06

0.02 |

—0.02 |

—0.06 |

N 010}

—0.14 |

—-0.18 |

—0.22 |

7026 L L L Il L L L L L L L L L
—0.20 -0.16 —-0.12 —0.08 —-0.04 0.00 0.04 0.08

y1

FiGURE 1. The convergence of p; toward ~.

3.2. The case “R is a rotation”. We assume here that R is a rota-

tion, that is R € O(2) and R = R(#) is defined as R = COS.Q sin 0 ’
—sinf cos6

with 0 < 6 < 27. We emphasize that (else if § = 0,7) W is not a symmetric
function.

THEOREM 3.8. Consider the self-interacting diffusion on R? associated
to V and W(x,y) = (z, Ry). Then one of the following holds:
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(1) If V is such that [;°dpy(p)p®cos(f) > —1, then with probability

(w)
one iy — ;

(2) If V is such that fooo dpy(p)p? cos(9) < —1, then we get two differ-
ent cases:
a) if = 7 then there exists a random variable v € S' such that

a.s. [ ), no with

; eog(z,v)
1
where Z is the normalization constant and «q is the unique posi-

tive solution to —a + 2115((5)) =0,

b) if 0 # 7, then the w-limit set of (p) equals {v(0),0 < § < 2m}
with probability one, where

1 To 0
— SV
V<6)_€T9—1/0 dse Hoo s

with Ty = 27(tan )~ and 1% is the unique positive solution to

_ H'(a) _
a+20080H(a) =0.

PROOF. We recall the second equality of the lemma for all v € St,
v =gp (g € O(2)) it holds by the invariance of v by Rg

Jpo we~ @Ry (dx) re (z, Rv) Rve~ @R~ (dz) _ H'(w)
T R S TP R ()
Let v = gp with g € O(2) and m = pv = av/2. We remind the equations

Ruv.

%g — F(m) = —m + T(m) = pdhv + vdyp:
da H'(a) )

o - % 2 H(o) (Rv,v);

dv  2H'(«)

& " oo ((Rv,v)v — Rv).

But by definition of R and v = (v1,v2)? = (coso,sino)?, we have Rv =
(1 cos 0 + vo sin §, —vy sin @ + vy cos 8)” and therefore we obtain (Rv,v) =
cosf. A simple computation yields to the vector

—sinfsino )

sin 6 cos o

(RMMv—Rv:<

We finally get after some easy calculations

%—‘2‘ = —a-— 25;(()3{) cos0;
(3.7) do _ 2H'(a) g
T aH(a) Ssimo.
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We recall (see the proof of the theorem that II{I/((S)) > 0 for a > 0. It just

remains to use the proposition [3.1 We
cos [ v(dp)p? = 1. More precisely:

o If (:OSGfO (dp)p? > 1, we find a global attracting set for ,
that is the Set {(0,a); « = 0} and therefore, adapting the proof of

the previous theorem we obtain a.s. puy —(E)—> v;

o If cos [, ~(dp)p® < 1 then the set {(0,a);a = ay(cosf)} is a
global attracting set for . On this set, the dynamics is given
by

now that we have a bifurcation at

do 2H' (a1 (cos b))

- inf = tan6.

dt  ag(cos@)H (aq(cosh)) S o
We mimic the proof of the theorem [3.7] by using the lemma and show
that there exists a constant A < 0 and a random variable o( such that with

probability 1
) Y

For the moment, we know the dynamics on the set A = {(0,a);a =
aj(cosd)}. Unfortunately, we need to more than that in order to finish
the study of our dynamical system. That is the reason why we study the
coupled system defined on M(RQ' V) x R? by

The set L) x A (Where L(,ut) denotes the limit set of p) is an attractor
free set, by the theorem [2.2] for the flow induced by the dynamical system
restricted to P(R?; V) x R2. The dynamics on L(u;) x A is given by

do
£ = tand;
3.9 d ’
( ) { %:_V_i_f(o_):_y_i_ugoCOSO
We remark that f is a 2w-periodic function. We can compute the explicit

solution to (3.9)), which is given by

(3.10) v =et (1/0 + fg ef(stanf + Jo)ds) :
o = og +ttané.

0
Hn(t) — al(CQOS)U(t tan + og)

1
lim sup; log (

t—o00

For the rest of the proof, it remains to adapt the last part of the proof of
[2] (theorem 4.11). Let us define f,(s) := f(s+ o) and Ty := 27 (tand)~!
We get

t+Tp
V4T, = e~ (t+T0) (1/0 + / €’ foo (s tan 9)ds>
0

Ty
= e 1o <I/t —I—/ e’ 5, (s tan 9)ds> .
0
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Let v9(0g) = -2 fOTG e® fyo (stan B)ds. We get for all ¢t € R:

eTo—1
Vit T, — I/e(O’Q) —e To (v — 1/0(00))

and thus for all n € N we obtain v_,7, — v¥(09) = e "0 (1y — 1%(00)).

Suppose now that (v, aq(cos@)v(tanog)) belongs to the set L(p) x A.
As the set L(u) x A is compact (for the weak* topology) and invariant in
P(R2%, V) x R?, then v, is a probability measure for all t+ € R. Thus we have
vy = 1%(00) and vy is Ty-periodic. For all 0 < t < Ty, we get after some easy
calculations

t
vy = et <y(00) + / €’ foo (stan G)ds)
0
= v(ttanf + oy).
To conclude, we have with probability one
L(p) = {v(0);0 <o < 27}.

As a consequence, there exists some continuous function y : R — R such
that tlim dist(ue, v(x¢)) = 0. As the application G : P(R%;V) — R? is
— 00

uniformly continuous, we get

. _ aq(cos
lim |z, — 1(7)7)0@)\ =0.
t—o0 2
But we recall that there exists A < 0 such that
0
lim sup log ’ﬂh(t) — al((;os)v(t tan 6 + 00)| < A
t—o0

As a consequence, we have the wanted result:
1tlim lv(xt) — v(h™(t) tan @ + o¢)| = 0.
—00
O

Here is an illustration of the preceding theorem. We will see the three
asymptotic behaviors of p;. For all the figures, we have chosen the initial
point xg = (1,—2), the initial weight » = 0.4 and the initial probability

(2=1) o .
measure po = (2r)"/2e” 2 . The following illustration corresponds to

the case W (x,y) = 8(z, Ry), with § = 37/4 and V(z) = 0.0022* +0.0012% +
1. (T = 542)

The last figure corresponds to the case W(z,y) = 15(z, Ry), with 0 = =
and V(z) = 0.02|z|* + 0.2|z|? + 1. (T = 417)
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= V(%) = kex* + kax2, W(xy) = x.xy

20 L I L I L I L I L I

FIGURE 2. Oscillations: p; circles around.

Mt = V(x) = kyx* + kpx?, W(x,y) = x.xy

. . . . .
—0.20 -0.16 -0.12 —0.08 —0.04 0.00 0.04
y1

FiGure 3. Convergence of u; toward the positive fixed point
of F.
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ANNEXE A

Diffusions attirées par leur maximum

Le titre initial de cette note est “A note on some diffusions attracted by
their maximum”. Elle est écrite en anglais.

We study the diffusion given by the stochastic differential equation

dXt = dBt + % <SupX5 — Xt> dt

s<t

(0.1)
Xo=0

where (By,t > 0) is a standard Brownian motion and V' a symmetric function

of class C*(R), such that [ e V@) dg < oo,

We begin to notice that the existence and uniqueness of the solution to
the equation is straightforward if V' is a Lipschitz function (see e.g. Rogers
& Williams, theorem 11.2).

PROPOSITION 0.1. There exists a unique global solution to the equation

:

DEMONSTRATION. As V' is a locally Lipschitz function, there exists a
unique local solution to ([0.1]). It remains to prove that the process X does
not explode in a finite time. Let Z; := sup X — X; and use the usual notation

s<t
M; = supXs. We get
s<t

dZ; = —dB; — V'(Z;)dt + dM;.

We emphasize that the process Z is a continuous non-negative semi-martingale.
The Tanaka formula then implies that Z; — Zy = fg sgn(Zs)dZs + L? =

fot(l —2Myz,—0y)dZs + LY where LY is the local time of Z in 0. We therefore
get

t
L] = 2/ 17,0y Z,
0

t t t
- _2/0 ﬂ{zS:O}st—2/O ]I{ZS:O}V/(ZS)dS+2/O 1z —gyd M.

But the bracket of the local martingale fg 1 7,—0ydB; vanishes (4 fg Iiz,—gyds =
0) and as a consequence, this martingale vanishes a.s. Moreover, the func-
tion V' is symmetric, thus V/(0) = 0. Finally, we have (by definition) that
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LY =2 [ 15 _oydM, = 2]M,, that is

(LYt >0) @ (2M;,t > 0).

But we know that the local time LY does not explode in a finite time. The-
refore, the process M does not explode in a finite time and we conclude
because X; < M; for all ¢ > 0. O

PROPOSITION 0.2. We have the following identity
(Xiit > 0) 2 (Lo — Vil > 0)
where Y satisfies dYy = dBy — V/(Y;)dt and L is its local time in 0.

DEMONSTRATION. Let T be a positive constant and F a non negative

functional on the space C°([0,T],R). By use of the Girsanov theorem, we
find :

E[F(Xt;t < T)] = E[F(Bﬁt < T)g(/ VI(MS - Bs)st)T]
0
where M, = supB, and £ is the usual Doléans-Dade martingale.

u<s

We apply now the identity of Lévy
(M — Bt,Mt,t>0) (]Bt] Lyt >0)

and with the help of Tanaka’s formula for the local time, we remark that
(4)

B, = L, — |B;| and M; — By @ | B¢|. Thus, noticing that V/(0) = 0, we can

rewrite the preceding equality as

BIF(Xit < 7)) = B - (ke < 1)E (— [ VBN~ [B)) |
0 T

= E[F(Li— |Bi|;t < T)E(— /0 V'(B,)dB,)7l.

This last result implies the announced result for t < T. We just have to
let T increase to the infinity. The result follows by applying the Girsanov
theorem :

E[F(L — |Bilit < T)E(~ / V(By)dBy)r] = E[F(LY — Vit < T)),
0

where Y is the announced process. O

REMARK 0.3. 1) If V(z) = c|x|?, where ¢ > 0, then Y is an Ornstein-
Uhlenbeck process.
2) If Xo = x € R, we just have to adapt the proof and replace the local time
in 0 of the process Y by its local time in —x.

COROLLARY 0.4. Suppose that V() > 0. Then if we define the probabi-
lity measure y(dzx) = % —2V(@) 4z, we get

X aS
at /|V’ Jy(d).

t—o00



In particular, if V(x) = cx?, where c is a positive constant, then
Xt as. C
2t as.

t t—oo \| T

DEMONSTRATION. By the preceding proposition, it is sufficient to prove
the corollary for (L; — |Yz|;t > 0). By the formula of Tanaka, we have

L — Y, 1 [ L[ 1
Li— Y = —/ sgn(Ys)dY; = —/ sgn(Ys)dW, + — / |V’ (Ys)|ds.
t t 0 t 0 t

The strong law of large numbers implies then that the local martingale
—% fg sgn(Y;)dW; converges to 0 when ¢ increases to the infinity. Moreover,
the ergodic lemma (see e.g. Kallenberg, p.464) implies, because the invariant
measure of the process Y is the probability measure y(dz) = %e*w(x)dx
(where Z is the normalization constant), that

/|V |ds /]V/ )|y(dz).

It then implies that &t 2= [0 |V/(z)|y(dz). O

REMARK 0.5. If V(z) = ca?, where the constant ¢ is negative, then
the Ornstein-Uhlenbeck process considered is transient (see e.g. Borodin &
Salminen).

The question is now the asymptotic study of the process

dX; =dB; +c (SupX + me — 2Xt> dt,

s<t

or more generally (say for a convex and symmetric function V)

dX; =dB, + V' (supX + me - 2Xt> dt.

s<t

183






ANNEXE B

Décomposition d’une fonction strictement convexe
a l’infini

We will prove here the following lemma:

LEMMA 0.1. Any function f, strictly uniformly convexr out of a com-
pact subset of R, can be written as a bounded function added to a strictly
uniformly convex function.

Proor. We will build the bounded function. Let 9 : Ry — R be a
bounded function C'°°, which characteristics will be described later.
Let U(z) := f(x) + v (|z|?). For all vector h of R, we have:

(hV?U (x), k) = (hV? f (), h) + 4] - B¢ (J2|*) + 2[p[¢' (|2 [?).
But we know, by definition of f, that there exist two positive constants C, e
and a “border” R such that
(hV2f(x),h) > C|h|? for |z| > R
(hV2f(x),h) > —¢|h|? otherwise

We now have to choose 1.
For |z| < R, we want 1 to be such that ¢ > 0 and ¢/ > ¢ > 0. Then we
find

(hV2U (z), h) > —e|h|* + 2¢|h|? = |h|?.

If on the contrary, |x| > R, we enforce on v that ¢/ > 0, ¢)" is bounded and
xp(x) > —m, where m is a positive constant such that C' —4m > 0. We
have then the following inequality:

(hV2U(x),h) > ClhJ* + 4l |h*" (|2*) = (C — 4m)|h|*.
We conclude that U is strictly uniformly convex, i.e. for all z, h € RY,
(RV2U (z), h) > min (g,C — 4m)|h|?

and by construction, ¥ is bounded everywhere. ([

REMARK 0.2. e For instance, we can choose (x) = *(R+6)26_%(%)2.

e We can also notice that the converse is false (for example if U(x)

2?2 and Y(z) = 3sinz, the function f(xr) = U(x) + ¢(x) is not
strictly uniformly convex out of a compact set.)
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o With a convolution and a gluing, we can prove in addition that
the support of the bounded function is compact (but we think that
the proof given is much more readable). For a proof including the
compactness of the support of ¥, we refer the reader to Ghomi
(2002).
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Résumé

Keywords: self-interacting diffusion, random reinforced process, asymp-
totic pseudo-trajectories, stochastic approximation, dynamical system.

Summary: First part. The first chapter is concerned with some self-
interacting diffusions (X;,t > 0) living on RY. These diffusions are solutions
to stochastic differential equations:

dX; =dB; — g(t)VV(Xt — ﬁt)dt,

where 7i; is the empirical mean of the process X, V is an asymptotically
strictly convex potential and ¢ is a given function. We study the ergodic
behavior of X and prove that it is strongly related to g. Actually, X and 7,
have the same asymptotic behavior and we will give necessary and sufficient
conditions (on g and V') for the almost sure convergence of X. In chapter
2, we finish the previous study. We have still studied the ergodic behavior
of X and proved that it is strongly related to g. We go further and give
necessary and sufficient conditions (for small ¢g’s) in order that X converges
in law to X (which is related to the global minima of V).

Second part. We begin to situate our study in Chapter 3. Self-
interacting diffusions are solutions to SDEs with a drift term depending
on the process and its normalized occupation measure p; (via an interaction
potential V and a confinement potential W):

dX, = dB, — (VV(Xt) 1 VIW(Xt,XS)ds) dt

dut = (6Xt - Mt)r%t

Xo=m, po=p.
We establish a relation between the asymptotic behavior of p; and the as-
ymptotic behavior of a deterministic dynamical flow (defined on the space
of the Borel probability measures). We extend previous results on R? or
more generally a smooth complete connected Riemannian manifold without
boundary. We will also give some sufficient conditions for the convergence
of ;. We then illustrate, in Chapter 5, the previous study of self-interacting
diffusions living in R? with some examples in the two-dimensional case. The
preceding paper contains abstract results, and therefore we describe here a
simple example and illustrate some of our previous results. We will show in
particular that, depending on W, either the empirical measure behaves like
the “Brownian motion” (constructed with respect to the measure ¥ ®)dz);
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or the empirical occupation measure converges almost surely to a proba-
bility measure, which is approximatively a Gaussian distribution ; or there
is enough attraction, and then the term induced by W forces u; to circle
around and the limit set of () is a circle of measures {v(J),0 < 0 < 27}.

Mots-clés : diffusion, processus renforcé, auto-interaction, pseudo-trajectoire
asymptotique, approximation stochastique, systeme dynamique.

Résumé. Le but de cette these est d’étudier le comportement asymp-
totique de diffusions auto-interactives sur R?. Nous étudions deux familles
de processus renforcés. La premieére est régie par ’équation différentielle
stochastique

dXy =dBy — g(t)VV(Xy — I1,)dt,

ol 1, est la moyenne de la mesure empirique du processus X, V est poten-
tiel strictement uniformément convexe en dehors d’un compact et g est une
fonction donnée. Nous étudions alors le comportement asymptotique de X,
en fonction de g. Selon la forme de g, on peut montrer que X converge
presque-surement (chapitre 1) ou alors converge en loi (chapitre 2). Dans
une seconde partie, nous nous intéressons a une famille plus complexe, cor-
respondant aux diffusions renforcées par la mesure d’occupation. Il s’agit
de processus satisfaisant ’équation

dX; = dB, — (VV(Xt) + 1L (X, Xs)ds> dt

dur = (6x, — Mt)rdet

Xo =2z, po=p.
Nous établissons une relation entre le comportement asymptotique de p; et
le comportement asymptotique dun systéme dynamique déterministe (défini
sur 'espace des probabilités). Nous étendons alors de précédents résultats a
R?. Nous donnons également des conditions suffisantes pour la convergence
de ;. Enfin, nous illustrons, au chaptre 5, I’étude précédente de diffusions
auto-interactives par quelques exemples en dimension deux.
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