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École Doctorale IAEM Lorraine
DFD Automatique et Production Automatisée

THÈSE
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(Spécialité Automatique, Traitement du Signal et Génie Informatique)

par

Samir Aberkane
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1.3.3 Méthodes d’accommodation active . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.3.4 Discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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4.2 Systèmes tolérants aux défauts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
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Notations

Les notations sont, dans la mesure du possible, les notations standards. Elles sont

définies au fur et à mesure de leur utilisation dans le présent mémoire et sont

conservées tout au long de celui-ci. Il nous a cependant paru utile de les rassembler ici.

� : fin d’un théorème ou d’une proposition.

♦ : fin d’un corollaire ou d’un lemme.

� : fin de preuve.

R : ensemble des nombres réels.

Rn : ensemble des vecteurs réels de dimension n.

Rn×m : ensemble des matrices réelles de dimension n×m.

Sn : sous ensemble des matrices symétriques dans Rn×n.

M′ : transposée de la matrice M.

M < 0 : M définie négative.

M≤ 0 : M semi définie négative.

M > 0 : M définie positive.

M≥ 0 : M semi définie positive.

diag[M1, . . . ,Mk] : matrice bloc-diagonal dont les blocs diagonaux sont lesMi.

tr(M) : trace de la matriceM.

λmax(M) : plus grande valeur propre deM =M′.

λmin(M) : plus petite valeur propre deM =M′.

⋆ : indique des termes symétriques :

[
A B

B′ C

]
=

[
A ⋆

B′ C

]
=

[
A B

⋆ C

]
.

I : matrice identité de dimension appropriée.

0 : matrice nulle de dimension appropriée.[
A B

C D

]
: notation condensée de la représentation d’état C(sI−A)−1B +D.

P{·} : mesure de probabilité.

E{·} : espérance mathématique.

F : σ-algèbre.

(Ω,F , P ) : espace probabilisé.

L : opérateur infinitesimal faible.

L2[0,∞) : espace des fonctions vectorielles de carré-integrable sur l’intervalle [0,∞).



viii Notations

‖ · ‖2 : norme dans l’espace L2[0,∞) : ‖ x ‖2=
{∫∞

0 x′txtdt
}1/2

.

‖ · ‖E2 : norme dans l’espace L2((Ω,F , P ), [0,∞)) : ‖ x ‖E2= E
{∫∞

0 x′txtdt
}1/2

.

‖ · ‖ : norme vectorielle (ou matricielle) Euclidienne.



Abréviations

AFTCS : Active Fault Tolerant Control Systems.

AFTCSMP : Active Fault Tolerant Control Systems with Markovian Process.

BMI : Bilinear Matrix Inequalities.

CCL : Cone Complementary.

CF : Correct Fault detection rate.

CUSUM : Cumulative SUM test.

DD : Detection Delay.

EA : Eingenstructure Assignment.

EDS : Equation Différentielle Stochastique.

EMSS : Exponential Mean Square Stability.

FA : False Alarm rate.

FDI : Fault Detection and Isolation.

FTC : Fault Tolerant Control.

FTCS : Fault Tolerant Control Systems.

GLR : Generalized Likelihood Ratio test.

IF : Incorrect Fault detection rate.

IMM : Interacting Multiple Models.

JLQ : Jump Linear Quadratic.

LMI : Linear Matrix Inequalities.

MJLS : Markovian Jump Linear Systems.

MMST : Multiple Model Switching and Tuning.

MSS : Mean Square Stability.

NLMI : Nonlinear Matrix Inequalities.

PFTCS : Passive Fault Tolerant Control Systems.

PIM : Pseudo Inverse Method.

SS : Stochastic Stability.

VTOL : Vertical Take Off and Landing.
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4.5 Modèle de retard variable. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158
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4.8 Système commandé par réseaux : retards rsk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162
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Introduction générale

La compétition économique, scientifique et militaire conduit les industries aéronautiques et astro-

nautiques (et plus généralement les domaines de technologies de pointe) à concevoir des engins,

avions, hélicoptères, stations orbitales, etc. sans cesse plus performants. L’intégration de gouvernes

électriques et de calculateurs numériques puissants permet de réaliser des fonctions de commande

sophistiquées et libère la créativité des concepteurs.

Les avions à centrage négatif sont un exemple significatif. En rendant l’appareil instable, on augmente

sa manoeuvrabilité mais il faut alors faire appel au contrôle pour réaliser un boucle de stabilisation

vitale. L’appareil devient ainsi vulnérable aux incidents tels que pannes d’actionneurs, capteurs ou

calculateurs de bord [Mar86].

Une autre illustration est fournie par les stations orbitales de la prochaine génération avec leurs

structures souples (antennes, panneaux solaires, etc.). Pour des durées de mission longues, dans des

conditions de maintenance difficiles, il faudra être capable de réaliser des spécifications sévères en

tenue d’attitude et d’orbite et cela en dépit d’éventuelles pannes partielles [Mar86]. Dans un tel

contexte contexte, la réussite de la mission dépendra encore plus du système de commande : c’est lui,

qui en utilisant judicieusement des niveaux de redondance, pourra procurer une certaine tolérance

aux fautes.

Dans la plupart des systèmes de commande conventionnels, la synthèse de loi de commande ne prend

pas en considération l’éventuelle occurrence de pannes pouvant affecter le système. Dans d’autre cas,

la redondance matérielle disponible dans le système à commander peut être très limitée. Dans les cas

de figure ci-dessus, un AFTCS (en anglais : Active Fault Tolerant Control Systems) peut être conçu

en utilisant les ressources disponibles et la redondance analytique et matérielle du système afin de

s’accommoder des défauts. Les AFTCS compensent les effets des pannes soit en sélectionnant des lois

de commande pré calculées, ou en synthétisant une nouvelle loi de commande en ligne et en temps

réel. Les deux approches requièrent l’utilisation d’un algorithme de détection et d’identification de

défauts (FDI pour Fault Detection and Isolation) afin d’identifier les changements induits par les

différents défauts et de reconfigurer la loi de commande en ligne. La synthèse de cette classe de

systèmes nécessite donc la cohabitation de différentes taches, à savoir, la détection de défauts en ligne,

la prise de décision en temps réel et la reconfiguration de loi de commande. Cela induit naturellement

des problèmes inhérents à cette classe de systèmes : les retards de détection, les fausses alarmes, la

non détection de défauts, etc.

Cependant, dans les différentes méthodes de reconfiguration existant dans la littérature, ces

problématiques critiques ne sont pas explicitement prises en considération. En effet, la plupart de ces



2 Introduction générale

méthodes supposent que l’information fournie par le module de FDI est parfaite ce qui représente

une hypothèse irréaliste. Ce constat est à la base des travaux présentés dans ce document. En effet,

nous nous sommes intéressés aux contraintes résultant de l’intégration d’un module de FDI et d’un

module de reconfiguration de lois de commande. De telles contraintes peuvent conduire à une perte

de performances, voire une instabilité, du système tolérant aux défauts, si ces différents aspects ne

sont pas pris en compte lors de la conception du système. La formalisation mathématique de cette

problématique nous a amené à nous intéresser à une classe de Systèmes Hybrides Stochastiques

à Sauts Markoviens, auxquels nous ferons référence dans la suite du document par AFTCSMP

(en anglais : Active Fault Tolerant Control Systems with Markovian Process). Dans cette classe

de systèmes, deux processus aléatoires sont définis : le premier représente les défauts pouvant

affecter les différents composants du système, et le second représente le processus FDI utilisé pour la

reconfiguration de la loi de commande.

Une étude bibliographique des travaux menés dans le cadre des systèmes tolérants aux défauts à

sauts Markoviens a montré que la majorité des résultats établis pour cette classe de systèmes traitent

de l’analyse de la stabilité et des performances de ces systèmes et non de la synthèse de lois de

commande remplissant un cahier des charges donné. Les seuls résultats relatifs à la problématique de

synthèse conduisent à des correcteurs irréalisables en pratiques (correcteurs dépendant des processus

défauts) et se basent sur l’hypothèse restrictive d’accéssibilité du vecteur d’état. Le premier objectif

de ce travail est donc de s’affranchir de cette hypothèse et de considérer ainsi des problèmes de

synthèse de correcteurs par retour de sortie statique/dynamique et cela dans un cadre de commande

multi-objectifs. Et plus particulièrement, nous nous intéresserons à des critères de performance

H2/H∞.

La problématique de commande multi-objectifs sera abordée dans le cas des systèmes à temps

continu et à temps discret. Pour le cas continu, nous montrerons que les résultats développés peuvent

s’appliquer aisément à la problématique de commande multi-objectifs indépendante du mode des

MJLS (pour Markovian Jump Linear Systems). Cela représente un cas particulier très intéressant.

Dans le cadre des systèmes à temps discret, nous montrerons là aussi que les résultats établis peuvent

s’appliquer à la problématique de commande multi-objectifs tolérantes aux défauts des systèmes

commandés par réseaux de communication.

Enfin, il est important de noter qu’au delà des résultats théoriques obtenus dans ce travail, nous

nous sommes intéressés à l’aspect résolution numérique des différentes conditions de stabilité et

de performances en boucle fermée et des algorithmes de résolutions numériques (convexes et non

convexes) seront proposés et validés sur des exemples de simulation et cela en mettant en évidence

leurs performances et leurs limitations.

Ce mémoire s’articule autour de quatre chapitres :

Chapitre 1 :

Ce chapitre présente dans un premier temps les principaux concepts de synthèse de lois de commande

tolérantes aux défauts. Une classification non-exhaustive des principales méthodes développées dans
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le domaine est ensuite établie. Chaque type de méthode fera l’objet d’une discussion critique afin de

mettre en évidence ses avantages et ses inconvénients. Cela nous permettra d’introduire et de justifier

les choix et les orientations de ce travail. En deuxième partie de chapitre, nous introduirons la classe

de systèmes qui fera l’objet de notre étude : les systèmes tolérants aux défauts à sauts Markoviens.

Là aussi, nous donnerons un bref état de l’art des différents travaux réalisés dan ce domaine, cela afin

de positionner nos travaux et de justifier les orientations choisies.

Chapitre 2 :

Ce chapitre aborde la problématique de synthèse de lois de commande, par retour de sortie statique

et dynamique, stabilisant cette classe de systèmes hybrides stochastiques sujet à des incertitudes pa-

ramétriques (structurées et non structurées) et à des bruits multiplicatifs. Et plus particulièrement,

nous nous sommes intéressés à la notion de stabilité exponentielle au sens de la moyenne quadratique.

Les approches développées sont essentiellement basées sur la théorie de Lyapunov et la notion de Su-

permartingale. Dans le cas du retour dynamique de sortie, nous avons montré qu’en s’appuyant sur une

version du Lemme de Finsler, les conditions de stabilité peuvent être exprimées en termes d’Inégalités

Matricielles Bilinéaires (BMI pour Bilinear Matrix Inequalities). Pour la résolution numérique de ces

dernières, nous avons développé un algorithme d’optimisation non convexe (de type descente conjuguée

du gradient) dont l’efficacité est démontrée en utilisant des exemples de simulation. Dans le cas du

retour de sortie statique, nous avons d’abord proposé des conditions de stabilité exprimées sous forme

d’Inégalités Matricielles Linéaires (LMI pour Linear Matrix Inequalities). Cependant, des résultats

expérimentaux nous ont montré que la simplicité de ces conditions (il existe, en effet, des outils

d’optimisation convexe sous contraintes LMI très performants. Dans le cadre de cette thèse, nous

nous sommes appuyés sur la LMI Toolbox implémentée dans MATLAB) se paye par un pessimisme

relativement important. Afin de pallier ces limitations, une solution serait de dériver de nouvelles

conditions suffisantes, sous forme LMI, moins restrictives et moins pessimistes, et d’utiliser alors des

algorithmes d’optimisation convexe. Cependant, dans ce travail, nous nous sommes plutôt intéressés

à la caractérisation de tous les correcteurs statiques stabilisant le système, c’est à dire que nous

avons dérivé des conditions nécessaires et suffisantes de stabilité stochastique, pour lesquelles des

algorithmes numériques performants sont mis en oeuvre. En raison de la nature du problème, les

conditions nécessaires et suffisantes de stabilité sont formulées sous forme d’inégalités matricielles non

linéaires (NLMI pour Nonlinear Matrix Inequalities), et des algorithmes d’optimisation non convexe

doivent alors être utilisés. Pour cela, nous nous sommes appuyés sur un formalisme se basant sur la

synthèse d’ensembles ellipsöıdaux de gains de retour de sortie statique. D’un point de vue numérique,

nous avons proposé un algorithme de type Complémentarité sur le Cône pour résoudre ces NLMI.

L’efficacité de ce dernier a été démontré en s’appuyant sur des exemples de simulation.

Chapitre 3 :

En deuxième partie de thèse, nous nous sommes intéressés au problème de commande multi-

performances de cette classe de systèmes. Plus particulièrement, nous avons considéré des critères

H∞ (ou plus généralement, des contraintes intégrales quadratiques stochastiques), et des critères H2.
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Là aussi, nous avons étudié les cas de commande par retour de sortie dynamique et statique, et nous

avons proposé des conditions sous forme LMI, BMI et NLMI pour la résolution de ce problème de

synthèse multi-objectifs. Bien évidemment, des algorithmes d’optimisation convexe et non convexe

sont là aussi proposés pour la résolution numérique de ces conditions.

Chapitre 4 :

Dans ce chapitre est abordé le problème de commande multi-objectifs par retour de sortie des

systèmes à sauts Markoviens en temps discret. Deux axes sont développés, le premier concerne la

commande multi-critères des systèmes tolérants aux défauts à sauts Markoviens en temps discret, et

le second traite de la problématique des systèmes commandés par réseaux de communication. Les

différents critères de performances considérés incluent la stabilisation stochastique du système en

boucle fermée, des performances H2 ainsi que des performances H∞.

Dans la première partie, on établit deux caractérisations NLMI de correcteurs statiques par retour

de sortie stabilisant le système en boucle fermée et assurant des niveaux de performances H2/H∞.

La première caractérisation s’appuie sur les travaux de [dOBG99] traitant de l’analyse de la stabilité

robuste des systèmes LTI en temps discret. Cette approche introduit une sorte de découplage entre les

matrices de Lyapunov et les matrices du système. Ce découplage est alors utilisé afin de synthétiser

des correcteurs ne dépendant que du processus FDI. La seconde caractérisation s’appuie sur le

formalisme ellipsöıdes de matrices. Les différentes conditions de synthèse étant établies en termes

d’inégalités matricielles non linéaires, leur résolution numérique reste un problème délicat. Des

algorithmes d’optimisation itératifs de type complémentarité sur le cône seront proposés et mis en

oeuvre sur des exemples de simulation.

La seconde partie du chapitre est dédiée à la problématique de stabilisation stochastique et de

commande multi-critères des systèmes commandés par réseaux de communication sujets à des retards

aléatoires et à des pannes pouvant affecter les différents composants du système. Cette application

a été motivée par l’implication du CRAN dans le projet Européen NECST (Networked Control

Systems Tolerant to Faults). Les différents retards aléatoires induits par la présence d’un réseau de

communication pouvant être modélisés par une châıne de Markov à temps discret et à espace d’état

fini [KOC+92, XHH00], cette problématique est alors considérée sous le formalisme (MJLS). Nous

proposons là aussi une structure de commande par retour statique de sortie, et nous montrerons que

ce problème de synthèse représente un cas particulier intéressant du problème de synthèse traité en

première partie de chapitre.

A la fin de cette thèse, un paragraphe sera consacré aux conclusions et aux perspectives des travaux

présentés.



Chapitre 1

Systèmes tolérants aux défauts

Dans ce chapitre introductif, nous allons dans un premier temps présenter les principaux concepts de

synthèse de lois de commande tolérantes aux défauts. Certains types de méthodes de synthèse étant

parfois difficiles à classer, nous donnerons une classification non-exhaustive de ces dernières. Cette

classification permettra de se repérer parmi les grandes tendances actuelles. Chaque type de méthode

fera l’objet d’une discussion critique afin de mettre en évidence ses avantages et ses inconvénients. Cela

nous permettra d’introduire et de justifier les choix et les orientations de cette thèse. En deuxième

partie de chapitre, nous introduirons la classe de systèmes qui fera l’objet de notre étude : les systèmes

tolérants aux défauts à sauts Markoviens. Là aussi, nous donnerons un bref état de l’art des différents

travaux réalisés dan ce domaine, cela afin de positionner nos travaux et de justifier les orientations

choisies.

1.1 Systèmes tolérants aux défauts (FTCS pour Fault Tolerant

Control Systems)

Un système tolérant aux défauts possède la capacité de s’accommoder, de manière automatique, des

défauts pouvant affecter ses différents composants. Il permet notamment de garantir la stabilité du

système et/ou des performances dégradées acceptables en présence de défauts. En effet, une loi de

commande conventionnelle peut s’avérer très limitée et induire des comportements non désirés du

système à commander, voire à l’instabilité de ce dernier, en présence d’un défaut. Pour pallier de

telles situations, de nouvelles lois de commande ont été développées dans le but précis de maintenir les

performances du système ainsi que sa stabilité, lors d’un mauvais fonctionnement du système [WZZ00].

Dans le domaine industriel ou en aéronautique, ce type de problèmes a été souvent évité en se fondant

sur de la redondance matérielle à base d’actionneurs et de capteurs. Cette stratégie est non seulement

onéreuse mais elle requiert aussi un important dispositif de maintenance. Ainsi, la commande tolérante

aux défauts traitée de manière analytique, permet d’éviter de tels coûts d’achat et d’entretien.

La tâche principale qui incombe à la commande tolérante aux défauts est de synthétiser des lois de

commande avec une structure permettant de garantir la stabilité et les performances du système, non

seulement lorsque tous les composants de la commande sont opérationnels, mais aussi lorsque des

capteurs ou des actionneurs sont défaillants.
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1.1.1 Classification

Les techniques de synthèse de systèmes tolérants aux défauts sont généralement classées en deux

approches distinctes : une approche passive (Passive Fault Tolerant Control Systems, PFTCS) et

une approche active (Active Fault tolerant Control Systems, AFTCS). L’utilisation de l’une des deux

approches dépend de : la capacité à determiner, durant la phase de conception, les éventuels défauts

pouvant affecter le système, du comportement du système en présence de défauts et du type de

redondance présent dans ce dernier.

1.1.1.1 Méthodes passives

Dans cette approche, le système est conçu de telle sorte à tolérer un nombre limité de défauts supposés

connus avant la phase de conception de la loi de commande. En effet, les méthodes PFTCS utilisent

des techniques de commande robuste afin d’assurer l’insensibilité du système en boucle fermée à

certains défauts, et cela sans changement de structures des régulateurs nominaux (situation sans

défauts) et sans utilisation d’informations en ligne relatives aux différents défauts affectant le système

[ELWW85], [Zho00], [CP01], [NS03]. En effet, en PFTCS, les défauts sont considérés comme sources

d’incertitudes de modèle [Pat97]. Cependant, les PFTCS possèdent une capacité de tolérance aux

défauts non anticipés très limitée. En pratique, l’utilisation seule des approches passives peut s’avérer

alors être risquée [Pat97]. Généralement, les PFTCS possèdent les caractéristiques suivantes :

• Robustesse à des défauts connus à priori (anticipés) ;

• Utilisation de la redondance matérielle (actionneurs et capteurs multiples, etc.) ;

• Méthodes conservatives.

Pour une vue globale des méthodes de commandes robustes ou fiables, le lecteur pourra se référer aux

travaux de [ZJ98], [Vei02], [Suy02].

1.1.1.2 Méthodes actives

Dans la plupart des systèmes de commande conventionnels, la synthèse de lois de commandes ne prend

pas en considération l’éventuelle occurrence de défauts pouvant affecter le système. Dans d’autre cas,

la redondance matérielle disponible dans le système à commander peut être très limitée. En effet,

l’augmentation ou le changement de la configuration matérielle peut s’avérer onéreuse, voire impossible

due aux limitations physiques. Dans les cas de figure ci dessus, un AFTCS peut être conçu en utilisant

les resources disponibles et la redondance analytique et matérielle du système afin de s’accommoder

des défauts non anticipés.

Les AFTCS compensent les effets des défauts soit en sélectionnant des lois de commande pré-calculées,

ou en synthétisant une nouvelle loi de commande en ligne et en temps réel. Les deux approches requiert

l’utilisation d’un algorithme de détection et d’identification de défauts (FDI pour Fault Detection and

Isolation) afin d’identifier les changements induits par les différents défauts et de reconfigurer la loi

de commande en ligne. La synthèse de cette classe de systèmes nécessite donc la cohabitation de

différentes taches, à savoir, la détection de défauts en ligne, la prise de décision en temps réel et la
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reconfiguration de loi de commande. Généralement, un AFTCS possède les caractéristiques suivantes :

• Utilise la redondance analytique ;

• Utilise un algorithme de FDI et des contrôleurs reconfigurables ;

• Admet un fonctionnement en mode dégradé (performances dégradées) en presence de défauts ;

• Réduit le pessimisme des approches passives.

AFTCS est un domaine multi-disciplinaires complexe, couvrant un nombre important d’axes de re-

cherches tels que les systèmes stochastiques, les statistiques, l’analyse de risques, la fiabilité, le traite-

ment du signal, la commande des systèmes, la modélisation des systèmes dynamiques, etc.

1.2 Fondements et motivations

FTCS est une stratégie de synthèse de systèmes de commande à très haute fiabilité. Elle regroupe une

famille de techniques récentes développées afin d’accrôıtre la fiabilité et la disponibilité des systèmes

opérant dans des environnements hostiles (conditions critiques). Les FTCS sont synthétisés afin de

s’accommoder aux défauts dès leur apparition et avec une réactivité maximale, de tel sorte qu’un

défaut mineur affectant un sous système n’évolue pas en défaut critique au niveau du système global.

Le besoin de systèmes tolérants aux défauts afin d’accrôıtre la fiabilité et le niveau d’automatisation des

systèmes modernes de commande devient de plus en plus apparent. En effet, ces derniers sont utilisés

dans différentes applications telles que : safety-critical systems (réacteurs nucléaires, aéronautique,

systèmes de guidage de missiles, etc.), cost-critical systems (structures spatiales complexes, véhicules

spatiaux, véhicules sous-marins autonomes, etc.) et volume-critical systems (réseaux mobiles de com-

munication, autoroutes automatisées, etc.).

Dans les centrales nucléaires, exemple de safety-critical systems, l’occurrence d’un défaut peut générer

un désastre écologique/humain. Une action de commande appropriée pourrait être dans ce cas l’arrêt

du système en situation d’urgence. Dans les cost-critical systems et volume-critical systems, l’occur-

rence d’une panne peut conduire à des pertes économiques très lourdes. Les véhicules autonomes

sous-marins et spatiaux sont des exemples où le système (véhicule) doit être capable de s’adapter à

des événements inattendus, tels que les pannes, et dans le pire des scénarii, de retourner en sécurité

vers sa base (sans compléter sa mission).

Parmi les exemples, abondants dans la littérature, de pannes ayant conduit à des situations catastro-

phiques, nous citons ci-dessous deux événements des plus marquants :

1. Le 26 Avril 1986, il s’est produit, à proximité de la ville Ukrainienne Chernobyl, une explosion

énorme au niveau d’une centrale nucléaire, suivie d’une fusion progressive du réacteur No. 4. La

raison principale de cette tragédie a été the faulty outdated technology et l’absence d’un mécanisme

d’accommodation aux défauts [Vis90] ;

2. La fusée Ariane 5 a explosé en plein vol, le 4 Juin 1996, 37 secondes après son décollage. Cela a

été causé par un défaut software au niveau de l’Unité de Référence Inertiel (URI) qui a fournit des

informations erronées au système de contrôle. Ces dernières étaient relatives à la trajectoire et à la

vitesse de la fusée [CNN96].
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Les conséquences catastrophiques de ces pannes auraient pu être évitées, ou du moins atténuées, si

le système de commande était synthétisé de manière à intégrer un certain degré de tolérance aux

défauts. Dans le premier cas, une action de commande appropriée pourrait être l’arrêt du réacteur en

situation d’urgence. Dans le second scénario, le dysfonctionnement de l’URI aurait pu être considéré

comme un défaut capteur, et un mécanisme de vote aurait pu être implémenté afin de réaliser un test

de conformité entre l’information fournie par l’URI et l’information prévue.

L’objet de cette thèse étant consacré principalement aux systèmes tolérants aux défauts par ap-

proches actives, nous allons introduire dans ce qui suit un bref tour d’horizon des différentes approches

développées dans ce domaine.

1.3 Systèmes tolérants aux défauts par approches actives

Dans ce paragraphe, nous allons établir un bref état de l’art des différentes méthodes d’accommodation

active. Bien sûr, cet état de l’art ne recouvre pas toutes les approches existantes dans la littérature.

Cependant, le lecteur intéressé pourra se référer aux différents travaux donnés par la suite.

Chaque type de méthode fera l’objet d’une discussion critique afin de mettre en évidence ses avantages

et ses inconvénients. Cela nous permettra d’introduire et de justifier les choix et les orientations des

travaux présentés dans cette thèse.

1.3.1 Défauts affectant les systèmes dynamiques

Un défaut est défini comme étant une déviation, non souhaitée, d’au moins une propriété ca-

ractéristique ou d’un paramètre du système. Le défaut est un état pouvant induire des mauvais

fonctionnement, voire même un perte totale de composants du système. Les défauts sont des

événements qui apparaissent à différents endroits du système (actionneurs, capteurs, composants, ou

toute combinaison des trois). Dans la littérature, les défauts sont classés selon plusieurs critères :

caractéristiques temporelles du défauts, localisation physique dans le système et l’effet des défauts

sur les performances de ce dernier.

Lorsque le critère choisi est la localisation des défauts dans le système, trois classes principales de

défauts peuvent être définies :

• Les défauts actionneurs : Les défauts actionneurs agissent au niveau de la partie opérative du

système en détériorant le signal d’entrée de ce dernier. Ils représentent une perte totale (défaillance)

ou partielle d’un actionneur agissant sur le système. Un exemple de perte totale d’un actionneur

est un actionneur qui est resté bloqué sur une position entrâınant une incapacité à commander le

système par le biais de ce dernier. Les défauts partiels peuvent être vus comme étant une perte de

puissance au niveau des actionneurs (perte de puissance d’un moteur, fuite dans un vérin, etc.).

• Les défauts capteurs : Ce type de défaut est la cause d’une mauvaise image de l’état physique

du système. Un défaut capteur partiel produit un signal avec plus ou moins d’adéquation avec la

valeur vraie de la variable à mesurer. Ceci peut se traduire par une réduction de la valeur affichée
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par rapport à la valeur vraie, ou de la présence d’un biais ou de bruit accru empêchant une bonne

lecture. Un défaut capteur total produit une valeur qui n’est pas en rapport avec la grandeur à

mesurer.

• Les défauts composants ou systèmes : Ce type de défaut provient du système lui-même ; bien

souvent les défauts n’appartenant pas à un défaut capteur ou actionneur sont classés de manière

arbitraire dans cette catégorie. Néanmoins, un défaut composant résulte de la casse ou de l’altération

d’un composant du système réduisant les capacités de celui-ci à effectuer une tâche. En pratique,

ceci revient à considérer une modification des caractéristiques du système proprement dit (la CTN :

résistance à Coefficient de Température Négatif d’une chaufferie est cassée, un roulement est altéré,

etc.).

Si les défauts doivent être classés relativement à leur effets sur les performances du système, deux

types de défauts peuvent être distingués : des défauts additifs et des défauts multiplicatifs. Les défauts

additifs influencent la moyenne du signal de sortie du système, alors que les défauts multiplicatifs

induisent des changement sur la variance et les corrélations du signal de sortie du système, ainsi que

des changements dans les caractéristiques spectrales et de la dynamique du système.

1.3.2 Détection et identification des défauts

L’objectif principal d’un AFTCS est de reconfigurer la loi de commande en ligne. Pour cela, des infor-

mations relatives aux changements induits par d’éventuels défauts sont nécessaires. Dans ce contexte,

un algorithme de FDI joue un rôle crucial dans la philosophie AFTCS. En effet, ce dernier doit détecter

l’occurrence d’un défaut, et éventuellement, déterminer son amplitude.

1.3.2.1 Différentes approches de FDI

Plusieurs approches de FDI on été développées. Généralement, ces approches peuvent être classées

en deux catégories principales : techniques basées signal, et techniques basées modèle. Les méthodes

basées signal détectent les défauts en testant des propriétés spécifiques de différents signaux de mesure.

Les filtres passe-bandes et l’analyse spectrale sont des exemples des différentes techniques utilisées

dans cette catégorie de méthodes. Les méthodes basées modèle possèdent un éventail d’application

plus important, relativement aux méthodes basées signal, et sont généralement constituées de deux

étapes : génération de résidu et évaluation du résidu (prise de décision). Le résidu est généré en

comparant le comportement prévu du système avec le comportement mesuré de ce dernier, où le

comportement prévu est obtenu en utilisant un modèle du système.

Pour la génération de résidu, basée modèle, deux approches principales ont été utilisées : des

méthodes qualitatives (heuristiques) et des méthodes quantitatives (analytiques). Afin de synthétiser

un AFTCS, la disponibilité d’une connaissance précise de la dynamique du système en défaut est

un facteur crucial. Par conséquent, un intérêt plus particulier a été apporté aux méthodes quantitatives.

Il existe trois classes principales de méthodes quantitatives de génération de résidus : les approches

basées observateurs, les approches par espace de parité et les approches par estimation de paramètres.
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Le principe de base des approches basées observateurs est d’estimer les variables du système (vecteur

d’états), en utilisant un observateur de Luenberger pour le cas déterministe ou un filtre de Kalman

pour le cas stochastique et d’utiliser l’erreur d’estimation comme résidu.

Plusieurs méthodes de synthèse de gains d’observateurs ont été proposées dans la littérature : Place-

ment de Structure Propre [PC91, PK89, SCH98], observateurs à entrées inconnues [FW89, HM94],

forme canonique de Kronecker [FW89], filtres détecteurs [DS96], et des méthodes d’optimisation,

dans le domaine fréquentiel, basées sur la factorisation de la matrice de fonctions de transfert du

système [FD94]. De récents développements dans l’application des filtres de Kalman peuvent être

trouvés dans [BN93, GQM00, KD97, Nik94, TW90, WZZ00]. Un banc d’observateurs ou de filtres

de Kalman, possédant des propriétés distinctes, peut être utilisé en parallèle afin d’isoler les défauts

affectant le système [Fra96, FW89, ZL98]. Le nombre ainsi que la nature des défauts à détecter et à

isoler nécessitent différentes structures d’observateurs [DRJ01, Fra90]. Un état de l’art des méthodes

basées observateurs, dédiées aux systèmes non linéaires, est donné par [GF97, HKY99].

Dans les approches par espace de parité, les résidus sont calculés comme étant la différence entre

les sorties mesurées et les sorties estimées ainsi que leurs dérivées associées. Le résidu ainsi obtenu

est pondéré par une matrice de transformation afin que ce dernier soit insensible aux perturbations

affectant le système et en même temps accrôıtre les capacités d’identification des défauts. L’approche

par espace de parité, dans le domaine fréquentiel, a été développée par [Ger97], et dans le domaine

temporel, dans [CW84].

Les méthodes de FDI basées sur l’estimation des paramètres reposent essentiellement sur le principe

suivant : les défauts affectent, typiquement, les paramètres physiques du système. En estimant, de

manière continue, les paramètres du système à surveiller, les résidus peuvent être choisis comme étant

les erreurs d’estimation. Afin d’isoler, de manière efficace, les défauts affectant le système, la relation

liant les coefficients du modèle du système aux paramètres physiques réels de ce dernier doit exister et

être connue. Plusieurs méthodes d’estimation de paramètres pour des fins de FDI ont été proposées :

estimation au sens des moindres carrés, approche par variable instrumentale, méthodes par erreur de

sortie [Ise84, Ise93, Ise97], estimation par modes glissants [HZ97], approches heuristiques basées sur

les réseaux de neurones [HF97] et filtres de Kalman étendus [TW90, WH95].

Récemment, plusieurs approches intéressantes ont été proposées pour la synthèse et l’implémentation

de modules de FDI telles que les méthodes géométriques [HKK01], des méthodes se basant sur les

inégalités matricielles linéaires [NAG00], et des approches fréquentielles [MD97, SH99].

Le rôle du module d’évaluation des résidus (prise de décision) est de détecter des changements

significatifs affectant ces derniers afin de fournir une détection fiable. Plusieurs méthodes de prise

de décision ont été utilisées dans la littérature. Citons par exemple, le cas des méthodes de décision

binaire et les tests statistiques.
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Les tests binaires résultent de la comparaison du résidu et d’un seuil fixé. Des seuils adaptatifs

peuvent aussi être utilisés à des fins de robustesse [ENHR88]. Un état de l’art des méthodes utilisant

un seuil adaptatif est donné dans [Fra96, PC91, YM00].

La théorie de la décision statistique offre aussi une variété de techniques de détection telles que les

méthodes GLR (Generalized Likelihood Ratio), les méthodes SPRT (Sequential Probability Ration

Test), les tests χ2, la méthode CUSUM (Cumulative Sum Test), etc. Pour un état de l’art de ces

différentes méthodes, le lecteur pourra se référer à [Bas98, BN93, Bas88, Lai00, TW90, YM01].

Il existe une multitude de champs d’applications des différentes techniques de FDI. Ces champs d’ap-

plications regroupent, par exemple, le domaine de la communication [LR97], les procédés industriels

[GHS00, KVDJ00], l’automobile et les industries du transport [DAR99, MMS98], l’énergie [JQ00],

l’agriculture [LS00], les systèmes complexes à grande dimension [MSR00], etc.

1.3.2.2 Mesures de performances en FDI

Afin d’évaluer les performances d’un algorithme de FDI, plusieurs indices de performances ont été

définis et utilisés [ZL98], à savoir :

- CF : correct fault detection ;

- FA : False alarm rate ;

- MF : missed fault detection ;

- IF : incorrect fault detection ;

- DD : detection delays.

Un algorithme de FDI performant doit posséder un certain degré de robustesse dans les décisions

qu’il procure. La robustesse de la décision signifie que le processus de FDI doit avoir un CF élevé, et

des FA, MF, IF et DD très bas.

La figure 1.1 montre une interprétation des différents indices CF, FA, MF et IF pour un système avec

un mode nominal et trois défauts possibles.

1.3.3 Méthodes d’accommodation active

Les méthodes AFTC se distinguent des méthodes PFTC par les principes énoncés précédemment tels

l’utilisation d’un module de FDI, une synthèse en ligne du régulateur, etc. Il est possible de classer les

différentes méthodes actives selon certains critères tels que la commande développée soit ou non :

- basée sur des lois de commande pré-calculées hors-ligne (méthodes de projection) ;

- basée sur de l’accommodation de défauts en ligne (commutation de modèles de défauts par exemple)

et n’utilisant pas de FDI ;

- tolérante aux défauts non-anticipés utilisant l’isolation et la détection des défauts.
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Nominal Défaut 1 Défaut 2 Défaut 3

Décision du
FDI

Nominal

Défaut 1

Défaut 2

Défaut 3

Légende

CF

IF

MF

FA

Défaut réel

Fig. 1.1 – Indices de performances du processus FDI

Cependant certains types de commandes actives sont parfois difficiles à classer et de ce fait, la classi-

fication ci-après n’est pas exhaustive mais permet de se repérer parmi les grandes tendances actuelles.

1.3.3.1 Méthode de la pseudo-inverse

La méthode de la pseudo-inverse [GA91] est l’une des méthodes les plus citées dans le domaine de la

commande tolérante aux défauts par approches actives du fait de sa simplicité de calcul et sa capacité

à manipuler une très large classe de défauts, à condition qu’ils soient prédéfinis. La version de base

de la méthode pseudo-inverse (il en existe plusieurs autres revisitées comme récemment dans [Sta05])

considère un système linéaire nominal sous la forme d’état suivante :





ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t)
(1.1)

où x(t) ∈ Rnx , u(t) ∈ Rnu , y(t) ∈ Rny et A, B, C sont des matrices de dimensions appropriées. La

loi de commande est donnée par u(t) = Kx(t), sous l’hypothèse d’accessibilité du vecteur d’état. La

représentation d’état du système en défaut est donnée comme suit :





ẋf (t) = Afx

f (t) +Bfu
r(t)

yf (t) = Cfx
f (t)

(1.2)

où la nouvelle loi de commande reconfigurée est de structure équivalente, c’est-à-dire ur(t) = Krxf (t).
Dans ce cadre là, l’objectif est de calculer la matrice de gain de retour d’état Kr de telle sorte que

la distance (définie ci-dessous) entre les A-matrices d’état des systèmes nominaux et en défaut (en

boucle fermée) soit minimisée, i.e. :






Kr = argmin
Kr

‖(A+BK)− (Af +BfKr)‖F

= B†
f (A+BK −Af )

(1.3)
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où B†
f est la pseudo-inverse de la matrice Bf et ‖·‖F représente la norme de Frobenius. Les avantages de

cette approche résident dans le fait qu’elle est très appropriée pour une implémentation en ligne due à sa

simplicité. Cette approche permet aussi de modéliser les effets des défauts affectant le système nominal

comme des changements affectant la structure de toutes les matrices d’état de ce dernier. Cependant,

le principal inconvénient relatif à cette méthode réside dans le fait que la loi de commande optimale

calculée par (1.3) ne garantie pas toujours la stabilité en boucle fermée du système en défaut. En effet,

des exemples simples illustrant ce phénomène peuvent être aisément générés, voir e.g. [GA91]. Afin

de remédier à ce problème, une méthode de pseudo-inverse modifiée a été développée dans [GA92] en

ajoutant une contrainte supplémentaire sur la stabilité du système en BF. Cependant, cette contrainte

supplémentaire augmente considérablement le temps de calcul. Une approche similaire a été présentée

par [Rau94] et [Liu98] où une loi de commande ur(t) est directement synthétisée à partir de la loi de

commande nominale u(t) : ur(t) = B†
fBu(t). D’autre modifications et raffinements de cette méthodes

ont été proposés dans la littérature. Dans [TNS98, NSHT00, NBDM99], en considérant des défauts

additifs dans l’équation d’état du système, les auteurs proposent d’intégrer un terme de commande

additif dans la loi de commande reconfigurée afin de compenser les effets des défauts. Le cas du retour

statique de sortie a été considéré par [KA99], et une approche fréquentielle du problème a été traitée

par [KV00a]. Récemment, la méthode de la pseudo-inverse a été remaniée dans [Sta05] en utilisant un

ensemble de modèles admissibles plutôt qu’une recherche optimale ne garantissant pas une certaine

dynamique du système lors de la présence d’un défaut.

1.3.3.2 Placement de structure propre : Eigenstructure Assignment (EA)

Le placement de structure propre a été popularisé dans les années 1980 par Andry, Shapiro et Chung

dans leur papier [ASC83], où la méthode de placement de structure propre directe (Direct Structure

Assignment) a été introduite. L’idée principale de cette méthode consiste à placer les valeurs propres

d’un système linéaire via un retour d’état, et ensuite à utiliser tout degré de liberté disponible

pour placer les vecteurs propres correspondant aussi précisément que possible. Les valeurs propres

déterminent la fréquence naturelle et l’amortissement (damping) de chaque mode, tandis que les vec-

teurs propres indiquent l’influence de chaque mode sur les différentes sorties du système. Dans ce qui

suit, nous allons d’abord donner un bref aperçu sur les bases de cette méthode, puis nous mettrons en

évidence les principes de mise en oeuvre de cette approche dans la reconfiguration de lois de commande.

i) Introduction au placement de structure propre

Cette section, largement inspirée par [DA94, KA96b], a pour but d’introduire le principe général de

la méthode EA.

Soit le système linéaire suivant, supposé commandable et observable :





ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t)
(1.4)
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La réponse du système est donnée par

y(t) = CeAtx(0) +

∫ t

0
CeA(t−τ)Bu(τ)dτ (1.5)

En supposant que la matrice d’état A est de rang plein et possède des valeurs propres distinctes, nous

pouvons écrire, en nous basant sur la décomposition spectrale

eAt = eV ΛV −1t = V eΛtL =

n∑

j=1

vje
λjtlj (1.6)

où L = V −1, λj est la j-ème valeur propre, vj est la j-ème colonne de V et lj et la j-ème ligne de L.

A partir des équation (1.5) et (1.6), nous obtenons

yi(t) =
n∑

j=1

civje
λjtljx(0) +

n∑

j=1

m∑

k=1

civjljbk

∫ t

0
CeA(t−τ)u(τ)dτ (1.7)

où bk est la k-ème colonne de B, ci est la i-ème colonne de C et uk est la k-ème entrée. La réponse

de la i-ème sortie correspondant à une impulsion sur la k-ème entrée est donnée par

yi(t) =

n∑

j=1

m∑

k=1

Rijke
λjt (1.8)

où Rijk = civjljbk est le résidu modale pour la sortie i associé à la valeur propre j et correspondant à

l’entrée k.

La conclusion que nous pouvons tirer de l’analyse ci-dessus est que l’effet de chaque mode du système

sur chaque sortie de ce dernier dépend des vecteurs propres du système. Cela met en évidence l’idée

principale de cette méthode consistant à placer les valeurs propres d’un système linéaire via un retour

d’état, et ensuite d’utiliser tout degré de liberté disponible pour minimiser la distance (au sens des

moindres carrés) entre les vecteurs propres du système en boucle fermée et les vecteurs propres désirés.

ii) Reconfiguration de lois de commande par placement de structure propre

La méthode par placement de structure propre pour la reconfiguration de lois de commande est une

approche plus intuitive que l’approche par pseudo-inverse car elle vise à faire cöıncider les structures

propres (c.à.d les valeurs propres et les vecteurs propres) des matrices des systèmes nominaux et

en défaut en boucle fermée. L’idée principale est d’assigner exactement les plus importantes valeurs

propres de ces matrices, et en même temps de minimiser la différence, en norme 2, entre les différents

vecteurs propres correspondants. Cette méthode a été développée aussi bien avec une loi de commande

par retour d’état [ZJ99a], [ZJ00] qu’avec une loi de commande par retour de sortie [KA96a]. Plus

précisément, dans le cas de retour d’état, si λi, i = 1, 2, . . . , n sont les valeurs propres de la matrice

d’état du système en boucle fermée A + BK résultant d’une loi de commande par retour d’état

u(t) = Kx(t), et si vi sont leurs vecteurs propres correspondants, la méthode par placement de structure
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propre consiste à calculer le gain Kr de retour d’état pour le modèle en défaut (1.2), solution du

problème d’optimisation suivant [ZJ99a]





Trouver Kr
tel que (Af +BfKr)vfi = λiv

f
i , i = 1, 2, . . . , n

et vfi = argmin
vf

i

‖vi − vfi ‖2Wi

(1.9)

où ‖vi − vfi ‖2Wi
= (vi − vfi )TWi(vi − vfi ) et Wi est une matrice de pondération définie positive servant

de degré de liberté supplémentaire. En d’autres termes, le nouveau gain Kr est synthétisé de manière

à ce que les pôles du système en boucle fermée cöıncident avec les pôles du système nominal en boucle

fermée ; de même que les vecteurs propres des matrices d’état doivent être les plus proches possibles. Du

fait que les valeurs et les vecteurs propres déterminent la forme de la réponse temporelle du système

en boucle fermée, le but est donc de garantir une dynamique du système en boucle fermée la plus

proche possible de celle du système nominal. Ainsi, la méthode par placement de structure semble

garantir la stabilité du système en boucle fermée. La charge de calcul relative à cette méthode ne

semble pas importante dans la mesure où l’expression analytique de la solution de (1.9) est disponible

[ZJ99a], i.e. une optimisation en ligne n’est pas nécessaire. Cependant, les incertitudes de modèles ainsi

que les incertitudes relatives au processus FDI ne sont pas aisément incorporables dans le problème

d’optimisation.

1.3.3.3 Approche multi-modèles

Dans cette section, nous allons nous intéresser à deux méthodes de reconfiguration de lois de

commande appartenant à la famille des approches multi-modèles : Multiple Model Switching and

Tuning (MMST) et Interacting Multiple Model (IMM). Ces deux méthodes considèrent un ensemble

pré-défini de situations défectueuses (ensemble de défauts pouvant affecter le système). Dans la

première approche, suite à l’apparition d’un défaut sur le système, l’algorithme MMST commute vers

une loi de commande pré-calculée correspondant à la situation défectueuse. La seconde approche se

différencie de la premiere en considérant le modèle du système en défaut, correspondant à un scénario

donné, comme étant une combinaison convexe de tous les modèles en défauts pré-définis. Dans ce qui

suit, nous allons présenter plus en détail les principes de base de ces deux approches.

i) Multiple Model Switching and Tuning (MMST)

Les approches multi-modèles ont reçu un intérêt grandissant ces dernières années [BM98, BLM00a,

BLM00b, BLM01, BM99, Dem01, GBMR98, KV00a]. Dans l’approche MMST, la dynamique de chaque

situation défectueuse est décrite par un modèle différent [BM98]. Ces modèles sont implantés en

parallèle, où chacun possède un régulateur propre comme illustré à la figure (1.2). Le problème de

reconfiguration de lois de commande est alors équivalent à définir, à chaque instant, quel couple de

modèle (Mi)/régulateur (Ki) est le plus approprié pour une situation défectueuse particulière.

La figure (1.3) illustre l’avantage d’une telle approche en reconfiguration de lois de commande. En
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présence d’un défaut, le système est supposé passer d’un modèle nominal M0 à un modèle en défaut

Mf . La figure a) représente un schéma de commande adaptative utilisant un seul modèle, et la figure

b) illustre le schéma MMST. Comme nous pouvons le voir, pour des modèles supposés certains,

l’algorithme MMST convergera plus rapidement vers le modèle en défaut comparativement à l’approche

basée sur un modèle unique.

MN

KN

K1

P

M1

�ŷ�ŷ �� �e
�

u

Fig. 1.2 – Multiple Model Switching and Tuning

Considérons les systèmes représentés sous la forme d’état suivante :

S :





ẋ = A0(p(t))x+B0(p(t))u

y = C0(p(t))x
(1.10)

avec x ∈ Rn, u ∈ Rm, y ∈ Rk, A0 ∈ Rn×n, B0 ∈ Rn×m, C0 ∈ Rk×n et p(t) ∈ S ⊆ Rl définissent

les paramètres du système. p(t) varie dans le temps de manière abrupte et représente les différents

scénarii de défauts.

SoitM l’ensemble de N modèles linéaires

M : {M1, . . . ,MN} (1.11)

tel que

Mi :





ẋi = Aixi +Biu

yi = Cixi +Diu
(1.12)

où le modèle Mi correspond à un ensemble de paramètres pj ∈ S donné. Un régulateur stabilisant Ki
est synthétisé pour chaque modèle Mi ∈M.



1.3 Systèmes tolérants aux défauts par approches actives 17

M

P0

Pf

Modèle unique

Pf

M2

M1

M4

M5

M3

Multi-modèles

Fig. 1.3 – Single model vs. multiple model adaptation

La stratégie de reconfiguration de loi de commande est établie de la façon suivante : à chaque instant,

le modèle le plus proche du système réel (c.à.d le plus apte à représenter le comportement dynamique

du système), est déterminé en calculant un indice de performance Ji(t), fonction des erreurs ei(t) entre

les sorties estimées du modèle Mi et les mesures à l’instant t.

Un exemple d’indice de performance couramment utilisé est donné comme suit [NB97] :

Ji(t) = αe2i (t) + β

∫ t

0
e−λ(t−τ)e2i (τ)dτ (1.13)

α ≥ 0, β > 0, λ > 0

où α et β sont des coefficients de pondération des termes d’erreurs instantanées et des termes d’erreurs

à long terme, respectivement. Le facteur d’oubli λ assure la bornitude de l’indice de performance Ji(t)

pour ei bornée. Le couple modèle/régulateur, Mi/Ki, possédant le plus petit indice de performance

est alors choisi et une période d’attente Tmin > 0 est imposée afin d’éviter des commutations trop

rapides. La plupart des algorithmes MMST incluent une partie tuning qui apparâıt durant la période

où le régulateur Ki est actif, et durant laquelle, les paramètres du modèle Mi correspondant sont

réactualisés en utilisant une technique appropriée d’identification [AW95]. Le théorème suivant énonce

des résultats de stabilité de cette approche MMST [NB97] :

Théorème 1.1 Considérons le système (1.10), où les N modèles sont fixés et le schéma de commuta-

tion est utilisé avec β, λ, Tmin>0 et α ≥ 0. Alors, pour tout système avec un vecteur paramètres p ∈ S,

il existe un nombre positif Ts et une fonction µS(p, Tmin) > 0, tel que si :
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• Tmin ∈ (0, Ts)

• il existe au moins un modèle Mi tel que ‖p̂j − pj‖ < µs(p, Tmin)

alors, tous les signaux du système global, ainsi que les différents indices de performances Ji(t), sont

uniformément bornés. Ici, Ts dépend uniquement de S, et µs dépend de β, λ, α et S. �

Le théorème 1.1 établit que le système MMST est stable si l’ensemble des modèles Mi est suffisam-

ment dense dans l’espace des paramètres S et que le taux d’échantillonnage est suffisamment rapide.

Cependant, le théorème 1.1 ne donne aucune précision ou méthodologie sur le choix de M ou de

Tmin.

Malgré les limitations du théorème 1.1, plusieurs travaux, notamment dans le domaine de

l’aéronautique, ont utilisé ce type d’approche [BM98, BLM00a, BLM00b, BLM01]. Pour des systèmes

avec relativement peu de modes de défaillances ou des modes parfaitement connus, la commutation

de modèles multiples possède l’avantage d’être très rapide et stable. Des travaux dans le cadre non

linéaire de la commande MMST [NDfG03] ont permis d’étendre des résultats du cadre linéaire vers

le non linéaire. Cependant, des défauts non répertoriés peuvent toujours apparâıtre constituant la

principale limitation de ces méthodes. L’explosion du nombre de modèles avec le nombre de défauts

simultanés considérés représente également une autre limitation.

ii) Interacting Multiple Models (IMM)

La méthode d’Interaction de Modèles Multiples (en anglais Interacting Multiple Model) tend à solu-

tionner l’une des principales limitations de l’approche MMST, à savoir que chaque situation défectueuse

doit être exactement modélisée, et cela en considérant que le modèle du système en défaut est représenté

par une combinaison convexe de modèles pré-définis dans un ensembleM. Dans ce contexte, le modèle

du système défectueux est donné comme suit

Mf =
N∑

i=1

µiMi = µT





M1

...

MN



 , Mi ∈M, µi > 0 ∈ R,
N∑

i=1

µi = 1, (1.14)

ou sous forme d’équations d’états

Mf :






ẋ =





A1 0 . . . 0

0 A2 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . AN




x+





B1

B2

...

BN




u

y =
[
µ1C1 µ1C2 . . . µ1CN

]
x

(1.15)

Remarque 1.1 Il est important de noter que le choix de l’ensemble des modèles pré-définis M ainsi

que la validité de l’hypothèse stipulant que le modèle du système en défaut est une combinaison
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convexe des modèles Mi restent des questions ouvertes.

Dans l’approche IMM, le processus de détection de défauts consiste donc à identifier en ligne les

variables µi. Il existe deux méthodes principales pour le calcul du vecteur paramètres µ. La première

méthode propose de synthétiser un filtre de Kalman pour tout Mi ∈ M et de mettre ces derniers en

parallèle. La probabilité que chacun de ces modèles représente l’état réel du système peut être calculée

et µ est égal à ces probabilités. Cette méthode est appelée Multiple Model Adaptive Estimation

(MMAE) [May99, ZJ99b]. Dans la seconde approche, l’estimation de l’erreur de sortie est calculée en

fonction du vecteur µ. Ce dernier est donc choisi pour minimiser cette erreur [KV00b, KVN01].

Après avoir identifié le modèle du système en défaut, une multitude de stratégies de reconfiguration

de lois de commande peuvent être utilisées. [KV00b] et [KVN01] proposent un schéma de commande

prédictive dans lequel la minimisation de l’erreur de poursuite, et donc de µ, est incluse dans la

fonction coût. [ZJ99b] suggère d’utiliser une stratégie EA et [May99] s’appuie sur un contrôleur fixe,

n’utilisant le modèle du système en défaut Mf que pour l’estimation du vecteur d’état.

L’approche IMM possède des capacités attractives vis-à-vis du traitement du cas multi-défauts et cela

en combinant (de façon convexe) les différents modèles mono-défauts. Cependant, le calcul en ligne

des coefficients µ fait de cette méthode une approche adaptative et non à commutation de modèles

(MMST). Cela conduit à une perte de vitesse de convergence propre à la méthode MMST.

1.3.3.4 Accommodation par commande adaptative

De nombreuses méthodes actives utilisant un modèle analytique sont issues de l’approche adaptative

(table de données regroupant un ensemble de matrices de rétroaction ou de régulateurs calculés au

préalable pour palier la présence de certains défauts sur un système, commande adaptative avec

modèle de poursuite explicite, implicite, commande auto-ajustable, etc.). Ces méthodes semblent

être naturelles pour résoudre le problème d’accommodation aux défauts. En effet, lorsqu’un défaut

apparâıt sur un système, il entrâıne une modification de ses paramètres. L’identification en ligne de

ces paramètres permet de déterminer les coefficients du nouveau correcteur.

La méthode par modèle de référence est une approche attractive. Le principe consiste à forcer le

système, quelque soit son état, à atteindre les mêmes performances que le modèle désiré. Pour illustrer

cela, considérons un système linéaire à temps invariant





ẋ = Ax+Bu+ d

y = Cx
(1.16)

où x ∈ Rn, u ∈ Rm, y ∈ Rk et un modèle de reference

ẏd = Adyd +Bdr (1.17)
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où yd ∈ Rk et r ∈ Rk. Ad et Bd sont des matrices carrés données, avec Ad stable. Une stratégie de

commande par retour d’état est considérée et est donnée comme suit

u = C0r +G0x+ v (1.18)

où C0 ∈ Rk×k, G0 ∈ Rk×n et v ∈ Rk sont les paramètres du contrôleur. La dynamique en boucle

fermée est alors donnée comme suit

ẏ = (CA+ CBG0)x+ CBC0r + CBv + Cd (1.19)

L’objectif de la loi de commande par retour d’état est de faire cöıncider la dynamique en boucle

fermée (1.19) avec la dynamique désirée (1.17). En théorie, dans le cas du ’modèle de poursuite

parfait’, aucune diminution des performances n’est tolérée. L’erreur entre le modèle désiré et le

système doit donc toujours être nulle. Dans la pratique, deux approximations de cette approche

peuvent être réalisées. La méthode par poursuite de modèle explicite consiste à minimiser, au sens des

moindres carrés, l’erreur entre la sortie du modèle et la sortie du système. Par approche implicite, le

critère de minimisation porte directement sur les trajectoires suivies par les composantes du vecteur

d’état et non sur les sorties (minimisation d’un critère quadratique).

De nombreuses études ont été menées dans le cadre de l’accommodation aux défauts par modèle de

poursuite. Ces méthodes ont souvent été testées en simulation dans le domaine de l’aéronautique

[Dit88, HS90, OK91, Rau95, ZPIR91].

Morse et Ossman [MO90] ont étudié un régulateur multivariable adaptatif défini par Sobel [SHKa82]

qui ajuste directement les gains du régulateur, en temps réel. Cette méthode, testée en simulation

sur un avion AFTI/F-16, donne des résultats satisfaisants même en présence de défauts multiples.

Cependant, les auteurs soulignent la difficulté de déterminer les matrices de pondération nécessaires

à la conception de la loi de commande.

Bodson et al. [BG97] proposent trois algorithmes différents pour l’accommodation aux défauts fondée

sur une loi de commande adaptative :

- une commande adaptative indirecte qui utilise une estimation des paramètres du système et un

algorithme des moindres carrés ;

- une commande adaptative directe à erreur de sortie ;

- une commande adaptative directe à erreur d’entrée.

L’application en simulation de ces méthodes sur un avion donne des résultats satisfaisants, et en

particulier le dernier algorithme. Mais les différentes situations étudiées ne font intervenir que des

défauts peu sévères et sans bruit.

1.3.3.5 Commande prédictive

Par ailleurs, le potentiel de la commande prédictive à résoudre le problème de l’accommodation aux

défauts a été montré par Maciejowski [Mac97]. Les méthodes proposées permettent de réadapter le

correcteur en présence d’un défaut de manière à garantir la stabilité du système et à maintenir des
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performances très proches de celles du système nominal [GBMR98, RM00, WKDWOK99].

Cependant, la plupart de ces méthodes sont valables sous certaines hypothèses : le modèle du défaut

et ses effets sur le système doivent être parfaitement connus, les défauts considérés doivent être de

faibles amplitudes de telle sorte que les objectifs puissent rester inchangés après l’apparition du défaut

[Mac00].

Huzmezan et Maciejowski [HM98] ont traité le problème de l’accommodation aux défauts sévères

apparaissant sur un avion. L’approche présentée utilise un modèle précis de l’avion qui est mis à jour

lors de l’apparition d’un défaut. Ce modèle est associé à une commande prédictive et suppose connues

les informations concernant la présence du défaut.

Kanev et Verhaegen [KV00b] ont proposé une méthode d’accommodation pour des systèmes non

linéaires. Cette méthode est fondée sur une combinaison entre les techniques multi-modèles et la

commande prédictive généralisée. Cette méthode a été appliquée à un robot et à un pendule inversé.

1.3.3.6 Méthodes heuristiques

L’accommodation aux défauts nécessite une grande ’flexibilité’ afin de s’adapter au plus grand nombre

de situations imprévues. En effet, en présence de défauts, le système est amené à évoluer dans des

zones de fonctionnement que l’on ne mâıtrise pas et dans lesquelles, on ne dispose pas toujours de

modèle mathématique pour caractériser son évolution. Dans ce cas, une approche heuristique permet

d’apporter une solution au problème de la reconfiguration, en particulier en introduisant la notion

d’apprentissage [GRE, PHY+], ou de système expert [HS89].

Ces méthodes s’inscrivent dans le cadre général de la commande dite ’intelligente’. Cette stratégie

nécessite en général :

- l’évaluation des performances du système ;

- la mémorisation des paramètres nouvellement calculés avec les points de fonctionnement correspon-

dant ;

- la réactualisation de la loi de commande.

i) Systèmes experts

La capacité des systèmes experts à établir un raisonnement proche de celui d’un humain en fait un

support solide pour résoudre le problème de la reconfiguration.

Handelman [HS89] a proposé une approche utilisant une combinaison de la redondance analytique

et des systèmes experts afin de détecter et localiser un grand nombre de défauts potentiels et de

pouvoir s’y accommoder en ligne. Cette approche aide à résoudre une partie des problèmes de la

reconfiguration. Elle est efficace pour traiter des défauts brusques et des biais importants affectant les
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capteurs et les actionneurs, mais elle n’est pas utilisable en présence de défauts de procédé proprement

dit. Le système expert qu’il utilise est composé :

- d’une base de connaissance qui contient toute les informations, relatives à l’état du système, sous

forme de paramètres et de règles ;

- d’un élément d’inférence qui cherche les valeurs des paramètres pour le test des différentes règles.

L’élément d’inférence gère les différentes composantes de la base de connaissances qui sont : la

commande, la détection de défauts, le diagnostic, l’estimation de l’amplitude des défauts et la recon-

figuration. Chacune de ces tâches est une entité en elle-même. Elle possède sa base de connaissance

et son élément d’inférence qui fait son propre traitement et gère les relations avec les autres tâches

réduisant ainsi le temps de calcul.

Le module de commande doit fournir en permanence une estimation de l’état afin de calculer la

commande à appliquer au procédé. Le module de détection a pour tâche de surveiller le système et

de détecter les défauts significatifs. La phase de diagnostic cherche ensuite les causes probables du

défaut et essaie de trouver un modèle mathématique du système défaillant. Ce modèle mathématique

est choisi dans une banque de modèles définis hors ligne pour d’éventuels défauts connus à l’avance.

Cette procédure correspond à une technique multi-modèles. Une fois le modèle du système en défaut

connu, la phase de reconfiguration sélectionne l’action à prendre pour rétablir l’équilibre. Cette action

peut être une des règles heuristiques pré-définies ou bien un ajustement de la loi de commande par

une approche analytique.

ii) Réseaux de neurones

Les stratégies d’accommodation aux défauts fondées sur les techniques d’apprentissage par réseaux de

neurones ont été introduites par Farrell et al. [FBA93]. D’autres méthodes ont ensuite été développées

pour les systèmes non linéaires et appliquées en simulation pour s’accommoder aux défauts de

capteurs et d’actionneurs d’avions [HWB92, NNNC95, NNC+95, NMI+99].

Polycarpou a proposé une approche permettant d’estimer le défaut en ligne à l’aide de réseaux de

neurones [PH95, Pol01]. Cette estimation sert à la fois au diagnostic et à l’accommodation aux

défauts. Une procédure systématique pour la mise en oeuvre d’un algorithme d’estimation non linéaire

a été développée. Un schéma d’apprentissage stable a également été proposé en utilisant la théorie

de Lyapunov. Cette approche est valable pour une classe particulière de systèmes multivariables non

linéaires soumis à des défauts abrupts uniquement. Elle requiert également que tous les états du

système soient mesurés.

Les auteurs utilisant ces techniques soulignent cependant les difficultés de mise en oeuvre de

ces dernières à cause des capacités de calcul nécessaires et du manque d’outils de validation des

algorithmes d’estimation et de commande par réseaux de neurones.
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iii) Logique floue

Par ailleurs, la théorie de la logique floue a également été utilisée pour concevoir des techniques

d’accommodation aux défauts dans le cadre de systèmes non linéaires. Un modèle flou de Takagi-

Sugeno est d’abord conçu à l’aide d’une structure hiérarchique d’apprentissage. Ensuite, le schéma

d’accommodation basé sur une commande neuro/floue adaptative stable permet l’apprentissage en

ligne de nouvelles dynamiques inconnues causées par l’apparition des défauts [YP01].

Lopez et Patton [LP99] ont utilisé les modèles de Takagi-Sugeno pour le diagnostic et l’accommodation

à l’aide d’observateurs et de régulateurs flous. Les conditions de stabilité des modèles adaptatifs flous

ont été données.

Les méthodes d’accommodation aux défauts basées sur la logique floue ont été appliquées en simulation

à de nombreux systèmes non linéaires, comme par exemple, une chaudière à gaz [ASNR93], un système

d’air conditionné [LD01], un moteur [LPD00], un avion [SV98] ou une centrale nucléaire [EU95].

1.3.3.7 Reconfigurabilité

Peu d’études notent le fait que ce sont les propriétés du système défaillant qui déterminent les perfor-

mances qui peuvent être atteintes en présence d’un défaut. Des modèles de composants génériques ont

été utilisés pour analyser la capacité d’un système à tolérer des défauts [SG98]. L’analyse est basée sur

une description qualitative des services qu’un composant du système peut fournir. La reconfiguration

consiste alors à combiner les services fournis par différents composants afin d’atteindre l’objectif désiré.

Une analyse plus quantitative que qualitative des propriétés du système défaillant permet de

déterminer si le système peut continuer à fonctionner après l’apparition d’un défaut. L’étude est

fondée sur la controllabilté des systèmes hybrides [FKB99].

L’analyse des propriétés de la tolérance aux défauts de capteurs a été traité par Staroswiecki [SHA99].

Cette étude porte sur l’utilisation des indices d’observabilité pour déterminer le nombre minimal de

capteurs garantissant une estimation partielle ou totale de l’état du système.

Une représentation graphique des ensembles de capteurs ou d’actionneurs redondants a été proposée

par Hoblos [Hob01]. Ces ensembles sont organisés selon un graphe orienté contenant tous les che-

mins d’accommodation pour lesquels l’espace d’état reste observable/commandable. La tolérance aux

défauts est analysée en étudiant les chemins de ce graphe et en se fondant sur le degré de redondance

et sur la fiabilité des composants.

1.3.4 Discussion

Les AFTCS compensent les effets des défauts soit en sélectionnant des lois de commande pré calculées,

ou en synthétisant une nouvelle loi de commande en ligne et en temps réel. Les deux approches
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requièrent l’utilisation d’un algorithme de détection et d’identification de défauts (FDI) afin d’identifier

les changements induits par les différents défauts et de reconfigurer la loi de commande en ligne. La

synthèse de cette classe de systèmes nécessite donc la cohabitation de différentes taches, à savoir,

la détection de défauts en ligne, la prise de décision en temps réel et la reconfiguration de la loi de

commande. Cela induit naturellement des problèmes inhérents à cette classe de systèmes, à savoir :

les retards de détection, les fausses alarmes, la non détection de défauts, etc. Cependant, dans les

différentes méthodes exposées ci dessus, ces problématiques critiques ne sont pas explicitement prises

en considération. En effet, la plupart de ces méthodes supposent que l’information fournie par le

module de FDI est parfaite c.à.d qu’à tout instant l’état du processus FDI est identique à l’état du

processus défaut.

Ce constat est à la base des travaux présentés dans ce document. En effet, nous nous sommes intéressés

aux contraintes résultants de l’intégration d’un module de FDI et d’un module de reconfiguration de

lois de commandes. Ces contraintes peuvent conduire à une perte de performances, voire une instabilité,

du système tolérant aux défauts, si ces différents aspects ne sont pas pris en compte lors de la conception

du système.

La formalisation mathématique de cette problématique nous a amené à nous intéresser à une classe

de Systèmes Hybrides Stochastiques à Sauts Markoviens, auxquels nous ferons référence dans

la suite du document par AFTCSMP (en anglais : Active Fault Tolerant Control Systems with

Markovian Process). Dans cette classe de systèmes, deux processus aléatoires sont définis : le premier

représente les défauts pouvant affecter les différents composants du système, et le second représente

le processus FDI utilisé pour la reconfiguration de la loi de commande.

1.4 Systèmes tolérants aux défauts à sauts markoviens

Les pannes sont des événements aléatoires ponctuels pouvant affecter tout composant du système, à

tout moment, et avec divers degrés de sévérité : ainsi un gyroscope défaillant se traduit par la perte

d’une position angulaire, alors que le blocage d’une servo-valve rend inutilisable une gouverne. Afin

de modéliser le comportement aléatoire des pannes ainsi que les changements induits par l’apparition

de ces dernières, au niveau du système, un process stochastique, η(t), est défini. Les décisions du

processus FDI sont basées sur des tests statistiques, et ne sont donc pas déterministes. Un processus

stochastique, ψ(t), est défini afin de représenter ces décisions. Les deux processus η(t) et ψ(t) sont

supposés Markoviens à espace d’états finis S = {1, 2, . . . , s} et R = {1, 2, . . . , r}, respectivement. Cela

représente la première limitation de notre travail. Cependant, l’hypothèse Markovienne est nécessaire

pour limiter la complexité mathématique et elle constitue une première modélisation couramment

utilisée, par exemple en théorie de la fiabilité.

Limiter le processus η(t) à un ensemble fini de valeurs revient, pour la description des pannes, à

supposer qu’un composant est soit intègre, soit hors-service et à exclure la dégradation progressive

du fonctionnement. Ceci peut correspondre à une gestion prudente des composants qui désactive les

éléments dès qu’ils manifestent des défauts, mais il est clair que l’on pourrait envisager des politiques

plus fines en décrivant une intégrité variant dans la plage 0%− 100%.
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Typiquement, un système de contrôle est synthétisé en supposant que le système n’est pas sujet à

des pannes. Cependant, cela n’est pas réaliste. Fort heureusement, l’occurrence de pannes n’est pas

fréquente, voire rare. Pour de tels événements rares, et en définissant un petit intervalle de temps h,

la probabilité d’apparition de deux événements, ou plus, dans cet intervalle de temps est presque

nulle. Naturellement, le processus stochastique le mieux approprié pour décrire le comportement

d’événements rares est le processus de Poisson, qui est aussi un processus de Markov [TK84].

Le processus FDI peut être interprété comme un test stochastique d’hypothèses [SW93]. Ce test d’hy-

pothèses peut être implémenté en utilisant des tests sur un seul échantillon de données (single sample

tests), i.e., les données actuellement disponibles, des tests à fenêtre glissante, ou des tests séquentiels.

Dans le cas des single sample tests, l’information est collectée, traitée, et jetée (discarded) et cela à

chaque échantillon de temps (time sample). Si l’information est corrompue par un bruit blanc additif,

alors le processus FDI est sans mémoire (memoryless). Cela signifie que la décision du processus FDI

est indépendante des décisions antérieures. Sous ces conditions, un processus Markovien peut être

utilisé afin de décrire le comportement des transitions du processus FDI [SW93]. Aussi, le processus

FDI peut être, raisonnablement, représenté par un processus Markovien si le temps requis par la prise

de décision du processus FDI est suffisamment petit par rapport à l’intervalle de temps entre deux

défauts consécutifs.

Dans certains systèmes physiques, l’hypothèse Markovienne semble être très forte, cependant, elle peut

rester valable pour un changement adéquat de la structure d’état. Par conséquent, aucun système phy-

sique ne peut être classifié, avec exactitude, comme étant Markovien ou non-Markovien [How71a]. Le

lecteur intéressé pourra aussi se référer à [How71b, Str68] pour une étude de la convergence de pro-

cessus non-Markoviens vers des processus Markoviens.

1.4.1 Modèles mathématiques

1.4.1.1 Modèle dynamique du système

Le système nominal (sans défauts) peut être décrit par l’équation différentielle suivante :





ẋt = f(xt, u(yt, t), t)

yt = h(xt, t)
(1.20)

Si le système (1.20) est sujet à des défauts aléatoires et que ces derniers sont supervisés par un

algorithme de FDI, alors le FTCSMP peut être décrit comme suit [SW93]





ẋt = f(xt, u(yt, ψt, t), ξt, ηt, t)

yt = h(xt, ζt, t)
(1.21)

où xt ∈ Rn est le vecteur d’état ; yt ∈ Rp est la sortie mesurée ; u(yt, ψt, t) ∈ Rm est l’entrée de

commande ; ξt, ηt, ζt représentent les différents processus aléatoires modélisant les défauts système,

actionneurs et capteurs respectivement ; et ψt représente le processus aléatoire modélisant le processus

FDI. ξt, ηt, ζt et ψt sont des processus Markoviens à espaces d’états finis S = {1, . . . , s},A = {1, . . . , a},
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C = {1, . . . , c} et R = {1, . . . , r}, respectivement.

La fonction f est supposée vérifier la condition :

f(0, u(yt, ψt, t), ξt, ηt, t) = 0 (1.22)

la condition d’accroissement

‖ f(xt, u(yt, ψt, t), ξt, ηt, t) ‖≤ k(1+ ‖ x ‖) (1.23)

et la condition de Lipschitz

‖ f(x̃, u(y, ψ, t), ξ, η, t)− f(x, u(y, ψ, t), ξ, η, t) ‖≤ k ‖ x̃− x ‖ (1.24)

où k est une constante donnée. Sous ces conditions, la solution x(t) = x(t;ψ0, ξ0, η0, t0) du

système (1.21) est unique (presque sûrement) et est un processus stochastique absolument continu

[Kha62]. Le processus {xt, ξt, ηt, ζt, ψt} est un processus Markovien sur l’intervalle I = [t0, tf ]

[Kha80, SW93, Won71]. Afin d’illustrer cette propriété Markovienne, considérons t0 ≤ s ≤ tf ∈ I,

alors xt est uniquement déterminée par xs, ξw, ηw, ζw et ψw avec s ≤ w ≤ t. Sachant que ξt, ηt, ζt

et ψt sont des processus Markoviens, ξw, ηw, ζw et ψw, conditionnés sur ξs, ηs, ζs et ψs avec w ≥ s,

sont indépendants de ξw̃, ηw̃, ζw̃ et ψw̃, w̃ < s. Il s’en suit que (xt, ξt, ηt, ζt, ψt), conditionné sur

(xs, ξs, ηs, ζs, ψs), est indépendant des variables aléatoires (xw̃, ξw̃, ηw̃, ζw̃, ψw̃).

Dans le travail présenté dans cette thèse, nous nous intéresserons au cas des systèmes dynamiques

linéaires. La représentation d’état est donnée dans ce cas par :




ẋt = A(ξt)xt +B(ηt)u(yt, ψt, t)

yt = C(ζt)xt
(1.25)

où A(ξt), B(ηt) et C(ζt) sont des matrices de dimensions appropriées. Notons, à partir de ce modèle,

que les matrices A, B et C dépendent des processus défauts systèmes, actionneurs et capteurs, res-

pectivement. Notons aussi que le signal de commande u(yt, ψt, t) ne dépend que de la décision du

processus FDI ψt. Ce modèle souligne l’aspect pratique du formalisme Markovien, où les processus

défauts et le processus FDI ne sont pas toujours identiques.

1.4.1.2 Les processus défauts et FDI

Dans ce qui suit, nous allons caractériser les processus défauts actionneurs ηt et FDI ψt. Cependant,

il est important de noter que les mêmes définitions s’appliquent aux processus défauts capteurs et

systèmes.

Soit η(t) un processus Markovien homogène à espace d’état fini A = {1, . . . , a}, muni d’une matrice

de transition

P (τ) = [Pij(τ)]

= [P{η(t+ τ) = j|η(t) = i}]
= eHτ , t0 ≤ t ≤ t+ τ ≤ tf (1.26)
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où i, j ∈ A et H = [hij ] avec hij ≥ 0 pour i 6= j, et hii = −∑j 6=i hij .

Partant de cette formulation, et sachant que η(t) est un processus Markovien à espace d’état fini A.

La probabilité de transition du processus défaut actionneur, η(t), est alors définie comme suit

pkj(∆t) = αkj∆t+ o(∆t) (k 6= j)

pkk(∆t) = 1−
∑

k 6=j

αkj∆t+ o(∆t) (k = j) (1.27)

où αkj représente le taux de transition du processus défaut actionneur (actuator failure rate). ∆t est

l’interval infinitésimal de temps de transition et o(∆t) est composé des termes infinitésimaux d’ordres

supérieurs à 1.

Sachant que η(t) = k ∈ A, la probabilité conditionnelle de transition du processus FDI, ψ(t), est

définie comme suit

pkij(∆t) = qkij∆t+ o(∆t) (i 6= j)

pkii(∆t) = 1−
∑

i6=j

qkij∆t+ o(∆t) (k = j) (1.28)

où le taux de transition qkij est le taux avec lequel le processus FDI décide que le prochain état est j

quittant l’état i et sachant que le processus défaut est à l’état k. Le tableau 1.1 montre les taux de

transitions du processus FDI.

ψ = 1 ψ = 2 . . . ψ = r

ψ = 1 −∑j 6=1 q
k
1j qk12 . . . qk1r

ψ = 2 qk21 −∑j 6=2 q
k
2j . . . qk2r

...
...

...
. . .

...

ψ = r qkr1 qkr2 . . . −∑j 6=r q
k
rj

Tab. 1.1 – Taux de transitions du processus FDI

En fonction des différentes valeurs des indices i, j et k, plusieurs interprétations peuvent être assignées

à qkij , telles que les retards de détection, taux de fausses alarmes, taux d’erreurs dans

la détection et l’identification des défauts, etc. Il est crucial de noter que les taux qkij sont

déterminés par la nature du processus FDI. Ces taux sont essentiels pour la stabilité stochastique

du système en boucle fermée. En d’autres termes, la stabilité stochastique du FTCSMP dépend des

performances du processus FDI, à travers qkij [MJZ01b, MJZ02, SW93].

En pratique, il est difficile de déterminer avec exactitude les valeurs des taux de transitions qkij [SW93].

Cependant, des simulations de Monte Carlo ainsi que des connaissances à priori peuvent être utilisées

afin d’obtenir une approximation de ces taux. Analytiquement, les taux conditionnels peuvent être

déterminés une fois connues les fonctions de distribution [Bir85, Str60]. Dans ce cas, les taux de
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transitions sont calculés comme suit

qkij(t) =
fkij(t)

[1− F kij(t)]
(1.29)

où F kij(t) est la fonction de distribution du temps de séjour (holding time distribution function) et

fkij(t) la fonction de densité de probabilité (density function). Le calcul de (1.29) est détaillé dans la

section suivante.

1.4.1.3 Calcul des taux de transition

Les probabilités de transition du processus FDI peuvent être déterminées une fois connues la fonction

de distribution du temps de séjour ou les fonctions de fiabilité du processus FDI [Bir85, Pap84]. Soit

τ l’intervalle de temps, pour lequel aucune transition du processus FDI n’a lieu et F kij(t) sa fonction

de distribution quand le processus FDI quitte l’état i pour atteindre l’état j sachant que le processus

défaut est à l’état k. Si le processus de FDI est initialisé a t = 0, alors F kij(t) est la probabilité que le

processus FDI va commuter avant le temps t et est donnée par

F kij(t) = P{τ ≤ t} (1.30)

et la probabilité qu’aucune transition (commutation) n’ait lieu avant le temps t est connue comme

étant la fonction de fiabilité et est donnée par

Rkij(t) = P{τ > t} = 1− F kij(t) (1.31)

La fonction de distribution conditionnelle de transition du processus de FDI dans l’intervalle (t, t+∆t),

en supposant qu’aucune commutation n’ait eu lieu avant le temps t est donnée comme suit

F kij(t+ ∆t | τ > t) =
P{τ ≤ t+ ∆t, τ > t}

P{τ > t} =
P{t < τ ≤ t+ ∆t}

P{τ > t} (1.32)

Les propriétés de la fonction de distribution impliquent

F kij(t+ ∆t | τ > t) =
F kij(t+ ∆t)− F kij(t)

1− F kij(t)
(1.33)

Le taux de transition du processus FDI est donné par

qkij(t) = lim
∆t→0

{
F kij(t+ ∆t | τ > t)

∆t

}
(1.34)

Il s’en suit

qkij(t) =
fkij(t)

[1− F kij(t)]
(1.35)

et en terme de la fonction de fiabilité

qkij(t) = −
(dRkij(t)/dt)

Rkij(t)
(1.36)

Le calcul de la fonction de distribution et de la fonction de fiabilité peut être trouvé dans la littérature

[Bir85].
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1.4.2 Avantages du formalisme Markovien

Le modèle FTCSMP permet la formalisation mathématique des problématiques résultant de

l’intégration d’un module de FDI dans un schéma de reconfiguration de lois de commande (les re-

tards de détection, les fausses alarmes, la non détection de défauts, etc.), et cela en définissant un

processus Markovien décrivant les défauts aléatoires affectant le système et un autre processus Mar-

kovien pour représenter le processus FDI. Idéalement, le processus FDI doit fonctionner de façon

parfaite. C’est-à-dire, qu’à tout instant, l’état du processus FDI est identique à l’état du processus

défaut. Partant de là, les deux processus peuvent être modélisés par un unique processus Markovien.

Ce modèle est connu dans la littérature sous le nom des systèmes à sauts Markoviens, en anglais, Mar-

kovien Jump Linear Systems (MJLS). Cependant, comme nous l’avons souligné ci dessus, ce modèle

n’est pas approprié pour des applications réelles, et les résultats relatifs à la classe des systèmes MJLS

ne peuvent donc pas être appliqués en l’état aux systèmes AFTCSMP.

1.4.2.1 Erreurs de détection et d’identification

En pratique, le processus FDI peut fournir des décisions erronées, signifiant que le processus défaut

est à l’état k ∈ A, et que le processus FDI est à l’état i ∈ R, et i 6= k. Si nous essayons de traiter cette

situation avec les résultats existants (formalisme MJLS), en supposant une connaissance a priori de

toutes les combinaisons d’erreurs possibles entre le processus défaut et le processus FDI, cela revient

à supposer, implicitement, que le processus défaut est directement mesurable. Cette hypothèse n’est

pas réaliste en pratique. Sous cette hypothèse forte, un contrôleur stabilisant le système peut être

calculé de telle sorte qu’il soit indépendant des erreurs de détection et d’identification, mais cela n’est

généralement pas vrai. Une étude de ce cas peut être trouvée dans [MJZ01a, MJZ03].

1.4.2.2 Retards de détection et fausses alarmes

Il est probablement plus difficile encore de traiter les problématiques des retards de détection et

des fausses alarmes du processus FDI en se basant sur les travaux portant sur les systèmes MJLS.

Ces deux imperfections sont intimement liées aux caractéristiques de la génération de résidus, de la

méthode utilisée pour l’évaluation des résidus, du choix du seuil de décision, et des perturbations et

bruits environementaux affectant le système. Ces différents facteurs induisent des retards de détection

ainsi que des taux de fausses alarmes aléatoires. C’est-à-dire que l’espace d’état représentant ces

imperfections peut être tellement large qu’il serait impossible de pré-définir toute les combinaisons

possibles et d’appliquer ainsi les résultats existant dans la littérature. Un autre facteur limitant

l’utilisation des résultats existant se traduit par le conflit entre la robustesse du module FDI aux

perturbations externes et sa sensibilité aux défauts affectant le système, créant ainsi des objectifs

antagonistes rendant inapplicables les méthodes MJLS. L’impact des retards de détection sur la

stabilité du AFTCSMP a été étudié par [MJZ01a, MJZ03].

En conclusion, les résultats relatifs aux systèmes hybrides et aux MJLS, supposent que le mode du

système est connu. Du point de vue des systèmes tolérants aux défauts par approches actives, cela
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implique une détection instantanée des défauts et une identification parfaite de ces derniers, ce qui

est irréaliste. En effet, les retards de détection, et les erreurs de détection et d’identification sont

inhérents aux AFTCS et doivent donc être pris en compte. Dans la plupart des problématiques

traitées dans ce manuscrit, des résultats relatifs aux MJLS seront présentés comme cas particuliers

intéressants des AFTCSMP.

Dans la section suivante, nous allons nous intéresser aux propriétés de stabilité du AFTCSMP, et plus

particulièrement à la notion de stabilité exponentielle en moyenne quadratique [Koz69]. Il est important

de noter que dans les systèmes stochastiques, la notion de stabilité en moment implique la notion de

stabilité presque sûre [LF96]. Nous allons donc nous intéresser aussi à la stabilité asymptotique presque

sûre du AFTCSMP.

1.4.3 Stabilité stochastique du FTCSMP

En se basant sur les techniques utilisées dans l’analyse des systèmes stochastiques, nous allons utiliser

la méthode directe de Lyapunov (seconde méthode) afin d’étudier les conditions de stabilité stochas-

tique de AFTCSMP. L’approche par fonction de Lyapunov stochastique est utilisée afin de déduire

des conditions nécessaires et suffisantes de stabilité exponentielle en moyenne quadratique. Quand

à la propriété de supermartingale, elle est utilisée dans l’étude de la stabilité asymptotique presque

sûre. Avant d’énoncer les conditions de stabilité exponentielle en moyenne quadratique et de stabi-

lité asymptotique presque sûre, nous allons d’abord introduire quelques outils et définitions basiques

nécessaires à la bonne lecture du document.

1.4.3.1 Supermartingales

Définissons l’espace probabilisé (Ω,F , P ). Ω est l’espace des événements élémentaires, F est une

σ-algèbre composée de tous les sous-ensembles mesurables de Ω, et P est la mesure de probabilité.

Soit µt ⊂ F une famille de σ-algèbres d’événements de Ω, définie pour tout t ≥ 0, tel que µs ⊂ µt

pour s < t. Les définitions et les théorèmes suivant sont tirés de [Doo90].

Définition 1.1 Soit δ(t, w) un processus stochastique à moyenne finie E{δ(t, w)} < ∞, tel que

δ(t, w) = δ(t) est une variable aléatoire µt-mesurable pour tout t. La famille (δ(t, w), µt) est appelée

Supermartingale si ∀s < t, E{δ(t) | µs} ≤ δ(s).

Si δ(t) > 0, ∀t ≥ 0, alors nous avons une Supermartingale positive. L’application de la théorie des

Martingales au problème de stabilité stochastique est basée sur les théorèmes suivants.

Théorème 1.2 Si {δ(t, w), µt} est une Supermartingale positive, alors limt→∞ δ(t, w) = δ∞ existe

presque sûrement et est finie. Nous avons aussi, limt→∞ E{δ(t, w)} = E{δ∞}. �

Théorème 1.3 Si {δ(t, w), µt, t ≥ 0} est une supermartingale non-négative, alors pour tout λ > 0,
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nous avons

P

{
sup

0≤t≤∞
δ(t, w) ≥ λ

}
≤ E {δ(0, w)}

λ
(1.37)

�

1.4.3.2 Fonctions de Lyapunov stochastiques

L’un des outils fondamentaux dans l’analyse de la stabilité des systèmes stochastiques est la fonction

de Lyapunov stochastique. Cette fonction est utilisée pour décrire le comportement (stabilité des

différentes trajectoires) des solutions d’une équation différentielle stochastique, et cela sans solution

explicite de cette dernière.

Les conditions devant être vérifiées par une fonction stochastique afin d’être qualifiée de fonction de

Lyapunov stochastique sont données par la définition qui suit :

Définition 1.2 [MJZ03, SW93] La fonction aléatoire ϑ(xt, ηt, ξt, ψt, t) est dite fonction de Lyapunov

Stochastique candidate si les conditions suivantes sont vérifiées pour ε <∞ fixé :

a) La fonction ϑ(xt, ηt, ξt, ψt, t) est définie positive et continue en xt et t dans l’ensemble ouvert

Oε = {xt : ϑ(xt, ηt, ξt, ψt, t) < ε} ∀ηt ∈ A,∀ξt ∈ S,∀ψt ∈ R et ∀t ≥ t0, et ϑ(xt, ηt, ξt, ψt, t) = 0 seule-

ment si xt = 0. (La fonction ϑ(xt, ηt, ξt, ψt, t) est dite définie positive si ϑ(xt, ηt, ξt, ψt, t) ≥ W (xt)

∀ηt ∈ A,∀ξt ∈ S,∀ψt ∈ R et ∀t ≥ t0, où W (xt) est définie positive au sens de Lyapunov).

b) Le processus de Markov {xt, ηt, ξt, ψt} est défini jusqu’à t = τε où τε = inf{t : xt /∈ Oε}. Si

xt ∈ Oε ∀t <∞, alors τε =∞.

c) La fonction ϑ(xt, ηt, ξt, ψt, t) est dans le domaine de L où L est l’opérateur infinitésimal faible du

processus Markovien {xτt , ητt , ξτt , ψτt} et τt = min(t, τε).

1.4.3.3 L’opérateur infinitésimal faible

Définition 1.3 [MJZ03, SW93] Une fonction bornée f(φ) est dite dans le domaine de l’opérateur

infinitésimal faible L du processus aléatoire φt si la limite

lim
τ→0

E{f(φt+τ )|φt} − f(φt)

τ
= Lf(φ) = h(φ)

existe ponctuellement dans R et vérifie,

lim
τ→0
E{h(φt+τ )|φt} = h(φt)

Si nous généralisons la définition 1.3 à des fonctions à temps variant f(φ, t), alors nous avons

Lf(φ, t) =
∂

∂t
f(φ, t) + h(φ, t)
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1.4.3.4 Formule de Dynkin

La formule de Dynkin joue un rôle primordial dans le prolongement du concept de l’approche par

fonctions de Lyapunov des systèmes déterministes aux systèmes stochastiques. En effet, la difficulté

majeure dans les développements antécédents, a été de trouver un lien entre la fonction de Lyapunov

ϑ(xt, ηt, ξt, ψt, t), l’opérateur infinitésimal faible Lϑ(xt, ηt, ξt, ψt, t), et le théorème de Martingale. La

formule de Dynkin a clairement mis en évidence cette connection et a permis de prouver l’analogue

stochastique de l’équation déterministe suivante :

ϑ(x0)− ϑ(xt) =

∫ t

0
k(xs)ds = −

∫ t

0
ϑ̇(xs)ds (1.38)

Cette dernière étant à la base de la seconde méthode de Lyapunov.

Définition 1.4 [Dyk65] Soit le processus de Markov continu à droite {xt, ηt, ξt, ψt}. Si une fonction

bornée ϑ(xt, ηt, ξt, ψt, t) est dans le domaine de L, alors pour tout τt = min{t, τε} avec E{τt} <∞, et

s < τt fixé, nous avons :

E {ϑ(xτt , ητt , ξτt , ψτt) | Ns} − ϑ(xs, ηs, ξs, ψs) = E
{∫ τt

s
{ϑs(x, η, ξ, ψ, s) + h(x, η, ξ, ψ, s)} ds | Ns

}

= E
{∫ τt

s
Lϑ(xs, ηs, ξs, ψs, s)ds | Ns

}
(1.39)

où Ns est la σ-algèbre générée par le processus {x, η, ξ, ψ} jusqu’au temps s. L’équation (1.39) est

appelée formule de Dynkin.

Il est important de noter que toutes les fonctions de Lyapunov stochastiques ne possèdent pas la

propriété de Supermartingale. Le lemme 1.1 énonce la condition pour laquelle cette propriété est

garantie pour une fonction de Lyapunov stochastique donnée.

Lemme 1.1 Soit la fonction de Lyapunov stochastique ϑ(xt, ηt, ξt, ψt, t), et supposons que

Lϑ(xt, ηt, ξt, ψt, t) ≤ 0. Alors le processus ϑ(xτt , ητt , ξτt , ψτt , τt) est une Supermartingale. ♦

Preuve. En appliquant la formule de Dynkin, nous avons

E {ϑ(xτt , ητt , ξτt , ψτt) | Ns} − ϑ(xs, ηs, ξs, ψs) = E
{∫ τt

s
Lϑ(xs, ηs, ξs, ψs, s)ds | Ns

}
≤ 0 (1.40)

d’où

E {ϑ(xτt , ητt , ξτt , ψτt) | Ns} ≤ ϑ(xs, ηs, ξs, ψs) (1.41)

Sachant que ϑ(xτt , ητt , ξτt , ψτt) est une fonction de Lyapunov stochastique, elle est définie positive pour

tout t ≥ 0. A partir de la définition 1.1, il s’en suit que ϑ(xτt , ητt , ξτt , ψτt) est une Supermartingale

positive. �

Si la condition du lemme 1.1 est vérifiée par la fonction de Lyapunov stochastique candidate, nous

pouvons alors appliquer les théorèmes de Supermartingale afin d’obtenir des conditions de stabilité
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asymptotique presque sûre et de stabilité exponentielle, au sens de la moyenne quadratique, pour le

système (1.25).

1.4.3.5 Conditions de stabilité stochastique

Il a été montré que {xt, ηt, ξt, ψt} est un processus Markovien joint. Cependant, dans ce qui suit,

nous nous intéressons uniquement aux propriétés de stabilité des trajectoires xt. Cela doit être donc

pris en compte dans la définition des concepts de stabilité stochastique du AFTCSMP. Dans un

premier temps, nous allons définir la stabilité asymptotique presque sûre et la stabilité exponentielle

en moyenne quadratique du AFTCSMP (1.25). Des conditions pour les deux types de stabilité ont été

développées dans [SW93]. Ces théorèmes sont énoncés ici sans preuves afin d’éviter toute répétition.

Cependant le lecteur intéressé peut se référer aux travaux cités ci-dessus.

Supposons, sans perte de généralité, que le point d’équilibre, x = 0, est la solution pour laquelle les

propriétés de stabilité sont étudiées ; alors les définitions et résultats suivant peuvent être énoncés.

Définition 1.5 Le point d’équilibre, x = 0, du système (1.25) est dit stable presque sûrement pour

tout t ≥ 0, si ∀ξ0 ∈ S, η0 ∈ A, ψ0 ∈ R, ǫ > 0, ρ > 0, il existe δ(ǫ, ρ, t0) > 0 tel que pour tout ‖ x0 ‖< δ

et t ≥ 0, nous avons

P

{
sup

0≤t≤∞
‖ x(t;x0, t0) ‖≥ ǫ

}
≤ ρ (1.42)

Définition 1.6 Le point d’équilibre, x = 0, du système (1.25) est dit asymptotiquement stable presque

sûrement pour tout t ≥ 0, si il est stable presque sûrement et

P
{

lim
t→∞

x(t;x0, t0) = 0
}

= 1 (1.43)

Définition 1.7 Le point d’équilibre, x = 0, du système (1.25) est dit exponentiellement stable au sens

de la moyenne quadratique, si ∀ξ0 ∈ S, η0 ∈ A, ψ0 ∈ R, il existe δ(ξ0, η0, ψ0) > 0 et des constantes

positives a > 0 et b > 0, tel que si ‖ x0 ‖≤ δ, alors l’inégalité suivante est vérifiée ∀t ≥ t0

E
{
‖xt‖2

}
≤ b‖x0‖2 exp [−a(t− t0)] (1.44)

Théorème 1.4 Le point d’équilibre, x = 0, du système (1.25) est asymptotiquement stable presque

sûrement si il existe une fonction de Lyapunov stochastique, ϑ(xt, ηt, ξt, ψt, t), tel que

Lϑ(xt, ηt, ξt, ψt, t) = −k(xt, ηt, ξt, ψt, t) ≤ 0 (1.45)

où k(xt, ηt, ξt, ψt, t) > 0, est continue en xt et k(xt, ηt, ξt, ψt, t) = 0 seulement si xt = 0. �

Théorème 1.5 Le point d’équilibre, x = 0, du système (1.25) est exponentiellement stable au sens de

la moyenne quadratique ∀t ≥ t0 si il existe une fonction de Lyapunov stochastique, ϑ(xt, ηt, ξt, ψt, t),

tel que

K1‖xt‖2 ≤ ϑ(xt, ξt, ηt, ψt, t) ≤ K2‖xt‖2 (1.46)

et

Lϑ(xt, ξt, ηt, ψt, t) ≤ −K3‖xt‖2 (1.47)
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où K1, K2 et K3 sont des constantes positives données. �

Après avoir introduit quelques définitions et résultats relatifs à la classe de systèmes hybrides sto-

chastiques étudiée dans ce document, nous allons, dans ce qui suit présenter un bref état de l’art des

principaux travaux effectués dans ce domaine.

1.4.4 Bref état de l’art

Dans ce qui suit, nous allons récapituler certains des principaux travaux développés dans le domaine

des AFTCSMP. Les résultats énoncés sont donnés sans preuves. Les lecteurs intéressés peuvent se

référer aux différentes références données par la suite.

1.4.4.1 Stabilité stochastique

Le modèle AFTCSMP a été initialement proposé par [SW93]. En effet, les auteurs ont considéré deux

processus aléatoires. Le processus η(t) modélisant les défauts actionneurs affectant le système et le pro-

cessus ψ(t) modélisant le mécanisme de FDI. Les deux processus η(t) et ψ(t) sont supposés Markoviens,

mesurables, séparables et à espaces d’état finis, A = {1, . . . , a} et R = {1, . . . , r}, respectivement. La

représentation d’état du système considéré est donnée comme suit





ẋt = Axt +B(ηt)u(xt, ψt)

u(xt, ψt) = −K(ψt)xt
(1.48)

Les auteurs ont ensuite proposé des conditions nécessaires et suffisantes de stabilité exponentielle en

moyenne quadratique pour cette classe de systèmes. Ces résultats s’expriment par le théorème 1.6.

La preuve de ce dernier s’appuie sur la théorie de Lyapunov et la notion de supermartingale.

Théorème 1.6 Une condition nécessaire et suffisante pour la stabilité exponentielle en moyenne

quadratique du système (1.48) est qu’il existe des solutions d’état d’équilibre (steady state solutions)

Pik, i ∈ R, k ∈ A pour t→ −∞, aux équations différentielles matricielles linéaires couplées suivantes :






Ṗik(t) + Ã′
ikPik(t) + Pik(t)Ãik +

∑
j∈R

j 6=i

qkijPjk(t) +
∑
j∈A

j 6=k

αkjPij(t) +Qik = 0

i ∈ R, k ∈ A, t ∈ (−∞, 0]

(1.49)

avec

Pik(0) = 0, ∀i ∈ R,∀k ∈ A (1.50)

où Qik > 0, ∀i ∈ R,∀k ∈ A et

Ãik = A−BkKi − 0.5I




∑

j∈R

j 6=i

qkij +
∑

j∈A

j 6=k

αkj



 (1.51)

�
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1.4.4.2 Stabilité stochastique dans un environnement bruité

Le modèle AFTCSMP a été proposé dans le but de décrire, de façon plus réaliste et plus pointue, le

comportement réel des systèmes tolérants aux défauts. En effet, le formalisme Markovien permet de

prendre en considération, de façon naturelle, les phénomènes résultant de l’intégration des modules

de FDI et de reconfiguration de lois de commandes, à savoir, les retards de détection, les erreurs

de détection et d’identification, etc. Cependant, les travaux initiaux de [SW93] ne prennent pas en

considération les différents bruits environnementaux affectant le système. Afin de palier cette limi-

tation, [MJZ01b, MJZ03] ont analysé la stabilité des systèmes tolérants aux défauts en présence de

bruits. Cette classe de systèmes peut être modélisée par les équations différentielles stochastiques

suivantes




dxt = Axt +B(ηt)u(xt, ψt, t)dt+D(xt, ηt, t)d̟1t + E(ut, ηt, t)d̟2t + F (ηt)d̟3t

u(xt, ψt, t) = −K(ψt)xt
(1.52)

où ̟it sont des processus de Wiener, indépendants, dans Rni , ∀i = 1, 2, 3. D(xt, ηt, t), E(ut, ηt, t)

et F (ηt) sont des fonctions matricielles de dimension Rn×ni . Trois types de bruits sont considérés

dans l’équation (1.52) : bruit dépendant de l’état D(xt, ηt, t)d̟1t, bruit dépendant de la commande

E(ut, ηt, t)d̟2t et bruit indépendant de la commande et de l’état F (ηt)d̟3t qui sera, d’ailleurs, ap-

pelé par la suite bruit indépendant. D(xt, ηt, t) et E(ut, ηt, t) sont supposées linéaires en xt et ut,

respectivement :

D(xt, ηt, t) =
n∑

l=1

Dl(ηt)xlt

E(ut, ηt, t) =
m∑

l=1

El(ηt)ult (1.53)

où xlt, ult, Dl et El sont les l-ème composantes du vecteur d’état, du vecteur commande, des matrices

de distribution des bruits dépendant de l’état et de la commande, respectivement.

Le résultat principal de ces travaux se traduit par le théorème 1.7 donnant une condition nécessaire et

suffisante pour la stabilité exponentielle en moyenne quadratique du système (1.52) [MJZ01b, MJZ03].

Théorème 1.7 Une condition nécessaire et suffisante pour la stabilité exponentielle en moyenne

quadratique du système (1.52) est qu’il existe des solutions d’état d’équilibre Pki, vki > 0 (v(η, ψ, t)

étant une fonction scalaire), i ∈ R, k ∈ A pour t → −∞, aux équations différentielles matricielles

linéaires couplées suivantes :





Ṗki(t) + Ã′
kiPki(t) + Pki(t)Ãki +

∑
j∈R

j 6=i

qkijPkj(t) +
∑
j∈A

j 6=k

αkjPji(t) + Λki(t) +K′
iΓki(t)Ki +Qki = 0

v̇ki(t) +
∑
j∈R

j 6=i

qkij [vkj(t)− vki(t)] +
∑
j∈A

j 6=k

αkj [vji(t)− vki(t)] + tr {F ′
kPki(t)Fk} = 0

i ∈ R, k ∈ A, t ∈ (−∞, 0]

(1.54)
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où Qki > 0, ∀i ∈ R,∀k ∈ A et






Ãki = A−BkKi − 0.5I




∑
j∈R

j 6=i

qkij +
∑
j∈A

j 6=k

αkj





Λki(t) = Λ(Pki(t), k, i) = [tr {D′
klPki(t)Dkc}] , ∀l, c = 1, . . . , n

Γki(t) = Γ(Pki(t), k, i) = [tr {E′
klPki(t)Ekc}] , ∀l, c = 1, . . . ,m

avec les conditions

Pki(0) = 0, vki(0) = 0, ∀k ∈ A,∀i ∈ R (1.55)

�

1.4.4.3 Effets des imperfections du processus FDI sur la stabilité du AFTCSMP

Dans cette section, nous rapportons les travaux de [MJZ01a, MJZ03] sur les effets des imper-

fections du module de FDI sur la stabilité stochastique des systèmes tolérants aux défauts à

sauts Markoviens. Nous commencerons d’abord par l’étude de l’impact des retards de détection,

et cela en introduisant dans un premier temps les différents modèles de retards considérés et en

analysant dans un second temps l’effet de ces derniers sur la stabilité du AFTCSMP. Les effets des

erreurs de détection seront aussi mis en évidence au travers d’une nouvelle modélisation de AFTCSMP.

i) Effets des retards de détection sur la stabilité du AFTCSMP Le système considéré est

donné sous sa représentation d’état par les équations différentielles stochastiques suivantes





ẋt = Axt +B(ηt)u(xt, ψt)

u(xt, ψt) = −K(ψt)xt
(1.56)

où xt ∈ Rn, u(xt, ψt) ∈ Rm, ηt est le processus Markovien à espace d’état fini A décrivant le processus

défaut actionneur et ψt est le processus Markovien modélisant le processus FDI.

i.1) Interprétation des retards de détection Un retard de détection est défini comme étant le

temps nécessaire au processus FDI afin de fournir une décision. Dans cette section, une formulation

mathématique des taux de transitions du processus FDI est développée afin de décrire les retards de

détection.

Les taux de transitions du processus FDI sont donnés par

qkij(t) =
fkij(t)

[1− F kij(t)]
(1.57)

et en terme de la fonction de fiabilité

qkij(t) = −
(dRkij(t)/dt)

Rkij(t)
(1.58)



1.4 Systèmes tolérants aux défauts à sauts markoviens 37

i.2) Retards de détection exponentiellement distribués Si les retards de détection du processus

FDI sont exponentiellement distribués avec

mean =
1

λkij
(1.59)

la fonction de densité de probabilité correspondante est alors donnée par

fkij(t) =





λkij exp

{
−λkijt

}
t ≥ 0

0 t < 0
(1.60)

la fonction de distribution de probabilité est

F kij(t) =





1− exp

{
−λkijt

}
t ≥ 0

0 t < 0
(1.61)

et la fonction de fiabilité est donnée comme suit

Rkij(t) = exp
{
−λkijt

}
, ∀t ≥ 0 (1.62)

A partir de (1.58), les taux de transitions du processus FDI se déduisent comme suit

qkij(t) =
λkij exp

{
−λkijt

}

exp
{
−λkijt

} = λkij =
1

mean
(1.63)

i.3) Retards de détection distribués selon une loi γ. Si les retards de détection du processus FDI

sont distribués selon une loi γ, la fonction de densité de probabilité correspondante est alors donnée

par

fkij(t) =






λk
ij

γ(rk
ij)

(λkijt)
rk
ij−1 exp

{
−λkijt

}
t ≥ 0

0 t < 0
(1.64)

Pour un entier r > 0, la fonction de distribution de probabilité est alors

F kij(t) =





1−∑rk

ij−1

m=0
1
m!(λ

k
ijt)

m exp
{
−λkijt

}
t ≥ 0

0 t < 0
(1.65)

et la fonction de fiabilité est donnée par

Rkij(t) =

rk
ij−1∑

m=0

1

m!
(λkijt)

m exp
{
−λkijt

}
t ≥ 0 (1.66)

La dérivée de la fonction de fiabilité est donnée comme suit

dRkij(t)

dt
= − exp

{
−λkijt

} λkij

(rkij − 1)!
(λkijt)

rk
ij−1 (1.67)
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Les taux de transition du processus FDI sont alors donnés par

qkij(t) =




exp

{
−λkijt

}
λk

ij

(rk
ij−1)!

(λkijt)
rk
ij−1

exp
{
−λkijt

}∑rk
ij−1

m=0
1
m!(λ

k
ijt)

m



 =





λk
ij

(rk
ij−1)!

(λkijt)
rk
ij−1

∑rk
ij−1

m=0
1
m!(λ

k
ijt)

m





=



 (λkij)
rk
ij (t)r

k
ij−1

(rkij − 1)!
∑rk

ij−1

m=0
1
m!(λ

k
ijt)

m



 (1.68)

Les taux de transition d’état d’équilibre sont calculés comme suit

q̄kij = lim
t→∞



 (λkij)
rk
ij (t)r

k
ij−1

(rkij − 1)!
∑rk

ij−1

m=0
1
m!(λ

k
ijt)

m



 = lim
t→∞




(λkij)

rk
ij (t)r

k
ij−1

(rkij − 1)! 1
(rk

ij−1)!
(λkijt)

rk
ij−1



 = λkij (1.69)

i.4) Condition nécessaire et suffisante de stabilité stochastique Une condition nécessaire et suf-

fisante de stabilité exponentielle en moyenne quadratique a été donnée dans [MJZ01b, MJZ02, SW93].

Cette dernière peut être modifiée de telle sorte que les taux de transitions du processus FDI sont

remplacés par les moyennes des retards de détection exponentiellement distribués (distribués selon

une loi γ). La condition de stabilité exponentielle en moyenne quadratique est alors donnée par le

théorème 1.8.

Théorème 1.8 Une condition nécessaire et suffisante pour la stabilité exponentielle en moyenne

quadratique du système (1.56) est qu’il existe des solutions d’état d’équilibre Pik, i ∈ R, k ∈ A pour

t→ −∞, aux équations différentielles matricielles linéaires couplées suivantes :






Ṗik(t) + Ã′
ikPik(t) + Pik(t)Ãik +

∑
j∈R

j 6=k

λkijPkj(t) +
∑
j∈A

j 6=k

αkjPji(t) +Qik = 0

i ∈ R, k ∈ A, t ∈ (−∞, 0]

(1.70)

avec les conditions

Pik(0) = 0, ∀i ∈ R,∀k ∈ A (1.71)

où Qik > 0, ∀i ∈ R,∀k ∈ A et

Ãik = A−BkKi − 0.5I




∑

j∈R

j 6=i

λkij +
∑

j∈A

j 6=k

αkj



 (1.72)

�

ii) Effets des erreurs de détection Les systèmes tolérants aux défauts par approches actives

s’appuient sur les décisions fournies par le module de FDI afin de reconfigurer la loi de commande

en conséquence. Le fait qu’une partie importante de l’algorithme de FDI soit un test d’hypothèses

nécessite l’existence de probabilités d’erreurs associées à ses décisions [SW93, Tre68]. Il est donc

évident que l’algorithme de FDI peut fournir des décisions erronées.
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Afin d’étudier les effets des erreurs de détection et d’identification des défauts sur la stabilité du

FTCSMP, [MJZ03] synthétisent une loi de commande en se basant sur les principes de programmation

dynamique. Le correcteur est supposé avoir accès aux états des deux processus défauts et FDI.

ii.1) Nouveau modèle du AFTCSMP La méthodologie utilisée afin de rendre compte de l’effet

des erreurs de détection et d’identification des défauts sur la stabilité du FTCSMP est de supposer

que les deux processus aléatoires sont accessibles. Le calcul des gains de retour d’état se fait sur la

base de la connaissance des deux processus aléatoires. Cependant, il est crucial de souligner que la loi

de commande dans les systèmes tolérants aux défauts est reconfigurée en n’utilisant que l’information

fournie par le module de FDI, et que l’hypothèse d’accessibilité du processus défaut n’est utilisée que

pour étudier, de façon analytique, les effets des erreurs de détection. Cela motive la modification du

modèle du système tolérant aux défauts (1.56) comme suit





ẋt = Axt +B(ηt)u(xt, ψt)

u(xt, ηt, ψt) = −K(ηt, ψt)xt
(1.73)

Dans le modèle ci-dessus, émettre l’hypothèse d’un module FDI parfait (c.à.d pas d’erreurs de

détection) reviendrait à forcer la relation : ηt = ψt. Le cas où ηt 6= ψt peut être interprété comme

étant une fausse alarme, erreurs de détection, etc.

L’objectif est de synthétiser une loi de commande tolérante aux défauts minimisant le critère de

performance suivant :

J = E
{∫ tf

t0

L(xt, ηt, ψt, t)dt

}

= E
{∫ tf

t0

[
x′tQ(ηt, ψt)xt + u′tR(ηt, ψt)ut

]
dt

}
(1.74)

où Q(ηt, ψt) et R(ηt, ψt) sont des matrices semi-définies positives et définies positives, respectivement.

Sans perte de généralité, nous supposons que le temps final est tf = 0, et que le temps initial est t0.

ii.2) Synthèse de la loi de commande Une loi de commande tolérante aux défauts pour le système

(1.73), minimisant le critère de performance (1.74), est donnée par le Théorème suivant.

Théorème 1.9 La loi de commande minimisant (1.74) est donnée par

u∗ki(t) = −R−1
ki B

′
kPki(t)xt = −Kki(t)xt (1.75)

où les matrices Pki(t) sont les solutions des pseudo équations matricielles de Riccati (Riccati-like

matrix equations) suivantes






Ṗki(t) + Ã′
kiPki(t) + Pki(t)Ãki +

∑
j∈R

j 6=i

qkijPkj(t) +
∑
j∈A

j 6=k

αkjPji(t) +K′
kiRkiKki +Qki = 0

∀Pki(tf ) = 0

(1.76)
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avec

Ãki = A−BkKki − 0.5I




∑

j∈R

j 6=i

qkij +
∑

j∈A

j 6=k

αkj



 (1.77)

�

Pour une reconfiguration en ligne, le contrôleur doit avoir accès au processus FDI. Dans ce cas de

figure, deux scénarii possibles sont à considérer. Si le processus FDI est supposé parfait, alors ηt = ψt,

et (1.75) se réduit à

u∗k(t) = −R−1
k B′

kPk(t)xt = −Kk(t)xt (1.78)

Dans le cas où ηt 6= ψt, cela signifierait que la décision du processus FDI est erronée. Les contrôleurs

résultants pourraient conduire dans ce cas là à une perte de performances du système, voire à

l’instabilité de ce dernier. Ce dernier cas de figure sera illustré par la suite par un exemple numérique.

ii.3) Conditions nécessaires et suffisantes de stabilité stochastique Une condition nécessaire

et suffisante pour la stabilité exponentielle en moyenne quadratique du système (1.73) est donnée par

le théorème 1.10 [MJZ01b, MJZ02, SW93].

Théorème 1.10 Une condition nécessaire et suffisante pour la stabilité exponentielle en moyenne

quadratique du système (1.73) est qu’il existe des solutions d’état d’équilibre Pik, i ∈ R, k ∈ A pour

t→ −∞, aux équations différentielles matricielles linéaires couplées suivantes :

Ṗki(t) + Ã′
kiPki(t) + Pki(t)Ãki +

∑

j∈R

j 6=k

qkijPkj(t) +
∑

j∈A

j 6=k

αkjPji(t) +Qki = 0 (1.79)

avec les conditions

Pki(0) = 0, ∀i ∈ R,∀k ∈ A (1.80)

où Qki > 0, ∀i ∈ R,∀k ∈ A et Ãki est défini par (1.77). �

ii.4) Exemple numérique Afin d’illustrer les résultats théoriques exposés ci-dessus, considérons un

système, sujet à un défaut actionneur, donné comme suit [MJZ03] :

A = [0.4], B1 = [1.5], B2 = [0.2].

Les taux de défauts actionneurs sont donnés par

α12 = 0.005, α21 = 0.001.

Les taux de transitions du processus FDI sont

q1ij =

[
−0.18 0.18

0.79 −0.79

]
, q2ij =

[
−1.06 1.06

0.12 −0.12

]
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Les différentes matrices de pondération Qki et Rki sont données par

Qki =

[
1.00 0.50

1.75 1.00

]
, Rki =

[
1.00 1.00

1.00 1.00

]

L’objectif est de calculer une loi de commande tolérante aux défauts pour le système donné par

(1.73). L’effet des erreurs de détection sera étudié. L’existence de matrices définies-positives, Pik > 0,

solutions des équations différentielles (1.79) est une condition nécessaire et suffisante pour la stabilité

exponentielle en moyenne quadratique.

a) Calcul des gains de retour d’état Les gains de retour d’état sont calculés en utilisant les

résultats du Théorème 1.9 et sont donnés par le tableau 1.2

K11 K12 K21 K22

[1.342] [1.150] [4.311] [4.241]

Tab. 1.2 – Gains de retour d’état

Ils peuvent être interprétés comme suit : K11 et K22 représentent le bon fonctionnement du processus

FDI en situation nominal (pas de défauts) et en présence de défaut, respectivement. K12 correspond

au cas où le système est en mode nominal mais le processus FDI indique la présence d’un défaut

(fausse alarme : FA). De la même manière, K21 correspond au cas où le système est sujet à un défaut

mais le processus FDI n’arrive pas à le détecter (non détection : MD).

b) Détection parfaite Ce cas représente le cas idéal. Les gains de retour d’état sont dans ce cas

donnés par

Knominal = K11 = [1.342], Kdéfaut = K22 = [4.241].

Pour les gains ci-dessus, les équations différentielles (1.79) admettent des solutions définies-positives,

ce qui prouve la stabilité exponentielle du système tolérant aux défauts (1.73).

c) Erreurs de détection–FA Si le système est en mode nominal mais que le processus FDI indique

la présence d’un défaut, les gains de retour d’état utilisés sont alors donnés par

K1 = K11 = [1.342], K2 = K12 = [1.150].

La résolution des équations (1.79) montrent que les solutions sont non bornées. On conclut donc que

le système est stochastiquement instable. Cela illustre les effets néfastes d’une erreur de détection

sur le système tolérant aux défauts.

d) Erreurs de détection–MD Ce scénario correspond au cas où le système est sujet à un défaut

mais que le processus FDI n’arrive pas à le détecter. Les gains de retour d’état utilisés sont alors

donnés par

K1 = K22 = [4.241], K2 = K21 = [4.311].
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Le système (1.73) est dans ce cas là stochastiquement stable. En effet, les équations (1.79) admettent

des solutions définies positives. Pour cet exemple particulier, la non détection du défaut n’affecte pas

la stabilité du système. Cependant, ce n’est pas une conclusion générale et la non détection de défauts

peut engendrer une instabilité du système en boucle fermée dans d’autre cas.

1.4.4.4 Synthèse de lois de commande tolérantes aux défauts

i) Commande JLQ (Jump Linear Quadratic) Dans cette section, nous exposons les travaux

de [MJZ99, MJZ03] sur la commande JLQ des systèmes tolérants aux défauts. Trois scénarii seront

considérés. Le premier reflète la nature de l’approche AFTCSMP qui utilise deux processus aléatoires

distincts pour représenter les défauts aléatoires affectant le système et la décision du processus

FDI. Malheureusement, les contrôleurs résultant ne sont pas réalisables en pratique. Dans le second

scénario, le contrôleur est reconfiguré en se basant sur l’information fournie par le module de FDI, et

n’a pas besoin d’avoir accès au processus défaut. Il en résulte des contrôleurs réalisables en pratique.

Dans certaines situations, le module de FDI ne peut fournir de décisions. Cette situation résulte,

par exemple, d’un défaut affectant le matériel d’acquisition de données ou d’une durée excessive

de convergence des tests statistiques vers une décision. Cette situation représente le troisième scénario.

Soit le système suivant 



ẋt = Axt +B(ηt)u(xt, ψt)

u(xt, ψt) = −K(ψt)xt
(1.81)

Afin de simplifier les notations, une fonction indicatrice Θki ∈ RA×R sera utilisée afin d’indiquer que

le processus défaut est à l’état k et que le processus FDI est à l’état i.

L’objectif de la loi de commande JLQ est de minimiser le critère de performance quadratique suivant

J = E
{∫ tf

t0

[
x′tQ(ηt, ψt)xt + u′tR(ηt, ψt)ut

]
dt

}
(1.82)

où Q(ηt, ψt) et R(ηt, ψt) sont des matrices semi-définies positives et définies positives, respectivement,

et sont notées Qki et Rki pour η = k ∈ A, ψ = i ∈ R.

Si la fonction coût est définie comme suit

V (xt, ηt, ψt, t) = min
u
J (1.83)

alors, le problème de commande JLQ peut être reformulé comme suit

O :






min
u
E
{∫ tf

t0
[x′tQ(ηt, ψt)xt + u′tR(ηt, ψt)ut] dt

}

t. q :

ẋt = Axt +B(ηt)u(xt, ψt)

(1.84)

En définissant les matrices de pseudo-covariances (covariances-like) comme suit

Xki(t) = E
{
xtx

′
t|ηt = k, ψt = i

}
= E

{
xtx

′
tΘki

}
(1.85)
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et en considérant l’évolution dynamique de Xki(t), le problème d’optimisation O peut être transformé

en un problème d’optimisation déterministe équivalent. Dans ce contexte, les matrices de pseudo

covariance seront considérées comme l’état du système, et les gains de retour d’état, Ki(t), comme

l’entrée de commande de ce dernier. La fonction coût déterministe équivalente est donnée par le

lemme 1.2.

Lemme 1.2 Soit i ∈ R l’état du processus FDI et k ∈ A l’état du processus défaut actionneur. Si

η(t0), ψ(t0) sont indépendants de x(t0), alors pour l’ensemble de matrices (Qki+K′
iRkiKi), la fonction

coût est donnée par

Jd =

∫ tf

t0

tr
{
Xki(t)(Qki +K′

iRkiKi)
}
dt (1.86)

♦

i.1) Lois de commande sur un horizon de temps fini Dans ce qui suit, des conditions nécessaires

et suffisantes pour l’existence des lois de commande optimales pour le système (1.81) sont données.

Trois scénarii possibles sont considérés.

Scénario 1 : Les deux processus, défaut et FDI, sont accessibles Le modèle AFTCSMP fait

apparâıtre deux processus aléatoires distincts, ηt et ψt. La synthèse d’une loi de commande pour cette

classe de systèmes peut donc naturellement mener à des contrôleurs fonctions des deux processus. Le

théorème 1.11 illustre ce résultat et résulte de l’application du principe du maximum matriciel [Ath67].

Théorème 1.11 Les matrices de gain de retour d’état sont obtenues par la relation suivante

RkiKkiXki(t)−B′
kPki(t)Xki(t) = 0 (1.87)

où Pki(t) sont les solutions des pseudo équations de Riccati

Ṗki(t) + Ã′
kiPki(t) + Pki(t)Ãki +

∑

j∈R

j 6=i

qkijPkj(t) +
∑

j∈A

j 6=k

αkjPji(t) +K′
kiRkiKki +Qki = 0 (1.88)

∀Pki(tf ) = 0, Ãki est défini par (1.77) et Xki(t) sont les solutions des équations différentielles de pseudo

covariance

Ẋki(t) = ÂkiXki(t) + Xki(t)Â′
ki +

∑

j∈R

j 6=i

qkjiXkj(t) +
∑

j∈A

j 6=k

αjkXji(t) (1.89)

∀Xki(t0) = E {x(t0)x′(t0)|Θki}, et

Âki = A−BkKki − 0.5I




∑

j∈R

j 6=i

qkji +
∑

j∈A

j 6=k

αjk



 (1.90)

�
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Scénario 2 : Seul le processus FDI est accessible Il a été montré dans la section précédente que

des erreurs de détection peuvent induire des pertes de performances, voire une instabilité du système

en boucle fermée [MJZ01a]. Afin de réduire le risque d’instabilité, la distribution de probabilité du

processus défaut doit être considérée. Soit la distribution de probabilité du processus Markovien ηt

donnée par

υk(t) = P{ηt = k} (1.91)

où

υk(t) ≥ 0, ∀k ∈ A,
a∑

k=1

υk(t) = 1 (1.92)

On suppose que l’état initial est une variable aléatoire avec

E{x(t0)} = 0, E
{
x(t0)x

′(t0)
}

= X (t0) (1.93)

La matrice de covariance est donnée dans ce cas là par

Xi(t) =
a∑

k=1

υk(t)Xki(t) (1.94)

Théorème 1.11 Une condition nécessaire pour l’existence de la loi de commande ui(t) = −Kixt est

qu’il existe des matrices Pki(t) solutions des pseudo équations de Riccati :

Ṗki(t) + Ã′
kiPki(t) + Pki(t)Ãki +

∑

j∈R

j 6=i

qkijPkj(t) +
∑

j∈A

j 6=k

αkjPji(t) +K′
iRkiKi +Qki = 0 (1.95)

∀Pki(tf ) = 0, et Xki(t) sont les solutions des équations différentielles de pseudo covariance :

Ẋki(t) = ÂkiXki(t) + Xki(t)Â′
ki +

∑

j∈R

j 6=i

qkjiXkj(t) +
∑

j∈A

j 6=k

αjkXji(t) (1.96)

∀Xki(t0) =
∑s

k=1 υk(t0)X0.

Les matrices de gain de retour d’état sont alors obtenues par la relation suivante

a∑

k=1

[
RkiKiυk(t)Xki(t)−B′

kυk(t)Pki(t)Xki(t)
]

= 0 (1.97)

�

Scénario 3 : Les deux processus, défaut et FDI, sont inaccessibles Il existe des situations

où la décision du module de FDI n’est pas disponible en temps voulu. Une cause possible d’une telle

défaillance serait, par exemple, l’importance du temps requis par l’algorithme FDI afin de fournir une

décision. Cette problématique a été mise en évidence dans différents travaux [MJZ01a, Mar89, SW93].

Afin de synthétiser une loi de commande indépendante des deux processus aléatoires, nous considérons,

en plus de la distribution de probabilité du processus défaut, la distribution de probabilité du processus

FDI donnée comme suit

wki (t) = P{ψt = i | ηt = k} (1.98)
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où

wki (t) ≥ 0, ∀k ∈ A,
r∑

i=1

wki (t) = 1 (1.99)

La matrice de covariance est donnée dans ce cas par

Xt =
r∑

i=1

a∑

k=1

wki (t)υk(t)Xki(t) (1.100)

Le théorème 1.12 donne les conditions nécessaires d’existence de la loi de commande.

Théorème 1.12 Une condition nécessaire pour l’existence de la loi de commande ut = −Kxt est qu’il

existe des matrices Pki(t) solutions des pseudo équations de Riccati :

Ṗki(t) + Ã′
kiPki(t) + Pki(t)Ãki +

∑

j∈R

j 6=i

qkijPkj(t) +
∑

j∈A

j 6=k

αkjPji(t) +K′RkiK +Qki = 0 (1.101)

∀Pki(tf ) = 0, et Xki(t) sont les solutions des équations différentielles de pseudo covariance :

Ẋki(t) = ÂkiXki(t) + Xki(t)Â′
ki +

∑

j∈R

j 6=i

qkjiXkj(t) +
∑

j∈A

j 6=k

αjkXji(t) (1.102)

∀Xki(t0) =
∑r

i=1

∑s
k=1w

k
i (t0)υk(t0)X0.

Les matrices de gains de retour d’état sont alors obtenues par la relation suivante

r∑

i=1

a∑

k=1

[
RkiKwki (t)υk(t)Xki(t)−B′

kw
k
i (t)υk(t)Pki(t)Xki(t)

]
= 0 (1.103)

�

i.2) Lois de commande sur un horizon de temps infini Le comportement du problème

d’optimisation dans le cas d’un horizon de temps infini doit être soigneusement examiné. En effet, la

fonction coût en elle même peut être infinie ce qui pourrait conduire à la non existence de solutions.

Dans ce qui suit, ces difficultés sont examinées et des conditions d’existence de loi de commande pour

un horizon de temps infini sont données.

a) La fonction coût Pour que le problème d’optimisation soit solvable pour tf → ∞, la fonction

coût doit être finie, pour une loi de commande donnée. Sous certaines conditions, cela peut être

garanti par le lemme suivant.

Lemme 1.3 Si le système (1.81) est exponentiellement stable en moyenne quadratique, un ensemble

non vide de paires de commandes et de trajectoires d’état ut, xt existe, pour lequel (1.82) est fini

pour tout x(t0). ♦

b) Solutions d’état d’équilibre pour Pki(t) Il a été prouvé que si le système (1.81) est expo-

nentiellement stable en moyenne quadratique, alors il existe des solutions d’état d’équilibre pour les
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équations de Riccati matricielles [MJZ02].

Lemme 1.4 Si le système (1.81) est exponentiellement stable en moyenne quadratique, alors les

équations différentielles de pseudo Riccati admettent des solutions d’état d’équilibre définies positives

uniques, P̄ki, solutions des équations matricielles algébriques suivantes

Ã′
kiP̄ki + P̄kiÃki +

∑

j∈R

j 6=i

qkijP̄kj +
∑

j∈A

j 6=k

αkjP̄ji +K′
iRkiKi +Qki = 0 (1.104)

♦

c) Solutions d’état d’équilibre pour Xki(t) Le théorème 1.13 fournit des conditions pour lesquelles

des solutions d’état d’équilibre existent pour les pseudo équations différentielles de covariance.

Théorème 1.13 Si le système (1.81) est stable (au sens déterministe), alors les équations différentielles

de pseudo covariance admettent des solutions d’état d’équilibre définies positives uniques, X̄ki, solu-

tions des équations matricielles algébriques suivantes

ÂikX̄ki + X̄ikÂ′
ki +

∑

j∈R

j 6=i

qkjiX̄kj +
∑

j∈A

j 6=k

αjkX̄ji + Xki(t0) = 0 (1.105)

�

d) Solutions d’état d’équilibre pour les gains de retour d’état L’existence de solutions d’état

d’équilibre pour les pseudo équations différentielles de Riccati et les pseudo équations différentielles

de covariance implique l’existence de gains de retours d’état Ki constants. Ces gains sont obtenus,

dans le cas d’horizon de temps infini, par le théorème 1.14.

Théorème 1.14 Les gains de retour d’état minimisant (1.82) sont obtenus comme solutions des

équations suivantes






RkiKkiX̄ki −B′
kP̄kiX̄ki = 0, Scénario 1

∑a
k=1

[
RkiKiυkX̄ki −B′

kυkP̄kiX̄ki
]

= 0 Scénario 2
∑r

i=1

∑a
k=1

[
RkiKwki υkX̄ki −B′

kw
k
i υkP̄kiX̄ki

]
= 0 Scénario 3

(1.106)

où P̄ki et X̄ki sont les solutions des équations algébriques (1.104) et (1.105) respectivement. �

ii) Commande H∞ dans le cas des systèmes à temps continu Dans cette section, nous

exposons les travaux de [SB97] sur la commande H∞ des systèmes tolérants aux défauts à sauts

Markoviens en temps continu.
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Soit le système dynamique, défini dans un espace probabilisé (Ω,F , P ), et représenté sous forme d’état

comme suit 




ẋt = A(ηt)xt +B1(ηt)wt +B2(ηt)u(ηt, ψt, xt)

zt = C(ηt)xt +D(ηt)u(ηt, ψt, xt)

u(ηt, ψt, xt) = −K(ηt, ψt)xt

(1.107)

où xt ∈ Rn est l’état du système, u(ηt, ψt, xt) ∈ Rk est l’entrée de commande, wt ∈ Rp est la per-

turbation exogène appartenant à L2[0,∞), et zt ∈ Rm est la sortie à commander appartenant à

L2((Ω,F , P ), [0,∞)).

Le problème de commande H∞ considéré peut s’écrire comme suit :

Trouver les gains de retour d’état K(ηt, ψt), tel que pour tout wt ∈ l2[0,∞) non nul

i) dans le cas à horizon de temps fini, le système (1.107) vérifie la relation

‖ z ‖E2< γ∞ ‖ w ‖2 (1.108)

sur l’intervalle de temps [0, T ], où γ∞ > 0 est le niveau de performance H∞ et

‖ z ‖E2= E
{∫ T

0
z′tztdt

}1/2

ii) dans le cas à horizon de temps infini, le système (1.107) est stochastiquement stable et vérifie la

relation (1.108) sur l’intervalle [0,∞).

Les théorèmes suivant énoncent les principaux résultats obtenus dans le cas à horizon de temps fini

et infini, respectivement.

Théorème 1.15 (horizon fini) Soit le système (1.107). Alors, pour γ∞ > 0 donné, il existe une

commande par retour d’état u(ηt, ψt, xt) tel que

‖ z ‖E2< γ∞ ‖ w ‖2

pour tout wt ∈ l2[0,∞), si les équations différentielles couplées de Riccati

Ṗik(t) +A′
kPik(t) + Pik(t)Ak + Pik(t)

[
γ−2
∞ B1kB

′
1k −B2kR

−1
k B′

2k

]
Pik(t)

+
∑

j∈R

qkijPjk(t) +
∑

j∈A

αkjPij(t) + C ′
kCk = 0 (1.109)

avec les conditions aux limites

Pik(T ) = 0, i ∈ R, k ∈ A, t ∈ [0, T ]

admettent une solution {Pik(t), i ∈ R, k ∈ A} sur [0, T ]. Dans ce cas, la loi de commande par retour

d’état est donnée par

u(ηt, ψt, xt) = −K(ηt, ψt)xt

K(ηt, ψt) = R−1(ηt)B
′
2(ηt)P(ηt, ψt, t)

t ∈ [0, T ]. (1.110)
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�

Théorème 1.16 (horizon infini) Soit le système (1.107). Alors, pour γ∞ > 0 donné, il existe une

commande par retour d’état u(ηt, ψt, xt) tel que le système en boucle fermée est stochastiquement

stable et

‖ z ‖E2< γ∞ ‖ w ‖2

pour tout wt ∈ l2[0,∞), si les équations de Riccati algébriques couplées suivantes

A′
kPik + PikAk + Pik

[
γ−2
∞ B1kB

′
1k −B2kR

−1
k B′

2k

]
Pik +

∑

j∈R

qkijPjk +
∑

j∈A

αkjPij + C ′
kCk = 0 (1.111)

admettent une solution {Pik, i ∈ R, k ∈ A}. Dans ce cas, la loi de commande par retour d’état est

donnée par

u(ηt, ψt, xt) = −K(ηt, ψt)xt

K(ηt, ψt) = R−1(ηt)B
′
2(ηt)P(ηt, ψt)

t ∈ [0,∞]. (1.112)

�

1.4.5 Discussion

Les travaux présentés ci-dessus peuvent être divisés en deux problématiques principales :

i) analyse de la stabilité stochastique des AFTCSMP (avec et sans la prise en compte de bruits) ;

ii) synthèse de lois de commande optimales par retour statique d’état (commande H∞) pour les

AFTCSMP.

Dans la première problématique, le modèle du AFTCSMP considéré intègre l’effet de bruits environ-

nementaux mais sans tenir compte des perturbations exogènes pouvant affecter le système. Quand à

la seconde problématique, elle considère l’effet des perturbation exogènes dans un environnement non

bruité. Cela a motivé notre choix d’un modèle dynamique intégrant l’effet des deux entrées externes

au système.

Le second point transparaissant de cette étude est que la plupart des résultats établis pour cette classe

de systèmes traitent de l’analyse de la stabilité et des performances de ces systèmes et non de la

synthèse de lois de commande remplissant un cahier des charges donné. Les seuls résultats relatifs

à la problématique de synthèse conduisent à des correcteurs irréalisables en pratiques (ces derniers

dépendent des processus défauts, voir les théorèmes 1.15 et 1.16) et se basent sur l’hypothèse res-

trictive d’accéssibilité du vecteur d’état. Le premier objectif de ce travail est donc de s’affranchir de

cette hypothèse et de considérer ainsi des problèmes de synthèse de correcteur par retour de sortie

statique/dynamique et cela dans un cadre de commande multi-objectifs. Et plus particulièrement,

nous nous intéresserons à des critères de performance H2/H∞.

La problématique de commande multi-objectifs sera abordée dans le cas des systèmes à temps continu
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et à temps discret. Pour le cas continu, nous montrerons que les résultats développés peuvent s’appli-

quer aisément à la problématique de commande multi-objectifs indépendante du mode des (MJLS).

Cela représente un cas particulier très intéressant. Dans le cadre des systèmes à temps discret, nous

montrerons là aussi que les résultats établis peuvent s’appliquer à la problématique de commande

multi-objectifs tolérantes aux défauts des systèmes commandés par réseaux.

Enfin, il est important de noter qu’au delà des résultats théoriques obtenus dans ce travail, nous

nous sommes intéressés à l’aspect résolution numérique des différentes conditions de stabilité et de

performances en boucle fermée. En effet, pour chaque problématique considérée, des algorithmes de

résolutions numériques (convexes et non convexes) seront proposés et validés sur des exemples de

simulation et cela en mettant en évidence leurs performances et leurs limitations.

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons dans un premier temps présenté un bref état de l’art des principales

méthodes de synthèses de systèmes tolérants aux défauts par approches actives, en mettant en évidence

leurs avantages et inconvénients. Il est ressortit de cette étude que la plupart de ces méthodes supposent

que l’information fournie par le module de FDI est parfaite. De ce fait, ces méthodes sont inadaptées

pour la prise en compte des contraintes inhérentes à cette classe de systèmes (retards de détection,

fausses alarmes, etc). Ce constat nous a permis d’introduire la problématique abordée dans ce travail au

travers des AFTCSMP. Après avoir défini cette classe de systèmes hybrides stochastiques, nous avons

présenté quelques définitions et résultats relatifs aux systèmes stochastiques. Si cette présentation n’a

évidemment pas la prétention d’être exhaustive, elle est néanmoins suffisante à la lecture du présent

mémoire. Nous avons ensuite établi un tour d’horizon des différents travaux réalisés dans ce domaine.

Cela nous a permis de positionner nos travaux et de justifier les orientations suivies dans le présent

travail.





Chapitre 2

Stabilisation stochastique

Dans ce chapitre, le problème de stabilisation interne stochastique par retour statique/dynamique de

sortie des AFTCSMP est considérée dans le cas où ce dernier est sujet à des bruits multiplicatifs.

Les différents résultats seront présentés de manière à respecter la chronologie de nos travaux et cela

afin de mettre en évidence la complexité de la problématique abordée. Dans le cas du retour statique

de sortie, nos principaux résultats se traduisent par une caractérisation sous forme d’inégalités ma-

tricielles linéaires et non linéaires des correcteurs statiques stabilisant le système en boucle fermée.

Les résultats relatifs à la problématique du retour dynamique de sortie seront ensuite établis, où là

aussi des caractérisations, sous forme d’inégalités matricielles linéaires, bilinéaires et non linéaires des

correcteurs dynamiques stabilisant le système en boucle fermée seront données.

2.1 Introduction

La stabilisation des systèmes tolérants aux défauts à sauts Markoviens a reçu, récemment, une

attention particulière après les travaux de [SW93]. Cela a été motivé par le soucis d’intégration des

modules de FDI et de reconfiguration de lois de commande dans une optique d’application en temps

réel. En effet, le formalisme Markovien permet la prise en compte, de façon naturelle, des problèmes

inhérents à cette classe de systèmes, à savoir : les retards de détection, les fausses alarmes, la non

détection de défauts, etc.

Dans [SW93], les auteurs ont considéré le système représenté sous forme d’état comme suit





ẋt = Axt +B(ηt)u(xt, ψt)

u(xt, ψt) = −K(ψt)xt
(2.1)

et ont proposé des conditions nécessaires et suffisantes de stabilité exponentielle en moyenne quadra-

tique pour cette classe de systèmes en terme de solutions d’équations différentielles de Riccati non

standards.

Mahmoud et al [MJZ03] ont analysé la stabilité des systèmes tolérants aux défauts dans un environ-
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nement bruité. Cette classe de systèmes peut être modélisée par les EDS suivantes






dxt = Axtdt+B(ηt)u(xt, ψt, t)dt+D(xt, ηt, t)d̟1t

+E(ut, ηt, t)d̟2t + F (ηt)d̟3t

u(xt, ψt, t) = −K(ψt)xt

(2.2)

où ̟it sont des processus de Wiener (ou mouvements Browniens), indépendants, dans Rni , ∀i = 1, 2, 3.

D(xt, ηt, t), E(ut, ηt, t) et F (ηt) sont des fonctions matricielles de dimension Rn×ni . Trois types de

bruits sont considérés dans l’équation (2.2) : bruit dépendant de l’étatD(xt, ηt, t)d̟1t, bruit dépendant

de la commande E(ut, ηt, t)d̟2t et bruit indépendant de la commande et de l’état F (ηt)d̟3t. Des

conditions nécessaires et suffisantes de stabilité exponentielle en moyenne quadratique ont été, là

aussi, proposées en se basant sur la résolution d’équations différentielles de Riccati non standards.

Cependant, il apparâıt aux travers de ces travaux trois points principaux ayant motivé la problématique

introduite dans le présent chapitre, à savoir

• travaux traitant de l’analyse de la stabilité stochastique et non de la synthèse de régulateurs stabi-

lisant le système en boucle fermée ;

• vecteur d’états du système supposé accessible ;

• absence d’algorithmes et de méthodes numériques efficaces.

Fort de ces constatations, nous allons abordé dans ce chapitre la problématique de stabilisation ex-

ponentielle par retour statique/dynamique de sortie des systèmes tolérants aux défauts à sauts Mar-

koviens, sujets à des bruits multiplicatifs. Les résultats seront exposés de manière à respecter la

chronologie de nos travaux. Nous nous intéresserons dans un premier temps au cas de la commande

par retour statique de sortie, pour laquelle des caractérisations, sous forme LMI et NLMI, des correc-

teurs statiques stabilisant le système en boucle fermée seront présentées. Puis nous introduirons les

résultats relatifs à la problématique du retour dynamique de sortie, où là aussi, des caractérisations

sous forme LMI, BMI et NLMI, des correcteurs dynamiques stabilisant le système en boucle fermée

seront données.

2.2 Retour statique de sortie

Le problème de commande par retour de sortie statique est d’une importance primordiale en théorie

de la commande et particulièrement dans les cas pratiques. En effet, dans la majorité des cas, les

problèmes pratiques de commande doivent être résolus sous l’hypothèse restrictive d’information par-

tielle. Le système de commande ne dispose pas de la connaissance complète de l’état du système afin

d’élaborer la loi de commande puisque seules les mesures fournies par les capteurs (en nombre limité)

lui sont accessibles. Dans le présent travail, nous nous basons sur des approches utilisant la théorie

de Lyapunov afin de dériver des conditions nécessaires et suffisantes d’existence. Des conditions sous

formes d’inégalités matricielles linéaires (conditions suffisantes) et non linéaires (conditions nécessaires

et suffisantes) seront ainsi énoncées.
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2.2.1 Modèle dynamique

Afin de décrire la classe des systèmes à sauts Markoviens traitée dans ce travail, fixons dans un premier

temps un espace probabilisé complet (Ω,F , P ). Cette classe de systèmes est caractérisée par un vecteur

d’état hybride. La première composante est continue et représente l’état du système, et la seconde

est discrète et représente les différents processus défauts affectant le système, ainsi que le processus

FDI. Le modèle dynamique du système tolérant aux défauts sujet à des bruits multiplicatifs, défini

dans l’espace probabilisé complet (Ω,F , P ), est décrit par les EDS suivantes :

ϕ :






dxt = A(ξt)xtdt+B(ηt)u(yt, ψt, t)dt+ E(ξt, ηt)wtdt+
∑v

l=1 Wl(ξt, ηt)xtd̟lt

yt = C2xt +D2(ξt, ηt)wt

zt = C1xt +D1(ηt)u(yt, ψt, t)

(2.3)

où

• xt ∈ Rn : état du système ;

• u(yt, ψt, t) ∈ Rr : entrée de commande du système ;

• yt ∈ Rq : sortie mesurée du système ;

• zt ∈ Rp : sortie commandée du système ;

• wt ∈ Rm : perturbations externes ;

• ξt, ηt et ψt : processus défauts systèmes, défauts actionneurs et processus FDI, respectivement. ξt, ηt

et ψt sont des processus Markoviens mesurables, séparables et à espaces d’états finis Z = {1, 2, ..., z},
S = {1, 2, ..., s} et R = {1, 2, ..., r}, respectivement ;

• ̟t = [̟1t . . . ̟vt]
′ : processus de Wiener v-dimensionel défini sur un espace probabilisé (Ω,F , P )

donné. Le processus de Wiener est supposé indépendant des différents processus Markoviens ;

• A(ξt), B(ηt), E(ξt, ηt),D2(ξt, ηt),D1(ηt) et Wl(ξt, ηt) : matrices aléatoires de dimensions appropriées.

En commande tolérante aux défauts par approche active, nous considérons que la loi de commande

n’est fonction que du processus FDI. Dans ce contexte, nous définissons les compensateurs par retour

statique de sortie (ϕs) comme suit

ϕs :
{
ut = K(ψt)yt (2.4)

En combinant (2.3) et (2.4), la représentation d’état du système en boucle fermée est donnée par :

ϕcl :






dxt = Ā(ξt, ηt, ψt)xtdt+ Ē(ξt, ηt, ψt)wtdt+
∑v

l=1 Wl(ξt, ηt)xtd̟lt

yt = C2xt +D2(ξt, ηt)wt

zt = C̄1(ηt, ψt)x(t) + D̄1(ξt, ηt, ψt)wt

(2.5)

où
[
Ā(ξt, ηt, ψt) Ē(ξt, ηt, ψt)

C̄1(ηt, ψt) D̄1(ξt, ηt, ψt)

]
=

[
A(ξt) E(ξt, ηt))

C1 0

]

+

[
B(ηt)

D1(ηt)

]
K(ψt)

[
C2 D2(ξt, ηt)

]
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Les processus défauts et FDI :

ξ(t), η(t) et ψ(t) étant des processus Markoviens homogènes à espaces d’état finis, nous pouvons définir

la probabilité de transition du processus défaut système comme suit (voir Chapitre 1) :






pij(∆t) = πij∆t+ o(∆t)

pii(∆t) = 1−∑
i6=j

πij∆t+ o(∆t)
; i, j ∈ Z

La probabilité de transition du processus défaut actionneur est donnée par






pkl(∆t) = νkl∆t+ o(∆t)

pkk(∆t) = 1− ∑
k 6=l

νkl∆t+ o(∆t)
; k, l ∈ S

où πij est le taux de transition du processus défaut système, et νkl est le taux de transition du processus

défaut actionneur.

Sachant que ξ = k et η = l, la probabilité de transition conditionnelle du processus FDI ψ(t) est

donnée comme suit : 




pkliv(∆t) = λkliv∆t+ o(∆t)

pklii (∆t) = 1− ∑
i6=v

λkliv∆t+ o(∆t)
; i, v ∈ R

λkliv représente le taux de transition de l’état i à l’état v du processus Markovien ψ(t) conditionné

par ξ = k ∈ Z et η = l ∈ S. Selon les valeurs de i, v ∈ R, k ∈ Z et l ∈ S, plusieurs interprétations,

telles que le taux de fausses alarmes, le taux de bonnes détections, etc., peuvent être attribuées à λkliv

[MJZ03, SW93].

Objectif. Dans ce qui suit, notre objectif est de synthétiser des contrôleurs statiques ϕs assurant la

stabilité exponentielle stochastique, de manière interne, du système en boucle fermée (2.5).

Avant de procéder, nous allons d’abord introduire quelques définitions et résultats préliminaires

nécessaires à la dérivation de nos principaux résultats.

2.2.2 Définitions et résultats préliminaires

Dans cette section, nous allons dans un premier temps rappeler quelques définitions basiques, relatives

à des notions de stabilité stochastique, puis nous introduirons quelques résultats préliminaires portant

sur la stabilité exponentielle, au sens de la moyenne quadratique, du système tolérant aux défauts

sujet à des bruits multiplicatifs.

Dans ce qui suit, et sans perte de généralité, nous supposerons que le point d’équilibre, x = 0, est la

solution en laquelle les propriétés de stabilité sont examinées.

Définition 2.1 Le système (2.5) est dit
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(i) stochastiquement stable (SS) si il existe une constante positive K(x0, ξ0, η0, ψ0) telle que la relation

suivante est vérifiée pour toute condition initiale (x0, ξ0, η0, ψ0) :

E
{∫ ∞

0
‖ xt ‖2 dt

}
≤ K(x0, ξ0, η0, ψ0) (2.6)

(ii) exponentiellement stable, de manière interne, au sens de la moyenne quadratique si il est expo-

nentiellement stable au sens de la moyenne quadratique pour wt = 0, i.e. quels que soient ξ0, η0, ψ0

et γ(ξ0, η0, ψ0), il existe deux nombres a > 0 et b > 0 tel que si ‖x0‖ ≤ γ(ξ0, η0, ψ0), la relation

suivante est vérifiée ∀t ≥ t0 pour toute solution de (2.5) ayant pour condition initiale x0 :

E
{
‖xt‖2

}
≤ b‖x0‖2 exp [−a(t− t0)] (2.7)

Le théorème suivant donne une condition suffisante pour la stabilité exponentielle, de manière interne,

au sens de la moyenne quadratique du système en boucle fermée (2.5).

Théorème 2.1 La solution x = 0 du système bouclé (2.5)est exponentiellement stable, de manière

interne, au sens de la moyenne quadratique ∀t ≥ t0 si il existe une fonction de Lyapunov stochastique

ϑ(xt, ξt, ηt, ψt, t) telle que

K1‖xt‖2 ≤ ϑ(xt, ξt, ηt, ψt, t) ≤ K2‖xt‖2 (2.8)

et

Lϑ(xt, ξt, ηt, ψt, t) ≤ −K3‖xt‖2 (2.9)

où K1, K2 et K3 sont des constantes positives données. �

Une condition nécessaire pour la stabilité exponentielle du système (2.5) est donnée par le théorème 2.2.

Théorème 2.2 Si la solution x = 0 du système bouclé (2.5) est exponentiellement stable, de manière

interne, au sens de la moyenne quadratique, alors pour toute fonction W (xt, ξt, ηt, ψt, t) quadratique

en les variables x, définie positive, bornée et continue ∀t ≥ t0, ∀ξt ∈ Z, ∀ηt ∈ S et ∀ψt ∈ R, il existe

une fonction définie positive ϑ(xt, ξt, ηt, ψt, t) quadratique en les variables x vérifiant les conditions

du théorème 2.1 et telle que Lϑ(xt, ξt, ηt, ψt, t) = −W (xt, ξt, ηt, ψt, t). �

Remarque 2.1 Les preuves de ces deux Théorèmes s’appuient sur les mêmes arguments que dans

[MJZ03, SW93]. Elles ne seront donc pas développées dans cette section. Le lecteur intéressé pourra

consulter les références ci-dessus.

La proposition suivante donne une condition nécessaire et suffisante pour la stabilité exponentielle du

système en boucle fermée (2.5) en termes d’inégalités matricielles couplées.

Proposition 2.1 Le système bouclé (2.5) est exponentiellement stable, de manière interne, au sens

de la moyenne quadratique si et seulement si il existe des matrices symétriques définies positives Pijk,
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i ∈ Z, j ∈ S et k ∈ R telle que :

Λ̃′
ijkPijk + PijkΛ̃ijk +

v∑

l=1

W′
lijPijkWlij +

∑

h∈Z
h 6=i

πihPhjk +
∑

l∈S
l 6=j

νjlPilk +
∑

v∈R
v 6=k

λijkvPijv < 0 (2.10)

∀i ∈ Z, j ∈ S et k ∈ R, où

Λ̃ijk = Āijk − 0.5I




∑

h∈Z
h 6=i

πih +
∑

l∈S
l 6=j

νjl +
∑

v∈R
v 6=k

λijkv



 (2.11)

�

Preuve. La preuve de cette proposition se déduit aisément des théorèmes 2.1 et 2.2. �

2.2.3 Formulation LMI

Dans cette section, nous allons, dans un premier temps établir une condition nécessaire et suffisante

pour la stabilisation exponentielle, de manière interne, au sens de la moyenne quadratique du

système (2.3). La condition ainsi obtenue est formulée comme un problème de faisabilité d’inégalités

matricielles couplées. Ces dernières étant non linéaires en les variables de décision, les techniques

d’optimisation convexe sont de ce fait inadaptées pour la résolution de ce problème. Un schéma

de relaxation LMI est alors adopté afin d’éliminer les nonlinéarités du problème originel. Il résulte

de ce schéma une condition suffisante de stabilité exponentielle donnée sous forme de problème de

faisabilité d’inégalités matricielles linéaires, pour lequel des algorithmes d’optimisation convexe très

performants sont disponibles dans la littérature.

Le problème de stabilisation abordé peut être formulé comme suit

Problématique 2.1.

Trouver une loi de commande ut = K(ψt)yt tel que :

E
{
‖xt‖2

}
≤ b‖x0‖2 exp [−a(t− t0)] (2.12)

où xt sont les trajectoires du système bouclé (2.5).

H

Une caractérisation par inégalités matricielles non linéaires des compensateurs (ϕs) stabilisant le

système (2.3), de manière interne, au sens de la moyenne quadratique est donnée par la proposition

suivante.

Proposition 2.2 (Condition nécessaire et suffisante) Le système bouclé (2.5) est exponentiel-

lement stable, de manière interne, au sens de la moyenne quadratique si et seulement si il existe des
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matrices Xijk = X ′
ijk > 0, Kk, et Ωijk vérifiant les inégalités matricielles non linéaires suivantes :





XijkZijkXijk − ΩijkXijk −XijkΩ′
ijk Ãijk +BjKkC2 + Ωijk XijkΘij Rijk(Xijk)

⋆ −Zijk 0 0

⋆ ⋆ ijkג− 0

⋆ ⋆ ⋆ −Sijk(Xijk)




< 0 (2.13)

où Zijk sont des matrices définies positives quelconques et






Rijk(Xijk) = [R1ijk(Xijk),R2ijk(Xijk),R3ijk(Xijk)]
R1ijk(Xijk) =

[
αi1Xijk, ...αi(i−1)Xijk, αi(i+1)Xijk, ..., αizXijk

]

R2ijk(Xijk) =
[
βj1Xijk, ...βj(j−1)Xijk, βj(j+1)Xijk, ..., βjsXijk

]

R3ijk(Xijk) =
[
γk1Xijk, ...γk(k−1)Xijk, γk(k+1)Xijk, ..., γkrXijk

]

αil =
√
πil;βjl =

√
νjl; γkl =

√
λijkl

Sijk(Xijk) = diag [S1ijk(Xijk),S2ijk(Xijk),S3ijk(Xijk)]
S1ijk(Xijk) =

[
X1jk, ...,X(i−1)jk,X(i+1)jk, ...,Xzjk

]

S2ijk(Xijk) =
[
Xi1k, ...,Xi(j−1)k,Xi(j+1)k, ...,Xisk

]

S3ijk(Xijk) =
[
Xij1, ...,Xij(k−1),Xij(k+1), ...,Xijr

]

Ãijk = Ai − 0.5I




∑
h∈Z
h 6=i

πih +
∑
l∈S
l 6=j

νjl +
∑
v∈R
v 6=k

λijkv





Θij =
[
W′

1ij , . . . ,W
′
vij

]

ijkג = diag [Xijk, . . . ,Xijk]

ijkג contient v éléments.

Si (2.13) est faisable, alors la loi de commande par retour statique de sortie, stabilisant le système

(2.3) est donnée comme suit

uk(t) = Kky(t)

�

Preuve. Soient les inégalités matricielles (2.10). D’après le lemme de pro-

jection réciproque (voir annexe C : page 192), et en considérant Ψ =


∑v

l=1 W′
lijPijkWlij +

∑
h∈Z
h 6=i

πihPhjk +
∑
l∈S
l 6=j

νjlPilk +
∑
v∈R
v 6=k

λijkvPijv



, et S = Λ̃′
ijkPijk nous obtenons





∑v
l=1 W′

lijPijkWlij +
∑
h∈Z
h 6=i

πihPhjk +
∑
l∈S
l 6=j

νjlPilk +
∑
v∈R
v 6=k

λijkvPijv + Zijk − (Ωijk + Ω′
ijk)

⋆

PijkΛ̃ijk + Ωijk

−Zijk

]
< 0 (2.14)
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où Zijk sont des matrices définies positives quelconques, ∀i ∈ Z, j ∈ S et k ∈ R.

Définissons Xijk = P−1
ijk et Ωijk = XijkΩijk. En utilisant la transformation de congruence

[
Xijk 0

0 I

]

et en appliquant le complément de Schur (voir annexe C : page 191) au terme

Xijk




v∑

l=1

W′
lijPijkWlij +

∑

h∈Z
h 6=i

πihPhjk +
∑

l∈S
l 6=j

νjlPilk +
∑

v∈R
v 6=k

λijkvPijv



Xijk

l’inégalité (2.14) devient





XijkZijkXijk − ΩijkXijk −XijkΩ′
ijk Λ̃ijk + Ωijk XijkΘij Rijk(Xijk)

⋆ −Zijk 0 0

⋆ ⋆ ijkג− 0

⋆ ⋆ ⋆ −Sijk(Xijk)




< 0 (2.15)

d’où le résultat escompté. �

Remarque 2.2 La condition nécessaire et suffisante de stabilité exponentielle donnée par la

proposition 2.2 est non linéaire en les variables de décision Xijk et Ωijk. Les techniques d’optimisation

convexe sont de ce fait inadaptées pour la résolution de ce problème. Cependant, le degré de liberté

introduit par les variables Zijk peut être utilisé de sorte à établir une condition suffisante de stabilité

stochastique formulée comme un problème de faisabilité d’inégalités matricielles linéaires. Cela est

illustré par la proposition suivante.

Proposition 2.3 (Condition suffisante) Si il existe des matrices Xijk = X ′
ijk > 0, Kk, et Ωijk

vérifiant les LMIs suivantes




µijkI− Ωijk − Ω
′
ijk (µijkXijk − Ωijk) Ãijk +BjKkC2 + Ωijk XijkΘij Rijk(Xijk)

⋆ −µijkI 0 0 0

⋆ ⋆ −µijkI 0 0

⋆ ⋆ ⋆ ijkג− 0

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ −Sijk(Xijk)





< 0

(2.16)

où µijk sont des constantes positives, alors le système bouclé (2.5) est exponentiellement stable, de

manière interne, au sens de la moyenne quadratique.

Si (2.16) est faisable, alors la loi de commande par retour de sortie statique, stabilisant le système

(2.3) est donnée comme suit

uk(t) = Kky(t)

�
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Remarque 2.3 Les scalaires µijk sont introduits afin de réduire le pessimisme de la condition

suffisante de stabilité exponentielle stochastique donnée par la proposition 2.3.

Preuve. Sachant, d’après la proposition 2.2, que Zijk sont des matrices définies positives quelconques,

définissons Zijk = µijkI ∀i ∈ Z, j ∈ S et k ∈ R. En appliquant le complément de Schur au terme

XijkZijkXijk − Ω
′
ijkXijk −XijkΩijk

l’inégalité (2.13) peut être réécrite comme suit




−µ−1
ijkΩijkΩ

′
ijk (µijkXijk − Ωijk) Ãijk +BjKkC2 + Ωijk XijkΘij Rijk(Xijk)

⋆ −µijkI 0 0 0

⋆ ⋆ −µijkI 0 0

⋆ ⋆ ⋆ ijkג− 0

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ −Sijk(Xijk)





< 0 (2.17)

Alors, et en se basant sur la relation

−µ−1
ijkΩijkΩ

′
ijk ≤ −Ω

′
ijk − Ωijk + µijkI

nous obtenons l’inégalité matricielle (2.16). Cela conclut cette preuve. �

Remarque 2.4 (Robustesse) Dans [APH06], nous nous sommes intéressés à la problématique de

stabilisation robuste du système (2.3). La robustesse est ici relative à des incertitudes paramétriques

affectant les différentes matrices d’état. Le modèle considéré est donné comme suit

ϕ :






dxt = [A(ξt) + ∆A(ξt)]xtdt+ [B(ηt) + ∆B(ηt)]u(yt, ψt, t)dt+ E(ξt, ηt)wtdt+
∑v

l=1 Wl(ξt, ηt)xtd̟lt

yt = C2xt +D2(ξt, ηt)wt

zt = C1xt +D1(ηt)u(yt, ψt, t)

(2.18)

où ∆A(ξt) et ∆B(ηt) représentent les incertitudes paramétriques du système. Ces dernières sont sup-

posées structurées, et plus particulièrement, nous avons considéré une forme NBU (pour Norm Boun-

ded Uncertainties). Les incertitudes paramétriques structurées sont modélisées dans ce cas comme

suit 



∆A(ξt) = DA(ξt)FA(ξt)EA(ξt)

∆B(ηt) = DB(ηt)FB(ηt)EB(ηt)

(2.19)

où DA(ξt), FA(ξt), EA(ξt), DB(ηt), FB(ηt) et EB(ηt) sont des matrices de dimensions appropriées. DA(ξt),

DB(ηt), EA(ξt), EB(ηt) sont supposées connues, et FA(ξt), FB(ηt) sont des fonctions matricielles Lip-

schitziennes vérifiant les conditions




F′
A(ξt)

FA(ξt) ≤ I

F′
B(ηt)

FB(ηt) ≤ I,
∀t ≥ 0 (2.20)

Le résultat suivant peut alors être énoncé
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Proposition 2.4 Si il existe des matrices Xijk = X ′
ijk > 0, Kk, Ωijk et des scalaires positifs εAi

et εBj

vérifiant les LMIs suivantes




̥ijk (µijkXijk − Ωijk) XijkΘij XijkE′
Ai
Rijk(Xijk)

⋆ −µijkI 0 0 0

⋆ ⋆ ijkג− 0 0

⋆ ⋆ ⋆ −εAi
I 0

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ −Sijk
⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

Ãijk +BjKkC2 0

0 0

0 0

0 0

0 0

−µijkI C ′
2K′

kE
′
Bj

⋆ −εBj
I





< 0

(2.21)

où

̥ijk = µijkI− Ωijk − Ω
′
ijk + εAi

DAi
D′
Ai

+ εBj
DBj

D′
Bj

alors le système (2.3) est exponentiellement stabilisable, de manière robuste, au sens de la moyenne

quadratique par un retour statique de sortie, donné par

uk(t) = Kky(t)

�

Remarque 2.5 Les résultats présentés ci-dessus peuvent être aisément appliqués à la problématique

de stabilisation exponentielle stochastique par retour statique de sortie de la classe des systèmes

linéaires à sauts Markoviens (MJLS). Et cela dans le cas où le gain de retour est indépendant du

mode. En effet, cette problématique peut résulter de la non disponibilité d’algorithmes de calcul du

mode actif du système, d’un temps de calcul trop important, etc. Un résultat relatif à la stabilisation

stochastique de cette classe de système a été récemment obtenu dans [BAM04]. En effet, les auteurs

proposent une caractérisation LMI du gain de retour d’état stabilisant stochastiquement le système

en boucle fermée. Ces résultats se basent sur l’utilisation d’une fonction de Lyapunov commune à

tout les modes, rendant ces résultats relativement pessimistes. La contribution essentielle de notre

travail réside dans l’utilisation de fonctions de Lyapunov dépendantes du mode.

Pour cela, considérons la représentation d’état en boucle fermée suivante

ϕcl :






dxt = Ā(φt)xtdt+ Ē(φt)wtdt+
∑v

l=1 Wl(φt)xtd̟lt

yt = C2(φt)xt +D2(φt)wt

zt = C̄1(φt)xt + D̄1(φt)wt

(2.22)

où [
Ā(φt) Ē(φt)

C̄1(φt) D̄1(φt)

]
=

[
A(φt) E(φt)

C1(φt) 0

]
+

[
B(φt)

D1(φt)

]
K
[
C2(φt) D2(φt)

]

Le processus φt est un processus Markovien à temps continu et à espace d’état fini H = {1, ..., h},
muni de la matrice de transition Ξ = [Φ]i,j=1,...,h. Dans ce cas, la probabilité de transition du processus
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φt peut être définie comme suit

pkj(∆t) = Φkj∆t+ ◦(∆t) (k 6= j) (2.23)

où
∑
j∈H

j 6=i

Φij = −Φii.

En se basant sur les mêmes arguments que ceux utilisés pour prouver les résultats de la proposition

2.3, nous pouvons formuler le corollaire suivant. Ce dernier donne une condition suffisante de stabilité

exponentielle stochastique du système bouclé (2.22).

Corollaire 2.1 Si il existe des matrices Xi = X ′
i > 0, K, et Ωi vérifiant les LMI suivantes





µiI− Ωi − Ω
′
i (µiXi − Ωi) Ãi +BiKC2i + Ωi XiΘi Ri(Xi)

⋆ −µiI 0 0 0

⋆ ⋆ −µiI 0 0

⋆ ⋆ ⋆ iג− 0

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ −Si(Xi)





< 0 (2.24)

où µi sont des constantes positives et





Ri(Xi) =
[
αi1Xi, ...αi(i−1)Xi, αi(i+1)Xi, ..., αihXi

]

αil =
√

Φil

Si(Xi) = diag
[
X1, ...,X(i−1),X(i+1), ...,Xh

]

Ãi = Ai − 0.5I
∑
l∈H
l 6=i

Φil

Θi = [W′
1i, . . . ,W

′
vi]

iג = diag [Xi, . . . ,Xi]

alors le système bouclé (2.22) est exponentiellement stable, de manière interne, au sens de la moyenne

quadratique.

Si (2.24) est faisable, alors la loi de commande par retour de sortie statique est donnée comme suit

ut = Kyt

♦

Discussion

i) Avant d’opter pour l’utilisation du Lemme de projection réciproque, et par analogie au cas

déterministe, nous nous sommes intéressés à l’application du Lemme de projection (voir annexe

C : page 191) afin d’obtenir une condition nécessaire et suffisante de stabilité stochastique sous

forme de problème de faisabilité de LMIs avec contraintes de rang. Cependant l’application de ce

lemme conduit à des contrôleurs dépendants de tous les processus aléatoires, ce qui rend ces résultats

inapplicables en pratique.
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ii) Pessimisme. Nous avons pu vérifier expérimentalement que les conditions suffisantes de stabilité

(2.16) introduisent un pessimisme relativement important, notamment pour des problèmes de grande

dimension. Cela est dû à la relation −µ−1
ijkΩijkΩ

′
ijk ≤ −Ω

′
ijk − Ωijk + µijkI. En effet, l’égalité n’est

obtenue que pour Ωijk = µijkI, ce qui revient donc à imposer une structure aux matrices Ωijk.

Afin de palier ces limitations, une solution serait de dériver de nouvelles conditions suffisantes, sous

forme LMI, moins restrictives et moins pessimistes, et d’utiliser alors des algorithmes d’optimisation

convexe. Cependant, dans ce travail, nous nous sommes plutôt intéressés à la caractérisation de tous

les correcteurs statiques stabilisant le système, i.e., dériver des conditions nécessaires et suffisantes

de stabilité stochastique, pour lesquelles des algorithmes numériques performants sont mis en oeuvre.

En raison de la nature du problème, les conditions nécessaires et suffisantes de stabilité sont formulées

sous forme d’inégalités matricielles non linéaires, et des algorithmes d’optimisation non convexe doivent

alors être utilisés. Cela est illustré par la section suivante.

2.2.4 Formulation NLMI

Dans cette section, nous adoptons un nouveau formalisme basé sur la synthèse d’ensembles ellipsöıdaux

de correcteurs. Ce formalisme a été introduit par [PAB02, PA05]. Les résultats sont formulés sous forme

d’inégalités matricielles non linéaires.

Avant de procéder, nous allons d’abord introduire quelques définitions et résultats préliminaires

nécessaires à la dérivation de nos principaux résultats.

2.2.4.1 Définitions

Dans cette section, nous allons dans un premier temps rappeler quelques définitions basiques,

relatives à la notion d’ellipsöıdes dans l’espace vectoriel Rn, puis nous introduirons un ensemble

particulier de matrices qui sera utilisé tout au long de ce document. Dus aux notations et par exten-

sion de la notion d’ellipsöıdes dans Rn, ces ensembles seront appelés ellipsöıdes de matrices dans Rm×p.

Définition 2.2 : Les ellipsöıdes de l’espace vectoriel R2 (les ellipses) Une ellipse peut être

définie par trois éléments : x0, r et Z tels que

x ∈ R2 : (x− x0)
′Z(x− x0) ≤ r (2.25)

x0 ∈ R2 : centre, r ∈ R : rayon, Z ∈ S2, Z > 0, ‖ Z ‖= 1 : géométrie.

Définition 2.3 : Les ellipsöıdes de l’espace vectoriel Rn Les ellipsöıdes de l’espace vectoriel Rn

sont définis par trois éléments : x0, r et Z tels que

x ∈ Rn : (x− x0)
′Z(x− x0) ≤ r (2.26)

x0 ∈ Rn : centre, r ∈ R : rayon, Z ∈ Sn, Z > 0, ‖ Z ‖= 1 : géométrie.
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Définition 2.4 : Les ellipsöıdes de matrices dans Rm×p [PAB02, PA05] Il s’agit de l’extension

aux matrices des ellipsöıdes de Rn. Les ellipsöıdes de matrices sont définis par trois éléments : K0, R

et Z tels que

K ∈ Rm×p : (K −K0)
′Z(K −K0) ≤ R (2.27)

K0 ∈ Rm×p : centre, R ∈ Sp : rayon, Z ∈ Sm, Z > 0, ‖ Z ‖= 1 : géométrie.

Définition 2.5 : Les {X,Y,Z}-ellipsöıdes de matrices dans Rm×p [PAB02, PA05] Un {X,Y,Z}-
ellipsöıde dans Rm×p est l’ensemble des matrices K ∈ Rm×p vérifiant les inégalités matricielles sui-

vantes :

K ∈ Rm×p : Z > 0;
[

I K′
] [ X Y

⋆ Z

][
I

K

]
≤ 0 (2.28)

avec X ∈ Sp, Y ∈ Rp×m, Z ∈ Sm.

Les {X,Y,Z}-ellipsöıdes sont des ellipsöıdes de matrices de centre K0 ∈ Rm×p et de rayon R ∈ Rp×p,

avec :

K0 = −Z−1Y′, R = K′
0ZK0 − X (2.29)

Définition 2.6 [PAB02, PA05] Un {X,Y,Z}-ellipsöıde est non vide, c’est-à-dire qu’il existe au moins

un K vérifiant la relation (2.28), si, et seulement si, le rayon R est semi-défini positif :

{X,Y,Z}-ellipsöıde non vide⇐⇒ R ≥ 0 (2.30)

or :

R ≥ 0⇐⇒ K′
0ZK0 − X ≥ 0⇐⇒ YZ−1ZZ−1Y′ − X ≥ 0⇐⇒ X ≤ YZ−1Y′ (2.31)

Théorème 2.3 [PAB02, PA05] Un {X,Y,Z}-ellipsöıde est non vide, si, et seulement si, la contrainte

non linéaire suivante est vérifiée :

X ≤ YZ−1Y′ (2.32)

�

Lemme 2.1 [PAB02, PA05] En utilisant la formule du complément de schur, nous obtenons

l’équivalence suivante






[
I K′

]


 X Y

⋆ Z







 I

K



 ≤ 0

Z > 0

⇐⇒
[

X + K′Y′ + YK K′Z

⋆ −Z

]
≤ 0 (2.33)

Puisqu’une {X,Y,Z}-ellipsöıde peut se mettre sous la forme d’une LMI, et que l’ensemble des solutions

d’une LMI est convexe, alors l’ensemble des K vérifiant (2.28) est convexe. ♦

La problématique abordée dans cette section se résume comme suit :

Problématique 2.2.
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Trouver tous les ellipsöıdes de matrices de gain de retour statique , K(ψt), tel que :

E
{
‖xt‖2

}
≤ b‖x0‖2 exp [−a(t− t0)] (2.34)

où xt sont les trajectoires du système bouclé (2.5).

H

En se basant sur la proposition 2.1, une caractérisation en terme d’ellipsöıdes de matrices des

compensateurs (ϕs) stabilisant exponentiellement le système bouclé, de manière interne, est donnée

par la proposition suivante.

Proposition 2.5 Le système (2.5) est exponentiellement stochastiquement stable, de manière interne,

au sens de la moyenne quadratique si et seulement si il existe des matrices Pijk = P ′
ijk > 0, Xk ∈ Sq,

Yk ∈ Rq×r et Zk = Z′
k > 0 vérifiant les LMIs suivantes

[
I 0

Ai Bj

]′ [
Θijk Pijk
Pijk 0

][
I 0

Ai Bj

]
<

[
C2 0

0 I

]′ [
Xk Yk

⋆ Zk

][
C2 0

0 I

]
(2.35)

et les inégalités matricielles non linéaires données comme suit

Xk ≤ YkZ
−1
k Y′

k (2.36)

∀i ∈ Z, j ∈ S et k ∈ R, où

Θijk =
v∑

l=1

W′
lijPijkWlij +

∑

h∈Z

πihPhjk +
∑

l∈S

νjlPilk +
∑

v∈R

λijkvPijv (2.37)

Soit {Pijk,Xk,Yk,Zk} une solution, alors les {Xk,Yk,Zk}-ellipsöıdes, non vides, sont des ensembles

de gains stabilisants. �

Preuve.

a) Suffisance

Supposons qu’il existe des matrices {Pijk,Xk,Yk,Zk} vérifiant les inégalités (2.35)-(2.36). En se basant

sur les propriétés des ellipsöıdes de matrices, les {Xk,Yk,Zk}-ellipsöıdes sont non vides. Soit Kk un

élément quelconque du {Xk,Yk,Zk}-ellipsöıde. Les LMIs (2.35) impliquent que pour tout
(
x′t u′t

)
6=

0

(
xt

Aixt +Bjut

)′ [
Θijk Pijk
Pijk 0

](
xt

Aixt +Bjut

)
<

(
C2xt

ut

)′ [
Xk Yk

⋆ Zk

](
C2xt

ut

)
(2.38)

La définition 2.5 implique que pour toute trajectoire non nulle, nous avons

x′tגijkxt < y′t

[
I K′

k

] [ Xk Yk

⋆ Zk

][
I

Kk

]
yt ≤ 0 (2.39)
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où

ijkג = Ā′
ijkPijk + PijkĀijk +

v∑

l=1

W′
lijPijkWlij +

∑

h∈Z

πihPhjk +
∑

l∈S

νjlPilk +
∑

v∈R

λijkvPijv

∀i ∈ Z, j ∈ S et k ∈ R.

La stabilité stochastique est alors vérifiée en se basant sur la proposition 2.1 pour une fonction de

Lyapunov stochastique donnée par ϑ(ξt, ηt, ψt) = x′tP(ξt, ηt, ψt)xt.

b) Nécessité

Supposons que les Kk sont des gains de retour de sortie stabilisants et que ϑ(ξt, ηt, ψt) =

x′tP(ξt, ηt, ψt)xt est une fonction de Lyapunov Stochastique. A partir de la proposition 2.1, nous avons

[
KkC2 −I

]( xt

ut

)
= 0⇒

(
xt

ut

)′ [
I 0

Ai Bj

]′ [
Θijk Pijk
Pijk 0

][
I 0

Ai Bj

](
xt

ut

)
< 0 (2.40)

∀i ∈ Z, j ∈ S et k ∈ R.

En appliquant le Lemme de Finsler [SIG98], il existe des scalaires τijk tel que

[
I 0

Ai Bj

]′ [
Θijk Pijk

Pijk 0

] [
I 0

Ai Bj

]
< τijk

[
KkC2 −I

]′ [
KkC2 −I

]
≤ εk

[
KkC2 −I

]′ [
KkC2 −I

]

(2.41)

où εk = max
i,j

(τijk). L’inégalité (2.35) est obtenue avec

Xk = εkK′
kKk, Yk = −εkK′

k, Zk = εkI

L’élément (2, 2) de la matrice obtenue implique que 0 < Zk. Cela complète cette preuve. �

Remarque 2.6 Comme précédemment, les résultats présentés ci-dessus peuvent être appliqués à la

problématique de stabilisation exponentielle stochastique par retour statique de sortie des (MJLS).

Et cela toujours dans le cas où le gain de retour est indépendant du mode. Cela s’exprime par le

corollaire suivant

Corollaire 2.2 Le système (2.22) est exponentiellement stochastiquement stable, de manière interne,

au sens de la moyenne quadratique si et seulement si il existe des matrices Pi = P ′
i > 0, X ∈ Sq,

Y ∈ Rq×r et Z = Z′ > 0 vérifiant les LMIs suivantes

[
I 0

Ai Bi

]′ [
Θi Pi
Pi 0

][
I 0

Ai Bi

]
<

[
C2i 0

0 I

]′ [
X Y

⋆ Z

][
C2i 0

0 I

]
(2.42)

et les inégalités matricielles non linéaires

X ≤ YZ−1Y′ (2.43)

∀i ∈ H, où

Θi =
v∑

l=1

W′
liPiWli +

∑

v∈H

ΦivPv (2.44)
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Soit {Pi,X,Y,Z} une solution, alors le {X,Y,Z}-ellipsöıde non vide est un ensemble de gains

stabilisants. ♦

Remarque 2.7 Dans la section 2.2.3, nous avons établi des conditions nécessaires et suffisantes

de stabilité exponentielle au sens de la moyenne quadratique du système bouclé (2.5) en terme

d’inégalités matricielles non linéaires (proposition 2.2). Il est donc légitime de questionner l’apport

de l’approche ellipsöıdes de matrices par rapport à ces résultats. Dans ce qui suit, et de manière

non exhaustive, nous donnons quelques avantages du formalisme ellipsöıdes de matrices. Le lecteur

intéressé pourra se référer à [PAB02, PA05] pour une analyse plus complète.

• D’un point de vue numérique, les conditions de stabilité stochastique données par la proposition 2.5

peuvent être aisément résolues par un algorithme d’optimisation non convexe. Ce dernier est basé

sur une technique de complémentarité sur le cône, permettant la prise en compte des contraintes

non convexes et cela en les incluant dans le critère d’un problème d’optimisation convexe. Un tel

algorithme sera proposé dans le chapitre 3.

• Le formalisme ellipsöıdes de matrices permet aussi la synthèse de correcteurs sujets à des

spécifications sur les gains de commande. Dans ce qui suit, nous allons introduire quelques résultats

portant sur la propriété de résilience. Cependant, il est important de noter que des contraintes de

structure, d’inclusion, etc. peuvent aussi être considérées [PAB02, PA05].

2.2.4.2 Fragilité et Résilience

Une application importante de la proposition 2.5 concerne la notion de fragilité de la loi de commande.

Par extension de la notion de stabilité robuste, la notion de résilience est définie comme suit

Définition 2.7 [PAB02, PA05] Soient Kk0 les gains stabilisants du système (2.3) et ∆Kk des en-

sembles d’incertitudes additives sur les gains de retour de sortie Kk0. Les correcteurs sont dits

• fragiles relativement aux ensembles ∆Kk si pour δKk ∈ ∆Kk donnés, le système bouclé avec

Kk = Kk0 + δKk est stochastiquement instable ;

• Non-fragiles, ou résilients si le système bouclé est stochastiquement stable ∀ δKk ∈∆Kk.

La résilience possède le même statut que la notion de robustesse. En effet, cette dernière concerne

les propriétés du système en boucle fermée relativement aux incertitudes paramétriques affectant

le modèle du système, quand à la seconde notion, elle traite des éventuelles incertitudes pouvant

intervenir lors de l’implémentation de la loi de commande calculée.

En se basant sur le même formalisme que précédemment, les corollaires suivants peuvent être énoncés.

Corollaire 2.3. Soient Pijk, Xk, Yk et Zk les solutions des inégalités matricielles (2.35)-(2.36). Les
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correcteurs centraux Kk0 sont résilients relativement aux incertitudes additives δKk avec

Kk = Kk0 + δKk, δ′KkZkδKk ≤ R (2.45)

♦

Le corollaire 2.3 illustre le fait que la notion de fragilité est traitée de façon naturelle dans le

formalisme ellipsöıdes de matrices. En effet, il résulte de la procédure de synthèse des gains sta-

bilisant des ensembles d’incertitudes admissibles. Le volume des {Xk,Yk,Zk}-ellipsöıdes résultant

peut alors être utilisé pour évaluer la résilience des correcteurs statiques. Cependant, le volume

ne prend pas en considération la notion de géométrie. Lorsqu’une géométrie particulière est sou-

haitée, les Corollaires suivants montrent comment modifier le problème d’inégalités matricielles initial.

Corollaire 2.4. Soient Pijk, Xk, Yk et Zk les solutions des inégalités matricielles (2.35)-(2.36) sous

les contraintes

Zk = I, 0 < ρkI ≤ YkY
′
k − Xk (2.46)

alors les correcteurs centraux Kk0 = −Y′
k sont résilients, relativement aux incertitudes additives

bornées en norme, δKk, avec

Kk = Kk0 + δKk, δ′KkδKk ≤ ρkI (2.47)

♦

Corollaire 2.5. Soient Pijk, Xk, Yk et Zk les solutions des inégalités matricielles (2.35)-(2.36) sous

les contraintes

Xk ≤ (1− δ̄2)YZ−1Y′ (2.48)

alors les correcteurs centraux Kk0 = −Z−1Y′
k sont résilients, relativement à toutes les incertitudes

multiplicatives vérifiant

Kk = Kk0 + δKk0, | δ |≤ δ̄ (2.49)

♦

2.3 Retour dynamique de sortie

Dans ce qui suit, les résultats portant sur la stabilisation stochastique par retour dynamique de sortie

seront exposés de manière à respecter la chronologie de nos travaux. L’objectif étant de mettre en

évidence la complexité de cette problématique.

2.3.1 Formulation LMI

Dans un premier temps, et par analogie au cas déterministe, nous nous sommes fixés comme objectif

l’obtention de conditions nécessaires et suffisantes de stabilité stochastique sous forme de problème de

faisabilité d’inégalités matricielles linéaires.
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Le modèle dynamique de l’AFTCSMP, défini dans un espace probabilisé (Ω,F , P ), considéré est décrit

par les EDS suivantes

ϕ :






ẋt = A(ξt)xt +B(ηt)u(yt, ψt, t) + E(ξt, ηt)wt

yt = C2xt +D2(ξt, ηt)wt

zt = C1xt +D1(ηt)u(yt, ψt, t)

(2.50)

Le correcteur dynamique d’ordre plein est donné comme suit

ϕc :





v̇t = Ac(ψt)vt +Bc(ψt)yt

ut = Cc(ψt)vt
(2.51)

où Ac(ψt), Bc(ψt) et Cc(ψt) sont des matrices de dimensions appropriées.

La représentation d’état du système en boucle fermée est alors donnée par

ϕcl :






χ̇t = Λ(ξt, ηt, ψt)χt + Ē(ξt, ηt, ψt)wt

ȳt = C̄2(ψt)χt + D̄2(ξt, ηt)wt

zt = C̄1(ηt, ψt)χt

(2.52)

où :

χt = [x′t, v
′
t]
′; ȳt = [y′t, u

′
t]
′; Λ(ξt, ηt, ψt) =

[
A(ξt) B(ηt)Cc(ψt)

Bc(ψt)C2 Ac(ψt)

]
;

Ē(ξt, ηt, ψt) =

[
E(ξt, ηt)

Bc(ψt)D2(ξt, ηt)

]
; C̄2(ψt) =

[
C2 0

0 Cc(ψt)

]
; D̄2(ξt, ηt) =

[
D2(ξt, ηt)

0

]
;

C̄1(ηt, ψt) =
[
C1 D1(ηt)Cc(ψt)

]
. (2.53)

Le problème de stabilisation abordé peut être formulé comme suit

Problématique 2.3.

Établir une caractérisation LMI de tous les correcteurs dynamiques (conditions nécessaires et

suffisantes) ϕd tel que :

E
{
‖χt‖2

}
≤ b‖χ0‖2 exp [−a(t− t0)] (2.54)

où χt sont les trajectoires du système bouclé (2.52).

H

Avant d’introduire le résultat principal de cette section et toujours dans un soucis de clarification,

nous commencerons par donner quelques résultats préliminaires. Ces résultats sont similaires à ceux

donnés dans la section 2.2.2 pour le cas du retour statique de sortie.

2.3.1.1 Résultats Préliminaires

Dans cette section, nous récapitulons quelques résultats portant sur la stabilité exponentielle, au sens

de la moyenne quadratique, du système en boucle fermée (2.52).
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Dans ce qui suit, et sans perte de généralité, nous supposerons que le point d’équilibre, χ = 0, est la

solution en laquelle les propriétés de stabilité sont examinées.

Le corollaire suivant donne une condition suffisante pour la stabilité exponentielle, de manière interne,

au sens de la moyenne quadratique du système en boucle fermée (2.52).

Corollaire 2.6 La solution χ = 0 du système bouclé (2.52) est exponentiellement stable, de manière

interne, au sens de la moyenne quadratique ∀t ≥ t0 si il existe une fonction de Lyapunov stochastique

ϑ(χt, ξt, ηt, ψt, t) telle que

K1‖χt‖2 ≤ ϑ(χt, ξt, ηt, ψt, t) ≤ K2‖χt‖2 (2.55)

et

Lϑ(χt, ξt, ηt, ψt, t) ≤ −K3‖χt‖2 (2.56)

où K1, K2 et K3 sont des constantes positives données. ♦

Une condition nécessaire pour la stabilité exponentielle, au sens de la moyenne quadratique du

système en boucle fermée (2.52) est donnée par le corollaire 2.7.

Corollaire 2.7 Si la solution χ = 0 du système bouclé (2.52) est exponentiellement stable au sens de

la moyenne quadratique, alors pour toute fonction W (χt, ξt, ηt, ψt, t) quadratique en les variables χt,

définie positive, bornée et continue ∀t ≥ t0, ∀ξt ∈ Z, ∀ηt ∈ S et ∀ψt ∈ R, il existe une fonction définie

positive ϑ(χt, ξt, ηt, ψt, t) quadratique en les variables χt vérifiant les conditions du corollaire 2.6 et

telle que Lϑ(χt, ξt, ηt, ψt, t) = −W (χt, ξt, ηt, ψt, t). ♦

La proposition suivante donne une condition nécessaire et suffisante pour la stabilité exponentielle du

système en boucle fermée (2.52).

Proposition 2.6 Le système bouclé (2.52) est exponentiellement stable, de manière interne, au sens

de la moyenne quadratique si et seulement si il existe des matrices symétriques définies positives Pijk,
i ∈ Z, j ∈ S and k ∈ R telle que :

Λ̃′
ijkPijk + PijkΛ̃ijk +

∑

h∈Z
h 6=i

πihPhjk +
∑

l∈S
l 6=j

νjlPilk +
∑

v∈R
v 6=k

λijkvPijv < 0 (2.57)

∀i ∈ Z, j ∈ S and k ∈ R, où

Λ̃ijk = Λijk − 0.5I




∑

h∈Z
h 6=i

πih +
∑

l∈S
l 6=j

νjl +
∑

v∈R
v 6=k

λijkv



 (2.58)

�
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Preuve La preuve de cette proposition se déduit aisément des Corollaires 2.6 et 2.7. �

En se basant sur les résultats ci-dessus, une caractérisation par inégalités matricielles linéaires des

compensateurs (ϕc) stabilisant exponentiellement le système bouclé, de manière interne, au sens de

la moyenne quadratique est donnée par la proposition suivante.

Proposition 2.7 Le système bouclé (2.52) est exponentiellement stable, de manière interne, au sens

de la moyenne quadratique si et seulement si il existe des matrices Xijk = X ′
ijk, Yijk = Y ′

ijk, Hijk, et

Fijk, ∀i ∈ Z, j ∈ S et k ∈ R, solutions des inégalités matricielles linéaires suivantes

[
ÃijkYijk + YijkÃ′

ijk + F ′
ijkB

′
j +BjFijk Rijk(Yijk)

⋆ Sijk(Yijk)

]
< 0 (2.59)

Ã′
ijkXijk + XijkÃijk + C ′

2H′
ijk +HijkC2 +

∑

h∈Z
h 6=i

πihXhjk +
∑

l∈S
l 6=j

νjlXilk +
∑

v∈R
v 6=k

λijkvXijv < 0 (2.60)

[
Yijk I

⋆ Xijk

]
> 0 (2.61)

où 




Rijk(Yijk) = [R1ijk(Yijk),R2ijk(Yijk),R3ijk(Yijk)]
R1ijk(Yijk) =

[
αi1Yijk, ...αi(i−1)Yijk, αi(i+1)Yijk, ..., αizYijk

]

R2ijk(Yijk) =
[
βj1Yijk, ...βj(j−1)Yijk, βj(j+1)Yijk, ..., βjsYijk

]

R3ijk(Yijk) =
[
γk1Yijk, ...γk(k−1)Yijk, γk(k+1)Yijk, ..., γkrYijk

]

αil =
√
πil;βjl =

√
νjl; γkl =

√
λijkl

Sijk(Yijk) = −diag [S1ijk(Yijk),S2ijk(Yijk),S3ijk(Yijk)]
S1ijk(Yijk) =

[
Y1jk, ...,Y(i−1)jk,Y(i+1)jk, ...,Yzjk

]

S2ijk(Yijk) =
[
Yi1k, ...,Yi(j−1)k,Yi(j+1)k, ...,Yisk

]

S3ijk(Yijk) =
[
Yij1, ...,Yij(k−1),Yij(k+1), ...,Yijr

]

Ãijk = Ai − 0.5I




∑
h∈Z
h 6=i

πih +
∑
l∈S
l 6=j

νjl +
∑
v∈R
v 6=k

λijkv





Les correcteurs (ϕc) correspondant sont donnés comme suit :

Acijk =
(
Xijk − Y−1

ijk

)−1



Ã
′
ijk + XijkÃijkYijk + XijkBjFijk +HijkC2Yijk +




∑

h∈Z
h 6=i

πihY−1
hjk

+
∑

l∈S
l 6=j

νjlY−1
ilk +

∑

v∈R
v 6=k

λijkvY−1
ijv



Yijk



Y
−1
ijk + 0.5I




∑

h∈Z
h 6=i

πih +
∑

l∈S
l 6=j

νjl +
∑

v∈R
v 6=k

λijkv



 (2.62)
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Bcijk =
(
Y−1
ijk −Xijk

)−1
Hijk (2.63)

Ccijk = FijkY−1
ijk (2.64)

�

Preuve.

a) Suffisance

Supposons que Xijk = X ′
ijk, Yijk = Y ′

ijk, Hijk, et Fijk, ∀i ∈ Z, j ∈ S et k ∈ R soient des solutions

faisables des LMIs (2.59)-(2.61). Alors, pour un partitionnement des matrices Pijk et Tijk donné par

Pijk =

[
Xijk Y−1

ijk −Xijk
⋆ Xijk − Y−1

ijk

]
> 0 (2.65)

Tijk =

[
Yijk I

Yijk 0

]
(2.66)

et Acijk, Bcijk, Ccijk définies par (2.62)-(2.64), il s’en suit (en utilisant le complément de Schur)

l’inégalité matricielle (2.67) qui implique que les inégalités matricielles couplées (2.57) sont vérifiées.

Alors, et en se basant sur la proposition 2.6, le système bouclé (2.52) est exponentiellement stable.

T ′
ijk



Λ̃′
ijkPijk + PijkΛ̃ijk +

∑

h∈Z
h 6=i

πihPhjk +
∑

l∈S
l 6=j

νjlPilk +
∑

v∈R
v 6=k

λijkvPijv



 Tijk =

[
Z1ijk 0

0 Z2ijk

]
< 0

(2.67)

où

Z1ijk = ÃijkYijk + YijkÃ′
ijk + F ′

ijkB
′
i +BiFijk

+ Yijk




∑

h∈Z
h 6=i

πihY−1
hjk +

∑

l∈S
l 6=j

νjlY−1
ilk +

∑

v∈R
v 6=k

λijkvY−1
ijv



Yijk (2.68)

Z2ijk = Ã′
ijkXijk + XijkÃijk + C ′

jH′
ijk +HijkCj +

∑

h∈Z
h 6=i

πihXhjk +
∑

l∈S
l 6=j

νjlXilk +
∑

v∈R
v 6=k

λijkvXijv (2.69)

b) Nécessité

Supposons que le système bouclé (2.52) est exponentiellement stable, de manière interne, au sens de la

moyenne quadratique, alors la proposition 2.6 implique que les inégalités matricielles couplées (2.57)

sont vérifiées. Soit le partitionnement de la matrice Pijk donné comme suit :

Pijk =

[
P1ijk P2ijk

⋆ P3ijk

]
(2.70)
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Définissons les matrices

Yijk =
(
P1ijk − P2ijkP−1

3ijkP ′
2ijk

)−1
> 0 (2.71)

Tijk =

[
Yijk I

Yijk 0

]
;Jijk =

[
I 0

0 −P−1
3ijkP ′

2ijk

]
(2.72)

En multipliant (2.57) à gauche par T ′
ijkJ ′

ijk, et à droite par JijkTijk, nous obtenons :

[
N1ijk M′

ijk

⋆ N2ijk

]
+

[
N3ijk 0

0 N4ijk

]
< 0 (2.73)

où






N1ijk = ÃijkYijk + YijkÃ′
ijk + F ′

ijkB
′
i +BiFijk

N2ijk = Ã′
ijkP1ijk + P1ijkÃijk + C ′

jH′
ijk +HijkCj

Mijk = Ã′
ijk + P1ijkÃijkYijk + P1ijkBiFijk +HijkCjYijk − P2ijkÃcijkP−1

3ijkP ′
2ijkYijk

+




∑
h∈Z
h 6=i

πih

(
P1hjk − P2hjkP−1

3ijkP ′
2ijk

)
+
∑
l∈S
l 6=j

νjl

(
P1ilk − P2ilkP−1

3ijkP ′
2ijk

)

+
∑
v∈R
v 6=k

λijkv

(
P1ijv − P2ijvP−1

3ijkP ′
2ijk

)


Yijk

Ãcijk = Acijk − 0.5I




∑
h∈Z
h 6=i

πih −
∑
l∈S
l 6=j

νjl −
∑
v∈R
v 6=k

λijkv





Fijk = −CcijkP−1
3ijkP ′

2ijkYijk
Hijk = P2ijkBcijk

N3ijk =
∑
v∈R
v 6=k

λijkvYijk
[
Y−1
ijv +

(
P2ijkP−1

3ijkP3ijv − P2ijv

)
P−1

3ijv

(
P2ijkP−1

3ijkP3ijv − P2ijv

)′]
Yijk

+
∑
l∈S
l 6=j

νjlYijk
[
Y−1
ilk +

(
P2ijkP−1

3ijkP3ilk − P2ilk

)
P−1

3ilk

(
P2ijkP−1

3ijkP3ilk − P2ilk

)′]
Yijk

+
∑
h∈Z
h 6=i

πihYijk
[
Y−1
hjk +

(
P2ijkP−1

3ijkP3hjk − P2hjk

)
P−1

3hjk

(
P2ijkP−1

3ijkP3hjk − P2hjk

)′]
Yijk

N4ijk =
∑
h∈Z
h 6=i

πihP1hjk +
∑
l∈S
l 6=j

νjlP1ilk +
∑
v∈R
v 6=k

λijkvP1ijv

Les conditions Pijk > 0, ∀i ∈ Z, j ∈ S et k ∈ R sont équivalentes à

T ′
ijkJ ′

ijkPijkJijkTijk =

[
Yijk I

⋆ P1ijk

]
> 0 (2.74)
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Sachant que

∑

v∈R
v 6=k

λijkv

(
P2ijkP−1

3ijkP3ijv − P2ijv

)
P−1

3ijv(P2ijkP−1
3ijkP3ijv − P2ijv)

′ +
∑

l∈S
l 6=j

νjl

(
P2ijkP−1

3ijkP3ilk − P2ilk

)
P−1

3ilk

(
P2ijkP−1

3ijkP3ilk − P2ilk

)′
+
∑

h∈Z
h 6=i

πih

(
P2ijkP−1

3ijkP3hjk − P2hjk

)
P−1

3hjk

(
P2ijkP−1

3ijkP3hjk − P2hjk

)′
≥ 0

(2.75)

et en utilisant le complément de Schur, il s’en suit que (2.59)-(2.61) sont vérifiées pour, Xijk = P1ijk,

∀i ∈ Z, j ∈ S et k ∈ R. D’où le résultat escompté. �

Remarque 2.8 (Robustesse) Dans [APS05], nous avons obtenu des conditions nécessaires et suffi-

santes de stabilité exponentielle robuste pour le système (2.50) sujet à des incertitudes paramétriques.

Le modèle considéré est donné comme suit

ϕ :






ẋt = [A(ξt) + ∆A(ξt)]xt +B(ηt)u(yt, ψt, t) + E(ξt, ηt)wt

yt = C2xt +D2(ξt, ηt)wt

zt = C1xt +D1(ηt)u(yt, ψt, t)

(2.76)

Les incertitudes considérées sont de deux types

i) Incertitudes structurées :

• NBU : ce type d’incertitudes est modélisé comme suit

∆A(ξt) = H(ξt)F(ξt)G(ξt)

• LCU (pour Linear Combination Uncertainties) : Le modèle de cette forme d’incertitudes struc-

turées est donné par

∆A(ξt) =

p∆∑

l=1

Nl(ξt)al(ξt, t)

où Nl(ξt) sont des matrices connues et alt représentent les paramètres incertains bornés, i.e.

|ali(t)| ≤ āi ∀l ∈ {1, ..., p∆}, ξ(t) = i ∈ Z, ∀t ≥ 0

où āi sont des scalaires positifs donnés. Les matrices Nl(ξt) peuvent être réécrites comme suit

Nl(ξt) = dl(ξt)v
′
l(ξt)

où dl(ξt) et vl(ξt) sont des matrices de dimensions appropriées.

ii) Incertitudes non structurées :

• VBU (pour Value Bounded Uncertainties) : Les incertitudes paramétriques sont dans ce cas

modélisées comme suit :

|∆Ai| ≤Mi, Mi = [mlj ]i;mlj ≥ 0

où | · | représente le module des différents éléments des matrices correspondantes et Mi est une

matrice connue, dont tout les éléments sont positifs.
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Le résultat suivant peut alors être énoncé

Proposition 2.8 Une condition nécessaire et suffisante de stabilité exponentielle robuste, au sens de

la moyenne quadratique du système (2.76) couplé avec (2.51) est que les LMIs suivantes





φijk ∆′
ijk Rijk(Yijk)

⋆ −γiI 0

⋆ ⋆ Sijk(Yijk)



 < 0 (2.77)

[
θijk Ξijk

⋆ −(1/γi)I

]
< 0 (2.78)

[
Yijk I

⋆ Xijk

]
> 0 (2.79)

où

a) Incertitudes (NBU)






φijk = ijkג + γiHiH
′
i

θijk = kijk + (1/γi)G
′
iGi

ijkג = ÃijkYijk + YijkÃ′
ijk + F ′

ijkB
′
j +BjFijk

kijk = Ã′
ijkXijk + XijkÃijk + C ′

2L′ijk + LijkC2 +
∑
h∈Z
h 6=i

πihXhjk +
∑
l∈S
l 6=j

νjlXilk +
∑
v∈R
v 6=k

λijkvXijv

∆ijk = GiYijk
Ξijk = XijkHi

b) Incertitudes (LCU) 




φijk = ijkג + āiγiWiW
′
i

θijk = kijk + (āi/γi)T
′
iTi

Wi =
[
d1i . . .dp△i

]

Ti =
[

v1i
... vp△i

]′

∆ijk =
√

āiTiYijk
Ξijk =

√
āiXijkWi

c) Incertitudes (VBU) 




φijk = ijkג + γiI

θijk = kijk + (n/γi) diag(M′
iMi)

∆ijk =
√
n diag(M′

iMi)Yijk
Ξijk = Xijk
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admettent des solutions Xijk = X ′
ijk, Yijk = Y ′

ijk, Lijk, Fijk et γi > 0, ∀i ∈ Z, j ∈ S et k ∈ R. Les

contrôleurs correspondants (ϕc) sont donnés par

Bcijk = (Y−1
ijk −Xijk)−1Lijk (2.80)

Ccijk = FijkY−1
ijk (2.81)

Acijk =
(
Xijk − Y−1

ijk

)−1



Ã
′
ijk + XijkÃijkYijk + XijkBjFijk + LijkC2Yijk +




∑

h∈Z
h 6=i

πihY−1
hjk

+
∑

l∈S
l 6=j

νjlY−1
ilk +

∑

v∈R
v 6=k

λijkvY−1
ijv + Σijk



Yijk + Φijk



Y
−1
ijk + 0.5I




∑

h∈Z
h 6=i

πih +
∑

l∈S
l 6=j

νjl +
∑

v∈R
v 6=k

λijkv





(2.82)

où

a) Incertitudes (NBU) 



Σijk = (1/γi)G

′
iGi

Φijk = γiXijkHiH
′
i

b) Incertitudes (LCU) 



Σijk = (āi/γi)T

′
iTi

Φijk = āiγiXijkWiW
′
i

c) Incertitudes (VBU) 



Σijk = (n/γi)diag(M

′
iMi)

Φijk = γiXijk

�

Remarque 2.9 Le résultat introduit ci-dessus nous montre que l’obtention de conditions nécessaires

et suffisantes de stabilité stochastique sous forme LMI conduit à des correcteurs dépendant des

processus Markoviens ηt, ξt et ψt. Cela rend ces correcteurs irréalisables en pratique. Ce résultat

illustre encore une fois la complexité de la problématique abordée dans ce travail. Cependant, et en

adoptant la même méthodologie que dans [MJZ03], ces résultats peuvent être exploités pour l’étude

des effets des imperfections du module de FDI sur la stabilité du système tolérant aux défauts.

Une première alternative dans la procédure de synthèse serait de transformer le problème de synthèse

de correcteurs dynamiques en problème de synthèse de correcteurs statiques et d’appliquer ainsi les

résultats développés dans la section 2.2.3. Cela se résume comme suit
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Corollaire 2.8 La synthèse de correcteurs dynamiques ϕd, donnés par

ϕd :





v̇t = Ad(ψt)vt +Bd(ψt)yt

ut = Cd(ψt)vt +Dd(ψt)yt
(2.83)

pour le système (2.3), peut se ramener à la recherche de correcteurs statiques K(ψt) pour le système

augmenté ϕaug

ϕaug :






dx̄t = Ã(ξt)x̄tdt+ B̃(ηt)ū(ȳt, ψt, t)dt+ Ẽ(ξt, ηt)w(t)dt+
∑v

l=1 W̃l(ξt, ηt)x̄td̟lt

ȳt = C̃2x̄t + D̃2(ξt, ηt)wt

zt = C̃1x̄t + D̃1(ηt)ū(ȳt, ψt, t)

(2.84)

où 




x̄t =
[
x′t v′t

]′
; ȳt =

[
v′t y′t

]′
; ūt = K(ψt)ȳt

K(ψt) =



 Ad(ψt) Bd(ψt)

Cd(ψt) Dd(ψt)



 ; Ã(ξt) =



 A(ξt) 0

0 0



 ;

B̃(ηt) =



 0 B(ηt)

I 0



 ; Ẽ(ξt, ηt) =



 E(ξt, ηt)

0



 ;

W̃l(ξt, ηt) =



 Wl(ξt, ηt) 0

0 0



 ; C̃2 =



 0 I

C2 0



 ; D̃2(ξt, ηt) =



 0

D2(ξt, ηt)



 ;

C̃1 =
[
C1 0

]
; D̃1(ηt) =

[
0 D1(ηt)

]
.

♦

La reformulation du problème sous forme de synthèse de correcteurs statiques conduit en se basant

sur les résultats de la section 2.2.3 au résultat suivant

Proposition 2.9 (Formulation LMI) Si il existe des matrices Xijk = X ′
ijk > 0, Kk, et Ωijk vérifiant

les LMIs suivantes




µijkI− Ωijk − Ω
′
ijk (µijkXijk − Ωijk) Âijk + B̃jKkC̃2 + Ωijk XijkΘij Rijk(Xijk)

⋆ −µijkI 0 0 0

⋆ ⋆ −µijkI 0 0

⋆ ⋆ ⋆ ijkג− 0

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ −Sijk(Xijk)





< 0

(2.85)

où

Âijk = Ãi − 0.5I




∑

h∈Z
h 6=i

πih +
∑

l∈S
l 6=j

νjl +
∑

v∈R
v 6=k

λijkv





alors le système (2.84) couplé avec (2.83) est exponentiellement stable, de manière interne, au sens de

la moyenne quadratique. �
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Remarque 2.10 Comme pour le cas du retour de sortie statique, le résultat présenté ci-dessus peut

être appliqué à la problématique de stabilisation exponentielle stochastique par retour dynamique

de sortie des (MJLS). Et cela dans le cas où les différentes matrices du correcteur dynamique sont

indépendantes du mode. La synthèse du correcteur dynamique indépendant du mode se reformule là

aussi sous forme de synthèse de correcteur statique. Cela se résume comme suit

Corollaire 2.9 La synthèse du correcteur dynamique ϕd, donné par

ϕd :





v̇t = Advt +Bdyt

ut = Cdvt +Ddyt
(2.86)

pour le système (2.22), peut se ramener à la recherche d’un correcteur statique K pour le système

augmenté ϕaug

ϕaug :






dx̄t = Ã(Φt)̄xtdt+B̃(Φt)ū(ȳt, t)dt+Ẽ(Φt)w(t)dt+
∑v

l=1 W̃l(Φt)x̄td̟lt

ȳt = C̃2(Φt)x̄t + D̃2(Φt)wt

zt = C̃1(Φt)x̄t + D̃1(Φt)ū(ȳt, t)

(2.87)

où 




x̄t =
[
x′t v′t

]′
; ȳt =

[
v′t y′t

]′
; ūt = Kȳt

K =



 Ad Bd

Cd Dd



 ; Ã(Φt) =



 A(Φt) 0

0 0



 ;

B̃(Φt) =



 0 B(Φt)

I 0



 ; Ẽ(Φt) =



 E(Φt)

0



 ;

W̃l(Φt) =



 Wl(Φt) 0

0 0



 ; C̃2(Φt) =



 0 I

C2(Φt) 0



 ; D̃2(Φt) =



 0

D2(Φt)



 ;

C̃1(Φt) =
[
C1(Φt) 0

]
; D̃1(Φt) =

[
0 D1(Φt)

]
.

♦

Le résultat suivant peut alors être énoncé

Corollaire 2.10 (Formulation LMI) Si il existe des matrices Xi = X ′
i > 0, K, et Ωi vérifiant les

LMIs suivantes





µiI− Ωi − Ω
′
i (µiXi − Ωi) Âi + B̃iKC̃2i + Ωi XiΘi Ri(Xi)

⋆ −µiI 0 0 0

⋆ ⋆ −µiI 0 0

⋆ ⋆ ⋆ iג− 0

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ −Si(Xi)





< 0 (2.88)
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où 




Ri(Xi) =
[
αi1Xi, ...αi(i−1)Xi, αi(i+1)Xi, ..., αihXi

]

αil =
√

Φil

Si(Xi) = diag
[
X1, ...,X(i−1),X(i+1), ...,Xh

]

Âi = Ãi − 0.5I
∑
l∈H
l 6=i

Φil

Θi =
[
W̃′

1i, . . . , W̃
′
vi

]

iג = diag [Xi, . . . ,Xi]

alors le système (2.87) couplé avec (2.86) est exponentiellement stable. ♦

2.3.1.2 Discussion

Comme nous l’avons déjà souligné dans la section 2.2.3, le pessimisme introduit par les conditions

de stabilité (2.85) et (2.88) est relativement important, notamment pour des problèmes de grandes

dimensions. Cependant, ces approches peuvent être utilisées comme une première étape précédent la

mise en oeuvre d’algorithmes plus élaborés. En effet, si le problème LMI (2.85) est faisable, alors les

correcteurs dynamiques stabilisant stochastiquement le système tolérants aux défauts sont caractérisés

par ces solutions LMI (les problèmes LMI étant convexes, leur résolution numérique s’appuie sur des

outils existant très performants). Dans le cas contraire aucune conclusion ne peut être tirée sur l’exis-

tence de correcteurs stabilisants (conditions suffisantes). D’autres conditions et méthodes doivent alors

être développées pour la résolution de cette problématique.

La première méthode proposée se base sur une formulation BMI du problème de stabilisation stochas-

tique. Cette approche est développée dans la section suivante.

2.3.2 Formulation BMI

Le système en boucle fermée résultant du couplage de (2.3) et de (2.51) s’écrit comme suit

ϕcl :






dχt = Λ(ξt, ηt, ψt)χtdt+ Ē(ξt, ηt, ψt)wtdt+
∑v

l=1 W̄l(ξt, ηt)χtd̟lt

ȳt = C̄2(ψt)χt + D̄2(ξt, ηt)wt

zt = C̄1(ηt, ψt)χt

(2.89)

où les différentes matrices sont données par (2.53) et W̄l(ξt, ηt) =

[
Wl(ξt, ηt) 0

0 0

]
.

Avant de présenter le résultat principal de cette section, nous introduisons le résultat préliminaire

donnée par la proposition 2.10.

Proposition 2.10 Le système bouclé (2.89) est exponentiellement stable, de manière interne, au sens

de la moyenne quadratique si et seulement si il existe des matrices symétriques définies positives Pijk,



2.3 Retour dynamique de sortie 79

i ∈ Z, j ∈ S and k ∈ R tel que :

Λ̃′
ijkPijk + PijkΛ̃ijk +

v∑

l=1

W̄′
lijPijkW̄lij +

∑

h∈Z
h 6=i

πihPhjk +
∑

l∈S
l 6=j

νjlPilk +
∑

v∈R
v 6=k

λijkvPijv < 0 (2.90)

∀i ∈ Z, j ∈ S et k ∈ R. �

Preuve La preuve de cette proposition est similaire à celle de la proposition 2.1. �

La formulation BMI du problème de stabilisation exponentielle stochastique par retour dynamique

de sortie du système tolérant aux défauts à sauts Markoviens est basée sur le lemme C.5 et la pa-

ramétrisation suivante des matrices de Lyapunov Pijk

Pijk =MT
kN−1

ijkMk > 0 (2.91)

où Nijk sont des matrices symétriques définies positives et Mk sont des matrices non singulières.

Cette paramétrisation est inspirée des travaux de [dSTB04] portant sur le filtrage H∞, indépendant

du mode, des MJLS.

En se basant sur la proposition 2.10 et avec des matrices Pijk données par (2.91), une caractérisation

en terme d’inégalités matricielles bilinéaires des compensateurs (2.51) stabilisant le système (2.3) est

donnée par la proposition suivante.

Proposition 2.11 Si il existe des matrices Rk, Sk, Dk, Xk, Yk, Zk et des matrices symétriques Nijk,

i ∈ Z, j ∈ S et k ∈ R telle que





Ωk + Ω′
k ⋆ ⋆

Aijk − Nijk δijkNijk ⋆

Ξijk 0 −Γijk



 < 0 (2.92)

où

Ωk =

[
Rk 0

Sk + Dk Dk

]
(2.93)

Aijk =

[
RkAi + RkBjZk RkBjZk

SkAi + YkC2 + Xk + SkBjZk Xk + SkBjZk

]
(2.94)

Γijk = diag {k1ijk,k2ijk,k3ijk,k4ijk} (2.95)
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




k1ijk =
[
N1jk, . . .N(i−1)jk,N(i+1)jk, . . .Nzjk

]

k2ijk =
[
Ni1k, . . .Ni(j−1)k,Ni(j+1)k, . . .Nisk

]

k3ijk =
[
Nij1, . . .Nij(k−1),Nij(k+1), . . .Nijr

]

k4ijk = [Nijk, . . . ,Nijk]

Ξijk = [̥1ijk,̥2ijk,̥3ijk,̥4ijk]
′

̥1ijk =
[√

πi1Ω
′
k, . . . ,

√
πi(i−1)Ω

′
k,
√
πi(i+1)Ω

′
k, . . . ,

√
πizΩ

′
k

]

̥2ijk =
[√

νj1Ω
′
k, . . . ,

√
νj(j−1)Ω

′
k,
√
νj(j+1)Ω

′
k, . . . ,

√
νjsΩ

′
k

]

̥3ijk =

[√
λijk1Ω

′
k, . . . ,

√
λijk(k−1)Ω

′
k,
√
λijk(k+1)Ω

′
k, . . . ,

√
λijkrΩ

′
k

]

̥4ijk =
[
Φ′

1ijk, . . . ,Φ
′
vijk

]

Φlijk =



 RkWlij 0

SkWlij 0





δijk = −




∑
h∈Z
h 6=i

πih +
∑
l∈S
l 6=j

νjl +
∑
v∈R
v 6=k

λijkv





(2.96)

et k4ijk, ̥4ijk comportent v éléments. Alors, le système (2.3) couplé avec (2.51) est exponentiellement

stable.

Les matrices de fonctions de transferts des contrôleurs dynamiques correspondant sont données comme

suit

Hk(s) = Zk
(
sI− D−1

k Xk

)−1
D−1
k Yk, ∀k ∈ R. (2.97)

�

Preuve La preuve de cette proposition se base sur les mêmes arguments que pour la preuve de la

proposition 3.12 (voir chapitre 3). �

Remarque 2.11 Les résultats donnés par la proposition 2.10 peuvent être aisément appliqués à la

problématique de stabilisation exponentielle stochastique par retour dynamique de sortie des (MJLS).

Et cela, dans le cas où le contrôleur est indépendant du mode. Ceci est illustré par le corollaire suivant.

Corollaire 2.12 Si il existe des matrices R, S, D, X, Y, Z et des matrices symétriques Ni, i ∈ H, tel

que 



Ω + Ω′ ⋆ ⋆

Ai − Ni δiNi ⋆

Ξi 0 −Γi



 < 0 (2.98)

où

Ω =

[
R 0

S + D D

]
(2.99)
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Ai =

[
RAi + RBiZ RBiZ

SAi + YC2i + X + SBiZ X + SBiZ

]
(2.100)

Γi = diag {k1i,k2i} (2.101)






k1i =
[
N1, . . .N(i−1),N(i+1), . . .Nh

]

k2i = [Ni, . . . ,Ni]

Ξi = [̥1i,̥2i]
′

̥1i =
[√

Φi1Ω
′, . . . ,

√
Φi(i−1)Ω

′,
√

Φi(i+1)Ω
′, . . . ,

√
ΦihΩ

′
]

̥2i = [Φ′
1i, . . . ,Φ

′
vi]

Φli =



 RWli 0

SWli 0





δi = −∑
l∈H
l 6=i

Φil

(2.102)

et k2i, ̥2i comportent v éléments. Alors, le système (2.22) couplé avec (2.86) (avec Dd = 0) est

exponentiellement stable au sens de la moyenne quadratique.

La matrice de fonctions de transferts du contrôleur dynamique correspondant est donnée comme suit

H(s) = Z
(
sI− D−1X

)−1
D−1Y (2.103)

♦

2.3.3 Discussion

Les conditions de stabilité (sous forme d’inégalités matricielles) données dans la proposition 2.11 et le

corollaire 2.12 n’étant pas linéaires en les variables, il est difficile de vérifier leur faisabilité directement.

Cependant, la paramétrisation donnée par ces conditions offre plusieurs avantages :

• La caractérisation donnée par la proposition 2.11 et le corollaire 2.12 permettent une paramétrisation

explicite des différentes matrices des correcteurs dynamiques (problem in closed form [GBdO99]) ;

• Le problème de stabilisation stochastique avec des matrices de sorties des correcteurs fixées (sem-

blable au problème de commande énoncé dans [TIH96]), est un problème sous forme LMI ;

• Pour Zk fixés, les conditions (2.92) sont sous forme LMIs en les variables Nijk, Rk, Sk, Dk, Xk, Yk ;

• Pour Rk et Sk fixés, les conditions (2.92) sont sous forme LMIs en les variables Nijk, Dk, Xk, Yk, Zk.

Cela suggère une méthode de type décente coordonnée. Un tel algorithme, avec ses différentes pro-

priétés, sera donné dans le Chapitre 3.

Cependant, il est important de noter qu’il existe plusieurs algorithmes plus ou moins sophistiqués

pour la résolution de problèmes BMI (donner une référence), et que le choix d’un algorithme de type

décente coordonnée n’est ici justifié que par sa simplicité et pour des raisons d’illustrations, et non

par rapport à ses performances.
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2.3.4 Formulation NLMI

En se basant sur les résultats des sections précédentes et en s’appuyant sur le corollaire 2.8, le

problème de stabilisation stochastique par retour dynamique de sortie dans un formalisme NLMI

peut aussi être reformulé en un problème de synthèse de correcteurs statiques. Cela est illustré par la

proposition 2.12 et le corollaire 2.13.

Proposition 2.12 (Systèmes tolérants aux défauts). Le système (2.84) couplé avec (2.83) est

exponentiellement stable au sens de la moyenne quadratique si et seulement si il existe des matrices

Pijk = P ′
ijk > 0, Xk ∈ Sq, Yk ∈ Rq×r et Zk = Z′

k > 0 vérifiant les LMIs suivantes

[
I 0

Ãi B̃j

]′ [
Θijk Pijk
Pijk 0

][
I 0

Ãi B̃j

]
<

[
C̃2 0

0 I

]′ [
Xk Yk

⋆ Zk

][
C̃2 0

0 I

]
(2.104)

et les inégalités matricielles non linéaires données comme suit

Xk ≤ YkZ
−1
k Y′

k (2.105)

∀i ∈ Z, j ∈ S et k ∈ R, où

Θijk =
v∑

l=1

W̃′
lijPijkW̃lij +

∑

h∈Z

πihPhjk +
∑

l∈S

νjlPilk +
∑

v∈R

λijkvPijv (2.106)

Soit {Pijk,Xk,Yk,Zk} une solution, alors les {Xk,Yk,Zk}-ellipsöıdes, non vides, sont des ensembles

de gains stabilisants. �

Corollaire 2.13 (MJLS) Le système (2.87) couplé avec (2.86) est exponentiellement stable, de

manière interne, au sens de la moyenne quadratique si et seulement si il existe des matrices Pi = P ′
i > 0,

X ∈ Sq, Y ∈ Rq×r et Z = Z′ > 0 vérifiant les LMIs suivantes
[

I 0

Ãi B̃i

]′ [
Θi Pi
Pi 0

][
I 0

Ãi B̃i

]
<

[
C̃2i 0

0 I

]′ [
X Y

⋆ Z

][
C̃2i 0

0 I

]
(2.107)

et les inégalités matricielles non linéaires

X ≤ YZ−1Y′ (2.108)

∀i ∈ H, où

Θi =
v∑

l=1

W̃′
liPiW̃li +

∑

v∈H

ΦivPv (2.109)

Soit {Pi,X,Y,Z} une solution, alors le {X,Y,Z}-ellipsöıde non vide est un ensemble de gains stabili-

sants. ♦

2.3.5 Discussion

Nous allons montrer dans le chapitre suivant que l’implementation des conditions NLMI données par

la proposition 2.12 conduit à des correcteurs centraux non satisfaisants. Une première solution sera

alors proposée et commentée.
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2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons établi des conditions suffisantes ainsi que des conditions nécessaires et suf-

fisantes de stabilisation exponentielle en moyenne quadratique par retour de sortie statique/dynamique

des systèmes tolérants aux défauts à sauts Markoviens. Dans un premier temps nous avons proposé

une caractérisation sous forme LMI (conditions suffisantes) des correcteurs statiques stabilisant le

système en boucle fermée. Une caractérisation sous forme NLMI (conditions nécessaires et suffisantes)

a été ensuite développée en adoptant un formalisme basé sur la synthèse d’ensemble ellipsöıdaux de

correcteurs. Ce formalisme permet notamment la synthèse de correcteurs sujets à des spécifications

sur les gains de commande. Plus particulièrement, nous avons introduit quelques résultats portant sur

la propriété de résilience.

La problématique du retour dynamique de sortie a été considérée en seconde partie de chapitre.

Nous avons d’abord proposé une caractérisation sous forme LMI (conditions nécessaires et suffi-

santes) des correcteurs dynamiques et cela en s’inspirant de résultats relatifs aux cas des systèmes

déterministes. Cette caractérisation conduit à des correcteurs dépendant des processus défauts et sont

donc irréalisables en pratique. Une première solution a été alors de reformuler le problème sous une

forme BMI et cela en se basant sur une version du Lemme de Finsler et une paramétrisation adéquate

des matrices de Lyapunov. Finalement, une caractérisation NLMI des correcteurs dynamiques a été

proposée en se basant sur le formalisme ellipsöıdes de matrices.





Chapitre 3

Commande multi-objectifs

Dans ce chapitre est abordé le problème de la commande multi-objectifs par retour de sortie des

systèmes tolérant aux défauts à sauts Markoviens. Les différents critères de performances considérés

incluent la stabilisation stochastique du système en boucle fermée, des performances H2 ainsi que des

performances H∞ (ou plus généralement, des performances intégrales quadratiques stochastiques).

Nous proposerons deux structures de commande : les correcteurs statiques par retour de sortie, et les

correcteurs dynamiques par retour de sortie.

Dans le premier cas, on établit une caractérisation sous forme d’inégalités matricielles linéaires et non

linéaires des correcteurs statiques stabilisant le système en boucle fermée et assurant des niveaux de

performances H2/H∞. Les résultats relatifs à la problématique du retour dynamique de sortie seront

ensuite établit, où là aussi des caractérisations, sous forme d’inégalités matricielles linéaires, bilinéaires

et non linéaires des correcteurs dynamiques seront données.

Tout au long de ce chapitre, nous nous attacherons à l’aspect résolution numérique des différentes

conditions de stabilité et de performances en boucle fermée. En effet, pour chaque problématique

considérée, des algorithmes de résolutions numériques seront proposés et validés sur des exemples de

simulation et cela en mettant en évidence leurs performances et leurs limitations.

3.1 Introduction

Le problème général de synthèse en performance abordé dans ce travail s’inscrit dans un cadre de

synthèse multi-objectifs. Ce dernier tend à trouver des correcteurs stabilisant stochastiquement le

système tolérant aux défauts à sauts Markoviens et garantissant simultanément plusieurs critères de

performance. Plus particulièrement, nous nous intéressons à des critères de performances de type

H2/H∞.

La problématique de la commande H∞ par retour statique d’état des AFTCSMP dans un environne-

ment non bruité a été initialement considérée par [SB97] où les principaux résultats sont donnés en

termes de solution d’équations de Riccati non standards. Les gains de retour ainsi obtenus dépendent

des processus défauts, rendant ces résultats inapplicables en pratique. En effet, pour la synthèse de la

loi de commande par retour d’état, les auteurs se basent sur l’hypothèse forte de disponibilité de tous

les processus aléatoires. Cependant, ces résultats peuvent être exploités pour l’étude des effets des
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imperfections du module de FDI sur la stabilité et le niveau de performance H∞ du système tolérant

aux défauts (voir Chapitre 1).

A notre connaissance, le problème de commande H2 n’a quand à lui pas été traité dans le cadre des

systèmes tolérants aux défauts à sauts Markoviens. La première étape dans la résolution de cette

problématique est donc de définir la norme H2 dans le cadre des AFTCSMP. Cette définition se base

sur les travaux de [CdVG99, DM02, DMS04] portant sur la commande H2 des MJLS et représente

une généralisation de la norme H2 des MJLS. Les différentes normes ainsi définies, le problème de

synthèse H2/H∞ peut alors être considéré. Nous proposons deux structures de commande : les correc-

teurs statiques par retour de sortie, et les correcteurs dynamiques par retour de sortie. Ces structures

nous permettent de nous affranchir de l’hypothèse d’accèssibilité du vecteur d’état. Dans le cas du re-

tour statique de sortie, des caractérisations LMI et NLMI des correcteurs stabilisant stochastiquement

le système en boucle fermée et assurant des niveaux de performances H2/H∞ seront données. Ces

caractérisations se basent sur les mêmes formalismes que ceux introduits dans le chapitre précédent.

Nous nous intéresserons aussi à l’aspect résolution numérique des conditions NLMI, et un algorithme

de type complémentarité sur le cône sera ainsi proposé. La validité des différents résultats théoriques

obtenus sera illustrée à travers des exemples de simulation.

La problématique du retour dynamique de sortie sera ensuite considérée. Les premiers résultats ex-

posés se basent sur une formulation LMI du problème de commande. De façon équivalente à la

problématique de stabilisation exponentielle stochastique, cette formulation se révèle être inadaptée en

pratique. Après la mise en évidence des limites de l’approche LMI, une formulation BMI du problème

de commande multi-objectifs sera introduite. Cette formulation se base sur l’utilisation d’une ver-

sion du lemme de Finsler (Lemme C.5) et une paramétrisation particulière des différentes matrices

de Lyapunov. Un algorithme de type descente conjuguée du gradient sera proposé pour la résolution

numérique de ces conditions et sera validé sur des exemples de simulation. Tout au long de ce chapitre,

nous montrerons aussi que les résultats développés peuvent s’appliquer aisément à la problématique

de commande multi-objectifs par retour de sortie indépendant du mode des (MJLS). Le problème

de synthèse de correcteurs indépendants du mode des MJLS a été peu étudié dans la littérature. Un

résultat relatif à la commande H∞ de cette classe de système a été récemment obtenu dans [BAM04].

Les auteurs proposent une caractérisation LMI du gain de retour d’état assurant des performances

H∞ du système en boucle fermée. Ces résultats se basent sur l’utilisation d’une fonction de Lyapunov

commune à tout les modes, rendant ces résultats relativement pessimistes. La contribution essentielle

de notre travail réside dans l’utilisation de fonctions de Lyapunov dépendantes du mode.

3.2 Retour statique de sortie

Dans ce paragraphe, nous abordons la problématique de commande multi-objectifs par retour statique

de sortie du AFTCSMP. Plus particulièrement, nous nous intéressons à la caractérisation sous forme

LMI et NLMI de correcteurs statiques assurant certaines performances (objectifs) du système en boucle

fermée. Les différents critères de performances considérés incluent la stabilisation stochastique du

système en boucle fermée, des performances H2 ainsi que des performances H∞ (ou plus généralement,
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des performances intégrales quadratiques stochastiques : SIQC pour Stochastic Integral Quadratic

Constraints).

3.2.1 Modèle dynamique

Par soucis de clarté, et afin de faciliter la lecture de cette partie, nous rappelons brièvement ci-dessous

le modèle dynamique de la classe de systèmes hybrides considérée. Ce dernier est décrit par les EDS

suivantes :

ϕ :






dxt = A(ξt)xtdt+B(ηt)u(yt, ψt, t)dt+ E(ξt, ηt)wtdt+
∑v

l=1 Wl(ξt, ηt)xtd̟lt

yt = C2xt +D2(ξt, ηt)wt

zt = C1xt +D1(ηt)u(yt, ψt, t)

(3.1)

Les correcteurs par retour statique de sortie (ϕs) sont définis comme suit

ϕs :
{
ut = K(ψt)yt (3.2)

En combinant (3.1) et (3.2), la représentation d’état du système en boucle fermée est donnée par :

ϕcl :






dxt = Ā(ξt, ηt, ψt)xtdt+ Ē(ξt, ηt, ψt)wtdt+
∑v

l=1 Wl(ξt, ηt)xtd̟lt

yt = C2xt +D2(ξt, ηt)wt

zt = C̄1(ηt, ψt)x(t) + D̄1(ξt, ηt, ψt)wt

(3.3)

où
[
Ā(ξt, ηt, ψt) Ē(ξt, ηt, ψt)

C̄1(ηt, ψt) D̄1(ξt, ηt, ψt)

]
=

[
A(ξt) E(ξt, ηt))

C1 0

]

+

[
B(ηt)

D1(ηt)

]
K(ψt)

[
C2 D2(ξt, ηt)

]

3.2.2 Formulation LMI

Avant d’aborder le problème de synthèse multi-objectifs, nous allons dans un premier temps établir

des résultats relatifs aux problématiques de synthèse mono-objectif, à savoir, la commande H∞ et la

commande H2 des AFTCSMP.

3.2.2.1 Commande H∞

Soit le système (3.1) avec

zt = z∞t = C∞1xt +D∞1(ηt)u(yt, ψt, t)

où l’indice ’∞’ est relatif à des performances H∞.

Dans ce paragraphe, nous abordons la problématique de synthèse de correcteurs stabilisant stochasti-

quement le système en boucle fermée, et garantissant un niveau de réjection de perturbations γ∞ > 0.

Cette problématique est considérée sous un formalisme d’optimisation convexe. Mathématiquement,
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nous nous intéressons à la caractérisation LMI des correcteurs ϕs stabilisant stochastiquement le

système (3.3) et assurant la relation suivante pour tout w ∈ L2[0,∞) :

‖ z∞ ‖E2= E
{∫ ∞

0
z′∞tz∞tdt

}1/2

< γ∞
[
‖ w ‖22 +a(x0, ξ0, η0, ψ0)

]1/2
(3.4)

où γ∞ représente le niveau d’atténuation des perturbations et a(x0, ξ0, η0, ψ0) est une constante

dépendant des conditions initiales (x0, ξ0, η0, ψ0).

Avant de procéder, nous allons d’abord introduire quelques résultats préliminaires nécessaires à la

dérivation de nos principaux résultats.

Proposition 3.1 Si le système bouclé (3.3) est exponentiellement stable, de manière interne, au sens

de la moyenne quadratique, alors il est stochastiquement stable. �

Preuve Sachant que le système (3.3) est exponentiellement stable, de manière interne, au sens de la

moyenne quadratique, il s’en suit de la proposition 2.1 qu’il existe des matrices symétriques définies

positives Pijk, i ∈ Z, j ∈ S et k ∈ R telle que

Λ̃′
ijkPijk + PijkΛ̃ijk +

v∑

l=1

W′
lijPijkWlij +

∑

h∈Z
h 6=i

πihPhjk +
∑

l∈S
l 6=j

νjlPilk +
∑

v∈R
v 6=k

λijkvPijv = Ξijk < 0

∀i ∈ Z, j ∈ S et k ∈ R.

Notons qu’il est aisé de montrer qu’il existe α > 0, tel que

Ξijk + αP2
ijk < 0.

∀i ∈ Z, j ∈ S et k ∈ R.

Considérons la fonction de Lyapunov stochastique suivante

ϑ(xt, ξt, ηt, ψt) = x′tP(ξt, ηt, ψt)xt

alors

Lϑ(xt, ξt, ηt, ψt) = x′t {Ξ(ξt, ηt, ψt)}xt + 2x′tP(ξt, ηt, ψt)Ē(ξt, ηt, ψt)wt. (3.5)

En utilisant le Lemme de majoration (voir annexe C : page 191), nous pouvons écrire la relation

suivante

Lϑ(xt, ξt, ηt, ψt) ≤ −x′tΓ(ξt, ηt, ψt)xt + α−1w′
tĒ(ξt, ηt, ψt)

′Ē(ξt, ηt, ψt)wt

où

Γ(ξt, ηt, ψt) = −Ξ(ξt, ηt, ψt)− αP2(ξt, ηt, ψt)
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En se basant sur la formule de Dynkin, nous obtenons

E {ϑ(xT , ξT , ηT , ψT )} − ϑ(x0, ξ0, η0, ψ0) = E
{∫ T

0
Lϑ(xτ , ξτ , ητ , ψτ )dτ

}

≤ −E
{∫ T

0
x′τΓ(ξτ , ητ , ψτ )xτdτ

}

+ α−1E
{∫ T

0
w′
τ Ē

′(ξτ , ητ , ψτ )Ē(ξτ , ητ , ψτ )wτdτ

}

≤ −E
{∫ T

0
λminΓ(ξτ , ητ , ψτ )x

′
τxτdτ

}

+ α−1E
{∫ T

0
λmax(Ē

′(ξτ , ητ , ψτ )Ē(ξτ , ητ , ψτ ))w
′
τwτdτ

}

(3.6)

A partir de la relation (3.6), nous avons

lim
T→∞

{
E
{
x′TP(ξT , ηT , ψT )xT

}
+ min

i,j,k
{λminΓ(i, j, k)} E

{∫ T

0
x′τxτdτ

}}

≤
{
x′0P(ξ0, η0, ψ0)x0

}
+ α−1max

i,j,k

{
λmaxĒ

′(i, j, k)Ē(i, j, k)
}
E
{∫ ∞

0
w′
τwτdτ

}
(3.7)

A partir de (3.7), et sachant que E {x′tP(ξt, ηt, ψt)xt} ≥ 0 et que w ∈ L2[0,∞), alors le système bouclé

(3.3) est stochastiquement stable. �

La proposition 3.2 donne des conditions de stabilité stochastique et de performance H∞ du système

bouclé (3.3) en terme d’inégalités matricielles non linéaires.

Proposition 3.2 Si il existe des matrices symétriques définies positives P∞ijk, et des matrices Kk,
i ∈ Z, j ∈ S et k ∈ R telles que

[
Υijk C̄ ′

∞1jkD̄∞1ijk + P∞ijkĒijk

⋆ D̄′
∞1ijkD̄∞1ijk − γ2

∞I

]
= Φijk < 0 (3.8)

où

Υijk = Λ̃′
ijkP∞ijk+P∞ijkΛ̃ijk+

v∑

l=1

W′
lijP∞ijkWlij+C̄

′
∞1jkC̄∞1jk+

∑

h∈Z
h 6=i

πihP∞hjk+
∑

l∈S
l 6=j

νjlP∞ilk+
∑

v∈R
v 6=k

λijkvP∞ijv

∀i ∈ Z, j ∈ S et k ∈ R
alors le système bouclé (3.3) est stochastiquement stable et vérifie

‖ z∞ ‖E2<
[
γ2
∞ ‖ w ‖22 +x′0P∞(ξ0, η0, ψ0)x0

]1/2
. (3.9)

�
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Preuve. Partant de (3.8), nous obtenons l’inégalité suivante

Λ̃′
ijkP∞ijk+P∞ijkΛ̃ijk+

v∑

l=1

W′
lijP∞ijkWlij+C̄

′
∞1jkC̄∞1jk+

∑

h∈Z
h 6=i

πihP∞hjk+
∑

l∈S
l 6=j

νjlP∞ilk+
∑

v∈R
v 6=k

λijkvP∞ijv < 0

Sachant que C̄ ′
∞1jkC̄∞1jk ≥ 0, cela implique la relation suivante

Λ̃′
ijkP∞ijk + P∞ijkΛ̃ijk +

v∑

l=1

W′
lijP∞ijkWlij +

∑

h∈Z
h 6=i

πihP∞hjk +
∑

l∈S
l 6=j

νjlP∞ilk +
∑

v∈R
v 6=k

λijkvP∞ijv = Ξijk < 0

(3.10)

A partir de cette dernière équation, et en se basant sur les résultats de la proposition 2.1, nous

pouvons conclure que le système bouclé (3.3) est exponentiellement stable, de manière interne au

sens de la moyenne quadratique. Il s’en suit, à partir de la proposition 3.1, que le système (3.3) est

stochastiquement stable.

Prouvons maintenant que la relation (3.9) est vérifiée. Commençons par définir le critère suivant

JT = E
{∫ T

0

(
z′∞tz∞t − γ2

∞w
′
twt
)
dt

}
(3.11)

Alors, pour prouver (3.9), il suffit d’établir que

J∞ ≤ x′0P∞(ξ0, η0, ψ0)x0

Soit la fonction de Lyapunov stochastique

ϑ(xt, ξt, ηt, ψt) = x′tP∞(ξt, ηt, ψt)xt (3.12)

alors

Lϑ(xt, ξt, ηt, ψt) = x′t {Ξ(ξt, ηt, ψt)}xt + 2x′tP∞(ξt, ηt, ψt)Ē(ξt, ηt, ψt)wt. (3.13)

et

z′∞tz∞t − γ2
∞w

′
twt =

[
C̄∞1(ηt, ψt)xt + D̄∞1(ξt, ηt, ψt)wt

]′ [
C̄∞1(ηt, ψt)xt + D̄∞1(ξt, ηt, ψt)wt

]
− γ2

∞w
′
twt

= x′tC̄
′
∞1(ηt, ψt)C̄∞1(ηt, ψt)xt + x′tC̄

′
∞1(ηt, ψt)D̄∞1(ξt, ηt, ψt)wt

+ w′
tD̄

′
∞1(ξt, ηt, ψt)C̄∞1(ηt, ψt)xt + w′

tD̄
′
∞1(ξt, ηt, ψt)D̄∞1(ξt, ηt, ψt)wt − γ2

∞w
′
twt

(3.14)

cela implique l’égalité suivante

z′∞tz∞t − γ2
∞w

′
twt + Lϑ(xt, ξt, ηt, ψt) = χ′

tΦ(ξt, ηt, ψt)χt (3.15)

où χt =

[
xt

wt

]
.

en ajoutant et en soustrayant E
{∫ T

0 Lϑ(xt, ξt, ηt, ψt)dt
}

à (3.11), nous obtenons

JT = E
{∫ T

0

(
z′∞tz∞t − γ2

∞w
′
twt + Lϑ(xt, ξt, ηt, ψt)

)
dt

}
− E

{∫ T

0
(Lϑ(xt, ξt, ηt, ψt)) dt

}
(3.16)
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En utilisant la formule de Dynkin, nous obtenons

E {ϑ(xT , ξT , ηT , ψT )} − ϑ(x0, ξ0, η0, ψ0) = E
{∫ T

0
Lϑ(xt, ξt, ηt, ψt)dt

}
(3.17)

d’où

JT = E
{∫ T

0
χ′
tΦ(ξt, ηt, ψt)χtdt

}
− E {ϑ(xT , ξT , ηT , ψT )}+ ϑ(x0, ξ0, η0, ψ0) (3.18)

Sachant que Φ(ξt, ηt, ψt) < 0 et que E {ϑ(xT , ξT , ηT , ψT )} ≥ 0, nous avons la relation suivante

JT ≤ ϑ(x0, ξ0, η0, ψ0)

ce qui implique que J∞ ≤ x′0P(ξ0, η0, ψ0)x0. Cela conclut cette preuve. �

Remarque 3.1 Soient les matrices U ≥ 0, V = V′ et Q. La caractérisation précédente peut alors

s’étendre à des contraintes plus générales. Ces dernières sont quadratiques en wt et zt et sont données

sous la forme :

JSIQC = E






∫ tf

t0

(
zt

wt

)′(
U Q

Q′ V

)(
zt

wt

)
dt




 < 0 (3.19)

Ces contraintes sont dites : Stochastic Quadratic Integral Constraints [CZT03].

La proposition suivante donne une condition suffisante pour que la relation (3.19) soit vérifiée.

Proposition 3.3 Si il existe des matrices Pijk = P ′
ijk > 0 et des matrices Kk, i ∈ Z, j ∈ S et k ∈ R

telles que 



Θijk PijkEijk + C
′
1jkQ C

′
1jk∆

⋆ Q′D1ijk +D
′
1ijkQ + V D

′
1ijk∆

⋆ ⋆ −Σ



 < 0 (3.20)

où





U = ∆Σ−1∆′

Θijk = Λ̃′
ijkPijk + PijkΛ̃ijk +

∑v
l=1 W′

lijPijkWlij +
∑
h∈Z
h 6=i

πihPhjk +
∑
l∈S
l 6=j

νjlPilk +
∑
v∈R
v 6=k

λijkvPijv

alors le système en boucle fermée (3.3) est stochastiquement stable et

JSIQC < 0

�

Preuve Partant de (3.20), nous avons

Θijk < 0

A partir de cette dernière équation, et en se basant sur les résultats de la proposition 2.1, nous

pouvons conclure que le système bouclé (3.3) est exponentiellement stable, de manière interne, au
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sens de la moyenne quadratique. Il s’en suit, à partir de la proposition 3.1, que le système (3.3) est

stochastiquement stable.

Considérons la fonction de Lyapunov quadratique suivante

ϑ(xt, ξt, ηt, ψt) = x′tP(ξt, ηt, ψt)xt (3.21)

alors :

Lϑ(xt, ξt, ηt, ψt) =

(
xt

wt

)′(
Θ(ξt, ηt, ψt) P(ξt, ηt, ψt)E(ξt, ηt, ψt)

⋆ 0

)(
xt

wt

)
(3.22)

en additionnant et en soustrayant E
{∫ tf

t0
Lϑ(xt, ξt, ηt, ψt)dt

}
à JSIQC , nous obtenons

JSIQC = E






∫ tf

t0

(
xt

wt

)′


Φ(ξt, ηt, ψt) +

(
C1(ηt, ψt) D1ijk

0 I

)′(
U Q

Q′ V

)

(
C1(ηt, ψt) D1ijk

0 I

))(
xt

wt

)
dt

}
− E

{∫ tf

t0

Lϑ(χt, ξt, ηt, ψt)dt

}
(3.23)

où

Φ(ξt, ηt, ψt) =

(
Θ(ξt, ηt, ψt) P(ξt, ηt, ψt)E(ξt, ηt, ψt)

⋆ 0

)

En utilisant la formule de Dynkin, nous obtenons

E
{
ϑ(xtf , ξtf , ηtf , ψtf )

}
− ϑ(xt0 , ξt0 , ηt0 , ψt0) = E

{∫ tf

t0

Lϑ(xt, ξt, ηt, ψt)dt

}
(3.24)

En assumant, sans perte de généralité, que ϑ(xt0 , ξt0 , ηt0 , ψt0) = 0, il s’en suit de (3.23) et (3.24) que

si

Φ(ξt, ηt, ψt) +

(
C1(ηt, ψt) D1ijk

0 I

)′(
U Q

Q′ V

)(
C1(ηt, ψt) D1ijk

0 I

)
< 0 (3.25)

alors (3.19) est vérifiée.

Finalement, en factorisant le terme U ≥ 0 comme suit

U = ∆Σ−1∆′

et en appliquant le complément de Schur, (3.25) est équivalente à (3.20). Cela conclut cette preuve.�

En se basant sur les propositions 3.1 et 3.2 nous pouvons établir le résultat principal de cette section.

Ce dernier se traduit par la proposition 3.4 qui donne une caractérisation LMI des compensateurs

statiques (ϕs) stabilisant stochastiquement le système bouclé (3.3) et garantissant (3.9).
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Proposition 3.4 Si il existe des matrices X∞ijk = X ′
∞ijk > 0, Ω∞ijk, Kk telles que les LMI suivantes

sont faisables





µijkI− Ω∞ijk − Ω
′
∞ijk +

[
0 0

0 −γ2
∞I

]
(µijkX∞ijk − Ω∞ijk)

[
R∞ijk(X∞ijk)

0

]
Θijk + Ω∞ijk

⋆ −µijkI 0 0

⋆ ⋆ −S∞ijk(X∞ijk) 0

⋆ ⋆ ⋆ −µijkI
⋆ ⋆ ⋆ ⋆

0

0

0

Π′
ijk

−I





< 0

(3.26)

[
µijkI Π′

ijk

⋆ I

]
> 0 (3.27)

où





Πijk =
[
C∞1 0

]
+D∞1jKk

[
C2 D2ij

]

Θijk =



 Ãijk Eij

0 0



+



 Bj

0



Kk
[
C2 D2ij

]

Rijk(X∞ijk) =
[
Rijk(X∞ijk) X∞ijk[W

′
1ij , . . . ,W

′
vij ]

]

Sijk(X∞ijk) =



 Sijk(X∞ijk) 0

0 ijkג





X∞ijk =



 X∞ijk 0

0 I





ijkג = diag[X∞ijk, . . . ,X∞ijk];

(3.28)

et µijk sont des scalaires positifs ∀i ∈ Z, j ∈ S et k ∈ R. Alors le système (3.3) est stochastiquement

stable et vérifie la relation (3.9). La loi de commande correspondante est donnée dans ce cas comme

suit

uk(t) = Kky(t)

�



94 Chapitre 3 : Commande multi-objectifs

Preuve. Les inégalités matricielles (3.8) peuvent être réécrites comme suit

Φijk =

[
Λ̃′
ijk 0

Ē′
ijk 0

][
P∞ijk 0

0 I

]
+

[
P∞ijk 0

0 I

][
Λ̃ijk Ēijk

0 0

]
+

[
C̄ ′
∞1jk

D̄′
∞1ijk

] [
C̄∞1jk D̄∞1ijk

]

+





∑v
l=1 W′

lijP∞ijkWlij +
∑
h∈Z
h 6=i

πihP∞hjk +
∑
l∈S
l 6=j

νjlP∞ilk +
∑
v∈R
v 6=k

λijkvP∞ijv 0

0 −γ2
∞I



 < 0 (3.29)

D’après le lemme de projection et en considérant

Ψijk =





∑v
l=1 W′

lijP∞ijkWlij +
∑
h∈Z
h 6=i

πihP∞hjk +
∑
l∈S
l 6=j

νjlP∞ilk +
∑
v∈R
v 6=k

λijkvP∞ijv 0

0 −γ2
∞I





+

[
C̄ ′
∞1jk

D̄′
∞1ijk

] [
C̄∞1jk D̄∞1ijk

]
(3.30)

et

Sijk =

[
Λ̃′
ijk 0

Ē′
ijk 0

][
P∞ijk 0

0 I

]
(3.31)

nous obtenons [
Ψijk + Zijk − (Ω∞ijk + Ω′

∞ijk) S′
ijk + Ωijk

⋆ −Zijk

]
< 0 (3.32)

où Zijk sont des matrices définies positives quelconques, ∀i ∈ Z, j ∈ S et k ∈ R.

Définissons X∞ijk = P−1
∞ijk et Ω∞ijk = X∞ijkΩ∞ijk. En utilisant la transformation de congruence

[
X∞ijk 0

0 I

]
(3.33)

et en appliquant le complément de Schur au terme

X∞ijk





∑v
l=1 W′

lijP∞ijkWlij +
∑
h∈Z
h 6=i

πihP∞hjk +
∑
l∈S
l 6=j

νjlP∞ilk +
∑
v∈R
v 6=k

λijkvP∞ijv 0

0 0



X∞ijk

l’inégalité (3.32) devient




X̄∞ijk

(
Zijk +

[
C̄′

∞1jk

D̄′
∞1ijk

] [
C̄∞1jk D̄∞1ijk

])
X̄∞ijk − Ω̄∞ijkX̄∞ijk − X̄∞ijkΩ′

∞ijk +

[
0 0

0 −γ2
∞I

]

⋆

⋆
[

Rijk(X∞ijk)

0

]
Θijk + Ω̄∞ijk

−Sijk(X∞ijk) 0

⋆ −Zijk




< 0 (3.34)

Sachant que Zijk sont des matrices définies positives quelconques, définissons

Zijk =

(
µijkI−

[
C̄ ′
∞1jk

D̄′
∞1ijk

] [
C̄∞1jk D̄∞1ijk

])
> 0
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ou d’une façon équivalente 


µijkI

[
C̄ ′
∞1jk

D̄′
∞1ijk

]

⋆ I



 > 0 (3.35)

En appliquant le complément de Schur au terme

X̄∞ijk

(
Zijk +

[
C̄ ′
∞1jk

D̄′
∞1ijk

] [
C̄∞1jk D̄∞1ijk

])
X̄∞ijk − Ω̄∞ijkX̄∞ijk − X̄∞ijkΩ

′
∞ijk (3.36)

l’inégalité (3.34) peut se réécrire comme suit





[
0 0

0 −γ2
∞I

]
− µ−1

ijkΩ̄∞ijkΩ̄
′
∞ijk (µijkX∞ijk − Ω∞ijk)

[
Rijk(X∞ijk)

0

]
Θijk + Ω∞ijk 0

⋆ −µijkI 0 0 0

⋆ ⋆ −Sijk(X∞ijk) 0 0

⋆ ⋆ ⋆ −µijkI Π′
ijk

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ −I





< 0

(3.37)

Alors, et en utilisant la relation

−µ−1
ijkΩ∞ijkΩ

′
∞ijk ≤ −Ω

′
∞ijk − Ω∞ijk + µijkI

nous obtenons l’inégalité matricielle (3.26). Cela conclut cette preuve. �

Remarque 3.2 D’un point de vue pratique, les contrôleurs stabilisant le système en boucle fermée

et assurant un niveau de réjection de perturbations optimal sont d’un très grand intérêt. De tels

contrôleurs peuvent être obtenus en résolvant le problème d’optimisation convexe suivant :

O∞ :






min
δ>0, X∞ijk=X ′

∞ijk
>0, Kk, Ω∞ijk

δ

t.q.




µijkI − Ω∞ijk − Ω
′

∞ijk +



 0 0

0 −δI



 (µijkX∞ijk − Ω∞ijk)



 R∞ijk(X∞ijk)

0



 Θijk + Ω∞ijk

⋆ −µijkI 0 0

⋆ ⋆ −S∞ijk(X∞ijk) 0

⋆ ⋆ ⋆ −µijkI

⋆ ⋆ ⋆ ⋆

0

0

0

Π′
ijk

−I





< 0



 µijkI Π′
ijk

⋆ I



 > 0
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Où les contraintes LMI sont obtenues à partir des inégalités matricielles (3.26), en remplaçant γ2
∞

par δ. Cela conduit au corollaire suivant :

Corollaire 3.1 Soient δ > 0, X∞ijk = X ′
∞ijk > 0, Kk, et Ω∞ijk les solutions du problème

d’optimisation O∞. Alors, la loi de commande (3.2) stabilise stochastiquement le système (3.1) et

assure un niveau de réjection de perturbations inférieur à
√
δ. ♦

Remarque 3.2 Le problème d’optimisation convexe O∞ consiste en la minimisation d’une fonction

coût linéaire sous des contraintes LMI. Ce problème peut aisément être résolu en utilisant la fonction

mincx implémentée dans la boite à outils LMI disponible sur MATLAB [GNLC95].

Remarque 3.3 Comme pour le cas de la stabilisation exponentielle au sens de la moyenne quadratique

du AFTCSMP, la problématique de commande H∞ indépendante du mode de la classe des systèmes

MJLS représente un cas particulier intéressant pour lequel les résultats développés dans cette section

s’appliquent aisément. En effet, pour le système (3.38)

ϕMJLS :






dxt = Ā(φt)x(tdt+ Ē(φt)wtdt+
∑v

l=1 Wl(φt)xtd̟lt

yt = C2(φt)xt +D2(φt)wt

z∞t = C̄∞1(φt)xt + D̄∞1(φt)wt

(3.38)

où [
Ā(φt) Ē(φt)

C̄∞1(φt) D̄∞1(φt)

]
=

[
A(φt) E(φt)

C∞1(φt) 0

]
+

[
B(φt)

D∞1(φt)

]
K
[
C2(φt) D2(φt)

]

et en se basant sur les mêmes arguments que ceux utilisés pour prouver les résultats de la proposition

3.4, le corollaire suivant peut être formulé.

Corollaire 3.2 Soient δ > 0, X∞i = X ′
∞i > 0, K, et Ω∞i les solutions du problème d’optimisation

OMJLS

OMJLS :






min
δ>0, X∞i=X ′

∞i>0, K, Ω∞i

δ

t.q.




µiI− Ω∞i − Ω
′
∞i +



 0 0

0 −δI



 (µiX∞i − Ω∞i)



 Ri(X∞i)

0



 Θi + Ω∞i 0

⋆ −µiI 0 0 0

⋆ ⋆ −Si(X∞i) 0 0

⋆ ⋆ ⋆ −µiI Π′
i

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ −I





< 0



 µiI Π′
i

⋆ I



 > 0
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où 




Πi =
[
C∞1i 0

]
+D∞1iK

[
C2i D2i

]

Θi =



 Ãi Ei

0 0



+



 Bi

0



K
[
C2 D2i

]

Ri(X∞i) =
[
Ri(X∞i) X∞i[W

′
1i, . . . ,W

′
vi]
]

Si(X∞i) =



 Si(X∞i) 0

0 iג





X∞i =



 X∞i 0

0 I





iג = diag[X∞i, . . . ,X∞i];

(3.39)

Alors, la loi de commande ut = Kyt stabilise stochastiquement le système (3.38) et assure un niveau

de réjection de perturbations inférieur à
√
δ. ♦

3.2.2.2 Commande H2

Soit le système (3.1) avec

zt = z2t = C21xt +D21(ηt)u(yt, ψt, t)

et D2(ξt, ηt) = 0. z2t est la sortie à commander pour laquelle des performances H2 sont considérées.

Avant d’établir les résultats principaux de cette section, nous allons dans un premier temps introduire

la définition 3.1 qui représente une généralisation de la définition de la norme H2 des systèmes à sauts

Markoviens (MJLS) [CdVG99, DM02, DMS04] à la classe des systèmes tolérants aux défauts à sauts

Markoviens.

Définition 3.1 Nous définissons la norme H2 du système bouclé (ϕcl) supposé stable, de manière

interne, au sens de la moyenne quadratique, comme suit

‖ ϕcl ‖22=
m∑

d=1

∑

i,j,k

µijk ‖ zd,i,j,k ‖2E2

où zd,i,j,k représente la sortie {zt; t ≥ 0} quand :

a) l’entrée est donnée par w = {wt; t ≥ 0}, wt = edδt, δt est une impulsion unitaire, et ed est un

vecteur unitaire de dimension m formé par un 1 à la position d et des zéros ailleurs ;

b) x0 = 0, ξ0 = i, η0 = j, ψ0 = k et µ = (µ111, . . . , µszr) est la distribution initiale du processus de

Markov joint.

Partant de la définition ci-dessus et en s’appuyant sur les mêmes arguments que ceux utilisés dans

[CdVG99, DM02, DMS04], le corollaire suivant peut être énoncé.
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Corollaire 3.3 Supposons que le système bouclé (ϕcl) est exponentiellement stable, de manière in-

terne, au sens de la moyenne quadratique, alors les propriétés suivantes sont vérifiées :

i) ‖ ϕcl ‖22=
∑

i,j,k µijktr(E
′
ijPoijkEij), où Po = {Po111, . . . ,Poszr} représente le Grammien d’observa-

bilité, i.e., Poijk sont les uniques solutions semi-définies positives des équations suivantes

Λ̃′
ijkPoijk + PoijkΛ̃ijk +

v∑

l=1

W′
lijPoijkWlij +

∑

h∈Z
h 6=i

πihPohjk +
∑

l∈S
l 6=j

νjlPoilk +
∑

v∈R
v 6=k

λijkvPoijv + C
′
21C21 = 0

(3.40)

∀i ∈ Z, j ∈ S et k ∈ R.

ii) ‖ ϕcl ‖22<
∑

i,j,k µijktr(E
′
ijP2ijkEij), où P2ijk sont les solutions définies positives des inégalités

matricielles suivantes

Λ̃′
ijkP2ijk + P2ijkΛ̃ijk +

v∑

l=1

W′
lijP2ijkWlij +

∑

h∈Z
h 6=i

πihP2hjk +
∑

l∈S
l 6=j

νjlP2ilk +
∑

v∈R
v 6=k

λijkvP2ijv + C
′
21C21 < 0

(3.41)

∀i ∈ Z, j ∈ S et k ∈ R.

iii) Si il existe des matrices définies positives P2ijk et des matrices Kk telles que

∑

i,j,k

µijktr(E
′
ijP2ijkEij) < γ2

2

Λ̃′
ijkP2ijk + P2ijkΛ̃ijk +

v∑

l=1

W′
lijP2ijkWlij +

∑

h∈Z
h 6=i

πihP2hjk +
∑

l∈S
l 6=j

νjlP2ilk +
∑

v∈R
v 6=k

λijkvP2ijv + C
′
21C21 < 0

∀i ∈ Z, j ∈ S et k ∈ R, alors Kk sont des gains stabilisants tel que ‖ ϕcl ‖2< γ2.

iv) Le problème de commande H2 par retour statique de sortie est résolu par le problème d’optimisa-

tion suivant





min
∑

i,j,k µijktr(Zijk)

t.q.

E′
ijP2ijkEij < Zijk

Λ̃′
ijkP2ijk + P2ijkΛ̃ijk +

∑v
l=1 W′

lijP2ijkWlij +
∑
h∈Z
h 6=i

πihP2hjk +
∑
l∈S
l 6=j

νjlP2ilk +
∑
v∈R
v 6=k

λijkvP2ijv + C
′
21C21 < 0

(3.42)

♦

En s’appuyant sur la méthodologie utilisée pour la problématique de commande H∞, des résultats de

commande H2 similaires sont obtenus et sont résumés comme suit
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Proposition 3.5 Le problème de commande H2 par retour statique de sortie du système (3.3) est

résolu par le problème d’optimisation convexe suivant

O2 :






min
Zijk, X2ijk=X ′

2ijk
>0, Kk, Ω2ijk

∑
ijk µijktr(Zijk)

t.q :

 Zijk E′
ij

⋆ X2ijk



 > 0





δijkI− Ω2ijk − Ω
′
2ijk (δijkX2ijk − Ω2ijk) Rijk(X2ijk) Ãijk +BjKkC2 + Ω2ijk 0

⋆ −δijkI 0 0 0

⋆ ⋆ −Sijk(X2ijk) 0 0

⋆ ⋆ ⋆ −δijkI Π′
ijk

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ −I





< 0



 δijkI Π′
ijk

⋆ I



 > 0

où δijk sont des scalaires positifs et

Πijk = C21 +D21jKkC2

La loi de commande correspondante est donnée par ut = Kkyt. �

Preuve. La preuve de cette proposition s’appuie sur les mêmes arguments que ceux utilisés pour la

preuve de la proposition 3.4. �

Remarque 3.4 Des résultats relatifs à la commande H2 par retour statique de sortie des MJLS sont

résumés par le corollaire suivant.

Corollaire 3.4 Le problème de commande H2 par retour statique de sortie du système (3.38) est
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résolu par le problème d’optimisation convexe suivant

O :






min
Zi, X2i=X ′

2i>0, K, Ω2i

∑
i µitr(Zi)

t.q.

 Zi E′
i

⋆ X2i



 > 0





δiI− Ω2i − Ω
′
2i (δiX2i − Ω2i) Ri(X2i) Ãi +BiKC2i + Ω2i 0

⋆ −δiI 0 0 0

⋆ ⋆ −Si(X2i) 0 0

⋆ ⋆ ⋆ −δiI Π′
i

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ −I





< 0



 δiI Π′
i

⋆ I



 > 0

où δi sont des scalaires positifs et

Πi = C21i +D21iKC2i

La loi de commande correspondante est donnée par ut = Kyt. ♦

3.2.2.3 Synthèse multi-objectifs

Le problème de synthèse multi-objectifs tend à trouver des correcteurs stabilisant stochastiquement

le système en boucle fermée et assurant en même temps des performances H2/H∞ optimales. Le

problème de synthèse multi-critères est formulé comme suit :

Soient α2 et α∞ deux scalaires positifs donnés. Le problème de synthèse multi-critères consiste à

trouver des correcteurs par retour de sortie statique stabilisant stochastiquement le système en boucle

fermée et solutions du problème d’optimisation suivant





min
γ2,γ∞,Kk

α2γ2 + α∞γ∞

t.q.

‖ z∞ ‖E2< γ∞ ‖ w ‖2, ‖ ϕcl ‖2< γ2

(3.43)

La solution de ce problème de commande revient donc à trouver des correcteurs statiques satisfaisant

les différentes inégalités matricielles données dans les propositions 3.4 et 3.5.

3.2.2.4 Exemples numériques

a) Commande H∞

Dans cette section, la stratégie de commande H∞ par retour statique de sortie est illustrée en utilisant

un exemple aéronautique. Soit le système nominal avec :



3.2 Retour statique de sortie 101

A =

[
−1.175 0.9871

−8.458 −0.8776

]
, B =

[
−0.194 −0.0359

−19.29 −3.803

]
, E =

[
0.5 0

0.1 0.2

]
, W = 0.5× I,

C2 =
[

0 1
]
, D2 =

[
0.1 0.1

]
, C∞1 =

[
1 0

0 1

]
, D∞1 =

[
0 0

1 0

]
.

Ce modèle est adapté de [MJH04]. Il représente la dynamique longitudinale linéarisée et découplée

d’un avion F-18 volant à une vitesse de 0.7 mach, à une altitude de 14000 pieds. Le vecteur d’état

xt ∈ R2 est composé de :

x1 : angle d’attaque ;

x2 : vitesse de tangage.

et les composantes du vecteur de commande sont :

u1 : symmetric elevator position ;

u2 : symmetric pitch thrust velocity nozzle position.

Pour des fins d’illustration, nous allons considérer deux modes défectueux différents :

◦ Mode 2 : perte de puissance de 50% au niveau du second actionneur ;

◦ Mode 3 : perte du premier actionneur et perte de puissance de 50% au niveau du second actionneur.

En considérant ces deux modes, nous avons S = {1, 2, 3}, où le mode 1 représente le cas nominal

(sans pannes). Le processus défaut est supposé Markovien. Le processus FDI est aussi Markovien

avec R = {1, 2, 3}.

Les taux de transition du processus défaut actionneur sont donnés par :

[νij ] =





−0.002 0.0010 0.0010

0.0010 −0.002 0.0010

0.0010 0.0010 −0.002





Les taux de transition du processus FDI sont donnés comme suit :

[λ1
ij ] =





−0.02 0.01 0.01

1.00 −1.01 0.01

1.00 0.01 −1.01



 , [λ2
ij ] =





−1.01 1.00 0.01

0.01 −0.02 0.01

0.01 1.00 −1.01



 ,

[λ3
ij ] =





−1.01 0.01 1.00

0.01 −1.01 1.00

0.01 0.01 −0.02



 .
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Pour le système décrit ci-dessus, et en résolvant le problème d’optimisation convexe O∞, nous

obtenons un niveau de performance H∞ donné par : γ∞ = 1.4237.

Les gains de retour de sortie correspondants sont donnés comme suit :

K1 =
[
−0.0005 25.0210

]′
, K2 =

[
0.9044 24.8438

]′
, K3 =

[
−0.8885 33.3975

]′
.
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Fig. 3.1 – Evolution des variables d’états : une seule réalisation des processus aléatoires

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Temps (seconde)

Am
pl

itu
de

z∞ t
(1)

z∞ t
(2)

w
t

Fig. 3.2 – Evolution des sorties z∞t : une seule réalisation des processus aléatoires

L’évolution des trajectoires d’état du système en boucle fermée résultant des correcteurs obtenus est

illustrée par la figure 3.1. Ces trajectoires correspondent aux réalisations des processus défaut ηt et

FDI ψt données respectivement par la figure 3.3 et la figure 3.4. La figure 3.2 représente l’évolution
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Fig. 3.3 – Modes du processus défaut
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Fig. 3.4 – Modes du processus FDI

des sorties commandées z∞t. Nous pouvons voir à travers ces différentes figures que l’objectif

d’atténuation des perturbations est atteint et que le système en boucle fermée est stochastiquement

stable.

b) Commande H2/H∞

Considérons l’exemple académique suivant :

A1 =





0.9749 −0.3257 0.2333

−2.3779 −2.0122 0.6464

−1.0923 1.5677 −1.129



 , B =





1 1

0.25 2

0 0.5



 , E =





1 0

0 0.1

0.2 0



 , W = 0.5× I,
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C2 =

[
1 0 0

0 1 0

]
, C21 =

[
0 1 0

]
, D21 =

[
0 1

]
, C∞1 =

[
1 0 0

0 0 1

]
, D∞1 =

[
0 0

0 0

]
.

Nous allons considérer par la suite que ce système est sujet à un défaut composant modifiant la

dynamique du système comme suit :

A2 =





0.1970 0.7925 −1.1087

1.6969 0.6034 2.1442

0.7260 −0.0584 −1.3528



 .

Nous avons dans ce cas Z = {1, 2}, où le mode 1 représente le cas nominal et le mode 2 est le mode

défectueux. Le processus FDI est Markovien avec R = {1, 2}.

Les taux de transition du processus défaut système sont donnés par :

[πij ] =

[
−0.0050 0.0050

0.0100 −0.0100

]

Les taux de transition du processus FDI sont donnés comme suit :

[λ1
ij ] =

[
−0.1000 0.1000

0.9000 −0.9000

]
, [λ2

ij ] =

[
−1.000 1.0000

0.1000 −0.1000

]
.

Pour le système décrit ci-dessus, et en résolvant le problème d’optimisation convexe multi-objectifs,

nous obtenons des niveaux de performance H2 et H∞ donnés respectivement par : γ2 = 1.5220 et

γ∞ = 2.4071.

Les correcteurs correspondants sont :

K1 =

[
−4.4997 −0.2004

0.4205 −1.9996

]
, K2 =

[
−5.9835 −1.0247

0.4364 −3.4051

]
.

Les trajectoires d’états du système en boucle fermée sont illustrées par la figure 3.5. Ces trajectoires

correspondent à des réalisations des processus défaut ηt et FDI ψt données respectivement par la figure

3.7 et la figure 3.8. La figure 3.6 représente l’évolution des sorties commandées z∞t. Nous pouvons

constater que le système en boucle fermée est stochastiquement stable et que l’objectif d’atténuation

des perturbations est atteint.

3.2.3 Formulation NLMI

Dans cette section, la problématique de commande multi-objectifs des systèmes tolérants aux défauts

à sauts Markoviens est considérée sous le formalisme ellipsöıdes de matrices. En effet, des résultats de

commande H2 et H∞ sont formulés sous forme d’inégalités matricielles non linéaires pour lesquelles

un algorithme de type complémentarité sur le cône est proposé.
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Fig. 3.5 – Evolution des variables d’états : une seule réalisation des processus aléatoires
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Fig. 3.6 – Evolution des sorties z∞t : une seule réalisation des processus aléatoires

3.2.3.1 Commande H∞

En se basant sur les propositions 3.1 et 3.2, et en s’appuyant sur les mêmes arguments et méthodologies

que ceux utilisés pour la résolution de la problématique de stabilisation exponentielle (Chapitre 2), une

caractérisation en terme d’ellipsöıdes de matrices des compensateurs (ϕs) stabilisant stochastiquement

le système bouclé (3.3) et assurant des performances H∞ est donnée par la proposition suivante.

Proposition 3.6 Si il existe des matrices P∞ijk = P ′
∞ijk > 0, Xk ∈ Sq, Yk ∈ Rq×r et Zk = Z′

k > 0

vérifiant les LMIs suivantes

M′
1ij

[
Θijk P∞ijk

P∞ijk 0

]
M1ij < M′

2j

[
−I 0

0 γ2
∞I

]
M2j + M′

3ij

[
Xk Yk

⋆ Zk

]
M3ij (3.44)
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Fig. 3.7 – Modes du processus Défaut
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Fig. 3.8 – Modes du processus FDI

et les inégalités nonlinéaires suivantes

Xk ≤ YkZ
−1
k Y′

k (3.45)

∀i ∈ Z, j ∈ S et k ∈ R, où

M1ij =

[
I 0 0

Ai Eij Bj

]
, M2j =

[
C∞1 0 D∞1j

0 I 0

]
, M3ij =

[
C2 D2ij 0

0 0 I

]

alors les {Xk,Yk,Zk}-ellipsöıdes sont des ensembles de gains stabilisant stochastiquement le système

(3.3) tels que

‖ z∞ ‖E2= E
{∫ ∞

0
z′∞tz∞tdt

}1/2

< γ∞ ‖ w ‖2 (3.46)

�
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Preuve : La preuve de cette proposition s’appuie sur les mêmes arguments que ceux utilisés pour la

preuve de la proposition 2.5. �

Remarque 3.5 Comme précédemment, les résultats présentés ci-dessus peuvent être appliqués à la

problématique de commande H∞ par retour statique de sortie des MJLS. Et cela toujours dans le cas

où le gain de retour est indépendant du mode. Cela s’exprime par le corollaire suivant.

Corollaire 3.5 Si il existe des matrices P∞i = P ′
∞i > 0, X ∈ Sq, Y ∈ Rq×r et Z = Z′ > 0 vérifiant les

contraintes LMIs suivantes

M′
1i

[
Θi P∞i

P∞i 0

]
M1i < M′

2i

[
−I 0

0 γ2
∞I

]
M2i + M′

3i

[
X Y

⋆ Z

]
M3i (3.47)

et les inégalités matricielles non linéaires

X ≤ YZ−1Y′ (3.48)

∀i ∈ H, où

M1i =

[
I 0 0

Ai Ei Bi

]
, M2i =

[
C∞1i 0 D∞1i

0 I 0

]
, M3i =

[
C2i D2i 0

0 0 I

]

alors le {X,Y,Z}-ellipsöıde est un ensemble de gains stabilisant stochastiquement le système (3.38)

tel que

‖ z∞ ‖E2= E
{∫ ∞

0
z′∞tz∞tdt

}1/2

< γ∞ ‖ w ‖2 (3.49)

♦

3.2.3.2 Commande H2

Le résultat relatif à la commande H2 par retour statique de sortie du système (3.3) est donné par la

proposition 3.7. Cette dernière découle des propriétés des ellipsöıdes de matrices et s’appuie sur les

résultats du corollaire 3.3.

Proposition 3.7 Si il existe des matrices P2ijk = P ′
2ijk > 0, Xk ∈ Sq, Yk ∈ Rq×r et Zk = Z′

k vérifiant

les contraintes suivantes

Xk ≤ YkZ
−1
k Y′

k (3.50)
∑

i,j,k

µijktr(E
′
ijP2ijkEij) < γ2

2 (3.51)

N′
1ij

[
Θijk P2ijk

P2ijk 0

]
N1ij < −N′

2jN2j + N′
3

[
Xk Yk

⋆ Zk

]
N3 (3.52)

∀i ∈ Z, j ∈ S et k ∈ R, où

N1ij =

[
I 0

Ai Bj

]
, N2j =

[
C21 D21j

]
, N3 =

[
C2 0

0 I

]
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alors les {Xk,Yk,Zk}-ellipsöıdes sont des ensembles de gains stabilisants tels que ‖ ϕcl ‖2< γ2. �

Preuve. La preuve de cette proposition suit les mêmes lignes que la preuve de la proposition 2.5. �

Nous terminons ce paragraphe en donnant, comme pour les sections précédentes, des résultats relatifs

à la commande H2 par retour de sortie indépendant du mode du système (3.38).

Corollaire 3.6 Si il existe des matrices P2i = P ′
2i > 0, X ∈ Sq, Y ∈ Rq×r et Z = Z′ > 0 vérifiant les

contraintes

X ≤ YZ−1Y′ (3.53)
∑

i

µitr(E
′
iP2iEi) < γ2

2 (3.54)

N′
1i

[
Θi P2i

P2i 0

]
N1i < −N′

2iN2i + N′
3i

[
X Y

⋆ Z

]
N3i (3.55)

∀i ∈ H, où

N1i =

[
I 0

Ai Bi

]
, N2i =

[
C21i D21i

]
, N3i =

[
C2i 0

0 I

]

alors le {X,Y,Z}-ellipsöıde est un ensemble de gains stabilisants tels que ‖ ϕMJLS ‖2< γ2. ♦

3.2.3.3 Synthèse multi-objectifs

Le problème de synthèse multi-objectifs tend à trouver des correcteurs stabilisant stochastiquement

le système en boucle fermée et assurant en même temps des performances H2/H∞. Le problème de

synthèse multi-critères est formulé comme suit :

Soient γ∞ et γ2 deux niveaux donnés de performances H∞ et H2 respectivement. Le problème de

synthèse multi-critères consiste à trouver des gains de retour de sortie Kk stabilisant stochastique-

ment le système en boucle fermée et telles que

‖ z∞ ‖E2< γ∞ ‖ w ‖2

‖ ϕcl ‖2< γ2

Le résultat de synthèse multi-objectifs est évident. Il suffit en effet de trouver des gains de retour de

sortie satisfaisant les différentes inégalités matricielles données par les propositions 3.6 et 3.7. Cela se

résume par le corollaire suivant.

Corollaire 3.7 Si il existe des matrices P∞ijk, P2ijk, Xk ∈ Sq, Yk ∈ Rq×r et Zk ∈ Sr vérifiant les

contraintes (3.44)-(3.45) et (3.51)-(3.52), alors les {Xk,Yk,Zk}-ellipsöıdes sont des ensembles de gains

stabilisants assurant les niveaux de performances requis. ♦
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Tous les problèmes de synthèse abordés dans ce travail (stabilisation exponentielle interne, stabilisation

stochastique, commande H2/H∞) sous le formalisme ellipsöıdes de matrices, sont formulés comme

des problèmes de faisabilité d’inégalités matricielles. En effet, ils sont tous équivalents à trouver des

solutions admissibles (Qijk,Xk,Yk,Zk) pour des contraintes pouvant s’écrire sous la forme générale

F(Qijk,Xk,Yk,Zk) < 0 et Xk ≤ YkZ
−1
k Y′

k (3.56)

où Qijk représentent les matrices de Lyapunov P•ijk et F(·) est un opérateur matriciel linéaire. Les

contraintes F(Qijk,Xk,Yk,Zk) < 0 sont convexes et il existe des outils numériques très performants

pour la résolution de ce type de contraintes LMI. La difficulté principale provient des contraintes sous

formes d’inégalités matricielles non linéaires Xk ≤ YkZ
−1
k Y′

k, ce qui rend le problème de synthèse non

convexe.

3.2.3.4 Prise en compte de la non convexité du problème

Les exemples numériques sont résolus en utilisant un algorithme itératif du premier ordre. Ce

dernier est basé sur une technique de complémentarité sur le cône (CCL) [GOA97], permettant la

prise en compte des contraintes non convexes et cela en les incluant dans le critère d’un problème

d’optimisation convexe. Avant d’établir un tel algorithme, nous introduisons dans un premier temps

un résultat permettant de transformer le problème de faisabilité (3.56) en un problème d’optimisation

non convexe équivalent.

Lemme 3.1 Le problème (3.56) est faisable si et seulement si zéro est l’optimum globale du problème

d’optimisation suivant 




min tr(TS)

t.q. F(Qijk,Xk,Yk,Zk) < 0

Xk ≤ X̂k Sk =



 X̂k Yk

⋆ Zk



 ≥ 0

T1k ≥ I Tk =



 T1k T2k
⋆ T3k



 ≥ 0

(3.57)

où

S = diag{S1, . . . ,Sr}, T = diag{T1, . . . , Tr}

♦

Preuve. Avec les contraintes Tk ≥ 0 et Sk ≥ 0, nous avons T ≥ 0 et S ≥ 0 ce qui induit l’implication

suivante

tr(TS) = 0⇒ TS = 0⇒ TkSk = 0, ∀k ∈ R (3.58)

Cela conduit après quelques manipulations matricielles à la relation suivante

X̂k = −T −1
1k T2kY′

k = −T −1
1k (−T1kYkZ

−1
k )Y′

k = YkZ
−1
k Y′

k
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Les contraintes non linéaires sont ainsi satisfaites

Xk ≤ X̂k = YkZ
−1
k Y′

k

L’implication inverse se déduit en choisissant X̂k = YkZ
−1
k Y′

k et Tk tel que TkSk = 0, ∀k ∈ R. �

Comme dans [GOA97, PA05], le problème d’optimisation (3.57) peut alors être résolu en utilisant un

algorithme de gradient conditionnel du premier ordre aussi connu comme la méthode de direction

faisable de Franck et Wolfe. Les propriétés de cet algorithme ne sont pas rappelées ici. Notons

seulement que cet algorithme se base sur la relaxation du critère non linéaire tr(TS) en un critère

linéaire tr(ThS + TSh). Le problème d’optimisation LMI ainsi obtenu est exécuté itérativement où Th

et Sh sont les solutions du problème d’optimisation à l’itération précédente. La séquence tr(ThSh)

est alors décroissante. Cependant, il n’existe aucune garantie de convergence de l’algorithme vers un

optimum globale.

Remarque 3.6 [PA05] Le critère d’arrêt habituellement utilisé dans les algorithmes d’optimisation

de type gradient est soit lié à une vitesse de convergence faible (slow progress) de l’objectif d’opti-

misation ou à la satisfaction du critère tr(TS) = 0. Dans le premier cas, l’algorithme échoue du fait

d’un comportement plat ou d’une convergence vers un optimum local non satisfaisant. Le second cas

correspond à la convergence de l’algorithme vers l’optimum globale. Cependant, et dus aux contraintes

T ≥ 0 et S ≥ 0, l’algorithme sera en réalité stoppé dans le cas où tr(TS) = ǫ où ǫ est un niveau de

précision fixé. La contrainte non linéaire peut dans ce cas, ne pas être satisfaite, ce qui représente une

faiblesse significative de l’algorithme.

Néanmoins, sachant que les contraintes faisant apparâıtre les variables X̂k ne sont pas l’objectif du

problème originel (3.56), dans les exemples numériques présentés ci-dessous nous adoptons les critères

d’arrêts suivants

• si tr(Th−1Sh−1 − ThSh < ε), alors STOP, l’algorithme a échoué.

• si Xk ≤ YkZ
−1
k Y′

k, ∀k ∈ R, STOP, les ellipsöıdes de matrices ont été trouvées.

L’algorithme de type complémentarité sur le cône est donné comme suit

Algorithme CCL :

i) Trouver une solution faisable Xk0, Yk0, Zk0, X̂k0, Qijk0, T0, S0. Si il n’existe pas de solution, STOP,

l’algorithme a échoué. h = 0 ;

ii) Vh = Sh, Wh = Th, et trouver Xk(h+1), Yk(h+1), Zk(h+1), X̂k(h+1), Qijk(h+1), Th+1, Sh+1, Th+1
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solutions du problème LMI






min tr(VhT + WhS)

t.q. F(Qijk,Xk,Yk,Zk) < 0

Xk ≤ X̂k Sk =



 X̂k Yk

⋆ Zk



 ≥ 0

T1k ≥ I Tk =



 T1k T2k
⋆ T3k



 ≥ 0

(3.59)

iii) si tr(Th−1Sh−1 − ThSh < ε), alors STOP, l’algorithme a échoué.

iv) si Xk ≤ YkZ
−1
k Y′

k, ∀k ∈ R, STOP, les ellipsöıdes de matrices ont été trouvées. Sinon, h = h+ 1 et

retourner à l’étape ii).

3.2.3.5 Exemples numériques

a) Commande tolérante aux défauts

La stratégie de commande multi-objectifs par retour de sortie statique développée dans cette partie

est illustrée en utilisant un exemple aéronautique. Soit le système nominal défini par la représentation

d’état suivante :

A =





−0.0565 29.072 −175.610 9.6783 1.6022

−0.0601 −0.7979 −0.2996 0 0

9.218× 10−3 −0.0179 −0.1339 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0





, B =





−0.1339 0.1339 2.0092

2.3491 −2.3491 0.7703

0.0444 −0.0444 −1.3575

0 0 0

0 0 0





,

E =





1 0

0 0

0 0

0 0

0 0.1





, W1 = 0.1× I, C2 =
[

0 0 0 0 1
]
, C∞1 =





0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0



 ,

D∞1 =





0 0 0

0 0 0

0 0 1



 , C21 =





0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0



 , D21 =





0 0 0

0 0 0

1 0 0



 .

Ce modèle est adapté de [MJH04]. Il représente les dynamiques directionelles-latérales d’un ’McDonnell

F-4C Phantom’ volant à Mach 0.6 et à une altitude de 35000 pieds. Les variables d’état xi, i = 1, . . . , 5

représentent

x1 : la vitesse latérale (pieds par seconde) ;
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x2 : vitesse de roulis (radian par seconde) ;

x3 : vitesse de lacet (radian par seconde) ;

x4 : angle de roulis (radian) ;

x5 : angle de lacet (radian).

Les entrées de commande u1, u2 et u3 correspondent respectivement à l’aileron gauche, l’aileron droit

et au déplacement du gouvernail de direction.

Pour des fins d’illustration, nous considérons deux modes défectueux :

◦ Mode 2 : Une perte de puissance de 50% sur l’aileron gauche ;

◦ Mode 3 : Perte totale de l’aileron droit.

Il s’en suit que S = {1, 2, 3}, où le mode 1 représente le cas nominale (sans défauts). Le processus

défaut est supposé Markovien. Le processus FDI est aussi Markovien avec R = {1, 2, 3}.

Les taux de transition du processus défaut actionneur sont donnés par :

[πij ] =





−0.002 0.0010 0.0010

0.0010 −0.002 0.0010

0.0010 0.0010 −0.002





Les taux de transition du processus FDI sont donnés comme suit

[λ1
ij ] =





−0.02 0.01 0.01

1.00 −1.01 0.01

1.00 0.01 −1.01



 , [λ2
ij ] =





−1.01 1.00 0.01

0.01 −0.02 0.01

0.01 1.00 −1.01



 ,

[λ3
ij ] =





−1.01 0.01 1.00

0.01 −1.01 1.00

0.01 0.01 −0.02



 .

Pour le système décrit ci-dessus, plusieurs essais ont été réalisés en utilisant l’algorithme CCL. Ces

différents essais correspondent à différentes spécifications sur les niveaux de performances H∞ (γ∞)

et H2 (γ2). Le tableau 3.1 décrit quelques uns de ces tests où

◦ iter : nombre d’itérations de l’algorithme ;

◦ time : temps de calcul (LMIs résolues avec la LMI toolbox, MATLAB 6.5.1) ;

◦ Tr(TS) : valeur du critère d’optimisation Tr(ThSh) à l’itération où l’algorithme s’est arrêté ;

◦ Kk0, k ∈ R : correcteurs obtenus comme centres des ellipsöıdes de matrices.

La méthode de synthèse ainsi mise en oeuvre nous permet d’avoir des ensembles de gains décrits

par des ellipsöıdes. Tous les éléments de ces ellipsöıdes garantissent les mêmes propriétés. Cela est

illustré par la figure (3.9) où les ellipsöıdes externes correspondent au test 1 et les ellipsöıdes internes
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Fig. 3.9 – Ellipsöıdes de gains de retour de sortie

correspondent au test 3. Ces ellipsöıdes peuvent être utilisées par exemple, pour l’évaluation de la

résilience du système en boucle fermée (voir chapitre 2).

b) Commande indépendante du mode du MJLS

Nous avons appliqué la stratégie de commande H2/H∞ par retour de sortie statique à un modèle

d’hélicoptère VTOL adapté de [dFGdVC00]. La dynamique du système considéré peut s’écrire comme

suit : 




dxt = A(φt)xtdt+B(φt)u(yt, t)dt+ Ewtdt+ W1xtd̟t

yt = C2xt

z∞t = C∞1xt +D∞1u(yt, t)

z2t = C21xt +D21u(yt, t)

où φt indique la vitesse du vent. Les différentes matrices d’état du système sont données par :

A(φt) =





−0.0366 0.0271 0.0188 −0.4555

0.0482 −1.01 0.0024 −4.0208

0.1002 a32(φt) −0.707 a34(φt)

0 0 1 0




, B(φt) =





0.4422 0.1761

b21(φt) −7.5922

−5.52 4.49

0 0




, E =





1 0

0 0

0 0

0 0.3





test γ2

∞
γ2

2
iter time(s) Tr(TS) K′

10
K′

20
K′

30

1 20 20 3 53.1270 978.9951
[

−1.1923 1.0420 0.5950
] [

−0.9980 1.5119 0.5902
] [

−1.9197 −0.1601 0.6304
]

2 10 10 3 53.2570 1.0339e+003
[

−1.1918 1.0498 0.6004
] [

−0.9890 1.5242 0.5948
] [

−1.9242 −0.1638 0.6306
]

3 5 5 3 54.6480 1.2628e+003
[

−1.1936 1.0668 0.6126
] [

−0.9812 1.5498 0.6049
] [

−1.9408 −0.1704 0.6338
]

4 1 1 7 191.5250 7.9193e+006 échec échec échec

Tab. 3.1 – Tests
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W1 =





0.1 0 0 0

0 0.1 0 0

0 0 0.1 0

0 0 0 0.1




, C2 =

[
0 0 0 1

]
,

C∞1 =

[
0 0 1 0

0 0 0 0

]
, D∞1 =

[
0 0

0 1

]
, C21 =

[
0 1 0 0

0 0 0 0

]
, D21 =

[
0 0

1 0

]
.

Le comportement du processus φt est modélisé par une châıne de Markov à trois états correspondants

à des vitesses de vent de 135 (valeur nominale), 60 et 170 Knots. Les valeurs des différents paramètres

a32, a34, et b32 sont données par le tableau 3.2.

Airspeed (Knots) a32 a34 b21

135 0.3681 1.4200 3.5446

60 0.0664 0.1198 0.9775

170 0.5047 2.5460 5.1120

Tab. 3.2 – Paramètres

La matrice de transition est donnée par :

Ξ =





−0.0907 0.0671 0.0236

0.0671 −0.0671 0

0.0236 0 −0.0236





Comme pour l’exemple précédent, plusieurs essais ont été réalisés en utilisant l’algorithme CCL. Ces

différents essais correspondent à différentes spécifications sur les niveaux de performances H∞ (γ∞)

et H2 (γ2). Le tableau 3.3 décrit quelques uns de ces tests où K0 est le gain de retour de sortie obtenu

comme centre de l’ellipsöıde de matrices.

test γ2
∞ γ2

2 iter time(s) Tr(TS) K′
0

1 10 10 3 3.2150 41.1558
[

0.7073 −0.5424
]

2 5 5 3 3.3350 41.7471
[

0.6984 −0.5379
]

3 1 1 3 3.1940 105.8766
[

0.5201 −0.4358
]

4 0.5 0.5 9 12.8080 9.3888e+003 échec

Tab. 3.3 – Tests

L’évolution des trajectoires d’états du système en boucle fermée résultant du correcteur obtenu est

illustrée par la figure 3.10. Ces trajectoires correspondant au test 3 et à la réalisation du processus

Markovien φt donnée par la figure 3.11. La figure 3.12 représente l’évolution des sorties commandées
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z∞t. Nous pouvons voir à travers ces différentes figures que l’objectif d’atténuation des perturbations

est atteint et que le système en boucle fermée est stochastiquement stable.
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Fig. 3.10 – Evolution des variables d’états : une seule réalisation du processus aléatoire
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Fig. 3.11 – Evolution du processus φt

3.3 Retour dynamique de sortie

Dans ce qui suit, des résultats portant sur la commande H2/H∞ par retour dynamique de sortie des

systèmes tolérants aux défauts à sauts Markoviens sont développés. Les premiers résultats exposés se

basent sur une formulation LMI du problème de commande. Cette formulation se révèle être inadaptée

en pratique. En effet, les correcteurs résultant de cette approche dépendent des processus défauts et

sont donc irréalisables. Une première alternative est alors de reformuler le problème de commande par
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Fig. 3.12 – Evolution des sorties z∞t : une seule réalisation du processus aléatoire

retour dynamique de sortie en un problème de commande par retour statique de sortie et d’appliquer

ainsi les différents résultats obtenus dans les sections précédentes.

Après la mise en évidence des limites de l’approche LMI, une formulation BMI du problème de com-

mande multi-objectifs sera introduite. Un algorithme de type descente conjuguée du gradient sera

proposé pour la résolution numérique de ces conditions et sera validé sur des exemples de simulation.

Nous conclurons cette partie par une formulation NLMI de la problématique abordée. Nous montre-

rons à travers un exemple numérique les contraintes générées lors de la résolution numérique de ces

conditions. Une première solution (relaxation) sera alors proposée et commentée.

3.3.1 Formulation LMI

Dans un premier temps, et en se basant sur la même méthodologie que celle utilisée pour la dérivation

des résultats de stabilisation stochastique interne, nous allons introduire dans ce qui suit une

caractérisation LMI de correcteurs par retour de sortie dynamique stabilisant stochastiquement le

système tolérant aux défauts et assurant des performances H2/H∞.

Par soucis de clarté, et afin de faciliter la lecture de ce paragraphe, nous rappelons brièvement ci

dessous le modèle dynamique de la classe de systèmes hybrides considérée. Ce dernier est décrit par

les EDS suivantes :

ϕ :






ẋt = A(ξt)xt +B(ηt)u(yt, ψt, t) + E(ξt, ηt)wt

yt = C2xt +D2(ξt, ηt)wt

zt = C1xt +D1(ηt)u(yt, ψt, t)

(3.60)

Le correcteur dynamique d’ordre plein est donné comme suit

ϕc :





v̇t = Ac(ψt)vt +Bc(ψt)yt

ut = Cc(ψt)vt
(3.61)
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où Ac(ψt), Bc(ψt) et Cc(ψt) sont des matrices de dimensions appropriées.

La représentation d’état du système en boucle fermée est alors donnée par

ϕcl :






χ̇t = Λ(ξt, ηt, ψt)χt + Ē(ξt, ηt, ψt)wt

ȳt = C̄2(ψt)χt + D̄2(ξt, ηt)wt

zt = C̄1(ηt, ψt)χt

(3.62)

où :

χt = [x′t, v
′
t]
′; ȳt = [y′t, u

′
t]
′; Λ(ξt, ηt, ψt) =

[
A(ξt) B(ηt)Cc(ψt)

Bc(ψt)C2 Ac(ψt)

]
;

Ē(ξt, ηt, ψt) =

[
E(ξt, ηt)

Bc(ψt)D2(ξt, ηt)

]
; C̄2(ψt) =

[
C2 0

0 Cc(ψt)

]
; D̄2(ξt, ηt) =

[
D2(ξt, ηt)

0

]
;

C̄1(ηt, ψt) =
[
C1 D1(ηt)Cc(ψt)

]
. (3.63)

3.3.1.1 Commande H∞

Soit le système (3.60) avec

zt = z∞t = C∞1xt +D∞1(ηt)u(yt, ψt, t)

où l’indice ’∞’ est relatif à des performances H∞.

Dans ce paragraphe, nous abordons la problématique de caractérisation LMI de correcteurs dyna-

miques stabilisant stochastiquement le système en boucle fermée, et garantissant un niveau de réjection

de perturbations γ∞ > 0, i.e. assurant la relation suivante pour tout w ∈ L2[0,∞) :

‖ z∞ ‖E2= E
{∫ ∞

0
z′∞tz∞tdt

}1/2

< γ∞
[
‖ w ‖22 +a(χ0, ξ0, η0, ψ0)

]1/2
(3.64)

où γ∞ représente le niveau d’atténuation des perturbations et a(χ0, ξ0, η0, ψ0) est une constante

dépendant des conditions initiales (χ0, ξ0, η0, ψ0).

Avant de procéder, nous allons d’abord introduire quelques résultats préliminaires nécessaires à la

dérivation de nos principaux résultats.

Proposition 3.8 Si il existe des matrices symétriques définies positives Pijk, i ∈ Z, j ∈ S et k ∈ R
telles que

Λ̃′
ijkPijk + PijkΛ̃ijk + C̄ ′

∞1jkC̄∞1jk + γ−2
∞ PijkĒijkĒ′

ijkPijk +
∑

h∈Z
h 6=i

πihPhjk +
∑

l∈S
l 6=j

νjlPilk

+
∑

v∈R
v 6=k

λijkvPijv < 0 (3.65)
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∀i ∈ Z, j ∈ S et k ∈ R
alors le système (3.62) est stochastiquement stable et vérifie

‖ z∞ ‖E2<
[
γ2
∞ ‖ w ‖22 +χT0 P(ξ0, η0, ψ0)χ0

]1/2
. (3.66)

�

Preuve La preuve de cette proposition est similaire à celle de la proposition 3.2. �

En se basant sur la proposition 3.8, le résultat suivant peut alors être énoncé

Proposition 3.9 La contrainte H∞ (3.65) est équivalente à (3.67)-(3.69)




φ̄ijk (C∞1Yijk +D∞1jFijk)′ Rijk(Yijk)
⋆ −I 0

⋆ ⋆ Sijk(Yijk)



 < 0 (3.67)

[
θ̄ijk (XijkEij + LijkD2ij)

⋆ −γ2
∞I

]
< 0 (3.68)

[
Yijk I

⋆ Xijk

]
> 0 (3.69)

où 




φ̄ijk = ÃijkYijk + YijkÃ′
ijk + F ′

ijkB
′
j +BjFijk + γ−2

∞ EijE
′
ij

θ̄ijk = Ã′
ijkXijk + XijkÃijk + C ′

2L′ijk + LijkC2

+C ′
∞1C∞1 +

∑
h∈Z
h 6=i

πihXhjk +
∑
l∈S
l 6=j

νjlXilk +
∑
v∈R
v 6=k

λijkvXijv

Les correcteurs (ϕc) correspondants sont donnés par

Bcijk = (Y−1
ijk −Xijk)−1Lijk (3.70)

Ccijk = FijkY−1
ijk (3.71)

Acijk =
(
Xijk − Y−1

ijk

)−1



Ã
′
ijk + XijkÃijkYijk + XijkBjFijk + LijkC2Yijk +




∑

h∈Z

h6=i

πihY
−1
hjk

+
∑

l∈S

l6=j

νjlY
−1
ilk +

∑

v∈R

v 6=k

λ
ij
kvY

−1
ijv



Yijk + C
′
∞1(C∞1Yijk + D∞1jFijk) + γ

−2
∞ (XijkEij + LijkD2ij)



Y−1
ijk

+ 0.5I




∑

h∈Z

h6=i

πih +
∑

l∈S

l6=j

νjl +
∑

v∈R

v 6=k

λ
ij
kv



 (3.72)

�

Preuve La preuve de cette proposition est similaire à celle de la proposition 2.7. �
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3.3.1.2 Commande H2

La formulation LMI du problème de commande H2 par retour dynamique de sortie du système (3.60)

est résumée par la proposition suivante.

Proposition 3.10 Le problème de commande H2 par retour dynamique de sortie du système (3.60)

est résolu par le problème d’optimisation convexe suivant





min
∑

i,j,k µijktr(Zijk)

t. q.




Yijk I Eij

⋆ Xijk XijkEij + LijkD2ij

⋆ ⋆ Zijk




> 0





ÃijkYijk + YijkÃ′
ijk + F ′

ijkB
′
j +BjFijk YijkC ′

21 + F ′
ijkD

′
21 Rijk(Yijk)

⋆ −I 0

⋆ ⋆ Sijk(Yijk)




< 0

Ã′
ijkXijk + XijkÃijk + C ′

2L′ijk + LijkC2 + C ′
21C21 +

∑
h∈Z
h 6=i

πihXhjk +
∑
l∈S
l 6=j

νjlXilk +
∑
v∈R
v 6=k

λijkvXijv < 0

(3.73)
La paramétrisation LMI des correcteurs correspondants est donnée par (3.70), (3.71) et

Acijk =
(
Xijk − Y−1

ijk

)−1



Ã
′
ijk + XijkÃijkYijk + XijkBjFijk + LijkC2Yijk +




∑

h∈Z

h6=i

πihY
−1
hjk

+
∑

l∈S

l6=j

νjlY
−1
ilk +

∑

v∈R

v 6=k

λ
ij
kvY

−1
ijv



Yijk + C
′
21(C21Yijk + D∞1jFijk)



Y−1
ijk

+ 0.5I




∑

h∈Z

h6=i

πih +
∑

l∈S

l6=j

νjl +
∑

v∈R

v 6=k

λ
ij
kv



 (3.74)

�

Remarque 3.7 Les résultats exposés ci-dessus induisent les mêmes conclusions que celles obtenues

pour la problématique de stabilisation exponentielle stochastique (Remarque 2.9). En effet, la

formulation LMI du problème de commande conduit à des correcteurs dynamiques dépendant des

processus Markoviens ηt, ξt et ψt. Cela rend ces correcteurs irréalisables en pratique. Néanmoins,

et en adoptant la même méthodologie que dans [MJZ03], ces résultats peuvent être exploités pour

l’étude des effets des imperfections du module de FDI sur la stabilité et le niveau de performance

H2/H∞ du système tolérant aux défauts.

En s’appuyant sur le corollaire 2.8 le problème de synthèse de correcteurs dynamiques peut être

transformé de façon équivalente en un problème de synthèse de correcteurs statiques. Les résultats

donnés par les propositions 3.4 et 3.5 peuvent alors être appliqués.
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3.3.2 Formulation BMI

Le système en boucle fermée résultant du couplage de (3.1) et de (3.61) s’écrit comme suit

ϕcl :






dχt = Λ(ξt, ηt, ψt)χtdt+ Ē(ξt, ηt, ψt)wtdt+
∑v

l=1 Wl(ξt, ηt)χtd̟lt

ȳt = C̄2(ψt)χt + D̄2(ξt, ηt)wt

z∞t = ¯C∞1(ηt, ψt)χt

z2t = C̄21(ηt, ψt)χt

(3.75)

où les différentes matrices sont données par (3.63) et Wl(ξt, ηt) =

[
Wl(ξt, ηt) 0

0 0

]
.

3.3.2.1 Commande H∞

Avant de présenter le résultat principal de ce paragraphe, nous introduisons le résultat préliminaire

donné par la proposition 3.11.

Proposition 3.11 Si il existe des matrices symétriques définies positives P∞ijk, i ∈ Z, j ∈ S et k ∈ R
telles que

Λ̃′
ijkP∞ijk + P∞ijkΛ̃ijk +

v∑

l=1

W
′
lijP∞ijkWlij + C̄ ′

∞1jkC̄∞1jk + γ−2
∞ P∞ijkĒijkĒ

′
ijkP∞ijk

+
∑

h∈Z
h 6=i

πihP∞hjk +
∑

l∈S
l 6=j

νjlP∞ilk +
∑

v∈R
v 6=k

λijkvP∞ijv < 0 (3.76)

∀i ∈ Z, j ∈ S et k ∈ R.

alors le système (3.75) est stochastiquement stable et vérifie

‖ z∞ ‖E2= E
{∫ ∞

0
z′∞tz∞tdt

}1/2

< γ∞ ‖ w ‖2 (3.77)

�

La formulation BMI du problème de commande H∞ par retour dynamique de sortie des systèmes

tolérants aux défauts à sauts Markoviens est basée sur le lemme C.5 et la paramétrisation suivante

des matrices de Lyapunov P∞ijk :

P∞ijk =M′
kN−1

∞ijkMk > 0 (3.78)

où N∞ijk sont des matrices symétriques définies positives et Mk sont des matrices non singulières.

La proposition suivante représente le résultat principal de cette section. Cette dernière se base sur la

proposition 3.11 avec P∞ijk donnée par 3.78 et une paramétrisation adéquate des matricesMk et des

matrices du correcteur dynamique.
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Proposition 3.12 Si il existe des matrices Rk, Sk, Dk, Xk, Yk, Zk et des matrices symétriques N∞ijk,

i ∈ Z, j ∈ S et k ∈ R telles que





Ωk + Ω′
k ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

Aijk − N∞ijk δijkN∞ijk ⋆ ⋆ ⋆

0 E′
ijk −γ2

∞I ⋆ ⋆

Cijk 0 0 −I ⋆

Ξijk 0 0 0 −Γijk





< 0 (3.79)

où

Ωk =

[
Rk 0

Sk + Dk Dk

]
(3.80)

Aijk =

[
RkAi + RkBjZk RkBjZk

SkAi + YkC2 + Xk + SkBjZk Xk + SkBjZk

]
(3.81)

Eijk =

[
RkEij

SkEij + YkD2ij

]
(3.82)

Cijk =
[
C∞1 +D∞1Zk D∞1Zk

]
(3.83)

Γijk = diag {k1ijk,k2ijk,k3ijk,k4ijk} (3.84)





k1ijk =
[
N∞1jk, . . .N∞(i−1)jk,N∞(i+1)jk, . . .N∞zjk

]

k2ijk =
[
N∞i1k, . . .N∞i(j−1)k,N∞i(j+1)k, . . .N∞isk

]

k3ijk =
[
N∞ij1, . . .N∞ij(k−1),N∞ij(k+1), . . .N∞ijr

]

k4ijk = [N∞ijk, . . . ,N∞ijk]

Ξijk = [̥1ijk,̥2ijk,̥3ijk,̥4ijk]
′

̥1ijk =
[√

πi1Ω
′
k, . . . ,

√
πi(i−1)Ω

′
k,
√
πi(i+1)Ω

′
k, . . . ,

√
πizΩ

′
k

]

̥2ijk =
[√

νj1Ω
′
k, . . . ,

√
νj(j−1)Ω

′
k,
√
νj(j+1)Ω

′
k, . . . ,

√
νjsΩ

′
k

]

̥3ijk =

[√
λijk1Ω

′
k, . . . ,

√
λijk(k−1)Ω

′
k,
√
λijk(k+1)Ω

′
k, . . . ,

√
λijkrΩ

′
k

]

̥4ijk =
[
Φ′

1ijk, . . . ,Φ
′
vijk

]

Φlijk =



 RkWlij 0

SkWlij 0





δijk = −




∑
h∈Z
h 6=i

πih +
∑
l∈S
l 6=j

νjl +
∑
v∈R
v 6=k

λijkv





(3.85)

et k4ijk, ̥4ijk comportent v éléments. Alors, le système (3.75) est stochastiquement stable et vérifie

(3.77).

Les matrices de fonctions de transferts des contrôleurs dynamiques correspondants sont données comme

suit

Hk(s) = Zk
(
sI− D−1

k Xk

)−1
D−1
k Yk, ∀k ∈ R. (3.86)
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�

Preuve Nous allons montrer que si les inégalités (3.79) sont vérifiées, alors les correcteurs (3.86)

assurent que les conditions (3.76) de la proposition 3.11 sont satisfaites pour une paramétrisation des

matrices de Lyapunov P∞ijk > 0 donnée par (3.78).

Notons que pour des matrices P∞ijk > 0 données par (3.78), les inégalités (3.76) peuvent se réécrire

comme suit

Π′
ijkΥijkΠijk < 0 (3.87)

où

Πijk =





I 0 0 0

N−1
∞ijkMk 0 0 0

0 I 0 0

0 0 I 0

0 0 0 I





(3.88)

Υijk =





0 ⋆ 0 C
′
∞1jk R∞ijk

MkΛijk δijkN∞ijk MkEijk 0 0

⋆ ⋆ −γ2
∞I 0 0

⋆ ⋆ ⋆ −I 0

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ −S∞ijk





(3.89)






R∞ijk = [R∞1ijk,R∞2ijk,R∞3ijk,R∞4ijk]

R∞1ijk =
[√

πi1M′
k, . . . ,

√
πi(i−1)M′

k,
√
πi(i+1)M′

k, . . . ,
√
πizM′

k

]

R∞2ijk =
[√

νj1M′
k, . . . ,

√
νj(j−1)M′

k,
√
νj(j+1)M′

k, . . . ,
√
νjsM′

k

]

R∞3ijk =

[√
λijk1M′

k, . . . ,
√
λijk(k−1)M′

k,
√
λijk(k+1)M′

k, . . . ,
√
λijkrM′

k

]

R∞4ijk =
[
W

′
1ijM′

k, . . . ,W
′
vijM′

k

]

S∞ijk = diag [S∞1ijk,S∞2ijk,S∞3ijk,S∞4ijk]

S∞1ijk =
[
N∞1jk, . . .N∞(i−1)jk,N∞(i+1)jk, . . .N∞zjk

]

S∞2ijk =
[
N∞i1k, . . .N∞i(j−1)k,N∞i(j+1)k, . . .N∞isk

]

S∞3ijk =
[
N∞ij1, . . .N∞ij(k−1),N∞ij(k+1), . . .N∞ijr

]

S∞4ijk = [N∞ijk, . . . ,N∞ijk]

(3.90)

S∞4ijk comporte v éléments.

Définissons des matrices non singulières Uk et Vk de dimension n× n telles que UkVk = Dk et soit la

matrice Mk paramétrisée comme suit

Mk =

[
R−1
k R−1

k V ′k
−U−1

k SkR
−1
k U−1

k V ′k − U−1
k SkR

−1
k V ′k

]−1

(3.91)
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Définissons aussi la matrice Tk telle que :

Tk =

[
R′
k S′

k

0 U ′
k

]
(3.92)

Notons que

M−T
k Tk = kג =

[
I 0

Vk Vk

]
(3.93)

et Mk et Tk sont non singulières. En effet, à partir de (3.79) il s’en suit que Ωk + Ω′
k < 0, ce qui

implique que les matrices Rk et Dk sont non singulières. Alors, et en considérant la définition des

matrices Uk et Vk, les matrices Tk et M−T
k Tk sont non singulières. Cela implique que les matrices

M−T
k sont aussi non singulières.

Introduisons maintenant les matrices

Fk = diag
{
,kג ,kג I, I, kג

}
(3.94)

kג = ,kג} . . . , {kג (3.95)

où kג contient ((z − 1) + (s− 1) + (r − 1) + v) matrices .kג

En appliquant la transformation de congruence F′
k(·)Fk à la matrice Υijk, l’inégalité (3.87) peut se

réécrire d’une façon équivalente comme suit

κ′F′
kΥijkFkκ < 0, κ = F−1

k Πijkς, ς 6= 0 (3.96)

en considérant
{
κ : κ = F−1

k Πijkς, ς 6= 0
}

= {κ : HijkFkκ = 0, κ 6= 0} (3.97)

où

Hijk =
[
Mk −N∞ijk 0 0 0

]
(3.98)

l’inégalité (3.96) est équivalente à

κ′F′
kΥijkFkκ < 0, ∀κ 6= 0 : HijkFkκ = 0 (3.99)

En s’appuyant sur le lemme C.5, (3.99) est vérifiée si et seulement si les inégalités suivantes sont

faisables par rapport aux variables matricilles Lijk de dimensions appropriées

F′
kΥijkFk + LijkHijkFk + F′

kH
′
ijkL

′
ijk < 0 (3.100)

Sans perte de généralité, réécrivons les matrices Lijk comme étant Lijk = F′
kLijk, alors (3.100) est

équivalente à

F′
k

(
Υijk + LijkHijk + H′

ijkL
′
ijk

)
Fk < 0 (3.101)

En définissant

Lijk =
[

I 0 0 0 0
]

(3.102)

les inégalités (3.101) se réécrivent de la façon suivante

F′
kΥijkFk < 0 (3.103)



124 Chapitre 3 : Commande multi-objectifs

où

Υijk =





Mk +M′
k ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

MkΛijk −N ′
∞ijk δijkN∞ijk ⋆ ⋆ ⋆

0 E
′
ijkM′

k −γ2
∞I ⋆ ⋆

C∞1jk 0 0 −I ⋆

R′
∞ijk 0 0 0 −S∞ijk





(3.104)

Considérons la réalisation, dans l’espace d’état, des correcteurs dynamiques (3.61) donnée par les

relations suivantes

Ack = VkD−1
k XkV−1

k , Bck = VkD−1
k Yk, Cck = ZkV−1

k (3.105)

et soit la matrice N∞ijk définie comme suit

N∞ijk = T ′
kM−1

k N∞ijkM−T
k Tk (3.106)

En effectuant les manipulations matricielles adéquates, il peut être aisément montré que

T ′
kΛijkM−T

k Tk = Aijk, T ′
kEijk = Eijk, C∞1jkM−T

k Tk = Cijk (3.107)

T ′
kM−T

k Tk = Ωk, kגkR∞ijk′ג = Ξ′
ijk (3.108)

ג
′
kS∞ijkגk = Γijk (3.109)

En prenant en compte les relations (3.94), (3.95) et (3.106)-(3.109), on peut aisément vérifier

que la relation (3.103) est équivalente à la relation (3.79). L’inégalité (3.76) est donc vérifiée

avec P∞ijk = M′
kN−1

∞ijkMk. Finalement, Les matrices de fonctions de transferts des contrôleurs

dynamiques (3.86) sont obtenues à partir de la relation (3.105). �

Remarque 3.8 D’un point de vue pratique, les contrôleurs stabilisant le système en boucle fermée

et assurant un niveau de réjection de perturbations optimal sont d’un très grand intérêt. De tels

contrôleurs peuvent être obtenus en résolvant le problème d’optimisation suivant :

O∞ :






min
τ>0, N∞ijk=N′

∞ijk
>0, Rk, Sk, Dk, Xk, Yk, Zk

τ

t.q.




Ωk + Ω′
k ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

Aijk − N∞ijk δijkN∞ijk ⋆ ⋆ ⋆

0 E′
ijk −τI ⋆ ⋆

Cijk 0 0 −I ⋆

Ξijk 0 0 0 −Γijk





< 0

Où les contraintes LMI sont obtenues à partir des inégalités matricielles (3.79), en remplaçant γ2
∞

par τ . Cela conduit au corollaire suivant :
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Corollaire 3.8 Soient τ > 0, N∞ijk = N′
∞ijk > 0, Rk, Sk, Dk, Xk, Yk, Zk les solutions du problème

d’optimisation O∞. Alors, la loi de commande (3.61) stabilise stochastiquement le système (3.1) et

assure un niveau de réjection de perturbations inférieur à
√
τ . ♦

Remarque 3.9 Les résultats ci-dessus peuvent être aisément étendus à une classe plus générale de

contraintes quadratiques, à savoir les contraintes SIQC. Cela est illustré par les résultats suivants

Corollaire 3.9 Si il existe des matrices Pijk = P ′
ijk > 0, i ∈ Z, j ∈ S et k ∈ R telles que





Θijk PijkEijk + C
′
1jkQ C

′
1jk∆

⋆ V 0

⋆ ⋆ −Σ



 < 0 (3.110)

où





U = ∆Σ−1∆′

Θijk = Λ̃′
ijkPijk + PijkΛ̃ijk +

∑v
l=1 W

′
lijPijkWlij +

∑
h∈Z
h 6=i

πihPhjk +
∑
l∈S
l 6=j

νjlPilk +
∑
v∈R
v 6=k

λijkvPijv

alors

JSIQC < 0

où JSIQC est donné par 3.19. ♦

Corollaire 3.10 Si il existe des matrices Rk, Sk, Dk, Xk, Yk, Zk et des matrices symétriques Nijk,

i ∈ Z, j ∈ S et k ∈ R telles que




Ωk + Ω′
k ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

Aijk − Nijk δijkNijk ⋆ ⋆ ⋆

Cijk E′
ijk V ⋆ ⋆

Cijk 0 0 −Σ ⋆

Ξijk 0 0 0 −Γijk





< 0 (3.111)

où 



Cijk = Q′Cijk

Cijk = ∆′Cijk

Alors, les contraintes quadratiques JSIQC sont vérifiées.

Les matrices de fonctions de transferts des contrôleurs dynamiques correspondants sont données comme

suit

Hk(s) = Zk
(
sI− D−1

k Xk

)−1
D−1
k Yk, ∀k ∈ R. (3.112)

♦

Remarque 3.10 Le cas particulier de commande H∞ par retour de sortie indépendant du mode

des MJLS peut aussi être traité en utilisant la même méthodologie. En se basant sur les mêmes
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arguments que ceux utilisés pour prouver la proposition 3.12, les résultats suivants peuvent être énoncés

Corollaire 3.11 Si il existe des matrices R, S, D, X, Y, Z et des matrices symétriques N∞i, i ∈ Z
telles que 



Ω + Ω′ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

Ai − N∞i δiN∞i ⋆ ⋆ ⋆

0 E′
i −γ2

∞I ⋆ ⋆

Ci 0 0 −I ⋆

Ξi 0 0 0 −Γi





< 0 (3.113)

où

Ω =

[
R 0

S + D D

]
(3.114)

Ai =

[
RAi + RBiZ RBiZ

SAi + YC2i + X + SBiZ X + SBiZ

]
(3.115)

Ei =

[
REi

SEi + YD2i

]
(3.116)

Ci =
[
C∞1i +D∞1iZ D∞1iZ

]
(3.117)

Γi = diag {k1i,k2i} (3.118)






k1i =
[
N1, . . .N(i−1),N(i+1), . . .Nh

]

k2i = [Ni, . . . ,Ni]

Ξi = [̥1i,̥2i]
′

̥1i =
[√

Φi1Ω
′, . . . ,

√
Φi(i−1)Ω

′,
√

Φi(i+1)Ω
′, . . . ,

√
ΦihΩ

′
]

̥2i = [Φ′
1i, . . . ,Φ

′
vi]

Φli =



 RWli 0

SWli 0





δi = −∑
l∈H
l 6=i

Φil

(3.119)

et k2ijk, ̥2ijk comportent v éléments. Alors, le MJLS est stochastiquement stable et vérifie (3.77).

La matrice de fonctions de transferts du contrôleur dynamique correspondant est donnée comme suit

H(s) = Z
(
sI− D−1X

)−1
D−1Y. (3.120)

♦
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Corollaire 3.12 Si il existe des matrices R, S, D, X, Y, Z et des matrices symétriques Ni, i ∈ Z, telles

que 



Ω + Ω′ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

Ai − Ni δiNi ⋆ ⋆ ⋆

Ci E′
i V ⋆ ⋆

Ci 0 0 −Σ ⋆

Ξi 0 0 0 −Γi





< 0 (3.121)

où 



Ci = Q′Ci

Ci = ∆′Ci

Alors, les contraintes quadratiques JSIQC sont vérifiées.

La matrice de fonctions de transferts du contrôleur dynamique correspondant est donnée comme suit

H(s) = Z
(
sI− D−1X

)−1
D−1Y. (3.122)

♦

3.3.2.2 Commande H2

La Formulation BMI du problème de commande H2 par retour dynamique de sortie du système (3.1)

est donnée par la proposition 3.13.

Proposition 3.13 Le problème de commande H2 par retour de sortie dynamique est résolu par le

problème d’optimisation suivant

O2 :






min
Zijk, N2ijk, Rk, Sk, Dk, Xk, Yk, Zk

∑
i,j,k µijktr(Zijk)

s.t :

 Zijk ⋆

Eijk N2ijk



 > 0





Ωk + Ω′
k ⋆ ⋆ ⋆

Aijk − N2ijk δijkN2ijk 0 0

Cijk ⋆ −I 0

Ξijk ⋆ ⋆ −Γijk




< 0

(3.123)

∀i ∈ Z, j ∈ S et k ∈ R.

Les matrices de fonctions de transferts des contrôleurs dynamiques correspondant sont données comme

suit

Hk(s) = Zk
(
sI− D−1

k Xk

)−1
D−1
k Yk, ∀k ∈ R. (3.124)

�

Preuve La preuve de cette proposition s’appuie sur les mêmes lignes que celles de la proposition 3.12.�
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Nous concluons cette section en donnant un résultat de commande H2 par retour dynamique de sortie

indépendant du mode pour la classe des systèmes MJLS.

Corollaire 3.13 Le problème de commande H2 par retour de sortie dynamique pour le MJLS est

résolu par le problème d’optimisation suivant

O2 :






min
Zi, N2i, R, S, D, X, Y, Z

∑
i µitr(Zi)

t.q.

 Zi ⋆

Ei N2i



 > 0





Ω + Ω′ ⋆ ⋆ ⋆

Ai − N2i δiN2i 0 0

Cijk ⋆ −I 0

Ξi ⋆ ⋆ −Γi




< 0

(3.125)

∀i ∈ Z.

La matrice de fonctions de transferts du contrôleur dynamique correspondant est donnée comme suit

H(s) = Z
(
sI− D−1X

)−1
D−1Y. (3.126)

�

3.3.2.3 Synthèse multi-objectifs

Le problème de synthèse multi-objectifs tend à trouver des correcteurs stabilisant stochastiquement

le système en boucle fermée et assurant en même temps des performances H2/H∞. Le problème de

synthèse multi-critères est formulé comme suit :

Soient α2 et α∞ deux scalaires positifs donnés. Le problème de synthèse multi-critères consiste à

trouver des correcteurs dynamiques stabilisant le système en boucle fermée et solutions du problème

d’optimisation suivant 




min
γ2,γ∞,Ack,Bck,Cck

α2γ2 + α∞γ∞

t.q.

‖ z∞ ‖E2< γ∞ ‖ w ‖2, ‖ ϕcl ‖2< γ2

(3.127)

La solution de ce problème de commande revient donc à trouver des correcteurs dynamiques satisfai-

sant les différentes inégalités matricielles données dans les propositions 3.12 et 3.13.

3.3.2.4 Aspects numériques

Les différentes inégalités matricielles données par les propositions 3.12 et 3.13 ne sont pas linéaires en

les variables de décision, il est donc difficile de les vérifier directement. Cependant, la paramétrisation

donnée par ces conditions offre plusieurs avantages :
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• La caractérisation donnée par les propositions 3.12 et 3.13 permettent une paramétrisation explicite

des différentes matrices des correcteurs dynamiques (problem in closed form [GBdO99]) ;

• Le problème de commande H2/H∞ avec des matrices de sorties des correcteurs fixées (semblable

au problème de commande énoncé dans [TIH96]), est un problème sous forme LMI ;

• Pour Zk fixés, les conditions (3.79) et (3.123) sont sous forme LMI en les variables

Zijk, N∞ijk, N2ijk, Rk, Sk, Dk, Xk, Yk ;

• Pour Rk et Sk fixés, les conditions (3.79) et (3.123) sont sous forme LMI en les variables

Zijk, N∞ijk, N2ijk, Dk, Xk, Yk, Zk.

Cela suggère une méthode de type décente coordonnée (DC). Cependant, comme il a été mentionné

dans le chapitre 2, il est important de noter qu’il existe plusieurs algorithmes plus ou moins

sophistiqués pour la résolution de problèmes BMI, et que le choix d’un algorithme de type décente

coordonnée n’est ici justifié que par sa simplicité et pour des raisons d’illustrations, et non par rapport

à ses performances.

Pour l’initialisation de cet algorithme, nous nous basons sur la même méthodologie que celle utilisée

dans [KSVS04]. Un tel algorithme est donné comme suit :

Algorithme DC

i) Initialisation : q = 0. Trouver des gains de retour d’états Zkq solutions du problème d’optimisation

suivant






min
γ2q ,γ∞q ,Zkq

α2γ2q + α∞γ∞q

t.q.

‖ z∞ ‖E2< γ∞q ‖ w ‖2, ‖ ϕcl ‖2< γ2q

(3.128)

ii) Fixer les matrices Zkq et trouver une solution du problème d’optimisation convexe (3.127) en

termes des variables Zijkq, N2ijkq, N∞ijkq, Rkq, Skq, Dkq, Xkq, Ykq. Fixer la valeur du critère

d’optimisation υq = α2γ2q + α∞γ∞q.

iii) Fixer les matrices Rkq et Skq et trouver une solution du problème d’optimisation convexe (3.127)

en termes des variables Zijkq, N2ijkq, N∞ijkq, Dkq, Xkq, Ykq, Zkq. Fixer la valeur du critère

d’optimisation ωq = α2γ2q + α∞γ∞q.

iv) Si υq − ωq < ǫ, ǫ > 0, STOP. Sinon, q ← q + 1 et retourner à l’étape ii).

Comme dans toute méthode de type décente coordonnée, l’algorithme ci dessus génére une séquence

décroissante des valeurs de la fonction objectif. La convergence de l’algorithme est donc garantie.

Cependant, il n’y a aucune garantie de convergence vers l’optimum global.
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3.3.2.5 Exemple du VTOL

La stratégie de commande multi-objectifs par retour dynamique de sortie développée dans cette partie

est illustrée en utilisant un modèle d’helicoptère VTOL [dFGdVC00]. Soit le système nominal défini

par la représentation d’état suivante :

A =





−0.0366 0.0271 0.0188 −0.4555

0.0482 −1.01 0.0024 −4.0208

0.1002 0.3681 −0.707 1.4200

0 0 1 0




, B =





0.4422 0.1761

3.5446 −7.5922

−5.52 4.49

0 0




, E =





0.0468 0

0.0457 0.0099

0.0437 0.0011

−0.0218 0





W1 =





0.1 0 0 0

0 0.1 0 0

0 0 0.1 0

0 0 0 0.1




, C2 =

[
1 0 0 0

0 1 0 0

]
, D2 =

[
0.1 0

0 0.1

]
,

C∞1 =

[
0 1 0 0

0 0 0 1

]
, D∞1 =

[
1 0

0 1

]
, C21 =

[
1 0 0 0

0 0 1 0

]
, D21 =

[
0 0

0 1

]
.

Le vecteur d’état xt ∈ R4 est composé de :

x1 : vitesse longitudinale ;

x2 : vitesse verticale ;

x3 : vitesse de tangage ;

x4 : angle de tangage.

et les composantes du vecteur de commande sont :

u1 : commande cyclique générale ;

u2 : commande cyclique longitudinale.

Nous supposons dans ce qui suit que le système est sujet à deux modes défectueux :

◦ Mode 2 : Perte de puissance de 50% sur le premier actionneur ;

◦ Mode 3 : Perte de puissance de 50% sur les deux actionneurs.

Nous avons alors S = {1, 2, 3}, où le mode 1 représente le cas nominal. Le processus FDI est supposé

Markovien avec R = {1, 2, 3}.

Les taux de transition du processus défaut actionneur sont donnés par :

[πij ] =





−0.002 0.0010 0.0010

0.0010 −0.002 0.0010

0.0010 0.0010 −0.002




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Les taux de transition du processus FDI sont donnés comme suit :

[λ1
ij ] =





−0.02 0.01 0.01

1.00 −1.01 0.01

1.00 0.01 −1.01



 , [λ2
ij ] =





−1.01 1.00 0.01

0.01 −0.02 0.01

0.01 1.00 −1.01



 ,

[λ3
ij ] =





−1.01 0.01 1.00

0.01 −1.01 1.00

0.01 0.01 −0.02



 .

Pour le système décrit ci-dessus, et en utilisant l’Algorithme DC, nous obtenons les performances

H2/H∞ suivantes : γ2 = 1.3813, γ∞ = 7.0430.

Les correcteurs dynamiques correspondants sont donnés par :





−4.5605 6.1141 −0.7661 −2.0089

1.2505 −13.949 2.1057 2.8241

−0.8586 9.0361 −3.6110 −6.1882

1.7167 0.8173 1.3675 0.6197

4.6913 −4.9146

−2.0707 10.8691

4.1034 −6.6348

−1.8753 −1.2901

−0.5951 −0.1871 0.3333 0.4416

0.0519 0.8206 −0.6220 −1.5290
0





ψt=1





−1.8554 −0.8810 −0.0395 −0.5837

−2.7850 −8.6549 4.1078 3.8934

0.2180 2.2321 −2.8481 −4.2791

1.3433 3.3313 1.1581 0.1551

1.6635 0.9851

−1.7314 5.2828

3.0771 −1.2354

−1.4002 −3.4934

−0.6729 0.0591 0.1496 0.2176

2.4528 1.4950 −2.1517 −3.1308
0





ψt=2





−2.0190 −0.9464 0.0742 −0.4221

−0.7222 −6.3567 2.2273 1.2006

−0.5881 0.9657 −2.1838 −3.2807

1.3238 3.2111 1.2362 0.1852

1.7047 0.9938

−1.3945 4.5383

2.9401 −0.5600

−1.3741 −3.4574

−0.7787 0.0063 0.2350 0.3908

1.8829 1.2999 −1.9038 −3.0831
0





ψt=3

où [
⋆ ⋆

⋆ 0

]

ψt=i

est une réalisation du correcteur (ϕd) pour ψt = i.

L’évolution des trajectoires d’état du système en boucle fermée résultant des correcteurs obtenus

est illustrée par la figure 3.13. Ces trajectoires correspondent à une seule réalisation des processus
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Fig. 3.13 – Evolution des variables d’état : une seule réalisation des processus aléatoires
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Fig. 3.14 – Evolution des sorties z∞t : une seule réalisation des processus aléatoires

Markoviens ηt et ψt. La figure 3.14 représente l’évolution des sorties commandées z∞t. Nous pouvons

voir à travers ces différentes figures que l’objectif d’atténuation des perturbations est atteint et que le

système en boucle fermée est stochastiquement stable.

3.3.3 Formulation NLMI

En suivant la même méthodologie que dans la section 3.2.3 et en s’appuyant sur le corollaire 2.8, les

résultats suivants peuvent être énoncés

Corollaire 3.14 (Commande H∞ des AFTCSMP) Si il existe des matrices P∞ijk = P ′
∞ijk > 0,
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Xk ∈ Sq, Yk ∈ Rq×r et Zk = Z′
k > 0 vérifiant les LMIs suivantes

M̃′
1ij

[
Θijk P∞ijk

P∞ijk 0

]
M̃1ij < M̃′

2j

[
−I 0

0 γ2
∞I

]
M̃2j + M̃′

3ij

[
Xk Yk

⋆ Zk

]
M̃3ij (3.129)

et les inégalités matricielles non linéaires

Xk ≤ YkZ
−1
k Y′

k (3.130)

∀i ∈ Z, j ∈ S et k ∈ R, où

M̃1ij =

[
I 0 0

Ãi Ẽij B̃j

]
, M̃2j =

[
C̃∞1 0 D̃∞1j

0 I 0

]
, M̃3ij =

[
C̃2 D̃2ij 0

0 0 I

]

alors les {Xk,Yk,Zk}-ellipsöıdes sont des ensembles de gains stabilisants tels que

‖ z∞ ‖E2= E
{∫ ∞

0
z′∞tz∞tdt

}1/2

< γ∞ ‖ w ‖2 (3.131)

♦

Corollaire 3.15 (Commande H2 des AFTCSMP) Si il existe des matrices P2ijk = P ′
2ijk > 0,

Xk ∈ Sq, Yk ∈ Rq×r et Zk = Z′
k vérifiant les contraintes suivantes

Xk ≤ YkZ
−1
k Y′

k (3.132)

∑

i,j,k

µijktr(Ẽ
′
ijP2ijkẼij) < γ2

2 (3.133)

Ñ′
1ij

[
Θijk P2ijk

P2ijk 0

]
Ñ1ij < −Ñ′

2jÑ2j + Ñ′
3

[
Xk Yk

⋆ Zk

]
Ñ3 (3.134)

∀i ∈ Z, j ∈ S et k ∈ R, où

Ñ1ij =

[
I 0

Ãi B̃j

]
, Ñ2j =

[
C̃21 D̃21j

]
, Ñ3 =

[
C̃2 0

0 I

]

alors les {Xk,Yk,Zk}-ellipsöıdes sont des ensembles de gains stabilisants tels que ‖ ϕcl ‖2< γ2. ♦

Corollaire 3.16 (Commande H∞ des MJLS) Si il existe des matrices P∞i = P ′
∞i > 0, X ∈ Sq,

Y ∈ Rq×r et Z = Z′ > 0 vérifiant les contraintes LMIs suivantes

M̃′
1i

[
Θi P∞i

P∞i 0

]
M̃1i < M̃′

2i

[
−I 0

0 γ2
∞I

]
M̃2i + M̃′

3i

[
X Y

⋆ Z

]
M̃3i (3.135)

et les inégalités matricielles non linéaires

X ≤ YZ−1Y′ (3.136)
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∀i ∈ H, où

M̃1i =

[
I 0 0

Ãi Ẽi B̃i

]
, M̃2i =

[
C̃∞1i 0 D̃∞1i

0 I 0

]
, M̃3i =

[
C̃2i D̃2i 0

0 0 I

]

alors le {X,Y,Z}-ellipsöıde est un ensemble de gains stabilisant stochastiquement le système (3.38)

tel que

‖ z∞ ‖E2= E
{∫ ∞

0
z′∞tz∞tdt

}1/2

< γ∞ ‖ w ‖2 (3.137)

♦

Corollaire 3.17 (Commande H2 des MJLS) Si il existe des matrices P2i = P ′
2i > 0, X ∈ Sq,

Y ∈ Rq×r et Z = Z′ > 0 vérifiant les contraintes

X ≤ YZ−1Y′ (3.138)

∑

i

µitr(Ẽ
′
iP2iẼi) < γ2

2 (3.139)

Ñ′
1i

[
Θi P2i

P2i 0

]
Ñ1i < −Ñ′

2iÑ2i + Ñ′
3i

[
X Y

⋆ Z

]
Ñ3i (3.140)

∀i ∈ H, où

Ñ1i =

[
I 0

Ãi B̃i

]
, Ñ2i =

[
C̃21i D̃21i

]
, Ñ3i =

[
C̃2i 0

0 I

]

alors le {X,Y,Z}-ellipsöıde est un ensemble de gains stabilisants tel que ‖ ϕMJLS ‖2< γ2. ♦

3.3.3.1 Exemples numériques

Reprenons l’exemple b) de la section 3.2.3.5. En appliquant l’algorithme CCL au problème de com-

mande multi-objectifs par retour dynamique de sortie pour des niveaux de performances γ2
∞ = γ2

2 = 5,

nous obtenons les paramètres suivants :

K0 =





−0.8508 0 0 0

0 −0.8508 0 0

0 0 −0.8508 0

0 0 0 −0.8508

0

0
0.1927

−0.3855





(3.141)

X =





0.1629 0 0 0 0

⋆ 0.1629 0 0 0

⋆ ⋆ 0.1629 0 0

⋆ ⋆ ⋆ 0.1629 0

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ 86.2908




, Y =





0.2200 0 0 0 0 0

0 0.2200 0 0 0 0

0 0 0.2200 0 0 0

0 0 0 0.2200 0 0

0 0 0 0 −123.9206 161.9495




,
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Z =





0.2585 0 0 0 0 0

⋆ 0.2585 0 0 0 0

⋆ ⋆ 0.2585 0 0 0

⋆ ⋆ ⋆ 0.2585 0 0

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ 247.2609 −197.8547

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ 321.1858





.

L’algorithme a donc convergé vers un correcteur statique ut = Dcyt. Cela est du au fait que les

différentes matrices du correcteur dynamique ne sont pas explicitement caractérisées par les conditions

données par les corollaires 3.14, 3.15, 3.16 et 3.17.

Une première solution à ce problème consisterait à exclure toute solution de la forme (3.141) et

cela en fixant certaines variables de décisions et en résolvant le problème d’optimisation par rapport

aux variables de décisions libres. Dans ce qui suit, nous exposons les résultats obtenus pour une

paramétrisation de la matrice X donnée comme suit

X =

[
X11 C

⋆ X22

]

où C est une matrice constante de dimension appropriée.

En appliquant l’algorithme CCL avec cette nouvelle paramétrisation, nous obtenons le résultat suivant

K0 =





−1.0752 −0.3514 −0.2758 −0.0268

−0.3514 −1.3944 −0.4282 −0.0416

−0.2758 −0.4282 −1.1850 −0.0327

−0.0268 −0.0416 −0.0327 −0.8521

−0.0142

−0.0220

−0.0173

−0.0017

0.0267 0.0415 0.0326 0.0032

0.0080 0.0124 0.0098 0.000

0.2012

−0.3820





(3.142)

Cependant, il est important de noter que la démarche suivie ci-dessus n’a pour l’instant aucune

justification théorique. Le pessimisme introduit par une telle méthodologie n’a lui aussi pas encore

été évalué. En effet, ces aspects constituent l’une des problématiques à laquelle nous nous intéressons

actuellement.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé le problème de la commande multi-objectifs par retour de sortie

des systèmes tolérant aux défauts à sauts Markoviens. Les différents critères de performances considérés

incluent la stabilisation stochastique du système en boucle fermée, des performances H2 ainsi que des

performances H∞. Deux structures de commande ont été proposées : les contrôleurs statiques par
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retour de sortie, et les correcteurs dynamiques par retour de sortie.

Dans un premier temps nous avons proposé une caractérisation LMI des correcteurs statiques sta-

bilisant le système en boucle fermée et assurant des niveaux de réjection de perturbations H2/H∞

optimaux. Une caractérisation sous forme NLMI a été ensuite développée en adoptant un forma-

lisme basé sur la synthèse d’ensemble ellipsöıdaux de correcteurs. Les conditions ainsi obtenues étant

non convexes, un algorithme de type complémentarité sur le cône a été proposé pour leur résolution

numérique. Ce dernier permet la prise en compte des contraintes non convexes et cela en les incluant

dans le critère d’un problème d’optimisation convexe itératif. Les performances ainsi que les limita-

tions de cet algorithme ont été illustrées aux travers d’exemples de simulation.

La problématique du retour dynamique de sortie a été considérée en seconde partie de chapitre. Nous

avons d’abord proposé une caractérisation sous forme LMI des correcteurs dynamiques et cela en s’ins-

pirant de résultats relatifs aux cas des systèmes déterministes. Après la mise en évidence des limites

de l’approche LMI (cette caractérisation conduit à des correcteurs dépendant des processus défauts

et donc irréalisables en pratique), une formulation BMI du problème de commande multi-objectifs a

été introduite. Cette formulation se base sur l’utilisation d’une version du lemme de Finsler (Lemme

C.5) et une paramétrisation particulière des différentes matrices de Lyapunov. Un algorithme de type

descente conjuguée du gradient a été proposé pour la résolution numérique de ces conditions et a été

validé sur des exemples de simulation.



Chapitre 4

Cas des systèmes à temps discret :

application aux systèmes commandés

par réseaux

Dans ce chapitre est abordé le problème de commande multi-objectifs par retour de sortie des systèmes

à sauts Markoviens en temps discret. Deux axes sont développés, le premier concerne la commande

multi-critères des systèmes tolérants aux défauts à sauts Markoviens en temps discret, et le second

traite de la problématique des systèmes commandés par réseaux. Les différents critères de performances

considérés incluent la stabilisation stochastique du système en boucle fermée, des performances H2

ainsi que des performances H∞.

Dans la première partie, on établit deux caractérisations NLMI de correcteurs statiques par retour

de sortie stabilisant le système en boucle fermée et assurant des niveaux de performances H2/H∞.

La première caractérisation s’appuie sur les travaux de [dOBG99] traitant de l’analyse de la stabi-

lité robuste des systèmes LTI en temps discret. En effet, nous montrerons que dans ce contexte, la

problématique résultant du fait que les gains des correcteurs tolérants aux défauts ne dépendent que

de la décision du processus FDI est prise en compte de manière naturelle. Cela est dû au découplage

entre les matrices de Lyapunov et les matrices du système introduit par ces conditions. La seconde

caractérisation s’appuie sur le formalisme ellipsöıdes de matrices dont les avantages ont été énoncés

dans les différents chapitres précédents. Les différentes conditions de synthèse étant établies en termes

d’inégalités matricielles non linéaires, leur résolution numérique reste un problème délicat. Des algo-

rithmes d’optimisation itératifs de type complémentarité sur le cône seront proposés et mis en oeuvre

sur des exemples de simulation.

La seconde partie du chapitre est dédiée à la problématique de stabilisation stochastique et de com-

mande multi-critères des systèmes commandés par réseaux sujets à des retards aléatoires et à des

pannes pouvant affecter les différents composants du système. Les différents retards aléatoires induits

par la présence d’un réseau de communication pouvant être modélisés par une châıne de Markov à

temps discret et à espace d’état fini [KOC+92, XHH00], cette problématique est alors considérée sous

le formalisme (MJLS). Nous proposons là aussi une structure de commande par retour statique de
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sortie, et nous montrerons que ce problème de synthèse représente un cas particulier intéressant du

problème de synthèse traité en première partie de chapitre.

4.1 Introduction

Ce chapitre se divise en deux parties principales. La première a pour objectif d’étendre les résultats

obtenus dans les chapitres précédents au cas des systèmes à temps discret, et la deuxième est consacrée

à la problématique des systèmes commandés par réseaux de communications.

De manière similaire au cas des systèmes en temps continu, la problématique de synthèse en perfor-

mance abordée dans le cadre des systèmes en temps discret s’inscrit là aussi dans un cadre de synthèse

multi-objectifs. Plus particulièrement, nous nous intéressons à des critères de performances de type

H2/H∞.

La problématique de la commande H∞ par retour statique d’état des AFTCSMP en temps discret

a été initialement considérée par [SBNG03]. Les principaux résultats sont donnés en termes de solu-

tions d’équations de Riccati non standards. Les gains de retour ainsi obtenus dépendent des processus

défauts, rendant ces résultats inapplicables en pratique. D’autre part, une recherche bibliographique a

mis en évidence l’absence de résultats relatifs au problème de commande H2 dans le cadre des systèmes

tolérants aux défauts à sauts Markoviens et en temps discret. Comme pour le cas continu, la première

étape dans la résolution de cette problématique est donc de définir la norme H2 dans le cadre des

AFTCSMP en temps discret. Cette définition se base sur les travaux de [CM98, CFM05] portant sur

la commande H2 des MJLS en temps discret. La définition de la norme H2 des AFTCSMP introduite

dans ce chapitre représente une généralisation de la norme H2 des MJLS. Les différentes normes ainsi

définies, le problème de synthèse H2/H∞ peut alors être considéré dans un contexte stochastique.

Afin de nous affranchir de l’hypothèse d’accessibilité du vecteur d’état, nous proposons une structure

de commande par retour statique de sortie. Deux caractérisations sous forme NLMI des correcteurs

stabilisant stochastiquement le système en boucle fermée et assurant des niveaux de performances

H2/H∞ seront données. La première caractérisation se base sur les travaux de [dOBG99] traitant

de l’analyse de la stabilité robuste des systèmes LTI en temps discret. Les conditions obtenues dans

ces travaux introduisent une sorte de découplage entre les matrices de Lyapunov et les matrices du

système. Ce découplage peut alors être utilisé afin de synthétiser des correcteurs ne dépendant que du

processus FDI. La seconde caractérisation s’appuie sur le formalisme ellipsöıdes de matrices dont les

avantages ont été énoncés dans les différents chapitres précédents. L’aspect résolution numérique des

différentes conditions NLMI sera là aussi pris en compte et des algorithmes de type complémentarité

sur le cône seront proposés. La validité des différents résultats théoriques obtenus sera illustrée à tra-

vers des exemples de simulation.

La seconde partie du chapitre est dédiée à la problématique des systèmes commandés par réseaux

(NCSs pour Networked Control Systems). Plus particulièrement, nous nous intéresserons au problème

de stabilisation stochastique et de commande multi-critères des systèmes commandés par réseaux su-

jets à des retards aléatoires et à des pannes pouvant affecter les différents composants du système.

Cette problématique est considérée sous le formalisme (MJLS). En effet, et en se basant sur les travaux
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de [KOC+92, XHH00], les différents retards aléatoires induits par la présence d’un réseau de commu-

nication peuvent être modélisés comme une châıne de Markov à temps discret et à espace d’état fini.

Le modèle ainsi obtenu appartient à la classe des systèmes à sauts Markoviens. Nous proposons là

aussi une structure de commande par retour statique de sortie, et nous montrerons que le problème

de synthèse dans le cadre des NCSs représente un cas particulier intéressant du problème de synthèse

traité en première partie de chapitre. En effet, deux caractérisations des correcteurs statiques seront

données : une caractérisation NLMI par découplage et une caractérisation NLMI par ellipsöıdes de

matrices. Des algorithmes de type complémentarité sur le cône seront ensuite proposés et validés à

travers des exemples de simulation.

4.2 Systèmes tolérants aux défauts

Cette première partie de chapitre est consacrée à la problématique de commande multi-objectifs des

systèmes tolérants aux défauts à sauts Markoviens en temps discret. Avant d’établir nos principaux

résultats, nous allons dans un premier temps définir le modèle dynamique de la classe de systèmes

traitée, puis nous donnerons quelques définitions et résultats préliminaires afin de faciliter la lecture

de cette partie.

4.2.1 Modèle dynamique

Afin de décrire la classe des systèmes à sauts Markoviens traitée dans cette partie, fixons dans un

premier temps un espace probabilisé complet (Ω,F , P ). Le modèle dynamique du système tolérant

aux défauts à saut Markoviens, défini dans l’espace probabilisé complet (Ω,F , P ), est décrit par les

EDS suivantes :

ϕ :






xk+1 = Ax(ξk)xk +Bu(ηk)u(yk, ψk, k) + Ew(ξk, ηk)wk

yk = Cyxk +Dy(ξk, ηk)wk

zk = Czxk +Dz(ηk)u(yk, ψk, k)

(4.1)

où

• xk ∈ Rn : état du système ;

• u(yk, ψk, k) ∈ Rr : entrée de commande du système ;

• yk ∈ Rq : sortie mesurée du système ;

• zk ∈ Rp : sortie commandée du système ;

• wk ∈ Rm : perturbations externes ;

• ξk, ηk et ψk : processus défauts systèmes, défauts actionneurs et processus FDI, respectivement. ξk, ηk

et ψk sont des processus Markoviens mesurables, séparables et à espaces d’états finis Z = {1, 2, ..., s},
S = {1, 2, ..., a} et R = {1, 2, ..., f}, respectivement ;

• Ax(ξk), Bu(ηk), Ew(ξk, ηk), Dy(ξk, ηk) et Dz(ηk) : matrices aléatoires de dimensions appropriées.

En commande tolérante aux défauts par approche active, nous considérons que la loi de commande

n’est fonction que du processus FDI. Dans ce contexte, nous définissons les compensateurs par retour
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statique de sortie (ϕs) comme suit

ϕs :
{
uk = K(ψk)yk (4.2)

En combinant (4.1) et (4.2), la représentation d’état du système en boucle fermée est donnée par :

ϕcl :






xk+1 = Ā(ξk, ηk, ψk)xk + Ē(ξk, ηk, ψk)wk

yk = Cyxk +Dy(ξk, ηk)wk

zk = C̄z(ηk, ψk)xk + D̄z(ξk, ηk, ψk)wk

(4.3)

où
[
Ā(ξk, ηk, ψk) Ē(ξk, ηk, ψk)

C̄z(ηk, ψk) D̄z(ξk, ηk, ψk)

]
=

[
Ax(ξk) Ew(ξk, ηk))

Cz 0

]

+

[
Bu(ηk)

Dz(ηk)

]
K(ψk)

[
Cy Dy(ξk, ηk)

]

Les processus défauts et FDI :

ξk, ηk et ψk étant des processus Markoviens homogènes à temps discret et à espaces d’état finis, nous

pouvons définir la probabilité de transition du processus défaut système comme suit

αil = P{ξk+1 = l | ξk = i} (4.4)

où αil ≥ 0 et
∑
l∈Z

αil = 1.

La probabilité de transition du processus défaut actionneur est donnée par

βjl = P{ηk+1 = l | ηk = j} (4.5)

Sachant que ξk = i et ηk = j, la probabilité de transition du processus FDI ψk est donnée par

γijvl = P{ψk+1 = l | ξk = i, ηk = j, ψk = v} (4.6)

4.2.2 Définitions et résultats préliminaires

Dans ce paragraphe, nous allons dans un premier temps rappeler quelques définitions basiques, rela-

tives à des notions de stabilité stochastique, puis nous introduirons quelques résultats préliminaires

portant sur la stabilité en moyenne quadratique du système tolérant aux défauts.

Dans ce qui suit, et sans perte de généralité, nous supposerons que le point d’équilibre, x = 0, est la

solution en laquelle les propriétés de stabilité sont examinées.

Définition 4.1 Le système 4.1 avec uk = 0 et wk = 0 est dit

1. Stochastiquement stable (SS) si pour toute condition initiale (x0, ξ0, η0, ψ0), la relation suivante est

vérifiée :

E
{

∞∑

k=0

‖ xk(x0, ξ0, η0, ψ0) ‖2
}
<∞ (4.7)
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2. Stable en moyenne quadratique (MSS pour Mean Square Stable) si pour toute condition initiale

(x0, ξ0, η0, ψ0), la relation suivante est vérifiée

lim
k→∞
E
{
‖ xk(x0, ξ0, η0, ψ0) ‖2

}
= 0 (4.8)

3. Exponentiellement stable en moyenne quadratique (EMSS pour Exponentially Mean Square Stable)

si pour toute condition initiale (x0, ξ0, η0, ψ0), il existe des constantes 0 < α < 1 et β > 0 telles que

∀k ≥ 0

E
{
‖ xk(x0, ξ0, η0, ψ0) ‖2

}
< βαk ‖ x0 ‖2 (4.9)

4. Stable presque sûrement si pour toute condition initiale (x0, ξ0, η0, ψ0), la relation suivante est

vérifiée

P

{
lim
k→∞

‖ xk(x0, ξ0, η0, ψ0) ‖= 0

}
= 1 (4.10)

Remarque 4.1 En utilisant les mêmes arguments que dans [JCFL91], nous pouvons montrer que

les trois premières notions de stabilité sont équivalentes et que chacune d’elles implique la stabilité

presque sûre. En effet, la seule différence réside dans le fait que [JCFL91] ne considèrent qu’un seul

processus Markovien.

La proposition suivante donne des conditions nécessaires et suffisantes pour la (SS ) du système en

boucle fermée (4.3).

Proposition 4.1 Les propositions suivantes sont équivalentes :

i) Le système (4.1) est stochastiquement stabilisé par ϕs ;

ii) Les inégalités matricielles

Ā′
ijvP̄ijvĀijv − Pijv < 0, ∀i ∈ Z, j ∈ S, v ∈ R. (4.11)

sont faisables par rapport aux matrices Kv et Pijv > 0 où

Āijv = Axi +BujKvCy; P̄ijv =
∑

r∈Z

αir
∑

d∈S

βjd
∑

q∈R

γijvqPrdq

iii) Pour tout Q = (Q111, . . . ,Qijv, . . . ,Qsaf ) avec Qijv > 0, il existe un unique

P = (P111, . . . ,Pijv, . . . ,Psaf ) avec Pijv > 0 vérifiant les équations de Lyapunov couplées suivantes

Ā′
ijvP̄ijvĀijv − Pijv +Qijv = 0 ∀i ∈ Z, j ∈ S, v ∈ R. (4.12)

�

Preuve. La preuve de cette proposition s’appuie sur les mêmes arguments que ceux utilisés dans la

preuve de résultats de stabilité dans [CFM05, ZHL03], excepté que dans ce travail nous considérons
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trois processus Makoviens, alors que dans les références ci-dessus, les auteurs ne considèrent qu’un

seul processus Markovien. �

Nous concluons cette section en introduisant le lemme 4.1. Ce dernier sera utilisé pour la preuve de

l’un de nos principaux résultats.

Lemme 4.1 Les propositions suivantes sont équivalentes

i) Il existe une matrice symétrique définie positive P telle que

A′f(P)A− P < 0

où f(P) > 0 est une fonction matricielle de P.

ii) Il existe une matrice symétrique définie positive P et une matrice G telles que

[
−P A′G′
⋆ −G − G′ + f(P)

]
< 0

♦

Preuve. La preuve de ce lemme est similaire à la preuve du théorème 1 dans [dOBG99]. �

4.2.3 Principaux résultats

Dans ce paragraphe, nous abordons la problématique de commande multi-objectifs par retour sta-

tique de sortie du AFTCSMP en temps discret. Plus particulièrement, nous nous intéressons à la

caractérisation sous forme NLMI de correcteurs statiques stabilisant stochastiquement le système en

boucle fermée et assurant des niveaux de performances H2/H∞.

4.2.3.1 Stabilisation stochastique

Dans cette section, nous allons dans un premier temps établir une condition nécessaire et suffisante

pour la stabilisation stochastique du système (4.1). La condition ainsi obtenue est formulée comme

un problème de faisabilité d’inégalités matricielles sous une contrainte égalité de la forme PX = I.

L’outil principal dans la dérivation de cette condition est le lemme 4.1.

Dans un second temps, et par analogie au cas continu, une caractérisation par ellipsöıdes de matrices

des correcteurs statiques stabilisant stochastiquement le système (4.1) sera aussi donnée. Comme

il a été illustré dans les chapitres précédents, cette formulation permet notamment la synthèse de

correcteurs sujets à des spécifications sur les gains de commande.

Une caractérisation par inégalités matricielles non linéaires des compensateurs (ϕs) stabilisant

stochastiquement le système (4.1) est donnée par la proposition suivante.

Proposition 4.2 Le système en boucle fermée (4.3) est stochastiquement stable si et seulement si il

existe des matrices Kv, des matrices Ḡijv et des matrices symétriques Pijv > 0, Xijv > 0 vérifiant les
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inégalités matricielles couplées suivantes





−Pijv Ā′
ijv 0

⋆ −Ḡijv − Ḡ′ijv ḠijvRijv

⋆ ⋆ −X̄ijv



 < 0 (4.13)

sous les contraintes

PijvXijv = I (4.14)

où





X̄ijv = diag{k1jv, k2jv, . . . , ksjv};

k1jv = [X111,X112, . . . ,X11f ,X121,X122, . . . ,X12f , . . . ,X1j1,X1j2, . . . ,X1jf , . . . ,X1a1,X1a2, . . . ,X1af ];

...

ksjv = [Xs11,Xs12, . . . ,Xs1f ,Xs21,Xs22, . . . ,Xs2f , . . . ,Xsj1,Xsj2, . . . ,Xsjf , . . . ,Xsa1,Xsa2, . . . ,Xsaf ];

Rijv = diag{Γ1jv, Γ2jv, . . . , Γsjv};

Γ1jv =

[√
αi1βj1γ

ij
v1,

√
αi1βj1γ

ij
v2, . . . ,

√
αi1βj1γ

ij
vf ,

√
αi1βj2γ

ij
v1,

√
αi1βj2γ

ij
v2, . . . ,

√
αi1βj2γ

ij
vf , . . . ,

√
αi1βjaγ

ij
v1,

√
αi1βjaγ

ij
v2, . . . ,

√
αi1βjaγ

ij
vf

]
;

...

Γsjl =

[√
αisβj1γ

ij
v1,

√
αisβj1γ

ij
v2, . . . ,

√
αisβj1γ

ij
vf ,

√
αisβj2γ

ij
v1,

√
αisβj2γ

ij
v2, . . . ,

√
αisβj2γ

ij
vf , . . . ,

√
αisβjaγ

ij
v1,

√
αisβjaγ

ij
v2, . . . ,

√
αisβjaγ

ij
vf

]
.

Si (4.13)-(4.14) sont faisables, alors la loi de commande par retour statique de sortie correspondant

est donnée par

uvk = Kvyk

�

Preuve. Soient les inégalités matricielles (4.13). L’utilisation du lemme 1 avec f(Pijv) = P̄ijv conduit

à

[
−Pijv Ā′

ijvG′ijv
⋆ −G′ijv − Gijv + P̄ijv

]
< 0 (4.15)

Notons qu’à partir de la relation (4.15), les matrices Gijv sont non singulières. Définissons Ḡijv = G−1
ijv .

En utilisant la transformation de congruence

[
I 0

0 Ḡijv

]

et en appliquant le complément de Schur au terme ḠijvP̄ijvḠ′ijv, les inégalités (4.15) deviennent





−Pijv Ā′
ijv 0

⋆ −Ḡijv − Ḡ′ijv ḠijvRijv

⋆ ⋆ −X̄ijv



 < 0 (4.16)
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Cela conclue cette preuve. �

En se basant sur la proposition 4.1, une caractérisation en terme d’ellipsöıdes de matrices des

compensateurs (ϕs) stabilisant stochastiquement le système (4.1) est donnée par la proposition

suivante.

Proposition 4.3 Le système (4.3) est stochastiquement stable si et seulement si il existe des matrices

Pijv = P ′
ijv > 0, Xv ∈ Sq, Yv ∈ Rq×r et Zv = Z′

v > 0 vérifiant les LMIs suivantes

[
I 0

Axi Buj

]′ [
−Pijv 0

⋆ P̄ijv

][
I 0

Axi Buj

]
<

[
Cy 0

0 I

]′ [
Xv Yv

⋆ Zv

][
Cy 0

0 I

]
(4.17)

et les inégalités matricielles non linéaires données comme suit

Xv ≤ YvZ
−1
v Y′

v (4.18)

∀i ∈ Z, j ∈ S et v ∈ R.

Soit {Pijv,Xv,Yv,Zv} une solution, alors les {Xv,Yv,Zv}-ellipsöıdes, non vides, sont des ensembles

de gains stabilisants. �

Preuve. La preuve de cette proposition est similaire à la preuve de la proposition 2.5. �

4.2.3.2 Commande H∞

Soit le système (4.1) avec

zk = z∞k = C∞xk +D∞(ηk)u(yk, ψk, k)

où l’indice ’∞’ est relatif à des performances H∞.

Dans cette section, nous abordons la problématique de synthèse de correcteurs par retour statique de

sortie stabilisant stochastiquement le système (4.1) et assurant un niveau de réjection de perturbations

γ∞ > 0. Cette problématique est adressée sous un formalisme d’optimisation non convexe.

Afin d’aborder la problématique de commande H∞ dans un contexte stochastique, nous considérons

l’espace L2((Ω,F , P ), [0,∞)) des processus F-mesurables, z∞k, pour lesquels

‖ z∞ ‖E2= E
{

∞∑

k=0

z′∞kz∞k

}1/2

<∞

Le problème de commande H∞ stochastique peut être formulé comme suit :

Pour un niveau de performance H∞ (γ∞) donné, trouver des gains de retour statique de sortie Kv
tels que

E
{

∞∑

k=0

z′∞kz∞k

}
< γ2

∞

∞∑

k=0

w′
kwk (4.19)

i.e.

‖ z∞ ‖E2< γ∞ ‖ w ‖2
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Dans ce cas, le système en boucle fermée (4.3) est stochastiquement stable et possède un niveau de

performance H∞ sur [0,∞) donné par γ∞.

Avant d’établir nos principaux résultats portant sur la commande H∞ de cette classe de systèmes

hybrides stochastiques, nous introduisons la proposition suivante donnant une condition nécessaire

et suffisante de résolution du problème de commande H∞ en terme d’inégalités matricielles non

linéaires. Cette dernière est obtenue en se basant sur le lemme réel borné des systèmes linéaires à

sauts Markoviens et à temps discret [ZHL03].

Proposition 4.4 Le système (4.3) est stochastiquement stable et ‖ ϕcl ‖∞< γ∞ si et seulement si

il existe des matrices Kv et des matrices symétriques P∞ijv > 0 vérifiant les inégalités matricielles

couplées suivantes

[
Ā′
ijvP̄∞ijvĀijv − P∞ijv + C̄ ′

∞jvC̄∞jv Ā′
ijvP̄∞ijvĒijv + C̄ ′

∞jvD̄∞ijv

⋆ −(γ2
∞I− Ē′

ijvP̄∞ijvĒijv − D̄′
∞ijvD̄∞ijv)

]
< 0 (4.20)

où

C̄∞jv = C∞ +D∞jKvCy

D̄∞ijv = D∞jKvDyij

�

Nous sommes maintenant en position d’introduire nos résultats portant sur la commande H∞

stochastique par retour statique de sortie des systèmes tolérants aux défauts à sauts Markoviens et à

temps discret.

Proposition 4.5 Le système (4.1) est stochastiquement stabilisé par ϕs et ‖ ϕcl ‖∞< γ∞ si et

seulement si il existe des matrices Kv, des matrices Ḡ∞ijv et des matrices symétriques P∞ijv > 0,

X∞ijv > 0 vérifiant les inégalités matricielles suivantes





−
[

I

0

]
P∞ijv

[
I 0

]
−
[

0 0

0 γ2
∞I

] [
C̄ ′
∞jv

D̄′
∞ijv

] [
Ā′
ijv

Ē′
ijv

]
0

⋆ −I 0 0

⋆ ⋆ −Ḡ∞ijv − Ḡ′∞ijv Ḡ∞ijvR∞ijv

⋆ ⋆ ⋆ −X̄∞ijv





< 0 (4.21)

sous les contraintes

P∞ijvX∞ijv = I (4.22)

Si (4.21)-(4.22) sont faisables, alors Kv sont des gains de retour statique de sortie stabilisant

stochastiquement le système (4.1) et garantissant un niveau de performance H∞ donné par γ∞. �

Preuve. Les inégalités matricielles (4.20) peuvent se réécrire de façon équivalente comme suit
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[
Ā′
ijv

Ē′
ijv

]
P̄∞ijv

[
Āijv Ēijv

]
−
{[

I

0

]
P∞ijv

[
I 0

]
+

[
0 0

0 γ2
∞I

]
−
[
C̄ ′
∞jv

D̄′
∞ijv

] [
C̄∞jv D̄∞ijv

]}

︸ ︷︷ ︸
L∞ijv

< 0

(4.23)

En utilisant le lemme 4.1 avec f(P∞ijv) = P̄∞ijv nous obtenons




−L∞ijv

[
Ā′
ijv

Ē′
ijv

]
G′∞ijv

⋆ −G′∞ijv − G∞ijv + P̄∞ijv



 < 0 (4.24)

En utilisant la transformation de congruence

[
I 0

0 Ḡ∞ijv

]

et en appliquant le complément de Schur au terme Ḡ∞ijvP̄∞ijvḠ′∞ijv, nous obtenons (4.21). Cela

conclue cette preuve. �

En se basant sur la proposition 4.4, une caractérisation en terme d’ellipsöıdes de matrices des

compensateurs (ϕs) stabilisant stochastiquement le système (4.1) et assurant des performances H∞

est donnée par la proposition suivante.

Proposition 4.6 Si il existe des matrices P∞ijv = P ′
∞ijv > 0, Xv ∈ Sq, Yv ∈ Rq×r et Zv = Z′

v > 0

vérifiant les LMIs suivantes

M′
1ij

[
−P∞ijv 0

⋆ P̄∞ijv

]
M1ij < M′

2j

[
−I 0

0 γ2
∞I

]
M2j + M′

3ij

[
Xv Yv

⋆ Zv

]
M3ij (4.25)

et les inégalités non linéaires suivantes

Xv ≤ YvZ
−1
v Y′

v (4.26)

∀i ∈ Z, j ∈ S et v ∈ R, où

M1ij =

[
I 0 0

Axi Ewij Buj

]
, M2j =

[
C∞ 0 D∞j

0 I 0

]
, M3ij =

[
Cy Dyij 0

0 0 I

]

alors les {Xv,Yv,Zv}-ellipsöıdes sont des ensembles de gains stabilisants stochastiquement le système

(4.1) tel que

‖ z∞ ‖E2< γ∞ ‖ w ‖2

�

Preuve. La preuve de cette proposition s’appuie sur les mêmes arguments que ceux utilisés pour la

preuve de la proposition 2.5. �
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4.2.3.3 Commande H2

Soit le système (4.1) avec

zk = z2k = C2xk +D2(ηk)u(yk, ψk, k)

et Dy(ξk, ηk) = 0. z2k est la sortie à commander pour laquelle des performances H2 sont considérées.

Avant d’établir les résultats principaux de cette section, nous allons dans un premier temps introduire

la définition 4.2 qui représente une généralisation de la définition de la norme H2 des systèmes à

sauts Markoviens et à temps discret [CM98] à la classe des systèmes tolérants aux défauts à sauts

Markoviens en temps discret.

Definition 4.2 Nous définissons la norme H2 du système bouclé (ϕcl) supposé stable, de manière

interne, au sens de la moyenne quadratique, comme suit

‖ ϕcl ‖22=
m∑

d=1

∑

i,j,v

‖ z2d,i,j,v ‖2E2

où z2d,i,j,v représente la séquence de sortie (z20, z21, . . .) quand :

a) la séquence d’entrée est donnée par w = (w0, w1, . . .), w0 = ed, wk = 0, k > 0, ed ∈ Rm est un

vecteur unitaire de dimension m formé par un ’1’ à la position d et des zéros ailleurs ;

b) ξ0 = ξ1 = i, η0 = η1 = j, ψ0 = ψ1 = v.

Partant de la définition ci-dessus et en s’appuyant sur les mêmes arguments que ceux utilisés dans

[CM98], le corollaire suivant peut être énoncé.

Corollaire 4.1 Supposons que le système bouclé (ϕcl) est stochastiquement stable alors les propriétés

suivantes sont vérifiées

i) ‖ ϕcl ‖22=
∑

i,j,v tr(Ew
′
ijPoijvEwij), où Po = {Po111, . . . ,Posaf} représente le Grammien d’observa-

bilité, i.e., Poijv sont les uniques solutions semi-définies positives des équations suivantes

Ā′
ijvP̄oijvĀijv − Poijv + C

′
2jvC2jv = 0 (4.27)

∀i ∈ Z, j ∈ S et v ∈ R.

ii) ‖ ϕcl ‖22<
∑

i,j,k tr(Ew
′
ijP2ijvEwij), où P2ijk sont les solutions définies positives des inégalités

matricielles suivantes

Ā′
ijvP̄2ijvĀijv − P2ijv + C

′
2jvC2jv < 0 (4.28)

∀i ∈ Z, j ∈ S et v ∈ R.

iii) Si il existe des matrices définies positives P2ijv et des matrices Kv telles que

∑

i,j,k

tr(Ew
′
ijP2ijvEwij) < γ2

2

Ā′
ijvP̄2ijvĀijv − P2ijv + C

′
2jvC2jv < 0
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∀i ∈ Z, j ∈ S et v ∈ R, alors Kv sont des gains stabilisant tel que ‖ ϕcl ‖2< γ2.

♦

En s’appuyant sur le corollaire 4.1, et en utilisant la même méthodologie que celle utilisée pour le

problème de commande H∞, des résultats de commande H2 sont obtenus et sont résumés comme

suit.

Proposition 4.7 Si il existe des matrices Kv, des matrices Ḡ2ijv et des matrices symétriques P2ijv > 0,

X2ijv > 0 vérifiant les inégalités matricielles suivantes

∑

i,j,k

tr(Ew
′
ijP2ijvEwij) < γ2

2 (4.29)





−P2ijv Ā′
ijv 0 C

′
2jv

⋆ −Ḡ2ijv − Ḡ′2ijv Ḡ2ijvR2ijv 0

⋆ ⋆ −X̄2ijv 0

⋆ ⋆ ⋆ −I




< 0 (4.30)

sous les contraintes

P2ijvX2ijv = I (4.31)

∀i ∈ Z, j ∈ S et v ∈ R, alors Kv sont des gains stabilisants tels que ‖ ϕcl ‖2< γ2. �

Preuve La preuve de cette proposition est similaire à celle de la proposition 4.2. �

Proposition 4.8 Si il existe des matrices P2ijv = P ′
2ijv > 0, Xv ∈ Sq, Yv ∈ Rq×r et Zv = Z′

v vérifiant

les contraintes suivantes

Xv ≤ YvZ
−1
v Y′

v (4.32)

∑

i,j,k

tr(Ew
′
ijP2ijvEwij) < γ2

2 (4.33)

N′
1ij

[
−P2ijv 0

⋆ P̄2ijv

]
N1ij < −N′

2jN2j + N′
3

[
Xv Yv

⋆ Zv

]
N3 (4.34)

∀i ∈ Z, j ∈ S et v ∈ R, où

N1ij =

[
I 0

Axi Buj

]
, N2j =

[
C2 D2j

]
, N3 =

[
Cy 0

0 I

]

alors les {Xv,Yv,Zv}-ellipsöıdes sont des ensembles de gains stabilisants tels que ‖ ϕcl ‖2< γ2. �

Preuve La preuve de cette proposition est similaire à celle de la proposition 2.5. �
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4.2.3.4 Synthèse multi-objectifs

Le problème de synthèse multi-objectifs tend à trouver des correcteurs stabilisant stochastiquement

le système en boucle fermée et assurant en même temps des performances H2/H∞. Le problème de

synthèse multi-critères est formulé comme suit :

Soient γ∞ et γ2 deux niveaux de performances H∞ et H2 donnés. Le problème de synthèse multi-

critères consiste à trouver des gains de retour de sortie Kv stabilisant stochastiquement le système

en boucle fermée et tels que

‖ z∞ ‖E2< γ∞ ‖ w ‖2

‖ ϕcl ‖2< γ2

Le résultat de synthèse multi-objectifs est évident. Il suffit en effet de trouver des gains de

retour de sortie satisfaisant les différentes inégalités matricielles données par les propositions 4.5

et 4.7 (4.6 et 4.8 pour le formalisme ellipsöıdes de matrices). Cela se résume par les Corollaires suivants.

Corollaire 4.2 Si il existe des matrices P∞ijv, P2ijv, X∞ijv, X2ijv, Ḡ∞ijv, Ḡ2ijv, et Kv vérifiant les

contraintes (4.21)-(4.22) et (4.29)-(4.31), alors les gains Kv sont des gains stabilisants assurant les

niveaux de performances requis. ♦

Corollaire 4.3 Si il existe des matrices P∞ijv, P2ijv, Xv ∈ Sq, Yv ∈ Rq×r et Zv ∈ Sr vérifiant les

contraintes (4.25)-(4.26) et (4.33)-(4.34), alors les {Xv,Yv,Zv}-ellipsöıdes sont des ensembles de gains

stabilisants assurant les niveaux de performances requis. ♦

4.2.4 Prise en compte de la contrainte PijvXijv = I

Les conditions données par les propositions 4.5 et 4.7 sont formulées comme un problème de faisabilité

de LMIs sous des contraintes égalités de la forme PijvXijv = I. Les exemples numériques sont

résolus en utilisant un algorithme itératif du premier ordre. Ce dernier est basé sur une technique de

complémentarité sur le cône (CCL), permettant la prise en compte des contraintes non convexes et

cela en les incluant dans le critère d’un problème d’optimisation convexe.

Pour P∞ = (P∞111, . . . ,P∞ijv, . . . ,P∞saf ), G∞ = (G∞111, . . . ,G∞ijv, . . . ,G∞saf ), K =

(K1, . . . ,Kv, . . . ,Kf ), X∞ = (X∞111, . . . ,X∞ijv, . . . ,X∞saf ), P2 = (P2111, . . . ,P2ijv, . . . ,P2saf ), G2 =

(G2111, . . . ,G2ijv, . . . ,G2saf ), et X2 = (X2111, . . . ,X2ijv, . . . ,X2saf ), définissons les deux ensembles

convexes suivant :

CH2

(P2,G2,K,X2) , {(P2,G2,K,X2) : LMIs(4.29)− (4.30),P2ijv > 0,X2ijv > 0,∀i ∈ S, j ∈ Z, v ∈ R}

et

CH∞

(P∞,G∞,K,X∞) , {(P∞,G∞,K,X∞) : LMIs(4.21),P∞ijv > 0,X∞ijv > 0,∀i ∈ S, j ∈ Z, v ∈ R}
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Nous pouvons voir à partir de la proposition 4.5 (proposition 4.7, respectivement) que le problème

de commande H∞ (Commande H2, respectivement) du système (4.1) est faisable si et seulement

si il existe des matrices P∞ = (P∞111, . . . ,P∞ijv, . . . ,P∞saf ), G∞ = (G∞111, . . . ,G∞ijv, . . . ,G∞saf ),

K = (K1, . . . ,Kv, . . . ,Kf ), X∞ = (X∞111, . . . ,X∞ijv, . . . ,X∞saf ), P2 = (P2111, . . . ,P2ijv, . . . ,P2saf ),

G2 = (G2111, . . . ,G2ijv, . . . ,G2saf ), et X2 = (X2111, . . . ,X2ijv, . . . ,X2saf ) telles que

(P∞,G∞,K,X∞) ∈ CH∞

(P∞,G∞,K,X∞), P∞ijvX∞ijv = I ∀i ∈ S, j ∈ Z, v ∈ R (4.35)

(resp.

(P2,G2,K,X2) ∈ CH2

(P2,G2,K,X2), P2ijvX2ijv = I ∀i ∈ S, j ∈ Z, v ∈ R) (4.36)

L’algorithme CCL est basé sur le fait que pour toutes matrices X > 0 et P > 0 (X ,P ∈ Rn×n), si la

LMI [
X I

⋆ P

]
≥ 0 (4.37)

est faisable, alors tr(PX ) ≥ n, et tr(PX ) = n si et seulement si PX = I.

Une solution de (4.35) (resp. (4.36)) peut alors être obtenue en résolvant le problème d’optimisation

non convexe suivant

min
(P∞,G∞,K,X∞)∈CH∞

(P∞,G∞,K,X∞)

{
tr(X∞P∞) :

[
X∞ijv I

I P∞ijv

]
≥ 0,∀i ∈ S, j ∈ Z, v ∈ R

}
(4.38)

(resp.

min
(P2,G2,K,X2)∈C

H2
(P2,G2,K,X2)

{
tr(X2P2) :

[
X2ijv I

I P2ijv

]
≥ 0,∀i ∈ S, j ∈ Z, v ∈ R

}
) (4.39)

où

X∞ = diag{X∞111, . . . ,X∞ijv, . . . ,X∞saf}, P∞ = diag{P∞111, . . . ,P∞ijv, . . . ,P∞saf}

(resp.

X2 = diag{X2111, . . . ,X2ijv, . . . ,X2saf}, P2 = diag{P2111, . . . ,P2ijv, . . . ,P2saf})

Nous pouvons voir que si la solution optimale de (4.38) (resp. (4.39)) satisfait

tr(X∞P∞) = n× s× a× f (4.40)

(resp.

tr(X2P2) = n× s× a× f (4.41)

alors (4.35) (resp. (4.36)) est faisable. Le problème de commande H∞ (resp. commande H2) est

transformé en un problème d’optimisation (4.38) (resp. (4.39)). Cependant, cela reste un problème

difficile dû à la non convexité de la fonction coût. L’algorithme CCL est alors utilisé pour résoudre ce

problème d’optimisation.
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L’algorithme CCL pour la résolution du problème de commande multi-objectifs est donné comme suit

Algorithme 4.1. Soient γ∞ > 0 et γ2 > 0

i) Initialisation. h = 0 : trouver une solution faisable (P∞0,G∞0,K0,X∞0) ∈
CH∞

(P∞,G∞,K,X∞), (P20,G20,K0,X20) ∈ CH2

(P2,G2,K,X2) ;

ii) Vh = Ph et Wh = Xh où

Xh = diag{X∞111h, . . . ,X∞ijvh, . . . ,X∞saf h,X2111h, . . . ,X2ijvh, . . . ,X2saf h}

Ph = diag{P∞111h, . . . ,P∞ijvh, . . . ,P∞saf h,P2111h, . . . ,P2ijvh, . . . ,P2saf h}

Définir la fonction linéaire

fh(P,X) = tr(VhX + WhP) (4.42)

iii) trouver (Ph+1,Xh+1) solution du problème d’optimisation convexe suivant

min
(P∞,G∞,K,X∞)∈CH∞

(P∞,G∞,K,X∞)
,(P2,G2,K,X2)∈C

H2
(P2,G2,K,X2)

{
fh(P,X) :

[
X∞ijv I

I P∞ijv

]
≥ 0;

[
X2ijv I

I P2ijv

]
≥ 0,∀i ∈ S, j ∈ Z, v ∈ R

}
(4.43)

iv) si le critère d’arrêt est satisfait, aller à l’étape v). Sinon, h = h+ 1 et aller à l’étape ii).

v) fixer K. Si il existe des matrices P∞ijv et P2ijv telles que (4.20), (4.28) et (4.29) sont vérifiées alors

K est solution du problème de commande multi-objectifs. Sinon, échec de l’algorithme.

Remarque 4.2 Les étapes i), iii) et v) de l’algorithme ci-dessus sont des problèmes LMIs pour

lesquels des outils de résolution numériques très performants sont disponibles.

Remarque 4.3 Le critère d’arrêt de l’algorithme est : tr(TS)− (n× s× a× f) = ǫ où ǫ est un niveau

de précision fixé. La solution trouvée peut dans ce cas ne pas être satisfaisante ce qui représente une

faiblesse significative de l’algorithme. Une étape de vérification est alors ajoutée dans l’algorithme

(étape v) ci dessus).

4.2.5 Exemple numérique

Dans cette section, la stratégie de commande multi-objectifs par retour statique de sortie est illustrée

en utilisant un modèle discrétisé de la dynamique longitudinale linéarisée et découplée d’un avion F-18

(section 3.2.3 : exemple a)) avec une période d’échantillonnage Ts = 0.01s. Soit le système nominal

avec :
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Ax =

[
0.9879 0.009769

−0.0837 0.9908

]
, Bu =

[
−2.874× 10−3 −5.439× 10−4

−0.1919 −0.03784

]
, Ew =

[
0.1 0

0 0.1

]
,

Cy =
[

0 1
]
, C∞ =

[
1 1

]
, D∞ =

[
1 1

]
C2 =

[
0 1

]
, D2 =

[
0 0

]
.

Pour des fins d’illustration, nous allons considérer un mode défectueux :

◦ Mode 2 : Perte totale du second actionneur.

En considérant ce mode, nous avons S = {1, 2}, où le mode 1 représente le cas nominal (sans

pannes). Le processus défaut est supposé Markovien. Le processus FDI est aussi Markovien avec

R = {1, 2}.

La matrice de probabilités de transition du processus défaut actionneur est donnée par :

[βij ] =

[
0.9 0.1

0 1

]

La matrice de probabilités de transition du processus FDI est donnée comme suit

[γ1
ij ] =

[
0.9 0.1

0.9 0.1

]
, [γ2

ij ] =

[
0.1 0.9

0.1 0.9

]
.

Pour le système décrit ci-dessus, et en utilisant l’algorithme 4.1 avec γ2
∞ = γ2

2 = 20, nous obtenons les

gains de retour de sortie donnés par

K1 =
[

1.4884 −2.0721
]′
, K2 =

[
0.9671 −1.7280

]′
.

L’évolution des trajectoires d’états du système en boucle fermée résultant des correcteurs obtenus

est illustrée par la figure 4.1. La figure 4.2 représente l’évolution des sorties commandées z∞k. Nous

pouvons voir à travers ces différentes figures que l’objectif d’atténuation des perturbations est atteint

et que le système en boucle fermée est stochastiquement stable.

4.2.6 Prise en compte de la contrainte Xv ≤ YvZ
−1
v Y′

v

La contrainte non linéaire Xv ≤ YvZ
−1
v Y′

v est traitée de façon similaire à celle du cas continu. Cela se

traduit par le lemme 4.2 et l’algorithme 4.2.

Lemme 4.2 Le problème de synthèse multi-objectifs est faisable si et seulement si zéro est l’optimum
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Fig. 4.1 – Evolution des variables d’état : une seule réalisation des processus aléatoires
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Fig. 4.2 – Evolution des sorties z∞k : une seule réalisation des processus aléatoires

globale du problème d’optimisation suivant






min tr(TS)

t.q. (4.25), (4.33)− (4.34)

Xv ≤ X̂v Sv =



 X̂v Yv

⋆ Zv



 ≥ 0

T1v ≥ I Tv =



 T1v T2v
⋆ T3v



 ≥ 0

(4.44)

où

S = diag{S1, . . . ,Sf}, T = diag{T1, . . . , Tf}

♦
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Algorithme 4.2.

i) Trouver une une solution faisable Xv0, Yv0, Zv0, X̂v0, Qijv0, T0, S0. Si il n’existe pas de solution,

STOP, l’algorithme a échoué. h = 0 ;

ii) Vh = Sh, Wh = Th, et trouver Xv(h+1), Yv(h+1), Zv(h+1), X̂v(h+1), Qijv(h+1), Th+1, Sh+1, Th+1

solutions du problème LMI






min tr(VhT + WhS)

t.q. (4.25), (4.33)− (4.34)

Xv ≤ X̂v Sv =



 X̂v Yv

⋆ Zv



 ≥ 0

T1v ≥ I Tv =



 T1v T2v
⋆ T3v



 ≥ 0

(4.45)

iii) si tr(Th−1Sh−1 − ThSh < ε), alors STOP, l’algorithme a échoué.

iv) si Xv ≤ YvZ
−1
v Y′

v, ∀v ∈ R, STOP, les ellipsöıdes de matrices ont été trouvées. Sinon, h = h+ 1 et

retourner à l’étape ii).

4.2.7 Exemple numérique

Soit le système nominal défini par la représentation d’état suivante :

Ax =





0.9993 0.2901 −1.755 0.09675 0.01602

−5.985 × 10−4 0.992 −2.456 × 10−3 −2.9 × 10−5 −4.802 × 10−6

9.214 × 10−5 −1.648 × 10−4 0.9986 4.46 × 10−6 7.383 × 10−7

−2.997 × 10−6 9.96 × 10−3 −1.318 × 10−5 1 −1.602 × 10−8

4.608 × 10−7 −8.476 × 10−7 9.993 × 10−3 1.487 × 10−8 1




,

Bu =





1.682 × 10−3 −1.682 × 10−3 0.03312

0.0234 −0.0234 7.684 × 10−3

4.416 × 10−4 −4.416 × 10−4 −0.01357

1.171 × 10−4 −1.171 × 10−4 3.845 × 10−5

2.212 × 10−6 −2.212 × 10−6 −6.784 × 10−5




, Ew =





0.0100 0

0 0

0 1 × 10−3

0 1 × 10−3

0 1 × 10−3




, Cy =

[
0 0 0 0 1

]
,

C∞ =

[
0 1 0 0 0

0 0 0 1 0

]
, D∞ =

[
0 0 0

0 0 1

]
, C2 =

[
0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

]
, D2 =

[
0 0 0

1 0 0

]
.

Ce modèle a été obtenu en discrétisant le modèle dynamique du ’McDonnell F-4C Phantom’ de

l’exemple a) de la section 3.2.3.5 avec une période d’échantillonnage Ts = 0.01s.

Nous supposons que ce système est sujet à un défaut actionneur :

◦ Mode 2 : Perte totale de l’aileron gauche.
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Il s’en suit que S = {1, 2}, où le mode 1 représente le cas nominal (sans défauts). Le processus

défaut est supposé Markovien. Le processus FDI est aussi Markovien avec R = {1, 2}.

La matrice de probabilités de transition du processus défaut actionneur est donnée par :

[βij ] =

[
0.9 0.1

0 1

]

La matrice de probabilités de transition du processus FDI est donnée comme suit

[γ1
ij ] =

[
0.9 0.1

0.9 0.1

]
, [γ2

ij ] =

[
0.1 0.9

0.1 0.9

]
.

La figure 4.3 nous montre le tracé des deux ellipsöıdes de gains de retour de sortie correspondant au

cas nominal (ψk = 1) et au cas défectueux (ψk = 2) pour γ2
∞ = γ2

2 = 50. Les gains de retour de sortie

centraux (centres des ellipsöıdes) sont donnés par

K′
10 =

[
0.0400 0.2623 0.0992

]
, K′

20 =
[

0.0352 1.3639 0.3612
]
.

Fig. 4.3 – Ellipsöıdes de gains de retour de sortie

Comme pour le cas des systèmes à temps continu, la méthode de synthèse ainsi mise en oeuvre nous

permet d’avoir des ensembles de gains décrits par des ellipsöıdes. Tous les éléments de ces ellipsöıdes

garantissent les mêmes propriétés. Ces ellipsöıdes peuvent être utilisées pour l’évaluation de la résilience

du système en boucle fermée (voir chapitre 2).
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4.2.8 Conclusion

Dans cette première partie de chapitre, nous avons abordé la problématique de commande multi-

critères par retour statique de sortie des systèmes tolérants aux défauts à sauts Markoviens en temps

discret. Les différents critères de performances considérés incluent la stabilisation stochastique du

système en boucle fermée, des performances H2 ainsi que des performances H∞.

Nous avons proposé deux caractérisations NLMI de correcteurs statiques par retour de sortie sta-

bilisant le système en boucle fermée et assurant des niveaux de performances H2/H∞. La première

caractérisation s’appuie sur les travaux de [dOBG99]. Elle est formulée sous forme de problème de

faisabilité d’inégalités matricielles linéaires sous une contrainte égalité. Un algorithme d’optimisation

de type complémentarité sur le cône a été proposé pour la résolution numérique de ces conditions. Ces

résultats théoriques ont été validés sur un exemple de simulation.

La seconde caractérisation s’appuie sur le formalisme ellipsöıdes de matrices. Ce formalisme per-

met notamment la synthèse de correcteurs sujets à des spécifications sur les gains de commande.

Les différentes conditions de synthèse étant établies en termes de faisabilité d’inégalités matricielles

linéaires sous des contraintes de type inégalités matricielles non linéaires, leur résolution numérique

reste un problème délicat. Un algorithme d’optimisation itératif de type complémentarité sur le cône

a été là aussi proposé et mis en oeuvre sur un exemple de simulation.

4.3 Systèmes commandés par réseaux

Les systèmes commandés par réseau (NCSs pour Networked Control Systems) sont des boucles de

régulation fermées par un réseau de communication en temp réel. En effet, dans les NCSs, les réseaux

sont utilisés afin d’échanger des informations et des signaux de commande (entrée de référence,

sortie mesurée du système, entrée de commande, etc.) entre les différents composants du système

de commande (capteurs, contrôleurs, actionneurs, etc). Les NCSs constituent une nouvelle classe de

systèmes, introduisant des problèmes spécifiques liés à la présence de retards, à la perte d’information,

ou à la gestion du flux de données. Ces contraintes prennent une importance considérable lors

de la commande de procédés rapides pour lesquels les caractéristiques du réseau ne peuvent plus

être négligées. Nous retrouvons notamment ce genre de systèmes dans des domaines d’application

complexes tels que l’automobile, l’aéronautique, l’aérospatiale, ou plus généralement tout système

complexe géré au travers d’un réseau dédié [WYB02, Wit05]. Par ailleurs, ces systèmes complexes

peuvent induire des effets catastrophiques suite à l’occurrence d’un défaut ou d’une panne sur l’un de

leurs composants. Il est donc primordial d’intégrer des spécifications de tolérance aux défauts dans le

cahier des charges de tels systèmes.

Le canal de communication entre le système et le contrôleur est souvent modélisé comme une ligne de

transmission, c’est-à-dire un élément physique induisant un retard constant, dépendant des propriétés

structurelles de la ligne. Cette description devient plus complexe lorsque le système est commandé au

travers d’un réseau utilisé par de multiples utilisateurs. Dans ce cas, le retard induit ne dépend plus

seulement d’éléments physiques mais aussi et surtout des algorithmes mis en place pour la gestion du
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traffic sur le réseau et le codage de l’information. Le canal de communication utilisé pour la commande

du système considéré subi l’influence de tous les autres flux de données présents sur le réseau. Un réseau

peut être caractérisé par deux éléments de première importance lors de sa modélisation [Wit05] :

- la gestion du flux de données au niveau local (émetteur/récepteur), où les mesures physiques sont

converties en unités d’information à transmettre,

- la gestion du flux de données au niveau global, où un algorithme gère les interactions entre les

différents flux, évitant ainsi par exemple les collisions ou la perte de paquets induits par une surcharge

du réseau.

Lors de l’émission, la gestion des données dépend du protocole utilisé et de son implémentation.

La taille, la fréquence d’émission et la priorité des paquets peuvent ainsi être ajustées, en prenant

éventuellement en compte des consignes issues de la gestion globale du réseau.

Après un bref aperçu de modèles élémentaires de canaux de communication, nous verrons dans ce

chapitre des exemples de réseaux à utilisateurs multiples et les différentes problématiques induites par

la commande des systèmes en réseau. Nous mettrons ensuite l’accent sur la problématique spécifique

traitée dans ce travail, à savoir la stabilisation stochastique et la commande multi-critères des NCSs

sujets à des retards aléatoires et à des pannes pouvant affecter les différents composants du système.

4.3.1 Modèles de canal de communication

Le canal de communication est envisagé de différentes façons selon le domaine d’application dans lequel

il est utilisé. Dans le cadre de la théorie de l’information, celui-ci est considéré comme une source de

corruption de l’information. Ainsi la communication de données binaires s’effectue, en prenant comme

exemple un modèle de type Shannon- Weaver [SW49], avec une corruption de donnée de probabilité ǫ.

Ceci signifie qu’un 0 émis a une probabilité de 1−ǫ de conduire à la réception d’un 0 et une probabilité

de ǫ de conduire à la réception d’un 1, comme illustré dans la figure 4.4. Une autre approche plus

fréquemment utilisée dans le cadre de l’automatique, consiste à considérer le canal comme une source

de retard dans la communication. La transmission est supposée fidèle et le problème de modélisation

revient à établir le modèle de retard le plus proche de celui subi par les données. Dans ce travail, nous

considérons le canal de communication comme une source de retards aléatoires. Dans ce qui suit, et de

manière non exhaustive, deux modèles élémentaires de canal de communication, où le retard apparâıt

comme une variable aléatoire, sont présentés. La première approche considère le canal comme un

retard pur, variable et discret. Le dernier modèle (aussi basé sur un retard pur) décrit quand à lui le

réseau de communication comme un ensemble d’états, chacun étant caractérisé par une distribution

spécifique de retards. Le lecteur intéressé par un état de l’art plus détaillé peut se référer par exemple

à [Wit05].

4.3.1.1 Système à retard variable

Cette approche considère le canal de transmission comme un retard variable dans le temps (celui-ci

étant la principale source d’instabilité du système). Le retard peut alors être caractérisé par un modèle

déterministe, une distribution probabiliste ou encore une châıne de Markov. Ce dernier exemple est
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Fig. 4.4 – Modèle de type Shannon-Weaver.

étudié dans [KOC+92] et induit le modèle de retard présenté dans la figure 4.5. La châıne de Markov

est utilisée pour fixer l’un des βi à un, les autres valant zéro, ce qui permet de permuter entre les

différentes valeurs du retard. Le signal échantillonné yk est ainsi retardé d’un nombre d’échantillons

i∆ du fait du βi non nul. Le système distant reçoit le signal wk.�y
	w


β �β

∆∆ ∆

+

Fig. 4.5 – Modèle de retard variable.

4.3.1.2 Ensemble de modèles

Le réseau de communication peut être aussi considéré comme un système ayant différents modes

de fonctionnement, en fonction de la quantité d’information qu’il doit gérer. Dans ce cas, différents

modèles peuvent être appliqués selon l’état global du réseau. Ainsi dans [NBW98], le réseau est

modélisé en utilisant une châıne de Markov à multiples états, pour lesquels l’état rk correspond à

la charge du réseau (distribution probabiliste du retard de transmission). Un exemple de ce modèle

est présenté dans la figure 4.6 avec trois niveaux de charge. La probabilité de distribution pour rk

peut ensuite être établie en utilisant une matrice de transition, la probabilité de l’état et le vecteur de

distribution de l’état du modèle de Markov.
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L M H

Fig. 4.6 – Réseau modélisé comme une châıne de Markov à trois niveaux de charge : bas (L), moyen

(M) et haut (H).

4.3.2 Modèles de protocoles

Les modèles de protocoles sont difficiles à établir, l’interaction entre les différents utilisateurs ne pou-

vant être prédite. Néanmoins, des résultats concernant des modèles moyens permettent de comprendre

les principaux processus mis en jeux et de mettre en valeur les propriétés principales des réseaux. Trois

modèles différents de protocoles sont présentés, illustrant les principaux réseaux de communication

utilisés dans l’industrie.

4.3.2.1 Bus de terrain : CAN

Le bus de terrain CAN (Controller Area Network) a été développé par la compagnie allemande Bosch

pour des applications en industrie. CAN est définie dans les standards ISO 11898 et 11519-1 [NBW98].

Il est caractérisé par l’utilisation de niveaux de priorité pour l’émission des messages (229 niveaux).

Son débit est au maximum de 1Mbit/s, pour une longueur de 40m. Un noeud peut émettre à tout

instant si le bus est silencieux mais c’est le message à plus haut niveau de priorité qui a l’accès au

bus (au travers du contrôleur central du bus) si deux noeuds tentent d’émettre au même instant. Le

délai de transmission induit par ce système à été étudié dans [NBW98], où il est décomposé comme

la somme de trois retards : le temps d’attente de fin de l’émission en cours, le temps d’attente que

les messages à priorité supérieure soient émis, et le temps de transmission du message considéré. Des

résultats expérimentaux ont montré que des fonctions de densité probabiliste sont suffisantes pour

établir des modèles simples, mais qu’un modèle de Markov peut être utilisé pour des représentations

plus complexes.

4.3.2.2 Réseaux locaux : Ethernet

Les réseaux locaux (souvent dénommés LAN, pour Local Area Networks) sont largement répandus et

habituellement utilisés pour connecter des ordinateurs dans les réseaux privés. Leur taille est limitée,

rendant le retard connu et borné, et ils ont un taux de transmission élevé. Ethernet constitue un

exemple courant de réseau LAN en bus, sans contrôleur centralisé. L’accès au bus peut être effectué

par protocole à détection de porteuse (CSMA - Carrier Sense Multiple Access) avec détection de

collision (CD - Collision Detection). Avec cette méthode l’émission débute seulement si le canal est

libre, mais deux (ou plus) émetteurs peuvent décider d’émettre en même temps, ce qui induit une
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collision. Cette dernière est automatiquement détectée et les deux émetteurs arrêtent leur émission,

pour la reprendre après un temps aléatoire. Les caractéristiques du retard dépendent fortement de la

charge du réseau, rendant Ethernet très difficile à modéliser.

4.3.2.3 Réseaux longue distance : Protocole de transfert

Les réseaux grande distance ou WAN (Wide Area Network) sont caractérisés par la présence d’un ou

plusieurs routeurs et de commutateurs, qui gèrent et distribuent l’information. La principale influence

du routeur est d’induire une file d’attente où sont stockés les messages avant d’être retransmis. No-

tons que ce problème apparâıt également dans les LAN, où les commutateurs sont de plus en plus

utilisés. Lorsque les flux d’entrée dans le routeur sont trop importants, celui-ci devient congestionné

et des paquets d’information sont perdus. L’émetteur peut être informé des paquets reçus par l’envoi

d’acquittements (acknowledgements) par le destinataire. Un flux de données passant par un routeur

est présenté dans la figure 4.7 [Wit05]. Un modèle moyen déterministe du retard est disponible pour

différents types de réseaux, notamment pour ceux à file d’attente [GH98]. Le protocole de contrôle

de transfert TCP (Transfer Control Protocol) est un exemple classique de protocole utilisé dans les

réseaux longue distance et LAN, mis en place aux deux extrémités du canal de communication afin de

permettre aux utilisateurs d’émettre et de recevoir des données au travers d’internet. C’est un proto-

cole dit sécurisé, dans le sens où tout paquet perdu est réémis. Son objectif principal est de maximiser

le taux de transmission de l’utilisateur en ajustant la taille de la fenêtre d’émission de l’utilisateur en

fonction de la congestion du réseau, exprimée par le nombre de paquets perdus.

RécepteurEmetteur
paquets de données paquets transmis

acquittements

paquets perdus

Routeur congestionné

Fig. 4.7 – Exemple de flux dans un réseau comportant un routeur.

4.3.3 Problématiques

La présence d’un réseau dans la boucle de commande induit de nombreuses problématiques spécifiques

telles que [Wit05] :

- la quantification du signal lors de l’émission/réception des paquets d’information,

- la compression/décompression des informations transitant par le réseau,
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- la perte de paquets due à la congestion du réseau,

- la gestion du trafic par le routeur afin de garantir la stabilité ou la performance du système considéré

lors de la congestion,

- la stabilisation des systèmes en présence de retard,

- la prise en compte de la bande passante disponible (dépendante de l’état d’occupation du réseau)

lors de la synthèse du contrôleur.

Dans le travail présenté ci-dessous, nous positionnons le problème de commande par l’intermédiaire

d’un réseau de communication dans le cadre de la transmission avec retard. Plus particulièrement,

le retard sera considéré aléatoire. Avant d’établir nos principaux résultats, nous donnons dans ce qui

suit un bref état de l’art sur la commande des NCSs avec retard.

4.3.4 Présence de retards

Un élément fondamental induit par la présence du réseau dans la boucle de commande est la présence

de retards entre les capteurs et le correcteur, et entre le correcteur et les actionneurs. Les retards

induits par le réseau de communication peuvent être constants, variants dans le temps, et dans la

plupart des cas, aléatoires. L’occurrence de retards dans la boucle de commande peut conduire à

une dégradation des performances du système, voire à l’instabilité de ce dernier. Dans [NBW98],

l’analyse de la stabilité ainsi que la synthèse de lois de commande pour les NCSs ont été étudiées en

considérant que le retard induit par le réseau de communication à chaque période d’échantillonnage

est aléatoire et inférieur à une période d’échantillonnage. Dans [ZBP01], la stabilité des NCSs a été

analysée en s’appuyant sur une approche systèmes hybrides et cela dans le cas ou le retard induit

est déterministe (constant ou variant dans le temps) ; et dans [LZA03], une approche systèmes à

commutation (switched systems) a été utilisée pour étudier la stabilité des NCSs. Dans [YWaGX04],

la problématique de détermination du retard induit maximal préservant la stabilité du système en

boucle fermée a été considérée. Dans [XW04], le retard induit par le réseau est supposé variant dans

le temps et inférieur à une période d’échantillonnage.

Il est à noter que dans tous les travaux ci-dessus, le système est considéré à temps continu. Le

cas des systèmes à temps discret a été traité par [KOC+92] et [XHH00] où les retards aléatoires

induits par le réseau de communication ont été modélisés par une châıne de Markov à temps

discret et à espace d’état fini. Le problème de stabilisation des NCSs est alors considéré sous le

formalisme (MJLS). Comme nous l’avons mentionné dans les chapitres précédents, il existe une

littérature très abondante traitant de la stabilisation, de la commande optimale, de la commande

H2/H∞ ainsi que différentes applications de cette classe de systèmes. Nous citons par exemple

[Bou06, Bou05, Bou99, CZT03, dFGdVC00, dSF93, DM02, DMS04, JC90, JC92] pour le cas des

systèmes à temps continu et [CFM05] pour le cas des systèmes à temps discret.

Nous allons dans ce qui suit définir le modèle dynamique des systèmes commandés par réseaux

considéré dans ce travail. Ce modèle représente une classe de systèmes à sauts Markoviens en temps

discret où deux processus Markoviens sont définis. Le premier modélise l’effet du retard induit par le

réseau de communication, et le second représente les différents défauts pouvant affecter les composants
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du système.

4.3.5 Modèle dynamique

Considérons la classe des systèmes dynamiques stochastiques, définie sur l’espace probabilisé (Ω,F , P ),

donnée comme suit :

ϕ :






xk+1 = Ax(ηk)xk +Bu(ηk)u(yk, k) +Bw(ηk)wk

yk = Cyxk

zk = Cz(ηk)xk +Dz(ηk)u(yk, k)

(4.46)

où

• xk ∈ Rn : état du système ;

• u(yk, k) ∈ Rr : entrée de commande du système ;

• yk ∈ Rq : sortie mesurée du système ;

• zk ∈ Rp : sortie commandée du système ;

• wk ∈ Rm : perturbations externes ;

• {ηk, k ≥ 0} : processus aléatoire décrivant les défauts affectant le système,

• Ax(ηk), Bu(ηk), Ew(ηk), Cz(ηk) et Dz(ηk) : matrices aléatoires de dimensions appropriées.

Nous supposerons par la suite que le processus ηk est un processus Markovien à temps discret et

à espace d’état fini i = {1, . . . , ν}. La probabilité de transition de l’état i à l’état l, (i, l ∈ i), du

processus ηk est donnée par αil, i.e.

αil = P{ηk+1 = l | ηk = i} (4.47)

Système

Retards aléatoires�
r
Correcteur

�u �z
y
��y

Fig. 4.8 – Système commandé par réseaux : retards rsk

Nous supposerons aussi qu’il existe des retards aléatoires bornés entre les capteurs et le correcteur

(figure 4.8). La loi de commande par retour de sortie statique est donnée dans ce cas là comme suit

ϕs :
{
u(yk, rsk, k) = Kyck = KCyxk−rsk

(4.48)
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où {rsk} est une séquence d’entiers aléatoires bornée avec 0 ≤ rsk ≤ ds <∞, et ds est connu.

Remarque 4.4 Nous pouvons utiliser des correcteurs dépendant du retard si nous connaissons la

valeur de ce dernier en temps réel, ce qui est le cas si nous utilisons des données datées (time-stamped

data) dans le réseau de communication. La loi de commande est donnée dans ce cas là par

ϕs :
{
u(yk, rsk, k) = Krsk

yck = Krsk
Cyxk−rsk

(4.49)

Remarque 4.5 Les résultats qui seront développés dans cette section peuvent aisément s’appliquer

au cas de la présence additionnelle de retards entre le correcteur et les actionneurs rak (figure 4.9) et

cela en modélisant rak par une autre châıne de Markov à temps discret et à espace d’état fini. Cette

dernière est supposée indépendante des autres processus aléatoires. La loi de commande est donnée

dans ce cas là par

Système

Retards aléatoires��r
Correcteur

�u �z�y
��yRetards aléatoires��r

Fig. 4.9 – Système commandé par réseaux : retards rsk et retards rak

ϕs :
{
u(yk, rsk, rak, k) = KCyxk−rsk−rak

(4.50)

En augmentant le vecteur d’état comme suit

x̃k = [x′k x
′
(k−1) . . . x

′
(k−ds)

]′

où x̃k ∈ R(ds+1)n, le système en boucle fermée devient

ϕcl :






x̃k+1 =
(
Ãx(ηk) + B̃u(ηk)KC̃y(rsk)

)
x̃k + B̃w(ηk)wk

yk = C̃y(rsk)x̃k

zk =
(
C̃z(ηk) +Dz(ηk)KC̃y(rsk)

)
x̃k

(4.51)

où
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Ãx(ηk) =





Ax(ηk) 0 . . . 0 0

I 0 . . . 0 0

0 I . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . I 0





, B̃u(ηk) =





Bu(ηk)

0

0
...

0





, B̃w(ηk) =





Bw(ηk)

0

0
...

0





C̃y(rsk) =
[

0 . . . 0 Cy 0 . . . 0
]

C̃z(ηk) =
[
Cz(ηk) . . . 0 0 0 . . . 0

]

et tous les éléments de C̃y(rsk) sont nuls excepté le bloc (rsk + 1). Ce dernier étant la matrice Cy.

L’une des difficultés de cette approche réside dans la modélisation de la séquence rsk. Dans le cadre

de ce travail, les transitions du processus aléatoire rsk sont modélisées par une châıne de Markov à

temps discret et à espace d’état fini S = {0, . . . , ds} [KOC+92, XHH00, ZSCH05]. Dans ce cas, nous

avons

P{rs(k+1) = j | rsk = i} = pij (4.52)

où 0 ≤ i, j ≤ ds. Ce modèle est relativement général. En effet, il permet la prise en compte, de manière

naturelle, des pertes de packets dans le réseau de communication [XHH00, ZSCH05]. L’hypothèse

principale dans ce contexte est que le correcteur utilise à chaque instant les données les plus récentes :

si nous avons y(k−rsk) à l’instant k, mais qu’il n’y a pas de nouvelle information à l’instant k + 1

(données perdues ou retard trop important), alors les données y(k−rsk) peuvent être utilisées. Dans ce

modèle de systèmes commandés par réseaux (figure 4.8), le retard rsk peut alors crôıtre de 1 au plus

à chaque pas, ce qui conduit à la contrainte

P{rs(k+1) > rsk + 1} = 0

A l’inverse, le retard rsk peut décrôıtre d’autant de pas que possible. La décroissance de rsk modélise

la perte de packets dans le réseau ou la non prise en compte de données antérieures si des données

plus récentes sont disponibles au même instant [XHH00, ZSCH05]. La structure de la matrice de

probabilités de transition du processus retard rsk est alors donnée comme suit

Ps =





p00 p01 0 0 . . . 0

p10 p11 p12 0 . . . 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
...

...
... p(ds−1)ds

pd0 pd1 pd2 pd3 . . . pdsds





(4.53)

où

0 ≤ pij ≤ 1 et

ds∑

j=0

pij = 1 (4.54)
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Les éléments sur la diagonale de la matrice de transition représentent les probabilités que les données

arrivent en séquence avec des retards égaux. Les éléments au dessus de la diagonale sont les probabilités

d’occurrence de retards plus importants et les éléments en dessous de la diagonale indiquent une perte

de packets ou la non prise en compte de données antérieurs si des données plus récentes sont disponibles

au même instant.

4.3.6 Résultats préliminaires

Avant d’établir nos principaux résultats, nous donnons quelques définitions et résultats préliminaires

nécessaires à la bonne lecture de cette partie. Nous allons dans un premier temps définir la notion

de stabilité stochastique traitée dans le cadre des NCSs puis nous introduirons quelques résultats

portant sur la stabilisation stochastique du NCSs.

Dans ce qui suit, et sans perte de généralité, nous supposerons que le point d’équilibre, x̃ = 0, est la

solution en laquelle les propriétés de stabilité sont examinées.

Définition 4.3 Le système 4.51 avec uk = 0 et wk = 0 est dit Stochastiquement stable si pour toute

condition initiale (x̃0, rs0, η0), la relation suivante est vérifiée :

E
{

∞∑

k=0

‖ x̃k(x0, rs0, η0) ‖2| x̃0, rs0, η0

}
<∞ (4.55)

Le corollaire suivant donne une condition nécessaire et suffisante de stabilisation stochastique du

système (4.51).

Corollaire 4.4 Les propositions suivantes sont équivalentes :

i) Le système (4.51) est stochastiquement stabilisé par ϕs ;

ii) Les inégalités matricielles

Ā′
ijP̄ijĀij − Pij < 0, ∀i ∈ i, j ∈ S. (4.56)

sont faisables pour des matrices K et Pij > 0, où

Āij = Ãxi + B̃uiKC̃yj ; P̄ij =

ds∑

v=1

pjv

ν∑

m=1

αimPmv

iii) Pour tout Q = (Q11, . . . ,Qij , . . . ,Qνds
) avec Qij > 0, il existe un unique

P = (P11, . . . ,Pij , . . . ,Pνds
) avec Pij > 0 vérifiant les équations de Lyapunov couplées suivantes

Ā′
ijP̄ijĀij − Pij +Qij = 0 ∀i ∈ i, j ∈ S. (4.57)

♦
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4.3.7 Principaux résultats

4.3.7.1 Stabilisation stochastique

Dans ce paragraphe, nous allons, dans un premier temps établir une condition nécessaire et suffisante

pour la stabilisation stochastique du système (4.51). La condition ainsi obtenue est formulée comme

un problème de faisabilité d’inégalités matricielles sous une contrainte égalité de la forme PX = I.

Dans un second temps, une caractérisation par ellipsöıdes de matrices du correcteur statique

stabilisant stochastiquement le système (4.51) sera également donnée.

Une caractérisation par inégalités matricielles non linéaires du compensateur (ϕs) stabilisant stochas-

tiquement le système (4.51) est donnée par le corollaire suivant.

Corollaire 4.5 Le système en boucle fermée (4.51) est stochastiquement stable si et seulement si

il existe une matrice K, des matrices Ḡij et des matrices symétriques Pij > 0, Xij > 0 vérifiant les

inégalités matricielles couplées suivantes





−Pij Ā′
ij 0

⋆ −Ḡij − Ḡ′ij ḠijRij

⋆ ⋆ −X̄



 < 0 (4.58)

sous les contraintes

PijXij = I (4.59)

où






X̄ = diag{k1,k2, . . . ,kν};
k1 = [X11,X12, . . . ,X1ds

];
...

kν = [Xν1,Xν2, . . . ,Xνds
];

Rij = [Γ1ij ,Γ2ij , . . . ,Γνij ];

Γ1ij =
[√
αi1pj1,

√
αi1pj2, . . . ,

√
αi1pjds

]
;

...

Γνij =
[√
αiνpj1,

√
αiνpj2, . . . ,

√
αiνpjds

]
;

Si (4.58)-(4.59) sont faisables, alors la loi de commande par retour statique de sortie correspondant

est donnée par

uk = Kyk

♦

Preuve La preuve de ce corollaire est similaire à celle de la proposition 4.2. �



4.3 Systèmes commandés par réseaux 167

En se basant sur le corollaire 4.4, une caractérisation en terme d’ellipsöıde de matrices du compensa-

teur (ϕs) stabilisant stochastiquement le système (4.51) est donnée par le corollaire suivant.

Corollaire 4.6 Le système (4.51) est stochastiquement stable si et seulement si il existe des matrices

Pij = P ′
ij > 0, X ∈ Sq, Y ∈ Rq×r et Z = Z′ > 0 vérifiant les LMIs suivantes

[
I 0

Ãxi B̃ui

]′ [
−Pij 0

⋆ P̄ij

][
I 0

Ãxi B̃ui

]
<

[
C̃yj 0

0 I

]′ [
X Y

⋆ Z

][
C̃yj 0

0 I

]
(4.60)

et l’inégalité matricielle non linéaire donnée comme suit

X ≤ YZ−1Y′ (4.61)

∀i ∈ i, j ∈ S.

Soit {Pij ,X,Y,Z} une solution, alors le {X,Y,Z}-ellipsöıde, non vide, est un ensemble de gains

stabilisants. ♦

Preuve La preuve de ce corollaire est similaire à celle de la proposition 4.3. �

4.3.7.2 Commande H∞

Soit le système (4.46) avec

zk = z∞k = C∞(ηk)xk +D∞(ηk)u(yk, k)

où l’indice ’∞’ est relatif à des performances H∞.

Dans cette section, nous abordons la problématique de synthèse de correcteurs par retour statique de

sortie stabilisant stochastiquement le système (4.51) et assurant un niveau de réjection de perturbations

γ∞ > 0.

Par analogie aux résultats établis dans les paragraphes précédents, le problème de commande H∞

stochastique peut être formulé comme suit :

Pour un niveau de performance H∞ (γ∞) donné, trouver un gain de retour statique de sortie K tel

que

E
{

∞∑

k=0

z′∞kz∞k

}
< γ2

∞

∞∑

k=0

w′
kwk (4.62)

i.e.

‖ z∞ ‖E2< γ∞ ‖ w ‖2
Dans ce cas, le système en boucle fermée (4.51) est stochastiquement stable et possède un niveau de

performance H∞ sur [0,∞) donné par γ∞.

Comme précédemment, et en se basant sur le lemme réel borné des systèmes linéaires à sauts Marko-

viens et à temps discret nous pouvons établir le corollaire suivant donnant une condition nécessaire et

suffisante de résolution du problème de commande H∞ en terme d’inégalités matricielles non linéaires.
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Corollaire 4.7 Le système (4.51) est stochastiquement stable et ‖ ϕcl ‖∞< γ∞ si et seulement si il

existe une matrice K et des matrices symétriques P∞ij > 0 vérifiant les inégalités matricielles couplées

suivantes [
Ā′
ijP̄ijĀij − Pij + C̄ ′

∞ijC̄∞ij Ā′
ijP̄ijB̃wi

⋆ −(γ2
∞I− B̃′

wiP̄ijB̃wi)

]
< 0 (4.63)

où

C̄∞ij = C̃∞i +D∞iKC̃yj

♦

Nous sommes maintenant en position d’introduire nos résultats portant sur la commande H∞

stochastique par retour statique de sortie des NCSs à sauts Markoviens et à temps discret.

Corollaire 4.8 Le système (4.51) est stochastiquement stabilisé par ϕs et ‖ ϕcl ‖∞< γ∞ si et seulement

si il existe une matrice K, des matrices Ḡ∞ij et des matrices symétriques P∞ij > 0, X∞ij > 0 vérifiant

les inégalités matricielles suivantes





−
[

I

0

]
Pij
[

I 0
]
−
[

0 0

0 γ2
∞I

] [
C̄ ′
∞ij

0

] [
Ā′
ij

B̃′
wi

]
0

⋆ −I 0 0

⋆ ⋆ −Ḡij − Ḡ′ij ḠijRij

⋆ ⋆ ⋆ −X̄





< 0 (4.64)

sous les contraintes

PijXij = I (4.65)

Si (4.64)-(4.65) sont faisables, alors K est un gain de retour statique de sortie stabilisant stochasti-

quement le système (4.51) et garantissant un niveau de performance H∞ donné par γ∞. ♦

Preuve La preuve de ce corollaire est similaire à celle de la proposition 4.5. �

En se basant sur le corollaire 4.7, une caractérisation en terme d’ellipsöıde de matrices du compensa-

teur (ϕs) stabilisant stochastiquement le système (4.51) et assurant des performances H∞ est donnée

par le corollaire suivant.

Corollaire 4.9 Si il existe des matrices P∞ij = P ′
∞ij > 0, X ∈ Sq, Y ∈ Rq×r et Z = Z′ > 0 vérifiant

les LMIs suivantes

M′
1i

[
−P∞ij 0

⋆ P̄∞ij

]
M1i < M′

2i

[
−I 0

0 γ2
∞I

]
M2i + M′

3j

[
X Y

⋆ Z

]
M3j (4.66)

et l’inégalité non linéaire suivante

X ≤ YZ−1Y′ (4.67)
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∀i ∈ Z, j ∈ S, où

M1i =

[
I 0 0

Ãxi B̃wi B̃ui

]
, M2i =

[
C̃∞i 0 D∞i

0 I 0

]
, M3j =

[
C̃yj 0 0

0 0 I

]

alors le {X,Y,Z}-ellipsöıde est un ensemble de gains stabilisants stochastiquement le système (4.51)

tel que

‖ z∞ ‖E2< γ∞ ‖ w ‖2

♦

Preuve La preuve de ce corollaire est similaire à celle de la proposition 4.6. �

4.3.7.3 Commande H2

Soit le système (4.46) avec

zk = z2k = C2(ηk)xk +D2(ηk)u(yk, k)

z2k est la sortie à commander pour laquelle des performances H2 sont considérées.

En s’appuyant sur la même méthodologie que celle utilisée dans la résolution de la problématique

de commande H∞ des NCSs, des résultats de commande H2 sont obtenus et sont résumés comme suit.

Corollaire 4.10 si il existe une matrice K, des matrices Ḡ2ij et des matrices symétriques P2ij > 0,

X2ij > 0 vérifiant les inégalités matricielles suivantes

∑

i,j

tr(B̃′
wiP2ijB̃wi) < γ2

2 (4.68)





−P2ij Ā′
ij 0 C

′
2ij

⋆ −Ḡ2ij − Ḡ′2ij Ḡ2ijR2ij 0

⋆ ⋆ −X̄2ij 0

⋆ ⋆ ⋆ −I




< 0 (4.69)

sous les contraintes

P2ijX2ij = I (4.70)

∀i ∈ ,ג j ∈ S, alors K est un gain stabilisant tel que ‖ ϕcl ‖2< γ2. ♦

Preuve La preuve de ce corollaire est similaire à celle de la proposition 4.7. �

Corollaire 4.11 Si il existe des matrices P2ij = P ′
2ij > 0, X ∈ Sq, Y ∈ Rq×r et Z = Z′ vérifiant les

contraintes suivantes

X ≤ YZ−1Y′ (4.71)

∑

i,j

tr(B̃′
wiP2ijB̃wi) < γ2

2 (4.72)
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N′
1i

[
−P2ij 0

⋆ P̄2ij

]
N1i < −N′

2iN2i + N′
3j

[
X Y

⋆ Z

]
N3j (4.73)

∀i ∈ ,ג j ∈ S, où

N1i =

[
I 0

Ãxi B̃ui

]
, N2i =

[
C̃2i D2i

]
, N3j =

[
C̃yj 0

0 I

]

alors le {X,Y,Z}-ellipsöıde est un ensemble de gains stabilisants tel que ‖ ϕcl ‖2< γ2. ♦

Preuve La preuve de ce corollaire est similaire à celle de la proposition 4.8. �

4.3.7.4 Synthèse multi-objectifs

Le problème de synthèse multi-critères est formulé comme suit :

Soient γ∞ et γ2 deux niveaux de performances H∞ et H2 donnés. Le problème de synthèse multi-

critères consiste à trouver un gain de retour de sortie K stabilisant stochastiquement le système en

boucle fermée et tel que

‖ z∞ ‖E2< γ∞ ‖ w ‖2

‖ ϕcl ‖2< γ2

Le résultat de synthèse multi-objectifs est évident. Il suffit en effet de trouver un gain de retour de

sortie satisfaisant les différentes inégalités matricielles données par les corollaires 4.8 et 4.10 (4.9 et

4.11 pour le formalisme ellipsöıdes de matrices). Cela se résume par les Corollaires suivants.

Corollaire 4.12 Si il existe des matrices P∞ij , P2ij , X∞ij , X2ij , Ḡ∞ij , Ḡ2ij , et K vérifiant les

contraintes (4.64)-(4.65) et (4.68)-(4.70), alors le gain K est un gain stabilisant, assurant les niveaux

de performances requis. ♦

Corollaire 4.13 Si il existe des matrices P∞ij , P2ij , X ∈ Sq, Y ∈ Rq×r et Z ∈ Sr vérifiant les

contraintes (4.66)-(4.67) et (4.72)-(4.73), alors le {X,Y,Z}-ellipsöıde est un ensemble de gains stabi-

lisant, assurant les niveaux de performances requis. ♦

4.3.8 Prise en compte de la contrainte PijXij = I

Nous allons dans ce qui suit établir un algorithme numérique permettant la prise en compte de la

contrainte PijXij = I. Cette problématique étant similaire à celle rencontrée dans la section 4.2.4, les

différentes propriétés de l’algorithme ne sont pas rappelées ici.

Pour P∞ = (P∞11, . . . ,P∞ij , . . . ,P∞vds
), G∞ = (G∞11, . . . ,G∞ij , . . . ,G∞vds

), K, X∞ =

(X∞11, . . . ,X∞ij , . . . ,X∞vds
), P2 = (P211, . . . ,P2ij , . . . ,P2vds

), G2 = (G211, . . . ,G2ij , . . . ,G2vds
), et
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X2 = (X211, . . . ,X2ij , . . . ,X2vds
), définissons deux ensembles convexes par un ensemble de LMIs comme

suit

CH2

(P2,G2,K,X2) , {(P2,G2,K,X2) : LMIs(4.68)− (4.69),P2ij > 0,X2ij > 0,∀i ∈ ,ג j ∈ S, }

et

CH∞

(P∞,G∞,K,X∞) , {(P∞,G∞,K,X∞) : LMIs(4.64),P∞ij > 0,X∞ij > 0,∀i ∈ ,ג j ∈ S}

L’algorithme CCL pour la résolution du problème de commande multi-objectifs est donné comme suit

Algorithme 4.3. Soient γ∞ > 0 et γ2 > 0

i) Initialisation. h = 0 : trouver une solution faisable (P∞0,G∞0,K0,X∞0) ∈
CH∞

(P∞,G∞,K,X∞), (P20,G20,K0,X20) ∈ CH2

(P2,G2,K,X2) ;

ii) Vh = Ph et Wh = Xh où

Xh = diag{X∞11h, . . . ,X∞ijh, . . . ,X∞vdsh,X211h, . . . ,X2ijh, . . . ,X2vdsh}

Ph = diag{P∞11h, . . . ,P∞ijh, . . . ,P∞vdsh,P211h, . . . ,P2ijh, . . . ,P2vdsh}

Définir la fonction linéaire

fh(P,X) = tr(VhX + WhP) (4.74)

iii) trouver (Ph+1,Xh+1) solution du problème d’optimisation convexe suivant

min
(P∞,G∞,K,X∞)∈CH∞

(P∞,G∞,K,X∞)
,(P2,G2,K,X2)∈C

H2
(P2,G2,K,X2)

{
fh(P,X) :

[
X∞ij I

I P∞ij

]
≥ 0;

[
X2ij I

I P2ij

]
≥ 0,∀i ∈ ,ג j ∈ S

}
(4.75)

iv) si le critère d’arrêt est satisfait, aller à l’étape v). Sinon, h = h+ 1 et aller à l’étape ii).

v) fixer K. Si il existe des matrices P∞ij et P2ij tel que (4.63), (4.76) et (4.68)

Ā′
ijP̄2ijĀij − P2ij + C

′
2iC2i < 0 (4.76)

sont vérifiées alors K est solution du problème de commande multi-objectifs. Sinon, échec de l’algo-

rithme.

4.3.9 Exemple numérique

Soit le système de l’exemple 4.2.5 avec S = {1, 2} où

◦ Mode 1 : Cas nominal ;
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◦ Mode 2 : Perte totale du second ationneur.

Le retard aléatoire induit par les capteurs appartient à l’ensemble {0, 1} (i.e. rs ∈ {0, 1}) et sa matrice

de probabilité de transition est donnée par

[pij ] =

[
0.5 0.5

0.5 0.5

]

La matrice de probabilité de transition du processus défaut est donnée par

[αij ] =

[
0.9 0.1

0 1

]

En appliquant l’algorithme 4.3 avec γ2
∞ = γ2

2 = 40, nous obtenons

K =
[
−0.3830 −0.5149

]′

L’évolution des trajectoires d’états du système en boucle fermée résultant du correcteur obtenu est

illustrée par la figure 4.10. La figure 4.11 représente l’évolution des sorties commandées z∞k. Nous

pouvons voir à travers ces différentes figures que l’objectif d’atténuation des perturbations est atteint

et que le système en boucle fermée est stochastiquement stable.
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Fig. 4.10 – Evolution des variables d’état : une seule réalisation des processus aléatoires

4.3.10 Prise en compte de la contrainte X ≤ YZ−1Y′

La contrainte non linéaire X ≤ YZ−1Y′ est traitée de façon similaire à celle établie dans la section

4.2.6. Cela se traduit par le lemme 4.2 et l’algorithme 4.4.

Lemme 4.2 Le problème de synthèse multi-objectifs est faisable si et seulement si zéro est l’optimum
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Fig. 4.11 – Evolution des sorties z∞k : une seule réalisation des processus aléatoires

global du problème d’optimisation suivant






min tr(T S)

t.q. (4.66), (4.72)− (4.73)

X ≤ X̂ S =



 X̂ Y

⋆ Z



 ≥ 0

T1 ≥ I T =



 T1 T2
⋆ T3



 ≥ 0

(4.77)

♦

Algorithme 4.4.

i) Trouver une solution faisable X0, Y0, Z0, X̂0, Qij0, T0, S0. Si il n’existe pas de solution, STOP,

l’algorithme a échoué. h = 0 ;

ii) Vh = Sh, Wh = Th, et trouver X(h+1), Y(h+1), Z(h+1), X̂(h+1),Qij(h+1), Th+1, S(h+1), Th+1 solutions

du problème LMI 




min tr(VhT + WhS)

t.q. (4.66), (4.72)− (4.73)

X ≤ X̂ S =



 X̂ Y

⋆ Z



 ≥ 0

T1 ≥ I T =



 T1 T2
⋆ T3



 ≥ 0

(4.78)
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iii) si tr(Th−1Sh−1 − ThSh < ε), alors STOP, l’algorithme a échoué.

iv) si X ≤ YZ−1Y′, STOP, l’ellipsöıde de matrices a été trouvée. Sinon, h = h + 1 et retourner à

l’étape ii).

4.3.11 Exemple numérique

Soit le système nominal défini par la représentation d’état suivante :

Ax =





0.9996 2.70 × 10−4 1.646 × 10−4 −4.557 × 10−3

4.794 × 10−4 0.9900 −1.761 × 10−4 −0.0400

9.995 × 10−4 0.0050 0.9931 0.0252

0 0 9.965 × 10−3 1




,

Bu =





4.423 × 10−3 1.754 × 10−3

0.0508 −0.0755

−0.0548 0.0445

−2.749 × 10−4 2.233 × 10−3




, Ew =





0.0100 0

0 0

0 0

0 3 × 10−3




, Cy =

[
0 0 0 1

]
,

C∞1 =

[
0 0 1 0

0 0 0 0

]
, D∞1 =

[
0 0

1 0

]
, C21 =

[
0 1 0 0

0 0 0 0

]
, D21 =

[
0 0

0 1

]
.

Ce modèle a été obtenu en discrétisant le modèle dynamique de l’hélicoptère VTOL de l’exemple b)

de la section 3.2.5.5 avec une période d’échantillonnage Ts = 0.01s.

Nous supposons que ce système est sujet à un défaut actionneur :

◦ Mode 2 : Perte totale du second actionneur.

Il s’en suit que S = {1, 2}, où le mode 1 représente le cas nominal (sans défauts). Le retard aléatoire

induit par les capteurs appartient à l’ensemble {0, 1} (i.e. rs ∈ {0, 1}) et sa matrice de probabilité de

transition est donnée par

[pij ] =

[
0.5 0.5

0.5 0.5

]

La matrice de probabilités de transition du processus défaut actionneur est donnée par :

[αij ] =

[
0.9 0.1

0 1

]

La figure 4.12 nous montre le tracé de l’ensemble ellipsoidal des gains de retour de sortie pour γ2
∞ =

γ2
2 = 5. Le gain de retour de sortie central (centre de l’ellipse) est donné par

K′
0 =

[
1.0575 −0.1174

]

Les figure 4.13 et 4.14 illustrent l’évolution des variables d’états du système bouclé ainsi que les sorties

à commander z∞k. Ces tracés correspondent à une seule réalisation des différents processus aléatoires.

Nous pouvons voir là aussi que l’objectif d’atténuation des perturbations est atteint et que le système

en boucle fermée est stochastiquement stable.
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-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

K(1)

K(
2)

K
0
 

Fig. 4.12 – Ellipse de gains de retour de sortie
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Fig. 4.13 – Evolution des variables d’état : une seule réalisation des processus aléatoires

4.3.12 Conclusion

Dans cette deuxième partie de chapitre, nous avons abordé la problématique de commandeH2/H∞ par

retour statique de sortie des NCSs sujets à des retards aléatoires et à des défauts pouvant affecter les

différents composants du système. Ce problème de synthèse a été abordé sous le formalisme (MJLS),

et cela en modélisant les processus retard et défaut par des châınes de Markov à temps discret et

à espace d’état fini. En se basant sur les mêmes arguments que ceux utilisés en première partie de

chapitre, deux caractérisations NLMI des correcteurs statiques stabilisant stochastiquement le système

en boucle fermée et assurant des niveaux de performances H2/H∞ ont été établies. Pour chacune des

deux approches, un algorithme d’optimisation itératif de type complémentarité sur le cône a été

proposé et mis en oeuvre sur un exemple de simulation.
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Fig. 4.14 – Evolution des sorties z∞k : une seule réalisation des processus aléatoires

4.4 Conclusion générale

Dans ce chapitre, nous avons abordé la problématique de commande H2/H∞ de deux classes de

systèmes hybrides stochastiques. La première classe représente les systèmes tolérants aux défauts à

sauts Markoviens en temps discret et la seconde représente la classe des systèmes commandés par

réseaux.

Dans le premier cas, nous avons proposé deux caractérisations NLMI de correcteurs statiques par

retour de sortie stabilisant le système en boucle fermée et assurant des niveaux de performances

H2/H∞. Des algorithmes d’optimisation itératifs de type complémentarité sur le cône ont été proposé

pour la résolution de ces conditions et mis en oeuvre sur des exemples de simulation.

En deuxième partie de chapitre, nous nous sommes intéressés à la classe des systèmes commandés

par réseaux. Après un bref aperçu des modèles élémentaires de canaux de communication, nous avons

donné des exemples de réseaux à utilisateurs multiples ainsi que les différentes problématiques induites

par la commande des NCSs. Nous avons ensuite mis l’accent sur la problématique spécifique traitée

dans ce travail, à savoir la stabilisation stochastique et la commande multi-critères des NCSs sujets

à des retards aléatoires et à des pannes pouvant affecter les différents composants du système. En se

basant sur les mêmes arguments que ceux utilisés en première partie de chapitre, deux caractérisations

NLMI des correcteurs statiques stabilisant stochastiquement le système en boucle fermée et assurant

des niveaux de performances H2/H∞ ont été également établies et des algorithmes d’optimisation ont

été proposés pour la résolution des différentes conditions de synthèse.
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Les travaux présentés dans le présent rapport s’inscrivent dans le cadre de la commande multi-objectifs

d’une classe de systèmes hybrides stochastiques à sauts Markoviens : les Système Tolérants aux

Défauts à Saut Markoviens.

Bilan

La synthèse de systèmes tolérants aux défauts par approche active nécessite la cohabitation de

différentes taches, à savoir, la détection de défauts en ligne, la prise de décision en temps réel et la

reconfiguration de loi de commande. Cela induit naturellement des problèmes inhérents à cette classe

de systèmes, à savoir : les retards de détection, les fausses alarmes, la non détection de défauts...etc.

Cependant, dans les différentes méthodes de reconfiguration existantes dans la littérature, ces

problématiques critiques ne sont pas explicitement prises en considération. En effet, la plupart de

ces méthodes supposent que l’information fournie par le module de FDI est parfaite. Ce constat

est à la base des travaux présentés dans ce document. En effet, les travaux traités dans cette thèse

se sont principalement focalisés sur les contraintes résultants de l’intégration d’un module de FDI

et d’un module de reconfiguration de lois de commandes. Ces contraintes peuvent conduire à une

perte de performances, voir une instabilité, du système tolérant aux défauts, si ces différents aspects

ne sont pas pris en compte lors de la conception du système. La formalisation mathématique de

cette problématique nous a amené à nous intéresser à une classe de systèmes hybrides stochastiques

à sauts Markoviens : les Système Tolérants aux Défauts à Saut Markoviens. Dans cette

classe de systèmes, deux processus aléatoires sont définis : le premier représente les défauts pouvant

affecter les différents composants du système, et le second représente le processus FDI utilisé pour la

reconfiguration de la loi de commande.

Une étude bibliographique des travaux menés dans le cadre des systèmes tolérants aux défauts à sauts

Markoviens a montré que les résultats établis pour cette classe de systèmes traitent de l’analyse de la

stabilité et des performances de ces systèmes et non de la synthèse de lois de commande remplissant

un cahier des charges donné. Les seuls résultats relatifs à la problématique de synthèse conduisent

à des correcteurs irréalisables en pratiques et se basent sur l’hypothèse restrictive d’accéssibilité du

vecteur d’état. Le premier objectif de ce travail a donc été de s’affranchir de cette hypothèse et de

considérer ainsi des problèmes de synthèse de correcteurs par retour de sortie statique/dynamique

et cela dans un cadre de commande multi-objectifs. Et plus particulièrement, nous nous sommes
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intéressés à des critères de performance H2/H∞.

La problématique de commande multi-objectifs a été abordée dans le cas des systèmes à temps continu

et à temps discrèt. Pour le cas continu, les différentes approches développées sont essentiellement

basées sur la théorie de Lyapunov et la notion de Supermartingale. Dans le cas du retour dynamique

de sortie, et après avoir montré les limites de l’approches LMI, nous avons montré qu’en s’appuyant

sur une version du Lemme de Finsler et une paramétrisation adéquate des matrices de Lyapunov, les

conditions de stabilité et de commande multi-objectifs pouvaient être exprimées en termes d’Inégalités

Matricielles Bilinéaires. Dans le cas du retour de sortie statique, nous avons d’abord proposé des

caractérisations sous forme d’Inégalités Matricielles Linéaires des correcteurs statiques stabilisants

stochastiquement le système en boucle fermée et assurant des niveaux de performances H2/H∞.

Cependant, des résultats expérimentaux nous ont montré que la simplicité de ces conditions se paye

par un pessimisme relativement important. Afin de pallier ces limitations nous avons proposé une

caractérisation NLMI des correcteurs statiques et cela en s’appuyant sur un formalisme se basant sur

la synthèse d’ensembles ellipsöıdaux de gains de retour de sortie statique. Nous avons aussi montré

que les résultats développés dans le cadre des systèmes tolérants aux défauts à sauts Markoviens

pouvaient s’appliquer aisément à la problématique de commande multi-objectifs indépendante du

mode des (MJLS). Cela représente un cas particulier très intéressant.

Dans le cadre des systèmes en temps discrèt, deux axes ont été développés, le premier concerne la

commande multi-critères des systèmes tolérants aux défauts à sauts Markovien en temps discret, et

le second traite de la problématique des systèmes commandés par réseaux. Les différents critères

de performances considérés incluent la stabilisation stochastique du système en boucle fermée, des

performances H2 ainsi que des performances H∞.

Dans la première partie, nous avons établit deux caractérisations NLMI de correcteurs statiques par

retour de sortie stabilisant le système tolérant aux défauts en boucle fermée et assurant des niveaux

de performances H2/H∞. La première caractérisation s’appuie sur l’introduction d’une sorte de

découplage entre les matrices de Lyapunov et les matrices du système. Ce découplage est alors utilisé

afin de synthétiser des correcteurs ne dépendant que du processus FDI. La seconde caractérisation

s’appuie sur le formalisme ellipsoides de matrices.

Le second axe a été consacré à la problématique de stabilisation stochastique et de commande multi-

critères des systèmes commandés par réseaux sujet à des retards aléatoires et à des pannes pouvant

affecter les différents composants du système. Cette application a été motivée par l’implication

du CRAN dans le projet Européen NECST (Networked Control Systems Tolerant to Faults). Les

différents retards aléatoires induits par la présence d’un réseau de communication ont été modélisés

par une châıne de Markov à temps discret et à espace d’état fini. Cette problématique a alors été

considérée sous le formalisme (MJLS). Nous avons proposé là aussi une structure de commande

par retour statique de sortie et nous avons montré que ce problème de synthèse représente un cas

particulier intéressant du problème de synthèse traité dans le premier axe.
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Enfin, il est important de noter qu’au delà des résultats théoriques obtenus dans ce travail, nous

nous sommes intéressés à l’aspect résolution numérique des différentes conditions de stabilité et de

performances en boucle fermée, et des algorithmes de résolutions numériques ont été proposés. En

effet, les différentes conditions de synthèse étant établies en termes d’inégalités matricielles bilinéaires

et non linéaires, leurs résolution numérique reste un problème délicat. Des algorithmes d’optimisation

itératifs de type descente conjugué du gradient (conditions BMI) et des algorithmes d’optimisation

itératifs de type complémentarité sur le cône (conditions NLMI) ont été proposés et mis en oeuvre sur

des exemples de simulation en mettant en évidence leurs performances et leurs limitations.

Perspectives et résultats préliminaires

L’ensemble des résultats obtenus jusqu’à présent se situe dans le cadre défini dans l’introduction

générale : état de dimension fini et dynamique linéaire, mode à sauts Markoviens sur un ensemble fini,

taux de transitions des différents processus stochastiques supposés connus, un seul décideur.

Dans ce qui suit, nous allons revenir sur ces hypothèses en proposant et en mettant en évidence

quelques perspectives d’extension des résultats obtenus à une classe plus riche de systèmes.

Modèles des processus défauts et FDI

– Matrices de transition incertaines : Comme nous l’avons mentionné dans le premier chapitre

de ce travail, en pratique, il est difficile de déterminer avec exactitude les valeurs des taux de

transition des différents processus Markoviens. Il est donc nécessaire de considérer un certain degré

d’incertitude sur les valeurs des différentes matrices de transition. Des travaux ont été mené dans

ce sens dans le domaine des MJLS. En effet dans [CdVG99, RG96] les auteurs considèrent que

la matrice de transition Π est incertaine. Plus précisément ils considèrent que pour tout t ≥ 0,

Π(t) ∈ P, où P est un polytope (ensemble polytopique) donné par

P = Co {Π1, . . . ,Πl} =

{
Π =

i=l∑

i=1

λiΠi | λi ≥ 0, i = 1, . . . , l,
i=l∑

i=1

λi = 1

}

où les Πi sont des matrices de transition données. La stabilité des MJLS est alors analysée

aux sommets du polytope donnant ainsi une condition suffisante de stabilité stochastique. Cette

méthodologie peut être aisément appliquée aux problématiques abordées dans ce travail. Les

différentes conditions de synthèse doivent alors être vérifiées aux sommets des différents polytopes

auxquels appartiennent les différentes matrices de transition des processus défauts et FDI.

Cependant, il est important de noter que la pertinence de ce modèle d’incertitudes n’a pas été

évaluée par les auteurs. La modélisation des incertitudes des matrices de transition reste une ques-

tion largement ouverte et qui serait intéressant de developer.

– Processus FDI modélisé comme un processus semi-Markovien : Dans le cadre des

AFTCSMP, le processus FDI est modélisé comme un processus Markovien dont les transitions

sont conditionnées sur celles des processus défauts. L’hypothèse implicite du modèle Markovien est

que le processus FDI est sans mémoire, c’est-à-dire que les test d’hypothèses sont implémentés en
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utilisant les données actuellement disponibles (telles que les mesures les plus récentes, ou une fenêtre

de mesures récentes de longueur fixe et petite), qui sont ensuite jetées de telle sorte à ce que les

données actuellement utilisées soient indépendantes des données utilisées dans les tests précédents.

Cependant, et afin de minimiser les taux de fausses alarmes, beaucoup de tests FDI utilisés dans la

littérature FTC sont de nature séquentielle, i.e., les tests utilisent des données antérieurs en plus

des données actuellement disponibles [Wil76, WJ76, Wal83, PFC89]. On trouve parmi ces tests :

Sequential Probability Ratio Test (SPRT), One-Side Monitoring test, Generalized Likelihood Ratio

(GLR) test...etc. [Wal97]. L’hypothèse Markovienne n’est alors plus valide pour ces tests, dûe à la

propriété de mémoire inhérente à cette classe de méthodes. Une altérnative serait alors d’utiliser

un processus semi-Markovien afin de décrire les transitions du processus FDI. Cela permettrait

de prendre en considération l’aspect séquentiel des tests d’hypothèses [Wal97]. Cette modélisation

représente l’un des axes de recherche que nous développons actuellement.

Classes de systèmes

– Systèmes non-linéaires : La prise en compte d’une dynamique non-linéaire de l’état n’a guère

besoin d’être justifiée : tous les systèmes technologiques présentent des non-linéarités. Il faut toutefois

bien situer la prise en compte des non-linéarités dans la structure fonctionnelle de la commande et

rester cohérent avec les objectifs de base tels que guidage, stabilisation, régulation,...etc.

Récemment nous nous sommes intéressés à une classe particulière de systèmes non-linéaires : les

systèmes bilinéaires (bilinéarité état/commande) [APS06]. La représentation d’état du système

tolérant aux défauts est donnée dans ce cas là par :





ẋt = A(ξt)xt +B(ηt)u(xt, ψt, t) +
m∑
i=1
Ni(ξt, ηt)xtui(xt, ψt, t)

yt = Cxt

u(xt, ψt, t) = K(ψt)xt

Nous avons proposé des conditions de stabilité exponentielle stochastique locale, ainsi qu’un algo-

rithme de synthèse des correcteurs stabilisant le système en boucle fermée. L’approche développée

se base sur une représentation locale équivalente du terme bilinéaire dans un domaine compacte

dans Rn, et cela en s’appuyant sur la théorie des inclusions différentielles [MP89]. La procédure

de synthèse consiste dans ce cas à trouver une loi de commande par retour statique de sortie (loi

de commande linéaire) stabilisant stochastiquement le système en boucle fermée, pour tout vecteur

d’état initial x0 appartenant à un domaine de stabilité D0. Ce dernier est calculé en se basant sur la

notion d’invariance positive. La problématique implicite étant de maximiser le domaine de stabi-

lité, un algorithme d’optimisation se basant sur un schéma de relaxation LMI a été aussi proposé.

Nos travaux actuels dans le cadre des systèmes non-linéaires portent sur deux axes. À court terme,

nous nous intéressons à la synthèse de lois de commande stabilisant de manière globale la classe

des systèmes bilinéaires à sauts Markoviens et assurant des performances de type H2/H∞. À plus

long terme, nous nous intéresserons à des classes de systèmes non-linéaires plus générales. Cette

approche graduelle se justifie par la complexité de la problématique abordée.
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– Plusieurs décideurs : L’introduction de plusieurs décideurs est justifiée lorsque le système est de

grande dimension : pour une structure souple dans l’espace par exemple, on associera à différents

éléments de la structure des organes de contrôle décentralisés dont l’action sera éventuellement coor-

donnée par un superviseur centralisé. L’autorité de commande étant ainsi distribuée entre plusieurs

organes, il faut concevoir des stratégies de coopération afin d’assurer un contrôle globale : c’est

l’objet de la théorie des jeux [Kan04].

Une part de la recherche sur les jeux a été consacrée aux jeux sur des systèmes linéaires stochastiques

avec des objectifs quadratiques. On a introduit des bruits gaussiens large bande pour modéliser les

perturbations continues qui affectent le système opérant dans un environnement aléatoire. Une

extension de la théorie des jeux différentiels à la classe des MJLS a été proposé par [Mar86] où

l’auteur considère des objectifs quadratiques et utilisent des stratégies de Nash (en boucle ouverte

et fermée) et de Stackelberg. Des critères de performance de type H∞ ont été considéré par la suite

par. Cependant, les résultats obtenus par les auteurs ne peuvent s’appliquer en l’état aux systèmes

tolérants aux défauts à sauts Markoviens. En effet, la loi de commande obtenue dépend des matrices

du systèmes et donc requiert la disponibilité des processus défauts.

La formulation du jeux dans le cadre des systèmes tolérants aux défauts à sauts Markoviens nécessite

donc de rajouter une contrainte supplémentaire sur la loi de commande. Cette dernière ne doit

dépendre que du processus FDI. La formalisation de cette contrainte ainsi que la formulation du

jeux associé restent des questions ouvertes.





Annexe A

Définitions relatives aux processus

stochastiques

A.1 Tribu ou σ-algèbre

Soit Ω un ensemble non vide et F une classe de parties de Ω. On dit que F est une tribu sur Ω si

1. L’ensemble vide est dans F ;

2. F est stable par le passage au complémentaire ;

3. F est stable par union dénombrable.

Formellement :

1. ∅ ∈ F ;

2. ∀A ∈ F , Ac ∈ F ;

3. si ∀n ∈ N, An ∈ F alors

( ⋃
n∈N

An

)
∈ F .

Si F est une tribu sur Ω, alors (Ω,F) est appelé espace mesurable ou probabilisable en fonction du

contexte, et les éléments de F sont des événements. La notion de mesure est définie à l’intérieur d’un

espace mesurable et celle de probabilité à l’intérieur d’un espace probabilisable.

A.2 Mesure positive sur une tribu

Soit (Ω,F) un espace mesurable. On appelle mesure positive sur (Ω,F) une fonction M définie sur

F , à valeurs dans [0, +∞), vérifiant :

1. M(∅) = 0 ;

2. Pour toute famille finie ou infinie dénombrable (An)n∈N d’éléments de la tribu F deux à deux

disjoints (i.e. An ∩Am = ∅ pour n 6= m), on a :

M
(
⋃

n∈N

An

)
=
∑

n∈N

M(An)
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Soit A ∈ F alors le nombre M(A) (fini ou non) est appelé mesure de A et le triplet (Ω,F ,M) est

appelé espace mesuré.

A.3 Mesure de probabilité

Soit (Ω,F) un espace mesurable. On appelle mesure de probabilité (ou simplement probabilité) sur

(Ω,F) une mesure positive (notée P ) qui associe à tout événement A de F un nombre P (A), appelé

probabilité de A, et qui satisfait aux axiomes suivants :

1. ∀A ∈ F 0 ≤ P (A) ≤ 1 ;

2. P (Ω) = 1 ;

3. Soit (An)n∈N un ensemble fini ou infini dénombrable d’éléments de la tribu F deux à deux disjoints

alors :

P

(
⋃

n∈N

An

)
=
∑

n∈N

P (An)

le triplet (Ω,F , P ) est appelé espace probabilisé.

A.4 Processus de Wiener ou mouvement Brownien

En 1827, le botaniste Robert Brown avait observé que des particules de la taille d’un micron submergées

dans un fluide avaient un mouvement très irrégulier. En 1905, Einstein a montré que ce mouvement

pouvait être expliqué par des collisions avec des molécules présentes dans le fluide. Einstein a alors

construit un modèle mathématique de ce phénomène que l’on a appelé le mouvement Brownien. Une

analyse mathématique rigoureuse de ce type de processus a été élaborée par Wiener en 1923.

Nous donnons ci-dessous les principales propriétés du processus de Wiener (̟t)t≥0 :

1. ̟0 ≡ 0 ;

2. les trajectoires d’un processus de wiener sont des fonctions continues de t ∈ [0,∞) ;

3. espérance mathématique : E(̟t) ≡ 0 ;

4. fonction de correlation : E(̟t̟s) = t ∧ s, (t ∧ s = min(t, s)) ;

5. pour tout t1, . . . , tn, le vecteur aléatoire (̟t1 , . . . , ̟tn) est Gaussien ;

6. pour tout s, t

E(̟2
t ) ≡ t;

E(̟t −̟s) ≡ 0;

E(̟t −̟s)
2 =| t− s | .

7. les accroissements aléatoires du processus de Wiener, (̟t − ̟s) et (̟u − ̟v) sont indépendants

pour tout 0 ≤ s < t < v < u <∞
8. propriété de Martingale (notation : ̟s

0 = {̟u, 0 ≤ u ≤ s})

E(̟t | ̟s
0) = ̟s;
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E{(̟t −̟s)
2 | ̟s

0} = t− s.
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Annexe B

Stabilité stochastique

B.1 Définitions

Définition B.1 (Stabilité au sens de Lyapunov) Le point d’équilibre est dit stable si, pour ε > 0

donné, il existe δ(ε, t0) tel que si ‖ x0 ‖< δ, il s’en suit que

sup
t≥t0

‖ x(t;x0, t0) ‖< ε (B.1)

Définition B.2 (Stabilité asymptotique au sens de Lyapunov) Le point d’équilibre est dit

asymptotiquement stable si il est stable et qu’il existe δ tel que si ‖ x0 ‖< δ, alors

lim
t→∞

‖ x(t;x0, t0) ‖= 0 (B.2)

Les définitions ci-dessus peuvent être interprétées d’un point de vue géométrique comme suit. Soit le

cercle C2 de rayon R2 (Figure B.1), alors le point d’équilibre est stable si il est possible de trouver un

autre cercle C1 de rayon R1 tel que toute trajectoire commençant dans C1 demeurera dans C2, ∀t > 0.

Le point d’équilibre est dit stochastiquement stable si il est stable et si il existe un cercle C3 tel que

toute trajectoire commençant dans C2 tendra asymptotiquement vers le point d’équilibre (i.e. pour

t→∞). Dans ce dernier cas, si les trajectoires ont une envelope exponentielle en tendant vers le point

d’équilibre alors la solution est dite exponentiellement stable.

Afin d’étendre les concepts de stabilité introduit ci-dessus au domaine stochastique, les différentes

définitions sont exprimées en termes des trois formes de convergence. La solution x(t;x0, t0) est alors

réécrite sous la forme x(t;x0, t0, w) afin d’indiquer que c’est un processus stochastique avec une

variable aléatoire w. Différents concepts de stabilité stochastique peuvent alors être énoncés :

Définition B.3 (Stabilité en probabilité) Le point d’équilibre est dit stable en probabilité, si pour

ε > 0, ǫ > 0, il existe δ(ε, ǫ, t0) tel que si ‖ x0 ‖< δ, alors

P

{
sup
t≥t0

‖ x(t;x0, t0, w) ‖> ǫ

}
< ε (B.3)
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Stabilité asymptotique

Stabilité exponentielle

Fig. B.1 – Illustration de la stabilité au sens de Lyapunov

Définition B.4 (Stabilité en moment d’ordre m) Le point d’équilibre est dit stable en moment

d’ordre m si le moment d’ordre m du vecteur solution existe et si pour ε > 0 donné, il existe δ(ε, t0)

tel que si ‖ x0 ‖< δ, il s’en suit que

E
{

sup
t≥t0

‖ x(t;x0, t0, w) ‖m
}
< ε (B.4)

Définition B.5 (Stabilité presque sûre) Le point d’équilibre est dit presque sûrement stable, si

P

{
lim

‖x0‖→0
sup
t≥t0

‖ x(t;x0, t0, w) ‖= 0

}
= 1 (B.5)

La stabilité presque sûr est le concept de stabilité le plus proche de la stabilité déterministe du

système. De façon similaire, la stabilité (déterministe) asymptotique au sens de Lyapunov peut être

étendue au domaine stochastique et cela en réécrivant la définition B.2 en termes des trois modes de

convergence comme suit :

Définition B.6 (Stabilité asymptotique en probabilité) Le point d’équilibre est dit asymptoti-

quement stable en probabilité si il est stable en probabilité et si il existe ρ tel que si ‖ x0 ‖< ρ, il s’en

suit

lim
δ→∞

P

{
sup
t≥δ
‖ x(t;x0, t0, w) ‖> ǫ

}
= 0 (B.6)

Définition B.7 (Stabilité asymptotique en moment d’ordre m) Le point d’équilibre est dit

asymptotiquement stable en moment d’ordre m si il est stable en moment d’ordre m et si il existe ρ

tel que si ‖ x0 ‖< ρ, il s’en suit

lim
δ→∞
E
{

sup
t≥δ
‖ x(t;x0, t0, w) ‖m

}
= 0 (B.7)



B.2 Conditions de stabilité stochastique 189

Définition B.8 (Stabilité asymptotique presque sûre) Le point d’équilibre est dit presque

sûrement asymptotiquement stable si il est stable presque sûrement et si il existe ρ tel que si ‖ x0 ‖< ρ,

il s’en suit

lim
δ→∞

P

{
sup
t≥δ
‖ x(t;x0, t0, w) ‖> ǫ

}
= 0 (B.8)

Un concept de stabilité asymptotique ayant reçu un intérêt particulier en commande des systèmes

stochastique est la stabilité exponentielle en moyenne quadratique définie comme suit [KK60] :

Définition B.9 (Stabilité exponentielle en moment d’ordre m) Le point d’équilibre est dit

exponentiellement stable en moment d’ordre m si il existe ρ > 0 et des constantes a > 0, b > 0 tel que

si ‖ x0 ‖< ρ, il s’en suit

E {‖ x(t;x0, t0, w) ‖m} ≤ b ‖ x0 ‖m exp {−a(t− t0)} (B.9)

B.2 Conditions de stabilité stochastique

Dans ce qui suit, les conditions de stabilité stochastique données par les différents théorèmes ont été

formulées par [Kus67]. Elles sont énoncées sans preuves. Le lecteur intéressé pourra se référer à ces

travaux.

Théorème B.1 (Stabilité en probabilité) Le point d’équilibre est stable en probabilité si

ϑ(x, y) > 0, Lϑ(x, y) ≤ 0, ∀x ∈ Om = {x : ϑ(x, y) < m} , m <∞ (B.10)

Théorème B.2 (Stabilité asymptotique en probabilité) Le point d’équilibre est asymptotiquement

stable en probabilité si

ϑ(x, y) > 0, k(x, y) > 0, Lϑ(x, y) = −k(x, y) < 0, ∀x ∈ Om (B.11)

Théorème B.3 (Stabilité exponentielle en probabilité) Le point d’équilibre est exponentiellement

asymptotiquement stable si

ϑ(x, y) > 0, Lϑ(x, y) = −σϑ(x, y) < 0, ∀x ∈ Om (B.12)
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Annexe C

Compléments mathématiques

Lemme C.1 (Lemme de majoration) [WXdS92, XC03] Soient A,W, G,M, N des matrices réelles

de dimensions appropriées telles que W > 0 etM′M≤ I. Alors nous avons les inégalités suivantes

i) Pour tout scalaire γ > 0 et deux vecteurs x, y ∈ Rn,

2x′GMN y ≤ γ−1x′GG′x+ γy′N ′N y (C.1)

ii) Pour tout scalaire γ > 0 tel que W − γGG′ > 0,

(A+ GMN )′W−1(A+ GMN ) ≤ A′(W − γGG′)−1A+ γ−1N ′N (C.2)

�

Lemme C.2 (Complément de Schur) [BGFB94] Soient les matrices constantes M,L,Q de

dimensions appropriées où M et Q sont des matrices symétriques, alors les affirmations suivantes

sont équivalentes :

i)

Q < 0 etM−L′Q−1L < 0 (C.3)

ii) [
M L′
⋆ Q

]
< 0 (C.4)

La matriceM−L′Q−1L est appelée complément de Schur de la matrice Q. �

Lemme C.3 (Lemme de projection) [GA94, SIG98] Étant données trois matrices B, C et Q
(Q = Q′), les deux propositions suivantes sont équivalentes

i) Il existe une matrice P telle que

BPC + (BPC)′ +Q < 0 (C.5)

ii)

(B′⊥)′Q(B′⊥) < 0 (ou ∃µ ∈ R tel que µBB′ −Q > 0) (C.6)
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et

(C⊥)′Q(C⊥) < 0 (ou ∃µ ∈ R tel que µC′C − Q > 0) (C.7)

�

Lemme C.4 (Lemme de projection réciproque (Reciprocal Projection Lemma)) [ATB01]

Soit P une matrice définie positive donnée. les affirmations suivantes sont équivalentes :

i) Ψ + S + S ′ < 0 ;

ii) le problème LMI [
Ψ + P − (W +W ′) S ′ +W ′

⋆ −P

]
< 0

est faisable par rapport à la variable W.

�

Lemme C.5 Soient les matrices Ψijk = Ψ′
ijk ∈ Rn×n et Hijk ∈ Rm×n, ∀i ∈ Z, j ∈ S et k ∈ R, alors

x′tΨijkxt < 0, ∀xt ∈ Rn : Hijkxt = 0, xt 6= 0; (C.8)

si et seulement si il existe des matrices Lijk ∈ Rn×m tel que :

Ψijk + LijkHijk +H′
ijkL′ijk < 0, ∀i ∈ Z, j ∈ S, k ∈ R. (C.9)

Notons que si des contraintes arbitraires sont imposées aux matrices Lijk, les conditions (C.9) restent

suffisantes pour que (C.8) soient vérifiées. �

Preuve La preuve de ce Lemme est similaire à celle du Lemme 2.1 dans [dSTB04] �
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Université de Paris XI, Orsay, 1986. (document), 4.4

[Mar89] M. Mariton : Detection delays, false alarm rates and reconfiguration of control

systems. International Journal of Control, 49:981–992, 1989. 1.4.4.4



BIBLIOGRAPHIE 201

[May99] P. S. Maybeck : Multiple model adaptive algorithms for detecting and compensating

sensor and actuator/surface failures in aircraftflight controlsystems. International

Journal of Robust and Nonlinear Control, 9:1051–1070, 1999. 1.3.3.3

[MD97] G. Mallory et R. Doraiswami : A frequency domain identification scheme for

control and fault diagnosis. Journal of Dynamic Systems, 119:48–53, 1997. 1.3.2.1

[MJH04] M. Maki, J. Jiang et K. Hagino : A stability guaranteed active fault tolerant

control system against actuator failures. International Journal of Robust and Nonli-

near Control, 14:1061–1077, 2004. 3.2.2.4, 3.2.3.5

[MJZ99] M. Mahmoud, J. Jiang et Y. Zhang : Optimal control law for fault tolerant control

systems. In proceedings of the 39th IEEE Conference on Decision & Control, Sydney,

Australia, 1999. 1.4.4.4

[MJZ01a] M. Mahmoud, J. Jiang et Y. Zhang : Effects of fault detection and isolation to

the stability of fault tolerant control systems. In proceedings of the 2001 American

Control Conference, Arlington, USA, 2001. 1.4.2.1, 1.4.2.2, 1.4.4.3, 1.4.4.4, 1.4.4.4

[MJZ01b] M. Mahmoud, J. Jiang et Y. Zhang : Stochastic stability analysis of active fault-

tolerant control systems in the presence of noise. IEEE Transactions on Automatic

Control, 46:1810–1815, 2001. 1.4.1.2, 1.4.4.2, 1.4.4.2, 1.4.4.3, 1.4.4.3

[MJZ02] M. Mahmoud, J. Jiang et Y. Zhang : Stochastic stability analysis of fault-tolerant

control systemswith multiple failure processes. International Journal of Systems

Science, 33:55–65, 2002. 1.4.1.2, 1.4.4.3, 1.4.4.3, 1.4.4.4

[MJZ03] M. Mahmoud, J. Jiang et Y. Zhang : Active Fault Tolerant Control Systems :

Stochastic Analysis and Synthesis. Springer, 2003. 1.4.2.1, 1.4.2.2, 1.4.3.2, 1.4.3.3,

1.4.4.2, 1.4.4.2, 1.4.4.3, 1.4.4.3, 1.4.4.3, 1.4.4.4, 2.1, 2.2.1, 2.2.2, 2.3.1.1, 3.3.1.2

[MMS98] A. Mirabadi, N. Mort et F. Schmid : Fault detection and isolation in multisensor

train navigation systems. In IEE Conference Publication Institution of Electronics,

pages 969–977, 1998. 1.3.2.1

[MO90] W. D. Morse et K. A. Ossman : Model following reconfigurable flight control systems

of the afti/f-16. Journal of Guidance, Dynamics and Control, 13:969–976, 1990. 1.3.3.4

[MP89] A. P. Molchanov et E. S. Pyatniskii : Criteria of asymptotic satbility of differential

and difference inclusions encountered in control theory. System and Control Letters,

13:59–64, 1989. 4.4

[MSR00] L. Magni, R. Scattolini et C. Rossi : A fault detection and isolation method for

complex industrial systems. IEEE Transactions on Systems Man and Cybernetics

Part A Systems and Humans, 30:860–864, 2000. 1.3.2.1

[NAG00] E. Nobrega, M. Abdalla et K. M. Grigoriadis : Lmi based approach to fault

detection and isolation. In proceedings of the 39th IEEE Conference on Decision and

Control, Sydney, Australia, 2000. 1.3.2.1



202 BIBLIOGRAPHIE

[NB97] K. S. Narendra et J. Balakrishnan : Adaptive control using multiple models.

IEEE Transactions on Automatic Control, 42, 1997. 1.3.3.3, 1.3.3.3

[NBDM99] H. Noura, T. Bastogne et V. Dardinier-Maron : A general fault tolerant control

approach : Application to a winding machine. In proceedings of the 38th IEEE Confe-

rence on Decision and Control, 1999. 1.3.3.1

[NBW98] J. Nilsson, B. Bernhardson et B. Wittenmark : Stochastic analysis and control

of real-time systems with random time delays. Automatica, 34:57–64, 1998. 4.3.1.2,

4.3.2.1, 4.3.4

[NDfG03] K. S. Narendra, O. A. Driollet, M. feiler et K. George : Adaptive control using

multiple models, switching and tuning. International Journal of Adaptive Control and

Signal Processing, 17:87–102, 2003. 1.3.3.3

[Nik94] R. N. Nikoukah : Innovations generation in the presence of unknown inputs : Ap-

plication to robust failure detection. Automatica, 30:1851–1868, 1994. 1.3.2.1

[NMI+99] M. R. Napolitano, G. Molinaro, M. Innocenti, B. Seanor et D. Martinelli :

A complete hardware package for a fault-tolerant control system using on-line learning

neural networks. In proceedings of the American Control Conference, pages 2615–2619,

1999. 1.3.3.6

[NNC+95] M. R. Napolitano, C. D. Neppach, V. Casdorph, S. Naylor, M. Innocenti et

G. Silvestri : A neural network-based sceme for sensor failure detection, identifi-

cation and accommodation. AIAA Journal of Control and Dynamics, 18:1280–1286,

1995. 1.3.3.6

[NNNC95] M. R. Napolitano, S. Naylor, C. D. Neppach et V. Casdorph : On-line lear-

ning nonlinear direct neurocontrollers for restructurable control systems. Journal of

Guidance, Dynamics and Control, 18:170–176, 1995. 1.3.3.6

[NS03] H. Niemann et J. Stoudtrup : Passive fault tolerant control of double inverted

pendulum - a case study example. In proceedings of the 5th Symposium Safeprocess,

2003. 1.1.1.1

[NSHT00] H. Noura, D. Sauter, F. Hamelin et D. Theilliol : Fault tolerant control in dy-

namic systems : Application to a winding machine. IEEE Control Systems Magazine,

20:33–49, 2000. 1.3.3.1

[OK91] Y. Ochi et K. Kanai : Design of restructurable flight control systems using feedback

linearization. Journal of Guidance, Dynamics and Control, 14:903–911, 1991. 1.3.3.4

[PA05] D. Peaucelle et D. Arzelier : Ellipsoidal sets for resilient and robust static output-

feedback. IEEE Transaction on Automatic Control, 50:899–904, 2005. 2.2.4, 2.2.4.1,

2.2.4.1, 2.2.4.1, 2.2.4.1, 2.2.4.1, 2.2.4.1, 2.2.4.2, 3.2.3.4

[PAB02] D. Peaucelle, D. Arzelier et R. Bertrand : Ellipsoidal sets for static output-

feedback. 15th IFAC World Congress, Barcelona, Spain, 2002. 2.2.4, 2.2.4.1, 2.2.4.1,

2.2.4.1, 2.2.4.1, 2.2.4.1, 2.2.4.1, 2.2.4.2



BIBLIOGRAPHIE 203

[Pap84] A. Papoulis : Probability, Random Variables and Stochastic Processes. McGraw Hill,

New York, 1984. 1.4.1.3

[Pat97] R. J. Patton : Fault tolerant control : The 1997 situation. In proceedings of the

IFAC Symposium SAFEPROCESS’97, 1997. 1.1.1.1

[PC91] R. J. Patton et J. Chen : Robust fault detection using eingenstructure assignement :

A tutorial consideration and some new results. In proceedings of the 30th IEEE

Conference on Decision and Control, 1991. 1.3.2.1

[PFC89] R. J. Patton, P. M. Franck et R. N. Clark : Fault Diagnosis in Dynamic Systems :

Theory and Applications. Prentice-Hall International, London, 1989. 4.4

[PH95] M. M. Polycarpou et A. Helmicki : Automated fault detection and accommo-

dation : A learning systems approach. IEEE Transactions on Systems Man and

Cybernetics, 25:1447–1458, 1995. 1.3.3.6

[PHY+] C. J. Paul, L. E. Holloway, D. Yan, J. K. Strosnider et B. H. Krogh : An intel-

ligent reactive monitoring and scheduling system. IEEE Control Systems Magazine.

1.3.3.6

[PK89] R. J. Patton et S. M. Kangethe : Robust Fault Diagnosis Using Eingenstructure

Assignement of Observers, in Fault Diagnosis in Dynamic Systems - Theory and

Applications. Prentice Hall International, New York, 1989. 1.3.2.1

[Pol01] M. M. Polycarpou : Fault accommodation of a class of multivariable nonlinear dy-

namical systems using a learning approach. IEEE Transactions on Automatic Control,

46:736–742, 2001. 1.3.3.6

[Rau94] H. Rauch : Intelligent fault diagnosis and control reconfiguration. IEEE Control

Systems Magazine, 14:6–12, 1994. 1.3.3.1

[Rau95] H. E. Rausch : Autonomous control reconfiguration. IEEE Control Systems Maga-

zine, 15:37–49, 1995. 1.3.3.4

[RG96] M. A. Rami et L. El Ghaoui : Robust state-feedback stabilization of jump linear

systems via lmis. International Journal of Robust and Nonlinear Control, 6:1015–1022,

1996. 4.4

[RM00] C. Rowe et J. M. Maciejowski : Improving the feasibility of lmi-based robust

constrained model predictive control : Application to fault tolerant control. In pro-

ceedings of the UKACC International Conference on CONTROL, 2000. 1.3.3.5

[SB97] P. Shi et E. K. Boukas : H∞-control for Markovian jumping linear systems with

parametric uncertainty. Journal of Optimization Theory and Applications, 95:75–99,

1997. 1.4.4.4, 3.1

[SBNG03] P. Shi, E. K. Boukas, S. K. Nguang et X. Guo : Robust disturbance attenuation

for discrete-time active fault tolerant control systems with uncertainties. Optimal

Control Applications and Methods, 24:85–101, 2003. 4.1



204 BIBLIOGRAPHIE

[SCH98] L. C. Shen, S. K. Chang et P. L. Hsu : Robust fault detection and isolation with

unstructured uncertainty using eingenstructure assignement. Journal of Guidance,

Control, and Dynamics, 21:50–55, 1998. 1.3.2.1

[SG98] M. Staroswiecki et A. Gehin : Analysis of system reconfigurability using gene-

ric component models. In proceedings of the UKACC International Conference on

CONTROL, 1998. 1.3.3.7

[SH99] D. Sauter et F. Hamelin : Frequency-domain optimization for robust fault detection

and isolation in dynamic systems. IEEE Transactions on Automatic Control, 44:878–

883, 1999. 1.3.2.1

[SHA99] M. Staroswiecki, G. Hoblos et A. Aitouche : Fault tolerance analysis of sensor

failures. In proceedings of the IEEE Conference on Decision and Control, pages 3581–

3586, 1999. 1.3.3.7

[SHKa82] K. Sobel et d L. Mabius H. Kaufman a : Implicite adaptive control for a class of

mimo systems. IEEE Transactions on Aerospace and Electronic Systems, 18:576–590,

1982. 1.3.3.4

[SIG98] R. E. Skelton, T. Iwasaki et K. Grigoriadis : A Unified Algebraic Approach to

Linear Control Design. Taylor and Francis, 1998. 2.2.4.1, C

[Sta05] M. Staroswiecki : Fault tolerant control : The pseudo-inverse method revisited. In

proceedings of the 16th Triennal IFAC World Congress, 2005. 1.3.3.1, 1.3.3.1

[Str60] R. L. Stratonovich : Conditional markov processes. Theory of Probability and its

Applications, 5:156–178, 1960. 1.4.1.2

[Str68] R. L. Stratonovich : Conditional Markov Processes and Their Applications to the

Theory of Optimal Control. Elsevier, New York, 1968. 1.4

[Suy02] K. Suyama : What is reliable control ? In proceedings of the 15th Triennal IFAC

World Congress, 2002. 1.1.1.1

[SV98] G. Schram et H. B. Verbruggen : A fuzzy logic approach to fault tolerant control.

Journal A, 39:14–21, 1998. 1.3.3.6

[SW49] C. Shannon et W. Weaver : The Mathematical Theory of Communication. Uni-

versity of Illinois Press, Urbana, 1949. 4.3.1

[SW93] R. Srichander et B. K. Walker : Stochastic stability analysis for continuous-time

fault tolerant control systems. International Journal of Control, 57:433–452, 1993.

1.4, 1.4.1.1, 1.4.1.1, 1.4.1.2, 1.4.3.2, 1.4.3.3, 1.4.3.5, 1.4.4.1, 1.4.4.2, 1.4.4.3, 1.4.4.3,

1.4.4.3, 1.4.4.4, 2.1, 2.2.1, 2.2.2

[TIH96] H. Tokunaga, T. Iwasaky et S. Hara : Multi-objective robust control with tran-

sient specifications. In proceedings of the IEEE Conference on Decision & Control,

1996. 2.3.3, 3.3.2.4

[TK84] H. M. Taylor et S. Karlin : An Introduction to Stochastic Modelling. Academic

Press, Orlando, 1984. 1.4



BIBLIOGRAPHIE 205

[TNS98] D. Theilliol, H. Noura et D. Sauter : Fault tolerant control method for actuator

and components faults. In proceedings of the 37th IEEE Conference on Decision and

Control, 1998. 1.3.3.1

[Tre68] H. L. V. Trees : Detection, Estimation, and Modulation Theory. Wiley, New York,

1968. 1.4.4.3

[TW90] S. Tzafestas et K. Watanabe : Modern approaches to system/sensor fault detection

and diagnosis. Journal A, 31:42–57, 1990. 1.3.2.1

[Vei02] R. Veillete : Design of reliable control systems. IEEE Transactions on Automatic

Control, 37:290–304, 2002. 1.1.1.1

[Vis90] R. Visscher : Chernobyl nuclear disaster. In http ://www.chernobyl.co.uk, 1990. 1.2

[Wal83] B. K. Walker : Recent developments in fault diagnosis and accomodation. In AIAA

Guidence and Control Conference, 1983. 4.4

[Wal97] B. K. Walker : Fault tolerant control system reliability and performance prediction

using semi-markov models. In SAFEPROCESS, 1997. 4.4

[WH95] B. K. Walker et K. Y. Huang : Fdi by extended kalman filter parameter estimation

for industrial actuator benchmark. Control Engineering Practice, 3:1769–1774, 1995.

1.3.2.1

[Wil76] A. S. Willsky : A survey of design methods for failure detection in dynamic systems.

Automatica, 6:601–611, 1976. 4.4

[Wit05] E. Witrant : Stabilisation des systèmes commandès par réseaux. Thèse de docto-
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