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Notations

Les

définies

notations

au fur

sont,

et

la mesure du possible, les notations standards.

de

dans

a mesure leur utilisation dans le présent mémoire

Elles

et

sont

sont

conservées tout au long de celui-ci. Il nous a cependant paru utile de les rassembler ici.

<o 0
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)\min M)

*

I
0

A|B
C|D
P{}
&t}
f
(Q,F,P)
L
L?[0, 00)

fin d’'un théoréme ou d’une proposition.
fin d’un corollaire ou d’un lemme.

fin de preuve.

ensemble des nombres réels.

ensemble des vecteurs réels de dimension n.

ensemble des matrices réelles de dimension n x m.

sous ensemble des matrices symétriques dans R™*".
transposée de la matrice M.

M définie négative.

M semi définie négative.

M définie positive.

M semi définie positive.

matrice bloc-diagonal dont les blocs diagonaux sont les M;.
trace de la matrice M.

plus grande valeur propre de M = M’.
plus petite valeur propre de M = M’.

A B
B C

matrice identité de dimension appropriée.

A %
B C

indique des termes symétriques :

matrice nulle de dimension appropriée.

notation condensée de la représentation d’état C(sl — A)"1B + D.

mesure de probabilité.
espérance mathématique.
o-algebre.

espace probabilisé.

opérateur infinitesimal faible.

espace des fonctions vectorielles de carré-integrable sur I'intervalle [0, c0).



viii Notations

|- ll2 : mnorme dans Pespace L*[0,00) : || z [lo= { [;* xéxtdt}l/Q.

| -lle, : mnorme dans I'espace L?((,F,P),[0,00)) : || = |le,= & {fooo l‘éﬁvtdt}lﬂ-

Il -]l : norme vectorielle (ou matricielle) Euclidienne.



Abréviations

AFTCS Active Fault Tolerant Control Systems.
AFTCSMP Active Fault Tolerant Control Systems with Markovian Process.
BMI Bilinear Matrix Inequalities.
CCL Cone Complementary.
CF Correct Fault detection rate.
CUSUM Cumulative SUM test.
DD Detection Delay.
EA Eingenstructure Assignment.
EDS Equation Différentielle Stochastique.
EMSS Exponential Mean Square Stability.
FA False Alarm rate.
FDI Fault Detection and Isolation.
FTC Fault Tolerant Control.
FTCS Fault Tolerant Control Systems.
GLR Generalized Likelihood Ratio test.
IF Incorrect Fault detection rate.
IMM Interacting Multiple Models.
JLQ Jump Linear Quadratic.
LMI Linear Matrix Inequalities.
MJLS Markovian Jump Linear Systems.
MMST Multiple Model Switching and Tuning.
MSS Mean Square Stability.
NLMI Nonlinear Matrix Inequalities.
PFTCS Passive Fault Tolerant Control Systems.
PIM Pseudo Inverse Method.
SS Stochastic Stability.
VTOL Vertical Take Off and Landing.
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Introduction générale

La compétition économique, scientifique et militaire conduit les industries aéronautiques et astro-
nautiques (et plus généralement les domaines de technologies de pointe) a concevoir des engins,
avions, hélicopteéres, stations orbitales, etc. sans cesse plus performants. L’intégration de gouvernes
électriques et de calculateurs numériques puissants permet de réaliser des fonctions de commande
sophistiquées et libere la créativité des concepteurs.

Les avions a centrage négatif sont un exemple significatif. En rendant ’appareil instable, on augmente
sa manoeuvrabilité mais il faut alors faire appel au controle pour réaliser un boucle de stabilisation
vitale. L’appareil devient ainsi vulnérable aux incidents tels que pannes d’actionneurs, capteurs ou
calculateurs de bord [Mar86].

Une autre illustration est fournie par les stations orbitales de la prochaine génération avec leurs
structures souples (antennes, panneaux solaires, etc.). Pour des durées de mission longues, dans des
conditions de maintenance difficiles, il faudra étre capable de réaliser des spécifications séveres en
tenue d’attitude et d’orbite et cela en dépit d’éventuelles pannes partielles [Mar86]. Dans un tel
contexte contexte, la réussite de la mission dépendra encore plus du systeme de commande : c¢’est lui,
qui en utilisant judicieusement des niveaux de redondance, pourra procurer une certaine tolérance
auz fautes.

Dans la plupart des systemes de commande conventionnels, la synthése de loi de commande ne prend
pas en considération 1’éventuelle occurrence de pannes pouvant affecter le systeme. Dans d’autre cas,
la redondance matérielle disponible dans le systeme a commander peut étre tres limitée. Dans les cas
de figure ci-dessus, un AFTCS (en anglais : Active Fault Tolerant Control Systems) peut étre congu
en utilisant les ressources disponibles et la redondance analytique et matérielle du systeme afin de
s’accommoder des défauts. Les AFTCS compensent les effets des pannes soit en sélectionnant des lois
de commande pré calculées, ou en synthétisant une nouvelle loi de commande en ligne et en temps
réel. Les deux approches requierent I'utilisation d’un algorithme de détection et d’identification de
défauts (FDI pour Fault Detection and Isolation) afin d’identifier les changements induits par les
différents défauts et de reconfigurer la loi de commande en ligne. La synthése de cette classe de
systemes nécessite donc la cohabitation de différentes taches, a savoir, la détection de défauts en ligne,
la prise de décision en temps réel et la reconfiguration de loi de commande. Cela induit naturellement
des problemes inhérents a cette classe de systemes : les retards de détection, les fausses alarmes, la
non détection de défauts, etc.

Cependant, dans les différentes méthodes de reconfiguration existant dans la littérature, ces

problématiques critiques ne sont pas explicitement prises en considération. En effet, la plupart de ces
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méthodes supposent que 'information fournie par le module de FDI est parfaite ce qui représente
une hypothese irréaliste. Ce constat est a la base des travaux présentés dans ce document. En effet,
nous nous sommes intéressés aux contraintes résultant de 'intégration d’un module de FDI et d’un
module de reconfiguration de lois de commande. De telles contraintes peuvent conduire a une perte
de performances, voire une instabilité, du systeme tolérant aux défauts, si ces différents aspects ne
sont pas pris en compte lors de la conception du systeme. La formalisation mathématique de cette
problématique nous a amené & nous intéresser a une classe de Systémes Hybrides Stochastiques
a Sauts Markoviens, auxquels nous ferons référence dans la suite du document par AFTCSMP
(en anglais : Active Fault Tolerant Control Systems with Markovian Process). Dans cette classe
de systemes, deux processus aléatoires sont définis : le premier représente les défauts pouvant
affecter les différents composants du systeme, et le second représente le processus FDI utilisé pour la
reconfiguration de la loi de commande.

Une étude bibliographique des travaux menés dans le cadre des systemes tolérants aux défauts a
sauts Markoviens a montré que la majorité des résultats établis pour cette classe de systemes traitent
de I'analyse de la stabilité et des performances de ces systemes et non de la synthése de lois de
commande remplissant un cahier des charges donné. Les seuls résultats relatifs a la problématique de
synthese conduisent & des correcteurs irréalisables en pratiques (correcteurs dépendant des processus
défauts) et se basent sur ’hypothese restrictive d’accéssibilité du vecteur d’état. Le premier objectif
de ce travail est donc de s’affranchir de cette hypothese et de considérer ainsi des problemes de
synthese de correcteurs par retour de sortie statique/dynamique et cela dans un cadre de commande
multi-objectifs. Et plus particulierement, nous nous intéresserons a des critéeres de performance
Ho/Hoo-

La problématique de commande multi-objectifs sera abordée dans le cas des systemes a temps
continu et a temps discret. Pour le cas continu, nous montrerons que les résultats développés peuvent
s’appliquer aisément a la problématique de commande multi-objectifs indépendante du mode des
MJLS (pour Markovian Jump Linear Systems). Cela représente un cas particulier tres intéressant.
Dans le cadre des systemes a temps discret, nous montrerons la aussi que les résultats établis peuvent
s’appliquer a la problématique de commande multi-objectifs tolérantes aux défauts des systemes
commandés par réseaux de communication.

Enfin, il est important de noter qu’au dela des résultats théoriques obtenus dans ce travail, nous
nous sommes intéressés a l'aspect résolution numérique des différentes conditions de stabilité et
de performances en boucle fermée et des algorithmes de résolutions numériques (convexes et non
convexes) seront proposés et validés sur des exemples de simulation et cela en mettant en évidence

leurs performances et leurs limitations.

Ce mémoire s’articule autour de quatre chapitres :

Chapitre 1 :

Ce chapitre présente dans un premier temps les principaux concepts de synthese de lois de commande

tolérantes aux défauts. Une classification non-exhaustive des principales méthodes développées dans
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le domaine est ensuite établie. Chaque type de méthode fera I’objet d’une discussion critique afin de
mettre en évidence ses avantages et ses inconvénients. Cela nous permettra d’introduire et de justifier
les choix et les orientations de ce travail. En deuxieme partie de chapitre, nous introduirons la classe
de systemes qui fera I'objet de notre étude : les systemes tolérants aux défauts a sauts Markoviens.
La aussi, nous donnerons un bref état de I'art des différents travaux réalisés dan ce domaine, cela afin

de positionner nos travaux et de justifier les orientations choisies.

Chapitre 2 :

Ce chapitre aborde la problématique de synthese de lois de commande, par retour de sortie statique
et dynamique, stabilisant cette classe de systemes hybrides stochastiques sujet a des incertitudes pa-
ramétriques (structurées et non structurées) et a des bruits multiplicatifs. Et plus particulierement,
nous nous sommes intéressés a la notion de stabilité exponentielle au sens de la moyenne quadratique.
Les approches développées sont essentiellement basées sur la théorie de Lyapunov et la notion de Su-
permartingale. Dans le cas du retour dynamique de sortie, nous avons montré qu’en s’appuyant sur une
version du Lemme de Finsler, les conditions de stabilité peuvent étre exprimées en termes d’Inégalités
Matricielles Bilinéaires (BMI pour Bilinear Matrix Inequalities). Pour la résolution numérique de ces
dernieres, nous avons développé un algorithme d’optimisation non convexe (de type descente conjuguée
du gradient) dont l'efficacité est démontrée en utilisant des exemples de simulation. Dans le cas du
retour de sortie statique, nous avons d’abord proposé des conditions de stabilité exprimées sous forme
d’'Inégalités Matricielles Linéaires (LMI pour Linear Matrix Inequalities). Cependant, des résultats
expérimentaux nous ont montré que la simplicité de ces conditions (il existe, en effet, des outils
d’optimisation convexe sous contraintes LMI trés performants. Dans le cadre de cette these, nous
nous sommes appuyés sur la LMI Toolbox implémentée dans MATLAB) se paye par un pessimisme
relativement important. Afin de pallier ces limitations, une solution serait de dériver de nouvelles
conditions suffisantes, sous forme LMI, moins restrictives et moins pessimistes, et d’'utiliser alors des
algorithmes d’optimisation convexe. Cependant, dans ce travail, nous nous sommes plutot intéressés
a la caractérisation de tous les correcteurs statiques stabilisant le systeme, c’est a dire que nous
avons dérivé des conditions nécessaires et suffisantes de stabilité stochastique, pour lesquelles des
algorithmes numériques performants sont mis en oeuvre. En raison de la nature du probleme, les
conditions nécessaires et suffisantes de stabilité sont formulées sous forme d’inégalités matricielles non
linéaires (NLMI pour Nonlinear Matrix Inequalities), et des algorithmes d’optimisation non convexe
doivent alors étre utilisés. Pour cela, nous nous sommes appuyés sur un formalisme se basant sur la
synthese d’ensembles ellipsoidaux de gains de retour de sortie statique. D’un point de vue numérique,
nous avons proposé un algorithme de type Complémentarité sur le Céne pour résoudre ces NLMI.

L’efficacité de ce dernier a été démontré en s’appuyant sur des exemples de simulation.

Chapitre 3 :

En deuxieme partie de these, nous nous sommes intéressés au probleme de commande multi-
performances de cette classe de systémes. Plus particulierement, nous avons considéré des criteres

Hoo (ou plus généralement, des contraintes intégrales quadratiques stochastiques), et des criteres Hos.
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La aussi, nous avons étudié les cas de commande par retour de sortie dynamique et statique, et nous
avons proposé des conditions sous forme LMI, BMI et NLMI pour la résolution de ce probleme de
synthese multi-objectifs. Bien évidemment, des algorithmes d’optimisation convexe et non convexe

sont la aussi proposés pour la résolution numérique de ces conditions.

Chapitre 4 :

Dans ce chapitre est abordé le probleme de commande multi-objectifs par retour de sortie des
systemes a sauts Markoviens en temps discret. Deux axes sont développés, le premier concerne la
commande multi-criteres des systemes tolérants aux défauts a sauts Markoviens en temps discret, et
le second traite de la problématique des systemes commandés par réseaux de communication. Les
différents criteres de performances considérés incluent la stabilisation stochastique du systéme en
boucle fermée, des performances Hy ainsi que des performances Hqo.

Dans la premiere partie, on établit deux caractérisations NLMI de correcteurs statiques par retour
de sortie stabilisant le systeme en boucle fermée et assurant des niveaux de performances Ha/Hoo.
La premiére caractérisation s’appuie sur les travaux de [dOBG99] traitant de l’analyse de la stabilité
robuste des systemes LTI en temps discret. Cette approche introduit une sorte de découplage entre les
matrices de Lyapunov et les matrices du systeme. Ce découplage est alors utilisé afin de synthétiser
des correcteurs ne dépendant que du processus FDI. La seconde caractérisation s’appuie sur le
formalisme ellipsoides de matrices. Les différentes conditions de synthese étant établies en termes
d’inégalités matricielles non linéaires, leur résolution numérique reste un probleme délicat. Des
algorithmes d’optimisation itératifs de type complémentarité sur le cone seront proposés et mis en
oeuvre sur des exemples de simulation.

La seconde partie du chapitre est dédiée a la problématique de stabilisation stochastique et de
commande multi-criteres des systémes commandés par réseaux de communication sujets a des retards
aléatoires et a des pannes pouvant affecter les différents composants du systeme. Cette application
a 6té motivée par l'implication du CRAN dans le projet Européen NECST (Networked Control
Systems Tolerant to Faults). Les différents retards aléatoires induits par la présence d’un réseau de
communication pouvant étre modélisés par une chaine de Markov a temps discret et a espace d’état
fini [KOC*92, XHHO00], cette problématique est alors considérée sous le formalisme (MJLS). Nous
proposons la aussi une structure de commande par retour statique de sortie, et nous montrerons que
ce probleme de synthese représente un cas particulier intéressant du probleme de synthese traité en

premiere partie de chapitre.

A la fin de cette these, un paragraphe sera consacré aux conclusions et aux perspectives des travaux

présentés.



Chapitre 1

Systemes tolérants aux défauts

Dans ce chapitre introductif, nous allons dans un premier temps présenter les principaux concepts de
synthese de lois de commande tolérantes aux défauts. Certains types de méthodes de synthese étant
parfois difficiles a classer, nous donnerons une classification non-exhaustive de ces dernieres. Cette
classification permettra de se repérer parmi les grandes tendances actuelles. Chaque type de méthode
fera ’objet d’une discussion critique afin de mettre en évidence ses avantages et ses inconvénients. Cela
nous permettra d’introduire et de justifier les choix et les orientations de cette these. En deuxieme
partie de chapitre, nous introduirons la classe de systemes qui fera I’objet de notre étude : les systemes
tolérants aux défauts a sauts Markoviens. La aussi, nous donnerons un bref état de ’art des différents
travaux réalisés dan ce domaine, cela afin de positionner nos travaux et de justifier les orientations

choisies.

1.1 Systémes tolérants aux défauts (FTCS pour Fault Tolerant
Control Systems)

Un systeme tolérant aux défauts possede la capacité de s’accommoder, de maniere automatique, des
défauts pouvant affecter ses différents composants. Il permet notamment de garantir la stabilité du
systeme et/ou des performances dégradées acceptables en présence de défauts. En effet, une loi de
commande conventionnelle peut s’avérer tres limitée et induire des comportements non désirés du
systeme a commander, voire a l'instabilité de ce dernier, en présence d’'un défaut. Pour pallier de
telles situations, de nouvelles lois de commande ont été développées dans le but précis de maintenir les
performances du systéme ainsi que sa stabilité, lors d’un mauvais fonctionnement du systeme [WZZ00].
Dans le domaine industriel ou en aéronautique, ce type de problemes a été souvent évité en se fondant
sur de la redondance matérielle a base d’actionneurs et de capteurs. Cette stratégie est non seulement
onéreuse mais elle requiert aussi un important dispositif de maintenance. Ainsi, la commande tolérante
aux défauts traitée de maniere analytique, permet d’éviter de tels cotuts d’achat et d’entretien.

La tache principale qui incombe a la commande tolérante aux défauts est de synthétiser des lois de
commande avec une structure permettant de garantir la stabilité et les performances du systeme, non
seulement lorsque tous les composants de la commande sont opérationnels, mais aussi lorsque des

capteurs ou des actionneurs sont défaillants.
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1.1.1 Classification

Les techniques de synthese de systemes tolérants aux défauts sont généralement classées en deux
approches distinctes : une approche passive (Passive Fault Tolerant Control Systems, PFTCS) et
une approche active (Active Fault tolerant Control Systems, AFTCS). L’utilisation de I'une des deux
approches dépend de : la capacité a determiner, durant la phase de conception, les éventuels défauts
pouvant affecter le systeme, du comportement du systeéme en présence de défauts et du type de

redondance présent dans ce dernier.

1.1.1.1 Méthodes passives

Dans cette approche, le systeme est congu de telle sorte a tolérer un nombre limité de défauts supposés
connus avant la phase de conception de la loi de commande. En effet, les méthodes PFTCS utilisent
des techniques de commande robuste afin d’assurer l'insensibilité du systéme en boucle fermée a
certains défauts, et cela sans changement de structures des régulateurs nominaux (situation sans
défauts) et sans utilisation d’informations en ligne relatives aux différents défauts affectant le systéme
[ELWW85], [Zho00], [CPO01], [NS03]. En effet, en PFTCS, les défauts sont considérés comme sources
d’incertitudes de modele [Pat97]. Cependant, les PFTCS possédent une capacité de tolérance aux
défauts non anticipés tres limitée. En pratique, 'utilisation seule des approches passives peut s’avérer

alors étre risquée [Pat97]. Généralement, les PFTCS possedent les caractéristiques suivantes :

e Robustesse a des défauts connus & priori (anticipés) ;
e Utilisation de la redondance matérielle (actionneurs et capteurs multiples, etc.) ;

e Méthodes conservatives.

Pour une vue globale des méthodes de commandes robustes ou fiables, le lecteur pourra se référer aux

travaux de [Z2J98], [Vei02], [Suy02].

1.1.1.2 Méthodes actives

Dans la plupart des systemes de commande conventionnels, la synthese de lois de commandes ne prend
pas en considération 1’éventuelle occurrence de défauts pouvant affecter le systeme. Dans d’autre cas,
la redondance matérielle disponible dans le systeme a commander peut étre tres limitée. En effet,
I’augmentation ou le changement de la configuration matérielle peut s’avérer onéreuse, voire impossible
due aux limitations physiques. Dans les cas de figure ci dessus, un AFTCS peut étre congu en utilisant
les resources disponibles et la redondance analytique et matérielle du systeme afin de s’accommoder
des défauts non anticipés.

Les AFTCS compensent les effets des défauts soit en sélectionnant des lois de commande pré-calculées,
ou en synthétisant une nouvelle loi de commande en ligne et en temps réel. Les deux approches requiert
l'utilisation d’un algorithme de détection et d’identification de défauts (FDI pour Fault Detection and
Isolation) afin d’identifier les changements induits par les différents défauts et de reconfigurer la loi
de commande en ligne. La synthese de cette classe de systemes nécessite donc la cohabitation de

différentes taches, a savoir, la détection de défauts en ligne, la prise de décision en temps réel et la
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reconfiguration de loi de commande. Généralement, un AFTCS possede les caractéristiques suivantes :

Utilise la redondance analytique;

Utilise un algorithme de FDI et des controleurs reconfigurables ;

Admet un fonctionnement en mode dégradé (performances dégradées) en presence de défauts;

Réduit le pessimisme des approches passives.

AFTCS est un domaine multi-disciplinaires complexe, couvrant un nombre important d’axes de re-
cherches tels que les systemes stochastiques, les statistiques, I’analyse de risques, la fiabilité, le traite-

ment du signal, la commande des systemes, la modélisation des systemes dynamiques, etc.

1.2 Fondements et motivations

FTCS est une stratégie de synthese de systemes de commande a tres haute fiabilité. Elle regroupe une
famille de techniques récentes développées afin d’accroitre la fiabilité et la disponibilité des systemes
opérant dans des environnements hostiles (conditions critiques). Les FTCS sont synthétisés afin de
s’accommoder aux défauts des leur apparition et avec une réactivité maximale, de tel sorte qu’'un
défaut mineur affectant un sous systeme n’évolue pas en défaut critique au niveau du systeme global.
Le besoin de systemes tolérants aux défauts afin d’accroitre la fiabilité et le niveau d’automatisation des
systemes modernes de commande devient de plus en plus apparent. En effet, ces derniers sont utilisés
dans différentes applications telles que : safety-critical systems (réacteurs nucléaires, aéronautique,
systemes de guidage de missiles, etc.), cost-critical systems (structures spatiales complexes, véhicules
spatiaux, véhicules sous-marins autonomes, etc.) et volume-critical systems (réseaux mobiles de com-
munication, autoroutes automatisées, etc.).

Dans les centrales nucléaires, exemple de safety-critical systems, 'occurrence d’un défaut peut générer
un désastre écologique/humain. Une action de commande appropriée pourrait étre dans ce cas l'arrét
du systeme en situation d’urgence. Dans les cost-critical systems et volume-critical systems, 1’occur-
rence d’une panne peut conduire a des pertes économiques tres lourdes. Les véhicules autonomes
sous-marins et spatiaux sont des exemples ot le systeme (véhicule) doit étre capable de s’adapter a
des événements inattendus, tels que les pannes, et dans le pire des scénarii, de retourner en sécurité
vers sa base (sans compléter sa mission).

Parmi les exemples, abondants dans la littérature, de pannes ayant conduit a des situations catastro-

phiques, nous citons ci-dessous deux événements des plus marquants :

1. Le 26 Avril 1986, il s’est produit, a proximité de la ville Ukrainienne Chernobyl, une explosion
énorme au niveau d’une centrale nucléaire, suivie d’'une fusion progressive du réacteur No. 4. La
raison principale de cette tragédie a été the faulty outdated technology et I’absence d’un mécanisme
d’accommodation aux défauts [Vis90] ;

2. La fusée Ariane 5 a explosé en plein vol, le 4 Juin 1996, 37 secondes apres son décollage. Cela a
été causé par un défaut software au niveau de I’Unité de Référence Inertiel (URI) qui a fournit des
informations erronées au systeme de controle. Ces dernieres étaient relatives a la trajectoire et a la
vitesse de la fusée [CNN9G].
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Les conséquences catastrophiques de ces pannes auraient pu étre évitées, ou du moins atténuées, si
le systeme de commande était synthétisé de maniere a intégrer un certain degré de tolérance aux
défauts. Dans le premier cas, une action de commande appropriée pourrait étre 'arrét du réacteur en
situation d’urgence. Dans le second scénario, le dysfonctionnement de ’'URI aurait pu étre considéré
comme un défaut capteur, et un mécanisme de vote aurait pu étre implémenté afin de réaliser un test

de conformité entre I'information fournie par 'URI et I'information prévue.

L’objet de cette these étant consacré principalement aux systemes tolérants aux défauts par ap-
proches actives, nous allons introduire dans ce qui suit un bref tour d’horizon des différentes approches

développées dans ce domaine.

1.3 Systemes tolérants aux défauts par approches actives

Dans ce paragraphe, nous allons établir un bref état de I’art des différentes méthodes d’accommodation
active. Bien sur, cet état de I’art ne recouvre pas toutes les approches existantes dans la littérature.
Cependant, le lecteur intéressé pourra se référer aux différents travaux donnés par la suite.

Chaque type de méthode fera I'objet d’une discussion critique afin de mettre en évidence ses avantages
et ses inconvénients. Cela nous permettra d’introduire et de justifier les choix et les orientations des

travaux présentés dans cette these.

1.3.1 Défauts affectant les systemes dynamiques

Un défaut est défini comme étant une déviation, non souhaitée, d’au moins une propriété ca-
ractéristique ou d’un parametre du systeme. Le défaut est un état pouvant induire des mauvais
fonctionnement, voire méme un perte totale de composants du systeme. Les défauts sont des
événements qui apparaissent a différents endroits du systéme (actionneurs, capteurs, composants, ou
toute combinaison des trois). Dans la littérature, les défauts sont classés selon plusieurs criteres :
caractéristiques temporelles du défauts, localisation physique dans le systeme et l'effet des défauts

sur les performances de ce dernier.

Lorsque le critere choisi est la localisation des défauts dans le systeme, trois classes principales de

défauts peuvent étre définies :

e Les défauts actionneurs : Les défauts actionneurs agissent au niveau de la partie opérative du
systeme en détériorant le signal d’entrée de ce dernier. Ils représentent une perte totale (défaillance)
ou partielle d'un actionneur agissant sur le systeme. Un exemple de perte totale d’'un actionneur
est un actionneur qui est resté bloqué sur une position entrainant une incapacité a commander le
systeme par le biais de ce dernier. Les défauts partiels peuvent étre vus comme étant une perte de
puissance au niveau des actionneurs (perte de puissance d’un moteur, fuite dans un vérin, etc.).

e Les défauts capteurs : Ce type de défaut est la cause d’'une mauvaise image de I’état physique
du systéme. Un défaut capteur partiel produit un signal avec plus ou moins d’adéquation avec la

valeur vraie de la variable a mesurer. Ceci peut se traduire par une réduction de la valeur affichée
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par rapport a la valeur vraie, ou de la présence d’'un biais ou de bruit accru empéchant une bonne
lecture. Un défaut capteur total produit une valeur qui n’est pas en rapport avec la grandeur a
mesurer.

e Les défauts composants ou systémes : Ce type de défaut provient du systeme lui-méme ; bien
souvent les défauts n’appartenant pas a un défaut capteur ou actionneur sont classés de maniere
arbitraire dans cette catégorie. Néanmoins, un défaut composant résulte de la casse ou de l'altération
d’un composant du systéeme réduisant les capacités de celui-ci a effectuer une tache. En pratique,
ceci revient a considérer une modification des caractéristiques du systéme proprement dit (la CTN :
résistance & Coefficient de Température Négatif d’une chaufferie est cassée, un roulement est altéré,
etc.).

Si les défauts doivent étre classés relativement a leur effets sur les performances du systeme, deux

types de défauts peuvent étre distingués : des défauts additifs et des défauts multiplicatifs. Les défauts

additifs influencent la moyenne du signal de sortie du systeme, alors que les défauts multiplicatifs
induisent des changement sur la variance et les corrélations du signal de sortie du systeme, ainsi que

des changements dans les caractéristiques spectrales et de la dynamique du systeme.

1.3.2 Détection et identification des défauts

L’objectif principal d'un AFTCS est de reconfigurer la loi de commande en ligne. Pour cela, des infor-
mations relatives aux changements induits par d’éventuels défauts sont nécessaires. Dans ce contexte,
un algorithme de FDI joue un réle crucial dans la philosophie AFTCS. En effet, ce dernier doit détecter

I'occurrence d’'un défaut, et éventuellement, déterminer son amplitude.

1.3.2.1 Différentes approches de FDI

Plusieurs approches de FDI on été développées. Généralement, ces approches peuvent étre classées
en deux catégories principales : techniques basées signal, et techniques basées modele. Les méthodes
basées signal détectent les défauts en testant des propriétés spécifiques de différents signaux de mesure.
Les filtres passe-bandes et ’analyse spectrale sont des exemples des différentes techniques utilisées
dans cette catégorie de méthodes. Les méthodes basées modele possedent un éventail d’application
plus important, relativement aux méthodes basées signal, et sont généralement constituées de deux
étapes : génération de résidu et évaluation du résidu (prise de décision). Le résidu est généré en
comparant le comportement prévu du systeme avec le comportement mesuré de ce dernier, ou le

comportement prévu est obtenu en utilisant un modele du systeme.

Pour la génération de résidu, basée modele, deux approches principales ont été utilisées : des
méthodes qualitatives (heuristiques) et des méthodes quantitatives (analytiques). Afin de synthétiser
un AFTCS, la disponibilité d’une connaissance précise de la dynamique du systéme en défaut est

un facteur crucial. Par conséquent, un intérét plus particulier a été apporté aux méthodes quantitatives.

Il existe trois classes principales de méthodes quantitatives de génération de résidus : les approches

basées observateurs, les approches par espace de parité et les approches par estimation de parametres.
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Le principe de base des approches basées observateurs est d’estimer les variables du systéme (vecteur
d’états), en utilisant un observateur de Luenberger pour le cas déterministe ou un filtre de Kalman

pour le cas stochastique et d’utiliser ’erreur d’estimation comme résidu.

Plusieurs méthodes de synthese de gains d’observateurs ont été proposées dans la littérature : Place-
ment de Structure Propre [PC91, PK89, SCH98], observateurs a entrées inconnues [FW89, HM94],
forme canonique de Kronecker [FW89], filtres détecteurs [DS96], et des méthodes d’optimisation,
dans le domaine fréquentiel, basées sur la factorisation de la matrice de fonctions de transfert du
systeme [FD94]. De récents développements dans l'application des filtres de Kalman peuvent étre
trouvés dans [BN93, GQMO00, KD97, Nik94, TW90, WZZ00]. Un banc d’observateurs ou de filtres
de Kalman, possédant des propriétés distinctes, peut étre utilisé en parallele afin d’isoler les défauts
affectant le systéme [Fra96, FW89, ZL98|. Le nombre ainsi que la nature des défauts a détecter et a
isoler nécessitent différentes structures d’observateurs [DRJ01, Fra90]. Un état de l’art des méthodes

basées observateurs, dédiées aux systeémes non linéaires, est donné par [GF97, HKY99).

Dans les approches par espace de parité, les résidus sont calculés comme étant la différence entre
les sorties mesurées et les sorties estimées ainsi que leurs dérivées associées. Le résidu ainsi obtenu
est pondéré par une matrice de transformation afin que ce dernier soit insensible aux perturbations
affectant le systéme et en méme temps accroitre les capacités d’identification des défauts. L’approche
par espace de parité, dans le domaine fréquentiel, a été développée par [Ger97], et dans le domaine
temporel, dans [CW84].

Les méthodes de FDI basées sur 'estimation des parametres reposent essentiellement sur le principe
suivant : les défauts affectent, typiquement, les parametres physiques du systeme. En estimant, de
maniere continue, les parametres du systeme a surveiller, les résidus peuvent étre choisis comme étant
les erreurs d’estimation. Afin d’isoler, de maniere efficace, les défauts affectant le systeme, la relation
liant les coefficients du modele du systeme aux parametres physiques réels de ce dernier doit exister et
étre connue. Plusieurs méthodes d’estimation de parametres pour des fins de FDI ont été proposées :
estimation au sens des moindres carrés, approche par variable instrumentale, méthodes par erreur de
sortie [Ise84, Ise93, Ise97], estimation par modes glissants [HZ97], approches heuristiques basées sur
les réseaux de neurones [HF97] et filtres de Kalman étendus [TW90, WH95].

Récemment, plusieurs approches intéressantes ont été proposées pour la syntheése et I'implémentation
de modules de FDI telles que les méthodes géométriques [HKKO01], des méthodes se basant sur les
inégalités matricielles linéaires [NAGOO], et des approches fréquentielles [MD97, SH99].

Le role du module d’évaluation des résidus (prise de décision) est de détecter des changements
significatifs affectant ces derniers afin de fournir une détection fiable. Plusieurs méthodes de prise
de décision ont été utilisées dans la littérature. Citons par exemple, le cas des méthodes de décision

binaire et les tests statistiques.
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Les tests binaires résultent de la comparaison du résidu et d’un seuil fixé. Des seuils adaptatifs
peuvent aussi étre utilisés a des fins de robustesse [ENHR88]. Un état de I'art des méthodes utilisant
un seuil adaptatif est donné dans [Fra96, PC91, YMO00].

La théorie de la décision statistique offre aussi une variété de techniques de détection telles que les
méthodes GLR (Generalized Likelihood Ratio), les méthodes SPRT (Sequential Probability Ration
Test), les tests x2, la méthode CUSUM (Cumulative Sum Test), etc. Pour un état de I'art de ces
différentes méthodes, le lecteur pourra se référer a [Bas98, BN93, Bas88, Lai00, TW90, YMO1].

Il existe une multitude de champs d’applications des différentes techniques de FDI. Ces champs d’ap-
plications regroupent, par exemple, le domaine de la communication [LR97], les procédés industriels
[GHS00, KVDJO00], l'automobile et les industries du transport [DAR99, MMS98], 1’énergie [JQOO],

Pagriculture [LS00], les systémes complexes a grande dimension [MSRO00], etc.

1.3.2.2 Mesures de performances en FDI

Afin d’évaluer les performances d’'un algorithme de FDI, plusieurs indices de performances ont été
définis et utilisés [Z1L98], & savoir :

- CF : correct fault detection;

- FA : False alarm rate;

- MF : missed fault detection;

- IF : incorrect fault detection ;

- DD : detection delays.

Un algorithme de FDI performant doit posséder un certain degré de robustesse dans les décisions

qu’il procure. La robustesse de la décision signifie que le processus de FDI doit avoir un CF élevé, et
des FA, MF, IF et DD tres bas.

La figure 1.1 montre une interprétation des différents indices CF, FA, MF et IF pour un systeme avec

un mode nominal et trois défauts possibles.

1.3.3 Meéthodes d’accommodation active

Les méthodes AFTC se distinguent des méthodes PFTC par les principes énoncés précédemment tels
I'utilisation d’un module de FDI, une synthese en ligne du régulateur, etc. Il est possible de classer les

différentes méthodes actives selon certains criteres tels que la commande développée soit ou non :

- basée sur des lois de commande pré-calculées hors-ligne (méthodes de projection) ;
- basée sur de 'accommodation de défauts en ligne (commutation de modeles de défauts par exemple)
et n’utilisant pas de FDI;

- tolérante aux défauts non-anticipés utilisant I’isolation et la détection des défauts.
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FiG. 1.1 — Indices de performances du processus FDI

Cependant certains types de commandes actives sont parfois difficiles a classer et de ce fait, la classi-

fication ci-apres n’est pas exhaustive mais permet de se repérer parmi les grandes tendances actuelles.

1.3.3.1 Méthode de la pseudo-inverse

La méthode de la pseudo-inverse [GA91] est 'une des méthodes les plus citées dans le domaine de la
commande tolérante aux défauts par approches actives du fait de sa simplicité de calcul et sa capacité
a manipuler une tres large classe de défauts, a condition qu’ils soient prédéfinis. La version de base
de la méthode pseudo-inverse (il en existe plusieurs autres revisitées comme récemment dans [Sta05))

consideére un systéme linéaire nominal sous la forme d’état suivante :

K.
—~
~~
SN—
I

Ax(t) + Bu(t) (L1)

ou x(t) € R™ w(t) € R™, y(t) € R™ et A, B, C sont des matrices de dimensions appropriées. La
loi de commande est donnée par u(t) = Kz(t), sous I'hypothese d’accessibilité du vecteur d’état. La

représentation d’état du systeme en défaut est donnée comme suit :

il (t) = Apxd (t) + Bpu (t)

(1.2)
yl(t) = Crat(t)

ot la nouvelle loi de commande reconfigurée est de structure équivalente, c’est-a-dire u” (t) = KC,z/ (t).
Dans ce cadre la, 'objectif est de calculer la matrice de gain de retour d’état I, de telle sorte que
la distance (définie ci-dessous) entre les A-matrices d’état des systémes nominaux et en défaut (en

boucle fermée) soit minimisée, i.e. :

K, =argmin|(A+ BK) — (Af + BfK,)||r

—pf

(A + BK — Ay)
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ol B} est la pseudo-inverse de la matrice By et ||-|| p représente la norme de Frobenius. Les avantages de
cette approche résident dans le fait qu’elle est tres appropriée pour une implémentation en ligne due a sa
simplicité. Cette approche permet aussi de modéliser les effets des défauts affectant le systeme nominal
comme des changements affectant la structure de toutes les matrices d’état de ce dernier. Cependant,
le principal inconvénient relatif a cette méthode réside dans le fait que la loi de commande optimale
calculée par (1.3) ne garantie pas toujours la stabilité en boucle fermée du systeme en défaut. En effet,
des exemples simples illustrant ce phénomeéne peuvent étre aisément générés, voir e.g. [GA91]. Afin
de remédier & ce probleme, une méthode de pseudo-inverse modifiée a été développée dans [GA92| en
ajoutant une contrainte supplémentaire sur la stabilité du systéme en BF. Cependant, cette contrainte
supplémentaire augmente considérablement le temps de calcul. Une approche similaire a été présentée
par [Rau94] et [Liu98] ou une loi de commande u"(t) est directement synthétisée & partir de la loi de
commande nominale u(t) : u"(t) = B}Bu(t). D’autre modifications et raffinements de cette méthodes
ont été proposés dans la littérature. Dans [TNS98, NSHT00, NBDM99], en considérant des défauts
additifs dans I’équation d’état du systeme, les auteurs proposent d’intégrer un terme de commande
additif dans la loi de commande reconfigurée afin de compenser les effets des défauts. Le cas du retour
statique de sortie a été considéré par [KA99], et une approche fréquentielle du probleme a été traitée
par [KV00a]. Récemment, la méthode de la pseudo-inverse a été remaniée dans [Sta05] en utilisant un
ensemble de modeles admissibles plutot qu’une recherche optimale ne garantissant pas une certaine

dynamique du systeme lors de la présence d’'un défaut.

1.3.3.2 Placement de structure propre : Eigenstructure Assignment (EA)

Le placement de structure propre a été popularisé dans les années 1980 par Andry, Shapiro et Chung
dans leur papier [ASCS83], ou la méthode de placement de structure propre directe (Direct Structure
Assignment) a été introduite. L’idée principale de cette méthode consiste a placer les valeurs propres
d’un systeme linéaire via un retour d’état, et ensuite a utiliser tout degré de liberté disponible
pour placer les vecteurs propres correspondant aussi précisément que possible. Les valeurs propres
déterminent la fréquence naturelle et 'amortissement (damping) de chaque mode, tandis que les vec-
teurs propres indiquent I'influence de chaque mode sur les différentes sorties du systeme. Dans ce qui
suit, nous allons d’abord donner un bref apercgu sur les bases de cette méthode, puis nous mettrons en

évidence les principes de mise en oeuvre de cette approche dans la reconfiguration de lois de commande.
i) Introduction au placement de structure propre

Cette section, largement inspirée par [DA94, KA96b|, a pour but d’introduire le principe général de
la méthode EA.

Soit le systeme linéaire suivant, supposé commandable et observable :

K-
—~
~~
SN—
I

Ax(t) + Bu(t) (1.4)
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La réponse du systeme est donnée par
t
y(t) = Cez(0) +/ Ce =) Bu(r)dr (1.5)
0

En supposant que la matrice d’état A est de rang plein et possede des valeurs propres distinctes, nous

pouvons écrire, en nous basant sur la décomposition spectrale

eAl = VAV Mt o Zv] (1.6)
ot L =V"1 Aj est la j-éme valeur propre, v; est la j-éme colonne de V' et [; et la j-éme ligne de L.

A partir des équation (1.5) et (1.6), nous obtenons

yi(t) = Zczv]e it ( —|—ZZczv]l bk/ CeAy(r)dr (1.7)

j=1 j=1k=1

ou by est la k-éme colonne de B, ¢; est la i-éme colonne de C' et u; est la k-éme entrée. La réponse

de la i-éme sortie correspondant & une impulsion sur la k-éme entrée est donnée par

n m
=> > Rijue™ (1.8)
7j=1k=1
ou Rjji = c;v;l;jby est le résidu modale pour la sortie ¢ associé a la valeur propre j et correspondant a

Pentrée k.

La conclusion que nous pouvons tirer de I'analyse ci-dessus est que 'effet de chaque mode du systeme
sur chaque sortie de ce dernier dépend des vecteurs propres du systeme. Cela met en évidence I'idée
principale de cette méthode consistant a placer les valeurs propres d’un systéme linéaire via un retour
d’état, et ensuite d’utiliser tout degré de liberté disponible pour minimiser la distance (au sens des

moindres carrés) entre les vecteurs propres du systeme en boucle fermée et les vecteurs propres désirés.
ii) Reconfiguration de lois de commande par placement de structure propre

La méthode par placement de structure propre pour la reconfiguration de lois de commande est une
approche plus intuitive que ’approche par pseudo-inverse car elle vise a faire coincider les structures
propres (c.a.d les valeurs propres et les vecteurs propres) des matrices des systémes nominaux et
en défaut en boucle fermée. L’idée principale est d’assigner exactement les plus importantes valeurs
propres de ces matrices, et en méme temps de minimiser la différence, en norme 2, entre les différents
vecteurs propres correspondants. Cette méthode a été développée aussi bien avec une loi de commande
par retour d’état [ZJ99a], [ZJ00] qu’avec une loi de commande par retour de sortie [KA96a]. Plus
précisément, dans le cas de retour d’état, si \;,7 = 1,2,...,n sont les valeurs propres de la matrice
d’état du systeme en boucle fermée A + B résultant d’une loi de commande par retour d’état

u(t) = Kx(t), et si v; sont leurs vecteurs propres correspondants, la méthode par placement de structure
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propre consiste a calculer le gain I, de retour d’état pour le modele en défaut (1.2), solution du

probleme d’optimisation suivant [ZJ99a]

Trouver K,
tel que (Af—l—BfICT)vlf = /\ivlf,i: 1,2,....n (1.9)
et vlf = argmin|lv; — vlf||12/vl

Vi

ou |lv; — vlf HI2/VZ = (v; — vlf VW (v; — vzf ) et W; est une matrice de pondération définie positive servant
de degré de liberté supplémentaire. En d’autres termes, le nouveau gain X, est synthétisé de maniere
a ce que les poles du systéme en boucle fermée coincident avec les poles du systeme nominal en boucle
fermée ; de méme que les vecteurs propres des matrices d’état doivent étre les plus proches possibles. Du
fait que les valeurs et les vecteurs propres déterminent la forme de la réponse temporelle du systeéme
en boucle fermée, le but est donc de garantir une dynamique du systéme en boucle fermée la plus
proche possible de celle du systéme nominal. Ainsi, la méthode par placement de structure semble
garantir la stabilité du systéme en boucle fermée. La charge de calcul relative a cette méthode ne
semble pas importante dans la mesure ou l'expression analytique de la solution de (1.9) est disponible
[ZJ99a], i.e. une optimisation en ligne n’est pas nécessaire. Cependant, les incertitudes de modeles ainsi
que les incertitudes relatives au processus FDI ne sont pas aisément incorporables dans le probleme

d’optimisation.

1.3.3.3 Approche multi-modéeles

Dans cette section, nous allons nous intéresser a deux méthodes de reconfiguration de lois de
commande appartenant a la famille des approches multi-modeles : Multiple Model Switching and
Tuning (MMST) et Interacting Multiple Model (IMM). Ces deux méthodes considérent un ensemble
pré-défini de situations défectueuses (ensemble de défauts pouvant affecter le systéme). Dans la
premiere approche, suite a 'apparition d’un défaut sur le systeme, 'algorithme MMST commute vers
une loi de commande pré-calculée correspondant a la situation défectueuse. La seconde approche se
différencie de la premiere en considérant le modele du systeéme en défaut, correspondant a un scénario
donné, comme étant une combinaison convexe de tous les modeles en défauts pré-définis. Dans ce qui

suit, nous allons présenter plus en détail les principes de base de ces deux approches.
i) Multiple Model Switching and Tuning (MMST)

Les approches multi-modeles ont regu un intérét grandissant ces dernieres années [BM98, BLMO00a,
BLMO00b, BLMO01, BM99, Dem01, GBMR98, KV00a]. Dans I’approche MMST, la dynamique de chaque
situation défectueuse est décrite par un modele différent [BM98]. Ces modeles sont implantés en
parallele, ou chacun posseéde un régulateur propre comme illustré a la figure (1.2). Le probleme de
reconfiguration de lois de commande est alors équivalent a définir, a chaque instant, quel couple de
modele (M;)/régulateur (IC;) est le plus approprié pour une situation défectueuse particuliere.

La figure (1.3) illustre avantage d’une telle approche en reconfiguration de lois de commande. En
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présence d’un défaut, le systeme est supposé passer d’'un modele nominal My & un modele en défaut
M. La figure a) représente un schéma de commande adaptative utilisant un seul modele, et la figure
b) illustre le schéma MMST. Comme nous pouvons le voir, pour des modeles supposés certains,
I’algorithme MMST convergera plus rapidement vers le modele en défaut comparativement a ’approche

basée sur un modele unique.

YN
- My,
' A
I
> M,
€
O
y
O > P >
‘.‘ u
T Yol
K, <
Ky -«

F1a. 1.2 — Multiple Model Switching and Tuning

Considérons les systemes représentés sous la forme d’état suivante :

5. )&= Aop®)z+ Bo(p(t))u (1.10)

y = Co(p(t))x

avec z € R", u € R™, y € R¥, Ag € R™", By € R™™ (Cy € RF*" et p(t) € S C R! définissent
les parametres du systéme. p(t) varie dans le temps de maniere abrupte et représente les différents
scénarii de défauts.

Soit M T’ensemble de N modeles linéaires
M :A{M,..., My} (1.11)

tel que
z; = Ajx; + Biu
M T (1.12)
yi = Cizi + Dju
ol le modele M; correspond a un ensemble de parametres p; € S donné. Un régulateur stabilisant £;

est synthétisé pour chaque modele M; € M.
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Modele unique

Multi-modeéles

F1G. 1.3 — Single model vs. multiple model adaptation

La stratégie de reconfiguration de loi de commande est établie de la facon suivante : a chaque instant,
le modele le plus proche du systéme réel (c.a.d le plus apte a représenter le comportement dynamique
du systeme), est déterminé en calculant un indice de performance J;(t), fonction des erreurs e;(t) entre
les sorties estimées du modele M; et les mesures a l'instant ¢.

Un exemple d’indice de performance couramment utilisé est donné comme suit [NB97] :

Ji(t) = ae?(t) + ﬂ/t ef)‘(th)e?(T)dT (1.13)
0

a>0,6>0A>0

ou « et 3 sont des coefficients de pondération des termes d’erreurs instantanées et des termes d’erreurs
a long terme, respectivement. Le facteur d’oubli A assure la bornitude de 'indice de performance J;(t)
pour e; bornée. Le couple modele/régulateur, M;/K;, possédant le plus petit indice de performance
est alors choisi et une période d’attente T}, > 0 est imposée afin d’éviter des commutations trop
rapides. La plupart des algorithmes MMST incluent une partie tuning qui apparait durant la période
ou le régulateur IC; est actif, et durant laquelle, les parametres du modele M; correspondant sont
réactualisés en utilisant une technique appropriée d’identification [AW95]. Le théoréme suivant énonce
des résultats de stabilité de cette approche MMST [NB97] :

Théoréme 1.1 Considérons le systéeme (1.10), ot les N modéles sont fizés et le schéma de commuta-
tion est utilisé avec B, N, Tmin>o et a > 0. Alors, pour tout systéme avec un vecteur paramétres p € S,

il existe un nombre positif Ts et une fonction pus(p, Tmin) > 0, tel que si :
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® lmin € (OaTs)

e il existe au moins un modéle M; tel que ||p; — p;|| < ps(p, Tmin)

alors, tous les signauz du systéme global, ainsi que les différents indices de performances J;(t), sont

uniformément bornés. Ici, Ty dépend uniquement de S, et ps dépend de B, \,« et S. U

Le théoreme 1.1 établit que le systeme MMST est stable si I’ensemble des modeles M; est suffisam-
ment dense dans I'espace des parametres S et que le taux d’échantillonnage est suffisamment rapide.
Cependant, le théoreme 1.1 ne donne aucune précision ou méthodologie sur le choix de M ou de
Trnin-

Malgré les limitations du théoreme 1.1, plusieurs travaux, notamment dans le domaine de
laéronautique, ont utilisé ce type d’approche [BM98, BLM00a, BLM00b, BLMO01]. Pour des systémes
avec relativement peu de modes de défaillances ou des modes parfaitement connus, la commutation
de modeles multiples possede 'avantage d’étre tres rapide et stable. Des travaux dans le cadre non
linéaire de la commande MMST [NDfGO03] ont permis d’étendre des résultats du cadre linéaire vers
le non linéaire. Cependant, des défauts non répertoriés peuvent toujours apparaitre constituant la
principale limitation de ces méthodes. L’explosion du nombre de modeles avec le nombre de défauts

simultanés considérés représente également une autre limitation.
ii) Interacting Multiple Models (IMM)

La méthode d’Interaction de Modeles Multiples (en anglais Interacting Multiple Model) tend & solu-
tionner 'une des principales limitations de 'approche MMS'T, & savoir que chaque situation défectueuse
doit étre exactement modélisée, et cela en considérant que le modele du systeme en défaut est représenté
par une combinaison convexe de modeles pré-définis dans un ensemble M. Dans ce contexte, le modele

du systeme défectueux est donné comme suit

M,y

N N
Mp=> pMy=p" | + |, MieM, ;i >0€R, Y pi=1, (1.14)
i=1 My i=1
ou sous forme d’équations d’états
( — - — -
A, 0 ... O By
0 AQ c. 0 By
T = T+ u
My - : e : (1.15)
L 0 0o ... AN | L By ]
Y= [ mCr Gy ... mCy |2

Remarque 1.1 Il est important de noter que le choix de I’ensemble des modeles pré-définis M ainsi

que la validité de I’hypothese stipulant que le modele du systeme en défaut est une combinaison
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convexe des modeles M; restent des questions ouvertes.

Dans I'approche IMM, le processus de détection de défauts consiste donc a identifier en ligne les
variables p;. Il existe deux méthodes principales pour le calcul du vecteur parametres p. La premiere
méthode propose de synthétiser un filtre de Kalman pour tout M; € M et de mettre ces derniers en
parallele. La probabilité que chacun de ces modeles représente 1’état réel du systeme peut étre calculée
et p est égal a ces probabilités. Cette méthode est appelée Multiple Model Adaptive Estimation
(MMAE) [May99, ZJ99b]. Dans la seconde approche, I'estimation de 'erreur de sortie est calculée en

fonction du vecteur p. Ce dernier est donc choisi pour minimiser cette erreur [KV00b, KVNO1].

Apres avoir identifié le modele du systeme en défaut, une multitude de stratégies de reconfiguration
de lois de commande peuvent étre utilisées. [KV00b] et [KVNO1] proposent un schéma de commande
prédictive dans lequel la minimisation de l’erreur de poursuite, et donc de p, est incluse dans la
fonction cotut. [ZJ99b] suggere d’utiliser une stratégie EA et [May99] s’appuie sur un controleur fixe,

n’utilisant le modele du systeme en défaut My que pour l'estimation du vecteur d’état.

L’approche IMM possede des capacités attractives vis-a-vis du traitement du cas multi-défauts et cela
en combinant (de fagon convexe) les différents modeles mono-défauts. Cependant, le calcul en ligne
des coefficients p fait de cette méthode une approche adaptative et non a commutation de modeéles

(MMST). Cela conduit & une perte de vitesse de convergence propre a la méthode MMST.

1.3.3.4 Accommodation par commande adaptative

De nombreuses méthodes actives utilisant un modele analytique sont issues de ’approche adaptative
(table de données regroupant un ensemble de matrices de rétroaction ou de régulateurs calculés au
préalable pour palier la présence de certains défauts sur un systeme, commande adaptative avec
modele de poursuite explicite, implicite, commande auto-ajustable, etc.). Ces méthodes semblent
étre naturelles pour résoudre le probleme d’accommodation aux défauts. En effet, lorsqu’un défaut
apparalt sur un systeme, il entraine une modification de ses parametres. L’identification en ligne de

ces parametres permet de déterminer les coefficients du nouveau correcteur.

La méthode par modele de référence est une approche attractive. Le principe consiste a forcer le
systeme, quelque soit son état, a atteindre les mémes performances que le modele désiré. Pour illustrer

cela, considérons un systeme linéaire a temps invariant

T =Ax+ Bu+d
(1.16)

y=Cx
ot z € R, u € R™, y € R* et un modele de reference

Ya = Aqya + Bar (1.17)
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olt yg € RF et r € R*. Ay et By sont des matrices carrés données, avec Ay stable. Une stratégie de

commande par retour d’état est considérée et est donnée comme suit
u=Cor+ Gor +v (1.18)

ot Cy € RF*F Gy € RF*™ et v € R sont les parametres du controleur. La dynamique en boucle

fermée est alors donnée comme suit
y = (CA+ CBGy)x + CBCyr + CBv+ Cd (1.19)

L’objectif de la loi de commande par retour d’état est de faire coincider la dynamique en boucle
fermée (1.19) avec la dynamique désirée (1.17). En théorie, dans le cas du 'modele de poursuite
parfait’, aucune diminution des performances n’est tolérée. L’erreur entre le modele désiré et le
systeme doit donc toujours étre nulle. Dans la pratique, deux approximations de cette approche
peuvent étre réalisées. La méthode par poursuite de modele explicite consiste a minimiser, au sens des
moindres carrés, 'erreur entre la sortie du modele et la sortie du systeme. Par approche implicite, le
critere de minimisation porte directement sur les trajectoires suivies par les composantes du vecteur
d’état et non sur les sorties (minimisation d’un critére quadratique).

De nombreuses études ont été menées dans le cadre de 'accommodation aux défauts par modele de
poursuite. Ces méthodes ont souvent été testées en simulation dans le domaine de I'aéronautique

[Dit88, HS90, OK91, Rau9s, ZPIRI1].

Morse et Ossman [MO90] ont étudié un régulateur multivariable adaptatif défini par Sobel [SHKa82]
qui ajuste directement les gains du régulateur, en temps réel. Cette méthode, testée en simulation
sur un avion AFTI/F-16, donne des résultats satisfaisants méme en présence de défauts multiples.
Cependant, les auteurs soulignent la difficulté de déterminer les matrices de pondération nécessaires

a la conception de la loi de commande.

Bodson et al. [BG97] proposent trois algorithmes différents pour I'accommodation aux défauts fondée

sur une loi de commande adaptative :

- une commande adaptative indirecte qui utilise une estimation des parametres du systeme et un
algorithme des moindres carrés;

- une commande adaptative directe a erreur de sortie;

- une commande adaptative directe a erreur d’entrée.

L’application en simulation de ces méthodes sur un avion donne des résultats satisfaisants, et en

particulier le dernier algorithme. Mais les différentes situations étudiées ne font intervenir que des

défauts peu séveres et sans bruit.

1.3.3.5 Commande prédictive

Par ailleurs, le potentiel de la commande prédictive a résoudre le probleme de ’accommodation aux
défauts a été montré par Maciejowski [Mac97]. Les méthodes proposées permettent de réadapter le

correcteur en présence d’un défaut de maniere a garantir la stabilité du systeme et a maintenir des
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performances tres proches de celles du systéeme nominal [GBMR98, RM00, WKDWOK99].

Cependant, la plupart de ces méthodes sont valables sous certaines hypotheses : le modele du défaut
et ses effets sur le systéme doivent étre parfaitement connus, les défauts considérés doivent étre de
faibles amplitudes de telle sorte que les objectifs puissent rester inchangés apres I'apparition du défaut
[Mac00].

Huzmezan et Maciejowski [HM98] ont traité le probleme de l'accommodation aux défauts séveres
apparaissant sur un avion. L’approche présentée utilise un modele précis de ’avion qui est mis a jour
lors de I'apparition d’un défaut. Ce modele est associé a une commande prédictive et suppose connues

les informations concernant la présence du défaut.

Kanev et Verhaegen [KV0O0b] ont proposé une méthode d’accommodation pour des systémes non
linéaires. Cette méthode est fondée sur une combinaison entre les techniques multi-modeles et la

commande prédictive généralisée. Cette méthode a été appliquée a un robot et a un pendule inversé.

1.3.3.6 Méthodes heuristiques

L’accommodation aux défauts nécessite une grande 'flexibilité’ afin de s’adapter au plus grand nombre
de situations imprévues. En effet, en présence de défauts, le systéme est amené a évoluer dans des
zones de fonctionnement que 1'on ne maitrise pas et dans lesquelles, on ne dispose pas toujours de
modele mathématique pour caractériser son évolution. Dans ce cas, une approche heuristique permet
d’apporter une solution au probleme de la reconfiguration, en particulier en introduisant la notion
d’apprentissage [GRE, PHY "], ou de systéme expert [HS89].

Ces méthodes s’inscrivent dans le cadre général de la commande dite ’intelligente’. Cette stratégie

nécessite en général :

- I’évaluation des performances du systéme ;

- la mémorisation des parametres nouvellement calculés avec les points de fonctionnement correspon-
dant ;

- la réactualisation de la loi de commande.

i) Systémes experts

La capacité des systemes experts a établir un raisonnement proche de celui d’un humain en fait un

support solide pour résoudre le probleme de la reconfiguration.

Handelman [HS89] a proposé une approche utilisant une combinaison de la redondance analytique
et des systemes experts afin de détecter et localiser un grand nombre de défauts potentiels et de
pouvoir s’y accommoder en ligne. Cette approche aide a résoudre une partie des problemes de la

reconfiguration. Elle est efficace pour traiter des défauts brusques et des biais importants affectant les
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capteurs et les actionneurs, mais elle n’est pas utilisable en présence de défauts de procédé proprement
dit. Le systeme expert qu’il utilise est composé :

- d’une base de connaissance qui contient toute les informations, relatives a I’état du systeme, sous

forme de parametres et de regles;

- d’un élément d’inférence qui cherche les valeurs des parametres pour le test des différentes regles.
L’élément d’inférence gere les différentes composantes de la base de connaissances qui sont : la
commande, la détection de défauts, le diagnostic, I’estimation de ’amplitude des défauts et la recon-
figuration. Chacune de ces taches est une entité en elle-méme. Elle possede sa base de connaissance
et son élément d’inférence qui fait son propre traitement et gere les relations avec les autres taches

réduisant ainsi le temps de calcul.

Le module de commande doit fournir en permanence une estimation de I'état afin de calculer la
commande a appliquer au procédé. Le module de détection a pour tache de surveiller le systeme et
de détecter les défauts significatifs. La phase de diagnostic cherche ensuite les causes probables du
défaut et essaie de trouver un modele mathématique du systeme défaillant. Ce modele mathématique
est choisi dans une banque de modeles définis hors ligne pour d’éventuels défauts connus a l'avance.
Cette procédure correspond a une technique multi-modeles. Une fois le modele du systeme en défaut
connu, la phase de reconfiguration sélectionne ’action a prendre pour rétablir I’équilibre. Cette action
peut étre une des regles heuristiques pré-définies ou bien un ajustement de la loi de commande par

une approche analytique.

ii) Réseaux de neurones

Les stratégies d’accommodation aux défauts fondées sur les techniques d’apprentissage par réseaux de
neurones ont été introduites par Farrell et al. [FBA93|. D’autres méthodes ont ensuite été développées
pour les systemes non linéaires et appliquées en simulation pour s’accommoder aux défauts de
capteurs et d’actionneurs d’avions [HWB92, NNNC95, NNC*95, NMIT99].

Polycarpou a proposé une approche permettant d’estimer le défaut en ligne a I'aide de réseaux de
neurones [PH95, Pol01]. Cette estimation sert & la fois au diagnostic et a l’accommodation aux
défauts. Une procédure systématique pour la mise en oeuvre d’un algorithme d’estimation non linéaire
a été développée. Un schéma d’apprentissage stable a également été proposé en utilisant la théorie
de Lyapunov. Cette approche est valable pour une classe particuliere de systemes multivariables non
linéaires soumis a des défauts abrupts uniquement. Elle requiert également que tous les états du

systeme soient mesurés.

Les auteurs utilisant ces techniques soulignent cependant les difficultés de mise en oeuvre de
ces dernieres a cause des capacités de calcul nécessaires et du manque d’outils de validation des

algorithmes d’estimation et de commande par réseaux de neurones.
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iii) Logique floue

Par ailleurs, la théorie de la logique floue a également été utilisée pour concevoir des techniques
d’accommodation aux défauts dans le cadre de systemes non linéaires. Un modele flou de Takagi-
Sugeno est d’abord congu a 'aide d’une structure hiérarchique d’apprentissage. Ensuite, le schéma
d’accommodation basé sur une commande neuro/floue adaptative stable permet l’apprentissage en

ligne de nouvelles dynamiques inconnues causées par I'apparition des défauts [YPO1].

Lopez et Patton [LP99] ont utilisé les modeles de Takagi-Sugeno pour le diagnostic et I’accommodation
a I’aide d’observateurs et de régulateurs flous. Les conditions de stabilité des modeles adaptatifs flous

ont été données.

Les méthodes d’accommodation aux défauts basées sur la logique floue ont été appliquées en simulation
a de nombreux systémes non linéaires, comme par exemple, une chaudiere a gaz [ASNR93], un systéme

d’air conditionné [LDO01], un moteur [LPDO00], un avion [SV98] ou une centrale nucléaire [EU95].

1.3.3.7 Reconfigurabilité

Peu d’études notent le fait que ce sont les propriétés du systeme défaillant qui déterminent les perfor-
mances qui peuvent étre atteintes en présence d’un défaut. Des modeles de composants génériques ont
été utilisés pour analyser la capacité d’un systeéme a tolérer des défauts [SG98]. L’analyse est basée sur
une description qualitative des services qu'un composant du systeme peut fournir. La reconfiguration

consiste alors a combiner les services fournis par différents composants afin d’atteindre I'objectif désiré.

Une analyse plus quantitative que qualitative des propriétés du systeme défaillant permet de
déterminer si le systeme peut continuer a fonctionner apres 'apparition d’un défaut. L’étude est
fondée sur la controllabilté des systemes hybrides [FKB99].

L’analyse des propriétés de la tolérance aux défauts de capteurs a été traité par Staroswiecki [SHA99].
Cette étude porte sur 'utilisation des indices d’observabilité pour déterminer le nombre minimal de

capteurs garantissant une estimation partielle ou totale de I’état du systeme.

Une représentation graphique des ensembles de capteurs ou d’actionneurs redondants a été proposée
par Hoblos [Hob01]. Ces ensembles sont organisés selon un graphe orienté contenant tous les che-
mins d’accommodation pour lesquels I'espace d’état reste observable/commandable. La tolérance aux
défauts est analysée en étudiant les chemins de ce graphe et en se fondant sur le degré de redondance

et sur la fiabilité des composants.

1.3.4 Discussion

Les AFTCS compensent les effets des défauts soit en sélectionnant des lois de commande pré calculées,

ou en synthétisant une nouvelle loi de commande en ligne et en temps réel. Les deux approches
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requierent l'utilisation d’un algorithme de détection et d’identification de défauts (FDI) afin d’identifier
les changements induits par les différents défauts et de reconfigurer la loi de commande en ligne. La
synthese de cette classe de systemes nécessite donc la cohabitation de différentes taches, a savoir,
la détection de défauts en ligne, la prise de décision en temps réel et la reconfiguration de la loi de
commande. Cela induit naturellement des problemes inhérents a cette classe de systemes, a savoir :
les retards de détection, les fausses alarmes, la non détection de défauts, etc. Cependant, dans les
différentes méthodes exposées ci dessus, ces problématiques critiques ne sont pas explicitement prises
en considération. En effet, la plupart de ces méthodes supposent que l'information fournie par le
module de FDI est parfaite c.a.d qu’a tout instant I’état du processus FDI est identique a ’état du
processus défaut.

Ce constat est a la base des travaux présentés dans ce document. En effet, nous nous sommes intéressés
aux contraintes résultants de I'intégration d’un module de FDI et d’un module de reconfiguration de
lois de commandes. Ces contraintes peuvent conduire & une perte de performances, voire une instabilité,
du systeme tolérant aux défauts, si ces différents aspects ne sont pas pris en compte lors de la conception
du systeme.

La formalisation mathématique de cette problématique nous a amené a nous intéresser a une classe
de Systémes Hybrides Stochastiques a Sauts Markoviens, auxquels nous ferons référence dans
la suite du document par AFTCSMP (en anglais : Active Fault Tolerant Control Systems with
Markovian Process). Dans cette classe de systemes, deux processus aléatoires sont définis : le premier
représente les défauts pouvant affecter les différents composants du systeme, et le second représente

le processus FDI utilisé pour la reconfiguration de la loi de commande.

1.4 Systemes tolérants aux défauts a sauts markoviens

Les pannes sont des événements aléatoires ponctuels pouvant affecter tout composant du systeme, a
tout moment, et avec divers degrés de sévérité : ainsi un gyroscope défaillant se traduit par la perte
d’une position angulaire, alors que le blocage d’une servo-valve rend inutilisable une gouverne. Afin
de modéliser le comportement aléatoire des pannes ainsi que les changements induits par ’apparition
de ces derniéres, au niveau du systeme, un process stochastique, 7(t), est défini. Les décisions du
processus FDI sont basées sur des tests statistiques, et ne sont donc pas déterministes. Un processus
stochastique, 1 (t), est défini afin de représenter ces décisions. Les deux processus 7(t) et ¥ (t) sont
supposés Markoviens & espace d’états finis S = {1,2,...,s} et R = {1,2,...,r}, respectivement. Cela
représente la premiere limitation de notre travail. Cependant, 'hypothese Markovienne est nécessaire
pour limiter la complexité mathématique et elle constitue une premiere modélisation couramment
utilisée, par exemple en théorie de la fiabilité.

Limiter le processus 7(t) a un ensemble fini de valeurs revient, pour la description des pannes, a
supposer qu’un composant est soit integre, soit hors-service et a exclure la dégradation progressive
du fonctionnement. Ceci peut correspondre a une gestion prudente des composants qui désactive les
éléments des qu’ils manifestent des défauts, mais il est clair que I'on pourrait envisager des politiques

plus fines en décrivant une intégrité variant dans la plage 0% — 100%.
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Typiquement, un systéeme de controle est synthétisé en supposant que le systeme n’est pas sujet a
des pannes. Cependant, cela n’est pas réaliste. Fort heureusement, I'occurrence de pannes n’est pas
fréquente, voire rare. Pour de tels événements rares, et en définissant un petit intervalle de temps h,
la probabilité d’apparition de deux événements, ou plus, dans cet intervalle de temps est presque
nulle. Naturellement, le processus stochastique le mieux approprié pour décrire le comportement
d’événements rares est le processus de Poisson, qui est aussi un processus de Markov [TK84].

Le processus FDI peut étre interprété comme un test stochastique d’hypotheses [SW93]. Ce test d’hy-
potheses peut étre implémenté en utilisant des tests sur un seul échantillon de données (single sample
tests), i.e., les données actuellement disponibles, des tests a fenétre glissante, ou des tests séquentiels.
Dans le cas des single sample tests, 'information est collectée, traitée, et jetée (discarded) et cela a
chaque échantillon de temps (time sample). Si 'information est corrompue par un bruit blanc additif,
alors le processus FDI est sans mémoire (memoryless). Cela signifie que la décision du processus FDI
est indépendante des décisions antérieures. Sous ces conditions, un processus Markovien peut étre
utilisé afin de décrire le comportement des transitions du processus FDI [SW93]. Aussi, le processus
FDI peut étre, raisonnablement, représenté par un processus Markovien si le temps requis par la prise
de décision du processus FDI est suffisamment petit par rapport a l'intervalle de temps entre deux
défauts consécutifs.

Dans certains systemes physiques, I’hypothese Markovienne semble étre tres forte, cependant, elle peut
rester valable pour un changement adéquat de la structure d’état. Par conséquent, aucun systeme phy-
sique ne peut étre classifié, avec exactitude, comme étant Markovien ou non-Markovien [How71al. Le
lecteur intéressé pourra aussi se référer a [How71b, Str68] pour une étude de la convergence de pro-

cessus non-Markoviens vers des processus Markoviens.

1.4.1 Modeles mathématiques
1.4.1.1 Modele dynamique du systeme
Le systeme nominal (sans défauts) peut étre décrit par I’équation différentielle suivante :

Ty = f($t’u(ytat)7t)
Yt = h(mht)

(1.20)

Si le systeme (1.20) est sujet a des défauts aléatoires et que ces derniers sont supervisés par un
algorithme de FDI, alors le FTCSMP peut étre décrit comme suit [SW93]

Ty = f(iﬁt,u(yt,¢t7t)7§t777tat)
Yt = h('rtvctvt)

(1.21)

ou z; € R™ est le vecteur d’état; y; € RP est la sortie mesurée; u(ye, Y, t) € R™ est entrée de
commande; &, 1, (¢ représentent les différents processus aléatoires modélisant les défauts systeme,
actionneurs et capteurs respectivement ; et ¢, représente le processus aléatoire modélisant le processus

FDI. &, mt, (¢ et ¢y sont des processus Markoviens a espaces d’états finis S = {1,...,s}, A ={1,...,a},
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C=A{1,...,c} et R={1,...,r}, respectivement.

La fonction f est supposée vérifier la condition :

SO, ulys, v, t), &, me,t) = 0 (1.22)

la condition d’accroissement
| f (e, ulye Yes ), &, 1) |I< k(1 [ 2 ) (1.23)

et la condition de Lipschitz
(@ uly, &, 0),8m,8) = fl,uly, ¢, 0),&m,0) [< k|| & — 2] (1.24)
ou k est une constante donnée. Sous ces conditions, la solution z(t) = xz(t;o,&0,n0,t0) du

systéeme (1.21) est unique (presque sirement) et est un processus stochastique absolument continu
[Kha62]. Le processus {x, &, G, 1t} est un processus Markovien sur lintervalle I = [to, ]
[Kha80, SW93, Won71]. Afin d’illustrer cette propriété Markovienne, considérons t9 < s < ty € I,
alors x; est uniquement déterminée par xg, &y, Mw, Cw et Yy avec s < w < t. Sachant que &, ny,
et 1y sont des processus Markoviens, &, Nw, Cw €t ¥y, conditionnés sur &g, ns, (s et P avec w > s,
sont indépendants de &z, Nw, (o et Yy, w < s. Il s’en suit que (x¢, &, ne, Gty 10t), conditionné sur

(zs,&s,Ms, Cs, 1s), est indépendant des variables aléatoires (2w, i, iy Coy Vi) -

Dans le travail présenté dans cette these, nous nous intéresserons au cas des systémes dynamiques

linéaires. La représentation d’état est donnée dans ce cas par :

&y = A(&)xe + B(ne)u(ye, o, t)
ye = C(Gt)xy

ou A(&), B(n) et C(¢;) sont des matrices de dimensions appropriées. Notons, & partir de ce modele,

(1.25)

que les matrices A, B et C dépendent des processus défauts systemes, actionneurs et capteurs, res-
pectivement. Notons aussi que le signal de commande u(y;,¢,t) ne dépend que de la décision du
processus FDI ;. Ce modele souligne 'aspect pratique du formalisme Markovien, ou les processus

défauts et le processus FDI ne sont pas toujours identiques.

1.4.1.2 Les processus défauts et FDI

Dans ce qui suit, nous allons caractériser les processus défauts actionneurs 7; et FDI ;. Cependant,
il est important de noter que les mémes définitions s’appliquent aux processus défauts capteurs et

systemes.

Soit n(t) un processus Markovien homogene a espace d’état fini A = {1,...,a}, muni d’une matrice
de transition
P(r) = [Py(7)]
= [P{n(t +7) = jn(t) = i}]
=efl™ to<t<t+r1 <t (1.26)
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oui,j € Aet H = [h;] avec h;; > 0 pour i # j, et hjy; = —Zj# hij.
Partant de cette formulation, et sachant que 7(f) est un processus Markovien a espace d’état fini A.

La probabilité de transition du processus défaut actionneur, 7(t), est alors définie comme suit

prj(At) = ag; At + o(At) (k #7)
Pri(At) = 1= g At + o(At) (k= j) (1.27)
k#j

oll ay; représente le taux de transition du processus défaut actionneur (actuator failure rate). At est
I'interval infinitésimal de temps de transition et o(At) est composé des termes infinitésimaux d’ordres

supérieurs a 1.

Sachant que n(t) = k € A, la probabilité conditionnelle de transition du processus FDI, 1 (t), est

définie comme suit

pli(At) = gl At + o(At) (@ #J)
pE(AL) =1 ghAt +o(At) (k= j) (1.28)
i£]

ou le taux de transition qu est le taux avec lequel le processus FDI décide que le prochain état est j
quittant ’état i et sachant que le processus défaut est a 1’état k. Le tableau 1.1 montre les taux de

transitions du processus FDI.

v=1 | ¢=2 b=r
Y=1 —Zj 1q]fj ats a,

k k k
Y =2 421 —2#2 4o | --- dor
Y=r qyl?1 sz _Zj rq:?j

TAB. 1.1 — Taux de transitions du processus FDI

En fonction des différentes valeurs des indices i, j et k, plusieurs interprétations peuvent étre assignées
a qu, telles que les retards de détection, taux de fausses alarmes, taux d’erreurs dans
la détection et l’identification des défauts, etc. Il est crucial de noter que les taux qu sont
déterminés par la nature du processus FDI. Ces taux sont essentiels pour la stabilité stochastique
du systéme en boucle fermée. En d’autres termes, la stabilité stochastique du FTCSMP dépend des
performances du processus FDI, a travers qu [MJZ01b, MJZ02, SW93].

En pratique, il est difficile de déterminer avec exactitude les valeurs des taux de transitions qu [SWO3].
Cependant, des simulations de Monte Carlo ainsi que des connaissances a priori peuvent étre utilisées
afin d’obtenir une approximation de ces taux. Analytiquement, les taux conditionnels peuvent étre

déterminés une fois connues les fonctions de distribution [Bir85, Str60]. Dans ce cas, les taux de
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transitions sont calculés comme suit .
(t)

O 0]

(1.29)
ol Fl’; (t) est la fonction de distribution du temps de séjour (holding time distribution function) et
fi’; (t) la fonction de densité de probabilité (density function). Le calcul de (1.29) est détaillé dans la

section suivante.

1.4.1.3 Calcul des taux de transition

Les probabilités de transition du processus FDI peuvent étre déterminées une fois connues la fonction
de distribution du temps de séjour ou les fonctions de fiabilité du processus FDI [Bir85, Pap84]. Soit
7 lintervalle de temps, pour lequel aucune transition du processus FDI n’a lieu et FZ; (t) sa fonction
de distribution quand le processus FDI quitte ’état ¢ pour atteindre ’état j sachant que le processus
défaut est a I’état k. Si le processus de FDI est initialisé a ¢ = 0, alors Fl’; (t) est la probabilité que le

processus FDI va commuter avant le temps ¢ et est donnée par
k
Fii(t) = P{r <t} (1.30)

et la probabilité qu’'aucune transition (commutation) n’ait lieu avant le temps ¢ est connue comme

étant la fonction de fiabilité et est donnée par
Ri(t) = P{r >t} =1— F(t) (1.31)

La fonction de distribution conditionnelle de transition du processus de FDI dans l'intervalle (¢, t+At),

en supposant qu’aucune commutation n’ait eu lieu avant le temps ¢ est donnée comme suit

P{r <t+At,7>t}  P{t<r<t+At}

EE(t 4+ At t) = 1.32
g+ At > 1) P{r > 1} P{r > 1} (1.52)
Les propriétés de la fonction de distribution impliquent
FE(t + At) — FE(t)
Fi(t+At|7>1t)= 2 J 1.33
Le taux de transition du processus FDI est donné par
FE(t+ At 7> 1)
k . ij
) = 1 1.34
a5t = fim, { At (1:34)
Il s’en suit k( )
fE(t
k ij
() = 1.35
et en terme de la fonction de fiabilité
dRE.(t)/dt)
by (A
q;;(t) = — RE (1) (1.36)
ij

Le calcul de la fonction de distribution et de la fonction de fiabilité peut étre trouvé dans la littérature
[Bir85].
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1.4.2 Avantages du formalisme Markovien

Le modele FTCSMP permet la formalisation mathématique des problématiques résultant de
I'intégration d’un module de FDI dans un schéma de reconfiguration de lois de commande (les re-
tards de détection, les fausses alarmes, la non détection de défauts, etc.), et cela en définissant un
processus Markovien décrivant les défauts aléatoires affectant le systeme et un autre processus Mar-
kovien pour représenter le processus FDI. Idéalement, le processus FDI doit fonctionner de facon
parfaite. C’est-a-dire, qu’a tout instant, ’état du processus FDI est identique a I’état du processus
défaut. Partant de 1a, les deux processus peuvent étre modélisés par un unique processus Markovien.
Ce modele est connu dans la littérature sous le nom des systemes a sauts Markoviens, en anglais, Mar-
kovien Jump Linear Systems (MJLS). Cependant, comme nous l’avons souligné ci dessus, ce modele
n’est pas approprié pour des applications réelles, et les résultats relatifs a la classe des systemes MJLS

ne peuvent donc pas étre appliqués en I'état aux systemes AFTCSMP.

1.4.2.1 Erreurs de détection et d’identification

En pratique, le processus FDI peut fournir des décisions erronées, signifiant que le processus défaut
est a l’état k € A, et que le processus FDI est a 1’état ¢ € R, et ¢ # k. Si nous essayons de traiter cette
situation avec les résultats existants (formalisme MJLS), en supposant une connaissance a priori de
toutes les combinaisons d’erreurs possibles entre le processus défaut et le processus FDI, cela revient
a supposer, implicitement, que le processus défaut est directement mesurable. Cette hypotheése n’est
pas réaliste en pratique. Sous cette hypothese forte, un contréleur stabilisant le systeme peut étre
calculé de telle sorte qu’il soit indépendant des erreurs de détection et d’identification, mais cela n’est

généralement pas vrai. Une étude de ce cas peut étre trouvée dans [MJZ01la, MJZ03].

1.4.2.2 Retards de détection et fausses alarmes

Il est probablement plus difficile encore de traiter les problématiques des retards de détection et
des fausses alarmes du processus FDI en se basant sur les travaux portant sur les systémes MJLS.
Ces deux imperfections sont intimement liées aux caractéristiques de la génération de résidus, de la
méthode utilisée pour ’évaluation des résidus, du choix du seuil de décision, et des perturbations et
bruits environementaux affectant le systeme. Ces différents facteurs induisent des retards de détection
ainsi que des taux de fausses alarmes aléatoires. C’est-a-dire que l'espace d’état représentant ces
imperfections peut étre tellement large qu’il serait impossible de pré-définir toute les combinaisons
possibles et d’appliquer ainsi les résultats existant dans la littérature. Un autre facteur limitant
I'utilisation des résultats existant se traduit par le conflit entre la robustesse du module FDI aux
perturbations externes et sa sensibilité aux défauts affectant le systeme, créant ainsi des objectifs
antagonistes rendant inapplicables les méthodes MJLS. L’impact des retards de détection sur la
stabilité du AFTCSMP a été étudié par [MJZ01la, MJZ03].

En conclusion, les résultats relatifs aux systemes hybrides et aux MJLS, supposent que le mode du

systeme est connu. Du point de vue des systemes tolérants aux défauts par approches actives, cela
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implique une détection instantanée des défauts et une identification parfaite de ces derniers, ce qui
est irréaliste. En effet, les retards de détection, et les erreurs de détection et d’identification sont
inhérents aux AFTCS et doivent donc étre pris en compte. Dans la plupart des problématiques
traitées dans ce manuscrit, des résultats relatifs aux MJLS seront présentés comme cas particuliers
intéressants des AFTCSMP.

Dans la section suivante, nous allons nous intéresser aux propriétés de stabilité du AFTCSMP, et plus
particulierement a la notion de stabilité exponentielle en moyenne quadratique [Koz69]. Il est important
de noter que dans les systemes stochastiques, la notion de stabilité en moment implique la notion de
stabilité presque stre [LF96]. Nous allons donc nous intéresser aussi a la stabilité asymptotique presque
stire du AFTCSMP.

1.4.3 Stabilité stochastique du FTCSMP

En se basant sur les techniques utilisées dans ’analyse des systemes stochastiques, nous allons utiliser
la méthode directe de Lyapunov (seconde méthode) afin d’étudier les conditions de stabilité stochas-
tique de AFTCSMP. L’approche par fonction de Lyapunov stochastique est utilisée afin de déduire
des conditions nécessaires et suffisantes de stabilité exponentielle en moyenne quadratique. Quand
a la propriété de supermartingale, elle est utilisée dans I’étude de la stabilité asymptotique presque
stire. Avant d’énoncer les conditions de stabilité exponentielle en moyenne quadratique et de stabi-
lité asymptotique presque siire, nous allons d’abord introduire quelques outils et définitions basiques

nécessaires a la bonne lecture du document.

1.4.3.1 Supermartingales

Définissons l'espace probabilisé (2, F, P). 2 est l'espace des événements élémentaires, F est une
o-algebre composée de tous les sous-ensembles mesurables de €2, et P est la mesure de probabilité.
Soit py C F une famille de o-algebres d’événements de €2, définie pour tout ¢ > 0, tel que ps C 1y

pour s < t. Les définitions et les théoremes suivant sont tirés de [Do090].
Définition 1.1 Soit 0(t,w) un processus stochastique a moyenne finie E{0(t,w)} < oo, tel que
0(t,w) = d(t) est une variable aléatoire p;-mesurable pour tout ¢. La famille (5(t,w), us) est appelée

Supermartingale si Vs < t, E{o(t) | us} < 0(s).

Si §(t) > 0, vVt > 0, alors nous avons une Supermartingale positive. L’application de la théorie des

Martingales au probleme de stabilité stochastique est basée sur les théoréemes suivants.

Théoreme 1.2 Si {§(t,w), u} est une Supermartingale positive, alors lim; o d(t,w) = 0o existe

presque strement et est finie. Nous avons aussi, lim¢_oc E{0(t,w)} = E{d}. O

Théoréme 1.3 Si {J(t,w), us,t > 0} est une supermartingale non-négative, alors pour tout A > 0,



1.4 Systemes tolérants aux défauts a sauts markoviens 31

nous avons

P{ sup o(t,w) > )\} < 5{5(2,11;)} (1.37)

0<t<oo

1.4.3.2 Fonctions de Lyapunov stochastiques

L’un des outils fondamentaux dans 'analyse de la stabilité des systemes stochastiques est la fonction
de Lyapunov stochastique. Cette fonction est utilisée pour décrire le comportement (stabilité des
différentes trajectoires) des solutions d’une équation différentielle stochastique, et cela sans solution

explicite de cette derniere.

Les conditions devant étre vérifiées par une fonction stochastique afin d’étre qualifiée de fonction de

Lyapunov stochastique sont données par la définition qui suit :

Définition 1.2 [MJZ03, SW93] La fonction aléatoire ¥(xy,ng, &, e, t) est dite fonction de Lyapunov

Stochastique candidate si les conditions suivantes sont vérifiées pour € < oo firé :

a) La fonction O(xg,m, &, 0, t) est définie positive et continue en xy et t dans l’ensemble ouvert
Oz = {xy : W, miy &, r, t) < e}V € ANVE € S,V € R et Vit > to, et O(ay, ne, &, e, t) = 0 seule-
ment si xy = 0. (La fonction O(xy, my, e, e, t) est dite définie positive si O(xy, my, &, Py, t) > W ()
Ve € A,VE € S,V € R et Yt > tg, ou W(xy) est définie positive au sens de Lyapunov).

b) Le processus de Markov {xy,my, &, 10} est défini jusqu’a t = 7. ou 7. = inf{t : xy ¢ O:}. Si

r € O Vit < o0, alors 7. = 00.

c) La fonction 9(xy, e, &, P, t) est dans le domaine de L ot L est Uopérateur infinitésimal faible du

processus Markovien {Zr,, 0z, &r, %7} et 7 = min(t, 7).

1.4.3.3 L’opérateur infinitésimal faible

Définition 1.3 [MJZ03, SW93| Une fonction bornée f(¢p) est dite dans le domaine de l’opérateur

infinitésimal faible £ du processus aléatoire ¢y si la limite

o S @rnlén} = £(6)

7—0 T

= Lf(¢) = h(¢)

existe ponctuellement dans R et vérifie,

lii%g{h(%w) |91} = h(o)

Si nous généralisons la définition 1.3 & des fonctions & temps variant f(¢,t), alors nous avons

LF(6,0) = 5 F(6.0) + h(o,1)
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1.4.3.4 Formule de Dynkin

La formule de Dynkin joue un role primordial dans le prolongement du concept de ’approche par
fonctions de Lyapunov des systemes déterministes aux systemes stochastiques. En effet, la difficulté
majeure dans les développements antécédents, a été de trouver un lien entre la fonction de Lyapunov
Ixe, ey &, Y1, t), Vopérateur infinitésimal faible £9(x¢, e, &, Yy, t), et le théoreme de Martingale. La
formule de Dynkin a clairement mis en évidence cette connection et a permis de prouver I’analogue

stochastique de I’équation déterministe suivante :

¢ t
Hag) — Hay) = / k(xs)ds = / V(xs)ds (1.38)
0 0
Cette derniere étant a la base de la seconde méthode de Lyapunov.
Définition 1.4 [Dyk65] Soit le processus de Markov continu a droite {xy, ny, &, 0 }. Si une fonction

bornée Y(xy, i, &, W, t) est dans le domaine de L, alors pour tout 7, = min{t, 7.} avec {1} < oo, et

s < Tt fixé, nous avons :

E{0(ns1m0s ems o) | N} — D os s, €0, 103) — € {/ 0a(m, €46, 8) + B, €46, )} s | Ns}

=& {/Tt LI(s,1ms,Es, Vs, 8)ds | ./\/5} (1.39)

ot N est la o-algébre générée par le processus {x,n,&, 1} jusqu’auw temps s. L’équation (1.39) est

appelée formule de Dynkin.

Il est important de noter que toutes les fonctions de Lyapunov stochastiques ne possedent pas la
propriété de Supermartingale. Le lemme 1.1 énonce la condition pour laquelle cette propriété est

garantie pour une fonction de Lyapunov stochastique donnée.

Lemme 1.1 Soit la fonction de Lyapunov stochastique O(x¢,ne, &Y, t), et supposons que

LIz, me, &ty e, t) < 0. Alors le processus V(xr,, ey Eryy Ury s Tt) €St une Supermartingale. O

Preuve. En appliquant la formule de Dynkin, nous avons

5{19(5Cm77m5m¢n) |NS} - 19(-%&775,5371/15) = 5 {/ t 519($57775a§s,1/1578)d5 |Ns} S 0 (140)

d’ou
5 {19(-7}777 777“ §Tt7 th> ’ NS} S 19(.%3, Ns» 557 ws) (141)
Sachant que 9(z+,, N, Er,, U7, ) €st une fonction de Lyapunov stochastique, elle est définie positive pour

tout ¢ > 0. A partir de la définition 1.1, il s’en suit que ¥(xr,, 1, &, ¥, ) est une Supermartingale

positive. ¢

Si la condition du lemme 1.1 est vérifiée par la fonction de Lyapunov stochastique candidate, nous

pouvons alors appliquer les théoremes de Supermartingale afin d’obtenir des conditions de stabilité
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asymptotique presque sure et de stabilité exponentielle, au sens de la moyenne quadratique, pour le

systeme (1.25).

1.4.3.5 Conditions de stabilité stochastique

Il a été montré que {xy, m, &, Y} est un processus Markovien joint. Cependant, dans ce qui suit,
nous nous intéressons uniquement aux propriétés de stabilité des trajectoires x;. Cela doit étre donc
pris en compte dans la définition des concepts de stabilité stochastique du AFTCSMP. Dans un
premier temps, nous allons définir la stabilité asymptotique presque stre et la stabilité exponentielle
en moyenne quadratique du AFTCSMP (1.25). Des conditions pour les deux types de stabilité ont été
développées dans [SW93]. Ces théorémes sont énoncés ici sans preuves afin d’éviter toute répétition.
Cependant le lecteur intéressé peut se référer aux travaux cités ci-dessus.

Supposons, sans perte de généralité, que le point d’équilibre, x = 0, est la solution pour laquelle les

propriétés de stabilité sont étudiées; alors les définitions et résultats suivant peuvent étre énoncés.

Définition 1.5 Le point d’équilibre, x = 0, du systéme (1.25) est dit stable presque sirement pour
tout t >0, si V¢ € S,mp € A, 109 € R,e > 0,p > 0, il existe §(e, p,tg) > 0 tel que pour tout || z¢ ||<

et t > 0, nous avons

P{ sup || z(t; zo,t0) ||> e} <p (1.42)
0<t<o0

Définition 1.6 Le point d’équilibre, x = 0, du systeme (1.25) est dit asymptotiquement stable presque
sturement pour tout t > 0, st il est stable presque strement et

P{ lim z(t; o, t) = 0} =1 (1.43)

t—o0

Définition 1.7 Le point d’équilibre, x = 0, du systéme (1.25) est dit exponentiellement stable au sens
de la moyenne quadratique, si ¥y € S,my € A,y € R, il existe 0(&y,m0,%0) > 0 et des constantes

positives a > 0 et b > 0, tel que si || xo ||< 0, alors l'inégalité suivante est vérifiée YVt > tg
E {llzel?} < bllol® exp [~a(t — to)] (1.44)

Théoréme 1.4 Le point d’équilibre, x = 0, du systéeme (1.25) est asymptotiquement stable presque

sturement si il existe une fonction de Lyapunov stochastique, O(x¢, ne, &, Yy, t), tel que

LI (e, e, & Ve, t) = —k(@e, me, e, e, 1) <0 (1.45)

ot k(x, e, &y e, t) > 0, est continue en xy et k(x, ny, &, r, t) = 0 seulement si zy = 0. O

Théoréme 1.5 Le point d’équilibre, x = 0, du systéme (1.25) est exponentiellement stable au sens de
la moyenne quadratique Yt > tq si il existe une fonction de Lyapunov stochastique, 9(x¢, ng, &y Wy, t),
tel que

Kil|lz||* < 9w, &, e, Y, t) < Kol|a||? (1.46)

et
LI (g, &y mes b, t) < —Ksl|2e]? (1.47)
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ou K1, Ko et K3 sont des constantes positives données. O

Apres avoir introduit quelques définitions et résultats relatifs a la classe de systémes hybrides sto-
chastiques étudiée dans ce document, nous allons, dans ce qui suit présenter un bref état de 'art des

principaux travaux effectués dans ce domaine.

1.4.4 Bref état de ’art

Dans ce qui suit, nous allons récapituler certains des principaux travaux développés dans le domaine
des AFTCSMP. Les résultats énoncés sont donnés sans preuves. Les lecteurs intéressés peuvent se

référer aux différentes références données par la suite.

1.4.4.1 Stabilité stochastique

Le modele AFTCSMP a été initialement proposé par [SW93]. En effet, les auteurs ont considéré deux
processus aléatoires. Le processus 7(t) modélisant les défauts actionneurs affectant le systéme et le pro-
cessus 1 (t) modélisant le mécanisme de FDI. Les deux processus 7(t) et 1(¢) sont supposés Markoviens,
mesurables, séparables et a espaces d’état finis, A = {1,...,a} et R = {1,...,r}, respectivement. La

représentation d’état du systeme considéré est donnée comme suit

&y = Az + B(ne)u(xe, ¥r)
u(ze, Pr) = =K ()

(1.48)

Les auteurs ont ensuite proposé des conditions nécessaires et suffisantes de stabilité exponentielle en
moyenne quadratique pour cette classe de systemes. Ces résultats s’expriment par le théoreme 1.6.

La preuve de ce dernier s’appuie sur la théorie de Lyapunov et la notion de supermartingale.

Théoréme 1.6 Une condition nécessaire et suffisante pour la stabilité exponentielle en moyenne
quadratique du systeme (1.48) est qu'il existe des solutions d’état d’équilibre (steady state solutions)

Pir, 1 € R, k € Apourt — —o0, aux équations différentielles matricielles linéaires couplées suivantes :

Pir(t) + ALy Pire(t) + Pir(t) Ak + EQQZij(t) + gakjpij(t) + Qir =0
j j

ji ik (1.49)
ie€R, ke Ate (—o0,0]
avec
Pu(0) =0, Vi e R,Vk € A (1.50)
ou Qi >0,Vie R,Vk € Aet
Aik =A— B,K; —0.51 quj + Zakj (1.51)
JER JEA
i Ak
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1.4.4.2 Stabilité stochastique dans un environnement bruité

Le modele AFTCSMP a été proposé dans le but de décrire, de fagon plus réaliste et plus pointue, le
comportement réel des systemes tolérants aux défauts. En effet, le formalisme Markovien permet de
prendre en considération, de facon naturelle, les phénomenes résultant de 'intégration des modules
de FDI et de reconfiguration de lois de commandes, a savoir, les retards de détection, les erreurs
de détection et d’identification, etc. Cependant, les travaux initiaux de [SW93] ne prennent pas en
considération les différents bruits environnementaux affectant le systéme. Afin de palier cette limi-
tation, [MJZ01b, MJZ03] ont analysé la stabilité des systémes tolérants aux défauts en présence de
bruits. Cette classe de systemes peut étre modélisée par les équations différentielles stochastiques

suivantes
dxy = Az + B(ne)u(xe, i, t)dt + D(x, ne, t)dwwry + E(ug, e, t)dwoy + F (1) dws,
’U,(.Z't, wta t) = _’C(wt)xt

ou wy sont des processus de Wiener, indépendants, dans R™, Vi = 1,2,3. D(x¢,n,t), E(ug,me,t)

(1.52)

et F'(n;) sont des fonctions matricielles de dimension R™*™. Trois types de bruits sont considérés
dans I’équation (1.52) : bruit dépendant de 1'état D(x¢,m4, t)dwoys, bruit dépendant de la commande
E(ug,my,t)dwe, et bruit indépendant de la commande et de ’état F'(n;)dws; qui sera, d’ailleurs, ap-
pelé par la suite bruit indépendant. D(xzy,mi,t) et E(ug,me,t) sont supposées linéaires en z; et wuy,

respectivement :

NE

D(‘Ttvnbt) = Dl(nt)xlt

~

1

WE

E(ug,ni,t) = Ey(ne) (1.53)

—

1
ou xy, uy, Dp et Ky sont les [-eme composantes du vecteur d’état, du vecteur commande, des matrices

de distribution des bruits dépendant de I’état et de la commande, respectivement.

Le résultat principal de ces travaux se traduit par le théoreme 1.7 donnant une condition nécessaire et

suffisante pour la stabilité exponentielle en moyenne quadratique du systeme (1.52) [MJZ01b, MJZ03].

Théoréme 1.7 Une condition nécessaire et suffisante pour la stabilité exponentielle en moyenne
quadratique du systeme (1.52) est qu'’il existe des solutions d’état d’équilibre Py;, vi; > 0 (v(n,,t)
étant une fonction scalaire), i € R, k € A pour t — —o0, aux équations différentielles matricielles

linéaires couplées suivantes :

Pri(t) + Al Pri(t) + Pra(t) Api + 27:3Q§j73kj(t) + %akjpji(t) + Api(t) + Kilki (K + Qi = 0
je je

i#i i#k
ki (t) + 2 afs vk (1) — vwi ()] + 3 aujlvgi(t) — vi(t)] + tr {F P (1) Fic} = 0
JER jeA
i#i ik

g ER, ke At € (—00,0]
(1.54)
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ou Qp; >0, Vi e R,Vk € A et

,

Ay, = A— BipK; —0.51 Z qu + Z QA
jER jeA
A itk
Agi(t) = MPri(t), k. i) = [tr {D}y Pri(t) Dic}], Vl,e=1,...,n

Lri(t) = T(Pri(t), k,i) = [tr {E}, Pri(t) Exe ], Yl,e=1,...,m

avec les conditions

Pri(0) = 0, v (0) =0, Vk € A, Vi € R (1.55)

1.4.4.3 Effets des imperfections du processus FDI sur la stabilité du AFTCSMP

Dans cette section, nous rapportons les travaux de [MJZ0la, MJZ03] sur les effets des imper-
fections du module de FDI sur la stabilité stochastique des systemes tolérants aux défauts a
sauts Markoviens. Nous commencerons d’abord par 1’étude de I'impact des retards de détection,
et cela en introduisant dans un premier temps les différents modeles de retards considérés et en
analysant dans un second temps l'effet de ces derniers sur la stabilité du AFTCSMP. Les effets des

erreurs de détection seront aussi mis en évidence au travers d’une nouvelle modélisation de AFTCSMP.

i) Effets des retards de détection sur la stabilité du AFTCSMP Le systeme considéré est

donné sous sa représentation d’état par les équations différentielles stochastiques suivantes

&y = Az + B(ne)u(xe, ¥r)
u(ze, Pr) = =K ()

(1.56)

ouxy € R™ u(xy, ) € R™, 4 est le processus Markovien a espace d’état fini A4 décrivant le processus

défaut actionneur et v est le processus Markovien modélisant le processus FDI.

i.1) Interprétation des retards de détection Un retard de détection est défini comme étant le
temps nécessaire au processus FDI afin de fournir une décision. Dans cette section, une formulation
mathématique des taux de transitions du processus FDI est développée afin de décrire les retards de
détection.

Les taux de transitions du processus FDI sont donnés par

5()

k i
%’j(t) = T kv (1.57)
[1— Fj3(1)]
et en terme de la fonction de fiabilité
(dRE;(t)/dt)
(1) = ——2—— (1.58)

R (¢)
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i.2) Retards de détection exponentiellement distribués Si les retards de détection du processus

FDI sont exponentiellement distribués avec

1
mean = - (1.59)
N

la fonction de densité de probabilité correspondante est alors donnée par

Nexp { =Xt} ¢ 0

i@ =9 (1.60)
0 t<0
la fonction de distribution de probabilité est
1 —exp {—A’?t} t>0
Fi(t) = Y (1.61)
0 t<0
et la fonction de fiabilité est donnée comme suit
RE (1) = exp {—A?jt} V>0 (1.62)
A partir de (1.58), les taux de transitions du processus FDI se déduisent comme suit
Py exp{—)\k-t} 1
J ij
q5i(t) = =M= (1.63)
exp {—)\ijt} mean

i.3) Retards de détection distribués selon une loi 7. Si les retards de détection du processus FDI

sont distribués selon une loi 7, la fonction de densité de probabilité correspondante est alors donnée

par
e k
(N ) exp {—)\’?t} t>0
fEy = Y Y (1.64)
0 t<0
Pour un entier r > 0, la fonction de distribution de probabilité est alors
. 1y 1 kg exp {-aktht=0
F;(t) = e ! (1.65)
0 t<0
et la fonction de fiabilité est donnée par
Ti.“j—l 1
RE(®) =) E(Afjt)m exp {—/\fjt} t>0 (1.66)
m=0 ’
La dérivée de la fonction de fiabilité est donnée comme suit
de(t) Py k
i\ k ij ke pyrk—1
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Les taux de transition du processus FDI sont alors donnés par

r Ak ko ,\k
" exp { Mt} gp i (0! G
qij(t) = > = ik

exp {5t} S L OEm || S (e
<A'~v>”< W‘fl

TP

_ (1.68)
NGy —U'Zm NPV s
Les taux de transition d’état d’équilibre sont calculés comme suit
AT )\’?4 (1)
af = lim G k() = lim | — () @) i =L (1.69)
t—o00 —00 —
(rk =~ DIy A (A fym (nj—l)!(rw i (Aijt)

i.4) Condition nécessaire et suffisante de stabilité stochastique Une condition nécessaire et suf-
fisante de stabilité exponentielle en moyenne quadratique a été donnée dans [MJZ01b, MJZ02, SW93].
Cette derniere peut étre modifiée de telle sorte que les taux de transitions du processus FDI sont
remplacés par les moyennes des retards de détection exponentiellement distribués (distribués selon
une loi ). La condition de stabilité exponentielle en moyenne quadratique est alors donnée par le

théoreme 1.8.

Théoréeme 1.8 Une condition nécessaire et suffisante pour la stabilité exponentielle en moyenne
quadratique du systéeme (1.56) est qu’il existe des solutions d’état d’équilibre Py, i € R, k € A pour

t — —oo, aux équations différentielles matricielles linéaires couplées suivantes :

Pik(t) + Al Pir(t) + Pir(t) A + 3 NPy (1) + Z ak;Pji(t) + Qi =0

JER jeA
i#k ik (1.70)
i€ R, ke Ate (—o0,0]
avec les conditions
Pir(0) =0, Vi e R,Vk € A (1.71)
ou Q;r >0,Vie R,Vk € Aet
Ajp = A= BpKi = 051 | D A5+ "y (1.72)
jeR jeA
J#i ik

O

ii) Effets des erreurs de détection Les systeémes tolérants aux défauts par approches actives
s’appuient sur les décisions fournies par le module de FDI afin de reconfigurer la loi de commande
en conséquence. Le fait qu'une partie importante de ’algorithme de FDI soit un test d’hypotheses
nécessite l'existence de probabilités d’erreurs associées & ses décisions [SW93, Tre68]. Il est donc

évident que ’algorithme de FDI peut fournir des décisions erronées.
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Afin d’étudier les effets des erreurs de détection et d’identification des défauts sur la stabilité du
FTCSMP, [MJZ03] synthétisent une loi de commande en se basant sur les principes de programmation

dynamique. Le correcteur est supposé avoir acces aux états des deux processus défauts et FDI.

ii.1) Nouveau modéle du AFTCSMP La méthodologie utilisée afin de rendre compte de 'effet
des erreurs de détection et d’identification des défauts sur la stabilité du FTCSMP est de supposer
que les deux processus aléatoires sont accessibles. Le calcul des gains de retour d’état se fait sur la
base de la connaissance des deux processus aléatoires. Cependant, il est crucial de souligner que la loi
de commande dans les systémes tolérants aux défauts est reconfigurée en n’utilisant que I'information
fournie par le module de FDI, et que I’hypothese d’accessibilité du processus défaut n’est utilisée que
pour étudier, de fagon analytique, les effets des erreurs de détection. Cela motive la modification du

modele du systeéme tolérant aux défauts (1.56) comme suit

jﬁt = A.Tt + B(nt)u(xt, ¢t)
(e, e, i) = —IC(ne, )4

(1.73)

Dans le modele ci-dessus, émettre 'hypothéese d’un module FDI parfait (c.a.d pas d’erreurs de
détection) reviendrait & forcer la relation : 1, = 1. Le cas ou ny # 1 peut étre interprété comme
étant une fausse alarme, erreurs de détection, etc.

L’objectif est de synthétiser une loi de commande tolérante aux défauts minimisant le critere de

ty
J == g {/ L(*/Bt?nt)l/)tut)dt}
to

=& {/ttf [2,Q (e, Ve) e + wyR(ne, ) us dt} (1.74)

0

performance suivant :

ou Q(ne,1¢) et R(my, 1) sont des matrices semi-définies positives et définies positives, respectivement.

Sans perte de généralité, nous supposons que le temps final est £y = 0, et que le temps initial est #o.

ii.2) Synthése de la loi de commande Une loi de commande tolérante aux défauts pour le systéme

(1.73), minimisant le critére de performance (1.74), est donnée par le Théoreme suivant.

Théoréme 1.9 La loi de commande minimisant (1.74) est donnée par
ui(t) = =Ry By Pri(t)me = —Kpi(t)xe (1.75)

ou les matrices Py;(t) sont les solutions des pseudo équations matricielles de Riccati (Riccati-like

matrix equations) suivantes

Pri(t) + ApPri(t) + Pri(t) Ars + 3 afiPij(t) + 3 anPjilt) + Ky Riikoyi + Qpi = 0
JER JjeA
J#i Ak (1.76)

VPri(ty) =0
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avec
Ay = A — BpKyi — 0.51 quj + Z% (1.77)
JER jeA
j#i j#k
O

Pour une reconfiguration en ligne, le contréleur doit avoir acces au processus FDI. Dans ce cas de
figure, deux scénarii possibles sont a considérer. Si le processus FDI est supposé parfait, alors 7, = ¢/,
et (1.75) se réduit a

ui(t) = =Ry ' ByPy(t)a: = —Ki(t)z: (1.78)

Dans le cas ou 1y # 1y, cela signifierait que la décision du processus FDI est erronée. Les controleurs
résultants pourraient conduire dans ce cas la a une perte de performances du systeme, voire a

Iinstabilité de ce dernier. Ce dernier cas de figure sera illustré par la suite par un exemple numérique.

ii.3) Conditions nécessaires et suffisantes de stabilité stochastique Une condition nécessaire
et suffisante pour la stabilité exponentielle en moyenne quadratique du systeme (1.73) est donnée par
le théoreme 1.10 [MJZ01b, MJZ02, SW93|.

Théoréme 1.10 Une condition nécessaire et suffisante pour la stabilité exponentielle en moyenne
quadratique du systéme (1.73) est qu’il existe des solutions d’état d’équilibre Py, i € R, k € A pour

t — —oo, aux équations différentielles matricielles linéaires couplées suivantes :

Pri(t) + Ay Pri(t) + Pri(0) A + > aliPri(t) + Y o Pji(t) + Qi =0 (1.79)
JER jeA
j#k J7#k

avec les conditions
Pri(0) =0, Vie R,Vk € A (1.80)

ot Qp;i >0, Vi € R,Vk € Aet Ay, est défini par (1.77). 0

ii.4) Exemple numérique Afin d’illustrer les résultats théoriques exposés ci-dessus, considérons un

systéme, sujet & un défaut actionneur, donné comme suit [MJZ03] :
A =104], By =[1.5], B, =0.2].
Les taux de défauts actionneurs sont donnés par
aqz = 0.005, ag; = 0.001.

Les taux de transitions du processus FDI sont

1 —0.18 0.18 9 —1.06 1.06
4;; = » Qi =
0.79 -0.79 0.12 -0.12
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Les différentes matrices de pondération Qy; et Ry; sont données par

1.00 1.00
Qri = , Ry = [ ]

1.75 1.00

1.00 0.50
1.00 1.00

L’objectif est de calculer une loi de commande tolérante aux défauts pour le systeme donné par
(1.73). L’effet des erreurs de détection sera étudié. I’existence de matrices définies-positives, P; > 0,
solutions des équations différentielles (1.79) est une condition nécessaire et suffisante pour la stabilité

exponentielle en moyenne quadratique.

a) Calcul des gains de retour d’état Les gains de retour d’état sont calculés en utilisant les

résultats du Théoreme 1.9 et sont donnés par le tableau 1.2

K1y K12 Ka1 Ka2
[1.342] | [1.150] | [4.311] | [4.241]

TAB. 1.2 — Gains de retour d’état

Ils peuvent étre interprétés comme suit : K11 et Koo représentent le bon fonctionnement du processus
FDI en situation nominal (pas de défauts) et en présence de défaut, respectivement. Ki9 correspond
au cas ou le systeme est en mode nominal mais le processus FDI indique la présence d'un défaut
(fausse alarme : FA). De la méme maniere, K21 correspond au cas ou le systeéme est sujet a un défaut

mais le processus FDI n’arrive pas a le détecter (non détection : MD).

b) Détection parfaite Ce cas représente le cas idéal. Les gains de retour d’état sont dans ce cas
donnés par
’Cnominal - ]Cll - [1342]7 ]Cdéfaut — ,C22 - [4241]

Pour les gains ci-dessus, les équations différentielles (1.79) admettent des solutions définies-positives,

ce qui prouve la stabilité exponentielle du systeme tolérant aux défauts (1.73).

c¢) Erreurs de détection—FA Si le systéme est en mode nominal mais que le processus FDI indique

la présence d’un défaut, les gains de retour d’état utilisés sont alors donnés par
K1 =K =[1.342], Ko = K12 =[1.150].

La résolution des équations (1.79) montrent que les solutions sont non bornées. On conclut donc que
le systeme est stochastiquement instable. Cela illustre les effets néfastes d’une erreur de détection

sur le systeme tolérant aux défauts.

d) Erreurs de détection—-MD Ce scénario correspond au cas ou le systéme est sujet & un défaut
mais que le processus FDI n’arrive pas a le détecter. Les gains de retour d’état utilisés sont alors
donnés par

K1 =Ky = [4.241], Ko = Ko = [4.311].
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Le systeme (1.73) est dans ce cas la stochastiquement stable. En effet, les équations (1.79) admettent
des solutions définies positives. Pour cet exemple particulier, la non détection du défaut n’affecte pas
la stabilité du systeme. Cependant, ce n’est pas une conclusion générale et la non détection de défauts

peut engendrer une instabilité du systéeme en boucle fermée dans d’autre cas.

1.4.4.4 Synthése de lois de commande tolérantes aux défauts

i) Commande JLQ (Jump Linear Quadratic) Dans cette section, nous exposons les travaux
de [MJZ99, MJZ03| sur la commande JLQ des systémes tolérants aux défauts. Trois scénarii seront
considérés. Le premier reflete la nature de 'approche AFTCSMP qui utilise deux processus aléatoires
distincts pour représenter les défauts aléatoires affectant le systeme et la décision du processus
FDI. Malheureusement, les controleurs résultant ne sont pas réalisables en pratique. Dans le second
scénario, le controleur est reconfiguré en se basant sur 'information fournie par le module de FDI, et
n’a pas besoin d’avoir acces au processus défaut. Il en résulte des controleurs réalisables en pratique.
Dans certaines situations, le module de FDI ne peut fournir de décisions. Cette situation résulte,
par exemple, d'un défaut affectant le matériel d’acquisition de données ou d’'une durée excessive

de convergence des tests statistiques vers une décision. Cette situation représente le troisieme scénario.

Soit le systéeme suivant
&y = Axy + B(ng)u(ws, ¥y)

u(ze, Pr) = =K ()2

Afin de simplifier les notations, une fonction indicatrice O,

(1.81)

€ RAXR gera utilisée afin d’indiquer que

le processus défaut est a I’état k et que le processus FDI est a ’état 4.

L’objectif de la loi de commande JLQ est de minimiser le critere de performance quadratique suivant

ty

0
ou Q(ne, 1) et R(ng, 1) sont des matrices semi-définies positives et définies positives, respectivement,
et sont notées Qp; et Ry; pour n =k e A, ¢p =i € R.

Si la fonction cout est définie comme suit
V('Itant?wtat) = HlquJ (183)
alors, le probléme de commande JLQ peut étre reformulé comme suit

mgng {f;f [21Q(ne, e )zt + uy R(Ne, 1)t )uy) dt}
&y = Axy + B(ng)u(xe, ¥y)

En définissant les matrices de pseudo-covariances (covariances-like) comme suit

Xyi(t) = E {wpay|ne = k,by = i} = € {24} Opi | (1.85)
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et en considérant 1’évolution dynamique de Xj;(t), le probleme d’optimisation O peut étre transformé
en un probleme d’optimisation déterministe équivalent. Dans ce contexte, les matrices de pseudo
covariance seront considérées comme 1’état du systeme, et les gains de retour d’état, KC;(¢), comme
I'entrée de commande de ce dernier. La fonction cott déterministe équivalente est donnée par le

lemme 1.2.

Lemme 1.2 Soit ¢ € R I'état du processus FDI et £ € A I'état du processus défaut actionneur. Si
n(to), ¥ (to) sont indépendants de z(y), alors pour I'ensemble de matrices (Qp; + KC; Ry /C;), la fonction

cout est donnée par
ty
Ja= [ {20 + KRk} de (1.86)
to
¢
i.1) Lois de commande sur un horizon de temps fini Dans ce qui suit, des conditions nécessaires

et suffisantes pour l'existence des lois de commande optimales pour le systéeme (1.81) sont données.

Trois scénarii possibles sont considérés.

Scénario 1 : Les deux processus, défaut et FDI, sont accessibles Le modele AFTCSMP fait
apparaitre deux processus aléatoires distincts, 7, et ;. La synthése d’une loi de commande pour cette
classe de systemes peut donc naturellement mener a des controleurs fonctions des deux processus. Le

théoreme 1.11 illustre ce résultat et résulte de I'application du principe du maximum matriciel [Ath67].

Théoréeme 1.11 Les matrices de gain de retour d’état sont obtenues par la relation suivante
Ryiilki Xii(t) — By Pri(t) Xpi(t) = 0 (1.87)
ot Py;(t) sont les solutions des pseudo équations de Riccati

sz(t) + fl?ﬁ%(t) + Pki(t)zzlki + ZQZ‘ij (t) + Zakjpji(t) + K Rkikri + Qpi = 0 (1.88)
JER jeA
i p

VPri(ts) =0, Ay, est défini par (1.77) et Xy;(t) sont les solutions des équations différentielles de pseudo

covariance
Xpi(t) = Apidi (1) + X () Ay + Y @i (1) + > auia(?) (1.89)
JER jeA
j#i j#k

V/Yki(to) =£ {x(t()):r/(to”@ki}, et

Api = A= BpKii — 051 | Y gl +> o (1.90)
JER jeEA
j#i j#k
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Scénario 2 : Seul le processus FDI est accessible Il a été montré dans la section précédente que
des erreurs de détection peuvent induire des pertes de performances, voire une instabilité du systeme
en boucle fermée [MJZ01la]. Afin de réduire le risque d’instabilité, la distribution de probabilité du
processus défaut doit étre considérée. Soit la distribution de probabilité du processus Markovien 7
donnée par

vi(t) = P{m = k} (1.91)

vR(t) >0, Vk € A, > up(t) =1 (1.92)
k=1

On suppose que I’état initial est une variable aléatoire avec
S{x(to)} = 0, & {.’L‘(to).%',(tg)} = X(to) (1.93)

La matrice de covariance est donnée dans ce cas la par
a
(1) =) vk(t) i (t) (1.94)
k=1

Théoréme 1.11 Une condition nécessaire pour l'existence de la loi de commande u;(t) = —K;x; est

qu’il existe des matrices Py;(t) solutions des pseudo équations de Riccati :

Prit) + A Pri(t) + Pri(t) Api + a5 Prj(t) + Y _awjPji(t) + KiRiiKi + Qpi = 0 (1.95)
jerR jeA
i jk

VPri(ts) = 0, et Ay;(t) sont les solutions des équations différentielles de pseudo covariance :

Xy (1) = Apidii(t) + X () Ay + ) ahiXig () + > auii(t) (1.96)
JER jeA
J#i J#k

V&i(to) = > 51 Vk(to) Xo.
Les matrices de gain de retour d’état sont alors obtenues par la relation suivante

a

> [RiilCivk (£) X (t) — Brow(t) Pri (8) Xri()] = 0 (1.97)
k=1

O

Scénario 3 : Les deux processus, défaut et FDI, sont inaccessibles Il existe des situations
ou la décision du module de FDI n’est pas disponible en temps voulu. Une cause possible d’une telle
défaillance serait, par exemple, I'importance du temps requis par ’algorithme FDI afin de fournir une
décision. Cette problématique a été mise en évidence dans différents travaux [MJZ01a, Mar89, SW93].
Afin de synthétiser une loi de commande indépendante des deux processus aléatoires, nous considérons,
en plus de la distribution de probabilité du processus défaut, la distribution de probabilité du processus

FDI donnée comme suit
wh(t) = Pl =i | = k} (1.98)
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'
wi(t) >0, Vk € A, Y wi(t) =1 (1.99)
i=1
La matrice de covariance est donnée dans ce cas par

X=> > wi(t)ur(t)Xei(t) (1.100)

i=1 k=1

Le théoreme 1.12 donne les conditions nécessaires d’existence de la loi de commande.

Théoréme 1.12 Une condition nécessaire pour I'existence de la loi de commande u; = —Kz; est qu’il

existe des matrices Py;(t) solutions des pseudo équations de Riccati :

Pri(t) + Ay Pri(t) + Pri(t) Ari + > _aliPrj(t) + Y o Pji(t) + K'RigK + Qpi = 0 (1.101)
jER jEA
ji P

VPri(ts) = 0, et Ay;(t) sont les solutions des équations différentielles de pseudo covariance :

K1) = Apida (1) + Xi () Ay + Y @i (1) + > auia(?) (1.102)
JER jeA
i J#k

VXi(to) = 221y Yohe w) (to)ur(to) Xo.
Les matrices de gains de retour d’état sont alors obtenues par la relation suivante

> [Rkilcwf(t)%(t)?(ki(t) - Bl/cwf(t)vk(t),]jki(t)xki(t)] =0 (1.103)
i=1 k=1

g

i.2) Lois de commande sur un horizon de temps infini Le comportement du probléeme
d’optimisation dans le cas d’un horizon de temps infini doit étre soigneusement examiné. En effet, la
fonction cout en elle méme peut étre infinie ce qui pourrait conduire a la non existence de solutions.
Dans ce qui suit, ces difficultés sont examinées et des conditions d’existence de loi de commande pour

un horizon de temps infini sont données.

a) La fonction coiit Pour que le probleme d’optimisation soit solvable pour ¢ty — oo, la fonction
cout doit étre finie, pour une loi de commande donnée. Sous certaines conditions, cela peut étre

garanti par le lemme suivant.

Lemme 1.3 Si le systéme (1.81) est exponentiellement stable en moyenne quadratique, un ensemble
non vide de paires de commandes et de trajectoires d’état w;, z; existe, pour lequel (1.82) est fini

pour tout z(tp). O

b) Solutions d’état d’équilibre pour Py;(t) Il a été prouvé que si le systeme (1.81) est expo-

nentiellement stable en moyenne quadratique, alors il existe des solutions d’état d’équilibre pour les
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équations de Riccati matricielles [MJZ02].

Lemme 1.4 Si le systeme (1.81) est exponentiellement stable en moyenne quadratique, alors les
équations différentielles de pseudo Riccati admettent des solutions d’état d’équilibre définies positives

uniques, Py;, solutions des équations matricielles algébriques suivantes

A;Wﬁkz + ﬁszkz + qujﬁkj + Zakﬂsﬁ + K;Rki/@ 4+ QO =0 (1.104)
JER jeEA
J#i J#k

O

c¢) Solutions d’état d’équilibre pour Xj;(t) Le théoreme 1.13 fournit des conditions pour lesquelles

des solutions d’état d’équilibre existent pour les pseudo équations différentielles de covariance.

Théoréme 1.13 Si le systeme (1.81) est stable (au sens déterministe), alors les équations différentielles
de pseudo covariance admettent des solutions d’état d’équilibre définies positives uniques, Xj;, solu-

tions des équations matricielles algébriques suivantes

Azk-)ekz + .)Ezkle;” + qulz?kj + Zajk/\_,’ji + in(t()) =0 (1.105)
JER jeA
j#i J#h

O

d) Solutions d’état d’équilibre pour les gains de retour d’état L’existence de solutions d’état
d’équilibre pour les pseudo équations différentielles de Riccati et les pseudo équations différentielles
de covariance implique l'existence de gains de retours d’état IC; constants. Ces gains sont obtenus,

dans le cas d’horizon de temps infini, par le théoreme 1.14.

Théoréme 1.14 Les gains de retour d’état minimisant (1.82) sont obtenus comme solutions des

équations suivantes

RiiKyiXi — By Pri X = 0, Scénario 1
>kt [BrilCivp i — BjogPriyi] = 0 Scénario 2 (1.106)
2221 Zzzl [Rkilcwkafm — B,’wavkﬁkifki] =0 Scénario 3

ot Py; et X; sont les solutions des équations algébriques (1.104) et (1.105) respectivement. O

ii) Commande H, dans le cas des systémes a temps continu Dans cette section, nous
exposons les travaux de [SB97] sur la commande Ho, des systémes tolérants aux défauts a sauts

Markoviens en temps continu.
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Soit le systeme dynamique, défini dans un espace probabilisé (€2, F, P), et représenté sous forme d’état

comme suit
&y = A(ne)xe + Br(ne)we + Ba(ne)u(ne, e, o)

2 = C(ne)ze + D(me)u(ne, vr, x) (1.107)
U(nt, wta l’t) = _Ic(nta 1/}15)1'13

oit 2; € R™ est I’état du systeme, u(n, s, 2¢) € R¥ est Ientrée de commande, w; € R? est la per-
turbation exogéne appartenant & L2[0,00), et z; € R™ est la sortie & commander appartenant &
L*((Q, F, P),[0,00)).

Le probleme de commande Ho, considéré peut s’écrire comme suit :
Trouwver les gains de retour d’état KC(ng, 1), tel que pour tout wy € 12]0,00) non nul

i) dans le cas a horizon de temps fini, le systéme (1.107) vérifie la relation
|2 llea< Yoo [l w |2 (1.108)

sur Uintervalle de temps [0,T], 0t Yoo > 0 est le niveau de performance Hoo et

T
Il z |le,= € {/ zéztdt}
0

ii) dans le cas a horizon de temps infini, le systéme (1.107) est stochastiquement stable et vérifie la

relation (1.108) sur lintervalle [0, 00).

1/2

Les théorémes suivant énoncent les principaux résultats obtenus dans le cas & horizon de temps fini

et infini, respectivement.

Théoréme 1.15 (horizon fini) Soit le systeme (1.107). Alors, pour 75 > 0 donné, il existe une
commande par retour d’état wu(n, 1y, ;) tel que
12 [lex< oo | w [l2
pour tout w; € 12[0,00), si les équations différentielles couplées de Riccati
Pir(t) + ApPik(t) + Pir(t) A + Pir(t) [vo2 Bik By — Bor Ry, ' Bby,] Pir(t)

+ ) alPikt) + > ok Pij(t) + CrCr =0 (1.109)
JER jeA

avec les conditions aux limites

Pi(T)=0,i€R, ke A, te|0,T)

admettent une solution {P;x(t),7 € R,k € A} sur [0,T]. Dans ce cas, la loi de commande par retour

d’état est donnée par

w(ne, i, w) = =K (e, i)
K(ne,br) = R~ (ne) By(ne) P (e, by, t)
t e 0,7]. (1.110)
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g

Théoréme 1.16 (horizon infini) Soit le systéme (1.107). Alors, pour 75 > 0 donné, il existe une
commande par retour d’état wu(n, Yy, x¢) tel que le systeme en boucle fermée est stochastiquement
stable et

12 llea< oo [l w |2

pour tout w; € 12[0,00), si les équations de Riccati algébriques couplées suivantes

A;g’Pik + P Ak + Pix ['7<>_o2BlkBik - BQkR;lBék] Pir + qujpjk + Zakjpij + C,QC,C =0 (1.111)
JjER jeA
admettent une solution {P,7 € R,k € A}. Dans ce cas, la loi de commande par retour d’état est

donnée par

w(ne, Ve, x¢) = =K (e, i) e

K (e, i) = R~ (ne) By(m)P (1, )
t € [0, 00]. (1.112)

1.4.5 Discussion
Les travaux présentés ci-dessus peuvent étre divisés en deux problématiques principales :

i) analyse de la stabilité stochastique des AFTCSMP (avec et sans la prise en compte de bruits) ;
ii) syntheése de lois de commande optimales par retour statique d’état (commande Hs,) pour les
AFTCSMP.

Dans la premiere problématique, le modele du AFTCSMP considéré integre 'effet de bruits environ-
nementaux mais sans tenir compte des perturbations exogenes pouvant affecter le systéme. Quand a
la seconde problématique, elle considere I'effet des perturbation exogenes dans un environnement non
bruité. Cela a motivé notre choix d’'un modele dynamique intégrant 1’effet des deux entrées externes
au systeme.

Le second point transparaissant de cette étude est que la plupart des résultats établis pour cette classe
de systemes traitent de I'analyse de la stabilité et des performances de ces systemes et non de la
syntheése de lois de commande remplissant un cahier des charges donné. Les seuls résultats relatifs
a la problématique de synthese conduisent & des correcteurs irréalisables en pratiques (ces derniers
dépendent des processus défauts, voir les théoremes 1.15 et 1.16) et se basent sur I’hypothese res-
trictive d’accéssibilité du vecteur d’état. Le premier objectif de ce travail est donc de s’affranchir de
cette hypothese et de considérer ainsi des problemes de synthese de correcteur par retour de sortie
statique/dynamique et cela dans un cadre de commande multi-objectifs. Et plus particulierement,
nous nous intéresserons a des critéres de performance Ha/Hoo.

La problématique de commande multi-objectifs sera abordée dans le cas des systemes a temps continu
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et a temps discret. Pour le cas continu, nous montrerons que les résultats développés peuvent s’appli-
quer aisément & la problématique de commande multi-objectifs indépendante du mode des (MJLS).
Cela représente un cas particulier tres intéressant. Dans le cadre des systéemes a temps discret, nous
montrerons la aussi que les résultats établis peuvent s’appliquer a la problématique de commande
multi-objectifs tolérantes aux défauts des systemes commandés par réseaux.

Enfin, il est important de noter qu’au dela des résultats théoriques obtenus dans ce travail, nous
nous sommes intéressés a ’aspect résolution numérique des différentes conditions de stabilité et de
performances en boucle fermée. En effet, pour chaque problématique considérée, des algorithmes de
résolutions numériques (convexes et non convexes) seront proposés et validés sur des exemples de

simulation et cela en mettant en évidence leurs performances et leurs limitations.

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons dans un premier temps présenté un bref état de l'art des principales
méthodes de syntheses de systemes tolérants aux défauts par approches actives, en mettant en évidence
leurs avantages et inconvénients. Il est ressortit de cette étude que la plupart de ces méthodes supposent
que l'information fournie par le module de FDI est parfaite. De ce fait, ces méthodes sont inadaptées
pour la prise en compte des contraintes inhérentes a cette classe de systéemes (retards de détection,
fausses alarmes, etc). Ce constat nous a permis d’introduire la problématique abordée dans ce travail au
travers des AFTCSMP. Apres avoir défini cette classe de systemes hybrides stochastiques, nous avons
présenté quelques définitions et résultats relatifs aux systemes stochastiques. Si cette présentation n’a
évidemment pas la prétention d’étre exhaustive, elle est néanmoins suffisante a la lecture du présent
mémoire. Nous avons ensuite établi un tour d’horizon des différents travaux réalisés dans ce domaine.
Cela nous a permis de positionner nos travaux et de justifier les orientations suivies dans le présent

travail.






Chapitre 2

Stabilisation stochastique

Dans ce chapitre, le probleme de stabilisation interne stochastique par retour statique/dynamique de
sortie des AFTCSMP est considérée dans le cas ou ce dernier est sujet a des bruits multiplicatifs.
Les différents résultats seront présentés de maniere a respecter la chronologie de nos travaux et cela
afin de mettre en évidence la complexité de la problématique abordée. Dans le cas du retour statique
de sortie, nos principaux résultats se traduisent par une caractérisation sous forme d’inégalités ma-
tricielles linéaires et non linéaires des correcteurs statiques stabilisant le systéeme en boucle fermée.
Les résultats relatifs a la problématique du retour dynamique de sortie seront ensuite établis, ou la
aussi des caractérisations, sous forme d’inégalités matricielles linéaires, bilinéaires et non linéaires des

correcteurs dynamiques stabilisant le systéme en boucle fermée seront données.

2.1 Introduction

La stabilisation des systemes tolérants aux défauts a sauts Markoviens a regu, récemment, une
attention particuliere apres les travaux de [SW93]. Cela a été motivé par le soucis d’intégration des
modules de FDI et de reconfiguration de lois de commande dans une optique d’application en temps
réel. En effet, le formalisme Markovien permet la prise en compte, de fagon naturelle, des problemes
inhérents a cette classe de systemes, a savoir : les retards de détection, les fausses alarmes, la non

détection de défauts, etc.

Dans [SW93], les auteurs ont considéré le systéme représenté sous forme d’état comme suit

&y = Axy + B(ng)u(we, ¥y)
u(we, Pr) = —K(Yr)z

(2.1)

et ont proposé des conditions nécessaires et suffisantes de stabilité exponentielle en moyenne quadra-
tique pour cette classe de systemes en terme de solutions d’équations différentielles de Riccati non

standards.

Mahmoud et al [MJZ03] ont analysé la stabilité des systemes tolérants aux défauts dans un environ-
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nement bruité. Cette classe de systemes peut étre modélisée par les EDS suivantes

dJIt = A.’Ij‘tdt + B(nt)ll,({lft, wt, t)dt + D(Jit, Nt t)dZUu
+E(ug, ne, t)dway + F(n;)doos (2.2)
u(we, Pr,t) = —K ()

ou wy; sont des processus de Wiener (ou mouvements Browniens), indépendants, dans R™, Vi = 1,2, 3.
D(xz¢,ne,t), E(ug,ne,t) et F(n) sont des fonctions matricielles de dimension R™*™i. Trois types de
bruits sont considérés dans 1’équation (2.2) : bruit dépendant de I'état D (x¢, m4, t)dwoys, bruit dépendant
de la commande E(ug,n,t)dws; et bruit indépendant de la commande et de I'état F'(n;)dws;. Des
conditions nécessaires et suffisantes de stabilité exponentielle en moyenne quadratique ont été, la
aussi, proposées en se basant sur la résolution d’équations différentielles de Riccati non standards.

Cependant, il apparait aux travers de ces travaux trois points principaux ayant motivé la problématique

introduite dans le présent chapitre, a savoir

e travaux traitant de I'analyse de la stabilité stochastique et non de la synthese de régulateurs stabi-
lisant le systeme en boucle fermée;
e vecteur d’états du systeme supposé accessible;

e absence d’algorithmes et de méthodes numériques efficaces.

Fort de ces constatations, nous allons abordé dans ce chapitre la problématique de stabilisation ex-
ponentielle par retour statique/dynamique de sortie des systémes tolérants aux défauts & sauts Mar-
koviens, sujets a des bruits multiplicatifs. Les résultats seront exposés de maniere a respecter la
chronologie de nos travaux. Nous nous intéresserons dans un premier temps au cas de la commande
par retour statique de sortie, pour laquelle des caractérisations, sous forme LMI et NLMI, des correc-
teurs statiques stabilisant le systeme en boucle fermée seront présentées. Puis nous introduirons les
résultats relatifs a la problématique du retour dynamique de sortie, ou la aussi, des caractérisations
sous forme LMI, BMI et NLMI, des correcteurs dynamiques stabilisant le systeme en boucle fermée

seront données.

2.2 Retour statique de sortie

Le probleme de commande par retour de sortie statique est d’une importance primordiale en théorie
de la commande et particuliecrement dans les cas pratiques. En effet, dans la majorité des cas, les
problémes pratiques de commande doivent étre résolus sous I’hypothese restrictive d’information par-
tielle. Le systeme de commande ne dispose pas de la connaissance complete de I’état du systeme afin
d’élaborer la loi de commande puisque seules les mesures fournies par les capteurs (en nombre limité)
lui sont accessibles. Dans le présent travail, nous nous basons sur des approches utilisant la théorie
de Lyapunov afin de dériver des conditions nécessaires et suffisantes d’existence. Des conditions sous
formes d’inégalités matricielles linéaires (conditions suffisantes) et non linéaires (conditions nécessaires

et suffisantes) seront ainsi énoncées.
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2.2.1 Modele dynamique

Afin de décrire la classe des systéemes a sauts Markoviens traitée dans ce travail, fixons dans un premier
temps un espace probabilisé complet (2, F, P). Cette classe de systemes est caractérisée par un vecteur
d’état hybride. La premiere composante est continue et représente 1’état du systeme, et la seconde
est discrete et représente les différents processus défauts affectant le systéme, ainsi que le processus
FDI. Le modele dynamique du systéme tolérant aux défauts sujet a des bruits multiplicatifs, défini

dans 'espace probabilisé complet (2, F, P), est décrit par les EDS suivantes :

day = A(&)xedt + B(ne)u(ys, ¥g, t)dt + E(&, me)wedt + 571 W&, ne)xedooy
@ 1§ ye = Coxy + Do(&, me)wy (2.3)
2z = Cray + D1(ne)u(ye, ¥, t)

N

ou

e x; € R" : état du systeme;

o u(ys,y,t) € R" : entrée de commande du systeme;;

e y, € R? : sortie mesurée du systeme;

e z; € RP : sortie commandée du systeme;

e wy € R™ : perturbations externes;

o &, n et iy : processus défauts systemes, défauts actionneurs et processus FDI, respectivement. &, n;
et 1y sont des processus Markoviens mesurables, séparables et a espaces d’états finis Z = {1, 2, ..., z},
S={1,2,...,s} et R={1,2,...,r}, respectivement ;

o w; = [wy... @y : processus de Wiener v-dimensionel défini sur un espace probabilisé (Q, F, P)
donné. Le processus de Wiener est supposé indépendant des différents processus Markoviens ;

o A(&), B(ne), E(&,nt), D2(&,me), D1(ne) et Wi(&, my) : matrices aléatoires de dimensions appropriées.

En commande tolérante aux défauts par approche active, nous considérons que la loi de commande
n’est fonction que du processus FDI. Dans ce contexte, nous définissons les compensateurs par retour

statique de sortie (s) comme suit
o5+ {ur = Ko (2.4)

En combinant (2.3) et (2.4), la représentation d’état du systeme en boucle fermée est donnée par :

dxy = A(Ee, ne, Yr)wedt + E(Egyne, ) wedt + S W&, me)zedooyy
Pet + § yr = Cowy + Da(&, me)wy (2.5)
zp = C1(ne, o) x(t) 4+ D1(E, e, thr)wy

Ch 0

B(nt)
Dy (m)

A(ftﬂ?ta wt) E(fta 77t7"¢t) _
Cl(m,wt) Dl(ﬁtﬂ)t, Vy)

A(ft) E(&, 77t)) ]

+ K () [ Ca Da(&,nt)
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Les processus défauts et FDI :

£(t), n(t) et 1 (t) étant des processus Markoviens homogenes a espaces d’état finis, nous pouvons définir

la probabilité de transition du processus défaut systeme comme suit (voir Chapitre 1) :

pi]’(At) = WijAt + O(At)

pii(At) =1- ZﬂijAt -+ O(At)
i#£]

;,]€Z

La probabilité de transition du processus défaut actionneur est donnée par

pkl(At) = l/klAt + O(At)

pkk(At) =1- ZVklAt + O(At)
j

s k,leS

ou m;; est le taux de transition du processus défaut systeme, et vy, est le taux de transition du processus
défaut actionneur.
Sachant que £ = k et n = [, la probabilité de transition conditionnelle du processus FDI 1(t) est
donnée comme suit :
PE(AL) = MNLAE + o(AY)
pH(At) =1— ;Aﬁim + o(At)
i#v

MM représente le taux de transition de I'état i & I'état v du processus Markovien t(t) conditionné

;4,0 €ER

par §E =k € Zetn=1¢€S5. Selon les valeurs de i, v € R, k € Z et | € S, plusieurs interprétations,
telles que le taux de fausses alarmes, le taux de bonnes détections, etc., peuvent étre attribuées a )\fg
[MJZ03, SW93].

Objectif. Dans ce qui suit, notre objectif est de synthétiser des controleurs statiques ¢, assurant la

stabilité exponentielle stochastique, de maniére interne, du systéme en boucle fermée (2.5).

Avant de procéder, nous allons d’abord introduire quelques définitions et résultats préliminaires

nécessaires a la dérivation de nos principaux résultats.

2.2.2 Définitions et résultats préliminaires

Dans cette section, nous allons dans un premier temps rappeler quelques définitions basiques, relatives
a des notions de stabilité stochastique, puis nous introduirons quelques résultats préliminaires portant
sur la stabilité exponentielle, au sens de la moyenne quadratique, du systéeme tolérant aux défauts

sujet a des bruits multiplicatifs.

Dans ce qui suit, et sans perte de généralité, nous supposerons que le point d’équilibre, x = 0, est la

solution en laquelle les propriétés de stabilité sont examinées.

Définition 2.1 Le systéme (2.5) est dit
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(i) stochastiquement stable (SS) si il existe une constante positive K (xo,&o, 1o, %0) telle que la relation

suivante est vérifiée pour toute condition initiale (xo, &y, N0, Vo) :

& {/Oo || Tt H2 dt} < K('angO:nO?wU) (26)
0

(ii) exponentiellement stable, de maniére interne, au sens de la moyenne quadratique si il est expo-
nentiellement stable au sens de la moyenne quadratique pour wy = 0, i.e. quels que soient &g, 1o, Yo
et v(&o,M0,%0), il existe deur nombres a > 0 et b > 0 tel que si ||xo| < (o, 10,%0), la relation

suivante est vérifiée Yt > to pour toute solution de (2.5) ayant pour condition initiale xq :
E{llzll?} < bllwol® exp [~alt — to)] (2.7)

Le théoréme suivant donne une condition suffisante pour la stabilité exponentielle, de maniére interne,

au sens de la moyenne quadratique du systéme en boucle fermée (2.5).

Théoréme 2.1 La solution x = 0 du systéme bouclé (2.5)est exponentiellement stable, de maniére

interne, au sens de la moyenne quadratique Yt >t si il existe une fonction de Lyapunov stochastique
V(we, &y M, s t) telle que

Kyl < 9(ae, & e ) < Kol (2.8)

et
LI (e, &m0, i, t) < — Kl )? (2.9)
ou K1, Ko et K3 sont des constantes positives données. O

Une condition nécessaire pour la stabilité exponentielle du systeme (2.5) est donnée par le théoreme 2.2.

Théoréme 2.2 Si la solution x = 0 du systéme bouclé (2.5) est exponentiellement stable, de maniére
interne, au sens de la moyenne quadratique, alors pour toute fonction W (xy, &, ne, e, t) quadratique
en les variables x, définie positive, bornée et continue ¥t > tg, V& € Z, ¥V, € S et Vi € R, il existe
une fonction définie positive V(xy, &, ne, Wt t) quadratique en les variables x vérifiant les conditions
du théoréme 2.1 et telle que LO(xy, &y e, Vi, t) = =W (4, &y ey Uy t). O

Remarque 2.1 Les preuves de ces deux Théoremes s’appuient sur les mémes arguments que dans
[MJZ03, SW93]. Elles ne seront donc pas développées dans cette section. Le lecteur intéressé pourra

consulter les références ci-dessus.

La proposition suivante donne une condition nécessaire et suffisante pour la stabilité exponentielle du

systéme en boucle fermée (2.5) en termes d’inégalités matricielles couplées.

Proposition 2.1 Le systéme bouclé (2.5) est exponentiellement stable, de maniére interne, au sens

de la moyenne quadratique si et seulement si il existe des matrices symétriques définies positives P;jp,
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1€ Z,7€8Set ke R telle que :

v
A;jkpijk + PijrNiji + ngijpijkwlij + Zﬂihphjk + ZlePz’lk + Z)‘?UPUU <0 (2.10)
=1 heZ les vER
hi 14 vtk

VieZ,jeSetkeR,ou

]\ijk = Aijk —0.51 Zﬂih + Zl/jl + ZAZJU (211)
heZ lesS vER
heti 1£] vk
O
Preuve. La preuve de cette proposition se déduit aisément des théoremes 2.1 et 2.2. [ ]

2.2.3 Formulation LMI

Dans cette section, nous allons, dans un premier temps établir une condition nécessaire et suffisante
pour la stabilisation exponentielle, de maniere interne, au sens de la moyenne quadratique du
systéme (2.3). La condition ainsi obtenue est formulée comme un probléme de faisabilité d’inégalités
matricielles couplées. Ces dernieres étant non linéaires en les variables de décision, les techniques
d’optimisation convexe sont de ce fait inadaptées pour la résolution de ce probléeme. Un schéma
de relaxation LMI est alors adopté afin d’éliminer les nonlinéarités du probleme originel. Il résulte
de ce schéma une condition suffisante de stabilité exponentielle donnée sous forme de probleme de
faisabilité d’inégalités matricielles linéaires, pour lequel des algorithmes d’optimisation convexe tres

performants sont disponibles dans la littérature.
Le probleme de stabilisation abordé peut étre formulé comme suit

Problématique 2.1.

Trouver une loi de commande uy = IC(¢1)y: tel que :
E {[|lzel1*} < bllwoll* exp [~a(t — to)] (2.12)

ot x; sont les trajectoires du systéme bouclé (2.5).

Une caractérisation par inégalités matricielles non linéaires des compensateurs (¢,) stabilisant le
systeme (2.3), de maniére interne, au sens de la moyenne quadratique est donnée par la proposition

suivante.

Proposition 2.2 (Condition nécessaire et suffisante) Le systéeme bouclé (2.5) est exponentiel-

lement stable, de maniére interne, au sens de la moyenne quadratique si et seulement si il existe des



2.2 Retour statique de sortie 57

matrices X;j; = X/ >0, Ky, et ﬁzjk vérifiant les inégalités matricielles non linéaires suivantes :

ijk

_ P _
Xijk ZigeXijr — QigeXijr — XigeQijre Ak + BiKiCa + Q. Xije©ij R (Xijr)

* ar <0 (2.13)
* * _Jijk 0
* * * Sljk(Xij)

ou Z;; sont des matrices définies positives quelconques et

Riji(Xigr) = [R1iju(Xijr), R2:1(Xijr), R34k (Xiji)]
R1iji(Xijk) = [0i1 Xijis - Qigi—1) X Qi 1) Xigs --s QizXijie
R2jk(Xijk) = [Bj1Xijks ---Bjg-1)Xighs Bj(41) Xighs s Bjsijin]
R3ijk(Xijk) = (V1 Xig -+ V(he1) Xihs V(1) Xihes > Ver i
il = /s Bji = /U1 Ykl = \/733,

Siji(Xijr) = diag [STijr(Xijr), S2ijx(Xijr), S3ijr (Xijn)]
Slije(Xiji) = [Xjks s Xi1)jk> Xlit 1) o Xeji]

825k (Xijk) = [Xitks o Xi(G—1)ks X1 s s Xisk]

83k (Xiji) = [, s Xij—1)» Xijt1)s - Xijr]

heZ lesS
hti I#j v?é’“

Oy = Wiy W]

Jiji = diag [Xjk, . . ., Xiji]

Jiji contient v éléments.
Si (2.13) est faisable, alors la loi de commande par retour statique de sortie, stabilisant le systeme

(2.3) est donnée comme suit

ug(t) = Kry(t)

Preuve. Soient les inégalités matricielles (2.10). D’apres le lemme de pro-

jection  réciproque (voir anmnexe C : page 192), et en considérant WU =

Yooy h] PiitWiii + > minPhjk + > viiPuk + Z )\ P’mv ,et S = Awkﬂ-jk nous obtenons

heZ leS
h#i l#7 v;ék
Zl 1 legpwkwlm + > Tih Phijk + > viiPuk + X2 )‘Zjv ijo + Zijk — (ka + ngk)
heZ les veR
h#i I#j v#£k
*

Piwliji + Qi
sehagk T3k g 1)

— <5k
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ou Z;;, sont des matrices définies positives quelconques, Vi € Z, j € S et k € R.

Définissons X, = 771;,1 et ﬁijk = X151 En utilisant la transformation de congruence

0 I

et en appliquant le complément de Schur (voir annexe C : page 191) au terme

v
Xijk waijpijszij + Zﬂihphjk + ZlePilk + ZAZUPUU Xijk
=1 heZ les vER
hti 1£] vk

I'inégalité (2.14) devient

* —Zi 0 0
ar <0 (2.15)
* * _jijk 0
* * o =Sijr(Xigr)
d’ou le résultat escompté. [ ]

Remarque 2.2 La condition nécessaire et suffisante de stabilité exponentielle donnée par la
proposition 2.2 est non linéaire en les variables de décision Xjj, et Qijk. Les techniques d’optimisation
convexe sont de ce fait inadaptées pour la résolution de ce probleme. Cependant, le degré de liberté
introduit par les variables Z;;;, peut étre utilisé de sorte a établir une condition suffisante de stabilité
stochastique formulée comme un probleme de faisabilité d’inégalités matricielles linéaires. Cela est

illustré par la proposition suivante.

Proposition 2.3 (Condition suffisante) Si il existe des matrices &;j;, = Xi’jk > 0, Ky, et Qijk

vérifiant les LMIs suivantes

priel — Qijie — ﬁ;jk (Hijidije — Qi) Aiji + BiKkCa + Qijie Xiji©ij  Rie(Xigk)
x il 0 0 0
* * — ikl 0 0 <0
* * * —Jijk 0
I * * * * —Sijk(Xijr)

(2.16)
ou p;j;, sont des constantes positives, alors le systeme bouclé (2.5) est exponentiellement stable, de
maniere interne, au sens de la moyenne quadratique.

Si (2.16) est faisable, alors la loi de commande par retour de sortie statique, stabilisant le systeme

(2.3) est donnée comme suit

ug(t) = Kiy(?)
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Remarque 2.3 Les scalaires p;j; sont introduits afin de réduire le pessimisme de la condition

suffisante de stabilité exponentielle stochastique donnée par la proposition 2.3.

Preuve. Sachant, d’apres la proposition 2.2, que Z;;;, sont des matrices définies positives quelconques,
définissons Z;;, = il Vi € Z, j € S et k € R. En appliquant le complément de Schur au terme
— _
Xijk ZijrXijk — QijrXige — XijrQije

I'inégalité (2.13) peut étre rééerite comme suit

_M;jllcﬁijkﬁgjk (ijeije — Qj) - Aie + BiKiCa + Qijre Xije©yj Riji(Xijn)
x il 0 0 0
* * — ikl 0 0 <0 (2.17)
* * * —Jijk 0
I * * * * —Sijk(Xijr) |

Alors, et en se basant sur la relation
-1 = — J—
1Sk e < =i — Qi + pigil

nous obtenons l'inégalité matricielle (2.16). Cela conclut cette preuve. |

Remarque 2.4 (Robustesse) Dans [APHO06], nous nous sommes intéressés a la problématique de
stabilisation robuste du systéme (2.3). La robustesse est ici relative a des incertitudes paramétriques

affectant les différentes matrices d’état. Le modele considéré est donné comme suit

dry = [A(&) + AA(&)|wedt + [B(ne) + AB(ne)Juye, Ve, t)dt + E(&, ne)wedt + 37— Wi(&r, ) xedooy
¢ 1 ye = Coxy + Do(&,me)we
zt = Cra + Di(ne)u(yt, ¥, t)

(2.18)
ou AA(&) et AB(n;) représentent les incertitudes paramétriques du systeme. Ces dernieres sont sup-
posées structurées, et plus particulierement, nous avons considéré une forme NBU (pour Norm Boun-
ded Uncertainties). Les incertitudes paramétriques structurées sont modélisées dans ce cas comme
suit

AA(&) = DaenFae)Bae)
AB() = D) ¥ 50 Es)

(2.19)

ot Dy, Faes Eae)» Do)y FB(ny) €6 Ep(y,) sont des matrices de dimensions appropriées. D 4,),
D) Eae), Ep@,) sont supposées connues, et F 4,), Fp(,,) sont des fonctions matricielles Lip-
schitziennes vérifiant les conditions

F, \F <I
Alg)T AR = vt >0 (2.20)

F o F o) <1

Le résultat suivant peut alors étre énoncé
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Proposition 2.4 Si il existe des matrices X, = &7 > 0, Ky, Q51 et des scalaires positifs €4, et €B;

ijk
vérifiant les LMIs suivantes

[ Fie (i — Qi) Xijr©ij Xk By Rije(Xigr)  Aijr + BiKrC2 0
" — i1 0 0 0 0 0
* * —Jijk 0 0 0 0
* * * —eql 0 0 0 <0
* * * * —Sijk 0 0
* * * * * — ikl CéICZE%j
| x * * * * * —ep;l
(2.21)

= =/
Fijie = pijil = Qiji, — Qi +€4,D4, D)y, +e5,Dp; Dy,
alors le systeme (2.3) est exponentiellement stabilisable, de maniére robuste, au sens de la moyenne

quadratique par un retour statique de sortie, donné par

ug(t) = Kry(?)

O

Remarque 2.5 Les résultats présentés ci-dessus peuvent étre aisément appliqués a la problématique
de stabilisation exponentielle stochastique par retour statique de sortie de la classe des systemes
linéaires a sauts Markoviens (MJLS). Et cela dans le cas ou le gain de retour est indépendant du
mode. En effet, cette problématique peut résulter de la non disponibilité d’algorithmes de calcul du
mode actif du systeme, d'un temps de calcul trop important, etc. Un résultat relatif a la stabilisation
stochastique de cette classe de systéme a été récemment obtenu dans [BAMO04]. En effet, les auteurs
proposent une caractérisation LMI du gain de retour d’état stabilisant stochastiquement le systeme
en boucle fermée. Ces résultats se basent sur I'utilisation d’une fonction de Lyapunov commune a
tout les modes, rendant ces résultats relativement pessimistes. La contribution essentielle de notre

travail réside dans I'utilisation de fonctions de Lyapunov dépendantes du mode.

Pour cela, considérons la représentation d’état en boucle fermée suivante

dl’t = A(¢t)$tdt + E((bt)wtdt + Z?:l Wl(¢t>$tdwlt
Get = § yr = Co(dr)xs + Do(dr)wy (2.22)
z = C1(¢r)we + Dy(by)wy

f_l(éﬁt) ?(@) ] _ [ A(pr)  E(er) } +[ B(¢y)
C1(¢r) Di(dr) C1(o1) 0 Dy (1)

Le processus ¢; est un processus Markovien a temps continu et a espace d’état fini H = {1,...,h},

] ’C[ Ca(dt)  Da(¢) ]

muni de la matrice de transition = = [®]; j—1 . Dans ce cas, la probabilité de transition du processus
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¢; peut étre définie comme suit
PR (AL) = By AL+ o(Al) (k£ J) (2.23)

ou Z (I)ij = —(19“‘.
jeH
J#i
En se basant sur les mémes arguments que ceux utilisés pour prouver les résultats de la proposition

2.3, nous pouvons formuler le corollaire suivant. Ce dernier donne une condition suffisante de stabilité

exponentielle stochastique du systéme bouclé (2.22).

Corollaire 2.1 Si il existe des matrices X; = X > 0, K, et €; vérifiant les LMI suivantes

ol - Q- QL (X~ Q) A+ BKCy + Q. X0 Ri(X:) |
" il 0 0 0
* * — il 0 0 <0 (2.24)
* * * —J; 0
* * * * —Sz(Xz)

ol u; sont des constantes positives et

Ri(Xi) = [anXi, vy Xy Qigi1) Xy -oos i Xi
il = VP

Si(X;) = diag X1, ..., Xi—1), Xig1)s - Xn)

A= A; — 0513 @y

leH
I£i

@i:[ /1z77W;;z]
:|@' = diag [X,L,,Xl]

alors le systeme bouclé (2.22) est exponentiellement stable, de maniére interne, au sens de la moyenne

quadratique.

Si (2.24) est faisable, alors la loi de commande par retour de sortie statique est donnée comme suit

up = Ky

Discussion

i) Avant d’opter pour l'utilisation du Lemme de projection réciproque, et par analogie au cas
déterministe, nous nous sommes intéressés a 'application du Lemme de projection (voir annexe
C : page 191) afin d’obtenir une condition nécessaire et suffisante de stabilité stochastique sous
forme de probleme de faisabilité de LMIs avec contraintes de rang. Cependant 'application de ce
lemme conduit a des controleurs dépendants de tous les processus aléatoires, ce qui rend ces résultats

inapplicables en pratique.
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ii) Pessimisme. Nous avons pu vérifier expérimentalement que les conditions suffisantes de stabilité
(2.16) introduisent un pessimisme relativement important, notamment pour des problemes de grande
dimension. Cela est du a la relation —,u;jiﬁijkﬁgjk < —ﬁ;jk — ﬁijk + pijrl. En effet, I'égalité n’est
obtenue que pour ﬁzjk = pijil, ce qui revient donc a imposer une structure aux matrices ﬁijk.

Afin de palier ces limitations, une solution serait de dériver de nouvelles conditions suffisantes, sous
forme LMI, moins restrictives et moins pessimistes, et d’utiliser alors des algorithmes d’optimisation
convexe. Cependant, dans ce travail, nous nous sommes plutot intéressés a la caractérisation de tous
les correcteurs statiques stabilisant le systeme, i.e., dériver des conditions nécessaires et suffisantes
de stabilité stochastique, pour lesquelles des algorithmes numériques performants sont mis en oeuvre.
En raison de la nature du probleme, les conditions nécessaires et suffisantes de stabilité sont formulées
sous forme d’inégalités matricielles non linéaires, et des algorithmes d’optimisation non convexe doivent

alors étre utilisés. Cela est illustré par la section suivante.

2.2.4 Formulation NLMI

Dans cette section, nous adoptons un nouveau formalisme basé sur la synthese d’ensembles ellipsoidaux
de correcteurs. Ce formalisme a été introduit par [PAB02, PA05]. Les résultats sont formulés sous forme
d’inégalités matricielles non linéaires.

Avant de procéder, nous allons d’abord introduire quelques définitions et résultats préliminaires

nécessaires a la dérivation de nos principaux résultats.

2.2.4.1 Définitions

Dans cette section, nous allons dans un premier temps rappeler quelques définitions basiques,
relatives a la notion d’ellipsoides dans l’espace vectoriel R", puis nous introduirons un ensemble
particulier de matrices qui sera utilisé tout au long de ce document. Dus aux notations et par exten-

sion de la notion d’ellipsoides dans R"™, ces ensembles seront appelés ellipsoides de matrices dans R™*P.

Définition 2.2 : Les ellipsoides de I’espace vectoriel R? (les ellipses) Une ellipse peut étre

définie par trois éléments : xg, r et Z tels que
r€R?: (z—x0) Z(x — o) <7 (2.25)

zo € R? : centre, r € R : rayon, Z € S?, Z >0, || Z ||= 1 : géométrie.

Définition 2.3 : Les ellipsoides de 1’espace vectoriel R" Les ellipsoides de l’espace vectoriel R™

sont définis par trois éléments : xq, r et Z tels que
reR": (x— ) Z(x —x) <7 (2.26)

xog € R™ : centre, r € R : rayon, Z € S*, Z >0, || Z ||= 1 : géométrie.
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Définition 2.4 : Les ellipsoides de matrices dans R"*? [PAB02, PA05] Il s’agit de l’extension
aux matrices des ellipsoides de R™. Les ellipsoides de matrices sont définis par trois éléments : Ko, R
et 7 tels que

KeR™P: (K—-Ky)Z(K—-Ky) <R (2.27)

Ko € R™*P : centre, R € SP : rayon, Z € S, Z >0, || Z ||=1 : géométrie.

Définition 2.5 : Les {X,Y,Z}-ellipsoides de matrices dans R"*P [PAB02, PA05] Un {X,Y,Z}-
ellipsoide dans R™*P est l’ensemble des matrices K € R™*P vérifiant les inégalités matricielles sui-

vantes :

X Y
*x 7

I

<0 2.28
. (2.28)

KeR™P:Z>0; []I IC’}

avec X € SP, Y € RP*™ 7 € S™.

Les {X,Y, Z}-ellipsoides sont des ellipsoides de matrices de centre Ko € R™*P et de rayon R € RP*P,

avec :

Ko=-7Z"Y', R=KZK;—X (2.29)

Définition 2.6 [PAB02, PA05] Un {X,Y,Z}-ellipsoide est non vide, c’est-a-dire qu’il existe au moins

un K vérifiant la relation (2.28), si, et seulement si, le rayon R est semi-défini positif :
{X,Y, Z}-ellipsoide non vide <= R >0 (2.30)

or :

R>0+= K{ZKy —X>0+= YZ 'ZZ7'Y — X > 0 <= X < YZ 'Y’ (2.31)

Théoreme 2.3 [PAB02, PA05] Un {X,Y,Z}-ellipsoide est non vide, si, et seulement si, la contrainte
non linéaire suivante est vérifiée :
X <YZ Y (2.32)

0

Lemme 2.1 [PAB02, PAO5] En utilisant la formule du complément de schur, nous obtenons

I’équivalence suivante

x v]|[1
[]1 IC’} <0 X+KY + YK KZ
*x 7 K = . <0 (2.33)
* —

7Z >0

Puisqu’une {X,Y, Z}-ellipsoide peut se mettre sous la forme d’une LMI, et que ’ensemble des solutions
d’une LMI est convexe, alors I'ensemble des C vérifiant (2.28) est convexe. O
La problématique abordée dans cette section se résume comme suit :

Problématique 2.2.
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Trouver tous les ellipsoides de matrices de gain de retour statique , K(1y), tel que :
E{llzll*} < bllwol® exp [~alt — to)] (2.34)

ot x; sont les trajectoires du systéme bouclé (2.5).

En se basant sur la proposition 2.1, une caractérisation en terme d’ellipsoides de matrices des
compensateurs (pg) stabilisant exponentiellement le systéme bouclé, de maniere interne, est donnée

par la proposition suivante.

Proposition 2.5 Le systeme (2.5) est exponentiellement stochastiquement stable, de maniére interne,
au sens de la moyenne quadratique si et seulement si il existe des matrices Pjj, = Pl > 0, X, € SY,

ijk
Y € RI*" et Z, = ZZ > 0 vérifiant les LMIs suivantes

/

I o O;; i I o Cy O X Y Cy O
ijk P@]k < 2 k k 2 (235)
Ai Bj Pijk 0 Ai Bj 0 I * Zk 0 I
et les inégalités matricielles non linéaires données comme suit
Xi < Y Z, 'Y} (2.36)
VieZ,jeSetkeR, ou
v ..
Oijr = ngijpijkwlij + Zﬂihphjk + Zyjlpilk + Z)\Zjvpzjv (2.37)
=1 heZz les veER

Soit {Pijk, X, Yi, Zi} une solution, alors les {Xj, Yy, Zj }-ellipsoides, non vides, sont des ensembles

de gains stabilisants. (|

Preuve.
a) Suffisance

Supposons qu'il existe des matrices {P;;x, Xi, Yi, Zy } vérifiant les inégalités (2.35)-(2.36). En se basant
sur les propriétés des ellipsoides de matrices, les {Xy, Yy, Zj }-ellipsoides sont non vides. Soit ) un

élément quelconque du {Xp, Yy, Zy, }-ellipsoide. Les LMIs (2.35) impliquent que pour tout ( x, ) =+

0
/ !/
Tt T < Cth ngt (238)
Az + Bjut Ay + Bjut Ut Uy

La définition 2.5 implique que pour toute trajectoire non nulle, nous avons
ye <0 (2.39)

Oijk Pijk
Pijk 0

X Y
* Zk

X Yg
* Ly

I

k
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v
Jijk = AjPijk + PijeAije + Y Wi PiieWiis + > minPhik + > _VitPik + >_ Aoy Pij
=1 hez les veR

VieZ, jeSetkeR.

La stabilité stochastique est alors vérifiée en se basant sur la proposition 2.1 pour une fonction de
Lyapunov stochastique donnée par ©¥(&, e, i) = i P (&, ey V) 2.

b) Nécessité

Supposons que les Kj sont des gains de retour de sortie stabilisants et que (&, m,¢) =

2} P (&, e, )2 est une fonction de Lyapunov Stochastique. A partir de la proposition 2.1, nous avons

| KiC —H}(ff):o;»(zt)/ <zt><o(2.4o)

VieZ,jeSetkeR.

En appliquant le Lemme de Finsler [SIG98], il existe des scalaires 7;j; tel que

/

I o
Ai Bj

I o
Ai Bj

Oijk Pijk
Pijk 0

I 0 eijk 'Pijk I 0 / /
R B IS A B <t KaCe -1 [ KaCe —1]<en] Kuee 1] [ KhCe -1
(2.41)
ol €5, = max(7;;). L'inégalité (2.35) est obtenue avec
1,J
Xk = Ek]C;g]Ck, Yk = —Ek/C;C, Zk = EkH
L’élément (2,2) de la matrice obtenue implique que 0 < Zj. Cela compléte cette preuve. |

Remarque 2.6 Comme précédemment, les résultats présentés ci-dessus peuvent étre appliqués a la
problématique de stabilisation exponentielle stochastique par retour statique de sortie des (MJLS).
Et cela toujours dans le cas ou le gain de retour est indépendant du mode. Cela s’exprime par le

corollaire suivant

Corollaire 2.2 Le systeme (2.22) est exponentiellement stochastiquement stable, de maniere interne,
au sens de la moyenne quadratique si et seulement si il existe des matrices P; = P, > 0, X € SY,
Y € RY%" et Z = Z' > 0 vérifiant les LMIs suivantes

/ !

I 0 0, P I o Cu 0] [ X Y][Cy 0 ] (2.42)
A; B P; O A; B 0 I L/ 0 I
et les inégalités matricielles non linéaires
X <YZ Y (2.43)
Vi € H, ou .
0 =Y Wi,PiWy + Y ®:,P, (2.44)
=1 veH
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Soit {P;,X,Y,Z} une solution, alors le {X Y,Z}-ellipsoide non vide est un ensemble de gains
stabilisants. O

Remarque 2.7 Dans la section 2.2.3, nous avons établi des conditions nécessaires et suffisantes
de stabilité exponentielle au sens de la moyenne quadratique du systeme bouclé (2.5) en terme
d’inégalités matricielles non linéaires (proposition 2.2). Il est donc légitime de questionner apport
de l'approche ellipsoides de matrices par rapport a ces résultats. Dans ce qui suit, et de maniere
non exhaustive, nous donnons quelques avantages du formalisme ellipsoides de matrices. Le lecteur

intéressé pourra se référer a [PAB02, PA05] pour une analyse plus complete.

e D’un point de vue numérique, les conditions de stabilité stochastique données par la proposition 2.5
peuvent étre aisément résolues par un algorithme d’optimisation non convexe. Ce dernier est basé
sur une technique de complémentarité sur le cone, permettant la prise en compte des contraintes
non convexes et cela en les incluant dans le critere d’'un probleme d’optimisation convexe. Un tel
algorithme sera proposé dans le chapitre 3.

e Le formalisme ellipsoides de matrices permet aussi la synthése de correcteurs sujets a des
spécifications sur les gains de commande. Dans ce qui suit, nous allons introduire quelques résultats
portant sur la propriété de résilience. Cependant, il est important de noter que des contraintes de

structure, d’inclusion, etc. peuvent aussi étre considérées [PAB02, PA05].

2.2.4.2 Fragilité et Résilience

Une application importante de la proposition 2.5 concerne la notion de fragilité de la loi de commande.

Par extension de la notion de stabilité robuste, la notion de résilience est définie comme suit

Définition 2.7 [PAB02, PA05] Soient Ky les gains stabilisants du systéme (2.3) et AKy des en-

sembles d’incertitudes additives sur les gains de retour de sortie Kro. Les correcteurs sont dits

e fragiles relativement aux ensembles AKy si pour 6K € AKy donnés, le systeme bouclé avec
K = Kro + 0K est stochastiquement instable ;

e Non-fragiles, ou résilients si le systeme bouclé est stochastiquement stable ¥ 0K, € AKy.
La résilience possede le méme statut que la notion de robustesse. En effet, cette derniere concerne
les propriétés du systéme en boucle fermée relativement aux incertitudes paramétriques affectant

le modele du systeme, quand a la seconde notion, elle traite des éventuelles incertitudes pouvant

intervenir lors de 'implémentation de la loi de commande calculée.

En se basant sur le méme formalisme que précédemment, les corollaires suivants peuvent étre énoncés.

Corollaire 2.3. Soient P;ji, Xi, Y et Zj les solutions des inégalités matricielles (2.35)-(2.36). Les
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correcteurs centraux Ky sont résilients relativement aux incertitudes additives 0K avec

K = Ko + K4, (SIICka(S/Ck <R (2.45)

Le corollaire 2.3 illustre le fait que la notion de fragilité est traitée de fagon naturelle dans le
formalisme ellipsoides de matrices. En effet, il résulte de la procédure de synthese des gains sta-
bilisant des ensembles d’incertitudes admissibles. Le volume des {Xy, Yy, Zy }-ellipsoides résultant
peut alors étre utilisé pour évaluer la résilience des correcteurs statiques. Cependant, le volume
ne prend pas en considération la notion de géométrie. Lorsqu’une géométrie particuliere est sou-

haitée, les Corollaires suivants montrent comment modifier le probleme d’inégalités matricielles initial.

Corollaire 2.4. Soient P;j, Xj, Yj et Zj, les solutions des inégalités matricielles (2.35)-(2.36) sous

les contraintes

Zi, =1, 0< pk]I < YkY;g — Xk (2.46)
alors les correcteurs centraux Kpo = —Y) sont résilients, relativement aux incertitudes additives
bornées en norme, 0K, avec

K = Kro + 0Kg, 0KpdKp < pil (2.47)
O

Corollaire 2.5. Soient Pjji, Xj, Yj et Zj les solutions des inégalités matricielles (2.35)-(2.36) sous

les contraintes

X, < (1-6%)YzZ~yY (2.48)
alors les correcteurs centraux Kpg = —Z*1Y§€ sont résilients, relativement a toutes les incertitudes
multiplicatives vérifiant

Ki =Ko+ 0Kro, |0]< 5 (2.49)
9

2.3 Retour dynamique de sortie

Dans ce qui suit, les résultats portant sur la stabilisation stochastique par retour dynamique de sortie
seront exposés de maniere a respecter la chronologie de nos travaux. L’objectif étant de mettre en

évidence la complexité de cette problématique.

2.3.1 Formulation LMI

Dans un premier temps, et par analogie au cas déterministe, nous nous sommes fixés comme objectif
I'obtention de conditions nécessaires et suffisantes de stabilité stochastique sous forme de probleme de

faisabilité d’inégalités matricielles linéaires.
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Le modele dynamique de PAFTCSMP, défini dans un espace probabilisé (2, F, P), considéré est décrit

par les EDS suivantes

iy = A(&)xe + Bne)u(ye, i, t) + E (& m)wy
@ yr = Coxy + Do(&, i) wy (2.50)
2t = Clxt + Dl (Ut)“(yt, wtv t)

Le correcteur dynamique d’ordre plein est donné comme suit

. o = Ac(e)vr + Be(r)y (2.51)
ug = Ce(e) vy

ou Ac(y), Be(¢y) et Ce(1hy) sont des matrices de dimensions appropriées.

La représentation d’état du systeme en boucle fermée est alors donnée par

Xt - A(€t7 U wt)Xt + E(§t7 Mt wt)wt
@ci = G = Co(i)xt + Da(&,me)wy (2.52)
2t = 0_1(7775, ¢t)Xt

ou :

xe = [, 015Gt = [y wg's Ao, ey ¥e) = Be(1t)C2 Ac(tr)

A&)  B(m)Ce(tr) ] .

= E(&,nt) = Co 0 - Da(&,mt)
E(&,m, ) = o () = s Do(&,me) = ;
(G 1) Bc(tz(gt,m)] =10 oy |2 [ 0 ]
Cilm, ) = [ Cr Di(m)Celt) |- (2.53)

Le probleme de stabilisation abordé peut étre formulé comme suit

Problématique 2.3.
Etablir une caractérisation LMI de tous les correcteurs dynamiques (conditions nécessaires et
suffisantes) pq tel que :
E{Ixel*} < bllxoll® exp [~a(t — to)] (2.54)

ot x; sont les trajectoires du systéme bouclé (2.52).

Avant d’introduire le résultat principal de cette section et toujours dans un soucis de clarification,
nous commencerons par donner quelques résultats préliminaires. Ces résultats sont similaires a ceux

donnés dans la section 2.2.2 pour le cas du retour statique de sortie.

2.3.1.1 Résultats Préliminaires

Dans cette section, nous récapitulons quelques résultats portant sur la stabilité exponentielle, au sens

de la moyenne quadratique, du systéme en boucle fermée (2.52).
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Dans ce qui suit, et sans perte de généralité, nous supposerons que le point d’équilibre, y = 0, est la

solution en laquelle les propriétés de stabilité sont examinées.

Le corollaire suivant donne une condition suffisante pour la stabilité exponentielle, de maniére interne,

au sens de la moyenne quadratique du systéme en boucle fermée (2.52).

Corollaire 2.6 La solution x = 0 du systéme bouclé (2.52) est exponentiellement stable, de maniére

interne, au sens de la moyenne quadratique Yt > tqy si il existe une fonction de Lyapunov stochastique
19(Xb gtv Mt ¢t7 t) telle que

Killxel < 90xe, &1, e, t) < Kol xal? (2.55)

et
LI(Xt, &, e, 1) < — K|y (2.56)
ou K1, Ko et K3 sont des constantes positives données. %

Une condition nécessaire pour la stabilité exponentielle, au sens de la moyenne quadratique du

systéme en boucle fermée (2.52) est donnée par le corollaire 2.7.

Corollaire 2.7 Si la solution x = 0 du systéme bouclé (2.52) est exponentiellement stable au sens de
la moyenne quadratique, alors pour toute fonction W (xt, &, mt, Yt t) quadratique en les variables x¢,
définie positive, bornée et continue ¥t > to, V& € Z, ¥, € S et Vi, € R, il existe une fonction définie
positive ¥(xt, &, N, Ve, t) quadratique en les variables xi vérifiant les conditions du corollaire 2.6 et
telle que LY(xt, &, ey Vi, t) = =W (xe, § M5 Pt 1) O

La proposition suivante donne une condition nécessaire et suffisante pour la stabilité exponentielle du

systéme en boucle fermée (2.52).

Proposition 2.6 Le systéeme bouclé (2.52) est exponentiellement stable, de maniere interne, au sens
de la moyenne quadratique si et seulement si il existe des matrices symétriques définies positives P;jp,

1€ Z,5€ S and k € R telle que :

A;jkpijk + Pz’jk]\z'jk + Zﬂ'ihphjk + ZlePz‘lk + Z)\Z)Pijv <0 (2.57)
hez les vER
hti 14 vtk

Vie Z,jeSand k € R, ou

Aijk = Aijk —0.5I Zﬂ'ih + Zle + Z/\Z;]v (258)
heZ les vER
h#i l#7 v#k



70

Chapitre 2 : Stabilisation stochastique

Preuve La preuve de cette proposition se déduit aisément des Corollaires 2.6 et 2.7.

En se basant sur les résultats ci-dessus, une caractérisation par inégalités matricielles linéaires des

compensateurs (p.) stabilisant exponentiellement le systéme bouclé, de maniere interne, au sens de

la moyenne quadratique est donnée par la proposition suivante.

Proposition 2.7 Le systeme bouclé (2.52) est exponentiellement stable, de maniére interne, au sens

de la moyenne quadratique si et seulement si il existe des matrices &j;, = Xi’jk, Yijk = ygjk, Hijk, et

Fiji, Vi€ Z, j € S et k € R, solutions des inégalités matricielles linéaires suivantes

AijiViji + yijkfl’ijk + FiBi + BiFige Rijk(Vijk) <0
* Sijrk(Vijk)

Al Xije + XigrAigr + CyMigy, + HieCo + Y manXnje + Y _vinXue + Y N Xijy <0

ou

hez 1es vER
heti I£j vk

ik 1
y]k >0
* X

Rijk(Vijr) = [R1ijk(Vijr), R2ijk (Vijk ) R3ijk(Vijk)]
R1ijk(Vijr) = [@irijis --ii—1)Vijks Qigis1) Vighs -+ Xz Vijk]
R2ik(Vijk) = [Bi1Vijs --Bii—1)Vijks Bij+1)Vigh -+ Bjs Vi)
R3ijkx(Viji) = [ Viji, o Vhe(h—1)Vigks Vh(kt1)Vighs - Vier Vijk)
il = /s Bji = /U1 Ykl = \/)\731

Sijik(Vijr) = —diag [S1ijk(Vijr), S2ik(Vijr), S3ijk(Vijr)]
S1ijk(Vijk) = [Vijis - Vim1)jk> Vit 1) ks - Vet

82k (Vijr) = [Vitks - Vitj—1)ks Vitj+1)ks > Visk)

S35k (Vijk) = [Vijis s Vi1 Yij(ht 1) -+ Vijr]

Ajjr = Ai — 051 | S + Svj + E%Afg;

heZ I€S
h#i 1] vk

Les correcteurs (p.) correspondant sont donnés comme suit :

“1 .
Acijie = (Xijk = 3@;,1) Al + XigrAiji ik + Xige B Fiji + HijeCoVije + | D _minVi

hez
heti

+El/jlyﬁkl + Z)\Zjvyz}} ik 371;,1 + 0.5 th + Zujl + ZAZJU

les
1%

vER heZ les vER
v#£k h#i I#j v#k

(2.59)

(2.60)

(2.61)

(2.62)
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-1
Beiji = (3’5;1 - Xijk) Hijk (2.63)
Ceijr = fijkyi;,i (2.64)
0

Preuve.
a) Suffisance

Supposons que X = Xi’jk, Vijk = ygjk, Hiji, et Fiji, Vi € Z, j € S et k € R soient des solutions
faisables des LMIs (2.59)-(2.61). Alors, pour un partitionnement des matrices P;ji, et 7;;, donné par

X e
Piyje=| " Vijk >0 (2.65)
* o X = Vi,
ik 1
Ty = | Y (2.66)
Yijik 0

et Acijk, Beiji, Ceiji définies par (2.62)-(2.64), il s’en suit (en utilisant le complément de Schur)
I'inégalité matricielle (2.67) qui implique que les inégalités matricielles couplées (2.57) sont vérifiées.

Alors, et en se basant sur la proposition 2.6, le systeme bouclé (2.52) est exponentiellement stable.

- ~ s Z1ik 0
T | NgiPije + Pijelhigr + > minPrjr + > _vitPax + Y N Piju | Tije = 7 <0
hez les vER 0 Z22ijk
heti 1] vk
(2.67)

ou

Zlijk = Aijkyijk + yijkzzl;jk + f{jkB,{ + B Fijk

+ Ve | D minVie + > _vidrk + Y N Vis | Vige (2.68)
heZ les vER
h#i I#§ vk

ZQijk = Agijz’jk + Xijk/iijk: + C}ngk + Hijij + Zﬂ'ih)(hjk + ZleXilk + ZAZ)XUU (2.69)
heZz les vER
hti 14 vtk
b) Nécessité

Supposons que le systeme bouclé (2.52) est exponentiellement stable, de maniére interne, au sens de la
moyenne quadratique, alors la proposition 2.6 implique que les inégalités matricielles couplées (2.57)
sont vérifiées. Soit le partitionnement de la matrice P;j;, donné comme suit :

Prijk Paijk

Pijr. = (2.70)

*  Psijk
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Définissons les matrices

-1
Vijk = <7)1ijk - 7’2ijk7);;]1-k73§ijk> >0

Yiir 1 I 0
ij=[ Y ];jijk:[ T
Vijk 0 0 _PSijkPQijk

En multipliant (2.57) & gauche par 7)),

/
Nlijk; gk | o N3z‘jk 0 <0
* N2ijk 0 N4ijk

ou

Nk = Aijedigi + Vigi Ay, + Fli Bl + BiFiji
N2lﬂf zgkplljk + PlzykAzjk + Hwk + HijiCj

+ | X mn (Plh]k - ch]kpgwkpgwk> + ZV]l <77mk - PQzlkpgwkpgwk>
hez
h#i l;éj

+ Z )\kv (Plz]fu ,PQZJU,Pz);]lk,Pé”k> yijk
vER
v#£k

Acijk = Acije — 0.51 | > min — D v — Z )\
heZ les
h#i l#j v;ék
Fijk = —CeijiPsiji, PaijnViik

Hijk = PaijrBeijr

vER
v#£k

Les conditions P;j, > 0, Vi € Z, j € S et k € R sont équivalentes a

Vi I
T Tk Pije T Tiji = [ i ] >0
*  Prijk

jwk, et a droite par J;;7;jx, nous obtenons :

M = Aijk + PrijrAieVige + Prije BiFiji + HijiCiVijr — Pzijkx‘icijkpgﬁjk Poy Vi

/
+> - vaYijk [yﬁkl + <P2ijk7)3;;kp3ilk - 772uk) Pai (Pzijkpg;}kpzmk - P%lk) ] Yijk
leS

1]
+ > Tindijk |:yh]k: <7’2ijk733;]1-k7’3hjk - Pthk) 73,?;—37‘]4; <7’2ijk733;;k733hjk - Pthk)/] YVijk
it
N4'L]k = Z Wlhplhjk + Zl/jlplzlk + Z )\kvplmv
I;Sj l;éj v;ék

(2.71)

(2.72)

(2.73)

.. /
N3Bijk = > A2 Vijk [ym <’P22]k733wk7332jv 732ijv> 793;;@ (P%jkpg;;k’PSijv - Pzijv) ] Yijk

(2.74)
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Sachant que

> AL (7’2¢jk773;}k773iju - PQijv) Paito(Paij Paij Psijo — Paijo) + Y _vji (Pzz'jkp?;}kpwk - P%lk) Piitk

vER les
v#£k I#£j
Poisi Pyt Psiti — Poar). i (Poiik Pt Ponie — Poe) Pirk (Poisi Pt Paik — Panii) > 0
2ijk 7345k 7 3ilk 2ilk ) T Tih 2ijk 7345k 3hjk 2hjk 3hjk 2ijk 7345k 3hjk 2hjk | <=
heZ
h#1

(2.75)

et en utilisant le complément de Schur, il s’en suit que (2.59)-(2.61) sont vérifiées pour, X = Prij,

Vie Z,jeSet ke R Dou le résultat escompté. [ ]

Remarque 2.8 (Robustesse) Dans [APS05], nous avons obtenu des conditions nécessaires et suffi-
santes de stabilité exponentielle robuste pour le systeme (2.50) sujet & des incertitudes paramétriques.

Le modele considéré est donné comme suit

iy = [A(&) + AA(E) |z + Bne)ulye, ¥r. t) + E(&, ne)wr
¢ 1y = Comy + Da(&, me)wy (2.76)
zt = Crz + Di(ne)u(ye, ¥r, 1)
Les incertitudes considérées sont de deux types

i) Incertitudes structurées :

e NBU : ce type d’incertitudes est modélisé comme suit

AA(&) = H(&)F (&) G(&)

e LCU (pour Linear Combination Uncertainties) : Le modele de cette forme d’incertitudes struc-
turées est donné par
2N
AA(G) = Ni(&ay(&,t)
=1

ou N;(&) sont des matrices connues et aj; représentent les parametres incertains bornés, i.e.
|al1(t)| <a; Vie {17’pA}7 f(f):ZE Z, Yt=>0
ou a; sont des scalaires positifs donnés. Les matrices N;(&;) peuvent étre réécrites comme suit

Ni(&) = di(&)vi(&)

ou d;(&) et vi(&) sont des matrices de dimensions appropriées.
ii) Incertitudes non structurées :
e VBU (pour Value Bounded Uncertainties) : Les incertitudes paramétriques sont dans ce cas
modélisées comme suit :

|AA] <M;, M, = [myjl;my; >0

ou | - | représente le module des différents éléments des matrices correspondantes et M; est une

matrice connue, dont tout les éléments sont positifs.
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Le résultat suivant peut alors étre énoncé

Proposition 2.8 Une condition nécessaire et suffisante de stabilité exponentielle robuste, au sens de

la moyenne quadratique du systéeme (2.76) couplé avec (2.51) est que les LMIs suivantes
bije Alip Rige(Vijr)
* —;1 0 <0
*x o ox Sii(Vije)

leijk: Eijk ]<0
*x —(1/y)l

[ ik -0

* Xz’jk ]
oll

a) Incertitudes (NBU)

Giji = Jiji + v HH,
Oijr. = Tijk + (1/7:) GG,
Jijk = /le‘jkyijk + yijk[l;.jk + LB+ B Fiji
hez les veR
h#i I#] vtk
Aijr = GiVijk

| ik = XijeHi

b) Incertitudes (LCU)

Gijk = Jijk + i Wi W
Oijr = ik + (@i/7:) T;T;
W, = [dy;...dp,)
Ti=[vi © vpui |
Niji = Va, T Yijk

Eijk = VaiXijr Wi

c¢) Incertitudes (VBU)

Gijr = dije + il

Oijt, = Tijr + (n/vi) diag(M;M;)
Aijie = \/n diag(M7M) Vi,

Eijk = Xijk

(2.77)

(2.78)

(2.79)

Tije = Al Xije + XigrAije + ChLL + LijnCa+ 3 mindnge + S vk + 3 A, Xijo
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admettent des solutions Xj;, = Xi’jk, Vijk = ygjk, Lijis Fij et v > 0,Vie Z, j € Set k€ R. Les

contrdleurs correspondants (¢.) sont donnés par

Beijie = (Vjn — Xigh) ™ Lijh (2.80)

Ceiji = fz‘jkyi};i (2.81)

—1 | _
Acijk = (Xz‘jk - ygé) Ay, + Xije Aijdige + XignBi Figie + LieCoVigi + | D_minYyh
heZ
he#i

Y v + D AYie + Sk | Vg + Pijie| Vigh + 051 [ Y “min + Y v+ Y A,

les vER hez les vER
1] vtk h#i 1] vtk
(2.82)
ou
a) Incertitudes (NBU)
Sijk = (1/7)GiGi
ik = viXijp HH
b) Incertitudes (LCU)
ik = (& /7)T]T;
Pk = 8,7 Xijs Wi W,
c¢) Incertitudes (VBU)
Sijk = (n/vi)diag(M;M;)
Pijk = ViXijk
O

Remarque 2.9 Le résultat introduit ci-dessus nous montre que 'obtention de conditions nécessaires
et suffisantes de stabilité stochastique sous forme LMI conduit a des correcteurs dépendant des
processus Markoviens ny, & et 9. Cela rend ces correcteurs irréalisables en pratique. Ce résultat
illustre encore une fois la complexité de la problématique abordée dans ce travail. Cependant, et en
adoptant la méme méthodologie que dans [MJZ03], ces résultats peuvent étre exploités pour I’étude

des effets des imperfections du module de FDI sur la stabilité du systeme tolérant aux défauts.

Une premiere alternative dans la procédure de synthese serait de transformer le probléme de synthese
de correcteurs dynamiques en probleme de syntheése de correcteurs statiques et d’appliquer ainsi les

résultats développés dans la section 2.2.3. Cela se résume comme suit
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Corollaire 2.8 La synthese de correcteurs dynamiques g4, donnés par

by L= Aa(Wb)ve + Ba(r)ye (2.83)

ug = Cq(i)ve + Da(he)ye

pour le systeme (2.3), peut se ramener a la recherche de correcteurs statiques K(¢;) pour le systéme

augmenté @q,e

dzy = A(&)Zedt + B(ne)a(Ge, v, t)dt + E (&, n)w(t)dt + S5 Wi(&, ne) Trdoon
Paug * § Yt = CoZy + Dz(ft, e )Wy (2.84)
(2t = Ch2¢ + D1 () (G, P, t)
ou , ,
Ty = [ x, vy } s Yr = [ vy yh | st = K(Ye) g
A B - A 0
K = | M0 PO gy - | A O
Ca(r)  Da(¥y) 0 ] 0
- 0 B - E(&,
B(T,t) = (nt) 7E(§t7nt) = (gt nt) )
I 0 0 |
N Wy(&m) 0| - o 1| . 0
Wi (&, me) = (&) ;O = s Do(&,me) = ;
0 0 Cy 0O Do (&, 1)
Cy = { Cp 0 } s Di(ny) = [ 0 Di(n) }
O

La reformulation du probléeme sous forme de synthese de correcteurs statiques conduit en se basant

sur les résultats de la section 2.2.3 au résultat suivant

X!

Proposition 2.9 (Formulation LMI) Si il existe des matrices Xj;, = ik > 0, K, et €1, vérifiant

les LMIs suivantes

_ _, _ . . .
pigrl = Qije — Qe (pajreXige — Qujr) - Aige + BiKeCo + Qi Xije©ij R (Xijr)
* —,ul-jkﬂ 0 0 0
* * —,uijk}l 0 0 <0
* * * _Jz’jk 0
I * * * * —Sijk(Xijk)
(2.85)
ol
Aijk = ./‘L —0.5I Zﬂ'ih + Zle + ZXZJU
heZ les vER
hti I£] vk
alors le systeme (2.84) couplé avec (2.83) est exponentiellement stable, de maniere interne, au sens de
O

la moyenne quadratique.
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Remarque 2.10 Comme pour le cas du retour de sortie statique, le résultat présenté ci-dessus peut
étre appliqué a la problématique de stabilisation exponentielle stochastique par retour dynamique
de sortie des (MJLS). Et cela dans le cas ou les différentes matrices du correcteur dynamique sont
indépendantes du mode. La synthese du correcteur dynamique indépendant du mode se reformule la

aussi sous forme de synthese de correcteur statique. Cela se résume comme suit

Corollaire 2.9 La synthese du correcteur dynamique g4, donné par

Uy = Aqus + Bay:
@d - (286)
ut = Cqus + Dgyy

pour le systeme (2.22), peut se ramener & la recherche d’un correcteur statique K pour le systéme

augmenté Qaug

dit = A(q)t)iftdt+é(q)t)ﬁ(gt, t)dt+E((I)t)w(t)dt + Z}):l W[(q)t)ftdWZt
Paug | Yt = CN'Q(‘I’t)ft + ﬁ?(q)t)'wt (2.87)
z = él@‘t)ft + Dl(@t)’ﬁ(ﬂt, t)

ou
/ !
ftZ[xl’t v{];QtZ[vé y{];@tZKﬂt
A; B ~ A(P 0
_ | A B g, - (1) ’
Cq Dy 0 0
) 0 B@®,) | . E(®,)
B(®) = U E@) = e
I 0 0
) Wi(d) 0] - o 1] .
Wl((bt) - y U2 - 7D2(¢ - 3
0 0 Ca(®) O Dy (9y)
él(q)t) = [ Ci(P:) O ] ;Dl(q)t) =10 Di(P) }

Le résultat suivant peut alors étre énoncé

Corollaire 2.10 (Formulation LMI) Si il existe des matrices X; = X/ > 0, K, et Q; vérifiant les
LMIs suivantes

wl = — Q) (X — ) A+ BEKCy +; X,0; Ri(X)
" il 0 0 0
* * — ;I 0 0 <0 (2.88)
* * * — 0
* * * *  =85i(X)
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ol
(RZ-(XZ-) = [an X, Q1) Xy Qi) Xy s i)
i = V@
Si(X;) = diag [X1, ..., Xi—1) Xig1)s - Xn)
A= A; — 051 @y
(4
O = [Wi,,..., W]
J; = diag[X;, ..., X
alors le systeme (2.87) couplé avec (2.86) est exponentiellement stable. O

2.3.1.2 Discussion

Comme nous l'avons déja souligné dans la section 2.2.3, le pessimisme introduit par les conditions
de stabilité (2.85) et (2.88) est relativement important, notamment pour des problemes de grandes
dimensions. Cependant, ces approches peuvent étre utilisées comme une premiére étape précédent la
mise en oeuvre d’algorithmes plus élaborés. En effet, si le probleme LMI (2.85) est faisable, alors les
correcteurs dynamiques stabilisant stochastiquement le systeme tolérants aux défauts sont caractérisés
par ces solutions LMI (les problémes LMI étant convexes, leur résolution numérique s’appuie sur des
outils existant tres performants). Dans le cas contraire aucune conclusion ne peut étre tirée sur 1’exis-
tence de correcteurs stabilisants (conditions suffisantes). D’autres conditions et méthodes doivent alors
étre développées pour la résolution de cette problématique.

La premiere méthode proposée se base sur une formulation BMI du probleme de stabilisation stochas-

tique. Cette approche est développée dans la section suivante.

2.3.2 Formulation BMI

Le systeme en boucle fermée résultant du couplage de (2.3) et de (2.51) s’écrit comme suit

dxe = A& me, Vo) xedt + E(&me, ) wedt + >3 W&, me) xedooy
Pet = Gr = Co(i)xt + Da(&,me)wy (2.89)
Zy = Cl (77t7?/)t)Xt

ot les différentes matrices sont données par (2.53) et W;(&,n;) = [ 0 0

W& m) 0 ]

Avant de présenter le résultat principal de cette section, nous introduisons le résultat préliminaire

donnée par la proposition 2.10.

Proposition 2.10 Le systéme bouclé (2.89) est exponentiellement stable, de maniére interne, au sens

de la moyenne quadratique si et seulement si il existe des matrices symétriques définies positives P;jp,
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1€ Z,j€ S and k € R tel que :

]\;jkpijk + Pijk[\ijk + ZWQijPijleij + Zﬂihphjk + Zujﬂ)ilk + Z)\?;)Pijv <0 (2.90)
=1

heZ les vER

heti 15 vtk
VieZ,jeSetkeR. O
Preuve La preuve de cette proposition est similaire a celle de la proposition 2.1. |

La formulation BMI du probleme de stabilisation exponentielle stochastique par retour dynamique
de sortie du systeme tolérant aux défauts a sauts Markoviens est basée sur le lemme C.5 et la pa-

ramétrisation suivante des matrices de Lyapunov P,

T rr—1
Pijk = My Nij M > 0 (2.91)
olt Njji, sont des matrices symétriques définies positives et My sont des matrices non singulieres.

Cette paramétrisation est inspirée des travaux de [dSTBO04] portant sur le filtrage Hoo, indépendant
du mode, des MJLS.

En se basant sur la proposition 2.10 et avec des matrices P;j;, données par (2.91), une caractérisation
en terme d’inégalités matricielles bilinéaires des compensateurs (2.51) stabilisant le systeme (2.3) est

donnée par la proposition suivante.

Proposition 2.11 Si il existe des matrices Ry, Sy, Dy, Xy, Yy, Zj, et des matrices symétriques Njjp,
1€ Z,j€ 8 et ke R telle que

Q.+ Q * *
Aijk: — Nijk: 5ijkNijk * <0 (2.92)
Eijk 0 —Liji
ol
R 0
Qp = g (2.93)
S+ D Dy
R A; + Ry B, Z R, B;Z
Aijy = kA + Ry b kDj L (2.94)
SrA; + Y,.Co + Xp + SpBjZy Xy + SpB;Zy,

Lijr = diag { Tiije, T2ijks 13ijk, Vijk )} (2.95)
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ik = [Nujir - No—10 Ny - - - Nega]
Taijk = [Nitkr - - - Nig—1)es NiGj4 1)k - - - Nisk]
Taije = [N, - Nyje—1)> Nijeq1)» - - - Nigi
Taijk = [Nijk, -, Niji]

jp) /
Eijk = [F vijks F 20k F 305k F 4ijk)

Frijk = | VT, - /TG0 Yo /Ti( i+1)Q;@ Ry \/WizQ;g:|
F27,jk: -1/V]]_Q .. \/V J 1 ij’\/y ]+1 . 1/7/]59,i| (296)
F3ijk = A A s 7/ Z:J(k: 1 Q;w\/ Z]k+1 /AP )\Z:er;ﬂ]
F4ijk = 1’ij?7 te m]k}

]R{le-- 0
Qi = Y

i SkWW 0

dijk = — | 2o min + Y+ Z Aoy

heZ les
\ h#i I#j U;ék

et Taijk, I 4ijx comportent v éléments. Alors, le systeme (2.3) couplé avec (2.51) est exponentiellement
stable.

Les matrices de fonctions de transferts des controleurs dynamiques correspondant sont données comme
suit

Hi(s) = Zy, (s1— D 'X,) " D 'Yy, Vk € R. (2.97)

0

Preuve La preuve de cette proposition se base sur les mémes arguments que pour la preuve de la

proposition 3.12 (voir chapitre 3). [ |
Remarque 2.11 Les résultats donnés par la proposition 2.10 peuvent étre aisément appliqués a la
problématique de stabilisation exponentielle stochastique par retour dynamique de sortie des (MJLS).

Et cela, dans le cas ou le contréleur est indépendant du mode. Ceci est illustré par le corollaire suivant.

Corollaire 2.12 Si il existe des matrices R, S, D, X, Y, Z et des matrices symétriques N;, i € H, tel

que
Q+ * *
A, —N; &N * <0 (298)
= 0o -I;
ou
R 0
(2.99)
S+D D
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- RA; + RB,Z RB;Z 2.100)
" | SA; + Yo + X +SBZ X +SBiZ '
I'; = diag { Tus, Toi} (2.101)
)
T = [Ni, .. Nio1y, Ny, - - N
To; = [Ni, . ,Ni]
Zi=[F1i,Fa
Fii=[V®ul,. ... /B, /Piir )2, -, VB Y]
Foi= (D, ] (2.102)
RW; O
li =
SW;; 0
6 =—> Py
leH

et Tlo;, F2; comportent v éléments. Alors, le systéme (2.22) couplé avec (2.86) (avec Dy = 0) est
exponentiellement stable au sens de la moyenne quadratique.

La matrice de fonctions de transferts du contréleur dynamique correspondant est donnée comme suit
H(s)=Z (s —-D7'X) "' D'y (2.103)

O

2.3.3 Discussion

Les conditions de stabilité (sous forme d’inégalités matricielles) données dans la proposition 2.11 et le
corollaire 2.12 n’étant pas linéaires en les variables, il est difficile de vérifier leur faisabilité directement.

Cependant, la paramétrisation donnée par ces conditions offre plusieurs avantages :

La caractérisation donnée par la proposition 2.11 et le corollaire 2.12 permettent une paramétrisation

explicite des différentes matrices des correcteurs dynamiques (problem in closed form [GBd099));

Le probleme de stabilisation stochastique avec des matrices de sorties des correcteurs fixées (sem-

blable au probléme de commande énoncé dans [TTH96]), est un probleme sous forme LMI;

Pour Zj, fixés, les conditions (2.92) sont sous forme LMIs en les variables Nyji, Ry, Sy, Dy, Xp, Yy ;

Pour Ry, et Sy, fixés, les conditions (2.92) sont sous forme LMIs en les variables Ny, Dy, Xp, Yi, Zj.

Cela suggere une méthode de type décente coordonnée. Un tel algorithme, avec ses différentes pro-
priétés, sera donné dans le Chapitre 3.

Cependant, il est important de noter qu’il existe plusieurs algorithmes plus ou moins sophistiqués
pour la résolution de problemes BMI (donner une référence), et que le choix d’'un algorithme de type
décente coordonnée n’est ici justifié que par sa simplicité et pour des raisons d’illustrations, et non

par rapport a ses performances.
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2.3.4 Formulation NLMI

En se basant sur les résultats des sections précédentes et en s’appuyant sur le corollaire 2.8, le
probleme de stabilisation stochastique par retour dynamique de sortie dans un formalisme NLMI
peut aussi étre reformulé en un probleme de synthese de correcteurs statiques. Cela est illustré par la

proposition 2.12 et le corollaire 2.13.

Proposition 2.12 (Systémes tolérants aux défauts). Le systeme (2.84) couplé avec (2.83) est
exponentiellement stable au sens de la moyenne quadratique si et seulement si il existe des matrices
Piji = Py > 0, Xj € 89, Yy € R?7 et Zg = Z;, > 0 vérifiant les LMIs suivantes

1

! !/

I 0 Oiji Pijk I o Cy 0 Xp Y || Co 0 (2.104)
et les inégalités matricielles non linéaires données comme suit
Xi < YiZ, 'Y} (2.105)
VieZ, jeSetkeR, ou
v
Oijk = Wiy Pijk Wi + > minPji + > _virPak + >_ Moy Pijo (2.106)
=1 heZ les vER

Soit {Pijk, X, Yi, Zi} une solution, alors les {Xj, Yy, Zj }-ellipsoides, non vides, sont des ensembles

de gains stabilisants. O

Corollaire 2.13 (MJLS) Le systeme (2.87) couplé avec (2.86) est exponentiellement stable, de
maniére interne, au sens de la moyenne quadratique si et seulement si il existe des matrices P; = P} > 0,
X €S Y e R et Z =7'> 0 vérifiant les LMIs suivantes

/ /

I o 0; P I o Cy O X Y Cyi O
P N DS | e Rl I el R ] (2107
et les inégalités matricielles non linéaires
X < YZ7LY (2.108)
Vi e H, ot )
O =Y Wi,PiW, + Y &P, (2.109)
=1 veH

Soit {P;, X, Y, Z} une solution, alors le {X,Y, Z}-ellipsoide non vide est un ensemble de gains stabili-

sants. O

2.3.5 Discussion

Nous allons montrer dans le chapitre suivant que I'implementation des conditions NLMI données par
la proposition 2.12 conduit a des correcteurs centraux mnon satisfaisants. Une premiere solution sera

alors proposée et commentée.
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2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons établi des conditions suffisantes ainsi que des conditions nécessaires et suf-
fisantes de stabilisation exponentielle en moyenne quadratique par retour de sortie statique/dynamique
des systemes tolérants aux défauts a sauts Markoviens. Dans un premier temps nous avons proposé
une caractérisation sous forme LMI (conditions suffisantes) des correcteurs statiques stabilisant le
systéme en boucle fermée. Une caractérisation sous forme NLMI (conditions nécessaires et suffisantes)
a été ensuite développée en adoptant un formalisme basé sur la synthese d’ensemble ellipsoidaux de
correcteurs. Ce formalisme permet notamment la synthese de correcteurs sujets a des spécifications
sur les gains de commande. Plus particulierement, nous avons introduit quelques résultats portant sur
la propriété de résilience.

La problématique du retour dynamique de sortie a été considérée en seconde partie de chapitre.
Nous avons d’abord proposé une caractérisation sous forme LMI (conditions nécessaires et suffi-
santes) des correcteurs dynamiques et cela en s’inspirant de résultats relatifs aux cas des systémes
déterministes. Cette caractérisation conduit a des correcteurs dépendant des processus défauts et sont
donc irréalisables en pratique. Une premiere solution a été alors de reformuler le probleme sous une
forme BMI et cela en se basant sur une version du Lemme de Finsler et une paramétrisation adéquate
des matrices de Lyapunov. Finalement, une caractérisation NLMI des correcteurs dynamiques a été

proposée en se basant sur le formalisme ellipsoides de matrices.






Chapitre 3

Commande multi-objectifs

Dans ce chapitre est abordé le probleme de la commande multi-objectifs par retour de sortie des
systemes tolérant aux défauts a sauts Markoviens. Les différents critéres de performances considérés
incluent la stabilisation stochastique du systeme en boucle fermée, des performances Ho ainsi que des
performances Hoo (ou plus généralement, des performances intégrales quadratiques stochastiques).
Nous proposerons deux structures de commande : les correcteurs statiques par retour de sortie, et les
correcteurs dynamiques par retour de sortie.

Dans le premier cas, on établit une caractérisation sous forme d’inégalités matricielles linéaires et non
linéaires des correcteurs statiques stabilisant le systeme en boucle fermée et assurant des niveaux de
performances Ha/Ho. Les résultats relatifs a la problématique du retour dynamique de sortie seront
ensuite établit, ou la aussi des caractérisations, sous forme d’inégalités matricielles linéaires, bilinéaires
et non linéaires des correcteurs dynamiques seront données.

Tout au long de ce chapitre, nous nous attacherons a ’aspect résolution numérique des différentes
conditions de stabilité et de performances en boucle fermée. En effet, pour chaque problématique
considérée, des algorithmes de résolutions numériques seront proposés et validés sur des exemples de

simulation et cela en mettant en évidence leurs performances et leurs limitations.

3.1 Introduction

Le probleme général de synthese en performance abordé dans ce travail s’inscrit dans un cadre de
synthese multi-objectifs. Ce dernier tend a trouver des correcteurs stabilisant stochastiquement le
systeme tolérant aux défauts a sauts Markoviens et garantissant simultanément plusieurs criteres de
performance. Plus particulierement, nous nous intéressons a des criteres de performances de type
Ho/Hoo-

La problématique de la commande H, par retour statique d’état des AFTCSMP dans un environne-
ment non bruité a été initialement considérée par [SB97] ou les principaux résultats sont donnés en
termes de solution d’équations de Riccati non standards. Les gains de retour ainsi obtenus dépendent
des processus défauts, rendant ces résultats inapplicables en pratique. En effet, pour la synthese de la
loi de commande par retour d’état, les auteurs se basent sur ’hypothese forte de disponibilité de tous

les processus aléatoires. Cependant, ces résultats peuvent étre exploités pour 1’étude des effets des
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imperfections du module de FDI sur la stabilité et le niveau de performance H, du systeme tolérant
aux défauts (voir Chapitre 1).

A notre connaissance, le probleme de commande Hs n’a quand & lui pas été traité dans le cadre des
systemes tolérants aux défauts a sauts Markoviens. La premiere étape dans la résolution de cette
problématique est donc de définir la norme Ho dans le cadre des AFTCSMP. Cette définition se base
sur les travaux de [CAVG99, DM02, DMS04] portant sur la commande Hy des MJLS et représente
une généralisation de la norme Hs des MJLS. Les différentes normes ainsi définies, le probleme de
synthese Ha/Hoo peut alors étre considéré. Nous proposons deux structures de commande : les correc-
teurs statiques par retour de sortie, et les correcteurs dynamiques par retour de sortie. Ces structures
nous permettent de nous affranchir de I’hypothese d’accessibilité du vecteur d’état. Dans le cas du re-
tour statique de sortie, des caractérisations LMI et NLMI des correcteurs stabilisant stochastiquement
le systéeme en boucle fermée et assurant des niveaux de performances Hs/Ho, seront données. Ces
caractérisations se basent sur les mémes formalismes que ceux introduits dans le chapitre précédent.
Nous nous intéresserons aussi a I’aspect résolution numérique des conditions NLMI, et un algorithme
de type complémentarité sur le cone sera ainsi proposé. La validité des différents résultats théoriques
obtenus sera illustrée a travers des exemples de simulation.

La problématique du retour dynamique de sortie sera ensuite considérée. Les premiers résultats ex-
posés se basent sur une formulation LMI du probleme de commande. De fagcon équivalente a la
problématique de stabilisation exponentielle stochastique, cette formulation se révele étre inadaptée en
pratique. Apres la mise en évidence des limites de "approche LMI, une formulation BMI du probleme
de commande multi-objectifs sera introduite. Cette formulation se base sur 'utilisation d’une ver-
sion du lemme de Finsler (Lemme C.5) et une paramétrisation particuliere des différentes matrices
de Lyapunov. Un algorithme de type descente conjuguée du gradient sera proposé pour la résolution
numérique de ces conditions et sera validé sur des exemples de simulation. Tout au long de ce chapitre,
nous montrerons aussi que les résultats développés peuvent s’appliquer aisément a la problématique
de commande multi-objectifs par retour de sortie indépendant du mode des (MJLS). Le probléeme
de synthese de correcteurs indépendants du mode des MJLS a été peu étudié dans la littérature. Un
résultat relatif & la commande Ho, de cette classe de systeme a été récemment obtenu dans [BAMO04].
Les auteurs proposent une caractérisation LMI du gain de retour d’état assurant des performances
H~o du systeme en boucle fermée. Ces résultats se basent sur I'utilisation d’une fonction de Lyapunov
commune & tout les modes, rendant ces résultats relativement pessimistes. La contribution essentielle

de notre travail réside dans 'utilisation de fonctions de Lyapunov dépendantes du mode.

3.2 Retour statique de sortie

Dans ce paragraphe, nous abordons la problématique de commande multi-objectifs par retour statique
de sortie du AFTCSMP. Plus particulierement, nous nous intéressons a la caractérisation sous forme
LMI et NLMI de correcteurs statiques assurant certaines performances (objectifs) du systéme en boucle
fermée. Les différents criteres de performances considérés incluent la stabilisation stochastique du

systeéme en boucle fermée, des performances Hs ainsi que des performances Hoo (ou plus généralement,
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des performances intégrales quadratiques stochastiques : SIQC pour Stochastic Integral Quadratic

Constraints).

3.2.1 Modele dynamique

Par soucis de clarté, et afin de faciliter la lecture de cette partie, nous rappelons brievement ci-dessous
le modele dynamique de la classe de systemes hybrides considérée. Ce dernier est décrit par les EDS

suivantes :

dxy = A(&)xedt + B(ne)u(ye, e, t)dt + E(E, ne)wedt + Yy Wi(&e, ) zedooy
@y = Coxy + Do(&, me)wy (3.1)
2zt = Chrxe + Di(ne)u(ye, ¥, t)

Les correcteurs par retour statique de sortie (¢5) sont définis comme suit

Ps : {Ut = K(lﬁﬂyt (32)

En combinant (3.1) et (3.2), la représentation d’état du systeme en boucle fermée est donnée par :

dxy = A(Ee,ne, Yr)wedt + E(Egyne, ) wedt + S W&, me)zedooy
Pet * § Yt = Oy + Do(&r, e )wy (3.3)
zt = C1(ne, ) x(t) + D1(Ee, mes the)wy

ou

A(&) E(&,m))

A(ft,ﬁt,%) E(ft,ntywt) _
& 0

Cl(nt7¢t) Dl(ftﬂ?ta Yy)

K (1) [ Ca Da(&,me)

3.2.2 Formulation LMI

Avant d’aborder le probleme de synthése multi-objectifs, nous allons dans un premier temps établir
des résultats relatifs aux problématiques de synthése mono-objectif, a savoir, la commande H, et la
commande Hy des AFTCSMP.

3.2.2.1 Commande H.,

Soit le systeme (3.1) avec

2t = Zoot = Coo1®t + Doo1 () u(ys, 11, t)

ou l'indice o0’ est relatif & des performances Hqo.
Dans ce paragraphe, nous abordons la problématique de synthese de correcteurs stabilisant stochasti-
quement le systeme en boucle fermée, et garantissant un niveau de réjection de perturbations v > 0.

Cette problématique est considérée sous un formalisme d’optimisation convexe. Mathématiquement,
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nous nous intéressons a la caractérisation LMI des correcteurs ¢, stabilisant stochastiquement le

systeme (3.3) et assurant la relation suivante pour tout w € L?[0, 00) :

2

00 1/2
| zoo lles= € {/0 Zéotzootdt} < oo [l w |13 +a(wo, &0, m0, ¥0)] (3-4)

ol 7o représente le niveau d’atténuation des perturbations et a(zo,&o,n0,%0) est une constante

dépendant des conditions initiales (zq, &y, 10, o)-

Avant de procéder, nous allons d’abord introduire quelques résultats préliminaires nécessaires a la

dérivation de nos principaux résultats.

Proposition 3.1 Si le systeme bouclé (3.3) est exponentiellement stable, de maniére interne, au sens

de la moyenne quadratique, alors il est stochastiquement stable. O

Preuve Sachant que le systeme (3.3) est exponentiellement stable, de maniére interne, au sens de la
moyenne quadratique, il s’en suit de la proposition 2.1 qu’il existe des matrices symétriques définies

positives P, i € Z, j € S et k € R telle que

v
ALk Pijr + Pijrlije + waijpijkwlij + Zﬂihphjk + ZlePilk + Z)\Zjvpijv ==k <0
=1 heZ les vER
heti 14 vk

VieZ,jeSetkeR.

Notons qu’il est aisé de montrer qu’il existe o > 0, tel que
= 2
Zijk + aPz‘jk < 0.

VieZ,jeSetkeR.

Considérons la fonction de Lyapunov stochastique suivante

19(56,5, gtv M, Tr[)t) = $;P(£t7 Mt wt)xt

alors

LI (e, &, e, ) = T {E(E e, Vo) Y e + 28 P (&, s ) E (&g, e, Vi) wy. (3.5)

En utilisant le Lemme de majoration (voir annexe C : page 191), nous pouvons écrire la relation

suivante

LI, &, ey ) < =)D (Egy ey o) e + o w, B (&, e, 0r) E (&, 1ty 10wy

(&t nes Pt) = ==&, ey ) — 04732(&»771&’%)
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En se basant sur la formule de Dynkin, nous obtenons

E{Ixr, &, nr, 7)Y — (w0, 0, M0, Vo) = {/ LN zr,6r 7, 07)d }

T

S _5 {/ x;—F(ETanTﬂl}T)wTdT}
0 . 7 7

+ a e {/{) w;El(&-ann¢T>E(§Ta77ﬂw7)w7d7—}
T

< -£ {/ )\miHF(ET7777'71/}T>x;deT}
0

T
+ailg {/{J max( (57777771/}7') (fTanT)q/}T))w;—w’rdT}

(3.6)
A partir de la relation (3.6), nous avons
T
Tlim {5 {7 P&, nr,vr)ar} + miil {Pminl(4,5,k)} € {/ ﬂfleETdT}}
—00 .7, 0
< {xOP (&0,m05 %0) xo} +a” max{)\max "(i,7,k)E(i, j, k }8 {/ w’TwTdT} (3.7)
7.]7

A partir de (3.7), et sachant que & {z}P (&, i, )2} > 0 et que w € L2[0,00), alors le systéme bouclé
(3.3) est stochastiquement stable. [ |

La proposition 3.2 donne des conditions de stabilité stochastique et de performance Hs, du systeme

bouclé (3.3) en terme d’inégalités matricielles non linéaires.

Proposition 3.2 Si il existe des matrices symétriques définies positives Puoiji, et des matrices Ky,

1€ Z,5€ 8 et ke R telles que

Tijk CooljkDoolz]k + Poozyk:EUk:

=B <0 (3.8)
* Doolz]k;Doohjk 700]1 Y

ou

v
Yijh = Alj Pocijht Posijehiet Y Wi PocijeWiij+Clho1 ik Cootjkt Y TinPochint Y Vit Positht Y A Posijv
=1 hez les veR
h##i I vk

VieZ,jeSetkeR

alors le systeme bouclé (3.3) est stochastiquement stable et vérifie

1/2
| 20 llea< [32 1l w 113 +2 Poo (0, m0, o) 0] > (3.9)
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Preuve. Partant de (3.8), nous obtenons 'inégalité suivante

Az]kPOOijJ+POOl]l€Aij+Z WZU ooz]lem+Cooljk;cooljk+szhpooh]k+zyjlpoozlk+z)‘kv ootju <0
=1 heZ les vER
h#i I#j v#£k

Sachant que C”

ol kcooljk > 0, cela implique la relation suivante

A/]kpoozjk + PoozjkAzjk + ZWZU oozjkwlzg + Zﬂ'zhpooh]k + ZV]lPoozlk + Z)‘kUPOOZJU = ‘—'zﬂc <0
heZ les vER
h#i I#j v#£k

(3.10)

A partir de cette derniere équation, et en se basant sur les résultats de la proposition 2.1, nous
pouvons conclure que le systéme bouclé (3.3) est exponentiellement stable, de maniére interne au
sens de la moyenne quadratique. Il s’en suit, a partir de la proposition 3.1, que le systeme (3.3) est

stochastiquement stable.

Prouvons maintenant que la relation (3.9) est vérifiée. Commengons par définir le critére suivant

T
Jr=E& {/ (2ot 200t — 'ygowéwt) dt} (3.11)
0

Alors, pour prouver (3.9), il suffit d’établir que

To < 2Pso (€0, M0, Y0)T0

Soit la fonction de Lyapunov stochastique

ﬁ($ta§tunt7wt) = xéfpoo(gtvntﬂ/)t)xt (312)

alors
Eﬁ(l‘t, ft) N, ¢t) = ‘T:S {E(gh s ¢t)} £t + 2.T:5POO(§t7 Uiz ¢t)E(fta Tt wt)wt' (313)
et

Z/ootzoot - vﬁowiwt = [le(nt7 ¢t)$t + Dm1(€t7 Nt %)’wt]/ [Cool(ntv wt)wt + Dool(fu Tlts wt)wt] - viowiwt
= thcool(nt, wt) ool(nta wt)l‘t + l’t (nta wt) ool(ft, Tt 1/Jt)wt

+ wi Doy (6,1, ¥e) Coot (M o) e + Wi Doy (&6, 1, ¥e) Doot (€4, e, e )wy — Y2 wiwy
(3.14)

cela implique I’égalité suivante

N Xt
ou xt = .
wt

en ajoutant et en soustrayant 5{ f(;f LIz, &, nt,wt)dt} a (3.11), nous obtenons

Zéotzoot - viowéwt + 519(%7 SRS 71%) = X;(I)(gta Nt U}t)Xt (3~15)

T T
Jr—¢ { /O (2ot — A2y + L0, €10, 00)) dt} ¢ { /O (L0, €0 mp, ) dt} (3.16)
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En utilisant la formule de Dynkin, nous obtenons

T
E{I(@r,&rynr, Y1)} — (20,0510, %0) = & {/0 Eﬁ(l’t,&,m,%)dt} (3.17)

d’ou
T
Tr—¢ { /0 o (E, %%)Xtdt} £ War e )} + (w0, G ) (3.18)

Sachant que ® (&, n:, ¥y) < 0 et que € {I(xr, &, nr, 1)} > 0, nous avons la relation suivante

\.7T S 19(1'07 50) 7o, wO)

ce qui implique que Joo < (P (£0,M0,%0)z0. Cela conclut cette preuve. |

Remarque 3.1 Soient les matrices U > 0, V = V' et Q. La caractérisation précédente peut alors

s’étendre a des contraintes plus générales. Ces dernieres sont quadratiques en w; et z; et sont données

B ty Zt / U Q Zt
Jsigc =€ /to (wt> (Q’ V)(wt>dt <0 (3.19)

Ces contraintes sont dites : Stochastic Quadratic Integral Constraints [CZT03].

sous la forme :

La proposition suivante donne une condition suffisante pour que la relation (3.19) soit vérifiée.

?

Proposition 3.3 Si il existe des matrices P, = P(jk > 0 et des matrices K, i€ Z,j€ Set ke R

telles que
Oijk  PijrEijk + 6lljk@ 6lljlgA
*  QDujk + Dy;3Q+V DA | <0 (320)
* * )
ou
U=AXx"1A/
Oiji = A/N\;jkpijk + Pijrelije + X0, Wi PiskWiig + 32 minPrje + 2 viPak + A P
hez les vER
hti 14 vk

alors le systeme en boucle fermée (3.3) est stochastiquement stable et

Jsrgc <0

Preuve Partant de (3.20), nous avons
@ijk <0

A partir de cette derniere équation, et en se basant sur les résultats de la proposition 2.1, nous

pouvons conclure que le systéme bouclé (3.3) est exponentiellement stable, de maniére interne, au
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sens de la moyenne quadratique. Il s’en suit, a partir de la proposition 3.1, que le systeme (3.3) est

stochastiquement stable.

Considérons la fonction de Lyapunov quadratique suivante

79(~’Ctafta77t,7/)t) = $;P(fta77t,1/)t)ﬂft (321)

alors :

CO(0, €0y, 0n) = ( ¢ ) ( O e, t)  P(Ets e, e) E(Ee 1ty ) ) ( Tt ) (3.22)

Wt * 0 Wy

en additionnant et en soustrayant & { ftf)f LI (x, &,y wt)dt} a Jsrgc, nous obtenons

t / c Dup \ [ U
JSIQC =& / ! ( Z}t ) (I)(é‘hnt)l/)t) + ( 1(712,¢t) }Jk‘ ) ( Ql g )
to t

( Ci(ne,¥) Diijk )) ( Ty >dt} _5{ ty Lﬁ(Xt,&,Utﬂ/’t)dt} (3.23)
0 I Wy to

O (&, e, ) P@t,m,wt)E(&,m,w))
* 0

ou

‘I’(ﬁtﬂ?t,%) = (

En utilisant la formule de Dynkin, nous obtenons

t

€ {ﬁ(mtf,ftfmtf,”l/ftf)} — W@ty Etos Mg s Pto) = 5{ ' ‘Cﬁ(xtaftvnt7¢t)dt} (3.24)

to

En assumant, sans perte de généralité, que (., &y, Mty» Yro) = 0, il s’en suit de (3.23) et (3.24) que
si

. J— ! — —
C1(ne,Ye)  Duij ) ( U Q ) < C1(ne,¥e)  Duij

) <0 (3.25)
0 I Q Vv 0 I

D(E e ) + (

alors (3.19) est vérifiée.

Finalement, en factorisant le terme U > 0 comme suit
U=Ax"1A

et en appliquant le complément de Schur, (3.25) est équivalente a (3.20). Cela conclut cette preuve.ll

En se basant sur les propositions 3.1 et 3.2 nous pouvons établir le résultat principal de cette section.
Ce dernier se traduit par la proposition 3.4 qui donne une caractérisation LMI des compensateurs

statiques (ps) stabilisant stochastiquement le systéme bouclé (3.3) et garantissant (3.9).
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Proposition 3.4 Si il existe des matrices Xoo;j1 = Xéoijk > 0, ﬁooijkv K, telles que les LMI suivantes

sont faisables

_ B B 0 0 o - R e (Xsoiik _
pijnl = Qocije — Qooijp + 2 ] (HijkX scijk — Qocijk) [ seighl Kocisk) ] Oujk 4 Qooijk
_P)/oo]I 0
* f,u,-jk]l 0 0
* * —Sociji(Xooiji) 0
* * * —pijrl
i * * * *
0
0
0 <0
I,
—I
(3.26)
1 TII..
[ High = Hajk | S g (3.27)
* I
ou
Hijk,’ = [ Cx1 O :| +Dooljlck |: Cy Dgij :|
A Ej: B.
Oujp — ij bl J Ky [ Co Doy }
0 0 0
ﬁz‘jk(-)(ooijk) = [ ’R,ij(.)(oo”k) Xooijk[wllija Ce 7W;)ij] }
N Siie(Xoiji) O (3.28)
Szjk(/’l,’oowk) _ ] 001]
0 Jijik
Xocije O
ocotjk =
0 I
Jijr = diag[Xeoijis - - - » Xooijik];

et ;51 sont des scalaires positifs Vi € Z, j € S et k € R. Alors le systeme (3.3) est stochastiquement
stable et vérifie la relation (3.9). La loi de commande correspondante est donnée dans ce cas comme

suit

ug(t) = Kry(t)
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Preuve. Les inégalités matricielles (3.8) peuvent étre réécrites comme suit

Disp — ]};jk 0 Pocijk 0 ] N Poiji O ] &jk Eiji, :éoljk Coctite Dootiji }
| Bl O 0 I 0 I 0 0 bolijk
[ > Wi PooijeWiij + }EZ?T ih Poohjk + l;ijPooz‘lk + ng)\;'i)Pooijv 0
+ fir ) ot <0 (3.29)
I 0 —751

D’apres le lemme de projection et en considérant

211 Wi PooijreWiij + 3 TinPoonji + 2 Vit Pocitk + 2 )\Z]:U,Pooijv 0

heZ les vER
Wijr = hei 1#£7 vk
0 —~21
v ) 7
+ —,OOIJ [Coouk Dootijk } (3.30)
colijk
et ~
A, 0 Pociit 0
Sije = | et (3:31)
El, 0 0 I
nous obtenons
Wijte + Zij — Qooijh + Leije) Sy + Qg | _ (3.32)
* —Zijk

ou Z;; sont des matrices définies positives quelconques, Vi € Z, j € S et k € R.

Définissons X = 730_01 x €t ﬁoo,-jk = ?ooiijooijk. En utilisant la transformation de congruence

?ooijk: 0
[ ) ]1] (3.33)

et en appliquant le complément de Schur au terme

211 Wi PooigeWiij + 3 TinPoonj + 2 Vit Pocitk + )\Zjvpooijfu 0

- heZ les vER -~
X ik hati 14 vk X soijik
0 0
I'inégalité (3.32) devient
i} Ol , , _ o . 0o 0
Koijn | Zige + | 1" [ Cootjk Doctij ] Xooijk — QovijkXooijh — Xooijkooiji + R
oolijk 0 —alI
*
*
Rijr(Xooij =
[ Jk(o ) Oijk + Qocijik
_ <0 (3.34)
—Sijk(Xooijk) 0
* —Zijk

Sachant que Z;j; sont des matrices définies positives quelconques, définissons

ééol'

e T — Jjk

Zzgk (;U/zykﬂ [ =
oolijk

[ Cootjk Dootiji D >0
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ou d’une fagon équivalente
!
15k
Mkl [ _ > ]
D/oolijk: >0 (3.35)
*
En appliquant le complément de Schur au terme
v C_’éoljk 2 3 ¥ A ¥ ¥ /
Xooigh | Zijk + | [ Coo1jk Dootijik } Xovijk — QovijkXooijk — Xooijk$looijk (3.36)
oolijk
I'inégalité (3.34) peut se réécrire comme suit
o o 15 @ - - Riji(Xooiji) = |
[ 0 21 ] — i 00ijk i (HijkX soijke — Qooijk) [ N OOO” Oiji + Qocij. 0
oo
* * _Sijk(Xooijk) 0 0
* * * — izl ngk
i * * * * -I |
(3.37)

Alors, et en utilisant la relation

nous obtenons 'inégalité matricielle (3.26). Cela conclut cette preuve.

15 =/
— ik dooiik ool < —

—/

Qooijre — Qooigk + Hijkl

Remarque 3.2 D’un point de vue pratique, les controleurs stabilisant le systeme en boucle fermée

et assurant un niveau de réjection de perturbations optimal sont d’un tres grand intérét. De tels

controleurs peuvent étre obtenus en résolvant le probleme d’optimisation convexe suivant :

min 1)

6>0, Xooiju=X/;;,>0, Kk, Qooijk

t.q.

Hijil

*

_ , 0 o
tijil — Qocijr — Qooiji +
0 oI

*
*
*
*
I
ijk >0

I

] (pijhX soijk — Qocijk) [

! ! Oijk + Qociji
0
0
~Sovijr(Xooiji)

* _Miij

* *
0
0
0 <0
!
ik
=

<0
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Ot les contraintes LMI sont obtenues & partir des inégalités matricielles (3.26), en remplagant v2,

par d. Cela conduit au corollaire suivant :

Corollaire 3.1 Soient 0 > 0, Xy = Xéoijk > 0, K, et ﬁooijk les solutions du probleme
d’optimisation Os. Alors, la loi de commande (3.2) stabilise stochastiquement le systeme (3.1) et

assure un niveau de réjection de perturbations inférieur & /3. O

Remarque 3.2 Le probleme d’optimisation convexe O consiste en la minimisation d’une fonction
cout linéaire sous des contraintes LMI. Ce probléeme peut aisément étre résolu en utilisant la fonction
mincx implémentée dans la boite a outils LMI disponible sur MATLAB [GNLC95].

Remarque 3.3 Comme pour le cas de la stabilisation exponentielle au sens de la moyenne quadratique
du AFTCSMP, la problématique de commande H,, indépendante du mode de la classe des systemes
MUJLS représente un cas particulier intéressant pour lequel les résultats développés dans cette section

s’appliquent aisément. En effet, pour le systéme (3.38)

d.’L’t = A((bt)l'(tdt + E_’(qﬁt)wtdt + Z?:l Wl(¢t)xtdwlt
OMILS © § Y = Co(dr)x + Do) wy (3.38)
Zoot = Coo1 (1)@t + Doo1 (¢r)wy

Alg)  B(er) ]:[ A(d) E(@)} % B(¢r)
Cool((bt) Dool(¢t) Cool(¢t) 0 Dool(¢t)

et en se basant sur les mémes arguments que ceux utilisés pour prouver les résultats de la proposition

]’C[ Ca(¢e) Do) |

3.4, le corollaire suivant peut étre formulé.

Corollaire 3.2 Soient 6 > 0, Xo; = X, > 0, K, et Qoo les solutions du probleme d’optimisation

OwmiLs
)
min 1)
50, Xooi=X!_.>0, K, Qoo
t.q.
[ _ 0 0 _ Ri(Xooi) _ ]
pill = Qoi — Q;OZ + (15X i — Qooi) o 0;+Qx 0
0 —4I 0
— ;L 0 0 0
OmyLs : * Hi B <0
* * —Si(Xooi) 0 0
* * * -l I
i * * * * —I ]
il 1L =0
* I
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ou
II; = [ Csx1i O ] +Doo1i/C[ Coi Doy }
A; E; B |
0, = + K { Cy Do }
0O O 0 |
Ri(Xoci) = [ Ri(Xooi)  Xooi[ Wiy, ..., Wi ]
B Si(Xai) O ] (3.39)
S
A Xooi O -
= 0 I
J; = diag[Xooi, - - -, Xooil;

Alors, la loi de commande u; = Ky, stabilise stochastiquement le systéme (3.38) et assure un niveau

de réjection de perturbations inférieur & /4. O

3.2.2.2 Commande Hs

Soit le systeme (3.1) avec

2z = 2ot = Oy + Doy (me)u(y, ¥y, t)

et Da(&,nt) = 0. z9; est la sortie a commander pour laquelle des performances Hy sont considérées.

Avant d’établir les résultats principaux de cette section, nous allons dans un premier temps introduire
la définition 3.1 qui représente une généralisation de la définition de la norme Ho des systemes a sauts
Markoviens (MJLS) [CAVG99, DM02, DMS04] & la classe des systeémes tolérants aux défauts a sauts

Markoviens.

Définition 3.1 Nous définissons la norme Hy du systeme bouclé (¢.) supposé stable, de maniere

interne, au sens de la moyenne quadratique, comme suit

m
lpa 13="> > pign |l Zaign 172

d=11jk

ol zq; j, représente la sortie {z;t > 0} quand :

a) lentrée est donnée par w = {wy;t > 0}, wy = eqdy, 6 est une impulsion unitaire, et e; est un

vecteur unitaire de dimension m formé par un 1 a la position d et des zéros ailleurs;

b) 2o =0, & =1, no =7, Yo =k et p = (u111,. .., fszr) st la distribution initiale du processus de

Markov joint.

Partant de la définition ci-dessus et en s’appuyant sur les mémes arguments que ceux utilisés dans
[CAVG99, DM02, DMS04], le corollaire suivant peut étre énoncé.
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Corollaire 3.3 Supposons que le systeme bouclé (¢.) est exponentiellement stable, de maniere in-

terne, au sens de la moyenne quadratique, alors les propriétés suivantes sont vérifiées :

i) || va |I3= > i gk Mgkt (B Poiji Eij), ot Po = {Po111, - . ., Poszr } représente le Grammien d’observa-

bilité, i.e., Poi;r sont les uniques solutions semi-définies positives des équations suivantes

v
Nk Poiji + PoijeNijr + Z Wi Poije Wiij + Zﬂihpohjkz + ZVﬂPm‘lk + Z)\Zjvpoijv + Ty Cy1 =0
=1 heZ les vER
hti 1£] vtk
(3.40)

VieZ,jeSetkeR.

i) || pa [I3< Zijkuijktr(EZ{jPQijkEij), ol Paijr sont les solutions définies positives des inégalités

matricielles suivantes

v
_ _ y L,
A Paiji + Paigilije + > WiiiPaijeWiij + > TnPonji + > _VitPaitk + Y A Paijo + C1Ca1 <0
=1 hez les veR
hoti 1£] vtk
(3.41)

VieZ,jeSetkeR.

iii) Si il existe des matrices définies positives Paijr et des matrices Ky telles que

> pigrtr(ElPoijiBiy) < v
7:7j7k

v
_ _ y .,
Ak Paiji + Paijriji + ngijpﬁjkwlij’ + thpzhjk + ZleP%lk + Z)\Z]vpmjv +C9C21 <0
=1 hez les vER
hoti 14 vtk

Vie Z,je S etke R, alors K sont des gains stabilisants tel que || ¢q ||2< 72-

iv) Le probleme de commande Hy par retour statique de sortie est résolu par le probleme d’optimisa-

tion suivant

4

min ;. tijetr(Zije)

t.q.

B PaijiEij < Zijy,

AL Paigk + Paigielige + 21— Wi PaijeWiis + 3 minPangi + l;g’/jlpm'lk + ng)\g,%ijv +C5Ca1 <0

heZ
h#i 1#£j vtk

(3.42)
O

En s’appuyant sur la méthodologie utilisée pour la problématique de commande Hoo, des résultats de

commande Ho similaires sont obtenus et sont résumés comme suit
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Proposition 3.5 Le probleme de commande Hs par retour statique de sortie du systeme (3.3) est

résolu par le probleme d’optimisation convexe suivant

min B
Zijg, Xoijp=X3,;,>0, Kk, Qoij
t.q:
Z;: E!.
gk
Yol >0
* KXok

Oy : N

*

>0

> ik Mgk tr (Ziji)

—0511
*
*

*

ol 05 sont des scalaires positifs et

ikl — Qoijp — ﬁ;zjk (8ijkXoijr — Daijk) Rijr(Xoijr)

0
—Sijk(Xaij)
*

*

L), = Co1 + D21;K3,Co

La loi de commande correspondante est donnée par u; = Kry;.

Agji, + BiKpCo + Qo
0
0
— 0451

0
0
0

o

1

<0

Preuve. La preuve de cette proposition s’appuie sur les mémes arguments que ceux utilisés pour la

preuve de la proposition 3.4.

Remarque 3.4 Des résultats relatifs a la commande Hy par retour statique de sortie des MJLS sont

résumés par le corollaire suivant.

Corollaire 3.4 Le probleme de commande Hy par retour statique de sortie du systeme (3.38) est
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résolu par le probleme d’optimisation convexe suivant

min > pitr(Zy)
Z;, X2i=X};>0, IC, Qa;
t.q.
Z; El/ =0
* Xy
51— Qo — Dy (86X — Qi) Ri(Xoy)  Ai+ BiKCoi + Qo 0
0: * —5;1 0 0 0
* * —31(.){21) 0 0 <0
* * * —6;1 11
i * * * * —I ]
LT
|

ou J; sont des scalaires positifs et
II; = Ca1; + D21;KCo;

La loi de commande correspondante est donnée par u; = Ky;. O

3.2.2.3 Syntheése multi-objectifs

Le probleme de synthese multi-objectifs tend a trouver des correcteurs stabilisant stochastiquement
le systéme en boucle fermée et assurant en méme temps des performances Ha/Hoo optimales. Le

probléme de synthése multi-critéres est formulé comme suit :

Soient ag et oo deux scalaires positifs donnés. Le probleme de synthése multi-critéres consiste a
trouver des correcteurs par retour de sortie statique stabilisant stochastiquement le systéme en boucle

fermée et solutions du probleme d’optimisation suivant

min = a2y2 + QooYoo
V2500 K

t.q. (3.43)
| 200 le2< Yoo lw ll2, [l et l2< 72
La solution de ce probleme de commande revient donc a trouver des correcteurs statiques satisfaisant
les différentes inégalités matricielles données dans les propositions 3.4 et 3.5.
3.2.2.4 Exemples numériques

a) Commande H,

Dans cette section, la stratégie de commande H, par retour statique de sortie est illustrée en utilisant

un exemple aéronautique. Soit le systeme nominal avec :
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—-1.1 . —0. —0. .
75 0.9871 B- 0.194 —0.0359 E- 05 0 W=05xL.
—8.458 —0.8776 —19.29 —3.803 0.1 0.2

co=lo1]ooa=or oa]oc= |y ) ou= |20

Ce modele est adapté de [MJHO4]. Il représente la dynamique longitudinale linéarisée et découplée
d’un avion F-18 volant a une vitesse de 0.7 mach, a une altitude de 14000 pieds. Le vecteur d’état

x; € R? est composé de :

x1 : angle d’attaque;

T9 : vitesse de tangage.
et les composantes du vecteur de commande sont :

w1 : symmetric elevator position ;

ug : symmetric pitch thrust velocity nozzle position.
Pour des fins d’illustration, nous allons considérer deux modes défectueux différents :

o Mode 2 : perte de puissance de 50% au niveau du second actionneur ;

o Mode 3 : perte du premier actionneur et perte de puissance de 50% au niveau du second actionneur.

En considérant ces deux modes, nous avons S = {1,2,3}, ou le mode 1 représente le cas nominal
(sans pannes). Le processus défaut est supposé Markovien. Le processus FDI est aussi Markovien
avec R ={1,2,3}.

Les taux de transition du processus défaut actionneur sont donnés par :

—0.002 0.0010 0.0010
[vi;] = | 0.0010 —0.002 0.0010
0.0010 0.0010 —0.002

Les taux de transition du processus FDI sont donnés comme suit :

—0.02 0.01 0.01 ~1.01 1.00 0.01
Ayl=1] 1.00 —101 001 |,[\]=] 001 —002 001 [,
1.00 0.0l -1.01 0.01 1.00 —1.01

—~1.01  0.01  1.00
[A5]=1] 001 -1.01 1.00
0.01 0.0l —0.02
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Pour le systeme décrit ci-dessus, et en résolvant le probleme d’optimisation convexe O, nous

obtenons un niveau de performance Ho, donné par : vy, = 1.4237.

Les gains de retour de sortie correspondants sont donnés comme suit :

/ /

/
Ky = [ —0.0005 25.0210 } Ky = [ 0.9044 24.8438 } K = [ 0.8885 33.3975

0.8 — x(1) J
(2)

Amplitude

L L L L
o 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Temps (seconde)

0.4 I 1 I 1 I

Fia. 3.1 — Evolution des variables d’états : une seule réalisation des processus aléatoires

o8l z_ (D .
: e z_ (@)

oot

Amplitude

_0.8 I I I I I I I I I
(o} 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Temps (seconde)

Fi1G. 3.2 — Evolution des sorties zo; : une seule réalisation des processus aléatoires

L’évolution des trajectoires d’état du systeme en boucle fermée résultant des correcteurs obtenus est
illustrée par la figure 3.1. Ces trajectoires correspondent aux réalisations des processus défaut 7; et

FDI v, données respectivement par la figure 3.3 et la figure 3.4. La figure 3.2 représente I’évolution
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1.5

Modes du processus défaut
N
T

I
20 25 30 35 40
Temps (seconde)

FiG. 3.3 — Modes du processus défaut

Modes du processus FDI
N
T

des sorties commandées z.;. Nous pouvons voir a travers ces différentes figures que 1'objectif

d’atténuation des perturbations est atteint et que le systeme en boucle fermée est stochastiquement

stable.

b) Commande Hsy/H oo

I
20 25 30 35 40
Temps (seconde)

FiG. 3.4 — Modes du processus FDI

Considérons I'exemple académique suivant :

0.9749 —0.3257 0.2333
A= | —2.3779 —2.0122 0.6464
—1.0923  1.5677

1 1

, B=102 2 |,E=

0 05

, W=0.5x1,
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Ch =

Cn=[01 0] Du=]o0 1],0001:[1 0 0],%:[0 0].

010 0 0 1 0 0

Nous allons considérer par la suite que ce systéme est sujet a un défaut composant modifiant la

dynamique du systeme comme suit :

0.1970 0.7925 —1.1087
Ay =] 1.6969 0.6034  2.1442
0.7260 —0.0584 —1.3528

Nous avons dans ce cas Z = {1, 2}, ou le mode 1 représente le cas nominal et le mode 2 est le mode

défectueux. Le processus FDI est Markovien avec R = {1, 2}.

Les taux de transition du processus défaut systéme sont donnés par :

] = ~0.0050  0.0050
" 0.0100  —0.0100

Les taux de transition du processus FDI sont donnés comme suit :

AL = —0.1000  0.1000 22— —1.000  1.0000
K 0.9000 —0.9000 | ¥ 0.1000 —0.1000 |

Pour le systeme décrit ci-dessus, et en résolvant le probleme d’optimisation convexe multi-objectifs,
nous obtenons des niveaux de performance Hy et Hoo donnés respectivement par : v = 1.5220 et
Yoo = 2.4071.

Les correcteurs correspondants sont :

[ —4.4997 —0.2004 ]

~5.9835 —1.0247
0.4205 —1.9996 '

0.4364 —3.4051

Les trajectoires d’états du systeme en boucle fermée sont illustrées par la figure 3.5. Ces trajectoires
correspondent a des réalisations des processus défaut 7, et FDI 1), données respectivement par la figure
3.7 et la figure 3.8. La figure 3.6 représente 1’évolution des sorties commandées z.;. Nous pouvons
constater que le systeme en boucle fermée est stochastiquement stable et que I'objectif d’atténuation

des perturbations est atteint.

3.2.3 Formulation NLMI

Dans cette section, la problématique de commande multi-objectifs des systemes tolérants aux défauts
a sauts Markoviens est considérée sous le formalisme ellipsoides de matrices. En effet, des résultats de
commande Ho et Hoo sont formulés sous forme d’inégalités matricielles non linéaires pour lesquelles

un algorithme de type complémentarité sur le cone est proposé.
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Amplitude

I I I I I I I I
~o 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Temps (seconde)

Fic. 3.5 — Evolution des variables d’états : une seule réalisation des processus aléatoires

1
7

@ i
E— W[

(<5}

=

=2

=3

15

<<

-1.5 L L L L L L L L L
[0} 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Temps (seconde)

F1c. 3.6 — Evolution des sorties z,o+ : une seule réalisation des processus aléatoires

3.2.3.1 Commande H,

En se basant sur les propositions 3.1 et 3.2, et en s’appuyant sur les mémes arguments et méthodologies
que ceux utilisés pour la résolution de la problématique de stabilisation exponentielle (Chapitre 2), une
caractérisation en terme d’ellipsoides de matrices des compensateurs () stabilisant stochastiquement

le systéme bouclé (3.3) et assurant des performances Ho, est donnée par la proposition suivante.

Proposition 3.6 Si il existe des matrices Pooiji = Péoz‘jk >0,X, €S, Y, e R et Zy =7Z), >0
vérifiant les LMIs suivantes
, Oijk  Pooijk —I X Yy

0
y M5 < M; M; + M, M, 3.44
lij Pooijk 0 1zj 27 0 ’720]1 2j 3t % Zk 3ij ( )
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25+ —
s 2f
©
ool
3
2
2
2
2
{5
S 15| -
s
S
E]
>
{5
=]
o
= 1 -
05 -
(o] 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Temps (seconde)
,
F1G. 3.7 — Modes du nrocessus Défaut
3
25+ —
_ 2
o
[y
-
2
2
2
[
g
=, 1.5+ —
S
=]
-
L
8
o
=
N |
0.5+ —
O L L L L L L L L L
(o] 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Temps (seconde)

F1a. 3.8 — Modes du processus FDI

et les inégalités nonlinéaires suivantes
Xi < Y Z, 'Y} (3.45)

VieZ, jeSetkeR, ou

I o O

My —
YTl A By B

) 2] —

alors les {Xy, Yy, Zy }-ellipsoides sont des ensembles de gains stabilisant stochastiquement le systéme
(3.3) tels que

o 1/2
e leam € { [ et} < (3.46)
0

0
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Preuve : La preuve de cette proposition s’appuie sur les mémes arguments que ceux utilisés pour la

preuve de la proposition 2.5. [ ]

Remarque 3.5 Comme précédemment, les résultats présentés ci-dessus peuvent étre appliqués a la
problématique de commande H, par retour statique de sortie des MJLS. Et cela toujours dans le cas

ol le gain de retour est indépendant du mode. Cela s’exprime par le corollaire suivant.

Corollaire 3.5 Si il existe des matrices Poo; = P.; > 0, X € S9, Y € RI*" et Z = Z' > 0 vérifiant les

contraintes LMIs suivantes

1 Pi Poot |y < g, [ _OH 720]1 ] Mo+ My, | 0 | My, (3.47)
et les inégalités matricielles non linéaires
X <Yz (3.48)
Vi € H, ou
My, — I 0 O My = [ Cx1i 0 Dooti ] My = [ Cy Do O ]
A, E;, B; o I 0 0 0 I

alors le {X,Y,Z}-ellipsoide est un ensemble de gains stabilisant stochastiquement le systéeme (3.38)

tel que

00 1/2
| 20 Hsg=5{ /0 zgotzmdt} < oo || w [l (3.49)

O

3.2.3.2 Commande Hs

Le résultat relatif & la commande Ho par retour statique de sortie du systeme (3.3) est donné par la
proposition 3.7. Cette derniere découle des propriétés des ellipsoides de matrices et s’appuie sur les

résultats du corollaire 3.3.

Proposition 3.7 Si il existe des matrices Pa;;, = Péijk >0, X € 89, Yy, € RI*" et Zy, = Zj, vérifiant

les contraintes suivantes

Xpp < YpZy 'Y, (3.50)
> pijitr (Bl PaijnEij) < 73 (3.51)
i7j7k
| Ok Pk Xe Yy
! J J ! !
ij Niij < =Ng;No; + N N 3.52
Lij | P 1ij 2;1N2; 3| Z, 3 (3.52)
VieZ,jeSetkeR, ou
1 o Cy 0
Ny = . Ny = [ Cor Dot } . Ny =
Lij |4 B 2j 21 Dayj 3 0 1 ]
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alors les {Xj, Y, Zy }-ellipsoides sont des ensembles de gains stabilisants tels que || ¢g [|2< 2. O
Preuve. La preuve de cette proposition suit les mémes lignes que la preuve de la proposition 2.5. W

Nous terminons ce paragraphe en donnant, comme pour les sections précédentes, des résultats relatifs

a la commande Hg par retour de sortie indépendant du mode du systeéme (3.38).

Corollaire 3.6 Si il existe des matrices Py; = P), > 0, X € S7, Y € R?*" et Z = Z' > 0 vérifiant les

contraintes

X < YZ7LY (3.53)
> pitr(B{PyE;) < 73 (3.54)
O; P
lli ° Ny; < —NI%NQZ‘ + N{% N3; (3.55)
Pa;
Vi € H, ou
Ny=| + 0 Noi= | Coni Doni |, MNai= Co 0
1l = Al B; ) 21 — 214 217 | > 3t — 0 I
alors le {X,Y,Z}-ellipsoide est un ensemble de gains stabilisants tels que || oagLs [[2< 72. O

3.2.3.3 Synthése multi-objectifs

Le probleme de synthese multi-objectifs tend a trouver des correcteurs stabilisant stochastiquement
le systéme en boucle fermée et assurant en méme temps des performances Hgo/Hoo. Le probleme de

synthese multi-criteres est formulé comme suit :

Soient Yo et Yo deux niveaur donnés de performances Hoo et Ho respectivement. Le probléme de
synthése multi-critéres consiste a trouver des gains de retour de sortie Ky stabilisant stochastique-

ment le systéme en boucle fermée et telles que
| 200 llea< Yoo | w |2

| et ll2< 72

Le résultat de synthese multi-objectifs est évident. Il suffit en effet de trouver des gains de retour de
sortie satisfaisant les différentes inégalités matricielles données par les propositions 3.6 et 3.7. Cela se

résume par le corollaire suivant.

Corollaire 3.7 Si il existe des matrices Pooiji, Poiji, Xi € S, Yi, € RI*" et Zyj, € S™ vérifiant les
contraintes (3.44)-(3.45) et (3.51)-(3.52), alors les {Xy, Yy, Zy, }-ellipsoides sont des ensembles de gains

stabilisants assurant les niveaux de performances requis. O
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Tous les problemes de synthese abordés dans ce travail (stabilisation exponentielle interne, stabilisation
stochastique, commande Ha/H) sous le formalisme ellipsoides de matrices, sont formulés comme
des problemes de faisabilité d’inégalités matricielles. En effet, ils sont tous équivalents a trouver des

solutions admissibles (Q;jx, Xk, Y, Zy) pour des contraintes pouvant s’écrire sous la forme générale
F(Qijir Xpo, Yo, Zg) <0 et X, < YiZ 'Y (3.56)

ou Q;ji représentent les matrices de Lyapunov Pk et F(-) est un opérateur matriciel linéaire. Les
contraintes F(Qyjk, Xp, Yy, Zy) < 0 sont convexes et il existe des outils numériques tres performants
pour la résolution de ce type de contraintes LMI. La difficulté principale provient des contraintes sous
formes d’inégalités matricielles non linéaires X < YkZ,jY’ , ce qui rend le probleme de synthese non

convexe.

3.2.3.4 Prise en compte de la non convexité du probléme

Les exemples numériques sont résolus en utilisant un algorithme itératif du premier ordre. Ce
dernier est basé sur une technique de complémentarité sur le cone (CCL) [GOA97|, permettant la
prise en compte des contraintes non convexes et cela en les incluant dans le critere d’un probleme
d’optimisation convexe. Avant d’établir un tel algorithme, nous introduisons dans un premier temps
un résultat permettant de transformer le probleme de faisabilité (3.56) en un probleme d’optimisation

non convexe équivalent.

Lemme 3.1 Le probleme (3.56) est faisable si et seulement si zéro est 'optimum globale du probléeme

d’optimisation suivant

min  tr(TS)
t.q.  F(Qijks Xpg, Yg, Zy) <0
A Xp Yy
X, <Xp S = >0 (3.57)
* Zk
Tie 75
Tp>1 = " >
LY

S = diag{S1,...,S,}, T =diag{7,...,7;}

Preuve. Avec les contraintes 7, > 0 et S > 0, nous avons T > 0 et S > 0 ce qui induit 'implication
suivante

tr(TS) =0=>TS=0=T;S, =0, VkecR (3.58)

Cela conduit apres quelques manipulations matricielles a la relation suivante

Rp = T3 TnY), = — T (T YaZp DY), = YiZi 'Yy,
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Les contraintes non linéaires sont ainsi satisfaites

Xp, < Xp = YViZ; 1Y,

L’implication inverse se déduit en choisissant Xk = YnglY;c et 7 tel que 7S, = 0, Vk € R. [ |

Comme dans [GOA97, PA05], le probleme d’optimisation (3.57) peut alors étre résolu en utilisant un
algorithme de gradient conditionnel du premier ordre aussi connu comme la méthode de direction
faisable de Franck et Wolfe. Les propriétés de cet algorithme ne sont pas rappelées ici. Notons
seulement que cet algorithme se base sur la relaxation du critére non linéaire tr(TS) en un critére
linéaire tr(TyS + TSy,). Le probleme d’optimisation LMI ainsi obtenu est exécuté itérativement ou T},
et Sy sont les solutions du probleme d’optimisation a litération précédente. La séquence tr(TjSy,)
est alors décroissante. Cependant, il n’existe aucune garantie de convergence de l'algorithme vers un

optimum globale.

Remarque 3.6 [PAO05] Le critere d’arrét habituellement utilisé dans les algorithmes d’optimisation
de type gradient est soit lié & une vitesse de convergence faible (slow progress) de I'objectif d’opti-
misation ou & la satisfaction du critere tr(TS) = 0. Dans le premier cas, I’algorithme échoue du fait
d’un comportement plat ou d’une convergence vers un optimum local non satisfaisant. Le second cas
correspond a la convergence de ’algorithme vers 'optimum globale. Cependant, et dus aux contraintes
T > 0et S > 0, lalgorithme sera en réalité stoppé dans le cas ou tr(TS) = € ol € est un niveau de
précision fixé. La contrainte non linéaire peut dans ce cas, ne pas étre satisfaite, ce qui représente une
faiblesse significative de l'algorithme.

Néanmoins, sachant que les contraintes faisant apparaitre les variables Xk ne sont pas 'objectif du
probléme originel (3.56), dans les exemples numériques présentés ci-dessous nous adoptons les criteres

d’arréts suivants

o sitr(T,_1Sp—1 — TrSy < €), alors STOP, algorithme a échoué.
e si X, < YkZ,zlY;, Vk € R, STOP, les ellipsoides de matrices ont été trouvées.

L’algorithme de type complémentarité sur le cone est donné comme suit

Algorithme CCL :

i) Trouver une solution faisable Xyg, Yio, Zko, Xko, Qijko, To, So. Si il n’existe pas de solution, STOP,
I’algorithme a échoué. h = 0;

ii) Vi = Sp, Wy, = Ty, et trouver Xgni1), Yrar1)s Zrhr1)s Xeha1)s Qigh(ha1)s Thtts Shtts Thia
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solutions du probleme LMI
min  tr(V,T + W,,S)
t.q. f(Qijlm Xk, Yi, Zk) <0
. X, Y
X <Xpp S = > (3.59)
* Zk
T 75
Tu>1 Ti=| = >
*x Ty

iii) si tr(Tp—1Sp—1 — TSy, < €), alors STOP, I'algorithme a échoué.

iv) si X < YkZ,fY%, Vk € R, STOP, les ellipsoides de matrices ont été trouvées. Sinon, h = h+1 et
retourner a ’étape ii).

3.2.3.5 Exemples numériques

a) Commande tolérante aux défauts

La stratégie de commande multi-objectifs par retour de sortie statique développée dans cette partie
est illustrée en utilisant un exemple aéronautique. Soit le systéme nominal défini par la représentation

d’état suivante :

[ 0.0565  29.072 —175.610 9.6783 1.6022 | [ _0.1339  0.1339  2.0092 |
00601 —0.7979 —0.2996 0 0 2.3491  —2.3491  0.7703
A=19218x1073 —0.0179 —0.1339 0 0 B=| 00444 —0.0444 —1.3575
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
S
0 0 01000
E=|0 0 |, W, =01xI, Cy= 00001],0001= 00100],
0 0 00000
[0 01 |
00 0 00010 00 0
Dei=10 0 0|,Co1=]100001|,D1=1]0200
00 1 00000 10 0

Ce modele est adapté de [MJHO4]. Il représente les dynamiques directionelles-latérales d’un "McDonnell
F-4C Phantom’ volant a Mach 0.6 et a une altitude de 35000 pieds. Les variables d’état z;, i = 1,...,5

représentent

x1 : la vitesse latérale (pieds par seconde);
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x9 : vitesse de roulis (radian par seconde) ;
x3 : vitesse de lacet (radian par seconde);
x4 : angle de roulis (radian);

x5 : angle de lacet (radian).
Les entrées de commande w1, us et us correspondent respectivement a ’aileron gauche, I'aileron droit
et au déplacement du gouvernail de direction.
Pour des fins d’illustration, nous considérons deux modes défectueux :

o Mode 2 : Une perte de puissance de 50% sur laileron gauche;
o Mode 3 : Perte totale de ’aileron droit.

Il s’en suit que S = {1,2,3}, ou le mode 1 représente le cas nominale (sans défauts). Le processus
défaut est supposé Markovien. Le processus FDI est aussi Markovien avec R = {1, 2, 3}.

Les taux de transition du processus défaut actionneur sont donnés par :

—0.002 0.0010 0.0010
[mi;] = | 0.0010 —0.002 0.0010
0.0010 0.0010 —0.002

Les taux de transition du processus FDI sont donnés comme suit

—0.02 0.01 0.01 ~1.01 1.00 0.01
Ajl=1] 100 —101 001 [,[A;]=| 001 -—002 001 [,
1.00  0.01 -1.01 0.01 1.00 -1.01

—1.01 0.01 1.00
A%]=1| 001 -101 1.00
0.01 001 —0.02

Pour le systeme décrit ci-dessus, plusieurs essais ont été réalisés en utilisant ’algorithme CCL. Ces
différents essais correspondent a différentes spécifications sur les niveaux de performances Heo (Yoo)

et Ha (72). Le tableau 3.1 décrit quelques uns de ces tests ou

o iter : nombre d’itérations de l'algorithme;
o time : temps de calcul (LMIs résolues avec la LMI toolbox, MATLAB 6.5.1);
o Tr(TS) : valeur du critere d’optimisation Tr(T,Sy) a l'itération ou ’algorithme s’est arrété;

o Ko, k € R : correcteurs obtenus comme centres des ellipsoides de matrices.

La méthode de synthese ainsi mise en oeuvre nous permet d’avoir des ensembles de gains décrits
par des ellipsoides. Tous les éléments de ces ellipsoides garantissent les mémes propriétés. Cela est

illustré par la figure (3.9) ou les ellipsoides externes correspondent au test 1 et les ellipsoides internes
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Fia. 3.9 — Ellipsoides de gains de retour de sortie

correspondent au test 3. Ces ellipsoides peuvent étre utilisées par exemple, pour I’évaluation de la

résilience du systeme en boucle fermée (voir chapitre 2).

b) Commande indépendante du mode du MJLS

Nous avons appliqué la stratégie de commande Hy/Hoo par retour de sortie statique & un modele

d’hélicoptere VTOL adapté de [dFGAVCO00]. La dynamique du systéme considéré peut s’écrire comme

suit :

yr = Coxy

zor = Cormy + Doyu(ye, t)

Zoot = Coo1@t + Doc1u(ys, t)

dry = A(¢t)$tdt + B(gbt)u(yt, t)dt + FBwidt + Wxidoo,

ou ¢, indique la vitesse du vent. Les différentes matrices d’état du systeme sont données par :

—0.0366 0.0271 0.0188 —0.4555 0.4422  0.1761 1 0
0.0482  —1.01 0.0024 —4.0208 bot(¢y) —7.5922 0 0
Agr) = » Bl¢n) = =
0.1002  as(eéy) —0.707  aza(ér) 552 4.49 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0.3
test 'ng ~/§ iter time(s) Tr(TS) ]C/IU )CIQO IC/BO
1 20 20 3 53.1270 978.9951 —1.1923 1.0420 0.5950 —0.9980 1.5119  0.5902 —1.9197 —0.1601  0.6304
2 10 10 3 53.2570 1.0339e+003 —1.1918 1.0498 0.6004 —0.9890 1.5242  0.5948 —1.9242 —0.1638  0.6306
3 5 5 3 54.6480 1.2628e+003 —1.1936 1.0668 0.6126 —0.9812 1.5498  0.6049 —1.9408 —0.1704  0.6338
4 1 1 7 191.5250 7.9193e+-006 échec échec échec

TAB. 3.1 — Tests




114 Chapitre 3 : Commande multi-objectifs

01 0 0 O
0.1

0 0 01 O

0 0 0 01

0 0 1 0 0 0 01 0 O 0 0
Coo1 = y Doc1 = , Co = , Doy = -
0O 0 0 O 0 1 0O 0 0 O 1 0

Le comportement du processus ¢; est modélisé par une chaine de Markov a trois états correspondants

Wy = 702:[0001}7

a des vitesses de vent de 135 (valeur nominale), 60 et 170 Knots. Les valeurs des différents parametres

aso, a4, et bgs sont données par le tableau 3.2.

Airspeed (Knots) asz9 asa bo1
135 0.3681 | 1.4200 | 3.5446
60 0.0664 | 0.1198 | 0.9775
170 0.5047 | 2.5460 | 5.1120

TAB. 3.2 — Parametres

La matrice de transition est donnée par :

—0.0907 0.0671  0.0236
E= 0.0671 —0.0671 0
0.0236 0 —0.0236

Comme pour I'exemple précédent, plusieurs essais ont été réalisés en utilisant I’algorithme CCL. Ces
différents essais correspondent & différentes spécifications sur les niveaux de performances Hoo (Yoo)
et Ha (72). Le tableau 3.3 décrit quelques uns de ces tests ou Ky est le gain de retour de sortie obtenu

comme centre de ’ellipsoide de matrices.

test | v2 5 | iter time(s) Tr(TS) K
1 10 10 3 3.2150 41.1558 0.7073 —0.5424
2 ) ) 3 3.3350 41.7471 0.6984 —0.5379
3 1 1 3 3.1940 105.8766 0.5201 —0.4358
4 105 0.5 9 12.8080 9.3888e+003 échec

TAB. 3.3 — Tests

L’évolution des trajectoires d’états du systeme en boucle fermée résultant du correcteur obtenu est
illustrée par la figure 3.10. Ces trajectoires correspondant au test 3 et a la réalisation du processus

Markovien ¢; donnée par la figure 3.11. La figure 3.12 représente I’évolution des sorties commandées
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Zoot- Nous pouvons voir a travers ces différentes figures que I'objectif d’atténuation des perturbations

est atteint et que le systéme en boucle fermée est stochastiquement stable.
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Fia. 3.10 — Evolution des variables d’états : une seule réalisation du processus aléatoire
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Fia. 3.11 — Evolution du processus ¢

3.3 Retour dynamique de sortie

Dans ce qui suit, des résultats portant sur la commande Ha/Hoo par retour dynamique de sortie des
systemes tolérants aux défauts a sauts Markoviens sont développés. Les premiers résultats exposés se
basent sur une formulation LMI du probleme de commande. Cette formulation se révele étre inadaptée
en pratique. En effet, les correcteurs résultant de cette approche dépendent des processus défauts et

sont donc irréalisables. Une premiere alternative est alors de reformuler le probleme de commande par
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Fi1c. 3.12 — Evolution des sorties zoo : une seule réalisation du processus aléatoire

retour dynamique de sortie en un probleme de commande par retour statique de sortie et d’appliquer
ainsi les différents résultats obtenus dans les sections précédentes.

Apres la mise en évidence des limites de I’approche LMI, une formulation BMI du probleme de com-
mande multi-objectifs sera introduite. Un algorithme de type descente conjuguée du gradient sera
proposé pour la résolution numérique de ces conditions et sera validé sur des exemples de simulation.
Nous conclurons cette partie par une formulation NLMI de la problématique abordée. Nous montre-
rons a travers un exemple numérique les contraintes générées lors de la résolution numérique de ces

conditions. Une premiere solution (relaxation) sera alors proposée et commentée.

3.3.1 Formulation LMI

Dans un premier temps, et en se basant sur la méme méthodologie que celle utilisée pour la dérivation
des résultats de stabilisation stochastique interne, nous allons introduire dans ce qui suit une
caractérisation LMI de correcteurs par retour de sortie dynamique stabilisant stochastiquement le

systeme tolérant aux défauts et assurant des performances Ha/Hoo.

Par soucis de clarté, et afin de faciliter la lecture de ce paragraphe, nous rappelons brievement ci
dessous le modele dynamique de la classe de systemes hybrides considérée. Ce dernier est décrit par

les EDS suivantes :
iy = A(&e)we + B )ulye, Yo, t) + E(&, me)wr
¢ yr = Coxy + Do, mi)wi (3.60)
2y = Crog + Dy(ne)u(ye, P, t)

Le correcteur dynamique d’ordre plein est donné comme suit

o0 U = Ac(Ve)ve + Be(Vr)ys (3.61)
ug = Ce(Vr)vy
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ou Ac(vt), Be(¢r) et Ce(1hy) sont des matrices de dimensions appropriées.

La représentation d’état du systeme en boucle fermée est alors donnée par

Xt = A(&ta Nty ¢t)Xt + E(§t7 T, wt)wt
@ei = G = Co(i)xe + Da(&,me)wy (3.62)
2t = 0_1(77757 wt)Xt

ou :

xt = [0, v G = [y wel's Ao, mes b)) =

A&)  Bn)Celtr) ] .
B.(¢)Ca Ac(r) ’

- E(&,m) 5 Cs 0 - Do (&,me)
E(&,n,Y) = ; Co(Yy) = i Do(&,me) = ;
(&) Bcwt)Dz(@,m)] =1 ccwa] () [ 0 ]
Cilne ) = [ €1 Di(m)Celwe) |- (3.63)

3.3.1.1 Commande H

Soit le systeme (3.60) avec

2t = Zoot = Coo1®t + Doo1 () u(ys, 11, t)

ou l'indice o0’ est relatif a des performances Hqo.
Dans ce paragraphe, nous abordons la problématique de caractérisation LMI de correcteurs dyna-
miques stabilisant stochastiquement le systeme en boucle fermée, et garantissant un niveau de réjection

de perturbations ., > 0, i.e. assurant la relation suivante pour tout w € L]0, 00) :

2

0o 1/2
1
| 200 lle,= €& {/0 z'ootzootdt} < Yoo [H w ||§ +a(X0,£O,n0,1/JO)] / (3.64)

Oll Yo représente le niveau d’atténuation des perturbations et a(xo,&o,70,%0) est une constante

dépendant des conditions initiales (xo, &0, 70, %0)-

Avant de procéder, nous allons d’abord introduire quelques résultats préliminaires nécessaires a la

dérivation de nos principaux résultats.

Proposition 3.8 Si il existe des matrices symétriques définies positives P, i1 € Z, j € Set k € R

telles que

AjjuPiji + Pijeliji + CloyjnCootjk + Vor PijiEiji Ein Piji + Zﬂihphjk + ZlePilk

heZ les

hoti 14
+ Z)\Z}Pijy <0 (3.65)

vER

v#£k
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VieZ,jeSetkeR

alors le systeme (3.62) est stochastiquement stable et vérifie

1/2
| 2o lea< [V 1| w 113 4G P (€0 m0: ¥0)x0] - (3.66)
O
Preuve La preuve de cette proposition est similaire a celle de la proposition 3.2. ]

En se basant sur la proposition 3.8, le résultat suivant peut alors étre énoncé

Proposition 3.9 La contrainte Ho, (3.65) est équivalente a (3.67)-(3.69)

bijk (Coo1Vijk + Doo1; Fijr) Rije(Vijk)

* —I 0 <0 (3.67)
* * Sijk(Vijk)
0. X Eii 4+ Lo Do
ijk ( gkt ijk 22]) <0 (368)
* —2 1
Jik >0 (3.69)
* Xijk
ol
bijk = Aijrdijr + Vijr Ay, + FijpBj + BiFie + “YO_OQEUEZ{]'
éijk = /Nl;jk/fijk + Xijkzzlijk + Céﬁ;]k + ﬁijkCQ
+CL1Coor + 20 TinXnji + 2o viXak + > A Xijo
heZ les vER
hti 1] vk
Les correcteurs (p.) correspondants sont donnés par
Beiji = (yi;;i — Xiji) " Liji (3.70)
-1
Ceijie = Fijidiju, (3.71)
Acijie = (Xije — yg;)’l Al + XigeAijnYije + Xige B Fij + LijnCaliji + Zﬂ'ihy{jlk.
et
+Zyj,y;k1 + ZA}jvy;ﬁ Vijk + Cho1(Coo1Vijk + Dootj Fijr) + Yoo (Xijk Eij 4 LijiDaij) yz;i
les vER
lij vik
+ 0.51 Zﬂ'ih + leﬂ =+ Z)\ZJU (3.72)
heZ les vER
h#i 1] vk
O
Preuve La preuve de cette proposition est similaire a celle de la proposition 2.7. ]
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3.3.1.2 Commande Hs

La formulation LMI du probléme de commande Hs par retour dynamique de sortie du systeme (3.60)
est résumée par la proposition suivante.
Proposition 3.10 Le probléme de commande Hs par retour dynamique de sortie du systeme (3.60)

est résolu par le probleme d’optimisation convexe suivant

.
min Zi,j,k ,uijktr(Zijk)
t. q.
Vijp 1 E;;
* e XijrEij + LijeDaij | >0
* * Zijk
Aijedije + Vi A, + FipBj + BiFijie VijkCs1 + Fin Doy Riji(Vigr)
* —I 0 <0
i * * Sijk(Vijk)
Al Xige + XijeAije + C3L5 + LijeCa + CyCon + 37 Tin&nj + o vin Xk + 20 A, Xijo <0
hezZ les vER
L heti I£j vtk
(3.73)
La paramétrisation LMI des correcteurs correspondants est donnée par (3.70), (3.71) et
Acie = (Xijk — y;,i)il Al + Xigr A Yige + X B Fijie + LijiC2Vijr + Zﬂ-ihy}:jlk
B
> vV + > AAVie | Yisk + Co1(CorVijk + Door; Figr) | Vi
les veER
1] vtk
FO5I[ Y Y v+ > A (3.74)
heZ les vER
h#i I#5 v#£k
O

Remarque 3.7 Les résultats exposés ci-dessus induisent les mémes conclusions que celles obtenues
pour la problématique de stabilisation exponentielle stochastique (Remarque 2.9). En effet, la
formulation LMI du probleme de commande conduit a des correcteurs dynamiques dépendant des
processus Markoviens 7, & et 1. Cela rend ces correcteurs irréalisables en pratique. Néanmoins,
et en adoptant la méme méthodologie que dans [MJZ03], ces résultats peuvent étre exploités pour
I’étude des effets des imperfections du module de FDI sur la stabilité et le niveau de performance

Ha/Hs du systéme tolérant aux défauts.

En s’appuyant sur le corollaire 2.8 le probleme de synthese de correcteurs dynamiques peut étre
transformé de fagon équivalente en un probleme de synthese de correcteurs statiques. Les résultats

donnés par les propositions 3.4 et 3.5 peuvent alors étre appliqués.
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3.3.2 Formulation BMI

Le systeme en boucle fermée résultant du couplage de (3.1) et de (3.61) s’écrit comme suit

dx: = A(fta Mt %)Xtdt + E(ﬁt, Mty wt)wtdt + Z};l Wl(ft, ﬁt)Xtdwlt
Gt = Co(Yy)xt + Do (&, me)wy

Zoot = Cool(ntv wt)Xt

Oel (3.75)

(22t = Co1 (11, Ye) Xt

Wl(gtvnt) 0
0 0|

ot les différentes matrices sont données par (3.63) et W, (&, n;) = [

3.3.2.1 Commande H,

Avant de présenter le résultat principal de ce paragraphe, nous introduisons le résultat préliminaire
donné par la proposition 3.11.
Proposition 3.11 Si il existe des matrices symétriques définies positives Pooiji, 1 € Z,j € Set k € R

telles que

v
5 _ ., - _ _ - L
Ak Pooijk + PocijiNijk + Z Wiii Pocijit Wiij + Clor jiCootjk + VOOQPooijkEijkE{'jkpooijk

=1

+ Zﬂihpoohjk + ZlePooilk + ZAZJP@UU <0 (3.76)
hez les veR
hi 14 vtk

VieZ,jeSetkeR.

alors le systeme (3.75) est stochastiquement stable et vérifie

0o 1/2
| 2 r|52=5{ /0 zgotzootdt} < o0 [l [l (3.77)

g

La formulation BMI du probleme de commande Ho, par retour dynamique de sortie des systémes
tolérants aux défauts a sauts Markoviens est basée sur le lemme C.5 et la paramétrisation suivante
des matrices de Lyapunov Pujp

Pocijk = M%/\/’_l kMk: >0 (3.78)

e 1%
olt Nooiji sont des matrices symétriques définies positives et My, sont des matrices non singulieres.
La proposition suivante représente le résultat principal de cette section. Cette derniere se base sur la

proposition 3.11 avec Py;jx donnée par 3.78 et une paramétrisation adéquate des matrices My, et des

matrices du correcteur dynamique.
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Proposition 3.12 Si il existe des matrices Ry, Sy, Dy, X, Yy, Zj, et des matrices symétriques Nog;ji,
1€ 7,5 €85 et ke R telles que

[ Q. +Q * * * x|
Aijr — Nooiji 0ijkNooije  * * *
0 Bl 21 % * <0 (3.79)
Cijk 0 0 —1I *
Eijk 0 0 0 _Fijk i
ou
R 0
Q= g (3.80)
Sk + Dy Dy
Ry A; + Ry B,Z R.B;Z
Aijk:: k<41 kD gLk kD gLk (381)
SrA; + Y,.Co + X + SkBjZk X + SkBjZk
Eijk = i (3.82)
SkEZ'j + YkDQij
Cijr = [ Coot + Doc1Zy, Do Zy, } (3.83)
Dijr = diag { Tiijn, T2ijk> Wik Vdijk ) (3.84)
.
Tijk = [Nootjks - - - Noo(i—1)j% Noo(i+1)jk - - - Noozjik]
—iZijk = [ ooilks - - ooz(] k> Nooi(j+1)ka . Noozsk}
_I3ijk = [ ocoijly - - ooz](k 1)» Nooij(/c—i—l)v e NOOZ]T}
Taijk = [Nooijks - - - s Nooijik]
Eijk = [F 1ijks F2ij F ks Faijn)
Flijk‘ = |4 /WiIQ;@ e \/7Ti i—l)Q;g? \/ﬂ-i i+1)Q;g7 e \/WiZQ;C:|
F2ijk: = -1/Vj19;€,...,\/y i(—1 Qk’\/ (]+1 .. 1/IJJSQ :| (385)
Fsijk = DY /A //\;g(kfl)Q;c, \ /)\;C"(kH)Q;g, . )\;]TQ%]
F4ijk = q>/11]k’ o @;z]k}
R.W;: 0O
Qi = Y
i SkWhj 0
Sijk =— | Domin+ >vi+ ZA
heZ les
h#i l#7 v;ék:
et -I4ijk, F 4ij comportent v éléments. Alors, le systeme (3.75) est stochastiquement stable et vérifie
(3.77).

Les matrices de fonctions de transferts des controleurs dynamiques correspondants sont données comme
suit
_ —1
Hy(s) =Zy (sL - D, 'Xy)  D.'Yy, Vke€R. (3.86)
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g

Preuve Nous allons montrer que si les inégalités (3.79) sont vérifiées, alors les correcteurs (3.86)
assurent que les conditions (3.76) de la proposition 3.11 sont satisfaites pour une paramétrisation des
matrices de Lyapunov Pu;jr, > 0 donnée par (3.78).

Notons que pour des matrices Puoijr > 0 données par (3.78), les inégalités (3.76) peuvent se réécrire

comme suit

105 Yiji i < O (3.87)
ou
I 0O 0O
NeiwMr 0 0 0
1Lk = 0 I 0O (3.88)
0 oI o
0 0 0 I
0 * 0 Clotji Rocijh
MiAije OijpNooij MiEyr 0 0
Tijk‘ = * * —’ygo]l 0 0 (389)
* * * —I 0
* * * * ~Socijk
)
Rocijk = [Rootijks Roc2ijk Roosijks Roodijk)
Rootijk = _\/Wile, o VT ) M /T ) M -+ \/@Mq
ROOZijk = |V leM;c’ T \/Vj(jfl)/\/“c? \/Vj(jJrl)M;cv S \/VJTM%}
Rocigh = | VAT Mps oo AT ME N M A Mz}
:7/ —
Rocsijk = _Wuj (R ,Wm-j/\/l;} (3.90)

Sociji = diag [Sootijks Soo2ijks Seosijk Soodijk]

Noo(i=1)j Noo(i+1)jks - - - Noozjn]
Soo2ijk = [Nositks - - - Nowi(i—1)ks Nooi(j+1)k» - - - Nocisk]
Socsijie = [Nooijt - - Nooijir]

Soo4ijk = [Nooijka o

Soolijk = [Nooljk‘a .

- Nooij =1y Nocij(k+1) -
7Nooijk]

Sootiji comporte v éléments.
Définissons des matrices non singulieres Uy, et Vi de dimension n x n telles que UV, = Dy et soit la

matrice My, paramétrisée comme suit

-1
-1 -1
Rk Rk Vllc

M, =
¥ U ISERY UYL - U TSER MY

(3.91)
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Définissons aussi la matrice 7 telle que :

R/ S/
T,=| k& °F (3.92)
0 U
Notons que
I O
M T =1 = (3.93)
Vi Vi

et My, et T sont non singulieres. En effet, & partir de (3.79) il s’en suit que € + ) < 0, ce qui
implique que les matrices Ry et DD, sont non singulieres. Alors, et en considérant la définition des
matrices Uy et Vg, les matrices 7 et M;T’Z} sont non singulieres. Cela implique que les matrices
M,;T sont aussi non singulieres.

Introduisons maintenant les matrices
Fr, = diag {Ip, I, LI, Jp. } (3.94)

Te = {Joe o T (3.95)

ott Jj, contient ((z — 1) + (s — 1) + (r — 1) + v) matrices Ji.
En appliquant la transformation de congruence I (-)F; a la matrice T;j;, I'inégalité (3.87) peut se

réécrire d’une fagon équivalente comme suit

KFijFer < 0, k = F s, s #0 (3.96)
en considérant
{HJ N F;lﬂijkg, S # 0} ={k:H;j1Frr =0,k # 0} (3.97)
ou
Hyr = | My ~Noie 0 0 0 (3.98)

I'inégalité (3.96) est équivalente a
ﬁ’FﬁcTiijk/i <0, V6 #0: HjjFpn =0 (3.99)

En s’appuyant sur le lemme C.5, (3.99) est vérifiée si et seulement si les inégalités suivantes sont

faisables par rapport aux variables matricilles Eijk de dimensions appropriées
= —

Sans perte de généralité, réécrivons les matrices Eijk comme étant Eijk = [F}L;j, alors (3.100) est
équivalente a

Fy, (Yijr + LijeHi + Hij L) Fr < 0 (3.101)
En définissant

Lge=|1 00 0 0] (3.102)

les inégalités (3.101) se réécrivent de la facon suivante

F}, Y1 Fx < 0 (3.103)
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ou
[ My, + M, * * * * ]
MkAijk - Néowk, 5z‘jkNooijk * * *
Tk = 0 Ej M), =21 % * (3.104)
Cootjk 0 o I *
| goijk 0 0 0 _Sooijk ]

Considérons la réalisation, dans l'espace d’état, des correcteurs dynamiques (3.61) donnée par les

relations suivantes

Ak = VD "X VY, By = VD 'Yy, Cox = 24V (3.105)

et soit la matrice Nyy;j; définie comme suit
Nooijk = M ' Nooijie My T T, (3.106)

En effectuant les manipulations matricielles adéquates, il peut étre aisément montré que

TihijeM T = Aijr, T Eiji = Eiji,  CootjeMy " T, = Cyjy, (3.107)
TIM T = Q, T Rocijiede = Sl (3.108)
TeSooijndk = Diji (3.109)

En prenant en compte les relations (3.94), (3.95) et (3.106)-(3.109), on peut aisément vérifier
que la relation (3.103) est équivalente & la relation (3.79). L’inégalité (3.76) est donc vérifiée

avec Pooijk = ./\/lj,g./\/';nljk/\/l;€ Finalement, Les matrices de fonctions de transferts des controleurs
dynamiques (3.86) sont obtenues a partir de la relation (3.105). [ |

Remarque 3.8 D’un point de vue pratique, les controleurs stabilisant le systéme en boucle fermée
et assurant un niveau de réjection de perturbations optimal sont d’un tres grand intérét. De tels

controleurs peuvent étre obtenus en résolvant le probleme d’optimisation suivant :

min T
70, Nooiju =Nl >0, Ri, S, Dy, X, Vi, Z,
t.q.
[ Q + * * ok x|
O Ajik — Noiji 0ijkNocij * % *
0 ;‘jk . * <0
Cijk 0 0 -I

Ou les contraintes LMI sont obtenues & partir des inégalités matricielles (3.79), en remplacant v2,

par 7. Cela conduit au corollaire suivant :
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Corollaire 3.8 Soient 7 > 0, Ny = N/

001%]

e > 0, Ry, Sg, Dy, X, Yy, Zg les solutions du probleme
d’optimisation Ou. Alors, la loi de commande (3.61) stabilise stochastiquement le systeme (3.1) et

assure un niveau de réjection de perturbations inférieur & /7. O

Remarque 3.9 Les résultats ci-dessus peuvent étre aisément étendus a une classe plus générale de

contraintes quadratiques, a savoir les contraintes SIQC. Cela est illustré par les résultats suivants

Corollaire 3.9 Si il existe des matrices P;j, = P{jk >0,i€Z,j€S et ke R telles que

Oijk PijkEijk +€,1ij 6/1jkA

X 4 0 | <0 (3.110)
* * -3
ou
U=Ax"tA
Oijk = Ny Piji + Pijelisi + 32y Wi PijgWii + X minPrje + S viPak + 3 Ag, Pijo
hez I€S vER
h#i I#] vtk
alors
Jsrgc <0
ou Jsrgc est donné par 3.19. O

Corollaire 3.10 Si il existe des matrices Ry, Sy, Dy, Xj, Yy, Zj; et des matrices symétriques Nz,
1€ Z,5€ 8 et ke R telles que

[ Q + Q) * * % ]
Aije — Nijie 03N, - % *
Cijk Bl V * <0 (3.111)
Cij 0 0 -Y x
= 0 0 0 -Iy

Ciji = Q'Cyj
Cijk = A'Cijp
Alors, les contraintes quadratiques Jsrgc sont vérifiées.
Les matrices de fonctions de transferts des controleurs dynamiques correspondants sont données comme
suit
Hi(s) = Z, (sT — D 'X) T DYy, Vk € R. (3.112)

O

Remarque 3.10 Le cas particulier de commande H,, par retour de sortie indépendant du mode

des MJLS peut aussi étre traité en utilisant la méme méthodologie. En se basant sur les mémes
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arguments que ceux utilisés pour prouver la proposition 3.12, les résultats suivants peuvent étre énoncés

Corollaire 3.11 Si il existe des matrices R, S, D, X, Y, Z et des matrices symétriques Ny, i € Z

telles que

ou

Q+Q * * *
A —Nooi 0iNooi  *  x

0 E, —421 «
C; 0 0 —I
= 0 0 0
[ rR o0
| S+D D
RA; + RB;Z

7

RE;

E, =
SE; + YDsy;

C; = { Cooti + Dc1i: Doo1i Z }

I; = diag {1, Toi}

T = [N1,. .. No1y, Ny, - - - Na
Toi = NG, ..., N
=i = [Fui, F2l

RB;Z

Fui=[Vo®ul,..., Vi), /Pi(it1)

Foi = [Cblliv"wq)i;i]

RW; O
Q) =
SW; 0
5@ = - Z (I)zl
leH
\ 11

L9

<0

) (I)’ihQ/]

(3.113)

(3.114)

(3.115)

(3.116)

(3.117)

(3.118)

(3.119)

et Taijk, F 2ijk comportent v éléments. Alors, le MJLS est stochastiquement stable et vérifie (3.77).

La matrice de fonctions de transferts du controleur dynamique correspondant est donnée comme suit

1

H(s)=Z(sI-D'X)" DY,

(3.120)

¢
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Corollaire 3.12 Si il existe des matrices R, S, D, X, Y, Z et des matrices symétriques N;, ¢ € Z, telles

que _ _
Q4+ *x ok * *
Ai — Ni 52N1 * * *
C; E, V « * <0 (3.121)
C; 0 0 - «x
= 0 0O 0 -TIy
ou
Ci=QC;
C; = A'Cy

Alors, les contraintes quadratiques Jsrgc sont vérifiées.

La matrice de fonctions de transferts du controleur dynamique correspondant est donnée comme suit
H(s) = Z (s -D'X) "' Dy. (3.122)
O

3.3.2.2 Commande Hs

La Formulation BMI du probléme de commande Hsy par retour dynamique de sortie du systeme (3.1)
est donnée par la proposition 3.13.
Proposition 3.13 Le probleme de commande Hy par retour de sortie dynamique est résolu par le

probleme d’optimisation suivant

7

min o it (2
Zijk, Nojjr, Ry, Sk, D, Xi, Yi, Zg Zw’k Hijk ( ”k)
s.t:
ZA .k *
Y >0
Oy: 4 L Eijk Naijk i (3.123)
U+ Q) * * *
Ajjr — Nojjr 0;xNoiji 0 0 “0
Cij * —I 0
L] Eijk * *x =Dy |

VieZ,jeSetkeR.
Les matrices de fonctions de transferts des controleurs dynamiques correspondant sont données comme
suit

Hi(s) = Zy, (s1— D 'Xy) " D 'Yy, Vk € R. (3.124)

O

Preuve La preuve de cette proposition s’appuie sur les mémes lignes que celles de la proposition 3.12.1
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Nous concluons cette section en donnant un résultat de commande Hs par retour dynamique de sortie

indépendant du mode pour la classe des systemes MJLS.

Corollaire 3.13 Le probleme de commande Ho par retour de sortie dynamique pour le MJLS est
résolu par le probleme d’optimisation suivant

,

Zi, Na;, Rr,nSl,n]D), X, Y, Z Zl Hitr(zi)
t.q.

Z; ~*

>0
Oy: ¢ L E;i Ny .
A; — Ny 4Ny 0
<0
Cij * I o

\ L EZ * * _Fz |

Vi e Z.

La matrice de fonctions de transferts du contréleur dynamique correspondant est donnée comme suit
H(s) = Z (s -D'X) ' D'y (3.126)

g

3.3.2.3 Synthése multi-objectifs

Le probleme de syntheése multi-objectifs tend a trouver des correcteurs stabilisant stochastiquement
le systeme en boucle fermée et assurant en méme temps des performances Ha/Hoo. Le probléeme de

synthese multi-criteres est formulé comme suit :

Soient ag et ao deux scalaires positifs donnés. Le probleme de syntheése multi-critéres consiste a
trouver des correcteurs dynamiques stabilisant le systéme en boucle fermée et solutions du probléeme

d’optimisation suivant

min « + «
’72»'7007Ack73ck’cck 2’)/2 OO’YOO
t.q. (3.127)
| 2o lles< Yoo [l w ll2, || 1 [l2< 72

La solution de ce probleme de commande revient donc a trouver des correcteurs dynamiques satisfai-

sant les différentes inégalités matricielles données dans les propositions 3.12 et 3.13.

3.3.2.4 Aspects numériques

Les différentes inégalités matricielles données par les propositions 3.12 et 3.13 ne sont pas linéaires en
les variables de décision, il est donc difficile de les vérifier directement. Cependant, la paramétrisation

donnée par ces conditions offre plusieurs avantages :



3.3 Retour dynamique de sortie 129

e La caractérisation donnée par les propositions 3.12 et 3.13 permettent une paramétrisation explicite
des différentes matrices des correcteurs dynamiques (problem in closed form [GBdO99]);

e Le probleme de commande Ho/Hoo avec des matrices de sorties des correcteurs fixées (semblable
au probléme de commande énoncé dans [TTH96]), est un probleme sous forme LMI;

e Pour Zj; fixés, les conditions (3.79) et (3.123) sont sous forme LMI en les variables
Zijk, Nooijk, Nojjk, R, Sk, Dy, Xg, Yi;

e Pour Ry et S fixés, les conditions (3.79) et (3.123) sont sous forme LMI en les variables
Zijk, Neoijks Nojji, Dy, Xg, Yg, Zg.

Cela suggere une méthode de type décente coordonnée (DC). Cependant, comme il a été mentionné
dans le chapitre 2, il est important de noter qu’il existe plusieurs algorithmes plus ou moins
sophistiqués pour la résolution de problemes BMI, et que le choix d’un algorithme de type décente
coordonnée n’est ici justifié que par sa simplicité et pour des raisons d’illustrations, et non par rapport
a ses performances.

Pour l'initialisation de cet algorithme, nous nous basons sur la méme méthodologie que celle utilisée

dans [KSVS04]. Un tel algorithme est donné comme suit :

Algorithme DC

i) Initialisation : ¢ = 0. Trouver des gains de retour d’états Zj, solutions du probleme d’optimisation

suivant

min Q27Y2q T Qoo Vooq

"/2qfYooqyqu
6. (3.128)
| 2o lea< Yoo lw ll2, || et ll2< 72

ii) Fixer les matrices Zy, et trouver une solution du probleme d’optimisation convexe (3.127) en
termes des variables Zijrgs Noijkgs Nooijkg, Rigr Skqs Drgs Xigs Yig. Fixer la valeur du critere

d’optimisation vy = @2y2¢ + AocVoog-

iii) Fixer les matrices Ry, et S, et trouver une solution du probleme d’optimisation convexe (3.127)
en termes des variables Zjjrg, Nojjrg, Nocijkgs Drgy Xkg, Yig, Zig. Fixer la valeur du critere

d’optimisation wy = ®2¥24 + AooVoog-
iv) Si vy —wy <€, €>0, STOP. Sinon, ¢ < ¢+ 1 et retourner a I'étape ii).
Comme dans toute méthode de type décente coordonnée, ’algorithme ci dessus génére une séquence

décroissante des valeurs de la fonction objectif. La convergence de 'algorithme est donc garantie.

Cependant, il n’y a aucune garantie de convergence vers 'optimum global.
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3.3.2.5 Exemple du VTOL

La stratégie de commande multi-objectifs par retour dynamique de sortie développée dans cette partie
est illustrée en utilisant un modele d’helicoptere VTOL [dFGAVCO00]. Soit le systéme nominal défini

par la représentation d’état suivante :

—0.0366 0.0271 0.0188 —0.4555 0.4422  0.1761
| 0.0482 —1.01 0.0024 —4.0208 | 35446 —7.5922 B
| 0.1002 0.3681 —0.707 1.4200 | | =552  4.49 T
0 0 1 0 0 0
01 0 0 0
01 0 0 1 000 01 0
Wl: ,02: ’D2:
0 01 0 0100 0 0.1
0 0 0 01
0100 10 1000
Coo1 = , Doo1 = , Co1 = , Doy =
000 1 0 1 0010

Le vecteur d’état ; € R* est composé de :

x1 : vitesse longitudinale;
o @ vitesse verticale;
x3 : vitesse de tangage;

x4 : angle de tangage.
et les composantes du vecteur de commande sont :

uy : commande cyclique générale;

ug : commande cyclique longitudinale.
Nous supposons dans ce qui suit que le systeme est sujet a deux modes défectueux :

o Mode 2 : Perte de puissance de 50% sur le premier actionneur ;

o Mode 3 : Perte de puissance de 50% sur les deux actionneurs.

0.0468 0
0.0457  0.0099
0.0437  0.0011
—0.0218 0

Nous avons alors S = {1, 2,3}, ou le mode 1 représente le cas nominal. Le processus FDI est supposé

Markovien avec R = {1,2,3}.

Les taux de transition du processus défaut actionneur sont donnés par :

—0.002 0.0010 0.0010
0.0010 —0.002 0.0010
0.0010 0.0010 —0.002

[mij] =
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Les taux de transition du processus FDI sont donnés comme suit :

—0.02 0.01 0.01 ~1.01 1.00  0.01
Agl=1| 1.00 —101 001 |,[A;]=] 001 -002 001 [,
1.00  0.01 —1.01 0.01 1.00 —1.01

—~1.01  0.01  1.00
[A5]=1] 001 -1.01 1.00
0.01 0.0l —0.02

Pour le systeme décrit ci-dessus, et en utilisant I’Algorithme DC, nous obtenons les performances
Ha/Ho suivantes : vy = 1.3813, 7o, = 7.0430.

Les correcteurs dynamiques correspondants sont donnés par :

—4.5605 6.1141 —0.7661 —2.0089 4.6913  —4.9146 |
1.2505 —13.949 2.1057  2.8241 —2.0707 10.8691
—0.8586 9.0361 —3.6110 —6.1882 4.1034 —6.6348
17167  0.8173  1.3675  0.6197 —1.8753 —1.2901
—0.5951 —0.1871 0.3333  0.4416 0

0.0519  0.8206 —0.6220 —1.5290 1=
—1.8554 —0.8810 —0.0395 —0.5837 1.6635  0.9851 |
—2.7850 —8.6549 4.1078  3.8934 —1.7314  5.2828

0.2180  2.2321 —2.8481 —4.2791 3.0771 —1.2354
1.3433  3.3313  1.1581  0.1551 —1.4002 —3.4934
—0.6729 0.0591 0.1496  0.2176 0

2.4528 1.4950 —2.1517 —3.1308 i -
—2.0190 —0.9464 0.0742 —0.4221 1.7047  0.9938 |
—0.7222 —6.3567 2.2273  1.2006 —1.3945 4.5383
—0.5881 0.9657 —2.1838 —3.2807 2.9401 —0.5600
1.3238  3.2111 1.2362  0.1852 —1.3741 —3.4574
—0.7787 0.0063 0.2350  0.3908 0

1.8829 1.2999 -1.9038 —3.0831 1y=s

ou

%~ |0 Yo

est une réalisation du correcteur (yg4) pour ¥ = i.
L’évolution des trajectoires d’état du systeme en boucle fermée résultant des correcteurs obtenus

est illustrée par la figure 3.13. Ces trajectoires correspondent a une seule réalisation des processus
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Fic. 3.13 — Evolution des variables d’état : une seule réalisation des processus aléatoires
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Fi1G. 3.14 — Evolution des sorties zsos : une seule réalisation des processus
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aléatoires

Markoviens 7; et ¢¢. La figure 3.14 représente 1’évolution des sorties commandées z..:. Nous pouvons

voir a travers ces différentes figures que 1'objectif d’atténuation des perturbations est atteint et que le

systeme en boucle fermée est stochastiquement stable.

3.3.3 Formulation NLMI

En suivant la méme méthodologie que dans la section 3.2.3 et en s’appuyant sur le corollaire 2.8, les

résultats suivants peuvent étre énoncés

Corollaire 3.14 (Commande H,, des AFTCSMP) Si il existe des matrices Pogiji = Péoijk > 0,



3.3 Retour dynamique de sortie 133

X € 89, Yy, € RT*7 et Zy, = Zj, > 0 vérifiant les LMIs suivantes

~ O.r P - . — - ~ Xr Y ~
| TR TR N < M, o | Mo+ My, | T 8 My (3.129)
Pocijk 0 0 A2l x  Zg
et les inégalités matricielles non linéaires
Xi < YiZ, 'Y} (3.130)
VieZ,jeSetkeR,ou
- I 0o o - Co1 0 Doy - Cy Doy 0
Myj=| - - - |, My=| =7, My = N
A, By Bj 0 I 0 0 0 I
alors les {Xy, Yy, Zy }-ellipsoides sont des ensembles de gains stabilisants tels que
00 1/2
e leam € { [ et} < 0 (3.131)
0
O

Corollaire 3.15 (Commande Hy; des AFTCSMP) Si il existe des matrices Po;j, = Péijk. > 0,

X € 89, Yy, € RI*" et Zy, = Z;j, vérifiant les contraintes suivantes

Xi < Y Z, 'Y} (3.132)
D it (Bl Poij Eig) < 73 (3.133)
i7j7k
< Oijk Poij | < o X, Y | -
/ ij ij / /
- Ny < =N5.Noi + N N 3.134
145 PQijk 0 1ij 254327 3 v T 3 ( )
VieZ,jeSetkeR, ou
fu=| - 0| Fu=[on Duy] Fe=| SO
lij = A, Bj ) 2j = 21 215 | » 3= o 1
alors les {Xy, Y, Zy }-ellipsoides sont des ensembles de gains stabilisants tels que || ¢g [|2< Y2. O

Corollaire 3.16 (Commande H,, des MJLS) Si il existe des matrices Poo; = PL, > 0, X € S,

Y € RI%" et Z = Z' > 0 vérifiant les contraintes LMIs suivantes

©; P
Pooi

Y
Z

1 My; + Mj; M; (3.135)

~ ~ -I o0
]M1i<M/2i[ 0 9

oo

et les inégalités matricielles non linéaires

X < YZ LY (3.136)
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Vi€ H, ou

~ I 0 O
My=| - . -
A; E; B;

Cooti 0 Dooi

. My =
& o I o0

]7 M3i:

Cy Dy 0O
0 0 I

alors le {X,Y,Z}-ellipsoide est un ensemble de gains stabilisant stochastiquement le systéeme (3.38)

tel que

00 1/2
| 2 H&zs{ / zgotzootdt} < oo [l 0 [l (3.137)

¢

Corollaire 3.17 (Commande Hy; des MJLS) Si il existe des matrices Py; = P5; > 0, X € S9,
Y € R?*" et Z = Z' > 0 vérifiant les contraintes

X <YZ LY (3.138)
Z pitr(E{Pai E;) < 73 (3.139)
i
~ @Z P i ~ ~ ~ ~ ~
/17; 2 Ny; < —NéiNQi + N{% Ns; (3.140)
Pai
Vi € H, ou
. I 0 . . s - Cyi O
Ni=| . = |, Ni:[CiDi}v N3 =
1 i B 2 21 21 3 0 I ]
alors le {X, Y, Z}-ellipsoide est un ensemble de gains stabilisants tel que || pnmiLs [[2< V2. O

3.3.3.1 Exemples numériques

Reprenons l’exemple b) de la section 3.2.3.5. En appliquant 1’algorithme CCL au probléme de com-
mande multi-objectifs par retour dynamique de sortie pour des niveaux de performances 72, = 722 =9,

nous obtenons les parametres suivants :

~0.8508 0 0 0
0  —08508 0 0 0
0 0  —08508 0
Ko = (3.141)
0 0 0  —0.8508
0.1927
0
I —0.3855
0.1629 0 0 0 0 0.2200 0 0 0 0 0
* 0.1629 0 0 0 0 0.2200 0 0 0 0
X= * * 0.1629 0 0 , Y = 0 0 0.2200 0 0 0
* * * 0.1629 0 0 0 0 0.2200 0 0
* * * * 86.2908 0 0 0 0 —123.9206 161.9495
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[ 02585 0 0 0 0 0
* 0.2585 0 0 0 0
7 * * 0.2585 0 0 0
* * * 0.2585 0 0
* * * * 247.2609 —197.8547
| * * * * * 321.1858

L’algorithme a donc convergé vers un correcteur statique uy = D.yy. Cela est du au fait que les
différentes matrices du correcteur dynamique ne sont pas explicitement caractérisées par les conditions
données par les corollaires 3.14, 3.15, 3.16 et 3.17.

Une premieére solution & ce probleme consisterait a ezclure toute solution de la forme (3.141) et
cela en fixant certaines variables de décisions et en résolvant le probleme d’optimisation par rapport
aux variables de décisions libres. Dans ce qui suit, nous exposons les résultats obtenus pour une

paramétrisation de la matrice X donnée comme suit

X, C

* XQQ

X =

ou C est une matrice constante de dimension appropriée.

En appliquant 'algorithme CCL avec cette nouvelle paramétrisation, nous obtenons le résultat suivant

~1.0752 —0.3514 —0.2758 —0.0268 | —0.0142
~0.3514 —1.3944 —0.4282 —0.0416 | —0.0220
~0.2758 —0.4282 —1.1850 —0.0327 | —0.0173
Ko = (3.142)
—0.0268 —0.0416 —0.0327 —0.8521 | —0.0017
0.0267 0.0415 0.0326 0.0032 0.2012
0.0030 0.0124 0.0098 0.000 —0.3820 |

Cependant, il est important de noter que la démarche suivie ci-dessus n’a pour l'instant aucune
justification théorique. Le pessimisme introduit par une telle méthodologie n’a lui aussi pas encore
été évalué. En effet, ces aspects constituent I’'une des problématiques a laquelle nous nous intéressons

actuellement.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé le probleme de la commande multi-objectifs par retour de sortie
des systemes tolérant aux défauts a sauts Markoviens. Les différents criteres de performances considérés
incluent la stabilisation stochastique du systéme en boucle fermée, des performances Ho ainsi que des

performances H. Deux structures de commande ont été proposées : les controleurs statiques par
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retour de sortie, et les correcteurs dynamiques par retour de sortie.

Dans un premier temps nous avons proposé une caractérisation LMI des correcteurs statiques sta-
bilisant le systéme en boucle fermée et assurant des niveaux de réjection de perturbations Ha/Hoo
optimaux. Une caractérisation sous forme NLMI a été ensuite développée en adoptant un forma-
lisme basé sur la synthese d’ensemble ellipsoidaux de correcteurs. Les conditions ainsi obtenues étant
non convexes, un algorithme de type complémentarité sur le cone a été proposé pour leur résolution
numérique. Ce dernier permet la prise en compte des contraintes non convexes et cela en les incluant
dans le critere d’'un probleme d’optimisation convexe itératif. Les performances ainsi que les limita-
tions de cet algorithme ont été illustrées aux travers d’exemples de simulation.

La problématique du retour dynamique de sortie a été considérée en seconde partie de chapitre. Nous
avons d’abord proposé une caractérisation sous forme LMI des correcteurs dynamiques et cela en s’ins-
pirant de résultats relatifs aux cas des systemes déterministes. Apres la mise en évidence des limites
de I'approche LMI (cette caractérisation conduit & des correcteurs dépendant des processus défauts
et donc irréalisables en pratique), une formulation BMI du probléeme de commande multi-objectifs a
été introduite. Cette formulation se base sur l'utilisation d’une version du lemme de Finsler (Lemme
C.5) et une paramétrisation particuliere des différentes matrices de Lyapunov. Un algorithme de type
descente conjuguée du gradient a été proposé pour la résolution numérique de ces conditions et a été

validé sur des exemples de simulation.



Chapitre 4

Cas des systemes a temps discret :
application aux systemes commandés

par réseaux

Dans ce chapitre est abordé le probleme de commande multi-objectifs par retour de sortie des systemes
a sauts Markoviens en temps discret. Deux axes sont développés, le premier concerne la commande
multi-criteres des systemes tolérants aux défauts a sauts Markoviens en temps discret, et le second
traite de la problématique des systéemes commandés par réseaux. Les différents criteres de performances
considérés incluent la stabilisation stochastique du systeme en boucle fermée, des performances Hs
ainsi que des performances Hoo.

Dans la premiere partie, on établit deux caractérisations NLMI de correcteurs statiques par retour
de sortie stabilisant le systeme en boucle fermée et assurant des niveaux de performances Ha/Hoo.
La premiére caractérisation s’appuie sur les travaux de [dOBG99] traitant de 'analyse de la stabi-
lité robuste des systemes LTI en temps discret. En effet, nous montrerons que dans ce contexte, la
problématique résultant du fait que les gains des correcteurs tolérants aux défauts ne dépendent que
de la décision du processus FDI est prise en compte de maniere naturelle. Cela est di au découplage
entre les matrices de Lyapunov et les matrices du systéeme introduit par ces conditions. La seconde
caractérisation s’appuie sur le formalisme ellipsoides de matrices dont les avantages ont été énoncés
dans les différents chapitres précédents. Les différentes conditions de synthese étant établies en termes
d’inégalités matricielles non linéaires, leur résolution numérique reste un probleme délicat. Des algo-
rithmes d’optimisation itératifs de type complémentarité sur le cone seront proposés et mis en oeuvre
sur des exemples de simulation.

La seconde partie du chapitre est dédiée a la problématique de stabilisation stochastique et de com-
mande multi-critéres des systéemes commandés par réseaux sujets a des retards aléatoires et a des
pannes pouvant affecter les différents composants du systeme. Les différents retards aléatoires induits
par la présence d’un réseau de communication pouvant étre modélisés par une chaine de Markov a
temps discret et & espace d’état fini [KOCT92, XHHO0], cette problématique est alors considérée sous

le formalisme (MJLS). Nous proposons la aussi une structure de commande par retour statique de
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sortie, et nous montrerons que ce probleme de synthese représente un cas particulier intéressant du

probleme de synthese traité en premiere partie de chapitre.

4.1 Introduction

Ce chapitre se divise en deux parties principales. La premiere a pour objectif d’étendre les résultats
obtenus dans les chapitres précédents au cas des systemes a temps discret, et la deuxieme est consacrée
a la problématique des systemes commandés par réseaux de communications.

De maniére similaire au cas des systemes en temps continu, la problématique de synthese en perfor-
mance abordée dans le cadre des systemes en temps discret s’inscrit la aussi dans un cadre de synthese
multi-objectifs. Plus particulierement, nous nous intéressons a des critéres de performances de type
Ho/Hoo-

La problématique de la commande H., par retour statique d’état des AFTCSMP en temps discret
a été initialement considérée par [SBNGO3|. Les principaux résultats sont donnés en termes de solu-
tions d’équations de Riccati non standards. Les gains de retour ainsi obtenus dépendent des processus
défauts, rendant ces résultats inapplicables en pratique. D’autre part, une recherche bibliographique a
mis en évidence ’absence de résultats relatifs au probleme de commande Ho dans le cadre des systemes
tolérants aux défauts a sauts Markoviens et en temps discret. Comme pour le cas continu, la premiere
étape dans la résolution de cette problématique est donc de définir la norme Ho dans le cadre des
AFTCSMP en temps discret. Cette définition se base sur les travaux de [CM98, CFMO05] portant sur
la commande Ho des MJLS en temps discret. La définition de la norme Ho des AFTCSMP introduite
dans ce chapitre représente une généralisation de la norme Hao des MJLS. Les différentes normes ainsi
définies, le probleme de synthese Hs/Hoo peut alors étre considéré dans un contexte stochastique.
Afin de nous affranchir de 'hypothese d’accessibilité du vecteur d’état, nous proposons une structure
de commande par retour statique de sortie. Deux caractérisations sous forme NLMI des correcteurs
stabilisant stochastiquement le systeme en boucle fermée et assurant des niveaux de performances
Ha/Hoo seront données. La premiere caractérisation se base sur les travaux de [dOBG99] traitant
de l'analyse de la stabilité robuste des systemes LTI en temps discret. Les conditions obtenues dans
ces travaux introduisent une sorte de découplage entre les matrices de Lyapunov et les matrices du
systeme. Ce découplage peut alors étre utilisé afin de synthétiser des correcteurs ne dépendant que du
processus FDI. La seconde caractérisation s’appuie sur le formalisme ellipsoides de matrices dont les
avantages ont été énoncés dans les différents chapitres précédents. L’aspect résolution numérique des
différentes conditions NLMI sera la aussi pris en compte et des algorithmes de type complémentarité
sur le cone seront proposés. La validité des différents résultats théoriques obtenus sera illustrée a tra-
vers des exemples de simulation.

La seconde partie du chapitre est dédiée a la problématique des systemes commandés par réseaux
(NCSs pour Networked Control Systems). Plus particulierement, nous nous intéresserons au probleme
de stabilisation stochastique et de commande multi-criteres des systemes commandés par réseaux su-
jets a des retards aléatoires et a des pannes pouvant affecter les différents composants du systeme.

Cette problématique est considérée sous le formalisme (MJLS). En effet, et en se basant sur les travaux
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de [KOCt92, XHHO00], les différents retards aléatoires induits par la présence d’un réseau de commu-
nication peuvent étre modélisés comme une chaine de Markov & temps discret et a espace d’état fini.
Le modele ainsi obtenu appartient a la classe des systemes a sauts Markoviens. Nous proposons la
aussi une structure de commande par retour statique de sortie, et nous montrerons que le probleme
de synthese dans le cadre des NCSs représente un cas particulier intéressant du probleme de synthese
traité en premiere partie de chapitre. En effet, deux caractérisations des correcteurs statiques seront
données : une caractérisation NLMI par découplage et une caractérisation NLMI par ellipsoides de
matrices. Des algorithmes de type complémentarité sur le cone seront ensuite proposés et validés a

travers des exemples de simulation.

4.2 Systemes tolérants aux défauts

Cette premiere partie de chapitre est consacrée a la problématique de commande multi-objectifs des
systemes tolérants aux défauts a sauts Markoviens en temps discret. Avant d’établir nos principaux
résultats, nous allons dans un premier temps définir le modele dynamique de la classe de systemes
traitée, puis nous donnerons quelques définitions et résultats préliminaires afin de faciliter la lecture

de cette partie.

4.2.1 Modele dynamique

Afin de décrire la classe des systemes a sauts Markoviens traitée dans cette partie, fixons dans un
premier temps un espace probabilisé complet (2, F, P). Le modele dynamique du systeme tolérant
aux défauts a saut Markoviens, défini dans l’espace probabilisé complet (2, F, P), est décrit par les

EDS suivantes :

Tpg1 = Az (§e)rr + Bu(ne)u(ye, Vi, k) + Ew(Ek, k) wi
09 yr = Cyr + Dy (&, M) wi (4.1)
2 = Coxp + Do () u(y, Y, k)

N

ou

e 1, € R" : état du systeme;

o u(yg,Yr, k) € R" : entrée de commande du systeme;;

e y.. € RY : sortie mesurée du systeme;;

e 2; € RP : sortie commandée du systeme ;

e w; € R™ : perturbations externes;

o &1, My et Yy : processus défauts systemes, défauts actionneurs et processus FDI, respectivement. &, 1y
et ¢y sont des processus Markoviens mesurables, séparables et & espaces d’états finis Z = {1, 2, ..., s},
S={1,2,...,a} et R=1{1,2,..., f}, respectivement ;

o A.(&k), Buti)s Ew(&ky i), Dy(&k,mi) et D, (ng) : matrices aléatoires de dimensions appropriées.

En commande tolérante aux défauts par approche active, nous considérons que la loi de commande

n’est fonction que du processus FDI. Dans ce contexte, nous définissons les compensateurs par retour
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statique de sortie (¢s) comme suit
Ps - {uk = K(¥r)yk (4.2)

En combinant (4.1) et (4.2), la représentation d’état du systeme en boucle fermée est donnée par :

Tt = A(Eks Mo, Vi) Tk + E(Eky o, Vi) wie
P+ Yk = Cyxp + Dy (&, i )wi, (4.3)
2 = Co (M, Ui) Tk + D5 (Eky My Vi)W

A&y s V) E(Eks i, Vi) ]:

Az (&) Ew(&h,mw)) ]

Co(is i) D (ks i Vi) C. 0
+ Dz(TZk) K(wk) |: Cy Dy(ika”k) }

Les processus défauts et FDI :

&k, Mi et Y étant des processus Markoviens homogenes a temps discret et a espaces d’état finis, nous

pouvons définir la probabilité de transition du processus défaut systéme comme suit

aip = P{&1 =18 =i} (4.4)
onay >0et Y ay=1.

lez
La probabilité de transition du processus défaut actionneur est donnée par

Bjt = P{ngs1 =1 =5} (4.5)

Sachant que &, =i et 1 = 7, la probabilité de transition du processus FDI v, est donnée par

4.2.2 Définitions et résultats préliminaires

Dans ce paragraphe, nous allons dans un premier temps rappeler quelques définitions basiques, rela-
tives a des notions de stabilité stochastique, puis nous introduirons quelques résultats préliminaires

portant sur la stabilité en moyenne quadratique du systeme tolérant aux défauts.

Dans ce qui suit, et sans perte de généralité, nous supposerons que le point d’équilibre, z = 0, est la

solution en laquelle les propriétés de stabilité sont examinées.

Définition 4.1 Le systeme 4.1 avec up, =0 et wy = 0 est dit
1. Stochastiquement stable (SS) si pour toute condition initiale (xo, &y, n0,%0), la relation suivante est

vérifiée :

£ {Z | 2k (0, €0, M0, Vo) ||2} <00 (4.7)
k=0
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2. Stable en moyenne quadratique (MSS pour Mean Square Stable) si pour toute condition initiale

(0,&0,M0,%0), la relation suivante est vérifiée

Jim & {II zx (0, om0, ¥0) IIP} =0 (4.8)

3. Ezxponentiellement stable en moyenne quadratique (EMSS pour Exponentially Mean Square Stable)
st pour toute condition initiale (xo, &o, o, Vo), il existe des constantes 0 < a < 1 et > 0 telles que
vk >0

& {I| zx(xo, €0, m0,%00) 1°} < B || o |2 (4.9)

4. Stable presque strement si pour toute condition initiale (xo,&o,M0,%0), la relation suivante est
vérifiée

P { i | auCoos oo 0) =0 =1 (4.10)

Remarque 4.1 En utilisant les mémes arguments que dans [JCFL91], nous pouvons montrer que
les trois premieres notions de stabilité sont équivalentes et que chacune d’elles implique la stabilité
presque sure. En effet, la seule différence réside dans le fait que [JCFL91] ne consideérent qu’'un seul

processus Markovien.

La proposition suivante donne des conditions nécessaires et suffisantes pour la (SS) du systeme en
boucle fermée (4.3).
Proposition 4.1 Les propositions suivantes sont équivalentes :
i) Le systeme (4.1) est stochastiquement stabilisé par ¢s ;
ii) Les inégalités matricielles
A;jyﬁiijijU — Pijv <0, VieZz jeS veR. (4.11)
sont faisables par rapport aux matrices IC, et P;j,, > 0 olt

Aijv = Ay + Bujlcvoy; ﬁijv = Z Qi Z ﬂjd Z rY’Z:}](']PT'dq
rez des q€ER

ili) Pour tout Q = (Q111,- -, Qijus - - -, Qsaf) avec Qyjp, > 0, il existe un unique
P = (P11, -, Pijo,-- -, Psaf) avec Pijp, > 0 vérifiant les équations de Lyapunov couplées suivantes
7§jv75ijvgijv — Pijv + Qijv =0 Vie Z, j S S, v e R. (412)

g

Preuve. La preuve de cette proposition s’appuie sur les mémes arguments que ceux utilisés dans la

preuve de résultats de stabilité dans [CFMO05, ZHLO03], excepté que dans ce travail nous considérons
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trois processus Makoviens, alors que dans les références ci-dessus, les auteurs ne considerent qu’un

seul processus Markovien. [ |

Nous concluons cette section en introduisant le lemme 4.1. Ce dernier sera utilisé pour la preuve de

I'un de nos principaux résultats.

Lemme 4.1 Les propositions suivantes sont équivalentes

i) Il existe une matrice symétrique définie positive P telle que
Af(PYA-P <0

ot f(P) > 0 est une fonction matricielle de P.

ii) Il existe une matrice symétrique définie positive P et une matrice G telles que

_7) A/g/
, <0
*  —G-=G+ f(P)
0
Preuve. La preuve de ce lemme est similaire & la preuve du théoreme 1 dans [dOBG99]. n

4.2.3 Principaux résultats

Dans ce paragraphe, nous abordons la problématique de commande multi-objectifs par retour sta-
tique de sortie du AFTCSMP en temps discret. Plus particulierement, nous nous intéressons a la
caractérisation sous forme NLMI de correcteurs statiques stabilisant stochastiquement le systeme en

boucle fermée et assurant des niveaux de performances Ha/Hoo.

4.2.3.1 Stabilisation stochastique

Dans cette section, nous allons dans un premier temps établir une condition nécessaire et suffisante
pour la stabilisation stochastique du systeme (4.1). La condition ainsi obtenue est formulée comme
un probleme de faisabilité d’inégalités matricielles sous une contrainte égalité de la forme PX = 1.
L’outil principal dans la dérivation de cette condition est le lemme 4.1.

Dans un second temps, et par analogie au cas continu, une caractérisation par ellipsoides de matrices
des correcteurs statiques stabilisant stochastiquement le systéme (4.1) sera aussi donnée. Comme
il a été illustré dans les chapitres précédents, cette formulation permet notamment la synthese de

correcteurs sujets a des spécifications sur les gains de commande.

Une caractérisation par inégalités matricielles non linéaires des compensateurs (p,) stabilisant

stochastiquement le systéme (4.1) est donnée par la proposition suivante.

Proposition 4.2 Le systéme en boucle fermée (4.3) est stochastiquement stable si et seulement si il

existe des matrices /C,, des matrices g}jv et des matrices symétriques Pjj, > 0, &jj, > 0 vérifiant les
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inégalités matricielles couplées suivantes

_Pijv A;jv 0
* —Gijo — gz{jy GijuRijp | <0 (4.13)
* * _‘)Eijv
sous les contraintes
PijuXijo =1 (4.14)

Xijo = diag{ T1jv, T2ju,- -+ Tsjul;
Tijo = [X111, X112, ..., Xiag, Xior, Xz, ooy Koy ooy Xij1, X2y ooy Xijgy e ooy Xiat, Xia2,y -« s Xiag];

Tojo = [Xs11, Xer2, .., Xerg, Xsor, Xsao, ..., Xsag, oo, Xojn, Xajo, ooy Xsjpy ooy Xaat, Xsaz,y - - Xsarls
Rijo = diag{l'1ju, D250, Tsju};

[ijo = {\/ailﬁjl“ﬁfu \/ailﬂjl%lj]zv s \/Ofilﬁjl"/zjfv \/ailﬁjﬂfﬂ, \/ailﬂjﬂffg, coyfenBiYyy,

VaaBhori oo fanBin)

s = [\/aisﬁjl’ﬁfu \/aisﬁjlﬁéy e \/aisﬂjl’ﬁff, \/aisﬂjﬂﬁ, \/Oéisﬁj2%]27 ey s Bia s

\/Oéisﬂja')/:,]p \/aisﬂjavffz, e \/aisﬁja%ﬂ :

Si (4.13)-(4.14) sont faisables, alors la loi de commande par retour statique de sortie correspondant

est donnée par

Uyt = KoYp

O
Preuve. Soient les inégalités matricielles (4.13). L'utilisation du lemme 1 avec f(P;j,) = Pyj conduit
a
g il
S R T (4.15)
* =Gl = Gijo + Pijo
Notons qu’a partir de la relation (4.15), les matrices G;j;,, sont non singulieres. Définissons C;ijv = Q;})

En utilisant la transformation de congruence

I o0
0 Gijw

!

et en appliquant le complément de Schur au terme Qijvﬁijv ijv» les Inégalités (4.15) deviennent

—Pijo A 0
* —Gijw — Q_Z(jv GijuRijp | <0 (4.16)

* * _Xijv
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Cela conclue cette preuve. [ |

En se basant sur la proposition 4.1, une caractérisation en terme d’ellipsoides de matrices des
compensateurs (ps) stabilisant stochastiquement le systéme (4.1) est donnée par la proposition

suivante.

Proposition 4.3 Le systéeme (4.3) est stochastiquement stable si et seulement si il existe des matrices
Pijy = P{jv >0,X, €S, Y, € R et Z, = 7!, > 0 vérifiant les LMIs suivantes

/ /

I 0 —Pijv O I 0 g, 0 Xy Y, c, 0 (4.17)
Azi By *  Pij Ay Buj 0 I x T 0 I '
et les inégalités matricielles non linéaires données comme suit
X, < Y, Z, 1Y/, (4.18)

VieZ, jeSetveR.
Soit {Pijv, Xy, Yy, Z,} une solution, alors les {X,,Y,, Z, }-ellipsoides, non vides, sont des ensembles

de gains stabilisants. O

Preuve. La preuve de cette proposition est similaire a la preuve de la proposition 2.5. |

4.2.3.2 Commande H,
Soit le systeme (4.1) avec
2k = Zook = Coor + Doo () u(Yr, Y, k)
ou l'indice ’00’ est relatif a des performances Hqo.
Dans cette section, nous abordons la problématique de synthese de correcteurs par retour statique de

sortie stabilisant stochastiquement le systéme (4.1) et assurant un niveau de réjection de perturbations

Yoo > 0. Cette problématique est adressée sous un formalisme d’optimisation non convexe.

Afin d’aborder la problématique de commande H,, dans un contexte stochastique, nous considérons

I'espace L2((Q2, F, P),[0,00)) des processus F-mesurables, zsr, pour lesquels

o 1/2
| 200 lles=€ {Z z,ookzook} < o0
k=0
Le probleme de commande Ho, stochastique peut étre formulé comme suit :

Pour un niveau de performance Hoo (Voo) donné, trouver des gains de retour statique de sortie K,

tels que

{3 sinf <ot St (419
k=0 k=0

i.e.

I o0 ll£s< Yoo [l w |l2



4.2 Systémes tolérants aux défauts 145

Dans ce cas, le systeme en boucle fermée (4.3) est stochastiquement stable et posséde un niveau de

performance Heo sur [0,00) donné par Yeo.

Avant d’établir nos principaux résultats portant sur la commande H,, de cette classe de systéemes
hybrides stochastiques, nous introduisons la proposition suivante donnant une condition nécessaire
et suffisante de résolution du probleme de commande Ho, en terme d’inégalités matricielles non
linéaires. Cette derniere est obtenue en se basant sur le lemme réel borné des systemes linéaires a

sauts Markoviens et a temps discret [ZHLO03].

Proposition 4.4 Le systeme (4.3) est stochastiquement stable et || ¢o [loo< Yoo Si €t seulement si
il existe des matrices K, et des matrices symétriques Pooijr > 0 vérifiant les inégalités matricielles

couplées suivantes

A;jv,ﬁooijvleijv — Pocijo + ééojvémjv Agjv,ﬁooijinj’U + CéOijmijv <0 (4.20)
* — (V31 = E};, PocijoBijo — Dy Dosio)
ol
ijv =Cyx + Dooj/Cva
Dooijv = Dooj’CvDyij
Il

Nous sommes maintenant en position d’introduire nos résultats portant sur la commande Hs,
stochastique par retour statique de sortie des systemes tolérants aux défauts a sauts Markoviens et a

temps discret.

Proposition 4.5 Le systéme (4.1) est stochastiquement stabilisé par ¢s et || ©a |loo< Yoo sl €t
seulement si il existe des matrices /C,, des matrices _C’;Ooijv et des matrices symétriques Pooiju > 0,

Xooijo > 0 vérifiant les inégalités matricielles suivantes

I 0 0 . Al
- Pooijo [ I o ] - [ ) ] _ e Y 0

0 Vool Diocijo Eijy
* —I 0 0 <0 (4.21)
* * —GWijv - géoijv GWiijwijv
* * * _/?ooijv

sous les contraintes
Pooiijooijv =1 (422)

Si (4.21)-(4.22) sont faisables, alors K, sont des gains de retour statique de sortie stabilisant

stochastiquement le systéme (4.1) et garantissant un niveau de performance Ho, donné par vo.. O

Preuve. Les inégalités matricielles (4.20) peuvent se réécrire de facon équivalente comme suit
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Al [ - { I 0 0 o _ _
_JU .. A B ] Peis |:I[ 0}4_ _ _OOJ” |:C . Do } <0
(el ykY 1Jv Ju (el ykY [eoyXY [e ol yXY
E};, 0 0 ~3I Dicijo
Cooijv
(4.23)
En utilisant le lemme 4.1 avec f(Pooijv) = 7500ijv nous obtenons
Al
_Eooz'jfu v g/ i
Ej, | 7Y <0 (4.24)
* _géoijv - gooijv + Pooijv

En utilisant la transformation de congruence

I 0
0 g_ooijv

et en appliquant le complément de Schur au terme g‘ooijvﬁmjvg_’

soiju» ous obtenons (4.21). Cela

conclue cette preuve. [ |

En se basant sur la proposition 4.4, une caractérisation en terme d’ellipsoides de matrices des
compensateurs (ys) stabilisant stochastiquement le systeme (4.1) et assurant des performances Hoo

est donnée par la proposition suivante.

Proposition 4.6 Si il existe des matrices Pogijo = P >0,X, €8 Y, e RI* et Z, =Z!) >0

001JV

vérifiant les LMIs suivantes

—Pooij 0 -1 0 Xy Y
1ij S My, < M; o - | Maz; + M, ; YT | My, (4.25)
* Pooz'jv 0 "yoo]I *x Dy
et les inégalités non linéaires suivantes
X, < Y, Z, 'Y, (4.26)
VieZ,jeSetveR,ou
I 0 0 Coo 0 Dy, C, D,. O
Mlij = , MZ] — o] 00} ’ MS@] — Yy Yij
Azi Euij Byj O I o 0 0 I

alors les {X,,Y,, Z, }-ellipsoides sont des ensembles de gains stabilisants stochastiquement le systéme
(4.1) tel que

I Zoo lle2 < Yoo | w |2

O

Preuve. La preuve de cette proposition s’appuie sur les mémes arguments que ceux utilisés pour la

preuve de la proposition 2.5. ]
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4.2.3.3 Commande Hsy

Soit le systeme (4.1) avec
2z = 2ok = Coxg + Do) u(Yk, Y, k)

et Dy (&, i) = 0. 291, est la sortie & commander pour laquelle des performances Hs sont considérées.
Avant d’établir les résultats principaux de cette section, nous allons dans un premier temps introduire
la définition 4.2 qui représente une généralisation de la définition de la norme Hy des systémes a
sauts Markoviens et a temps discret [CM98] & la classe des systémes tolérants aux défauts a sauts

Markoviens en temps discret.

Definition 4.2 Nous définissons la norme Hy du systeme bouclé (o) supposé stable, de maniere

interne, au sens de la moyenne quadratique, comme suit
m
2_ 2
lea 13=D > Il 224450 17,
d=11i,jv
oll 224 ;. représente la séquence de sortie (229, 221, ...) quand :
a) la séquence d’entrée est donnée par w = (wg,wy,...),wy = eq,wr = 0,k > 0,eq € R™ est un
vecteur unitaire de dimension m formé par un ’1’ a la position d et des zéros ailleurs;
b) So =& =i, no=m = j, Yo =11 ="

Partant de la définition ci-dessus et en s’appuyant sur les mémes arguments que ceux utilisés dans

[CM98], le corollaire suivant peut étre énoncé.

Corollaire 4.1 Supposons que le systeme bouclé (@) est stochastiquement stable alors les propriétés

suivantes sont vérifiées

i) || ¢a |I3= Zimv tr(Ew’jPoijvaij), olt Py = {Potii1,---,Posas} représente le Grammien d’observa-

i
bilité, i.e., Poy;j» sont les uniques solutions semi-définies positives des équations suivantes
o .,
A%y PoijuAijo — Poijo + Cj,Caju = 0 (4.27)
VieZ,jeSetveR.

i) || v [I3< Dok tr(Bwi;PaijoBuwij), olt Pajp sont les solutions définies positives des inégalités
matricielles suivantes
A PaijoAizo — Paijo + CgyC2ju < 0 (4.28)
VieZ,jeSetveR.

iii) Si il existe des matrices définies positives Po;j, et des matrices K, telles que

Z tr(Euwi;PaijoBuwij) <73
i’j’k

o .,
A PaijoAiju — Paijo + Cgj,Caju < 0
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Vie Z,jeSetve R, alors K, sont des gains stabilisant tel que || ¢e [[2< Y2

En s’appuyant sur le corollaire 4.1, et en utilisant la méme méthodologie que celle utilisée pour le

probleme de commande Ho,, des résultats de commande Ho sont obtenus et sont résumés comme

suit.

Proposition 4.7 Si il existe des matrices IC,,, des matrices g_Qijv et des matrices symétriques Po;j,, > 0,

Xaijp > 0 vérifiant les inégalités matricielles suivantes

Z tl“(Ew;j’Pgijvaij) < ’722

l”j7k
. _,
—Paijo Aijo 0 Cajo
_ ., _
* —G2ijv — Gaijpy  G2ijuRoijp 0 <0
* * —Xaiju 0
* * * —1I

sous les contraintes

Paijodoije =1

Vie Z,5€ 8 etve R, alors K, sont des gains stabilisants tels que || ¢¢ [[2< 2.

Preuve La preuve de cette proposition est similaire a celle de la proposition 4.2.

(4.29)

(4.30)

(4.31)

g

Proposition 4.8 Si il existe des matrices Po;j, = Péijv >0, X, €S9 Y, € RI*" et Z, = Z! vérifiant

les contraintes suivantes

Xy < Y,Z, 1Y)

>t (BuiiPaijoEuis) < 75

i7j7k‘
— Py 0 Xy Y
! v / / v v
” _ Ny < =Ny Np; + N N
L * Paijo 14 257720 - Z, ’

VieZ,jeSetveR,ou

c, 0

) szZ{Cz D2j:|7 N3 = 0 I

alors les {X,, Y,, Z, }-ellipsoides sont des ensembles de gains stabilisants tels que || ¢ [[2< V2.

Preuve La preuve de cette proposition est similaire a celle de la proposition 2.5.

|

(4.32)

(4.33)

(4.34)

g
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4.2.3.4 Syntheése multi-objectifs

Le probleme de synthese multi-objectifs tend a trouver des correcteurs stabilisant stochastiquement
le systéme en boucle fermée et assurant en méme temps des performances Hso/Hoo. Le probleme de

synthese multi-criteres est formulé comme suit :

Soient Yoo €t 2 deur niveauxr de performances Hoo et Ho donnés. Le probléme de synthése multi-
critéres consiste a trouver des gains de retour de sortie IC, stabilisant stochastiquement le systeme

en boucle fermée et tels que

I Zoo [lex < Yoo [ w |2

H Pel H2< Y2

Le résultat de synthese multi-objectifs est évident. Il suffit en effet de trouver des gains de
retour de sortie satisfaisant les différentes inégalités matricielles données par les propositions 4.5

et 4.7 (4.6 et 4.8 pour le formalisme ellipsoides de matrices). Cela se résume par les Corollaires suivants.

Corollaire 4.2 Si il existe des matrices Pooijus Poiju, Xocijus X2ijvs Qmijv, Ggijv, et IC, vérifiant les
contraintes (4.21)-(4.22) et (4.29)-(4.31), alors les gains K, sont des gains stabilisants assurant les

niveaux de performances requis. O

Corollaire 4.3 Si il existe des matrices Pogiju, Poijus Xo € S, Y, € RT*" et Z, € S” vérifiant les
contraintes (4.25)-(4.26) et (4.33)-(4.34), alors les {X,, Y, Z, }-ellipsoides sont des ensembles de gains

stabilisants assurant les niveaux de performances requis. O

4.2.4 Prise en compte de la contrainte P;;,&;;, = I

Les conditions données par les propositions 4.5 et 4.7 sont formulées comme un probleme de faisabilité
de LMIs sous des contraintes égalités de la forme P;j, X, = L. Les exemples numériques sont
résolus en utilisant un algorithme itératif du premier ordre. Ce dernier est basé sur une technique de
complémentarité sur le cone (CCL), permettant la prise en compte des contraintes non convexes et

cela en les incluant dans le critére d’un probleme d’optimisation convexe.

Pour Poo = (7)001117‘"7P00ijva"‘77)oosaf)7 Goo = (goollly-u:gooijvw'wgoosaf)a K
(Kiyoo i Koy oo Kp)y Xo = (Xoot11s - -+ s Xosijos - - - s Xoosaf)s P2 = (Patt1s - - - Poijos - - - Pasay), G2 =
(Ga1115 - -+, G2ijvs - - - s G2saf), €t Xo = (Ao111, ..., Xiju, ..., Xogep), définissons les deux ensembles

convexes suivant :

CZ;Z G2, K X5) = {(PQ, Gy, K, XQ) : LMIS(4.29) — (4.30), 'Pgijv > 0, X2ijv >0,VieS, jeZ ve R}
et
e e kx) = {(Poc, Goo, K, Xog) : LMIS(4.21), Pagijy > 0, Xooiju > 0,Vi € S, j € Z, v € R}
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Nous pouvons voir a partir de la proposition 4.5 (proposition 4.7, respectivement) que le probléeme
de commande Ho, (Commande Ha, respectivement) du systeme (4.1) est faisable si et seulement
si il existe des matrices Pog = (Pootit, - - -5 Pocijus - - - » Poosaf)s Goo = (Goolils -« s Gocijus - - - » Goosaf)s
K= (Ki,....,Ky,...,Kyf), Xoo = (Xoo111, - - s Xocijos - - - » Xoosaf), P2 = (Patt1s- -+ Poijus - - - » Pasaf)s
Go = (G2111, - - -, G2ijus - - -, G2saf), €t Xo = (X111, . . ., Xiju, - - ., Xagar) telles que

(Poos Gooy K, Xoo) €CF° o xyr Pocijodoijo =1 Vi€ S, j€Z vER (4.35)

(resp.

(P2, Go, K, Xy) € C/2

(P2,G2,K,X2) pgiijQijU =1 Vie S, JjE Z, v e R) (436)

L’algorithme CCL est basé sur le fait que pour toutes matrices X > 0 et P > 0 (X, P € R™"), si la

LMI
X I

>0 4.37
* P ( )

est faisable, alors tr(PX) > n, et tr(PX) = n si et seulement si PX = L.
Une solution de (4.35) (resp. (4.36)) peut alors étre obtenue en résolvant le probleme d’optimisation

non convexe suivant

Xois
min tr(XooPoo) = |~ 77 >0,VieS, jeZ veERy (4.38)
(Poo,Goo K Xoo)ECED & o xon) I Pooijo
(resp.
. Xojju 1 . )
min tr(XoP9) : >0,VieS, jeZ veRy) (4.39)
(P2,G2 K X2)eC( ) ¢ x) I Paijo
ol
Xeo = diag{Xoollla cee 7')(ooijva ceey Xoosaf}7 Py = diag{Poollla cee >Pooijv7 cee apoosaf}
(resp.

Xy = diag{Xa111, - - s Xoijus - - s Xogas}, P2 = diag{Pai11,-- ., Poiju,---» Posas})

Nous pouvons voir que si la solution optimale de (4.38) (resp. (4.39)) satisfait
tr(XooPoso) =n X s xa x f (4.40)

(resp.
tr(XoPg) =n x s xa x f (4.41)

alors (4.35) (resp. (4.36)) est faisable. Le probleme de commande Hy (resp. commande Hj) est
transformé en un probléme d’optimisation (4.38) (resp. (4.39)). Cependant, cela reste un probleme
difficile di a la non convexité de la fonction cotut. L’algorithme CCL est alors utilisé pour résoudre ce

probleme d’optimisation.
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L’algorithme CCL pour la résolution du probléeme de commande multi-objectifs est donné comme suit

Algorithme 4.1. Soient 75, > 0 et 79 >0
i) Initialisation. h = 0 : trouver une solution faisable (Pso,Gooo,Ko,Xoo0) €
Hoo H .
C(Poo,Goo,K,Xoo)’ (P207 G207 KO; XQO) € C(P22,G2,K,X2) )

ii) Vi, =P, et Wy, =X}, ou
Xp = diag{Xoo111h; - - - Xooigupys - - - » Xoosafp X2111h, - - - X2ijopys - - s X2saf), |

]P)h - diag{Poolllha cee 77)ooijvh7 cee )Poosafhv P2111h7 cee ’PQijvhv e 7P2safh}

Définir la fonction linéaire
(P, X) =tr(V, X+ W,P) (4.42)

iii) trouver (Pp.1,X,41) solution du probleme d’optimisation convexe suivant
+1 + p p

I
> 0;

p— I

min {fh(P,X) : [ onijv

Ho
P2,G2 K. X2)eCE o, k x,)

H ..
(POO7G°°7K7X°°)€C(PO:O,GOO,K,XOO)’( Poomv

[ Xojjp 1

>0,VieS, jeZ ve R,y (4.43)
I Paju

iv) si le critere d’arrét est satisfait, aller a I’étape v). Sinon, h = h + 1 et aller a I’étape ii).

v) fixer K. Si il existe des matrices Pooiju €t Paijo telles que (4.20), (4.28) et (4.29) sont vérifiées alors

K est solution du probleme de commande multi-objectifs. Sinon, échec de ’algorithme.

Remarque 4.2 Les étapes i), iii) et v) de l'algorithme ci-dessus sont des problemes LMIs pour

lesquels des outils de résolution numériques tres performants sont disponibles.

Remarque 4.3 Le critere d’arrét de Palgorithme est : tr(TS) — (n X s X a X f) = € ol € est un niveau
de précision fixé. La solution trouvée peut dans ce cas ne pas étre satisfaisante ce qui représente une
faiblesse significative de I'algorithme. Une étape de wvérification est alors ajoutée dans 'algorithme

(étape v) ci dessus).

4.2.5 Exemple numérique

Dans cette section, la stratégie de commande multi-objectifs par retour statique de sortie est illustrée
en utilisant un modele discrétisé de la dynamique longitudinale linéarisée et découplée d’un avion F-18
(section 3.2.3 : exemple a)) avec une période d’échantillonnage Ts = 0.01s. Soit le systéme nominal

avec
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Ay =

09879 0.009769 | 2874 x 1073 —5.439 x 1074 no_ |01 0
—0.0837  0.9908 |’ —0.1919 —0.03784 ' 0o 01|’

cy=[o1],ce=]1 1], D=1 1]G=]01]. D=]0 0]

Pour des fins d’illustration, nous allons considérer un mode défectueux :
o Mode 2 : Perte totale du second actionneur.

En considérant ce mode, nous avons S = {1,2}, ou le mode 1 représente le cas nominal (sans
pannes). Le processus défaut est supposé Markovien. Le processus FDI est aussi Markovien avec
R ={1,2}.

La matrice de probabilités de transition du processus défaut actionneur est donnée par :

5] = [ 0.9 0.1 ]

0 1

La matrice de probabilités de transition du processus FDI est donnée comme suit

0.9 0.1 0.1 0.9
L] = 2] = ,
i) [0.9 0.1 ] bl [o.1 0.9]

Pour le systéme décrit ci-dessus, et en utilisant 1’algorithme 4.1 avec v2, = 45 = 20, nous obtenons les

gains de retour de sortie donnés par

/

/
Ki=| 14884 —2.0721 } Ky = [ 0.9671 —1.7280

L’évolution des trajectoires d’états du systeme en boucle fermée résultant des correcteurs obtenus
est illustrée par la figure 4.1. La figure 4.2 représente 1’évolution des sorties commandées z,.;. Nous
pouvons voir a travers ces différentes figures que 'objectif d’atténuation des perturbations est atteint

et que le systeme en boucle fermée est stochastiquement stable.

4.2.6 Prise en compte de la contrainte X, < Y,Z 'Y/

La contrainte non linéaire X,, < Y, Z, 1Y’ est traitée de facon similaire & celle du cas continu. Cela se

traduit par le lemme 4.2 et ’algorithme 4.2.

Lemme 4.2 Le probleme de synthese multi-objectifs est faisable si et seulement si zéro est I'optimum
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6
I xk(l)
e xk(2) B
<5}
=
=
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15
<<
6 I I I I I I . I I
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Fic. 4.1 — Fvolution des variahles d’état : nine senle réalisation des nrocessus aléatoires
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4

Fi1G. 4.2 — Evolution des sorties z, : une seule réalisation des processus aléatoires

globale du probleme d’optimisation suivant

min  tr(TS)
t.q. (4.25), (4.33) — (4.34)
_ X, Y,
X, <X, S,= >0 (4.44)
* Ly
Tiv To
T,>1 T,=| " ™ |=>
*x Ty

S = diag{S1,..., S}, T =diag{T,..., 7}
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Algorithme 4.2.

i) Trouver une une solution faisable X0, Y,0, Zyo, Xvo, Qijvo, To, Sp. Si il n’existe pas de solution,
STOP, lalgorithme a échoué. h =0;

ii) Vi, = Sy, Wy, = Th, et trouver Xy (h11), Yo(hr1)s Zothi)s Xora1)s Qijo(ir1)s Thts Shats Thi
solutions du probleme LMI

( .
min

tI’(VhT + WhS)

t.q. (4.25), (4.33) — (4.34)

X, <X, S, (4.45)

IZ—iU 7—21)
* o T3y

ﬁvZH Z):

iii) si tr(Tp—1Sp—1 — TSy, < €), alors STOP, I'algorithme a échoué.
iv) si X, < Y,Z; 'Y, Yo € R, STOP, les ellipsoides de matrices ont été trouvées. Sinon, h = h+1 et

retourner a ’étape ii).

4.2.7 Exemple numérique

Soit le systeme nominal défini par la représentation d’état suivante :

0.9993 0.2901 —1.755 0.09675 0.01602
—5.985 x 1074 0.992 —2.456 x 107 —29x107° —4.802x 10°°
Ay, = | 9214x107° —1.648 x 107* 0.9986 446 x107° 7383 x1077 |,
—2.997x107% 996 x107% —1.318 x107° 1 —1.602 x 1078
4608 x 1077  —8.476 x 1077  9.993 x 1073  1.487 x 10~® 1
1.682 x 1073 —1.682 x 1073 0.03312 0.0100 0
0.0234 —0.0234 7.684 x 1073 0 0
Bu=| 4416 x107* —4416x10*  —0.01357 |, Ew=| 0 1x10°% |, C,= [ 0000 1 ]
1171 x 107*  —1.171x 107* 3.845x 107° 0 1x1073
2212 x107% —2212x107% —6.784 x 107° 0 1x 1073
Cm_{o1000}7%}_[000}702_[00010]’D2_{000}
000 10 0 0 1 00 0 0 1 1 00

Ce modele a été obtenu en discrétisant le modele dynamique du ’McDonnell F-4C Phantom’ de

Iexemple a) de la section 3.2.3.5 avec une période d’échantillonnage T = 0.01s.

Nous supposons que ce systeme est sujet a un défaut actionneur :

o Mode 2 : Perte totale de ’aileron gauche.
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Il s’en suit que S = {1,2}, ou le mode 1 représente le cas nominal (sans défauts). Le processus

défaut est supposé Markovien. Le processus FDI est aussi Markovien avec R = {1, 2}.

La matrice de probabilités de transition du processus défaut actionneur est donnée par :

0.9 0.1
[ﬂz‘j]Z[ 01 ]

La matrice de probabilités de transition du processus FDI est donnée comme suit

0.9 0.1 0.1 0.9
= 2 = ,
) [0.9 0.1 ] - bl [o.1 0.9]

La figure 4.3 nous montre le tracé des deux ellipsoides de gains de retour de sortie correspondant au
cas nominal (1 = 1) et au cas défectueux (¢, = 2) pour ¥4, = 72 = 50. Les gains de retour de sortie

centraux (centres des ellipsoides) sont donnés par

o= [ 0.0400 0.2623 0.0992 } , Koy = [ 0.0352 1.3639 0.3612 |.

K,(3)

K(2)

K1)

Fia. 4.3 — Ellipsoides de gains de retour de sortie

Comme pour le cas des systéemes a temps continu, la méthode de synthese ainsi mise en oeuvre nous
permet d’avoir des ensembles de gains décrits par des ellipsoides. Tous les éléments de ces ellipsoides
garantissent les mémes propriétés. Ces ellipsoides peuvent étre utilisées pour I’évaluation de la résilience

du systeme en boucle fermée (voir chapitre 2).
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4.2.8 Conclusion

Dans cette premiere partie de chapitre, nous avons abordé la problématique de commande multi-
criteres par retour statique de sortie des systemes tolérants aux défauts a sauts Markoviens en temps
discret. Les différents criteres de performances considérés incluent la stabilisation stochastique du
systeme en boucle fermée, des performances Hs ainsi que des performances Hoo.

Nous avons proposé deux caractérisations NLMI de correcteurs statiques par retour de sortie sta-
bilisant le systeme en boucle fermée et assurant des niveaux de performances Ha/Hoo. La premiere
caractérisation s’appuie sur les travaux de [dOBG99]. Elle est formulée sous forme de probleme de
faisabilité d’inégalités matricielles linéaires sous une contrainte égalité. Un algorithme d’optimisation
de type complémentarité sur le cone a été proposé pour la résolution numérique de ces conditions. Ces
résultats théoriques ont été validés sur un exemple de simulation.

La seconde caractérisation s’appuie sur le formalisme ellipsoides de matrices. Ce formalisme per-
met notamment la synthese de correcteurs sujets a des spécifications sur les gains de commande.
Les différentes conditions de synthese étant établies en termes de faisabilité d’inégalités matricielles
linéaires sous des contraintes de type inégalités matricielles non linéaires, leur résolution numérique
reste un probleme délicat. Un algorithme d’optimisation itératif de type complémentarité sur le cone

a été la aussi proposé et mis en oeuvre sur un exemple de simulation.

4.3 Systemes commandés par réseaux

Les systemes commandés par réseau (NCSs pour Networked Control Systems) sont des boucles de
régulation fermées par un réseau de communication en temp réel. En effet, dans les NCSs, les réseaux
sont utilisés afin d’échanger des informations et des signaux de commande (entrée de référence,
sortie mesurée du systéme, entrée de commande, etc.) entre les différents composants du systéme
de commande (capteurs, controleurs, actionneurs, etc). Les NCSs constituent une nouvelle classe de
systemes, introduisant des problemes spécifiques liés a la présence de retards, a la perte d’information,
ou a la gestion du flux de données. Ces contraintes prennent une importance considérable lors
de la commande de procédés rapides pour lesquels les caractéristiques du réseau ne peuvent plus
étre négligées. Nous retrouvons notamment ce genre de systemes dans des domaines d’application
complexes tels que 'automobile, 'aéronautique, 1’aérospatiale, ou plus généralement tout systeme
complexe géré au travers d’un réseau dédié [WYBO02, Wit05]. Par ailleurs, ces systémes complexes
peuvent induire des effets catastrophiques suite a I’occurrence d’un défaut ou d’une panne sur I'un de
leurs composants. Il est donc primordial d’intégrer des spécifications de tolérance aux défauts dans le

cahier des charges de tels systemes.

Le canal de communication entre le systéeme et le controleur est souvent modélisé comme une ligne de
transmission, c’est-a-dire un élément physique induisant un retard constant, dépendant des propriétés
structurelles de la ligne. Cette description devient plus complexe lorsque le systeme est commandé au
travers d’un réseau utilisé par de multiples utilisateurs. Dans ce cas, le retard induit ne dépend plus

seulement d’éléments physiques mais aussi et surtout des algorithmes mis en place pour la gestion du
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traffic sur le réseau et le codage de 'information. Le canal de communication utilisé pour la commande

du systéme considéré subi 'influence de tous les autres flux de données présents sur le réseau. Un réseau

peut étre caractérisé par deux éléments de premiére importance lors de sa modélisation [Wit05] :

- la gestion du flux de données au niveau local (émetteur/récepteur), ou les mesures physiques sont
converties en unités d’information a transmettre,

- la gestion du flux de données au niveau global, o un algorithme gere les interactions entre les
différents flux, évitant ainsi par exemple les collisions ou la perte de paquets induits par une surcharge
du réseau.

Lors de I’émission, la gestion des données dépend du protocole utilisé et de son implémentation.

La taille, la fréquence d’émission et la priorité des paquets peuvent ainsi étre ajustées, en prenant

éventuellement en compte des consignes issues de la gestion globale du réseau.

Apres un bref apercu de modeles élémentaires de canaux de communication, nous verrons dans ce
chapitre des exemples de réseaux a utilisateurs multiples et les différentes problématiques induites par
la commande des systemes en réseau. Nous mettrons ensuite ’accent sur la problématique spécifique
traitée dans ce travail, & savoir la stabilisation stochastique et la commande multi-criteres des NCSs

sujets a des retards aléatoires et a des pannes pouvant affecter les différents composants du systeme.

4.3.1 Modeles de canal de communication

Le canal de communication est envisagé de différentes fagons selon le domaine d’application dans lequel
il est utilisé. Dans le cadre de la théorie de I'information, celui-ci est considéré comme une source de
corruption de 'information. Ainsi la communication de données binaires s’effectue, en prenant comme
exemple un modele de type Shannon- Weaver [SW49], avec une corruption de donnée de probabilité e.
Ceci signifie qu’un 0 émis a une probabilité de 1 —e de conduire a la réception d’un 0 et une probabilité
de € de conduire & la réception d’'un 1, comme illustré dans la figure 4.4. Une autre approche plus
fréquemment utilisée dans le cadre de 'automatique, consiste & considérer le canal comme une source
de retard dans la communication. La transmission est supposée fidele et le probleme de modélisation
revient a établir le modele de retard le plus proche de celui subi par les données. Dans ce travail, nous
considérons le canal de communication comme une source de retards aléatoires. Dans ce qui suit, et de
maniere non exhaustive, deux modeles élémentaires de canal de communication, ou le retard apparait
comme une variable aléatoire, sont présentés. La premiere approche considere le canal comme un
retard pur, variable et discret. Le dernier modele (aussi basé sur un retard pur) décrit quand a lui le
réseau de communication comme un ensemble d’états, chacun étant caractérisé par une distribution
spécifique de retards. Le lecteur intéressé par un état de I'art plus détaillé peut se référer par exemple
a [Wit05].

4.3.1.1 Systéeme a retard variable

Cette approche considére le canal de transmission comme un retard variable dans le temps (celui-ci
étant la principale source d’instabilité du systeme). Le retard peut alors étre caractérisé par un modele

déterministe, une distribution probabiliste ou encore une chaine de Markov. Ce dernier exemple est
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0 1-¢ >0
E

1 1

-2 >

Fic. 4.4 — Modele de type Shannon- Weaver.

étudié dans [KOC192] et induit le modele de retard présenté dans la figure 4.5. La chaine de Markov
est utilisée pour fixer 'un des (; a un, les autres valant zéro, ce qui permet de permuter entre les
différentes valeurs du retard. Le signal échantillonné y; est ainsi retardé d’un nombre d’échantillons

1A du fait du §; non nul. Le systéeme distant regoit le signal wy.

F1G. 4.5 — Modele de retard variable.

4.3.1.2 Ensemble de modeéles

Le réseau de communication peut étre aussi considéré comme un systeme ayant différents modes
de fonctionnement, en fonction de la quantité d’information qu’il doit gérer. Dans ce cas, différents
modeles peuvent étre appliqués selon 1’état global du réseau. Ainsi dans [NBWOS]|, le réseau est
modélisé en utilisant une chaine de Markov a multiples états, pour lesquels I’état r; correspond a
la charge du réseau (distribution probabiliste du retard de transmission). Un exemple de ce modele
est présenté dans la figure 4.6 avec trois niveaux de charge. La probabilité de distribution pour ry
peut ensuite étre établie en utilisant une matrice de transition, la probabilité de 1’état et le vecteur de
distribution de I’état du modele de Markov.
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F1G. 4.6 — Réseau modélisé comme une chaine de Markov & trois niveaux de charge : bas (L), moyen
(M) et haut (H).

4.3.2 Modeles de protocoles

Les modeles de protocoles sont difficiles a établir, 'interaction entre les différents utilisateurs ne pou-
vant étre prédite. Néanmoins, des résultats concernant des modeles moyens permettent de comprendre
les principaux processus mis en jeux et de mettre en valeur les propriétés principales des réseaux. Trois
modeles différents de protocoles sont présentés, illustrant les principaux réseaux de communication

utilisés dans l'industrie.

4.3.2.1 Bus de terrain : CAN

Le bus de terrain CAN (Controller Area Network) a été développé par la compagnie allemande Bosch
pour des applications en industrie. CAN est définie dans les standards ISO 11898 et 11519-1 [NBW9S].
Il est caractérisé par 'utilisation de niveaux de priorité pour I’émission des messages (229 niveaux).
Son débit est au maximum de 1Mbit/s, pour une longueur de 40m. Un noeud peut émettre a tout
instant si le bus est silencieux mais c’est le message a plus haut niveau de priorité qui a ’acces au
bus (au travers du controleur central du bus) si deux noeuds tentent d’émettre au méme instant. Le
délai de transmission induit par ce systeme a été étudié dans [NBW98], ou il est décomposé comme
la somme de trois retards : le temps d’attente de fin de ’émission en cours, le temps d’attente que
les messages a priorité supérieure soient émis, et le temps de transmission du message considéré. Des
résultats expérimentaux ont montré que des fonctions de densité probabiliste sont suffisantes pour
établir des modeles simples, mais qu’'un modele de Markov peut étre utilisé pour des représentations

plus complexes.

4.3.2.2 Réseaux locaux : Ethernet

Les réseaux locaux (souvent dénommés LAN, pour Local Area Networks) sont largement répandus et
habituellement utilisés pour connecter des ordinateurs dans les réseaux privés. Leur taille est limitée,
rendant le retard connu et borné, et ils ont un taux de transmission élevé. Ethernet constitue un
exemple courant de réseau LAN en bus, sans controleur centralisé. L’acces au bus peut étre effectué
par protocole a détection de porteuse (CSMA - Carrier Sense Multiple Access) avec détection de
collision (CD - Collision Detection). Avec cette méthode I’émission débute seulement si le canal est

libre, mais deux (ou plus) émetteurs peuvent décider d’émettre en méme temps, ce qui induit une
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collision. Cette derniere est automatiquement détectée et les deux émetteurs arrétent leur émission,
pour la reprendre apres un temps aléatoire. Les caractéristiques du retard dépendent fortement de la

charge du réseau, rendant Ethernet tres difficile & modéliser.

4.3.2.3 Réseaux longue distance : Protocole de transfert

Les réseaux grande distance ou WAN (Wide Area Network) sont caractérisés par la présence d’un ou
plusieurs routeurs et de commutateurs, qui gerent et distribuent I'information. La principale influence
du routeur est d’induire une file d’attente ou sont stockés les messages avant d’étre retransmis. No-
tons que ce probleme apparait également dans les LAN, ou les commutateurs sont de plus en plus
utilisés. Lorsque les flux d’entrée dans le routeur sont trop importants, celui-ci devient congestionné
et des paquets d’information sont perdus. L’émetteur peut étre informé des paquets regus par I’envoi
d’acquittements (acknowledgements) par le destinataire. Un flux de données passant par un routeur
est présenté dans la figure 4.7 [Wit05]. Un modele moyen déterministe du retard est disponible pour
différents types de réseaux, notamment pour ceux a file d’attente [GH9S8]. Le protocole de controle
de transfert TCP (Transfer Control Protocol) est un exemple classique de protocole utilisé dans les
réseaux longue distance et LAN, mis en place aux deux extrémités du canal de communication afin de
permettre aux utilisateurs d’émettre et de recevoir des données au travers d’internet. C’est un proto-
cole dit sécurisé, dans le sens ou tout paquet perdu est réémis. Son objectif principal est de maximiser
le taux de transmission de 'utilisateur en ajustant la taille de la fenétre d’émission de I'utilisateur en

fonction de la congestion du réseau, exprimée par le nombre de paquets perdus.

Routeur congestionné

paquets de données paquets transmis
Emeteur | [J[1J0 0000 OI]I]I]I] 0000 | Recepteur
[

A

- aquets perdus
O paq p
[

acquittements

oooo ooog «

Fia. 4.7 — Exemple de flux dans un réseau comportant un routeur.

4.3.3 Problématiques

La présence d’un réseau dans la boucle de commande induit de nombreuses problématiques spécifiques
telles que [Wit05] :
- la quantification du signal lors de 1’émission/réception des paquets d’information,

- la compression/décompression des informations transitant par le réseau,
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- la perte de paquets due a la congestion du réseau,

- la gestion du trafic par le routeur afin de garantir la stabilité ou la performance du systéme considéré
lors de la congestion,

- la stabilisation des systemes en présence de retard,

- la prise en compte de la bande passante disponible (dépendante de I’état d’occupation du réseau)
lors de la synthese du controleur.

Dans le travail présenté ci-dessous, nous positionnons le probleme de commande par l'intermédiaire

d’un réseau de communication dans le cadre de la transmission avec retard. Plus particulierement,

le retard sera considéré aléatoire. Avant d’établir nos principaux résultats, nous donnons dans ce qui

suit un bref état de ’art sur la commande des NCSs avec retard.

4.3.4 Présence de retards

Un élément fondamental induit par la présence du réseau dans la boucle de commande est la présence
de retards entre les capteurs et le correcteur, et entre le correcteur et les actionneurs. Les retards
induits par le réseau de communication peuvent étre constants, variants dans le temps, et dans la
plupart des cas, aléatoires. L’occurrence de retards dans la boucle de commande peut conduire a
une dégradation des performances du systéeme, voire & l'instabilité de ce dernier. Dans [NBW9S§],
I’analyse de la stabilité ainsi que la synthese de lois de commande pour les NCSs ont été étudiées en
considérant que le retard induit par le réseau de communication a chaque période d’échantillonnage
est aléatoire et inférieur & une période d’échantillonnage. Dans [ZBP01], la stabilité des NCSs a été
analysée en s’appuyant sur une approche systémes hybrides et cela dans le cas ou le retard induit
est déterministe (constant ou variant dans le temps); et dans [LZAO03], une approche systémes a
commutation (switched systems) a été utilisée pour étudier la stabilité des NCSs. Dans [YWaGXO04],
la problématique de détermination du retard induit maximal préservant la stabilité du systéme en
boucle fermée a été considérée. Dans [ XWO04], le retard induit par le réseau est supposé variant dans
le temps et inférieur a une période d’échantillonnage.

Il est & noter que dans tous les travaux ci-dessus, le systeme est considéré a temps continu. Le
cas des systémes a temps discret a été traité par [KOCT92] et [XHHO0] ou les retards aléatoires
induits par le réseau de communication ont été modélisés par une chaine de Markov a temps
discret et a espace d’état fini. Le probleme de stabilisation des NCSs est alors considéré sous le
formalisme (MJLS). Comme nous l'avons mentionné dans les chapitres précédents, il existe une
littérature tres abondante traitant de la stabilisation, de la commande optimale, de la commande
Ha2/Hs ainsi que différentes applications de cette classe de systemes. Nous citons par exemple
[Bou06, Bou05, Bou99, CZT03, dFGdVC00, dSF93, DM02, DMS04, JC90, JC92] pour le cas des

systémes a temps continu et [CEFMO5] pour le cas des systémes & temps discret.

Nous allons dans ce qui suit définir le modele dynamique des systémes commandés par réseaux
considéré dans ce travail. Ce modele représente une classe de systemes a sauts Markoviens en temps
discret ou deux processus Markoviens sont définis. Le premier modélise 'effet du retard induit par le

réseau de communication, et le second représente les différents défauts pouvant affecter les composants
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du systeme.

4.3.5 Modele dynamique

Considérons la classe des systemes dynamiques stochastiques, définie sur I’espace probabilisé (2, F, P),

donnée comme suit :

Tp1 = Ag(mi) Tk + Bu(ne)u(yr, k) + Buw (k) wy
o Ly =y (4.46)
2z, = Cy(nk)xy + Dz (ng)u(yr, k)

ou
e 1, € R" : état du systeme;

e u(yg, k) € R" : entrée de commande du systeme ;

e yr € RY : sortie mesurée du systeme;

e 7z, € RP : sortie commandée du systeme;

e wi € R™ : perturbations externes;

e {ni, k> 0} : processus aléatoire décrivant les défauts affectant le systeme,

o Ar(mk), Bu(mk), Ew(nk), Cz(nr) et D;(ng) : matrices aléatoires de dimensions appropriées.

Nous supposerons par la suite que le processus 7, est un processus Markovien a temps discret et
a espace d’état fini J = {1,...,v}. La probabilité de transition de 1’état i & ’état I, (i, € J), du

processus 1 est donnée par oy, i.e.

Q41 = P{leJrl =1 ’ nNg = Z} (4.47)
Zr
Y 4l systeme V. "

A
Retards aléatoires
rsk

Vek

A

Correcteur

Fia. 4.8 — Systeme commandé par réseaux : retards rgy,

Nous supposerons aussi qu’il existe des retards aléatoires bornés entre les capteurs et le correcteur

(figure 4.8). La loi de commande par retour de sortie statique est donnée dans ce cas la comme suit

Ps - {u(yk7 Tsk» k) = Icyck = K:nykfrsk (448)
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ou {r est une séquence d’entiers aléatoires bornée avec 0 < rg. < ds < 00, et dg est connu.
sk > sk > Wg ) S

Remarque 4.4 Nous pouvons utiliser des correcteurs dépendant du retard si nous connaissons la
valeur de ce dernier en temps réel, ce qui est le cas si nous utilisons des données datées (time-stamped

data) dans le réseau de communication. La loi de commande est donnée dans ce cas la par

Ps {u(yk,Tsm k) =KoYk = Kro, CyTry, (4.49)

Remarque 4.5 Les résultats qui seront développés dans cette section peuvent aisément s’appliquer
au cas de la présence additionnelle de retards entre le correcteur et les actionneurs rg (figure 4.9) et
cela en modélisant r,; par une autre chaine de Markov a temps discret et a espace d’état fini. Cette
derniere est supposée indépendante des autres processus aléatoires. La loi de commande est donnée

dans ce cas la par

Zk

Uy

\ 4

A

Systeme Vi

A 4
Retards aléatoires Retards aléatoires
rxk

Yok

Yer

Correcteur |«

Fia. 4.9 — Systeme commandé par réseaux : retards rgy, et retards rq;,

Ps {u(yk7r8ka Tak, k) = K:Cyl'k—rsk—rak (450)

En augmentant le vecteur d’état comme suit

T = [z}, x,(k—l) x’(kfds)]’

ot Zj, € REsTDn e systeme en boucle fermée devient

Tpy1 = <1‘~1m(77k) + Bu(ﬂk)’Céy(Tsk)) ik + Bu (i) wy,
Pet : § yk = Cy(rsi) T, (4.51)
2= (Ca(me) + DZ(nk)Kéy(TSk)> T
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Ag(nk) O 00 By (k) By (1)
I 0 00 0 0
Ap(ni) = 0 I 0 0 |, By(m) = 0 , By (ni) = 0
0 o I 0| o0 o0
C*y(rsk):[o 0C, 0 0]
éz(nk):[cz(nk) .. 000 .. 0}

et tous les éléments de C, () sont nuls excepté le bloc (rg + 1). Ce dernier étant la matrice C,,.

L’une des difficultés de cette approche réside dans la modélisation de la séquence rg;. Dans le cadre
de ce travail, les transitions du processus aléatoire rg; sont modélisées par une chaine de Markov a
temps discret et & espace d’état fini S = {0,...,ds} [KOCT92, XHH00, ZSCHO05]. Dans ce cas, nous
avons

P{TS(k—&-l) =J|rsp =1} = pij (4.52)

ou 0 <i,j < ds. Ce modele est relativement général. En effet, il permet la prise en compte, de maniere
naturelle, des pertes de packets dans le réseau de communication [XHHO00, ZSCHO05]. L’hypothese
principale dans ce contexte est que le correcteur utilise a chaque instant les données les plus récentes :
si nous avons yY(x_r,,) & l'instant k, mais qu’il n’y a pas de nouvelle information a l'instant k£ + 1
(données perdues ou retard trop important), alors les données Y(k—r,,) Deuvent étre utilisées. Dans ce
modele de systémes commandés par réseaux (figure 4.8), le retard 7y peut alors croitre de 1 au plus

a chaque pas, ce qui conduit a la contrainte

P{Ts(k-i-l) > rep + 1} =0

A linverse, le retard rg;, peut décroitre d’autant de pas que possible. La décroissance de rg;, modélise
la perte de packets dans le réseau ou la non prise en compte de données antérieures si des données
plus récentes sont disponibles au méme instant [XHH00, ZSCHO05]. La structure de la matrice de

probabilités de transition du processus retard rgj, est alors donnée comme suit

poo por O 0
po p1i1 pi2 O
P(ds—1)ds
| Pdo Pd1 Pd2  Pds Dd.d,
ou
ds
0<pij<let sz'j =1 (4.54)

J=0
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Les éléments sur la diagonale de la matrice de transition représentent les probabilités que les données
arrivent en séquence avec des retards égaux. Les éléments au dessus de la diagonale sont les probabilités
d’occurrence de retards plus importants et les éléments en dessous de la diagonale indiquent une perte
de packets ou la non prise en compte de données antérieurs si des données plus récentes sont disponibles

au méme instant.

4.3.6 Reésultats préliminaires

Avant d’établir nos principaux résultats, nous donnons quelques définitions et résultats préliminaires
nécessaires a la bonne lecture de cette partie. Nous allons dans un premier temps définir la notion
de stabilité stochastique traitée dans le cadre des NCSs puis nous introduirons quelques résultats

portant sur la stabilisation stochastique du NCSs.

Dans ce qui suit, et sans perte de généralité, nous supposerons que le point d’équilibre, T = 0, est la

solution en laquelle les propriétés de stabilité sont examinées.

Définition 4.3 Le systéeme 4.51 avec up, = 0 et w, = 0 est dit Stochastiquement stable si pour toute

condition initiale (Zo,7s0,M0), la relation suivante est vérifiée :

£ {Z | &1 (w0, 750, m0) ||| 5:0,7“50,770} < 00 (4.55)

k=0

Le corollaire suivant donne une condition nécessaire et suffisante de stabilisation stochastique du
systeme (4.51).

Corollaire 4.4 Les propositions suivantes sont équivalentes :
i) Le systeme (4.51) est stochastiquement stabilisé par ¢ ;

ii) Les inégalités matricielles
A;j'ﬁi]’fiij —Pii <0, Viel, jes. (4.56)

sont faisables pour des matrices K et P;; > 0, ou

ds v
Aij = Agi + BuikCyj;  Pij = ijv Z Qim Prmo
v=1 m=1

iii) Pour tout Q = (Qu11,..., Qij,-- ., Qud,) avec Q;; > 0, il existe un unique
P = (Piu1,...,Pij, ..., Pud,) avec P;; > 0 vérifiant les équations de Lyapunov couplées suivantes
A;jﬁij/_lij —Pij+Qij=0 Vie 3, jebs. (4.57)

O
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4.3.7 Principaux résultats
4.3.7.1 Stabilisation stochastique

Dans ce paragraphe, nous allons, dans un premier temps établir une condition nécessaire et suffisante
pour la stabilisation stochastique du systeme (4.51). La condition ainsi obtenue est formulée comme
un probleme de faisabilité d’inégalités matricielles sous une contrainte égalité de la forme PX = 1.

Dans un second temps, une caractérisation par ellipsoides de matrices du correcteur statique

stabilisant stochastiquement le systeme (4.51) sera également donnée.

Une caractérisation par inégalités matricielles non linéaires du compensateur (ys) stabilisant stochas-

tiquement le systeme (4.51) est donnée par le corollaire suivant.

Corollaire 4.5 Le systéme en boucle fermée (4.51) est stochastiquement stable si et seulement si
il existe une matrice K, des matrices Qij et des matrices symétriques P;; > 0, Xj; > 0 vérifiant les

inégalités matricielles couplées suivantes

—Pij Al 0
*x =G — Q_Z{j GiiRi; | <0 (4.58)
* * -X
sous les contraintes
Pinij =1 (4.59)

X =diag{T, To,..., L };
T o= (X, X, -, X

-[1/ - [Xula XI/27 ceey Xuds];
Rij = T1ijy Doigy - - Tuijl;

Iy = [\/041'1293'1, NCGVITIRERE \/ailpjds] ;

Lyij = [\/@wbj1, /TivDjzs - - -+ /TirDjds | ;
Si (4.58)-(4.59) sont faisables, alors la loi de commande par retour statique de sortie correspondant

est donnée par

ug = Ky

Preuve La preuve de ce corollaire est similaire a celle de la proposition 4.2. [ ]
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En se basant sur le corollaire 4.4, une caractérisation en terme d’ellipsoide de matrices du compensa-

teur (ps) stabilisant stochastiquement le systeme (4.51) est donnée par le corollaire suivant.

Corollaire 4.6 Le systéme (4.51) est stochastiquement stable si et seulement si il existe des matrices
Pij =Pi; >0, Xe€89, Y € R et Z=Z'> 0 vérifiant les LMIs suivantes

/ /

I o ~Pi;; 0 I o Cyi O X Y||C, O (4.60)
/Nlm' Em * 751'1' Am Em 0 I *x 7 0 I .
et I'inégalité matricielle non linéaire donnée comme suit
X < vz ly (4.61)
Vied jeSs.
Soit {P;;,X,Y,Z} une solution, alors le {X,Y,Z}-ellipsoide, non vide, est un ensemble de gains
stabilisants. O
Preuve La preuve de ce corollaire est similaire a celle de la proposition 4.3. |

4.3.7.2 Commande H,

Soit le systeme (4.46) avec

2k = Zook = Coo(Mk) Tk + Doo (k) u(ys, k)

ou l'indice ’00’ est relatif a des performances Hqo.

Dans cette section, nous abordons la problématique de synthese de correcteurs par retour statique de
sortie stabilisant stochastiquement le systéme (4.51) et assurant un niveau de réjection de perturbations
Yoo > 0.

Par analogie aux résultats établis dans les paragraphes précédents, le probleme de commande Hq

stochastique peut étre formulé comme suit :

Pour un niveau de performance Hoo (Voo) donné, trouver un gain de retour statique de sortie KC tel

que
o0 o0
S s <23 s
k=0 k=0

i.e.
| Zoo ll&s< Yoo [l w (|2

Dans ce cas, le systéme en boucle fermée (4.51) est stochastiquement stable et posséde un niveau de

performance Heo sur [0,00) donné par Yeo.

Comme précédemment, et en se basant sur le lemme réel borné des systemes linéaires a sauts Marko-
viens et a temps discret nous pouvons établir le corollaire suivant donnant une condition nécessaire et

suffisante de résolution du probleme de commande Ho, en terme d’inégalités matricielles non linéaires.
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Corollaire 4.7 Le systeme (4.51) est stochastiquement stable et || ¢¢ |loo< Yoo si €t seulement si il

existe une matrice K et des matrices symétriques P;; > 0 vérifiant les inégalités matricielles couplées

suivantes o ) ) o
AL PijAs — Py + CloyiOncis APuBu ] 63)
* —(v3I = By, Pij Buyi)
ol
Cocij = Csoi + DociKCy
¢

Nous sommes maintenant en position d’introduire nos résultats portant sur la commande Ho,

stochastique par retour statique de sortie des NCSs a sauts Markoviens et a temps discret.

Corollaire 4.8 Le systeme (4.51) est stochastiquement stabilisé par ¢ et || ¢ |loo< Yoo i et seulement
si il existe une matrice K, des matrices Gmij et des matrices symétriques Pooij > 0, Xooij > 0 vérifiant

les inégalités matricielles suivantes

[ 0 0 cr A ]
— Pij[ﬂ 0}— oot Y 0
0 75l 0 By

* 1 0 0 |<o0 (4.64)

* * ~Gij — Gi;  GijRij

* * * -X
sous les contraintes

PiXyy =1 (4.65)

Si (4.64)-(4.65) sont faisables, alors K est un gain de retour statique de sortie stabilisant stochasti-
quement le systeme (4.51) et garantissant un niveau de performance Ho, donné par Y. O
Preuve La preuve de ce corollaire est similaire a celle de la proposition 4.5. [ |

En se basant sur le corollaire 4.7, une caractérisation en terme d’ellipsoide de matrices du compensa-
teur (ps) stabilisant stochastiquement le systeme (4.51) et assurant des performances Hoo est donnée

par le corollaire suivant.

Corollaire 4.9 Si il existe des matrices Pooij = Pl ;; >0, X € S9,Y € R et Z = Z' > 0 vérifiant

00%j

les LMIs suivantes

~Psoij 0O -I 0 X Y
! o] / . ! .
14 N 75002] Mh’ < MQi [ 0 ,}/go]l ] MQ'L + M3] ng (466)

et I'inégalité non linéaire suivante

X <vYZlY (4.67)
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Vie Z,j€ S, ou

0 I 0

I 0 0

My; = - -

) M2i =

Cy 0 0
0

3 Ms; =
] % 01

alors le {X,Y,Z}-ellipsoide est un ensemble de gains stabilisants stochastiquement le systeme (4.51)

tel que

| 200 [lex < Yoo [ w |2

Preuve La preuve de ce corollaire est similaire a celle de la proposition 4.6. |

4.3.7.3 Commande Hs

Soit le systeme (4.46) avec
2k = 2o = C2(nk)wk + Do(me)u(yr, k)
2ok est la sortie a commander pour laquelle des performances Ho sont considérées.

En s’appuyant sur la méme méthodologie que celle utilisée dans la résolution de la problématique

de commande H, des NCSs, des résultats de commande Hs sont obtenus et sont résumés comme suit.

Corollaire 4.10 si il existe une matrice KC, des matrices g_2ij et des matrices symétriques Po;; > 0,

AXy;j > 0 vérifiant les inégalités matricielles suivantes

Z tr(B:Ui'Pziiji) < ’}/S (4.68)
/L‘?j
—Paij A;j 0 6/2@‘
*x  —Gaij — Gy, gQiﬂ??zj 0 <0 (4.69)
* * _XQZ']' 0
* * * —I
sous les contraintes
PoijXoij =1 (4.70)
Vi e d, je S, alors K est un gain stabilisant tel que || ¢q [2< Yo. O
Preuve La preuve de ce corollaire est similaire a celle de la proposition 4.7. ]

Corollaire 4.11 Si il existe des matrices Py;; = Péij >0, X €S9 Y € RI* et Z = 7' vérifiant les
contraintes suivantes

X <YZ Y (4.71)

> " tx(B,; Paij Bui) < 73 (4.72)
i?j
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— P Y
,11‘ 2ij B Ny; < _N/QiNQi + Ngj N3, (4.73)
*  Paj
Viel jes, ou

Ny=| & 0 N—[C’D}N—éyjo

17 Am Bm ) 24 21 21 | > 37 0 I
alors le {X,Y, Z}-ellipsoide est un ensemble de gains stabilisants tel que || ¢g [|2< Y2 O
Preuve La preuve de ce corollaire est similaire a celle de la proposition 4.8. |

4.3.7.4 Synthése multi-objectifs

Le probleme de synthese multi-criteres est formulé comme suit :

Soient Yoo €t y2 deur niveauxr de performances Hoo et Ho donnés. Le probléme de synthése multi-
critéres consiste a trouver un gain de retour de sortie IC stabilisant stochastiquement le systéme en

boucle fermée et tel que

I Zoo [le < Yoo [l w |l2

| per [l2< 72

Le résultat de synthese multi-objectifs est évident. Il suffit en effet de trouver un gain de retour de
sortie satisfaisant les différentes inégalités matricielles données par les corollaires 4.8 et 4.10 (4.9 et

4.11 pour le formalisme ellipsoides de matrices). Cela se résume par les Corollaires suivants.

Corollaire 4.12 Si il existe des matrices Pooij, Poij, Xooij, X2ijs g‘ooij, g_gij, et I vérifiant les
contraintes (4.64)-(4.65) et (4.68)-(4.70), alors le gain K est un gain stabilisant, assurant les niveaux

de performances requis. O

Corollaire 4.13 Si il existe des matrices Poo;j, Paj, X € S9, Y € RY*" et Z € S" vérifiant les
contraintes (4.66)-(4.67) et (4.72)-(4.73), alors le {X,Y, Z}-ellipsoide est un ensemble de gains stabi-

lisant, assurant les niveaux de performances requis. %

4.3.8 Prise en compte de la contrainte P;;&;; =1

Nous allons dans ce qui suit établir un algorithme numérique permettant la prise en compte de la
contrainte P;; X;; = 1. Cette problématique étant similaire a celle rencontrée dans la section 4.2.4, les

différentes propriétés de 'algorithme ne sont pas rappelées ici.

POUI' POO - (7)00117"'7P00ij7"'7P00Ud5)7 GOO = (gOO117"'7g00ij7"'7g00’l)d5)7 ,Cv XOO -
(Xoollv'"aXOO’L'jv"'aXOO’UdS)a P2 - (P211)'"7P2ija"'a7)2vds)a G'Q — (g2113"'7g2ija"'7g2vds)a et
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Xy = (Ao11, ..., Xaij, . . ., Xoyg, ), définissons deux ensembles convexes par un ensemble de LMIs comme
suit
CZ;,;GQ’,C’XQ) 2 {(Py, G, K, X3) : LMIs(4.68) — (4.69), Paij > 0, Xoi; > 0,¥i €1, j € S, }
et
cgo;jGw,wa) 2 {(Poo, Goo, K, X o) : LMIs(4.64), Pogij > 0, Xooij > 0,Vi € 1, j € S}

L’algorithme CCL pour la résolution du probléeme de commande multi-objectifs est donné comme suit

Algorithme 4.3. Soient 75, > 0 et 79 >0

i) Initialisation. A = 0 : trouver une solution faisable (Ps0,Goo0,K0,Xo00) €
Hoo H .
ClPr Goo ki Xoo)? (P20, G20, Ko, X20) € O, o, ¢ x5 ¥

ii) Vh = Ph et Wh = Xh ou
Xh = diag{Xoollfn RN} Xooijha s 7Xoovd5h; XQllha LR XQijhv s aXZ’UdSh}

P, = diag{Poo11h, - - - » Pocijps - - - s Poovds s P211hs - -+ P2ijps - -+ » Povdop }

Définir la fonction linéaire

fo(P,X) = tr(VpX + W, P) (4.74)

iii) trouver (Ppy1,Xp41) solution du probleme d’optimisation convexe suivant

Xooij I

min
H H
(Poo,Goo K Xoo) €CEY, G og k x00) (P2 G2 KXK2)ECE), G, k) {

Xoii 1
29 >0,Viel jeSy (4.75)
I Poj

> 0;

I

fh(PaX) : [

iv) sile critere d’arrét est satisfait, aller & ’étape v). Sinon, h = h + 1 et aller a I’étape ii).
v) fixer IC. Si il existe des matrices Poo;j €t Pai; tel que (4.63), (4.76) et (4.68)
A;j’p%j/iij — Paij + 6/21621 <0 (4.76)

sont vérifiées alors K est solution du probleme de commande multi-objectifs. Sinon, échec de 1’algo-

rithme.

4.3.9 Exemple numérique

Soit le systeme de I'exemple 4.2.5 avec S = {1,2} ou

o Mode 1 : Cas nominal ;
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o Mode 2 : Perte totale du second ationneur.

Le retard aléatoire induit par les capteurs appartient a ’ensemble {0, 1} (i.e. 75 € {0,1}) et sa matrice

de probabilité de transition est donnée par

o] = [ 0.5 0.5 ]

0.5 0.5

La matrice de probabilité de transition du processus défaut est donnée par

03] = [ 0.9 0.1 ]

0 1
En appliquant I'algorithme 4.3 avec 72, = 73 = 40, nous obtenons
/
=] 03830 —05149 |

L’évolution des trajectoires d’états du systeme en boucle fermée résultant du correcteur obtenu est
illustrée par la figure 4.10. La figure 4.11 représente I’évolution des sorties commandées z.. Nous
pouvons voir & travers ces différentes figures que I'objectif d’atténuation des perturbations est atteint

et que le systeme en boucle fermée est stochastiquement stable.

15

— x®
— xk(2)

Amplitude

10 I I
o 5000 10000 15000

Fi1c. 4.10 — Evolution des variables d’état : une seule réalisation des processus aléatoires

4.3.10 Prise en compte de la contrainte X < YZ~'Y’

La contrainte non linéaire X < YZ 1Y’ est traitée de facon similaire & celle établie dans la section

4.2.6. Cela se traduit par le lemme 4.2 et I'algorithme 4.4.

Lemme 4.2 Le probleme de synthese multi-objectifs est faisable si et seulement si zéro est I'optimum
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global du probleme d’optimisation suivant

min  tr(7S)

X<X S§=

21 T=

Algorithme 4.4.

I
10000

t.q. (4.66), (4.72) — (4.73)

X Y

>0
x 7
T 1
1 Do >0
* T3

15000

(4.77)

i) Trouver une solution faisable Xg, Yq, Zo, Xo, Qijo, Zo, Sp. Si il n'existe pas de solution, STOP,

I’algorithme a échoué. h = 0;

ii) Vi = Sp, Wy = Ty, et trouver X, 1), Y(n41), Z(ht1)> Xht1)» Lijh+1)s Zht1, S(h41)» Thy1 solutions

du probleme LMI

X<X S=

Ti>21 T=

min  tr(V,7 + W3S)
t.q. (4.66), (4.72) — (4.73)

~

X Y
>0

*x 7

T T
1 12 >0

* T3

(4.78)
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iil) si tr(7p_1Sh—1 — TpSh < €), alors STOP, lalgorithme a échoué.
iv) si X < YZ7'Y’, STOP, P'ellipsoide de matrices a été trouvée. Sinon, h = h + 1 et retourner &

I’étape ii).

4.3.11 Exemple numérique
Soit le systeme nominal défini par la représentation d’état suivante :

0.9996 270 x 107*  1.646 x 107* —4.557 x 1073

| 4794x107* 09900  —1.761 x 10~* —0.0400
“ 7| 9.995 x 107* 0.0050 0.9931 0.0252 ’
0 0 9.965 x 1073 1
4423 x 1072  1.754 x 1073 0.0100 0
0.0508 —0.0755 0 0
B, = , By = Cy=]0 0 0 1],
—0.0548 0.0445 0 0
—2.749 x 107* 2.233 x 1073 0 3x 1073
001 0 0 0 01 0 0 0 0
Cool = 5 Dool = 5 021 = 5 D21 = .
00 00 1 0 00 0 0 0 1

Ce modele a été obtenu en discrétisant le modele dynamique de 1’hélicoptére VTOL de 'exemple b)
de la section 3.2.5.5 avec une période d’échantillonnage 75 = 0.01s.

Nous supposons que ce systeme est sujet a un défaut actionneur :

o Mode 2 : Perte totale du second actionneur.

Il s’en suit que S = {1, 2}, ou le mode 1 représente le cas nominal (sans défauts). Le retard aléatoire

induit par les capteurs appartient a ’ensemble {0,1} (i.e. s € {0,1}) et sa matrice de probabilité de

o] = [ 0.5 0.5 ]

transition est donnée par

0.5 0.5
La matrice de probabilités de transition du processus défaut actionneur est donnée par :

0.9 0.1
[%’]Z[ 01 ]

La figure 4.12 nous montre le tracé de I’ensemble ellipsoidal des gains de retour de sortie pour v2, =

73 = 5. Le gain de retour de sortie central (centre de I'ellipse) est donné par
| = [ 1.0575 —0.1174 ]

Les figure 4.13 et 4.14 illustrent 1’évolution des variables d’états du systéme bouclé ainsi que les sorties
a commander z.. Ces tracés correspondent a une seule réalisation des différents processus aléatoires.
Nous pouvons voir la aussi que 'objectif d’atténuation des perturbations est atteint et que le systeme

en boucle fermée est stochastiquement stable.
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F1G. 4.12 — Ellipse de gains de retour de sortie
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4.3.12 Conclusion

Dans cette deuxieéme partie de chapitre, nous avons abordé la problématique de commande Ha/H oo par
retour statique de sortie des NCSs sujets a des retards aléatoires et a des défauts pouvant affecter les
différents composants du systéme. Ce probleme de synthese a été abordé sous le formalisme (MJLS),
et cela en modélisant les processus retard et défaut par des chaines de Markov a temps discret et
a espace d’état fini. En se basant sur les mémes arguments que ceux utilisés en premiere partie de
chapitre, deux caractérisations NLMI des correcteurs statiques stabilisant stochastiquement le systeme
en boucle fermée et assurant des niveaux de performances Ha/Ho, ont été établies. Pour chacune des
deux approches, un algorithme d’optimisation itératif de type complémentarité sur le cone a été

proposé et mis en oeuvre sur un exemple de simulation.
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F1aG. 4.14 — Evolution des sorties z. : une seule réalisation des processus aléatoires

4.4 Conclusion générale

Dans ce chapitre, nous avons abordé la problématique de commande Ha/Hoo de deux classes de
systemes hybrides stochastiques. La premiere classe représente les systémes tolérants aux défauts a
sauts Markoviens en temps discret et la seconde représente la classe des systemes commandés par
réseaux.

Dans le premier cas, nous avons proposé deux caractérisations NLMI de correcteurs statiques par
retour de sortie stabilisant le systeme en boucle fermée et assurant des niveaux de performances
Ha/Hoo- Des algorithmes d’optimisation itératifs de type complémentarité sur le cone ont été proposé
pour la résolution de ces conditions et mis en oeuvre sur des exemples de simulation.

En deuxieme partie de chapitre, nous nous sommes intéressés a la classe des systémes commandés
par réseaux. Apres un bref apercu des modeéles élémentaires de canaux de communication, nous avons
donné des exemples de réseaux a utilisateurs multiples ainsi que les différentes problématiques induites
par la commande des NCSs. Nous avons ensuite mis ’accent sur la problématique spécifique traitée
dans ce travail, a savoir la stabilisation stochastique et la commande multi-criteres des NCSs sujets
a des retards aléatoires et a des pannes pouvant affecter les différents composants du systeme. En se
basant sur les mémes arguments que ceux utilisés en premiere partie de chapitre, deux caractérisations
NLMI des correcteurs statiques stabilisant stochastiquement le systéme en boucle fermée et assurant
des niveaux de performances Ha/Hoo ont été également établies et des algorithmes d’optimisation ont

été proposés pour la résolution des différentes conditions de synthese.
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Les travaux présentés dans le présent rapport s’inscrivent dans le cadre de la commande multi-objectifs
d’une classe de systemes hybrides stochastiques a sauts Markoviens : les Systéme Tolérants aux

Défauts a Saut Markoviens.

Bilan

La synthese de systemes tolérants aux défauts par approche active nécessite la cohabitation de
différentes taches, a savoir, la détection de défauts en ligne, la prise de décision en temps réel et la
reconfiguration de loi de commande. Cela induit naturellement des problémes inhérents a cette classe
de systemes, a savoir : les retards de détection, les fausses alarmes, la non détection de défauts...etc.
Cependant, dans les différentes méthodes de reconfiguration existantes dans la littérature, ces
problématiques critiques ne sont pas explicitement prises en considération. En effet, la plupart de
ces méthodes supposent que l'information fournie par le module de FDI est parfaite. Ce constat
est a la base des travaux présentés dans ce document. En effet, les travaux traités dans cette these
se sont principalement focalisés sur les contraintes résultants de l'intégration d’un module de FDI
et d’'un module de reconfiguration de lois de commandes. Ces contraintes peuvent conduire a une
perte de performances, voir une instabilité, du systeme tolérant aux défauts, si ces différents aspects
ne sont pas pris en compte lors de la conception du systéeme. La formalisation mathématique de
cette problématique nous a amené a nous intéresser a une classe de systemes hybrides stochastiques
a sauts Markoviens : les Systéme Tolérants aux Défauts a Saut Markoviens. Dans cette
classe de systemes, deux processus aléatoires sont définis : le premier représente les défauts pouvant
affecter les différents composants du systeme, et le second représente le processus FDI utilisé pour la

reconfiguration de la loi de commande.

Une étude bibliographique des travaux menés dans le cadre des systemes tolérants aux défauts a sauts
Markoviens a montré que les résultats établis pour cette classe de systemes traitent de ’analyse de la
stabilité et des performances de ces systemes et non de la syntheése de lois de commande remplissant
un cahier des charges donné. Les seuls résultats relatifs a la problématique de synthese conduisent
a des correcteurs irréalisables en pratiques et se basent sur I’hypothese restrictive d’accéssibilité du
vecteur d’état. Le premier objectif de ce travail a donc été de s’affranchir de cette hypothese et de
considérer ainsi des problemes de synthese de correcteurs par retour de sortie statique/dynamique

et cela dans un cadre de commande multi-objectifs. Et plus particulierement, nous nous sommes
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intéressés a des criteres de performance Ho/Hoo-

La problématique de commande multi-objectifs a été abordée dans le cas des systémes & temps continu
et a temps discret. Pour le cas continu, les différentes approches développées sont essentiellement
basées sur la théorie de Lyapunov et la notion de Supermartingale. Dans le cas du retour dynamique
de sortie, et apres avoir montré les limites de 'approches LMI, nous avons montré qu’en s’appuyant
sur une version du Lemme de Finsler et une paramétrisation adéquate des matrices de Lyapunov, les
conditions de stabilité et de commande multi-objectifs pouvaient étre exprimées en termes d’Inégalités
Matricielles Bilinéaires. Dans le cas du retour de sortie statique, nous avons d’abord proposé des
caractérisations sous forme d’Inégalités Matricielles Linéaires des correcteurs statiques stabilisants
stochastiquement le systéeme en boucle fermée et assurant des niveaux de performances Ha/Hoo.
Cependant, des résultats expérimentaux nous ont montré que la simplicité de ces conditions se paye
par un pessimisme relativement important. Afin de pallier ces limitations nous avons proposé une
caractérisation NLMI des correcteurs statiques et cela en s’appuyant sur un formalisme se basant sur
la synthese d’ensembles ellipsoidaux de gains de retour de sortie statique. Nous avons aussi montré
que les résultats développés dans le cadre des systémes tolérants aux défauts a sauts Markoviens
pouvaient s’appliquer aisément a la problématique de commande multi-objectifs indépendante du

mode des (MJLS). Cela représente un cas particulier trés intéressant.

Dans le cadre des systemes en temps discret, deux axes ont été développés, le premier concerne la
commande multi-criteres des systemes tolérants aux défauts a sauts Markovien en temps discret, et
le second traite de la problématique des systemes commandés par réseaux. Les différents criteres
de performances considérés incluent la stabilisation stochastique du systéeme en boucle fermée, des
performances Hs ainsi que des performances H .

Dans la premiere partie, nous avons établit deux caractérisations NLMI de correcteurs statiques par
retour de sortie stabilisant le systeme tolérant aux défauts en boucle fermée et assurant des niveaux
de performances Ha/Hoo. La premiere caractérisation s’appuie sur l'introduction d’une sorte de
découplage entre les matrices de Lyapunov et les matrices du systeme. Ce découplage est alors utilisé
afin de synthétiser des correcteurs ne dépendant que du processus FDI. La seconde caractérisation
s’appuie sur le formalisme ellipsoides de matrices.

Le second axe a été consacré a la problématique de stabilisation stochastique et de commande multi-
criteres des systemes commandés par réseaux sujet a des retards aléatoires et a des pannes pouvant
affecter les différents composants du systeme. Cette application a été motivée par l'implication
du CRAN dans le projet Européen NECST (Networked Control Systems Tolerant to Faults). Les
différents retards aléatoires induits par la présence d'un réseau de communication ont été modélisés
par une chaine de Markov a temps discret et a espace d’état fini. Cette problématique a alors été
considérée sous le formalisme (MJLS). Nous avons proposé la aussi une structure de commande
par retour statique de sortie et nous avons montré que ce probleme de synthese représente un cas

particulier intéressant du probléeme de synthese traité dans le premier axe.
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Enfin, il est important de noter qu’au dela des résultats théoriques obtenus dans ce travail, nous
nous sommes intéressés a ’aspect résolution numérique des différentes conditions de stabilité et de
performances en boucle fermée, et des algorithmes de résolutions numériques ont été proposés. En
effet, les différentes conditions de synthese étant établies en termes d’inégalités matricielles bilinéaires
et non linéaires, leurs résolution numérique reste un probleme délicat. Des algorithmes d’optimisation
itératifs de type descente conjugué du gradient (conditions BMI) et des algorithmes d’optimisation
itératifs de type complémentarité sur le cone (conditions NLMI) ont été proposés et mis en oeuvre sur

des exemples de simulation en mettant en évidence leurs performances et leurs limitations.

Perspectives et résultats préliminaires

L’ensemble des résultats obtenus jusqu’a présent se situe dans le cadre défini dans l'introduction
générale : état de dimension fini et dynamique linéaire, mode a sauts Markoviens sur un ensemble fini,
taux de transitions des différents processus stochastiques supposés connus, un seul décideur.

Dans ce qui suit, nous allons revenir sur ces hypotheses en proposant et en mettant en évidence

quelques perspectives d’extension des résultats obtenus a une classe plus riche de systemes.

Modeles des processus défauts et FDI

— Matrices de transition incertaines : Comme nous ’avons mentionné dans le premier chapitre
de ce travail, en pratique, il est difficile de déterminer avec exactitude les valeurs des taux de
transition des différents processus Markoviens. Il est donc nécessaire de considérer un certain degré
d’incertitude sur les valeurs des différentes matrices de transition. Des travaux ont été mené dans
ce sens dans le domaine des MJLS. En effet dans [CdVG99, RG96] les auteurs considerent que
la matrice de transition II est incertaine. Plus précisément ils considerent que pour tout t > 0,
II(t) € P, ou P est un polytope (ensemble polytopique) donné par

1=l

1=l
P:CO{HI,...,Hl}: {H—Z)\ZHZ ‘ AZZO,Z_l,,l,ZAZ—l}
i=1

i=1

ou les II; sont des matrices de transition données. La stabilité des MJLS est alors analysée
aux sommets du polytope donnant ainsi une condition suffisante de stabilité stochastique. Cette
méthodologie peut étre aisément appliquée aux problématiques abordées dans ce travail. Les
différentes conditions de synthese doivent alors étre vérifiées aux sommets des différents polytopes
auxquels appartiennent les différentes matrices de transition des processus défauts et FDI.

Cependant, il est important de noter que la pertinence de ce modele d’'incertitudes n’a pas été
évaluée par les auteurs. La modélisation des incertitudes des matrices de transition reste une ques-

tion largement ouverte et qui serait intéressant de developer.

— Processus FDI modélisé comme un processus semi-Markovien : Dans le cadre des
AFTCSMP, le processus FDI est modélisé comme un processus Markovien dont les transitions
sont conditionnées sur celles des processus défauts. L’hypothese implicite du modeéle Markovien est

que le processus FDI est sans mémoire, c’est-a-dire que les test d’hypotheses sont implémentés en



180 Conclusion générale

utilisant les données actuellement disponibles (telles que les mesures les plus récentes, ou une fenétre
de mesures récentes de longueur fixe et petite), qui sont ensuite jetées de telle sorte & ce que les
données actuellement utilisées soient indépendantes des données utilisées dans les tests précédents.
Cependant, et afin de minimiser les taux de fausses alarmes, beaucoup de tests FDI utilisés dans la
littérature FTC sont de nature séquentielle, i.e., les tests utilisent des données antérieurs en plus
des données actuellement disponibles [Wil76, WJ76, Wal83, PFC89]. On trouve parmi ces tests :
Sequential Probability Ratio Test (SPRT), One-Side Monitoring test, Generalized Likelihood Ratio
(GLR) test...etc. [Wal97]. L’hypothése Markovienne n’est alors plus valide pour ces tests, die a la
propriété de mémoire inhérente a cette classe de méthodes. Une altérnative serait alors d’utiliser
un processus semi-Markovien afin de décrire les transitions du processus FDI. Cela permettrait
de prendre en considération 1'aspect séquentiel des tests d’hypotheses [Wal97]. Cette modélisation

représente I'un des axes de recherche que nous développons actuellement.

Classes de systemes

— Systémes non-linéaires : La prise en compte d’une dynamique non-linéaire de 1’état n’a guere
besoin d’étre justifiée : tous les systémes technologiques présentent des non-linéarités. Il faut toutefois
bien situer la prise en compte des non-linéarités dans la structure fonctionnelle de la commande et
rester cohérent avec les objectifs de base tels que guidage, stabilisation, régulation,...etc.
Récemment nous nous sommes intéressés a une classe particuliere de systémes non-linéaires : les
systemes bilinéaires (bilinéarité état/commande) [APS06]. La représentation d’état du systéme

tolérant aux défauts est donnée dans ce cas la par :

&y = A(&)xe + B(ne)u(we, Y, t) + _Tzn:lNi(fty ne)Tewi (e, i, t)
Y = Cay
u(z, P, t) = K(hy)

Nous avons proposé des conditions de stabilité exponentielle stochastique locale, ainsi qu'un algo-
rithme de synthese des correcteurs stabilisant le systeme en boucle fermée. L’approche développée
se base sur une représentation locale équivalente du terme bilinéaire dans un domaine compacte
dans R™, et cela en s’appuyant sur la théorie des inclusions différentielles [MP89]. La procédure
de synthese consiste dans ce cas a trouver une loi de commande par retour statique de sortie (loi
de commande linéaire) stabilisant stochastiquement le systéme en boucle fermée, pour tout vecteur
d’état initial x¢ appartenant a un domaine de stabilité Dy. Ce dernier est calculé en se basant sur la
notion d’invariance positive. La problématique implicite étant de maximiser le domaine de stabi-
lité, un algorithme d’optimisation se basant sur un schéma de relaxation LMI a été aussi proposé.
Nos travaux actuels dans le cadre des systemes non-linéaires portent sur deux axes. A court terme,
nous nous intéressons a la synthese de lois de commande stabilisant de maniere globale la classe
des systemes bilinéaires a sauts Markoviens et assurant des performances de type Ha/Hoo. A plus
long terme, nous nous intéresserons a des classes de systéemes non-linéaires plus générales. Cette

approche graduelle se justifie par la complexité de la problématique abordée.



Conclusion générale 181

— Plusieurs décideurs : L’introduction de plusieurs décideurs est justifiée lorsque le systéme est de
grande dimension : pour une structure souple dans ’espace par exemple, on associera a différents
éléments de la structure des organes de controle décentralisés dont ’action sera éventuellement coor-
donnée par un superviseur centralisé. L’autorité de commande étant ainsi distribuée entre plusieurs
organes, il faut concevoir des stratégies de coopération afin d’assurer un controle globale : c’est
lobjet de la théorie des jeux [Kan04].

Une part de la recherche sur les jeux a été consacrée aux jeux sur des systemes linéaires stochastiques
avec des objectifs quadratiques. On a introduit des bruits gaussiens large bande pour modéliser les
perturbations continues qui affectent le systéme opérant dans un environnement aléatoire. Une
extension de la théorie des jeux différentiels a la classe des MJLS a été proposé par [Mar86] ou
Pauteur considére des objectifs quadratiques et utilisent des stratégies de Nash (en boucle ouverte
et fermée) et de Stackelberg. Des criteres de performance de type Hoo ont été considéré par la suite
par. Cependant, les résultats obtenus par les auteurs ne peuvent s’appliquer en I’état aux systemes
tolérants aux défauts a sauts Markoviens. En effet, la loi de commande obtenue dépend des matrices
du systemes et donc requiert la disponibilité des processus défauts.

La formulation du jeux dans le cadre des systemes tolérants aux défauts a sauts Markoviens nécessite
donc de rajouter une contrainte supplémentaire sur la loi de commande. Cette derniere ne doit
dépendre que du processus FDI. La formalisation de cette contrainte ainsi que la formulation du

jeux associé restent des questions ouvertes.






Annexe A

Définitions relatives aux processus

stochastiques

A.1 Tribu ou c-algebre

Soit 2 un ensemble non vide et F une classe de parties de 2. On dit que F est une tribu sur 2 si

1. L’ensemble vide est dans F ;
2. F est stable par le passage au complémentaire ;

3. F est stable par union dénombrable.
Formellement :

1. 0 e F;
2. VAe F, A e F;

3. sivn € N, A, € F alors <UAn> e F.
neN

Si F est une tribu sur €, alors (€2, F) est appelé espace mesurable ou probabilisable en fonction du
contexte, et les éléments de F sont des événements. La notion de mesure est définie a I'intérieur d’un

espace mesurable et celle de probabilité a l'intérieur d’un espace probabilisable.

A.2 Mesure positive sur une tribu

Soit (€2, F) un espace mesurable. On appelle mesure positive sur (£2, F) une fonction M définie sur

F, a valeurs dans [0, +00), vérifiant :

1. M(0) =0;
2. Pour toute famille finie ou infinie dénombrable (A4, ),en d’éléments de la tribu F deux a deux

disjoints (i.e. A, N Ay, =0 pour n # m), on a :

M (UAn> =) M(4,)

neN neN
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Soit A € F alors le nombre M(A) (fini ou non) est appelé mesure de A et le triplet (Q,F, M) est

appelé espace mesuré.

A.3 Mesure de probabilité

Soit (€2, F) un espace mesurable. On appelle mesure de probabilité (ou simplement probabilité) sur
(©, F) une mesure positive (notée P) qui associe & tout événement A de F un nombre P(A), appelé

probabilité de A, et qui satisfait aux axiomes suivants :

1.VAEeF 0<P(A)<1;
2. P(Q) =1,

3. Soit (Ap)nen un ensemble fini ou infini dénombrable d’éléments de la tribu F deux a deux disjoints

P (UAH> =Y P(Ay)

neN neN

alors :

le triplet (€2, F, P) est appelé espace probabilisé.

A.4 Processus de Wiener ou mouvement Brownien

En 1827, le botaniste Robert Brown avait observé que des particules de la taille d’'un micron submergées
dans un fluide avaient un mouvement tres irrégulier. En 1905, Einstein a montré que ce mouvement
pouvait étre expliqué par des collisions avec des molécules présentes dans le fluide. Einstein a alors
construit un modele mathématique de ce phénomene que 'on a appelé le mouvement Brownien. Une
analyse mathématique rigoureuse de ce type de processus a été élaborée par Wiener en 1923.

Nous donnons ci-dessous les principales propriétés du processus de Wiener (w;)s>0 :

1. @y =0;
2. les trajectoires d’un processus de wiener sont des fonctions continues de ¢ € [0, 00) ;
3. espérance mathématique : £(w;) = 0;
4. fonction de correlation : £(wyws) =t A s, (tAs=min(t,s));
5. pour tout t1,...,t,, le vecteur aléatoire (wy,,...,w;,) est Gaussien;
6. pour tout s,t
E(wi) = t;
E(wy — ws) = 0;

Elwi —ws)? =|t—s].

7. les accroissements aléatoires du processus de Wiener, (w; — w;) et (w, — w,) sont indépendants

pour tout 0 < s<t<v<u<o0

oo

. propriété de Martingale (notation : wf = {wy,0 < u < s})

(w1 | wp) = ws;
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E{(wy —ws)? | wi} =1t —s.
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Annexe B

Stabilité stochastique

B.1 Définitions

Définition B.1 (Stabilité au sens de Lyapunov) Le point d’équilibre est dit stable si, pour € > 0
donné, il existe 0(e,to) tel que si || o [|< 9, il s’en suit que

sup || z(t; o, t0) [|< € (B.1)
t>1o

Définition B.2 (Stabilité asymptotique au sens de Lyapunov) Le point d’équilibre est dit
asymptotiquement stable si il est stable et qu’il existe 0 tel que si || xg ||< 0, alors

lim || z(t; o, t0) ||[=0 (B.2)
t—o00

Les définitions ci-dessus peuvent étre interprétées d’un point de vue géométrique comme suit. Soit le
cercle Cy de rayon Ry (Figure B.1), alors le point d’équilibre est stable si il est possible de trouver un
autre cercle C; de rayon Ry tel que toute trajectoire commencant dans C; demeurera dans Cs, Vt > 0.
Le point d’équilibre est dit stochastiquement stable si il est stable et si il existe un cercle Cs tel que
toute trajectoire commencant dans Cy tendra asymptotiquement vers le point d’équilibre (i.e. pour
t — o0). Dans ce dernier cas, si les trajectoires ont une envelope exponentielle en tendant vers le point

d’équilibre alors la solution est dite exponentiellement stable.

Afin d’étendre les concepts de stabilité introduit ci-dessus au domaine stochastique, les différentes
définitions sont exprimées en termes des trois formes de convergence. La solution z(t; zg, tg) est alors
réécrite sous la forme x(t;x,t0,w) afin d’indiquer que c’est un processus stochastique avec une

variable aléatoire w. Différents concepts de stabilité stochastique peuvent alors étre énoncés :

Définition B.3 (Stabilité en probabilité) Le point d’équilibre est dit stable en probabilité, si pour
>0, e>0, il existe d(g, ¢€,tp) tel que si || zg [|< 0, alors

P {sup | x(t; xo, to, w) ||> e} <e (B.3)

t>tg
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__________ Stabilité

—— e — - Stabilité asymptotique

Stabilité exponentielle

Fic. B.1 — Illustration de la stabilité au sens de Lyapunov

Définition B.4 (Stabilité en moment d’ordre m) Le point d’équilibre est dit stable en moment

d’ordre m si le moment d’ordre m du vecteur solution existe et si pour € > 0 donné, il existe 6(e,tp)

tel que si || xo ||< 6, il s’en suit que

E {Sup | x(t; xo, to, w) Hm} <e (B.4)

t>tg

Définition B.5 (Stabilité presque sire) Le point d’équilibre est dit presque sirement stable, si

P{ lim sup || z(t; o, to, w) ||= O} =1 (B.5)

[lzoll—0¢>to

La stabilité presque sur est le concept de stabilité le plus proche de la stabilité déterministe du
systeme. De facon similaire, la stabilité (déterministe) asymptotique au sens de Lyapunov peut étre
étendue au domaine stochastique et cela en réécrivant la définition B.2 en termes des trois modes de

convergence comme suit :

Définition B.6 (Stabilité asymptotique en probabilité) Le point d’équilibre est dit asymptoti-
quement stable en probabilité si il est stable en probabilité et si il existe p tel que si || zo ||< p, il s’en

suit

lim P {sup | z(t; zo, to, w) ||> e} =0 (B.6)

d—00 t>6

Définition B.7 (Stabilité asymptotique en moment d’ordre m) Le point d’équilibre est dit
asymptotiquement stable en moment d’ordre m st il est stable en moment d’ordre m et si il existe p

tel que si || xo ||< p, il s’en suit

lim &£ {sup | z(t; zo, to, w) Hm} =0 (B.7)

d—00 t>6
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Définition B.8 (Stabilité asymptotique presque sire) Le point d’équilibre est dit presque
stirement asymptotiquement stable si il est stable presque sirement et si il existe p tel que si || zo ||< p,
il s’en suit

lim P {sup | z(t; zo, to, w) ||> 6} =0 (B.8)
d—00 t>6

Un concept de stabilité asymptotique ayant re¢u un intérét particulier en commande des systemes

stochastique est la stabilité exponentielle en moyenne quadratique définie comme suit [KK60] :

Définition B.9 (Stabilité exponentielle en moment d’ordre m) Le point d’équilibre est dit
exponentiellement stable en moment d’ordre m si il existe p > 0 et des constantes a > 0, b > 0 tel que

si || o ||< p, il s’en suit

EL{Il w(t; xo, to, w) ™} < b || wo ™ exp {—al(t - t0)} (B.9)

B.2 Conditions de stabilité stochastique

Dans ce qui suit, les conditions de stabilité stochastique données par les différents théoremes ont été
formulées par [Kus67]. Elles sont énoncées sans preuves. Le lecteur intéressé pourra se référer a ces

travaux.

Théoréme B.1 (Stabilité en probabilité) Le point d’équilibre est stable en probabilité si
Hx,y) >0, LI z,y) <0, VeeO,={z:9=zy) <m}, m<oo (B.10)

Théoréme B.2 (Stabilité asymptotique en probabilité) Le point d’équilibre est asymptotiquement

stable en probabilité si
HNx,y) > 0,k(x,y) >0, LI x,y)=—k(z,y) <0, VzeO, (B.11)

Théoréeme B.3 (Stabilité exponentielle en probabilité) Le point d’équilibre est exponentiellement

asymptotiquement stable si

Iz,y) >0, LI(z,y)=—-0cd(x,y) <0, VreO, (B.12)
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Annexe C

Compléments mathématiques

Lemme C.1 (Lemme de majoration) [WXdS92, XC03] Soient A, W, G, M, N des matrices réelles

de dimensions appropriées telles que W > 0 et M’ M < 1. Alors nous avons les inégalités suivantes
i) Pour tout scalaire v > 0 et deux vecteurs z,y € R",

20'GMNy < v 12'GG x + vy N' Ny (C.1)
ii) Pour tout scalaire v > 0 tel que W —~vGG" > 0,

(A+ GMNYW HA+GMN) < AW —~GG") A+ NN (C.2)

Lemme C.2 (Complément de Schur) [BGFB94] Soient les matrices constantes M, L, Q de
dimensions appropriées ou M et Q sont des matrices symétriques, alors les affirmations suivantes

sont équivalentes :

Q<0etM—L'Q'L<0 (C.3)

ii)
[ /\j EQI ] <0 (C.4)
La matrice M — £'Q71L est appelée complément de Schur de la matrice Q. ¢

Lemme C.3 (Lemme de projection) [GA94, SIGY8] Etant données trois matrices B, C et Q
(Q = @), les deux propositions suivantes sont équivalentes

i) Il existe une matrice P telle que

BPC + (BPC) + Q < 0 (C.5)

i)
(B/L)'Q(B'J‘) <0 (oudp € R tel que uBB — Q > 0) (C.6)
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et
CcH'Q(Ct) <0 (ou3u e R tel que uC'C — Q > 0) (C.7)

¢

Lemme C.4 (Lemme de projection réciproque (Reciprocal Projection Lemma)) [ATBO01]

Soit P une matrice définie positive donnée. les affirmations suivantes sont équivalentes :

) T+S+8<0;
ii) le probleme LMI
V+P—-W+W) §+W
* P

<0

est faisable par rapport a la variable W.

Lemme C.5 Soient les matrices ¥;;;, = \Il;jk € R™" et Hyjp € R™", Vie Z, j € Set ke R, alors
xé‘l’ijkxt <0, Vo, € R": Hyjpay =0, x¢ # 0; (C.8)
si et seulement si il existe des matrices L;j;, € R"™™ tel que :
Wik + LijeHijr + HipLijr <0, Vi€ Z, j€ S, k€ R. (C.9)

Notons que si des contraintes arbitraires sont imposées aux matrices L;ji, les conditions (C.9) restent

suffisantes pour que (C.8) soient vérifiées. ¢

Preuve La preuve de ce Lemme est similaire a celle du Lemme 2.1 dans [dSTB04] |
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