N

N

Formulations discontinues de Galerkin pour les
équations de Maxwell
A. Zaghdani

» To cite this version:

A. Zaghdani. Formulations discontinues de Galerkin pour les équations de Maxwell. Mathématiques
[math]. Université Paris Sud - Paris XI, 2006. Francais. NNT: . tel-00151255

HAL Id: tel-00151255
https://theses.hal.science/tel-00151255
Submitted on 2 Jun 2007

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00151255
https://hal.archives-ouvertes.fr

ORSAY

N D’ORDRE :

UNIVERSITE DE PARIS SUD

U.F.R. SCIENTIFIQUE D’ORSAY

THESE

en vue d’obtenir le grade de

DOCTEUR EN SCIENCES
DE L'UNIVERSITE PARIS XI ORSAY

SPECIALITE : MATHEMATIQUES

par

Abdelhamid ZAGHDANI

Sujet : Formulations discontinues de Galerkin pour les équations de Maxwell.

Soutenue le 08 Septembre 2006 devant le jury composé de :

Mr Frangois ALOUGES

Mr Gabriel CALOZ Rapporteur

Mr Christian DAVEAU Directeur de thése
Mr Olivier GOUBET

Mr Frangois GERMINET Invité

Mr Jacques LAMINIE Directeur de thése

Mr Serge NICAISE Rapporteur






Remerciement

Mes premiers remerciements iront & mes directeurs de thése Christian DA-
VEAU & Jacques LAMINIE qui ont accepté de co-encadrer cette thése et
qui m’ont témoigné leurs soutien et confiance. Je tiens a exprimer toute ma
reconnaissance a Christian DAVEAU pour son soutien et ses conseils scienti-
fiques qui m’ont beaucoup aidé & finir cette theése. En ’abscence de Christian
DAVEAU ou de Jacques LAMINIE je n’aurais pas sans doute aboutit aux ré-
sultats de cette thése. Je reste tout le temps redevant & mes encadreurs grace
aux services qu’ils m’ont rendus.

Je tiens & exprimer toute ma reconnaissance a Monsieur le professeur Frédéric
PASCAL pour les conseils qu’il m’a donnés.

Je tiens a remercier chaleureusement les professeurs Serge NICAISE & Gabriel
CALOZ qui ont accepté d’étre rapporteurs de cette thése.

Les professeurs Frangois ALOUGES, Olivier GOUBET & Frangois GERMI-
NET m’ont fait I’honneur d’accepter d’étre parmi le jury de cette thése. Je les
en remercie.

J’exprime ma sincére reconnaissance aux membres du Jury.

Je n’oublie pas de remercier mes collégues aux universités d’Orsay, de Paris
XII et de Cergy-Pontoise. Je remercie aussi tous mes amis sans exception.






Introduction

Le sujet de cette thése est le calcul des champs électrique et magnétique qui
sont solution des équations de Maxwell par des méthodes de Galerkin disconti-
nues. Pour la résolution des équations aux dérivées partielles par des méthodes
numériques on peut citer les travaux de Claes Johnson [39] et pour la résolution
des équations de Maxwell par des méthodes des éléments finis, on peut citer
les travaux de P. Monk [43]. Il existe de nombreux travaux sur la méthode de
Galerkin discontinue pour la résolution de différents problémes d’équations aux
dérivées partielles. Pour des problémes de diffusion et de convection on peut
citer les travaux de la thése de Baumann [10] et le papier de Oden, Babuska et
Baumann [46]. D’autres versions de la méthode de Galerkin discontinue avec
des variantes sont données dans le volume édité par Cockburn, Karniadakis et
Shu [21]. On cite aussi les travaux de S. Prudhomme, F.Pascal, J.T. Oden et
A. Romkes [49] qui analysent différentes formulations de type Galerkin discon-
tinue pour la résolution du probléme de Poisson, Ilaria Perugia et al.[47, 48|
qui présentent des formulations de type Galerkin discontinue pour la résolution
des équations de Maxwell dans des domaines fréquentiels et les travaux de B.
Riviére, V. Girault et al.[53] qui résolvent les équations de Navier Stokes par
une méthode de Galerkin discontinue.

La méthode de Galerkin discontinue posséde plusieurs propriétés importantes :
elle est localement conservative, les degrés des polyndomes d’approximation
peuvent varier de fagon non uniforme sur les éléments du maillage, elle est
aisément parallélisable et pour les problémes ot intervient le temps, elles
conduisent & des matrices de masse diagonales par blocs méme pour des degrés
élevés. Ces propriétés donnent a la méthode un grand intérét.

Concernant 1’analyse de l'erreur pour les méthodes de type Galerkin disconti-
nue, de nombreux papiers sont publiés dans la littérature mathématique et qui
traitent divers problémes. Par exemple, une analyse unidimensionnelle de la
méthode de Baumann et Oden est raportée en [46]. On cite aussi les travaux
de B. Rivieére, M. F. Wheeler et V. Girault [53] et ceux de Siili, Schwab et
Houston [56]. Dans [49] on trouve une étude détaillée pour I'analyse de dif-
férentes formulations de type Galerkin discontinue associées au probléme de
Poisson dans un domaine bidimensionnel.

Les méthodes de résolution des problémes de 1’électromagnétisme sont mul-
tiples : on peut par exemple se ramener a un probléme & deux champs par
le biais de formulations mixtes ( voir Kikuchi [40] et Bossavit [12]). On peut
aussi utiliser des formulations en éléments finis continus mixtes couplées avec



des méthodes intégrales pour résoudre des problémes posés dans des domaines
non bornés [42]. Pendant les derniéres années, le choix des formulations mixtes
a connu un grand essor suite aux travaux de F. Brezzi et M. Fortin [13] ainsi
que P.A. Raviart et J.M. Thomas [50] pour des problémes d’ordre deux et de
F. Brezzi et P.A. Raviart [14] ainsi que R. Scholtz [55] pour des problémes
elliptiques d’ordre quatre.

Le but de cette thése est ’étude de trois problémes dérivant des équations
de Maxwell par des formulations de type Galerkin discontinues. Les points de
départ de cette thése sont les travaux de 1. Perugia et al. [47, 48] et les travaux
de P.A. Raviart et J.M. Thomas [50] pour les formulations mixtes.

Le premier objectif de cette thése est d’établir une formulation de type Ga-
lerkin discontinue pour calculer le champ électrique en régime harmonique a
basse fréquence. On s’intéresse a la résolution du probléme V x (V x u) = J
et V- u = 0 dans un domaine borné avec des conditions aux limites. Ici u est
lié¢ au champ électrique £ par la relation E(z,t) = Re(u(z) exp(iwt)), w # 0
est une fréquence donnée. Une formulation mixte pour ce type de probléme est
bien adaptée, un multiplicateur de Lagrange relaxant la divergence nulle est
introduit.

Le deuxiéme objectif de cette theése est le calcul du champ électrique qui est
solution d’une équation d’ondes avec des conditions aux limites. La variable
d’espace sera discrétisée en utilisant une méthode de Galerkin discontinue et la
variable en temps par un schéma de type Newmark. Dans ce travail qui n’est
plus de nature fréquentielle mais temporelle, on sera amené a utiliser le lemme
de Gronwall et une méthode d’énergie pour obtenir des estimations d’erreur.

Le troisiéme travail consiste a étudier le couplage d’une méthode locale discon-
tinue de Galerkin avec une méthode d’éléments finis qui elle-méme est couplée
avec une méthode intégrale pour résoudre le probléme de la magnétostatique
dans R? tout entier. Le couplage FEM-BEM est une technique connue pour

ramener ’étude du probléme sur un domaine borné. Par contre, peu de travaux
existent sur I’étude du couplage LDG- FEM et du couplage LDG-BEM [54].

Le document se présente essentiellement en trois grandes parties.

e Dans la premiére partie on commence par montrer deux nouvelles inégalités
de type Poincaré-Friedrichs sur les espaces discontinus [59]. La démonstra-
tion des inégalités est basée sur des formules de décomposition orthogonale de
L*(©)3 ou Q est un domaine borné de R3. Ces inégalités sont utilisées dans



les autres chapitres pour montrer la coercivité de certaines formes bilinéaires
sur les espaces discrets. Ensuite, on introduit des problémes de type point selle
perturbés posés sur un domaine borné dont I'inconnue principale est le champ
électrique et la deuxiéme inconnue représente un multiplicateur de Lagrange.
Des résultats d’existence et d’unicité de solution sont prouvés. Des estimations
de l'erreur entre les solutions exactes et les solutions discrétes sont établies et
finalement des résultats numériques pour des solutions exactes explicites et
analytiques sont donnés.

e Dans une deuxiéme partie on propose une formulation de Galerkin disconti-
nue pour le calcul du champ électrique solution de ’équation des ondes avec
des conditions aux limites du type n x u = 0. La méthode consiste a utiliser
une méthode discontinue de Galerkin pour la variable en espace. Pour discréti-
ser le probléme en temps, on utilise un schéma de Newmark puisqu’on dispose
d’un probléme d’ordre deux en temps. Des résultats de consistance, d’exis-
tence et d’unicité de solution sont établis. Des analyses de l'erreur justifiant
la convergence du schéma en fonction du pas de discrétisation en espace et du
degré des polyndémes d’approximation sont démontrés. On finit aussi par tes-
ter la convergence du schéma sur des solutions exactes explicites et analytiques.

e Dans la troisiéme partie on introduit une formulation locale discontinue de
Galerkin (LDG) couplée avec une méthode d’éléments finis continus et avec une
méthode intégrale dont I'inconnue principale est le champ magnétique solution
d'un probléme de la magnétostatique posé dans R?. Le probléme a résoudre
se pose sur un domaine borné. La méthode intégrale fait introduire des opé-
rateurs intégraux qui sont définis pour des fonctions possédant des propriétés
minimales de régularité et ne sont pas définis pour des fonctions discontinues.
Pour contourner ce probléme de régularité, on définit a I'intérieur du domaine
une couche dont I'un de ses bords est le bord du domaine de calcul. Dans cette
couche, on discrétise les équations par une méthode d’éléments finis continus.
On a ainsi deux couplages a réaliser. Un couplage & l'intérieur du domaine
entre une méthode d’élément finis continus et une méthode de Galerkin dis-
continue. Un couplage sur le bord entre la méthode d’éléments finis continu
et une méthode intégrale. Les deux couplages sont assurés en exploitant la
continuité de la composante tangentielle du champ magnétique et la conti-
nuité de la composante normale de I'induction magnétique. Des résultats de
consistance de la formulation couplée, d’existence et d’unicité de solution sont
prouvés. La méthode LDG introduit de fagon naturelle des variables auxiliaires
pour les problémes d’ordre supérieur a un. Pour étudier la convergence de la
formulation couplée, on élimine les variables auxiliaires et on aboutit ainsi a
une formulation primale qui conduit & des estimations optimales et donc a la



convergence de la méthode.



Chapitre 1

Cadre fonctionnel

1.1 Préliminaires et notations

Soit D un sous-domaine ouvert de R? on note par H*(D)?, d = 1,2,3 et
s € RT, les espaces de Sobolev usuels munis des normes habituelles notées par
| - |ls.p- Les propriétés de ces espaces sont données en [41, 1].

Si u est une fonction réguliére sur D, on note par V X u le rotationnel de u et
par V - u la divergence de u.

On note par H(V x, D) I'espace des fonctions complexes u € L?(D)? vérifiant
V x u € L*(D)3. Tl est muni de la norme du graphe,

1
lullzzevx,0 = (llullo.p + IV x ullgp)* -

On introduit aussi l'espace des fonctions complexes u € L*(D)? vérifiant
V -u € L*(D) noté H(V-, D). 1l est aussi muni de la norme du graphe,

1
lull w0y = (lullg,p + IV - ullgn)*-

On note par H'(Vx, D) 'ensemble des fonctions complexes u € H(D)3 véri-
fiant V x u € H'(D)3.

H(V x0,D) et H(V-0, D) sont respectivement les sous-espaces de H(V x, D)
et H(V-, D) a rotationel nul et a divergence nulle dans D respectivement.

H}(D), Hy(Vx, D) et Hy(V-, D) sont respectivement les sous-espaces de H'(D),
H(Vx,D) et H(V-, D) qui ont une trace nulle, une trace tangentielle nulle et
une trace normale nulle respectivement. (Les traces sont définies ultérieure-
ment ).



Cadre fonctionnel

On définit aussi Ho(V x 0,D) et Hy(V - 0,D) comme les sous-espaces de
H(V x0,D) et H(V-0,D) a trace tangentielle nulle et & trace normale nulle
sur le bord de D respectivement.

Opérateurs de traces : Soit I' le bord de D. On suppose que I' est suffi-
samment régulier et on définit 1'espace de trace suivant

H3(T) == {vr; ve H(D)}.

1
H~2(T") désigne l'espace dual de Hz(T') et HZ(T') est 'ensemble des fonctions
de Hz2(I') & moyenne nulle sur I'. i.e

HE(T) = {ve H}I) /des =0}.

Le produit de dualité entre H2(I') et H~2(I') est noté par < -, - >, clest-a-
dire < u,v >:= [ u(s)v(s)ds pour des fonctions u et v suffisamment réguliéres.

Les opérateurs de traces suivants sont bien définis [35] :
v:v € H (D) — () =vr € H%(F),
Yo :v € H(V-, D) — v, (v) :==v - nyr € H:(T)
v € H(VX, D) — v(v) := v x nyp € H™3(T)°.

Y

Dans le cas ot le bord de D n’est pas simplement connexe, si I'g est une partie
1

non vide de @D, on note par HZ (L) le sous-espace de H2(I') constitué par
les fonctions définies sur 'y dont leur extension par zéro sur 9D \ ' appartient
1

1 1
a Hz(T). le dual de HZ(I) est noté par Hyy?(I'). Dans ce cas les opérateurs
de traces suivants sont bien définis :

Yo : v € H'(D) — 70(v) = vyr, € H2(Ty),
1

Yo 10 € H(V-, D) — ypo(v) :=v - nypy € Hyy? (I'p),

Yo 1 v € H(VX, D) — yo(v) :=v X nyp, € H&)E(Fo)g’.

Pour plus de propriétés sur ces espaces on se référe a [3].

1.2 Partition en éléments finis

D désigne une partie non vide de R3, II, est une partition en sous-domaines
de D, c’est-a-dire que II, est une collection finie de N sous-domaines K;



1.2 Partition en éléments finis

1=1,2,3,---, N vérifiant
QZUKZEHhE et KiﬁKj:Q) si 27&]

La taille et la forme des éléments de la partition sont mesurées par les deux
quantités suivantes :

hy := diam(K) et pg :=sup{diam(B), B est une boule C K}.
On introduit aussi le parameétre h associé a la partition II;, défini par :

h := max hg.
Kell,
Definition 1.2.1 Une famille de partition 11;, est dite réguliére lorsque le pa-
rametre h tend vers zéro, sl existe un nombre réel o > 0 indépendant de h et
K et vérifiant

h—K S 1Y VK € Hh-

PK
La partition de D conduit & une collection d’interfaces. Celles-ci sont des arétes
lorsque D C R? et sont des faces lorsque D C R3. Dans ce document F} dé-
signe I’ensemble des interfaces intérieures, c’est-a-dire celles qui ne sont pas
sur le bord de D. Ces interfaces sont les intersections de 0K; N 0K, ou K,
et Ky sont deux éléments adjacents de la partition. F? dénote 'ensemble des
interfaces extérieures, c’est-a-dire celles qui sont sur le bord de D. Celles-ci
sont les intersections de 0K N OD avec K un élément de II,.

Espaces fonctionnels discontinus : Dans ce document on utilise les espaces
discontinus suivants.

Pour s > %, on note par H*(II;) I'espace de Sobolev “brisé”

H*(I,) := {v € L*(D) : v|g€ H*(K) VK €1I,}.

Il sera muni de la norme du graphe

loll3n, = > lvlix-

Kelly,

On note par HY(V x,II}) I'espace des fonctions discontinues li¢ & H*(V x, D)
et défini par

H' (Vx,IL,) :={ve L*(D)*:vx € H(K)® et V x (vg) € H(K)*}.
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Si u € H%(I1;)3, on note par Vj X u le rotationnels discret de w.
Si u € H%(I1;)3, on note par Vj - u la divergence discréte de wu.
Si ¢ € H*(II;), on note par V9 le gradient discret de .

Traces : Une fonction v € H*(Il,) est réguliére sur tout élément de la
partition, mais elle est discontinue sur les interfaces intérieures et donc les
traces de v sur une interface intérieure peuvent avoir deux valeurs distinctes.
Ainsi les traces des éléments de H*(I1;,) sont des éléments de 'espace

TR(F,) = Ugen, L*(0K).

On définit 'espace “bris¢” L?(F},) comme le sous-espace de T'R(F},) dont les
valeurs distinctes sur une méme interface coincident.

Opérateurs de traces :
Soit w € TR(F)? et e un élément de Fy,. Pour définir les opérateurs de traces,
on distingue deux cas :

e Si e est une interface intérieure, soient K; et Ky les éléments de la partition
de face commune e et soit n; la normale unitaire sortante en 0Kj;.

On définit :

1) La valeur moyenne de w pour x € e par

w1+w2

wy="2
2) Le saut tangentiel de w pour = € e par
[w]r =n1 X w1 + ny X ws.
3) Le saut normal de w pour z € e par
[wly =n1 w1 + ng - ws.
4) Le saut de w pour z € e par
W] = w; — ws.

e Si e est une interface extérieure sur 0D et si n est la normale unitaire sortante
au 0D, on définit
1) La valeur moyenne de w pour x € e par

{w} =w.



1.3 Méthodes mixtes

2) Le saut tangentiel de w pour = € e par
wlr =n x w.
3) Le saut normal de w pour = € e par
Wiy =n-w.
4) Le saut de w pour z € e par
w] = w.

On introduit des définitions similaires pour les fonctions scalaires ¢ € TR(F},) :
- sur les interfaces intérieures

{w}:¢1+¢2

2 )
- sur les interfaces extérieures

{Wr=v , WI=v et [Yly=yn.

(V] =1 — oy et [Y]n = hing + hana.

1.3 Meéthodes mixtes

Dans cette section, on rappelle le cadre abstrait pour traiter les problémes
mixtes.

Soient V et Q deux espaces de Hilbert munis respectivement des produits
scalaires notés (-, )y et (+,-)g et on se donne trois formes bilinéaires

a(+,-): VYV xV—R,
b(-,1): YV x Q —R,
() 9 xQ—R.

On considére le probléme de type point selle perturbé suivant : étant donné
l1 €V etly € @, trouver un couple (u,p) € V x Q vérifiant

a(u,v) + blv,p) =<l,v> Yve, (L.1)
b(u, ) — clpv) =<lyv> VYeEQ. '
Notons par V' le noyau de la forme bilinéaire b défini par

Vi={veV:bv,q =0 Vqe Q}.

On a le résultat suivant présenté dans [13].
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Théoréme 1.3.1 Supposons que les hypothéses suivantes sont vérifiées :

1. V— ellipticité de a : il existe une constante o > 0 telle que

a(v,v) > aljv|)3, Vv e V.
2. Condition inf-sup pour b : il existe une constante 3 > 0 telle que

. b(v,q)
inf sup ———— >
9€Q\{0} wer\ (o} [IVlvllglle

3. La forme bilinéaire ¢ est symétrique positive.

AlorsVly € V' et ly € Q' il existe un unique couple (u,p) € V x Q solution du
probléme (1.1), de plus Uapplication (I1,13) € V' x Q' — (u,p) € V X Q est
continue.

Remarque 1.3.1 La démarche générale utilisée pour vérifier la condition inf-
sup est la suivante : On construit un opérateur L 1V — Q continu et tel que
b(L(v),v) > ||vl|g. La condition inf-sup se déduit alors immédiatement : en
effet en posant p = L(v) on a

vl

1
i 2 Ielviivlier=
Ipllv

b(p,v) > [lvllg = lIpllellvlle Tk

d’ou la condition inf-sup avec 3 = ol

1.3.1 Approximation du probléme

Soient V, et Q) deux sous-espaces de dimension fini inclus respectivement dans

Vet Q.
L’approximation du probléme continu consiste & chercher (uy,pn) € Vi X Qp
tel que

a(up,v) + blu,pp) =<l,v> Yv €Wy, 12)
b(ufww) - C(ph7w> =< l27w > vw S Qh- .

On a aussi le résultat suivant présenté dans [13].

Théoréme 1.3.2 On note Vj, le noyau discret de la forme bilinéaire b défini
par

Vi, = {U € Vy: b(v,q) =0 Vqe Qh}



1.3 Méthodes mixtes 11

Sous les hypothéses suivantes :

1. Vy,-ellipticité : il existe une constante a > 0 telle que

a(vp,vp) > alloplly Vo, € Vi,

2. Condition inf-sup discréte pour b : il existe une constante 3 > 0 telle que

b
inf su M >
2€2r\{0} yev,\{0} [vlivllalle

3. La forme bilinéaire c est symétrique positive.

AlorsVly € V' etly € Q' il existe un unique couple (up, pp) € Vi X Qp, solution
du probléme (1.2). En outre, si les constantes « et 3 sont indépendantes de h,
on a l’estimation d’erreur

_ —unlly < ey inf fu— inf [lp—
P — pulle + [|lu Uth_Clv;IElvhHu Uh||v+02ththHp anlle

avec des constantes ci et co indépendantes de h.
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Chapitre 2

Deux nouvelles inégalités discreétes
de type Poincaré-Friedrichs sur les
espaces discontinus

Introduction

Soit ) un sous-domaine borné et Lipschitzien de R3. On suppose que ) est
connexe et simplement connexe et que le bord de €2 noté I' est aussi connexe
et simplement connexe. On suppose aussi que (2 vérifie I’hypotheése :

Les injections de Ho(Vx,Q)NH(V-,Q) et H(Vx,Q)NHy(V-,Q) dans H'(Q)3
sont continues. Cette hypothése est vérifiée si 2 est borné et I' présente une
régularité 1! ou si Q est a bord polyhédral mais convexe ( voir [35] page 51).

On présente deux nouvelles inégalités de type Poincaré-Friedrichs sur les es-
paces discontinus. La preuve des inégalités est basée sur des formules de dé-
composition orthogonale de L?(2)3. Soit IT;, une partition Q2. On a les formules
d’intégration par parties :

Vo, u € H'(I1,)% , v¢p € H'(I1;), on a

/U-thu:/u~vh><v + Z (n x u)v
Q O

eCFhD ¢

+ > [ (ulr{o} = [lr{u})

eCF}{ €



Deux nouvelles inégalités discrétes de type Poincaré-Friedrichs sur les
espaces discontinus

et
/Qwvh~u:—/gu-vhw + Z (u-n)

eCFhD €

T Z /([U]N{¢} + [Y{u} - n).

eCF}{ €

(2.2)

Dans ce chapitre h désigne un paramétre lié au maillage et vérifiant les hypo-
theses suivantes :

soit e une interface et distinguons les deux cas suivants :

dans le cas ol e est une interface intérieure, soit K et K’ les deux éléments du
maillage qui vérifient 0K N OK' = e, soit hx et hyg: les tailles respectives de
K et K'. On suppose que h vérifie

h
— < C et
hg — K’

<C

avec C' une constante positive indépendante de h.

Dans le cas ou e est une interface extérieure, soit K € II, vérifiant 0K NI = e
et soit hx la taille de K. On suppose que h vérifie

N <C

hg —
avec C' une constante positive indépendante de h.
Les hypotheéses précédentes sont éventuellement satisfaites lorsqu’on dispose
d’u maillage uniforme avec le parametre h = maz gem, hx ou si h est le para-
métre local lié a la taille des mailles et défini sur ’ensemble des faces intérieures
par h := min(hg, hg) o K et K’ sont les éléments cités précédemment et
sur les faces extérieures par h := hg.

2.1 La premiére inégalité

Lemme 2.1.1 Soient u € H'(II,)* et o = 5. Alors, il existe une constante
positive C' indépendante de h et vérifiant

lul® < C | IVh x all® + 195 al® + Y IVelurllse + D IvVolulllz.

eCFy eCFl



2.1 La premiére inégalité
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Preuve : Comme I' est simplement connexe, on a la formule de décomposition
orthogonale suivante (voir [35, 40])

L*(Q)% = Hy(V x 0,Q) @ H(V -0,9).
Ainsi, si u € H'(I1;,)?, alors u € L*(2)® et on peut décomposer u comme suit
u=1uj + uy avec uy € Ho(V x 0,Q) et us € H(V-0,9Q). (2.3)

Comme u; € Hyo(V % 0,), on peut écrire u; = Vq avec ¢ € Hy(Q) ( voir [35]
). On peut aussi écrire us = V x ¢ dans Q avec ¢ € H(Vx,Q) N Hy(V-0,Q)
( voir aussi [35] ). En particulier, les traces de ¢ sont bien définies dés que
¢ € Ho(Vx,Q)N H(V-,Q) s’injecte contintiment dans H'(Q)?. Notons que
I'égalité (2.3) implique

Ju2 = /(vq+w¢>-<vq+w¢>
= (Ve + 1V x oP)
Y 2 2
= VeIl + IV x ¢

En utilisant les formules d’intégration (2.1) et (2.2), on obtient alors

|ul]* = /u-Vq+/u-V><¢
Q Q

= _/quh.w/ﬂwhxwr Z ([ulng = [ulre)

eCF,{ ¢

+ Z ((u-n)g+ (n x u)p).

eCFhD €

Comme g € Hj(Q),
= = [ (@Vi-utoixw) + 3 [(lulva = [ilro)
+ Z (n X u)o.

eCF,? ¢
11 résulte

lulP* < CUIVn-ul® + IVaxul’+ Y IVelullse+ Y IValulrli,)?

eCF]{ eCly

1 1 1
<(lall® + lel” + D l—=dlls. + > I—=0l3.)>-
eCF}{ \/E eCly \/E
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Il est clair que
lall* < ClIVal* < Cllul®.
Comme ¢ € H(Vx,Q)NHy(V-,Q) et V-¢ =0, on obtient ( voir [35] pour la

premiére inégalité )

< C(IV x>+ IV - ¢l?)
< OV xg|?
< Cllul

[tellis

En utilisant une inégalité des traces (voir [2] ), on a pour toute interface e C Fj,

1 C, 1
HFCJH&@ < ;(Ellqllﬁ,KJrIIqu,KIIVqu,K)

1 1
< ChG=llall x + 5= llal s + hucll Vil )
1
< Ch(—llallix + Nl e + = 1Vall} )
15 2K K
< Cllallsx + IVl )

En sommant

1
S Il < €Y (lali+ 194l
eCF}{ Kelly,
< C(HQH; +1IVql?)
< Cflull”.

De la méme maniére, en utilisant le fait que I'injection de H(V x, Q)NHy(V-, §2)
dans H'()3 est continue, on peut majorer > H%gzﬁ”%e et on obtient :

eCFy,
1 2 2 2 2 2
HﬁngO,Fh < Cldlie < Clollumxcopnmm.o < CUV <o+ V-9l
< |V xolP
< COllull”.

Ainsi, on a

lull* < CUIV - ull” + Vs x ul® + D IVolulnle + D IVolulrllo)?llul

eCF,{ eCFy

ce qui est équivalent a

lul® < CUIV-ull® + [ Vh x ull® + Y IVolnle + ) IVolulzli,). O

eCF]f eCly
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2.2 La deuxiéme inégalité

Lemme 2.2.1 Soient v € HY(I1,)? et 0 = % Alors, il existe une constante
positive C' indépendante de h et vérifiant

lul® < CUIVR < ull? + 1Va-ul®+ Y IVolulrllze + Y IVoTulnlf,e)-

eCF]f eCly

Preuve : La preuve est assez semblable & la preuve de la premiére inégalité,
mais ici on utilise la formule de décomposition orthogonale suivante (voir aussi
351, [40])

L*(Q)* = H(V x 0,9Q) @ Ho(V -0,Q).

Ainsi, pour u € L?(Q)? on écrit
U= U] + Us

avec u; € H(V x 0,9) et uy € Ho(V -0,9). Comme V X u; = 0, on écrit
up = Vq avec ¢ € H'(Q) et comme uy € Hy(V -0,9Q), on écrit uy = V X ¢
avec p € Hy(Vx, Q)N H(V-0,9Q) (voir [35], [40]).



18

Deux nouvelles inégalités discrétes de type Poincaré-Friedrichs sur les
espaces discontinus




Chapitre 3

Résolution d’'un probléme
électrostatique par une méthode
de Galerkin discontinue

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on dispose d’'un domaine borné 2 C R? contenant seulement
des matériaux isolants et d’une source de courant J,. On note par I' le bord
de €2 et on suppose connexe et simplement connexe.

Le probléme que nous considérons ici consiste a trouver le champ u solution
des équations

(3.1)

Vx(Vxu) = —iwJs=:J dans (,
V-u = 0 dans ().

u est relié au champ électrique &€ par
E(x,t) = Re(u(z) exp(iwt))
ol w # 0 est une fréquence donnée supposée basse.

En appliquant la divergence a la premiére équation de (3.1), on voit qu’on doit
supposer que J est a divergence nulle. Cependant si 'on souhaite traiter le
cas général ou J n’est pas & divergence nulle, on retrouve dans la littérature
I'idée d’introduire un multiplicateur de Lagrange p et de considérer le probléme
suivant, voir [35, 17| : Trouver (u, p) vérifiant le systéme d’équation

(3.2)

Vx(Vxu)—Vp = J dans ,
V-u = 0 dans Q
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au lieu du probléme initial (3.1).
Appliquons la divergence a la premiére équation en (3.2), alors on voit que p
satisfait

-V .- (Vp)=V-J dans Q. (3.3)
Il résulte que si le probléme (3.2) est donné avec une condition aux limites

p=0 sur T, (3.4)

alors p est nul dans €2 et on recupére le probléme initial dés que J est a diver-
gence nulle dans (2.

Si la condition aux limites du champ u est donnée par :
nxu=0 sur I, (3.5)
alors il n’est pas difficile (voir par exemple [17, 35]) de montrer que le probléme :

Etant donné J € L2(Q2)3, trouver (u,p) € Hy(Vx,Q) N H(V-,Q) x H}(Q)

vérifiant
{ Vx(Vxu)—Vp = J dans Q, (3.6)
V.-u = 0 dans Q
admet une unique solution (u,p) telle que
V xue H(Vx,Q) (3.7)

et que si J est a divergence nulle, alors p = 0 dans () et u satisfait le probléme
désiré (3.1) et la condition aux limites (3.5). On pourra considérer la formula-
tion :

Trouver (u,p) € Ho(Vx,Q) N H(V-,Q) x H}(Q) telle que

/Q(vXu)-(vXUH/Q(v-u)(v-U) _ /U-Vp

Q

:/J-U VUEH()(VX,Q)QI——NV'?Q)
Q

—/u-w: 0 Vo € HM(Q)
Q
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3.2 Formulation discontinue du probléme
Soit II;, une partition formée de tétraedres de 2. Pour démontrer une condition

inf-sup par la suite, on fait ’hypothése suivante ( ce qui ne restreint en rien le
probléme ) :

Aucun tétraedre de II;, n’a plus d’une face sur I'.

3.2.1 Dérivation de la formulation

Pour alléger les notations, on introduit les espaces discontinus suivants
V(h) := HY(Vx,I1;,) et Q(h):= H'(II}).

On s’intéresse dans cette section & donner une formulation de Galerkin discon-
tinue associée au probléme (3.2).

Soit K € II,, fixé et soit ng la normale unitaire sortante sur JK. Multiplions

la premiére équation de (3.2) par une fonction test v € V(h) et intégrons sur
K avec les formules de Stokes et Green, on obtient

/K(VXU)-(VXU) + /KpV-’U—/aK(v-nK)p
- LKU-((VXU)XW):/KJ-U.

De méme en multipliant la deuxiéme équation de (3.2) par une fonction test
1 € Q(h) et en intégrant avec la formule de Green, on obtient

(3.8)

_/KU.W+/8K(u.nK)¢:0. (3.9)

Etant donné que les fonctions considérées dans les équations (3.8) et (3.9) sont
totalement discontinues sur les interfaces intérieures de la partition de €2, les
traces sur ces interfaces peuvent avoir des valeurs distinctes. Pour cela on ap-
proche les traces sur les interfaces par des flux numériques qui seront définis
dans la prochaine section.

On obtient ainsi la formulation discontinue :
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Trouver (u,p) € V(h) x Q(h) vérifiant

/K(vXu)-(vXU) + /KpV-v—/aK(v-nK)ﬁ

— / (s Vh X u) X TZK)
oK (3.10)

J v

I
o>\\

~[wvis [ @now -

pout tout K € II, et pour toutes les fonctions tests (v,v) € V(h) x Q(h). Ici

u, p et V x u sont les flux numériques qui approchent les solutions exactes wu,
p et V X u au niveau des interfaces de la partition de {2 respectivement.

Introduction des flux numériques

Pour ¢ € H*(II,)* avec s > 3 une fonction donnée, les flux numériques @

sont des éléments de L?(F})3. Ils ont en particulier une valeur unique sur l’en-
semble des interfaces, on dit qu’ils sont conservatifs. De méme si p € H*(II})
1

avec s > 3 est une fonction scalaire donnée, les flux numériques o sont des

¢léments de L?(Fy,).
Definition 3.2.1 On définit les flur numériques conservatifs et consistants au
sens de Arnold [4] comme suit :

e Sur les interfaces intérieures de la partition de ) :

—

Vixu = {V,xu}—o,ulr,
i = {u} - ofplv, (3.11)
p = {p} —oululy

e Sur les faces de T' :
VTX\U = {Vh X U} - Ua[u]T;
u = Uu—o.pn, <312>
D = 0

ou o, et o, sont des paramétres de stabilisation qui seront précisés ultérieure-
ment.
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3.2.2 La formulation de Galerkin discontinue

Pour trouver une formulation de Galerkin dicontinue, un simple calcul permet
de montrer que :

Yu,t € TR(Fh)3 Y € TR(Fh) on a

S [ wexnn= [ w0 = [ ety

Kt (3.13)
[ wtoem) = [ (O} B + [ vtwen)
En utilisant (3.13), on a
Do v (Vxwxng) = | [le{Vaxu}
Kell, /‘9K /Fh (3.14)

-/ Xl

Comme Fj, = FP U Ff et FP =T, alors en utilisant les définitions des flux
numériques introduits dans la section précédente, on obtient

RRGET R

(3.15)
+/F[U]T{Vh xu} — [ oav]rulr

= /F Wr{Vh xu} — [ oq[v]r[u]r.

Fy,

On fait de méme pour calculer Y [o(v-ng)p et on a

3 [ emon= = [ oldstix s [ @l @

h

En utilisant la formule de Green, on voit que la deuxiéme équation de (3.10)
est équivalente a

/KW"'H[;K(@_“)'"KW:O' (3.17)
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En suivant la méme démarche que précédement, on obtient a 'aide de (3.13)
et de la définition des flux numériques de wu,

> [ @ =- [ Bty - / sty

- /F apy.

Pour trouver la formulation discontinue de Galerkin, il suffit d’effectuer la
somme des équations (3.10) sur tous les éléments de la partition de 2 et de
remarquer que le terme

r / (Vi -u)(Vy - v), avec r > 0 et independante de h (3.19)
Q

est identiquement nul pour la solution exacte, sera introduit comme un terme
de pénalisation pour stabiliser la formulation (3.22). On obtient la formulation
suivante :

Trouver (u,p) € V(h) x Q(h) vérifiant
/Q(thu)-(vhxv)—k/gp Vh~v—/Fh[v]T{Vh><u}

+7,/Q(Vh.u)(vh.v)+/Fh Oalulr(v]r

_/FI[U]N{p}JF/IU“[u]N[U]N:/QJ-U, (3.20)

h

pour toutes les fonctions test (v,1) € V(h) x Q(h).

Afin de symétriser la forme bilinéaire principale de la formulation précédente,
on introduit le terme

J(u,v) = /F e {V x v} (3.21)

qui est nul pour la solution exacte, comme un terme de pénalisation. On asso-
cie ainsi au probléme (3.2) la formulation suivante
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Trouver (u,p) € V(h) x Q(h) vérifiant

{ A(u,v)  + Blv,p) = L(v) YweV(h), (3.22)

B(u,v) — Clp,y) =0 Ve Q(h)

ou A, B et C sont les formes bilinéaires définies sur V(h) x V(h), V(h) x Q(h)
et Q(h) x Q(h) par

A(u,v) = a(u,v) — J(v,u) — J(u,v). (3.23)

alw0) = [(Vuxa)- (Tuxo)+ [ aululslelr+ [ oulsloly

Fi n (3.24)
+7“/Q(Vh : u)(Vh . U),

By = [ Vo= [ ilxio) (3.25)

h

et
Clp,) = /F oolpl). (3.26)

On démontre maintenant un théoréme d’équivalence entre les solutions du
problémes (3.2) et celles de (3.22).

3.3 Equivalence des problémes (3.22) et (3.2)

Théoréme 3.3.1 Soit (u,p) une solution réguliére du probléme (3.2) avec les
conditions aux limites (3.4) et (3.5), alors (u,p) est une solution du probléme
variationel (3.22). Réciproquement, si (u,p) est une solution de (3.22), alors
(u,p) est une solution du probleme (3.2) et vérifie les conditions aux limites
(3.4) et (3.5). Aussi, si J est a divergence nulle et si (u,p) est une solution
de (8.22), alors p est identiquement nul dans Q et u satisfait le probléme (3.1)
avec la condition auz limites (3.5).

Démonstration : Soit (u,p) une solution réguliére du probléme fort (3.2)
avec les conditions aux limites (3.4) et (3.5), alors (u,p) est une solution du
probléme variationnel (3.22), ceci est déja démontré pendant la dérivation de
la formulation (3.22).

Réciproquement, soit (u,p) une solution du probléme variationnel (3.22) et
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montrons qu’elle vérifie (3.2) avec les conditions aux limites (3.4) et (3.5).
Soient K € II, un élément fixé et D(K) l'espace des fonctions indéfiniment
dérivables et & support compact contenu dans K. Commencgons par montrer
que V- u = 0 dans K. Soit ¢ € H}(K) et considérons (v,v) = (0,¢) dans
K et prolongée par zéro dans 2, alors la deuxiéme équation de la formulation
(3.22) se réduit a

/K V- -u=0. (3.27)

Il résulte par densité de Hj(K) dans L*(K)
V-u=0 pp. dans K. (3.28)

Pour montrer que u est a divergence nulle dans €2, il suffit alors de montrer
que u est & composante normale continue au niveau des interfaces intérieures
de (2. Pour cela soit f;; une interface intérieure et soit K, Ky deux éléments
de IIj, vérifiant OK; NIK, = f;;. Soit p € HJ(K; U K3), prolongée par zéro
dans Q, alors ¢, € H' (K1) et ¢k, € H'(K>). Considérons (v,1¢) = (0, ¢),
alors la deuxiéme équation de la formulation (3.22) se réduit a

/ oV - u=0. (3.29)
KiUK»

En multipliant (3.28) par ¢ et en intégrant par parties sur K;, i = 1,2, on aura

/K.u-Vgo—i—/f (u-n)p=0, ie{l,2}. (3.30)

1,

Il résulte alors que

/ u- Ve +/ [ulnp = 0. (3.31)
KiUK» fz
On intégre (3.29) par parties, pour obtenir
/ u- Ve =0. (3.32)
KiUK>

En identifiant les deux équations précédentes, on aura

/ g = 0. (3.33)
fij
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Ceci implique que u est & composante normale continue a travers f;; qui est
arbitraire. On déduit que u € H(V-,2) et donc

V-u=0 p.p dans Q. (3.34)
Montrons maintenant que la solution de (3.22) vérifie
Vx(Vxu)—Vp=J pp dans Q. (3.35)

Soit v € D(K)3, alors la premiére égalité de la formulation (3.22) se réduit a

/K(VXu)-(VXU)Jr/KpV-v:/KJ-U. (3.36)

Ce qui implique aprés une intégration par parties que (u,p) vérifie
Vx(Vxu)—Vp=J pp. dans K. (3.37)
Pour montrer (3.35), il suffit maintenant de montrer que
VxueH(Vx,Q) et pe H(Q). (3.38)

Comme u vérifie (3.34) et w € H(V-,Q), alors B(u,p) = 0 et la deuxiéme
équation de la formulation avec ¢ = p implique

/F oulpl? = 0 (3.39)

et donc p € H'(Q) et vérifie la condition aux limites (3.4). Il reste & montrer
que V xu € H(Vx,Q) et la condition aux limites (3.5). Soit f;; une interface
interne et soit Ky, Ky les deux éléments de face commune f;;.

Soit v € HZ(K; U K>)3, la premiére équation de la formulation (3.22) se réduit
a

/ (qu)-(va)—i—/ pV~v:/ J . (3.40)
Ki1UKo Ki1UK> K1UK>

En intégrant par parties (3.37) sur K et K, séparément et en utilisant la
continuité de p démontrée précédemment, on obtient

(Vxu)-(Vxv)—
J. J

v-Vp+ /(nxqu)m
' Jis (3.41)
= /J-v, ie{1,2}.

K;

k3
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En particulier

/KluKQ(V><u)-(V><1))—/K1UKQU'V]%L /fi'v'[VXU]T 3.42)

= J .

KiUKo

En identifiant les équations (3.42 ) et (3.40) et étant donné que f;; est arbi-
traire, on déduit que [V x u]p = 0 sur F} et par suite (u,p) vérifie (3.35). 1l
ne reste qu’a vérifier que u satisfait la condition aux limites (3.5). Pour cela
soit v € H?(Q)? avec v x n = 0 sur I'. Alors la premiére équations de (3.22) se
réduit a

/Q(V><u)'(VXv)—l—/ﬂpV-v—i—/F(nxu)-(va):/J-v. (3.43)

Q

D’autre part en multipliant (3.35) par v et en intégrant par parties et en
utilisant la condition p = 0 sur I' démontrée précédemment, on se rameéne a

/Q(qu)-(vaH—/QpV-v:/QJ-v. (3.44)

Il résulte aprés identification que
/(nxu)~(V><v):O Yo € H*(IT,)? avec v xn =0 (3.45)
r

et donc u vérifie (3.5).

Montrons maintenant que si J est a divergence nulle dans €2 et que si (u, p) est
une solution de (3.22), alors p est nul dans € et u résoud le probléme (3.1) avec
la condition aux limites (3.5). En suivant la méme démarche que précédement,
on pourra montrer que la solution (u,p) de (3.22) vérifie p € Hj () et

/Q(qu)-(va)+/QpV-’U:/QJ-U Yo € Ho(Vx,Q) N H(V-,Q)3.46)

En particulier, si on considére v = V¢ ol ¢ est I'unique solution de
Ap=p et p=0 surl, (3.47)

on obtient dés que v € Hy(V x 0,9Q)

IplZq = /Q J V= /Q oV T =0, (3.48)

Ce qui implique que p est nul partout dans 2 et u est solution de (3.1) avec la
condition aux limites (3.5).
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3.4 Approximation du probléme

Pour k£ > 1, on note par P.(K) 'espace des fonctions polynomiales de de-
gré inférieur ou égal a k et on définit les espaces de discrétisation de u et p
respectivement par

Vii= {ueL*(Q) : uk € Py(K)}?,

Q, = {ge L) : qx € P(K)}. (3.49)

La discrétisation en éléments finis correspondant a la formulation (3.22) est
donnée par :

trouver (u”,p") € V), x Qy, vérifiant

{ A(uh,v)  + Blo.p") = Lv) Yo eV, (3.50)

B(u" ) — C@ph¢) =0 Ve Q.

Remarque 3.4.1 Pour la résolution de (3.2), d’autres formulations DG peuvent

étre considérées, on cite par exemple le cas non symétrique de la forme bili-
néaire principale A donnée par

Au,v) == a(u,v) — J(v,u) + J(u,v). (3.51)

Nous noterons aussi que les résultats démontrés au cours de ce chapitre sont
veérifiés pour le cas non symétrique.

Les formulations (3.22) et (3.51) sont aussi des formulations augmentées dans
le sens ou nous avons ajouté le terme

T/Q(Vh ~u) (V- v).

En intégrant par parties, on a

Blo.p) = — / o Vip+ /F bt

En posant r = 0 et en intégrant B par parties, la formulation proposée ici
coincide avec celle en [37].

3.4.1 Les paramétres de stabilisation

On définit maintenant les paramétres de stabilisation en fonction de la taille
des mailles, ceci conduira & des constantes de continuité, de coercivité et de
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condition inf—sup indépendantes de cette quantité. On suppose que 'on dis-
pose d'une partition du domaine en éléments ayant des tailles différentes, pour
cela commencons par introduire le paramétre h € L (F},) relié a la taille locale
des mailles comme suit

{min(hK,hK/) siz e OKNOK' , K,K' ell;

h=h(z) := hx size KNI , K ell,.

Soit k une constante strictement positive et définissons les paramétres de sta-
bilisation o, et 0. comme suit

1
0= kh ' € L(F,) et 0.:= —. (3.52)

Oq

3.5 Propriétés des formes bilinéaires

On commence par définir des normes sur les espaces V(h) et Q(h).

Pour u € V(h) on pose

lullomy = IV x ullgq + IvVaalulnllg mr + 7 Va - ullsq

1
NGE

(3.53)

HiVaalulzllo s, + I—={V x u}I[ 5,

Pour p € Q(h) on pose

lPlawm = Iplls.q + IVaelpllg m, + Vae{p}5 5, (3.54)

Dans la proposition suivante, on montre que les quantités définies par (3.53)
et (3.54) sont des normes sur V(h) et Q(h) respectivement.

Proposition 3.5.1 Les quantités définies par (3.54) et (3.53) définissent des
normes sur V(h) et Q(h) respectivement.

Démonstration : Il est clair que la quantité (3.54) définit une norme sur
Q(h). Pour montrer que la quantité définie par (3.53) définit une norme sur
V(h), il suffit de montrer que si v € V(h) est telle que ||v||yx) = 0 alors v = 0,
quant aux deux autres propriétés d’une norme, elles sont évidemment vérifiées.
Soit v € V(h) telle que ||v||yp) = 0. Par définition de la norme on a :

Vxv=0 sur K VK eIl
et

vlr =0 sur Fp.
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Ceci implique que v € Hy(V x 0,9) et donc v peut s’écrire sous la forme
v =V avec ¢ € H}(Q) ( voir [35] ). On a aussi

Vev=0 sur K VK €1I,
et
vy =0 sur F}.
Il résulte que v € H(V - 0,9). Ainsi ¢ est 'unique solution de
V- (Vye) = 0 dans Q,
{ © = 0 sur I

Ceci implique que ¢ est identiquement nulle sur €2 et par suite v 1'est aussi, et
donc || - ||y définit bien une norme sur V(h).

Remarque 3.5.1 Si nous avions introduit les hypothéses
r>1 e k2>1,
nous aurions pu utiliser la premiére inégalité du chapitre 1 qui implique

lulls.o < CUIVE < ullso+7IVh - ullso + IVoalulnll e+ IVoalulrl s,)
Vr>1 Vi > 1.
et donc u est identiquement nul dés que u € Hy(V x 0,Q) N H(V -0,).

Afin d’appliquer les théorémes classiques pour les problémes de type point
selle perturbé pour déduire 'existence et I'unicité de la solution associée a la
formulation (3.22), on est amené & étudier les propriétés des formes bilinéaires
introduites dans la section 3.2.3.

Dans la suite, on va montrer la continuité des formes A, B et C' sur leur domaine
de définition, mais il n’est pas évident de vérifier la coercivité de A sur le noyau
de B. La difficulté se pose au niveau de l'estimation de H\/%{Vh x u}to m,
lorsque u est un élément de V(h).

Si la quantité || \/%{Vh X u}|o.r, est éliminée de la définition de la norme, alors
c’est la démonstration de la continuité de A qui pose probléme.

Par contre, grace a une inégalité inverse valable uniquement sur les espaces
discrets, on va pouvoir montrer l’existence et 1'unicité de solution discréte
ainsi que la coercivité de A sur les espaces discrets.

Remarque 3.5.2 Le probléeme de coercivité est aussi rencontré pour les for-
mulations DG associées au probleme de Poisson lorsqu’on considére la norme
proposée par Baumann et al. [10, 46/, par Baker et Karakashian [8] et demeure
une question ouverte [49].

Commencons par montrer I'existence et 'unicité de solution discréte.
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3.5.1 Existence et unicité de solution discréte

On étudie maintenant 'existence et I'unicité de la solution discréte associée a
la formulation (3.50) ainsi que la consistance de cette formulation.
On a la proposition suivante.

Proposition 3.5.2 Soient o, et o. les parametres de stabilisation définis par
(8.52) alors il existe kg > 0 telle que pour tout Kk > kg, la formulation (3.50)
est consistante et admet une et une seule solution discrete.

Démonstration On commence par montrer I'existence et I'unicité de la so-
lution discréte associée a la formulation (3.50). Dés qu'il s’agit d'un probléme
linéaire en dimension finie, pour montrer I'existence et I'unicité de solution, il
suffit de montrer que si J = 0 alors (u”, p") = (0,0).

Prenons v = u" et ¢ = p" dans les deux équations de (3.50) on obtient aprés
soustraction

A" u") + O (", p") = 0. (3.55)

Soit par définition de A et C,

LWWWW 3@m@%+@éwwwf

—2J(u", u") +/ oa[u"3 + /Fh o.[p"]? = 0.

I
Fh

(3.56)

Notons que par définition du terme de pénalisation J(u,v) et par 'inégalité
de Cauchy-Schwarz, on a pour tout € > 0,

2J (u",u") < 2e/ oa[u"3 + %/ O_i\{vh x u"}|?. (3.57)
Fn

Fh a

En utilisant la définition du paramétre de stabilisation o,, I'inégalité inverse
suivante (voir [57] pour la démonstration en deux dimension et [36] pour la
démonstration en trois dimension.)

1
lallg.ox < CEHQHS,K Vg € Py(K) (3.58)

et le fait que V x V), C Vy, on peut écrire
| 1
Fh V Ua

(Vi x v} < %/ Vi x o2 Vo€V (3.59)
Q
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Il résulte que

At ) + O ) > (1= ) [ (Tl [ (9,0

(3.60)
+(1=20)C | oa[u"3 + /FI oa[u"3 +/F o.[p"?.

Fy,

Maintenant si € est choisi de facon que 2% <e< % (un tel choix est possible
si k> Ko = 55) et si A(u”, u") + C(p",p") = 0, alors tous les termes figurant

dans 'équation (3.60) sont identiquement nuls. Soit

V xu" =0dans Q, [u"]r=0sur F,

V.u' =0 dans Q, [u"]y =0 sur FI (3.61)
et
[p"] =0 sur F. (3.62)
On déduit de (3.61) et du fait que u” € Vy, que u” est telle que
u" € Hy(V x 0,Q), (3.63)
u' € H(V-0,9). (3.64)

Ceci implique que [|u"||yx) = 0 et par suite u" est nul partout dans 2. On dé-
duit aussi de (3.62) que p" € HZ(). Ainsi les sauts a travers les interfaces de 2
disparaissent et la deuxiéme équation de (3.50) implique aprés une intégration
par parties

— / v-Vp"=0 Yve,. (3.65)
Q

Il résulte de I’équation précédente et du fait que p" € HL(Q) que p" est nul sur

Q.

-La consistance de la formulation est déja démontrée grace au théoréme 3.3.1.

3.5.2 Continuité

On étudie dans cette section la continuité des formes bilinéaires A sur V(h) x
V(h), B sur V(h) x Q(h) et C sur Q(h) x Q(h).

On a la proposition suivante.
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Proposition 3.5.3 Les formes bilinéaires A, B et C' sont continues respecti-
vement sur V(h) x V(h), V(h) x Q(h) et Q(h) x Q(h) et il existe une constante
positive C' indépendante de h et vérifiant

A, 0)] < Cllullv lollvay— Va.v € V(h),
B(u,$)] < Cllulymlldllony  YueV(R), Y eQh),  (3.66)
Cp.)l < Cllplowllallony  Vp.q € Qh).

Démonstration : La démonstration résulte facilement de la définition des
formes bilinéaires, de l'inégalité de Cauchy-Schwarz et de la définition des
normes. On montre la continuité de la forme bilinéaire A, pour les formes bi-
linéaires B et C' le raisonnement est identique.

Soit u,v € V(h), il est clair par définition de A et d’aprés I'inégalité de Cauchy-
Schwarz que

[A(u, v)] < C{IVa x ullogl Vi x vllog +7[Va - ulloallVh - vloe

+voalulrlo,r, vTalv]rlo,F,
+vaalulnllo.rrllv/Talvlnllo,pr
Hvoalrllo.p I 5 {Va x utlon,

+valulrllon | 1V x vHlos |-
Une application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz discréte conduit a
|A(u,v)| < C {th x ullg.o + lvaalulzll§ g, + Ivoalulnlg g
1
+ VIVl + AV x ud i g,
X {th X UH%@ + ||\/E[U]T’|3,Fh + ||\/E[U]NH§,F,{
1
+ VIV vl3g + AT x 0B g, |
< Cllullvayllvllve-
Ce qui implique la continuité de A sur V(h) x V(h).

3.5.3 Coercivité de A

On sait que si A est coercive sur le noyau de B alors on peut établir des
résultats de convergence. Neammoins, on montre ici que A est coercive sur
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Vi X Vi, ot V), est I'espace introduit en (3.49)
On a la proposition suivante.

Proposition 3.5.4 Soit o, le parametre de stabilisation défini par (3.52).
Alors il existe kg > 0 telle que si kK > kg on a

Au,u) > a0||u|]$,(h) Yu € Vy (3.67)
avec ag une constante positive indépendante de h.

Démonstration : Notons d’abord que par définition de la norme || - ||yn) et
la forme bilinéaire a(-,-) on a

1
V0Oa

Il résulte par définition de A que pour tout parameétre oo € R, on a

lullom) = alu, w) + |—={Va x u}[5 5, (3.68)

Alu,u) —afull}gy= (1 = a)au,u)—=2J (u, u)

3.69
~al| AV x u}l g, (369)
En utilisant I'inégalité inverse (3.58), on aura
1 2 ¢ 2
I \/a{vh < utllop, < Vi xulpe VueV (3.70)

Il résulte que
Alu, u)= allull gy,
> (1—a)a(u,u) —2J(u,u) — S| V), x |3
= (1 —a—aC) [V x ullg + Ivaalulrl s, + VEalulnlE gy +rIVa - ulido]

—2J(u, 1) — aZ]|V x ull3

3.71)

En utilisant les inégalités (3.57), (3.70) et si « est choisi de fagon que
1—a>0,

on aura

Alu,u) = ofullyy = (1= a—22)Vh x ul}
( [ullSm ) IVh X ullog ) (3.72)
+(1 — o — O{C — 2€)O||E[U]T||O,Fh'
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Il suffit alors de trouver o > 0 vérifiant a la fois

2C
l-a>0,1-a—— >0 et 1—a—aC —2¢e> 0. (3.73)
€K

La premiére inéquation est satisfaite dés que la deuxiéme est vérifiée. La troi-
siéme inéquation est satisfaite si

1—2¢
0<Oz§1+0, (3.74)
ce qui implique
el (3.75)
2
D’autre part, la deuxiéme inégalité est satisfaite si
0<a<1-2C/ek < 1-=C/k. (3.76)

Et donc si la quantité 1 — % est strictement positive, soit kK > kg avec kg > C,
on peut trouver ag > 0 vérifiant

A, 1) = aollulf3g > 0 (3.77)

et la coercivité de A se déduit immédiatement.

3.5.4 Condition inf-sup

Le but de cette section est de montrer que la forme bilinéaire B vérifie une
condition inf-sup. On remarque d’abord que par définition des normes (3.54)
et en utilisant 'inégalité inverse (3.58), on a l'inégalité suivante

1 1 1
lalBa > 5lalia+glalia+ sl
1

NG

Vv

1 1
Slilla+Cl——lallin +Cl—=lain 47

> Cllaligpn VYa € Qe
Pour montrer la condition inf-sup, on utilise les résultats suivants :

Si k € {1,2}, on a la proposition suivante

Proposition 3.5.5 5i % dénote l’espace

17; ={v, €V, :Vf CFp, /qh [on] =0 Van € Pooa(f)* },
f



3.5 Propriétés des formes bilinéaires 37

alors il existe un opérateur Ry, : H'(Q)? — Vi, continu et telle que :

Yo € Hy ()3, Vg, € Pe1(K), / @V - (Ru(v) —v) =0,
K

Vo€ HI(Q), Ve Fh, Van € Pos(e)’, / g Ru(v)] =0,

Yo e WH(Q)2, Wt >0, Vse[l,k+1], ¥me{0,1},
‘U — Rh(/U)‘Wm,t(K) S Chs_m‘U|Ws,t(AK)

ot Ag sont des macro-éléments contenant K.

Démonstration : Il s’agit de l'opérateur de M. Fortin ( voir [26] pour la
démonstration en deux dimensions et [27] pour la démonstration en trois di-
mensions ).

Si k > 3, on a la proposition suivante [34].
Proposition 3.5.6 Il eziste un opérateur d’interpolation Ry : H} Q)P —
Vi, N H(Q)3 continu et vérifiant
V v e HH Q)P Vg, € QnN LEQ), / anV - (I/{\;(v) —v) =0,
Q

YV v e WHP(Q)?, VT €1,

-~ s—m+3(-1

R (v) = vlwmagry < CR*" G0 0] ian(ag)
V se[l,k+1], V 1<p,q<oo, Vme{0,1} verifiant W*P(Q) C W"™1(Q).

Pour montrer la condition inf-sup, on se sert aussi du résultat suivant da a
[17].

Proposition 3.5.7 Pour toute face f C T, il existe une fonction py, vérifiant
prr €st a support compact dans [ et telle que la fonction

o= puiiy € Yy = {qn €C°(Q) tq anx € PI(K) VK € I, N Hy(Vx,Q)NH(V-,Q).

et vérifie

/ﬂhZ/Pﬁ'n}Zl pnlie < Ko
f f

ot Ky est une constante positive indépendante de h et ny est la restriction de
n : la normale sortante en I' a f. i.e. ny = njy.
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Démonstration : Si II. est la partition de 2 déduite de 11, en considérant
le raffinement standart suivant. On appelle T un tétraeédre générique de I, T
est divisé en huits sous tétraédres (7;);—1 s dont les sommets sont les milieux
des six arétes de T et le volume est ¢ iéme du volume de T'. Alors en [17] on
montre que p; existe et p, € Yg. Notre proposition se déduit juste aprés un
changement d’échelle.

On peut maintenant montrer la condition inf-sup pour la forme bilinéaire B
donnée par (3.25). On a

Proposition 3.5.8 La forme bilinéaire B vérifie la condition

B
inf sup (v, 9) >05>0 (3.79)

€2 M0} ey, (o} 112l oIV llvin

ou 3 est indépendante de h.

Démonstration : On s’inspire de la démonstration d’une condition inf-sup
pour une formulation de Galerkin discontinue pour le probléme de Stokes (voir
[33]). Fixons ¢, € 9y \ {0}, il s’agit de trouver v, € V}, \ {0} et une constante
positive C' indépendante de h vérifiant

B(vn, qn) > Cllanllomllvnllv- (3.80)

On distingue les cas

e Premier cas k > 3.
On décompose ¢ sous la forme

o . 1
qn = qn + qp avec gp = qn — ——— =% / qn- (3.81)
mes(2) Jq

Comme G, € LE(), donc ( voir [35]) il existe v, € H}(2)? qui vérifie
Veon=Gn et [Jonllie < Cllgullog- (3.82)

Posons v, = f{vh(vh) avec f{\; est Vopérateur d’interpolation donnée par la
proposition 3.5.6. On cherche v, sous la forme

v = alp + U, et Uy = Gppn (3.83)

ou py, est donnée par la proposition 3.5.7 et o une constante positive a choisir.

On a

B(vp, qn) = B(h 4 U, G + )

. ais . _ 3.84
— Blin i) + Blon, @) + B@n @) + Bong,). Y



3.5 Propriétés des formes bilinéaires

39

Comme 0, € H}(2)? et g, € R, on aura aprés une intégration par parties

B(0n,q,) = 0. (3.85)
On a aussi aprés une intégration par parties et en utilisant la proposition 3.5.7
B a) =, [ pury -1y =, (3.56)

f

Par définition de 7}, on obtient
B i) = [ 50,9 i < Kol loald o (3.87)
Q
En utilisant (3.82) et la proposition 3.5.6, on a

B(0n, Gn) = l|Gnll 0-

Il résulte que

1 Ky
B(vn,qn) > all@nllsa + ——=lle0 — ———=@lloolldnllon
ona) > aldilio + oo Tle = o lbolal
1 1 K2
> in |2 — @l - ——2 |7, |2 (3.88)
Z O‘||Qh||o,9+ es(Q) HQhHo,Q 2 mes() HQhHo,Q
€~
il Ve >0
Si, par exemple, on prend € = o = K2, on obtient
1 1
B > ~112 — 2 — 12
(Vn, qn) = al|QHO,Q+mes(Q)HQhHO,Q Qmes(Q)thHO’Q
o
A
K3 1 2 (3.89)
NS T
Z thHO’Q—i_Qmes(Q) 125115 0
> Cllallge
> C||Q|’2Q(h)~

La condition inf-sup se déduit car

Cllvnllre

C(onlle + [[onllie)
C(lgnllog + lgnllo.cllonllie)
C(lgnllog + 1nllo.0)
C(lgnllog + 1nllo.e)
Cllgnllos

Cllanllom)-

HUhHV(h)

VAN VAN VAN VANS VAN VAN VA
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e Deuxiéme cas k € {1,2}, soit g, € Qy, alors il est bien connu qu’il existe
o, € HY(Q)? vérifiant

V-t =qn et ||[tnlle < Cllanlloo- (3.90)

On pose v, = Ry (0y,) ot Ry, est 'opérateur donné par la proposition 3.5.5. On
a

B(vn,qn) = > / @V - Ru(tn) = ) / 0V - O = [lanlls.0 = Cllanlgafp-91)
K K

Kelly, Kelly

Etant donné que Ry, est continu, on a

R () [lven)
Cl|tnl1,0
Cllgnlloq
Cllanllom)

||Uh||V(h)

VANRVANRVAN

et la condition inf-sup se déduit.

3.6 Estimation d’énergie

Dans cette section on calcule des estimations d’erreurs par la méthode d’éner-
gie. On rappelle que (u, p) dénote la solution exacte de (3.2) et (u”, p") désigne
la solution discréte de la formulation (3.50). Soit z, un interpolant associé a u
et z, un interpolant associé¢ a p. On note par

e =u—u", ¢:=p—>p"

et on décompose e, ¢/ comme suit :

e =n—¢& avee E:=ul—2z, et ni=u— 2z,
(3.92)
e =n—¢& avec &:=p"—2z, et B i=p— 2,
Par I'inégalité triangulaire on obtient
lellva + 11 llamy < v + 7 lam + 1EIvey + 1€ Tlam- (3.93)

Dans ce qui suit on va montrer que

€l + 1€ e < C [Inlva + I o] - (3.94)



3.6 Estimation d’énergie

41

Remarque 3.6.1 Dés que la forme bilinéaire C' est positive, on peut écrire

C(p,q) < C(p,p)2C(g,q)>. (3.95)

En effet, le polynome P(t) := C(p + tq,p + tq) vérifie P(t) >0 Vt e R.
On déduit ausst par continuité de C qu’il existe une constante positive M
indépendante de h vérifiant

Clp,q) < MC(p,p)2|lqllam Vp,q € Q(h). (3.96)

En utilisant le caractére consistant de la formulation (3.50) et que (u”, p") est
solution de (3.50), on remarque que les erreurs e et e’ vérifient

{A(e,v) + B(v,e) =0 Yv eV, (3.97)

Ble,w) — C(d,q) =0 Vi€ Q.

On déduit alors que £ et & vérifient le systéme d’équations de point selle
perturbé suivant

{ A& v) + B(w,¢) =L{) YveW,
Bv) — C(Eq) =g@) Vi€ Qy

ou L et g sont les applications linéaires définies respectivement sur V), et Q,
par

(3.98)

L(v) = A(n,v) + B(v,n') et g(¥) = B(n,v) —Cn',v). (3.99)

Par application de la condition inf—sup donnée a la proposition 3.5.8, on ob-
tient,

B(v,¢&

5“5’“29(;1) < sup &)
'UGVh\{O} ||U||V(h) (3 100)
< A&V L)
veV,\{0} HUHV(h)

En utilisant la définition de L et la continuité des formes bilinéaires introduites
dans l'inégalité précédente, en particulier la proposition 3.5.2, on aboutit a

BlENSm < C [Igllvan + Inllv + 11 lowm ] - (3.101)

Il s’agit maintenant d’estimer ||£||y ). Notons qu’on peut décomposer V}, de la
facon suivante

_ L
h — ) :
Vi, = KerB & (KerB) (3.102)
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on peut écrire
E=¢E 46 avec €€ KerB ¢ € (KerB)*. (3.103)
De nouveau la condition inf—sup de la proposition 3.5.8 implique
c B(*.q
et < e St
9=En 3.104)
CE,q) — (3
< sup (€,9) —gla)
ooy llallem

En utilisant la définition de g, on obtient

BllE vy < € [C(€L€)E + vy + Il ago |- (3.105)

D’autre part, en utilisant la coercivité de A sur le noyau de B, on a

A
aollelvgy € sup &)
voEKerB HUOHV(h)

(€, v0) — A(fdy vp)
sup
voEKerB ||U0||V(h) (3106)

C [l vy + Inllven + 17 o)
1
C [0(€.€)% + e + I llaco] -

IA

IA

Il résulte que

l€lvan < C [C€,€)% + Inllva + I o] - (3.107)

Considérons maintenant v = £ et v = £’, on obtient aprés soustraction des
équations de (3.98)

A, +C (€, €) = L&) — g(&). (3.108)
Par définition de L, g et en utilisant la continuité on a
A(§,€) +C(€,€) < Cllnllvay + 17 llam] [Elvay + 1€ew] - (3.109)

En utilisant P'estimation de [|£’|| o) donnée par (3.105), on obtient

A8, +C (€€

< Cllnllvwy+ 17" law] €+ Inllvam + 10 lag + 1€l
< Cnlvay + 10 llaw] Unllvay + 10 o + 1Ellve)

< ClInllva + 17 llaw] CE€,€)2 +C [IInlva + 17 lom]”-

(3.110)
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Il résulte que
/Y / JPYNEY / 2
C(&,¢) < Cllnllva + lIn'llamw] CE,€)2 +C [Inllvim + 17'llew ] (3.111)

En particulier,

C(&,€)2 <O [lInllvay + 0 llom)] - (3.112)
On déduit alors que

1€llvary < C [IInllvey + 17l o] (3.113)
et par suite en utilisant (3.105), on voit que

1€ oy < C [Inllvay + 17 1low)] - (3.114)
En particulier

1€lviy + 1€ lew < || Ellveny + 1€l amy (3.115)
< C [lInllvew + I’ Hg(h)] :

On conclut alors que

lellven + lle'llom < C [Inllva + 17'llem)] (3.116)

et donc il s’agit d’estimer |[nllv@n) + [|7'[lgm) par la théorie des polynomes
d’interpolation. Dans cet ordre, on dresse les résultat d’interpolation suivant.

Proposition 3.6.1 Soit K € II;, et on suppose que u € H'®(K), tx > 0,
alors il existe une suite de polynome 75 € Py(K), vérifiant

[ — 7" () ||y < CREmETEI ), e VO < g <tg.  (3.117)

Si de plus tx > 1, alors

min(k+1,tk)

_1
lu = 7" (u)lloox < Chy Nullge - (3.118)

La constante C' est indépendante de w, hx mais dépend de k, la constante de

reqularité du maillage et de t = max ty.
Kelly,

Démonstration : Iassertion (3.117) a été démontré en |7] pour les espaces
en deux dimensions. Pour les espaces en trois dimensions, la démonstration est
analogue [36]. L’assertion (3.118) est démontré en [48].

Afin d’interpoler les fonctions vectorielles, on note par 7Th lopérateur défini
sur chaque élément de la partition de Q par 7" (u)|x= 7"%(u|g) et par II"

lopérateur défini par T1"(u) := (7" (uy), 7" (us), 7" (u3)) si u = (uy, ua, us).

Maintenant, on a le résultat d’approximation suivant.
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Proposition 3.6.2 Soit (u", p") la solution discréte de la formulation (3.50),
soit (u,p) la solution exacte de (3.2), supposons que u € H'T'(II,)3, p €
H*Y(II,), t > 1, s > 2; alors les erreurs e = u — u” et ¢’ = p — p"* vérifient

lellba + le'lam < C [P D ullfyyn, + R D72 pl 20, ] (3.119)

ou C' est une constante positive indépendante de h.

Démonstration : On a montré que ||e|lym) + €' |lan) < CUnllva + 17 lom))-
Il s’agit alors d’estimer ||n|lvn) + |7 |lam)-

Commencons par estimer |||y p). On a d’abord

Inllie = - (3.120)

Kelly,

En utilisant la proposition 3.6.2, on déduit que

HU”(Q)Q <C Z hzmin(k’t)+2’|u||t2+1,1<
Kelly, (312].)

< C <h2mm(k’t)+2Hu”?-i-l,l'[h) )

De la méme fagon, on obtient

IV xnllsq <C > R ED|jul?,,
KEHh' (3122)
< C (R0 |7, ) -

En utilisant la définition du paramétre de stabilisation o, et une inégalité des
traces, on obtient

1
TV allon <O 3 IV <l
a Kell,

<C Z h2min(k,t)
Kelly,
< Ch2mm(k,t)

I
(3.123)

|U||?+1,K

|u||f+1,nh‘

En utilisant la deuxiéme inégalité de la proposition 3.6.2, on aura

IVaanlwlg e <C D B0l

< C«thin(k,t)-‘rZ ||u”f+171'[h )
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On a aussi

1 2
< C Y itk
V0a Kell,
< C Z hzmm(k’t)’|u||t2+1,1<

Kelly,
< CpPminthd) HU||t+1 I,

On conclut alors que
HW”)Q/(h) <C (hzmm(k’t)’|u||?+1,nh) .
Similairement, on obtient

||77 HQ(h <O(h2mmk Le=D) H ”sHh)

et la démonstration de la proposition s’achéve.

3.7 Reésultats numériques

Dans cette section, on donne des résultats numériques permettant de valider les
résultats théoriques obtenus précédemment. Dans les tests numériques €2 est
le cube de R? défini par © =0, 1[x]0, 1[x]0, 1[. On considére comme intensité
de courant

Jl(x>y>z)
J(*Tvy?Z) = J2(£>y>z)
J3(x,y, 2)
Ji(z,y,2) = —exp(yz) [(22 2) (2 +22(2y — 1) + 22(y* — )}
—exp(y2) (¥ —y) (2+2y(22 — 1) + y*(2* — 2))]
—exp(ay2) [(20 — 1)(y* —y)(2* — 2) +yz(a® —2)(y* —y)(z* - 2)] ,
Jo(z,y,2) = —exp(zz) [(z* — z) (2+ 22(22 — 1) —I—x z —2))]
—exp(yz) [(z* — 2) (2 + 2221 — 1) + 22 z))]
—exp(ry2) [(2y — 1)(2® —2)(2* —2) + l‘Z( —2)(y* —y)(z* - 2)]
et
Js(x,y,2) = —exp(ay) [(y* —y) (24 2y(2z — 1) + y°(2° — 2))

—exp(yr) [(@” =) (2 + 2002y = 1) + (s — )

—exp(zyz) [(22 — 1)(2® — 2)(y* — y) + 2y(2® — 2)(y* — y)(2* — 2)] .
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La solution exacte (u,p) correspondante est donnée par :
(y? — y)(z* — z) exp(yz)
U((L’,y,Z) - (22 _Z)(xz —IL’) exp(xz) )
(v* = y)(z® — z) exp(yx) (3.125)
pz.y,z) = (y? —y)(z* — 2)(a® — z) exp(zyz).

Dans la formulation, il apparait un terme de stabilisation o, qui est défini a
partir d’un coefficient multiplicateur k. Celui-ci, comme le dit la proposition
3.5.1, est choisi de fagon que la forme bilinéaire A soit coercive. Cela se traduit
numériquement par une matrice définie positive. Donc, il est en général choisi
suffissamment grand, mais pas trop grand car dans ce cas, la matrice associée
a la forme bilinéaire A sera mal conditionnée et on ne peut pas aboutir a
une convergence du code. On choisit, par exemple, x égale & 100. Quant au
paramétre r qui apparait aussi dans la formulation, il suffit de le prendre stric-
tement positif et pas trop grand. Ici, il est pris égal a 1. On détaille maintenant
le code de calcul.

e Les algorithmes sont implantés dans un code d’éléments finis 3D et codés en
fortran 90. le code est testé sur les machines de 1’Université d’Orsay et il se
compose essentiellement de

e Premiére partie : Lecture du maillage.
Il s’agit de construire les tableaux nécessaires a la formation des matrices a
partir du maillage du domaine.

e Deuxiéme partie : Allocation dynamique pour la construction des matrices.
Notons qu’il s’agit de matrices creuses, le stockage que nous avons utilisé est
le stockage morse CSR ( compressed sparce row ) [13]. Ainsi on ne stocke
que les coefficients des matrices qui sont non nuls.

e Troisieme partie : Construction des matrices.

Il s’agit ici de calculer les coefficients des matrices. Soit €;, i = 1,2, 3, une base
orthonormée de R? et K un tétraédre quelconque du maillage. Une fonction
u = (uy, Uz, uz) définie sur K sera approchée par les éléments (P)? de Lagrange

1<i<3 1<i<31<5<10
La fonction p sera approchée par les éléments P; de Lagrange

ple) = Y p().

1<5<4
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Les fonctions \;(z) et Aj(x) sont les fonctions de bases de Lagrange. Les coef-
ficients ¢;; sont les degrés de liberté de u et les coefficients p; sont ceux de p.

Les fonctions tests 1) sont considérées comme les fonctions de base de Lagrange

—_—~—

scalaires \;(z) associées aux sommets du tétraédre. Les fonctions tests v sont
les fonctions vectorielles

v(z) =A()ér; 1<p<10; 1<k<3

ol A\y(z) est la fonction de base de Lagrange associée au sommet p du tétraédre
et €, est un vecteur de la base canonique de R®. Pour calculer, par exemple

/Q(Vh xu) - (Vp x0);

on calcule les intégrales [,.(V x (X;(2)é)) - (V x (Ay(x)€;)) pour tout tétracdre
K. Ces quantités sont calculées a 1’aide des formules de quadratures.

Calcul des traces : Pour calculer les sauts, on est amené & calculer des
intégrales du type, par exemple

/T oululrlv)r

ou T est un triangle de I’ensemble des faces et ici le calcul dépend de la position
de T. Si T est une facette extérieure, en utilisant la définition des traces sur
les faces extérieures, on écrit

[ adurblr = 5 [ (nxu)ox o),

Si T est une parmi les facettes intérieures, soit Ky et K5 les deux tétraedres
telle que 0K, N 0Ky = T. Par définition des traces sur les faces intérieures
Jp oa[ulr[v]r se partage en quatres parties et on est amené a calculer des
intégrales de type

/%(nxum)(nxv[{j); i=12; j=1,2
T

e Quatriéme partie : résolution du systéme
Pour la formulation (3.50), le systéme s’écrit sous la forme matricielle

Au + Bp =,
Btw — Cp =0.
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Pour la résolution du systéme linéaire précédent, nous avons utilisé 'algorithme
d’Uzawa [13] qui est aussi I'algorithme du gradient conjugué appliqué a la
matrice B'A™'B + C'. En effet nous avons calculé séparément les matrices A,
B et C' et étant donné que la matrice A est inversible, on peut, de la premiére
équation du systéme éliminer la variable u

u=A"'(f - Bp)
et on résout le systéme

(BPAT'B+C)p=B'A'f. (3.126)
La matrice B'A™'B + C est symétrique et définie positive. Ainsi on résout le

systéme (3.126) en utilisant une méthode du gradient conjugué. Les itérations

[(B*A~'B+C)p—B' A~ f]]
[BEA=L]|

tit fixé. D’autre part, nous avons précédemment calculé A=! en résolvant un

systéme linéaire par une méthode du gradient conjugué.

sont stoppées dés que est plus petit qu'un parameétre pe-

e Cinquiéme partie : Calcul de la solution exacte dans le cube et calcul de
Ierreur. Comme la solution exacte est connue, on peut calculer I'erreur avec
les normes définies par (3.53) et (3.54) et déterminer l'ordre de convergence
en u et p de la méthode. Dans la suite de ce chapitre, on note par Nbte le
nombre de tétraédres qui maillent €2 et Nbdl le nombre de degrés de liberté
associés a la partition correspondante. On a les tableaux d’erreurs suivants :

h Nbte | Nbdl | [Ju —u"{lyp) | [P —p"llomw | IV - u"[oq
0.4367 12 408 0.2556E4-00 | 0.9835E4-00 | 0.1875E-01
0.2184 96 3264 0.9773E-01 | 0.2894E+00 | 0.1820E-01
0.1733 192 6528 0.8762E-01 | 0.2303E+00 | 0.2658E-01
0.1694 371 12614 | 0.5237E-01 | 0.1082E+00 | 0.1192E-01
0.1379 660 22440 | 0.3413E-01 | 0.8491E-01 | 0.7485E-02

9.26E-02 | 2631 | 89454 | 0.1652E-01 | 0.5016E-01 | 0.4248E-02
7.70E-02 | 4682 | 159188 | 0.1277E-01 | 0.4459E-01 | 0.3477E-02

TAB. 3.1 — Tableau d’erreurs

On remarque que les erreurs sont petites sur un maillage grossier et dimi-
nuent lorsque h diminue. On remarque aussi que ||V - u”||oq est petite pour
un maillage fin. On retrouve la solution exacte u a 1072 prés et p & 1072 prés
en normes L'(Q) et L?(€2). Cela montre que le code converge bien vers la
solution exacte (u,p) donnée par (3.125). Dans les deux figures suivantes, on
construit dans des bases logarithmiques les courbes ||u—u"{|yx) et ||p—p"||om)
en fonction de h.
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h Nbte | Nbdl | [ju — uh||L1(Q)3 lp ="l | llu— uh||L2(Q)3 lp = "2
0.4367 12 408 0.3788-01 0.8678E-01 0.4897E-01 0.1176E+00
0.2184 96 3264 0.7731E-02 0.1633E-01 0.9761E-02 0.2127E-01
0.1733 192 6528 0.4632E-02 0.1031E-02 0.6232E-02 0.1421E-01
0.1694 371 12614 0.2679E-02 0.6541E-02 0.3489E-02 0.8212E-02
0.1379 660 22440 0.1641E-02 0.5702E-02 0.2153E-02 0.7459E-02
9.26E-02 | 2631 | 89454 0.6709E-03 0.5396E-02 0.8692E-03 0.7041E-02
7.70E-02 | 4682 | 159188 0.5129E-03 0.5277E-02 0.6394E-03 0.694E-02
TAB. 3.2 — Tableau d’erreurs
courbe d’erreur
11 ol In'jn""
r yX
"erru"
log([lu — unlln) |
0.1F —
0.01 ] :
0.01 0.1 1
log(h)

La courbe “yx2” est le graphe d’une droite de pente égale a deux et la courbe
“erru” représente le graphe de ||u — u”||y ) en fonction de h. On remarque que
les points de la courbe “erru” sont assez proches de la droite et sont sur la droite
lorque le maillage devient suffisamment fin. Ceci montre que la décroissance

de [Ju — u"||y( en fonction de h est d’ordre deux.
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Courbe d’erreur

1 r ' ' T T T ' ' 1 X'u R
L ller¥pll ]
log(llp — p"ll o))
0.1 e E
0.01 — —
0.01 0.1 1

log(h)

La courbe “yx” est le graphe d'une droite de pente égale a un et la courbe “errp”
représente le graphe de ||p — p"||gn) en fonction de h. On remarque que les
points de la courbe “errp” sont proches de la droite qui devient une asymptote
a la courbe ||p — p"|| o) lorsque h se rapproche de zéro. Cela implique que la
décroissance de ||p — p"|| o) en fonction de h est d’ordre un.



Chapitre 4

An hp— discontinuous Galerkin
method for the time-dependent
Maxwell’s equations

Abstract A discontinuous Galerkin method for the numerical approximation
for the time-dependent Mazwell’s equations in “stable medium” with supracon-
ductive boundary, is introduced and analysed. Its hp—analysis is carried out
and error estimates that are optimal in the meshsize h and slightly subopti-
mal in the approximation degree p are obtained. We also give some numerical
results to confirm the convergence rate as a function of the meshsize h.

4.1 Introduction

In this paper, we propose and analyse an hp—discontinuous Galerkin method
for the time—dependent Maxwell’s equations in “stable medium” with supra-
conductive boundary. Approximate continuity is imposed by including penalty
terms in the form which defines the method. This method was first analysed
for advection-diffusion-reaction problems in [36] and for the approximation of
second order elliptic equations [58]. In [5], an interior penalty finite element
method with discontinuous element has been introduced and analysed. This
method is inspired from the DG method with the addition of penalty terms.
For the time-harmonic Maxwell’s equations, an hp—DG version has been pre-
sented and analysed in [38].

The primary motivation for the interior penalty method is the enhanced flexi-
bility afforded by discontinuous elements. This allows meshes which are more
general in their construction and degree of nonuniformity than is permitted
by more conventional finite element methods. Moreover the local nature of
the trial space and the compability to regulate the degree of smoothness of
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the approximate solution by local variation of the penalty weighting function
should enable closer approximation of solutions which vary in character from
one part of the domain to another and should allow the incorporation of partial
knowledge of the solution into the scheme.

The problem considered for the most of this paper is the initial-boundary value
problem derived from Maxwell’s equations in “stable medium” with supracon-
ductive boundary

uy(z,t) + AV x (V xu(z,t)) = flo,t,u(z,t)) (1) €QxI,

V- u(x,t) = g(z,1) (x,t) € QA x I,

n x u(z,t) = 0 (x,t) € 0Q x I, (4.1)
u(z,0) = wup(x) x €,

u(z,0) = wu(x) x €.

Here ) is a convex polyhedron included in R3, I = [0,t*] C R, ug and u; are
in Hy(Vx,Q)NH(V-,Q), g€ L*(I,L*)) and f is defined on 2 x I x R and
satisfies a Lipschitz condition to its third argument uniformly over 2 x I with
Lipschitz constant M, we assume further that f(-,-,y) € C°I, L*(Q2)?) for
any y € R3 (for the definition of these latter spaces see the following section).
Physically, u is the electric field and is related to the magnetic induction B by
the identity w = p~1 B, p is the magnetic permeability and is supposed constant
on ). f and g are related to a current and “charge” density, respectively.
pogoc® = 1 where poy ~ 471077 H.m™! and g5 =~ (36710%)"'F.m~! are the
magnetic permeability and the electric permittivity in vacuum, respectively.
In fact, many of the result proved below are valid so long as €2 is a bounded,
convex domain whith Lipschitz, connected and simply connected boundary.
If we assume that the domain €2 is “stable medium” with supraconductive
boundary, then if u is the exact solution of Maxwell problem in the case where
f is independent of u, then u belong to H'(Q)? (see [32]).

The outline of this paper is as follows. In the following section some notations
are collected and preliminary results relating to the mesh and finite element
space are presented. In section 4.3, we derive the DG method and show that
it defines a unique approximate solution. More precisely, we start by study the
Maxwell problem (4.1) in the case where the data f is independent of u and
extend the results proved in this case to a general where f satisfies properties
given in (4.1), also in this section we give some a priori error estimates. In
section 4.4 we give some numerical results to confirm the expected convergence
rate as a function of h and in section 4.5 concluding remarks are given.
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4.2 Preliminaries and notations

Given a domain D in R? or R3, we denote, as usual by H*(D)¢, d = 1,2,3, the
Sobolev spaces of real function with integer or fractional regulatity exponent
s > 0, endowed with the norm | - ||s.p; see, e.g, [41].

For D C R3 H(Vx,D) and H(V-, D) are the spaces of real vector functions
u € L*(D)? with Vxu € L*(D)? and V-u € L?(D), respectively, endowed with
the graph norms. We denote by H} (D), Hy(Vx, D), Hy(V-, D) the subspaces
of HY(D), H(Vx,D), H(V-, D) of function with zero trace, tangential trace
and normal trace, respectively.

Now, if K is an interval, X is one of the function spaces introduced above, and
¢ is a function on ©Q x K then ||¢|| r(x x) denote the norm in LP(K) of the
function t — ||¢(+,t)||x. LP(X) is short for LP(K, X).

We denote by (-, -) the scalar product in L*(Q)3 or L2(Q2) and by ||-|| = ||*[lo.o =
I 2@y or ||+ 22

4.2.1 Traces and discontinuous finite element spaces

We start by introducing certain traces operators and finite element spaces used
in the definition of the method. Let II;, be a shape regular triangulation of €2
into tetrahedra. If K € II;,, we denote by hg the diameter of K.

Faces : We define and characterise the faces of the triangulation II,. An
interior face of IIj is defined as the (non-empty) two-dimensional interior of
0K, N 0Ky, where K; and K, are two adjacents elements of II,. A boundary
face of I, is defined as the (non-empty) two-dimensional interior of 9K N 0XY,
where K is a boundary element of ITj,. We denote by F} the union of all interior
faces of I, by F}P the union of all boundary faces of II;, and set F}, the union
of all faces of II;,. Furthermore we identify F}P to 9Q since € is polyhedron.

Traces : Let H5(II,) = {v : vk € H*(K) VK €I} for s > 5 endowed
with the norm [[v[|Z, = 3" kepr, V]2 k- Then the elementwise traces of func-
tions in H*(IT;) belongs to TR(F}) = lken, L*(OK) ; they are double-valued
on FI and single-valued on F}P. The space L*(F},) can be identified with the
functions in T R(F},) for which the two traces values coincide.

Traces operators : Let us introduce the following traces operators for
piecewise smooth functions. First, let w € TR(F},)® and e C Fj,. If e is an
interior face in F, we denote by K; and K, the elements sharing e, by n; the
normal unit vector pointing exterior to K; and we set w; = wysk,, 7 = 1,2. We
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define the average, tangential and normal jumps of w at x € e as

wy +w
{w} = 12 -, Wit =n1 X wi +ny xwy and [w]y = n1 - wi +ng - w.

If e C FP , weset for z € e
{w}=w, Wr=nxw and [wly=n-w.

If we H(Vx,Q), then, for all e C F/ the jump condition [w]r = 0 holds
true in L?(e)® and if w € H(V-,Q), then, for all e C F} the jump condition
[w]x = 0 holds true in L*(e).

For e C F},, we denote by < -,- >, the scalar product in L*(e)® or L?(e),
furthermore if FP is identified to 99, we identify ZeCF,? <o to < ey >

the scalar product in L*(9)% or L*(092).

In order to define the average of V X u in the formulation (4.6), we set for
s> 3,

H¥(Vx,II,) =={v : vx € H(K)® and V x (vx) € H*(K)*,VK € II;,}.
Finite element spaces : Let p = (px)ken, be a degree vector that assigns to

each element K € Il a polynomial approximation order px > 1. The generic
hp—finite element space of piecewise polynomials is given by

SP(I) = {u € L*(Q) sy € SP*(K) VK €11}

where SP¥(K) is the space of real polynomials of degree at most px in K.

Now, we set
Yy = SP(I1,)°. (4.2)

4.3 Formulation for the Maxwell problem

In the previous notation we can state the basic integration by parts formulas
Vo, u € H'(I1,)% | Vb € H'(I1,), we have ( see [59] )

(Vi X u,v) = (u, Vp xv) + <nxuv>
+ ) < [ulr, v} > — < [o]r, {u} > (4.3)
and
(Vh'u>¢):_(u7vh¢) + <u-n,1/)>
+ Y <[uln, {9} > + < [¥], {u} - n > (44)

eCF,{
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In order to derive a weak formulation of (4.1), we note that (4.3) implies for
any u with V x u € H(Vx,Q)

AV x (Vxu),v)=cAVxu,Vxv) + alu,v) (4.5)
where we have denoted by

a(u,v) =c* <nx (Vxu),v>—c Z < [v]r, {V x u} >, .

eCF/
Now, we introduce the penalty term via the form
Jo(u,v) = J(u,v) + J°(u,v) + a(v, u) u,v € H(IT,)?
where
J(u,v) = (V- u,Vp-0v) umEHl(Hh)?’
and

T (uv) =Y <ofuly, [y >+ > <olulp,lr > uveH 1)

eCFlf eCly

where o is a stabilization parameter and will be chosen depending on the local
meshsize and polynomial degree.
We also define

Ao(u,v) = (Y, x u, Vi, x v) + a(u, v) + a(v, u);
A(u,v) = Ao(u,v) + J(u,v);

B(u,v) = A(u,v) + J?(u,v).
Now, since Jy(u,v) = (g, Vj,-v) for the exact solution u of (4.1), then u satisfies

(uge,v) + B(u,v) = (f(u),v) + (9, Vi -v) Yo € H (Vx,II). (4.6)
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4.3.1 The discontinuity stabilization parameter

In this Section we define the discontinuity stabilization parameter ¢ in terms
of the local meshsize and local polynomial degree. This allows us to ob-
tain continuity and coercivity constants independent of global bound for these
quantities.

Let us start by introducing the function h and p in L*°(F}), related to the
local meshsize and local polynomial degree, defined as

B | min(hk, hi) if v € 0K NOK';
h_h(”““)_{ hi it z € OK NN

B | maz(pk,pr) if € 0K NOK’;
p=p(x) { DK if x € 9K N 0N,

Now, we define the stabilization parameter as the same in [48|
o =rkh™'p® € L>®(F},) (4.7)
where k is a constant independent of the meshsize and polynomial degree

and supposed > 1.

4.3.2 Properties of the bilinear form
Mesh-dependent norm
We now, introduce norm associated with the bilinear form B and set for u €

HI(VX,H}L)

1
lully = lul* + IV x ull® + [IVh -l + II% <Vxu> g,
+ IVolulnl§ g + IVolulz ]G,

We start by studying the continuity of the bilinear forms introduced above.
We have

Proposition 4.3.1 Vv,u € H'(Vx,1I,),

| A, 0)| < Cllullal[o]n,
|7 (w, v)| < Cllullallvlln

with a constant C independent of h and p.
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Proof : From the definition of J7(u,v), the Cauchy-Schwarz inequality and
| - ||, we obtain easly

/7 (u, 0)| < Cllullal[]n

with a constant C' independent of h and p.
Let us show the first inequality of the Proposition. First we have by using the
definition of A(u,v) and the triangular inequality

| A, v)] < [Ao(u, v)| + | (u, v)].

Using the fact that < nx(Vxu),v >.=< VXu,nxv >.=<< Vxu >, [v]r >,
for any e C FP and u,v € H*(Vx,II;), we obtain from the definition of
Ap(u,v)

[Ao(u, )| < Cll[Va x ull[[Va x ]| + Z ”7 <V xu>[cllVelvlr|.

+Z H% <V x> [lllValulr].
+ 3 Vel ldvalirl. +Z!|f NENCENR)

Then by using the discrete Cauchy-Schwarz inequality and the definition of
J(u,v) and || - ||n, we obtain

(NI

A(u, )] < € IVexulP +1Va-ul? + 15 < Vi xu> 1§ oo
+HIVolulzllg o + IVolulrllg g + Vo ulN |G g

N

x Ve x ol + 1V vl + 175 < Vi x v > |5 oo
+HIVellrllg o + VoG pr + IV IN G £
< Cllullalfolln

with a constant C' independent of A and p. 1

In order to study the coercivity of the bilinear form, we start by introducing
the following inequality of Poincarré-Friedrichs type valid for v € H*(II;,)3.

Lemma 4.3.1 Let u € H'(I;)? and o the stabilization parameter defined by
(4.7), then there exists C' independent of h and p such that

lull® < CUIVA > wl® + 1Va-ull® + Y IVolulrllf. + Y IIValulnllz,)

eCly eCF,{
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Proof : As in [59] we show that for all u € H'(II,)® we have
lul® < CUIVA > al® + 1Vn - ul® + ) “\F drlge+ ) H— Inllge)-
eCFy, eCF}
Then the proof follows immediately since /o = % > \/— ]

Remark 4.3.1 We deduce in particular that there exists a constant C' inde-
pendent of h and p such that

lull < C(Alu,u) + T (u, u)).
Now, the following coercivity result on the discrete space ¥, holds.

Proposition 4.3.2 Let o the stabilization parameter defined by (4.7), then
there exists two constants o > 0 and C' > 0 independent of h and p such that

B(v,v) > a|lv|} + CJ(v,v) Vv eI,

Proof : Let us first recall the following inverse inequality

2
p
lgll5.ax < Cmﬁ!lqllﬁx Vg € SP(K) (4.8)

with a constant Cj,, > 0, only depending on the shape regularity of the mesh.
For the two-dimensional elements, the proof of (4.8) can be found in [57]. For
the three dimension space, the proof is analogous, see [36].

Now, Let a be an arbitrary real number and choose v € ¥;,. Then

B(v,v) —alvlli = (1 - a)A(v,v) + (1-a)J(v,v)
— a/ <V xv>?% Jods — o v
Fy,

Since < V X v > is the average of the flux at the face of two elements K; and
K, the corresponding integral can be split into two integrals with integrands
(V xv);/o and (V x v);/o, each one associated with the elements K; or K;
respectively. Therefore, let e C F}, and consider the integral associated with
the element K. Using the inverse inequality (4.8), we have since V x ¥, C X,

1 Cinv p2
(7 x 0 ods = 9 x vl < BV ol (19)

e

so that, selecting o to be equal to kp?/h in (4.9), we obtain

— [V xads = S x ol

e
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In particular,

C.
—/ <Vpxov>?Jods > —— Z N %
Fy, & Kelly,
C.
> ——A(v,v).
K

It then follows that

B@wfﬂwﬂizU—a—a%TVWM0+ﬂ—aN%%w—aWW
and by using remark 4.3.1, we obtain
B(v,v) —a|vl]} > (1—aC—a—aCi,/k)AWw,v)+ (1 —a—aC)J(v,v)
> (1—a(C+14Ciu/k)AM,v)+ (1 —a(l+C))J%(v,v).

P _ 1 5 _1_ _ 14C
Thus, if « is chosen for example a = oEB T/ and C' =1 oEn vy i 0,

we immediately obtain the coercivity result. 1

Now, the following hp—approximation result to interpolate scalar function
holds

Proposition 4.3.3 Let K € I1;, and suppose that u € H'*(K), tx > 0. Then
there exists a sequence of polynomials Wﬁ}f (u) € SPE(K), px = 1,2... satisfying

hmin(pK-l-l,tK)—q
lu = 7 (W)llgre < =

= ulliex VO<g<tgx.  (410)
Pk

Furthermore, if tig > 1,

, hzin(pK'f‘l,tK)_%
|u — 7,5 (u)][o,ox < C

el xc- (4.11)

P
The constant C' is independent of u, hx and pg, but depends on the shape
reqularity of the mesh and on t = marken,tk-

Proof The assertion (4.10) has been proved in [7] (Lemma 4.5) for two-
dimensional domains. For three-dimensional domains, the proof is analogous,
see also [36]. The assertion (4.11) has been proved in [48].

In order to interpolate vector function, we define

Definition 4.3.1 For u = (uq, us, u3) we define

I - H(Vx,I,) — X by IIi(u) = (7)(u1), 7} (uz), mh(us) with m)is

p p p

defined by m)(u) x = 7)< (ujx) where w}< is given in Proposition 4.3.3.
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4.3.3 Model problem

In this Section, we interest to the study of the system of equations (4.6), where
the data f is supposed independent of u.
If u is the exact solution of Maxwell problem, then u satisfies

(g, v) + B(u,v) = (f,v) + (g9, V-v) Yo & H(Vx,II).

The interior penalty finite element approximation to u is to find u” : I — 33,
such that

(utt7 v) + B(U ) = (f,v)+(9,V-v) Vv € Xy,
u"(0) =TI (u), (4.12)
uy(0) = II(w).

Upon choice of a basis for ¥;, and the data f and g, (4.12) determines u" as

the only solution to an initial value problem for a linear system of ordinary
differential equations. Note that if u is the exact solution of (4.1) and f is
independent of w, then wu satisfies the first equation in (4.12) and thus the
problem is consistent.

We now analyse the proposed procedure by the method of energy estimates.

A priori error estimate

In this Section, u denote the exact solution of (4.1) and u” the discrete solution
of (4.12). C is generic constant independent of A and p which takes different
values at the different places and depends of a, C' the coercivity constants of
the form B, t* and (2.

Let ¢ = u" — u, then ( satisfies
(Ctt;v) + B(C,U) =0 Yv € ¥y, (4.13)

Decompose ¢ as p - v where p = IT(u) — u and v = IT)'(u) — u” .

Note that [u]y = [u]r =0 on F} x I and [u]r = 0 on F}P x I thus
(vi,v) + B(v,v) = (s, v) + A(p,v) Yo € Xy,

Since v(t) € X, we can set v = v4(t), obtaining

LI+ 5 TR, (0) = (relt) ml1)) + Alu(r), (1)
a7 + 1 (O + Alu(r), 0.

IA
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So

S+ BwAr), (1)) < )]+ [(0) P+ 2A(u(e) ()

Since 14(0) = v(0) = 0, integration over [0,t] C I, yields

(]2 + Bt), v(t)) < [l 2o + / I (B)|2dt + 2 / n

The final term may be integrated by parts in time. Hence,

2 [ Ao o) < 214001 +2 [ 140,

Therefore, we can apply the coercivity of B and continuity of A to get
@I +alv@)ll; + CI7(w(t), v(t)
< meelZage / e ()12 dt + Cllv @) Ialln@)]a-

+2/ |A(ue(t), v(t))|dt
[ / o6 Pt + o)
+§H ()Hh+0/0 (e @117 + v 1)dt
sy s @ + [ e

+%y|y(t)|yi + C/O (@O + [[v(O)lI7)dt

IA

IA

In particular,

[ + lv@OIF +  J7@(@),v(t)) .
Clllaloqy + sup )1+ [ L) )

t

+C/O (@117 + @) 17)dt
As this holds for all ¢ € I, Gronwall’s Lemma implies that

[ + lv@OIF +  J7@(@),v(t))

2 2 v 2 o (4:14)
< Cllpall7ecr2y + sup ()5 + i [[12e(£)][hlt).-

IA
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Since ¢ = p — v and J(p, u) = 0,

IGOI* + ICOIE + J7(C(#), <)

t*
< Cllhslsany+sup Lol + [ (o))
+C”Nt”%°°(L2)'

Thus, error bounds for the finite element approximation to the true solution
reduce to the error bounds for the piecewise polynomial interpolant. Thus, we
start by estimating ||u — IT(u)]|», where II? is defined after Proposition 4.3.3.
By using Proposition 4.3.3 and the definition of || - ||, we obtain the following

Proposition 4.3.4 Let u be the exact solution of (4.1) and suppose that u(-,t)|x €
Hx(K)3, for any t € I with tx > 2, then we have

2/”( 2
lu(-,t) =T (u( )R < C D = e gl O Vtel
Kem, P
and
plix =
(-, t) = < (u(, 1)l g.x < CWHU( Ol YOS q<tg, VEEI,
K

where pgx = min(pg + 1,tx) and C is independent of h and p.

In order to obtain an estimation of ||¢;(¢)]|* + ||[C(¢)]|Z + J7(C(¢),¢(t)), we apply
the previous proposition and get

Proposition 4.3.5 Let u be the exact solution of (4.1) and suppose that u|x €
C*(I, H'®(K)?) VK € I}, with t > 2. Let u" the discrete solution of (4.12),
then, the error ¢ = u" — u satisfies

IG@OI* + ICOIE + J7(C1),¢(1)

h2/.l,K—2
< C Z 2 — 3(||UttHL2 (HK (K)3) +||“||L00(Hfz<( )))
Kelly, K
2/J,K —2
+C Z 2t -3 ||Ut||L2 (H'K (K)3) +||Ut||Loo(HtK( )))
KEHh

where pg = min(px + 1,tx) and C is independent of h and p.

Remark 4.3.2 In order to find an estimate of ||((t)]|, we can set v =v(t) in
(4.13), but this estimate can be deduced from Proposition 4.3.5 since ||((t)|| <

IS -
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4.3.4 Generalization

We now study the system of equations (4.1) and generalise the results of exis-
tence and uniqueness of solution and the error estimate in the previous Section,
to the case where f is defined on € x I x R3 and satisfies a Lipschitz condition
to its third argument uniformly over €2 x I with Lipschitz constant M.

If u denote the exact solution of (4.1), then u satisfies

(usr, v) + Bu,v) = (f(u),v) + (9,V-v) Vo€ HY(Vx,II}). (4.15)

The interior penalty finite element aproximation to w is to find u” : I — 3,
such that

(ugy,v) + B(u",v) = (f(u"),v)+ (g, V- v) Vv € Ty,
u”(0) = II(u), (4.16)
ut' (0) = I (u).

Since ¥, is finite dimensional space, the first equation in (4.16) defines, upon
initial conditions, only one maximal solution u" defined on [0,T[C I and if
T < t*, then

|u" ()| — 0o as T —t.

It follows that, (4.16) has one and only one maximal solution u" and by the
estimate made in Proposition 4.3.6, this solution persists for all ¢ € [.

A priori error estimates

We conserve the same notation in Section 3.3.1, but in this Section C'is inde-
pendent of t* and dependent of M. If ( = u — u”, then ( satisfies

(G, v) + B(¢,v) = (f(u") = flu),v) Vv € D, (4.17)
Decompose ¢ as p - v with g = II!(u) — v and v =TI} (u) — u” .
Note that [u]y = [u]r = 0 on F} x I and [u]y = 0 sur FP x I we obtain
(v, 0) + B(r,v) = (e, v) + A, 0) + (F (") = f(u),0)
< (pae, ) + A(p, v) + Mo
< (ua,v) + Al v) + C(lull* + %) + Cllo]?
where M is a Lipschitz constant associated to f.
Since 14(t) € 3, we can set v = 14(t) and get
SOOI + 5 S BOM D) < (uelt) mlt) + A, (1)
+CO([u@) + v @OP) + Cllea )
Cla I + [ N?) + Au(), va(1))
+CO ([N + [l @)]*)-

IA
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Since 14(0) = v(0) = 0, we obtain, after integration by parts over [0, ¢] C I and
using the coercivity of the form B and the continuity of the form A,

@I + allv@ll; +  CI7 (D), v(t)
(0%
< Cllpallzas) + lelizws) + Cle@ll: + 1@k

t* t t
el / e 28 + / ()24t + / U1 + o()2)dt).
Since ||v(t)||* < ||v(t)]|3, we obtain
O + @12+ Feor0) 2
< Cllmeleg + s + sup o))

t* t
e / lae(®) 2t + C / ()2 + (6 12)de.
As this hold, for all t € I, Gronwall’s Lemma implies that

@+ O+ Feoee) 2
< O (pmulagen) + Il +sup [(OI)

;
+e” [ mft)
0

Since ( = p — v and J7(u, u) = 0 we obtain

IO+ ICOIE + 7). ¢(1))
< O (lpallTzrey + Nl Z2rzy +St‘el? (8)1]7)

;
40 sup () + [ 0 )
tel 0

We now apply Proposition 4.3.4 and get

Proposition 4.3.6 Let u be the exact solution of (4.1) and suppose that u|x €
C?*(I,H'* (K)?) \VK € IlI), with tx > 2. Let u" the discrete solution of (4.16),
then, the error ¢ = u" — u satisfies

1GOOI+ J7(C (). ()

. e
< Ce Z %(HUHH%%HW(KP)"‘ ||U||%oo(HtK(K)3)+ ||u||2L2(HtK(K)3))
Kelly, K
h,2uK_2

D D = A L ey
Kelly,

where pgx = min(pg + 1,tx) and C is independent of h and p.
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4.4 Numerical results

We shall now present some numerical results which verify the sharpness of the
theoretical error bounds stated in Proposition 4.3.5 To obtain a fully discrete
discretization of our wave equation, we choose to augment our DG spatial
discretization with the second order Newmark scheme in time, see [51].

In our example, the DG stabilization parameter is set to x = 10.

4.4.1 Time discretization

The discretization of (4.1) in space by the DG method (4.10) leads to the linear
second order system of ordinary differential equations

Mii" (t) + Au"(t) = f"(t), tel (4.18)
with initial conditions
Mu"(0) = uff, Mi"(0) = ul. (4.19)

Here, M denote the mass matrix and A the stiffness matrix. To discretize
(4.16) in time, we employ the Newmark time stepping scheme; see, e.g. [51].
We let k denote the time step and set t, = n - k. Then the Newmark method
consists in finding approximation {u”}, to u"(t,) such that

(M + K*BA)ul = {M - k%% - 5)A] ug + kMuy + k2 {ﬁfﬁ + (% - 5)@4-20)
and

(M + K*BA)u = {M — k2(% — 2B+ W)A} ul

n

—~ {M + k2(% + 0~ V)A] ul_, (4.21)

TR (B (B =28+ (=284 )],

forn=1, 2, --- N —1. Here f, := f(t,) while 8 > 0 and v > % are free
parameters that still can be chosen. We recall that for v = % the Newmark
scheme is second order accurate in time, whereas it is only first order accurate
for v > 4. For 3 = 0, the Newmark scheme (4.20)-(4.21) requires at each
time step the solution of a linear system with the matrix M. However, because
individual elements decouples, M is a bloc diagonal with a bloc size equal to
the number of degrees of freedom per element. It can be inverted at very low
computational cost and the scheme is essentially explicit. In fact, if the basis
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functions are chosen mutually orthoghonal, M reduces to the identity ; see [20]
and the references therein. Then, with v = %, the explicit Newmark method
corresponds to the standart leap-frog scheme.

For > 0, the resulting scheme is implicit and involves the solution of a linear
system with the symmetric positive definite stiffness matrix A at each time
step. We finally note that the second order Newmark scheme with v = % is
unconditionally stable for g > i, whereas for i > [ > 0 the time step k
has to be restricted by a CFL condition. In the case # = 0 the condition is
E*Amax(A) < 4(1 —¢), € € (0,1), where Ay (A) is the maximal eignenvalue
of the DG stiffness matrix A.

In our test, we will employ the implicit second order Newmark scheme, setting

v=1and g =1in (4.20)-(4.21).

4.4.2 Example

We consider the three dimensional wave equation (4.1) in Qx I := (0,1)3x(0, 1)
and data f, g, ug and u; chosen such that the analytical solution is given by

sin(t(y* — y)(2* - 2))
u(z,y, z,t) = sin(t(xi - x)(zz —-2)) |- (4.22)

sin(t(z® — x)(y* — y))

This solution is arbitrarily smooth so that our theoretical assumptions are
satisfied. We discretize this problem using the polynomial spaces PP(K)3,
p = 1,2, on a sequence II; of tetrahedral meshes. With decreasing meshsize
h, smaller time step k is not necessary, because the scheme is unconditionally
stable. In table Tab. 4.1, we show the relative errors at time 7" = 1 in the
energy norm, as we decrease h. In (fig 1) and (fig 2) we see that the decrease
of the energy norm as a function of the meshsize h is of order one for p = 1
and of order two for p = 2. Then the numerical results corroborate with the
expected theoretical rates of O(h?) as we decrease the meshsize.
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h Nbte | Nbtr | [[u —u"||n, p=1| |[u—u"|[n, p=2
0.4367 12 30 0.2781E-+00 0.1516E+00
0.2184 96 216 0.1867E-+00 0.4129E-01
0.1733 192 432 0.1485E+00 0.2140E-01
0.1694 371 826 0.1122E+00 0.1935E-01
0.1379 660 1416 0.1002E-+00 0.1176E-01
9.268E-02 | 2631 | 5502 0.6927E-01 0.4619E-02
7.703E-02 | 4682 | 9793 0.5584E-01 0.3152E-02

Here Nbte is the number of tetrahedra on €2 and Nbtr is the number of tri-

TAB. 4.1 — Table of errors in the energy norm.

angles on the set of F},.

log(flu — u[[a)
0.1 ¢

0.01

0.

fig 1 : Errors of the energy norm at time 7'=1 for p = 1

01

0.1
log(h)



An hp— discontinuous Galerkin method for the time-dependent Maxwell’s
68 equations

fig 2 : Errors of the energy norm at time T'=1 for p = 2
Lg ' T T '

0.1
log(flu — u"[[n)

0.01 k

0.001 — —
0.01 0.1 1

log(h)

4.5 Concluding remarks

In this paper, a discontinuous Galerkin method for the discretization of the
time-dependent Maxwell’s equations in “stable medium” with supraconductive
boundary has been proposed and its hp—error analysis has been carried out.
The extension to a nonlinear case where the data f satisfies a Lipschitz condi-
tion is analysed. The hp—error estimates obtained are optimal in the meshsize
and suboptimal in the approximation degree. Some numerical results are given
to confirm the convergence rates as a function of the meshsize.



Chapitre 5

On the coupling LDG-FEM and
BEM method for the three
dimensional magnetostatic
problem

Abstract We present two new coupling models for the three dimensional ma-
gnetostatic problem. In the first model, we propose a new coupled formulation,
we prove that it is well posed and solves Mazwell’s equations in the whole space.
In the second, we propose a new coupled formulation for the Local Disconti-
nuous Galerkin method, the finite element method and the boundary element
method. This formulation is obtained by coupling the LDG method inside a
bounded domain €y with the FEM method inside a “couronne” Qg := )\ QO
where € is a bounded domain which is made up of material of permeability
and such that Q; C Q, and with a boundary element method involving Cal-
deron’s equations. We prove that our formulation is consistent and well posed
and we present some a priori error estimates for the method.

5.1 Introduction

We study Maxwell’s equations for magnetostatic in R3. We consider a bounded
domain €2 which is made up of material of permeability p. Outside the domain
Q, in Q¢ we assume that the permeability u is a constant and the value of
in )¢ is the permeability in vacuum. Inside €2, we suppose that u is a function
of x = (21, 29, v3) € R which is in L>(Q) and p(z) > ¢ > 0 for all x € Q. For
the current density J, we suppose that it has a bounded support included in 2
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and is in Hy(div®, Q) (for the definition of this space, see the following section).
We study the following problem : for a given field J, find the magnetic field h
which solves the following magnetostatic problem model which is derived from
Maxwell’s equations

_ o3
{ roth=J in R”, (5.1)

divpuh =0 in R3.

The outline of this chapter is as follows. In the next section some notations
and general results are presented which are necessary for the study of our
model problem (5.1). In Section 5.3, by introducing a scalar potential and
a vector potential, we establish a variational formulation associated to the
continuous problem, we prove that it is well posed and show the equivalence
to the model problem. In Section 5.4 we present our coupled LDG-FEM and
BEM formulation, for the LDG method, we introduce auxiliary variables. The
coupling of the LDG with FEM methods is introduced by using numerical
fluxes. We prove that our formulation is consistent and well posed. We finish
this section by giving a primal formulation which we use in Section 5.5 to
establish error estimates. An h—version error analysis is carried out in Section
5.5 and concluding remarks are presented in Section 5.6.

5.2 Preliminaries and notations

Given a domain D in R? or R3, we denote by H*(D)¢, d = 1,2, 3, the Sobolev
space of real valued functions with integer or fractional regularity exponent
s > 0, endowed with the norm || - ||s.p; see, e.g, [41].

For D C R3, H(rot,D) and H(div, D) are the spaces of real valued vector
functions u € L?(D)? with rotu € L*(D)? and divu € L*(D), respectively,
endowed with the graph norms. We denote by HJ (D), Hy(rot, D), Hy(div, D)
the subspaces of H'(D), H(rot, D), H(div, D) of functions with zero trace,
tangential trace and normal trace on 9D, respectively. The spaces H(rot’, D)
and H(div°, D) are the subspaces of H(rot, D) and H(div, D) consisting of
irrotational and divergence—free functions, respectively. Let (-,-) denote the
scalar product on L?(D) or L*(D)3.

If I' = 0D, we define

H2(T) == {v € L*T) < o0}

where

| lo(z) — v(y)]?
2 2ds, — 7 ds.d 2
191,44, = e /{)D|v<x>| 5ot /w /w s ds,, (52
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is the corresponding norm. See [1].

We denote by H~2(I") the dual space of H2(I') and by < , > the duality pairing
between H %(F ) and H _%(F) More generally, if T' is a proper (non-empty)
open subset of 0D, we define HOO(F) as the subspace of H2(I') consisting
those functions defined on I" and whose extension by zero on 9D \ ' belongs
to Hz(0D). Let us recall that it is coincide with Hz 1(F ) provided that I' is a

surface without boundary ; see e.g [3]. The space H,?(T") is the dual space of
1
Hgo(T).

5.2.1 Variational framework

Throughout this paper, €2 will denote a bounded Lipschitz polyhedron inclu-
ded in R3 which is supposed to be both connected and simply connected ; in
particular we suppose that € is such that H(rot, Q)N Hy(div,Q) — HY(Q)3. T
is the boundary of €2 which is also assumed to be sufficiently smooth, connec-
ted and simply connected and n is the unit outward normal on I'; we also set

O =R\ Q.
5.2.2 Integral operators and Calderon’s equations

Now we turn to the study of the properties of integral operators which will be
involved in the boundary integral method.

The integral operators V, K, and W denote the single layer potential, the
double layer potential and the hypersingular operator, respectively, and are
defined by :

Ku(z) :/ uly )aiy (r,y)ds, € H}T) Vue HYD),

Vu(z) = /Fu(y)E(:E,y)dsy € H> (T) Yue H_%(F),

and

0 0 _1 1
Wale) =~ - / () g Bl 9)s, € HHT) Ve HAD)
Here, E(z,y) = (4n|z — y|)™! is the fundamental solution for the three-
dimensional Laplacian problem and % denotes the weak derivative with res-
pect to the variable .

We have the following properties for these operators.
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Lemma 5.2.1 The operators previously defined satisfy :
V:H 2(T) — H2(T),
K :H2(T) — Hz(I),
K':H () — H 2(T),
W : H2(T') — H™2(T)

where K' is the adjoint operator of K. Furthermore, all four operators are
linear and continuous. V' is symmetric, self-adjoint, and positive definite. W
1s symmetric, self-adjoint and positive semidefinite provided that the capacity
of I' is smaller than 1 which is assumed here.

Proof : See [25].

Let (¢, \), A = g—f be the Cauchy data of the function ¢ € H'(Q') with Ay =0
in . We have Calderon’s equations on I :

9 _ _
R =Kp—-—VA onl, (5.3)
§:—W¢—K,)\ onl'.
Moreover the following formula holds for Lipschitz domains :
P(z) =< K(z,.),¢ > — < E(z,.),A> forze. (5.4)

We now introduce some results that we use in this paper.

Theorem 5.2.1 Let Q be a simply connected domain and v € H(rot, Q) with
rotv = 0. Then, there exists a p € H'(Q) such that

v=Vp
If, addition, v € Hy(rot, Q) then p € HL(Q).
Proof : The proof follows directly from Corollary 3.4 in [35].

Lemma 5.2.2 Let ) be a bounded, simply-connected Lipschitz domain. Then
there exists a positive constant C such that

lv]lo < C(||rotv||o + ||divovl]le), Vv € H(rot,Q) N Hy(div, Q).

Proof : See [35] Lemma 3.6
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Theorem 5.2.2 Let ) be a bounded domain with a sufficiently smooth and
connected boundary. Then for all v € H(div,Q) with divv = 0. there ezists a
unique v € H(rot, Q) N Hy(div®, Q) such that

v =rotu in Q.

Proof : As in [40], we see that the problem :
For a given v € H(div®, Q), find (u,p) € H(rot, Q) x H*(R) such that

(rotu,rotu’) + (Vp,u/) = (v,u) Vu' € H(rot,Q),
(u,Vg) = 0 Vg € H'(Q),

has only one solution and is equivalent to p = const and u € H(rot,) N
Hy(div?, Q) with rotu = v in Q.5

5.3 Variational formulation

Now, we establish a variational formulation associated to problem (5.1). In
order to define the solution h of (5.1) in H(rot,R?) and ph in H(div,R?), we
introduce the following interface conditions which result from the continuity
of the tangential component of h and the normal component of uh and are

written as follows
hi xn=hyxn onl,

pihy -n = pghy -n  onT. (5-5)

where p; and h; denote the restrictions of g and h on Q and €', respectively.

Since J = 0 in ', we deduce from Theorem 5.2.1 that there exists a scalar
potential ¢ € H'()) such that

hy = Vi in Q.

Since div (pu1h1) = 0 in Q, we deduce from Theorem 5.2.2 that there exists a
vector field u € H(rot, Q) N Hy(div’, Q) such that

p1hy = rotu in .

If we introduce the interface condition (5.5) in terms of scalar and vector
potentials by

rot (u) -n = e Vip - n on I,
py'rot (u) xn=Vy xn onT,
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we can rewrite the magnetostatic problem as the following equivalent trans-
mission problem :

( rot (py'rotu) = J in Q,

Ay = 0 in

(A) - div (u) = 0 in €,
' rot (u) - n = VY -n on T
pir'rot (u) xn = Vixn on T,

u-n = 0 on I'.

\

For the coupling on I', we introduce the following result

Lemma 5.3.1 Let  be a simply connected domain, included in R? with Lip-
schitz boundary I and let Q' = R*\ Q. Then, for allp € H (') with Yyr = ¢
and for all v € H(rot,Q) N Hy(div,Q), we have

/(Vw X n)vds = /(rotv - n)ods. (5.6)
r r
Proof : We start by showing (5.6) for ¢ € H*(Q). Let ¢ € H*(Q) with ¢ = ¢r
and v € H(rot,Q)NHy(div, §2). Then, by using the Stokes and Green formulas,
we obtain

/Qrot vVipdr = /F(rotv ‘n)pds = — /F(v x n)Vipds = /F(Vw x n)vds.(5.7)

From the density of H?(Q2) in H'(Q), we deduce that (5.6) is satisfied for all
e HY(Q).

Now, for ¢ € H*(Q) we have n-V¢ € H2(') and ¢ € Hz(T') and there exists
(e H'(Q) such that 5|1“ = ¢ and n-V{ =n-V(; moreover ¢ can be chosen
as defined by (5.4) in Q with A =n - V(.

Define ¢ by ¢ = ¢ in @’ and ¢ =  in Q; then ¢ € H'(R?) since <~'|p =(r = ¢.
From the continuity of the tangential component of Vi we have V( x n =
Vf xnonl.

Since { € H'(Q), (5.6) is satisfied for ¢» = ¢ and we have

/(Vf X n)vds = /(rotv ‘n)pds Vv € H(rot, Q) N Hy(div, Q).
r r

Using V¢ x n = V¢ x n on T, we obtain

/(V( X n)vds = /(rotv -n)pds Vv € H(rot, Q) N Hy(div, Q).
r r
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Note that since ¢ is arbitrary, we deduce that, for all ¢y € H'(€') with ¢yr = ¢
and for all v € H(rot, ) N Hy(div, Q),

/F(V¢ X njvds = /(rotv -n)pds i

r
Now, for the simplicity of notation, we define

(5.8)

T { f(rot,Q)ﬂHo(div,Q) : ?—(ugr:)

rot (u) - n

Then we have, for all ¢ € H'(Q') with ¢yr = ¢,

/F(Vw X n)vds = /Tn(v)gbds Vv € H(rot, Q)N Ho(div,Q)  (5.9)

T

Remark 5.3.1 Assume that T is regular and let ¢ € H2(T') and ¢ € H*(Q)
with Yr = ¢. Then, by using the Stokes formula, we have

/ rot vVipdr = / ¢T,(v)ds Yv e H(rot,Q) N Hy(div, Q) (5.10)
Q r

Since H*(Q) is dense in H'(Q), we deduce that (5.10) is satisfied for all 1 €
HY(Q) with ;r = ¢ and thus T, is continuous on H(rot, ) N Hy(div, Q) and
there exists Cr > 0 such that

1T (w) ) < Crllp *rotulloo (5.11)

[

In order to obtain the variational formulation of problem (A), we set Z :=
H (rot , Q)NHo(div , Q) x Hz(T') endowed with the norm ||(v, ¢)||% := ||U|]%,(mt QNHo(div,0) T

2
612, where

_1 )
||U||§{(rot,Q)ﬁHo(div Q) = [l 114 2f0t“||(2),9 + ||d1VUH(2),Q~ (5.12)

Remark 5.3.2 Since u(x) > ¢ > 0 for all x € Q and using Lemma 5.2.2,
we see that H(rot,Q) N Hy(div, Q) endowed with the scalar product (u,v) =

1 1
(pq 2rotu, p1y 2rotv) + (divu, divw) is a Hilbert space and the quantity defined
by (5.12) is the norm associated to this scalar product. It then follows that Z,
endowed with the norm || - ||z defined above, is a Hilbert space.
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Now, by multiplying the first identity in (A) by a test function in H(rot, Q)N
Hy(div, Q), integrating by parts and using p; 'rotu x n = Vi x n on I' and
(5.9), we obtain

/uflrotu rotvdr— < T,,(v), ¢ >= / Judz. (5.13)
0 Q

To the equation divu = 0 in {2, we associate
/ divu divedr =0 for any v € H(rot,Q) N Hy(div, Q).  (5.14)
Q

Now, since v satisfies Ay = 0 in €', ¢ is known by (5.4) since A = n - Vi) and
¢ = ¥, due to Calderon’s equations (5.3) are known. Introduce the condition
rotu-n = eV -n by A = py T, (u), where T, is defined by (5.8). Then,
Calderon’s equations (5.3) can be written as

{

The proposed variational formulation is :

py To(u) = —We¢—py'K'T,(u) on T,
= Koé—puy'VT,(u) on I.

RSN

Find (u, ¢) € Z such that
AO(U7¢707¢,) = aO(uav) +b0(u7¢>va¢,) - L(U) v<v7¢/) € Z7 (515)

where

ap(u,v) ::/ul_lrotu rotvd:v+/divu div vdz.
0 0

bo(u, ¢, v,¢") = % <Th(u), ¢ > +ps <Wo, ¢/ >+ < K'T,,(u), ¢ >
L < T,(),0>—<T,(v), Ko > +py' <T,(v), VI, (u) >.

L) = /Q Judz.

In the following theorem we prove that the variational problem (5.15) is well
posed.

Theorem 5.3.1 The variational problem (5.15) has only one solution (u, ¢) €
Z ; furthermore, if J satisfies divJ =0 i Q and J-n =0 on ', and if ¢ is
defined by (5.4) where A = py'rotu - n, then (u,1) satisfies all equations in
(A).
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Proof : In order to prove the existence and uniqueness of solution, we use the
Lax-Milgram lemma.

By using Cauchy-Schwarz inequality, Lemma 5.2.2 and since p € L*®(f2), we
deduce that the linear form L(-) is continuous on Z.

Since all operators used in the definition of the bilinear form A, are continuous,
we obtain easly the continuity of Ag on Z x Z.

For the coercivity of Ag, let (v, ¢) € Z; then

Ao(v,6,0,0) = |y *rot vl o + [|divoll§ g
tpyt < Th(v), VT (v) > 4 < W, ¢ >.

By using Lemma 5.2.1, we obtain

_1 .
Ao(v,6,0.6) 2 |l *rotollge + [divellie +allgl] 5
> Ol 9)lz-

V

Thus Ag is coercive and the variational problem (5.15) has only one solution
(u,¢) in Z.

Now, let (u, ¢) € Z be the only solution of (5.15) and suppose that the current
density is in Hy(div", Q) and let 1 be defined by (5.4) with A = uy 'rotu - n,
and let us show that (u, ) satisfies all equations in (A).

We have by (5.15) that Ag(u, ¢,v,¢') = L(v) V(v,¢') € Z.

In particular, if we choose ¢’ = 0, we see that (5.15) is reduced to

/Jvdx: /ul_lrotu rotvdas+/divu divvdx
Q Q

Q (5.16)

-5 < T,(v),¢ > — < T,(v), K¢ > +puy' < T,(v), VT, (u) >.

Now, we define L2(Q)) and H}(Q) as the spaces of functions u in L?(Q2) and
H'(Q) with [, u(x)dz = 0, respectively. For any p € L(Q), let p € H}(Q2) be
the solution of the Neumann problem

Ap = p in €,
n-Vp = 0 in I.

Setting v = Vp € H(rot?, Q) N Hy(div,Q) in (5.16), we obtain, since J €
HO(diV()?Q)a

0= / JVpdr = /(divu)Apdm = /(divu)pdm
0 0

Q
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Note that, when u € H(rot,) N Hy(div, ), divu € L3(€), then we deduce
from the previous identity that

divu =0 a.e in Q. (5.17)

Now, by using (5.17) and setting v € C§°(£2)3, we see that (5.16) is reduced to

/ py ‘ot u rot vdr = / Judr Vv € C5°(Q)>.
Q Q

We deduce in particular that rot () 'rotu) € L?(2)® and we obtain after an
integration by parts that rot (1] 'rot u) = J in the sence of distributions on 2.
Since J € L?*(02)?, we obtain

rot (pu;'rotu) =J a.e in Q. (5.18)
On the other hand, setting v = 0 and ¢’ € Hz(I) in (5.15) we get
T, (u)
2

Define v € H'(Y) by (5.4) with A\ = py'rotwu - n and suppose that ¢ is a

solution of (5.15). Then v is a harmonic function; i.e 1 satisfies Ay = 0 in

. In particular, we obtain
¢

5= Ko — p3 'V, (u).

= — W — K'Ty, (u).

In order to deduce the interface condition i 'rotu x n = Vi) x n on T, let us
start by showing that the mapping

{ H(rot, Q)N Hy(div,Q) — {veH2()® :v-n=0in I'}

v — (V) =yr

is surjective.

Let ¢ € H2(I)3; then there exists ¢ € H'(2)? such that Y = ¢. If additio-
nally ¢ - njr = 0 then ¢ - nr = 0 and thus ¢ € H(rot, ) N Ho(div, ). This
implies that ¢ is surjective.

Using (5.17), (5.9) and the previous identity, we see that (5.16) is reduced to

/ g trot u rot vdw — /(Vw X n)vds = / Jvdx Vv € H(rot,Q) N Hy(div, Q).
Q r Q

Multiplying (5.18) by v € H(rot, Q)N Hy(div, §2) and integrating by parts, we
arrive at

/ py 'rot u rot vdr — /(,ul_lrotu X n)vds = / Judzr  Yv € H(rot, Q)N Hy(div, )
0 r Q
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If we compare the two previous identities, we obtain

/(Vw X n)vds = /(,ul_lrotu x n)vds  Yv € H(rot, Q) N Hy(div, Q).
r r

This implies that p;'rotu x n = Vi) x n on .3

Remark 5.3.3 Let (u,1)) € H(rot,Q) N Hy(div,Q) x H'() be the solution
of (A) and set

b py'rotu in Q)
Tl Ve in Q.

Then h € H(rot ,R?) since pu;'rotu x n = Vi xn on I and ph € H(div,R?)
since rotu - n = puVp - n on I and satisfies roth = J in Q, roth = 0 in Q'
and div ph = 0 in R3.

Now, we transform problem (A) since in {2 we want to use the Local Disconti-
nuous Galerkin method for the discretization of problem (A). We rewrite (A)
as

rot (puy'rotu) —  V(divu) = J in Q,

Ay = 0 in

(Ao) : u-n = 0 on I,
rot (u) - n = wVy-n on I,

pi'rot (u) xn = Vi¢yxn on T,

Remark 5.3.4 It is clear that, if (u,v) solves (A) then (u,v) solves (Ayg).
Conversely, (5.15) is the corresponding formulation for (Ag) and thus (Ag)
has only one solution. Hence (A) and (Ayg) are equivalent.

5.4 Discretization

Now, we are interested in the application of the Local Discontinous Galerkin
method to the problem (Ag). In order to use the previous results for integral
operators, high regularity of u on I' is necessary. More precisely, if u is dis-
continuous over the interface I, then T}, (u) is not in H~2(I') and the operator
VoT,, is not well defined. Thus we assume that there exists a bounded, Lip-
schitz polyhedron Q; such that Q; C Q and we define the “couronne” €, by
Qy := Q\ Qy, we assume that €2, is non-empty and denote by I'; the boundary
of 4, (See fig 1). Then, we use the LDG method in €; and the FEM method
in Qg.
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pw=upzand J =0

ﬁgl‘ngluQQ

If u is a function defined on €2, we denote by u; and us the restrictions of u on
Q1 and 25, respectively.

By using (5.18), we deduce that uj'rotu € H(rot,(2), then if n’ is the unit
outward normal on I'y, we have from the continuity of the tangential component
of puy'rotu, pyirotu; x n' = pjyrotus x n' on Ty, Since u € H(rot,Q) N
Hy(div, ), the normal and tangential components of u are continuous over the
interface I';y which implies that u; = us on I'1. In the same manner, we deduce
that divu; = divus on I'y. Then, we conclude that the problem associated
with 2, is given by

rot (protuy) —  V(divuy) = J in Q,

U1 = U2 on Fl

A,): ) : ’
(Aq) div uy = divus on I'q,
pritotu; x ' = pjzrotuy x n’ on Ty

and the problem associated with )5 is given by

( rot (uprotuy) — V(divu) = J in Q,
A = 0 in ¢V,
Ug N = 0 on [,
rot (ug) - n = wViy-n on I,

(B1) ~1 _

pprot (ug) xn = Vi xn on T,
Us = on I'y,
div us = divuy on Iy,

\ piirotur x n' = pprotug xn' on Ty

Let II;, be a shape-regular triangulation of the domain {2 made up tetrahedra
and Ry, the triangulation of I' deduced from IT,. We set [T}, = Il q,, I} = I, q,
and have ; = UKeH}lf and 0y = UKeHiF. We will denote by hy the diameter
of the element K € 1I,.
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5.4.1 The mixed formulation LDG
Traces and discontinuous finite element spaces

We now introduce certain trace operators and finite element spaces used in the
definition of the LDG method.

Faces : We define and characterise the faces of the triangulation IT}. An
interior face of I} is defined as the (non-empty) two-dimensional interior of
0K, N OK,, where K; and K, are two adjacent elements of IT;. A boundary
face of IT} is defined as the (non-empty) two-dimensional interior of 9K N,
where K is a boundary element of IT}. We denote by F} the union of all interior
faces of IT}, by F}” the union of all boundary faces of II} and let F}, denote
the union of all faces of IT}. Furthermore we associate FP with T'; since € is
a polyhedron.

Traces : Let H*(II}) = {v : vg € H(K) VK € II}} for s > I be

2
endowed with the norm |[v||? ,, = > Kerl |v]|? - Then the elementwise traces
»tip ’

of functions in H*(IT}) belong to TR(F},) = ke L?(OK) ; they are double-

valued on F! and single-valued on FP. The space L*(F},) can be identified
with the functions in T'R(F},) for which the two traces values coincide.

Trace operators : Let us introduce the following trace operators for pie-
cewise smooth functions. First, let w € TR(F})? and e € F,. If e is an interior
face in F}, we denote by K; and K, the elements sharing e, by n; the normal
unit vector pointing exterior to K; and we set w; = wjpk,,? = 1,2. We define
the average, tangential and normal jumps of w at x € e as

w1 tw
{w} = 12 2 Wlr=mxwi+nyxwy and [w]y =ny-wi+nyws

if e € FP, we set for z € e

{w}=w, Wr=n"xw and [w|y=n""w.

If w € H(rot, ), then, for all e € F the jump condition [w]z = 0 holds in
L*(e)® and if w € H(div, ), then, for all e € Ff the jump condition [w]y = 0
holds in L?(e).

Finite element spaces. Let p = (pk) Kell! be a degree vector that assigns
to each element K € II} a polynomial approximation order px > 1. The generic
hp—finite element space of piecewise polynomials is given by

SP(I) = {u € L*(Q) sy € SP*(K) VK €11} },
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where SP%(K) is the space of real valued polynomials of degree at most py in
K.
Now, we set

Yp=SP(IL)? , Qn = {divy(v) v € Ty} (5.19)

where divy, is the elementwise divergence operator defined over the partition
Of Ql .

Derivation of The LDG method

As a first step, we rewrite (A ;) as a first-order problem by introducing auxiliary
variables s1,w; and p;, where

§1 = Wi, wy =rotu; and p; = divuy in ;. (5.20)

The problem (A;) can be written as the following equivalent transmission
problem

( I'OtSl - Vp1 = Jl in Ql,
$1 = ,ul_llwl in €y,
w1 = rotuy in €y,

(A2) : 01 = divuy in Q,
(A1 = U2 on Fl,
p1 = divus on Iy,

\ sy xn' = puprotug xn' on I')

Multiplying the identities in (As) by a functions test vy, 21, t; and ; and
integrating by parts, using Stokes and Green formulas, we arrive at

)
/,ul_llwlzldx: /slzldx
K
/wltldx: fulrottldx—/ t1(uy X ng)ds
K K

(As): < /Kleld:E: /slrotvldx+jp1divvldx—/ v1(81 X ng)ds
K K K oK

— (v1 - nK)prds

K
/p1¢1d$: —j u1V¢1dx+/ (ul-nK)¢1ds.
\ K

K oK

For all K € II;, where ng is the unit outward normal on K.

Now, we approximate the variables (wi, s, u1,p1) in (Az) by a functions

(wh, st ul ph) € 3 x Q) and we obtain the following discrete formulation.
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Find (wh, s" ul, pt) € B3 x Qy, such that, for all K € II} and for any choice
of test functions (z1,t1,v1,%1) € 33 x Q) we have

)
/,ul_llwlzldx: /slzldx
K
/wltldx: fulrottldx—/ t (0 x ng)ds
K K

(Ag): < /Kleld:E: /slrotvldx+jp1divvldx—/ v1 (8% x ng)ds
K K oK

K

— [ (vrnk)prds
K

/p1¢1dx: —j ulvwldx—F/ (4" - ng)aprds.
L K K oK
~h

Here 4, 5%, p" denote the so—called numerical fluxes which are approximations
to the traces of uf, st and p? on OK. They are defined in the next section.

The numerical fluxes

As in [4], we study the numerical fluxes as follows. Given u and s in H*(IT})3
with s > 3, the fluxes @ = 4(u) and § = §(s,u) belong to L*(F},)?. Similarly,
for a given p € H*(II}) with s > 3, the fluxes p = p(p,u) belong to L?(F}).
The fluxes are thus single valued on the union of faces. Furthermore the flux
4? is assumed to be independant of the auxiliary variables in order to be able
to eliminate it from the system of equations for the derivation of the primal
formulation.

Now, we define the following conservative and consistent (in the sence of [4])

numerical fluxes as follows

s? = {sh} - a[ul]T on Fl and s? = s? —a(ul —uM)y xn' if ecy
pr = Ao} —alufly on Fy and pf =pf —a(uf —up) -0’ if e CT(5.21)
= {ul} on Fl and af =ul if ecTy

where a is a stabilization parameter and will be chosen depending on the local
meshsize and polynomial degree and the magnetic permeability.

The mixed formulation of the LDG method

Using the numerical fluxes defined by (5.21) and summing the equations in
(A4), noting that
Vo, t € TR(F),)? Y € TR(F},) we have

Z /aK v(t X ng)ds —/ [v]r{t}ds — /I[t]T{v}ds (5.22)

Kell! By
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> [ v nK»ds-/Q;th{w}+-W4N{vbds+- [t (529

Kell}

we obtain

The mixed formulation of the LDG method in Q; : Find (w}, s? ul, ph) €
Y3 x Qp, such that

( / piwh e de = /s?zldx,
Ql Q1
/ wit de = / tlroth(u?)dx—/ [u?]T{tl}dS—/ [u"] 7t ds,
ol o) Pl r,
[ ptnde= [ wndivaubyde — [ [lfundds - [ Wlveds
™ ™ Bl Iy
(As) : / Jivpde = / s?roth(vl)dx—/ [vl]T{s}f}ds+/ alu?)z[vi)rds
Ql Ql I I

E, E,

+/ p?divh(vl)dx—/ [Ul]N{piL}ds—i—/ alu y[vi]nds
o5 FI Fl
—/ (n' xvl)s?ds—/ alu™ (v, xn’)ds—/ (vy - n")prds
I 1T I
+/ alu")n(vy - n)ds
\ N1

for any choice of test functions (21,1, vy, %) € 33 X Qp, where we have denoted

h h

7= (uy —uy) Xn b

! n=W"—ul)y - n onTy.

and  [u"]

5.4.2 Coupling LDG with the FEM and BEM methods

Let us first recall that for all u € H(rot, ), we have rot u-njr € Hyy?(I') and
since the two components of 892 are two subsets of 892 without boundary
(i.e : TN OO \ T is empty), Hy, (F) coincides with H=2(I'); see, e.g., [3]. It
follows that for all u € H(rot, Qg), we have rotu - npr € H~ %(F).

In order to obtain the variational formulation, we introduce

Vo={ve H(Q)?® : v-n=0 onT}

By multiplying the equation in (B;) by a function vy € V4 and integrating by
parts, we obtain

/ Jovedr = / s rot (ug)rot (ve)dz — / Vo (s Tot (ug) X ng)ds
(BZ) : Qo Qo 00
+ [ div (ug)div (ve)dx — (vg - no)div usds,
QQ 8QQ
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where ny is the unit outward normal on 0€),.
If n’ denotes the unit outward normal on I'y, we obtain, since 02y = I'y UT
and I'y N T is empty,

/ (vg - ng)div ugds = —/ (vg - n')divugds + /(212 -n)div usds.
892 1—\1

T

Using the conditions p; = divug on I'y and vy -n =0 on I', we get
/ (vg + ng)div ugds = —/ (vg - n')prds. (5.24)
295 Iy
Similarly, we have, since pjjrot (u1) x n' = pzrot (ug) x n' = sy x n’ on I'y,

/ Vo (s Tot Uy X ny)ds = —/ va(s1 X n')ds + /UQ(,ul_;rot us X n)ds.
00 I r

For coupling the FEM method with the boundary element method, we define

here
Ve — HE(D)
I { v — T, (u) =rot (u) - np. (5:25)

Let v € V and © be prolongation by 0 of v on §; then vjr = 9 and T}, (v) =
T, (0) where T, is given by (5.8). Using (5.9) we obtain, for all ¢p € H!(Q)
with ¢;r = ¢, and for all v € 1,

/(Vw X n)vds = /qu;L(v)ds. (5.26)
r r
Then, by using the condition uj; rot uy X n = Vi) x n on I', we obtain

/ Vo (ppTot Uy X ny)ds = —/ vo(s1 x n')ds + / oT) (v9)ds.  (5.27)
0y N1 r

Now, we introduce the condition rot (us) - n = psA on I in (B;) by A =
s ' T (uy) where A = n - V¢b. Then Calderon’s equations can be written as :

sty Th(ug) = —Wo¢—py K'T;(us) on T,
¢ = Ko¢— py ' VT (uy) on T.

M|

By multiplying the previous identities by test functions ¢’ and T (vq), we
obtain the following formulation (B3) associated with (B;)

/nggdxz /Ml_glfot(uQ)rot(vg)da:+/ div (ug)div (ve)dx
QQ QQ

Qo

/ 1 /
(Bs) : + [ (n' X vg)s1ds +/ (ve - n")prds — = < T, (va), & >

Fl Fl 2

— < Th(vg), K¢ > +pyt < T (vg), VT (ug) >.
n 2 n n

1
+§ < TY,L(UQ)a Cbl > +,u2 < W¢7 ¢/ >+ < K/TT,L(UQ)? Cbl >
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Now, we have to construct finite element spaces which approximate the space
H;, (9)? :={v e H (%), v-n=0 onT}.

The idea consists in satisfying the boundary condition v-n = 0 only in a weak
sence. We remark that

v-on=0 <= /(v~n)‘ll:0V1b€H_%(F).
r

Let us first define the spaces
Spi={p e C®(); ¢ € P(K), VK €1I }.

and
S8, = {v € S /( W) =0 ¥ 0 e Sp(T) }

where

Sp(l') = {90|K§ eSSy, }

Observe that S}, is not included in Hg,(€22)* at least in general. In fact, an
approximate way to deal with the constraint

/(v MW =0 YU e Su(T) (5.28)

is to use a quadrature formula for computing the integral over I'. On a triangle
T € Ry, with vertices a;, 1 < i < 3, we use the quadrature formula

/Tgoda::%g: ), |T|=area of T.

Then the constraint [.(v-n)¥ = 0 is approximated by

Z Z |T‘ az nT) (az)—O \V/\I’Gsh( )

icl TeA(

where {a;;7 € I} denotes the set of all vertices of the triangulation Ry, A(7)
the set of all triangles T' € Ry, which are a; as a vertex and ny the unit normal
to T'. Hence defining an approximate normal n; to I' at the vertex a; € Ry, by

> [ Tlnr

TGA(z)

S m

TeA(®i)
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the constraint (5.28) becomes
v(a;)-n; =0, i€1l.
Now, instead of S} ., we use the subspace
Vi={uesS} ; wu(a) n =0, icl} (5.29)

of S for approximation of H},(£22)3. Then we approximate the variables (us, ¢)
in (B3) by functions (u}, ¢") in the finite dimensional space Vj, X Y}, with :

Vi={p€CT) : ¢ P(T),VT € Ry} (5.30)

We know that Y, ¢ Hz(T').
Now, we associate with (Bs), the following discrete formulation :

Find (uf, ¢") € V}, x Y}, such that :

/nggdx: /ulerot(ug)rot(vg)da:—i-/ div (u})div (vy)dz
QQ QQ

Qo

1
+ " % vy)80d +/ ) plhds — = < T (v3), o™ >
B0 [ xcumstas+ [ (wonids - 5 <im0

i
+5 < T (ul), ¢ > +pe < Woh, ¢ > + < K'T!(ul), ¢ >
— < Th(va), K" > 4yt < Th(v), VT (ul) >,

\

for any choice of test functions (v, ¢') € Vi x Yy, where 8} and p} are the
numerical fluxes associated to the auxiliary variables s; and p; and defined in
(5.21). By using these fluxes, we obtain the following formulation :

Find (u}, ¢") € V;, x Y}, such that

/nggdxz /Ml_gll"ot(ug)rot(vg)da:—i-/ div (u})div (vy)dz
QQ QQ

Qo
— [ a0 x v)[u"]rds +/ (n' x vy)s"ds +/ (vy - ) pltds
(B5> . I i I i I
= [ aes ) lyds = 5 < Tife). 6 > 45 < Td). o>
Iy

pg < W, ¢ >+ < K'T! (uh), ¢/ > — < T (v5), K" >
iyt < Ty (v2), VT (u3) >,

\

for any choice of test functions (vy, @') € V}, X Y.
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5.4.3 The coupled LDG-FEM-BEM formulation

The coupled LDG-FEM-BEM formulation associated to the problem (Ayg), is
given by :

Find (w}, s ult, ph ult ¢") € 33 x Q) x V}, x Y}, such that (As) and (Bs)
hold ; i.e.,

)
/,ul_llw?zldx: /s?zldx
91 971
h _ h h h
/ witidx = / tlroth(ul)dz—/ [ul]T{tl}ds—/ [u"|rt1ds
o of Fl r

/ pirde = ¢1dth(U?)dx—/ [u?]N{iﬁl}ds—/ [u"]nhrds
0 1951

F,{ Iy

/Ql Jrondr = / syroty(vi)dr — /I[Ul]T{Slf}dS+ /Ia[u}f]T[vl]Tds

E, E,

/ phdivy (v, dx—/ [vl]N{p’f}ds+/ a[u’f]N[vl]Nds
o FI

1
h Fh

/ n' x vy)stds —/ aluM (v, x n')ds —/ (v1 - n")prds
I I I'1

/1a n')ds

/ Jovadx = p5 ot (ul)rot (Ug)dl’+/ div (ub)div (vy)dz
Qo

Qo

/ a(n’ x vy)[u ]Tds+/ (n' ng)slds+/( -n/)plds
I I'1 T

1 1
= [ ales ) lyds = 5 < Tifea), o > 45 < Tiud). o>
Iy

Fpy < W ¢ >+ < K'T! (uh), ¢ > — < T (vy), K" >
\ iyt < T (v2), VT (uy) >

-

for any choice of test functions (21,1, vy, %1, ve, @) € X3 X Qp, X Vi, X Yy,

In the following theorem we show that the coupled formulation is well posed
and we prove the consistency of the method.

Theorem 5.4.1 The LDG-FEM-BEM formulation introduced above is consistent
h oh

and has only one solution (wh, sh ull ph ub ¢") € 33 x Qp x Vi X Vj,.

Proof : We start by showing the consistency of the method. It is necessary to
show that the exact solution of (Ag) satisfies all identities in (Aj) and (Bs).
The first three identities of (As) are trivial since s; = pj;'wy, w; = rotu; and
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p1 = divug in €.

If (u,) is the exact solution of (Ay), then u € H(rot,) N H(div, Q). In
particular the normal and tangential jumps of u; over the interior faces of IT},
are identically zero and the normal and tangential jumps of v over I'; are also
Z€ero.

From (5.17) and (5.18), we deduce that s; € H(rot,Q) and p; € H'().
Then by using (5.22) and (5.23), we obtain

/ slrothvldx—/ [vl]T{sl}ds:/ virot sydux,
Ql Fh Ql

/ pldivhvldx—/ [v1]n{p1}ds = — Vpivide.
951

Fy, Q1

Thus we deduce after an integration by parts that the fourth identity in (Asj)
is satisfied.

In order to prove the consistency of (Bs), we first note that if u is the exact
solution of (Ayg), then u € H(rot, Q)N Hy(div,Q) — H'(Q2)? and in particular
uy € HY(Qy)3 with up-n=0o0nT.

Let (u,1) be a solution of (Ag); then since divu; = divuy = p; on I'; and
s xn' = pjzrotuy x n' on I'y and knowing that the normal and tangential
jumps of u over I'; are zero, we see after an integration by parts and using
(5.9) that the identity (Bs) is reduced to

/ Jovads = / rot (5 rot (ub))vede — [ V(div (ul))veda
o QO ) o
t3 < T (v2), 6" > +5 < Ty (u5), ¢’ > +pa < W, ¢ >

+ < K'T)(ud), ¢ > — < T (v2), K" > 4pyt < T!(vy), VI (ul) >.

Now, if ¢ = tjr and A = p;'rot (us) - n = n - Vi), then ¢ and X satisfy
Calderon’s equations (5.3) and the previous identity is reduced to

/JQ’UQdS:/ rot (jiyprot (uh))vedr — [ V(div (uh))vodz,
0 0

Qo

which is trivially satisfied by us the restriction on €25 of the exact solution of
(Ap). It follows that the FEM-LDG-BEM formulation is consistent.

Let us show the existence and uniqueness of solution associated to the
coupled formulation. Since our problem is linear and finite-dimensional, in
order to show the existence and uniqueness of solution, it suffises to show that
if J; =Jy =0, then wh = s = ph = vl =ul = ¢" = 0.

Setting (21,1, v1,¢1) = (wf, s}, uf, p) in (As), we obtain
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[ e [ i

Ql Q1

/ shwldr = / roty, (ul) st da —/ [u]p{s"}ds —/ (ul x 0’ —ul x n')shds
Ql Ql FI Fl

h

/Ql(p’f)ng; = /91 phidivy, (ul)dx — /I[u’f]N{p}f}ds — /Fl((u'; — b)) puds.

Fh
Introducing these identities in the fourth identity of (As), we obtain, since

J1 =0,

0= [ wmttdide s [ adds e [ (o [ alulds
1951 FI 1951 Ff

h

+/1“ a((ul —ub) x n")(ul x n)ds —l—/ a((ul —ub) - n')(ul - n')ds.

I

In the same manner, if we set v, = u and ¢’ = ¢" in (Bs), we obtain, since

Jy =0,

0= / s (Tot (u’;))de+/ (divub) dx+/ (nxu2)slds+/( -n)plds
Qo Qo I

| a(n' x uz)(n' x (uz3 —uy))ds — | a((uy —uz) -n')(uz - n')ds

+pp < W, ¢" > +puy <T(u2)VT( 5) >

Summing the two previous identities, we arrive at

0= [ wltwipdes [ aldiiass [ (hpdes [ aulds
o5 FI o Fl

h

+4l[1w+/ [m@+zj@mw¢+/ugmuﬁwm

2 Qo
Hpp < W, ¢ > +pyt < T (uy), VT (uy) >

Note that the operators V' and W are elliptic by Lemma 5.2.1, we deduce from
the previous identity, since p11, a, pi12, o > 0, that :

¢" = pf =uwl =0, (5.31)
[u"r = [u"]y =0 on Ty, (5.32)
[wilr = [uy]ly =0 on Fy, (5.33)

rot (uy) =div(uh) =0 in Q. (5.34)
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Now, noting that wf = 0 and setting z; = s” in the first identity of (Ajg), we
obtain
st =0.
From the third and second identities of (As) we have, respectively.
0= [ ¢div(ul)de Vi € Qpand 0 = / tiroty (ul)dx Vit € ).
Ql Q1

In particular, for ¢, = divy,(u?) € Q;, and since rot,(3;) C ), we obtain
0 = divy,(ul) = roty,(ul) in Q.

Using (5.33), we deduce from the previous identity that u? € H(rot®, Q1) N
H(div’, Q). Now, from the definition of Vj,, ul satisfies u% - njr = 0. From
(5.32), (5.34) and u? € H(rot® ) N H(div’, Q) and u} - nr = 0, we de-
duce that the function u defined by u = u? in ; and u = uf in Q satisfies
u € H(rot?, Q) N Hy(div®, Q) and thus by using Lemma 5.2.2 u is identically
zero since € is simply connected and Lipschitz-continuous. It then follows that
the formulation has a unique solutionp

5.4.4 Primal formulation

In this subsection, we eliminate the auxiliary variables s, w and p introduced
in (5.20) and derive the primal formulation only with the variable u := (uy, uz)
and ¢. This is possible since the fluxes 1, are chosen independently of s and
p. Let us define

Vi =3 x Vi, and V(h) := {w = (wy,ws) € H(rot, Q) N Hy(div,Q)} + W5.35)
For v € V(h), let Ly and Lo be the lifting operators defined as follows

Ly:V(h) — X, and Ly : V(h) — @ such that

/Q Ly(v)tdx = /FI [1]r{t}ds —I—/F tlv]rds Vit e Xy, (5.36)

h

and

/Q 1 Ly(v)pdr = /F [n]niy}ds + / Wngds Vi € Q. (5.37)

I'1
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Now, from the first identity in (As), we have si = Iy, (u;;'wh), where Ily;,
denote the L?— projection onto ¥, then, knowing that rot,(X;) C X, we
deduce from the definition of L; and the second identity in (Ajs) that

s1 = Iy, (pry (vota (u)) — Ly (u"))).
In the same manner, if we denote by Ilg, the L?— projection onto @y, we have
pi = Mg, (diva(uy) — La(u")).

Summing the fourth identity in (As) with (Bs) and using the two previous
identities, we obtain the following

Primal formulation : Find (u", ¢") = ((u},u}), ¢") € V;* x Y}, such that
Ap(ul v, 0" @) = By(u",v) + Iy(u", v) + Jp(u”, v, 9", ¢') = Fi(v), (5.38)

for any choice of test functions (v, ¢") = ((v1,v2),¢’) € V¥ x Y}, where

Bp,(u", v) == / piy (ot — Ly(u™)) (rotyvy — Ly(v))da
951

+ /Q (divy (u}) = Lo(u")) (divy (v1) — Lo(v))de

+/ f1p TOt (uZ)rot(w)dx%—/ div (u})div vyda,
Qo Qs

a[u}f]N[vl]Nds%—/ alu"r[v]rds

I

Bt = [ ollrllrds + /

Fy
+ / a[uh]N[U]Nds,
I

1
I 0,60 8) = 5 < Th(uh). ¢ > +pp < W' ¢/ > + < K'T;(uf), ¢' >

1
—5 < T (v3), " > — < T (vy), K¢" >
iyt < T (v2), VT (uy) >

and
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5.5 Error analysis

Our goal in this section is to establish some a priori error estimates in terms of
h in order to deduce the convergence of the coupled LDG-FEM-BEM method.
Our analysis is based on the primal formulation. Note that the primal formu-
lation is no longer consistent due to the nature of the lifting operators. The
inconsistent character of the formulation will be treated by Strang’s lemma.
The outline of this section is as follows. First, we define the stabilization pa-
rameter in terms of the local meshsize, approximation degree and magnetic
permeability. In subsection 5.2, we estimate the lifting operators introduced in
(5.36), (5.37). We finish the section by giving some a priori error estimates in
terms of h for regular solutions.

5.5.1 The discontinuity stabilization parameter

In this section we define the discontinuity stabilization parameter a in terms of
the local meshsize and the local polynomial degree and the magnetic permea-
bility. This allows us to obtain continuity and coercivity constants independant
of the global bound for these quantities.

Let us start by introducing the functions h and p in L*(F}), related to the
local meshsize and local polynomial degree, defined as

h—h( )__ min(hKahK') ifx € 0K NOK' ; K,K’EH}%

C s hi ifzedKNOQY ; Kell
—p(a) = maz(pr, pr) ifr e 0KNOK' ; K, K elI},

p=r= Pk ifz e dKNOQ, ; KEell.

For the permeability, we suppose that p1; is a Lipschitz function over any
K € II}, in particular pa1jx can be extended to OK ; this extension is also
denoted by pi11 ;. Therefore, for all K € I}, there are positives constants m
and My such that

my < pur(r) < Mg Vo € K. (5.39)
We also suppose that there exist m and M such that
0<m<mg and Mg < M < oo. (5.40)

Now, we define the stabilization parameter via the form

a=ah 'p*m™t € L™(F,), (5.41)
where « is a strictly positive constant independant of the meshsize and polynomial
degree and m is the function defined by

m =m(z) = min(|pig ()|, |pik (z)]) ifz € 9K NOK' ; K,K'ell}
— = |1k ()] ifredKNoY ; Ke H}L-
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5.5.2 The lifting operators

Now, we estimate the lifting operators introduced in (5.36), (5.37). We have
the following result.

Proposition 5.5.1 Let Ly and Ly be the lifting operators defined by (5.36),
(5.37) and a the stabilization parameter defined by (5.41). Then, under the as-
sumptions on p, we have for all v € V(h),

it Za(@)lloy < Cuage(llv/alen]wllo sy #lv/alvlrllor ).
1L2(W)llogn < CugellValor]rllory + IValv]wllor.)

with a constant Cyp only depending on the shape regqularity of the mesh, M
and m.

Proof : Let us first recall the following inverse inequality
2
P
lallg.ox < Cmi!l@lll%,x Vg € SPF(K), VK €1l (5.42)

with a constant Cj,, > 0, only depending on the shape regularity of the mesh.
For the two-dimensional elements the proof of (5.42) can be found in [57]. For
the three dimensional space, the proof is analogous, see [36].

Now, let v € V(h) and Ily, the L?—projection onto Y. Then, from the defi-
nition of L; and the Cauchy-Schwarz inequality, we have

| / Lu(v)py 2dal

_1
L@l = sup 22
2€L2(Q1)3 ||Z||0,Ql
_1
[ Lato)s, Gy 2)dl
= sup &
2€L2(Q1)3 12 ll0,0
_1 _1
| / or ] {TIy, (17 2) s + / (o) Ty, (57 )|
F}{ I't
= sup
2€L2(0)3 HZHonl
_1 _1
[ et G2 sl +1 [ [l Gur 22)ds)
< sup Fi b
2€L2(Q)3 [12[0,01
_ 1
< s el Valovlogg) T, ) o

. 1 .
+  sup : ||Z||0,%21H\/a[U]THO,FlH%HEh(MHQZmO,Fl‘

Z€L2(Q1
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Using the definition of {.}, the parameters h,m and p, the definition of the
stabilization parameter a, the inverse inequality (5.42) and the assumption on
14, We obtain

1 1 hi My _1
!IT{th(ulﬁz)}llﬁ,Fr < D =y, (e 2 ax
a h
ke, UK
_1
S Oinv Z MKHHEh(lullQZ)H?),K
Kelly,
_1
< Z MKHNMQZHS,K
Kell},
My
< Z m—HZ||(2),K
Kelly, K
M

S OinvEHZ”g,Ql'

_1
In the same manner, we estimate || ﬁﬂgh (41,2 2)|I§ 1, » which implies the proof
of the first inequality in the proposition. Similarly we can show the second
inequality.n

5.5.3 Continuity and coercivity

In order to study the continuity and coercivity of the form A, we introduce
Zy =V x Y}, endowed with the norm ||(v, ¢)[| := |||v]]|? + ||¢Hi1%(r) with :

;1 .
ol = lld votnurll o, + ldivionlle o, + IValviln 1§ g
+HIValolzllg pr + Va5, (5.43)

;1 .
+HIValv]vllor, + 113 rot vallg o, + lIdivea][g g,

Z(h) = Z, + {w = (w1, wy) € H(rot, Q) N Ho(div, D)} x Hz(T)}. (5.44)

Remark 5.5.1 By using Lemma 5.2.2, we see that the quantity defined by
(5.43) defines a norm on V;*.

Now, we have the following result

Lemma 5.5.1 Under the assumptions on p and the definition of the stabili-
zation parameter, there exists a constant C' = C(a, Cjip) > 0 such that

[ Bn(u, v) + In(u, 0)| < Cll[oll[alllullln Vu,v e V(h).
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Proof : By using Proposition 5.5.1 and the definition of the norm ||| - |||, we
see that
lp0* La(w)lloo < Cllfullln and [[Ly(u)llon, < Cll[ufl]n, then the proof of

Lemma 5.5.1 yields from the definition of Bj, I, and the Cauchy-Schwarz
inequality.l

Concerning coercivity, we have :

Lemma 5.5.2 Under the assumptions on p and the definition of the stabili-
zation parameter, there exists a constant C' = C(a, Ciip) > 0 such that

Bi(v,v) + Ip(v,v) > CH|UH’}% Yo € V3, Va > 0.
Proof : It is clear that
By (v,v) + Ij(v,v) = / pii (rotpvr — Ly (v))*dx +/ (divyv; — Ly(v))*dw
951

Q1
+IValollvl[§ pr + IValodzll§ pr + IValolr 3,
;1 .
HIValolnl§r, + 3 rot va|lg o, + [[divus|lg o, -

The first term of the previous identity can be estimated as follows

_1
/ pay (votpvr — Li(v))*de = ||uyy*roty vi[lgq, — 2 / puay (rotpvy) L (v)d
Ql Q1

1
Hirt L (o)l

1 _1
> (L= ollpmrrothvilgo, + (1 — el Li(v) [ o,

for all € > 0.
Similarly, we have for the second term

/ (divavy — Ly(v))?dz > (1 = €)||divpu[[§ o, + (1 = € D[ La(0) 5 0, -
951

By using Proposition 5.5.1, we see that the proof of the proposition is obtained
Cliye
[ seta

for any choice of € such that
a>0.1

< € < 1, this choice being possible since

Now we study the continuity of the operator T defined by (5.25). We have :

Proposition 5.5.2 The operator T, defined by (5.25) is continuous and there
exists Cpr > 0 such that
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HTTIL(UQ)H ) < OT/HILL;;I"Ot U2||0 VUQ c Vh. (545)

H3(T
Proof : Since uy € V, T/ (uy) € H™2(I') and we have the following Green’s
formula

/Té(u2>¢d8 :/ ,ul_j,ul%rot wVerdy Vo e Hi(T),
r Q2

where ¢* € H'(Q,) is any extension of ¢ which vanishes on I';. Then, (5.45)
holds since j15 € L>(£23).1

Now, we give the continuity and coercivity results.

Proposition 5.5.3 The form A, in the primal formulation satisfies

|Ah(ua ¢a v, ¢/)| < Ccont”(uv gb)”Zh H ('Uv gb,)HZh V(u, ¢)v (U7 ¢/) € Z(h);
| An(w, ¢, 1, 8)] = Cooerll(w, 9)17, V(u, ¢) € Zn,

with constants Ceont and Ceoer deponding only of o and Chige

Proof : Since the operators V and W are elliptic by Lemma 5.2.1, the second
inequality of the proposition is immediately deduced from Lemma 5.5.2. The
first inequality of the proposition can be deduced from Lemma 5.5.1 and since
all operators used in the definition of Aj, are continuous.j

Under the results given in the previous proposition, we can apply the second
Strang’s Lemma (Ciarlet (1978) theorem 4.2.2) and get the following error
estimate.

Theorem 5.5.1 Under the assumptions on p and the definition of the stabi-
lization parameter, there exists a constant C' > 0 independant of h and p such
that

: /
=l + 16 = 6ull3 gy < C1__inf (=l + 6= 61,0
Ap(u, o, z) — Fp(v
Ao =R
z=(v,¢’EZp, ||Z||h

5.5.4 h-error estimates

In this subsection we estimate the term on the right-hand side in the error
bound established in the previous theorem and derive an a priori error esti-
mate for piecewise smooth solutions. For this purpose, we need the following
hp—approximation result to interpolate scalar functions.
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Proposition 5.5.4 Let K € I1;, and suppose that u € H'*(K), tx > 0. Then
there exists a sequence of polynomials Wﬁ}f (u) € SPE(K), px = 1,2... satisfying

. hgin(pK‘i‘l,tK)_q
Ju—mps(u)|lgx < C

t—q HthK,K Vo < q S tK
Pk

Furthermore, if tg > 1,

hmin(pK—i-l,tK)—%
Ju — W;Lff(u)HO,aK <C-KE

Tl
Pk
The constant C' is independent of u, hx and pg, but depends on the shape-

reqularity of the mesh and on t = max tg.
Kelly,

In order to interpolate vector functions, we will denote by 7T;L the operator
defined by 7)'(u)x = 7h<(uk) ,YK € II, and by 7 (u) the operator that
maps u = (uy, g, u3) into (7 (uy), 7 (uz), 7 (us)).

Now we estimate the term Rj(u, ¢, 2) := Ap(u, ¢, z) — Fp(v) in the followig

Lemma.

Lemma 5.5.3 Let (u, ) be the exact solution of (A) and suppose that ¢ €
H2 (D), uy € HTH(Q,)3 with t > 1 and uy satisfies

(uii'rotuy) € Ho% (K)3, (divuy) i € H**(K) VK €I} with sg > 1.
Then for all z = (v,¢") € Zy,, we have

h2mm(pK+1,sK) )
|[Bn(u, 6, 2)] < O =gl rotn w13, x+lIdiva wa |2, 1)) 2121,
Kell} Pk

with a constant C independant of h and p.
Proof : Under the assumptions on p, the definition of the numerical fluxes,
integration by parts and using v € H(rot, Q) N Hy(div, 2), we obtain

Rh(u, ¢, Z) = T1 + T2 + T3 + T4

with
o= / (:ul_lerthul — Iy, (Nl_lerthul))[v]TdS’
Iy
T = /I{Ml_llr0thul - HZh(Mﬂlmthul)}[vl]TdS’
Fh
T; = I{dthul — HQh (dthul)}[Ul]Nd37
Fh

T, = /(divhu1—HQh(divhul))[v]Nds,
Ty
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where Iy, and Iy, denote the L?—projections onto 3, and @y, respectively.
We start by estimating T}, we first have

T, = / (,ull rotpu; — 7, (,ull rotpuy))[v]rds
I'1
+ | (#) (' rotpur) — I, (u3 Totyu))[v)rds.

I

In particular
L ~hy,—1
Th| < |’Z||h(||ﬁ(uu rotpuy — 7, (f117 rotaur))[lor,

Hlzlln (== (7 (i rotmun) — s, (py r0tn)) flor, -

Va
By using the definition of h, m and p and applying the second inequality of
the proposition 5.5.4 with tx = sk, we get

H\/—(Hnmthul Z(Nﬁlmth“l))ng,rl < ||\/,(,u11rothu1 ;L(Nl_llr0thu1))||(2),ph

2mzn(pK+l SK)

< GZ K {lptroty w2,
KeH1

Similarly, we have using the inverse inequality(5.42), the fact that 7 (s, ot uy) =
Iy, (7} (puy; ot uy)), the first inequality of Propsition 5.4 and the assumption
(5.40) on p,

I . _
b = ||—(7T,'.?(u111r0thul) _HEh(:ullerthul))”(Q),Fl

Va

1 .., _ _

< ||%(7T;L(N111r0thul) — Iy, (Nllerth“1)>||(2),Fh

heMg ., _

= ¢ Z 2 ||7T;L(N1111"0t uy) — HEh(anrOt Ul)||(2),aK
Kem UK

< O Ml (ot i) — T, (uirot )3
Kellj,

_ ~h o —1 —1 2

= C Z M |, (7, (prp ot wn ) — pupy ot un)[g x
Kellj,

< C Z MK||7AT;L(N1_11r0t u) _N1_111"0tul||(2),1<
Kell}

2mzn(pK+1 SK)
< 0y K — e ot () e

Kell}
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It then follows that

2min +1,s
A (pr+1,5K)

12 < (Y ot (i) [ 2]
Kelll Pk
h

In the same manner we estimate T,, T3 and T and then we conclude that
h2min(pK+l,sK)
K

_ . 1
[Ba(u, 6, 2)| < C( Y p2—5K(||M111r0th |l el diva w5, )22

Kel} K
1

In order to estimate the infimum at the right-hand side of the bound in
Theorem 5.5.1, we assume that the approximation degrees are constant for
all K € II}, and the local meshsizes has bounded variation, i.e. that there
exists a constant x > 0 such that

kK hg < hgr < khg VK, K' €1l,, (5.46)

for all K and K’ sharing a two-dimensional face. In particular the assumption
on the local meshsizes forbids the situation where the mesh is indefinitely
refined in only one of two adjacent subdomains.

We now estimate the infimum appearing on the right-hand side in Theorem
5.5.1 in the following proposition.

Proposition 5.5.5 Under the assumption on p and the definition of the sta-
bilization parameter. consider shape regular meshes obeing (5.46) and with
constant polynomial degree. Furthemore, let (u, @) be the exact solution of (Ao)
with u = (u1,uz) and suppose that uy € H™ ()3 with t > 1 and that uy sa-
tisfies uyx € H*PH(K)?, (ui'rotyui)x € H*(K)* with s > 1. Then we
have :

. 2 min(p,
nf [llu—ol[l} < COY Rl e+ Y Hicllualfy i),
h

Kellj, Kell?

with a constant C' independent of h and p, but dependent on the shape reqularity
of the mesh, k, a, 1, Qs and the polynomial degree of the approzimation.
Proof : For the simplicity of notation, we define %g(u) = (0 (ur), 7] (uz)),
where frf; is the operator defined after Proposition 5.5.4 and 7% is the operator
7?1’,} with p = 1, introduced to interpolate us. We also set

(g :={K cIl;, K' ¢TI} : 0K N 9K’ non-empty}.
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Then, we have from the definition of ||| - ||| and the assumption (5.40) on u
that R

inf [lu—olli < llu—my ()i <L+ 1y

veV)

with

I, :=C Z ||u1—7r w)lie + Z —||U1—7T ()3 0x

Kell} Kell}

+ Z HUI—W (u)|I5 oxcro]

and

L:=C() ) |lus — 7 (us ||1K+Z HU2—7T1 (u2) |13 o)

Kell?

Knowing that :

iy — 7 ) B ogroner < llun = 7 ()lBore VK € 0L, K € T2
we get

P’ h 2
Z ||ul—7T ()l oxcror < Y 5l = 7 () 1o orc-
Kellj, K

Then, by applying Proposition 5.5.4 with tx = s + 1, we obtain

2mzn(p, )

L<C Z HU1||s+1K

Kell}

For the estimation of Iy, using the second inequality of proposition 5.5.4 with
px =1 and tx =t + 1, we arrive at

2
p o
> jh—uu2 - Ao < 3 jﬁnuz - () I e

2mzn(1 t)+1

< CZ ||U2||f+17K'

< OZ 2h2"7i"“7“||u2||f+17f«

C Z h2m2n1t

K'ell?

IA

K7
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where we have used the assumption (5.46) and the constant C' depends on p.
It follows, by using the first inequality of Proposition 5.5.4 with px = 1 and
ti =t -+ 1, that

L<C Y (WolluslZe o+ hiolluzlf o) < C Y hialluslZ o

K'en? K'ellj
We are now ready to give the main approximation result.

Proposition 5.5.6 Under the assumption on p and the definition of the sta-
bilization parameter. consider shape reqular meshes obeing (5.46) and polyno-
mial degree constant. Furthemore, let (u,v) be the exact solution of (Ag) with
u = (u1,u2) and suppose that ¢ = Yp E H2(F), uy € HL(Q)3 with t > 1
and that u, satisfies uy € H¥TY(I1})3, py'roty, uy € H*(I1})3, with s > 1. Then

if h = max hg, we have
Kelly,

e = unlll +ll¢ — ¢h||2%m < CIRP™P)(||pgtroty w12 g+ 1divi w12+ l[uall?y )
2 2 20 4112

+h HU2||t+1,H% +h ||¢”H5(F ],

with a constant Cindependent of h, uy, us and ¢, but dependent on the shape-

reqularity of the mesh, the polynomial degree approximation, a, Kk, €2y and ;.

Proof : As in [42], we have ||¢ — ¢hHH7(F) < C’h||q5HH7 Iy
From lemma 5.5.3, proposition 5.5.5 and theorem 5.5.1 we get

lfu—wnll} < CIP ™ (|troty w2y + diva w2y + furllZy )

+h2’|u2||§+17ng]' i

5.6 Concluding Remarks

For the time-harmonic magnetostatic problem, we have presented and studied
a new coupled formulation in the continuous case. In the discrete case, we have
introduced a new coupled model based on the Local Discontinuous Galekin
method, the finite element method by using numerical fluxes, and a boundary
integral method. We have also proved an optimal a priori error estimate which
implies to the convergence of the discretization.



Conclusion et perspectives

Dans ce mémoire, différentes formulations de type Galerkin discontinues sont
établies pour la résolution de quelques problémes d’équations aux dérivées par-
tielles dérivant des équations de Maxwell. Les inconnues principales des formu-
lations sont soit le champ électrique, soit le champ magnétique. Pour étudier
la convergence des formulations, des conditions de continuité, de coercivité et
de condition inf-sup sont établies selon la nécessité. Dans la troisiéme partie,
on s’est intérressé au calcul du champ magnétique dans 1’espace entier IR? par
un modeéle de couplage, des résultats théoriques ont été établis en se basant
sur les travaux de [48, 47|. Dans le futur, on s’intérresse a I’étude numérique
du couplage. Une premiére idée est de tester la convergence du couplage LDG-
FEM-BEM et ensuite essayer de réduire la taille de la couronne introduite
pour contourner le probléme de regularité en fesant rapprocher son diameétre
vers zero. Il sera aussi intérressant d’introduire des méthodes de discrétisations
des opérateurs intégraux qui interviennent pour le couplage avec la méthode

intégrale.

Conclusions and objectives in the future

In this memory, various discontinuous Galerkin formulations are established to
solve some problems of partial differential equations deriving from Maxwell’s
equations. The principal unknown factors of the formulations are either the
electric field, or the field magnetic. To study the convergence of the formu-
lations, some conditions of continuity, coercivity and inf-sup are established.
In the third part, we are interested to the calculation of the magnetic field in
whole space by a coupling model. Theoretical results were established while
basing on the work in [48, 47|. In the futur, we whish to study the numerical
convergence of the coupled formulation in a first step and to the discretization
of the integral operators, used for the coupling with the integral method, by
discontinuous elements in a second step.
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Résumé

L’objet de cette thése est d’étudier différents problémes d’électromagnétisme
dans des domaines tridimensionnels par des méthodes de type Galerkin dis-
continues. Dans une premiére partie, on présente une étude d’une formulation
mixte pour la résolution d’un probléme électrostatique sur un domaine fré-
quentiel. Des résultats d’existence et unicité de solutions sont prouvés. Des
estimations a priori de I'erreur sont obtenues en utilisant une méthode stan-
dard. Des résultats numériques prouvant la convergence de la formulation sont
obtenus. Dans une deuxiéme partie, on propose une formulation de type Galer-
kin discontinue en espace et de type Newmark en temps pour la résolution de
I’équation des ondes qui dérive des équations de Maxwell. Des estimations hAp
de 'erreur sont établies en se basant sur une méthode standard et en utilisant
le lemme de Gronwall. Aussi des résultats numériques justifiant la convergence
du schéma sont obtenus. Enfin, on a établi un modéle de couplage entre une
méthode LDG, une méthode d’éléments finis continus et une méthode intégrale
pour le calcul du champ magnétique dans un domaine non borné. Une étude
théorique de la convergence de ce modéle est developpée. L’étude numérique
du couplage constitue un parmi nos objectifs dans le futur.

Abstract

The subject of this thesis is the study various problems of electromagnetism
which derive from the Maxwell’s equations by the discontinuous Galerkin me-
thod. In a first part, we present a study of a mixed formulation for the resolu-
tion of an electrostatic problem on frequency domain. Some results of existence
and uniqueness of solutions are shown. A priori error estimates are obtained by
using one standart method. Some numerical results proving the convergence of
the formulation are obtained. In a second part, we propose one discontinuous
Galerkin formulation in space and Newmark type in time for the resolution of
the wave equation deriving from the Maxwell’s equations. Some optimal hp—
estimates are obtained by using one standart method and the Gronwall Lemma.
Also some numerical results are given. Finally, we present one LDG-FEM and
BEM coupling model to calculate the magnetic field on the whole space IR3.
Some error analysis are based on the method used in [48] are obtained. The
numerical study of the coupling model is one objectif in the future.



