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Chapitre 1 Introduction

Pour résoudre un probleme, une démarche usuelle consiste a s’intéres-
ser a des cas particuliers plus simples puis a ramener le probleme général
a ces cas particuliers. Dans le domaine des graphes, pour appliquer cette
démarche, nous pouvons essayer de transformer des problemes complexes
sur des graphes en des problemes sur des arbres. C’est ainsi qu’un certain
nombre de décompositions de graphes en des structures arborescentes ont
vu le jour. Nous étudierons dans cette thése deux types de décompositions :
les décompositions arborescentes et les décompositions en branches.

Certains graphes possedent naturellement une structure arborescente :
c’est le cas des graphes triangulés. Ceux-ci apparaissent au cours de 1’étude
de la conjecture des graphes parfaits dans les travaux de Dirac [Dir61] sous
le nom de « rigid circuit graphs » et dans ceux de Hajos (1958). Ces graphes
contenant les graphes complets, il est toujours possible de plonger un graphe
G dans un graphe triangulé H. De cette fagon, la structure arborescente de
H se transpose a G. Cependant, lors d’un tel plongement, nous perdons
de 'information sur la structure de G'; il est donc nécessaire de trouver un
plongement ayant de « bonnes » propriétés. C’est dans ce cadre que, dans les
années 70, sont apparus les k-arbres et les k-arbres partiels dans les travaux
de Rose [Ros74] et de Dirac.

En 1960, Kruskal [Kru60] démontre que dans une famille infinie d’arbres,
au moins 1'un des arbres est mineur' d’un autre. Dans les années 80, Ro-
bertson et Seymour s’intéressent a la généralisation de ce théoreme a des
familles infinies de graphes et nomment ce probleme la conjecture de Wag-
ner en faisant référence a leur interprétation de [Wag37]. Pour démontrer
ce théoreme, ils essaient de se ramener au résultat de Kruskal et réintro-
duisent [RS84, RS86] a cet effet les décompositions arborescentes qui avaient
déja été définies en 1976 par Halin [Hal76] sous un autre nom. Pour pouvoir
appliquer le résultat de Kruskal, ils ont besoin de mesurer a quel point un
graphe ressemble & un arbre et utilisent pour cela un parametre associé aux
décompositions arborescentes : la largeur arborescente notée tw(G). Lors de
cette série d’articles, ils obtiennent de nombreux résultats importants, entre
autres une généralisation du théoreme de Kuratowski : pour toute classe
de graphes € close par minoration, il existe une famille finie Fe de graphes
telle que C est exactement I’ensemble des graphes n’admettant aucun graphe
de Fe comme mineur. La famille Fe est une famille d’obstructions pour la
famille C.

1Un graphe est un mineur d’un graphe G s’il est obtenu en retirant des arétes ou des
sommets ou en contractant des arétes de G.
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Contrairement aux travaux de Halin, passés inapercus, ceux de Ro-
bertson et Seymour attirent l’attention. Arnborg, Corneil et Proskurowski
[ACP87] montrent que le probléeme de décision « le graphe G est de lar-
geur arborescente k » est NP-complet. Cependant, ils montrent que si le
parametre k est fixé, ce probléme devient polynomial et ils fournissent un
algorithme de complexité O(n*+2) pour le résoudre et construire le cas
échéant une décomposition de largeur arborescente au plus k. Robertson
et Seymour [RS95] améliorent le résultat de décision en utilisant leur théo-
reme de Kuratowski généralisé. Comme ’ensemble des graphes de largeur
arborescente au plus k est clos par minoration, il s’exprime par une fa-
mille d’obstructions F. En construisant une décomposition approchée, ils
arrivent a tester efficacement si le graphe a pour mineur un des éléments
de la famille F;. La complexité de cet algorithme est O(n?) mais celui-ci
est non constructif. Bodlaender [Bod96] améliore ce résultat et donne un
algorithme linéaire pour ce probleme de décision ainsi que pour le probleme
de construction d’une décomposition arborescente correspondante. Cepen-
dant, les complexités mentionnées cachent toutes une constante au moins
exponentielle en k.

Parallelement & cela, Courcelle (par exemple [Cou89]) puis d’autres com-
me Arnborg et col. [ALS91] ou Borie et col. [BPT91] montrent que certains
problemes difficiles peuvent se résoudre efficacement pour les graphes de
largeur arborescente bornée : tout probleme pouvant s’exprimer dans une
logique monadique du second ordre étendue se résoud en temps linéaire?
ces algorithmes cachent cependant eux aussi une constante exponentielle en
la largeur arborescente. Parmi ces problemes, nous trouvons le probleme du
stable maximum et celui du cycle hamiltonien.

Ces résultats stimulent le travail sur le calcul de la largeur arborescente
et sur les triangulations des graphes. En effet, comme nous l’avons déja
mentionné, trouver une bonne décomposition arborescente revient a trouver
une bonne triangulation. Le calcul de la largeur arborescente est montré
polynomial pour les graphes d’intervalles circulaires [SSP94], les graphes
de permutation [BKK95] ou les graphes de cordes [Klo96]. Plus généra-
lement, en étudiant les triangulations minimales des graphes, Bouchitté et
Todinca [BT01a, BT01b] montrent que ce calcul se fait en temps polynomial
pour toute classe de graphes ayant un nombre polynomial de séparateurs mi-
nimaux.

Dans la suite de leur série d’articles sur les mineurs de graphes, Robertson
et Seymour [RS91] présentent un nouveau type de décompositions de graphes
proche des décompositions arborescentes : les décompositions en branches
qui, comme les décompositions arborescentes, sont associées a un parametre :

2Par exemple, le probléme de 3-coloration d’un graphe s’exprime par la formule :
JA,B,CCV (WweV (veA)V(@weB)V(veC))A
(Vuww e E-(ue ANvEA)V-(ue BAvEB)V-(ueCAveC)).
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la largeur de branches notée bw(G). Ils les introduisent comme obstruction
aux décompositions arborescentes et montrent que pour les graphes,

bw(G) <tw(G)+1 < [3bw(G)/2].

Les décompositions arborescentes et les décompositions en branches pré-
sentent de fortes similitudes. L’inégalité de Robertson et Seymour permet
d’étendre les résultats du type de ceux de Courcelle aux graphes de largeur
de branches au plus & ; des propriétés analogues a celles de la largeur arbo-
rescente sont ainsi établies pour la largeur de branches. Bodlaender et Thi-
likos [BT97] obtiennent un résultat analogue a celui de Bodlaender [Bod96]
en donnant un algorithme linéaire pour décider si la largeur de branches est
égale & k et construire le cas échéant une décomposition en branches cor-
respondante. Kloks et col. [KKM99] montrent que le probleme de décision
associé a la largeur de branches est NP-complet.

Tous ces résultats corroborent l'idée que les décompositions arbores-
centes et les décompositions en branches possedent les mémes propriétés.
Cependant, Kloks et col. [KKM99] montrent que le probleme de décision
associé a la largeur de branches est NP-complet pour les graphes triangu-
lés alors que le probleme correspondant pour la largeur arborescente est
linéaire. D’autre part, Seymour et Thomas [ST94] donnent un algorithme
polynomial de calcul de la largeur de branches pour les graphes planaires. Or
le probleme correspondant pour la largeur arborescente est toujours ouvert.

Au cours de cette these, nous explorons plus avant les liens mais aussi
les différences entre les décompositions arborescentes et les triangulations
des graphes d’une part et les décompositions en branches d’autre part. Les
liens que nous mettons en avant permettent de transférer certains théoremes
d’un domaine a l'autre.

1.1 Reésumé de la theése

Cette these est organisée de la facon suivante.

Dans le chapitre 2, nous précisons la terminologie et les notations usuelles
sur les graphes et les hyper-graphes que nous utilisons par la suite. Nous
introduisons ensuite des notions spécifiques a notre champ d’étude. Nous
commencgons par celle de séparateur minimal avant de nous intéresser a
celle, plus générale, de séparation et d’étendre a ces objets la relation usuelle
de parallélisme sur les séparateurs minimaux. Nous présentons ensuite une
classe d’hyper-graphes étroitement liés aux séparateurs minimaux : les hyper-
graphes triangulés. Approfondir ces liens nous amene & présenter certains
théoremes qui soulignent la structure arborescente de ces hyper-graphes.

Le chapitre 3 poursuit I’étude des séparateurs minimaux en vue de leur
énumération. Nous donnons un résultat de structure sur ’ensemble des a, b-
séparateurs minimaux, puis nous présentons le meilleur algorithme d’énumé-
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ration des séparateurs minimaux a ce jour [BBC00]. Ensuite, nous proposons
un nouvel algorithme qui, s’il ne représente pas une avancée dans le cas gé-
néral, peut s’adapter plus facilement a certaines classes d’hyper-graphes, ce
que nous faisons au chapitre 8 pour obtenir un algorithme spécifique aux
hyper-graphes planaires plus efficace que les algorithmes déja connus.

Au chapitre 4, nous choisissons de présenter les décompositions arbo-
rescentes et les décompositions en branches comme provenant de certains
schémas « diviser pour régner » sur les hyper-graphes suggérant ainsi que
ces deux types de décompositions ne sont que deux facettes d’'un méme objet
plus général. Pour confirmer cette intuition, nous introduisons deux outils
permettant de manipuler les décompositions en branches : les matriochkas
et les arbres de matriochkas. A 1'aide de ces outils, nous pouvons associer des
décompositions en branches a des décompositions arborescentes et récipro-
quement, et ainsi donner une preuve d’un théoréme min/max de Robertson
et Seymour reliant la largeur de branches et la largeur arborescente d’un
hyper-graphe. Nous terminons ce chapitre en esquissant un lien entre ces
deux types de décompositions et les triangulations des hyper-graphes.

En étudiant certaines triangulations, Bouchitté et Todinca obtiennent
un algorithme général de calcul de la largeur arborescente. Les chapitres 5,
6 et 7 montrent comment leur démarche se généralise aux décompositions en
branches. Plus précisément, le chapitre 5 présente un algorithme de calcul
de triangulations dites serrées lequel est utilisé au chapitre 6 pour retrouver
le résultat originel de Bouchitté et Todinca d’une part et pour obtenir un
algorithme de calcul de largeurs de branches d’autre part. Pour montrer que
les conditions d’utilisations de l'algorithme de triangulation s’appliquent,
nous nous restreignons a une sous-classe de décompositions en branches.
Pour la définir nous utilisons la notion de profil. Une fois I'algorithme de
Bouchitté et Todinca généralisé, nous 'appliquons au chapitre 7 a certaines
classes de graphes. Nous montrons que le calcul de la largeur de branches est
polynomial pour les graphes d’intervalles circulaires, les graphes de nombre
astéroide borné (sous certaines conditions) et d’autres classes. De cette fa-
¢on, nous retrouvons certains résultats antérieurs que nous étendons.

Le chapitre 8 est dédié a I’étude des graphes et des hyper-graphes pla-
naires. Apres quelques considérations topologiques, nous introduisons le
graphe intermédiaire associé a un hyper-graphe plan dont certains cycles
permettent de représenter certaines frontieres et certains séparateurs mi-
nimaux. Cette caractérisation des séparateurs minimaux nous permet de
spécialiser I'algorithme introduit au chapitre 3 pour obtenir un algorithme
efficace d’énumération des séparateurs minimaux des graphes planaires. Ce
graphe permet aussi de représenter certaines décompositions en branches
de facon simple. De plus, comme le graphe intermédiaire d’un hyper-graphe
plan et celui de son dual sont les mémes, nous pouvons déduire d’'une dé-
composition en branches d’un hyper-graphe planaire une décomposition de
son dual. De cette fagon, nous montrons que la largeur arborescente d’un
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graphe et celle de son dual different d’au plus un.
Le chapitre 9 nous permet de revenir sur les résultats de cette these tout
en proposant des extensions possibles.






Chapitre 2 Préliminaires

Sommaire
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2.3.3 Cliques maximales des hyper-graphes triangulés . . 20

Cette these se place dans le cadre des hyper-graphes. Nous aurions pu
nous restreindre a celui des graphes. En effet, les hyper-graphes peuvent pa-
raitre plus difficiles & manipuler. Cependant non seulement leur introduction
ne complique pas les démonstrations — ce point seul pourrait justifier leur
introduction — mais elle les simplifie notablement.

Notre étude traite de « décompositions ». Nous allons donc naturellement
étre amenés a « décomposer ». Nous intéresser a des hyper-graphes permet
des preuves par induction du type (voir fig. 2.1) :

— « Soit une partition (Ep, E2) de 'ensemble E des hyper-arétes. Consi-
dérons 'hyper-graphe (G1 obtenu a partir de G en concervant les hyper-
arétes de F; et en contractant celles de Fo en une nouvelle hyper-aréte.
De méme considérons (G2 obtenu en conservant les hyper-arétes de Fs.
Par induction, la propriété est vraie pour Gp et Gs...

— ... donc la propriété est vraie. »

Ce type de démonstrations ne s’adapte aux graphes qu’a ’aide d’artifices

ad-hoc destinés a contourner 'utilisation d’hyper-arétes : les hyper-graphes
constituent le cadre bien adapté a notre étude.

Nous considérons des hyper-graphes finis, non orientés et connexes.

2.1 Terminologie

Avant toute chose, il est bon de poser clairement les définitions que nous
utilisons par la suite. Les notions que nous introduisons ici sont pour la
plupart tres classiques pour les graphes mais certaines présentent des subti-
lités quand nous les adaptons aux hyper-graphes. De plus, la notion méme
d’hyper-graphe que nous utilisons n’est pas la notion usuelle.
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Fic. 2.1 — Utilisation des hyper-graphes pour les démonstrations

Définitions 2.1 (Hyper-graphe, graphe, graphe d’incidence)

Un hyper-graphe est un couple que nous notons généralement G = (V, E).
Les ensembles V' et E sont finis. Les éléments de V' sont les sommets de
G et ceux de E sont les hyper-arétes de GG. Chaque élément de E est un
multi-ensemble de sommets de G ; c¢’est-a-dire un ensemble de sommets qui
peut contenir plusieurs fois le méme sommet.

La taille d’une plus grosse hyper-aréte de G est notée v(QG) si les sommets
sont comptés avec multiplicité et 3(G) sinon. Si G est un hyper-graphe, nous
notons V(G) et E(G) ses ensembles de sommets et d’hyper-arétes.

Un graphe est un hyper-graphe dont toutes les hyper-arétes sont de taille
deux. Nous notons xy 'aréte {z,y}.

Soit G = (V, E) un hyper-graphe. Le multigraphe dont les sommets sont
les éléments de V' U E et dont les arétes sont les couples (x,e) otl e est une
hyper-aréte de G et ot x est une extrémité de e est le graphe d’incidence de

G.

La définition d’hyper-graphe que nous donnons correspond plutét a des
« multi-hyper-graphes ». Mais le plus souvent, nous pouvons ne considérer
que des « vrais » hyper-graphes, c’est-a-dire des hyper-graphes dans lesquels
les hyper-arétes sont simplement des ensembles de sommets. En effet, si
nous retirons les occurrences multiples de sommets dans les « multi-hyper-
arétes » d’'un « multi-hyper-graphe », nous obtenons un « vrai » hyper-
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graphe. Le plus souvent, nous pouvons identifier un « multi-hyper-graphe »
a son hyper-graphe induit. Cependant, au chapitre 8, cette identification ne
fonctionne plus car la notion de dualité dans les (hyper-)graphes planaires
fait naturellement apparaitre des multi-(hyper-)arétes que nous ne pouvons
pas ignorer.

Définitions 2.2 (Adjacence, incidence, voisinage, degré)

Deux sommets distincts d’un hyper-graphe G sont adjacents s’ils appartien-
nent a une méme hyper-aréte. Une hyper-aréte est incidente a ses sommets ;
elle relie ses sommets. Le voisinage d’un sommet x© de V est I’ensemble
N¢g(x) (ou simplement N(z)) des sommets qui lui sont adjacents. Plus gé-
néralement, pour X inclus dans V(G), nous notons Ng(X) le voisinage de
X c’est-a-dire I'ensemble des sommets de V\X adjacents a au moins un
sommet de X. Le degré d’un sommet est le cardinal de son voisinage.

Définitions 2.3 (Sous-structures et sur-structures)
Soit G = (V, E) un hyper-graphe.

L’hyper-graphe G' égal a (V,E') avec E' inclus dans E est un hyper-
graphe partiel de G. Dans ce cas G est un sur-hyper-graphe de G'.

Si V' est inclus dans V, le sous-hyper-graphe de G induit par I’ensemble
de sommets V' est I'hyper-graphe G[V'] égal a (V', E') avec E’, ’ensemble
des hyper-arétes de E dont toutes extrémités sont dans V'. De facon ana-
logue, si E' est inclus dans E, le sous-hyper-graphe de G induit par E’
est I'hyper-graphe G[E'] égal a (V' E') avec V' I'ensemble des extrémités
des hyper-arétes de E’. Un hyper-graphe de cette forme est un sous-hyper-
graphe de G induit par I’ensemble V' ou I’ensemble E'. Un hyper-graphe G’
est un sous-hyper-graphe partiel de G si ¢’est un hyper-graphe partiel d’un
sous-hyper-graphe de G.

Les notions de sous-graphe, sous-graphe partiel et de sur-graphe sont les
notions analogues pour les graphes.

Définitions 2.4 (Chaine, cycle, corde, longueur)

Une chaine p d’un hyper-graphe G est une suite (x1,...,x;) de sommets de
G telle que deux sommets consécutifs de p soient toujours adjacents. Une
chaine est élémentaire si elle ne passe pas deux fois par le méme sommet.
Si les sommets x; et x1 sont égaux, u est un cycle. Un cycle (z1,...,x;)
est élémentaire si la chaine (z1,...,x;_1) est élémentaire. Une corde d’une
chaine ou d’un cycle p est une hyper-aréte qui relie deux sommets non
consécutifs sur pu. La longueur d’une chaine est le nombre de sommets que
contient cette chaine moins un.

Définitions 2.5 (Connexité, composantes connexes)

Soit G un hyper-graphe. La relation « il existe une chaine passant par les
sommets x et y » est une relation d’équivalence. Les classes d’équivalence
pour cette relation sont les composantes connexes de GG. Un hyper-graphe
est connexe s’il ne possede qu’une seule composante connexe.
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Définitions 2.6 (Arbre, arbre enraciné, nceud, pére, fils)
Un arbre est un graphe connexe sans cycle. Nous appellons nocuds les som-
mets d’un arbre. Un arbre enraciné est un arbre dont un sommet — la ra-
cine — est particularisé. Un tel arbre induit une relation d’ordre partiel sur
ses neeuds. Le plus petit antécédent et les plus grands successeurs d’un nceud
x, s’ils existent, sont respectivement le pere et les fils de x.

Nous notons généralement les arbres T' et les arbres enracinés *T'.

Définitions 2.7 (Clique, cliques maximales)

Une clique est un hyper-graphe dans lequel tous les sommets sont deux a
deux adjacents. Une clique d’un hyper-graphe est un sous-graphe qui est
une clique. Une clique maximale d’un hyper-graphe G est une clique de G
maximale pour I'inclusion.

2.2 Séparateurs minimaux et frontieres

Comme nous 'avons déja mentionné, 'objet de cette these est ’étude
de certaines décompositions des hyper-graphes. Pour décomposer les hyper-
graphes, nous allons utiliser les notions de séparateur minimal et de sépara-
tion que nous introduisons ici.

2.2.1 Séparateurs minimaux

Définitions 2.8 (Séparateur minimal)
Soit G un hyper-graphe. Pour a et b deux sommets de G, un ensemble S
est un a, b-séparateur de GG si a et b ne sont pas dans une méme composante
connexe de G\S. Un a, b-séparateur minimal de G est un a, b-séparateur de
G qui est minimal pour 'inclusion. Un ensemble S est un séparateur minimal
de G s'il existe deux sommets a et b de G tels que S soit un a, b-séparateur
minimal.

Nous notons Ag 'ensemble des séparateurs minimaux de G. Si ) est
inclus dans V(G), Ag(QY) désigne I'ensemble des séparateurs minimaux de
G inclus dans ).

Remarquons tout de suite que deux séparateurs minimaux peuvent étre
inclus 'un dans lautre. Dans la figure 2.2 I'ensemble {e, f, g} est un a,b-
séparateur minimal, {f, g} est un j, k-séparateur minimal et {g} est un h, i-
séparateur minimal.

Définition 2.9 (Composante pleine)

Soit S un ensemble de sommets d’un hyper-graphe G. Une composante
connexe C' de G\S est pleine par rapport a S si son voisinage N(C') est
égal a S. Nous notons C(S) I'ensemble des composantes connexes de G\ S.
La composante connexe de G\S contenant un sommet a n’appartenant pas
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Fia. 2.2 — Séparateurs minimaux

a S est notée C&(S). Nous notons Cf,(S) I'ensemble des composantes pleines
par rapport a S.

Dans la figure 2.2, les composantes connexes de G\S sont {a,d,i,j},
{b,c}, {h} et {k}. Les composantes pleines sont {a,d,1,j} et {b,c}.

Nous utilisons beaucoup la caractérisation suivante des séparateurs mi-
nimaux a l'aide de composantes pleines.

Propriété 2.10 Soient G un hyper-graphe, S un ensemble de sommets de G
et C et D deux composantes connezes de C(S). Les propositions suivantes
sont équivalentes :

(i) C et D sont pleines par rapport a S ;

(i) il existe a dans C' et b dans D tels que S soit un a,b-séparateur mini-
mal ;

(iii) pour tout a dans C et b dans D, S est un a,b-séparateur minimal.

U Montrons que 7 = ¢ii. Soient a dans C, b dans D et v dans S. Comme
C' est une composante connexe pleine de G\S par rapport a S, il existe une
chaine p,-, de a & v dans C'U{v}. De méme, il existe une chaine p,_; dans
D U {v}. En concaténant p,-, et p,_p, nous obtenons une chaine de a a b
dans C U D U {v}. Par conséquent S\{v} n’est pas un a,b-séparateur. Le
sommet v étant quelconque, S est bien un séparateur minimal.

L’implication it = it est évidente.

Montrons I'implication iz = i. Soit a dans C et b dans D tels que S
soit un a, b-séparateur minimal. Le voisinage de C' sépare tout sommet de
C' de tout sommet de D. Par conséquent, N(C) est un a, b-séparateur. Le
a, b-séparateur S étant minimal, les ensembles S et N(C) sont égaux. La
composante C' est donc pleine par rapport a S. De méme, D est pleine par
rapport a S. u

Nous en déduisons directement :
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Corollaire 2.11 Soit G un hyper-graphe. Un ensemble de sommets S est
un séparateur minimal de G si et seulement si il admet au moins deux
composantes pleines.

Dans le découpage récursif des hyper-graphes, les séparateurs que nous
utilisons possedent certaines propriété de parallélisme que nous définissons
ici.

Définitions 2.12 (Parallélisme de séparateurs minimaux)

Soient S et T' deux ensembles de sommets d’un hyper-graphe G. Nous dirons
que S est parallele a T' si S est inclus dans un ensemble de la forme T'UC ot
C' est une composante connexe de G\T. Dans le cas contraire, c’est-a-dire si
S rencontre au moins deux composantes connexes de G\T, nous dirons que
S croise T

Lemme 2.13 Les relations de croisement et de parallélisme de séparateurs
minimaux sont symétriques.

L' Notons d’abord que si la relation de croisement est symétrique, alors
celle de parallélisme ’est aussi.

Soient S et T deux séparateurs minimaux d’un hyper-graphe G et sup-
posons que S croise T. Montrons alors que 1" croise S. Soient a et b deux
sommets de S qui se trouvent dans deux composantes connexes de G\T.
D’apres la propriété 2.10, il existe C' et D deux composantes pleines dans
C%(S). Par définition, a et b sont dans le voisinage de C'. Il existe donc une
chaine ¢, de a & b dans C U {a, b}.

Comme T est un a, b-séparateur, il intersecte la chaine ,uacﬁb et donc la
composante connexe C. Les composantes connexes C et D jouant un role
symétrique, 1" intersecte aussi D et donc T croise S. m

La propriété suivante fournit une caractérisation du parallélisme pour
les séparateurs minimaux.

Propriété 2.14 Soient S et T deuz séparateurs minimauz d’un hyper-gra-
phe G. Deuzx séparateurs minimauz S et T sont paralléles si et seulemenent
st il existe une composante connexe Cp de G\T telle que S soit inclus dans

Cru N(CT)

U Soient S et T deux séparateurs minimaux d’un hyper-graphe G. Si S est
inclus dans Cr U N(Cr) ou C est une composante connexe de G\T', alors S
croise au plus une composante connexe de G\T : S est parallele a T'.
Réciproquement, supposons que S soit parallele a T'. Soient Cg et Dg
deux composantes pleines dans Cf(S). Comme, d’apres le lemme 2.13, la
relation de parallélisme est symétrique, T est parallele a S et ne peut pas
rencontrer a la fois C's et Dg, nous pouvons donc supposer que Cg et 1" sont
disjoints. Puisque I'’ensemble C's induit un sous-hyper-graphe connexe de G
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et que Cg et T sont disjoints, C'g est inclus dans une composante connexe
Cr de G\T. Comme S est le voisinage de C, S est inclus dans Cp U N (Crp).

2.2.2 Frontieres

Les séparateurs minimaux constituent un outil puissant pour I’étude des
décompositions arborescentes. Cependant, ils ne sont pas suffisants pour
celle des décompositions en branches. C’est pourquoi nous préférons souvent
a cette notion celle, plus générale, de frontiere.

Définitions 2.15 (Frontiére, séparation)

Soit G un hyper-graphe. La frontiere d’un ensemble d’hyper-arétes X est
I'ensemble O¢(X) (ou plus simplement 0(X)) des sommets incidents a une
hyper-aréte de X et a une de E(G)\X.

Une séparation d’un hyper-graphe G est une partition de E(G) en deux
éléments {Ey, Eq}. La frontiere d’une séparation est la frontiere d’un de ses
éléments. Une frontiere est un ensemble de sommets qui est la frontiere d’une
séparation.

Propriété 2.16 Soit S un séparateur minimal d’un hyper-graphe G. Il exis-
te une séparation de G dont la frontiere est S.

U Soit € une composante pleine de Cf(S). Notons A I’ensemble des hyper-
arétes de GG incidentes a au moins un sommet de C. La composante C' étant
pleine, chaque sommet de S est incident & au moins une hyper-aréte de
A. De plus, comme S est un séparateur minimal, il admet au moins une
seconde composante pleine D. L’ensemble E\A contient toutes les hyper-
arétes incidentes a D donc tout sommet de .S est incident a une hyper-aréte
de E\A; la frontiere de A est S. m

La notion de frontieres étend donc bien celle de séparateurs minimaux
mais pour les utiliser, nous devons encore les munir d’une notion de parallé-
lisme qui étende celle définie pour les séparateurs minimaux. Pour cela, nous
pourrions utiliser la définition 2.12 ou la propriété 2.14. Ces notions sont bien
distinctes comme l’illustre la figure 2.3. Cependant ’extension basée sur la
définition initiale est trop faible pour I'utilisation que nous souhaitons en
faire. A 'inverse, la propriété 2.14 conduit & une notion trop forte comme
le justifie la propriété 6.24.

Nous introduisons donc une notion de parallélisme intermédiaire qui
étend la notion de parallélisme pour les séparateurs minimaux tout en pa-
liant aux inconvénients mentionnés ci-dessus.
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La frontiere T est parallele a la frontiere S au sens de la définition 2.12 et
de la propriété 2.14.
La frontiere U est parallele a la frontiere S au sens de la définition 2.12
mais pas au sens de la propriété 2.14.

Fi1a. 2.3 — Deux notions possibles de parallélisme de frontieres
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Définitions 2.17 (Parallélisme de frontiéres)

Soient S et T deux ensembles de sommets d’un hyper-graphe G. Nous dirons
que S est parallele a T si S est inclus dans T ou si S est inclus dans CUN (C)
ou C est une composante connexe de G\T .

Remarque 2.18 La notion de parallélisme que nous venons de définir n’est
pas symétrique pour les frontieres.

Les frontieres étant issues d’ensembles d’hyper-arétes, nous définissons
aussi une relation de chevauchement pour les ensembles d’hyper-arétes.

Définition 2.19 (Chevauchement)

Deux sous-ensembles A et B de X se chevauchent (dans X ) si les ensembles
ANB, A\B, B\A et X\ (AU B) sont tous non vides. S’ils ne se chevauchent
pas, ils vérifient I'une des quatre conditions suivantes : A C B, B C A,
ANB =0 ou AUB = X. Quand il n’y a pas d’ambiguité, nous disons
seulement les ensembles « A et B se chevauchent » ou « A et B ne se
chevauchent pas ».

Lemme 2.20 Si les ensembles A et B me se chevauchent pas dans X, les
ensembles A et X\ B ne se chevauchent pas non plus.

U Soient A, B inclus dans X ne se chevauchant pas.

— si AC B, alors AN (X\B) = 0;

—si BC A, alors AU (X\B) =X;

siANB =, alors A C (X\B);

~si AUB = X, alors (X\B) C A.

Dans tous les cas, les ensembles A et X\ B ne se chevauchent pas. g

Puisque la relation de chevauchement est stable par passage au complé-
mentaire, nous pouvons l’étendre aux séparations en posant que €= (F1, E2)
chevauche F=(F1, F») si l'un des éléments de € chevauche 1'un des éléments
de la séparation F.

2.3 Graphes et hyper-graphes triangulés

Les décompositions d’hyper-graphes que nous considérons peuvent étre
vues comme des plongements de I’hyper-graphe en entrée dans un hyper-
graphe triangulé. Nous présentons ici les propriétés de base des graphes et
hyper-graphes triangulés.

Définitions 2.21 (Hyper-graphe triangulé, triangulation)

Un hyper-graphe est triangulé si tout cycle ayant au moins quatre sommets
admet une corde. Une triangulation H d’un hyper-graphe G est un hyper-
graphe triangulé ayant le méme ensemble de sommets et tel que toute hyper-
aréte de G soit incluse dans une hyper-aréte de H.
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2.3.1 Séparateurs minimaux des hyper-graphes triangulés

Les séparateurs minimaux des hyper-graphes triangulés ont une forme
tres particuliere; celle-ci fournit une premiere caractérisation des hyper-
graphes triangulés due a Dirac.

Théoréme 2.22 ([Dir61])
Un hyper-graphe est triangulé si et seulement si tous ses séparateurs mini-
maux induisent des cliques.

U Soient G un hyper-graphe triangulé et S un séparateur minimal de G.
Montrons que S induit une clique de G. Pour cela, soient x et y deux sommets
quelconques de S. La propriété 2.11 assure qu’il existe deux composantes
connexes pleines C' et D de G\S par rapport & S. Les sommets = et y
possedent donc des voisins v, et v, dans C. De plus, comme les sommets v,
et v, appartiennent a une méme composante connexe, il existe une chaine
(x,c1,...,¢p,y) de & y dont tous les sommets ¢; appartiennent a C. Si
nous choisissons une telle chaine de longueur minimale, la seule corde qu’elle
puisse admettre relie x et y.

Choisissons de maniere analogue une chaine (y,ds,...,dy, ) dont tous
les sommets d; soient dans D. Le cycle pp = (x,¢1,...,¢p,y,d1,...,dg, x) est
de longueur au moins quatre. L’hyper-graphe G étant triangulé, p possede
une corde. Les sommets ¢; et d; n’appartenant pas a la méme composante
connexe de G\S, les sommets ¢; ne sont pas adjacents aux sommets d;. La
seule corde que puisse admettre le cycle p relie les sommets x et y. Les
sommets x et y étant quelconques, S induit une clique de G.

Réciproquement, si G n’est pas triangulé, il possede un cycle p égal a
(x1,...,2p,z1) de longueur au moins quatre sans corde. Nous allons cons-
truire un z1, rs-séparateur minimal qui n’induit pas de clique de G. L’en-
semble N (1) est un x1,x3-séparateur. Nous pouvons donc en extraire un
x1, r3-séparateur minimal S. Ce séparateur minimal contient xs. De plus,
comme aucun des sommets de x4 a x,—1 n’est voisin de x1, S contient aussi
xp. Les sommets x2 et x, ne sont pas voisins donc S n’induit pas de clique.

La forme particuliere des séparateurs minimaux des hyper-graphes tri-
angulés impose une structure forte sur leur ensemble.

Propriété 2.23 Les séparateurs minimaux d’un hyper-graphe triangulé sont
deuz o deux paralléles.

U Soient G un hyper-graphe triangulé et S et T' deux séparateurs minimaux
de G. Comme un séparateur minimal ne peut séparer deux sommets d’une
clique et que, d’apres le théoreme 2.22, S et T induisent des cliques de G,
T ne rencontre qu'une composante connexe de G\S ce qui prouve que les
séparateurs minimaux S et 1" sont deux a deux paralleles. u
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2.3.2 Théorémes de caractérisation

Les deux caractérisations suivantes des graphes triangulés apparaissant
dans les travaux de Gavril [Gav74] ; elles soulignent la structure arborescente
des graphes et des hyper-graphes triangulés (voir fig. 2.4).

Définition 2.24 (Arbre des cliques)

Un arbre des cliques d’un hyper-graphe G est un arbre T dont les nceuds
sont étiquetés par les cliques maximales de G et tel que si u et v sont deux
nceuds de T dont les cliques correspondantes €2, et €, ont une intersection
non vide, alors €, N §, est contenue dans toutes les cliques étiquetant les
neceuds sur la chaine de T entre u et v.

Nous pouvons reformuler cette définition d’arbre des cliques en disant
que ’ensemble des étiquettes de T' contenant un sommet x de G induit un
sous-arbre de T'.

Théoréme 2.25 ([Gav74])
Un hyper-graphe est triangulé si et seulement si il admet un arbre des cliques.

La seconde caractérisation fait intervenir la notion de graphe d’intersec-
tions.

Définition 2.26 (Graphe d’intersections)

Soient I1 un ensemble donné et F une famille finie de sous-ensembles de 11.
Le graphe d’intersection associé a F est le graphe G5 obtenu en associant un
sommet a chaque élément de F et en placant une aréte entre chaque paire
de sommets correspondant a deux éléments de F dont I'intersection est non
vide. La famille F est un modele d’intersections du graphe Gy

Tout graphe G est un graphe d’intersections ; il suffit de choisir ’ensemble
IT égal & E(G) et d’associer a chaque sommet de G 'ensemble des arétes
auxquelles il est incident. Cependant, certaines classes de graphes sont issues
de modeles « plus naturels » comme des modeles d’intersections de figures
géométriques et possedent souvent des propriétés intéressantes issues de ces
modeles. C’est le cas des graphes triangulés dont la seconde caractérisation
énonce qu’ils sont les graphes d’intersections d’une famille de sous-arbres
d’un arbre.

Théoréme 2.27 ([Gav74])
Un graphe est triangulé si et seulement si c’est le graphe d’intersections
d’une famille de sous-arbres d’un arbre.

La caractérisation 2.22 de Dirac des hyper-graphes triangulés est une
caractérisation locale : un séparateur minimal doit induire une clique. En
revanche, la caractérisation des hyper-graphes triangulés a I’aide d’un arbre
des cliques 2.25 est une caractérisation globale. Ho et Lee [HL89] puis, de
maniére indépendante, Lundquist [Lun90] relient ces deux caractérisations
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a d b

Un graphe triangulé G

{e.e. f}

{d,e, f, g}

Un arbre des cliques de G Le graphe G comme graphe d’intersections
des sous-arbres d’un arbre

F1G. 2.4 — Un graphe triangulé et deux de ses représentations
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en montrant comment obtenir les séparateurs minimaux d’un hyper-graphe
triangulé H a ’aide d’un arbre des cliques de H.

Théoréme 2.28 ([HL89, Lun90])

Soit H un hyper-graphe triangulé et T un arbre des cliques quelconque de
H. Un ensemble S est un séparateur minimal de H si et seulement si S est
égal a Q01 N Q9 ot Q1 et Qo sont deux cliques maximales adjacentes dans T.

Pour démontrer ce théoréeme, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 2.29 Soient H un hyper-graphe triangulé, T un arbre des
cliques de H, Q18 une aréte de T, T, et T, les sous-arbres de
T\{QQ2} contenant respectivement les neuds Qy et Qo et Vo, et
Va, les ensembles des sommets de H appartenant respectivement auz
étiquettes de Tq, et de Tq,.

L’ensemble S égal a 1 N Qo sépare tous les sommets de Vo, \S et
Va,\S.

U Soient a et b respectivement dans Vo, \S et Va,\S et jqp une
chaine (x1,...,2p) de a & b dans H. La réunion des sous-arbres de
J correspondant aux sommets x; induit un sous-arbre T), , de 7.
Comme a appartient a Vi, \S, le sous-arbre T, est inclus dans Tj,.
De méme, T} est inclus dans Tq,. Par conséquent, 7}, , contient
l'aréte 12 ce qui implique qu'un des sous-arbres T, passe par
Iaréte €21€. La chaine p,.p, rencontre donc S ce qui prouve bien
que S sépare a de b. m

Nous pouvons revenir a la démonstration du théoreme 2.28.

U Montrons tout d’abord que si 21 et 29 sont deux cliques adjacentes dans
T, leur intersection S est un séparateur minimal. Soient a dans 1\ et b
dans Q9\Q;. D’apres le lemme 2.29, S est un a, b-séparateur. Comme S est
inclus a la fois dans le voisinage de a et dans celui de b, les composantes
C&(S) et C’g(S) sont pleines ce qui prouve que S est un a,b-séparateur
minimal.

Réciproquement, soient S un a, b-séparateur minimal et T}, et T} les sous-
arbres de T induits respectivement par les étiquettes contenant a et b. Les
sommets a et b n’étant pas adjacents, les arbres T, et T} sont disjoints. Soient
Qg un neeud de Ty et € un neeud de Ty tels que la chaine (€,...,Q,) de
Qq a € soit la plus courte possible. Notons S; le séparateur ; N Q;41 et
montrons que S appartient a ’ensemble 8 des séparateurs S;.

Il existe un séparateur S; de 8§ qui est inclus dans S. Supposons que ce ne
soit pas le cas, pour chaque ¢ dans [1, p—1], il existe un sommet x; dans S;\S.
Comme z; et x;41 appartiennent a 2,11, ils sont incidents. Nous pouvons
donc construire une chaine p,-; égale a (a,z1,...,2p—1,b). Cette chaine
relie a et b et évite S, ce qui contredit le fait que S soit un a, b-séparateur. 11
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existe un séparateur S; inclus dans S. Mais d’apres le lemme 2.29, .S; sépare
a et b. Comme S est un a, b-séparateur minimal et qu’il contient S;, il est
égal a S; ce qui acheve la démonstration. m

2.3.3 Cliques maximales des hyper-graphes triangulés

Le théoreme de Lundquist, Ho et Lee permet de caractériser les sépara-
teurs minimaux d’un hyper-graphe triangulé H a partir des cliques maxi-
males de H. Il est aussi possible de donner une caractérisation des cliques
maximales de H & 'aide des séparateurs minimaux de H. Ce sont ces liens
que nous étudions dans cette partie.

Propriété 2.30 Soit Q une cligue maximale d’un hyper-graphe triangulé
H. Aucune composante connexe de H\S) n’est pleine par rapport a .

L' Nous allons démontrer cette propriété en raisonnant par 'absurde. Sup-
posons qu’il existe une clique maximale 2 d’'un hyper-graphe triangulé H
qui admette une composante pleine C' de H\{2.

Notons Nq(x) le voisinage de = dans €2, c’est-a-dire I’ensemble N (z) N
et montrons qu’il existe ¢ une chaine (x1,...,2,) de C telle que les voisi-
nages dans ) des sommets de l'intérieur de la chaine ne contiennent stricte-
ment ni No(z1) ni No(zp) et telle que No(z1)\Na(zp) et No(zp)\Na(x1)
ne soient pas vides. A 'aide d’une telle chaine de longeur minimale, nous
allons construire un cycle sans corde de longueur au moins quatre.

Soit x dans C dont le voisinage dans €2 est maximal. Comme 2 est une
clique maximale, QU {z} n’admet pas de clique. Il existe donc un sommet u
dans Q\Nq(x). Soient y un voisin de u dans C' dont le voisinage dans 2 est
maximal et fi;-, une chaine entre = et y dans C. La maximalité de Ng(z)
et Nq(y) assure qu’aucun voisinage Nq(z;) ne les contient strictement. De
plus, par construction, No(z)\Nq(y) et No(y)\Naq(x) sont non vides.

Considérons une telle chaine y la plus courte possible et un sommet x;
de l'intérieur de p. Si No(z;) est égal a Nqo(x1), alors en considérant la sous-
chaine (x;,...,xp), nous obtenons une chaine strictement plus courte que
W vérifiant les hypotheses requises. Les voisinages dans ) des sommets de
I'intérieur de p ne contiennent pas Nq(x1). De méme, ils ne contiennent pas
Na(zp). De plus, ils sont inclus dans N (x1)NNq(xp). En effet, si ce n’est pas
le cas, quitte & « retourner » u, nous pouvons supposer que Nq(z;) n’est pas
inclus dans Nq(z1). Il existe donc un premier sommet z;, le long de p dont
le voisinage dans €2 n’est pas inclus dans Nq(z1). La chaine (z1,...,x;,) est
strictement plus courte que u et vérifie les conditions requises contredisant
ainsi le fait que p soit la plus courte possible.

Soient u dans Nq(z1)\Na(zp) et v dans No(xp)\No(z1). A Taide de
u, v et p, nous pouvons définir le cycle X égal a (z1,...,2p,v,u,x1). Par
construction, il n’y a pas de corde entre deux sommets x; et x; de u. De
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plus, comme u n’appartient pas & Nqo(z,) et que No(xp) contient chaque
Nq(x;) pour ¢ > 2, u n’est adjacent a aucun sommet z; pour i > 2. De
méme, v n’est adjacent a aucun sommet x; pour ¢ < p. Le cycle A n’a donc
pas de corde. Or sa longueur est au moins quatre ce qui est absurde car H
est triangulé. -

Lemme 2.31 Soit H un hyper-graphe triangulé et S un séparateur minimal
de H. Pour toute clique maximale 2 de H, il existe une composante C de
Cy(S) telle que C' U S contienne .

U Comme un séparateur minimal ne peut pas séparer deux sommets adja-
cents, ) n’intersecte qu'une composante connexe C' dans C(S). La clique
est donc incluse dans C U S. m

Remarque 2.32 Le lemme 2.31 montre que si ) est une clique maximale
d’un hyper-graphe triangulé H et si, pour chaque séparateur minimal S,
nous choisissons une composante connexe Cg telle que £ soit inclus dans
CgU S, alros la clique §2 est incluse dans 'intersection des ensembles C'gU S.

Ceci nous conduit a introduire les notions de famille de séparateurs voi-
sins et de partie entre séparateurs voisins définies par Bouchitté et Todinca.

Définitions 2.33 (Famille de séparateurs voisins, bloc)
Soient G = (V, E) un hyper-graphe et Q inclus dans V.

Un séparateur minimal S inclus dans €2 borde € s’il existe une com-
posante connexe C' dans C%(S) telle que C'U S contienne §2. Nous notons
I'¢(R2) le sous-ensemble de A;(2) des séparateurs minimaux qui bordent ).

Une famille § de séparateurs minimaux de G est une famille de sépara-
teurs voisins® si pour chaque séparateur S dans 8, il existe une composante
connexe Cg dans CE(S) telle que Cs U S contienne tous les séparateurs mi-
nimaux de §. Si aucun séparateur minimal de § ne contient les autres, la
partie entre la famille 8 de séparateurs voisins est I’ensemble P (8) égal a
N ses CsUS.

Un bloc de G est soit une partie entre séparateurs voisins, soit un en-
semble de la forme C'U S avec C un élément de C(S).

Lemme 2.34 Soient H un hyper-graphe triangulé et £ une clique mazimale
de H. Les ensembles ' () et Ap(2) sont égau.

L' Comme nous Pavons déja dit, Ty (€2) est un sous-ensemble de Ag(€).
Inversement, si S est un séparateur minimal de Ay (€2), le lemme 2.31 montre
qu’il existe une composante connexe C' de Cp(S) telle que C' U S contienne

3Bien qu’elle soit mal choisie, nous gardons cette dénomination pour des raisons histo-
riques.
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Q. De plus, comme 2 est une clique, et que S est strictement inclus dans §2,
il existe un sommet de 2\ S dont le voisinage contient S. Par conséquent, la
composante C est pleine ce qui prouve que S borde ). m

La propriété suivante précise la remarque 2.32.

Théoréme 2.35 ([Tod99])

Soient H un hyper-graphe triangulé et () une clique maximale de H. Si tous
les éléments de I' i (§2) sont inclus dans un séparateur minimal S de I' (2),
alors ) est un bloc CU S ot C' est une composante connexe de C;(S). Dans
le cas contraire, Py (FH(Q)) existe et est égal a (2.

L' D’aprés le lemme 2.34, les ensembles A (Q) et T () sont égaux.

Plagons-nous dans le premier cas, c’est-a-dire celui ot un séparateur
minimal S de I'y () contient tous les autres. D’apres le lemme 2.31, il
existe une composante connexe C' de C'i(.5) telle que C'U S contienne 2. De
plus, comme S est inclus dans €2, la composante C' est pleine par rapport a
S.

Supposons que €2 ne soit pas égal a CUS et qu’il existe un sommet = dans
C\Q. Considérons dans un arbre des cliques de H une chaine Q,y,...,Q,
de cliques adjacentes de sorte que x appartienne a €2,. Alors I’ensemble T’
égal a 2N Q; est un séparateur minimal inclus dans (2. Le séparateur T est
donc un élément de I'g7(€2) et par hypothese, T' est inclus dans S. Puisque
x n’appartient pas a €, le lemme 2.29 permet d’affirmer que T sépare x de
O\T. Comme T est inclus dans S, S sépare z de Q\S qui n’est pas vide
(prop 2.30) contredisant le fait que €2 et x soient tous les deux inclus dans
C' U S. L’ensemble ) est donc bien égal a C' U S.

Plagons-nous dans le second cas et supposons qu’aucun élément de I'7(£2)
ne contient tous les autres. Pour chaque séparateur minimal S de 'y (Q2),
il existe d’apres le lemme 2.31 une composante connexe Cg de C(5) telle
que Cs U S contienne 2. L'ensemble Q est donc inclus dans P(I'g(€2)).

Supposons que cette inclusion soit stricte et qu’il existe un sommet x
dans P (T (2))\Q. Comme dans le premier cas, considérons une chaine
Q,1,...,9Q, de cliques maximales adjacentes d'un arbre des cliques de H
telle que x appartienne a €,. Le séparateur 1" égal a 2N est un élément de
Ty (2). D’apres la propriété 2.30, Q\T est non vide. Le lemme 2.29 montre
que T sépare = de Q\T, ce qui contredit le fait que €2 et x soient inclus dans
P(Tr(£)). L'ensemble Q est donc bien égal & P (I (€2)). m
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L’étude des triangulations des hyper-graphes et des décompositions ar-
borescentes est étroitement liée a celle des séparateurs minimaux. Ceux-ci
apparaissent en effet dans nombre de résultats sur les hyper-graphes trian-
gulés, les triangulations ou le calcul effectif de la largeur arborescente. Nous
pouvons citer, par exemple, le théoreme 2.22 de Dirac, le théoreme 5.3 de
Parra et Scheffler ou les résultats de Bouchitté et Todinca [BT01a, BT01b].
Enumérer efficacement les séparateurs minimaux nous conduit & approfon-
dir notre connaissance de ces objets. En outre, ceci constitue la premiere
étape de 'algorithme de calcul de largeur arborescente de Bouchitté et To-
dinca [BT0la, BT01b]. Cet algorithme est polynomial pour une classe de
graphes ayant un nombre polynomial de séparateurs minimaux. Nous mon-
trons aux chapitres 6 et 7 que les séparateurs minimaux jouent aussi un role
important dans I’étude des décompositions en branches.

Escalante [Esc72] montre que I'ensemble des séparateurs minimaux peut
étre muni d’une structure de treillis*. En utilisant cette structure, Kloks
et Kratsch [KK98] obtiennent un algorithme d’énumération des séparateurs
minimaux dont la complexité en temps est en O(n®) par séparateur. Cet
algorithme ainsi que des versions ultérieures [SL97, KK98] énumeérent les
a, b-séparateurs minimaux pour tous les couples de sommets (a,b). La pro-
priété 2.10 montre qu’un séparateur minimal est un a, b-séparateur minimal
pour un nombre important de couples (a, b). Ces algorithmes calculent donc
un séparateur minimal un nombre important de fois. Berry et col. [BBC00]
présentent un algorithme qui énumere de facon globale les séparateurs mini-
maux. Ils obtiennent ainsi une complexité en temps O(nm) par séparateur,
ce qui constitue un gain important. Néanmoins, ils notent que leur algo-
rithme peut encore obtenir un méme séparateur minimal n fois.

4C’est-a-dire d’une structure d’ordre ot 'ensemble des éléments plus grands (resp. plus
petits) que deux éléments x et y admet un plus petit (resp. plus grand) élément.
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Nous commencons ce chapitre en présentant la structure de treillis des
a, b-séparateurs minimaux et en montrant comment obtenir certains sépara-
teurs minimaux & partir d’autres [KK98, KK98]. A I’aide de ces processus
de production, nous présentons l'algorithme de Berry et col. puis un nou-
vel algorithme qui calcule ’ensemble des a, b-séparateurs minimaux pour a
fixé. La stratégie employée par l’algorithme de Berry consiste a produire
des séparateurs minimaux le plus vite possible quitte a les obtenir plusieurs
fois; il confie la détection de ces réapparitions a une structure de données
généraliste. A I'inverse, notre algorithme s’attache & produire un séparateur
minimal une seule fois quitte & ce que cela prenne plus de temps. Pour cela,
il maintient des informations supplémentaires qui lui permettent de détecter
et donc d’éviter d’éventuelles réapparitions de séparateurs. De cette facon,
il peut étre adapté & certaines classes d’hyper-graphes. Nous en déduisons
au chapitre 8 un algorithme d’énumération des séparateurs minimaux des
hyper-graphes planaires en O(n) par séparateur.

3.1 Le treillis des a,b-séparateurs minimaux

Si nous fixons un ensemble H et deux éléments distincts x et y dans H,
I’ensemble des parties de H contenant z mais pas y est un treillis pour la
relation d’inclusion : I'inf de deux ensembles est leur intersection et leur sup
est leur union. Pour les a, b-séparateurs minimaux, la situation est compa-
rable.

Définition 3.1
Soient S et T' deux a, b-séparateurs minimaux d’un hyper-graphe G = (V, E).

Le séparateur S est plus proche de a que T' (noté S < T') si C&(S) est inclus
dans C&(T).

Propriété 3.2 ([KK98]) L’ensemble des a,b-séparateurs minimauz d’un
hyper-graphe G forme un treillis pour la relation d’ordre <q.

U Soient S et T deux a, b-séparateurs minimaux, Cy; la composante con-
nexe de C&(S) N C&(T) contenant a et U le voisinage dans G de cette
composante. Par construction, tout a, b-séparateur minimal plus proche de
a que S et T est plus proche de a que U. Nous allons maintenant prouver
que U est un a, b-séparateur minimal et donc que I'inf de S et T existe.
Par construction, la composante C&(U) est égale a Cy ; elle est pleine par
rapport & U. Montrons que C’g(U ) Pest aussi. Pour cela, fixons un sommet
x de U. Les séparateurs S et T jouant des roles symétriques, nous pouvons
supposer que x appartient a .S. La composante C’g(S ) étant pleine, il existe
une chaine P,_;, de & b contenue dans C%(S)U{b}. Les sommets de U sont
dans le voisinage de Cy. Par conséquent ce sont soit des sommets de C&(S5),
soit des sommets de S. La chaine P,_; ne rencontre donc pas ’ensemble
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Le séparateur U = N (C&(SUT)) est I'inf de S et T
De méme, V = N¢(C&(SUT)) est le sup de S et 7.

FiG. 3.1 — L'inf et le sup de deux séparateurs minimaux

U\{z} ce qui prouve que z est dans le voisinage de C%(U). Le sommet z
étant quelconque, la composante connexe C’g(U ) est pleine. L’ensemble U est
donc un a, b-séparateur minimal. L’ensemble des a, b-séparateurs minimaux
est un inf-demi-treillis pour la relation <.

Si S est plus proche de a que T, par définition, C&(S) est inclus dans
C4(T) et donc C%(T) est inclus dans C%(S), c’est-a-dire T est plus proche
de b que S. Ceci prouve que supg (5,7 est égal a inf, (S,T) ce qui acheve
la démonstration. -

3.2 Comment produire des séparateurs minimaux

La caractérisation des séparateurs minimaux a l’aide de composantes
pleines (prop. 2.10) permet de construire certains a, b-séparateurs minimal
a partir de a, b-séparateurs.

Lemme 3.3 Soit R un a,b-séparateur d’un hyper-graphe G tel que la com-
posante connexe C&(R) soit pleine par rapport a R. L’ensemble N(Cg(R))
est un a, b-séparateur minimal S.

U Comme a et b ne sont pas dans la méme composante connexe de G\R,
toute chaine de a a b doit sortir de C’g(R). Par conséquent, I’ensemble S
est un a, b-séparateur. De plus, celui-ci possede au moins une composante
pleine : celle contenant b.

Comme S est inclus dans R, la composante connexe C&(R) est incluse
dans C&(S). Par conséquent, tout sommet de S est voisin d’un sommet de
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C&(R) et donc de C&(S). La composante C&(S) est pleine par rapport a S
et donc S est un a, b-séparateur minimal. m

En utilisant ce lemme, nous pouvons construire facilement certains sé-
parateurs minimaux. Pour cela, il faut partir d’'un a, b-séparateur dont la
composante contenant a est pleine : c’est le cas du voisinage de a convient.
Nous obtenons ainsi la premiere classe de séparateurs minimaux de Kloks
et Kratsch.

Corollaire et définition 3.4 (Séparateurs proches d’un sommet)
Soient G un hyper-graphe et x un sommet de G. Les voisinages dans G des
composantes connexes de G\ (N(z) U {z}) sont des séparateurs minimaux.
Nous disons qu’un tel séparateur est proche de x.

Lemme 3.5 Soient a et b deur sommets non adjacents d’un hyper-graphe
G. Le voisinage de la composante connexe de G\N (a) contenant b est le plus
petit a,b-séparateur minimal pour la relation <.

U Soient S le a, b-séparateur minimal inclus dans le voisinage de a et T
un autre a, b-séparateur minimal. Aucun sommet de C%(T) n’est adjacent a
a sans quoi nous pourrions construire une chaine de a a b dans I’ensemble
C’g(T ) U {a}. Une telle chaine éviterait T contredisant le fait que T' soit
un a, b-séparateur. Nous déduisons que C%(T') est inclus dans C%(S) donc
C&(S) est inclus dans C&(T') ; S est plus proche de a que T'. Le séparateur T
étant quelconque, S est le plus petit élément du treillis des a, b-séparateurs
minimaux. u

Nous pouvons aussi utiliser le lemme 3.3 pour obtenir de nouveaux sé-
parateurs minimaux & partir d’un séparateur minimal .S donné. Pour cela,
nous allons « pousser » un sommet de S en dehors du séparateur et ainsi
obtenir le second type de séparateurs minimaux de Kloks et Kratsh.

Corollaire et définition 3.6 (Séparateur proche d’un autre)

Soient S un a, b-séparateur minimal d’un hyper-graphe G et x un sommet
de S non adjacent a a. Le voisinage Sg.,—, dans G de la composante connexe
C%(S UN (x)) est un séparateur minimal. Le séparateur S,.,_. est obtenu
en poussant x loin de a. Nous dirons qu’il est proche de S.

U par construction, Sy.z— est inclus dans S U N(z), C&(Sq:a—) est donc
inclus dans C%(S). Ceci implique que C%(S) est inclus dans C%(Sq.am).
Comme de plus, z ne fait pas partie de Sy.._. et qu’il est voisin d’un sommet
de C4(S), le sommet z appartient & C%(Sg:4—). Pour résumer :
~ tous les sommets de S sont adjacents & un sommet de C%(S) donc ils
sont adjacents & un sommet de C2(Sgm)
— tous les sommets de N (z) sont adjacents a = donc ils sont adjacents a
un sommet de Cg(Sa;x_,).
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Le séparateur S = N (C&(N(a))) est proche de a.
Le séparateur U = N¢ (C&(S U N(a))) est proche de T

Fia. 3.2 — Séparateurs proches d’'un sommet ou d’un autre séparateur

La composante connexe Cg(Sa;x_,) est pleine. Comme, par construction,
C&(Sa:z—) Vest aussi et quelles sont distinctes, Sg.o— est bien un sépara-
teur minimal. -

Lemme 3.7 Soient S un a,b-séparateur minimal d’un hyper-graphe G et
dans S\N (b). Le séparateur Sp.,.—, obtenu en poussant x loin de b est le plus
petit a, b-séparateur minimal plus grand que S et ne contenant pas x pour la
relation <.

U Soient Sp.e— le séparateur minimal obtenu en poussant x loin de b et
T un autre a, b-séparateur minimal plus grand que S et ne contenant pas
z. Aucun sommet de C%(T) n’est adjacent & S ni & N(z) sans quoi nous
pourrions construire une chaine de a & b dans C%(S) U {z} U C%(T). Une
telle chaine éviterait T' contredisant le fait que T soit un a, b-séparateur. De
ceci nous déduisons que C%(T) est inclus dans C%(Sp.,—) et donc que Sp.,,
est plus proche de a que T'. Le séparateur T' étant quelconque, Sp.._. est le
plus petit élément du treillis des a, b-séparateurs minimaux plus grand que
S et ne contenant pas x. m

Intuitivement, le séparateur S, ne devrait pas étre tres éloigné de S
dans le treillis des a, b-séparateurs minimaux ; le lemme 3.7 va d’ailleurs dans
ce sens. Malheureusement, comme l'illustre la figure 3.3, le séparateur Sp.,._,
peut étre arbitrairement éloigné de S dans ce treillis.
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Le séparateur Sp.,_, est obtenu en poussant x loin de b. Il est
donc proche de S. Pourtant, dans le treillis des a, b-séparateurs
minimaux, tous les séparateurs représentés en pointillés sont
entre S et Sp.,._.. Le séparateur Sy.,_. peut donc étre arbitraire-
ment loin de S.

Fi1G. 3.3 — Si proche et pourtant si loin.

3.3 L’algorithme d’énumération de Berry et col.

Si nous cherchons a énumérer les séparateurs minimaux d’un hyper-
graphe et que nous disposons d’un séparateur minimal S, nous pouvons
essayer de pousser un sommet = de S dans toutes les directions pour ob-
tenir d’autres séparateurs minimaux. Les séparateurs ainsi obtenus sont les
voisinages des composantes connexes de G\(S UN (w)) En systématisant ce
procédé a tous les sommets de S et a chaque nouveau séparateur obtenu,
nous obtenons ’algorithme 3.1 [BBC00] du & Berry, Bordat et Cogis.

Les corollaires 3.4 et 3.6 certifient que cet algorithme calcule bien des
séparateurs minimaux. La propriété 3.8 prouve la correction de cet algo-
rithme.

Propriété 3.8 L’algorithme enumeration calcule tous les séparateurs mi-
nimaux d’un hyper-graphe donné.

u Supposons par ’absurde que 'algorithme enumeration ne produit pas
un a, b-séparateur minimal S. Dans la phase d’initialisation, enumeration
calcule tous les séparateurs minimaux inclus dans les voisinages des sommets
de 'hyper-graphe. En particulier, il calcule le a, b-séparateur minimal inclus
dans le voisinage de a. L’algorithme calcule donc au moins un a, b-séparateur
minimal. De plus, d’apres le lemme 3.5, celui-ci est plus proche de a que S.

Parmi les a, b-séparateurs minimaux plus proches de a que S produits
par lalgorithme, considérons S, le a, b-séparateur minimal le plus loin de a
possible. Si S, et S sont distincts, il existe un sommet x de S.\S appartenant
a la composante connexe C&(.S). Si nous poussons le sommet x de b vers a,
nous obtenons un nouveau séparateur minimal plus grand que S.. Or d’apres
le lemme 3.7, celui-ci est plus petit que S ce qui contredit la maximalité de
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Algorithme 3.1 enumeration
entrée :
G = (V, E) un hyper-graphe
sortie :

S : I'ensemble des séparateurs minimaux de G

début
§—10
L—10 // liste des séparateurs non traités
pour chaque z € V et C € Cg(z U N(z)) faire
si N(C) ¢ § alors
L— LU{NO)}
55U {N(C)}

tant que L # () faire
soit S € L
L — L\{S}.
pour chaque z € S et C € Cq(S U N(z)) faire
si N(C) € § alors
L LU{N(C)}
§ —8U{N(C)}
rendre &
fin
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Sc. L’algorithme a donc bien calculé le séparateur minimal S. u

Propriété 3.9 L’algorithme enumeration peut étre implémenté de fagon a
avoir une complexité en temps O(nm) par séparateur.

U Pour atteindre la complexité annoncée, nous avons besoin, pour les en-
sembles L et 8, de structures de données permettant des insertions, des
suppressions et des tests d’appartenance a un ensemble S en temps O(|S]).
Pour plus de précisions sur ce type de structures de données (en particu-
lier les arbres AVL et les files), nous renvoyons le lecteur a [BBC92] ou a
[CLRO1].

Soit S un séparateur minimal testé dans la boucle de production. Pour
chaque sommet = de S, nous calculons le voisinage dans G des composantes
connexes de G\ (SUN(z)) ; chacun de ces calculs de voisinage peut se faire
en faisant un parcours de G. Cette étape cotite au total O(nm). Pour chaque
séparateur S’ ainsi trouvé, il faut tester si S” appartient déja a 8, ce qui cotite
|| puis, le cas échéant, I'insérer dans 8 et L ce qui coiite aussi |S].

Chaque séparateur S’ trouvé en poussant le sommet z est le voisinage
d’une composante connexe Cg de G\ (S UN (m)) Par conséquent, a chaque
sommet de S’ nous pouvons associer une hyper-aréte qui le relie & Cg. En
faisant cela pour chaque sommet, il apparait que la somme des tailles des
séparateurs minimaux obtenus en poussant x est au plus m; le cott induit
par la poussée sur z est O(m). L’algorithme effectue au plus n poussées par
séparateur ce qui cotite O(nm) par séparateur. m

Remarque 3.10 Dans le cas des graphes planaires, ’algorithme enumera-
tion fonctionne en O(n?) par séparateur. En effet, comme le degré moyen
d’un sommet d’un graphe planaire est strictement inférieur a six, le nombre
d’arétes d’un tel graphe est inférieur & trois fois le nombre de sommets®.

3.4 Un second algorithme

Nous allons présenter un second algorithme général qui calcule un sous-
ensemble des séparateurs minimaux d’un hyper-graphe. Avant de le présen-
ter, nous allons définir quelques classes de séparateurs minimaux.

Définitions 3.11
Soient G = (V, E) un hyper-graphe, a un sommet de V et B inclus dans
V. L’ensemble 8, g désigne I’ensemble des a,b-séparateurs minimaux avec

12
5Plus précisément, le degré moyen est au plus égal & 6 — — et le nombre maximal

d’arétes est 3n — 6. Pour une démonstration de ces résultats, nous renvoyons le lecteur a
[Die00].
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b dans B. L’ensemble 8,y est noté §,. Les éléments de 8, sont appelés des
a, ¥-séparateurs minimaux. Nous ordonnons 8, par la relation <,. Si S est
un a,*-séparateur minimal, nous notons Bg l’ensemble des sommets b de
V' tels que S soit un a,b-séparateur minimal. Soit x dans S et O inclus
dans S. L’ensemble 8, g(S,0) désigne le sous-ensemble de 8, p constitué
des séparateurs contenant O plus éloignés de a que S et 8¢ (S, O) le sous-
ensemble de 8, g(S,0) constitué des séparateurs minimaux ne contenant
pas x.

La notation Bg est légerement ambigué. Il serait plus juste de noter cet
ensemble B¢ mais il n’y aura jamais de doute sur le sommet a auquel la
notation fait implicitement référence.

D’apres la propriété 2.10, si S est un a, b-séparateur minimal, S est un
a, c-séparateur minimal pour n’importe quel sommet ¢ de C’g(S )3 C’g(S ) est
donc inclus dans Bg. Cependant, Bg n’est pas forcément réduit a une unique
composante connexe de G\S : c’est la réunion des composantes connexes
pleines de G\S ne contenant pas a.

L’algorithme que nous allons présenter énumere les séparateurs mini-
maux de ’ensemble 8,. Pour cela, il le décompose récursivement en en-
sembles de la forme 8, (S, O) en utilisant la propriété suivante.

Propriété 3.12 Soient S un a,*-séparateur minimal, x dans S, O in-
clus dans V' et (S;)ier les voisinages dans G des composantes connexes de
Bs\N(z). Les ensembles S; sont des a, x-séparateurs minimauzx et, en notant
U ['union disjointe :

Sa,85(S5,0) = 84,85 (8,0 U {x}) | |8% 5, (S,0)
i,BS (87 O) = |_| Sa,BSi (S’L7 O)

el
U La premiere égalité est claire. En effet, si S’ est un séparateur minimal de
84,85 (S, 0), soit z est dans S’ auquel cas S’ appartient & 84,54 (S, OU{z}),
soit & n’appartient pas & S’ auquel cas S’ appartient & SiBS(S, 0).

L’ensemble T=| |;c; 8a,84,(S5i, O) est un sous-ensemble de 87 5 (5, 0). Le
lemme 3.7 justifie I'inclusion réciproque. En effet, soit T" un a, b-séparateur
minimal de 827 BS(S, 0). D’apres le lemme 3.7, le voisinage de la composante
connexe de G\(S U N(z)) contenant b est le a,b-séparateur minimal ne
contenant pas = le plus proche de a parmi ceux qui sont plus loin de a que
S. Ce séparateur minimal est I'un des S;. Par conséquent, 1" appartient a
'un des ensembles 8, gy (5, O). Les ensembles 87 5 (5, 0) et T sont donc
égaux.

Prouvons que 1'union | |;c; Sa,Bsi(Sia 0) est disjointe. Pour cela, suppo-
sons qu’il existe un séparateur minimal S’ dans Sa,Bsi(Si, o)n SQ,BSJ_(S]-, 0).
Comme Bg' est inclus dans Bg, et dans Bg;, les ensembles Bg; et Bg; ont au
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moins un sommet b en commun. Soit C' la composante connexe de BsN N ()
contenant b. Cette composante connexe est pleine a la fois par rapport a 5;
et par rapport a S; donc S; = N(C') = S; ce qui est absurde. Les ensembles
Sa,Bsi(Sia 0) et Sa,BSj (S4,0) sont donc disjoints. -

Algorithme 3.2 calc_a*_aux : Enumération de 8, (S, 0)

entrée :
G = (V, E) un hyper-graphe
aceV
S un a, *-séparateur minimal

ocCcs
sortie :

Sa,Bs (57 O)

début
§—10
pour chaque z € S\O faire
si 85 5. (S,0) # 0 alors
pour chaque S; élément minimal de 87 5 (S,0) faire
S «— 8Ucalc_a*_aux (G, a, S;,0)
O —O0U{z}
rendre S U {S}
fin

Propriété 3.13 Les algorithmes calc_a*_aux et calc_ax sont corrects.

U ftudions tout d’abord I’algorithme calc_a*_aux.
La boucle pour chaque peut s’écrire sous une forme récursive :

Soit x € S\O
si 8 5, (S,0) # 0 alors

pour chaque S; élément minimal de 8; 5 (5, 0) faire
8§ « SUcalc_ax_aux (G,a, S;,0)

8 «— 8U calc_ax_aux (G,a,S,0U{z})
rendre §

Sous cette forme, la boucle devient une transcription exacte de la pro-
priété 3.12 qui assure que si les séparateurs minimaux S; sont les voisinages
dans G des composantes connexes de Bg\N(z), nous avons les égalités sui-
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vantes :
Sa,Bs (57 O) = 8a,Bs (Sv Oou {x}) |_| Sg,BS (87 O)
i,BS (57 0) = |_| Sa,BSl. (S’L7 O)
el

En ce qui concerne 'algorithme calc_a*, le lemme 3.5 justifie que les
séparateurs minimaux S; inclus dans N (a) sont les éléments minimaux pour
la relation <, et comme tout a,*-séparateur minimal S est plus éloigné de

a que 'un des S;, S appartient a 'un des ensembles Sa7Bsi (S, 0). m
Algorithme 3.3 calc_a* : Enumération de 'ensemble 8,
entrée :
G = (V, E) : un hyper-graphe
aeV
sortie :

Sy : ensemble des a, *-séparateurs minimaux de G

début
S0
pour chaque S séparateur minimal inclus dans N(a) faire
8§ « SUcalc_a*_aux(G,a,S,0)
rendre S
fin

Propriété 3.14 Les algorithmes calc_a*_aux et calc_a* peuvent étre im-
plémentés de fagon a avoir une complezité en temps O(nm) par séparateur.

U Considérons tout d’abord I’algorithme calc_a*_aux.

— Un élément minimal S; de 87 5 (S, 0) est le voisinage dans G d’une
composante connexe de Bg\N(x). De plus, S; doit contenir O. Par
conséquent, ces séparateurs peuvent étre obtenus grace a un parcours
de G. Chacune de ces exécutions cotte donc O(m);

— Pour tester si 'ensemble 837 B (S,0) est vide ou non, nous pouvons
naivement calculer ses éléments minimaux. Ce faisant, nous sommes
ramenés au probleme précédent qui se résoud donc en O(m);

— Si I’'ensemble & est implémenté grace a une liste, chaque insertion dans
8 se fait en temps constant.

Chaque passage dans la boucle cotite donc O(m). Il y a |S\O| passages

dans cette boucle donc au plus n passages. Le temps de calcul pour un
séparateur minimal S donné est donc O(nm).



34 Chapitre 3. Enumération des séparateurs minimaux

En ce qui concerne ’algorithme calc_a*, le lemme 3.5 justifie que les
séparateurs minimaux inclus dans N (a) sont les voisinages des composantes
connexes de G\N(a). Ils peuvent donc étre calculés grace a un parcours de
I’hyper-graphe. Comme 'algorithme calc_a*_aux peut étre implémenté de
fagon & avoir une complexité en temps O(nm) par séparateur, nous obtenons
une complexité totale en O(nm) par séparateur pour calc_ax. m

Nous revenons sur ce second algorithme au chapitre 8 et nous montrons
comment, dans le cas des hyper-graphes planaires 3-connexes, le spécialiser
pour de facon & ce qu'il fonctionne en O(n) par séparateur. Dans ce cas
particulier, notre algorithme est plus efficace que 'algorithme enumeration.
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Le principe d’un schéma « diviser pour régner » est de diviser un pro-
bleme de facon récursive en sous-probléemes, de résoudre chacun des sous-
problemes puis de fusionner les résultats partiels pour obtenir une solution
générale. Un exemple d’une telle technique est le « tri fusion » : pour trier
une liste [, la découper en deux listes [; et Iy de tailles équivalentes; trier
chacune des deux listes puis fusionner les deux sous-listes triées.

Pour qu’une telle technique soit efficace, il faut s’arranger pour que les
sous-problémes se résolvent bien de fagon inductive et pour que 'opération
de fusion se fasse bien. Ainsi, la facon dont le probléeme principal est découpé
est trés importante. Dans le cas du tri fusion, si la liste est découpée de fagon
totalement déséquilibrée en formant une liste de taille 1 et une seconde de
taille n— 1, nous obtenons le tri par insertion dont la complexité en moyenne

est O(n?) alors qu’elle est O(nIn(n)) pour le tri fusion®.

4.1 Décompositions arborescentes

Définition 4.1 (Décomposition arborescente)

Soit G = (V, E) un hyper-graphe. Une décomposition arborescente Ty de G
est un arbre T muni d’une fonction 0 d’étiquetage des nceuds de T de telle
sorte que :

(i) les étiquettes de T soient des ensembles de sommets de G ;
(ii) chaque sommet de G apparait dans au moins une étiquette ;

(iii) les extrémités de chaque hyper-aréte de G apparaissent simultanément
dans au moins une étiquette de T ;

SPour une présentation plus précise de ces algorithmes de tri, voir [BBC92] ou [CLRO1].
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(iv) si un sommet apparait dans les étiquettes de deux nceuds u et v de T,
alors il apparait dans les étiquettes de tous les nceuds de la chaine de
T deu awv.

La figure 4.2 est une décomposition arborescente du graphe G de la figure
4.1.

Cette définition ressemble beaucoup a celle d’arbre des cliques (déf. 2.24).
Effectivement, si Ty est une décomposition arborescente d’un hyper-graphe
G et que nous ajoutons a G des arétes de telle sorte que chacune des éti-
quettes de Ty induise une clique de G, le sur-hyper-graphe H ainsi défini est
une triangulation de G. Un certain nombre de problémes comme celui de la
clique maximale ou de la coloration se résolvent bien sur les hyper-graphes
triangulés. Il semble naturel qu'une « bonne » décomposition arborescente
et donc une « bonne » triangulation de G puisse aider a résouder un pro-
bleme sur G. Cependant, il n’est pas clair que cette intuition se confirme de
fagon générale. Nous allons montrer comment certaines approches « diviser
pour régner » sur des graphes menent a des décompositions arborescentes.

Afin d’utiliser ce type de techniques, il faut choisir comment « décou-
per » le graphe en morceaux plus petits tout en conservant une trace de
la structure de G' pour pouvoir combiner les solutions particulieres en une
solution globale.

Une approche possible est celle de I’algorithme 4.1 ; elle consiste a utiliser
un a, b-séparateur minimal S de G. Ce séparateur minimal induit plusieurs
composantes connexes (C;);er de G\S. Pour construire des « morceaux »,
nous allons successivement porter notre attention sur chacune des compo-
santes C; en supprimant les autres. Si la composante C; n’est pas pleine,
nous supprimons aussi les sommets de S qui ne sont pas voisins d’un som-
met de C;. Néanmoins, nous complétons S en une clique pour garder la trace
du fait que deux sommets quelconques de S sont reliés par une chaine dont
I'intérieur est dans une composante pleine de S. Nous définissons ainsi le
graphe G; correspondant au sous-graphe G[C’i UN (CZ)} dans lequel nous
avons complété N(C;) en une clique.

Pour obtenir une décomposition complete de G, nous utilisons récursi-
vement la méme méthode sur les graphes (G;)iecr. La figure 4.1 illustre un
tel découpage récursif.

Compléter les sommets de S en une clique de G, et de G} présente un
autre intérét. En effet, les sommets de S ne peuvent pas étre séparés lors des
découpages successifs de G, et de Gy. Ils apparaissent donc dans au moins
une des cliques irréductibles que nous obtenons a l'issue de ces découpages
successifs. Par conséquent, nous pouvons extraire une structure arborescente
représentant ’ordre des découpages :

— si G est une clique, nous définissons un arbre Ty ne contenant qu’un

seul nceud z et donc ’étiquette est V
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Pour décomposer le graphe G,
— on complete un séparateur S
en une clique; i a e
— on considere les composantes
connexes C; de G\S pour
construire les graphes G;;
— on décompose les graphes Gj;.

F1G. 4.1 — Une décomposition récursive d'un graphe G
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— sinon, nous obtenons récursivement plusieurs décompositions (7;)g,
correspondant aux graphes G;. La clique S ne pouvant étre subdivisée,
I’étiquette d'un noeud y; de T; contient N (C;). Nous obtenons alors un
arbre Ty en reliant les noeuds y; & un noeud x dont I'étiquette est S.

Algorithme 4.1 decomposition_arborescente

entrée :
G = (V, E) un graphe connexe.
sortie :

T : une décomposition arborescente de G

début

si G est une clique alors
T «+ D’arbre réduit a un noeud contenant V'
sinon
S <« un a, b-séparateur minimal de G
Compléter G[S] en une clique
T « l'arbre réduit a un nceud z contenant S
pour chaque composante connexe C; de G\S faire
T; <—decomposition_arborescente(G[Ci U N(Ci))
y; < un noeud de 7; dont I’étiquette contient N (Cj)
attacher T; a T en reliant x et y;
rendre (7))
fin

L’algorithme decomposition_arborescente formalise le processus que
nous venons de décrire. Il est aisé de se convaincre qu’il produit bien des
décompositions arborescentes.

Nous avons vu comment certaines décompositions arborescentes peuvent
correspondre a des schémas généraux « diviser pour régner » sur des graphes.
Pour évaluer lefficacité d’un tel schéma, il faut prendre en compte deux pa-
rametres. D’une part, la taille des séparateurs minimaux conditionne I'opé-
ration de fusion des solutions partielles ; nous devons donc chercher a utiliser
des séparateurs minimaux les plus petits possibles. D’autre part, la taille des
cliques irréductibles conditionne le calcul des solutions partielles initiales.
Celles-ci correspondant aux étiquettes de la décomposition, nous devons
donc aussi chercher & minimiser leur taille. Comme les séparateurs mini-
maux considérés sont tous inclus dans une étiquette de la décomposition, le
parametre naturel & minimiser est la taille d’une plus grosse étiquette.

Plus formellement, nous définissons la largeur arborescente :
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{e’f7i7j}

Cet arbre correspond a la décomposition de la figure 4.1. Les
neceuds elliptiques correspondent aux séparateurs minimaux
utilisés et les autres aux cliques irréductibles.

Fi1G. 4.2 — L’arbre de décomposition de la figure 4.1
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Définition 4.2 (Largeur arborescente)

Soit G un hyper-graphe. La largeur d’une décomposition arborescente Ty
de G est la taille d’'une plus grosse étiquette de Ty moins un. La largeur
arborescente de G notée tw(G)7 est la plus petite largeur d’une de ses dé-
compositions arborescentes.

Le « moins un » sert a ce que les arbres et les foréts aient une largeur
arborescente de un.

4.2 Décompositions en branches

Dans une optique « diviser pour régner », seules les opérations de découpe
et de fusion devraient étre cotliteuses. Obtenir une solution sur un cas de
base devrait se faire rapidement sinon ce cas de base devrait pouvoir se
redécouper. De ce point de vue, les décompositions arborescentes ne sont
pas optimales. En effet, la taille du plus grand séparateur minimal utilisé
pour diviser le graphe dans une telle décomposition peut étre arbitrairement
plus petite que la largeur de cette décomposition. De ce point de vue, les
décompositions en branches sont plus satisfaisantes.

Définitions 4.3 (Décomposition en branches, largeur de branches)
Soit G un hyper-graphe. Une décomposition en branches T de G est un
arbre T' muni d’une fontion 7 d’étiquetage des feuilles de T de telle sorte
que :

(i) les nceuds internes de T soient de degré trois;

(ii) la fonction T soit une bijection de I'ensemble des feuilles de T' vers les
hyper-arétes de G.

A chaque aréte e de T' correspond une séparation & = {Fy, Es} ou Fy et
FE5 sont les ensembles d’arétes étiquetant les feuilles des deux composantes
connexes de T\{e}. La frontiere de l'aréte e est celle de la séparation E.
La largeur de la décomposition notée bw(T) est la plus grosse taille d’une
frontiére de ses arétes et la largeur de branches de G notée bw(G)® est la
plus petite largeur d’une décomposition de G.

La figure 4.4 donne un graphe et une de ses décompositions en branches.

Pour « découper » le graphe G, les décompositions en branches utilisent
une partition { E1, E2} de 'ensemble de ses arétes. Nous obtenons alors deux
graphes G[F1] et G[E3]. Mais, comme ce mode de « découpage » permet de
diviser des cliques, nous ne pouvons plus compléter la frontiere entre ces
deux graphes en une clique pour respecter la structure du graphe initial.
Nous sommes donc amenés a considérer les deux hyper-graphes contractés
G /B, €t G o

"Le terme anglo-saxon est treewidth ce qui explique la notation tw(G).
8Le terme anglo-saxon est branchwidth ce qui explique la notation bw(G).
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Définition 4.4 (Hyper-graphe contracté)

Soient G = (V, E) un hyper-graphe et E' un ensemble d’hyper-arétes de G.
L’hyper-graphe G[E\E’'| auquel nous avons rajouté I’hyper-aréte O(E') est
noté G . C’est I'hyper-graphe G dans lequel les hyper-arétes de E' sont
contractées.

Autant les décompositions arborescentes peuvent étre présentées en se
restreignant aux graphes, autant le bon cadre pour les décompositions en
branches est celui des hyper-graphes.

L’algorithme decomposition_branches (algo. 4.2) construit un tel sché-
ma de décomposition. Il est aisé de se convaincre que ces schémas sont bien
des décompositions en branches et que toutes les décompositions en branches
d’un hyper-graphe peuvent étre obtenues ainsi. La figure 4.3 illustre une de
ses exécutions. Les arétes de la décomposition correspondent aux séparations
choisies pour décomposer G.

Algorithme 4.2 decomposition_branches

entrée :
G = (V, E) un hyper-graphe connexe
sortie :

T : une décomposition en branches

début

si I’hyper-graphe a 1 hyper-aréte alors
T « l’arbre réduit a un noeud contenant
I’hyper-aréte de G
si I’hyper-graphe a 2 hyper-arétes alors
T « D’arbre réduit a une aréte dont les
feuilles contiennent les hyper-arétes de G
si I’hyper-graphe a 3 hyper-arétes alors
T < T’étoile a 3 branches dont les feuilles
contiennent les hyper-arétes de G
sinon
Soit {Eq, Eq} une séparation de G avec |E1|>2 et |Eg|>2
S — J(Er)
Vi« {v € V' | v est incident & au moins une aréte de El}
Ty <—decomposition_branches(G1 =V, Eq1 U {S})
Vo — {v € V | v est incident & au moins une aréte de Eg}
T <—decomposition_branches(Gg = (Va, B U {S})

T «— Ty et Ty recollés sur la feuille contenant S
rendre (7))
fin
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|decomposition| |decomposition|

T
|
v

Fic. 4.3 — Une exécution de I’algorithme decomposition_branches
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Certaines décompositions en branches peuvent donc étre vues comme
I’application d’une technique « diviser pour régner » sur des hyper-graphes.
L’efficacité d’un tel schéma dépend de la taille d’'une plus grosse frontiere
utilisée lors de la décomposition. La largeur de branches permet bien de
juger de la qualité d’une décomposition en branches (voir fig. 4.4).

L’arbre T est une décomposition en branches du graphe G.
L’aréte de T représentée en gras correspond a la séparation
{E1, B} = ({1,2,7,8,9,11,13},{3,4,5,6,10,12}).

Sa frontiere est {e, f, g} et sa taille est donc de trois. Les
autres ensembles donnés correspondent aux frontieres des
arétes a coté desquelles ils sont représentés.

La largeur de T est trois.

F1G. 4.4 — Exemple de décomposition en branches

4.3 Matriochkas et arbres de matriochkas

L’algorithme 4.2 que nous venons de présenter est proche de ’algorithme
4.1 mais celui-ci permet de poursuivre les décompositions la ou le premier
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s’arréte et ainsi de décomposer plus d’hyper-graphes. De plus comme nous
I’avons déja noté, la taille d’'un plus grand séparateur minimal utilisé pour
définir une décomposition arborescente est toujours plus petite que la taille
d’une des cliques de base. Il semble donc naturel que ce soit aussi le cas si
nous décomposons plus avant ces cliques de base avec des séparations. Ceci
semble suggérer que bw(G) < tw(G) + 1 et donc que la largeur de branche
est une obstruction a la largeur arborescente. C’est d’ailleurs exactement
dans ce contexte que Robertson et Seymour [RS91] les ont introduites. Ils
obtiennent un résultat plus fort dont nous donnons la démonstration au
théoreme 4.25 : si G est un hyper-graphe, en rappelant que 5(G) est la taille
maximale d’une hyper-aréte de G, alors

max (bw(G), 3(G)) < tw(G) + 1 < max([3bw(G)/2], B(G)).

En utilisant un théoréme min/max sur la largeur de branches [RS91] et
un résultat profond de topologie plane [RS94] précisant ce premier théoréme,
Seymour et Thomas [ST94] donnent un algorithme polynomial pour calculer
la largeur de branches d’un hyper-graphe planaire. Cet algorithme donne
la meilleure approximation de la largeur arborescente des hyper-graphes
planaires a ce jour.

Dans le chapitre 6, nous sommes amenés a opérer certaines optimisa-
tions locales sur des décompositions en branches. Pour pouvoir les effectuer
facilement, nous commencons par étudier en profondeur la structure des
décompositions que produit ’algorithme 4.2. Dans un premier temps, nous
nous intéressons aux séparations qu’il utilise ce qui nous conduit a définir des
matriochkas. Dans un second temps, dans le but de mieux cerner la structure
arborescente de ces objets, nous introduisons la notion d’arbre de matriochka
qui généralise celle de décomposition en branches puis nous étudions com-
ment certaines opérations simples sur les matriochkas s’interpretent sur les
arbres de matriochkas. Ce dernier point nous permet d’obtenir une version
itérative de ’algorithme decomposition_branches : nous montrons dans la
propriété 4.11 qui existe une correspondance bijective entre matriochkas et
arbres de matriochkas.

4.3.1 Matriochkas

A priori, les séparations que produit decomposition_branches sont de
plusieurs types : en effet, il fait intervenir une séparation de G puis des
séparations des graphes obtenus a partir de G en contractant des ensembles
d’hyper-arétes en des hyper-arétes. Mais si nous observons un arbre obtenu
par l'algorithme (fig. 4.4), rien ne différencie les arétes de I’arbre. Le lemme
suivant justifie que les séparations utilisées puissent étre vues comme des
séparations de G et précise une propriété de 'ensemble de ces séparations.
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Lemme 4.5 Soient G = (V, E) un hyper-graphe, {E1, E2} une séparation
de G. Une séparation de G g, induit une séparation de G. De plus, celle-ci
ne se chevauche pas {E1, Ea}.

L' Notons S la fronticre de la séparation initiale { E1, Ea}. Soit {E}, E}} une
séparation de G ,. Nous pouvons supposer que I'hyper-aréte S appartient a
I'ensemble F). Sinous « décontractons » 'hyper-aréte S dans { E, Eb}, nous
obtenons la séparation { E{, (E5U E2)\{S}} de G. De plus, cette séparation
ne chevauche pas {E1, E2} car Es est disjoint de EJ. -

Dans le lemme 4.5, nous avons vu que les séparations que manipule
lalgorithme decomposition_branches sont associées a des séparations de
G qui ne se chevauchent pas. Ceci nous améne a introduire la notion de
matriochka dérivée de celle de carving définie par Robertson et Seymour.

Définitions 4.6 (Matriochka, matriochka parallele)

Une matriochka de G est la réunion des éléments d’un ensemble de sépara-
tions de G qui ne se chevauchent pas deux a deux. Nous notons généralement
@ les matriochkas. Une matriochka est parallele si les frontiéres de ses élé-
ments sont paralléles deux a deux.

Le lemme 4.5 justifie que decomposition_branches manipule des ma-
triochkas. De plus, comme n’importe quelle séparation de G, et G,g, ne
chevauche pas {E1, Es}, cet algorithme construit des matriochkas dont nous
montrons (prop 4.16) qu’elles sont completes, en leur ajoutant des éléments
au fur et a mesure. Autrement dit, I’algorithme decomposition_branches
ne fait qu’étendre la matriochka vide.

Définitions 4.7 (Extension de matriochka, matriochka compléte)
Une matriochka € est plus fine qu’une matriochka € si €' est inclus dans C.
Les matriochkas les plus fines sont completes.

4.3.2 Arbres de matriochkas

L’algorithme décomposition_branches associe a certaines matriochkas
des structures arborescentes qui les représentent. La définition de matriochka
ne fait pas apparaitre clairement de telles structures. Ceci nous amene a
introduire la notion d’arbres de matriochkas qui étend celle de décomposition
en branches.

Définitions 4.8 (Branche)

Soit G = (V,E) un hyper-graphe. Une branche *T; de G de support X
strictement inclus dans E est un arbre enraciné *I' muni d’une fonction T
d’étiquetage des feuilles de T' de telle sorte que :

(i) les étiquettes de T soient des ensembles éventuellement vides d’hyper-
arétes de G ;
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(ii) les étiquettes soient disjointes et de réunion égale a X ;
(iii) si ’étiquette d’un nceud est vide, ce nceud ait au moins deux fils.

A chaque nceud de *T correspond une sous-branche de *T’-. Nous notons
D7, I'ensemble des supports des sous-branches de *T’;.

Définitions 4.9 (Arbre de matriochka)

Soit G = (V, E) un hyper-graphe. Un arbre de matriochka T; de G est un
arbre T muni d’une fontion T d’étiquetage des feuilles de T de telle sorte
que :

(i) les étiquettes de T soient des ensembles éventuellement vides d’hyper-
arétes de G ;

(ii) les étiquettes soient disjointes et de réunion égale a E ;
(iii) si I'étiquette d’un nceud est vide, ce nceud est de degré au moins trois.

A chaque aréte e de T correspondent deux composantes connexes de
T\{e}, ces composantes connexes sont des branches. Leurs supports forment
une séparation de GG. La frontiere de I'aréte e est celle de la séparation qui
lui est associée. Nous notons Cr, ’ensemble des supports de branches de T’

Remarque 4.10 Les décompositions en branches sont des arbres de ma-
triochkas et nous montrons (prop. 4.16) qu’ils correspondent a des matrio-
chkas completes.

Un arbre de matriochka est donné par deux branches *IT et "Iy dont les
supports forment une séparation de GG et dont les racines sont reliées par
I’aréte e. De plus, Cr, est égal a

‘D*’Tf U {E\X ’ X e D*Tf} U D*T; @] {E\X | X € D*T;}

Propriété 4.11 L’ensemble des matriochkas de G est en bijection avec l’en-
semble des arbres de matriochkas de G. Nous notons Te 'arbre de matrio-
chka correspondant a la matriochka € et T¢ la fonction d’étiquetage corres-
pondante.

U Soit T - un arbre de matriochka de G. L’ensemble Cr, est la réunion des
éléments d’une famille de séparations. De plus, si X et Y appartiennent a
Crr, X est le support d’'une branche *I'® de T, et Y celui d’'une branche
“Tf. Quitte & considérer leurs complémentaires, nous pouvons supposer que
“T¢ ne contient pas laréte f et que *T/ ne contient pas e. De cette facon,
les ensembles X et Y sont disjoints. Les séparations que définit 75 ne se
chevauchent pas et ’ensemble C7_ est donc une matriochka.

Réciproquement, soient € une matriochka et X un élément de €. Notons
Dx et Dp\ x 'ensemble des éléments de € inclus respectivement dans X et
dans F\X. L’ensemble C est égal a

Dx U{E\Y |Y € Dx}UDp x U{E\Y | Y € Dp\x}-
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En utilisant 1’égalité de la remarque 4.10, nous n’avons qu’a montrer
qu’il existe une branche *I'x telle que les ensembles D et D, soient égaux.
Montrons ceci par induction sur la taille de Dx.

Si Dx est réduit au singleton {X}, la branche réduite & un seul noeud
x dont I'étiquette 7(z) est X convient. Sinon soient X1,..., X, les éléments
de Dx distincts de X maximaux pour l'inclusion. Les éléments de € ne
se chevauchant pas, les X; sont disjoints. Pour chaque Xj;, I'’ensemble des
éléments de Dx inclus dans X; est égal a Dx,. Par induction, il existe une
branche (*T;),, telle que Dy, soit égal a D(*Ti)n_. Soit *I'x la branche obtenue
en reliant les racines des branches *I; a une racine x dont ’étiquette 7(x)
est X'\ Ul"; X; et en maintenant les étiquettes de chacun des autres nceuds.
La branche ainsi obtenue vérifie les conditions voulues, ce qui acheve la
démonstration. -

4.3.3 Extensions d’arbres de matriochkas

Les arbres de matriochkas constituent donc une représentation duale
des matriochkas. Cependant, nous avons ordonné les matriochkas pour I'in-
clusion. L’algorithme 4.2 construit certaines matriochkas correspondant a
des décompositions en branches en les étendant petit a petit. Nous allons
montrer comment interpréter ces opérations d’extension directement sur les
arbres de matriochkas. Certaines de ces transformations apparaissent par
exemple dans [Hic00] ou dans les travaux de Cook et Seymour [CS02] et
sont utilisées dans des heuristiques de construction de décompositions en
branches. La transformation que nous considérons ici est plus générale que
celles de Hicks. En fait, la propriété 4.15 montre qu’elle est la plus générale
possible.

Les figures 4.5, 4.6 et 4.7 illustrent certaines opérations d’extensions
élémentaires au sens que les matriochkas correspondantes contiennent exac-
tement les éléments d’une séparation de plus que celles de départ. Nous ne le
justifions pas car ces transformations sont des cas particuliers d’une unique
transformation plus générale.

Dans chacune des trois transformations des figures 4.5, 4.6 et 4.7, un
neeud u est remplacé par deux noeuds v et w reliés, les voisins de u et les
éléments de son étiquette sont répartis entre v et w. Pour que ’arbre étiqueté
obtenu soit un arbre de matriochka, il faut que la condition iii soit vérifiée ce
qui implique que I'étiquette de v soit non vide ou qu’au moins deux voisins
de u soient voisins de v. Le noeud w doit vérifier les mémes conditions. Plus
formellement :

Définition 4.12 (Nceud découpable)

Soit Ty un arbre de matriochka d’un hyper-graphe G. Un nceud u de T est
découpable, s’il existe un sous-ensemble non vide I inclus dans N(u) et un
sous-ensemble U de 7(u) tels que
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Fi1G. 4.6 — Un deuxieéme type d’extension

Fia. 4.7 — Un troisieme type d’extension
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—I|>20ulU#0 et
— |N(u)\I| > 2 ou 7(w)\U # 0.
Les ensembles I et U découpent le nceud w.

Pour qu'un nceud ne soit pas découpable, il faut qu’il ait exactement
trois voisins et que son étiquette soit vide ou que ce soit une feuille et que
son étiquette soit un singleton.

Par conséquent, un arbre de matriochka posseéde au moins un nceud
découpable si et seulement si ce n’est pas une décomposition en branches.

De plus, chaque aréte d’'un arbre de matriochka correspond a une sé-
paration de G. En effectuant 'opération décrite ci-dessus, nous ajoutons
exactement une aréte a I’arbre de matriochka. Par conséquent :

Propriété et définition 4.13
Soient I et U qui découpent un noeud uw d’un arbre de matriochka T:.

Soit I'arbre étiqueté T!, obtenu & partir de Ty en rempla¢ant le nceud u
par deux nouveaux nceuds reliés v et w, en reliant v (resp. w) aux nceuds
de I (resp. N(u)\I) et en choisissant 7'(v) et 7/(w) respectivement égaux a
U et a 7(u)\U. L’arbre T/, est un arbre de matriochka étendant T tel que
Cp, contienne les éléments d’exactement une séparation de plus que Cr, . II
est obtenu en découpant le nceud u selon [ et U.

Nous pouvons maintenant donner une version itérative de ’algorithme
4.2.

Algorithme 4.3 decomposition_iteratif

entrée :
G = (V, E) un hyper-graphe connexe
sortie :

T : une décomposition en branches

début

T < un nceud z dont V'étiquette est 7(x) =V
tant que 37 et U découpant un noeud u de T faire
découper u selon I et U
rendre (7))
fin

Lemme 4.14 Soit €' strictement plus fine que C. Il existe une matriochka
C” telle que :

-cecerce;

— Ten est obtenu en découpant un neud de Te.
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U Soit X dans € \C. Quitte a considérer son complémentaire, nous pouvons
supposer que X est inclus dans un élément de C. Soit Y dans C contenant X
minimal pour 'inclusion et *Iy la branche de T’- de racine y dont le support
est Y. Le choix de Y fait que le support d’une sous-branche stricte de Ty
est soit inclus dans X, soit disjoint de X. Soient I I’ensemble des fils z; de
y tels que le support de la sous-branche de *ITy de racine z; soit inclus dans
X et U l'ensemble 7(y) N X. Comme X est strictement inclus dans Y, soit I
ne contient pas tous les fils de Y, soit U n’est pas égal a 7(y). Les ensembles
I et U découpent le noeud y. La matriochka obtenue en découpant y selon
I et U étend € et contient X. Elle vérifie donc les hypotheses voulues. g

La propriété suivante est un corollaire immédiat du lemme 4.14.

Propriété 4.15 Soit C' plus fine que C. Nous pouvons obtenir € a partir
de C en découpant successivement des neuds de Te.

Pour construire un arbre de matriochka, nous pouvons donc partir d’une
décomposition triviale et ’étendre progressivement. De plus, nous sommes
maintenant en mesure de montrer que les décompositions en branches cor-
respondent aux matriochkas completes.

Propriété 4.16 Les décompositions en branches sont les arbres de matrio-
chkas correspondant aux matriochkas complétes.

U Soient T, une décomposition en branches et Cr. la matriochka corres-
pondante. Si C7. n’est pas complete, d’apres le lemme 4.14, nous pouvons
découper un nceud de T, pour I’étendre. Or aucun noeud d’une décomposi-
tion en branches n’est découpable. La matriochka Cr, est donc complete.
Inversement si T, est un arbre de matriochka correspondant a une ma-
triochka complete, il est impossible de découper un nceud de 7. L’arbre T,
est donc ternaire et ses noeuds internes ont des étiquettes vides. C’est une
décomposition en branches. m

4.4 Quelques liens entre ces deux décompositions

Nous avons introduit les décompositions arborescentes et les décomposi-
tions en branches en suivant une démarche similaire. Nous montrons main-
tenant certaines propriétés qui justifient que cette similarité ne s’arréte pas
la.

Tout d’abord, ces deux parametres sont compatibles avec la relation de
minoration.

Propriété 4.17 Soient H un sur-hyper-graphe d’un hyper-graphe G. Nous
avons : tw(G) < tw(H).
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L Soit Ty , une décomposition arborescente de H dont la largeur est tw(H).
Si nous ne gardons dans les étiquettes de Tp,, que les sommets de G, nous
obtenons une décomposition arborescente Ty, dont la largeur est inférieure
ou égale a celle de H. Par conséquent,

tw(G) < tw(Tp,) < bw(Ty,) = bw(H). -

Propriété 4.18 Soit H un sur-hyper-graphe d’un hyper-graphe G. Nous
avons : bw(G) < bw(H).

L Soit (TH )7y une décomposition en branches de H dont la largeur est
bw(H). Si nous effeuillons Ty en lui retirant les feuilles qui ne correspondent
pas a des hyper-arétes de G, nous obtenons un arbre qui contient des nceuds
de degré deux. Nous pouvons supprimer de tels noeuds en reliant directement
par une aréte leurs deux voisins. En itérant ce processus, nous obtenons
une décomposition en branches (T¢z),, de G. De plus, par construction, la
frontiere de chaque aréte de (T¢)s, est incluse dans la frontiere de 'aréte
correspondante dans (T )-,. Par conséquent,

bw(G) < bw((Tg)rg) < bw((Th)ry) = bw(H). -

Les propriétés que nous abordons maintenant constituent le cceur de
cette these et presque tous les résultats en sont issus.

Nous montrons comment associer a une décomposition en branches T’
une famille de sous-arbres de 1" de telle sorte que le nombre de sous-arbres
contenant une aréte e de 7' donne la taille de cette aréte. Cette famille de
sous-arbres permet aussi, en s’intéressant aux sous-arbres passant par les
nceuds de T de définir une décomposition arborescente. De cette fagon, a
partir d’un objet arborescent commun 7', nous obtenons a la fois une dé-
composition en branches en nous intéressant aux arétes de T et une décom-
position arbroescente en nous intéressant a ses noeuds. De plus, les largeurs
de branches et aborescente peuvent étre atteintes sur cet objet.

Robertson et Seymour [RS91] utilisent cette dualité entre décomposition
arborescente et décomposition en branches sans ’expliciter pour obtenir le
théoréeme min/max 4.25.

Lemme 4.19 Soient T une décomposition en branches d’un hyper-graphe
G et v un neud interne de T'. Tout sommet appartenant a la frontiére d’une
aréte incidente a v appartient a la frontiére d’au moins deux arétes inci-
dentes a v.

. L’étiquette 7(v) est vide. Par conséquent, si le sommet 2 appartient & la
frontiere de 'aréte e; incidente a v, il existe une aréte de G incidente a x
dans au moins deux branches de T\{v}. Le sommet x appartient donc a la
frontiere d’au moins deux arétes incidentes a v. m
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Propriété 4.20 (voir fig. 4.8) Soient T; une décomposition en branches
d’un hyper-graphe G = (V,E), x un sommet de G et F, [’ensemble des
feuilles de T correspondant auz hyper-arétes de G incidentes a x.

L’ensemble des arétes de T, dont l’étiquette contient le sommet x induit
le sous-arbre T, de T dont les feuilles sont les neeuds de F,.

U Soient v1 et vy dans F, et e une aréte de T appartenant au chemin de v
a v9. Les deux nceuds vy et v9 ne sont pas dans la méme composante connexe
de T'\e. Par conséquent, le support de chacune des branches de T\ e contient
une hyper-aréte incidente a z. Le sommet = appartient donc a 1’étiquette
de 'aréte e. Ceci prouve que les étiquettes des arétes du chemin de vy a v
contiennent toutes x. Les noeuds vy et vy étant distincts, c’est aussi le cas
pour les arétes du sous-arbre 7.

Considérons maintenant une aréte e n’appartenant pas a T,. Puisque e
n’est sur aucun chemin reliant deux feuilles de F}, toutes les feuilles de F,
se trouvent dans une méme branche de T'\e et par conséquent le support de
I’autre branche ne contient aucune hyper-aréte incidente a z. La frontiere
de e ne contient pas le sommet x. m

Définition 4.21 (Largeur arborescente d’une matriochka)
Soient T: un arbre de matriochka d’un hyper-graphe G et v un noeud de T'.
Posons 6-(v) I'ensemble des sommets x de G tels que le sous-arbre T, de T
passe par v ou tels que x soit incident a une aréte de T,. L’arbre Ty_ est la
décomposition arborescente induite par T-.

La largeur arborescente d’une matriochka ou d’un arbre de matriochka
est la largeur arborescente de la décomposition arborescente induite.

Notation 4.22
Nous rappelons que les notations T; et Ty font chacune reférence a deux
objets : un arbre et une fonction d’étiquetage. Ainsi, T, et Ty sont deux
décompositions utilisant le méme arbre. De méme, la décomposition Tp_
que nous venons de définir désigne une décomposition arborescente utilisant
le méme arbre que la décomposition en branches T, et dont la fonction
d’étiquetage 6, est définie a partir de .

Nous montrons aussi comment définir une décomposition en branches T,
a partir d’'une décomposition arborescente Ty. Nous pouvons donc comparer
les décompositions arborescentes T, 9/79 et Ty.

Le théoreme suivant, bien que simple, est tres important. Il justifie que
nous puissions nous intéresser uniquement aux décompositions en branches.

Théoreme 4.23
Si I'arbre de matriochka T, étend I'arbre T, alors sa largeur arborescente
est inférieure ou égale a celle de T.
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Dans l'arbre de matriochka T du graphe G, les arétes en
gras sont celles dont la frontiere contient le sommet f.

F1a. 4.8 — Le sous-arbre induit par un sommet.
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U La propriété 4.15 permet de supposer que 'arbre T/, est obtenu en dé-
coupant un noeud de T7.

Soient w le nceud de T découpé en u et v pour obtenir 77 et z un
sommet de G. Le sous-arbre induit par les noeuds s de T” dont les étiquettes
6, (s) contiennent z est le sous-arbre de T” reliant les noeuds de 7" dont les
étiquettes contiennent une aréte de G incidente a x. Par conséquent, comme
les branches de T"\{u, v} sont les branches de T\{w} et que les étiquettes
T(u) et 7(v) partitionnent 7(w), les étiquettes 0.(s) et 6./(s) des nceuds
communs a T et T” sont les mémes. Si le sommet z appartient & I’étiquette
du nceud u ou v dans T7,, alors il appartient a celle de w dans T7. La largeur
arborescente de T/ est donc inférieure ou égale a celle de 7. m

Réciproquement,

Propriété et définition 4.24

Soit Ty une décomposition arborescente d’un hyper-graphe G. Il existe un
arbre de matriochka T, tel que la largeur arborescente de TgTe soit inférieure
ou égale a celle de Ty. L’arbre de matriochka Ty, est dérivé de Tp.

U Pour chaque hyper-aréte e de G, il existe un nceud u de T" dont 1’étiquette
O(u) contient les extrémités de e. Plagons donc I'hyper-aréte e dans 1’éti-
quette mg(u). L’arbre T7, est un arbre de matriochka. De plus, par construc-
tion, le sous-arbre T, associé au sommet v est un sous-arbre du sous-arbre
de T" dont les étiquettes contiennent v. La largeur arborescente de 717, est
donc inférieure ou égale a celle de Tp. m

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théoreme suivant.
Rappelons que 3(G) désigne la taille d’une plus grosse hyper-aréte de G.

Théoréeme 4.25 ([RS91])
Soit G = (V, E) un hyper-graphe,

max (bw(G), 8(G)) < tw(G) + 1 < max([3bw(G)/2], 3(G)).

U Soit T; une décomposition en branches quelconque de G.

La largeur arborescente de la décomposition Tp_ induite par T est su-
périeure ou égale a celle de G. Or les feuilles de T' correspondent aux hyper-
arétes de G. La taille de la plus grosse feuille de Tj_ est donc 3(G). Si v est un
neeud interne de Ty_ et si Sy, S2 et S3 sont les trois frontiéres correspondantes
aux arétes incidentes a v dans 7', I’étiquette de v dans Tp, est 2=.51US2US5.
De plus, d’apres le lemme 4.19, chaque sommet de 2 apparait dans au moins
deux frontieres S; distinctes. Donc 2|Q2| < [S1| + [S2| + |S3| < 3bw(T:). Au
final, comme la décomposition T est quelconque, nous avons bien :

tw(G)+1<max(|3bw(G)/2], B(G)).

Inversement, soient Ty une décomposition arborescente et 17, un arbre
de matriochka dérivé. D’apres la propriété 4.24, la largeur arborescente de
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T, est inférieure ou égale a celle de Ty. En étendant 77,, nous obtenons
une décomposition en branches T7,. D’apres le théoreme 4.23, la largeur
arborescente de 77, est inférieure ou égale & celle de T,,. Comme chaque
frontiere de 77, est incluse dans 1'étiquette d’un noeud de Ty_,, nous avons
bw(T7,) < tw(Tg’T/) < tw(Tp). De plus, les extrémités d’une hyper-aréte
apparaissant dans au moins une étiquette de Ty et la décomposition Ty
étant quelconque, nous avons bien :

max (bw(G), B(G)) <tw(G)+1. -

Le fait que nous puissions associer une décomposition arborescente a une
décomposition en branches a une autre conséquence importante :

Propriété 4.26 La largeur de branches d’un hyper-graphe est la plus petite
largeur de branches d’une de ses triangulations.

U Siun hyper-graphe possede au plus deux hyper-arétes, il est triangulé
et ne possede qu'une décomposition en branches. La triangulation induite
par cette unique décomposition en branches est I’hyper-graphe lui-méme. La
propriété est donc vraie dans le cas des hyper-graphes ayant une ou deux
hyper-arétes.

Supposons que G soit un hyper-graphe ayant au moins trois hyper-arétes
et considérons T’- une décomposition en branches de largeur minimale de GG
et H la triangulation induite par T5.

Si G est un sous-hyper-graphe strict de H, il existe deux sommets x et y
reliés dans H mais pas dans GG. Ces deux sommets appartiennent a une clique
maximale 2 de H. Cette clique est induite par 1’étiquette 6,(u) d’un nceud
u de T'. Les étiquettes des feuilles de T’ correspondant a des hyper-arétes, le
nceeud u est un neeud interne de T'. D’apres le lemme 4.19, les sommets x et
y apparaissent chacun dans au moins deux frontieres associées a des arétes
incidentes a w. Il existe donc une aréte e de T, dont la frontiere contient
les deux sommets z et y. Soient *T7 et "I les deux branches de T'\{e}.
Construisons une décomposition en branches 77, en placant un nouveau
neeud v d’étiquette vide entre *I7 et *I5 et en ajoutant a v une feuille w
dont Pétiquette 7/(w) est 'aréte xy. La décomposition T, ainsi obtenue est
une décomposition en branches de I’hyper-graphe G’ égal a (V, EuU {xy})
De plus, I’aréte xy appartenant a la frontiere de e, la largeur de branches de
G’ est la méme que celle de G.

En répétant ce procédé, nous construisons une décomposition en bran-
ches de H dont la largeur est celle de T;. La largeur de branches de H est
inférieure ou égale a celle de G. La propriété 4.18 permet de conclure en
montrant que les largeurs de branches de G et de H sont les mémes. m

Cette propriété est I'analogue de la propriété suivante pour la largeur
arborescente.
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Propriété 4.27 La largeur arborescente d’un hyper-graphe est la plus petite
largeur arborescente d’une de ses triangulations.

L' Soit Ty est une décomposition arborescente d’un hyper-graphe G. Consi-
dérons H le sur-hyper-graphe de G obtenu en ajoutant a G des arétes de telle
sorte que chaque étiquette de la décomposition Ty induise une clique. Par
construction, Ty est aussi une décomposition arborescente de H. Donc tw(H)
est inférieur ou égal a tw(G). D’autre part, si H est un sur-hyper-graphe de
G, toute décomposition arborescente de H est aussi une décomposition ar-
borescente de G. En combinant ces deux résultats, nous avons bien I'égalité
voulue. m

De plus, la largeur arborescente d’un hyper-graphe triangulé H est la
taille maximale d’une clique de H moins un et celle-ci se calcule en temps
linéaire.
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La notion de décomposition arborescente est tres liée a celle de triangu-
lation. Les propriétés 4.26 et 4.27 énoncent que la largeur de branches et la
largeur arborescente d’un hyper-graphe sont égales aux plus petites largeurs
correspondantes d’une triangulation de I’hyper-graphe.

Les hyper-graphes triangulés étant structurellement simples, nous pou-
vons penser que le calcul de leur largeur de branches est plus aisé que pour
un hyper-graphe quelconque; c’est en particulier le cas pour la largeur ar-
borescente. Il peut donc étre intéressant de chercher a calculer la largeur
arborescente ou la largeur de branches de triangulations de G pour en dé-
duire celle de G. Cependant, en utilisant cette approche, nous perdons d’un
coté ce que nous gagnons de 'autre : au lieu de calculer un parametre pour
un seul hyper-graphe, nous devons le calculer pour un grand nombre de tri-
angulations. Nous cherchons donc a restreindre la classe des triangulations
a considérer.

Dans ce chapitre, nous introduisons une classe de triangulations des
hyper-graphes : les triangulations serrées et nous adaptons un algorithme de
Bouchitté et Todinca [BT01a] qui prend en entrée une famille de blocs (déf
2.33), qui décide s'il existe une triangulation serrée n’utilisant que des blocs
de cette famille et qui construit, si elle existe, une telle triangulation. Nous
montrons au chapitre 6 comment utiliser cet algorithme pour calculer la lar-
geur arborescente d’un hyper-graphe d’une part et la largeur de branches
d’un hyper-graphe d’autre part.

5.1 Triangulations serrées

Pour construire des triangulations, nous pouvons utiliser le théoreme
de caractérisation des hyper-graphes triangulés 2.22 : un hyper-graphe est
triangulé si et seulement si tous ses séparateurs minimaux induisent des
cliques. Celui-ci suggere I'algorithme suivant : tant que G n’est pas triangulé,
choisir un séparateur minimal S qui n’induit pas de clique de G et compléter
S en une clique de G.

Nous obtenons ainsi une famille croissante d’hyper-graphes dont le der-
nier élément est triangulé. De plus, un séparateur minimal S’ d’un hyper-
graphe complété est un séparateur minimal de I’hyper-graphe initial et
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comme S’ ne peut séparer les sommets de S, les séparateurs minimaux de
I’hyper-graphe complété sont paralleles a S. La triangulation finale est ob-
tenue en complétant des séparateurs minimaux deux a deux paralleles de

G.

Notation 5.1

Soit T' une famille de séparateurs minimaux deux a deux paralléles d’un
hyper-graphe G. L’hyper-graphe Gr est 'hyper-graphe G auquel lequel nous
avons ajouté des arétes de sorte que chaque élément de I' induise une clique
de GF.

Définitions 5.2 (Triangulations minimales)
Une triangulation minimale d’un hyper-graphe est une triangulation mini-
male pour I'inclusion.

Une clique maximale potentielle d’'un hyper-graphe G est un ensemble
de sommets de G qui induit une clique d’une triangulation minimale de G.

Les triangulations obtenues par le processus ci-dessus sont des triangu-
lations minimales. De plus, toutes les triangulations minimales sont de cette
forme comme I’énonce le théoréeme de Para et Scheffler.

Théoréme 5.3 ([PS97])
Soit T' une famille de séparateurs minimaux deux a deux paralléles de G
maximale pour linclusion. L’hyper-graphe Gr est une triangulation mini-
male de G.

Soit H une triangulation minimale d’un hyper-graphe G. L’ensemble
Ay est une famille de séparateurs minimaux deux a deux paralléles de G
maximale pour l'inclusion et H est égale a G, .

Une méthode plus générale pour construire des triangulations consiste a
utiliser la propriété 2.23 et le théoreme 2.35. Ceux-ci montrent que les sépa-
rateurs minimaux d’un hyper-graphe triangulé H sont deux a deux paralleles
et que les cliques maximales de H forment des blocs minimaux. Ainsi, les
cliques maximales de H sont entierement caractérisées par les séparateurs
minimaux de H. Pour construire une triangulation d’un hyper-graphe G, il
suffit de se donner une famille & de séparateurs minimaux deux a deux pa-
ralleles et de compléter les blocs minimaux que forment les séparateurs de F
en des cliques. Si la famille F est maximale pour 'inclusion, nous retrouvons
les triangulations minimales.

Pour caractériser les triangulations que produit ce second processus, nous
pouvons remarquer que les séparateurs minimaux d’une telle triangulation
sont des séparateurs minimaux de G. Cependant, comme l'illustre la figure
5.1, ce n’est pas suffisant. Par construction, les cliques maximales d’un telle
triangulation sont des blocs de G et donc les séparateurs minimaux de H
doivent induire les mémes composantes connexes dans G et dans H.
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Hl H2

Les séparateurs minimaux des graphes Hy et Hs sont des
séparateurs minimaux du graphe triangulé G.

Le séparateur {a} n’induit pas les mémes composantes
connexes dans G et dans H;. Le graphe H; n’est pas une
triangulation serrée de G alors que le sur-graphe Hs de H; en
est une.

Fi1G. 5.1 — Un bloc de H n’induit pas forcément un bloc de G.
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Définition 5.4 (Triangulation serrée)

Une triangulation H d’un hyper-graphe G est serrée si les séparateurs mi-
nimaux de H sont des séparateurs minimaux de G et si les séparateurs
minimaux de H induisent les mémes composantes connexes de H et de G.

Nous nous intéressons uniquement a des triangulations serrées dans la
suite.

5.2 Familles completes de blocs d’un hyper-graphe

Nous nous intéressons au probléeme suivant : étant donnée une famille de
blocs F , existe-t-il une triangulation dont les blocs appartiennent a &7 Une
telle triangulation n’existe par toujours mais plus nous avons de blocs, plus
il y a de chances que ce soit le cas. En contrepartie, plus la famille initiale est
grande, plus la construction d’une éventuelle triangulation prend de temps.

Définitions 5.5 (Famille compléte de blocs)
Si F est une famille de blocs d’un hyper-graphe G, nous disons d’un sé-
parateur minimal qu’il borde F s’il borde un bloc de F. Nous notons I'¢
Iensemble | Jo 4 'q des séparateurs minimaux qui bordent 79,

Une famille 3 de blocs est complete si pour tout séparateur S de I'g et
pour toute composante connexe pleine C' de G\S, il existe un bloc ) de F
bordé par S et inclus dans C'U S.

Une famille complete peut étre vide mais si ce n’est pas le cas, nous mon-
trons que nous pouvons en extraire une triangulation de G. En particulier,
si H est une triangulation serrée de GG, ’ensemble des cliques maximales de
H forme une famille compléete de blocs de G.

Lemme 5.6 L’ensemble des cliques maximales d’un hyper-graphe triangulé
H forme une famille compléte de blocs de H .

L’ensemble des cliques mazximales d’une triangulation serrée H d’un
hyper-graphe G forme une famille compléte de blocs de G.

u D’apres le théoreme 2.35, toute clique maximale de H est un bloc de H.
Soit F la famille des cliques maximales de H.

Soit S un séparateur minimal de H. D’aprés le théoreme 2.22, S est une
clique de H donc S est inclus dans une clique maximale 2 de H. D’apres
le lemme 2.34, les ensembles A (2) et T (Q2) sont égaux. Le séparateur S
borde €). Ceci prouve que I’ensemble 'y des séparateurs qui bordent F est
Ay

Soit .S un séparateur minimal de H et C une composante connexe pleine
dans €};(S). L’hyper-graphe H étant triangulé, 'hyper-graphe H' égal a
H[S UC] l'est aussi. Dans H', S est une clique qui induit une composante

9T désigne I'ensemble des séparateurs minimaux qui bordent
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pleine donc d’apres la propriété 2.30, S n’induit pas de clique maximale. Par
induction, le lemme est vrai. Soit 2 une clique maximale de H’ bordée par
S. La clique €2 est aussi une clique maximale de H et le séparateur minimal
S borde aussi §2 dans H.

Si H est une triangulation serrée de G, par définition, les séparateurs
minimaux de H sont des séparateurs minimaux de G et ils induisent les
mémes composantes connexes dans G et dans H. Comme de plus, les seuls
séparateurs minimaux de G qui bordent les cliques maximales de H sont les
séparateurs minimaux de H, I’ensemble des cliques maximales de H forme
une famille complete de blocs de G. m

A partir d’une famille de blocs ¥, nous cherchons & construire une fa-
mille complete F. incluse dans F. Pour cela, nous pouvons procéder par
élimination. En effet, si un bloc © de F appartient a une famille complete,
par définition, pour chaque séparateur S le bordant et chaque composante
pleine C' de C(S), il existe un bloc Q" de F bordé par S et inclus dans CUS.
S’il n’existe pas de tel bloc €', nous pouvons éliminer € car il n’appartient
a aucune famille complete incluse dans F. Ainsi, tous les blocs qui restent a
I’issue de ce processus appartiennent a une famille complete incluse dans F.
En fait, ’ensemble de bloc obtenu est lui-méme une famille compléte ; ¢’est
la plus grande famille complete incluse dans .

L’algorithme 5.1 formalise ce processus.

Algorithme 5.1 elimination

entrée :

F : une famille de blocs d’un hyper-graphe G

I'g : 'ensemble des séparateurs qui bordent &F
sortie :

Fgs : la plus grande famille compléte incluse dans F

début

tant que 35 € I'g et C' € C;(S) tels que
VQeF, S¢lqgouQZ CUS faire
F—RA\{Q|Selag}
mettre a jour 'y = JgegT'a
rendre J
fin

Propriété 5.7 L’algorithme 5.1 est correct.

A partir d’une famille complete F de blocs d’un hyper-graphe G, 1'al-
gorithme 5.3 extrait un arbre des cliques d’une triangulation de G dont les
cliques maximales sont des blocs de F.
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Algorithme 5.2 extraction_aux

entrée :
G : un hyper-graphe
S : un séparateur minimal de G ou ()
C € CL(S) : une composante pleine de S
F : une famille compléete de G
I' : Pensemble des séparateurs qui bordent F

sortie :

T : un arbre des cliques enraciné d’une triangulation H de G[C'US]
dont les cliques maximales sont des blocs de F et dont la racine
contient S.

début
si S = alors
Soit Qe Favec R CCUS
sinon
Soit R e Ftelque SCQRCCUS
T « Parbre ayant comme unique étiquette 2
si Q£ CUS alors
pour chaque S’ € T'¢(2)\{S} non inclus dans S et
C' € CE(Q) tels que Q € €' U S’ faire
J" — extraction_aux(G, S, C",F,T)
créer une aréte entre les racines de T’ et T

rendre T
fin

Algorithme 5.3 extraction

entrée :
F : une famille complete de blocs d’un hyper-graphe G connexe.
I' : Pensemble des séparateurs qui bordent F

sortie :

T : un arbre des cliques d’une triangulation H de G dont les cliques
maximales sont des blocs de &F

début

rendre extraction_aux(G,(,V,F T)
fin
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Propriété 5.8 L’algorithme extraction_aux est correct.

U Notons F x l'ensemble des blocs de F inclus dans X. Montrons la pro-
priété par induction sur le nombre de blocs de Fpg.

Considérons 2 le bloc choisi par extraction_aux. Si {2 est égal a C'U S,
I’arbre rendu vérifie bien les conditions voulues.

Sinon, soit  dans C'US. Le sommet « appartient soit a {2, soit & une com-
posante connexe C’ de G\€). Le voisinage S’ de cette composante connexe
est un séparateur minimal de G qui borde €2 et qui n’est pas inclus dans S.
Comme Fpryg est inclus dans Foyug et qu’il ne contient pas €2, par induc-
tion, I’arbre rendu par I'appel récursif a extraction_aux sur S’ et C’ rend
bien un arbre des cliques vérifiant les conditions requises.

Plus généralement, pour chaque S’ bordant € qui n’est pas inclus dans
S et chaque composante pleine C’ dans C(S’) telle que C'US” ne contienne
pas Q, Foug est inclus dans Foug et arbre produit par C’ et S’ vérifie
bien les conditions voulues.

Au final, I’arbre T est bien un arbre des cliques enraciné dont les éti-
quettes sont des blocs de Foyg. Sa racine €2 contient S et chaque sommet de
C U S apparailt dans une étiquette de T. Il vérifie donc toutes les conditions
requises. m

Corollaire 5.9 Si F est une famille compléte de blocs d’un hyper-graphe
connexe, il existe une triangulation de G dont les cliques mazimales sont
des blocs de F. L’algorithme extraction est calcule une.

Ces deux algorithmes sont exactement ceux décrits dans la these de
Todinca [Tod99] mais présentés dans un cadre plus général. Il donne la
propriété suivante :

Propriété 5.10 Si nous notons r le nombre de séparateurs minimauz d’un
hyper-graphe G, b le nombre de couples (Cs,S) ot S est un séparateur mi-
nimal de G et Cs une composante pleine dans C%(S) et p le nombre de
blocs, la complezité de l’algorithme elimination est O(prn+bn) et celle de
l’algorithme extraction est O(prnlogn).

Comme b est au plus égal a nr et r au plus a np, ces algorithmes fonc-
tionnent en temps polynomial en fonction du nombre de blocs de la famille
d’entrée.
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Au chapitre 4, nous avons montré que la largeur de branches d’un hyper-
graphe est égale a la plus petite largeur de branches d’une triangulation de
G et qu’il en est de méme pour la largeur arborescente.

Dans ce chapitre, nous montrons que nous pouvons nous restreindre aux
triangulations serrées introduites au chapitre 5. De plus, nous montrons com-
ment adapter les algorithmes de calcul de triangulations du chapitre 5 pour
retrouver ’algorithme de décision de la largeur arborescente de Bouchitté
et Todinca [BT01a] d’une part et introduire un algorithme analogue pour la
largeur de branches d’autres part.

6.1 Largeur arborescente

Propriété 6.1 (Parra et Scheffler) Une triangulation minimale est une
triangulation serrée.

U Soient H une triangulation minimale d’un hyper-graphe G et S un sé-
parateur minimal de H. Montrons que les ensembles Cg(S) et CF(S) sont
respectivement égaux a C'y(S) et Cy;(S). Notons que cette condition permet
aussi d’affirmer que S est un séparateur minimal de G.

Comme G est un sous-hyper-graphe de H, les composantes connexes
de H\S sont des réunions de composantes connexes de G\S. Pour chaque
composante C; de Cg(S), considérons H; 'hyper-graphe H[C; U N(Cj)].
L’hyper-graphe H étant triangulé, ’hyper-graphe H; ’est aussi. Soient H’
la réunion des hyper-graphes H; et de H[S] et 1 un cycle de longueur quatre
ou plus de H'. Si p est inclus dans I'un des H;, comme ceux-ci sont triangulés,
1 admet une corde. Dans le cas contraire, u possede au moins deux sommets
de S non adjacents sur le cycle et comme d’apres la propriété 2.22 S induit
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une clique de H, p admet une corde. L’hyper-graphe H' est donc triangulé.
De plus, les extrémités d’une hyper-aréte e de G appartiennent soit a S, soit
a l'un des C; U N(C;). Par conséquent, e appartient a H[S] ou & 'un des
H;. L’hyper-graphe H’ est donc une triangulation de G. De plus, c¢’est un
sous-hyper-graphe de H. La minimalité de H assure que H et H' sont égaux.
Finalement, les ensembles C(S) et CF(S) sont respectivement égaux, par
construction, a Cy(S) et Cy(S).

Le séparateur minimal S étant quelconque, 'hyper-graphe H est bien
une triangulation serrée de G. u

La propriété 6.1 assure que nous pouvons nous restreindre aux triangu-
lations serrées de G pour calculer la largeur arborescente de G. De plus, la
largeur arborescente d’une triangulation H de G est la plus grande taille
d’une clique maximale de H et donc, si H est serrée, tw(H) + 1 est la plus
grande taille d’'un bloc de G que H utilise. Nous en déduisons donc le théo-
reme suivant di a Bouchitté et Todinca :

Théoréme 6.2 ([BT01a))

Si nous pouvons énumérer en temps polynomial toutes les cliques maximales
potentielles d’une classe d’hyper-graphes, la largeur arborescente se calcule
en temps polynomial.

U Soit F I'ensemble des cliques maximales potentielles d’un hyper-graphe
G. Pour savoir si la largeur arborescente de G est au plus k, il suffit de consi-
dérer la sous-famille F; de F constituée des cliques maximales potentielles
de F de taille au plus k + 1. Si Fi est complete, la largeur arborescente de
G est au plus k. m

D’autre part, Bouchitté et Todinca [BT01b] montrent qu’il est possible
d’énumérer les cliques maximales potentielles de G en temps polynomial
en fonction du nombre de séparateurs minimaux de G. Comme il est pos-
sible d’énumérer efficacement les séparateurs minimaux, ils en déduisent le
théoreme suivant :

Théoréme 6.3 ([BTO01b])
Le calcul de la largeur arborescente est polynomial sur toute classe d’hyper-
graphes ayant un nombre polynomial de séparateurs minimaux.

6.2 Largeur de branches

Dans cette partie, nous adaptons a la largeur de branches I’algorithme
elimination en utilisant la méme démarche que pour la largeur arbores-
cente. Cependant, ceci s’avere plus difficile.

Dans un premier temps, nous montrons comment obtenir un algorithme
qui, a partir d’'une famille de blocs d’un hyper-graphe G et de leurs largeurs
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de branches, calcule a la volée une majoration de la largeur de branches d’une
triangulation serrée de G. Ensuite, nous étudions les conditions nécessaires
pour que ce majorant soit la largeur de branches. Nous devons obtenir une
famille de blocs de G suffisamment grande dont nous pouvons calculer les
largeurs de branches ; de plus, la largeur de branches de G doit étre égale a la
plus petite largeur de branches d’une de ses triangulations serrées. Ceci nous
amene a évaluer la largeur de branches des hyper-cliques puis a introduire
la notion de profil qui nous permet de prouver que la seconde hypothese est
toujours vérifiée.

6.2.1 Hyper-graphes et triangulations

Définitions 6.4 (Largeur de branches d’un bloc)
Soit 2 un bloc d’un hyper-graphe GG bordé par les séparateurs minimaux
(Si)ier- L’hyper-graphe G[Q)] auquel nous ajoutons les hyper-arétes (.S;)icr
est I’hyper-graphe Gq du bloc () dans G.

La largeur de branches du bloc 2 est celle de Gq.

D’apres le théoreme 2.35, chaque clique maximale d’un hyper-graphe tri-
angulé H est un bloc. Ceci nous permet de parler de la largeur de branches
d’une clique mazrimale de H. La propriété suivante relie la largeur arbores-
cente d’un hyper-graphe triangulé a celles de ses cliques maximales.

Propriété 6.5 Soit H un hyper-graphe triangulé. Il existe une décomposi-
tion en branches de H dont la largeur est la plus grande largeur de branches
d’une de ses cliques mazximales.

U Soient T un arbre des cliques de H, (£2;);er les cliques maximales de H et
(Tm)Z I des décompositions des hyper-graphes Hq, de largeurs minimales.

Démontrons la propriété par induction sur le nombre de cliques maxi-
males de H. Si H ne contient qu’une clique maximale €2, H est égal a )y
et la décomposition en branches 77, convient.

Sinon, considérons une aréte e de J correspondant a un séparateur mi-
nimal S minimal pour linclusion. Cette aréte induit deux composantes
connexes de T\{e} et donc une partition des cliques maximales de H en
deux ensembles (€2j)jes et (2);cp s- Soient Hy et Ha les hyper-graphes
H[Uje Q5] et H[U;jep s8] dans lesquels nous avons remplacé les arétes de
H|[S] par 'hyper-aréte S. Les cliques maximales de H sont exactement celles
de Hy et de Hs.

Le nombre de cliques maximales de Hy et de Hy est strictement plus
petit que celui de H. Il existe donc deux décompositions en branches T,
de Hy et To,, de Ha dont les largeurs respectives sont les plus grandes
largeurs de branches des blocs de H; et de Hy. Dans chacune de ces deux
décompositions, il existe une feuille correspondant & I’hyper-aréte S. En
retirant ces feuilles, nous obtenons deux branches *T7 et *I5. Construisons
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une branche *T3 de support S. Nous pouvons relier ces trois branches en une
décomposition en branches T de H. Montrons que T, vérifie les conditions
requises.

Soit € une clique maximale de H;. Comme S est minimal pour I'inclu-
sion, le seul séparateur minimal bordant €2 dans H pouvant ne pas border
Q) dans Hj est S. Mais dans ce cas, comme S est inclus dans la clique
Q, la largeur de branches de €2 est la méme dans H et dans H;. La plus
grande largeur de branches d’une clique maximale de H est la plus grande
largeur de branches d’une clique maximale de H; et de Hy. Elle vaut donc
max (bw(Ti,, ), bw(Ts,)).

Les arétes ajoutées a *T7 et *I5 correspondent a des frontieres incluses
dans S dont la largeur est inférieure ou égale a la plus grande largeur de
branches d’une clique maximale de H. Soit f une aréte de 1" correspondant
a une aréte de *T7. La frontiere F' correspondant a f dans T est égale a celle
Fy de f dans T, . En effet, par construction, F} est incluse dans F' et comme
les seuls sommets incidents a la fois a une hyper-aréte de H; et a une hyper-
aréte de Ho sont ceux de S, F' est inclus dans F}. La largeur de branches de
T, vaut max (bw(TlTl), bw (T 272)), ce qui termine la démonstration. m

Pour résumer la démonstration de la propriété 6.5, nous pouvons dire
qu’a partir des décompositions en branches des hyper-graphes Hg,, nous
construisons une décomposition en branches de H en les « recollant » selon
un arbre des cliques. Cette propriété ne nous donne qu’un majorant de la
largeur de branches de H comme ’énonce la propriété suivante :

Propriété 6.6 Il existe un graphe triangulé H tel que toute décomposition
en branches de H de largeur minimale induise un sur-graphe strict de H.

U Soit H obtenu & partir d’une clique de taille n a laquelle nous ajoutons
deux sommets u et v reliés a tous les sommets de la clique. Nous pouvons
aussi voir H comme K, o auquel nous avons retiré une aréte. La clique est
un u, v-séparateur minimal.

D’apres le corollaire 6.10, la largeur de branches de H est au plus égale
a {2(n +2)/ 3} ; or si une décomposition 7' de H n’induit pas de sur-graphe
strict de H, une aréte de T correspond a la clique K,, de départ. La largeur
de T est donc au moins n. m

Cette propriété distingue la largeur de branches de la largeur arbores-
cente. En effet, parmi les décompositions arborescentes de largeur minimale
d’un hyper-graphe G, il y en a toujours une qui induit une triangulation
minimale de G et donc si G est triangulé, 'arbre de cliques de G fournit une
décomposition arborescente optimale.
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Un algorithme de décision

Nous pouvons maintenant appliquer les algorithmes de calcul de trian-
gulations du chapitre 5 a la décision de la largeur de branches. En effet,
considérons une famille & de blocs de G dont nous connaissons les largeurs
de branches. Définissons la sous-famille F; des blocs de F dont la largeur
de branches est inférieure ou égale a k. Si la famille Fj, contient une famille
complete, il existe une triangulation serrée H de G dont les cliques maxi-
males sont des blocs de F. D’apres la propriété 4.18, la largeur de branches
de G est inférieure ou égale a celle de H et d’aprés la propriété 6.5, celle de
H est inférieure ou égale a la plus grande largeur de branches d’une de ses
cliques maximales. Or celle des blocs de Fy, est inférieure ou égale a k. Nous
avons donc :

bw(G) < bw(H) < k.

Algorithme 6.1 bw_elimination

entrée :

k : un entier
F : une famille de blocs d’un hyper-graphe G

dont nous connaissons les largeurs de branches.
I'g : 'ensemble des séparateurs qui bordent F

sortie :

Fi : la plus grande famille complete de blocs
de largeur au plus k incluse dans F

début

tant que 32 € F tel que bw(§2) > k faire
F— F\{Q}
mettre a jour 'y = Jge5 0
F «—elimination(F,T'y)
rendre J
fin

De cette facon, nous obtenons l'algorithme bw_elimination. Si celui-
ci renvoie une famille complete non vide, il existe une décomposition en
branches de G de largeur au plus k. Ceci assure que la largeur de branches de
G est inférieure ou égale a k. Malheureusement, s’il renvoie une famille vide,
nous ne pouvons pas conclure que la largeur de branches de G est strictement
supérieure a k car les inégalités précédentes peuvent étre strictes.

Comme, d’apres la propriété 4.26, la largeur de branches d’un hyper-
graphe G est égale a la plus petite largeur de branches d’une de ses triangu-
lations, la premiere inégalité peut étre une égalité. En fait, la triangulation
H et la décomposition en branches de H construites par cette propriété per-
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mettent d’affirmer que les deux inégalités peuvent étre simultanément des
égalités :

Propriété 6.7 Soit H une triangulation d’un hyper-graphe G induite par
une décomposition en branches de G de largeur minimale.

La largeur de branches de G est égale a celle de H et a la plus grande
largeur de branches d’une des cliques mazximales de H.

u L’hyper-graphe H est induit par une décomposition en branches 7T, de
largeur minimale de G.

Reprenons la construction de la décomposition en branches de H a partir
de celle de T détaillée a la propriété 4.26. Pour chaque aréte xy de H
n’apparaissant pas dans GG, nous avons montré qu’il existe une aréte e de
T, dont la frontiere contient simultanément x et y. En ajoutant un noeud v
au milieu de e, nous pouvons ajouter une feuille reliée a v dans ’arbre T.
L’étiquette de cette feuille contient 'aréte xy.

De cette maniere, comme les deux sommets x et y appartiennent déja
a la frontiere de e, nous n’augmentons pas la largeur de branches. De plus,
comme z et y appartiennent déja & une méme frontiére, les sous-arbres T,
et Ty induits pas les frontieres contenant respectivement x et y ont une
intersection non vide. La triangulation induite par notre nouvel arbre ne
contient donc pas d’aréte supplémentaire par rapport a H. En répétant ce
procédé, nous obtenons une décomposition en branches 77, de H dont la
largeur de branches est celle de G et telle que la triangulation qu’elle induit
soit égale a H.

Soit €2 une clique maximale de H. Montrons que la largeur de branches
de Hgq est inférieure ou égale a celle de H. La triangulation H étant induite
par la décomposition en branches T7,, pour chaque séparateur minimal S
bordant €2, il existe une aréte eg de T” telle que la frontiere de €’ soit égale &
S. Ajoutons un nceud ug au milieu de eg et relions ug a une nouvelle feuille
dont I’étiquette est S. De cette fagcon, nous obtenons une décomposition en
branches de I’hyper-graphe H’ égal & I’hyper-graphe H auquel nous avons
ajouté les hyper-arétes correspondant aux séparateurs minimaux bordant 2.
La largeur de la décomposition obtenue est exactement bw(H). Or Hgq est
un sous-hyper-graphe de H'. Ceci prouve que la largeur de branches de la
clique Q est inférieure ou égale a celle de H. En utilisant la propriété 6.5,
nous obtenons que la largeur de branches de H est égale a la plus grande
largeur de branches d’une clique maximale de H. m

A partir des résultats précédent, nous pouvons conclure :

Propriété 6.8 S’il existe une décomposition en branches de G de largeur
minimale qui induit une triangulation serrée de G et si la famille F contient
les blocs d’une telle décomposition, la propriété 6.7 nous assure que bw_eli-
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mination rend une famille compléte vide si et seulement si la la largeur de
branches de G est strictement supérieure a k.

Cette propriété s’appuie sur deux hypotheses : I'existence d’une triangu-
lation serrée et la possibilité de calculer la largeur de branches des blocs de
la famille F. Dans la suite, nous nous intéressons & la largeur de branches
de cliques puis nous montrons qu’il existe toujours une décomposition en
branches de largeur minimale induisant une triangulation serrée de G. De
cette facon, si nous savons construire une famille de blocs adaptée, nous
pouvons utiliser bw_elimination pour décider la largeur de branches.

6.2.2 Largeur de branches des cliques et hyper-cliques

Si le calcul de la largeur arborescente pour les hyper-graphes complets
est trivial (tw(G) est égal a |V (G)| — 1), nous montrons ici que la situation
est completement différente pour la largeur de branches. En effet, la calcul
de la largeur de branches pour les hyper-cliques est NP-dur. Néanmoins,
il reste polynomial pour des hyper-cliques particulieres, propriété qui nous
sert fortement pas la suite.

Propriété 6.9 ([RS91]) La largeur de branches bw(Ky,) d’une clique (le
graphe complet a n sommets) de taille supérieure ou égale a trois est égal a
[2n/3] pour n au moins égal a trois.

U Soit T, une décomposition en branches de K, de largeur minimale. Cette
décomposition induit une décomposition arborescente Tp_ de K,,. Par consé-
quent, il existe un nceud v de T dont 1’étiquette 0 (v) contient tous les som-
mets de K. Soient S, S et S3 les frontieres de T correspondant aux arétes
incidentes a v.

Comme les étiquettes des feuilles de T'; sont des arétes, elles sont de taille
deux. Le nceud v est donc un noeud interne de T'. D’apres le lemme 4.19,
chaque sommet de K, apparait dans au moins deux frontiéres bordant v,
d’ott 2n < |S1| + [S2| +1S3] < 3bw(G). La largeur de branches de K, est
donc supérieure ou égale a [2n/3].

Pour finir la démonstration, il suffit d’exhiber une décomposition de
largeur [2n/3]. Pour cela, numérotons les sommets de K, de 1 & n et posons
A= {xl,. . -vaLn/?)J}a Agz{xm/gﬂﬂ,. . .,$L2n/3J} et A3= {$L2n/3J+1, ceey J:n}
La taille des ensembles A; U A; est au plus [2n/3].

Soient B; I'ensemble A; x A; des arétes entre les sommets de A;, B; ;
I'ensemble A; x A; (i # j), *T; une branche quelconque sur B; et *T; j une
branche quelconque sur B; ;. La décomposition donnée par la figure 6.1 est
de largeur [2n/3]. -

Un corollaire immédiat de cette propriété est le suivant :
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F1G. 6.1 — Décomposition en branches d’une clique

Corollaire 6.10 La largeur de branches d’un graphe est au plus [2n/3].

U En effet, tout graphe G' & n sommets est un sous-graphe de K, et d’apres
la propriété 4.18, bw(G) < bw(K,) = [2n/3]. m

La propriété 6.9 et le corollaire 6.10 montrent que la largeur de branches
d’un graphe a n sommets est toujours strictement inférieure a n. En re-
vanche, si nous considérons des hyper-graphes et en particulier des hyper-
cliques, la situation est différente. Par exemple, si G est une clique a la-
quelle nous ajoutons ’hyper-aréte V', quelle que soit la décomposition en
branches, la taille de la frontiere de I’hyper-aréte V est toujours n. Cepen-
dant, cet exemple est extréme. Nous pourrions imaginer que si la taille de la
plus grosse hyper-aréte reste petite, la largeur de branches reste inférieure a
n. Cette intuition est fausse comme le montre le contre-exemple développé
dans la propriété 6.11.

Propriété 6.11 La largeur de branches de Uhyper-clique G = (V, E) ou E
est Uensemble {{z,y,z} € V3} est |V].

0 Supposons par ’absurde que T, soit une décomposition en branches de
G dont la largeur est strictement inférieure a |V|. Soit Ty, la décomposition
arborescente induite par 7.

L’hyper-graphe G étant une clique, soient u un nceud de 7' dont 1’éti-
quette 6, (u) est V, S1, So et S5 les trois frontieres de T correspondant aux
arétes de T incidentes a u et Fq, F5 et E3 les supports de branches associés.
Comme S1USoUS3 est égal a V, tout sommet x de V' appartient & au moins
une frontiere de S;. De plus, u étant un noeud interne de T', d’apres le lemme
4.19, x appartient a deux frontieres S; et S;. Nous en déduisons donc que
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si le sommet x de V n’appartient pas a la frontiere S;, il n’est inclus dans
aucune aréte de F;. En revanche, il appartient aux deux autres frontieres
S;.

Nous avons supposé que la largeur de branches de T était strictement
inférieure a |V|. Il existe donc 1, @2 et x3 trois sommets distincts tels que
x; n’appartienne a aucune aréte de F;. Mais alors 'hyper-aréte {x1, x2, 3}
n’apparait dans aucun des ensembles E; ce qui est absurde. La largeur de
branches de T est donc forcément |V]. m

La probleme de la largeur de branches des hyper-cliques est donc plus
compliqué que celui des cliques. En fait, Kloks et col. [KKM99] démontrent
le théoréme suivant :

Théoréeme 6.12 ([KKM99)|)
Soit G = (I, C, E) un split-graph'®. Décider si la largeur de branches de G
vaut [2|C|/3] est un probléeme NP-complet.

Si G = (I,C, E) est un split-graphe et si nous remplagons chaque sommet
x de I par une hyper-aréte dont les sommets sont ceux du voisinage de
x, nous obtenons une hyper-clique K. La largeur de branches de K vaut
[2|K|/3] si et seulement si bw(G) est égal a [2|C|/3]. Le théoreme 6.12
prouve donc que le probléme de décision associé a la largeur de branches est
NP-complet pour les hyper-cliques.

Nous ne démontrons pas ce théoreme ici mais nous allons donner une
idée du probléme sous-jacent. Considérons une clique de taille 3k et une
partition de ses sommets en trois ensembles A;, Ay et Az tous de taille k.
Nous pouvons construire une décomposition comme celle de la figure 6.1 de
telle sorte que les frontieres S1, Sa et S3 qui bordent le noeud central soient
exactement A1 U Ao, Ao U A3z et A3 U A;. Si sur cette clique, nous greffons
des sommets dont le voisinage est inclus dans 'une des frontieres 5;, alors
nous pouvons placer les nouvelles arétes dans la branche contenant les arétes
B; U B; ;41 sans augmenter la largeur de la décomposition. Dans ce cas, il
est possible de partitionner I’ensemble des sommets greffés en trois suivant
la frontiere a laquelle ils se rattachent. Si pour toute décomposition de la
clique, il existe un sommet « a cheval » sur plusieurs frontieres, la largeur
de branches doit étre strictement supérieure a 2k.

Si une hyper-clique admet un nombre borné d’hype-aréte de taille trois
ou plus, nous montrons comment, en énumérant toutes les partitions en trois
de ces « grosses » hyper-arétes, nous pouvons calculer la largeur de branches
de I’hyper-clique.

19Un split-graph est un graphe G = (I, C, E) tel que G[C] soit une clique et tel qu’aucune
aréte ne relie deux sommets de I. Les split-graphs sont des graphes triangulés.
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Théoréme 6.13
Soit G une hyper-clique ayant k hyper-arétes fi,..., fi de taille trois ou
plus. La largeur de branches de G peut se calculer en temps O(3%).

U Soient T, une décomposition en branches dont la largeur est bw(G),
Tp, la décomposition arborescente induite, v un nceud de 1" dont I’étiquette
0r(u) est V et *Ty, Ty et *T3 les trois branches de T'\{u}.

Les hyper-arétes f; se répartissent en trois ensembles Fy, Fo et F3 éven-
tuellement vides correspondant aux branches dans laquelle elles se trouvent.
La largeur de branches de G est la méme que celle de I’hyper-graphe G dans
lequel nous avons contracté les hyper-arétes de F; en une grosse hyper-aréte
e;. Donc si nous savons calculer la largeur de branches de G quand il possede
au plus trois « vraies » hyper-arétes en temps O(1), il suffit de tester les 3%
répartitions possibles des hyper-arétes f; en trois ensembles Fj.

Montrons que la largeur de branches de G peut se calculer en temps O(1)
quand il possede au plus trois hyper-arétes de taille trois ou plus.

Notons e, es et e3 trois plus grosses hyper-arétes de G. Par hypothese,
toute hyper-aréte de taille trois ou plus est I'une des hyper-arétes e;. Il
n’existe une décomposition de largeur k£ que si nous pouvons trouver une
bonne partition ALBUC de V. Soient «, 3 et v les tailles respectives de A,
B et C. Une telle décomposition existe si et seulement si «, § et v vérifient
le systéme suivant :

—a>0;0>0;v>0;

—a+f+y=n;

Ces conditions assurent que A, B et C' forment une partition de V.
e+ <k by <kivta<k;

Ces conditions assurent que la largeur de la décomposition est infé-

rieure a k.

—a+ B> erl; B+ > lea|s v+ a > es|;

Ces conditions assurent que e, ey et e3 peuvent étre incluses respec-
tivement dans AU B, BUC et C' U A.

— B >lerNeal; v > |eaNes|;a > lesNeql.
La derniere condition assure que e; Nes, es Neg et e3MNey peuvent étre
inclus respectivement dans B, C et A.

Ce systeme est analogue a celui donné dans la démonstration du lemme
9. de larticle de Kloks et col. [KKM99] qui prouve que le calcul de la largeur
de branches des graphes d’intervalles est polynomial.

Le systeme précédent est un programme linéaire paramétrique qui se
résoud paramétriquement en temps polynomial [Fea88]!!. Une fois la solu-
tion obtenue, calculer la largeur de branches d’une hyper-clique ayant au

HTe programme PIP de Paul Feautrier résoud ce type de systémes. Il se trouve &
I’adresse http://www.prism.uvsq.fr/~cedb/bastools/piplib.html.


http://www.prism.uvsq.fr/~cedb/bastools/piplib.html.
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plus trois hyper-arétes de taille supérieure ou égale a trois se fait en temps
constant. -

6.2.3 Profil

Les triangulations induites par une décomposition en branches de largeur
minimale d’un hyper-graphe G peuvent ne jamais étre minimales. Cepen-
dant, nous allons montrer dans cette partie qu’il en existe toujours une qui
induit une triangulation serrée. Pour cela, nous allons nous intéresser plus
avant aux frontieres que définit une décomposition en branches et montrer
qu’il est toujours possible de transformer une décomposition en branches en
une décomposition serrée sans augmenter sa largeur.

L’outil fondamental que nous introduisons ici pour affiner une décompo-
sition est la notion de profil qui prend en compte les tailles de presque toutes
les frontieres de la décomposition. Nous montrons que toutes les décom-
position de profil minimal (en particulier certaines de largeur de branches
minimale) induisent des triangulations serrées.

Définitions 6.14 (Paquet)
Soient S une frontiére d’un hyper-graphe G = (V, E) et A inclus dans E
dont la frontiere est égale a S. Un ensemble P d’hyper-arétes de E est un
paquet de S si I'une des deux conditions suivantes est vérifiée :
— P est un singleton contenant une hyper-aréte dont toutes les extrémi-
tés sont dans S ;
— il existe une composante connexe C' de G\ S telle que P soit ’ensemble
des hyper-arétes de G incidentes a au moins un sommet de C'.
Un paquet de A est un paquet de S inclus dans A. Un paquet P induit
par une composante connexe capture un ensemble de sommets S si tous les
sommets de S sont incidents a au moins une aréte de P.

Le lemme 6.15 justifie I'introduction de la notion de paquet en montrant
comment les frontieres s’articulent autour des paquets.

Lemme 6.15 Soient S une frontiere d’un hyper-graphe G, A inclus dans
E(G) dont la frontiére est égale a S et P un paquet de S. Soit P est inclus
dans A, soit P et A sont disjoints.

U Si Pestun singleton, I’affirmation est triviale. Sinon, il existe une com-
posante connexe C' de G\S telle que P soit I'ensemble des hyper-arétes
incidentes & au moins un sommet de C.

Supposons que e et f soient deux hyper-arétes de P avec e dans A et
f a lextérieur de A. Par définition de P, il existe u et v dans C' incidents
respectivement & e et f. Puisque C' est une composante connexe de G\S,
il existe une chaine i, de u & v dans G[C]. La chaine e.p,,.f égale a
(o, €0,--.,€-1,2;) commence dans A et finit dans F\ A. Par conséquent, il
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existe une premiere hyper-aréte e; le long de la chaine qui appartient a F\ A.
Comme I’hyper-aréte e;_; n’appartient pas a F\A, le sommet z;_1 est un
sommet de la frontiere S, ce qui est absurde. m

La notion de paquet permet une relecture de la définition de parallélisme
sur les ensembles de sommets :

Définition 2.17 bis (Parallélisme de frontiéres)

Soient S et T deux frontiéres d’un hyper-graphe G. L’ensemble S est pa-
rallele a T si S est inclus dans T ou si S est capturé par un paquet de
T.

Définition 6.16 (Frontiére essentielle)
Une frontiére est essentielle parmi un ensemble F de frontiéres si aucune
autre frontiére de F ne la contient.

Définition 6.17 (Profil)

Soit C une matriochka compléte d’un hyper-graphe G. Le profil de € noté
profil(C) est le n-uplet (zy,...,z1) ot x; est le nombre de frontieres essen-
tielles de C de cardinal i. Nous ordonnons les décompositions complétes sur
G par ordre lexicographique sur leur profil, ¢’est-a-dire €' < € si

Ji € [1.n] ,Vj € [i + 1..n], (profil(€"); =profil(€);) A (profil(€’); <profil(C);).

Le profil d’un graphe G est le plus petit profil d’'une décomposition en
branches de G.

Si le profil de € est inférieur a celui de @, alors la largeur de branches
de @ est inférieure a celle de C.

Le probleme de décision associé a la largeur de branches étant NP-com-
plet, choisir une « bonne » frontiere pour construire une décomposition
en branches est difficile. Cependant, une fois une décomposition choisie, il
semble possible de faire des optimisations locales pour ’améliorer comme le
suggere la figure 6.2. Cependant, pour faire une modification sur un élément
Y d’une matriochka €, il faut modifier tous les éléments de € inclus dans
Y. Il n’est donc pas évident qu’il soit possible d’effectuer toutes ces trans-
formations sans augmentation du profil. Nous montrons aux théoréemes 6.20
et 6.21 que cette intuition est correcte.

Définition 6.18 (Paquet morcelé)

Soit X un élément d’une matriochka C. Un paquet P de X est morcelé dans
C s’il n’appartient pas a €. Un élément de € est morcelé si un de ses paquets
Dest.

Le lemme suivant permet de comparer les profils de deux décompositions
en branches.



6.2. Largeur de branches 77

Si X et Y appartiennent a une matriochka C et que la frontiere
de Y croise celle de X, le profil de € n’est pas minimal.
Si nous répartissons Y en Y7, Yo, ... selon les paquets de X,
le profil diminue.

F1G. 6.2 — Croisement et profil

Lemme 6.19 Soient T1 et Ts deux décompositions en branches d’un hyper-
graphe G. Si chaque frontiére de Ty est incluse dans une frontiére de Tb,
alors profil(T1) < profil(7y).

De plus, s’il existe une fronticre de To qui n’est incluse dans aucune

Yo T

frontiere de Ty, alors profil(T}) < profil(Th).
Théoréeme et définitions 6.20
Soient T; une décomposition en branches d’un hyper-graphe G et *T'x une
branche de T; de support X. Il existe une décomposition en branches T/,
telle que :

(i) T, est obtenue en remplacant *I'x par une branche T de méme
support ;

(ii) X n’est pas morcelé dans T, ;
(iii) chaque frontiére de T, est incluse dans une frontiére de Ty ;
(iv) profil(T7,) < profil(T7).
La décomposition T', est la décomposition T, peignée le long de X. Si e
T

est une aréte de T' correspondant a une séparation {X,Y'}, la décomposition
obtenue en peignant T, le long de X et de Y est peignée le long de e.

L' Nous allons montrer le résultat par induction sur la taille de la branche
Tx. Si |'Tx| = 1, alors X n’est pas morcelé et T, vérifie les conditions
requises.

Sinon, soient *Iy et *I'; les deux sous-branches de X. Par hypothese
d’induction, nous pouvons supposer que ni Y ni Z ne sont morcelés car
sinon nous pourrions remplacer *Iy et *I'; de sorte que ni Y ni Z ne soient
morcelés et cela sans augmenter le profil.
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Considérer les branches correspon-
dant aux paquets de Y et de Z et
les réarranger selon les paquets de
X.

Ainsi X n’est plus morcelé et le pro-
fil n’augmente pas.

7 Ys

FiG. 6.3 — Fonctionnement du théoréme 6.20
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Soient (Xj)rek les paquets de X, (Y;)ier ceux de Y et (Z),es ceux de
Z.Comme Y et Z sont strictement inclus dans X, les paquets de Y et de Z
sont inclus dans des paquets de X. De plus, un paquet de Y ou de Z ne peut
étre inclus que dans un seul paquet de X. Nous pouvons donc partitionner
I (resp. J) en (Iy)ker (resp. (Ji)ker) de telle sorte que les paquets (Y;)ier,
(resp. (Zj)jes,) soient exactement les paquets de Y (resp. Z) inclus dans
X},. Construisons "T% de la facon suivante :

— Pour chaque paquet X}, définissons une branche *T;(/k (resp. ”T)%k) a

partir des sous-branches (TYZ)Z el (resp. (*TZj)j c Jk) ;
— Soit *T'x, la branche dont ”T}(/k et ’T)%k sont les deux sous-branches ;
— Finalement soit *T"% une branche quelconque obtenue & partir des bran-

ches (”TXk ) heK

Nous affirmons que la décomposition en branches T/, obtenue en rempla-
cant la branche Ty par "T% satisfait les conditions requises. Par construc-
tion, 77, satisfait les conditons i et ii. Les arétes de 7" qui ne sont pas des
arétes de T sont :

— les arétes utilisées pour construire *T% & partir des branches (*TX,C) heK

Or toutes ces arétes correspondent aux frontieres de réunions de pa-
quets de X. Elles sont donc incluses dans 9(X);

— les arétes utilisées pour construire les branches *T;(/k (resp. "T)%k) Or
toutes ces arétes correspondent aux frontieres de réunions de paquets
de Y (resp. Z); elles sont donc incluses dans 9(Y') (resp. 9(Z2)).

Donc toutes les frontieres de 77, sont incluses dans des frontieres de T’ ce qui
montre que la condition iii est vérifiée et, d’apres le lemme 6.19, la condition
iv aussi. m

Théoréme 6.21

Soient T'- une décomposition en branches d’un hyper-graphe G et e une aréte
de T correspondant a la frontiere S.. Si une frontiere S de T croise S, la
décomposition T peignée le long de e a un profil strictement plus petit que
celui de T, .

U Supposons qu’une frontiere S de T croise la frontiere S, correspondant
a l'aréte e de T'. Elle n’est ni incluse dans S., ni capturée par un paquet
de S.. Soient {X,Y'} la séparation de T correspondant & l'aréte e et T/, la
décomposition T, peignée le long de e. D’apres le théoreme 6.20, toutes les
frontieres de 77, sont incluses dans des frontieres de T et ni X, ni ¥ ne sont
morcelés dans T7,.

Supposons qu’une frontiere U de 77, contienne S. Comme S n’est pas
incluse dans Se, U intersecte une composante connexe C' de G\Se. Or par
construction, la composante connexe C' correspond & un paquet de S, et
donc & une branche Tz de T7,. La frontiere U est donc une frontiere de T,
ce qui est absurde car cela impliquerait que S soit capturée par C. Aucune
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frontiere de T, ne contient donc S. Nous pouvons appliquer le lemme 6.19
ce qui acheve la démonstration. m

Nous en déduisons comme corollaire immédiat :

Théoréme 6.22 (Théoréme de décomposition paralléle)
Toute décomposition en branches de profil minimal est paralléle.

Au chapitre 2, nous avons choisi une notion de parallélisme pour les
frontieres mais nous aurions aussi pu choisir la définition plus forte suivante :

Définition 6.23 (Parallélisme fort)

Soient S et T' deux ensembles de sommets d’un hyper-graphe G = (V, E).
Nous disons que S est fortement parallele a T s’il existe une composante
connexe C' de G\T' avec S inclus dans C' U N(C). Si S n’est pas fortement
paralléle a T, nous disons que S croise faiblement T'.

Tout comme nous avons défini des décompositions en branches paral-
leles, nous pouvons définir des décompositions en branches fortement pa-
ralleles. Malheureusement, il n’existe pas d’analogue du théoreme 6.22. La
contre-exemple que nous avons introduit a la propriété 6.11 n’admer aucune
décomposition fortement parallele comme le justifie la propriété suivante :

Propriété 6.24 Une hyper-cligue G = (V,E) ou |V| > 7 et E est l’en-
semble {{x,y, z} € V3} n’admet pas de décomposition en branches dont les
frontiéres sont toutes fortement paralléles deuz o deux.

u L’hyper-clique G est celle de la propriété 6.11. Sa largeur de branches
est |V|. Considérons maintenant une décomposition en branches T de G.
L’ensemble V' est une frontiere de T’.. De plus, il existe dans T une cerise,
c’est-a-dire un noeud relié a deux feuilles. Soit A la réunion des deux hyper-
arétes associées a ces deux feuilles. La frontiere de A est au plus de taille 6 et
donc strictement plus petite que |V]; elle n’est capturée par aucun paquet
de V. Elle n’est pas fortement parallele a V. m

Il est possible d’adapter ce contre-exemple pour montrer qu’il n’existe pas
de théoreme de décomposition fortement parallele méme pour les graphes.

6.2.4 Le théoréme de décomposition serrée

Nous déduisons des théoremes 6.20 et 6.21 quelques théoremes dont nous
avons besoin par la suite puis nous énoncons le théoreme de décomposition
serrée qui justifie que nous pouvons bien utiliser ’algorithme bw_elimina-
tion pour décider la largeur de branches d’un hyper-graphe.

Propriété 6.25 Soient T une décomposition en branches d’un hyper-gra-
phe G et X le support d’une branche de T;.
Si il existe une réunion'Y de paquets de O(X) telle que
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(i) Y chevauche X ;

(ii) la réunion des frontiéres des paquets de X inclus dans Y et celle des
paquets de X inclus dans E\Y soit strictement incluse dans 9(X) ;

alors il existe une décomposition en branches T, de profil strictement plus
petit que celui de Tr.

. D’apres le théoreme 6.20, nous pouvons supposer sans augmenter le profil
que ni X ni £\ X ne sont morcelés.

Soient (Y;);er les paquets de la frontiere S de X et (TYz)z I les branches
de T, correspondantes. Supposons qu’il existe un sous-ensemble strict J
de I tel que la réunion Y des paquets (Yj);jcs vérifie les conditions (i) et
(73). Construisons une branche *Ty & partir des sous-branches (*Tyj)j cy €t

une seconde "I’z a partir des sous-branches ("Tyl) puis relions ces deux

i€I\J
branches pour former une décomposition en branch\es T!, comme lillustre
la figure 6.4.

Les arétes de T” n’apparaissant pas dans T correspondent & des réunions
de paquets de 9(X). Leurs frontieres sont donc incluses dans 9(X ). Chaque
frontiere de TT’, est donc incluse dans une frontiere de T'-. Comme la réunion
des frontieres des paquets (Yj);c est strictement incluse dans 9(X), il existe
des sommets de J(X) qui ne sont pas capturés par Y. Aucune frontiere de
la branche *Ty ne peut donc contenir 9(X). De méme, aucune frontiere de
la branche "I’z ne peut contenir 9(X). D’apres le lemme 6.19,

profil(T”,) < profil(T%). -

Corollaire 6.26 Soient T une décomposition en branches d’un hyper-gra-
phe G et S une frontiére de T .

Pour x dans S, on pose Xg la réunion de l’ensemble des paquets de
S ayant x dans leur frontiére. S’il existe x tel que O(X§) soit strictement
incluse dans S, alors il existe une décomposition en branches de G dont le
profil est strictement plus petit que celui de Tr.

L' Soient X dans Cr, dont la frontiere est S et x dans S tel que 9(XY) soit
strictement incluse dans S.

Puisque x appartient a S, il existe un paquet de X et un paquet de Y
dont la frontiere contient x. De méme, il existe un paquet de X et un paquet
de Y dont la frontiere ne contient pas x. Ceci implique que X§ chevauche X.
D’apres le théoreme 6.21, il existe une décomposition en branches de profil
strictement plus petit que celui de 7. m

Théoréme 6.27
Soit T une décomposition en branches parallele de G. La triangulation Hr_
de G induite par T, est serrée.
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F1G. 6.4 — Schéma de la preuve de la propriété 6.25
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U Soit T, p, la décomposition arborescente de G induite par 7. Montrons
par 'absurde qu’un séparateur minimal de Hr_ est un séparateur minimal
de G.

Supposons donc qu’un séparateur minimal S de Hr_ ne soit pas un sé-
parateur minimal de G. D’apres le théoreme 2.28; il existe deux cliques
maximales 2; et (g de Hr dont S est l'intersection. Soient v; et vy deux
nceuds de T' dont les étiquettes respectives 0, (v1) et 6 (v2) sont Qq et Q. 1
existe une aréte e sur la chaine de v; a ve qui correspond a la frontiere S.
Soient *T} et *T les branches de T'\{e} contenant respectivement les nceuds
v1 et vg et X1 et Xy leurs supports. Comme S n’est pas un séparateur mi-
nimal de G, G\S a au plus une composante connexe pleine. Nous pouvons
supposer qu’aucun paquet de X1 n’a pour voisinage S. Nous allons montrer
qu’une frontiere qui borde v; croise S et donc que T n’est pas parallele.

Soient Sy, So et Sj3 les trois frontieres qui bordent vy, P un paquet de X3
qui capture un sommet x de €\ S et y un sommet de S qui n’est pas capturé
par P. Comme d’apres le lemme 4.19, chaque sommet de 27 apparait dans
au moins deux des trois frontieres S;, il en existe une qui contient les deux
sommets x et y. Cette frontiere croise S, ce qui contredit le fait que T soit
une décomposition parallele.

Pour montrer qu'un séparateur minimal de Hp_ induit les mémes com-
posantes connexes de Hr, et de G, nous allons essentiellement procéder de
la méme fagon en raisonnant par I'absurde. Si un séparateur minimal S de
Hrp_ n’induit pas les mémes composantes connexes de Hr. et de G, alors
il existe une clique de Hr_ qui intersecte plusieurs composantes connexes
de G\S. Cette clique correspond & 'étiquette 0,(u) d'un nceud de T' et au
moins une des frontieres correspondant aux arétes incidentes a u intersecte
deux composantes connexes de G\S. Cette frontiére croise S, ce qui est ab-
surde. m

Des théoreémes 6.22 et 6.27 nous déduisons le théoréme suivant :

Théoréme 6.28 (Théoréme de décomposition serrée)
Toute décomposition en branches de profil minimal induit une triangulation
serrée.

Ce théoréme nous permet d’appliquer 'algorithme bw_elimination pour
décider la largeur de branches d’un hyper-graphe GG et d’en déduire le théo-
reme suivant :

Théoréme 6.29

Si F est une famille compléte de blocs d’un hyper-graphe G de taille polyno-
miale telle qu’il existe une décomposition en branches de largeur minimale
qui n’utilise que des blocs de F et si nous savons calculer la largeur de
branches de chacun des blocs de & en temps polynomial, alors nous pouvons
calculer la largeur de branches de G en temps polynomial.






Chapitre 7 Application a
quelques classes de
graphes

Sommaire
7.1 Graphes de nombre astéroide borné . . . . ... ... 85
7.2 Graphes d’intervalles circulaires . . . ... ... ... 87
7.3 Autresclassesde graphes . . . . . ... ... ..... 93

Dans ce chapitre, nous appliquons le théoreme 6.29 afin de calculer la
largeur de branches de certaines classes de graphes : les graphes de nombre
astéroide borné ayant un nombre polynomial de séparateurs minimaux et
les graphes d-trapézoides circulaires. Les premiers contiennent en particu-
lier les graphes d’intervalles, les graphes de permutation et les graphe d-
trapézoides; les seconds étendent les graphes d’intervalles circulaires et les
graphes de permutation circulaire. Ceci nous permet de retrouver les ré-
sultats de Kloks et col. [KKM99] sur le calcul de la largeur de branches
des graphes d’intervalles et de les étendre. La méthode que nous utilisons
pour calculer la largeur de branches des graphes d-trapézoides circulaires
est inspirée de celle utilisée pour le calcul de la largeur arborescente des
graphes d’intervalles circulaires [SSP94]. C’est pourquoi nous la présentons
sur ces mémes graphes d’intervalles circulaires avant d’expliquer comment
la généraliser aux graphes d-trapézoides circulaires.

7.1 Graphes de nombre astéroide borné

Broersma et col. [BKKMO02] introduisent le nombre astéroide et les en-
sembles astéroides pour étendre les graphes sans triplets astéroides définis
par Lekkerkerker et Boland [LB62]. Dans cet article, ils démontrent que le
calcul de la largeur arborescente est polynomial pour les graphes de nombre
astéroide borné avec un nombre polynomial de séparateurs minimaux.

Définition 7.1 (Ensemble astéroide, nombre astéroide)

Soit G = (V, E) un hyper-graphe. Un ensemble A est un ensemble astéroide
si pour tout sommet a de A, les sommets de A\{a} sont dans une méme
composante connexe de G\N(a). Le nombre astéroide na(G) de G est la
taille maximale d’un de ses ensembles astéroides.
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Les blocs de ces graphes sont tres particuliers. Ils sont bordés par au plus
k séparateurs minimaux maximaux pour 'inclusion. Ceci nous assure qu’il
y a un nombre polynomial de blocs que nous pouvons énumérer en temps
polynomial.

Propriété 7.2 Soient G = (V, E) un hyper-graphe ayant un nombre as-
téroide égal a k et Q un bloc de G. L’ensemble I'c(Q2) contient au plus k
éléments mazximaux pour l'inclusion.

u Supposons par l'absurde que I'¢(£2) contienne k + 1 éléments maxi-
maux pour inclusion. Notons les Sy, ..., Sk11. Les séparateurs minimaux
S; forment une famille de séparateurs voisins. Pour chaque indice ¢, il existe
une composante connexe C5’ de C&(S;) telle que €2 soit inclus dans CS'US,;.
Soient C; une autre composante pleine de Cf(S;) et x; un sommet de Cj.
La composante C; n’intersecte pas . Montrons que {x1,...,Z51} est un
ensemble astéroide A.

Fixons un sommet z;, et considérons un sommet x; distinct de z;,. Par
hypothese, chacun des séparateurs minimaux 51, . .., Sg1+1 est maximal pour
I'inclusion, il existe donc un sommet y dans S;\S;, et une chaine Pz de x;
ay dans C; U {y}. La composante C; ne rencontrant pas €2, elle n’intersecte
aucun 9;. Cette chaine évite donc S;, ce qui implique que x; et y sont dans
la méme composante connexe de G\S;, et donc que z; appartient a C’Z%.
Le sommet z; étant quelconque, 'ensemble A\{xz;,} est inclus dans C’%. De
plus, les sommets de Cj! évitent les voisins de x,. L'ensemble A\{z;,} est
donc inclus dans une unique composante connexe de G\N(x;,). Le sommet
x;, étant un sommet quelconque de A, I’ensemble A est bien un ensemble
astéroide. m

De cette propriété nous déduisons deux lemmes importants. Le premier
est une application directe de la propriété 7.2 et du théoreme 6.13 :

Lemme 7.3 La largeur de branches d’un bloc d’un graphe de nombre asté-
roide k est calculable en temps O(3F).

Le second lemme est la majoration grossiere suivante :

Lemme 7.4 Un hyper-graphe de nombre astéroide borné k a au plus
O(|Ag|F +n|Ag|) blocs.

' Soient G un hyper-graphe de nombre astéroide k et {2 un bloc de G qui
n’est pas de la forme C'US. Soient S1,..., S, les séparateurs minimaux bor-
dant 2 maximaux pour l'inclusion. Pour chaque séparateur minimal 71" de
I'(€2), notons C(T) I'unique composante pleine de G\T telle que C(T) U T
contienne (2. Supposons que T soit un séparateur minimal bordant € inclus
dans S;. Le bloc C(T")UT contient le bloc C(S;)U.S;. Par conséquent, l'inter-
section ﬂTer(Q) C(T)UT est égale a T({Sl, cel, Sp}). D’apres la propriété
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7.2, 1 y a au plus k — 1 séparateurs S;. Il y a donc au plus O(]Aglk) blocs
de G de ce type.

Les autres blocs de G sont de la forme C' U S ou S est un séparateur
minimal de G et C est un élément de C&(S). Il y a donc au plus n|Ag| blocs
de ce type et au final, G posseéde bien au plus O(|Ag|* + n[Ag|) blocs. g

De ces deux lemmes et du théoréme 6.29, nous déduisons directement le
résultat suivant :

Théoreme 7.5

Nous pouvons calculer la largeur de branches des graphes de nombre asté-
roide borné ayant un nombre polynomial de séparateurs minimaux en temps
polynomial.

7.2 Graphes d’intervalles circulaires

Nous nous attachons maintenant a montrer que le calcul de la largeur
de branches des graphes d’intervalles circulaires est polynomial. Cependant,
contrairement au cas précédent, une majoration grossiere du type de celle du
lemme 7.4 ne fonctionne pas car un bloc d’'un graphe d’intervalle circulaire
peut étre bordé par un nombre arbitrairement grand de séparateurs mini-
maux maximaux pour ’inclusion. Nous construisons donc dans une premiere
étape une famille F de blocs de cardinal polynomial permettant néanmoins
de construire une décomposition en branches de profil minimum. Nous mon-
trons ensuite que le calcul de la largeur de branches des blocs de F est
polynomial et ainsi que les hypotheses d’application du théoreme 6.29 sont
vérifiées ; le calcul de la largeur de branches des graphes d’intervalles circu-
laires est donc polynomial.

Définition 7.6 (Graphes d’intervalles circulaires)
Les graphes d’intervalles circulaires sont les graphes d’intersections des arcs
d’un cercle (voir fig. 7.1).

Ces graphes sont reconnaissables en temps linéaire [McCO03]. De plus,
I’algorithme de reconnaissance construit un modele d’intersections. Deux
modeles circulaires peuvent donner le méme graphe. Nous pouvons donc
choisir un modele particulier. Par exemple, il est possible, en déplacant 1é-
gerement les extrémités des arcs, de transformer un modele d’intersections
en un nouveau qui induit le méme graphe mais dont les extrémités des arcs
sont toutes distinctes. Par la suite, chaque fois que nous utilisons un graphe
d’intervalles circulaires, nous supposons qu’un modele circulaire de ce type
est donné.

La largeur arborescente des graphes d’intervalles circulaires se calcule en
temps O(n?) [SSP94]. Pour cela, Sundaram et col. utilisent la notion de corde
de controle introduite dans [BKK95]. Cette notion de corde est la notion
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N
\i% v

A chaque arc de cercle correspond un sommet du graphe et
deux sommets sont adjacents si et seulement si leurs arcs
s’intersectent.

Fic. 7.1 — Un graphe d’intervalles circulaires et un de ses modeles circulaires

géométrique de corde d’un cercle. Elle est donc totalement distincte de la
notion de corde qui apparait dans la définition d’hyper-graphe triangulé.

Définition 7.7 (Point de controdle, corde de controdle)

Soit D(G) un modéle d’un graphe d’intervalles circulaires G. Entre deux
extrémités consécutives d’arcs du modele, nous plagons un point de controle.
Une corde reliant deux tels points est une corde de controle \. La corde A
réalise I'ensemble V() des sommets correspondant aux arcs qu’elle coupe.

Les cordes de controle permettent de réaliser certains ensembles de som-
mets.

Définition 7.8 (Corde de contrdle proche d’une composante)
Soient S un séparateur de G et C' une composante connexe de G\S. La
réunion des arcs correspondant aux sommets de C' est un arc de cercle. Cet
arc est « encadré » par deux points de controle. Ces points de controle
définissent la corde de controle proche de C, nous la notons A¢.

Par construction, un arc traversant la corde de controle A¢ proche de
C correspond a un sommet qui n’appartient pas a C' mais qui est adjacent
a un sommet de C. L’ensemble V (A¢) est donc inclus dans le voisinage de
C et dans S. La réciproque n’est pas vraie. Par exemple, dans la figure 7.1,
I’arc b n’intersecte pas la corde proche du sommet a. Il est facile de se rendre
compte qu’aucune corde ou famille de cordes de contréle ne peut réaliser le
voisinage de a. Cependant, la propriété suivante montre que les séparateurs
minimaux sont les réalisations de certaines cordes de controle.

Propriété 7.9 Soient D(G) un modéle d’intersections d’un graphe d’inter-
valles circulaires G et C une composante pleine d’un séparateur minimal S
de G. La corde proche de C' réalise I’ensemble S.
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U Soient Ac la corde proche de C et D une seconde composante pleine de
S. Comme nous 'avons déja noté, 'ensemble des sommets que réalise \¢
est inclus dans le voisinage de C'. Ces sommets forment un sous-ensemble de
S.

Comme aucun sommet de C' n’est adjacent a un sommet de D, 'arc
correspondant aux sommets de D est disjoint de celui correspondant aux
sommets de C. Ainsi si un sommet appartient a la fois au voisinage de C et
a celui de D, 'arc correspondant traverse A\¢. L’ensemble S est donc inclus
dans V(A\¢) ce qui acheve la démonstration. -

Ceci permet d’obtenir une majoration du nombre de séparateurs mini-
maux d’un graphe d’intervalles circulaires et du nombre de blocs bordés par
un seul séparateur minimal maximal pour 'inclusion.

Corollaire 7.10 Dans un graphe d’intervalles circulaires, il y a au plus
n(2n — 1) séparateurs minimauz et au plus n?(2n — 1) blocs bordés par un
unique séparateur minimal mazimal pour l'inclusion.

Pour borner le nombre de blocs d’un graphe d’intervalles circulaires, il
nous reste donc a borner le nombre de blocs qui correspondent a des parties
entre séparateurs voisins. Les cordes de contréle proches d’une composante
connexe permettent aussi de représenter ces blocs. En effet, si un bloc € est
bordé par au moins deux séparateurs minimaux maximaux pour l’inclusion,
il est entierement caractérisé par ceux-ci. La famille des cordes de controle
A associée caractérise donc entierement ce bloc. Ceci nous permet de définir
la notion de représentation d’un bloc :

Définition 7.11 (Représentation d’un bloc)
Une représentation d’un bloc €} d’un graphe d’intervalles circulaires est une
famille de cordes de contréle A telle que :

(i) la réunion des réalisations des cordes de A est exactement la réunion
des séparateurs minimaux qui bordent € ;

(ii) deux cordes de A ne se croisent pas;

(iii) il existe un domaine du disque privé des cordes de A qui est incident
a toutes les cordes de A.

Pour pouvoir borner le nombre de blocs correspondant a des parties
entre séparateurs voisins, nous cherchons a borner le nombre de cordes de
controle d’une représentation de 2. Pour cela, nous introduisons la notion
de représentation compatible avec une décomposition en branches.

Si nous considérons une décomposition parallele T de G et la triangu-
lation serrée Hp_ correspondante, chaque clique maximale €2 de H7,_ corres-
pond & un bloc de G. De plus, il existe un noceud xzq de T dont I'étiquette
0, (zq) est Q. Notons *T1, Ty et *T3 les trois branches de T\{zq}. D’apres
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le théoreme 6.20, nous pouvons supposer que les supports des branches
(m)ie{lyz?)} ne sont pas morcelés dans T... Ceci implique que les paquets
correspondant aux composantes connexes de G\{2 sont les supports de sous-
branches (*TJZ)]G J des branches (*T;);c(1,2,3}- De plus, si deux paquets ont la
méme frontiere, ils correspondent & des sous-branches d’une méme branche
“I;. Comme les séparateurs minimaux qui bordent {2 sont exactement les
frontieres des paquets correspondant aux composantes connexes de G\(2,
nous pouvons les étiqueter avec le numéro de la branche *T; dans laquelle
se trouve la sous-branche *T; dont ils sont la frontiere. Dans ce cas, nous

disons qu’un séparateur minimal qui borde €2 appartient & une branche *T;.

Définition 7.12 (Représentation compatible)
Une représentation de €} compatible avec T’ est une représentation de §) qui
vérifie les conditions supplémentaires :

(i) chaque séparateur minimal qui borde Q) est inclus dans la réalisation
V(A) d’une corde de A ;

(ii) les séparateurs minimaux inclus dans la réalisation d’une corde de A
appartiennent tous a la méme branche *T;.

La premiere condition de la définition 7.12 est un renforcement de la
premiere condition de la définition 7.11. Quant a la seconde condition, elle
permet d’étiqueter chaque corde d’une représentation compatible comme les
séparateurs minimaux qui bordent €.

La propriété suivante permet d’affirmer qu’il existe une représentation
de ) compatible avec T.

Propriété 7.13 Soient D(G) un modéle d’intersections d’un graphe d’in-
tervalles circulaires G et Q un bloc de G. Il existe une famille de cordes A
telle que :

(i) les cordes de A réalisent les séparateurs minimaux de I'(€2) ;
(ii) deux cordes de A ne se croisent pas ;

(iii) il existe un domaine du disque privé des cordes de A qui est incident
a toutes les cordes de A.

L' Soit A 'ensemble des cordes de contrdle proches des composantes con-
nexes de G\2. Comme les séparateurs minimaux qui bordent £ sont exac-
tement les voisinages des composantes connexes de G\(2, la propriété 7.9
permet d’affirmer que les cordes de A réalisent bien les éléments de I'(2).
Par construction, A vérifie aussi les deux autres conditions. m

Bien que nous ne connaissions pas T, si € est un bloc de T, alors
chaque séparateur minimal bordant € est inclus dans I'une des frontieres
d’une des branches *T;. De cette fagon, A est compatible avec n’importe
quelle décomposition en branches dont €2 est un bloc.
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Nous sommes & méme de borner le nombre de cordes d’une représentation
des blocs de G correspondant a des parties entre séparateurs voisins.

Théoréeme 7.14

Soient T une décomposition de profil minimal d’un graphe d’intervalles
circulaires G et €} un bloc de G correspondant a une clique maximale de la
triangulation induite par T;. Une représentation A de §2 de cardinal minimal
compatible avec T, contient au plus trois cordes.

U Raisonnons par I’absurde et supposons qu’une représentation A de Q2 de
cardinal minimum compatible avec T): contient au moins quatre cordes de
controle.

Il existe dans A au moins deux cordes A1 et Ay appartenant & une méme
branche. Nous pouvons supposer que cette branche est *I7. Les extrémités
de A\ et A9 permettent de construire une diagonale A3 du polygone dont les
sommets sont les extrémités des cordes de A (voir fig. 7.2).

Voici deux représentations de blocs et deux diagonales.

Un méme symbole apparait sur les cordes d’une méme
branche.

Dans le premier cas, la diagonale permet soit de diminuer le
nombre de cordes de la représentation, soit de diminuer le
profil de la décomposition. Dans le second cas, elle permet de
diminuer le profil de la décomposition.

Fi1G. 7.2 — Preuve du théoréme 7.14

Nous allons transformer 7T de maniere a respecter la structure de A U
{A3}. La corde A3 partitionne A en deux ensembles A; et Ay. Grace au
théoreme 6.20, nous pouvons supposer que les supports des branches *I7,
*T> et T3 ne sont pas morcelés. Nous pouvons donc construire six branches
(1Y )ie{1,2,3},je{1,2} en regroupant les branches correspondant aux paquets
de 7(*T;) dont la frontiere est incluse dans une corde de A;. En regroupant
les branches *T}, *Ts et *T3, nous obtenons une branche *I7. De méme, nous
construisons une branche *T que nous regroupons avec *T7] pour obtenir une
décomposition en branches 77, de G. Les frontieres de 7(*T}') et de 7(*T?)sont

incluses dans celles de *T;. De plus, la frontiere de 7(*I7) correspond a des
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arcs qui croisent Asz. Or, par construction, tout arc croisant Az croise A; ou
A2. La frontiere de 7(*T]) est donc incluse dans celle de 7(*T7). D’apres le
lemme 6.19, le profil de T/, est inférieur ou égal & celui de T7.

Plusieurs cas se présentent. Si toutes les cordes de A appartiennent a la
méme frontiere et si (Jycp, V(A) est égal & V(X3), alors Ag U {A3} est une
représentation de {2 compatible avec T et de cardinal strictement plus petit
que celui de A, ce qui est absurde. La situation est la méme pour As. Sinon,
il existe un sommet = de (Jycp, V(A) qui n’appartient pas & V(A3) et un
sommet y de (Jycp, V(M) qui n’appartient pas & V(A3). Comme, d’apres le
lemme 4.19 les sommets x et y appartiennent a deux frontieres de 7(*T;), nous
pouvons supposer que la frontiere de 7(*I%) croise V(A3). Aucune frontiere
de T, ne contient celle de 7(*T). D’aprés le lemme 6.19, le profil de T7, est
strictement inférieur a celui de T ce qui est aussi absurde. m

Nous déduisons de ce théoréme le corollaire suivant :

Corollaire 7.15 I existe au plus O(n®) blocs pouvant apparaitre dans une
décomposition de profil minimal. Ils sont énumérables en temps polynomial.

. D’apres le corollaire 7.10, il y a O(n?) blocs bordés par un unique sépa-
rateur minimal maximal pour l'inclusion. Le théoreme 7.14 montre que les
blocs correspondant & des parties entre séparateurs minimaux sont repré-
sentables par au plus trois cordes de controle. Une fois les extrémités des
cordes fixées, il existe un nombre borné de cordes s’appuyant sur ces points
de controle. I y a donc O(n®) familles d’au plus trois cordes de controle et
O(n®%) blocs correspondant & des parties entre séparateurs. m

Nous pouvons montrer que le théoreme 6.29 s’applique et donc que nous
pouvons calculer la largeur de branches des graphes d’intervalles circulaires
en temps polynomial.

Théoréme 7.16
La largeur de branches d’un graphe d’intervalles circulaires se calcule en
temps polynomial.

U Soit G un graphe d’intervalles circulaires. Le corollaire 7.15 nous assure
qu’il existe une famille complete J de taille O(n5) de blocs de G. Pour appli-
quer le théoreme 6.29, nous devons pouvoir calculer la largeur de branches
de ces blocs en temps polynomial.

Soient €2 un bloc de cette famille complete et Ag une famille d’au plus
trois cordes de controle réalisant 2. La famille Aqg donne une indication
de la facon de décomposer 2 : les réalisations de chacune des cordes de
A doivent se trouver dans une méme branche de la décomposition du bloc.
Cette représentation ne donne pas forcément une décomposition optimale de
Q) mais, d’apres le théoreme 7.14 il existe une réalisation de €2 pour laquelle
c’est le cas. Pour construire ¥, il suffit donc de considérer chaque famille Aq
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d’au moins trois cordes de controle correspondant & un bloc 2 et de calculer
la largeur que donne Agq. Ainsi, nous obtenons une famille de blocs ) et
un majorant de la largeur de branches de ) par réalisation de 2. Il suffit
de choisir la plus petite valeur obtenue pour 2 pour obtenir sa largeur de
branches.

Il nous reste a calculer la largeur de branches correspondant a la famille
Agq. Pour cela, nous devons considérer une clique sur I’ensemble de sommets
) a laquelle nous ajoutons des hyper-arétes correspondant & la réalisation de
chacune des cordes de Aq. D’apres le théoreme 6.13, la largeur de branches
de cette hyper-clique se calcule en temps constant.

Pour stocker les blocs intermédiaires, nous pouvons utiliser une structure
d’arbre de recherche. Les différentes opérations se font en temps log(nombre
d’éléments) donc au plus en temps O(log n). Le temps de calcul pour chacune
des familles de cordes de controle étant constant, le temps total de calcul de
F et des largeurs de branches de ses éléments est O(n5logn). u

7.3 Autres classes de graphes

La méthode présentée pour calculer la largeur de branches des graphes
d’intervalles circulaires peut se généraliser. Pour cela, deux conditions sont
nécessaires :

(i) il doit exister une notion de corde de controle qui permette de réaliser
les séparateurs minimaux et qui fournisse des représentations des blocs

de G;

(ii) la réalisation d’une diagonale doit étre incluse dans les réalisations des
cordes sur les extrémités desquelles elle s’appuie.

Nous pouvons ainsi appliquer cette méthode aux graphes de permutation
circulaire, aux graphes trapézoides circulaires et aux graphes d-trapézoides
circulaires.

Définition 7.17 (Graphes de permutation circulaire)
Considérons le tore (R /[o,n[) x [0,1] et relions de fagon bijective les points
(1,0) aux points (o(i),1) (i entier entre 0 et n — 1) par des segments s;. Un
graphe de permutation circulaire est le graphe d’intersections des segments
S;i.

A TDaide d’une inversion, nous pouvons aussi donner un modéle d’un
graphe de permutation circulaire du type de celui de la figure 7.3.

Définition 7.18 (Graphes trapézoides circulaires)

Les graphes trapézoides circulaires sont les graphes d’intersections d’une
famille de trapézes du tore (R 1) % [0,a] (a > 0) dont les bases sont sur
les droites (Rp17) x {0} et (R/[OJ[S x{a}.
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Fi1c. 7.3 — Un graphe de permutation circulaire et son modele

A Tlaide d’une inversion, nous pouvons aussi donner un modéle d’un
graphe de permutation circulaire du type de celui de la figure 7.4.

Les graphes trapézoides circulaires sont une sur-classe des graphes d’in-
tervalles circulaires et des graphes de permutation circulaire. Pour obtenir
les graphes d’intervalles circulaires, il suffit de prendre des trapezes d’épais-
seur nulle et pour obtenir les graphes de permutation circulaire, il suffit de
choisir des trapezes dont les bases sont de taille nulle.

e

C

Fi1Gg. 7.4 — Un graphe trapézoide circulaire et son modele

Définition 7.19 (Graphes d-trapézoides circulaires)

Les graphes d-trapézoides circulaires sont les graphes d’intersections d’une
famille d’empilements de d trapézes du tore (]R /[0,1[) x [0, aq] tels que les bases
du p-iéme trapéze soient sur les droites (R/[OJ[) x{ap} et (R/[0,1[) x{apt1}
(0 <aj--- < ay) et tels que la base inférieure du p-ieme trapeze soit la base
supérieure du (p—1)-iéme trapéze.

Les graphes de cordes forment une classe de graphes pour laquelle nous
n’avons pas réussi a adapter cette méthode. En effet, la seconde condition
nécessaire a 'application de cette méthode n’est pas remplie.
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Définition 7.20 (Graphes de cordes)
Les graphes de cordes sont les graphes d’intersections de cordes d’un cercle
(voir fig. 7.5).

AN\

FiGg. 7.5 — Un graphe de cordes et son modele

Cependant, en utilisant d’autres arguments que ceux présentés ici, nous
pouvons espérer arriver a borner le nombre de cordes de contrble d’'une re-
présentation d’un bloc. Les travaux de L. Lyaudet [Lya04] comportent une
tentative dans ce sens. Dans [KKM99], Kloks et col. montrent que le pro-
bleme de la largeur de branches est NP-complet pour les split-graphes. Pour
cela, ils montrent que si (C, I, FE) est un split-graphe, décider si la largeur
de branches du graphe vaut [3|C|/N| est NP-complet. Lyaudet montre que
ce probleme est linéaire pour les split-graphes de cordes. Sa démonstration
permet d’espérer pouvoir étendre notre démarche aux graphes de cordes.
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La géométrie est l’art de raisonner juste
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Historiquement, la théorie des graphes est née avec les graphes planaires
dans les travaux d’Euler. Ces graphes dessinables sur le plan ou la sphere
possedent des propriétés spécifiques liées a la topologies des surfaces dans
lesquelles ils sont plongés. Nous disposons donc pour les étudier d’outils
puissants de topologie plane qui, combinés aux résultats que nous avons déja
obtenus, nous permettent d’obtenir des résultats spécifiques a ces graphes.

Avant d’aborder les résultats et les preuves formelles qui sont émaillés
de propriétés topologiques faussement triviales, voici une présentation infor-
melle les grandes lignes de ce chapitre.

Pour construire une séparation d’un graphe planaire G, nous pouvons
tracer une courbe qui ne coupe aucune aréte de G et qui délimite deux ré-
gions du plan; ces courbes sont des courbes de Jordan. De cette fagon, les
deux régions définissent une partition des arétes de G. Si toutes les sépara-
tions de G ne peuvent pas étre représentées de cette fagon, nous montrons
que les séparateurs minimaux peuvent toujours 1’étre. A linverse, en dé-
formant un peu une courbe associée a une séparation, nous obtenons une
nouvelle courbe représentant la méme séparation : ceci nous conduit a in-
troduire la notion d’homotopie qui formalise ces déformations. Une courbe
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représentant une séparation donnée passe alternativement par des sommets
de GG puis par des faces de G. De plus, deux courbes associées a la méme
suite de sommets et de faces définissent la méme séparation. Ainsi, en fixant
un sommet dans chaque face et en le reliant a tous les sommets bordant
cette face, nous obtenons un graphe appelé graphe intermédiaire G. Les
cycles élémentaires de ce graphe représentent donc des séparations de G et
en particulier les séparateurs minimaux de G. Ceci nous permet d’énumérer
plus rapidement les séparateurs minimaux d’un graphe planaire.

Si deux cycles élémentaires de (G ne se croisent pas, les deux sépara-
tions qu’ils induisent ne se chevauchent pas. Ainsi une famille maximale de
cycles élémentaires de G définit une matriochka dont nous montrons qu’elle
est complete. De cette fagon, nous pouvons définir des décompositions en
branches dont certaines correspondant a des décompositions arborescentes
de largeur minimale. Les noeuds de ces décompositions correspondent a des
O-structures, c’est-a-dire a des ensembles de trois cycles qui dessinent des
©. En remarquant qu’un graphe planaire et son graphe dual ont le méme
graphe intermédiaire, nous pouvons transposer une bonne décomposition ar-
borescente de G de largeur minimale & son dual G*. Chaque O-structure que
définit la famille de cycles correspond & la fois a un nceud de la décomposi-
tion arborescente de G et a un nceud de celle de G*. De cette fagon, nous
pouvons majorer finement la largeur arborescente de la décomposition duale
ce qui nous permet d’affirmer que que la largeur arborescente d’un graphe
planaire et celle de son dual different d’au plus un.

Conventions graphiques et typographiques

Les preuves formelles des résultats que nous venons d’évoquer s’averent
bien souvent délicates méme si les idées qui les sous-tendent sont relative-
ment simples. Nous utilisons donc de nombreux dessins pour illustrer notre
propos. Nous avons évoqué dans notre présentation du graphe intermédiaire
différents types de sommets et pour faciliter la lecture des dessins tout en
allégeant les 1égendes, nous représentons les différents types de sommets par
des figurés différents résumés dans la figure 8.1.

Les dessins facilitent la lecture des preuves ; néanmoins, ils ne constituent
pas une preuve et peuvent méme induire en erreur en masquant certaines
difficultés. La topologie plane regorge d’évidences non triviales comme le
théoréme de Jordan (th 8.8). Par souci de rigueur, nous démontrons tous
nos résultats, mais certaines des preuves sont avant tout techniques et n’ap-
portent que peu de choses a la compréhension générale du probeme. Pour
ne pas trop masquer le fil conducteur et ne pas perdre le lecteur au milieu
de ces démonstrations, nous utilisons la convention typographique suivante
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Les sommets initiaux sont représentés par des ronds,
les sommets arétes par des carrés,
les sommets faces par des triangles.

Dans le cas d’un graphe simple, pour ne pas surcharger le
dessin, nous ne représentons pas les sommets arétes.

FiG. 8.1 — Conventions graphiques

pour présenter les preuves et les lemmes techniques.

Lemme 154.17 Ceci est un lemme « évident ».

u Cependant la preuve est pénible. m

8.1 Séparateurs, séparations et graphe intermé-
diaire
8.1.1 Topologie des graphes et hyper-graphes planaires

Nous définissons ici les graphes et hyper-graphes plans et nous introdui-
sons les premiers outils topologiques dont nous aurons besoin.

Définition 8.1 (Chemin, lacet)
Un chemin entre deux points x et y d’un espace métrique X est une fonction
f:]0,1] — X continue, dérivable par morceaux telle que f(0) = x, f(1) = y.
Un lacet est un chemin dont les deux extrémités sont identiques.

Le chemin f~! désigne le chemin f « pris a I'envers », c’est-a-dire la
fonction f~' qui a t associe f(1 —t). Si v et p sont deux chemins tels que
v(1) soit égal a 11(0), v.u désigne la concaténation de v et p.
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Définitions 8.2 (Graphe plan, hyper-graphe plan, face)

Un graphe plan est un couple Gy, = (Vx, Ex) d’ensembles finis. Les éléments
de Vx, sont appelés les sommets et ceux de Ex; les arétes. Les ensembles Vy
et Fy, sont tels que :

-V Xy

— chaque aréte e de Fy, est un chemin dont les extrémités sont des som-

mets;

— lintérieur d’une aréte ne contient aucun sommet ni aucun point d’une

autre aréte.

Un hyper-graphe plan est un graphe plan biparti Gy, = (Vx U Ay, Ey).
Les éléments de Vs, sont les sommets initiaux et ceux de Ay, sont les sommets
arétes de Gy.

La sphére ¥ privée du dessin de Gy est un ouvert. Ses composantes
connexes sont des ouverts connexes par arcs : les faces du graphe ou de
Ihyper-graphe plan. Pour chaque face f de (G, nous choisissons un point x
de f comme représentant de la face que nous appellons centre de la face.
Nous parlons indifféremment du centre x d’une face pour désigner le point
x ou pour désigner la face qu’il représente.

Définition 8.3 (Graphe planaire, hyper-graphe planaire)

A un graphe plan correspond naturellement un multi-graphe abstrait G.
Réciproquement, un multi-graphe abstrait G est dit planaire s’il existe un
graphe plan Gy, dont il est le multi-graphe abstrait. Un tel graphe plan est
une représentation plane de G.

A un hyper-graphe plan correspond naturellement le graphe d’incidence
d’un hyper-graphe et donc un hyper-graphe. Réciproquement, un hyper-
graphe G est dit planaire s’il existe un hyper-graphe plan Gy dont il est
Ihyper-graphe abstrait. Un tel hyper-graphe plan est une représentation
plane de G.

Deux graphes plan peuvent induire le méme graphe abstrait. C’est en
particulier le cas de deux graphes plans dont les dessins sont homéomorphes,
c’est pourquoi nous raisonnerons toujours par la suite a homéomorphisme
pres. Cepedant, méme comme cela, un graphe planaire peut avoir deux re-
présentations planes non homéomorphes. En revanche, un graphe planaire
3-connexe admet une unique représentation plane.

Il est relativement facile de se convaincre que les hyper-graphes planaires
sont clos par les opérations suivantes : suppression d’un sommet, suppression
d’une hyper-aréte, contraction d’une hyper-aréte e en un nouveau sommet
ve dont les voisins sont ceux des extrémités de e. Une classe d’hyper-graphe
stable par ces propriétés est close par minoration. En utilisant la relation
d’Euler entre les nombres de sommets, de faces et d’arétes d’un graphe plan,
il est relativement facile de montrer que les graphes K5 et K3 3 (voir fig. 8.2)
ne sont pas planaires. Nous renvoyouns le lecteur a la lecture de [Die00] pour
de plus amples détails. Ainsi, un graphe qui contient K5 ou K33 comme
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mineur n’est pas planaire. Le théoréeme de Kuratowski donne une réciproque
a cette propriété.

Théoréme 8.4 (Kuratowski 1930)
Un graphe est planaire si et seulement si il ne contient pas de mineur iso-
morphe a K5 ou K3 3.

Ks K33

)

Un graphe est planaire si et seulement si il n’admet pas I'un
des deux graphes ci-dessus comme mineur.

F1a. 8.2 — Théoreme de Kuratowski (th. 8.4)

Nous avons vu qu’en général, les séparateurs minimaux d’un hyper-
graphe n’étaient pas minimaux pour 'inclusion. Ce n’est toujours pas vrai
pour les hyper-graphes planaires mais le théoreme de Kuratoswki permet de
montrer que c’est presque le cas, ce qui simplifie considérablement la tache
pour énumérer les séparateurs minimaux d’un hyper-graphe planaire.

Propriété 8.5 Soient G un hyper-graphe planaire et Sy et So deux sépara-
teurs minimauz distincts de G. Si S est inclus dans S5, alors S contient
au plus deuxr sommets.

U Supposons par ’absurde que S; soit strictement inclus dans Sy et qu’il
contienne au moins trois éléments a, B et . Soient a et b deux sommets tels
que S3 soit un a, b-séparateur minimal. Comme S est strictement inclus dans
Sa, les sommets a et b sont dans la méme composante pleine C&(S1). Comme
S1 est un séparateur minimal, il admet une autre composante pleine. Soit ¢
dans une telle composante. Le séparateur Sy est un a, c-séparateur minimal.
Contractons les composantes C%(Ss), C%4(S2) et CE(S1) en trois sommets
a’, b et ¢. Chacun de ces trois sommets est adjacent a S; donc a «, (3 et 7.
L’hyper-graphe contient donc un mineur isomorphe a K33 en contradiction
avec le théoreme de Kuratowski. m
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8.1.2 Courbes de Jordan et séparations

Nous avons utilisé au chapitre 7 certaines frontieres ayant une interpré-
tation géométrique simple. Ce faisant, nous avons pu obtenir des propriétés
supplémentaires et ainsi calculer la largeur de branches de certaines classes
de graphes. Les hyper-graphes planaires ont une structure topologique forte
comme l’illustre le théoreme de Kuratowski. Il est donc naturel de suivre
une démarche analogue et de restreindre la forme des frontieres que nous
allons utiliser dans le cas des hyper-graphes planaires.

Définition 8.6 (Chemin compatible avec un hyper-graphe plan)
Un chemin i est compatible avec un graphe ou un hyper-graphe plan Gy, si i
n’intersecte que des sommets initiaux de Gs;. Nous notons Vg, (1) 'ensemble
i N Vs des sommets initiaux de Gs; que rencontre . Si nous notons Xgy,
la spheére privée des sommets arétes et de l'intérieur des arétes de Gy, un
chemin compatible avec G, est un chemin de YXqy,.

Définition 8.7 (Courbe de Jordan)
Une courbe de Jordan est un lacet p de X tel que si pu(t1) = p(te) et t1 < to
alors t1 = 0 et to = 1. Si un lacet n’est pas une courbe de Jordan, il est
singulier.

Deux courbes de Jordan p et v sont paralleles si u n’intersecte qu’une
composante connexe de Y.\v et réciproquement.

Théoréme 8.8 (Jordan)
Soit p une courbe de Jordan de ¥. L’ensemble ¥\ est constitué de deux
composantes connexes homéomorphes au disque unité ouvert.

Le théoreme de Jordan montre qu’une courbe de Jordan partage la sphere
en deux. Ainsi, une courbe de Jordan p compatible avec un hyper-graphe
plan Gy, induit une partition éventuellement dégénérée des arétes de I’hyper-
graphe associé G. Il est donc naturel de se demander si nous ne pourrions
pas utiliser seulement des décompositions en branches de G dont toutes les
séparations sont induites par des courbes de Jordan compatibles avec Gy.

Lemme 8.9 Soient Gy, = (Vx, Ex) un graphe plan et x dans Vx. Il existe
un lacet p compatible avec Gy, tel que :

(Z) VGE (:u) = N(ZC) ;
(i) il existe une composante connexe C' de Xy \p qui ne contient que le
sommet x.

U Soit o dans V5. Considérons un cercle de centre x qui sépare x des autres
sommets de Vy. Ce cercle coupe les arétes (e;);cr de Gy incidentes & z. En
déformant ce cercle au niveau de ses intersections avec les arétes de Gy, nous
pouvons obtenir un lacet u qui passe par les autres extrémités des arétes e;
et qui sépare encore x des autres sommets de Gy, (figure 8.3). m
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V2 U1 U2 U1 U2 1

U3 U3 U3

U4 Vg Vg

Fic. 8.3 — Obtention du lacet

En utilisant ce lemme, nous montrons (prop. 8.19) que les séparateurs
minimaux peuvent étre vues comme des courbes de Jordan.

8.1.3 Homotopie et graphe intermédiaire

Utiliser des courbes de Jordan pour représenter des séparations est sé-
duisant car cela permet de donner une représentation visuelle de ces sé-
parations. Cependant, le probleme majeur de cette approche est que deux
courbes de Jordan peuvent représenter la méme séparation comme l’illustre
la figure 8.4. De plus, si nous voulons étendre I'algorithme 3.3 en utilisant
cette idée, nous devons nous ramener a une structure combinatoire simple
pour représenter de fagon efficace des courbes de Jordan.

g L LT T
Lo “~
\\
L Y

| )

[ Y

[}
[}
[]
]
]
[

]

[}

4

"
"
4
4
\ /'
\ "
S, o
., g
~ e
al S g

FiG. 8.4 — Deux courbes de Jordan induisant une méme séparation

Revenons a la figure 8.4. Au cours d’une déformation compatible avec
G's, une courbe de Jordan ne peut pas « sauter par dessus » une aréte. Une
courbe de Jordan obtenue en transformant ainsi une courbe p compatible
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avec GGy induit la méme séparation que u. Nous pouvons ainsi définir une
relation d’équivalence sur les courbes de Jordan compatiables avec Gy et
raisonner modulo cette relation. Pour formaliser cette idée de déformation,
nous utilisons la notion d’homotopie.

Définition 8.10 (Homotopie)

Deux lacets v et pu sont dits homotopes dans un espace métrique A s’ils
appartiennent a A et si il est possible de passer de facon continue de v a
dans A, c’est-a-dire s'il existe F':[0,1]x[0,1]— A continue telle que :

— at fixé dans [0, 1], © — F(x,t) soit un lacet ;

— le chemin x — F(x,0) soit égal a v ;

— le chemin x — F(x,1) soit égal a p.

Un lacet est homotope & zéro s’il est homotope au lacet constant (cf. fig.
8.5). Deux chemins v et y sont dits homotopes s’ils ont les mémes extrémités
et si v.(u™t) est homotope & zéro (cf. fig. 8.6). La relation d’homotopie sur
les lacets et sur les chemins est une relation d’équivalence.

Le premier lacet est dans le plan. Il est homotope & zéro.
Le second lacet est dans le plan privé du trait gras. Il n’est pas
homotope a zéro.

Fic. 8.5 — Homotopie de lacets dans le plan

P():f(l‘,O)

Plzf(.%‘,l)

F1G. 8.6 — Homotopie de chemins
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Méme si nous pouvons facilement plonger un hyper-graphe plan de la
sphere dans le plan et inversement, nous devons tout de méme choisir une
face extérieure. Ce choix n’est certainement pas anodin. En effet, cela revient
a « trouer » la face extérieure. Ainsi, deux lacets qui ne sont pas homotopes
dans le plan (cf. fig. 8.5) peuvent étre issus de chemins homotopes sur la
sphere. Le second lacet de la figure 8.5 correspond a celui de la figure 8.7 qui
est bien homotope a zéro. La figure 8.4 fournit un autre exemple de cette
différence : les deux courbes de Jordan représentées ne sont pas homotopes
dans le plan privé de 'intérieur des arétes du graphe alors qu’elles le sont si
nous nous plagons sur la sphere.

Fia. 8.7 — Homotopie de lacets sur la sphere

L’utilisation de I’homotopie pose également un probleme technique : le
choix du paramétrage. Les images d'un lacet u et du lacet ;' sont les mémes
— le second « fait le tour & I’envers » — mais ils ne sont pas nécessairement
homotopes. Pour éviter ce type de problemes, nous dirons que deux chemins
sont homotopes s’il existe des paramétrages de leurs images qui le soit. Une
fois cette précaution prise, nous pouvons énoncer la propriété suivante :

Propriété 8.11 Deux courbes de Jordan p et v de ¥ compatibles avec un
hyper-graphe plan Gy, induisent les mémes séparations de G si et seulement
st elles sont homotopes dans Y, .

La propriété 8.11 permet de raisonner sur des classes d’équivalence de
courbes de Jordan de X¢,, pour la relation d’homotopie. Nous allons montrer
comment ce passage au quotient nous permet de définir un graphe plan.

Soit p une courbe de Jordan compatible avec un hyper-graphe plan
Gx. Nous pouvons décomposer p en une somme de chemins élémentaires
p1-p2 . .. .p4p de telle sorte que chaque chemin y; intersecte le dessin de G
au niveau de ses extrémités et uniquement a cet endroit. Comme une face est
simplement connexe, chaque p; est homotope a un chemin qui passe par le
centre d’une face de Gx. La courbe u se décompose donc en pq.v4.. ... Hp-Vp
ou chaque u; relie un sommet au centre d’une face de Gy, et chaque v; relie
le centre d’une face & un sommet de Gx.



106 Chapitre 8. Graphes planaires

Définition 8.12 (Graphe intermédiaire)
Soient Gs;, = (Vx U Ay, Ex) un hyper-graphe plan et Fyx, I'ensemble des
centres des faces de Gx.

Nous construisons un graphe plan biparti G; ayant comme sommets les
sommets initiaux et les centres des faces de Gx. Pour chaque chemin v dont
Pintérieur est inclus dans une face F' de Gy, et qui relie le centre f de F et
un sommet initial v incident a F', nous plagons une aréte dans G; homotope
a .

11 est possible de choisir les arétes de G; pour obtenir un graphe plan. Un
tel graphe est unique a homéomorphisme pres; ¢’est le graphe intermédiaire
de Gy,. Les éléments de Fy, sont appelés sommets faces.

La figure 8.8 présente un graphe plan et son graphe intermédiaire.

Nous pouvons aussi remarquer que si x n’est pas un point d’articulation
de G — c’est-a-dire un séparateur de taille un —, pour chaque face f a laquelle
x est incident, il y a une seule aréte dans F;. Dans le cas d’un hyper-graphe
plan 2-connexe, la définition de graphe intermédiaire peut étre simplifiée :

Définition 8.13 (Graphe intermédiaire (cas 2-connexe))
Soient Gy, = (VxUAy, Ex) un hyper-graphe plan 2-connexe et Fx, I'ensemble
des centres des faces de Gx,.

Le graphe intermédiaire de G est le graphe plan G dont ’ensemble des
sommets est Vx U Fy; et tel que chaque sommet f de Fy; soit relié a tous les
sommets de Vy, incidents a la face f.

Par construction, tout chemin compatible avec Gy, est homotope a un
chemin de Gy. En revanche, la propriété « étre une courbe de Jordan » n’est
pas stable par homotopie ; une courbe de Jordan peut tres bien ne pas étre
homotope a une courbe de Jordan de G; comme le montre la figure 8.9.

Lemme 8.14 Un graphe intermédiaire est un graphe plan biparti conneze.

U Soit G le graphe intermédiaire d’'un hyper-graphe plan Gx. Le
graphe G est biparti par construction et sa connexité vient de celle
de la surface Xgy;. u

Propriété 8.15 Soit Gy = (Vx U Ay, Ex)) un hyper-graphe plan. Il existe
une bijection entre les faces de Gy et les arétes de G.

U Les arétes de G correspondent aux sommets de As, par définition
du graphe d’incidence d’un hyper-graphe. Montrons tout d’abord
qu’il y a au plus un sommet de Ax, par face de Gy.

Soit @ dans As. D’apres le lemme 8.9, il existe un lacet p com-
patible avec G'». qui passe par les sommets de I’hyper-aréte a et qui
sépare a des sommets de (Ax\{a})U V. Ce lacet est homotope & un
lacet ur de Gr. La composante connexe de X\ur qui contient a ne
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La courbe de Jordan en pointillés est compatible avec le
graphe plan. Le lacet en trait plein lui est homotope et passe
par les centres des faces.

Nous obtenons le graphe intermédiaire en fixant un
représentant par classe d’homotopie de chemins entre le centre
d’une face et les sommets qui la bordent. Plusieurs chemins
ayant les mémes extrémités peuvent apparaitre.

Fic. 8.8 — Construction du graphe intermédiaire
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. -<

Le représentant dans le graphe intermédiaire de la courbe de
Jordan en pointillés est le lacet singulier en trait plein.

F1a. 8.9 — Une courbe de Jordan homotope a un lacet singulier de Gy

contient aucun autre sommet de As. Il existe donc une face de Gr
qui ne contient que a.

Réciproquement, montrons que toute face de GGy contient au moins
un sommet de As. Supposons qu’il existe une face f de Gr qui ne
contienne aucun sommet de As.. Comme toutes les arétes de G's; ont
une extrémité dans As et que le bord de la face a une intersection
vide avec Ay, il n’existe aucune aréte de G, incluse dans cette face.

Comme il n’y a aucune aréte de G's; dans la face f, il existe une face
de G's contenant f. Soit x le centre de cette face. Par construction,
une des extrémités de chaque aréte de Gy est le centre d'une face
de Gyx. Toutes les arétes de G qui constituent le bord de la face f
ont donc une extrémité en commun. Comme G ne contient pas de
boucles, toutes les arétes du bord de f ont les mémes extrémités.
De plus, comme la face f ne contient pas d’aréte de G, toutes les
arétes du bord de f sont homotopes, ce qui contredit la définition de
Gr. m

Pour retrouver ’aréte correspondant a une face f de Gy, il suffit de
choisir un représentant par classe d’homotopie entre les chemins reliant le
centre de f et les vrais sommets du bord de la face.

Lemme 8.16 (voir fig. 8.10) Soit G un graphe intermédiaire d’un hyper-
graphe planaire G et (f,v) une aréte de G incidente a deux faces correspon-
dant auz hyper-arétes ey et es de G. Le graphe obtenu en remplacant l'aréte
(f,v) par Uaréte (f',v) ot f' est une copie de f est un graphe intermédiaire
de Uhyper-graphe G dans lequel nous avons contracté les hyper-arétes ey et
es.
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Les arétes en gras représentent les faces correspondant aux
hyper-arétes e; et es.

Dans la figure de gauche, une aréte séparant ces faces est
« détachée ». La nouvelle face correspond a ’hyper-aréte
contractée e .
Dans celle de droite, deux feuilles du graphe intermédiaire sont
supprimées. La face modifiée correspond a I'hyper-aréte € ,.

F1G. 8.10 — Fusion de faces du graphe intermédiaire
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U Soient e 'aréte (f,v), f1 et fa les faces incidentes a (f,v) et a1
et az les sommets arétes correspondant & e; et e2. Nommons f’ le
point €(0.5) et €' : ¢t — e(.5t) le chemin entre v et f’ induit par e.
Nommons aussi u le point e(0.75).

Comme les faces fi et f2 sont connexes par arcs, il existe un chemin
de a; a a2 compatible avec le graphe G auquel nous avons rajouté le
sommet f’ et dans lequel nous avons remplacé ’aréte e par 'aréte ¢’
En contractant ce chemin, nous obtenons une représentation plane
de I'hyper-graphe planaire G dans lequel nous avons contracté e; et
ez en une hyper-aréte eq 2. [

Lemme 8.17 (voir fig. 8.10) Soit G; un graphe intermédiaire d’un hyper-
graphe planaire G et e une hyper-aréte de G correspondant a une face de
Gt possédant au moins une feuille v. Le graphe G dans lequel nous avons
retiré la feuille v est un graphe intermédiaire de U’hyper-graphe G dans le-
quel Uhyper-aréte e est remplacée par une hyper-aréte ayant une extrémité
de moins.

U Soient Gz I’hyper-graphe plan correspondant a Gr et a. le sommet
aréte de G's; correspondant a 1’hyper-aréte e.

— Si la feuille retirée est un sommet face u de Gy, alors deux
chemins de Gy, entre a. et u deviennent homotopes. Il suffit de
retirer I'un des deux, ce qui revient a retirer une des extrémités
de 'hyper-aréte e dans GG, pour obtenir un hyper-graphe plan
correspondant au graphe intermédiaire Gy amputé;

— dans le cas contraire, la feuille est un sommet initial v de G et
il suffit de retirer de Gx ’aréte entre a. et u pour obtenir un
hyper-graphe plan correspondant au graphe intermédiaire Gy
amputé.

Dans les deux cas, le graphe obtenu est bien un graphe intermé-

diaire de G dans lequel 'hyper-aréte e a été amputée d’une de ses
extrémités. -

De ces deux lemmes, nous tirons le corollaire suivant :

Corollaire 8.18 Soient G; un graphe intermédiaire d’un hyper-graphe pla-
naire G et p une courbe de Jordan de Gy induisant une séparation (E1, E3)
de G. Le graphe G dans lequel toutes les arétes et tous les sommets conte-
nus dans le domaine correspondant aux arétes de Eo sont supprimés est un
graphe intermédiaire de U’hyper-graphe G dans lequel nous avons contracté
les arétes de Eo en une seule hyper-aréte contenant la frontiére O(E1, Es).

8.1.4 Séparateurs minimaux des graphes planaires

Les courbes de Jordan compatibles avec un hyper-graphe plan permet-
tent de représenter certaines séparations de cet hyper-graphe. Nous mon-
trons ici que c’est en particulier le cas pour les séparateurs minimaux.
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Comme les cycles élémentaires du graphe intermédiaire représentent en géné-
ral des séparations, nous donnons une caractérisation des cycles élémentaires
du graphe intermédiaire correspondant a des séparateurs minimaux.

Propriété et définition 8.19 (Réalisation d’un séparateur minimal)
Soient Gy, = (Vs U As, Ex)) un hyper-graphe plan et S un a,b-séparateur
minimal de G. Il existe une courbe de Jordan p compatible avec Gy, — une
réalisation de S — telle que :

(i) I'ensemble Vg, (1) soit égal a S ;

(ii) les sommets a et b ne soient pas dans la méme composante connexe de
Y\ .

L' Soit €9(S) la composante connexe de G\S contenant a et 5’%(5) I'en-
semble des arétes de Gy, incidentes aux sommets de C*(S). L’hyper-graphe
G4, obtenu a partir de G's; en contractant les arétes de C(S) est plan. Soit
a le sommet résultant de cette contraction. D’apres le lemme 8.9, il existe
un lacet ©® compatible avec G, qui sépare a des autres sommets de G,. En
« décontractant » les arétes de 5’%(5 ), nous obtenons a partir de p* un lacet
p compatible avec Gy qui sépare C*(S) et Iensemble des sommets arétes
voisins de C*(.S) du reste des sommets de Gy.

Soit ¢ la région de ¥\ x contenant C%(S) et X° celle qui contient C?(S).
Notons que la frontiere de % est u. La frontiere p/ de X est incluse dans
celle de . Soit ¥'* la région de ¥\y/ contenant X%, Comme X'¢ et ¥
sont deux ouverts connexes par arcs disjoints ayant la méme frontiere, ils
sont homéomorphes a des disques ouverts et leur frontiere est une courbe de
Jordan. Par construction, celle-ci est compatible avec Gy;. Comme p’ est la
frontiere de %20, 'ensemble V (u') est égal & S et u’ sépare a et b. n

Grace au graphe intermédiaire, nous pouvons restreindre le nombre de
courbes de Jordan pouvant réaliser un séparateur minimal. Cependant, cette
restriction n’est pas suffisante : un méme séparateur minimal peut admettre
plusieurs réalisations comme le montre la figure 8.11. Ceci nous amene a
choisir certaines réalisations particulieres pour un séparateur minimal donné.

Propriété et définition 8.20 (Réalisation proche d’un sommet)
Soient G un graphe intermédiaire d’un hyper-graphe planaire G = (V, E)
et S un a, b-séparateur minimal de G. Toute réalisation de S est homotope a
une réalisation py de S dans G. De plus, il existe une unique réalisation u¢
de S dans G — la réalisation de S proche de a — telle que si p; est une autre
réalisation de S dans G, alors u$ n’intersecte que la composante connexe
de ¥\, contenant a.

U Soient w1 une réalisation de S et py son représentant dans Gy. Supposons
par ’absurde que £i1 ne soit pas une courbe de Jordan. La frontiere y; d’une
des deux composantes connexes de X\ iy contenant a et b n’est pas égale a
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F1G. 8.11 — Deux réalisations non homotopes d’'un méme séparateur minimal

pr. Par conséquent, comme Gy est 2-connexe, 'ensemble V(1) sépare a et
b et est strictement inclus dans V' (ur) ce qui contredit le fait que S soit un
a, b-séparateur minimal.

Il'y a un nombre fini de réalisations de S dans py. Notons X7 la com-
posante connexe de ¥\ contenant a. Soient p; et po deux réalisations de
S dans G et posons que pp est plus proche de a que ug si Xj est inclus
dans X7, Comme py est une courbe de Jordan, up N X% ne contient pas
de boucles. Par conséquent, le voisinage s de la composante connexe de
Y\ (g1 U p2) contenant a est une courbe de Jordan et c’est une réalisation
de S plus proche de a que u; et uo. Ceci implique qu’il en existe une plus
proche de a que toute les autres, ce qui achéve la démonstration. m

La propriété 8.20 montre que tous les séparateurs minimaux de G sont
réalisés par des courbes de Jordan de G;. Cependant, la réciproque n’est pas
vraie. Nous donnons deux conditions permettant de rejeter certains cycles
de Gt ne réalisant pas de séparateurs minimaux.

Définition 8.21 (Cycle séparant)

Soit Gy un graphe intermédiaire d’un hyper-graphe planaire. Un cycle élé-
mentaire (vi, fi ..., vp, fp) de G est séparant si v1 a un voisin dans chacune
des composantes connexes de Y privé du cycle.

Par définition (cf. 8.19), une réalisation d’un séparateur minimal S est
un cycle séparant. Le plus souvent, un cycle séparant ne passe pas par les
sommets d’un séparateur minimal. Cependant, dans le cas d’un séparateur
de taille deux, cela peut arriver (il suffit que le séparateur soit une aréte et
que le cycle « fasse le tour » de l'aréte).
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Le cycle en gras est un cycle élémentaire du graphe
intermédiaire qui ne sépare pas de sommets.

FiG. 8.12 — Un cycle non-séparant

Lemme 8.22 Soient G; un graphe intermédiaire d’un hyper-graphe plan G
et S un séparateur minimal de G. Si p n’est pas un cycle séparant, alors
ne réalise pas S.

Définition 8.23 (court-circuit)

Soient G un graphe intermédiaire d’un hyper-graphe planaire et y un cycle
élémentaire de G;. Un court-circuit de u est le centre f d’une face incidente
a deux sommets de p qui ne sont pas a distance deux sur (.

Lemme 8.24 Soit G un graphe intermédiaire d’un hyper-graphe planaire
G. Si f est un court-circuit d’un cycle élémentaire u, alors V() n’est pas
un séparateur minimal de G.

U Notons (v1, f2,v2,...,0p, fp) le cycle p et supposons par I’absurde que
V(u) soit un a,b-séparateur minimal de G. Nous pouvons supposer que
le court-circuit f est adjacent & v; et v; (i > 2). Nous pouvons donc
définir deux cycles pj et pe égaux respectivement a (vy, f1,...,v;, f) et
(vi, fyvis fio .., fp). L'un de ces deux cycles p; sépare a et b. L’ensemble
V(u;) est donc un a, b-séparateur. Mais cet ensemble est strictement inclus
dans V(i) ce qui contredit le fait que V(i) soit un a, b-séparateur minimal.

Définition 8.25 (Séparateur ordonné)
Soit Gy, un hyper-graphe plan. Un séparateur ordonné de Gy est un cycle
séparant p de G sans court-circuit. Il réalise I’ensemble Vi (1t).
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Le cycle en gras est un cycle élémentaire du graphe
intermédiaire.
Le sommet f est adjacent & a et b. C’est un court-circuit.

Fi1G. 8.13 — Un court-circuit

Propriété 8.26 Soient G; un graphe intermédiaire d’un hyper-graphe pla-
naire G et uy une courbe de Jordan de Gy. Un ensemble S est un séparateur
minimal si et seulement si il est réalisé par un séparateur ordonné.

U Si S est un séparateur minimal, d’apres la propriété 8.20, il existe une
courbe de Jordan py de Gy qui réalise S. Les lemmes 8.22 et 8.24 montrent
que py est un séparateur ordonné.

Réciproquement, supposons que S soit la réalisation d’un cycle séparant
de Gt sans court-circuit py. Notons (v1, fi,...,vp, fp) ce cycle. Comme pf
est un cycle séparant, ’ensemble S est un séparateur de G. Montrons par
induction sur le nombre k de composantes connexes de G\S que S est un
séparateur minimal.

Si k = 2, comme py est un cycle séparant, soient a et b deux sommets
voisins de vy dans chacune des deux composantes de ¢\ . Il existe un a, b-
séparateur minimal S’ inclus dans S. Celui-ci est réalisé par une courbe de
Jordan vy de Gj. Si S’ est strictement inclus dans S, il existe un indice 7 tel
que v; appartienne a S’ mais pas v; 1. Sur v 'une des deux faces incidentes
a v; est un court-circuit de py, ce qui est absurde. Par conséquent, S est un
séparateur minimal.

Si k > 2, soit S un séparateur minimal inclus dans S. Si S’ est égal & S,
la propriété est vraie. Sinon, d’apres la propriété 8.5, S’ est de taille au plus
deux. Il existe une composante connexe C' de G\S’ dont p; ne rencontre
aucun sommet. Le cycle py est un cycle séparant sans court-circuit de G\C.
Par induction, S est un séparateur minimal. m



8.2. Enumération des séparateurs minimaux 115

8.2 Enumération des séparateurs minimaux

Nous disposons maintenant des outils nous permettant d’adapter ’algo-
rithme 3.2 que nous avons vu au chapitre 3.

Nous montrons que dans le cas des hyper-graphes planaires 3-connexes,
il est possible de spécialiser I’algorithme 3.3 de fagon a ce qu’il fonctionne en
O(n) par séparateur. De plus, d’apres la propriété 8.5, les séparateurs mini-
maux d’un tel hyper-graphe sont minimaux pour 'inclusion. Par conséquent,
si S est un séparateur minimal d’un hyper-graphe planaire 3-connexe G, soit
S est un a, *-séparateur minimal, soit a appartient & S. Dans ce second cas,
d’apres la propriété 2.10, S est un b, x-séparateur minimal pour n’importe
quel b dans une composante pleine de S. Nous pouvons donc choisir b dans
le voisinage de a. Nous avons donc :

Ac=8. |J &
beN(a)

et en choisissant a de degré cinq ou moins, nous obtiendrons un sépara-
teur minimal au plus cinqg fois. Nous pouvons donc énumérer les séparateurs
minimaux des hyper-graphes planaires 3-connexes en temps O(n) par sépa-
rateur ce qui est mieux que l'algorithme [BBCO00]. L’algorithme que nous
présentons ici est spécifique aux hyper-graphes planaires 3-connexes mais il
est possible de le généraliser a tous les hyper-graphes planaires.

Algorithme 8.1 calc_a*_aux : Enumération de 8, 54(S,O)

entrée :
G = (V, E) un hyper-graphe
acV
S un a, *-séparateur minimal
ocCs

sortie :

Sa,BS (57 O)

début
§—10
pour chaque z € S\O faire
si 8 5, (5,0) # 0 alors
pour chaque S; élément minimal de 87 BS(S, O) faire
S « 8Ucalc_a*_aux (G, a, S;,O)
O — O0U{zr}
rendre SU {S}
fin
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Jusqu’a présent, nous choisissions le sommet que nous allions pousser
au hasard parmi les sommets de S\O. Les sommets de I’ensemble O étaient
donc distribués de facon aléatoire dans S. Comme un séparateur minimal S
d’un hyper-graphe planaire est réalisé par un séparateur ordonné p; de Gy,
nous pouvons choisir de pousser les sommets de S en suivant ’ordre induit
par py. De cette fagon, I'ensemble O induit « une portion continue » de
1. Nous montrons que cette stratégie nous permet de tester si ’ensemble

oBs(5:0) est vide en temps O(d(x)).

Comme nous fixons un sommet a, nous pouvons orienter les réalisations

des a, *-séparateurs minimaux dans le sens trigonométrique autour de a.

Définitions 8.27 (Intervalle d’un séparateur)

Soient S un séparateur minimal d’un hyper-graphe planaire et une réalisa-
tion (v1, f1,...,vp, fp) de S dans le sens trigonométrique. Un intervalle de S
est un ensemble de sommets O correspondant & une suite (v, Vit1,...,0;)
de sommets de S. Le début et la fin de O sont respectivement les sommets
v; et v;. L'intérieur de O est I'ensemble des sommets de O privé de v; et v;.
Le sommet suivant O est le sommet v;1.

La notion d’intervalle d’un séparateur S semble dépendre du choix de la
réalisation de S mais ce n’est pas le cas.

Propriété 8.28 Soient G; un graphe intermédiaire d’un hyper-graphe pla-
naire G, S un a,b-séparateur minimal de G, O un intervalle de S et x le
sommet suivant O. S’il existe un sommet de N (x)\C&(S) incident a la méme
face qu’un sommet de l'intérieur de O, l’ensemble SiBS (S,0) est vide.

L' Supposons par absurde qu’un sommet y de N (x)\C&(S) et un sommet
v de l'intérieur de O soient incidents a une méme face f et qu’il existe un
a, b-séparateur minimal S’ dans Sa Bg (S,0).

Le séparateur minimal S est réalisé par un séparateur ordonné pug de G.
Notons ¥* la composante connexe de G'\pg contenant b. Soit v un chemin
de b compatible avec Gy, passant par les sommets x, ¥, v ainsi que par la
face f. Ce chemin délimite deux domaines 3} et ¥4 de ¥°. La réalisation
ps de S’ proche de b est incluse dans ¥°. De plus, comme elle passe par les
sommets de O, elle intersecte a la fois X% et ¥5. Comme c’est une courbe
de Jordan et qu’elle ne passe pas par z, elle passe a la fois par y et par v.
Mais alors f est un court-circuit de pg ce qui contredit le fait que S’ soit
un séparateur minimal. m

Théoréme 8.29

Soient G un graphe intermédiaire d’un hyper-graphe planaire G, S un a, b-
séparateur minimal de G, O un intervalle de S et x le sommet suivant O.
L’ensemble Sy p (S, 0) est non vide si et seulement si :
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Algorithme 8.2 calc_ax_planaire_aux : Enumération de 8, (S, 0)

entrée :
G = (V, E) un hyper-graphe
acV
S = (v1,...,vp) un a, *-séparateur minimal ordonné
O=(v1,...,v) dans le sens trigonométrique

Les sommets de G sont étiquetés par le plus petit ¢ > 1 tel qu’ils
soient incidents a une méme face que v;.
Les sommets de C&(S) sont aussi marqués.

sortie :
Sa,Bs (S7 O)

début
pour jdei+1lap
8§ «—calc_a*_planaire_aux (G, a, S, (v, ... ,vj))
si Vy € N(v;)\C&(S), y n’est pas étiqueté 1 < k < i alors
pour chaque S; élément minimal de SZ] B4 (5:0) faire
calculer les étiquettes de G correspondant a S;
S « 8Ucalc_a*_planaire_aux (G, a, S;, O)
rendre S
fin
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— il n’y a pas de face incidente a la fois a un sommet de N (z)\C&(S) et
a un sommet de l'intérieur de O ;
— il existe un voisin du début de O dans Bg qui n’est pas voisin de x.

u Supposons que l'ensemble S7 5 (S, 0) ne soit pas vide. Soit S un de ses
éléments. La propriété 8.28 montre que la premiere condition est remplie.
De plus, ’ensemble O est inclus dans S’ donc v appartient & S’. Il existe un
voisin de v dans Bg qui n’est pas voisin de x.

Réciproquement, supposons que les deux conditions soient remplies. Soit
(v1, f1,...,vp, fp) une réalisation de S dans G| notée s telle que O soit
Iensemble {v1,...,v;}, v soit égal & v et x soit égal & v;41.

Numérotons les voisins y1,...,y; de x dans Bg dans le sens trigonomé-
trique. Les sommets y; et v; sont incidents a une méme face, c’est aussi le
cas des sommets y; et v;42 et des sommets y; et y;11. Si nous notons gg une
face incidente & v; et y1, g; une face incidente a y; et a y;4+1 et g; une face
incidente a y; et viyo, (vo, fo,- -5V, 90,Y1,915- - Y, 9, Vit2, - - -, fp) €st un
cycle de G. Soit pr un tel cycle passant par les sommets de S\{z} et ceux
de N(z) N Bg et contenant le début de O de longueur minimale. D’apres la
condition 8.29, le cycle uy passe par tous les sommets de O. De plus il n’a
pas de court-circuit sans quoi il ne serait pas de longueur minimale. D’apres
la propriété 8.26, la seule condition pour que py réalise un séparateur mini-
mal est que pr soit un cycle séparant. Or la condition 8.29 énonce justement
ce fait. La réalisation S’ de u; appartient & SaBs (S,0) ce qui acheve la
démonstration du résultat. m

Le théoreme 8.29 fournit un moyen efficace pour décider si ’ensemble
a@.Bs (S,0) est vide ou non. Pour cela, il faut pouvoir trouver les som-
mets qui peuvent servir a créer un court-circuit. Comme ces sommets ne
dépendent pas du sommet que I'on pousse mais uniquement des sommets de
I’ensemble O, nous pouvons les précalculer et les étiqueter. C’est exactement
ce que fait l'algorithme 8.2. La correction de cet algorithme découle donc
directement du théoreme 8.29.

Théoreme 8.30
L’algorithme 8.2 est correct et fonctionne en temps O(n) par séparateur.

U Les calculs effectuds pour traiter un séparateur minimal sont :

— l'obtention du séparateur minimal .S; lorsque 1’on calcule les éléments
minimaux d’un ensemble ZJ B (5: O) : cette étape se fait a 'aide d'un
parcours de G et cotite O(n + m);

— le calcul des étiquettes des sommets de G suivant S; : cette étape peut
aussi se faire en un parcours;

— le parcours dans la boucle pour : chaque passage cotite d(v;). Au final,
cette étape cotite au plus ) .y d(v) qui est égal a m.
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Le cout de traitement d’un séparateur minimal est donc de O(n + m) mais
comme dans un hyper-graphe planaire, m vaut au plus 3n — 6, ’algorithme
8.2 fonctionne en temps O(n) par séparateur. -

8.3 Représentations de décompositions

Dans cette partie, nous considérons des hyper-graphes fortement aréte-
connexes.

Définition 8.31 (Hyper-graphe fortement aréte-connexe)

Un hyper-graphe G est fortement aréte-connexe s’il reste connexe méme
privé des extrémités d’une hyper-aréte et si aucune hyper-aréte n’en contient
d’autre.

Une courbe de Jordan de GG définit une séparation de G. Pour obtenir
une matriochka, se donner une famille F de courbes de Jordan de G n’est
pas suffisant. Il faut que les séparations induites par F ne se croisent pas.

Définition 8.32 (Courbes de Jordan paralléles)
Deux courbes de Jordan sont paralléles si et seulement si chacune n’inter-
secte qu’un des deux domaines que définit 'autre.

Définition 8.33 (O-structure)

Une O-structure d’un graphe intermédiaire Gy est la donnée de trois chemins

V1, Vo et vg d’intérieurs disjoints reliant deux sommets distincts x et y.
Une O-structure {vi,v9,v3} induit trois courbes de Jordan de Gy :

va.(v3 1), vi.(v3t) et vy (vy ).

Le nom de ©-structure provient du fait que les trois chemins vy, 15 et v
dessinnent un ©.

Propriété 8.34 Une famille F de courbes de Jordan deuzx a deux paralléles
de Gy définit une matriochka de G.

U Comme nous I’avons déja mentionné, chaque courbe p de la famille F
définit une séparation (E}L, EZ) de G. La famille J définit donc une famille
C de sous-ensembles de E telle que si X est un élément de €, F\X lest
aussi. De plus, considérons X et Y deux éléments de €. Les ensembles X
et Y correspondent a deux domaines induits par deux courbes ux et py
de F. Quitte a considérer les complémentaires de X et de Y, nous pouvons
supposer que X et Y correspondent respectivement aux domaines induits
par pux et gy ne contenant pas puy et ux. Ainsi, X et Y sont disjoints et
ne se chevauchent pas. Les ensembles X et Y étant quelconques, la famille
C est une matriochka de G. -
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Nous montrons ici qu’'une famille de courbes de Jordan de Gy induit
une matriochka. Plus précisément, une famille de courbes de Jordan de Gy
maximale pour I'inclusion induit une matriochka complete de G.

Propriété 8.35 Soient F une famille de courbes de Jordan de Gy deux a
deuz paralleles maximale pour l'inclusion, i une courbe de F et X, 'un des
deuzr domaines que délimite .
— soit ¥, ne contient qu’une face de G ;
— soit il existe une O-structure de Gy incluse dans 3, qui induit trois
courbes de Jordan de F dont la courbe p.

L Considérons 1’ensemble ?gu des courbes de Jordan de F délimitant un
domaine inclus dans ¥, et supposons que X, contienne au moins deux faces
de G[.

I existe une face f de Gy incluse dans ¥, incidente a une aréte de p.
Comme d’apres la propriété 8.15, la face f correspond a une aréte de G et
que G est fortement aréte-connexe, les sommets de Vx N u ne sont pas tous
incidents & f. Il existe donc une courbe y' de F, distincte de p qui définit
un domaine le plus grand possible contenant f. La courbe p/ partage avec
au moins une aréte et comme p’ est distincte de p, il existe deux sommets
x et y de u et un chemin v; de ¢/ de z et y dont aucune aréte n’appartient
a p. Les deux sommets x et y découpent le cycle 1 en deux chemins vy et
vy de xz ay.

Ces trois chemins définissent trois courbes de Jordan de Gy : p, w1 et ps
égales respectivement & vo.(v31), v1.(v5 1) et vi.(v3 ). L'un des domaines
de ¥, défini par p11 et po contient celui défini par p/. Supposons que ce soit
celui correspondant a 1. Si un lacet croise p; mais pas p et ', il contient
un point singulier et n’est donc pas une courbe de F. Comme aucune courbe
de F ne croise p1 et que F est maximal pour Iinclusion, p; est un élément
de F. Le méme raisonnement montre que c’est aussi le cas pour us, ce qui
acheve la démonstration. m

Si nous ne supposons pas ’hyper-graphe fortement aréte-connexe, la pro-
priété n’est pas vraie comme l'illustre la figure 8.14.

Nous déduisons des propriétés 8.34 et 8.35 le corollaire suivant :

Corollaire 8.36 Une famille de courbes de Jordan de G deuzx a deux pa-
ralléles mazimale pour l'inclusion définit une décomposition en branches.

Si F est une telle famille maximale pour 'inclusion, nous en déduisons
une décomposition en branches T de G. Les cliques maximales de la trian-
gulation Hg induite par T, correspondent aux bords des faces de G et aux
O-structures induites par F.
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L’hyper-aréte f est incluse dans I’hyper-aréte e. Ceci crée une
« boucle » dans la face de G correspondant a e.
La situation serait la méme si f était le résultat d’une
contraction de sommets auquel cas 'hyper-aréte e
déconnecterait I’hyper-graphe.

Fia. 8.14 — Un graphe intermédiaire d’un hyper-graphe non fortement aréte-
connexe.

Maintenant que nous savons exprimer certaines décompositions en bran-
ches a partir de courbes de Jordan du graphe intermédiaire, il est naturel
de se demander :

— ¢’il existe une telle décomposition qui soit de profil minimal ou tout

du moins de largeur de branches minimale;

— ¢’il existe une telle décomposition qui induise une décomposition ar-

borescente de largeur arborescente minimale.

Seymour et Thomas [ST94] ont répondu en partie & la premiére question
en montrant qu’il existe une « bond-decomposition » de largeur de branches
minimale. Nous allons répondre par 'affirmative a la seconde question.

Théoréme 8.37 ([ST94))

Soit Gy, un hyper-graphe plan fortement aréte-connexe. Il existe une décom-
position en branches de Gy, de largeur minimale induite par une famille de
courbes de Jordan de G deux a deux paralléles.

Théoréeme 8.38

Soient Gy, une représentation plane d’un hyper-graphe planaire G et H une
triangulation minimale de G. 1l existe une famille & de courbes de Jordan
de Gy telle que la triangulation Hg soit égale a H.
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u D’apres le théoréeme 5.3 de Parra et Scheffler, H est donné par la famille
Ajr de ses séparateurs minimaux. Montrons le résultat par induction sur le
nombre k de composantes pleines qu’induisent les séparateurs minimaux de
Ag.

Si k est égal a 0, la famille Ay est vide et 'hyper-graphe G est trian-
gulé. La famille vide F convient. Sinon, il existe un a, b-séparateur minimal
S dans Ag. D’apres les propriétés 8.19 et 8.20, il existe une courbe de Jor-
dan pg qui réalise S'; cette courbe de Jordan induit une séparation (E1, E2)
de G. Notons G1 et Go 'hyper-graphe G dans lequel nous avons contracté
respectivement les ensembles Fo et Fq en 'hyper-aréte S. Soient 81 et 8o
les séparateurs minimaux de A g qui sont des séparateurs minimaux respec-
tivement de G1 et de Go. La famille Ay étant maximale pour I'inclusion,
c’est aussi le cas des familles 81 et Sg; ces deux familles induisent donc des
triangulations minimales Hy et Hs de G1 et Go. De plus, si nous notons
(Vl, E1U {S}) et (Vg, EyU {S}) les hyper-graphes H; et Ho, 'hyper-graphe
(ViU Va, By U E») (s} est exactement la triangulation H.

D’apres le corollaire 8.18, nous pouvons obtenir un graphe intermédiaire
G1r de G1 et Goy de G en retirant a G les sommets et les arétes incluses
dans le domaine de pug correspondant respectivement aux hyper-arétes de Fo
et E1. De plus, les familles 8 et 82 induisent moins de composantes pleines
que Apy. Par hypothese, il existe des familles F; et F5 de courbes de Jordan
de Gi; et Gay telles que Hg, et Hg, soient exactement les triangulations
H; et Hy. Soit F la famille F; U Fy U {S}. Par construction, p est parallele
a toutes les courbes de F; et de Fy. Les courbes de Jordan de F sont donc
toutes paralleles deux a deux. De plus, H est égale a la triangulation Hy. g

Le théoreme 8.38 montre que toute triangulation minimale H de G est
induite par une matriochka obtenue a partir d’une famille ¥ de courbes
de Jordan. Le théoréeme 4.23 montre que si nous complétons F en F', la
triangulation Hg- est une sous-triangulation de Hg. Le corollaire 8.36 permet
donc d’affirmer :

Théoréme 8.39

Soient H une triangulation minimale d’un hyper-graphe planaire fortement
aréte-connexe G et G un graphe intermédiaire de G. Il existe une décompo-
sition en branches induite par une famille de courbes de Jordan de Gy telle
que la triangulation Hr_ soit exactement H.

8.4 Dualité et largeur arborescente

8.4.1 Définition et théoréme de dualité

La dualité pour les graphes planaires est une notion classique (voir par
exemple [Die00]). Les sommets du graphe dual G* d’un graphe planaire G
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correspondent aux faces de G et a chaque aréte de G qui borde les faces f;
et fo est associée laréte duale (f1, f2). Notons que laréte duale d’un isthme
— c’est-a-dire une aréte qui déconnecte le graphe — est une boucle. Dans le
cas des hyper-graphes, nous pourrions choisir de représenter les boucles par
une hyper-aréte a un seul sommet mais alors une hyper-aréte e et son hyper-
aréte duale e* n’auraient pas nécessairement le méme nombre d’extrémités
et retrouver e a partir de e* deviendrait impossible. Il est donc important
que les hyper-arétes d’un hyper-graphe planaire soient des multi-ensembles
de sommets. La figure 8.15 présente un graphe et un hyper-graphe plan ainsi
que leurs duaux respectifs.

Définition 8.40 (Hyper-graphe dual)
Soient Gy, = (Vx U Ay, Ex)) un hyper-graphe plan et Fs, I'ensemble des
centres des faces de Gf..

Pour chaque face F' de Gy, dont le centre est f et chaque sommet aréte
a de Ay, incident a F, il est possible de choisir un représentant par classe
d’homotopie de chemins de a a f dans F' de telle sorte que I’hyper-graphe
Gy, = (Fx U Ay, EX) dont les arétes sont ces représentants soit plan. Cet
hyper-graphe plan est 'hyper-graphe dual de Gy.

D ~a_-7

La figure de gauche présente un graphe plan et son dual.
Celle de droite présente un hyper-graphe plan ainsi que son
dual.

FiG. 8.15 — Graphes et hyper-graphes duaux

Théoréme 8.41
Soit Gy, = (Vs U Ay, Ex)) un hyper-graphe plan.
(Gy)" = Gs.

Avant de démontrer ce théoréme, nous avons besoin de la propriété
8.42 et du lemme 8.43 suivant.
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Propriété 8.42 Soit Gx = (V= U As, Ex) un hyper-graphe plan. I
y a une bijection entre les faces de G5, et les sommets de Vx.

U Montrons tout d’abord qu’il y a au plus un sommet de Vx par face
de G%,. Pour cela, considérons v dans V. Soit un cercle de centre v
qui sépare v des autres sommets de G's;. Ce cercle intersecte les arétes
(ei)ier de Gy incidentes & v. En déformant ce cercle au niveau de
ses intersections avec les arétes de (G, nous pouvons obtenir un lacet
1 passant par les autres extrémités des arétes e; et qui sépare aussi
v des autres sommets de Gx (figure 8.3).

Ce lacet se décompose en v;.vs. - - - .v, ou chaque chemin v; ne
rencontre Gs; qu’en ses extrémités, celles-ci étant des sommets de
As.

Chacun de ces chemins est homotope dans gy, & un chemin pas-
sant par le centre d’une face de G's. Il est donc homotope a la concaté-
nation de deux arétes de G5,. 1l existe donc un cycle u* (pas nécessai-
rement élémentaire) de G5 homotope a u. La composante connexe
de X\p™ qui contient v ne contient aucun autre sommet de V. Il
existe donc une face de G5, qui ne contient que v.

Montrons maintenant que chaque face de G5, contient au moins
un sommet de Vx. Pour cela, supposons qu’il existe une face f de
G5, qui ne contienne aucun sommet de Vx. Comme toutes les arétes
de Gy ont une extrémité dans Vs et que le bord de la face a une
intersection vide avec Vx, il n’existe aucune aréte de Gz incluse dans
cette face.

La frontiere de I’adhérence de f est un cycle de G%;. Celui-ci est
homotope & zéro dans Xgy. Il existe donc au moins deux arétes de
G5, qui sont homotopes, ce qui contredit la définition de G5;. u

Lemme 8.43 Soient G = (Vx U As, Ex)) un hyper-graphe plan et
G5, = (Fx U As, E5) son dual. Les ensembles Es; et Es, ont méme
cardinal.

U En utilisant la formule d’Euler sur I’hyper-graphe Gy, celui-ci
étant connexe, nous trouvons :
|Es|+ 2= Vs UAs| + |Fx|
= |V=|+ |As| + | Fxl.
En procédant de méme pour G5, nous trouvons :
|Es|+2 = |Fs U As| + |F5|
= |Fs| + |As| + Vx| (d’apres la propriété 8.42)

Le nombre d’arétes de Gx et de G5, est donc le méme. m

Nous pouvons maintenant donner la démonstration du théoréme

8.41.

U D’apres la propriété 8.42, les faces de G5 sont en bijection avec
les sommets de G's.. Nous pouvons donc prendre Vs comme ensemble
des centres des faces de G5%;. Les arétes de G's sont des chemins d’un
sommet face de G5, & un sommet aréte de G5;. Les arétes de G's sont
donc des candidats possibles pour des arétes de (G*E)*
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Montrons tout d’abord que Fs est inclus dans (EE)*

Si ce n’est pas le cas, soient p et v deux arétes de G homotopes
dans Y¢y . Le lacet p.(v™1) forme une courbe de Jordan et comme il
est homotope a zéro dans Yy, il existe une composante connexe II
de X\ (¢ Uv) qui ne contient aucune aréte de G5,. Or II contient au
moins une face de Gx ce qui est absurde car cette face est incidente
a4 au moins un sommet aréte et donc il existe une aréte de G5, dans

II.
Le lemme 8.43 implique directement que Fs et (Eg)* ont méme
cardinal. Nous avons donc Fx = (Eg)*, ce qui implique bien que

(G*Z)* =Gx. n

8.4.2 Dualité et graphe intermédiaire

Nous présentons ici une propriété fondamentale du graphe intermédiaire :
un hyper-graphe plan et son dual ont le méme graphe intermédiaire.

Théoreme 8.44
Soient Gy, = (Vx U Ax, Ex;) un hyper-graphe plan et Gy, = (Fx U Ay, EX,)
son dual. Nous avons

Gr = G7.

La démonstration de ce théoréeme est similaire a celle du théoreme
de dualité 8.41. Pour le démontrer, commencons par un lemme in-
termédiaire.

Lemme 8.45 Soit Gx, = (Vs U As, Ex)) un hyper-graphe plan.
Le nombre d’arétes de G et de G est le méme.

U En utilisant la formule d’Euler sur le graphe G, celui-ci étant
connexe, nous trouvons :
|Er| +2 = [Vi] + | Fi]
= |Vx U Fx| + |As| (d’apres la propriété 8.15)
= [Va| + [Fs| + |As].

En procédant de méme pour G7, nous trouvons :

|Erl+2= V7| + |F7|
= |Fx U Vx| +|FT| (d’apres la propriété 8.42)
= |Fx U Vx| + |As] (d’apres la propriété 8.15)
= [Fe| + [Va| +|4s].

Le nombre d’arétes de G et de G} est donc le méme. m

Nous pouvons démontrer le théoreme 8.44.

U Les arétes de G'; sont des chemins dont les extrémités sont un
sommet de V5 et un sommet de Fs. Les arétes de G sont donc des
candidats possibles pour des arétes de G7.
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Montrons tout d’abord que E; C EJ.

Si ce n’est pas le cas, soient deux arétes p et v de Gr homotopes
dans Yy . Le lacet p.(v™1) forme une courbe de Jordan et comme il
est homotope & zéro dans Yay , il existe une composante connexe II
de X\ (¢ Uv) qui ne contient aucune aréte de G5;. Or II contient au
moins une face de G, ce qui est absurde car cette face est incidente
a au moins un sommet de Fx et donc il existe une aréte de G7 dans
1I.

Comme d’apres le lemme 8.45, les graphes G et G7 ont le méme

nombre d’arétes, nous avons bien :

G7 =Gr. -

En utilisant ce théoréeme, nous pouvons transférer des propriétés d’un
hyper-graphe plan a son graphe dual.

8.4.3 Deux théorémes de dualité

Le graphe intermédiaire nous permet de construire certaines décomposi-
tions en branches et de relier un hype-graphe plan et son dual. Ces résultats
nous permettent d’obtenir [BMT03] une nouvelle démonstration d’une con-
jecture de Robertson et Seymour [RS84] démontrée par Lapoire [Lap96].
Celle-ci énonce que la largeur arborescente d’un graphe planaire et celle
de son dual different d’au plus un. Ce résultat est proche d’un théoréme
de Seymour et Thomas [ST94] qui énonce que la largeur de branches d’un
hyper-graphe plan et celle de son dual sont les mémes. En utilisant notre
formalisme, nous sommes en mesure de démontrer ce résultat de la méme
maniere.

Théoréme 8.46 ([RS94])
Pour tout hyper-graphe plan Gy, 2-aréte connexe,

bw(G) = bw(G*).

U En utilisant le théoreme 8.37, nous pouvons considérer une décompo-
sition en branches T de G de largeur minimale induite par une famille &
de courbes de Jordan de Gj. D’apres le théoreme 8.44, la famille F induit
une décomposition en branches T« de G*. Chaque courbe de Jordan u de
F correspond a la fois a une frontiere S de T et a une frontiere S* de T'+.
Les sommet de S sont les sommets initiaux appartenant a u et ceux de S*
sont les sommets faces de u. Comme d’apres le lemme 8.14, G est biparti,
les frontieres S et S’ sont de méme taille et donc

bw(G*) < bw(Tr+) = bw(G).
En utilisant le résultat précédent pour G*, nous obtenons bien :

bw(G) = bw(G¥).
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La démonstration pour la largeur arborescente est un peu plus technique
mais 'idée générale reste la méme.

Théoréme 8.47 ([Lap96] et [BMTO03))
Pour tout hyper-graphe plan Gy, fortement aréte-connexe,

max('y—l,tW(Gg)) -1< max(’y—l,tW(Gg)) < max(’y—l,tw(Gg)) +1
ol 7y est égal a y(Gyx) et a v(Gy,).

U Soit Ty une décomposition arborescente de G de largeur minimale qui
induit une triangulation minimale Hr, de G. D’apres le théoreme 8.39, il
existe une décomposition en branches induite par une famille F de courbes
de Jordan de G deux a deux paralleles telle que la triangulation induite H4
soit exactement H. Comme d’apres le théoreme 8.44, le graphe intermédiaire
G est égal au graphe intermédiaire G7, le corollaire 8.36 permet d’affirmer
que la famille I induit aussi une décomposition en branches de T« de G¥,.
Soit Ty« la décomposition arborescente associée. Les étiquettes de Ty« sont
de deux types : celles des noeuds internes et celles des feuilles.

— si v est un noeud interne de T, d’apreés la propriété 8.35, les trois

frontieres bordant v correspondent aux trois courbes de Jordan d’'une
©-structure {v1, 9,3} de F.
L’ensemble des sommets de Gy, par lesquels passe au moins l'un des
chemins constitue 1’étiquette #(v) et ’ensemble des faces de Gy par
lesquelles ils passent constitue I’étiquette 6*(v). Le graphe G étant
biparti, il y a autant de faces que de sommets sur vy.(vy D). La diffé-
rence entre les tailles de 6(v) et de 6*(v) vient donc du chemin vg et
encore une fois, comme G est biparti, cette différence vaut au plus
un;

— si v est une feuille de 7', alors la taille §*(v) vaut au plus y—1.

Nous obtenons donc :
tw(G%) < max(y—1,tw(Gy)) + 1.

Si nous appliquons cette inégalité a I’hyper-graphe dual G5, nous obte-

nons :

max(y—1,tw(Gy)) — 1 < max(y—1,tw(G%)) < max(y—1,tw(Gyx)) + L.
|

La figure 8.16 illustre I'importance du terme ~.

Théoréme 8.48
Pour tout hyper-graphe plan Gy,

max(y—1,tw(Gy)) — 1 < max(y—1,tw(G%)) < max(y—1,tw(Gx)) + 1
ol 7y est égal a y(Gy) et a v(Gy,).
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P 0

L’hyper-graphe plan G représenté ainsi que son dual G* n’ont
qu’une seule hyper-aréte.
La largeur arborescente de G est 0 et celle de G* est 4.

F1G. 8.16 — Cas ou tw(G*) > tw(G) + 1

0 D’apres le théoreme 8.47, nous devons montrer 'inégalité dans le cas ol
une hyper-aréte e de Gy, en contient une autre ¢’ ou s’il existe une hyper-
aréte e telle que Gy, privé des extrémités de e n’est plus connexe. Montrons
le théoreme par induction sur la taille de Gy.

Dans le premier cas, il existe une hyper-aréte e en contenant une autre
¢/. Toute décomposition arborescente de Gy est aussi une décomposition
arborescente de Gy \{€'}. De plus, toute face & laquelle ’hyper-aréte e’ est
incidente est aussi incidente & e. Par conséquent, e’ est aussi contenue dans
e* et une décomposition arborescente de (Gx\{e’'})* est aussi une décompo-
sition arborescente de G5,. Comme par induction le théoréme est vrai pour
Gx\{¢'}, il l'est aussi pour Gy.

Dans le second cas, il existe une hyper-aréte e correspondant a un som-
met a de Gy telle que G privé des extrémités de e ne soit plus connexe.
D’apres le lemme 8.9, il existe un lacet de G; qui sépare a du reste des
sommets de Gy. Considérons un domaine induit par p; ne contenant pas a.
Son voisinage est une courbe de Jordan u; de Gy. D’apres le corollaire 8.18,
la courbe pr induit deux graphes intermédiaires d’hyper-graphes Gy et Go
correspondant a des hyper-graphes Gy, contractés. De méme la courbe uj
induit deux hyper-graphes H; et Hy correspondant a I’hyper-graphe dual
G5, contracté.

Montrons que tw(Gy;) est égal & max(tw(G1), tw(G2)). Tout d’abord, si
Ty est une décomposition arborescente de G, en supprimant des étiquettes de
T tous les sommets n’apparaissant pas dans (G; ou dans (G2, nous obtenons
des décompositions arborescentes de GG et de G2 de largeur au plus celle de
Ty. Réciproquement, si (T7)g et (T3)g sont des décompositions arborescentes
de G et de Go, par définition, il existe deux nceuds v et vo de T et de T5 tels
que O(v1) et O(v2) contiennent les sommets de V' (uy). De plus, les sommets
communs a G et G sont des sommets de V(1) ; 'arbre obtenu en ajoutant
a Ty et Ty une aréte (vy,vy) est donc une décomposition arborescente de T
dont la largeur est la plus grande des largeurs de (71)g et (T2)g.
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8.4. Dualité et largeur arborescente
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Soit €’ 'hyper-aréte de Gy et de G correspondant & la partie de Gy
contractée. Les extrémités de e’ sont les sommets de V' (u) et hyper-aréte
duale de ¢’ dans les deux hyper-graphes est ’ensemble des sommets faces
par lesquels passe py. Par conséquent, les hyper-graphes G7 et et G5 sont
exactement les hyper-graphes H; et Hj. La largeur arborescente tw(G%,)
est donc égale & max (tw(G5), tw(G3)) et comme par induction, les largeurs
arborescentes tw(G7) et tw(G%) sont inférieures a max(y—1,tw(Gy)) + 1 et
max((y—1,tw(G2)) + 1, nous avons donc :

max(y—1,tw(Gy)) — 1 < max(y—1,tw(G%)) < max(y—1,tw(Gy)) + 1
|

Dans le cas des graphes, v est égal & deux et la formule se simplifie en :

tw(Gy) — 1 <tw(GY) < tw(Gx) + 1.
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Au cours de cette étude, nous avons adopté une démarche essentiellement
combinatoire. L’étude des décompositions en branches nous a permis d’ob-
server qu’une telle décomposition d’un hyper-graphe G est la donnée d’un
arbre T' et de certains de ses sous-arbres définis a partir de G. La taille d’une
aréte e de T est alors le nombre de sous-arbres qui contiennent e; en choi-
sissant T et les sous-arbres associés de sorte que la taille d’une plus grosse
aréte soit minimale, nous obtenons la largeur de branches de G. Or une telle
famille de sous-arbres définit aussi une décomposition arborescente. La taille
d’un noeud v de T est le nombre de sous-arbres passant par v moins un et
en minimisant la taille d’un nceud, nous obtenons la largeur arborescente
de G. Ainsi, certaines décompositions arborescentes et certaines décomposi-
tions en branches sont issues d’'un méme objet arborescent : les matriochkas
completes. La largeur arborescente et la largeur de branches sont obtenues
en minimisant respectivement la taille des nocuds et la taille des arétes de
cet arbre.

Cette origine commune suggere que ces deux largeurs possedent des pro-
priétés similaires et que certaines techniques développées pour I'une peuvent
s’adapter a I'autre. De plus, des résultats déja connus confirment cette idée.

Nous avons donc essayé d’adapter la technique de calcul de la largeur
arborescente de Bouchitté et Todinca [BT01b]; celle-ci utilise des triangula-
tions minimales et restreint donc la forme des matriochkas completes qu’elle
considere pour le calcul de la largeur arborescente. Malheureusement, la lar-
geur de branches n’est pas atteinte sur cette sous-famille de matriochkas.
Pour remédier a cela, nous avons introduit la notion de profil d’'une décom-
position en branches grace auquel nous avons obtenu le théoreme de décom-
position parallele. Celui-ci permet de restreindre la forme des matriochkas
completes utilisées pour calculer la largeur de branches. Ces dernieres cor-
respondent a des triangulations serrées qui possedent des propriétés proches
de celles des triangulations minimales. A 1’aide de ces triangulations par-
ticulieres, nous avons finalement pu généraliser le résultat de Bouchitté et
Todinca et obtenir un algorithme général de calcul de la largeur de branches.

Nous avons appliqué ce nouvel algorithme a certaines classes de graphes,
en particulier aux graphes de nombre astéroide borné ayant un nombre po-
lynomial de séparateurs minimaux et aux graphes d’intervalles circulaires.
De cette fagon, nous avons pu retrouver et étendre les résultats de Kloks et
col [KKM99] sur le calcul de la largeur de branches des graphes d’intervalles.

Les techniques de calcul de la largeur arborescente étaient plus déve-
loppées que celles de calcul de la largeur de branches; en utilisant notre
analogie, nous avons pu obtenir de nouveaux résultats concernant le calcul
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de la largeur de branches. Il existe néanmoins une classe d’hyper-graphes
pour laquelle la situation est inversée et seule la largeur de branches est
connue : les hyper-graphes planaires. Ceci nous a amené a adopter une dé-
marche inverse pour tenter d’adapter des résultats de largeur de branches a
la largeur arborescente.

Le calcul de la largeur arborescente des hyper-graphes planaires est hors
de portée des techniques combinatoires classiques car ces hyper-graphes
possedent trop de séparateurs minimaux. Pour aborder le calcul de leur
largeur de branches, Seymour et Thomas [ST94] ont utilisé un outil com-
binatoire [RS91] mais surtout des outils topologiques puissants développés
par Robertson et Seymour [RS94]. Nous avons réussi a adapter le résultat
combinatoire qui fournit une obstruction exacte a la largeur arborescente
mais pas les résultats topologiques.

L’étude topologique que nous avons menée nous a néanmoins permis
d’obtenir des résultats intéressants. En réintroduisant le graphe intermé-
diaire, nous avons pu accélérer I’énumération des séparateurs minimaux
des hyper-graphes planaires. Ce graphe nous a aussi permis de représen-
ter certaines matriochkas completes de largeur arborescente et de largeur
de branches minimales. En remarquant qu’un graphe planaire et son dual
topologique ont le méme graphe intermédiaire, nous avons pu démontrer
de la méme manieére qu’ils ont la méme largeur de branches et que leurs
largeurs arborescentes different d’au plus un. La démonstration de ce se-
cond résultat [BMTO03] est plus élémentaire que la démonstration originale
de Lapoire [Lap96].

Perspectives

La plupart des techniques de calcul de largeurs de décompositions sont
combinatoires ; a partir d’'un ensemble de séparateurs minimaux, de cliques
maximales potentielles ou de blocs de largeurs de branches connues, elles
construisent une décomposition de type donné. De ce point de vue, le calcul
de la largeur de branches est plus difficile que celui de la largeur arbores-
cente. En effet, un hyper-graphe peut admettre un nombre de séparations
exponentiellement plus grand que son nombre de séparateurs minimaux.
C’est par exemple le cas des split-graphs et c’est la raison pour laquelle le
probleme de la largeur de branches de ces graphes est NP-complet alors que
celui du calcul de leur largeur arborescente est linéaire.

Le calcul exact de la largeur arborescente ou de la largeur de branches est
un probleme NP-complet dans le cas général. Néanmoins, son étude sur des
sous-classes a suscité beaucoup de travaux; une part importante de notre
étude est dédiée a ces questions.

A Theure actuelle, la démarche combinatoire n’utilisant que les sépa-
rateurs minimaux ou les cliques maximales potentielles nous semble avoir
atteint ses limites pour le calcul de la largeur arborescente. En effet, il est
impossible de savoir si un séparateur minimal ou une clique maximale poten-
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tielle considéré séparément appartient a une « bonne » décomposition ; ces
objets combinatoires ne donnent qu’une information locale sur une décom-
position éventuelle d’un graphe. Par conséquent, nous ne pouvons pas res-
treindre a priori 'ensemble des séparateurs minimaux ou des cliques maxi-
males potentielles pour calculer la largeur arborescente. La démarche com-
binatoire s’applique uniquement & des classes de graphes ayant un nombre
polynomial de tels objets, ce qui constitue précisément les résultats de Bou-
chitté et Todinca [BT01la, BT01b|. Bien que la largeur de branches connaisse
les mémes limites, nous pensons que 'algorithme que nous avons proposé
n’est pas encore complétement exploité et qu’il pourrait étre appliqué avec
succes a d’autres classes de graphes comme celle des graphes de cordes.

Si nous voulons progresser dans le calcul de la largeur arborescente ou,
a terme, de la largeur de branches, nous devons trouver des outils qui nous
apportent une compréhension globale des décompositions. En utilisant des
outils topologiques pour le calcul de la largeur de branches des hyper-graphes
planaires, Seymour et Thomas [ST94] ont mis en évidence I’apport de ce type
d’outils. Plutét que de plonger des graphes dans d’autres graphes comme le
font les décompositions arborescentes, peut-étre devrions-nous profiter du
fait que certaines décompositions en branches des hyper-graphes planaires
admettent de bonnes représentations comme des familles de cycles pour étu-
dier plus avant le plongement des graphes dans des surfaces de genre quel-
conque. Nous pouvons nous demander si ces techniques peuvent permettre
de calculer la largeur arborescente des graphes planaires.

Comme le calcul exact de la largeur arborescente et de la largeur de
branches des hyper-graphes est un probleme NP-complet, certains cher-
cheurs se sont tournés vers le calcul approché et le développement d’heuris-
tiques garanties pour le calcul de ces parametres. Dans ce domaine aussi,
I’analogie que nous avons présentée entre décomposition arborescente et dé-
composition en branches nous parait prometteuse. Le nombre de frontieres
est certes plus important que celui de séparateurs minimaux mais une clique
maximale potentielle est représentée par exactement trois frontieres alors
qu’elle est bordée par un nombre a priori non borné de séparateurs mi-
nimaux. Cette propriété nous parait d’autant plus intéressante que, dans
le cadre d’une heuristiques, nous pouvons plus facilement restreindre ’en-
semble des frontieres utilisées. C’est d’ailleurs exactement ce que font Bou-
chitté et Todinca [BT03] quand ils construisent une 2-approximation de la
largeur arborescente des graphes sans triplets astéroides.

Pour finir, la largeur arborescente et la largeur de branches ne constituent
que deux parametres associés aux matriochkas completes et bien que ces
deux parametres soient treés proches, certains problemes s’expriment mieux
en considérant des décompositions arborescentes ou des décompositions en
branches. D’autres problemes peuvent nous conduire a considérer d’autres
parametres comme le diametre de ’arbre de décomposition et améliorer
encore la connaissance des décompositions.
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