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Chapitre 0

Introduction

0.1 Avant-propos

Aussi bien en analyse complexe qu’en géométrie de Cauchy-Riemann, la résolution
de nombreux problemes passe par la compréhension du comportement des courbes ho-
lomorphes dans les variétés complexes. L’interaction entre la géométrie d’une variété et
les propriétés de ces courbes a motivé mon travail : au confluent de l'analyse et de la
géométrie, I’étude des disques analytiques, et plus précisément des disques analytiques
attachés a une sous-variété, constitue le fil directeur de cette these.

Un probleme majeur en analyse complexe est de classifier les domaines de C™ sous 'ac-
tion des biholomorphismes. Si n = 1, le théoréme de représentation conforme de Riemann
affirme que tout domaine simplement connexe de C, distinct de C, est biholomorphique-
ment équivalent au disque unité. Dans le cas multidimensionnel, on sait depuis les travaux
de H. Poincaré [52] que ce théoreme n’admet pas de généralisation directe. En raison de
la rigidité des applications holomorphes de plusieurs variables, ’équivalence biholomorphe
entre domaines est tres rare, ce qui motive la recherche d’invariants associés a un do-
maine, ou plus simplement & son bord. S.S. Chern et J.K. Moser [8] associent par exemple
de fagon unique a toute hypersurface réelle Levi-non-dégénérée une équation “simple” (qui
a d’ailleurs inspiré la méthode de dilatation des coordonnées de S. Pinchuk), ainsi qu’une
famille d’invariants classifiants purement géométriques.

Les disques analytiques sont des invariants naturels des variétés a bord sous ’action
des biholomorphismes, et plus généralement des applications CR. Un disque analytique
dans une variété (presque) complexe M (qu’on appellera, selon les cas, disque holomorphe
ou disque pseudo-holomorphe) est une fonction h continue du disque unité fermé A de C
dans M, (pseudo-)holomorphe dans A. On dira que h est attaché a une sous-variété F si
h(0A) C E. Lorsque E est totalement réelle, les disques attachés & FE possédent de nom-
breuses propriétés au bord [9, 10, 46, 47, 37, 34], notamment des propriétés de régularité
dies & une variante du principe de réflexion. De facon générale, les propriétés au bord des
disques analytiques attachés a une sous-variété apparaissent comme un outil essentiel dans
les problemes de prolongement, mais aussi dans la compréhension de la géométrie locale
des variétés presque complexes. L. Lempert [41] a ainsi montré que, dans un domaine D
fortement convexe de C™, les géodésiques pour la métrique de Kobayashi sont exactement
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les disques réguliers, c’est-a-dire ceux qui se relevent en un disque analytique attaché a
la projectivisation du fibré conormal N*(9D). Il y a plusieurs avantages a se restreindre
a la famille des disques réguliers. D’une part, la remarque de S. Webster [62] sur le fibré
conormal d’une hypersurface non dégénérée montre que le relevement est alors attaché a
une sous-variété totalement réelle ; les disques réguliers héritent des propriétés au bord de
leur relevement. D’autre part, sous certaines hypotheses, une hypersurface E est feuilletée
par les bords des disques réguliers qui y sont attachés, ce qui fournit des informations sur
E. Remarquons également que la condition supplémentaire ainsi imposée aux disques est
encore préservée par les biholomorphismes.

En associant a une sous-variété E une paramétrisation des disques réguliers qui y
sont attachés, on construit, au moins localement, une représentation de E sous forme
d’une sous-variété circulaire, appelée indicatrice de Kobayashi. L. Lempert a ainsi in-
troduit un analogue multidimensionnel de 'application de Riemann sous la forme d’un
homéomorphisme entre un domaine fortement convexe et la boule unité. En codimension
supérieure, A. Sukhov et A. Tumanov [58] obtiennent, pour de petites déformations de
S3 x 83, un nouvel invariant : 'indicatrice étendue, canoniquement difféomorphe au fibré
conormal. L’application construite commute avec les biholomorphismes, et constitue un
analogue partiel de la représentation circulaire de L. Lempert, 1ié a la structure de contact
du fibré conormal. C’est également la méthode employée, en presque complexe, par B.
Coupet, H. Gaussier et A. Sukhov [14] pour de petites déformations de la sphére munie
de la structure standard : 'existence de suffisamment de disques réguliers dans la boule
permet de définir un analogue local de la représentation circulaire de Lempert, muni de
propriétés similaires de régularité et d’holomorphie le long des feuilles, et qui commute
avec les biholomorphismes. S. Semmes [55] a, quant a lui, introduit la notion de fonction
de Riemann, essentiellement caractérisée par une équation différentielle ; sa construction,
différente de celle de Lempert, fait néanmoins intervenir les disques extrémaux et des
structures symplectiques.

Une deuxieme direction, initiée par E. Bishop [5] (voir aussi le papier de C.D. Hill et
G. Taiani [30]) consiste & utiliser les disques analytiques pour relier le comportement d’une
application définie a l'intérieur d’un domaine D & son comportement au bord. L’idée est
de “remplir” D par U'intérieur de disques analytiques attachés a 0D.

La régularité au bord d’un biholomorphisme (et plus généralement d’une application
holomorphe propre) entre deux domaines bornés strictement pseudoconvexes D et D’ de
C™ a été largement étudiée, et il existe plusieurs approches pour les théorémes de prolonge-
ment au bord. Si n = 1, on sait que toute application conforme entre deux domaines bornés
de C, & bords de classe C™ (m > 1), est de classe ™~ jusqu’au bord. Lorsque n > 2, si D
et D" sont & bords de classe C™ (m > 2), toute application holomorphe propre de D dans
D’ se prolonge au bord en une application de classe C™~1/2 De nombreux auteurs ont
contribué a la démonstration de ce théoréme. Le premier résultat est du a G. Henkin [29],
et affirme que I’application se prolonge de fagon 1/2-hélderienne jusqu’au bord si D admet
une fonction définissante globalement plurisousharmonique et si D’ a un bord de classe C?
strictement pseudoconvexe. La démonstration est basée sur des estimées de la métrique de
Carathéodory. En 1974, Ch. Fefferman [19] montre que tout biholomorphisme entre deux
domaines bornés a bords lisses de C™, strictement pseudoconvexes, se prolonge de fagon
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lisse au bord. La preuve originelle est basée sur une analyse fine du comportement au
bord du noyau de Bergman, et de la géométrie des géodésiques de la métrique de Bergman
pour un domaine strictement pseudoconvexe. La preuve a considérablement été simplifiée
par S. Bell et E. Ligocka [3], et différentes nouvelles techniques ont été introduites afin
d’étendre le résultat a une classe plus large de domaines. Citons également S. Pinchuk [50]
et B. Coupet [13] pour la régularité maximale. Pour un tour d’horizon plus détaillé, nous
renvoyons au papier de F. Forstneric¢ [20].

Les disques analytiques permettent de comprendre les phénomenes de prolongement et
de régularité au bord des applications pseudo-holomorphes. L. Lempert [41] a ainsi donné
une preuve géométrique du théoreme de Fefferman lorsque les domaines sont fortement
convexes, basée sur sa théorie du comportement au bord des disques stationnaires pour la
métrique de Kobayashi; A. Tumanov [60] en a également donné une preuve utilisant les
petits disques extrémaux dans le cas strictement pseudoconvexe.

Les récents progres en géométrie symplectique, et notamment le travail fondamental
de M. Gromov [27], ont renforcé l'intérét pour 'analyse dans les variétés presque com-
plexes. On sait (A. Newlander et L. Nirenberg, [44]) qu’'une structure presque complexe
n’est génériquement pas intégrable. La question se pose donc de savoir quels résultats de-
meurent ; les objets et outils spécifiques au cas intégrable devront pour cela étre généralisés.
Contrairement aux démonstrations requérant ’emploi du noyau de Bergman, celles utili-
sant des manipulations sur les disques analytiques se transposent assez naturellement au
cas presque complexe. La premieére question qui se pose est celle de 'existence de disques
pseudo-holomorphes dans une variété presque complexe quelconque. Elle a été résolue par
A. Nijenhuis et W. Woolf [45], qui, en considérant les applications pseudo-holomorphes
comme les solutions d’opérateurs elliptiques non linéaires, ont montré qu’en tout point,
dans toute direction, il existe un petit disque pseudo-holomorphe. Le méme type d’ar-
guments permet de relier la régularité du disque dans A a celle de la structure presque
complexe, et conduit & des estimations a priori (J.-C. Sikorav, [56]). Les estimations ob-
tenues sont liées a la fois a la structure presque complexe et a la géométrie de la variété,
comme le montre 'estimation uniforme donnée par L. Lempert dans le cas d’un domaine
fortement convexe [41], et qui met en jeu la courbure et le diametre du domaine.

A P’aide notamment d’estimations sur la “taille” des disques pseudo-holomorphes (plus
précisément, d’estimations de la pseudo-métrique infinitésimale de Kobayashi), B. Coupet,
H. Gaussier et A. Sukhov [15, 22] ont prouvé 'analogue du théoréeme de Fefferman en
presque complexe. L’étude de la régularité du biholomorphisme au bord se ramene en
fait a I’étude de la régularité au bord des disques pseudo-holomorphes, c’est-a-dire a un
probleme de régularité elliptique.

0.2 Reésultats

Paramétrisation explicite des disques réguliers

La premiere partie de ce travail (chapitre 1) vise & donner une paramétrisation
explicite des disques réguliers attachés a certaines hypersurfaces réelles. La condition
supplémentaire ainsi imposée aux disques permet de restreindre notre étude a une famille
de disques qui sera (localement, et sous certaines hypotheses) en bijection via I'applica-
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tion h +— h(1) avec la sous-variété a laquelle ils sont attachés, sans perdre la propriété
d’invariance par biholomorphisme.

Un calcul simple montre que les disques réguliers centrés en 0 attachés a la sphere
sont exactement les disques linéaires. On cherche tout d’abord a généraliser ce résultat, en
considérant le cas d’une hypersurface réelle M? C C™**! définie dans une boule centrée en
0 par une équation de la forme 0 = p(2) = |20|> + ¢(|21]?, . . ., |2a]?), ol ¢ est de classe C2.
On suppose de plus que M* est fortement convexe, et n’intersecte pas le plan complexe
{20 = 0} : une telle hypersurface sera dite quasi-circulaire. Grace & la forme particuliere
de la fonction p, 'hypotheése pour un disque d’étre régulier se traduit par un systeme
d’équations différentielles ordinaires en les modules des composantes du disque sur OA. La
condition de forte convexité permet de résoudre le systeme du premier ordre ainsi obtenu,
et donne :

Théoréme 0.1 Soit MP C C* une hypersurface quasi-circulaire : les disques réguliers
attachés a MP et centrés en 0 sont exactement les disques linéaires ( — A, A € MP.

La propriété d’invariance par biholomorphisme entraine alors :

Corollaire 0.2 Soit D et D' deuzx domaines de C" contenant 0, dont les bords sont des
hypersurfaces quasi-circulaires. Tout biholomorphisme F : D — D', fizant 0 et de classe
C' jusqu’au bord, est linéaire.

Remarquons que le théoreme 0.1 donne deux paramétrisations des disques réguliers h
attachés & M? centrés en 0, via h — h(1) et h — h’(0), et donc un difféomorphisme entre
M? et son indicatrice de Kobayashi {h’(0)}. On peut se demander si cette représentation
reste valable lorsque ’on ne suppose plus la stricte convexité de M, mais seulement
son caractere non dégénéré. Le probleme plus général de savoir quand une famille de
disques forme une variété banachique apparait dans de nombreux papiers. Nous suivons
la démarche de [14] (voir aussi [6] et [58]), qui montrent que les disques réguliers forment
un feuilletage (singulier a 'origine) de la boule, et en déduisent un analogue local de la
représentation circulaire de L. Lempert. La méthode consiste a utiliser le critére donné
par J. Globevnik [24] (voir aussi [46]) : étant donnés une sous-variété E et un disque h°
attaché a E, et sous 'hypotheése que certains entiers (les indices partiels) dépendant de
E et h0 soient positifs, les disques analytiques proches de hY attachés & une sous-variété
proche de E forment une famille & x parametres, ou x est I'indice de Maslov de E le long
de RO,

Puisque tout disque régulier h° attaché & une hypersurface @ se releve en un disque
analytique hO attaché au projectivisé P(N*Q) du fibré cornormal de @, on cherche a
appliquer la condition de Globevnik & E = P(N*Q) et hP. Le calcul des indices partiels et
de I'indice de Maslov le long de h° nécessite de réduire une certaine matrice H (iLO (¢)) sous
la forme P({)diag(¢"0,...,¢")Q(¢) sur A, ou H dépend des dérivées a l'ordre 1 et 2
des équations de F, et ou P et @) se prolongent holomorphiquement a A en des matrices
inversibles. La difficulté pour vérifier les hypotheses du critere de Globevnik provenant
essentiellement de la forme des équations de E, on choisit une hypersurface de base
définie de fagon “simple” : ’hyperquadrique {0 = r(z) = Rezg — ¥ZA’2}, ol A est une
matrice hermitienne non dégénérée de taille n. Fixons-nous un point p = (pp,0,...,0) ¢ Q,
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tel que
Repg > 0 (resp. Repy < 0) si A est définie positive (resp. définie négative) : (1)

il existe alors un disque régulier h? attaché & Q et centré en p. Précisément, on montre :

Théoréme 0.3 Soit M = {p = 0} une hypersurface proche (pour la topologie C3) de Q.
L’ensemble des disques réguliers non constants attachés M et proches de h° forme une
famille a 4n + 3 parametres. Si de plus on exige que les disques h soient centrés en p,
les applications h — h(1) et h — Rh'(0) constituent des difféomorphismes locauzr sur leur
image.

Autrement dit, une hypersurface assez proche d’une hyperquadrique est représentée
localement de fagon circulaire par son indicatrice {h’(0)}. En corollaire, on récupere une
propriété locale d’unicité pour les biholomorphismes au voisinage de telles hypersurfaces : si
p = (po,0) ¢ Q et F(p) = (py,0) ¢ Q vérifient la condition (1), la relation de commutation
suivante assure que F' est déterminé par sa différentielle en p :

F: QM) — (M)
h(1) — Foh(1)
! O !

W) e AR ().

Disques analytiques en géométrie presque complexe

On se place désormais dans une variété munie d’une structure presque complexe, c’est-
a~dire une variété réelle M munie d’une section J de classe C" de End(T'M) vérifiant
J? = —idry (avec r > 1). Pour qu'une telle structure sur M soit bien définie, il faut que
M soit de classe au moins C"*! : ainsi, la contrainte de régularité imposée aux applications
pseudo-holomorphes viendra de la régularité de .J, et non de celle de M. On peut donc
supposer sans se montrer restrictif que les variétés considérées sont lisses.

Le but est ici d’étendre le théoréeme de Fefferman aux applications pseudo-holomorphes
propres entre domaines strictement pseudoconvexes. On cherche également a préciser le
lien entre la régularité holderienne de ’application au bord et celle des structures presque
complexes, et a donner des estimations au bord pour les normes holderiennes. Nous suivons
la démarche de B. Coupet, H. Gaussier et A. Sukhov [15, 22|, qui consiste & déduire la
régularité au bord de celle connue pour une famille de disques attachés a une sous-variété
totalement réelle.

L’un des outils est la métrique de Kobayashi : invariante par rapport aux biholo-
morphismes, décroissante sous ’action des applications holomorphes, elle intervient dans
I’étude des propriétés au bord. Les premieres estimations connues sont dies a I. Gra-
ham [25] (voir [43] pour des estimations plus précises) ; des estimées similaires en presque
complexe ont été obtenues dans [21] & partir de la construction de fonctions plurisou-
sharmoniques. De ces estimées découlent des propriétés au bord pour les disques. L’autre
ingrédient essentiel est la méthode de dilatation des coordonnées de S. Pinchuk (voir [50]),
dont le principe est de ramener différents problemes du cas strictement pseudoconvexe
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au cas particulier de la (réalisation non bornée de la) boule. Il s’agit de faire exploser
les domaines source et/ou but de fagon a créer une application limite entre domaines
modeles simples, en les dilatant de facon anisotrope. Les premieres applications de cette
méthode concernent la preuve du caractere localement biholomorphe d’une application
propre entre domaines strictement pseudoconvexes [49]. La méthode des dilatations inter-
vient également dans I’étude du comportement de la métrique de Kobayashi ou la preuve
du théoreme de Wong-Rosay. En presque complexe, les transformations ainsi opérées sur
les domaines n’ont aucune raison d’étre pseudo-holomorphes, d’ol la nécessité de dilater
simultanément les structures presque complexes : les structures limites sont des structures
modeles, pas nécessairement intégrables. Notons que, uniquement dans le cas n = 2, on
peut normaliser les structures de départ de fagon a obtenir a la limite la structure standard.

Le chapitre 2 rassemble des rappels sur les variétés presque complexes, et établit des
lemmes techniques qui interviendront dans les chapitres suivants. Toutes les notions liées
a I'holomorphie se transposent au cas presque complexe, notamment la forme de Levi,
ce qui permet d’étendre les définitions de domaines strictement pseudoconvexes et de
fonctions plurisousharmoniques. Les minorations obtenues sur la forme de Levi serviront
par la suite & assurer le caractere plurisousharmonique de certaines fonctions. Il s’agit par
ailleurs d’étudier deux cas particuliers de structures presque complexes.

Une structure modeéle sur un ouvert de C,, x C7., est une structure presque complexe

de la forme
(1) J(1
J. B’('z)
J(z) = st , 2

ot Jy désigne la structure complexe standard. La matrice B7(%2) € Ma 2, (R) est sup-
posée R-linéaire en x1,...,Zn, Y1, - - -, Yn, et la condition d’intégrabilité de J s’exprime de
fagon simple sur ses coefficients [22]. Les structures modeles apparaissent naturellement
comme limites de structures presques complexes dilatées de fagon anisotrope. L’expres-
sion des coefficients du tenseur de Nijenhuis donne des informations supplémentaires sur la
structure dans le cas ou celle-ci n’est pas intégrable (voir [38]). Grace aux renseignements
qui en découlent sur la forme des applications pseudo-holomorphes, on calcule la valeur
de la dérivée dans la direction “normale” de la fonction limite obtenue par la méthode des
dilatations.

L’autre cas particulier est celui des petites déformations de la structure standard.
Deux lemmes (I'un pour une sous-variété totalement réelle maximale E, 'autre pour le
relevement au fibré cotangent) permettent, par des changements de cartes appropriés, de se
ramener localement a la situation ||J —Js|| < . On parlera alors de cartes (g, E)-adaptées,
et les normes des applications seront prises a travers de telles cartes. Les structures presque
complexes proches de la structure standard montrent leur intérét lors de ’étude de pro-
priétés stables par petites perturbations, comme la stricte plurisousharmonicité.

Le chapitre 3 est consacré a I’étude de la régularité au bord pour des disques ana-
lytiques attachés a une sous-variété totalement réelle. E. Chirka [9] a prouvé que, si la
sous-variété est de classe C", les disques attachés sont de classe C"~°. Dans le cas presque
complexe, lorsque la structure est lisse, les disques sont lisses [15]. Il s’agit ici de donner
une version qualitative des résultats de [15], en déterminant, lorsque la structure complexe
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est seulement supposée de classe C", la régularité des disques ainsi que des estimations a
priori explicites au bord. A partir de la construction de fonctions plurisousharmoniques,
on récupere une estimation explicite de la pseudo-métrique infinitésimale de Kobayashi, et
par conséquent la régularité 1/2-holderienne au bord, ainsi qu’une majoration de la norme
associée.

L’obtention de plus de régularité est basée sur une variante du principe de réflexion.
L’idée, comme dans [22], est de “symétriser” les disques par rapport a la partie du bord
attachée a la sous-variété totalement réelle, de facon a obtenir un nouveau disque vérifiant
une équation de pseudo-holomorphie sur A tout entier. A partir de cette équation el-
liptique, et partant de la régularité 1/2-holderienne, on récupere automatiquement une
régularité d’ordre supérieur en réinjectant a chaque étape dans 1’équation de pseudo-
holomorphie la régularité obtenue a 1’étape précédente. Les estimations découlent elles
aussi de cette équation elliptique (voir [56]). Plus précisément, on établit :

Théoréme 0.4 Soit k > 1 un entier, 0 < a < 1, (M, J) une variété presque compleze, ot
J est de classe CFT%, et E une sous-variété totalement réelle mazimale. Toute application h
continue du demi-disque supérieur ATU]—1;1[ dans M, J-holomorphe sur At et envoyant
le diamétre dans E est localement de classe CF+/2 sur ATU] — 1;1].
De plus, pour tout compact K inclus dans ATU] — 1;1[, on a alors :

[l

Al

Vi e K, |Ih0) — ) < c) Ml e oo

ﬁ

c(K)

N

On désigne ici par )\}J; la plus petite valeur propre de la forme de Levi pour la structure
presque complexe z,J de la fonction (1,...,%n, Y1, -, Yn) — ¥>+...+y2. En référence a
son interprétation géométrique, on appellera )\é la J-courbure minimale de E. Remarquons
que Pestimation donnée dans [41] faisait déja intervenir la courbure du domaine.

Ce théoreme s’applique a I’étude d’une application pseudo-holomorphe le long de I'aréte
d’un wedge, et permettra dans le chapitre suivant d’obtenir plus de régularité au bord pour
une application pseudo-holomorphe propre.

et ||hller+arzaey < e(r; K)l|hlloo | 14

Le chapitre 4 traite du probleme du prolongement au bord d’une application pseudo-
holomorphe propre F : D — D’ (c’est-a-dire telle que I'image réciproque de tout compact
inclus dans D’ soit un compact) entre deux domaines strictement pseudoconvexes. Les
applications holomorphes propres ont longuement été étudiées (voir par exemple [54] pour
les résultats classiques). La plupart des démonstrations mettent en jeu des arguments non
transposables tels quels au cas pseudo-holomorphe, comme 1’holomorphie du jacobien, ou
le fait qu'un ensemble analytique compact soit nécessairement fini. La premiere difficulté
est donc de contourner ces arguments, de facon a obtenir la surjectivité de 'application
pseudo-holomorphe propre, ainsi que la densité de ses valeurs régulieres. Cela passe par
des arguments de théorie du degré, mais utilise également le théoreme de A. Nijenhuis et
W. Woolf sur 'existence de petits disques pseudo-holomorphes dans une variété presque
complexe en tout point et dans toute direction. Comme dans le cas biholomorphe, la
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démonstration du prolongement 1/2-hdlderien au bord se raméne, grace aux estimées de
la métrique de Kobayashi, a prouver que F' conserve les distances au bord.

La différence avec le cas biholomorphe est évidemment ’existence de points critiques.
On sait que toute application holomorphe propre de A dans lui-méme est un produit fini de
Blaschke ; une auto-application holomorphe propre de la boule unité de C™, n > 2, est un
biholomorphisme d’apres le théoreme d’Alexander [1]. Toujours dans le cas n > 2, S. Pin-
chuk a montré [48, 49] qu’une application holomorphe propre entre deux domaines bornés
de C", strictement pseudoconvexes & bords de classe C? est localement biholomorphe. Nous
prouvons qu’en presque complexe, ce résultat reste vrai pres du bord :

Théoréme 0.5 Soit D et D' deux domaines bornés strictement pseudoconvexes de variétés
presque complexes (M, J) et (M',J') orientées de méme dimension, définis respectivement
par p < 0 et p' <0 ot p et p' sont deuz fonctions strictement plurisousharmoniques de
classe C2.

Si F' est une application pseudo-holomorphe propre de D dans D', alors lim(%lll)f |Jac, F'| > 0.
p*)
En particulier, l’ensemble des points critiques de F' est un compact inclus dans D.

On démontre cette propriété essentielle, qui permet, localement prés du bord, de se rame-
ner a étudier le cas biholomorphe traité dans [22], grace a la méthode de dilatation des
coordonnées adaptée au cas presque complexe.

Afin d’obtenir le caractere C! du prolongement, on distingue le cas ol les structures
presque complexes limites sont intégrables, et le cas non intégrable dans lequel on utilise
I’étude faite au chapitre 2 des applications pseudo-holomorphes entre domaines modeles.
Enfin, la régularité plus précise du prolongement, ainsi qu’une estimation explicite des
normes holderiennes de F' au bord, découlent des résultats du chapitre 3 :

Théoréme 0.6 Soit k, k' > 1 des entiers et 0 < a,a’ < 1. On se place sous les hypothéses
du théoréme 0.5, en supposant de plus J (resp. J') de classe C** (resp. Ck/’a/) et p (resp.
p') de classe CFTHe (resp. CF+1e"),

Toute application pseudo-holomorphe propre de D dans D' se prolonge en une application
de classe C° de D dans D', ot s = min (k — 1+ o/2, K + o/ /2), et

c/

I\FuJ
)\N*M’

1Eles-1() < e(s)II(F, (dF) ™o [ 1+



Chapitre 1

Etude des disques holomorphes
réguliers

De nombreuses questions géométriques en analyse complexe se ramenent a 1’étude des
disques holomorphes. Un disque holomorphe (ou analytique) attaché & une hypersurface
réelle M est une fonction A holomorphe du disque unité A de C dans C™, continue jusqu’au
bord, et telle que h(0A) C M. 1l est dit régulier s’il existe un relevement méromorphe h*
de h au fibré cotangent T*C", avec au plus un pole d’ordre 1 en 0, tel que I'image h*(0A)
soit incluse dans le fibré conormal N*M privé de la section nulle. Quitte & projectiviser
les fibres de N*M, ces relevements deviennent holomorphes.

Les disques réguliers centrés en 0 et attachés a la sphere sont exactement les disques
linéaires. Le théoreme 1.5 généralise ce résultat pour une hypersurface quasi-circulaire M?,
c’est-a-dire fortement convexe et définie dans une boule centrée en 0 par une équation de
la forme

0= p(2) = |20 + d(l21%, .., |2a]?)

oil ¢ est de classe C?, et n’intersectant pas le plan complexe {zy = 0}. Lorsque ’on ne sup-
pose plus la forte convexité de M mais seulement son caractere non dégénéré, on obtient,
sous certaines hypotheses, une paramétrisation des disques réguliers. La méthode (voir
[58, 14]) consiste & considérer une hypersurface “simple”, pour laquelle on sait déterminer
explicitement les disques réguliers et calculer les indices partiels, puis & étendre les résultats
ainsi obtenus a des hypersurfaces proches a I’aide du théoreme de Globevnik [24].

Dans la section 1, on rappelle les définitions, et 1’on introduit a partir d’'un exemple
simple les techniques qui seront développées dans le cas quasi-circulaire. Le théoreme 1.5
est prouvé dans la deuxieme section, ainsi que le cas particulier du théoreme d’unicité de
Cartan qui en découle. La section 3 traite du cas non dégénéré, et contient la démonstration
du théoreme 1.24, affirmant que les disques réguliers attachés & une petite déformation
d’une hyperquadrique non dégénérée dans C"*! forment une famille & 4n 4 3 parametres.
En corollaire, on récupeére une propriété locale d’unicité pour les biholomorphismes au
voisinage de telles hypersurfaces (théoreme 1.26).

9



10 CHAPITRE 1. ETUDE DES DISQUES HOLOMORPHES REG ULIERS
1.1 Préliminaires

Définition Un disque holomorphe h est une fonction continue A dans C", holomorphe
dans A. Si M est une sous-variété de C", on dira que h est attaché & M si h(0A) C M.

Les disques holomorphes attachés a une sous-variété totalement réelle maximale possedent
des propriétés particulieres, notamment de régularité au bord par le biais d’une variante
du principe de réflexion. Pour se ramener a ce cas de figure, on introduit la notion de fibré
conormal, dont la fibre en un point p € M est 'ensemble des (1,0)-formes sur TC™ dont
la partie réelle s’annule sur I'espace tangent 1), M :

N;M = {gb S T;Cn/ Re¢|TpM = 0}

Si M une hypersurface réelle de C", et p une fonction définissante de M (c’est-a-dire telle
que M = {p = 0} et dp ne s’annule pas sur M), les fibres de N*M sont des droites (réelles)
dirigées par O0p.

Définition Un disque holomorphe attaché a M est régulier s’il existe un rélevement
méromorphe (h,h*) de h au fibré cotangent T*C"™, ayant au plus un péle d’ordre 1 en 0,

et tel que
V¢ € A, h*(C) € N;;(OM \ {0}.

Un tel relevement de h est dit régulier.

Remarque 1.1 Dans la suite, ’expression “relevement régulier de h” désignera selon les
cas (h,h*), ou h* par abus de notation.

On exige donc que I'image h*(OA) soit incluse dans le fibré conormal N*M privé de la
section nulle. En termes de coordonnées, cela se traduit par 'existence d’une fonction
continue ¢ : JA — R* telle que h*(¢) = c(¢)Ipp ) pour tout ¢ € IA, ou la fonction
¢ Ce(C )Opn(¢) se prolonge holomorphiquement a A.

Bien qu’on impose ainsi une condition supplémentaire aux disques attachés a M, la
propriété d’invariance par biholomorphisme est préservée :

Lemme 1.2 Soit h un disque régulier attaché a une hypersurface réelle M et F' un biho-

lomorphisme dans un voisinage de h(A), qui envoie un voisinage dans M de h(OA) dans
une sous-variété M'. Alors F o h est un disque régulier attaché a M’.

Preuve
Le disque holomorphe h:= F o h est attaché & M’. Montrons que si h* est un relevement
régulier de h, alors h* := h*(0F,) ™! est un relevement régulier de h. La fonction (h* est
holomorphe dans A, continue jusqu’au bord, donc (h* aussi. De plus, on sait qu’il existe
une ;(chtion continue ¢ : 0A — R* telle que h|*a A = € X Opy; par conséquent, pour tout
¢ e :

R*(¢) = K (Q0Fy ¢y = c(Q0pp-1 ey (OF i) " = e(Q)d(po F Yy,

oll po F~! est une fonction définissante de M’. Ainsi, pour tout ¢ € 9A, B*(C) € Ng(C)M’,

et par construction h* ne s’annule pas sur OA.
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Le premier exemple d’hypersurface pour laquelle les disques réguliers sont explicitables
est le suivant :

Proposition 1.3 Soit Q Uhypersurface donnée par ’équation a = Z” a; jZizj, 0 a une
constante non nulle et ot la matrice A = (a; ;) est hermitienne non dégénérée. Les disques
réquliers attachés a Q et centrés en 0 sont exactement les ( — A(, A € Q.

Preuve
Supposons d’abord que la matrice A est diagonale a coefficients égaux a 1 ou —1 : Q est
donnée par 'équation 0 = r(z) = Y1 | &;|zi[*>—a, ot g; € {—1;1}. Soit h = (hq,...,h,) un

disque régulier attaché a Q tel que h(0) = 0. Il existe une fonction continue ¢ : 0A — R*
telle que (cdry, se prolonge holomorphiquement a A. Puisque h s’annule en 0, pour tout

j la fonction
h;

<

se prolonge holomorphiquement a A. Comme elle est a valeurs réelles sur 9A, elle est
constante :

or
(a—zjoh h; - ca—zjoh—ejc\h ;2

Vj, 3u; € R/ VC € 0A, c(Q)|hi () = j.

Soit j tel que h;/¢ s’annule dans A. Alors i = 0, et en notant g; le prolongement
holomorphe a A de (c(()%(h(()) : %] -g; = 0 sur A, donc d’apres le principe des zéros
isolés, soit h; = 0, soit g; = 0. Or par hypothese g; # 0 puisque la fonction c est a valeurs
dans R*, ce qui force h; a étre identiquement nulle.

Le disque h étant attaché a Q, et 0 ¢ Q, il existe k tel que hy soit non identique-

ment nulle et d’apres le raisonnement précédent hy/¢ ne s’annule pas dans A. Puisque
= c(O)|he(C)|? sur OA, on a py, # 0 :

; (2=t _H 2

Comme h est attaché a Q :

V¢ € A, a-ZsAh ( “Z€1>|hk 2.

=1

La fonction hy est de module constant sur A, et par conséquent tous les |h;| sont constants
sur 0A. Or une fonction continue de A dans C, holomorphe dans A et de module constant

sur 0A, est de la forme ( — )\CdH

T fc ol les a; sont les zéros non nuls de la
fonction : pour tout j, ou bien h; = O, ou bien h;(¢) = A\;¢. En particulier, A = h(1) € Q.
Réciproquement, soit A € Q et h({) = A : h est un disque holomorphe attaché a Q, et
h* = (h%,...,h%) défini par h*(¢) = A coincide avec Ory, sur DA et fournit un relévement
régulier de h.
Dans le cas général out A est non dégénérée, considérons une matrice P € GL,(C) telle
que A= 'PDP, ot D = diag(1,...,1,—1,...,—1). L’application

(h,h*) — (Ph,h*P~1)
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est une bijection de I’ensemble des relevements réguliers de disques réguliers centrés en 0
et attachés a Q sur I’ensemble des relevements réguliers de disques réguliers centrés en 0
et attachés & 'hypersurface {a = Y &;]2|?}. De plus cette bijection transforme les disques
linéaires en les disques linéaires, ce qui termine la preuve. O

1.2 Cas quasi-circulaire

Soit € une boule centrée en 0, et M? C C™*! une hypersurface réelle définie dans {2
par une équation de la forme 0 = p(z) = |z0]? + ¢(|21|%, ..., |zn|?) ol ¢ est de classe C?,
telle que MP N {zp = 0} = 0 (ce qui force ¢(0) # 0). On dira que M? est quasi-circulaire
si de plus MP* est fortement convexe, c’est-a-dire si la restriction de la forme hermitienne

2
ik ang%ijk au fibré tangent de M est définie positive (voir [35] pour les différentes

notions de convexité et les liens entre celles-ci).

1.2.1 Les disques réguliers sont les disques linéaires

Commencons par donner une caractérisation des disques réguliers attachés a une hy-
persurface quasi-circulaire.

Lemme 1.4 Soit M* C Q une hypersurface quasi-circulaire et h : A — Q un disque
holomorphe centré en 0 attaché a MP. Alors h est régulier si et seulement si les deux
conditions suivantes sont vérifiées :

- 0
i. pour tout j > 0 tel que h;/¢ s’annule dans A, B h =0,
9z A
g . Op op
W 1, i € R/ Vj, V¢ € 0A, h](C)ai 0 h(C) = Mjh(](g)i 0 h(C)
2; 0z

De plus, les relevements réguliers de h sont exactement de la forme a X h*, ot o € R* et
B — (& Ln)
e )

Preuve
e Soit h un disque holomorphe centré en 0 et attaché a M?, et h* = ¢- Jpp, un relevement
régulier de h, o ¢: A — R* est continue et ou la fonction

¢ Gl () = ()

se prolonge holomorphiquement & A. Par hypothese, p(z) = |z0|2+¢(|z1|%, . . ., |2a|?), donc
pour tout j la fonction z; x % est a valeurs réelles. En particulier,

c<<>hj<c>§jj<h<<>> R

= (hj(€)/C) x (Ch*(C))

se prolonge holomorphiquement & A puisque h(0) = 0. Ainsi la fonction hjh;f est holo-
morphe dans A, & valeurs réelles au bord donc constante :

Vi, 35 € B/ VC € A, hy(QOh3(Q) = 4. (1)

V¢ € 9A, hi(Q)h;(C)
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Soit j tel que h;/¢ s’annule dans A. Vu (1.1), u; = 0, ce qui entraine :

p 1

V¢ € 0A, hj(() x (,;j(h(()) =—==0. (1.2)

- Sij=0: g—g)(h) hg, donc hq est identiquement nulle sur A et g—;(h(g)) =0.
~Sij>1: (%’;(h) = h; a¢(\h1|2 - [hn)?), done & ¢ fixé, (1.2) équivaut & |h;(¢)]? =
ou —(!hl( O, ..., |ha(C ( )I2) = 0, et dans les deux cas gp (h)(¢) = 0.
Par hypothese, hg x g—g)(h) = |ho(¢)|? ne s’annule pas sur M?, et d’apres (1.1) :

V(¢ € 0A, ¢(¢) = VL()'L(LW avec fi, 7 0.

Par conséquent,

1 b % 22 ey = o)

ce qui donne ii. en posant ji; = 1}/ uq.

e Réciproquement, soit h un disque holomorphe centré en 0 et attaché a M?P vérifiant
les conditions i) et ii). Posons pour tout j, h; = 0 si % o h est identiquement nulle
sur OA, et hj = p; /h; sinon. Vérifions que h* est un relevement régulier de h : sur 9A,
h*(¢) = ¢(C) gg(h(()), ot ¢ est définie sur A par ¢(¢) = |ho(¢)|*> € R*. De plus soit Ch3(C)

o s 1)
est identiquement nulle, soit (h}(¢) = ———=
’ (hi(€)/¢)

puisque h;/¢ ne s’annule pas. Ainsi h* est un relevement régulier de h. O

, qui se prolonge holomorphiquement a A

Remarquons que les disques linéaires attachés a une hypersurface quasi-circulaire M?”
vérifient les deux conditions du lemme 1.4 : en effet, posons h(¢) = A(, A € M. Si h;/(
s’annule dans A, A\; = 0 et donc pour tous ( € 0A et j > 1,

o
aZj

(h(Q) = Ay % 22 SN ) =

et de méme, si j =0 : aZO L (h(¢)) = |Ao|?> = 0. De plus, on a pour tout ¢ € IA :

dp
0z

BT
P2

1) 22 (h()) = N2 ggiw%...,m ) = <|A1|2 ) RO

Ainsi, les disque linéaires attachés a M sont réguliers. Ce sont les seuls :

Théoréme 1.5 Soit Q une boule centrée en 0, et MP C Q une hypersurface quasi-
circulaire. Les disques réquliers attachés a MP et centrés en 0 sont exactement les disques
linéaires { — A, A € MP.
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Preuve
On suppose que h est un disque régulier attaché a M? et centré en 0. Pour 5 > 1, on pose

X;(0) = |hj(e)?, Xo=(X1,...,Xp).

Puisque h est holomorphe, X; est soit différent de 0 presque partout, soit identiquement
nul. En particulier Xy ne s’annule pas, et quitte a réindexer on peut supposer que X; est
identiquement nul si et seulement si 7 + 1 < j7 < n (avec par convention r = n si aucun
X, n’est identiquement nul).

Sir =0, h = (hoO0,...,0) et pour tout ¢ € A, 0 = |ho(¢)|> + ¢(0) avec ¢(0) # 0
puisque MP est quasi-circulaire. Ainsi le module de hg est constant non nul sur le bord :
ho est un produit de Blaschke, et comme hg/¢ ne s’annule pas dans A, nécessairement
h(¢) = A{, A € M. Dans la suite, on suppose donc r > 1. On utilisera le résultat suivant :

Lemme 1.6 Soit 2 € M* et z = (|20|%,70), 0% 2o = (|21/%, ..., |20|?). On suppose qu’il
. o 82
efzster >1tel quexy,...,z, #0 et xpp1 = ... = x, = 0. Posons ¢; := B—i, Gij = %

e

Sij(@) := dij(za) iz + 0ij0j(xa)z; ,  Rij(x) = dij(a)wi + 0ijdj(2a)-
La matrice S = (S; j)1<ij<r est symétrique définie positive ; en particulier,
Vi<j<nr, ngj,j(:va)xj + gf)j(fEa) > 0. (]_3)
La matrice R = (R; j)1<i j<r est inversible et pour tous 1 <i,j <7, (R71);; = 2;(S71); ;.

Preuve du lemme 1.6
Un élément 2’ € C"*! est dans I'espace tangent T, (M?) si et seulement si

_ =~ 9¢ _
dp.(2) =0=Re | 2oz} + JZ::I a—%(xa)zjzg

En particulier, pour tout ¢ = (to,...,t,) € R" (itgzo,...,itpz,) € To(MP) et I'hy-
pothese de forte convexité implique que

?p .
Z W(“ﬂj)(’étkzk) >0
gk ATE

et vaut 0 si et seulement si pour tout j, t;z; = 0, c’est-a-dire t; = ... =t, = 0. Or

?p — .
Z m(”ﬂg)(”kzk)

n n
= tolzol® + Y dinlwa)ziz(ityz) (itzr) + ) éj(a)tizitiz;

Gk=1 j=1
' T
= Blzol*+ Y djkla)zzrtits + Y ¢j(xa)ait
Jk=1 j=1

= q(to, ce ,tr).
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La forme quadratique ¢ est donc définie positive, et la matrice S est symétrique définie
positive. En particulier ses éléments diagonaux sont strictement positifs, et comme par
hypothese les x; sont strictement positifs, on obtient (1.3).

La matrice R étant obtenue en divisant la jéme colonne de S par x; > 0, elle est également
inversible. De plus

a = R_lb <— Vi, ZRi,jaj = b; < Vi, ZSZ'J(I]'/ZL‘]' =b; — (al, ey alr) = S_lb,

x1 s
J J

d’ou la conclusion. O

Retournons a la démonstration du théoreme 1.5. Puisque M?” est fortement convexe,
on sait d’apres [41] (ou [9], en utilisant que la forte convexité implique la stricte pseudo-
convexité et donc le caracteére totalement réel du fibré conormal privé de la section nulle)
quun disque régulier h attaché & M’ est de classe C' jusqu’au bord. Par conséquent, les
fonctions X introduites précédemment sont également sont de classe C'. Soit I ’ensemble
de mesure nulle défini comme suit :

I:={0€0;2x]/ 31 <i<r, X;0) =0}
La matrice R(X (0)) est inversible des que § ¢ I. Pour 1 < j < r fixé :

du; e R/ hj@ o h = pj|ho|?* sur A
8zj
9¢
<~ H,uj S R/ Xj X 7(Xa) = ,LL]'XO
8.%‘]'
X; 09
— X —(X,) =cst
= X X 8xj( ) = cste

— (le'gbj(Xa) + X x ZQSI,](XCV)X7{> Xo — X(,)ngbj(Xa) =0

i=1
X1(0)
= VOZI, Xo(0) x |R(X(0))- : = X0(0)X;(0)$;(Xa(0))
x10) )|,
par densité. Par conséquent, la condition ii. du lemme 1.4 équivaut a
X1(0) X1(0)91(Xa(9))
VO ¢ 1, : = Xy(0) x R(X(6))™ : (1.4)
X(0) X (0)r(Xa(0))

Puisque le disque h est attaché a M?, X+ ¢(Xo) =0 et done 0 = Xg+ >0 ¢;(Xa)X].
Remplacons les XJ’- par lexpression donnée par (1.4) :

0 = Xp|14 Y ¢(Xa)(R(X))jpXpdk(Xa) | sur [0;27]\ 1
k=1

= X)|1+ Z (67 (Xa) X1(S(X)™ 1)k [0k (Xa) Xk d’apres le lemme 1.6.
k=1
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La matrice S(X) étant définie positive, on obtient que X|) est identiquement nul, et
vu (1.4) tous les X sont identiquement nuls. Ainsi pour tout j, |h;| est constant sur JA.

Notons z; = |hj| = ‘Xj\aA" On sait déja que ho/¢ ne s’annule pas dans A, d’out hg est
linéaire.
Il reste & montrer que h;/¢ ne s’annule pas sur A pour 1 < j < r. Pour cela, il suffit de

voir que aa%(:ca) # 0 : en effet, on aura alors que g—zpj oh= Bja%i(a;a) sur OA ne s’annule

pas, et donc h;/( ne s’annule pas dans A toujours d’apres le lemme 1.4.
Pour t € [0;z;], posons x4 (t) = (z1,...,2j-1,t,Tj41,...,%n) € Qet P;(t) =tx %(wa(t)).
Alors

2
(1) = 1 (gz(ﬂ:a(t)) Tt ‘;xf(xa@)))

est le coefficient (7, j) de la matrice S(z1,...,2j-1,t,Zj41,..., %), strictement positif des
que t > 0 d’apres (1.3). Ainsi ®; est strictement croissante sur [0;z;]; or ®;(0) = 0, donc
pour tout t €]0;z;], ®;(t) > 0, autrement dit %(ma(t)) > 0. En particulier, avec t = x;,
on obtient le résultat voulu. g

1.2.2 Un cas particulier du théoreme d’unicité de Cartan

Le théoreme 1.5, combiné avec la propriété d’invariance des disques réguliers sous
I'action d’un biholomorphisme, donne un résultat d’unicité pour les biholomorphismes.

Corollaire 1.7 Soit D et D' deux domaines de C™ contenant 0, dont les bords sont des
hypersurfaces quasi-circulaires. Tout biholomorphisme F : D — D', fizant 0 et de classe
C! jusqu’au bord, est linéaire.

Preuve

Puisque M est par hypothese fortement convexe, a fortiori strictement pseudoconvexe, les
disques holomorphes attachés & M et centrés en 0 sont complétement contenus dans D.
Le biholomorphisme F' échange donc les disques réguliers attachés a M centrés en O et les
disques réguliers attachés a M’ centrés en O :

VAE M, V¢CeA, FIX)=MN¢

ou N = F()\) € M. On en déduit que F est linéaire, déterminée de fagon unique par sa
différentielle en 0. g

1.3 Cas non-dégénéré

Considérons I'hyperquadrique Q@ C C**! définie sur un ouvert > 0 par

n
0=r(z) = Rezp — g a; jZi%j,
ij=1

ou la matrice A = (a;,;)s,; est hermitienne non dégénérée.
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1.3.1 Disques réguliers attachés a une hyperquadrique

Proposition 1.8 Les disques réguliers attachés a Q@ sont exactement de la forme

¢ o Aw 1—|—a§+i ot w ¢
1-al  I—JaZl—aC 7O 1—aC

h(¢) = <%‘;Au + 2% Aw

ot v,w € C", yo € R, a € A sont quelconques.
De plus h* est un relevement régulier de h si et seulement si il existe b € R* tel que
—a

ve AV} 10 = 7 (i - Tapd?) X (12~ RaEA),

En particulier, h et h* se prolongent dans un voisinage de A.

Remarque 1.9 Un disque régulier h attaché a @, centré en un point p = (pp,0,...,0) est
de la forme

B WwAw 1+4+al . ¢
h(c) = <1— la|? 1 —aC +Zy0’w1—ag>'

Preuve
Condition nécessaire
On suppose que h possede un relevement régulier hA* :
. or —

VC € 9A, 1(¢) = c(Q) x 5~ 0 h(C) = e(C) x (1/2, = "ha(C) - A) (1.5)
ou ¢ : OA — R* est continue, et {c¢/2 se prolonge holomorphiquement a A. Autrement dit,
il existe une fonction ¢ holomorphe dans A, continue sur A telle que pour tout ¢ € 0A,
c(¢) = ¢(¢)/¢ € R*. Or dans L%(0A),

e(Q) = Zﬂin + @1+ 9o

n>1

Lo =2 4 o1+ Y pagaCn =
; ¢ 2

Y=

(ou @, désigne le nieme coefficient de Fourier de ¢). Ainsi, par identification, ¢(() est de
la forme a + b¢ + a¢?, et )
V¢ € 0A, ¢(¢) = al + b+ ac. (1.6)

e Premier cas : a = 0 (et donc b # 0).

Autrement dit, pour tout ¢ € dA, h*(¢) = b x (1/2, —ha(C) - A). Puisque par hypothese,
h* a au plus un pole d’ordre 1 en 0, ¢ x hy(C) - A est holomorphe ce qui équivaut & Che
holomorphe dans A, c¢’est-a-dire h,, affine : Jv,w € C"/ ho () = v+ (w. Comme le disque
h est attaché a @ :

Ve € DA, %(h()(g) +Ho(0)) = WA + wAWCE + i Av + ¢ '5Aw = d+ & + eC (d € R),
et

—1 R R +o00 R ~

> ¢M(ho), /2 + Re(ho)g + Y ¢"(ho),,/2 = d + & + eC.

—00 n=1
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En identifiant, on récupere hg affine a constante imaginaire pure pres.

e Deuxieéme cas : a # 0.

Notons a1 et ag les deux racines de a4+ b¢ 4+ a¢2. Elles ne sont pas de module 1 puisque h*
ne s’annule pas sur A, et |ajag| = |a/al = 1 : supposons par exemple 0 < |a1| < 1 < |az|.
La fonction (h* se prolonge holomorphiquement & A si et seulement si

¢ (a+0¢ +ac®) ha(C)

se prolonge holomorphiquement & A. Décomposons h,, dans L2(0A) : ha(¢) = Zﬁ% H,CF,
oun H, e C":

400
(a+bC+ac®) ha(Q) = (a+b(+ac®) > H™
k=0

“+oo
= > (aHg +bHyq1 + aHiy2)¢ " + (bHo + aH1 )¢ + aHoC?,
k=0

qui se prolonge holomorphiquement a A si et seulement si
Vk > 1, aHy + bHyy 1 + aHy o = 0. (1.7)

C’est une récurrence linéaire d’ordre 2 dont I’équation caractéristique a deux racines dis-
tinctes a1 et ao, donc il existe V., W € C" ne dépendant que de Hy et Hy tels que

Vk > 1, Hy =ai 'V +as~'w.

La fonction h; étant holomorphe dans le disque unité, la série Z(vjdlffl + wjagfl)ck
converge dans A, et a donc un rayon de convergence supérieur ou égal a 1. En posant

d?c = vjc_l’ffl + wjd’g*l, on a

J k41 _k+1
diyp  viay +wjast
j - k -k
di, 4 vjay +wjap
&
et 0 < |ai| <1 < |ag|. Sl existe j tel que w; # 0, alors % Mot as donc le rayon de
— 400
k+1
convergence vaut 1/|as| < 1, ce qui est faux : d’ot W = 0.
&’
Sivj # 0, % = @ et la série a un rayon de convergence égal a 1/|a;| > 1;si v; =0, la
k+1
série a un rayon de convergence infini.
Ainsi Hy = ho(0), Hy = h.,(0) et
+oo
ha(Q) = Ho+ Hy x ¢ _(@r()". (1.8)

k=0

Comme a; et az ne sont pas de module 1, nécessairement b # 0 (sinon, a; et ag seraient
racines de a + a¢?). Quitte & multiplier 2* par 1/b, ce qui ne change pas le fait que ce
soit un rélevement régulier, on peut supposer b = 1 : I’équation caractéristique devient
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a+ ¢+ a¢? = 0. Les autres relevements réguliers seront obtenus par multiplication par
une constante non nulle. Il reste a exprimer a & ’aide de a;.
Si 1 —4]a|? <0, les deux racines sont

1 +iy/4]a? — 1

_ —1—iy/4fa? 1

a a

! 2a ? 2a ’
et si 1 — 4]a|?> = 0, équation a une racine double : dans les deux cas, |a1| = |as], ce qui
est impossible.

—1+4 /1 —4|al? ,
Par conséquent 1 — 4|a|?> > 0 et a; = * 5 o . En notant a = |ale®?,
a
ay = —].+ 1—4\a|26i9: 1*\/1—4‘a|2€i(9+ﬂ,)
2|al 2|al ’

d’out Arg(a) = Arg(ai) — 7 et

1—+/1—4al?
lai| = —|| & 1 —2|d||a1] = /1 — 4]al?

2|al
& a| < 1/2|a1] et 1 — 4|al|a| + 4|a*|a1]? = 1 — 4|a|?

laz]
& =——
lal =1 la1]2

. ; all  —a; —ay
car a # 0 et 0 < |aq| < 1. Autrement dit, a = |a e = | = .
7 o] o 1+ |a1|? |a1] 1+ ]as)?

Condition suffisante
Réciproquement, on suppose que h est donné comme dans (1.8) par

+o0o
ha(¢) = Ho+ Hi x (Y _(@()¥, oufai| <1,
k=0

et hg est déterminé de fagcon unique a constante imaginaire pure pres de sorte que h soit
attaché & Q. Si a; = 0, h, est affine, et les expressions (1.5) et (1.6) montrent que h est
régulier et donnent ses relevements réguliers.

Supposons donc 0 < |a1| < 1, et posons ¢(¢) = _14’770«11‘26 +1- H‘?WC : alors h* défini
comme dans (1.5) est I'unique relevement régulier de h & constante réelle non nulle mul-
tiplicative pres. O

Proposition 1.10 L’application ® : (yo,v,w,a) — h est un difféomorphisme de classe
C® de RxC" x (C"\{0}) x A sur l’ensemble des disques réguliers non constants attachés
a Q. Sa réciproque est donnée par

®' b (Tm (ho(0)), ha(0), 7, (0), [4(1) — i64(i)) (1.9)

S LA 1 _ 1
on(C) = 72 (Hha(—c)—ham)rw ||ha<<>—ha<o>\|2>'
Preuve

Par construction, 'application ® est de classe C* pour la topologie induite par C*(9A)"+!



20 CHAPITRE 1. ETUDE DES DISQUES HOLOMORPHES REGULIERS

et surjective. De plus si h = ®(yg,v,w,a), alors pour tout ¢ € A, yo = Im (hy(0)) et
ha(Q) =v+w [( Z;ja (a()k] : P'unicité du développement en série entiere montre que ®
est injective.

On remarque que si h = ®(yo, v, w, a), alors pour tout ( € 9A,

2
— 1 —2Re(Ca) + a2,

RO ’1 —aC
Tha(Q) — ha (O~ | ¢

d’ot1 I’expression de ® 1. Pour montrer que ®~! est de classe C*, il suffit de vérifier que

les applications linéaires h — hy(0) et h +— h. (0) sont continues sur C*(A) N H(A). Or

pour h € C*(A)N H(A),

1

2mi

[ Hal€07¥e| < il < 1
oA Q

d’ot le résultat avec k = 1 (resp. 2) pour ha(0) (resp. k., (0)).

Il reste & montrer que ® est une submersion. Comme 'image de d® est de dimension
finie en tout point, elle admet en tout point un supplémentaire topologique ; il suffit donc
de montrer qu’en tout point (yo,v,w,a) € RxC" x (C"\{0}) x A, d®(y; 4.w,q) €st injective.
Soit (yp,v',w’,a’) € Rx C" x C" x C tel que d®(y, 4.u.q) (¥, v, w',a’) = 0. En développant
selon les différentielles partielles, il vient :

0= dyo®(yo,v,w,a)y6 + dvq)(yo,v,w,a)vl 4 dw(p(yo,v,w,a)w/ 4 daq)(yo,v,w,a)al'
Les n dernieres composantes de cette égalité donnent

VCe A, v+ ¢ +w ¢ a.
1—al (1—a()?
En identifiant les coefficients du développement en série entiere, il vient v/ = w’ = 0 et
wa’ = 0, d’ou a’ = 0 puisque par hypothese w # 0. En remplacant dans la premicre
composante, on obtient y{, = 0, et donc l'injectivité de d® en tout point. O

Remarque 1.11  L’ensemble M, des disques réguliers non constants attachés a @ et
centrés en p est soit vide, soit une sous-variété de dimension (réelle) 2n + 1.

Corollaire 1.12 Soit p € C"'. L’ensemble M, des disques réguliers non constants
attachés a Q) et centrés en p est non vide si et seulement si ['une des trois conditions
suivantes est vérifiée :

* A est définie positive et r(p) > 0;

* A est définie négative et r(p) <0 ;

* A possede deux valeurs propres de signes distincts.
Dans ce cas, Uapplication My > h — h(1) € Q est un difféomorphisme local si et seule-

ment sip ¢ Q.

Preuve
Soit A un disque régulier attaché a @ :

¢ WAw 14 al ¢ >

+ 2yp, v +w

_ t- t—
h(C)_<”A”+2“Aw1—ag 1—Ja2 1—al 1—al
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ouy € R, v,w e C" a € A. En particulier,

o Aw

_ [t
h(0) = ( VAV + = [a?

+ z'yo,v> €Q & 'wAw = 0. (1.10)

Donc h € M, équivaut a

t7
w Aw B
yo = Impy, v = pa, 1—7|a|2 = Repo — tpaApoc-

Par conséquent, I’ensemble M), est non vide si et seulement s’il existe w € C™ \ {0} tel
que WAw = Repg — PaApa, d'ott les trois cas.

Posons g = Repg — PaApa. D’apres la proposition précédente, il suffit de regarder ’ap-
plication

A
{<yo,v,w,a> €R X C" x (C"\{0}) x A/ v = pa, 40 =Impo,1tlj‘;72 2330} LRxC"

définie par

Y(v,w,a,90) = (Im(ho(1)), ha(1))
(21m [%Aw] L wAw [1} P 11_Ua)

l-a 1— |al|? 1—r
DaA wA

= (2Im PoAw +2x07wz+lmp0,pa+i .
l1—a 1 —|al l—a

Sa différentielle en un point (yo, v, w,a) est définie sur I’espace tangent

' Aw + twAw' aa' + aa’
/ / n n _
{(0,0,w,a)eRxC xC'xCx/ =[P +x01_|a‘2 —O}
par
Do Aw' o Aw 0 w’ wa’
/ / — 2I o (67 / /
B0 00 (0, 0,0, ) < o { 1-a Q-2 "0 e Tt 00y

Puisque M, est non vide, c’est une sous-variété de dimension (réelle) 2n + 1, donc
A (yo,0,w,q) €St un isomorphisme sur R x C" si et seulement si elle est injective. Or

t,5! t5 / = ! =/
w’ Aw+ ' Aw + l,oaa +aa’ _ 0

1—[a[? 1—[a]?
Ay wava) (0,0,0',a) =0 < { Tm [tﬁfj‘;" + ool (13(;1)2@ -0
/

1lia + (1—a)? a’ 0
W e

A _ICin - lia)ﬁ + Oala—TaCTg =0
Im((lf‘; sa') =
w' = —1Cilaw

Ad Zo _17/5 1o T alal—mg =0
xolm (l_a, E 0.
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En particulier, si g = 0 (c’est-a-dire si p € @), A (y,w,a,y0) TV'€st pas injective. Si zg # 0,
le systeme précédent équivaut a

o a’

W= -1 ,w

_a __ __a _

(1-a)* — (1-a)*

0=_.a _ d + aa’+aa’
—  1-a 1—a 1—[a[?

—a)? . .
En remplacant dans la troisieme ligne @’ par %, il vient

a (1-a)? a’ aa aa’ (1 —a)?
O0=-7— 2 + 5 T 2 2
1—a(l-a) l—a 1-—|a 1—lal? (1 —a)
/
= -2 1—a)?
T apa a7
ce qui donne a’ = 0 et donc w’ = 0, et termine la preuve. O

1.3.2 Disques réguliers attachés a une petite perturbation de ()
Méthode

La méthode consiste a utiliser le critere donné par J. Globevnik [24] : étant donnés
une sous-variété E et un disque f attaché a F, et sous 'hypothese que certains entiers
(les indices partiels) dépendant de E et f soient positifs, les disques analytiques proches
de f attachés a une sous-variété proche de E forment une famille & k parametres, ou k est
I'indice de Maslov de E le long de f. Précisons tout cela.

On suppose que la fonction f : JA — CV est de classe C® et qu’il existe une boule
ouverte B C R2V centrée en l'origine et des fonctions ; € C*(9A,C3(B)), 1 < j < N,
telles que pour tout ¢ € 0A,

M) ={we f(Q)+B/V1<j <N, rj(Qw— () =0}

d(ri(O))A...ANd(rn(¢)) #0 sur B

et f(¢) € M(¢). On suppose également que pour tout ¢ € A, T(() := Ty yM(C) est
totalement réel.
a(ri(C))

Pour ¢ € 0A, on note G(¢) la matrice inversible ( 5%
Zj

dont les colonnes engendrent sur R 'espace T'(¢). Par construction, chaque ligne de G(()
est R-orthogonale a chaque colonne de A(() :

(0)> , et A(¢) une matrice
1,]

[ [ —_— 771

Re (G(Q)A(C) = 0 <= G(QA(CQ) = =G(QA() = A(QA(() = —-G(Q) G(Q).

Posons B(() := A(()A(C)i1 pour tout ¢ € OA. La matrice B ne dépend pas du choix de A :
en effet, si A;(() est une autre matrice dont les colonnes engendrent sur R I’espace T'(¢), il

existe V(¢) € GLy(R) telle que A1 (O)V(¢) = A(C), Aot A1(O)AL(C) = A(O)A(C) . On
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sait alors que la fonction matricielle B posséde une factorisation de Birkhoff [4], ¢’est-a-dire
de la forme :

¥¢ € 9A, B(¢) = BT(OA()B™(¢)

o BT : A — GLy(C) est continue, holomorphe dans A, B~ : (CU {o0}) \ A — GLx(C)
est continue, holomorphe dans (C U {oo}) \ A et

A(¢) = diag(¢C™, ..., ¢"™).

Les entiers k1 > ... > ky sont indépendants de la factorisation ; ce sont les indices partiels
de B (pour plus de détails, voir [61] et [11]).

Définition Awvec les notations ci-dessus, on appelle indices partiels de M le long de f
les entiers k1 > ... > kN (qui ne dépendent que du fibré {T'(¢)/ ¢ € 0A}). Lindice de
Maslov, ou indice total, de M le long de f est k = Ziv Kj.

Le théoreme suivant décrit en particulier tous les disques holomorphes f voisins d’un
disque fixé f et tels que V¢ € 0A, f(¢) € M,(¢) pour un certain p proche de r.

Théoréme 1.13 [24] On se place sous les hypothéses du paragraphe précédent. Pour tout
p=(p1,-..,pN) €C¥OIA,C*B))N dans un voisinage de r = (r1,...,7xn), on note

Ve e A, My(¢) ={we f(()+B/ V1<j <N, pi(Q)(w—f(C) =0}

On suppose que les indices partiels de M = M, le long de f sont positifs ou nuls, et on
note k lindice total. Alors il existe

~ V woisinage owvert de r dans C*(0A,C?(B))N ;

— U woisinage ouvert de 0 dans RV ;

— W woisinage ouvert de f dans C&(0A)N ;

~ F:V xU — C&OA)N de classe C*
tels que

- ]:(T‘, 0) = f ;

— pour tout (p,t) € V x U, la fonction ¢ — F(p,t)(() — f(C) se prolonge holomorphi-

quement a A et pour tout ¢ € 0A, F(p,t)(¢) € M,(C);
— 4l existe n > 0 tel que

Vp € V7 \v/t17t2 € U’ ||‘7:(p7t1) _f(pa t2)H > 77’151 _t2|7

en particulier F(p,t1) # F(p,t2) sity # ta2;
— si f € W est tel que f — f se prolonge holomorphiquement a A et qu’il existe p € V
tel que pour tout ¢ € 0A, f(¢) € M,((), alors il existe t € U tel que f = F(p,t).

Ce résultat a été étendu par Y.G. Oh [46] au cas ou les indices partiels sont supérieurs ou
égaux a -1. On peut l'expliquer de la fagon suivante en utilisant [31]. La linéarisation de
I’équation des disques holomorphes attachés & F est une somme d’opérateurs de Cauchy-
Riemann sur un disque, avec conditions de bord d’indices de Maslov x;. Or pour k; > —1,
Popérateur est toujours surjectif (dans des classes de différentiabilité convenables), donc
on peut appliquer le théoreme des fonctions implicites.
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Rappelons le lien entre le caractére non-dégénéré et le fibré conormal :

Proposition 1.14 [60] Une hypersurface réelle M de C™ est non dégénérée si et seule-
ment si son fibré conormal N*M privé de la section nulle est totalement réel.

La méthode va donc consister a appliquer le théoréeme de Globevnik au projectivisé
du fibré conormal de @), puis a se ramener aux disques réguliers attachés a des variétés
“proches” de Q.

Disques attachés a une variété proche de P(N*Q)
Soit h un disque régulier non constant attaché a @, centré en un point p = (po,0,...,0)
n’appartenant pas & @ : d’apres (1.10), w = h.(0) # 0, ce qui permet de supposer

(twA), # 0 (quitte & réindexer). Notons P(N*Q) la projectivisation par rapport a la
nieme coordonnée. Soit h* un relevement régulier de h,

A h *
=2, 2l
(i)

son projectivisé et f = (h, il*)‘aA : c’est le bord d’un (grand) disque attaché a P(N*Q), et

wAw 1+ a . w Wy, a— A WA),—
f(O)= ﬁicﬂyo,g,..., < : - ,(7 )1,...,( 7) L)1)
1—1al?1—al 1—a( 1—al 2(wA),’ (wA), (twA)y,
d’apres la remarque 1.9. Notons que f est de classe C* jusqu’au bord, et indépendant du
choix du relevement régulier h*.

On cherche a appliquer le théoreme de Globevnik a M (¢) = P(N*Q) pour tout ¢ € 0A
le long du disque holomorphe f. En particulier, T'(¢) = T )(P(N*Q)) est totalement réel
puisque ) est non dégénérée et que la projectivisation “oublie” la section nulle.
Commencons par déterminer des équations de P(N*@Q). Un élément de N*(@Q au voisinage
de (h,h*)(0A) s’écrit (z,c0r;) ou ¢ est une constante non nulle : un élément (z,%) de
C"tl x C™ au voisinage de f(0A) est donc dans P(N*Q) si et seulement si z € Q et il
existe (Zo,...,2Zn) € N;Q tel que pour tout 0 < j < n, t; = Z;/Z,. Autrement dit,
P(N*Q) est défini par les équations

0 = r(z)
_ or ()t or

— — —(2) pourtout 7=0,...,n—1.
0zp, J 8zj()

En décomposant en partie réelle et partie imaginaire, on obtient les 2n 4+ 1 équations de
P(N*Q)

7“0:...:7“2n:O
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(ot 79 = 1), et la matrice G({) = (gg (f(g))) ~s’écrit

l7j
1/2 —Liza _—Lpza 0 0

0 _An,ltl + Al,l - _An,ntl + Al,n 0 —L,za

0 _An,ltntl + An—l,l o _An,ntnjl + An—l,n 0 _anoc
0 __An,ltO B e __An,ntO B _ana 0 e 0

0 i(—An’1t1 + Al,l) .. Z'(—Anm,tl + Al,n) 0 1Lpza

0 i(_An,ltntl + An—l,l) .. i(_An,ntnjl + An—l,n) 0 1Ly, z0
0 —Z'An,lto e —’L'Anmto 1Lpza 0 R 0

ou L; désigne la jieme ligne de la matrice A. On remarque :

(_An,ltl + 14_1171) R <_An,ntl + Al,n) 1 —11
_ : _ _ : _ = e : X /_1,
(_An,ltntl + An—l,l) cee (_Anm,tnjl + An—l,n) 1 _tn—l
_An,ltO Ce _An,ntO 0O ... 0 —to
1 0 0
donc quitte & multiplier & droite par la matrice-bloc constante | 0 A~! 0 (ce qui
0o 0 I,
ne change pas les indices partiels), on obtient la matrice
1/2 —21 .. —Zp-1 —2Zn 0 NN 0
0 1 —t 0 —Lpz,
0 1 —tn—1 0 —Lpzy
o 0 ... 0 —~to  —Lpza O ... 0 . (1.12)
0 i —ity 0 1L za
0 1 —itn—1 0 1L, 20
0 0o ... 0 —ity  ilnpza 0 e 0
Remplacons f = (h, h*) par son expression : vu (1.11), zo = ho(¢) = 1—74(14“’7 to = —2(%21)”
(‘wA);

et pour tout 1 <j<n-—1,1t = (o). Ainsi

_ ¢ _ ¢ _ ¢ oy _ G
Lyzo = <A X 1_a<w)n = 1_a<(Aw)n T (Aw), = 1—(1C( wA)p.

Numérotons les colonnes de la matrice (1.12) de 0 & 2n. Quitte & multiplier la colonne Cy
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par 2 et les colonnes Cy,11,...,Co, par 1/(fwA),, puis & permuter les lignes, il vient :
1 —Z1 —k2 ... —Zp-1 —Zn 0 0 0
0 0 0 0 -ty —-¢ 0 0
0 0 0o ... 0 —itg & 0 0
0 1 0o ... 0 —t 0 —¢ 0 ¢
0 0 0 —ity 0 € 0 ou § := 1 —ac
(0) 1 —tp—1 0 e =€
i —itp—1 0 (0) 13

Les t;, 1 < j <n —1, étant constants, les opérations
n—1
Ch:=C,+ thCj , Cy:=Chp

i=1

et Cgj41 := Cj, Cgj42 := Cpqj si j > 1 ne changent pas les indices partiels et donnent

1 (2= Y050 tz) 0 =z 0 ... =z O
0 —to =€
0 —ito i€
1 - 0
Z é © (1.13)
(0) 1 =€
i g

Or le long de £, 3" §;<f<<>> % £5(0) = = ha(Q)Aha(C) = —Re (ho(C)) et
j=1

nl or 4 Zﬂ—l or .
Ozp °M =1 0z; 77 Re (h
—Zn — E thj = — ( 87"] ! > = (6S(C)) = 2t0Re (ho(())
j=1 Ozn O0zn

1 2t0Re 20 0

Le bloc 3 x 3 en haut a gauche de la matrice (1.13) vaut donc [ 0 —to —£ |, ou
0 —ity i€

&= ﬁ et tg est de la forme (1 — a() x (cste # 0). Donc en multipliant & droite par

1 0 0
1
(
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on se ramene a considérer, a la place de la matrice (1.13), la matrice

1 ﬁxyﬂ)/}w Oc l%gcwl 0o ... %wn_l 0
0 _C 17a
—aC
0 —i¢ T c
1 - (0)
1—
G'(¢) = . &
) iT=ac
¢
(0) 1 s
1 rrs

Lemme 1.15 Les indices partiels de P(N*Q) le long de f sont positifs ou nuls.

Preuve

Ecrivons G'(¢) = ( c(;z 5 > sous forme de matrice blocs, ot v € M3(C), f € M3.2,-2(C)

et v € Ma,—2(C). On obtient

G/(C)—lG/(C) _ ( ala 07_1(5_j1/8’7_1'7) >

0 T
¢ . —¢ Ao ¢ 1
U a2 04w g2 WA Wt @
0 0 e (0)
1 0 ¢-aQ) 0
I
~¢1-al) 0

(0)

Numérotons les lignes et les colonnes de cette matrice de 0 a 2n, et multiplions C; par
(1—ac) et Ly par (1—a(). Pour j > 3 impair, on multiplie les colonnes C; par —1/(1—a()
et les lignes L; par —(1 — a(). Cela revient & multiplier G'({)~'G’({) & droite par Q et &
gauche par Q1, oul

1 -1 -1
Q =diag|( 1, —, 1, —.1,...,——.,1].
1—a¢ "1—ac 1—ac

Ces opérations ne changent pas les indices partiels, et on obtient que les indices partiels
cherchés sont ceux de la matrice B(() = (G’(C)Q(C))_l(G’(C)Q(C)) :

o ta € op T Cw @y
et zag 2 WA |1fa<\2<1fazo2twAw Tal?  [T-alP
¢
0 ¢? 0 (0)
B(()= . : L (1.14)
¢ 0

(0)

Pour les calculer, on utilise le lemme suivant :



28 CHAPITRE 1. ETUDE DES DISQUES HOLOMORPHES REGULIERS

Lemme 1.16 [24] (lemme 5.1) Soit G” : 0A — GL,(C) une fonction de classe C*

(0 < a < 1), et notons k1 > ... > ky, les indices partiels de la fonction ¢ — G”(C)G”(C)_1
Alors il existe une fonction 6 : A — GL,(C), de classe C*, holomorphe dans A et telle
que

¢ (0)
—-1 ——1

V¢ e 9A, G'(Q)G"(C)  =0(C) 0(¢)
(0) ¢

On applique ce résultat & la matrice G = (G'Q) , ce qui donne une fonction P de A
dans G L2j+1(C), holomorphe dans A, telle que

¢ro (0)
V(€ 0A, P(¢)B(() = P(¢).
(0) ¢ran
En particulier, en notant [ = (lp,...,l2,) la derniére ligne de P, on obtient pour tout

¢ € A,

lO — CHQnZO
2w Aw( 2 rkonT
UOB(C) = ¢"=1() = (5) ] o X agiiteg +1¢* = b ]
o x \15% + Clajro = ("nlajpn

Vi<j<n-—1, i o T
lo X =g + Claj1 = ("rlaje

Si la fonction [y est non identiquement nulle, vu la premiere ligne du systéeme, nécessairement
Kon > 0 puisque [y est holomorphe et [y anti-holomorphe.
Si lg = 0 : comme la matrice P est inversible, sa derniere ligne [ est non identiquement
nulle, donc il existe j > 1 tel que la fonction /; ne soit pas identiquement nulle. Le systéme
(S) devient

L2 ="l et G2 = (Rl

Cla =™y et (lz=("rly

Clon = C™lon_1 et Clon—1 = ("nloy

Par conséquent lg;—1 = 0 < lg; = 0, et on peut supposer j € {1;3}. Si j = 1, alors Iy est
holomorphe non identiquement nulle et {1 est anti-holomorphe non identiquement nulle,
donc I'égalité 15¢% = ("2nly force ko, — 2 > 0. De méme, si j = 3, I'égalité (ly = (F2nl3
force k9, — 1 > 0. Finalement, on obtient dans tous les cas kg > ... > Ko, > 0. O

Lemme 1.17 Si le déterminant det B est de classe C' sur OA, Uindice de Maslov k de

B est donné par
1 / (detB)'(¢)
0

T 27 Jon detB(Q) d¢.

= Indges (o) (0)
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Preuve
On suppose que les indices partiels sont donnés par la décomposition suivante :

eingé‘ (0)
Vo, B(ef) = B*(e) B~ (")
(0) emgna

ol BT se prolonge holomorphiquement & A en une matrice inversible, et B~ se prolonge
anti-holomorphiquement & A en une matrice inversible : autrement dit, il existe B~ holo-
morphe dans A telle que B~(¢) = B~(1/¢) pour tout ¢ € C\ A.

Soit 0 < r < 1 et bf(h) = det(B*(rei?)), b (0) = det(B~(rei?)) = det(B~(re~)) et
Br(0) = b (0)r b (0). Le chemin v, = 3.([0;27]) ne passe pas par 0; on peut donc
définir I'indice

. O S e O) o T b, ()
27iInd,, (0) = /% c " /0 =0 dé —I—/O ikdf + /0 b (0) dé.

21 b (9 det(B1(¢))
Or [imlap =, Gl Q)

d¢ vaut le nombre de zéros moins le nombre de poles de

la fonctlon holomorphe det(B*) dans rA, c’est-a-dire 0. De méme f 27 by ((9)) df =0, et

V0 <r <1, Ind,, (0) = k.

Le compact {6,(0)/ r € [1/2;1],0 € [0;27]} ne contenant pas 0, il est contenu dans un
ouvert {) ne contenant pas 0. Les deux courbes fermées 7; /5 et 71 sont homotopes dans (2
via 'application (t,0) — B(1_¢)/24+(0), et de classe C L. Puisque deux chemins homotopes
ont le méme indice :

2m (0
% = Ind,, ,(0) = Ind,, (0) = 27”/0 gigegde'

De plus 31(0) = det(B(e)), d’on la conclusion. O

Appliquons ce résultat & la matrice B(() introduite en (1.14) :

1) Cn—l
c 0

0 ¢

det B(¢) =1 x ¢

_ (_1)n<2n+2’

qui définit bien une fonction de classe C' sur OA. Par conséquent :

Corollaire 1.18 L’indice de Maslov k = Z?Zo k; de P(N*Q) le long de f vaut 2n + 2.

Les indices partiels étant positifs, on peut appliquer le critere donné par J. Globevnik :
vu le corollaire précédent, on obtient ainsi que ’ensemble des disques considérés forme une
famille & (2n + 1) + k = 4n + 3 parametres réels.
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Proposition 1.19 I existe des voisinages ouverts V de (ro,...,2,) dans C3(B,R), U
de 0 dans RT3, W de f dans CZ(OA)?" L, et une application F : V x U — C&(dA)*"+!
de classe C! tels que
n f(?“, O) - f ;
— pour tout (p,t) € V x U, F(p,t) est le bord d’un disque holomorphe attaché a
P(N*M), oo M = {p=10};
- st tl 7& ta, f(pvtl) 7& f(p7t2) ;
— si f € W est le bord d’un disque holomorphe attaché a M = {p =0} ot p € V, alors
il existe t € U tel que f = F(p,t).

Disques attachés a une variété proche de @

La proposition 1.19 montre que I’ensemble des disques holomorphes proches du disque
f=(h, ﬁ*) et attachés & une hypersurface proche de P(N*@Q) forme une variété de dimen-
sion (réelle) 4n + 3. Pour en déduire la description de ’ensemble des disques holomorphes
proches de h et attachés a une hypersurface proche de @), on a besoin du résultat suivant :

Lemme 1.20 Pour t assez petit et p assez proche de v pour la topologie C3, F(p,t) est
la projectivisation d’un relévement d’un disque régulier.

Preuve
On suit les idées de [41] et [58]. En notant s le parametre (p — 7,t), F(p,t) s’écrit en
coordonnées (hf,...,h5, HS,...,H:_|). Le disque h*® est attaché a M?® := w(M?), ou

s My s tdtn—1
M?® = {p =0} et m désigne la projection canonique sur les n + 1 premieéres coordonnées.
Soit
dpo

¢*0A>(— aj(hs(O)'

Pour s = 0, on obtient le disque initial f et

Ve e, ¢°(0) = - :Zg“wA)n.

Or la fonction A > ( — 1:7;( est a valeurs dans le demi-plan {Re(z) < 0} : c’est
immédiat si a = 0, et sinon cette fonction envoie le connexe par arcs JA sur un connexe
par arcs n'intersectant pas {Re (z) = 0}, et prend la valeur —1/(1 — |a|) en ¢ = @/|al. Par
continuité, pour s assez petit, la fonction ¢® est donc elle aussi a valeurs dans un demi-plan
strict ne contenant pas 0, ce qui permet de définir

dz
]2

ws . C — log(¢s(C)) = /[ Hol (@)

La fonction ¢° est de classe C*. Soit U® = —7 (Im*) et A* = exp (U® — Rev®), ou T
désigne la transformée de Hilbert. La fonction A\* est & valeurs dans R™*, et sur A :

log (A*¢°) = (U® = Re9”) + (Re)® + ilm¢°)
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qui se prolonge holomorphiquement a A en une fonction encore notée U® + ilm ¢*. Ainsi
exp (U® +ilm %) est un prolongement holomorphe de \*¢® & A, qui ne s’annule pas dans
A, et pour tout 0 < j<n—1,

9po

ASXC%
j

oh® = <)\S><C8p0h5> x H?

0zn J
est un produit de fonctions qui se prolongent holomorphiquement & A. La fonction définie
par h*s := )\S%ohS est donc un relevement de A%, et méme un relevement régulier puisque
A® ne s’annule pas sur 9A. Ainsi, (h°, H®) est la projectivisation de (h*, h**®), et de plus
Ch® ne s’annule pas dans A. g

Autrement dit, Papplication (h,h*) — (h, h*) est surjective. Soit maintenant h un
disque régulier attaché a M, et h* M, h*@ deux relévements réguliers de h :

V¢ € 0A, INC) e R/ B () = AR M (Q).

De plus ¢ h:;(j ) est holomorphe pour j = 1,2 et ne s’annule pas dans A par hypothese, donc

* (2)
la fonction % = ) se prolonge holomorphiquement a A : A est donc une constante réelle

non nulle. Lendisque régulier h possede donc un unique relevement régulier a constante
réelle non nulle multiplicative pres, et deux relevements réguliers ont la méme image par
(h, h*) +— (h, h*). Par conséquent, I'application h — (h, h*) est bien définie et bijective.

Théoréeme 1.21 Soit B C R?" une boule ouverte au voisinage de 0, A une matrice
hermitienne non dégénérée de taille n, et Q = {0 = r(z) = Rezg — %o Azq}. Soit h® un
disque régulier attaché a Q tel que h°(0) = (po,0,...,0). Il existe des voisinages ouverts
V de r dans C3(B,R), U de 0 dans R™ 3, W de h® dans C&(OA)"*1, et une application
H:V x U — C2OA)" ! de classe C! tels que :

- H(Ta 0) =ho ;
— pour tout (p,t) € V x U, H(p,t) est le bord d’un disque régulier attaché a M, ou
M={p=0};

- sity # ta, Hip,t1) # H(p,t2) ;
— sih €W est le bord d’un disque régulier attaché a M = {p =0}, ou p € V, alors il
eziste t € U tel que h = H(p, t).

Autrement dit, ’ensemble des disques réguliers proches de h® attachés & une hyper-
surface proche de @) est une variété de dimension (réelle) 4n + 3.

Corollaire 1.22 Pour p proche de r pour la topologie C3, Uapplication ®~1 définie en
(1.9) est encore un C'-difféomorphisme local de R x C" x (C™\ {0}) x A sur ’ensemble
des disques réguliers non constants attachés ¢ M = {p = 0}.

Preuve
On reprend les notations du théoreme précédent. Pour tout p € V', définissons la fonction

©,: U — RxC"x(C*"\{0})xA
t — (y(()p’t) , fu(pvt) , w(pvt)’ a(prt))
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ou y[()p ’t), vt Pt qlet) désignent les parametres associés au disque H(p,t) par la pro-
position 1.10. Vu le choix du disque de base h°, on peut supposer (quitte & restreindre U
et V) que tout disque h de la forme H(p,t) vérifie (*h.,(0)A), # 0. L’application ©, est
de classe C!. De plus, 'application y : (p,t) — d(©,), est continue de V' x U dans I'espace
de Banach L.(R*"3) des applications linéaires continues ; comme (7, 0) est inversible, et
que les inversibles d’un espace de Banach forment un ouvert, on peut supposer (quitte a
restreindre U et V') que la différentielle de ©, est inversible en tout point. Le théoréme
d’inversion locale permet de conclure. O

1.3.3 Propriété d’unicité des biholomorphismes

Intéressons-nous maintenant plus particulierement aux disques holomorphes centrés en
un point fixé. Pour des disques attachés a la sphere, ou plus généralement a une hyper-
surface quasi-circulaire, et centrés en 0, la paramétrisation via les applications h +— h(1)
et h — h/(0) est immédiate. Nous allons montrer que ces paramétrisations sont encore va-
lables, non seulement pour des disques attachés a (), mais aussi pour des disques attachés
a de petites déformations de ). Contrairement au cas traité dans la deuxieme section, le
résultat est local.

Proposition 1.23 Soit p = (pg,0,...,0) tel que Repy # 0. Si A est définie positive (resp.
définie négative), on suppose de plus Repg > 0 (resp. Repp < 0).

L’application qui a un disque régulier h non constant, attaché a Q et centré en p, associe
h(1) (resp. h'(0)) est un difféomorphisme local sur son image.

Preuve
L’application h — h(1) a déja été étudiée dans le corollaire 1.12. D’apres la proposition
1.10 et la remarque 1.9, I’étude de Papplication h +— h’(0) se rameéne & celle de

w:(@ﬂ\w})xm(w’aw(% o >

1—a2"

Commencons par montrer que ¥ est injective : si ¥(w,a) = ¥(w, a), alors w = w et

R Bl N
I—lal* 1-—|af? Arga = Arga Arga = Arga.

Ainsi ¥ est injective et induit un homéomorphisme sur son image. De plus I'image de
sa différentielle en tout point est de dimension finie, donc pour montrer que ¥ est une
submersion il suffit de montrer que sa différentielle est injective en tout point. Or

! Aw+ ' Aw’ o Aw / 2/ /
I 2055 + 2255 (af +a”a)) w =0
dqj(w,a) (w y @ ) = < 1w/|a‘ + (1=fal*) 0 =0~ o =0,

d’ou la conclusion. O

Un raisonnement similaire a celui de la preuve du corollaire 1.22 montre :
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Théoréme 1.24 Soit A une matrice hermitienne non dégénérée de taille n, Q Uhyper-
quadrique {0 = 7(2) = Rezo — “aAza} et p = (po,0,...,0) tel que Repy # 0. Si A est
définie positive (resp. définie négative), on suppose de plus Repy > 0 (resp. Repy < 0).
Soit h® un disque régulier attaché a Q tel que h°(0) = p. Pour p proche de r pour la
topologie C3, on note Mﬁf) l’ensemble des disques réguliers non constants attachés a l’hy-
persurface {p = 0}, centrés en p et proches de h°.

Alors les applications définies sur M}(Dp) par h +— h(1) et h — Rh'(0) sont localement des

difféomorphismes.

Plus précisément, I’application h +— (Im ho(1), ha(1)) est un difféomorphisme local sur
R x C™. On obtient ainsi, localement au voisinage d’un point de M par lequel passe un
disque régulier, un feuilletage de I’hypersurface par les bords des disques réguliers. Dans
le cas de 'hyperquadrique, on connait les points par lesquels passe un disque régulier :

Lemme 1.25 On se place sous les hypothéses du théoréme 1.24, et on note 6° applica-
tion définie sur Mj(gp) par 6P (h) = h(1).

L’image de Uapplication 0P est exactement {z € QQ/ RezgRepy > 0}. En particulier, si A
est définie positive ou définie négative, alors tout z € Q \ {0} s’écrit z = h(1) pour un
certain h € Mg).

Preuve
Soit A un disque régulier attaché a ) et centré en p :

o Aw WwAw 1+a 1
=h(0)=(——=+iyy,0) et h(l) = | ———— —— +1 — .
p=1(0) = (250 +is0.0 ) et b)) = (2o o+ i)

Autrement dit, pour z € @ :

1

w =2z

z=h(1l) & 1-a L

(1) { T™%Re po + ilm pg = 2o
w=(1—a)z,
= 2 _ zo+Repo—ilmpy

l1—a — Repo
w=(1—a)z,
z0 # —Repo +ilmpg et a = zg;gg

Ce systeme admet une solution si et seulement si zg # —pg et

20 — Po (Rezg — Repg)? 4 (Im 29 — Im pg)?
<1< RezgRepy > 0,
20 + Po (Re zo + Re po)? + (Im zp — Im pg)? oRepo
d’ou la conclusion. .

Par conséquent, tout point de M proche d’un tel point de @ posseéde un voisinage feuilleté
par des bords de disques réguliers.

Le théoreme 1.24 permet également de construire un analogue local de I'indicatrice de
Kobayashi, en considérant I'hypersurface réelle I(M) = {h'(0)/ h € /\/lz(f )} (on se place
toujours sous les hypotheses du théoreme).
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F(p)

A
&

I(M) I(M")

Le difféomorphisme h’(0) — h(1) est bien défini, et commute avec les biholomorphismes
dans le sens suivant; si p = (po,0) ¢ Q et F(p) = (pj,0) ¢ Q" vérifient la condition du
corollaire 1.12, le diagramme ci-dessous commute :

F: (M) — (9, M)
h(1) — Foh(1)
) O !
WO dE(0))

P
Autrement dit, F' est déterminé de facon unique par sa différentielle en p. Récapitulons :

Théoreme 1.26 Soit M et M' deux hypersurfaces réelles de C"t1 d’équations respectives

0=Rezo— Y ai;Zz+O(||(Imz,20)|*) et 0=Rezg— > aj ;%2 +O(]|(Im 20, za)|*)
ij>1 ij>1

ou A= (a;;) et A" = (aj;) sont hermitiennes non dégénérées. On note alors Q et Q' les

quadriques associées a A et A'.

Soit F : Q — Q' un biholomorphisme tel que F(M) C M'. On suppose qu’il existe

p = (po,0) ¢ Q tel que F(p) = (py,0) ¢ Q" et p, F(p) vérifient la condition du corol-

laire 1.12. Enfin, soit z € M tel que Re zgRe pg > 0.

Si M et M' sont assez proches de Q et @', alors F est déterminé dans un voisinage de z

par sa différentielle en p.

Le voisinage des équations de Q et Q' est entendu au sens de la topologie C3, et dépend
de p et de z. Les hypotheses sur F' assurent simplement que le théoréeme 1.24 s’applique a
la source et au but.



Chapitre 2

Préliminaires en géométrie
presque complexe

Le but de ce chapitre est de définir les objets (presque complexes) que nous manipu-
lerons par la suite, et d’établir un certain nombre de lemmes techniques. La géométrie
presque complexe, dans laquelle la multiplication par i est remplacée par la multiplication
par un opérateur vérifiant J2 = —id, offre une généralisation de toutes les notions liées
a I’holomorphie, et intervient également en géométrie symplectique. Depuis le théoreme
de A. Newlander et L. Nirenberg [44], on sait qu’une structure presque complexe n’est
génériquement pas intégrable. La question se pose donc de savoir quels résultats demeurent.
Les objets et outils spécifiques au cas intégrable devront pour cela étre généralisés : la no-
tion de J-plurisousharmonicité permettra par exemple de pallier a I’absence de principe
du maximum pour des disques pseudo-holomorphes.

La premiere section regroupe les définitions et premieres propriétés des structures
presque complexes et des applications pseudo-holomorphes. Dans la deuxieme section, on
commence par introduire la forme de Levi, ce qui permet ensuite d’étendre les définitions
usuelles de domaines strictement pseudoconvexes et de fonctions plurisousharmoniques.
La troisieme section est consacrée a I’étude de deux cas particuliers de structures presque
complexes intervenant dans les prochains chapitres : les structures modeles, qui appa-
raissent naturellement comme limites de structures presques complexes dilatées de fagon
anisotrope ; et les petites déformations de la structure standard, qui montrent leur intérét
lors de I’étude de propriétés stables par petites perturbations.

2.1 Définitions

2.1.1 Variétés presque complexes

Considérons une variété réelle M de classe C*°, et T'M son fibré tangent. Sauf précision,
une sous-variété de M sera également supposée de classe C*.

Définition Soit r > 1 un réel. Une C"-structure presque complexe J sur M est une sec-
tion de classe C" de End(T M) vérifiant J?> = —idpar. On dira que (M, J) est une variété
C"-presque complexe.

35
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Remarque 2.1

1. Pour qu'une C"-structure sur M soit bien définie, il faut que M soit de classe au moins
C™+1. Ainsi, la contrainte de régularité imposée aux applications pseudo-holomorphes
viendra de la régularité de J, et non de celle de M ; on peut donc supposer sans se
montrer restrictif que les variétés considérées sont lisses.

2. La régularité C" de J est préservée par changements de variables de classe C" 1.

Une variété presque complexe (M, J) est nécessairement de dimension paire. Quitte a se
placer en coordonnées locales, on peut supposer que M est un ouvert de R?" et voir J
comme une fonction a valeurs dans les matrices (réelles) de taille 2n : autrement dit, si
(M, J) est C"-presque complexe, J s’écrit comme un élément de C" (B, Mo, (R)).

Le premier exemple de variété presque complexe est 1’espace vectoriel R?” muni de
la structure complexe standard Jg, qui & tout point p € R?" associe I’endomorphisme de
T,M = R?" donné par la matrice

0 -1,

ol I, est la matrice identité de taille n. La matrice Jg représente la multiplication par ¢
lorsqu’on identifie canoniquement R?" & C" via I'isomorphisme (z,y) +— 2z = = + iy.
Dans le cas général, le fibré tangent d’une variété presque complexe (M, J) est muni d’une
structure de fibré vectoriel complexe par la multiplication (a + ib)X := aX + bJX. Pour
tout p € M, 'endomorphisme .J, a pour valeurs propres i et —i de méme multiplicité.
On note T, él’o)(M ,J) le sous-espace propre associé a la valeur propre i et 7, ISO’”(M ,J) le
sous-espace propre associé a la valeur propre —i : ce sont des C-sous-espaces vectoriels de
dimension n de T,M ® C. Or pour tout V€ T,M @ C:

Jp(V —ip,V) =i(V =i, V) et J,(V+ip,V) =i(V+iJ,V),
done T\ (M, J) = Tm (I —iJ,) et TSP (M, J) = Im (I, +iJ,) ot i désigne la structure
complexe standard sur T, M @ C.

Définition La structure presque complexe J est dite intégrable lorsque (M, J) est une
variété complexe, c’est-a-dire s’il existe un systéme de coordonnées dans lequel J coincide
avec Jg en tout point.

On peut déterminer si J est intégrable grace au tenseur de Nijenhuis, défini par
N;(X,Y)=[JX,JY]| - J[JX,Y]| - JX,JY] - [X,Y]

pour tous vecteurs X, Y tangents a M au méme point. En effet, le théoreme de Newlander-
Nirenberg [44] affirme que J est intégrable si et seulement si N; est nul sur M (dans le
cas ol la structure n’est pas lisse, voir [45]).

Remarque 2.2 La dénomination “intégrable” provient du fait que Ny s’annule sur M si
et seulement si la distribution 79 M est intégrable (c’est-a-dire stable par le crochet de
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Lie).

On vérifie ainsi que 'application qui & (xq,vo, 1, y1, T2, y2) € RY associe

0O -1 0 0 I —Y1
1 0 0 0 —Yi1 —T1
O 0 0 -1 0 0
J(x0, Yo, T1, Y1, T2, y2) = 00 1 0 0 0
0O 0 0 O 0 -1
0O 0 0 O 1 0

définit une structure presque complexe non intégrable sur R® (pour d’autres exemples, voir
la condition nécessaire et suffisante donnée dans [22] pour lintégrabilité des structures
modeles).

2.1.2 Pseudo-holomorphie

On s’intéresse aux applications entre deux variétés presque complexes, ¢’est-a-dire dont
la différentielle préserve la structure de C-espaces vectoriels des espaces tangents.

Définition Soit (M, J) et (M',J") deux variétés presque complexes. Une application f de
classe C* de M dans M' est dite (J,J')-holomorphe si sa différentielle df : TM — T M’
vérifie I’équation :

Vpe M, dfyoJ, = J}(p) o dfp. (2.1)

S’il n’y a pas d’ambiguité sur le choix des structures presque complexes, on dira simple-
ment que f est pseudo-holomorphe.

Si J et J’ sont la structure standard, on retrouve les équations de Cauchy-Riemann.

Remarque 2.8 Lorsque la variété de départ est le disque unité A de C muni de la structure

0 0
standard, on parle de disque J'-holomorphe : la condition (2.1) s’écrit alors 8;1{ = J} . 8—5

si (u,v) sont les coordonnées dans la base canonique de R2.

Génériquement, pour une variété de départ (M,J), il n'existe pas toujours d’ap-
plication pseudo-holomorphe & valeurs dans (M’,J'), y compris si (M',J') = (A, Jg).
Néanmoins, dans le cas ou (M, J) = (A, Jg), 'équation (2.1) représente un systeme ellip-
tique quasi-linéaire du premier ordre qui admet des solutions non-triviales [45] : il existe
donc une infinité de disques pseudo-holomorphes & valeurs dans une variété presque com-
plexe donnée.

Par ailleurs, une application f : M — M’ supposée bijective, ou méme seulement locale-
ment bijective, est (.J, J')-holomorphe si et seulement si J’ = df o Jodf~!. Autrement dit,
la variété M’ doit étre munie de la structure presque complexe transportée par f, notée

J' = f.J.

Remarque 2.4 S’il existe une application f : (M, J) — (M’,J") pseudo-holomorphe, loca-
lement difféomorphe, alors J est intégrable si et seulement si J’ est intégrable.
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Tout comme dans le cas holomorphe, les applications vérifiant (2.1) héritent leur
régularité de celle de J :

Proposition 2.5 (Lee [39]) Soit (M?",J) et (M"™™,J") deuz C"-variétés presque com-
plexes. Toute application pseudo-holomorphe de M dans M' est de classe C" 1.

Ce résultat a été obtenu pour des disques par [33] et [56] (théoréeme 2.2.1). La proposi-
tion 2.5 est démontrée dans [39] dans le cas C*°, mais sa preuve s’adapte immédiatement
aucas C", r > 1.

2.2 Domaines strictement J-pseudoconvexes

Dans ce travail, nous nous intéresserons au comportement au bord d’applications
pseudo-holomorphes entre deux domaines strictement pseudoconvexes de variétés presque
complexes. Tout comme dans le cas standard, la définition de la stricte J-pseudoconvexité
repose sur la notion de forme de Levi.

2.2.1 Forme de Levi

Soit (M, J) une variété presque complexe et u : M — R une application de classe C2.
On définit la forme de Levi £7u de u de la facon suivante : pour tout X € TM,

Cu(X) = —du(JX) et L£Tu(X) = d(d5u)(X, JX),

ou d désigne la différentielle extérieure.

Expression en coordonnées

ou
8

Plagons-nous en coordonnées locales : d5u = — Jijdxj et

82
Bagar Jadoe A dwi = Z

l,, Z

ou 0J;
a:L’Z' al’k

d( CJU) - dxp N d:cj .
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Or dap Ndaj (X, JX) = xp(Ja); — (Ja)px; = Do xpxr i — > w521k, ce qui donne

2
( aja J-,jd:ck/\dxj) (X, JX)
Z?],

62 82
= Za J,]J]lwkiﬂl 8 a Jz’ij,lxj(L'l

0u
= Ox;0, (Z(Ji,ij,mxk — Ji,ij,lin$l))

j7l

l

- Z axlaxk (Z(Jg)uwlzvk - (Z Ji,j%‘)(zl: Jk,lwl))

= Z 8:1:10:1% ~ itk = (JX)(T X))

0%u
J— _t - t b =
= XDX (JX)D(JX) ou D <8xi8$j>

8u 8Jij
(Z 0z, O d:ck/\xj) (X, JX)

7.]7

_ ou 0J; T — Z ou 0J; Jhszsm1

L Jx; Oy Ox; Oxp,
i,7,k,l i,5,k,1

_ Ou 0Ji,; , Ou J;

i %: ( i O Oay ) <zz: Jj,m) o %: ( T Ori Oy ) (zz: Jk,m) K

ou 0J;

= ZA]k JX ]xk—ZA]k JX)prj ou A= (Z 8; agg:)
Jik 7.k 7 ik

= (UX)AX — XA(JX) = X('A~ A)JX = ' XATX — (JX)AJ(JX).

Lemme 2.6 Soit (M,J) une variété presque complexe. Dans un systeme de coordonnées
locales,

L7u(X) = XDX + (JX)D(JX) + X (A - 'A)JX, (2.2)

9 o
D:< - ) et A= Zau&]m '
axiaxj 1<4,j<2n i O Oxy 1<j,k<2n

Remarque 2.7 Si J(p) = Jo+o(||p||?) olt Jy est une structure presque complexe constante,
alors [,g U= Egou. Plus généralement, en posant J = Jy + H :

ou

L7u(X) = LPu(X) + 2 (HX)D(JoX) + {HX)D(HX) + X (A - *A)(Jo + H)X.
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Dans le cas standard, £7stu est représentée matriciellement par (4 33 55
T J

) . En
1<i,j<n

particulier, sin =1, E‘]S*/u(:v) = Au-22, oil Au est le laplacien de u. Dans le cas général, on
peut encore relier la forme de Levi au laplacien le long des disques pseudo-holomorphes :

Lemme 2.8 (voir [17] et [28]) Soit u une fonction de classe C? sur une variété presque
complexe (M, J), et h : A — M un disque J-holomorphe. Le laplacien de la fonction uwoh
au point ¢ € A vaut

Aluoh)e = L) (u) <‘;Z(g)> .

Preuve
Commencons par calculer le laplacien. Notons D = ( 8?5% (h)) et X = % : d’apres la
k2 i7]
oh _
remarque 2.3, ny(O = Jp)X et
Pluoh) ou| 9%h; 2(uoh) 2 du | 9%h
— = ="XDX — = = (pWX)D(Jp X .
Ox? +Z Oz, 022 oy? (JnX)D(Jn )+; Oz |, Oy?
Vun (2.2), il reste & montrer 337, Bt Ol 4y S ;y (I X)AX — X A(JpX)
N _ ou C()Ji’j
ou A= (ZZ ows |, Do h)j,k' Or
0%(uoh o [ On\ <~ aJ| on 0%h
(72) —_ Jhi — Z _— J + h
dy dy Ox — Oxy |, Oy 0xdy
2n 2n
oJ | Ohy oJ | Ohy 0%h
= — — X+ — —X+J
; oy |, Oy g (}; dry,|, Ox " or?
2n 2n
oJ | Ohy aJ | Ohy 0%h
= 2 ZEX 4 el Bl i
; oz, Oy hzl oy |, 0z 0x?
puisque J? = —1Is,,. Ainsi :
2n 2n 2n
ou 82hi ou 82hi oJ ahk oJ 8hk
— — = +J ——X
2 9w, 922 2 0w, D Zax (Z dux oy M e fn, x|
au 8J i,j anJ
_ Z 9z, 0 Jklxlxj + Z z; ’J D2y TrTy,
1,7,k ,sz

d’ou la conclusion. O
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Effet d’'un changement de variables linéaire

On raisonne toujours en coordonnées locales. Soit P € GLa,(R) et ¢ : z — P~ lz.

Posons J = ¢,J = P71J, & =wuo ¢! et cherchons le lien entre £7@ et £7u. On a

u(z) =u(P(x)) =u (Z Pz, ... ,ZPganl) et j(:v) = P_1J(Pac)P.
! !

Or £7i,(X) = X D(2)X + (J(2)X)D(2)(J(2)X) + X A(z)J (2) X — (J(2)X)A(z)X ol

- %1 . O 0J;
D(&czaxj)” et A= (Za$z 8xk>k
5 (2 7

)

On obtient D(z) = *PD(Px)P et

. O, Oy,
Aiy@) = PG @F @
k

= Z (; Pm,kiﬁﬂ@@) Z(Pil)k,l X < S %];ZJ(PUC)PS,J) Py

k Lp

ou 0J1p
= ZZ o (Px)0pm, e (Pz)Ps ;P
1m1p7s

= ZARS(P@PS,J'PW

p7s

donc A(z) = 'PA(Px)P. Finalement :

LIa(X) = L, u(PX). (2.3)

2.2.2 Stricte J-pseudoconvexité et J-plurisousharmonicité

Avant de définir la stricte J-pseudoconvexité similairement au cas standard, com-
mengons par fixer les notations. Soit (M, J) une variété presque complexe et T'M son fibré
tangent. On peut construire explicitement (voir [63]) une structure presque complexe J*
sur le fibré cotangent T* M, de sorte que tout (J, J')-biholomorphisme local F' : M — M’
se releve en un (J*, J'*)-biholomorphisme local (F, {dF)~1!).

Si I' est une sous-variété de M, on définit également son fibré tangent complexe
TC/T :=TT N JIT et son fibré conormal

N*T = {¢ € (THOM)*/ Re ¢y = 0},

qui est une sous-variété du fibré cotangent T M.

Définition Une hypersurface réelle I de (M, J) est dite strictement pseudoconvexe (resp.

non dégénérée) en un point p € I' sl existe au voisinage de p une fonction définissante

ng(c’J)

p dont la restriction de la forme de Levi Egp a I soit définie positive (resp. non
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dégénérée). On dit que T est strictement pseudoconvexe si elle est strictement pseudocon-
vexe en tout point, et on définit de facon similaire une hypersurface non dégénérée.

Remarque 2.9 Ces conditions ne dépendent pas du choix de la fonction définissante de I
De plus, puisque 'application (p, J) — £/ p est continue, elles restent stables par petites
perturbations de I’hypersurface et de la structure presque complexe.

Le caractere non dégénéré se “voit” sur le fibré conormal. Rappelons qu'une sous-
variété I" est totalement réelle si son fibré tangent complexe est trivial. Le résultat suivant
généralise la proposition 2.14 :

Proposition 2.10 [22] Soit ' une hypersurface réelle de (M, J). Alors T' est non
dégénérée si et seulement si le fibré conormal N*I' privé de la section nulle est totale-
ment réel dans (T*M, J*).

Un domaine D & bord de classe C2 d’une variété presque complexe (M,.J) est stric-
tement pseudoconvexe en un point p € 0D si 0D est strictement pseudoconvexe en p.
Lorsque 0D est strictement pseudoconvexe, on dit que le domaine D est strictement pseu-
doconvexe. Remarquons que la caractérisation de la stricte J-pseudoconvexité du bord
donnée dans la proposition 2.10 est préservée par biholomorphisme : plus précisément, si
F: D — D' est un (J, J')-biholomorphisme local de classe C! jusqu’au bord, son applica-
tion cotangente (F, {(dF)~1) est continue jusqu’a N*(9D) et envoie N*(0D) dans N*(0D').

La notion de pseudoconvexité conduit naturellement a celle de plurisousharmonicité.
Pour un domaine D borné de M et u : D — R de classe C2, la fonction continue

 u(x)
@ X) = xe

SQn—l

admet un minimum sur le compact D x , qu’on notera A\g(D, J, u).

Remarque 2.11 \o(D, J,u) est la plus petite valeur propre de la forme quadratique £7u
sur D.

Définition On dit que u est :

e J-plurisousharmonique sur D, si \o(D, J,u) > 0, c’est-a-dire si sa forme de Levi est
positive ;

e strictement J-plurisousharmonique sur D, si A\o(D, J,u) > 0, c¢’est-a-dire si sa forme de
Levi est définie positive.

Vu le lemme 2.8, u est strictement J-plurisousharmonique si et seulement si pour tout
disque J-holomorphe h : A — M centré en p et tel que (0h/dx)(0) = v, avec v # 0 :

A(uoh)y = /J]‘,fu(v) > 0.
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2.3 Deux cas particuliers de structures presque complexes

2.3.1 Structures modeles, structures modeles simples

Notons (21,1, ..., Tni1,Yni1) les fonctions coordonnées dans R?"+2, zj = xj +1iy; et
z = (20, 2), ot 2 = (z1,...,2,). La structure complexe standard s’écrit donc
0 -1
1 0
js(zlﬂ) = (n + 1 blocs de taille 2 x 2).
0 —1
1 0

Définition Une structure presque complexe J sur R?"*2 est appelée structure modele si

elle est de la forme
Je=( T B (2.4)

ot BY(%2) € M2, (R) est R-linéaire en x1,...,Tn, Y15 - - Yn-
Une paire (X, J) est appelée domaine modele si

1. X C C"" est de la forme Xp = {z € C""/ Rezg + P(’z,Z) < 0}, ot P est un
polynome réel homogene de degré 2 sur C" ;

2. J est une structure modéle ;

3. X est strictement J-pseudoconvexe a l’origine.

Soit J une structure modele donnée par (2.4). Les éléments de B” sont linéaires en

T1yevesTry¥Yl,- -+, Yn, €6 la matrice complexifiée correspondante est
n n
/ 2j—1 | - p2j J J = J J =
Be('z) = (By_y +iByl_i<jken = | D (0 w2k + 01 p2) . > (a2 + b 1 2%)
k=1 k=1

ou les a}l ;. et les b}J ;. sont des constantes complexes.

Définition La structure modéle J sera dite simple si pour tous j, k, aa.]k = 0. Un domaine
modéle (X, J) est simple lorsque J est simple.

On utilisera le résultat suivant :

Proposition 2.12 (Lee, [38], proposition 6.4 et corollaire 6.11) Pour tout domaine
modéle (X, .J), il existe une structure modéle simple J et un (J,J)-biholomorphisme de %
dans H fizant le point (—1, 0), ou

H:={z € C""/ Rez +||2||> < 0}

est le demi-plan de Siegel (réalisation non bornée de la boule).
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Remarque 2.13 L’examen de la démonstration montre que le pseudo-biholomorphisme
construit est en fait un difféomorphisme global de C"*!, de la forme

U(z) = (20 + (%), (%))
ol 1 est un polynome de degré inférieur ou égal & 2 en 2z et 'z, et o W : C" — C" est
linéaire en ’z. En particulier :
1. pour tout t < 0, ¥(¢, 0) = (¢, 0);

2. si le domaine modele ¥ a pour équation 0 = 7(z) = Rezg + P(’z, Z) < 0} ou P est
un polynome réel homogene de degré 2 sur C™, alors

FoW 1 z) =Rez + || 2%

Remarque 2.14 La démonstration de la proposition 2.12 et le théoreme 6.10 de [3§]
montrent également que si la structure modele J est intégrable, on peut imposer J = Jg.

La forme des structures modeles simples induit pour une application F' = (Fp, 'F)
pseudo-holomorphe entre deux domaines modeles simples un comportement particulier.
Vu la proposition 2.12, on peut supposer que les domaines considérés sont le demi-plan de
Siegel H.

Proposition 2.15 (voir [38]) Soit F' : (H,J) — (H,J’) une application pseudo-
holomorphe o J et J' sont des structures modéles simples non intégrables. Alors il
existe une constante ¢ € R telle que

Vz = (20, 2) € H, F(2) = (cz0 + f(2), 'F(2)) (2.5)
ot f : C" — C est antiholomorphe et 'F : C" — C™ est holomorphe (au sens standard).

Preuve

Le calcul des coeflicients du tenseur de Nijenhuis N7 montre que, puisque J est par
hypothese non intégrable, il existe j, k tels que b‘.7 — bkj j # 0; fixons ainsi j et k. L’iden-
tification des coefficients dans 1’égalité dF <NJ ( 9z £k>> = Ny (dF (8%]_) dF (8zk))
équivaut a

0F, OF
Vi>1, =—=0 2.6
82’0 850 ( )
ory OF, OF,, y
— b7 2.7
0z b~7 — bjj ZZ 9z; @zk Lm - (2.7)
D’apres (2.6), les composantes Fi, ..., F, de F sont indépendantes de zy et Zp (c’est-a-

dire de zg et yp). De plus F est (J,J’)-holomorphe; J,J" étant des structures modeles
simples :
j(tl) odyF' =d;Fo js(tn)

s

T o d('F) = d('F) o T4V,

s

dFoj:j’odF:>{
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Ainsi 'F : %z — (F1(2),. .., Fn('2)) et 29 — Fy(20, z) sont holomorphes (au sens standard).

Par conséquent, vu (2.7), ?958 est indépendante de zg et anti-holomorphe en 'z :

Fy(z) = c("2)z0 + f(2)

ol ¢ et f sont anti-holomorphes. A z € C" fixé, I'application zg — Fy(20, 2) est définie
sur {¢ € C/ Re¢ < —||2||?}, & valeurs dans {¢ € C/ Re( < —||'F(2)||?} : nécessairement
c est a valeurs réelles, donc constante puisqu’elle est anti-holomorphe. O

2.3.2 Petites déformations de la structure standard

Soit (M, J) une variété C"-presque complexe de dimension 2n. Quitte a se placer en

coordonnées locales, on peut supposer que M est un ouvert de R>" et .J € C"(B, Mo, (R)).
. A B R . . . . .

Ecrivons J = c D >, ou les blocs sont de taille n : si J est une petite déformation de

la structure standard Jg, les matrices A et D sont proches de la matrice nulle, la matrice

B est proche de —I, et la matrice C' proche de I, en particulier inversible. On obtient :

(2.8)

2 (A —(I,+A%)C!
J——Ign<:>J_<C _CAC! ;

et I’ensemble des structures presque complexes proches de la structure standard est une
s sy 2 . , 2
variété banachique modelée sur C" (B, R?™").

Champs de vecteurs et formes J-holomorphes

Supposons J proche de la structure standard : (8%1, Ja%l, e %, J%) reste une
C-base de TM ® C. Posons, pour tout 1 < j < n,
o7 1 0 0”7 1 0
— ==y —tJ)=— et — = (Il 1) —.
R Lt Pl e A CC O
Alors (g—:l, ce %) est une C-base de T (M, .J) et (g—;l, ce %) est une C-base de
T(I’O)(M7 J), donc B = (g—;, R 51;; g—;, e %) est une C-base de TM ® C.

On cherche sa base duale B* = (d”z,..., d’z,, d’7,...,d’%,). Orsi J = < é ZB; >,

B a pour matrice dans la base canonique

P—l I,—1A I,+1iA
2 —iC iC ’
I, I,

. o tp—1
donc B* a pour matrice P71 = <z’t((In+iA)Cl) —iY(I, —iA)C™1)

> . Ainsi, en
posant

M :=i"((I, +iA)C™") on J= < é g ) (2.9)
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on obtient
d’z =dx + Mdy = L(I,, — iM)dz + (I, + iM)dz
d’z = dx + Mdy = (I, — iM)dz + 3(I,, + iM)dz ~

Comme J ~ Jg, M s’écrit il,, + H avec H = R+ 1S “petit” et
d’z=dz+ Hdy, , d’z =dz+ Hdy.

On obtient donc C = (S +I,) "' et A= —R(S + I,,)~*. Par conséquent :

Proposition 2.16 Pour toute famille de formes différentielles s’écrivant w = dz + Hdy
avec H = R+ iS assez proche de 0, il existe une unique structure presque complexe J
proche de Jg telle que w soit une base de (1,0)-formes pour J. Elle est donnée matriciel-
lement par
g ( ~R(S+1)~'  —(I+RY)H(SH+1I) )
N S+t —(S+DIRS+I) )

Equation de J-holomorphie

Soit h : A — R2™ une application de classe C'. On note (u,v) les coordonnées dans la

base canonique de R? identifié de facon standard & C : 872 et % sont dans T'M, a fortiori

dans TM ® C = TWO(M, .J) @ TO (M, .J), done se décomposent de la fagon suivante :
oh

ou

h
—ReX ot X e TOV(M,J) et g —ReY ou Y e TOV (M, J).
v

L’application h est J-holomorphe si et seulement si % =Jy %Z' En séparant les parties

réelles et imaginaires, la condition de J-holomorphie devient % + z% = X. Autrement

dit,

h:A — R*™ est J — holomorphe <= V( € A, @(() +z?(
v

o Q) e %) (M, )

h(C)

ou i est la structure complexe standard sur 7'M ® C. Ainsi, s’il existe une base de (1,0)-
formes du type d’z = dz + Mdy :

h est J — holomorphe <= (I, M) < +i—
u

Similairement au cas standard, posons

1 1
I (2 D) B0

¢ "2\ Ttow aC ou " ow
. 0h 0h 0h . 0h
Il vient 90 an T (L2n + Zefst)afC + (I2n — stt)((Tg et

oh oh oh oh
¢ on .ony ¢ s ta 9N ot . tary 91
(I, ‘M) < +1 v) = +i'M il,+ M) C+(In i'M il + "M) z (2.10)
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A B
C D
cation h : A — R?" de classe C' est J-holomorphe sur A si et seulement si

Lemme 2.17 Si J = ( > est proche de la structure standard de R®*™, une appli-

I-c-t —Ac! > oh n < I+Cct —AC! > Oh 0

wea (1,60 ) o " Y o
“ACT 1ot ) T\ Aot 1vet )o@

Preuve
D’apres (2.9) et la proposition 2.16, la matrice M dans (2.10) vaut M = i*((I +iA)C™1),
et en séparant partie réelle et partie imaginaire on obtient :

{0:(1—01 —ACHF+(T+Ct —ACTHEL

a
0=(-AC™" —I+CHFACT T+C0 NG

Deux lemmes de changement de variables

On suppose que (M, J) est une variété C"-presque complexe. Si M est de dimension
2n, et si E est une sous-variété totalement réelle de M, on dit que E est totalement réelle
mazximale si elle est de dimension n. Les deux lemmes suivants permettent de se ramener
a des cartes de la variété dotées de propriétés particulieres.

Lemme 2.18 Soit (M?",J) une variété C"-presque complexe (r > 1), E une sous-variété
totalement réelle maximale de M, € > 0 et p € M. Il existe une carte z : U — B> au
voisinage de p telle que ||z — Jst|ler < €. Lorsque p € E, on obtient z de classe C"
vériftant :

1. 2(UNE)=R"NB?";

2. [|(zT), — Jat|| < este elly*]| ;

z*,y*)
L. . ., .0 0 . 1
3. Uéquation de z.J-holomorphie s’écrit — + Q X — =0, ou Q) est de classe C"~" et

o¢ a¢
vérifie ||Q(z*,y*)|| < este e|]y*|].

Preuve
Considérons comme dans [15] (lemme 2.1) une carte (2/,U’) au voisinage de p telle que
Z(p) =0, (zLJ)y = Js et Z(UNE)=R*"NB?" si p € E. Pour t > 0, notons d; : ¢ — q/t
la dilatation dans R*", et la composée z; := dy o 2’ : pour t assez petit, z = z, U = z; }(B)
vérifient bien la condition ||z.J — Jg||c1 < €, ainsi que la condition 1. si p € E.

Quitte & raisonner “& travers z”, on peut donc supposer M = B2", E = R* N B2" et
d’apres (2.8) écrire J en coordonnées locales sous la forme

. 2\ ~v—1
J:<A (I, + A2)C

C COACH ) o ||Aller <€" et ||C— Lyl <&".
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Posons

o= AWy (2) _(mmao oty

Alors

In = >k (%)GJ) DY) ( Agyj) )(i,j) ye = ACT

AdP(zy) < -1y, n  (8(C1); _
> e 1( oz, k)(z‘j) Yk k:l( Iy, Yk>(z‘j) yp +C1

est proche de Iy, : ¢ est donc un difféomorphisme local en tout point. En particulier, il
existe un ouvert U au voisinage de p tel que ¢ induise un difféomorphisme de classe C" de
U sur ¢(U). Vérifions que Z := ¢ o z convient.

L. ¢(x,y) ER" & y* =0 y =0 (et méme : Prn = idgn).

I, —A(x, )C Yz, y)
2. d(ﬁ(%y) A ( 0 o (:c,y) + H(z, y)
n (o(ACT! n  (9ACTY),
= k= 1( axj ) Yo — k:l( By, k>(ij) Yk
H(z,y) = s (a ) n (a(c—l)i,k> ’ )
d’ou

~1
-1 I, A I, A
Ay y) = (AP(ay))—1 = (Izn+ ( S ) X H> « < -

et
-1
(D) (@ yt)=p(zy) = dP(z,y) © J@y) © APy, )
I, —AC™! A —(I,+A*)C! I, A ~
- (o c! )(C —cACT! 0o ¢ )t
= Jst"’-g

ou [[H(z",y")|| < estee”[|y"]|.

3. D’apres le lemme 2.17, I'équation d’holomorphie pour la C"~l-structure presque com-

plexe z,J = < 4 B

& D >, vérifiée par g = Z o h, est de la forme

dg L+C' —ACt \' [ I,-C¢' —AC! dg
- 4+ . - -~ ~ X —= =
aC ACt p+Ct) O\ —ACT L+ CV )

Qog(¢)

ot Q(z*,y*) = (Ian + O(lly*IN) ™" x O(lly*[]) < este [ly*|I-
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O
Remarque 2.19 la base de (1,0)-formes correspondante s’écrit

da” + (il + O(|ly*[))dy™ = d=" + O([ly"|)dy

On dira qu’un atlas d’une variété C"-presque complexe (M, J) est (¢, E)-adapté (ou E
est une sous-variété totalement réelle maximale de M) §'il est formé de cartes vérifiant les
propriétés énoncées dans le lemme 2.18. Un domaine borné D de M admet un recouvrement
fini (2, Ui)1<i<s par de telles cartes, et pour toute application f de classe C™ a valeurs
dans D, on pose

[1flloo 1= Max ||z o fir-1wplloo et | fll == Max||z; o f -1l

Définissons également
A% = min \o(B*", z;,.J, u), (2.11)
(2

ot U(T1, vy Ty Y1y -y Yn) = Yo + ... + Y2 et Ao(B??, 2, J,u) est la plus petite valeur
propre de la forme de Levi de u : on dira que )\jé est la J-courbure minimale de E.

Le lemme suivant permet de relever la structure presque complexe d’une variété en une
structure presque complexe sur le fibré tangent, tout en conservant certaines propriétés :

Lemme 2.20 Soit (M, J) une variété C"-presque complexe (r > 2), E une sous-variété
totalement réelle mazimale de M et € > 0. Soit p € E et (z,U) une carte (¢, E)-adaptée
au voisinage de p. On note M€ :=TM et E° =TE.

11 existe une structure presque complexe J¢ sur M¢, de classe C™™1, qui induit J sur M et
telle que :

o E¢ est totalement réelle mazimale dans (M€, J¢) ;

e la carte z¢ = (z,dz) au voisinage de (p,0) € E° est (¢, E€)-adaptée.

Preuve
On raisonne a travers la carte z pour M et la carte z¢ pour M€. En coordonnées locales
(T1y. ey Zn, Y1y -, Yn) POUur M et (x1,...,2n, X1,..., X0, Y1, .-+, Yn, Y1, ..., Yy) pour M€

(ou les X, Y; sont les coordonnées des fibres), on écrit J = ( é IB; > et on pose comme
dans [22] (démonstration de la proposition 3.2), a changement de base pres :
- A OB OB
o= Xp— 1Y, , B= (Xp— + Y,
;( (o k Z k5 ke 8yk)
g oC oC oD oD
= Xp=— 1Y , 0= Xp—+4Y]
K kzl( "oy kayk) ;( " oy ka?/k)
D’apres [22],
A 0 B 0
J¢ a A (B B
1l C 0 D 0
~ C 6§ D
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est une structure presque complexe sur M€ pour laquelle E¢ = T'E est totalement réelle.
Le changement de carte donné par le lemme 2.18 s’écrit

I, —AC™! T
sen =5 5 )(7)
et celui pour M€

; <A 0 > ( C 0 >—1
2n
a A C
¢C($7X7y7y) = ’yfl
0 C 0
v C
Ainsi, en notant ¢ : M — M€ l'injection canonique et w : M¢ — M la projection cano-
x

M oy

. z c 0 _AC*l B
n1que:7TO<Z>COL(y)=7TO¢ y :<x Ccly y):¢(y)' =
0



Chapitre 3

Régularité et estimation au bord
d’un disque J-holomorphe

Les disques J-holomorphes attachés a une sous-variété totalement réelle possedent des
propriétés particulieres de régularité au bord. Dans le cas intégrable, on sait [9] que si la
sous-variété est de classe C", le disque est de classe C"~°. Nous allons montrer que dans le
cas presque complexe, pour une sous-variété lisse, la régularité au bord comme les estimées
des normes holderiennes dépendent de la structure presque complexe.

Plus précisément, le théoreme 3.19 généralise I'estimation uniforme donnée dans [41]
par L. Lempert pour les applications stationnaires d’un domaine D a ’aide de la courbure
et du diametre de 0D, et donne la régularité au bord en fonction de celle de la structure. 11
s’agit donc d’une version quantitative du résultat obtenu dans [15] et [21] pour le cas d’une
structure lisse. La preuve repose sur les mémes techniques, notamment une minoration de
la métrique infinitésimale de Kobayashi-Royden, elle-méme basée sur la construction de
classes particulieres de fonctions J-plurisousharmoniques. Indépendamment de 1’étude des
applications J-holomorphes, cette estimation de la métrique de Kobayashi (dont on ne
possede pas, en général, d’expression explicite) présente un intérét en ce qu’elle permet de
mesurer la “taille” des disques J-holomorphes contenus dans un domaine.

Dans la premiere section, on construit des fonctions J-plurisousharmoniques, qui ser-
viront a obtenir dans la section 2 une minoration explicite de la métrique de Kobayashi.
La troisieme section établit le théoréme 3.19 : partant d’une régularité 1/2-hdlderienne,
on récupere automatiquement une régularité supérieure en réinjectant dans I’équation de
pseudo-holomorphie. Enfin, on applique dans la section 4 le résultat obtenu a 1’étude d’une
application pseudo-holomorphe le long de 'aréte d’un wedge.

3.1 Problemes de plurisousharmonicité

Dans cette section, on se place en coordonnées locales; on suppose donc que M est
0 -1

7 ()n > la structure complexe standard. Le
n

but est d’obtenir une estimation de la métrique de Kobayashi a ’aide de manipulations
sur des fonctions plurisousharmoniques. Pour construire de telles fonctions, on part de
fonctions Jg-plurisousharmoniques, et on montre qu’elles restent J-plurisousharmoniques

un ouvert de R?”, et on note Jgu = <

51
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pour J “proche” de la structure standard. Afin d’évaluer précisément cette “proximité”,
introduisons les pseudo-normes suivantes sur C" (M, M, (R)) :

1 Jpllo := Max{[|Jp X[/ X € Man1(R), [|X][ =1}

1/2
8J
J = || 7]
I = 1l + (3 H )
0
ol || X|| = (33, #)/? désigne la norme euclidienne. De plus si D est relativement compact

dans M, on pose B
I llex(py := Max{[|Jp[[1/ p € D},

ce qui définit une norme sur C” (M, My, (R)), équivalente & la norme C! classique.

3.1.1 Estimation de la forme de Levi pour des fonctions classiques

Pour chacune des trois fonctions | |||, ||z]|?, In||z||, on cherche une minoration explicite
de la forme de Levi. On obtient une telle estimation a l'aide des valeurs propres de la
matrice hessienne :

Lemme 3.1 Posons J = Jg + H, et soit u: M — R de classe C*. Pour tout X € T,M,

Lyu(X) > Ly u(X) = 2p(p)|[H (0) ol X[* + p(p) || H (p) X ||

=2[[Vup[|(L + [[H (p)||o)I[H (p)[[1 > [IX][? (3.1)
ot p(p) = Max|A| et u(p) = min X pour X décrivant les valeurs propres de (8:?-261;]- (p)) .
K3 17]
Preuve
En effet,

Lou(X) > L0u(X) = 2p(p)[|H]lol|Tatllol| X112 + p(p) | H X *I| Allo] | [lo] | X ]

OHi; aH 2 ,
Or A = »J d Allp < W ” i
' Z ox; ( Ozy, >j, onc [|Allo 2 O sz olly ce qui en
traine [|A(p)llo < [IVespl X 1) -

Pour chacune des trois fonctions ||z||, ||z||?, In]|z||, il s’agit donc de déterminer les

valeurs propres des matrices hessiennes correspondantes. Pour cela, on utilisera le

Lemme 3.2 Soit V un vecteur colonne non nul. La matrice \(I —V W) posséde exacte-
ment deux valeurs propres :

o \(1—||V]]?), de sous-espace propre associé¢ RV ;

e )\, de sous-espace propre associé V+ = {X/ WX = 0}.

Preuve

Posons D = A(I — WV) : ses valeurs propres sont de la forme A\(1 — u) avec p valeur

propre de V'V. Or si VWX = pX, comme VX est scalaire, nécessairement ou bien
=0et VX = 0, ou bien X est colinéaire & V. Réciproquement, si X = V, alors
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VX =V x (VV)=||V|?X. O
e Pour a(z) = ||2|| = a2
Oa T;
— f— VCL = ].
9z~ Tz [ Vall
d%a 1 ( TiZ s > d%a 1
——=—|(ij— -t | = D(z) := (x) = — (I, = V'V)
om0y [|=f| \"7  [[a]]? 00wy )5 =l ™™
ouV = H;—Ht(ml, ..., Z9p). Ainsi, la matrice D(z) a pour valeurs propres 0 et II:L“H
R 62a 1 ZZ'Z]' 1t
De méme 9205, = M <5i,j — 32 donc en notant W = WA (215 2n) :
0%a ) 1
I, — W'W
(5237 oA
et L£7sta, représentée matriciellement dans la base canonique par 4 ( 8?_25‘2_) , & pour va-
T J Z Y

),

leurs propres 2 et .
PTOPTES 1 €V Iy

e Pour b(z) = In||z]| :
z;

1
oz; [l

||

82b _ 1 5ij _ 2.%‘1'1‘]'
Oxidz; |2\ [l=[]?
1

a pour valeurs propres W et ~TRIE

= |[Vb]| =

donc la matrice ( af,-g;j (m)) ‘

De méme 525 = gty (G = il ) done £7b a pour valewss propres 2 et 0.
e Pour ¢(2) = ||z]|? :
doc 9%c
=2x; et = 20;
Oz, ¢ Ox;0x; B>

donc ||Ve|| = 2||z|| et la matrice (8:?26; (:1;)) a pour seule valeur propre 2.
v 1,J

R Jdc
De méme 9 = 0, donc L7st¢ a pour seule valeur propre 4.
%

Avec les notations du lemme 3.1, on obtient finalement les minorations suivantes :

cla(x) > |IX|7? <H;H—H;’HH(p)Ho—?(lJFHH(p)Ho)>< HH(p)Hl)
J of 2 1 2
Cle(X) > [IXIP (4 AHG)lo — 4lplI(1 + [H@)]]o) x HH(p)!h)- (3.2)
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Remarque 3.3 Supposons que p varie dans D 5 0 domaine de la boule unité, et que J(0)
soit la structure standard : ainsi ||J, — Jg|| < ||p|| x Max]||dJ,|||. Alors
D

1
Cla(X) > |IXIP ( —9||H]|p — 201+ |1H]lp * [Ip]) x HHHD)
ol
2 2
LX) = —|X|P (M\1H1D+HHH%+M<1+\HuDupmquHD)

Lye(X) = |IXI* (4~ 4lH|lp x [Ipl] = 4llpl|(L+ [[HIlp > [Ipl]) < ||H][5).

olt [|7]|p := Max{[|dJp[[| + | Tllc1(p).

3.1.2 Construction de fonctions strictement J-plurisousharmoniques

Lemme 3.4 Soit D un domaine borné (par m) de R®™ muni d’une structure presque
complexe J, et O une fonction de classe C® sur RT, croissante, telle que 0(z) = x si
x<1/3etb(z)=1sixz>2/3.

On pose €y, := min ( L

1 _ 1
32(14+m)”’ 32m(1+m)> — 32(14+m)xmax(1l,m) "

1. Pour tousx € D, p e D et X € R?",
7 2 J 2 9 2
1] = Jstllerpy < em = SIXIIT = LA =plF)(X) = SIXI

2. 1l existe une constante k ne dépendant que de la fonction 6 telle que pour tous r > 0,
A>1,B>k,pe D, et pour toute structure presque complexe J vérifiant J(p) = Jg
et ||J = Jstllerpy < em,

u 1 1
o % (0 (gl = pIR) ) + Alle =l + B o 517

est strictement J-plurisousharmonique sur D.

3. Si||J = Jalleypy < em et siw : D — R est une fonction de classe c?, J-
plurisousharmonique, alors pour tout § < %)\O(D, J,w) et pour tout p € D, la fonc-
tion

x> w(z) = oz —plf?

est strictement J-plurisousharmonique sur D (voir la remarque 2.11 pour la définition
de \o(D, J,w)).
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Preuve

1. Posons H = J — Jg. Vu (3.2), on obtient 'encadrement suivant :
LI =plP?) > 11 X|2(4 = 4llH]|er(py — 4llz = plIL+ [[Hller o) [ H ller (),
et de méme
L=l < [IXIP (44l Hllor o) +21 H g1 ) (L Hller (1)) x4l l—pll [ H] |1 -

Or par hypothese [|H||c1(py < em, d’olt

. . 2 ﬁi(“ ) —sz) 2
(4— (44 8m)ey, — 8mex,) < TR < (44 (44 8m)ep, + (24 8m)er,).
| o 201 —plP)
Siep <1, on en déduit 4 — (16 + 16m)e,, < BIE <4+ (16 + 16m)ep,.

2. Soit pe D fixéet v:x+—In (0 (H:”r;pr) 1l vient

v " [Nz — pl||? " — pl|2 T —
i (33):09<H2p“)X;(wi—xi(p)):>||V’U(x)H:99(H f“)m” 2l

ox; r T r

On obtient également

o) = (P2 (B0 S - o — i)

.
0 (llz—pl?\ _ 2
9( 2 ) X X0

donc en notant V = Hxq — x1(p), ..., xon — 22,(p)), la matrice (8328”% (a;)) est de
T Zj

+

),

la forme als, + BVIV | avec 3 # 0 (puisque 6 est strictement croissante sur | — %; 1]).
Elle a donc deux valeurs propres :

0 (lle—pllP\ 2 (0002 (lle—pl?\ _ 4llz—pl
0 < 2 “ 2 + 62 72 % ré

0’ 2 2
etg Xﬁ.

Forme de Levi de v
e sur DN B(p,r/v3) : v(x) = 2(In||z — p|| — Inr) donc

r—p
r

2
TR

|z —p

1
mmﬁx8(+1>em

|z = pll

LIv(X)

v

wax2<o— u+amu—pm%0

-l

v
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esur D\ B(p,r) : v(x) = 0 donc LJv(X) = 0.

e sur DN B(p,r)\ B(p,r/V/3) : en reprenant les notations du lemme 3.1,
LIv(X) = 'XDX +' (JX)D(JX)+' X(A -t A)JX

> —p(@)[|X][* = p(2)I|JX]]* = 21| Allo]1X]] x [l7X]|

> —[|XIP(p(2)(2 + em) + 2em(1 + €m)[[Vo]]).

Posons
/ 9//0_9/2
=4 xMax | Sup ||, Sup |——7—|]- (3.3)
i<z 0 1<z<1 0
Alors sur D NB(p,r) \ B(p,r/V/3),
k(2 Alle—plP ko 2llz —pl|
po) < x (5 + D) e outoy < & 2l
d’ou
J 2 K 2 2
Lav(X) 2 —[IXIF < 55 ( A+ Sl =l 2+ em) + 2em(1 +em)llz —pll ) -

(3.4)

Forme de Levi de u :  — u(z) = v(x) + Allz — p|| + B Hx;pHZ :
e sur D NB(p,r/v/3) : vu le choix de &,,,

LIu(X) S 1

B
[A(l — 8mey, — 8m%e2) — (8, + 12me2) + 2 % ng —pH}

X117 = e —opl|
1
Z o [A(1 — 8mey, — 8m2e2)) — (8em + 12me?) + 0]
1
> ———(A-1)
2|z — p|

. o 1 1
puisque &p, = min (32(1+m)’ 32m(1+m))’

e sur D\ B(p,r) :

LIu(X) 1 { B 7
5 > 04+ — |A(l —4mey, — Am(1 + 2mep,)em) + — X =[]z — Dl
X112 ||z — pl] r2o 2
1
> ———A(1 — 8me,, — 8m?e2)
|z — pl|
1
> —A
2|z — p|

e sur DN B(p,r)\ B(p,7/V3) :
LIu(X) S 1 o
X1 = |z —pll

A(1 — 8me,, — 8m?e2 e

o2

1 7
> — — A+ —(B—k).
= =gt T2 Bh

_ ko <(1 + %ﬂ)(z + o)+ dmen(1+ sm)> +
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Ainsi, pour A > let B > k, la forme de Levi £, u est définie positive pour tout x € D.
3. Soit p€ D et w:x+— w(x)—6|lz—p|?:

Ve € D, £Li(X) > £lw(X) — Ja|[X|[? > (A0<D, Jow) 26) IX|2

3.2 Minoration de la métrique de Kobayashi

Soit (M, J) une variété presque complexe. D’apres [45], il existe pour tout p € M un
voisinage V' de 0 dans T, M tel que pour tout v € V, il existe un disque J-holomorphe
h, centré en p, et vérifiant dho(0/0x) = v. Ceci permet de définir la pseudo-métrique
infinitésimale de Kobayashi-Royden, notée Ky, ) :

Définition Pour p € M et v € TyM, Ky )(p,v) est Uinfimum de l'ensemble des
a > 0 tels qu’il existe un disque J-holomorphe h : A — M centré en p et vérifiant

dho(0/0x) = v/a.

La plupart des propriétés de base de la pseudo-métrique de Kobayashi-Royden dans
le cadre complexe restent vraies dans le cadre presque complexe. Rappelons les résultats
suivants :

Proposition 3.5 (voir [21]) Soit (M, J) et (M',J") deuz variétés presque complexes et
F: M — M’ une application (J, J")-holomorphe :

Vpe M, Yv e Tp,M, Ky g (F(p),dFy(v)) < K (psv).
Si D est un domaine de M : Vp € D, Yv € T,M, K(M”])(p, v) < Kp,7)(p,v).
3.2.1 Minoration explicite

Proposition 3.6 ([15], proposition 4.4) Soit D un domaine d’une variété presque
complexe (M, J), p € D, U un voisinage de p dans M et z : U — B une carte normalisée.
Soit w € C?(D,R), strictement négative et strictement J-plurisousharmonique sur D. Il
existe un voisinage U' C U de p et une constante ¢ > 0 tels que :

Vpe DU, Yo e T,M, Kp.y > cllo|l/u(p)]V>.

Le but est ici d’expliciter la constante intervenant dans cette minoration; on verra en
particulier qu’elle dépend de A\o(D, J, u).

Lemme 3.7 Soit D un domaine borné (par m) de R®™ muni d’une structure presque
compleze J, et u de classe C* sur D, strictement J-plurisousharmonique et strictement
négative. On suppose J(p) = Jst et ||J — Jstl|cr(py < €m 0l &m est donné par le lemme

3.4.
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Alors il existe une constante ¢, ne dépendant que de m telle que

Vv e R*™, Vp e D, Kp 5(p,v) > cm\/Ao(D, J,u)

Preuve

)
La démonstration de la proposition 3.6 dans [21] donne K p j)(p,v) > Go2Am |\|1i}(|1|7)\

pour tout A > 1, B>k, § < %)\O(D,J, u). Donc

2 v
Kop.p(p,v) > Sroam X (D, J,u) x \|’ I

u(p)|
ou k est donné par (3.3). O
L’étape suivante est d’éliminer ’hypothese J(p) = Js, afin d’obtenir une estimation
uniforme :

Proposition 3.8 Soit D un domaine de la boule unité B" munie d’une structure presque
compleze J, et u de classe C* sur D, strictement J-plurisousharmonique et strictement
négative.

1l existe des constantes universelles c' et &' telles que si ||J — Jstl|cr(py < €',

v
Wpe D, Vo e R, K(p_py(pv) > e \/Ao(D, J,w) —1
|u(p)]
st D est borné part.
Preuve
Pour p € D, on considere la matrice formée par les vecteurs (e, ..., en, Jpenti, ..., Jp€an)
ot (e1,...,€n,€ni1,---,¢€2,) est la base canonique de R?*" : cette matrice dépend conti-

nuement de J et de p, et si J est la structure standard, on obtient ainsi la matrice Is,.
Soit donc ¢’ tel que si [|J = Jy||c1(p) < €', on ait pour tout p € B>" :

1. la matrice P obtenue est inversible ;

2. [P~ Hlo. [1Pllo < 2;

3. HP71JP — JstHcl(D) < Em=2
(la troisietme condition découlant de la continuité de J + |[P~1JP — Jy||). Supposons
le domaine D borné par t €]0;1]. Par construction (lemme 3.4), &, est une fonction
décroissante de m ; en particulier, la condition 3. implique ||[P~1JP — JstHcl( D) < Em=2t-

Fixons p € D, et notons P la matrice obtenue et ¢ : z — P~z : alors ¢..J (¢(p)) = Js
et ¢(D) C 2tB?". La proposition 3.7 s’applique & D = ¢(D), J = ¢yJ, & = uo ¢! et
donne

Vpe D, Vi € R, Kp 5(5,7) > cm=2e\/ Mo(D, J, )

Kp,n(pv) = sz?t\/m o d(@p)p()Il

|u(p)|

et donc
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Or [|d(¢p)p(v)ll = [P~ 10ll = [[]|/I|Pllo = HUH/2 vu le choix de €', d’on

Cm= ~ = _ -
Kp,pp.v) > 2” o(D, J i ﬁ \/% 2% \[ao(D, J, )

De plus pour tous z € D et X € R?",
£lu(X) = L u(PX) > Ao(D,Ju) x |PX]|?
> Mo(D, Lu)l | X|P/[P7HIG = Ao(D, J,u) || X2 /4

vu le choix de &’. Ainsi 1/ Ag(D ) j ) > %\/)\0 D, J,u), et d = *\/ (ou k est donné par
(3.3)) convient. O

On récupere ainsi une minoration de la métrique de Kobayashi dans un voisinage
de tout point d’une variété presque complexe, ainsi qu’une estimation de la taille de ce
voisinage en fonction de la carte choisie :

Corollaire 3.9 Soit (M,J) presque compleze, z : U — B*™ une carte telle que z,.J(0)
soit la structure standard, D C M un domaine et u : DNU —| — 00; 0] strictement J-
plurisousharmonique.

6/

, Hch1(2)) (ot €' est donné par la proposition 3.8) et Uy = 2z~ (tB?").
* B2n
Pour touspe DNU; et v e T,M,

Soit t = min <1

Kpav,,n(p,v) > de Qt\/)\o (DNU), zed,u0271) x W.
u\p

Preuve
Soit t €]0;1], Uy := 2~ 1(tB?") et z : p — 2(p)/t définie sur U; & valeurs dans B?" : on a
/

donc (2¢)xJz = (24J)tz. Ainsi pour t = (et t < 1),

[z |1 (@2m)
(20)xd = Tstllermzny < tllzed — Jsiller(geny < €

et on peut appliquer la proposition 3.8 au domaine z;(DNU;) muni de la structure presque
complexe (z¢)4J et & la fonction u o 2z, : pour tous p € z(D NU;) et & € R*™,

loll

K (. (DnU)(20).) (B> D) > ¢ 6_2t\/)\0(zt(D NUL), (zt)ed,uo 2t ——
u(z; (p))

Or ﬁgczt)*‘](u oz, W)W(X) = L2 (wo 2 1)(tX), done
No((D AU, (), Juoz ") = min £ (wo ) (X)
(2,X)€ z(DNU;)x S2n—1

= _min L7 (wo 27N (tX)
(z,X)€ z(DNUy)x S§2n—1

> XD N, 2z, uo0z7t).
Avec p = z(p) et ¥ = dzy,(v) = 7 dzp(v), on obtient bien I'inégalité cherchée. O
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3.2.2 Lemme de localisation

La métrique de Kobayashi est décroissante sous ’action des applications pseudo-
holomorphes, en particulier de I'inclusion. D’apres la proposition 3 de [21], on a une sorte
de “réciproque”, tres utile lorsque 1’on travaille sur une variété a travers des cartes :

Kpru,n(q,v) > Kp,5(g,v) = sK(pru,1)(q,v)-

Nous allons déterminer explicitement la constante s; la démonstration fournira également
une estimation explicite de la taille des disques pseudo-holomorphes.

Lemme 3.10 Soit D un domaine dans une variété presque compleze (M, J), p € D et soit
z: U — B une carte au voisinage de p telle que z.J(p) = Jst et ||z — Jstucl(D) < Em—1-
On suppose qu’il existe u : D —] — 00;0[ de classe C?, J-plurisousharmonique dans D.
Alors il existe un voisinage V€ U de p tel que pour tous g € DNV etv € T, M,

6_1 C
K v) > N||d . owN=_ ]
(D,J)(q ’U) H Z(I(U)H ou \/% ‘U(Q)‘

17

et ¢ > 0 est tel que u — c||z||* soit strictement plurisousharmonique, et k est donné par

(3.3).

Preuve
On adapte la preuve de [21]. Soit 6, r, A, B comme dans le lemme 3.4. La fonction

u 1 1
2% (0 (ll) = #(@IP) ) + Allta) — 2@l + Bogla(0) - @)

est strictement J-plurisousharmonique dans U pour ¢ = p, et donc pour tout ¢ € V' pour
un certain voisinage V' € U de p. Remarquons que V' ne dépend que du choix de z (et de
0). Soit A > 1/r% et 7 = AB/c. Pour tout point ¢ € V, définissons la fonction ¥, par

U, (z) = { 0 (3=12(z) — 2()|*) exp(Al|2(z) - 2(q)||) exp(ru(z)) siz e DN,
a exp(A+ Tu(z)) size D\U.

Des que 0 < € < B(A—1/r?), la fonction In (V,) —¢||z — z(q)||* est J-plurisousharmonique
dans DNU, et par conséquent ¥, est J-plurisousharmonique dans DNU. Or ¥, coincide
avec exp (A + 7u) hors de U, donc est globallement J-plurisousharmonique dans D.

Soit h : A — D un disque J-holomorphe tel que h(0) = q € V et dhg(9/0x) = v/, ou
veTyM et a> 0. Pour ¢ suffisamment proche de 0,

h(¢) = g+ dho(¢) + O(IC).
Posons ¢ = (1 + (2. La condition de J-holomorphie dhg o Jst = J o dhy donne
dho(¢) = C1dho(0/0x) + (o Jdho(0/0x).

Considérons la fonction

Yy (h(C))

o(¢) = T,
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qui est sousharmonique dans A\ {0}. Puisque

_llzo k() — 2(a)]?
2P

pour ¢ proche de 0, et que

(¢) exp (Al[z o h(¢) — 2(q)]) exp (Tu(h(()))

[dho (O] < [ + J1[ - [|dho(00)[),

on obtient que limsup ¢(¢) est finie. De plus, en choisissant (2 = 0 il vient :
¢—0

limsup ¢(¢) > exp (—ABlu(q)|/c).

. [ldho(0/0z)|?
¢—0 7

D’apres le principe du maximum appliqué a un prolongement sousharmonique de ¢ dans
A, onapourtousqge DNV etveT,M:

[ldzg0]|
r

Kp,n(q,v) = exp (—=(A + ABlu(q)[/¢)/2)-
Avec A — 1, B=k(#), A\ — 1/r2, on en déduit

exp (—(1 + k[u(q)|/(cr?))/2)

Kp,p(g:v) > ||dzqv]].
En tant que fonction de r > 0, la borne inférieure est maximale pour r = \/k|u(q)|/c, ce
qui donne la conclusion. [l

On en déduit la proposition suivante :

Proposition 3.11 Sous les hypothéses du lemme précédent, tout disque J-holomorphe
h: A — D tel que h(0) € V vérifie h(sA) C V, ot

s =1—exp(—Ndist (z o h(0)),0B). (3.5)

Preuve
La métrique de Kobayashi est décroissante sous ’action des applications holomorphes, ce

qui donne pour tout ¢ € A : d(ﬁﬂ’])(h(O), h(()) < d{{A,JSz)m’ ¢). Or, quitte & considérer le

disque holomorphe ¢({) = (o + ﬂj(l —|Co[)¢ dans la définition de K (x j,,)(Co, v), on obtient

v
K(a,7.0)(Co,v) < i

et
1 —|¢ol

b)) LY @)
45 (0,0) < inf / Mdtg/ WL < (1 — (o)),
(@.70(0:¢) velm(pa) Jo 1= [v(t)] o 1=[v(@®)l (1= 1¢)

ou y(t) = t{. Par conséquent, d@J)(h(O),h(C)) < —In(1 — |¢]). Posons ¢ = h(0) et
s =1—exp(—Ndist (z o h(0)),0B), et supposons par ’absurde qu’il existe ¢ € A tel que
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w = h(s¢) ¢ V. Soit G := {xz € V/ ||z(x) — 2(¢q)|| < 0} avec 6 = dist (z(q),0B). Alors,
pour tout chemin v : [0;1] — M tel que v(0) = g et y(1) = w,

1
/K(M,J)(’V(t),’/(t))dt > / Koy (y(t),7'(t))dt
0 y~H(G)

Y

[ N xliEeay @l
(&)

Y

/0wa (2 07) (1)) at
> N x [|(g) — 2(h(y(t;))]| = Ndist (2(q), OB)

ot 'on a posé t, = max{t € [0;1]/ v(ty) € G} < 1.
Donc dgw J)( (0),h(s¢)) > Ndist (2(q),0B), ce qui donne une contradiction si s est
définie par (3.5). O

Corollaire 3.12 Pour un voisinage V' et une constante s définis comme précédemment,
on obtient pour tous g€ DNV et ce TyM :

K(pru,py(4:v) = K(p,1)(q,v) = sK(pnu,)(¢: v)-

3.3 Disque J-holomorphe attaché a une sous-variété totale-
ment réelle maximale

On sait déja [15] que si la structure J est lisse, un disque analytique attaché a une
sous-variété totalement réelle est lisse jusqu’au bord. Il s’agit ici, en reprenant les mémes
méthodes de démonstration, de raffiner la régularité selon celle de la structure et d’obtenir
une estimation explicite des normes holderiennes.

3.3.1 Estimation de la norme 1/2-hélderienne

On verra (lemme 3.16) qu’une sous-variété totalement réelle maximale peut étre vue
comme ’ensemble des zéros d’une fonction positive strictement J-plurisousharmonique,
c’est-a-dire d’une fonction dont la restriction a tous les disques J-holomorphes est stricte-
ment sous-harmonique.

Lemme 3.13 Soit ¢ une fonction sous-harmonique sur A, continue jusqu’au bord, positive
et telle que ¢, =0 ot 7 := {€/0 < 0 < 7} est le demi-cercle supérieur.
Pour « €]0; %[, on note Wy, le secteur angulaire {re’/ 0 <r <1, a<f<m—a} :

Ve € Wy 6(C) < (e ZG)C”) < (1-1c]).
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Preuve

Si [¢| = 1, c’est immédiat. Supposons donc ¢ = ret € W, avec r < 1. Puisque ¢ est
sous-harmonique sur A, on a pour tous w € A et p > 0 tels que le disque fermé de centre
w et de rayon p soit inclus dans A :

2

. 1 .
¢ 0
d(w+re’) < Py ; d(w + pe”) 7|p6i9 e

2 .2
L 7

ce qui donne, avec w =0et r = |(| < 1:
' 1 2 02— 1?2
Vo > |C], :”</ iy _P T g,
p> 10l ¢ =ret) < o [ o) B
Par continuité de ¢, avec p — 1, on obtient

2m 2
G P —

e — reit|2 "

; 1
V¢ =re' €A < —
C=reted o) <o |
Pour a €]0; 5[, 0 € [m;27] et t € [a; ™ — o,
a<f—t<m—a = cos(fd —t) < cosa :>r2—2rcos(0—t)+1Zr2—2rcosa+1.
Or pour tout r € [0;1], 72 —2rcosa+1 > 1 — (cosa)?, d’ott

1— ¢

(sina)?’

27

60 < (5 [ o(e1an) x

2m ),

O

De méme que dans le cas standard, la régularité 1/2-holderienne et l'estimation de
la norme associée découlent d’une estimation de la différentielle en fonction de la racine
carrée de la distance au bord.

Lemme 3.14 Soit (M, J) une variété presque complexe, D un domaine borné de M et
p € C*(D,R) strictement plurisousharmonique. On suppose de plus que h : A — D est
une application J-holomorphe, continue jusqu’au bord et telle que

poh‘7500ﬁ712{6i9/0<9<ﬂ'}
et poh >0 sur A.

Soit a € v et (2,U) une carte au voisinage de h(a) telle que ||z.J — Jg|| < €. Alors il
existe une constante universelle ¢” et un voisinage V de a dans AN h=1(U) tels que

2 1
1 poh(ew)de 1
V¢ eV, |[|d(zoh)]||| < ¢ 0 '
CEV, lldzoh)l[| < e Ima\/)\o(z(DﬂU),z*J,,Ooz_l) ) 1—[¢]

Preuve
Soit § > 0 tel que Q5 := AU (a+JA) soit inclus dans W, pour a@ = Arcsin(Im a/2). Quitte
a réduire ¢, par continuité de h, on peut supposer h(€2s) C U. On obtient :

V(e Q h(¢) < k(1 N " #)ap
& 95, pohlQ) < rl1 = ) otvw = (it x [T po sieyan).
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Soit (o € Q59 et I =1 — (o] : pour tout ¢ € (o + 1A, | —al <J.
Ainsi avec Dy :={q € D/ p(q) < 2kl} :

V¢ e (o+dA, (€Qs=poh(()<2rxl
et donc po h((yp +IA) C Dy.

La fonction u; : w + po 271 (w) — 2kl est strictement négative et strictement z,.J-
plurisousharmonique sur z(D; N U) D z o h({y + [A). Posons

g A3 (¢ zoh(+1C) €z(DNU).
Le disque g; est z.J-holomorphe, donc K 1.,)(0,7) > K(.(p,nv),z.7)(91(0), d(g1)o (7)) :
|7—‘ > K(z(DlﬂU),z*J)(z o h(€0)al X d(z o h)CO(T))

D’apres la proposition 3.8 appliquée au domaine z(D; N U) muni de la structure presque
complexe z,J et a la fonction vy, il vient :

n v
¥p € 2(DiNU), Yo € R*", K(o(nin0) ) (P, 0) > €€ 3/ Ao(2(Dy N ), 20, ur) !Hu'('p)!'
!
En appliquant cette inégalité a p = z o h({p) et v =1 x d(z o h)¢,(7), il vient
Ixd(zoh
17| > e 2/ Mo(2(Dy N U, 2, up) % 12 x d(z 0 h)g, (7)l] ,
Vlpo h(Co) = 25l
d’out
V25l
lldGo gl < ——
ce \//\o (DyNU), zed,uy) x 1
V2K L]
I\ Ao(z(DNU), 2 d,pozT) 1G]
et ' = 26207,‘/5 convient. .

On obtient évidemment un résultat analogue en remplagant A par le demi-disque
At = {¢ € A/ Im(¢ > 0} et v par le segment | — 1;1[. Le caractere localement 1/2-
hélderien de z o h provient alors, grace au théoreme d’Hardy-Littlewood (voir par exemple
[7]), de l'estimation de la différentielle.

Proposition 3.15 Soit (M, J) une variété presque complexe, D un domaine borné de M
et p € C?(D,R) strictement plurisousharmonique. On suppose de plus que h : AT — D
est J-holomorphe, continue jusqu’au bord et telle que

poh>0sur AT et po hj—1;1 = 0.

Soit a € 7y et (z,U) une carte au voisinage de h(a) telle que ||zJ — Jst|lcr ) < €. Alors
il existe une constante universelle ¢ et un voisinage W de a dans AN h=Y(U) tels que

2w

o h(e®)dd
V¢, (e W, ||zoh(() —zoh({)|| <c 1—]a| \/)\0 lgmpU) ,g(:,])poz )

x ¢ — |2

ot Mo(2(D NU), zJ, poz"1) désigne la plus petite valeur propre de L7 (p o z71) sur
2(DNU).
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3.3.2 Estimation des normes holderiennes

Afin d’utiliser le résultat établi dans la proposition 3.15, nous établissons le lien entre
sous-variété totalement réelle maximale et fonction strictement J-plurisousharmonique :

Lemme 3.16 Soit (M?",J) une variété presque complere et E une sous-variété to-
talement réelle maximale. Il existe une fonction p positive de méme régularité que E,
strictement J-plurisousharmonique, telle que E = {p = 0}.

Preuve
On suit les idées du début de la section 4.1 de [15]. Supposons E définie sur 'ouvert de
carte U parry = ... =1, = 0 avec dr; A...Adry, ne s’annulant pas. Posons p = Z?:l 7“1-2 :

n

ap "L Or 9?p 0%r; or; Or;
a$k ; 8.75k xrie kil 8xk8xl ; ( éh:kaxl XTit Eh:k 8561)

En particulier, Vpp =0, et D|p =2 St Vr; 'V, dot

n
XDpX =2 [|'Vr;- X|* > 0.
=1

Soit (U?%, ¢,) une partition de I'unité, et p, la fonction construite comme précédemment

pour l'ouvert U®. Posons p =Y pada : alors (;):cpk = Za: <(;ZZ X ¢ + Pa X gi:) et
82p _ Z 829& Opa 0da | Opa Oda 82¢a
8xk8xl = 8xk8xl @ a.%'k 8$l 81‘1 8$k Pa 8.%%81‘1 '

En particulier, Vpp =0 et

9?p
0xL0x)
Or les fonctions ¢, sont a valeurs positives, et la matrice D, est symétrique positive, donc
la matrice D := (89?55:5;
tous « et i, drq (X) =0 : c’est-a-dire X € T'E. Ainsi, pour tout p € E,

> :22¢aDa|E'
E/ k|l o

E) est positive. De plus, X DX = 0 si et seulement si pour
k1l

Lyp(X) = "XD(p)X + (J(p)X)D(p)(J(p)X) > 0

et
LIp(X)=0+= (X €TFE et JX €TE) < X =0

puisque F est totalement réelle. La forme de Levi de p est donc définie positive sur F, et
le reste au voisinage de E par continuité. O
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Corollaire 3.17 Soit (M, J) une variété presque complexe, E une sous-variété totalement
réelle mazimale, p € E et (z,U) une carte (¢', E)-adaptée au voisinage de p. Soit de plus
h continue de ATU] — 1;1[ dans M, J-holomorphe sur A", vérifiant h(] — 1;1[) C E.
Pour tout a €] — 1;1[Nh=Y(U), il existe un voisinage W > a inclus dans U sur lequel z o h
est 1/2-holderienne, et

< c ||z 0 hl|oo
~ 1—|a I\

ou ¢ est une constante universelle, et )\é est la J-courbure minimale de E (définie en

(2.11)).

Preuve

La démonstration du lemme 3.16 montre que la fonction p = > ° (7, o 2)? définie sur
V € U, ou my, désigne la projection canonique dans R?” sur I'axe de y;, s’étend en une
fonction positive, strictement J-plurisousharmonique, telle que E = {p = 0}. On a alors :

V¢, ¢ €W, |lzoh(¢) — zoh(() X [¢ =2

V¢ € AT, [poh(¢)l < [lz o h(Q)II* < [lz o bl

La proposition 3.15 donne un voisinage W de a tel que

' / ¢ fowpoh(eie)dg 11/2
VG, €W, [l h(6) — 2o h(El < T X \/AO(Z(UW)%J,[)N_I) <Ic- e,

d’ou le résultat par définition de )\é. O

Cette estimation de la norme 1/2-hélderienne va conduire de fagon automatique a
une estimation des normes holderiennes de degré supérieur. Pour cela, on utilisera la
proposition suivante :

Proposition 3.18 (voir [56]) Soit « €]0;1], Q un domaine de A et K relativement
compact dans D. Il existe 6o > 0 et Ao, K) > 0 telles que si ¢ : B — Endr(C") est
de classe C* avec ||q||la < da, alors toute fonction différentiable h : Q@ — B"™ wvérifiant
Oh +qoh x Oh =0 est de classe CH* sur K, et

hikll1a < Ao, K) X [yl 2-

Preuve
On reprend la démonstration de la proposition de [56], en choisissant la fonction p; a
support inclus dans I'intérieur de 2. Notons T" et P les opérateurs définis par

Pg(z)—;m//[)g(f)zd(/\df ., Tg(z) = p. <21M/D(C9£2)2dmdé>.

On fixe K’ et K" deux compacts tels que K € K" € K' € D, et p1, p2, ps des fonctions
lisses de A dans [0; 1] vérifiant
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— Supp(p1) CintQ et Pk =1,
~ Supp(p2) C K’ et pygn =1,
— Supp(p3) C K" et pyx =1
Soit M (K, D, «) := max(||p1||ct.e, ||p2]lct.e, [|p3]|cr.a). Les constantes A et § cherchées ne
dépendent que de (|71l 2o 1Pl s(p)-c1rs(oy: 1T lleers e M(K, D, a). 0

La méthode d”’amorce géométrique” (voir la preuve de la proposition 3.2 dans [22])
consiste a obtenir la régularité et les estimées par induction, en réinjectant au fur et a
mesure dans I’équation de pseudoholomorphie.

Supposons 7 = k+a, ot k > 2et 0 < a < 1, et soit DT := h=1(U), D™ := h=1(U) et
§ := DT N D~. On pose

zoh(¢) si (e Dt

9(0) = Zoh(Q)siceD

La fonction ¢ est ainsi définie et continue sur D := DU D~ U§. De plus g vérifie sur D :

ot A(¢) est défini par A(¢) = Q(g(¢)) si ¢ € DT U, et A() = Q(g(¢)) si ¢ € D™, et ol
Q@ est donné par le lemme 2.18. Puisque g est 1/2-holderienne, A est de classe cl/2,

Soit K un compact inclus dans (D' UJ§). Les estimées a priori de la proposition 3.18 (voir
aussi [61]) s’appliquent & g : ainsi, g est de classe CbY/2 sur K, et

1z 0 hllerareiry = Ngllerire iy < AL/2, K)lIgllor iy = A(L/2, K)[2 0 Alle1/2 ()

D’apres le lemme 2.20, I'inégalité qu’on vient d’établir s’applique & H' = (h,dh) : ainsi
ftl est de classe C1Y/2 sur K et ||ZCOH1||CI,1/2(K) < A(1/2,K)\|zCoH1||Cl/2(K)7 autrement
i
12 0 hllezasagrey < AL/2, K)I9llerarzey < A1/2, K)?[|z 0 Bl|eiz )
En itérant, on obtient de méme que H*2 = (2,dz,...,d"* %2) est de classe Cl2 qur K,
c’est-a-dire que z o h est de classe CF~11/2 gur K, et

120 Bllgxora/arey < Clks KII2 © hllensarey:

Le méme raisonnement appliqué & H*~! (pour laquelle le coefficient dans I’équation de
pseudo-holomorphie est de classe C*/ 2) donne le caractere che/2 de HFL) est-a-dire
montre que z o h est de classe C¥%/2 et que

12 0 Allonarz ) < CUK kYA K1z 0 hllerzge,

De plus,
c(K)

VA

d’apres la proposition précédente. Remarquons que la construction, au chapitre 2, d’'un
atlas (¢/, E)-adapté, montre que le choix d’un atlas quelconque ne modifie pas 'estimation
obtenue. On vient d’établir :

120 hlleiragry < lzohlloo | 1+
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Théoréme 3.19 Soit (M,J) une variété C"-presque complexe (ot r = k+a > 1 et
0 < a < 1) et E une sous-variété totalement réelle mazimale. Toute application h continue
de ATU] — 1;1[ dans M, J-holomorphe sur AT et vérifiant h(] —1;1[) C E est localement
de classe C"=*/? sur ATU] — 1;1].

De plus, en désignant par )\é la J-courbure minimale de E, on a pour tout compact K
inclus dans ATU] — 1;1] -

c(K)

)

Aller-are gy < e(r, K)||Aloo | 1+

3.4 Application : régularité sur aréte d’un wedge

La régularité et les estimations données par le théoreme 3.19 pour les disques pseudo-
holomorphes vont fournir la régularité et des estimations similaires pour des applications
pseudo-holomorphes. On s’intéresse ici a une application défnie sur un wedge; dans le
chapitre 4, on en déduira le comportement au bord d’une application pseudo-holomorphe
propre entre deux domaines strictement pseudoconvexes. Commencons par quelques re-
marques préliminaires.

Soit (M, J) une C"-variété presque complexe et 2 C M un domaine. On suppose que
N C Q est une sous-variété totalement réelle maximale donnée par 1 = ... =r, =0 ou
dri A ...Adry, ne s’annule pas sur 2. Notons W(Q, N) :={z € Q/ V1 <j<n, rj(z) <0}
le wedge d’aréte V.

Pour tout 0 < 6 < L5, W5(Q,N) :={2 € Q/ V1 <j<n, rj(z) - 0> ks T(2) < 0} est
inclus dans W (€2, N) : en effet, en posant S =), ry, il vient

Vj, (140)r; <6S] = (14+6)S<ndS = (1—-(n—1)§)S <0 :rj<1iés<0.

Dans cette section, on suppose donc 0 < § < ﬁ

6W6(QaN)

AW (Q, N)
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On commence par vérifier :

Lemme 3.20 Ws(Q2, N) et W(Q, N) sont des ouverts non vides de Q et N est incluse
dans leur bord.

Preuve
Posons pj =rj — (52,#]. 7 : en particulier,

dpl 1 (—5) d?”l
dpn (—0) 1 dry,
Par hypothese, la famille (dry,...,dr,) est libre en tout point. De plus la matrice de

passage est inversible (elle a pour déterminant (1 — (n — 1)6)(1 + )" 1), donc la famille
(dp1,...,dpy) est libre en tout point.

p1 1 (—=0) 1
De méme, : = . |, donc
Pn (—0) 1 T
rm=..=r,=0<=p1=...=p, =0

et les p; sont des fonctions définissantes de N.

Comme W5(2,N) = {z € Q/ Vj, pj(z) < 0}, il suffit (quitte & changer de fonctions
définissantes) de montrer que Wy(£2, N) est un ouvert non vide.

Or pour ¢ : 23 2+ (11(2),...,70(2)) €R™, on a W(Q, N) = ¢~ 1(]0; +00[") ouvert et do
de rang n donc surjective sur 2, d’ou la conclusion d’apres le théoréeme du rang constant. [

Proposition 3.21 Soit k, k' > 1 des entiers et 0 < o,/ < 1, (M,.J) une variété C*-
presque complexe et (M',J') une variété CHo _presque compleze, et Q@ C M un domaine.
On suppose que N C Q (resp. N') est une sous-variété totalement réelle mazimale de
(M, J) (resp. de (M',J")). Posons s =min (k — 1+ a/2,k' + o/ /2).

Toute application pseudo-holomorphe F : W(Q,N) — (M', J"), continue sur W(Q, N)UN
et telle que F(N) C N', est localement de classe C*. De plus, pour tout compact K inclus
dans W(Q,N)UN :

c(K)
—

N/

1 Eles (x) < s, K[| Floo | 1+

Preuve

On se place sous les hypotheses de la proposition 3.21. D’aprés le lemme 5.2 de [15],
il existe une famille paramétrée (h:);cge» de demi-disques J-holomorphes, dépendant de
fagon lisse du parametre ¢, telle que Ws(Q, N) C U, he(AT) et

Vi, ht(] — 1 1[) CN et ht(A+) C W(Q,N)
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FOht
hy

Le théoréme 3.19 montre que les fonctions F o h; sont localement de classe C¥'+¢'/2 sur
ATU] — 1; 1], et donne pour tout compact K C ATU] — 1;1[ :

c(K)
\/g

. . / / . . 4 4
Ainsi les normes C*1%'/2 des fonctions F o hy sont uniformément bornées. Rappellons le
principe de régularité séparée :

||Foht||Ck’+a’/2(K) SC(k,7()/’[{)‘|}?ohl‘/HOO 1+

Proposition 3.22 [59] Soit s > 0 non entier et T';, 1 < j < n, des C5T'-feuilletages d’un
domaine Q0 C R" tels qu’en tout point p € €2, les vecteurs tangents aux courbes v; € I';
passant par p soient linéairement indépendants. Soit f une fonction sur €0 dont les res-
trictions fi,;, v; € ', 1 < j < n sont de classe C° et uniformément bornées en norme

C5. Alors f est de classe C®.

De plus, si M est un majorant uniforme des normes C* des f},,, alors la norme C* de f
est majorée par ¢ X M ou ¢ est une constante universelle [12]. Il découle de la construction
de la famille (h;), que les hy(] — 1;1[ forment des C*+*/2- feuilletages transverses de N :
ainsi les restrictions de F' a ces courbes satisfont les hypotheses du principe de régularité
séparée avec s = min (k — 1 + /2, k' + a//2). O



Chapitre 4

Prolongement et estimation au
bord d’une application
pseudo-holomorphe propre

Une application continue entre deux domaines D et D’ est dite propre si I'image
réciproque de tout compact inclus dans D’ est un compact ; en particulier, une telle appli-
cation est non constante. Le choix de 'espace but D’ n’est pas indifférent : I’application
identité du disque unité A de C est propre en tant qu’application de A dans A, mais pas
en tant qu’application de A dans C.

Une application holomorphe F' : D — D’ est propre si et seulement si elle envoie toute
suite de points tendant vers 0D sur une suite de points tendant vers OD’. Les applications
holomorphes propres ont été longuement étudiées (voir par exemple [54] pour les résultats
classiques). La plupart des démonstrations mettent en jeu des arguments non transposables
tels quels au cas pseudo-holomorphe. Notamment, I’holomorphie du jacobien combinée
au fait qu’une sous-variété analytique compacte soit un ensemble fini de points donne
la surjectivité d’une application holomorphe propre, ainsi que la densité de ses valeurs
régulicres. Si de plus les domaines sont strictement pseudoconvexes & bord de classe C2,
S. Pinchuk [49] a montré qu’une telle application F' est un biholomorphisme local. Nous
montrons qu’en presque complexe, ce résultat reste vrai pres du bord (théoreme 4.24) en
adaptant la méthode de dilatation des coordonnées de Pinchuk : il s’agit de dilater de
fagon anisotrope a la fois les domaines et les structures presque complexes. Les domaines
limites sont la réalisation non bornée de la boule, et la fonction limite hérite des propriétés
de F' au bord, mais les structures limites ne sont pas nécessairement intégrables.

Dans la premiere section, on prolonge I'application de fagon 1/2-hélderienne jusqu’au
bord, ce qui revient, grace aux estimées de la métrique de Kobayashi, a prouver que F
conserve les distances au bord. Le point central de la deuxiéme section est de montrer, en
étudiant la fonction limite obtenue par dilatation et en distinguant les cas intégrable et
non intégrable, que |Jac F'| reste minoré hors d’un compact par une constante strictement
positive. Cette propriété essentielle permet d’appliquer le raisonnement de [22] pour obte-
nir le caractere C' du prolongement (théoréme 4.29). Enfin, on étudiera plus précisément la
régularité du prolongement, et ’on donnera dans la section 4.3 une estimation des normes
holderiennes de F' au bord (théoreme 4.30) en utilisant les résultats du chapitre 3.

71
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4.1 Prolongement 1/2-holderien au bord

4.1.1 Premieres propriétés des applications pseudo-holomorphes propres

On suppose que D et D’ sont deux domaines strictement pseudoconvexes de variétés

presque complexes (M, J) et (M’,J’) orientées de dimension 2n, définis respectivement
par {p < 0} et {p/ < 0} ol p et p’ sont deux fonctions strictement plurisousharmoniques
de classe C2.
Soit F' une application pseudo-holomorphe propre de D dans D’. Rappelons qu'un point
p € D est dit critique pour F si le jacobien de F' s’annule en p, et notons C'r ’ensemble
des points critiques de F'. Une valeur critique est 'image par F' d’un point critique, et les
points de D’ qui ne sont pas des valeurs critiques sont appelés valeurs réguliéres. L’idée
est d’étudier la “taille” de I’ensemble des valeurs régulieres de F, et d’en déduire des
propriétés topologiques de F'. Pour cela, la dimension de Hausdorff constitue le bon outil
de travail.

Rappels sur la dimension de Hausdorff

Commengons par fixer les notations. Pour une partie A d’un espace métrique X et
€ > 0, un e-recouvrement de A est une collection au plus dénombrable de parties A; de X
telle que pour tout ¢, diam A; < € et A = [JA;. Pour tout ¢t > 0, on définit
i

H!(A) := inf (Z(diamAi)t> )

i
ou 'infimum est pris sur tous les e-recouvrements {A;} de A.
Définition La t-mesure de Hausdorff de A est H'(A) = li\IA%Hg(A) = SupHL(A).
g

e>0
La dimension de Hausdorff de A est dimg(A) := Sup{t >0/ H'(A) > 0}.

En particulier, la N-mesure de Hausdorff dans R coincide avec la mesure de Lebesgue
(voir par exemple [54], proposition 14.4.2), et si A est une variété de dimension N, alors
dimpg(A) = N. Dans la suite, on utilisera le résultat suivant, qui fournit notamment une
majoration de la dimension de Hausdorff de I’ensemble des valeurs critiques :

Théoréme 4.1 ([18], théoréme 3.4.3) Soit Q un ouvert de RN, Y un espace vectoriel
normé et F : Q — Y une fonction de classe C*, k € N*. Pour tout entier m < N,

N—m

dimy (F({zx € Q/ dim(ImdFy;) < m})) <m+

Si F' est une application de classe C* entre deux variétés, on obtient donc
dimy (F({z € @/ dim(ImdF;) < m})) <m.

Le théoréeme 4.1, qui généralise le théoréeme de Sard, apporte également une précision
supplémentaire lorsque 'application considérée est pseudo-holomorphe :

Corollaire 4.2 Soit F : (M, J) — (M',J") une application pseudo-holomorphe entre deuz
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variétés presque complexes. L’ensemble F(CF) des valeurs critiques de F' est de dimension
de Hausdorff inférieure ou égale a 2n — 2.

Preuve

Vu le théoreme 4.1, il suffit de montrer que 'application dF' est de rang inférieur ou égal
a 2n — 2 sur Cr. Soit donc p € CF : par définition, le sous-espace vectoriel Ker dF), est
de dimension au moins 1. De plus, F' est (J,J')-holomorphe donc Ker dF), est stable par
Jp. Puisque I’endomorphisme J;, n’a pas de valeur propre réelle, cela implique que Ker dF),
contient un sous-espace de dimension 2, d’ou le résultat. O

Points critiques, valeurs réguliéres

I1 est bien connu (voir par exemple [54], proposition 15.1.5) qu'une application holo-
morphe propre entre deux domaines de C™ est surjective et que ’ensemble de ses valeurs
régulieres forme un ouvert dense et connexe par arcs. Ce résultat se généralise au cas
pseudo-holomorphe. Commengons par montrer :

Lemme 4.3 Soit D et D' deux domaines bornés strictement pseudo-convexes de variétés
presque complezes (M, J) et (M',J") de dimension 2n, définis respectivement par p < 0
et o' <0 ot p et p' sont deuz fonctions strictement plurisousharmoniques de classe C2.
Toute application pseudo-holomorphe propre de D dans D' prend des valeurs régquliéres.

Preuve

11 suffit de montrer que l'ouvert D \ Cp est non vide, ce qui, grace au théoréme du rang
constant, impliquera que son image par F' est un ouvert de D’, donc de dimension de
Hausdorff égale a 2n. Comme dimy F(Cp) < 2n — 2 vu le corollaire 4.2, on obtiendra bien
F(Cp) # F(D\ Cp).

Par I'absurde, supposons C'r = D et notons r¢ le rang maximal atteint par dF sur D :
alors rg < 2n — 2, et rg > 0 puisque F' est non constante. L’ensemble Dy des points ou
dF est de rang rg est un ouvert, dont 'image par F' est une sous-variété de dimension 7g
d’apres le théoréeme du rang constant : ainsi dimg F(Dg) = r¢.

Or sur D\ Dy, application dF est de rang inférieur ou égal a r9 — 1 (en fait ro —2), donc
dimg F (D \ Do) < ro — 1 toujours d’apres le théoreme 4.1, et F(Dy) # F(D \ Dy).

Soit donc ¢ € F(Dg) \ F(D \ Dy). Autrement dit, N := F~1({¢}) est inclus dans 'ouvert
Dg : c’est donc une sous-variété de dimension 2n — rg de D, compacte puisque F' est
propre. De plus le fibré tangent a N est Ker dF' qui est stable par J, par suite J induit
une structure presque complexe sur N.

La fonction p atteint son maximum sur N en un point p. D’apres [45], 5.4.a, il existe
un disque pseudo-holomorphe h & valeurs dans N, centré en p et tel que %(0) # 0. La
fonction strictement sous-harmonique p o h, qui atteint son maximum en 0, est constante
d’apres le principe du maximum.

Calculons le laplacien A(p o h) : il est nul puisque la fonction est constante. Par ailleurs,
d’apres le lemme 2.8,

Alpo e = £ (o) (506
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ce qui donne 0 = A(po h), = LJ(p) (%(O)) > 0 puisque p est strictement plurisoushar-
monique : d’ou la contradiction. O

Une propriété importante des fonctions holomorphes, qui traduit leur rigidité, est
qu’elles préservent 'orientation. Ce n’est plus forcément vrai dans le cadre presque com-

plexe : ainsi, 'application (z1,...,2,) — (21,-- -, 2n—1, 2n) €st (Js, J')-holomorphe pour
0 0 —-I,-1 O
, [ o 0o 0o 1
J = I,_1 O 0 0 ’
0 —1 0 0

mais inverse l'orientation. Néanmoins, la pseudo-holomorphie (c’est-a-dire le fait de “com-
muter” avec les structures presque complexes) suffit a garantir la rigidité d’une application
vis-a-vis de l'orientation. En effet :

Proposition 4.4 Soit D et D' deuz domaines de variétés presque complexes (M, J) et
(M',J") orientées de dimension 2n, et F' une application (J,J')-holomorphe de D dans
D’. Ou bien F conserve 'orientation en tout point, ou bien F inverse l'orientation en tout
point.

Preuve
Plagons-nous en coordonnées locales : il s’agit de montrer que le jacobien de F' garde un
signe constant sur D. La structure presque complexe J, vérifiant la relation J? = —Ia,,

0 -1,
I, O
de R?" et ou la matrice P, est inversible. Cette décomposition n’est pas unique, mais si
Jp = PpJSthA = QpJstQ, L alors la matrice Q, le commute avec Jg et s’écrit donc
A
B
det(Q,'P,) = |det(B + iA)|* > 0, et detP, et detQ, ont méme signe. Notons §7(p) ce
signe, et montrons que ’application §” est localement constante sur D.

s’écrit sous la forme Jp = PpJSth_l ou Jg = ( ) est la structure standard

sous la forme @, lp, = < _i > (ot chaque bloc est de taille n). Par conséquent,

Soit pg € D et (egpo), . ,eéﬂo)) une base telle que Vk > 1, eq(lpi;g = Jpoeépo), et P, la ma-
trice formée des vecteurs (egpo), e e%po), Jpegpo), e Jpeﬁf’O)) : il existe un voisinage V' de

po dans lequel la matrice P, est inversible. En particulier, pour tout p € V, detP, et det P,
ont le méme signe : 67(pg) = §7(p). Ainsi 67 est localement constante sur D. Puisque D
est connexe et localement connexe par arcs, donc connexe par arcs, cela entraine que la
fonction 67 est constante sur D.

Pour tout p € D et ¢ € D', écrivons J, = PpJyuPy ' et J, = PlJyP',". La pseudo-

holomorphie de F' donne dF),J, = J},(p)de, autrement dit (P’ }%p

la structure standard. De méme que ci-dessus, on en déduit det(P’ ;%p)dePp) > 0. Ainsi,

en tout point non critique, le signe du jacobien de F est 67 x §” " O

ydFpPp) commute avec

Nous pouvons maintenant conclure a la surjectivité par des arguments de théorie du
degré.
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Corollaire 4.5 Soit D et D' deux domaines bornés strictement pseudo-convexes de
variétés presque complexes (M, J) et (M',J') orientées de dimension 2n, définis respecti-
vement par p < 0 et p' < 0 o p et p' sont deux fonctions strictement plurisousharmoniques
de classe C2.

Une application pseudo-holomorphe propre F': D — D' est surjective, et toutes ses valeurs
régulieres ont le méme nombre (fini) d’antécédents. De plus, les valeurs réguliéres de F
forment un ouvert connexe par arcs et dense dans D’.

Preuve
Rappelons le résultat suivant (voir par exemple [57]) : si X et Y sont deux variétés connexes
orientées de méme dimension, F': X — Y une application propre et lisse, et g une valeur
réguliere de F', alors le degré de F' vaut ZpG P-1{q} sgn(det dF},). En particulier, si ¢ n’est
pas dans I'image de F', le degré de F' est nul.
Puisque F' possede au moins une valeur réguliere, son degré est strictement positif si F’
conserve 'orientation et strictement négatif si F' inverse 'orientation. Par conséquent, F
est surjective et chacune de ses valeurs réguliéres possede exactement |deg F'| antécédents.
L’ensemble des points critiques de F' est un fermé de D : comme F' est propre donc
fermée, D'\ F(CF) est un ouvert de D’. De plus d’apres le corollaire 4.2 et la proposition
14.4.2. de [54], son complémentaire dans D’ est d’intérieur vide. Il reste & montrer que
D'\ F(Cp) est connexe par arcs.
Supposons par 'absurde qu'il existe ¢, g2 € D'\ F(CF) tels que tout chemin continu
reliant ¢ & g2 dans D'\ F(Cp) rencontre F(Cg). Comme D"\ F(C) est ouvert, il existe un
(2n—1)-cube @ inclus dans D'\ F(Cr), centré en ¢o et orthogonal au segment [q;; 2] : pour
tout ¢’ € Q, le segment [¢1; ¢'] rencontre donc F'(Cr). Notons 7 application lipschitzienne
qui & tout point z situé dans le demi-cone de sommet ¢; et de base Q) associe 'intersection
de la demi-droite [¢q1; ) avec @ : il vient dimy (7 (F(CF))) < dimg(F(CF)). De plus @ est
inclus dans 7(F(C)); ainsi,

2n — 1 =dimy(Q) < dimy(7(F(CF))) < dimpy(F(Cr)) < 2n — 2,

d’ou la contradiction. O

4.1.2 Conservation des distances

Théoréme 4.6 Soit D et D' deux domaines bornés strictement pseudoconvezres de variétés
presque complexes (M, J) et (M', J') orientées de dimension 2n, définis respectivement par
p<0etp <0 oupetp sont deur fonctions strictement plurisousharmoniques de classe
C?. Toute application pseudo-holomorphe propre de D dans D' se prolonge au bord en une
application %—h(’)’ldem'enne.

De méme que dans la preuve de la proposition 3.3 de [15], le prolongement au bord
découle d’estimées de la métrique de Kobayashi et de la propriété de conservation de la
distance. Il s’agit donc de montrer :

Proposition 4.7 Soit D et D' deux domaines bornés strictement pseudoconvezres de
variétés presque complexes (M, J) et (M',J") de dimension 2n, définis respectivement par
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p<0etp <0 oup etp sont deur fonctions strictement plurisousharmoniques de classe
C%. Si F:D — D est une application pseudo-holomorphe propre, il existe des constantes
strictement positives ci et co telles que

dist(F(p), D)
<
WeD, s =g, aD)

La démonstration de la proposition 4.7 fait intervenir la version presque complexe du
lemme de Hopf :

Proposition 4.8 [15] Soit D’ un domaine borné a bord de classe C* d’une variété presque
complexe, et u une fonction plurisousharmonique sur D'. Il existe une constante ¢ > 0 telle
que pour tout ¢ € D', |u(q)| > cdist(q,0D") (la distance étant prise pour une métrique
riemannienne sur M ).

Le lemme de Hopf appliqué & p’ o F' sur D donne une constante ¢ > 0 telle que
Vp € D, |p(F(p))| > cdist(p,dD). (4.1)

L’idée, donnée dans [48] pour le cas standard, serait d’appliquer le lemme de Hopf a la
fonction p o F~! pour obtenir 'autre partie de 'inégalité. Pour pallier au fait que F ne
soit pas inversible, on va utiliser la notion de plurisousharmonicité pour une fonction semi-
continue supérieurement. Commencgons par rappeler la définition suivante, équivalente
dans le cas d’une fonction de classe C? & celle donnée au chapitre 2 :

Définition Une fonction semi-continue supérieurement est J-plurisousharmonique sur
Q si pour tout disque J-holomorphe h : A — Q, la fonction u o h est sousharmonique.

11 existe plusieurs définitions équivalentes de la sous-harmonicité d’une fonction v semi-
continue supérieurement sur le disque unité A de C (voir [32] ou [53]). Nous utiliserons la
suivante : v est dite sous-harmonique sur A si pour tout (g € A, il existe rg > 0 tel que le
disque fermé de centre (y et de rayon rg soit inclus dans A et

1 s )
YO <r <rp, uoh({y) < 2/ wo h(¢o + re?)dd. (4.2)
T Jo

Remarque 4.9 Une fonction u est localement J-plurisousharmonique sur un ouvert {2 si
et seulement si elle est (globalement) J-plurisousharmonique sur €.

En effet, il est immédiat que le caractere globalement J-plurisousharmonique implique la
J-plurisousharmonicité locale. Pour la réciproque, il suffit pour tout disque J-holomorphe
h: A — Qettout ¢y € A de considérer le disque .J-holomorphe défini par h(¢) = h((o+eC).
Pour € assez petit, la J-plurisousharmonicité locale donne g > 0 vérifiant (4.2), et par
conséquent (4.2) est encore vraie pour h et erg.

Plagons-nous sous les hypotheses du théoreme 4.6. La fonction

u:D' 3q¢g— Max
q peF*l({q}){p(p)}

est bien définie, a valeurs strictement négatives. De plus :
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Lemme 4.10 La fonction u est continue et J-plurisousharmonique sur D'\ F(Cp).

Preuve

Soit ¢ € D'\ F(CF), et K := F~*({q}). Le compact K est formé de points non critiques,
donc isolés d’apres le théoreme d’inversion locale : ainsi K est fini. Notons p1,...,p les
éléments deux-a-deux distincts de K (avec k = |deg F|). Pour tout j = 1,...,k, il existe
un voisinage V; de p; et un voisinage W; de ¢ tels que F' induise un C L_difféomorphisme de
V; sur Wj. Quitte & restreindre les V}, on peut supposer que pour tous j et I, V; NV, =0
et que W; = F(V;) = F(V}) est inclus dans 'ouvert D'\ F(Cp).

Posons alors W' := (F(Vi)N...N F(Vk))\F(D\U;C:1 Vj) : c’est une intersection finie
d’ouverts contenant ¢q. Si ¢’ € W’, alors par construction ¢’ a un antécédent et un seul
dans chaque Vj, et n’a pas d’autres antécédents puisque W’ est disjoint de F(D\U§:1 V).
On peut donc écrire F~H(W) = | |V;.

J

Pour tout j = 1,...,k, posons F) ::F|Vj:Vj—>Wet uj ::pon_lz

/ / N (A
Vg e W, U(Q)—ll\é[]aé(k“j(Q)~

Les fonctions u; sont continues et J-plurisousharmoniques : par suite, u est continue (en
tant que composée de fonctions continues) et J-plurisousharmonique au voisinage de ¢, ce
qui conclut la preuve d’apres la remarque 4.9. 0

Mentionnons le résultat suivant, qui généralise le théoreme de Grauert et Remmert [26] :

Proposition 4.11 [16] Soit D' un domaine borné d’une variété presque complexe de
dimension 2n, A une partie de D' de dimension de Hausdor[f inférieure ou égale d 2n— 2,
et u une fonction a valeurs strictement négatives, continue et plurisousharmonique sur
D'\ A. Alors la régularisée supérieure limsup(u) est plurisousharmonique sur D' entier.

Preuve de la proposition 4.7

Le lemme de Hopf s’applique & la fonction limsup(u) sur D’ : il existe une constante ¢/
telle que pour tout ¢ € D', |limsup(u)(q)| > ¢ dist(¢,0D’). En particulier, comme p est
continue,

Vp € D, |p(p)| > [limsup(u)(F(p))| > 'dist(F(p),dD").

En combinant cette inégalité avec celle donnée par (4.1), on obtient que F' conserve la
distance au bord. g

4.2 Le prolongement est de classe C!

Dans cette section, on suppose que D et D’ sont deux domaines strictement pseudo-
convexes de variétés presque complexes (M, J) et (M’, J') orientées de dimension 2n + 2,
définis respectivement par p < 0 et p’ < 0 ol p et p’ sont deux fonctions strictement
plurisousharmoniques de classe C" (r > 2).
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4.2.1 La méthode des dilatations

Soit F' une application pseudo-holomorphe propre de D dans D’ : on vient de voir
que F se prolonge & D en une application 1/2-holderienne. La méthode des dilatations
va permettre d’obtenir une régularité supérieure. On adapte ici la présentation faite dans
[22] et [40]. Soit (px) une suite de points de D convergeant vers ps, € 90D, et notons
qr = F(py) : d’apres la proposition 4.7, la suite (gx) converge vers ¢oo = F(po) € OD'.
Par des changements de variable successifs, on “redresse” 9D et D’ de fagon a obtenir &
la limite OH :

Choix des coordonnées locales

Un point de R?"*2 de coordonnées (réelles) (zq,%o, - - - , Tn, Yn) sera également noté en
coordonnées complexes z = (20, . .., zn) = (20, 2), oU z; = xj+1y;. Pour cette identification
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de R?>"*2 avec C"*t!, la structure complexe standard s’écrit matriciellement

0 -1
1 0 (0)

js("JFl)

t

Quitte & choisir un systéme de coordonnées ® : U — R?"*+2 au voisinage de ps tel que
®(pso) = 0, on identifie po & 0 et U & R?"*+2; on peut de plus demander que po ® ! reste
bornée en norme C', et supposer :
e J(0)=J(0)=Ta;
o D={pcR>2/ p(p) <0} et To(0D) = {x¢ = 0}, ou la fonction définissante p est
bornée en norme C! et s’écrit

p(z) =Rezo + Re | 20 Z(szj +p5%) | + P('z, Z) + pe(2)
jz1

pour P un polynéme homogene réel de degré 2 et p.(z) = o(||2]|?) ;
o D' ={pecR?>2/ p(p) <0} et Ty(OD') = {xo = 0}, ot la fonction définissante p’
est bornée en norme C! et s’écrit

p'(2) =Rezy+ Re [ 2 Z(p;-zj + p%éj) +Q('z, 2) + pl(2)
i>1

pour @ un polynéme homogene réel de degré 2 et p.(z) = o(||z|]?).

Construction des suites (Dy, Ji) et (D}, J},)

Rappelons que si V' est un voisinage borné de 0, on peut trouver (voir par exemple
[23], Appendice, lemme 1) une constante § > 0 telle que pour tout p € VN 9D, la boule
fermée de centre p— &0, et de rayon § soit incluse dans DU {p} (7, désignant la normale
sortante & D en p). En particulier, pour k assez grand, il existe un unique pg € 9D et un
unique ¢ € D' tels que

dist (pg, OD) = ||pr — pi|| =: di. et dist (qx, dD') = ||gr — qx|| =: dj.

Construisons une application affine ¢, : R?"*t2 — R?"*+2 qui possede les propriétés sui-
vantes :
o dp(pr) = 0 et dr(pr) = (—dy,0,...,0).
e L’espace tangent a 0(¢r(D)) en 0 est {Rezp = 0} et l'espace tangent complexe &
d(¢r(D)) en 0 (pour la structure presque complexe induite (¢y).J) est {0} x C™.
e L’application ¢, converge vers I’application identité sur tout compact de R?"*2 pour
la topologie C?.
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En coordonnées complexes, 'application définie par ¢y (z) = (z — pr)* de la fagon suivante
convient :

1 " dp
§ = TR & 0z Y
op (.-
; ! 5z, (Pr) .
5T o i T By zg pour 1 <j<n.

7 (Pr) 52 (Pr)

Par conséquent, J* = (é1)«J converge vers J pour la topologie C! sur tout compact
de R2"+2 et J¥(0) est de la forme

rk
o= Jo© e )
T (©) Jh0(0)

De plus pp, =po qb;l converge vers p a l'ordre 2 pour la topologie compacte-ouverte :

pe(2) = podit(2) = 7 | Rezo + Re | 2o Z(pfzj + p;—?ij) + PR (%2, %) + pF(2)
Jj=1

ott P* est un polynéme homogene réel de degré 2 et pF(z) = o(]|2||?) uniformément en k.
De méme, on construit une transformation affine ¢), : R*"*2 — R?"*2 possédant les
propriétés suivantes :
o G(dk) = 0 et ¢l (ar) = (~d},0,...,0).
e L’espace tangent & 9(¢,(D')) en 0 est {Rezy = 0} et I'espace tangent complexe &
(¢}, (D")) en 0 (pour la structure presque complexe induite (¢} ).J’) est {0} x C™.
e L’application ¢ converge vers I’application identité sur tout compact de R?"*2 pour
la topologie C2.
Par conséquent, Jk = (¢).)«J converge vers J' pour la topologie C! sur tout compact de
R2"+2 et .J’%(0) est de la forme

Tk
T e

De plus p;, = p' o ¢;€_1 converge vers p & l'ordre 2 pour la topologie compacte-ouverte :
pr(z) =p o qﬁ’,;l(z) =1, | Rezo + Re | 20 Z(p’?zj + p’éjéj) +Q%(%z, 2) + p/,:(z)
Jjz1

oll Q¥ est un polynome homogene réel de degré 2 et p/¥(z) = o(||2||?) uniformément en k.

Posons Ay = 0 ¢ 0 ® et A} =) 0 ¢) 0P, ot

6k:(21,...,zn)._><21,22,,_,, Zn> et (5,;2(21,...,Zn)|—> Z—Il’ 22/,..., Zn/ .
dp’ Vi,V i \/dj, Vi
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Notations :

Dy = Ak(D)a Tk = dkl-rkpo Algla Jk = (Ak’)*J
Dj, = M(D). rio= sl oM T = (AT

et Fk:AZOFoAlzlszHD;C.

Convergence des domaines

Apres dilatation, on a

1
diri(z) = T—kpk 06, H(2) = dy, (Re 20 + PF(%, 'Z)) + O(di+/di)-

Le méme raisonnement pour r;, donne :

Lemme 4.12 [40]

1. La suite (ry) converge a l'ordre 2 pour la topologie compacte-ouverte vers ¥, ot
7(z) =Rezo+ P('z, Z)
et Dy converge (au sens de la convergence de Hausdorff pour les ensembles) vers
D = {z ¢ R?"*2/ #(2) < 0}.
2. La suite (r},) converge a Uordre 2 pour la topologie compacte-ouverte vers i, ot

7(z) =Rezp+ Q(z, )

et Dk converge (au sens de la convergence de Hausdorff locale pour les ensembles)
vers D' = {z € R?"*2/ #(z) < 0}.

Lemme 4.13 [40] La suite de structures presque complezes (J*) (respectivement (J'F))
converge vers une structure modéle J (respectivement J’) pour la topologie C' sur tout
compact de R?"+2,

Preuve
Ecrivons J et J* sous forme de matrices blocs :

- A(z) B(2) I +A= B
ﬂd—ﬂ®+<c@ m@) ( oz I+ @)

k(o) — jF Ak(z) Bk(z) _ J(11)(0>+Ak() _ Bk(z)
J ( )—J (O)+ < Ck(z) Dk(z) ) - ( J(’€2’1)(())+Ck(z) Jé’z)(0)+Dk(z)

o A¥ - A, B¥ = B, C* — C et D¥ — D pour la topologie C! sur tout compact. Alors

%b 0 o dil 0
Jk(z) = ( d() ﬁj%z ) Jk((skl(z)) < %2 \/%IQN )
_ Joy + ARG ) A BRET )
VaiJty 1y + VACH O (2) gy + DHO(2) )
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Comme 5,:1 converge uniformément vers 0 et que J* converge uniformément vers .J sur
tout compact de R?"*2 | on obtient bien

Jb g+ A’f(é*l(z)) - Jsi”
VdiJ 1)+ VdCH( -0

Jby o) + DR <z>>~ )

sur tout compact de R?"*2 pour la topologie C'. Les matrices B¥(z) et B(z) s’écrivent

n
Sk
B*(z) =Y (Bjj_iz; + By;) + BE(2)
j=1
n
B(z) =Y (Baj12j + Bajy;) + Be(2)
j=1
ou Bj? est une suite de matrices constantes de taille 2 x (2n) qui converge vers B; quand
k — +o0, B¥ — B, pour la topologie C! sur tout compact et B¥ = o(]|z||) uniformément
en k. On a donc

B (21, v/dy,'z)

1 . i 1
—— Bkt = /d.(BF Bk Bf x4+ BEy)+ —
\/ﬁ ( k (Z)) k( 171+ le) + ]2232( 2]—1$] + 2jy.]) + \/CTk

n
— Z(szflxj + ngyj) quand k — +oo.
=2

Finalement, J* converge sur tout compact de R2"*2 pour la topologie C' vers J définie

par
n

B O By -
J(z) = ( Tst B((n)) ) ot B(2) = Z(B2j—133j + Bajy;).-

Jj=2

Lemme 4.14 [22] (D, J) et (D', .J) sont des domaines modéles.

Preuve

Il reste & montrer que le domaine D est strictement J-pseudoconvexe en 0. Posons 7, =
pod, Let Jk = 0r«J. De méme que pour 7, et Jk la suite rk/dk converge vers 7 a l'ordre
2 pour la topologie compacte-ouverte, et J Jk converge vers J pour la topologie C L sur tout
compact de R?"*2, Par conséquent, pour tout v :

ol (dk> (v) —— LI (v).

La forme de Levi étant invariante sous l'action d’applications pseudo holomorphes et les
8y, étant (J, J*)-holomorphes par construction de J*, il vient £{p(v) = L’J Tr(do(v)). Or
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Jk (0) = Jst, donc tout vecteur tangent complexe au domaine défini par 7 est de la forme
(0,v") et do(v) = v/+/dj. Pour un tel v,

Tk

L4 p(v) = L' doe(v)) = £ Tu(w/ /) = £ (dk) (v).

En passant a la limite, on en déduit £g 7(v) > 0 pour tout v dans l'espace tangent com-
plexe a D en 0. O

Convergence de la suite (Fy)

Notons Q(0, ) = {(z0, 2) € Cx C"/ |z0| < v, ||2|| < v} la pseudo-boule, et rappelons
le résultat suivant :

Lemme 4.15 1[I existe a > 0 tel que pour tout k suffisamment grand, tout r € [0;1] et
tout disque J*-holomorphe h & valeurs dans D N U vérifiant h(0) € Q(0, ), il ewiste une
constante C, ne dépendant que de r telle que

h(A;) € Q(0, Cra).

Preuve
On trouvera une démonstration dans [15] dans le cas n=2, faisant intervenir des dilatations
anisotropes et une minoration de la métrique de Kobayashi. Pour le cas n > 2, nous
renvoyons a [40]. Nous donnons ici une preuve dans le cas particulier de la structure
complexe standard et d’un domaine modeéle.

11 suffit de prouver que si hg est un disque holomorphe a valeurs dans le demi-disque
inférieur A= = {¢ € A/ Re( < 0} et si |ho(0)| est assez petit, alors

ho(Ar) C ACra- (4.3)

Si h = (hg, 'h) est a valeurs dans un domaine modele, le lemme de Schwarz permet alors
de conclure puisque || k|| < C'+/|ho|.
Pour prouver (4.3), considérons une représentation conforme v : (A7,0) — (A,1).

On peut de plus imposer que 1 soit un C!-difféomorphisme pres de 0, par exemple en
choisissant () = (¢ —2¢ — 1)/(¢* + 2¢ — 1). Le lemme de Schwarz donne :

1+¢|

190 ho(¢) — 1| < |¥(ho(0)) — 1] - o

Il existe alors un voisinage 2 de 0 ne dépendant que du choix de 1) tel que, si h(0) € Q,
on ait |ho(¢)| < I_L‘Cl\ho(()ﬂ, d’ou la conclusion avec Cr = 1/(1 — 7). O
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A l'aide du lemme 4.15, on montre :

Lemme 4.16 La suite (Fy) posséde une sous-suite convergeant a l’ordre 1 pour la topo-
logie compacte-ouverte vers une application F définie dans D, a valeurs dans I’adhérence
de D'. De plus F' est (J,J")-holomorphe et fize le point (—1,0).

Preuve
Soit K un compact inclus dans D : pour k assez grand, K C Dy..

Remarquons que pour obtenir ’existence d’une sous-suite convergeant a l’ordre 1 pour
la topologie compacte-ouverte, il suffit de montrer que la suite (F}) est bornée en norme
C% sur K. En effet, considérons un recouvrement de K par des bi-disques. Quitte & res-
treindre 'ouvert U de départ, J est assez proche de la structure standard. On peut donc
trouver, sur chaque bi-disque, deux feuilletages transverses par des disques J-holomorphes
(pour une petite perturbation de la structure standard, un tel feuilletage est une petite
perturbation du feuilletage par des droites complexes [45]). La restriction de Fj & chacune
de ces courbes est uniformément bornée en norme C°, et les estimées elliptiques entrainent
qu’elle est bornée en norme C! (voir [56]). Puisque les bornes obtenues ne dépendent que
de Fy, elles sont uniformes par rapport aux courbes. Le principe de régularité séparée
rappelé dans la proposition 4.22 montre que la suite (F}) est bornée en norme C! sur K.

Pour montrer que la suite (Fj) est bornée en norme C° sur K, on suit [40]. Pour tout
point p € D, il existe un voisinage U, de p et une famille H,, de disques pseudo-holomorphes
centrés en p tels que U, C Uher h(A,p)) (voir [17, 33, 36]). Par conséquent, il existe un
recouvrement fini {Uy; }j=o,...m de K et des constantes associées r(t;) tels que tg = (-1, 0)
et Uy, NUy,,, # . Posons r = max{r(t;)}.

Puisque 0" o Fi(—1, 0) = (—d}, 0) € Q(0,d},), il vient &'} " o Fj, o h(A,) C Q(0, Cyd})
pour tout h € Hy, et donc

8" o Fie(Usy) € Q(0,Crdy).

Pour tout h € Hy,, il existe w € A, tel que h(w) € Uy, NUy, . Le disque pseudo-holomorphe

[t
9:¢ h<1+@§>

vérifie g(0) = h(w) € Q(0,Cypd}) et g(w) = h(0), donc &' o Fi(t1) € Q(0,C2d,) et
8o Fy(Uy,) € Q0 Q(0,C2d},). Par induction, on a 8o Fr(Uy,) € Q(0,C2m1g) '), et fi-
nalement Fi(K) C 6;(Q(0,Ckd})) = Q(0,Ck). AlIlSl la famille (F}) est uniformément
bornée sur K.

Pour tout compact K € D, la suite (Fy|x) possede donc une sous-suite convergeant
pour la topologie C'. Une exhaustion de D par des compacts fournit alors une sous-suite
(F) convergeant & 'ordre 1 pour la topologie compacte-ouverte : quitte a réindexer, on
suppose que la suite (F}) converge a 'ordre 1 pour la topologie compacte-ouverte vers une
application F': D — D’. En particulier, F' est de classe C!.

Par construction, on a pour tout k :

Fi(=1,0) = (=1,0) et dF,oJ*=J%0dF,. (4.4)
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Puisque (J*) et (J'*) convergent respectivement vers .J et j " pour la topologie C! sur tout
compact, on obtient en passant a la limite dans (4.4) que F fixe le point (—1, 0) et vérifie
la condition de (J, J")-holomorphie. O

4.2.2 Construction et propriétés de la fonction G

Rappelons la notation H := {z € C""/ r(2) < 0}, ott r(2) = Rezy + ||2||?. D’apres
la proposition 2.12, il existe des structures modeles simples J et J' et des pseudo-
biholomorphismes ¥ : D — H et ¥ : D' — H fixant le point (—1, 0), continus et
bijectifs jusqu’au bord. Posons G := ¥ o F o U~ : par construction, G : H — H est
(7, J’)-holomorphe et fixe le point (—1, 0).

Remarque 4.17 Vu la remarque 2.14, si la structure J (resp. J') est intégrable, on peut
méme imposer que J (resp. J') soit la structure standard.

Conservation des distances au bord

Lemme 4.18 Pour tout borné K C H, il existe des constantes Ck,Cp > 0 telles que

pour tout p € K,
dist (G(p), OH)

<
O < dist (p, OH)

<.
En particulier, G est a valeurs dans H (et non H), et se prolonge en une application loca-

lement 1/2-hélderienne jusqu’au bord, tel que G(OH) C JH.

Preuve
La démonstration de la proposition 4.7 donne deux constantes ¢, > 0 telles que pour
tout p € D,

(F(p))] = cdist (p,0D) et |o(p)| = ¢ dist (F(p), OD).
Par construction, F, = Aj o F o A,;l et par conséquent, pour tout p € Dy = Ag(D),

cdist (A, (p),dD) < |p' o N (Fi(p))| = dyrf |k (Fi(p))]

) ” _ 4.5
¢ dist (F o A1 (p),0D') < |po A= ()] = dura (D). (4.5)

SiqedD :
x |16, (0 — ¢

ol ¢* = Ax(q) € Ax(OD) = 9Dy, Or pour z = (20,...,2n) € C*TL,

1/2

1651 (@)l = ( dil=o® + > dilzl* | = dillzl]
j=1
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d ~
pour k assez grand, et, finalement, dist (A,;l(p),aD) > P dist (p,0Dy). En
Mo |

remplagant dans (4.5), il vient :

dy,

dist Dy) < |7 (F ) P, S—
cp dist (p,0Dy) < | (Fr(p))| ou ¢k cd;gT,QMleHdékH
D

. d
¢, dist (Fy(p),dD,) < |7x(p)| ou ¢, =¢ ———F .
LAt (59050 <0 o = g gy

. . .. d; dist(F (pg),0D") .
5 k k)
Toujours d’apres la proposition 4.7, a = " dist(pr.0D) est compris entre deux constantes

strictement positives. Par suite, en passant a la limite, il existe des constantes c,C'">0
telles que pour tout p € D (et donc p € Dy, deés que k assez grand),

cdist (F(p), 3[7/) < |7(p)|

c dist (p, 0D) < |#(F(p))|. (4.6)

Composons par les difféomorphismes ¥’ et W~! intervenant dans la définition de G.
Puisque, d’apres la remarque 2.13, r = Fo U1 = # o \I/’_l, on obtient I'encadrement
voulu.

Le méme raisonnement que dans la section 4.1 donne le prolongement localement 1/2-
holderien au bord. O

Corollaire 4.19 FEn notant G = (Gy, 'G) : Re (Gy(t, 0)) T T
€R, t——o0

Preuve

11 suffit de montrer que r(G(t, 0)) o T dans ce cas, si la suite (Re Go(t;,0"));
teR, t——o0

était bornée pour une certaine suite (#;); de réels tendant vers —oo, la suite (|| 'G(t;, 0)||?);
resterait bornée puisque G est a valeurs dans H, et donc 7(G(t;, 0)) aussi. De plus pour
tout t € R™,

r(G(t, 0)) = #(F(TL(t, 0))) = #(F(t, 0)) > edist ((t, 0),0D)

vu la remarque 2.13 et (4.6).

Rappelons que ’équation de D est 0 = Rezyp + P(’z,Z), o P est un polynome réel

homogene de degré 2 : par conséquent, il existe une constante v > 0 telle que pour tout

'z € C", |P(’z,'Z)| <~||"]|*>. Montrons que pour ¢ > 1, dist ((¢, 0),dD) > %, ce qui
[¢]

concluera la preuve. Soit donc z = (29, 2) € C**1 vérifiant ||(¢, 0) — 2|| < 715 Alors

#(z) =Rezg+ P('z,’2) = t+ (Rezo—t)+ (P(% 2) — P(0, 0))

PN O o
I+~ I+~
id
H+ @+
dés que i > 1: dot 2 € D, et dist (1, 0),0D) > /1. O
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Etude du jacobien
Pour alléger les notations, on supposera désormais D=D=Het V=0 =id.

Lemme 4.20 I existe des constantes 0 < a < 3 < 0o telles que pour tout p € H,

alJacyG| < liminf JacA;105;1(p)F‘ < limsup ‘JaCA;105;1(p)F < f|Jac,G|.

Preuve
Soit p € H : pour k assez grand, p € Dy, et

d(Fr)p = d(8},) 0 d(A}) © dF 1,510, 0 AN 0 dy

()
L’application 6§ est linéaire, et det 6,;1 = d’,;‘“. L’application Ay est affine et converge vers
I'identité, donc

JaCA;105k—1(p)F = NkJanFk, (47)

ol pg ne dépend que de k et e (d,./di)" 1. Or d’apres la propriété de conservation

——400
de la distance pour F, le rapport d} /dj reste borné entre deux constantes strictement
positives. Comme Jac,F), = det(d(F}),) PR JacpG, on obtient le résultat voulu en
——+400

passant a la limite dans (4.7). O

Lemme 4.21 Soit P = (pg)r une suite de points de D convergeant vers po, € 0D : alors
la suite (Jacy, F')i, est bornée. De plus, si Jacy,, F = 0, alors pour toute suite (p})r de
o

points de D convergeant vers poo, 0N G Jacp;gF +—> 0.
o0

Preuve
Notons G7 la fonction limite obtenue par la méthode des dilations appliquée & la suite P.
Le lemme 4.20 en p = (-1, 0) € H donne :

a|Jac(_17/0)GP| < liminf |Jacy, F'| < limsup |Jacy, F| < ﬁ\JaC(_L/O)GPL

ce qui implique que la suite (Jacp, F');, est bornée.

Supposons que Jac,, F' — 0, et que (p,)r converge aussi vers p.. Soit A une valeur
d’adhérence de (Jacp;c F). Posons py, = pg et phy,q = pj, : alors 0 et A sont deux va-
leurs d’adhérence de (Jac,,F'). La méthode des dilatations appliquée a P” = (py) et le
lemme 4.20 en p = (—1, 0) € H donnent :

1

a”|Jac(,1’/0)GPN] <0< A< ﬂ”|Jac(,1’/0)G73 l,

ce qui force Jac(_L/O)GP” =0 et donc A = 0. Ainsi Jacpch — 0. O

Lemme 4.22 Soit P = (pi) une suite de points de D convergeant vers po, € OD. Le
jacobien de Uapplication G = GF ne s’annule pas dans H.
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Preuve

On peut supposer poo = 0.

e Montrons que si le jacobien de G s’annule en un point p € H, il est identiquement nul.
La méthode des dilatations appliquée & P et le lemme 4.20 en p donnent une suite (p}),
ou p} = A;l o 6,;1(1)), telle que Jac,, F" — 0.

Pour tout p’ € H :

alJacy G| < liminf JacA;106;1(p,)F‘ < limsup ‘JaCA;1O5;1(p/)F < BlJacy G|,  (4.8)

donc Jac,yG = 0 si et seulement si JaCAglo(s;l(p/)F — 0. Vu le lemme 4.21, il suffit de

montrer que la suite (p}) converge vers 0, avec pj = A;l o 5,;1(1)' ). Or en coordonnées

complexes, en notant a; = g—;;_(pk) et p' = (20,-..,2n) :
n
AEI o 5’;1(])/) =1 apdrzo — Z a;\/ dej, a1drzg + ag\/ dipz1, . . ., Gndizo + ag\/ dg2n
j=1

— 0,
k—+o00

d’otu le résultat.

e Supposons par I'absurde que le jacobien de G est identiquement nul.

Puisque J(0) = Jst, le lemme 3.4, appliqué a la fonction 7 donne un voisinage U de 0, une

constante § > 0 et une fonction ¢ continue sur U N H, strictement J-plurisousharmonique

sur U NH, tels que :

Vz e UNH, ¢(z) < —||z]).
Pour € > 0, on note H® := {z € UNH/ ¢(z2) > —¢}. L'ouvert U étant un voisinage de 0,

il existe € > 0 tel que B(0, \/z%) C U. Pour un tel €, on a H¢ C U. En effet, H® C U,
et si (z)x est une suite d’éléments de H® convergeant vers z € U N H, alors ¢(z) > —¢,
donc ||zx||? < e/8 et ||2]| < \/2/6.

Soit ¢ le rang maximal de dG sur U NH : par hypothese, ro < 2n + 1 (et méme r9 < 2n
puisque G est pseudo-holomorphe). On sait également (lemme 4.18) que G(UNH) C UNH,
et G : H — H est continue et envoie le bord dans le bord : G n’est donc pas constante sur
UNH, et rog > 0.

Le méme raisonnement que dans la démonstration du lemme 4.3 montre qu’il existe un
point ¢ € G(U NH) tel que N := G~!({gq}) soit une sous-variété presque complexe de
dimension 2n 4+ 2 — rg de U N H. La fonction continue ¢ atteint son maximum sur le
compact N N H¢ en un point pg. Deux cas sont possibles :

* soit pg € NN HE : NN H® étant un ouvert de N, il existe un disque pseudo-holomorphe
h, a valeurs dans N N H*®, centré en pg et tel que %(0) # 0 [45]. Le méme raisonnement
que dans la démonstration du lemme 4.3 amene une contradiction.

* soit pg € N NOHE® : la fonction ¢ étant continue,

OH* =(UNdH)U{z e UNH/ ¢(z) = —¢}.

D’apres la propriété de conservation des distances pour ’application GG, N n’intersecte pas

OH, donc nécessairement ¢(pg) = —¢ : ainsi Max ¢ = —e. Par définition de H®, la fonction
NNH®

¢ est constante égale & —e sur N N HE, ce qui contredit la stricte plurisousharmonicité.[]
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o0G
Calcul de 3 ZOO

oG
Lemme 4.23 Pour tout z € H, 8—0(2) =1.
20

Preuve

Remarquons d’abord que d’apres le lemme 4.22, la structure J est intégrable si et seule-
ment si J' est intégrable.

e Premier cas : J et J' sont intégrables. Vu la remarque 4.17, on se ramene alors au cas
J = J = Js. L’application G : H — H est donc holomorphe (au sens standard), et se
prolonge continuement au bord d’apres le lemme 4.18. Soit ® le biholomorphisme (au sens
standard) de H sur la boule unité B de C**! défini par

@(Zov,Z)H(on 1 ,Z)7

Zo—l’l—z()

qui se prolonge en un homéomorphisme encore noté ® : H — B en posant ®(c0) = (1, 0)
et ®71(1, 0) = oc.

Considérons G = ® o Go d ! : B — B. Clest une application holomorphe de la boule
dans la boule et continue sur B U S*, ot S* := 9B \ {(1, 0)}. De plus, G(5*) C IB.
D’apres [51] (proposition 2.3), une telle application est un automorphisme de la boule.
Par construction, G/(0) = 0, et pour tout u € [0; 1] :

~ +1 Zo+1 \/I
0) = @ Y 0) = 'z
Glu, 0) °G<u—1’ 0) (20—1’1—20 )

ou 'on a posé G(Z—ﬂ, 0) = (Zy, 'Z). D’apres le corollaire 4.19, si u tend vers 17, alors la

partie réelle de Zy tend vers —oo et donc

Zo+1 2(Xo — 1)
Re——=1 1.
“Zo—1 T (Xo_121YZ
Puisque ® est & valeurs dans la boule unité, on en déduit G/(u, 0) o (1, 0). Par
ue|0;1[, u—1

conséquent (voir [13] p. 467), Go = id et
Vz € H, G()(ZQ, /Z) = 2q.

e Second cas : J et J' sont non-intégrables.
Dans ce cas, on a vu en (2.5) que G s’écrit

G(20, 2) = (cz0 + f1('2) +ifa(2), ‘G(%2)),

ou c est une constante réelle non nulle, et f; et fo sont a valeurs réelles. En particulier,
a 'z € C" fixé, la fonction G étant continue jusqu’au bord et envoyant OH dans OH, on a
pour tout zg :

Rezg + H'ZHQ =0= cRe(20) + fi(2) + H'G('z)H2 =0,
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done f1(2) = cl|2l|* = ['G(%2)|[%, et f1(0) =[/'G(0)|]*. Ainsi

l/ l [
(-1,0) = 6(-1,0) = (- A(0) + ina(0), G(0) — { HP ="
, oG
Par conséquent, pour tout z € H, g(z) =1 O
0

4.2.3 Application a I’étude du comportement au bord

Les différentes propriétés de G établies précédemment permettent d’obtenir des infor-
mations supplémentaires sur F'; notamment, le lemme 4.22 implique qu’il n’existe pas de
suite (py) de points de D convergeant vers un point du bord et telle que Jac,, F' — 0.

Théoréme 4.24 Soit D et D' deux domaines bornés strictement pseudoconvezes de
variétés presque complexes (M, J) et (M',J') orientées de dimension 2n, définis respecti-
vement par p < 0 et p' <0 ou p et p' sont deuz fonctions strictement plurisousharmoniques
de classe C?.

Si F est une application pseudo-holomorphe propre de D dans D', alors limai%f |Jac, F'| > 0.
p—)
En particulier, l’ensemble des points critiques de F est un compact inclus dans D.

Ainsi, hors d’un compact, 'application F' est un biholomorphisme local : pour la régularité
au bord, il suffit donc de raisonner sur le cas bihoholomorphe. Par ailleurs, des estimations
fines de la métrique de Kobayashi donnent le comportement asymptotique précis de la
différentielle selon la direction ([15], proposition 3.5). Commencons par fixer les notations.
On reprend la présentation faite dans la section 4.1 de [22]. Considérons

vl = (0p/010)0/0x; — (Dp/dx;)0 /09 pOUr j=1,...,n

et v° := (9p/020)0/dyo — (Op/Dy0)0/dxy.

Quitte a restreindre le voisinage U de 0 sur lequel on travaille, les champs de vecteurs définis
par X7 = v/ —iJvl, 1 < j < n, forment une base de I’espace tangent complexe & {p = p(2)}
en tout point z € U. De plus, en posant X? = 0¥ —4.J0%, la famille X = (X", X!,..., X")
forme une base de champs de vecteurs (1,0) sur U. De méme, on construit une base
X' = (X", X", ..., X'™) de champs de vecteurs (1,0) sur U’ telle que (X' (w), ..., X" (w))
définisse une base de l'espace tangent complexe & {p’ = p/(w)} en tout w € U’. Notons
A(pg) la matrice de Papplication dF),, dans les bases X (py) et X'(F(pk))-

Proposition 4.25 [15] La matrice A(py) vérifie les estimations suivantes :

_ 01.1(1) Oy (dist (pg, OD)'/?)
Alpr) = ( Op.1(dist (lplk,aD)_l/2) 1 O,WIEU ) ‘

Remarque 4.26 Le comportement asymptotique de A(py) dépend uniquement de la dis-
tance de p au bord du domaine, et non du choix de la suite (pg)g.
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Dans le cas d’un biholomorphisme, on en déduit immédiatement une estimation iden-
tique pour (dF,,)~! = d(F_l)F(pk). Dans notre cas, le controle de la matrice inverse repose
sur la proposition 4.25 et le controle du jacobien.

Proposition 4.27 La matrice A(py) est inversible, et son inverse vérifie les estimations
suivantes :

Alpp)~! = < 01,1(1) O1,n(dist (px, 9D)"/?) )
On1(dist (pg, 0D)~1/2) Onn(1)
Preuve 1
La formule A™! = Tac F x ‘com A, combinée avec le lemme 4.21 et le théoreme 4.24,
ac
montre qu’il suffit d’obtenir les estimations souhaitées pour la matrice B := fcom A. Le

déterminant extrait de A intervenant dans le coefficient B; ; se calcule en développant par
rapport a la 0-iéme ligne et/ou la 0-ieme colonne de A, ce qui donne le résultat grace a
la proposition 4.25. O

Le lemme 4.23 permet d’obtenir, exactement comme dans [22], proposition 4.5, des
informations supplémentaires sur le coefficient (0,0) de la matrice A(pg). Remarquons
d’abord que les bases X et X', et donc la matrice A(py), dépendent de la renormalisation
par la condition J(peo) = Jst : on notera donc A(pso, pr) au lieu de A(py).

Proposition 4.28 Le coefficient (0,0) de la matrice A vérifie les propriétés suivantes :
— tout point d’adhérence de la fonction z — Aoo(p,z) est réel quand z tend vers
peID;
- pour z € D, soit p € 0D réalisant la distance de z au bord du domaine. Il existe une
constante A > 0, indépendante de z € D, telle que \A(o,o) (p,2)| > A.

Le théoreme 4.24 et les propositions 4.27 et 4.28 permettent d’appliquer tels quels les
arguments de la démonstration du théoreme 0.1 de [22].

Théoréme 4.29 Soit D et D' deux domaines bornés strictement pseudoconvezes de
variétés presque complexes (M, J) et (M',J") orientées de dimension 2n, définis respecti-
vement par p < 0 et p' < 0 ot p et p’ sont deuzx fonctions strictement plurisousharmoniques
de classe C%. Toute application pseudo-holomorphe propre de D dans D' se prolonge en
une application de classe C' de D dans D'.

4.3 Reégularité supérieure et estimation au bord

On se place sous les hypothéses du théoreme 4.30. Prés du bord, puisque F' est un
biholomorphisme local, la structure J' est définie par Jj = dF;oJo (dF,;)~1, qu’on notera
F.J. Appliquons la proposition 3.21 & N = N*M et N’ = N*M’ (qui sont munies de
structures presque complexes de classe respectivement CFo—1 et Ck’+o/—1) pour l'appli-
cation (F, {(dF)~!') : on obtient que cette application est localement de classe C5~1, ot
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s=min (k- 14 «a/2,k' +a'/2), et

C/

1(F, (dF)™lles—1(py < e()II(F, (dF) Hlloo | 1+

En particulier F' est de classe C®, et

C/

11y < e()IIE, (dF) o | 1+

Finalement :

Théoréme 4.30 Soit k, k' > 1 des entiers et 0 < o,/ < 1, (M,.J) une variété -
presque complexe et (M',J') une variété Ck/’o‘/—presque complexe. On suppose M et M’
orientées, de dimension 2n, et soit D (resp. D') un domaine borné strictement pseudo-
convexe de M (resp. M') défini par p < 0 (resp. p' < 0) ot p et p' sont deux fonctions
strictement plurisousharmoniques de classe CFT1 et CK 1"

Toute application pseudo-holomorphe propre de D dans D' se prolonge en une application
de classe C* de D dans D', ot

s=min(k—1+a/2,k +d/2).

De plus,

c/

FoJ
)\N*M’

1Eles-1() < e(s)II(F, (dF) ™o [ 1+



Chapitre 5

Perspectives

Suite aux travaux menés dans cette theése, nous proposons quelques pistes de recherche
susceptibles d’en constituer un prolongement naturel.

La premiere idée est bien entendu d’étendre les résultats du premier chapitre au cas
presque complexe. Adapter la méthode de paramétrisation des disques réguliers a de pe-
tites déformations de la structure standard (voir [14]) conduirait & des propriétés d’unicité
sur les pseudo-biholomorphismes. L’emploi de la méthode des dilatations pour les espaces
source et but a par ailleurs de bonnes chances de donner des résultats d’unicité sous des
hypotheses plus larges que celles exigées ici.

Concernant ’étude des applications pseudo-holomorphes propres entre deux domaines
bornés strictement pseudoconvexes D et D’, on peut s’attendre & ce que d’autres propriétés
connues en complexe restent vraies en presque complexe. Ainsi, on sait qu’en complexe une
telle application est ouverte. Cette propriété liée a la rigidité de la condition d’holomorphie,
et qui donne directement la surjectivité de l'application, permettrait également vu la
densité des valeurs régulieres de prouver que 'image réciproque de tout point est finie, de
cardinal inférieur ou égal au degré de I'application. On peut envisager une démonstration
utilisant les disques pseudo-holomorphes, et penser que le caractere ouvert reste stable par
petites perturbations de la structure standard.

Il est également intéressant de chercher a obtenir davantage de renseignements sur
le lieu Crit des points critiques. On sait déja que le jacobien reste loin de 0 hors d’un
compact. Les résultats connus en complexe laissent espérer mieux : si D’ est simplement
connexe, ou si D = D', lapplication est-elle nécessairement un biholomorphisme ? Une
premiere étape consiste a étudier la structure de Crit. Il parait peu problable de pouvoir
affirmer, comme dans le cas standard, que c¢’est une hypersurface (ou ’ensemble vide), I'un
des principaux obstacles étant ’absence de notion d’ensemble analytique. Un objectif plus
réaliste serait de montrer que le compact Crit est une réunion de disques analytiques, et
donc vide par les mémes arguments que ceux intervenant dans le chapitre 4.

Quelques pistes moins nettes. On peut bien str chercher a améliorer la régularité ob-
tenue pour le prolongement au bord (ou & montrer que celle-ci est maximale!). Rappelons
que, dans le cas standard, ol les structures complexes sont constantes, la régularité C"~1/2
est optimale pour des domaines & bord de classe C" (voir I'exemple construit par Hurumov,

93
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cité dans [50]). Les preuves données dans cette thése s’adaptent immédiatement au cas ou
les structures presque complexes sont de classe C*, et les bords des domaines de classe
C" : on obtient alors que le prolongement est de classe C"~'. La perte de régularité lorsque
I’on déduit la régularité de I'application de celle le long des disques est due a ’emploi d’un
principe de régularité séparée [59], étape qui semble difficilement contournable. Il s’agi-
rait donc plutot d’affiner la régularité elliptique des disques attachés a une sous-variété
totalement réelle. On peut aussi prendre en compte de fagon plus précise la régularité des
variétés, en introduisant la classe S* définie dans [42].

D’autre part, nous avons travaillé sur des domaines D et D’ possédant des fonctions
définissantes p et p’ globalement strictement plurisousharmoniques. En réalité, ’hypothese
de stricte plurisousharmonicité globale est superflue pour la fonction p’. En ce qui concerne
p, elle intervient dans la preuve de la propriété de conservation des distances au bord. Il
est naturel de se demander si I’'on peut supprimer cette hypothese, et s’il suffit de supposer
D simplement strictement pseudoconvexe, voire pseudoconvexe de type fini.

Enfin, une direction de travail trés prometteuse concerne le caractére d-hyperbolique
au sens de Gromov des domaines strictement pseudoconvexes munis de la métrique de
Kobayashi. Dans le cas complexe, la preuve de Z. Balogh et M. Bonk [2] repose sur la
connaissance d'un équivalent pour la métrique de Kobayashi au bord [43]. La difficulté
est d’obtenir un tel équivalent en presque complexe. L’encadrement donné dans [21, 15]
s’avere suffisamment précis en termes d’informations sur le comportement de la métrique
selon les directions, mais les constantes ne sont pas optimales. Les constantes explicites
obtenues dans le chapitre 3 pourraient donner 1’équivalent voulu.

Il semble par ailleurs possible d’adapter la preuve de [2] en partant seulement de
I’encadrement déja connu de la métrique de Kobayashi. Pour cela, nous avons besoin
de montrer que la pseudo-métrique sur D construite a partir de la métrique induite sur
0D par la forme de Levi est en fait une métrique, quasi-isométrique a la métrique de
Kobayashi. Remarquons que, de nouveau, les hypotheses topologiques sur le bord du
domaine (connexité, existence d’une fonction strictement plurisousharmonique globale,...)
jouent un role important. La -hyperbolicité redonnerait que les applications holomorphes
propres, en tant que quasi-isométries, se prolongent continiiment jusqu’au bord.
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Résumé. Dans cette these, on s’intéresse & une famille particuliere de disques ana-
lytiques attachés a une sous-variété : les disques réguliers, introduits par L. Lempert en
1981 comme les géodésiques pour la métrique de Kobayashi. Ces disques sont invariants
sous l'action des biholomorphismes, et leurs propriétés au bord sont intimement liées
a la géométrie de la variété a laquelle ils sont attachés. L’étude des disques analytiques
réguliers apparait particulierement pertinente lorsque I'on s’intéresse au comportement des
applications (pseudo-)holomorphes au bord d’un domaine. Dans le premier chapitre, nous
obtenons une paramétrisation explicite des disques réguliers attachés a différents types
d’hypersurfaces réelles non-dégénérées de C™. Plus précisément, nous montrons qu’un
tel disque h est entierement déterminé par h'(0), ainsi que par h(1). Cela donne une
représentation circulaire locale de '’hypersurface par le biais de 'application de Riemann
h(1) — h'(0), et des propriétés d’unicité pour les biholomorphismes. La suite de cette
these est consacrée a 1’étude, dans le cadre presque complexe, du comportement au bord
d’une application pseudo-holomorphe propre F' entre deux domaines strictement pseudo-
convexes. Ce probleme a été largement traité dans le cas standard, mais les arguments
utilisés (holomorphie du jacobien, analyticité...) ne se généralisent pas en presque com-
plexe. Nous commencons par montrer que le lieu des points critiques de F' reste loin du
bord, l'outil essentiel étant la méthode de dilatation des coordonnées (introduite en com-
plexe par S. Pinchuk). Nous en déduisons que F' se prolonge au bord, et nous établissons le
lien entre la régularité du prolongement et la régularité des structures presque complexes.
Nous donnons également des estimations explicites des normes hélderiennes, a partir d’es-
timations pour les disques attachés a une sous-variété totalement réelle.

Abstract. In this thesis, we are interested in a special family of analytic discs at-
tached to a submanifold: the regular discs. They have been introduced by L. Lempert
in 1981 as geodesics for the Kobayashi metric. They are invariant under the action of
biholomorphisms, and their boundary properties are strongly related to the geometry of
the manifold to which they are attached. The study of regular analytic discs is particu-
larly helpful in understanding the boundary behaviour of (pseudo-)holomorphic maps. In
the first chapter, we obtain an explicit parametrization of the regular discs attached to
different types of non-degenerate real hypersurfaces in C". More precisely, we prove that
such a disc h is entirely determined by h’(0), and also by h(1). This yields a local circular
representation of the hypersurface by means of the Riemann map h(1) — h/(0). We also
get some uniqueness properties of the biholomorphisms. The sequel of this thesis is devoted
to the problem, in the almost complex situation, of extending up to the boundary a pro-
per pseudo-holomorphic map F' defined between two strictly pseudoconvex domains. This
problem has been widely studied in the standard case, but the arguments (holomorphy of
the Jacobian, analyticity...) cannot be used in the almost complex case. We first prove that
the set of all critical points of F' is far from the boundary of the domain. The key-point is
the scaling method, introduced by S. Pinchuk. We then deduce that F' extends up to the
boundary, and we establish the link between the Holderian regularity of the extension and
the regularity of the almost complex structures. We also give some explicit estimates of
the Holderian norms, using estimates for the discs attached to a totally real submanifold.

Mots clés : Application de Riemann, Disques analytiques, Domaines strictement pseudo-
convezes, Régularité au bord, Variétés presque complezes.

Classification mathématique : 32A40, 32H35, 32H40, 32Q45, 32Q60, 32Q65,
32T15, 32U05, 32V40, 53C15.



