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Chapitre 1

Introduction

1.1 Une incursion dans le monde des semi-groupes

d’opérateurs linéaires

Compte tenu de la remarque simple que la fonction exponentielle réalise, en autre,
I'isomorphisme fondamental algebrique et topologique entre le groupe topologique aditif
des nombres réels et le groupe topologique multiplicatif des nombres réels strictement
positifs, on peut constater que la fonction ¢t — €' | a € IR, est une solution réele
continue de I'équation fonctionnelle de Cauchy f(t + s) = f(t)f(s) avec la condition
f(0) = 1. Cette équation a été etudiée par beaucoup de mathématiciens commencant
avec Cauchy méme. D’autre part, il est tres bien connu que la fonction exponentielle
t — €' est la solution unique sur IR de I'équation différentielle ' = ax avec la
condition initiale z(0) = 1. L’importance des fonctions exponentielles a connu une
grande croissance apres 'année 1888, quand le grand mathématicien GIUSEPPE PEANO

a eu l'inspiration d’écrire la solution du probleme de Cauchy vectoriel

¥ = Ax
z(0)=1 |,

5



6 1. Introduction

ou A est une matrice quadratique, sous la forme

t— et = i A

n!

n=0
Ce résultat a été étendu aux équations différentielles opératorielles X' = AX, ou A
est un opérateur linéaire borné dans un espace de Banach X, qui a pour solution
fondamentale la fonction exponentielle t — e, A € B(X).

Ces extensions de la fonction exponentielle admettent un modele général dans le cadre
des algebres de Banach abstraites. Plus précisément, si B est une algebre de Banach

avec I'unité I et a € B, alors la fonction

Ro>t—e%eB

o
t"a”
>
n!

n=0

est dérivable et elle est I'unique solution du probléeme de Cauchy

Compte tenu de l'unicité des solutions du probleme de Cauchy, il en résulte que la
fonction f(t) = e' satisfait sur IR & I'équation fonctionnelle de Cauchy. Le probléme
reciproque de savoir si les solutions de 1’équation fonctionnelle de Cauchy sont des so-
lutions pour les équations différentielles linéaires de premier ordre ' = ax, s’est avéré
étre plus difficile, mais il a été résolu par NATHAN [Na’35] et YOSIDA [Yo0’36]. Donc
la double caractérisation de la fonction exponentielle par ’équation fonctionnelle de
Cauchy et par ’équation différentielle linéaire de premier ordre a été établie pour le
cas général des algebres de Banach abstraites.

Ces caractérisations importantes ont sugéré 'idée d’étudier les équations différentielles
linéaires du premier ordre par des extensions adéquates de la fonction exponentielle.
De cette maniere est apparu la nécessité de considérer les équations différentielles vec-
torielles de premier ordre z’ = Az ou A n’est pas un opérateur de I’algebre de Banach

des opérateurs linéaires bornés B(X), mais un opérateur linéaire non-borné dans un
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espace de Banach X'. La définition d’une fonction exponentielle comme une solution
de cette équation a été realisée par I'introduction des semi-groupes de classe Cy. Mais,

dans ce cas-la, I’équation fonctionnelle de Cauchy se réfere aux fonctions
[0,00) >t — T(t) € B(X)

avec T'(0) = I, satisfaisant la relation T'(t +s) = T'(t)t(s) et qui sont fortement contin-
ues, c¢’est-a-dire ayant la propriété

ImT(t)r =

t—0

pour tout x € X. Les résultats fondamentaux pour les semi-groupes de classe Cj
dans les espaces de Banach ont été obtenus par HILLE [Hi’36], [Hi’48], [Hi’52],
YosipA [Yo’48|, [Yo’57], FELLER [Fe’52], [Fe’53-2], M1YADERA [Mi’52], [Mi’56]
et PHILLIPS [Ph’52], [HP’57]| qui ont crée la théorie des Cp-semi-groupes et de
leurs générateurs. Le célébre théoreme de Hille-Yosida-Feller-Miyadera-Phillips rétablit
le lien entre l’équation fonctionnelle de Cauchy T'(t + s) = T(t)T(s) et I'équation
différentielle 2/ = Ax, ou A est un opérateur non-borné fermé et densément défini
dans un espace de Banach X'. Dans ce cas-la, T'(t) représente dans un certaine sens la
fonction exponentielle. Beaucoup de résultats intéressants concernant ’engendrement,
la représentation, les propriétés spectrales et de convergence peuvent étre trouves
dans les excellentes monographies de AHMED [Ah’91|, BARBU [Ba’76], BUTZER
et BERENS [BB’67] CLEMENT, HEIJMANS, ANGENENT, VAN DULIN et DE PATGER
[CHADP’87], DaviEs [Da’80], Pazy [Pa’83-1], etc. Quelques problemes spéciaux
concernant les semi-groupes de classe Cy sont donnés dans les travaux de CASSIER
[Ca’01] ou GASPAR et WESTPHAL [GW’74] et une synthese sur les semi-groupes de
classe Cy dans les espaces de Banach est donnée dans LEMLE [Le’03].

Le moment le plus important concernant la généralisation des semi-groupes de classe
Cy est marqué par 'introduction des semi-groupes intégrés a la fin des années '80 (voir
ARENDT [Ar’87]). Dans la théorie des semi-groupes intégrés un role important revient
a un théoreme classique de représentation de la transformée de Laplace pour une fonc-

tion avec valeurs réelles, prouvé par WIDDER [Wi’34], [Wi’71]. Malheureusement,
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dans 1960 ZAIDMAN [Za’60] a prouvé que le théoreme de Widder ne peut étre étendu
aux fonctions a valeurs dans un espace de Banach arbitraire. Difficilement, en 1987
ARENDT [Ar’87, pag. 329] a prouvé un version "intégré” du théoreme de Widder
pour des fonctions a valeurs dans un espace de Banach, avec lequel il a obtenu une
caractérisation complete pour le générateur d’un semi-groupe intégré. Dans le cas des
semi-groupes intégrés on peut voir que le générateur n’est pas nécessairement a domaine
dense, comme on peut le voir dans les nombreux travaux parus dans les dernieres années
sur ce sujet. Pour plus de details, on peut consulter les travaux de BOBROWSKI [Bo’94],
DE LAUBENFELS [DL’89], HIEBER [Hi’91-1] et [Hi’91-2], KELLERMAN et HIEBER
[KH’89], M1JATOVIC, PILIPOVIC et VAJZOVIC [MPV’97|, NEUBRANDER |[Ne’88],
NicaIse [Ni’93], PENG et CHUNG [PC’98], THIEME [Th’90], etc. Une étude com-
parative concernant les semi-groupes de classe Cj et les semi-groupes intégrés sur les

espaces de Banach peut étre trouvée dans LEMLE [Le’05].

1.2 Les opérateurs de diffusion et le semi-groupe de

Feynman-Kac

Soient D un ensemble ouvert dans IR? et D un espace des functions sur D, par exemple
D = C§°(D) Vespace des fonctions indéfiniment dérivables sur D avec un support

compact. D s’appelle 'espace des fonctions test. Un opérateur densément défini (A, D)

avec les coefficients mesurables a;;, 3 : D — IR? tel que la matrice (a;;(z)) est définie
positive (dans un sens non-strict) pour tout x € D, s’appelle un opérateur de diffu-
sion. La théorie des opérateurs de diffusion a été dévelopée par STROOCK et VARAD-

HAN [SV’79]. Outre leur importance théorique dans l'analyse et les probabilités, les
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opérateurs de diffusion fini-dimensionnels sont présents dans beaucoup d’applications,
incluant particulierement la mécanique stochastique. De plus, les opérateurs de diffu-
sion fini dimensionnels peuvent-étre utilisés pour étudier le cas difficile des opérateurs
de diffusion infini dimensionnels.

En particulier, il est bien connu que 'opérateur de Laplace (ou 'opérateur de Schrodinger
libre)

qui agit sur 'espace C§° (Rd) des fonctions réelles indéfiniment dérivables avec un
support compact, engendre un mouvement brownien libre (Bt)tzo a valeurs dans IR?
défini sur un espace de probabilité filtré (Q, F, (F1),5q, (Ps),cpa) avec Py (By = x) =
1 quelque soit le point initial = € IR?, ot IE® est 'espérance mathématique associée &
IP,. On peut prouver que pour tout 1 < p < oo, I'opérateur (A, Cge (]Rd)) est contenu

dans le générateur L, du Cy-semi-groupe du mouvement brownien {F;},.,
Fif(x) = E*f (By)

dans LP(IRY, dx) (voir [BH’86, p. 7]).

Soit D un domaine ouvert dans IR? avec son bord dD. Considérons l'opérateur de

Schrodinger A = —% + V sur lespace C§°(D), ou A est 'opérateur de Laplace et
V : IR* — IR est un potentiel Borel mesurable. Soit {PtD’V} une famille donnée
par =

[V (By)ds

PPV f(x) = B pery f(Bre 0

ouTp =inf{t > 0| B, ¢ D} est le temps d’arrét et f est une fonction mesurable non

négative (alors {PtD’V} est bien défini). La famille {PtD’V} est un semi-groupe
t>0 t>0

d’opérateurs linéaires bornés dans LP(D, dx), pour p € [1, oo], nommé le semi-groupe de

Feynman-Kac. On peut prouver que {PtD’V} est un Cy-semi-groupe sur LP(D, dx),
>0

pour p € [1,00) et son générateur EZ)’)V est une extension de 'opérateur de Schrodinger
(A, C§°(D)) (voir [Wu’98, Lemma 2.1, p.286]).
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1.3 Motivation de I’étude de 'unicité

Notre principal but est le probleme de I'unicité pour les opérateurs de diffusion dans
I’éspace LP, dans le cas spécial p = co. Les problemes d’unicité pour les opérateurs de
diffusion jouent un role crucial dans plusieurs champs de la physique-mathématique,
incluant la mécanique quantique, les équations stochastiques aux dérivées partielles,
les processus de diffusion sur une variété riemannienne, etc. L’importance de 1’étude
de l'unicité des opérateurs peut-étre motivée par un exemple simple. Soit C§° (IRY)
I’espace des fonctions indéfiniment dérivables avec un support compact. On considere
I'opérateur de Schrodinger A

avec le domain D = C(IR?), ot V : R? — IR est un potentiel mesurable. On
dit que A est un opérateur essentiel auto-adjoint sur LQ(Rd, dx) si sa fermeture est le
générateur d’un Cy-semi-groupe sur L?(IR?, dz). 1l est bien connu (voir KaTo [Ka’84],
REED et SIMON [RS’75]) qu’on a équivalence entre:

(i) la propriété essentiellement auto-adjointe de A: la fermeture de A dans L?(IR?, dx)

est le générateur du semi-groupe de Feymnan-Kac

. —fV(Bs)ds
P f(z) = E"f(Be ¥

ou (By)i>o est le mouvement brownien avec le départ en z;
(ii) l'unicité des solutions fortes pour le probléme de Cauchy: pour tout z € D(A), le

probleme de Cauchy (ou I’équation de Kolmogorov rétrograde)
o (t) = Av(t)
v(0) ==z
a une L?(IR?, dz)-unique solution forte v(t) = PV x;
(iii) l'unicité des solutions faibles pour le probéme de Cauchy dual: pour tout y €

L*(IR?,dx), le probleme de Cauchy dual (ou I'équation de Kolmogorov progressive ou

I'équation de Fokker-Planck)

{ Bpu(t) = A*u(t)
u(0) =y
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a une L?(IR?, dx)-unique solution faible u(t) = PYy.

Compte tenu de ces équivalences, on peut dire que A est L2(Rd, dx)-unique. 11 faut
remarquer que si f(x) est la distribution initiale de la chaleur, alors la solution (¢, x)
du probleme de Cauchy dual est la distribution de la chaleur au moment ¢ dans la

position x. De plus

/ fult, 2)]dz = [Jult, 7)1

est I’énergie totale du systéme au moment ¢. Donc il est tres intéressant d’étudier la
LY(IR?, dx)-unicité des solutions faibles du probleme de Cauchy dual. La LP(IR?, dx)-
unicité de l'opérateur de Schrodinger pour p € (1,00) a été étudiée par ROCKNER
[R6°98], EBERLE [Eb’97], DJELLOUT [Dj’97] et I'unicité dans L' (IR?, dx) a été étudiée
par STANNAT [St’99] et WU [Wu’98].

Alors si on peut donner un sens pour L>(IR?, dz)-unicité de 'opérateur A, on peut
formuler la question suivante: il existe équivalence entre

(i) L'(IR?, dx)-unicité des solutions faibles du probleme de Cauchy dual;

(ii) L>®(IR?, dz)-unicité des solutions fortes du probleme de Cauchy;

(iii) L*®(IR?, dx)-unicité de I'opérateur A?

Il faut remarquer que le semi-groupe de Feynman-Kac n’est pas de classe C sur
L"O(]Rd,dx) par rapport a la topologie forte. En général pour un Cy-semi-groupe
{T'(t)},>, sur un espace localement convexe (X, (), le semi-groupe adjoint {7*(t)},,, n’est
pas fortement continu sur I'espace dual ) = X'* par rapport a la topologie forte 5(), X)
de l'espace dual ( voir [Yo’71, Proposition 1, p.195]).

Pour obtenir la continuité forte du semi-groupe adjoint sur l’espace dual on a deux
possibilités:

(i) on peut utiliser la théorie des semi-groupes intégrés sur (X, 3) pour construire un
semi-groupe adjoint sur l'espace dual Y = X* fortement continu par rapport a une
topologie plus faible que la topologie 5(Y, X);

(ii) on peut introduire une nouvelle topologie sur 'espace dual )) = X* par rapport a
laquelle {T*(t)},, devient un Cy-semi-groupe.

Notre travail de these commence par un étude des semi-groupes d’opérateurs linéaires
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dans un contexte tres général. Dans le deuxieme chapitre nous présentons quelques pro-
priétés tres bien connues des semi-groupes de classe Cjy sur un espace de Banach d’une
maniere qui permet une bonne connexion avec la classe des semi-groupes intégrés qui
est étudiée dans le troisieme chapitre. Il faut remarquer que dans la preuve du théoreme
de Hille-Yosida nous n’avons pas utiliser le procédé standard de renormalisation. De
méme, nous avons donné une preuve élémentaire pour le théoreme de Arendt qui car-
actérise les générateurs des semi-groupes intérgés non-dégénérés.

Le quatrieme chapitre présente les générateurs essentiels. Nous étudions les semi-
groupes de classe () sur un espace localement convexe et nous introduisons une nou-
velle topologie sur 1'espace dual tel que I'adjoint d’un Cy-semi-groupe est de classe Cj
par rapport a cette topologie. Les résultats les plus importants de ce chapitre sont un
théoreme de caractérisation d’un core dans le cas des Cy-semi-groupes sur un espace
localement convexe et un théoreme de caractérisation complet d’un générateur essentiel
sur un espace localement convexe.

Enfin, dans le dernier chapitre nous présentons quelques exemples des générateurs es-
sentiels dans L™ qui interviennent dans la physique mathématique. Dans cette these
ont été obtenues pour la premiere fois la L*-unicité des opérateurs de Schrodinger et
des opérateurs de Schrodinger généralisés sur une variété riemannienne complete, ainsi

que L'-unicité des solutions faibles pour I’équation de transport de masse.
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Chapitre 2

Cy-semi-groupes

2.1 Préliminaires

Dans la suite, nous noterons par £ un espace de Banach sur le corps des nombres
complexes €, par B(E) l'algebre de Banach des opérateurs linéaires bornés dans £ et
par I l'unité de B(E).

Pour un opérateur linéaire A : D(A) C £ — £ nous noterons par
p(A) = {\ € | \] — A est inversible dans B(E) }
I’ensemble résolvant de A € B(E) et par
R(.54) : p(4) — B(E)
R\ A) = (M —A)!
la résolvante de l'opérateur linéaire A.

Définition 2.1.1 On appelle Cy-semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur € une
famille {T(t)},, C B(E) vérifiant les propriétés suivantes:

i) T(0) = I;

i) T(t+s)=T)T(s) , Vt,s>0;

iii) imp o T'(H)x =2 , Veefl.

15
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Définition 2.1.2 On appelle générateur infinitésimal du Cy-semi-groupe {T'(t)},5q, un

opérateur A défini sur ’ensemble:

T(t)r —
D(A) = {x €& limM existe }
t\0 t
par:
Ar = lim L= e DAY,
t\0 t

Exemple 2.1.3 Soit:
Cuw|0,00) = { f :[0,00) — IR| f est uniformément continue et bornée}

Avec la norme || f|lc,0.00) = SUPae(0,00) [f ()], I'espace Cup[0, 00) devient un espace de

Banach. Définissons:
(Tt)f)(a)=f(t+a) , Vt>0etael0,00).

Evidemment 7'(¢) est un opérateur linéaire, et, en plus, on a:

i) (T'(0)f) (@) = f(0+a) = f(a). Donc T(0) = I

i) (Tt + 5)f) (@) = f(t+5+a) = (T(1)f) (s +a) = (THT(5)f) (a), Vf € Cul0,00).
Donc T'(t + s) =T(t)T(s), Vt,s > 0;

iii) im0 [|[7(6) f = flle,p0.00) = Limeno {sUDyefo00) | f(t+ @) = f(a)]} =0,V € Cup 0, 00).

De méme, nous avons:

1T fllcp0.00 = sup [(TE)f) (@) = sup [f(t+a)l=

a€l0,00) a€l0,00)
= sup |[f(B) < sup [f(B)] = fllewooe) » VE20.
B€[t,00) B€[0,00)

Donc [|T'(t)[| = 1, quelque soit ¢ > 0. Par conséquent {T'()},-, est un Co-semi-groupe
d’opérateurs linéaires bornés sur C,;[0, 00), nommé le Cy-semi-groupe de translation a
droite.

Soit A : D(A) C Cyup[0,00) — Cyp[0, 0) le générateur infinitésimal du Cy-semi-groupe
{T'(t)},50- Si f € D(A), alors nous avons:

Af(@):}t{%T(t)f(at)_f(a):ll\lléf(a+t3§_f(a):f,(ﬂ> :
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uniformément par rapport a «. Par conséquent:
D(A) C{f € Cu[0,00) | f" € Cu[0,0) }

Si f € Cuwpl0,00) tel que f’ € Cypl0, 00), alors:

R R HICEL
Cupl0,00)  a€[0,00)
Mais:
_‘%vm“—fm>:%/ww—fwmh<

1 ! !
< ¢ [1F@ - @l ar—o

uniformément par rapport a « pour t \, 0. Par suite:

HT<t>f_f _f/

—0 si t\,0,

t Cub[0,00)

d’ou f € D(A) et:
{f € Cl0,00) | " € Cup[0,00) } C D(A)

Par conséquent D(A) = {f € Cp[0,00) |f" € Cup[0,00)} et Af = f'. Comme cet
opérateur est non borné, il ne peut pas engendrer un semi-groupe uniformément con-

tinu.

Nous noterons par SG(M,w) I'ensemble des Cy-semi-groupes {T'(t)},5, C B(E)
pour lesquels il existe w > 0 et M > 1 tel que:

1T < Met | vi>0.

Dans ce cas, on dit que {T'(t)},, est un Cy-semi-groupe exponentiellement borné.
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Proposition 2.1.4 Soient {T'(t)},., un Co-semi-groupe et A son générateur infinitésimal.
Si x € D(A), alors T(t)x € D(A) et on a l’égalité:

T(t)Az = AT(t)x , Vt>0.

Preuve. Soit x € D(A). Alors pour tout ¢ > 0, nous avons:

T(t)Av = T()im %:
_ oy Th)T(t)x —T(t)x
AN h

Donc T'(t)x € D(A) et on a T'(t)Ax = AT (t)z, YVt > 0.m
Remarque 2.1.5 On voit que:
T(t)D(A) CDA) , Vt>D0.

Proposition 2.1.6 Soient {T'(t)},., un Cy-semi-groupe et A son générateur infinitésimal.
Alors Uapplication:
0,00)2t+—T(t)x €&

est dérivable sur [0,00), pour tout x € D(A) et nous avons:

%T(t)x =T(t)Ax = AT(t)x , Vt>0.

Preuve. Soient x € D(A), t > 0 et h > 0. Alors:

T+ h)x—T(t T(h)x —
< Me*t T(hr—z Ax
h
Par conséquent:
T -T
lim L = TOT  py gy
A\O h

d’oi:
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Sit— h > 0, alors nous avons:

H T(t — h)a — T(t)z

— —T(t)Ax

T _
< | T(t—n)| H% — Az + Az — T(h)Az|| <

< Me(t=h) (HTUL): — T Az| + |T(h)Ax — AxH)
Par suite:
T(t — —-T
lim (t=h)z )z =T(t)Ax
A\0 —h
et:
I

ET@):C =T({t)Az , Vt>0.

Il s’ensuit que 'application considérée dans 1’énoncé est dérivable sur [0, 00), quel que

soit € D(A). De plus, on a I'égalité:

%T(t)x =Tt) Az =AT(t)x , Vi>0m

Lemme 2.1.7 Soit {T'(t)},5, un Co-semi-groupe. Alors:

t+h

.1
}111{% 7 /T(s)w ds =T(t)x
t

quels que soient x € € ett > 0.

Preuve. L’égalité de 1’énoncé résulte de I’évaluation:

% / T(s)z ds — T(t)a|| = % / (T(s) — T(t)) x ds| <
< s 1T (s)x —T(t)z|

et de la continuité de Papplication [0,00) 3t — T(t)z € Em
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Proposition 2.1.8 Soient {T'(t)},5, € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal.
¢
Sixz €&, alors [T(s)x ds € D(A) et on a égalité:
0
¢

A/T(s)xds:T(t)x—:v , Vt>0.

0

Preuve. Soient z € £ et h > 0. Alors:

t t ¢
T(h)—1 1 1
L/T(S)QJCZSZ—/T(s—l—h)acahs——/T(s’):z:ols:

h h h
0 0 0
. t+h ¢
= E/T(u)xdu——/T(s)xds—
h 0
t+h h ¢
1 1 1
= 5 T(u)xdu—ﬁ T(wzdu—— [ T(u)x du =
0 0 0
t+h h
—1/T()d 1/T()d
= 7 u)z du — ¢ w)z du
¢ 0

Par pasage a limite pour h \ 0 et compte tenu du lemme 2.1.7, nous obtenons:
t
A/T(S)de—T(t)x—x , Vt>0
0

et:
t

/T(s)a: ds € D(A).m
0
Théoréme 2.1.9 Soient {T'(t)},, un Co-semi-groupe et A son générateur infinitésimal.
Alors x € D(A) et Ax =y si et seulement si
¢
Tt)r —x = /T(s)y ds , Vt>0.
0
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Preuve. = Si xz € D(A) et Ax = y, alors nous avons:
—T(s)x=T(s)Ax =T(s)y , Vsel0,t],t>0,

d’ou:

d
/T(s)y ds = /gT(s)x ds=T({t)x—z , Vt>0.
0 0
<= Soient z,y € & tel que

t
Tt)r —x = /T(s)y ds , Yt>0.
0

Alors nous avons

T(t)r — 1
#z;/T(s)yds , Vt>0,
0
d’ou
T(t)x — 1
lim (t)z :B—hm—/T Jyds=TO0)y=vy , Vt>0,
t\0 t tN\O ¢
0

compte tenu du lemme 2.1.7. Finalement on voit que x € D(A) et Az = y.m

Théoréme 2.1.10 Soient {T'(t)},5, € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal.
Alors:
i) D(A) =¢&;

it) A est un opérateur fermé.

Preuve. i) Soient x € £ et t, >0, n € IN, tel que lim,, ¢, = 0. Alors:
1 n
T, = t—/T(s)xds €eD(A) , VYnelN,

d’ou:
tn
1
lim z, = lim . /T(s)x ds=T(0)zr ==z

0
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Par conséquent D(A) = £.
ii) Soit (z,),cn C D(A) tel que lim,, o ¥, = = et lim, .o, Az, =y. Alors:

IT()Azn = T(s)yll < (T ()| | Azn — yll < Me" || Az, -y

quel que soit s € [0,t]. Par suite T'(s)Ax,, — T'(s)y, pour n — 0o, uniformément par
rapport a s € [0, t].

D’autre part, puisque x,, € D(A), nous avons:

t

T(t)x, — x, = /T(S)A:Bn ds

d’ou:
ou bien:

Finalement, on voit que:

. THx—z . 1
= =lmy [T(yds=y
0

Par suite x € D(A) et Az =y, d’ou il résulte que A est un opérateur fermé.m
Nous montrons maintenant un résultat qui concerne l'unicité de l’engendrement

pour les Cy-semi-groupes.

Théoréme 2.1.11 (P'unicité de I’engendrement) Soient deux Co-semi-groupes {T'(t)},,

et {S(t)},>o ayant pour générateur infinitésimal le méme opérateur A. Alors:

Tt)=S(t) , Vvt>0.
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Preuve. Soient t > 0 et € D(A). Définissons 'application:
[0,t] 5 s+—— U(s)x =T(t — s5)S(s)xr € D(A).
Alors:
d d

d
ZUG)e = Tt =5)S(s)z +T(t —s)—-5(s)r =

= —AT(t—s)S(s)x+T(t —s)AS(s)z =0
quel que soit x € D(A). Par suite U(0)z = U(t)x, pour tout z € D(A), d’ou:
T(t)x=S({t)x , VereD(A)ett>D0.
Puisque D(A) = & et T(t), S(t) € B(E), pour tout ¢ > 0, il résulte que:

Tty =8t , Yi>0etxel |,

ou bien:

2.2 La transformée de Laplace d’un C)-semi-groupe

Dans la suite, pour w > 0 nous désignerons par A, 'ensemble {\ € C'|ReX > w}. Soit
A€ A, et {T(t)},59 € SG(M,w). Nous avons:

1T < Me** | ¥Vt>0
et on voit que:

[Tl < e T o] < Me ">Vl Vo e £
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Définissons ’application:
R)\ E— €& R
par:
Ryx = /e_’\tT(t)a: dt
0
Il est clair que R, est un opérateur linéaire. De plus, on a:

Vo e &,

[ M
1Raall < [ Tl dt < el
0

d’ou il résulte que Ry est un opérateur linéaire borné.
Définition 2.2.1 L’opérateur:

R:A, — B(E)

R(\) = / e MT(t) dt

s’appelle la transformée de Laplace du semi-groupe {T(t)},5, € SG(M,w).
Soit D C ' un ensemble ouvert. Une application analytique:
D> )A— R, € B(¢&)
qui vérifie la propriété:
Ry—R,=(p—XNR\R, , VA peD,

s’appelle une pseudo-résolvante.

Le théoreme suivant a été prouvé par ARENDT [Ar’87).

Théoréme 2.2.2 Soit T : [0,00) — B(E) une application fortement continue pour

laquelle il existe M > 0 et w € IR tel que

1Tt < Me** , vt=0.
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Alors Uapplication
R:A, — B(€&)

oo

R(\) = / e MT(t) dt

est une pseudo-résolvante si et seulement si on a
Tt+s)=Tt)T(s) , Vt,s>0.

Preuve. Soient A\, u € A, tel que A # p. Alors nous avons:

RO~ R _ 1 1
= A = A

o0 o0

0

o0

0
= /e_(“_)‘)T /e_)""T( ) dr dr — / ~(u=Nr /e_’“"T(r) dr dr =
0 0

0

:// (=) _MT ) dr dr — //e_(“_’\)Te_’”T(T) dr dr =
0 0 0 0

o0

e~ =N =MD () dr dr =

o0

e (W=7 ”\TT ) drdr —
0 0
o

/e—(u A)(T+T) dTe—/\rT( )d _
0

o0

/e W= Xme =X T(r) dr dr —
0

I
0\8 0\8
0\8 0\8

o0

:// ST )drdT—// ~mNE) Qe T (r) dr =

0 0
00 00

r

AT dr + /e_(“_’\)T dr — /6_(“_)‘)” dv | e T(r)dr =

25
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/e(“ Ns ds e T (r //e(“A)SeMT(r) dsdr =
0 00

(e 9] oo

/e_(“ Nse=Ar (1) drds —/ ~(n=)s / e T(r) drds =
0

S S

/ =97(r) drds = / /e_’\tT(t—i— s) dtds =
s 0 0

//e e T (t + s) dtds

00

I Il I
0\8 S — g “T—z

D’autre part, il est clair que

/ e Me M ()T (s) dtds
00

et par conséquent:

w_mm(m: [ [ s - 1) s

d’ou on déduit facilement les affirmations de ’énoncé.m

Théoréme 2.2.3 Soient A: D(A) C £ — & un opérateur linéaire fermé a domaine
dense et {T(t)},5o C B(E) une famille fortement continue pour laquelle il existe M > 0
et w € IR tel que

I < Met ¥t >0.

Les affirmations suivantes sont équivalentes:
i) {T(t)} 5o est un Cy-semi-groupe exponentiellement borné ayant pour générateur in-
finitésimal l'opérateur A;

ii) Ay C p(A) et pour tout A € A, et tout © € € on a R(\)x = R(\; A)z.
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Preuve. i)==ii) Pour tout A € A, et tout « € £, nous avons:

T — 1 1
(W) ENz = B = — [eMT(t+h)adt —— [eMT(t)x dt =
h h h
0 0
L[ asn L[
= — [eMET()zds — — [eMT(t)x dt =
h h
h 0
A L[
=— [e ™ T(s)rds —— [e T (t)xdt =
h h
h 0

[e=]
[e=]

Par passage a limite, on obtient:

. T(h)R(\)x — RNz
}lll{% . =AR\)x —x

Il en résulte que R(\)x € D(A) et
ARNx =ARN)z —x , VYx €€,

ou bien
(M—-—A)RNzx=2 , Vref.

Si x € D(A), alors nous obtenons:

o oo d
R\ Ar = /e”T(t)Axdt: /e”ET(t)xdt:
0 0

[e.e]

= [ MT(0)] [+ A / eNT(t)a dt = &+ ARz

27
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d’oli:
RN —A)x =z , VxeDA).
Finalement, on voit que A € p(A) et R(\)x = R(\; A)x, pour tout = € £.
ii)==1) Soit A € A, et R(\; A) = R(\). Compte tenu du théoreme 2.2.2 il en résulte:

T(t+s)=THT(s) , Vs> 0.

De plus, si T(0)z = 0, alors T(t)z = T(t)T(0)z = T(t)0 = 0, pour tout ¢ > 0. Par
conséquent R(A)x = 0, d’ou il résulte x = 0 et, par suite, 7(0) = I. Il en découle
{T'(t)},5 est un Co-semi-groupe.

Soit maintenant B le générateur infinitésimal du Cop-semi-groupe {7'()},,. Alors, en

appliquant la premiere partie de la preuve, on a:
R(X\;B) = R(A\) = R(\ A)
d’ou il s’ensuit que B = Am
Remarque 2.2.4 On voit que pour tout A € A, on a:
Im R(A\;A) =Im R(\) CD(A)

et:
R(\; AYD(A) = RI\D(A) C D(A)

Remarque 2.2.5 Soient {T'(?)},., un Cp-semi-groupe et A son générateur infinitésimal.

Alors nous avons:

{AN e C|ReN > w} C p(A).

et:
o(A) C{N e C|ReA < w}.

Théoréme 2.2.6 Soient {T'(t)},, un Co-semi-groupe et A son générateur infinitésimal.
Pour tout A\ € A, on a:

M

MNA < ———
IR AP < =

Vn € IN*.
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Preuve. Soit {T'(t)},., un Co-semi-groupe. Alors:
T[] < Me* , Vt>0.

Compte tenu du théoreme 2.2.3, si A € A, nous avons A\ € p(A) et:

R\ A)x = /e_’\tT(t):v a , Veef.

0

De plus:
RN A < ——
RO AN <
Il est clair que:
d [ At
ER)\A /te Ttzdt , Yref

0

et par récurrence on peut montrer que:

%R(A A)r = (=1)" /t"e_MT(t)x dt , Vee&etnelN".

0
D’autre part, nous avons:

%R(/\ Az = (—1D)"n/RN A"z | VYeefetne N

Par suite, on a:

o0

(—D)"n!R(\; A" e = (—1)" /t”e_’\tT(t)x dt , Vxe&etnelN",

0

d’ou il résulte que:

8

RN A) 'z = "t MT () dt , Ve e&etnc N

0

(n—1)!

29
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De plus:
M o0
[R(A; A)"z]| < ( ”xl”)' frlem(ReA=w)t gy —
n—1)!
0
— MH.T“ n—1 /tn—Qe—(Re)\—w)t dt = ... = MH.TH
(n—1)! ReA —w (Re\ — w)”
0
quels que soient = € £ et n € IN*. Par conséquent:
M
RMNA)| < ————— Vn € IN*.
IRSAY| < G+ Vne V'

2.3 L’approximation généralisée de Yosida

Dans cette section nous avons utilisé les idées de Pazy [Pa’83-1, pag. 9] pour obtenir

une petite extension de 'approximation de Yosida .

Lemme 2.3.1 Soit A:D(A) C & — £ un opérateur linéaire vérifiant les propriétés

suivantes:

i) A est un opérateur fermé et D(A) = &;
ii) il existe w > 0 et M > 1 tel que A, C p(A) et pour A € A, on a:

M

. n <
IR AN < =

Vn € IN*.

Alors pour tout A € A, nous avons:

lim AR\ A=z , Vref.

Rel—o00

De plus NAR(X; A) € B(E) et:

lim AMRNA)x=Ax , VzeD(A).

ReA—o00
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Preuve. Soient x € D(A) et A € €' tel que Rel > w. Alors R(A\; A)(AM — A)z = x. Si

ReA — 00, nous avons:

IARO: Ay — ol = RO A)Az] < RO A)] | Ax] <
M
< - —_
< A —0

d’ou il résulte que:
lim AR\ Ax =2 , VreDA).

ReA—o0

Soit z € &, puisque D(A) = £, il existe une suite (z,)env C D(A) telle que x,, — =
si n — oo. Nous avons:

INR(: A — o] <
< AR\ Az = AR(x; Ay | + AR A) — 2] + e — 2] <

S NARN A)Hlz = @] + AR A)zg — 2| + [l — 2] <
|A| M
~ Rel —w
IAN|M + ReX —w
- Re\ —w
Mais xz,, — x si n — 00. Donc pour tout € > 0, il existe n. € IN tel que:

[ = x| + [Azp || + [lzn — 2| =

Re\ —w

[n =2 +

M
T 1Azl
w

Rel —w
|IA|M + ReX —w

[z, — 2| <e

Par conséquent:

M
IAR(A; A)z — ol < e+ oAzl
d’o:
l;rr/l\sup INR(\; A)e —zx|| <e , Vzeg,
ou bien:
R(})i\riloo AR(MA)x =2 , Vzefl.
De plus:

AAR(N; A) = MM — (AT — A)| R\ A) = AAR(N A) — 1] = A2R(\; A) — M.
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Par suite, on a:
IAMR(X; A)z|| = IAMAR(X A) — 1] 2| <

< ANARN; A)z — || < (A (AR Azl + lz]]) <
Reh —w

et on voit que AAR(X; A) € B(E).

Si x € D(A), alors nous avons:

M
<D oz +1)lel o wee

AR\, A) Az = [)\2}2()\; A) — )J] r=MRN Az
d’ou il résulte que:

Rl}\m MR(M; A)x = Rlim AR\ A)Ar =Ax , VreD(A)m
Remarque 2.3.2 On peut dire que les opérateurs bornés AAR(\; A) sont des approx-
imations pour 'opérateur non borné A.

C’est le motif pour lequel on introduit la définition suivante.

Définition 2.3.3 La famille {Ax} o). C B(E), ot Ax = NAR(X; A), s’appelle approzimation

généralisée de Yosida de l’opérateur A.

Théoréme 2.3.4 Soient {T(t)},5, un Co-semi-groupe, A son générateur infinitésimal
et {Au}ue/\w DUapproximation généralisée de Yosida de lopérateur A. Alors pour tout

€ Ay, il existe Q@ > w tel que Ag C p(A,) et pour tout A € Aq on a:

M

- e —

De plus, pour € > 0, il existe une constante C' > 0 (qui dépend de M et ¢) tel que:

C
1R Azl < B (=l + 1 A=l]) ,  Va € D(A),

quels que soient A\, u € @, avec ReX > Q + ¢ et Rey > w + %
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Preuve. Soit u € A, arbitrairement fixé. Nous avons vu que A, est le générateur

infinitésimal du semi-groupe uniformément continu {etA”} 1>+ EmL ce cas, nous avons:

(o

et(MQR(u;A)*M)H — H€_M”€“2tR(WA)H <

ki, |2k AL
L 2R (s A) 5! s ')
—Rept ) —Rept
= ¢ 2 k! =¢ k! =
k=0 k=o
o o [tz )
tk|,u\2kM (Reu—w)
7Re,ut _ —Rept _
Z (Rep —w)r e DT
k=0
tlpl? wReu-!-ImQut

eReu—w = Me Rep—w
Si nous notons:

_ wRep + Im*p
 Rep—w

alors il est clair que:

I
Q:w+—w oy > w
Rep — w

et que Ag = {\ € C|ReX > Q} C p(A,). De plus, pour tout A € Ag, nous avons:

M

MNAD < —m
||R( ) M)” — Re)\—Q
Si nous considérons A € €' tel que ReA > 2 + ¢, ou € > 0, alors on voit que:

M
1RO Al < =

D’autre part, pour x € D(A) et u € A, tel que Rep > w + i | , hous obtenons:

[ Azl = lnR(p; A)Az|| < [ull| B(u; A Az]| <

M
< |M|m\|f‘1x’| < 2M||Az||

De T’égalité:
(M —A)RNA)) =1
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il vient:

1 1
R(N AL = XI + XR(/\;AM)AM

et par conséquent:

1
[A]

<L (qu
<

_c
=7

ou la constante C' ne dépend que de M et de c.m

IR Azl < =7 (el + 1RO A [l Auel) <

)<

(lzll +[[Azl) . Vo e D(A),

Théoréme 2.3.5 Soient {T'(t)},., un Cy-semi-groupe, A son générateur infinitésimal,
{Au}ueAw lapproximation généralisée de Yosida de l'opérateur A et A € @ tel que
Re)\ > w + ¢, arbitrairement fizé pour € > 0. Alors il existe p € A, tel que X € p(A,),

/\Jm € p(A) et

1 AR )
R(X\ A I+ R|—;A
(i) = At (AHL) <A+u
Preuve. Compte tenu du théoreme 2.3.4, pour p € A, il existe 2 > w tel que

Aq C p(A,). Nous avons:

Q- wRep + Im*p
 Rep—w

Donc 'inégalité ReX > 2 est équivalente avec:
w? + Imp

A
Rel > w + Repi —w

Soit € > 0. Si u € A, tel que ‘”RZI"L“ < g, alors ReA > w + ¢ implique Re\ > (). Par

suite, A € p(A4,). Donc il existe R(\; A,) et avec le théoreme 2.3.4 on voit que:

AN < —4mM—
HR(A7 /1')” — Re)\_w
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D’autre part, nous avons:

A A2 A2
Re AT Re()\— ):Re)\—Re >
A A A+
)\2

> w+e— Re
A+

Etant donné k > 0 tel que |[Im\| < k, il existe u € A, tel que Re— < 5. Il s’ensuit
€ p(A) et donc R ( AL, A) existe bien. Nous

u 3
que Rey = > w+ 5. Par conséquent pws

7/\+

avons:
1

A+

M — (P R(p; A) + pl| (uI — AR (AY A)

2
p Ap
= (pul—A-— IR A
(M A+u> (Aﬂt )
:<A_MI_A)R(A_M;A>:
A A+

Par un calcul analogue, on peut obtenir:

—— (M= A)(ul — AR ( AA“M A)

1
A

(;M—A)R( A A)(AI A) =1

A A+

Il s’ensuit que:
1 )\,u

A+ p
De plus, compte tenu de I'identité de la résolvante, il en résulte que:

R()\)f A) R(M;A):(M—AYM)R()\Y A)R( A)

En utilisant la commutativité de la résolvante, on obtient:
2

A 0 A )
R DA R(u; A R(pu; AR ——; A
(520) = Rl ) + 3R R (2

d’otu il s’ensuit que

1 Al 1 I 2 AL
— (Wl -AR| T A)=——I+(—) R[-T—A) =
A+u<u ) ()\+M ) A+ (Aﬂt) (Aﬂt )
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Remarque 2.3.6 Evidemment, pour A € A, on voit que A, est le générateur in-
finitésimal d’un semi-groupe uniformément continu {etA*} o~ Nous utiliserons cette
famille pour montrer 'existence d’un Cy-semi-groupe engendré par A.

2.4 Le théoreme de Hille-Yosida

Dans cette section nous présentons un résultat tres important concernant les semi-
groupes de classe Cy. Il s’agit du célebre théoreme de Hille-Yosida qui donne une
caractérisation pour les opérateurs qui sont générateurs de Cp-semi-groupes. Il a été
montré pour la premiere fois indépendamment par HILLE dans [Hi’48] et par YOSIDA
dans [Yo’48] pour les Cy-semi-groupes de contractions. Quelques années plus tard,
FELLER dans [Fe’53-2|, MIYADERA dans [Mi’52] et PHILLIPS dans [Ph’52] donnent
une preuve pour le cas général d'un Cy-semi-groupe. Nous avons obtenu une preuve
en utilisant 'approximation généralisée de Yosida que nous avons introduit dans la
définition 2.3.3.

Dans la suite, pour tout 7 > 1, nous notons par A, , I’ensemble {)\ € @'| Re A > Hw }

Lemme 2.4.1 Soit A: D(A) C & — &£ un opérateur linéaire vérifiant les propriétés
sutvantes:

i) A est un opérateur fermé et D(A) = E;
it) il existe w > 0 et M > 1 tel que A, C p(A) et pour A € A, on a:

M

[R(A;A)" < (Rex—w)

, VneIN".

Si{Ax}ren, €st Uapprozimation généralisée de Yosida de l'opérateur A, alors pour tout

r>1 et tous o, 8 € A, nous avons:

HetAax _ etAng < MPte* || Agx — Agz|| , Vze&ett>0.
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Preuve. Soient a, 5 € A, v € [0,1] et z € £. Alors:

i (evtAae(lfv)tAgx) — tAaevtAae(lfv)tAgx . tevtAa14/86(171;)#1@r

dv
On peut facilement vérifier que A, Ag, e"*4= et e(1I=ts commutent quels que soient
o, € A, et t > 0. Nous obtenons:

1
/% (eUtAa ( —v tAﬁx) dU _
0

1
/(tevtAaAae(lv)tAﬁw _ tevtAaAﬁe(ku)tAgx) dv
0
d’ou:
1
evtAae(l—v)tAngl) _ / (teumaeu—v)mﬂAax _ tevtAae(l—v)tAgAﬁm) dv

0

ou bien:
1

Moy — ety = t/e”tAo‘e(l_”)tAﬁ (Ao — Agzx) dv
0
quels que soient t > 0 et x € £. Nous en déduisons que:

Jettez = ezl <t [ [l Az~ Agel do

D’autre part, nous avons:

et = e

(azR(a;A)faI) H _ He—atlea%R(a;A)H <

o K| HR(a;A)kH

< e—Reat Z o <

k=o

>\ tha? R(a; A)”
2w
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R t|o¢\2 wR6a+[m2at
— Me e oRea—w = Me Rea-w

quel que soient v € A, et t > 0. Soit r > 1 tel que:

wRea + Im?«

< wr
Rea — w

Alors, nous avons:
wRea + Im*a < wrRea — w?r |
d’ou:
2

wRea < wrRea — wr

ou bien:

w?r < w(r — 1) Rea

11 en découle:

Rear > w

r —

Par conséquent, pour tout r > 1 et tout a € A,,,, on obtient:
HetA“H < Me™ | vt >0.

Par suite, on a:

1
||€tA°‘[E . etA@xH S t/MewrvtMewT(l—v)t ||Aal' _ Agl’” dv =
0
_ M2t€wrt HAaa: _ Aﬁﬂf”

quels que soient x € Eet ¢t > 0.m
Maintenant nous présentons le célebre théoreme de Hille - Yosida pour les semi-

groupes de classe SG(M,w).

Théoréme 2.4.2 (Hille - Yosida) Un opérateur linéaire:

A:DA) CE—€E
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est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe {T'(t)},5 € SG(M,w) si et seule-
ment si:
i) A est un opérateur fermé et D(A) = £;
it) il existe w > 0 et M > 1 tel que A, C p(A) et pour A € A, on a:
M

MNA < ———
IR AP < =

Vn € IN*.

Preuve. = On obtient cette implication en tenant compte du théoreme 2.1.10 et du
théoreme 2.2.6.

<= Supposons que 'opérateur A : D(A) C &€ — & possede les propriétés (i) et (ii).
Soit {Ax}yen,, Vapproximation généralisée de Yosida de 'opérateur A. Compte tenu
du lemme 2.3.1, il résulte que Ay € B(E) et:

lim Ayxr=Axz , Ve D(A).

ReA—o00

Pour A € A, soit {TA(t)}tEO = {etAA}po

gendré par A,. Soit r > 1. Avec le lemme 2.4.1, on a:

le semi-groupe uniformément continu en-

|To(t)x — Ta(t)z|| < M*te™ ||Agr — Apz| , Va,B€ A, v € D(A) et t > 0.

Soient [D(A)] I'espace de Banach D(A) avec la norme || . ||p(ay, et B([D(A)], E) I'espace
des opérateurs linéaires bornés définis sur [D(A)] a valeurs dans £, doté de la topologie
forte. Notons par C ([0, 00); B([D(A)],£)) lespace des fonctions continues définies sur
[0,00) & valeurs dans B([D(A)], £) doté de la topologie de la convergence uniforme sur

les intervalles compacts de [0,00). Si [a,b] C [0,00), alors pour tout z € D(A) nous

avons:
sup || T (t)x — Ts(t)x|| < M?be*™ (|| Apr — Ax| + ||Agz — Az||) — 0
t€la,b]
sir \, 1, donc si Rea, Ref3 — oo, d’out il résulte que ({T)‘<t>}t20))\eA est une suite de

Cauchy dans C ([0, 00); B([D(A)],£)). Dong, il existe un unique Ty € C ([0, 00); B(D(A), €£))
tel que T(t)x — To(t)x, si Re\ — oo, quel que soit x € D(A), pour la topologie de

la convergence uniforme sur les intervalles compacts de [0, 00). Puisque:

ITA@O)] < Me* vt >0,
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on obtient:
I To(t)x|| < Me“t||x|| , Vt>0etxeDA).

Considérons I'application linéaire:
©o : D(A) — C ([a,b]; €)

Opr =To( . )x

quel que soit [a,b] C [0, 00). Comme nous avons:
1802 leqasge) = sup ITo(t)all < Meljal] < Me|allpay , Vo € D(A),

te(a,b]

on voit que Oy est une application continue et puisque D(A) = &, elle se prolonge de

fagon unique en une application linéaire continue:
0:&—C(la,b;&)
telle que:
@|D(A) =69

et:
||995||C([a7b];5) < M|z

quel que soit x € €. Par conséquent, il existe un seul opérateur 1" € C ([a, b]; B(E)) tel
que:
Oz =T(.)xr , Vzefl.

On peut répéter ce procédé pour tous les intervalles compacts de [0, 00) et on voit qu’il
existe un seul opérateur, noté aussi par T' € C ([0, 00); B(£)), tel que pour tout = € &

on ait:

Th(t)r — T(t)r si Re\ — oo,

uniformément par rapport a ¢ sur les intervalles compacts de [0, 00). De plus:

IT@)] < Me** ¥t >0.



2.4 Le théoréme de Hille-Yosida 41

Il est évident que:
T0)x= lim Th\(0O)z=2 , Vxef&

Rel—o00

et:

lim T(t)z = lim( lim TA(t)a:> ~ lim <limTA(t)x> —z , Vze&.
t\.0 t\.0 \ReA—oco Rel—oo0 \ t\0

Soient t,s € [0,00) et € £. Alors, nous avons:
[Tt + s)a =TT (s)x|| < [T+ s)x — Ta(t + s)z| +
FITA@ + s)z = Ta@)T (s)z|| + [T ()T (s)x — T()T(s)x]| <
<|NT( + s)x = Ta(t + s)af| + [ T@] |72 (s)x — T(s)z|| +
+[|75(¢) (T'(s)x) = T(t) (T'(s)z)|
Puisque T)\(t) — T'(t), si ReA — oo, pour la topologie forte de B(E), il s’ensuit que
T(t+ s)x =T(t)T(s)x, pour tout z € &.
Par conséquent {T'(t)},5, € SG(M,w).

Montrons que A est le générateur infinitésimal du semi-groupe {T'(¢)},~,-

Pour tout x € D(A) on a:

||T/\(S)A/\£IZ — T(S)A[L’H <
< A | Axz — Az + [ Th(s) Az — T(s) Az|| <
< Me*"||Ayx — Ax|| + | Th(s) Az — T'(s)Az|| — 0

si Re\ — oo, uniformément par rapport a s € [0, ¢], d’ou:

t t

Tt)r —x= Rl}i\m Ty(t)x — x] = Rl/i\m Th\(s)Axz ds = /T(t)Ax ds
0 0

quels que soient x € D(A) et t > 0.
Soit B le générateur infinitésimal du Cy-semigroupe {T'(t)},5,. Si z € D(A), alors:

t

T — 1
lim Mo - =lim- [ T(s)Axds = Ax
t\0 t tN\O

0
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et nous voyons que x € D(B). Par conséquent D(A) C D(B) et Blp 4 = A.

D’autre part, nous avons l'inégalité:
T < Me** , V¥t>0.

Si A€ A, alors A € p(A) N p(B). Soit z € D(B), on a donc (Al —B)z € & et
comme lopérateur \I — A : D(A) — & est bijectif, il existe 2’ € D(A) tel que
(M —A)z’ = (M — B)x. Puisque Blp,) = A, il vient que (M — B)2z’ = (A — B)x
et comme \ € p(B), il en résulte que 2’ = . Par suite z € D(A) et donc D(B) C D(A).
Finalement on voit que D(A) = D(B) et A = B.

Nous avons montré donc que A est le générateur infinitésimal du Cy-semi-groupe
{T'(t)},5o et compte tenu du théoreme de I'unicité de 'engendrement, il résulte que

{T'(t)},50 est I'unique Cy-semi-groupe engendré par A.m

Corollaire 2.4.3 Soient {T'(t)},-, un Co-semi-groupe, A son générateur infinitésimal

et {Ax}ren, l'approzimation généralisée de Yosida de l'opérateur A. Alors:

T(t)r = lim ez | Vaek,

ReA—o00

uniformément par rapport a t sur les intervalles compacts de [0, 00).

Preuve. Elle résulte du théoreme de Hille-Yosida.m
Il existe des semi-groupes qui ne sont pas Cy-semi-groupes, comme Nous pPouvons

le voir dans I’exemple suivant [Vr’01, Problema 2.3].
Exemple 2.4.4 Soit:
Cao(IR) ={f:IR— IR|f est continue et bornée}

Avec la norme

1flle.o(ry) = sup [ f(a)]
aclR

I'espace C(IR) devient un espace de Banach. Soit ¢ > 0 et

S(t) : Cap(IR) — Cup(IR)
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SO f) ()= ft+a) , Vfelh(R)etaclR.
Compte tenu de I'exemple 2.1.3, on voit que {S(t)},, est un semi-groupe d’opérateurs
linéaires bornés sur C.,(/R). Mais 1'égalité

imSMf=f , VfE€CalR)

est vraie si et seulemant si f est une fonction uniformément continue sur /R. Comme
dans l'espace Cy(IR) on peut trouver des fonctions qui ne sont pas uniformément con-
tinue, par exemple f(a) = sina?, il s’ensuit que le semi-groupe {S(t)}tzo n’est pas de
classe (.
De plus, on peut voir que le semi-groupe {S(t)},5, a pour générateur infinitésimal
I'opérateur

A:D(A) C Ch(IR) — Cu(IR)

Af=Tf

ou
D(A) = {f : R — R‘ f est uniformément derivable & droite sur R et f € Cup(IR) } :

Comme

D(A) = Cub(]R) C ch(R) 3

il s’ensuit que A n’est pas un opérateur densément défini.

Dans le cas d'un générateur infinitésimal A qui n’est plus un opérateur a domaine

dense, on a le théoréeme suivant.

Théoréme 2.4.5 Soit A: D(A) C & «—— & un opérateur linéaire fermé pour lequel il
existe M >0 et w > 0 tel que A, € p(A) et pour tout A € A, on a

M

MNA < ——
IR AP < =

Vn € IN*.

Alors la partie de A dans D(A) est le générateur d’un Cy-semi-groupe sur D(A).
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Preuve. La partie de A dans D(A) est 'opérateur linéaire Az défini sur 'ensemble

D (Age) = {= € D(A) ‘ Av € D(4) |
par

D(A)

Ao = Aoy
Il est clair que pour tout A € A, et tout x € D (AW> on a

)\x—Amx:)\x—Ax

Par suite A, € p (AW)' Donc la résolvante de la partie de A dans D(A)

R(.;Am) :p(Am) —>B<D (Am»
vérifie

R <)\; AW) = R(\; A)

D(A)

Alors, pour tout x € D(A) et tout A € A, il résulte que

n M
|7 (s A5m)" o = NRO Ayl < el vne
De plus, pour tout x € D(A) on a:
Ay — || = Azl < ———||A
IAROS A)e ol = |ROG A)As] < Al

d’ou il s’ensuit que
lim AR\ Az =2 , VreDA).

ReA—o0

De méme, on peut remarquer que pour tout x € D(A) il résulte AR(\; A)z € D(A) et
AAR(N; A)x) = MAR(N; A)x = AN — (A — A)|R(\; A)x =

= ANARN; A)z — 2] = A]AR(N; A)z — RN A) (M — A)x] =
= AR\, A)[Ax — Ax + Az]| = AR(\; A) Az
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quel que soit A € A,. Par conséquent, AR(\; A)x € D(A) et A(AR(N\; A)x) € D(A) C
D(A), pour tout z € D(A) et tout A € A,. Il s’ensuit donc que AR(\; A)x € D <AW>’
pour tout x € D(A) et tout A € A,,.

Soit maintenant x € D(A) et t,, € (0, 1), n € IN, tel que lim,, .. t, = 0. Alors

w

1 /1
xn:aR(a;A)xeD<AD(A)> . VnelN

lim x, = lim lR (%;A) r=x

— —
n oo n OOn n

Il en résulte que D (AW> est dense dans D(A), donc dans D(A).
Avec le théoreme de Hille-Yosida il s’ensuit que Am est le générateur infinitésimal

d'un Cy-semi-groupe {T'(t)},5, sur D(A).

Soit {Ax},ca, 'approximation généralisée de Yosida de I'opérateur A. Alors la famille

{A/\’(A)})\GAQJ CcB (D <AW>> donnée par

Ao = A/\/D(A)

est I'approximation de Yosida de l'opérateur Am. Compte tenu du corollaire 2.4.3
il en résulte que pour le Cy-semi-groupe {7'(t)},5, engendré par la partie de A dans
D(A) on a:

T(t)z = lim 2@z | Vre D(A),

ReA—o00

uniformément par rapport a t sur les intervalles compacts de [0, 00).m
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Chapitre 3

Semi-groupes intégrés

3.1 Propriétés éléméntaires

Soient {T'(t)},-, un Cy-semi-groupe et A son générateur infinitésimal. Soit

S(t):/T(s)ds W0

0
Alors la transformée de Laplace de S satisfait les égalités suivantes:

o0

/ e MS(t)dt = 76_/\t j T(s) dsdt =

0

>

/ e MT(t) %R(A; A)
0

Le théoreme 2.2.2 conduit a la question suivante: on peut trouver une équation fonc-
tionelle vériffiée par S telle que I'application

[e.9]

Ay > A — A / e MS(t) dt

0

est une pseudo-résolvante? On a le théoreme suivant (voir [Ar’87], [Hi’91-1], [MPV’97)):

47
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Théoréme 3.1.1 Soit S : [0,00) — B(E) une application fortement continue pour

laquelle il existe M >0 et w € IR tel que
ISH)]| < Me** ¥t >0,

Les affirmations suivantes sont équivalentes:
i) Uapplication R : A, — B(E)
R(\) = A / e MS(t) dt
0
est une pseudo-résolvante;

i) pour tous t,s >0 on a

S(t)S(s) = 785(7») dr — / S(r) dr

Preuve. Soit A\, u € A, tel que A # u. Compte tenu de l'identité de la résolvante, on

¢ 111 RO\ R(p)
X;m[R(/\) — R(p)] = ————

Pour la partie de droite de 1'égalité on obtient
A (o oo o]
RO RO _ / / M rS(1)S(s) dsdt
Aop
00

Pour obtenir 1’égalité de I’énoncé il est suffisant de montrer que

S RO = Rl =
_ 776—”(3% 785@) dr — / S(r)dr| dsdt.
On voit que . | 0
S RO = Rl
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Nous avons successivement:

1

= A

A It

{Rw Rw)}:]"e_(ﬂ_ﬂw {R(A) R(u)]_

_ /e—(u—A)TRg\A)dT_ /6_(M—A)TR(M)dT _

0

[e.e]

0
= /6_(“_>\)7/€_>\TS(T)deT—/6_(”_>\)T/6_”TS(T>deT:

Il
0\8 0\8 _
0\8 D\g _

:// ~(=N7 e~ ’\TS
0 0

0\8
0\8 0\8 =)

- 0/ e He / e IS (r)drds = / e

gl

[/

s

\8

[
[

0

e~ NS (1) drdr —

e~ NS (1) drdr —

0\8 0\8 _
0\8 9\8 _

e “dr+/ =Ny —

<

(= Nsdse " S (r)dr =

(B=A)s _MS (r)drds =

e~ (=7 _’\TS YdrdT — /

“

2 0\8 0\8

T

s 0

\8

o\
< 03

0

—(=N7e “HS(r)drdr =

e~ =N A G (1) drdr =

e~ N Gre =N S (1) dr =

/e_(“_’\)”dye_”S(r)dr =

e~ =Nv gy e S(r)dr =

\8

e~ WA S (Y dsdr =

o0

e_(“_’\)s/e_’\TS(r)drds =

s

oo

1s / e MS(t + s)dtds =

0

49
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://e’\te“sS(t—i-s)dsdt
00

D’autre part, compte tenu de I'égalité

on obtient

11 [RO‘) - R(“)] = l/e/\t/euTS(t—l-T)det:

pp—=AL A I I

o [e.e]

:/e_)‘ / e MS(t+T) /e P dvdrdt =
0

0 0

o0 o0 (e 9]

:/e / (t+7) /6 M) dudrdt =

0

[e.o] o0

0
= /e’\t S(t+7)/e“sdsd7'dt:
0

T

0
oo

= /e_’\t/e_“S/S(t+T)de3dt:

0 0 0

00 00 t+s
—/eAt/e“S/S(r)drdsdt

De plus
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— —i/S(r)/e“sdsdr: —%/GHS/S(T)deT =
0 0 0

= /e’\t/e“s/S(r)dsdrdt
0 0 0
Par conséquent
11 1
X;m[R()\) — R(p)] =

t+s s

= //e”e“s /S(r) dr — /S(r) dr| dsdt.
00 ¢ 0

On en déduit facilement 1’équivalence des affirmations de 1’énoncé. m

Remarque 3.1.2 Pour tous t,s > 0 on a

S(t)S(s) = 755(7«) dr—/SS(r) dr =
= 7;(7“) dr—jS(r) dT—/SS(T) dr =

S(T+ s) dT—/S(T) dr =

0

t+s t

I
—
N
=
IS
3
|
—
N
=
IS
3
I
o

De plus

et
S(t)S(O) =0 , Vt>0.

Définition 3.1.3 On appelle semi-groupe intégré sur € une famille {S(t)},5, C B(E)

vérifiant les propriétés suivantes:
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i) S(0)=0;
ii) Uapplication [0,00) >t — S(t) € B(E) est fortement continue;
iii) pour tous t,s >0 on a

t

S@W@%iﬂﬂ7+$—Shﬂm

Remarque 3.1.4 Soit {S(t)},5, C B(£) un semi-groupe intégré. Pour tout n € IV,

nous désignerons par C" 'ensemble
{re&|S()reC(0,00)6)}

avec la convention C° = &.

Alors la propriété (iii) de la définition 3.1.3 peut-étre remplacée par
S(t)x € C*

et
S'(r)St)x=S(r+t)x—Sr)x , Vrt>0

pour tout x € £.

De plus, nous avons
S@t):C"—C"™ | VnelNett>0

et
S’(t):C”—>C” , VYne IN"ett>0.

Proposition 3.1.5 Soit {S(t)},5, un semi-groupe intégré. Alors:

i) pour tout x € C' on a
S(r)S'(t)x = S(r+t)x —St)x , Vrt>0;
ii) pour tout x € C' on a
S'(t)x = S"(0)S(t)x + S (0)x , Vt>0;
i) pour tout x € C* on a

S"(0)S(t)x = S()S"(0)x , Vit > 0.
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Preuve. i) Soit x € C! et r,t > 0. Alors

SNt = SSOSDr = LSS =
= % [/[S(T +7r)— S(T)]d7:| r=S({t+r)xe—St)x

0
ii) Soit z € C! et r,t > 0. Alors

S"(r)S(t)x = %[S'(T)S(i)x]:

d ! /
- E[s(r +t)x — S(r)z] = S'(r +t)x — S'(r)x

Pour r = 0, il en résulte:

S"(0)S(t)x = S' (D) — S'(0)a ., V>0,

d’olt on obtient (ii).

iii) Soit x € C? et r,t > 0. Alors

S(r)S"(t)x = % [S(r)S'(t)] x = %[S(T +t)xr — S(t)x] =

= S'(r+t)x—S(t)x
Pour t = 0, il vient
S(r)S"(0)z = S'(r)x — S'(0)xr , Vr>0.
Compte tenu de 1'égalité (ii), il s’ensuit (iii).m

Exemple 3.1.6 Soit {7'(t)},., un semi-groupe de classe Cy. Alors la famille {S(t)},,

est un semi-groupe intégré sur £.
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Exemple 3.1.7 Soit {T'(?)},5, un Cop-semi-groupe. Alors la famille {S(t)}:>0 C B (€¥)

S(t) = /t T*(s)ds

est un semi-groupe intégré sur £*. En général, ce semi-groupe n’est pas de classe Cj.
Définition 3.1.8 On appelle espace dégénéré du semi-groupe intégré {S(t)},5, l'ensemble
N={xe&|Stx=0 , Vt>0}
Remarque 3.1.9 N est un sous-espace fermé de C!.
Proposition 3.1.10 Soit {S(t)},, un semi-groupe intégré et
Ny ={zec'| 50z =0}
Alors N = N.

Preuve. Soit x € N. Alors S(t)z = 0, pour tout 7" > 0. Par conséquent S'(t)z = 0,
pour tout ¢ > 0, d’ou il résulte S’(0)z = 0. Donc z € N et, par suite, N' € Nj.
Soit x € N. Alors S’(0)z = 0. De I’égalité

S(r)S'(t)yx=St+r)z—St)x , Vt,r>0

on obtient

Il en résulte
S(ryx=0 , Vr>0

et on voit que x € M. Par suite N1 C N.

Finalement, on voit que N' = A\, .m

Définition 3.1.11 On dit que le semi-groupe intégré {S(t)},5, est non-dégénéré si

N = {0}. En cas contraire, on dit que {S(t)},5, est un semi-groupe intégré dégénéré.
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Remarque 3.1.12 Le semi-groupe intégré {S(t)},., est non-dégénéré si pour tout
t >0, S(t)xr =0 implique x = 0.

Proposition 3.1.13 Un semi-groupe intégré {S(t)},5, est non-dégénéré si et seule-

ment si on a S'(0)x = x pout tout x € C*.

Preuve. = Soit {S(t)},5, un semi-groupe intégré non-dégénéré. Alors S(t)z = 0
pour tout ¢ > 0, implique x = 0.
Soit z € C'. Avec la proposition 3.1.5 (i), pour tout r,¢ > 0 on voit que

S(r)S'(t)x = S(r+t)x — S(t)x

d’ou, pour t = 0, il s’ensuit

ou bien

SIS0z —2z]=0 , ¥r>0.
Comme {S(t)},, est un semi-groupe intégré non-dégénéré, il en résulte
S'(0)x—z=0

donc
S'(0)x = .

<= Soit {S(t)}, un semi-groupe intégré tel que S(0)x = x, pour tout x € C'. Soit
x € N. Alors S’(0)x = 0 et, par conséquent, x = S’(0)x = 0, d’ou il s’ensuit que

N = {0}. Tl en résulte que {S(t)},5, est un semi-groupe intégré non-dégénéré.m

Théoréme 3.1.14 Soit {S(t)},5( un semi-groupe intégré non-dégénéré. Alors {S'(t)},5,

est un Cy-semi-groupe sur Ct.

Preuve. Pour tout x € C!, 'application

[0,00) 3t — S'(t)x € C*



56 3. Semi-groupes intégrés

est continue. Compte tenu de la proposition 3.1.13 on a S’(0) = I et avec la proposition

3.1.5 (i), on voit que
S'(r)S'(t)x=S"(r+t) , Vrt>0

Il en résulte que {S'(t)},5, est un Co-semi-groupe sur C'.m

3.2 Le générateur d’un semi-groupe intégré non-

Soit {S(t)},5, un semi-groupe intégré non-dégénéré. Compte tenu des résultats de
la section 2.2, nous avons la tentation de considérer pour générateur du semi-groupe

intégré {S(t)},., un opérateur linéaire
A:DA)cCE—E
défini par
A=A —-R1())
ol

R(\) = A / e MS(t)dt

Malheureusement, l'intégrale de la partie de droite de 1’égalité n’existe pas en général,

comme on peut le voir dans ’exemple suivant [KH’89, Example 1.2].

Exemple 3.2.1 On considere £ = I* et la famille {S(t)},., d’opérateurs linéaires sur

& définie par
t

S(t)(Tn)nen = /e“”sdsccn

0 nelN*
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an:n—|—2”2m' , néeIN.

Nous alons montrer que {S(t)},-, est un semi-groupe intégré.
Pour tout ¢ > 0 on a

2

||S<t)(xn)n€]]\f* l22 = /Ga"SdS{L‘n =
neIN* 112
6a t 1 2 0 eant . 1 2
W) ol -] -
nelN* ]2 n=1 Qp,
2
[eS) (n+2"2m')t ent+2"27rit + 1

e —1 9 9
- n+ 27 i [2al” < Z n? 2l
n=1

n=1
o nt 2ent )
= ( on? ) |x"’ <Z(en21n2> Tn|” =
1

Comme 'application
p:R— IR
() = —(In2)2® + ta
a un maximum
t2

Pmaz = m )

il en résulte que

1S () () ne v

2 2 N2 2
2 < <2641n2) E |xn| =
n=1

2 2 9
= (264??) H (Tn) e e

l2

d’ou
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Par conséquent {S(t)},., est une famille d’opérateurs linéaires bornés.

Evidemment, I"application
t— S(t) (din)

est continue. Comme l'ensemble { (d;,)| n € IN} est totale dans I* et comme {S(t)},-,
est uniformément borné par rapport a t sur les intervales compacts de [0, 00), il en

résulte que 'application
[0,00) 5t — S(t) € B(E)

est fortement continue. De plus S(0) = 0 et pour tous ¢,s > 0 on a:

S

SO(5) (2)en- = S(0) | [erdon, | =

0 nelN*

ens _ 1 es _ 1
= S(t) Ty | = e dr Ty =
anp Qp
0 nelN*
ean(T-l—s) eanT
= drx, =
ap
0 neN*
t -
ean(7'+s) -1 eonT _ 1
— — deTL -
ap, Ay, ]
0 nelN*
t [ 7+s T T
= / / e du — / e du| drx, =
0 0 0 _ nelN*
t T+s T
= / / e dux,, - / e dux,, dr =
0 0 nelN* 0 nclN*

t

= / [S(s+7) = S(7)] () e pv+ AT

0
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Par conséquent {S(t)},., est un semi—groupe intégré

Soit maintenant A € €. Pour tout z = —= et y = )\ on obtient:

o t

= /e)‘t /e“”sdsdt % 1
an(ay, — N)

0 0

>

\/

_ e(anf)\) ef)\t dt
</ | o=
_ /(an—)\tdt
|an| _)‘
0
’ 1
— e Mdt ——s 1) =
(i >
elan=Na _ 1 1 .
N @A @ (am-N
’ |
— e Nt ——s e 1) =
()

1 1
— (an_)‘)a _ _
={e _ 1 — .1
< |an|2|an_)‘|2 > <|an|2|an_)‘|2 >
_ /e—”dt+,1 _
|| (an — )\)

0

o0

oo
S S St L
n=1 ‘an‘ |an |an| ’an_)‘|
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- Z/ =y anl? (an — N)

Les dernieres deux séries sont Convergentes par rapport a & — oco. Pour la premiere

série, en posant a € IN, on voit que

00 0o n Re)\+2”2 m’)a

(an—A)a; _ ,—iImA
2. ’ Z an” [an — A

n—1 |an| |an

Y

d’out il s’ensuit la divergence de cette série pour n > Re A. Par conséquent, pour A\ € ,

’ 1 1
.Y
</e S(t)dtan,an_)\>

est divergente par rapport a a — o0.

Par contraste avec autres caractérisations des Cy-semi-groupes, la propriété prouvée
dans le théoreme 2.1.9 peut-étre utilisée dans le cas des semi-groupes intégrés, sans

imposer des conditions supplémentaires (voir [Th’90, pag. 419]).

Définition 3.2.2 On appelle générateur d’un semi-groupe intégré non-dégénéré {S(t)},s, un
opérateur lin€aire

A:DA)cCcE—E
défini par: © € D(A) et Az =y si et seulement si pour tout t > 0 on a

t

S(t)r —te = /S(r)ydr
0
Remarque 3.2.3 On voit que x € D(A) et Az = y si et seulement si z € C' et
S't)yr—x=Sty , Vt>0.
Proposition 3.2.4 Soit A: D(A) C &€ — & le générateur d’un semi-groupe intégré
non-dégénéré {S(t)},5, - Alors
C?CD(A) cct

et
Az =S"(0)r , VrecC?
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Preuve. Compte tenu de la remarque 3.2.3, on voit que x € D(A) et Az = y si et

seulement si x € C! et

S'(t)x—x=S{t)y , Vt>0.

Avec la proposition 3.1.5 (ii) il vient
S"0)St)x+ S'(0)z —x=St)y , Vt>0.

Comme {S(t)},-, est un semi-groupe intégré non-dégénéré, compte tenu de la propo-
sition 3.1.13, il résulte

S"0)S(tx = Sty , V>0

pour tout x € C'. En utilisant la proposition 3.1.5 (iii), pour tout x € C? il s’ensuit
que
St)S"(0)x =Sty , Vt>0
d’ou
SH)[S"(0)z —yl=0 , Vt>0.
Par conséquent

S"Ox=y , Vxel?

donc

Az =S"(0)r , Vzel’m

Proposition 3.2.5 Soit A : D(A) C &€ — & le générateur d’un semi-groupe intégré

non-dégénéré {S(t)},, . Alors A est un opérateur fermé.

Preuve. Soit (z,)nenw C D(A) tel que lim, . x, = x et lim,,_.,, Az, =y. Alors:
1S(s) Az, — S(s)yl < [[S(s)]| Az — ny]|
Par conséquent

lim S(s)Ax, = S(s)y

n—o0
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uniformément par rapport a s € [0, t].
Pour z,, € D(A) nous avons
t
S(t)x, —tx, = /S(S)Aaznds , YVt >0.
0

Il s’ensuit que

t

lim [S(t)z, —tz,] = lim [ S(s)Ax,ds , Vt>0

0
d’out .
S(t)r —tx = /S(s)yds , Vt>0.
0
Par conséquent x € D(A) et Az = y. Donc A est un opérateur fermé.m

Proposition 3.2.6 Soit A: D(A) C &€ — & le générateur d’un semi-groupe intégré
non-dégénéré {S(t)},5, - Alors

S(t): C' — C* C D(A)
et pour tout v € C! on a
AS(t)r = S"(0)S(t)x =S (t)x —x , Vt>0.

De plus, pour tout x € D(A) on a

Preuve. Avec la proposition 3.2.4 on voit que
St):C' — C*C D(A) , Vt>0.

Pour tout x € C! il s’ensuit S(t)x € D(A), pour tout ¢ > 0. En appliquant suc-
cessivement la proposition 3.2.4 et la proposition 3.1.5 (ii), pour tout z € C! il en

résulte:

AS(t)x = 8"(0)S(t)x = S'(t)x — S'(0)z , Vit>0.
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Compte tenu de la proposition 3.1.13, il vient
ASt)e =S"(t)r —x , Vt>0.
De plus, pour x € D(A) avec la proposition 3.2.4 et la proposition 3.1.5 (iii) on obtient
S(t)Az = S(t)S"(0)x = S"(0)S(t)x = AS(t)x , Vt>0m

Proposition 3.2.7 Soit A: D(A) C € — & le générateur d’un semi-groupe intégré
t
non-dégénéré {S(t)},s, . Pour tout x € €, on a [ S(o)xzdo € D(A) et
- 0

t
A/S(o)xda )
0
Preuve. Pour tous r,0 > 0 on a
S(r)S(0) = / S(r+0)— S()dr
0

dot
/ S(r)S(0)do = / / 1S(r + o) — S(r)|drdo

ou bien

S(r) /t S(o)do

0

/r/t[S(T + o) — S(7)]dodr

t
Par conséquent, x € £ implique [ S(c)zdo € C* et
0

t t

$S(T) /S(a)xda = /[S(r + o) — S(r)]zdo =
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t t t

_ / S(r + o) — S(o)]ado + / S(o)xdo - / S(r)ado —

[e=]
[e=]
[e=]

t
Compte tenu de la remarque 3.2.3, on voit que [ S(o)zdo € D(A) et
0

¢
A/S(a)xda =S{t)x—ter , Vt>0m
0

Lemme 3.2.8 Soient A : D(A) C € — & le générateur d’un semi-groupe intégré
non-dégénéré {S(t)},, et
¢ :]0,00) — &

une application continue telle que

Si

alors @(t) = 0, pour tout t > 0.

Preuve. Soient ¢t > 0 et r € [0,1] tel que

T

/cp(s) ds € D(A).

0
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Puisque D(A) C C!, il s’ensuit que

/gp(s) ds € C'.
0

Compte tenu de la remarque 3.2.3, on obtient:

T

dir S(t—r)/gp(s) ds

0

r

d T

:%[S(t—r)]/go(s)ds—i-S(t—r)d% /go(s) ds| =

0
r r

_ / o(s) ds — S(t —r)A / o(s) ds + S(t — r)p(r)

Par intégration par rapport a r € [0,¢], il en résulte

t

[ |- / ols) ds | dr = - / / o(s)dsdr

0

ou bien

S(t—r)/w(s) ds | = —/t/rcp(s)dsdr
/t/rgo(s)dsdr =0

d’ou il s’ensuit que ¢(t) = 0 pour tout ¢ > 0.m

Par conséquent
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Théoréme 3.2.9 (I'unicité de ’engendrement) Soient {S(t)},5, et {U(t)},5, deux
semi-groupes intégrés ayant pour générateur le méme opérateur linéaire A : D(A) C
E — &. Alors pour tout t >0 on a S(t) = U(t).

Preuve. Pour tout x € £ on considere 'application
¢ :]0,00) — &

p(t) = S(t) = U(t)
Compte tenu de la proposition 3.2.7, on obtient

t t t

A/gp(s) ds — A/S(s)x ds—/U(s)x ds —

0 0 0
= St)x—te—Ut)r+te=pt) , Vt>0.

Avec le lemme 3.2.8 il s’ensuit
e(t)=0 , Vt>0
d’ou l'affirmation de ’énoncé en découle immédiatement.m

Remarque 3.2.10 La définition 3.2.2 peut étre etendue dans le cas des semi-groupe
intégrés dégénéré. On appelle générateur d’'un semi-groupe intégré dégénéré {S(t)},-,
I’application

A:E—2¢

définie par: z,y € € et y € Ax si et seulement si
t
S(t)r —tx = /S(T)y dr , Vt>0.
0
Si on posse

D(A) = {z € £|Az # 0},

alors © € D(A) et y € Ax si et seulement si x € C* et

S'tyx—xz=Sty , Vt>0.
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Compte tenu de la définition de I’espace non-dégénéré, on peut établir un procédé par
lequel le cas des semi-groupe intégrés dégénérés peut-étre réduit au cas des semi-groupes
intégrés non-dégénérés. Si {S(t)},5, est un semi-groupe intégré dégénéré ayant pour
générateur 'opérateur A et pour l'espace dégénéré I'ensemble N, alors on considere

I'espace facteur £/ et les opérateurs induits

et
[Allz] = {[y] | y € Az}
D([A]) = {[z] |z € D(A)}
et

| =x+N€e&/y , Vxel.

On peut prouver (voir [Th’90, pag. 423]) que {[S(t)]},5, est un semi-groupe intégré

non-dégénéré ayant pour générateur I'opérateur [A].

3.3 Semi-groupes intégrés non-dégénéré exponen-
tiellement bornés
Soit {S(t)},5, un semi-groupe intégré.

Définition 3.3.1 On dit que le semi-groupe intégré {S(t)}tzo est exponentiellement

borné s’il existe M > 0 et w € IR tel que

S| < Me*t | Vt>0.
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Remarque 3.3.2 Il existe des semi-groupes intégrés qui ne sont pas exponentielle-
ment bornés comme on peut voir dans I'exemple 3.2.1. Pour un semi-groupe intégré
exponentiellement borné {S(t)},., , I'intégrale de Laplace
R(\) =\ / e MS(t) dt
0
existe pour tout A € A,. Si, en plus, le semi-groupe est non-dégénéré, alors on peut
montrer le théoreme suivant (voir [Ar’87], [KH’89], [Ne’88], [Th’90]).

Théoréme 3.3.3 Soient A : D(A) C € — & un opérateur linéaire fermé et {S(t)},5 une

famille fortement continue pour laquelle il existe M > 0 et w € IR tel que
IS < Me** VYt >0

et ayant ’espace non-dégénéré N = {0}.

Les affirmations suivantes sont équivalentes:

i) la famille {S(t)} 5, est un semi-groupe intégré non-dégénéré exponentiellement borné
ayant pour générateur l'opérateur A;

ii) N C p(A) et pour tout A € A, on a

/ —)\tS
0

Preuve. i)= ii) Pour tout = € £ et tout A € A, considérons l'application
R(\)x =\ / e MS(t)x dt
0

Compte tenu de la remarque 3.1.4 et de la proposition 3.1.5 (i), nous obtenons:

SSORON = [ LSS (0 dt -

0

o0

Y /e_M S(r+ ) — S(r)] x dt =
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o0 [e.9] oo

Y / e [S(t+ 1) — S(E)] @ dt + A / e MS(t)x dt — A / NS () dt —
=\ /6_’\tS(r)%S(t)x dt + R(A\)x — S(r)x =
oo N J
= A\S(r) /e A aS(t)x dt + R(\)z — S(r)x =

0

[e.9]

= \S(r) [e”S(t)x:OO + )\/e”S(zﬁ)x dt

0

+ RNz — S(r)x =

=AS(r)R(\)x + RNz — S(r)z =

= S(r)[ARN)x — z] + R(\)x

Par suite .
SRz / SRz — 2] dr + tR(\)z
Avec la définition 3.2.2 on voit que R(\)z € D(A) et
ARN)x = AR(N)z —x

d’ou

M —-ARNzx=z , Vref&.

Soit maintenant « € D(A). Alors

t
S(t)r —tx = /S(T)Ax dr , Vt>0.
0

Compte tenu de la proposition 3.2.6, nous avons

o0

R\ Az =\ / e MS(t) Az dt =
0
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d
_ x| @ _ _
= )\/e {dtS(t)a: x} dt
0
and Y
:)\/e ES(t)mdt—)\/e xdt =
0 0

00
€

=\ e_MS(t)acﬁiO + /\/ S dt| —x =
= x

R(N)x —

d’ou nous obtenons

RN —A)x=x , VreD(A).

Par conséquent A — A est un opérateur inversible, donc A, C p(A) et

R\ A) =\ / e MS(t) dt

0

ii)= 1) Soit A : D(A) C &€ — & un opérateur linéaire fermé tel que A, C p(A) et

pour tout A € A, on a
o

R(\A) =)\ / e MS(t) dt
0
Avec le théoreme 3.1.1 on voit que

t+s s

S(t)S(s):/S(r)dr—/S(r)dr , Vt,s>0.

On peut vérifier facilement que {S(t)},., est un semi-groupe intégré non-dégénéré

exponentiellement borné. Nous allons maintenant montrer que le semi-groupe {S(¢)},-

a pour générateur I'opérateur A. Soit € D(A), pour tout A € A, nous avons

r=RANAN —A)z = AR\ A)x — R(\; A)Ax =
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=\? /e’\tS xdt — X /e’\tS Az dt =
0 0
=\ [ e MS(t)x dt — /S Az ds —l—)\/e /S Az ds| =
0 = 0 0

D’autre part

r =\ /e_)‘ttac dt

0

Par conséquent, pour tout x € D(A) on obtient

o] t o]

/e’\t S(t)x — /S(s)Ax ds| dt = /e)‘ttx dt

0 0 0

Avec le théoreme de 'unicité de la transformée de Laplace [Wi’71, 5.7, cor 7.2], il

vient
t

S(t)a:—/S(s)Axds:tx , Vt>0.
0

Il s’ensuit donc que A est le générateur du semi-groupe intégré {S(¢)},.,.m

3.4 Le théoreme de Arendt

Dans la théorie des semi-groupe intégré, une grande importance revient a un théoreme
de représentation de la transformée de Laplace pour une fonction a valeurs réelles,

montré par WIDDER en 1934.
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Théoréme 3.4.1 (Widder) Soient r : Ay — IR une fonction et M > 0. Les affir-
mations suivantes sont équivalentes:

i) r € C(Ag) et pour tout X € Ag on a

Mn!

e A
| <>\)‘ S (Re )\)nJrl

., Vn e iN;

ii) il existe une fonction f € L>[0,00) avec la propriété |f(t)] < M pour tout t > 0,
tel que

oo

r()\):/er(t)dt VA Ao,

0

La preuve de ce théoreme peut-étre trouver dans [Wi’34] ou [Wi’71]. On peut re-
marquer facilement une grande analogie entre le théoreme de Widder et le théoreme

de Hille-Yosida. En effet, compte tenu de 1’égalité
RN A)™ = (=1)"n!R(N\; A" | Vne N

la relation (ii) du théoreme de Hille-Yosida est équivalente avec

Mn)!
Re A —w)ntl 7

| RN A < ( Vn e N.

Malheureusement, en 1960 ZAIDMAN a prouvé que c¢’est impossible d’etendre le théoreme
de Widder aux fonctions & valeurs dans un espace de Banach arbitraire [Za’60]. Arendt
a prouvé dans [Ar’87, pag. 329 une version "intégré” du théoreme de Widder pour

fonctions a valeurs dans un espace de Banach.

Théoréme 3.4.2 (Widder-Arendt) Soient € un espace de Banach, a > 0, R :
A, — & une fonction, M > 0 et w € (—o0,a]. Les affirmations suivantes sont

équivalentes:
i) R € C® (A, E) et pour tout A € A, on a

Mn!
Re A —w)rt1 7

|[R)™|| < ( Vn € IV;
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it) il existe une fonction F :[0,00) — £ avec les propriétés
F(0)=0
et
|F(t+ h) — F(t)|| < Me*“™™h vt h >0,

tel que pour tout A € A, on a

o

R(\) =\ / e ME(t) dt

0

Preuve. i)==1ii) Pour z* € £* nous considérons 'application
r:ANg— IR

r(p) = (R(p +a), x")

Alors pour tout u € Ag on obtient

r(w)™] < [[R(u+ @)™ l2"]le. <
< Mn! 1o <
= Re (uta)—wpt 11 =
Mn! Vn € IN.

< Wﬂw*ﬂg* ;
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Avec le théoreme 3.4.1 on voit qu’il existe une fonction g(., z*) € L*°[0, c0) (qui dépend

de z*) avec la propriété

lg (& ) oejo,00) < M [l

g* ) VtZO

tel que

(e 9]

r(u) = /e—“tgu,x*) dt . Ve o
0

Pour tout w € (—o0, a] considérons 'application

pw:Aw—>lR
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pr‘) = 7’()\ - w)

Alors, pour tout A € A, on obtient

po(N) = r(A—w) = / e~ (¢ 1) dt =

et en posant
il en résulte que

0
De plus, f(.,z*) € L*[0,00) et

Hf (t’x*)HLOO[Opo) < Me , vt > 0.

Définissons ’application
F(,z%):[0,00) — IR
¢
F(t,x") = /f (s,2") ds
0
Il s’ensuit que F' (0, 2*) = 0, pour tout z* € £*. De plus
pu(N) = /e”f (t,a") dt = /e*t%F (t,a") dt —
0 0

o0

+A/ NE(t,2*) dt =

0

A/—Mth dt
0

e ME(t )|
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Comme F' (., x*) est une application continue, avec le théoreme de I'unicité de la trans-
formée de Laplace [Wi’71, 5.7, cor.7.2] il en résulte que F'(.,z*) est une application
linéaire par rapport a z* € £*. De plus, pour tout z* € £* et pour tous ¢,h > 0 nous

obtenons:

|F (t+ h,z") — F (t,2")| =

t+h
/fs:v ds—/fsx =
t+h t+h

/f(s,x*) ds| < /|f(s,a:*)\ ds <

t+h t+h
< 1 Mgy s <M1 [ ds | <
t t
<M sup e o = Mt
s€[t,t+h]

Par conséquent, pour tout ¢ > 0, il existe F'(t) € £ tel que
F(t,a*)=(F(t),z") , Va*e&".

Donc pour tout A € A, et tout z* € £* on voit que p,(\) = r(A — a) d’ou il s’ensuit

que

Par conséquent

/\/ ME(t) . VA EA,,
0

ou F(t) € £, pour tout t > 0.

Pour montrer (ii), il est suffisant de prouver que F(t) € £, pour tout ¢ > 0. Pour cela,
on peut indentifier 'espace £ par un sous-espace fermé de £**, en utilisant 1’'inclusion
canonique

Esx+— i, €E
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i (y) =y (x) , Wy €&
Soit

Pour tout A € A,, on obtient R(\) € £. Par conséquent

A

0= (M> = 70@—”@(1?(75)) dt , VAeEA,.

Avec le théoreme de 'unicité de la transformée de Laplace il en résulte

(F()=0 , Vt>0.

Il s’ensuit que F(t) € &, pour tout ¢ > 0. De plus, de 'égalité F' (0, 2*) = 0 il en résulte

F(0) =0 et comme
|F (t+ h,2*) — F (t,2%)| < Me*Mh || z*

on obtient

5*

|F(t+h) — F(t)|| < Me*"Mp vt h>0.

ii)==-1) Pour tout z* € £* considérons I'application

f:[0,00) — IR

Alors pour tout A € A,, on obtient

(R(\),z*) = A/e—*t (F(t),z") dt =

De plus, pour tous t,h >0 on a

[f(E+h) = f(O)] = [(F(t+h) = F(t),27)| <

< [[F@+h) = FQ@) ="

e S Mew(t+h)h ||J,‘*

g*



3.4 Le théoréme de Arendt

Par conséquent f est une application dérivable p.p. et on a
[f'@®)] < Me |lz"|le. VWt =0

De plus

(RO, 27) = / (1) 7 ) f(e) di =

0 0
= —eMft)| S+ [N (t)dt = / e Mf () dt

0 0

Compte tenu de I'égalité

<%R(>\),$*> = 70 e (b dt

par récurrence on obtient
(R™(\),z*) = (=1)" / the Mf(t)dt , Vne IN.

Par conséquent, on a

|<R(”)()\),x*>} < /t”eRe’\t]\%e“’lt |*|| g dt =
0
o /tne—(Re)\—w)t dt =
0
n
= M ||z*]| .. tn—l —(ReA—w)t dt =
l="le Re \ — w/ ¢

0
n!

E* (Re )\ o w)n—i-l

d’ou il vient
Mn)!

(Re)\—w)"H , VnelNm

R <
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Cette version "intégré” du théoreme de Widder décrite dans le théoreme 3.4.2
conduit a une caractérisation complete du générateur d’un semi-groupe intégré non-
dégénéré. Le théoreme suivant, connu sous le nom de théoréme de Arendt [Ar’87],
[Hi’91-1], [MPV’97], [XL’96], a la méme importance pour les semi-groupes intégrés
que le théoreme de Hille-Yosida pour les semi-groupes de classe Cy. Nous avons obtenu
une preuve presque élémentaire du théoreme de Arendt en utilisant I'approximation

généralisée de Yosida et une idée de BOBROWSKI [Bo’94].

Théoréme 3.4.3 (Arendt) Un opérateur linéaire
A: DA CE—E

est le générateur d’un semi-groupe intégré non-dégénéré {S(t)},~, pour lequel il existe
M >0 etw € IR tel que

IS(t+h) — S@)|| < Me*“™h | Vt,h>0

st et seulement si
i) A est un opérateur fermé;
ii) il existe a > max{0,w} tel que A, C p(A) et pour tout X\ € A, on a

M

IR AN = oo

, VneIN".

Preuve. = Soit
A:DA)cCE—E

le générateur d’'un semi-groupe intégré non-dégénéré {S(t)},., pour lequel il existe
M >0 et w e IR tel que

|S(t 4+ h) — S(t)|| < Me*“™™h Vvt h >0

Avec la proposition 3.2.5 on voit que A est un opérateur fermé. Dans l'inégalité

précédente on peut prendre t = 0. Il s’ensuit que

|S(R)|| < Me®th < MetDh  wh >0,
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Par conséquent, il existe a« = max{w + 1,0} > max{w, 0} tel que
IS(h)|| < Me™™ , Vh >0,

Avec le théoreme 3.3.3 on voit que A, C p(A) et pour tout A € A, on obtient

R\ A) =) / e MS(t) dt

0
Compte tenu du théoreme 3.4.2, il s’ensuit donc que

Mn!
Re A — w)ntl

|R™ (X A)|| < ( , VneN.

Pour tout A € p(A) et tout n € IN on a
R™(\; A) = (=1)"n!R(\; A)" T

Par suite, on a:

|
R e e e e AR
d’ou Iy
IR A < o+ e N
<= Soit {A,},,, 'approximation généralisée de Yosida de I'opérateur A et {AMW}%A

Iapproximation généralisée de Yosida de 1'opérateur AW (la partie de A dans D(A)),

ou

Au,m - A”/D(A)

Avec le théoreme 2.4.5, on déduit que la partie de A dans D(A) est le générateur d’un
Co-semi-groupe {T'(t)},, C B (D(A)) avec la propriété

T(t)z = lim ep@'y | Vo e D(A)

Rev—oo
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uniformément par rapport a t sur les intervalles compacts de [0,00). Soit A € ' tel
que Re A > a + ¢, avec € > 0 arbitrairement fixé. Avec le théoreme 2.3.5 on voit qu’il

existe p € A, tel que X € p(A4,), % € p(A) et

1 1 2 Al
R(NA, = 1 R{——:A
(X A) A p +(A+u> (Aﬂ/ )

Alors pour tout z € D(A) nous définissons

Su(t)e = /eA“Sx ds

et nous avons
t t
S,(t)r = /eA“Sw ds=R(NA,) (M —A,) /eA”Sx ds =
0 0

t t
=R(NA) )\/GA”S:B ds — R (XN A,) A, /eA“sx ds =

0 0

1 2 A /
H H A,s
1 R{———A || A mr ds—
A+ p +(A+u> (Mru’ ) /e e
0
1 2 A t
I+ < o ) R (—M;A> ensy
A A A+ 0

N ? A /
== [eMrds+ (L> AR (—'M;A> /eA”sa: ds—
A A A+
0 0

. ? A /
=" [eMrds+ (L> AR <—M;A> /eA“sx ds—
A+ A+ A+
0 0
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L g H ? Ap Aut
_ wlo [ RI—- A w
)\+u6 g ()\%—,u) A p e
1 AR )
+ + R{—A)x=
Nt (AHL) (A+u !
. 2 A
= — eA“Sde—l—(L) )\/eA“SR(—'u;A>xds—
A p A p A+ u
0

1 1 2 AL
+—a2+|(—| R|{— 4
Nt A+u) (Mru )w
compte tenu de 'égalité

R(a; A)Ap = AgR(a; A) . Va,f € A,.

Comme
||€Au3|| — He(lﬂR(u;A)—uI)s _ HefusleuzsR(u;A)H <
g2t R A) = skl | R(; 4)"|
e B e
k=0 ’ k=o ’
0 k|/,L|2kM 00 <R8‘M2 )k
o~ Reus — Me Bens ATterTe/
Z K(Rep —w)k 0 ° 2 h

k=0
|2 wR@pA»Im Ko

s|p
— Me BenseRen— = Me™ Reu-u

on peut définir la famille {S(¢)},., ot

t

S(t)x = Relnlloo Su(t)r = A /T(S)R()\; A)xds —T(t)R(N\; A)z + R(N\; A)z

pour tout ¢t > 0 et x € £ Comme {T'(t)},, est un Cp-semi-groupe, il en résulte que

la famille {S(t)},-, est fortement continue. De plus, pour tout u € A,, tout = € £ et
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tous s,t > 0 on obtient:
s s t
Su(s)Su(t)x = /eA““Su(t)x du = /eA““ /eA“”x dv du =
0 0 0

s u+t

:// “(”Jr”)a:dvdu://e“‘”xdrdu:
0 u

0
u+t s

//6’4“% dr du—//eA“rx dr du =
0 0

/Suu—i-t du—/Su(u)du—
0

0

S

= / (S, (u+1t)— S, (u)]zdu
0
Par passage a la limite pour Re y — oo il s’ensuit que

S(s)S(t)x = / (S(u+4) — S(u)] = du
0
pour tout x € & et tous s,t > 0. Comme S(0) = 0, avec la définition 3.1.3 on déduit
que la famille {S(t)},5, est un semi-groupe intégré. De plus, pour tous ¢,h > 0 on

obtient

t+h t
|S(t+ h) — S(t)| :Rlim /eA“S ds—/eA"s ds|| =
g 0 0
t+h t+h
= lim /eA“s ds|| < lim /HeA“sH ds <
Rep—o0 Rep—o0
t t
t+h

wRequIm Koy

< lim Me Ren—w °ds <
Rep—o0
t

wRequlm P
< lim Me Reuw-w R — Mt

Rep—o0



Chapitre 4

Générateurs essentiels sur un

espace localement convexe

4.1 ()-semi-groupes sur les espaces localement con-

vexes

La théorie des semi-groupes de classe Cy a été étendue du cadre des espaces de Banach
au cadre plus général des espaces localement convexes dans le travaux de SCHWARTZ
[Sch’58|, M1YADERA [Mi’59], KOMATSU [K0’64], YOSIDA [Yo’71], KOMURA [K6’68|,
Oucnr [Ou’72], BABALOLA [Ba’74], DEMBART [De’74], etc. Dans la suite, nous
noterons par (X, ) un espace localement convexe séparé et par B(X) I'ensemble
des opérateurs linéaires continus sur X. Puisque (X, ) n’est pas nécessairement
métrisable, on dit qu'une famille M C B(X) est équicontinue si pour tout semi-norme

p continue sur X, il existe une semi-norme ¢ continue sur X tel que

p(Tx) < q(x)
pour tout T € M et tout z € X (voir [K6’68, p.259]). En accord avec [Yo’71,
Definiton, p.234] on a

Définition 4.1.1 On dit quune famille d’opérateurs linéaires {T'(t)},-, C B(X) est

un Cy-semi-groupe si elle satisfait les propriétés suivantes:

83
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(1) T(0) = I;

(i) T(t+s) =T(t)T(s) pour tous t,s > 0;

(111) Uapplication [0,00) 3 t —— T(t)x € X est continue pour tout x € X;
() pour w € IR, la famille {e™'T(t)},5, est équicontinue.

Le générateur infinitésimal £ de Cy-semi-groupe {T'(t)},~, est défini sur I'ensemble

Tt)x —
D(L) = {x € X |lim M existe par rapport a 6}
N0 t
par
T _
Co—lm T2 D).
N0 t

Il est bien connu le fait que si, en plus, (X, ) est séquentiellement complet, alors £
est un opérateur a un domaine dense (voir [Yo’71, Theorem 1, p.237]), fermé (voir

[Yo’71, Corollary 3, p.241]) et sa résolvante
R\ L)x = /e_MT(t)x de A>w, ve€X
0

est continue sur X (voir [Yo’71, Theorem 1, p.240]).

Il faut remarquer le comportement spécial des semi-groupes adjoints. Soient ) = X* le
dual topologique de (X, 3) et {T'(t)},>, un semi-groupe de classe Cp sur X'. Son adjoint
{T™(t)},5o n'est pas en général un Co-semi-groupe sur I'espace dual ) par rapport a la
topologie forte duale 5(Y, X') (voir [Yo’71, Proposition 1, p.195]). Soit £’ le générateur
infinitésimal du semi-groupe {1™(t)},5, rélatif a la topologie x-faible o(Y, X). Si X
est séquentielement complet, le générateur du Co-semi-groupe {T'(t)},, a le domaine
D(L) dense dans X'. Par conséquent, I'adjoint £* de £ est uniquement déterminé tel
que

(Lx,z*) = (x, L") , Ve eDL)etax"eD(L).

On sait que L£* est fermé par rapport a la topologie o(), X), et si X est un espace
localement convexe séquentiellement complet, alors £ = L* (voir [K6’68, Proposition
2.1, p.263)).

Le résultat le plus important concernant les semi-goupes adjoints est le célebre théoreme
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de Phillips ([Yo’71, Theorem, p.273]). Si X et ) sont des espaces localement convexes
séquentiellement complets, alors {T%(t)},., est un Cop-semi-groupe sur la fermeture Y+
du domaine D(L*) de 'opérateur adjoint L* par rapport a la topologie forte de 'espace
dual. De plus, le générateur de {T7()},, restreint a Y coincide avec la restriction
de l'opérateur L£* a l'ensemble {y € D(L*) | L*y € YT }.

Si X est un espace reflexif, alors YT = ) et le théoréme de Phillips s’applique trés
facilement. Autrement, la caractérisation du domaine D(L*) et de sa fermeture Y+

deviénnent une probleme tres difficile dans le cas des exemples concrets.

4.2 Domaines d’unicité

Dans les applications le domaine du générateur £ est souvent difficile a décrire et pour

ce motif on préfere travailler sur un sous-espace D C D(L) bien choisi (voir [Da’80,
p.7]).
Définition 4.2.1 On dit que D C D(L) est un core du générateur L si pour tout
f €D(L), il existe une suite f, € D telle que

lim f,=f et lim Lf,=Lf.

n—oo
On remarque que D est un core pour générateur £ si D est dense dans D(L) par
rapport a la topologie du graphe du £ induite par la topologie 3 ou, équivalent, si
Lp = L, cest-a-dire £ coincide avec la restriction de la fermeture de £ & D (voir
[EK’86, p.16]). Il n’est pas tres facile de déterminer sous quelles conditions un sous-
espace donné D C D(L) est un core pour £, mais le critére suivant est utile quand le
semi-groupe {7'(t)},5, est donné explicitement. Ce résultat est bien connu dans le cas
des espaces de Banach, mais les preuves données par ARENDT [Ar’86, Corollary 1.34,
p.47] ou DAvVIES [Da’80, Theorem 1.9, p.8] utilisent en grande mesure la structure

d’espace de Banach.
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Proposition 4.2.2 Soit {T(t)}t20 un Cy-semi-groupe ayant pour générateur 'opérateur
L. Supposons que D est un sous-espace de D(L), dense dans (X,[3). Si T(t)D C D,

alors D est un core pour L.

Preuve. Nous présenterons une preuve élémentaire suivant de pres [Wu’01,
Lemma 3.5, p.68]. Soit A > w arbitrairement fixé, out w est choisi tel que la famille
{e=“*T'(t)} soit équicontinue. Soit A = Lp la restriction de 'opérateur £ a D. Nous
allons montrer que (Al — A)(D) est dense dans (X, 3). Pour cela, compte tenu du
théoreme de Hahn-Banach ([Ga’81, Consecinta 2, p.281)), il est suffisant de prouver
que si yg € Y satisfait 1’égalité

(M —A)z,y0) =0 , VzeD,

alors yo = 0. En effet, si on fixe un tel yo, alors pour tout x € D C D(L) et tout ¢t > 0

on a.

di<x e )\tT* y>_ < )\tT )fL‘ y0>:
= (=X MT(t)x+e” ’\tET ), yo) =
(=X + L)e T (t)z,yo) =0

parce que e T (t)z € D compte tenu de I'hypothese. Il s’ensuit que (z, e T (t)yo)

est une constante. D’autre part, nous avons
e MT*(t)yo — 0
par rapport a la topologie o(), X') pour t — oo. Par conséquent
<x,e_’\tT*(t)y0> =0, , Vt>0etzeD.

Puisque D est dense dans (X, 3), on déduit que yo = 0.
Il s’ensuit que pour tout = € D(L), il existe une famille dirigée (z), C D telle que

(A — A)zg — (M — L)z



4.2 Domaines d’unicité 87

Compte tenu de la continuité de la résolvante, on voit que
To = RN L[N — Az, — RN L)(NM — L)z =x
et de la continuité de 'opérateur
LRNL)=ARNL)—1
on obtient
Lx, =LRNL)(N — A)z,] — LR L)[(M — L)z] = Lu.

Par conséquent la fermeture de A est £. m

Il est tres important savoir quels sous-espaces de D(L) déterminent le semi-groupe de
facon unique. Plus précisément, ce probleme peut-étre formulé de la maniere suivante:
soit D un sous-espace de D(L) et considérons la restriction A de £ & D. Dans lesquelles
conditions sur D, L est I'unique extension de A qui est un générateur? Dans la suite
nous rapellerons quelques résultats bien connus pour les calibrations. Une calibration
pour un espace localement convexe (X, 3) est une famille I' de semi-normes continues
qui engendre la topologie § sur X'. Une famille de ce type a été utilisée par FATTORINI
[Fa’68|, MOORE [Mo0’69], CHILANA [Ch’70], CHOE [Ch’85] et autres.

Soit p € I'. Un opérateur linéaire T" dans X s’appelle p-continu si

p(T) := sup p(Tz) < oo
p(z)<1

et s’appelle I'-continu s’il est p-continu pour tout p € I'. On dit que T est I'-fini si

IT | := sup H(T) < oo
pel

De plus, si | T||r < 1, alors on dit que T est une I'-contraction.
Le résultat suivant obtenu par MOORE [Mo0’69, Theorem 4, p. 70], donne une tres

jolie caractérisation des semi-groupes équicontinus.

Lemme 4.2.3 Un semi-groupe F est équicontinu sur X si et seulement s’il existe une

calibration I' pour X telle que F est un semi-groupe de I'-contractions.
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Enfin, le résultat suivant de CHOE [Ch’85, Corollary 5.4, p. 312], est trés important

pour la preuve de notre théoreme suivant.

Lemme 4.2.4 Soit I' une calibration pour lespace localement convexe (X,[3). Si A
est le générateur d’un Cy-semi-groupe sur X et B est un opérateur linéaire I'-fini dans

X, alors A+ B est le générateur d’un Cy-semi-groupe sur X .

Revenons maintenant a notre devoir. Le théoréme suivant (voir [LW’06]) qui est tres
bien connu dans le cas des espaces de Banach (voir [Ar’86, Theorem 1.33, p. 46]) est

le résultat le plus important de notre these.

Théoreme 4.2.5 Soient (X, 3) un espace localement convexe séparé séquentiellement
complet, {T'(t)},5o un Co-semi-groupe sur X ayant pour générateur l'opérateur L et D
un sous-espace de D(L). Considérons la restriction A de L a D. Si D n’est pas un

core de L, alors il existe un nombre infini d’extensions de A qui sont des générateurs.

Preuve. On considere I'espace D(L) doté de la topologie 5, du graphe de £ induite
par la topologie 5. Si, par contre, D n’est pas un core de L, alors D n’est pas dense
dans D(L) par rapport a la topologie du graphe (.. Avec le théoréme de Hahn-Banach
on voit qu'il existe une fonctionnelle linéaire non-nulle ¢ continue sur D(L) par rapport
a la topologie du graphe (. tel que ¢(x) = 0 pour tout x € D. On fixe u € D(L),

u # 0, nous considérons I'opérateur linéaire
C:D(L) — D(L)
Cx=¢(x)u , VYreDL).

Alors C' est (.-continu (c’est-a-dire continu par rapport a la topologie du graphe ()
sur D(L). 11 faut remarquer que C' est (3.-continu si et seulement si pour un (ou pour
tout) Ao € p(L),

C = (Aol — LYCR(\o; L)

est [-continu sur X.

Soit © = C'R(\p; £). Puisque pour tout x € X nous avons

Oz = CR(M\g; L)xr = ¢ (R(No; L)) u
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0%z = O(0z) = ¢ (R(Ao; £)Ox) u = ¢ (R(Xo; L)d (R(\o; L)) u) u =
= ¢ (R(Xo; L)z) ¢ (R(Ao; L)u)u

et
0"z = ¢ (R(No: £)2) " (R(No; L)u) u

quelque soit n € IN*, on voit que la famille

{ [CR(\; £)]" }
|6 (R(Ao; L)u)|" ) ciye

est équicontinue. On peut prendre u € D(L), u # 0 tel que

|9 (R(Ao; L)u)| <1

Par conséquent 1'opérateur linéaire U = I — C'R(\g; £) est inversible et U et U~! sont
[-continus sur X. De plus, comme dans la preuve du [Ar’86, Theorem 1.31, p. 45],

on a

U(£+é) Ul = <£—>\OI+)\OI+C> Ul —
(£= 20l +C) U™+ 2] =
(L= NI + (Mol — LYCRN; L) U™ + NI =
(L—XoI) (I = CRM; L)) U™ 4 Mol =
(L= Xol)+ Nl =

= [I —=CRM\g; L)] (L — Xol) + Nl =

= L X[+C+NI=L+C
Maintenant il reste & prouver que £ + C est le générateur d'un Cy-semi-groupe sur
(X, 3). Puisque {T'(t)},5, est un Cp-semi-groupe sur &, il existe w > 0 tel que la

famille {e~“"T(t)},., est équicontinue. En utilisant le lemme 5.5.1, on voit qu'il existe

une calibration I" pour (X, ) telle que

e T, <1 , Vvt>0.
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Pour tout p € I' considérons

p(x) = sup [p (e T (t)x) + |¢ (R(No; L)e ' T(t)x)|] , VaoeX.

>0
Comme p > p et p est continue, il s’ensuit que la famille I’ = {p|p €T} est une

nouvelle calibration pour (X, 3). Considérons maintenant la [-norme

HC’HF = sup sup ﬁ(é’x)

pel p(z)<1
et prouvons que C' est r -fini, c’est-a-dire

C

<00
I

Soit x € X. Alors nous avons

Cx = (Ml —L)CRMNy: L)z = (NI — L) (RNo; L)) u =
= ¢ (R(Aog; £)z) (Mol — L)u = ¢ (R(Ao; L)) v

ou nous avons noté (Ao — L) u = v. Donc

p(Cx) = P(O(ROG: L)) = |6 (RO L)a)] plv)
< [p(x) + |6 (R(Ao; L)) [] p(v) < p(x)p(v)
Par conséquent

sup p(C) < sup pla)p(v) < ()
p(z)<1 p(z)<1

C

Il s’ensuit que ‘ < p(v), c’est-a-dire C est D-fini. Avec le lemme 5.5.2 on voit que
r

L+ C est le générateur d'un Cy-semi-groupe {S (t)} . Par conséquent
0
S(t) = US(H)U™

est un Cy-semi-groupe ayant pour générateur opérateur L+ C et L+ C/p = L/p. 1l
est évident que par cette méthode on peut construire un nombre infini de générateurs.
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4.3 ()-semi-groupes sur le dual d’un espace locale-

ment convexe

En général pour un Cp-semi-groupe {T'(t)},, sur un espace (X,[), le semi-groupe
adjoint {T7(t)},5, n'est pas fortement continu sur 'espace dual )} = X par rapport
a la topologie forte 3(Y,X) de l'espace dual ( voir [Yo’71, Proposition 1, p.195]).
Différentes théories sortant du cadre des Cy-semi-groupes ont été élaborées, mais le
théoreme de Hille-Yosida devient treés compliqué, voir [Fe’53-1], [Fe’53-2], [Dy’65],
[Je’86], [Je’87] ou [Ce’94].

Le but de cette section est d’introduire une nouvelle topologie sur I’espace dual Y = X*
par rapport a laquelle {T"(t)},5, devient un Cy-semi-groupe ayant pour générateur
l'opérateur L*. Excepté la topologie forte 3(), X), qui est la topologie de la conver-
gence uniforme sur les sous-ensembles o(X,))-bornés de X, sur 'espace dual ) on

peut utiliser souvent deux autres topologies:

e la topologie x-faible o().X), qui est la plus faible des topologies localement con-

vexes pour lesquelles le dual du Y est A;

e la topologie de Mackey 7(), X), qui est la plus forte topologie localement con-
vexe par rapport a laquelle le dual de ) est X'. Comme il resulte du théoreme de
Mackey-Arens [Sc’71, Theorem 3.2, p.131], 7(¥, X) est la topologie de la con-
vergence uniforme sur les sous-ensembles convexes, équilibrés, o(X, ))-compacts
de X [Sc’71, Corollary 1, p.131].

Malheureusement ces topologies ne sont pas adéquates pour notre but. Compte tenu
des résultats de KOTHE [K6’69, p.263], on peut introduire sur ) la topologie de la
convergence uniforme sur les sous-ensembles compacts de (X, ) notée par C(),X)
(voir [WZ’06]). Cette nouvelle topologie dépend non seulement de la paire duale
(¥, X), mais elle dépend aussi de la topologie originale.

Une base des voisinages de yo € ) par rapport a la topologie C(), X') est donée par:

N(yo; K, ¢) := {y ey

sup |(z,9) — (90| < }
zeK
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ou K parcourt tous les sous-ensembles compacts de (X, 3) et € > 0.
Dans la suite nous révelerons quelques propriétés de la topologie C(Y, X) (voir
[LG’06]).

Théoréme 4.3.1 Soit A une application continue sur (X, [3). Alors l'adjoint A* de
A est continu sur Y = X* simultanément pour la topologie forte duale 5(),X), pour
la topologie x-faible o(), X), pour la topologie de Mackey (Y, X) et pour la topologie

C(V,X) de la convergence uniforme sur les sous-ensembles compacts de (X, [3).

Preuve. La continuité de 'opérateur A* par rapport a la topologie forte duale 3(), X')
et pour la topologie *-faible o(), X) est bien-connue [Ga’81, Propozitia 3.4.12, p.169].
Comme le dual de (Y,0(Y, X)) est X, la continuité de A* par rapport a la topologie
«-faible o(), X)) implique la continuité de A* par rapport a la topologie de Mackey
7(Y, X) compte tenu de [Sc’71, Theorem 7.4, p.158].

Pour prouver la continuité de A* par rapport a la topologie C(Y, X), soit K un sous-
ensemble compact de (X, 3). Alors

sup [(z, A*y)| = sup [(Az,y)| = sup [{z,y)|
zeK zeK € A(K)

Comme A(K) est un sous-ensemble compact, il en résulte que A* est continu par

rapport a la topologie C(Y, X). m

Théoreme 4.3.2 Si (X, [3) est un espace localement convexe quasi-complet, alors la
topologie C(Y, X) est plus faible que la topologie de Mackey (Y, X). De plus, on a
(y,C(y,X))* = (Xvﬁ)

Preuve. Soit B un sous-ensemble compact de (X, 3) et [ sa enveloppe fermée convexe
et équilibrée. Alors [ est un ensemble borné, donc complet par rapport & la topologie
forte 3, compte tenu de la quasi-completitude de (X,3). Par conséquent C est un
ensemble complet par rapport a la topologie de Mackey 7(), X). Avec [Sc’71, Theorem
11.5, p.189] il en résulte que G est un ensemble compact de (X, 3). Il s’ensuit que la
topologie C(), X) est plus faible que la topologie 7(), X).

Comme la topologie C(Y,X') est plus forte que la topologie -faible (Y, X), il en
résulte que le dual de (Y,C(Y, X)) coincide avec (X, [3). m
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Théoreme 4.3.3 Soient (X,3) un espace localement convexe séparé quasi-complet
bornologique et Y son dual doté de la topologie C(Y,X). Alors:

(i) tout sous-ensemble C(Y, X)-borné de Y est B(Y,X)-borné. De plus, la restriction
de la topologie C(Y, X) a un sous-ensemble (Y, X)-borné de Y coincide avec o(Y, X);
(ii) (V,C(Y, X)) est quasi-complet;

(i) la topologie C(X,Ve), ot Yo = (V,C(Y, X)), coincide avec la topologie 3 de X .

Preuve. (i) Soit B un sous-ensemble C(Y, X)-borné de ). Puisque la topologie
(Y, X) est plus faible que la topologie C(), X'), on déduit que B est o(), X)-borné
dans ). Avec [Sc’71, Theorem 5.3, p. 142] on voit que B est 3(), X)-borné dans ).
De plus, soit B un sous-ensemble 3(), X')-borné de ). En utilisant [Sc’71, Corollary,
p.63], il s’ensuit que X est un espace tonnelé et avec [Sc’71, Theorem 5.2, p.141] on
voit que B est équicontinu dans ). Alors avec [Sc’71, Theorem 4.5, p.85], on déduit
que les topologies o(), X) et C(Y, X') sont identiques sur B.

(i) L’affirmation résulte de [Sc’71, Theorem 6.1, p. 148].

(iii) Soit B un sous-ensemble (), X')-borné de ). Puisque X’ est un espace tonnelé,
avec [Sc’71, Theorem 5.2, p. 141] on voit que B est o(), X)-relativement compact

(V:)

dans ). Par conséquent la fermeture B~ par rapport a la topologie o(), X') est

o(Y, X)-compact dans ). Puisque B est équicontinu, avec [Sc’71, Theorem 4.3, p.

D) ot équicontinu et avec [Sc’71, Theorem 4.5, p.85] on voit

84] il s’ensuit que B~
que B ot C(Y, X)-compact dans ). Donc la topologie 3 est plus faible que la
topologie C(X, Ve).

Pour 'inverse, soit B un sous-ensemble C(Y, X')-compact dans ). Alors B est o (Y, X)-
compact dans Y. Comme (), 0(Y, X)) est un espace de Hausdorff, on obtient que B
est o(), X)-relativement compact et o(), X')-fermé dans ). Comme X" est tonnelé, il
résulte que B est 5(Y, X)-borné. Donc la topologie [ est plus forte que la topologie

C(X, yc) |

Théoréme 4.3.4 Soient (X,5) un espace localement convexe séparé quasi-complet
bornologique, Y son dual doté de la topologie C(Y,X) et A Y — Y un opérateur

linéaire avec le domaine D(A) = ). Les propriétés suivantes sont équivalentes:
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(i) A est C(), X)-continu;

(i’) A est o(Y, X)-continu;

(i”) A est T(Y, X)-continu,

(ii) A est B(Y, X)-borné et A**(X) C X, ou A : X*™* — X** est l'adjoint fort dans
l’espace bi-dual X** D X;

(#1) il existe un opérateur linéaire U borné dans (X, ) tel que A = U*.

Preuve. (i)=-(ii) Si A est C(), X')-continu, alors avec [Sc’71, Theorem 5.4, p.27] il
résulte que I'image A(B) de tout sous-ensemble C(), X')-borné B C Y est C(), X)-
borné. En utilisant le théoreme 4.3.3 (i) et (ii), on voit que l'image A(B) de tout
sous-ensemble F(Y, X)-borné B C Y est 5(), X)-borné. Donc A est 3(), X')-borné.
De plus, en utilisant le théoreme 4.3.2 il s’ensuit que (Y, C(Y, X))* = (X, 3). Avec le
théoreme 4.3.1, on voit que si A est C(Y, X')-continu, alors A* est 7(X,))-continu sur
X et
A¥r=Are X |, VreX.

La méme preuve peut étre utilisée pour les implications (i')=-(ii) et (i”)=>(ii).
(ii)=-(iii) Soit A%* : X** — X** tel que A**(X) C X. Définissons

U = AS*/X

On remarque que U est un opérateur linéaire défini partout sur X et U = A*. Avec
[Sc’71, Theorem 7.4, p.158] on voit que le domaine D(A*) est (X, ))-dense dans X
et avec [Sc’71, Theorem 7.1, p.155] on déduit que A a une extension (), X')-fermée
et

A — ZU(JAX) 5 A

Puisque A*™ = U* et A est partout défini sur X, il s’ensuit que U* = A.

(iii)=(i) Supposons qu'il existe un opérateur linéaire U borné dans (X, [3) tel que
A = U*. Puisque X est un espace bornologique, il s’ensuit que U est [-continu sur
X. Avec la théoreme 4.3.1 on voit que U* = A est C(Y, X)-continu dans ). De la
méme maniére on peut prouver que A est (), X')-continu et, respectivement, 7(), X)-

continu. m
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Le résultat suivant (voir [WZ’06, Theorem 1.4, p.564]), est une extension satisfaisante

du théoreme de Phillips.

Théoreme 4.3.5 Soient (X, 3) un espace localement convexe séparé séquentiellement
complet et {T'(t)},5, un Co-semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur (X, 3) ayant
pour générateur infinitésimal l'opérateur L avec le domaine D(L) C (X,3). Alors
le semi-groupe adjoint {T*(t)}tzo est de classe Cy sur Y par rapport a la topologie
C(Y,X). De plus, l'adjoint L* du générateur L est le générateur du Cy-semi-groupe
{T(t) }y50 sur (V,C(Y, X)), son domaine D(L*) est dense dans (Y, 7(Y, X)) et on a

les éqgalités:

T (t)y —
D(LY) = {y ey R%W existe par rapport a C(J/,X)} =
T (t)y —
= {y SN 11\1(% # existe par rapport a o(), X)}

De méme, si (X,[3) est un espace localement convexe quasi-complet, alors D(L*) est
dense dans (Y,C(Y, X)).

Preuve. Sans détériorer la généralité, on peut considérer que {T'(t)},, est une famille
équicontinue et que T'(t)x — 0 pour t — oo, quelque soit x € X (au contraire on
considere la famille {e"T'(¢)} i>0 bour A > w). Avec le théoreme 4.3.1 il en résulte
que {T*(t)},5, est un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur (¥, C(Y, X)). Nous
allons montrer la continuité forte de {1*(t)},5, dans (¥,C(Y,X)). Soient y € Y
arbitrairement fixé, s > 0 et le sous-ensemble compact K de (X, 3). Alors pour tout
T >0on a:

sup [{z, (T7(t) = T"(s)) w)| = sup (T(@) = T(s)) z,y)|

Comme {7T'(t)},>, est fortement continu, il s’ensuit que (7(t) —7(s))x — 0 pour
t — 0, quel que soit x € X. Compte tenu de I"équicontinuité de {T'(¢)},., , il en
résulte que cette convergence ponctuelle est uniforme pour tout x € K. Donc

limsup |(x, (T*(t) = T*(s))y)| =0 , Vye,

t—s €K
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d’ott on déduit la continuité forte de {T(t)},., par rapport a la topologie C(Y, X).
Dans la suite nous prouvons que la famille {77(t)},, est équicontinue. Cela revient a

prouver que pour chaque voisinage

N(0;K,e) = {yey

sup (o) < =}

rzeK

avec K compact dans (X, 3) et € > 0, il existe une voisinage

N(0; K',9) = {yEy

sup | (2, y)]| < 6}
reEK'

avec K’ compact dans (X, 3) et 6 > 0, tels que pour tout y € N(0; K’,§) il en résulte
que T*(t)y € N(0; K,¢), quel que soit t > 0. Soit N(0; K,¢) avec K compact dans
(X, ) et € > 0 une voisinage de 0 dans (),C(Y, X)). On peut voir que pour tout ¢t > 0

et tout y € Y nous avons

sup [(z, T"(t)y)| = sup (T'(t)z,y)| <  sup  [(z,y)]
zeK reK z€U>oT(t) K

Soit oo le point de compactification de JRT. Définissons 1’application
g:[0,00] x X — X
Tt)x , site|0,00)
g(t,z) = '
0 , sSit=o00

Il est évident que cette application est continue par rapport a t € [0, oo| et équicontinue

par rapport a x € X'. Alors 'ensemble
K':=g(]0,00] x K)

est compact et
UTWK c K

>0

Il en résulte que pour tout y € N(0; K',¢) on a:

sup [(z, T*(t)y)| = sup (T'(t)z,y)| < sup  [(x,y)| < sup [(z,y)| < e
zeK zeK x€U>oT (1)K zeK'



4.3 Cy-semi-groupes sur le dual d’un espace localement convexe 97

d’ou il s’ensuit que T*(t)y € N(0; K, ¢).

Par conséquent, {T7(t)},5, est un Cyp-semi-groupe sur (Y,C(Y, X)).

Nous montrons maintenant les propriétés du générateur du semi-groupe {77(t)},5 -
Soient £* I'adjoint de £ et L' le générateur de {T*(t)},5, dans (¥,C(Y,&X)). En
appliquant [Yo’71, Theorem 1, p.237], on voit que D(L) est dense dans (X, () et,
par conséquent, 'adjoint £* de L est correctement défini. Soit y € D(L*). Pour tout
x € D(L) nous obtenons

(, T*(t)yy —y) = (T(t)xr —x,y) = </£T(s)x ds,y> = </T(3)x ds,ﬁ*y>

0 0

Comme D(L) est dense dans (X, 3), ces égalités restent valables pour tout = € (X, ().
Alors pour tout compact K de (X, 3) il s’ensuit que

t
<x,f—£y —11{%5161[1? E/T(s)xds—x,ﬁy =0
0

puisque T'(t)x — x uniformément sur le compact K. Il en résulte donc que y € D(L*)
et L'y = L*y d’ou on obtient £* C L'

Pour l'inclusion inverse, nous définissons

lim sup
tN\O zek

T*(t)y —
lim )y —y

S

existe par rapport a o(), X) }

et

Ly =09, X) ~ lm — L=

quel que soit y € D(L”). Nous allons montrer que £” C L*. Soit y € D(L”). Pour
tout x € D(L), compte tenu que le dual de (Y,C(Y, X)) est (X, 3), nous obtenons:
")y - y> <T(t)y —y

= lim

t t\.0 t

(2, L7y) = o(Y,X) — 11{% <x ,y> = (Lx,y)

d’ou il s’ensuit que y € D(L*) et L'y = L7y.

Par conséquent nous avons obtenu les inclusions suivantes

LclLclLclr
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d’ol nous déduisons les égalités de 1’énoncé.

Montrons maintenant la densité de D(L*) dans (), (Y, X). Puisque L est densément
défini et fermé, avec [K6’79, Theorem 3, p.84] on voit que D(L*) est dense dans
(V,0(Y,X)). Comme D(L*) est un sous-espace vectoriel, en appliquant [Ga’81, p.
81], on voit que D(L*) est dense par rapport a la topologie de Mackey o (), X).
Finalement, nous allons montrer la densité de D(L*) dans (Y,C(Y, X)) sous 'hypothese
de la quasi-complétitude de (X, (3). Comme nous avons vu, D(L*) est dense dans
(Y, 7(Y, X)). Compte tenu du théoreme 4.3.2, la topologie C(), X') est plus faible que
la topologie de Mackey 7(Y, X'). Par conséquent D(L*) est dense dans (Y,C(Y,X)). m

4.4 Générateurs essentiels, le probleme de Cauchy

et le probleme de Cauchy dual

Compte tenu des résultats obtenus de ARENDT [Ar’86], EBERLE [Eb’97| et WU
[Wu’98], WU et ZHANG introduisent dans [WZ’06] la notion de générateur essentiel
sur (X, #) qui est tres importante dans la suite.

Soit A: D C X — X un opérateur linéaire ayant le domaine D dense dans (X, 3).

Définition 4.4.1 On dit que A est un pré-générateur sur (X, ) s’il existe un Cy-

semi-groupe {T'(t)},5o sur (X, 3) dont le générateur L est une extension de A.

Définition 4.4.2 On dit que A est un générateur essentiel sur (X,[3) (ou (X,[3)-
unique) si A est un opérateur pré-fermé et sa fermeture A par rapport & la topologie (3

est le générateur d’un Cy-semi-groupe sur (X, 3).

Un autre résultat important de cette these présente une caractérisation complete

des générateurs essentiels sur des espaces localement convexes (voir [WZ’06], [LW’06])
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et montre que la (X, #)-unicité introduite dans la définition 4.4.2 est une notion tres

naturelle.

Théoréeme 4.4.3 Soient (X, 3) un espace localement convexe séparé séquentiellement
complet, Y le dual topologique de (X, [3) et A un opérateur dans X avec le domaine D
dense dans (X, 3). Supposons qu’il existe un Co-semi-groupe {T'(t)},5 sur (X, 3) dont
le générateur L est une extension de A (hypothése d’existence du pré-générateur). Les
affirmations suivantes sont équivalentes:

(i) A est un générateur essentiel sur (X, ) (ou (X, 3)-unique);

(i1) la fermeture de A dans (X, 3) est exactement L (donc D est un core pour L);
(iii) A* = L* qui est le générateur du Co-semi-groupe adjoint {T(t)},5, sur (V,C(V, X));
(v) pour A > w, l'image (A — A)(D) est dense dans (X, [3);

(v) (propriété de Liouwville) pour tout X > wy, Ker (Al — A*) = {0} (c’est-a-dire, si
y € D(A*) satisfait I’égalité (N — A*)y =0, alors y =0);

(vi) (unicité des solutions pour l'équation de la résolvante) pour tout X > wy et tout

y € Y, l’équation de la résolvante de A*

(M —A%)z=y
a une solution unique z = (AN — A)~H)*y;
(vii) (unicité des solutions fortes pour le probleme de Cauchy) pour tout x € D(A), le
probléeme de Cauchy (ou l'équation de Kolmogorov rétrograde)

o(t) = Av(t)
{ v(0) ==z
a une (X, 3)-unique solution forte v(t) = T(t)x. Plus précisément, il existe une seule
fonction dérivable
R >t—v(t)=T()z € (X,5)

dont la dérivée coincide avec Av(t);

(viii) (unicité des solutions faibles pour le probléme de Cauchy dual) pour touty € Y,

le probléme de Cauchy dual (ou l’équation de Kolmogorov progressive)

{ Bru(t) = A*u(t)
u(0) =y
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a une (Y,C(Y, X))-unique solution faible u(t) = T*(t)y. Plus précisément, il existe

une seule fonction continue
R* 5t ut) = T*(t)y € (V,C(V, X))

telle que
t

(x,u(t) —y) = /(Ax,u(s)) de , VzeD;
0
(iz) il existe un unique Co-semi-groupe {T'(t)},5, sur (X, 3) dont le générateur L étend
A;.
(z) il existe un unique Co-semi-groupe {T*(t)},5o sur (V,C(Y, X)) dont le générateur

L* est contenu dans A*.

Preuve. (i)=(iv) De (i) il résulte que A est le générateur d'un Cp-semi-groupe
{T7(t) },50 sur (X,5). Soit X' € IR tel que {eX*T"(t)} soit équicontinue. Alors il
est bien connu que pour tout A > ), la résolvante R(\; A) est continue sur (X, 3). En
particulier R(\; A)D(A) = Y. D’olt on voit que (A — A)(D) est dense dans (X, 3).
(iv)=-(iii) En appliquant (iv) et le théoreme de Hahn-Banach, on obtient que Ker (A —
A*) ={0}. De I'hypothese d’existence A C L, il résulte L* C A*. Donc A\l — A* est un
opérateur injectif qui étend 'opérateur \I — L*. Avec [Yo’71, Proposition 2, p.273]
on voit que R(\; £*) = R(\; £)*. Par conséquent

M—-L:DL) — Y

est un opérateur bijectif. Donc A\l — A* = A\[ — L*, d’ou on obtient (iii).

(iii)=(ii) Comme A C L est un opérateur pré-fermé et £ est un opérateur fermé, avec
[Sc’71, Theorem 7.1, p.155] on déduit que A = A*™ = L = L.

(ii)=(i) Evidente.

(ili)=-(vi) Cette implication est immédiate puisque

RO\ AY) = RO\ L7) = RO\ L)

existe et est continue sur (Y,C(Y, X)).
(vi)=(v) Evidente.
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(v)=(iv) Cette implication est une conséquence du théoreme de Hahn-Banach.
(ii)=-(vii) Seule 'unicité doit étre prouvée. Soit v une solution forte du probleme de
Cauchy
O (t) = Av(t)
{ v(0) ==

ouz € D(A) = D(L), compte tenu de (ii). Soit a > 0 arbitrairement fixé et définissons
la fonction
h:[0,a) — X
h(t) :=T(a —t)v(t)
Il est évident que h est une fonction continue sur [0, a]. En appliquant la propriété de

Co-semi-groupe de {T'(t)}, , pour tout ¢ € (0, a) nous obtenons:

ih(t) 1 h(t +¢) —h(t) y Tla—t—e)(t+e)—T(a—tv(t)

dt - el{‘r(l) 19 N a{r(l) g o

— lim Ta—t—c)(t+e)+T(a—t—c)(t) —T(a—t—¢c)v(t) —T(a—t)v(t) _
e\.0 e

Par conséquent

d’out on obtient (vi).
(vii)=(ii) Comme A C L, pour tout # € D(A) la solution forte v du probleme de
Cauchy
Ow(t) = Av(t)
{ v(0) =

est une solution forte du probleme de Cauchy

Ow(t) = Lo(t)
v(0) ==z
Donc v(t) = T(t)x € D(A). 1l en résulte que D(A) est invariant par rapport a

{T'(t)},5, et comme D(A) est dense dans (X, 3), avec la proposition 4.2.2 on en déduit
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que D(A) est un core de L.
(viii)=(v) Supposons qu’il existe un yo # 0 tel que (Al — A*)yo = 0 pour A > wy. Alors
pour tout ¢ > 0 on a

T*(t)yo — e Myo # 0

puisque, dans le cas contraire, la dérivée

d

—T*(t

d
= —eAtyo

= A
di Yo

t=0

t=0
existerait dans (Y,C(Y, X)) et avec le théoreme 4.3.5 il résulterait que yo € D(L*) et
(A — L*)yo = 0, c’est-a-dire yo = 0 ce qui serait contradictoire.
On peut vérifier facilement que T*(T)yo — e Myo est une solution faible non nulle du
probleme de Cauchy
Oyu(t) = A*u(t)
{ u(0) =0
ce qui contredit (viii).
(ii)=(viii) Nous suivrons de pres la preuve de Wu [Wu’98, Theorem 6.2, p.308|. 1l
est suffisant de montrer que chaque solution faible C(), X')-continue u du probleme de
Cauchy
Oyu(t) = A*u(t)
{ u(0) =0
est nulle pour tout t =a > 0.

Pour le prouver, on fixe a > 0 et x € D. Définissons I'application
h(t) := (2, T"(t)u(a — 1)) = (T(t)z, u(a — 1))

Prouvons que h(0) = h(a). Tout d’abord, on voit que I’application h est continue sur
[0, a] puisque 'application t — T'(t)x est continue, U'ensemble {T'(t)z | t € [0,a]} est
compact dans (X, 3) et I'application [0,a] 3 u — u(a —t) € (¥,C(Y, X)) est continue.
Pour tout ¢ € (0, a) calculons

(6 it M) = RO
+ ' e\0 £
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Nous avons:

h(t+¢e)—h(t) = (T(t+e)r,u(la—t —e))y — (T(t)x,u(a —t)) =
(T(t+e)r,ula—t—e)) — (T(t)x,u(a —te)) +

+ (T(t)x,u(a —te)) — (T(t)x,u(a —t)) =
(T(t+e)=T) z,u(a—t—¢)) +(T't)z,u(a—t —¢c) —ula —1t))

Puisque x € D C D(L), il vient T'(t)xz € D(L). Donc pour tout € N\, 0, on obtient

1
B (T(t+¢e)—T(t)x — Az = Lx
dans (X, 3). Par conséquent, ’ensemble

{laﬁ+f)—T@»x

£

0<5§a—t}U{Ax}

est compact dans (X, 3). Comme lapplication ¢ — wu(t) est continue par rapport a la
topologie C(), X), il en résulte que
1
li{% . (T(t+e)=Tt) z,u(a —t —e)) = (LT (t)x,u(a —t))
Pour calculer le deuxieme terme, nous utiliserons le résultat clef suivant [Wu’98, p.309]:
t
@w»5ﬂumm@, V2 e D(L), t > 0.
0
La preuve de cette égalité utilise de fagon essentielle la propriété (ii): L est la fermerture
de A dans (X, 3). Donc pour tout z € D(L), on peut choisir une suite z, € D, n € IN,
telle que
Zn — T
et
Az, — Lz

dans (X, 3). De I'égalité

(zn, u(t)) (Azp,u(s)) ds

Il
o —
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en utilisant le théoreme de la convergence dominée on obtient le résultat clef. En

appliquant ce résultat pour z = T'(t)x, on voit que:

li{% - (T(t)x,ula —t —e) —ula—t)) =
=l = [(T(t)r, u(a —t = &)) = (T, ua = 1)] =
= l{%é |: / (LT (), u(s))ds — /(ET(t):E, u(s))ds| =
1 a—t

~ _lm! / (LT()z,uls)) ds = — (LT (#)e, u(a — 1))

Par conséquent

R (t)=0 , Vte(0,a).
En utilisant un résultat classique de Dini [Yo’71, Lemma, p.239], il résulte que h(a) =
h(0) d’ou il vient

(x,u(a)) = (x, T*(t)u(0)) =0 , VzeD.

Puisque D est dense dans (X, /3), il s’ensuit que u(a) = 0.

(i)=(ix) Soit £’ une autre extension de A tel que £’ soit le générateur d'un Cy-semi-
groupe sur (X, 3). Alors, compte tenu de (ii), il en résulte que £' = A = L.

(ix)=-(i) Supposons qu’il existe un unique Cp-semi-groupe sur X tel que son générateur
étend A. Avec le théoreme 4.2.5 il s’ensuit que D est un core pour £. Donc E_/D =L.
Mais A = L/p. De I'équivalence (i)<(ii), nous obtenons que A est un générateur
essentiel sur X.

(ix)<(x) Evidente. m

Remarque 4.4.4 Si A est un opérateur de diffusion, alors les solutions faibles pour le
probleme de Cauchy dual dans le théoreme 4.4.3 (viii) correspondent exactement aux
solutions au sens des distributions dans la théorie des équations aux dérivées partielles.
Il faut remarquer I’équivalence importante entre (X, 3)-unicité de 'opérateur A, (X, 5)-
unicité de la solution forte pour le probleme de Cauchy et (),C(Y, X))-unicité de la

solution faible pour le probleme de Cauchy dual associé a 'opérateur A.
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Remarque 4.4.5 Les résultats du théoreme précédent sont bien connus dans le cas
des espaces de Banach (voir [Ar’86], [Pa’83-1], [Da’80], [Wu’98], etc.). Mais il faut
remarquer que seule l'unicité de solution forte a été étudiée systématiquement dans
la théorie des Cy-semi-groupes. Il est aussi important de mentionner la subtilité du
probleme d’unicité: en 'absence d’hypothese d’existence du pré-générateur dans le
théoreme précédent, méme dans le cas des espaces de Banach, I'existence et 'unicité

de la solution forte ne sont pas suffisantes pour la propriété du générateur essentiel de
(i) (voir [Ar’86]).

Remarque 4.4.6 Si {S(t)}i>0 est un Cp-semi-groupe sur (V;C(Y, X)) tel que son
générateur B soit contenu dans A* (c’est-a~-dire B C A*, ou la restriction de A* au
domaine D(B) coincide avec B) on dit que D(B) est une condition a la frontiére pour
A* (en accord avec FELLER [Fe’52, p.473]). Si u(t) est une solution faible C(), X)-
continue pour I’équation duale telle que la condition a la frontiere u(t) € D(B) soit
satisfaite, alors u(t) = S(t)u(0). Dans la terminologie de Feller la propriété (x) du
théoréme 4.4.3 est équivalente a:

(x’) il existe une seule condition a la frontiére pour A*.
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Chapitre 5
Applications

Soit E un espace polonais doté d'une mesure o-finie p sur sa tribu borélienne B.
D’abord, il faut remarquer que la topologie naturelle pour I’étude des Cy-semi-groupes
sur L™ (E, u) est la topologie de la convergence uniforme sur les sous-ensemble com-
pact de L' (E, ), désignée par C (L=, L'). Si {T(t)},5, est un Co-semi-groupe sur
L' (E, i) ayant pour générateur I'opérateur £, alors {T"(t)},, est un Co-semi-groupe
sur (L*,C(L>,L')) ayant pour générateur 'opérateur £*. De plus, on peut prou-
ver que (L>,C (L*, L')) est un espace complet et que le dual topologique de I'espace
(L, C (L>, L") est (L',]| . ]]1). Dans la suite nous étudierons 1'unicité pour certains
opérateurs différentiels sur (L, C (L>,L')). Une tres intéresante synthése sur les

méthodes probabilistes pour les équations de la physique est donnée dans [DCLLPS’89].

5.1 L~ (]Rd, d:z:)—unicité de I'opérateur de Laplace

Pour l'opérateur de Laplace (ou I'opérateur de Schrédinger libre)

qui agit sur 'espace C§° (Rd) des fonctions réelles indéfiniment dérivables avec un

support compact, il est bien connu (voir [BH’86, p. 7]) que pour tout 1 < p < oo,

107
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Iopérateur (A, Cge (Rd)) est contenu dans le générateur L,y du Cyp-semi-groupe du

mouvement brownien {F;},.,

Fi(x) = IE°f (By)

ot (By) > est le mouvement brownien standard définit sur Uespace de probabilité filtré
(L F, (Fi)ys0 > Pa) yepa) avec Py (By = x) = 1 quel que soit le point initial z € R?,

et IE” est 'espérance par rapport a IP,. On peut formuler

Théoreme 5.1.1 L’opérateur de Laplace (A,C’go (Rd)) est un pré-générateur dans
(L*°,C(L>,LY)).

Preuve. Soit {F},., le Cp-semi-groupe du mouvement brownien sur L (Rd,dx).
Avec le théoreme 4.3.5 il en résulte que le semi-groupe adjoint {77(¢)},., appartient a la
classe Cy sur (L*>°,C (L*, L')) et que son générateur ,é?oo) est exactement I'adjoint L,
du générateur L1y du semi-groupe du mouvement brownien {Pt}t20 sur L? (]Rd, das).
Puisque (A, Cge (JRd)) est contenu dans le générateur L(;) et comme pour tout f €
cse (]Rd) on a A*f = Af, nous obtenons que E(OO) est une extension de (A, cse (]Rd)).
Par conséquent, l'opérateur de Laplace (A, Cge (]Rd)) est un pré-générateur dans
(L*°,C(L>,LY)). m

Une premiere application importante des résultats obtenus dans le chapitre précédent

se réfere au fait que 'opérateur de Laplace est un générateur essentiel sur L™ (]Rd, dx).

Théoreme 5.1.2 L’opérateur de Laplace (A, Cge (Rd)) est L™ (]Rd,dq:) -unique par
rapport a la topologie C (L, L1).

Preuve. Compte tenu du théoreme 5.1.1, il en résulte que (A,C’go (]Rd)) est un
pré-générateur sur (L, C (L>,L')). Par conséquent, '’hypothese de l'existence du
pré-générateur dans le théoreme 4.4.3 est satisfaite.
Soit h € L! (]Rd, dx) tel que (A — 1)h = 0 au sens des distributions. En appliquant le
lemme de Weil, on voit que h € Cg° (]Rd). De plus, de I'inégalité de Kato [CHADP’87,
p.185], il vient

Alh| >sgn (h) = |h| >0
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au sens des distributions. Par conséquent |h| est une fonction sous-harmonique non-
négative et avec le théoreme de Liouville il s’ensuit que |h| = 0. Il en résulte que la
propriété (v) du théoreme 4.4.3 est vérifiée d’ou I'on obtient que A est L (Rd, dx)—

unique. m

5.2 L*(M,dz)-unicité de ’opérateur de Schrodinger
sur une variété riemannienne complete

Soit M une variété riemannienne complete avec la messure dz. Désignons par A
I'opérateur de Laplace-Beltrami avec le domaine C§°(M). LP(M,dx)-unicité du Co-
semi-groupe engendré par (A, C3°(M)) a été prouvée par STRICHARTZ [St’83] pour
1 < p < 00, par DAVIES [Da’85] pour p = 1 et par L1 [Li’84| pour p = oc.

En fait, L1 [Li’84] prouve que si M a une géometrie bornée, alors M satisfait le
théoreme de Liouville: s’il existe un point fixe 0 € M et une constante C' > 0 telles
que la courbure de Ricci (voir [GHL’90, Definition 3.18, p. 111]) satisfait 'inégalité

Ric(z) > —C (1+d(z,0)*) , VaeM

ol d(z,0) désigne la distance de z & o, alors tout les fonctions non-negative L'-
integrable sous-harmoniques sont constantes. Dans la méme condition, Li a prouvé

que pour tout h € L*(M, dx), 'équation de diffusion de la chaleur

Oyu(t) = Au(t)
u(0) =h

a une solution faible L'(M, dz)-unique.

Considérons maintenant l'opérateur de Schrodinger (A, C§°(M))

A
A=5 -V

ou V' > 0. Dans ce cas, on a le théoreme suivant (voir [Le’06])
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Théoreme 5.2.1 Soit M une variété riemannienne pour laquelle il existe un point

fizte 0 € M et une constante C' > 0 telles que
Ric(z) > —C (1+d(z,0)*) , VzeM

ot d(z,0) désigne la distance de x a o. Alors (A,C§°(M)) est L>°(M, dx)-unique par
rapport a la topologie C (L, L').

Preuve. Prouvons le théoréeme en deux étapes.
Etape 1 (A, C5°(M)) est un pré-générator sur (L>(M, dz),C (L, L)).
Soit (Bi)>0 le mouvement brownien a valeurs dans 'espace M U0 définie sur un espace
de probabilité filtré (2, F, (Fi)i>0, (Bt)e0) avec IP,(By = x) = 1 pour tout point initial
x € M. Désignons par

T =1inf{t >0 |B; =0}

le temps d’explosion. Considérons le semi-groupe de Feynman-Kac

- —f’V(BS)ds
Ptvf(:c) = " 1i<r, ) f(Br)e ©
Puisque {Ptv}t>0
sur L>®(M,dz) par rapport & la topologie C (L>, L'). Avec la formule de It6 (voir
[SV’79, Theorem 4.4.1, p. 104]), pour tout f € C§°(M) il s’ensuit que

est un Cy-semi-groupe sur L'(M, dz), il est aussi un Cy-semi-groupe

t t s

f(Bt)e_gV(Bs)ds B f(Bo) B / (% B V) f(Bs)e_ OfV(Br)drdS
0

est une martingale locale. Comme elle est bornée sur les intervales bornés, c¢’est une
vraie martingale. En prenant ’espérance par rapport a IP, dans la derniere formule,

on trouve que

t
A
PV = o) = [P (5 -V) s ez
0
qui signifie que f appartient au domaine du générateur L'}/OO) de { Ptv} >0 Cest-a~dire

Vv
L)

étend A.
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Etape 2 (A, C°(M)) est (L®(M,dz),C (L>, L'))-unique.

Avec le théoreme 4.4.3, il s’ensuit que Uopérateur (A, C§°(M)) est L>°(M, dx)-unique si
et seulement si pour A > w, 'image (Al —A) (C§°(M)) est dense dans (L>°,C (L>°, L')).
Il est suffisant de prouver que si h € L'(M,dx) satisfait (A — A)h = 0 au sens des
distributions, alors h = 0.

Soit h € L'(M,dx) tel que pour A > w on a
(M —-A)h=0
au sens des distributions. Alors, avec l'inégalité de Kato, nous avons
A|h| > sgn(h)Ah = 2sgn(h)(A+V)(h) =2(A+ V)|h| >0
Alors |h| est une fonction sous-harmonique. Avec [Li’84, Theorem 1, p. 447] on voit
que |h| est constante, donc h est constante. Par conséquent h = 0. m

Corollaire 5.2.2 Soit M wune variété riemannienne pour laquelle il existe un point

fire 0 € M et une constante C' > 0 telles que
Ric(z) > —C (1+d(z,0)*) , VzeM

ou d(x,0) désigne la distance de x a o, alors pour tout h € L'(M,dx), "équation de

diffusion de la chaleur
dwu(t) = (5 = V) u(t)
u(0) =h

a une L'(M,dx)-unique solution faible.
Preuve. Avec le théoreme 4.4.3, L'(M, dz)-unicité de la solution faible de I’équation
{ dru(t) = (5 = V) u(t)
u(0) =h
est équivalente avec (L>°(M, dx),C (L, L'))-unicité de 'opérateur de Schrodinger (A, C5°(M))

qui résulte compte tenu du théoreme 5.2.1. m
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5.3 L>®(D,dx)-unicité de I’opérateur de Schrodinger

Soit D un domaine ouvert de IR? avec la frontiere dD. Désignerons par C$°(D)
I’espace des fonctions réelles indéfiniment dérivables sur D avec un support compact.
Dans la suite nous considérons l'opérateur de Schrodinger A = —% + V ayant le
domaine C§°(D), ou A est l'opérateur de Laplace et V : R — IR est un po-
tentiel mesurable Borel. Comme nous avons précisé, 'opérateur de Laplace A en-
gendre un mouvement brownien (B,g)t20 dans IR? définié sur un espace de proba-
bilité filtré (€, F, (Ft)ing (Pa),epe) avee IP, (By = x) = 1 pour tout point initial
r € IRY. La propriété essentiellement auto-adjointe de lopérateur de Schrodinger
dans l'espace L? (D, dx), équivalente & 'unique solvabilité de I’équation de Schrodinger
dans L? (D, dx), a été étudiée par KaTO [Ka’84], [Ka’72], REED and SIMON [RS’75],
SIMON [Si’82] et autres a la cause de sa importance dans la mécanique quantique. Par-
tant d’une interprétation probabiliste intuitive de I'unicité, Wu [Wu’98] a introduit et
a étudié 'unicité de 'opérateur de Schrodinger dans l'espace L' (D, dz) et, plus tard,
dans L? (R, dx), pour p € (1,00) (voir [Wu’01]). En fait, pour avoir la L' (D, dz)-
unicité, intuitivement le potentiel repulsif V* devrais étre infini dans la proximité de
la frontiere 0D tel que la particule avec le point de départ a I'intérieur de D ne peut
pas arriver sur la frontiere 0D (voir [Wu’98, Theorem 1.1, p. 279]).

Le but principal de cette section est I’étude de L* (D, dx)-unicité de l'opérateur de

Schrodinger (A, Cg° (D)). Le résultat suivant est bien connu :

Théoreme 5.3.1 Soit V> 0. Alors (A, C°(D)) est L>=(D, dx)-unique par rapport a
la topologie C(L*°, L1).

Preuve. Pour prouver (L*(D,dz),C(L>, L'))-unicité de Popérateur (A, C5°(D)) on
peut utiliser la preuve de Wu et Zhang [WZ’02, Theorem 5, p. 704]. Soit h €
LY(IR?, dx) tel que pour A > w on a

(/\I—%Jrv)h:()

au sens des distributions. En utilisant I'inégalité de Kato, on a:

A|h] > sgn(h)Ah = 2sgn(h)(A+V)(h) =2(A+ V)|h| >0
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au sens de la distribution. Donc |h| est une fonction sous-harmonique non-negative et
avec le théoreme de Liouville on obtient |h| = 0. Avec le théoréme 4.4.3 il s’ensuit que
(A, C5°(D)) est (L*®(D,dz),C(L>®, L'))-unique. m

Dans le cas lequel V' est borné, il est simple de prouver que (A, C§°(D)) est L>°(D, dx)-
unique. Mais presque dans toutes les situations intéressantes de la physique quantique,
le potentiel V' est non borné. Dans ce cas, il est nécessaire de considérer un potentiel
appartenant a la classe de Kato, utilisée pour la premiere fois par SCHECHTER [Sch’71]
et KaTo [Ka’72].

Définition 5.3.2 On dit que une fonction mesurable V' appartient a la classe de Kato
K sur R® si
i sup, / l9(z —y)V(y)ldy =0
lz—y|<é
ou
ez o d=3

glx)=¢ Inx , ifd=2
1 ifd=1.

Pour tout p € [1, 00| définissons

|

Les propriétés suivantes du semi-groupe de Feynman-Kac prouvées par ALBEVERIO et
MA [AM’91, Theorem 4.1, p. 343] seront trés utiles.

D,V
P

‘= sup ‘
p f>0
[[flloo<1

PtD,VfH
p

Lemme 5.3.3 Les propriétés suivantes sont équivalentes:
(i) |7, < oo
2
(1) {PtD’V} est un Cy-semi-groupe sur L*(D,dx);
>0

(111) la forme quadratique

e(f.9)i= [Vf-Vadot [Vigds . ¥fgeCR(D)
associée a (A, C§°(D)) est inferieuremente bornée, c’est a dire,

AD, V)= inf {EV(f. /)] [Ifll2 <1} > —o0
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La preuve du lemme suivant est analogue a la preuve de [Wu’98, Lemma 2.3, p. 288].

Dans ce cas, on a

= e MDV)E vt > 0.

D,V
Pt )
2

Lemme 5.3.4 SoitV € L{S (D, dx) et soit {PtD’V} le semi-groupe de Feynman-Kac
£>0

loc

sur L (D, dz). Si ||PPY

, : N DV
‘ est borné sur les intervalles compacts, alors {Pt } est
[e's) t>0

un Cy-semi-groupe sur (L>°,C (L=, L)) et son générateur E&‘)/ est une extension de
Vopérateur (A, C3°(D)).

Preuve. Soit {PtD’V} le semi-groupe de Feynman-Kac sur LOO(Rd,dx). Puisque
>0

2=

=]

[Wu’01, Lemma 2.3, p. 59] il s’ensuit que {PtD’V} est un Cyp-semi-groupe sur
>0

PtD’V est borné pour t dans les intervalles compacts de [0,00), avec

‘ o0

LY(IR?,dz). Compte tenu du théoreme 4.3.5 on obtient que {PtD’V}t>Oest un Cp-
semi-groupe sur L®(IR?, dx) par rapport a la topologie C(L>®, L'). 11 faut_prouver que
son générateur E&‘)/ est une extension de (A, C5°(D)).

Soit V' > 0. Pour n € IN nous définissons V,, := V A n. Avec un théoréme de

perturbation bornée (voir [Da’80, Theorem 3.1, p. 68)]) il s’ensuit que

A

est le générateur d'un Cy-semi-groupe {PtD’V”} sur (L*=,C(L*,L')). Donc pour
>0
tout f € C3°(D) on a
t

PtD,an_f:/PSD,VnAnde , Vt>0.

0

En possant n — oo, nous obtenons:
DV, D,V
o= P f

et
PPV A f — PPV Af
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De plus, pour tout z € D nous avons:

PPV ()| < PPYIf|(@)

PPV A, f(@)] < PPV (‘%f

VA1) @)

Compte tenu du théoreme de la convergence dominée, nous obtenons

t
PPV — = /PSD’VAfds . Vt>0.
0

Il s’ensuit que f appartient au domaine du générateur E(Do’o‘)/ du Cy-semi-groupe {PtD’V} .
£>0

Dans le cas général, soit V" =V V (—n), pour n € IN. Compte tenu du cas V' > 0,

nous avons .
PPV~ f = /PSD’V"A”fds . t>0.
0
Mais A
s < e (|54 v @

et avec le théoreme de Fubini nous obtenons
¢
pv [ |A
P IV (2)ds < o0
0

dx-p.p. sur D. D’autre part, pour tout x € D fixé tel que

v (|5a]+va) @) <o

avec le théoreme de la convergence dominée on a

PPV (=G 4V ) fla) — Y (-5 4V) J

Il s’ensuit que

t

t
Jrom (o) fre (S ov)an e
0

0
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D’une maniere analogue on peut prouver que
D,V D,V
P f=f—=FB"f—Ff

Par conséquent

t
A
f?yf—fz/ffv<~§+V)f@ . VE>0.
0

Donc f appartient au domaine du générateur E(DO’O‘)/ du Cy-semi-groupe {PtDy} . Par
>0

conséquence E&‘; est une extension de l'opérateur (A, C5°(D)). m

Le résultat le plus important de cette section est le théoreme suivant.

Théoréme 5.3.5 Soit V € L (D, dz) tel que V= € K. Alors (A,C5° (D)) est un

loc

générateur essentiel sur L™ (D, dx) par rapport d la topologie C (L™, L').

Preuve. D’abord il faut rémarquer que I’hypothese d’existence dans le théoreme
4.4.3 est satisfait. Vraiment, si nous considérons le semi-groupe de Feynman-Kac

{PtD’V} sur L (D, dz), nous avons
>0

PPV j(@)| < PPY1SI@) < BV If1(@) < BV 1(@)

d’ou I'on déduit que

D,V
B H < sup
0o 0<t<1

e <o

o0

sup
0<t<1

puisque ‘ PV H est uniformément borné compte tenu de ’appartenance V-~ € K¢
o

et de [AS’82]. En utilisant le lemme 5.3.4 il s’ensuit que {PtD’V}t>Oest un Cp-semi-
groupe sur (L*,C (L>, L')) et son générateur ﬁ(Do;‘)/ est une extension de (A, C5° (D)).
Avec le théoreme 4.4.3 (i)<(iv), on déduit que l'opérateur (A, C5° (D)) est L™ (D, dx)-
unique si et seulement si pour A > w, l'image (A — A) (C§° (D)) est dense dans
(L*°,C (L, LY)). Tl est suffisant de prouver que pour tout h € L (D, dz) satisfaisant
Iégalité

(M= A)f) =0 , ¥feCe(D)



5.3 L (D, dx)-unicité de I'opérateur de Schrodinger 117

pour A > w, il résulte que h = 0.
Soit h € L' (D, dx) tel que

(h,(I =A)f) =0 , VfelCF(D)

ou
(I — A)h =0 au sens des distributions.

Puisque V' € L{ (D, dx), compte tenu de [AS’82, Theorem 1.5, p. 217] on voit que

h est une fonction continue. Avec [AS’82, Corollary 3.9, p. 231], on voit qu'il existe

une constante C' > 0 telle que

|h(z)] < C / |h(y)|dy , VzeD.

lz—y|<1

Comme V~ € K¢, il s’ensuit que C' peut étre choisie indépendamment de = € D.
Puisque h € LY(D,dz), on voit que h est bornée et, par conséquent, h € L*(D,dx).
Maintenant avec L?*(D,dx)-unicité de (A, C§°(D)) et avec le théoréme 4.4.3, on voit

que h appartient au domaine du générateur Eg’)v de {RD7V}t>Osur L? et

A
DV ‘r -
Donc

PPVh=en |, vt>0.

Si on prend A € (w, A(D, V), alors la derniere égalité est vraie seulement pour h = 0,
~ADV)t u

parce que HPtD’VH =e
2

Remarque 5.3.6 Par analogie avec l'unicité dans L'(D,dz), L>°(D,dz)-unicité de

(A, C§°(D)) signifie que la particule ayant le départ sur la frontiere 0D ne peut pas

entrer dans D.

Remarque 5.3.7 Malheureusement, ici nous avons un probleme trés serieux: avec la

remarque 4.4.6, L>(D, dx)-unicité de A est équivalente avec I’existence d’une unique



118 5. Applications

condition a la frontiere pour A*. Il est bien connu qu’on a plusieurs conditions a la
frontiere (Dirichlet, Newmann, etc.). Mais dans le cas de L'(D, dz)-unicité, Ueffet de
la frontiere a été éliminé par une condition (Cy) dans [Wu’98, p. 277] sur le potentiel
V. Trouver une condition analogue dans le cas de L*(D, dx)-unicité est un probleme

trés difficile. D’autre part, dans [WZ’06] on peut trouver le résultat suivant:

Proposition 5.3.8 Soit D un domaine ouvert de IR*. Si l'opérateur de Laplace (A, C°(D))
est L®(D, dx)-unique, alors D¢ = @ ou D = IR".

Preuve. Si, par contre, D est non-vide, alors on considere xy € D. Le potentiel de

Bessel

vl

g(x — xp) :/ ! 6(7%) dt

) (4mt)

est une fonction L'-integrable (A — 1)-harmonique sur IR* — {x}, donc sur D. Avec
le théoreme 4.4.3, il résulte que (A, C§°(D)) n'est pas unique dans L™ ce qui est
contradictoire avec 'hypothese. m

Nous finissons avec 'unicité des solutions faibles du probleme de Cauchy dual:

Corollaire 5.3.9 Si V € L (IR%,dx) et V= € K%, alors pour tout h € L'(IRY,dx),

loc

I’équation de diffusion de la chaleur

{ dru(t) = (5 = V) ult)

a une L'(IR?, dx)-unique solution faible donnée par u(t) = PYh.

Preuve. L’affirmation résulte avec le théoreme 4.4.3 et le théoreme 5.3.5. m
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5.4 L'(IR’ dx)-unicité des solutions faibles pour

I’équation de transport de masse
Les résultats de cette section peuvent-étre trouvés dans [LW’06]. On considere 'opérateur
Af =bVf , VfeCy (R

ott le champ vectoriel b : IR? — IR? est localement lipschitzien. Soit @ le point & infini

de IR?. Considerons 'équation

dX; = b(X,)dt
X(0)==x

Pour tout € IR%, il existe une unique solution (X;(x))o<i<r., Ol
Tezlnf{tEO\Xt:m»
est le temps d’explosion. Alors la famille {F;},-,, ot

Bif () = F(Xe(2) L jper)

est un Cp-semi-groupe sur L (]Rd, d:c) par rapport & la topologie C (L*°, L) et

t

F(X0) — F(Xo) = / WF(X)ds . VfeCP(RY.

0

Par conséquent f appartient au domaine du générateur L) du Co-semi-groupe { P },-
sur L (de, dx) et

Loy f=Af =bVf
Il s’ensuit donc que (.A, C’g"(le)) est un pré-générateur sur (L‘X’ (]Rd, dx) ,C (L, Ll)).
Alors on peut étudie (L°° (Rd, dx) ,C (L, Ll))—unicité de l'opérateur (.A, Cgo(]Rd)).

Nous commencons avec 'opérateur uni-dimensionnel

Af =bf , VfeCP(R)
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ou b est une fonction localement lipschitzienne sur IR tel que b(z) > 0, pour tout x € IR.
Soit A* : D(A*) C LY(IR,dx) — L'(IR,dx) I'adjoint de A et h € L'(IR,dz) tel que
h € D(A*) et

A*h = \h

Alors h est une solution de I’équation différentielle ordinaire
—(bh)" = \h

au sens des distributions. Comme bh est absolument continue, il résulte que h est

absolument continue sur 'ensemble {z € IR | b(z) # 0}.

Théoréme 5.4.1 Supposons que b est localement lipschitzienne et b(z) > 0 sur IR.
Alors (A, C5°(IR)) est (L™ (IR,dx),C (L>, L'))-unique si et seulement si

_Zﬁdx:oo

Preuve. Comme nous avons vu, (A, C5°(IR)) est un pré-générateur sur (L (IR, dx) ,C (L=, L')).
< Supposons, par contre, que (A, C°(IR)) n’est pas (L*° (IR, dz),C (L>°, L'))-unique.
Alors il existe une fonction h € L'(IR, dz), h # 0 telle que

(I—AYh=0

au sens des distributions. On peut supposer que h est absolument continue. Alors h

est une solution de I’équation

—(bh) =h
De I’égalité /
il résulte que
h— b | S ()20 o
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Puisque h # 0, on a h(0) # 0. Alors

et pour

il s’ensuit que

u(00)
/|h($)|d$ = |h(0)]|b(0)] / e “du = 0o
R u(—0o0)

ce qui est contradictoire avec la supposition h € L'(IR, dz).

= Si par contre
0

/ﬁdm<oo ,

alors
0
b(0) ~ [ wmde
h(r) =—%e —= € L'(R,dx)
(z)
et

(I — Ah =

ce qui est contradictoire avec le fait que A est (L™ (IR, dz))-unique. m

On a maintenant

121

Théoreme 5.4.2 Soit b une fonction localement lipschitzienne sur IR tel que pour ¢y <
cn € IR, bl (oo o) €8 blicy 100y gardent le signe constant (non-nulle). Alors (A, C3°(IR))

est (L* (R, dxz),C (L™, L'))-unique si et seulement s

co —+o0

/b& )dx—/%@dx:+w.

—00 cN
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Preuve. Suffisance. Supposons par contre que (A, C§°(IR)) n’est pas (L™ (IR, dz) ,C (L>, L'))-
unique. Alors il existe une fonction h € L'(IR, dz), h # 0 telle que

(I—AYh=0

au sens des distributions. Alors bh est absolument continue sur IR.

Puisque bl(_x co] €t bljcy,+00) garde le signe constant, on peut supposer que
{r e R|b(x) =0} ={x; <ay<..<an} Clc,cnl

Etape 1. Soit x € I, = (g, xp41) et ¢ € I, k € {1,2,..., N — 1}. Comme h est

absolument continue sur I, on a

h(x) = h(cx)

Puisque h # 0 sur I, nous avons

e si b(x) > 0 pour tout = € I, alors

gk
ot as
li\m b(x)h(z) = b(cg)h(cy)e™ " existe pas
T\ Tk
e si b(x) < 0 pour tout = € I, alors
Th+1 1
: - Lowgds
lim b(x)h(x) = b(ck)h(ck)e <k n’existe pas

T,/ Thy1

ce qui est contradictoire avec notre supposition.

Etape 2. Soit = € (zy,00). Alors

d’ou il s’ensuit que
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Soit

cN
Puisque h(cy) # 0, on a
e sib(z) < 0sur (xy,+00), alors u(+o00) = —oo et
oo u(oo)
/h(x) dx = h(en)b(en) / e " du=o00ou —oo
TN u(zn)

lim b(x)h(x) = h(cn)b(en)en =00 0l — 00
T\ TN

ce qui est aussi contradictoire avec notre supposition.

Etape 3. Le cas ou x € (—o0,x;) est similaire avec le cas précedent.

Neccesité. Nous supposons par contre que

+oo 1
——dz <
/b(aj) T < 00
cN
Définisons
- [ 55 ds
blen) , op O
M= G T >
0 , v<uxn

Nous avons —(bh)" = h sur (—o0,zy) et (zy,00). Puisque

lim b(z)h(x) = b(cy)ew =0,
T\ TN

la fonction h est une solution de 'équation —(bh)" = h au sens des distributions, ce qui
est contradictoire avec (L* (IR, dz))-unicité de A. m

Dans le cas multidimensionnel d > 2, le résultat principal est le théoreme suivant
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Théoréme 5.4.3 Soit b: R — IR* une fonction de classe C*(IRY) telle que b(x) # 0
pour tout |x| > R. Supposons qu’il existe une fonction mesurable localement bornée
B:IRT — IR telle que
2\
b(x)!a?_l < B(lz]) Viz| =R

Si

[
/mda::oo s
R

alors (A, C'(‘)’O(Rd)) est (L™ (Rd,dx) ,C (L, LY))-unique. En particulier, pour tout
h € LY(IRY, dx), I’équation de transport de masse

{ dip(t,x) = —div(bp(t, )
p(0,2) = h(z)

a une LY'(IRY, dx)-unique solution faible.

Preuve. Pour tout z € IR, soit (X;(z))o<i<e, i1 € est le temps d’explosion, la solution
de I’équation
{z%zzmxa
X(0) ==z
Alors la famille {P; }s>o,
Py(z) = f(Xi(2))

est un Cy-semi-groupe sur L>(IR?, dx) par rapport a la topologie C(L>, L').

Etape 1. Tout d’abord nous prouvons que pour tout f € C}, il existe (f,)nenw C
Cs°(IRY) tel que f,, — f et Af, — Af par rapport & latopologie C(L>, L').
Vraiment, soit suppf C B(0,N). Alors il existe (f,)new € C°(IR?) tel que supp f, C
B(0, N + 1), pour tout n > 1, f, — f et Vf, — V[ uniformément sur R?. Alors

bV f, — bV f

uniformément sur IR%.

Etape 2. Nous allons prouver maintenant que C{ est un core pour A. Compte tenu
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de [WZ’06, Lemma 2.4, p.572], il est suffisant de prouver que
PCyCC

ou, équivalent,

lim |X,(z)| = 0.

|x]—o00
Considérons
7, = inf{t | | X;| = n}

et

Too = lim 7, = €.
n—oo

Pour tout ¢ < 7 A 7o, NOUS avons

AX0)] _ Xu(w)
- Xi()

b(Xi(2)) = =B(|Xi()]).

Soit

h(z) = / 5(15) ds.

a e L Xi2) N>
" PO = R g =

d’ou il s’ensuit que

Alors on a

h(|Xi(x)]) > h(lz]) =t , Vt€[0,7Tr A Tx).

Par conséquent
lim |X;(z)| = o0

|2|—o00

d’olt on déduit que (A, C(RY)) est (L (R?, dz),C (L>, L'))-unique. m

125
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5.5 L>®(IR? dx)-unicité de ’opérateur de Schrédinger
généralisé

Dans cette section nous considérons I'opérateur de Schrodinger généralisé (ou 'opérateur

de difussion de Nelson)
1
Af = §Af—|—be , Vf € CE(RY

ot b: RY — IR? est un champ vectoriel mesurable et localement borné. L’étude de ces
opérateurs a attiré beaucoup de mathématiciens travaillant dans la mécanique stochas-
tique de Nelson (CARMONA [Ca’85], MEYER et ZHENG [MZ’84], etc.) et aussi dans
la théorie des formes de Dirichlet (ALBEVERIO, BRASCHE et ROCKNER [ABR’89)]).
L’auto-adjunction essentiel de A a été complétement caractérisé par WIELENS [Wi’85]

et LISKEVITCH [Li’99]. La L'-unicité de cet opérateur a été étudiée par WU [Wu’99] et

sa LP-unicité a été étudiée par EBERLE [Eb’97] et DJELLOUT [Dj’97] pour p € [1,00).
Dans la suite nous présentons les résultats obtenus par Wu and ZHANG [WZ’06] pour

p = 0.

On remarque que 'opérateur généralisé de Schrodinger (A, CS°(IR?)) est un pré-générateur

sur L®(IR", dx). Vraiment, si nous considérons le semi-groupe de Feynman-Kac { P} £>0
Bif(z) o= B per f(X0)

ou (Xy)o<i<r, est la diffusion éngendrée par A et 7. est le temp d’explosion, alors avec
[WZ’°06, Theorem 1.4] {F;},., est un Cy-semi-groupe sur L>®(IRY, dx) par rapport a la
topologie C(L>, L'). Soit 0 le point & I'infini de IR?. Si on pose X; = 0 apres le temps

d’explosion t > 7, alors avec la formule de It6 il résulte que pour tout f € CgO(JRd),

F(X0) — fl) - / AF(X.) ds

est une martingale locale. Comme elle est bornée sur les intervalles bornés, c¢’est une

vraie martingale. Alors en prenant l’espérance par rapport a IP,, nous obtenons
t

Ptf(x)—f(x):/PsAf(x)ds , Vt>0.

0
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Par conséquent f appartient au domaine du générateur £,y du Cyp-semi-groupe {Pt}t20
sur (L (IR, dx),C(L>®, L")). Donc (A, C¢(IR?)) est un pré-générateur sur L® (IR, dx).

Nous commencons avec 1’étude de L*°-unicité pour I'opérateur uni-dimensionnel
Af =a(@)f +b@)f f . [ €C¥(xo,0)
ol —oo < x¢ < Yo < 0 et les coefficients a, b satisfont les propriétés suivantes
a(x), b(z) € Lis.(xo, yo; dx)

et

a(x) >0 dr— ae.
1
—— € L7 (%o, yo; dx
a(x) loc( 0, Yo )
ou LS (xo, yo; dz) désigne 'espace des fonctions réelles Lebesgue mesurables essentielle-
ment bornées par rapport a la mesure de Lebesgue sur tout sous-intervalles compacts

de (g, o). Soit ¢ € (zg,yo) fixé et soit

s/(x) = e_[% «
O]
m,(l') = L ‘Cfa(t) a
a(r)

Leurs primitives s et m sont respectivement la fonction d’échelle et la fonction de
vitesse de Feller. Dans la suite par m nous noterons aussi la mesure m'(x)dz. On voit
que

<~’4f7 g> = <f7 Ag>m ) vf7g € Cgo(xl)?yO)

ou
Yo
(9 = [ f@g(ym' () dz
xo
Pour f € C§°(z0, o), nous écrivons A sous la forme:
1 1N 1 /N dod
A:#ﬂL—/ = == f—/ =——f
m's m \'s m \ s dm ds

Maintenant on regarde (A, C§°(zo,%0)) comme un opérateur sur L™ (zq,yo; m dx) :=

L>(m) doté de la topologie C(L>*(m), L'(m)). Nous avons une série de lemmes.
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Lemme 5.5.1 Soient A* : D(A*) C L'(m) — L'(m) ladjoint de A et v € L*(m).
Alors u € D(A*) si et seulement si

i) u a une dz-version absolulment continue U tel que @ est absolument continue;

i) g = ail +bil = % (g—:) € L*(m).

Dans ce cas on a A*u = g.

Preuve. La suffisance résulte immédiatement par une intégration par parties. Dans
la suite nous allons montrer la nécessité. Soit g < 77 < y1 < yo. L’espace des
distributions aur (x1,y;) est noté par D' (x1,y1).

(i) on remarque que si k > 1 et T}, Ty € D'(xy,1,) satisfait T]_(k) = Tz(k) (c’est-a-dire
<T1, f(k)> = <T2, f(’“)>, pour tout f € C§°(z1,y1)), alors il existe un polynéme v tel que
T, =15+ v.

(i) Soit u € L'(m) dans D(A*) tel que

A*u=g e L'(m)

’

Puisque % € Lj,.(z0,yo; d), u, % alors u (i,) € L}, (0, y0;dx). Pour f € C5°(z1,91)

s

on a
/u(§) do = [uAfn do = (0, Af), = (Au. 1), =
= (9,f),, = /fgm/ dx
Comme

mm:/fms/mmmzwmmmw@,
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nous obtenons

7u éfﬁ—l— (;)lf/] dr| = 7u (f—,’)l dr| <

1 xr1
Y1
< m dx| < H ml) 0 <
< /fg <197 s o gy 112 5) <
1
< ¢|f]
- / LY (z1,y1;dw)

ou
C = Hgm/

LY (z0,y0;dx)

ne dépend pas de f. Par conséquent la fonctionnelle linéaire

Y1 ’
1., 1
lu(n) = /U p + (;) 77] dx

1
oun e {f, | f e C’go(:vl,yl)} C L'(zy,y1;dz), est continue par rapport & la norme de

LY(z1,y1;dz). Compte tenu du théoreme de Hahn-Banach et que le dual de L (1, y1; dx)

est L*®(x1,yp;dx), on voit qu’il existe v € L®(z1,y;; dx) tel que

Y1

1, /1\
—=n —i—(—,) 77] dx:/vnd.r
S S

1 1
d’ou il vient
Y1 1 Y1 1 ’ Y1
/u—,n/dx:/[v—u(—,> ] nda::/hn/dx
5 5
x1 x1 1

ou

h(z) = — / [v(t) —ult) <§>/(t)] dt

est une fonction absolument continue sur (z1,y;). Compte tenu de (i) on voit qu’il
existe un polynome w tel que us—l, = h + w sur (x1,y;) au sens des distributions, donc

usi, =h+w p.p. sur (z1,91).
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iii) Puisque & > 0 est absolument continue, ’égalité u = s (h 4+ w) montre que u a
(iii) Puisque - , I'ég q
aussi une version absolument continue % := s (h + w).
(iv) Maintenant nous avons
Y1 Y1 s ! Y1
/ - f ! 1 ’
fgm de= [u| =) de=— [u—=f dx
s s
T x1 z1

Donc

I

u

(—,> = gm/ +aVm € Ll(azl,yl; dx)
s

1

N
S

1 (ﬂ/)/ o !
g=—\|—) =au +bu
s

. . . ~1 . . ~1
au sens des distributions. Alors 54 a une version absolument continue @ . Par

conséquent

m
p.p. sur (x1,y1). Alors la preuve est finie parce que (x1,y;) est un sous-intervalle

relativement compact arbitraire de (zg, o). ®

Lemme 5.5.2 Soit h € L'(m) tel que

(I-(AYh=0 ou <Q> =m (14+V)h

S

au sens du lemme 5.5.1. Supposons que h est de classe C* tel que h' est absolument
continue. Supposons que ¢; € (x9,%0), h(c1) > 0 et h'(c;) > 0 (respectivement < 0).
Alors h'(y) > 0 (respectivement < 0) pour tout y € (c1,y0) (respectivement pour tout

y € (wo, c1))-
Preuve. Supposons que h'(¢;) > 0. Soit

7 = sup {y > ’ W(z)>0, Vze [cl,y)}
Il est évident que y > ¢;. Alors, il vient

h(t) Z h(Cl) >0 > vVt € [Cl,g].
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Donc pour y € (¢1,%0) on a

1 1 / /
T (0) = S () = / o (O(1)de

Si gy < o, alors nous avons

K = 5

’

s'(y)

B (er) + /m/(t)h(t) dt > ﬁh/(q) > 0.

Il s’ensuit que A'(§) > 0, donc k' > 0 sur [§, 9 + €] pour € sufissament petit ce qui est

contradictoire avec la définition de 3. m

Lemme 5.5.3 [l existe deux fonctions hy, k = 1,2 de classe Ct strictement positives
sur (xo,yo) tel que

(i) pour k = 1,2, h; est absolument continue et

1\
(;hh) =mhy , p.p;

(i3) by > 0 et hy < 0 sur (zo,yo)-

Preuve. La fonction hy a été construite par Feller [Fe’52, Lemma 9.1] pour le cas
a = 1. Mais sa preuve reste encore valable dans notre situation considérée ici (voir
[WZ’06, Lemma 4.7]). m

Le résultat principal dans le cas uni-dimensionnel est donné dans le théoreme suivant.

Théoreme 5.5.4 Soit ¢ € (xo,y0). (A, C3°(x0,%0)) est L>®(m)-unique par rapport a

la topologie C(L>°(m), L*(m)) si et seulement si

Yo Yy
/ml(y) dy /sl(x) dx = 400
et

tﬁﬂw@jﬂwm—+w
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Preuve. Soit ¢ € (xg, yo)-
< Supposons par contre que (A, C§°(zo,yo)) n’est pas L(m)-unique. Alors il existe
h € L'(m), h # 0 tel que

(I-—A)Yh=0
On peut supposer que h € C(xg,y) et h > 0 sur un sous-intervalle [z, y1] C (zo, yo),
oit 1 < y. On remarque que b’ # 0 sur (z1,4).

Soit ¢; € (x1,y1) tel que h'(c1) > 0. Avec le lemme 5.5.2, il s’ensuit que
h(y) = h(c1) >0, Vy € [c1,90)-

Alors nous avons:

hy) = hlcr) +

>

(1)

"(c1)

»

S (@) + 5 (@) / m (Oh(t) dt § dz >

Par conséquent

Y0

/h(y)ml(y) dy > % fml(y) dy /ys/(x) dr = +o0

c1 c1 C1

ce qui est contradictoire avec ’hypothese h € L' (m).

Si h'(c1) < 0 pour ¢; € (z1,1), alors de facon analogue on peut prouver que
c1
[ whty) dy = +o¢
zo

= Supposons que

/Cm/(y) dy/CS’(x) dr < o0
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/ml(y) dy < oo
Zo

Avec le lemme 5.5.3 on voit qu’il existe une fonction hy > 0 tel que h/2 < 0 sur (zg, yo).

En particulier on a

Soit h := hy. Donc h > 0 et h' < 0 sur (x, ). Pour y € (¢, ) on a

d’ou il résulte que

Par conséquent, h est une fonction m-intégrable tout pres de yo.

Soit maintenant ¢y € (xg,c). Comme pour z < ¢y on a

/m/(t) dt>/m t)ydt>0

il existe A > 1 tel que

d’ou pour tout y < ¢y on obtient

€0

h(y):h(co)—/h()d:z;<h(co+)\/ /m dz

Y
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Il s’ensuit que

€0

m (h(y) < hlco)m’ (y) + 3’ () / S (2) /m’<t>h<t>dt dr <

Yy

< h(co)m' (y) + )\/m/(t)h(t) dtm/y/s/(t) dt +

+ () / S (@) da / ' ()h(1) dt
Notons o
oz = [ Whty) dy

et

€0

K = h(co) /ml(y) dy + )\/ml(t)h(t) dt /m/y /s/(t) dt| dy < oc.
x0 co xo Yy

Alors pour z < ¢g on a

o) < Koa [ullw)

co
< K—i-/\/m/(y)

Avec 'inégalité de Gronwall, on obtient

A cfom/(y) |:cf05/x d:v:| dy
o(2) < Ke = v

d’ott il s’ensuit que ¢(zy) < oo et, par conséquent, h est m-intégrable tout pres de .
|

Nous allons considérer maintenant 1'opérateur de Schrodinger multidimensionnel
1
Af = SAf+0Vf , Vfe Ce(IRY)

oud > 2.
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Théoreme 5.5.5 Supposons qu’il existe une fonction localement bornée mesurable

B:R"— IR
tel que
b
ﬁﬁx > B(lel) . Wre R x40
Soit i
Br) = B + =
et considérons 'opérateur uni-dimensitonnel
1 d? ~ d
A= g TG
Soient )
, — [23(t) dt
s(x)=e {
et .
/ d_1 J26()dt

les dérivées de la fonction d’échelle, respectivement de la fonction de vitesse de l'opérateur

A, Si
oo Y
/m/(y) dy/s,(r) dr = +o00
0 1

alors (A, C¢(IR)) est L>®(IR?, dx)-unique.

Preuve. Avec le théoréme 4.4.3, pour L=(R?, dzr)-unicité de (A, C°(IR?)) il est

suffisant de prouver que si u € L'(IR?, dx) vérifie
(u,(A=I)f)=0 , VYfeCrRY,

alors u =0, o't (f,g) := [ fgdz. Soit u € LY(IR?,dx) tel que
Rd

/u(%A—i—bV—I)fdx:O , Vf e COr(RY.

Rd
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Compte tenu de [Eb’97, Lemma 2.2], on voit que u € L et Vu € LE C L? . Puisque

loc loc loc*
C°(IRY) est dense dans
{f € L? ‘ Vf € L? et le support de f est Compact} ,

on obtient
—%/Vqudx+/ubedx: /ufda:
R4 R? R?
pour tout f € H 1’Q(Rd) avec un support compact. Maintenant on peut utiliser le
raisonnement de EBERLE [Eb’97, proof of Theorem 2.5, Step 2] pour prouver que

(une inégalité de Kato)

1
—§/V|U|Vf dx + /|u|be dx > /|u\f dx
RY R4

Rd
pour tout f € H'? (ZRd) non-negative avec un support compact.
Soit
G(r)= [ |uldz
)

ot B(r) = {z € R* | [#] <7}. G est absolument continue et

G (r) = / lu| dpz , dr-a.e.
dB(r)
ou d,r est la mesure sur la sphere 0B(r) (la frontiere de B(r)). Maintenant pour tout
0 < r; < re considérons
f=min {ry —ry, (rs — |2])*}
et
x

Yw) = 17 = Vla]

Alors nous avons

- / V1|V (rs — |2]) d + / [ulb(2) (ry — [2]) da >

B(r2)—B(r1) B(r2)—B(r1)

> [ qlea-felds

B(r2)—B(r1)
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d’ou il s’ensuit que

% / Vuly(z) de — / |ulb(z)(x) dz >

B(ra)—B(r1) B(r2)—B(r1)
> / ful(rs — [) dz + G(r1)(ra — 1)

B(rz)—B(r1)

Puisque
Vlul = div(ul) = uldiv() = div(fupy) = ol =
avec la formule de Gauss-Green on obtient
o
/) vmw@ﬁmzcmm)—d@g—aﬁqq/%dwwﬁ
B(r2)—B(r1) r1

pour dri ® dro-p.p. 0 <1y < 1r9.
D’autre part, compte tenu de 'hypothese et du théoreme de Fubini on a
T2
— [ luben@de< - [¢wpe)ar
B(r2)—B(r1) r

et

T2

/ [ul(rz = |z]) dz = /(7”2 — )G (r) dr =

B(r2)—B(r1)

T2

:tﬁﬂm/ﬁmz/m/d@w.

T

Par conséquent

N —
| —
Q
—~
=3
[\
S~—
|
Q
—~
=3
—
SN—
| I
|
)
—~
=
S~—
Q
—~
=
S~—
Q
S
V
Q
~—~
=
SN—
QL
S

pour dri; @ dro-p.p. 0 < ry < ry. Donc

=~ /

A; =361~ BE () = G
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au sens des distributions sur (0, 00).
On remarque que le signe de ﬁ dans A est negative, opposé au signe de l'opérateur A,

et les dérivées des fonctions d’échelle respectivement de vitesse de A sont exactement

m (@) o respectivement 2s (z). Donc on peut écrire

Supposons par contre que u # 0. Donc il existe g > 0 tel que G(rg) > 0. Alors pour

dz-p.p. ¥ >rgon a

d’ou il s’ensuit que

/|u| dr = G(00) > G(r) 7m/(r) dr /Ts/(t) dt =00

T0

ce qui est contradictoire avec ’hypothese que u € Ll(le, dr). m

Corollaire 5.5.6 Dans les hypothéses du théoreme 5.5.5, pour tout f € Ll(ﬂ%d,d:c)
I’équation de Fokker-Planck

a une L'(IR?, dx)-unique solution faible.

Preuve. L’assertion de 1’énoncé résulte tout de suite avec le théoreme 4.1.1 et le

théoreme 5.5.5. m



5.6 L*°(M,dx)-unicité de I'opérateur de Schrédinger généralisé 139

5.6 L°°(M,dx)-unicité de 'opérateur de Schrodinger
généralisé sur une variété riemannienne complete

Soit M une variété riemannienne complete avec la messure dx. Considérons I'opérateur

de Schrédinger généralisé (ou l'opérateur de diffusion de Nelson, voir [Wu’99))
A=A—-V¢-V

avec le domaine C$°(M) et la messure invariante du, = e~?@dz, ot A est 'opérateur
de Laplace-Beltrami et V est I'opérateur gradient sur M et ¢ € C°(M). L’étude
de cet opérateur est treés important puisque il est bien connu que A = A — V¢-V
consideré comme un opérateur symétrique dans L?(M, =@ dz) est unitaire équivalent
avec Popérateur de Schrodinger H = A =V, ot V = 1|Vo|* — $A¢, consideré dans
L%(M,dz). Cet isomorphisme unitaire U : L2(M, e=*@dz) — L?(M, dz) est donné par
Uf = e~ % f. Dans les casses lesquels M = IR? ou M = D est un domaine ouvert de
IR? pour V'opérateur de diffusion A = A + 2%- V, L*(M, ¢*dx)-unicité a été étudide
par LISKEVITCH [Li’99], STANNAT [St’99] et WU [Wu’99|.

Dans cette section nous étudions L>®(M, e~*@ dz)-unicité de 'opérateur (A, C(M))
utilisant un résultat tres récent de L1 [Li’05] concernant le théoréme de Liouville dans
une variété riemannienne complete. Nous rappelons que pour tout m > n = dim(M),

le 2-tensor symétrique

Ricon(A)(x) = Ric(x) + V26(x) — W(f?)l @iy(@ CVaeM

s’appelle la courbure de Bakry-Emery Ricci de 'opérateur A (voir [BE’85]), avec la
convention m = n si et seulement si A = A.

Le résultat principal de cette section est le théoreme suivant (voir [Le’06])

Théoréme 5.6.1 Soit M une variété riemannienne compléte, ¢ € C*(M). Supposons

qu’il existe les constantes m >n et C' > 0 telles que
Ricyn(A)(z) > —C (1+d*(2,0)) , VzeM

ot d(z,0) désigne la distance de x a 0 € M. Alors (A, C°(M)) est L=(M, e=*@)dz)-
unique par rapport d la topologie C (L™, L').
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Preuve. Prouvons le théoréeme en deux étapes.
Etape 1 (A, C5°(M)) est un pré-générateur sur (L>(M,e *®dz),C (L=, L')).
Soit (W})¢>0 le mouvement brownien a valeur dans M. L’équation différentielle stochas-
tique
dX, = V2dW, — V(X,)dt

a une unique solution martingale (X;)o<t<r., ou 7. est le temps d’explosion. Le semi-
= <Te»

groupe de transition {P; };>o est donné par la formule de Feynman-Kac
Pf(z) =B f(X)li<ry  [€CT(M)

Puisque {P,};>o est un Cy-semi-groupe sur (L'(M,e=?@dz), | ||1), il est aussi un Coy-
semi-groupe sur L= (M, e~*@dz) par rapport & la topologie C (L, L'). Avec la formule
de Ito, pour tout f € C§°(M) il s’ensuit que

F(X) — Fa) - / AF(X)ds

est une martingale locale. Comme elle est bornée sur les intervales bornés, c’est une
vraie martingale. En prenant l’espérance par rapport a IP, dans la derniere formule,

on trouve que
t

Pof(z) — f(z) = /PSAf(x)ds W0
0

qui signifie que f appartient au domaine du générateur L.y de {P;};>0, c’est-a-dire
L () étend A.
Etape 2 (A, C3°(M)) est L>°(M, e=?®)dx)-unique par rapport & la topologie C (L™, L').
Avec le théoreme 4.4.3, il s’ensuit que l'opérateur (A, C$°(M)) est L®(M,e *@)dx)-
unique si et seulement si pour A > w, l'image (A — X)) (C§°(M)) est dense dans
(L*®,C(L>,L"Y)). 1l est suffisant de prouver que si u € L'(M,e ?®@dx) satisfait
(A — A)u = 0 au sens des distributions, alorsn v = 0.
Soit u € L' (M, e~ *®dx) tel que

(A=Du=0
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au sens des distributions, c¢’est-a-dire
(w(A=Df) =0 , VfeCEM).

Puisque

/uAf e @ dy — /chbe e @ dy = /uf e @ dy,

M M M
on obtient

- /Vqu e @ dy — /UV¢Vf e @) qr = /uf =) dp
M

M M
pour tout f € H 1’2(]\4 , e’¢(x)dx) non-negative avec un support compact. Maintenant
on peut utiliser le raisonnement de EBERLE [Eb’97, proof of Theorem 2.5, Step 2]

pour prouver que (une inégalité de Kato)

_ /V|u|Vf e~ @) dp — /|U’V¢Vf =) dp > /‘u|f 0@ g
M M 7

pour tout f € HLQ(M, e‘¢(x)dx) non-negative avec un support compact, ce qui est

équivalent avec

/|u|Af e @ dx > /|u|f e @dz >0
M M

Par conséquent |u| est une fonction A-ssous-harmonique. Avec [Li’05, Theorem 7.1],

on voit que |u| est constante, donc u = 0. Avec le théoréme 4.4.3 on obtient que
(A, C(M)) est L®(M, e~ ?®@dz)-unique. m

Corollaire 5.6.2 Dans les hypothéses du théoréme 5.6.1, pour tout h € L'(M,dzx),

I’équation de diffusion de la chaleur

dyu(t) = A*u(t)
u(0) =h

a une L*(M,dx)-unique solution faible.

Preuve. L’affirmation résulte avec le théoreme 4.4.3 et le théoreme 5.6.1. m
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