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RemerciementsL'�equipe de Calcul Formel forme un groupe actif au sein du LIFL. Ce dynamismeest bien sûr dû �a la personnalit�e de ses membres mais aussi, je pense, �a ses th�emes derecherche qui plongent leurs racines dans trois disciplines : informatique, automatiqueet math�ematiques. Cette pluridisciplinarit�e rend les th�eses de calcul formel di�cilesaux �etudiants en informatique qui les abordent et qui n'y sont pas toujours pr�epar�esmais elle les rend du même coup tr�es int�eressantes, parce que li�ees �a des probl�emesphysiques r�eels et �a des th�eories math�ematiques qui ont une histoire. Je suis heureuxque cette th�ese, dont la derni�ere ann�ee a exig�e de moi une v�eritable apn�ee, ait �et�econsacr�ee �a l'�etude d'un tel sujet.Mes premiers remerciements iront donc �a G�erard Jacob, Professeur au LIFL, pourm'avoir propos�e un travail d'une telle nature et m'avoir accord�e une grande libert�edans sa r�ealisation.Plus que tout autre, je remercie Michel Petitot. Nous avons pass�e ensemble desheures, que je ne compte plus, �a faire et �a refaire les preuves de th�eor�emes, d'algo-rithmes et, bien que je ne l'aie jamais mentionn�e dans les pages qui suivent, les r�esultatsqui y sont expos�es lui reviennent pour une bonne part. Michel Petitot est une �guremarquante du LIFL, quelqu'un avec qui on parle spontan�ement. Sa pr�esence dans cejury m'a fait vraiment plaisir.Je remercie Michel Latteux, Professeur au LIFL, d'avoir pr�esid�e ce jury de th�ese.C'est en me rappelant la rigueur et le souci du d�etail des d�emonstrations expos�eesdans ses cours de Licence, Mâ�trise, DEA d'Informatique que j'ai essay�e de r�ediger cem�emoire.Les rapporteurs de cette th�ese sont Daniel Lazard, Professeur �a l'Universit�e Pa-ris VI et Fran�cois Ollivier, Charg�e de Recherches CNRS �a l'Ecole Polytechnique, co{rapporteur avec Marc Giusti, Directeur de Recherches CNRS et Mâ�tre de Conf�erences�a l'Ecole Polytechnique. Ce travail doit beaucoup aux remarques dont ils m'ont faitpart. En particulier, je remercie Daniel Lazard et Fran�cois Ollivier pour les th�eor�emesqu'ils m'ont communiqu�es en �n de th�ese, qui �elargissent la port�ee de mes r�esultatsmais qui symbolisent aussi tout le temps qu'ils m'ont consacr�e. Je me permets �egale-ment de remercier Marc Giusti pour la petite phrase d'encouragement, dite peu apr�esun expos�e . . . de d�ebutant et qui m'a aid�e �a garder le moral pendant les ann�ees qui
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IntroductionLe but de cette th�ese est de rendre e�ectifs certains th�eor�emes et d'implantere�cacement certains algorithmes en alg�ebre di��erentielle, en vue d'une applica-tion �a l'automatique non lin�eaire. Nous pr�esentons trois r�esultats originaux. Lepremier est un algorithme qui d�ecrit les mod�eles d'un syst�eme d'�equations etd'in�equations polynomiales en alg�ebre di��erentielle ordinaire comme en alg�ebredi��erentielle partielle. L'algorithme d�ecide du vide et donc de l'appartenanceau radical d'un id�eal di��erentiel de type �ni. Notre deuxi�eme r�esultat est unem�ethode qui calcule un ensemble caract�eristique d'un id�eal di��erentiel premierdonn�e par une famille g�en�eratrice. Nous donnons en�n de nouvelles preuves desalgorithmes d'�elimination de Seidenberg. Les algorithmes que nous d�ecrivonssont e�ectifs : ils n'utilisent que l'addition, la multiplication, les d�erivations et letest d'�egalit�e �a z�ero dans le corps de base des polynômes.En octobre 1990, mon directeur de th�ese m'a propos�e | dans le cadre d'un doctoraten informatique| d'implanter e�cacement certains algorithmes d'alg�ebre di��erentielleen vue d'une application �a l'automatique non lin�eaire. L'algorithme d'�elimination deSeidenberg en alg�ebre di��erentielle ordinaire, par lequel cette �etude a commenc�e,illustre parfaitement les di�cult�es auxquelles nous nous sommes heurt�es. L'explosioncombinatoire est la premi�ere puisque des entr�ees tr�es simples parviennent �a saturer lam�emoire d'une station de travail : cet algorithme n'est praticable que jusqu'�a un certainpoint. La seconde est la nature même des r�esultats produits. A la di��erence des algo-rithmes de bases de Gr�obner par exemple, les informations fournies par l'algorithmede Seidenberg ne sont pas standard, leur interpr�etation n'est pas ais�ee.R�ealiser le travail demand�e exigeait d'optimiser ces algorithmes, con�cus sans soucid'e�cacit�e par des alg�ebristes du milieu du si�ecle, puis d'en donner des implantationssp�ecialis�ees, capables d'en interpr�eter les r�esultats, au moins en partie. Nos outils : d'unepart des ouvrages d'alg�ebre di��erentielle pour la compr�ehension des algorithmes et lespreuves de correction des optimisations que nous leur apportions ; d'autre part destravaux sur les syst�emes de r�e�ecriture pour les probl�emes de canonicit�e et les preuvesd'arrêt. Citons les livres de Ritt [Ri] et de Kolchin [Ko]. Le premier est moinscomplet, mais plus accessible aux n�eophytes que le second. Nous avons consult�e avecpro�t des articles interm�ediaires [Ro] : leur contenu �gure bien dans [Ko], mais sousune forme g�en�eralis�ee, plus abrupte. Les textes de Jouannaud, Dershowitz [JD] etComon [Co] nous ont beaucoup �eclair�e en mati�ere de r�e�ecriture.



6 Introduisons maintenant plus techniquement notre sujet.G�en�eralisant un th�eor�eme de 1956, dû �a Seidenberg [Se1], un math�ematicien am�e-ricain, Rosenfeld, donne en 1959 une condition su�sante [Ro] [Ko], pour qu'unsyst�eme d'�equations polynomiales di��erentielles admette un mod�ele (une solution) dif-f�erentielle s'il admet un mod�ele purement alg�ebrique. Ce th�eor�eme est le �l conducteurde cette th�ese.Pour l'illustrer, consid�erons le syst�eme di��erentiel suivant, en deux ind�etermin�ees uet v, o�u les deux d�erivations �x et �y sont not�ees en indice :�8><>: ux = 0uy � v = 0vx = 1Le syst�eme � ne v�eri�e pas la condition de Rosenfeld puisqu'il admet un mod�elealg�ebrique mais pas de mod�eles di��erentiels. En e�et, si on d�erive la premi�ere �equationpar rapport �a x, la deuxi�eme par rapport �a y et si on soustrait les polynômes obtenus,uxy � (uxy � vx) = vxon obtient une relation qui contredit la troisi�eme �equation du syst�eme : � n'admet pasde mod�eles di��erentiels. Par contre, si on oublie que les �equations sont di��erentielles etsi on les interpr�ete comme des �equations purement alg�ebriques, en quatre ind�etermin�eesux, uy, v et vx, le syst�eme admet un mod�ele alg�ebrique trivial.Fond�e sur le lemme de Rosenfeld, notre premier r�esultat est un algorithme quid�ecrit les mod�eles d'un syst�eme d'�equations polynomiales di��erentielles en n'employantque l'addition, la multiplication, les d�erivations et le test d'�egalit�e �a z�ero dans le corpsde base des �equations. Partant d'un syst�eme �, l'algorithme construit une famille (
i)de syst�emes ayant mêmes mod�eles que �, dont les �el�ements v�eri�ent la condition deRosenfeld. Un calcul de bases de Gr�obner alg�ebrique classique permet alors, et ded�etecter les contradictions alg�ebriques cach�ees, et de d�ecrire les mod�eles de chaque 
i.Cet algorithme, que nous nommons Rosenfeld{Gr�obner, a trois applications.Il d�ecide du vide et donc, d'apr�es un th�eor�eme c�el�ebre deHilbert, de l'appartenanceau radical d'un id�eal di��erentiel de type �ni.Lorsque l'id�eal di��erentiel [�] engendr�e par � est premier, la premi�ere base deGr�ob-ner non contradictoire produite par notre algorithme permet d'extraire un ensemblecaract�eristique (au sens de Ritt) de I. Nous am�eliorons ainsi un r�esultat de Olli-vier [Ol1].En�n, l'algorithmeRosenfeld{Gr�obner rend e�ectives de nombreuses propri�et�esstructurelles des syst�emes dynamiques en automatique non lin�eaire (observabilit�e, rangde sortie, etc . . . ). Sous l'impulsion de Fliess [F] notamment, de nombreux chercheursont montr�e comment ces propri�et�es pouvaient être lues dans les ensembles caract�eris-tiques des id�eaux di��erentiels premiers engendr�es par les �equations des syst�emes. Nousam�eliorons un peu ces techniques puisque nous montrons que ces informations peuventêtres lues directement dans la base de Gr�obner de laquelle l'ensemble caract�eristiqueest extrait.L'originalit�e de notre travail, c'est de r�epondre aux questions ci-dessus par un algo-



7rithme qui produit un r�esultat �ni, en un nombre �ni d'�etapes de calcul et qui n'emploieque l'addition, la multiplication, les d�erivations et le test d'�egalit�e �a z�ero dans le corpsde base des �equations. Pour mieux situer notre apport, d�ecrivons en quelques mots lesprincipales m�ethodes existantes.Ritt a donn�e [Ri] une m�ethode pour d�ecomposer le radical d'un id�eal di��eren-tiel en une intersection d'id�eaux di��erentiels premiers Pi, en fournissant un ensemblecaract�eristique pour chacun des Pi. Cet algorithme, qui en \fait plus" que le nôtre,pr�esente l'inconv�enient de n'être que partiellement e�ectif puisqu'il proc�ede �a des fac-torisations suivant des tours d'extensions alg�ebriques du corps des coe�cients. A notreconnaissance, il n'a jamais �et�e implant�e.Ollivier [Ol1] et Carr�a{Ferro [Ca] ont ind�ependemment tent�e de g�en�eraliser�a l'alg�ebre di��erentielle les bases de Gr�obner invent�ees par Buchberger [Bu] pourl'�etude des id�eaux de polynômes en alg�ebre commutative. Ces bases de Gr�obner dif-f�erentielles sont d'agr�eables repr�esentants des id�eaux di��erentiels qu'elles engendrent,trop agr�eables peut-être, car l'appartenance �a un id�eal di��erentiel quelconque est unprobl�eme ind�ecidable [GMO], l'appartenance �a un id�eal de type �ni est un probl�emeouvert, et les bases de Gr�obner di��erentielles ainsi d�e�nies sont en g�en�eral in�nies.Plus r�ecemment,Mansfield [M1] a donn�e une d�e�nition de bases de Gr�obner di��e-rentielles, moins proche de celles de Buchberger et moins satisfaisante que celles deOllivier et Carr�a{Ferro. L'algorithme propos�e par Mansfield calcule une base�nie en un nombre �ni d'�etapes de calculs mais impose des restrictions sur la familleg�en�eratrice de l'id�eal consid�er�e.Plus g�en�eraux sont les algorithmes d'�elimination de Seidenberg [Se1]. Ils d�ecidentsi un syst�eme d'�equations di��erentielles admet des mod�eles di��erentiels en n'utilisant,commeRosenfeld{Gr�obner, que les op�erations du corps de base des �equations. Ilspr�esentent deux inconv�enients : d'une part, ils permettent di�cilement de trouver lesrelations qui lient entr'elles les grandeurs d�ecrites par un syst�eme dynamique et d'autrepart, leur comportement est explosif parce qu'ils calculent des projections ensemblistessuccessives de la vari�et�e alg�ebrique di��erentielle associ�ee au syst�eme. Diop [Di1] [Di2]a �etudi�e l'algorithme d'�elimination en alg�ebre di��erentielle ordinaire et en a donn�e uneapplication �a l'automatique.Dans cette th�ese, nous donnons aussi de nouvelles preuves des algorithmes d'�elimi-nation de Seidenberg. En alg�ebre di��erentielle partielle, nous reformulons la preuvegrâce au lemme de Rosenfeld, ce qui int�egre l'algorithme dans le giron des th�eo-r�emes classiques : le th�eor�eme original de Seidenberg, tr�es technique, �etait marginal.En alg�ebre di��erentielle ordinaire, suite aux travaux de Diop, nous fournissons unepreuve tr�es simple du m�ecanisme d'�elimination, fond�ee sur un lemme de Ritt qui estune version faible du lemme de Rosenfeld.Nous ne sommes encore parvenus �a d�eterminer, ni la complexit�e de l'algorithmeRosenfeld{Gr�obner, ni celle des versions que nous donnons des algorithmes d'�eli-mination. En alg�ebre di��erentielle ordinaire, Grigor'ev [G] a donn�e une optimisationde l'algorithme d'�elimination qui fait appel �a une m�ethode de Lazard [L1], qui estd'une complexit�e presqu'optimale [L3] ; l'algorithme de Grigor'ev, qui a une com-plexit�e triplement exponentielle (en temps), fournit la meilleure borne connue pour le



8probl�eme de la d�ecision du vide en alg�ebre di��erentielle ordinaire. Nous pensons qu'ildoit être possible de l'am�eliorer.Nous avons implant�e en langage C plusieurs versions exp�erimentales de l'algorithmeRosenfeld{Gr�obner et plusieurs versions de l'algorithme d'�elimination de Seiden-berg en alg�ebre di��erentielle ordinaire. Nous employons la librairie de grands nombresPARI et le logiciel de calcul de bases de Gr�obner GB de Faugere [FGLM]. Pourg�en�erer le code C, nous avons employ�e un petit langage, nomm�e CL, dont nous avonsr�ealis�e un compilateur, et qui s'apparente en fait �a un pr�eprocesseur de C, agr�eabled'emploi. Le but original de cette th�ese �etait l'implantation e�cace de l'algorithmed'�elimination dont Diop [Di1] [Di2] avait �etabli l'utilit�e peu auparavant. CL �etait unoutil dans cette tâche. Il apparâ�t aujourd'hui que de tels projets d'implantation �etaientpr�ematur�es.Les deux premiers chapitres de cette th�ese sont des chapitres d'introduction. Lepremier pr�esente quelques notions fondamentales �el�ementaires, ainsi qu'une sorte dedivision euclidienne de polynômes, �etendue �a l'alg�ebre di��erentielle et quelques r�esultatsapparent�es. Nous avons voulu que le chapitre soit d'un abord simple.Le deuxi�eme chapitre pr�esente deux versions du Nullstellensatz de Hilbert, l'unedans le cas di��erentiel, l'autre dans le cas alg�ebrique. Nous y donnons �egalement lelemme de Rosenfeld qui les relie.Le troisi�eme chapitre est consacr�e aux algorithmes d'�elimination de Seidenberg.Notre algorithme utilise les bases de Gr�obner alg�ebriques. Nous les pr�esentonsdans le quatri�eme chapitre et nous �etablissons un parall�ele succinct entre ces derni�eres,les bases de Gr�obner di��erentielles de Carr�a-Ferro [Ca], Ollivier [Ol1], cellesde Mansfield [M1], et les ensembles caract�eristiques d'id�eaux di��erentiels premiers.Le cinqui�eme chapitre d�ecrit notre algorithme et ses applications : d�ecision du vide,test d'appartenance au radical d'un id�eal di��erentiel de type �ni, �a un id�eal di��eren-tiel premier de type �ni et calcul d'un ensemble caract�eristique d'un id�eal di��erentielpremier donn�e par une famille g�en�eratrice �nie.Le dernier chapitre est consacr�e aux implantations et aux applications. Nous donnonsdes traces d'ex�ecutions de nos programmes en annexe.



Chapitre 1Notions d'alg�ebre di��erentielleLe chapitre I introduit une sorte de division euclidienne, employ�ee dans la plupartdes algorithmes en alg�ebre di��erentielle, ainsi que quelques r�esultats connexes.Auparavant, nous pr�esentons un certain nombre de notions fondamentales.Sauf mention du contraire, les corps et les anneaux que nous consid�ererons seronttoujours de caract�eristique nulle.On appelle d�erivation sur un anneau A, toute fonction � de A dans A, qui �a un�el�ement u de A, associe un �el�ement _u = �u, et qui satisfait les axiomes deux suivants,quels que soient les deux �el�ements u et v de A :{ �(u+ v) = _u+ _v,{ �(uv) = _uv + u _v.Si A comporte plusieurs d�erivations, celles-ci sont suppos�ees commuter entre elles.Un anneau (respectivement corps, alg�ebre) di��erentiel est un anneau (respectivementcorps, alg�ebre) muni de d�erivations. Un anneau (respectivement corps, alg�ebre) di��e-rentiel ne comportant qu'une seule d�erivation est dit ordinaire. Dans le cas contraire,il est dit partiel et nous indiquerons par m le nombre de ses d�erivations : �1; : : : ; �m.Soient u et v deux �el�ements d'un corps di��erentiel K ; consid�erant que �(v(u=v)) =_u = v�(u=v) + _v(u=v), on obtient : �(u=v) = ( _uv � u _v)=v2. De �0 = �(0 + 0) = 2�0 etde �1 = �(1 � 1) = 2�1, on d�eduit que la d�eriv�ee des entiers et de leurs fractions vautn�ecessairement z�ero. On appelle constante d'un anneau di��erentiel A, tout �el�ement deA dont la d�eriv�ee est nulle. L'ensemble des constantes d'un anneau di��erentielA formeun sous-anneau de A.Notons � le mono��de commutatif libre engendr�e par les d�erivations �1; : : : ; �m. Les�el�ements de � sont appel�es op�erateurs de d�erivation et correspondent chacun �a uncertain produit de puissances de d�erivations � = ��11 � � � ��mm (o�u les �i sont des entierspositifs ou nuls). Si u est un �el�ement d'un anneau di��erentiel A, l'expression �u d�esignel'�el�ement deA obtenu en d�erivant u par �1 un nombre �1 de fois etc . . . par �m un nombre�m de fois. Soient � = ��11 � � � ��mm et � = ��11 � � � ��mm deux op�erateurs de d�erivation, ��d�esigne l'op�erateur ��1+�11 � � � ��m+�mm . La somme des exposants �i d'un op�erateur �est appel�ee ordre de l'op�erateur. Le seul �el�ement du mono��de qui soit d'ordre nul est



10 CHAPITRE 1. NOTIONS D'ALGEBRE DIFFERENTIELLEl'op�erateur identit�e (l'�el�ement neutre de �). Un op�erateur est dit propre s'il est d'ordrestrictement positif.Soient K un corps et E un sous-ensemble d'un anneau A, qui contient K. L'ex-pression K[E] (respectivement K(E)) d�esigne le plus petit anneau (respectivementcorps) contenant K et E. Soient K un corps di��erentiel et E un sous-ensemble d'unanneau di��erentiel A, qui contient K. L'expression KfEg (respectivement KhEi) d�e-signe le plus petit anneau di��erentiel (respectivement corps di��erentiel) contenant Ket E. Notons �E le plus petit sous-ensemble de A qui contienne E et qui soit stablepar d�erivation. L'anneau KfEg co��ncide avec K[�E] ; le corps KhEi co��ncide avecK(�E).1.1 Polynômes di��erentielsSoient K un corps di��erentiel et X un alphabet. KfXg d�esigne l'anneau di��erentieldes polynômes di��erentiels �a coe�cients dans K, construit sur l'alphabet X. Les ind�e-termin�ees qui �gurent dans l'�ecriture des polynômes de KfXg sont donc des d�eriv�eesdes �el�ements de X.Terminologie Tout polynôme di��erentiel de KfXg est aussi un polynôme (que nousquali�erons d'alg�ebrique par opposition �a di��erentiel ) de K[�X], c'est-�a-dire un poly-nôme non di��erentiel dont les ind�etermin�ees sont des �el�ements de �X. Pour �eviter touteconfusion, nous conviendrons dans le texte qui suit de r�eserver le terme ind�etermin�eepour d�esigner les �el�ements de �X. Nous emploierons le terme lettre pour d�esigner les�el�ements de X.Soit xi une lettre. Nous notons xi;� ou même xi;(�1;:::;�m) l'ind�etermin�ee �xi. Enalg�ebre di��erentielle ordinaire, _xi et �xi et x(t)i d�esignent les d�eriv�ees premi�ere, deuxi�eme,et t�eme de xi. Supposons par exemple le nombre m de d�erivations �egal �a 1, on a :�(x2y + z + 1) = 2x _xy + x2 _y + _z:Supposons m = 2, on a :�1�2x2 = �1(2xx(0;1)) = 2x(1;0)x(0;1) + 2xx(1;1):1.1.1 Relations d'ordre admissiblesIl est utile de pouvoir consid�erer un polynôme di��erentiel p d'un anneau KfXgcomme un polynôme en une ind�etermin�ee u (nous supposons que p n'appartient pas�a K), �a coe�cients dans l'anneau K[�X n fug]. On privil�egie ainsi une ind�etermin�eeen se donnant une relation d'ordre totale R sur �X et on simpli�e th�eor�emes etalgorithmes en imposant que R soit compatible avec l'action du mono��de � sur KfXg.La relation R induit naturellement un pr�eordre sur l'anneau de polynômes :



11D�e�nition 1 Soit X un alphabet. Une relation d'ordre sur �X est dite admissible sielle est compatible avec la structure de mono��de de �, c'est-�a-dire si elle v�eri�e pourtous les �el�ements u et v de �X, et pour toute d�erivation � :{ u < �u,{ u < v ) �u < �v.D�e�nition 2 Soit p un polynôme de KfXg, n'appartenant pas �a K. Supposons �Xordonn�e suivant une relation d'ordre totale admissible. On appelle ind�etermin�ee princi-pale de p la plus grande ind�etermin�ee u apparaissant avec un coe�cient non nul dansl'�ecriture de p.D�e�nition 3 Soient p et q deux polynômes de KfXg, ni p, ni q n'appartenant �a K.Nous dirons que p est inf�erieur �a q si l'ind�etermin�ee principale de p est inf�erieure �acelle de q. Si p et q ont même ind�etermin�ee principale u, nous dirons que p est inf�erieur�a q si le degr�e en u de p est inf�erieur au degr�e en u de q.Deux polynômes p et q ayant même ind�etermin�ee principale et même degr�e en cetteind�etermin�ee seront dits de même rang, ce que nous noterons : p ' qLes relations d'ordre admissibles ont de bonnes propri�et�es : d'une part, aucun po-lynôme ne contient de d�eriv�ees de son ind�etermin�ee principale, d'autre part, si u estl'ind�etermin�ee principale d'un polynôme p, alors �u est l'ind�etermin�ee principale de�p (pour tout op�erateur de d�erivation �). La troisi�eme bonne propri�et�e des relationsd'ordre admissibles est la plus importante, puisqu'elle sous-tend les preuves de nom-breux algorithmes et th�eor�emes : les ordres admissibles sont artiniens (lemme 3).D�e�nition 4 Une relation d'ordre d�e�nie sur un ensemble E est dite artinienne, sitoute suite strictement d�ecroissante d'�el�ements de E est �nie.Nous donnons tout de suite le lemme suivant, bien qu'il ne nous serve pas avant lasection 1.3.2. La preuve est classique.Lemme 1 Une relation d'ordre d�e�nie sur un ensemble E est artinienne si et seule-ment si tout sous-ensemble de E admet un �el�ement minimal pour cette relation.Le lemme auxiliaire ci-dessous va nous permettre d'�etablir que les relations d'ordreadmissibles sont artiniennes, ainsi que quelques autres th�eor�emes importants. Nousl'emploierons �egalement au sujet des bases de Gr�obner, au chapitre IV.Lemme 2 Soit m un entier positif. Dans Nm, toute suite (un), de terme courant ui =((�i)1; : : : ; (�i)m) qui v�eri�e la relation (1) suivante est artinienne.(1) j < i ) 9h; 1 � h � m; (�i)h < (�j)h



12 CHAPITRE 1. NOTIONS D'ALGEBRE DIFFERENTIELLEPreuve Par r�ecurrence sur m. Le cas initial (m = 1) est imm�ediat. Le cas g�en�eral : detoute suite in�nie d'entiers naturels, on peut extraire une sous-suite in�nie croissante.Il est donc possible d'extraire de (un) une sous-suite (vn) in�nie, croissante pour lam�eme composante : 8i < j; (�i)m � (�j)m;v�eri�ant donc la relation (1) pour les m� 1 autres composantes :j < i ) 9h; 1 � h � m� 1; (�i)h < (�j)h:Lemme 3 Soit X un alphabet �ni. Tout ordre admissible sur �X est artinien.Preuve Voir [Ko], lemme 15, page 49. Supposons l'existence d'une suite in�nie stricte-ment d�ecroissante (un) dans �X, et montrons la contradiction. Comme le cardinal deXest �ni, on peut extraire de (un) une sous-suite (vn) in�nie et uniquement compos�ee desd�eriv�ees d'une même lettre x deX (th�eor�eme deRamsey). Notons vi = �(�i)11 � � � �(�i)mm xle i�eme terme de (vn). Les axiomes des ordres admissibles impliquent que si l'indice jest inf�erieur �a i, alors vi ne peut pas être une d�eriv�ee de vj. En d'autres termes, la suitev�eri�e la relation : j < i ) 9h; 1 � h � m; (�i)h < (�j)h:D'apr�es le lemme 2, (vn) est �nie. Cette contradiction prouve le lemme.Lemme 4 Soit X un alphabet �ni. Le pr�eordre induit dans KfXg par une relationd'ordre admissible sur �X est artinien.Preuve C'est une cons�equence imm�ediate du lemme 3.Les axiomes de la d�e�nition 1 ne d�eterminent pas compl�etement les relations d'ordreadmissibles. Voici trois exemples en alg�ebre di��erentielle ordinaire pour m = 1 etX = fx; yg :1. L'ind�etermin�ee u est sup�erieure �a v si u est une d�eriv�ee de x et v une d�eriv�ee de you si u et v sont deux d�eriv�ees d'une même lettre et si l'ordre de u est sup�erieur�a celui de v : � � � > �x > _x > x > � � � > �y > _y > y2. L'ind�etermin�ee u est sup�erieure �a v si l'ordre de u est sup�erieur �a celui de v ous'il existe un certain entier t tel que u = x(t) et v = y(t) :� � � > �x > �y > _x > _y > x > y3. Nous laissons au lecteur le soin de formuler la d�e�nition pr�ecise de la relationd'ordre admissible qui suit :� � � > x(5) > �y > x(4) > _y > x(3) > y > �x > _x > x



13La relation illustr�ee par le premier exemple ci-dessus est utilis�ee par l'algorithmed'�elimination en alg�ebre di��erentielle ordinaire ; on appelle ordre d'�elimination entredeux ind�etermin�ees x et y, un ordre admissible tel que, quels que soient les op�erateursde d�erivation � et �, on ait : �x > �y. Les autres ordres sont dits altern�es. En alg�ebredi��erentielle partielle, pour obtenir un ordre admissible, il faut �egalement ordonnerentre elles les d�eriv�ees d'une même lettre de X. Consid�erons par exemple le polynômesuivant : p = x(1;0) + x(0;1):Voici trois fa�cons de lui choisir une ind�etermin�ee principale :{ En adoptant l'ordre lexicographique sur les composantes des op�erateurs de d�eri-vations. x(1;0) est alors ind�etermin�ee principale de p.{ En ordonnant les op�erateurs suivant la valeur de la fonction de Cantor, qui �atout couple d'entiers (�1; �2), associe : ((�1 + �2) � (�1 + �2 + 1))=2 + �2 + 1.L'ind�etermin�eex(1;0) est alors ind�etermin�ee principale de p. La fonction est donn�eepour m = 2 ; elle s'�etend sans di�cult�es �a m > 2.Nous appellerons par la suite ordre de Cantor, cette relation.
-�10 1 2 3 46�201234 1 23 456 78910 111213{ En associant aux composantes des op�erateurs de d�erivations, des coe�cients ci,lin�eairement ind�ependants sur Q, et ordonner les x(�1;:::;�m) suivant la valeur dela somme des ci � �i.Nous appellerons par la suite ordre de Seidenberg, la relation fournie par c1 = �et c2 = 1 (voir [Se1], x11, page 49). x(0;1) est alors ind�etermin�ee principale de p.-�10 1 2 3 46�2012 1 25 3712 4915 611



14 CHAPITRE 1. NOTIONS D'ALGEBRE DIFFERENTIELLEVoici un exemple assez �etrange d'ordre admissible altern�e en alg�ebre di��erentiellepartielle :� � � > x(0;2) > x(1;1) > x(2;0) > y(2;0) > y(1;1) > y(0;2) > x(0;1) > x(1;0) >y(1;0) > y(0;1) > x(0;0) > y(0;0):1.1.2 Initiaux | s�eparantsSoient u l'ind�etermin�ee principale d'un polynôme p de KfXg, n'appartenant pas �aK, et d le degr�e de p en u. L'initial de p, not�e Ip, est le coe�cient de ud dans p. Les�eparant de p, not�e Sp, est le polynôme @p=@u.Lemme 5 Soient p un polynôme de KfXg, n'appartenant pas �a K, d'ind�etermin�eeprincipale u et � un op�erateur de d�erivation propre. Le polynôme �p est de degr�e 1 enson ind�etermin�ee principale �u. Son initial est aussi le s�eparant de p :p = Ip � ud +R donne �p = Sp � �u+R�:Preuve Par r�ecurrence sur �. Le cas g�en�eral : supposons � = �� et supposons (hy-poth�ese de r�ecurrence) que le polynôme �p = Sp � �u + R� ait �u pour ind�etermin�eeprincipale. Nous avons alors :�p = (�Sp) � �u+ Sp � �u+ �R�:Vu les propri�et�es des ordres admissibles, l'ind�etermin�ee principale de �p est �u.Montrons le cas initial, o�u � est d'ordre 1. Soit p le polynôme suivant :p = Ad � ud + � � � +A1 � u+A0:Quelle que soit la d�erivation �, on a :�p = (d �Ad � ud�1 � �u+ � � �+A1 � �u) + (�Ad) � ud + � � � + (�A1) � u+ (�A0)�p = Sp � �u+R:Vu les propri�et�es des ordres admissibles, l'ind�etermin�ee principale de �p est �u, soninitial est Sp.1.2 Id�eaux di��erentielsLe seul but de cette section est de fournir des notations pour la section 1.3. Lesid�eaux de polynômes sont �etudi�es de fa�con plus approfondie au chapitre suivant.Rappelons qu'on appelle id�eal d'un anneau A, tout sous-groupe additif de l'anneau,stable par multiplication par un �el�ement quelconque de A. L'ensemble des id�eaux deA est ferm�e par intersection. Soit E un sous-ensemble de KfXg. On note (E) l'id�ealengendr�e par E, qui est �egal �a l'intersection des id�eaux contenant E.



15Soient I un id�eal, a et b deux �el�ements de KfXg. Nous notons a � b (mod I) poursigni�er que la di��erence a� b est dans I.Un id�eal di��erentiel d'un anneau di��erentielA est un id�eal de A, clos par d�erivation.L'ensemble des id�eaux di��erentiels de A est ferm�e par intersection. Soit E un sous-ensemble de KfXg. On note [E] l'id�eal di��erentiel engendr�e par E, qui est �egal auplus petit id�eal di��erentiel contenant E (l'intersection de tous les id�eaux di��erentielscontenant E).Lemme 6 Soit E un sous-ensemble de KfXg. On a : [E] = (�E).Voir [Ri] I, x7. Ce lemme indique bien une des di�cult�es algorithmiques rencontr�ees.D�ecider de l'appartenance �a un id�eal di��erentiel engendr�e par un unique polynôme p,c'est d�ecider de l'appartenance �a un id�eal engendr�e par une famille in�nie de poly-nômes : p et ses d�eriv�ees. En alg�ebre di��erentielle ordinaire par exemple, consid�eronsdeux polynômes p et q de KfXg. Dire que q appartient �a [p], c'est dire qu'il existe despolynômes Ai et un entier t, d�ependant de q, tels que :q = A0 � p +A1 � _p + � � �+At � p(t):Les tests d'appartenance sont donc nettement plus complexes en alg�ebre di��eren-tielle qu'en alg�ebre commutative. On notera �a cet �egard que l'appartenance �a un id�ealdi��erentiel quelconque est un probl�eme ind�ecidable et que l'appartenance �a un id�ealdi��erentiel de type �ni est un probl�eme ouvert (voir [GMO]).1.2.1 Id�eaux r�esiduelsD�e�nition 5 Soit I un id�eal et E un sous-ensemble de KfXg. On appelle r�esiduel deI par E, l'ensemble : I : E = fp 2 KfXg j 9a 2 E; a � p 2 Ig:Lemme 7 Le r�esiduel d'un id�eal di��erentiel par une famille multiplicativement stable,est un id�eal di��erentiel.Preuve Soient I un id�eal di��erentiel, E une famille multiplicativement stable deKfXg et p et q deux �el�ements de I : E. Il existe donc deux �el�ements a et b de E telsque a � p et b � q appartiennent �a I. Comme I est un id�eal, (a � b � (p + q)) appartient�a I, et comme E est multiplicativement stable, (p + q) appartient �a I : E. De même,quel que soit l'�el�ement r de KfXg, le polynôme (a � p � r) appartient �a I et I : E est unid�eal. Etablissons pour conclure que I : E est stable par d�erivation : a � �(a � p) est �egal�a a2 � �p+ a � (�a) � p. Le deuxi�eme terme de la somme est dans l'id�eal, donc le premiery est aussi. Comme a2 appartient �a E, on conclut que I : E est un id�eal di��erentiel.Dans la pratique, nous aurons souvent besoin de consid�erer des id�eaux engendr�es parune famille �nie de polynômes A = A1; : : : ; Ar r�esidu�es par les initiaux ou les s�eparantsdes �el�ements de A. Nous noterons alors HA le produit des initiaux et des s�eparants des



16 CHAPITRE 1. NOTIONS D'ALGEBRE DIFFERENTIELLEA` et H1A l'ensemble de tous les produits de puissances des initiaux et des s�eparantsdes A` (c'est-�a-dire la plus petite partie de KfXg qui soit multiplicativement stable,et qui contienne 1 et HA). Le r�esiduel de l'id�eal di��erentiel engendr�e par A, par lesinitiaux et les s�eparants des A` sera not�e :[A] : H1A :1.3 R�eductionNous d�e�nissons la notion de polynôme r�eduit par rapport �a un autre, nous d�e-crivons ensuite un algorithme de r�eduction (un �equivalent di��erentiel de la divisioneuclidienne) ; en�n nous �etudions les ensembles de polynômes auto-r�eduits et avec eux,la notion d'ensemble caract�eristique.D�e�nition 6 Soient p et q deux polynômes de KfXg, p n'appartenant pas �a K. Lepolynôme q est dit partiellement r�eduit par rapport �a p si aucune d�eriv�ee propre del'ind�etermin�ee principale de p n'apparâ�t dans l'�ecriture de q.Le polynôme q est dit r�eduit par rapport �a p s'il est partiellement r�eduit par rapport�a p et s'il est de degr�e inf�erieur �a celui de p, en l'ind�etermin�ee principale de p.Par extension, nous dirons d'un polynôme p de KfXg, qu'il est r�eduit par rapport�a un sous-ensemble E de KfXg, s'il est r�eduit par rapport �a chaque �el�ement de E.Remarque Il ne faut pas confondre les relations \est r�eduit par rapport �a" et \estinf�erieur �a" : soient p, q deux polynômes de KfXg. Clairement, si p est inf�erieur �aq alors p est r�eduit par rapport �a q, mais la r�eciproque n'est pas vraie : la relation\est r�eduit par rapport �a" n'est ni transitive (par exemple, pour tout ordre admissible,(x + z) est r�eduit par rapport �a y et y est r�eduit par rapport �a z, mais (x + z) n'estpas r�eduit par rapport �a z) ni artinienne (x est r�eduit par rapport �a y, qui est r�eduitpar rapport �a x etc . . . ). Des cons�equences de la non transitivit�e de cette relation sontabord�ees dans la section 4.3.1.3.1 R�eduction par un polynômeSoient p et q deux polynômes de KfXg, p n'appartenant pas �a K. Nous donnonsles sp�eci�cations d'une classe d'algorithmes qui calculent par soustractions successivesun polynôme r, r�eduit par rapport �a p, v�eri�ant :(1) I�p � S�p � q � r (mod [p])o�u � et � sont des entiers positifs ou nuls.Description Appelons u l'ind�etermin�ee principale de p et d le degr�e de p en u. D'apr�esles axiomes des ordres admissibles, il existe un polynôme Tp, r�eduit par rapport �a p telque l'on ait : p = Ip � ud + Tp:



17Qui plus est, pour tout op�erateur de d�erivation propre �, le lemme 5 (page 14) nousindique qu'il existe un polynôme T�;p, r�eduit par rapport �a �p tel que l'on ait :�p = Sp � �u+ T�;p:R�eduire par p, c'est utiliser les deux �egalit�es ci-dessus comme des r�egles de r�e�ecri-ture :(R1) ud ! �TpIp(R2) �u! �T�;pSp �En pratique, les algorithmes proc�edent �a des multiplications par l'initial et le s�epa-rant de p, a�n d'�eviter des manipulations de fractions et constituent ainsi une sorte depseudo-division euclidienne, �etendue �a l'alg�ebre di��erentielle.Soit q le polynôme �a r�eduire par p. Appelons w la plus grande d�eriv�ee de u, nonn�ecessairement propre, qui apparaisse dans l'�ecriture de q. Siw est �egale �a u, on appliquela r�egle (R1). Le reste r est de degr�e en u inf�erieur �a celui de p et v�eri�e un cas particulierde (1) :(2) I�p � q = A � p + r:Si w est une d�eriv�ee propre de u (w = �u), on applique la r�egle (R2). Le reste r estde degr�e en w inf�erieur �a celui de �p, mais comme ce dernier est �egal �a 1, le polynômer ne contient pas w, et v�eri�e :(3) S�p � q = A � �p+ r:En r�ep�etant cette op�eration un nombre �ni (au plus �egal �a l'ordre de �) de fois,l'algorithme produit un polynôme r, partiellement r�eduit par rapport �a p, que nousappellerons reste partiel de la division de q par p. Celui-ci satisfait la relation :(4) S�p � q � r (mod [p]):Pour que r soit r�eduit par rapport �a p, il su�t d'appliquer (R1) une fois de plus.Remarque Sur la fa�con de d�eterminer w, son degr�e d et le coe�cient de wd dans q.Supposons que u soit la d�eriv�ee d'une certaine lettre x de l'alphabet X. En alg�ebredi��erentielle ordinaire, si quels que soient les op�erateurs �, � et l'ind�etermin�ee y de X(y 6= x), on a : �x > �y (par exemple si X est ordonn�e suivant un ordre d'�elimination),alors w est n�ecessairement �egale �a l'ind�etermin�ee principale v de q. La d�etermination dew de d et du coe�cient de wd est imm�ediate dans ce cas, mais sans ces hypoth�eses, wpeut se distinguer de v �a n'importe quelle �etape de la r�eduction. C'est ce que montrent



18 CHAPITRE 1. NOTIONS D'ALGEBRE DIFFERENTIELLEles exemples suivants.En alg�ebre di��erentielle ordinaire par exemple, pour l'ordre � � � > �y > _x > _y >x > y, calculons ( _x + x) rem yx (normalement �egal �a 0). Initialement, v = w = _x.L'algorithme commence par diviser ( _x + x) par la d�eriv�ee premi�ere de yx, �egale �a(y _x + x _y) et produit un premier reste : (�x _y + yx). D�es apr�es la premi�ere �etape,w = x n'est plus l'ind�etermin�ee principale v = _y du dividende. En alg�ebre di��erentiellepartielle, pour m = 2, on a : (x(0;2)+x(1;0)+x(0;1)) rem x(0;1) = x(1;0). Si on adopte l'ordrede Cantor sur �fxg, d�es la premi�ere soustraction, x(1;0), qui n'est pas une d�eriv�ee deu = x(1;0), devient l'ind�etermin�ee principale du dividende.Pour s'assurer que v soit toujours �egale �a w, on peut en alg�ebre di��erentielle or-dinaire, r�eordonner q avant calcul, suivant un ordre d'�elimination ad hoc. En alg�ebredi��erentielle partielle, il n'existe pas d'ordre admissible qui, quel que soit q, assure quew soit toujours ind�etermin�ee principale. On peut alors r�eordonner q suivant un ordrenon admissible, qui privil�egie les d�eriv�ees de u.L'algorithme ci-dessous suppose que v et w co��ncident en permanence.fonction remparam�etres p 2 KfXg, p =2 Kq 2 KfXgr�esultat r = q rem pf u et v d�esignent les ind�etermin�ees principales respectives de p et de r gd�ebut r := qtant que v > u fairesoit � tel que v = �ur := pseudo-reste euclidien de r par �p�n tant quer := pseudo-reste euclidien de r par p�nfonction pseudo-reste euclidienparam�etres p 2 KfXg, p =2 Kq 2 KfXgr�esultat r = pseudo-reste euclidien de q par pf p et q ont même ind�etermin�ee principale : u gd�ebut r := qtant que degu r > degu p faired := degu r � degu pr := Ip � r � Ir � ud � p�n tant que�nA propos de l'algorithme{ En alg�ebre di��erentielle ordinaire, le reste partiel de la division de q par p est



19�egal au reste de la division de q par la d�eriv�ee premi�ere de p : q rem _p. Rappelonsque dans tous les cas, ce reste v�eri�e un cas particulier de (1) :S�p � q � r (mod [p])avec r partiellement r�eduit par rapport �a p.{ Si les polynômes p et q ont même ind�etermin�ee principale u, le reste v�eri�e uneversion simpli��ee de la relation (1) :I�p � q � r (mod [p])avec r r�eduit par rapport �a p.{ Que le reste de la division de q par p soit nul n'implique pas que q appartienne�a l'id�eal di��erentiel [p] engendr�e par p. Par exemple, x rem yx vaut z�ero, bienque x n'appartienne pas �a [yx]. Par contre, q appartient alors �a [p] : H1p , o�u H1pd�esigne l'ensemble de tous les produits de puissances de l'initial et du s�eparantde p. q rem p = 0 ) q 2 [p] : H1p :{ Soit r = q rem p. En g�en�eral, r n'est pas �equivalent �a q, modulo [p] : H1p . Ond�emontre facilement par contre l'�equivalence :q 2 [p] : H1p , r 2 [p] : H1p :{ Le reste de la division euclidienne classique (polynômes alg�ebriques �a coe�cientsdans un corps) est unique. Ici, tel n'est pas le cas : il y a en g�en�eral une in�nit�e depolynômes qui v�eri�ent (1). En particulier, il se peut fort bien que certains soientnuls et d'autres non. En appliquant par exemple l'algorithme ci-dessus, on a :(x _x+ x) rem x2 = 0:En e�et, l'algorithme commence par diviser (x _x+ x) par la d�eriv�ee premi�ere dex2 (�a un facteur constant pr�es : x _x), sans chercher �a d�eterminer si le s�eparant dex2 est un facteur de (x _x+ x) :x � (x _x+ x)� x � (x _x) = x2:Il calcule ensuite le reste de la division de x2 par lui-même, et produit bien�evidemment z�ero :x2 � x2 = 0:Un algorithme de pseudo-division qui chercherait �a �eviter des multiplicationsinutiles calculerait par contre un reste non nul :(x _x+ x) rem x2 = x:Par la s�equence :(x _x+ x)� (x _x) = x;x rem x2 = x:



20 CHAPITRE 1. NOTIONS D'ALGEBRE DIFFERENTIELLE1.3.2 Ensembles auto-r�eduitsLes ensembles auto-r�eduits (voir [Ko], I, x9) correspondent aux châ�nes, introduitespar Ritt (voir [Ri], I, x4). La principale di��erence entre ces deux notions est qu'unechâ�ne est �nie par d�e�nition, alors qu'on d�emontre que tout ensemble auto-r�eduitest �ni (th�eor�eme 1). Les th�eor�emes d�emontr�es dans cette section seront utilis�es pourprouver l'arrêt des algorithmes utilis�es dans les prochains chapitres. Ils permettent�egalement de prouver certains th�eor�emes fondamentaux, comme le th�eor�eme de la base�nie de Ritt{Raudenbush (voir [Ri], I, x12).D�e�nition 7 Un sous-ensemble E de KfXg est dit auto-r�eduit si aucun �el�ement deE n'appartient �a K et si chaque �el�ement de E est r�eduit par rapport aux autres.A propos des ensembles auto-r�eduits{ Les polynômes d'un ensemble auto-r�eduit ont des ind�etermin�ees principales dif-f�erentes.{ Un ensemble peut fort bien être auto-r�eduit pour un certain ordre, mais pas pourun autre. L'ensemble suivant est auto-r�eduit pour l'ordre de Cantor,E = fx(4;0) + x(2;2); x(1;0) � x(3;2)gles ind�etermin�ees principales sont x(4;0) et x(3;2), mais par pour l'ordre de Seiden-berg, pour lequel l'ind�etermin�ee principale du second polynôme, x(3;2), est uned�eriv�ee de celle du premier, x(2;2).{ Pour m = 2, les propri�et�es des ordres admissibles impliquent que les ind�etermi-n�ees principales des �el�ements d'un ensemble auto-r�eduit engendrent un \escalier".Consid�erons par exemple,E = fx(0;4)+ x(2;2); x(1;0) � x(3;2); x(4;1); x3(5;0)g:Pour l'ordre de Cantor, les ind�etermin�ees principales des polynômes sontfx(0;4); x(3;2); x(4;1); x(5;0)gqui engendrent l'\escalier" suivant :
-�10 1 2 3 4 56�201234 � � � �



21Th�eor�eme 1 Soit X un alphabet �ni. Tout sous-ensemble auto-r�eduit de KfXg est�ni.Preuve Supposons l'existence d'un ensemble auto-r�eduit in�ni A, et montrons lacontradiction. L'ensemble B des ind�etermin�ees principales des �el�ements de A est in�ni(voir remarque ci-dessus). Comme X est �ni, B contient au moins un sous-ensemblein�ni C d'ind�etermin�ees qui soient toutes d�eriv�ees d'une même lettre x de X. D'apr�esla d�e�nition de la r�eduction, toute paire u = ��11 � � � ��mm x et v = ��11 � � � ��mm x d'�el�ementsde C, v�eri�e : 9h; 1 � h � m; �h < �h:D'apr�es le lemme 2 (page 11), C est �ni.{ Pour m = 2 et pour une seule ind�etermin�ee, on peut borner le cardinal d'unensemble auto-r�eduit d�es qu'on en connâ�t un �el�ement, comme le montrent lesdiagrammes en escalier. La borne est �egale �a l'ordre de l'ind�etermin�ee principalede l'�el�ement. Ce r�esultat n'est pas valable pour m = 3. L'ensemble suivant estauto-r�eduit, pour toute valeur de h :fx(1;1;1); x(h;0;0); x(h�1;1;0); : : : ; x(0;h;0)g:Par la suite nous noterons les ensembles auto-r�eduits sous la forme d'une s�equenceA = A1; A2; : : : ; Ar, ordonn�ee par ordre croissant : A1 < A2 < � � � < Ar.D�e�nition 8 Soient A = A1; : : : ; Ar et B = B1; : : : ; Bs deux sous-ensembles auto-r�eduits de KfXg. Nous dirons que A est inf�erieur �a B si A et B remplissent l'une desdeux conditions suivantes :1. Aj ' Bj et Ai < Bi; 1 � j < i � min(r; s);2. Aj ' Bj et r > s; 1 � j � min(r; s):Si r est �egal �a s et si pour toute valeur de i, comprise entre 1 et s, le polynôme Aia même rang que Bi, nous dirons que les ensembles A et B ont même rang.Il s'agit d'une sorte de pr�eordre lexicographique pour lequel les ensembles les plusvolumineux sont les plus petits.Th�eor�eme 2 Soit E un sous-ensemble de KfXg. Nous supposons qu'aucun �el�ementnon nul de E n'appartient �a K. Un sous-ensemble auto-r�eduit A de E est un ensemblecaract�eristique de E s'il v�eri�e l'une des deux conditions �equivalentes suivantes :1. A est un sous-ensemble auto-r�eduit minimal de E.2. E ne comporte aucun �el�ement non nul r�eduit par rapport �a A.



22 CHAPITRE 1. NOTIONS D'ALGEBRE DIFFERENTIELLEPreuve 1)) 2) Supposons l'existence d'un polynôme p dans E, r�eduit par rapport�a A et montrons qu'il existe un sous-ensemble auto-r�eduit de E, inf�erieur �a A. Si pest sup�erieur �a tous les �el�ements de A, la s�equence A1; : : : ; Ar; p forme un ensembleauto-r�eduit (voir la remarque qui suit la d�e�nition 6 (page 16)) et inf�erieur �a A parla condition 2) de la d�e�nition 8. Dans le cas contraire, soient A1; : : : ; As les �el�ementsde A inf�erieurs �a p. La s�equence A1; : : : ; As; p constitue un ensemble auto-r�eduit de E,inf�erieur �a A par la condition 1) de la d�e�nition 8.2)) 1) Supposons la s�equence A inf�erieure �a la s�equence B et montrons qu'il existedans A un polynôme r�eduit par rapport �a B. Si A est inf�erieure �a B par la condition 1)de la d�e�nition 8 pour un certain indice i, alors le polynôme Ai est r�eduit par rapport�a B. Si A est inf�erieure �a B par la condition 2) de la d�e�nition 8, alors le polynômeAs+1 est r�eduit par rapport �a B, o�u s d�esigne le cardinal de B.Corollaire Soit A un ensemble caract�eristique d'un sous-ensemble E de KfXg etp un polynôme de KfXg, r�eduit par rapport �a A. Tout ensemble caract�eristique deE [ fpg est inf�erieur �a A.Les preuves d'arrêt des algorithmes �etudi�es dans les prochains chapitres utilisent lecorollaire ci-dessus conjointement au fait que les initiaux et les s�eparants des �el�ementsd'un ensemble caract�eristique A sont r�eduits par rapport �a A. De même, soit A` =I` � ud + R` l'un des �el�ements de A, les polynômes R` et (d � A` � u � S`) sont r�eduitspar rapport �a A. Comme ces polynômes sont inf�erieurs �a A`, si on substitue l'un d'eux�a A` dans A, on obtient un ensemble auto-r�eduit inf�erieur �a A.Th�eor�eme 3 Tout ensemble de polynômes admet un ensemble caract�eristique. End'autres termes, toute suite strictement d�ecroissante d'ensembles auto-r�eduits est �-nie.Preuve Voir [Ko], I, x10, page 81. Soient E inclus dans KfXg et F l'ensemble dessous-ensembles auto-r�eduits de E. Consid�erons la suite (Fn) = F1 � F2 � � � � de sous-ensembles de F , d�e�nie comme suit : F1 est l'ensemblede tous les �el�ementsA1; : : : ; Ar deF , pour lesquelsA1 est minimal (l'existence d'un �el�ementminimal est due aux lemmes 1et 4). Fi est l'ensemble de tous les �el�ements A1; : : : ; Ai; : : : ; Ar (r � i) de Fi�1, pourlesquels Ai est minimal. D'apr�es le th�eor�eme 1, il existe un indice h tel que, pour tout isup�erieur �a h, Fi est vide. Tout �el�ement de Fh est un ensemble caract�eristique de E.Un ensemble E peut admettre plusieurs ensembles caract�eristiques qui sont biensûr, tous de même rang. Si E est �ni (et si on connâ�t ses �el�ements), le preuve ci-dessusnous donne même un algorithme de calcul d'un ensemble caract�eristique de E.R�eduction par un ensemble auto-r�eduitSoient q un polynôme et A = A1; : : : ; Ar un sous-ensemble auto-r�eduit de KfXg.Nous souhaitons �etendre l'algorithme de la section 1.3.1 (page 16), pour calculer unpolynôme r = q rem A, r�eduit par rapport �a A (c'est-�a-dire par rapport �a chaque Ai),



23v�eri�ant : H�A � q � r (mod [A]);o�u H�A d�esigne un certain produit de puissances dinitiaux et de s�eparants des Ai.Ritt d�ecrit ([Ri], I, x6, page 6) un algorithme e�cace en alg�ebre di��erentielle ordi-naire, lorsque �X est ordonn�e suivant un ordre d'�elimination : le reste r peut se calculeren r�eduisant successivement q par Ar, puis par Ar�1, etc . . . jusqu'�a A1.r = ((q rem Ar) � � � rem A1):Avec de telles conditions en e�et, on a :(i < j et q r�eduit par rapport �a Aj) ) (q rem Ai) r�eduit par rapport �a Aj,mais cette propri�et�e n'est pas vraie pour un ordre admissible quelconque, comme lemontrent les exemples suivants :Exemple 1 en alg�ebre di��erentielle ordinaire, pour l'ordre � � � > _x > _y > x > y, lespolynômes A1 = x+ y et A2 = _y forment un ensemble auto-r�eduit. Le polynôme _x estr�eduit par rapport �a A2, mais ( _x rem A1) = � _y ne l'est plus.Exemple 2 en alg�ebre di��erentielle partielle, pour l'ordre de Cantor, les polynômesA1 = x(4;1)+ x(1;4) et A2 = x(3;3) forment un ensemble auto-r�eduit. Le polynôme x(6;1)est r�eduit par rapport �a A2, mais (x(6;1) rem A1) = �x(3;4) ne l'est plus.Kolchin fournit un algorithme ([Ko], I, x9, page 77) plus g�en�eral que celui deRitt, mais aussi beaucoup plus lent et p�enible �a mettre en �uvre. Soit �a r�eduire qpar A = A1; : : : ; Ar, la m�ethode de Kolchin consiste �a r�eduire d'abord partiellementq par A, puis �a conclure la r�eduction par une suite de calculs de restes alg�ebriques 1 :premi�erement calculer q0 = q rem-partiel A. Ce polynôme, partiellement r�eduit parrapport �a A (c'est-�a-dire par rapport �a chaque Ai) v�eri�e :S�A � q � q0 (mod [A])o�u SA est le produit des s�eparants des Ai, et � un entier naturel.deuxi�emement calculer r = ((q0 rem Ar) � � � rem A1).L'algorithme de r�eduction partielle de q par A consiste �a r�ep�eter le proc�ed�e suivant :1. d�eterminer la plus grande ind�etermin�ee, que nous noterons v, qui apparaissedans l'�ecriture de q, et qui soit �egalement une d�eriv�ee propre de l'ind�etermin�eeprincipale d'un Ai.1: il semble que ce calcul en deux �etapes engendre moins de r�eductions �el�ementaires qu'un calculqui m�elangerait r�eductions partielles et r�eductions alg�ebriques.



24 CHAPITRE 1. NOTIONS D'ALGEBRE DIFFERENTIELLE2. d�eterminer le plus grand indice ` tel que v soit la d�eriv�ee � de l'ind�etermin�eeprincipale de A`.3. r�eduire q par �A`.On remarquera que lors de l'�etape 3, q n'est pas r�eduit par A`, mais par �A`. Onprouve ais�ement l'arrêt de la phase de r�eduction partielle grâce au lemme 3 (page 12),puisqu'apr�es chaque r�eduction, l'ind�etermin�ee v d�ecrô�t.Il est possible d'optimiser l�eg�erement l'algorithme de Kolchin en partageant l'en-semble auto-r�eduit A : A = A1; : : : ; Ai;| {z }B1 : : : ; Aj; : : : ; Ar;| {z }Bsdeux polynômes Ai et Aj (i < j) de A appartiennent �a un même ensembleB` si il existeun op�erateur � tel que �Ai soit sup�erieur �a Aj. Il est clair que les Ai contenus dans unensemble B` ont des indices cons�ecutifs dans A. On peut d�emontrer assez facilementque r�eduire par A, c'est r�eduire (�a la fa�con de Kolchin) successivement par Bs, puispar Bs�1, etc . . . jusqu'�a B1 : r = ((q rem Bs) � � � rem B1):Cette m�ethode devient e�cace lorsque certains ensembles B` sont r�eduits �a un seulpolynôme, o�u r�eduire par B`, c'est tout simplement appliquer l'algorithme de la sec-tion 1.3.1 (page 16). De cette fa�con, en alg�ebre di��erentielle ordinaire et pour un ordred'�elimination, on obtient l'algorithme de Ritt.



Chapitre 2Mod�eles d'un syst�eme d'�equationset d'in�equationsCe chapitre �etablit deux versions \faibles" (une dans le cas di��erentiel, une dansle cas alg�ebrique) du th�eor�eme des z�eros de Hilbert : \D�ecider si un syst�emed'�equations et d'in�equations polynomiales di��erentielles admet des mod�eles, c'estd�ecider si l'in�equation appartient au radical de l'id�eal engendr�e par les �equations".Il se trouve que pour certains syst�emes d'�equations et d'in�equations, l'existence demod�eles alg�ebriques implique l'existence de mod�eles di��erentiels. Nous donnonsune condition su�sante, due �a Rosenfeld, pour qu'un syst�eme d'�equations etd'in�equations ait cette propri�et�e.2.1 D�ecomposition d'un id�eal radicielLe th�eor�eme des z�eros de Hilbert se d�ecompose en deux th�eor�emes. Le premiera�rme que le radical d'un id�eal (di��erentiel) est un id�eal (di��erentiel) ; le second quetout id�eal (di��erentiel) radiciel est une intersection d'id�eaux (di��erentiels) premiers.Dans cette section, nous donnons des d�emonstrations de ces deux th�eor�emes.D�e�nition 9 Un id�eal I (alg�ebrique ou di��erentiel) de KfXg est dit premier s'il estinclus strictement dans KfXg et s'il v�eri�e pour tous polynômes p et q de KfXg :p � q 2 I ) (p 2 I ou q 2 I):Remarque un ensemble de g�en�erateurs peut fort bien engendrer un id�eal di��erentielqui soit premier mais un id�eal alg�ebrique qui ne le soit pas : l'id�eal [ _x2; x] est premier (ilest �egal �a [x]), alors que ( _x2; x) ne l'est pas. La r�eciproque est vraie �egalement : l'id�eal( _x2+x) est premier (puisque _x2+x est alg�ebriquement irr�eductible sur Q) mais [ _x2+x]ne l'est pas. En e�et, la d�eriv�ee de _x2+x est �egale �a _x � (2�x+1), mais | et nous auronsl�a une belle occasion d'appliquer l'algorithme d'�elimination en alg�ebre di��erentielleordinaire (voir la section 3.1.8 (page 49)) | ni _x, ni 2�x+1 n'appartiennent �a [ _x2+ x].



26 CHAPITRE 2. MODELES D'UN SYSTEMEL'intersection de deux id�eaux premiers forme un id�eal radiciel :D�e�nition 10 Un id�eal I (alg�ebrique ou di��erentiel) de KfXg est dit radiciel s'ilv�eri�e, pour tout polynôme p de KfXg :(9n 2 N; pn 2 I) ) p 2 I:Les id�eaux radiciels sont clos par intersection. Soit E un sous-ensemble de KfXg.On note fEg le plus petit id�eal di��erentiel radiciel contenant E.Lemme 8 Soit E un sous-ensemble de KfXg. Le plus petit id�eal di��erentiel radicielcontenant E est �egal au radical du plus petit id�eal di��erentiel contenant E. En d'autrestermes, fEg = q[E].Preuve Comme fEg contient q[E], il su�t de montrer que q[E] est un id�eal di��e-rentiel :Soient p et q deux �el�ements de KfXg tels que p� appartienne �a [E]. Il est clair que(p�q)� appartient �a [E], donc queq[E] est stable par produit par un �el�ement quelconquede KfXg. Soient p et q deux �el�ements de KfXg tels que p� et q� appartiennent �a [E].(p+q)�+��1 est une somme de produits de puissances pi �qj o�u i � � ou j � �. Chaqueterme appartient �a [E] et, d'apr�es ce qui pr�ec�ede, leur somme �egalement.q[E] est doncun id�eal.Soient p un �el�ement de KfXg, tel que p� appartienne �a [E] et � une d�erivation.Montrons qu'il existe alors un entier � tel que (�p)� appartienne �a [E].p� 2 [E] donc (en d�erivant par �) :p��1 � �p 2 [E] et(�� 1) � p��2 � (�p)2 + p��1 � �2p 2 [E]:En multipliant le dernier polynôme par �p, on obtient(�� 1) � p��2 � (�p)3 + p��1 � (�p) � �2p 2 [E]:Le deuxi�eme terme de la somme contient en facteur un �el�ement de [E] (�egal �a p��1 ��p).Le premier terme est donc lui-aussi dans l'id�eal :p��2 � (�p)3 2 [E]:En r�eit�erant ce proc�ed�e � fois, on obtient :(�p)2��1 2 [E]:q[E] est donc un id�eal di��erentiel.



27A propos du lemme{ Le lemme n'est pas vrai en caract�eristique non nulle or, que le radical d'un id�ealsoit un id�eal est une cons�equence du th�eor�eme des z�eros. Les algorithmes donn�esdans cette th�ese ne pourront donc pas se g�en�eraliser en caract�eristique di��erentede z�ero. Seidenberg a consid�erablement �etudi�e ce probl�eme (voir [Se1], [Se2]et une remarque de Kolchin [Ko], II, page 86). Il n'est pas vrai non plus dansun anneau di��erentiel A quelconque : il faut que A soit un anneau de Ritt,c'est-�a-dire qu'il contienne Q.Les deux lemmes qui suivent sont destin�es �a d�emontrer le th�eor�eme 4.Lemme 9 Soient p et q deux polynômes de KfXg. Quels que soient les op�erateurs ded�erivation � et � on a �p � �q 2 fp � qg.Preuve Voir [Ri] I, x10. Supposons inductivement que � = � et que le polynôme( p � �q) appartienne �a l'id�eal. p � �q 2 fp � qg donc (en d�erivant par �) :�p � �q +  p � ��q 2 fp � qg:En multipliant le dernier polynôme par �q, on obtient�p � (�q)2 +  p � �q � ��q 2 fp � qget donc aussi (apr�es multiplication par �p) :(�p � �q)2 + �p �  p � �q � ��q 2 fp � qg:Le deuxi�eme terme de la somme contient en facteur un �el�ement de fp�qg (�egal �a  p��q).Le premier terme est donc lui-aussi dans l'id�eal. Comme ce dernier est radiciel, on peutsupprimer l'exposant : �p � �q 2 fp � qg:Lemme 10 Soient E un sous-ensemble, p et q deux polynômes de KfXg. Notons parfE + pg le plus petit id�eal di��erentiel radiciel contenant E et p. On a :fE + pg \ fE + qg = fE + p � qg:Preuve Voir [Ri] I, x11. Le deuxi�eme terme de l'�egalit�e est manifestement inclus dansle premier. Supposons l'existence d'un polynôme r dans les id�eaux fE+pg et fE+ qg ;montrons qu'il appartient �a fE+p �qg. D'apr�es le lemme 8, r admet les deux �ecritures :r� = A0 � �0p +A1 � �1p + � � �+As � �sp + C (C 2 [E])r� = B0 � �0q +B1 � �1q + � � �+Bt � �tq +D (D 2 [E])



28 CHAPITRE 2. MODELES D'UN SYSTEMEo�u s et t sont deux entiers, les Ai et les Bj sont des polynômes de KfXg, les �i et les�j sont des op�erateurs de d�erivation. Nous avons donc :r�+� = sXi=0 tXj=0Ai �Bj � (�ip) � (�jq) + F (F 2 [E]):D'apr�es le lemme 9, chaque produit (�ip)(�jq) appartient �a fp�qg. Ainsi r�+� appartient�a fE + p � qg de même que r puisque l'id�eal est radiciel.Th�eor�eme 4 Tout id�eal di��erentiel radiciel est une intersection d'id�eaux di��erentielspremiers.Preuve Voir [Se2], page 178. Soit I un id�eal di��erentiel radiciel de KfXg. La preuveconsiste �a montrer que, quel que soit l'�el�ement q de KfXg, n'appartenant pas �a I, ilexiste un id�eal di��erentiel premier P qui contienne I mais pas q.Appelons S l'ensemble des id�eaux di��erentiels radiciels qui contiennent I mais pasq. L'ensemble S est non vide puisqu'il contient au moins I. D'apr�es le lemme de Zorn,il contient un �el�ement maximal P . Supposons que P ne soit pas premier. Il existe alorsdeux �el�ements u et v dans KfXg, tels que ni u, ni v n'appartienne �a P , mais dont leproduit soit dans P .Les deux id�eaux di��erentiels radiciels fP +ug et fP +vg contiennent P strictement.Comme P est maximal dans S, chacun de ces deux id�eaux contient q.Nous avons suppos�e que P contenait u � v. D'apr�es le lemme 10, fP + ug \ fP + vgest �egal �a P , donc P contient q. Cette contradiction prouve que P est premier.2.2 Extensions di��erentiellesSoient A et B deux anneaux. On appelle morphisme d'anneaux, toute application� : A ! B qui v�eri�e, pour tous �el�ements a et b de A :�(a+ b) = �(a) + �(b); et �(a � b) = �(a) � �(b):Supposons que A et B soient des anneaux di��erentiels, munis d'un même1 ensemblede d�erivations. � est un morphisme d'anneaux di��erentiels si � v�eri�e de plus, pourtoute d�erivation � : �(�a) = �(�a):Lemme 11 Soient A et B deux anneaux di��erentiels. Le noyau ker� d'un morphismed'anneaux di��erentiels � : A ! B est un id�eal di��erentiel. Si de plus, B est int�egre,ker� est un id�eal di��erentiel premier.1: il s'agit bien sûr d'un abus de langage. Nous supposons plus pr�ecis�ement qu'il existe une bijectionentre l'ensemble des d�erivations de A et celui de B. Nous notons d'un même symbole les d�erivationsde A et celles qui leur sont associ�ees dans B.



29Preuve Il d�ecoule imm�ediatement de la d�e�nition des morphismes d'anneaux queker� est un id�eal. Soient a dans ker� et � une d�erivation quelconque. Nous avons�(�a) = �(�a) = �0. Nous avons montr�e au d�ebut du chapitre 1 que �0 = 0 ; ker� estdonc un id�eal di��erentiel. En�n, supposons qu'un produit a � b soit dans ker�. Nousavons alors �(a � b) = (�a) � (�b) = 0. Si B est int�egre, �(a) ou �(b) est nul, a ou bappartient �a ker� et ker� est premier.Soient K un corps di��erentiel de caract�eristique nulle, X un alphabet et P un id�ealdi��erentiel de KfXg. L'ensemble quotient KfXg=P est muni canoniquement d'unestructure d'anneau di��erentiel (voir [Ri], II, x6). Si P est premier, l'anneau obtenu estint�egre et son corps des fractions L peut être muni d'une structure de corps di��erentiel.L constitue alors une extension de corps di��erentielle de K.2.3 Mod�eles di��erentiels et mod�eles alg�ebriques2.3.1 Mod�eles di��erentielsSoient L un sur-corps di��erentiel de K et X un alphabet. Toute application� : X ! Lxi 7! �ise prolonge de mani�ere unique en un morphisme d'anneaux di��erentiels de KfXgdans L, qui injecte K dans L. Par abus de langage, nous nommons �egalement � lemorphisme : � : KfXg ! Lp 7! p(�i):D�e�nition 11 On appelle mod�ele di��erentiel d'un syst�eme d'�equations et d'in�equa-tions de KfXg (nous notons les in�equations sous la forme d'un unique polynôme, �egal�a leur produit) : � 8>>>><>>>>: p1 = 0...pr = 0q 6= 0toute application � de X dans un sur-corps di��erentiel L de K qui annule les �equations,mais pas l'in�equation : � : X ! Lxi 7! �i:Le th�eor�eme suivant est un Nullstellensatz di��erentiel, une version di��erentielle(faible) du th�eor�eme des z�eros de Hilbert.



30 CHAPITRE 2. MODELES D'UN SYSTEMETh�eor�eme 5 Un syst�eme d'�equations et d'in�equations de KfXg� 8>>>><>>>>: p1 = 0...pr = 0q 6= 0admet un mod�ele di��erentiel si et seulement si l'in�equation n'appartient pas au radicalde l'id�eal di��erentiel [p1; : : : ; pr] engendr�e par les �equations.Preuve Supposons que � admette un mod�ele �. Le noyau de � contient les pi. D'apr�esles lemmes 8 et 11, ker� contient le radical de l'id�eal di��erentiel engendr�e par les pi.Comme q n'appartient pas au noyau du mod�ele, q n'appartient pas �a cet id�eal.Supposons que q n'appartienne pas au radical de l'id�eal di��erentiel engendr�e par lespi. D'apr�es le th�eor�eme 4, il existe un id�eal di��erentiel premier P qui contient les pi,mais pas q. On obtient un mod�ele de � en prenant pour sur-corps di��erentiel L deK, le corps des fractions de KfXg=P et pour �, l'application qui aux xi, associe leurimage par le morphisme canonique de KfXg dans L.2.3.2 Mod�eles alg�ebriquesSoient L un sur-corps de K et X un alphabet. Toute application� : �X ! L�xi 7! �i;�se prolonge de mani�ere unique en un morphisme d'anneaux de K[�X] dans L quiinjecte K dans L : � : K[�X] ! Lp 7! p(�i;�):D�e�nition 12 On appelle mod�ele alg�ebrique d'un syst�eme d'�equations et d'in�equationsde KfXg � 8>>>><>>>>: p1 = 0...pr = 0q 6= 0toute application � de �X dans un sur-corps L de K qui annule les �equations, maispas l'in�equation : � : �X ! L�xi 7! �i;�:Le th�eor�eme suivant est la version non di��erentielle du th�eor�eme 5. Il s'agit du Null-stellensatz alg�ebrique classique, dont la preuve est contenue dans celle du th�eor�eme 5.



31Th�eor�eme 6 Un syst�eme d'�equations et d'in�equations de KfXg� 8>>>><>>>>: p1 = 0...pr = 0q 6= 0admet un mod�ele alg�ebrique si et seulement si l'in�equation n'appartient pas au radicalde l'id�eal (p1; : : : ; pr) engendr�e par les �equations.2.4 Relations entre les mod�elesD'apr�es les th�eor�emes 5 et 6, un syst�eme d'�equations n'admet pas de mod�eles si unecombinaison lin�eaire des �equations est �egale �a l'unit�e. Tout algorithme de recherchede mod�eles d'un syst�eme � va donc chercher �a enrichir � par de nouvelles �equations,appartenant au radical de l'id�eal engendr�e par les �equations pr�ec�edemment calcul�ees.L'algorithme de r�eduction est un outil e�cace pour ce genre de travail. En alg�ebredi��erentielle partielle du moins, il n'est pas le seul. Consid�erons le syst�eme d'�equationsde KfXg, en alg�ebre di��erentielle partielle (m = 2) :� A1A2A3 8><>: x(1;2) = 0x(2;1) + y(0;0) = 0y(0;1) + 1 = 0:Supposons �X ordonn�e par un ordre d'�elimination (�x > �y, pour tous op�erateurs � et�). L'ensemble A = A1; A2; A3 est alors auto-r�eduit, mais � n'admet pas de mod�eles.En e�et, le polynôme �12 = �2A2 � �1A1 = y(0;1), appartient au radical de l'id�ealdi��erentiel engendr�e par les Ai. On peut le rajouter aux �equations sans changer lesmod�eles di��erentiels de �, ainsi que �12 rem A = 1.Le proc�ed�e illustr�e par l'exemple ci-dessus, calcule ce que nous appellerons un �{polynôme �a partir des �equations. Nous dirons qu'un syst�eme est coh�erent si aucun�{polynôme ainsi calcul�e \n'apporte quelque chose" aux �equations. Ces notions sontpr�ecis�ees dans la section suivante.2.4.1 Ensembles auto-r�eduits et coh�erentsSoit A = A1; : : : ; Ar un sous-ensemble auto-r�eduit de KfXg. Nous notons respecti-vement ui et Si les ind�etermin�ees principales et les s�eparants des Ai. Les expressionsHA et H1A d�esignent respectivement le produit de tous les initiaux et s�eparants des Aiet l'ensemble de tous les produits de puissances de ces initiaux et s�eparants.Pour chaque couple (i; j), notons uij = �iui = �juj la plus petite ind�etermin�ee quisoit �a la fois une d�eriv�ee de ui et de uj, quand elle existe (c'est-�a-dire quand ui etuj sont des d�eriv�ees d'une même lettre x de X). Par exemple pour m = 2, prenons



32 CHAPITRE 2. MODELES D'UN SYSTEMEui = x(1;3) et uj = x(4;1), on obtient �i = �31, �j = �22 et uij = x(4;3) :-�11 2 3 46�2123 ui -�i uj6�juijComme A est auto-r�eduit, �i et �j sont des op�erateurs propres. En vertu du lemme 5(page 14), le polynôme �ij = (Sj � �iAi � Si � �jAj) est d'ind�etermin�ee principalestrictement inf�erieure �a uij. Nous appellerons �{polynôme de A tout polynôme �ijainsi calcul�e �a partir des Ai.D�e�nition 13 Soit A = A1; : : : ; Ar un sous-ensemble auto-r�eduit de KfXg. Nousdirons que A est coh�erent si pour tout �{polynôme �ij de A, il existe un entier � telque H�A ��ij soit une combinaison lin�eaire des A` et de leurs d�eriv�ees d'ind�etermin�eesprincipales strictement inf�erieures �a uij. En d'autres termes, siH�A ��ij 2 (�A`) (o�u �u` < uij; 1 � ` � r)dit encore autrement si�ij 2 (�A`) : H1A (o�u �u` < uij; 1 � ` � r):A propos des ensembles auto-r�eduits et coh�erents{ Un polynôme �ij s'obtient en d�erivant des polynômes A` \jusqu'�a uij". Dans unsyst�eme coh�erent, �ij s'obtient �egalement (�a un produit d'initiaux et de s�eparantsd'�el�ements de A pr�es) en cessant les d�erivations avant d'atteindre uij.{ En alg�ebre di��erentielle ordinaire, tout ensemble auto-r�eduit est coh�erent, puisquedeux ind�etermin�ees principales di��erentes sont n�ecessairement les d�eriv�ees delettres de X di��erentes.{ Quand le reste de la division de chaque �ij par A est nul, on est certain que A estcoh�erent. Appelons Rij le polynôme �ij rem A. Comme le processus de r�educ-tion n'emploie que des d�eriv�ees des A`, d'ind�etermin�ees principales strictementinf�erieures �a uij, on a en e�et :H�A ��ij � Rij (mod (�A`)) (�u` < uij):{ D�ecider de la non coh�erence d'un syst�eme n'est par contre a priori pas trivial,puisqu'il s'agit de montrer que, quel que soit l'entier �, H�A ��ij =2 (�A`) (�u` <uij). Il est toutefois manifeste que le syst�eme donn�e en exemple dans l'introduc-tion de la section 2.4 n'est pas coh�erent.



33Le lemme suivant est dû �a Rosenfeld ([Ro], lemme, page 397).Lemme 12 Soit A un sous-ensemble auto-r�eduit de KfXg. Si A est coh�erent, alorstout polynôme q de [A] : H1A , partiellement r�eduit par rapport �a A, appartient �egalement�a (A) : H1A .Preuve Supposons A coh�erent et consid�erons un polynôme q appartenant �a [A] : H1A ,partiellement r�eduit vis-�a-vis de A. Le polynôme v�eri�e pour un certain entier � :(1) H�A � q =Xi X� Ci;� � �Ai:La preuve est une r�ecurrence sur la plus grande ind�etermin�ee v apparaissant dans(1), qui soit une d�eriv�ee propre d'un ui. Le lemme 3 (page 12) nous autorise �a proc�eder�a une telle r�ecurrence.Cas initial : Aucune d�eriv�ee propre, d'aucun ui n'apparâ�t dans (1). le terme dedroite de l'expression ne contient a fortiori, aucune d�eriv�ee propre d'aucun Ai, etH�A � q appartient �a l'id�eal (A). Cas g�en�eral : supposons l'existence de v. Le polynômeH�A � q appartient �a l'id�eal (�A`) (�u` � v). La preuve consiste �a montrer que pour uncertain �, le polynôme H�A � q appartient �a l'id�eal (�A`) (�u` < v), que nous noteronsAv par la suite. Le cas g�en�eral se subdivise en deux sous-cas.Premier cas v = �ui est la d�eriv�ee d'un unique ui. La preuve est celle du lemme 13.D'apr�es le lemme 5, on a �Ai = Si � v +RiEn appliquant sur les termes de l'expression (1) la substitution :v! �Ai �RiSi �puis en multipliant les deux termes de l'�egalit�e par une puissance appropri�ee de Si,pour e�acer les fractions, on obtient une expression :H�A � q = D � �Ai +Xj X� Ej;� � �Aj (avec �Aj 6= �Ai)dans laquelle, ni les Ej;�, ni bien sûr H�A � q ne contiennent v. Le coe�cient D estdonc n�ecessairement nul. Comme chaque �Aj (di��erent de �Ai) est inf�erieur �a �Ai, lepolynôme H�A � q appartient �a Av.Deuxi�eme cas v = �i1ui1 = � � � = �ihuih est la d�eriv�ee de h ind�etermin�ees ui. Enappliquant une substitution similaire �a celle du cas pr�ec�edent et en exprimant v enfonction de �i1Ai1 (y compris les ind�etermin�ees principales des �i`Ai`, (2 � ` � ih).Nous obtenons comme pr�ec�edemment une expression :H�A � q = D � �i1Ai1 + hX̀=2F` � (Si1 � �i`Ai` � Si` � �i1Ai1)+Xj X� Ej;� � �Aj (avec �Aj 6= �i1Ai1)



34 CHAPITRE 2. MODELES D'UN SYSTEMEdans laquelle ni les Ej;�, ni les F`, ni H�A � q ne contiennent v. Le coe�cient D estn�ecessairement nul. Chaque �Aj (di��erent de �i1Ai) est inf�erieure �a �i1Ai1. Reste �a�etablir que chaque (Si1 � �i`Ai` � Si` � �i1Ai1) appartient �a Av.Supposons donc v = �ui =  uj. Comme A est auto-r�eduit, et que v est la d�eriv�eede deux u`, il existe un op�erateur (non n�ecessairement propre) �, tel que �uij = v, cequ'illustre le sch�ema suivant :
-�11 2 3 4 5 6 76�212345 ui -�i uj6�juij ����*� v' -� = �i� %6 = �j�Montrons par r�ecurrence sur � que T� = (Sj ��ui�Si � uj) appartient �a Av : H1A . Casinitial : � est l'op�erateur identit�e (en d'autres termes, v = uij) et on a T� = �ij. Parhypoth�ese, A est coh�erent, ce qui signi�e que T� appartient �a (�A`) : H1A (�u` < uij),c'est-�a-dire �aAv : H1A . Cas g�en�eral : � se d�ecompose en � = ��0 et pareillement, � = ��0et  = � 0. Nous notons v0 l'ind�etermin�ee �0uij, ce qu'illustre le sch�ema suivant :
-�11 2 3 4 5 6 76�212345 ui -�i uj6�juij ����0 v0-� v' -�0 = �i�0 %6 0 %6 = �j�Soit T�0 = (Sj � �0Ai�Si � 0Aj). L'hypoth�ese de r�ecurrence est que H�A � T�0 appartient�a l'id�eal (�A`) (�u` < v0). D'apr�es une propri�et�e des ordres admissibles (�a savoir :u < v) �u < �v), la d�eriv�ee du polynôme ci-dessus �(H�A �T�0) = �(H�A) �T�0+H�A ��T�0appartient �a l'id�eal (�A`) (�u` < �v0 = v), c'est-�a-dire �a Av. Le premier terme de lasomme est dans Av, donc le deuxi�eme y est aussi. Les polynômes �0Ai et  0Aj sontdans Av. Comme T� est �egal �a �T�0 � (�Sj) ��0Ai� (�Si) � 0Aj, on conclut que H�A �T�est dans Av.



35A propos du lemme 12{ Le lemme est une g�en�eralisation du lemme 13 (page 38) (utilis�e pour prouverla correction de l'algorithme d'�elimination en alg�ebre di��erentielle ordinaire),qui ne s'applique qu'�a des ensembles A form�es d'un unique polynôme, et doncn�ecessairement auto-r�eduits et coh�erents.{ Seidenberg en connaissait une version plus faible, plus di�cile �a lire (voir [Se1],III, th. 6), utilis�ee pour prouver la correction d'un algorithme d'�elimination enalg�ebre di��erentielle partielle. Ces travaux de Seidenberg sont cit�es par Ro-senfeld dans [Ro].{ Le lemme que nous avons donn�e ne contient qu'une implication : si A est coh�erent,alors les id�eaux [A] et (A) v�eri�ent une certaine propri�et�e. Rosenfeld donne�egalement l'implication inverse, plus proche de la d�e�nition implicitement adopt�eepar Seidenberg.Kolchin, qui a g�en�eralis�e le lemme de Rosenfeld (voir [Ko],III, lemme 5, page 137), proc�ede au même changement que nous. Nous n'avonspas besoin d'une version aussi �elabor�ee que celle de Kolchin.2.4.2 Syst�emes r�eguliersSoit A un ensemble auto-r�eduit. Ritt quali�e de r�eguliers les z�eros de A qui n'an-nulent pas HA (voir [Ri], II, x5). C'est cette d�enomination qui nous a sugger�e la d�e�-nition suivante :D�e�nition 14 Nous dirons d'un syst�eme d'�equations et d'in�equations � de KfXg,qu'il est r�egulier s'il est de la forme suivante :� 8>>>>>>><>>>>>>>: A1 = 0...At = 0 9>>=>>; sous-ensemble auto-r�eduit et coh�erent de KfXgHA 6= 0 le produit des initiaux et s�eparants des Aiq 6= 0 q 2 KfXg est partiellement r�eduit vis-�a-vis des AiTh�eor�eme 7 Un syst�eme d'�equations et d'in�equations r�egulier � de KfXg admet unmod�ele di��erentiel si et seulement s'il admet un mod�ele alg�ebrique.Preuve Tout mod�ele di��erentiel fournit un mod�ele alg�ebrique. Supposons que � n'ad-mette pas de mod�ele di��erentiel et montrons qu'il n'admet pas de mod�ele alg�ebrique.D'apr�es le th�eor�eme 5 (page 29), une puissance � du polynôme (HA � q) appartient �al'id�eal di��erentiel engendr�e par les �equations :(HA � q)� 2 [A1; : : : ; At]:Le polynôme (HA � q)� est partiellement r�eduit vis-�a-vis des Ai. D'apr�es le lemme 12,il existe un entier � tel que :H�A � (HA � q)� 2 (A1; : : : ; At):



36 CHAPITRE 2. MODELES D'UN SYSTEMEUne puissance de (HA � q) appartient �a l'id�eal alg�ebrique engendr�e par les Ai. D'apr�esle th�eor�eme 6, le syst�eme � n'admet pas de mod�ele alg�ebrique.



Chapitre 3Les algorithmes d'�elimination deSeidenbergLes algorithmes d'�elimination permettent de d�ecider si un syst�eme d'�equationset d'in�equations polynomiales di��erentielles admet ou non un mod�ele di��eren-tiel. Seidenberg en d�eduit d'ailleurs une preuve constructive du Nullstellensatz(notre th�eor�eme 5). Dans ce chapitre, nous s�eparons l'�etude de l'algorithme enalg�ebre di��erentielle ordinaire, de celle de l'algorithme en alg�ebre di��erentiellepartielle. Dans les deux cas, nous donnons une version simpli��ee de la phasede g�en�eration des \syst�emes terminaux". Grâce au lemme de Rosenfeld, nous�etendons un peu le domaine d'application de l'algorithme aux d�eriv�ees partielles(Seidenberg ne consid�erait que des ordres admissibles born�es).Soit � un syst�eme d'�equations et d'in�equations de KfXg. Eliminer une lettre xde X c'est trouver une condition n�ecessaire et su�sante v�eri��ee par les ind�etermin�eesde l'alphabet X n fxg, que nous noterons Y dans la suite de ce chapitre, pour que �admette un mod�ele di��erentiel.Plus concr�etement, �eliminer une lettre x de X c'est produire une famille �nie (�j)de syst�emes d'�equations et d'in�equations de KfY g qui v�eri�e : � admet un mod�eledi��erentiel �1 : X ! L1 si et seulement si l'un au moins des �j admet un mod�eledi��erentiel �2 : Y ! L2. Les mod�eles �1 et �2 sont di��erents, ne serait-ce que parceque X et Y sont di��erents. En pratique L1 est un sur-corps di��erentiel de L2.Soit � un syst�eme quelconque deKfXg. Il n'est en g�en�eral pas possible d'�eliminer x,c'est-�a-dire de construire (�j) en une r�e�ecriture. Nous appelons syst�eme terminal toutsyst�eme de KfXg duquel x peut être �elimin�ee en une r�e�ecriture. Les algorithmes deSeidenberg (voir [Se1]) fonctionnent en deux temps. Ils commencent par transformer� en une famille �nie (
i) de syst�emes terminaux ayant mêmes mod�eles di��erentielsque � : plus pr�ecis�ement, � admet un mod�ele di��erentiel �1 si et seulement si �1 estmod�ele di��erentiel de l'un au moins des 
i. Les algorithmes �eliminent ensuite x dessyst�emes de cette famille.A notre connaissance, l'algorithme d'�elimination en alg�ebre di��erentielle partiellen'a jamais �et�e �etudi�e depuis les travaux de Seidenberg. Avant nous par contre,



38 CHAPITRE 3. LES ALGORITHMES DE SEIDENBERGDiop [Di1] avait donn�e une version simpli��ee de l'algorithme d'�elimination dans lecas ordinaire. Ces travaux ont constitu�e le point de d�epart de notre �etude. Plus r�e-cemment, Wang [Wa2] a d�ecrit des variantes de l'algorithme de 1956 qui incluentdes factorisations des �equations dans le corps de base, ou qui triangularisent le sys-t�eme pour �eviter de proc�eder aux �eliminations, souvent coûteuses. Ces variantes, quipeuvent s'av�erer e�caces en pratique, ne di��erent pas dans leur principe de la m�ethodeoriginale de Seidenberg.3.1 L'algorithme en alg�ebre di��erentielle ordinaireEn alg�ebre di��erentielle ordinaire, KfXg n'est muni que d'une seule d�erivation : �.Nous supposons �X ordonn�e suivant un ordre d'�elimination qui privil�egie x, l'ind�eter-min�ee �a �eliminer (l'alphabet Y est ordonn�e de fa�con quelconque) :� � � > �x > _x > x > �YPar l'expression polynôme en x, nous entendons un polynôme de KfXg dans l'�ecritureduquel x apparâ�t avec un coe�cient non nul, par l'ordre de p, not�e ord p, nous enten-dons l'ordre de p en la lettre x. Si p appartient �a KfY g, nous dirons qu'il est d'ordre�1. L'ordre de p d�esigne sans ambigu��t�e l'ind�etermin�ee principale du polynôme. Soitp d'ordre m � 0. Le degr�e de p, not�e deg p, est le plus grand entier d tel que x(m)dapparaisse dans l'�ecriture de p.3.1.1 Pr�eliminairesCes pr�eliminaires ont pour but d'introduire deux propositions, qui seront appliqu�eesen section 3.1.6 pour prouver la correction du m�ecanisme d'�elimination de l'algorithme.Elles sont fond�ees sur les deux lemmes suivants, dus �a Ritt (voir [Ri], II, x12). Lelemme 13 constitue une version faible du lemme de Rosenfeld. Ces pr�eliminairespeuvent être pass�es en premi�ere lecture.Lemme 13 Soient p un polynôme de KfXg, d'ordre m � 0, et q un polynôme par-tiellement r�eduit par rapport �a p, appartenant �a l'id�eal di��erentiel [p] engendr�e par p.Il existe alors un entier � tel que S�p � q soit divisible par p. En d'autres termes(q 2 [p] et ord q � ordp) ) 9� 2 N; S�p � q 2 (p):Preuve Dire que q appartient �a [p], c'est dire qu'il existe un entier s et des polynômesAi tels que(1) q = A0 � p+A1 � p(1) + � � �+At � p(s):Nous supposons q non nul. Soit x(m+t) la d�eriv�ee de x d'ordre maximal qui apparaissedans le terme de droite de l'�egalit�e (1). Si t est nul alors q est �egal �a (A0 � p) et lelemme est prouv�e. Supposons donc t strictement positif. La preuve consiste �a �etablir



39qu'il existe un entier � tel que S�p � q admette une �ecriture qui ne fasse appel qu'�a desd�eriv�ees de x d'ordre inf�erieur �a m+ t. D'apr�es le lemme 5 (page 14),p(t) = Sp � x(m+t) +Rt (ordRt < m+ t):Appliquons dans (1) la substitutionx(m+t) ! p(t) �RtSp �Le polynôme q, qui est d'ordre strictement inf�erieur �a m+ t, reste inchang�e. Eliminonsles fractions en multipliant (1) par une puissance appropri�ee du s�eparant de p. L'�egalit�edevient : S�p � q = B0 � p +B1 � p(1) + � � �+Bt � p(t):Les coe�cients Bi sont tous d'ordre strictement inf�erieur �a m + t, ainsi bien sûr queles polynômes p(j), pour j < u. Comme x(m+t) n'apparâ�t pas dans l'�ecriture de S�p � q,le coe�cient Bt est n�ecessairement nul.Exemple Soient p = x _x, sa d�eriv�ee �p = x�x+ _x2 et q = _x3. On a :q 2 [p] par _x3 = _x � �p� �x � pIci, x(m+t) est �egal �a �x. Appliquons la substitution�x! �p� _x2x �Notons que �p reste inchang�e par la substitution. Multiplions par Sp = x :_x3 = _x � �p� �p� _x2x � p;x � _x3 = _x2 � p+ (x � _x� p) � �p:Le terme Bu = (x � _x� p) est e�ectivement nul.Lemme 14 Soit p un polynôme premier de KfXg, d'ordre m � 0. Tout polynôme qd'ordre inf�erieur ou �egal �a m, appartenant �a l'id�eal di��erentiel [p] engendr�e par p estdivisible par p.Preuve Soit q un polynôme satisfaisant les hypoth�eses du lemme. D'apr�es le lemmepr�ec�edent, il existe un entier � tel que :S�p � q = A0 � p:Aucun polynôme ne divise son s�eparant. Comme p est premier, p divise q.Proposition 1 Soit p un polynôme de KfXg d'ordre m � 0. Tout polynôme appar-tenant au radical de l'id�eal di��erentiel engendr�e par p est d'ordre sup�erieur ou �egal �acelui de p. En d'autres termes, p est partiellement r�eduit vis-�a-vis de tout polynôme decet id�eal.



40 CHAPITRE 3. LES ALGORITHMES DE SEIDENBERGPreuve p contient un facteur premier p0, de même ordre que lui. L'id�eal q[p] estinclus dans q[p0]. D'apr�es les lemmes 8 (page 26) et 14, tout polynôme de q[p0] estd'ordre sup�erieur ou �egal �a celui de p0.Proposition 2 Soit p un polynôme de KfXg d'ordre m � 0. Soit q un polynôme demême ordre que p et tel que le produit Ip �q appartienne au radical de l'id�eal di��erentielengendr�e par p. Le polynôme Ip � qdegp est alors divisible par p. En d'autres termes :(Ip � q 2 q[p] et ord q = ord p) ) Ip � qdegp 2 (p):Preuve Soit q un polynôme v�eri�ant :Ip � q 2 q[p]:D�ecomposons p en facteurs premiers :p = p�00 � p�11 � � � p�tt :Parmi ces facteurs, certains, d'indices 0 �a s, ont même ordre que p. Les autres, d'indicess+ 1 �a t sont d'ordre inf�erieur. Appliquons le lemme 14 :Ip � q 2 (pi) (0 � i � s):L'initial de p est d'ordre strictement inf�erieur �a celui des pi (0 � i � s), il n'est doncpas divisible par eux. Comme les pi sont premiers, nous avons :q 2 (pi) (0 � i � s);q�0+���+�s 2 (p�00 � p�11 � � � p�ss ):On conclut la d�emonstration en remarquant que le degr�e de p est sup�erieur ou �egal �ala somme des exposants � d'indices 0 �a s et que l'initial de p contient les polynômesp�s+1s+1 �a p�tt en facteurs : qdegp 2 (p�00 � p�11 � � � p�ss );Ip � qdegp 2 (p):Il serait possible de faire de la proposition 1 une cons�equence de la proposition 2mais, comme elles correspondent �a deux cas distincts de l'algorithme d'�elimination,nous pr�ef�erons s�eparer les preuves, a�n de mieux mettre en �evidence les points d�elicatsde l'algorithme.Corollaire Soient p et q deux polynômes de KfXg, ayant même ordre m � 0. SiIp � q appartient au radical de l'id�eal di��erentiel engendr�e par p, alors le polynômeqdegp rem p est nul. Ip � q 2 q[p] ) qdegp rem p = 0:



41Preuve Le reste r = qdegp rem p v�eri�e, en accord avec sp�eci�cations de l'algorithmede la section 1.3.1 I�p � qdegp � r (mod (p)):Comme qdegp est de degr�e sup�erieur ou �egal �a celui de p, l'exposant � est sup�erieur ou�egal �a 1. Supposons que Ip �q appartienne �a q[p]. D'apr�es la proposition 2, r appartient�a l'id�eal (p). Le reste r est de degr�e inf�erieur �a celui de p, donc r est nul.3.1.2 D�e�nition des syst�emes terminauxLes syst�emes terminaux sont des syst�emes dans lesquels les �equations en x formentun ensemble auto-r�eduit. Parce que nous sommes en alg�ebre di��erentielle ordinaire, cetensemble est constitu�e d'un unique polynôme A1. L'initial de A1 doit �gurer parmi lesin�equations, et les autres in�equations doivent être partiellement r�eduites par rapport �aA1. Les syst�emes terminaux sont donc de deux types. Le cas g�en�eral :
 8>>><>>>: A1 = 0 une seule �equation en xI1 6= 0ri = 0 les autres �equations, appartenant �a KfY gqj 6= 0 in�equations partiellement r�eduites par rapport �a A1et sa version d�eg�en�er�ee, qui ne compte pas d'�equations en x :
 ( ri = 0qj 6= 0:3.1.3 G�en�eration des syst�emes terminauxLa m�ethode que nous donnons ici est plus simple que celle de Seidenberg : elleengendre moins de scindages et �evite le recours �a un sous-algorithme (dit de pr�epa-ration 1). Avant nous, Diop avait d�ej�a donn�e une description des r�e�ecritures de l'al-gorithme d'�elimination sans le sous-algorithme de pr�eparation (voir [Di1]). La preuved'arrêt que nous exposons est di��erente de celle de Diop.Soit � un syst�eme quelconque de KfXg. Nous notons A1 l'une au choix de sesplus petites �equations en x. Cette �equation constitue un ensemble caract�eristique des�equations en x de �. Nous donnons l'algorithme sous la forme d'un jeu de r�eglesnum�erot�ees, qui portent en commentaire les conditions sous lesquelles elles s'appliquent.A tout syst�eme non terminal �, s'applique l'une des r�egles ci-dessous.r�egle 11 Elle s'applique si � compte des �equations en x autres que A1 (appelons-lespi). Parce que nous sommes en alg�ebre di��erentielle ordinaire, il est possible de r�eduireces �equations par A1. L'algorithme substitue donc (pi rem A1) �a pi sous la contrainteH1 6= 0 o�u H1 d�esigne le produit de l'initial I1 et du s�eparant S1 de p1.1: sans rapport avec les pr�eparations d�ecrites dans [Ko], IV, x13, page 183.



42 CHAPITRE 3. LES ALGORITHMES DE SEIDENBERG� ( A1 = 0pi = 0� - �1 8><>: A1 = 0I1 = 0pi = 0& - �2 8><>: A1 = 0S1 = 0pi = 0& - �3 8><>: A1 = 0;pi rem A1 = 0H1 6= 0r�egle 12 Elle s'applique si la seule �equation en x de � est A1 et si certaines in�equationsqi ne sont pas partiellement r�eduites par rapport �a A1. Dans ce cas, l'algorithme lesr�eduit partiellement, sous la contrainte S1 6= 0, o�u S1 d�esigne le s�eparant de A1.� ( A1 = 0qi 6= 0� - �1 8><>: A1 = 0S1 = 0qi 6= 0& - �2 8><>: A1 = 0;qi rem-partiel A1 6= 0S1 6= 0r�egle 13 Elle s'applique si la seule �equation en x de � est A1, si toutes les in�equationsqi sont partiellement r�eduites par rapport �a A1 mais si l'initial de A1 ne �gure pasparmi les in�equations. Dans ce cas, l'algorithme proc�ede �a un scindage sur I1.� n A1 = 0� - �1 ( A1 = 0I1 = 0& - �2 ( A1 = 0I1 6= 0 (terminal)3.1.4 Elimination dans les syst�emes terminauxSoit 
 un syst�eme terminal. Nous notons q le produit de ses in�equations en x, qj sesautres in�equations et ri ses �equations appartenant �a KfY g.



43D�e�nition 15 On appelle coe�cients dans KfY g d'un polynôme p de KfXg les po-lynômes coe�j(p) appartenant �a KfY g, dont l'annulation est n�ecessaire et su�santepour sp�ecialiser p en z�ero.Exemple Supposons que A, B, C et D appartiennent �a KfY g. Ces polynômes sontalors les coe�cients dans KfY g du polynôme p = (A � x+B) � _x+ C � x3 +Dr�egle 21 Le syst�eme terminal 
 ne compte pas d'�equations en x (il s'agit du cas d�e-g�en�er�e). Notons ` le nombre de coe�cients dans KfY g de l'in�equation q. L'algorithmer�e�ecrit 
 en ` syst�emes (un par coe�cient).
 8><>: ri = 0q 6= 0qj 6= 0 - �hh 2 [1; `] 8><>: ri = 0coe�h (q) 6= 0qj 6= 0r�egle 22 Le syst�eme terminal 
 compte une �equation en x, i.e.A1, d'ordre strictementsup�erieur �a celui de l'in�equation q. Soit m le nombre de coe�cients dans KfY g de I1 etn le nombre de coe�cients dans KfY g de q. L'algorithme r�e�ecrit 
 en m�n syst�emes.
 8>>>>>><>>>>>>: A1 = 0I1 6= 0q 6= 0ri = 0qj 6= 0 - �h;`h 2 [1;m]` 2 [1; n] 8>>><>>>: coe�h (I1) 6= 0coe�` (q) 6= 0ri = 0qj 6= 0r�egle 23 
 compte une �equation en x, i.e. A1, de même ordre que l'in�equation q. Soitm le nombre de coe�cients dans KfY g de I1 et n le nombre de coe�cients dans KfY gdu polynôme (qdegA1 rem A1). L'algorithme r�e�ecrit 
 en m� n syst�emes.
 8>>>>>><>>>>>>: A1 = 0I1 6= 0q 6= 0ri = 0qj 6= 0 - �h;`h 2 [1;m]` 2 [1; n] 8>>><>>>: coe�h (I1) 6= 0coe�` (qdegA1 rem A1) 6= 0ri = 0qj 6= 03.1.5 Preuve d'arrêtDans les r�egles de la section 3.1.3, chaque fois que l'on pose l'initial ou le s�eparantd'un polynôme p �egal �a z�ero, on peut transformer p en un polynôme plus petit, sanschanger les mod�eles di��erentiels du syst�eme : soient m l'ordre de p et d son degr�e. Lessyst�emes � ( p = 0Ip = 0 et �0 ( p� Ip � x(m)d = 0Ip = 0



44 CHAPITRE 3. LES ALGORITHMES DE SEIDENBERGont mêmes mod�eles, de même que les syst�emes� ( p = 0Sp = 0 et �0 ( d � p � Sp � x(m) = 0Sp = 0:Avec de telles modi�cations, lors de chaque r�e�ecriture � ! �i de la section 3.1.3,l'algorithme r�e�ecrit au moins une �equation en x de � en un nombre �ni, �eventuellementnul d'�equations en x plus petites 2.Bien que les polynômes de KfXg soient ordonn�es suivant un pr�eordre artinien,l'arrêt de l'algorithme n'est pas imm�ediat, parce que les r�e�ecritures ne traitent qu'unelettre �a la fois. Certaines r�e�ecritures � ! �0, peuvent faire augmenter le nombred'�equations en x, et il se peut que la plus petite �equation en x de �0 soit sup�erieure �acelle de �, par exemple, apr�es un scindage sur l'initial de cette plus petite �equation :� ( p1 = a � x+ b = 0p2 = c � _x3 + � � � = 0 donne �0 8><>: a = 0b = 0p2 = c � _x3 + � � � = 0:La plus petite �equation en x de � est p1. Celle de �0 est p2 (p2 > p1). Pour prouverl'arrêt, nous allons utiliser le lemme de K�onig (voir [K�on], Satz 6.6).Le lemme de K�onigUn graphe orient�e est un couple (S;B), o�u S est l'ensemble des sommets etB � S�Sl'ensemble des arcs. Soit a un arc de B, nous appellerons respectivement origine etextr�emit�e de a la premi�ere et la deuxi�eme composante de a. Soient s et t deux sommetsde S, s'il existe un arc ayant pour s pour origine et t pour extr�emit�e, on dira que t estun successeur de s. Un chemin est une suite d'arcs a1; a2; : : : telle que l'extr�emit�e dechaque arc co��ncide avec l'origine de l'arc qui le suit. On dira en�n qu'un sommet b estaccessible depuis un sommet a s'il existe un chemin �ni a; a2; : : : ; an�1; b.Un arbre est un graphe orient�e (S;B; r) o�u r est un sommet distingu�e appel�e racinede l'arbre, v�eri�ant les axiomes suivants :{ Aucun arc n'arrive en r.{ Il arrive exactement un arc sur chaque sommet di��erent de r.{ Chaque sommet est accessible depuis la racine.On appelle feuille tout sommet sans successeurs. Un arbre (S;B; r) est dit in�ni siB est in�ni. Il est dit localement �ni si chaque sommet de S n'admet qu'un nombre�ni de successeurs. Le th�eor�eme suivant est dû �a K�onig.Lemme 15 Tout arbre in�ni et localement �ni comporte un chemin in�ni.Preuve Soit s un sommet de S et notons T (s) le sous-arbre de (S;B; r) de racine s.Soient t1; : : : ; tn les successeurs s. Si T (s) est in�ni, l'un des arbres T (ti) l'est aussi. Ilexiste donc une suite in�nie (sn) de sommets avec s0 = r et telle que si+1 soit successeurde si. Cette suite d�e�nit un chemin in�ni dans (S;B; r).2: A une exception pr�es, la r�e�ecriture � ! �2 de la r�egle 12. Cette exception est sans importancepuisque le syst�eme �2 ainsi produit rel�eve de la r�egle 13.



45Application �a l'algorithmeSupposons que la phase de g�en�eration de syst�emes terminaux ne s'arrête pas, etcherchons la contradiction. En enchâ�nant les r�e�ecritures, l'algorithme produit une suitein�nie (�n) de syst�emes d'�equations et d'in�equations. A cette suite, nous pouvonsassocier un arbre ayant des �equations en x pour sommets. Initialement, l'arbre contientune racine conventionnelle r et autant de feuilles que �0 admet d'�equations en x. Parexemple : r���* p1- p2HHHj p3La r�e�ecriture de �0 en �1 substitue �a au moins une �equation en x de �0, un nombre�ni �eventuellement nul d'�equations en x plus petites. Si cette r�e�ecriture supprime une�equation (mettons p1) nous convenons de rajouter �a l'arbre, un arc ayant p1 pour origineet un sommet conventionnel pour extr�emit�e :r���* p1 -- p2HHHj p3Dans le cas contraire (mettons que l'algorithme r�e�ecrive p3 en p01 et en p02), nous rajou-tons �a l'arbre deux arcs, ayant p3 pour origine et p01 et p02 pour extr�emit�e :r���* p1- p2HHHj p3���* p01HHHj p02Clairement, �a l'�etape i, l'ensemble des �equations en x de �i est donn�e par le feuillagede l'arbre (except�ees bien sûr, les feuilles conventionnelles ). Par cons�equent, notreconstruction ne modi�e que les feuilles et produit bien un arbre localement �ni. Si lasuite (�n) est in�nie, l'arbre l'est aussi. Comme tout sommet est strictement sup�erieur�a ses successeurs, d'apr�es le lemme de K�onig, il est possible d'extraire de l'arbre unesuite de polynômes in�nie et strictement d�ecroissante. Le lemme 4 (page 12) nousassure que cela est impossible. Cette contradiction prouve l'arrêt de l'algorithme.



46 CHAPITRE 3. LES ALGORITHMES DE SEIDENBERG3.1.6 Preuves de correctionPreuve de correction des scindagesLa preuve de la correction des scindages de la section 3.1.3 est quasiment triviale.Soient � un syst�eme et p un polynôme quelconque de KfXg. Consid�erons les syst�emes�1, obtenu en rajoutant l'�equation p = 0 �a � et �2, obtenu en rajoutant �a � l'in�equationp 6= 0 �1 : � + p = 0; et �2 : � + p 6= 0:Il est clair que tout mod�ele (alg�ebrique ou di��erentiel) de � est, soit un mod�elede �1, soit un mod�ele de �2. Inversement, tout mod�ele (alg�ebrique ou di��erentiel) de�1 (resp. de �2) est mod�ele de �. Montrons en�n que les deux syst�emes suivants ontmêmes mod�eles di��erentiels.�1 8><>: p1 = 0p2 = 0H1 6= 0 et �2 8><>: p1 = 0r2 = p2 rem p1 = 0H1 6= 0:Preuve D'apr�es les sp�eci�cations de l'algorithme de r�eduction page 16, nous avons :H�1 � p2 � r2 (mod [p1]):En d'autres termes, r2 appartient �a l'id�eal di��erentiel [p1; p2] et p2 appartient au radicalde l'id�eal di��erentiel [p1; r2].Soit � un mod�ele di��erentiel de �1. D'apr�es le th�eor�eme 5, � annule r2 et constituedonc un mod�ele di��erentiel de �2. R�eciproquement, soit � : KfXg ! L un mod�eledi��erentiel de �2. Comme � est un morphisme d'anneaux, �(H1 �p2) est �egal �a �(H1) ��(p2). Le mod�ele n'annule pas H1. Comme L est int�egre, � annule p2 et constitue unmod�ele di��erentiel de �1.Preuves du m�ecanisme d'�eliminationNous devons montrer qu'un syst�eme terminal 
 admet un mod�ele di��erentiel 	 siet seulement si l'un des syst�emes �j obtenus apr�es �elimination de la lettre x, admetun mod�ele di��erentiel �. Notons yi les �el�ements de Y ; on a X = fy1; : : : ; yn; xg. Soit	 un mod�ele di��erentiel de 
 	 : X ! Lyi 7! �ix 7! �:L'implication de gauche �a droite se montre sans di�cult�es. Pour les trois r�egles de lasection 3.1.4, la restriction � de 	 �a l'alphabet Y constitue manifestement un mod�eledi��erentiel de l'un au moins des syst�emes obtenus apr�es �elimination de x� : Y ! Lyi 7! �i:



47C'est l'implication de droite �a gauche qui pose probl�eme. Nous la prouvons s�epar�ementpour les trois r�egles de la section 3.1.4. Soit �, donn�e ci-dessus, un mod�ele di��erentield'un �j . Trouver 	 connaissant �, c'est trouver un mod�ele di��erentiel �a �
, o�u �
d�esigne le syst�eme de Lfxg, obtenu en sp�ecialisant 
 au point y1 = �1; : : : ; yn = �n.Preuve de la r�egle 21. Le syst�eme �
 ne comporte qu'une in�equation�
 n �q 6= 0:�q est non identiquement nulle puisque l'un au moins des coe�cients dans KfY g de qn'appartient pas au noyau de �. En d'autres termes, �q n'appartient pas �a l'id�eal (0).D'apr�es le th�eor�eme 5, �
 admet un mod�ele di��erentiel.Remarque en alg�ebre di��erentielle, �a la di��erence de l'alg�ebre commutative, il existedes corps de caract�eristique nulle dans lesquels certaines in�equations n'admettent pasde solutions. L'in�equation suivante par exemple, n'a aucune solution dans Q :_x 6= 0:Ritt a montr�e ([Ri] x22 page 32) que toute in�equation admettait une solution dans uncorps di��erentiel L si L contenait au moins un �el�ement non constant (de d�eriv�ee nonnulle).Preuve de la r�egle 22. A1 est d'ordre sup�erieur �a q. Le syst�eme �
 comporte une�equation et deux in�equations �
 8><>: �A1 = 0�I1 6= 0�q 6= 0:Comme �I1 est non identiquement nul, A1 et �A1 ont même ind�etermin�ee principaleet sont de même degr�e en cette ind�etermin�ee. Le polynôme �I1 � �q est donc d'ordrestrictement inf�erieur �a �A1. D'apr�es la proposition 1 (page 39), �I1 � �q ne peut pasappartenir au radical de l'id�eal di��erentiel engendr�e par �A1. D'apr�es le th�eor�eme 5,�
 admet un mod�ele di��erentiel.Preuve de la r�egle 23.A1 a même ordre que q. Le syst�eme �
 comporte une �equationet deux in�equations �
 8><>: �p = 0�I1 6= 0�q 6= 0:Comme �I1 est non identiquement nul, A1 et �A1 ont même ind�etermin�ee principaleet sont de même degr�e en cette ind�etermin�ee. �I1 � �q peut être d'ordre strictementinf�erieur �a celui de �A1. Dans ce cas, l'argumentation donn�ee pour la r�egle 22 nousassure de l'existence d'un mod�ele di��erentiel. Supposons maintenant que �I1 � �q aitmême ordre que �A1. L'un des coe�cients de (qdegA1 rem A1) n'appartient pas au



48 CHAPITRE 3. LES ALGORITHMES DE SEIDENBERGnoyau de �, donc �(qdegA1 rem A1) est non nul et, parce que l'initial de A1 n'appartientpas non plus au noyau de �, les polynômes �(qdegA1 rem A1) et (�q)deg(�A1) rem (�A1)sont �egaux ce qu'illustre le diagramme suivant :qdegA1 ; A1 �(qdegA1);�A1qdegA1 rem A1 �(qdegA1 rem A1)-� -�?rem ?remD'apr�es le corollaire de la proposition 2 (page 40), �I1 � �q ne peut pas appartenir auradical de l'id�eal di��erentiel engendr�e par �A1. D'apr�es le th�eor�eme 5, �
 admet unmod�ele di��erentiel.3.1.7 Optimisationsr�egle 11 si l'�equation A1 a même ordre que q, vu les sp�eci�cations de l'algorithme der�eduction, le scindage sur le s�eparant de A1 est inutile.r�egle 11 il est possible de rajouter �a �2 l'in�equation I1 6= 0. Cela assure que lesmod�eles di��erentiels �etudi�es dans les trois branches sont distincts . . . du moinsjusqu'�a la prochaine �elimination (la projection de deux ensembles disjoints n'estpas n�ecessairement disjointe).r�egle 13 Le scindage sur I1 est inutile si A1 comporte un monôme d'ordre strictementsup�erieur �a celui des in�equations, ayant un coe�cient dans KfY g qui ne puissepas se sp�ecialiser en z�ero : un coe�cient appartenant �a K, ou �gurant parmi lesin�equations. Voir la preuve de la correction de la r�egle 22. Par exemple� ( y1 � �x+ _x+ y2 � x+ 1 = 0y3 � x 6= 0admet un mod�ele di��erentiel si et seulement si y3 6= 0 (le scindage sur y1 estinutile). En e�et, l'�equation ne peut pas se sp�ecialiser en un polynôme d'ordreinf�erieur �a 1 et l'in�equation ne peut pas se sp�ecialiser en un polynôme d'ordresup�erieur �a z�ero.r�egle 13 Cas particulier de la remarque pr�ec�edente : le scindage sur l'initial de A1 estinutile si le syst�eme ne comporte pas d'in�equations en x et si l'�equation n'a pasde monôme de degr�e z�ero en x.r�egles 21 et 22 Il n'est bien sûr, ni n�ecessaire, ni souhaitable de multiplier entre ellesles in�equations en x pour calculer les coe�cients de q.



49r�egle 23 La preuve de la r�egle 23 montre qu'on ne peut pas se contenter d'un testde division exacte entre I1 � qdegA1 et A1 dans KfXg, comme pourrait le laissercroire la proposition 2. Par exemple le syst�eme� ( x2 + y 6= 0y � x� 1 = 0n'a pas de solution pour y = �1, bien que (x2 + y) ne soit pas divisible par(y � x� 1). C'est dans Lfxg qu'il faut proc�eder au test. Pour les mêmes raisons,une factorisation dans KfXg n'�evite pas d'�elever q �a la puissance du degr�e deA1, ainsi que le montre le syst�eme� ( x2 + 2x+ y = 0x+ 1 6= 0qui n'admet pas de solutions pour y = 1.3.1.8 Exemple d'applicationEn application d'une remarque de la section 2.1 (page 25), montrons que ni _x,ni 2�x + 1 n'appartiennent �a [ _x2 + x]. Il su�t de montrer que les deux polynômesn'appartiennent pas au radical de cet id�eal, c'est-�a-dire que les syst�emes�1 ( _x2 + x = 0_x 6= 0 et �2 ( _x2 + x = 02�x+ 1 6= 0admettent des mod�eles di��erentiels. Nous appliquons l'algorithme d'�elimination �a lalettre.Comme l'initial de l'�equation est constant dans �1, tout scindage est inutile. Le sys-t�eme est terminal, il comporte une �equation, de même ordre que l'in�equation. D'apr�esla r�egle 23, �1 admet des solutions si et seulement si l'un au moins des coe�cientsdans Q du polynôme ( _x)2 rem ( _x2 + x) = �x est non identiquement nul, ce qui estmanifestement le cas.Le syst�eme �2 n'est pas terminal. Appliquons la r�egle 12 et transformons-le en deuxsyst�emes�3 8><>: _x = 0 le s�eparant de _x2 + xx = 0 _x2 + x apr�es simpli�cation2�x+ 1 6= 0�4 8><>: _x2 + x = 0_x 6= 0 le s�eparant de _x2 + x0 6= 0 c'est-�a-dire (2�x+ 1) rem ( _x2 + x)�4 n'a visiblement pas de solutions. �3 rel�eve de la r�egle 11. Les scindages sur l'initial



50 CHAPITRE 3. LES ALGORITHMES DE SEIDENBERGet sur le s�eparant de la plus petite �equation sont inutiles. Nous obtenons le syst�eme �5.�5 8><>: 0 = 0 c'est-�a-dire ( _x rem x)x = 02�x+ 1 6= 0Appliquons le r�egle 12 sur �5. Nous obtenons �6 (le scindage sur le s�eparant est inutile)�6 ( x = 01 6= 0 c'est-�a-dire (2�x+ 1) rem xLe syst�eme terminal �6 rel�eve de la r�egle 22. Il admet des solutions si et seulementsi l'un au moins des coe�cients dans Q de l'in�equation est di��erent de 0, ce qui estmanifestement le cas.3.2 L'algorithme en alg�ebre di��erentielle partielleNous supposons �X ordonn�e suivant un ordre d'�elimination qui privil�egie x, l'ind�e-termin�ee �a �eliminer (l'alphabet Y est ordonn�e de fa�con quelconque) :�fxg > �YPar l'expression polynôme en x, nous entendons un polynôme de KfXg dans l'�ecritureduquel x apparâ�t avec un coe�cient non nul.3.2.1 D�e�nition des syst�emes terminauxLes syst�emes terminaux sont des syst�emes dans lesquels les �equations en x formentun ensemble auto-r�eduit A = A1; : : : ; At. Les initiaux et les s�eparants des �el�ements deA doivent �gurer parmi les in�equations. Celles-ci doivent être partiellement r�eduitespar rapport �a A et tous les �{polynômes qu'il est possible de calculer �a partir �el�ementsde A doivent, apr�es r�eduction par A, appartenir �a KfY g et �gurer parmi les �equationsdu syst�eme. Les syst�emes terminaux sont de deux types. Le cas g�en�eral :
 8>>><>>>: A1 = 0; : : : ; At = 0 �equations en xri = 0 �equations dans KfY gHA 6= 0 les initiaux et s�eparants des A`qj 6= 0 partiellement r�eduits par rapport aux A`et sa version d�eg�en�er�ee, qui ne compte pas d'�equations en x :
 ( ri = 0 �equations dans KfY gqj 6= 0 partiellement r�eduits par rapport aux A`



513.2.2 G�en�eration des syst�emes terminauxSoit � un syst�eme quelconque deKfXg. Il est possible d'extraire un ensemble carac-t�eristique B = B1; : : : ; Bs de l'ensemble des �equations de �, toutes lettres confondues.Nous notons A = A1; : : : ; At le sous-ensemble de B des �equations en x de B. L'en-semble A n'est pas n�ecessairement un ensemble caract�eristique des �equations en x de�. Il existe deux fa�cons de calculer de nouvelles �equations r �a partir des anciennes :{ soit en r�eduisant par B l'une des �equations en x de �, n'appartenant pas �a A :r = pi rem A{ soit en r�eduisant par B un �{polynôme calcul�e �a partir des �el�ements de A :r = �ij rem B (i; j 2 [1; t]):Nous d�esignons par R l'ensemble de toutes les nouvelles �equations qu'il est ainsipossible de calculer (B �etant �x�e). Informellement, l'algorithme consiste �a enrichir �tant que R contient au moins une �equation en x. Lorsque R est inclus dans KfY g,l'algorithme proc�ede �a un scindage sur les initiaux et les s�eparants des �el�ements deA. L'un des syst�emes ainsi obtenus est terminal ; on applique �a nouveau le traitementci-dessus sur les autres. Nous donnons l'algorithme sous la forme d'un jeu de r�eglesnum�erot�ees, qui portent en commentaire les conditions sous lesquelles elles s'appliquent.r�egle 11 si R contient au moins une �equation en x, l'algorithme enrichit � avec R.r�egle 12 si R ne contient aucune �equation en x (R � KfY g) L'algorithme enrichit� avec R et proc�ede �a un scindage sur les initiaux I` et les s�eparants S` des �el�ementsde A et engendre 2t + 1 syst�emes. Dans le syst�eme ci-dessous, nous d�esignons parpi les �equations en x de � qui ne sont pas dans A, et par rj les �equations de �qui appartiennent �a KfY g, y compris les �el�ements de B appartenant �a KfY g, et lesnouvelles �equations qui sont dans R :



52 CHAPITRE 3. LES ALGORITHMES DE SEIDENBERG� 8>>><>>>: A1 = 0; : : : ; At = 0pi = 0rj = 0qh 6= 0&- �1 8>>>>>><>>>>>>: A1 = 0; : : : ; At = 0I1 = 0pi = 0rj = 0qh 6= 0etc . . .& - �2t 8>>>>>><>>>>>>: A1 = 0; : : : ; At = 0St = 0pi = 0rj = 0qh 6= 0& - �2t+1 8>>>>>><>>>>>>: A1 = 0; : : : ; At = 0pi = 0rj = 0HA 6= 0qh 6= 0Pour rendre terminal �2t+1, l'algorithme supprime les �equations pi et r�eduit partielle-ment par A les in�equations qj :�2t+1 8>>>>>><>>>>>>: A1 = 0; : : : ; At = 0pi = 0rj = 0HA 6= 0qh 6= 0 - 
 8>>><>>>: A1 = 0; : : : ; At = 0rj = 0HA 6= 0�qh = qh rem-partiel A 6= 0Remarque comme il a �et�e dit pr�ec�edemment, il est possible de modi�er l�eg�erementla r�egle 12, a�n de disjoindre les mod�eles des �i : soit ` 2 [1; 2t] un indice, il su�t derajouter �a �`, comme in�equations, les initiaux et les s�eparants dont l'annulation a d�ej�a�et�e consid�er�ee, dans les syst�emes �1 �a �`�1. On peut �egalement supprimer le monômede tête de l'�equation A` = 0, dans le syst�eme �` (o�u l'on pose I` = 0), et r�e�ecrireA` = 0 en (degu` A` �A` � u` � S`) = 0 dans �2` (o�u l'on pose S` = 0).3.2.3 PreuvesPreuve d'arrêtLes syst�emes dont les �equations comportent un �el�ement non nul de K, n'admettentbien sûr pas de mod�eles. Nous supposons donc qu'aucun �el�ement de R, autre que z�ero,



53n'est dans K. Les polynômes produits par r�eduction par A, de même que les initiauxet les s�eparants des �el�ements de l'ensemble caract�eristique sont r�eduits par rapport�a A. D'apr�es le corollaire du th�eor�eme 2 (page 21), les deux r�egles font d�ecrô�tre Astrictement. D'apr�es le th�eor�eme 3 (page 22), il n'existe pas de suite in�nie strictementd�ecroissante d'ensembles auto-r�eduits. L'algorithme s'arrête donc apr�es un nombre �nide r�e�ecritures.A propos de la r�eduction par B{ En r�eduisant les nouvelles �equations r par un ensemble caract�eristique de l'en-semble de toutes les �equations de �, nous sommes assur�es que les seules �equationsqui ne font pas d�ecrô�tre B sont celles qui appartiennent �a K et qui produisentdonc des syst�emes sans mod�eles. De cette fa�con, nous sommes certains que lesr�e�ecritures terminent.Par contre, si nous r�eduisions les nouvelles �equations par un ensemble caract�eris-tique A de l'ensemble des �equations en x de �, nous produirions des �equationsqui ne font pas d�ecrô�tre A, parce qu'elles appartiennent �a KfY g, sans pourautant g�en�erer de syst�emes sans solutions. De plus, apr�es scindage sur les ini-tiaux et s�eparants de A, l'ensemble caract�eristique pourrait grandir : nous avonsdonn�e un exemple d'une telle situation en alg�ebre di��erentielle ordinaire, dans lasection 3.1.5 (page 43).{ Il n'est pas non plus possible de transposer en alg�ebre di��erentielle partielle lam�ethode que nous avons employ�ee en alg�ebre di��erentielle ordinaire : l'algorithmes'arrêtait parce que les nouvelles relations calcul�ees ne s'ajoutaient pas au sys-t�eme, mais �etaient substitu�ees �a au moins une ancienne �equation, plus grandequ'elles. Ici, ce n'est plus le cas �a cause des �{polynômes, qui ne sont pas inf�e-rieurs aux A`, mais r�eduits par rapport �a A (voir note page 16) et qui s'ajoutentaux �equations du syst�eme. Il est assez facile d'ailleurs, de conduire dans uneboucle sans �n un algorithme inspir�e de celui de la section 3.1. Consid�erons lesyst�eme suivant : �0 ( A1 = x(1;0) = 0A2 = x(0;1) + y � x = 0:� est auto-r�eduit, mais on peut calculer un �{polynôme entre A1 et A2, le r�e-duire par A, et le rajouter au syst�eme :�1 8><>: A0 = y(1;0) � x = 0A1 = x(1;0) = 0A2 = x(0;1)+ y � x = 0:Pour r�eduire A1 et A2 par A0, proc�edons �a un scindage sur I0. Nous obtenons



54 CHAPITRE 3. LES ALGORITHMES DE SEIDENBERGdeux syst�emes :�2 8><>: I0 = y(1;0) = 0A1 = x(1;0) = 0A2 = x(0;1)+ y � x = 0 et �3 ( A0 = y(1;0) � x = 0I0 = y(1;0) 6= 0:Comme nous ne consid�erons que les �equations en x, le syst�eme �2 se comportecomme � et l'algorithme boucle.Preuves de correctionNous nous contenterons de prouver que la r�e�ecriture de �2t+1 en 
 pr�eserve lesmod�eles di��erentiels de �2t+1. Notons ri le reste par A du polynôme pi. D'apr�es lessp�eci�cations de l'algorithme de r�eduction, nous avons pour toute �equation pi et toutein�equation qj de �2t+1 : H�A � pi � ri (mod [A])S�A � qh � �qh (mod [A])o�u SA d�esigne le produit des s�eparants des �el�ements A` de A, o�u HA d�esigne le produitdes initiaux et des s�eparants des A` et o�u � et � sont certains entiers, d�ependant de piet de qh.Tout morphisme d'anneaux di��erentiels qui annule A annule (S�A �qh� �qh) (lemme 11(page 28)) et donc tout morphisme d'anneaux di��erentiels qui n'annule pas l'un desdeux termes de la di��erence, n'annule pas l'autre non plus. Rappelons qu'un mod�eledi��erentiel est un morphisme d'anneaux di��erentiels �a image dans un domaine int�egre.Les mod�eles di��erentiels de �2t+1 n'annulent ni qj, ni SA (qui apparâ�t en facteurdans HA). Ils sont donc des mod�eles di��erentiels de 
. R�eciproquement, les mod�elesdi��erentiels de 
 n'annulent pas qj. Ils annulent (H�A � pi) (puisqu'ils annulent A et ri),mais pas HA. Ils annulent donc pi et sont des mod�eles di��erentiels de �2t+1.3.2.4 Elimination dans les syst�emes terminaux | PreuvesSoit 
 un syst�eme terminal. Nous notons q le produit des in�equations en x et res-pectivement ri et qj les �equations et les in�equations du syst�eme, qui appartiennent �aKfY g.Le cas d�eg�en�er�eLe syst�eme 
 est d�eg�en�er�e s'il ne comporte par d'�equations en x. Soit ` le nombre decoe�cients dans KfY g (d�e�nition 15 (page 42)) de l'in�equation q. L'algorithme r�e�ecrit
 en ` syst�emes (un par coe�cient).
 8><>: ri = 0q 6= 0qj 6= 0 - �hh 2 [1; `] 8><>: ri = 0coe�h (q) 6= 0qj 6= 0:



55Preuve Montrons que 
 admet un mod�ele di��erentiel 	 si et seulement si l'un des �hadmet un mod�ele di��erentiel �. L'implication de gauche �a droite est claire ; montronssa r�eciproque. Soit � un mod�ele di��erentiel d'un �h.� : Y ! Lyi 7! �i:Trouver 	 connaissant �, c'est r�esoudre le syst�eme �
, obtenu en sp�ecialisant 
 aupoint y1 = �1; : : : ; yn = �n. Le syst�eme �
 se r�esume �a une seule in�equation nonidentiquement nulle : �q 6= 0. Comme �q n'appartient pas �a l'id�eal z�ero, d'apr�es leth�eor�eme 5, �
 admet un mod�ele di��erentiel.Le cas g�en�eralLe syst�eme 
 contient un ensemble auto-r�eduit A = A1; : : : ; At d'�equations en x.Cet ensemble n'est pas coh�erent, mais les �{polynômes r�eduits par A, calcul�es �a partirdes �el�ements A` de A �gurent parmi les �equations ri.
 8>>>>>><>>>>>>: A1 = 0; : : : ; At = 0ri = 0HA 6= 0q 6= 0qj 6= 0:Grâce au th�eor�eme 7 (page 35), nous allons montrer que l'�elimination de la lettrex peut s'e�ectuer par une succession d'�eliminations alg�ebriques des ind�etermin�ees ap-partenant �a �fxg, pr�esentes dans 
.Soit m le nombre de coe�cients dans KfY g du produit HA des initiaux IA et dess�eparants SA des �el�ements de A, et soit n le nombre de coe�cients dans KfY g del'in�equation q. Consid�erons les m� n syst�emes suivants :�h;`h 2 [1;m]` 2 [1; n] 8>>><>>>: coe�h (HA) 6= 0coe�` (q) 6= 0ri = 0qj 6= 0:Nous allons montrer que si un syst�eme �h;` admet un mod�ele di��erentiel �, et si lesyst�eme �
, obtenu en sp�ecialisant 
 au point y1 = �1; : : : ; yn = �n admet un mod�elealg�ebrique, alors 
 admet un mod�ele di��erentiel. Soit � un mod�ele di��erentiel de �h;` :� : Y ! Lyi 7! �i:Le syst�eme sp�ecialis�e est de la forme suivante :�
 8><>: �A1 = 0; : : : ; �At = 0�HA 6= 0�q 6= 0:



56 CHAPITRE 3. LES ALGORITHMES DE SEIDENBERGComme �IA est di��erent de z�ero, l'ensemble �A = �A1; : : : ;�At est auto-r�eduit et�equivalent 3 �a A.Montrons que �A est coh�erent. Comme�IA et �SA sont di��erents de z�ero, les imagespar � des �{polynômes calcul�es entre �el�ements de A sont �egales aux �{polynômescalcul�es entre �el�ements de �A, de même que les restes respectifs de ces polynômes parA et par �A, ce qu'illustre le diagramme suivant :Ai; Aj �Ai;�Aj�ij ��ij�ij rem A ��ij rem �A---���?? ??Comme les �{polynômes r�eduits par A �gurent parmi les �equations de �h;`, le syst�eme�
 est coh�erent. D'apr�es le th�eor�eme 7, �
 admet un mod�ele di��erentiel s'il admetun mod�ele alg�ebrique.A propos de cette preuve{ La preuve que nous donnons est un tout petit peu plus g�en�erale que celle deSeidenberg, qui ne traitait que des ordres d'�elimination born�es. Surtout, notrepreuve est plus \lisible" que celle de Seidenberg, probablement parce qu'en1954, l'auteur ne disposait pas encore de la notion de syst�eme coh�erent introduitepar Rosenfeld en 1959, et du lemme qui l'accompagne. Les th�eor�emes employ�espar Seidenberg sont les th�eor�emes 6 et 7, page 51 et 52, dans [Se1].
3: pour tout `, les polynômes A` et �A` ont même ind�etermin�ee principale et même degr�e en cetteind�etermin�ee.



Chapitre 4Bases de Gr�obner | Ensemblescaract�eristiquesCe chapitre a deux raisons d'être : d'une part, pr�esenter les bases de Gr�obnerque notre algorithme emploie au chapitre suivant et faire d'autre part, un tourd'horizon des tentatives e�ectu�ees pour repr�esenter les id�eaux di��erentiels.Les bases de Gr�obner, introduites par Buchberger en 1970 (voir [Bu]) pourl'�etude des id�eaux de polynômes en alg�ebre commutative, constituent de tr�es bonsrepr�esentants des id�eaux auxquels elles sont associ�ees. En e�et, tout id�eal d'une alg�ebrede type �ni admet une base deGr�obner �nie, canonique une fois �x�e l'ordre admissibleet que l'on sait calculer. Qui plus est, les bases de Gr�obner constituent des bases,c'est-�a-dire des familles g�en�eratrices, des id�eaux qu'elles repr�esentent. Elles fournissent�egalement des algorithmes d'appartenance aux id�eaux, d'�egalit�e et d'inclusion entreid�eaux.En alg�ebre di��erentielle, les choses sont moins simples et on peut distinguer deuxtypes de tentatives e�ectu�ees pour repr�esenter les id�eaux di��erentiels.La premi�ere est la d�e�nition de bases de Gr�obner di��erentielles, malheureusementin�nies lorsqu'elles sont trop proches de leur homologue en alg�ebre commutative | ils'agit des m�ethodes de Carr�a{Ferro (voir [Ca]) et de Ollivier (voir [Ol1], IV,page 75) | ou bien �nies, mais nettement moins satisfaisantes dans le cas de Mans-field (voir [M1]).La seconde consiste �a repr�esenter l'id�eal di��erentiel I par un de ses ensembles ca-ract�eristiques or, ce type de rep�esentant n'est satisfaisant que lorsque I est premier.Ollivier a donn�e un algorithme qui les calcule sous certaines conditions (voir [Ol1],IV, page 89) ; nous �etendons ce r�esultat dans le prochain chapitre.La premi�ere section d�ecrit ce que sont les bases de Gr�obner en alg�ebre commu-tative. La deuxi�eme relate tr�es bri�evement les tentatives e�ectu�ees par Ollivier etMansfield pour les adapter �a l'alg�ebre di��erentielle. La derni�ere section est consacr�eeaux ensembles caract�eristiques d'id�eaux di��erentiels.



58 CHAPITRE 4. BASES DE GR�OBNER4.1 Bases de Gr�obner alg�ebriquesAlors que l'�etude des ensembles caract�eristiques conduit �a se repr�esenter les poly-nômes construits sur un alphabet comme des polynômes d'une ind�etermin�ee distingu�ee,�a coe�cients dans l'anneau construit sur le reste de l'alphabet, le formalisme des basesde Gr�obner induit naturellement une repr�esentation de ces polynômes en une combi-naison lin�eaire de monômes, �a coe�cients dans un corps. Ainsi, de nombreuses notionsintroduites au chapitre I vont admettre un \�equivalent" un peu \d�eform�e" dans cettesection. Citons en particulier un algorithme de r�eduction di��erent et des relationsd'ordre admissibles, non plus sur les ind�etermin�ees, mais sur les monômes. La preuveque ces relations sont artiniennes est tr�es semblable �a celle du lemme 3 (page 12) ;l'arrêt des algorithmes de cette section en est pareillement la cons�equence. Ces simili-tudes ne doivent pas masquer de profondes di��erences, comme nous le verrons dans lasection 4.3.4.1.1 Pr�eliminairesSoit X = fx1; : : : ; xng un alphabet. Un monôme est un �el�ement du mono��de com-mutatif libre M contenant X. Un monôme peut donc être repr�esent�e par un �el�ementde Nn. Nous notons multiplicativement la loi interne du mono��de. Son �el�ement neutreest not�e �. Soient u et w deux monômes de M. Nous dirons que u est un facteur de ws'il existe un monôme v tel que w soit �egal au produit uv.D�e�nition 16 Soit M l'ensemble des monômes construits sur un alphabet X. Onappelle mono��d�eal tout sous-ensemble deM, stable par multiplication par des monômesarbitraires.Quali�ons d'auto-r�eduit tout sous-ensemble deM, dont aucun monôme n'est facteurd'un autre. Nous avons alors :Lemme 16 (lemme de Dickson) Tout mono��d�eal construit sur un alphabet �ni Xadmet une famille g�en�eratrice auto-r�eduite �nie et unique.Preuve Montrons d'abord l'unicit�e. Soient A et B deux familles g�en�eratrices auto-r�eduites d'un mono��d�ealM . Comme A engendreM et queM contient B, tout �el�ementbi de B admet un �el�ement aj de A en facteur : bi = ajwj. Pour des raisons similaires,aj admet en facteur un �el�ement b` de B : aj = b`w` ; et par cons�equent, bi est �egal �ab`wjw`. Comme B est auto-r�eduite, wjw` est �egal au monôme vide et bi = aj = b`. Lesfamilles g�en�eratrices A et B sont donc �egales.La �nitude : montrons que tout ensemble auto-r�eduit de monômes M construit surun alphabet �ni X = fx1; : : : ; xng est �ni. Soient m1 = x�11 � � �x�nn et m2 = x�11 � � �x�nndeux �el�ements de M . Comme M est auto-r�eduit, m2 ne peut être facteur de m1. Lesdeux monômes v�eri�ent donc :9h; 1 � h � n; �h < �h:



59D'apr�es le lemme 2 (page 11), M est �ni 1.D�e�nition 17 Soit M l'ensemble des monômes construits sur l'alphabet X. Une re-lation d'ordre sur M est dite admissible si elle est compatible avec la structure demono��de de M, c'est-�a-dire si elle v�eri�e pour tous monômes u, v et w de M :{ u � v ) uw � vw,{ � � u.Robbiano a donn�e [Rob] une caract�erisation des ordres d�e�nis ci-dessus. Parmices derniers, nous aurons besoin de l'ordre lexicographique : nous dirons que M estordonn�e suivant l'ordre lexicographique x1 < � � � < xn si, quels que soient les monômesm1 = x�11 � � �x�nn et m2 = x�11 � � � x�nn on a :m1 < m2 , 9i 2 [1; n]; 8j 2 [i+ 1; n]; �i < �i et �j = �j:Lemme 17 Soit M l'ensemble des monômes construits sur un alphabet �ni. Touterelation d'ordre admissible dans M est artinienne.Preuve Soit (mn) une suite strictement d�ecroissante dans M. Montrons que (mn)est �nie. Notons mi = x(�i)11 � � � x(�i)nn le terme courant de la suite. Les axiomes desordres admissibles impliquent que si l'indice j est inf�erieur �a i, alors mj ne peut pasêtre facteur de mi. En d'autres termes, la suite v�eri�e la relation :j < i ) 9h; 1 � h � n; (�i)h < (�j)h:D'apr�es le lemme 2 (page 11), M est �ni.Soit K un corps de caract�eristique nulle et X un alphabet. Tout polynôme de K[X]est une combinaison lin�eaire de monômes. Supposons M ordonn�e suivant un ordre ad-missible total. Nous appelons monôme de tête d'un polynôme p deK[X], n'appartenantpas �a K, le plus grand monôme apparaissant dans l'�ecriture de p, avec un coe�cientnon nul ; nous le notons : `m(p). Le monôme de tête d'un �el�ement de K, autre que z�ero,est �. Z�ero n'a pas de monôme de tête. Par extension, si E est un sous-ensemble deK[X], nous notons `m(E) l'ensemble des monômes de tête de ses �el�ements.Lemme 18 Soit I un id�eal de K[X]. Si l'ensemble M des monômes construits sur Xest ordonn�e suivant un ordre admissible, alors `m(I) est un mono��d�eal.Nous en laissons la preuve au lecteur. Les relations admissibles sur M induisent unpr�eordre artinien dans K[X] :D�e�nition 18 Soient p et q deux polynômes de K[X]. Nous dirons que q est inf�erieur�a p si le monôme de tête de q est inf�erieur �a celui de p.1:Nous attirons l'attention du lecteur sur le fait que dans ce chapitre, nous appliquons le lemme 2sur des suites de monômes. Dans le chapitre I, nous l'appliquions sur des suites d'op�erateurs ded�erivation.



60 CHAPITRE 4. BASES DE GR�OBNERD�e�nition 19 Soient p et q deux �el�ements de K[X]. Nous dirons que q est r�eduit parrapport �a p si le monôme de tête de p n'est facteur d'aucun monôme apparaissant dansl'�ecriture de q.Soient p un polynôme et E un sous-ensemble de K[X]. Par extension, nous dironsque p est r�eduit par rapport �a E s'il est r�eduit par rapport �a chaque �el�ement de E.Remarque il ne faut pas confondre les relations \est r�eduit par rapport �a" et \estinf�erieur �a" : soient p et q deux polynômes de K[X]. Clairement, si p est inf�erieur �a qalors p est r�eduit par rapport �a q, mais la r�eciproque n'est pas vraie : la relation \estr�eduit par rapport �a" n'est pas transitive.Algorithme de r�eduction Soient p et q deux polynômes de K[X]. Il est toujourspossible de calculer un polynôme r = q rem p v�eri�ant :r � q (mod (p))r r�eduit par rapport �a p.Nous notons w le plus grand monôme apparaissant dans l'�ecriture de q avec un coe�-cient k 2 K et dont u = `m(p) soit un facteur : w = uv. R�eduire q par p c'est r�e�ecrireq en (q � k � v � p) tant 2 qu'un tel monôme w existe. w d�ecrô�t strictement �a chaqueit�eration. D'apr�es le lemme 17 l'algorithme s'arrête.On �etend sans di�cult�es cet algorithme �a un ensemble �ni de polynômes : soient qun polynôme et E un sous-ensemble de K[X]. Il est toujours possible de calculer unpolynôme r = q rem E v�eri�ant :r � q (mod (E))r r�eduit par rapport �a E.4.1.2 Bases de Gr�obnerTh�eor�eme 8 Soit I un id�eal de K[X]. Un sous-ensemble B de I est une base deGr�obner de I s'il v�eri�e l'une des deux conditions �equivalentes suivantes :1. `m(B) engendre `m(I n f0g).2. Pour tout polynôme q de K[X], il existe un unique polynôme r, r�eduit par rapport�a B et �equivalent �a q modulo I.Preuve 1) ) 2) L'existence d'un algorithme de r�eduction implique l'existence der. Montrons l'unicit�e : soient r1 et r2 deux polynômes r�eduits par rappport �a B et�equivalents �a q modulo I. La di��erence (r1 � r2) est dans I et est r�eduite par rapport�a B : si `m(B) engendre `m(I n f0g), alors (r1 � r2) est nul.2: nous supposons p unitaire.



612) ) 1) D'apr�es la condition 2), tout polynôme p de I est r�eduit �a z�ero par B.D'apr�es les sp�eci�cations de l'algorithme de r�eduction, il existe un �el�ement dans la basedont le monôme de tête divise le monôme de tête de p.L'id�eal (0) admet l'ensemble vide pour (unique) base de Gr�obner. Nous suppose-rons dans ce qui suit que les id�eaux sont di��erents de (0).D�e�nition 20 Soit B une base de Gr�obner d'un id�eal I de K[X]. Nous dirons que Best compl�etement r�eduite si chaque �el�ement de B est unitaire et est r�eduit par rapportaux autres.Il est donc clair que la base de Gr�obner compl�etement r�eduite associ�ee �a l'id�ealunit�e est le singleton : f1g.Th�eor�eme 9 Soit X un alphabet �ni. Tout id�eal I de K[X] admet une base de Gr�ob-ner compl�etement r�eduite unique 3 et �nie.Preuve Montrons l'unicit�e. Tout id�eal I admet au moins une base de Gr�obnercompl�etement r�eduite. Soient B1 et B2 deux bases deGr�obner compl�etement r�eduitesde I. Les ensembles `m(B1) et `m(B2) sont auto-r�eduits et engendrent tous deux `m(I).D'apr�es le lemme 16 ces deux ensembles sont �egaux. Montrons que deux polynômesp1 2 B1 et p2 2 B2 ayant mêmes monômes de tête u, sont �egaux. Le polynôme q =(p1 � p2) est dans I. Comme les bases sont compl�etement r�eduites et comme tous lesmonômes non vides m apparaissant dans l'�ecriture de q sont, soit des monômes de p1,soit des monômes de p2 et sont distincts de u, le polynôme q est r�eduit par rapport �achacune des bases. D'apr�es le th�eor�eme 8, q est nul.La �nitude est une cons�equence imm�ediate du lemme 16.Synth�ese Une base de Gr�obner B d'un id�eal I constitue une base de I et fournit unalgorithme d'appartenance �a I. Les bases de Gr�obner de deux id�eaux I et J permettentdonc de tester l'�egalit�e et l'inclusion des id�eaux. Lorsqu'elle est compl�etement r�eduite,B est un repr�esentant canonique de I, une fois �x�e l'ordre admissible.Buchberger a donn�e en 1965 (voir [Bu]) un algorithme qui la calcule.4.1.3 Th�eor�emes utilesA partir de cette section, les bases de Gr�obner que nous consid�ererons seronttoujours compl�etement r�eduites.Dans le prochain chapitre, nous aurons besoin des th�eor�emes suivants. Le premierest dû �a Trinks (voir [Tr1]). J'ignore �a qui nous sommes redevables du second.Th�eor�eme 10 Soient I un id�eal de K[x1; : : : ; xn] et B sa base de Gr�obner pourl'ordre lexicographique x1 < � � � < xn. Quel que soit l'entier i inf�erieur ou �egal �a n, B\3: l'ordre admissible �etant �x�e.



62 CHAPITRE 4. BASES DE GR�OBNERK[x1; : : : ; xi] est la base de Gr�obner compl�etement r�eduite pour l'ordre lexicographiquex1 < � � � < xi de l'id�eal I \K[x1; : : : ; xi]. En d'autres termes,(B \K[x1; : : : ; xi]) = (B) \K[x1; : : : ; xi]:Preuve Tout sous-ensemble d'une base de Gr�obner compl�etement r�eduite est com-pl�etement r�eduit. Supposons B calcul�ee pour l'ordre lexicographique x1 < � � � < xn. Sile monôme de tête d'un polynôme p de B appartient �a K[x1; : : : ; xi], alors p lui-mêmeappartient �a K[x1; : : : ; xi]. Ainsi, tout polynôme q de K[x1; : : : ; xi] qui appartient aussi�a (B), est r�eduit �a z�ero par B \K[x1; : : : ; xi], donc B \K[x1; : : : ; xi] engendre l'id�eal(B) \K[x1; : : : ; xi].Th�eor�eme 11 Soient A = A1; : : : ; At et H = H1; : : : ;Hs deux sous-ensembles deK[x1; : : : ; xn]. Soit G un ensemble de s polynômes construits �a partir de H et de snouvelles ind�etermin�ees z` : Gi = Hi � zi � 1:Appelons B la base de Gr�obner de l'id�eal I = (A [ G) engendr�e par A et G dansK[x1; : : : ; xn; z1; : : : ; zs] pour un ordre lexicographique du type xi < zj (o�u 1 � i � n et1 � j � s).L'intersection de B et de l'anneau K[x1; : : : ; xn] est une base de Gr�obner de l'id�eal(A) : H1. En d'autres termes :(B \K[x1; : : : ; xn]) = (A) : H1:Preuve L'inclusion de droite �a gauche (�) est simple : soit p un �el�ement de (A) : H1.Comme I contient A, il existe un certain h = H�11 � � �H�ss tel que (h�p) soit dans I. Soit` = z�11 � � � z�ss . Le polynôme (` � h � p) appartient �a I. Comme chaque produit (zi �Hi)est �equivalent �a 1 modulo I, le polynôme p est dans I.Prouvons l'inclusion inverse (�) par la technique de Ritt (celle du lemme 13(page 38)). Soit p appartenant �a I et �a K[x1; : : : ; xn]. Le polynôme p admet une �ecri-ture :(1) p = tXi=1Ci �Ai + sXj=1Dj �Gj :Soit zt l'ind�etermin�ee z d'indice maximal qui apparaisse dans le terme de droite del'�egalit�e (1). Si t est nul, alors p est dans (A) et le th�eor�eme est prouv�e. La preuveconsiste �a �etablir qu'il existe un entier � tel que (H�t � p) admette une �ecriture du type(1) dans laquelle n'apparaissent que des ind�etermin�ees z d'indice strictement inf�erieur�a t.Appliquons dans (1) la substitutionzt �! Gt � 1Ht �Le polynôme p, qui appartient �a K[x1; : : : ; xn], reste inchang�e. Gt n'est pas non plusmodi��e par la substitution. Eliminons les fractions en multipliant (1) par une puissance



63appropri�ee de Ht. L'�egalit�e devient :H�t � p = tXi=1Ei �Ai +Xj<uFj �Gj +K �Gt:L'ind�etermin�ee zt n'apparâ�t plus que dans l'�ecriture de Gt. Le coe�cient K est n�eces-sairement nul.4.2 Bases de Gr�obner di��erentiellesLes id�eaux di��erentiels de KfXg sont des id�eaux de K[�X], mais, comme �X estun alphabet in�ni, il est clair que tous les id�eaux non triviaux de KfXg admettent desbases de Gr�obner alg�ebriques in�nies.Carr�a{Ferro (voir [Ca]) et Ollivier (voir [Ol1], IV, page 75) ont tent�e ind�e-pendemment de d�e�nir une notion de base de Gr�obner di��erentielle en �etendant lem�ecanisme de r�eduction d�e�ni dans ce chapitre, un peu comme l'algorithme de la sec-tion 1.3.1 (page 16) �etend la division euclidienne classique. Ces tentatives ont abouti�a un demi-succ�es : s'il est possible de d�e�nir de telles bases, celles-ci sont g�en�eralementin�nies, même pour certains id�eaux \tr�es simples" tels que [x2] en alg�ebre di��erentielleordinaire.Bien que Ritt montre (voir [Ri], I, x15) qu'il existe des id�eaux di��erentiels quin'admettent pas de famille g�en�eratrice �nie, on peut di�cilement invoquer cette raisonpuisqu'algorithmiquement, les id�eaux manipul�es sont presque toujours donn�es par unefamille g�en�eratrice �nie. En fait, trouver un algorithme qui d�ecide de l'appartenance �aun id�eal di��erentiel de type �ni est un probl�eme ouvert (voir [GMO]).Notons qu'il existe en alg�ebre di��erentielle un th�eor�eme de la base �nie (voir [Ri],I, x10) dû �a Ritt et Raudenbush, mais c'est un faux-ami du c�el�ebre th�eor�eme de labase de Hilbert, en alg�ebre commutative :D�e�nition 21 Soit I un id�eal di��erentiel de KfXg. Un sous-ensemble B de I est unebase de I (au sens de Ritt et Raudenbush) si I est inclus dans le radical de l'id�ealdi��erentiel [B] engendr�e par B.Th�eor�eme 12 (th�eor�eme de la base �nie) Soit X un alphabet �ni. Tout id�ealdi��erentiel I de KfXg admet une base �nie (au sens de la d�e�nition 21).Une cons�equence importante de ce th�eor�eme est que tout id�eal di��erentiel radicielest une intersection �nie d'id�eaux di��erentiels premiers (pour les preuves, voir [Ri] I,x12 et [Se2]).Pour rem�edier aux probl�emes de �nitude rencontr�es par Ollivier et Carr�a{Ferro, Mansfield a donn�e (voir [M1]) une autre d�e�nition des bases de Gr�obnerdi��erentielles. Sa m�ethode emploie l'algorithme de r�eduction du chapitre I mais, si



64 CHAPITRE 4. BASES DE GR�OBNERl'auteur obtient e�ectivement un algorithme qui s'arrête dans tous les cas, le r�esultatobtenu n'est pas aussi satisfaisant que celui de ses pr�edecesseurs.Nous pr�esentons un tr�es bref aper�cu des travaux de Ollivier puis de ceux deMansfield.4.2.1 M�ethode de OllivierSoit X un alphabet. Si l'ensembleM des monômes construits sur l'alphabet �X esttotalement ordonn�e, on peut d�e�nir la d�eriv�ee � d'un monôme m, comme le monômede tête du polynôme �m. Les d�eriv�ees de � sont �egales �a �. De cette fa�con, il est possiblede d�e�nir une notion d'id�eal di��erentiel de monômes :D�e�nition 22 Soit M l'ensemble des monômes construits sur l'alphabet �X et soitM ordonn�e suivant une relation d'ordre totale. On appelle mono��d�eal di��erentiel toutmono��d�eal de M, stable par d�erivation.On remarquera que cette notion n'est pas intrins�eque, mais d�epend de la relationqui ordonne les monômes. La d�e�nition ci-dessous �etend la d�e�nition 17. Nous laissonsle lecteur en d�eduire un algorithme de r�eduction :D�e�nition 23 Soit M l'ensemble des monômes construits sur l'alphabet �X. Unerelation d'ordre sur M est dite admissible si elle v�eri�e pour tous monômes u, v et wde M, et pour toute d�erivation � :{ u � v ) uw � vw,{ � � u,{ u � v ) �u � �v,{ u < �u.Th�eor�eme 13 Soit I un id�eal di��erentiel de KfXg. Un sous-ensemble B de I est unebase de Gr�obner di��erentielle de I s'il v�eri�e l'une des deux conditions �equivalentessuivantes :1. `m(B) engendre `m(I n f0g) en tant que mono��d�eal di��erentiel.2. Pour tout polynôme q de KfXg, il existe un unique polynôme r, r�eduit par rapport�a B et �equivalent �a q modulo I.Voir la preuve dans [Ol1], th�eor�eme 1, page 80. Ollivier donne un algorithme(voir [Ol1]) qui calcule la base de Gr�obner di��erentielle compl�etement r�eduite d'unid�eal di��erentiel, si celle-ci est �nie.



654.2.2 M�ethode de Mans�eldMansfield a repris et �etendu l'algorithme invent�e par Carr�a{Ferromais d�e�nitles bases de Gr�obner di��erentielles de la mani�ere suivante (voir [M1], II, page 32) :D�e�nition 24 Soit I un id�eal di��erentiel de K[X]. Une base de Gr�obner B de Iest une famille g�en�eratrice de I qui r�eduit �a z�ero (par l'algorithme de la section 1.3.1(page 16)) tous les �el�ements de I.L'emploi de cet algorithme de r�eduction a l'avantage de ne pas engendrer de basesin�nies mais pr�esente deux inconv�enients :{ La base B calcul�ee par l'algorithme de Mansfield est incorrecte s'il existe unproduit d'initiaux et de s�eparants des �el�ements de B (c'est-�a-dire un �el�ementde H1B ) qui appartienne �a I, ce qui ne peut pas être test�e algorithmiquement(voir [M1], II, pages 18 et 49).{ Qu'un polynôme p de KfXg soit r�eduit �a z�ero par la base B n'implique pas quep appartienne �a I.Par exemple, le singleton f _x2 + xg constitue la base de Gr�obner di��erentiellede l'id�eal di��erentiel I = [ _x2 + x] (voir [M1], theorem one, page 43). La baser�eduit 2�x + 1 �a z�ero, bien que ce polynôme n'appartienne pas �a l'id�eal I (pourune preuve de ce dernier point voir la section 3.1.8 (page 49)).4.3 Ensembles caract�eristiques d'id�eauxUn ensemble caract�eristique A d'un id�eal di��erentiel I r�eduit 4 �a z�ero tous les �el�e-ments de I.Preuve Soient p un polynôme de I et r = p rem A. Supposons r non nul et montronsla contradiction. D'apr�es les sp�eci�cations de l'algorithme de r�eduction, on a r � H�A �p(mod I). Comme p est dans l'id�eal, r y est aussi et est r�eduit par rapport �a A.D'apr�es le theor�eme 2 (page 21), cela ne se peut pas. Cette contradiction prouve quele reste est nul.Si l'id�eal di��erentiel est premier, l'ensemble caract�eristique A en fournit même unalgorithme d'appartenance :Lemme 19 Soient A un ensemble caract�eristique d'un id�eal di��erentiel premier I deKfXg et p un polynôme quelconque de KfXg. On a :p 2 I , p rem A = 0:4: dans cette section, l'algorithme de r�eduction utilis�e est celui du chapitre I.



66 CHAPITRE 4. BASES DE GR�OBNERPreuve Voir [Ri], II, x5. Nous avons d�ej�a d�emontr�e l'implication de gauche �a droite.Montrons l'implication inverse et supposons p rem A nul. Les initiaux et s�eparantsdes �el�ements de A sont r�eduits par rapport �a A. D'apr�es le th�eor�eme 2 (page 21), ilsn'appartiennent pas �a I. Comme le produit (H�A � p) appartient �a I et que cet id�eal estpremier, p appartient �a I.En th�eorie, le lemme ci-dessus peut �egalement être utilis�e pour d�ecider de l'appar-tenance �a un id�eal di��erentiel radiciel. Ritt donne un algorithme qui d�ecompose unid�eal di��erentiel radiciel I de KfXg en une intersection d'id�eaux di��erentiels premiers(voir th�eor�eme 12) en calculant un ensemble caract�eristique pour chacun de ces id�eaux.Du lemme 19 on d�eduit alors facilement un test d'appartenance �a I. L'algorithme deRitt est malheureusement peu praticable puisqu'il utilise des factorisations de po-lynômes suivant des tours d'extensions de corps de K. Qui plus est, les propri�et�esdes ensembles caract�eristiques ne permettent pas de d�eterminer la plus petite familled'id�eaux di��erentiels premiers dont I est l'intersection 5. C'est ce que con�rme le para-graphe en �n de section.Même si l'on ne s'int�eresse qu'�a des id�eaux di��erentiels premiers, les ensembles carac-t�eristiques n'ont pas toutes les bonnes propri�et�es des bases de Gr�obner alg�ebriques.Ollivier a donn�e une m�ethode (voir [Ol1] IV, page 89) qui les calcule �a partird'une famille g�en�eratrice de l'id�eal, �a condition de savoir �a l'avance que I est premier,d'être capable de tester l'appartenance �a I (ce point pouvant être r�esolu grâce auxalgorithmes de Nullstellensatz d�ecrits dans cette th�ese), et de calculer des inversesdans des extensions alg�ebriques du corps de base K. L'algorithme que nous donnonsdans le prochain chapitre est plus g�en�eral.Les principales di��erences entre bases de Gr�obner alg�ebriques et ensembles carac-t�eristiques sont les suivantes :Les ensembles caract�eristiques ne sont pas des basesUn exemple su�t �a le montrer : l'id�eal di��erentiel I = [y � x + z; _y; _x] est premierpuisque ses g�en�erateurs forment un ensemble orthonomique (HA = 1) auto-r�eduit pourun certain ordre admissible (voir [Ri], VIII, x10), ou encore parce que les r�egles suivantesforment une base deGr�obner di��erentielle et que les monômes de tête sont de simpleslettres (voir [Ol1]) : 8><>: z ! �y � x_y ! 0_x ! 0:Lorsque les ind�etermin�ees sont ordonn�ees suivant un ordre d'�elimination : �z < �y <  xpour tous op�erateurs de d�erivation �, � et  , l'id�eal I admet A = f _z; _y; y �x+ zg pourensemble caract�eristique, or _x n'appartient pas �a [A].5: celle qui correspond aux composantes irr�eductibles de la vari�et�e alg�ebrique di��erentielle associ�ee�a I



67Ils fournissent un test d'�egalit�e mais pas d'inclusion entre id�eauxLemme 20 Deux id�eaux di��erentiels premiers I et J de KfXg, d'ensembles caract�e-ristiques respectifs A et B sont �egaux si et seulement si tous les �el�ements de A sontr�eduits �a z�ero par B et si tous les �el�ements de B sont r�eduits �a z�ero par A.Preuve si tous les �el�ements de A r�eduits �a z�ero par B, comme J est premier, A estdans J (lemme 19). Comme B est un ensemble caract�eristique de J , l'ensemble auto-r�eduit A est sup�erieur ou �equivalent �a B. Par une argumentation similaire, on montreque B est dans I et donc que A et B sont �equivalents. Les deux id�eaux admettent alorsindi��eremment A ou B pour ensemble caract�eristique. Comme I et J sont premiers,d'apr�es le lemme 19, ces deux id�eaux sont �egaux.Par contre et de fa�con un peu surprenante, si tous les �el�ements de A sont r�eduits �az�ero par B, on ne peut pas conclure que I est inclus dans J . Consid�erons �a nouveaul'id�eal di��erentiel premier I = [y �x+ z; _y; _x] donn�e en exemple dans le paragraphe ci-dessus. Pour l'ordre d'�elimination : �z < �y <  x (pour tous op�erateurs de d�erivations�, � et  ), I admet A = f _z; _y; y � x + zg pour ensemble caract�eristique. L'id�ealdi��erentiel J = [z; y] est lui-aussi premier et admet B = fz; yg pour ensemblecaract�eristique or, bien que tous les �el�ements de A soient r�eduits �a z�ero par B, lepolynôme _x n'appartient pas �a J .Cette bizarrerie est due au fait que les ensembles caract�eristiques ne sont pas desfamilles g�en�eratrices des id�eaux et que la relation de r�eduction n'est pas transitive.Kolchin indique (voir [Ko], IV, x9, problem 3) que ce probl�eme de l'inclusion de deuxid�eaux di��erentiels premiers dont on ne connâ�t que les ensembles caract�eristiques estloin d'être r�esolu.On dispose tout de même d'un crit�ere d'inclusion, dont nous laissons la preuve aulecteur :Lemme 21 Soient I et J deux id�eaux di��erentiels premiers de KfXg, d'ensemblescaract�eristiques respectifs A et B. Si tous les �el�ements de A sont r�eduits �a z�ero par Bet si HA n'est pas r�eduit �a z�ero par B, alors I est inclus dans J .



Chapitre 5Repr�esentation des mod�elesdi��erentiels d'un syst�emeDans ce chapitre, nous exposons le principal r�esultat de cette th�ese : un algo-rithme original qui calcule une repr�esentation des mod�eles di��erentiels d'un sys-t�eme d'�equations et d'in�equations polynomiales di��erentielles. Nous en d�eduisonsun algorithme qui calcule un ensemble caract�eristique d'un id�eal di��erentiel pre-mier donn�e par une famille g�en�eratrice �nie.L'algorithme est une application du lemme de Rosenfeld. A partir d'un syst�emed'�equations et d'in�equations polynomiales di��erentielles � de KfXg, il construit unefamille �nie (
i) de syst�emes r�eguliers ayant mêmes mod�eles di��erentiels que �. Pluspr�ecis�ement : � admet un mod�ele di��erentiel � si et seulement si � est mod�ele di��e-rentiel de l'un au moins des 
i.Les syst�emes r�eguliers admettent un tel mod�ele si et seulement si ils admettent unmod�ele alg�ebrique (th�eor�eme 7). Nous repr�esentons les mod�eles de chaque 
i par unebase de Gr�obner alg�ebrique. Ce calcul d�etecte les syst�emes r�eguliers sans mod�eles :l'algorithme d�ecide donc du vide.La repr�esentation que nous calculons est assez lourde : une famille de bases deGr�ob-ner mais, l'algorithme fonctionne en alg�ebre di��erentielle partielle aussi bien qu'or-dinaire, pour des id�eaux di��erentiels non n�ecessairement premiers, engendr�es par des�equations non n�ecessairement explicites. Il n'emploie en�n que l'addition, la multipli-cation et le test d'�egalit�e �a z�ero dans le corps de base K.Supposons que � ne comporte pas d'in�equations. Les bases de Gr�obner calcul�ees�a partir de � permettent de tester apr�es coup l'appartenance au radical de l'id�ealdi��erentiel [�], même si ce test n'est pas �el�ementaire pour un id�eal radiciel quelconque.Dans le cas d'un id�eal que l'on sait premier, ce test se limite �a un simple calcul der�eduction par une seule base, ais�ement identi�able. Cette propri�et�e a d'int�eressantesapplications en automatique, comme nous le verrons au chapitre suivant.Nous d�esignons l'algorithme d�ecrit dans les deux sections suivantes sous le nom :Rosenfeld{Gr�obner.



695.1 G�en�eration des syst�emes r�eguliersSoit � un syst�eme quelconque deKfXg. L'ensemble des �equations de � est �ni, il estdonc possible d'en extraire un ensemble caract�eristique A. Nous notons A = A1; : : : ; Atl'ensemble caract�eristique de �, �etant bien entendu que cet ensemble �evolue avec �. Sile syst�eme admet plusieurs ensembles caract�eristiques, A d�esigne l'un d'entre eux auchoix. � 8><>: A1 = 0; : : : ; At = 0 ensemble caract�eristique des �equationspi = 0 les autres �equationsqj 6= 0 les in�equationsIl existe deux fa�cons de calculer de nouvelles �equations r �a partir des anciennes :{ soit en r�eduisant par A l'un des polynômes pi :r = p rem A;{ soit en r�eduisant par A un �{polynôme calcul�e �a partir des �el�ements de A :r = �ij rem A (i; j 2 [1; t]):Nous notons R l'ensemble de toutes les nouvelles �equations qu'il est ainsi possible decalculer (A �etant �x�e).Informellement, l'algorithme consiste �a enrichir � tant que c'est possible. Lorsque lesyst�eme ne peut plus être compl�et�e, l'algorithme proc�ede �a un scindage sur les initiauxet les s�eparants des �el�ements de A. L'un des syst�emes ainsi obtenus est r�egulier au sensde la d�e�nition 14 (page 35) ; on applique �a nouveau le traitement ci-dessus sur lesautres.Nous donnons l'algorithme sous la forme d'un jeu de r�egles num�erot�ees, qui portenten commentaire les conditions sous lesquelles elles s'appliquent.r�egle 1 si R contient au moins un polynôme non identiquement nul, l'algorithmeenrichit � avec R.r�egle 2 si toutes les nouvelles �equations sont nulles (si R = f0g), l'algorithme proc�ede�a un scindage sur les initiaux et les s�eparants des �el�ements de A, not�es H` (1 � ` � 2t)et engendre 2t+ 1 syst�emes. Les syst�emes g�en�er�es admettent des mod�eles di��erentiels



70 CHAPITRE 5. REPRESENTATION DES MODELESdisjoints : � 8><>: A1 = 0; : : : ; At = 0pi = 0qj 6= 0� - �1 8>>><>>>: A1 = 0; : : : ; At = 0H1 = 0pi = 0qj 6= 0etc . . .& - �2t 8>>><>>>: A1 = 0; : : : ; At = 0H2t = 0; H2t�1 6= 0; : : : ; H1 6= 0pi = 0qj 6= 0& - �2t+1 8>>><>>>: A1 = 0; : : : ; At = 0HA 6= 0pi = 0qj 6= 0:Pour rendre �2t+1 r�egulier, l'algorithme supprime les �equations pi et r�eduit partielle-ment par A les in�equations qj. Le syst�eme 
 obtenu est r�egulier au sens de la d�e�ni-tion 14 (page 35) :�2t+1 8>>><>>>: A1 = 0; : : : ; At = 0HA 6= 0pi = 0qj 6= 0 - 
 8><>: A1 = 0; : : : ; At = 0HA 6= 0�qj = qj rem-partiel A 6= 0:A propos de ces r�egles{ On peut optimiser la r�egle 2 en supprimant le monôme de tête de l'�equationA` = 0, dans le syst�eme �` (celui o�u l'on pose I` = 0), et r�e�ecrire A` = 0 en(degu` A` �A` � u` � S`) = 0 dans �2` (o�u l'on pose S` = 0).{ Le choix de l'ensemble caract�eristique A du syst�eme courant � peut in
uer surle comportement de l'algorithme. Consid�erons par exemple le syst�eme suivant :� ( x = 0y � x = 0:Nous supposons que l'ind�etermin�ee principale de la deuxi�eme �equation est �egale�a x. Le syst�eme admet deux ensembles caract�eristiques : x et (y � x). Si nouschoisissons le premier, nous obtenons, apr�es r�eduction en 0 de (y �x), un syst�emer�egulier : 
 n x = 0:



71Si nous choisissons le second, la r�egle 2 nous conduit �a un scindage sur y, apr�esr�eduction en 0 de x :�1 ( x = 0y = 0 et �2 ( y � x = 0y 6= 0:�1 et �2 sont r�eguliers.5.1.1 Preuve d'arrêtLes syst�emes dont les �equations comportent un �el�ement non nul de K, n'admettentbien sûr pas de mod�eles. Nous supposons donc qu'aucun �el�ement de R, autre que z�eron'est dans K.Les polynômes produits par r�eduction par A, de même que les initiaux et les s�epa-rants des �el�ements de l'ensemble caract�eristique sont r�eduits par rapport �a A. D'apr�esle corollaire du th�eor�eme 2 (page 21), les deux r�egles font d�ecrô�tre A strictement.D'apr�es le th�eor�eme 3 (page 22), il n'existe pas de suite in�nie strictement d�ecroissanted'ensembles auto-r�eduits : l'algorithme s'arrête apr�es un nombre �ni de r�e�ecritures.5.1.2 Preuves de correctionLa r�egle 1 enrichit � avec des �equations qui appartiennent �a l'id�eal di��erentiel en-gendr�e par les �equations de �. D'apr�es le th�eor�eme 5, cette r�e�ecriture ne modi�e pasles mod�eles di��erentiels de �.Apr�es application de la r�egle 2, il est clair que � admet un mod�ele (alg�ebrique oudi��erentiel) �, si et seulement si � est mod�ele de l'un des �i. Montrons que la r�e�ecriturede �2t+1 en 
 pr�eserve les mod�eles di��erentiels de �2t+1. Cette r�e�ecriture s'appliquequand R = f0g. D'apr�es les sp�eci�cations de l'algorithme de r�eduction, nous avonsdonc pour toute �equation pi et toute in�equation qj de �2t+1 :H�A � pi 2 [A];S�A � qj � �qj (mod [A]);o�u SA d�esigne le produit des s�eparants des �el�ements A` de A, o�u HA d�esigne le produitdes initiaux et des s�eparants des A` et o�u � et � sont certains entiers, d�ependant de piet de qj.Tout morphisme d'anneaux di��erentiels qui annule A annule (S�A �qh� �qh) (lemme 11(page 28)) et donc tout morphisme d'anneaux di��erentiels qui n'annule pas l'un desdeux termes de la di��erence, n'annule pas l'autre non plus. Rappelons qu'un mod�eledi��erentiel est un morphisme d'anneaux di��erentiels �a image dans un domaine int�egre.Les mod�eles di��erentiels de �2t+1 n'annulent ni qj, ni SA (qui apparâ�t en facteurdans HA). Ils sont donc des mod�eles di��erentiels de 
. R�eciproquement, les mod�elesdi��erentiels de 
 n'annulent pas qj. Ils annulent (H�A � pi) (puisqu'ils annulent A), maispas HA. Ils annulent donc pi et sont des mod�eles di��erentiels de �2t+1.



72 CHAPITRE 5. REPRESENTATION DES MODELES5.1.3 Syst�eme principal associ�e �a �Parmi les syst�emes r�eguliers produits par l'algorithme Rosenfeld{Gr�obner �apartir d'une famille g�en�eratrice d'un id�eal di��erentiel, il en existe un, \plus g�en�eral"que les autres. Il s'agit du syst�eme dans lequel seules les relations de l'id�eal [�] sontsuppos�ees satisfaites :D�e�nition 25 Soient � un syst�eme d'�equations polynomiales di��erentielles non contra-dictoire et (
i) la famille de syst�emes r�eguliers produite par l'algorithme Rosenfeld{Gr�obner pour un quelconque ordre admissible sur �X. On appelle syst�eme principalassoci�e �a � l'unique syst�eme 
` v�eri�ant{ 
` admet des mod�eles di��erentiels.{ les �equations du syst�eme 
` appartiennent au radical de l'id�eal di��erentiel [�].{ les �equations du syst�eme 
` r�eduisent �a z�ero (par l'algorithme de la section 1.3.1)les �el�ements d'une famille g�en�eratrice de l'id�eal di��erentiel [�].Montrons que l'algorithme Rosenfeld{Gr�obner produit un unique syst�eme v�e-ri�ant les deux premi�eres conditions donn�ees dans la d�e�nition. Soit I le radical del'id�eal di��erentiel engendr�e par le syst�eme de d�epart.Cas initial : les �equations du syst�eme appartiennent bien �a I.Cas g�en�eral : soit � un syst�eme dont les �equations sont dans I. La r�egle 1 enrichit� avec des �equations qui sont dans [�], donc dans I. On conclut la d�emonstration enmontrant que, parmi les syst�emes �i non contradictoires engendr�es par la r�egle 2, celuidont l'indice est maximal est le seul dont les �equations soient dans l'id�eal : notons Hi(1 � i � 2t) les initiaux et les s�eparants des �el�ements de A. Si aucun Hi n'appartient�a I, alors les syst�emes �1 �a �2t contiennent une �equation qui n'est pas dans I et lesyst�eme principal est 
, obtenu �a partir de �2t+1. Dans le cas contraire, soit ` minimaltel queH` soit dans I. Les syst�emes �`+1 �a �2t+1 sont sans mod�ele di��erentiel puisqu'ilscontiennent l'in�equation H` 6= 0, les syst�emes �1 �a �`�1 contiennent une �equation quin'est pas dans l'id�eal : �` est le syst�eme non contradictoire dont l'indice est maximal.Toutes ses �equations sont dans I.Au vu des r�e�ecritures, on s'assure ais�ement que le syst�eme principal r�eduit �a z�eroune famille g�en�eratrice de l'id�eal di��erentiel [�]. A noter �egalement : si l'optimisationde la r�egle 2 propos�ee en �n de section 5.1 est implant�ee, cette famille n'est pas n�eces-sairement �.Il est possible d'implanter les r�e�ecritures de la r�egle 2 de l'algorithme Rosenfeld{Gr�obner de telle sorte que le syst�eme principal soit le premier des syst�emes noncontradictoires produits : il su�t de parcourir l'arbre des scindages suivant une m�ethodedroite-racine-gauche.



735.2 Calcul des bases de Gr�obnerSoit 
 un syst�eme r�egulier. 
 admet un mod�ele di��erentiel si et seulement s'il admetun mod�ele alg�ebrique. Parce que nous cherchons nos mod�eles dans des corps, dont tout�el�ement non nul est inversible, les mod�eles alg�ebriques de 
 sont en bijection rationnelleavec ceux du syst�eme 
0 obtenu en transformant chaque in�equation en �equation, grâce�a de nouvelles ind�etermin�ees zj :
 8>>>>>>><>>>>>>>: A1 = 0; : : : ; At = 0H1 6= 0...H2t 6= 0qj 6= 0 donne 
0 8>>>>>>><>>>>>>>: A1 = 0; : : : ; At = 0H1 � z1 = 1...H2t � z2t = 1qj � zj = 1Notons xi les ind�etermin�ees qui apparaissent dans l'�ecriture des �equations et desin�equations de 
 et q le produit des in�equations qj.On peut d�ecider de l'existence de mod�eles alg�ebriques pour 
 en calculant une basede Gr�obner pour n'importe quel ordre admissible (d�e�nition 17 (page 59)) sur lesmonômes de l'anneau K[xi; zj].Si par contre, on calcule la base B pour un ordre d'�elimination o�u les monômesind�ependants des zj sont plus petits que ceux qui en d�ependent 1 alors l'ensemble B \K[xi] des polynômes de B dans l'�ecriture desquels les ind�etermin�ees zj n'apparaissentpas forme une base de Gr�obner de l'id�eal (A) : (HA � q)1 (th�eor�eme 11 (page 62)).cet id�eal ne d�ecrit pas exactement les mod�eles de 
 mais leur adh�erence de Zariski,c'est-�a-dire le plus petit ensemble alg�ebrique 2 contenant les mod�eles du syst�eme.D�e�nition 26 Soit 
 un syst�eme r�egulier de KfXg. Soient A l'ensemble de ses �equa-tions, HA et q ses in�equations. Nous appelons base de Gr�obner associ�ee �a 
 toutebase de Gr�obner de l'id�eal (A) : (HA � q)1 de KfXg.Nous appellerons base de Gr�obner principale associ�ee �a � la base de Gr�obnerassoci�ee au syst�eme principal calcul�e �a partir de � par l'algorithme Rosenfeld{Gr�obner.A propos des calculs de bases de Gr�obner{ Soit 
 un syst�eme r�egulier et A l'ensemble de ses �equations. Les s�eparants des�el�ements A` de A contiennent en facteur les racines multiples des A`. Le calculde la base de (A) : H1A va ainsi \simpli�er" les A` et les rendre square-free.Nous avons observ�e sur des exemples que les bases de Gr�obner non contradic-toires calcul�ees �a partir d'une famille d'�equations p1; : : : ; pn sont les mêmes quecelles obtenues apr�es avoir �elev�e les g�en�erateurs pi �a diverses puissances. Ainsi,il semble que les bases calcul�ees soient \plus canoniques" que ce chapitre ne lelaisse penser.1: c'est-�a-dire un ordre lexicographique du type : xi < zj .2: qui puisse ne se d�ecrire que par des �equations polynomiales.



74 CHAPITRE 5. REPRESENTATION DES MODELES5.3 Ce que l'algorithme faitDans cette section, nous d�ecrivons un certain nombre d'utilisations possibles del'algorithme Rosenfeld{Gr�obner.5.3.1 D�ecision du videLe calcul des bases de Gr�obner d�etecte les syst�emes r�eguliers sans mod�eles. Ainsi :Proposition 3 Soit � un syst�eme d'�equations et d'in�equations polynomiales di��eren-tielles de KfXg. Le syst�eme � est sans mod�eles di��erentiels si et seulement si lesbases de Gr�obner calcul�ees par l'algorithme Rosenfeld{Gr�obner pour un quel-conque ordre admissible sur �X sont toutes �egales au singleton f1g.5.3.2 Test d'appartenance au radical d'un id�eal di��erentielLa proposition suivante montre comment r�eutiliser les bases de Gr�obner calcul�eespour d�ecider apr�es-coup de l'appartenance au radical de l'id�eal di��erentiel engendr�epar les �equations de d�epart.Proposition 4 Soit � un sous-ensemble �ni de KfXg. Soit (
i) (i 2 I) la famille desyst�emes r�eguliers produite par l'algorithme Rosenfeld{Gr�obner �a partir de � pourun quelconque ordre admissible sur �X. Soient Ai et Bi respectivement l'ensemble des�equations de 
i et la base de Gr�obner associ�ee �a 
i.Un polynôme p de KfXg appartient au radical de l'id�eal di��erentiel [�] engendr�e par� si et seulement si, pour tout i (i 2 I), une puissance du polynôme (p rem-partielAi)appartient �a l'id�eal (Bi). En d'autres termes :p 2 q[�] , 8i 2 I; 9� 2 N; (p rem-partielAi)� 2 (Bi):Preuve D'apr�es le th�eor�eme 5, p appartient au radical de l'id�eal [�] si et seulement si lesyst�eme obtenu en rajoutant l'in�equation p 6= 0 �a � n'admet aucun mod�ele di��erentielc'est-�a-dire, si et seulement si pour tout i (1 � i � s), le syst�eme 
0i obtenu en rajoutantl'in�equation p 6= 0 �a 
i n'admet aucun mod�ele di��erentiel.Les 
0i ne sont pas n�ecessairement r�eguliers, puisque p n'est pas n�ecessairement par-tiellement r�eduit par rapport aux Ai mais, commeHAi �gure parmi les in�equations des
0i, on ne change pas les mod�eles di��erentiels de ces syst�emes en r�eduisant partiellementp par Ai.Les syst�emes r�eguliers ainsi obtenus sont sans mod�eles si et seulement si les basesde Gr�obner calcul�ees en rajoutant l'�equation p � z = 1 aux bases Bi sont �egales ausingleton f1g.5.3.3 Test d'appartenance �a un id�eal di��erentiel premierL'algorithme du paragraphe ci-dessus se sp�ecialise tr�es agr�eablement lorsque l'id�ealdi��erentiel engendr�e par les �equations du syst�eme de d�epart est premier (proposition 5).



75Nous commen�cons par �etablir un lemme qui ressemble au lemme 19 (page 65) maisqui est en r�ealit�e un peu plus fort : A n'est pas n�ecessairement un ensemble carac-t�eristique de l'id�eal mais l'ensemble des �equations du syst�eme principal associ�e �a unsyst�eme �.Lemme 22 Soit � un sous-ensemble �ni de KfXg tel que l'id�eal di��erentiel [�] soitpremier. Soit 
 le syst�eme principal (d�e�nition 25 (page 72)) associ�e �a � produit parl'algorithme Rosenfeld{Gr�obner pour un quelconque ordre admissible sur �X.
 8><>: A = 0HA 6= 0q 6= 0On a alors : [�] = [A] : (HA � q)1:Preuve Comme A r�eduit �a z�ero une famille g�en�eratrice de l'id�eal [�], on a l'inclusion(�) de gauche �a droite.Pour montrer l'inclusion inverse (�), montrons que (HA � q) n'appartient pas �a [�].Si ce produit �etait dans l'id�eal alors une de ses puissances serait dans [A] (nousavons d�emontr�e [�] � [A] : (HA � q)1 ci-dessus) et 
 serait sans mod�eles di��erentielsor, un calcul de base de Gr�obner a �etabli le contraire.Concluons la d�emonstration du lemme : soit p un polynôme tel que ((HA � q)� � p)soit dans [A]. D'apr�es la d�e�nition des syst�emes principaux, A est dans [�], donc leproduit ((HA � q)� � p) y est aussi. Comme [�] est premier et comme (HA � q) ne luiappartient pas, c'est p qui est dans l'id�eal.Proposition 5 Soient � un sous-ensemble �ni de KfXg tel que l'id�eal di��erentiel [�]soit premier, 
 le syst�eme principal associ�e �a � produit par l'algorithme Rosenfeld{Gr�obner pour un quelconque ordre admissible sur �X et B la base de Gr�obner quilui est associ�ee. 
 8><>: A = 0HA 6= 0q 6= 0:Un polynôme p de KfXg appartient �a l'id�eal di��erentiel [�] si et seulement si le poly-nôme (p rem-partiel A) appartient �a l'id�eal (B). En d'autres termes :p 2 [�] , (p rem-partielA) 2 (B):Preuve L'implication de gauche �a droite est simple (elle n'exige ni que [�] soit premier,ni que 
 soit le syst�eme principal).Soit p un polynôme de [�]. CommeA r�eduit �a z�ero une famille g�en�eratrice de l'id�eal,p appartient �a [A] : (HA � q)1. Le polynôme r �egal �a (p rem-partiel A) appartient aussi�a [A] : (HA � q)1 et est partiellement r�eduit par rapport �a A. D'apr�es le lemme 12(page 33) de Rosenfeld, il est dans l'id�eal (A) : (HA � q)1, c'est-�a-dire dans (B)(th�eor�eme 11 (page 62)).L'implication de droite �a gauche. L'id�eal (B), �egal �a (A) : (HA � q)1, est inclus dans[A] : (HA � q)1. D'apr�es le lemme pr�ec�edent, B est incluse dans [�].



76 CHAPITRE 5. REPRESENTATION DES MODELES5.3.4 Calcul d'un ensemble caract�eristiqueNous montrons comment calculer un ensemble caract�eristique �a partir d'une familleg�en�eratrice �nie � d'un id�eal di��erentiel premier [�]. Il s'agit bien d'un ensemble ca-ract�eristique de Ritt (th�eor�eme 2 (page 21)) et non deWu [Wu] ; voir �a ce propos [H].Il s'agit du premier algorithme \g�en�eral" qui calcule ces ensembles caract�eristiques enalg�ebre di��erentielle (voir [Di3]).D�e�nition 27 Soit p un polynôme de KfXg d'ind�etermin�ee principale u et de degr�ed en cette ind�etermin�ee. Nous appelons terme principal de p le terme `t(p) = ud.Tous les ensembles caract�eristiques d'un ensemble E ont même ensemble de termesprincipaux.D�e�nition 28 Soit I un id�eal de KfXg. Nous dirons que ud est un terme principalnon d�eg�en�er�e de I, ce que nous notons ud 2 `t�(I), si ud est le terme principal d'unpolynôme p de I dont l'initial n'appartient pas �a I.En alg�ebre di��erentielle ordinaire, pour l'ordre d'�elimination �x < �y (pour tousop�erateurs de d�erivation � et �), consid�erons l'id�eal : I = [x; _y3 + 1]. Les termes y2 et_y ne font pas partie des termes principaux non d�eg�en�er�es de I, bien que les polynômesxy2 et x _y par exemple appartiennent �a l'id�eal.D�e�nition 29 Soit I un id�eal de KfXg. Nous dirons que ud est un terme principalminimal de I, ce que nous notons ud 2 `tm(I), si ud un terme principal non d�eg�en�er�ede I v�eri�ant : si ue est un terme principal non d�eg�en�er�e de I alors e est sup�erieur ou�egal �a d ; si ve est un terme principal non d�eg�en�er�e de I alors u n'est pas une d�eriv�eepropre de v. En d'autres termes :ud 2 `tm(I) si 8><>: ud 2 `t�(I) etue 2 `t�(I) ) e � d etve 2 `t�(I) ) 8� 2 �; u 6= �v ou � = 1:Les termes principaux minimaux de l'id�eal I donn�e en exemple ci-dessus sont xet _y3.Voici les grandes lignes de la preuve de l'algorithme.Nous �etablissons pour commencer que, dans le cas d'un id�eal di��erentiel premier [�],l'ensemble des termes principaux minimaux de l'id�eal est �egal �a l'ensemble des termesprincipaux des �el�ements des ensembles caract�eristiques de [�] (lemme 24) et fait partiede l'ensemble des termes principaux de la base de Gr�obner principale calcul�ee parl'algorithme Rosenfeld{Gr�obner �a partir de � (proposition 6).Il est facile d'extraire de B un ensemble de polynômes ayant mêmes termes princi-paux que tout ensemble caract�eristique de l'id�eal. Pour terminer, nous montrons qu'onpeut construire un ensemble auto-r�eduit �a partir de cet ensemble, sans en changer lestermes principaux.Le lemme auxiliaire suivant sera utilis�e �a plusieurs reprises :



77Lemme 23 Soit J un id�eal di��erentiel premier de KfXg. Soit q un polynôme de I,d'ind�etermin�ee principale u, dont l'initial n'appartient pas �a J . Si P = fp1; : : : ; psg estune famille d'�el�ements de J , dont ni les initiaux, ni les s�eparants, n'appartiennent �a Jet dont aucune d�eriv�ee n'ait u pour ind�etermin�ee principale alors, le terme principalde q rem P est �egal au terme principal de q.Preuve Le reste r = q rem P est �egal �a r = H�P � q � T o�u :(1) T = sXi=1X� Ci;� � �pi:Au vu de l'algorithme de r�eduction, les termes principaux de T et de H�P sont inf�e-rieurs 3 ou �egaux au terme principal de q. Comme aucune d�eriv�ee, d'aucun pi n'admet upour ind�etermin�ee principale les polynômes (H�P � q) et q ont même ind�etermin�ee prin-cipale. Pour la même raison, dans la partie droite de l'�egalit�e (1), le terme principalde q ne peut �gurer que dans l'�ecriture des coe�cients Ci;�. Ainsi, ou bien T est determe principal inf�erieur �a celui de q et le lemme est prouv�e, ou bien T a même termeprincipal que q et l'initial de T appartient �a [P ], donc �a J .Supposons �egaux les termes principaux de q et de T et, pour conclure la d�emons-tration, montrons que la di��erence (IT � IH�P �q) est non nulle. Il su�t d'�etablir quel'initial de (H�P � q) n'appartient pas �a J : ni les initiaux et s�eparants des pi, ni Iq n'ap-partiennent �a l'id�eal. Comme celui-ci est premier, l'initial du produit (H�P � q) ne luiappartient pas.Lemme 24 Soient J un id�eal di��erentiel premier de KfXg et C un ensemble caract�e-ristique de J . L'ensemble des termes principaux de C est �egal �a l'ensemble des termesprincipaux minimaux de J . En d'autres termes :`t(C) = `tm(J):Preuve L'inclusion (�) de droite �a gauche. Soit ud un terme principal minimal de Jet p un polynôme de l'id�eal de la forme :p = Ip � ud +Rp (avec Ip =2 J):Consid�erons r = p rem C. On a r � H�C � p (mod J). D'apr�es le lemme 19 (page 65),comme p appartient �a l'id�eal, le reste r est nul or, si nous supposons que ud n'est leterme principal d'aucun �el�ement de C, d'apr�es le lemme 23, p et r ont même termeprincipal. Cette contradiction prouve l'inclusion.L'inclusion (�) de gauche �a droite. Soit ud le terme principal d'un polynôme p deC. L'initial de p n'appartient pas �a l'id�eal donc `t(p) 2 `t�(J). Nous avons d�emon-tr�e `tm(J) � `t(C). Comme tout ensemble caract�eristique est auto-r�eduit, u n'est lad�eriv�ee d'aucun �el�ement de `t�(J) et d est minimal.Appelons xi les ind�etermin�ees qui apparaissent dans l'�ecriture des �equations et desin�equations du syst�eme principal et zj les ind�etermin�ees arti�cielles, introduites pour3: nous devons être plus pr�ecis que d'habitude : H�P d�esigne ici le produit de puissances des initiauxet des s�eparants des pi qui ont e�ectivement servi aux r�eductions.



78 CHAPITRE 5. REPRESENTATION DES MODELESconvertir les in�equations en �equations lors des calculs de bases de Gr�obner. Jusqu'�apr�esent, nous supposions que le calcul de la base de Gr�obner principale B s'e�ectuaitsuivant un ordre d'�elimination o�u les monômes ind�ependants des zj sont plus petitsque ceux qui en d�ependent 4. Pour la proposition suivante, nous faisons une hypoth�esesuppl�ementaire sur cet ordre lexicographique : nous supposons que les ind�etermin�eesxi sont ordonn�ees entres elles en respectant l'ordre admissible sur �X pour lequel lesyst�eme principal a �et�e calcul�e.Proposition 6 Soit � un sous-ensemble �ni de KfXg tel que l'id�eal di��erentiel [�]soit premier et 
 le syst�eme principal associ�e �a � produit par l'algorithme Rosenfeld{Gr�obner pour un ordre admissible R1 sur �X.Si la base de Gr�obner B associ�ee �a 
 est calcul�ee pour un ordre lexicographiqueR2 qui respecte R1 alors l'ensemble des termes principaux minimaux de l'id�eal [�] estinclus dans l'ensemble des termes principaux des �el�ements de B :`tm([�]) � `t(B):Preuve Soient ud un terme principal minimal de [�] et p un polynôme de [�] dontl'initial n'appartient pas �a l'id�eal.Nous pouvons supposer que p appartient �a l'id�eal (B) : d'apr�es le lemme 22 (page 75),les initiaux et les s�eparants des �equations A du syst�eme principal 
 n'appartiennentpas �a [�] donc, d'apr�es le lemme 23, le reste partiel de p par A a même terme principalque p.Vu les sp�eci�cations de R2, le monôme de tête de p s'�ecrit `m(p) = mp � ud et nouspouvons supposer que mp est sous forme normale modulo la base B.D'apr�es la d�e�nition des bases de Gr�obner (th�eor�eme 8 (page 60)), B contientun �el�ement b dont le monôme de tête `m(b) = mb � ue divise `m(p). Comme mp estsous forme normale, le degr�e e est strictement positif. L'initial de b n'appartient pas�a (B). D'apr�es le lemme 12 (page 33) de Rosenfeld, il n'appartient pas non plus �a[�]. D'apr�es la d�e�nition des termes principaux (la minimalit�e de d), le degr�e e est �egal�a d.D'apr�es le lemme 24 et la proposition 6, si on extrait de B la plus longue suite depolynômes b1; : : : ; bs dont les ind�etermin�ees principales u1; : : : ; us forment un ensembleauto-r�eduit d'ind�etermin�ees, on obtient un ensemble de polynômes qui n'est pas n�eces-sairement auto-r�eduit au sens de Ritt (d�e�nition 7 (page 20)), mais dont les termesprincipaux sont ceux d'un ensemble caract�eristique de l'id�eal di��erentiel premier [�].Il ne nous manque que le lemme suivant pour conclure la construction.Lemme 25 Soit � un sous-ensemble �ni de KfXg tel que l'id�eal di��erentiel [�] soitpremier, 
 le syst�eme principal associ�e �a � produit par l'algorithme Rosenfeld{Gr�obner pour un ordre admissible R1 sur �X et B la base de Gr�obner associ�ee �a
, calcul�ee pour un ordre lexicographique R2 qui respecte R1.4: c'est-�a-dire un ordre lexicographique quelconque du type xi < zj .



79Les initiaux et les s�eparants des �el�ements b de B dont le terme principal est un termeprincipal minimal de l'id�eal [�] n'appartiennent pas �a l'id�eal [�]. En d'autres termes :`t(b) 2 `tm([�]) ) (Ib =2 [�] et Sb =2 [�]):Preuve D'apr�es le lemme 12 de Rosenfeld, il su�t de montrer que ces polynômesn'appartiennent pas �a l'id�eal (B) engendr�e par la base de Gr�obner.Le cas des initiaux est imm�ediat.Les s�eparants : soit b = Ib � ud +Rb un �el�ement de B dont le terme principal ud estun terme principal minimal de l'id�eal [�]. Si d est �egal �a 1, le s�eparant Sb de b est �egal�a Ib sinon on a Sb = d � Ib � ud�1 + Tb. L'initial du s�eparant n'appartient pas �a l'id�eal,si Sb appartenait �a l'id�eal, le terme ud ne serait pas un terme principal minimal de [�](la minimalit�e de d).Du lemme ci-dessus et du lemme 23 il ressort que si on r�eduit entre eux, par l'al-gorithme de Ritt (section 1.3.1), les �el�ements de B dont le terme principal est unterme principal minimal de l'id�eal di��erentiel [�], on obtient un ensemble auto-r�eduitau sens de Ritt (d�e�nition 7 (page 20)) dont l'ensemble des termes principaux est �egal�a l'ensemble des termes principaux minimaux de l'id�eal : un ensemble caract�eristiquede l'id�eal.



Chapitre 6Implantations | Applications |Comparaisons6.1 Les algorithmes6.1.1 Algorithme Rosenfeld-Gr�obnerNous en donnons deux versions.Les programmes principaux sont rosenfeld1 et rosenfeld2. Ils correspondent �a deuxstrat�egies di��erentes de calcul de syst�emes r�eguliers �a partir d'un syst�eme d'�equationset d'in�equations pass�e en param�etre. Seuls sont produits les syst�emes r�eguliers quiadmettent des mod�eles di��erentiels.Les deux programmes font appel aux trois fonctions auxiliaires qui suivent. Leslettres grecques servent d'identi�cateurs aux syst�emes d'�equations et d'in�equations, lesmajuscules aux simples ensembles d'�equations ou d'in�equations.La fonction trivialementSansMod�eles (�) retourne vrai si un �el�ement non nul de K�gure parmi les �equations, ou si 0 �gure parmi les in�equations de �. Elle retourne fauxsinon.La fonction scindagesSurHA (�) retourne une liste de syst�emes F , obtenus parscindages sur les initiaux et les s�eparants des �el�ements d'un ensemble caract�eristiqueA des �equations de �. L'ensemble des autres �equations de � est appel�e E ; l'ensembledes in�equations est I. La partition (A;E) de l'ensemble des �equations est fournie parla proc�edure appelante.En g�erant F comme une liste plutôt que comme un ensemble, on assure que l'arbredes scindages est parcouru suivant une m�ethode droite-racine-gauche : les syst�emesles plus g�en�eraux (ceux dans lesquels un maximum de Hi sont suppos�es non nuls)se trouvent en tête de liste. Les �el�ements de F admettent des mod�eles di��erentielsdisjoints.fonction scindagesSurHA (A, E, I) retourne Flocales 
, Ld�ebut



81F := []L := �pour tout H 2 HA faire
 �equations := A [ E [ fHg
 in�equations := I [ LF := cons (
;F)L := L [ fHg�nretourner F�nLa proc�edure produireSiNonContradictoire (�) produit en sortie le syst�eme � s'iladmet des mod�eles di��erentiels. Appelons xi les ind�etermin�ees e�ectivement pr�esentesdans les �equations et les in�equations de �, et zj les nouvelles ind�etermin�ees introduitespour convertir les in�equations en �equations. L'algorithme calcule une base deGr�obnerpour un quelconque ordre admissible sur les monômes de K[xi; zj].proc�edure produireSiNonContradictoire (�)locales B, Fd�ebut F := � �equationspour tout H 2 � in�equations fairecr�e�er une nouvelle ind�etermin�ee zjF := F [ fH � zj � 1g�nB := Gr�obner (F )si B 6= f1g alors produire (
) �n�nrosenfeld1 (�;R) proc�ede aux scindages le plus rapidement possible. R d�esigne unordre admissible sur �X. Soit A un ensemble caract�eristique des �equations de �. Leprogramme substitue aux autres �equations leur reste par A sous la contrainte HA 6= 0.Cette strat�egie semble plus e�cace que celle de rosenfeld2.Note Nous ne prouverons pas que rosenfeld1 produit un syst�eme principal. Et pourcause : comme cet algorithme substitue leur reste aux polynômes qu'il r�eduit et que lar�eduction n'est pas transitive, il se peut que le \syst�eme principal" ne r�eduise pas �az�ero la famille g�en�eratrice �. Il est toutefois facile de modi�er l'algorithme pour qu'ilengendre ce syst�eme.programme rosenfeld1 (�;R)locales A, R, 
, Fd�ebut si non trivialementSansMod�eles (�) alorsA := un ensemble caract�eristique de � �equationsR := (� �equations n A [ �{polynômes (A)) rem Asi R = � ou R = f0g alors
 �equations := A



82 CHAPITRE 6. IMPLANTATIONS | APPLICATIONS
 in�equations := (� in�equations rem-partiel A) [ HAproduireSiNonContradictoire (
)sinon
 �equations := A [ R
 in�equations := � in�equations [ HArosenfeld1 (
)�nF := scindagesSurHA (A, � �equations n A, � in�equations)appliquer rosenfeld1 sur tous les syst�emes de F�n�nrosenfeld2 (�;R) retarde le plus longtemps possible les scindages sur HA. Ce faisant,il augmente (inconsid�er�ement?) la masse des �equations �a traiter apr�es les scindages. Rd�esigne un ordre admissible sur �X.Cet algorithme correspond exactement aux r�e�ecritures donn�ees en d�ebut de chapitre.Si le syst�eme de d�epart � est un syst�eme d'�equation alors, le premier syst�eme r�eguliernon contradictoire produit est le syst�eme principal associ�e �a �.programme rosenfeld2 (�;R)locales A, R, 
, Fd�ebut r�ep�eterA := un ensemble caract�eristique de � �equationsR := (� �equations n A [ �{polynômes (A)) rem A� �equations := � �equations [ Rjusqu'�a trivialementSansMod�eles (�) ou R = � ou R = f0gsi non trivialementSansMod�eles (�) alors
 �equations := A
 in�equations := (� in�equations rem-partiel A) [ HAproduireSiNonContradictoire (
)F := scindagesSurHA (A, � �equations n A, � in�equations)appliquer rosenfeld2 sur tous les syst�emes de F�n�nDans la pratique, un certain nombre d'optimisations heuristiques peuvent être ap-port�ees aux algorithmes ci-dessus. Voici celles que nous avons implant�ees :{ Un ensemble d'�equations peut admettre plusieurs ensembles caract�eristiques. Ondiminue le nombre de scindages en choisissant de pr�ef�erence ceux dont un maxi-mum d'�equations admettent des initiaux dans K, ou dont l'initial et le s�eparant�gurent parmi les in�equations (parce qu'elles ont fait partie de pr�ec�edents en-sembles caract�eristiques, dans le cas de rosenfeld1).{ Dans le cas de rosenfeld1, il n'est pas toujours utile de proc�eder �a un scindage surtous les polynômes de HA. On peut se restreindre aux initiaux et aux s�eparantsdes �el�ements de A qui ont e�ectivement servi aux r�eductions.



83{ Le nombre de scindages diminue d'une mani�ere impressionante lorsqu'on simpli-�e les �equations par des factorisations �el�ementaires : la seule �equation x10 = 0par exemple engendre de nombreux scindages, dus aux extractions r�ep�et�ees des�eparants. Elle se simpli�e agr�eablement en x = 0.De telles �equations apparaissent tr�es fr�equemment apr�es quelques calculs.{ Une autre mani�ere de \couper" rapidement des \branches mortes" dans l'arbrede syst�emes engendr�es par l'algorithme consiste �a tenter des divisions par lesin�equations : p � q = 0; q 6= 0 peut par exemple se simpli�er en p = 0; q 6= 0.Lorsqu'il arrive que l'algorithme enchâ�ne un certain nombre de r�eductions al-g�ebriques, on ralentit ainsi (de fa�con maladroite) la croissance des coe�cientsdes restes successifs, connue au moins depuis l'algorithme des sous-r�esultants(voir [Col]).Cette optimisation anticipe en partie le calcul de bases de Gr�obner e�ectu�edans produireSiNonContradictoire.6.1.2 Calcul d'ensemble caract�eristiqueLe programme ensembleCaract�eristique (�;R1) produit un ensemble caract�eristiquede l'id�eal di��erentiel [�] si celui-ci est premier, pour l'ordre admissible R1.programme ensembleCaract�eristique (�;R1)locales B, C, F , 
, R2d�ebut | Calcul du syst�eme principal 
 associ�e �a �.
 := le premier syst�eme r�egulier produit par rosenfeld2 (�;R1)| Appelons xi les ind�etermin�ees e�ectivement pr�esentes dans les �equations et lesin�equations de 
. Les instructions suivantes calculent la base de Gr�obner prin-cipale associ�ee �a 
.F := 
 �equationspour tout H 2 
 in�equations fairecr�e�er une nouvelle ind�etermin�ee zjF := F [ fH � zj � 1g�nR2 := un ordre lexicographique qui respecte R1 :(8i; j xi <R2 zj ; et 8i; j xi <R1 xj ) xi <R2 xj)B := Gr�obner (F;R2) \ K[xi]| Calcul de l'ensemble caract�eristique C de [�] pour l'ordre R1.C := �pour tout b 2 B (par ordre croissant) fairesoit u l'ind�etermin�ee principale de bsoient v1; : : : ; vs les ind�etermin�ees principales des �el�ements de C



84 CHAPITRE 6. IMPLANTATIONS | APPLICATIONSsi u 6= vs et si u n'est la d�eriv�ee propre d'aucun vi alorsC := C [ fb rem Cg�n�nproduire (C)�n6.2 Les logicielsLes logiciels que nous avons d�evelopp�es ont �et�e �ecrits en langage C, bien que d'unefa�con d�etourn�ee, comme nous le verrons. Ils sont implant�es sur stations SUN-4 et RS-6000. Pourquoi le langage C? Le but premier de ma th�ese �etait l'implantation e�cacede l'algorithme d'�elimination de Seidenberg en alg�ebre di��erentielle ordinaire, dontDiop avait peu auparavant �etabli l'utilit�e en automatique ; or Faugere a montr�e quel'implantation directe en langage C d'un logiciel de bases deGr�obner donnait un outilcent fois plus rapide que son homologue r�edig�e sous AXIOM. Plus tard, la complexit�er�edhibitoire des algorithmes d'�elimination nous est apparue clairement, nous avons misen veilleuse nos projets d'implantation sophistiqu�ee et nous nous sommes tourn�es versdes domaines d'investigation plus th�eoriques.Aujourd'hui, les programmes rosen1 et rosen2 qui sont l'implantation des deux ver-sions de l'algorithme Rosenfeld{Gr�obner d�ecrites dans la section pr�ec�edente, sontobtenus par compilation des unit�es donn�ees dans le tableau donn�e page suivante. Unex�ecutable occupe sur le disque dur un volume d'�a-peu pr�es un million d'octets : lesdeux-tiers sont consomm�es par PARI.Pour obtenir par exemple, un ex�ecutable �a partir de rosen1, il su�t de proc�eder �al'�edition des liens des \�chiers objets" correspondant aux unit�es de compilation situ�eessous rosen1 : rosen1.o, sppolsys.o, . . . , clker.o.Ces unit�es sont hi�erarchis�ees. Les couches les plus basses sont des couches de base.Les couches sup�erieures sont d�edi�ees �a l'alg�ebre di��erentielle.clker est le gestionnaire de la m�emoire, charg�e des \ramasse-miettes" (en Anglaisgarbage collector). D�ecrivons-en rapidement le fonctionnement.La m�emoire est partag�ee en plusieurs zones. Chacune est d�edi�ee �a un type d'objetparticulier. Actuellement, le syst�eme en g�ere quatre : une zone pour les doublets(ou paires point�ees), une pour les grands nombres, une pour les symboles et unepour certains pointeurs particuliers, dont les pointeurs de fonctions.Les doublets sont g�er�es en liste libre : clker dispose d'une liste des doublets dis-ponibles et alloue des emplacements �a la demande des fonctions des couches su-p�erieures. Lors des saturations (lorsque la liste est vide), le syst�eme d�eclenche unramasse-miettes de type Mark & Sweep (voir [Kn]) et construit une nouvelle listelibre. clker provoque l'erreur saturation de la zone des doublets si la masse des



85doublets r�ecup�er�es est inf�erieure �a quinze pour cents de la masse totale. L'appelau ramasse-miettes est invisible pour les autres couches.GB rosen1 rosen2 calculsppolsyslppolsys seiden pseidenppolsys1 ppolsys2alphabetusuel operateurs boxPARI clsys systemclkerLes trois autres zones sont g�er�ees de fa�con homog�ene, ce qui rend le nombrede zones ais�ement extensible. clker ne sait rien (en th�eorie) de leur contenu, nide la mani�ere dont leur valeur est manipul�ee par les couches sup�erieures. Ellessont nettoy�ees lorsqu'elles sont satur�ees ; leur contenu est alors tass�e. Les objetsinutiles sont d�etect�es de la mani�ere suivante :Un �el�ement d'une de ces zones contient toujours au moins deux informations : lalongueur de la zone, et un pointeur vers un doublet appel�e ancre de l'�el�ementdans la zone des doublets. Lors de sa cr�eation, chaque �el�ement re�coit une ancreen direction de laquelle il dispose d'un pointeur et dont les deux champs (car etcdr pour ne pas les nommer) pointent en retour vers l'�el�ement. Les fonctions descouches sup�erieures manipulent toujours l'�el�ement via son ancre. On d�etecte ainsitr�es facilement les �el�ements qui ne sont plus utilis�es : ce sont ceux dont l'ancrefait partie de la liste libre des doublets, c'est-�a-dire ceux dont l'ancre comporteun pointeur cdr qui pointe ailleurs que sur eux.Cette technique astucieuse permet un ramasse-miettes asynchrone avec le Mark& Sweep des doublets. Elle m'a �et�e sugger�ee par la lecture d'une documentation



86 CHAPITRE 6. IMPLANTATIONS | APPLICATIONSLe Lisp (voir [De]). La documentation ne dit pas �a quoi l'ancre sert, mais je nevois pas quel autre usage elle pourrait avoir.clsys, system contiennent le code des primitives de bas niveau : routines �el�ementairesd'entr�ee-sortie, arithm�etiques . . . sans lesquelles un ex�ecutable ne pourrait pasfonctionner.C'est clsys qui g�ere les entiers : les entiers de valeur absolue inf�erieure �a 32768 sontcod�es comme des entiers machine (une autre technique de Le Lisp). Les grandsentiers sont sous-trait�es �a la biblioth�eque PARI. Un entier de valeur absoluesup�erieure �a 32768 consomme au minimum seize octets dans la zone des entiers(un pointeur vers l'ancre, douze octets pour la gestion interne de PARI).La taille des di��erentes zones est habituellement fournie en param�etre au com-pilateur C ; elle varie d'une ex�ecution �a l'autre. Pour traiter les exemples de cechapitre, nous avons compil�e les programmes rosen1 et rosen2 avec un peu plusd'un million cinq cent mille (1500000) paires point�ees et de deux cent cinquantemille (250000) octets pour les entiers. Les autres zones sont n�egligeables.usuel contient de nombreuses fonctions usuelles : op�erations classiques sur les listes,routines standard d'entr�ee-sortie read, print etc . . .operateurs contient le code d'une fonction tr�es classique qui re�coit en entr�ee unetable d'op�erateurs et qui lit sur l'entr�ee standard un 
ot de caract�eres. Le 
ot estanalys�e et transform�e en arbre n-aire en fonction de la table. Toutes les entr�ees�evolu�ees (lecture de polynômes, de syst�emes d'�equations et d'in�equations, etc . . . )sont programm�ees tr�es simplement grâce �a cette fonction.box contient le code d'un paragrapheur de sorties rudimentaire. Le paragrapheur in-tercepte les sorties �a l'insu des routines qui les produisent, ce qui le rend d'unemploi agr�eable.alphabet implante la gestion des ordres admissibles sur �X. Un ordre admissible estdonn�e sous la forme d'une liste de couples (groupe � fonction), pr�ec�ed�ee par lenombre des d�erivations. Nous notons la liste �a la LISP :(nombre de d�erivations (g1 � f1) (g2 � f2) � � � (gn � fn)):Un groupe est soit une lettre (ordre d'�elimination), soit une liste de lettres (ordrealtern�e entre les membres du groupe). La fonction d�e�nit un ordre admissiblesur les op�erateurs de d�erivations. Elle est param�etr�ee par deux op�erateurs ded�erivations et retourne vrai si le premier est inf�erieur au second :une ind�etermin�ee �x sera dite inf�erieure �a une ind�etermin�ee �y suivant l'alphabetA si le groupe dont x fait partie apparâ�t dans A apr�es le groupe dont y faitpartie, ou si les deux groupes sont identiques et f(�; �) vaut vrai, o�u f est lafonction associ�ee au groupe.Des primitives d'entr�ee-sortie permettent �a l'utilisateur de manipuler agr�eable-ment les alphabets.



87ppolsys1, ppolsys2 implantent les polynômes di��erentiels �a coe�cients dans Z.Les polynômes qui appartiennent �a Zsont repr�esent�es par de simples entiers, lesautres sous forme r�ecursive. Un polynôme p de ZfXg, d'ind�etermin�ee principale�x est repr�esent�e sous forme creuse par une liste :((x �) (degr�en � coe�n) � � � (degr�e1 � coe�1)):Les couples (degr�ei � coe�i) sont rang�es par degr�e d�ecroissant avec i. Les coe�isont des polynômes di��erentiels non nuls, d'ind�etermin�ee principale inf�erieure �a�x. Cette repr�esentation permet d'acc�eder rapidement �a l'ind�etermin�ee principaled'un polynôme, �a son degr�e et �a son initial.L'implantation est r�epartie sur deux unit�es parce que, lorsqu'elles sont r�eunies,elles saturent la m�emoire des optimiseurs du compilateur C.lppolsys implante les op�erations sur les listes de polynômes di��erentiels : extractionde tous les ensembles caract�eristiques d'une liste, r�eduction par un ensembleauto-r�eduit suivant la m�ethode d�ecrite en �n de premier chapitre, calcul des �{polynômes d'un ensemble auto-r�eduit.Les fonctions qui y sont implant�ees fournissent des informations compl�ementairesaux fonctions appelantes des couches sup�erieures : lors d'une r�eduction, quels sontexactement les polynômes qui ont servi aux r�eductions, etc . . .sppolsys implante les syst�emes d'�equations et d'in�equations. Un syst�eme d'�equationset d'in�equations, c'est plus qu'une liste d'�equations et une liste d'in�equations.C'est (aujourd'hui) un quadruplet de listes :(�equations, in�equations, �equations sures, informations)Les �equations sures sont celles dont l'initial et le s�eparant �gurent parmi les in-�equations (�eventuellement sous formes r�eduites, et donc di�cilement reconnais-sables). Il s'agit d'une information utile puisqu'elle permet de choisir un \bon"ensemble caract�eristique de la liste des �equations, parmi ceux fournis par lppolsys.Le champ informations contient de nombreuses informations, qui y sont rang�eespar les diverses routines de l'application : o�u sommes-nous dans l'arbre des scin-dages? d'o�u vient tel polynôme? fait-il partie de l'ensemble caract�eristique des�equations? etc . . .sppolsys contient �egalement des routines �elabor�ees d'entr�ee-sortie qui exploitenttout ou partie du champ information.Disposer de ces informations permet d'analyser le comportement des r�e�ecritures.En e�et, quoi de plus illisible qu'un volumineux arbre de syst�emes d'�equationset d'in�equations livr�e sous forme brute. Nous donnerons un exemple de trace enannexe A.3 (page 110).rosen1, rosen2 contiennent chacune un programme principal (fonctionmain en C) etcorrespondent aux deux versions de Rosenfeld{Gr�obner d�ecrites au chapitrepr�ec�edent.



88 CHAPITRE 6. IMPLANTATIONS | APPLICATIONSLes calculs de bases de Gr�obner se font sous le logiciel GB. En attendantde disposer d'une librairie GB que nous pourrions relier �a nos ex�ecutables, nousutilisons un petit programme LEX 1 qui convertit les sorties de nos algorithmes enscripts GB, qui sont ensuite �evalu�es par le logiciel de Faugere. Nous donneronsun exemple de tels scripts en annexe A.1 (page 99).calcul est une calculatrice symbolique qui utilise pleinement les ressources de l'unit�eoperateurs. Nous donnons un exemple d'utilisation de la calculatrice en annexe A.2(page 107).seiden, pseiden contiennent chacune un programme principal et correspondent �adeux versions de l'algorithme d'�elimination de Seidenberg en alg�ebre di��eren-tielle ordinaire : seiden implante les r�e�ecritures que nous avons d�ecrites au chapitreIII tandis que pseiden implante les r�e�ecritures donn�ees dans l'article [Se1] de 1956.seiden et pseiden sont des r�ealisations anciennes qui n'utilisent pas pleinementle d�ecoupage actuel des unit�es de compilation. C'est la raison pour laquelle ellesn'acc�edent pas aux unit�es lppolsys et sppolsys.Les unit�es d�ecrites pr�ec�edemment n'ont pas �et�e r�edig�ees directement en C, mais parl'interm�ediaire d'un petit langage nomm�e CL. CL ressemble �a premi�ere vue �a un mini-LISP (même parenth�esage, primitives cons, car, csr, map, lambda-expressions etc . . . )mais correspond davantage �a un pr�eprocesseur du langage C.Le syst�eme de port�ee des fonctions et des variables et le d�ecoupage d'une applicationen unit�es compil�ees s�epar�ement est exactement le même en CL qu'en C : une variableou une fonction CL locale �a une unit�e de compilation est traduite en une variable ouune fonction static du langage C, etc . . .Le d�eveloppement en CL d'une application compl�ete, comme celles d�ecrites dans lasection ci-dessus, est bien moins p�enible qu'en C. Les ex�ecutables ainsi obtenus sontbien sûr moins rapides que leurs homologues �ecrits directement dans ce langage mais,comme le d�ecoupage des unit�es de compilation est exactement celui du langage C, il esttout-�a-fait possible au programmeur de r�e�ecrire �nement certaines unit�es strat�egiques(dans notre cas alphabet, ppolsys1 et ppolsys2) apr�es que toute l'application a atteint unematurit�e su�sante et que les interfaces entre unit�es ont acquis une certaine stabilit�e.Sur ce point, qu'en est-il de nos implantations ? Les algorithmes que nous avonsd�ecrits et dont nous donnerons des applications ult�erieurement sont encore exp�erimen-taux, les interfaces entre unit�es ne sont pas encore nettement dessin�ees : ce serait doncune perte de temps que d'optimiser aujourd'hui les modules alphabet, ppolsys1 ou ppol-sys2. Certains choix sont d'ailleurs particuli�erement ine�caces en temps d'ex�ecution :la comparaison de deux ind�etermin�ees, qui est une op�eration tr�es couramment utilis�eelors des op�erations sur les polynômes, se fait en parcourant la structure alphabet. Nousconservons cette m�ethode �a l'heure actuelle parce qu'elle est tr�es souple : elle permet defaire �evoluer l'ordre admissible au cours des calculs. A ce propos, j'ajoute que si nousle pouvions, nous rendrions la structure encore plus mall�eable : nous ne sp�eci�erions1: LEX est un utilitaire UNIX standard d'analyse lexicale.



89que la partie de l'ordre admissible utile pour d�eduire des informations de structure surun syst�eme dynamique par exemple, et nous laisserions les algorithmes choisir le resteau mieux, a�n d'�eviter les explosions combinatoires.CL est une id�ee int�eressante, probablement pr�ematur�ee mais le comportement ex-plosif des algorithmes ne nous est r�eellement apparue que sur le tard. Il s'agit d'unlogiciel encore exp�erimental, non �evalu�e vis-�a-vis de l'existant mais agr�eable d'emploi.Son principal d�efaut? Le d�eveloppement d'algorithmes en dehors des logiciels de calculformel classiques rend l'usage de librairies standard (de factorisation de polynômes parexemple) di�cile.6.3 Une application �a l'automatique non lin�eaireNous ne nous int�eresserons ici qu'au probl�eme de l'observabilit�e, sachant que d'autresapplications de nos m�ethodes �a l'automatique non lin�eaire existent (calcul du rang desortie, inversion entr�ee-sortie, etc . . . ). Nous illustrons le probl�eme sur un exemple.Consid�erons un mobile en d�eplacement rectiligne uniforme sur un plan muni d'unrep�ere cart�esien (l'exemple est tir�e de [FG]). Un radar situ�e sur l'origine du rep�eremesure la distance r du mobile �a l'origine (ou plutôt son carr�e) :� 8>>>>>><>>>>>>: Vx = _XVy = _Y_Vx = 0_Vy = 0R = X2 + Y 2:La question que nous nous posons au sujet de ce syst�eme se formule intuitivementainsi : connaissant la distance r, pouvons nous d�eduire les deux composantes (vx; vy) dela vitesse du mobile?La r�eponse est non, et s'obtient ais�ement par de simples consid�erations g�eom�etriques,mais l'exemple est tout de même int�eressant.Les �equations du syst�eme engendrent un id�eal di��erentiel premier de l'anneau depolynômes di��erentiel ordinaire KfR;X; Y; Vx; Vyg, puisqu'il existe un ordre admis-sible sur �fR;X; Y; Vx; Vyg pour lequel � soit orthonomique et auto-r�eduit (voir [Ro],page 399). Notons r; x; y; vx et vy l'image des lettres R;X; Y; Vx; Vy dans le corps desfractions L de l'anneauKfR;X; Y; Vx; Vyg=[�] par le morphisme canonique. En d'autrestermes, posons : L = Khr; x; y; vx; vyi:Si on admet que les grandeurs physiques d�ecrites par le syst�eme sont bien repr�e-sent�ees par les \quantit�es formelles" ci-dessus alors, d'apr�es les th�eories de Fliess(voir [F]), le probl�eme de l'observabilit�e de vx (respectivement vy) relativement �a r sereformule en :La grandeur vx est localement observable relativement �a r si vx est alg�ebrique (mais



90 CHAPITRE 6. IMPLANTATIONS | APPLICATIONSnon di��erentielle) sur le corps Khri. La grandeur vx est globalement observable rela-tivement �a r si vx appartient au corps Khri.En pratique, on ne dispose pas du corpsKhri mais d'un syst�eme de g�en�erateurs et derelations qui le d�e�nissent. Ainsi, d�ecider si vx est localement observable relativement �ar, c'est d�ecider si l'id�eal di��erentiel premier [�] contient une relation du type suivant :(T ) P = dXi=1Ci � V ix ; avec (P 2 [�] \KfRg[Vx] et IP = Cd =2 [�]):D�ecider si vx est globalement observable relativement �a r, c'est d�ecider si l'id�eal [�]contient une relation du type (T ), de degr�e en Vx �egal �a 1.Si nous reprenons les notations introduites dans la section 5.3.4, il s'agit de trouver(s'il existe) le terme principal minimal de [�], dont l'ind�etermin�ee principale est Vxpour tout ordre du type :(O) autres ind�etermin�ees � � � > �Vx > _Vx > Vx > � � � > �R > _R > RLe probl�eme est r�esolu par la donn�ee d'un ensemble caract�eristique de l'id�eal pourl'ordre (O), ainsi que le montrent [DF], [Ol3], [FG] et le lemme 24 (page 77).Il l'est �egalement par le calcul de la base deGr�obner principaleB associ�ee �a � pourle même ordre. D'apr�es la proposition 6 (page 78) en e�et, vx est localement observablerelativement �a r si et seulement si la base de Gr�obner principale B calcul�ee parl'algorithme Rosenfeld{Gr�obner, pour un ordre admissible du type (O) comporteun polynôme de type (T ). La grandeur vx est globalement observable relativement �a rsi et seulement si B comporte un polynôme de type (T ) de degr�e 1 en Vx.Voici la base B, calcul�ee par rosenfeld1 et GB pour l'ordre admissible :� � � > _Y > Y > � � � > _X > X > � � � > _Vy > Vy > � � � > _Vx > Vx > � � � > _R > RB 8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>: R(3)_Vx2V 2y + 2V 2x � �R2X2 �R � 4XVx _R + 4V 2xR � 2 �RR + _R22Y V 2x � Y �R � 2XVyVx + Vy _R2Y Vy + 2XVx � _RY X �R � Y Vx _R �XVy _R + 2VyVxR2Y XVx � Y _R � 2X2Vy + 2VyRY 2 +X2 �ROn constate que vx n'est pas observable relativement �a r.Mesures Une trace des calculs est donn�ee en annexe A.1 (page 99). Les calculs ont�et�e e�ectu�es sur une station de travail RS6000. Les temps de calculs sont fournis par/bin/time. Le premier est le temps r�eel, c'est-�a-dire celui pass�e par l'utilisateur entre



91le moment o�u la commande est entr�ee et celui o�u les r�esultats s'a�chent �a l'�ecran. Lesecond est le temps CPU e�ectivement consomm�e par le programme 2.nombre de syst�emes r�eguliers contradictoires totalrosenfeld1 11 34 95bases de Gr�obner non contradictoires contradictoiresGB 11 0temps de calcul temps r�eel (sec.) temps CPU (sec.)rosenfeld1 1:7 1:5GB 3:3 0:7Remarque Nous avons fourni aux programmes un ordre admissible sur toutes les in-d�etermin�ees or n'importe quel ordre de type (O) nous satisfaisait. Pour autant, tous cesordres ne produisent pas des comportements �equivalents. Par exemple, l'ordre suivant� � � > _Vy > Vy > � � � > _X > X > � � � > _Y > Y > � � � > _Vx > Vx > � � � > _R > Rprovoque une explosion combinatoire.De tels ph�enom�enes montrent qu'il serait tr�es agr�eable de disposer de logiciels ca-pables de faire �evoluer l'ordre admissible au cours des calculs. Cela ralentirait bien sûrconsid�erablement les manipulations de polynômes mais rendrait les logiciels plus faciles�a utiliser pour le commun des mortels : la question vx est-elle observable relativement�a r? est nettement plus intuitive que la base calcul�ee pour tel ou tel ordre contient-elleun polynôme de tel ou tel type?6.4 Calcul des conditions de compatibilit�eConsid�erons le syst�eme suivant aux d�eriv�ees partielles, dû �a Janet, trait�e dans [P],[M1] et [M2] : �( uzz � yuxx = 0uyy = 0:Les d�erivations sont not�ees suivant une notation de jets : uyyz se lit @3u@2y@z �Nous souhaitons d�eterminer les conditions n�ecessaires (non su�santes) que doiventv�eri�er les deux �equations (appelons-les v et w) pour que � admette des mod�elesdi��erentiels. Pour traiter ce probl�eme avec notre logiciel, il su�t de r�e�ecrire � en :�08>>>>>><>>>>>>: v = uzz � yuxxw = uyyyx = 0yy = 1yz = 02: pour les initi�es, il s'agit de la somme des temps user et system.



92 CHAPITRE 6. IMPLANTATIONS | APPLICATIONSet de calculer une repr�esentation des mod�eles di��erentiels pour l'ordre suivant (quiillustre au passage la souplesse de notre gestion des ordres admissibles) :{ � � � �u > u > � � � > �v > �w > v > w > � � � > �y > y{ �u > �u si � > � pour l'ordre lexicographique donn�e par �x > �y > �z (idem pourla lettre y){ �v > �v si l'ordre de � est sup�erieur �a l'ordre de � (idem pour la lettre w){ �v > �v si les deux op�erateurs ont même ordre et si � > � pour l'ordre lexico-graphique donn�e par �x > �y > �z (idem pour la lettre w)L'algorithme Rosenfeld{Gr�obner ne produit qu'un seul syst�eme r�egulier, quiest n�ecessairement principal :
8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
yz = 0yy � 1 = 0yx = 0ywxxy + vyyy � wyzz + 3wxx = 0y3wxxxxxx + y2vxxxxyy � 3y2wxxxxzz � 2yvxxyyzz + 3ywxxzzzz + vyyzzzz�wzzzzzz � 2yvxxxxy + 2vxxyzz + 2vxxxx = 02uzzzz � y4wxxxx � y3vxxyy + 2y3wxxzz + y2vyyzz � y2wzzzz + 2y2vxxy�2yvxx � 2vzz = 02yuyzz � 2uzz + y3wxx + y2vyy � y2wzz � 2yvy + 2v = 0uyy � w = 0yuxx � uzz + v = 0y 6= 0Nous ne donnons pas la base deGr�obner, qui est un peu volumineuse (15 polynômes).On constate que les deux �equations doivent satisfaire une condition de compatibilit�ed'ordre 3 et une autre, d'ordre 6.Mesures Les calculs ont �et�e e�ectu�es sur une station de travail RS6000. Les tempsde calculs sont fournis par /bin/time. Le premier est le temps r�eel, c'est-�a-dire celuipass�e par l'utilisateur entre le moment o�u la commande est entr�ee et celui o�u les r�esul-tats s'a�chent �a l'�ecran. Le second est le temps CPU e�ectivement consomm�e par leprogramme.nombre de syst�emes r�eguliers contradictoires totalrosenfeld1 1 4 10bases de Gr�obner non contradictoires contradictoiresGB 1 0temps de calcul temps r�eel (sec.) temps CPU (sec.)rosenfeld1 5:2 4:1GB 2:3 0:8Remarque Dans [M2] (page 26), Mansfield indique que son algorithme r�esout leprobl�eme en une minute environ, en utilisant MAPLE V.



936.5 D�ecision du videL'algorithme Rosenfeld{Gr�obner d�ecide si un polynôme appartient au radicald'un id�eal di��erentiel de type �ni (proposition 3 (page 74)) en n'utilisant que l'addi-tion, la multiplication et le test d'�egalit�e �a z�ero dans le corps de base des �equations.Dans ce domaine, les seuls concurrents que nous lui connaissions sont les algorithmesd'�elimination de Seidenberg et leurs optimisations (voir [G]).Nous n'avons pas la preuve que l'algorithme de Rosenfeld{Gr�obner est pluse�cace que ceux de Seidenberg, bien que nous pensions que ce soit le cas. L'exemplesuivant illustre cependant assez bien notre principal argument sur ce sujet.Le syst�eme aux d�eriv�ees partielles suivant, que nous empruntons �a [P], d�ecrit les�equations d'Euler d'un 
uide incompressible en deux dimensions :�8><>: v1t + v1v11 + v2v12 + p1v2t + v1v21 + v2v22 + p2v11 + v22:La pression est repr�esent�ee par la lettre p. Les lettres v1 et v2 d�esignent les deuxcomposantes de la vitesse du 
uide. Les trois d�erivations (une par rapport au tempset une pour chaque dimension) sont not�ees suivant une notation de jets : v122t se lit�2�2�tv1.L'application de l'algorithme Rosenfeld{Gr�obner sur le syst�eme � pour l'ordreadmissible altern�eR suivant : quelles que soient les lettres x et y de l'alphabet fp; v1; v2g,on a �x > �y si1. l'ordre de l'op�erateur � est sup�erieur �a celui de � ou si,2. les deux op�erateurs ont même ordre et � est sup�erieur �a � pour l'ordre lexicogra-phique donn�e par �t > �1 > �2 ou en�n si,3. les deux op�erateurs sont identiques et x est sup�erieur �a y pour l'ordre p > v1 > v2,engendre presqu'instantan�ement un unique syst�eme r�egulier :
8>>><>>>: v11 + v22v2t + v1v21 + p2 + v2v22v1t + p1 + v2v12 � v1v22p11 + p22 + 2v12v21 + 2(v22)2:Les id�eaux di��erentiels [
] et [�] sont �egaux. Comme 
 est orthonomique (HA = 1),l'id�eal di��erentiel engendr�e par les �equations d'Euler est premier et les �equationsde 
 constituent un ensemble caract�eristique de cet id�eal pour l'ordre R (voir [Ro],remarque 3, page 399 ou [Ko], IV, x9, lemme 2, page 167).Comme chacune des lettres de l'alphabet admet au moins une d�eriv�ee parmi lesind�etermin�ees principales des �el�ements d'un ensemble caract�eristique de l'id�eal pourun ordre admissible qui v�eri�e : �x > �y si ord � > ord �, le degr�e de transcendancedi��erentiel du syst�eme est nul (voir [Ko], II, x12, theorem 6, page 115) ; en d'autres



94 CHAPITRE 6. IMPLANTATIONS | APPLICATIONStermes, tout �el�ement du corps des fractions de Qfp; v1; v2g=[�] v�eri�e au moins unerelation polynomiale di��erentielle �a coe�cients dans Q (voir sur ce sujet [Ko], II, x10,page 108 ou [Ol1], I, page 18, pour une entr�ee en mati�ere moins abrupte).Par cons�equent, l'id�eal [�] contient des polynômes qui ne lient que v1 et certaines deses d�eriv�ees (même chose pour v2 et p) et nous avons en e�et obtenu �a la calculatricesymbolique (nous donnons une trace des calculs en annexe A.2 (page 107)) une relationd'ordre 5 en v1, cons�equence des relations initiales, en nous inspirant de la m�ethodesugger�ee par Pommaret :((v1v12v11122+v1v12v12222�v1v122v1112�v1v122v1222)v111122+(�v1v12v11112�v12v1112t�v1v12v11222�v12v1222t + (v1v122 � 2(v12)2)v1111+ 2v12v11v1112 + v122v111t + (v1v122 � 2(v12)2)v1122 + 2v12v11v1222 +v122v122t + (v12v112 � v11v122)v111 + v12v122v112 � v11(v122)2)v111222+ (v12v11122+ v12v12222 � v122v1112 �v122v1222)v11122t + (v1v12v11122 + v1v12v12222 � v1v122v1112 � v1v122v1222)v112222 + (�v1v12v11112 �v12v1112t � v1v12v11222 � v12v1222t + (v1v122 � 2(v12)2)v1111 + 2v12v11v1112 + v122v111t + (v1v122 �2(v12)2)v1122+2v12v11v1222+v122v122t+(v12v112�v11v122)v111+v12v122v112�v11(v122)2)v122222+(v12v11122+v12v12222 � v122v1112 � v122v1222)v12222t + (3(v12)2v11122 + 3(v12)2v12222 + (v1v1222 � 3v12v122)v1112 +v1(v1222)2 � 3v12v122v1222)v11112 � 3v12v11(v11122)2 + (3(v12)2v11222 � 6v12v11v12222 + (�v1v1222 +3v12v122)v1111+(�3v12v112+3v11v122)v1112�v1222v111t+(�v1v1222�v12v111+2v12v122)v1122+(�v122t+v11v111 � 3v12v112 + 4v11v122)v1222)v11122 + (v1222v1112 + (v1222)2)v1112t + (3(v12)2v12222 + (v1v1222 �3v12v122)v1112 + v1(v1222)2 � 3v12v122v1222)v11222 � 3v12v11(v12222)2 + ((�v1v1222 + 3v12v122)v1111 +(�3v12v112 + 3v11v122)v1112 � v1222v111t + (�v1v1222 � v12v111 + 2v12v122)v1122 + (�v122t + v11v111 �3v12v112+4v11v122)v1222)v12222+(v1222v1112+(v1222)2)v1222t+((2v12v1222�3(v122)2)v1112+2v12(v1222)2�3(v122)2v1222)v1111+(�2v11v1222+3v122v112)(v1112)2+((2v12v1222+v122v111�2(v122)2)v1122�4v11(v1222)2+(�v112v111 + 5v122v112)v1222)v1112 + (2v12(v1222)2 + (v122v111 � 2(v122)2)v1222)v1122 � 2v11(v1222)3 +(�v112v111 + 2v122v112)(v1222)2)Par des calculs similaires, il est facile d'obtenir une relation en v2 par contre, nousne sommes pas parvenus �a calculer la relation qui ne lie que la pression et certaines deses d�eriv�ees : les polynômes que nous avons calcul�es saturent la m�emoire d'une stationde travail.En th�eorie, l'algorithmeRosenfeld{Gr�obner r�esout le probl�eme : il su�t de cal-culer la base de Gr�obner principale associ�ee �a � pour un ordre d'�elimination du type :�p < �fv1; v2g. Toutefois, s'il est si di�cile de calculer une relation en p �a la calcula-trice, il est clair qu'un syst�eme de r�e�ecriture brutal qui tente de donner une descriptionde l'id�eal [�] \Kfpg ne peut qu'�echouer.Les algorithmes d'�elimination de Seidenberg sont restreints �a des ordres d'�elimi-nation sur tout l'alphabet, quelle que soit l'optimisation qu'on leur apporte : ils sontdonc incapables de d�ecider de l'appartenance au radical d'id�eaux di��erentiels aussicomplexes que celui-ci.L'algorithme Rosenfeld{Gr�obner v�eri�e par contre tr�es facilement que la rela-tion P (v1) ci-dessus est cons�equence des �equations de d�epart : il su�t d'ajouter aux�equations d'Euler l'in�equation P (v1) 6= 0. L'algorithme d�etecte la contradiction enun peu moins de deux secondes, pour l'ordre R (source d'information : /bin/time).Cet exemple n'est pas un cas isol�e. Il ne nous est quasiment jamais arriv�e de traiter



95un exemple pour lequel l'ordre le plus e�cace soit un ordre d'�elimination. On doitpouvoir rapprocher ce comportement du ph�enom�ene constat�e dans les calculs de basesde Gr�obner (voir [FGLM]) o�u les calculs de bases suivant le degr�e total sont bienplus rapides que suivant un ordre lexicographique. Similairement (malheureusement),les descriptions des mod�eles di��erentiels obtenues suivant un ordre altern�e sont moinsriches en informations que celles obtenues suivant un ordre d'�elimination.6.6 Contradictions alg�ebriques cach�eesDans l'exemple suivant, nous avons \tra�qu�e" un syst�eme d'�equations au d�eriv�eespartielles a�n de masquer le fait que v = 0 est une cons�equence des �equations de �.Les lettres sont u et v, les d�erivations sont �x, �y et �z.�8>>>>>><>>>>>>: u2yu2x = 2uyux � 1uxy = vvx = uxvzvy = uyvzu3z = uxuy:L'algorithme rosenfeld1 produit deux syst�emes r�eguliers pour l'ordre d'�elimination{ �u > �v pour tous op�erateurs de d�erivation � et �.{ �u > �u si � > � pour l'ordre lexicographique donn�e par �x > �y > �z

18>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

vzvyz � vzzvy = 0(v2zvyvyy + (�vzz + vvz)v3y)vx � v4zvyy + (v2zvzz � vv3z)v2y = 0u3z � 1 = 0vzuy � vy = 0(v2zvyvyy + (�vzz + vvz)v3y)ux � v3zvyy + (vzvzz � vv2z)v2y = 0vz 6= 0vzvyvyy � v2yvyz + vv3y 6= 0vy 6= 0v2yvx � v2zvy 6= 0uz 6= 0v2zvyvyy + (�vzz + vvz)v3y 6= 0 
28>>>>>>>><>>>>>>>>: v = 0u3z � 1 = 0uyy = 0uyux � 1 = 0uz 6= 0uy 6= 0GB d�etecte une contradiction alg�ebrique cach�ee dans 
1 : le syst�eme principal est lesecond syst�eme. Voici la base de Gr�obner qui lui est associ�ee :B8>>><>>>: vuz � 1uyyuxuy � 1:



96Mesures Les calculs ont �et�e e�ectu�es sur une station de travail RS6000. Les tempsde calculs sont fournis par /bin/time. Le premier est le temps r�eel, c'est-�a-dire celuipass�e par l'utilisateur entre le moment o�u la commande est entr�ee et celui o�u les r�esul-tats s'a�chent �a l'�ecran. Le second est le temps CPU e�ectivement consomm�e par leprogramme.nombre de syst�emes r�eguliers contradictoires totalrosenfeld1 2 26 55bases de Gr�obner non contradictoires contradictoiresGB 1 1temps de calcul temps r�eel (sec.) temps CPU (sec.)rosenfeld1 13:3 5:2GB 3:4 0:2



ConclusionEn introduction, nous avons pr�esent�e l'algorithme Rosenfeld{Gr�obner commele principal r�esultat de cette th�ese et nous en avons donn�e trois applications : d�ecidersi un syst�eme d'�equations polynomiales di��erentielles admet des mod�eles, calculer unensemble caract�eristique d'un id�eal di��erentiel premier de type �ni et rendre e�ectivescertaines propri�et�es structurelles des syst�emes dynamiques en automatique non lin�eaire.Chacun de ces trois domaines appelle des �etudes compl�ementaires sp�eci�ques que nousallons exposer en conclusion.Les algorithmes qui d�ecident si un syst�eme d'�equations est contradictoire fournissentdes r�eponses de type oui ou non. Il est donc essentiel de comparer les performancesen temps de calcul et en volume de m�emoire consomm�e de Rosenfeld{Gr�obneravec celles de ses concurrents, notamment avec celles des algorithmes d'�eliminationde Seidenberg. Le premier argument en notre faveur est le suivant : les algorithmesd'�elimination sont restreints aux seuls ordres d'�elimination sur l'alphabet des ind�e-termin�ees et l'exp�erience montre que pour la plupart des syst�emes, il existe un ordrequi n'est pas un ordre d'�elimination, pour lequel les calculs sont �el�ementaires. Sur cesujet, l'exemple des �equations d'Euler est particuli�erement frappant. Le second ar-gument est que les bases de Gr�obner calcul�ees par Rosenfeld{Gr�obner peuventêtre r�eutilis�ees pour d�ecider apr�es{coup de l'appartenance au radical d'un id�eal di��e-rentiel de type �ni. Toutefois, Grigor'ev a donn�e en 1987 une version de l'algorithmed'�elimination de Seidenberg en alg�ebre di��erentielle ordinaire avec une complexit�een temps triplement exponentielle pour le pire des cas. Cette borne est la meilleureconnue ; nous souhaitons l'am�eliorer, soit en �etablissant que Rosenfeld{Gr�obnerest meilleur, soit en concevant un nouvel algorithme inspir�e conjointement des id�ees deGrigor'ev et de celles de Rosenfeld.Dans le domaine du calcul d'ensembles caract�eristiques d'id�eaux de polynômes dif-f�erentiels, nous disposons de r�esultats compl�ementaires, non expos�es dans cette th�ese,qui nous ont �et�e communiqu�es par MM. Lazard et Ollivier.Le th�eor�eme dont M. Lazard nous a fait part semble permettre l'extraction d'unensemble caract�eristique d'un id�eal di��erentiel premier donn�e par une base, au sensde Ritt et Raudenbush. Ce r�esultat est d'autant plus satisfaisant que tout id�ealdi��erentiel premier admet une base �nie. Une autre cons�equence de ce th�eor�eme est desimpli�er le test d'appartenance au radical d'un id�eal di��erentiel quelconque �a partirdes bases de Gr�obner calcul�ees par notre algorithme. D'apr�es M. Ollivier, il est�egalement possible de d�ecomposer le radical de tout id�eal di��erentiel de type �ni en



98une intersection d'id�eaux di��erentiels radiciels d�e�nis chacun par un ensemble carac-t�eristique ; cette d�ecomposition fournit ensuite une m�ethode simple pour tester l'ap-partenance au radical de l'id�eal di��erentiel consid�er�e. Nous souhaitons �evidemmentd�evelopper ces r�esultats dans un avenir tr�es proche.Les probl�emes d'automatique non lin�eaire auquels nous nous int�eressons consistent leplus souvent en la recherche de relations qui lient entr'elles certaines grandeurs d�ecritespar un syst�eme dynamique non lin�eaire. La m�ethode couramment utilis�ee pour r�epondre�a ce type de question consiste �a calculer d'abord un ensemble caract�eristique ou unebase de Gr�obner, puis �a lire la relation voulue dans l'ensemble de polynômes calcul�e.Cette m�ethode provoque visiblement une grande quantit�e de calculs inutiles. Nouspensons qu'il doit être possible de traiter des syst�emes plus importants que ceux quenous avons donn�es en exemple dans cette th�ese en implantant des versions sp�ecialis�eesde Rosenfeld{Gr�obner.



99Annexe AExemples de sessionsA.1 Une application �a l'automatique non lin�eaireNous donnons ici la trace des calculs e�ectu�es sur les �equations d'un mobile enmouvement rectiligne uniforme �etudi�ees en section 6.3 (page 89). Le programme rosen-feld1 commence par demander le num�ero de fonction de sortie : nous demandons ici aulogiciel de n'imprimer que les syst�emes r�eguliers (code 2). Le programme demande en-suite le nombre de d�erivations (une) et l'alphabet. On sp�eci�e l'ordre admissible vouluen jouant sur le parenth�esage de l'alphabet. Le logiciel lit ensuite les �equations et lesin�equations du syst�eme initial.(1 :tous 2 :terminaux 3 :tous mais sans commentaires)numero de fonction : 2nombre de derivations : 1alphabet : (Y X Vy Vx R)% ordre : ... > Y' > Y > ... > X' > X > ... > Vy' > Vy > ... > Vx' >Vx > ... > R' > R(Entrez les equations (= 0) et les inequations (# 0))(terminez par <exit;>)Vx = X';Vy = Y';Vx' = 0;Vy' = 0;R = X^2 + Y^2;exit;Voici les syst�emes r�eguliers produits par l'algorithme. Chaque syst�eme est pr�ec�ed�epar sa position dans l'arbre des scindages, not�ee suivant une m�ethode classique. Lesimpressions se terminent par la liste des ind�etermin�ees apparaissant dans l'ensembledes syst�emes imprim�es et par quelques informations statistiques.% 1/1 1/2 1/2 1/3 2/2 1/3 1/4R''' = 0;Vx' = 0;(2.Vy^2 + 2.Vx^2 - R'') = 0;



100 ANNEXE A. EXEMPLES DE SESSIONS(2.R''.X^2 - 4.R'.Vx.X + 4.R.Vx^2 - 2.R.R'' + R'^2) = 0;(2.Vy.Y + 2.Vx.X - R') = 0;Vx # 0;(Vy^2 + Vx^2) # 0;Y # 0;(R''.X - R'.Vx) # 0;R'' # 0;Vy # 0;% 1/1 1/2 1/2 1/3 2/2 3/3 1/1 1/3 1/5R''' = 0;Vx = 0;(2.Vy^2 - R'') = 0;(2.R''.X^2 - 2.R.R'' + R'^2) = 0;(2.Vy.Y - R') = 0;R' # 0;(Vy^2 + Vx^2) # 0;(R''.X - R'.Vx) # 0;Y # 0;X # 0;R'' # 0;Vy # 0;% 1/1 1/2 1/2 2/3 1/2 1/3 1/2 1/3(2.R.R'' - R'^2) = 0;Vx' = 0;(4.R.Vy^2 + 4.R.Vx^2 - R'^2) = 0;(R'.X - 2.R.Vx) = 0;(R'.Y - 2.R.Vy) = 0;R # 0;Vx # 0;Y # 0;(Vy^2 + Vx^2) # 0;Vy # 0;R' # 0;% 1/1 1/2 1/2 2/3 2/2 1/4 1/1 1/3(2.R.R'' - R'^2) = 0;Vx = 0;(4.R.Vy^2 - R'^2) = 0;X = 0;(2.Vy.Y - R') = 0;Y # 0;(Vy^2 + Vx^2) # 0;R' # 0;Vy # 0;R # 0;



101% 1/1 1/2 1/2 3/3 1/2 1/2 3/3 1/1 1/2R'' = 0;Vx' = 0;(Vy^2 + Vx^2) = 0;(4.R'.Vx.X - 4.R.Vx^2 - R'^2) = 0;(4.R'.Vy.Y + 4.R.Vx^2 - R'^2) = 0;Vx # 0;Y # 0;R' # 0;Vy # 0;% 1/1 1/2 1/2 3/3 1/2 2/2 2/2 1/1 2/2 1/1 1/2R = 0;Vx' = 0;(Vy^2 + Vx^2) = 0;(X' - Vx) = 0;(Vy.Y + Vx.X) = 0;Y # 0;Vy # 0;% 1/1 1/2 2/2 1/2 1/2 1/3R''' = 0;(2.Vx^2 - R'') = 0;Vy = 0;(2.Vx.X - R') = 0;(2.R''.Y^2 - 2.R.R'' + R'^2) = 0;Vx # 0;Y # 0;R'' # 0;% 1/1 1/2 2/2 2/2 1/1 1/1R' = 0;Vx = 0;Vy = 0;X' = 0;(Y^2 + X^2 - R) = 0;Y # 0;% 1/1 2/2 1/2 1/2 1/3 1/2(2.R.R'' - R'^2) = 0;(4.R.Vx^2 - R'^2) = 0;Vy = 0;(2.Vx.X - R') = 0;Y = 0;Vx # 0;X # 0;R # 0;R' # 0;



102 ANNEXE A. EXEMPLES DE SESSIONS% 1/1 2/2 1/2 2/2 1/1 1/1R' = 0;Vx = 0;Vy = 0;(X^2 - R) = 0;Y = 0;X # 0;% 1/1 2/2 2/2 1/1 1/1 1/1R = 0;Vx = 0;Vy = 0;X = 0;Y = 0;[Y, X', X, Vy, Vx', Vx, R''', R'', R', R]% 34 insatisfiable[s]% 38 non autoreduit[s]% 0 autoreduit[s]% 12 autoreduit[s] et coherent[s]% 11 termina[l|ux]Un programme LEX reprend ensuite les syst�emes ci-dessus et les transforme enun script GB. L'ind�etermin�ee x(r) est not�ee x:r. En alg�ebre di��erentielle partielle, lecodage des op�erateurs de d�erivation est malheureusement moins �el�egant. Voici le scriptGB produit par le programme LEX :corps := INT;)displayPF off)type offvl := [z1,z2,z3,z4,z5,z6,z7,z8,z9,z10,z11,z12,z13,z14,z15,z16,z17,z18,z19,z20,z21,z22,z23,z24,z25,z26,z27,z28,z29,z30,z31,z32,z33,z34,z35,z36,z37,z38,z39,Y, X.1, X, Vy, Vx.1, Vx, R.3, R.2, R.1, R];poly := DMP (vl,corps);p1:poly := R.3;p2:poly := Vx.1;p3:poly := (2*Vy**2 + 2*Vx**2 - R.2);p4:poly := (2*R.2*X**2 - 4*R.1*Vx*X + 4*R*Vx**2 - 2*R*R.2 + R.1**2);p5:poly := (2*Vy*Y + 2*Vx*X - R.1);p6:poly := Vx*z1 + 1;p7:poly := (Vy**2 + Vx**2)*z2 + 1;p8:poly := Y*z3 + 1;p9:poly := (R.2*X - R.1*Vx)*z4 + 1;p10:poly := R.2*z5 + 1;p11:poly := Vy*z6 + 1;liste1:List (poly) := [p1,p2,p3,p4,p5,p6,p7,p8,p9,p10,p11];



103base1 := sugar (liste1);p1:poly := R.3;p2:poly := Vx;p3:poly := (2*Vy**2 - R.2);p4:poly := (2*R.2*X**2 - 2*R*R.2 + R.1**2);p5:poly := (2*Vy*Y - R.1);p6:poly := R.1*z7 + 1;p7:poly := (Vy**2 + Vx**2)*z8 + 1;p8:poly := (R.2*X - R.1*Vx)*z9 + 1;p9:poly := Y*z10 + 1;p10:poly := X*z11 + 1;p11:poly := R.2*z12 + 1;p12:poly := Vy*z13 + 1;liste2:List (poly) := [p1,p2,p3,p4,p5,p6,p7,p8,p9,p10,p11,p12];base2 := sugar (liste2);p1:poly := (2*R*R.2 - R.1**2);p2:poly := Vx.1;p3:poly := (4*R*Vy**2 + 4*R*Vx**2 - R.1**2);p4:poly := (R.1*X - 2*R*Vx);p5:poly := (R.1*Y - 2*R*Vy);p6:poly := R*z14 + 1;p7:poly := Vx*z15 + 1;p8:poly := Y*z16 + 1;p9:poly := (Vy**2 + Vx**2)*z17 + 1;p10:poly := Vy*z18 + 1;p11:poly := R.1*z19 + 1;liste3:List (poly) := [p1,p2,p3,p4,p5,p6,p7,p8,p9,p10,p11];base3 := sugar (liste3);p1:poly := (2*R*R.2 - R.1**2);p2:poly := Vx;p3:poly := (4*R*Vy**2 - R.1**2);p4:poly := X;p5:poly := (2*Vy*Y - R.1);p6:poly := Y*z20 + 1;p7:poly := (Vy**2 + Vx**2)*z21 + 1;p8:poly := R.1*z22 + 1;p9:poly := Vy*z23 + 1;p10:poly := R*z24 + 1;liste4:List (poly) := [p1,p2,p3,p4,p5,p6,p7,p8,p9,p10];base4 := sugar (liste4);p1:poly := R.2;p2:poly := Vx.1;p3:poly := (Vy**2 + Vx**2);p4:poly := (4*R.1*Vx*X - 4*R*Vx**2 - R.1**2);p5:poly := (4*R.1*Vy*Y + 4*R*Vx**2 - R.1**2);p6:poly := Vx*z25 + 1;p7:poly := Y*z26 + 1;p8:poly := R.1*z27 + 1;



104 ANNEXE A. EXEMPLES DE SESSIONSp9:poly := Vy*z28 + 1;liste5:List (poly) := [p1,p2,p3,p4,p5,p6,p7,p8,p9];base5 := sugar (liste5);p1:poly := R;p2:poly := Vx.1;p3:poly := (Vy**2 + Vx**2);p4:poly := (X.1 - Vx);p5:poly := (Vy*Y + Vx*X);p6:poly := Y*z29 + 1;p7:poly := Vy*z30 + 1;liste6:List (poly) := [p1,p2,p3,p4,p5,p6,p7];base6 := sugar (liste6);p1:poly := R.3;p2:poly := (2*Vx**2 - R.2);p3:poly := Vy;p4:poly := (2*Vx*X - R.1);p5:poly := (2*R.2*Y**2 - 2*R*R.2 + R.1**2);p6:poly := Vx*z31 + 1;p7:poly := Y*z32 + 1;p8:poly := R.2*z33 + 1;liste7:List (poly) := [p1,p2,p3,p4,p5,p6,p7,p8];base7 := sugar (liste7);p1:poly := R.1;p2:poly := Vx;p3:poly := Vy;p4:poly := X.1;p5:poly := (Y**2 + X**2 - R);p6:poly := Y*z34 + 1;liste8:List (poly) := [p1,p2,p3,p4,p5,p6];base8 := sugar (liste8);p1:poly := (2*R*R.2 - R.1**2);p2:poly := (4*R*Vx**2 - R.1**2);p3:poly := Vy;p4:poly := (2*Vx*X - R.1);p5:poly := Y;p6:poly := Vx*z35 + 1;p7:poly := X*z36 + 1;p8:poly := R*z37 + 1;p9:poly := R.1*z38 + 1;liste9:List (poly) := [p1,p2,p3,p4,p5,p6,p7,p8,p9];base9 := sugar (liste9);p1:poly := R.1;p2:poly := Vx;p3:poly := Vy;p4:poly := (X**2 - R);p5:poly := Y;p6:poly := X*z39 + 1;liste10:List (poly) := [p1,p2,p3,p4,p5,p6];



105base10 := sugar (liste10);p1:poly := R;p2:poly := Vx;p3:poly := Vy;p4:poly := X;p5:poly := Y;liste11:List (poly) := [p1,p2,p3,p4,p5];base11 := sugar (liste11);)axiom on gb.outbase (base1);base (base2);base (base3);base (base4);base (base5);base (base6);base (base7);base (base8);base (base9);base (base10);base (base11);)quitLe logiciel GB produit un �chier gb.out sous une forme peu lisible. Un deuxi�emeprogramme LEX r�e�ecrit les bases de Gr�obner sous la forme plus agr�eable que voici :[Y^2 + X^2 - R,2.Y.X.Vx - Y.R' - 2.X^2.Vy + 2.Vy.R,Y.X.R'' - Y.Vx.R' - X.Vy.R' + 2.Vy.Vx.R,2.Y.Vy + 2.X.Vx - R',2.Y.Vx^2 - Y.R'' - 2.X.Vy.Vx + Vy.R',2.X^2.R'' - 4.X.Vx.R' + 4.Vx^2.R - 2.R''.R + R'^2,2.Vy^2 + 2.Vx^2 - R'',Vx',R'''][Y^2 + X^2 - R,2.Y.Vy - R',Y.R'' - Vy.R',Y.R' + 2.X^2.Vy - 2.Vy.R,2.X^2.R'' - 2.R''.R + R'^2,2.Vy^2 - R'',Vx,R'''][Y^2 + X^2 - R,2.Y.Vy + 2.X.Vx - R',Y.Vx - X.Vy,



106 ANNEXE A. EXEMPLES DE SESSIONSY.R'' - Vy.R',Y.R' - 2.Vy.R,X.R'' - Vx.R',X.R' - 2.Vx.R,2.Vy^2 + 2.Vx^2 - R'',Vx',2.R''.R - R'^2][Y^2 - R,2.Y.Vy - R',Y.R'' - Vy.R',Y.R' - 2.Vy.R,X,2.Vy^2 - R'',Vx,2.R''.R - R'^2][Y^2 + X^2 - R,2.Y.X.Vx - Y.R' - 2.X^2.Vy + 2.Vy.R,2.Y.Vy + 2.X.Vx - R',2.Y.Vx^2 - 2.X.Vy.Vx + Vy.R',Y.Vx.R' + X.Vy.R' - 2.Vy.Vx.R,Y.R'^2 + 4.X^2.Vy.R' - 4.X.Vy.Vx.R - 2.Vy.R'.R,4.X.Vx.R' - 4.Vx^2.R - R'^2,Vy^2 + Vx^2,Vx',R''][Y^2 + X^2,Y.Vy + X.Vx,Y.Vx - X.Vy,X' - Vx,Vy^2 + Vx^2,Vx',R][Y^2 + X^2 - R,2.X.Vx - R',X.R'' - Vx.R',Vy,2.Vx^2 - R'',R'''][Y^2 + X^2 - R,X',Vy,Vx,R']



107[Y,X^2 - R,2.X.Vx - R',X.R'' - Vx.R',X.R' - 2.Vx.R,Vy,2.Vx^2 - R'',2.R''.R - R'^2][Y,X^2 - R,Vy,Vx,R'][Y,X,Vy,Vx,R]A.2 Equations d'EulerLa trace de session que nous donnons ci-dessous montre comment nous avons obtenu�a la calculatrice symbolique, l'�equation di��erentielle en v1 de la section 6.5 (page 93),cons�equence des �equations d'Euler d'un 
uide incompressible en deux dimensions.La calculatrice symbolique (calcul.cl ) est un interpr�eteur de commandes construitau-dessus des unit�es de compilation d�ecrites en d�ebut de chapitre VI, a�n de permettreune utilisation interactive des fonctions compil�ees. Lorsqu'on souhaite utiliser une fonc-tion en mode interpr�et�e, on ajoute �a la table d'op�erateurs de la calculatrice un nouveaumot-clef d�e�ni par :{ un symbole (par exemple red, delta, f...g, etc . . . ){ un mode (pr�e�xe, in�xe, post�xe) avec en plus un mode d'associativit�e pour lesop�erateurs in�xes : par exemple, l'op�erateur binaire � est implicitement paren-th�es�e �a gauche (a� b� c se lit (a� b)� c),{ une priorit�e,{ un pointeur sur la fonction �a appeler pour �evaluer l'op�erateur.C'est l'unit�e de compilation operateurs.cl qui est charg�ee de la lecture des expressionsavec op�erateurs. Elle construit un arbre qui est ensuite �evalu�e par la calculatrice. Voiciune description des op�erateurs utilis�es dans la trace qui suit :alf op�erateur pr�e�xe param�etr�e par une liste. Construit l'alphabet. On peut changerl'alphabet en cours de calcul.



108 ANNEXE A. EXEMPLES DE SESSIONSjets op�erateur pr�e�xe param�etr�e par une liste. D�e�nit une notation de jets qui permetde noter agr�eablement les ind�etermin�ees.f: : :g op�erateur post�xe param�etr�e par une expression qui s'�evalue en un polynôme.Les deux accolades encadrent une suite de d�erivations.delta op�erateur in�xe. Calcule le �{polynôme engendr�e par ses deux op�erandes.red op�erateur in�xe. Appelle l'algorithme de r�eduction.rmf op�erateur in�xe. Son deuxi�eme op�erande est une liste de polynômes par lesquelsla fonction appel�ee tente de diviser le premier op�erande.Nous donnons �a la fois les commandes entr�ees et les r�eponses du logiciel. Les deuxpremi�eres commandes font que l'ordre admissible utilis�e lors des calculs sera un ordred'�elimination : �p > �v2 >  v1pour toutes valeurs des op�erateurs de d�erivations �, � et  . Pour les lettres p (de mêmeque pour v2), on aura �p > �p si � est sup�erieur �a � pour l'ordre lexicographique (donn�epar la commande jets) : �1 > �2 > �tPour la lettre v1, on aura �v1 > �v1 si l'ordre de � est sup�erieur �a celui de � ou si lesdeux op�erateurs ont même ordre et si � est sup�erieur �a � pour l'ordre lexicographiquesur les d�erivations donn�e ci-dessus.Les trois polynômes p1, p2 et p3 sont les trois �equations d'Euler. On voit que lar�eduction par p3 substitue �v11 �a v22. Le polynôme p4, qui n'est pas utile pour le calcul,montre comment �eliminer la pression des deux premi�eres �equations. p4 comporte unterme embêtant en v21t qu'on peut supprimer par d�erivation par �2, puis par r�eductionpar p3. Le polynôme ainsi obtenu se nomme p5 et a la formeA � v211 +B � v2 + Co�u A, B et C appartiennent �a Qfv1g. En d�erivant p4 par �2 une fois de plus qu'il n'avaitfallu pour obtenir p5, on obtient p6 qui a la \même forme" que p5. Une simple r�eductionalg�ebrique donne p7, d'ind�etermin�ee principale v2 et de degr�e 1 en cette ind�etermin�ee.En d�erivant p7 par �2 puis en r�eduisant par p3, on obtient un nouveau polynôme dupremier degr�e en v2. Une simple r�eduction alg�ebrique donne la relation cherch�ee. Lepolynôme obtenu est d'ordre 5 en v1. Ce polynôme est divisible par v12 (l'initial de p7et de p8). Comme l'id�eal engendr�e par les �equations d'Euler est premier et que cetinitial ne lui appartient pas, p9 est bien une cons�equence des �equations initiales.nombre de derivations : 3alf [p,v2,v1:ord];-- ordre : ... > p' > p (lex) > ... > v2' > v2 (lex) > ... > v1' > v1 (ord)t



109jets [1,2,t];tp1 = v1{t} + v1 * v1{1} + v2 * v1{2} + p{1};(p{1} + v1{2}.v2 + v1.v1{1} + v1{t})p2 = v2{t} + v1 * v2{1} + v2 * v2{2} + p{2};(p{2} + v1.v2{1} + v2.v2{2} + v2{t})p3 = v1{1} + v2{2};(v2{2} + v1{1})p4 = (p1 delta p2) red p3;(- v1.v2{11} - v2{1t} + (v1{11} + v1{22}).v2 + v1.v1{12} + v1{2t})p5 = (p1 delta p2){2} red p3;(- v1{2}.v2{11} + (v1{112} + v1{222}).v2 + v1.v1{111} + v1{11t} +v1.v1{122} + v1{22t} - v1{1}.v1{11} + v1{2}.v1{12} - v1{1}.v1{22})p6 = (p1 delta p2){22} red p3;(- v1{22}.v2{11} + (v1{1122} + v1{2222}).v2 + v1.v1{1112} + v1{112t} +v1.v1{1222} + v1{222t} + 2.v1{2}.v1{111} - 2.v1{1}.v1{112} +2.v1{2}.v1{122} - 2.v1{1}.v1{222} - v1{12}.v1{11})p7 = p6 red p5;((- v1{2}.v1{1122} - v1{2}.v1{2222} + v1{22}.v1{112} + v1{22}.v1{222}).v2 -v1.v1{2}.v1{1112} - v1{2}.v1{112t} - v1.v1{2}.v1{1222} - v1{2}.v1{222t} +(v1.v1{22} - 2.v1{2}^2).v1{111} + 2.v1{2}.v1{1}.v1{112} + v1{22}.v1{11t} +(v1.v1{22} - 2.v1{2}^2).v1{122} + 2.v1{2}.v1{1}.v1{222} + v1{22}.v1{22t} +(v1{2}.v1{12} - v1{1}.v1{22}).v1{11} + v1{2}.v1{22}.v1{12} - v1{1}.v1{22}^2)p8 = p7{2} red p3;((- v1{2}.v1{11222} - v1{2}.v1{22222} + v1{222}.v1{112} + v1{222}^2).v2 -v1.v1{2}.v1{11122} - v1{2}.v1{1122t} - v1.v1{2}.v1{12222} -v1{2}.v1{2222t} - 3.v1{2}^2.v1{1112} + 3.v1{2}.v1{1}.v1{1122} -3.v1{2}^2.v1{1222} + 3.v1{2}.v1{1}.v1{2222} + (v1.v1{222} -3.v1{2}.v1{22}).v1{111} + 3.v1{2}.v1{12}.v1{112} + v1{222}.v1{11t} +(v1.v1{222} + v1{2}.v1{11} - 2.v1{2}.v1{22}).v1{122} + (v1{22t} -v1{1}.v1{11} + 3.v1{2}.v1{12} - v1{1}.v1{22}).v1{222})p9 = (p8 red p7) rmf [v1{2}];-- quotient : v1{2}((v1.v1{2}.v1{1122} + v1.v1{2}.v1{2222} - v1.v1{22}.v1{112} -v1.v1{22}.v1{222}).v1{11122} + (- v1.v1{2}.v1{1112} - v1{2}.v1{112t} -v1.v1{2}.v1{1222} - v1{2}.v1{222t} + (v1.v1{22} - 2.v1{2}^2).v1{111} +2.v1{2}.v1{1}.v1{112} + v1{22}.v1{11t} + (v1.v1{22} - 2.v1{2}^2).v1{122} +2.v1{2}.v1{1}.v1{222} + v1{22}.v1{22t} + (v1{2}.v1{12} -



110 ANNEXE A. EXEMPLES DE SESSIONSv1{1}.v1{22}).v1{11} + v1{2}.v1{22}.v1{12} - v1{1}.v1{22}^2).v1{11222} +(v1{2}.v1{1122} + v1{2}.v1{2222} - v1{22}.v1{112} -v1{22}.v1{222}).v1{1122t} + (v1.v1{2}.v1{1122} + v1.v1{2}.v1{2222} -v1.v1{22}.v1{112} - v1.v1{22}.v1{222}).v1{12222} + (- v1.v1{2}.v1{1112} -v1{2}.v1{112t} - v1.v1{2}.v1{1222} - v1{2}.v1{222t} + (v1.v1{22} -2.v1{2}^2).v1{111} + 2.v1{2}.v1{1}.v1{112} + v1{22}.v1{11t} + (v1.v1{22} -2.v1{2}^2).v1{122} + 2.v1{2}.v1{1}.v1{222} + v1{22}.v1{22t} +(v1{2}.v1{12} - v1{1}.v1{22}).v1{11} + v1{2}.v1{22}.v1{12} -v1{1}.v1{22}^2).v1{22222} + (v1{2}.v1{1122} + v1{2}.v1{2222} -v1{22}.v1{112} - v1{22}.v1{222}).v1{2222t} + (3.v1{2}^2.v1{1122} +3.v1{2}^2.v1{2222} + (v1.v1{222} - 3.v1{2}.v1{22}).v1{112} + v1.v1{222}^2 -3.v1{2}.v1{22}.v1{222}).v1{1112} - 3.v1{2}.v1{1}.v1{1122}^2 +(3.v1{2}^2.v1{1222} - 6.v1{2}.v1{1}.v1{2222} + (- v1.v1{222} +3.v1{2}.v1{22}).v1{111} + (- 3.v1{2}.v1{12} + 3.v1{1}.v1{22}).v1{112} -v1{222}.v1{11t} + (- v1.v1{222} - v1{2}.v1{11} + 2.v1{2}.v1{22}).v1{122} +(- v1{22t} + v1{1}.v1{11} - 3.v1{2}.v1{12} +4.v1{1}.v1{22}).v1{222}).v1{1122} + (v1{222}.v1{112} + v1{222}^2).v1{112t} +(3.v1{2}^2.v1{2222} + (v1.v1{222} - 3.v1{2}.v1{22}).v1{112} + v1.v1{222}^2 -3.v1{2}.v1{22}.v1{222}).v1{1222} - 3.v1{2}.v1{1}.v1{2222}^2 +((- v1.v1{222} + 3.v1{2}.v1{22}).v1{111} + (- 3.v1{2}.v1{12} +3.v1{1}.v1{22}).v1{112} - v1{222}.v1{11t} + (- v1.v1{222} - v1{2}.v1{11} +2.v1{2}.v1{22}).v1{122} + (- v1{22t} + v1{1}.v1{11} -3.v1{2}.v1{12} +4.v1{1}.v1{22}).v1{222}).v1{2222} + (v1{222}.v1{112} + v1{222}^2).v1{222t} +((2.v1{2}.v1{222} - 3.v1{22}^2).v1{112} + 2.v1{2}.v1{222}^2 -3.v1{22}^2.v1{222}).v1{111} + (- 2.v1{1}.v1{222} +3.v1{22}.v1{12}).v1{112}^2 + ((2.v1{2}.v1{222} +v1{22}.v1{11} - 2.v1{22}^2).v1{122} - 4.v1{1}.v1{222}^2 + (- v1{12}.v1{11} +5.v1{22}.v1{12}).v1{222}).v1{112} + (2.v1{2}.v1{222}^2 + (v1{22}.v1{11} -2.v1{22}^2).v1{222}).v1{122} - 2.v1{1}.v1{222}^3 + (- v1{12}.v1{11} +2.v1{22}.v1{12}).v1{222}^2)lt p9;v1{11122}A.3 G�en�eration de commentairesLa trace que nous donnons ici montre les commentaires que le programme rosenfeld1g�en�ere lorsqu'on lui demande d'imprimer tous les syst�emes. Il s'agit d'un exemple enalg�ebre di��erentielle partielle. L'anneau de polynômes estZfu; vg. Les d�erivations sontnot�ees suivant une notation de jets. L'ordre admissible est un ordre d'�elimination :�u > �v pour tous op�erateurs de d�erivation � et � ; l'ind�etermin�ee �u sera sup�erieure�a �v si � est sup�erieur �a � pour l'ordre lexicographique donn�e par la notation de jets :�x > �y > �z.(1 :tous 2 :terminaux 3 :tous mais sans commentaires)numero de fonction : 1



111nombre de derivations : 3alphabet : (u v)% ordre : ... > u' > u (lex) > ... > v' > v (lex)notation de jets (nil sinon) : (x y z)(Entrez les equations (= 0) et les inequations (# 0))(terminez par <exit;>)u{xy} = v;u{x} * u{y} = 1;v{x} = u{x} * v{z};v{y} = u{y} * v{z};u{z} = 1;exit;Chacun des syst�emes engendr�es par l'algorithme est pr�ec�ed�e par son emplacementdans l'arbre des scindages, par l'ensemble caract�eristique qui a �et�e extrait de ses �equa-tions (les �equations de l'ensemble caract�eristique choisi sont not�ees alternativementA1; A2; : : : et B1; B2; : : :) et par une description du scindage auquel il correspond.Les commentaires g�en�er�es pour ce syst�eme-ci sont assez int�eressants, parce quel'arbre des scindages est de petite taille. Ce type de commentaires est malheureuse-ment trop peu �elabor�e pour permettre l'�etude d'un syst�eme plus important.% 1/1 (NON_AUTOREDUIT)A1 = (u{z} - 1)A2 = (v{z}.u{y} - v{y})A3 = (v{z}.u{x} - v{x})% ---------- SYSTEME ----------(u{z} - 1) = 0;(v{z}.u{y} - v{y}) = 0;(v{z}.u{x} - v{x}) = 0;(u{y}.u{x} - 1) = 0;(u{xy} - v) = 0;% 1/1 1/3 (NON_AUTOREDUIT)ini A3 != 0ini A2 != 0REDUCTION (v{y}.v{x} - v{z}^2) = (u{y}.u{x} - 1) REDUIT PAR A3, A2REDUCTION (v{z}.v{xy} - v{yz}.v{x} - v.v{z}^2) = (u{xy} - v) REDUIT PAR A3B1 = (v{y}.v{x} - v{z}^2)B2 = (u{z} - 1)B3 = (v{z}.u{y} - v{y})% ---------- SYSTEME ----------(u{z} - 1) = 0;(v{z}.u{y} - v{y}) = 0;(v{z}.u{x} - v{x}) = 0;(v{y}.v{x} - v{z}^2) = 0;(v{z}.v{xy} - v{yz}.v{x} - v.v{z}^2) = 0;v{z} # 0;



112 ANNEXE A. EXEMPLES DE SESSIONS% 1/1 1/3 1/2 (AUTOREDUIT)ini B1 != 0REDUCTION (v{z}.v{y}.u{x} - v{z}^2) = (v{z}.u{x} - v{x}) REDUIT PAR B1REDUCTION (- v{z}^3.v{yy} + v{z}^2.v{y}.v{yz} - v.v{z}^2.v{y}^2) =(v{z}.v{xy} - v{yz}.v{x} - v.v{z}^2) REDUIT PAR B1QUOTIENT (v{z}.v{yy} - v{y}.v{yz} + v.v{y}^2) = (v{z}^3.v{yy} -v{z}^2.v{y}.v{yz} + v.v{z}^2.v{y}^2) DIVISE PAR v{z}QUOTIENT (v{y}.u{x} - v{z}) = (v{z}.v{y}.u{x} - v{z}^2) DIVISE PAR v{z}A1 = (v{z}.v{yy} - v{y}.v{yz} + v.v{y}^2)A2 = (v{y}.v{x} - v{z}^2)A3 = (u{z} - 1)A4 = (v{z}.u{y} - v{y})A5 = (v{y}.u{x} - v{z})% ---------- SYSTEME ----------(v{y}.v{x} - v{z}^2) = 0;(u{z} - 1) = 0;(v{z}.u{y} - v{y}) = 0;(v{y}.u{x} - v{z}) = 0;(v{z}.v{yy} - v{y}.v{yz} + v.v{y}^2) = 0;v{z} # 0;v{y} # 0;% 1/1 1/3 1/2 1/3 (NON_AUTOREDUIT)ini A5 != 0ini A1 != 0SYZYGIE ENTRE A1 et A2 REDUITE PAR A5, A4, A2, A1 RESULTAT :(2.v.v{z}^5.v{y}^5.v{yz} + (- 2.v.v{z}^4.v{zz} + 2.v^2.v{z}^5).v{y}^6)SYZYGIE ENTRE A4 et A5 REDUITE PAR A5, A4, A2, A1 RESULTAT :(- 2.v{z}^2.v{y}^4.v{yz} + 2.v{z}.v{zz}.v{y}^5)SYZYGIE ENTRE A3 et A5 REDUITE PAR A5, A4, A2, A1 RESULTAT :(- v{z}.v{yz} + v{zz}.v{y})SYZYGIE ENTRE A3 et A4 REDUITE PAR A5, A4, A2, A1 RESULTAT :(v{z}.v{yz} - v{zz}.v{y})QUOTIENT (v{z}.v{y}^4.v{yz} - v{zz}.v{y}^5) = (v{z}^2.v{y}^4.v{yz} -v{z}.v{zz}.v{y}^5) DIVISE PAR v{z}QUOTIENT (v{z}.v{yz} - v{zz}.v{y}) = (v{z}.v{y}^4.v{yz} - v{zz}.v{y}^5)DIVISE PAR v{y}QUOTIENT (v.v{z}.v{y}^5.v{yz} + (- v.v{zz} + v^2.v{z}).v{y}^6) =(v.v{z}^5.v{y}^5.v{yz} + (- v.v{z}^4.v{zz} + v^2.v{z}^5).v{y}^6) DIVISEPAR v{z}QUOTIENT (v.v{z}.v{yz} + (- v.v{zz} + v^2.v{z}).v{y}) =(v.v{z}.v{y}^5.v{yz} + (- v.v{zz} + v^2.v{z}).v{y}^6) DIVISE PAR v{y}B1 = (v{z}.v{yz} - v{zz}.v{y})B2 = (v{y}.v{x} - v{z}^2)B3 = (u{z} - 1)



113B4 = (v{z}.u{y} - v{y})B5 = (v{y}.u{x} - v{z})% ---------- SYSTEME ----------(v{z}.v{yy} - v{y}.v{yz} + v.v{y}^2) = 0;(v{y}.v{x} - v{z}^2) = 0;(u{z} - 1) = 0;(v{z}.u{y} - v{y}) = 0;(v{y}.u{x} - v{z}) = 0;(v.v{z}.v{yz} + (- v.v{zz} + v^2.v{z}).v{y}) = 0;(v{z}.v{yz} - v{zz}.v{y}) = 0;v{y} # 0;v{z} # 0;% 1/1 1/3 1/2 1/3 1/2 (NON_AUTOREDUIT)ini B1 != 0REDUCTION (v{z}^2.v{yy} + (- v{zz} + v.v{z}).v{y}^2) = (v{z}.v{yy} -v{y}.v{yz} + v.v{y}^2) REDUIT PAR B1REDUCTION v^2.v{z}^2.v{y} = (v.v{z}.v{yz} + (- v.v{zz} +v^2.v{z}).v{y}) REDUIT PAR B1QUOTIENT v.v{y} = v.v{z}.v{y} DIVISE PAR v{z}QUOTIENT v = v.v{y} DIVISE PAR v{y}A1 = vA2 = (u{z} - 1)% ---------- SYSTEME ----------(v{z}.v{yz} - v{zz}.v{y}) = 0;(v{y}.v{x} - v{z}^2) = 0;(u{z} - 1) = 0;(v{z}.u{y} - v{y}) = 0;(v{y}.u{x} - v{z}) = 0;(v{z}^2.v{yy} + (- v{zz} + v.v{z}).v{y}^2) = 0;v = 0;v{y} # 0;v{z} # 0;% 1/1 1/3 1/2 1/3 1/2 1/1 (AUTOREDUIT_COHERENT)REDUCTION 0 = (v{z}.v{yz} - v{zz}.v{y}) REDUIT PAR A1REDUCTION 0 = (v{y}.v{x} - v{z}^2) REDUIT PAR A1REDUCTION 0 = (v{z}.u{y} - v{y}) REDUIT PAR A1REDUCTION 0 = (v{y}.u{x} - v{z}) REDUIT PAR A1REDUCTION 0 = (v{z}^2.v{yy} + (- v{zz} + v.v{z}).v{y}^2) REDUIT PAR A1B1 = vB2 = (u{z} - 1)% ---------- SYSTEME ----------v = 0;(u{z} - 1) = 0;v{z} # 0;



114 ANNEXE A. EXEMPLES DE SESSIONSv{y} # 0;% 1/1 1/3 1/2 1/3 1/2 1/1 1/1 (SANS_SOLUTIONS)% ---------- SYSTEME ----------v = 0;(u{z} - 1) = 0;0 # 0;% 1/1 1/3 1/2 1/3 2/2 (SANS_SOLUTIONS)ini B1 = 0QUOTIENT 1 = v{z} DIVISE PAR v{z}QUOTIENT v{zz} = v{zz}.v{y} DIVISE PAR v{y}% ---------- SYSTEME ----------(v.v{z}.v{yz} + (- v.v{zz} + v^2.v{z}).v{y}) = 0;(v{z}.v{yy} - v{y}.v{yz} + v.v{y}^2) = 0;(v{z}.v{yz} - v{zz}.v{y}) = 0;(v{y}.v{x} - v{z}^2) = 0;(u{z} - 1) = 0;(v{z}.u{y} - v{y}) = 0;(v{y}.u{x} - v{z}) = 0;v{zz} = 0;1 = 0;v{z} # 0;v{y} # 0;% 1/1 1/3 1/2 2/3 (SANS_SOLUTIONS)ini A5 != 0ini A1 = 0QUOTIENT 1 = v{z} DIVISE PAR v{z}QUOTIENT (v{yz} - v.v{y}) = (v{y}.v{yz} - v.v{y}^2) DIVISE PAR v{y}% ---------- SYSTEME ----------(v{z}.v{yy} - v{y}.v{yz} + v.v{y}^2) = 0;(u{z} - 1) = 0;(v{y}.u{x} - v{z}) = 0;(v{z}.u{y} - v{y}) = 0;(v{y}.v{x} - v{z}^2) = 0;(v{yz} - v.v{y}) = 0;1 = 0;v{z} # 0;v{y} # 0;% 1/1 1/3 1/2 3/3 (SANS_SOLUTIONS)ini A5 = 0QUOTIENT 1 = v{y} DIVISE PAR v{y}



115QUOTIENT 1 = v{z} DIVISE PAR v{z}% ---------- SYSTEME ----------(u{z} - 1) = 0;(v{z}.v{yy} - v{y}.v{yz} + v.v{y}^2) = 0;(v{y}.v{x} - v{z}^2) = 0;(v{z}.u{y} - v{y}) = 0;1 = 0;v{y} # 0;v{z} # 0;% 1/1 1/3 2/2 (SANS_SOLUTIONS)ini B1 = 0QUOTIENT 1 = v{z} DIVISE PAR v{z}% ---------- SYSTEME ----------(v{z}.v{xy} - v{yz}.v{x} - v.v{z}^2) = 0;(v{z}.u{x} - v{x}) = 0;(v{y}.v{x} - v{z}^2) = 0;(u{z} - 1) = 0;(v{z}.u{y} - v{y}) = 0;v{y} = 0;1 = 0;v{z} # 0;% 1/1 2/3 (SANS_SOLUTIONS)ini A3 != 0ini A2 = 0QUOTIENT 1 = v{z} DIVISE PAR v{z}% ---------- SYSTEME ----------(u{xy} - v) = 0;(u{y}.u{x} - 1) = 0;(u{z} - 1) = 0;(v{z}.u{x} - v{x}) = 0;v{y} = 0;1 = 0;v{z} # 0;% 1/1 3/3 (NON_AUTOREDUIT)ini A3 = 0B1 = v{z}B2 = v{x}B3 = (u{z} - 1)B4 = (u{y}.u{x} - 1)% ---------- SYSTEME ----------(u{xy} - v) = 0;(u{y}.u{x} - 1) = 0;



116 ANNEXE A. EXEMPLES DE SESSIONS(u{z} - 1) = 0;(v{z}.u{y} - v{y}) = 0;v{x} = 0;v{z} = 0;% 1/1 3/3 1/2 (AUTOREDUIT)ini B4 != 0REDUCTION (- u{yy} - v.u{y}^2) = (u{xy} - v) REDUIT PAR B4REDUCTION - v{y} = (v{z}.u{y} - v{y}) REDUIT PAR B1A1 = v{z}A2 = v{y}A3 = v{x}A4 = (u{z} - 1)A5 = (u{yy} + v.u{y}^2)A6 = (u{y}.u{x} - 1)% ---------- SYSTEME ----------v{z} = 0;v{x} = 0;(u{z} - 1) = 0;(u{y}.u{x} - 1) = 0;(u{yy} + v.u{y}^2) = 0;v{y} = 0;u{y} # 0;% 1/1 3/3 1/2 1/1 (NON_AUTOREDUIT)SYZYGIE ENTRE A2 et A3 REDUITE PAR A6, A5, A4, A3, A2, A1 RESULTAT : 0SYZYGIE ENTRE A1 et A3 REDUITE PAR A6, A5, A4, A3, A2, A1 RESULTAT : 0SYZYGIE ENTRE A1 et A2 REDUITE PAR A6, A5, A4, A3, A2, A1 RESULTAT : 0SYZYGIE ENTRE A5 et A6 REDUITE PAR A6, A5, A4, A3, A2, A1 RESULTAT :2.v^2.u{y}^4SYZYGIE ENTRE A4 et A6 REDUITE PAR A6, A5, A4, A3, A2, A1 RESULTAT : 0SYZYGIE ENTRE A4 et A5 REDUITE PAR A6, A5, A4, A3, A2, A1 RESULTAT : 0QUOTIENT v = v.u{y} DIVISE PAR u{y}B1 = vB2 = (u{z} - 1)B3 = (u{y}.u{x} - 1)% ---------- SYSTEME ----------v{z} = 0;v{y} = 0;v{x} = 0;(u{z} - 1) = 0;(u{yy} + v.u{y}^2) = 0;(u{y}.u{x} - 1) = 0;v = 0;u{y} # 0;



117% 1/1 3/3 1/2 1/1 1/1 (AUTOREDUIT_COHERENT)REDUCTION 0 = v{z} REDUIT PAR B1REDUCTION 0 = v{y} REDUIT PAR B1REDUCTION 0 = v{x} REDUIT PAR B1REDUCTION u{yy} = (u{yy} + v.u{y}^2) REDUIT PAR B1A1 = vA2 = (u{z} - 1)A3 = u{yy}A4 = (u{y}.u{x} - 1)% ---------- SYSTEME ----------v = 0;(u{z} - 1) = 0;(u{y}.u{x} - 1) = 0;u{yy} = 0;u{y} # 0;% 1/1 3/3 1/2 1/1 1/1 1/1 (TERMINAL)% ---------- SYSTEME ----------v = 0;(u{z} - 1) = 0;u{yy} = 0;(u{y}.u{x} - 1) = 0;u{y} # 0;% 1/1 3/3 2/2 (SANS_SOLUTIONS)ini B4 = 0% ---------- SYSTEME ----------(v{z}.u{y} - v{y}) = 0;(u{xy} - v) = 0;v{z} = 0;v{x} = 0;(u{z} - 1) = 0;u{y} = 0;1 = 0;[u{xy}, u{x}, u{yy}, u{y}, u{z}, v{xy}, v{x}, v{yy}, v{yz}, v{y},v{zz}, v{z}, v]% 7 insatisfiable[s]% 6 non autoreduit[s]% 2 autoreduit[s]% 2 autoreduit[s] et coherent[s]% 1 termina[l|ux]
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