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Introduction

Les algeébres quantiques (ou groupes quantiques) ont été introduites en 1985 par Drinfel’d
[Dr] et Jimbo [Ji] pour construire des solutions de I’équation de Yang-Baxter, qui intervient
en mécanique statistique lors de I’étude des modeles exactement résolubles (en anglais: ezact
solvable models). 1’algebre quantique Uy,(g) est une algebre de Hopf contenant un parametre
q; lorsque g tend vers 1, on retrouve la structure de I’algeébre enveloppante de ’algebre de Kac-
Moody g. Le parametre ¢ correspond, dans le contexte des modeles exactement résolubles, a
la température. La situation ot ¢ tend vers 0 correspond alors au cas ou la température tend
vers le zéro absolu, ou le modeéle cristallise.

La terminologie de base cristalline, introduite par Kashiwara [Kasl] d’apres les calculs
de Date, Jimbo et Miwa, s’explique grace a cette interprétation. Une base cristalline est
une base < & ¢ = 0 » des représentations de Uj,(g), qui est envoyée sur elle-méme par une
action modifiée des générateurs de Chevalley. Le graphe sous-jacent d’une base cristalline,
appelée cristal, est un squelette du module ayant une combinatoire tres riche. La théorie des
bases cristallines et des bases canoniques fournit donc un remarquable outil pour étudier les
représentations des groupes quantiques. Les bases canoniques ont été introduites au début
des années 90 de facon indépendante par Kashiwara [Kasl], qui les appelle bases globales,
et par Lusztig [Lu2, Lu3]. Les bases canoniques sont des bases des représentations de U,(g)
stables sous P’action d’une certaine involution de U,(g) et qui redonnent & ¢ = 0 les bases
cristallines. Dans [Lu3|, Lusztig a construit les bases canoniques de facon géométrique en
analysant le travail de Ringel [Ri]. Celui-ci construit le groupe quantique comme une algebre
de Hall associée a un carquois. Dans ce contexte, la base canonique correspond & des faisceaux
pervers irréductibles sur les variétés de représentations de carquois.

La théorie des algebres quantiques a depuis envahi de nombreux domaines de la phy-
sique mathématique, mais aussi des mathématiques pures: invariants de nceuds, C*-algebres,
théorie des représentations des algebres de Kac-Moody, théorie des représentations modu-
laires des groupes algébriques réductifs, etc. En particulier, Lusztig a mis en évidence I’étroite
analogie entre la théorie des représentations d’un groupe algébrique G en caractéristique p
et celle de Us(g), ou g est l'algebre de Lie de G et ( est une racine p-ieme de l'unité. Il
a aussi conjecturé une formule exprimant les caractéres des modules simples de U¢(g) au
moyen de polynomes de Kazhdan-Lusztig du groupe de Weyl affine de G. Cette conjecture a
été démontrée par Kazhdan-Lusztig et Kashiwara-Tanisaki.
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De maniére analogue, James a remarqué une analogie étroite entre les représentations des
groupes symétriques en caractéristique p et celles des algebres de Hecke de type A spécialisées
a une racine p-itme de l'unité. Lascoux, Leclerc et Thibon [LLT] ont alors conjecturé que
les matrices de transition des bases canoniques du U, (g[n)—module simple de plus haut poids
Ay donnent les matrices de décomposition d’une algebre de Hecke de type A spécialisée a
une racine primitive n-iéme de P'unité. Ce résultat a été prouvé par Ariki [A2] en 1996.
Plus généralement, Ariki a démontré que les matrices de transition des bases canoniques du
U, (g[n)—module simple de plus haut poids Ay, +- - -+A,, donnent les matrices de décomposition
des algébres de Ariki-Koike Hc(&; €%, ... ,£%), ol € est une racine primitive n-ieme de 'unité.
Par ailleurs, Varagnolo et Vasserot [VV] ont démontré la conjecture de Leclerc et Thibon,
selon laquelle les matrices de transition des bases canoniques de 'espace de Fock de niveau
1 donnent les matrices de décomposition des wv-algebres de Schur de Dipper-James [DJ2]
spécialisées & une racine primitive n-ieme de 1'unité.

Les espaces de Fock de niveau supérieur, qui constituent une généralisation de ’espace
de Fock de niveau 1 [H, MM] (voir aussi [LT]), ont été introduits dans [JMMO] pour calculer
le graphe cristallin de n’importe quelle représentation irréductible intégrable de niveau [ > 1
de U,(sl,). Dans [U2], Uglov a construit les bases canoniques des espaces de Fock de niveau
supérieur en généralisant les travaux de [LT] dans le cas du niveau 1. Uglov a notamment
donné une expression des matrices de transition des bases canoniques a l'aide de polynomes
de Kazhdan-Lusztig paraboliques correspondant & des algebres de Hecke affines de type A.
Uglov a également donné un algorithme simple permettant de calculer ces bases canoniques a
I’aide de redressements de g-produits extérieurs non ordonnés. Malheureusement, ces redres-
sements deviennent rapidement tres coiiteux, c’est pourquoi cette méthode est en pratique
d’une utilité assez limitée.

Dans ce mémoire, nous avons étudié les bases canoniques d’Uglov (voir les chapitres 2 et
3) et nous avons abordé les questions suivantes.

1. Peut-on calculer ces bases sans effectuer de redressement ?

2. Siw et w' sont deux poids du U, (g[n)—module F,[s;] conjugués sous l'action du groupe
de Weyl, existe-t-il des conditions sur w et w’ qui garantissent que les matrices de
transition des bases d’Uglov dans les sous-espaces de poids w et w' sont égales?

3. De maniere duale, si s; et ¢; sont deux multi-charges congrues I'une & ’autre modulo n,
existe-t-il des conditions qui assurent que les matrices de transition des bases d'Uglov
de sous-espaces de poids de F[s;] et F[t;] coincident?

4. Existe-t-il un lien entre les bases d’Uglov et les matrices de décomposition des v-algebres
de Schur cyclotomiques de Dipper-James-Mathas, généralisant a la fois [VV] et [A2]?

Voici maintenant un bref résumé de nos résultats. Les résultats du chapitre 8 sont
également contenus dans [Y].

1. Nous décrivons au chapitre 5 un algorithme permettant de calculer les bases d’Uglov
sans faire de redressement. Notre algorithme est une généralisation de I'algorithme de
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Leclerc et Thibon décrit dans [Le] pour [ = 1. Il y a cependant deux difficultés nouvelles
en niveau [ > 1. Tout d’abord, le calcul de 'action de l'algebre de Heisenberg H est
beaucoup plus délicat. Nous aurons aussi besoin de ’action de l'algebre U]['J (sl;), qui est
triviale lorsque | = 1.

2. Nous montrons au chapitre 4 que si w est un poids du Uq(;[n)—module F[s/] tel que
w + a; n’est pas un poids de Fy[s;], et si w’ = 0;.w, alors les matrices de transition des
bases d’Uglov dans les sous-espaces de poids w et w' sont égales. Ce résultat est une
généralisation en niveau supérieur d’un théoréme de [LM].

3. Toujours au chapitre 4, nous comparons les matrices de transition des bases d’Uglov
de sous-espaces de poids de F[s;] et F[t;] lorsque s; et ¢; sont deux multi-charges
congrues l'une & Pautre modulo n. Nous disons que la multi-charge s; = (s1,...,s;)
est tres dominante si on a s; > s2 > -+ > s;. Nous montrons en particulier que les
matrices de transition des bases canoniques de certains sous-espaces de poids de F[s]
ne dépendent pas de la multi-charge s; de résidus modulo n fixés, pourvu que celle-ci
soit tres dominante.

4. Au chapitre 6, nous rappelons les principaux éléments de la théorie des représentations
des algebres d’Ariki-Koike ([DJM, Mat3]). Nous rappelons au chapitre 7 les principaux
éléments de la théorie des représentations des wv-algebres de Schur cyclotomiques de
Dipper-James-Mathas [DJM]; nous donnons en particulier la formule sommatoire de
Jantzen [JM] qui est un outil important pour calculer les matrices de décomposition.
Au chapitre 8, nous établissons une expression combinatoire de la dérivée a ¢ = 1 de la
matrice A(g) de I'involution de I’espace de Fock F,[s;]. Nous donnons une expression
de A'(1) en termes de certaines suites, appelées bonnes suites, qui interviennent dans
le redressement de g-produits extérieurs non ordonnés. Nous relions ensuite cette ex-
pression & une matrice de valuations p-adiques de déterminants de Gram associés aux
v-algebres de Schur cyclotomiques. Nous obtenons alors une formule analogue a une
version matricielle de la formule sommatoire de Jantzen. Ceci nous conduit & conjectu-
rer que si la multi-charge s; = (s1,...,5;) est trés dominante, les matrices de transition
des bases canoniques de F[s;] donnent un g-analogue des matrices de décomposition
d’une v-algebre de Schur cyclotomique. Ainsi, nous proposons pour la premiere fois une
interprétation de certaines bases d’Uglov en termes d’une catégorie de représentations
d’algeébres quasi-héréditaires : les v-algeébres de Schur cyclotomiques. Il est raisonnable
de penser qu’en général, lorsque s; n’est pas tres dominante, les bases d’Uglov ont
encore une interprétation similaire en termes d’autres algebres quasi-héréditaires pro-
venant des algebres de Cherednik (voir [Ro]).
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Notations
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Notations

Dans ce mémoire, nous utiliserons les notations suivantes.

| X| ou X
N? Z? Q? R? C

N*’ Z*’ Q*’ R*’ C*

[a; 0] (a, b€ Z)
lz] (z € R)

[z] (z € R)
Mumn(A) (resp. M (A))

mod—A

Cardinal de ’ensemble fini X.

Ensemble des entiers naturels, des entiers relatifs, des
nombres rationnels, des nombres réels, des nombres
complexes.

Ensemble des entiers naturels non nuls, des entiers relatifs
non nuls, des nombres rationnels non nuls, des nombres réels
non nuls, des nombres complexes non nuls.

Désigne l'intervalle {z € Z | a < z < b}.

Désigne la partie entiere de x, i.e. le plus grand entier
inférieur ou égal a .

Désigne le plus petit entier supérieur ou égal a x.

Ensemble des matrices & m lignes et n colonnes (resp. ma-
trices carrées & m lignes et m colonnes) & coefficients dans
I'anneau A. Sin = 1, on identifie M, 1(A) et A™. L’entrée
de la matrice M € M, ,(A) située a la i-ieme ligne et la
j-ieme colonne (1 < i < m, 1 < j < n) sera notée m; ;. Si
A=Ret M, M € My, (R), on écrit M < M' sion a
m;; < m;] pour tout 1 <7 < m, 1 <5 < n. Notons que
(M n(R), <) est un treillis; on peut donc parler du mini-
mum et du maximum de deux matrices a coefficients réels
de méme taille.

Catégorie des A-modules & droite de type fini, ou A est une
R-algebre libre de rang fini comme R-module et R est un
anneau commutatif unitaire. Nous nous permettrons d’écrire
< M € mod—A > pour dire < M est un objet de mod—A >,
méme si la classe des objets de mod—A n’est pas un en-
semble.
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Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons certaines notions de base relatives a la combinatoire
des (multi-)partitions, auz bases cristallines et globales de Ugy(sly,), et a l'algébre de Hecke du
groupe symétrique affine.

1.1 Combinatoire des partitions et multi-partitions

En suivant en grande partie [DJM] et [Mac], nous donnons ici toutes les définitions de
base concernant les (multi-)compositions et plus particulierement les (multi-)partitions dont
nous aurons besoin par la suite.

1.1.1 Compositions, multi-compositions, partitions, multi-partitions

Soit N € N*. Une composition de N est une suite & = (v, ..., ) d’entiers strictement
positifs telle que a1 + -+ + a,, = N. Les entiers «; sont les parts de a. L’entier r est la
longueur de «, qu’on note #(c). L’entier N est le rang de «, qu’'on note |«|. L’ensemble des
compositions de N sera noté =, et ’ensemble de toutes les compositions sera noté =. Il
peut étre commode de noter une composition en la faisant suivre d’une suite (éventuellement
infinie) de zéros: par exemple, (1,3,2), (1,3,2,0), (1,3,2,0,0), (1,3,2,0,0,...), etc. désignent la
méme composition. Par convention, il existe une unique composition de 0, qu’on note (), (0)
ou 0. Une I-multi-composition de N est un I-uplet de compositions o = (1), ... o) tel que
laM] 4. +]a®| = N. On dit que a®, 1 < b <1 est la b-iéme composante de . Lentier
N est le rang de a, qu’on note |a|; 'ensemble des [-multi-compositions de N sera noté ElN

Le diagramme de Young de la multi-composition a = (a(l), L ,a(l)) est Pensemble
D(e) = {(i,j,b) € N' x N x [1;1] | 1 <j <o},

dont les éléments sont appelés neuds, boites ou cases de a. (Plus généralement, un neud
est un élément de Z3.) Nous identifierons désormais les [-multi-compositions avec leurs dia-
grammes de Young que nous représenterons, en suivant la convention francaise, comme des
[-uplets de tableaux. Si N = 1 (i.e. si a est une composition), nous omettrons la troisiéme
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composante dans 1'écriture (4,7,b) d’un nceud de a. Si~y = (7,5,b) € a, V'entier i (resp. j, resp.
b) sera noté i(y) (resp. j(7y), resp. b(7y) ). Le bord ou la frontiére de e, que I'on note dax, est
I’ensemble formé des boites situées le plus a droite dans chacune des lignes des diagrammes
représentant les composantes de «, c’est-a-dire que 'on a

oo := {(i,j,b) Ea|j:agb)}.

La figure 1.1 ci-dessous illustre le dessin d’une multi-composition et de sa frontiere.

[ ]
D,

F1G. 1.1 — Dessin de la multi-composition ((3,5),@,(2,2,1,2)) et de sa frontiére (les cases de
la frontiére sont représentées en gris).

On introduit sur les [-multi-compositions de N ordre (partiel) de dominance, aussi appelé
ordre naturel. Soient a = (oM, ... ,a®) et 8 = (81, ..., 1) deux I-multi-compositions de
N. On dit que B domine a, et on écrit 3> a si pour tout £ > 0,1 <b < N,on a

b—1 k b—1 k

i b i b
DILIES SELED SILLED ol
i=1 j=1 i=1 j=1

On écrit B> a si B> a et B # a. Par exemple, les 2-multi-compositions de 2 rangées dans
cet ordre sont

(@.0) > (1.1.0) > ((1).(1) > (0,(2)) > (B,(1,1)).

Une partition de N est une composition de N dont les parts forment une suite décroissante ;
par exemple, (2,2,1) est une partition, mais pas (2,1,2). Par convention, () est une partition.
[’ensemble des partitions de N sera noté Ily, et I’ensemble de toutes les partitions sera noté
I1. On définit sur [y Uordre lexicographique décroissant par

A>ps A=p)ou (Fi| A =1,y Nt = fi1, A > 1)

il s’agit d’un ordre total. Par exemple, les partitions de 5 rangées dans cet ordre sont
(5) > (4,1) > (3,2) > (3,1,1) > (2,2,1) > (2,1,1,1) > (1,1,1,1,1).

On montre aisément que cet ordre est compatible avec I'ordre de dominance, 7.e. on a

A p=A>p.
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Il peut étre commode d’écrire une partition A en < notation multiplicative > ; avec cette

notation,
A= (1mM2m23ms )

désigne la partition ayant exactement m; parts égales & 1, my parts égales a 2, etc. On dit
alors que m; (i > 1) est la multiplicité de la part i de A. Soit N € N*. On dit que X est
N -réguliére si toutes les parts de A ont une multiplicité strictement inférieure & N. Si A est
une partition, on introduit la partition conjuguée X' définie par

No=t{i A > >,

Par exemple, la partition conjuguée & (4,3,3,2,1) est (5,4,3,1). En termes de diagrammes de
Young, le diagramme de X’ est le symétrique de celui de A par rapport & la diagonale princi-
pale. On a clairement £(X') = Ay, [N = |A] et X' = A

Une [-multi-partition de N est une [-multi-composition de N dont toutes les composantes
sont des partitions. I.’ensemble des [-multi-partitions de N sera noté Hg\,. Si A € IT' est une
multi-partition dont les composantes sont (dans ordre) (A, ... A1), on définit la multi-
partition conjuguée X' € II' par X' := (NO ... X)),

1.1.2 Formes gauches, rubans

Soient A et p deux partitions telles que A contient p, i.e. telles que D(A) D D(u) (ou de
fagon équivalente, \; > p; pour tout 7). La différence ensembliste

0 =X p:= D)\ D(u)

est appelée forme gauche (en anglais, skew diagram). Par exemple, si A est la partition
(5,4,4,1) et p est la partition (4,3,2), alors @ := A\/u correspond aux cases blanches du
diagramme suivant :

On définit de fagon naturelle la taille de @ = \/p par 0] := |A| — |u|.

Un chemin dans la forme gauche 0 est une suite de cases zg,z1,...,z, € 0 telle que pour
tout i, les cases x; et x;11 ont un c6té en commun. On dit que 0 est conneze si étant donné
deux cases quelconques z et y de 6, il existe un chemin allant de z & y dans 6. Les compo-
santes connexes de # sont les parties de f connexes maximales. Dans ’exemple ci-dessus, 0
admet 3 composantes connexes.

Un ruban est une forme gauche connexe ne contenant aucun bloc de 2 X 2 boites. La téte
(resp. queue) du ruban p est le nceud v = (7, ) contenu dans p tel que j — 17 est minimal (resp.
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maximal) ; nous noterons hd(p) (resp. tl(p)) ce nceud. Si hd(p) = (4, 7) et tl(p) = (¢',5), la
hauteur de p est la quantité ht(p) := 7 — 14’ € N. La longueur de p est le nombre n de boites
contenues dans p; on note alors n = #(p) et on dit que p est un n-ruban.

Exemple 1.1 Sur la figure 1.2, p, p’ et p” sont trois rubans de hauteurs respectives 2, 1 et
0 et de longueurs respectives 4, 4 et 3. o

F1G. 1.2 — Dessin de trois rubans.

1.1.3 Tableaux

Les définitions que nous donnons dans ce paragraphe sont celles de [Mat3] (voir aussi

[DJM)]) ; nous aurons besoin des tableaux aux chapitres 6 et 7. Soit a = (oY, ... ,a)) une
[-multi-composition de m. Un a-tableau est une bijection T : D(ax) — [1; m]; on dit aussi
que T est un tableau de profil ou de forme a, et on pose Shape(T) := a. On peut voir

T comme un [-uplet de tableaux T = (T(M, ... T"), ot pour tout 1 < b < I, T est un
a®)-tableau; on dit alors que T® est la b-itme composante de T. Nous représenterons T
comme le diagramme obtenu & partir du diagramme de Young de « en plagant 1’entier 7'(vy)
dans la boite y pour tout v € D(ex) (voir Pexemple 1.2). Pour 1 < k < m, nous noterons
ir(k) (resp. jr(k), resp. br(k)) le numéro de la ligne (resp. colonne, resp. composante) de la
boite T~!(k) € D(ex), et nous noterons |T| le nombre de boites de T.

Un tableau T est dit standard si Shape(T') est une multi-partition et pour tout (k,k') € N2
tel que 1 <k < k' <|T| et bp(k) = br(k'), on aip(k) <ip(k') et jr(k) < jr(k'). Autrement
dit, T" est standard si le profil de T' est une multi-partition et si dans chaque composante
de T', les entrées croissent du bas vers le haut le long de chaque colonne et de la gauche
vers la droite le long de chaque ligne. L’ensemble des A-tableaux standard sera noté Std(X).
Soit a € EL,. On définit le tableau T comme étant I'unique a-tableau tel que pour tout
1<k<Kk <m,ona

(i) bra( )
(11) bToc( T I) = i7a (k‘) < i7a (k,) et
(iii)  (bre(k) = bre(K'),ire (k) = ira (k') = jra(k) < jre(K).
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Notons que si A € II!,, est une multi-partition, alors T est un tableau standard.

Exemple 1.2 Soit A :=((3,2),(1,1)). Alors S := ( ? ; ik ) est un A-tableau stan-

_(]6]5 ] A [4]5
dardetT.-( 112 4|,)estun)\tableaunonstandard.OnaT —< 12 3|,>.

o

=l

Le groupe symétrique &,, agit de fagon naturelle a droite sur [1; m]. Si a € Z},
T est un a-tableau et 0 € &,,, soit T.o le tableau de profil & obtenu en remplacant
chaque entrée de T par son image par o. On définit ainsi une action a droite de &,
sur 'ensemble des a-tableaux (o € E!). Par exemple, si A et S sont définis comme &

'exemple 1.2, alors on a S = T*.(2,3,4)(5,7,6). Si @ = (a1,...,a,) est une composition de
N, soit G, = G4, X --- X G,, C Gy le sous-groupe de Young associé & «. De méme, si
o= (aW,...,a) est une {-multi-composition de m, soit Sq = S, X XG0 C Gy le

sous-groupe de Young associé a a; il s’agit du stabilisateur des lignes du tableau 7T%.

Nous aurons besoin plus généralement des tableaux suivants. Soient a et 3 = (6(1),...,50)
deux [-multi-compositions de m. Un tableau de profil o (ou de forme a) et de type B est une
application T : D(a) — N* x [1; ] telle que ﬁ,gd) =f{y € D(e) | T(y) = (k,d)} pour tout
(k,d) € N* x [1; []. Notons Shape(T) := e le profil de T et Type(T) := 3 le type de T. On
dit encore que T est un a-tableau de type B. L’exemple 1.3 montre deux tableaux de type
((3,1),(1,1),(2,1)). Si T est un a-tableau standard et B € E.,,, soit B(T) le a-tableau de type
B défini par

v € D(a) = (ips (T(7)) s by (T(7))) €N x [1;1] 5
autrement dit, 3(T) est le a-tableau de type 3 obtenu & partir de T en remplagant chaque
entrée k par (4,b) si k apparait a la i-eme ligne de la b-iéme composante de T2,

Exemple 1.3 Prenons a = ((5,1),(2),(1)) et 8 =((3,1),(1,1),(2,1)). Soit

_ [ [5] .
r - ( Blasmms B2 )

notons que 1" est un a-tableau standard. On a,

- (] %) _ ([l %113, [2
IB(T ) ( 11 11|11|’7 13 13| et ,B(T) 11 11|11|21|13|7, s

ou on écrit kg au lieu du couple (k,d) € N* x [1; I]. o

Définition 1.4 Définissons un ordre sur N* x [1; [] en écrivant (k,d) < (k',d’) si d < d’ ou
(d=d et k <k, (kd),k,d)eN x[1;1]; il sagit d’un ordre total. Soient A € II,, et T
un A-tableau (de type p). On dit que T est semi-standard si
(i) Pour tout (4,5,5',b) € N* tel que (i,j,b) et (i,5",b) sont des nceuds de D(X) et 5 < 5/, on
a T(i,7,b) < T(4,5',b) (au sens de 'ordre défini ci-dessus).
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(ii) Pour tout (i,i',5,b) € N* tel que (i,5,b) et (i',5,b) sont des nceuds de D(X) et i < i, on
a T(i,j,b) < T(i',5,).
(iii) Si (z,5,b) € D(A) et (k,d) := T(4,5,b), alors d > b.

L’ensemble des A-tableaux semi-standard sera noté SStd(A) et 1’ensemble des A-tableaux
semi-standard de type p sera noté SStd(A,u). o

La condition (i) signifie que les entrées de T croissent, au sens large, au sein de chaque
ligne de chaque composante de T. La condition (ii) signifie que les entrées de T croissent, au
sens strict, au sein de chaque colonne de chaque composante de T. Notons que la condition
(iii) est automatiquement remplie sil = 1; dans ce cas, on retrouve la définition habituelle des
tableaux semi-standard qui provient de la théorie des représentations des groupes linéaires
et symétriques.

Remarque 1.5 La condition (iii) de la définition ci-dessus a été introduite dans [DJM];
elle est motivée par un résultat concernant les modules permutationnels pour les algebres de
Ariki-Koike (voir [DJM, Corollary 3.24]). Cette condition est introduite pour avoir le résultat
suivant. Soient X, u € Il et T' € Std(X). Alors p(T') satisfait la condition (iii) si et seulement
si by (k) < byu(k) pour tout 1 <k < m. o

Remarque 1.6 Soit w := ((0),...,(0),(1™)) € I}, (ici, (1™) désigne la partition de m dont
toutes les parts sont égales & 1). Soit A € II',. Alors I'application

w:T € Std(A) — w(T) € SStd(A,w)

est bien définie et bijective. Nous identifierons désormais, via w, ’ensemble des A-tableaux
standard et ’ensemble des A-tableaux semi-standard de type w. o

Exemple 1.7 Si A € I, alors

T := X\(T?)
est I'unique A-tableau semi-standard de type A. Par exemple, pour A = ((3,1),(1,1),(2,1)),
on a
T)\ _ 2 23
1|14 [1] 7 1) [15]15]
(voir exemple 1.3). Le tableau B(T') de 'exemple 1.3 est également semi-standard. o

1.1.4 Multi-partitions chargées

Une charge (resp. l-multi-charge) est un élément de Z (resp. Z!), et une l-multi-partition
chargée est un élément de II' x Z!. Soit (X\,s) une [-multi-partition chargée. Le contenu du
neeud v = (i,7,b) € X est 'entier

cont(y) = cont(y;8) :=s,+j —i € Z,
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ou 8 = (s1,...,5) désigne les composantes de s. Sin € N*, le résidu modulo n de v € X est
res, () = res,(7; s8) := cont(y) mod n € Z/nZ = [0; n — 1].

Sic € Z, on dit que v € A est un c-neud si res,(y; 8) = ¢ mod n.

Soit (p,s) une [-multi-partition chargée. On dit que v € p est un noeud de type R de (u,8)
si A= p\ {7} est le diagramme d’une multi-partition. Dans ce cas, on dit aussi que «y est un
neeud de type A de (A,s); en particulier, v ¢ A. Autrement dit, un nceud de A est de type A
(resp. de type R) si on peut I'ajouter au (resp. le retirer du) diagramme de Young de A de
fagon & ce que le résultat obtenu soit encore le diagramme de Young d’une multi-partition.
Pour 0 < ¢ < n — 1, nous noterons N.(A; s;n) (resp. Ac(X;8;n), resp. Re.(A;8;n)) le nombre
de c-nceuds (resp. le nombre de c-nceuds de type A, resp. le nombre de ¢-nceuds de type R)
de (A,s). On pose aussi

Mc(X;83n) == Ac(A;83n) — Re(A;85n).
Soient X\, u € II', s € Z!, ¢ € Z et k € N*. Nous écrirons

PR I
s'il existe une suite de [-multi-partitions (® c () ... c v*) telles que A = (), n= v(k)
et pour tout 1 < j < k, @) /i~ est un c-nceud de type A de (vU~1),s).

Soient A = (AW, ... XDy e I, s = (s1,...,5)) € Z' et ¢ € Z. On définit un ordre total
< sur les c-neeuds de type A et de type R de (A,s) en disant que (7,5,b) < (7,5',0') si et
seulement si j—i+s, < j'—i' + sy ou (j—i+s, =5 —i' +sy et b < V). En effet, pourd € Z,
1 < b <1, il existe au plus un c-nceud v € A®) de type A ou de type R tel que j(y)—i(y) = d,
donc < est bien un ordre total (& savoir, 'ordre lexicographique portant sur les diagonales

. . c:k
puis sur les composantes). Si A — p, on pose

Mz (X p;8;n) = Z (]j {B € N? | 8 est un c-nceud de type A de (p,8) et 3 > fy}
YEB/A
—f {ﬁ € N? | B est un c-nceud de type R de (A,s) et 3 > 'y}),

et on définit de méme MS(X; p; s;n).

Exemple 1.8 Prenons s = (5,0,2,1), A = ((5,3,3,1),(3,2),(4,3,1),(2,2,2,1)), n = 3 et ¢ = 0.
Alors on a

Ne(A;8;n) =11, Ac(A;8n) = Re(A;8;n) =5 et Mo(A;8;n) =0.

Les c-nceuds de type A de (A,s) sont (5,1,4), (4,2,1), (1,4,2), (1,3,4) et (1,5,3) ; les c-noeuds
de type R de (A,s) sont (2,2,2), (3,1,3), (3,2,4), (2,3,3) et (1,5,1), comme le montre la figure
1.3. La liste de tous ces nceuds rangés suivant ’ordre décrit précédemment est

(5,1,4) < (2,2,2) < (3,1,3) < (3,2,4) < (4,2,1) < (1,4,2) < (2,3,3) < (1,3,4) < (1,5,3) < (1,5,1).
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Prenons de plus p = ((5,3,3,1),(3,2),(5,3,1),(2,2,2,1)), de telle sorte que p/X = {(1,5,3)} est
réduit & un e-nceud. On a alors M (A;p;8;n) =0—1=—1et MS(A;pu;8n) =4—4=0.0

[R] Al [abl [ ]al

Fic. 1.3 — Dessin des 0-neceuds de type A et de type R de la multi-partition chargée
(((5,3,3,1),(3,2),(4,3,1),(2,2,2,1)) ,(5,0,2,1)) pour n = 3. Les 0-neeuds de type X (X = A,R)

sont marqués de la lettre correspondante.

1.1.5 Abaques
1.1.5.1 Représentation des multi-partitions chargées a 1’aide d’abaques

Suivant [JK], il est commode de représenter les multi-partitions comme des abaques. Par
définition, un abaque a 1 tige est une partie A de 7Z telle que —k € A et k ¢ A pour tout
k € N suffisamment grand. De facon moins formelle, chaque k& € A correspond & la position
d’une bille sur ’abaque (horizontal) A, qui est par définition < plein & gauche et vide & droite
>. Nous considérons ainsi des abaques infinis dans les deux directions, alors que ceux de [JK]
ne sont infinis que dans une direction. Soit A I'ensemble des abaques & 1 tige. Sil > 1, un
abaque a [ tiges est un [-uplet d’abaques a 1 tige. Si A = (Ay,...,4;) € A’ est un abaque &
[ tiges, nous identifierons A & la partie

{(k,d) |1 <d<Il, ke A} CZx[1;]I].
Soit A= (A1, ... AD) eIl' et s = (s1,...,5) € Z'. A (A,8) on associe I'abaque & [ tiges
A(Ns) = {(,\Z(d)+sd+1—i,d) i > 1, 1§d§l}.

Par exemple, si [ = 1, ’'abaque correspondant & la partition chargée (A,s) = ((4,3,3,2,1), — 1)
est dessiné a la figure 1.4.

Fi1a. 1.4 — Dessin de l’abaque correspondant a la partition chargée ((4,3,3,2,1), — 1).
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En fait, Papplication (X,s) € II! x Z! — A(X,5) € A’ est une bijection. Voici comment
on récupeére (A,s) a partir de son diagramme d’abaques. En considérant séparément chaque
tige du diagramme A(X,s), on se raméne au cas ot [ = 1, i.e. (A,8) = (\,8) est une partition
chargée. Soit a 'unique entier vérifiant les deux propriétés suivantes: 1°) 'abaque est rempli
de billes situées & gauche (au sens large) de a; 2°) il n’y a pas de bille en a+ 1. Déplagons-nous
a partir de a vers la droite de 'abaque jusqu’a rencontrer une bille. Déplagons alors cette bille
le plus a gauche possible; le nombre de crans dont on a déplacé cette bille vaut précisément
Ag(n)- Partant de a + 1, déplagons-nous sur I'abaque vers la droite jusqu’a rencontrer une
bille; en ramenant cette bille le plus a gauche possible, on la déplace de précisément Ayy)_y
crans. Continuons le processus jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de billes a déplacer; on a alors
reconstruit A, et la bille située le plus a droite sur 'abaque est précisément en position s. La
figure 1.5 illustre un exemple de lecture d’une partition chargée a partir de I’abaque associé.

-7a=-6:5-4321012345
| 1—
4+—2
4+—3
4—3
«—

Lecture de la charge lorsque toutes les billes ont été déplacées.

F1a. 1.5 — Lecture de la partition chargée ((4,3,3,2,1), — 1) a partir ’abaque correspondant.

1.1.5.2 Calcul du n-quotient et du n-cceur

Nous renvoyons le lecteur & [Mac| pour la définition du n-quotient A, et du n-ceeur A}
d’une partition A ; nous expliquons ici comment les calculer & partir des abaques. (Si le lecteur
ne connait pas les définitions classiques du n-quotient et du n-coeur, il pourra alors prendre
pour définitions respectives de ces notions les objets A, et A} que nous allons introduire.)
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Fixons pour tout ce paragraphe deux entiers naturels non nuls n et [. Le principe de la
division euclidienne montre que tout entier £ € 7 peut s’écrire de maniere unique

k=c(k) +n(d(k) — 1) + nim(k),
avec c(k) € [1; n], d(k) € [1; 1] et m(k) € Z. Soit ¢' Papplication de Z dans Z définie par
¢ (k) :==d(k) +Im(k), k€ Z.

On peut lire de fagon graphique c(k), d(k), m(k) et ¢'(k) comme suit. Numérotons les éléments
de Z™ & Vaide des entiers ..., — 1,0,1,... comme sur la figure 1.6 (pour le dessin, on a pris
n = 2 et [ = 3). Alors I'élément de Z" ayant le numéro k € Z est situé sur la d(k)-iéme
colonne et la c(k)-ieme ligne du cadre C! .. Numérotons en outre toutes les colonnes de ce
diagramme a l’aide des entiers ..., — 1,0,1,... de facon & ce que 1’élément de Z™ ayant le
numéro 1 soit situé sur la colonne 1. Alors ’élément de Z™ ayant le numéro k est situé a la
colonne ¢'(k) du diagramme.

-7 6 -5 4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 5 '
"o el e o ollea o o e o a!le o
1 @ ol:o ° .I:. © o, 0 o o 0 o

15 -13 :|-11 9 7115 3 1|1 3 5 |: 709
2 @ o::o ° o::o ° o”o ° o:|o °
S14_ 1200 8614 2 012 4 618 10

1 ] 1
c C C C
M -1 0 1

Fi1c. 1.6 — Numérotation des éléments de Z" pour le calcul de la bijection 7).

Il découle de ceci que Papplication k € Z — (¢'(k),c(k)) € Z x [1; n] est une bijection.
On définit une bijection 7}, : I[I x Z = A — II" x Z™ = A" en termes d’abaques par

mh(A) == {(¢'(k),c(k)), k € A} € A (AeA).

Observons que la numérotation des éléments de Z" de la figure 1.6 ne dépend pas de [
(changer [ revient simplement & faire varier la largeur des cadres C,). Par conséquent, les
définitions de c(k) et de ¢'(k), et donc de 7}, ne dépendent pas de I. Soit A € II, s € Z, et
(Any8n) == 75, (\,8) € TI" X Z™. Alors A, ne dépend (4 permutation circulaire des composantes
prés) que de X et n, et non de s et [; il s’agit en fait du n-quotient de A. De plus, la multi-
charge s,, correspond au n-cceur de . En effet, déplagons, si possible, d’un cran vers la gauche
une bille d’une tige de A(A,,s,). Ceci équivaut & enlever un nceud du n-quotient de A, ou

encore un n-ruban de A. Itérons ce procédé autant de fois que possible. On obtient alors le
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diagramme A(0,,,s,), ot @, désigne le n-uplet formé de n partitions vides. Cette opération
correspond & enlever & A autant de n-rubans que possible; on récupere donc ainsi le n-coeur
de A, c’est-a-dire que l'on a 7}, (A\,s) = (0,,8,). Observons par ailleurs que 8, = (81, ...,8y)
satisfait 1’égalité s; +--- + s, = s.

Exemple 1.9 Prenons n =2, =3, et (\,s) = ((4,3,3,2,1), — 1). On a alors

m0s) = (((33)0),(-10)).

comme le montre la figure 1.7. o

| |
-15 -13:|-11 9 75 -3 191 3 s5l7 o9

F1a. 1.7 — Caleul de la bijection 7).

1.1.5.3 TUne variante du /-quotient et du /-coeur

Soient & nouveau deux entiers naturels non nuls n et /. Nous allons définir ici une bijection
7 : I x Z — I x Z!, qui donne une variante du I-quotient et du I-coeur. Cette définition
est trées proche de celle de 1), vue au paragraphe précédent, mais elle dépend effectivement
de n et de [ ; c’est pourquoi nous avons choisi d’introduire un entier [ au paragraphe précédent.

Reprenons les notations c¢(k), d(k) et m(k) du paragraphe précédent. Soit ¢ Papplication
de Z dans 7Z définie par

o(k) = c(k) + nm(k), k€ Z.

Signalons quelques propriétés de cette application, dont nous laissons la preuve au lecteur.
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Lemme 1.10 Soient k, k' € Z. Alors on a

(Py) d(k) =c(k) =k (mod n),
(P2) (k <K', d(k) = d(k')) = d(k) < $(K"),
(Ps) d(k) < oK) =k < K.

O

On peut lire de facon graphique c(k), d(k), m(k) et ¢(k) comme suit. Numérotons les
éléments de Z' & 'aide des entiers ..., —1,0,1,... comme sur la figure 1.8 (pour le dessin, on
a prisn =2 et | = 3). Alors 'élément de Z! ayant le numéro k € Z est situé sur la c(k)-iéme
colonne et la d(k)-ieme ligne du cadre Cy, ;). Numérotons en outre toutes les colonnes de
ce diagramme 3 l'aide des entiers ..., — 1,0,1,... de facon & ce que 1’élément de Z' ayant le
numéro 1 soit situé sur la colonne 1. Alors I’élément de Z! ayant le numéro k est situé a la
colonne ¢(k) du diagramme.

7 6 -5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 ¢
- == [ | &= [ - - Ir=—-
11e elle elle elle elle elle oo
23 22 11-17 -161)-11 -101-5 -41i]1 2 17 8 1113
| N 1 N 1 1 ]
2/l eolle e/le e/'le ele eolle e|e

| | | | | 11
|21 -20:!-15 14 :I-g -8 :I-3 2 :Is 4 :I 9 101115
| | | | | |
3je elle e/le e//le e/le elle e e
| | | | | 11
119 -181]-13 1217 6 1,-1 0 |5 6 111 12 117
e e — T e e do e e d o e d e e e [
Vd C'3 C'2 C'l CO Cl C2

F1G. 1.8 — Numérotation des éléments de 7' pour le calcul de la bijection 7.

I1 découle de ceci que l'application k € Z — (¢(k),d(k)) € Z x [1; [] est une bijection.
On définit une bijection 7, : 1T x Z = A — II! x Z! =2 Al en termes d’abaques par

n(A) == {(¢p(k),d(k)), ke Ay e A (AecA).

Soit A € II, s € Z, et (A1,8;) := 1;(\,s) € TI' x Z!. Alors s; = (sq,...,s;) satisfait ’égalité
Sp 4+ s =s.

Exemple 1.11 Prenons n =2, =3, et (\,s) = ((4,3,3,2,1), — 1). On a alors

1(0s) = (((LDL(LD,(1),00, = 1)),

comme le montre la figure 1.9. o
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Fic. 1.9 — Calcul de la bijection 7.

1.2 L’algébre quantique affine Uq(;[n)

Nous rappelons ici la définition de cette algebre, que nous allons faire agir sur les espaces
des g-produits extérieurs a partir du chapitre 2 et sur les espaces de Fock a partir du chapitre
3. Commencons par rappeler la définition de I'algebre de Lie affine sl,,.

1.2.1 L’algebre de Lie affine ;[n

Il s’agit de algebre de Kac-Moody de type A,(llzl, avec n > 2 [Kac]. Soit h un Q-espace
vectoriel ayant pour base {hy,...,hn—1,D}. Soit {Ao,...,A,—1,0} la base de h* définie & I’aide
de I'accouplement (.,.) : h* x h — Q par

(Ai,hj) = 6ij, (Ai,D) = (d,h;) =0, (6,D) =1 (0<i,j<n-—1).

Les A;, 0 < 7 < n — 1 sont appelés poids fondamentauz. 11 sera commode d’indexer les
poids fondamentaux par Z en posant, pour i € Z, A; := A; modn- Les racines simples «;,
0 <i<n—1sont les éléments de h* définis par les relations

;= =N +20; — Ay + 606, 0<i<n-—1

Pour 0 < 4,j < n — 1, soit a;; le coefficient de A; dans ;. La matrice A = (aij)o<i,j<n—1
est appelée matrice de Cartan de sl,. L’algebre sl, est Palgébre de Lie sur QQ ayant pour
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générateurs
daeiafiahi (OSZS’I’L—I)

et soumise aux relations
[hishj] = 0, [hisej] = aijej,  [hisfi] = —aij [,
[d.hi] =0, [dei] =dioei, [dfi]=—diofis leifs]=0ijhi
ainsi qu’aux relations de Serre
(ad €)' “ie; = (ad f;) M f; =0, i

(Ici, pour x € ;[n, ad z est 'endomorphisme y — [z,y] et dans toutes les relations ci-dessus,
i et j parcourent l'ensemble [0; n — 1]).

Notons

n—1 n—1
P = (@ ZAZ) oLs et Q=P Za;
=0

i=0
P (resp. Q) est le réseau des poids fondamentaux (resp. poids radiciels) de sl
Lemme 1.12 (Ag,a,...,q,_1) est une base de h*.

Démonstration. Pour 1 < i <n —1, posons A, := A; — Ag. Alors pour tout 1 <i <n —1,
ona oy = Z?:_II aij Aj. Le calcul de linverse de la matrice (a;j)1<j,j<n—1 donne alors

= o .
Ai:A;+A0:A0+E Z](n—z)aj—l—Zz(n—j)aj , 1<i<n-1.
j=1 j=t
De plus, on a § = ap + ...+ a,_1, donc la famille (Ag,aq,...,a,—1) engendre h*, et par
cardinalité, c¢’en est une base. O

On définit sur h* une forme bilinéaire symétrique non dégénérée (.,.) par
(,05) = aij, (No,ai) =6ip, (Ao,Ag) =0  (0<i,7<n-—1).

Les expressions de A;, 1 < i < n —1 et de § données au cours de la preuve du lemme
précédent montrent qu’on a les relations

(Aiaaj) = 6i,ja ((5,042') =0, 0<i4,7<n-—1

Le groupe de Weyl de ;\[n est le sous-groupe de GL(h*) engendré par les réflexions simples
o; définies par
oi(A) := A — (o, (Aep",0<i<n-—1).
ey

Il s’agit d’un groupe de Coxeter de type A, , isomorphe au groupe symétrique affine én,l.
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Remarque 1.13 Les calculs faits précédemment montrent en particulier que pour tout
0<s,7<n—1,ona

oi0) =0 et ‘”(AJ)—{Ai_1+Az~+1—Ai—6i,06 sij=i.

1.2.2 L’algebre quantique affine Uq(;[n)
1.2.2.1 Définition

L’algebre Ué(;[n) est définie (voir par exemple [KMS]) comme ’algébre associative uni-
taire sur Q(g) ayant pour générateurs

eis fistint; 1 (0 <i<n—1)

et soumise aux relations
titrt =t =1, tity = titi,

_ y 1 t—t;!
tiejty ' =q%iej, tifjtit =q “ifj, eifj— fiei = ql_iqil
ainsi qu’aux g¢-relations de Serre
1—a;; 1 1—a;; 1
k|1 = Qij| 1—aij—k k|t = Qij| fl—aij—k , rk . .
D D A Ve T N
k=0 k=0

Dans toutes ces relations, les indices 7 et j parcourent 'ensemble [0; n — 1]. La matrice
(aij)o<ij<n—1 est la matrice de Cartan de s, (cf. paragraphe 1.2.1). Enfin, nous avons utilisé
les g-analogues des entiers et les coefficients binomiaux, définis par

[k] == M

m [m]!
k' :=[k][k —1]---]1 =—— (0<k<m).
S - [ e o<
Observons que pour tout 0 < i < n — 1, la sous-algébre de U, (;[n) engendrée par e;, f; et t;

est isomorphe & U, (sl2) ; nous noterons U, (;\[n)Z cette sous-algebre.

Nous aurons besoin des notations suivantes. Soit 0 <7 <n —1, et k € Z. On pose

ez(-k) =efJIk] si k>0 et e® =0 sinon.

)

(k)

On dit alors que e;"’ est la k-iéme puissance divisée de e;. On définit de méme fz-(k). Par
ailleurs, si = est un élément inversible d’une Q(g)-algebre unitaire, on pose

{z} = z—a {‘g} =1 et {i} = o} {qlx}[.k.].! D (k € N*).
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Par exemple, pour m >k >0, on a {¢*} = [k] et {q;:} =[]
Signalons le classique résultat suivant.

Lemme 1.14 Soitk, m € Z, et 0 <i <n —1. Alors on a

m m—j -7 k_mti
P fm = 3 ) a){q _ }

720 J

m—ky. . .
_ Z{q _tz}fi(ma)el(ky)
J

J=0

i 2j7k7mt. .
- Y a){q . l}eg’“ 7).

>0 J

Démonstration. On peut supposer que k > 1 et m > 1. A Paide des relations de Uq(;[n)i, on
prouve les formules pour m = 1 et pour tout £ > 1 par récurrence sur k, puis on les prouve
pour tout £ > 1 et m > 1 par récurrence sur m avec k fixé. Le lecteur pourra par exemple
consulter [Kas4| pour les détails. O

Signalons un classique théoréme de structure pour Uy, (g[n) (voir par exemple [Kas4]), qui
est 'analogue quantique du théoréeme de Poincaré-Birkhoff-Witt pour les algebres de Lie.
Soit Uy(nt) (resp. Uy(n™), resp. Uy(h)) la sous-algebre de Ué(g[n) engendrée par les e; (resp.
fis resp. t;), 0 <1 <n — 1. Alors lapplication

Ug(n™) @ Uy(h) ® Uy(n™) = Ul(sly), n*@h@n~ > nthn”

est un isomorphisme.

Uy (;[n) est une algebre de Hopf, ou le coproduit A est donné par
Ale)=e; @t ' +1®¢, Afi)=fiol+t;®fi, Alt)=t0t (0<i<n-—1).

L’algebre Uq(;[n) est une extension de Ué(;[n) de dimension 1 par 'opérateur degré 0
satisfaisant les relations

[0,t:] =0, [0,ei] = digei, [0.fi] = —diofi (0<i<n—1).
On étend la structure d’algebre de Hopf & Uq(;[n) en posant A(0) :=0®1+1® 0.

On munit U, (;\[n) d’une involution — . Par définition, — est 'unique automorphisme de
@-anneau tel que

i=q ', &g=cei fi=/f, t_i:ti_1 0<i<n-—1) et 0=20.

On introduit une forme rationnelle U, (g[n)(@ de Uq(g[n) ([Kas3]). Par définition, Uq(g[n)(@
*), fz-(k), {%} et t;, ot les entiers k

i

est la Q[q,q!]-sous-algebre de U, (;[n) engendrée par les e
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et i parcourent respectivement N et [0; n — 1].

Nous serons également amenés a considérer I’algebre quantique affine U (sl;), avec

pi= —qil.
Pour ne pas confondre les générateurs, racines simples, poids, etc. de Up(;[l) avec ceux de
U,(sl,), nous placerons des points au-dessus des éléments correspondant & Up(sl;). Nous
utiliserons le coproduit A de Uy (sl;) défini par les formules

Alg) =ty +10é, A(f)=fiel+iefi, Al)=fel (0<i<i-1),

A@)=001+1®0.

1.2.2.2 Eléments de la théorie des Uq(;[n)-modules

Soit M un Uq(g[n)—module. On dit que Paction de Uq(g[n) sur M est de niveau | € Z si

I’élément central canonique toty ...%,—1 € Uy (;[n) agit sur M comme la multiplication par le
scalaire ¢'.

Rappelons que P désigne le réseau des poids fondamentaux de s?[n (cf. paragraphe 1.2.1).
Soit A = Z?:_ol a;N;j +do € P (ag,...,an—1,d € Z). Le sous-espace vectoriel de M formé de
I’ensemble des m € M tels que 0.m = dm et t;.m = ¢%m pour tout 0 < i < n — 1 est appelé
sous-espace de poids A de M, nous le noterons M(A). (La notation My est plus tradition-
nelle, mais nous préférerons notre notation pour éviter tout ajout intempestif d’indices.) Si
M(A) # {0}, on dit que A est un poids de M, et tout vecteur de M(A) \ {0} est appelé
vecteur de poids A. L’ensemble des poids de M sera noté P(M). Soit A € P(M). On dit
que u € M(A) est un vecteur singulier ou de plus haut poids A si u # 0 et e;.u = 0 pour
tout 0 <4 <n—1. On dit que M est un Uq(;[n)—module (resp. Ug(;[n)—module) cyclique de
plus haut poids A s'il existe un vecteur v € M de plus haut poids A tel que M = Uq(g[n).u
(resp. M = Ué(;[n)u) Si M est cyclique de plus haut poids A, le théoréme de structure
U‘;(f;\[n) =~ Uy(n™) ® Uy(h) ® Uy(n™) montre alors que tout poids p de M vérifie p < A, i.e.
A—p € E?;OI Ne;, d’oti la terminologie de « plus haut poids > pour A. Ce théoréme montre
aussi que M () est de dimension 1.

Soit A € P. On montre qu’il existe un unique (& isomorphisme pres) Uq(;[n)—module
irréductible cyclique de plus haut poids A ; on notera ce module V(A). On montre que les
V(A), A € P, sont des Uq(;[n)—modules deux & deux non isomorphes. La restriction de
V(A) a Ué(;[n) est un Ué(g[n)—module simple, qu’on notera V'(A). On montre que V'(A) et
V'(A") (A, A" € P) sont isomorphes si et seulement si A — A’ € Zd. Nous travaillerons plus
particulidrement avec les espaces V(A) et V/(A), ot A € P+ := (327} NA;)+7Z4; un élément
de PT est appelé poids dominant.

Définition 1.15 On dit que le Uq(;[n)—module M est intégrable §’il vérifie les conditions
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suivantes:

(i) M =P MN),
AeP
(ii) pour tout A € P, M(\) est de dimension finie,

(iii) pour tout 0 <14 < n—1, M se décompose comme une somme directe de U, (;[n)i—modules
(simples) de dimension finie. o

M est intégrable si et seulement si M vérifie (i), (ii) et

(iii’) les opérateurs e; et f; (0 < i < n—1) sont localement nilpotents, i.e. pour tout m € M,
il existe N € N tel que ezN.m = fiN.m = 0.

Il est bien connu (voir par exemple [Kas4]) que la catégorie des U, (sl,,)-modules intégrables

est semi-simple; plus précisément, tout Uq(g[n)—module intégrable se décompose en somme
directe de modules isomorphes & V(A), A € PT, et une telle décomposition est unique. I
s’ensuit que tout module M intégrable cyclique de plus haut poids est simple (en effet, nous
avons vu précédemment que M possede alors un unique plus haut poids et que le sous-espace
de plus haut poids est de dimension 1, donc la décomposition de M en somme directe de
modules isomorphes & V(A), A € P™ ne peut comporter qu'un seul facteur).

1.2.3 Bases cristallines, bases globales des Uq(;[n)-modules intégrables

Dans tout ce paragraphe, on considere un U, (g[n)—module intégrable M.

1.2.3.1 Opérateurs cristallins de Kashiwara [Kas3]

Avant de rappeler laAdéﬁnition des opérateurs cristallins [Kas3], citons le classique résultat
suivant concernant Uy (sl,); = U,(slz).

Lemme 1.16 Soit A\ € P(M), 0<i<n-—1, et u € M(\). Soit N := (\«;). Alors u s’écrit

de facon unique
k
u = Z fi( ).Uk,
k>max(0,—N)

avec v, € Kere; N M (X + kay) pour tout k > max(0, — N), et vy = 0 si k est suffisamment
grand.

Démonstration. D’apres la condition (iii) des modules intégrables, on peut supposer que u
est contenu dans un Uy (sl,);-module M’ qui est simple, de dimension finie N’ + 1. D’apres
la théorie des Uy(sly)-modules simples, il existe v € M’, unique & un scalaire pres, tel que

M = @1]:[:’0 (q)fi(k).v et e;.v = 0; de plus, v est un vecteur de poids p de M, et on a
(p,c;) = N'. Ceci donne le résultat voulu si u = 0. Si u # 0, alors M’ = Uq(g[n)i.u par sim-
plicité de M’, donc M’ et Q(q)v sont déterminés de fagon unique. Il reste alors & prouver qu’il
existe un unique k£ > max(0,—N) tel que u € Q(q).fi(k) .v. Puisque les fi(k).v (0 <k < N') sont

de poids deux & deux distincts, il existe un unique k& € [0; N'] tel que u € Q(q)f-(k) v, et k est

)
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déterminé par 1’égalité (\,«;;) = (u—k.cvj,;). Onadonec N = (p,0)—k(ovi,ci) = N'—2k > —k
car N' > k. Ainsi k > —N. O

Fixons 0 < i < n — 1. Soit A € P(M), et u € M()). Ecrivons

U = Z fi(k)vka

k>max(0,—N)

ou N et les v; sont donnés par le lemme précédent. On pose alors

E10W 4y = Z fi(k—l).vk’ filow‘u - Z fi(kﬂ)-vk,
k>max(1,—N) k>max(0,—N)
N 1 — ~u 1
€"Pau = Z 7[ LA ]fi(lC U.vk et f; P = Z [k + 1] fi(k+1).vk
[K] [N + K]
k>max(1,—N) k>max(0,—N)

. , . ~low . ~up .
On prolonge ensuite les opérateurs &'V, fi , &" et f; A& M = @ rep M(X) par
linéarité. Le lemme qui suit montre que dans certains cas, certaines puissances des opérateurs

~ ~ . , , ~ low ~up
;1% et ¢;"P coincident (on peut énoncer un résultat analogue pour f; et f; ).

Lemme 1.17 Soit A € P(M), u € Kere; N M(X) et k := (A\,;). Alors on a

(@) (17.) = @) () = w.

2

Démonstration. On prouve aisément la deuxieme égalité par récurrence sur k£ a l'aide de la
définition de ¢€;'°". Montrons que (éi“p)k.(fi(k).u) = u. Posons wt(v) := p si v € M est un
vecteur de poids p (u € P). Notons que pour 0 < j <k, on a

(wt (£ ) ) = (wh(u),00) — (k — ) (ai,0n) = 2 — k.

On montre alors par récurrence sur 0 < k' < k que

E—1 /0. )
, 2] — k k— 1 !
5 [k —J]
]_
k-1 ;.
1
Par conséquent, on a (éi“p)k.(fi(k).u) = H [[ijL } u = O
. —J
Jj=0
Donnons une propriété vérifiée par €;"P (on a une propriété analogue pour fiuP, mais pas

lo

- . ~1
pour &;°V ni pour f; OW).

Lemme 1.18 ([Kas3], Lemma 3.1.1) Soit m € N, et u € M tel que e"*'.u = 0. Alors

on a (€"P)".u = ez(-m).u.
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Démonstration. On peut supposer que u € M()), ot A € P(M). Ecrivons comme au lemme
1.16, u = Zk>max(0,_N) fi(k)vk. Montrons tout d’abord que v, = 0 si &k > m + 1. D’apres le
lemme 1.14, on a

0 = ™Dy = Z e(mﬂ)f.(k).vk

3 3 i
k>max(0,—N)
2j7m717kt
i

- T T e,

k>max(0,—N) j>0

Soit £ > max(0, — N). Puisque e;.vp = 0, on a ez(mﬂfj).vk = 0 sauf si j = m + 1. Par
conséquent, on a
+l—kyg.
k—m—1) q" ti
S S { }.vk
k>max(0,—N) m+1

. (k=m—1) [ @™ TR
= Z fz { m -+ 1 Vg

k>max(m+1,—N)
—k
_ k)| 4"t
§ fi {m [ Um

k>max(0,—N—m—1)

Par unicité de la décomposition de 0 donnée par le lemme 1.16, on doit donc avoir pour tout
k' \

k>0, {m+1} Uma1+k = 0, soit encore v, = 0 pour tout & > m + 1. A nouveau d’apres le

lemme 1.14, on a
o™y = ZZ{ } (k=) m=i)

7>0 k

mikti —-m
& m

= 5m27N{7tj1}'Uma
ol dans chacune des sommes, k parcourt {k' € Z | max(0, — N) < k' < m}, et si P est une
propriété, on pose dp := 1 si P est vraie et dp := 0 sinon. Supposons que m > —N. Observons
que v, € M (X + ma;), donc {Z}vm = [(/\ern?i’o‘i)] Dy = [N:f,?m] Um. Posons [r’;] = 0 si
k < 0. On a donc

(m) |:N + Qm]
e, U= V-
m

Soit v € Kere;, et k € N. Par définition de é;"P, on a (éi“p)m.(fi(k).v) € Q(q)fi(kfm).v.
Par conséquent, (€;"P)™ (fi(k).v) = 0 si m > k. Ceci implique que

(€"P)"u = dpm>—n(&"P)™ (fi(m).vm).

Ceci prouve la formule désirée si m < —N. Supposons donc que m > —N. On a alors, par
récurrence immédiate,

(€"P)

A—l—maz,ozl) k+1] [N 42m — k4 1] N +2m
H Uy = H m = U
i [¥] m

0
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1.2.3.2 Bases cristallines

En suivant [K/z}s?)], nous rappelons ici les définitions des bases cristallines et des bases
globales d’un U, (sl,,)-module intégrable. Soit

A= {% € Q(q) | alq),b(q) € Qlg], b(0) # 0} et A:={f(g")|flg) € A}.

A (resp. A) est 'anneau des fractions rationnelles (& valeurs dans Q) régulieres & ¢ = 0 (resp.
a q = 00).

Remarque 1.19 On a ANg 'ANQg,qg~"'] = {0}. En effet, si f € ANg¢ 'ANQlg,q "],
on peut écrire f(q) = > .7 arq® avec les a;, € Q presque tous nuls. Puisque f € A, on
a ap = 0 pour tout k& < 0. Ecrivons par ailleurs f(q) = ¢ 'g(q) avec g(¢q) € A. Alors
glg ) =q f(g ) =0 akq' F € A; compte tenu de (k> 0=1—k <0), les ag, k>0
sont aussi tous nuls, d’ot1 la remarque. o

Rappelons que M est un Uy (sl )-module intégrable.

Définition 1.20 Un réseau cristallin (crystal lattice en anglais) supérieur (resp. inférieur)
de M a g =0 est un A-module libre L tel que

(i) M = Q(q) ®a L (on peut donc identifier L & un sous-A-module de M),
(i) L =@yep LN, ot L) := LOM() (A€ P),
(iii) "L C Let f;"°L C L (resp. &L C L et ;"L C L). Dans ce cas, & et ;'

. =1 . . . ~
(resp. é1°% et f; OW) induisent des endomorphismes de L/qL, qu’on notera de la méme
maniere.

En remplacant A par A et ¢ par ¢~! dans la définition ci-dessus, on définit la notion de
réseau cristallin supérieur (resp. inférieur) a ¢ = oc. o

Remarque 1.21 Soit L un réseau cristallin & ¢ = 0, et A € P. Alors l'inclusion L(\) C L
induit un morphisme L(\)/qL(\) — L/qL. D’apres (ii), on a (¢L) N L(\) = qL()\), donc ce
morphisme est injectif. Ainsi L(\)/qL()\) peut étre vu comme un sous-espace vectoriel de
L/qL. De méme, si L un réseau cristallin & ¢ = oo et A € P, alors L{)\)/q 'L()\) peut étre
vu comme un sous-espace vectoriel de L/q™'L. o

Définition 1.22 Une base cristalline supérieure de M d q = 0 est la donnée de (L,B), ou L
est un réseau cristallin supérieur & ¢ = 0 et B est une base de I’espace vectoriel (sur le corps
Q) L/qL tels que

(i) B = [ ep B(A), ot pour A € P, on a posé B(\) := BN (L(\)/qL(\)) (la remarque
précédente montre que cette définition a bien un sens),
(ii) &"PB c BU{0} et fi "B c B U {0},
(iii) pour tout b, ¥’ € B,on a b/ = f; b si et seulement si b = &"P¥.
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On définit de méme la notion de base cristalline inférieure & ¢ = 0, ainsi que la notion de
base cristalline supérieure (resp. inférieure) & ¢ = oo. o

Soit (L,B) une base cristalline (supérieure ou inférieure) de M. Si b € B, il existe un
unique A € P tel que b € B(\); on dit alors que \ est le poids de b et on note ce poids wt(b).
Par ailleurs, le graphe cristallin de M (muni de la base cristalline (L,B)) est le graphe dont
I’ensemble des sommets est B, et dans lequel on a une aréte étiquetée par 7 reliant b & b’ (b,
bVeB,0<i<n—1)sib = fzb Soit 0 <4 < n—1. Puisque M est intégrable, les opérateurs
e; et f; agissent de facon localement nilpotente sur M. Par conséquent, les opérateurs de
Kashiwara ¢; et fl agissent aussi de facon localement nilpotente sur L et donc sur B U {0}.
On peut donc définir, pour b € B, les quantités

gi(b) :=max{m eN|&™b#0} et  ;(b):=max{m eN| f™b+#0}.
La théorie des Ug(slz)-modules montre qu’on a la relation
(wt(b), ;) = i(b) —ei(b) (b€ B).

On définit une application o; : B — B de la facon suivante. Soit b € B. Soit C la i-chaine
contenant b dans le graphe cristallin B. On définit alors o;(b) comme étant 'unique élément
b€ C tel que p;() = €i(b) et €;(b') = pi(b). En d’autres termes, b est le symétrique de b
par rapport au milieu de la chaine C. De fagon équivalente, o;(b) est 'unique élément b' € C
tel que wt(b') = o;.wt(b) (au sens de l'action du groupe de Weyl W,, de Uq(;[n) sur P).
On montre que si 0, -+ 03, = 0y, ---0j, dans W,,, alors les éléments o;, ---0;
définissent les mémes bijections de B. En fait, W,, agit ainsi sur B.

o €600y

1.2.3.3 Bases globales

Définition 1.23 Ondit quele U, (;[n)—module intégrable M admet une base globale supérieure
(resp. inférieure) s'il existe Mg, (Lo,By), (Lx,Boo) tels que

(i) (Lg,Bp) est une base cristalline supérieure (resp. inférieure) & ¢ = 0, (Loo,Boo) €st une
base cristalline supérieure (resp. inférieure) & ¢ = oo, et Mg est un sous-Q[¢,¢ ' ]-module
de M stable sous I'action de Uq(;[n)@ tel que M = Q(q) ®qjq,q-1] Mo,

(ii) L’application Lo N Lo N Mg — Lo/qLg est un isomorphisme de Q-espaces vectoriels.

Dans ce cas, notons G : Lo/qLo — Lo N Ls N Mg lisomorphisme inverse. On montre
alors ([Kas3, Lemma 2.1.1, (2.1.3) = (2.1.5)]) que {G(b) | b € By} est une A-base de Ly, une
A-base de Lo, une Q[g,g~']-base de Mg et une Q(g)-base de M. On appelle cette base la
base globale supérieure (resp. inférieure) de M. o

Les bases globales supérieure et inférieure sont adjointes une de 'autre, comme le montre
la proposition suivante ([Kas3]).

Proposition 1.24 Supposons que M est muni d’une forme bilinéaire symétrique non dégénérée
(.,.) telle que pour tout u, v € M,0<i<n-—1, ona

(t;u,v) = (u,t;.v) et (e;.u,w) = (u,f;v).
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Supposons que M admet une base globale supérieure (resp. inférieure) {G(b) | b € B}. Soit
{G*(b) | b € B} la base adjointe de {G(b) | b € B}, c’est-a-dire définie par les relations

(G(b),G*(V')) = b (b,b" € B).
Alors {G*(b) | b € B} est une base globale inférieure (resp. supérieure) de M.

Démonstration. Par hypothese sur (.,.), on a les relations

(é‘iup‘u’v) = (u’filow‘v) et (fz_up‘u’v) _ (u’é«ilow.v)

pour tout u, v € M, 0 <i <n — 1. La proposition s’ensuit (cf. [Kas3, Proposition 3.2.2]). O
Mentionnons une propriété de la base globale supérieure qui nous sera tres utile plus tard.

Proposition 1.25 ([Kas3], Lemma 5.1.1 (ii)) Supposons que M admet une base globale
supérieure {G(b) | b € B}. Soit b € B. On suppose qu’il existe m € N tel que

(&)™ p = 0.

Alors on a ez(m)G(b) = G((&"P)™.b).

Démonstration.

— Premidre étape: soit k € N tel que e¥'G(b) = 0. Montrons que egk)G(b) = G((6"P)k.b).
En appliquant le lemme 1.18 & G(b), on a (*): (¢"°)*.G(b) = ez(-k).G(b). Reprenons les
notations de la définition de la base globale. Par définition, le vecteur G(b) appartient
a Ly N Ly. Comme Ly et Ly sont des réseaux cristallins supérieurs, ceci implique
que (6;"P)*.G(b) € Ly N L. Par ailleurs, G(b) € Mg et egk) € Uq(g[n)(@ laisse stable
Mg, donc ez(k).G(b) € Mg. Ainsi, d’apres (*), on a ez(k)G b) € Lo N Loo N Mg. Il reste
a voir que (ez(-k)G(b)) mod ¢Lg = G((€;"P)*.b) mod qLy = (¢;"°)¥.b. En effet, puisque
(6;"P)*.Ly C Lo, on a d’apreés (*),

(VG (b)) mod gLo = ((6;"")*.G (b)) mod gLy = (&"*)*.(G(b) mod qLo) = (&;"P)*.b.
— Seconde étape: ot l'on conclut. Soit m’ € N minimal tel que e;",H.G(b) =0 (m
existe car M est intégrable, donc e; est un endomorphisme de M localement nilpotent).
Supposons que m/ > m + 1. Alors on a (%)™ b = (&)™ —(m+1) (gupymtl p — 0,

d’ott G((€;"°)™ .b) = 0. En appliquant Pétape précédente & k = m/, on a donc

™) G(b) = G((,")™ b) = 0,

ce qui contredit la minimalité de m'. Par conséquent, on a m > m/, d’olt e;"'H.G (b) = 0.
On peut donc appliquer I'étape précédente & kK = m pour conclure.
O
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Le résultat qui suit nous permettra de faire le lien entre les bases globales et les bases
canoniques (cf. chapitre 3).

Théoréeme 1.26 ([Kas4]|) Supposons que M admet une base globale (supérieure ou inférieure)
{G(b) | b € By}. On suppose de plus que M est muni d’une involution — telle que

(a) — est un automorphisme de Q-espace vectoriel tel que ¢u = q*u (k€Z,ue M),
(b) Lo = Lo, Mg = My,
(c) pour tout v € Mg, on av—71 € (¢ — 1)Mp.

Soit b € By. Alors G(b) est l'unique vecteur v € LoN Mg tel que v =7 et b = v mod ¢gLyg.

Démonstration. Soit v € Lo N Mg tel que v = U et b = v mod ¢qLy. Alors d’aprés (b), on a
UD€ Ly = Lo, donc v =¥ € Ly N Loy N Mg. Ainsi v = G(b). Réciproquement, montrons que
G(b) € LoNnMg et G(b) = G(b). La premiere condition est évidente. Puisque G(b) € LyNL et
Lo = Lo, on a aussi G(b) € LoN Leo. D’aprés (c), la vecteur (¢—1)~"(G(b) — G (b)) appartient
a(g—1)"'Lon(g—1)"' Lo N Mg. Rappelons que {G(b') | ¥’ € By} est une A-base de L, une
A-base de Lo, et une Q[q,q~']-base de Mg. Par conséquent, il existe des polynoémes de Laurent
fre(@=1)""AN(g—1)""ANQgq '] tels que (¢ — 1)1 (G(b) — G(b)) = Yy cp, fyG(D).
Or (g —1)~! est inversible dans A, et on a (g—1)"" = ¢~'(1 —¢~!) avec (1 — ¢~ !) inversible
dans A, donc (¢ —1)""A = A et (¢ — 1)""A = ¢ 'A. Par conséquent, pour tout b’ € By, on
a en vertu de la remarque 1.19,

fr e Ang "ANQlg,q '] = {0},

d’ott (¢ —1)"1(G(b) — G(b)) = 0 et G(b) = G(b). O

1.3 Le groupe symétrique affine étendu GAST et son algebre de
Hecke

Dans toute cette section, r désigne un entier supérieur ou égal a 2. Notre exposé suit,
dans les grandes lignes, celui de [LT] et [U2].

1.3.1 Le groupe symétrique affine étendu @r
1.3.1.1 Deux présentations de @,«

* Soit W = ér le groupe de Weyl affine de type AEBI, appelé aussi groupe symétrique
affine. 11 s’agit du groupe de Coxeter admettant la présentation suivante:

S, =(0,0<i<r—1)

avec les relations suivantes (ici, i et j varient entre 0 et 7 — 1 et il faut lire les indices
modulo 7):
0i0i+10; = Oi410;0341,
oo = 0j0; sit— 7 #% 1 modr,
2
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Notons en particulier que ér contient comme sous-groupe le groupe symétrique
W:=6,2(0;, 1 <i<r-—1),
ou o; (1 <4 <r—1) sidentifie & la transposition (i,7 + 1).

Remarque 1.27 Notons que si ' > r, alors on a une injection naturelle &, — &,.
Soit 1 <7 < r —1. I’image de (i,i + 1) par cette application sera encore notée o;. On
peut donc voir o; comme un élément de &, avec r’ > 1. o

Le groupe symétrique affine étendu est le groupe défini par

—~ ~

W=6,:=6,x (1),

ou (1) 2 Z et le produit semi-direct est donné par les relations 7o; = 0,417 (ici encore,
i varie entre 0 et r — 1 et il faut lire les indices modulo r). L’élément neutre de W sera
noté id.

De facon équivalente, on peut donner la présentation suivante de ér. Pour 1 <:i <y
soit y; := (0ij)1<j<r € Pr := Z". Alors (%,n ~ G, x P, ou le produit semi-direct est
donné par les relations o;y; = y;o; si j € {i,i + 1} et o;y; = yiy105. Ici, i est compris
entre 1 et r — 1 et 5 est compris entre 1 et r. En d’autres termes, ér est le groupe
engendré par les 0;, 1 <i <r —1et les y;, yj_l, 1 <7 < r avec les relations

(

0i0i+105 = 0i4+10i04+1
Vi<ig<r—1, oi0j = 0j0; sit—j7Z1lmodr ,
2
or = 1

2

V1<iyg<r, YiYi = YiYyj,

Vi<i<r-—1 { oy; = yjoi sig¢{ii+1}
Vi<j<r ’ | owioi = ¥Yin '

Les formules suivantes permettent de passer d’une présentation & 'autre:

Yi = 0i—10i_2" - 01000p_10p_2 - 01T (1 <i<r) et
-1
0p = Op—10p—2°°°-020102" - 0r_1Y1 Yr
T = 0102 0r—1Yr

(Pour la formule donnant les y; en fonction des o; et 7, il faut lire les indices modulo
T).

Notons que &, n’est pas un groupe de Coxeter ; néanmoins, on peut définir sur &, une
. . . ~ ~ ’ o~ ~
fonction longueur et un ordre de Bruhat comme suit. Soit o = 7%, ¢/ = 6'7F € &, avec &,

5' €&, et k, k' € Z. On dit alors que o < o’ si & < &' et k = k', et on pose £(c) := £(5).
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Si o € &, on a le fait bien connu suivant:

U o) =4S(0), o S(0):={(i) eEN [1<i<j<r a(i)>a())}
Soit
Pr+ = {()\1, . 7>\r) e P, | AL > > >\r}, Pr_ = _Pr+ et
Prr={(A1,... . M) EP | Ay > >\ }.

Pour A = (A1,...,\;) € P, posons y) := y{‘l R T

Proposition 1.28 (Uglov)
Soit © € &,. Alors il existe un unique triplet (u,v,\) € &, x &, x P tel que

T =UY\v
et S(v) ={(,j)) eN |[1<i<j<r, Au(iy < Av(j)}. De plus, on a
U(z) = L(u) + £(yx) — £(v).

Démonstration. Voir [U2, Proposition 3.3]. O

Nous appellerons factorisation d’Uglov la factorisation £ = uyyv de x € @, donnée a la
proposition précédente.

1.3.1.2 Deux actions de ér

Nous expliquons ici comment réaliser &, comme sous-groupe discret des transformations
affines de R".

* Soit [ € N*. Il est aisé de vérifier que les formules suivantes définissent une action (a
gauche) fidele de &, sur P, :

O'i.>\: (>\17---7>\i+17>\i7---7>\r)7
yj'>‘: (>\1,---,>\j+l,---,)\r),
1<i<r—1, 1<j<r, A=(\,....\) € P..

On a alors

09\ = (>\r + 1A, A1, — l)

A=A, \) €D
T'A:(Ar_i_l,)\l,...,)\r_l) ’ ( 17 ) )6

Notons en particulier que I’élément yy (A € P,) agit sur P, comme la translation suivant
le vecteur [\. Le résultat suivant nous sera utile plus tard.

Lemme 1.29 Soit A € P, Alors £(yy) = Y.y (r + 1 — 2i)\;. Par conséquent, si X,
pe B, on a l(yriy) = Lya) + £(y,)-
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Démonstration. C’est un cas particulier d’'une formule d’Iwahori et Matsumoto (cf.
[IM, Proposition 1.23]). O

Un domaine fondamental pour cette action est
B :={(by,....by) €L |12 b1 >... > b > 1},

c’est-a-dire que chaque orbite rencontre B en exactement un point. On vérifie aisément
que pour b € B, le stabilisateur W, de b est

Wb:<0i,iEIb>, ou Ib::{léié’)"—1|bi:bi+1};

en particulier, W, € W. On montre que chaque élément de W\/Wb (resp. W/Wy)
contient un unique représentant de longueur minimale; on notera wh (resp. W) len-
semble des représentants de longueur minimale ainsi définis. On montre aussi que si
y € WP v € W, alors on a L(yv) = L(y) + £(v). Par définition de WP, tout élément
)\ € P, s’%crit de facon unique A = y.b, avec b € Bl et y € W. Nous admettrons les
résultats suivants (cf. [U2, Lemma 3.9 & Proposition 3.12]):

Lemme 1.30 ([AST]) Soit b € B!, et v € W. Alors v € W" si et seulement si pour
tout (i,7) € S(v), on a b; > b;. O

Proposition 1.31 (Deodhar) Soit b € B!, o € W\b, et A= (A1,...,\p) :=0.b € P,.
Posons \g := A +1. Soit 0 < i <r —1. On a alors les équivalences suivantes :

(i) A= >‘i+1 <~ 0,0 ¢ /Wb,
(i) Ai > Aip1 <= 00 € WP et L(0i0) = £(0) + 1,
(iii) A< >‘i+1 < 0,0 € /Wb et E(UZ'U) = E(U) — 1.

De plus, dans le cas (i), il ezxiste j € [0; r — 1] tel que o;0 = 00}, avec o; € Wy, et on
al(o;o) =L(o) + 1.

Démonstration. Voir [De, Lemma 2.1 (iii)]. O

* Soit n € N*. Comme précédemment, on vérifie que les formules suivantes permettent
de définir une action (& droite) fidele de &, sur P, :

)\.Ui = ()\1,...,)\Z'+1,)\i,...,>\,«),
)\.yj = ()\1,...,)\j—|—n,...,)\r),
ISZST_L IS]ST, A:(Alaa)‘r)epr

On a alors

A.og = (>\r —N,A2, .. Ar1,A1 n)

AT =My e At + 1) o A=A E R
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Notons en particulier que I’élément yy (A € P,) agit sur P, comme la translation suivant
le vecteur nA.

Un domaine fondamental pour cette action est
A" :={(a1,...,ap) €EP. |1 <a; <...<a, <n}.

On vérifie aisément que le stabilisateur de a € A™ est W, = (0y, i € I,); en particulier,
on a W, C W. On montre que chaque élément de WG\W (resp. Wo\W) contient un
unique représentant de longueur minimale; on notera oy (resp. “W) Pensemble des
représentants de longueur minimale ainsi définis. On montre aussi que si x € “W,
u € W, alors on a f(uz) = £(u) + £(z). Par définition de AW, tout élément A € P,
s’écrit de facon unique A\ = a.x, avec a € A" et x €.

Lemme 1.32 (Uglov) Soit © = uyy v la factorisation de z € W donnée d la propo-
sition 1.28. Alors x € *W si et seulement si u € °W.

Démonstration. Voir [U2, Lemma 3.4]. O

Signalons pour conclure ce paragraphe qu’on a des résultats analogues pour cette action
a ceux du lemme 1.30 et de la proposition 1.31.

1.3.2 L’algébre de Hecke H(S,)
1.3.2.1 Définition

L’algebre de Hecke du groupe é,« est algeébre obtenue a partir du groupe symétrique affine
étendu en déformant les relations 01-2 = 1 des présentations de ce groupe données au para-
graphe précédent. Par définition, I'algebre de Hecke H =H (ér) (resp. H,=H (ér), resp.
H, = H(&,;)) est la Q(q)-algebre (associative, unitaire) ayant pour base (en tant qu’espace
vectoriel) ensemble des T, oul o parcourt S, (resp. &, resp. 6,.), et dont la multiplication
est caractérisée par les propriétés

{ ToTy = Tyo si g(o-o-,) = é(o’) + E(U,)a
(Ta'i - qil)(TUi + Q) =0.

ﬁ[,« est donc une sous-algebre de ﬁ[r, et H, est une sous-algebre de f[,«. L’unité de f[,« est
I’élément 1 = Ti4q. Pour simplifier les notations, nous écrirons désormais 7; au lieu de Ty, et
7 au lieu de T;. Clairement T est inversible, d’inverse T.—1. De plus, T;, 0 <7 < r — 1 est
inversible, d’inverse Tfl =T, + (¢ — q~'). Il découle de ce qui précede que

TT. — T(ria si E(O’iO') = é(o’) + 1,
TeT Y —(q— g VT + Tyy si L(oio) = £(0) — 1.

Remarque 1.33 Il découle du lemme de Matsumoto (voir par exemple [Mat1, Theorem 1.8])
que pour toute décomposition réduite (i.e. de longueur minimale) de o = oy, ...0;, € &;,
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ona Ty =T ... T; . (Par conséquent, tous les T, 0 € ér, et donc tous les T,;, 0 € ér sont
inversibles). o

La premiére présentation de ér vue au paragraphe précédent conduit & une présentation
de H, de type Coxeter. H, est I’algebre engendrée par les éléments T;, 0 < i < r—1et 7,77
avec les relations suivantes (ici, ¢ et j varient entre 0 et r — 1 et il faut lire les indices modulo

r):

TTinT; = T aTiTiq,

T;T; T;T; sit—j # 1 modr,
T1; Tipat.

La seconde présentation de @, vue au paragraphe précédent conduit & une présentation
équivalente de H,, de type Bernstein. H, est I'algebre engendrée par les éléments T; (ou
1<i<r—1)etY; Yj_1 (o1 1 < j <r) avec les relations

TTinT; = TiqTiTi
V1i<ig<r-—1, ;T = T;T; sit—jZ1lmodr ,
(T; — ¢ )(Ti+q) = 0
Vi<ij<r, Y;V;=YY},
Vi<i<r-—1 T;Y; = YT, sijé¢{ii+1}
Vi<j<r 7 YT, = Y '

Les formules suivantes permettent de passer d’une présentation a 'autre (pour la premiere
d’entre elles, il faut lire les indices modulo 7):

Y =TTy T Ty T, N T - T (1<i <) et
To = T,0T, 5 T, Ty Ty T Y'Y,
T = T1_1T2_1"'Tr111)/;"

Notons qu’a la translation yy, A = (\1,...,\) € Py, correspondent deux éléments de ﬁ[r,
a savoir Yy := Y{\I Y M et Ty = Ty, . Ces deux éléments different en général (par exemple,
pour 7 =3 on a Ty, = TYIyT et Yo = TlTO_lT). En fait, les T)\ ne commutent pas en général.
Bernstein a introduit des éléments X* (X € P,) définis comme suit. Ecrivons A € P, sous la
forme A = AT — A7, avec AT, A~ € P. Alors d’apres le lemme 1.29, 'élément

A -1
X = T)\— T)\+
est bien défini (i.e. ne dépend pas de 1’écriture A = A" — A~ choisie), et on a

XAXH = XM= XEXY (N pePR).
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La preuve du lemme suivant ([U2, Lemma 3.13], [LT, Lemma 5.5]) est contenue dans [Ki].

Lemme 1.34
(i) Les éléments X, X\ € P, et Ty, ..., T, 1 engendrent I’algébre i,.
(ii) Soit xe P, 1 <i<r—1, et a; := (;j — bit1,5)1<j<r € Pr. On a la relation

XD'Z‘.)\ _ X)\

A 7. A —1
XL =TX"" + (0~ 0 ) T—xa

O

Remarque 1.35 On peut en fait montrer que les X T, (resp. T,X*), A\ € P,, 0 € &,,
forment une base de H, en tant qu’espace vectoriel. o

On munit I/'-j,n d’une involution — . Par définition, — est 'unique automorphisme d’algebre
tel que
T, = (T,-1) Yoe6, et d=q '

1.3.2.2 Deux actions de flr sur ’espace des poids

Soit K := Q(¢). On construit une action & gauche de H, sur P, := @D.cp- K|)) a partir
de modules paraboliques induits, puis on relie via la proposition 1.31 cette action a l'action
a gauche de &, sur P, définie au paragraphe précédent. On procede de méme pour définir
une action a droite.

* Fixons b € B'. Soit Hy := H(W,) = (T,, 0 € W,). Rappelons que
={1<i<r—1]|b=b1}.

Considérons le Hp-module & gauche, de dimension 1 sur K, dans lequel T;, ¢ € I
agit par multiplication par —q; on notera ce module K_,. On forme alors le module
induit H ®u, K_g; il s’agit d’'un H -module & gauche ayant pour base (en tant que

K-espace vectoriel) {T ® 1} ol y parcourt Wb =W [ W A T'aide de I’isomorphisme
de K-espaces vectoriels

ﬁr ®Hb K—q E> @ K |yb)a TZ/® I — |yb)a
yeW?

on définit une action de H, sur @yewb K |y.b), qu'on étend &
- @ @ K
beB! yewb

par linéarité. On a les formules explicites suivantes pour cette action.
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Proposition 1.36 ([U2]) Soit A = (A1,...,\r) € Pr. Alors pour 0 <i<r—1, on a
|Ui.)\) st A< >‘i+1
T;.|\) =< —q|)\) 81 A = Aig1 et
|0i.0) = (@ —q~)IA) - si X > Xy
T.JA) = |T.N).

Démonstration. 1l résulte des définitions que pour 0 <i<r —1,y € é,«, on a

— T,. si l(ojy) =L(y) — 1
T.T, = iy — . ’ t
y { Toy— (q—q T, sil(oy) ="L(y)+1 ¢
o { Tom  sityo) =) 1,
T Tye — (@ — 7Ty sil(yor) = €(y) + 1.

Ecrivons maintenant A = y.b avec b € B!, y € W*. Soit 0 < 4 < r —1. Modulo
I’identification
Hoon,K_g— P Klob), T, @1 |ob),
ceW?b

on a

T\ =T.(T,© 1) = (I;.T,) ® L.

e Supposons que A; < A;jy1. Alors d’apres la proposition 1.31, on a o;y € WP et
L(o;y) = ¢(y) — 1. D’apres les formules précédentes, on a donc

T;.\\) = (I;,.T,) ® 1 =Ty, ® 1 = |07y.b) = |0;.0).

e Supposons que A; > \;y1. Alors d’apres la proposition 1.31, on a o;y € W et
¢(o;y) = ¢(y) + 1. Un raisonnement analogue nous donne alors

Ti.]\) = low:X) = (¢ —a ).

e Supposons enfin que A\; = A\;11. Alors d’apres la proposition 1.31, il existe 5 € I,
tel que o;y = yo; et £(o;y) = £(y) — 1. Compte tenu des formules précédentes, on
a donc

Enfin, on prouve de facon analogue que 7.|\) = |T.}). O
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* On définit de méme une action a droite de H, sur P, = @ cp- K(A] de la facon
suivante. Soit @ € A™. On considére le H,-module a droite, de dimension 1 sur K
dans lequel T}, i € I, agit par multiplication par ¢~'; on notera ce module K;1.

Alors le f[r—module a droite K,-1 ®p, ﬁ[,« a pour base (en tant que K-espace vectoriel)

{1 Ty, ¢ € a/W} On définit a I’aide de I'isomorphisme de K-espaces vectoriels
K, ®mg, g5 @ K (a.x|, 1® Ty — (a.z|
z€ oW

K (a.z|, qu'on étend &

PP P Koz

€A™ pe aly

une action de H, sur @, .3

par linéarité. On a alors les formules explicites suivantes.
Proposition 1.37 ([U2]) Soit A = (A1,...,Ar) € P.. Alors pour 0 <i<r—1, on a

()\.Ui| st A< >‘i+1
LT, =< g7 () ST A = A1 et
()\.Ui| — (q — qil)()\| St A > >‘i+1

(AL7 = (\1].

Démonstration. Analogue a celle de la proposition 1.36. O

1.3.2.3 Polynémes de Kazhdan-Lusztig

Rappelons que I;Tr C ﬁr est munie d'une involution =, qui est I'unique automorphisme
d’algebre tel que T, = (To-fl)_l, o0 €6, et g=q ' Soit LT (resp. L) le Z[qg]-module (resp.
Z[g~']-module) libre de base les Tj,, o € S,. On montre le résultat suivant (pour la preuve,
voir [KL] ou [So]; voir aussi la preuve du théoréme 3.34).

Théoreme 1.38 ([KL]) I existe une unique base

tisfaisant les deux conditions suivantes :

(i) Cp=¢, (resp. Cp = Cy ),
(i) C.L =T, mod gL (resp. Cy

Cllze ér} (resp. {Cm |z € ér}) sa-

=

0

Les bases {C,} et {C} sont appelées bases de Kazhdan-Lusztig de Palgebre de Hecke H,.
Notons
C:;: = Z Py,x(q)Tya
yeS,
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avec les P, € Z[q]. Les P,, sont appelés polynomes de Kazhdan-Lusztig du groupe de

Coxeter G, (ils coincident avec ceux introduits dans [KL], & la multiplication par ¢*®)=¢®)
et au changement de variables ¢ — ¢ 2 prés). On a alors [So, Proof of Theorem 2.7]

Co=Y Pal—q DT, (z€6,).
yeG,

Soit I C [1;r — 1], et W7 le sous-groupe de &, engendré par les oy, i € I (on dit que Wy
est un sous-groupe parabolique de &,). Alors W; possede un unique élément w; de longueur
maximale. On peut montrer ([So, Proposition 2.9]) que

CLCJ[ = Z qz(wl)_é(o—)To_.
oceWr

Compte tenu de ce qui précede, on a donc

Co= 3 (s,
ceEWr

Nous aurons besoin du classique résultat suivant.

Lemme 1.39 Soit i € I. Alors on a (T; + q)C,, = 0.

Démonstration. Notons At := {0 € W | l(o;0) =L(0) +1} et A~ := W; \ AT. Compte
tenu de ce qui précede et des formules donnant T;7,, o € Wy, on a

TiCoy = ), (~0) Ty —(g—q7") Y ()@ 0T, + Y (—q) T,

oCAT occA~ ocEA~

En faisant le changement d’indices ¢/ = o;0 dans la premiére et la troisitme somme, on
trouve

TiCu; = Z (,q)l(ff')*lfl(wI)Tg,,(q,qfl) Z (—q)t@) =, 4 Z (,q)[(o')Jrl*l(wI)To,
g'€A™ cEAT oleAt
= ,q( 3 (—g)f@=tenT, 4 3 (,q)ua)—uwz)%)
cEAT ceAt
= —qCu;.

O

Soit EJF (resp. IA'F)Ale Z[g]-module (resp. Z[g 1]-module) libre engendré par les éléments
T, z € G,. Bien que &, ne soit pas un groupe de Coxeter, il existe des bases de H,, notées

{Cj |z € ér}, resp. {C; | z € ér} et caractérisées par les propriétés
(i) cF = Cr (resp. C, = Co),
(i) Cf =T, mod gLt (resp. C, =T, mod q 'L").

x
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Ecrivons C;f = ZyeéT Pyo(@)Ty et Cp = Eyeér P, .(q)Ty, avec les P, € Z[g] et les
Pya € Z]q~"]. Les polynémes P?zx
sont étroitement reliés & ceux de &, par les formules suivantes. On a P/, = P, . = 0 & moins

sont appelés polynomes de Kazhdan-Lusztig de ér; ils

que y < z. Dans ce cas, il existe un unique (k,z,7) € Z X ér X ér tel que z = 7% et y = 7Fy.
On a alors

Pho@)=Pye(e) et Pr.(q) =Pa(—q ")
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Chapitre 2

g-produits extérieurs

Soit C" la représentation vectorielle de sl,. Alors sl, agit sur C* @ C' en opérant sur le
premier facteur. L’algébre U(;[n) agit sur une affinisation V de C* @ C' et donc aussi sur la
r-iéme puissance extérieure A"V. Dans ce chapitre, nous construisons, d’aprés Uglov [U2],
un analogue quantique de cette représentation, que nous noterons AZV. Nous construisons
alors des bases canoniques de ce module.

2.1 Notations

Dans toute la suite du mémoire, nous utiliserons les notations suivantes. Nous travaillerons
sur le corps K := Q(q). Soient n et [ deux entiers naturels non nuls, et k¥ € Z. Rappelons que
k peut s’écrire de maniére unique

k= c(k) +n(d(k) — 1) + nim(k),

avec ¢(k) € [1; n], d(k) € [1;1] et m(k) € Z. On pose alors ¢(k) := c(k) + nm(k). Pour
k = (ki,....ky) € P, :== Z", on pose c(k) := (c(k1),...,c(k;)) et on définit de méme
d(k), m(k) et ¢(k). Reprenons les notations de la section 1.3. Pour k € P,, il existe
un unique a(k) € A", u(k) € *®W tel que c(k) = a(k).u(k). De méme, il existe un
unique b(k) € B!, v(k) € W) tel que d(k) = v(k).b(k). On forme alors les éléments
z(k) := u(k) Ymm) v(k) € a(k) [/ et ((k) := ¢(k).v(k) = a(k).z(k) € P,. Soit enfin w(k)
I'élément de longueur maximale du sous-groupe parabolique W) C &;..

Exemple 2.1 Prenonsn=2,1=3,r =5 et k= (29,22,13,12,2). On a alors
a(k) = (1’1’2’2’2)’ b(k) = (3’3’2’1’1)’ c(k) = (1’2’1’2’2)’ d(k) = (3’2’1’3’1)’
m(k) = (4,3,2,1,0), u(k) = o2, v(k) = 0309, z(k) = 02Y(4,3,2,1,0)0302,
¢(k) =(9,8,5,42) ((k)=1(9,4,8,52) et w(k) = o104.

Pour le calcul pratique de b(k) et ((k), le lecteur pourra se reporter & la remarque 2.11. ¢
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Remarque 2.2 Sil =1, alors { : P, — P, est I'identité. En effet, si [ = 1, alors "application
¢ : 7. — 7 est triviale, donc 'application ¢ est I'identité de P,. De plus, le domaine B’ est
alors réduit a {(1,...,1)}, donc v(k) = id pour tout k € P,. La remarque s’ensuit. o

Lemme 2.3 Soit S := {(a,b,m,u,v) EA"XxB'x P, x6, x6&, |u caW,v € /W?b}. Alors
Uapplication P, — S, k — (a(k),b(k),m(k),u(k),v(k)) est bijective.

Démonstration. Avec des notations et des domaines de définition évidents, les applications
k — (c(k),d(k),m(k)), ¢ = a.u+— (a,u) et d =0v.b — (v,b) sont des bijections. Le lemme
s’ensuit. Plus explicitement, la bijection réciproque de celle de ’énoncé est

(a,b,m,u,w) — (a.u) +n((v.b) — 1) + nlm,

2.2 Construction de ’espace AjV

2.2.1 L’espace vectoriel A(b)

Fixons dans tout ce paragraphe b € B', et introduisons les K-espaces vectoriels

Aab) =K, @, H, @, K-y (a€A”) et A(b) == P Alab).
acEA™

Le but de ce paragraphe est de donner une base de A(b). Nous avons vu au chapitre 1 que
nous avons un isomorphisme d’espaces vectoriels

@ K, ®g, H 5 @ K (a.z] = P, 1®p, Ty — (a.z| ;
ac A" aeAn’me aw

nous ferons désormais cette identification et nous écrirons alors
(a.z| =105, Ty (a € A",z €°W).
De méme, nous poserons
ly.b) =T, ®u, 1  (be ByeWb.
Soit wp ’élément de longueur maximale de W;. On définit 'application linéaire
o :Pr = AD), (= K= (=)l en 1 (e P).
En d’autres termes, si ( € P, ( = a.z avec a € A" et © E“/VI?, alors on a
o = (=¢™ ") “ 1 @u, T, @, 1.

Lemme 2.4 ¢y, est surjective. De facon équivalente, {[(]y | ¢ € P} est une partie génératrice
de A(b).
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Démonstration. 11 suffit de voir que tous les 1 @y, T, ®m, 1, a € A", Ly e 6 sont dans
Iimage de ¢. Soit a € S, et y € S,. Soit A := =ay € P, et x € AW tel que A = a.z.

Alors u := yz~! € W,, donc d’aprés un résultat classique (rappelé au chapitre 1), on a
l(ux) = l(u) + ¢(x). Par conséquent, on a T, = T,,, = T, T,,. Puisque u € W,, ceci entraine
que

1 ®Ha Ty ®Hb 1 =1 ®Ha (TuTx) ®Hb 1= (ITU) ®Ha T:v ®Hb 1
=q¢ "Ml T, ®,1 € Im(d).

Lemme 2.5 ([U2]) Soiti € Iy, et ( = ((1y.-.,¢r) € Pr. Alors

o0 st G = Gitl,
[C]b - { —qfl[C-Uz']b ;

S Cl < Ci-l—l-

Démonstration. Par définition du produit tensoriel au-dessus de Hj et de I'action sur K_,
on a Ker ¢, = Ejelb P,.(T; + q). Par conséquent, on a ¢b((C|.(TZ- + q)) = 0. Le résultat pro-
vient alors des expressions de (.(7;| données & la proposition 1.37. O

Ainsi, dans le cas particulier ou W, = W et o1 on spécialise ¢ 4 1, on a [(], = —[(.0;], pour
tout 1 <7 < r—1. Dans ce cas, ¢, peut donc étre vu comme un opérateur d’antisymétrisation.
Dans le cas général, ¢, est donc un g-analogue d’un opérateur d’antisymétrisation partielle.

Soit
P:b-'_ = (Ala---aAr)EPr|’iEIb:>)\i>)\i+1}.

I1 découle des deux lemmes précédents que {[C]b | ¢ € Pr+b+} est une partie génératrice de
A(D).

Proposition 2.6 ([U2], Lemma 3.19) {[C](, | ¢ € P:;r} est une base de A(D).

Démonstration. 1l reste & voir que la partie {[C]b | ¢ € P:f} est libre. Supposons que
Z(eP,ﬂf,f ac[¢]y = 0, otr les a¢ € K sont presque tous nuls. Alors le vecteur v := Z(ePi,f ac(C|

est dans le noyau de ¢,. Considérons 'élément Cyy, =37, vy (=)W= T, € H, (cf. para-
graphe 1.3.2.3) ; il s’agit (du g-analogue) de Pantisymétriseur partiel évoqué précédemment.
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D’apres le lemme 1.39, on a Ker ¢y, =Y., P,.(Tj + q) C Ker C,,. Par conséquent, on a

S
0 = 0.0, =v.0,,

= Z (_q)f(wb)*f(y)ag(d'fy

cePHtyew,

D DR G L

cephtyew,

= Z (_q)f(wb)ff(y’)ac(g.yq’

CEPF y W,

ou I’égalité (C|.(Ty/)71 = (.| (¢ € PLY,y' € W,) provient de la proposition 1.37. Puisque
les (C.¢/'], (v',¢) € W, x PLF sont deux a deux distincts et que les [A), A € P, forment une
famille libre, les a¢ (( € P.;F) sont bien tous nuls. O

2.2.2 Une base de AZV. Relations de redressement

Définition 2.7 Introduisons ’espace vectoriel

ATV = ATV nl] == EP Ab),
beB!

et pour k = (ky,... k;) € Py, posons

uke = upy A Aug, = (—¢" ) 1@y, Tu X ™(Ty-1) " @, 1 € Aa,b) C ALV,
ou a := a(k), b := b(k), etc. Nous dirons que wuy est un g-produit extérieur. (Le lecteur
prendra garde & ne pas confondre la notation wug, qui désigne un g-produit extérieur, avec la
notation u(k) introduite précédemment, qui désigne un élément de &,.) Nous dirons que uy

est ordonné si k € P,"*. Nous reviendrons sur la notation A}V et sur cette terminologie au
cours de la remarque 2.14. o

Proposition 2.8 ([U2], Proposition 3.20)
1°) Soit S := {(b,() €EB'xP.| (€ Pr‘"b"'}. Alors Uapplication

¢Y: Pt =S ks (b(k),C(k))

est bien définie et bijective.

2°) Pour tout k € Pt on a ug = [C(k)]b(k)-
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Démonstration. Dans toute la preuve, si k € P+ est fixé, nous noterons

a=(a,...,ar) =a(k), b= (by,....b) =bk), &= (P1,....0r) = d(k), etc.

— Premiere étape: montrons que ¢ est bien définie. Soit k € P.7*. Alors on a

() mep
(ii) i <jg, di<dj = m;>mj,
(i) i<j, di=d = ¢ >¢

Puisque ¢ = pv=v"'.pet b=v""'.d,ona
(iv)  (CryeeesGr) = (¢v(1)a R a¢v(r)) et (v) (b1,...,b) = (dv(l)a SR adv(r))'

Soit 1 <4 < j < r tel que b; = bj. Puisque v € WP, le lemme 1.30 implique que
(4,9) ¢ S(v), d’out v(i) < v(j). Par ailleurs, on a d’aprés (v), dy;) = b; = b; = dy(jy. En
appliquant (iii) & ¢’ := v(@), j' := v(j), on a ¢y > P, soit encore d’apres (iv), ¢; > (j.
Ainsi ¢ € P".

Deuxiéme étape: soit k € P.F+. Montrons que z = uymv est la factorisation d’Uglov
de z. On a m € P;F d’aprés (i). Il reste & montrer que

Sw) = {(if) |1 < i <j <, mypy <myg)b.

Soit 1 <i < j < r tel que my) < my(;). D'apres (i), la suite (my) est décroissante,
d’out v(i) > v(j). Réciproquement, soit (i,j) € S(v). Puisque v € WP, le lemme 1.30
entraine que b; > b;. D’apres (v), on a donc d,;) = b; > bj = dy(;). En appliquant (ii)
au couple (i',5") == (v(4),v(7)), on a donc M,y < my;), d’ott 'égalité voulue.

Troisiéme étape: montrons que 1) est injective. Soit (b,{) € S. Supposons qu’il existe
k € Pt tel que (b,¢) = (b(k),((k)). Nous allons montrer que k est alors déterminé
de fagon unique. Il existe un unique a € A™, = € T tel que ¢ = a.x. Soit T = UYmv
la factorisation d’Uglov de z. Puisque a.z = ( = ((k) = a(k).z(k), on doit avoir, par
unicité du couple (a,z), a(k) = a et z(k) = x. D’apres 1’étape précédente, les expres-
sions z = w(k) = u(k)ymr)v(k) et = = uymv sont deux factorisations d’Uglov de
z. Or d’apres la proposition 1.28, la factorisation d’Uglov est unique, d’ou u(k) = u,
m(k) = m et v(k) = v. Par conséquent, les éléments a(k), b(k), m(k), u(k) et v(k)
sont déterminés de facon unique. D’apres le lemme 2.3, k est & son tour déterminé de
fagon unique; plus précisément, on a alors k = (a.u) + n((v.b) — 1) + nim.

Quatriéme étape: montrons que v est surjective. Soit (b,() € S, et z, a, m, u et v
définis & partir de (b,() comme & 1’étape précédente. En particulier, x = uy,v est la
factorisation d’Uglov de z. Nous avons vu que le seul antécédent possible par ¢ de (b,()
est k := (a.u) + n((v.b) — 1) + nlm. Tl reste & voir que k € P™F. Soit 1 <4 < j < r.




40 Bases canoniques d’espaces de Fock de niveau supérieur

Puisque z = uymv est la factorisation d'Uglov de z, on a m € P/, d’ott m; > m.
Si m; > my, alors on a bien k; > k;. Supposons désormais que m; = m;. Mon-
trons tout d’abord que v~ !(i) < v !(j). Sinon, puisque i # j, on doit alors avoir
(v71(5),w~1(i)) € S(v). Compte tenu de I'expression de S(v) donnée & la proposition
1.28, on a donc my,-1(j)) < My(u-1(3)), Soit encore m; > my, ce qui est absurde. Ainsi
v71(i) < v71(j). Puisque b € P, on a donc by-13iy = by-1(;), soit encore, compte
tenu de (v), d; > d;. Les assertions d; > d; et m; = m; impliquent k; > k;; il reste
donc & traiter le cas oit m; = m; et d; = d;. D’apreés (v), on a donc b,-1(; = b,-1(5),
et nous avons montré par ailleurs que v (i) < v !(j). Puisque ¢ € P},", on a donc
Co-1(i) > Cp=1(j), ce qui donne d’apres (iv): ¢; > ¢;. Comme m; = T;Lj, on a donc
¢; > c¢j. Compte tenu de m; = m; et d; = d;, on a encore k; > k; dans ce cas. Ainsi
kepPtt.

— Cinquitme étape: soit k € P,"*. Montrons que ug = [¢(k)]p(x)- Reprenons les notations
du début de la preuve. D’apres la deuxieéme étape, z = uy,,v est la factorisation d’Uglov
de z. De plus, on a m € P;F, dou X~™™ =T, . La relation sur les longueurs donnée &
la proposition 1.28 montre alors que

T X ™(Ty1)"" =TTy, (Ty-1) ™" = Ty = T
Il n’y a plus qu’a faire agir 'application
heH — (-1 ey hom 1

sur le membre de gauche et le membre de droite de la suite d’égalités précédentes pour
conclure.

0

Remarque 2.9 Le contenu du point 1°) de la proposition précédente est purement combi-
natoire. C’est pourquoi nous avons voulu en donner une preuve faisant appel a aussi peu de
résultats que possible; en particulier, notre preuve ne fait pas appel au paragraphe précédent.
Par contre, Uglov [U2, Proof of Proposition 3.20] donne une preuve beaucoup plus courte de
la surjectivité de v, mais qui utilise la proposition 2.6. o

Remarque 2.10 On peut montrer que I'application P, — B! x P, k — (b(k),C(k)) est
encore surjective ; par contre elle n’est pas injective. En effet, sin =2, [ =2 et r = 2, 'image
par cette application des vecteurs (1,4) et (4,1) est dans les deux cas le couple ((2,1),(2,1)).
o

Remarque 2.11 Voici comment calculer ¢ de fagon pratique. Soit (ki,....k,) € PrT.
Numérotons les éléments de Z' & laide des entiers ..., —1,0,1,... comme sur la figure 1.8, et
placons sur ce diagramme les points de Z! ayant les numéros ki, ... k,. Appelons ces points

Ay,... Ay ; puisque k := (ki,...,k) € P, les k; et donc les A; sont deux & deux distincts.
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Alors faire agir v(k) correspond 4 lire les points A; sur le diagramme en partant de la derniere
ligne, puis en parcourant le diagramme de droite & gauche puis de bas en haut. On obtient
ainsi une suite de points A},...,A. Alors (; est le numéro de colonne de A} et b; est le
numéro de ligne de Al. La figure 2.1 illustre ce calcul (cf. exemple 2.1). Toutes les étapes de
ce mode opératoire sont <« réversibles > ; par conséquent le lecteur pourra tirer a partir de
cette figure un moyen pratique pour calculer 1)~ o

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 ¢
- == [ N | W " " [ - - Ir=—-
1le el e :o o;: elle olle oo
|
's al1 20l7 8 1l13 14i'19 20125 26131
| N 1 N 1 1 ]
| | | | | I
2o ejle elle ele elie ::o oo
I3 2 :I 3 4 :I 9 10 :I15 16 ::21 22 :I27 28 1133
| | | | | |
3je e|le e @ :o I ol e o
| | | | | 11
-1 015 6 1111 12 1117 18 1123 24 1129 30 1135
e e — T e e do e e d o e d e e e [

Fi1a. 2.1 — Calcul de (k) pourn=2,1=3,r =05 et k = (29,22,13,12,2) (cf. exemple 2.1).
On lit ici b(k) = (3,3,2,1,1) et ¢(k) = (9,4,8,5,2).

Les propositions 2.6 et 2.8 entrainent immédiatement le résultat suivant.

Théoreme 2.12 ([U2], Proposition 3.21) {uy | k € P"} est une base de A}V O

Ce théoreme montre que les ug, k € P, ne sont pas linéairement indépendants. Considérons
par exemple I'isomorphisme d’espaces vectoriels

P K ou H g HogK ,—AV, 18heh®l-10hhel.
a€A", beB!

Modulo cet isomorphisme, on a pour k € P,
up = (=g ) (e X ™ @, |d),
ot on a posé comme d’habitude a := a(k), etc. Par conséquent, les égalités
(c|. X ™T; @, |d) = (c|. X~ ™ ®p, T;.|d), 1<i<r-—1

induisent des relations entre les ug. Il existe aussi des relations entre les ug provenant des
relations de commutation entre les T} et les X* données au lemme 1.34 (ii). Ces relations,
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ainsi que les formules donnant P'action des T; sur les (¢| (resp. |d)) vues & la proposition 1.37
(resp. 1.36), nous permettent de calculer de fagon explicite les relations entre les ug. Notons
que les relations pour r > 2 quelconque se déduisent de celles pour r = 2.

Proposition 2.13 ([U2], Proposition 3.16)

(i) Soit ky < ks, ety € [0; nl — 1] (vesp. § € [0; nl —1]) le résidu de c(ks) — (k1) (resp. de
n(d(ks) — d(k1))) modulo nl. On a alors

(Ry) Uy, N Uy = —Up, A Ug, siy=20=0,
Ugy, N Uk, = —qilqu A Ug,
(2 _ —2i+1 . .
(R2) (g 1) ; 7 Uk —nli /\ Uy nli siy>0,0=0,
Zi
+(q_2 - 1) Z q_%ukz—fy—nli A Uy +~y4nli
i>0
Uy N Uy =  QUEy, N\ Up,
2 2i—1 . .
(R3) o= 1) ; 7 Uko—nli N Uk 4nli siy=0,0 >0,
Zi
H@® = 1)) ¢ uky—s—nti AUy bo4nli
i>0
(R4)
Upy NUky = Ugy N\ Up,

—2i

q

Z Uly—nli N\ Uky+nli
i>1

Y

>0

q + q
2141 + q —2i—1
q+q [ 1 Uky—y—nli A Uy +~y4nli

2141 —2i—1
_ q +q
+(g—q ) T T ke —dnli AN Ukl
>0 474

Z q21+2 —2i—2

i ———————Uky v §—nli \ Ukyty+5+nli
>0 q q

siy>0,0 >0,

ot les sommes portent sur les indices i tels que les q-produits extérieurs correspondant soient
ordonnés.
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(ii) Les régles de (i) wvalent pour toute paire de facteurs adjacents du q-produit extérieur
Uk = Uky N\ Uky =+ N\ U, -

Démonstration. 11 suffit de prouver le point (i). La preuve repose sur le lemme 1.34 (ii) et
sur les relations données par les produits tensoriels. Le lecteur est invité & se reporter a la
section 2.5 pour les détails techniques des calculs. O

Ces relations, appelées relations de redressement, permettent d’exprimer de fagon pratique
tout g-produit extérieur comme une combinaison linéaire de g-produits extérieurs ordonnés.
Puisque les g-produits extérieurs ordonnés forment une base de A7V, ces relations forment
un systéme complet de relations pour ApV.

Remarque 2.14 Dans [Ul], Uglov donne une définition des g-produits extérieurs différente
de celle-ci. Notons vy, le g-produit extérieur indexé par k € P, de [U1]; on a alors

o= (-)C®Dy, (ke P,

Il n’est pas difficile, & partir de la proposition 2.13, de donner les relations de redressement
pour les v, ce que nous ferons explicitement a la proposition 8.20. On voit qu’en spécialisant ¢
a 1 dans les relations de redressement pour les v, on obtient les relations d’anticommutation

Vg, A\ Vg, = —Uk, AUk, k1, ko € Z. Par conséquent, ’espace vectoriel engendré par les vy
est un g-analogue d’une r-iéme puissance extérieure de l'espace V := (vg, k € Z), d’ou la
terminologie de g-produits extérieurs et la notation AV o

2.3 Trois actions sur AZV

* Commencons par décrire I'action de Uq(g[n) sur AJV. Soit (vi,...,v,) une base de K"
et (wr,...,w) une base de K'. On vérifie aisément que les formules
ei( X" ®@ve®wa) = Oiy1=cmodn X™ 70 ® vt ® wy,
[i(X™ ®ve @ wy
ti(
(

= di=cmodn Xm+oio Q Vet1 & Wy,

m ® Ve ® wy — q‘siEc mod n_6i+lEc mod n Xm ® Ve ® Wy,

~—_—  ~—  ~—  ~—

X
X" Qu.R@wy) = —mX™ Qv wy,

avec les conventions vy := vy, et v, := vy, définissent une action de niveau 0 de U, (;\[n)
sur
Vo =KX, X oK' K.

N

A T'aide de isomorphisme d’espaces vectoriels
Vn,l — A;V = K(Z)a X" ®v. @ wg — Uetn(d—1)+nlm»

on définit une action de U, (;[n) sur AéV, qui est illustrée a la figure 2.2. Notons que la
restriction de cette représentation a chaque cadre est la somme directe de [ copies de
la représentation vectorielle de K".
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o 10 (>0 1>00>0 10 0+0 10 0>0 10 00 10 (>0
o 1+e (>0 1+ (re-1+0 (>0 1+0 (>0 -1+0 (>0 1>0 (>0

o l1re 0re 10 (e 10 (>0 10 (>0 10 (>0 10 (>0

Fia. 2.2 — Action de Uq(g[n) sur AéV. Ici, le point numéroté k représente le vecteur uy
(k € Z) et la fleche étiquetée i représente l'action de f; (0 <i<n—1).

En itérant r — 1 fois le coproduit A de Uq(;[n) (cf. paragraphe 1.2.2), on définit une

action de U, (;[n) sur (AJV)®". De facon explicite, cette action est donnée a Paide des
formules suivantes: pour tout (ki,...,k.) € Z", on a

ei(ukl X - ®ukr)

r
Zukl ® @ up_, @ ei(ug,) @t (ug,,) @ @7 (up,),
j=1

r
f’i(ukl ® - ®U’]€r) = th(ukl) - ®ti(u/€j_1) ® fz(uk]) ®u/€j+1 - ®ukm
j=1
ti(ug, @+ ®ug,) = ti(ug) ® - @ti(u,),
r
Oug, @ Qup,) = Zwm ® - @ ug;_; ®@O(ug;) @ up;,, ®- - @ ug,.
j=1

En voyant A{V comme un g-analogue du produit extérieur de r copies de (AéV), i.€.
comme le quotient de (A}IV)@”" modulo les relations de redressement, on montre que l'ac-
tion de U, (;[n) sur (A;V)®" passe au quotient en une action sur A7V. Nous renvoyons
la preuve de ce fait (qui ne nécessite aucun calcul!) & [U2, Section 3.5]. Explicitement,
cette action sur les g-produits extérieurs est donnée par:

.
eilup, A+ Aug,) D gy A Ay Aeiug) A (g, ) A A (ug,),
j=1

”

filug, A+ ANug,) = Zti(ukl)/\---/\ti(uk]._l)/\fi(ukj)/\ukHl/\---/\ukr,
J=1

ti(ukl/\---/\ukr) = ti(ukl)/\---/\ti(ukT),

r

Ougy Av Aug,) = > gy Avoe Ay, AO(ugy) Ay, Ao A,
j=1
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* De la méme fagon, on peut définir une action de Up(;[l) sur (ApV'); rappelons que p est
relié & ¢ par la relation p = —¢~'. Commencons li encore par le cas ot 7 = 1. Avec les
notations précédentes, on vérifie que les formules

(XM RV @wi) = Sit1=d mod 1 X™ %0 ®v. @ wy_1,

= Sizdmod 1 X0 ® v, ® W41,

)

)

HX™ @ v, ® wy) = p&;d mod 1= 0i+1=d mod L X @ 1, ® Wy,
)

(
fz(Xm Q ve ® wqy
(

(X" R®v.@wy) = —mX™® v, wg,

(avec les conventions wy := w; et wyy; := wy), définissent une action de niveau 0 de
Up(sly) sur V;, ;. A l'aide de I'isomorphisme d’espaces vectoriels

Vg — A;V =K, X" ®ve ® Wy = Ueyn(d—1)+nim

on définit une action de U, (;[l) sur AV, qui est illustrée & la figure 2.3.

e 2+0(0r0-1>02>0(0>0-1>02+0 0010 2+¢ 0>0-1+0

o 20 (0r0-1>0 20 (>0 10 26 (>0 10 20 (>0 10

F1G. 2.3 — Action de Up(;[l) sur AéV. Ici, le point numéroté k représente le vecteur uy, (k € Z)
et la fleche étiquetée i représente Uaction de f; (0<i<Il—1).

En itérant r — 1 fois le coproduit A de Uq(;[n) (cf. paragraphe 1.2.2), on définit une

action de U, (sl;) sur (AéV)‘g”". La encore cette action passe au quotient en une action
sur AgV, qui est donnée par les formules suivantes:

éi(ug, N--- Nuyg,)

.
Zukl A Ny A i) A g, ) A A ug,),
j=1

”

filug, A+ ANug,) = Zii(ukl)/\---/\ii(uk]._l)/\fi(ukj)/\ukHl/\---/\ukr,
Jj=1

t'i(ukl/\---/\ukr) = t'i(ukl)/\---/\t'i(ukT),

r

Ougy Aw Aug,) = > gy Ave Ay, A O(ugy) Ay, Ao A,
j=1
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* Pour 1 < i <r, soit € := (0;j)i<j<r € P,. Notons Z, le centre de flr. Il découle du
lemme 1.34 (ii) que les éléments

r

Bp =Y (X" (meZ),
1=1

appelés bosons, sont dans Z,. (en fait, un résultat de Bernstein montre que si algébre
de Hecke affine H, est définie sur un corps algébriquement clos, alors ces éléments
engendrent Z, en tant qu’algebre). Pour a € A", b € B", Introduisons les H,-modules

T,o=Y (Ti—q ').H et Th:=> H.(T;j+q).
i€l, Jeh,
Soit a € A" et b € B™. On a clairement Z,.2, = 2,2, = I, et 7y.2, = Z,. 1", = 1"y,
donc l'action (& gauche ou a droite) de Z, sur H, passe au quotient en une action sur

Aa,b) = T,\H, /T',.

Ainsi Z; agit sur AfV. L’action des bosons sur les g-produits extérieurs est donnée par
la formule

r
Bm(ukl AR /\Ukr) = Zukl A /\ukj% /\uk].,nlm/\ukjﬂ N N ug,.
j=1

Le fait fondamental concernant ces trois actions est le suivant. On le vérifie par un calcul
direct en se ramenant au cas ou r = 2 (cf. [LT] pour la preuve dans le cas ou [ = 1).

Théoréme 2.15 ([U2], Proposition 3.30) Les actions de Ué(;[n), U;,',(;[l) et des bosons
B, m € Z* sur AjV commutent deuz a deuz. O

2.4 Une involution de A{V. Bases canoniques d’Uglov

2.4.1 Une involution de AZV

Rappelons que ﬁr est muni d’une involution — . Soit a € A™ et b € B!. Puisque les
éléments T; — ¢ ' et T; + ¢, 0 < i < r — 1, sont — -invariants, les sous-modules Z, et 7',
introduits au paragraphe précédent sont laissés stables par I'involution de ﬁr. Par conséquent
cette involution passe au quotient en une involution de A(a,b) = Ia\ﬁlr /T'y, qu’on étend de
facon additive & AV = @,cn pep Ala;b). Un calcul permet de décrire I'action de cette
involution sur les g-produits extérieurs. Avant d’énoncer le résultat, introduisons la notation

n(k) = 4 {(if) €N | 1<i<j<r ki=k} (k= (k... ) € P).

Proposition 2.16 ([U2], Proposition 3.23 & Remark 3.24) Soitk = (ki,... k) € P;.
On a alors
up = (_Q)H(b(k))(q_l)ﬁ(a(k))ukr Ao ANug,.



Chapitre 2. g-produits extérieurs 47

Cette proposition permet donc, grace aux relations de redressement, de calculer ’action de
I'involution sur la base des ¢g-produits extérieurs ordonnés. Ecrivons les coefficients matriciels
de I'involution en posant, pour I € P,

=Y. ap)(q)u,

kepP T

avec les ag}(q) € K; d’apres la proposition 2.13, ces coefficients sont en fait dans Z[q,q ']

Notons A" (q) := (agz(q))kle p++ la matrice ainsi obtenue. Remarquons que d’apres la

proposition 2.13, la matrice A" (1) est I'identité. On définit un ordre partiel sur P+ par
k > 1 si et seulement si { ?;:1 hi 2 ?;:1 L pour tout 1 <j <,

(k= (ki,... k) € PYH0=(I1,... ly) € PFH).

Proposition 2.17 ([U2]) Soit k, l € P+,
(i) Si ag"}(q) # 0, alors ug et up appartiennent au méme sous-espace A(a,b). Autrement
dit, on a a(k) = a(l) et b(k) = b(l).
(ii) On a ag}c(q) =1, et ag}(q) # 0 implique k < 1. Autrement dit, la matrice A7) (q) est
unitriangulaire.

Démonstration. Tout cela résulte de la proposition 2.13. O

On peut montrer que I'involution de AfV" est compatible avec les trois actions étudiées
précédemment.

Proposition 2.18 ([U2], Proposition 3.31) Pour tout u € Uq(g[n), (VRS Up(g[l), m € 7%,
veENV, ona

w0 =uv, uwv=uv et Bpy.wv=DB,.".

2.4.2 Bases canoniques d’Uglov de AjV

Définissons deux réseaux de AfV en posant

L= @ Z|q)ug et L, = @ Z[q ug.
kep;t kepPt
Puisque la matrice de I'involution de A7V est unitriangulaire, on prouve, en utilisant un
argument classique, le théoreme suivant.

Théoréme 2.19 ([U2], Theorem 3.25) Il existe une unique base {GT (k) | k € P} (resp.
{G="(k) | k€ P} ) de AjV satisfaisant les deus conditions suivantes :

(i) Gtr(k)=G""(k) (resp. G"(k) = G™"(k) ),
(i) G (k) = ug mod qL} (resp. G " (k) = up mod ¢ 'L, ).
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Démonstration. Analogue & celle du théoreme 3.34. U

Définition 2.20 Les bases {GT" (k) |k € Pt} et {G™"(k) | k € P} sont appelées bases
canoniques d’Uglov de AjV. Définissons les coefficients matriciels A;:’lr(q), ALy () € Zlg,q Y]
(k,l € PT) par

G0 = Y A (@ue et GO = ) Ay (),

kepPtt keptt

et notons A“"(q) := (AZ;(q))k,l€Pj+ (e € {+,—}) les matrices donnant les bases canoniques
de AZV. o

Proposition 2.21 ([U2]) Soit k, l € P+,
(i) Si Ai’;(q) # 0, alors ug et uy appartiennent au méme sous-espace A(a,b). Autrement
dit, on a a(k) = a(l) et b(k) = b(l).
(ii) On a Ai’;(q) =1, et Ai’[(q) # 0 implique k <.

Démonstration. Tout cela résulte de la proposition 2.17. EI

Gréace a la base {[C]b |Ce P:,;r} de A(b) (b € B'), on montre que les coefficients de A" (q)

(e € {+,—}) s’expriment a l’aide des polynémes de Kazhdan-Lusztig de é,«. Signalons que la
preuve du théoréme qui suit est en tout point analogue & celle donnée dans [VV] dans le cas
ou [ =1 (voir aussi [LT]).

Théoréme 2.22 ([U2], Theorem 3.26 & Remark 3.27) Soit k, l € P tels que
a(k) =a(l) =a € A" et b(k) = b(l) =b € B. Alors on a

+, _ l -, _ —1\/ -
Ak,lr(q) - Z (—9) (y)PJax(k)wby,wax(l)wb et Akf(q) - Z (4 1) (y)fpllfv(k):fv(l)'
yeW, yeWs

Démonstration. Voir [U2]. O

Remarque 2.23 1l est également possible d’exprimer les coefficients Ai’lr(q) a laide des

polynémes de Kazhdan-Lusztig associés a des modules paraboliques de H r (voir [U2, Theorem
3.26)). o

Remarque 2.24 Ce théoréme implique, d’apres un résultat de [K'T], que les coefficients de
AT"(q) (resp. AT"(q)) sont dans N[q] (resp. Np]). o

2.5 Démonstration du point (i) de la proposition 2.13

Reprenons les notations de la proposition 2.13. Soit k € P,, a = a(k), etc. Notons
a = (a1,a2), etc. les coordonnées de a, etc. et posons enfin = (uq,u2) := —(my,mo).
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2.5.1 Démonstration de (R;)

Puisque v =0, on a ¢ = (¢1,¢1) € A™. Par suite, a = ¢ et u = 1. De plus, 01.a = a, donc
Hg = (T1). De méme, puisque 6 =0, on a b=d = (dy,dy), v =1, Hp, = (T}) et wp = 01. On
a donc

Upy A gy, = (—g~1).1 ®ryy X @y 1,

et de méme
ks Augy = (—q 1)1 ®ryy X7 @y 1.

On a donc, en omettant de préciser au-dessus de quoi sont pris les produits tensoriels,

Upy N Uy + Uy AU, = (—q_l).1® (XF+ XM @1l=—(1T))® (X' + X" x1
= —1T.(XIF+ X" Q1.

D’apres le lemme 1.34 (ii), on a T7.(X* + X70H) = (X# 4+ XM Ty, d’ou

Uy NUgy +Up, ANug, = —1@(XHF+XTTH)TIR1=-10 (XF+X7H) @ (T;.1)
= ¢l XH*+ X)) 1.

Ainsi up, Aug, +ug, Aug, = (—¢7H)1 @ (XH+ XM ®1 =ql1® (XH+ X)) ® 1. Par
conséquent, ug, A Ug, + Ug, A U, = 0. g

2.5.2 Démonstration de (Ry) et (R;3)

Nous ne montrons que (Rg); la preuve de (Rj3), en tout point analogue, est laissée au
lecteur. Notons que 'hypothese k1 < ko implique 1 — o > 0. Supposons pour fixer les idées
que ¢ < cg, de telle sorte que v = ¢g — ¢1. Alors ¢ = (c1,c9) € A", donc @ = c et u = 1.
Puisque ¢ # ¢z, on a Hy = K. De méme, b = (dy,dy), v =1, Hp = (T}) et wp = 01. Ainsi

Uk, N\ Ugy = (—q_l)l Rk X* (1) 1.

On a, toujours d’apres le lemme 1.34 (ii):

ug, Aug, = —q¢L1@XFR1=¢210X'®(T1.1)=¢ 210 X' ®1
p1—p2—1
= q*2.1®(T1X”1~“+(q—q*1) > X”1~“+m1) ®1.
=0

On vérifie aisément que
— ¢ '1T X" el = Uk, A Ug, €t

-1 . 3
—q 1® X% el gl = Uy —y—nli I\ Uky+y+nli.

Par souci de brieveté, introduisons pour toute la fin du chapitre la notation

Wi, 7= Uky—m N Uky+ms m € 7
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(il faut prendre garde au fait que w,, dépend de k; et k3). On a ainsi établi

p1—p2—1
(6) : gy Aty = —q Tugy Aug, + (¢ 7 — 1) Z Wrynli -
i=0

Notons que les vecteurs wsy,,; ne sont ordonnés que si i < L%J ; il faut donc

redresser prés de la moitié des vecteurs de (x)! Ceci invite & prouver (Ry) & l'aide de ()
par récurrence sur pq — po. Observons que () donne directement le résultat voulu lorsque
w1 — po = 0 et uy — po = 1. Supposons maintenant que py — o > 2. En écrivant () pour
Uk, N Upy €6 U, 4ni N\ Ugy—pnl, OD trouve

Uy A Uky = —q gy Aty + (72 — D)wsy 4+ ¢ wng + ¢ 2y 400 A Uky—nt ;

il ne reste plus qu’a appliquer I’hypothese de récurrence & wg, +n; A Ug,—n; €t & regrouper les
termes pour conclure. O

2.5.3 Démonstration de (R;)

La démarche pour prouver (Ry) est essentiellement la méme que celle suivie pour prouver
(Rs) et (R3), mais les calculs sont nettement plus compliqués (la difficulté réside dans la
longueur des formules). Supposons pour fixer les idées que ¢; < ¢z et dy < da, de telle sorte
que v = co — ¢y et § = n(dy — dy). Alors ¢ = (c¢1,¢2) € A™, donc @ = ¢ et u = 1. Puisque
¢1 # co, on a Hy = K. De méme, b = (d2,dy) = 01.d , v =01, H, = K et wp = 1. Ainsi

—1
up, Nug, =1 QK X”TI ®K 1.
Puisque les produits tensoriels qui interviennent sont triviaux, nous pourrons nous permettre
d’écrire
Uy N\ Upy = X”Tl_l.

La relation T, ' =T} (1 + (¢ — q_l)Tfl) et le lemme 1.34 (ii) nous donnent

iy Auy, = (XPT) (14 (g —g™)T; )
p1—p2—1 _
= (nxmrs@-ah) Y xR (14 (g —a )
=0
' 1 —p2—1 _
= Ty Xo1H 4 (q _ q—l)TlXal.uTl—l + (q - q—l)( Z XUI-#‘HQI)
—
p1—p2—1 '
+(q— q—1)2( Z Xm-lH-ialel) .
=0

On vérifie par un petit calcul que T1 X7 = up, A ug,, T1X“1'“Tf1 = wy,
XOraHion = qp et XOUAFO T = 50, Par suite, on a
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p1—p2—1 Ml po—1
(@)t wky Aupy = gy Aug, +(q—q ws+(g—q~ Z Wryynti +(q—q Z Wry4654nli -

L& encore, pres de la moitié des vecteurs de chaque somme sont & redresser ... ceci donne
néanmoins aisément la relation (R4) si p1 — po < 3. Supposons donc g1 — o > 4. On va
chercher une relation de récurrence permettant de calculer uy, A ug,. En écrivant (a) pour
Uky A\ Uky €6 Uk, ni A Uk,—nl, et en utilisant les relations w4 i, —pus—1) = Wy +6+n1 N Uky—5—ni
et Wyt §4nl(pg —pa—1) = Uki+nl A Uky_ni, ON trouve

(b) LUy A Uky = Uk, A Uk, + (q - q_l)(w’y + wﬁ) + (q - q_1)2w7+5 — Wn
—(q— ¢ Vwssns + (¢ — ¢ 1) Uky 6401 A Uky—5-ni
+(q? + 7% = 1)upy 40t A Uy —pi -

I1 faut aussi expliciter uy, 54+ni A Ugy—5—ni- Un raisonnement analogue nous donne

/ . _ —1
(V) ¢ Ukygsqnl ANky—5-ni = Wspn + (@ — ¢ ) (Wyts4nl + Uky 4201 N Uky—2n1)
F Uy 45+2n1 N\ Uky 5201 — W52nl -

Formons & présent le vecteur uy, A Uk, — Uk, +ni A Ugy—ni, €6 remplagons ug, A ug, (resp.
Uk, +ni N\ Uk, 1) Par son expression donnée par (b) (resp. I’expression obtenue & partir de (b)
en remplagant (ki,ko) par (k1 +nl, ks —nl)). Compte tenu de (b'), on s’apercoit que les termes
en Uk, 154201 N Uky—5—2nls Woytb4ni €6 W52 s’en vont. On trouve au bout du compte, apres
avoir refait passer le terme wg, 4pn; A Ug,—pn; dans le membre de droite:

(¢) + up Augy, = (¢® + ¢ ) Uky i A Uky—ni — Uy 420l A Uky—2n1
Fug, N\ ug, + (q - q_l)(w’y + wﬁ) + (q - q_1)2w’y+5 — 2wy
_(q - qil)(w’Hnl + w5+nl) + wapg -

Une partie des termes de cette formule suit la relation de récurrence linéaire d’ordre 2
Um = (q2 + q_Q)Um,1 - Umf2a

avec m = g — p1 et Ui = g, 4 (41 —po—iynl N Uky—(u1—pz—iynt (4 = 0). Notons que les coefficients
g2l g (@mAl) of g2m _ o—2m qyj apparaissent dans (R4), satisfont la relation de récurrence

Am = (q2 + q_Q))\m—l — Am—2,

ce qui nous invite & prouver (R4) & partir de (¢) par récurrence sur p1 — po. Nous avons déja
prouvé (Ry) si pug — po < 3. Si uy — p2 > 4, nous pouvons, grace a ’hypothese de récurrence,
exprimer ug, 1 n; A Uk, —nl €6 Uk, 1201 A Uk, 25 al moyen de (R4). En reportant ces expressions
dans (c), on voit, apres un calcul laissé au lecteur, que uy, A ug, satisfait aussi (Rq4). O
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Chapitre 3

Espaces de Fock de niveau
supérieur

Dans ce chapitre, en suivant a nowveau [U2], nous faisons < tendre r vers +o00 > dans
la construction de AV effectuée au chapitre 2. Nous obtenons ainsi des représentations A°
qui contiennent les sous-représentations F[s)], appelées espaces de Fock. Nous déduisons du
chapitre 2 la construction des bases canoniques d’Uglov des espaces de Fock.

3.1 L’espace des g-produits extérieurs (semi-)infinis A*

Définition 3.1 Fixons dans tout ce chapitre une charge s € Z. On pose

A* = A°[n,) = lim ALV,

ou les applications AjV — AfIV (t > r) sont données par

V> OAUs ¢ ANUg p 1y Aoer ANlig gy (v € AGV).

L’espace A® sera appelé I'espace des q-produits extérieurs (semi-)infinis de charge s. On
notera

V=V NUs—p NUg—p_1 N+

Papplication canonique AjV — liﬂAéV. Soit P(s) (resp. Pt (s)) I'ensemble des suites
d’entiers (resp. suites strictement décroissantes d’entiers) k = (k;);>1 telles que k; = s —i+1
des que ¢ est suffisamment grand. Par définition, les ¢-produits extérieurs infinis

Uk = Uk, N Upy N0y
k € P(s), forment une partie génératrice de A°. On dit que le ¢g-produit extérieur ug € A*

est ordonné si k € P**(s). Comme pour A}V, les g-produits extérieurs ordonnés forment
une base de A* ([TU], [U2, Proposition 4.1]), qu’on appellera la base standard. o
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Tout ¢-produit extérieur peut étre exprimé comme combinaison linéaire de g-produits
extérieurs ordonnés a 1’aide des relations de redressement, données & la proposition 2.13 (i),
qui sont valides pour chaque paire de facteurs adjacents de ux = ug, Aug, A---.

Nous aurons besoin de différentes indexations de la base standard de A®. Rappelons
qu’'on a défini aux paragraphes 1.1.5.2 et 1.1.5.3 des bijections 7,, : II X Z — II"™ x Z" et
7 : I x Z — II' x Z'. Définissons, pour N € N*, X C R, ¢ € R, ’ensemble

XN(t) = {(s1,.08n) € XN |51 4+ sy =t}

nous utiliserons cette notation la plupart du temps dans le cas ou X = 7Z, et parfois lorsque
X=QouX=R

Définition 3.2 Nous utiliserons les indexations suivantes de la base standard de AS.

* Indexation ug. Comme nous I’avons vu, la base standard est indexée par les ¢-produits
extérieurs ordonnés ug = ug, Aug, A---, avec k € P11 (s).

* Indexation \. Au g-produit extérieur ordonné u;, on peut faire correspondre une parti-
tion A € II, en posant pour tout 7 > 1,

)\i::ki—(s-i-l—i).

On écrira alors
IA,8) == ug.

* Indezation \,. Soit X € II, A, € II" et s, € Z™(s) tels que (A,,8,) = 7),(A,s). On pose
|An,8n)" = |A,s).
Cette indexation coincide avec I'indexation A dans le cas ou n = 1.
* Indezation X;. Soit A € II, \; € TI! et s; € Z!(s) tels que (A;,8;) = 73(\,s). On pose
|A,81) :=|A,8).

Cette indexation coincide avec 'indexation \ dans le cas ou [ = 1.

o
Exemple 3.3 Prenonsn=2,1=3,s=—1et A\ = (4,3,3,2,1). On a alors
(4332,0), = 1) = [((33)0),(~L0)* = |((LDL(LL)(1)) (0.0, — 1)
(voir les exemples 1.9 et 1.11). o

Remarque 3.4 Pour une autre description (équivalente) de ces indexations et pour d’autres
exemples, le lecteur pourra consulter [U2, Remark 4.2 (ii) & Example 4.3]. o
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3.2 Trois actions sur A°

3.2.1 Action des algébres quantiques affines Up(;[l) et Uq(f/!\[n)

A T’aide des relations de redressement, on prouve le lemme suivant.
Lemme 3.5 ([U2], Lemma 3.18) Soit a, b€ Z, a > b. Alors on a
(i) upAugAug-1 A---ANupy=0 et (il) wug Aug—1 A+ Aup Aug =0.

0

Grace & la formule (ii) de ce lemme, on peut faire tendre r vers l'infini dans la formule
donnant l'action de f; sur les ¢g-produits extérieurs de r termes. On peut donc faire agir f;
sur A® de la facon suivante, la somme ne comportant en réalité qu'un nombre fini de termes
non nuls:

+o0
fi(ukl/\- . ) = Zti(ukl) VANEERIVAN ti(ukjfl) A fi(uk].) A (L A ukj+2/\- .- ((/ﬁ, .. ) € P++(S)).
j=1

La définition de I'action de e; est un peu plus compliquée, car pour pouvoir faire tendre
r vers l'infini dans la formule donnant I'action de e; sur les g-produits extérieurs ordonnés de
r termes, il d’abord donner un sens au vecteur

wpy A Ay A eg(ug,) At (g, ) At (g ,,) A
lorsque j est suffisamment grand. Voici comment on procéde. Pour m € Z, posons

|m) = Uy A U1 A+

ainsi tout élément uy, k € P (s) peut s’écrire up = v A|s —r) avec v € AJV (lécriture
n’est pas unique, a cause du choix de 7). On pose alors

ti|nim) := ¢"%0|nim)
puis on remarque que le membre de droite de la formule
ti(v A [nlm)) == t;(v) A |nlm)

ne dépend pas de la décomposition choisie de ug = v A [nlm). Par conséquent, cette formule
permet de définir correctement un endomorphisme ¢; de A®. Définissons alors un endomor-
phisme e; de A® en posant

ei(vAls—1))=e()At7s—r)  (vEAIV);

la encore, le membre de droite de la formule ci-dessus ne dépend pas de la décomposition
choisie, comme on le voit en utilisant le lemme 3.5 (i).
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On définit Paction de 9 de fagon analogue. Posons tout d’abord, pour m € 7Z,

m(m + 1)

d(|nlm)) := —nl.sgn(m). 5

[nlm),
ou sgn(m) € {0,1, — 1} désigne le signe de m. La encore, le membre de droite de la formule

d(v A |nlm)) := 0(v) A |nlm)

ne dépend pas de la décomposition choisie ux = v A [nlm), v € ALV du g-produit extérieur
ordonné ug. Ceci permet donc de définir correctement un endomorphisme 0 de A®.

Remarque 3.6 Les formules précédentes sont encore valables pour les ¢g-produits extérieurs
ug, k € P(s), a condition d’écrire ug sous la forme up = v A |s —r), avec v € AJV et r
suffisamment grand.

On définit des endomorphismes ¢é;, f;, #;, € End(A®) (0 < i <1—1) de maniére analogue,
en remplagant g par p et en permutant n et [ dans toutes les formules ci-dessus. Nous allons
voir en fait (cf. corollaire 3.11) que ces formules munissent A® d’une structure de U,(sl;,)-

module et de U, (g[l)—module.

Nous allons maintenant donner des expressions combinatoires qui permettent de calcu-
ler de facon pratique les actions des générateurs de U,(sl,) et Up,(sl;) sur A®. Pour cela,
introduisons quelques notations.

~ Si M est un Uq(;[n)— (resp. Up(f:\[l)—, resp. Uq(;[n) ® Up(;\[l)—)module et siu € M est un
vecteur de poids, on note wt(u) (resp. wt(u), resp. Wt(u) = wt(u) + wt(u)) le poids de
u. Nous utiliserons notamment ces notations pour M = A®. (Dans la mesure ou nous
n’avons pas encore montré que A° est un Uq(;[n)—module et un Up(;[l)—module, nous
dirons provisoirement que u € A® est un vecteur de poids wt(u) = E?;OI aj\ij +dd e P
(ag, .- an—1,d € Z) si on a d.u = du et t;.u = q%wu pour tout 0 <7 < n — 1. Dans ce
contexte, on définit de facon analogue les quantités wt(u) et Wt(u) pour u € A%.)

— Soit (A,8;) une [-multi-partition chargée. Rappelons que nous avons introduit au pa-
ragraphe 1.1.4 des entiers N;(A;; s;;n) et M;(A;; 8;;n). Nous avons aussi introduit la

notation A; 5 oy si gy /A est un i-nceud de type A de (A;,8;). Dans ce cas, nous avons
également défini des entiers M7 (A;; py; 8i31) et M= (A py; sisn).

— Pour a € Z, soit a mod n € {0,...,n — 1} le reste de la division euclidienne de a par n.
On pose, pour 8; = (s1,...,s) € Zl,

A(sy,n) == %i (% — sb) — (M — (sp mod n))

n

et on définit de méme A(sy,l) pour s, € Z".
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Proposition 3.7 ([U2])

1°) On a les formules

(W1)

n—1
wt(|A;81) = —A(s1,n)d 4+ As, + -+ Ay = > Ni(Asi3n)a
i=0

-1

(Wg) \A}t(|)\l,sl>) = —(A(sl,n) + N()()\l; S, n))5 + (n — 81+ Sl)AU + Z (Si - 3i+1)Ai s

(W3)

=1

-1

Wt (| An,8n)%) = —A(sp, )0 + Ay, -+ Ay, = > Ni(Ans 851,

1=0

n—1

(Wa) wi(|An,80)°%) = —(A(8n,l) + No(An; Sn;l))6+(l_31+3n)A0+Z (8i — Siy1)N; .

=1

2°) Awec Uindezation A;, on a pour 0 <i<n-—1,

ei-|’/lasl>

fi-|’/lasl>

ti-|’/lasl>

a-|’/l33l>

_ —M=(Ajvpspn
— Z q S(svs )|Al’3l>,

i:1
)\ILHII

M7 (vispgsss
- Z q" (it ln)|/~“lasl>7

il
Vi—r

M;(visspn

= q Nvy,s1) et

= —(A(sl,n) + No(vy; 85 n)) lvi,81).

3°) Awvec lindexation A,, on a pour 0 <i<[—1,

éi.|l/n,3n>.

filVny8n)®

t.i-|Vna3n>.

3.|un,sn>'

= p
= _(A(snal)+N0(Vn;3n;l))|’/na3n>.-

_ < . . .
= E p Mz (An7un78n7l)|An’sn>.’
1

An Sy

> . . .
= Z pMz (anp'nvsnvl)|un’sn>.,

il
Vp—> My,

Mi(Vn§3n§l)|Vn’sn>. et

Démonstration. On vérifie toutes ces formules par un calcul direct.

Pour s; € Z!(s), s, € Z"(s) soient
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F,[s)] := @ K|A;,s;) et Fplsp]® = @ K|\,,8n)°.

A€l An€lln
La proposition précédente montre que les Fy[s], s; € Z!(s) (resp. Fy[s,]®, sn € Z™(s)) sont

stables sous I'action des générateurs de U, (;[n) (resp. Up(sl;)). On a en fait beaucoup mieux.

Théoréme 3.8 ([JMMO],[FLOTW],[U2])

1°) Soit s; € Z!(s). Alors Fy[s] est une représentation intégrable de Uq(g[n) de niveau [.
2°) Soit s, € 7"(s). Alors Fp[sy,]® est une représentation intégrable de Up(;[l) de niveau n.
Démonstration. Modulo la transformation qui consiste a renverser ’ordre des composantes

de A\; € TI' et de s; € Z!, les formules des actions sur F,[s;] données a la proposition 3.7
2°) coincident avec celles de Jimbo-Misra-Miwa-Okado ([JMMO], [FLOTW]) dans le cas ou

8y = (81,...,8) vérifien—1> sy >--- > g >0, d’ou la preuve du point 1°) dans ce cas. La
démonstration pour s; € Z!(s) quelconque est similaire. La preuve du point 2°) est analogue
a celle du point 1°). O

Introduisons, pour s; € Z(s), le sous-U, (g[n)—module
My [si] = Uy(sln)101,1) © Fyfsi)-
On définit de méme M,[s,]® pour s, € Z"(s).

Remarque 3.9 Soit s; € Z(s). Il découle des formules données & la, proposition 3.7 que le
vecteur |0;,s;) € Fy[s;] est un vecteur de plus haut poids A := —A(s;,n)d + Ay, +--- + Aq,.
Par conséquent, M[s;] est isomorphe au module simple V' (A). o

Remarque 3.10 Soit X; := {Z?:_()l ail; | ag,...,an—1 €ENyag + -+ ap—1 = l}. Puisque
les U, (sl,,)-modules V'(A) et V'(A’) (A, A’ € P) sont isomorphes si et seulement si A—A’ € Z§,

X paramétrise les classes d’isomorphisme des U] (f:\[ )-modules V'(A) qui sont de niveau [ et
dont le plus haut poids est dominant. Nous allons voir que ’on peut aus& paramétriser ces
classes d’isomorphisme & I'aide d’'un domaine fondamental de I'action de Gl sur Z'. Rappelons
que 6; agit a gauche sur P, = 7' on &) C 6; agit en permutant les composantes, et I’élément
yr € &, (A € P)) agit comme la translation suivant le vecteur nA (cf. paragraphe 1.3.1.2). 11
est facile de voir que deux éléments a; = (aq,...,a;) et by = (by,...,b;) sont conjugués si et
seulement si
Aa1 +"'+Aa, :Ab1 _|_..._|_Ab”

ou encore si et seulement si les Ué(g[n)—modules Ué(;[n).ml,al) et Ué(;[n).ml,bl) sont iso-
morphes. On vérifie par ailleurs aisément qu'un domaine fondamental pour cette action est

Xy, = {(m,...,vl)eZl|n—12v12---zvlzo},
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et que Papplication x : &1, — Xj, (vi,...,v) — Zﬁ;(l) Ay, est bijective. Par conséquent, le
domaine fondamental A7 ,, paramétrise les classes d’isomorphisme des U, (;[n)—modules V'(A)
qui sont de niveau [ et dont le plus haut poids est dominant. Plus précisément, soit A € X,
et s, € Z'. Alors U] (;[n).ml,sl) est isomorphe & V'(A) si et seulement si s; est conjugué sous

Paction de &; & I'élément x~'(A) € &), o

Puisque 7; induit une bijection IT — II! x Z!(s), A — 7;(\,s), on a la décomposition
De méme, on a la décomposition

Ces décompositions, ainsi que le théoreme 3.8, impliquent le résultat suivant.

Corollaire 3.11 Les formules écrites dans ce paragraphe munissent A® d’une structure de
Uy(sly)-module intégrable de niveau | et d’une structure de Uy(sl;)-module intégrable de ni-
veau n. O

Nous noterons P* (resp. Ps, resp. P?) 'ensemble des poids de A* pour laction de U, (;[n)
(resp. Uy(sly), resp. Ugy(sly) @ Uy(sly)).

3.2.2 Action des bosons sur A°

Grace aux deux formules du lemme 3.5, on peut définir une action des bosons sur les
g-produits extérieurs infinis, en partant de ’action sur les g-produits extérieurs de r termes,
puis en faisant tendre r vers l'infini. Dans la formule qui suit, la somme ne comporte en
réalité qu’un nombre fini de termes non nuls, ce qui permet de définir un endomorphisme B,,,
(m € Z*) de A® par

+00
Bp(ug, A--+) = Zukl N Ng ) N U —pim AUk N e ((kl,) € P(S))
=1

Toutefois, contrairement au cas de ApV, les By, € End(A®) cessent de commuter deux a
deux. On peut en effet prouver le résultat suivant.

Théoréme 3.12 ([U2], Propositions 4.4 & 4.5) Considérons les bosons B, m € Z°
comme agissant sur A°.
1°) Pour m # —m’, on a [By,,Bny] = 0.
2°) Soit m € Z*. Alors il existe v, € K indépendant de s tel que [Bp,B_m] = Ym.-
1— q72mn 1— q2ml
1_q72m 1_q2m'

3°) De fagon explicite, si m >0, on a vy, =m
O

Ainsi, les bosons agissant sur A engendrent une algébre de Heisenberg qu’on notera H.
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3.3 Deux décompositions de A® en tant que Ué(ﬁA[n)@)H@UI’,(BA[l)—
module

Comme pour A7V, on peut montrer le résultat suivant, qui découle des formules données
au paragraphe précédent.

Théoréme 3.13 ([U2], Proposition 4.6) Les actions de Ué(;[n), U;,',(;[l) et de H sur A®
commutent deuz a deuz. O

Notons que, contrairement & A7V, A® admet des vecteurs singuliers pour l'action de
Ué(g[n), par exemple les vecteurs |@;,s;), s; € Z!(s). Soit u € A® un vecteur de poids

Wit(u) € P°. Alors le vecteur Bp,.u (m € Z*) est clairement de poids Wt(u) + m(8 + 4). Tl
découle de ceci et des formules (W;)-(W;) que les vecteurs |@;,s;), s; € Z!(s) sont aussi des
vecteurs singuliers pour H, c’est-a-dire annulés par les By,, m > 0. De méme, les vecteurs
01,80)°, 8 € Z"(s) sont des vecteurs singuliers pour U, (sl;) et H.

Introduisons ’ensemble
Apn(s) = {(rl,...,rl) € Zl(s) |y > >r,r—r < n}

Proposition 3.14 ([U2]) Soit r; € Z!(s) et v, € Z"(s) telles que |0;,r;)) = |0p,rn)®. Alors
r € An(s) et vy, € Api(s). Réciproquement, si vy € A;n(s), alors il existe un unique
Ty € Ap(s) tel que |0p,rpn)® = |01,7)), et siry, € Ay (s), alors il existe un unique r; € A p(s)
tel que |@;,r)) = |0n,70)°.

Démonstration. Elle repose sur les formules (W7)-(Wy4). On peut par exemple utiliser la pro-
position 3.24, dont nous donnons une démonstration ne faisant pas appel a cette proposition-
ci. O

Il découle de cette proposition que
{UOuri) | m1 € Ap(s)} = {[0nyrn)® [ 70 € Any(s)}

est un ensemble de vecteurs singuliers simultanément pour les actions de Uy (sly,), Uy (sl;) et H.
11 se trouve que ces vecteurs forment un systéme complet de vecteurs singuliers relativement a
ces trois actions. Ceci permet en partie de prouver le théoréme suivant, que nous admettrons.

Théoréme 3.15 ([U2], Theorem 4.8) Le Ué(;[n) QH® U;,(;[l)—module A* se décompose
en
A = @ Ué(g\[n)®H®UII)(;[l)|0larl>a
rIEALL(S)

ou de facon équivalente

M= P Ush) @ HRUp(sh). [0nrn)*.
TneAn,l(s)
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Il
Nous allons a présent montrer que les ensembles A;,(s) et Ay ;(s) sont finis.
Lemme 3.16 Pour s; = (s1,...,8) € 7', posons sg :=n + s;. Alors U'ensemble
X (s) = {(81, cS) EZNS) VO <i<I—1,841— 8 < M}
(M € N) est fini.
Démonstration. Soit s; = (s1,...,5) € X;n,m(s). Montrons que pour tout 1 <k </, on a
my < s < My, ol
. !
M(I+2i—1 S . .
Mi::%-i—n-i—i (1<i<l) et mj::s—zMi (1<j5 <.
i£]
Pour 1 < k <l onas —sp =Yy (si1—8) < ook M = (I — k)M, dou I'inégalité
51 < s, + M(l — k). Puisque s; € Z'(s), on a donc
l (- 1)
Z skt M(L— k) = s+ M———,
M -1
soit encore s; < ; + # De plus, on a s1 — sog < M, donc
s  M(—-1)
siSM4n+s<M4n+-+——"=M,.

[ 2

Soit 1 <k <. On a de méme
3k§81+M(l€—1)SMl—i-M(k—l):Mk.

De plus, on a

l l
sk:s—Zsizs—ZMi:mk,
i=1 i=1
ik ik
d’olt les inégalités annoncées. Par conséquent, X, 37(s) est fini, de cardinal inférieur ou égal
3 l
aszl (Mk—mk—l—l). Il

D’apres le lemme précédent, A;,(s) = X;,0(s) est fini et il en est de méme pour A, ;(s)
(en fait, la proposition 3.14 montre que A;,(s) et A, ;(s) sont en bijection). Par conséquent,
les deux décompositions données au théoreme 3.15 ne comportent qu'un nombre fini de
facteurs.
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3.4 Espaces de Fock

3.4.1 Lien entre les espaces de Fock et les sous-espaces de poids de A°

Définition 3.17 Les espaces F,[s)], s; € Z!(s) (resp. Fp[sn]®, sn € Z"(s)), introduits au
paragraphe 3.2.1, sont appelés espaces de Fock (er}\ anglais, g-deformed Fock spaces). D’apres
le théoreme 3.8, ce sont des Uy(sl,)- (resp. Up(sl;)-)sous-modules de A® de niveau [ et n
respectivement. Lorsque [ > 1 et n > 1, on parle d’espaces de Fock de niveau supérieur. o

Remarque 3.18 Attention, les sous-espaces Fy[s)], s; € Z!(s) (resp. Fp[sn]®, sn € Z"(s))
ne sont pas des Up(sl;)- (resp. Uy(sly)-)sous-modules de A°. Par exemple, sin =1=2, on a

fo-[(0,0),(0,0)) = |((1),0),(1, = 1)) — g~ |(0,(1)) (1, — 1)) & Fy[(0,0)].

o

Lemme 3.19 L’application

Orn - Q(s) = @), (s1,--,80) = (0= 514 51,51 — 52,1511 — 1)
est bijective, d'inverse 0, '+ Q@ (n) = Q(s), (a1,....a1) = (s1,...,8), ot les s; sont
définis a l’aide des a; par les formules
1 -1 !
5i 1= 7 S—Zjaj —l—‘Z aj (1<i<l).
7j=1 Jj=i+1
En particulier, Uapplication 0, : Z!(s) — Z! est injective.
Démonstration. Cela se vérifie par un simple calcul laissé au lecteur. O

Remarque 3.20 Soit w € P*. Ecrivons w = dé + E?;OI a;\;, avec ag,...,an_1,d € Z. Nous

allons donner une inégalité vérifiée par les coordonnées de w. Soit (Ay,s,) € 1" x Z™(s) tel
que wt(|Ap,8,)®) = w. Compte tenu de la formule (Wy4) et de 'indépendance linéaire des
vecteurs Ag,...,A,_1,0, on doit avoir

8, = 0;}(%, ceyp—1),
ou 6, est I'application définie au lemme précédent, ainsi que
d= —(A(sn,l) + No(An; 8n; l))
Puisque Ny(Ap; 8n;l) €N, on a en particulier

d < A8, }aos - an—1)i)).
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Ceci montre que {d' € Z | w + d'd € P*} C Z; autrement dit, P*® n’est pas stable sous l'action
de Z¢. Par exemple, pour n =1 = 2, s = 0, on a 2Ay € P*, mais on peut montrer comme
précédemment que 2Ag + d ¢ P*. On peut en fait prouver que {d' € Z | w+ d'd € P} est
un intervalle de la forme {d’' € Z | d' < A}, avec A € Z. De méme, on peut montrer que P*
n’est pas stable sous I'action de 73. o

Pour w € P#, notons w mod Zd := {w' € P* | w' —w € Z} et P5/Z6 := {w mod Z§ | w € P*}.
Bien que P? ne soit pas un groupe, le fait que Zd soit un groupe montre qu’on a

(w e P°/Z6,w € w) = w = w mod Z4.

On définit de méme  mod Z§ () € P*) et P?/Zd. Le résultat suivant, contenu dans [U2],
montre que les espaces de Fock Fy[s;], s; € Z!(s) (resp. Fp[s,]®, 8, € Z"(s)) coincident avec
la somme de certains sous-espaces de poids de A* pour l'action de U, (;[l) (resp. Uy (;[n)) La
preuve de ce résultat repose uniquement sur les formules (Ws) et (Wy).

Proposition 3.21

1°) L’application

n—1

P Zn(s) — ’PS/Z(S, Sy = (81, - ,Sn) — ((l — 81+ Sn)A[) + Z (Si — 8i+1)Ai> mod Z¢
i=0

est bijective, et on a pour tout s, € Z"(s), Fy[s,]* = EB A% (w)
weEp(8n)
2°) L’application

-1

¢ ZNs) = PPJLS, s; = (s1,...,51) — ((n — s+ s)ho+ ) (si— SHI)AZ-) mod Z4
=0

est bijective, et on a pour tout s; € Z'(s), @ A% (w
weP(8y)

Démonstration. Nous ne prouvons que le point 1°), la preuve de 2°) étant analogue. Soit
Sn, € Z™(s). D’apres la formule (Wy), on a wt(|A,,8,)°%) € ©(sn) pour tout A, € II7,
d’olt Fy[s,]* C @ A®(w). Supposons maintenant que w = dd + Y ., Laih; € P2, avec
wep(sn)
ag, ... ,apn—1,d € Z. Soit (Ap,8,) € II"™ x Z"™(s) tel que wt(|A,,8,)®) = w. Compte tenu
de la formule (Wy) et de I'indépendance linéaire des vecteurs Ay,...,A,_1,d, on doit avoir
Sp = 9;}(%, coan—1) et w = wt(|An,8n)°%) € @(8n), Aot p(s,) = w mod Z4. Ceci montre
que @ est surjective. De méme, on montre que EB A (w) C Fy[s,]°, d’ou I'égalité. Cette

wEP(sy)
égalité ainsi que le fait que les F,[s,]®, s, € Z"(s) sont en somme directe, montrent que ¢
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est injective. Il

Corollaire 3.22

n—1
1°) Soit w € P*. Notons w = d(5+z a;\; avec ag, . ..,apn_1,d € 7. Alors s,, := 6‘;}(%, ceyp—1)
i=0
est 'unique multi-charge telle que Fp[s,]® @ A (w + d'5)

d'eZ
-1
2°) Soitw € P*. Notons w = d(5+z a;\; avec ag, ... ,a;_1,d € Z. Alors s; := 91_711(@0, ceyay1)
i=0
est l'unique multi-charge telle que Fy[s;] = @ A* (i + d'5).
d'e7
Démonstration. La encore, il suffit de prouver le point 1°). D’apres la proposition 3.21,
8p i= ¢~ (w mod ZJ) vérifie Fp[s,]* = @ A {w + d'd), et la preuve de cette proposition

d' €7
montre qu’on a aussi 8, =6 %(ao, .+ o4ap—1). L'unicité de la multi-charge qui convient résulte
du fait que les Fp[s,]®, s, € Z"(s) sont en somme directe. O

Remarque 3.23 Soit v € A° un vecteur de poids Wt(u) € P*. Alors le vecteur Bj,.u
(m € Z*) est clairement de poids Wt(u) 4+ m (8 + 6). Par conséquent, d’aprés la proposition
3.21 (ou le corollaire 3.22), chacun des espaces de Fock de niveau supérieur est stable sous
laction de H. o

Terminons ce paragraphe par un résultat reliant les sous-espaces de poids des espaces de
Fock F[s;] (s; € Z!(s)) aux sous-espaces de poids des espaces de Fock F,[s,]* (s, € Z™(s)).

Proposition 3.24 Soit (s;,w) € Z!(s) x P*. On suppose que w est un poids de F[s;]. Alors
il existe un unique couple (spab) € Z"(s) x P* tel que Fyls)](w) = Fp[s,]*(w). De fagon
ezplicite, notons w = d + 27701 a;\; avec ag,...,an_1,d € Z, 8 = (81,...,51), et posons
s0:=n-+s;. Alors on a s, = Hnl(ag, ceyp—1) et = dé + Zﬁ;(l) (si — sit1)A;.

Démonstration. Commengons par prouver l'unicité. Si (s,,w) et (¢,,0) conviennent, alors
on doit avoir {0} C Fy[s/[(w) = F,[t,]°(0) = Fy[s,]*(w) C Fp[s,]* N Fy[t,]°. Puisque les
Fyla,]®, a, € Z"(s) sont en somme directe, on a t, = s,. Comme les sous-espaces de poids
de Fp[s,]® sont en somme directe, on doit aussi avoir ¥ = w. Définissons maintenant s, et
w & laide des formules de I’énoncé et montrons que (s,,w) répond au probléeme. D’aprés
le corollaire 3.22, s, est I'unique multi-charge telle que Fy[s,]* = @ ey A*(w + d'6); en
particulier, on a bien s, € Z"(s). On a donc Fy[s;](w) C @ ycy A*(w + d'0) = Fp[s,]°. Soit
A € T tel que |[Ag,s;) € Fyls](w). Ecrivons que w = wt(|A;,8;)) et appliquons la formule
(W1). En écrivant le vecteur ainsi obtenu dans la base (d,Aq,...,A,_1), on trouve

d = _(A(Slan) +N0)7
a; = —2Ni+Ni—1+Ni+l+ni (OSZSH_I)a



Chapitre 3. Espaces de Fock de niveau supérieur 65

ot pour 0 <4 < n—1, on aposé N; := N;(Aj;s5n), ni := {1 <j<I]|s;=imodn},
ainsi que N_j := N,,_1 et N,, := Ny. (Notons que ce systéme posséde au plus une solution,
et donc exactement une; par conséquent, les N; sont entierement déterminés par w et s;.)
L'égalité d = —(A(s;,n) + No) et la formule (W>) montrent qu’on a bien wt(|\;,s;)) = 1,
d’out Fy[s;(w) C Fy[s,]*(w). On montre de méme, en permutant les roles de n et I, qu’il
existe ¢; € Z!(s) et v € P* tels que Fp[s,]* (1) C Fy[t;](v). Ainsi, on a Fy[s;](w) C F,[t;](v).
Par un argument analogue a celui utilisé au début de la preuve pour montrer 1'unicité de
(8n,w), on tire t; = 8; et v = w, d’ot le résultat. O

Exemple 3.25 Prenons n = 3, [ = 2, s = (1,0) et w = —2A¢ + Ay + 3Ay — 26. Alors
1((1,1),(1)),81) € Fy[si] N A%(w), donc w € P(Fy[s)]). On a Fy[s/](w) = Fy[s,]*(w) pour
Sp = (2,1, —2) et v = 2Ag + A; — 2. De plus, en utilisant les relations (W1) et (W3),
on voit que pour tout |A;,8;) = |Ap,8,)° € Fy[s)(w) = F,[s,]*(w), on a No(A;;8;5n) = 2,
Ni(Ai;8m) = 1, No(Aj;8i3m) = 0 et No(Ap;sp;l) = Ni(Ap;sn;l) = 0 (ceci montre a
posteriori que dim Fy[s;](w) = 1). o

3.4.2 Bases cristallines

Fixons s; € Z!(s). Nous allons décrire de fagon combinatoire la base cristalline inférieure
4 ¢ =0 de Fy[s;]. Tout ce que nous allons exposer ici vaut aussi pour F,[s,]*, s, € Z!(s), &
condition de permuter les roles de n et [ et de remplacer ¢ par p.

Pour décrire la structure du graphe cristallin de F[s;], on introduit la notion de bon i-
neceud. Soit A € IT!, et 0 < 7 < n — 1. Rappelons que 'on peut ranger les i-nceuds de type A et
de type R de (A;,8;) suivant P'ordre total < décrit au paragraphe 1.1.4. On obtient ainsi une
liste de i-nceuds que 1’on notera Gy < --- < (.. Supprimons de cette liste de fagon récursive
autant de fois que possible tous les couples G, < (41 tels que G, est un nceud de type R et
Bri1 est un noeud de type A de (A;,8). Il reste alors une liste y1 < -+ <, < 01 < -+ < Gy,
ol les y; sont des nceuds de type A de (A;,8;) et les §;, sont des nceuds de type R de (A;,s;)
(éventuellement, on peut avoir u = 0 ou v = 0). Les nceuds =, et 41, s’ils existent, sont alors
appelés bons i-noeuds. Clairement, il ne peut exister qu’au plus un bon i-nceud de type A
(resp. de type R) de (A;,s;). Dans I'exemple 1.8, (5,1,4) et (1,5,1) sont les bons 0-nceuds de
(Ar,81).

Rappelons que A C Q(gq) désigne anneau des fractions rationnelles qui sont régulieres &
q = 0. Posons

Lls) == D AAns) et Bls):= {|)\l,sl) mod qL[s)] | A enl}.
AIEHZ

Nous admettrons le résultat suivant, énoncé dans [JMMO] et [FLOTW] dans le cas ou
s; appartient a I’ensemble A}, := {(tl, ) EZH 1>t > > > 0}, et dans [U2]
pour s; € Z!(s) quelconque.
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Théoréme 3.26 ([JMMO],[FLOTW],[U2]) Le couple (L[s;],B[s;]) est une base cristal-
line inférieure & g = 0 de Fy[s;]. De plus, le graphe cristallin B[s;] contient la fléche

[Ar,1) mod gL[s;] = |y,s1) mod qL[s/]

si et seulement si (p;,8;) est obtenu d partir de (A;,8;) en ajoutant un bon i-neud. O

Pour simplifier les notations, nous poserons
[)\Z,Sl] = |)\l,sl> mod qﬁ[sl] € B[Sl] ()\l € Hl).

Soit B[s;]° la composante connexe de B[s;] qui contient le sommet [@;,s;]. D’apres [Kas2,
Theorem 3], B[s;]" est isomorphe au graphe cristallin du sous-U,(sl,)-module irréductible
M,[s)] C Fy[s;]. (Notons que ce graphe coincide avec le graphe cristallin du Uy (;[n)—module
irréductible Ué(g[n).ml,sl).) La figure 3.1 montre une partie de B[s;]” pour n = 2, [ = 3 et
s; = (3,3,3). Sur la figure, le sommet [A;,8;] (A; € II!) est représenté & I'aide du diagramme
de Young de A, et le symbole - désigne la partition vide.

Introduisons 1’ensemble
[sy,n] = {)\l el ‘ 8] € B[sl]o}.

Lorsque s; € &) ,, les éléments de Hl[sl,n]o sont appelés multi-partitions de Foda-Leclerc-
Okado-Thibon- Welsh, ou en abrégé, multi-partitions de FLOTW (voir [FLOTW],[Ja]). 11
faut mettre en garde le lecteur que les notations adoptées dans ces articles different des
notres selon la transformation qui consiste & renverser 1'ordre des composantes de A; € IT¢ et
s; € Z!. 11 est possible de décrire les multi-partitions de FLOTW de maniére non récursive.
Pour cela, donnons la définition suivante. Soit (A;,v;) € II' x Z%. Notons A; = (A1), ... A1)
les composantes de A\; et v; = (v1,...,v;) les composantes de v;. On dit que (A\;,v;) est
cylindrique si v; € &), et si pour tout ¢ € N*, on a

)\Z(b+1) > A\® (1<b<l—1) ot )\gl) > A0

1+Up —Upt 1 i+n+uv—vr”

Nous admettrons le résultat suivant.

Théoreme 3.27 ([JMMO],[FLOTW]) Supposons que 8; € X . Soit N, € 1. Alors
X\ € T'[s;,n]” si et seulement si (A;,8;) est cylindrique et pour tout k € N*, Uapplication
{(i,k,b) € Z3 | (i,k,b) € ON} — [0; n — 1], v > res,(v; 8;) n'est pas surjective. O

Remarque 3.28 Sil = 1 et s; € [0; n — 1], alors ce théoreme montre que IT'[s;,n]" est
I’ensemble des partitions n-régulieres. o
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|
v
(o9
0/ \1
o ~
(=) QL
/o/ \1¥ ‘0/ \1\

e « Y ~N T 3
(vomm) () (e) (+re0) (or0,m)
/1/ /0/>1/ /0/ \1\ \04\1\ \0\

(o) (o) (o) (o) (om) (o) (com) (o

F1Gc. 3.1 — Une partie du graphe cristallin de My[s;] pour n =2, 1 =3 et s; = (1,1,1).
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Remarque 3.29 Revenons au cas ol 8; € Z!(s) est quelconque. Soit v; € A} 'unique
élément tel que Ué(;[n)-|0l,81> soit isomorphe & Ué(;[n).ml,vl) (voir la remarque 3.10). Cet
isomorphisme induit un isomorphisme de cristaux B[s;]” = B[v]" et donc une bijection
I'[v;,n]” — M![s;,n]” entre les sommets des deux graphes cristallins. On peut calculer cette
bijection en remontant de [A;v;] vers le vecteur [@;,s;] dans B[], puis en appliquant le
chemin inverse au vecteur [@;,s;] dans B[s;]". Il semble malheureusement difficile de décrire
cette bijection de fagon directe. o

3.4.3 Une involution de F[s;]. Bases canoniques d’Uglov de F[s)]

3.4.3.1 Une involution de F[s)]

Définissons une graduation sur A® en posant deg |\,s) := |A| (A € II). On prouve le lemme
suivant par récurrence sur ¢ a partir de la proposition 2.13.

Lemme 3.30 ([U2], Lemma 4.10) Soit k € P (s). Alors pour tout t > r > deg(ug),
on a

Uy N AN, NUfg, g N N U, = Uy N AN, A Ao A,

Tl découle de ce lemme que pour k € P17 (s), la formule

U 1= Ugy N Atg, AU, Aug, o A=+ (r > deg(ug))

r+1 r+2

permet de définir correctement un automorphisme involutif — de A®. On peut montrer que
cette involution est compatible avec les 3 actions sur A® étudiées au paragraphe 3.2 dans le
sens suivant.

Proposition 3.31 ([U2], Proposition 4.12) Pour tout u € Ué(;[n), U € U;,(;[l), m < 0,
v €A, ona

w0 =uv, uwv=uv et Bpywv=DB,.".
O

L’involution de A’ préserve le poids Wt des g-produits extérieurs. Par conséquent, les
espaces F,[s)], s, € Z!(s) et Fy[s,]®, s, € Z"(s) sont chacun laissés stables par I'involution.
Soit (p;,8;) une [-multi-partition chargée. Ecrivons

|pg,81) = Z OGN s (@) A181),
)\lEHl

avec les ax, ;5 (q) € Z[q,q" "], et notons A, (q) := (a)\l,m; s (q)))\l e la matrice de 'invo-
lution de F[s;]. Puisque I'involution laisse stable les sous-espaces de poids de A*, la formule
(Wl) montre que AN, p; SI(Q) 7é 0= |Al| = |ul|
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Soient A;, p; € TI!, 5; € Z(s) et k, I € PTT(s) tels que ug, = |A;,8;) et ug = |p;,8;). Par
définition de 'involution de A®, on a

;51 (9) = a;’}l},,[r] (),

ou 7 est un entier tel que r > max(deg(ug), deg(wy)), k[r] := (k1,... k), U[r] := (I1,... ), et
(r)

les coefficients el 411] () sont ceux de la matrice de I'involution de A7V définie au paragraphe
2.4.1. Par conséquent, la proposition 2.17 implique celle-ci.

Proposition 3.32 ([U2]) Soient A, u; € II', s, € Z!(s) et A, u € T tels que |\,s) = |A;,8;)
et |p,s) = |puy,81). Alors ax, u,; 5,(q) # 0 = X<\ au sens de l’ordre partiel de dominance sur
les partitions. De plus, ax, x,; s,(q) = 1. Par conséquent, la matrice Ag (q) est unitriangulaire
inférieure pour un ordre < donné par ['ordre lexicographique inverse sur les partitions. O

Remarque 3.33 Soit s; € Z!(s). La formule (W;) montre que le sous-espace de F,[s;] de
poids wt(|@;,s;)) est de dimension 1. La proposition précédente et le fait que I'involution —
préserve les sous-espaces de poids de F,[s;] montrent alors que le vecteur |@;,s;) est un point
fixe de cette involution. De méme, les vecteurs |0,,,3,)® (s, € Z"(s)) sont des points fixes de
cette involution. o

3.4.3.2 Bases canoniques d’Uglov de F[s]

Puisque la matrice Ag, (q) est unitriangulaire, on peut définir, comme au paragraphe 2.4.2,
des bases canoniques de F[s;]. Définissons deux réseaux par

LYs)]:= B Zlglx,s) et L [s)]:= B Zlg " As1)-

AIEHZ )\lel_[l

Théoreme 3.34 ([U2]) Soit s; € Z!(s). Alors il existe une unique base

{G+()\l,sl) | A E Hl} (resp. {Gf()\l,sl) | A E Hl}>
de F[si] satisfaisant les deuz conditions suivantes :

(i) GT(s1) =G (As0) (resp. G~ (Ap,81) = G~ (Ap;81) ),
(i) G*T(A;,81) =|A,8) mod gL [s;] (resp. G (A;,8;) = |A;,8;) mod ¢ 'L [s]).

0

Démonstration. Nous ne donnons la preuve que pour la base {G+()\l,sl) | A € Hl}, la preuve
pour la base {G_()\l,sl) | A\ € Hl} étant analogue. Fixons m € N. Rappelons que II!, désigne
I’ensemble des [-multi-partitions de m (cf. paragraphe 1.1.1). On introduit sur T}, un ordre
partiel < comme suit. Soient A, p; € M, et X\, p € II tels que (\,s) = Tl_l()\l,sl) et
(u,8) = 7, (py,81). Par définition, on a A; < p; si g domine X. Considérons & présent un

ordre total < sur Hlm raffinant <, et notons )‘51) << )‘gr) la liste des [-multi-partitions
de m rangées dans cet ordre.
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Nous allons & présent construire les vecteurs Gy, := G+()\l(k),sl) (1 <k < r) par récurrence
sur k. Notons pour simplifier Sy := |)\l(k),sl> (1 < k < r). Puisque la matrice Ag (q) est
unitriangulaire, on a S; = S, donc on peut prendre G := S;. Supposons avoir construit les
vecteurs G1,...,G avec 1 <k <r — 1, et que ces vecteurs sont de la forme

j—1
() Gi=8+> MA@  (1<j<k),
i=1

avec les A; ;(q) € gZ[q] (1 <i < j < k). Nous allons chercher G, sous la forme

k

Grr1 = Ski1+ Y ai(q)Gi,
i=1

ou les coefficients «;(g) sont dans ¢Z[g] (1 < ¢ < k). Puisque la matrice A, (¢) est unitriangu-
laire, on a Sgy1 — Sk41 € Ele Z1q,q~"]S;. En résolvant un systéme linéaire dont la matrice
associée est unitriangulaire d’ordre k, on trouve des coefficients 5;(q) € Z[q,q™'] tels que

k
Skr1 = Sk + Y Bi(@)Gi.

=1

En appliquant I'involution — aux deux membres de cette égalité, on doit avoir pour tout
1 <i<k, Bi(qg ') = —Bi(q). Par conséquent, il existe des polynomes «;(q) € ¢gZ[q] tels que

Bila) = ai(g) —ailg™) (L <i<k).

On remarque alors que le vecteur Gy := Sk + Ele a;(q)G; vérifie Gy = Gryq et
Gri1— Sk+1 € gL T[s]. De plus, 'expression de G 1 dans la base des S; est bien de la forme
(*), ce qui achéve la récurrence. Ceci montre 'existence de la base {GT(A;,s/) | A, € IT'}.
(Il s’agit bien d’une base, car la matrice donnant I'expression de ces vecteurs dans la base
standard de F[s;] est unitriangulaire.)

Montrons & présent I'unicité de cette base. Il faut montrer que si z € gL [s;] est tel que
T = x, alors on a z = 0. Ecrivons z = > pertt O (@) py,81), avee 0y, (q) € qZlg] (1 € IT").

Fixons sur I un ordre total < tel que A; > p, = ax ;s 5(q) = 0. Siz # 0, soit A € I
la plus grande I-multi-partition (pour cet ordre) telle que 6y,(g) # 0. Compte tenu de 'uni-
triangularité de la matrice A, (q) et de I'égalité T = z, on doit avoir Ox,(¢~') = O, (q), ce
qui est impossible car 0y, (q) € gZ[q] \ {0}. O

Remarque 3.35 Nous avons tenu a donner la preuve du théoréeme précédent pour mettre
en valeur le fait que ces bases peuvent étre calculées explicitement de facon tres simple si on
connait la matrice Ag, (q) de I'involution de Fy[s;]: il suffit en effet de résoudre des systemes
linéaires dont les matrices sont unitriangulaires. La matrice Ag (¢) peut & son tour étre
calculée grace a la proposition 2.16 et au lemme 3.30. Nous en déduisons un algorithme simple
permettant de calculer les bases canoniques des espaces de Fock en utilisant les relations de
redressement. o
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Définition 3.36 Lesbases {GT(N\;,8;) | A, € II'} et {G~(N;,8)) | A; € IT'} sont appelées bases
canoniques d’Uglov de Fy[s;]. On peut définir de méme des bases canoniques d'Uglov

{GT(A\ny8n)® | Ap €I} et {G=(An.8n)® | Ap €I}
de Fp[s,]® (s, € Z"(s)).

Définissons les coefficients matriciels AA o 5 (0); A, s s (q) € Zlg,g™"] (N, py € IIY)
par

“lasl Z A)\huh s |)‘lasl> et G_(ulasl) = Z A;l,ul; sl(q)'|)‘lvsl> (/‘l‘l € Hl)a
AlEHl )\lEHl

et notons A§ (g) = (Ail,m; SI(Q))AI et (e € {+,—}) les matrices donnant les bases cano-
niques de F[s;]. o

Exemple 3.37 Prenons n =3, =2, s; = (3,6) et w = 2A¢ — (o + a1 + 2). Nous allons
calculer les bases canoniques de F,[s;](w) & partir de la matrice de l'involution A(q) de
F,[s;](w). A T'aide des relations de redressement, on peut montrer que

1 . (0)7(3))
ql(_ql ; 1 1 , . ) ) Eg,gz,l))))
_ —q (g—q q—q 1 : . : (1,11
Alg) = q—q! 0 0 1 | (3)0)
(q—q1)? g—q! 0 g—q* 1 -] ((2,1),0)
¢ Ng—q"? (g—¢"? q—q¢' —¢g—q ") q—q¢ " 1) ((1,1,1),0)

(voir aussi le paragraphe 5.3.2). Ici les points situés au-dessus de la diagonale représentent
des zéros, et les vecteurs écrits & droite de la matrice sont les [-multi-partitions indexant la
base standard de Fy[s;](w). Calculons la base G*. Reprenons les notations de la preuve du
théoreme précédent. On a donc

S1=[(LLD).0),81), S2=[((2.1).0),81), S3=[((3).0) 1)
Si=|(0,(1,1,1)),8), S5=(0,(2,1)

et
G =G (((1,1,1),0),8), G2=GT(((2,1),0),8), Gs3=G(((3).0),s))
)

(2
Gy=GT((0,(1,1,1)),8), Gs=GT((0,(2.1)),s), Gg=GT((0,(3)),s)-

On a Gy = 5. Cherchons a(q) € qZ[q] tel que G2 = S + a(q)G;. L’expression de la
matrice A(g) montre que

Sy =8+ (q—q 1S =S+ (¢ — ¢ )G
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D’apres la preuve du théoréme 3.34, on a ¢ — ¢! = a(q) — a(q™!), d’ott a(q) = q et

Go = S2 4 ¢Si.

Cherchons b(q), c(q) € qZ[q] tels que G3 = S3 4 b(q)G2 + ¢(q)G1. L'expression de la matrice
A(q) et la résolution d’un systéme unitriangulaire d’ordre 2 montrent que

S3 = Ss+(g—qg)S—qgtg—qg S
= S3+(q—q")G2—qG1)—q " (g—q "Gy
= S3+(¢g—q G2+ (¢72 — ¢*)G.

D’apres la preuve du théoréme 3.34, ona qg—q ' =b(q) —b(g ') et ¢ 2 —q*> =c(q) —clqg™ '),
d’ot1 b(q) = q et ¢(q) = —¢>. Par conséquent, on a

G3 = S3 + qG2 — ¢*G1 = S3 + ¢55.

En calculant de méme Gy, G5 et Gg, on obtient la matrice de passage de la base (S1,...,55)
vers la base (G4, ...,Gg), qu’on note A*(g). On trouve
1. (0,(3))
g 1 . E@,(2,1)) )
0 ¢ 1 . 0,(1,1,1)
A+ — ) y
(@) g 0 01 . ((3).0)
¢ g 0 g1 ((2,1),0)
0 ¢ ¢ 0 ¢ 1/ ((1,1,1),0)
On calcule de méme la matrice A~ (¢) donnant la base G~ de F[s;](w). On trouve cette
fois
1 : (0,(3))
| : (0,(2,1))
-2 ~1
— q —q 1 (@,(1,1,1))
A =
(@) ~' 0 0 1 ((3).0)
¢ —¢' 0 —q¢' 1 ((2,1),0)
- ¢ —¢' ¢ ' 1) ((1LLD)0)

o

Soit € € {+,—}, A, u, € II', 5y € Z!(s) et k, I € PtF(s) tels que ugp, = |A;,8;) et
(r)

up = |p;,81). Rappelons que l'on a ax, u,; s,(q) = e l[r](q) dés que r est suffisamment
grand. Ceci implique que Ail,m; sl(q) = Ai;[’; ] t[r}(Q) deés que r est suffisamment grand. Par

conséquent, les résultats vus pour les bases canoniques de A7V au paragraphe 2.4.2 sont
encore vrais pour les bases canoniques de Fy[s;]. En particulier, d’apres le théoreme 2.22, les
coefficients de AJ (q) (resp. Ag (q)) s’expriment & I'aide des polynémes de Kazhdan-Lusztig

de &,. D’aprés [KT], ces coefficients sont donc dans N[g] (resp. N[p]).
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Nous allons & présent énoncer sans démonstration une importante formule d’inversion.
Cette formule provient d’une dualité entre les deux bases canoniques d’Uglov de F[s;] (voir
[LT] dans le cas out [ = 1 et [U2] dans le cas général). Pour A; € TI', rappelons que A, désigne
la multi-partition conjuguée de A; (cf. paragraphe 1.1.1). Pour 8; = (s1,...,5) € Z, posons
s; = (=S1,..., — 1)

Théoréme 3.38 ([U2], Theorem 5.15) Pour s; € Z!, A, u; €', on a
- 1
A,,;’)\;; s (q )A;Z,[l,l; sl(Q) = 5>\l:l"1'
ulel'[l

0

3.4.3.3 Liens entre les bases canoniques de F,[s;] et les bases globales de Kashi-
wara
Considérons les ensembles (déja définis)
Lo = L[s]] := @ AlXp,s1), By = B[s]:= {|)\z,31> mod qL[s(] | A € Hl},

)\IEHZ

ainsi que les ensembles

Ly :=L[s] = @ A |A,81), By = {|)\l,sl) mod qilLoo | A\ € Hl} et
)\lEHl

Fylslo = P Qa.q'1Ans).

)\IGHl

Nous allons maintenant montrer que (Lo,Bg,Loc,Boso,Fy[s1]g,~ ) satisfait les conditions du
théoreme 1.26. D’apres le théoreme 3.26, (Lo,By) est une base cristalline inférieure & ¢ = 0
de Fy[s;]. On en déduit, & I'aide de la proposition 3.31, que (Ly,Bx) est une base cristalline
inférieure & ¢ = oo de Fy[s]. On a clairement I'isomorphisme Fy[s;] = Q(q) ®qjq,4-1] F4[81]0-
De plus F[s;]g est stable sous I'action de U, (;\[n)(@ ([AM, Lemma 2.7]), et puisque la matrice
As,(q) est A coefficients dans Z[q,q '], Fy[s/]o est aussi stable sous I’action de I'involution
— . Par définition, on a Ly = Lu, donc la condition (b) du théoréme 1.26 est vérifiée. Par
ailleurs, I'involution — de F[s;] satisfait clairement la condition (a). Il reste a vérifier la
condition (c). Rappelons que la matrice A, (g) est & coefficients dans Z[g,q '] et que A4, (1)
est la matrice identité. Soit A; € II*. On a donc

IALs) = s = D (@ () — @y s (1)) |1g,80)-
T

Fixons p, € IT', et considérons le polynéme de Laurent

£(a) = axp; 5(@) = axn s 5,(1) € Zlag™ ).
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On a f(1) = 0, donc g — 1 divise f(q) dans Q(g). De plus, le polynéme (¢ — 1) € Z]q]| est
unitaire, donc ¢ — 1 divise f(q) dans Z[g,q '], soit encore f(q) € (¢ — 1)Z[q,q ']. Compte
tenu de Pexpression du vecteur |A;,s;) — |A;,8;) donnée ci-dessus, ce qui précéde montre
que ce vecteur appartient bien a (¢ — 1)F,[s;]gp. Par conséquent, la condition (c) est aussi
vérifiée. Considérons maintenant le vecteur G (X;,s;) € F,[s;] (A, € IT'). Par définition, on
a G*(A;,81) € L. De plus, la matrice Af (¢) est par définition & coefficients dans Z[q], donc
GT(A,81) € Fylsi]g. Enfin, le vecteur GT(A;,s;) est par définition — -invariant, donc on peut
lui appliquer le théoreme 1.26. Nous avons ainsi démontré le résultat suivant.

Théoréme 3.39 ([U2]) La base canonique {G*(A;,8;) | A € I'} est une base globale infé-
rieure (au sens de [Kas3]) du Uq(g[n)—module intégrable F[s]. O

On peut montrer de méme que {G~ (An,8n)* [ Ap € II"} est une base globale inférieure
du U, (sl;)-module intégrable F[s,]®. Enfin, on peut montrer [U2] que

{67 (s [ A e s }

(resp. {G~(An,8n)® | An € II"[8,,0]" }) est une base globale inférieure du Uq(;[n)—module
irréductible My[s;] (resp. du U,(sl;)-module irréductible M,[s,]®).
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Chapitre 4

Comparaison de bases canoniques
d’espaces de Fock de niveau
supérieur

Soient w et w' sont deuz poids du Uq(;[n)—module F[s;] conjugués sous laction du groupe
de Weyl. Dans ce chapitre, nous cherchons des conditions sur w et w' qui garantissent que
les matrices de transition des bases d’Uglov dans les sous-espaces de poids w et w' sont
égales. Nous obtenons alors une généralisation en niveau supérieur d’un théoréme de [LM].
De maniére duale, si s; et t; sont deux multi-charges congrues l'une a l’autre modulo n, nous
cherchons des conditions qui assurent que les matrices de transition des bases canoniques de
sous-espaces de poids de Fy[s;] et Fy[t;] coincident. Nous montrons en particulier que les
matrices de transition des bases canoniques de certains sous-espaces de poids de Fy[s|] ne
dépendent pas de la multi-charge s;, pourvu que celle-ci soit tres dominante.

Pour s; € Z!(s), w € P*, on pose
Hl(sl;w) = {)\l € ik ‘ |)\l,sl> € As(w)} .
On définit de facon similaire I (s,,; W) pour s, € Z!(s), w € P°.

Définition 4.1 Soient s, t; € Z!(s), w € P(Fy[s/]) et w' € P(Fy[t;]). On dit que les bases
canoniques de Fy[s;](w) et Fy[t;](w') sont semblables 8’1l existe une bijection

w0 (s w) — I (8 0)
telle que pour tout A;, p; € Hl(sl;w), e€{+,—},ona
A;(Al)ﬂf(lbz); 8 (q) = Aaz,m; Sz(q)‘

Autrement dit, les bases canoniques de F,[s;](w) et Fy[¢;](w’) sont semblables si les matrices
de transition entre les bases canoniques et la base standard sont égales, & un changement
d’indexation pres des lignes et des colonnes. o
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4.1 Action des groupes de Weyl de Up(sA[l) et Uq(;[n) sur les
poids de A*

4.1.1 Rappels

* Rappelons que S, = (00, ,On—1,T) = (01, ,On—1,Y1,---,Yn) agit fidelement &
gauche sur Z" par les formules

0-0-(817 '7371) — (Sn +la‘327"'78n71731 _n)7
0i(815..380) = (S1y--+s8it1sSiy---Sn) (1<i<n-—1),
T.(815-48n) = (Sn+1,81,...,80-1),
( ) (

S1y-esSi 1.0 80) (1 <i<n),

(81,...,8n) € Z"™ (cf. paragraphe 1.3.1.2).

(Nous prions le lecteur de bien vouloir nous excuser pour le léger conflit de notations
qui en résulte; en effet, nous avons déja introduit au chapitre 1 la notation o; pour
les générateurs de Coxeter du groupe symétrique affine &,.. Nous espérons que cela ne
créera pas de confusion chez le lecteur.) Soit

Wn = (0-07 s 70-71*1) = 671’

ona &, =W, x (7). Notons que pour 0 € W,,, k € Z, on a o7F(Z"(s)) = Z™(s + Ik).
En particulier, W, agit sur Z"(s), et pour tout ¢ € &, on a o € W, si et seulement si
0.2Z™(s) = Z™(s). Ceci implique en particulier que

{A = (\yeha) €EZ° gy =y gt € Wn} = 72(0).
On vérifie par ailleurs aisément que

Api(s) :={(r1,...,rn) €EZ™(s) |1 > > 1y, 71 — 1 <1}
est un domaine fondamental pour I'action de W, sur Z"(s).

Rappelons que W), est le groupe de Weyl de I'algebre quantique U, (;[n) En particulier,
W, agit sur le réseau des poids de Uy(sly), et son action est donnée par les formules
suivantes (voir la remarque 1.13). Pour 0 <i,j <n—1, on a

A sij#i
0=0 et oA = J L
i Ti- i { N1+ AN — Ay — (52',0 0 sij=1.
Le caractere formel du U, (g[n)—module intégrable A® est invariant sous I'action de W,,.
En particulier, W,, agit sur P*. Puisque  est un point fixe pour 'action de W, W,
agit aussi sur P*/Z4.



Chapitre 4. Comparaison de bases canoniques d’espaces de Fock de niveau supérieur 7

* On définit de méme le groupe W, = él = (60,...,01-1)- W, contient un grand sous-
groupe abélien ; en effet, avec des notations évidentes, on a
7(0) c {A €Z' |y € Wl}.

(On peut montrer qu’on a en fait 1'égalité.) W, agit & gauche sur Z', et les formules pour
cette action s’obtiennent en permutant les roles de n et [ dans les formules donnant
Paction de W, sur Z" On peut restreindre Paction de W; a Z!(s), et A;,(s) est un
domaine fondamental pour cette derniere action.

Rappelons que W, est de groupe de Weyl de I'algebre quantique U, (;[l) En particulier,
W, agit sur le réseau des poids de U (;[l) De plus, le caractere formel du U (;[l) module
intégrable A* est invariant sous l'action de W;, donc I/Vl agit sur P*. Puisque 4 est un
point fixe pour laction de W, W, agit aussi sur Ps/Zd

4.1.2 Compatibilité entre ’action des groupes de Weyl sur les poids de A*
et Paction des groupes de Weyl sur les multi-charges

Lemme 4.2
1°) Soit sp, = (s1,...,5n) € Z"(s) et 0 € W,,. Alors on a

o.wt(|0n,8,)°%) = wt(|0,,0.8,)°).
2) Soit 8y = (s1,...,81) € ZNs) et & € W;. Alors on a
é-'“}t(|@lasl>) = Wt(|01,0‘8l>)

Démonstration. 11 suffit de prouver le point 1°), et ce uniquement pour l'action des o;
(0<i<n-—1).8Soit 5o :=1+sp, t, = (t1,...,tn) := 0;.8, €t tg := [ +t,. D’apres (Wy), on a

Wt([0n,8n)°) = —A(sp,l)0 + Z - 3]+1

— Supposons que ¢ = 0. On a alors t; = s, +1 = 50, t, = s1 =, to =t, +1l =51 et t; = s,
pour tout 2 < 7 <n — 1. Par conséquent, on a

n—1
Ui.Wt(|0n,Sn>.) = —A(Sn,l)(s + (S[) — 81)(An_1 + A1 — AO — 5) + Z (Sj — 8]'_|_1)A]‘
=1
n—1 !
= (A ) +1=s1450)0+ D (t —tjs1)A .
7=0

On vérifie alors par un calcul direct que A(t,,l) = A(sp,l) +1— 1 + Sn, ce qui prouve
le lemme dans ce cas.
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— Supposons que 1 <7 <n — 1. On montre de méme que

0wt (|0n,80)°) = —A(sn,l 5+Z —tit1)A

De plus, on a dans ce cas A(t,,l) = A(sp,l), d’ou la formule souhaitée.

Corollaire 4.3
1°) Soit ¢ : Z™(s) — P*JZ6 Uapplication définie a la proposition 3.21. Alors pour tout
o € Wy, 8, € Z™(s), on a ¢(0.8,) = 0.¢(8y).
2°) Soit ¢ : Zl(s) — 755/Z5 Papplication définie a la proposition 3.21. Alors pour tout
G eW,, s; € Zl(s), on a p(6.8) = 5.9(s)).
Démonstration. 11 suffit de prouver le point 1°). D’aprés (Wy), on a pour s, € Z"(s),
o(8n) = wt(|0y,8,)®) mod Zd. Le corollaire s’ensuit, en réduisant I’égalité du point 1°) du
lemme précédent modulo ZJ. O

4.2 Les bijections 7; et T

4.2.1 Action des puissances divisées sur les espaces de Fock

Fixons dans tout ce paragraphe s; € Z!s) et 0 <4 < n — 1. Nous allons décrire I’action
des puissances divisées e ) et f (k € N*) sur Fy[s;]. Rappelons que nous avons intro-
dult au paragraphe 1.1.4 la notation \; ek, p; ainsi que des entiers M (Aj; py; 8;5n) et

M= (Nis s si3m).

Lemme 4.4
1°) Soit vy € TI', et k € N*. Alors on a

ezk).|1/l,sl> = Z q —M(Niwissin) |A,81),
Alﬁwl

fz(k)-|1/l,31> — Z qu(w;m;sun)ml’sD_
Vzﬁm:

2°) En particulier,
- 51 (v,81) a exactement k i-neeuds de type R et aucun i-neud de type A, alors on

a
k
e; )-|Vl,sz> = |An81),
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ou N € TV est Vunique multi-partition telle que X ik, v ;

- s1 (v,81) a exactement k i-neeuds de type A et aucun i-neud de type R, alors on
a

k
19 wis) = ).
oty p; € II! est 'unique multi-partition telle que vy LN .

Démonstration. Le point 2°) découle clairement du point 1°). On prouve 1°) par récurrence
sur k & Paide de la proposition 3.7. Pour les détails, nous renvoyons le lecteur & [Matl, Proof
of Lemma 6.16] dans le cas ou [ =1 et & [Ja, Proposition 4.5] dans le cas général. O

Naturellement, il existe des formules analogues pour 'action des égk) et fi(k) sur Fy,[s,]*
(0<i<l—1, keN, s, €Z"s)).

4.2.2 Définition des bijections 7; et 7;

Définition 4.5 Rappelons que W, agit sur le graphe cristallin B[s;] (cf. paragraphe 1.2.3.2).
Soit 4 un entier appartenant & [0; n — 1]. On peut donc définir une involution w; : II* — TT',
ot w;(A;) est 'unique multi-partition telle que

[wi()\l),sl] = O'Z'.[)\l,sl] ()\l S Hl).

Notons alors que pour w € P(Fy[s]), on a w; (II'(s;;w)) = '(s;;0;.w). Dans le cas ot
w+ a; ¢ P(Fylsi]), la restriction de w; a IT!(s;; w) sera notée m;. Nous avons ainsi construit
une bijection
m O (s w) — O (sy;04.w)

pour tout w € P(Fy[si]) et i € [0; n — 1] tels que w + a; ¢ P(Fy[si]). o
Remarque 4.6 Dans le cas ou | = 1, les travaux de [LM] montrent que m; s’interpréte
comme une bijection de Scopes. Les bijections de Scopes ont été introduites dans [Sc], dans
le cas o n = p est un nombre premier, pour étudier les p-blocs de la série de tous les groupes

symétriques et montrer qu’il existe un nombre fini de p-blocs de défaut donné d & équivalence
de Morita pres. o

Proposition 4.7 Soient w € P(F,[s/]) et i € [0; n— 1] tels que w + a; ¢ P(Fy[s;]). Soient
m s (s w) — O (sp;04.w)

la bijection définie précédemment, N; € TI'(s;;w), et p; := m;(X\;). On a alors les propriétés
suivantes.

(1) py est la multi-partition obtenue & partir de A; en ajoutant tous les i-neeuds de type A
de (A,81), et on a |pu;/ | = ki := (w,q;).

(i) lups) = F5 Ans) et s = e py,s).
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(ii)) [pr80) = fiAes] et [Aisi] =&y,

Démonstration. Soit C la i-chaine du graphe cristallin B[s;] contenant b := [A;,s;]. Puisque
w+ a; ¢ P(Fy[s1]), (A1,81) n’a aucun i-nceud de type R, donc le théoreme 3.26 montre que
[A1,81] est I'extrémité initiale de la chaine C. Par invariance du caractere formel de F[s;]
sous l'action du groupe de Weyl W,,, o;(w + «;) = 0;(w) — a; n’est pas un poids de F,[s;],
donc (p;,8;) n’a aucun i-nceud de type A. Par conséquent, le théoréeme 3.26 montre que
[,81] est Vextrémité terminale de la chaine C, et que p; est obtenue & partir de A; en ajou-
tant un certain nombre de (disons k) i-nceuds de type A de (A;,8). De plus, & = |p;/A\|
est la longueur de la chaine C. Avec les notations du paragraphe 1.2.3.2, on a la relation
ki = (wt(b), ;) = pi(b) — €;(b) = k. Remarquons en outre que puisque (p;,8;) n’a aucun
i-nceud de type A et (A;,8;) n’a aucun i-nceud de type R, p;/A; est ’ensemble des i-noeuds
de type A de (N;,87), et p;/A; est aussi 'ensemble des i-nceuds de type R de (u;,8;). Nous
venons de voir qu'il y a exactement k; tels nceuds. Ceci prouve le point (i), mais aussi le point
(ii) compte tenu du lemme 4.4 2°). Le point (iii) découle du fait que C est une i-chaine de
longueur k; ayant [A;,s;] pour extrémité initiale et [p;,s;] pour extrémité terminale. O

Exemple 4.8 Prenonsn =3,1 =2, = (1,2),1 =0, A; = ((2,2,1),(3,2)) et w := wt(|A;,87)).
On a No(Aj;;8;5m) = 2 et Ni(Aj;8;;n) = No(Ag;8;;n) = 4. On vérifie aisément qu’il n’existe
aucune multi-partition p; telle que No(p;; 81;1n) = 1 et Ni(py; 8i;n) = No(py; 813n) = 4, donc
d’apres (W1), w4 o n’est pas un poids de F,[s;]. Par conséquent, 7;(\;) est bien défini et
on a m;(A;) = ((3,2,2),(3,3,1)). o

Remarque 4.9 L’hypothese d’extrémalité w € P(F[s]), w + a; ¢ P(F,[s;]) est nécessaire
pour avoir les points (i) et (ii) de la proposition précédente. En particulier, (ii) est faux en
général si on remplace p; par w;(A;). o

La proposition 4.7 redonne en particulier pour F[s;] un résultat classique sur les Uy (;[n)—
modules intégrables.

Corollaire 4.10 Soit w € P(F,[s/]

fagcon équivalente tel que (o;.w) — oy

ez(-ki) : Folsi)(w) = Fylsi]{o;.w) e f ki) : Fo[s)){o;.w) — Fy[s))(w) sont des isomorphismes
inverses l'un de 'autre.

), et i € [0;n—1] tel que w + oy & P(Fy[si]), ou de
gé P(Fq[s1]). Soit k; == (w,a;). Alors les applications

Démonstration. En effet, d’aprés la proposition 4.7, e(ki) envoie la base {|)\z,31> | A € TT' (s w)}

de Fy[s;](w) sur la base {|7rZ (N1),81) | Ay € T (85w } de Fy[s;](0;.w), et fz-(ki) agit de fagon
inverse. Il

Remarque 4.11 Reprenons les notations et les hypotheses de la proposition 4.7. La preuve
de cette proposition montre que si y; € II'(sy;05.w), alors 7; *(p;) est la multi-partition
obtenue en retirant & p; tous les i-noeuds de type R de (p;,8;). o
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Remarque 4.12 Soit de méme s,, € Z"(s), w € P(Fp[s,]*) et i € [0; [ — 1] tel que w + &;
n’est pas un poids de Fy[s,]®. Alors on peut définir, comme & la définition 4.5, une bijection

7 " (8p;w) — 1" (8y; d;.0)

qui possede des propriétés similaires a celle des bijections ;. o

4.3 Comparaison des bases canoniques de différents sous-espaces
de poids de F,[s/] (s; € Z!(s))

Fixons dans tout ce paragraphe une multi-charge s; € Z!(s). On notera pour simplifier
A; lélément de la base standard de F,[s;] indexé par A, € TI', [A] := [A;,8/] le sommet
correspondant dans le graphe cristallin B[s;], et GT(A;) := GT(\;,8) le vecteur de la base
canonique correspondant. Par ailleurs, on pose

1Al = (wo(A),we(A)) /2 (A eI,
On munit F[s;] de la forme bilinéaire symétrique non dégénérée (.,.) définie par
Aipy) = q!™lsy, 4, (A, py €111,
Lemme 4.13 ([LLT], Proposition 8.1) Soient u, v € Fy[s;] et 0 <i <n —1. Alors on a
(t;u,v) = (u,t;.v) et (e;.uw) = (u,f;v).

Démonstration. On peut supposer que u = A; et v = p; (A, p; € 1Y). On a

() = gD (N, ) = q(Wt(Az)yai)Hl)\zH5)%”’!

— q(Wt(m),ai)JrllmH(;)\l’“l = (ti-py s Ap)

= (A, ti-py),
d’ou la premiere égalité. Rappelons que ¢;.\; = Zulenl Qy, V|, avec Gy, = quf(V“)\“s“n) si
v N A et ay, := 0 sinon (voir la proposition 3.7). De méme, on a f;.p; = Eu,enl by, vy, avec
by, = gM7 (wivisin) o W 1, v; et by, := 0 sinon. Par conséquent, on a (e;.A;, y;) = q”“l”am

et (A7, fi-py) = q”)‘le)\l. Il faut donc montrer que
qlluzlla“l — qIIAszAl_

Supposons qu’on ne puisse pas obtenir A; en ajoutant un i-nceud au diagramme de p;. Alors
ay, = by, = 0, et les deux membres de I'égalité précédente sont nuls. Supposons désormais

que LN A;. Il faut alors montrer que

gl = M= (g Az sisn) = [N+ My (pegs Ais si5m)),
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soit encore
]l = [l = Mz'<(li1§ Al;8i5n) + Mi>(/~l‘l;)‘l; si;n) = Mi(py; si3m) — L.

En effet, on a d’apres (W),

el = [l = ((Wt(ﬂl) s wh(pey)) — (Wh(pey) — i, wt(pey) — ai))

= 5(2(wt(/,¢l),ozi) - (Oéi,Oéi)) = (Wt(ul)aai) -1

De plus, d’aprés la proposition 3.7, on a t;.p; = ¢Mism) 1y, - d’ont (wt(ul),ai) = M;(py; 813 1).
Par conséquent, on a bien ||| — [Nl = M;(py; 81;n) — 1. O

— DN =

Nous aurons besoin d’un petit lemme d’algebre linéaire, dont la preuve est laissée au
lecteur.

Lemme 4.14 Soit E un espace vectoriel muni d’une forme bilinéaire symétrique non dégéné-
rée (.,.). Soient u = {u; |1 € I} etv={v; | i € I} deuz bases de E. Soient uv* = {u} | i € I}
et v* = {v} | i € I} les bases adjointes de u et v respectivement, c’est-a-dire définies par les
relations
(ul,u;‘) = (vi,v;‘) = (52',]' (Z,] € I).

Soit M (uw) = (mj ;)i jer la matrice de passage de la base u vers la base v, c’est-a-dire telle
que vj = Y crmigu; (§ € I). Soit de méme M(v*,u*) la matrice de passage de la base v*
vers la base u*. Alors la matrice M (v*,u*) est la transposée de la matrice M (u,v). O

Nous allons maintenant énoncer et démontrer un résultat permettant de comparer les
bases canoniques de certains sous-espaces de poids de F[s;]. Il s’agit d’une généralisation en
niveau supérieur de [LM, Theorem 20].

Théoréme 4.15 Soient s, € Z!(s), w € P(Fy[s)]) et i € [0; n— 1] tels que w + a; n’est pas
un poids de Fy[s)]. Soit m; : '(s;w) — M!(sy;04.w) la bijection définie au paragraphe 4.2.2.
Alors on a, pour \j, p; € I (s;w),

(®) A;(Az),m(m); Bz(Q) - Ai_z,m; 8 (q) et (i) A;i()\l)ﬂri(ll'l)§ 81(Q) - A;lall/l; Sz(Q)'

Par conséquent, les bases canoniques de Fy[s;](w) et de F[s;](o;.w) sont semblables, au sens
de la définition 4.1.

Démonstration. Prouvons (i). Soit {G*(\;) | A; € IT'} la base adjointe de {GT(\)) | A, € IT'}
pour la forme (, ). Nous écrirons parfois G*([A;]) := G*(A;) (A; € II!). Par définition, les bases
{)\l | A € Hl(sl;ai.w)} et {q*H”’l”ul | p € Hl(sl;ai.w)} sont adjointes 'une de I'autre. Soit
p; € M'(s;;w). Compte tenu de la définition des coefficients A;\—z,m; s (9), on a d’apres le
lemme 4.14 :

g il () = Z A;Tri(m),w; ., (q) G*(v)).

vielll(sy;0;.w)
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Puisque 7; : II'(s;;w) — TI'(s;;04.w) est une bijection, on peut faire, dans la somme écrite
(kq)

ci-dessus, le changement d’indices v; = m;(A;). Appliquons alors e; "’ aux deux membres de

I’égalité obtenue, avec k; := (w,q;). On trouve

— |7 ki ki *
(x): ¢ z(uz)HeZ(_ )-Wi(Nl) = Z A:i(ll«z)m(kz); sl(Q) ez( e (i ().
A ETT (875w)

Puisque o; € W), est une isométrie, on a

Imi(p)ll = (oiwt(py) 00wt () /2 = (wi(p) , wi(py)) /2 = [lll.
(ki)

De plus, d’apres la proposition 4.7 (ii), on a e; *’.m;(u;) = ;. Par ailleurs, d’apres le théoreme
3.39, le lemme 4.13 et la proposition 1.24, la base {G*()\l) | A € Hl} est une base globale
supérieure (au sens de [Kas3]) de Fy[s]. Soit A; € IT'(s;;w). Puisque w + a; ¢ P(Fy[s]), on
a e;.A; = 0, d’ou ¢"P.[\;] = 0. En outre, d’apres la proposition 4.7, on a m;(XA;) = fz-(ki).)\l,
donc d’apres le lemme 1.17, on a

A = (@R LR A = ()R [N = (&) (),

d’ott (&;"P)ki+1[m;(A;)] = 0. La proposition 1.25 montre alors que

S~

(&

9.6 (fm(A)]) = G (&) [m(A)]) = G* (A

)

Il découle de (*) et de toutes ces considérations qu’on a

¢ Wl =Y AL L o (@ G,
N €Tl (s13w)

Ceci étant valide pour tout g, € II'(s;;w), on a, en appliquant & nouveau le lemme 4.14,

G = > Al @M (€T (si3w)).
X ETE(s;w)

Puisque {A; | A; € IT(s;;w) } est une base, le point (i) s’ensuit.

Prouvons & présent (ii). Soit w' € P(F[s]). Sion connait la base {GT(\;) | A € T (s;w') },
alors on peut calculer I'involution de Fy[s;](w') en résolvant un systéme linéaire dont la ma-
trice associée est unitriangulaire. La preuve du théoreme 3.34 montre que la base canonique
{G=(\) | A € TT!(s;w') } est uniquement déterminée & partir de I'involution de Fy[s](w').
Par conséquent, la base {G~(X\;) | A; € IT'(s;;w') } est uniquement déterminée & partir de la
base {GT(N\) | A, € I'(s;;w')} (et réciproquement). Le point (ii) découle alors de ceci (en
prenant w' = w et w' = 0;.w) et du point (i). (Une autre preuve, plus sophistiquée, consis-
terait & montrer (ii) & partir de (i) et de la formule d’inversion donnée au théoréme 3.38.) OJ

Exemple 4.16 Prenons n = 3,1 = 2, s; = (1,0), w = wt(|0;,8;)) — (2cp + 31 + a2) et
i = 2. On vérifie aisément qu’il n’existe pas de multi-partition A; telle que Ny(A;;8;;n) = 2,
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Ni(Ag;8;3m) = 3 et No(Ag; 81;n) = 0. Par conséquent, d’apres (W7), w+ a; n’est pas un poids
de F,[s/]. Les éléments de I (s;;w) sont

(10:(5)), ((9),(2)), ((4,2),0), ((1),(2,2,1)), ((2,2),(2)),, ((1,1),(2,1,1)), ((1,1,1,1),(2)), (1)x(2,1,1,1)) ,
et leurs images respectives par "application 7; sont
((2),(6,1)), ((5),(3,1), ((5:3,1),0), ((2),(3,2.2)), ((2,2,1),(3,1)), ((2,1,1),(3,1,1)), ((2,1,1,1),(3,1)), ((2),(3,1,1,1,1)) .

Le calcul des bases canoniques de F[s;](w) donne, avec des notations évidentes, les matrices

L. ((1),(5))
g 1 . ((4),(2))
¥ g (1) 1 EE%)? ’(D% 1))
_ q . I\“r4 e
Balw@= 10 p g0 1 . ((2:2),(2)) '
¢ 0 0 ¢ g 1 . (EBONCARD)
0 0 ¢ 0 ¢ g1 ((1,1,1,1),(2)
00 0g¢ 0 g0 1/ ((1),2111))
1 : ((1),(5))
q:; 171 ((4),(2))
A5 (w)(q) = _qq_l 0 (1) L ggfz@”)
s\ WD) = 0 0 —¢! 0 1 ((2,2),(2))
¢ —¢' ¢ —¢' ¢! 1 ((1,1),(2,1,1))
% ¢? 0 q¢* 0 —q¢'1 ((1,1,1,1),(2))
0 ¢? —¢?* 0 ¢? —¢' 01/ (()E2111)
De méme, le calcul des bases canoniques de F[s;](o;.w) donne les matrices
L. ((2),(6,1))
g 1 . ((5),(3,1))
s oy aa)
J— q * ) <
Balow@="1 2 g o 1 (221.61)
¢ 0 0 ¢qg q 1 . ((2,1,1),(3,1,1))
000 ¢ 0 ¢ ¢ 1 ((2,1,1,1),(3,1))
0 0 0 ¢ 0 ¢ 01/ ((2,31111)
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1 ((2),(6,1))
g 1 ((5),(3,1))
q72 _qil 1 ((53331)a®)
-1
A3l<o-z'w>(q) - 0 0 —qi1 0 1 ((2a2a1)a(3a1)) ,
¢ —¢' ¢ —¢' —¢' 1 ((2,1,1),(3,1,1))
% ¢? 0 ¢ 0 —q¢'1 ((2,1,1,1),(3,1))
0 ¢? —¢* 0 ¢ —¢' 01/ (2,6L,1)
ce qui illustre le théoreme 4.15 dans ce cas. o

4.4 Comparaison des bases canoniques de F,[s;](w), w € w
pour une méme classe w € P°/Z) et différentes multi-
charges s; € 7Z!(s)

4.4.1 Un théoreme de comparaison

Soit s, € Z™(s). Nous avons défini au chapitre 3 des bases canoniques
{G+()\n,sn)° | An € H"} et {G_(An,sn)' | Ap € H”}

de F,[s,]®. Introduisons les coefficients matriciels des matrices de passage de la base standard
de Fp[s,]® vers chacune de ces bases. Pour p,, € II", € € {+,—}, posons

Ge(“nasn). = Z Ag\n,p,n; sn(Q)-|)‘n73n>.
A €Il”

(ou les coefficients Ain,u . s, (@) appartiennent & Z[q,q"]). Puisque I'involution de F,[s,]*

: : o A €
laisse stable chacun des sous-espaces de poids de Fy[s,]®, on a A§ [5 8n

que Wt(|A,,8n)°%) = Wt(|p,,,8,)°). Dans ce cas, les formules (W;)-(WW4) montrent qu’il existe
81 € ZX(s), Aj, py € T tels que |Ag,8;) = |An,80)° et [1;,8;) = |t4,,,8,)°. On a alors clairement

(¢) = 0 & moins

(4'1) Ag\n,p,n; Sn (Q) = Ag\z,ﬂ«z; sl(Q)'

On peut par ailleurs démontrer le résultat suivant, qui est I'analogue pour F,[s,]* du
théoreme 4.15. Soient w € P(F,[s,]*) et i € [0; [ — 1] tels que w + ¢&; n’est pas un poids de
Fp[s,]®. Soit 7; : 1" (sy; ) — 11" (sy,; 6;.0) la bijection définie au paragraphe 4.2.2. Alors on
a, pour A, i, € I[1"(8,;w), € € {+,—}, 'égalité

(42) A n)is(un)s 50 (@) = B3, s 0, (0).

Soient s; € Z!(s), w € P(Fy[si]) et i € [0; I —1]. D’aprés la proposition 3.24, il existe un
unique couple (8,,w) € Z™(s) x P*, que 'on peut déterminer explicitement, tel que

Fy[sn]* (w) = Fy[si](w).
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De méme, il existe un unique couple (¢;,u') € Z!(s) x P*, que I'on peut déterminer explicite-
ment, tel que
Flt))(w') = Fpls,]*(di.b).

Les formules données & la proposition 3.24 montrent qu’on a en fait
t; = 0.8 et w =w+ wt(|0,t)) — wt(|0;,8;))

(voir aussi les calculs de la preuve du lemme 4.2). En d’autres termes, si ag,...,a,-1 € N
sont tels que

|0l33l Za] 75
alors on a

w' = wt(|0;,6:.81)) Za]

Notons que
w' —w € Z56, et w =w si i>0.

Définition 4.17 Soient s;, w, i, 8y, W et w' comme précédemment. Supposons de plus que
i est tel que w + &; n’est pas un poids de F[s,]*. On a donc une bijection

7t " (8p;w) — " (8 65.0).

L’égalité F)[s,]*(w) = Fy[s;](w) induit une bijection entre la base standard de F,[s,]®(w)
(vu en tant que sous-espace vectoriel de F,[s,]*) et la base standard de F[s;](w) (vu en tant
que sous-espace vectoriel de Fy[s;]). On a donc une bijection

I (s1; w) — T (8p; ).
De méme, on a une bijection
1 (Gi.8;;w') == II™(s,,; 64.100).

On a donc le diagramme commutatif suivant de bijections, dont la fleche du bas sera encore
notée ;.

% (8p;10) —25  I7(8p; 65.00)
) )
Hl(sl;w) = Hl(di.sl;w’).
&

Exemple 4.18 Prenonsn = 2,1 =3, s, = (0,2, — 1), w = wt(|0;,8;)) — (g + 1), i = 2 et
;= (0,(2),0). On a bien A; € II'(s;;w). D’apres la proposition 3.24, on a, avec les notations
précédentes, s, = (1,0), v = wt(|0,,8,)*) — (2dg + 3c; + &) et w' = w. Remarquons que
W+ ¢ ¢ P(Fp[s,]*) (voir Pexemple 4.16). On a |A;,8;) = [An,8,)° avec X, = ((1),(5)).
On calcule p,, = 7;(Ay), ou 7;(A,) est définie comme au paragraphe 4.2.2. On trouve
pn = ((2),(6,1)). Alors, 7r;(X;) est la [-multi-partition telle que |7;(A;),8;) = |p,,,80)®; on a
donc 7;(A;) = (0,0,(2)). o
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Les identités (4.1), (4.2) et la définition de 7; que nous venons d’introduire entrainent le
théoréme suivant.

Théoréme 4.19 Soient s; € Z!(s), w € P(Fy[s)]) et i € [0;1— 1]. Soit (8,,1) € Z(s) x
P* tel que Fylsn]* () = Fyls)](w) (cf. proposition 3.24). Soit w' := w + wt(|0;,6;.8;)) —
wt(|0;,81)), de telle sorte que l'on a Fy[c;.s)](w') = Fpls,]*(d;.w). Supposons que w + é;
n’est pas un poids de Fp[s,]®. Alors la bijection 7; : I (s;;w) — TY(G;.s;w') est bien
définie, et pour A, pu, € O (sy;w), € € {+,—}, on a la relation

A;i(kz),ﬁi(m);fmsz (a) = Ag\lyll«l;sz(Q)'

Par conséquent, les bases canoniques de Fy[s;](w) et de Fy[c;.8;](w") sont semblables. O

Exemple 4.20 (Voir les exemples 4.16 et 4.18.) Prenons n = 2, [ = 3, s; = (0,2, — 1),
w = wt(|@;,8;)) — (ap + 1) et i = 2. Avec les notations du théoréme 4.19, on a s,, = (1,0),
W = wt(|0y,8,)%) — (260 + 3dy + &) et w' = w. Rappelons que 1w + &; ¢ P(Fy[sy]*). Les
éléments de II!(s;; w) sont

(0,(2),0), (2,0,(1,1)), (0,(1),(1)), (2,0,(2)), ((2),0,0), ((1),0,(1)), ((1,1),0,0), (8,0,(1,1)),
et leurs images respectives par "application 7; sont

(0,07(2))’ (0,07(171))7 (07(1)’(1))’ ((2)’(070), (0’(2)70), ((1)’(1)70), ((1’1)’(070)7 (0’(1’1)’(0),

Le calcul des bases canoniques de F[s;](w) donne, avec des notations évidentes, les matrices

1. (0,(2),0)
q 1 . (0707(]—71))
A 0003)
—_ q * bRadb]
Agtw)(a) = ¢ 00 0 1 . ((2),0,0) et
@ q ¢ q q 1 . ((1),0,(1))
@ ¢ 0 0 ¢ g 1 ((1,1),@,@)
0 ¢> ¢ ¢ 0 ¢ 0 1 (0,0,(1,1))
1 (0,(2),0)
| (0,0,(1,1))
0 1 _q—21 11 Egél()();))
- _ -4 q° —q 1 0,
Asl<w>(q) - _q—l 0 0 0 1 (( ),Q),Q))
g% 0 0 —qg! —¢' 1 ((1),0,(1))
0 0 —q¢ ' ¢ 0 —¢ ' 1 ((1,1),0,0)
0 0 0 0 ¢g? —¢t o 1/ (0,0,1,1))

De méme, le calcul des bases canoniques de F[d;.s;](w') donne les matrices
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1. (0,0,(2))
q 1 . (0)7@7(171))
¢ q 1 . E@),(l),(;))
VR 0 0 ¢ 1 . (2),0,0
::i.sl (’U) >(Q) - q 0 0 0 1 . (Q),( ),Q)) et
@ q ¢ q q 1 . ((1),(1),0)
¢ ¢ 0 0 ¢ ¢q1 ((1,1),0,0)
0 ¢ ¢& ¢ 0 qg 0 1/ (0,(1,1),0)
1 (0,0,(2))
_qil 1 . (@,@,(1,1))
0 . —q;l 1 . . (Q)a(lq))aé)l))
! —q - —q 1 . sy
AU_'i-Sl (w(a) = —371 qO ((1) 0 1 . gé,() ),@g ,
g 0 0 —¢' —¢' 1 . ((1),(1),0)
0 0 —¢' ¢ 0 —¢t 1 . ] ((1L1)00)
0 0 0 0 g% —¢' 0 1/ (0,(11),0)
ce qui illustre le théoréme 4.19 dans ce cas. o

Remarque 4.21 Dans le cas ou [ = 1, la bijection 7; du théoreme 4.19 est 'identité. Par
conséquent ce théoréme ne donne aucun résultat nouveau pour les espaces de Fock de niveau 1.
o

Reprenons les notations du théoreme 4.19. Considérons ’assertion
(4.3) W + & & P(Fp[sn]*).

On peut donc appliquer le théoréeme 4.19 avec ce choix de i si (4.3) est vérifiée. D’apres
[Kac, Proposition 3.6 (iv)], (4.3) a lieu si et seulement si é;.(F,[s,]*(w)) = {0}, soit encore
é;.(Fy[s/](w)) = {0}. Rappelons qu’on a une bijection A; € II(s;;w) — A, € TI"(8p;10).
Avec ces notations, (4.3) a donc lieu si et seulement si pour tout A; € I (s;; w), (An,8,) n'a
aucun i-nceud de type R. Cette condition n’est, hélas, pas trés agréable & manipuler dans la
pratique des que le nombre de nceuds des multi-partitions qui interviennent est grand.

Nous allons maintenant donner une condition suffisante sur s;, w et 7 pour que la condition
(4.3) ait lieu. Pour cela, introduisons la notation suivante. Soit s, € Z!(s), w € P(Fy[s;]) et
i € [0;1—1]. Alors d’aprés la formule (W), 'entier N;(A;; s;;n) dépend de s; et w, mais
pas de \; € IT!(s;;w) ; on notera ce nombre N;(w; s;).

Lemme 4.22 Soit s; = (s51,...,5) € Z!(s) et w € P(Fy[s)]). Soit (sy0) € Z™(s) x P* tel
que Fpls,]*(w) = Fy[si|(w) (cf. proposition 3.24). Soit i € [0; 1 — 1]. Supposons que
Si — Si+1 = n(Ng(w; Sl) + 1)

(sii=0, on a posé so :=n+ s;). Alors W+ ¢&; n'est pas un poids de Fp[sy]®.
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Démonstration. Fixons A; € II!(s;;w), et supposons que i + ¢; est un poids de F,[s,]*.
Soit alors p,, € " (s,;w + &;) et (u;,t;) € ' x Zl(s) tels que |u;t;) = |key,»80)° - Soient
Ao, - - - a1-1,d € 7 tels que b = dd + Zl:loajA~ Alors w + &; = (d + 520)(5 + Eé %b A],
oll b] =a;+a;; (0 < j <1—1)et (ar;j)o<i,ji<i—1 est la matrice de Cartan de 5[;
Compte tenu de la formule (W5) et de l'indépendance linéaire des vecteurs Ao, ... . A1 ,0,
onat =6 (b[), b)) et d 4650 = —(A(tl, ) + No(py; ti; )) De méme, on a 1’égalité
d= —(A(sl, ) + No(Ag; sl;n)). Par conséquent, on a

—A(sy,n) — No(w; 81) + di0 = —A(E,n) — No(p; tisn),
d’ou
No(pis tisn) = A(si,n) — A(t,n) + No(w; 81) — dip.
Explicitons a présent ¢;. Pour j € [0; [], posons
tii=s;+ 1, tiv1 =841 — 1 et tj:i=sj si j ¢ {i,i+1,i+l}.
On a clairement 6y, (t1,...,t;)) = (bo,...,bj_1), donc t; = (t1,...,t;). Pour a € 7Z, notons

a € [0; n— 1] le résidu de @ modulo n. Compte tenu du fait que s — 359 =1 + (s; —357), un
petit calcul montre que

1 1
Altin) = Alsin) + —(si = sit1) + —(Sirt =) + Osiz,0 = io-

’

En outre, on a par hypothese No(w; 8;) — L(s; — s;4+1) < —1. Par conséquent, on a
1, 1
No(pistisn) = ——(Sivt = 5i) = Osgr,0 + No(w; s1) — —(si = siv1)
1

< _E(SH—I —5i) — 05,0 — 1

< 0,

ce qui est absurde car Ny(p;t;;n) € N est le nombre de 0-nceuds de (p;¢;). Par conséquent,
W + &; n’est pas un poids de Fy[s,]°. O

Remarque 4.23 L’hypothése s; — s;+1 > n(No(w; 8;) + 1) n’est sirement pas la plus faible
pour avoir la conclusion w+¢d; ¢ P(Fp[sy,]®). Nous conjecturons en effet que cette conclusion
subsiste si on suppose que

si— Six1 > No(w; sp) + -+ + Np—1(w; s7)

(cette derniére minoration est en général meilleure). o
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4.4.2 Un graphe formé de multi-charges conjuguées sous ’action de W,

Définition 4.24 Fixons r; € A;,(s). Pour s; € W,.r;, notons o(s) € W, l'élément de
longueur minimale tel que 8; = (s;).r;. Soit 0 < ¢ < [ — 1. Rappelons que pour toute
multi-charge s; = (s1,...,5;) € Z', on pose sg := n + 5;. Soient M € N* et s;, t; € W,.r;. On
écrit

s b

sit; = ;.8 et s; — s;41 > 0. Dans ce cas, la proposition 1.31 montre qu’on a 7(¢;) = d;5(s;)
et £(c(t;)) = £(5(s;)) + 1. On écrit

S L) tl
sit; = d;.8; et s;—sj+1 > M. Soit I' (resp. T'(M)) le graphe dont ’ensemble des sommets est
Wi.r;, et dans lequel on a une aréte étiquetée par 7 reliant s; a ¢; (s, ¢, € Wir), 0 <1 <1—1)

. i
si 8; —» t; (resp. 8] — t;). o

Observons que I'(M) dépend de n, [, r; et M, et qu'on a I' = T'(1). Remarquons en outre
que I' est connexe et que I'(M) est un sous-graphe de T'. La figure 4.1 illustre une partie des

graphes T' et I'(M) pour n = 3, [ = 3, 7, = (1,0,0) et M = 2. Lorsque s; —> ¢;, nous avons

omis de représenter la fleche s; --+ t;. Par ailleurs, nous avons représenté deux sommets de
['(M) par le méme symbole si et seulement si ils sont dans la méme composante connexe de
'(M).

Proposition 4.25 Soit M € N*. Alors T'(M) n’a qu’un nombre fini de composantes connezes.

Démonstration. Soit C ensemble des composantes connexes de I'(M). Pour chaque C € C,
choisissons s;(C) € C tel que £(d(s;(C))) soit minimal parmi les £(5(¢;)), ¢, € C. Soit C € C,
et 8y = (s1,...,5) := 8;(C). Nous allons montrer que

(¥) 81 € X = {(tl,...,tl)ezl(s)|V0§i§l—1,ti+1—ti§M—1}.

Soit 0 <7 <[—1. Montrons que s;41 —$; < M —1. C’est clair si s;41—s; < 0. Si 501 —5; >0,
posons t; = (t1,...,t;) := d;.(8;). Observons que t; = s;11 et t;11 = s; (méme si i = 0). Par
conséquent, on a t; — iy = sip1 —s; > 0, et £ —» s;. On a donc £(5(¢;)) = £(¢(s;)) — 1. Par
définition de s;, on a donc t; ¢ C, donc (¢,8;) n’est pas une aréte de I'(M). Par conséquent,
on at; —tiy1 < M et donc s;41 —s; < M — 1, d’ou Passertion (). Nous avons donc
C = {s(C)|CeC} C X, donc C s’injecte dans X. Mais X est fini d’apres le lemme 3.16.
Par conséquent, C est également fini. O

Remarque 4.26 Soit M € N*. Nous conjecturons que chaque composante connexe C' de
['(M) contient un unique élément s; tel que £(5(s;)) soit minimal parmi les £(5(¢;)), t; € C.
o
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2 1 0 2
/ \ Y/ ;
(3,-2,0) (0,3,-2) (3,1,-3) (0,0,1)
| | - pd |
1 2 0 1 2 0
} | w }
(-2,3,0) (0,-2,3) (1,3,-3) (3,-3,1) (4,0,-3)
/\ a | AR
0 2 1 0 2 1 O~ 2 1
VAR | } TS \
(3,3,-5) (-2,0,3) (6,-2,-3) (1,-3,3) (-3,3,1) (4,-3,0) 0,4,-3)
/ / / /N /N \
2 0 1 2 0 1 2 0 1 2
/ / / Al N/ \ \ \
(3,-5,3) (6,0,-5) (-2,6,-3) (6,-3,-2) (-3,1,3) (4,3,-6) (-3,4,0) (0,-3,4)

o O O O O

Fi1c. 4.1 — Une partie des graphes T et T'(M) pour n =3, 1 =3, r; = (1,0,0) et M = 2. Ici
I'(M) a 3 composantes connexes.
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La proposition suivante fait le lien entre les composantes connexes de I'(M) et la compa-
raison des bases canoniques. Nous verrons un exemple important d’application de ce résultat
au paragraphe 4.4.3.

Proposition 4.27 Soient r; € A;,(s) et v € P(Fy[r]). Posons M := n(Ny(v;r;)+1). Pour
s; € Wy.ry, posons

w(sy) == v+ wt(|0;,8;)) — wt(|@;,r;)).

Soient sy et t; deuz multi-charges situées dans une méme composante conneze de (M) (en
particulier, 8; et t; sont toutes deuz conjuguées a r; sous l'action de W;). Alors les bases
canoniques de Fy[s;](w(s;)) et Fylt;](w(t;)) sont semblables.

Démonstration. On peut se ramener au cas olt 8, — ¢, avec i € [0;1 — 1]. Avec des
notations évidentes, on a alors par définition s;11 — s; > M. Observons que pour a; € W.r,

on a
n—1

w(ar) = wt(|0,ar)) — > Nj(viri)ay,

J=0

d’ott Nj(w(ay);a;) = Nj(v;r) (0 < j <n—1). En particulier, on a
No(w(s;); 1) = No(v;r1).

Par conséquent, on a s;11 — 8; > n(No(w(s;); s;) +1). On peut donc appliquer le lemme 4.22
puis le théoréme 4.19 pour conclure. EI

Remarque 4.28 Soient r; € A;,(s) et v € P(Fy[r]). Soit M := n(No(v;r;) + 1). Alors
d’apres les propositions 4.25 et 4.27, il n’y a qu’un nombre fini de classes de similitude de bases
canoniques de F[s;](w(s;)), s; € ['(M). Si de plus le résultat conjecturé a la remarque 4.23
est vrai, le méme raisonnement montre qu’il n’y a qu’un nombre fini de classes de similitude
de bases canoniques de F,[s;](w(s;)), s; € T'(M') avec M’ := Ny(v;8;) + -+ + Np_1(v;8;). ©

4.4.3 Cas des multi-charges trés dominantes

Dans tout ce paragraphe, on suppose que [ > 2.

Définition 4.29 Soient M € N et N € N*. Nous dirons que le N-uplet (zy,...,zx) € RY
est M -dominant sion a

Ti — XTi1 > M (1<i<N-1).
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4.4.3.1 Notations

Nous utiliserons dans tout le paragraphe 4.4.3 les notations du paragraphe 4.4.2, ainsi
que les notations suivantes.

* Rappelons que R! (s) = {(xl, o) ER 2y 4oy = s}. La partie de R/ (s) formée
des éléments qui sont M-dominants sera notée Cyy.

Rappelons que pour A € Z'0), on a défini un élément ¢y € W, qui agit sur Zi(s)
comme la translation suivant le vecteur nA. Pour 1 < j < [, soit €; = (d;;)1<i<i le
j-ieme vecteur de la base naturelle de R'. Soit Q le sous-groupe de W; engendré par les

i = Yemens = Yillis 1<i<l—1).

Nous aurons besoin de paramétrer I’ensemble des classes d’équivalence des multi-charges
de Z!(s), ot deux multi-charges sont dites équivalentes si leurs composantes respectives
ont les mémes résidus modulo n. Plus précisément, posons pour toute multi-charge
a; = (a,...,a) € 7},

Laq, = {(51,...,31) €Zl(s)|V1<i<l s;=a; (mod n)}

Notons que pour a; € Z(s), Q agit transitivement sur L, ; en particulier, deux éléments
de Lq, sont conjugués sous I'action de W;.

* Soient s, t; € Z'(s) et M € N. Nous écrirons

si les deux conditions suivantes sont vérifiées.
(i) On a L, = Ly, ; notons L cet ensemble commun.
(ii) Tl existe s(0,...,s(") € LNCy tels que sV = s;, (") = ¢; et pour tout 1 < i < r,
on a s e {%jﬂ.s(i_l) |1 <j<I— 1}.
De facon équivalente, placons les éléments de Z!(s) dans un graphe non orienté, dans

lequel deux éléments sont reliés par une aréte si et seulement si ils sont conjugués sous
Iaction de W par un des générateurs de Q ou son inverse. Alors on a s; = ¢; si et
M

seulement si il existe un chemin dans ce graphe reliant s; a ¢; qui passe par des som-
mets qui sont tous M-dominants (y compris s; et &;).

* Soient r; € A, (s) et v € P(Fgy[ry]). Pour s; € W,.r;, posons

w(sy) == v + wt(|0;,8;)) — wt(|0;,7))

(Notons que w(s;) dépend aussi de r; et de v.)
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4.4.3.2 Un théoréme de comparaison de bases canoniques pour les multi-charges
trés dominantes

L’objectif du paragraphe 4.4.3 est de prouver le résultat suivant.
Théoréme 4.30 Soient | € A;,,(s) et v € P(Fy[r)]). Soit c:=n(l*+1+4) et
N := No(v;r))n + c.

Soient s, t; € Wl.rl deuz multi-charges N-dominantes telles que Lg, = Ly,. Alors les bases

canoniques de Fy[s;](w(s;)) et Fylt;](w(t;)) sont semblables. O
Remarque 4.31 On peut prouver un résultat similaire pour des multi-charges s; = (s1,...,9;)
tres < anti-dominantes >, i.e. telles que s1 K 59 K ... K 5. o

La valeur de N du théoreme 4.30 n’est certainement pas optimale. En accord avec la
remarque 4.23 et les tables données au chapitre 9, nous conjecturons le résultat suivant.

Conjecture 4.32 La conclusion du théoréme 4.30 subsiste si on remplace N par
N'":= Ny(vir)) + -+ Np_1(v;m).

0

Exemple 4.33 Prenonsn =3,1 =2, r; = (1,0) et v = wt(|0;,7;)) — (ap + a1 + v2). Avec les

notations du théoréme 4.30 et de la conjecture 4.32, on a N = 33 et N’ = 3. Observons que

les multi-charges sl(k) = (3k+1,—3k) (k € Z) sont dans l'orbite de r; = sl(o) sous 'action de
(k)

Wl, et que de plus les résidus modulo n des composantes des s;”” sont les mémes pour tout

k € 7. D’apres le théoreme 4.30, les bases canoniques des Fq[sl(k)](w(sgk))), k > 6 sont deux
a deux semblables. D’apres la conjecture 4.32, les bases canoniques des Fq[sgk)](w(sl(k)»,
kE > 1 sont deux & deux semblables. Cette conjecture implique en particulier (pour k =1 et

k = 2) que les bases canoniques de F[(4, — 3)](w((4, — 3))) et Fy[(7, — 6)[{w((7, — 6))) sont

semblables. En effet, les matrices Af(q) des bases canoniques de Fq[sgk)](w(sl(k)» (k € Z,
e € {+,—}) sont les suivantes, pour k =1 et k = 2.

1. ((3),0)
g 1 . ((2,1),0)
2 g 1 . EEQ),(lg)w)
FON — AT — 0 ¢ 0 1 . 1,11,
Mt =af@= | o 50 o (.u)
00 ¢ 0 0 1 . (0,(3))
0 0 q2 0 g q 1 (07(271))
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Par contre, la conjecture 4.32 ne nous permet pas de comparer les bases canoniques de
Fq[sl(k)](w(sl(k))) pour k =0 et kK = 1. On peut en fait vérifier que

L. ((3),0)

0o 1 . ((2,1),0)

R )

q q * b )
M@= 9 ¢ ¢ ¢ 1. (1),(1,1))

0 0 ¢2 0 ¢g 1 . (0,(3))

@ 0 0 ¢ 00 1 (0,(2,1))

0 0 0 ¢> q 0 q 1/ (0,(1,1,1)

Observons que AT (g) a 22 coefficients non nuls alors que Af (¢) n’en a que 21. Par conséquent,

les bases canoniques de Fq[sl(k)](w(sl(k))) pour k =0 et £ = 1 ne sont pas semblables. o

La démonstration du théoreme 4.30 repose sur les deux propositions suivantes.

Proposition 4.34 Soient vy € Ayy,(s) et v € P(Fy[ri]). Soient M := n(No(v;r;) + 2) et
s € CyyNWiry. Soient 1 <1 <[1—1 ett; := 7;.8;. Alors les bases canoniques de Fy[s;](w(s;))
et Fy[t](w(t;)) sont semblables.

Démonstration. Nous donnons la preuve dans le cas ou 2 < i <[ — 3 (la preuve pour i =1,
i =1—2eti=1—1 est analogue). On vérifie aisément, en calculant I'action des deux
membres de 1’égalité ci-dessous sur Z!(s), qu'on a
Tj = 0j-10-2** 01000]-1 " 0i4+20i4+10j42 - 0]—100071 - * O;.
Soit 0 < k < 2] — 2. Notons 7;[k] le facteur droit ayant k lettres dans cette écriture de 7;.

(On a donc 7[0] = id, 74[1] = &y, 74[2] = &4-163, etc.) Posons

s®) = (B sy = 2k,
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Pour 1 < k <2l — 2, soit iy, € [0; [ — 1] tel que 7;[k] = &y, 7;[k — 1]. Fixons 0 < k < 2] — 3.
En calculant I’action de 7;[k] sur s;, on voit qu’on a les propriétés suivantes.

: (k) (k)
(i) On a Sipe1 Sipia41 € {81,...,81,81 + n,8; + n,8i41 — n}.

(i1) Si 3531 = 5, +en et SZ(]I:J)rl+1 = sy +€naveca,a €[1;1],¢ ¢ € {—1,0,1}, alors a # o
et ee = 0.

Observons de plus que par hypotheése sur s;, on a pour tout a, b € [1; 1] tels que a # b,
‘sb - sa‘ > M‘b - a‘ > M. Tl découle de (i), (ii) et de ceci que

‘s(k) — s(k) ‘ > M —n.

Tp41 ipy1+1
. R i i :
Par conséquent, on a une aréte s®) &y s(b+1) oy g(b+1) 2y 5(k) dans I'(M — n). Il s’ensuit

que s; et ¢; sont dans la méme composante connexe de I'(M — n) = I'(n(Ny(v; r;) + 1)). On
peut donc appliquer la proposition 4.27 pour conclure. |

Proposition 4.35 Soient M € N et
N(M):=M +n(l*>+1+2).

Soient s;, t; deur multi-charges N (M)-dominantes telles que Lg, = Ly,. Alors on a s;

i

Démonstration. Nous prouverons cette proposition au paragraphe 4.4.3.3. O

Démonstration du théoréme 4.30 a partir des propositions 4.34 et 4.35.

Reprenons les notations du théoreme 4.30. Posons M := n(Ny(v;r;) +2). Soit N (M) Pentier
donné par la proposition 4.35. Notons que 'entier N défini au théoréeme 4.30 est précisément
N(M).Posons L := Lg, = Ly,. Par définition de N (M), il existe s, ... s(") € LNy tels
que (0 =g, s =¢; et pour tout 1 <i <r,onas®e {%jﬂ.s(i_l) |1 <j<I— 1}. Soit
1 <i<r.Puisque Lgi-1) = L,a) = L, on a s(=1 s € W,.r;. La proposition 4.34 entraine
alors que les bases canoniques de F,[s¢~D](w(s(=1)) et de F,[s®)](w(s?)) sont semblables.
Le théoreme 4.30 s’ensuit. O

4.4.3.3 Démonstration de la proposition 4.35

Exposons succinctement la preuve de cette proposition, qui fait appel & plusieurs résultats
intermédiaires. Reprenons provisoirement les notations de la proposition 4.35. Notons L I’en-
semble Ly, = L¢,. Nous construisons des points s . s(") appartenant & £ N Cy tels que
s = g, s = ¢; et pour tout 1 < i < r, sV appartient & {%jﬂ.s(i_l) |1 <j<I— 1}.

Pour cela, nous construisons une bijection ¢ qui envoie les points de LN Cy(pr) sur les points
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a coordonnées entieres d'un cone Cy(pr). (Par définition, un cone est une intersection de
demi-espaces.) Nous travaillons dans Cj; qui est un translaté convenable de Cn(nr)- Nous
montrons que ¢(8;) et ¢(t;) sont connectés dans Cp; via un chemin affine par morceaux
dont les segments [2(); 2(+D] (0 < i < r — 1) sont paralléles aux axes de coordonnées. Nous
montrons alors que les points (") := p~1(s()) (0 < < r) conviennent.

Nous adopterons dans tout ce paragraphe les notations suivantes. Dans tout ce para-
graphe, on fixe une multi-charge a; = (a1, ...,q;) € Z! telle que 0 < ay,...,a; < n — 1.
* Pour = (21,...,25) € RY (N € N*), on pose
N
LmJ = (Llea s 7L$NJ) €Z

et on définit de méme [x].

* Soit L := Lg,.
* Soit
2 =1 0 0
-1 2 -1
A= 0 0 e M;_1(R)
-1 2 -1
0 0o -1 2

la matrice de Cartan de sl;. On vérifie que det(A) = [, donc A est inversible. Notons
A7 = (a™7) 1<, j<i—1 les coefficients de A™'. On montre que (voir la preuve du lemme

1.12)

i(l —j

% S oi<j
(1 —i

M S <i
en particulier, tous les coefficients de A~! sont strictement positifs. Soit 1 < <[ — 1.

Posons
-1
S; = E abl.
Jj=1

(I — 1)
2

(1<ij<i-1);

z(l—x)
2

. . 1 , ..
On vérifie par un calcul direct que 5; = . Une étude de variations de = >

1 12
montre qu'on a = < §; < —.
2 8
Pour 1 < j <[ -1, notons ¢; := (6i,j)1§i§171 le j-ieme vecteur de la base naturelle de
R'~!. Posons en outre 1 := ¢ +--- + €1_1.
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* Rappelons que R~ = M;_1,1(R) est naturellement muni d’un ordre partiel < (cf. page
xi). Pour b € R'~!, considérons les cones

Cp = {m eR1 Az > b} et Cp = {m eRMAx< b} .

L’unique vecteur w := w(b) € R'~! tel que A.w = b est appelé sommet de Cp (ou de
Cy)-

* Pour M € N, soit b(M) = (bgM), . ,bﬁ/[l)) € RI=! le vecteur défini par
DM = (M + aipy —a))/n (1<i<I-1).

* A (s1,...,5) € R(s) on associe élément (z1,...,2; 1) = ¢(s1,...,s;) € R-1 défini
par

1 2
xi::EZ(sj—aj), lgigl—l.
j=1

Réciproquement, & (z1,...,2;_1) € R~ on associe 'élément (s1,...,5;) = ¢(z1,...,21_1)
appartenant & R!(s) défini par
sii=n(x; —x1) + 14, 1<i<l,

oll on a posé xg = x; := 0.

Lemme 4.36 Soit b:= (by,...,bhi_1) € R~'. Soient
b:=min{b; |1 <i<[—-1} et B:=max{b |1 <i<I[—1}.

Soit w = (wi,... w;_1) € R le sommet de Cy. On a alors les propriétés suivantes.

(i) Pour tout 1 <i<Il—1, on a bS; <w; < BS;.
(ii) Cp C w + (RT)!-1,

Démonstration. Soit 1 <4 <[ — 1. Par définition, on a w; = Zé;ll ahd b;. Puisque A7 >0,

le point (i) s’ensuit. Soit & € Cp; alors A.x — b > 0. De plus, A~! > 0, ce qui entraine
z —w(b) = A '.(A.z —b) >0, dou le point (ii). O

Lemme 4.37

1°) Les applications ¢ : R (s) — R et op: RITY — Rl (s) sont des bijections inverses ['une
de autre.
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2) Onap(Z=) =L, et pour 1 <i<Il—1, (z1,...,49—1) €EZ", on a
Y@,z + 1 m) = Tab(e, T ).

5°) Pour M €N, on a p(Crr) = Cy(ar)-

Démonstration. On prouve 1°) et 2°) a ’aide d’un calcul ne présentant aucune difficulté. Le
point 3°) résulte, avec des notations évidentes, de ’équivalence

8i = Sit1 > M <= —wi_1 + 22; — zip1 > (M + ajp1 — a;) /n.

O

Soit D C R'=L. On dit que @, y € D sont Z-connectés dans D s'il existe des vecteurs
m(o), . ,.’B(N) € DNZ! tels que 20 = x, z) = yetpourtout 0 <i< N —1,0ona

2D — () e {4e; 1<) <1—1};

en particulier, on a 2, y € Z!~'. On notera alors &__y. Par exemple, si z, y € Z'~! sont deux

points arbitraires du pavé P := {z ceR'|a<z< b}, alors x et y sont Z-connectés dans P.

Remarque 4.38 Soit M € N. Rappelons que nous avons défini au paragraphe 4.4.3.1 une
relation = sur Z!(s). Soient s;, t; € Z!(s) deux multi-charges telles que Lg, = Ly = L.

S

Alors d’apres le lemme 4.37, on a s; = t; si et seulement si p(s;) —  ©(&;). o

b(M)

2

Proposition 4.39 Soit b € R=1. Alors il existe ¢ < b tel que © __ y pour tout couple
Ce

(:c,y) € Cp X Cp.

Démonstration. Commengons par construire ¢. Soient w = (wy,...,w;_1) le sommet de Cp,
b’ :=b+ 2.1, &' le sommet de Cy et w” = (wf,... w] ;) := max(w’,[w]). Posons en outre
wy = w;' := 0. D’apres le lemme 4.36 (ii), on a & > w pour tout € Cp. De méme, on a
x < w' pour tout € C!,. En particulier, puisque b < b, on a w € C!, et donc w < w' < W".
Considérons le pavé

P::{mERl_1|w§m§w"}.

Ce qui précede montre que Cy N C,, C P, et par construction, on a aussi [w] € P. Soit
c=(c1,...,ci_1) € R le vecteur défini par

i = —wi_ | + 2w —wjy (1<i<i-1).

Par construction, on a P C C¢. En particulier, puisque w € P, on a w € C, et donc ¢ < b.
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Montrons & présent que tout point € CpNZ! ! est Z-connecté a [w] dans C.. Observons
que si ¢ = (z1,...,2_1) € CpbNZ"1, onax > w car ¢ € Cp, et donc > [w]. On raisonne
par récurrence sur

N(z) = (z;i - [w;]) €N.

Si N(z) = 0,onax = [w|] € P C C, et il n’y a rien & prouver. Supposons donc que

N(z) > 0 et envisageons deux cas. Supposons que € Cy. Alors par construction de P,

onax € ChbNCy C P;en outre, on a [w] € P et donc x__ [w]. Puisque P C C¢, on a
P

bien £ __ [w]. Traitons & présent le cas ou & ¢ Cy. Il existe alors 1 < i <[ —1 tel que

c

—Ti—1 + 2z; — 211 > b; + 2 (ici, on pose xg = x; := 0). Considérons le vecteur
Y= y1) = (@1, Tim1,@ — Laig, ... o) € 2!
et posons yg = y; := 0. Observons que pour 1 < j <[ —1, on a
—Yj—1 + 2y — Yjp1 > —Tjo1 + 225 — Tjp1 — 2055 ;

compte tenu du choix de ¢ et de & € Cp, ceci montre que y € Cp. En outre, on a la relation
N(y) = N(x) — 1, donc par hypothése de récurrence, on a y __ [w]. De plus, x __ y car
c

c c

b<ec doncx _ |w]. O

c

Pour b € R'~!, définissons ’ensemble (non vide, en vertu de la proposition précédente)
A(b) := {c eR|e<betVa,yeCpz y} .
Ce

Remarque 4.40 Soit b € R'~!. Alors A(b) est un intervalle, et 'application b’ +— A(b') est
croissante. Supposons en effet que ¢ € A(b) et ¢/ < e. Alorse < bet ¢ < ¢, donc ¢ < b. Soit
maintenant ¢, y € Cp, NZ!~1. Alors & __ y. De plus, ¢’ < ¢, donc C, C Cy. Par conséquent,

onax _ y, et c € A(b). Ainsi A(b) est un intervalle. On montre par un raisonnement

c!

similaire que I'application b’ — A(b') est croissante. o
Remarque 4.41 On n’a pas nécessairement b € A(b). En effet, prenons [ = 3 (on a donc

[—1=2)et b=(0,0). Alors  := (1,1) et y := (0,0) sont deux points de Cp qui ne sont pas
Z-connectés dans Cjp, car aucun des points (0, += 1) et (+1,0) n’est dans Cj. o

Notre but est & présent de construire, pour M € N, un entier N(M) > M tel que
b(M) € A(b(N(M)).

Lemme 4.42 Soient b, b’ € R~ tels que A~1.(b—b") € Z'~1. Alors A(b) = A(b') +(b—b).
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Démonstration. Nous ne prouvons que l'inclusion C, le raisonnement pour I'inclusion inverse
étant analogue. Nous utiliserons le fait suivant.

(*) : a4+ Cq =Coiaa (a,a' € lel).

Soit ¢ € A(b) ; montrons que c— (b—b') € A(b'). On a bien e— (b—b') < ¥, car ¢ € A(b) donc

c < b.Soit z,y € CyNZ' 1. Posons a := A~ 1.(b—b'). D’apres (x),onaz+a € Cy, 4.4 = Cb,

et de méme, on a y +a € Cp. Par hypothese, ona a € Z"" et ¢ € A(b), donc z +a__ y+a.
c.

Il s’ensuit que z —  y; mais d’apres (x), ona —a+C, = C’c_(b_b/) et donce y. O
—a+Ce Corb-b')

Soit b = (by,...,b_1) € R™'. Soit ¢ un élément de 'ensemble non vide A(b). Puisque
lc| < ¢, la remarque 4.40 montre que |c| € A(b) N Z!~!. Par conséquent, I’ensemble

. _ -1
Jain | (a) | ety sa-1) € A(D)NZT

est une partie de Z non vide et majorée dans R par 1<m<i%r1 ) (b;). Ainsi, ’entier
_Z_ -

b) := i ;
m(b) = wnax - min ()

est bien défini et on a m(b) < 1<m<i}r1 . (b;). Sib=0b(M) (M € N), on pose my; := m(b(M)).
_1/_ -

Lemme 4.43 La suite (mpr)men est croissante, et pour tout M € N, on a myp = mo+IM.
De plus, on a mg > —I2.

Démonstration. Le premier point résulte de la croissance de I'application M +— b(M) et de
la croissance de l'application b — A(b) (cf. remarque 4.40). Puisque det(A) = [, la formule
de Cramer montre que si € Z'~1, alors A~!.(Iz) € Z!~1. Par conséquent, d’apres le lemme
4.42, on a pour tout M € N,

A(b(niM)) = A(b(0) + (IM, ... IM)) = A(b(0)) + (IM,... IM).
Le deuxiéme point s’ensuit.

Montrons & présent que mg > —I2. Reprenons le raisonnement de la preuve de la pro-
position 4.39. Soient b := b(0), w = (wi,...,w; 1) le sommet de Cp, b’ := b+ 2.1 et

w' = (W,...,.w;_y) le sommet de Cy. Soit w”’ = (,... w/" ) := max(w',[w]). Posons
en outre wj = w]' := 0. Soit ¢ := (c1,...,c—1) € RI7! le vecteur défini par
i = —wi_ ) + 2w —wjy (1<i<i-1).

La preuve de la proposition 4.39 et la remarque 4.40 montrent alors que |¢| € A(b(0)), donc
mp > minj<j<;—1([ei]). Soit 1 < j <1 —1. Puisque a; € [0;n—1] (1 <i<l—1),ona
—1 < b < 1. Par conséquent, d’apres le lemme 4.36 (i), on a —S; < w; < S;. Rappelons
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1 2o 12 12 312

que 5 <8, < g.PulsquelZZ onadoncij—g et [wj] <w;+1< §+1 S?.De
312 312

meéme, on a S; < w;- <355 < 3 Par conséquent, on a aussi w;-' < 3 Soit maintenant

1<i<[—1.0n a alors

32 17 31
¢ = —wj_ | +2w; —wp > 3 2— — — =%

On a donc bien mg > minj<;<;—1([¢;]) > -2 O

Corollaire 4.44 Soit M €N, et N'(M) := n(M + 1% +1). Alors my vy = M.

Démonstration. Soient a € N et r € [0; ] — 1] tels que M = al + r. On a alors l'inégalité
N'(M) =nl(a+1+1)+nr >nl(a+1+ 1), donc d’apres le lemme précédent, on a

mN/(M) Zmnl(a-i—l—l—l) :m0+l(a+l+1):M+(mg+l2)+(l—r)ZM.
O

Proposition 4.45 Soit M €N, et N(M) := M +n(I> +1+2) (cf. proposition 4.35). Alors
b(M) € A(b(N(M))).

Démonstration. Notons pour simplifier N := N (M). Soit ¢ = (c1,...,c—1) € A(b(N))NZ!
tel que minj<;j<;—1(¢;) = my. D’apres la remarque 4.40, il suffit de montrer que b(M) < c.

) M M
Puisque | — | < — +1,0n a
n n

N:(M+n)+n(12+l+1)2n[%-| +n(12+l+1):n(<[%-| +1>+12+l>.

n

M

D’apres le corollaire précédent, on a donc mpy > [—-‘ + 1. Soit 1 < ¢ < [ — 1. Puisque
n

aj €[0;n—1] (1 <j<l-1), onadonc

M M ai —a;
¢ >my > [—-‘+12_+M:b§M)’
n n n

d’ou le résultat. O

Démonstration de la proposition 4.35.

Reprenons les notations de la proposition 4.35. Pour 1 < i < [ — 1, soit a; € [0; n — 1] tel
que Lq, = Ls, = Ly, (a; est formé des résidus modulo n des composantes de s;, qui sont
aussi les résidus modulo n des composantes de ¢;). Soit £ := L,,. D’apres le lemme 4.37, on
a p(s1), p(t)) € Cyn(ary N Z!=1. Or b(M) € A(b(N(M))) d’apres la proposition 4.45, donc
©(8;)) — @(t;). La remarque 4.38 montre alors que s; = ¢;. O

Chv(ar) M
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Chapitre 5

Calcul des bases canoniques
d’espaces de Fock de niveau
supérieur

Fizons s; € Z!(s). Nous avons vu au chapitre 3 comment calculer de fagon rapide les bases
canoniques de Fy[s;] a partir de Uinvolution (voir la preuve du théoréme 3.34 et lexemple
3.37). Nous avons également vu un algorithme simple permettant de calculer 'involution de
F[s/]. Cet algorithme repose sur le plongement Fy[s;] — A® et sur la réalisation de A® a
Paide des q-produits extérieurs ; il fait donc appel auz relations de redressement de AS. Mal-
heureusement, pour certaines valeurs de s; = (81,...,51), les q-produits extérieurs a redresser
comportent un nombre important de facteurs; c’est par ezemple le cas si 51> s9 > -+ > 5.
Dans ce cas, le nombre de relations de redressement (Ry) — (Ry4) & manipuler est trop impor-
tant pour que cet algorithme soit utilisable dans la pratique.

Nous allons décrire dans ce chapitre un second algorithme permettant de calculer ['invo-
lution de F,[s|] sans utiliser les relations de redressement. Par conséquent, cet algorithme
est en pratique nettement plus performant que 'algorithme précédent. Fizons un poids w de
F,[s;]. Soit A(q) la matrice de involution de F,[s;|(w) (relativement a la base standard).
Nous allons voir au cours de ce chapitre comment calculer une base B de Fy[s;](w) sur la-
quelle Uinvolution — de Fy[s)] agit trivialement. Plus précisément, B s’exprime da l'aide de
mondmes en les opérateurs f;, f]- et B_,, (0<i<n—-1,0<j<I1-1,meN). Soit T(q)
la matrice de passage de la base standard de Fy[s;|(w) vers la base B. On a donc la relation

Alg) = T()(T(¢7))

Notons que cet algorithme est une généralisation de l’algorithme de Leclerc et Thibon
décrit dans [Le] pour | = 1. Il y a cependant deux difficultés nouvelles en niveau | > 1. Tout
d’abord le calcul de Uaction de H est beaucoup plus délicat : nous Uexpliquerons a la section
5.1. Nous aurons aussi besoin de l'action de ’algébre U;’;(5[l); qui est triviale lorsque | = 1.
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Pour un exemple de calcul, le lecteur pourra se reporter au paragraphe 5.53.2. Notons que
le calcul de A(q) par cette méthode nécessite linversion de la matrice T(q~ ") ; il s’agit la de
I’étape la plus cotiiteuse de l'algorithme. Remarquons en outre que T(q) n’est pas unitrian-
gulaire ; par conséquent cette approche n’explique absolument pas pourquoi la matrice A(q)
l’est.

5.1 Calcul de I’action de l’algebre de Heisenberg # sur les
vecteurs |0;,s;) (s; € Z'(s))

5.1.1 Cas du niveau 1

5.1.1.1 Action de Z, sur ApV([n,1]

Fixons dans tout ce paragraphe un entier » > 1. Soit Sym, := Q[z1,...,7,]® I'anneau
des polynomes & coefficients rationnels qui sont symétriques en les variables zy,...,z,. On
définit [Mac] les fonctions symétriques complétes hy (k € N) par

ho :=1 et hy == Z zj, -z, (keN).
1<y << <r

On définit aussi les sommes de puissances (en anglais, power sums) pr (k € N) par
r
po =1 et Dk ::fo (k € N°).
i=1

I est possible d’exprimer par récurrence les p; a 'aide des h; a 'aide des fameuses formules
de Newton. Plus précisément, on a [Mac, (2.11)]:

k-1
pr=khy =Y pihp—; (k€ N).

=1

Soit {z, | k € N} (resp. {y_k | k € N}) une partie d’'un anneau commutatif telle que zg = 1
(resp. yo = 1), et A = (A1, ..., Ag) une partition. On pose

Ty =Ty, ... Ty, (resp. Y-x :=Y-x ---Y-2r,) ;
en particulier, si A = (k) n’a qu’une part, alors on a x) = zj. Par exemple, on a
P(3,32,1,1,1) = Pip2p3 € Sym, et B_pi1)=BoB* €H
(rappelons que dans H, on a [B_1,B_3] =0).

Plagons-nous a nouveau dans Sym,. Il est bien connu que les p; (k € N) engendrent
lalgebre Sym,., et que les p; (k € N) sont algébriquement indépendants. Par conséquent,
{px | A € II} est une base de Sym, en tant que Q-espace vectoriel. De méme, {h) | A € II}
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est une base de Sym, en tant que Q-espace vectoriel. Soient ary , € Q (A, i € II) les coefficients
de la matrice de passage de la base des py vers la base des h,, définis par

hu = Z [EOWI D) (M € H)
Aell

Les formules de Newton montrent que ces coefficients ne dépendent pas du nombre de va-
riables r, et que si || # ||, alors ay , = 0.

Remarque 5.1 Les coefficients ay , (A, o € II) sont liés a la théorie des représentations du
groupe symétrique, et ils peuvent étre calculés explicitement & 1’aide de coefficients multino-
miaux. Nous allons détailler ceci en introduisant plusieurs notations.

Soit {my | A € II} la base de Sym,. formée des fonctions monomiales [Mac]. Frobenius [F] a
calculé les coefficients By , tels que p, = >y cp Br,uma (1 € IT). Il est clair que ay , = By, = 0
4 moins que X et p soient des partitions d’un méme entier N. Pour A = (Ay,...,A\x) € Iy,
soit

Gy = 6)\1 X v XG)\k C Gy

le sous-groupe de Young associé a A, et =, le caractere de la représentation de Gy induite a
partir de la représentation triviale de &y. Les =), A € Il, sont appelés caractéres permuta-
tionnels de & ; Frobenius a montré qu’ils forment une base des fonctions centrales de Gy .
Si E est un caractére de Gy et p € Iy, notons E(u) la valeur prise par Z sur la classe de
conjugaison de & indexée par u. Frobenius a alors montré que

B =Ex(p) (A pelly)

et il a exprimé 3y , comme somme de coefficients multinomiaux.

Munissons Sym, du produit scalaire qui rend la base des fonctions de Schur orthonormée
(voir [Mac]). Alors les bases {h) | A € II} et {my | A € II} sont adjointes 1'une de l'autre
pour ce produit scalaire [Mac]. De plus, les bases {py | A € II} et {z/{lp,\ | X\ € I} sont aussi
adjointes 'une de lautre [Mac]. Ici on a posé, pour toute partition A = (1™ 2™2 .. .) écrite
sous forme multiplicative (cf. paragraphe 1.1.1), z) := [[,5, ™ (m;)!. D’apres le lemme 4.14,
on a donc -

hu = Z Bu,kzilp)\ (:U € HN)a
AETT N
d’ou
ary = z;l Eu(N) A\ peTly).
o

Rappelons que Z, désigne le centre de l’algebre de Hecke f—], (cf. section 2.3). Pour
1 <7 < r, nous avons défini, a la section 2.3, un élément X< € flr. Par brieveté nous
poserons X; := X . D’apres le lemme 1.34 (ii), si f € Sym,, alors les éléments f(X1,...,X;)
et f(X, L ...,X7!) appartiennent & Z,. En fait, un théoréme de Bernstein dit que si ’algébre
de Hecke affine H, est définie sur un corps algébriquement clos et si {b; | k£ € N} est une



106 Bases canoniques d’espaces de Fock de niveau supérieur

partie de Sym,. telle que {by | A € II} est une base de Sym, en tant qu’espace vectoriel, alors
{b/\(Xl, .. ,X,u),b)\(Xfl, X h he H} est une base de ’espace vectoriel Z,. En prenant
br := pr. (k € N), on trouve la base de Z, formée les bosons, que nous avons considérée a la
section 2.3. En prenant by := hy (k € N), on trouve la base de Z, formée des éléments

Uy =hy(X1,...,. X)) AeTl) et WVi=h(X7. .. X)) (Ael).

On pose Uy, := U,y pour tout k € N et on définit de méme Vi (k € N).

Soit AZV[n,l] I’espace vectoriel engendré par les g-produits extérieurs, dépendant des
parametres n € N* et [ = 1 (cf. paragraphe 2.2.2). Dans [LT], Leclerc et Thibon ont donné
une expression combinatoire de ’action des U, et des Vj sur A;V[n,l], que nous rappelons
ici. Pour cela, introduisons les définitions suivantes. Si 6 est une forme gauche, soit 0] la
forme gauche contenue dans 6 qui est constituée des cases situées en bas de chaque colonne
de @ (voir figure 5.1).

Fia. 5.1 — Une forme gauche 0. Les cases de 0] sont représentées en gris.

Soient A et p deux partitions telles que g C A. On dit que € est une bande horizontale de
N-rubans de poids m et de profil A/ (en anglais, horizontal N-ribbon strip of weight m and
shape \/u) si @ = A/ et si on peut paver 0 a l’aide de m rubans de longueur N ayant chacun
leur queue dans 6. La figure 5.3 montre une bande horizontale de N-rubans.

Lemme 5.2 Soit 0 une bande horizontale de N-rubans. Alors 0 peut étre pavée d’une unique
fagcon par des N-rubans ayant leur queue dans 0.

Démonstration. La preuve que nous allons exposer va également donner un algorithme pour
la construction de ce pavage. On procéde par récurrence sur |f]. Si |f] = 0, il n’y a rien a
prouver. Sinon, on construit par récurrence une suite by, ...,b, de boites de 0 de la facon
suivante. Pour 7 € N*, soit F; := {j € N* | (4,7) € 0}. Soit i; le plus grand entier tel que E;,
est non vide. Soit j; le plus petit élément de F; , de telle sorte que by := (i1,71) est la boite
située < le plus en haut & gauche » du diagramme de 0. Supposons avoir construit by = (4,7)
avec k > 1. Si (i —1,j) € 0, on pose bgyq := (1 —1,j). Si (i —1,5) ¢ O et (i,j +1) € 0, on pose
bri1 = (1,7 + 1). Si aucun de ces deux cas n’a lieu, on s’arréte. Il est clair qu’on construit
ainsi une suite finie b1, ...,b,, de boites de 6, et que b, est la boite située < le plus en bas
a droite » de la composante connexe du diagramme de 6 contenant b;. La figure 5.2 montre
les boites b, ... ,b, sur un exemple.



Chapitre 5. Calcul des bases canoniques d’espaces de Fock de niveau supérieur 107

10|71 b12|b13|b14|

[

Fia. 5.2 — Quelques boites d’une forme gauche.

L’observation cruciale est que si 7 est un pavage de 6 satisfaisant les conditions de
I’énoncé, alors on doit avoir m > N et p := {by,...,by} doit étre un des rubans de 7 (par
conséquent, on doit avoir by € 0]). Par définition de by,... by, 8’ := 6 — p est encore une
forme gauche. Puisque tout pavage de 6 satisfaisant les conditions de I’énoncé contient p, 6’
doit encore étre une bande horizontale de N-rubans. On peut donc appliquer I’hypothese de
récurrence 4 6’ pour conclure. O

On définit le spin de la bande horizontale de N-rubans €, que I’on note spin(f), comme
étant égal & la somme des hauteurs de chacun des rubans qui pavent le diagramme de 6.

L
- B |

Fic. 5.3 — Une bande horizontale de 5-rubans de poids 4 et de spin 7.

Soient A et p deux partitions, et N, m € N*. Si  C A et si @ := \/u est une bande horizontale
de N-rubans de poids m, alors on pose

L (@) = (=a) P ®.

A p,m
. N
Sinon, on pose LE\/;i,m(Q) = 0.
Introduisons enfin la notation suivante. Si A = (\q,...,A;) est une partition en au plus r
parts et s € Z, on pose
’U/E\s) = UN Hs4r—1 VAN Urg+s+7—2 VANREVAY UN, +s € A;V[n,l]

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat de Leclerc et Thibon. Pour la, démonstration
dans le cas ou s = 0, nous renvoyons le lecteur & [LT]. La preuve dans le cas général ol s € Z
est similaire.
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Théoréme 5.3 ([LT], Theorem 6.4) Soit v une partition en au plus v parts, s € Z et
k € N*. Alors on a dans AjV[n,1],

Upu) = S0, ) u) et V) = 3L (@)l
I A

ot les sommes portent sur [’ensemble des partitions ayant au plus r parts. O

Grace a ce théoreme et aux formules de Newton, on peut calculer I’action des bosons sur
les g-produits extérieurs ordonnés de ApV[n,1] sans avoir & effectuer de redressement. C’est
pourquoi nous préférerons utiliser cette méthode dans la pratique.

Exemple 5.4 Prenonsn = 2,7 =4, k = —2 et v = (). Alors d’apres les formules de Newton,
on a B_5 =2V, — V2. On calcule, pour s € Z,

(s) _ () —-1,,(s)
Vig' = ugg) =y,
(s) _ (s (s) —1,(
Viag) = uiy + s = q ),
(s) _ (s ~1,(5) ~1,,(s)
Vl-“(i,n = “(2,1) —4q 1“(3,2) —4q 1“(?,1,1,1)’
(s) _ () —-1,,(s) -2y, ,(8) s)
Viag = uiy=q gy +(Ha )0 = a ug y + a0y,
(s) _ () —1,,(s) _o (s)
Verg” = gy =07 gy + 0 U,
don (s) (s) (s) (s) (s) (s)
Boyay” = uyy =q Mgy + (=1 a Yui) + a7 w0 — 4 ),
comme on peut le vérifier a I'aide des relations de redressement. o

Remarque 5.5 Il est en fait possible de donner directement une description combinatoire
de l'action des bosons sur les g-produits extérieurs ordonnés de AfV([n,1] (cf. [La]). Cette
description étant plus compliquée, nous préférerons travailler avec les opérateurs Uy et V.
(k € N*) introduits précédemment. o

5.1.1.2 Action de #H sur A®[n,1]

Soit v € A{V[n,1], m € N* et k > r + nm. D’apres le lemme 3.5 (ii), 'expression

B—m(v ANUg—p NUg—p_1 N+ A Us—t-i—l) ANUg—t ANg—p—1 N+ NUs py1
ne dépend pas de t € [r +nm; k — 1]. Par ailleurs, on a pour tout a € N*,

Vin =Y &m)uB—y € End(AZV[n,1]),
pEM

et les coefficients oy, , ne dépendent pas de a. Il s’ensuit que 'expression
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Vm(v ANUg—p NUg—p_1 N+ A Us—t-i—l) ANUg—g NUg—p—1 N+ NUs py1
ne dépend pas de t € [r + nm; k — 1]. Par conséquent, on peut définir un endomorphisme
Vm € End(A®[n,1]) en posant, pour v € AV [n,1],
V(WA |s=7)) = V(v Ats—p ANug—p_1 A+ Nug_y11) N|s —t),

et cette expression ne dépend pas de t > r+nm. De méme, on peut définir un endomorphisme
Uy, € End(A®[n,1]) en posant, pour v € A7V [n,1],

Un(A|s=71)) i=Un(AtUs—yp ANUug—yp_1 A+ Nug_y11) N |s — t),

et cette expression ne dépend pas de ¢ > r + nm. Notons que pour tout » € N*, on a les
égalités suivantes dans End(A;V[n,1]):

le = Z a(m),uBu et Vm = Z Oz(m)’#B_M;
pell pell

par conséquent, ces égalités sont encore vraies dans End(A*[n,1]). Compte tenu de la définition
des opérateurs Uy, V,,, € End(A®[n,1]) et du théoréme 5.3, on a les expressions suivantes dans
A¢[n.1].

Proposition 5.6 Soit v € Il et k € N*. Alors on a dans A°[n,1],
Uplv,s) = D L) (@)ms) et Vilvs) =Y L) () \s)  (veTI),
KETT Aell
Il

Comme pour AZV[n,l], cette proposition et les formules de Newton permettent de calculer
laction des bosons B,,, m € Z* sur A’[n,1] sans faire de redressement. Par exemple, pour
n=2et k= —2, on a pour tout s € 7Z,

B_2.|®,S> = |(4)v3> - q_1|(3a1)v3> + (_1 + q_2)|(2a2)v3> + q_1|(2v1v1)a3> - q_2|(1a1a1a1)v3>
(cf. exemple 5.4).

Remarque 5.7 Il découle de ce qui précede que l’action en niveau 1 des bosons sur les
partitions chargées ne dépend pas de la charge s. Ceci provient du fait que les relations de
redressement en niveau [ = 1 sont elles-mémes invariantes par translation suivant s € 7Z
arbitraire. Plus précisément, soit k = (k1,k2) € Z? tel que ki < ko. Ecrivons la relation
donnant le redressement de uy, A uy, sous la forme

Uky N Uk, = Z Oy ko 1,02 (q) wiy A, (O‘kl,kmll,b () € Z[q,q_l]).
A
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Soit s € Z. Puisque [ =1, on a
c(ko —s) —c(k1 —s) = c(ka) — c(k1) mod n (et  d(ke—s)—d(ki—s)=d(ks)—d(k1) =0).

11 s’ensuit que
Uy s N Uky 5 = Z ey kol 1 (@) Uiy —s AN Upy—s,
I >1s

SOit encore (g, —g ky—s, i —s,la—s(q) = Oy ko 11 1o (q) POUT tout (ki,kg,l1,l2,s) € Z° tel que Iy < ly.
Puisque l'action des bosons sur A®[n,1] est définie & 'aide de redressements de g-produits
extérieurs non ordonnés, la remarque s’ensuit. Par contre, cet argument tombe en défaut
si on suppose que [ > 1. En effet, on a pour n = [ = 2, ug A uz = —q ‘us A ug alors que
u1 Auy = ug Aug +(q—q = )uz Aug (ceci provient du fait que d(3) = d(0) alors que d(4) # d(1)
dans ce cas). On peut alors trouver deux multi-charges s; et ¢; telles que les actions de H sur
F[s/] et F[t;] soient effectivement différentes (cf. exemple 5.13). o

5.1.2 Action de H sur les vecteurs |\;,s;) lorsque (A;,s;) est trés dominant

On se place & nouveau dans A’[n,l] avec [ > 1 quelconque. Suivant [U2], nous allons voir
maintenant qu’il est possible, dans certains cas, de calculer action de By, (m € Z*) sur le
vecteur |A;,8;), (A; € II' s; € Z!(s)) en se ramenant au cas du niveau 1. Grace aux résultats
du paragraphe précédent, on peut donc se passer des relations de redressement dans ce cas.
Ceci motive la définition suivante.

Définition 5.8 Soit M, N € N*, A € ITV, s = (s1,...,sn5) € Z". On dit que le couple ()\,s)
est M-dominant si on a

Si—8i+1ZM+|)\| (ISiSN—l).

En particulier, le couple (@,s) € IV x Z" est M-dominant si et seulement si la multi-charge
s est M-dominante, au sens de la définition 4.29. o

Introduisons la notation suivante. Soit z € End(A*[n,1]) un opérateur agissant sur les
vecteurs de la base standard de A®[n,1] par

z.\8) = Z acE\s,L |14,8) (A e H,xg\s,L € K).
pell

On définit alors, pour b € [1; [], un opérateur z[b] € End(A*[n,l]) par

|)‘l73l Z €T (b) m ‘ s 7>‘(b71)nu‘7>‘(b+1)7 s 7>‘(Z))73l>
pell
()‘l = (A(l)a s aA(l)) € Hla S = (Sla s asl) € Zl(s)) )

autrement dit, z[b] agit comme z sur la b-itme composante et laisse inchangée les autres.

Exemple 5.9 Prenonsn =2,1=1et s € Z. Alors on a (cf. paragraphe précédent)
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B,2.|®,S> = |(4)75> - q_1|(371)75> + (_1 + q_2)|(272)75> + q_1|(27171)73> - q_2|(1717171)73>'

Par conséquent, pour n =2, =2 et s; € Z2, on a

B[1[0ns1) = [((4).0),81) — a7 '((3,1),0),80) + (=1 +q72)[((2:2).0),51)
+q71|(( ala ) ) > q72|((1313131),®)331>3

[2110s) = 1(0.(4)),81) — a7 (0,(3,1),80) + (=1 + g7 2)[(0,(2,2)),81)
+qM(0,(2,1,1))81) — ¢ ?|(0,(1,1,1,1)),80).

Uglov a prouvé le remarquable résultat suivant, que nous admettrons.

Théoréme 5.10 ([U2], Proposition 5.3) Soit m € Z*, et m := max (0, — m). Supposons
que (X;,8;) est nm-dominant. Alors on a

l

B sy =Y g IIM B[] As)).
=1

0

Ce théoreme montre que dans certains cas, on peut se ramener & calculer 'action des
bosons en niveau 1 et donc éviter ainsi de manipuler les relations de redressement. (Uglov a
aussi donné un résultat similaire pour 'indexation A,, dont nous n’aurons pas besoin ici.)

Remarque 5.11 Supposons que l'on a spécialisé ¢ & 1. Notons alors F[s;] la spécialisation
a ¢ = 1 de l'espace de Fock. Il est possible de spécialiser I'algebre quanthue U/ (5[ yag=1

[Jo] ; I"algebre obtenue est isomorphe & U(5[n), l’algebre enveloppante de sl [Kac]. On a alors
I'isomorphisme de U (sl )-modules

(%) Fls)] 2 Fls]® - @F[s], |Ans)—= A s)@ @Al s).

Ainsi F[s;] s’identifie & un produit tensoriel de [ espaces de Fock de niveau 1 spécialisés a
q = 1. Notons que tous les F[s;], s; € Z! sont isomorphes, donc il n’y a pas lieu de considérer
les multi-charges & ¢ = 1. Soit m € Z*. Alors B,,, appartient une algebre de Lie de Heisenberg,
dont ’action sur les produits tensoriels est donnée par

Bm.(u1 ®---®ul Zul X - B ub) - ® ug (u1 S F[sl],...,ul S F[Sl]).

Le théoreme 5.10 montre que l'action & ¢ = 1 de B, est compatible avec I'isomorphisme
(x). Ce théoreme donne en fait un analogue quantique de ce fait dans le cas ou s; serait
< infiniment dominante >; dans ce cas, F;[s;] s’identifierait encore & un produit tensoriel
d’espaces de Fock de niveau 1. o
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Remarque 5.12 Soit my, my € N*. Supposons que (A;,8;) est (mq + mgy)n-dominant. On
peut alors calculer B_,,,.|A;,8;) & I'aide du théoréme 5.10. On trouve ainsi une combinaison
linéaire de vecteurs |p;,s;), avec p; € M'. Soit y; € ' une multi-partition telle que |u;,s;)
apparailt dans cette combinaison linéaire. D’apres la remarque 3.23, on a

wh(lpag,1)) = w(|Ar,81) — mad.

La formule (W;) implique que |g;| = |A;| + nmy et donc que (p;,8;) est mon-dominant.
On peut donc & nouveau appliquer le théoréme 5.10 pour calculer B_,,,.|p;,8;). Finalement,
nous avons ainsi pu calculer l'action de B_,,, B_,, sur |A;,s;) grace au théoreme 5.10. Plus
généralement, si p € II et si (A;,8;) est |u|n-dominant, alors on peut calculer B_,.|A;,s;)
en appliquant a plusieurs reprises le théoreme 5.10, ce qui nous permet, la encore, de nous
passer des relations de redressement. o

Exemple 5.13
(i) Prenonsn =2,1=2,m=—2, A, =0, et 8, = (2,—2). Alors (\;,s;) est n|m|-dominant,
donc d’apres le théoreme 5.10 et 'exemple 5.9, on a
B_o.|01,s1) = B_o[1].|01,81) + ¢°B_2[2].|0;,8:)

= [((4),0),81) —a '[((3,1),0),81) + (=1 +q?)[((2,2),0),1)
+q71|((2a151)7®)asl> - q72|((1a1a151)7®)53l>
+¢2[(0,(4)).81) — ql(0,(3,1)),81) + (—* + 1)[(0,(2,2)),51)
+q/(0,(2,1,1)),81) — [(0,(1,1,1,1)),84).

(ii) Prenons n = 2,1 =2, m = =2, A; = 0; et s; = (0,0). Alors (A;,8;) n’est pas n|m|-
dominant, donc le théoreme 5.10 ne s’applique pas. En fait, on peut montrer (cf. exemple

5.14) que
B_o|0is) = q|((4).0),81) — |((3:1),0),81) + (—=¢* + 1)[((2:2),0),51)
+q/((2,1,1),0),81) — [((1,1,1,1),0),81)
+[(0,(4)),81) — g H(0,(3,1)),81) + (=1 +¢72)|(0,(2,2)),51)
+(0,(2,1,1)),8 > g '|(0,(1,1,1,1)),81)
+(g? = 1)[((2),(2)),80) + (=g + = )I((1),(2,1)),51)
(=g + ¢ HI((2,1),(1),80) + (1 = ¢ *)|((L,1),(1,1)),81)-

5.1.3 Action de H sur les vecteurs |0;,s;), s; € Z!(s)
5.1.3.1 Méthode de calcul et exemple

Nous ne connaissons pas de formule combinatoire permettant de décrire 'action de H sur
le vecteur |A;,s;) lorsque (A;,s;) ne vérifie pas les hypotheéses du théoréeme 5.10. Pourtant,
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nous pouvons calculer sans faire de redressement l'action de H sur les vecteurs |@;,s;), ou
s; € Z!(s) est quelconque. Voici la démarche que nous allons suivre. Soit s; € Z(s). Puisque
Bp.|0;,8;) = 0 pour tout m € N*, il suffit de savoir calculer action de B_) sur le vecteur
|0;,8;) pour tout A € II. Soit A € II. En faisant agir le groupe de Weyl W, sur Z!(s), nous
pouvons trouver ¢, € W,.s; telle que ¢, est n|A|-dominante (cf. lemme 5.15). Puisque ¢; est
conjuguée a s; sous ’action de I/Vl, nous serons, grace au corollaire 5.17, & méme de construire
U € Up(;[l) tel que
|01,81) = |0y t1) 5

de plus, % a une expression simple en termes de générateurs de Chevalley de Up(;[l). Nous
décrirons au paragraphe 5.1.3.3 une méthode permettant de calculer de facon pratique .
Puisque Paction de H commute & celle de U (s[;), on a

B,/\.|(Z)l,sl> = Ql.(B,/\.W)l,tl)).

Puisque t; est n|\|-dominante, nous avons vu précédemment comment calculer B_j.|0;,¢;)
a l'aide du théoreme 5.10. On obtient ainsi une combinaison linéaire de vecteurs de la base
standard de A®, qu’on exprime & I'aide de 'indexation A,. On peut ainsi calculer de fagon
commode, & l'aide de la proposition 3.7, leur image par 'opérateur %, ce qui nous donne
finalement ’expression de B_j.|0;,s;) dans la base standard de A® sans avoir effectué un seul
redressement.

Exemple 5.14 Prenons n =2, [ =2, A =2 et s, = (0,0). Alors t; := (2, — 2) = 59.8; est
conjuguée a s; sous l'action de Wy, et de plus ¢; est n|A|-dominante. On peut donc calculer
B_.|0;,t;) a I'aide du théoréme 5.10; on trouve (cf. exemple 5.13 (i))

By 0ut) = [((4).0):6) —q H((B.1),0).8) + (=1 +q72)|((2,2),0).¢1)
+¢1((2,1,1),0).60) — a2[((1,1,1,1),0),t))
+¢2[(0,(4)).t) — al(0,(3,1)),¢1) + (—¢* + 1)](0,(2,2)) 1)

+4q/(0,(2,1,1)).) — [(0,(1,1,1,1)) )

= ((1),(5)),(0,0))* = g~ H((5),(1)),(0,0))* + (=1 + ¢~ *)I((3),(3)),(0,0))*
+¢7H((1),(3,2)),(0,0))* — ¢72[((3,2),(1)),(0,0))°
+¢%1((1),(2,2,1)),(0,0))* — ql((2,2,1),(1)),(0,0))*
+(=¢* + D[((1,1,1),(1,1,1)),(0,0))*
+4l((1),(1,1,1,1,1)),(0,0))* — |((1,1,1,1,1),(1)),(0,0))*.

Par ailleurs, on vérifie aisément que
-2
101,80) = €5.101,¢1)

(pour trouver cet élément é2, le lecteur pourra suivre la méthode décrite au paragraphe
5.1.3.3). Par conséquent, on a B_,.|0;,8;) = é¢2.B_).|0,t;). Compte tenu de I’expression de
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B_,.|0;,t;) donnée ci-dessus et de la proposition 3.7, on trouve, en revenant & 'indexation
A, Vexpression suivante (cf. exemple 5.13 (ii)):

B_x10i,s1) = ql((4),0),80) = [((3,1).0),80) + (—¢* + 1)|((2,2).,0),51)
+q/((2,1,1),0),s0) — 1((1,1,1,1),0),81)
0,(4)),81) — ¢~ H(0,(3,1)),80) + (=1 + ¢ 2)|(0,(2,2)),81)

( -
( 7(27171))7 l) _1|( (1717171))73l>

+|
+| s
+(g® = DI((2),(2),81) + (=g + ¢ H|((1),(2,1)),5)

+(=g + ¢ HI((2,1),(1)),80) + (1 = ¢ *)I((1,1),(1,1)),80)-

5.1.3.2 Enoncé et démonstration des résultats utilisés au paragraphe 5.1.3.1

Nous allons a présent énoncer et prouver le lemme 5.15 et le corollaire 5.17 auxquels nous
avons fait allusion au paragraphe 5.1.3.1.

Lemme 5.15 Soit s; € Z!(s), et M € N*. Alors il existe t; € W.s; telle que t; est nM-
dominante.

Démonstration. Posons X := ((I—1)M,(I—2)M,... ,M,—1(I—-1)M/2) € 710), de telle sorte
que Y\ € W; (cf. paragraphe 4.1.1). Choisissons & € &; C W tel que a; = (a1,...,a;) := 5.8
vérifie a1 > ag > ... > a;. Alors 'élément ¢; := 9, .8; convient. O

Soient a; € Z(s) et b, € Z'(s) deux multi-charges conjuguées sous action de ;. Nous
allons maintenant montrer qu’il existe & € U, (g[l) tel que |@;,b;) = 4.|0;,a;). Rappelons que
nous avons défini, pour s, € Z"(s), w € P(Fp[syp]®) et i € [0; [ — 1] tel que w + &; n’est pas
un poids de F[s,]®, une bijection 7; : II"(s,,;w) — II"(s,;d;.w) (cf. paragraphe 4.2.2).

Proposition 5.16 Soit r; € A;,(s), et s; = (s1,...,8) € W,.r;. Posons sy := s, + n.
Soit & € W, Uélément de longueur minimale telle que s; = &6.r;. Fizons une erpression
réduite & = &y, ...0;, de ¢. Soit par ailleurs ry, Uunique multi-charge de A, (s) telle que
|0, r0)® = |0;,71) (cf. proposition 3.14). Alors I’élément

Ap = 7.1'1'74 Ce 7.1'2'1 (@n) e I"

est bien défini, et sii € [0; 1 — 1] est tel que s; > 5,41, alors wt(|An,rpn)®) + &; n'est pas un
poids de F,[ry]®. De plus, on a
01, 81) = [An,rn)°.

Démonstration. On proceéde par récurrence sur r = £(). Supposons que r = 0. Par conven-
tion, on a A, = 0,, et égalité |@;,s;) = |\,,r,)* est évidente. De plus, la formule (W3)
montre que pour tout 0 < i <1 —1, wt(|An,rn)®) + & = wt(|0,,7,)*) + é; n’est pas un poids
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de F,[r,]*.

Supposons a présent que r > 0. Par hypothese de récurrence, Vélément p,, := 7;, _, ... 7 (0)
est bien défini. Soit ' := wt(|p,,,rn)®), &' =i _, ... 04 et t; = (t1,...,t;) = &'.r;. Posons
to := t; + n. Puisque ¢(d;, a") = {(¢") + 1, la proposition 1.31 implique que t;, > t;, 41, donc
par hypothese de récurrence, @'+ ¢;, n’est pas un poids de F,[r,]*. Par conséquent, I’élément
Ap =7, (p,,) € II" est bien défini.

Toujours par hypothése de récurrence, on a u := |0;,¢;) = |u,,rn)* € As(w’>. Soit
x = |0, 8) et y := |Ap,ry)®; il faut montrer que = = y. Montrons tout d’abord que z
appartient & Fp,[r,]*. Puisque s; € W,.t,, on a Ag, +---+As, = Ay +...+Ay,. Par conséquent,
la formule (W7) montre que wt(z) = wt(u) mod Z4d, soit encore wt(z) € (wt(u) mod Z4). Or
u = |p,,rn)®, donc wt(u) € ¢(ry,) d’apres la formule (Wy). Ainsi wt(z) € ¢(ry,), donc d’apres
la proposition 3.21, on a z € @,cp(r,) A*(w) = Fp[ry]®. Par ailleurs, d’apreés le lemme 4.2
et la définition de 7;,, on a wt(z) = wt(y) = &;,.4'. Ainsi z et y appartiennent au sous-
espace de poids w := &;,.u' de Fp[r,]*. D’apres la formule (W3), le sous-espace de Fp[r,]* de
poids " := wt(|@,,r,,)*) est de dimension 1. Puisque le caractere formel du U, (s;)-module
intégrable F,[r,]* est invariant sous 'action du groupe de Weyl VVZ, on a

dim(F,[r,]* (6, 4')) = dim(Fp[r,]*(6.4")) = dim(F,[r,]* (w")) = 1.

Ainsi, z et y sont deux éléments de la base standard de A® qui appartiennent & un sous-espace
de dimension 1, donc =z = y.

Soit 0 <7 <1 —1 tel que s; — s;4.1 > 0. Il faut montrer que w + ¢; n’est pas un poids de
Fy[r,]*. Posons

gi:=max{m e N|é&"'.x #0} et ¢; :=max{m € N | f.z # 0}.
La théorie des U, (slz)-modules nous donne la relation
(Wt(2), &) = i — &;.
D’aprés la formule (W3), on a (wt(z), é&;) = (wt(|0;,8;)) , ;) = s; — si4+1. On a donc
Qi —€i =8; — Si+1 > 0,

d’olt ¢; > €; > 0. Par conséquent, ) — ¢; est un poids de F,[r,]*. Puisque le caractere formel
de F,[r,]* est stable sous l'action du groupe de Weyl Wy, ' — &.¢; = o.( — ¢&;) est aussi
un poids de Fp[r,]*. Remarquons que la formule (W3) implique que si w” — Z est un poids
de Fp[ry]*, alors 2 € Eé-_:t Nd; et w" 4 Z n’est pas un poids de F,[r,]*. En appliquant ceci &
z 1= 0.¢; et en utilisant & nouveau 'invariance du caractere formel de F,[r,]* sous Iaction
de W}, on voit que w + &; n’est pas un poids de Fplr,)°. d

Le résultat qui suit est un raffinement de [U2, Corollary 4.9].
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Corollaire 5.17 Soit r; € Aj,(s), et s = (s1,...,51) € Wy.r,. Alors il eziste ky, ...k, € N*
et ir,...,0p € [0;1—1], que U'on peut calculer de facon explicite, tels que ij # ij41 pour tout
1 S .7 S r— 17
.(k . (r ik :(k
Oy = e 0,s) et (s = f) e £ 0.

Tr

Démonstration. Soit & € W, 'élément de longueur minimale telle que s; = ¢.7;. Nous allons
donner un algorithme pour calculer une expression réduite de . On procéde par récurrence
sur r := £(d). Si r = 0, ou de fagon équivalente si s; = r;, il n’y a rien & faire. Si r > 0, alors
81 & Ajn(s), donc par définition de A;,,(s), il existe i, € [0; I—1] tel que s;, < s;, +1 (comme
d’habitude, on a posé so :=n + s;). D’apres la proposition 1.31, on a £(¢;,6) = £(6) — 1. Par
hypothese de récurrence, on peut trouver iy,... i, € [0; [ —1] tels que ;.6 =&;,_, ...,
Puisque 4(6) = r, 6 = 6,64, ,...0; est une expression réduite de &, ce qui achéve la
récurrence. Nous avons ainsi exhibé une expression réduite o = 75,6, _, ... d;, de ¢; puisque
cette expression est réduite, on a bien ¢; # 4;41 pour tout 1 < j < r — 1. Soit 7, 'unique
multi-charge de A, (s) telle que |@,,r,)* = |@;,r;) (cf. proposition 3.14). Alors d’aprés la
proposition 5.16, on a

100, 80) = 17, - - Toiy (D) 7))
Pour 1 < j <, posons k; := |7, ... 7y (Bn)| — |7;_, - - - 75, (B)]- Alors d’apres la proposition
4.7 (ii), on a

101,71) = 00,70)° = & 6B i (00),0) = &Y 65 10,,sy),

11 ip 21
et la méme proposition nous donne 'égalité |0;,s;) = fi(kr) e fi(fl).ml,rl). O

Remarque 5.18 Soit r, € A, ,(s), et s, € W,.r,. Alors on peut, de la méme facon,
trouver kq,....,k. € N* et iy,... 5, € [0; n —1] tels que i; # 441 pour tout 1 < j <r —1,
10,,7,)® = e(kl) L e(kT)-|0n,3n>. et |0,8,)® = f_(kr) . f_(kl) 10,,70)°. o

i1 iy ir 11 )

5.1.3.3 Un exemple illustrant le corollaire 5.17

Prenons n =2,1=3,s =0, a; = (1, - 3,2) et b = (0, — 1,1). Clairement, a; et b; sont
Wi-conjugués a ¢; := (1,0, — 1) € A;,(s). Le but de cet exemple est de trouver @ € Up(sl)
tel que |0;,a;) = u.|0;,b;). Chaque ligne du tableau qui suit comporte une multi-charge
s; = (s1,...,81), puis un indice ¢ € [0; I — 1] (sl existe) tel que s; < s;41. La multi-charge
de la ligne suivante est 0;.8;. On commence par remplir le tableau avec a; et on s’arréte
lorsqu’on tombe sur une multi-charge qui est dans A; ,(s) (celle-ci ne peut étre autre que ¢;).

(1,-32) i=2
(1,2,-3)  i=0
(-12,—-1) i=1
(2,—-1,—-1) i=0
(1,-1,0) i=2
(
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On a donc a; = 4y, ...64,.¢;, avec r = 5 et (ip,...,41) = (2,0,1,0,2). D’aprés la pro-
position 5.17, on a |@;,a;) = |[Ap,cn)®, ol ¢, € Ap,(s) est tel que |B;,¢;)) = |Dn,cp)® et
Ap =, -+ 7, (By). On calcule ¢, (par exemple, avec la formule (0,,,¢,,) = TTIZTl_l(Q)l,Cl)) et
on trouve

c,=(1,—-1).

On calcule ensuite par récurrence les multi-partitions AP = i Ty (Bn) (0 <5 <) &
partir de )\%0) = 0,. Pour 1 < j < r, l'entier k; de la preuve du corollaire 5.17 est alors
le nombre de ij-nceuds de type A de ()\gf 71),cn), et )\7(1] ) est la multi-partition obtenue en

) ()

ajoutant ces nceuds & Ay . Les éléments 45, k; et Ay’ sont listés dans le tableau ci-dessous.

J Ay ii+1 ki
0 (0,0) 2 1
1 (0,(1)) 0 1
2 (0,(2)) 1 3
3 ((1),(3,1)) 0 2
4 ((1,1),(3,1,1)) 1 5
5 ((2,1,1),(4,2,1,1))

Par conséquent, d’apres le corollaire 5.17, on a

0@ = £ 157 712 150 £V 10v.en).

Effectuons le méme travail pour b;.

0,—1,1) i=2
01,-1) i=1
(1303 - 1)

On a donc by = d;, ... d;,.¢;, avec 7 = 2 et (i2,41) = (2,1). De méme, on calcule les entiers k;
associés a (e;,b;), qu’on liste dans le tableau suivant.

i A ik
0 (0,0) 1 1
L ((1),(1) 2 2
2 ((2),(1))

) (1) .(2 o ,
Par conséquent, on a |0;,¢;) = eg )eg ).|(Z)l,bl>. Nous avons ainsi démontré que

10,(1, — 3,2)) = £ f& FO) fU {03 19, (0, — 1,1)),

comme on peut le vérifier directement.
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5.2 Une base de A invariante sous ’action de ’'involution —

5.2.1 Une base de M,[s/] (s; € Z'(s))
Commencons par rappeler plusieurs notations utilisées précédemment dans ce mémoire.

* (Voir paragraphe 1.1.1.) Soit A, € TI', et D(X\;) € N? le diagramme de Young de
A/, que nous identifierons & A;. Alors le noeud v de A; C N? a pour coordonnées
v = (i(7),7(7),b(7)). Rappelons que dA; désigne la frontiere de A;.

* (Voir paragraphe 3.4.2.) Soit v; € A}, := {(vl, W) EZH N 1> > > > 0}.
Soit Hllvl,n]o I’ensemble des multi-partitions indexant les sommets du graphe cristallin
de Uy (sly,).|0;,0;).

Fixons une multi-charge v; € &} ,. Dans [Ja], Jacon donne une base du Uq(;[n)—module
irréductible U, (sl,).|0;,v;). Pour ce faire, il associe & A; € II'[v;,n]” une suite d’entiers

Ja‘c(Al;vl;n) = (ila' . aZk) € [[07 n— 1]]ka

que nous appellerons suite de Jacon (cette suite est appelée a-sequence dans [Ja]). Nous al-
lons rappeler la construction des suites de Jacon, puis énoncer le théoreme de Jacon donnant
une base de U, (g[n)-|0h$z> lorsque s; € & ,. Nous pourrons alors donner une base du méme
type lorsque s; € Z!(s) est quelconque.

Fixons a nouveau une multi-charge v; € A} ,,. Pour A; € ', 0 < k < n— 1, introduisons
I’ensemble
Xip(N) = {7 € \; de type R ‘ res, (v,0;) =k modn et
(8 € ON, vesp(Bv) = k — L mod n) = j(7) > j(A)}.
Exemple 5.19 Prenons n=4,1 =2, v; = (3,1) et \; = ((4,2),(4,1)). On a alors
Xo(A) ={(142)}, Xi(A) =0, X)) ={141)} et X3X\)=0.

En effet, (2,1,2) est un 0-nceud de type R de (A;;v;), mais le nceud (2,2,1) est un nceud situé
sur la frontiere de A;, son résidu vaut 3 modn = 0 — 1 mod n et on a 5(2,2,1) > j(2,1,2);
par conséquent (2,1,2) ¢ Xy(A;). De méme, en considérant le nceud (1,4,1), on voit que
(27271) ¢ X3()‘l)' ©

Jacon a démontré le résultat suivant, que nous admettrons.
Proposition 5.20 ([Ja], Lemmas 4.2 & 4.3) Soit v; € X, et A} = A\, ... \0)) ¢
'v;,n]°, N # 0. Soit jmax = max{kgb) |1<b< l} la plus grande part de A;. Alors il
existe k € [0; n — 1] tel que
Xi(A) N {y € X | (7) = Jmax}

est non vide. De plus, la multi-partition ayant pour diagramme de Young D(XA;) \ Xg(\;)
appartient a T'wv;,n]”. d
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Définition 5.21 On définit les suites de Jacon Jac(A;) et les éléments de Jacon F(X;)
(A; € T'[v;,n]") par récurrence comme suit. Notons que ces quantités dépendent de v; et n.

— Par définition, Jac(;) est la suite vide, et on pose F(0;) :=1 € Uq(ﬁA[n).

~ Si A € ITwy,n]” \ {B;}, on choisit & € [0; n — 1] minimal donné par la proposition
précédente. Alors la multi-partition p; ayant pour diagramme de Young D(\;) \ X% (\;)
appartient & IT'[v;,n]°, donc par hypothese de récurrence, Jac(y;) et F(u;) sont bien
définis. On pose alors

Xk (N)

Jac(X;) == Jac(w). (k,... k) et F(N\):= k( B )F(m).
ﬁXk(Al) fois

(Ici, siw = (i1,...,0q) €6t v = (J1,...,Jp) sont deux suites d’entiers, la suite

W 1= (91« shasJ1y - -+ 5Jb)

désigne la concaténation de la suite u et de la suite v.) Attention, les éléments F(A;;v;;n)
sont des produits de certaines puissances divisées des f;. o

Exemple 5.22 Prenons n = 4,1 = 2, v; = (3,1) et A; = ((4,2),(4,1)). On vérifie, par
exemple a l’aide du théoreme 3.27, que \; € Hl[vl,n]o. Chaque ligne du tableau suivant
comporte d’abord une multi-partition g;, puis 'entier & € [0; n — 1] minimal donné par la
proposition 5.20, et enfin le cardinal de X (u;). On place alors a la ligne suivante la multi-
partition dont le diagramme de Young est D () \ X (#;). On commence & remplir le tableau
avec p; := A\; et on s’arréte lorsque p; = 0.

My k| #Xk (1)
((4,2),(4,1)) |0 1
((4,2),(3,1)) | 2 1
((3,2),(3,1)) | 1 1
((2,2),(3,1)) | 3 2
((2,1),(2,1)) |0 2
((1,1),(2)) |2 2

((1,(m) |1 1
((W0) 3] 1
(0.0)

On a donc

Jac(A) = (3,1,2,2,0,0,3,3,1,20) et F(N) = f§0 50 p 0 p$2) g2 20 p 0 1)
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Jacon a démontré le résultat suivant.

Théoreme 5.23 ([Ja], Proposition 4.6) Soit v; € X, et A\; € M'[v;,n]". Alors

F()‘l)'|0lavl> € |Alavl> + @ Z[qaqil]'““l‘l?vl)a
Py
a(p)>a(Ar)

oti a: TI' = Z désigne la a-valeur ([Ja, Lul]). O

Nous n’aurons pas besoin, dans ce mémoire, de la définition de cette a-valeur, ni de savoir
la calculer. La seule partie de ce théoreme que nous utiliserons est cette propriété d’unitrian-
gularité, qui implique le résultat suivant.

Corollaire 5.24 Soit 8; = (s1,...,8)) € Z!(s), et v; = (v1,...,v;) Uunique élément de X,
tel que Ay, +-+-+ Ay, = Ag, ++--+ Ay, (voir remarque 3.10). Pour Ny € I [v;,n]”, soit F(X;)
I’élément de Jacon associé a A, v; et n. Alors

{FO10181) | A € o] |
est une base de Uq(;[n).ml,sl).

Démonstration. Fixons un sous-espace de poids w de M := Uq(;[n).ml,vl), et posons
B, = {)\l EH vl, ‘ |)\l,vl EM( >}

Puisque IT'[v;,n]° indexe les sommets du graphe cristallin de M, on a dim M (w) = §B,,.
D’apres le théoréme précédent, {F(X;).|0;,8;) | \; € By} est une partie libre de M (w), donc
par cardinalité, c’en est une base. Puisque M est la somme directe de ses sous-espaces de
poids, {F()\l).ml,vl) | A € T1 [vl,n]o} est une base de M. Maintenant, par définition de v,

il existe un isomorphisme de Ué(;[n)—modules Ué(;[n).ml,vl) — Ué(;[n).ml,sl) qui envoie
w.|@;,v;) sur w.|0;,8;) (u € Ué(f:\[n)) Par conséquent,

{F()\z)-|@z,sl> | A€ Hl[vl’n]o}

est une base de I'espace vectoriel U, (;[n)-|01,31>- 11 suffit de voir que les K-espaces vectoriels

Ué(g[n).ml,sl) et Uq(g[n).ml,sl) sont égaux pour conclure. O

Remarque 5.25 On peut définir, par analogie avec le cas de Uq(g[n).ml,vl) (v € Ap),
des éléments de Jacon F(A,) € U, (;[l) (v, € Xy Ay € H”[vn,l]o). On peut alors mon-
trer le résultat suivant, analogue au corollaire 5.24. Soit s, = (s1, sn) € Z"(s), et
vy, = (v1,...,0y) Punique élément de A, ; tel que Av1 + et Avn = A -+ Asn. Alors

{F()\n).mn,sn) | A € IT"[v,,l] } est une base de Up(ﬁll).mn,sn)'. o
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5.2.2 Une base de #.|0;,s;) (s; € Z!(s))

Soit Sym la K-algebre des fonctions symétriques [Mac]. On peut encore définir les sommes
de puissances py € Sym (k € N), et on définit, comme au paragraphe 5.1.1.1, les fonctions py
(A € IT). Comme pour Sym,., les py (A € II) forment une base de Sym en tant que K-espace
vectoriel. Pour k € Z*, on définit b, € End(Sym) de la fagon suivante. Si & < 0, soit by
I’endomorphisme agissant comme la multiplication par p_j. Si k > 0, on pose by(f) := fyk%
(f = f(p1,p2,...) € Sym). Ici v, € Z(H) = K est le scalaire tel que [Bg,B_k] = ;. On
vérifie aisément qu'il existe un homomorphisme d’algebres H — End(Sym) qui envoie By, sur
bi (k € Z*). Par conséquent, Sym est un H-module. On montre facilement que ce H-module

est simple. Le résultat suivant est tres classique (voir par exemple [Kac, Lemma 9.13 a)]).

Proposition 5.26 Soit M un H-module, et m € M \ {0} tel que Bi.m = 0 pour tout k > 0.
Alors I’homomorphisme d’espaces vectoriels ¢ : Sym — H.m, py — B_x.m (XA € TI) est un
isomorphisme de H-modules.

Démonstration. Montrons que ¢ est bien un homomorphisme de H-modules. Soit A € II,
et k € Z*. Tl faut montrer que Bg.¢(py) = ¢(Br.pr) = ¢(bg.py). L'égalité est évidente si
k < 0. Supposons que k > 0 et k n’est pas une part de A. Alors By et B_) commutent, d’ot
By.¢p(py) = Bi.B_x.m = 0; par ailleurs, on voit aisément que bx.p) = 0, d’ou I’égalité dans
ce cas. Supposons enfin que k > 0 et k est une part de A avec une multiplicité my > 0. Soit
1 la partition obtenue a partir de A en supprimant les my parts de A égales & k. On vérifie
aisément que ¢(By.py) = ypmyB_,.m. Par ailleurs, on montre par récurrence sur N > 1 que
BkB]_Vk.m = N'kaivk_l.m, d’ott By.¢(py) = yemiB—,.m, ce qui prouve également la relation
voulue dans ce cas. Par conséquent, ¢ est bien un homomorphisme de H-modules. De plus,
¢ est surjective car m = ¢(1) € Im(¢), et ¢ est injective car Sym est un H-module simple et

$(1) =m #0. m

Corollaire 5.27 Soit s; € Z!(s). Alors {B_.|0;,8;) | X € TI} est une base de H.|0;,s;).

Démonstration. Rappelons que {py | A € II} est une base de Sym. Le corollaire s’ensuit en
appliquant la proposition précédente au vecteur singulier m := |0;,s;). O

5.2.3 TUne base de A’ invariante sous ’action de ’involution —
5.2.3.1 Un lemme sur les bi-modules

Lemme 5.28 Soit (m;);cs une famille libre de vecteurs singuliers du Uy (s:\[n)—module intégrable
M. Alors la somme D¢ ; Ug(sly).m; C M est directe.

Démonstration. Supposons qu’il existe une relation de dépendance linéaire non _triviale
0=73"cy ujr.mg, out J' est une partie finie de J et les uj sont des éléments de U,(sl,). On
peut supposer que J' est de cardinal minimal; alors les uj.mj (5" € J') sont tous non nuls.
Fixons un indice j € J'. Comme m; est un vecteur de plus haut poids du U,(sl,)-module
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intégrable M, le module U, (;[n).mj est simple. D’autre part, U, (g[n)uj-.mj est un sous-module
non nul de Uq(;[n).mj, d’ont Uq(;[n).mj = Uq(;[n)u]-.mj. Ainsi, il existe v; € Uq(g[n) tel que
m; = vju;.m;. Ona0 = Zj’eJ’ uj.mjr ; en appliquant v; aux deux membres de cette égalité,
on trouve m; = vjuj.mj = — Zj’eJ’\{j} vjujr.my. On peut supposer que tous les vjuj.m
sont non nuls. Soit 0 <7 <n—1. En appliquant e; aux deux membres de I'égalité précédente,
on trouve 0 = e;.m; = — Y 0y g5y €i(viujmy) € Djicyn 5y Ug(sln).myjr (la somme est di-
recte par minimalité du cardinal de J'). Par conséquent, on a e;(vjuj.mj) = 0 pour tout
g e J'\ {j}. Soit j* € J"\ {j}. Alors le vecteur v;u;.mj est un vecteur de plus haut poids
dans U, (;[n).mj:. Or le sous-espace de plus haut poids de U, (;[n).mj: est de dimension 1, donc
vjuj.mj et mj sont colinéaires. On a donc mj = —3 ¢ pi\ (53 VjUs Myt € 35y 1y Komyr;
on a ainsi exhibé une relation de dépendance linéaire non triviale entre les m/; (5" € J), ce
qui est absurde. O

Lemme 5.29 Soit A une K-algébre unitaire, et U := Ué(;[n) ou U;l;(;[l)- Soit V un (A,U)-bi-
module, i.e. un (A®U)-module tel que les actions de A = (A®1) et U = (1QU) commutent.
On suppose que V est un U-module intégrable, et qu’il existe vg € V' de plus haut poids pour
Uaction de U tel que V = (A® U).vg = A.U.vy. Soient A* C A et U® C U des parties telles
que {a.vy | a € A®} est une base de Ay et {u.vg| u € U*} est une base de U.vy. Alors
{a.uw.vg |a € A®, u € U} est une base de V.

Démonstration. Les hypothéses faites sur V' montrent que les vecteurs a.vg (a € A®) sont des

vecteurs singuliers pour I’action de U. D’apres le lemme précédent, V= EB U.a.vy est un U-

acA®
sous-module de V' et la somme est directe. Fixons maintenant a € A®. La multiplication par a :

U.vg — U.a.vy est un morphisme de U-modules, car ’action de a commute a celle de U. Cette

application est surjective, et injective par simplicité de U.vg; c’est donc un isomorphisme.

Cet isomorphisme envoie la base {u.vg | u € U®} sur I'ensemble {u.a.vo | u € U*}, qui est

donc une base de U.a.vg. Ainsi U.a.vg = @ Ku.a.vy. Par conséquent, on a la somme directe
uclU®

V= @ K u.a.vy. De plus, on a
acA®, uclU®

V=UAvy=U. Z Ka.vg C Z K a.Uwvy C Z K a. Z K u.vy C Z K au.vy = 17,

acA® acA® acA® ucU® ac A®
u€U®

d’ott V = V. Le lemme s’ensuit. O

5.2.3.2 TUne base de A’ invariante sous 1’action de 1’involution —

Nous sommes maintenant & méme de prouver le résultat suivant.
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Théoréme 5.30
1°) Fizons r; € Ajp(s). Soit rn Uunique élément de Ay (s) tel que |0,,r,)* = |0;,7) (cf.
proposition 3.14). Soit v; (resp. vy,) l'unique multi-charge de Xjp, (resp. X, ) telle que
UL (s1y)|01,01) 22 UL (50,).|@1.71) (vesp. UL(sh).|0p,0,)® = UL(s0).01.70)°) (cf. remarque
3.10). Alors avec les notations du paragraphe 5.2.1,

{F(Al)B,#F()\n).Mn,rn)' | A € Wopn]’, pell, A, € H”[vn,l]o}
_ {F(An)B_MF()\l).W)l,rl) | X € W wn]°, p €10, A, € H”[vn,l]o}
est une base de l’espace vectoriel
Ul(sly) ® H @ UL (s1).|0,,r,)* = UL(sly) @ H ® U, (51,).|00,71).
2°) Awec les notations de 1°), I’ensemble
B 1= {POB_F (A 10,r0)* | 7o € Aui(s), A € Wopanl’, s €TL A, € o, 1)}
_ {F(AR)B,#F()\l).|(Z)l,rl> |7 € Aia(s), N € Woyn]°, p €11, Ay € H”[vn,l]o}

est une base de l’espace vectoriel A® qui est invariante sous 'action de [’involution — .

Démonstration. Les égalités écrites dans I’énoncé proviennent du fait que les actions de
Uy(sln), Up(sh) et H commutent deux & deux. Prouvons le point 1°). D’apres les corollaires
5.24 et 5.27 et la remarque 5.25,

- {F()\l).|(2)l,rl> | A € Hl[vl,n]o} est une base de Ué(;[n).ml,rl),
— {B_,.|0;,7;) | # € II} est une base de H.|0;,r;), et

- {F()\n).mn,rn)' | Ap € H”[vn,l]o} est une base de U;,',(;[l).mn,rn)'.

De ceci, ainsi que du lemme 5.29 appliqué au (#, Ué(;[n))—bi—module (H® Ué(g[n)).ml,m)
puis au (H ® U} (), U, (;[l))—bi—module (HeU, (sl,)) ® U, (;[l)) |@p,rn)®, découle le point
1°). D’apres 1°) et le théoreme 3.15, ’ensemble B° de ’énoncé est une base de A®. Enfin,

d’apres la remarque 3.33 et la proposition 3.31, I'involution — agit trivialement sur chacun
des vecteurs de B°. O

5.3 Intersection de la base B’ avec les sous-espaces de poids
de F [s/], s; € Z!(s)
5.3.1 Enoncé et preuve du résultat

Soit B* la base de A* décrite au théoréme 5.30. Dans toute cette section, on fixe s; € Z!(s)
et w € P(F,[s;]). Nous allons calculer ici la base B := B* N F,[s;](w) de Fy[s;](w) ; notons
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que d’apres le théoreme 5.30, 'involution — agit trivialement sur la base B. Puisque 1’on
connait les degrés des opérateurs F()\;), B_, et F(\,) du théoréme 5.30, il s’agit seulement
de déterminer quand la somme de ces degrés ajoutée au poids de |@;,r;) est égale & w. Ceci ne
pose aucun probléme théorique, mais pour effectuer le calcul en pratique, nous avons besoin
d’introduire de nouvelles notations un peu lourdes.

~ Pour v; € &, v, = (Np,...,Np—1) € N”, on pose
M'v,n;v,) = {Az € Mwn]” [ V0 <i<n—1, Nj(Ajo;n) = Ni}

et on définit de méme II"[v,,,l;v;]" (v, € X, v € N).

~ On munit P := @'~ ZA; ® Z6 d’une relation d’ordre partiel en écrivant w' < w'”
(w', w" € P) si et seulement si w” —w' € 31"} Noy. Soit ; € Z!(s), et w' € P tel
que w' < wt(|0;,t;)). Soit (No,...,N, 1) € N* tel que w' = wt(|0;,t;)) — Y01 Nia.
On pose alors v(w',t;) := (Ny,...,N,_1). On définit de méme (w,s,) € N pour
W€ @ ZN®ZS et s, € Z7(s). Siw' € Pest tel quew < w', soit (N, ... ,N, 1) € N
tel que w' —w = Y77 Nyoy. On pose alors N(w') := min {N; |0 <i <n—1}.

Remarque 5.31 Soit t; € Z!(s), v, € Xinet A € M'[v;,n]". Tl découle de la formule (W) et
de la définition des éléments de Jacon que wt(F'(XA;).|0;,¢;)) < wt(|0;,¢;)). Plus précisément,
on a

n—1
WH(F(X).01,t1)) = wt(|0s,t) — > Ni(Aj3visn)os.
i=0
On a donc v (wt(F(N).|01,81)),t1) = (Ni(Ai;v55n)) s, > SOt encore

A € Hl[vl ,T; 1/(wt(F()\l).ml,tl)),tl)]o.

De méme, si s, € Z!(s), v, € Xny et A, € T"[v,,]]°, alors on a

Ay €TMvy, 15 0(Wt(EF (An)101,80)°),85)] -

o

Définition 5.32 Ondit que w’ € P est admissible (relativement & F[s;](w)) si les conditions
suivantes sont vérifiées :

(i) w' est un poids de F,[s;] tel que w < w' < wt(|0;,8;)).
(i) Soit (1) € Z"(s) x P* Punique couple tel que Fy[s;](w') = Fpr,]* (@) (cf. propo-
sition 3.24). On demande alors que r,, € A4, ;(s).

Si la condition (i) est vérifiée, on pose r,(w') := ry, et W'(w') = @'. Soit v,(w') I'unique
multi-charge de X, ; telle que U, (sl;).|0y,vn(w'))* = Up(sly).|@pn,rn(w'))®. Si de plus w' est
admissible, soit r;(w') € A;,(s) I'unique multi-charge telle que |@;,r;(w')) = |Dp,rn(w'))®
(cf. proposition 3.14), et v;(w') 'unique multi-charge de A7, telle que Ué(;[n).ml,vl(w’)) soit
isomorphe & Ué(;[n).ml,rl(w’)). o
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Exemple 5.33 Prenonsn = 3,1 =2, 8, = (3,6) et w = 2A0—40 = wt(|0;,8;)) — (ap+a1+ag).
Le tableau suivant donne la liste des poids w' de Fy[s/] tels que w < w' < wt(|@;,s;)). Pour
chacun de ces vecteurs w', on peut calculer les quantités v(w',s;), N(w'), w'(w'), rp(w') et
vy, (w'). Si de plus w' est admissible, on calcule aussi 7;(w') et vy(w').

w’ || v(w'ss0) | N(w') | w'(w') | ru(w’) | wn(w) || mi(w’) | vi(w)
2Ap — 30 (0,0,0) 1 3A1 — 3éy (3,3,3) | (1,1,1) (6,3) (0,0)
(20 — 30) — ap (1,0,0) 0 280 + Ay — (G0 +3c1) | (4,3,2) | (1,0,0) || (5:4) | (2,1)
(2A0 — 3d) — (o + 1) (1,1,0) 0 21:\0 + 1:\1 — (& +3a1) | (3,4,2) | (1,0,0) — —
(2/\0 — 35) — (ao + az) (1,0,1) 0 2Ag + A1 — (do + 3d1) (4,2,3) (1,0,0) — —
(2A0 — 35) — (ao + o1 + a2) (1,1,1) 0 3A1 — (do + 4d1) (3,3,3) (1,1,1) (6,3) (0,0)

Par conséquent, les poids admissibles sont 2A¢g—36, (2A0—3d) —ap et (2Ag—30)—(ap+a1+as).
o

Proposition 5.34 On a

B= U {FOIBL PO ) | pe T ju < N(w),
w’' admissible

An € Mo (w') 15 (' (w') e (W)
A€ o) ,ms wle (W' o) m(w)] |,
ot on a posé w' (w',p) == w —w' + |pu|d + wt (|07 (w')).
Démonstration. Prouvons 'inclusion C. Soit € B. Avec les notations du théoreme 5.30,
soient 7, € Ay, (s), ri € Ain(s), N € Mo,n]", p €T et Ay € T [w,,1]° tels que
z = F(N)B_yF(An).|0n,70)° = F(Ay) B, F(X).|0,7).

Puisque z # 0, le vecteur y = F(Ap).|0n,r0)* = F(An).|0;,r;) est non nul, donc c'est
un vecteur de poids w’' du Uq(;[n)—module A*. Montrons que w' est un poids admissible
relativement & Fy[s)](w). Soit ¢; € Z'(s) tel que y € F,[t;]. Puisque F,[t;] est stable sous les
actions de U, (sI}) et H, on a

= FON)B_py € Foltil(w' — [uld — S0 mia ),

ol on a posé n; := N;(A;;v;5n) (0 <i<n—1). Par ailleurs, on a € F[s;](w). Puisque les
F,[a/], a; € Z!(s) sont en somme directe, on doit avoir ¢, = s; puis

n—1 n—1
(¥): w=w—|pld— Zniai =w — 2:(77,Z + |p]) ;.

En particulier, on a y € F,[s;](w') et w < w'. En outre, puisque y est un vecteur de poids
de Fy[s;], on a d’aprés (W), v’ = wt(y) < wt(|@;,s;)). Par conséquent, w’ satisfait la
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condition (i) des poids admissibles. D’apres la proposition 3.24, il existe un unique couple
(sp, ') € Z"(s) x P* tel que Fp[sy]* (') = Fy[s;](w'). Alors

Y= F(An)|0n,n)* € Fylrn]® N Fy[si)(w') = Fylra]® N Fylsn]* (@) C Fylra]® N F,[s0]".

Puisque les F)[a,]*, a, € Z"(s) sont en somme directe, on doit avoir s, = r, € A, ;(s). Ainsi
w' est admissible, et par définition on a v’ = w'(vw') et r,, = 8, = v, (w'), d’on v,, = v, (W').
Puisque 7; est 'unique élément de A;,(s) tel que |@;,7;) = |@,,r,(w'))®, on doit aussi avoir
r = r(w'), dott v; = vy(w'). D’apres (x), on a w' —w = Y7 Nia; avec N := n; + ||
(0 < i < n — 1). Puisque les n; sont des entiers naturels, on a pour tout 0 < i < n —1,
|| = N; —n; < Nj, donc || < min;(N;) = N(w'). Par ailleurs, d’apres la remarque 5.31
apphquee a (ryp(w),v,(w),Ay), on a

o

A € T [wy (w') 15 0 (Wt(F(XNy).|Onurp (w'))®)rp (w'))]

Mais par définition, on a wt(F(X,). | ro(w'))®) = wt(y) = @' (w'), la derniere égalité pro-
venant du fait que y € Fy[s;](w') = [ n(w")]*(w'(w')). On a donc bien

o

An € v, (w'), 15 0( ('), ()]

De méme, en appliquant la remarque 5.31 & (r;(w'),v;(w'),\;), on a

o

A E Hl[vl(w') ST u(wt(F(/\l).|01,rl(w')>),rl(w'))] .

11 reste & voir que wt(F(X;).|0;,r(w'))) = w"(w',u), ot w”(w',pu) est défini comme dans
I’énoncé. En effet, on a par définition des n; d’une part, et d’aprés (W7) et (x) d’autre part,

wt(F(A).[0r,ri(w))) = wt(|@r,ri(w))) = 2755 e
= wi(|@y,ri(w))) +w —w' +|uld
= w'(w,p),
ce qui prouve l'inclusion C.
Montrons & présent linclusion réciproque. Soit z = F(X,)B_,F(X).|0;,7(w')), out w'
est un poids admissible, p € TI, || < N(w'), A, € T [w,(w'),1; (W' (w'),rp(w'))] et N
appartient & II'[v;(w') ,n; v(w” (w',p),r(w'))]”. Clairement = € B, et par construction, on

a wt(z) = w. Il reste & voir que = € F,[s;]. Puisque X\, € I"[w,(w'),1; (@' (w'),r,(w")],
on a par définition

y = FA).00ri(w')) = F(A).00,m (w')® € Fylr (w)]* (6 (w') ) = F[s1](u).

De plus, puisque les actions de F()\n), B_,, et F(\;) commutent, on a x = F(X\;)B_,.y, donc
© € F(A\)B_,.Fy[s)] C F,[s)]. Ainsi z € B. 0
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Remarque 5.35 Soit z = F(\,)B_,F(X\).|0;,r;(w')) € B, ot Ay, JORAC ri(w') sont
comme dans la proposition 5.34. Puisque les actions de U] (5[ ), U, (ﬁll) et 1 commutent
deux a deux, on peut écrire

= F(\)F(Ap)B_p..| 01,7 (w')).

On peut alors utiliser la section 5.1 pour calculer B_,,.|@;,r;(w")) sans manipuler les relations
de redressement. On en déduit alors le calcul pratique de z, grace aux indexations A, et A
et a la proposition 3.7. o

5.3.2 Un exemple d’application

Prenons n = 3,1 = 2, 8; = (3,6) et w = 2A¢ — 46 = wt(|0;,8;)) — (ap + a1 + a2). Nous
allons calculer la base B de F,[s;](w) donnée par la proposition 5.34, ainsi que la matrice
A(q) de I'involution de F[s;](w) relativement & la base standard. Nous avons vu & 'exemple
5.33 que les poids admissibles sont 2Ag — 34, (2A¢ — 3d) — g et (2Ag — 39) — (o + a1 + a2).

* Contribution de w' := 2Ag. L’exemple 5.33 donne v, (w') = (1,1,1), v;(w’') = (0,0) et
ri(w') = (6,3). De plus, on a v(w' (w'),ro(w')) = (3,0), donc on calcule le graphe
cristallin de Up(sl;).|0y,v,(w'))® jusqu’a la profondeur 3 + 0 = 3. On trouve alors

" [vy, (w') , 15 (b (w'),rp(w'))] =T"[(1,1,1),0;(3,0)] = {((1) (1)) }.

Par conséquent, seule la multi-partition A, := ((1),(1),(1)) apporte une contribution &
B. On calcule alors 1’élément de Jacon

o

De plus, on a N(w') = 1, donc seules les partitions p = () et p = (1) apportent une
contribution a B.

— Contribution de w' := 2Ag, . = (). On a alors

w’ (W', pm) == w —w' + wt(|0;,r(w")) = wt(|0,r(w')) — (ap + a1 + az),

d’ott v(w" (w',p),r(w')) = (1,1,1). Par conséquent, nous devons calculer le graphe
cristallin de Uy(sly,).|0;,v;(w')) jusqu’a la profondeur 1+ 1+ 1 = 3. On voit alors
que

oy (w') 5 v(w” (W' p)m(w)] =T[0,0), 75 (1,107 = {(0,3)), (0.2.1)) }.

On calcule alors les éléments de Jacon F(X;) pour A, = (0,(3)) et A, = (0,(2,1)) ;
on trouve respectivement les éléments fof1fy et fifofo. Nous avons ainsi exhibé
deux vecteurs de B, a savoir

U] = f1(3)f2f1f0.|0l7(6,3)> et v2 1= f1(3)f1f2f0|0l7(673)>



128 Bases canoniques d’espaces de Fock de niveau supérieur

— Contribution de w' := 2Ag, p = (1). En suivant la méme méthode, on trouve un
seul vecteur de B, & savoir

v3 1= fOB_1.[0,,(6,3)).

* Contribution de w' := 2Ay — . On trouve deux vecteurs de B, & savoir

o= (0 fofafr 004 et vs = £ fofi£2.100,(5,4)).

* Contribution de w' := 2Ag — (ag + a1 + a). On trouve cette fois un seul vecteur de B,
a savoir

vg 1= f1(3)f0f1-|01a(633)>'

Nous avons ainsi exhibé six vecteurs de B. En fait, F [s;](w) est bien de dimension 6, et
les multi-partitions indexant la base standard de F[s;](w) sont

(0,(3)), (0,(2,1)) , (0,(1,1,1)) , ((3),0) , ((2,1),0) et ((1,1,1),0).

Par conséquent, on a
B = {Ula"'avfi}
= {f1(3)f2f1f0'|0la(673)>7 f1(3)f1f2f0'|0l5(673)>3 f:1(3)B—1'|01a(673)>a
A2 fofa i 1066.2)), fD fofifo100,5:4), £ fofr.100,63)) }-

On exprime alors les vecteurs vy, ...,vs dans la base standard de F,[s;] comme expliqué a la
remarque 5.35. On trouve la matrice de passage

1 0 1 1 0 1 (0,(3))
g 1 —q‘; q 1 —q‘; gg,(ll)) )
_ 0 ¢ q 0 q q ,(1,1,1)
T(o) = g 0 q¢ —¢' 0 —g' | (3.0
¢ ¢ -1 -1 —q! ¢? ((2,1),0)
0 q2 q_1 0 -1 _q_3 ((17171)7®)

On calcule alors A(q) = T(q) (T(q*1)> . On trouve
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! (0,(3))

ql_ qil L 1 . EQ),(Q’I)) )

—¢'(¢g—q') aq—-q 1 0,(1,1,1)

A(q) =
@ q—q 0 0 1 ((3).0)
(¢g—q7")? q—q" 0 q—q! 1 ((2,1),0)
¢ g—=a")? (¢—-¢ ") g-—q¢' =g g-q¢") g—¢ ' 1) ((1,1,1),0)
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Chapitre 6

Algebres d’Ariki-Koike

Les algébres d’Ariki-Koike ont été introduites de fagon indépendante par Ariki et Koike
[AK] d’une part, et par Broué et Malle [BM] d’autre part, en vue de généraliser la théorie
des algébres de Hecke de type Ay, et B,,. L’algébre d’Ariki-Koike H définie sur ['anneau
R dépend de deux entiers | et m, ainsi que de parameétres de déformation v,u1,...,u; € R.
Pour une spécialisation appropriée de ces paramétres (cf. remarque 6.17), H est isomorphe
a Ualgébre de groupe RW, p,, ot Wy, est le groupe de réflexzions complezes de type G(1,1,m)
dans la classification de Shephard-Todd [ST].

Dans ce chapitre, nous donnons les éléments principaux de la théorie des représentations
des algébres d’Ariki-Koike. Nous suivrons en grande partie [DJM] ainsi que [’excellent article
[Mat3]. Notre approche repose sur la théorie des algébres cellulaires de Graham-Lehrer [GL].
Pour comprendre les représentations des algébres d’Ariki-Koike, nous serons amenés a cal-
culer les matrices de décomposition de ces algébres, en particulier lorsque les paramétres sont
spécialisés a une puissance d’une racine n-ieme de unité. Ce calcul peut étre mené a bien
grace a un profond théoréme di a Ariki [A2]. Ce théoréme montre qu’en caractéristique 0,
’ensemble formé des classes des modules projectifs indécomposables dans le groupe de Gro-
thendieck est en bijection avec la base canonique d’un U (sl,)-module intégrable irréductible
de niveau | (cf. théoréme 6.41). Par conséquent, la matrice de décomposition d’une algébre
d’Ariki-Koike coincide avec la spécialisation a ¢ = 1 d’une partie de la matrice de transition
de la base standard vers la base d’Uglov d’un espace de Fock de niveau supérieur (cf. corollaire
6.48). Dans le cas particulier du niveau | = 1, ce résultat donne la preuve d’une conjecture
faite par Lascouz, Leclerc et Thibon [LLT)].

Notations. Dans tout ce chapitre, on considere un anneau integre R ; en particulier, R est
commutatif. Soit R* ’ensemble des éléments inversibles de R.
6.1 Algebres cellulaires

Dans cette section, nous rappelons la définition des algebres cellulaires au sens de Graham
et Lehrer [GL], puis nous énongons sans démonstration les principaux résultats de la théorie
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des représentations des R-algebres cellulaires lorsque R est un corps. Nous suivons ici en
grande partie I'article de Mathas [Mat3], dont nous reprenons les conventions (celles-ci sont
légerement différentes de celles de [GL]).

6.1.1 Définition

Définition 6.1 ([GL]) Une algébre cellulaire est la donnée d’une R-algebre (associative,
unitaire) A et d’un quadruplet (A,.7,%,x) vérifiant les propriétés suivantes.

(C1) A est un ensemble fini muni d’un ordre partiel >. Pour tout A € A, .7 ()) est un en-
semble fini. De plus, " : [[ycp 7 (A) X 7 (A) — A, est une application injective, dont
I'image est une R-base de A.

(C3) Pour tout A € A, S, S € J()), posons C:g\,T = C(ST) € A. Alors x : A — A
est un anti-automorphisme de R-algebre involutif tel que (Cé\,T)* = C%’ g (AMeA,S,
T e T(N).

(C3) Pour A € A, notons A(> \) le sous-R-module de A engendré par les Cgf’T, w> NS,
T € T (), et définissons de méme A(> A). Alors pour tout A € A, T € T (), a € A,
il existe des coefficients r,(S',T") € R (S" € 7 (\)) tels que pour tout S € 7 (\), on a

Cira= Y 1S T)Cis mod A(> ).

(Nous exigeons donc que les coefficients r,(S’,T") ne dépendent pas de S).

Le quadruplet (A,.7,%€ ,*) est appelé structure cellulaire, et la base {Cé\’T |AEASTE 9()\)}
est appelée base cellulaire de A. o

Dans toute cette section, nous supposerons que A est une algebre cellulaire, munie de la
structure cellulaire (A,.7,%,%). Notons qu’en appliquant I’anti-automorphisme x & (C3), on
obtient

(Ch) aCir= Y 1e(58)Cs s modA(>))  (a€ASTeT(N),
S'e T (N)

ou les coefficients 4« (S',5) sont ceux de (C3). Réciproquement, on obtient (C3) en appliquant
* & (C4), donc une algebre vérifiant (Cy), (Cq) et (C%) est cellulaire.

Exemple 6.2 Soit A:= H(&,,) = D, s, IT, 'algebre de Hecke de type A, 1, définie sur
l'anneau R := Z[q] (cf. paragraphe 1.3.2). Nous allons montrer, & ’aide de résultats contenus
dans [KL], que A est cellulaire. Soit (A,>) := (II,,,9), ot < désigne 'ordre de dominance
sur 'ensemble des partitions de m. Pour A € A, soit .7 () := Std()\) 'ensemble des tableaux
standard de profil A (cf. paragraphe 1.1.3). D’apres [KL], A admet une R-base formée des
éléments de Kazhdan-Lusztig Cy, 0 € &,,. (La définition de cette base est similaire & la
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définition de la base de Kazhdan-Lusztig que nous avons donnée au paragraphe 1.3.2.3 pour
le groupe symétrique affine.) Rappelons qu’on a une bijection &, — [[cy,, Std(A) x Std(}),
appelée correspondance de Robinson-Schensted (voir [Kn]). Ecrivons o ~ (S,T) si (S,T) est
I'image de o wia la correspondance de Robinson-Schensted, et posons alors Cg‘T := (Y, ou
A € 11, est le profil de S et T. Si o ~ (S,T), alors il est connu [KL] que T correspond
a la cellule a gauche de o et S correspond a la cellule a droite de o. De plus, on a alors
o=l ~ (T,8); par conséquent, I'anti-automorphisme *, défini par (T,)* := T,-1 (0 € &),
vérifie (Cy). La relation (C%) provient de I'isomorphisme des représentations cellulaires (au
sens de [KL]) associées aux cellules & gauche contenues dans une cellule bilatére donnée. o

On dit que @ est un idéal de Asi® C Aet pourtout p € d, A € A,onal>¢= A€ d.Si
® est un idéal de A, soit A(®) le sous-R-module engendré par les C3 1, A € ®, S, T € T ()).
I1 découle des assertions (C3) et (C4) que A(P) est un idéal bilatere de A. En particulier, les
parties A(> ) et A(> N), A € A, sont des idéaux bilatéres de A. On peut ainsi, & partir de
la base cellulaire, construire de nombreuses filtrations de A.

6.1.2 Modules cellulaires
Définition 6.3

— Pour X € A, définissons le A-module & droite C'(\) comme suit. C(\) est un R-module
libre de base {C | T € T (A)}, et action de A est définie par

Cra= Y r(ST)Cs (a€ATeTN).
S'e T (N)

Ici, 74(S",T) € R est 'élément défini dans (Cs).

— Pour A € A, définissons le A-module & gauche C'(\)* comme suit. C(A\)* est un R-
module libre de base {C% | S € T ()\)}, et Paction de A est définie par

a.Ci= Y r1s(5.9Cs (a€ASeTON).
S'eT(\)

Les modules C'(A) (resp. C(N\)*), A € A sont appelés modules cellulaires de A. o

Il résulte de (Cs5) (resp. (C%)) que ceci définit bien une action de A sur C'(X) (resp. C(\)*).
En effet, on peut réaliser C'(A) comme sous-module de A(> A)/A(> A) comme suit. (Gréce
a (C}), on peut construire C'(A\)* de facon analogue.) Fixons S € .7 (\), et notons provisoi-

rement Cs()\) le R-module libre de base {C’g,T mod A(> ) | T € y(x)}, et dont I'action

(& droite) de A est définie & l'aide de (C3) par passage au quotient. II découle de (C3) que
pour tout S, S’ € T (N), Cs(X) et Cs(A) sont deux A-modules isomorphes, via 1’application
R-linéaire qui envoie C2 » mod A(> A) (T € 7 ()\)) sur C% - mod A(> \). Par conséquent,
on peut identifier C'()) avec I'un des Cs(N) (ou S € T(N) est arbitraire), via Papplication
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R-linéaire qui envoie C\ (T € 7 ()\)) sur Cg«‘,T mod A(> A).

En général, les deux actions que nous venons de définir ne commutent pas. On peut
vérifier qu’on a l'isomorphisme C(A*) = Hompg(C(A),R) pour tout A € A. Par ailleurs, on a
I'isomorphisme canonique de (A,A)-bi-modules

CN*®rC(\) ZA>N/A(> V), Ci@Cpr CipmodA(>1X) (S, T € T(N).

Remarque 6.4 Les algebres cellulaires sont compatibles avec les spécialisations. Plus préci-
sément, soient R’ un anneau intégre, ¢ : R — R’ un morphisme d’anneaux et A une R-
algebre cellulaire. Considérons la R'-algebre A’ := A ®p R’ (ici, la structure de R-module
sur R’ est donnée par ¢). Alors la spécialisation & R’ de la base cellulaire de A (i.e., 'image
de cette base par l'application z € A — z ® 1 € A’) est une base cellulaire de A’ (et la
structure cellulaire de A’ s’obtient de fagon naturelle & partir de celle de A). 11 découle de
ceci que les modules cellulaires commutent avec la spécialisation & R’. Plus précisément, si
{C(X) | X € A} est 'ensemble des modules cellulaires de A et {C'(\) | A € A} est 'ensemble
des modules cellulaires de A’, alors on a C''(A\) =2 C(\) ®r R’ pour tout A € A. o

Soit A € A. Nous introduisons maintenant une forme bilinéaire ¢, sur C(\). Soient S,
T € F(A). Alors d’apres (C3) et (C3), il existe rg 7 € R tel que pour tout U, V € 7 (A), on a

C{‘;’SC%’V = ’I“S’TC(/}’V mod A(> \) ;

ainsi g ne dépend pas de U et V. Soit alors ¢y : C(A) x C(A) — R la forme bilinéaire
définie par
¢)\(C§70%) =TsT (SaT € 9(}\))

Le résultat suivant montre que ¢, est symétrique et associative.

Proposition 6.5 ([GL], Proposition 2.4) Soient A € A, a € A et z, y € C(X). Alors
on a

() oalzy) = daly,x) et (i) a(z.a,y) = dalz,y.a").

Pour X\ € A, soit
rad ¢)\ = {x € C(A) | Vy € C(A)aﬁé/\(xay) = 0}

le radical de la forme bilinéaire ¢). Puisque ¢, est associative, c¢’est un A-sous-module de
C(X); on peut définir, pour A € A, le A-module

D(\) := C(N\)/rad ¢y.

Posons
A :={NeA|pr#0}={Ne€A| D)) #0}.

Supposons que R est un corps commutatif. On peut alors montrer (cf. [GL, Proposition 3.2])
que si A € A®, alors rad ¢, est égal & rad C()\), le radical de Jacobson de C(\) (en d’autres
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termes, c’est le plus petit sous-module M C C(X) tel que C(\)/M est semi-simple).

Il est par ailleurs bien connu que si R est un corps commutatif, alors pour tout p € A®,
il existe un unique (& isomorphisme preés) A-module projectif indécomposable P(u) tel que
P(p)/rad P(pn) =2 D(p) ; on dit que P(u) est la couverture projective de D(u).

6.1.3 Théorie des représentations des algebres cellulaires définies sur un
corps

Reprenons les notations des deux paragraphes précédents. Dans tout ce paragraphe, on
suppose que R est un corps commutatif. Les modules que nous considérerons seront de di-
mension finie sur R.

Rappelons que si K est un corps commutatif et M est un module sur lequel agit une
K-algebre A’ de dimension finie, on dit que M est absolument irréductible si M ®@k L est
irréductible pour toute extension L de K. Il est bien connu que M est absolument irréductible
si et seulement si M est irréductible et End 4 (M) = K.

Théoréme 6.6 ([GL], Proposition 3.2 & Theorem 3.4) Soient R un corps commutatif
et A une R-algébre cellulaire. Alors avec les notations précédentes, les modules D(X), X € A®
sont absolument irréductibles, et ils forment un systéme complet de représentants des classes
d’isomorphisme des A-modules simples. O

Remarque 6.7 Ce théoreme donne donc une classification des modules simples d'une algebre
cellulaire. Hélas, il est en général difficile d’expliciter A®. o

Il résulte du théoréme précédent que le A-module C(\) (A € A) a une série de composition
dont les quotients sont isomorphes & certains D(u) (1 € A®). D’apres le théoreme de Jordan-
Holder, la définition suivante a donc un sens.

Définition 6.8 Rappelons que A est une R-algebre cellulaire définie sur le corps commutatif
R. Pour XA € A, i € A®, soit

[C(A) : D(p)]

la multiplicité de D(u) comme facteur de composition de C'()). La matrice

D:={|C(\):D
(CEVER )} .

est appelée matrice de décomposition de A, et les entiers [C(\) : D(u)] (A € A, u € A®) sont

appelés nombres de décomposition de A. o

Proposition 6.9 ([GL], Proposition 3.5) Supposons que R est un corps commutatif. Alors
avec les notations de ce paragraphe, la matrice D est unitriangulaire. En d’autres termes, on
a pour tout A€ A, p € A®, [C(A) : D(p)] #0=A>p et [C(n): D(n)] =1. O



136 Bases canoniques d’espaces de Fock de niveau supérieur

La proposition suivante donne une formule pour calculer les nombres de décomposition
de A a l'aide des modules projectifs indécomposables.

Proposition 6.10 ([GL], Theorem 3.7 (ii)) Supposons que R est un corps commutatif,
et reprenons les notations ci-dessus. Soient X € A et p € A®. Alors on a

[C(A) : D(p)] = dimp Homy (P(),C () = dimp P(u) @4 C(A)".
O

La matrice C := ([P(A) : D(u)]))\ N est appelée matrice de Cartan de l'algebre A.
HEA®

Graham et Lehrer ont prouvé le résultat suivant.

Théoréme 6.11 ([GL], Theorem 3.7 (iii)) Supposons que R est un corps commutatif.
Alors avec les notations de ce paragraphe, on a C' = 'D.D, ou 'D désigne la transposée de la
matrice D. En particulier, la matrice C est symétrique. |

La théorie des algebres cellulaires donne un critére utile de semi-simplicité. Rappelons
que si K est un corps, une K-algebre est dite déployée si tout module irréductible sur cette
algebre est absolument irréductible.

Théoréme 6.12 ([GL], Theorem 3.8) Soient R un corps commutatif et A une R-algébre
cellulaire. Alors avec les notations de ce paragraphe, les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) A est semi-simple.

(ii) A est semi-simple déployée.

(iii) Pour tout A € A, on a C(\) = D(X).

(iv) Pour tout A € A, on a rad ¢ = {0}, i.e. p5 est non-dégénérée.
)

(v

On a A®* = A et la matrice D est l'identité. O

Remarque 6.13 Il résulte des théoremes 6.12 et 6.6 que si A est semi-simple, alors on
a Dégalité A®* = A, et {C'(X) | A € A} est un systeme complet de représentants des classes
d’isomorphisme des A-modules simples. o

Remarque 6.14 Supposons que A* = A, ou de facon équivalente (d’apres la proposition
6.9) que D est une matrice unitriangulaire carrée. On peut alors montrer que A est une
algebre quasi-héréditaire au sens de Cline-Parshall-Scott [CPS]. o

6.2 Algebres d’Ariki-Koike

Nous supposons a nouveau que R est un anneau integre. Dans toute cette section, on
considere un entier m € N et des éléments v,uy,...,u; € R*.
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6.2.1 Définition

Définition 6.15 L’algébre d’Ariki-Koike H = Hr = Hr(viu1,...,w) = Hrm(viul, ... u)
est la R-algebre associative unitaire engendrée par les 7;, 0 < 7 < m — 1, et soumise aux
relations

(To —u1) - (To —w) = 0,
oIy = TiTyTi T,
(T;+1)(T; —v) = 0 1<i<m-—-1),
TTinT, = TiTiTiv (1<i<m-—2),
TT, = T,T 0<i<j—1<m-—2).

o

Remarque 6.16 Notons que la sous-algebre de H engendrée par les T;, 1 <17 < m — 1, est
isomorphe & 'algebre de Hecke H(S,,) (définie sur 'anneau R et de parameétre ¢ = v). Dans
le cas ot [ = 1, Ty est un scalaire et donc H = H(S,,) est une algebre de Hecke de type
A 1. Sil =2, alors H est une algebre de Hecke de type By,. o

Remarque 6.17 Si R contient une racine primitive [-ieme de 'unité (, alors 'algebre
d’Ariki-Koike H g (15¢,¢%, . .. ¢!) est isomorphe & 'algebre de groupe RW, . Ici le groupe

Wi i= (Z/IZ)1 Sy,

est le produit en couronne d’un groupe cyclique d’ordre [ et d’un groupe symétrique de degré
m; il s’agit du groupe de réflexions complexes de type G(l,1,m) dans la classification de
Shephard-Todd [ST]. o

Pour 1 < k < m, posons
Li:i=v"*T_ - - TVTYTy -+ Ty € H.

A T'aide des relations de ‘H, on vérifie que Ly, ...,L,, engendre une sous-algebre commutative
de H et que les polynémes symétriques en Ly, ..., ,L,, sont dans le centre de H.

Remarque 6.18 On peut montrer que le centre de H est égal a 'ensemble des polyndomes
symétriques en les L;, 1 < i < m si R est un corps commutatif et Hp est semi-simple (voir
[AK] et [Mat3, Theorem 3.4]), ou bien si [ = 1 (d’aprés un article non publié de Graham
[G]). Dans le cas ou [ > 1, Ariki [A2] a donné un exemple d’élément central de H qui n’est
pas un polynome symétrique en les L;. o

Remarque 6.19 Rappelons que nous avons donné au paragraphe 1.3.2 (dans le cas ot v = ¢?
et R = Q(q)) une présentation de type Bernstein de I'algébre de Hecke affine

~

Hy, = (T,... Tn1,Y1,... V).

Avec un léger abus de notations, les présentations que nous avons données pour H,, et H
montrent qu’il existe un homomorphisme surjectif d’algebres Hy, = Hpm(v;ui,...,u) qui
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envoie T; sur vT; (1 <i <m —1) et Y; sur L; (1 < j < m). (Ici, la présence du facteur v
tient compte du fait nous n’avons pas pris les mémes relations quadratiques pour les T; dans
la définition des deux algebres). En fait, on a

HR’m(U;ul,. .. ,ul) = ﬁfm/«YI — ul) s (Y1 — ul))

11 découle de ceci que si R est un corps algébriquement clos, alors les f]m—modules irréductibles
de dimension finie sont précisément les H gy, (v; w1, . . . ,u;)-modules irréductibles de dimension
finie, ot (ug,...,u;) décrit (R*)! et [ > 1. Dans ce cas, les paramétres u; sont les valeurs
propres de 'opérateur Y; (répétées suivant leurs multiplicités) ; voir [Mat3, fin de 2.4]). o

Rappelons que pour o € G,,, on a défini au paragraphe 1.3.2 un élément T, € H(S,,) C H.

Théoréme 6.20 ([AK]) L’algébre H est un R-module libre, de base
{L{ - LITy 10 < ay,y...,am;m <l—1,0 € S} .
En particulier, le rang de H est égal a I m! = W) ,. 0

Nous allons maintenant donner un critére de semi-simplicité pour les algebres de Ariki-
Koike définies sur un corps commutatif.

Théoréme 6.21 ([A1l]) Supposons que R est un corps commutatif. Considérons [’élément
de R suivant:

m
PrH = PHR,m(U§U1,~~~yul) = H(l +v+---+ ,szl). H H (vdui — u]') € R.

i=1 1<i<j<l —m<d<m
Alors H est semi-simple si et seulement si Py est non nul. O
Exemple 6.22 Supposons que R est un corps commutatif. Soit R:= R(v,uy,...,u;), ou les
u;, 1 <1 < [ et v sont algébriquement indépendants sur R. Les parameétres v, uq,...,u;
sont dits génériques. Alors d’apres le théoreme précédent, I'algebre d’Ariki-Koike générique
H:=Hp, (U;u1,...,u) est semi-simple. o

6.2.2 Représentations des algebres d’Ariki-Koike

Nous allons maintenant étudier & la théorie des représentations des algebres de Ariki-
Koike qui sont définies sur un corps commutatif, mais qui ne sont pas nécessairement semi-
simples. Pour cela, nous allons munir I'algebre d’Ariki-Koike H d’une structure cellulaire,
puis appliquer les résultats de la section précédente. Pour I'instant, nous ne supposons pas
que R est un corps.
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6.2.2.1 La base standard de H
Définition 6.23

— Soit (Ay,>) := (ML, ,>), ot1 > désigne P'ordre (inverse) de dominance sur I’ensemble
des [-multi-partitions de m.

— Pour A € Ay, soit T3 () := Std(A) ensemble des tableaux standard de profil A (cf.
paragraphe 1.1.3).

— Soit * = *xg : H — H DPanti-automorphisme d’algebre involutif qui envoie le générateur
T; (0 <i<m—1)sur T;. On a alors (T,)* = T,-1 pour tout o € S, et L} = Ly, pour
tout 1 <k <m.

— Fixons A = (A, ... A0) € Ay. Pour 2 < d <1, soit ng := |AD| 4+ - + |A@D] Sj
T € () est un tableau standard de profil A (A € TI!,)), soit o(T) € &, 'unique

permutation telle que
T =T*.0(T),

oit T et l'action & droite de &, sur T € F5(\) ont été définis au paragraphe 1.1.3.
Rappelons que Gy C &,, est le stabilisateur des lignes de T*. Définissons trois éléments
Tx, uy et my € H par

I ng
I\ ‘= Z Tg, Uy ‘= H H (Lk — ud) et my = T)Uu).-

SIGON d=2 k=1

Pour S, T € (), posons

A *
mS7T = TO_(S)m)\TO.(T).

Soit enfin % 'application définie par ¢%/(S,T) := mgT (A€ Ay, S, T € Ty (N)).
o

Remarque 6.24 Soit A € an. Il découle des relations de H que les éléments xy et uy ainsi
définis commutent. o

Graham et Lehrer [GL] sont les premiers & avoir construit une base cellulaire de . Nous
donnons ici une autre base cellulaire; cette base a été construite par Murphy pour [ = 1 et
par Dipper-James-Mathas [DJM] (voir aussi [AM, Mat3]) dans le cas général.

Théoréme 6.25 ([DIJM], Theorem 3.26) Reprenons les notations de la définition 6.23.
Alors (Ay, T3, 63,5y ) est une structure cellulaire pour algébre d’Ariki-Koike H, et la base

{mg,T A€ Ay, ST e %{()\)}

est une base cellulaire de H, appelée base standard ou base de Murphy. O
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Remarque 6.26 En calculant le rang du R-module libre H & l'aide du théoreme 6.20 d’une
part et du théoreme 6.25 d’autre part, on obtient I’égalité

mml =Y |Std(A)?

Aelll,

Cette égalité se démontre a 'aide de la correspondance de Robinson-Schensted ; il s’agit en
fait de I'un des ingrédients de la preuve du théoreme 6.25. o

Exemple 6.27 Prenons m =1 =2. On a

Ay = {(( ) ( ,@)v( ) ((Dv(2))’(07(1a1)) }

Les tableaux standard de profil A (A € Ay) sont
S_<m (Z) < ,@ U3:<a)a
2
(..) (@,) et ::(@,).

Iu((2),0) ={S}, Z((L,1).0) ={T}, Z%((1),(1)) ={UV}
T (0,(2)) ={W} et T (0,(1,1)) = {X}.

Notons qu’on a bien I'égalité I"™m! =375 -y | Std(A )|? dans ce cas. Les éléments de la base
de Murphy de H sont

T A T )
(W) _ ), miOO) _ (1, _wym,

) ) =101 = o,
o) = aem) o w1

6.2.2.2 Représentations de H

Dans tout ce paragraphe, nous supposerons que R est un corps commutatif. Rappelons
que si A est une R-algébre munie d’une structure cellulaire (A,.7,%,%), nous avons défini & la
section 6.1 un module cellulaire & droite C'(A) ainsi qu'un module simple ou nul D(\) pour
tout A € A. Nous avons également défini une matrice de décomposition pour A.

Définition 6.28 Soit (Ay, T3, 63 ,x3) la structure cellulaire pour H considérée au théoreme
6.25. Le module cellulaire & droite associé & A € Ay est appelé module de Specht ; on le note
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S(A). S(A) est un R-module libre, dont la base naturelle sera notée {m | T € Std(A)} (le
vecteur m?: correspond & 1’élément noté C2 dans la définition 6.3). Soit A € Ay. D’apres la
section 6.1, S(A) est muni d’une forme bilinéaire associative ¢y, donc le radical de ¢y, que

I'on note rad ¢y, est un sous-module de S(X). Posons
D(X) := S(X)/rad ¢x.

Soit enfin
A3 = {A € Ay | D(A) £ {0}}.
o

Remarque 6.29 Notre convention pour les modules de Specht, qui est celle de [Mat3],
differe de celle de la plupart des articles de la littérature. Pour la plupart des auteurs, le
module de Specht indexé par A € an, que nous noterons S(A), est celui introduit par
Dipper-James [DJ1] lorsque [ = 1 (cas des algeébre de Hecke). On passe d’un type de modules
a lautre de la fagon suivante. Si M est un H-module & droite, soit M° le H-module a
droite égal & Hompr(M,R) en tant que R-module, et dont 'action & droite est donnée par
(p.h)(m) = p(m.h*) (m € M, h € H, ¢ € Homg(M,R)). On a alors, pour A € I, la
relation S(A) = S(X')°, o X' désigne le conjugué de la multi-partition A (cf. paragraphe
1.1.1). Notre convention a I'avantage de donner une expression plus simple pour le foncteur
de Schur pour les v-algebres de Schur cyclotomiques (cf. théoreme 7.26). o

Donnons deux exemples (triviaux) de modules de Specht. Pour cela, introduisons les
deux représentations suivantes de H. Celles-ci sont définies pourvu que R soit un anneau
commutatif unitaire.

Définition 6.30 Soit H;1 le R-module égal & R, sur lequel H agit a droite via 1.T; = v pour
1 <i<metl1.Ty = ui. On vérifie que ceci permet de définir correctement une représentation
de H, appelée représentation triviale. Soit de méme H. le R-module égal a R, sur lequel H
agit a droite via 1.T; = —1 pour 1 <17 < m et 1.7y = u;. On vérifie que ceci permet de définir
correctement une représentation de H, appelée représentation signe. o

Exemple 6.31 Soient n := ((m),), -~ ,0) € I}, et w := (0, --- ,0,(1™)) = n'. On peut alors
montrer que S(n) = D(n) = Hy et S(w) = D(w) = He. o

Nous allons maintenant appliquer la théorie des algebres cellulaires lorsque H est définie
sur un corps commutatif.

Théoréme 6.32 Supposons que R est un corps commutatif. Alors avec les notations précéden-
tes, les H-modules D(X), X € A3, sont absolument irréductibles, et ils forment un systéme
complet de représentants des classes d’isomorphisme des H-modules simples.

Démonstration. Cela découle des théorémes 6.25 et 6.6. O

Remarque 6.33 Dans le cas ou R est un corps commutatif, on peut, & ’aide d’un théoréme
d’Ariki, montrer que A%, est 'ensemble des multi-partitions de Kleshchev (cf. paragraphe
6.2.3). o
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Définition 6.34 Si R est un corps commutatif, la matrice

(1500 : D(w)])

AEAy, [,I,GA’H

(bien définie, d’apres le théoreme 6.32 et le théoreme de Jordan-Holder) est appelée matrice
de décomposition de I'algebre d’Ariki-Koike H. o

Exemple 6.35 Nous allons ici calculer < & la main > la matrice de décomposition de I'algebre
H =Hrm(v;ur,...,u;) pour R=C,m =1=2,v =, (u,ug) = (¢*,{*?), ou ( € C est
une racine primitive n-iéme de 'unité avec n = 2 (autrement dit, { = —1) et (s1,52) = (1,0).
Soient S, T, U, V, W et X les tableaux standard introduits & 'exemple 6.27. Nous avons vu
a Pexemple 6.27 que la base de Murphy de H est formée des éléments

mg,s = mg(?’@) = (L+T1)(L1 —u2)(L2 —u), mrr = m:&EIT’I)’m) = (L1 — ug)(La — u2),
myy = mL(;U ) = (L1 — u), myy = m((]g/)’(l)) = (L1 —uo)Th,

myy = m‘(/U w) _ T (L1 — us), myy = m‘(/f‘l/)’(l)) — Ty (L — up)Th,
mw,w = mng) (1+T1y) et mx,x :m)(g’)((l’l)) =

Avant de calculer la matrice de décomposition de H, étudions ses représentations de di-
mension 1. Si V' est un H-module de dimension 1, nous identifierons tout élément de H avec
I’élément de End(V') = C auquel il correspond. Soit V' un H-module de dimension 1. A cause
des relations 0 = (T} + 1)(Ty —v) = (T1 + 1)2 et 0 = (Ty — u1)(Tp — uz) = T2 — 1 dans H, on

doit avoir T; = —1 et Ty = 1 dans End(V'). Par conséquent, V' est la représentation triviale
ou la représentation signe. De plus, si V' est la représentation triviale, on a Ly = Ty = —1,
d’olt my ;7 = —2; de méme, si V est la représentation signe, on a my,;y = 0. Nous avons donc

prouvé Passertion suivante, que nous noterons (x).

Soit V. un H-module de dimension 1. Alors on a V =Hq1 ouV = H.. De plus, on a V = H,
si et seulement my iy agit comme 0 dans V.

Calculons & présent Aj,. On déduit de la présentation de #H les relations suivantes :

T2=1, (i +1)%?=0, Th'L1 =2Ly + LoTy, L3=1, Li=1+2T +2L1 LT}
(L1 = 1)(Le =11 +T1) = (L+T1)(Ly — 1)(Lz2 — 1).

Il vient alors
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(%)
mgssmss =0, mprrmrr=-4mss, myymyy=-—2myuy,
myy myy =2myy + (ms,s +mrr), muyvmyvy =—2mpy + (—2mgs —2mgr),

mw,w mw,w =0, mx xmxx =1,
ms.smyy = —2mg,s, mrormuy = —2mrr, Mx,x Muy = Myy-

On en déduit I'expression des gbA(mt)‘l ,mf;) pour tout A € Ay, 1, to € Std(A). Par
conséquent, on a

Ag = {((0),(1), (0,(1,1)) }.
(.

(1 .
De plus, si on pose my; := m; ) pour ¢t € {U,V}, alors la matrice de ¢ := ¢((1)

-2 2
(2 %)
Par conséquent, le radical de ¢ est la droite engendrée par my + my . Ainsi, les modules
rad¢ et D((1),(1)) = S((1),(1))/rad ¢ sont de dimension 1. Par définition de rad¢, on
a z.mpy = 0 pour tour z € rad ¢, donc d’apreés (x), rad ¢ est la représentation signe de
H. Pour z € S((1),(1)), posons T := z + rad¢ € D((1),(1)). Compte tenu de I’égalité
myyu myy = -2 my,y, on a my.my,y = —2my, d’ou my.my,uy = —2myg. L’assertion (*)
montre alors que

dans

(1)

la base {my,my} est

D((1),(1)) = Hq.
Par ailleurs, d’apres I'égalité mx x mx x =1, on a D((Z),(l,l)) = S((Z),(l,l)), et ces modules
sont de dimension 1; par conséquent, on a d’apres (x),
La suite de composition {0} C rad ¢ = H. C S((1),(1)) nous donne les multiplicités

[S((1),(1) : D((1),(1))] = [S((1),(1)) : D(0,(1,1))] = 1.

Il reste & remarquer que les modules S(X), A € {((2),0),((1,1),0),(0,(2))} sont de di-
mension 1. Par conséquent, & 1'aide de (%) et des trois dernieres relations de (x#), on peut
compléter le calcul de la matrice de décomposition de H, que 'on note D. On trouve la
matrice suivante.

(,m) (0.01)

1 0 ((2),0)
D= 1 0 ((1,1),0)
1 1 ((1),(1))
0 1 (0,(2))
0 1 (0,(1,1))
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Proposition 6.36 Supposons que R est un corps commutatif. Alors la matrice de décomposi-
tion de H est unitriangulaire, i.e. pour tout X € Ay, p € A3, on a [S(A) : D(p)] #0 = A p

et [S(w) : D(p)] = 1.

Démonstration. Cela découle du théoreme 6.25 et de la proposition 6.9. O

Théoreme 6.37 Supposons que R est un corps commutalif. Alors avec les notations de ce
paragraphe, les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Le polynéme de Laurent Py € Rluy, ... w][v,w™] défini au théoréme 6.21 est non nul.
(ii) H est semi-simple (déployée).
(iii) Pour tout XA € Ay, on a S(A) = D(A).
(iv) Pour tout A € Ay, on a rad ¢y = {0}, i.e. px est non-dégénérée.
)

(v

Démonstration. Cela résulte des théoremes 6.21, 6.25 et 6.12. O

On a A3, = Ay, et la matrice de décomposition de H est l'identité.

Revenons au cas ou R est un anneau integre. Nous allons maintenant énoncer un théoreme
de réduction qui permet de se ramener, grace & une équivalence de Morita, a I’étude des

algebres d’Ariki-Koike H g, (v;ui,...,u;) ou les parametres u; (1 < i < [) sont des puis-
sances entieres de v. Le théoreme 6.38 permet en fait de se ramener au cas ou il existe une
constante ¢ € R\ {0} et des entiers s1,...,s; € Z tels que u; = cv® (1 < i <1). On se rameéne

alors au cas oit ¢ = 1 en remplacant le générateur Ty par ¢~ 'Tj.

Théoréme 6.38 ([DM]) Supposons que R est un anneau intégre. Fizons une partition

{ug, ..., u} = H {ugi), .. ,ug)}
i=1
de Uensemble {ui,...,u}. Supposons que l’élément

Il M - en
I<i<i'<r 1<j<1l; —m<d<m
I

<
1<y <

est inversible. (Remarquons que cet élément est un facteur de Py.) Alors l'algébre d’Ariki-

Koike Hpm(v;u1,...,u;) est Morita-équivalente d ’algébre
r . .
@ ® HR,mi(v;ugZ),...,ul(:)).
mi,...,mp €N =1

mi+---+mp=m
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6.2.3 Un théoréme d’Ariki
6.2.3.1 Enoncé du théoréme

Nous énoncons ici un profond théoreme du & Ariki, qui permet de calculer les matrices de
décomposition des algebres d’Ariki—inke en spécialisant & ¢ = 1 les matrices de transition
des bases canoniques de certains U,(sl,)-modules intégrables simples de plus haut poids.
Dans tout ce paragraphe, nous choisirons les parametres suivants. Fixons une multi-charge
s; = (s1,...,5)) € Z'. Supposons que R un corps commutatif de caractéristique 0, contenant
une racine primitive n-iéme de 'unité ¢, et posons

v:=_ et (wy,ug,...yup) = (C°1,%2, ... ,C%).

Pour énoncer le théoreme d’Ariki, nous devons introduire plusieurs notations, ainsi que la
notion de groupe de Grothendieck.

Définition 6.39 Soit A une algebre de dimension finie sur un corps K. Pour tout module
M € mod—A, notons [M] la classe d’isomorphisme de M. Le groupe de Grothendieck Ro(A)
est le groupe abélien engendré par les [M], M € mod—A, et soumis aux relations

[M] = [N]+ [P]

si on a une suite exacte 0 - N — M — P — 0 (remarquons alors que [N] + [P] ne dépend
pas du choix des représentants M € [M], N € [N] et P € [P]). Notons qu’une base de Ry(A)
est formée des classes d’isomorphisme des A-modules simples de type fini. o

* Soit R := R(v,uy, ... u;), ou les Q'IZ, 1 <1 < et v sont algébriquement indépendants
sur R. Soit m € N. Pour \; € IT,,, notons S5 7#(A1) le module de Specht indexé par X,
pour lalgebre d’Ariki-Koike générique ‘H R T H }Az,m(” Ui, . ..,u;). Nous garderons les
notations S(A;) et D(p;) pour désigner les modules de Specht et les modules simples
de Dalgebre spécialisée Hpm = Hrm(viui,...,u). Daprés la remarque 6.4, on a
S(A) = Sz(N) ®p R. De plus, puisque Hp,, est semi-simple (cf. exemple 6.22), le
théoréme 6.37 montre que { 5(A1)] ‘ A €TT } est une base de RO(H ). Considérons
I’application linéaire

dm : Ro(Hp,,) ©2Q = Ro(Hrm) ®2Q  [Sp(A)] = [Si(N) ®p R (A eTI).

Cette application est appelée application de décomposition. (Il est en fait possible de
définir une application de décomposition dés qu’on s’est donné un triplet modulaire;
voir [GP].) Notons que la matrice de cette application linéaire rapportée aux bases
{S(N\)] ‘ A eI} et {[D(Hz)] ‘ W € A;{R,m} est la transposée de la matrice de
décomposition de Hg,, que nous avons introduite & la définition 6.34. Puisque cette
matrice est unitriangulaire (cf. proposition 6.36), Papplication d,, est surjective. Posons

Fypp := Homg (RO( ) ezQ, @) et G := Homg (RO(HR,m) o7 Q,Q).
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Soient { ()] ‘ N eIl } C Fn la base duale de la base { ()] ‘ \ eI } et

{[ ()]’ ‘ M € AHR,m} C Gm la base duale de la base {[ ()] ‘ w € A;'LR,m}' Soit

e, la transposée de 'application d,,. Puisque d,,, est surjective, e,, est injective. De
facon explicite, e,, est 'application linéaire définie par

em :Gm = Fmy [Dw)]F = D" SO : D)l ST (g € A3y,,)-
Aelnt,

Posons enfin

f::@fm, g::@gm et e::@em.

meN meN meN

L’application e est une injection de G dans F.

* Soit
s == P QWUAps1);
A\ ETT
en tant que Q-espace vectoriel, F[s;] a une base indexée par I’ensemble des [-multi-
partitions. Cet espace n’est rien d’autre que la spécialisation & ¢ = 1 de I'espace de
Fock F,[s;]. Soit par ailleurs U(s?[n) Palgebre enveloppante de s, [Kac]. Il s’agit de
la Q-algébre ayant pour générateurs e;, f;, h; (0 < i < n —1) et d, et soumise &
des relations que I'on obtient de facon standard & partir des relations définissant s:\[n
(que nous avons décrites au paragraphe 1.2.1). Il est possible de voir U(sl,) comme
une spécialisation & ¢ = 1 de I'algebre quantique Uy(sl,) (cf. [Jo]). En spécialisant &
g = 1 l'action de JMMO sur Fy[s;] (voir la proposition 3.7 et le théoreme 3.8 pour la
description de cette action), on obtient le résultat suivant.

Proposition 6.40 L’espace F[s)] est un U(;[n)—module intégrable, et les générateurs
de Chevalley e;, f; (0 <1i <n—1) agissent sur |vy,8;) (v; € II') par les formules

e;-lvi,81) = Z | As,81) et fi-lvi,s1) = Z |y581)-

i:1 i1
)‘l*”/l Vi—ry

0

Comme dans le cas quantique, le vecteur |@;,s;) € F[s;] est un vecteur de plus haut poids
congru a A := Zb 1 Ag, modulo Z¢. Puisque F[s;] est un U (sl,)-module intégrable, le
sous-module

M[s;] := U(sly).|01,81) C F[s(]
est par conséquent isomorphe & L(A), 'unique (& isomorphisme pres) U(;[n)—module
simple de plus haut poids A. On a donc une injection
v : L(A) — Fls].

La spécialisation & ¢ = 1 de la base canonique {G+ (A1) | A €1 [sy,n]" } de Uy (sl,).|0;,8;)
(voir paragraphe 3.4.3), que l'on notera de la méme fagon, est appelee base canonique

de L(A) = M]s/].
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* Puisque F et F[s;] sont deux Q-espaces vectoriels ayant des bases indexées par I'en-
semble des [-multi-partitions, on peut définir I’isomorphisme d’espaces vectoriels

A F — F[Sl], [SE()\Z)]T = |)\l,sl>.

On a donc le diagramme suivant.

Nous pouvons a présent énoncer le résultat le plus important de ce paragraphe, a savoir
< le > théoreme d’Ariki (voir aussi [Mat3, Theorem 3.19]).

Théoréme 6.41 ([A2]) Soit R un corps commutatif de caractéristique 0, contenant une
racine primitive n-iéme de lunité . Soit s; = (s1,...,s;) € Z'. Considérons les algébres
d’Ariki-Koike

HR,m = HR,m(C; CSIaCSQa e 1CSI) (m € N)a

et définissons les espaces vectoriels gradués F et G comme précédemment. Considérons enfin
le poids

l
A= Ay, .
b=1
On a alors les résultats suivants.

(i) On peut munir F et G d’'une structure de U(;[n)—module, compatible avec 'injection
e: G — F. L’application A : F — F[s;] est alors un isomorphisme de U (sly,)-modules.

(ii) L’application A induit un isomorphisme de U(;[n)—modules entre G et M[s;] = L(A).
Notons encore U Uapplication G —» L(A).

iii) A enwvoie la base §[D(pu t p; € AS ,m €€ N¢ de G sur la base canonique de L(A).
l l %R m
O

Remarque 6.42 Le théoreme 6.41 est en fait encore vrai si on suppose seulement que R un
corps commutatif de caractéristique 0, v # 1 et les u; (1 <14 <) sont des puissances entiéres
de v. Si v n’est pas une racine de 'unité, il faut remplacer ’algebre de Lie affine s?[n par 5A[oo
(cf. [Kac] pour la définition de cette algebre). Le théoréme d’Ariki [A2] s’énonce en fait dans
ce cadre plus général ; de plus le cas o1 v # 1 n’est pas une racine de 'unité est un des cas
de base de la démonstration. o
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6.2.3.2 Paramétrisation des modules simples de 1’algebre d’Ariki-Koike

D’apres le point (iii) de ce théoréme, les éléments de A3, sont en bijection avec

M'[s;,n]” NTIL,, I'ensemble des [-multi-partitions de m indexant les sommets du graphe cris-
tallin de M,[s;] := Ug(sly,).|0;,8;) (on rappelle que I'algebre Uy (sl,) opére sur My [s;] suivant
laction de JMMO). Il est possible de décrire cette bijection en introduisant une autre action
sur 'espace de Fock, appelée action d’Hayashi ([H], voir aussi [Ja]).

Définition 6.43 Soient \; € IT' et 0 < ¢ < n—1. L’ ordre d’Ariki-Mathas [AM] est 'ordre sur
les c-nceuds de type A et de type R de (A;,8;), noté <y et défini comme suit. Si y = (i, 7, b)
et v = (i',j',0') sont deux c-noeuds de type A ou R de (A;,8;), on écrit v <an 7' sib < b
ou (b=1"0"et i <i'). Autrement dit, la liste des c-noeuds de type A ou de type R de (A;,s;)
rangés suivant cet ordre s’obtient en parcourant de haut en bas les lignes de la premiere
composante de \;, puis en parcourant de haut en bas les lignes de la deuxiéme composante
de A\; et ainsi de suite.

On définit une action des générateurs de Chevalley de Uq(;[n) sur @y, e Qa)-|Ar,81) &
’aide des formules obtenues & partir de la proposition 3.7 2°) en remplacant 'ordre < de cette
proposition par 'ordre d’Ariki-Mathas. On montre alors, comme pour le théoreme 3.8, que
I'on obtient un Uq(s:\[n)—module intégrable [H], que l'on note F((IH) [8i]. L’action ainsi définie
est appelée action d’Hayashi. (Nous conserverons les notations F[s;], M,[s;], etc. vues au

chapitre 3 lorsqu’on considére I'action de JMMO.) Notons que I'espace F((IH) [8/] est isomorphe
(en tant que Uy (;[n)—module) 4 un produit tensoriel d’espaces FSIH) [s;] de niveau 1. Le sous-
Uq(g[n)—module de F((IH) [s;] engendré par le vecteur |@;,s;) sera noté M,(IH) [81]. Soit K[s;,n]

I’ensemble des [-multi-partitions indexant les sommets du graphe cristallin de M,(]H) [81]; ces
[-multi-partitions sont appelées multi-partitions de Kleshchev. o

On peut calculer de facon récursive les multi-partitions de Kleshchev de la fagon suivante.
Soient A; € K[s;,n] une multi-partition de Kleshchev et i € [0; n — 1]. Rangeons les i-
nceuds de type A et de type R de (A;,8;) par ordre croissant suivant 'ordre d’Ariki-Mathas.
Notons 31 <am -+ <awm [Or la liste des nceuds ainsi obtenue. Supprimons de cette liste
de fagon récursive autant de fois que possible tous les couples (B, <am Or+1 tels que [,
est un neeud de type R et (5.1 est un nceud de type A de (A,s8;). Il reste alors une liste
Y1 <AM - <AM Yu <AM 01 <am -+ <AM Oy, Ol les 7y; sont des nceuds de type A de (A,s;)
et les 0 sont des noeuds de type R de (A;,8;) (éventuellement, on peut avoir v = 0 ou v = 0).
Les noeuds 7, et 01, s'ils existent, sont alors appelés bons i-neeuds pour l'ordre d’Ariki-Mathas.
On peut alors démontrer le théoréme suivant (cf. théoreme 3.26).

Théoréme 6.44 ([JMMO],[FLOTW]) Identifions les multi-partitions de Kleshchev avec
(H)

les sommets du graphe cristallin de My ’[s;] qu’elles indexent. Alors le graphe cristallin de

M,(]H) [81] contient la fleche Aj —— p; si et seulement si (p;,8;) est obtenu & partir de (X\;,8;)
en ajoutant un bon i-neeud pour 'ordre d’Ariki-Mathas. O
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Remarque 6.45 Nous ne connaissons pas, a ce jour, de description non récursive des multi-
partitions de Kleshchev (sauf pour [ = 1, auquel cas on retrouve I’ensemble des partitions
n-réguliéres). o

Les modules intégrables M,[s;] et M((IH) [8;] sont engendrés par un seul vecteur de plus

haut poids, et le plus haut poids est le méme pour ces deux modules. Par conséquent, on a un

(H)

isomorphisme M,[s;] = My ’[s;], qui induit un isomorphisme de cristaux entre les graphes
cristallins et donc une bijection K[s;,n] = I1'[s;,n]" entre les (multi-partitions indexant les)

sommets de ces graphes. Cette bijection peut étre calculée en suivant des chemins dans les
graphes cristallins (voir remarque 3.29).

Nous pouvons maintenant expliciter la bijection @, : A3, = I1'[s;,n)° NII., provenant

du théoreme 6.41 (iii). Le résultat suivant est du & Ariki et Mathas (voir aussi [Mat3, Theorem
3.24]).

Théoréme 6.46 ([AM]) Avec les notations et les hypothéses du théoréme 6.41, on a l’égalité
Ay, = Klsin] NILL,. O

D’apres le théoreme 6.41 (iii), nous avons donc deux paramétrisations de A3~ : une
,m

a l'aide des multi-partitions de Kleshchev et une autre donnée par le cristal de M,[s;]. Le
théoréeme suivant montre que ces deux paramétrisations coincident.

Théoréme 6.47 ([A3]) Reprenons les notations et les hypothéses du théoréme 6.41. Soit
m € N*. Soit

o~

Dy, 0 Ay, = Klsin] NI, — T's;n] NTIL,
la bijection induite par la bijection K[s;n] = '[s;,n]" définie précédemment. Alors liso-

morphisme A : F — F[s;] du théoréme 6.41 envoie U'élément [D(w))]" (u; € Ay, ) sur
GT(®n(y),81) € Flsy]. O

Corollaire 6.48 Reprenons les hypothéses et notations du théoréme 6.41. Rappelons (cf.
paragraphe 3.4.3) que

A:—l (q) = (Ailall’l ) 81 (q))Al,p,lGHl

est la matrice de transition entre la base standard et la base canonique G de Fy[s)]. Soit
Dt Ay = '[s;,n] NI, la bijection définie au théoréme 6.47. Alors pour tout A, € TI,,,
i €EAS, ,ona

SO D)l = AL 4 o ().

Démonstration. Soit p; € Ay, . En identifiant (via V'application e) G & un sous-espace
vectoriel de F, on a dans F I'égalité

(D))" = > [S(N) : D()] [Sx(A)]"-
X €L,
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Appliquons I'isomorphisme 21 : F = F[s;]. Les théorémes 6.41 et 6.47 montrent qu’on a
alors 1'égalité suivante dans F[s;]:

G (@m(m)sst) = D [S(N) : D(wy)] [ Miss1).-
A€,

Compte tenu de la définition de la matrice Ajl (q), le corollaire s’ensuit. O

Rappelons que ¢ € R est une racine primitive n-ieme de I'unité. Ce corollaire dit que
la matrice de décomposition de Hpm((;¢*",...,(*) s'obtient, & permutation des colonnes
pres, en spécialisant & ¢ = 1 la sous-matrice de la matrice Ajl (¢) qui est formée des colonnes

indexées par les sommets du graphe cristallin du U, (g[n)—module M,[s].

Exemple 6.49 Prenons n = 2, [ = 2, m = 2 et s; = (1,0). On vérifie que la matrice de
transition entre la base standard et la base canonique G* de la composante homogene de
degré m de Fy[s;] est

1. ((2).0)
0 1 (0,(2))
Alg)= | ¢ q 1 ((1),(1))
0 ¢ ¢ 1 . | (0(10)
@ 0 ¢ 0 1) ((1,1),0)

Par ailleurs, en comparant les graphes cristallins de M,[s;] et M,(]H) [s1], on voit que

®,,((1),(1)) = ((2),0) et D, (0,(1,1)) = (0,(2)).

D’apres le corollaire 6.48, la matrice de décomposition de Hpg 5, est donc

(m.@) (0.1

1 0 ((2),0)
D= 0 1 0,2)
1 1 ((1),(1))
0 1 (0,(1,1))
1 0 ((1,1),0)
on retrouve bien la matrice calculée a I'exemple 6.35. o

Remarque 6.50 En utilisant le théoréme 6.41 (ou plus précisément, la version de ce théoreme
énoncée a la remarque 6.42 ainsi que le corollaire 6.48) d’une part, ainsi que le théoreme 6.38
d’autre part, nous sommes a méme de calculer la matrice de décomposition de I’algebre
Hrm(v;ui,...,u) pour tout choix de parametres v,uq,...,u; € R\ {0}. Signalons que dans
le cas particulier ot [ = 1, on obtient les matrices de décomposition des algebres de Hecke
de type A, ce qui prouve la conjecture de Lascoux-Leclerc-Thibon [LLT]. o
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Chapitre 7

v-algebres de Schur cyclotomiques

En vue d’étudier les représentations de [’algébre de Ariki-Koike H associée au groupe
de réflexions complexes G(l,1,m), Dipper, James et Mathas [DJM] ont introduit en 1998 la
v-algébre de Schur cyclotomique

Ici les M(p) sont certains H-modules, appelés modules permutationnels (cf. définition 7.1).
Lorsque | = 1, la v-algébre de Schur cyclotomique coincide avec la v-algébre de Schur de
[DJ2]. L’algébre S est cellulaire; par conséquent, nous pouvons appliquer la théorie des
algebres cellulaires vue a la section 6.1 pour étudier ses représentations. Un des problemes
centraur qui se pose alors est de calculer la matrice de décomposition d’une v-algébre de
Schur cyclotomique obtenue en spécialisant les paramétres a une racine n-iéme de ['unité.
Pour cela, James et Mathas [JM] ont établi, pour les v-algébres de Schur cyclotomiques, une
formule importante : la formule sommatoire de Jantzen. Etant donné une filtration de Jantzen
pour les modules de Weyl, on peut définir un q-analogue D(q) de la matrice de décomposition,
dont les coefficients sont les multiplicités graduées des facteurs de composition des modules
de Weyl (cf. section 7.4). La formule sommatoire de Jantzen équivaut d l’identité matricielle
D'(1) = J9D(1), o0 J< est une matrice de valuations p-adiques de certains déterminants
de Gram (cf. lemme 7.86 et théoréme 7.33).

Dans tout ce chapitre, nous suivons en grande partie [DJM], [JM] et [Mat3].

Notations. Dans tout ce chapitre, on considére un anneau integre R, et on fixe des parametres
VUL, .. .u € R, ainsi qu'un entier m € N*. On note H = Hppm(v;ui,...,u) algebre
d’Ariki-Koike donnée par ces paramétres. Rappelons en outre que Z. désigne I’ensemble des
[-multi-compositions de m.
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7.1 Modules permutationnels

Définition 7.1 Soit u € B!, . Nous avons introduit, & la définition 6.23, un élément my € H.
On considéere le H-module & droite

M(p) :=myH.

Les modules M (u), p € Ein sont appelés modules permutationnels (en anglais, permutation
modules). o

Remarque 7.2 On montre aisément que si g € Z!, est une multi-composition et X € II},

est la multi-partition obtenue en réordonnant les parts a l'intérieur de chaque composante
de p, alors M () et M(p) sont isomorphes (cf. [Mat3, Paragraph 4.1]). o

Remarque 7.3 Rappelons que H est munie d’une involution * (cf. définition 6.23). L’image
du R-sous-module M C H par cette involution sera notée M*. (Le lecteur veillera & ne pas

confondre M* et Homp(M,R).) On vérifie aisément que pour g € EL, on a Ty, = T et
ko M _ _ ko *
uy, = uy. Puisque my, = z,u, = upzy, on a my, =m, et donc M(p)* = Hmy,. o

Remarque 7.4 Supposons que [ = 1. Soit pu € Ein Notons 1, la représentation triviale de
la sous-algebre parabolique H, = H(S,,) := 2066# RT,. Tl s’agit de la représentation qui
est de rang 1 comme R-module, dans laquelle T, (0 € &,,) agit comme la multiplication par
v¥?) . On a alors

M(p) =1, ®u, H;

en spécialisant v a 1, on retrouve donc la notion de module permutationnel pour la théorie
des représentations du groupe symétrique (cf. remarque 5.1). Si [ > 1, les modules M (u),
JTNS Elm ne s’obtiennent en général pas directement par induction & partir de modules pour
des sous-algébres de H. Néanmoins, comme nous allons le voir, les modules M (i), u € E se
comportent presque comme les modules permutationnels pour la théorie des représentations
du groupe symétrique, c’est pourquoi nous gardons cette terminologie pour les modules que

nous venons d’introduire. o

Soient A € T}, et u € E! . Rappelons que nous avons défini au paragraphe 1.1.3) I’en-
semble SStd(A,u) formé des A-tableaux semi-standard de type p. Nous avons également
défini une application (notée abusivement p) de Std(A) vers SStd(A,u).

En utilisant la base de Murphy de #H (cf. théoréme 6.25), nous pouvons construire une
base du R-module M (p) (u € EL).

Théoréme 7.5 ([DIM], Theorem 4.14) Soit u € E., une l-multi-composition de m. Pour
Aell,, SesSStd(Au), T € Std(X), posons

A § : A
m&T = mS,T € H.
S € Std(A)
wu(S) =58
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Alors M(p) est un R-module libre, de base
{mé"T IAeTl,SesSStdAu), T e Std()\)} .

0

Le corollaire qui suit nous servira & construire une base de Homy (M (v),M(p)) (ot p
et v sont deux [-multi-compositions de m). Un autre corollaire du théoréeme 7.5 est le fait
que les modules permutationnels de H admettent une filtration par des modules de Specht
[DJM, Corollary 4.15].

Corollaire 7.6 ([DJM], Proposition 6.3) Soient p et v deuz [-multi-compositions de m.
Pour A € Tl , S € SStd(A,u), T € SStd(A,v), posons

A A
mS’T = Z mS’T € H
S, T € Std(X)

u(s) =85
v(T)=T

Alors avec les notations du théoréme 7.5, on a

mie= Y mdp = Y (mds) e M@nME)
T € Std(A) S € Std(N)
v(T)=T n(S)=S5s

De plus, M (p) " M(v)* est un R-module libre, de base
{mgm | AeTl,, S eSStd(Au), T € SStd()\,u)} .

0

Pour construire une base de Homy (M (v),M(p)) (u,v € EL)), Dipper, James et Mathas
ont prouvé le résultat suivant. Pour ’énoncer, on introduit la notion de double annulateur.

Définition 7.7 Soit S une partie de H. Posons
r(S):={heHH|Sh={0}}, US):={heH|hS={0}} et Ir(S):=1x(95)).
On dit que Ir(S) est le double annulateur de S. o
Théoréme 7.8 ([DIM], Thorem 5.16) Pour u € EL  on a
te({my}) = M()* = Homy

Corollaire 7.9 Soient p et v deux [-multi-compositions de m. Alors 'application
Homy, (M(v),M(p)) = M(p) " M@©)*, ¢~ o(my)

est bien définie et c’est un isomorphisme de R-modules.
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Démonstration. Soit ¢ € Homy (M (v),M(p)). Puisque m, € M(v), on a par définition
w(my) € M(p). Soit h € H tel que m,h = 0. Puisque ¢ est un morphisme de H-modules,
on a p(my)h = @(myh) = 0, Aot p(m,) € lr({my}). D’apreés le théoréme 7.8, on a bien
w(my) € M(v)*, donc lapplication de 1’énoncé, que nous noterons @, est bien définie et c’est
un morphisme de R-modules. Soit z € M () N M (v)*. Puisque z € M (v)*, il existe 2’ € H
tel que z = z'm,,. Par conséquent, pour tout (h,h') € H? tel que myh = my,h', on a xh = zh’,
donc l'application W, : my,h € M(v) — xh € H est bien définie. Puisque z € M (), il existe
2" € H tel que z = myz"”. On a alors, pour tout h € H, Uy (myh) = my(z"h) € M(p), donc
T, € Homy (M (v),M(p)). Ainsi I'application

U: ze€Mp)NnM@w)* — U, € Homy (M(v),M(u))
est bien définie et il est clair qu’il s’agit de I'inverse de ®. O

Soient u, v € EL, A € T, S € SStd(A,u) et T € SStd(A,v). Nous avons défini au

m?
corollaire 7.6 un élément mgﬂr € M(p) N M(v)*. Par conséquent, d’aprés le corollaire 7.9,

I’application
apgyT : myh € M(v) — mg’ﬂ-h € H,

est bien définie et c’est un élément de Homy, (M (v),M(p)).
Remarque 7.10 Soit A € an. Rappelons que
T := A(T?)

est 'unique A-tableau semi-standard de type A (voir paragraphe 1.1.3). Il découle de ceci et
des définitions données dans ce chapitre que pra pa € Endy (M (X)) et

(pTA,TA(m)\) = My x = My px = M.
Puisque M (A) = maH, on en déduit que @ra ra € Endy (M (X)) est identité. o

Proposition 7.11 Soient u, v € EL . Alors les éléments Lpgﬂr (A e, s e SStd(A,u),
T € SStd(A,v)) définis précédemment forment une base du R-module Homy (M (v),M ().

Démonstration. Cela résulte du corollaire 7.6 et de 'isomorphisme exhibé au corollaire 7.9. [J

7.2 Définition des v-algebres de Schur cyclotomiques

Définition 7.12 ([DJM]) La v-algébre de Schur cyclotomique est la R-algebre définie par

S:= Endy< D M(u)) ~ D Homy(M(v),M(p))

ezt w,vesh,
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(ici, le symbole @ désigne une somme directe < externe > de R-modules). Cette algébre
dépend des mémes parametres que H ; pour les mettre en valeur, nous écrirons parfois

S§=8r= SR(’U;Ul, s aul) = SR,m(U; Uty ,Ul).

o
Nous allons & présent munir § d'une structure cellulaire.

Définition 7.13
~ Soit (Ags,>) := (I}, ,>), olt > désigne l'ordre (inverse) de dominance sur 'ensemble

des [-multi-partitions de m.

— Pour X\ € Ag, soit T5(A) := SStd(A) 'ensemble des tableaux semi-standard de profil A
et de type arbitraire (cf. paragraphe 1.1.3).

— Soit * = x5 : § — § lanti-automorphisme d’algebre involutif défini comme suit. Soient
v € EL et o € Homy (M(u),M(p)) On montre alors aisément qu’il existe un unique
¢* € Homy (M (p),M(v)) C S tel que

@ (mp) = (p(mw))",

ou dans le membre de droite, x désigne l'involution de H. On étend alors de facon

additive 'application * ainsi définie a S = €, ,c=r Homy (M(v),M(p)) et on vérifie

qu’il s’agit bien d’un anti-automorphisme involutif de §. Le lecteur pourra trouver la
preuve de toutes ces assertions dans [DJM, Lemma 6.10].

— Soient A € Ag et S, T € Js(A). Soit Lpgﬂl- le vecteur de la base de Homy (M (v),M (p))
considérée a la proposition 7.11. On étend wé‘m a S de fagon additive en imposant que
Lpg’T est nulle sur M (a) pour tout e € =5, \ {v}. L’élément de S ainsi défini sera encore
noté (PQ,T' Soit enfin s Papplication définie par €s(S,T) := ‘PQ,T pour tout A € Ag,
S, T € Ts(A).

o

En utilisant le théoreme 6.25 et les résultats de la section précédente, on peut démontrer
le « théoréme de la base semi-standard > pour S.

Théoréme 7.14 ([DIJM], Theorem 6.6) Reprenons les notations de la définition 7.13.
Alors (As,Ts,€s,xs) est une structure cellulaire pour la v-algébre de Schur cyclotomique S,
et la base

{PArlxenss Te s}

est une base cellulaire de S, appelée base semi-standard. O
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Remarque 7.15 Soit A € II,,. En accord avec la définition 6.3, notons H(>A) le sous-R-
module de H engendré par les mg”T, pw> A S, T € Std(u). De méme, notons S(>A) le
sous- R-module de S engendré par les wé‘ﬂ-, p> A, S, T € Std(p). Il n’est pas difficile de voir
que S(>A) est Pensemble des ¢ € S dont I'image est contenue dans H(>A). o

Nous allons & présent voir comment calculer le produit de deux éléments de la base semi-
standard de S.

Proposition 7.16 Soient X\, p € Il , S, T € SStd(A) et U, V € SStd(u).

(i) Si Type(T) # Type(U), alors on a <P§,Wﬁ',v =0.

(ii) Supposons que les tableauz T et U sont de méme type. Alors il existe hyy € H tel que
mﬁ,V = MType(V) hyy. Soit

A= Asp:= {(V,X,Y) | v €T, X € SStd(v, Type(S)), Y € SStd (v, Type(T))} .
Alors il eziste des coefficients 1% y € R (v, X)Y) € A) tels que

mg,qrhU,V = Z T%,Ymgi,%
(v,X,Y)eA
et on a
<P§,1r <PS,V = Z T%,Y <P§/g,\y-
(v,X,Y)eA
Démonstration. Supposons qu’il existe h € H tel que Lpg)}"T wﬁ v(h) # 0. Par définition des
éléments de la base semi-standard de S, on a wﬁ’V(M (v)) = {0} 4 moins que v = Type(V),
et @ﬁ)V(M (Type(V))) C M(Type(U)). Par conséquent, 'élément non nul (PS,V(h) appartient
a M(Type(U)). Le méme argument appliqué a (Pg,'ﬂ‘ montre que (PS,V(h) € M(Type(T)).
Puisque M (Type(T)) et M(Type(U)) sont des facteurs directs de €,z M(v), on doit
avoir Type(T) = Type(U), d’ou le point (i).

Supposons maintenant que Type(T) = Type(U). D’apres le corollaire 7.6, I’élément mﬁ)w
appartient a M (Type(U)), donc il existe hy,yv € H tel que mﬁ’v = Mrype() hU,v- A nouveau
d’apres le corollaire 7.6, on a mg‘m € M(Type(S)) N M(Type(T))*. Comme M (Type(S)) est
un idéal & droite de H, on a mg‘ﬂr hyv € M(Type(S)). De plus, puisque mgﬂr appartient &
M (Type(T))* = M(Type(U))*, il existe hg 1 € H tel que mg"T = hg pMType(u)- On a alors

A RN gl [T
ms T huy = hS,T MType(U) hyy = hS,TmIU,V ’

mais toujours d’apreés le corollaire 7.6, I'élément m{; , appartient & M (Type(V))* qui est un
idéal & gauche de H, donc on a aussi mg’T hyv = h’S’ng v € M(Type(V))*. En appliquant
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encore une fois le corollaire 7.6, on obtient l'existence de coefficients ry y € R (v.X)Y) € A)
tels que

A v v
mg T huy = E X,y Mx,y-
(v, X,Y)eA

Montrons a présent que pour tout h € H, on a

@g,ﬂ‘@ﬁ,v(h): Z T}%,Y‘P%,Y(h)-
v, X,Y)eA

11 suffit de le prouver pour h = m,, avec v € EL . Si v # Type(V), alors on a gog’g’Y(h) =0
pour tout (v, X|Y) € A, et on a de méme wU’V (h) = 0, ce qui montre la formule dans ce cas.
Supposons a présent que h = myype(v). Pour tout (v,X,Y) € A, on a Type(Y) = Type(V) et
donc ¢% y(h) = mk y. De méme, on a ‘Pﬁ,v (h) = mﬁ,v- 11 vient alors

by — A — A — A
Ps,T ‘Pzﬁ,v(h) = (pS,T(mG,V) = ‘PS,T(mType(U) hU,V) = ‘PS,T(mType(T) hU,V)
= mg,qr huyyv = Z T%,Y mgg,y = Z T}%,Y ‘PS,V (h),
v, X,Y)eA v, X,Y)eA
d’otu le résultat. O

Concluons cette section par un théoreme de réduction, qui est I’analogue pour § du
théoréme 6.38. Le théoréme qui suit, dont le lecteur trouvera I’énoncé dans [Mat3, Theorem
4.15], peut étre prouvé a partir du théoréme 6.38 en utilisant la théorie des modules de Young
pour les algebres d’Ariki-Koike (voir [Mat2]).

Théoréme 7.17 ([DM]) Supposons que R est un anneau intégre. Fizons une partition

{ug,...,u} = ﬁ {Ugi)v e ,ugf)}
=1

de Uensemble {ui,...,u}. Supposons que l’élément
d, (i) (")
11 11 II (% -u)er
I<i<i'<r 1<j<1l; —m<d<m

1< <y
est inversible. Alors la v-algébre de Schur cyclotomique Spym(v;u1, ... u;) est Morita-équiva-
lente a ’algébre

r
@ ® SRm; (v; ugz), e ,ug)).
mi,...,my €N =1

mi+---+mp=m
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7.3 Représentations des v-algebres de Schur cyclotomiques

Nous allons maintenant appliquer la théorie des algebres cellulaires pour étudier les
représentations de S.

7.3.1 Résultats provenant de la théorie des algebres cellulaires

Dans tout ce paragraphe, nous supposerons que R est un corps commutatif. Rappelons
que si A est une R-algébre munie d’une structure cellulaire (A,.7,%,%), nous avons défini a la
section 6.1 un module cellulaire & droite C'(A) ainsi qu'un module simple ou nul D(\) pour
tout A € A. Nous avons également défini une matrice de décomposition pour A.

Définition 7.18 Soit (As,7s,€s,*s) la structure cellulaire pour S considérée au théoreme
7.14. Le module cellulaire & droite associé a A € Ag est appelé module de Weyl; on le note
W (X). W(A) est un R-module libre, dont la base naturelle sera notée {¢ | T € SStd(X)}
(le vecteur ¢ correspond a 1'élément noté Cp dans la définition 6.3). Soit A € Ag. D’aprés
la section 6.1, W (A) est muni d’une forme bilinéaire associative 1y, donc le radical de vy,
que 'on note rad 1y, est un sous-module de W (). Posons

L(A) :== W(X)/rad ¢x.
Soit
AL = (AeAs| DY) £ {0})

Théoreme 7.19 Supposons que R est un corps commutatif. Alors avec les notations précéden-
tes, les S-modules L(X), X € Ay sont absolument irréductibles, et ils forment un systéme
complet de représentants des classes d’isomorphisme des S-modules simples.

Démonstration. Cela découle des théoremes 7.14 et 6.6. O

Contrairement au cas de ’algebre d’Ariki-Koike, il est tres simple de déterminer A% pour
la v-algebre de Schur cyclotomique & que nous avons définie.

Théoreme 7.20 Supposons que R est un corps commutatif. Alors avec les notations de ce
paragraphe, on a A% = Ags.

Démonstration. Soit A € Ag. Par définition de la forme bilinéaire 1y, on a

oraTa raTx = PYA(@ra, o1a) ora pa mod S(>A),

ou 'ensemble S(>A) est défini & la remarque 7.15. Mais d’apres la remarque 7.10, la restric-
tion de @papa & M(A) est 'identité, donc ppa pa est un idempotent et 1 (¢ra, ppa) = 1.
Par conséquent, on a ¢y # 0 et L(A) # {0}. O

Définition 7.21 Si R est un corps commutatif, la, matrice

D= (dk,u = [W()\') : L(N,)]>)\7”€AS
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(bien définie, d’apres le théoreme 7.19 et le théoreme de Jordan-Holder) est appelée matrice
de décomposition de la v-algebre de Schur cyclotomique S. o

Remarque 7.22 Nous adoptons ainsi une convention différente de celle du chapitre 6; en
effet, la matrice de décomposition de S (au sens de la définition 6.8) serait plutot la matrice
D := (dx' ), pers- Toutefois, D s’obtient a partir de D via une permutation des lignes et
des colonnes, c’est pourquoi nous appelons encore < matrice de décomposition > la matrice
D. Nous préférons travailler avec D plutot que D pour étre en accord avec le chapitre 8 (cf.
conjecture 8.5). o

Proposition 7.23 Supposons que R est un corps commutatif. Alors la matrice de décomposi-
tion de S est unitriangulaire, i.e. pour tout A,pu € As, on a [W(X) : L(pw)] #0 = A> p et

W (p) : Lip)] = 1.

Démonstration. Cela découle du théoréme 7.14 et de la proposition 6.9. |

Remarque 7.24 Supposons que R est un corps commutatif. Alors le théoreme 7.20, la
proposition 7.23 ainsi que la remarque 6.14 montrent que la v-algebre de Schur cyclotomique
S est une algebre quasi-héréditaire. o

Théoreme 7.25 Supposons que R est un corps commutatif. Alors avec les notations de ce
paragraphe, les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) S est semi-simple (déployée).

(ii) Pour tout X € As, on a W(X) = L(A).
)
)

(iii) Pour tout XA € Ag, on a radiyy = {0}, i.e. ¥y est non-dégénérée.
(iv) La matrice de décomposition de S est l'identité.
Démonstration. Cela résulte des théoremes 7.14 et 6.12. |

Nous allons voir également au paragraphe suivant (cf. corollaire 7.28) que si R est un
corps commutatif, alors Si est semi-simple si et seulement si Hpr 'est.

7.3.2 Foncteur de Schur et théoréme du double centralisateur

Dans ce paragraphe, nous supposons & nouveau que R est un anneau intégre. Posons
M = D ez M(p) et w = ((0),...,(0),(1™)) € I, (ici, (1™) désigne la partition de m
dont toutes les parts sont égales & 1). Notons que m,, = 1, donc H = M (w) est un sous-
module de M. Pour h € H, soit p;, € Endy (H) ’endomorphisme donné par la multiplication
a gauche par h. D’apres la remarque 7.10, I’élément 7w 1o € Endp(M) est la projection sur
‘H parallelement & P pezl \fwt M (m) ; par conséquent, @ Te est un idempotent de S. Pour
h € H, posons

Dh i= QTw Tw pp, PTw Te € Endg(M) ;
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puisque @re 1o (M) C H et pp, € Endy (H), ceci définit effectivement un élément de ’algebre
S = Endy/(M). Soit M un S-module & droite. Puisque ¢rw 1 est un idempotent de S, on
vérifie aisément que I'application

(m PTw Tw, h) € M(,Dj]‘wﬂ]‘w XH — (m (pjl‘w,’ﬂ‘w) .h == m PTw Tw ,/O\h € M(p'ﬂ‘w,']fu

est bien définie et munit M¢re e d’'une structure de H-module & droite. Nous avons ainsi
construit un foncteur
mod—S — mod—H, M — Meyrw e ;

ce foncteur est appelé foncteur de Schur.

Théoréme 7.26 ([DJM], Proposition 2.19)
(i) Pour A € T0L,, on a des isomorphismes W () pre 1w =2 S(A) et L(A) pre 1o = D(X).

(ii) Supposons que R est un corps commutatif. Alors pour tout X € T, p € A3, on a
[S(A) : D(p)] = [W(A) = L(p)]- O

i)
i)

Remarque 7.27 Ce théoreme montre en particulier que la matrice de décomposition de H
est une sous-matrice de la matrice de décomposition de S. (Le lecteur troublé par ce fait
pourra se reporter a la remarque 6.29.) o

Corollaire 7.28 Supposons que R est un corps commutatif. Alors Sg est semi-simple si et
seulement si Hr [’est.

Démonstration. Supposons que H est semi-simple. Le théoréme 6.37 ((ii) = (v)) implique
que la matrice de décomposition de H est la matrice identité. D’aprés le théoreme 7.26 (ii),
la matrice de décomposition de S est également 'identité, donc le théoreme 7.25 ((iv) = (1)),
S est semi-simple. Réciproquement, supposons que S est semi-simple. Soit A € Hlm. D’apres
le théoreme 7.25 ((i) = (ii)) et le théoreme 7.26 (i), on a

S(A) = W(A) prere = L(A) preme = D(A),
donc S(A) et D(A) sont isomorphes. Puisque D(A) est un quotient du R-espace vectoriel

S(A) de dimension finie, on a S(A) = D(A). Le théoreme 6.37 ((iii) = (ii)) montre alors que
H est semi-simple. |

Observons que M est un (S,H)-bi-module. En fait, chacune des algébres H et S centralise
I’action de I'autre; nous avons donc un analogue cyclotomique de la dualité de Schur-Weyl.

Théoréme 7.29 (Théoréme du double centralisateur, [Mat3]) On a

szEndH( D M(u)) et H%End5< D M(u)).

ezt BEEL,
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7.4 Formule sommatoire de Jantzen

7.4.1 Enoncé de la sommatoire de Jantzen

Définition 7.30 On dit que (R,K,F') est un triplet modulaire si R est un anneau de valuation
discréte, d’unique idéal maximal p, K est le corps des fractions de R et F' = R/pR est le
corps résiduel. o

Dans toute cette section, nous supposerons que (R,K,F) est un triplet modulaire. Soit
g P'unique idéal maximal de R. Puisque R est un anneau de valuation discréte, pour tout
z € R\ {0}, il existe un unique entier v,(z) € N tel que v € p**@ R et z ¢ p’»(®+1R. On
pose également v,(0) := +o00. L'application v, : R — N U {400} ainsi définie satisfait les
propriétés suivantes :

(1) wvpley) =vp(e) +vply) et (D) vple+y) 2min(v(r),vp(y) (2,9 € R).

D’apres (i), on peut étendre v, & K en posant v,(z/y) = v,(r) — v,(y) (z,y € R,y # 0).
Les propriétés (i) et (ii) sont encore vraies pour tout z, y € K. On dit que lapplication
vy : K — 7Z U {400} ainsi définie est une valuation, appelée valuation p-adique.

Nous introduisons & présent la filtration de Jantzen pour les R-modules. Si M est un
R-module, on note Mp := F ®p M le module spécialisé (ici, R agit & droite sur F = R/pR
via la surjection naturelle R - R/pR).

Définition 7.31 ([AM]) Soit M un R-module muni d’une forme bilinéaire symétrique (-, -).
On pose pour i € N,

M(i)={ue M |VYveM,v,(u,v)) >i}.
La filtration de Jantzen de M est la suite
Mp = Mp(0) > Mp(1) 5---,
ot Mi(i) i= (M(i) + pM) /oM (i > 0). o

Remarque 7.32 Soit (Mp(i))iEN la filtration de Jantzen du R-module M muni d’une cer-
taine forme bilinéaire symétrique. Alors Mp(1) est le radical de cette forme bilinéaire (définie
sur Mg x Mp). De plus, si M est libre de rang fini comme R-module, alors on a Mp(i) = {0}
pour ¢ assez grand. o

Nous allons maintenant considérer, pour \; € IIY, | la filtration de Jantzen (WF()\l : z))Z cN
du Sg-module de Weyl W (A;), muni de la forme bilinéaire 1, (cf. définition 7.18). D’apres
la remarque 6.4, les Wr(A;; i), i € N sont des Sp-modules.

James et Mathas ont prouvé le résultat suivant [JM, Theorem 4.3].
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Théoréme 7.33 (Formule sommatoire de Jantzen)
Supposons que Sx est semi-simple. Alors pour tout A\; € TIL,, on a dans Ro(SF) :

Z (Wr(A; 1) Z JX WF ()]

>0 MIEHI
ot la matrice J< = (jfl Mz)kz el est explicitée au paragraphe 7.4.2. |
) LN otk m
La matrice J< dépend du choix de Panneau R et des parametres v,ui,...,u; € R et

m, | € N. Les coefficients de J< sont des valuations p-adiques de certains déterminants de
Gram ; au paragraphe 7.4.2, nous allons les décrire de facon combinatoire & I’aide de rubans
contenus dans les diagrammes de [-multi-partitions. Ici < désigne ’ordre de dominance sur
les multi-partitions. Nous utilisons la notation J< au lieu de .J pour mettre en évidence le
fait que J< est triangulaire pour cet ordre, c’est-a-dire que 'on a A\ A pu; = 5 ;‘h w= 0. Nous
illustrerons cette formule par I'exemple 7.40.

Nous allons maintenant donner une identité matricielle équivalente a la formule somma-
toire de Jantzen.

Définition 7.34 On définit la matrice D(q) = (dkz,m(Q))Al e Par

a (@) =D We(A;0)/We(Aj; i+ 1)« Le(u)] ¢ €Nlgl (A, py €T1,)
i>0

(noter la présence de multi-partitions conjuguées). o

Comme la matrice J9, la matrice D(gq) dépend du choix de ’anneau R et des parametres
vy, ..., u € Ret m, [ €N

Remarque 7.35 La matrice D(q) dépend du choix de Panneau R et des parameétres v,
u1,...,u; € R et m, I € N. Notons que dy,,, (1) est égal a la multiplicité de Lp(p;) comme
facteur de composition de Wg(A}), donc D(1) est la matrice de décomposition D de Sp. ¢
Lemme 7.36 Pour A\; € Tl , notons \; € TI!,, la multi-partition conjuguée a X\; et gardons
le symbole ' pour désigner la dérivation par rapport a la variable q. Soit J = (j)‘l’”l))\l,[LlGHl
une matrice a coefficients entiers. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Dans Ro(Sr), on a pour tout A, € T, , Z (We(N\i;4)] = Z Ia [Wr@1)]-
>0 yleﬂin

(ii) D'(1) = JD(1).

Démonstration. Soit A; € IIL,. D’aprés le théoréme 7.19, les [LF(E)], w, € I, forment une
Z-base du groupe de Grothendieck Ro(Sr). On a donc:
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Mo weaid)] = >0 Y [WelN; i) : Le(m)] [Le(m)]

>0 p,lel_[én

wENL >0 j>i

w el j>00<i<y

= Y dy,,OLr@)];

ML,
de méme, on a
S oineWer@)] = Y iaw [We®@) : Le(m)] [Lr ()]
viell, wy, v €N,

= 3 (X e [We@) s L)) [Dr ()]
ulEHfﬂ VlEHfﬂ

- Z ( Z j)\z,l/ld'/zylllz(l)> [LF(m)] :
[LIEHIWL l/lEHlm

Puisque les [L p(ﬁl)], u € an sont linéairement indépendants, le lemme s’ensuit. O

Corollaire 7.37 Supposons que Sk est semi-simple. Alors avec les notations du théoréeme

7.88, on a D'(1) = J<D(1). O
7.4.2 Définition de la matrice J<

Suivant [JM], nous définissons dans ce paragraphe une matrice J = (Jx, ) o, €Tl o A
coefficients dans R ; cette matrice dépend des parametres m, [ € N et v,uq,...,u; € R. Fixons

A=W AO) = (D)L ) € TIL, et envisageons les cas suivants.

Cas (J1). Supposons que \; # p; et qu’il existe deux entiers d, d' € [1;1], d # d

vérifiant les conditions suivantes: p(® c @), NN ,u(d'), A0 = 1 pour tout
b {d,d}, et p:=XD/u@D et p = pd)/X@) sont deux rubans de méme longueur h.
Soient hd(p) = (4,7, d) la téte de p et hd(p') = (7, 5',d') la téte de p’. On pose alors

g := (—1)ht(P)+ht(e) et Ty = (udvj_i - ud,vj'—i')g_

Cas (J5). Supposons que \; # p; et qu'il existe d € [1; [] tel que A*) = 1(®) pour tout

b#d, et p:=AND/AD N pD)et o= plD/(AD N pD) sont deux rubans de méme
longueur h. Par définition de p et p/, on a p N p' = 0, d’oit I'on déduit (en fonction des
positions relatives de p et p') que MY g p @ ou @ g A@ | Supposons que MA@ < p(@),
Soit p" C (AN u@) le ruban obtenu en joignant la queue de p & la téte de p/, mais qui
ne contient pas ces deux derniers noeuds (cf. figure 7.1). Notons hd(p) = (4, 7,d) (resp.
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hd(p') = (¢, 7',d"), resp. hd(p") = (i",5",d")) la téte de p (resp. p', resp. p"). Posons
enfin

£ 1= (_1)ht(ﬂ)+ht(p’) £y 1= (_l)ht(pUp”)+ht(p”Up’) ot

Y
I = (ud(vj_i — vj’_i,))gl.(ud(vj_i — vj”_i”))€2.
Si p@ 9 XD on pose Iy = Ty -
~ Cas (J3). Dans tous les autres cas, on pose

I =1

F1G. 7.1 — Dessin des rubans p, p' et p" (les neuds de (\D N p(D) — p" sont représentés en
blanc).

Rappelons que g est 'unique idéal maximal de R. On définit une matrice

J = Jp = (j)\lyllll))\l,[l,lEHlm

par la formule
j)\l,ll'z = V@(J)\lyﬂ'l) €7 (Al,[,l,l € Hin) .

Fixons maintenant un ordre partiel < sur IT/

m» €t notons < lordre strict associé. On
définit alors une matrice J< = (jfl Mz) A ettt Par les formules
) N o m

I St <p
= { DA : (A, € TIL,).

<
J = .
ALk 0 sinon

La matrice J< dépend donc des mémes parameétres que J, ainsi que de I'ordre <.

Définition 7.38 La matrice J< du théoréme 7.33 est la matrice J< que nous venons de
définir, ou <= < est 'ordre de dominance sur les multi-partitions. o
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Remarque 7.39 Avec les notations de [JM], on a pour tout A;, v; € II,, Vo(9n,v,) = jf, i
71

cf. [JM, Definition 3.36 & Remark 3.37]). Notons que A} <] si et seulement si A; > v;. Nous
[ l

préférons travailler avec des multi-partitions conjuguées pour étre en accord avec le chapitre

8 (cf. théoreme 8.3). o

Exemple 7.40 Prenons [ = 2 et m = 4. Soient R := Clz, z '] lanneau des polynomes de
Laurent en une indéterminée sur C, p I'idéal premier de R engendré par x — i (o i € C est
une racine carrée de —1) et R := C[z, 7], le localisé de Renp. Ona K =C(z) et F=C.
Prenons v = 22, u; = —x% et uy = 27'2. Il s’agit du choix de paramétres donné par le lemme
741 pourl =2, m=4,n=2et s, = (4, —4). Soit \; := ((3,1),(1)). Le calcul de j;];,u’ pour
certaines [-multi-partitions p; est donné dans le tableau ci-dessous. l

127 Cas J)\;’ w, _];];7”’?
(0,(1,1,1,1))  (J1) 2716 4 4f 1
0,21,1) (1) (@ ®+zH" 0
(07(272)) (J3) 1 0
(LD,(LY) (7)) @ 0+a8" -1
((1717171)70)) (J2) % 0
((2.2).0)  (J) % |

On calcule ainsi j;], L, bour tout p; € T, (on a 1!, = 20). La formule sommatoire de
{RLad)

Jantzen donne alors:

Z[Wp(((&l),@);j)] = [Wr((2,2),0)] + [Wr((2,1,1),0)] + [Wr((2,1),(1))]
] —[Wr((L.D,@,D)] + [Wr(0,3,1)] + [Wr(0,(1,1,1,1))].

Pour un choix approprié de parametres, des coefficients de J = (j Az,m) ont une

>\l’ 1228 eHgfn
expression plus simple. Nous reviendrons sur ce choix de parametres au paragraphe 8.2.1. Les

notations du lemme 7.41 ayant trait a des objets combinatoires sont données a la section 1.1.

Lemme 7.41 Soient n > 2 un entier et 8; = (s1,...,5;) € Z!. Choisissons les paramétres
suivants. Soient R := Clz,z '] 'anneau des polynémes de Laurent en une indéterminée



166 Bases canoniques d’espaces de Fock de niveau supérieur

sur C, & := exp(%) € C une racine primitive nl-iéeme de ['unité, p [’idéal premier de R

engendré par v — &, R := Clz, 7], le localisé de R en ©,
v =z et g = Mdglsand (1<d<l).

Nos parametres dépendent donc de n, | et 8;. Avec ce choix de paramétres, nous avons les
expressions suivantes des coefficients de J.

1°) Supposons que (Aj, p;) € T, x TI', satisfait les conditions (J1). Alors

. (=)D s res, (hd(p)) = res, (hd(p')),
I = 0 sinon.

2°) Supposons que (Aj, p;) € TIL, x TIL satisfait les conditions (J3). Alors

g = (—LOHO)

o 1 si res,(hd(p)) = resp(hd(p)) et h
e:=< —1 sires,(hd(p)) # res,(hd(p')) et h=

0 sinon.

™

Démonstration. Supposons que (A, p;) satisfait les conditions (J;). On a alors

j>\la”l = (_1)ht(p)+ht(pl)V@(P)\laﬂz (z)),

!

- ]
avec Py, (z) := gzt~ — u 2" =")  Observons que
Payu(8) = €927 — 235,

avec ay :=dn, ag :=lsq—dn+1(j —1i), az := d'n et ay := lsg —d'n+1(j' —i'). En utilisant le
fait que v,(zV) = 0 pour tout N € Z et que a:NP)\l,m () € C[z] pour un N € Z convenable,
on a

Y

Vo (P, (7)) >0,

V@(P)\l,ul(x)) Z ]- — P)\l,p,l(é-) = 07

Vo (P (7)) 2 2 <= Py, (§) = Py, (§) =0.

Un calcul direct montre que v,(Py,,y, (7)) > 1 si et seulement si a; +az = a3 + a4 (mod nl),
ie. l(sqg+7—1i)=1l(sg + 35 — 1) (mod nl), soit encore res, (hd(p)) = res,(hd(p')). De plus,
on a

a1+ as =az+ag (mod nl)
VW(PAl,I‘l(x)) Z 2 = { a2§a1+a2—1 _ a4§a3+a4—1

{ a1+ as =az+ag (mod nl)
a9 = Q4
{ ay = a3 (mod nl)
a9 = Q4
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Or la condition a; = a3 (mod nl) entraine d = d' (mod 1), ce qui est impossible car d et d’
sont deux entiers distincts compris entre 1 et [. Par conséquent, on v,(Py,,,, (7)) < 1, d’ont
le point 1°) du lemme. Supposons maintenant que (\;, p;) satisfait les conditions (J2). Avec

les notations de (J2), on a alors 9 = —¢1, d’ou
j)\l,[,l,l = (_l)ht(P)‘l‘ht(P’)Vp(P)\l’“l (x))a avec
P . ud(xl(]_l) — xl(j,_il))
ALt ($) T Ud(xl(j*i) — xl(j”*i"))
LG =) =G=) _ 1 i (comt(hd(p))—comt(hd(p))) _ ¢
2" =)~ (G-1) — 1 - 2h 1

Pour conclure, il suffit de remarquer que si N € Z, alors yp(xlN —1) =1 siIn divise [N, ou
encore si n divise N, et Vp(a:lN — 1) = 0 sinon. O
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Chapitre 8

Bases d’Uglov et v-algebres de
Schur cyclotomiques

Un des problémes centraux de la théorie des représentations des v-algébres de Schur cy-
clotomiques est de calculer la matrice de décomposition de Sg,(viui,...,u;) lorsque les
parameétres sont spécialisés a une racine n-ieme de ['unité. Etant donné une filtration de
Jantzen pour les modules de Weyl, nous avons défini un q-analogue D(q) de la matrice de
décomposition, dont les coefficients sont les multiplicités graduées des facteurs de composi-
tion des modules de Weyl (cf. définition 7.84). Soit par ailleurs A(q) la matrice de transition
entre la base standard et la base canonique G de la composante homogéne de degré m du
Uy(sly)-module Fy[s] (cf. chapitre 3). Graice au théoréme d’Ariki (cf. théoréme 6.41 et corol-
laire 6.48), il semble naturel de conjecturer que pour des choiz appropriés de paramétres, on
a Uidentité D(q) = A(q). Ceci donnerait, grace au chapitre 5, un algorithme pour calculer les
matrices de décomposition des v-algébres de Schur cyclotomiques. Dans le cas ou | =1, Va-
ragnolo et Vasserot [VV] ont prouvé que D(1) = A(1). De plus, les travauz de Ryom-Hansen
[Ry] ont montré que cette conjecture (toujours pour | = 1) est compatible avec la formule
de Jantzen-Schaper. Nous conjecturons que si la multi-charge s; est m-dominante (au sens
de la définition 4.29), alors on a D(q) = A(q) ; en particulier, nous conjecturons que A(1)
est égale a la matrice de décomposition D(1) de l’algébre de Schur cyclotomique spécialisée
Sc. Notons qu’a notre connaissance il n’existait pas jusqu’a maintenant de conjecture précise
pour le calcul de la matrice de décomposition, méme pour le cas | = 2 (type By,).

Bien que Sc et donc D(1) ne dépendent pas vraiment de la multi-charge 8;, mais seule-
ment de la suite des résidus modulo n de ses composantes, il est nécessaire d’imposer une
condition sur 8; pour avoir [’égalité D(1) = A(1) (et a plus forte raison, D(q) = A(q)). En
effet, nous avons par exemple calculé, pour deux choix de la multi-charge donnant les mémes
suites de résidus modulo n, deux matrices A(q) qui n’ont pas le méme nombre de coefficients
non nuls (voir l'exemple 4.33).

Notre conjecture s’appuie sur le théoréme suivant (voir aussi [Y]). A toute multi-charge
8; mous associons un ordre <, ce qui nous donne une matrice J=. Les coefficients J= sont
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décrits de maniére combinatoire (cf. paragraphe 7.4.2). Dans le cas ou 8; est m-dominante,
notre matrice J= coincide avec la matrice J< de la formule sommatoire de Jantzen, qui est
équivalente a l'identité D'(1) = J<D(1) (cf. corollaire 7.37). Nous montrons alors que pour
toute multi-charge s;, nous avons A'(1) = JXA(1) (cf. théoréme 8.3)

La preuve de notre théoréme est basée sur une expression combinatoire de la dérivée a
q = 1 de la matrice A(q) de linvolution de l’espace de Fock. Plus précisément, nous montrons
que A'(1) = 2J= (théoréme 8.4). Les coefficients de A(q) sont des analogues pour les espaces
de Fock des polynomes Ry ,(q) de Kazhdan-Lusztig pour les algébres de Hecke. Le calcul
classique des R;, (1) a été effectué dans [GJ] en liaison avec la conjecture de Kazhdan-Lusztig
pour les multiplicités des facteurs de composition des modules de Verma.

8.1 Notations

Nous utiliserons dans tout ce chapitre les notations suivantes.

* Rappelons que n et [ désignent deux entiers naturels non nuls, et s un entier relatif.
Soit 8; = (s1,...,5) € Z!(s) une multi-charge.

* Soit m un entier naturel non nul. Rappelons que an désigne ’ensemble des [-multi-
partitions de m.

* Soit (A,8) € IV x Z" une multi-partition chargée. Pour i € Z, notons

Ni(A) :==f{y € A | resp(y) =i mod n}

le nombre de i-nceuds de (A,s) (ce nombre dépend de la multi-charge s). Nous définissons
de fagon similaire N; (@) si € est une forme gauche contenue dans une partition chargée.

* Rappelons que nous avons défini au paragraphe 1.1.5.3 une bijection 7; : IIxZ — TI'x ZL.
Nous noterons

Al(—>)\

si A € et Ay € TTL, sont liées par la relation (A;,s;) = 7;()\,s). On définit un ordre
partiel < sur II!, comme suit. Soient X\;, p; € IIl,, et A, € II telles que A; < A
et p; < p. On dit que A; précéde p;, et on écrira A\; = p; si on a A < p. En par-
ticulier, A et pu doivent étre de méme rang. Notons que l'ordre < ainsi défini dépend
de la multi-charge s; que nous nous sommes fixée. [’ordre strict associé a < sera noté < .

* En accord avec le chapitre 1, nous serons amenés & considérer le groupe de Coxeter G,
(o r € N*), relativement au systéme canonique de générateurs

{oi=(i+1)]1<i<r—1}.

(Nous prions le lecteur de bien vouloir nous excuser pour le léger conflit de notations
qui en résulte; en effet, nous avons déja introduit au chapitre 4 la notation o; pour les
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générateurs de Coxeter du groupe de Weyl affine W, de U, (;[n), mais nous n’aurons pas
a considérer W, dans ce chapitre.) La fonction longueur sur &, sera notée £. L.’élément
de longueur maximale de G, sera noté w. Rappelons que &, agit a gauche sur Z" via

o.(kiy... ky) = (kg-—l(l), e ,kg-—l(r)) ((k1y....ky) EZ", 0 € G,;).

* Nous utiliserons les notations c(k), d(k), m(k), ¢(k) (k € Z) définies & la section 2.1.
Soient (Py), (P») et (P3) les propriétés de ¢ données au lemme 1.10. Nous utiliserons
aussi les notations b(k), c(k), d(k), m(k), v(k) et w(k) (k € Z"), également définies &
la section 2.1.

Rappelons que
As (q) = (akz,m; SI(Q))AZ,,,,IGHI

désigne la matrice de 'involution de F[s;], et que

A;i—l (q) - (Ailap’l; 8] (q))Alal“lEHl

désigne la matrice de passage de la base standard vers la base canonique d’Uglov G™
de F[s;] (cf. paragraphe 3.4.3). Notons pour simplifier
— — +
A(q) T (a)‘lap’l; Sy (q))Al,Mlenffn et A(q) T (A>\l7”'l; 81 (q)))\l’”lengﬂ,,

et posons de méme ay, , (q) 1= ax, ;5 (q) et Ax, p,(q) := A;\rl,m; 5 (@) (A, € IT,).

8.2 Enoncé des résultats

8.2.1 Notre choix de parametres

Nous décrivons ici notre choix de parameétres pour la v-algebre de Schur cyclotomique S
(cf. lemme 7.41). Nous garderons ces parametres pour toute la suite de ce chapitre, sans pour
autant les mentionner systématiquement de fagon explicite.

Nos parametres sont similaires & ceux utilisés dans [Ja] pour les algébres de Ariki-Koike.
Ils dépendent des entiers n, [ et du l-uplet s; € Z' que nous nous sommes fixés au départ.

Soient R := Clz,z '] 'anneau des polynomes de Laurent en une indéterminée sur le corps C,
¢ = exp(%) € C une racine primitive nl-itme de 'unité, p I'idéal premier de R engendré

par z — &, R := Clz,z7!], le localisé de Ren ©,

v = et g := ENglsa—nd (1<d<l).

On a alors K = C(z), F = C et Sp = Sc(¢;C,... (%) avec ( = exp(%); Sp ne
dépend donc que des résidus sy mod n (1 < d < [). Notre choix de parameétres fournit ef-
fectivement un triplet modulaire (R,K,F); cependant le choix de I'idéal g conduisant & la
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définition de R n’est pas canonique.

Notons qu’avec notre choix de parametres, I'’élément Py, € K introduit au théoreme 6.21
est non nul, donc d’apres le théoreme 6.21, Palgebre H (v;uq,...,u;) est semi-simple. (On
peut aussi retrouver la semi-simplicité de H g (v; uq, . .. ,u;) en remarquant que la spécialisation
de z & 1 envoie Hg(v;uq,...,u;) sur I'algebre semi-simple CG(I,1,m), puis en utilisant un
argument de déformation de Tits [A1].) D’apres le corollaire 7.28, Ialgébre Sk (v;u1, ... ,u;)
est aussi semi-simple. Par conséquent, nous avons une formule de Jantzen pour la v-algebre
de Schur cyclotomique spécialisée Sp = Sc((; ¢, ... ,¢%).

8.2.2 Enoncé des théoréemes

La formule sommatoire de Jantzen fait intervenir une matrice notée J<, que nous avons
définie au paragraphe 7.4.2. Nous avons en fait défini & ce paragraphe une matrice J< pour
n’importe quel ordre < sur I, ; la définition de cette matrice fait appel & des cas (J1), (J2) et
(J3) auxquels nous nous référerons tout au long de ce chapitre. Nous avons donné au lemme
7.41 une expression commode permettant de calculer la matrice J< avec notre choix de
parametres. Dans ce chapitre, nous travaillerons plus particulierement avec 'ordre < défini
a la section 8.1. (Rappelons que cet ordre dépend de s;.) Nous verrons & la proposition 8.18
que si 8; est m-dominante, alors on a J~ = J<. Attention, les ordres < et < ne coincident
pas nécessairement, méme si s; est m-dominante (cf. remarque 8.19).

Exemple 8.1 Prenons n =3, =2, s; = (1,0) et m = 3. Ici, 8; n’est pas m-dominante, et
les matrices J= et J< sont différentes. En effet, on a d’une part

0 . ((1,1),(1))
0o 0 . ((3),0)
0 0 0 . (0,(3))
0o 0 0 0 . ((1),(2))
J<— |00 1 00 (0,(2,1))
~]l0 1 1 0 0 0 . ((2),(1))
0O -1 0 0 1 1 0 . ((1),(1,1))
0 1 -1 0 1 —-110 . (0,(1,1,1))
0 1 -1 0 0 1 000 . ((2,1),0)
0 -1 0 0 -1 0 1010 ((1,1,1),0)

Ici, les multi-partitions de m indexant les vecteurs de la base standard de F[s;] sont rangées
suivant un ordre total qui raffine 'ordre <. D’autre part, si nous conservons cet ordre pour
écrire les lignes et les colonnes de .J<, nous avons
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J9 =

OO O OO OO o oo

OO DO OO OO oo

SO R OO O oo oo

_ o O O OO

e

SO R OO = OO OO

OO O OO OO o oo

o O O O

o O O = O

((1,1),(1))
((3),0)
(0,(3))
((1),(2))
(0,(2,0))
((2),(1))
((1),(1,1))
(0,(1,1,1))
((2,1),0)
((1,1,1),0)

La matrice écrite ci-dessus n’est pas triangulaire car I’ordre que nous considérons n’est pas

compatible avec <.

o

Exemple 8.2 Prenons n = 3,1 =2, s; = (4, — 3) et m = 3. Ici, s; est m-dominante. Dans
ce cas, < et < sont deux ordres différents, mais les matrices J= et J< coincident. En effet,

on a

OO OO OO oo oo

SO == O

jen

SO == OO O -

o = O O -

Voici le principal résultat de ce chapitre.

Théoréme 8.3 On a

o O oo O -

Ce théoreme est équivalent au théoréme suivant.

Théoréme 8.4 On a

Al(1) =277,

A'(1) = JRA(L).

((1,1),(1))
((3),0)
((2,1).0)
((2),(1))
((1,1,1),0)
((1),(2))
((1),(1,1))
(0,(3))
(0,(2,1))
(0,(1,1,1))
0
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Démonstration de I’équivalence des théorémes 8.3 et 8.4. Puisque la base canonique est in-
variante sous l'action de I'involution, on a Iidentité A(q) = A(q)A(g!). En dérivant ceci
dq=1,0onaA'(1) = A(1)A(1) — A(1)A’(1). Puisque A(1) est la matrice identité, on en
déduit que 2A’(1) = A’(1)A(1). Par conséquent, le théoréme 8.4 implique le théoréeme 8.3. 11
suffit de remarquer que A(1) est unitriangulaire, donc inversible, pour établir la réciproque. [

Exemple 8.1 (suite). Rappelons que n = 3, [ = 2, s; = (1,0) et m = 3. Si nous arrangeons
les lignes et les colonnes de A(q) suivant I'ordre utilisé pour écrire J=, nous avons

1 : : : (1,1),(1))

0 1 . . (3),0

0 0 1 . 0,(3)3

0 0 0 1 (1),(2)

| o 0 qg—q ! 0 1 0,(2,1)

Al = o 4 q—q-! 0 0 1 (2),(1)§ :

0 ¢ 2-1 (¢g—q1)2 0 g—gq! qg—q 1! 1 (1),(1,1)

0 ¢3(¢>-1) —(g—q7! 0 -1 ¢?2-1 qg—-q¢' 1 0,(1,1,1)

0 ¢ -1 g 2-1 0 0 g—q 1! 0 0 1 ((2,1),0)

0 —(¢g—¢Y) —-q¢*g—q¢H? 0 ¢?-1 (¢g—¢H? ¢g—¢* 0 g—qg' 1 ((1,1,1),0)
On a donc bien A'(1) = 2J~ dans ce cas. o

Exemple 8.2 (suite). Rappelons que n = 3, = 2, 8; = (4,—3) et m = 3. Si nous arrangeons
les lignes et les colonnes de A(q) suivant I'ordre utilisé pour écrire J=, nous avons

1 .
((1,1),(1))
0 L . ((3),0)
0 q ; q 1 . . . . . . . . ((2,1),@)
o el ¢ a! 1 . . . : : oy
| o 21 a—aq- 0 1 . . . . . (1,1,1),0
A(q) =| 0 0 0 0 1 . E(l),@)) :
0 —(g—q 1) (¢—q 1?2 ¢—q ! ¢a—q¢ ' 0 1 ((1),(1,1))
0 0 ¢ 21 qg—q ! 0 0 0 1 . . 0,(3))
0 0 - Ma—-aM? @-aH? -1 0 qg-—q¢ ' qg-q* 1 . 0,(2,1))
0 ¢ 3% -1) 0 —(@a—aq 1) 0 0 ¢*-1 ¢ %-1 q-q¢ ' 1 (@.(1,1,1))
On a donc également A’'(1) = 2J~ dans ce cas. o

Nous prouverons le théoréme 8.4 au cours des sections suivantes. Notre démonstration
est similaire & celle donnée dans [Ry| dans le cas du niveau 1. Toutefois, le cas du niveau
supérieur est nettement plus compliqué; nous le traitons en envisageant de nombreux cas
(voir la section 8.8).

L’analogie formelle entre le théoreme 8.3 d’une part, et la reformulation de la formule
sommatoire de Jantzen donnée au corollaire 7.37 d’autre part, nous invite a poser la

Conjecture 8.5 Supposons que s; est m-dominante. Soit Sp la v-algébre de Schur cycloto-
mique spécialisée donnée par notre choix de paramétres (cf. paragraphe 8.2.1). Soit D(q) le
g-analogue de la matrice de décomposition de Sp introduit a la définition 7.34. Alors on a
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0

Exemple 8.6 Prenons & nouveaun = 3,1 =2, s; = (4,—3) et m = 3. Soient R:= Clz,z '],

o= (x — e%r) CRet R:= Clz,z~!],. Considérons la v-algebre de Schur cyclotomique
S = Sr(v;u1,u2)

définie sur 'anneau R et ayant pour parametres

V= :1:2, Uy 1= —:1:5, Up 1= z 12
L’algebre spécialisée est donc S¢ (e%; %5 ,1) . Dans ce cas, nous conjecturons que la matrice
D(q) est égale &
L. ((1,1),(1))
0o 1 . ((3),0)
0 ¢ 1 . ((2,1),0)
0 ¢ ¢ 1 . 5(2),(1)))
- 0 0 q o 1 . (17171)?®
AD="100 0 001 . ((1),(2))
00 ¢ ¢ g0 1 . ((1),(1,1))
00 0 ¢g 00 0 1 . (0,(3))
00 0 ¢2 00 g g1 (0,(2,1))
00 0 0 g0 ¢ 0 g1 (0,(1,1,1))

o

Si on ne suppose plus que s; est m-dominante, alors nous conjecturons que la matrice
A(q) est égale & un g-analogue de la matrice de décomposition d’'un recouvrement quasi-
héréditaire (au sens de Rouquier) de l'algébre de Ariki-Koike H. Ce recouvrement, dépendant
de s;, pourrait provenir d’une algebre de Cherednik rationnelle via le foncteur de Knizhnik-
Zamolodchikov [GGOR] (voir [Ro]). Il serait Morita-équivalent & la v-algébre de Schur cy-
clotomique de [DJM] dans le cas ou s; est m-dominante.

8.3 [-nombres et rubans

On introduit ici les f-nombres associés & une partition chargée. Soit A = (A,\2,...) € II
une partition ayant au plus r parts. Le r-uplet

B,(A) =M +s,+s—1,... N+s—r+1)eZ"

est appelé r—liste de 3-nombres associée a (\,s), ou de facon abusive liste ou suite de [3-
nombres associée a . L’ensemble des entiers qui composent 3,()) sera noté B,()). Notons
que 3, (A) est une suite strictement décroissante d’entiers tous supérieurs ou égaux a s+1—r.
B,(\) dépend en fait de Pentier s que nous nous sommes fixés, mais que nous ne ferons pas
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apparaitre dans la notation pour ne pas trop l'alourdir. Une partition A est entiérement
déterminée par la suite de S-nombres 3, (\) qui lui est associée. Il y a en fait un lien étroit
entre les B-nombres et les g-produits extérieurs de r facteurs (cf. chapitre 2). En effet, si A
est une partition ayant au plus r parts et k = (k1,...) € PTT(s) est tel que ug = |A,s), alors
on a (ki,....,k) = B, ().

Si f est une fonction définie sur Z", il sera commode de voir f comme une fonction (qu’on
notera encore f) définie sur 'ensemble des partitions de rang r, via la formule

F)=FBR) Al A =r).

Par exemple, on définit ainsi pour toute partition A les vecteurs e()), d()), etc. (Voir la
section 8.1.)

Pour prouver le théoreme 8.4, nous devons faire le lien entre I’ajout/la suppression d’un
ruban & une partition et la liste de S-nombres associée. Pour cela, nous rappelons un résultat
classique sur les S-nombres (cf. par exemple [Matl, Lemma 5.26]).

Lemme 8.7 Soient v(V) et v(2) deuz partitions ayant au plus r parts. Soit B3,(V?) = (B1,....5,)
la liste de B-nombres associée o v . Alors v c V2 et p = V(Q)/l/(l) est un ruban si et
seulement si il existe des entiers b, h € N* tels que

BT‘(V(I)) = {/Bla' .. 7/817713/317 - haﬁb+la cee aﬁr‘} .

Dans ce cas, b est le numéro de ligne de la queue de p et h est la longueur de p. Soit 0 € G,
lunique permutation obtenue en rangeant les entiers (Bi,....,00—1,0 — by Bps1y---,0r) par
ordre décroissant. On a alors £(o) = ht(p). De plus, le contenu de la téte de p vaut

cont(hd(p)) = a. = B — h,
ot ¢ est le numéro de ligne de la téte de p.

Démonstration. Le sens direct est immédiat. Réciproquement, supposons que 1’ensemble des
B-nombres de v(M) est B(vM) = {B1,....0p—1, 0 — b, Bys1, - -3}, avec h > 0. On doit alors
avoir B, —h > s+ 1 —r et 'existence de b < ¢ < r tel que B, > B, —h > Be11 (o, sic =7, on
pose (.41 := s —r). On remarque alors que v(1) est obtenue & partir de v en enlevant un
ruban p, ot p C v(? est le ruban dont la téte est située A la ligne ¢ de v et dont la queue
est située a la ligne b de v p est bien un ruban de longueur h. De plus, la permutation o
de I’énoncé vérifie

U-(ﬁla s aﬁbflaﬁb - haﬁb+17 s a/BT) = (ﬁla s aﬁbfluglrkla s aﬁcaﬁb - haﬁc—l—la s a/BT) )

par conséquent, o est un cycle de longueur ¢ — b = ht(p). Enfin, la téte de p a pour coor-

données (c, vt + 1), donc son contenu vaut cont(hd(p)) = s+ (l/él) +1l)—c=a.,=0F—h.0O

Exemple 8.8 Prenons s = 4, r = 5, v(V) = (6,2,2,2,2) et v? = (6,5,3,2,2). Alors p =
1/(2)/1/(1) est un ruban et on a b =2, ¢ = 3 et h = 4. Par ailleurs, on a B(v?) = (31, ....05)
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(10,8,5,3,2) et (V) = (B1, Bs, By — h, B, B5) = (10,5,4,3,2). On a o = (2,3) et donc £(o) =
1 = ht(p). Enfin, la téte de p a pour coordonnées (3,3) et on a donc cont(hd(p)) =4 = a, =

Py — h. o
Lemme 8.9 Soient vV, v(2) ¢ TI telles que [vM)| = |[v@)| = r et ) £ @), Soient
BWM) = (ay,...,ap) et BW?) = (B1,...,5:) les suites de B-nombres assocides a vV et

v?) respectivement. Posons p := v /(M) N et p' := @ /(1D NpQ),

1°) Alors, p et p' sont deuz rubans si et seulement si §(B(v™M)) N B ®)) =r—2. Dans ce
cas, soit
. h la longueur commune de p et de p',
.y le numéro de ligne de la queue de p',
.y le numéro de ligne de la téte de p,
. o' le numéro de ligne de la queue de p, et
. x le numéro de ligne de la téte de p.

On a alors {a;,i # 2'y'} = {Bj,7 # =y},
cont(hd(p)) = By = ag — h et cont(hd(p')) = ay = B, — h.

Soit m € &, 'unique permutation obtenue en rangeant par ordre décroissant les entiers
(Bry-- By —hy... .Be+h,....0:) qui forment B(vWM). Alors £(r) = ht(p) + ht(p').

2°) Supposons que les conditions du 1°) sont remplies. On a alors les équivalences suivantes,
et de plus un des deuz cas suivants a lieu :

() y<y <z’ <z = v qv®,
(i) o/ <z<y<y <= v@ g,

Démonstration. On prouve 1°) en appliquant le lemme précédent aux couples de partitions
M Nrv@ My et (M N2 3). Prouvons A présent 2°). Les inégalités y < 3 et 2’ < z
sont évidentes. Puisque pNp’ = @), un des deux cas suivants a lieu: ou bien 3y’ < z’, auquel cas
on a v() 9@ ou bien z < y, auquel cas on a v g (V). Ceci prouve les deux implications
=, et comme 'un des deux cas a lieu, on a les équivalences souhaitées. O

8.4 Expressions des matrices J< et J=

8.4.1 Une premieére approche des cas (J;) et (J5)

Nous allons donner une condition nécessaire et suffisante en termes de partitions pour
que (g, ;) € L, x TIL satisfasse (J1) ou (J2). Nous renvoyons le lecteur au paragraphe 7.4.2
pour la définition de ces cas.
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Lemme 8.10 Soient \; = A\, ... A0) e TV, et p; = (u,... .u0) € 1Y, deuz multi-
partitions, et X\, pp € Il telles que A\ <> X et p; <> . Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

(1) X C u, et p/X est un ruban,
(i) A\; C py, et il existe d € [1; 1] tel que pD /XD est un ruban et X0 = 1) pour tout
be[l; ]\ {d}.

Démonstration. Prouvons (i) = (ii). On passe de A & p en ajoutant un ruban de longueur
h. D’apres le lemme 8.7, ceci correspond, au niveau des diagrammes d’abaques, & passer de
A(N,8) & A(u,s) en déplacant une bille située en position k de h crans vers la droite. Au
niveau des diagrammes d’abaques & [ tiges A(A;, 8;) et A(p, 8;), le déplacement de cette bille
correspond au déplacement de T crans vers la droite de la bille située en position ¢(k) sur la
tige d := d(k). L’assertion (ii) découle de ceci et du lemme 8.7 appliqué au couple (MA@, ;(®).
On prouve la réciproque de facon analogue. O

En appliquant deux fois le lemme précédent et le lemme 8.9, on obtient le corollaire
suivant.

Corollaire 8.11 Soient A\;, p; € I, deuz multi-partitions distinctes, et X, p € II telles que
Al > X et py <> p. Supposons que |X| = |p| = . Alors (A, ;) satisfait (J1) ou (J2) si et
seulement si §(B(X\) N B(p)) =1 — 2. O

Soient Aj, p; € IIL, et A, pu € II telles que A; <+ A et p, <> . Considérons les assertions
(M) M= (e xap), W=l=r et §(BO)NB{)=r—2.

Le corollaire précédent montre que si (A, p;) ne satisfait pas (#), alors on a jfl =0

Notations. Soient Ay = (A, ... A0y e 1l et p, = (uM,... .ux0) € I, deux multi-
partitions telles que (A, ;) satisfait (#). Dans ce cas, nous adopterons pour toute la suite de
ce chapitre les notations suivantes. Soient A, u € II les partitions telles que A; <+ A et p; <> .
Soient (v, ... ) et (B1,...,0;) les suites de B-nombres associées & A et p respectivement.
D’apres le lemme 8.9 appliqué au couple (v(1), v(2)) = (X, 1), il existe des entiers positifs ¥,
y', @', x et htels que {ay,i # 2"y} = {B),] #zy}, ay = By — h et ay = B, + h. De plus,
d’apres le corollaire 8.11, (A, p;) vérifie (J1) ou (Jz2) ; soient alors d,d’ € [1; 1] et h e N* les
entiers introduits dans la définition des cas (Jy) et (J2) (dans le cas (J3), on pose d’' := d).
Soient enfin v € [0; nl — 1] le résidu de ¢(83,) — ¢(B;) modulo nl et 6 € [0; nl — 1] le résidu
de n(d(By) — d(z)) modulo nl.

Remarque 8.12 Supposons que (A, ;) vérifie (H), et reprenons les notations précédentes.
Puisque A <1 i1, on a d’apres le lemme 8.9 I'inégalité 4 < z/, ce qui entraine

Ces inégalités, ainsi que 'égalité {a; | i # 2',y'} = {B; | j # =,y} et le fait que les f; sont
deux & deux distincts, impliquent que {f;, 6y} N B(\) = 0. o
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Sous les hypothéses (#), le lemme qui suit relie les S-nombres de A(@ | X(@) (@) ef 4,(d)
d’une part aux S-nombres de A et y d’autre part.

Lemme 8.13 Supposons que (A;,p;) vérifie (H), et reprenons les notations précédentes.

1°) On a alors
{d(B2),d(B,)} = {d(Be + h),d(B, — h)} = {d,d'}.

De plus, pour tout 1 < b <1, on a

{1 <i<r|d(a)=0b}=#{1 <i<r|d(B) = b};

soit ry, cette valeur commune.

2°) Supposons que (Ar, ;) vérifie (H) et (Jv). Alors d(B;) = d et d(By) = d'. Notons

ﬁrd(A(d),) = (717 s afyrd)a ﬁrd (M(d)’) = (613 . ’67'd)’
B, Ay =) et B, (W) =(5,....5)

les suites de B-nombres associées ¢ AP, ,u(d), M) ey ,u(d'). Soit b (resp. ¢) le numéro
de ligne de la queue (resp. téte) de p, et b' (resp. ) le numéro de ligne de la queue
(resp. téte) de p'. Les égalités {d(B:),d(By)} = {d(By + h),d(By — h)} = {d,d'} du 1°)

montrent qu’un des deuz cas suivants a lieu.

— Premier cas: on a d(3;) = d(B, + h) =d et d(By) = d(By — h) =d'. Alors

be =¢(Ba), W =0B+h), vu=0By—h), & =&y
et h= (s +h) = d(Bs) = B(By) — $(By — h)-
— Second cas: on a d(B;) = d(By — h) =d et d(By) = d(By + h) = d'. Alors

be=d(Br), =3By —h), Ye=dB:+h), & =08,
et h=¢(By—h) — $(B:) = P(By) — H(Br + h).
%) Supposons que (A, p;) vérifie (H) et (Jo). Notons
Br, O = (v, o) et B, (D) = (01, 0,

les suites de -nombres associées A\ et u(®. Soit b (resp. ¢) le numéro de ligne de
la queue (resp. téte) de p, et b (resp. ¢') le numéro de ligne de la queue (resp. téte)
de p'. Alors X\ <q (D et on a

50 = ¢(B:1:)7 Yo = ¢(ﬂx + h), Y = ¢(/3y - h)a 5b’ = ¢(By)
et h=¢(Bs +h) — $(Bs) = $(By) — d(By — h).
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Démonstration. On passe de p; & A; en retirant le ruban p’ et en ajoutant le ruban p. Ceci
correspond au niveau des diagrammes d’abaques A(w;, s;) et A(A;, 8;) au déplacement de
deux billes (cf. démonstration du lemme 8.10). Déplacer ces deux billes revient, au niveau
des diagrammes d’abaques A(u, s) et A(X, s), a déplacer les billes situées en positions {3;, By}
vers les positions {3, + h, B, — h}, d’olt les deux premieres égalités du point 1°). Les dernieéres
assertions du point 1°) découlent de ceci et de Pégalité {«; | i # 2',y'} = {B; | j # =y}

Prouvons & présent le point 2°). Une analyse plus poussée du déplacement des billes
évoquées ci-dessus montre qu’on a plus précisément les propriétés suivantes:

@) {70} ={8Bs +h), By —h)} et {0, 0.} = {d(Ba), (By)} -
(ii) Soit k € {Bs, Bz + h, By — h,By}. Alors ¢p(k) € {,0.} si et seulement si d(k) = d, et
¢(k) € {7., 0} } si et seulement si d(k) = d'.

Commencons par montrer que d((,) = d. Supposons que d(3,) = d'. D’apres (i) et (ii),
on a ¢(B;) € {6},,0:} N {7, 0}, }. Ceci implique ¢(B;) = d;,. En effet, si ¢(5;) # 0}, on doit
avoir ¢(f8;) = 0. = 7. € {¢p(Bs + h), d(8y — h)} d’apres (i). Soit k € {5, + h, B, — h} tel que
B(k) = 7 = $(By). Dapres (ii), on a d(k) = d(8,); de plus, p(k) = ¢(B,), d'oit k = f,.
Ceci est contradictoire avec la remarque 8.12, donc ¢(53,) = 0. Soit k € {8, + h, B, — h} tel
que d(k) = d'. D’apres la propriété (P,) et la remarque 8.12, on a ¢(k) > ¢(3;) = d;,, donc
d’apres (ii), on a ¢(k) = +.,. Par conséquent, on a y,, > d;,. Par ailleurs, d’apres le lemme 8.7
appliqué & (A@) (@) on a v =6y, —h< dy, ce qui est absurde. D’apres le point 1°), on a
donc d(B;) = d et d(8,) = d'. Traitons & présent le premier cas du point 2°) (le second cas se
traite de méme). D’apreés (i), on a {y, .} = {¢(Bz), #(Bx + h)}. De plus, d’apres le lemme
8.7 appliqué & (A(d),u(d))A, on a d, = v, — h < 7y,. La propriété (P,) entraine alors 6. = ¢(5;)
et W = BB + h), Aot h = — 8, = (B, + ) — $(Bs). De méme, on a 7, = (6, — h),
Sy = d(By) et h = d(By) — d(By — h).

Prouvons & présent le point 3°). Puisque A < p, la remarque 8.12 et la propriété (Ps)
entrainent les inégalités

P(Bz) < P(Be +h) < BBy —h) < P(By)-

Par ailleurs, une analyse plus poussée du déplacement des billes évoquées au début de la
preuve montre que

{0y,0c} ={0(Be), 0(By) Y et {w v} ={d(Be +1),0(By —h)}.

Supposons que d. = (). Puisque ¢(8y) > ¢(By + h), ¢(By) > #(By — h) et 7, appartient a
I'ensemble {p(5; + h), ¢(By — h)}, on doit avoir §, > ;. Par ailleurs, en appliquant le lemme
8.9 au couple (A@, u(D) on a vy, = 4. +h > de, ce qui est absurde. Ainsi 6. = ¢(0;) et
oy = ¢(By). D’apres la propriété (P,), on a donc d. < dy, d’ot ¢ > b'. En appliquant a
nouveau le lemme 8.9, on a X4 < 4@ et ¥ < ¢ < b < ¢. En particulier, on a ¢ < b, d’ott
Y < Ye. D’apres la propriété (P»), on a donc v, = ¢(B; + h) et v = ¢(By — h). Le lemme
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8.9 montre alors que h = Yo — 0c = P(By + h) — P(B) et h =6y — e = d(By) — p(By —h). O

Lemme 8.14 Soient A\j, p; € an, et \, u € 11 telles que A\j <> X et p; <> . Supposons que
Janmy 7 0. Alors on a, avec les notations de (J1) et (J2) et de la section 8.1, les égalités

Nip) = Nilp) GeZ) et A =lul.

Démonstration. Puisque jy,,,, est non nul, le lemme 7.41 montre qu’au moins un des deux
cas suivants a lieu:

— Premier cas: on a resy,(hd(p)) = res,(hd(p')). Notons que si o est un ruban, alors les
nombres cont(y),y € o sont deux & deux distincts, et ’ensemble de ces nombres est
précisément U'intervalle [cont(hd(o)) ; cont (tl(0))]. En combinant ceci avec I’hypothese
res,, (hd(p)) = res,(hd(p")) ainsi que h = £(p) = £(p'), on a pour tout entier i € Z,
Ni(p) = Ni(p). R

~ Second cas: on a h =0 (mod n). Alors pour tout i € Z, on a N;(p) = N;(p') = h/n.

Montrons a présent que |A\| = |p|. Soit vy := X\ Ny, et v € 11 telle que v; <> v. Nous
allons montrer que

= A = |v| = ((n — 1)l + 1)No(p) + (h — No(p)) -

En raisonnant par récurrence sur E, on se raméne au cas ol h = 1, i.e. p ne contient qu’un
seul nceud ~y. Soit r € N tel que A et v ont au plus r parts. D’apres le lemme 8.7, il existe
a € By (v) et B € By() tels que B, (v) \ {a} = B,(A\) \ {8} et @ = 3 — h. Les diagrammes
d’abaques A(v, s) et A(A,s) different de par le déplacement d’une bille; il en est de méme
pour les diagrammes A(vy, 8;) et A(A;, 8;). En considérant les positions initiales et finales de
ces deux billes, on obtient les égalités

$(B) =da) +h=¢p(@)+1 et  d(B) =d(a)=d.

D’apres le lemme 8.7 et la propriété (P;), on a res,(y) = ¢(a) mod n = o mod n. Distinguons
a présent deux cas. Si res,(y) = 0 mod n (i.e. si No(p) = 1), ona a=n+n(d— 1)+ nlm
avec m € Z, dou ¢(f) = ¢(a) +1 = 1 4+ n(m + 1). Puisque d(8) = d, on a donc
B=1+n(d-1)+nl(m+1), dout h = 8 —a = (n— 1)l + 1. Un raisonnement ana-
logue montre que si res,(y) # 0 mod n (i.e. si No(p) = 0), alors on a h = 1. Ceci prouve la
formule annoncée. De méme, on a |u| — |v| = ((n — 1)l + 1) No(p') + (h No(p')). Puisque
No(p) = No(p'), A et pu ont bien le méme rang. O

8.4.2 [Expression des coefficients de J~

Grace au lemme 7.41, nous établissons les expressions des jfl " dont nous aurons besoin
b
pour prouver le théoréme 8.4.
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Proposition 8.15 Supposons que (A, p;) satisfait les conditions (J1) et que A; < p;. Avec
les notations du paragraphe 8.4.1, on a alors § > 0, et

< (=1)Pt@+()  gi b=~ (modnl) ou h=4d (modnl),
Ixmy 0 sinon.

Démonstration. Notons qu’on peut appliquer le lemme 8.13 en vertu du corollaire 8.11.
Reprenons les notations de ce lemme. L’assertion § > 0 découle du point 1°) du lemme 8.13.
En appliquant le lemme 8.7 aux couples (A(@, ;(@) et (A(d,), u(d,)), on a

resy, (hd(p)) = 6. mod n et res,, (hd(p')) = 7% mod n.

D’apres le lemme 7.41, il suffit donc de montrer I’équivalence
be=7y (modn)<= (h=7v (modnl) ou h=4 (mod nl))

Pour cela, reprenons les deux cas du point 2°) du lemme 8.13.

— Premier cas: on a d(8;) = d(By + h) et d(By) = d(By — h). D’apres le lemme 8.13 et la
propriété (Py), on a les équivalences suivantes, ol les congruences sont prises modulo n :

505'72'<:>¢(/3x)E¢(ﬁy_h)<:>ﬁx5ﬁy_h<:>h57-

Il reste donc & prouver que d, = 7., (mod n) = h = v (mod nl). Supposons que
dc =7 (mod n);on aalors h =~ (mod n). Ceci et I'égalité d(8,) = d(B; + h) forcent
d(h) =1, dott h =~ (mod nl).

— Second cas: on a d(B3;) = d(B, — h) et d(By) = d(B; + h). En utilisant & nouveau le lem-
me 8.13, on prouve comme au premier cas I’équivalence

de =74 (modn) <= h=0 (modn).
Supposons que d, = ., (mod n). On a alors h =0 (mod n), d’ou
d(B,) = d(B, + h) = d(B) +d(h) — 1 (mod 1),
puis n(d(h) — 1) = n(d(By) — d(8z)) =6 (mod nl). On a donc bien h = § (mod nl).
U

Proposition 8.16 Supposons que (Aj, ;) satisfait les conditions (J3) et que A; < p;. Avec
les notations du paragraphe 8.4.1, on a alors § =0, et

j;l’ﬂl = (_l)ht(tht(p )5’

ol
1 sih=v (modnl) et h#0 (mod nl),
e:=¢ —1 sih#~y (modnl) et h=0 (modnl),
0 sinon.
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Démonstration. La preuve est analogue a celle de la proposition précédente. Notons qu’on
peut appliquer le lemme 8.13 en vertu du corollaire 8.11. Reprenons les notations de ce lemme.
L’assertion 6 = 0 découle du point 1°) du lemme 8.13. D’aprés le lemme 7.41, il suffit de
montrer les équivalences

=~ (mod nl)
et (ii) h=0 (mod n) 0 (mod nl) .
Le lemme 8.9 montre que res,(hd(p)) = d. mod n et res,(hd(p’)) = v~ mod n. D’apres le
lemme 8.13 et la propriété (P;), on a les équivalences

resy (hd(p)) = resn (hd(p')) <= ¢(Bz) = ¢(By —h) (modn) <= h=v (modn);

on montre alors I’équivalence (i) comme au cours la preuve de la proposition 8.15. On prouve
de méme ’équivalence (ii) & Paide de I'égalité h = ¢(B, + h) — ¢(5,) donnée par le lemme
8.13. 0

8.4.3 Cas ou la multi-charge s; est m-dominante

Rappelons qu’on a défini au paragraphe 8.1 un ordre partiel < sur an.

Lemme 8.17 Soient A\j, p; € IIL | et X\, u € II telles que Aj <> X et p; < . Supposons que

m?’
|A| = |p|. Considérons les cas suivants :

1°) (Ag, ) satisfait (Jy) et s; est m-dominante,
2°) (Xr, py) satisfait (Jz).

Alors dans chacun de ces cas, on a l’équivalence
A== A <Ay

Démonstration. Dans chacun des deux cas, on peut appliquer le corollaire 8.11 puis le
lemme 8.9 pour en déduire que A\; < p; ou p; < A;. Il suffit alors de prouver I'implication
Al < ;= A; < ;. Supposons désormais que A; < gy et (A, p;) satisfait (J;) ou (Jz).
Alors d’apreés le corollaire 8.11, (A, ;) satisfait les hypothéses (H). Reprenons alors les
notations du paragraphe 8.4.1. Si (A, ;) satisfait (J3), alors d’apres le point 3°) du lemme
8.13, on a A4 g (D De plus, pour tout b € [1; 1]\ {d}, on a \®) = & don A < ;.
Supposons désormais que (A, p;) satisfait (J;). Le point clé de la preuve est le suivant. Soit
v, = (1/(1), . ,I/(l)) € an, et v € II la partition telle que v; <+ v. Alors sous 'hypothese que
s; est m-dominante, on a

(%) (d(k) < d(K'), k, k" € B(v)) = ¢(k) > (k).

En effet, soient k, k' € B(v), b:= d(k), b' := d(k') et N (resp. N') le nombre de parts de v(®)
(resp. (")), Puisque v; <> v, on a ¢(k) € By(v®) et (k') € By (v®)). Par conséquent, il
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existe i € [1; N], i’ € [1; N'] tels que ¢(k) = sp + I/Z-(b) —i+1et ¢p(k') = sy + VZ.(,b,) —¢ +1.
Puisque s; est m-dominante, on a

$(k) — (') = (55— sp) + (' + ) = (i + )
> Sy — Sy — (N + |I/(bl)|) > Sp — Sy — |Vl|
>0,

ce qui montre (). Puisque (A, u;) satisfait (), la remarque 8.12 montre que 3, < [y.
Puisque s; est m-dominante, I'assertion () et la propriété (P3) impliquent que d(5;) > d(8y).
D’apres le point 2°) du lemme 8.13, on a d(3;) = d et d(8,) = d’, d’out d > d'. De plus, on
a @] = A 4k, @] = |AD| =k et u® = A® pour tout b € [1; ]\ {d,d'}. Ceci et
I'inégalité d' < d entrainent que A; < ;. O

Proposition 8.18 Supposons que s; est m-dominante. Alors J= = J<.

Démonstration. Soient A;, u; € IIL, | et A, pu € II telles que A; <+ X et p; < p. Il suffit de prou-
ver I’équivalence j;z,m #0& jfz,ul # 0, auquel cas on a par définition j;z,uz = jfz,uz = Iy
Supposons que j;‘l o # 0. Alors A; < p;, et d’apres le lemme 8.14, on a || = |u|. Le lemme
8.17 implique alors que A; < u;, d’olt j;hm = jxau 7 0. La réciproque est analogue. O

Remarque 8.19 Il faut prendre garde au fait que les ordres < et < ne coincident pas
nécessairement, méme si s; est m-dominante. Par exemple, prenons n = 2, [ = 2, m = 6,
s;=(3,-3), & = ((2,1),(1,1,1)) et p; = ((3),(2,1)). On a A; <, ; en revanche, les partitions
A et p telles que Aj > X et p; < posont A = (9,6,3,1,1,1,1,1,1,1) et p = (10,3,3,2,2,2,1,1,1),
donc A; et p; sont incomparables pour <. o

8.5 Une autre base de AZV. Relations de redressement

Fixons dans toute cette section un entier r > 1. Rappelons que AV désigne I'espace
vectoriel des g-produits extérieurs de r facteurs (cf. chapitre 2). Les relations de redressement
(R1)-(Ry4) de la proposition 2.13 ne donnent pas, & ¢ = 1, des relations d’anticommutation de
la forme wy, Awug, = —ug, A ug,, & cause des signes qui apparaissent dans les relations (R3)
et (R4) (voir la remarque 2.14). Pour y remédier, nous allons introduire une base légérement
différente de A7V'; il s’agit en fait de la définition des g-produits extérieurs donnée dans
[U1]. Si ug = ug, A+ Aug, € AYV (k= (k1,...,k) € Z") est un g-produit extérieur (pas
nécessairement ordonné), on pose

O = Vg, A Ay, = (—1)00ED

ot v(k) est défini au paragraphe 8.1. Notons que cette définition a un sens, en vertu de la
proposition 2.13. On dit que le g-produit extérieur vg est ordonné si ug lest. Grace a la
proposition 2.13, on peut aisément expliciter les relations de redressement pour les vy.
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Proposition 8.20
(i) Soit ki < ko, ety € [0; nl — 1] (resp. § € [0; nl —1]) le résidu de c(ka) — (k1) (resp. de
n(d(ks) — d(k1))) modulo nl. Alors on a

(R}) Vg, A Vg, = — Vg, A Vg, siy=0=0,
Vgy NVgy = —qilka AN
(2 _ —2i+41 . .
( 12) (q 1) ;q Vky—nli N Vky+nli si v > 0, 5 = 0,
Zf

a7 = 1) D a kgt A Uk

i>0
Uky Nk, = —QUky N\ U,
(2 — 21 . .
(R}) (¢ 1) Zq Vy—nli N Vky +nli Giy =000,
K i>1
+(q2 —1) Z q2ivk2757nli N Uk +5-4nli
i>0
(R3)
Vgy NVky = —Vky NV,
Hy o
q - q Vky—nli /\ Uky +nli
i>1 q + qa
2i+1 —2i—1
q + q
- Vko—r—nli NV i .
q q ; q+q ka—~y—nli k1+vy+nli siy > 0,5 >0,
2t —2i—1
- q +4q
+(@—qt) BT Vky—6—nli /\ Uk, +6-+nli
>0
20+2 _ —2i—2
q
+Ha—q” Z g+ q! Ukg—y—5—nli \ Vkyy+6+nli
>0

ou les sommes portent sur tous les indices i tels que les q-produits extérieurs correspondant
soient ordonnés.

(ii) Les relations du (i) sont valables pour toute paire de facteurs adjacents du q-produit
extérieur v = vk, A+ A g, . Il

Terminons cette section par une notation qui nous servira plus tard. Si v € II est une
partition de rang r et 0 € &y, on pose Vo.y = Vs8(1) (c’est un g-produit extérieur de r
facteurs), et on définit de méme u,, . On dit alors que v, est obtenu a partir de v, par
permutation.



186 Bases canoniques d’espaces de Fock de niveau supérieur

8.6 Suites admissibles, bonnes suites

8.6.1 Définitions

Fixons pour toute cette section un entier r > 1. Soit k € 7Z" une suite de r entiers
non nécessairement strictement décroissante. Nous allons examiner en détail le processus
de redressement du ¢-produit extérieur vy = vg, A --- Avg,. Si ce g-produit extérieur n’est
pas ordonné, il y a en général plusieurs manieres de le redresser en appliquant de fagon
récursive les relations (R))-(R}). Nous décidons désormais d’effectuer chaque < redressement
élémentaire > & la premiére infraction qui a lieu dans wvg, c’est-a-dire d’utiliser une des
relations (R})-(R)) pour redresser vy, A vy, , oll i est le plus petit entier tel que k; < kij1.
Ceci conduit & la notion de suite admissible, que nous introduisons.

Définition 8.21 Soit k = (ki,....k.), I = (l1,...,l;) € Z". On dit que les g-produits
extérieurs vy et vy sont adjacents sl existe 1 <7 <r — 1 (i est alors nécessairement unique)
tel que:

i) ki <kji1,et ki > ki pour tout 1 <j <i-—1,
+1 J 7+
(ii) k; =I; pour tout j € [1; r]\ {i,i+ 1},
iii) le g-produit extérieur v;. A vy, , apparait dans le redressement de v, A vg, .
i i+1 i i+1

Dans ce cas, soient ¢ € [1; 4] I'indice de la relation (R}) utilisée pour redresser vg, A vy
et a(vg,v;) € Zlg,q~ " le coefficient de v;, A v

i+1
.+1 dans la combinaison linéaire qui en résulte.
. [ ] .
Sion a (I;,li+1) = (ki+1, k;), on notera alors v — vy, et on posera m(vg,v;) := 0. Sinon, on
t
notera vy — v; (notons qu’on a alors ¢ > 2) et on posera m(vg,v;) := 1. Dans chacun des

deux cas, on notera parfois plus simplement v — v;.

On dit que la suite V' = (vg,;)o<i<n est admissible si chacun des vy, est un g-produit
extérieur de r facteurs et si on a

Vg —7 Vky —7 7 Uky )

dans ce cas, N est appelé longueur de la suite V', et on pose

N
ay(q) == Ha(vki_l,vki) € Zlg,q Y et m(V) = Zm(vki_l,vki) eN.
=1 i

Remarque 8.22 La condition (i) de la définition 8.21 montre qu’il existe au plus une suite
admissible V' de longueur fixée et commencant & un g-produit extérieur v fixé telle que
m(V) =0. o

Définition 8.23 Soient \, u € II deux partitions de rang r. On dit que la suite de ¢-
produits extérieurs V' = (v, )o<i<n est (A, pu)-admissible si c’est une suite admissible de ¢-
produits extérieurs (ayant chacun r facteurs) telle que vy, = vy et vg, = v,., (rappelons que
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w = (i”{) est unique élément de longueur maximale de &, ). Une suite (A, u)-admissible

V telle que m(V) = 1 est appelée bonne suite (relativement & (X, u)). Une telle suite peut
s’écrire
. ° t ° .
Vg —3 U=V >y,

avec t € [2; 4]. o
Remarque 8.24 Si X\ # p, alors il n’existe pas de suite (A, pz)-admissible V' = (vg;)o<i<n
telle que m (V') = 0. Car sinon, on doit avoir pour tout 1 < i < N, vg, , > Vg,;, Ce qui
montre que chaque vg,, 0 < i < N est obtenu a partir de v, par permutation. Ceci vaut en
particulier pour vy, d’ott B(A) = B(u), puis A = 4. o

Remarque 8.25 Siune bonne suite (relativement & (A, p)) existe, on a alors nécessairement

H(B(N)NB(p) =r—2.

8.6.2 Réduction a I’étude des bonnes suites

Soient A € IT une partition de 7 et k = (k;) € P17 (s) tels que ug = |\, s). Rappelons que
A? est muni d’une involution — agissant sur |\,s) de la facon suivante (cf. paragraphe 3.4.3) :

IX,s) = (—1)dO) gr@ON=mE) (4 Ao Aug)) A g, A,y Aee -

r+1 742

ou pour @ = (aq,...,a,) € Z", k(a) est I'entier défini par
k(@) =4{(ij) eEN* |1<i<j<r, a;=a;}.

En exprimant 'involution de A’ en termes de v et en utilisant la définition des suites
(A\,p)-admissibles, nous trouvons 'expression suivante pour les coefficients de A(q).

Lemme 8.26 Soient A\;, u; € Hlm, et A\, u € IT les partitions telles que A\; <> X et p; <> p.
Supposons que |\| = |u|. Alors on a

A (@) = (A, ) g A TS "oy (g),
Vv

ot la somme porte sur toutes les suites V' qui sont (X, p)-admissibles, et e(A;, ;) est le signe
défini par
e(Ar, ) = (—1)F@E) @) HwO)

Démonstration. Posons r := |\ = |u| et |s —7) := us_p Aus_r_1 A ---. Par définition des
coefficients ay (q), on a
u Ns —r) = (=1)sdm)grldm)—rlelw)y, A |s—r)

= (1))~ () g (e g, A s — 7

= (— 1R ) s @) ) (S ay, (q))os Als — 1),
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ou la premiére somme porte sur les partitions v qui sont de rang r et la deuxieme somme
porte sur les suites V', qui sont (v, 1) admissibles. On a donc

TELEDY ((_1)n(d(u))H(v(w-u))H(v(V))q'i(d(u))*n(cm)) S av, (q)>uy Als—r)
\ %

v

par ailleurs, par définition de A(g), on a
uy Ns—r) = Zaul,“l Juy A |s —r).

Ici la somme porte sur toutes les partitions v de rang r telles que v; € Hﬁn, ou v; et v sont
reliées par la relation v; <> v. Il n’y a plus qu’a prendre v = X\ dans ces deux expressions
pour avoir le résultat. O

Remarque 8.27 Il faut prendre garde au fait que la somme donnée dans le lemme ci-dessus
comporte en général plusieurs termes, donc ’argument donné au début de [Ry, Section 4] ne
tient pas. Nous pouvons cependant récupérer ’argument de [Ry] en montrant d’abord que
seuls les termes provenant des bonnes suites apportent effectivement une contribution non
nulle & a’)\l’ m(l) (voir le lemme qui suit), puis en montrant qu’il existe au plus une bonne
suite (voir les propositions 8.31 et 8.32 des deux paragraphes suivants). o

Lemme 8.28 Soient A\, p; € an deux multi-partitions distinctes, et A\, p € 11 telles que
Al > X et py <> p. Supposons que |A| = |u| =r. Alors on a

A (1) = Q) Y e (1),
%

ol la somme porte sur toutes les bonnes suites relativement a (X, ), et e(A, ;) est le signe
défini au lemme 8.26. En particulier, s’il n’existe pas de telle suite, alors on a a')\l “l(l) =0.

Démonstration. D’apres le lemme précédent, on a

ax (@) = m) Y fv(a),
\ %4

ol la somme porte sur toutes les suites V' qui sont (A, u)-admissibles et fy(q) est le po-
lynéme de Laurent défini par fy(q) := ¢*(@m)=5c()qy, (¢). Observons que si V' est une
suite admissible, alors m(V) > 1 (car A # ), et de plus les relations (R})-(R)) montrent
que

av(q) € (¢ — 1)V Z[q.q7).

Par conséquent, si V est une suite (), 4)-admissible telle que m (V') > 2, alors (¢? —1)? divise
fv(q) dans Z[g,q Y], d’ont f{,(1) = 0. En outre, si V est une bonne suite, alors d’aprés ce qui
précede, on a ay (1) = 0, Aot f{,(1) = (k(d(p)) — K(e(p)))av (1) + o}, (1) = a4, (1). O
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8.6.3 Existence d’une bonne suite

Nous allons commencer par donner (cf. proposition 8.31) des conditions suffisantes pour
qu’une bonne suite (relativement & (A, u) fixé) existe. Pour cela, nous devons examiner de
fagon approfondie la suite de permutations que ’on effectue sur les composantes de g-produits
extérieurs (comportant r facteurs) lorsqu’on parcourt une suite de la forme

[ ) [ ) [ )
Vkg — Vky — 7 Vky
ou ko,...,kn € Z" et v, g, est ordonné.

Soit o, o' € &,. Notons 0 — o' s’il existe 1 < i < r — 1 tel que o(i) < o(i + 1), avec i
minimal pour cette propriété, et si on a ¢’ = 0;0. La relation — sur &, a un lien étroit avec
la relation — sur les g-produits extérieurs de r facteurs. Rappelons que si vy, = Uy AN v Ao,

et 0 € G,, alors on a v, = Vk, _1) A A Uk, —1(yy° Alors par définition, on a ¢ — o' si

et seulement si v,-1  — V-1 g, ot k = (ki,...,k) € Z" est tel que v, est ordonné (i.e.
ky <o < ky).

Considérons maintenant ’écriture réduite suivante du mot de longueur maximale de &, :

w= (0102 0r-1)(0102 - 0r—3) -+ - (0102)(01),
et notons, pour ) <4 < @ , w|7] le facteur droit de longueur i dans cette écriture de w (par
convention, w[0] = id). Par exemple, siT > 3, on a w[5] = 0903010207 . La suite (w[i])

vérifie la propriété suivante: siid = (@ — o) — ... = ¢k) avec 0 < k < @, alors on a

o) = w[i] pour tout 0 < i < k. En particulier, on a w[i — 1] — w[i] pour tout 1 < i < T(r—gl)

0<i< L)

Lemme 8.29 Soient i, j € [1; r] tels que i < j. Alors il existe deuz entiers k € [1; r —1]
ete e [0; @ — 1] déterminés de facon unique tels que (w[e])(k) =1, (we])(k+1) =7 et
wle + 1] = opwle]. Plus précisément, on a k=35 — i et e = W + (i —1).

W] est la permutation

L=1G=2) |

Démonstration. On montre par récurrence sur j que 0 := w|

o= (.1...,3'—1,]'.,...,7«

P r). Par conséquent, si on pose e :=
IR I

1) et k := j — i, alors
wle] = 0j_it10j—it2- - 0j_20j_1w est la permutation

wle] = 1 2 ... j—i—1 j—i j—i+1l j—i+2 ... § j4+1 ... 7
=\j-1 j-2 ... i+1 i j i—1 ... 1 41 ..o )

donc k et e ainsi définis conviennent. Il reste & montrer 'unicité de e, car k sera alors
déterminé par la relation k = (w[e])~! (7). Clairement aucun €’ < e := W +(i—1)
ne peut convenir. Supposons que ¢ > e convient aussi. Notons alors que ¢ apparait &
droite de j dans I’écriture de la suite d’entiers (wle + 1]).(1,...,r); en d’autres termes, on a
(wle+1]) 71 (3) > (w[e+1])1(4). Par contre, on a (w[e']) (i) < (w[e']) () ; par conséquent,
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le passage de wle + 1] & w[e/] & travers la suite wle + 1] — - -+ — w[e/] nécessite de permuter
a nouveau les entiers ¢ et j, ce qui est impossible car 7 < j. O

Exemple 8.30 Prenons r =6,7=2et j =5. On a la suite

Proposition 8.31 Supposons que (A, p;) satisfait (H). Reprenons alors les notations du pa-
ragraphe 8.4.1. Supposons de plus que (vy,0) # (0,0) eth =n (mod nl), avecn € {0,v,0,v +d}.
Alors il eziste une bonne suite relativement a (X, ).

Démonstration. Soient e et K = x — y les entiers donnés par le lemme précédent appliqué
au couple (7,5) == (r+1—=z,r +1—y). On a alors la suite w[0] — --- — w[e], donc la suite
Uy l0] " (w-0) T . Vle] =" (o) €St admissible. De plus, par hypothése sur e, on a

= ’U(

:Uml/\"'/\Umk_l/\Uﬁz/\vﬁy/\vaQ/\"'/\Umm

“(wp) wwle] ™).

ou les m; sont des entiers appartenant & B(u), et la prochaine étape du processus de redres-
sement consiste & redresser u par rapport aux facteurs situés aux places (k,k + 1) (i.e. a
redresser vg, A vg,). La condition (v,d) # (0,0) montre que ce redressement se fait & I'aide
de la relation (R}), avec t € [2; 4]. On obtient alors une combinaison linéaire de g-produits
extérieurs dont les facteurs situés aux places (k,k + 1) sont de la forme vg, ;i A vg, 1
(resp. VB, —y—nli N VB, +y+nlis T€SP- VB, —5—nli N VB, +5+nlis T€SP- VB, —y—5—nli /\Uﬁz+7+5+nzz‘), avec
i € N. La condition h = 7 (mod nl) de I’énoncé nous assure qu’on peut choisir i de fagon
& avoir h = nli (resp. h = nli +~, resp. h = nli + 0, resp. h = nli +y + §). Compte tenu
de l'expression de 3()), on voit que le g-produit extérieur correspondant & ce choix de 4, qui
n’est autre que

V= Umy A ANUmyy AUB—h ANV 4h AUmy g Ao AU,

est obtenu a partir de vy par permutation. Posons v := v. Si v; n’est pas ordonné, alors le
redressement élémentaire de v par rapport a la premiére infraction donne une combinaison
linéaire de ¢-produits extérieurs, et I'un d’entre eux, que 1’on notera vo, est obtenu a partir de
v par permutation. On itére ce procédé jusqu’a tomber sur un g¢- prodult extemeur ordonné
(qui est forcément v)), d’olt Pexistence d’une suite admissible v 2o 5 v, = vy, Par
conséquent, la suite

° ° t °
vw,#—>---—>u—>v—>---—>v>\

ainsi construite est une bonne suite. O
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8.6.4 Unicité de la bonne suite

Nous montrons maintenant la réciproque de la proposition 8.31.

Proposition 8.32 Supposons que (A, ;) satisfait (H), et reprenons les notations du para-
graphe 8.4.1. Supposons qu’il existe une bonne suite

. ° t ° .
Uy = Vko —7 "7 =7 Vky =7 Vkeyy 7 """ 7 Uy = U

relativement a (A, p), avec t € [2;4]. Alors cette suite est unique, t est déterminé de
facon unique, et on a de plus les conditions (y,6) # (0,0) et h = n (mod nl), avec n €

{0,7, 6,y + d}.

Démonstration. Par hypothese, vg, est obtenu a partir de v, par permutation et vg,,,
est obtenu a partir de vy par permutation. En outre, la remarque 8.12 montre que l'on a
{Bz, By} N B(X) = 0. Par conséquent, il existe 0 € G, et 1 <k <r — 1 tels que

vke = UO'-M = vﬁgfl(l) ARERNA vﬁg—l(k,l) A ,U;Bz A ,U/By A vﬁgfl(k+2) ARERNA /Uﬁofl(r) 9

Vket1 = V8,1, N Nog AN Vg, —h NVB+h NVG N Nug

—1(k=1) ~1(k+2) -’

et vk, se déduit de vy, en redressant vg, Avg, grice i la relation(R}). Puisque t € [2; 4], les
conditions de la derniére phrase de 1’énoncé doivent étre vérifiées. De plus ¢ est entierement
déterminé en fonction de la nullité (ou non) de v et 6. Montrons que k et e satisfont les
conditions du lemme 8.29. Pour 0 < i < e, soit ¢ € &, l'unique permutation telle que

k;, = U(i)w.,u; en particulier, on a 0 = 0(®w. Comme la suite Vky e - Y v, est ad-
. . -1 -1 , .

missible, on a id = (U(O)) - = (a(e)) ; par conséquent, pour tout 0 < ¢ < e,

on a 0 = w[i]~'. Posons i := r+ 1 —z et j := r + 1 — y; par hypothése sur o, on a

k= o(z) = wle] 'w(z) = wle] (i), don wle](k) = i et de méme, wle](k + 1) = j. Enfin,
puisque vk, —> Uk, ,,, k est le plus petit entier tel que B,-1;) < B,-1(441), soit encore tel que
wo (k) <wo 1 (k+1);0n adonc wo ! — opwo !, soit encore wle] — opwle]. Ainsi k et e
satisfont les conditions du lemme 8.29 (appliqué aux entiers i =r+1—z et j=r+1—y),
donc ces entiers sont déterminés de fagon unique. Ceci détermine completement la suite
Uk T . Y vk, . D’apres 'expression de v, ,, donnée au début de la preuve, le g-produit
extérieur vg, ., est lui aussi déterminé de fagon unique. Soit o' € &, 'unique permutation
telle que vk, , = vor.x. D’apres la remarque 8.22, la suite v, ) 2o Sy, de longueur £(c'),
est a son tour déterminée de facon unique. O

8.7 Calcul de la longueur modulo 2 de la bonne suite

8.7.1 Enoncé et preuve du résultat

Nous abordons a présent la partie technique de la preuve du théoreme 8.4. La proposition
qui suit servira & montrer que si a’)\l m(l) et j;l u, Sont non nuls, alors ces deux nombres ont
b )
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le méme signe. Le lecteur est invité & se reporter aux exemples donnés au paragraphe suivant
pour suivre le cheminement de la preuve.

Proposition 8.33 Supposons que (A, ;) satisfait (H), et reprenons les notations du para-
graphe 8.4.1. Supposons de plus que (y,9) # (0,0) et h = n (mod nl), avec n € {~,d}. Soit
alors
. ° t ° °
V=uv,pu— =0 =0~ — Uy

Punique bonne suite relativement a (X, ) (cf. propositions 8.31 et 8.32). Notons N la longueur
de cette suite. Alors on a

(=D)NT = (=)D (N, ) e,
ot e(A;, ) est le signe défini au lemme 8.26 et e est le signe défini par

6__{ 1 si d>0eth=4§ (modnl),

—1 sinon.

Remarque 8.34 Nous verrons plus tard que si h =7 (mod nl) avec n € {0,y + 0} \ {v,d},
on a alors a’)\l “l(l) = j;l = 0; c’est pourquoi nous n’envisageons pas ce cas ici. o

Démonstration. Soient o, o' € &, les permutations déterminées par les relations Vow.u = Vk
et v-1,=v.0na N =/£(c)+1+£(c"), don (—1)V~! = g(0)e(o’). Grace au lemme 8.29,
on peut expliciter £(c) et donc £() ; il est en revanche peu aisé de calculer £(¢’). Nous nous
contenterons de calculer £(¢’) en écrivant ¢’ comme produit de 7 permutations o . o
dont nous pouvons calculer facilement la signature.

* Commengons par poser
o) =1 et V1= Us(1) g

alors vy est le g-produit extérieur obtenu a partir de v,, , en remplacant 3, (correspon-
dant au (r + 1 — z)-ieme facteur) par 8, — h, et 3, (correspondant au (r + 1 — y)-ieme
facteur) par (3, + h.

* D’apres le lemme 8.13, on a deux cas:

— Premier cas: d(8;) = d(8, — h) et d(By) = d(B: + h),
~ Second cas: d(f,) = d(B, + ), d(B,) = d(B, — h) et d(B,) # d(5,).
11 est facile de voir que le premier cas a lieu si et seulement si § =0 ou h = 0 (mod nl),

et que le deuxiéme cas a lieu si et seulement si 6 > 0 et A =+ (mod nl). Posons alors

o2 .— id si on est dans le premier cas
| (r+1—z,7+1—y) sion est dans le second cas

et vy = v 0,0

dans le second cas, vg est obtenu & partir de v, en permutant 3, + h et 3, — h. o) est
construite de facon & avoir d(c@ oM .1) = d(w.u) et donc v(cPoM.1) = v(w.p).
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* Posons alors

c® = v(eP oM )™ = v(w.p)! et V3 1= U, (3) 5 (2) (1) | -
Remarquons, en vertu du lemme 1.30, que si m = (my,...,m,) € Z", alors v(m)™!
est 'unique permutation de &, telle que m' = (m/,...,m.) = v(m) '.m satisfait les

deux conditions suivantes :

(i) V1<i<j<r d(m})>d(m ]),
(i) V1<i,j<r d(m})=d(m ):>7,<]

Autrement dit, considérons m comme un mot en les lettres m;, et pour 1 < b < [, soit wy,
le sous-mot de m formé des lettres m; telles que d(m;) = b. On a alors m' = w; -+ - wy.
En appliquant cette remarque 4 m = ¢ oW 1, on voit que v; est un g-produit extérieur
qui peut s’écrire sous la forme

v3 = v, A Augy

ol chaque vywm, 1 < b <[ est un g-produit extérieur dont chaque facteur vy, vérifie
d(k) = b. Dans ce cas et dans toute la suite de la preuve, on dira que v3 admet une
écriture par blocs, et v w) (1 < b < 1) sera appelé le b-ieme bloc de v3.

Posons ensuite
4
U( ) = w(k) = w(l) et Vg4 1= ’UU(4)U(3)U(2)U(1)J y

w(k) est défini & la section 8.1 (I’égalité w(k) = w(l) provient du lemme 8.13). Pour
< b <[, notons

ri= {1 <i<r|dog) =b} = 4{l <i<r|d(B)=b)

le nombre de facteurs du bloc v, ) (I’égalité des deux quantités définissant r, provient &
nouveau du lemme 8.13). Soit 1 < b < [. Alors ¢* agit sur le b-ieme bloc de v3 comme
un retournement, c’est-a-dire comme la permutation (ib”’) Puisque v, est ordonné,
on voit que pour tout b € [1; 1]\ {d,d'}, le b-itme bloc de v4 est lui aussi ordonné. Ici

les entiers d et d’ sont ceux du lemme 8.13.

Notons provisoirement v4 = v, A --- A vy, ; soit alors i (resp. j) € [1; r] tel que
ki = By — h (resp. kj = B, + h). Définissons o) et vs par

0_(5) L id sid >0 ot Vs = .
L (Z,j) Si (5 — 0 5= 0'(5)0'(4)0'(3)0(2)0'(1),[ )
on a o® = id si et seulement si By — h et B; 4+ h sont dans le méme bloc de vy.
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* Soient 0(®) € &, la permutation qui agit séparément sur chaque les bloc de vs en le
réordonnant, et

V6 = Vy(6) 6(5) (D) ¢(3) 6 (2) (1) 1+

Décrivons ol de facon plus précise. Si § = 0, alors 0(®) agit sur le d-ieme bloc de vs
comme la permutation 7 définie au lemme 8.9, et ¢(®) agit trivialement sur les autres
blocs. Si d > 0, alors ¢(%) est le produit de deux permutations 0!, et 0!, ou chaque oy,
b € {d,d'} agit sur le b-itme bloc de v5 comme la permutation notée o au lemme 8.7,
et o) agit trivialement sur les autres blocs de vs. Il découle de ceci que dans les deux
cas, on a

e(0®) = (_1)ht(p)+ht(p’)‘

Posons enfin
7). ._
U( ) i ’U(A) et V7 1= V(1) 5(6) 5(5) g(4) g (3) () (1) ] +

Notons que vy est ordonné et que vg est obtenu & partir de vy, par permutation. De
plus, vg admet une écriture par blocs telle que chacun de ces blocs est ordonné. D’apres
la remarque suivant la définition de o), on a donc Up(n)-1.2 = V6, d'0U v7 = ).

Par conséquent, on a bien o/ = o(7 ... (1) ot les ¢ sont définis comme ci-dessus, donc
(=Nt =¢(0) HZ:1 (o). Via une étude au cas par cas, on constate que e(0(?)e(a(®)) = ¢,
ou ¢ est défini comme dans ’énoncé. Par ailleurs, on a

l
() = ew(k)) = [ (~)F = (~1y.
b=1

11 vient alors £(0®)e(a)e(a(M) = e(A;, ;) ; la proposition s’ensuit. O

8.7.2 Exemples

Ilustrons la preuve de la proposition précédente par deux exemples, en calculant explici-
tement N et la suite de vecteurs (v1,...,v7) ainsi que les longueurs des permutations o) qui
interviennent. On utilise le lemme 8.29 pour calculer £(c) = £(01)), ainsi que les formules
suivantes: si k € Z" et d(k) = (dy,...,d,), on a

lwk)=t{(j) eN? |1<i<j<r di=d;} et

Uok) = 4{(d) N [1<i<j<r di<d}.

Dans chacun des deux exemples, nous prendrons n = 3 et [ = 2; si k € Z, nous écrirons k
(resp. k) au lieu de k si d(k) =1 (resp. d(k) = 2). Nous écrirons aussi (k1,...,k,) au lieu de
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Oy Ao A g,

Exemple 8.35 Rappelons que n = 3, [ = 2, et prenons 8; = (0, —3), m = 7, A\ =
((3,2,1,1),@) et p, = ((7),@). On a alors ht(p) = 2, ht(p') = 0, r = 16, A = (6,5,1,1,1,1,1),
p = (16),

dou B, = -9, B, =13, y=4, =0et h =10 = (mod nl). On a, avec les notations de la
preuve de la proposition précédente,

Vo.p = (__187_1 =1 7_15’__147__13’__127_ 1’_107_97__87__’__’_ —41 )7
Vowpu = (—4,-5,—6,—7,—-8,—-9,13,-10,—11,—12,—13,—14,—15,—-16,—17,—18), £(0) = 114,
Ugr—1 x = (?47?57;7;7;8’371’_1 ,—11,=12,-13,-14,—15,-16,—1 7_18)

On peut facilement expliciter la suite admissible v,—1 y — - — vy, d’oi1 on tire £(c’) = 10
et N —1 = 124. Par ailleurs, on a

vo =wvy = (=18,—17,—16,—15,—14,—13,—12,—11,—10,3,—8,—7,—6,—5,—4,1), L(c(D) =114, £(¢D) =0,

vy = (-18,-14,-13,-12,—-8,-7,-6,-17,—-16,—15,—11,—10,3,—5,—4,1), £L(c®)) =27,

vy = (=6,-7,—8,—12,—13,—14,—18,1,—4,-5,3,-10,—11,—15,—16,—17), £L(c¥) =57,

vs = (=6,—7,—8,—12,—13,—-14,—18,3,—4,-51,-10,—11,—15,—16,—17), £L(c(®) =5,

ve = (—6,—7,—8,—12,—13,—14,—18,3,1,—4,—5,—10,—11,—15,—16,—17), L(c(®) =2,

vy =vy = (3,1,-4,—5,-6,—7,-8,-10,—11,—12,-13,—14,—15,—-16,—-17,—18), £(c(7) = 39.

Onadonce — —1 — 6(0(2))6(0(5)), ey ) = (_1)4(0(3))+é(a(4))+l(a(7)) = (—1)2TH5TH39 — 1
et (—1)MPH+ht() — (—1)2+0 = 1. Donc P’égalité de la proposition 8.33 est bien vérifie. o

Exemple 8.36 Rappelons quen = 3,1 = 2, et prenons s; = (0,0), m =8, \; = ((2,1,1),(2,2))
et py = (@,(5,3)). On a alors ht(p) = 2, ht(p) = 1, 7 = 17, A = (5,5,4,1,1,1), 1 = (11,6),
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v, = (11,5,-2,-3,-4,-5,—6,-7,—-8,-9,-10,—-11,-12,—-13,—-14,—15,-16) et
vy = (5,4,2,—2,—3,—4,—6,—7,—8,—9,—10,—11,—12,—13,—14,—15,—16),
dou B, =—5,08,=11,y=1,0=3et h=T7T=+ (mod nl). On a
Vo.u = (—16,—15,—14,—-13,—12,—11,—10,—9,—8,—7,—6,—5,—4,—3,—2,5,11),
Vownu = (5,—2,—3,—4,—-5,11,—6,—7,—8,—9,—10,—11,—12,—-13,—-14,—15,—16), £(o) = 131,
Vor-1x = (5,22,-3,-4,4,2,26,-7,-8,-9,-10,—11,212,-13,-14,~15,—16)
On peut facilement expliciter la suite admissible v,—1 , — --- = vy, d’ott on tire £(¢0’) = 6

et N —1 = 137. Par ailleurs, on a

vy = (—16,-15,—14,~13,~12,~11,-10,~9,-8,~7,—6,4,—4,-3,-2,52), £(c(")) = 131,

vy = (—16,—15,—14,—13,—12,—11,-10,—9,—8,—7,—6,2,—4,—3,—2,5,4), £L(c(?) =9,

vy = (=14,-13,-12,-8,-7,-6,—2,54,~16,—15,—11,—10,—9,2,—4,=3), ((c(®)) = 45,

vy =v4= (4,5,-2,—6,—7,-8,-12,—13,-14,—3,-4,2,—-9,-10,—-11,—15,—16), £(cP) =64, £(c®)) =0,

ve = (5,4,—2,—6,—7,—8,—12,—13,—-14,2,-3,-4,-9,-10,—11,—15,—16), £(c(®) =3,

V7 = U\ = (§;47§;ﬁ7?37_47__67__’__’_79’T7_711’__127__13;__147_715’T)’ Z(O'(7)) = 28.
Onadonce = —1 = e(6®@)e(c®), (A, ) = (_1)£(a(3))+é(a(4>)+£(o—(7>) = (—1)15+64428 — _
et (—1)Pt(P)+ht(p") — (_1)2+1 = _1. Donc P’égalité de la proposition 8.33 est bien vérifiée. o

8.8 Preuve du théoreme 8.4

Soient A;, p; € Hﬁn, et A, 4 € II les partitions telles que A; <> X et p; <> . Il faut montrer
que a, ,, (1) =255 .- Si A = py, alors ax, , (q) =1, dotva) ,, (1) =0=j5 . Si X A p,
alors ay, ., (q) = 0 = j;““l. Si A < py, A = |pl =1 et §(B(X) NB(n) #r— 2, alors le
corollaire 8.11 montre que jfl’ w = 0; par ailleurs, d’aprés la remarque 8.25 il ne peut pas
exister de bonne suite relativement a (A,u), et le lemme 8.28 entraine alors ajy m(l) =0.1
reste & traiter le cas ou (A, p;) satisfait les hypotheses (H). Reprenons alors les notations du
paragraphe 8.4.1. D’apres le corollaire 8.11 et les propositions 8.15 et 8.16, le cas (Jy) (resp.
(J2)) a lieu si et seulement si § > 0 (resp. & = 0), et la proposition 8.15 (resp. 8.16) nous
donne alors ’expression de jfl,m. Par ailleurs, les propositions 8.31 et 8.32 nous donnent
des conditions nécessaires et suffisantes sur 7, 0 et h pour qu’une bonne suite existe, auquel
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cas elle est unique; le lemme 8.28 ainsi que les relations (R)) — (R)) nous donnent alors
Pexpression de a’)\l’“l(l). Pour comparer les deux valeurs trouvées, nous sommes amenés a
envisager 12 cas en fonction de la nullité ou non de vy, § et de la valeur de h modulo nl.
Nous regroupons les résultats trouvés dans le tableau donné a la figure 8.1. Ici N est égal
a la longueur de la bonne suite si elle existe. Le théoréeme s’ensuit en comparant les valeurs
données dans les deux derniéres colonnes de ce tableau et en appliquant la proposition 8.33

si ces deux nombres sont non nuls. O
Nombre
a’ (1) <
Cas de bon- % %
nes suites
y=0=0 0 0 0
v>0,0=0,
h Z0 (mod nl), h Z v (mod nl) 0 0 0
v>0,0=0, (—1)N71d%|q=1(—(q72 — g3t
i=LeN 1 =2(-1)N-! 1
7>0,0=0, oVt (@ - na)
i="2¢cN 1 = —2(—1)N-1! 1
v=0,4§ >0,
h#0 (mod nl), h Z§ (mod nl) 0 0 0
v=0,6>0, (_1)N71d%|q:1 (_(qz _ 1)q2i—1)
= et | 5y 1
vy=0,d>0, N (@ - ne®)
i=10eN 1 = 2(—1)N-1 1
v>0,§ >0,
h#0 (mod nl), h Z~ (mod nl), 0 0 0
h # 4§ (mod nl), h Z v+ ¢ (mod nl)
v7>0,6>0, OV LE] L (ma-aH e
1= % € N* 1 =0 0
v>0,0>0, S N Gy e Py
1:= % eN 1 = —2(—1)N-1 1
v>0,6>0, OV (0= g et
i=10eN 1 = 2(—1)N-1 1
v>0,0>0, o¥rE] (@ B[t
i:=020 e N 1 =0 0

Fia. 8.1 — Liste des cas intervenant dans la preuve du théoréme 8.4.
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Chapitre 9

Tables

Dans ce chapitre, nous donnons les matrices de transition des bases d’Uglov de certains
sous-espaces de poids d’espaces de Fock de niveau supérieur. Nous donnons les matrices

_ +
Alg) = (A)\laﬂz; s (q)))\l,ﬂzenl(sl;w)

pour n = [ = 2, sy = (2k, — 2k) avec k € Z et w € P(F,[s;]). Nous prenons les poids
w qui sont de la forme w = wt(|0;,8;)) — (No(w) g + Ni(w) aq) avec No(w), Ni(w) € N
et No(w) + Ni(w) < 5. Le couple (Ng(w),Ny(w)) sera alors noté v(w), et la dimension du
sous-espace de poids correspondant sera notée D.

Ces tables montrent que dans le cas ou la multi-charge s; est trés dominante, les bases
d’Uglov de certains sous-espaces de poids sont semblables, conformément a la conjecture 4.32
et au théoreme 4.30. De méme, si la multi-charge s; est trés anti-dominante (au sens de la
remarque 4.31), alors les bases d’Uglov de certains sous-espaces de poids sont semblables,
conformément & la remarque 4.31.

Avec les notations du chapitre 8, les lignes et les colonnes des matrices A(q) sont rangées
suivant Pordre > défini sur II' par A; > p, si et seulement si [A| = |p| et A > p, ott > désigne
lordre de dominance sur les partitions et A, p sont reliées a A;, p; par les relations A; <> A
et p; <> pu. Ces matrices doivent étre lues colonne par colonne; par exemple on a

G+(((3),@),(0,0)) - ‘((3),0),(0,0)> + q‘((Z),(l)),(0,0)> + q‘((l,l),(l)) ,(0,0)> + q2‘ ((1,1,1),0),(0,0)> .

Par ailleurs, nous marquons d’un astérisque * les lignes indexées par les multi-partitions
appartenant a Hl[sl,n]o. Par conséquent, les colonnes correspondantes donnent les expressions
dans la base standard des vecteurs de la base globale inférieure du sous-module irréductible
M, [s4]-

Dans le cas ou v(w) = (3,2), on a D = 28 et la matrice A(q) est trop grande pour tenir
sur la page. Nous écrirons alors A(g) sous la forme
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ott ALD(q), AR (g) et A22)(g) sont des matrices carrées de taille 14 x 14.

Les matrices que nous donnons pour k& = 0 ont déja été publiées dans [U2]. Le cal-
cul de toutes les matrices de transition des bases d’Uglov que nous donnons ici repose sur
I'implémentation de 'algorithme que nous avons décrit au chapitre 5. 'Nous avons programmé
cet algorithme d’une part, ainsi que l'algorithme d’Uglov basé sur les redressements (voir
chapitre 3) d’autre part, en Maple® de Waterloo Maple Inc. Nous avons utilisé la ver-
sion 7 de ce logiciel. Nous avons mené les calculs sur un ordinateur équipé d’un processeur
SempronTM 2600+ et de 512 Mo de mémoire vive. Nous obtenons des gains de temps de calcul
significatifs en utilisant notre algorithme; par exemple, le calcul de la matrice A(g) pour
n=1=2,8 =(2,—2) et v(w) = (2,2) nécessite environ 10000 secondes avec 'algorithme
d’Uglov, contre seulement 3 secondes avec notre algorithme. En outre, sans notre algorithme,
nous n’aurions certainement pas pu mener & bien les calculs des matrices A(g) pourn =1 =2
et s; = (2k, — 2k) avec |k| > 2.

9.1 Tables pour n=10=2, s; = (2k, —2k), k < —1

x v(w) = (0,0) (D=1)

s v(w)=(1,0) (D=2

x v(w) = (2,0) (D=1)

s v(w)=(1,1) (D=4

1. *gg,gm)))

1 (1,1

M= |y g ((2).0)
¢ q q 1 ((1,1),0)

1. Ce chapitre n’est pas une liste exhaustive de toutes les matrices de transition que nous avons calculées.
En fait, cet algorithme permet de calculer les matrices A(g) en un temps raisonnable pour des valeurs de n,
I, 8; et v(w) quelconques, & condition que le sous-espace de poids correspondant soit de dimension D é 100.
Le lecteur intéressé par le calcul d’autres matrices de transition pourra contacter l'auteur de ce mémoire.
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(D =8)

x v(w) =(2,1)
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(D = 28)
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Chapitre 9. Tables

(D =8)
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9.2 Tables pour n =1=2, s
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(D =8)

x v(w) = (2,3)
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9.4 Tables pour n=1=2, s
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Chapitre 9. Tables
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(D =8)

x v(w) = (2,3)
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