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Introduction

Le premier chapitre va nous permettre de formuler notre problématique, de la situer dans
le contexte scientifique et d’exposer notre méthodologie. Nous commencerons par remarquer
que, malgré les nombreuses tentatives de définition, la signification de 1’expression, pourtant
tellement utilisée, développement durable, reste vague et suscite des critiques. Ce qui de-
vrait étre fait pour atteindre une société durable est, sans doute, un enjeu de comportement
humain, que la science seule ne peut résoudre. Néanmoins, la création d’indicateurs liés au
développement durable est a I’intersection de deux problématiques scientifiques, construire
des outils d’aide a la gestion et formaliser les concepts li€s a la durabilité. Plus précisément,
la question de recherche que nous nous poserons concernera 1’étude de la résilience dans les
modeles écologiques et sociaux. Les limites que nous identifierons dans les travaux existants
nous permettront de préciser les qualités essentielles d’une définition de la résilience dans
le cadre de modeles de systemes écologiques et sociaux, et, par conséquent, d’énoncer notre
objectif : proposer une définition opérationnelle de la résilience compatible avec la définition
conceptuelle de Holling et générale dans le cadre de modeles de systemes écologiques et
sociaux qui tiennent compte de nos ignorances sur leur fonctionnement.

Les chapitres 2 et 3 développent les solutions envisagées.

Dans le chapitre 2, nous justifierons, tout d’abord, notre choix de la théorie de la via-
bilité comme formalisme adapté a la modélisation de systemes écologiques et sociaux. En-
suite, nous décrirons et argumenterons la définition de la résilience proposée eu égard aux
contraintes imposées par les définitions conceptuelles et aux faiblesses des définitions opéra-
tionnelles soulignées dans le chapitre 1.

Pour que la définition de la résilience soit opérationnelle, il faut étre capable de 1’évaluer.
Dans notre définition, le calcul de la résilience se ramene a un calcul de noyau de viabilité,
concept essentiel de cette théorie. Cet ensemble peut étre décrit analytiquement dans certains
cas tres simples. Cependant, dans la plupart des cas, seule une approximation numérique est
possible. Nous consacrerons le chapitre 3 aux algorithmes de calcul de ces approximations.



Afin d’illustrer nos propos, nous calculerons les valeurs de résilience dans des modeles
d’eutrophisation de lacs. Les résultats sont reproduits et commentés dans le chapitre 4.

Nous conclurons notre rapport par le chapitre 5 dans lequel nous dresserons le bilan de
notre travail de these et tracerons les objectifs a court et moyen terme.



Chapitre 1

Le développement durable et la résilience

Apres la Seconde Guerre mondiale, les économistes et les décideurs des pays de 1’hémi-
sphere Nord considerent la croissance économique fondée sur la technologie et la consom-
mation comme la voie vers la prospérité universelle. Au cours des années 1960, toutefois,
il devient évident que les progres technologiques et la croissance économique ne sont pas
obligatoirement bénéfiques. L’ écologie' se développe en tant que science appliquée et les
scientifiques apportent la preuve de la vulnérabilité de la biosphere et des effets nuisibles du
gaspillage inhérent aux nouveaux modes de consommation.

Des lors, la conciliation entre conditions de préservation des habitats et conditions de crois-
sance économique devient un enjeu majeur discuté dans des conférences internationales.
L’expression développement durable, née lors de ces débats, est aujourd’hui largement adop-
tée pour désigner les efforts a fournir ou entrepris pour parvenir a cette conciliation.

Les tentatives de définition du développement durable sont nombreuses, cependant sa signi-
fication reste vague. Son utilisation fréquente, comme label, attribué souvent sans véritable
justification pour promouvoir des activités économiques ou des actions politiques, pose le
probleme de la distinction entre les actions qui respectent les conditions du développement
durable et les autres. Plus généralement, existe-t-il des actions respectant ces conditions ?

Ce qui devrait €tre fait pour atteindre une société durable est un enjeu de comportement
humain, que la science seule ne peut résoudre. Néanmoins, la création d’indicateurs liés au
développement durable est a I’intersection de deux problématiques scientifiques, construire
des outils d’aide a la gestion et formaliser les concepts liés a la durabilité”.

'L’ étymologie du mot écologie est Oikos, la maison, et Logos, la science. L’écologie est la « science
de I’habitat » ou « la science qui étudie les conditions d’existence des étres vivants ». L’étymologie du
mot économie est Oikos, la maison, et Nomos, la loi. L’économie désigne les lois, I’administration de
la maison.

2terme préféré a I’expression développement durable par la plupart des scientifiques, synonyme de
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Parmi les outils d’aide a la gestion, nous nous intéresserons aux outils de compréhension et
de prévision et plus particulicrement a la modélisation de systemes écologiques et sociaux.
Parmi les concepts liés a la durabilité, nous choisirons d’étudier une caractéristique de la
stabilité, la résilience.

En écologie, deux définitions conceptuelles de la résilience ont obtenu un certain consen-
sus. Les définitions opérationnelles utilisées pour évaluer la résilience dans les modeles de
systemes écologiques et sociaux sont plus nombreuses, mais présentent toutes des limites
importantes. Elles sont soit limitées par les formalismes des modeles auxquels elles sont ap-
pliquées, soit issues d’une définition conceptuelle mal adaptée aux systemes écologiques et
sociaux, soit particulieres au systeme considéré.

Notre objectif sera de proposer une définition de la résilience qui ne présente pas ces
limites. Pour cela, nous choisirons d’utiliser le formalisme de la théorie de la viabilité.

1.1 Le développement durable : une ambition de gestion

1.1.1 Historique

La premiere vague de prise de conscience du lien étroit entre santé humaine et environ-
nement a lieu dans les années 1960 [1, Blutsein (2003)]. Rachel Carson publie, en 1962, un
livre dans lequel elle alerte 1’opinion publique sur les problemes de santé liés a la pollution
par les pesticides [2]. Sir Frank Macfarlane Burnet donne en 1966 une définition de la dura-
bilité : « The resources of the Earth must be maintained for the use and enjoyment of future
generations in a measure not less than we now enjoy » [3].

En 1972, Ie Club de Rome® publie un rapport rédigé a sa demande par une équipe de cher-
cheurs du Massachusetts Institute of Technology. Ce rapport* donne les résultats de simula-
tions informatiques sur 1’évolution de la population humaine en fonction de I’exploitation
des ressources naturelles, avec des projections jusqu’en 2100. Il en ressort que la poursuite

pérennité par rapport au temps ou viabilité par rapport aux contraintes.

3Le Club de Rome est une association privée internationale créée en 1968 dont I’objet est d’étudier,
au niveau mondial, les problémes des conditions de vie liés au développement économique. Elle re-
groupe une poignée d’hommes, occupant des postes relativement importants dans leurs pays respectifs
et qui souhaitent que la recherche s’empare du probleme de I’évolution du monde pris dans sa globalité
pour tenter de cerner les limites de la croissance.

“Le titre original est « The limits to growth », il est traduit en francais dans un registre alarmiste
par « Halte a la croissance ! ».
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de la croissance économique entrainera au cours du XXlIe siecle une chute brutale des popu-
lations a cause de la pollution, de 1’appauvrissement des sols cultivables et de la raréfaction
des ressources €nergétiques [4, Meadows et al. (1972)]. Face a la surexploitation des res-
sources naturelles liée a la croissance économique et démographique, le Club de Rome prone
la croissance zéro. Le développement économique est alors présenté comme incompatible
avec la protection de la planete a long terme.

La méme année, dans ce climat de confrontation et non de conciliation entre préservation
de I’environnement et croissance économique, se tient a Stockholm la Conférence des Nations
Unies sur I’Environnement Humain (CNUEH). Pour la premiere fois sont rassemblés des
responsables politiques et des scientifiques pour débattre de problemes environnementaux
mondiaux, tels que la pollution de I’air et de 1’eau. Le terme éco-développement apparait. 11
insiste sur la nécessité d’intégrer 1’équité sociale et la prudence écologique dans les modeles
de développement économique du Nord et du Sud. Les principes énoncés a cette conférence
sont largement approuvés. Cependant, dix ans plus tard, le programme sur 1’environnement
des Nations Unies conclut que peu de chemin a été parcouru [5, Clarke et Timberlake (1982)].

Des 1980, I’Union Internationale pour la Conservation de la Nature et des ressources
naturelles (UICN) parle de « Sustainable Development »°. Mais 1’expression passe presque
inapercue jusqu’a ce qu’elle soit reprise, en 1987, dans le rapport de la Commission Mon-
diale sur I’Environnement et le Développement (CMED) [6]. Présidente de cette commis-
sion, Gro Harlem Brundtland choisit cette expression parce qu’elle associe environnement et
développement.

En 1992, la deuxieme Conférence des Nations Unies sur I’Environnement et le Dévelop-
pement a lieu a Rio. Elle redéfinit les enjeux identifiés a Stockholm dans la perspective du
développement durable.

Depuis cette date, I’expression développement durable est adoptée dans le monde entier.
Le Sommet Mondial pour le Développement Durable (SMDD) a lieu en 2002 a Johannesburg,
en Afrique du Sud. Pour de nombreuses Organisations Non Gouvernementales (ONG)°, ce
sommet est une occasion manquée, les gouvernements manquant de volonté politique pour
adopter des plans d’actions ambitieux. Cependant, les Etats réaffirment leur engagement a
rendre la société mondiale plus humaine, équitable et respectueuse de la dignité de chacun, a
faire progresser le développement durable a tous les niveaux. Par rapport a Rio, ou I’environ-

Straduit 4 1’époque par développement soutenable.

®Les Organisations Non Gouvernementales dont le statut n’est pas clairement défini dans le droit
international se caractérisent principalement par I’origine privée de leur constitution, le but non lucratif
de leur action, I’'indépendance financiere, I’indépendance politique et la notion d’intérét public. Elles
exercent leur influence grace a leur capacité de mobilisation des citoyens.
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nement était prédominant, Johannesburg aborde en particulier I’éradication de la pauvreté,
I’amélioration de la santé, ’acces a I’eau potable et a I’énergie, ainsi que le partage équitable
des bénéfices liés a I'utilisation de la biodiversité. Ce sommet amene un meilleur équilibre
entre les trois piliers économique, social et environnemental du développement durable, qui
reste le concept majeur [7, Seyfang (2003)].

1.1.2 Inquiétudes et critiques

En 1991, alors que le sommet de Rio se prépare, Gibson publie une critique du concept
de développement durable, dans un journal publié par une ONG [8]. Il le critique sur trois
points : il est vague, peut encourager les hypocrisies et créer des désillusions.

Concept vague

L’une des caractéristiques les plus remarquables de I’expression développement durable est
qu’elle prend des significations différentes en fonction des interlocuteurs et des organisations.
La littérature est riche en tentatives de définitions et les différentes conceptions sur la signi-
fication de cette expression refletent davantage les positions politiques ou philosophiques
de ceux qui proposent des définitions plutdt qu’une approche scientifique objective [9, Me-
bratu (1998)]. Une définition précise exclurait ceux qui n’y adherent pas. Ce flou peut par
conséquent étre considéré comme une opportunité politique.

L’hypocrisie : le verni vert

Cette critique concerne la facon dont le langage associé au développement durable est utilisé
pour promouvoir des activités économiques comme des actions politiques. Bien sir, le flou
du concept encourage ces hypocrisies en permettant différents avis sur les pratiques durables
a mettre en place. Cependant, dans ce cas, la question ne porte pas vraiment sur comment
le développement durable est défini en principe mais plutdot sur comment il est mesuré en
pratique. Comment peut-on évaluer une affirmation telle que « ce produit respecte 1’environ-
nement » 7 Comment mesurer et comparer la destruction d’habitats face aux émissions de
gaz a effet de serre ou encore aux mauvaises conditions de travail dans les pays en voie de
développement ?

Les désillusions

L’expression développement durable a-t-elle un sens méme dans sa formulation vague ac-
tuelle ? Les limites a la croissance du rapport Brundtland étaient d’ordres biologiques et phy-
siques. Si ces limites sont réelles, il n’y a pas de sens a rechercher un développement qui dure.
Hirsh envisage, en outre, des 1976, des limites sociales a la croissance basées sur I’abondante
littérature concernant les conséquences sociales et politiques néfastes de 1’industrialisation
[10].
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Ces arguments ont comme point commun 1’idée que si les tendances actuelles durent, les
limites écologiques et sociales vont étre atteintes. Cependant, I’incertitude est grande concer-
nant les effets des changements politiques, sociaux et technologiques sur ces limites. Pre-
nant comme exemple les processus naturels qui sont parvenus a produire la vie dans des
circonstances variées durant des milliards d’années, certains assurent que les progres techno-
logiques permettront de ne jamais atteindre les limites écologiques. D’autres leur répondent
alors qu’ils ne feront que retarder I’échéance [11, Robinson et Mendis (2003)].

1.1.3 Science et durabilité

Le sens donné a I’expression développement durable dépend de la facon de concevoir
les relations homme-nature. Ces conceptions sont parfois si éloignées que certains ont res-
senti le besoin d’utiliser un autre terme pour exprimer leurs préoccupations concernant les
enjeux écologiques et sociaux. En particulier, les gouvernements et les organisations du sec-
teur privé ont tendance a adopter 1’expression développement durable, alors que les ONG
et le monde académique emploient plus volontiers le terme de durabilité’ dans les mémes
contextes. Cela est dii au fait que le terme de développement est pergu comme un synonyme
de croissance et que, par conséquent, développement durable signifie améliorer la croissance
et non, la remettre en question. Dans cette perspective, le terme de durabilité attire 1’atten-
tion non pas sur le développement mais sur la capacité des hommes a continuer a vivre étant
données les contraintes environnementales. Nous avons utilisé jusqu’a présent I’expression
développement durable car c’est I’expression la plus employée dans les grandes instances
politiques. Dans la suite de ce travail scientifique, nous emploierons le terme de durabilité.

Ce qui devrait étre fait pour atteindre une société durable est un enjeu de comportement
humain, qui doit étre discuté lors de négociations concernant les futurs souhaités sous des
conditions de profonde incertitude. La science ne peut pas résoudre les questions essen-
tielles posées par le concept de durabilité. Cependant, ses contributions, comme celles de
I’histoire, peuvent étre cruciales pour informer, poser les problémes et évaluer les impli-
cations de différents scénarios [12, Robinson (2004)] [13, Castro (1998)]. En mai 2000, a
Tokyo, soixante et une Académies des Sciences du Monde ont signé une déclaration inti-
tulée : « Transition to Sustainability in the 21st Century : The Contribution of Science and
Technology ». Tout en reconnaissant que les problemes impliquent également des actions aux
niveaux économique, social et politique, ils insistent tout particulierement sur les actions que
la communauté scientifique et technologique peut mener a court et a long terme.

Il est en particulier nécessaire de produire des connaissances nouvelles et de les appliquer
avec succes, par exemple, dans le domaine de la santé publique, des sciences sociales mais

7« sustainability » en anglais.
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aussi de la recherche fondamentale dans les sciences de la Terre et de 1I’environnement afin
d’augmenter notre capacité, aujourd’hui tres limitée, a prédire ou a atténuer les conséquences
des catastrophes naturelles et des changements écologiques. Enfin, il est essentiel d’intégrer
les savoirs de chaque discipline pour aboutir a une recherche et a des applications interdisci-
plinaires, dédiées a la résolution de problemes locaux.

1.2 Construire des outils d’aide a la gestion

Les organisations ont besoin d’instruments sophistiqués pour construire des représenta-
tions adéquates des univers dans lesquels elles évoluent et pour coordonner efficacement leurs
actions. L’ensemble de ces instruments est souvent désigné par la métaphore du tableau de
bord [14, Malo (1992)][15, Bessire (2000)]. Son utilisation est tres répandue dans différents
contextes [16, Niven (2003)].

Dans le cadre d’une entreprise, un tableau de bord de gestion est un document d’information,
sur mesure, de synthese, orienté vers le controle et la prise de décision [17, Leroy (1998)].
Il doit permettre au responsable d’analyser les situations, d’anticiper les évolutions, de réagir
dans des délais brefs. Il comporte des indicateurs de moyens qui mesurent la consommation
des facteurs nécessaires a 1’obtention de la production, des indicateurs de résultat qui évaluent
le niveau de réalisation des missions sur les plans quantitatif et qualitatif et des indicateurs
d’environnement qui fournissent des informations externes qui ont une influence sur I’activité
du centre concerné et sur les décisions des responsables [18, Sulzer (1985)].

Dans le cadre des Schémas Directeurs d’ Aménagement et de Gestion des Eaux (SDAGE)®,
des tableaux de bord ont également été congus et réalisés. 1ls sont constitués d’un recueil
d’indicateurs utilisés pour rendre compte d’une maniere synthétique et simplifiée de 1’état de
I’environnement a un instant donné, pour €valuer les impacts sur le milieu, et rendre compte
de la pertinence des actions menées.

La métaphore du tableau de bord laisse supposer qu’il y a un appareil en mouvement a
piloter pour atteindre un objectif. Le pilotage est un comportement qui vise un objectif en
prenant en compte les variations du contexte pour adapter son action, par exemple, le pilo-
tage d’un véhicule. Le tableau de bord désigne le systeme de traitement et d’organisation de
I’information qui permet de piloter. Dans le cas d’une voiture, il faut sans doute considérer
que I’expression tableau de bord désigne I’ensemble du cockpit, la vision de la route par le
pare-brise ou les rétroviseurs détectant également des informations pertinentes. Dans le cas

8Les Schémas Directeurs d’Aménagement et de Gestion des Eaux ont été élaborés de 1992 a
1995, pour chacun des six grands bassins hydrographiques francais. Ils déterminent les orientations
fondamentales d’une gestion équilibrée de la ressource en eau et les aménagements a réaliser pour les
atteindre.
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d’un sous-marin ou d’un avion au décollage, ces informations pertinentes ne peuvent étre
obtenues de la méme maniere. D’autres systemes d’acquisition et de traitement des informa-
tions, intégrés cette fois au tableau de bord (le sonar, par exemple), sont mis en ceuvre pour
les obtenir. Ces systemes utilisent les informations, acquises par des capteurs ou obtenues
par des mesures statistiques par exemple, pour produire des images de la réalité d’ou sont
extraites les informations pertinentes pour piloter.

Le tableau de bord rassemble les valeurs d’indicateurs jugés pertinents. Ces indicateurs
sont évalués par des outils d’aide a la gestion qui peuvent étre classés selon trois grands axes :
— les outils d’information et d’analyse d’information (systemes de documentation, de
compréhension, de prévision, bases de données, analyse de données,...)
— les outils d’aide a la prise de décision (systemes expert, logiciels de support de choix,...)
— les systemes de communication et de coopération (systemes de travail coopératif a
distance, systemes de négociation, ...)
Certains systemes sont tres spécialisés, mais d’autres tentent d’intégrer plusieurs fonctionna-
lités de ces trois axes.

1.2.1 Construire des outils de compréhension et de prévision

Parmi les outils d’information et d’analyse d’information, les outils de compréhension
et de prévision ont pour but de montrer sur un monde artificiel la diversité des dynamiques
locales et 1’existence éventuelle de processus de régulation. Ils doivent permettre également
de comparer les résultats de différents scénarios. Ces outils produisent une image de la réalité
passée et présente a partir de laquelle ils évaluent les indicateurs jugés pertinents.

Dans le cadre des systemes écologiques et sociaux ou anthroposystemes, une meilleure
connaissance des dynamiques des écosystemes mais également des interactions entre les
hommes et les milieux est nécessaire pour interpréter correctement leur état actuel et émettre
des scénarios pour le futur : si les hommes par leurs pratiques ont agi sur le milieu et construit
leur « nature », les sociétés se sont également adaptées aux contraintes des milieux ou elles
vivent (Programme Environnement, Vie et Sociétés (PEVS) 1998-2002).

1.2.2 Modéliser les systemes écologiques et sociaux

La plupart des recherches sur les ressources naturelles utilisent la modélisation et la si-
mulation. Les finalités sont diverses : les modeles peuvent étre utilisés a des fins de contrdle
et de prédiction ou a des fins de compréhension et de confrontation de points de vue et jouent



CHAPITRE 1. LE DEVELOPPEMENT DURABLE ET LA RESILIENCE 10

différents rdles dans la gestion des systemes écologiques et sociaux [19, Weber (1995)].

IIs peuvent étre utilisés pour concevoir des structures d’ingénierie, prévoir des changements
dans les écosystemes, estimer des parametres statistiques, résumer de fagon détaillée nos
connaissances sur les mécanismes et bien d’autres applications encore. De tels modeles sont
congus pour réaliser une tache précise.

IIs peuvent également Etre utilisés comme des caricatures de la réalité permettant de faciliter
les discussions et de clarifier les échanges en contribuant a la compréhension collective du
probléme et des solutions envisagées. Comme les métaphores dans une narration, ces modeles
illustrent les traits saillants du comportement du systeme plutdt que d’apporter des réponses
a des problemes spécifiques.

Cette activité de modélisation peut emprunter le formalisme classique des équations dif-
férentielles, tres souvent utilis€ pour représenter les flux de matiere, d’énergie, d’information
ou de monnaie’, mais également des entités en interactions'’.

L’accroissement de puissance de calcul et de mémoire des machines permet de développer
des modeles de plus en plus fins, et particulierement des modeles individus-centrés (IC)
représentant 1’ensemble des entités du systeme et leurs interactions. Les automates cellu-
laires, modeles IC tres simples, ont été utilisés pour modéliser des dynamiques spatialement
explicites'!. L utilisation de modeles IC plus complexes est devenue trés courante dans la
modélisation de dynamiques forestieres [25, Su ef al. (2001)]. Les outils de caractérisation
des structures spatiales, tels les Systemes d’Information Géographique (SIG) ou les logiciels
d’analyse spatiale peuvent étre couplés a des outils de simulation des interactions, tels les au-
tomates cellulaires ou les systémes multi-agents pour intégrer les informations géographiques
dans la modélisation (Cirad-projet Green (gestion des ressources renouvelables, environne-
ment), créé en 1993 par Jacques Weber).

De tels modeles ont, cependant, souvent un comportement global complexe et difficile a
comprendre. Castellano et al. (2000) [26] ont réussi a réduire le comportement du modele
de diffusion de traits d’Axelrod (1997) [27] a celui d’un ensemble d’équations maitresses.
Cependant, Martin et al. (2004) [28] montrent la difficulté de prévoir le comportement des
variables agrégées a partir des dynamiques individuelles et d’interactions dans un modele de
diffusion d’opinions proche de celui d’ Axelrod.

La question du choix de I’échelle pour la modélisation est abordée par Edwards et al.
(2003) [29]. Les auteurs mettent en évidence des domaines dans 1’espace des parametres
dans lesquels les comportements d’un modele individu-centré de diffusion sont comparables

9dans des modeles de fonctionnement de lacs [20, Carpenter et al. (1999)] ou de tourbieres [21,
Hilbert et al. (2000)], par exemple.

10des proies et des prédateurs [22, Alonzo (2002)] ou des pays face aux pollutions transfrontaliéres
[23, Missfeldt (1999)], par exemple.

des dynamiques d’especes d’herbes dans [24, Matsinos et Troumbis (2002)].
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a ceux du modele agrégé associé.

1.3 Formaliser les concepts liés a la durabilité

Le sens donné au concept de durabilité dépend de la facon de concevoir les relations
homme-nature. Ce flou peut étre envisagé comme une opportunité politique. Il est nécessaire,
en revanche, de formaliser les indicateurs pertinents pour éviter les malentendus (section 1.1).

Ces indicateurs li€s aux systemes économiques et sociaux peuvent étre les résultats de
mesures directes effectuées sur ces systemes (nombre d’especes par exemple), de calculs
effectués a partir de ces mesures (la production totale de biomasse par exemple). Ils peuvent
€galement étre déduits des propriétés des systemes dynamiques modélisant ces écosystemes :
la présence d’un équilibre asymptotiquement stable pour lequel toutes les populations sont
présentes peut etre un indicateur concernant la possibilité de coexistence entre ces différentes
populations, question fondamentale en biologie. D’autres réponses peuvent étre apportées en
associant a la notion de coexistence des propriétés des systemes dynamiques différentes : la
persistance introduite par Freedman et Waltman (1977) [30] et la permanence introduite deux
ans plus tard par Schuster et al. [31] (équivalente a la persistance uniforme) sont définies dans
le cadre de systemes dynamiques généraux [32, Butler et al. (1986)] et également utilisées
pour étudier la survie ou I’extinction de populations [33, Freedman et Waltman (1984)]'.

Les transformations de la nature d’origine humaine s’intensifiant, la question du maintien
des flux de ressources issues des écosystemes indispensables a ’humanité et a toute autre
forme de vie est toujours plus pertinente. Par conséquent, les caractéristiques des réponses
de ces systemes aux perturbations conduisent également a des indicateurs utiles. L’existence
de plusieurs modes de fonctionnement des écosystemes est reconnue depuis les années 1960.
Ces différents modes peuvent correspondre a différents assemblages d’especes dans une com-
munauté [36, Scheffer e al. (1993)] ou a différentes densités dans un méme assemblage [37,
Loenardsson (1994)]. Des différences dans I’histoire du développement peuvent engendrer
des modes de fonctionnement différents, mais ces systemes peuvent également passer d’un
mode a I’autre a la suite de perturbations [38, May (1977)]. Tres souvent, ces changements
sont soudains, dus a des effets de seuils [39, Wissel (1984)].

Apres des années de péche intensive, les stocks de sardines ont brusquement disparu des cotes
de la Californie et du Japon a la fin des années 1940 comme les stocks d’anchois des cotes
péruviennes et chiliennes dans les années 1970 [40, Botsford ef al. (1997)].

Des modifications des conditions physico-chimiques peuvent également conduire a des dis-
continuités écologiques. L’ exemple le plus connu est celui des lacs tempérés qui présentent

2voir également [34, Jordén et al. (2003)][35, Jansen et Sigmund (1998)].
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deux types de fonctionnements : I’'un caractérisé par une eau claire et la présence de végéta-
tions aquatiques diverses, 1’autre caractérisé par une eau croupie avec une biomasse d’algues
tres importante [41, Weisner et al. (1997)]. Au-dela d’une concentration-seuil en nutriments,
le passage d’un fonctionnement du premier type au second est tres probable.

Les stratégies de gestion des écosystemes peuvent également les rendre plus instables. Les
feux de foréts étant combattus de facon de plus en plus efficace, la biomasse des essences
croit offrant les conditions de feux d’intensités plus fortes qu’auparavant qui peuvent engen-
drer la disparition de la forét au profit de prairies [42, Holling (1986)].

L’invasion d’un territoire par une nouvelle espece peut drastiquement modifier les caractéris-
tiques des communautés qui le peuplaient : a la suite de la construction de canaux au XIXe
siecle, les lamproies ont envahi les Grands Lacs. Leur activité de prédation a considérable-
ment diminué la quantité de poissons susceptibles d’étre p€chés [43, Aron et Smith (1971)].

1.3.1 Formaliser le concept de stabilité

De nombreuses significations sont attachées au concept de stabilité. Dans la théorie des
systemes dynamiques, un état d’équilibre est défini comme stable au sens de Lyapunov si
toute évolution reste aussi pres que souhaité de 1’équilibre lorsqu’elle est issue d’un état
suffisamment proche de cet équilibre. Un état d’équilibre est asymptotiquement stable s’il
est stable au sens de Lyapunov et si toute évolution converge vers 1’état d’équilibre lors-
qu’elle est issue d’un état suffisamment proche de cet équilibre. Dans le contexte des systémes
écologiques et sociaux, le concept de stabilité est également utilisé bien que manifestement
ces systemes évoluent. Pour justifier cet emploi, 1’étude de la stabilité est associée a une
échelle de temps qui dépend du systeme considéré et durant laquelle ce systeme peut €tre
considéré a 1’équilibre (les flux de matieres et d’énergie sont stationnaires).

La stabilité est un concept majeur et son lien avec un autre concept majeur, la biodiversité,
est I'une des questions centrales en écologie. L’idée que la richesse des especes est source de
stabilité écologique a été proposée par Darwin (1859) [44], reprise par MacArthur (1955) [45]
et modélisée par May (1973) [46]. Plus récemment, Tilman (1996) et Tilman et al. (1996)
ont montré expérimentalement sur des systemes de petites tailles, sur des périodes breves
qu’accroitre la richesse des especes augmente la stabilité de certaines fonctions réalisées par
le systeme mais diminue la stabilité de la population [47, 48]. Différents types de modeles
tentent de décrire comment un accroissement de la richesse des especes accroit la stabilité'?.

Parmi les propriétés qui caractérisent la stabilité, la résistance représente I’intensité de la

BVoir [45, MacArthur (1955)][49, Lawton (1994)][50, Ehrlich et Ehrlich (1981)][51, Walker
(1992)].
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perturbation nécessaire pour €loigner le systeme de I’équilibre d’une unité de distance [52,
Tilman et Downing (1994)]. Le temps mis par le systeéme pour retourner dans un voisinage de
I’équilibre apres en avoir été éloigné par une perturbation, est également un concept important
[53, Pimm (1984)].

1.3.2 Formaliser le concept de résilience

Dans le domaine des systemes écologiques et sociaux, deux définitions différentes du
concept de résilience ont obtenu un certain consensus.

Dans la premiere définition, la résilience est le temps mis par le systeme pour retourner
dans un voisinage de 1’équilibre apres avoir été éloigné de cet équilibre par une perturbation
[53, Pimm (1984)]. Cette définition met 1’accent sur les concepts d’équilibre, de stabilité
des équilibres et sur les propriétés du systeme au voisinage d’un équilibre stable. C’est une
transposition de I’idée d’équilibre des forces de la physique au monde naturel. Son champ
d’application est limité aux systemes linéaires ou aux systemes non-linéaires au voisinage
d’un équilibre stable ou une linéarisation est valide. Holling (1996) la nomme « engineering
resilience » [54], considérant qu’envisager, concevoir et controler un systeme possédant un
équilibre global releve de I’ingénierie.

La seconde définition met I’accent sur les conditions loin des équilibres ou des instabi-
lités peuvent faire passer le systtme dans un autre domaine de stabilité correspondant a un
autre type de comportement. La résilience est alors mesurée par 1’intensité maximale de la
force que le systeme peut absorber sans changer de comportement, de fonctions, de proces-
sus de régulation [55, Holing (1973)]. Holling (1996) nomme cette définition de la résilience
« ecosystem resilience » ou « ecological resilience » [54]. Au-dela de son nom, Levin et al.
(1998) soulignent son intérét dans 1’étude de systemes modélisés a composantes écologiques
et économiques [56]. L objectif sous-jacent est de maintenir le systéme entre certaines bornes
plutdt qu’en un point stable.

L « ecological résilience » peut étre souhaitable ou non : une ressource polluée ou une dic-
tature peuvent Etre tres résilients. Dans la perspective de la durabilité, le fait d’accroitre la
résilience des états souhaités diminue 1’intensité des dommages causés par d’éventuelles per-
turbations.

La capacité d’un systeme €cologique et social a conserver son mode de fonctionnement
dépend des variables qui controlent les frontieres de ces différents modes, de I’intensité et de
la fréquence des perturbations considérées, de I’échelle de temps [57, Carpenter et al. (2001)],
de la distribution des especes ou plutdt des fonctions qu’elles réalisent, a I’intérieur d’une
méme échelle de temps et d’espace, et entre les différentes échelles [58, Peterson (1998)] .
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1.4 Revue des définitions de la résilience dans les modeles
de systemes écologiques et sociaux

La résilience a plusieurs niveaux de signification : concept lié a la durabilité, propriété de
modeles dynamiques ou quantité mesurable de systemes écologiques et sociaux. La définition
d’indicateurs opérationnels, c’est a dire quantifiables, a partir de modeles de systemes écolo-
giques et sociaux a recu relativement peu d’attention [57, Carpenter et al. (2001)].

Nous regroupons, tout d’abord, les définitions issues de la définition conceptuelle de
Pimm, liées aux caractéristiques du retour a 1’équilibre stable apres une perturbation. Nous
rassemblons ensuite les définitions issues de la définition de Holling, liées aux domaines
de stabilité des modeles. Nous distinguons les définitions appliquées aux modeles de type
équations différentielles et a ceux de type individus-centrés.

1.4.1 Définitions opérationnelles issues de la définition de Pimm
Modeles composés d’équations différentielles

Lorsque les modeles sont composées d’équations différentielles, les définitions opéra-
tionnelles les plus utilisées sont basées sur les valeurs propres de la dynamique linéarisée au
voisinage de I’équilibre.

Soit A I’approximation linéaire de la dynamique a I’équilibre, pour que I’équilibre soit
asymptotiquement stable, il faut et il suffit que les parties réelles de toutes les valeurs propres
de A soient strictement négatives.

Soit A;(A) la valeur propre de A avec la plus grande partie réelle. Asymptotiquement, la
norme de la distance a 1’équilibre décroit d’un facteur 1/e en un intervalle de temps de
—1/Re(A\(A)). Pimm et Lawton (1977) [59] ont donc considéré que —1/Re(A;(A)) peut
étre une mesure du temps de retour caractéristique. En la définissant comme inverse de ce
temps de retour, —Re(A;(A)) peut étre une mesure de la résilience du systeme.

DeAngelis (1980) a également utilisé cette définition de la résilience pour étudier les liens
entre structure et résilience dans des modeles non linéaires de réseaux trophiques et de cycles
de nutriments [60].

Pour compléter cette définition, qui est une propriété asymptotique, Neubert et Caswell
(1997) [61] ont proposé des indices permettant de caractériser le régime transitoire qui suit
la perturbation : la réactivité est le taux maximal instantané auquel la perturbation peut étre
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amplifiée, I’amplification maximale est le facteur par lequel la perturbation qui est le plus
amplifiée est amplifiée.

Modeéeles de type individus-centrés

Dans les modeles de ce type, les études sont réalisées par simulation et la résilience est
évaluée comme inverse du temps nécessaire pour que systeme retrouve un état proche de
celui qu’il avait avant perturbation. La définition de proche dépend des cas.

Pour étudier la résilience du systeme écologique et social de la Baie Tongoy (Chilie), Or-
tiz et Wolft (2002) ont choisi d’utiliser les logiciels ECOPATH ITI et ECOSIM. Wolff (1994)
avait auparavant utilisé ces logiciels pour modéliser les réseaux trophiques de cette baie [62].
Le logiciel ECOPATH IT aété développé par Christensen et Pauly (1992). Il permet de cal-
culer les valeurs d’équilibre des flots de matieres et d’énergie entre différents compartiments.
Le nombre de ces compartiments pouvant aller jusqu’a plusieurs dizaines, il permet d’intégrer
les nombreuses variables que contient un systeme écologique et social. Walters et al. (1997)
ont développé I’extension dynamique d’ECOPATH ITI appelée ECOSIM [63] qui permet de
simuler la réponse du systeme entier a une perturbation. Ortiz et Wolff (2002) évaluent la
résilience par simulation. C’est le temps mis par le systeme apres perturbation pour atteindre
a nouveau 1’état d’équilibre (unique), calculé par ECOPATH I1I avant cette méme perturba-
tion [64].
Pérez-Espafia et Arregui-Sanchez (2001) utilisent également un modele programmé avec
ECOSIM pour étudier par simulation les liens entre maturité et résilience. Ils utilisent comme
définition de la résilience la tangente inverse du quotient de la résistance par le temps de re-
tour. La résistance est I'inverse de la différence entre les valeurs extrémales de la biomasse
apres perturbation et le temps de retour est le temps mis pour retrouver une quantité de bio-
masse proche de la valeur originale [65].

Pour prendre en compte la dimension spatiale des processus de compétition et de disper-
sion des semences dans une prairie, Matsinos et Troumbis (2002) ont utilis€¢ un modele de
type automate cellulaire : d’un point de vue abstrait, des regles sont données qui gouvernent
I’évolution de 1’état d’une cellule en fonction de ceux des cellules voisines. Ils étudient la
résilience des communautés simulées face a des trous de différentes tailles dans la prai-
rie effectués apres deux cents pas de simulation pour s’assurer qu’un état stationnaire a €té
préalablement atteint. Contrairement au cas précédent, il n’y a pas d’équilibre global et I’état
stationnaire atteint apres la perturbation est tres différent de celui d’avant la perturbation. La
résilience est alors mesurée comme 1’inverse du temps nécessaire a la communauté simulée
pour coloniser a nouveau un pourcentage fixé (80% ou 90%) de la surface de la prairie [24].
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Dans la méme perspective, Ludwig et al. (2001) ont comparé la résilience de la sa-
vane boisée et de la prairie d’ Australie face au piétinement des troupeaux [66], en utilisant
SAVANNA un modele composé de sous-systemes pour 1’équilibre des ressources, la produc-
tion végétale et les dynamiques de populations, qui prend explicitement en compte les re-
lations spatiales [67, Coughenour (1992)]. La comparaison s’effectue en comparant, apres
arrét du piétinement, les pentes des courbes simulées de I’évolution de la biomasse totale qui
représentent la vitesse de restauration.

1.4.2 Définitions opérationnelles issues de la définition de Holling
Modeles composés d’équations différentielles

Faisant une interprétation légerement plus large du concept d’ « ecological resilience » de
Holling, Beddington e? al. (1976) identifient la résilience a I’intensité de la perturbation d’une
quantité spécifique qu’une propriété du systeme peut supporter sans subir de changements
qualitatifs [68].

Wollking et al. (1988) ont utilisé cette définition pour étudier la résilience dans un modele

proie-prédateur face a des changements de qualité nutritive de la proie traduits par des mo-
difications du taux de conversion de proies en naissances de prédateurs [69]. La résilience
dépend de I’étendue des plages de parametres donnant un certain comportement qualitatif.
Plus la plage est étendue plus la résilience est grande face a une modification de ces pa-
rametres.
Suivant la méme idée, Ludwig et al. (1997) utilisent les informations contenues dans les
diagrammes de bifurcation pour mesurer la résilience. Ces diagrammes de bifurcation con-
tiennent plus d’informations que les analyses de sensibilité et ils peuvent étre obtenus par
des études numériques réalisées par des logiciels spécialisés [70]. Les modifications de la
résilience sont dues a des variables évoluant lentement, considérées comme des parametres
dans ces diagrammes, qui influent sur le diagramme des phases. Aux points de bifurcation
(dans I’espace des parametres), des équilibres changent de nature ou disparaissent. La dyna-
mique du systeme est brusquement modifiée. C’est pourquoi Ludwig et al. (1997) utilisent la
distance aux points de bifurcations comme mesure de la résilience [70].

Collings et Wollkind (1990) comme van Coller (1997) ont étudié la résilience de différents
phénomenes stables de leurs modeles. Dans ce cas, les perturbations considérées ne concer-
nent pas les parametres du modele mais les variables de I’espace des phases. La résilience est
évaluée comme inversement proportionnelle a la taille des bassins d’attraction [71, 72].
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Ces mesures évaluent la résilience de propriétés qui correspondent a des bassins d’at-
traction. Notons que si en assimilant mode de fonctionnement et bassin d’attraction ces
définitions sont compatibles avec la définition de Holling, la taille des bassins est nécessaire
mais non suffisante pour évaluer I’intensité de la force nécessaire pour faire basculer le
systeme dans un autre bassin d’attraction. La résistance qui mesure 1’intensité de la force
extérieure nécessaire pour déplacer le systeme d’une distance donnée est également utile.

Modeles de type individus-centrés

Pour étudier différentes gestions d’un lac, Janssen et Carpenter (1999) ont concu un
modele multi-agent [73]. Chaque agent est susceptible par son activité d’occasionner des re-
jets de phosphates dans le lac. Leur quantité dépend des croyances des agents, mais aussi des
structures des organisations et des choix de gestion. Les résultats sont des courbes obtenues
par simulation. Un choix de gestion ou une organisation est qualifiée plus résiliente qu’une
autre lorsque les valeurs maximales atteintes par les quantités de phosphates dans le lac au
cours du temps de simulation sont plus faibles. Autrement dit, un systeme est plus résilient
lorsque les courbes simulées restent plus éloignées des frontieres du bassin d’attraction.

1.4.3 Limites

Limites liées aux formalismes des modeles

Les modeles déterministes ne tiennent pas compte de nos ignorances sur les dynamiques
des systemes écologiques et sociaux. Partant de la constatation que, dans les systémes
écologiques et sociaux, les perturbations sont continues et les équilibres jamais atteints,
Yves (1995) propose d’étendre la définition de la résilience de Pimm aux systémes stochas-
tiques [74]. Par analogie avec le temps de retour caractéristique des systemes dynamiques
déterministes, il définit la résilience stochastique comme le quotient de la variabilité des den-
sités de populations par la variabilité des taux de croissance de ces populations. Il y a d’autres
définitions de la resilience stochastique : Xu et Li (2002) définissent la résilience stochastique
comme la moyenne des carrés des écarts aux équilibres instables dépendants du temps [75].
Ces définitions, obtenues a partir de la définition de Pimm, ont le mérite de s’appliquer a
des séries temporelles ou a des modeles stochastiques capables de rendre compte dans une
certaine mesure de nos ignorances sur le comportement du systeme.
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Les modeles integrent des lois de régulation fixées a priori. Dans les modeles détermi-
nistes, les lois de régulation sont nécessairement fixées a priori. Les résultats concernant la
résilience ne sont donc valables que pour la loi fixée.

Dans les modeles de type individus-centrés intégrant une part d’incertitude concernant le
comportement des agents, les regles de décision sont fixées mais 1’intervention du hasard
produit une suite d’actions non connues a priori. Néanmoins, les résultats concernant la
résilience obtenus par simulation ne concernent que les réalisations des processus stochas-
tiques propres a ces simulations.

Dans leur modele de systeme économique et environnemental, Brock et al. (2002) integrent
I’influence des actions des décisionnaires sur 1’état du systeme. Ces actions n’obéissent pas
a une regle prédéfinie, cependant, la loi de rétroaction est obtenue en tant qu’argument d’une
optimisation et I’étude de la résilience vient ensuite [76].

Or, lorsque les lois de régulation sont définies a priori, les résultats ne concernent que ces lois
de régulation particulicres. Ils peuvent permettre de comparer les valeurs de la résilience as-
sociées a ces lois entre elles mais pas de déterminer I’ensemble des lois satisfaisant un critere
associé a la résilience.

En outre, Bonneuil (2003) a montré que le choix de la loi de régulation dans le modele
proie-prédateur bien connu peut étre considéré comme arbitraire car beaucoup d’autres lois
auraient produit le méme type de comportement. Cette critique est d’autant plus pertinente
que les systemes modélisés ont des composantes sociales et économiques [77].

Limites liées aux définitions de la résilience

Les définitions opérationnelles issues de la définition conceptuelle de Pimm ne sont pas
adaptées aux systemes écologiques et sociaux. L’ « engineering resilience » s’intéresse
aux conditions au voisinage d’un équilibre stable et mesure les effets de petites perturbations.
Or, les écosystemes sont des systemes complexes qui n’ont pas un mais plusieurs domaines de
stabilité [78, Bengtsson (2002)]. En outre, il peut ne pas y avoir d’équilibre stable vers lequel
retourner mais un attracteur périodique ou chaotique. Par ailleurs, les perturbations subies par
ces systemes sont parfois de vigoureuses secousses plutdt que de 1égeres vibrations. L’ « engi-
neering resilience » étudie de petites portions du paysage de stabilité du systeme et n’aide pas
a comprendre les réponses des systemes a de fortes perturbations. Le concept d’ « engineering
resilience » est par conséquent mal adapté a I’étude des systemes €cologiques et sociaux.

En revanche, I’ « ecological resilience » se concentre sur les possibilités de transition entre
états appartenant a différents ensembles caractérisés par leurs structures et leurs processus
d’organisation. Elle s’intéresse aux contours, aux comportements loin des équilibres. Le
concept de durabilité étant plus pertinent pour les systemes stochastiques loin de 1’équilibre
que pour les systemes déterministes a 1I’équilibre [56, Levin et al. (1998)], le concept d’ « eco-
logical resilience » est par conséquent mieux adapté aux études des systemes écologiques et
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sociaux liées a la durabilité.

Les définitions ne sont pas généralisables. Les définitions utilisées avec des modeles
composés d’équations différentielles comme celles liées aux valeurs propres des systemes
linéarisés ou celles liées aux propriétés issues des diagrammes de bifurcation sont générales,
c’est a dire qu’elles sont utilisables avec tous les modeles de ce type quel que soit le systeme
réel associé.

La grande majorité des définitions utilisées avec des modeles de type individus-centrés ne
sont pas généralisables. Lorsque la définition de la résilience est I’inverse du temps mis par
les simulations pour qu’une variable agrégée du modele atteigne un certain pourcentage de
sa valeur avant la perturbation, la justification du choix de la variable agrégée a considérer est
spécifique au probleme étudié.

Or, comme la comparaison entre différents systemes peut €tre productrice de connaissances,
il y a un véritable bénéfice a utiliser des définitions applicables a différents systemes écolo-
giques et sociaux [57, Carpenter et al. (2001)].

Conclusion

Des définitions opérationnelles de la résilience existent mais elles sont :

— soit associées a des modeles de systemes écologiques et sociaux qui n’integrent pas les
incertitudes sur les comportements du systeme ou fixent les lois de régulation a priori,

— soit basées sur la définition conceptuelle de Pimm, le concept d’équilibre et les petites
perturbations, mal adaptés aux systemes écologiques et sociaux,

— soit spécifiques a un probleme donné, et par suite, difficilement généralisables.

1.5 Objectif de la these

L’ objectif de cette these est de proposer une définition opérationnelle de la résilience,

— compatible avec la définition conceptuelle de Holling qui ne présuppose pas que ces
systemes sont a 1’équilibre, ni que les perturbations subies sont petites,

— générale dans le cadre de modeles de systemes écologiques et sociaux capables de
prendre en compte nos ignorances sur le fonctionnement de ces systemes ainsi que
I’ensemble des lois de régulation possibles a priori.
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1.6 Démarche

Pour atteindre cet objectif, nous effectuons trois choix essentiels. Ces choix concernent
le formalisme des modeles de systemes écologiques et sociaux, la définition conceptuelle de
référence et la méthode de calcul.

Pour que la définition de la résilience soit générale, dans le cadre de modeles de systemes
écologiques et sociaux qui tiennent compte de nos ignorances sur leur fonctionnement et
ne sont pas contraints de fixer les lois de régulation a priori, nous choisissons le cadre
mathématique de la théorie de la viabilité qui permet d’étudier de tels modeles. Nous présen-
terons cette théorie, plusieurs de ses applications et les théorémes principaux dans la section
2.1.

Pour que la définition de la résilience soit compatible avec la définition conceptuelle de
Holling, nous suivrons les recommandations de Ludwig et al. (1997) [70] et de Carpenter et
al. (2001) [57]. Nous rappellerons ces recommandations avant de présenter le principe et la
formulation mathématique de la définition proposée dans la section 2.2.

Pour que la définition de la résilience soit opérationnelle, nous étudierons les algorithmes
capables de 1’évaluer. Dans la définition que nous proposons, le calcul de la résilience se
ramene a un calcul de noyau de viabilité, concept essentiel de cette théorie. Dans les cas
simples, cet ensemble peut étre décrit analytiquement. Cependant, dans la plupart des cas,
seule une approximation numérique est possible. Nous reprendrons le principe de 1’algo-
rithme de viabilité de Saint-Pierre (1994) [79] que nous présenterons dans la section 3.1. Pour
traiter des problemes de plus grande dimension, diminuer le temps de calcul ou améliorer la
qualité de I’approximation, nous réaliserons plusieurs modifications décrites dans le cha-
pitre 3.



Chapitre 2

La résilience dans le formalisme de la
viabilité

Nous présenterons tout d’abord le formalisme des modeles auxquels notre définition de la

résilience va s’appliquer. Nous justifierons le choix de la théorie de la viabilité en soulignant
ses intéréts eu égards aux limites identifiées dans la section 1.4.3, de certains formalismes
utilisés pour modéliser des systemes écologiques et sociaux. Nous illustrerons les possibi-
lités offertes avec plusieurs applications issues de la littérature et rappellerons les théoremes
principaux qui nous seront utiles.
Nous proposerons ensuite, dans le cadre de la théorie de la viabilité, une définition de la
résilience compatible avec la définition conceptuelle de Holling : nous reprendrons les recom-
mandations de Ludwig et al. (1997) [70] et de Carpenter et al. (2001) [57], puis exposerons
le principe de notre définition et préciserons la formulation mathématique. Nous montrerons,
en particulier, que, suivant notre définition, la résilience se caractérise a I’aide des concepts
de noyau de viabilité et noyau discriminant.

2.1 La théorie de la viabilité

2.1.1 Un formalisme adapté a la modélisation de systemes écologiques
et sociaux

Nous avons vu, dans la sous-section 1.4.3, que les modeles de systemes écologiques et
sociaux doivent pouvoir prendre en compte non seulement notre ignorance de 1’environne-
ment futur du systeme, mais également 1’absence de déterminisme (y compris I’impossibilité
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de décrire totalement les dynamiques du systeme) : notre ignorance des lois reliant certains
contrOles aux états du systeme et la diversité des dynamiques possibles du systeme.

La théorie de la viabilité s’intéresse précisément a 1I’évolution de 1’état de systemes con-
trolés, gouvernés par des dynamiques non-déterministes et soumis a des contraintes : la vi-
tesse dépend de 1’état du systeme de maniere multivoque, autrement dit, a un état du systeme
est associé un ensemble de vitesses. La vitesse effective, qui appartient a cet ensemble,
dépend également du choix des contrdles et d’éventuelles perturbations.

La théorie de la viabilité analyse la compatibilité entre les dynamiques et I’ensemble
des contraintes sur les états. Elle détermine également 1’ensemble des contrdles qui per-
mettent d’empécher le systeme de violer ces contraintes. Depuis le début des années 1980,
des mathématiciens du Centre de Recherche Viabilité, Jeux, Contrdle' ont démontré les
théoremes de viabilité qui permettent d’obtenir des procédures de sélection d’évolutions
viables, i.e., de caractériser les connexions entre la dynamique et les contraintes qui garan-
tissent I’existence d’au moins une solution respectant les contraintes’. Ces théorémes pro-
curent les processus de régulation qui maintiennent la viabilité et aussi, au fur et a mesure
que le temps passe, améliore I’état du systeme en fonction de criteres de préférence.

Nous verrons dans la section suivante, 2.2, comment les noyaux de viabilité permettent
d’étendre la définition des propriétés étudiées lors de 1’évaluation de la résilience, a d’autres
ensembles que les bassins d’attraction”.

2.1.2 Plusieurs applications issues de la littérature

Les techniques provenant de la théorie de la viabilité sont appliquées dans différents
domaines comme I’étude de systemes non linéaires, les problemes de contrdle et les jeux
différentiels.

Aubin et al. (1991) étudient les conditions de pérennité du systeme de retraites [81].
Le systeme modélisé est composé des actifs et des inactifs, la dynamique tient compte du
fait qu’une partie du revenu des actifs est versée aux retraités. Des questions d’équité et
de pouvoir d’achat constituent les contraintes. Le noyau de viabilit¢ de ’ensemble de ces
contraintes est composé des €tats a partir desquels le systeme des retraites est viable (les
actifs comme les retraités ont un pouvoir d’achat suffisant garanti).

ICentre de Recherche de I’Université Paris Dauphine.

ZVoir en particulier Aubin (1991) [80].

3Voir les définitions opérationnelles de la résilience de Ludwig ef al. (1997) [70] et van Coller
(1997) [72] décrites dans la section 1.4.2.
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A partir des équations classiques de Lotka-Volterra, Bonneuil et Miillers (1997) modé-

lisent plusieurs jeux dynamiques entre prédateurs et proies liés a des ensembles de contraintes
différents en fonction des objectifs : soit leur viabilité individuelle, soit leur coexistence. Ils
étudient les rétroactions qui permettent au systeme de rester dans ces ensembles de contraintes
[82].
Le terme d’interaction dans ce modele proie-prédateur de Lotka-Volterra produit des solu-
tions dans lesquelles deux especes coexistent. Bonneuil (2003) étudie les conditions que le
terme d’interaction (ou fonction de correction) doit satisfaire pour que la coexistence soit
possible, autrement dit, pour que 1I’ensemble des états ou les deux especes coexistent soit un
domaine de viabilité [77]. Il montre que la fonction de correction proposée par Lotka-Volterra
est une parmi celles qui satisfont ces conditions.

Plus proche de notre problématique, Aubin et Sigmund (1988) montrent que la notion
de viabilité permet d’étendre celle de permanence” au-dela des systémes déterministes et de
prendre ainsi en compte notre ignorance de I’environnement futur du systeme et des lois re-
liant certains contrdles a 1’état du systeme, comme la diversité des dynamiques possibles du
systeme [83]. Pour étudier un modele dynamique lié a la gestion de ressources renouvelables,
Béné et al. (2001) utilisent le concept de noyau de viabilité pour déterminer, lorsque cela est
possible, les options de gestion a choisir pour garantir la pérennité du systeme. Ils soulignent,
en particulier, les configurations de surexploitation irréversible conduisant a I’extinction de
la ressource [84].

Dans la méme perspective, Mullon et al. (2004) suivent une approche de type viabilité pour
modéliser des écosystemes marins. Ils montrent comment le noyau de viabilité peut €tre uti-
lisé pour définir les bons états en indiquant ceux qu’il faut absolument éviter [85].

2.1.3 Des concepts et théoremes principaux utiles pour notre définition
de la résilience

Cette sous-section débute par le rappel de la définition du concept d’évolution viable.
Dans le cas d’un systeme controlé dont 1’évolution de 1’état dépend de cet €tat, mais éga-
lement d’actions extérieures maitrisables, le sous-ensemble formé des états desquels part
au moins une solution viable est appelé noyau de viabilité. Ce sous-ensemble peut etre ca-
ractérisé par des conditions de tangentialité. Les problemes d’optimisation en horizon infini
comme la fonction de temps de crise minimal peuvent étre résolus par la détermination de
noyaux de viabilité de systemes auxiliaires.

L’évolution de 1’état du systeme peut également étre influencée par des perturbations non

4Voir section 1.3.
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maitrisables. Ces perturbations peuvent étre interprétées comme le fait d’une nature indiffé-
rente ou comme I’écart entre la dynamique réelle et la dynamique modélisée, dii a nos igno-
rances de certains comportements du systeme. Dans ce contexte non coopératif, le concept
d’état viable qui suppose implicitement que tous les processus de régulation peuvent étre
choisis, n’a plus de sens. Le concept pertinent est celui de noyau discriminant qui peut
également €tre caractérisé par des conditions de tangentialité. Les fonctions valeurs associées
a ces jeux différentiels peuvent étre calculées a 1’aide de noyaux discriminants ou d’intersec-
tions de noyaux de viabilité de systemes auxiliaires.

Le concept d’évolution viable

Soit X C R™ I’espace des états du systeme. Les évolutions x(¢) décrivent I’état du
systeéme en fonction du temps ¢t € R, := [0, +o0].
Aubin (1991) définit le concept d’évolution viable dans un ensemble de contraintes K C X
[80].

Définition 2.1.3.1 La trajectoire d’une évolution viable est contenue dans K :

vt >0, xz(t) € K. 2.1)

Etude d’un systéme controlé

Description de la dynamique. L’évolution de I’état du systeme dépend de cet état, mais
elle peut également étre influencée par des actions extérieures appelées controles. Ces con-
troles sont appelés commandes lorsqu’ils sont le fait d’acteurs ou régulons lorsque la source
n’est pas vraiment identifiée. L’évolution de 1’état du systeme est donc gouvernée par un
systeme dynamique de la forme :

2/(t) = f(x(t),u(t)) (action)
{ u(t) € U(x(t)) (retroaction) (2.2)

prenant en compte le fait que les différents controles w qui peuvent intervenir au temps ¢
appartiennent & un ensemble U(z(t)) qui dépend de 1’état du systeme au temps t. Soit Y
I’espace des contrdles, la correspondance U : X ~- Y décrit les contraintes dépendant de
I’état sur les contrdles.

Partant d’un point initial donné z, il peut exister plusieurs évolutions possibles correspondant
aux différents contrdles opérés au cours du temps ¢ — ().

Une solution du systeme (2.2) est une évolution ¢ — z(¢) telle qu’il existe une fonction de
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contrdle mesurable ¢ — wu(t) telle que les conditions de (2.2) soient vérifiées presque partout.
La correspondance S associe a tout état initial z € X le sous-ensemble S(z) C C(0, 00; X)
des solutions issues de x.

Nous aurons besoin de la définition d’un systeme controlé Marchaud dans les énoncés
des théorémes suivants :

Définition 2.1.3.2 Soient U : X ~~ Y et f : X xY — X. (U, f) est un systéme controlé
Marchaud si Graph(U) est fermé, f est continue, f et U ont des croissances linéaires’ et les
ensembles { f(x,u)|u € U(x)} sont convexes pour tout © € Dom®(U).

Caractérisation d’un ensemble viable. Un ensemble K est viable si pour tout z € K,
il existe une solution de (2.2) partant de x et viable dans /K. Intuitivement, un ensemble est
viable s’il existe en chaque point de sa frontiere, une dérivée tangente a ce sous-ensemble qui
permet a la trajectoire de rentrer a I’intérieur ou de poursuivre sur la frontiere.

La notion de tangentialité est définie 2 partir de celle de cOne contingent’ :

Définition 2.1.3.3 Le cone contingent a K en x est I’ensemble

Tk(z) :={v e X] liminfM

m inf === —— = 0}, (2.4)

ou di (y) est la distance de y a K définie par
d = inf ||y — z||.
K (y) = inf [ly — z|

’Soit F': X ~» X une correspondance. Notons

| F(z)]| :== sup [y,
yel(z)

F aune croissance linéaire s’il existe une constante positive c telle que
Vz € Dom(F), ||F(z)| < c(||z| + 1).

Cette hypothese évite I’explosion en temps fini des solutions puisqu’elles sont bornées par une expo-
nentielle.
®Le domaine d’une fonction multivoque U est défini par

Dom(U) := {z € X|U(z) # 0}. (2.3)

7introduit par Georges Bouligand et Francesco Severi au début des années 1930.
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Si x appartient a I’intérieur de K, le cone contingent 2 K en x en I’espace X tout entier.
Si K est une variété différentielle, le cone contingent coincide avec 1’espace tangent et si K
est convexe, il coincide avec 1’espace tangent de 1’analyse convexe.

Theoreme 2.1.3.1 Soit (U, f) un systéme controlé Marchaud. Soit K C Dom(U) fermé.
Alors K est viable pour le systeme controlé (2.2) si et seulement si la correspondance de
régulation Ry définie par

Ve e K, Rg(z) :={ueU(z)|f(z,u) € Tk(z)} (2.5)

a des valeurs non vides pour tout x € K.

Caractérisation du noyau de viabilité. Soit X' C Dom(U), le noyau de viabilité de K
pour le systeme contr6lé (2.2), noté Viab(K'), est le sous-ensemble des états initiaux zo € K
tels qu’il existe au moins une solution z(.) € S(x) du systeme (2.2) partant de z et viable
dans K.

Theoreme 2.1.3.2 Soit (U, f) est un systéeme controlé Marchaud. Soit K C Dom(U) fermé.
Alors le noyau de viabilité de K existe et est égal au plus grand sous-ensemble fermé de K
viable pour (2.2).

Les équilibres, les trajectoires de solutions périodiques, les ensembles limites et les attrac-
teurs, s’ils existent, sont contenus dans le noyau de viabilité.

Caractérisation du noyau de viabilité d’ordre 7. Le noyau de viabilit¢ d’ordre 7" est
I’ensemble des états x € K tels qu’il existe au moins une solution de (2.2) partant de x et
viable dans K pour tout ¢ € [0, 7. Il est noté Viab(K,T).

Les deux théoremes suivants montrent 1’équivalence entre les noyaux de viabilité d’ordre T’
et les ensembles de niveaux du noyau de viabilité d’un systeme auxiliaire.

Soit la fonction temps de sortie maximal définie par

mh(z) = sup 7x(z())= sup inf{te[0,oc0f|z(t) ¢ K}.
z(.)eS(x) z(.)eS(x)

Nous rappelons les définitions d’épigraphe et d’hypographe d’une fonction étendue (Fig.
2.1):
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N

FIG. 2.1 — L’épigraphe de la fonction étendue V' : X — R U {+0o0} est colorié en gris dans
la figure de gauche. L’hypographe de la fonction étendue V' : X — R U {—o0} est colorié en
gris dans la figure de droite.

Définition 2.1.3.4 Une fonction étendue est une fonction V : X — R U {+oo}.
Son domaine est I’ensemble des points ou 'V est finie :

Dom(V) :={z € X|V(z) # oo}.

V' est non triviale si son domaine n’est pas réduit a I’ensemble vide.
Son épigraphe est défini par :

Ep(V) :={(z,\) € X x R|V(z) < A}

L’hypographe d’une fonction V : X — R U {—o0} est défini par :

Hyp(V) :={(z,\) € X xR|V(z) > A}.

Theoreme 2.1.3.3 Soit (U, f) un systéme contrélé Marchaud et soit K C X fermé, alors
pour tout I" > 0, les noyaux de viabilité d’ordre ' sont caractérisés par :

Viab(K,T) = {z € K|rk(z) > T}.

Soit F' la correspondance définie par F'(x) := {f(x,u)|u € U(x)}.
Associons a F' la correspondance ¢r : K X Ry ~» X x R définie par

F(z) x {1} siow>0

Vi(T,w) = { @(F(r)U{0}) x [-1,0] si w=0. (20
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Theoreme 2.1.3.4 Supposons que (U, f) est un systéeme controlé Marchaud et que K C
Dom(U) est fermé, alors I’hypographe de la fonction temps de sortie maximal 7'?( est la
noyau de viabilité de K x R pour la correspondance 1\ :

Hyp(rh) = Viab,, (K x R,).

Problemes d’optimisation en horizon infini. Ces problemes sont étudiés par Aubin et
Frankowska (1996) [86]. L’ objectif est de déterminer la fonction valeur associée a un proble-
me d’optimisation en horizon infini. Nous rappelons la définition de 1’épidérivée contingente
avant d’énoncer le théoreme qui lie 1’épigraphe de la fonction valeur au noyau de viabilité
d’un systeme auxiliaire.

Définition 2.1.3.5 Soir V : X — R U {400} une fonction étendue non triviale et = apparte-
nant a son domaine, 1’épidérivée contingente D,V (x) vérifie

hy') —
Vy e X, DiV(z)(y) := liminf Vie +hy) = Vi)

h—0ty' —y h

et I’épigraphe de 1’épidérivée contingente D,V (x) est égal au cone contingent a I’épigraphe
deV en (z,V(x))
Ep(DYV (2)) = Ty, V(@)

Soit Sy(x) I’ensemble des solutions (z(.), u(.)) du systeme contrdlé (2.2) en z( au temps t.
Soit la fonction valeur

V@)= / e W (z(7), u(r))dr € [0, +00

du probleme d’optimisation intertemporelle de la fonctionnelle actualisée

/ e W (z(1),u(r))dr
t
sur toutes les solutions (z(.),u(.)) du systéme contr6lé (2.2) partant au temps ¢ de x.

Le théoreme suivant montre I’équivalence entre 1’épigraphe de la fonction valeur du
probléme d’optimisation intertemporelle et le noyau de viabilité de 1’ensemble Dom(U) x R,
pour le systéme auxiliaire associé a la correspondance GG : X x R ~» X x R, définie par

G(z,w) = {(f(x,v),\)|v e U(x)et

M aw € [—c(|lz]| + 1), =W (, v)]}. 2.7)
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Theoreme 2.1.3.5 Supposons
— (U, f) est un systéme contrélé Marchaud,
- W (z,v) € Graph(U) — W (x,v) € R, est une fonction semi-continue inférieure-
ment, positive et convexe par rapport a v,
— Je > 0tel que V(z,v) € Graph(U), W(z,v) < c(||z| + 1),
— le domaine K := Dom(U) est fermé,
alors, V (t, z) et la plus petite fonction semi-continue inférieurement V,, vérifiant :

— la propriété de monotonie : Vxoy € Dom(V,,), il existe un solution du systeme contrélé
(2.2) partant de xo a t = 0 et satisfaisant

t
> 0, eV (2(t)) — Va(ao) + / W (2(F)u(r))dr <0, (2.8)
0
— Vi, plus grande ou égale a la fonction indicatrice de K, ¢k,

sont reliées par la formule

V(t,z) = e"V,(x). (2.9)

De plus, une solution (z(.),u(.)) € S(xo) de (2.2) satisfait I’inégalité (2.8) pour V, si et
seulement si c’est une solution optimale du probleme d’optimisation intertemporelle :

e "W (z(r),u(r))dr = inf / e"W (x(7),u(r))dr.
| ewam.aar = e e W, u)

Dans ce cas, cette solution vérifie le principe d’optimalité :
Vt >0, eV, (2(t) = /OO e W(z(r),u(r))dr (2.10)
t
et satisfait I’équation
e Vo (2(t)) — ™ Vo (2(s)) + /t e "W (z(r),u(r))dr = 0. (2.11)

Notons
R (z) :={u € U(x)| D1 Vao(2)(f(z,u)) + W(z,u) + aV,(z) < 0}

alors, les solutions optimales au probleme d’optimisation intertemporelle sont gouvernées
par la loi de régulation optimale,

pour presque tout t > 0, u(t) € Ry (x(t)).

Exemple d’optimisation en horizon infini : 1a fonction temps de crise. La fonction temps
de crise a été introduite par Doyen et Saint-Pierre (1997) [87]. Le temps de crise associé a
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une évolution est le temps passé hors de I’ensemble des contraintes. Soit (U, f) un systeme
controlé et, K, un ensemble de contraintes, tout point x € X peut étre caractérisé par le
temps de crise minimal :

C(r):= inf  pltle(t) ¢ K) (2.12)

avec 1 mesure de Lebesgue.
Le temps de crise minimal est la fonction valeur associée a un probléme d’optimisation en

horizon infini :
“+o0

Ck(x) = inf W(z(7))dr
wo)= it [ W)
avec W := xx\k-
En associant a (U, f) la correspondance G : X x R, ~» X x R définie par

G(z,w) = {(f(z,v),\)|veU(x)et

2.13
Ae -1, —xx\x(2)]}, @13

le théoreme suivant est un corollaire du théoreme 2.1.3.

Theoreme 2.1.3.6 Si (U, f) un systéme controlé Marchaud et K C X fermé et vérifiant
K N Dom(U) # 0, alors I'épigraphe de la fonction temps de crise Ck est le noyau de
viabilité de X x R pour la correspondance G :

8}9(0}() = Viabg(X X R+)

Etude d’un jeu dynamique

Description de la dynamique. Comme dans le cas d’un systeme controlé (2.2), I’évolution
de I’état du systeme x(t) dépend de cet état et du controle u € U(x(t)). Nous supposons, en
outre, que cette évolution est influencée par des perturbations p € P(xz(t)). Ces perturba-
tions peuvent étre interprétées comme le fait d’une nature indépendante et indifférente®, ou
comme I’écart entre la dynamique réelle et la dynamique modélisée, dii a nos ignorances de
certains comportements du systeme. L’évolution de I’état du systeme est donc gouvernée par
un systeme dynamique de la forme :

'(t)
u(t)
p(t)

prenant en compte le fait que, comme les controles, les différentes perturbations p qui peuvent

Il
o
—
8
—~
~
~ —

S ;) (2.14)
€ )

intervenir au temps ¢ appartiennent a un ensemble P(z(¢)) qui dépend de 1’état du systeme

8ces perturbations sont appelées tyches dans [88, Aubin (1997)].
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au temps .

Une solution du systeme (2.14) est une évolution t — x(t) telle qu’il existe une fonction de
contrdle t — wu(t) et une fonction associée aux perturbations ¢ — p(t) mesurables telles que
les conditions de (2.14) soient vérifiées presque partout.

Les théoremes suivants sont vrais pour des jeux dynamiques Marchaud :

Définition 2.1.3.6 SoitU : X ~~» Y, P: X ~ Zetc: X XY xZ — X, (U, P, c) est un jeu
dynamique Marchaud si Graph(U) et Graph(P) sont fermés, les valeurs U(x) et P(x) sont
convexes, c est continue et convexe par rapport a v et p, U et P ont des croissances linéaires.

Caractérisation d’un ensemble discriminant. Notons P I’ensemble des sélections conti-
nues * — p(x) € P(z) de la correspondance P qui est non vide lorsque P est semi-continue
inférieurement et a valeurs convexes d’apres le théoreme de Michael [89, Aubin et Fran-
kowska (1990)].

Un ensemble K est discriminant si pour toute sélection continue p(z) € P(x) et pour tout
x € K, il existe au moins une solution z(.) vérifiant

u(t), 3(a(1))) 015
partant de x et viable dans K.

Theoréme 2.1.3.7 Soit (U, P, ¢) un jeu dynamique Marchaud. Soit K C Dom(U) fermé.
Supposons que P est semi-continue inférieurement, alors K est un ensemble discriminant
pour le jeu dynamique (2.14) si et seulement si la correspondance Ak : Graph(P|gk) ~ Y
définie par

V(z,p) € Graph(P|k), Ax(z,p):={u e U(x)|c(z,u,p) € Tk(z)} (2.16)

a des valeurs non vides pour tout v € K et tout p € P(x).

Caractérisation du noyau discriminant. Soit X' C Dom(U), le noyau discriminant de K
pour le jeu dynamique (2.14), noté Disc(K), est le plus grand sous-ensemble fermé de K
discriminant pour (2.14).

Sous les hypotheses du théoreme 2.1.3.7, le noyau discriminant est un ensemble discriminant.

9 Autrement dit, x viable dans K pour la dynamique f(z,u) := c(x,u, p(x)).
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La caractérisation du noyau discriminant en tant que sous-ensemble d’états initiaux de K sa-
tisfaisant une certaine propriété est plus délicate que dans le cas du noyau de viabilité [90,
Cardaliaguet (1994)].

Cardaliaguet (1994) lie les concepts de noyaux de viabilité et noyaux discriminants en
présentant les noyaux discriminants comme des intersections de noyaux de viabilité [90] :

Theoreme 2.1.3.8 Supposons que le jeu dynamique (U, P, c) est Marchaud, que K C Dom(U)
est fermé et que P est semi-continue inférieurement. Posons

Ky:=KetVi >0, K; = ﬂ Viabe(.u ()50 (Ki-1)
peP
alors

Discw,pe(K) =) K.
=1

Problemes d’optimisation en horizon infini. Dans le cas du systéme contr6lé, I’épigraphe

10

de la fonction valeur est le noyau de viabilité d’un systeme auxiliaire'”. Pour un jeu différen-

tiel, I’objectif est de caractériser la fonction valeur en tant que noyau discriminant, autrement
dit, en tant qu’intersection de noyaux de viabilité d’apres la théoreme 2.1.3.8.
Soit la fonction semi-continue inférieurement

W (z,u,p) € X XY xZ — W(zx,u,p) € Ry

a laquelle est associé le cofit actualisé en horizon temporel infini

/O T (a(r), u(r), p(r))dr € [0, +09).

L’ objectif est de déterminer la fonction V' qui vérifie le critere de monotonicité suivant
appelé monotonicité discriminante : pour toute sélection continue p(z) € P jouée par la na-
ture et tout état zo € Dom(V'), il existe une solution z(.) de (2.15) partant de x et monotone
dans le sens

Vt >0, eV, (2(t) — Valxo) + /Ot e "W(x(7),u(r),p(z(1)))dr <O0. (2.17)

Les deux théoremes suivants montrent 1’équivalence entre 1’épigraphe de cette fonction et
le noyau discriminant de 1’ensemble des contraintes Dom(U) N Dom(P) x R, pour le jeu

10Théoreme 2.1.3.5.
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dynamique défini par la correspondance G : X x R ~» X x R

Gla,w) = {(clw,up), Nu € U(x), p e Pa)el .
Ataw € [=y([[z]] + 1), =W(z, u,p)]}. '
Theoreme 2.1.3.9 Supposons
— (U, P, c) est un jeu dynamique Marchaud,

P est semi-continue inférieurement,

W (x,u,p) € X XY x Z — W(z,u,p) € Ry est une fonction semi-continue
inférieurement, positive et convexe par rapport d u,

VX — Ry U{+400} est une fonction étendue positive semi-continue inférieurement,
— dy > 0 tel que

{ﬂWLmMGXxYxZ,W@w%MSWWM+D

iy . (2.19)
it)Vo € Dom(V), inf,cu @), pep@) D1V (2)(c(x,u,p)) > —(||z|| + 1)

Alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1. 'V posséde la propriété de monotonicité discriminante.

2. V est une fonction discriminante : soit Ap : X X Z ~» Y définie pour (x,p) €
Graph(P) par

Ap(z,p) = {u € U@)| DV (x)(c(x,u,p)) + W(z,u,p) + aV (z) < 0},

alors

Ve e X, Vp e P(z), Ay(z,p) # 0.

Si V' ne satisfait aucune des conditions du théoréme précédente, il existe une plus petite
fonction semi-continue inférieurement plus grande ou €gale a V' satisfaisant la propriété de
monotonicité discriminante. Ce résultat est un corollaire du théoréeme 2.1.3.8.

Theoreme 2.1.3.10 Les hypotheses sont celles du théoreme 2.1.3.9. Partant d’une fonction
semi-continue inférieurement non triviale V° : X — R, U {+oc}, les fonctions V7 sont

définies par récurrence :
+1 . J
VIt i=sup Vs,
pEP
7 . . . . . s . ., 4 N
avec V5.« Plus petite fonction semi-continue inférieurement positive plus grande ou égale a
V7 et monotone par rapport a W (x,u, p(x)) pour le systéeme (2.15).
Alors, la fonction semi-continue inférieurement
V> = sup V7
Jj=20
est la plus petite fonction semi-continue inférieurement plus grande ou égale a V' satisfaisant
la propriété de monotonicité discriminante.
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2.2 La définition de la résilience

2.2.1 Les conditions de compatibilité avec la définition conceptuelle de
Holling

Nous avons vu dans la sous-section 1.4.3, que le concept de durabilité est plus pertinent
pour les systemes stochastiques loin de 1’équilibre que pour les systemes déterministes a
I’équilibre [56, Levin et al. (1998)]. Les définitions opérationnelles inspirées par la définition
conceptuelle de Pimm, se focalisent sur les concepts d’équilibre et de petites perturbations.
Elles sont, par conséquent, mal adaptées a 1’étude de la résilience dans les systemes écolo-
giques et sociaux. En revanche, 1’ « ecological resilience » de Holling se concentre sur les
possibilités de transition entre états appartenant a différents ensembles caractérisés par leurs
structures et leurs processus d’organisation. Elle s’intéresse aux contours, aux comportements
loin des équilibres et est, par conséquent, bien adaptée au cadre de systemes écologiques et
sociaux.

L’ « ecological resilience » de Holling (1973) est I’intensité maximale de la force que le
systéme peut absorber sans changer de comportement, de fonctions, de processus de régula-
tion [55]. Beddington et al. (1976) interpretent 1’ « ecological résilience » comme I’intensité
de la perturbation d’une quantité spécifique qu’une propriété du systeme peut supporter sans
subir de changements qualitatifs [68].

Partant de la définition conceptuelle de Holling et de I’interprétation de Beddington et al.
(1976), Ludwig et al. (1997) et Carpenter et al. (2001) ont déduit des contraintes concernant
les définitions opérationnelles qui s’y réferent [70, 57]. La valeur de la résilience dépend :

— (i) de I’état du systeme,

— (ii) de la propriété du systeme étudiée,

— (iii) des types de perturbations envisagées,

— (iv) du colit associé a la restauration éventuelle de cette propriété,

— (v) des contrdles disponibles, et

— (vi) de I’horizon temporel considéré.

La définition que nous proposons dans le formalisme de la viabilité tient explicitement
compte de ces six points.

La dynamique du systeme dépend de son état (i). Elle peut également étre influencée par
des actions extérieures (controles) (v) ou par des perturbations non maitrisables. L’évolution
de I’état du systeme peut alors €tre modélisée par une inclusion différentielle de la forme
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de (2.14) pour prendre en compte I’influence éventuelle des différents controles possibles et
intégrer nos ignorances sur les dynamiques. Nous considérons d’abord le cas ou les pertur-
bations sont négligeables. L’évolution de I’état du systeme est alors décrite par un systeme
controlé de type (2.2).

La résilience de propriétés différentes (i1) du systeme peut tre étudiée : par exemple, dans
le cas d’un lac, la résilience de la propriété d’oligotrophie ou d’eutrophie ; dans le cas d’une
population d’agriculteurs, la résilience de la rentabilité de leurs activités et, dans le cas d’un
lac entouré par une population d’agriculteurs, la résilience de la propriété d’oligotrophie et de
rentabilité. ’ensemble des états du systeme pour lesquels cette propriété est vérifiée n’est pas
nécessairement définie en tant que bassin d’attraction de la dynamique comme dans Ludwig
et al. (1997) ou van Coller et al. (1997) [70, 72].

Reprenant I’interprétation de Beddington ez al. (1976), I’intensité de la perturbation d’une
quantité spécifique, qu’'une propriété du systeme peut supporter sans subir de changements
qualitatifs [68], nous allons tout d’abord nous poser la question de la conservation de cette
propriété sans perturbation pour une durée 7" associée a I’horizon temporel considéré (vi). La
réponse est donnée par le calcul du noyau de viabilité de I’ensemble des états qui possedent la
propriété en question, pour la dynamique (2.2) ou par le calcul du noyau discriminant pour la
dynamique (2.14). Cette analyse permet d’identifier les situations dans lesquelles la propriété
ne peut étre conservée.

L’analyse se poursuit, alors, par I’évaluation du cofit de restauration de cette propriété (iv).
Ce cofit, associé a toute évolution du systeme, peut étre soit économique (somme d’argent
nécessaire), soit écologique (diminution de la biodiversité, pollutions, .. .), soit les deux. Son
taux d’actualisation est posé nul afin de ne pas déprécier les pénalités des futurs éloignés
par rapport a celles des futurs proches en accord avec 1’état d’esprit associé au concept de
durabilité''. Sa valeur minimale sur toutes les évolutions possibles issues d’'un méme état du
systeme est I’indicateur de coiit associ€ a cet état. Cette fonction indicateur de colt peut étre
interprétée comme la fonction valeur du probleme d’optimisation intertemporelle décrit dans
la section 2.1.3 et, par conséquent, obtenue par des calculs de noyaux de viabilité.

La valeur de la résilience dépend des perturbations envisagées (iii) (les variables concer-
nées, les intensités maximales,...). Ces perturbations envisagées sont décrites par une corres-
pondance qui, a chaque état du systeme, associe I’ensemble des €tats atteignables a partir de
cet état, a la suite d’une perturbation. Afin de prendre en compte le pire des cas, nous retenons
le colit de restauration maximal sur I’ensemble des €tats atteignables.

Nous évaluons la résilience comme 1’inverse de ce colt.

1« répondre aux besoins du présent sans compromettre la capacité des générations futures 2

répondre a leurs propres besoins » [6, Brundtland (1987)].
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2.2.2 La formulation mathématique dans le cas d’un systeme controlé
Le modele

Les dynamiques et les controles. L’état du systéme écologique et social au temps t est
décrit par le vecteur x(t) appartenant a I’espace des états X C R".

La dynamique dépend de 1’état du systeéme z(t) et de différentes actions externes appelées
contrdles u(t) € Y qui peuvent influencer I’évolution du systeéme au temps ¢. Ces controles
ne sont pas définis a priori par des lois de régulation déterminant %(t) ou u(x). Cependant, ils
peuvent étre contraints en fonction de I’état du systeme. Ainsi, la correspondance U : X ~» Y
associe a tout état « I’ensemble des controles admissibles lorsque 1’état du systéme est .
Les contrdles admissibles sont les contrdles au moyen desquels une institution (une agence
gouvernementale ou un gestionnaire privé) agit sur le systeme. Elle peut choisir n’importe
quel contrdle admissible, puis en choisir un autre. Elle a les ressources nécessaires pour sup-
porter les colits de modification de ces controles, qui sont externes au systeme.

La variation de z(t) au temps ¢ est décrite par I’inclusion différentielle (2.2) étudiée dans la
sous-section 2.1.3 et reproduite ci-dessous :

S = i), ult)
{u<t> e Ullt)), 220

avec U : X ~~ Y qui associe a I’état = ’ensemble des controles admissibles et
f : Graph(U) — X

qui associe a x(t) et u(t) € U(z(t)) la dérivée 2/ (t).

La dynamique est non déterministe si plusieurs contrdles sont admissibles. Si la fonction
u(.) est supposée gouvernée par une loi de régulation définie a priori en fonction du temps
t — u(t) ou en fonction de 1’état x — w(x), alors la dynamique est décrite par une équation
différentielle ordinaire et I’évolution de x(t) est déterministe.

La propriété étudiée interprétée comme une contrainte sur I’état du systeme. Nous
supposons qu’il existe une correspondance h : X — H qui associe a I’état du systeme un
indicateur concernant la propriété du systeme étudiée. La propriété est vraie lorsque 1’indica-
teur appartient a un sous-ensemble particulier M de H. Le sous-ensemble /K de X contenant
tous les états possédant cette propriété est défini par :

K =h"'(M). (2.21)
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L’horizon temporel. L’horizon temporel considéré est défini par T qui peut étre infini.

La formulation mathématique de la définition de la résilience

Suivant le principe de la définition décrit dans la sous-section 2.2.1, la formulation mathé-
matique de la résilience nécessite trois étapes intermédiaires : la caractérisation de I’ensemble
des états a partir desquels la propriété peut €tre conservée jusqu’a 7', la détermination de la
fonction valeur associée au colt éventuel de restauration de la propriété avant le temps 7" et
I’évaluation du colt des perturbations envisagées.

L’ensemble des états a partir desquels la propriété peut étre conservée jusqu’a7. L’évo-
lution du systeme est gouvernée par les dynamiques décrites dans les équations (2.20). Si son
état x(0) a ¢t = 0 appartient a K, cela signifie que la propriété identifiée par K est vraie a
t = 0. La premiere question qui se pose est si cette propriété peut étre conservée jusqu’a 7.

Comme plusieurs contrdles sont admissibles en chaque état du systeme, il peut y avoir de
nombreuses évolutions, partant de z(0) € K et satisfaisant (2.20) pour ¢ € [0, 7. Si I'une
d’entre elle reste dans K jusqu’a 7', cela signifie qu’il existe une loi de régulation ¢ — w(t)
telle que la propriété est conservée durant la période caractéristique. Si aucune d’entre elles
ne reste dans K jusqu’a T, cela signifie que partant de x(0), le systéme est condamné a
perdre la propriété représentée par I’ensemble K avant ¢ = T quels que soient les choix
de contrdles effectués parmi les contrdles admissibles. L’ensemble formé des états a partir
desquels il existe au moins une évolution restant dans K jusqu’au temps 7" est le noyau de
viabilité d’ordre T"'* noté Viab(K,T'). Ce sous-ensemble de K dépend de la dynamique f,
des ensembles de contrdles admissibles U et de I’ensemble des contraintes /. Il contient les
équilibres, mais aussi les états a partir desquels il existe une évolution viable dans K jusqu’a
T'. Ces évolutions peuvent étre gouvernées par des contrdles constants (niches de viabilité).
Des régulations par des modifications des contrdles peuvent également avoir lieu.

D’apres les théoremes 2.1.3.3 et 2.1.3.4, lorsque (U, f) est Marchaud et X' C Dom(U)
est fermé, le noyau de viabilité d’ordre 7" peut €tre obtenu comme ensemble de niveau du
noyau de viabilité d’un systeme auxiliaire : soit (z,p) € K x R,

Viaby (K, T) = Viaby, (K x R.) N {p =T} (2.22)

12yoir sous-section 2.1.3.
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avec ¢ définie par

F(z) x {1} si p>0

Vel p) = @o(F(z) U{0}) x [~1,0] si p=0.

(2.23)

L’indicateur de coiit : la fonction valeur associée au coiit éventuel de restauration de
la propriété avant le temps 7. Le coit associé a une évolution peut étre de nature éco-
nomique, social ou écologique. Le plus souvent, ce cofit est évalué en ajoutant des gains et
soustrayant des dépenses a chacun des pas de temps. Dans notre approche, ce cofit est défini
de maniere un peu différente. Comme il est utilisé pour évaluer la résilience de la propriété
étudiée, sa définition est liée a cette propriété : le colit doit permettre de mesurer la capacité du
systeéme a maintenir cette propriété durant une période 7' ou a la rétablir avant 7. Autrement
dit, le colit mesure la distance entre 1’évolution de I’état du systeme et 1’objectif qui lui est
fixé dans la perspective de 1’étude de la résilience : maintenir cette propriété ou au moins la
rétablir avant 7". Un tel coft est utilisé dans Béné et al. (2001) dans un modele de gestion
des ressources marines renouvelables. L’une des variables est le bénéfice. LLa contrainte (ou
I’objectif) imposée sur cette variable est d’€tre positive et le colit associé a une évolution est
la durée de la période de bénéfice négatif [84].

En tant que distance entre une évolution et une évolution idéale qui remplirait pleinement les
objectifs, le colit d’une évolution doit satisfaire les deux conditions suivantes :

Condition 1 Lorsque 1’objectif est atteint, le colit doit &tre nul. Par conséquent, le colit d’une
évolution au cours de laquelle la propriété étudiée est conservée est nul. Maintenir cette
propriété peut nécessiter des changements de contrdles et ces changements ont un cofit.
Néanmoins, comme nous 1’avons précisé dans la définition du modele, ces cofts sont
externes, pris en charge par I'institution qui agit sur le systeme : Béné et al. (2001)
n’ont pas pris en compte le colit des variations de I’effort de péche dans I’évaluation du
bénéfice global du secteur [84]".

Condition 2 Le cofit associé a une évolution telle que la propriété n’est pas rétablie au temps
T, c’est a dire x(T') n’appartient pas a I, est infini. Certainement, les états ou la pro-
priété n’est pas vraie ne sont pas totalement dépourvus d’intéréts. Un lac eutrophe, par
exemple, peut encore servir de réservoir de nutriments. Cependant, en ce qui concerne
I’évaluation de la résilience de la propriété étudiée, 1’objectif est de conserver cette
propriété, ou, au moins, de la rétablir avant 7". Si z(7") n’appartient pas a K, cela si-
gnifie que la propriété a non seulement été perdue mais également qu’elle n’a pu étre
restaurée avant 7'. Par conséquent le colt associé a une telle évolution doit €tre infini
car I’objectif est totalement manqué.

3Pour prendre en compte le cofit des modifications des contrdles, il faut considérer les contrdles
comme des variables dont les dérivées deviennent les nouveaux contréles.
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Plusieurs évolutions peuvent partir de = et vérifier (2.20), puisque plusieurs contrdles
peuvent étre admissibles. L’ évolution de colit minimal partant de = est la meilleure évolution
étant donné 1’objectif de maintenir ou au moins rétablir la propriété étudiée avant le temps 7.
Ce colit minimal constitue la valeur de I’indicateur de cofit en x.

Notons Cg.r(x) : Sw,p)(x) — Ry la fonction qui a une évolution (x(.), u(.)) issue de x
associe son colit et Cxr : X — R la fonction indicateur de colit qui a x € X associe le
colt minimal sur toutes les évolutions issues de x et vérifiant (2.20) :

Ckr(z) = inf Crr(x)(x(.),u(.)).
orle) = il Crla)(al).u()

Pour tout z € X, Cx r(x) doit satisfaire les conditions 1 et 2. En fonction de la valeur de
T', deux cas se présentent.

SiT = oo, posons

Ck.0o() (2 / W(x (1))dr € [0, +00]

avec
W : (z,u) € Graph(U) — W(z,u) € Ry

une fonction positive ou nulle, semi-continue inférieurement, convexe par rapport a u et a
croissance linéaire de constante c. Les fonctions Cx () sont bien définies pour les évolutions
satisfaisant (2.20).
De plus, si W(z,u) = 0 pour x € K etsi W(x,u) > 0 pour z ¢ K, elles vérifient les
conditions 1 et 2 .

Sous ces hypotheses, 1’épigraphe de la fonction indicateur de cofit

Croo = inf / W (x(7),u(r))dr
(@(.),u()ESw, 5 (x

est égal au noyau de viabilité d’un systeme auxiliaire. En effet, d’apres le théoreme 2.1.3.5,

si (U, f) est un systéme contr6lé Marchaud et Dom(U) est fermé, 1’épigraphe de la fonction

valeur du probleme d’optimisation intertemporelle

V(z) = mf / W(x(7),u(r))dr

(2()u(-)ESw,5) (@)

est le noyau de viabilité de I’ensemble Dom(U) x R, pour le systeme auxiliaire défini par la
correspondance G : X x R~ X x R:

G(z,w) = {(f(x,v),\)|v e U(zr)et
Ne [—e(llz] + 1), ~ W (z, 0)]}. (229
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Si T < oo, nous définissons la fonction Cr r(z) par

Cror () (z / W (a(r), u(r))dr + C(x(T)).

Si W(z,u) := 0et C(x) = 0 pour x € K, le coit d’une évolution au cours de laquelle
la propriété étudiée est conservée est nul (condition 1). Si C(z) = +oo pour z ¢ K, la
condition 2 est satisfaite, c’est a dire le colit associé a une évolution telle que la propriété
n’est pas rétablie au temps 7' < oo est infini. Sous ces hypotheses, la fonction indicateur de
colt est définie par

Crle) = it / W (a(r), u(r))dr + C(x(T)).

(x()u())ESw, 5 (z

Montrons que 1’épigraphe de la fonction Cx - est égal au noyau de viabilité d’un systeme
auxiliaire.

Soit la correspondance H : X X R xR ~» X xR xR

Hw,pow) = {(h(a,p,0.8), V(0. 8) € Oz, p) et
X e [—e(llz]] + 1), ~Wi(z, )]} (223

avec ((7, h) le systeme contrdlé défini par A : Dom(ﬁ) > X xRetU: X xR, ~ Y xR:

h(x,p,v,ﬁ) = (6f<x7v)7 _ﬁ> (226)
et
PN ) Ul)x{-1} si 2¢Koup>0
Uz, p):= { U(x) x [-1,0] si z€ K et p=0. .27

Le systeme contrdlé ((7 , h) est Marchaud lorsque (U, f) est Marchaud.

D’apres le théoréme 2.1.3.5, si ((Af , h) est un systeme contr6lé Marchaud et Dom(ﬁ ) est
fermé, I’épigraphe de la fonction valeur du probleme d’optimisation intertemporelle

17:1:, = inf / W(x(T),u(r))dr
)= L omiBine 0@ (7). u(m))

est le noyau de viabilité de 1’ensemble Dom((A] ) X R pour le systeme auxiliaire défini par la
correspondance [ (2.25).

De plus, soit (z, T') € Dom(U) avec T > 0, pour toute évolution

(2(.), p(); ul.), B()) € Sy (),
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lorsque t € [0,T], p(t) =T —t > 0et p(t) = 0 pour t > T ce qui implique x(t) = x(7T")
pourt > T.
Par conséquent,

oo T 00
/ W(x(7),u(r))dr = / W(x(r),u(r))dr + / W(z(T),u(r))dr.
0 0 T
Si, en plus de W (z,u) = 0 pour tout x € K, W(x,u) > 0 pour tout = ¢ K, alors

V(z,T) = Cxr(x).

Résumons, si W (z,u) = 0 pour tout z € K et W(x,u) > 0 pour tout x ¢ K, alors

— si T" = oo, I’épigraphe de la fonction indicateur de cofit C'x o, est égal au noyau de
viabilité de Dom(U) x R pour le systeme controlé (2.24),

— si T < oo, I'épigraphe de la fonction indicateur de colit C'x p est égal a la trace sur
I’hyperplan p = 7' du noyau de viabilité de I’ensemble

~

Dom(U) x Ry =Dom(U) x [0,7] x R

pour le systeme controlé (2.25).

Le coiit d’une perturbation et la résilience du systeme face a cette perturbation. La
résilience est une mesure de la capacité du systeme a surmonter les perturbations. Ainsi,
sa valeur dépend aussi des perturbations envisagées. Nous décrivons ces perturbations par
une correspondance D qui associe a tout état x du systéme ’ensemble D(x) de tous les
états atteignables partant de x apres une occurrence de cette perturbation : lorsque qu’une
perturbation se produit le systeme passe de I’état = a ’état y € D(x). Les conséquences de
ce saut en ce qui concerne la propriété étudiée et I’objectif de la conserver ou au moins de la
restaurer avant 7', les dommages éventuels, sont mesurés par le coiit de restauration minimal
associé a I’état atteint apres le saut, c’est a dire la valeur de I’indicateur de coliten y :

Crr(r —y) = Cgr(y). (2.28)

Lorsque la perturbation D se produit, le systéme peut passer de I’état = a n’importe quel
état de I’ensemble D(x). N ayant pas d’information supplémentaire, nous prenons en compte
le pire des cas et évaluons le cofit d’une perturbation comme le colit maximal sur tous les sauts
de x dans y € D(x).

Ckrp(x):= max Cgr(r — y) = max Ckr(y). (2.29)
yeD(z) yeD(z)
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La résilience du systeme dans 1’état x face a la perturbation D est définie comme I’inverse
du colit associé a D en x. En particulier, si le colt est infini, la résilience est nulle et si le cofit
est nul, la résilience est infinie :

1 1

= min ———. (2.30)

R =
K,T,D(m) OIQT,D(:E) yeD(x) C’KI(Q)

2.2.3 La formulation mathématique dans le cas d’un jeu dynamique
Le modele

Les dynamiques et les contréles. Comme dans le cas d’un systeme contrdlé, la dynamique
dépend de 1’état du systeme x(t) et de différentes actions externes, les contrdles u(t) € Y,
qui peuvent influencer 1’évolution du systéme au temps ¢. L’évolution de 1’état du systeme
peut également étre influencée par des perturbations non maitrisables p(t) € Z. Nous rap-
pelons que les contréles admissibles sont les contrdles au moyen desquels une institution ou
un gestionnaire agit sur le systeme, et que les perturbations peuvent étre interprétées comme
le fait d’une nature indifférente ou comme I’écart entre la dynamique réelle et la dynamique
modélisée, dli a nos ignorances de certains comportements du systeme. Pour éviter les confu-
sions avec les perturbations envisagées lors du calcul de la résilience, nous parlerons d’écarts
entre dynamiques réelles et modélisées.

La variation de z(t) au temps ¢ est décrite par I’inclusion différentielle (2.14) étudiée dans la
sous-section 2.1.3 et reproduite ci-dessous :

#'(t) = c(x(t), ult),p(t))
u(t) € U(z(t)), (2.31)
p(t) € P(x(t)),
avec U : X ~» Y qui associe a I’état = I’ensemble des contrdles admissibles, P : X ~» Z
qui associe a I’état x les marges d’erreurs du modele et ¢ : X X Y x Z — X qui associe a
z(t) € X, u(t) € U(x(t)) et p(t) € P(x(t)) la dérivée 2/ (t).
Les controles et les marges d’erreurs ne sont pas définis a priori par des lois (u(t),p(t)) ou
(u(zx),p(x)), cependant, ils peuvent étre contraints en fonction de 1’état du systeéme.

La propriété étudiée interprétée comme contrainte sur I’état du systeme. Comme dans
le cas du systeme contrdlé, nous supposons qu’il existe une correspondance h : X — H
qui associe a I’état du systeme un indicateur concernant la propriété du systeme étudiée. La
propriété est vraie lorsque 1’indicateur appartient a un sous-ensemble particulier M de H. Le
sous-ensemble /K de X contenant tous les états possédant cette propriété est défini par :

K =h"'(M). (2.32)
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L’horizon temporel. L’horizon temporel considéré est défini par T qui peut étre infini.

La formulation mathématique de la définition de la résilience

Suivant le principe de la définition décrit dans la sous-section 2.2.1, comme dans le cas
du systéme contrdlé, la formulation mathématique de la résilience nécessite trois étapes in-
termédiaires : la caractérisation de 1’ensemble des états a partir desquels la propriété peut
étre conservée jusqu’a 7', la détermination de la fonction valeur associée au coiit éventuel
de restauration de la propriété avant le temps 7' et I’évaluation du cofit des perturbations
envisagées.

Cependant, dans ce contexte non coopératif, le concept d’état viable, qui suppose implici-
tement que tous les processus de régulation peuvent étre choisis, n’a plus de sens. Le concept
pertinent est celui de noyau discriminant comme nous 1’avons vu dans la sous-section 2.1.3.
Nous allons traduire les définitions et les résultats impliquant des noyaux de viabilité dans
le cas des systemes contr6lés en termes de noyaux discriminants dans le cas des jeux dyna-
miques.

L’ensemble des états a partir desquels la propriété peut étre conservée jusqu’al. L’évo-
lution du systeme est gouvernée par les dynamiques décrites dans les équations (2.31). Si son
état z(0) a t = 0 appartient a K, cela signifie que la propriété identifiée par K est vraie a
t = 0. La premiere question qui se pose est si cette propriété peut étre conservée jusqu’a 1’
malgré les écarts éventuels entre dynamiques réelles et modélisées.

Imitant le cas du systeme controlé, nous définissons le jeu dynamique auxiliaire ( U , P, (k)
avecU : X xRy »» Y x[0,1],P: X ~ Zet(g : X xRy xY x[0,1] x Z - X xRy
définis par

Cx(z, p,u, B,p) == (Be(x,u,p), —f), (2.33)
et
o ) U(x)x{-1} si p>0
Uz, p):= { U) x [=1,0] si p=D0. (2.34)

(ﬁ , P, () pour le jeu dynamique (U, P, c) est ’analogue de 1 (2.23) pour le systeme
contrdlé (U, f) (2.20). Dans le cas du systeme contrdlé, pour (z,p) € K x R,

Viaby, (K xRy)N{p=T}

est égal a ’ensemble des états a partir desquels il existe au moins une évolution au cours de
laquelle la propriété peut €tre conservée jusqu’a 7. De méme, dans le cas d’un jeu dynamique,



CHAPITRE 2. LA RESILIENCE DANS LE FORMALISME DE LA VIABILITE 44

nous caractérisons les états a partir desquels, quels que soient les écarts entre dynamiques
réelles et modélisées, il existe au moins une évolution au cours de laquelle la propriété peut
étre conservée jusqu’a 7', par ’ensemble

Disc,»

Opce) B XR)N{p=T} (2.35)

avec (z,p) € K x Ry.

En effet, soit (x,7") € Disc(ﬁ7P7CK)(K x Ry), T > 0,Vp € P, sélection continue de P,

il existe (z(.), p(.)) issue de (z,T'), satisfaisant

(@'(8), /(1)) = Cicl(t), p(t), u(t), B(t), p(x(t)))
(u, 3) € Ux(t), p(t))

et reste dans K. Ainsi, Vo € Disc p., (K X Ry)N{p = T}, Vp € P, il existe une
évolution issue de z, viable dans K pour ¢ € [0, 7.

L’indicateur de coiit : la fonction valeur associée au coiit éventuel de restauration de la
propriété avant le temps 7. La définition du cofit est liée a la propriété dont la résilience
est étudiée : le colt doit permettre de mesurer la capacité du systeéme a maintenir cette pro-
priété durant une période 7' ou a la rétablir avant 7" malgré les écarts éventuels entre dyna-
miques réelles et modélisées.

En ce qui concerne les évolutions, leur colit mesure, comme dans le cas d’un systeéme

controlé, la distance entre 1’évolution de I’état du systeme et I’objectif qui lui est fixé dans la
perspective de I’étude de la résilience : maintenir cette propriété ou au moins la rétablir avant
T.
En tant que distance entre une évolution et une évolution idéale qui remplirait pleinement
les objectifs, le colit d’'une évolution doit toujours satisfaire les deux conditions 1 et 2 de
la sous-section 2.2.2 : le coflit d’une évolution au cours de laquelle la propriété étudiée est
conservée est nul ; le colit associé a une évolution telle que la propriété n’est pas rétablie au
temps 7', c’est a dire z(7") n’appartient pas a K, est infini.

Soit Cxr(x) : Sw.pe(x) — Ry qui a une évolution issue de x associe son cofit. Pour
tout v € X, Cx () doit satisfaire les conditions 1 et 2.
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Comme dans le cas du systeme contrdlé, deux cas se présentent en fonction de la valeur
de T

SiT" = oo, posons

Ckoo(x)(z(.),ul.),p(.)) == /000 W (z(7),u(r),p(r))dr € [0, +0x],

avec
W (z,u,p) € X XY x Z — W(zx,u,p) € Ry

positive, semi-continue inférieurement, convexe par rapport a u et a croissance linéaire de
constante 7.

Si W(x,u,p) = 0 pour x € K et W(x,u,p) > 0 pour x ¢ K, les fonctions Cx ()
vérifient les conditions 1 et 2. Par analogie avec le cas du systeme contrdlé, en remplacant
noyau de viabilité par noyau discriminant, nous définissons la fonction Cx o, : X — Ry
comme la fonction dont I’épigraphe est égal au noyau discriminant de Dom(U) x R pour le
jeu dynamique défini par :

G(z,w) = {(c(z,u,p),\)|ueU(x) pe P(x)et

N e [=y(llzl) + 1), ~W (z,u, p)]}. (2:30)

Si T < oo, nous définissons le colit d’une évolution issue de x par

Cror(@)(@ (), u(),p(.)) = / W (a(r), u(r), p(r)dr + C(a(T)).

Si W(z,u,p) =0etC(z) =0pourx € K etsi C(x) =+oo pour x(t) ¢ K, les fonctions
Ckr(x) vérifient les conditions 1 et 2. Par analogie avec le cas du systéme contr6lé, en
remplacant noyau de viabilité par noyau discriminant, nous définissons la fonction indicateur
de colit Cxrctoo : X — Ry comme la fonction dont I’épigraphe est égal a la trace sur
I’hyperplan p = 7' du noyau discriminant de I’ensemble X x R, pour le jeu dynamique
défini par la correspondance H : X X R xR~ X x R x R:

H(z,p,w) = {(h(w,p,v,5,p),\)|(v, ) € U(x,p) p € P(x)et

N [=r(lz] + 1), —W(z, v, p)]} (37

avec (U, h) le jeu dynamique défini parh: X x Ry ~ X x RetU : X x Ry ~ YV x R:

h(z, p,u, B,p) := (Be(w,u,p), —3) (2.38)
et
=~ ) Ul)x{-1} si a¢ K oup>0
Ulw, p) = { U(z) x [-1,0] si z€ K et p=0. (2.39)

Le jeu dynamique (ﬁ , P, h) est Marchaud lorsque (U, P, ¢) est Marchaud.
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Le coiit d’une perturbation et la résilience du systeme face a cette perturbation. Com-
me dans le cas du systeme controlé, une correspondance D associe a tout état x du systeme
I’ensemble D(z) de tous les états atteignables partant de = aprés une occurrence de cette
perturbation : lorsque qu’une perturbation se produit le systeme passe de 1’état = a I’état
y € D(z). Le colit du saut de x a y est mesuré par le colit de restauration minimal associé a
I’état atteint apres le saut, c’est a dire la valeur de I'indicateur de colit en y :

Crr(z —y) = Crr(y). (2.40)

Le cofit d’un perturbation D(x) est le colit maximal sur tous les sauts de = dans y € D(x).

Crkrp(x):= max Cgr(r — y) = max Ckr(y). (2.41)
yeD(z) yeD(x)

La résilience du systeme dans 1’état = face a la perturbation D est définie comme I’inverse
du colit associé a D en x :

1 1
= min ——-—. (2.42)

R =
K,T,D<I> CK,T,D(x> yeD(x) CK,T(y)

Conclusions

Le formalisme des inclusions différentielles prend en compte les effets des actions exté-
rieures sans loi de régulation fixée a priori, ainsi que nos ignorances sur les dynamiques du
systeme : la vitesse dépend de 1’état du systeme de maniere multivoque, autrement dit, a un
état du systeme est associé un ensemble de vitesses. La vitesse effective, qui appartient a cet
ensemble, dépend également du choix des contrdles et d’éventuelles perturbations.

Comme I’ont souligné Beddington et al. (1976), la résilience d’un état d’un systeéme
dépend de la propriété considérée [68]. Interpréter I’ensemble des états pour lesquels cette
propriété est vraie comme un ensemble de contraintes permet d’étudier d’autres ensembles
que les bassins d’attraction [72, van Coller (1997)].

La théorie de la viabilité analyse la compatibilité entre les dynamiques et I’ensemble des
contraintes sur les états. Un horizon temporel étant fixé, les théoremes de viabilité permettent,
dans un premier temps, de distinguer les états viables : d’un état viable est issue au moins
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une évolution contenue dans I’ensemble des contraintes jusqu’a 1I’horizon temporel fixé. Dans
un second temps, ces théoremes permettent d’associer aux €tats non viables des indicateurs
de colit définis comme le colit minimal sur toutes les évolutions issues de ces états. Le cofit
d’une évolution représente une distance entre cette évolution et une évolution idéale au cours
de laquelle la propriété serait conservée. La valeur de I’indicateur de coiit associée a 1’état du
systeme apres une perturbation évalue les éventuels dommages causés par cette perturbation.
Lorsque les perturbations envisagées sont définies en chaque état du systéme par un ensemble
d’états atteignables, nous retenons le pire des cas. Ainsi, I'inverse du cofit maximal sur 1’en-
semble des perturbations envisagées a partir d’un état est la valeur de la résilience du systeme
en cet état pour la propriété, 1’horizon temporel, les cofits et les perturbations considérés.

La formulation mathématique de la résilience proposée dans le formalisme de la théorie
de la viabilité prend en compte la diversité des dynamiques du systeme. Elle est, en outre,
compatible avec I’interprétation de Holling.
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Chapitre 3

Les algorithmes de calcul de noyaux de
viabilitée

Nous avons montré dans la section 2.2 que, dans la définition que nous proposons, la
résilience se caractérise a I’aide des concepts de noyau de viabilité et de noyaux discrimi-
nants. Elle bénéficie donc de leurs propriétés mathématiques et peut étre évaluée a 1’aide des
algorithmes de calcul de ces noyaux.

Les noyaux de viabilité sont des ensembles qui peuvent €tre définis analytiquement dans
certains cas extrémement simples'. Dans les cas complexes, I’algorithme de viabilité de
Saint-Pierre (1994) permet d’obtenir une approximation numérique de cet ensemble en cal-
culant les noyaux discrets finis exacts pour des systemes dynamiques discrets en temps et en
espace associés au probleme initial posé sous forme d’inclusion différentielle [79]. Dans la
premiere section de ce chapitre, nous décrirons cet algorithme et proposerons deux variantes
dans le cas Lipschitz. Les noyaux discriminants de systemes continus peuvent également
étre approchés par des noyaux discriminants de systemes discrets finis [91, Cardaliaguet et
al.(1999)] : les schémas de discrétisation, les preuves de convergence et les algorithmes de
calcul sont similaires, nous nous focalisons donc sur I’approximation des noyaux de viabilité.

L’algorithme de viabilité a deux faiblesses : il est gourmand en mémoire ce qui limite
la dimension des problemes qu’il peut traiter; il utilise un schéma numérique diffusif qui
entraine une surestimation des noyaux réels.

Afin de pouvoir traiter des problemes de plus grande dimension, nous proposerons trois
pistes :

Voir 1a sous-section 4.2.2.



CHAPITRE 3. LES ALGORITHMES DE CALCUL DE NOYAUX DE VIABILITE 50

1. améliorer I’'implémentation de I’algorithme :

— en utilisant des structures plus économes en mémoire,

— en gardant en mémoire les derniers contrdles viables afin de tester en priorité ces
contrOles aux points voisins ce qui permet un gain de temps dans les zones ou les
controles viables varient peu

— et en utilisant le schéma numérique de Runge-Kutta afin de réduire le grossissement
nécessaire de la dynamique et donc obtenir une approximation plus fine du noyau
réel.

2. utiliser des méthodes de discrimination telles que les Machines a Vecteurs Supports,
pour construire des expressions analytiques des noyaux approchés,

3. s’inspirer des méthodes de tir pour approcher le noyau par I’ensemble des points viables
au moins jusqu’a un temps seuil.

En ce qui concerne la diminution du phénomene de diffusion numérique, nous décrirons
les gains obtenus par utilisation d’un schéma anti-diffusif en termes de précision de 1’ap-
proximation.

3.1 L’algorithme de viabilité de Saint-Pierre

Saint-Pierre (1994) a proposé une méthode de construction de noyaux de viabilité utilisant
des approximations discretes [79]. Nous présentons par la suite plus en détail le cas Lipschitz.
Cependant, Quincampoix et Saint-Pierre (1995) ont également adapté I’ algorithme au cas des
inclusions différentielles Holderiennes [92].

Cet algorithme se décompose en deux €tapes :

— DI’approximation du noyau de viabilité du systeme continu par des noyaux de systemes
discrets,

— puis par des noyaux de systemes discrets finis.

3.1.1 Probleme posé

Soit X un espace vectoriel de dimension finie et X un sous-ensemble compact de X.
Considérons I’inclusion différentielle :

{ 2'(t) € F(x) pour presque toutt > 0, 3.1)
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oll F est une correspondance Marchaud® définie de X dans X.

L’ objectif est d’approcher le noyau de viabilité de K pour F, noté Viabp(K), et défini
comme le sous-ensemble composé de tous les éléments o € K tels qu’il existe au moins
une évolution satisfaisant (3.1) qui reste dans K indéfiniment [80, Aubin (1991)]°.

3.1.2 Théoremes de convergence des approximations par des noyaux de
viabilité de systemes dynamiques discrets en temps

Saint-Pierre (1994) pose tout d’abord le probleme de 1’approximation par des noyaux de
viabilité de systetmes dynamiques discrets obtenus par des schémas de discrétisation [79].
Dans le schéma de discrétisation d’Euler, par exemple, pour un p > 0 fixé, a I'inclusion
différentielle continue (3.1) est associé le schéma discret :

n+1 n
R I A ¢ toutn > 1,
{ 2 (™)  pour tout n > (32)
T = x9€ K.
Soit GG, la correspondance définie par G, = 1 + pI”, le systeme (3.2) peut &étre réécrit :
" € G,(x") pour tout n > 0. (3.3)

Le noyau de viabilité discret de K pour GG, dynamique discrete, est défini comme le noyau
de viabilité continu et noté Viabg, (K ).

Les définitions de convergence d’ensembles utilisées sont celles de Painlevé-Kuratowski.
Soit A(s) des sous-ensembles de R™ paramétrés par s € S ou S est un espace métrique :

Définition 3.1.2.1 La limite supérieure de A(s) lorsque s — § est I’ensemble

{z € R"|liminf d 4 (x) = 0}.

Cette limite supérieure est notée Limsup A(s).

5—8

Définition 3.1.2.2 La limite inférieure de A(s) lorsque s — S est [’ensemble
{QE € Rn| limdA(S)(éL") = O}.
Cette limite inférieure est notée Liminf A(s).

2Une correspondance non triviale F' : X ~» X est Marchaud si F est semi-continue
supérieurement, a valeurs non vides, convexes, compactes et a croissance linéaire.
3Pour des détails supplémentaires, voir la sous-section 2.1.3.
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Définition 3.1.2.3 Lorsque les limites supérieure et inférieure de A(s) coincident, A(s) pos-
séde une limite lorsque s — s notée Lim A(s).

$—38

Nous supposons que F’' est une correspondance bornée :
M > 0,Vx € X, Vy € F(x),||ly|| < M. (3.4)
Pour tout p > 0, soit F}, une approximation de [ satisfaisant les conditions suivantes :

F, : X ~ X est semi-continue supérieurement, a valeurs non vides, convexes et compactes

(3.5

Graph(F,) C Graph(F') + ¢(p)B avec lim o(p) =07, (3.6)
p—

veeX, |J F(y) CF,). (3.7)

[ly—z||<Mp

Soit K, une suite, éventuellement constante, de sous-ensembles de X telle que K =

Limsup K.
p>0

Soit I', = 1 + pF,. L’ensemble Viabr, (K,) est le noyau de viabilité discret de K, pour
I',. Lorsque F' est Marchaud et [, vérifie (3.5), (3.6) et (3.7), la limite quand p tend vers O
des noyaux de viabilité Viabr ([,) est égale au noyau de viabilité de /K pour la dynamique
continue F':

Theoreme 3.1.2.1 Soient F' une correspondance Marchaud bornée par M et K un ensemble
fermé. Soit I, une approximation de F' vérifiant (3.5), (3.6) et (3.7) et ', := 1 + pF,,
Alors, pour tout p > 0,

Viabp(K) C Viabr,(K))

et
Lim Viabr,(K,) = Viabr(K)
p—0
Remarque — La démonstration de I'inclusion Limsup Viabr, (K,) C Viabg(K)

p—0
utilise les hypotheses (3.5) et (3.6) et le théoreme d’ Ascoli-Mazur. La convexité des images

est cruciale. L’inclusion Viaby(K') C Viabr, (K,) est une conséquence de I’hypothese (3.7).

Lorsque F' est Lipschitz, il existe une suite particulicre I', vérifiant les conditions (3.5) et
(3.6) et telle que la limite des noyaux discrets soit égale au noyau continu :
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Theoreme 3.1.2.2 Soient ' une correspondance Marchaud et l-Lipschitz et K un sous-
ensemble fermé de X tel que M := Sup ¢ g SUDye (s [|Y]| < +00.
Considérons F, := I + MTlpB etl’, =1+ pF,
alors,
Lim Viabr,(K) = Viabp(K). (3.8)

p—0

Nous ajoutons la proposition suivante qui est une version locale du théoreme de Saint-
Pierre (1994) :

Theoréme 3.1.2.3 Soient F une correspondance Marchaud bornée par M et I-Lipschitz et
K un sous-ensemble fermé de X.
Soita > 0et M, : X — R, telles que

Vo e K\Va' € B(z,a) sup |ly|| < M(x) (3.9)
yeF (')
et
F(2') C F(z) +l(z)||«" — x| B . (3.10)
Soit p > 0, tel que
oM < a. (3.11)
Considérons F,(x) := F(x) + wplg etl',:= 1+ pF,
alors,
Lim Viabr, (K) = Viaby(K). (3.12)
p—0

Preuve — F), satisfait (3.5) et (3.6) avec ¢(p) < Mlp. Par conséquent,

Limsup Viabr, (K) C Viabp(K).

p—0

Montrons maintenant que Viabp(K) C Viabr (K). Soit z° € Viabp(K). Soit z(.) une
évolution viable issue de 2°. Soit p tel que Mp < . Posons 2™ := xz(np).

gl e xgn,ol +p) — x(np) (3.13)
=[S (np+T)dr
Or,
' (np+71) € Flx(np+ 1))
et

z(np+ 1) — x(np) = /OT ' (np+ o)do (3.14)
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avec
'(np+ o) € F(z(np+ o))
et
IF (z(np+ )| <M
donc,

|z(np +7) — z(np)| < Mr<Mp<a, (3.15)

d’apres la condition (3.11).
Ainsi, d’apres les définitions (3.9) et (3.10),

F(z(np+7)) < F(z(np)) +l(z(np))|z(np + 1) — z(np)|

C Fa(np)) + (z(np) M(z(np))7B. G-10)

D’ou,

2" " € pF(a(np)) + U(x(np)) M(2(np)) 2B, (3.17)

P
2
Ainsi "' € T,(2") et comme I’évolution z(.) est viable, Vn > 0, 2" € K et 2° €

Viabpp(K). —

3.1.3 Théoremes de convergence des approximations par des noyaux de
viabilité de systemes dynamiques discrets finis

A tout h € IR, Saint-Pierre associe X}, un ensemble dénombrable de parties de X tel que :

Ve € X, Jx, € X tel que d(x,z) < a(h) (3.18)
avec
lim a(h) = 0. (3.19)

L’ensemble X, est appelé grille. Cette grille peut étre un ensemble de points ou une famille
d’intervalles ou de courbes définies analytiquement. Dans la suite, nous considérons que X,
est une grille de points.

Soit G, : Xj, — X}, une correspondance finie et un sous-ensemble K, C Dom(G},). Le
systeme dynamique discret fini associé a GG}, est :

2t € G (2} pour tout n > 0. (3.20)

Soit (X} )ner, une suite de grilles de X.
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Soient F' est une correspondance Marchaud, (F),), une famille de correspondances véri-
fiant les conditions (3.5), (3.6) et (3.7) et ', := 1 + pF,.

Soit I'y;, := X, ~ X, une famille de correspondances finies a valeurs non vides telle
que pour tout p > 0 et pour tout A > 0 :

h
Graph(I',,;,) C Graph(I'y) +t(p,h)Bavec  lim Q/}(Z’ ) _ 0F, (3.21)
p—>0,;—>0
Vo, € X, | Do) + a(h)BI N Xy C Tpulan). (3.22)
lly—znll<a(h)

Soit K un sous-ensemble fermé de X et K, sa projection sur la grille X, définie par

K = (K +a(h)B)N X,

L’ensemble Viabr , (K}) est le noyau de viabilité discret fini de K}, pour I, j,. Lorsque
F' est Marchaud, F), vérifie (3.5), (3.6) et (3.7) et I, , vérifie (3.21) et (3.22), la limite quand
p et % tendent vers 0 des noyaux de viabilité Viabr , (K},) est égale au noyau de viabilité de
K pour la dynamique continue F':

Theoreme 3.1.3.1 Soit F une correspondance Marchaud.

Soit I, une approximation de F vérifiant (3.5), (3.6) et (3.7) et ' := 1 + pF,,
Soit I, , une approximation de I, vérifiant (3.21) et (3.22).

Soit K un ensemble fermé et Kj, := (K + a(h)B) N X,

Alors, pour tout p > 0,
VlabF(K) C Vl'clbrpyh(Kh) + Oé(h)B

et
Lim Vl'abrp’h(Kh) = VlabF(K)

p—0,2—0

Lorsque F est Lipschitz et que (X}, )ner, est une suite de grilles de X, Saint-Pierre (1994)
a montré qu’une suite particuliere de correspondances finies, I', ;, est telle que la limite des
noyaux de viabilité discrets finis est égale au noyau de viabilité du systeme continu :

Theoreme 3.1.3.2 Soit F' : X ~~ X une correspondance Marchaud et [-Lipschitz, K un
sous-ensemble fermé de Dom(F') satisfaisant M := sup,¢ g SUp, e () ||yl < 0.
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Soit 'y :=1+ pF + %pzl’p’ etk =1+ pl.

Supposons M et | sont non nuls et que p et h sont choisis tels que :

a(h) < M7lp2 : (3.23)

Soient F’;Mlp2 X — Xet F’;Qﬂpz : Xy, — Xy, tels que :
I";MZPQ (z) :==T,(z) + kMIp*B
2
DA™ () 1= DM () 0 X

Soit K,{jﬂp2 = (Kt MIp*B) N Xy, alors,

Viabp(K) = Lim (Viabp, (K) + a(h)B) N X, (3.24)
p,h—0
et
Viabp(K) = Lim Viab 2 (K") . (3.25)
p,h—0 ph

3.1.4 Processus de construction des noyaux de viabilité approchés
Calcul d’un noyau de viabilité discret fini

Considérons le systeme dynamique discret
2"t € G(a™) pour tout n > 0.

Saint-Pierre (1994) a démontré la proposition suivante :

Proposition 3.1.4.1 Soit G : X ~~ X une correspondance semi-continue supérieurement a
valeurs fermées et K un sous-ensemble compact de Dom(G).
Soit la suite (K™),, (avec K° = K) définie par :

K™= {x € K" tels que : G(z) [ | K" # 0} (3.26)
alors Viabg(K) = (125 K™

Dans le cas d’un systeéme dynamique discret fini
2t € Gy, (2}) pour tout n > 0,

avec Gy, : X, ~» X, et X}, grille de points, la proposition 3.1.4.1 est vraie des que G, a des
valeurs non vides : soit la suite (K7'),, (avec K} = K},) définie par

K= {z € K}l tels que : Gy (x) [ K} # 0} (3.27)
alors Viabg, (K,) = (22 KJ'. De plus, il existe p fini tel que Viabg, (K) = K}.
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Raffinement

Saint-Pierre (1994) a montré qu’il n’était pas nécessaire de reprendre les calculs sur la
totalité de I’ensemble fini K, a chaque changement de pas h [79] : sur la grille plus fine, le
noyau de viabilité pour la dynamique discrete finie de la projection de I’ensemble K est égal
au noyau de viabilité pour la méme dynamique de la projection du noyau de viabilité dilaté,
calculé sur une grille plus grossiere. C’est le principe de raffinement.

Considérons deux suites h,, et p, positives tendant vers O vérifiant pour tout p positif la
condition (3.23).

Theoreme 3.1.4.1 Supposons que les hypothéses du théoreme 3.1.3.2 sont vérifiées et po-

sons : )
Dy = Kyt 308
‘ Mip2_ .
Dy = Vlabrkmp,% [(Dp + (hp + th)B) N th+plp+ } ( )
pphp
alors,

Lim D, = Viabp(K) .

p—00

3.1.5 Description schématique du fonctionnement du programme im-
plémenté a partir de cet algorithme

Dans R", I’ensemble des contraintes est K et la dynamique F'.
1

Les grilles utilisées sont des grilles de points régulieres, X, = h,Z" avec h, = 5; et
. kM1p2
Pp = % (M et [ sont supposés non nuls). Notons, I, := Fpph:p.

Initialisation La premicre étape consiste a mémoriser les points appartenant a
}(hl FZI(Z{-—F hllg) r7<)(h1.

Posons DY := K},,. Ces points sont représentés par des carrés pleins dans la figure 3.1.
1 1 P p p Y g

Boucle Le nombre d’itérations est limité par la taille mémoire et le temps de calcul.
Pour pvalant 1 ap:
— Calcul du noyau de viabilité discret fini correspondant au pas h,, :
répéter
n+1 n n :
{ Drt! — {z € D2|Ty(x) N DI # 0} (Fig.3.2) (3.29)

n«—n-+1
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jusqu'a DI+t = D7
Dy — Dy.
— Raffinement : sip < palors D), | « [D° + 3h,.1B] N Ky, (Fig. 3.3).

Sortie D>°, noyau de viabilité approché au pas p.

3.1.6 Limites

Lalgorithme de viabilité permet d’approcher les noyaux de viabilité de systeémes continus
en calculant les noyaux exacts de systemes discrets définis sur une grille finie.
La taille de cette grille croit exponentiellement avec la dimension, ce qui limite I’utilisation
pratique aux petites dimensions. D’autre part, cet algorithme utilise un schéma numérique
diffusif qui entraine une surestimation des noyaux réels.

3.2 Améliorer I’implémentation de I’algorithme de viabilité

A partir de 1’algorithme de viabilité, Patrick Saint-Pierre a développé un programme qui
a permis de calculer de nombreuses approximations de noyaux de viabilité*,

Soit un ensemble de contraintes K et une dynamique F', I’algorithme de viabilité consiste
a approcher le noyau de viabilité de K pour F' par des noyaux de viabilité exacts de systemes
dynamiques discrets finis associés (section 3.1).
Le programme permet de réaliser deux taches successivement :
— a grille fixée, calculer le noyau de viabilité exact du systeme dynamique discret fini
associé

Kt = {z € K} tels que : Gj,(z) mK,? # 0} (3.30)

— passer d’une grille a une grille de pas plus petit pour obtenir une approximation plus
fine du noyau réel

D, == K"
. Mi ; 1
Dpi1 = Viab gz [(Dy + (hy + hyer) B) N Ky 7]

hp+1

(3.31)

pphp

“Entre autres [87, Doyen et Saint-Pierre (1997)][81, Aubin ef al. (2001)][93, Martin (2004)][94,
Bonneuil et Saint-Pierre (2005)].
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FIG. 3.1 — Initialisation : les points de la grille appartenant & DY sont représentés par des
carrés pleins.

F1G. 3.2 — Une étape du calcul de noyau de viabilité discret fini : passage de D7 représenté
par les carrés pleins et les carrés vides 2 D' composé uniquement des carrés pleins. Les
points représentés par des carrés vides comme le point x, dont les successeurs sont entourés
par des cercles, n’ont pas de successeur parmi les points de D7.
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FIG. 3.3 — Raffinement : passage de D{° représenté par les grands carrés pleins 2 D composé
des points représentés par les carrés pleins petits et grands.

En étroite collaboration avec Saint-Pierre, nous avons programmé la version locale de 1’al-
gorithme de viabilité en réalisant trois modifications majeures qui permettent d’économiser
de la mémoire et du temps, d’améliorer la qualité de 1’approximation, et donc de traiter des
problemes de plus grande dimension :

— soit X}, une grille de points réguliere de X := R" définie par X} := h * Z", notre
premiere amélioration concerne la représentation, la mémorisation et la manipulation
de sous-ensembles finis de X, utiles lors des calculs de noyaux de viabilité discrets
finis (3.30) et lors des raffinements (3.31),

— soit une dynamique discrete finie décrite par la correspondance I',;, @ X, ~ X, le
calcul de noyaux de viabilité discrets finis (3.30) nécessite de réaliser des tests sur les
successeurs de x, € X, yp, € Gp(xy). Notre deuxieme amélioration concerne 1’ordre
de test de ces successeurs.

— soit F' la dynamique continue, notre troisieme amélioration est la discrétisation suivant
le schéma numérique de Runge-Kutta qui permet de réduire la dilatation nécessaire de
la dynamique et donc, d’obtenir une approximation plus fine du noyau réel.

3.2.1 Remplacer le tableau de points par une structure plus économe en
mémoire

Motivations

A grille fixée, le calcul du noyau de viabilité du systéme dynamique discret fini est itératif
(3.27) : le sous-ensemble fini K ,’;*1 de X}, obtenu a I’étape n + 1 dépend du sous-ensemble
fini K’ calculé a I’étape précédente. Le programme construit et mémorise une structure qui
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représente le sous-ensemble fini de X}, initial K}. Puis, & chaque étape, il modifie ce sous-
ensemble en retirant certains points selon la regle décrite par (3.27).

Lors du raffinement, pour passer d’une grille de pas h a une grille de pas h/2 (3.28), le
programme fait évoluer cette structure en ajoutant de nouveaux éléments a la grille grossiere.

Le programme actuel développé par Patrick Saint-Pierre permet de calculer des noyaux de
viabilité en dimension 2 ou 3. Pour représenter un sous-ensemble de X, il utilise un tableau
de dimension 2 ou 3 de booléens pour indiquer si un point de la grille réguliere appartient
ou non au sous-ensemble. Nous avons défini et implémenté une structure plus économe en
mémoire, adaptée a la dimension n, n étant bien siir borné en pratique par la taille mémoire
du systeme sur lequel le programme est utilisé.

Dans le programme développé par Saint-Pierre, le nombre de case par dimension du tableau
est égal a la précision maximale demandée des I’initialisation. Nous proposons une structure
qui permet une allocation dynamique de la mémoire.

La représentation des sous-ensembles de X,

La grille X}, est définie par X}, := h * Z". Soit D un sous-ensemble fini de X,. Pour tout
i=1,...,n,posons A := (arh,...,a,h) € X, avec

a;h = min (d;)
(d1yerrsdn) €D

et B := (byh,...,byh) € X} avec

bh = max (d;),

(dla-“,dn)eD

alors
D c ({A}+hx(Z")")N({B}+hx*(Z")")
c {A}+hxM
avec M =[] ,{0,1,...,¢}etc; = b, — a;. Soit Dyy C M tel que D = {A} + h* Dy,
Dy estisomorphe a D.

(3.32)

Les noyaux de viabilité ne sont pas convexes a priori. Nous avons néanmoins constaté
que, pour la plupart des noyaux de viabilité discrets finis calculés dans des travaux existants®,
il existe des directions j € {1,...,n} telles que les ensembles (Viabp(K) N, {zi =
29})0crn possédent moins de deux composantes connexes. En particulier, il existe une di-
rection pour laquelle ces ensembles ont une seule composante connexe lorsque le noyau est

>Voir [87, Doyen et Saint-Pierre (1997)][81, Aubin et al. (2001)][93, Martin (2004)][94, Bonneuil
et Saint-Pierre (2005)].
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égal a I’épigraphe ou a 1’hypographe d’une fonction®. Partant de cette constatation, nous
avons choisi d’implémenter une structure hybride pour représenter Dy, C M, 'une des
coordonnées étant traitée différemment des n — 1 autres : une suite de débuts et fins d’in-
tervalles est mémorisée, ces intervalles concernent la derniere coordonnée et a chaque valeur
(mq,...,mpy_1) des n — 1 premiéres coordonnées correspond une sous-suite de bornes d’in-
tervalles représentant Dy N (o, 1 {li = mi}.

Les n — 1 premiéres coordonnées. Soit V"' = [[''{0,1,...,¢;} € N*~!. Pour traiter
les n — 1 dimensions de facon similaire, nous avons choisi comme €élément de base
I’hypercube de dimension n — 1, H"~! := {0,1}"L.

Soit m™~! € M™~!, I’application qui 2 m™~! = (my, ..., m,_1) associe
((pla"'apn—l)a(q1a"'7qn—l))
avec
i ZIiAE LU
¢ = m;—2p;

est injective (£ désigne la partie entiere).
Les scalaires p; déterminent le numéro n,. de I’hypercube auquel m"~* € M~ ! est
associé (Fig. 3.4) :

n—2 n—1
Ck
ne = Z(Pj * H (E(E) +1)) + pp-1 + 1,
i=1 k=j+1

et les scalaires ¢; le numéro, ng, du sommet de 1’hypercube numéro n. correspondant
am™ ! (Fig. 3.5) :

n—1
ne = g q; * on—1-,
=1

La derniére coordonnée. Soit m := (my, ..., m,) appartenant a M.
Les coordonnées (my, ..., m,_1) de m étant fixées, lorsque m,, varie de 0 a c,, m
parcourt I’ensemble
Mo () {L=m}.
i=0,...,n—1

Si le chiffre 0 est associé au cas m ¢ D), et le chiffre 1 au cas contraire m € D, I'in-
formation & mémoriser est une suite appartenant a {0, 1}“»*!. Partant de la constatation
décrite au paragraphe précédent concernant le faible nombre de composantes connexes
dans une telle suite, nous avons choisi d’utiliser comme codage les nombres de O et de
1 consécutifs.

5Voir la section 2.1.
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FIG. 3.4 — Recouvrement de M? par des cubes.

110 111 6
01 0 2 3
1001191 5
000 001 0 1

F1G. 3.5 — Numérotation des sommets d’un cube.
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Par exemple, la suite 000001111111111111110000110000 est codée par les quatre

nombres 5,15,4,2. Dans ce cas, le codage que nous proposons n’est pas avantageux,

cependant, lorsque la longueur de la suite augmente tout en ayant peu de composantes
connexes, il le devient.

Pour coder une suite de (¢, + 1) O ou 1,

— il faut ¢, + 1 bits’ ou E (%) + 1 octets® (F désigne la partie entiere) en codant
successivement chaque élément de la suite,

— dans le codage que nous proposons, nous comptons le nombre de 0 consécutifs, n},
le nombre de 1 consécutifs, n%,..., ng ,nf , avec .S nombre de composantes connexes
de ’ensemble des 1. Chacun des nf et n} est majoré par ¢, + 1, son codage en base 2
nécessite au plus E(log,(c,+1)+1) bits. Le codage complet utilise, par conséquent,
E(logy(c,) + 1) % 2 % S bits soit

E(E(logz(cn); 1) % 2% S) 4

octets.

a0
|
\

Mbre d'octets nécessaires au codage
10
|
N
E
— m.&m“

oy — _ Mornbre de
composantes connexes

| | | | | T |
10 20 S0 100 200 500 1000

¢, - longueur de la série de 0 gt 1

FI1G. 3.6 — Nombre d’octets nécessaires au codage en fonction de la longueur de la suite
avec une échelle logarithmique. En pointillés rouges, le codage classique. En courbes pleines
noires, le codage que nous proposons : chaque courbe correspond a une valeur du nombre de
composantes connexes de I’ensemble des 1.

La figure 3.6 montre que pour des valeurs faibles du nombre de composantes connexes,
le codage que nous proposons nécessite moins de taille mémoire des que la longueur
de la suite augmente.

"Le bit représente la plus petite unité de mémoire utilisable sur un ordinateur. Cette mémoire ne
peut prendre que deux valeurs : O ou 1.
8Un octet est composé de huit bits. C’est I’unité de mesure la plus couramment utilisée.
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Représentation schématique de la structure en dimension n (Fig. 3.7)

n

Le nombre d’hypercubes est 1ié aux ¢; par la formule : N = [] j;ll E (%) + 1. La longueur
des chaines binaires vaut L = ¢,, + 1.

Hypercubes
1 2 3 4 N
S \%M
0123 4 2"t

Chaines binaires

F1G. 3.7 — Schéma de la structure en dimension n. .

Les opérations sur les sous-ensembles de X}, nécessaires a la réalisation de I’algorithme

A 1’étape n + 1 de I’algorithme, certains points z de Kj! sont retirés si
G(z)N K} = 0.

Deux procédures sont nécessaires : une procédure de test d’appartenance a K;' et une procédure
de retrait d’un point.

Quant a I’opération de raffinement, elle utilise la méme procédure dans les n — 1 premieres
dimensions, d’ou I’intérét de I’agencement a base d’hypercube de dimension n — 1. Une autre
procédure réalise le raffinement dans la derniere dimension.

Procédure de test d’appartenance
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Cette procédure doit renvoyer le label associé a un point m = (mq,...m,) € M : 1 si
le point appartient a Dy, O sinon.

Comme décrit dans le paragraphe précédent, la procédure utilise les n — 1 premieres coor-
données pour déterminer le numéro de 1’hypercube auquel le point appartient, puis le numéro
du sommet de 1"hypercube sur lequel le point est situé. Enfin, le (m,, + 1)™€ bit de la chaine
binaire associée a ce sommet est égal au label de m.

Procédure de retrait d’un point

Retirer un point m équivaut a modifier son label de 1 a 0. Comme dans la procédure pré-
cédente, les n — 1 premieres coordonnées de m permettent de déterminer la chaine binaire
a 'intérieur de laquelle le label de m est codé. Le (m,, + 1) bit de cette chaine doit étre
modifié de 1 a 0. Il faut distinguer deux cas :

— si la modification du 1 en 0 ne change pas le nombre de composantes connexes, la
modification du code ne porte que sur deux nombres.

Par exemple, la chatne 00011110011100 est codée par 3,4,2,3. La chaine obtenue en
remplacant le premier 1 (souligné) par O est codée par 4,3,2,3.

— si la modification de ce 1 en 0 augmente de 1 le nombre de composantes connexes,
deux nombres du code sont modifiés et deux sont ajoutés. Par exemple, la chaine
00011110011100 est codée par 3,4,2,3. La chaine obtenue en remplagant le deuxieme
1 (souligné) par O est codée par 3,1,1,2,2,3.

Procédure de raffinement

Soit D un sous-ensemble fini de X}, la procédure de raffinement construit une représentation
de I’ensemble [D + a(h)B] sur la grille X noi= B % Z". Cette opération est nécessaire pour
appliquer le principe de raffinement (3.31). Concretement, les labels des points qui apparte-
naient a la grille plus grossicre ne sont pas modifiés, les labels des nouveaux sont déduits de
ceux des anciens suivant la régle : le label d’un nouveau point vaut 0 si tous ses points voisins
(distance en norme du sup < %) ont le label 0, et 1 sinon.

Les n — 1 premicres dimensions se traitent de fagon identique. Il faut dans chacune de
ces dimensions dédoubler chacun des hypercubes qui pavent M/"~! comme illustré dans la
figure 3.8 pour des hypercubes de dimension 3. Les chaines binaires associées aux sommets
des hypercubes qui appartenaient a la grille plus grossiere ne sont pas modifi€s, les chaines
binaires associées aux nouveaux sommets sont déduites des chaines binaires associées aux
anciens sommets en respectant la régle énoncée au paragraphe précédent. La figure 3.9 illustre
les chaines binaires a conserver et celles a créer lorsque les hypercubes sont de dimension 3.
Dans le cas général, lorsque la dimension de I’espace des états est n, les hypercubes sont alors
de dimension n — 1, les intuitions issues du cas particulier de la dimension 4 se généralisent
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FI1G. 3.8 — Dédoublement des hypercubes de dimension 3 successivement dans les trois di-
mensions. Le nombre de cubes est multiplié par 2°.
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FIG. 3.9 — Dédoublement des hypercubes de dimension 3 dans la direction j. Représentés par
des carrés peins, les sommets dont les chalnes binaires associées sont conservées, en carrés
vides, ceux dont les chaines binaires associées doivent étre créées.

aisément. Nous définissons la réunion de deux chaines binaires :

Définition 3.2.1.1 La réunion de deux chaines binaires est la chaine binaire dont chaque bit
est égal au maximum des bits de méme rang de chacune des deux chaines.

Lors d’un raffinement dans la dimension j € {1,...,n — 1}, chaque hypercube H se scinde
en deux hypercubes h; et hy comme illustré dans la figure 3.9.
— Pour calculer les chaines binaires associées aux sommets de h;, les chaines binaires de
H suffisent.
— Les sommets de h; représentés par des carrés pleins correspondent aux sommets de
H, les chaines associées sont donc égales a celles des sommets de H.
— Les sommets de h; représentés par des carrés vides ne correspondent a aucun som-
met de . La chaine binaire associée est la réunion des deux chaines binaires as-
sociées a deux sommets de H. Par exemple, la chaine binaire associée au sommet s;
de h; est la réunion des chaines binaires associées aux sommets S et Sde H.
— Pour calculer les chalnes binaires associées aux sommets de ho, il faut connaitre les
chaines associées aux sommets de H et de H hypercube image de H par la translation
de vecteur nul sur toutes les composantes sauf la ¢ qui vaut 2.
— Les sommets de hy représentés par des carrés pleins correspondent aux sommets de
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H, les chaines associées sont donc égales a celles des sommets de H.

— Les sommets de h, représentés par des carrés vides ne correspondent a aucun som-
met de H. La chaine associée est la réunion de deux chaines binaires, 1’une associée
a un sommet de H et ’autre & un sommet de . Par exemple, la chaine binaire as-
sociée au sommet s, de h4y est la réunion des chaines binaires associées au sommet
SdeHet S de .

Dans la ™ dimension, le raffinement correspond 2 une opération sur des chaines bi-
naires. Par exemple, apres raffinement, la chaine 00011110011100 devient
0000011111111100011111110000 et son code 3,4,2,3 devient 5,9,3,7. De maniere générale,
le code ...nJ,nl ... devient...(2xn}—1),(2%nt +1)....

Le raffinement consiste a effectuer les procédures de raffinement dans chacune des n
directions. Le résultat ne dépend pas de 1’ordre dans lequel ces opérations sont effectuées.

La structure que nous avons implémentée permet une représentation des ensembles finis
de X}, plus économe en mémoire qu’un tableau de points, et une allocation dynamique de la
mémoire lors du raffinement en particulier. Elle permet également d’effectuer rapidement les
opérations sur ces ensembles nécessaires aux calculs de noyaux discrets finis, tests d’appar-
tenance et retraits de points, et au raffinement.

Ces tests d’appartenance concernent les successeurs des points par la dynamique discrete.
L’ordre dans lequel ces tests sont effectués peut également permettre de gagner du temps.

3.2.2 Garder en mémoire les derniers controles viables
Motivations

Pour déterminer si un point de la grille doit étre retiré ou non, il faut tester si au moins un
de ses successeurs appartient a la grille (3.30). Si aucun successeur n’appartient a la grille, le
point est retiré. Ces successeurs sont définis en général par une correspondance G : X ~» X.
Nous nous intéressons au cas ou

G(z) := g(x,u) avec u € U(x).

Si effectivement un des successeurs appartient a la grille, la réponse a la suite des tests est
qu’il faut conserver le point initial et cette réponse est obtenue d’autant plus rapidement qu’un
successeur appartenant a la grille apparait tot dans la liste des successeurs a tester.

De nombreux exemples de noyaux de viabilité calculés analytiquement ou de manicre
approchée par I’algorithme de viabilité ont des frontieres qui présentent peu ou pas de singu-
larités.
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Le fait de tester en priorité, pour un point x, les successeurs calculés en utilisant des controles
proches de ceux qui ont permis de trouver un successeur sur la grille pour un point voisin de
x permet un gain de temps dans les zones ou le controle viable varie peu.

Description de I’algorithme permettant de tester les controles du plus proche au plus
¢loigné du controle de référence

L’ensemble compact U(z) € R™ des contrdles admissibles au point = dépend de x.
Nous supposons qu’il existe un hypercube H = [[.",[a;, b;] tel que Yz € K, U(z) C H.
Ces contrdles sont discrétisés suivant les pas {e; }™ ;. Tout contrdle discret u, de H peut étre
repéré par des coordonnées entieres et positives {¢;}7; et ug = {...,a; + ¢;.e;,...}. Nous
définissons la distance entre deux contrdles 2 partir de la norme L! sur la différence de leurs
coordonnées entieres :

d(ug, va) = Z |ci(ua) — ci(va)l.

Soient x un point de la grille a tester et y un point voisin de x conservé car son successeur
calculé avec le contrdle v}, de coordonnées {c;}!" , appartient a la grille.

Le premier successeur de x a tester est celui calculé avec w; si bien stir u); € U(x). Ensuite il
faut tester ceux qui sont a une distance de 1 de v, tout en appartenant a U (x), puis 2,...

La valeur, d,,q., de la distance maximale entre u}; et uq € U(z) dépend des coordonnées du
controle discret de référence u) :

m—1
bi — a;

dmax = Z maX<C:7 - C;k)
=0

€

Les contrdles a tester sont repérés par leurs coordonnées entieres relatives par rapport a u;
controdle de référence.
Les coordonnées relatives du controle a tester apres ) sont prises égales a

e ={—1,0,...,0}.

La distance entre u; et u},,, vaut bien 1. Comme pour tous les contrdles suivants, il faut
vérifier que u} ., appartient bien a U (z).

uly o = {0, - .., um—1} est entierement déterminé par :

— le vecteur v" de dimension p qui contient la valeur absolue des p coordonnées non
nulles de v}, dans le méme ordre que dans v}, ,. L’ensemble V' (v") des vecteurs v
de dimension p dont les coordonnées sont celles de v™ a une permutation pres est tota-

, . N . . . o pfl ni-
lement ordonné par la relation d’ordre lexicographique. Soit d = Y 7" j v™(7). W, est

I’ensemble des vecteurs v de dimension p de coordonnées entieres strictement positives
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telles que Vi € {0,...,p — 2}, v(i) < v(i + 1) et ’-) (i) = d. Cet ensemble est
également totalement ordonné par 1’ordre lexicographique.
— Pentier u”, = > 121005, avec j défini par j(0) = 0 et j(n + 1) = j(n) si
n=0etjn+1)=j(n)+1siu, # 0.Cet entier code le signe des p coordonnées
non nulles. Il peut prendre toutes les valeurs entieres entre O (toutes les coordonnées
non nulles sont négatives) et 2 — 1 (toutes les coordonnées non nulles sont positives).
— Tentier ugirion = 2 ivo ol du;20 qui code I’emplacement des p < m coordonnées
non nulles. Cet entier peut prendre C?, valeurs différentes correspondant aux C? com-
binaisons de p éléments parmi m. Notons P, ,,, I’ensemble de ces valeurs. La plus petite
valeur de P, ,, vaut > ©_ 190 et correspond a p premieres coordonnées non nulles. La
plus grande valeur vaut Zp L gm—1-i e correspond a p dernieres coordonnées non
nulles. Lorsque p = m, P, ,, ne contient qu’une seule valeur 2™ — 1.

ulytl se déduit de Ug . SUivant les six regles suivantes. Une fois I'une de ces regles appliquée
les sulvantes sont ignorées.

< s n n n+1 £t o A n+1 n n
Regle 1 si o™ < max(V (v")), alors g est caractéris€ par {v" ", u” , up, 0, } aVEC V

tel que Vo € V(v™), v < v" ou v < v,
Ni les valeurs absolues, ni les emplacements, ni le signe des coordonnées relatives non

n+1

nulles ne sont modifiés. Leurs valeurs absolues sont uniquement permutées.

3 s om J n+1 Al o n n —
Regle 2 si v < 27 — 1 alors uy,, est caractérisé par {vo, u” | + 1, up,qon } aVEC Vg =

argmin(V (v")).

Ni les valeurs absolues, ni les emplacements des coordonnées relatives non nulles ne
sont modifiés. Les signes le sont. Les valeurs absolues sont permutées pour obtenir
I’arrangement le plus petit suivant 1’ordre lexicographique.

n+1 s+ 2 n+1
Regle 3 si uj, 0, < max(F,,,) alors uy . est caractérisé par {vo, 0, Uy, } avee Y €
n+1 o . n
B W < Uit OU Uiy < W et vg = argmin(V (v™)).

Les emplacements des coordonnées relatives non nulles sont modifiés. Les signes des
valeurs non nulles sont tous négatifs. Leurs valeurs absolues sont permutées pour obte-

nir I’arrangement le plus petit suivant I’ordre lexicographique.

Regle 4 siv" < max(IWV,,) alors u’c}“ est caractérisé par {vy, 0, ug} avec

up = argmin(P,,,) et vy = argmin(V (w"))

ot w™t! tel que Yw € Wy, w < 0™ ou w" ™ < w.
Les valeurs des coordonnées relatives non nulles sont modifiées. Elles sont placées aux
p premieres coordonnées. Les signes des valeurs non nulles sont tous négatifs. Leurs
valeurs absolues sont permutées pour obtenir I’arrangement le plus petit suivant I’ordre
lexicographique.

Regle 5 si p > 1 alors ug;ﬁell est caractérisé par {u,0,vo} avec ug = argmin(P,_;,,) et
vo = argmin(V (argmin(Wy,_1))).
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Le nombre de valeurs non nulles est modifié. Les valeurs des coordonnées relatives non
nulles sont modifiées pour obtenir les p — 1 valeurs dont I’arrangement est le plus petit
suivant I’ordre lexicographique. Elles sont placées aux p premieres coordonnées. Les
signes des valeurs non nulles sont tous négatifs. Leurs valeurs absolues sont permutées
pour obtenir I’arrangement le plus petit suivant 1’ordre lexicographique.
Regle 6 sid < d,,,, alors ugjell est caractérisé par {ug, 0, v} avec
o = argmin(Prin(d+1,m).m) €t vo = argmin(V (argmin(Way 1 min(d+1.m))))-

La distance est augmentée de 1. Le nombre de valeurs non nulles est modifié. Les va-
leurs des coordonnées relatives non nulles sont modifiées pour obtenir les p — 1 valeurs
dont I’arrangement est le plus petit suivant 1’ordre lexicographique. Elles sont placées
aux p premicres coordonnées. Les signes des valeurs non nulles sont tous négatifs.
Leurs valeurs absolues sont permutées pour obtenir 1’arrangement le plus petit suivant
I’ordre lexicographique.

Regle 7 1l n’y a plus de controle a tester.

3.2.3 Utiliser le schéma numérique de Runge-Kutta
Motivations

Les théoremes de Saint-Pierre présentés dans la section 3.1 assurent la convergence des
noyaux de viabilité discrets et finis donc calculables vers le noyau du systéme continu ori-
ginel lorsque les pas de temps et d’espace tendent vers 0. En pratique, ces pas sont bornés
inférieurement a cause des temps de calcul et des tailles mémoire limités. A pas de discréti-
sation égaux, la qualité de I’approximation dépend des schémas de discrétisation utilisés.

La variante du théoreme 3.1.3.2 développée dans I’annexe A montre le lien entre 1’exten-
sion de la dynamique et les pas de discrétisation en temps et en espace lorsque le schéma de
discrétisation est le schéma d’Euler : la dynamique discrete associée a I'inclusion différen-
tielle F', [-Lipschitz et bornée par M, est

GY, =1+ pF +dB
avec d > (k + 1)a(h) + M4Lp%.
L’utilisation d’un schéma de Runge-Kutta d’ordre 2 permet d’introduire une dépendance

en p® de I’extension nécessaire de la dynamique et donc obtenir une approximation plus fine
du noyau réel.
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Schémas numériques de discrétisation en temps

Méthode d’Euler

La méthode d’Euler utilise la tangente en un point pour déterminer le point suivant. Dans
le cas univoque, f : R" — R™ et I’équation différentielle X’ = f(X), la méthode d’Euler
consiste a approcher X (¢ + p) par X (t) + pf(X(¢)). D’apres le développement de Taylor-
Lagrange, I’erreur commise est en O(p?).

Dans le cas multivoque, F' : R™ ~~ R™ et I’inclusion différentielle X’ € F'(X), la méthode
d’Euler approche I’ensemble { X (¢ + p)} x'c(x) par I'ensemble X (¢) + pF(X (t)).

Meéthodes de Runge-Kutta [95, Kutta (1901)][96, Runge (1895)]

La méthode de Runge-Kutta d’ordre 2 crée un point intermédiaire entre deux relevés expéri-
mentaux.
Dans le cas univoque, soit I’équation différentielle X' = f(t, X),

tn+1
X1 = X +/ F(t, X)dt.
tVL

La méthode de Runge-Kutta approche le développement en série de Taylor de f(t, X). Son
avantage est de ne pas nécessiter I’évaluation explicite des dérivées de f (¢, X). L’idée de base
est d’utiliser des combinaisons linéaires de valeurs de f (¢, X) pour calculer X (¢). La méthode
d’Euler utilise une seule fonction d’évaluation et peut étre considérée comme méthode de
Runge-Kutta d’ordre 1. Runge-Kutta d’ordre 2 utilise deux fonctions d’évaluation en (¢,,, z,,)
et (t, + Bip, xn + Bopf(tn, x,)). Il faut choisir 3y, Ba, a et ay pour faire correspondre

Xn+1 = Xn + P[Oélf(tm Xn) + a2f(tn + ,0517 Xn + pﬁ2f<tn7 Xn))]

= Xp+ pllar + 2) f (tn, Xn) + @2p(Baf (tn, Xn) 5 (tn, Xn) + 825 (t, X)) + O(p?)]

(3.34)
avec le développement de Taylor
X(turr) = X+ plf (tey Xo) + FO (t, Xn)g +0(p%). (3.35)
Les coefficients des puissances 1 et 2 de p sont égaux lorsque
Aoy = Y
ap = 1—7 (3.36)

pr = 52:%7 v#0 .

Lerreur commise est ainsi en O(p?).
La méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 crée trois points intermédiaires entre deux relevés
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expérimentaux : quatre termes de gradient sont utilisés pour obtenir une meilleure approxi-
mation du comportement de f(¢, X') au voisinage du point intermédiaire :

Xn+1 = Xn + %(kl —|— 2]€2 + 2k'3 —|— k4)
kv = pf(tn, Xn) ko =pfty +2,X, +5) (3.37)
ks =pf(ta+2, X0+ %) ku=pf(ta+p, X + k3)

Ces termes de gradient supplémentaires peuvent facilement étre programmés. Cependant,
dans le cas multivoque, le temps de calcul croit comme le nombre de contrdles discrétisés a
la puissance le nombre de termes de gradient a évaluer. Nous choisissons donc d’utiliser la
méthode Runge-kutta d’ordre 2.

Dans le cas multivoque, F' : R™ ~» R" et I’inclusion différentielle X’ € F (X)), la méthode
de Runge-Kutta d’ordre 2 approche I’ensemble { X (t + p)} x’er(x) par I’ensemble

{X e R"3X; € F(X(t)) et 3X, € F(X(t) + pX1)|X = X(t) + g[Xl + X))

Le systeme dynamique discret en temps associé est alors
G, =1+ pF,+dB
avec

1
F)(X) = {Y € R'|3X, € F(X) et 3Xy € F(X + pX)|Y = 5[X1 + Xol},

etavec d > (k + 1)a(h) + O(p?). Le paragraphe suivant donne un estimateur de O(p?).

Estimation de I’erreur locale des méthodes de Runge-Kutta

Supposons que 9 ¢(t, X, p) soit une approximation de f(¢, X') obtenue par une méthode
de Runge-Kutta d’ordre p. Posons X1 := X, + p(t, X (£,,), p).
Lerreur locale de troncature en t,, 1 est définie par

E,. = X(tn.:,_l) — Xp1 = X(tn—H) - X(tn) - P¢f(t> X(tn>, P)~

Comme nous I’avons vu dans le paragraphe précédent, cette erreur est en O(pP*!). 11 existe
donc ¢(t,,, X,,), appelée fonction d’erreur principale, telle que :

En+1 = ¢(tn:X<tn))pp+l + O(pp+2)'
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Soit X, | une autre approximation de X (¢,+1) en utilisant la méme méthode mais avec
un pas de 2p, nous obtenons

X(tnpr) = Xopn = Otno1, X(tn-1))(20)"7 + O(p"?)

= (b X(6))20) + O(P"?) (5-38)

D’ou,

X1 = Xpog = (277 = 1)o(tn, X (ta)) " + O("?).
L’erreur de troncature principale locale prise comme un estimateur’ de I’erreur locale de
troncature peut s’exprimer sous la forme :

X — X
+1 _ “nitl n+1
¢(tn,X(tn))pp = —2P+1 1 (3.39)

3.3 Utiliser des méthodes de discrimination : les Machines
a Vecteurs Supports

Ce travail a été réalisé en collaboration avec Guillaume Deffuant et Laetitia Chapel'’.
Notre contribution concerne la démonstration de la convergence de 1’algorithme utilisant des
méthodes de discrimination. Dans cette section, nous reprenons cette démonstration apres
avoir présenté les motivations de notre démarche. Larticle comportant la description de la
méthode de discrimination particuliere utilisée, les Machines a Vecteurs Supports (SVM),
la vérification de la satisfaction des hypotheses du théoréme de convergence, ainsi que les
mécanismes de sélection des points de I’ensemble d’apprentissage et les résultats obtenus,
est reproduit en annexe B. La version de la démonstration de convergence avec méthode de
discrimination retenue dans cet article est Iégerement différente de celle que nous proposons
dans cette section.

3.3.1 Les motivations

Notre objectif est d’étendre le calcul effectif de noyaux de viabilité aux grandes dimen-
sions. Mullon et al. (2004) ont proposé d’approcher 1’enveloppe convexe du noyau de via-

Il existe également d’autres formules contenant uniquement des évaluations de f déja ef-
fectuées [97, Scraton (1964)]. Il apparait que ces estimateurs de I’erreur de troncature locale pour
les méthodes de Runge-Kutta soit moyennent cette erreur sur plusieurs pas (mémoire), soit nécessitent
des évaluations de fonction supplémentaires [98, Shampine et Watts (1977)].

10T aboratoire d’Ingénierie des Systémes Complexes (LISC), Cemagref, Groupement de Clermont-
Ferrand.
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bilité par des intersections de demi-espaces [85]. Cette méthode est satisfaisante lorsque le
noyau de viabilité est convexe (systemes linéaires). Nous proposons une approche utilisant
des méthodes de discrimination. L’idée est de ne plus étre obligé de conserver en mémoire
les labels de tous les points de la grille, mais seulement les labels d’une petite partie d’entre
eux sélectionnés par la méthode de discrimination pour construire la fonction de discrimina-
tion. Le fait d’avoir une expression analytique du noyau courant grace a une fonction positive
a l'intérieur et négative a I’extérieur permet également d’utiliser des techniques standards
d’optimisation pour déterminer le contréle auquel est associé le successeur qui maximise
cette fonction. Si la valeur de ce maximum est positive, un successeur au moins appartient
au noyau courant et réciproquement. Le gain de temps est sensible lorsque la dimension de
I’espace des contrdles augmente.

3.3.2 L’algorithme d’approximation du noyau de viabilité discret avec
une méthode de discrimination

Notations

Soient X := R" et G : X ~~ X une correspondance associée a 1’inclusion différentielle

discrete :
n+1 n
{ x € Gz (3.40)

Nous supposons que G est une correspondance p-Lipschitz a images fermées. L’ objectif
est d’approcher le noyau de viabilité de K, sous-ensemble compact de Dom(G), pour la
dynamique discrete décrite par G.

Nous redonnons la définition d’une grille X, : un ensemble dénombrable d’éléments de
X, tel que :
Ve € X, dxy, € X, tel que ||z — || < B(h), (3.41)

et 3(h) — 0 lorsque h — 0.
De plus,
VK C X compact, X; N K est un sous-ensemble fini de X,. (3.42)

Soit [ : X — R une fonction. Nous définissons :

P(l) := {z e Xtelsquel(z) >0}

N(l) = {z€ X telsquel(z) <0} =CP(l), (3.43)
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avec CF désignant le complémentaire dans X de I’ensemble £ C X.
Notons P, (1) := P(l) N X}, (resp. Np(1) := N(I) N X}), 'ensemble des points de la grille
pour lesquels la valeur de [ est positive (resp. strictement négative) :

Ph(l> U Nh(l) = Xh et Ph<l) N Nh(l) = (Z)

Pour A > 1, nous définissons I’ensemble de fonctions L (P, \) par

Lpo(PA)={l:X — R | P(l)est fermé
N(I) € Ny(I) + B(h)B (3.44)
et P(l) C Py(l) + \G(h)B }.

Enfin, notons d(E, F) la distance entre deux sous-ensembles fermés de X et B est la
boule de centre O et de rayon 1.

Définition de I’algorithme d’approximation du noyau de viabilité discret

Les étapes de 1’algorithme sont les suivantes (A > 1 est fixé) :
— La premiere fonction [ € Lj,(P, \) est telle que

K C P(I)) C K+ (1+ \)B(h)B. (3.45)
— Aupasn + 1,1a (n + 1)?™ fonction [}t € L, (P, \) est choisie telle que :
Ny = Ny (1) U {zy, € Pu(1})) tels que d(G(zy), P(1})) > uB(h)},  (3.46)
L’algorithme se termine lorsque les fonctions [ et l}f“ sont telles que :

Py(ly™h) = Pa(ly)-

Cohérence de I’algorithme

A chaque pas, le sous-ensemble formé des éléments de L (P, \) qui vérifient (3.46) est
non vide.

Soit P, et N;, des sous-ensembles de X, tels que P, U N = X, et P, N N;, = (), nous
remarquons tout d’abord que les fonctions plus proche voisin [ (Py, Np) : X — R définies
par

Z(Ph, Nh)(x) = 0 si {xh ~ Xhld(.%, SCh) = minyhexh d(yh, LIZ’)} N Ph 7é (Z)
= —1 sinon,
(3.47)
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appartiennent a Ly, (P, \) pour A > 1.

Preuve — En effet, soient [ une fonction de type plus proche voisin et (x,,) une suite
de P(I) convergeant vers z. Supposons que z ¢ P([), alors, d’apres la propriété (3.42) de la
grille Xy,

Jz, € Ny(l) tel que d(z, 2,) = min d(y, ©)
Yn€Xn
et
Jy, € Pp(l) tel que d(z,yp) = min  d(zp, x)
ZhEPh(l)

avec d(yp, x) = d(zp, ) +detd > 0.
Soit € > 0, il existe N > 0 tel que |y — x| < €. Soit z;, n € Py(1) tel que d(xy, Tpn) =
miny, e v, d(yn, Tn),

d(zp,N, TN)

(3.48)

V VvV VoV
/\/‘\;&‘\/‘\
<
T
&
|
(@)

Ainsi, en choisissant € := d/2, d(xy n, Tx) > d(x4, ) ce qui est une contradiction et donc

A,

P(l) est fermé.

Soit z € N(I), il existe z;, € Ny (1) tel que d(x, z;) = min,, ex, d(yn, ) < ((h) donc
N(l) c Nu(l) + B(h)B. Méme raisonnement pour montrer la propriété P(l) C P,(I) +
A3(h)B.—

Pour n = 0, soit P} = (K + B3(h)B) N X}, et N = X,\P). D’aprés la remarque
précédente, la fonction plus proche voisin associée aux ensembles (P2, N?), [(P?, N?), ap-
partient 2 L, (P, A > 1). De plus, K C P(I(P?,N?)) c K + 23(h)B. Par conséquent, la
fonction [(P?, N9) € L,(P,\ > 1) satisfait (3.45).

Pour n > 0, soient
N = Nyl Y)Y U, € B(lp) tels que d(G(zy), P(IFY)) > pp(h)}

et
By = Xn\Ny,

la fonction plus proche voisin associée aux ensembles (P, N7'), I(P;', N'), appartient 2
Lp(P,\ > 1) et vérifie (3.46). —
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Convergence de ’algorithme

L’algorithme se termine aprés un nombre fini de pas p(h).

D’apres la condition (3.46), pour tout n, Nj,(17"') D Ny, (7). Par conséquent,
Pl € Pu(ly) € Pu(ly).

De plus, P,(19) C (K + (1 + \)B(h)B) N X},. K est compact, donc K + (1 + \)3(h)B est
aussi compact et d’apres (3.42), P, () est fini. Nous devons donc obtenir aprés un nombre
fini de pas :

Py(ly) = Pa(ly™).

Le noyau de viabilité de K pour G est contenu dans P(l}') pour tout n.

Par définition, Viabg(K) C K.
Puisque K C P(19) d’apres (3.45), Viabg (K) C P(19).
Supposons que Viabg(K) C P(I}!).
Considérons = ¢ P(I"'). x € N(IJ*") et a cause de la condition (3.44), il existe x;, €
Nu(I) tel que ||z — 21| < B(h).
Par conséquent, puisque G est py-Lipschitz, G(z) C G(xp,) + uB(h)B.
De plus, comme x5, € N,(I[7), d(G(xy), P(I})) > pB(h) d’apres (3.46).
Ainsi, G(z) N P(I}') = 0 et G(x) C N(I}). Par hypothése de récurrence, tout point de
N(I}}) est non viable, donc tous les successeurs de = sont non viables et x est non viable,
x ¢ Viabg(K).

P(lz(h)) est contenu dans le noyau de viabilité de K + (1+ 2X)3(h)B pour la dynamique
G+ pu(1+ X)B(h)B.

Soit G, : X — X, tel que Gp(x) := G(z) + u(1 4+ N)G(h)B.
Considérons un point = de

PPy ¢ P(P™) + AB(R)B C P(I) + A\3(h)B C K + (14 2X)8(h)B
d’apres (3.45) et (3.46).
D’apres la condition (3.44), il existe un point x;, de Py (I}
e =l < AB(R).

Puisque z;, € B, (IP"), d(G(xy,), P(™)) < puB(h) d’apres (3.46), et par conséquent, Jy? €
P(1™) et Jyy, € G(xp) tels que ||y” — ya|| < pA(h).
Comme G est p-Lipschitz, G(z,) C G(z) + pAG(h)B et donc, Jy € G(z) tel que

lyn — yll < pAB(h).

() ) tel que
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Enfin, [|y” — y|| < p(A+ 1)B(h) ety? € Gy(z) 0 P(I™),
Nous avons montré que pour tout = € P(lz(h)) C K+ (1+2XN)5(h)B, Gh(x)N P(li(h)) #
et par conséquent, P(lfl(h)) C Viabg, (K + (14 2X)5(h)B).

Conclusion.

Nous avons montré que Viabg(K) C P(lfb(h)) C Viabg, (K + (14 2X\)3(h)B).
De plus, puisque G est p-Lipschitz a images fermées,

Viabe, (K + (1 + 2)\)3(h)B) — Viabg(K)

lorsque 3(h) — 0.
Par conséquent, P(lz(h)) — Viabg(K) lorsque 3(h) — 0.

3.4 Remplacer ’espace par le temps : ’algorithme de via-
bilité lourd

Pour traiter des problemes de dimension supérieure, nous proposons, dans cette section,
d’approcher les noyaux de viabilité discrets en temps par I’ensemble des points viables jus-
qu’a T' fixé. Les coordonnées de ces points sont notées dans un fichier mais n’ont pas besoin
d’étre conservées en mémoire.

3.4.1 Le principe de I’algorithme de viabilité lourd

Cet algorithme est inspiré par le principe d’inertie. Selon ce principe, le contrdle doit
rester constant tant que la viabilité du systeme n’est pas en danger, autrement dit, le contrdle
doit rester constant tant que 1’état du systeme appartient a I’intérieur du noyau de viabilité.
Lorsque ce contrdle ne permet plus de contenir 1’état du systeme dans le noyau de viabilité,
il est remplacé par le controle le plus proche appartenant a I’ensemble de régulation afin
d’assurer la viabilité du systeme.

Soient X := R", nous considérons les inclusions différentielles du type :

{”“"/ = fu) (3.49)

u € U(z), pour presque toutt € R,

ou f: X XxXR" — XetU: X ~R™
Soit la correspondance F définie par F'(z) = {f(x,u) | u € U(x)}.



CHAPITRE 3. LES ALGORITHMES DE CALCUL DE NOYAUX DE VIABILITE 81

Comme dans la section 3.1, pour un p > 0 fixé, nous associons a cette inclusion différentielle
le schéma explicite de discrétisation d’Euler, et notons G, la correspondance définie par
G, =1+ pF et g, la fonction définie par g, = 1 + pf :

Gp(x) = {g,(x,u) |u € U(x)}
et le systeme discret en temps s’écrit :

T = g,(2",u™) pour tout n > 0

w e U, (3:30)

Les ensembles U (z) sont discrétisés. Soient x un point de X C X fermé et u un contrdle
appartenant a U (z), nous considérons le successeur y de x par la dynamique discréte en temps
g,- Si y appartient a /X, alors nous choisissons parmi les controles v € U(y) I'un de ceux qui
sont les plus proches de u puis nous appliquons g, a nouveau. Notons z le successeur de y
ainsi obtenu. Si z n’appartient pas a K, nous remplagons v par un autre contréle de U (y),
proche de v et non encore testé€ puis nous appliquons g, a nouveau. S’il ne reste plus de
contrdle a tester dans U (y), c’est le controle associé a x qui est modifié.

Ainsi, les durées de plusieurs évolutions issues de x et restant dans K sont évaluées et la plus
grande d’entre elles est mémorisée, notons-la 7. Les informations obtenues durant cette phase
d’exploration sont des minorants des durées de vie futures maximales de x et des successeurs
appartenant aux évolutions suivies.

En appliquant la dynamique rétrograde —G/, nous obtenons des minorants des durées de vie
passées maximales de x et de ces prédécesseurs mais surtout des minorants des durées de vie
futures des prédécesseurs de x. C’est la phase d’exploitation.

3.4.2 La description de I’implémentation de I’algorithme

Le programme que nous avons développé exécute la tache suivante : créer une base de
données contenant des coordonnées de points de I’espace des états, le plus grand des mino-
rants trouvés de leur durée de vie pour la dynamique G, ainsi que les contrdles associés a
I’évolution correspondant a la plus grande des durées de vie trouvées.

En choisissant pour 7" une valeur seuil, ces points peuvent également étre classés en viables
jusqu’a 7" et non viables jusqu’a 7'.

Les parametres

Les parametres sont la dimension de I’espace des états X (xdim), la dimension de 1’es-
pace des contrdles U (udim), la valeur seuil de la durée de vie qui sépare les points « viables »,
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dans le sens viables jusqu’a 7', des « non viables » (1), le pas de temps (p), le pas d’espace
(precision), le pas de discrétisation du i®¢ contrdle (e;) et les deux conditions d’arrét : le
nombre d’actions maximal que 1’algorithme est autorisé a réaliser (nombredessais) et I’ob-
jectif, la proportion de points de la grille de pas d’espace precision dont le statut (viable ou
non viable) doit étre déterminé (pourcentageseuilremplissage).

Les entrées

La dynamique n’est pas décrite par I’inclusion différentielle F'(x, u) avec u € U(x), mais
par le schéma discret associé g,(z,u). La dynamique rétrograde est décrite par —g,(z, u).
L’ensemble K est défini par une procédure qui associe a x € X la valeur 1 si x est dans K
et 0 sinon. De méme, I’ensemble des contrdles admissibles U (x) est défini par une procédure
qui associe 2 u la valeur 1 si u est dans U(x) et O sinon. A I’initialisation, un 2 dans K et un
u dans U (z) sont choisis arbitrairement.

Les structures

Nous avons défini trois structures :

— la structure 1isteX : lors du déroulement de I’algorithme, deux 1isteX sont crées.
L’une est une liste qui contient les coordonnées des points viables associés a leur durée
de vie maximale (un entier plus grand que 7" ou O si le point appartient a un cycle) et
les contrdles qui permettent d’atteindre cette durée de vie maximale. L’autre est une
liste de coordonnées de points non viables associés a leur durée de vie maximale (un
entier plus petit que 7') et les contrdles qui permettent d’atteindre cette durée de vie
maximale,

— la structure t rame est une liste qui contient les informations relatives a 1’évolution
courante, c’est a dire essentiellement les controles déja testés en chaque point de sa
trajectoire,

— la structure cycles enregistre les pseudo-cycles (un pseudo-cycle est repéré lorsque
deux états du systeme a deux instants différents sont plus proches que le pas d’espace).

Ces structures échangent des informations :

— une procédure ajoute a la 1isteX des points non viables le dernier point de la trajec-
toire enregistré dans t rame des que les durées de vie de toutes les évolutions discretes
issues de ce point sont calculées et sont plus petites que 7. La méme procédure est
utilisée pour ajouter a la 1i st eX des points viables les successeurs pour la dynamique
rétrograde d’un point viable,

— une autre procédure détecte s’il y a des pseudo-cycles dans la trajectoire courante enre-
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gistrée dans la structure t rame. Les cyles éventuels sont mémorisés dans la structure
cycles.

Les procédures principales de I’algorithme de viabilité lourd

La procédure CalculUsuivant associe a x et au dernier contrdle testé en ce point
le prochain contrdle a tester de la description discrete de U(z). Le nombre de controles a
tester en x dépend des parametres e; et, suivant le principe d’inertie, le prochain controle a
tester est le plus proche au sens de la distance associée a la norme L' du contrdle testé au
pas précédent. Les controles discrets issus de U(z) sont ordonnées par distance associée a la
norme L' croissante au premier controle testé de U (). Ils sont testés dans cet ordre jusqu’a
ce que I’'un d’entre eux induise une évolution viable sur un pas de temps.

La procédure UnEssai calcule les coordonnées du successeur y du dernier point = de
la trajectoire enregistrée dans la structure t rame. Si y appartient a /' et si y n’a pas encore
été listé en tant que point viable ou non viable, y est ajouté a la structure t rame. Sinon, le
prochain contrdle a tester est calculé. S’il n’y a plus de contréle a tester, = est listé en tant que
point non viable et supprimé de la structure t rame. Cette procédure enregistre également la
durée de vie maximale et les contrdles associés.

La procédure UnEssaiInv estla méme que UnEssai pour la dynamique rétrograde.

Les boucles de I’algorithme de viabilité lourd

L’algorithme de viabilité lourd comporte deux boucles : la boucle d’exploration (Fig.
3.10) et la boucle d’exploitation (Fig. 3.11).

La boucle d’exploration est précédée par le choix au hasard d’un x dans K et d’un
contrdle u € U(x). Dans cette boucle, une action consiste a appliquer la dynamique discréte
antérograde au dernier point de la trajectoire enregistré dans la structure t rame. Le premier
controle testé est celui qui est le plus proche du controle utilisé au pas précédent sur la tra-
jectoire. Si le successeur n’est pas dans K, le contrdle suivant est testé par ordre de distance
associée 4 la norme L' croissante au contrdle initial. La boucle se termine lorsque :

— une évolution d’une durée de vie égale a I" est trouvée, x est alors déclaré viable,

— un cycle a été détecté, tous les points enregistrés dans la structure t rame sont alors

déclarés viables,
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— le nombre d’action autorisé nombredessais est atteint,

— toutes les évolutions discretes issues de x ont €té testées, x est alors déclaré non viable.

La boucle d’exploitation est activée si la boucle d’exploration précédente a trouvé des
points viables. Dans cette boucle, une action consiste a appliquer la dynamique discrete
rétrograde aux points viables enregistrés dans la structure t rame a I’issue de la phase d’ex-
ploration. Tous les successeurs pour la dynamique rétrograde des points viables sont déclarés
viables. Cette boucle se termine lorsque :

— le nombre d’action autorisé nombredessais est atteint,

— toutes les évolutions discretes issues de tous les points viables ont été testées.

Apres une boucle d’exploitation, la performance de 1’algorithme est évaluée. La fonction
d’évaluation est la proportion de points de la grille de pas d’espace precision dont le statut
(viable ou non viable) a été déterminé. Si le pourcentage fixé, pourcentageseuilremplissage
n’est pas atteint, une nouvelle boucle d’exploration commence.

F1G. 3.10 — Algorithme de viabilité lourd - Phase d’exploration. Les coordonnées des points
représentés par des grands disques rouges ainsi que les contrles qui permettent de passer
de I'un a I’autre sont enregistrés dans la structure t rame, ils constituent 1I’évolution active :
cette évolution issue de x reste dans /K durant 5 pas de temps au moins. Les coordonnées des
points représentés par des carrés bleus pleins ou vides sont notés non viables dans la structure
listeX avec la durée de vie égale a 1 pour les carrés bleus vides et égale a 2 pour les carrés
bleus pleins.
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FI1G. 3.11 — Algorithme de viabilité lourd - Phase d’exploitation. Si x est déclaré viable a
la suite de la phase d’exploration, la phase d’exploitation va chercher tous ses prédécesseurs
pour les déclarer viables également. Les coordonnées des points représentés par des disques
pleins verts ainsi que les contrdles qui permettent de passer de I'un a I’autre sont enregistrés
dans la structure t rame, ils constituent 1I’évolution active qui évolue afin de recenser tous
les prédécesseurs de = appartenant a /. Les coordonnées des prédécesseurs recensés (points
représentés par des carrés vides bleus) sont notés viables dans la structure 1isteX.

3.5 Utiliser un schéma anti-diffusif : ’ultra-bee

Olivier Bokanowski'' et Haasna Zidani'> ont étudié le schéma numérique anti-diffusif
ultra-bee pour la résolution des équations de transport. En dimension 1, le créneau est
translaté pratiquement sans aucune diffusion : I’erreur ne dépasse pas une maille.

Le noyau de viabilité peut €tre caractérisé par la fonction valeur d’un probleme d’opti-
misation en horizon infini. Cette fonction valeur étant discontinue puisqu’elle est la fonction
caractéristique du noyau de viabilité, les schémas de discrétisation usuels basés sur des tech-
niques d’interpolation ne produisent pas d’approximations précises a cause du phénomene de
diffusion.

En collaboration avec Olivier Bokanowski, Haasna Zidani et Rémi Munos'?, nous avons
réalisé des expériences numériques pour comparer les performances de 1’algorithme de viabi-
lité avec le schéma de discrétisation d’Euler et le schéma ult ra-bee appliqué aux équations

UL aboratoire J acques-Louis Lions, Université Pierre et Marie Curie, Paris.
12Unité de Mathématiques Appliquées, Ecole Nationale Supérieure des Techniques Avancées, Paris.
13Centre de Mathématiques Appliquées, Ecole Polytechnique, Paris.
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d’Hamilton-Jacobi-Bellman satisfaites par les fonctions valeurs associées a quatre problemes
de viabilité classiques. Les résultats approchés issus des calculs sont comparés aux résultats
exacts. Pour les quatre problemes, 1’erreur commise par le schéma ultra-bee est plus
faible car le phénomene de diffusion est moindre.

La description du schéma ultra-bee, ainsi que les représentations graphiques illustrant
les comparaisons entre les performances des schémas de discrétisation d’Euleret ult ra-bee
sont reproduits en annexe C.

Conclusions

L’algorithme de viabilité de Saint-Pierre (1994) permet d’obtenir une approximation nu-
mérique d’un noyau de viabilité pour un systeme continu en calculant les noyaux discrets
finis exacts pour des systemes dynamiques discrets en temps et en espace associés au systeme
initial.

Cet algorithme se décompose en deux étapes :

— I’approximation du noyau de viabilité du systeme continu par des noyaux de systemes

discrets,

— puis par des noyaux de systemes discrets finis.

Le programme développé par Patrick Saint-Pierre réalise deux taches successivement :

— a grille fixée, calculer le noyau de viabilité exact du systtme dynamique discret fini

associé,

— et passer d’une grille a une grille de pas plus petit pour obtenir une approximation plus

fine du noyau réel.

La structure que nous avons implémentée permet une représentation des sous-ensembles

finis de la grille plus économe en mémoire qu’un tableau de points, et une allocation dyna-
mique de la mémoire lors du raffinement en particulier. Elle permet également d’effectuer
rapidement les opérations sur ces ensembles nécessaires aux calculs de noyaux discrets finis,
tests d’appartenance et retraits de points, et au raffinement.
Ces tests d’appartenance concernent les successeurs des points par la dynamique discrete.
L’ordre dans lequel ces tests sont effectués peut également permettre de gagner du temps. En
effet, le fait de tester en priorité les successeurs d’un point calculés en utilisant des controles
proches de ceux qui ont permis de trouver un successeur sur la grille pour un point voisin, per-
met un gain de temps dans les zones ou le contrdle viable varie peu. Enfin, I’utilisation d’un
schéma de Runge-Kutta d’ordre 2 permet de réduire la dilatation de la dynamique discrete et
donc d’obtenir une approximation plus fine du noyau réel.
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Toujours dans la perspective d’étendre le calcul effectif de noyaux de viabilité aux grandes

dimensions, I’utilisation de méthodes de discrimination telles les Machines a Vecteurs Sup-
ports permet d’économiser de la mémoire. En effet, ces méthodes construisent des fonctions
de discrimination qui représentent le noyau courant en ne conservant en mémoire que les la-
bels d’un petit nombre de points.
L’expression analytique du noyau courant fournie par la fonction de discrimination permet, en
outre, d’utiliser des techniques standards d’optimisation pour déterminer le controle auquel
est associé le successeur qui optimise cette fonction, et répondre ainsi plus rapidement a la
question de I’existence d’un successeur dans le noyau courant. Le gain de temps est sensible
lorsque la dimension de I’espace des controles augmente.

Pour traiter des problemes de grande dimension, une autre idée est de remplacer 1’espace
par le temps en approchant les noyaux de viabilité discrets en temps par I’ensemble des points
viables jusqu’a 7' fixé. Les coordonnées de ces points sont notées dans un fichier mais n’ont
pas besoin d’étre conservées en mémoire. Dans cet algorithme lourd, la durée de vie d’un
point est calculée en utilisant des méthodes de tir, le choix des contrdles a chaque pas de
temps étant dicté par le principe d’inertie : le contrdle doit rester constant tant que la viabilité
du systeme n’est pas en danger.

En ce qui concerne la diminution du phénomene de diffusion numérique, nous avons ob-
servé que I’ utilisation du schéma de discrétisation anti-diffusif ult ra—bee permet d’obtenir
des gains en termes de précision de 1’approximation.
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Chapitre 4

Les valeurs de résilience dans des
modeles de lacs

Les eaux de surface, lacs, rivieres et rivages cotiers, sont indispensables pour la production
d’eau potable, I’irrigation, la péche, certaines productions industrielles et touristiques. Ce sont
souvent des lieux riches en biodiversité.

Cependant, la qualité des eaux de surface s’est dégradée au cours des dernieres dizaines
d’années, augmentant les colits de traitement, diminuant, par conséquent, la quantité d’eau
utilisable, et rendant plus séveres les épisodes de manque d’eau.

L’eutrophisation, c’est a dire I’enrichissement du milieu en nutriments, engendrée par des
apports excessifs de phosphates et de nitrates est la cause la plus répandue d’altération de la
qualité des eaux de surface'. Pour la grande majorité des lacs, I’excés de phosphates est la
premiere cause ; en ce qui concerne les estuaires et les cotes, ce sont plus souvent les nitrates
qui ont un role déterminant [100, Schindler (1977)].

Dans la premiere section de ce chapitre, nous définirons et décrirons le phénomene d’eu-
trophisation des eaux de surface responsable du changement brusque d’un état d’eau claire
(état oligotrophique) a un état d’eau trouble (état eutrophique). Nous donnerons ensuite
plusieurs exemples de modeles dynamiques issus de la littérature, utilisés pour décrire les
mécanismes responsables de 1’eutrophisation, pour prédire les seuils de changement brusque
d’état et le temps de restauration, ou pour tester des scénarios de gestion.

Dans la section 4.2, nous modéliserons dans le formalisme des inclusions différentielles

'50% de la surface des lacs dégradée et 60% de celle des rivieres aux Etats-Unis [99, U.S. EPA
(1996)].
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I’évolution d’un systeme composé d’un lac et des populations qui profitent de ses services
ou apportent des exces de phosphates par I’intermédiaire de leurs activités agricoles. Nous
définirons la propriété dont nous étudierons la résilience face a un certain type de perturba-
tions pour deux indicateurs de coft différents.

Dans le modele de la section 4.2, une seule variable décrit le cycle de 1’élément phosphore
dans le lac. Dans la section 4.3, nous augmenterons le réalisme du modele en ajoutant une
variable, la concentration de phosphore a I’état de sédiments dans la vase. Nous évaluerons
alors la résilience de la propriété définie dans la section 4.2 face a un autre ensemble de
perturbations.

4.1 L’eutrophisation des eaux de surface

4.1.1 Description du phénomene d’eutrophisation des eaux de surface
Définition

A Iorigine, I’eutrophisation d’un milieu aquatique, tel que cours d’eau ou mares, désigne
simplement son caractére eutrophe?, ¢’est-a-dire riche en éléments nutritifs, initialement sans
caractere négatif. Cependant, le terme a été employé a partir des années 1970 pour désigner un
enrichissement tel qu’il en résulte des nuisances pour 1’écosysteme, et donc, pour I’homme.
Cette définition usuelle privilégie les conséquences néfastes de 1’enrichissement, c’est-a-dire
la production d’une biomasse d’algues excessive, voire déséquilibrée du point de vue de la
biodiversité, et ’hypoxie® plus ou moins sévere qui résulte de la dégradation de cet exces de
matiere organique.

Causes

L’eutrophisation est causée par un exces de nutriments, phosphates et nitrates. Elle est
tres répandue et se développe dans les eaux de surface du globe [101, Smith (1998)]. Dans
les pays développés, la principale source des excédents d’apports de phosphates et nitrates
dans les eaux de surface est la pollution diffuse due principalement a 1’agriculture, mais
également aux activités urbaines, en particulier I’industrie. Les nitrates et les phosphates sont

2du grec Eu, bien, vrai et Trophein nourrir.
3Diminution des apports oxygénés.
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tous deux nécessaires a I’alimentation des plantes et se retrouvent donc dans la plupart des en-
grais, et, par la suite, dans les rejets urbains et agricoles. Dans la plupart des cas, les engrais
utilisés sur un domaine agricole ne se fixent pas dans le sol mais descendent par infiltra-
tion ou écoulement de surface vers les écosystemes aquatiques — rivieres, lacs, baies. Les
concentrations excessives de substances nutritives dans ces bassins aquatiques provoquent la
prolifération de nappes d’algues.

Contrairement aux sources ponctuelles de pollution comme les stations d’épuration, les
rejets dus a la pollution diffuse ne sont pas facilement mesurables et varient fortement au
cours du temps en fonction des activités agricoles saisonnieres, des événements irréguliers
comme les précipitations abondantes ou les grands chantiers de construction [102, Carpenter
et al. (1998)].

Conséquences

L’eutrophisation a de nombreux effets négatifs sur les milieux aquatiques. La consé-
quence la plus visible est la prolifération d’algues et d’herbes aquatiques souvent toxiques.
La raréfaction de I’oxygene due a la décomposition des plantes étouffe la vie sous la vase,
asphyxiant les poissons. L’eutrophisation est un facteur de perte de biodiversité aquatique
[103, Jeppesen et al. (1998)] et de pollution de 1’eau potable.

La pollution aux nitrates représente une menace directe pour la santé humaine et pour les
autres mammiferes. Si les phosphates ne sont pas considérés comme directement dangereux
pour les humains et les animaux, ils le sont indirectement par la prolifération des algues
toxiques qu’ils engendrent.

Remedes

Alors que I’exces de nutriments peut provoquer des symptomes d’eutrophisation immé-
diats, la diminution des apports n’engendre pas toujours une restauration de 1’état oligotro-
phique immédiate et complete : le lac Sgbygaard au Danemark n’a pas retrouvé un état d’eau
claire 18 ans apres la réduction de 80% des apports de phosphates externes [103, Jeppesen et
al. (1998)].

Létat eutrophique est relativement stable. Les mécanismes qui stabilisent 1’état eutro-
phique sont le recyclage interne des phosphates, la disparition des plantes aquatiques a racines
qui déstabilise les sédiments, et les modifications de réseau trophique qui provoquent une di-
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minution de la quantité de zooplancton et, par conséquent, une diminution de la capacité de
prélevement des algues nuisibles [ 104, Carpenter et Cottingham (1997)].

Pour inverser le processus d’eutrophisation, la réduction des apports de phosphates doit
étre combinée a des interventions supplémentaires qui compensent 1’effet « positif » des ré-
troactions de I’eutrophisation, en diminuant le recyclage par les sédiments, en accélérant la
sédimentation ou en augmentant des flux de phosphates hors du lac [105, Osgood (2000)].

Des expériences de restauration ont été menées sur le Lac Dong en Chine, qui est com-
posé de plusieurs sous-lacs. Qiu ef al. (2001) ont mis en évidence que, dans un sous-lac, la
réduction des apports est suffisante pour rétablir I’état oligotrophique lorsque la concentration
en phosphates est inférieure 4 0.25mg 1. En revanche, la restauration est impossible sans in-
tervention supplémentaire lorsque la concentration en phosphates est supérieure 4 0.25mg 1~
[106].

4.1.2 Différents objectifs associés a I’étude du phénomene d’eutrophi-
sation a I’aide de modeles dynamiques

Décrire les mécanismes responsables de I’eutrophisation

Les apports extérieurs en phosphates et le recyclage interne déterminent le potentiel de
production d’un lac [100, Schindler (1977)]. La composition du réseau trophique, quant a
elle, influence la répartition de ces phosphates entre les productions de poissons et d’algues
[107, Carpenter et Kitchell (1993)]. Zhang et al. (2003) ont développé un modele structurel
du fonctionnement du lac Mogan tenant compte de mécanismes li€s a la concentration en
phosphates et a la structure du réseau trophique [108].

Lorsque les poissons de grande taille faconnent le réseau trophique de telle sorte que
le zooplancton mangeur de phytoplancton est abondant, les excédents en phosphates sont
transférés vers les niveaux supérieurs de la chaine trophique et ne s’accumulent pas dans
la biomasse d’algues. En revanche, une activité de péche trop soutenue diminue la quantité
de poissons piscivores. La quantité de poissons planctivores augmente, la quantité de zoo-
plancton diminue et avec elle la capacité d’élimination du phytoplancton. Les phosphates
s’accumulent alors, en particulier, dans les algues bleues-vertes.

D’autre part, lorsque la concentration en phosphates est faible, ’activité des bactéries
est modérée, leur consommation en oxygene est faible et I’oxygene reste présent en eaux
profondes ralentissant le recyclage des phosphates par les sédiments. En revanche, lorsque la
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concentration en phosphates augmente, la production augmente, 1’oxygene disparait des eaux
profondes favorisant le recyclage par les sédiments, augmentant encore la concentration en
phosphates.

Les mécanismes mis en oeuvre dans le modele LEEDS* sont encore plus complexes.
Afin d’obtenir des approximations de meilleure qualité des données empiriques, Malmaeus
et Hiikanson (2004) ont ajouté des compartiments pour le phosphore colloidal’, des modula-
tions saisonnieres des débits de sortie, des mécanismes de diffusion des phosphates a partir
des zones de sédimentation et un sous-modele qui traite les matieres en suspension [109,
Malmaeus et Hikanson (2004)].

Prédire les seuils de changement brusque d’état et les temps de restauration de la pro-
priété d’oligotrophie

Zhang et al. (2003) ont utilisé le modele du lac Mogan [108, Zhang et al. (2003)] pour tes-
ter les réponses du lac face a des augmentations d’apports de phosphates [110]. Les courbes
issues des simulations montrent un changement brusque de 1’état oligotrophique a 1’état eu-
trophique pour un taux de phosphates compris entre 0.16 — 0.25mg1 . Le changement
inverse, brusque également, se produit pour une concentration de phosphates de I’ordre de
0.10mg 1. Les processus d’eutrophisation et de restauration ne suivent pas les mémes che-
mins, c’est ’effet hystérésis décrit par Scheffer (1997) [111].

Dans un modele moins complexe, mais qui incorpore néanmoins les non-linéarités des
écosystemes de lacs tels que les interactions proie-prédateur et le recyclage des nutriments
par les sédiments et les consommateurs (poissons et zooplanctons)®, Cottingham et Carpen-
ter (1994) analysent les relations entre les apports de nutriments, la longueur de la chaine
trophique et le temps de restauration [113] en utilisant une approche simulation : ils com-
parent les différences de réponses de deux modeles correspondants a deux types de réseaux
trophiques face a trois types de perturbations sous forme d’augmentation d’apports de nutri-
ments de trois intensités différentes.

4Lake Eutrophication, Effect, Dose, Sentivity.

Les minéraux colloidaux sont des particules minérales de toute petite taille, non-dissoutes en
suspension dans I’eau. Les minéraux colloidaux doivent étre digérés par des acides afin d’étre dissous
sous forme ionique directement assimilable.

6 Vanni et Layne (1997) ont mis en évidence que les poissons et les zooplanctons affectent
considérablement les dynamiques des producteurs primaires, les phytoplanctons, non seulement par
effets de prédation mais également par les nutriments qu’ils liberent [112].
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Tester des scénarios de gestion

Pour tester des scénarios de gestion, le systeme modélisé doit contenir 1’environnement,
le lac, et les acteurs, industriels, agriculteurs, touristes... Il doit également prendre en compte
leurs interactions : les activités humaines causent d’éventuels excédents d’apports de phos-
phates dans le lac; I’état du lac a un impact économique du fait des cofits de traitement, et
social par I’'intermédiaire du cadre de vie et des possibilités de loisirs.

Dans les trois modeles suivants, la dynamique des phosphates est tres simplifiée par rap-
port aux modeles des paragraphes précédents : une variable, la concentration en phosphates
dissous ou deux avec la quantité de phosphates dans les sédiments, dont les évolutions sont
régies par des équations différentielles. Janssen et Carpenter (1999) considerent un systéme
composé d’un lac et des agriculteurs qui y apportent des phosphates [73]. Ces agriculteurs
décident d’apporter une quantité de phosphates par unité de temps en fonction d’une ana-
lyse colt-bénéfice intégrant un cofit écologique. En fonction de leurs croyances a propos de
I’influence des apports de phosphates sur 1’état du lac, certains coefficients associés au cofit
varient. En montrant les courbes simulées des quantités de phosphates dissous en fonction du
temps, les auteurs mettent en évidence les dangers d’un décalage entre dynamiques réelles
et croyances. Lorsqu’un processus d’apprentissage existe, les agriculteurs peuvent modifier
leurs croyances lorsqu’elles ne correspondent pas a la réalité observée, et les courbes simulées
représentant la concentration de phosphates en fonction du temps restent alors bornées.

Ludwig et al. (2003) définissent également un colit ayant une composante économique
et une composante environnementale afin d’illustrer le compromis a trouver entre production
économique et ressources environnementales [114]. L’objectif est de maximiser la somme
actualisée en horizon infini, avec comme contraintes les dynamiques des concentrations de
phosphates. Par une méthode d’itérations sur les politiques, ils trouvent une solution numé-
rique a ce probleme d’optimisation [115].

Janssen (2001) propose un modele exploratoire’ intégrant des dynamiques écologiques et
sociales [116]. Le modele décrivant le comportement humain utilise les connaissances pro-
duites par la psychologie sociale, c’est un modele basé sur des regles inspirées par Jager
[117]. Le modele de I’écosysteme fait évoluer le stock de phosphates dissous et dans le sol en
fonction du comportement des agriculteurs. La premiere série de simulations permet d’obser-
ver le comportement du modele. Avec la seconde série, I’auteur réalise un test de sensibilité,
d’une part, pour savoir comment les parametres des lois de comportement influencent la va-
leur d’une fonction objectif moyennée sur un grand nombre de simulations, d’autre part, pour
déterminer pour quel montant de taxe cette valeur est optimale.

"Les auteurs qualifient leur modele d’exploratoire car il n’est pas programmé ou testé pour un cas
spécifique.
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4.2 L’évaluation de la résilience dans un modele simple d’eu-
trophisation des lacs

Le systeme étudié est composé d’un lac et des populations qui profitent de ses services ou
apportent des excédents de phosphates par I’'intermédiaire de leurs activités agricoles. Dans
ce modele simplifié, 1’objectif des agriculteurs est d’assurer la rentabilité de leurs exploita-
tions ; du point de vue des gestionnaires du lac, 1’objectif est de maintenir le lac dans un état
oligotrophique. Pour un gestionnaire de 1’ensemble du systeme, les questions cruciales sont :
connaissant la concentration en phosphates et la quantité d’apports, les activités agricoles
peuvent-elles rester rentables et le lac peut-il rester dans un état oligotrophique ? Aprés une
perturbation provoquant une brusque augmentation de la concentration en phosphates, le lac
est-il condamné a devenir eutrophe ? S’il peut devenir a nouveau oligotrophe, quelles sont les
meilleures actions a entreprendre et quel va €tre le colit en terme de temps de restauration ou
de montant de pertes pour les agriculteurs ?

La définition de la résilience que nous avons proposé dans le chapitre 2 permet de répon-
dre a ces questions.

4.2.1 Le modele
La dynamique et les controles

Pour décrire les dynamiques essentielles responsables de 1’eutrophisation des lacs, nous
utilisons une version simplifiée du modele décrit par Carpenter et al. (1999) [118], en faisant
I’hypothese que les sédiments sont la principale source de phosphates recyclés (ignorant le
recyclage par les consommateurs®) :

dP(t)

= —b.P(t)+ L(t)+r

Pat)

TP (4.1)

avec P la quantité de phosphates (masse ou concentration) dissous dans I’eau, L les apports
de phosphates annuels provenant des activités humaines (masse ou concentration par unité
de temps) et b la proportion de phosphates éliminée a chaque pas de temps. Le taux maximal
de recyclage des phosphates (masse ou concentration par unité de temps) est r. Le recyclage
total est supposé étre une fonction sigmoide’ de P. La valeur de P pour laquelle le recyclage
atteint la moitié du taux de recyclage maximal est m.

8Poissons et zooplanctons.
fonction a seuil continue comme la tangente hyperbolique.
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Carpenter et al. (1999) ont utilisé des diagrammes de bifurcation pour définir différents
types de lacs en fonction des parametres du modele. Ils ont défini un lac réversible comme
ayant un seul équilibre stable, cet équilibre stable étant associé a une faible valeur de P. Les
lacs hystérésiques et irréversibles ont trois équilibres dont deux stables (I’un avec une faible
valeur de P, I’autre avec une valeur de P élevée). La différence entre un lac hystérésique et
un lac irréversible est la possibilité de passer de I’équilibre associ€ a une forte valeur de P a
celui de valeur de P faible.

Janssen et Carpenter (1999) ont utilisé comme valeurs de parametres, ¢ = 8,7 = 1,m =1
et la valeur de b dépend du type de lac : b = 0.4 pour un lac irréversible, b = 0.8 pour un lac
hystérésique, et b = 2 pour un lac réversible. Les diagrammes de bifurcation associés a ces
trois ensembles de parametres sont représentés dans le plan (L, P) dans la figure 4.1. Lorsque
b = 2, I’équilibre stable reste unique quand L croit. Cependant, pour b = 0.4 etb = 0.8, la
stabilité de I’équilibre associé a une faible valeur de P devient précaire lorsque L se rapproche
de L, car le domaine d’attraction se rétrécit ; enfin, quand L = Lo, I’équilibre correspondant
a la plus petite valeur de P disparait et la concentration en phosphates est attiré par I’équilibre
associé a une forte valeur de P. Une fois que la concentration a atteint cet équilibre, le retour a
un équilibre avec faible valeur de P n’est pas évident : si la valeur de L est réduite en dessous
de Lo, le systeme demeure attiré par un équilibre associé a une concentration en phosphates
élevée. Pour b = 0.8, lorsque L décroit en dessous de L4, le systeme est attiré par I’'unique
équilibre qui est associé a une concentration en phosphates faible. Ce phénomene inverse ne
se produit pas lorsque L croit a nouveau. Les chemins suivis par I’état du systeme lorsque L
croit ou décroit ne sont pas identiques, c’est la caractéristique d’un phénomene d’hystérésis.
Lorsque b = 0.4, atteindre 1’équilibre associé a une faible concentration en phosphates est
impossible car L est une quantité positive. Le passage a 1’équilibre associé a la plus forte
concentration en phosphates est irréversible.

En ce qui concerne les dynamiques associ€es aux apports de phosphates, nous suppo-
sons que le gestionnaire peut agir sur leurs variations temporelles, d/dt, en votant des lois
contraignantes, par exemple. Pour rester simple, nous supposons que la dérivée de L dépend
directement du controle « choisi par le gestionnaire :

dL(t)

— (4.2)

Comme les modifications de comportements et les changements de technologies agricoles
prennent du temps, nous considérons que les variations temporelles des apports de phosphates
dus aux activités agricoles sont bornées. Par conséquent, u doit appartenir a I’ensemble fermé
des controdles admissibles U :

u € U :=[=V Lpnaz, V Linaz)- 4.3)
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FIG. 4.1 — Diagrammes de bifurcation pour le modele de lac simplifié en prenant comme
valeurs de parametres ¢ = 8,7 = 1, m = 1, et b = 0.4 (gauche), b = 0.8 (milieu), b = 2
(droite) (avec q I’exposant, r le taux maximal de recyclage, m, la valeur de P pour laquelle
le recyclage atteint la moitié de sa valeur maximale, et b la proportion de phosphates perdus
a chaque pas de temps). Les courbes pleines représentent le lieu des équilibres stables et les
courbes en pointillés les équilibres instables dans le plan (L, P).

Les objectifs, envisagés comme des contraintes sur les états

Les lacs oligotrophes sont caractérisé€s par de faibles apports en nutriments, un niveau de
production de plantes faible ou modéré, de 1’eau relativement claire et une valeur économique
élevée'’. Les lacs eutrophes regoivent d’importants apports de nutriments, la production de
plantes est forte, I’eau est trouble avec des problemes de manque d’oxygene et de toxicité.
La valeur des services rendus par de tels écosystemes est tres faible. Le gestionnaire du lac
a, par conséquent, comme but de le conserver dans un état oligotrophique. Nous supposons
qu’un lac oligotrophe devient eutrophe lorsque la quantité de phosphates dissous dans I’eau
croit au-dessus d’un seuil fixé P,,,,'". Par conséquent, I’objectif du gestionnaire du lac est
atteint lorsque la variable positive P satisfait :

P € [0, Pyl (4.4)

La propriété d’oligotrophie d’un lac ne dépend certainement pas que de la concentra-
tion en phosphates dissous, mais également des phosphates contenus dans la vase ou le sol.
Ludwig et al. (2003) ont comparé les politiques optimales calculées avec un modele a une
dimension et celles calculées avec un modele a deux dimensions dans lequel les dynamiques
des phosphates dans la vase sont prises en compte [114]. Ils soulignent I’importance de ces
dynamiques lorsque 1’horizon temporel sur lequel est effectuée 1’optimisation est suffisam-
ment long pour que des changements sensibles se produisent. Par souci de simplicité, nous

10Réservoirs d’eau potable ou d’irrigation, lieux de tourisme.
! Cette hypothése est cohérente avec les études empiriques décrites dans la section 4.1.
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négligeons, dans cette section, les dynamiques des phosphates dans la vase et le sol. Nous
ajoutons une variable supplémentaire, la quantité de phosphore a I’état de sédiments dans la
vase dans le modele plus complexe étudié dans la section 4.3.

L’objectif des agriculteurs est la rentabilité de leurs activités. Nous supposons dans ce
modele simple que leur bénéfice dépend linéairement des apports en phosphates. Ainsi, leur
objectif est atteint lorsque la valeur des apports de phosphates dépendant des activités hu-
maines est supérieur a un seuil donné, L,,,;,,. Nous supposons également qu’un seuil maximal
d’apports de phosphates, L,,.., est fixé par les institutions ou les parties prenantes. Les acti-
vités des agriculteurs sont donc rentables et 1égales lorsque :

L S [Lmin7 Lmax] . (45)

Les équations (4.2), (4.3), (4.4) et (4.5) peuvent étre écrites de maniere synthétique dans
le formalisme des inclusions différentielles en considérant la variable vectorielle z(t) :=
(L(t), P(t)) appartenanta X := R, x R, :

{x’(t) = (L'(1), P'(t) = (u(t), =b.P(t) + L(t) + romirpiay) = f(a(t), u(t))
u(t) € Uz(t) =U.

(4.6)
avec comme contraintes

2(t) € K = [Lunin, Lmaz] % [0, Pras) - 4.7)

Lynin comme P, pourraient dépendre de variables socio-économiques dans un modele
plus complexe. Les prendre en compte aboutirait a un ensemble de contraintes K dont la
forme serait plus compliquée qu’un parallélépipede. La méme approche pourrait €tre ap-
pliquée, dans la théorie de la viabilité, la seule contrainte imposée sur K est d’€tre fermé.

L’horizon temporel

Dans cette application, nous choisissons pour horizon 7" = oo, ce qui signifie que 1’ob-
jectif est de conserver la propriété indéfiniment ou, au moins, de la restaurer en temps fini'”.

12Nous pourrions considérer des horizons finis en prenant comme variable y(t) = (z(t),7(t))
gouvernée par I’inclusion différentielle (2.23) avec comme ensemble de contraintes K x R,..
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Les indicateurs de coiit

Nous rappelons que ces indicateurs de colt sont utilisés pour évaluer la résilience de
la propriété définie par I’ensemble K qui a pour objet, dans cette application, d’assurer la
rentabilité des activités des agriculteurs et garder le lac dans un état oligotrophique. Par
conséquent, ces fonctions doivent satisfaire deux conditions sachant que nous considérons
un horizon temporel infini : la premiere, le colit d’une évolution le long de laquelle la pro-
priété est maintenue pour tout ¢ > 0 est nul; la seconde, le colit d’une évolution telle que la
propriété n’est pas restaurée est infini. De plus, I’évolution issue de x de colit minimal est la
meilleure évolution a suivre étant donné 1’objectif de maintenir la propriété indéfiniment ou
au moins de la restaurer en temps fini.

En pratique, les manieres d’évaluer le coiit d’une évolution z(.) = (L(.), P(.)) satisfai-
sant (4.6) sont nombreuses et dépendent de la situation et des points de vue.

Si les agriculteurs refusent la moindre perte et si seul le temps mis pour restaurer la
propriété d’oligotrophie du lac importe, la valeur du colt est infinie si 1’évolution est telle que
L(t) devient strictement inférieur a L,,;, et est mesurée par le temps passé a I’ état eutrophique
sinon. Le temps passé par une évolution hors de K est une fonctionnelle introduite par Doyen
et Saint-Pierre (1997) appelée temps de crise [87]. L’indicateur de coflit y qui associe a x le
colit minimal sur toutes les évolutions issues de x est alors défini par :

+oo
VK T=co(T) = m(1§1/ x(z(7))dr (4.8)
z() Jo
avec x : X — R, telle que
x(x) = +oo size X\H,
= 1 sizeH\K, (4.9)
0 siz € K

et H={x=(L,P) € X|L> Ly}

Dans le cas du second indicateur de coft, les objectifs des agriculteurs ne prévalent pas
totalement sur les objectifs écologiques. La fonction d’évaluation du coit est composée de
deux termes : le premier terme qui correspond au colt écologique est le méme que pour
I’indicateur de coft 7 ; le second, qui est un coiit économique, mesure la durée de la période
de pertes pondérée par la valeur de ces pertes. Le premier terme est multipli€é par un facteur
c1, le second par cy. Ces facteurs refletent le niveau de priorité accordé a chacun des coits.
Contrairement au premier indicateur de cofit, -, le colit d’'une évolution qui coupe la droite
L = L,,;, n’est pas infini. La fonction qui associe a x le colit minimal sur toutes les évolutions
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issues de x est alors A définie par :

+00

AK T—oo(T) := Hl(l?/ c1.x1(x(7)) + ea.x2(x(7))dr (4.10)
avec x1, x2 : X — R, telles que
xi(z) = 1 sizxe X\Hy,

4.11
= 0 six € H; ( )

avec Hy :={x = (L,P) € X|P < Py} et

X2(x) = Ly, — L siz e X\H,,

4.12
= 0 sixz € Hy ( )

avec Hy:= H ={2 = (L,P) € X|L > Lyin}.
Le premier indicateur de cofit est égal au second avec ¢, prenant la valeur infinie.

Les perturbations

Dans ce modele simple, nous considérons des perturbations D, correspondant a une
brusque augmentation de la concentration de phosphates dans 1’eau du lac. Le scalaire «
représente 1’intensité maximale des perturbations envisagées. Une telle perturbation modifie
la concentration de phosphates P mais ne modifie pas les apports externes L. Si une pertur-
bation se produit lorsque 1’état du systeme est z, le systeme va passer a un état y appartenant
al’ensemble D, (x) :

Dy(z) :={y e X|y € 2+ {0} x [0,a]} :. (4.13)

4.2.2 Les résultats

Dans le cas le plus simple, lorsque I’indicateur de colt est la fonction temps de crise
v, le noyau de viabilité, la fonction indicateur de cofit et la résilience peuvent €tre définis
analytiquement et leurs frontieres ou courbes de niveau dessinées par intégration numérique
d’équations différentielles. En ce qui concerne le deuxieme indicateur de codt, A, nous utili-
sons les algorithmes décris dans le chapitre 3 pour calculer des valeurs approchées.

Noyaux de viabilité

La premiere question qui se pose est de déterminer si les évolutions satisfaisant (4.6)
sont compatibles avec les objectifs représentés par I’ensemble K (4.7) : assurer la rentabilité
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des activités agricoles et conserver le lac dans un état oligotrophique. Autrement dit, notre
objectif est de déterminer pour quelles quantités de phosphates dissous dans I’eau et quelles
quantités d’apports externes, (L, P), appartenant a I’ensemble K, il existe une évolution issue
de (L, P) restant dans K indéfiniment. Ces évolutions sont appelées des évolutions viables,
les objectifs sont pleinement remplis lorsque de tels évolutions sont suivies. Nous identifions
tout d’abord les équilibres viables, puis les niches de viabilité, enfin, nous calculons le noyau
de viabilité complet qui est formé de tous les états tels qu’il existe au moins une évolution
partant de ces états, satisfaisant (4.6) et restant dans K indéfiniment'?.

Les équilibres sont les états tels que dL/dt = 0 et dP/dt = 0. 1ls sont viables lorsqu’ils
appartiennent a /(. Par conséquent, le noyau de viabilité de K contient les états d’équilibre
Teg = (Leg, Peq) tels que

Lmin S Leq S Lmax et0 S Peq S Lmax . (414)

L’ensemble des équilibres viables correspond a la courbe (EQ) dans la figure 4.2. Les
équilibres stables appartiennent a la partie de la courbe tracée d’une ligne continue, les
équilibres instables a la partie en pointillés.

Lac hystérésique (b= 0.8)
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Apports de phosphates dans le lac (L)

FIG. 4.2 — Les équilibres viables (segment EQ) et, hachurée en gris, la niche de viabilité N (0)
associée au contrdle permanent u(t) = 0. L’ensemble des contraintes, X' = [Lin, Linaz] X
[0, Paz), est entouré par un rectangle noir. Ly, = 0.1, Lyae = 1, Prae = 1.2

13Le noyau de viabilité est évidemment plus petit que 1’ensemble des contraintes K.



CHAPITRE 4. LES VALEURS DE RESILIENCE DANS DES MODELES DE LACS 102
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F1G. 4.3 — Noyaux de viabilité pour un lac hystérésique (b = 0.8). L’ensemble des contraintes,
K = [Lin, Linaz] X [0, Ppaz|, est entouré par un rectangle noir. Ly, = 0.1, Ly = 1,
Praz = 1.2 et V L4, prend des valeurs croissantes. Viab(K') est colorié en gris clair. La
niche de viabilité N(0), qui est contenue dans le noyau de viabilité, est hachurée en blanc.

Les niches de viabilité sont formées des états initiaux d’apports externes en phosphates et
de concentration en phosphates dissous tels que 1’évolution obtenue en utilisant un controle
externe permanent u(t) = ug reste dans K. Les équilibres viables appartiennent aux niches de
viabilité. Comme dL/dt = ug et que L(.) doit étre bornée pour qu’une évolution soit viable,
la seule niche de viabilité non vide est celle de vy = 0, N(0). u(t) = 0 implique que, pour
tout t > 0, L(t) = L(0) = Lo, et, de plus, que I’évolution de P(t), de P(0) vers P, (Lo),
valeur de P telle que (L, P) est un état d’équilibre, est monotone. Si P, (L) appartient a
K, I'intersection entre le bassin d’attraction de P.,(Lo) et K appartient a N(0). N(0) est la
réunion pour Ly = L, @ L., de telles intersections. Cette niche de viabilité est hachurée
en gris clair dans la figure 4.2.

Dans le cas du noyau de viabilité, contrairement aux niches de viabilité, des régulations a
I’aide de modifications des contrdles sont autorisées, augmentant I’ensemble des évolutions
possibles. De tels changements sont limités a I’ensemble des controles admissibles : I’inten-
sité de la dérivée des apports de phosphates doit étre inférieure a V' L., afin de modéliser la
résistance au changement et la rigidité des décisions. Lorsque V' L,,,., tend vers 0, ce qui si-
gnifie que les changements d’apports de phosphates tendent vers 0, le noyau de viabilité tend
vers la niche de viabilité N(0) en accord avec les résultats de Carpenter et al. (1999) [20].
Une augmentation de V' L,,,,,, permet une plus forte décroissance des apports de phosphates
externes, par conséquent, la surface du noyau de viabilité croit avec V' L,,,. (Fig. 4.3).

Nous pouvons distinguer de maniere qualitative trois configurations pour le noyau de via-
bilité en fonction des parametres (Lynin, Limaz, Pmaz)- Ces trois configurations sont illustrées
dans la figure 4.4 pour un lac irréversible, dans la figure 4.5 pour un lac hystérésique et dans
la figure 4.6 pour un lac réversible.
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Configuration 1 : viabilité globale. C’est le cas le plus favorable, le noyau de viabilité est
égal a I’ensemble des contraintes, Viab(/K) = K. Cette situation se produit lorsque
P, est plus grand que toutes les valeurs de P des équilibres associés a L,,,.. Cela
signifie que, si les apports maximaux de phosphates sont suffisamment faibles, ou,
symétriquement, si le seuil d’eutrophisation est suffisamment élevé relativement aux
valeurs de P des équilibres associés a L,,,,, une évolution viable existe a partir de tout
état appartenant a /(. Cette viabilité globale est représentée dans la figure 4.6 dans le
cas d’un lac réversible.

Configuration 2 : viabilité partielle. Le noyau de viabilité est un sous-ensemble strict mais
non vide de K. Ce cas se produit lorsque P, est d’une part, strictement plus petit que
la plus grande valeur de P des équilibres associés a L,,,, et, d’autre part, plus grand
que la plus petite valeur de P des équilibres associés a L,,;,. La courbe g définie la
partie de la frontiere du noyau de viabilité qui n’est pas confondue avec celle de K et
correspond a 1’évolution satisfaisant d/dt = —V L, (Fig. 4.4, Fig. 4.5 et Fig. 4.6).
Cette courbe représente les états du systeme ou il est crucial de changer de contrdle et
de choisir u = —V L,,4., le taux maximal de décroissance des apports de phosphates.
L’ensemble K\ Viab(K') contient les états tels que les quantités de phosphates apportés
ou dissous dans I’eau sont suffisamment élevées pour que toute évolution quitte /' en
temps fini.

Configuration 3 : noyau de viabilité vide. Cette configuration se produit lorsque P, est
strictement plus petit que la plus plus petite des valeurs de P des équilibres associés
a L. En particulier, aucun équilibre n’appartient a i, puisque tout équilibre de K
appartient a Viab( /). Cette situation est plus courante dans le cas d’un lac irréversible
(Fig. 4.4).

Les résultats numériques des paragraphes suivants sont calculés avec les valeurs des pa-
rametres suivantes : Ly, = 0.1, Lyge = 1, Pogz = 0.5, VL = 0.1etT = oo.

Les indicateurs de coiit

Nous avons constaté dans le paragraphe précédent, I’éventualité de la configuration de
viabilité partielle. Partant des états appartenant a K\ Viab(K), la dynamique entraine le
systeme hors de I’ensemble des contraintes en temps fini, quels que soient les contrdles :
le lac est condamné a devenir eutrophe ou les bénéfices sont condamnés a devenir négatifs.
La propriété considérée ne peut étre maintenue. La question qui se pose alors est de savoir
s’il existe une évolution issue de x € K\ Viab(K) et un temps 7, tels que la propriété est res-
taurée au temps 7 et est maintenue ensuite indéfiniment. Si la réponse est oui, le coit d’une
telle évolution est évalué par des fonctions qui mesurent la distance entre cette évolution et
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Lac irréversible (b=0.4)
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FI1G. 4.4 — Noyaux de viabilité pour un lac irréversible (b = 0.4) pour différentes valeurs
de (Lymin, Praz)- L'ensemble des contraintes, X' = [Lyin, Limaz] X [0, Phas), est entouré par
un rectangle noir et Viab(K') est colorié en gris clair. (V L., = 0.1). Faire varier la paire
(Lmin, Pmae) modifie la forme du noyau de viabilité : si P,,,, est strictement plus petit que
les valeurs de P des équilibres associés a L,,;,, alors le noyau est vide ; sinon, la forme du
noyau dépend des comparaisons entre F,,,,. et les valeurs de P des équilibres associ€s a L.
La courbe g définit la frontiere de droite du noyau de viabilité et correspond a une portion de
trajectoire d’une évolution satisfaisant u(t) = —V Lyq,-
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Lac hystérésique (b=0.8)
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FIG. 4.5 — Noyaux de viabilité pour un lac hystérésique (b = 0.8) pour différentes valeurs
de (Lymin, Praz)- L'ensemble des contraintes, X' = [Lyin, Limaz] X [0, Pras), est entouré par
un rectangle noir et Viab(K') est colorié en gris clair. (V' L,,,, = 0.1). Faire varier la paire
(Lmin, Pmae) modifie la forme du noyau de viabilité : si P,,,, est strictement plus petit que
les valeurs de P des équilibres associés a L,,;,, alors le noyau est vide ; sinon, la forme du
noyau dépend des comparaisons entre F,,,,. et les valeurs de P des équilibres associ€s a L.
La courbe g définit la frontiere de droite du noyau de viabilité et correspond a une portion de
trajectoire d’une évolution satisfaisant u(t) = —V Ly,q,.-
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Lac réversible (b=2)
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FIG. 4.6 — Noyaux de viabilité pour un lac réversible (b = 2) pour différentes valeurs de
(Lmin, Praz)- Lensemble des contraintes, X' = [Lyin, Limaz] X [0, Pz, st entouré par
un rectangle noir et Viab(K') est colorié en gris clair. (V L., = 0.1). Faire varier la paire
(Lmin, Pmae) modifie la forme du noyau de viabilité : si P,,,, est strictement plus petit que
les valeurs de P des équilibres associés a L,,;,, alors le noyau est vide ; si P, est stric-
tement plus grand que les valeurs de P des équilibres associés a L., alors le noyau et K
coincident ; dans les autres cas, la forme du noyau dépend des comparaisons entre P, et les
valeurs de P des équilibres associés a L.
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une évolution idéale au cours de laquelle la propriété serait toujours vraie (cette évolution
idéale est contenue dans K). Le colit minimal sur toutes les évolutions issues de x et satis-
faisant (4.6) est la prévision la plus optimiste du cott futur lorsque 1’état présent du systeme
est z. La définition de cet indicateur de colt dépend du point de vue du gestionnaire qui sou-
haite I’évaluer. Nous avons choisi d’étudier les valeurs de deux indicateurs de cofit choisis
arbitrairement et définis par les équations (4.8) et (4.10).

Exemples d’évolutions issues de i\ Viab(K). Les trajectoires représentées sur la figure
4.7 sont issues d’états qui appartiennent a & mais qui n’appartiennent pas a Viab(K). Elles
sont contrdlées par la loi de régulation définie par :

(4.15)

u(t) = —VD@gpae SiL(t)> Ly
= 0 sinon.

Toutes les évolutions quittent K tot ou tard puisque les €tats initiaux n’appartiennent pas
au noyau. Cependant, certaines évolutions atteignent Viab(K') en temps fini (Fig. 4.7, lignes
continues) et par conséquent leur colit peut €tre fini. D autres évolutions convergent vers un
équilibre hors de K (Fig. 4.7a lignes en pointillés), leur colit est infini quel que soit I’indica-
teur de cofit puisque la propriété n’est jamais restaurée.

Les courbes de niveaux des indicateurs de coiit. Les deux indicateurs de cofit divisent
I’espace des états, X, en trois zones :

1. ’ensemble des états pour lesquels la valeur de I’indicateur de coflit est nulle (zone
coloriée en gris foncé dans les figures 4.8 et 4.9). Cet ensemble est égal a Viab(K)
pour les deux indicateurs de codt, 7 et A,

2. I’ensemble des états pour lesquels la valeur de I’indicateur de cofit est finie. Dans cette
zone les courbes de niveaux dépendent des définitions des indicateurs de cot,

3. I’ensemble des états pour lesquels la valeur de I’indicateur de cofit est infinie (par
exemple, les états dont les évolutions optimales sont dessinées en pointillés dans la
figure 4.7a). Quel que soit I’indicateur de cofit, cet ensemble contient les états a partir
desquels la propriété est perdue et ne peut €tre restaurée. Il est hachuré en gris dans les
figures 4.8 et 4.9.
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FIG. 4.7 — Evolutions issues d’états non viables et contrdlées par 1’équation (4.15) pour (a)
un lac irréversible (b = 0.4) et (b) un lac hystérésique (b = 0.8). (Lnin = 0.1, Lypas = 1,
Pro: = 0.5et VL., =0.1). Le temps est indiqué par des cercles dessinés sur la trajectoire
a intervalles de temps réguliers. Les fleches indiquent le sens des évolutions. Les évolutions
qui atteignent Viab(/K') en temps fini sont tracées en lignes continues, les autres en pointillés.
Dans le cas du lac hystérésique (b), toutes les évolutions atteignent Viab(/K') en temps fini,
alors que la plupart d’entre elles sont absorbées par un équilibre associé a une forte valeur de
P dans le cas du lac irréversible (a).
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F1G. 4.8 — Lignes de niveau de la fonction temps de crise pour (a) un lac irréversible (b = 0.4)
et (b) un lac hystérésique (b = 0.8) (Lymin = 0.1, Lipae = 1, Ppae = 05 et VD, =
0.1). Les temps de crise de deux états appartenant a la méme ligne continue sont finis et
égaux. Viab(K') (zone en gris clair) et I’ensemble des états pour lesquels le temps de crise est
nul coincident. Le temps de crise est infini pour L strictement plus petit que L,,;, dans les
deux cas. Dans le cas du lac irréversible (a), ’ensemble des états pour lesquels la valeur de
I’indicateur de coft est infinie (zone hachurée), contient strictement I’ensemble {L < L, },
car, a partir de certains états, la propriété représentée par K ne peut etre restaurée.
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F1G. 4.9 — Lignes de niveau de la fonction indicateur de colit A pour un lac irréversible
(b = 0.4) (colonne de gauche) et pour un lac hystérésique (b = 0.8) (colonne de droite)
(Limin = 0.1, Lypae = 1, Ppge = 0.5 et VLD, = 0.1). Les parametres de la fonction
indicateur de colit A, c¢; et co, valent, respectivement, 0.3 et 17 dans la premiere rangée, et
1.5 et 5 dans la seconde. Les valeurs des indicateurs de coiit de deux états appartenant a la
méme courbe colorée sont égales. Viab(K') (zone en gris clair) et I’ensemble des états pour
lesquels la valeur de I’indicateur de coit est nulle coincident. Dans le cas du lac hystérésique
(colonne de droite), les valeurs des indicateurs de coflit sont finies, alors que les indicateurs
de colit prennent la valeur infinie dans le cas du lac irréversible (colonne de gauche).
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L’indicateur de cotit v. Dans le cas de ~, le temps de crise atteint son minimum pour les
évolutions contrdlées par les équations (4.15) représentées dans la figure 4.7.

Lemme 4.2.2.1 Soit x € K et x ¢ Viab(K).
Soit xo(.), la trajectoire issue de x = (L, P) satisfaisant

dL@t) _
= = u(t) € [~V Lmaw, V Linaa)

% = —bP(t) + L(t) + T'Wl(jq)(t)
et gouvernée par la fonction de controle uy(.)

u(t) =1 =V L Sl‘ L(t) > Ln @.17)
Soit x1(.) une autre trajectoire issue de x et satisfaisant (4.16), alors

400 +oo
/ X(zo(T))dT < / x(z1(7))dT . (4.18)
0 0
Preuve — Les contraintes imposées sur L(t) sont L(t) € [Lyin, Limas] avec comme

dynamique dL(t)/dt = u(t). Par conséquent, les contraintes imposées sur u(t) en fonction
de I’état du systeme x(¢) sont

u(t) >0 si L(t)
u(t) <0 si L(t)

=1L

e 4.19
= Lmax- ( )
En outre, u(t) est bornée, u(t) € [—V Linaz, V Linaz]-
La fonction de contrdle ug(.) satisfait ces contraintes, de plus, quelle que soit la fonction de
controle, u(.), satisfaisant ces contraintes, uo(y) < wu;(y) pour tout y € [Lin, Limaz] %
0, +o0].

D’ou, p p
Ly Ly
2t (y) < pr (v) (4.20)
o dF, dP,
0 1

pour touty € [mea Lmam] X [07 +OO]

Comme Ly(0) = L1(0) et By(0) = P,(0), pour tout ¢ > 0, Ly < Lo(t) < Lyi(t) et
0 < Py(t) < Pi(t).
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La fonction y : X = R, x R, — R, est définie par

x(x) = 400 sizxe X\H,
= 1 sizeH\K, (4.22)
0 sizx e K

avec H = {x = (L, P) € X|L > Lyin} et K = [Luin, Linaz] X [0, Praz). Par conséquent,
pour tout ¢ > 0,

X(2o(t)) < x(z1(1)) - (4.23)
D’ou

/0+00 X(xo(7))dr < /0+00 X(x1(7))dr . (4.24)

La stratégie optimale est de décroitre les apports externes de phosphates jusqu’a L,,;,
a la plus grande vitesse possible, —V L,,.., puis de les conserver constants a L = L,
puisque que les agriculteurs refusent la moindre perte. Il est important de noter que suivant
I’état initial, cette stratégie peut permettre de restaurer la propriété d’oligotrophie (voir les
évolutions dessinées en lignes continues dans la figure 4.7) mais peut également échouer
(voir les évolutions dessinées en pointillés dans la figure 4.7a). Le temps de crise peut étre
évalué par intégration numérique le long de telles évolutions. Les lignes de niveau du temps
de crise (i.e., les lignes formées des états pour lesquels la valeur du temps de crise est la
méme) sont dessinées dans la figure 4.8. Les évolutions optimales et les lignes de niveau se
confondent a I’intérieur de K\ Viab(K') puisque le temps de crise mesure le temps passé hors
de K.

L’indicateur de colit \. Dans le cas du second indicateur de cofit, A\, nous ne pouvons
définir les évolutions optimales analytiquement. Nous utilisons la caractérisation des épi-
graphes des fonctions indicateurs de colit en terme de noyaux de viabilité d’un systeme auxi-
liaire décrite dans la section 2.1 et nous calculons les valeurs approchées de I’indicateur de
colt, A\, grace a I’algorithme de viabilité décrit dans la section 3.1. Nous calculons les valeurs
approchées de I’'indicateur de colit pour deux ensembles de valeurs de parametres : ¢; = 0.3,
co = 17, et ¢y = 1.5, co = 5. Le deuxieme ensemble de valeurs donne plus d’importance a
I’enjeu écologique relativement a 1’enjeu économique que le premier ensemble. Les courbes
de niveaux de la fonction indicateur de colit A sont tracées sur la figure 4.9 et la figure 4.10
représente en trois dimensions le graphe de ces fonctions. Contrairement a I’indicateur de
colt v, la zone L < L,,;, n’est pas associée a la valeur infinie. La stratégie optimale consiste
a diminuer les apports de phosphates jusqu’a Ly < L, pour que la propriété d’oligotro-
phie soit restaurée plus rapidement, puis d’accroitre les apports jusqu’a L,,;, pour que les
agriculteurs dégagent a nouveau un bénéfice de leurs activités. La valeur de L, qui dépend
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de I’état initial du systeme, représente le compromis optimal entre enjeux économiques et
écologiques : plus I’enjeu écologique est considéré comme important relativement a 1’enjeu
économique, plus la valeur de L est petite.

Coiit d’une perturbation et résilience

Les indicateurs de coiits associent a un état du systeme le colit minimal nécessaire pour
restaurer la propriété considérée. Lorsqu’une perturbation se produit, le systeme passe de
I’état x a I’état y. Le colit minimal associé a y donne une mesure des dégats éventuels causés
par le saut de = a y en terme de capacité a maintenir ou, au moins, a restaurer cette propriété.
Les perturbations que nous envisageons sont une augmentation soudaine de la concentration
en phosphates dissous. Suivant le principe de précaution, leur coit est le colit maximal en-
gendré par le passage du systeme de 1’état x a I’état y € D, (4.13). L’inverse de ce cofit
fournit la mesure de la résilience que nous proposons.

Coiit d’une perturbation. Dans ce modele simple, quel que soit z, 1’état du systeme, et
quel que soit I’indicateur de cofit, ¥ ou A, le colit maximal parmi les perturbations envisagées
est causé€ par le saut d’amplitude maximale « :

C’Y(Ka OO) (ZL’, OZ) = max ’YK,oo(y) = ’7K7oo(x + (07 Oé)) ) (425)
y€x+{0}x[0,a]
CA(K,00)(z,a) = max  Agoo(y) = Ageo(7 4+ (0,)) . (4.26)

yez+{0}x[0,a]

Courbes de niveau de la résilience. La résilience est définie comme I’inverse du cott des
perturbations envisagées et dépend donc de leur intensité, o, et du choix de I'indicateur de
colt, v ou A. D’apres I’équation (4.25), les valeurs de la résilience sont calculées ainsi :

1
Ry(K, 00)(z,0) = ! | 4.28)

Ak.0o(x + (0, )

Nous évaluons la résilience pour chacun des indicateurs de cofit et pour une valeur de
I’intensité maximale des perturbations envisagées. Les courbes de niveau de la résilience
sont tracées dans la figure 4.11 pour un lac irréversible et dans la figure 4.12 pour un lac
hystérésique.

Les valeurs de la résilience divisent I’espace des états, X, en trois zones :
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Lac irvéversible (b=0.4) Lac hystérésique (b=0.8)
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FIG. 4.10 — Graphe de I’indicateur de cofit A pour un lac irréversible (b = 0.4) (colonne de
gauche) et pour un lac hystérésique (b = 0.8) (colonne de droite) (L, = 0.1, Lpee = 1,
Pz = 0.5 et VL., = 0.1). Les parametres de la fonction indicateur de colit \, ¢; et ca,
valent, respectivement, 0.3 et 17 dans la premiere rangée, et 1.5 et 5 dans la seconde. La valeur
de I'indicateur de cofit est représentée sur 1’axe vertical. En deux points de méme coordonnée
verticale (couleur identique), la valeur de I’indicateur de cofit est la méme. Viab(K) (zone
bleu foncé) et I’ensemble des états pour lesquels le temps de crise est nul coincident. Dans
le cas du lac hystérésique (colonne de droite), les valeurs des indicateurs de cofit sont finies,
alors que les indicateurs de colit prennent la valeur infinie dans le cas du lac irréversible
(colonne de gauche).
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FI1G. 4.11 — Lignes de niveau de la résilience pour un lac irréversible (b = 0.4) (L = 0.1,
Liaz = 1, Ppar = 0.5 et VL, = 0.1). Les indicateurs de coft utilisés pour évaluer la
résilience sont v dans la premiere ligne et A dans la seconde. Les perturbations envisagées
sont des augmentations brusques de la concentration en phosphates d’intensité maximale
a = 0.15. Les valeurs de résilience de deux états appartenant a la méme courbe sont égales.
Le sous-ensemble de Viab(K') pour lequel la résilience est infinie est hachuré en gris clair.
L’ensemble de résilience nulle est colorié en gris foncé.
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F1G. 4.12 — Lignes de niveau de la résilience pour un lac hystérésique (b = 0.8) (L,,;, = 0.1,
Loz = 1, Ppar = 0.5 et VLD, = 0.1). Les indicateurs de coft utilisés pour évaluer la
résilience sont v dans la premiere ligne et A dans la seconde. Les perturbations envisagées
sont des augmentations brusques de la concentration en phosphates d’intensité maximale
a = 0.15. Les valeurs de résilience de deux états appartenant a la méme courbe sont égales.
Le sous-ensemble de Viab(K') pour lequel la résilience est infinie est hachuré en gris clair.
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. les zones rayées en gris clair correspondent a une valeur infinie de la résilience : I’état

du systeme peut rester indéfiniment dans Viab( /&) méme si une des perturbations en-
visagées se produit,

. larésilience est finie dans la zone a laquelle appartiennent les courbes de niveau : apres

une des perturbations envisagées, le lac peut devenir eutrophe, immédiatement ou plus
tard. Cependant, 1’état oligotrophique peut €tre restauré en temps fini,

. la resilience est nulle pour les états appartenant aux zones gris foncé : ces zones sont

formées des états a partir desquels une perturbation envisagée peut faire passer le
systeme dans un état tel que la propriété sera certainement perdue et ne pourra étre
restaurée.

Selon notre définition, les valeurs de la résilience dépendent de :

1.

I’état du systeme : les figures 4.11 et 4.12 montrent les valeurs de la résilience en
fonction de I’état du systeme,

. les objectifs représentés par I’ensemble K,

. I'intensité des perturbations envisagées : la figure 4.13 représente les valeurs de la

résilience au point de coordonnées L = 0.2 et P = 0.25 en fonction de I’intensité
maximale des perturbations envisagées. Pour les faibles valeurs de «, la résilience est
infinie, ensuite, lorsque « croit, la résilience décroit,

. la maniere d’évaluer les coits, la définition des indicateurs de coit : la comparaison

entre les figures 4.11 et 4.12 souligne I’influence du choix de I’indicateur de cofit.
Deux états peuvent appartenir a la méme courbe de niveau de la résilience pour un
choix d’indicateur de colt et a des lignes de niveau différentes pour un autre choix.
Dans le premier cas, ces états ont la méme valeur de résilience, dans le second cas, un
état est plus résilient que 1’ autre,

. les contrdles admissibles représentés par les ensembles (U(z)).cx qui ne varient pas

dans les résultats obtenus dans cette sous-section mais dont dépend la forme du noyau
de viabilité'*,

. et I’horizon temporel.

4.3 L’évaluation de la résilience dans un modéele plus com-

plexe d’eutrophisation des lacs

Comme dans la section 4.2, le systeme étudié est composé d’un lac et des populations

qui profitent de ses services ou apportent des excédents de phosphates par I’intermédiaire de

leurs activités agricoles. Les agriculteurs ont pour objectif d’assurer la rentabilité de leurs

4Voir dans la sous-section 4.2.2 le paragraphe intitulé « Noyaux de viabilité ».
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FI1G. 4.13 — La résilience de I’état de coordonnées L. = 0.2 et P = (.25 en fonction de I’in-
tensité maximale de la perturbation, «, pour les deux indicateurs de cofit, v (ligne continue)
et A avec comme valeurs de parametres ¢; = 1.5 et ¢ = 5 (ligne en pointillés). Le lac est
hystérésique (b = 0.8) (Lynin = 0.1, Linaz = 1, Prae = 0.5t V L, = 0.1).
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exploitations ; les gestionnaires du lac veulent le maintenir dans un état oligotrophique. Et, a
I’échelle de I’ensemble du systeme, 1’objectif est de maintenir les deux propriétés.

Nous augmentons le réalisme du modele en ajoutant une variable, la concentration de
phosphore a I’état de s€édiments dans la vase. Nous conservons les expressions des indicateurs
de colt de la section 4.2 et nous évaluons la résilience du systeme face a un ensemble de
perturbations qui agissent sur les deux variables liées au cycle du phosphore dans le lac.

4.3.1 La variable supplémentaire : la quantité de phosphore a I’état de
sédiments dans la vase

La dynamique et les controles

Le modele simple de la section 4.2 ne considere que les dynamiques rapides ; pour aug-
menter son réalisme, comme Janssen et Carpenter (1999) et Ludwig ef al. (2003) [73, 114],
nous ajoutons la variable M, quantité de phosphore a 1’état de sédiments dans la vase. Une
faible proportion (k = 0.01) de la quantité de phosphore présent dans la vase se transforme a
chaque pas de temps en dépdt souterrain permanent.

Le taux de recyclage des phosphates dépend alors, non seulement de la concentration de
phosphates dissous, mais également de la concentration de phosphore a 1I’état de sédiments
dans la vase. Les dynamiques sont décrites ainsi :

B0 = —(s+h).P(t) + L(t) + 7. M(t). i 429)
W = kM) + 5. P(t) = . M(1)

avec P, la quantité de phosphates (masse ou concentration) dissous dans 1’eau, L, les apports
de phosphates annuels provenant des activités humaines (masse ou concentration par unité de
temps), s la proportion de phosphates qui passe a I’état de sédiments a chaque pas de temps
et h 1a proportion de phosphates évacués a chaque pas de temps. La proportion de phosphates
passés a 1’état de sédiments ou évacués a chaque pas de temps, s + h, est égale au parametre
b du modele simple.

En ce qui concerne les dynamiques associées aux apports de phosphates, nous supposons,
comme dans la section 4.2, que le gestionnaire peut agir sur leurs variations temporelles,
dL/dt, en votant des lois contraignantes, par exemple. Pour rester simple, nous supposons
que la dérivée de L dépend directement du contrdle u choisi par le gestionnaire :

dL(t)

— =u. 4.30
o (4.30)
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Comme les modifications de comportements et les changements de technologies agricoles
prennent du temps, nous considérons, a nouveau, que les variations temporelles des apports
de phosphates dus aux activités agricoles sont bornées :

w€ U = [~V Lnas,V Lyaa- 4.31)

Les objectifs, envisagés comme des contraintes sur les états

Comme dans la section 4.2, nous supposons qu’un lac oligotrophe devient eutrophe lorsque
la quantité de phosphates dissous dans 1’eau croit au-dessus d’un seuil fixé P,,,,. Par consé-
quent, le lac est dans un état oligotrophique et I’objectif du gestionnaire du lac est atteint
lorsque la variable positive P satisfait :

P €0, Praa] - (4.32)

La quantité de phosphore a I’état de sédiments dans la vase n’intervient pas dans la définition
de la propriété d’oligotrophie.

L’ objectif des agriculteurs est la rentabilité de leurs activités. Nous supposons que leur
bénéfice dépend linéairement des apports en phosphates comme dans la section 4.2. Ainsi,
leur objectif est atteint lorsque la valeur des apports de phosphates dépendant des activités
humaines est supérieure a un seuil donné, L,,;,,. Nous supposons également qu’un seuil maxi-
mal d’apports de phosphates, L,,.., est fixé par les institutions ou les parties prenantes. Les
activités des agriculteurs sont donc rentables et 1€gales lorsque :

L € [Lmin7 Lmam] . (433)

Les équations (4.30), (4.31), (4.32) et (4.33) peuvent étre €crites de maniere synthétique
dans le formalisme des inclusions différentielles en considérant la variable vectorielle () :=
(L(t), P(t), M(t)) appartenant a X := R, x Ry x R, :

L'(t) u(t) q
) = | P@) = | —(s+h).PO)+ L) +r M) | 434
M (t) —kM(t) + 5.P(t) = - M (). i '

u(t) € Uz(t) =U,
avec comme contraintes

$(t) € K := [Lmin7Lmam] X [07 Pma:p] X R+ . (435)
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4.3.2 L’influence de la variable supplémentaire sur les valeurs d’une
fonction indicateur de coit en horizon infini

Dans cette sous-section, nous calculons les valeurs approchées de la fonction indicateur
de cout v de la section 4.2 adaptée au modele complexe et nous soulignons 1’influence de la
variable supplémentaire, la concentration en phosphore a I’état de s€diments dans la vase.

Nous considérons un lac hystérésique et reprenons les valeurs des parametres de Janssen
et Carpenter (1999) [73] :q=8,r=1,m=1,5s=0.5,h=0.3et k = 0.01.

L’horizon temporel

Nous prenons un horizon temporel infini comme dans la section 4.2 : I’objectif est de
conserver la propriété indéfiniment ou de la restaurer en temps fini.

La définition de I’indicateur de coit

Nous rappelons que ces indicateurs de coiit sont utilisés pour évaluer la résilience de la
propriété définie par I’ensemble /K qui, dans cette application, est d’assurer la rentabilité
des activités des agriculteurs et garder le lac dans un état oligotrophique. Par conséquent,
ces fonctions doivent satisfaire deux conditions sachant que nous considérons un horizon
temporel infini : la premiere, le colit d’une évolution le long de laquelle la propriété est
maintenue pour tout £ > 0 est nul ; la seconde, le cofit d’une évolution telle que la propriété
n’est pas restaurée est infini. De plus, I’évolution issue de x de colit minimal est la meilleure
évolution a suivre étant donné 1’objectif de maintenir la propriété indéfiniment ou, au moins,
de la restaurer en temps fini.

Nous adaptons au modele complexe le premier indicateur de colit défini dans la section
4.2, v : les agriculteurs refusent la moindre perte et seul importe le temps mis pour restaurer
la propriété d’oligotrophie du lac ; la valeur du cofit est infinie si I’évolution est telle que L(t)
devient strictement inférieur a L,,;, et est mesurée par le temps passé a I’état eutrophique
sinon. La fonction 7 qui associe a « le colit minimal sur toutes les évolutions issues de x et
satisfaisant (4.34), est définie par :

+o0
VK T=0o(T) 1= m(1§1/ x(x(7))dr (4.36)
z() Jo
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avec y : X — R, telle que

x(x) = 400 sizxe X\H,
= 1 sizeH\K, 4.37)
0 sizx e K

avec H = {x = (L,P,M) € X|L > Ly} et 'ensemble K défini par 1’équation (4.35).

Les valeurs de I’indicateur de coiit

Nous avons vu dans la sous-section 4.2.2, que des valeurs approchées de la fonction 7,
dans le cas du modele simple, peuvent étre déterminées par intégration numérique le long
des évolutions optimales. Nous utilisons, dans cette section, la caractérisation de 1’épigraphe
de la fonction valeur en tant que noyau de viabilité d’un systeme auxiliaire pour calculer des
valeurs approchées de I’indicateur de colt v adapté au modele complexe.

D’apres les théoremes de la section 2.1, 1’épigraphe de la fonction indicateur de cofit
est le noyau de viabilité de I’ensemble Dom(U) x R pour le systeme auxiliaire (L, P, M, C)
dont I’évolution est gouvernée par les inclusions différentielles :

L'(t) = u(t)

P'(t) = —(s+h).P(t) + L(t) + r-M(t). iy

M(t) = —kM(t)+s.P(t) = r.M(t) s 4.38)
c'(t) = w(t)

ut) € U(L(L), P(t), M(t)) :=
[ w(t) € [-L—xx«(L (),P() M(t))] -

Nous avons calculé une approximation de ce noyau en utilisant notre programme de I’al-
gorithme de viabilité décrit dans la section 3.2.

Les graphes de la figure 4.14 représentent les valeurs de I’indicateur de cofit dans le plan'®
(L, P) pour différentes valeurs de M, la concentration de phosphore a 1’état de sédiments
dans la vase.

L’allure de la fonction indicateur de coit  est semblable pour les différentes valeurs de
M aux graphes obtenus pour le modele simple (Fig. 4.8). Néanmoins, les valeurs dépendent
fortement de la variable supplémentaire M comme le soulignent les graphes de la figure 4.15

1SMémes axes que la figure 4.8 de la section 4.2 qui représente les valeurs de I’indicateur de cofit y
dans le cas du modele d’eutrophisation simple.
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F1G. 4.14 — Les valeurs approchées de I’indicateur de coiit obtenues par le calcul du noyau
de viabilité du systeme (4.38). Les quatre graphes représentent quatre coupes réalisées pour
quatre valeurs de la concentration en phosphore a I’état de sédiments dans la vase : M = 0,
M=24, M =48et M =7 (L =0.1, Lypar = 1, Ppaw = 0.5et VL, = 0.1).
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FIG. 4.15 — Les valeurs approchées de I'indicateur de coiit obtenues par le calcul du noyau
de viabilité du systeme (4.38). Les deux graphes représentent deux coupes réalisées pour
deux valeurs des apports de phosphates : L = 0.38 et L = 0.66 (L, = 0.1, Lypar = 1,
Praz = 0.5et VD, =0.1).

qui représentent les valeurs de I’indicateur de coit v dans le plan (P, M) pour différentes
valeurs des apports en phosphates, L. Nous constatons que la valeur de I’indicateur de cofit
peut varier du simple au triple en fonction de M a L et P fixés.

4.3.3 L’influence de la variable supplémentaire sur les valeurs de la
résilience

Les indicateurs de colits associent a un état du systeme le colit minimal nécessaire pour
restaurer la propriété considérée. Lorsqu’une perturbation se produit, le systeme passe de
I’état x a I’état y. Le colit minimal associé a y donne une mesure des dégats éventuels causés
par le saut de = a y en terme de capacité a maintenir ou, au moins, a restaurer cette propriété.
L’inverse de ce coit fournit la mesure de la résilience que nous proposons.

La définition des perturbations envisagées

Dans ce modele plus complexe, nous considérons des perturbations Dalm correspondant
a de brusques augmentations de la concentration de phosphates dans 1’eau du lac et de phos-
phore a I’état de sédiments dans la vase. a; représente 1’intensité maximale de I’augmentation
de la concentration de phosphates dans I’eau et o, I’intensité maximale de 1’augmentation de
la concentration de phosphore a I’état de sédiments dans la vase. Une telle perturbation ne
modifie pas les apports externes L. Si une perturbation se produit lorsque 1’état du systéme
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est z, le systeme va passer a un état y appartenant a I’ensemble Dal,ag (x) défini par :

~

DOél,OlQ(x) = {y € X|y cr + {O} X [0,0{1] X [0,0&2]} . (439)

Dans les calculs qui suivent, les perturbations envisagées sont paramétrées par 3 et définies
a partir des Dy, 4, :
Dﬂ = Ua1+a2=5Dalya2 : (440)

Le coiit d’une perturbation

Le cofit d’une perturbation est le colit maximal parmi les sauts envisagés. Contrairement
au cas simple (sous-section 4.2.2), nous ne connaissons pas a priori le saut correspondant au
colit maximal, dont I’expression, lorsque I’indicateur de cofit utilisé est y, est :

Cy(K,00)(z,3) = max 7Yioeo(y)- (4.41)

y€Dg(z)

Les valeurs de la résilience

La résilience est définie comme I’inverse du coiit des perturbations envisagées. D’apres
I’équation (4.41), les valeurs de la résilience sont calculées ainsi :

1
R,(K,o00)(x, ) = C.(K.00) @ B) (4.42)
— ! . (4.43)

max,cp. YK.00(Y)

Les graphes de la figure 4.16 représentent les valeurs de la résilience dans le plan (P, M)
pour une valeur de L fixée.

Contrairement aux résultats de la sous-section 4.2.2, parmi les sauts envisagés, celui dont
le colit est maximal, autrement dit celui dont le coft est pris en compte dans le calcul de la
résilience, dépend de I’état du systéme. La figure 4.17 représente dans le plan (P, M) a L fixé
le saut de colit maximal en fonction de I’état du systeme.
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Conclusions

L’eutrophisation désigne I’enrichissement en nutriments d’un milieu aquatique, qui pro-
voque la prolifération d’algues toxiques et 1’asphyxie des poissons. Dans le cas des lacs, la
cause majeure est la pollution diffuse par les phosphates utilisés dans les engrais et pour cer-
taines productions industrielles. Néanmoins, la réduction des apports de phosphates ne suffit
pas nécessairement a inverser le phénomene.

Des modeles dynamiques ont été utilisés pour décrire les mécanismes responsables de
I’eutrophisation (en particulier le cycle du phosphore dans le lac), prédire les seuils de chan-
gement brusque d’un état d’eau claire (oligotrophe) a un état d’eau trouble (eutrophe) ou
tester des scénarios de gestion.

Un modele simplifié de Carpenter et al. (1999) décrit les dynamiques essentielles res-
ponsables de 1’eutrophisation des lacs en prenant explicitement en compte I’effet des actions
humaines par I’intermédiaire de la quantité de phosphates apportés [118]. Prenant comme
systeme un lac, les agriculteurs qui le polluent et les populations qui profitent de ses services,
nous supposons que le gestionnaire de ce systeme peut influencer, dans une certaine mesure,
par décrets ou incitations économiques, les variations des quantités de phosphates utilisées
par les agriculteurs d’une année sur 1’autre.

Dans ce systeme controlé a deux variables, les apports en phosphates et la concentration
en phosphates dissous, la propriété étudiée comporte deux parties : un lac oligotrophe et des
activités agricoles rentables. L’évaluation de la résilience suivant la définition que nous avons
proposée au chapitre 2 permet, tout d’abord, de distinguer les états ou la propriété étudiée est
perdue en temps fini quelles que soient les actions entreprises par le gestionnaire, des états
a partir desquels elle peut étre maintenue indéfiniment. Ensuite, considérant un ensemble de
perturbations envisagées, les valeurs de résilience permettent de distinguer trois ensembles
d’états :

— les états pour lesquels la résilience est nulle sont les états a partir desquels au moins
une des perturbations envisagées fait passer le systeme dans un état tel que la propriété
va étre irrémédiablement perdue,

— les états pour lesquels la résilience est finie strictement positive sont les états a partir
desquels certaines perturbations envisagées font passer le systeme dans un état tel que
la propriété va étre perdue. Cependant, quelle que soit la perturbation, la propriété
peut étre restaurée en temps fini. L’inverse de la résilience est une évaluation du pire
dommage que ces perturbations peuvent causer en terme de cofit de restauration de la
propriété considérée,

— les états pour lesquels la résilience est infinie sont les états tels que suite a toute pertur-
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bation parmi les perturbations envisagées, la propriété peut étre maintenue indéfiniment.

L’évaluation de la résilience dans un modele plus complexe comportant une variable
supplémentaire, la quantité de phosphore a 1’état de sédiments dans la vase, montre ensuite,
d’une part, I’influence de cette variable sur les valeurs de la résilience et d’autre part, 1’effi-
cacité de notre implémentation de 1’algorithme de viabilité.

Notre définition de la résilience prend en compte tous les parametres utilisés dans la
définition conceptuelle de Holling. En outre, associée a 1’algorithme de viabilité, elle est
opérationnelle.



Chapitre 5

Conclusion

Le développement durable dont 1’objectif est de répondre « aux besoins du présent sans
compromettre la capacité des générations futures a répondre aux leurs » ', implique des ac-
tions aux niveaux économique, social et politique. Les contributions scientifiques peuvent étre
fondamentales pour informer, poser les problemes et évaluer les implications de différents
scénarios. En particulier, la création d’indicateurs liés au développement durable est a I’in-
tersection de deux problématiques scientifiques, construire des outils d’aide a la gestion et
formaliser les concepts liés a la durabilité. Nous avons consacré notre thése a 1I’étude de ’'un
de ces concepts, la résilience, dans les modeles de systemes écologiques et sociaux.

En confrontant les définitions conceptuelles et opérationnelles existantes, nous avons
identifié certaines limites et précisé€ la spécificité de notre travail : proposer une définition
de la résilience générale, dans le cadre de modeles de systemes écologiques et sociaux qui
tiennent compte de nos ignorances sur leur fonctionnement, et compatible avec la définition
conceptuelle de Holling.

Nous avons présenté le cadre théorique de notre étude, la théorie de la viabilité, en justifiant ce
choix. Nous avons ensuite montré comment une définition de la résilience compatible avec
Iinterprétation de Holling peut s’exprimer comme inverse d’un indicateur de colt associé
aux perturbations. Nous avons souligné le fait que ces indicateurs de colits peuvent étre ca-
ractérisés a I’aide de noyaux de viabilité ou de noyaux discriminants, concepts fondamentaux
de la théorie de la viabilité.

L’ approximation numérique de ces noyaux est essentielle pour évaluer la résilience suivant la
définition que nous avons proposée. Nous avons décrit les améliorations apportées a I’algo-
rithme de viabilité ainsi que les variantes aux développements desquelles nous avons colla-
boré.

Enfin, nous avons calculé les valeurs de résilience dans des modeles d’eutrophisation de lacs

'"Madame Gro Harlem Bruntdland, ancien Premier Ministre de N orvege (1987).
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afin d’illustrer nos propos.

Ce travail peut suggérer plusieurs recherches futures. Nous distinguons trois directions :
augmenter le réalisme du modele d’eutrophisation des lacs, approfondir I’étude de la définition
de la résilience proposée, étendre la méthode suivie a d’autres concepts essentiels de I’écologie.

5.1 Bilan de la recherche

Une grande part des théories de 1’écologie se focalisent sur les comportements asympto-

tiques [119, Hastings et al. (1993)][120, Ludwig et al. (1993)] et le point de vue statique
a inspiré de nombreuses définitions opérationnelles de la résilience : Neubert et Caswell
(1997) proposent deux indices pour mesurer 1’étendue et la durée des régimes transitoires
caus€s par une petite perturbation subie par un systeme a I’équilibre [61]; dans le cas des
modeles individus-centrés ou des automates cellulaires, la résilience est évaluée par simula-
tion comme inverse du temps nécessaire pour retrouver un certain pourcentage des biomasses
initiales apres différents types de perturbations [24, Matsinos et Troumbis (2002)][64, Ortiz
et Wolff (2002)].
Cependant, les dynamiques non linéaires sont trés utilisées dans les modeles d’écosystémes
et les non linéarités peuvent provoquer des comportements transitoires de forte intensité et
de longue durée. La résilience concerne davantage les événements loin de 1’équilibre [55,
Holling (1973)]. Dans cette perspective, van Coller (1997) et Ludwig et al. (1997) mettent
I’accent sur les frontieres des bassins d’attraction : ils évaluent la résilience en terme de
distance aux points de bifurcation [72, van Coller (1997)] et de taille de bassins d’attrac-
tion [70, Ludwig et al. (1997)]. Leur approche convient aux modeles dynamiques décrits par
des équations différentielles. Dans notre travail, nous sommes allée plus loin en prenant en
compte nos ignorances sur les dynamiques du systéme et 1’existence de contrdles permettant
d’influencer ces dynamiques.

Nous avons proposé une formulation mathématique de la résilience dans le formalisme
de la théorie de la viabilité. L’ objectif principal de cette nouvelle approche est de fournir une
définition de la résilience qui prenne en compte la diversité des dynamiques du systeme et
qui soit compatible avec I'interprétation de Holling.

Dans un premier temps, nous avons décrit cette diversité des dynamiques du systeme en au-
torisant plusieurs vitesses dépendant du contrdle choisi a chaque instant. Une propriété du
systeme étant spécifiée, nous avons interprété 1I’ensemble des états qui possedent cette pro-
priété comme I’ensemble de contraintes dans lequel la trajectoire d’une évolution doit étre
contenue pour que la propriété soit maintenue durant la période temporelle choisie. Contrai-
rement au point de vue statique, nous avons mis 1’accent sur la notion d’évolution pour définir
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la résilience du systéme concernant cette propriété : pour chaque état du systéme, nous avons
considéré I’ensemble des évolutions issues de cet état et associées a des fonctions de controle
admissibles. A chaque évolution, nous avons associé un coiit qui représente la distance 4 une
évolution idéale au cours de laquelle la propriété serait conservée. Ce coiit est nul si la pro-
priété est conservée le long de la trajectoire, positif si cette propriété est perdue puis retrouvée
et infini si la propriété ne peut €tre restaurée avant 1’horizon temporel fixé. Nous avons évalué
les éventuels dommages causés par une perturbation comme le colit minimal sur toutes les
évolutions issues de I’état du systeme apres cette perturbation. Lorsque les perturbations en-
visagées sont définies en chaque €tat du systeme par un ensemble d’états atteignables, nous
avons retenu le pire des cas et la valeur de la résilience du systeme en un état est I’inverse du
colit maximal sur I’ensemble des perturbations envisagées a partir de cet état.

Dans un second temps, nous avons pris en compte nos ignorances sur les dynamiques du
systeme en associant a un état du systeme et a des contrdles un ensemble de valeurs possibles
des vitesses. Nous avons, ensuite, repris la méme démarche pour définir la résilience dans ce
cas plus général.

Nous avons insisté sur le fait que les théoremes développés dans le cadre de la théorie de la
viabilité permettent de caractériser les épigraphes des fonctions indicateurs de cofit, utilisées
pour définir la résilience, comme noyaux de viabilité ou noyaux discriminants.

Comme la résilience se caractérise a 1I’aide du concept de noyau de viabilité, elle bénéficie
de ses propriétés mathématiques et se calcule a 1’aide de 1’algorithme correspondant. Nous
avons décrit cet algorithme, puis proposé plusieurs pistes d’amélioration. Pour gagner de la
mémoire ou du temps afin de traiter des problemes de plus grande dimension, nous avons
exploré trois voies : nous avons, d’une part, modifié la structure implémentée, d’autre part,
nous avons collaboré a I’élaboration d’un algorithme utilisant des méthodes de discrimination
pour définir un ensemble plutdt qu’un tableau de point, enfin, nous nous sommes inspirée des
méthodes de tir pour approcher le noyau par I’ensemble des points viables au moins jusqu’a
un temps seuil. En ce qui concerne la diminution du phénomene de diffusion numérique, nous
avons collaboré a des travaux qui ont permis d’obtenir des gains en termes de précision de
I’approximation par I’utilisation d’un schéma anti-diffusif.

Dans un modele classique simplifié du phénomene d’eutrophisation des lacs, nous avons
calculé des valeurs de la résilience afin de montrer, qu’associée a 1’algorithme de viabilité,
notre définition est opérationnelle. Cette étude nous a permis, en outre, de souligner le fait
que notre définition prend en compte tous les parametres utilisés dans la définition concep-
tuelle de la résilience de Holling : 1’état du systeme, les objectifs (la propriété qui doit étre
conservée), les types de perturbations envisagés, le colit associ€ a la restauration de cette pro-
priété, les controles disponibles et I’horizon temporel considéré [57, Carpenter ef al. (2001)].
Le modele est trop simplifié pour représenter précisément le processus complexe d’eutro-
phisation. L’étude de la résilience dans un modele plus complexe comportant une variable
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supplémentaire a ensuite montré, d’une part, 1’efficacité de notre implémentation de 1’algo-
rithme de viabilité et d’autre part, I’influence de cette variable sur les valeurs de la résilience.

5.2 Perspectives

5.2.1 Augmenter le réalisme du modele d’eutrophisation des lacs

Le modele que nous avons étudié au chapitre 4 est basé sur plusieurs hypotheses simpli-
ficatrices. Certaines d’entre elles ont été posées dans le but de présenter un modele simple
pour mettre en valeur la définition de la résilience et peuvent étre affaiblies facilement lorsque
la théorie de la viabilité permet des contraintes moins fortes. Nous avons supposé que la
propriété d’oligotrophie d’un lac dépend uniquement de la concentration de phosphates dis-
sous et que les bénéfices des agriculteurs dépendent linéairement des apports de phosphates.
Ainsi, I’ensemble des contraintes est un rectangle. Un modele plus réaliste mériterait d’étre
construit en tenant compte des dynamiques du phosphore dans la vase et le sol, et de variables
socio-économiques dont les bénéfices des agriculteurs pourraient dépendre. Dans ce modele
plus complexe, la forme de ’ensemble des contraintes, moins réguliere probablement, se-
rait décrite par des conditions imposées non seulement sur les apports de phosphates et leur
concentration dans 1’eau, mais également sur les autres variables. Néanmoins, la méme ap-
proche pourrait étre appliquée car, dans la théorie de la viabilité, la seule hypothese imposée
sur cet ensemble est d’étre fermé.

Les fonctions indicateurs de colit que nous avons utilisées sont également excessivement
simples. Cependant, si seuls les indicateurs de cofit tres simples peuvent étre étudiés analy-
tiquement, la caractérisation de leur épigraphe en tant que noyau de viabilité permet de les
évaluer dans les cas plus complexes. En effet, les hypothéses imposées sur ces fonctions sont
tres faibles?.

Enfin, nous avons décrit les dynamiques du phosphore en utilisant des équations issues
de travaux existants avec des valeurs de parametres fixées. Or, il est tres difficile d’obtenir
des estimations précises de ces parametres [114, Ludwig et al. (2003)]). Par conséquent,
les évolutions sur lesquelles nous avons basé notre définition de la résilience risquent d’étre
biais€es. Au lieu de donner des valeurs fixes a ces parametres, il serait plus réaliste de sup-
poser que leur valeur est comprise entre deux bornes. Ainsi, la réponse du systeme a un
controle ne serait plus déterministe mais multivoque ce qui pourrait étre interprété comme un

?La continuité n’est pas nécessaire, seule la semi-continuité est prescrite, voir les théorémes de la
section 2.1.
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jeu dynamique et la résilience évaluée par I’ intermédiaire de noyaux discriminants®.

5.2.2 Approfondir I’étude de la définition de la résilience proposée

Dans notre formulation mathématique de la définition de la résilience, I’ensemble des
contraintes ne dépend pas du temps. Or, la propriété dont nous souhaitons évaluer la résilience
pourrait dépendre du temps comme par exemple, obtenir des bénéfices croissants. L’évolution
devrait alors appartenir a un ensemble de contraintes dépendant du temps pour que la pro-
priété soit conservée. Dans des cas simples comme les bénéfices croissants, il est facile de
modifier la dynamique pour revenir au cas d’un ensemble de contraintes constant. Cepen-
dant, dans les cas plus complexes, lorsque la dépendance temporelle ne peut €tre supprimée,
I’évaluation de la résilience nécessiterait I’utilisation d’outils d’analyse d’équations muta-
tionnelles [121, Aubin (1999)].

D’autre part, de nombreuses études empiriques et théoriques en écologie portent sur la
facon dont la résilience est affectée par les caractéristiques des écosystemes comme les flux
d’énergie [60, DeAngelis (1980)], les apports ou le cycle des nutriments [122, Steinman et
al. (1991)], la longueur de la chaine trophique [113, Cottingham et Carpenter (1994)], et
la connectivité du réseau trophique [123, Armstrong (1982)]. 1l serait intéressant d’étudier
comment ces propriétés modifient les valeurs de la résilience calculées en utilisant notre
définition.

Nos résultats concernent la définition mathématique de la résilience et son calcul a partir
de modeles de systemes écologiques et sociaux. La comparaison entre les évolutions cal-
culées et des historiques de données empiriques pourrait constituer une autre maniere de
valider un modele. Ainsi, les concepts mathématiques et les outils issus de la théorie de la
viabilité permettraient de construire de meilleurs modeles.

En outre, nos résultats pourraient avoir des implications sur les études empiriques. Notre
approche permet d’obtenir les contrdles qui doivent €tre utilisés pour suivre 1’évolution de
colit minimal. I1 serait intéressant de tester ces controles sur des écosystemes réels.

Notre définition de la résilience comme celle des bassins d’attraction [57, Carpenter et al.
(2001)] ne correspond a aucune mesure empirique. L’ étude de la résilience dans des modeles
pourrait avoir comme objectif de mettre en évidence des variables évoluant de facon mono-
tone avec la résilience et pouvant étre mesurées en pratique.

Les études de terrain étant difficiles et coliteuses, une autre utilisation intéressante du calcul
de la résilience dans des modeles serait de comparer différents indices pour différents types

3selon la définition proposée dans la deuxieéme partie de la section 2.1.



CHAPITRE 5. CONCLUSION 134

de perturbations et de suggérer les études de terrain critiques.

5.2.3 Etendre I’approche suivie a d’autres concepts essentiels de I’écologie

De facgon tres schématique, durant ce travail de theése, nous avons considéré qu’un systéme
écologique et social est composé d’entités dont les dynamiques autonomes sont influencées
par leurs interactions. Dans une perspective de contrdle, connaissant les effets des actions
envisagées, le but de I’étude est de déterminer quelles sont les meilleures stratégies en fonc-
tion d’un critere a optimiser ou quelles sont celles qui satisfont certaines conditions. Dans
une perspective de compréhension du fonctionnement du systeme, 1’objectif peut etre de
déterminer les propriétés globales induites par une structure d’interactions.

Si un systeme écologique et social peut étre vu comme gouverné par des dynamiques
locales et soumis a des contraintes ou a des mesures globales, la théorie de la viabilité, qui
développe des outils pour étudier la compatibilité entre dynamiques locales et contraintes
globales, est adaptée a son analyse. Nous pensons, par conséquent, que 1’approche que nous
avons suivie peut €tre fructueuse pour répondre a d’autres problemes posés par la gestion des
systemes €écologiques et sociaux. Nous distinguons trois pistes qui pourraient mériter d’étre
explorées : proposer des définitions formelles d’autres concepts majeurs de I’écologie comme
la maturité ; étant données des dynamiques locales et des structures d’interactions, évaluer
ces propriétés globales ; et, plus éloigné du travail que nous avons réalis€ mais empruntant le
méme point de vue, proposer des explications de certaines formes d’interactions locales par la
nécessité de satisfaire des contraintes globales et le hasard d’une réalisation parmi I’ensemble
des structures satisfaisant ces contraintes.
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Annexe A

Une variante du théoreme de convergence

Soient X C R"et G : X ~» X une correspondance k-Lipschitz, nous considérons
I’inclusion différentielle discrete :

"t € G(2™) pour tout n > 0.

Soit X}, une grille de pas h avec a(h) vérifiant (3.18) et (3.19).

En reprenant la démonstration du théoreme 3.1.3.2, nous cherchons a déterminer, dans
le cas ou G est Lipschitz, quelles sont les conditions sur 7 pour que les noyaux de viabilité
discrets finis de I’extension de taille r de GG projetée sur X,,, G} : X}, ~ X}, définie par

G (zy) = (G(zp) +rB) N X,

convergent vers le noyau de viabilité de G.

Lemme A.0.3.1 Soit G : X ~» X une correspondance k-Lipschitz. Soit r > (k + 1)a(h).
Soit G" : X ~» X une extension de G :

Ve e X, G'(x) := G(x) +rB.
Considérons G}, : Xy, ~ X}, la projection de G" sur X, :
G (xp) == G"(zp)) N Xy, YV, € Xp,.
Alors, & toute solution £ := &), € gg(fo) du systeme dynamique discret :

& e G(EY), Vn >0 (A.1)
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nous pouvons associer une solution 51 = (&), € §G2 (&)) du systeme dynamique discret
fini :
WHe GED, =0 (A2)

telle que

Preuve — Soit £ € X et £ € S;(¢%). D’apres la définition de a(h), puisque r >

(k + Da(h), 3 € ({£°} + £5B) N X,,. Supposons que nous avons trouvé une suite &5

vérifiant (A.2) et (A.3) jusqu’a k = n.

Puisque G est k-Lipschitz,
G(&") C G(&) T kll&" — & llB.

&t e G(€") et d’apres la définition de a(h),

,
E+1

3¢t tel que [|E — ¢ < alh) <
De plus,
B e G(E) +a(h)B C G(E) + (K€" = &l + a(h)B C GT(&).

donc, & € GT(EM) N X —

Saint-Pierre a montré que lorsque la propriété suivante est vraie,

V¢ € G(x), 3¢, € G(x) N Xy, such that ||€ — &, < (A.4)

3

r > ka(h) suffit [79, Saint-Pierre (1994)].

Nous déduisons le résultat suivant,

Corollaire A.0.3.1 Soit G : X ~» X une correspondance k-Lipschitz. Soit K un sous-
ensemble fermé de X, alors, pour tout r > (k + 1)a(h) :

r

B.
E+1

Viabg(K) C Viabg;;(K;fﬁ) +

Preuve — Soit £ € Viabg(K), il existe £ € S5 (£°) viable dans K. D’apres le lemme

A03.1,3¢ € K/ et & € 5‘02(52) tels que ||&; — &"|| < 735, Vn > 0. Par conséquent,
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Vn >0, & e (K;™)) donc & appartient & Viabgr (K,71). Et puisque [|€° — & < 5,
alors
r

Viabg(K) C Viabe: (K7
iabg(K') C Viabgr (K, )+k+1

B.

La preuve du théoreme qui suit nécessite le lemme suivant démontré dans [79, Saint-
Pierre (1994)].

Lemme A.0.3.2 Pour tout sous-ensemble fermé D C X, et pour toutes suite décroissante de
sous-ensembles fermés D, telle que D = () o0 Dp -

D = Limsup ((D,+ «a(h)B)NX}). (A.5)

p,h—0

Si D vérifie la propriété : NYx € D, 3z, € DN Xy, @ ||z — x| < a(h), alors
D = Limsup (DN Xy). (A.6)

h—0

Theoreme A.0.3.1 Soit ' : X ~~ X une correspondance Marchaud et [-Lipschitz, K un
sous-ensemble fermé de Dom(F") vérifiant :

M :=sup sup ||y|| <oo. (A.7)
€K yeF(x)

Soit G, =1+ pF, T, =1+ pF + %pzl’)’, notons k = 1 + pl la constante de Lipschitz
de G .

Soit h > 0, X}, une grille de X et a(h) vérifiant (3.18) et (3.19).

Supposons que r et h sont choisis tels que :

ah)(k+1) <r. (A.8)
Soit d > 0 vérifiant
M
d:r+7;ﬁ. (A.9)

Soit G;‘f X — Xet G;lh : Xy, — X}, définis par :

Gﬁ(w) = G,(x) +dB,
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Gzh(l’h) = Gg(l‘h) N Xh s

Alors : .
Limsup Viabga (Kf™) = Viabp(K).
d,%—>0 oh
Preuve — D’apres le théoreme 3.1.2.2,

Viabp(K) = Limsup Viabp, (K).
p—0

148

(A.10)

Pour montrer I’égalité (A.10), nous appliquons le corollaire A.0.3.1 avec I, de constante

de Lipschitz k avec r > (k + 1)a(h) et nous obtenons :

r
E+1

Viabr, () C Viabp, (Kf77) + —— B,

ce qui implique que

. : 1 Za "
Viabr(K) C Limsup (Vlabp;h([(}fﬂ) + T 18)

p—0

et alors, avec la contrainte (k + 1)a(h) <,

Viabp(K) C Limsup Viabpr (K;™") = Limsup Viab oy M2 (KFT)
p,r—0 ’ p,r—0 Gon *

enfin, avec les contraintes d = r + 4p* et (k + 1)a(h) < r,

Viab(K) C Limsup Viabgs (K7).
d—0 ?

Pour montrer I’inclusion inverse nous observons que

GY =1+ pF +dB

et alors,

G4 -1
Graph ( ph > C Graph(F) + (C—i)B
p p

Le théoreme de convergence 3.1.2.1 implique que :

Limsup Viabga (KF7) € Viabp(K)

d_,0
P

d
ph

et avec (A.12) nous avons montré I’égalité :

Limsup Viabga (K, ™) = Viabp(K)

d,2—-0
P

(A.11)

(A.12)
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avec les contraintes d = r + 4tp% et (k + 1)a(h) <r. —

Remarque — Saint-Pierre a montré que si u(h) < 22 p? alors la contrainte r > ko(h)
suffit. Il se place dans cette hypothese dans 1’énoncé du théoreme 3.1.2.2, et prend comme
cas particulier de notre variante d = 2M[p?.



150



Annexe B

Approximation de noyaux de viabilité
avec des SVMs



ANNEXE B. APPROXIMATION DE NOYAUX DE VIABILITE AVEC DES SVMS 152



ANNEXE B. APPROXIMATION DE NOYAUX DE VIABILITE AVEC DES SVMS

Approximating Viability Kernels with Support
Vector Machines
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Labormtaire d ' Ingenierie des Systémes Comp lexes,
2. avenue des Landais
F-03172 Aubidre Cedes, France

Abstract. Approcimating viability kernels is o particalarly ateractive
approach to control complex dynamical systems, However, it practical
wse with the corrently existing algorithms is limited becanse the resali
is i =t of points which can be huge, withou a svachetic definition. We
study the possibility 10 use o lesaming methed 1o approcimate che viakil -
ity kernel, which vields an analytical delinition of the kernel approxima-
ticm. This gives more possibilities, in panticular to vse st optimisation
methods to find the best comiral at =ach time step. We establish the
miathematical condivions that =och & learning method shoold fulfill o
guarantes the convergence o the actaal viabilivy kernel, We show chai
support vector machines [BV Mswith o ganssian kemel are particulacly
appropriate in this context, and enable to compute cptimal contrals in
large dimensicn comiral spaces.

1 Introduction

The viahility theory | 1] aims at controlling dynamical systems, genarally nonde-
terministic, with the goal to maintain tham inside a given set of admissible states
I, here callad the viability constraint set, Such a problem is frequeant in ecology
of aconomics, whers the systems die or badly deteriorate when they lesave sone
resgicns of the state epace. For instance Bénd ot al, studied the management of
a renewible resoures as a viability problem in |3, They pointad oot irreversible
cverex ploitation configurations related to the resouree extinetion. Muollan &t al,
propesed a viability modal of the trophic inberactions in marine amcsystems in
|8]. Bonneuil studied the conditicns the prey-predator dynamics must satisly o
avoid the extension of one or the other spacies as a viahility problem |4,
The main concepts of the viability theory are;

Vialde shate: A staie iz callad wialde if there existz at laast one contecl Tene-
ticon for which the whole trajectory from thiz state remains in & indafinite y.
Viability kernel: The sct of all viable states i= callad the viabdity ernel and
is denotad Viab &,

Aubin 1] proved the viabilicy theorame which enahls to detarming viable siabes,

withont congidering the combinatorial exploration of control acticns series. T hess
thearems alsa provide the control funeticns that maincain viability.

153
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Saint-Piarre proposed a practieal algorithm |[11] which is based on thesa the-
orems and computes the exact discrete viahility karnel of the approgimatad cis-
crabe problam defined onoa grid. 16 is very fast bot its result is the set of points of
the grid that ars viabls, which iz not vary convenient to manipulate, Moresver,
the usa of such sets in the algorithm prevents from using tandard optimisation
mathods to compute the contrals, When the control space is of high dimension,
the exhanstive ssarch is impos=ibla, making the uza of thiz algorithm impossible,

O aim iz o use an explicit analytieal expression of the viahility kernel ap-
prosimation, in order to make it possible 1o use standard optimisation methods
to compute tha control, To achisve this aim, we proposs to nse a learning prooe-
dure which provides an analytical approximation of the set of viable points, We
establizsh the mathematical conditions that the learning procedore shonld folfll
in order to guarantes the comvergence to the actual viahility kernel,

Wi consider the support vector machines [S%Mz] az a particlarly relevani
learning procedurs in this context |12, 13, 6], We propose scme st experiments
of the methoad on a simple dynamical system represanting the evalution of a
population on g limited space. The st results show that the approximations
of the viability kernels are very good in low dimensions and provide o wvery
canvenisnt controller, We show on the exampls of %] that the method can deal
with high dimensicnal control spaces,

Wi presant the main coneapts of the viakility theory and the carrent viahility
kernel approximation algorithm in Sect. 2, In Sact, 3, we express a new algorithm
of wiakility kernel approsimation, using a learning methos, and we state the
canditicns that such s lsarning methed should folfill. In Seet. d, we consider
the u=e of SV A= and report the results of a sst ol experiments an differant
dimensions. Finally, we discuss the results and draw sone perspectives in Sect.h,

2 Viability Theorv and Viability Kernel Approximation

2.1  Viahility Theory

The viakility thesry eonsicers a dynamical systam definsd by its state o jand
assimes that its evolution can be modified by a control (i)

'ty = olmt], uiti i
rr -I
w(t) = Lime])
Wi Elppose Tt & IR™. Thea set ol availabls controls |||'\-|_||'-||||'-. an the stata, it
is chosen in a subset U (@) < IRT,

Aubin |1 defines the sonespt of vialle stole in oo viability constraint s

K« IR™, as a stata 3, [rom which there existz ab least ona |r:'l:i"-1'|l.ll','-' ik
gatisfying (1] which remains in & indefinitaly:
o0 = ay
W - B (23
e LI T =

The viakility contrel problem is therefors to detarmins o ecntrol funetion
¢ — w[t] which enablas to keap the state of the system in K indefinitely. Such
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a contral function i ealled a viable solution o the viability problem at the
congidarsd initial statea,

The subset Viab( K] of all viable states 3 £ K is called the vialbdiy ber-
nel of K. Viability karnals have interesting propertias; equilibria, crajectories
of periccie solutions, limit seie and atcractons, if any, are all contained in the
viahility kernal, Moreovar, it i= ghown that the viability kernel iz instrumental 1o
define viable contral policies, The gimplast rale is to apply any contral while the
nest time step s anticipated in the kernel, and to choose the first control which
kecps the system in the viability karnal otherwize [we are gura that at least one
existz], Thizs procedurs guarantess that che trajectory alwayz remains in & rom
any state of Viab{i ), We can easily derive more sophisticatad control policies
il the distanes of state to the boundary of the viability kernel can be compuiad.

The main tazk to sclve o viahilicy problem is therafore to determine itzs via-
hility lkemal, "The viabilicy theoreme enable (o determine viable states withoni
congidering the combinatorial exploration of control actions series over time,
These thearams hald trua for o large class of systams, ealled Marehand systamns:
hevond imposing some weal technical eonditions, the only severs restriction is
that, for earch state @, the sel ol veloeitias S A T when % ranges over @) is
convex. In general, there are no explicit formulas providing the viabilicy kernel.
In practize, alporithms dasigned in [11] allow uz to compute approgimationz of
viahility kernels [=ee also [10]), and are basad on the viability thecrems.,

2.2 Approximation of a Viability Kernel using a space and  time
discrete dynamical system

Saint-Piarre asscciatas with the dynamical systam (1) a diserete dynamical sys-
temn defined onoa Anite grid, Led Xy beoa grid of st & odefines] cn X, andd
Ky Xu[ R the discrete approsimation of K. The finite discrete dynamical
gyetem dafined by the Anite set-valuad map Oy 0 Xy — Xy is

el e Gulel) forall § =0 (2)

W do not detail che transformation from (1) o (3, we _'|II:-'~| atress that the =i
of possible controle U{@(t)) is incorporatad into the get-valued map &

The viahility kernal of the Anite discrete dynamical system is the set of all
), £ XN, such that there existe ob least one sequence (x) |5 elarting at x,
:‘-'~C'I|i"-|:'.'i||:.'. (3] and:

= 0w e Ky (43

Saint-Piarre conzsiders the sequence (K2 (with K = K, ] defined az follows:

R Vo & K such that: ), I.I'Zlﬂ.l'f HaE R [5)
Hes proves that Viaby, (K0 = 7)) 55 /F. Moreover, thers axists o fnita intager
1 euch that Yiabe, (Ka) .I'{_::'. The finite discrete viahility kernel is therafore
BiEy 1o oompnie,
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This gives the practical method for eompoting the viakility kernesl of the
dizerete approgimation: beginning with Ky, the algorichm aliminates at each
elep all the points of the grid for which none is in the current. K7 atb the nexi
tirne step,

=aint-Piarre |11 next shows that under some conditions an @ the Gnite dis-
crate viability kernel tends to the viahility kernel of the initial viakility problem
when the step of the grid tends 1o 0,

The algorithm is very fast, but st each step it manipulatas discrete sois
of points, which prevents from osing standard optimisation methods o find o
cantral valus which keep thae sytem in the current approsimation of the kernel.
Onr aim is to eplore if a laarning method providing an analytical approximation
ol the discrete sst could be usad to solve this problam.,

3 Approximating a viability kernel with a learning
et hodd

3.1 Notations

W consider a given time interval df, and we define the set-valusd map & 0 X -~
X
Gim] = {xe+ ol ula lorw s e ). [

assnciatad with the diserets differantial inelusion :

ot 1 £ f-ll:.I'" y
T .

Wi snpposa that & iz p-Lipschitz with elosad imagos,

Lot K be a compact subsst of X we wonld like to approsimate the viability
kernel Viab- R of & under the discrata l|.'.'II:|I||iI':'|| EyElEm [T Wa dafine a
grid I, as a finite s of alemeants of &, sach that:

Y £ W, 3y € Ky such that ||@ — @n || = Sk, (&)

and #Fh] — 0 when i — 0. Such a grid existz sinea i iz eompact.

At each step n, we define a hinetion V'© ; K, — {—1; 1} which asscriates
the label -1 to the pointe of the grid which neatly [precisad later] go oat af the
current. approximation of the kernel with any valoe of &, and +1 to the others,
Wie associate with tha Tineticn V'™, the two Bllowing subssts of K

VMK, =4y = Ky sueh that Ve, = 41}, (9
VPR ) = ey, & Ky such that V& (e, ) = -1} (10

At aach stap, wa have VPR L) UV R IR ) = K. We nzs a learning alporithm L
which, given the grid and the associated labelz, provides a funetion V" 0 K —
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1—1. 1}, which is an approximation of funetion V", abtained fom the values of
V'™ on the grid, We define, similarly:

VER) {:[!-E i osnch that V™ [x) — 4 I}. (11}
f""{h'] {:[: < W =uch that 1""-:3:] —1 } . [12%
and
VK, = VKK, [12)
VoK) =V KINK,. [14)
[15)

Wa enppoes that V0 R) is a elosad sei. This hypothesis is not restrictive
becansza il it iz not the casa, the set can be replaced by its closare withoud
CONERCURTI0S,

Al aach stap n, we have VI UV = K. Moreover, we complete functions Vo
cn the global state space X

=0 Ye e X ifedg K, V'@ = -1, (163
Wi denote d 17, ] the distancs betwesn two elosed subsets 2 oand F| and B s
the ball ol center O and radioe 1.
3.2 Deflnition of the viahility kernel approximating algoritboan
The main difference with the method of Saint-Fierre is thak we do not use the
map &y, we anly discratiza the dynamical system in time [(with map &, not in
the siate space, The staps of the algoritm are the following:
Wi initiali=a the funetion V™
Ye e K, Ve = +1. (173

At step n 1, we define the funeticn V78! from the eurrent approximation
ol the kernal (V7[R ]):

Wy € Kn, iFd{Glza ], VEK ) > pdlk), Ve, ) = —1 [1#)
otherwise, V™" (2:) = +1. (19}

Wi run the learning proeecura Loon the learning sot;
I!;:|I|!|I . { |:;I!||‘_ [ o II:;I:I'I ':I LBy -|l1-.|'|} . |':2|:||

We obtain function Vot L .
The algorithm stope when V™ '[J'f.u,] VPR ]
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Noreover, we suppose that the leaming procesdure satistios the fellowing eon-
diticns at each stap n:

LV (e VL), which means that the learning procadurs makes no
migtzake on the laarning set. )

DIEVETN KR VIR, then VIPHR ) VIR

3VEK)C (VAL + B(B),

I. There exists a real & = 0s=nch that for all », ¥ PR (VIR 4+ ASR B

3.3 Convergence of the algorithm

The algorithm stope after a jinite rumber af stepe p. .

We have VIR < VIRL) beeanzs V7 = B Suppose VO R L) © VR
which implies Ve '-jh“.u, Ve 'E'"-jh’.u,]. beeanzs of condition 1, and then 'I.T'_"-jh“] =
Voo Y. By definition of the algorithm, we have:

Ty VKO aG @y ),V K = pith). (217
Theralare,
iy € VG, a6 [, ) VK = pidih). (a2

Henee, V™ (K, < VPP R, ). Bacause i, is finite, we shall get, after a finite
nunber of steps g VI R = VIRL)

For all i, the wability bernal of K wnder & d2 included in VT (K.
Wi have Viahe (K] © K = VK. Suppose that Viabe (R © VoK), Con-
gitdar @ & VoV ). Boacanse of condition 3, wa have:

Trp £ VT V) =uch that |l@ — @y || < J10). (233

with d[my ], v (K00 = 3R
Beransa 7 is p-Lipschitz:

el o (Glmy ]+ pdih) ). (243

Theralore. G{®] M ':',"-jh' b= and we have Sz o 'I?'"-:H 1. By hypothesiz, any
point of V7 (K] is not viable, therefore ® is not viable, Becanse all its snecessors
are not vishle, Therafors V0 (K0 Viahe (K] = 0,

VPR is included in the viability karnel of K wnder @ + p{l + A)3(h) B.
Lot &y @ X — X such that &y (e) = Glae) + pll + X 5(RB. O, hag closesd

images, Consider o point @ of VIR, Bacanse of condition 1

Jry, £ VIR such that ||@ — @s ] = AF(R). (25
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Sinea , VP RG] = VIR AL ®, 2 VIR and, by definition of the algorithm,
rl'[h'[:n.-,].f'!'“-jj'{]] < pilh], Bocanss & is p-Lipschits:

dQE), VPR < pll + A3 (26)

This implies that &,0@) OVFE) # O Therefors V(R is a discrete viahility
domain under the disereta dynamical systam associated with &y, Sines VTR ©
K, VPR C Viabg, (K.

Coneluaion,
Sinea 7 e p-Lipechitz and K s compact,

Viab (R = Mg o Viabg, (K.
Far all i = 0, Viabe (K © VP (K] © Viabe, (K. Therefors,

Winby (K = g VPR,

2.4 An example of lemrming algoritho satisfying the conditions: the
nearest neighbome

[t i important to check that the conditicns we identified arenot oo strong, and
that some learning procadore satisly tham, We consider the laarning proeadurs
which associates to any point @ £ K the labal of the nearest paint of the learming
got. Mara precizaly, for = 0

v e K, i (argming, g, @ — ) NVTR,] £ 0LV (@) = +1,  [27)

ctharwise V™ (x) = —1. [28)

W reeall that V™ i= initialissd as siated in the first stap of the algorithm. This
lesirning procedure obvionsly verifies conditions 1 and 20 Moreovar, with this
lesirning algorithm, we chyvicnsly have for n = 00

dr £ VK, 3z, € VK, ), such that Ja, — x|| < 3k, (20

Y £ 1;""[1'1'].31:.-. e VEORGR), such that |y — o] = F(k). (30

Therafore, conditicns 3 and A are verified with A = 1. Therefore there axists ai
leas=t cne learning proeedure satisfying the conditions. By the way, the rasali
obtained by this procedurs should be very similar to the cne obtained with
Saint-Piarra’s mathod.

Cur goal s to use learning algorithms which provide a1 more compact [ana-
Iytical) definition of funetionz V™, in order toousge this definition 1o improve the
algorithm. This is why we considerad the 5V s,
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4 SVALE to approximate viability kernels

4.1 Presentation of SYis

W rapidly recall some important features of the SVAls, For more details, spe
[or instanea |G

Wi consider a =ot of cxamples {I.I';..':-',.Il;\; 1t whare @ is a real vestor, ancd
wE {11}

SV ALE define sopearal inn= hetwean ihe l".‘i:|I|||:l|l'"- al aach lahel, To introdooes
ecme non-linearity in the separating funetion, we praject the sxamplas inko a
[eature spacs, through a function & (i 9 (x) denctes the projection of z into
the feature space]. Fortunately, this fmetion nesd not to be explivit, the ker-
nel & defining a scalar prodoct in the of two prajectiong into the faature space,
is sufficiant to maks all computations. Pay attention that the term lernsl s
here nsed in o very different meaning than in the soncspt of tha viability kar-
n=l. 1T () danctes the sealar product of two points of tha feature =pace, then
klm g = {efm) (g, The WAl is obtainsd by solving the llowing prob-
lem in an extended featurs gpace (tha 2lack variables £, are added to treat non
gaparable sete):

MM g g 7 (00, 20 Yy oE
_I:ll_._|::L[:_L'|:.I':|:: )] = l — & 1 <4< (313
LEx0,l=r= N

The rasolution of the quadratic problam defines the function

o

Flx) = {w,gr(m)) + b Eu_.y_.-h-l.r:..rj- b i (31
i=1

with o, =0, 1 <8 < N, (333

The points ®; =uch that a; = 0 are the support vectors, Thay ars sufficiand
i define the honetion. When & is non linear, the rasuliing function is alsc non
linear. It is particularly ralesvant in oor context to use a gaugsian kernsl &

ke, ) = exp | — A e — y||"']| . (24)

The practical use of SV A with o ganzsian kernel requires to dofine the values
of two parametars: & and A

4.2 Fulfilment of the theorem conditions

With a Ganssian kemal, there axists scme values of o and © soch that rondition
I iz fullilled, The reason is that the sample is projecied into a faature space which
is ol inlinite dimenzion, in which any set of point ig linearly separable, The other
conditions are lesz direct to ascablish, Howeyver, we can compare the ganssian
SWAL with the nearest neighbour algorithm, becavse it is easy to check that the
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nearest neighbour verifias conditions 1 to 4. When A increases, the result of Tune-
tion [ tands to be close to the label of the nearest support vectar, In effect, when
Ais high, the contributicn of the closast support vector becomes highly domi-
nant even il the differance with the saeond closest is small. Therefors, the SW 4
galarts a subest of paintz (the support vactors) and then applies a funetion which
is very closs to associating the label of the nearest support vector, Supposing
that the parametars are chicsan to ol condition 1, the obtainad function can
bie congidered as a regnlarized approximation of the nearest neighbonrs talen on
all the paints af the grid. The fulfilment of the thesrem conditions are therafors
related to the regularity of the Boundary generates] by che SWAL

4.2 Optimizing the control by a gradieoat asceot

The us= af the SVAL enables (o computa an cptimal contrals berauss we hayve an
analytical expression of the fnneticn which defines the current approimation of
the viability kernel, Suppesing that the valus of the SV luneticn f are positive
inzide this current approximation of the viability kernel, and negative cntside, we
will losk Tor the control maximising this Tunction. Moraovar, the same mathod
can be applisd in crder to optimise several steps of control,

O time step optimisation.
Lot us firet define function &, u):
e w) = 0 flx + ol w)adt). (35

Wi defing the optimal contral as tha value a® which maximises the SV function
S, w))

* max (@, w. |36
LIPS L]

i

T find w®, we use an iterative method, the gradient ascent procedoare, We eon-
struct a sequence af vecbars ult! | defined as Bllows

iy k i
. i .|.1'.r.: )
i

I'.I.'l' +1 I'.L'l' }

(373
Parameter 5 rules the magnitids of tha change at each iteration. We use nota-
tions suppo=ing that @ iz sealar to simplily the prasentation, but tha methe is
ol courss applicabla for @ of any dimension.

The derivative of the function § (G (@, )] with respect toow is given by

NS ou)
—_i

af (Gl u) Vol (GlE ). it. (3R]

M T

If wer suppose that funetion wim, w) is dillerentiable, than this can be eomputed.
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Optimisation on several time steps.

Thisg method alsc opens the possibility to find a sequence of optimal controls on
gevaral time staps ina reasonable computational time, We consider the trajectory
froan a point @, We first daline the ssquences of contrals ;

Vo= (u ), Vo=, uaql,..., V. = (&, g, ..., . (393
For a ssquance of contral, the point reached by the trajectory is given by
i (en, V) = Gle, w ), (407
If.-'_-1.|l::I!||.'i-"-_-,.|] f:[t.ll_-‘[iﬂll.i"'-_-l:l.ﬂ".|:l:l. |:||:|
The optimal set of controle ¥7F i the one solving the llowing problam

max (f (Gaprien, ¥l (423

The axprassion of the derivative of 05 (e ¥, 00 with respact to g is
gitnilar to tha case of one time stap:;

'!I-il_r ':l:.:" +1 [;I:I_I- V" +14) N 'II.'J 1 [;I:ll' F.‘J +1 .I

II-I'II!.I TI!_II-':EIH |, .i'll-ll By 1) . ”w I, I;l
The derivative of & (25 ¥, 10 with respact to s, can be abiainad itara-
tively:

f:"_ I::I:!l'.i"'-ll- ] YV ora L . ":x:u[ml."i'rn] ’ . L

' *'}:Ir L WG F,,_-.u,,_,J.T. fior § <o, (A4
I:-:'J-ll:mll'v'l-l] 'l'll:.:[t"lul:mll'v-:]'ﬂn-I:' - .

- - - - Cfor d 1[4

ey P T : " L

t"l.'J-l[m“'V.-J-l] - CaE

0, for i = L. (46

T, al 4 1. [d46)

This enablas to apply the pradient aseent method o Gnd the optimal sst of
cantralz an the trajectary.

Particular case of the flrst iteration of the global algorithom, and when
the trajectory is ontside K.

At the first itaration of the algorithm, we do not have any SYAE funetion, we
take the controds which allows to go the most inside the viability constraint set.
Therefore, instead of considering the function © of the SV, we consider the
[ollowring cae:

fxiz) = |l — ). (47)

Whera ' iz the canier of the constraint ssi K, which iz suppossd 1o ba ihe
interzaciion of a sat of hyperplanes, Moreover, we alzo consider this function as
econ ag the trajectory is oniside K. For, the 5V is constrained anly by its
enpport vectors which are locatad inside Ik, and cutside |, the direction defined
by its pradient is not relevant.
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5 Exporiments

W use the Sequential Minimal Optimization algorithm, which has the good
proparty to requine o memory space which grows linearly with the sample =iz

5.1 Example in Dimension 2 ;0 Simplified Model of Population
Growth on a Limited Space

The stata i) af the system represents o populaticn, which grows ar diminishs
with the avolution rate w(t]. The population must ramain in an interval &
lir, ., with a = 0, The dynamical system was studied by Maltuz and later on by
Vierhulst, and then redevaloped by Aabin |2) with an inertia boond, The inertia
bounid e limite the medification of the evalution rate at sach time step, The
gystem in discrebe tima defined by a time interval o can b written as fllows;

2t 4+ dt) = 2+ e0ult)a (483
[eilt + ey — wity] < edit . [ELN

In this syeem, the control wd) i= alsa conzidered as a compaonent of the state
of the system, becauss it rales the admissible controls at the nest step, therafors
the problem has two dimensions, We suppose that we always have: wlt] £ |d, &,
It iz poesible to derive analytically the viabilicy kema of this problam |2, it has
the llowing exprassion:

a & |a, i) and

wE =y Zelog (2],

Wiabs K [a= ) =uch that: (50

V2o (2]

6 Discussion

W demonstrated that it iz possible to approgimate viability kernels using @
learning method. The frst advantage to get an analytical expression of the vi-
ability kernel i= that it allows one o compute optimal controls in reasonable
computaticnal time by a gradient ascent. The et tests based on SV Ae are
promising, although wa did nobt manage to autcmatize procedures which guar-
antes that the SV AL fulfils the requiraments of the thecrem. In the future, we
intend o study procedures of progressive refinemant of the grid, sxploiting the
propertias of 5% s,

Actnewladgmendz; Tha anthors are gratsful to 1. Alvares, 1P, Aakin, N, Bon-
nenil, O Mullon and P Saint-Pisres for usefol discassions.
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An anti-diffusive scheme for viability
problems

Ourvier BOKANOWSKD, Soeue MARTIN', Ress MUNOSE, Haskas zipant

Abstract
This paper 18 concerned with numerical approdmation of viability kernels. We use
& charseterization of the visbility kernel by the value Munetion of an optimal conlboal
problem. Since this value function is discontimons, usual discretization schemes (such
a8 finite differences) provide poor approxmation quality because of numerical diffusion.
We investigate the use of the ulira-bee scheme for ita anti-diffusive property in

the transport of discontinuous functions, Numerical experiment.s, compared with the
viability algorithm -], show the relevance of this scheme for computing visbility kernels
and capiure basing on seversl benchmark problems.

1 Introduction

We consider & control system, defined by the dynamics

v=flwu)l, uelly (1a)
yl(l) =z, (k)

where f @ R* =« B — B* and [M(y) i5 & compact subset in B™. We write F the
set-valued map F(z) = {f(z,u),u e Uz)}

Following Aubin [*], we say that a trajectary y(t) is mable in & constramed sel
K B it remains in & lorever:

Fu(-), ¥t = 0,y(t) € K (2
The Viability Kemel of K under F, denoted by Viebe (K], is defined as the sef of

paints @ rom which can start & viable solution, Le,

Viabe (K) 1= {ro € K, Ju(-),¥t > 0,3(t) € K} ()

*Lab. Jacgues-Loass Lioms, Université Piere ef Marie Curie, 175 Bue Chemlert 75013 Pari,
Franee. Email boda@imath, jussienfr

fLab., d'ingénierie et des systimes complees, Cemngref, 24 av. des Landai, BP 500835, 63172
Aubitm Cedene, France, Emadl: sophie martind cennont . cemagred fr

Flentre de Mathmatiques Appliques, Eoole Polytechnique, 91128 Palabeau Cedes, Prance

SENSTA, UMA 32 Boulevard Victor, 75739 Pars Cedex 15, France, Emmil sdanifienstafr
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The viability kernel may be characterized in diverse ways through tangential condi-
tions thanks to the visbility theorems [under usual assumption, e.g that Fis & Mar-
chaud Map or F is Lipschitz []). Werecall that F is zaid to be Marchaud il it is upper
gemi-continuous, convex compact valued, and if S > 0, ¥ u, || flz, w)|| < o ||z]| + 1).

The visbility kernel algorithm, proposed by Saint-Pierre [ compuies for a given
grid 4, a discrete viability kernel (of the discretized K MG, under & time-discretized
and sugmented dynamics) that converges to the viebility kernel Viabe (K] when the
grid resolution & tends to 0.

We firsl characterize the viability kernel by the infinite time limit of the value
Tunction of an evolutionary conbrol problem.

This value Minetion being discontinuons, usual discretization schemes such as those
based on interpolation techniques (a5 Semi-Lagrangian, finite differences) il to provide
accurate approximations because of mumericsl diffusion.

Here, we propose to use the anbi-diffusive Dlira-bee scheme exbended o the resolu-
tion of Hamilion-Jacobi-Bellman equations ||, which we believe is particularly relevant
to the specific shape of the value functions derived [rom viability problems.

S0 far, no convergence prool for this scheme is availsble. However, the numerical
experiments Lested on seversl benchmark problems and compared to Saint-Pierre's
algorithm are very encouraging, in terms of the approximation error.

Extension to the computation of the caplure basin of a target O C K (delined as
the set of initisl states z, € K such that O is resched in fnite time belore possibly
leaving K by at least one tra jectory y(:]) i8 also treated and illustrated.

The paper is organized as follows. In section 2, we define value functions relafed
to the above problems, and give Hamilton-Jacobi- Bellman (HJEB) equations =satisfied
by these value inctions. In section 3, we recall the Ultea-bee scheme adapbed to breat
HJEB equations, and also define an Ulira-bee scheme for computing & capture basin.
In section 4 we compare on various examples the numerical results given by the Ultra-
Bee scheme and by the viebility algorithm. We also thank deeply P. Saint-Fierre for
allowing us to use his code.

For sake af completness we also recall the vishbility algarithm in an appendixc

2 Statement of the problem and basic results

Let K bea compact subset of B and [T a8 compact subset ol BP, Let, [ B < — RB®
be & bounded conbimous map. In the sequel, we suppose that § is locslly lipshitz
continuous with respect to @ uniformly in .
2.1 Viabihty kernel
For any measurable control, we denote g.(f] the trajectory satisfying
B = flmn) ue Uly) (1a)
w(0) =z ()

2
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In view of the constraint given by (2), we set the following opiimal control problem
(Pa) min {0, Jul-), ye(t) € K lbralt =0}
We deline the value lunction associabed to this problem by
Viz) := Inf[Ty)

where the value of V(z) is supposed to be +oc il the set of constraints is empty. OF
course we thus have that V(z) = 400 il z € K. Also, we have

0 il ), ¥t =0, m(t) e K
v(i] - { +oo obtherwise

Then the Vishility Kernel is given by
Viab(K) = {z, V(z) = 0} = {z, 3u(-), y,(t) € K ¥t > 0}.
For each T = 01, we introduce now the ollowing optimal contral problem:
(Prs)  min{l, p..(t) €K forall t € [r,T]}

where tx 18 & solution of

Tz = flteau) ne Uy (5a)
Ill.,.‘il::']'] =r [ﬁb]

and we define also the value lunclion sssociabed o this problem by
V(T — 7,z) = min[P, ).

We see that
0 il Jul), ¥ e [0,T), gt € K

+oo otherwise

VT, z) = {
Lemma 2.1. For every z € K, V(T,x) converges towards V(z) as T — oo

Proof. We first remark that T — V(T z] is non-decressing. Indeed, suppose T < T7.
Il V(T,z) = oc, for any control uf+), there exisis ¢ < T such that y(t) § K. Since
also ¢ < T, we obiain V[T, z) =oc. I V[T, z] = 0, there is nothing to prove. Hence
we have V(T z) < V[T, z) in all cases.

Now i V(z) = oo, there exists Ty = 0 such that y.(T} ) € K. Hence, V[T, z) = oc,
and this implies that V(T z) "2 oo using the non-decreasing property. If atherwise
Viz) =0, then 3u(.), ¥t = 0, () € K, and V(T,z) = 0 lor all T > 0. Henee also
ViT.z) =0 O

We then have the following (which proaof is left to the reader):

k|
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Lemma 2.2, Let (= {z, V(T,z) =0}. Then we have
i(f) p C R C K, forevey T =T =10,
(8) My sl = Viabye.

Now we propose to compute (4 for T large enough, and to approcimate Vieb, by
1. We thus look for an approximation for V(. T in K. We know that the funciion
V matisfies an HIE equation of the following form:

Vi —min (f(z,u) - VaV) =0, t>0, 7€ K (6ia)
Vinz)=0, rek (6h)
Vits)=+4oc, t=0,z¢K (6c)

If one of the two following assumplions are sstisfed

(1) I >0, ¥z cdK, Zucl, - flr,u) < —a
(1) Forall z € K, Alz) := {u, p e K} #£0

then V' iz a continuous viseosity solution in K. Here, however, the assumptions (%)

or (i) are not necessarily satisfied, since it would imply that Viabe(K) = K. Hence

in general the funciion V' is nof continnous. If is shown to be a solution of (6] in &

particular sense given by Frankowska in [7]. In this paper, we propose to compute the

[unction ¥ by using the so called “Ulira-bee” scheme |1, 7 lor the discretisation of [6).
The discretisation of equation (6] will be studied in section 3.

2.2 Capture basin

Let the target O be a subset of B'. The subsei of initial states = € K such that O
is reached in finite time before possibly leaving X by st least one trajectory (-] is
called the capture basin of C in K and denoted Capt (£7).

Let us introduce the set-valued map F- which coineides with F outside O, equals
to () inside © and equals to the convex hull of {0} F(z) on 8C. I K is a repeller o
F (ie. Viabe(K) = @) then Capt (7] = Viaby (K). Otherwise we have in general
Vieby, (K] = Capl, () U Viabg (K.

For our purpose, let T = (I Let fo be lollowing dynamic:

flz,u)  ifre KNG, and for ue I,
felzumv)={ vf(z,u) brzredl, uel, and ve {01},

] otherwise

so that any absolutely continuous salution of the differential inclusion § € Fp(y) corre-
sponds also to the salution of § = fo(y, w, v) for & given (=, v) £ L’“‘{[ﬂ, T, 0= {0, 1}}
Let (1, ) be defined by

0 il there exists 7 € [¢, T| and g, & solution of the dynamic F on [t, 7
drit, z) = 8.t melm) € C and gy 4(5) € K ¥s € [t, 7]
+oo  otherwise
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and let the capture besin belore time T be
Capte(C;T) = {ze K, d:(0,z) =0}
In particular, T — Capte (O T is increasing for the indusion, and limr .- Capte (O T)
Capte ().
In order to approximate Capt e T let also or(t, z) be defined as bllows:
0 il there exists e a solution of the dynamic fo on [t T
writ,z) = 8.t telT) € C and g, .(5) € K Vae ¢, T|
+oo otherwize

Ii is not difficult to obiain [ssuming F(zr, 7] convex [or all z), the identity of the

above value [unetions:
trit,z) = pr(t, ).
In particular we can state a dynamic programming principle (for + 4+ At < T

writ,z) = e umt.'t':[lm:. writ+ At gt + At)), (7)
where 1, are solutions of [fz). The finsl condition is
_ | nidzrec
pr(T.7) = { +oo otherwise (8)

The last equation (7) will be discretized in the nexi section.

3 Ulira-bee scheme

In order to present the Ultra-bee (UB) scheme for the HIB equation (6] in space
dimension 2, we proceed in three steps: we Orst presenl the UB scheme for linear
gdvection in 1d, then in 2d, and fnely in 2d for the HIB equation. For practical
purpose, the +0o value can be replaced by +1, and in particular the condition (6]
can be replaced by

Vitr)=+ ifz ¢k (9)

UR scheme for 1d binear advechion. We consider the discretisation of

{f.u+_,l'|:1']1-_|ﬂ=l"], t=0, zeR (10)
o), z) = wlz)

where x — [(z) is lipschitz-continous, and the initial condition v is assumed in L) (R].
Let I:‘Ii] such that 7, — #; = Ax and £, = nAtf be uniform space and time discreti-
sations, where Az, Al are the mesh sizes. Let 17" denotes 2 numerical approximation
Lo the solution v(f,, x;), The UB scheme for (10) takes the following form:

b g

+_||.|:I‘1] J—éﬂi 3 =1, I:ll]

Y vp
At
5



ANNEXE C. UN SCHEMA ANTI-DIFFUSIF POUR LES PROBLEMES DE VIABILITE172

with the initinlizstion:
. 1 i+§
h':' = Er volz) dr, (12)
21 3

where 7.1 = z; + %%, Here V77 and V)T are numerical fluzes that will be defined
a

el
3

below. We write (11) in the equivalent non-conservative form:

T T (h';::." /s ;'} . (13)
where At
Iy 1= EIEI,{]

is & “local CFL" number. We assume that |rg] < 1 %5, In the case vy = (1, we thus
consider V™' = V7" and the fhxes Vo eed not to be defined.

I+
We lirst, set
B o= mase (V) V) + (V) — max(VE, V)
iy = 1) / B A A et 14)
: { By = min(V;% Vi) + o (V" — min(V, Vi2,)). E
b = max (V2 V) + o5 (VP — max(VEVEL))
il <0, d_ Lo A et AR saten 15
i { 'Ej = J:I:I.LI:I.I:‘-"J“, 1-";1_1] +j—]|:1-"‘.|n—m-|-ﬂ|:1""1n| ?_L]L I: ]
Now, we define the "Huxes” b;’:g and b;’:g‘ us follows (see [1])
o Il oy =0 then define lf';:'ll'ﬁ v=min{max(V7 B), B
o Il <0 then define F;':fﬁ :=miu[:max[:1r}’:l,b;], BJ‘].
# If vy <0 and vy = 0, then define
rogf_wr righ s
bJ"_"é =11, and "';'_"g = 0, (16)

o Il vyoey g = 0, then define hj’:;! 1= b;’::.; (if &y = 0] ar b::‘; 1= b::: (if oy.y = 0).
For stability and convergence properties of this scheme, we reler to [0, Note that in
the case vy = 0 ¥, we have b::‘*f = b;""i‘ and thus, denoting b;’lg.' = b;""i‘, the scheme
] 3 3
(13) takes the more simple form

T (v;: -V é] .
UR scheme for 24 linear adveclion. Now we consider the equation

v+ filz v, +.|ri|:I|I||]f-';- = 1. (17)
v(0,z,3) = w(r,y) (18)

fi
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We consider & carfesian mesh I:IJ,I,Ik] with constant mesh sizes 7;., — z; = Azr and
Wy — Wy = Ay, and assume the CFL condition

Ax M
Dﬂx (mEI(L.I'LI:I;.IJJ]|E.|I2|:IJ.I.H]|EIJ)) =L (19)

The UB scheme (13) is extendsd to (17) by using simply & Trotter splitting (see [1]).
The initialization step s

1
o o_
V= \rhy b, wiz,y) dr dy (20)

where I, =[x, — %,I, +‘:'—:] and J; = [y, —Eiz':, v+ 523] Then we first compute [b;jl]
[rom [b;’;] by solving one time step of the UB scheme in the x direction for

o+ JrLI:T.I.']f-'s: =1

for each given y = ;. Finaly we oblain [hﬂ"l] [rom I:lrfjl] by solving one time step
ol the UB scheme in the i direction for

T +.|r2|:I.I.|]1'-';- = ()

for each given = = x;. The CFL condition (19) is natural because here we consider
a Trotter splitting.  Also, for boundary conditions we choose the value V) = 100
':I:hIl'J] ¢ K us in (9).

F. Lagoutiére || proved the very interesting property that the UB scheme advects
exactly & particular class of step lonctions, in the case of constant advection.  For
instenee, for 2-dimensionsl problems, let ug, such that ﬁ'_j’ initialized as in (20] belongs
to the following space &5

&= '[[1"'14]. H[EI b) & '[“: llﬂ}l 1-"5.1—&..3}.& = "":IIJ-J}

Consider the UB scheme for v + [ Vo = (0 where [ = [}, 3) = const is & constani
advection vector of B*. Then, assuming the CFL condition ma:tﬂ_}ﬂ%, |_,|'2|J%] = 1,
we have Wi, 7 and e > 0

1
V= f wit, x] dr
e Mﬁ.ﬂ Famd |:

where v(i, z) = wlz — fi] is the exact solution (see also [0 for more genersl functions
thal, are exactly advected].

It 15 this exact tranportation property, which corresponds o an ™ sntidissipe tive”
behavior of the UB scheme, which motivates us for using it in front propagation prob-
lems such a5 (6], It is also numerically observed that if b;'i" does not belong o the
class S, then hﬁ tends Lo be very close to & lunchion space such as & alter & lew fime

7
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ateps. We refer to Disprés and Lagoutiére| | for other interesting propertiess of the UB
acheme.

HIB-UR scheme. We now consider the discretisation of an HIE equation of the form:

+ max (glz,yu)-Vel=0, t=0 (r,y)ek (21)
uel{zy)
(Considering (1), we would take gz, y,u) = —f(z, v, u)).

We assume the CFL condition (19]. The initializstion of VY, is done s in (20]. At
time ¢ =, for & given I:Ih]:llj] we consider (1] _x & given discretization of the
admisaible set LrI:IhI,IJ]. We denote by 1-";3_[[1'1] the UB scheme obtained [rom [1@3
by using the advection f(-, =), ie., one time step of the UB scheme of

w+glz,y,u) Vo =10
Then the HIE scheme is given by

H;"‘l = j:E_l_I:I_ (H:;_l (s ) . (22)

(the max in [21) becomes a min in (22) because of a change of signs]. We reler to
[ for first applications of the “Ulira-bee” scheme to the resolution of HIB equations
with discontinous initial dete. The scheme seems well adapbed to trest disconiinuons

solutions and in particular when the value function tekes only two values (0 and 1).
However, presently we do not have s convergence prool of the HIB-UE scheme for (21).

HIB-UR scheme Jor the compulalion of a vable caplure basin,

The algorithm [or computing & visble capiure bassin (for & given target ) is the
following in the 2d setting. The boundary condition is always

Vitzu) =1, (n.y)¢K
The initisl condition is
1".rl:,-":lli-lIlI] - lﬂf:I:EIIII]I ':IIIII] = IF"I-l

L the value lonetion is 0 on O only.

For the discretisation, let g := || [Ax, Ayl and O, = [iz,9) € K, d((z,3), K\ =

g} where d is the Enclidian distance. Then we consider for w & Uz, y) and v £ [0,1}
the lollowing approcimation f, of the dynamic f (a5 in Sec.2.2):

flzwu) i (zy) e KNC,
JrPI:I,I,I,‘I'L,‘I'J] = ¢ ofiz,pu) i(zy) e N\C, (23)
0 il (z,9) € C,.

The aim is to discretize, lor & given T' = 0, V(¢, z) = (T — £, 7] where 5 obeys
2q.(T). Mote that we deduce from (7) & dynamic programming principle for 1

V(t + At, z) =mﬁﬁmm,mg+mn, (24)

8
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where y = g, is the solution of y(t) = z and § = fo(y,uls), v(s]) on [0+ At
In the case we have a given control (u(s),v(z)) for 5 € [t,¢ + Ad], the solubion is
Vit+ At x) = Vit melt + Af)) ab time £, = ¢ + At Tt is thus approximated by
the TR scheme by a value denoted bf;‘*’”[u, v), obtained from the values 1% at time
t =ty [in the cell centered in (7, 1)), Hence we propose the following scheme:

rai=1 ' PrIEA |

(where (1) k=1 i5 & given discretization of the set [7).
MNote in [met that this scheme corresponds eccactly to the HIB-UB scheme applied
to the following "formal™ HIB equation:

ﬂl+t&£’iﬂ?ﬂ[ﬂ.l}“"‘&'ﬂ'ﬂ'ﬂ]'?ﬂ] =10, t=0,(zry k. (26)

Stoppmng enferig. For the computation of & visbility kernel or & visble caputre basin
using the UB scheme, the princple is to evolve in time (using & time step At > 0
satislying the CFL condition 19), and to stop the scheme when the values 1{; Are
numerically converging. In practice, for the first two testa of the following section, the
UB scheme is stopped when the quantity ||V — V|0 = ﬁIﬁﬂEu V% — bl’;‘l
salislies:

[[¥ — Vo=t = 104

4 Numerical tests

In the following mimerical tests, for the viability algorithm, we have used the basic
version ss presented in [5].

Example 1 (consommation problem) We consider the problem of com puting the
vinbility kernel [or:

#(t) = =(t) —ylt), (27a)
ult) € [—e, <, (27h)
with ¢ = 1/2, and the constrainis z(t) € [0,2] and y(t) € [0,3). This corresponds to

s consommation problem [5, 7], Hence here K = [0, 2] = [0,3] and the corresponding
time dependant. 2d HIB problem is

1"-1 + E‘E'_:ﬂ:_.lrl:irl i'e ﬂ'] '?ﬂ] - “I l.ill't - “I le_irl IlI] = R-I

ViDzy) =0, ¥ry ek,
Vit,z,ul =1, Wiz, ul¢ K, t=0,

where f(z,y,u) = I;I'I ) We have replaced the +oo value by 1 for commaodity,
and still have 2, = {z, V(t,z] =0}
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We have plotted in Fig. 1 the results given by P. Saint-Pierre algorithm and by the
HJIB-UE scheme, for various meshsize (Pz = Py = 50 and 100). For the UB scheme we
have used time steps Ad = 0,015 and 0,007 respectively, and stopped the compuiation
af time £, = nAt = 5§ approximatly. We have also used N, = 2 (u € {—c,c}). The
black lines delimit the border of the exact solution.

Mote that P. Saint-Pierre algorithm computes values (0 or 1. In our algorithm, we
compute values which sre 1 or 1, ar some intermediary value, The inbermediary values
are observed to be always on g " oot ier” which bandwidth iz about one ar two mesh
size. The error on this [rontier is noi diffused by the scheme (lo the conirary o most
numerice]l methods as Semi-Lagrangian of finite difference methods), but stays well
localized in & small bandwidth.

In Fig. 1 and the following, the small black square regions represent the computed
viability kernel [or capture basin).

For the UB scheme, the black square regions are assocated with the points where
[ h:‘ < & with ¢ = 107'" [the points rom which we should be able to reach the
targel in time lesser than or equal to f,); the grey points represents the mesh box with
an intermediary value of V7 between 0 (black)] and 1 (white]. More precisely, these
booces are represented il e < 1 < 1 — ¢ This correspond to mesh boxes where the
discontinuity iz detected.

Example 2 (Zermelo problem). In this example, we compute the viable capiore
basin or 8 "Zermelo Problem™:

F(t) = 1— ay(t)® + nuos(d), (28a)
9(t) = usin(9) (28b)

in the domain (z,y) € K = [—6,2] = [-2, 2], and for controls 0 < 5 < tigee = 044,
# e |0,2x[, with @ = 0.1. The farget is chesen here s the ball © = B(0, r) with
o= Ldd.

Pairick Saint-Pierre (see || in this case) and UB schemes are compared in Fig.2,
with Pr = Py = 100. Far the UB scheme, we have used Ny, = 3 poinis and &t = 0019,
the stopping eriteria was ||V — V8|0 < 0", which gave & stopping time = 7.

The circle delimita the border of the target, and the black lines also delimit the exact,
viable capture basin [ we have computed the limit trajectories by using the Poniryagin
Principle, see Bryson and Ho [1]).

Mote that s good preliminary approximation is also obtained by the UB scheme even
with & small number of mesh points. For instance in Fig. 3 we have used Py, = F, =20
(with same number of cantrols, and At =~ 0.27).

Example 3. In this example, we compute the "capture bassin™ for the following 2d

rotationsl dynsmie:
e =(", )

1
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E.5 B B.5 Fiame

Pz= Py=§ Pz = Py=100

Figure 1! Comparison of P. Saint-Fierre algorithm and the UB scheme for {he consom-
mation problem

11



ANNEXE C. UN SCHEMA ANTI-DIFFUSIF POUR LES PROBLEMES DE VIABILITE178

Figure 2: Approximation of the viable eapture bassin for the zermelo problem, P, =
Py = 1010

Lg

B

T

L]
.
.
.
.
Figure 3. Zermelo problem, P, = F, = 20
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on the domain K = [—1,1]*. The target is the ball centered in (0.5,0) and of radius
0.2, Le.,

D= {lr,u) € K, [z - 057" + ¢ < 0.2}

Note thet in the dynamic § there is no dependency over & control ;) however, the B
acheme does use & dynamic that depend of 8 control » s in (23] (hence in practice we
have N, = 2].

In Fig.d we compare the P. Saint-Pierre and UB schemes at time ¢ = « (hall a
turn), with Py = P, = 100 (and Af = 0.02) and Py = P, = 200 (and At = 0.01). The
amall cirele delimits the farget and the black line reprensents the border of the exact
solution. In Fig.h we show the results with the UB scheme af time ¢ = 1ikx (five furns],
with Py = F, =50 and Py, = F, = 100 [Af = (.04 and Af = 0.02 resp.). We see Lhai
the UL scheme present. no visible diffusion, even on & long time period, whereas the P.
Suint Pierre scheme - not shown for the case ¢ = 10x - has 8 bendency to diffuse maore
and more with time.

This example well Hlustrates the problem of diffusion of some schemes. A dilfusive
algorithm is going to create more and more errors a8 we go far from the target (or as

time goes on). However the anti-diffusive scheme well approximates the visble captore
basin even for long time as ilustrated in Fig5. (We have used P, = F, = 25 50 and

100 with Af = 0,077, 0,038 and 0,019 resp.)
Example 4. In this example we compute the visble capture basin for the following

target problem
femu=(1 ),

on & domain K = [—1,1)% with control u £ [—1,1]. The target is & “thin target”
= (0,0). Numerically, the mesh for the UB scheme is chosen so that (0,0] be the
center of & mesh boe of size (Az, Ay), and the initial dats is Vi, = 0 il [z, 5] =
((,0) and ¥y = 1 otherwise (this corresponds to take wlzr, w) = Lsonsz wonyz).
We also choose, for numerical reasons, to discretise the problem with three contraols
uwe{-101}%

The results are given in Fig.6. As before, we obiain & small error and 8 small
diffusion with the UB scheme, compared with Saint-Pierre's algorithm.

Acknowledgments. The authors wish to thank P. Sainf, Pierre for useful discussions
and for help using his code.

A Patrick Saint Pierre Algorithm

The aim of Saint-Pierre [%] is to determine the viability kernel in a constructive way
by using discrete approximation. Cuineampoix and Saint-Fierre studied the case of &
Hilderian differential inclusion [7]. They approcdmate this kernel by kernels of discrete
dynamical systems and then by lnite kernels of finibe discrete dynamical systems.

13
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B. S8 -Fiam, Fxefym |00 E. Sainl-Fiere, PrePy=2D
5
1 a1
e ;*Ehl“
e |
F E " i ¥
0 e
4 =<
=< L] 3 = L] i
Le Lg

T
- L] L - L] L

Pz = Py =100 Pz = Py =201
Figure 4: points that can reach the target in time f < &
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Pr=PFPy=>5H Pr=Py=1n

Figure §: poinis that can reach the target in time ¢ < lix (UB scheme)

A.1l Imtroduction and Notations.

Let X g Onibe-dimensional vector space and let K be s compact subset of X. We
consider the differential inclusion:

{ Z(t) € Flz) for almost all ¢ =0, (20)

()=, € K,

where F is & Marchaud map defined from X (o X.
With this inclusion, for & fixed g = (0, we associste the discrete explicit, scheme:

£02 £ F(z) forall m> 1,
{lsls 0

We denote by 7, the sel-valued map G, = 1 + pF and the system (30) can be
rewritben s follows:
gt E{TPI:I“] for all m = 0. (31)

The viability kernel of K under F iz the subset of all elemenis x, © K such that
at least & viable solution starting at =y exists [2]. We denote it. Visbe (K], As [br as
Lhe discrete dynamical system associabed with & 18 concerned, we denobe the discrete
viability kernel of K under & Viabg (K.

A.2 Approximation by Kernels of Discrete Dynamical Sys-
tems

Saint-Pierre [7] first. addresses the problem of the approximation of kernels of discrete
dynamical systems. Under some sssumptions, Saint-Plerre 7] proves that, il the se-

15
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PARNE,F: ot PLRNE, P o Y

¢ 1

Pr=PFPy=26 Pr=Py= 52 Pr=FPy=1M
Figure 6 Cible problem, poinis that can reach the target in time £ < 1
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quence (K", (with K” = K is defined as [ollows:
K™= [z € K" such that: G(z) [ K™ # 0} (32)

then Viabg (K = I'-"l;i'; K™

He next proves the convergence of the following approdmation process:
Theorem A.1l. Lel F e o Marchaud and f-Lipschilz sel-valued mop and K a closed
subsel of X such that M := sup .y sup,cpo ||yl < +oo
Conguder Fy 1= F 4+ R and T, =1+ F,. Then

lim Viabr, (K) = Viabe (K). (53)

A.3 Approximation by Finite Set-Valued Maps

With any h € B we associate X, & countable subset of X for instance & grid with step
h. Let Gy 0 Xy — Xy & finite set-valued map and & subset Ky © Dom(Ky). The finite
dynamical system associabed with &), is

7 € Gulz}) for alln = 0. (34)

Saini-Pierre first remarks that, if the sequence (K}, (with K] = K] is delined as
[ollows:
Kp*' = {z € K} such that: Gu(z)[ K £0} (35)

then Viabg, ([ Ky) = 055 K. Mareover, there exist p finite such that Visbg, (K,) =
KP.
h
Let (37 : X — X such that ¥z € X, 7(z) = G(z) + 8. The bllowing propasition
links finite discrebe visbility kernels and discrete viability kernels:

Proposition A.1. Leb 7 0 X — X b an wpper semioonbinuous sel-volued map anth
closed values and K o closed subset of Dom(G). Let v > 0 be such that for all x €
Dam ()X, GTlz) N Xy £ 0, then

Viahe (Kn) C Viabe (K)[) Xn

Furthermore, for & good choice of v, these sets coincide.

Gathering the preceding results Saint-Pierre proves the following convergence prop-
erties of approximations of viability kernel of K under F with Onite viability kernels

computable in & finite number of steps:
lim supViah,ug,s (K" ) = Viabe (K)
iy

Dl

17
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with G2 X — X and G0 1 X, —+ X, defined as follows :
GM¥ =3 4 pFlx) + IMIFB
G =GR N X,

KM = (K 4+ MEF) N X,

This viebility kernel algorithm allows to compute the ecact discrete and finite viability
kernel of the sssocisted discrete problem defined on s finite grid. It is very [ast but

very greedy for memory.

References

[1] Bryson A.E. and Ho Y.C. Applied oplimal conbrel. Hemisphere Publishing, New-
York, 1975.

[2] J.P. Aubin. Viabiliy thesry. Birkhiuser, 1991.

[3] . Bokanowski and H. Zidani. Anfi-dissipative schemes [or advection and applica-
Lion to hamilton-jacobi-bellman equations. Inra Beperd, BR-53357, 2004,

[4] B. Després and F. Lagoutiére. Confact discontinuity eapturing schemes for linear
advection and compressible gas dynamics. J Se. Comput., 16:470-524, 2001

[5) Héline Frankowsks and Slawomir Plaskacz. Semicontinuous solutions of Hamilion-
Jacohi-Bellman equations with degenerate state constraints, J. Math, Anal. Appl.,
251(2):815-838, 2000.

[6] F. Lagoutiére. PhD thesis, University of Paris VI, Pariz, 2000

[7] M. Quincampoix and P. Saini-Pierre. An algorithm for viability kernels in hitlde-
rian case: approximetion by discrete dynamical systems. Jowmal of Mathemalioal
Systems, Esbimabon, and Condrod, 51-1.3, 1096,

[8] P. Saint-Pierre. Approxdmation of viahility kernel. Appl. Math. Optam., 2001872000,
19014,

[9] Patrick Saini-Pierre. Viable capiure basin for studying differentisl and hybrid
games: application to finence. et Game Theory Rew, 6(1):100-136, 2004,

18



Table des matieres

1 Le développement durable et la résilience

1.1 Le développement durable : une ambition de gestion . . . . . ... .. ...
1.1.1 Historique . . . . . . . . . . . e
1.1.2 Inquiétudes etcritiques . . . . . . . . . . . . ...
1.1.3  Science etdurabilit¢ . . . .. ... ... ... 00,
1.2 Construire des outils d’aide ala gestion . . . . . ... ... ... ......
1.2.1  Construire des outils de compréhension et de prévision . . . . . . . .
1.2.2  Modéliser les systemes écologiques et sociaux . . . . . .. .. ...
1.3 Formaliser les concepts liés a ladurabilité . . . .. ... ... ... .....
1.3.1 Formaliser le concept de stabilité¢ . . . ... ... ..........
1.3.2 Formaliser le concept de résilience . . . . . . ... ... .......
1.4 Revue des définitions de la résilience dans les modeles de systemes écologi-
QUES €L SOCIAUX .+ & v v v v v e e e e e e e e e e e
1.4.1 Définitions opérationnelles issues de la définition de Pimm . . . . . .
1.4.2 Définitions opérationnelles issues de la définition de Holling . . . . .
1.43 Limites . . . . . . . . ..
1.5 Objectifdelathese . . . . .. .. ... L
1.6 Démarche . . . .. .. .. . .. ..

La résilience dans le formalisme de la viabilité
2.1 Lathéoriedelaviabilit¢ . .. ... ... ... ... ... ... ...,
2.1.1  Un formalisme adapté a la modélisation de systemes €cologiques et
SOCIAUX + & v v v o v e e e e e e e e e e e e e e
2.1.2  Plusieurs applications issues de la littérature . . . . . . . . .. .. ..
2.1.3 Des concepts et théoremes principaux utiles pour notre définition de
larésilience . . . . . . . . .. L
2.2 Ladéfinitionde larésilience . . . . . . .. .. ... ... .. ...
2.2.1 Les conditions de compatibilité avec la définition conceptuelle de
Holling . . . . . . . . . . .
2.2.2 La formulation mathématique dans le cas d’un systeme controlé . . .
2.2.3 Laformulation mathématique dans le cas d’un jeu dynamique . . . .



TABLE DES MATIERES 186

3 Les algorithmes de calcul de noyaux de viabilité 49
3.1 Lalgorithme de viabilité de Saint-Pierre . . . . . . ... ... .. ... ... 50
3.1.1 Problemeposé . . ... ... ... 50

3.1.2 Théoremes de convergence des approximations par des noyaux de
viabilité de systemes dynamiques discrets en temps . . . . . . . . . . 51

3.1.3 Théoremes de convergence des approximations par des noyaux de
viabilité de systemes dynamiques discrets finis . . . . . . ... ... 54
3.1.4 Processus de construction des noyaux de viabilité approchés . . . . . 56

3.1.5 Description schématique du fonctionnement du programme implé-
menté a partir de cet algorithme . . . . . . .. ... .00 57
31,6 Limites . . . . . .. e 58
3.2 Améliorer I'implémentation de 1’algorithme de viabilit¢ . . . . . . ... ... 58

3.2.1 Remplacer le tableau de points par une structure plus économe en
MEMOITE . . . . v o v et et e e e e e e e e e e 60
3.2.2  Garder en mémoire les derniers controles viables . . . . . . ... .. 69
3.2.3 Utiliser le schéma numérique de Runge-Kutta . . . . . .. ... ... 72
3.3 Utiliser des méthodes de discrimination : les Machines a Vecteurs Supports . 75
3.3.1 Lesmotivations . . . . . . . . ... L L 75

3.3.2 L’algorithme d’approximation du noyau de viabilité discret avec une
méthode de discrimination . . . . . . . . ... ... L. 76
3.4 Remplacer I’espace par le temps : I’algorithme de viabilité lourd . . . . . . . 80
3.4.1 Le principe de I’algorithme de viabilité lourd . . . . . ... ... .. 80
3.4.2 Ladescription de I'implémentation de I’algorithme . . . . . . . . .. 81
3.5 Utiliser un schéma anti-diffusif : 'ultra-bee . . . . . .. ... .. ... ... 85
4 Les valeurs de résilience dans des modeles de lacs 89
4.1 L’eutrophisation des eaux de surface . . . . . . ... ... ... ... .... 90
4.1.1 Description du phénomene d’eutrophisation des eaux de surface . . . 90

4.1.2 Différents objectifs associés a I’étude du phénomene d’eutrophisa-
tion a I’aide de modeles dynamiques . . . . . . . ... .. ... ... 92
4.2 L’évaluation de la résilience dans un modele simple d’eutrophisation des lacs 95
421 Lemodele. . . . .. ... .. 95
422 Lesrésultats . . . ... ... ... 100

4.3 L’évaluation de la résilience dans un modele plus complexe d’eutrophisation
deslacs . . . . . . 117

4.3.1 La variable supplémentaire : la quantit¢ de phosphore a 1’état de
sédimentsdanslavase . .. ... ... ... ... ... .. ..... 119
4.3.2 L’influence de la variable supplémentaire sur les valeurs d’une fonc-
tion indicateur de cofit en horizon infini . . . . . .. ... ... ... 121
4.3.3 L’influence de la variable supplémentaire sur les valeurs de la résilience 124



TABLE DES MATIERES

S Conclusion
5.1 Bilandelarecherche . . . . ... ... ... ... ... . ...
5.2 Perspectives . . . . . . .. e e e e
5.2.1 Augmenter le réalisme du modele d’eutrophisation des lacs . . . . . .
5.2.2  Approfondir I’étude de la définition de la résilience proposée . . . . .
5.2.3  Etendre ’approche suivie a d’autres concepts essentiels de 1’écologie
Bibliographie . . . . . . . ...

A Une variante du théoreme de convergence
B Approximation de noyaux de viabilité avec des SVMs

C Un schéma anti-diffusif pour les problemes de viabilité

187

129
130
132
132
133
134
135

145

151

165






Table des figures

2.1

3.1

32

33
3.4

3.5
3.6

3.7
3.8

3.9

L’épigraphe de la fonction étendue V' : X — R U {+o0} est colorié en gris
dans la figure de gauche. L’hypographe de la fonction étendue V' : X —
R U {—o0} est colorié en gris dans la figure de droite. . . . . . ... ... ..

Initialisation : les points de la grille appartenant 2 DY sont représentés par des
carrés pleins. . . . ... L
Une étape du calcul de noyau de viabilité discret fini : passage de DY représenté
par les carrés pleins et les carrés vides & D! composé uniquement des carrés
pleins. Les points représentés par des carrés vides comme le point x, dont les
successeurs sont entourés par des cercles, n’ont pas de successeur parmi les
pointsde DT. . . . . ... e
Raffinement : passage de D° représenté par les grands carrés pleins a DS
composé des points représentés par les carrés pleins petits et grands. . . . . .
Recouvrement de M3 pardescubes. . . . . . . ... ... .. ... .....
Numérotation des sommets d’uncube. . . . . . .. ... ... L.
Nombre d’octets nécessaires au codage en fonction de la longueur de la suite
avec une échelle logarithmique. En pointillés rouges, le codage classique.
En courbes pleines noires, le codage que nous proposons : chaque courbe
correspond a une valeur du nombre de composantes connexes de I’ensemble
des 1. . . . o e
Schéma de la structure en dimensionn. . . . . . . . .. ... ... ... ...
Dédoublement des hypercubes de dimension 3 successivement dans les trois
dimensions. Le nombre de cubes est multiplié par 23. . . . .. ... ... ..
Dédoublement des hypercubes de dimension 3 dans la direction j. Représentés
par des carrés peins, les sommets dont les chaines binaires associées sont
conservées, en carrés vides, ceux dont les chaines binaires associées doivent
Btre crées. . . .. .. e e

27

59

59
60

63
63

64
65

67



TABLE DES FIGURES

3.10 Algorithme de viabilité lourd - Phase d’exploration. Les coordonnées des

3.11

4.1

4.2

4.3

points représentés par des grands disques rouges ainsi que les contrdles qui
permettent de passer de 1’'un a I’ autre sont enregistrés dans la structure t rame,
ils constituent 1’évolution active : cette évolution issue de x reste dans K du-
rant 5 pas de temps au moins. Les coordonnées des points représentés par des
carrés bleus pleins ou vides sont notés non viables dans la structure 1isteX
avec la durée de vie égale a 1 pour les carrés bleus vides et €gale a 2 pour les
carrésbleuspleins. . . . . . . . ... L
Algorithme de viabilité lourd - Phase d’exploitation. Si = est déclaré viable
a la suite de la phase d’exploration, la phase d’exploitation va chercher tous
ses prédécesseurs pour les déclarer viables également. Les coordonnées des
points représentés par des disques pleins verts ainsi que les controles qui per-
mettent de passer de I’un a I’autre sont enregistrés dans la structure t rame,

190

ils constituent I’évolution active qui évolue afin de recenser tous les prédécesseurs

de = appartenant a K. Les coordonnées des prédécesseurs recensés (points
représentés par des carrés vides bleus) sont notés viables dans la structure
listeX. . o e

Diagrammes de bifurcation pour le modele de lac simplifié en prenant comme
valeurs de parametres ¢ = 8, 7 = 1, m = 1, et b = 0.4 (gauche), b = 0.8
(milieu), b = 2 (droite) (avec ¢ I’exposant, r le taux maximal de recyclage,
m, la valeur de P pour laquelle le recyclage atteint la moitié de sa valeur
maximale, et b la proportion de phosphates perdus a chaque pas de temps).
Les courbes pleines représentent le lieu des équilibres stables et les courbes
en pointillés les équilibres instables dans le plan (L, P). . . ... ... ...
Les équilibres viables (segment EQ) et, hachurée en gris, la niche de viabilité
N(0) associée au controle permanent u(t) = 0. L’ensemble des contraintes,
K = [Luin, Limaz] X [0, Praz), est entouré par un rectangle noir. L,,;, = 0.1,
Lipar =1, Prae =120 0 0 0 0 0o
Noyaux de viabilité pour un lac hystérésique (b = 0.8). L’ensemble des
contraintes, K = [Lyin, Lmaz] X [0, Pmaz], st entouré par un rectangle noir.
Lpin = 0.1, Lypar = 1, Prae = 1.2 et V L4, prend des valeurs croissantes.
Viab(K) est colorié en gris clair. La niche de viabilité NV (0), qui est contenue
dans le noyau de viabilité, est hachuréeenblanc. . . . .. .. .. ... ...



TABLE DES FIGURES

4.4

4.5

4.6

4.7

Noyaux de viabilité pour un lac irréversible (b = 0.4) pour différentes va-
leurs de (Lyin, Praz).- Lensemble des contraintes, K = [Lyin, Limaz] X
[0, Pax], st entouré par un rectangle noir et Viab(K') est colorié en gris
clair. (V' Lyq = 0.1). Faire varier la paire (Lyin, Pra,) modifie la forme du
noyau de viabilité : si P,,,, est strictement plus petit que les valeurs de P
des équilibres associés a L,,;,, alors le noyau est vide ; sinon, la forme du
noyau dépend des comparaisons entre P, .. et les valeurs de P des équilibres
associés a L,,;,. La courbe g définit la frontiere de droite du noyau de via-
bilité et correspond a une portion de trajectoire d’une évolution satisfaisant
UW(E) = =V Dmaze «+ o o o e e
Noyaux de viabilité pour un lac hystérésique (b = 0.8) pour différentes va-
leurs de (Lmin, Prnaz). Lensemble des contraintes, K = [Lyin, Limaz] X
[0, Pyax), st entouré par un rectangle noir et Viab(K') est colorié en gris
clair. (V Lq = 0.1). Faire varier la paire (L,,,, Pra,) modifie la forme du
noyau de viabilité : si P, est strictement plus petit que les valeurs de P
des équilibres associés a L,,;,, alors le noyau est vide ; sinon, la forme du
noyau dépend des comparaisons entre P, et les valeurs de P des équilibres
associés a L,,;,. La courbe g définit la frontiere de droite du noyau de via-
bilité et correspond a une portion de trajectoire d’une évolution satisfaisant
U(E) = =V Dmaze o v o e
Noyaux de viabilité pour un lac réversible (b = 2) pour différentes valeurs de
(Lmin, Pmaz)- L ensemble des contraintes, K = [Lyin, Limaz] X [0, Praz, €5t
entouré par un rectangle noir et Viab(K') est colorié en gris clair. (V L4, =
0.1). Faire varier la paire (Lipin, Pna.) modifie la forme du noyau de viabi-
lité : si P, est strictement plus petit que les valeurs de P des équilibres
associés a L,,;,, alors le noyau est vide ; si P,,,, est strictement plus grand
que les valeurs de P des équilibres associés a L,,,,, alors le noyau et K
coincident ; dans les autres cas, la forme du noyau dépend des comparaisons
entre P, et les valeurs de P des équilibres associés a L. . . . . . . . . .
Evolutions issues d’états non viables et contrdlées par 1’équation (4.15) pour
(a) un lac irréversible (b = 0.4) et (b) un lac hystérésique (b = 0.8). (L =
0.1, Lynaz = 1, Ppae = 0.5 et VL., = 0.1). Le temps est indiqué par des
cercles dessinés sur la trajectoire a intervalles de temps réguliers. Les fleches
indiquent le sens des évolutions. Les évolutions qui atteignent Viab(K') en
temps fini sont tracées en lignes continues, les autres en pointillés. Dans le
cas du lac hystérésique (b), toutes les évolutions atteignent Viab(K') en temps
fini, alors que la plupart d’entre elles sont absorbées par un équilibre associé

191

a une forte valeur de P dans le cas du lac irréversible (a). . . . . . ... . .. 108



TABLE DES FIGURES

4.8

4.9

4.10

4.11

Lignes de niveau de la fonction temps de crise pour (a) un lac irréversible
(b = 0.4) et (b) un lac hystérésique (b = 0.8) (Lyin = 0.1, Lyge = 1,
Pro: = 0.5et VL, =0.1). Les temps de crise de deux états appartenant
a la méme ligne continue sont finis et égaux. Viab(/K') (zone en gris clair)
et ’ensemble des états pour lesquels le temps de crise est nul coincident. Le
temps de crise est infini pour L strictement plus petit que L,,;, dans les deux
cas. Dans le cas du lac irréversible (a), I’ensemble des €tats pour lesquels la
valeur de I’indicateur de cofit est infinie (zone hachurée), contient strictement
I’ensemble { L < L,,;,}, car, a partir de certains états, la propriété représentée
par K ne peut €tre restaurée. . . . . . .. .. ...
Lignes de niveau de la fonction indicateur de cofit A pour un lac irréversible
(b = 0.4) (colonne de gauche) et pour un lac hystérésique (b = 0.8) (co-
lonne de droite) (L, = 0.1, Lipee = 1, P = 05 et VL0 = 0.1).
Les parametres de la fonction indicateur de cofit A, ¢; et ¢y, valent, respecti-
vement, 0.3 et 17 dans la premiere rangée, et 1.5 et 5 dans la seconde. Les
valeurs des indicateurs de cofit de deux états appartenant a la méme courbe
colorée sont égales. Viab(K') (zone en gris clair) et I’ensemble des états pour
lesquels la valeur de I’indicateur de cofit est nulle coincident. Dans le cas du
lac hystérésique (colonne de droite), les valeurs des indicateurs de cofit sont
finies, alors que les indicateurs de cofit prennent la valeur infinie dans le cas
du lac irréversible (colonne de gauche). . . . . . . ... ... ... ... ..
Graphe de I'indicateur de colt \ pour un lac irréversible (b = 0.4) (co-
lonne de gauche) et pour un lac hystérésique (b = 0.8) (colonne de droite)
(Limin = 0.1, Lppaze = 1, Prae = 0.5 et V Lpye, = 0.1). Les parametres de la
fonction indicateur de colit A, c; et ¢y, valent, respectivement, 0.3 et 17 dans
la premiere rangée, et 1.5 et 5 dans la seconde. La valeur de I'indicateur de
cofit est représentée sur 1’axe vertical. En deux points de méme coordonnée
verticale (couleur identique), la valeur de I’indicateur de cofit est la méme.
Viab(K') (zone bleu foncé) et I’ensemble des états pour lesquels le temps de
crise est nul coincident. Dans le cas du lac hystérésique (colonne de droite),
les valeurs des indicateurs de cofit sont finies, alors que les indicateurs de cofit
prennent la valeur infinie dans le cas du lac irréversible (colonne de gauche).
Lignes de niveau de la résilience pour un lac irréversible (b = 0.4) (Lin =
0.1, Loz = 1, Prow = 0.5 et VL. = 0.1). Les indicateurs de cofit uti-
lisés pour évaluer la résilience sont v dans la premiere ligne et A dans la
seconde. Les perturbations envisagées sont des augmentations brusques de la
concentration en phosphates d’intensité maximale o = 0.15. Les valeurs de
résilience de deux états appartenant a la méme courbe sont égales. Le sous-
ensemble de Viab( K') pour lequel la résilience est infinie est hachuré en gris
clair. L’ensemble de résilience nulle est colorié en gris foncé. . . . . . . . ..
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Lignes de niveau de la résilience pour un lac hystérésique (b = 0.8) (L =
0.1, ez = 1, Pz = 0.5 et VL,,.. = 0.1). Les indicateurs de cofit uti-
lisés pour évaluer la résilience sont v dans la premiere ligne et A dans la
seconde. Les perturbations envisagées sont des augmentations brusques de la
concentration en phosphates d’intensité maximale o = 0.15. Les valeurs de
résilience de deux états appartenant a la méme courbe sont égales. Le sous-
ensemble de Viab(K') pour lequel la résilience est infinie est hachuré en gris
clair. . ..
La résilience de 1’état de coordonnées L = 0.2 et P = 0.25 en fonction
de I’intensité maximale de la perturbation, «, pour les deux indicateurs de
coit, v (ligne continue) et \ avec comme valeurs de parametres ¢c; = 1.5 et
co = 5 (ligne en pointillés). Le lac est hystérésique (b = 0.8) (L = 0.1,
Lpar =1, Prge =05et VD, =01). ... .. ... .
Les valeurs approchées de I'indicateur de colit obtenues par le calcul du
noyau de viabilité du systeme (4.38). Les quatre graphes représentent quatre
coupes réalisées pour quatre valeurs de la concentration en phosphore a I’état
de sédiments dans la vase : M = 0, M = 24, M = 48 et M = 7
(Linin = 0.1, Lipge = 1, P = 05et VD, =01). ... ... ..
Les valeurs approchées de I'indicateur de colit obtenues par le calcul du
noyau de viabilité du systeme (4.38). Les deux graphes représentent deux
coupes réalisées pour deux valeurs des apports de phosphates : L = 0.38 et
L =0.66 (Liin =0.1, Lipgz = 1, Prae = 05et VD, =0.1). .. ... ..
Les valeurs de la résilience dans le plan (P, M) pour L = 0.38 fixé et § =
0.48 (Linin = 0.1, Lipge = 1, P = 0.5t VD, =0.1). . ... ... ..
L’ensemble des perturbations causant le colit maximal en fonction des va-
leurs de P et de M, la valeur de L étant fixée, L = 0.38. A chaque couleur
correspond I’ensemble des perturbations dont le cofit approché est maximal
(Linin = 0.1, Lipge = 1, Pge = 05et VD, =0.1). ... ... ..
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