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Introduction

La transformation de Mellin pour les D-modules est inspirée de ['analyse.
Elle reproduit sur 'algébre des opérateurs différentiels linéaires algébriques
sur le tore (C*)P (de coordonnées ty,...,t,) ce qui se passe sur la transfor-
mation intégrale

dt,  dt,

Bloreos) = [l
0,00 5] tp

qui & une fonction ¢ indéfiniment dérivable sur |0, +oc[P associe une fonction

sur C? (de coordonnées sy, ..., s,). Si on note 7; la translation s; — s;+1, on

remarque que t;p = 7;¢. Si de plus on prend ¢ a décroissance rapide en 0 et
—_—

a l'infini en chaque variable, il vient tj%go = —s;p. L’action d'un opérateur
J

différentiel P(tq,...,1,, tla%’ e ,tpa%)) sur ¢ est donc changée en 'action de

l'opérateur aux différences P(ry,...,7,, —S1,...,—S,) sur o.

Considérons donc la C-algebre non commutative engendrée par les s;, 75, 7 !

et les relations 7;s; = (s;+1)7; : c’est I'algebre des opérateurs aux différencjes
finies lindaires sur CP, et on la note C[sy, ..., s,){(ti, 7 5. .., 7,7, 1) (Vopé-
rateur 7 — 1 est 'opérateur de différence finie usuel).

F. Loeser et C. Sabbah définissent, dans [L-S|, un foncteur de transfor-
mation de Mellin algébrique, noté 9, de la catégorie des D-modules al-
gébriques sur (C*)P dans la catégorie des C[sy,...,s,[(T1, 7 "5+, Tp, TI;1>—
modules. Etant donné que les C-algébres D = Clt;, ¢!, . .. sty b ](t0y) et

Cls1y .-, sp)(m1, ... , Tpy T, 1) sont isomorphes via la correspondance s; —

p
—tj%, 7; — t;, tout module sur I'une est un module sur I'autre. Le foncteur
J
I est alors une équivalence de catégories définie par
M: Mod(Diceypp) — Mod(Clsy, ..., sp| (71, Ty T;1>)
M — M

ott M est le module des sections globales de M. Son inverse M est alors
appelé transformation de Mellin inverse algébrique, et est défini par

m imob(@[sl,...,sp](Tl,Tfl,...,Tp,TIjl)) — Moo (D¢

*)p)



D’autre part, il existe un foncteur Sol, appelé foncteur des solutions, entre
la catégorie des D-modules algébriques sur (C*)? et la catégorie dérivée des
complexes bornés de faisceaux de C-espaces vectoriels sur (C*)P. Si on se
restreint aux D-modules holonomes réguliers d’une part, et aux faisceaux
pervers d’autre part, ce foncteur est méme une équivalence de catégories,
appelée correspondance de Riemann-Hilbert.

Nous pouvons également définir un foncteur des solutions, encore noté Sol,
de la catégorie des C[sy, ..., s, (T, 77", ..., T, 7';1> vers la catégorie dérivée
des complexes bornés de Oc»/zp-modules, ot CP/ZP est la variété analytique
quotient de la variété algébrique CP par les translations ;.

En 1992, C. Sabbah pose alors une question ([Sab-2|, Qs p.374) : comment
définir un foncteur M : D*((C*)?,C) — DP(Mod(Ocr/zv)), de la catégorie
dérivée des complexes bornés de faisceaux de C-espaces vectoriels sur (C*)P
vers celle des complexes bornés de Oc»/zp-modules, qui fasse commuter le
diagramme

D(c+p-modules algébriques Sol Db((C*)P,C)
\
\
m :97(
\
Sol )
Modules aux différences finies . Db(9Mod(Ocrz0))

Notre but est, dans un premier temps, de répondre a cette question.

Le probléme traité au chapitre 3 consiste alors a essayer de décrire le fais-
ceau des solutions du transformé de Mellin (M) en fonction des solutions
du D-module M. La démarche utilisée est analogue a celle de B. Malgrange
qui a résolu le probléme analogue dans le cas de la transformation de Fourier
(voir [Mal-4], [Mal-3|, [Dal,[B-M-V-1], [B-M-V-2]).

Notre résultat se présente alors sous la forme suivante :

THEOREME 3.2.3 Pour tout D(c-yw-module algébrique cohérent M, tel
que SOZ<0(M)‘(C*)p est a cohomologie C-constructible et Sol<0(/\/l)|(@)p\((c*)p
est a cohomologie R-constructible, il existe un isomorphisme canonique dans
Db(QﬁOD«g(cp/Zp))

9ﬁ<801<0(/\4)) ~ Sol (zm(M))

Il existe une conjecture selon laquelle Sol<"(M) est a cohomologie C-
constructible sur (C*)P et R-constructible sur le bord de (C*)? pour tout p
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dés que M est holonome. Cependant, il est déja possible d’établir le corol-
laire suivant :

COROLLAIRE 3.2.4 Si une des deux hypotheses suivantes est vérifiée
— M est un Dcyp-module holonome, régulier sur (P1)P\ (C*)?
— pour p =1, M est un Dc+-module holonome

alors il existe un isomorphisme canonique dans D*(9M00(Ocrz0))

m(soz<0(/\4)) ~ Sol (i)ﬁ(M))

La transformation de Mellin classique étant une transformation intégrale,
il est naturel d’'imposer des conditions de croissance ou de décroissance sur
les fonctions considérées : le premier pas essentiel est alors la construction
d’un foncteur Sol<° de solutions a décroissance rapide. Pour cela, nous com-
pactifions le tore (C*)? en anneaux (C*)?, c’est & dire en rajoutant un cercle
S' en 0 et a linfini de chaque facteur C*, et nous définissons sur (C*)? le
faisceau A(fc%)w dont les sections locales sont a distance finie des fonctions
holomorphes, et sont de plus & décroissance rapide en 0 ou a l'infini sur les
bords des anneaux. Nous définissons alors le complexe des solutions de M
dans A(fcﬂ*)p comme étant Sol<°(M) = RHomﬁfl%ﬁ)p (7 (G M), A%)p),
o j : (C*)P — (P')? est linclusion et 7 P'éclatement réel dans (P')? du
diviseur (P1)?\ (C*)P.

Le deuxiéme pas essentiel est la définition du foncteur de transformation
de Mellin faisceautique 9 suivant :

Mm: DY((C*P,C) — Db(ﬁﬁob((')@p/zp))
PR L _ L
F — RF(((C*)p, F ®c¢ £> [p] ®C[I,I_1] O(CP/ZP

ot L est le systéme local naturel sur le tore (C*)P de C[My, My ', ..., M, M-
modules libres de rang 1 et o les coordonées de CP/ZP, notées 11, ..., T,

? P
_ L
agissent sur RF((C*)p,f Rc E) par My ', ... ML

Il reste alors & démontrer le quasi-isomorphisme souhaité.

Ces résultats répondent donc bien & la question posée par C. Sabbah dans
[Sab-2] (Qq p.374).

Il devient maintenant naturel de formuler ’analogue de cette question
avec la transformation de Mellin inverse : existe-il un morphisme canonique



entre le transformé de Mellin inverse du complexe des solutions holomorphes
d’un module aux différences finies sur sur 'espace affine C?, et le complexe
des solutions holomorphes du transformé de Mellin inverse de ce module 7 Si
oui, est-ce un isomorphisme ?

Plus précisément, peut-on construire un foncteur de transformation de Mellin
inverse faisceautique 9 qui fasse commuter le diagramme

D (c+yp-modules algébriques Sol Db((C*)P,C)
A
!
B 7,
\
\
Modules aux différences finies Sol Db(9Mod(Ocrz0))

Ce probléme, plus délicat, est abordé au chapitre 4.

Nous compactifions C? = (R x R)? en C* = (PY(R) x P'(R))?, et nous
construisons sur C' le faisceau € dont les sections locales sont, a distance
finie, des fonctions holomorphes, en tout point de R x {oo} sont a croissance
exponentielle d’ordre 1 dans des bandes verticales, et en tout point de {oo} x
P!(R) sont nulles. Nous avons donc le diagramme suivant dans la catégorie
des variétés analytiques

(C*)p x C°
.
(C*)P x C"
PN
(C) (o

ou le morphisme ¢ : (01,...,0p,81,...,8p) — (7', ...,€77,51,...,5,) est le
revétement universel de (C*)P. Nous pouvons alors définir un foncteur, noté
Sol(—, ), des solutions dans &, de la catégorie des C[sy, . .., s,[(T1, 77, ..., T, Tp’1>

vers la catégorie dérivée des complexes bornés de faisceaux de C-espaces vec-
toriels.
Le premier théoréme que nous obtenons a ce sujet est le suivant :

THEOREME 4.2.4 Notons Mod,;(Cls](z,7 ")) la catégorie des C[s](z,771)-
modules de présentation finie.



Pour tout objet M de o0, (Cls](z,771)) et tout (A, pu) € (QL)P x (C*)P, il
existe un foncteur

Wi Mody(Clsl(z, 77")) — D((C7)",C)
et deux morphismes canoniques dans D°((C*)P,C)

7 Pau Yau 13114 an
M (Sol(M, €) ) <22 Wy, (M) 22 Sol (- @ MM Rq,ow)

ot Sol(—, RQ[O(TC—;_);) = RHomp(—, Rq!O(E*\);)
Le point essentiel réside dans la définition de la transformation de Mellin
inverse faisceautique 9, . Elle dépend de deux parameétres complexes A et

11, et fait intervenir une sous-espace de (C*)P x C”, noté ¥ p (voir la section
4.1) :

Wy, : DHT.C) — DP((C),C)
L
g — Rpl*ng(qfl,OQ_lg K¢ QZA’N) [P}

La transformation de Mellin inverse classique associe a une fonction holo-
morphe g : C» — C la fonction g sur (C*)? définie par

?(tl, e 7tp) = / 9(51, o ,Sp)t;SI .. .t;spdsl - dsy
Y1 X XYp

ou chaque v; est un chemin vertical du type z¢ + ¢R. Si nous connaissons le
comportement asymptotique des fonctions g dont nous étudions la transfor-
mation de Mellin inverse, nous sommes en mesure de choisir une détermina-
tion de {71 -+ ¢, 7, c’est & dire borner les arguments des ¢;, de maniére a ce
que l'intégrale ci-dessus converge. Dans la définition de ﬁk,m ceci se traduit
par le produit tensoriel par QEM.

Le théoréeme précédent décrit un premier lien qui posséde I'avantage d’étre
valable pour tout C[s]{(r,7!)-module de présentation finie M. Cependant,
les morphismes canoniques obtenus sont des isomorphismes a distance finie,
mais pas a l'infini en général. Il est donc utile de compléter cette étude en
exhibant des classes de modules pour lesquelles ces morphismes deviennent
des isomorphismes & l'infini. C’est ce & quoi nous nous employons dans la
suite du chapitre 4. Nous nous appuyons, pour cela, sur des travaux de A.
Duval et J.P. Ramis (voir, par exemple, [Duv-1|, [Duv-2|, [Ram-2|, ou en-
core |Tou| p.141) grace auxquels nous connaissons une base de solutions des
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équations aux différences & une variable et une expression asymptotique de
chacune d’entre elles. Ainsi, nous savons controler le comportement a 1'in-
fini de ces solutions, et donc imposer au module M les conditions adéquates
pour obtenir les isomorphismes souhaités. Dorénavant, considérons donc le
cas d'une seule variable.

Il existe une notion de polygone de Newton pour les modules aux diffé-
rences (voir par exemple [B-D| ou [Toul), analogue a celle de polygone de

Newton d’un D-module. Tout opérateur aux différences finies posséde donc
Cls)(r,r")
Clsl{r,m—1H)A
riable qui n’en n’a qu’une, notée §, et qui soit strictement positive. Alors,

des pentes. Soit alors un module aux différences Ml = a une va-

le 0°™¢ faisceau de cohomolgie du complexe des solutions holomorphes du
D-module D¢+ @p M(M) posseéde une base de fonctions de la forme f(t) =

Qo (), avec a € C, (1) € Clt+])flog(t4)] et Q(X) € XCTIX] de degré
inférieur ou égal a p. En notant 0 le coefficient dominant de @), nous appelons
(£,6) le couple du D-module 901(M). Formulons maintenant notre théoréme :

THEOREME 4.4.2 Etant donné (X, p) € Q% x C*, pour tout C[s](r,771)-

module M = % avec A € C[s|(r,77') — {0}, a une seule pente stric-
tement positive, dont le transformé de Mellin algébrique inverse a pour couple
(3, 1), il existe un isomorphisme canonique dans D°((C*)?,C)

HOM, <SOZ(M, 5)) ~ HOSol (DC* ®p M(M) , RQ!O‘%)

Nous donnons, avec le théoréme 4.2.4, un point de départ possible de
I’étude de la transformation de Mellin inverse, et le théoréme 4.4.2 en est une
précision. La question de trouver des cas d’isomorphisme pour des modules
aux différences plus généraux, et méme a plusieurs variables, reste ouverte.

* *
*

Le plan de ce mémoire est le suivant. Dans le chapitre 1, nous précisons
les notations et rappelons les définitions essentielles intervenant par la suite.
Le chapitre 2 est dévolu a la mise en place des conditions de croissance et
de décroissance, ainsi qu’a la construction des faisceaux correspondants. Ils
interviendront fortement dans les chapitres 3 et 4, ol sont présentés les ré-
sultats principaux, ainsi que les grandes lignes de leur preuve. Les lemmes,
et résultats techniques, nécessaires aux démonstrations des théorémes prin-
cipaux n’étant pas indispensables en premiére lecture, ils sont relégués au
chapitre 5.



Chapitre 1

Notations et rappels

Nous mettons en place quelques notations, et rappelons des notions sur la
théorie des D-modules, la transformation de Mellin et les polygones de New-
ton qui nous seront utiles tout au long du travail.

1.1 Notations

Si X est un espace topologique, A un anneau commutatif, et R un faisceau
d’anneaux sur X, on note Mod(A) la catégorie des A-modules, Mod(R) la
catégorie des R-modules & gauche, €oh(R) celle des R-modules a gauche
cohérents, D*(Mod(R)) la catégorie dérivée des complexes bornés de R-
modules & gauche, D°, (9Mod(R)) la catégorie dérivée des complexes bornés
de R-modules & cohomologie cohérente, D(X,C) la catégorie dérivée des
complexes bornés de faisceaux de C-espaces vectoriels sur X, et D%(X,C) la
sous-catégorie de D?(X, C) des complexes & cohomologie C-constructible sur

X.

Lorsqu’on a un complexe double K£**, le complexe simple (ou total) associé
est noté T ot*(KC**).

Si N est un groupe abélien, on note IV y le faisceau constant sur X de fibre
N. On l'écrit également N quand il n’y a pas de confusion possible sur I'es-
pace de base. Si Y est un sous-espace de X, on note Ny le faisceau sur X,
constant de fibre N sur Y, et de fibre 0 sur X \ Y.

Si X est une variété algébrique, Ox le faisceau des fonctions algébriques sur
X, OF le faisceau des fonctions holomorphes sur X, et si F est un Ox-
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module, on note F*"* son “analytisé¢”, c’est a dire
an __ an
f — OX ®OX f

Ainsi, F*" est un O%'-module.

Si Dx est le faisceau des opérateurs différentiels algébriques sur X, D" celui
des opérateurs différentiels analytiques sur X, et si G est un Dx-module, on
note G** son “analytisé”, c’est a dire

G = DY @y

Ainsi, G*" est un DY*-module.

Soit p un nombre entier supérieur ou égal a 1.

Notons (C*)? la variété affine Spec C[ty, ¢!, ... ,tp,tzjl], CP la variété affine
Spec Clsy, ..., Sp], et 71,..., T, les translations s; — s; + 1 sur CP. On dé-
signe par D(c«y» (ou D) le faisceau des opérateurs différentiels algébriques sur

(C*)?, D(c#y» (ou D) I'anneau de ses sections globales, et Oc» le faisceau des
fonctions réguliéres sur CP.

Notons C?/ZP le quotient de CP par 'action des 7;, ott C? est vue cette fois

comme variété analytique. Les coordonnées sont T; = e 2™ et le passage
au quotient, m : CP — CP/ZP, est (s1,...,sp) — (e727™1 ... e~ %™r). Le
faisceau m,.O% est le faisceau des fonctions holomorphes en (sq,...,s,) dé-

finies sur des ouverts stables par les translations 7;. Le faisceau Oc»/z», des
fonctions holomorphes sur C?/ZP est le sous-faisceau de 7, O%; des fonctions
holomorphes 1-périodiques en chaque s;.

Notons Clst,...,sp|(, 717", ..., 7,7, ") lalgébre non commutative engen-
drée par C[sy,...,sp| et 71,7171, ..., 7, 7,1, et les relations 7;s; = (s, + 1)7;.
C’est l'algebre des opérateurs aux différences finies algébriques sur CP.

Pour tout t = (¢4,...,t,) € (C*)P, 0 = (01,...,0,) € CPet s = (51,...,5,) €
CP, on note
st = gsth .t;p+1
o(78) — st L g—ovsn

Pour un D(c+yp-module algébrique M, on pose

Sol(M) = RHompan

(c¥)p

(Man’ l(zél*)p) == R’Homp(c*)p (M, O?g*)p)

11



Si de plus M est un Dc+p-module cohérent, on a M = D ®p M, ou M
est le module des sections globales de M. Et par l’adjonction du produit
tensoriel et du RHom, il vient Sol(M) = RHomp(M, O¢.),). Ceci définit
un foncteur

Sol : €ob(D(c+y») —> D°((C*)?,C)

Pour tout faisceau F sur une variété analytique E, notons F[X] = F ®c,

%E’ et
FIX] = tim T2

Notons également F[[X]][X ] = F[[X]] ®c, C[X '] . Ainsi, les sections de

o)

n
neng An X" avec

ce dernier faisceau sur un ouvert U de E sont des séries >
ng € Z, et ou les a,, sont des sections de F sur U.
C’est ainsi que nous définissons les faisceaux

mOF[[E[F] et w0 [[3]][t] sur C/Z

t

O2([2])s) sur C*

1.2 Transformation de Mellin pour les D cx-
modules

Rappelons la théorie élémentaire de la transformation de Mellin des fonctions
C* de la variable réelle.

Soit ¢ :]0; +00[— R une fonction de classe C*>°, bornée en 0 et & décroissance
rapide a l'infini, c’est a dire VN > 0,3C > 0 : |p(t)] < % pour [t| assez
grand.

La transformée de Mellin de ¢ est la fonction holomorphe sur le demi-plan
{s € C | Re(s) > 0} définie par la formule intégrale

2= [ etrd

Une premiére remarque est que on a lidentité {p(s) = @(s + 1) pour tout
complexe s de partie réelle strictement positive. Autrement dit, avec les no-
tations introduites précédemment, on a

to=Tp

12



De plus, avec les hypothéses sur ¢, une intégration par parties donne t/g;’ (s) =
[o)t]5> — s [ oMt L = —s [T p(t)t*L, c'est a dire
0. = —sp

Ansi, via la transformation de Mellin, la multiplication par la vartiable ¢
devient ’action de la translation 7, et 'action de 'opérateur différentiel ¢0;
devient la multiplication par —s. C’est ce qui motive la définition de la trans-
formation de Mellin pour les D(c+y»-modules.

Considérons 'application

C[tl,...,t;l](tlﬁtl,...,tpatp> — C[Sl,...,Sp]<7'1,7'1_1,...,7'p,7'_1>
tj — 7
tjOy =S

C’est un isomorphisme de C-algébres, qui identifie I’algébre des opérateurs
différentiels algébriques sur (C*)P et celle des opérateurs aux différences finies
algébriques sur CP.

DEFINITION 1.2.1 (voir [L-S] et [Sab-2])

Soit M un Dc+yp-module algébrique sur le tore (C*)?, dont le module des
sections globales est noté M.

Via lisomorphisme précédent, M est un Clsy,...,s,)(mi, 71 ... Ty T}:1>—
module, noté M(M), appelé transformé de Mellin de M.

Ceci définit un foncteur

M : Mod(Dcryp) — Mod(Clsy, ..., sl {m, 7,77, 1)

Une description équivalente est donnée dans [L-S]. On note pr la projec-
tion Spec Cl[st,. .., Sp,t1,...,t,'] — Spec C[sy, ..., sp], et on considere le
Dlsi, ..., sp-module M[sy,...,s,Jt;t -7 : c’est le faisceau M|sy,. .., s,
Paction des t;0,, étant donnée par t;0;, . m®@b(s) :=t; 92 @b(s) + m®@s;b(s).

i ot;
Alors, on a M(M) = pri (M(s1, ..., st 7).

EXEMPLE 1.2.2 Un exemple important est celui des D-modules & une va-
riable de la forme
De- avec P = Zw (o) €D
DC*P, 1, t C

ihj
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Le transformé de Mellin de DI?CL: est alors le module

Clsl{r, 7%

Chl(r, r A’ Y a= S (Var's € Clsl(r )

On rejoint la théorie classique d’intégration des équations différentielles ot la
transformation de Mellin permet de se ramener a la résolution d’une équation
aux différences finies.

Dans [L-S| est également défini le faisceau des solutions d’un C[s](r,771)-
module. On considére ici le complexe de ces solutions, comme il est classique
de le faire en théorie des D-modules :

DEFINITION 1.2.3 Le compleze des solutions holomorphes d’un C[s|(r,7')-
module M est
SOl(M) = RHOm@[§]<Lz—1>(M, F*O(%Z)

Sol(M) est un complexe de Ocp/zp-modules, car Ocp/z» est le sous-faisceau
des sections de m,O% qui commutent a l'action de C[s](r,771).
Nous venons donc de définir un foncteur

Sol : Mod(Clsy, ..., sl (T, 71 oy Tpy 7 1)) — Db(ﬁﬁob((’)cp/zp))

1.3 Transformation de Mellin inverse pour les
modules aux différences finies

On considére a nouveau l'isomorphisme de C-algébres

C[tl, e ,tg1]<t18t1, e ,tpatp> — C[Sl, ey Sp]<7'1,7'1_1, e ,Tp,7'p_1>
tj T
ti0y > —s;
DEFINITION 1.3.1 Soit M un Cl[s](r, 77!)-module.
Via linverse de l'isomorphisme précédent, M est un Clty, . .. ,t;1]<t18t1, o0y, ) -

module, noté M(M), et appelé transformé de Mellin inverse de M.

Si M est de type fini, alors M(M) est un D-module de type fini, ou de maniére
équivalente, D(c+yr @p M(M) est un Dc+pp-module algébrique cohérent.
Nous venons donc de définir un foncteur

Mod; ¢ (Cls|(r,77")) — Coh(Dc+y

s|(T p)

ot Mod,(Cls|(r,771)) est la catégorie des C[s](r, 7~ *)-modules de type fini.

14



1.4 Polygone de Newton et solutions d’une équa-
tion différentielle linéaire

Cette section est largement inspirée de [B-D] ou [Toul.
Polygone de Newton en 0

Prenons un opérateur P = >°7 (> ", a; ;t'0]. Soit le quadrant Q = {(z,y) €
R?*|z < 0,y > 0}. Pour tout (u,v) € Z?, posons Q(u,v) = (u,v) + Q. Soit
alors My(P) la réunion des Q(j,7 — j) pour i = 0,...,m, 7 = 0,...,n, tels
que a;; # 0. Le polygone de Newton en 0 de P, noté Ny(P), est alors 'in-
tersection de R™ x R avec I’enveloppe convexe de My(P).

Soit un Dc«-module algébrique M isomorphe & un quotient %, ou P €
D¢+ — {0}. Le polygone de Newton de M en 0, noté Ny(M), est alors celui
de P. Cette définition est indépendante de l'opérateur P choisi. En effet, si
deux quotients —< et -2 sont isomorphes, alors Ny(P;) et No(P,) sont

De<Pr © Dex Py
identiques.

Les faces compactes du polygone de Newton en 0 d’'un module sont appelées
les arétes. Les pentes de ces arétes sont, par définition, les pentes de ce mo-
dule en 0. La longueur d'une pente est la longueur de la projection de I'aréte
sur ’axe horizontal.

Polygone de Newton a l’'infini

Soit encore P = 377 (3", a; ;t'9]. Le polygone de Newton a infini de P
est le polygone de Newton en 0 de P aprés changement de variable z = % Il
est noté Noo(P).

Si on note M, (P) la réunion des Q(j, —i+j) pouri =0,...,m,j=0,...,n,
tels que a; ; # 0, alors Ny (P) est U'intersection de R* x R avec I'enveloppe
convexe de M, (P).

De méme qu’en 0, on définit le polygone de Newton N.,(M) d'un module

D . . .. N
M= DC‘E*P a l'infini, ainsi que ses arétes, leurs longueurs et ses pentes.

Par exemple, le polygone de Newton a l'infini de t20? + td; + t est

15
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Solutions formelles asymptotiques a l’infini d’un opérateur diffé-
rentiel

On peut se reporter, par exemple, a [Tou] (p. 158).
Soient P = Y7 (> "o ai;t'0] un opérateur différentiel et N (P) son po-
lygone de Newton a l'infini. Soient %, ey 7;—: ses pentes écrites sous formes
irréductibles.
A chaque pente sont attachées des solutions formelles asymptotiques de P &
I'infini.
Pour la pente nulle (si elle existe), les solutions formelles sont de la forme
y =t¢(t), avec o € C et ¢(t) € C[[1]][logt].
1

Pour une pente 2 > 0, les solutions formelles sont y = e@U™ )5 (t), avec

1 1
ae€C,o(t) e Cl[t «]|[log(tw)] et Q(X) € XC[X] de degré inférieur ou égal

DEFINITION 1.4.1 5% n'y a qu’une seule pente £ strictement positive, nous
yagq pente 2 p ;

D]?CC**P, le couple (v, 0)

appellerons couple de l’équation, ou du D-module
ou v = § et § est le coefficient dominant de Q).

Dans [Tou|, E. Tournier en donne un algorithme de calcul.

1.5 Polygone de Newton d’un opérateur linéaire
aux différences finies

Donnons la définition du 7-polygone de Newton d'un opérateur aux diffé-
rences finies & une variable. Dans [B-D|, A. Barkatou et A. Duval utilisent

16



également un autre polygone de Newton, appelé d-polygone.

Prenons un opérateur A = >\ Zé‘:o a; js’7". Soit le quadrant Q = {(z,y) €
R?|lz < 0,y > 0}. Pour tout (u,v) € Z?, posons Q(u,v) = (u,v) + Q. Soit
alors M(A) la réunion des Q(i,—j) pour i = 0,...,7, 7 =0,...,1, tels que
a;; # 0. Le 7-polygone de Newton de A, noté N(A), est alors I'intersection
de RT x R avec I'enveloppe convexe de M(A).

Comme dans le cas différentiel, on ne considére que les faces compactes du
polygone de Newton : ces faces sont appelées arétes du polygone et les pentes
de ces arétes les pentes du polygone.

On passe du polygone de Newton a l'infini d’un opérateur différentiel a ce-
lui de son transformé de Mellin algébrique par symétrie par rapport a la
deuxiéme bissectrice. Les pentes sont alors inverses les unes des autres (voir
[B-D| paragraphe 2).

Soit un C[s|(r,77!)-module M isomorphe & un quotient W—}:?A’ ou A €
Cl[s)(r,77') —{0}. Son polygone de Newton, noté N (M), est alors celui de A.
Il est indépendant du choix de 'opérateur aux différences A. En effet, pour

: s : Clsi(r, 7 1)
voir cela, nous pouvons nous ramener au cas différentiel car (DA est

. N . D N A (T2 . 4
isomorphe & un quotient DC‘E 5, ou P est 'opérateur différentiel transformé

de Mellin inverse algébrique de A.

Par exemple, le polygone de Newton du tranformé de Mellin algébrique de
t20? + 10, + t, c’est a dire de 7 + s? est

17
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1.6 C-constructibilité et R-constructibilité d’un

faisceau

Soit F un faisceau de C-espaces vectoriels sur une variété analytique X.
Nous dirons que F est C-constructible sur X lorsqu’il existe une stratifica-
tion analytique complexe X = [[, X, telle que, pour tout o, F|x, est un
systéme local de C-espaces vectoriels de dimension finie sur X,,.

Nous dirons que F est R-constructible sur X lorsqu’il existe une stratifica-
tion sous-analytique X =[], X, telle que, pour tout o, F|x, est un systéme

local de C-espaces vectoriels de dimension finie sur X,.

De telles stratifications sont dites adaptées au faisceau F.

18



Chapitre 2

Définitions des conditions de
croissance et de décroissance sur
les fonctions

Comme nous ’avons vu au chapitre 1, la transformation de Mellin des fonc-
tions C* est définie par une intégrale. Il en est de méme pour la transfor-
mation de Mellin inverse. Il n’est donc pas étonnant que, dans les preuves
des théorémes principaux des chapitres 3 et 4, nous soyons amenés & étudier
la convergence de certaines intégrales, et donc a utiliser des conditions de
croissance et de décroissance sur les fonctions considérées. Ce chapitre est
donc dévolu a la constructions des faisceaux de fonctions avec conditions en
0 et a I'infini qui seront utiles par la suite. Il s’agit, d'une part, des faisceaux
A(fc%)w A%)px o €t A%)px Cr /20 qui imposent des conditions de décroissance
rapide en 0 et a l'infini sur les fonctions en ¢y, .. .,t,, et d’autre part B<Y et
£, qui imposent respectivement des conditions de décroissance rapide et une
croissance exponentielle d’ordre 1 pour les parties imaginaires des s; infinies.

2.1 Conditions de décroissance pour les fonc-
tions sur (C*)?

Introduisons des conditions de décroissance sur les fonctions en tq,...,1,.
Pour cela, reprenons une construction de [Da| et [Mal-4].
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Considérons donc le diagramme dans la catégorie des variétés analytiques

(C)y

—~
@
*
S—
=
=

(P

ot C* — P! est I'éclatement réel de P! en 0 et U'infini. En fait, C* est le
compactifié en anneau de C*. On note Sy et S, respectivement les cercles
S en 0 et a I'infini de C*.

Considérons ensuite le diagramme suivant dans la catégorie des variétés ana-
lytiques

(T Cr /77
\ /
(C*)P x CP /7P
(@;p x CP
(Cr)P x <cp< *
(Cy» ><l icp/zp (PYy? x C?
/ \ ’
() Cr/zp (PY)P x CP/ZP
/ \CP/ZP

Rappelons que 7 : CP — CP/7ZP est le passage au quotient par I'action de
T1, ..., Tp. On écrit abusivement 7, 7, k et j au lieu respectivement de id x ,
T X ider, k X idcr €t 7 X idcs.
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Définition des faisceaux de fonctions plates en 0 et a D’infini
Définissons dans ce paragraphe le faisceau A<(CO* pcr SUT (C*)r x C».

De maniére analogue, on peut également définir A(fci*)P et "4<<c0*)px cojzr €8
que nous laisserons au lecteur. Pour une description plus appronfondie, on
peut se reporter a [Sab-4] (chapitre I1.1).

Soit CiHryp s L€ faisceau des fonctions sur (P')? x CP indéfiniment dérivables

en ty,...,ty,t1,...,t, et holomorphes en si,...,s,.
Soit C(Pl)pxcp le sous-faisceau de Cpi),, ¢, des fonctions plates sur (PHP \

(C*)P) x CP, dont nous décrivons les fibres. Soit un point z° = (%,19,1°,s°) €
{0} x {oo}‘] x (C*){LPNUT 5 CP. Un germe de section f € C(}?)MCMO est ca-
ractérisé comme suit : f est définie sur un voisinage ouvert Q de (89,19, %, s°)
dans (P')? x C?, indéfiniment dérivable en ¢1,...,t,,t1,...,1, et holomorphe
en sy,...,s,, nulle sur {0} x {oo}’ x (C*)HLPINY x CP_ et vérifiant :

VK C € compact, V(N )kerus € NIUJ,EICN,K >0,V(t,8) € K :

Hie[ |ti Ni
[Lies 817

|f(t1, N 7tp, S1y-- -, Sp)| < CNJ(
Notons
07. _ 0,. a
7D(uﬂ)p xCpr — (C P1)Px CP ®C(pl)pxcp C(]P’l)Px(CP’ 8)

le complexe de Dolbeault plat, ou C(]P’,l) est le faisceau des (k,[)-formes

PxCp
différentielles C* a parametre holomorphe en (si,...,s,).
<0
De méme, on définit C(C* pcp- D01t alors C (T xCr le sous-faisceau de C )

des fonctions plates le long de ((C*)P '\ ((C*) ) x CP.

Notons
0,e <0 0,0
P(@)px‘c” - (C C*)pxCp ®C%)p><ccp C(@)px(cp’ a)
le complexe de Dolbeault plat, ot L est le faisceau des (k,[)-formes

(C¥)pxCP
différentielles C*> a parameétre holomorphe en (s1,...,58p).

On a RW*C(TCO* pcr = W*Cfco* pcr = Clptypner (voir [Mal-1]).

0,e — 0,e
Pour tout (k,[), on a donc RW*P(@);)X(CP = W*P(@)pxw = P(]Pnl PxCP
On définit alors

<0 _ 0,0 d 0,1
A (C)pxcCr = Ker (P(@)P xCP P((C*)P xCp
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C’est donc le faisceau sur (C*)? x CP des fonctions holomorphes & décrois-
sance rapide en chacun des ¢; dans des secteurs angulaires le long des cercles
St en 0 et a linfini, uniformément par rapport aux s; sur tout compact.

Les sections de ce faisceau vérifient une estimation en 0 et a I'infini ; décrivons-
la. Soient un point 2° = (67,65,1°,5%) € (Sp)! x (Sa0)? x (C*){LPNUT 5 Cp
et les polysecteurs angulaires

D (6[,61) = {ZI S ((C*)I | Vi el s |tz| <ég;, |Arg(tz) — ‘9?| < 51'}

1
* J . 0
D ( J7€]) {tJ ( ) |VJEJ7 |tj|>€_7 |Arg(tj)_6j|<6j}
j
Une section f € A(<(C£*)p><(CP,x0 est holomorphe sur Dy(6?,¢;) x Do (69, ;) x
WO x VO ou les ¢;,¢e; sont assez petits et ou W et V° sont des voisinages
assez petits de t0 € (C*){1PNUT ot s0 ¢ CP, et vérifie pour tout compact

KcWwoxVo:
V(Ni)kerus € NIUJ7 ACN k > 0,V(t,s) € DO(Q?,&') X Do <9J7€j) X K

1Lies 16
HjeJ 1R

Nous avons une résolution de "4<<C0*)Px c» comme D-module (voir [Maj]) :

<0 0,0 3
‘A (T¥)pxCP = <P (3 pxtcp’a>

|f(t1a"'7tp7817"'78p)| < C(N,I(

Nous en déduisons :

LEMME 2.1.1 On a un quasi-isomorphisme de D-modules

7T*.A<O = <7r*730' P><(CP’5>

)P><(CP

PREUVE : Ceci découle directement du fait que 7 est un revétement.

Le complexe W*P(O(C:)p cp €tant isomorphe a un produit tensoriel de p com-
9,

plexes a 2 termes de la forme W*C(E—O*)px(cp —>7T*Cfc(1)px(cp , il suffit de dé-

montrer le lemme pour p = 1.
De la suite exacte

<0 <0 <0
0 A@x C C@x C(C* xC 0
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on déduit la suite exacte longue

<0 <0 o <0 o 1 <0
0)—— W*A@X(C B — W*C@XC R W*C@X(C 2. R W*A@X(C _— .
Nous allons montrer que o = 0.
En regardant cette suite sur la fibre en un point (to,7p) de C* x C, nous
sommes ramenés a la suite exacte

C*xC

0 i A2 (1) c

lin G20, (v (1))

Of

lim C2, o (7~ (U) 0 lim H' (r~ (U), AT, o)

ou l'ouvert U décrit 'ensemble des ouverts contenant (to,7p), dont I'image
inverse par 7 est une réunion disjointe [[, _, Uy, o Uy, = 7%(U).
Nous sommes donc ramenés a la suite exacte

U U
0%
: 0 Aty,50) 13 1 0
lin G52, (U)ol (U, AZD )

ot I'ouvert U décrit ’ensemble des ouverts contenant un (tg, sqg), avec Ty =
e~2ms0_ Le morphisme 9; est alors surjectif. Ainsi, le morphisme Q(tg,50) €5t
nul. On a donc une suite exacte

Or

<0 <0 <0
0 7T*‘A@X(C W*C@xc Tr*c@x({: 0
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Solutions & décroissance rapide d’un D c-p-module

DEFINITION 2.1.2 Le foncteur des solutions holomorphes a décrois-
sance rapide en 0 et a l'infini d’un Dc-yp-module algébrique est

Sol<0: Mod(Dc+pp) — DP((C*)P,C)
M +— RHomzpe | (ﬁ_l(jJrM)an,A(%)p)
La théorie classique sur les images directes de D-modules algébriques donne
j+M = Rj.M (voir par exemple [Bo]). Or, le morphisme j étant 'inclusion
de 'ouvert affine (C*)? dans (P')?, on a j, M = Rj.M = j,.M. Le complexe
des solutions holomorphes a décroissance rapide en 0 et a I'infini d’un D cx«)»-
module algébrique M s’écrit donc

SOl<O(M) = RHomT—rflp&ﬁ)p (777_1 (j*M)an, A%)p)

Les notions de constructibilité sont rappelées dans la section 1.6.
Un résultat classique en théorie des D-modules assure alors que :

PROPOSITION 2.1.3 Pour tout D(c+ye-module holonome, régulier sur (P1)P\
(C*)P, le complexe Sol<°(M) est a cohomologie C-constructible.

Si nous nous privons de ’hypothése de régularité, nous n’avons plus que :

PROPOSITION 2.1.4 (Par ex : [Mal-4] ou [Was])(Cas p = 1) Pour tout
Dc+-module holonome, le complexe Sol<°(M) restreint a C* est a cohomo-
logie C-constructible, et restreint au bord de C*, il est a cohomologie R-
constructible.

Cependant, sous certaines hypotheses sur le Dc+p-module M, cette propo-
sition reste vraie pour quelques valeurs de p (par exemple, voir [Sab-3| th 7.3
pour p = 2).

Il existe méme une conjecture précisant que ce résultat est vrai pour tout p
et tout D(c+yp-module M holonome.

Démontrons enfin un lemme qui nous servira par la suite.

LEMME 2.1.5 Pour tout M dans Cob(Dc+y»), dont le module des sections
globales est noté M, on a

Sol="(M) = RHomp(M, A )
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PREUVE : e Le module M est Dc+yp-cohérent sur (C*)P affine, donc M =
Dcxyr D eryp M(C*)p. Le morphisme naturel j,Dc+)» ®j.D cxyp j*M(C*)p —
JxM est un isomorphisme : il suffit de le vérifier pour M = D. Le morphisme
d’adjonction Mp1y, — JuMc+)p est aussi un isomorphisme : on le vérifie sur
les fibres, en prenant des petits ouverts connexes de (P')?, dont I'intersection
avec (C*)? est connexe.

Dlonc, on a un isomorphisme naturel j,M = j,D(cxy» ®D(P1)p M(Pl)p. 11 vient
alors

(j*M>aTZ = D?I?l)p ®D(]P>1)p j*./\/l = D?Igl)p ®D([P1)P ]*D( C*)p ®D
= (j*'D( )) ®D(p1)p M(Pl)P

Mp1)p

=@Hp

d’ou
(M) = 77 (5 Dicoyp )™ @by, My

Grace a 'adjonction du produit tensoriel et du RHom, il vient alors

Sol<*(M) = RHomﬁflwzﬂﬁ)p(ﬁ‘l(ﬁD(«:*)) ®D*)p—<C*P’A<<CO*>p>

- RHomD(M,RHomﬁ_@aﬁ)( LDy )™, AL ))

Montrons maintenant que RHomﬁqD?ﬂﬁ) (T (e Doy )™, A<0 ) = Af(é)*)p
dans la catégorie des D-modules a gauche.

e Utilisation du morphisme d’adjonction Dp1y» - 3« " Dprye = jD(cryp.

A distance finie, c’est a dire au voisinage de tout point de (C*)P, c’est un
isomorphisme.

Plagons-nous maintenant au voisinage d’un point que I’on peut écrire, quitte a

faire une permutation d’indices, sous la forme t* = (0,...,0,00,...,00,t,41,...,tp) €
{0} x {00}t x (C*)P~" C (P)P.

Décrivons le morphisme
,D(]pl)pﬂgo L (j*D((C*)p)tO

1 1
PP tl-‘rl? s 7t'r’i| ®O<P1>p,t0 D(Pl)p,to donc

On a (j*D((C*)p)tO = O(pl)p 0 [t . 7
1 l

1 1

D(]P)l)pto—>O]P>1pt0|: gy T
t’ 4

NIIEP 7tr] B0 1y 0 D(B1yr .10

est le morphisme de localisation algébrique de I'anneau Dp1yp 0. Il est bien
D(p1y» o-linéaire et est déterminé par u(1) = 1.
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On a de plus

. 1 1
(J«Dcryp )0 = Opryp 0 [tl e ity - 7tr] 0110 0 D1y 0
1 1
= Dprypw [t—, 5 I P ,tT} (formule de "commutation" de 0y, et t;)
1
tigr- -ty
) e
(Pl)pvto tl e tl
Donc y ;
. an an I+1°" " or
(Do )is" = Dighyo 0=~
Et le morphisme u devient alors
ligr - by
Dy = Doy 7

by tl+1"'t7~)

Il est entiérement défini par u(1) = 1( = :
7RSI A SRR 7

e Description du morphisme u*.
A partir du morphisme u, on obtient

RHomz-1pen | (@ (G« Dicryp) ™, A<0 ) — RHomW—l'D?n (7' D p,AfCO*)p)
ou encore

RHOmﬁ-—IDZ}ﬁ) ( (j*D((C* )an .A<0 ) ‘A(<(CO*)P
Montrons que ©* est un isomorphisme. Il suffit de le faire localement.
A distance finie, ¢’est un isomorphisme.
Placons-nous maintenant au voisinage d’un point du bord de (C*)P. Quitte
a faire une permutation d’indices, on peut supposer que ce point s’écrit 9 =
(01, ..., 00,0041, O iy, .. ty) € T H(E).
Le faisceau (j,D(c+)»)*" est un D(Pl)p -module localement libre de rang 1 : au
voisinage de 6°, montrer que

RHomﬁflpl&ﬁ)< (j*D((C* )an .A<O ) A<(CO*)17

est un isomorphisme revient donc & montrer que

an 0 u* 0
Homﬁqpl&ﬁ) (7~ (]*D ) A<(C*)p) — A(fc—*)p

est un isomorphisme. Or, u* est défini par u* : ¢ — pu(l) = ¢(1). Le
morphisme ¢ étant entiérement déterminé par (1), u* est un isomorphisme.
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e Vérifions la structure de D(@)p—module a gauche.
Le morphisme u* est bien un morphisme de D-modules a gauche : on a

w50 p) = (£;0,,-0)(1) = @(1.t;0,,) = @(t;01,) = t;0,,0(1) = 1;0,u" ()

u*(tjp) = (t.p)(1) = o(1.t;) = p(t;) = tjp(1) = tju(p)

2.2 Conditions de croissance et de décroissance
pour les fonctions sur C?

Nous aurons également besoin de conditions de décroissance sur les fonctions
en si,...,s,. Tout d’abord, considérons la compactification de C = R x R
en C = P!(R) x P}(R). On notera P!(R) = R U {oo}. Considérons ensuite le
diagramme suivant dans la catégorie des variétés analytiques

(Cy x CPjzP

(C)p x T : (CH)r x CP
Qi q
(C)P x T . (C*)P x CP
/ K m
(C*)p @p (C*)P x CP/ZP
(C* Cr /7P
ou le morphisme ¢ : (01,...,0p,51,...,5p) — (€7, ...,€%%,51,...,5,) est le

revetement universel de (C*)?, et £ est l'inclusion de C? dans C’.

Construction du faisceau B<°

Définissons tout d’abord un faisceau, noté ngo, sur C". Notons pour cela Z
le diviseur a l'infini de (R x P'(R))?.
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<0 sont

Sur un voisinage V' de tout point de (R x P}(R))?, les sections de B2

les fonctions de F(Tl'_lﬂ'(v \ Z), (’){éﬁ) vérifiant I'estimation suivante :

VN = (Ny,...,N,) € N’ 3Cx > 0,Y(s1,...,s,) €7 'w(V\ Z) :

p
‘9(317 T Sp)| < COn H ‘Sj‘iNj
j=1
Au voisinage de tout autre point, I'unique section de ngo est 0.

Nous construisons alors le faisceau B<? en étendant la définition de ngo a

—_—~—

=P . . . .
(C*)P x C” de la maniére suivante : les sections de B<? sont des fonctions
holomorphes en les variables (oq,...,0,,51,...,5,) et 'estimation ci-dessus

—_—~—

est uniforme par rapport aux (oy, ..., o0,) dans tout compact K C (C*)r.

Construction du faisceau £

Introduisons également le faisceau des fonctions holomorphes sur C? a crois-
sance au plus exponentielle d’ordre 1 verticalement en chaque variable, et

définies sur des ouverts stables par les translations 7i,...,7,. C’est un fais-
ceau sur (C)? = (PY(R) x P(R))?, et il est noté &.

Notons encore Z le diviseur a I'infini de (R x P!(R))?.
Sur un voisinage V' de tout point de (R x P!(R))?, les sections de & sont les

fonctions de I‘(ﬂ_lw(v \ Z), Og;) vérifiant l'estimation suivante :
3C, A >0, Y(s1,...,8,) € 'n(V\ Z):

951, .. 5,)| < Cet o= Im(=)

Au voisinage de tout autre point, I'unique section de &£ est 0.

DEFINITION 2.2.1 Le foncteur des solutions holomorphes, a croissance au
plus exponentielle d’ordre 1 verticalement, d’un C[s|{(T,7~')-module est

Sol(—, &) : Mod(Cls)(r,77 1)) — D’C",C)
M —  RHomgps)r 1) (M, &)
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Chapitre 3

Transformation de Mellin et
foncteurs des solutions

On reprend les notations des chapitres 1 et 2.

Dans cette section, nous définissons une transformation de Mellin faisceau-
tique et nous montrons qu’elle commute au foncteur “solutions”.

Une telle transformation a déja été étudiée par O. Gabber et F. Loeser dans
le cas (-adique (|G-L] et [Loe|).

Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique m > 0 et (k*)? le
tore Spec k[t,t;!,. .. sty t, 1. Munissons le groupe des caractéres (-adiques
continus (¢ # m) du groupe fondamental modéré de (k*)? d’une structure
de Q-schéma. Notons alors C((k*)P) ce schéma, D%, (C((k*)P), Oc(+yr)) la
catégorie dérivée des complexes bornés de Og¢((x+)p)-modules a cohomologie
cohérente, et D°((k*)P, Q) celle des complexes bornés de Qg-modules & coho-

mologie Qg—cgrgtructible. La transformation de Mellin en question est alors
un foncteur (=) : DY((k*)P,Q¢) — DP,(C((k*)P), Oc(x+y»)) tel que, pour
tout point fermé y de C((k*)P) et tout objet F de Db((k*)?,Qy), la restric-
tion de F a x s’identifie canoniquement au complexe des sections globales
RI'((k*)P, F ® L), ot L, est ici le faisceau de Kummer associé a .
Revenons au cadre complexe. Rappelons que ¢ : (C*)P — (C*)? est le revé-
tement universel de (C*)?. Le faisceau £ = q1¢~'C -, est un systeme local
de C[My, M{*, ..., M, Mp_l]-modules libres de rang 1 sur le tore (C*)?, ou
les multiplications par les M; sont les actions des monodromies autour des
hyperplans de coordonnées.

Une adaptation possible au cas complexe de la transformation de Mellin de
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|G-L] et [Loe| est alors le foncteur
D((C*)P),C) — D*(Mod(C[My, My ..., M, M)
F — RI((C),F &c L)
Cette définition est annoncée par C. Sabbah dans [Sab-2].

C’est une définition quasi-identique que nous proposons par la suite (voir la
définition 3.2.1) : la seule différence vient du fait que nous nous plagons dans
le compactifié en anneaux de (C*)P.

3.1 Torsion par le noyau 7

Nous définissons ici le faisceau .7, dont la structure trés riche est au coeur
de la transformation de Mellin faisceautique que nous allons définir.

3.1.1 Résultats préliminaires et faisceau £

—_~—

Rappelons que ¢ : (C*)P — (C*)P est le revétement universel de (C*)? et
notons G : (C*)P — (C*)? celui de (C*)P.
Ces applications sont définies par

(01, .. 0p) — (t1,...,tp) = (e, ... €e%)

Considérons alors le diagramme cartésien suivant :

— i —

[ ©

£S
Q)

(Cyre : (Cy
Nous noterons encore
(C) x CPJ 22 : (T x C?/zv
q q
(C*)» x Cr /2 : (Cy x Cr/z?
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De méme, nous noterons indifféremment 7 : (C*)P x C? — (C*)? x C?/7ZP et

—_~— P

7 (C*)Px CP — (C*)P x CP/ZP les passages au quotient par les translations
Tj-

Afin d’alléger les notations, nous noterons par la suite
6 - k*ﬂ-* ?8*);7 xCp
LEMME 3.1.2 On a un isomorphisme de faisceaur de C-espaces vectoriels

q (E*W*O%Mp) ~ G5 'O

PREUVE : On a un morphisme naturel

T ——1 ——1 —177A
k*m@%)/px@ = kq  mOCpxcr — ¢ kaTOCypwer =7 O

Ce morphisme est un isomorphisme : on le vérifie sur les fibres.

D’ou I'isomorphisme souhaité. [

On note alors L le faisceau q‘!q‘—lg@)p.

Cest un systéme local de C[My, My', ... M, M;l]-modules libres de rang
1, la multiplication par M; étant Paction de la monodromie autour du j™°
hyperplan de coordonnées.

La restriction du systéme local £ & (C*)? est le systéme local £ défini dans

I'introduction de ce chapitre 3.

Le faisceau 1§ 1O = O®cL est alors un faisceau de C[M;, M !, ..., M, Mljl]—
modules.

LEMME 3.1.3 On a un isomorphisme de faisceaux de C-espaces vectoriels

Y ~ 7
(My—1,...,M,—1)
PREUVE : Une fois choisi un isomorphisme local de £ avec C[M, M, ..., M, szl],

une section locale de 1g'O = O ®¢ L est représentée par une somme finie
Z foaM® (ou les f, sont des sections locales de O), avec la notation habi-
finie

tuelle M := M --- M," pour tout a € ZP. La somme Zf“ ne dépend

finie
pas du choix d’un isomorphisme local. On a donc un morphisme naturel
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3G 'O — O qui A toute section locale Z fa M associe Z fa-
finie finie

Il est surjectif et son noyau est bien (M; —1,..., M, — 1)qg*O. O

3.1.4 Construction du faisceau 7

Afin de construire ce faisceau, nous considérons la structure naturelle de

D = D[sy,...,sp[(r, 17", ..., 7,7, )-module sur le faisceau de fonctions

0=k W*(’)(C*)pxcp, avec, rappelons-le, D 'algébre de Weil de (C*)P.

DEFINITION 3.1.5 Soit le D-module

Ts+1 —

D(tla%—sl—l e — —1,Tlt;1—1,...,7pt;1—1>

On pose alors

T = Homg (TSH (9) Homg <TS+1 ko, ((C*)Px(CP>

ou D et T sont ici deuz faisceaux constants sur (C*

Cp xcr/ze.
Cest un sous-faisceau de ry "Oc jzo-modules de O sur (C*)P x CP/ZP (puisque

les actions de D et de ry ' Ocryze sur O commutent).

3.1.6 Une autre description de .7

Rappelons tout d’abord un résultat utile.

Soient X un espace topologique, ¢ : X — X son revétement universel, Y
une variété analytique complexe et pry : X XY — Y la seconde projection.
Un faisceau F est dit localement constant de pr; 'Oy-modules si, sur tout
ouvert U x V assez petit, le faisceau F|yxy est un pry 'Oy-module. Il est dit
localement constant de pr, 'Oy-modules localement libres de rang m si, sur
tout ouvert U x V assez petit, on a un isomorphisme

Fluxy = (prytOy)™

Le foncteur qui, & tout faisceau de pry'Oy-modules F, associe le faisceau
(pra2 o q)+q 'F induit une équivalence de catégories entre la catégorie des
faisceaux localement constants de pry 'Oy-modules et celle des Oy [7r1(X )]-
modules.
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Si Y est un point, on retrouve I'équivalence de catégories classique entre les
faisceaux localement constants de C-espaces vectoriels (ou sytémes locaux)
et celle des C[m(X)]-modules.

On note C[T,T7'] := C[T1,...,T,, Ty ', ..., T, ] le faisceau constant d’an-
neaux sur CP/ZP, qu’on considére comme un sous-faisceau d’anneaux de
Ocr/zr. On note encore C[T,T~'] son image inverse par ry et 5 o q.
Si C[m ((C*)P)] = C[M,M~"] avec M = (M, ..., M,), alors, via 'équiva-
lence de catégories rappelée ci-dessus, le faisceau r; 'L muni de la structure
de 75 ' Oc» jzo-module triviale correspond au C[M, M ~]-module C[T', T~ sur
lequel M; agit par la multiplication par Tj_l.
De méme, 5 Ocr sz correspond au Ogy ze [M, M “H-module Oc» Jze SUr le-

O(cp/zp [M, M_l]
(My—1,...,M,—1)
On en déduit que le r; 'Oc» sze-module 7 Ic Qclr,r-1] T2 1Oc» Jz» correspond
au Ocp 7o [M, M~|-module C[T, T~ @cprr-1) Oceze sur lequel M; agit par
M;(a®b) = Tj_la ®1b= Tj_la ®Rb=a® Tj_lb.
Localement sur (C*)? x CP/ZP, on peut choisir une détermination de t5*1 :=
9+ 2t Une section locale de 7 consiste en la donnée d'une sec-
tion locale ¢ de O staisfaisant aux équations définissant T°*!. Par suite,
T est égal au ry 1O@p/zp—module Ty 1Ocp/zp.ts+1 C O. En particulier, 7
est un faisceau localement constant de r;'Ocs/zo-modules localement libres
de rang 1. Puisque Mj601(51+1) ceeop(sptl) = pimsjooi(sitl) L. pop(sptl) —
Tj_le"l(slﬂ) ... et e faisceau localement constant .7 correspond, via
I'équivalence de catégories rappelée ci-dessus, au Ocp/zo[M, M ~H-module
Ocr/z» sur lequel M; agit par la multiplication par Tj_l, c’est-a-dire

Ocp/zp [M, Mﬁl]

(MyTy —1,...,M,T,—1)

quel M; agit par 1, c’est-a-dire

Remarquons maintenant que I'on a un isomoprhisme de Ogp z0[M, M~
modules
C[T, Tﬁl] Qcir,r-1] OCP/ZP = O(cp/zp (jj)
1o f —  f

ou, sur le terme de droite, I'action de M; est la multiplication par Tj_l, et,
sur le terme de gauche, I'action de M; est la multiplication par Tj_1 sur le
facteur C[T,T~'] uniquement.
Via 1’équivalence de catégories rappelée ci-dessus, cet isomorphisme corres-
pond & un isomorphisme de faisceaux localement constants de ;' Ogp s
modules

7“1_1[: Qcir,r-1] Tglocp/zp - 7 (1)
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ou encore 15 1
Tl £ ®(C T2 O(Cp/zp ~

%y
(M\T, —1,..., M, T, — 1)

Cependant, remarquons que si on compose au but 'isomorphisme (£) avec
la multiplication par un inversible quelconque 7% (o € ZF) de C[T, T~!], on
obtient un autre isomorphisme

(C[T, T_l] ®(C[T,T—1] O(CP/ZP ; O(CP/ZP
lo f — T°f

Ainsi, I'isomorphisme (ff) n’est pas unique.
Pour plus de précisions, détaillons les calculs.
Détail des calculs

Considérons, tout d’abord, la suite exacte

%‘1 — 851 — 1
o)
o, P T 1
et —1
1 -1 o Tpefgp -1 ~ 2p
0——=q 1y Ocrjzp — k*ﬂ*(’)?g*)pxcp (]{;*m(f)?(g*)pxcp>
ol
o : h(Tl, ce ,Tp) — h(e_%”sl7 . 76_21’7“?)6‘71(51‘*‘1) ... eop(sptl)

Le foncteur ¢ étant exact a gauche, on a la suite exacte

el
tla_tl_sl_l

,
tpa—tp — s, — 1
Tltl_l —1
1 -1 Qo _7 Tpt;I —1 ~ 2p
0—=qq 1y Ocrjzr — Q!k*ﬂ*o?g*)pxcp (q‘k*ﬂ*og&)”@’>
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ou encore

)
tla_tl_sl_l

Pat,
Tltfl -1

_ i ottt N2
00— 7“1_1/; ¢ T’Q_IOCP/ZP 20, qq O or (cj;cj‘%?)
tlaitl — S1 — 1

8
tpatp —s,—1

Nous noterons par le suite A, le morphisme 1

Tpt;1 —1

Décrivons le morphisme ¢ ¢.
Pour tout ouvert simplement connexe U de (C*)? et tout ouvert W de C?/Z?,
on écrit ouvert ¢~ (U x W) de la fagon suivante :

avec les U, isomorphes a U. Comme dans le lemme 3.1.3, une fois choisi un
isomorphisme local de £ avec C[My, M[ ", ..., M, Mljl], I’expression de qi¢p
sur un ouvert U x W est

Z fa(Tl, R ’Tp)Ma N Z fa (6722%81’ o e*2i7rsp) |:ti1+1 . t;p+1] M

- - «
finie finie

. +1 X ) o . 1

ol [t‘?H N ] est la ™ détermination du produit ¢! - 677 cest-
(e

a-dire la valeur du produit e?*(1*1 ... (et gur Pouvert U, x W.

L’action de M; sur g 'O induit alors sur ry 1L ®c ry 1Oc» sze Laction de
M; ®1T.
Plus généralement, pour tout 5 € ZP, on a

TOMP N fuMe, MBZfa[t?“---t;P“ Me

- - a
finie finie
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En effet :
a6 (TMP Y 1) = qo( 30 7MY = 37 L0 [i gt et =

finie finie finie atp

Z fa [tiﬁrl . t;p+1] aMa+B - MP Z fa |:til+1 . t;p+1] aMa‘

finie finie

Mieux : le sous-module (M;T7—1, ... ﬂpr—l)Tflf®@rglOcp/Zp est 'image
inverse de (M; —1,..., M, — 1)qig 'O par 'injectiong .

LEMME 3.1.7 Si on passe auz quotients dans la suite (T), l'evactitude est
Tl_lﬁ ®(C T2_10(Cp/zp
(M\Ty —1,...,M,T,—1)

conservée, c’est-a-dire que est le noyau du mor-

phisme O sutvant

0 _ o _
t18t1 S1 1

tp% —s,—1
Tltl_l —1
5, Y Tty 1 ( Y )2p
(My —1,...,M,—1) (My—1,...,M,—1)
Remarquons que l'on a un diagramme commutatif
— As - =177\ 2p
aq O (@q—0)

e 5, ( ) > 2
(M, —1,..., M, — 1) (M, —1,..., M, — 1)

PREUVE : Le morphisme ¢¢ étant injectif, il I’est encore par passage au
quotient puisque I'image inverse de (M;—1,..., M,— 1)@ ' O par l'injection
Q¢ est exactement (MTy — 1,..., M,T, — 1)ri' L ®c 5 Ocr s

Nous avons le diagramme commutatif suivant :

1A _ q1¢ - As — 1A
i L @cry Ocoyr —> g7 'O —> (a7 'O)*  ({1)

Vlg ) ,,lg

ri' L ®c 1y Ocr = g0 —= (G.g *O)*
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0
tla—tl

. o :
ou le morphisme A est P atpl et le morphisme v est
T —
T, — 1
D o A
finie finie @

avec les mémes notations que précédemment.

Dans le diagramme (11), le faisceau q1¢~'O est équipé des actions des M;
sur la ligne du haut et des M;T; sur la ligne du bas. Quant au faisceau
'L ®Rc 1y Ocr sze, 1l est équipé des actions des M;T; dans les deux suites
exactes et ces actions sont compatibles avec les fléches du diagramme.

Il nous reste & montrer que le noyau du morphisme

qq O 5 ( 7q 'O )2p
OLT, —1,... M,T, 1) LT —1,...,M,T, — 1)
7‘1_12 Q¢ 7’2_10((:17/217

(M\Ty —1,...,M,T,,— 1)
Considérons tout d’abord le morphisme

) A ( qq 'O >2p
| (M\T, —1,... M,T, 1)

et calculons-en le noyau, c’est-a-dire résolvons le systéme

est

tig- > faM® € (MTy = 1,.... M,T, = 1)ag 'O

v " finie o
J )Y fuM® e (MTy —1,..., M,T, — 1)Gq 'O
finie
Il suffit pour cela de trouver une solution particuliére dans (M;11—1, ..., M, T,—
1)@ ' O. La section Z faM*® est donc une section de
finie

Kerqip + (MiTy — 1,..., M,T, — \)aig O
c’est-a-dire une section de

ri'L®cry Ocoyzr + (MyTy — 1,..., M,T, — 1)qqg 'O
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Le noyau de ¢ est donc

ri ' L®cry ' Ocryze + (MITy = 1,... , MT, — 1)gq 'O
(M\Ty —1,...,M,T, — 1)3q 'O
ri 'L ®c ry Ocejze
ri 'L @c 1y Ocoyze N (M Ty — 1, M, T, — )qg 'O
'L ®c 7“510@/219
(M\Ty —1,..., M, T, — 1)

I

Tout ceci se résume dans la proposition suivante :

PROPOSITION 3.1.8

ZgCOCP/Zp .
GRT T LT ¢ 7 dépend

du choiz d’un relévement de ti1+1~~t;‘7+1 au revétement universel.
Nous Uavons fizé ici ¢ et ... oo+ - Tout qutre détermination
de t5 .. -tf,pﬂ s’obtenant par multiplication par un mondéme T, on
obtient un autre isomorphisme par composition avec la multiplication

1. L’isomorphisme induit par q¢ entre

E&(Co(cp/zp

, A

d’un tel mondme SUT AT, 1. M, Ty 1)
LRB:Ocp /zp

et J sont donc isomorphes en tant

Les deux objets T T, M, Ty T)

que r;lOCp/Zp-modules (G un isomorphisme non unique prés). Par abus,
nous les identifierons grace au morphisme q .

2. Le faisceau L Mg Ocrzr hérite de la structure de Tglocp/zp—m_odule,

et de l'action des monodromies M; provenant du systeme local L. Sur
E&Cocp/zp

M Ti—1,...,M,Tp—1) ¢

Plus précisément, les actions des M; sur L induisent les multiplications
Eﬁcoczﬂ/zp

(M Ty —1,..., M, Tp—1)

du choix de la détermination de t

le quotient i , les actions de Tj’1 et M; sont identifiées.

et donc sur 7, cela ne dépendant pas
s1+1 t5p+1
sl

par les Tj_1 sur

3. Le faisceau T est donc un faisceau localement constant de 5 ' Ogcs /zr-
modules localement libres de rang 1, ou encore, selon Deligne ([Del]), un

syteme local relatif a la projection ry : (C*)P x CP/ZP — CP/ZP. Ceci
signifie que, sur tout ouvert U X V assez petit, on a un isomorphisme

-1
Tluxy =1y Oy
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3.1.9 Torsion de A(fc%)px@/zp par 7

On s’intéresse ici au faisceau

<0
A (C*)pxcr/zP ®T§10cp/zp
<0
Nous définissons une structure de D-module sur .A Crxcr/ze Ory Ocpam
comme suit : pour toute section locale g ® w de “4<<c0* pxCr /20 1O 0 7,
on pose
dg
ti0y, . gQW =1t Quw
9 7 ot;
Pour toute détermination ¢ de la fonction 5. .. ¢,? i , application
<0 <0
A (C*)pxCp/zZP ~ A (C*)pxCp/zP ®7"2_10<cp/zp 7
gt g0

est un isomorphisme compatible avec les structures décrites ci-dessus de D-
modules et de r5 ' Ocp /zv-modules.

Tout autre isomorphisme compatible avec les structures de D-modules et de
75 Ocr sze-modules se déduit du précédent par composition avec la multipli-
cation par un monome 1.

N . , <0 .
Cependant, a la différence de A ()P xCr /70" le faisceau
<0 <0 —1p
A (C*)P)((CP/ZP ®T2_1©Cp/zp 9 A (C* P><(CP/ZP ®(C[T7T_l} rl E

est équipé de p automorphismes de monodromie non triviaux autour des
hyperplans de coordonnées de (C*)?, qui sont identifiés aux multiplications
par les p variables Tj_l = e2imsi

3.2 Théoréme de commutation de la transfor-
mation de Mellin et du foncteur des solu-
tions

Nous sommes maintenant en mesure de définir la transformation de Mellin
faisceautique et d’énoncer le théoréme de commutation de la transformation
de Mellin et du foncteur des solutions.
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DEFINITION 3.2.1 Le foncteur de transformation de Mellin faisceau-
tique est

M : Db<(@)p, (C) — Db(QﬁOD(Ocp/Z‘,p))
_ L L
F o— RF((C*)p,f &c 5) [p] ¢, O(CP/ZP

— L
ou T; agit sur RT((C*)”, F ®c E) par Mj_l.

Le transformé de Mellin d’un objet F de D’((C*)?,C) n’est autre que I’ana-
lytisé de ses modules d’Alexander sur (C*)? (voir [Sab-1] pour la définition
des modules d’Alexander d’un faisceau).
Les différentes notions de constructibilité sont rappelées a la section 1.6. On
peut alors énoncer la propriété suivante :

PROPRIETE 3.2.2 Si F est un objet de D*((C*)?,C) a cohomologie R-
constructible, alors M(F) est un objet de D, (M0d(Ocr/z0))-

coh

PREUVE : Comme F est & cohomologie R-constructible et £ est C-constructible

L
(en fait, c’est un systéme local), le complexe F ®¢ L est un complexe
de faisceaux de C[M, M~ ']-modules libres de type fini & cohomologie R-

Ny L
constructible. Pour tout j, R]F(((C*)p,]-" Q¢ E) est alors un C[M, M~ ')-
module de type fini.

_ L L
Ainsi, RF((C*)I’,}" ®c E) [p] @cirr-1) Oceyze est un complexe a cohomolo-

gie Oc» /zr-cohérente (voir [Ser-1] et [Ser-2]). O

La suite est consacrée a la démonstration du théoréme suivant :

THEOREME 3.2.3
Pour tout Dc+p-module algébrique cohérent M, tel que Sol<0(./\/l)‘((c*)p est

a cohomologie C-constructible et Sol<0(M)|(@)p\(C*)p est a cohomologie R-

constructible, il existe un isomorphisme canonique dans D*(9M0d(Ocrz»))

9ﬁ<801<0(./\/1)> ~ Sol (zm(M))

D’aprés ce que nous avons vu au paragraphe 2.1 (propositions 2.1.3 et 2.1.4),
nous avons le corollaire suivant :
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COROLLAIRE 3.2.4 Si une des deux hypothéses suivantes est vérifiée
— M est un Dc-yp-module holonome, régulier sur (P*)P \ (C*)?

— pour p =1, M est un Dc«-module holonome

alors il existe un isomorphisme canonique dans D*(9M00(Oc/z0))

mt(soz<0(/\4)) ~ Sol (zm(M))

Nous avons également évoqué au paragraphe 2.1 que, selon C. Sabbah ([Sab-3|
th. 7.3), le théoréme 3.2.3 est vrai pour M holonome, dans un cas particulier,
pour p = 2. De plus, il existe une conjecture selon laquelle les hypothéses du
théoréme 3.2.3 sont vérifiées pour tout p dés que M est holonome.

3.3 La preuve

Plan de la preuve
L’idée de base est que 'on a un isomorphisme

RHomcgr -1 , mOgy) = RHomDCp /2P (Mgs Jzps Tx O)

cP /7P (m(M)mp/Zp

ou t; et tjatj agissent sur 7, O par 7; et —s;.

Dans un premier temps, on montre donc que 'on a un isomorphisme
de D¢, /Zp—modules sur les faisceaux de fonctions, puis on passe au cas
général en appliquant le foncteur RHomp_, s (Meyp /77> -).

Plus précisément, dans un premier temps, nous exprimons différem-
ment M(Sol<*(M)), pour un Dc+p-module algébrique cohérent M,
tel que Sol<°(M) est a cohomologie C-constructible sur (C*)? et R-
constructible sur le bord de (C*)?. Ensuite, nous procédons en deux
étapes.

Nous démontrons d’abord le théoréme 3.2.3 pour p = 1. Pour cela, nous
calculons de deux manieres le complexe de D¢ /z-modules

<0 (rt=1=1). <0
K = Ry, [ro A~V a2

Nous montrons qu’il est isomorphe, d’une part a 7O [—1], et d’autre

5 <0 : : .
part a RTQ*(A@X(C 12 Br;10c2 ), avec des actions bien choisies. Ces

derniéres font donc de I'isomorphisme

RT2*<A%)XC/Z ®

7)1 = 708

T;loc/z
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un isomorphisme de D¢ /z-modules. Nous n’avons alors plus qu’a appli-
quer le foncteur
RHomp(M, —)

La cas ou p est quelconque se fait par récurrence sur p, a partir du cas
4 une variable.

PROPOSITION 3.3.1 Pour tout Dc-»-module algébrique cohérent M, tel
que Sol=°(M) est a cohomologie C-constructible sur (C*)P et R-constructible

sur le bord de (C*)P, et dont le module des sections globales est noté M, on a
un isomorphisme canonique dans D*(9Mod(Ocr/z»))

m(SOl<O(M)) = RTQ*RHOmQ<M, A(fci*)px((jp/zp ®r;10CP/Zp y) [p]
ou tjatj agit sur A(TCL*)P xCP /7P ®T§10cp/zp T par tjatj 9t T)®w = tngi(I, T)ew

PREUVE : Etape 1 :

T;lz®cT;10@p/Zz)

MiTi—1,. . MpT,—1)° o
Commengons par montrer que pour tout objet F de D°((C*)?,C), on a

Par la proposition 3.1.8, on a .7 = (

L L L
Ry, (7' F &c 7) 2R (O, F ¢ £) Sgipr) Ocjzo

Pour cela, calculons :

L
Rry, (r7'F ®@¢ 7)

L —157 -1
. -1 r;  L®cry  Ocp /zp

MiTy—1,...,MpTp—1)

1l AL
— Rr ry (FRcL)®cry Ocp/zp
2o\ (M =Ty T My—T; )

1k -1 L
_ r (FRcL)TT™] -1
= Rrd anor a0 Sz Ocs /2

L _
Rro,r] (FocO)T, 1Y L
(My=Ty b, Mp=T;, )

— L __ L
= RF((C*)p,f ®(C £) ®C[I,I_l] W_IO(CP/ZP

cirr— Oceyze (car ra est propre)

Etape 2 :
Appliquons ce qui précede a F = Sol<%(M). 1l vient

M(Sol<° (M) = R, (r7 S0l (M) G T) 1]
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Par le lemme 2.1.5 : Sol<°(M) = RHomp (M, A(fc%)p). On a alors un mor-
phisme canonique (voir [K-S| p.114) :

1 "RHomp (M, A(%J*)p) — RHomp(M, r, 1A(<(?*)p)
Ce morphisme est en fait un isomorphisme : comme M est un D-module de
présentation finie, il suffit de le vérifier pour M = D, ce qui est clair.
Puis :

L
RHomp(M, rl_lA(fC%)p) ®c T

tae0 WL L
~ RHomp(M, A(fc—*)p) ®Rc ry Ocrjzr @

—1
Ty Ocp/Zp

Par la proposition 5.1.1, il vient alors

L

RHomp (M, r1 " AT, Se 7 = RHomp(M VA e ze) ®

T

—1
7"2 Ocp/zp

On a enfin un morphisme canonique (voir [K-S| p.114)

L
RHomp(M, A2 ) ®

(Cx)pxcCp/zP r;l(’)cp/zp T

— RHomp (M, A<0 ® T)

C*)pxCp/zZP r;log;p/zp

qui est en fait un isomorphisme (il suffit encore de le vérifier pour M = D).
En ce qui concerne I'action de D sur A% ®,— T, elle provient de

(T )pxCr/zp 3 Oc /20
l'action de D sur Afco*)p, donc ;0,, agit par ;0 . (t T Qw=t;24 o7 L(t,T)Quw.
Enfin, isomorphisme est naturellement dans D°(900(Ocs/z»)), les actions
étant claires. O

3.3.2 Démonstration du théoréme 3.2.3 pour p =1

La démarche utilisée dans ce paragraphe est analogue a celle de B. Malgrange
dans le cas de la transformation de Fourier ([Mal-4]).

On suppose dans tout ce paragraphe que p = 1.

On commence par exprimer de deux maniéres différentes le complexe

<0 (rtT-D). <0
K =Ry, [mAZ o AT ]
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IC est un complexe de D¢ sz-modules, sur lequel ¢ et t0, agissent par t et
t2 —s—1.
ot

D’aprés le lemme 2.1.1, nous avons la résolution de Dolbeault suivante, qui
est acyclique pour 79, :

7.[.*‘/4<0

C*xC — = [W*Cci*ox C<0 ]

C*xC
°

Donc, I est le complexe simple associé au complexe double

t—1-1
(T2 © T‘-)*CE*OX(C u (T2 o T‘-)*CE*OX(C

Of O
rt—1-1
(r20m),CE2, o "~ (ra0m) CE,
ou le bidegré (0,0) est placé en haut a gauche.

En écrivant (room), = (ga © 7).y, le complexe K est le complexe simple
associé au complexe double

(rt=1-1).
<q2 © 7T) C]P’1><<C 4> (Q2 © 71-)>1<C1I§10><(C

’ -

Tt 11y,
(g207),C50 ¢~ (o) O30

ou le bidegré (0,0) est placé en haut a gauche, car RmC@X(C T C'(E*OX(C =

Ci o (voir le pargraphe 2.1).

On s’intéresse aux colonnes de ce complexe double : dans la section 5.2.1, on
montre dans la proposition 5.2.2 que 1'on a une suite exacte de D-modules

o e T O [t % T Og™ t
00— (g2 0 1),C5% o ~2+ (g 0 7),C50. e A

ol t et td; agissent par ¢ et t2 —s—1, et avec eo (1t~ ' —1) = (1t7' — 1) oc.
On en déduit que

T O3] o, mOg ([l (1) mogn(H][f] . mOg (311

K= mOg" [{] @ (O)mOg 1] T 02 [1] & (O)mOgm 1] [-1]
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dans la catégorie des D-modules, ou t et t0; agissent par t et t% —s—1.
11 suffit alors d’étudier I’action de 7¢~! — 1 sur chacun des termes de la somme
directe. C’est l'objet des deux lemmes suivant.

LEMME 3.3.3 On a un isomorphisme de complexes de D-modules

m Og [l (Tt ). Ogn (]l

-0 1] oz | Y

ou t et t0; agissent sur le membre de gauche part et t% —s—1.

anfrl
PREUVE : Soit >~ a’;ff) une section de W(ff—(w On a alors dans ce méme
*~C
quotient (¢~ — 1) 200 @l — gy (s) 4 Y00 | enmtletDman(s) ) egt alors
clair que ce morphisme est bijectif. O]

LEMME 3.3.4 On a un isomorphisme de complexes de D-modules

O[3 (=) mogn[)(d)
T OF" 1] mOg" ]

= m1.0¢"

ou t et t0, agissent sur le membre de gauche par t et t% —s—1, et surle
membre de droite par T et —s.
an 1
PREUVE : Soit Y - b,(s)t" une section de % On a alors dans ce
™Yy

meéme quotient (7t —1) Y07 by (s)t" =Y 00 (bpta(s+1) — by(s))t™. Il est
alors clair que ce morphisme est surjectif, et que son noyau est isomorphe
a m, O via lapplication Y7 b, (s)t" — bi(s). De plus, une vérification
simple montre que les actions de ¢ et t% — s — 1 deviennent, a-travers ce
morphisme, les actions de 7 et —s. O

Nous en déduisons donc I'isomorphisme de complexes de D-modules
K[1] = 7.0

ou t et t0, agissent sur le membre de gauche par ¢ et t% —s—1, et sur le
membre de droite par 7 et —s.
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Mais, nous pouvons calculer d’une autre maniére le complexe /.
En effet, d’aprés la proposition 5.3.3, on a une suite exacte

<0 <0 Tt <0
'A(C*XC/Z ry ' O0cz T 7 W*'A@ ‘Ac*xc =0
. <0 N
Et la structure de D-module que nous avons mise sur .A(C*X c/z ®,1 Ocsz T, a

la section 3.1, est celle qui en fait une suite exacte de D-modules.

On a donc

~ <0
K= RTQ*('AC*X(C/Z 2'Ocz

)

C’est un isomorphisme de complexes de D-modules ot ¢ et t0; agissent sur le
membre de gauche par t et t% —s—1, et sur le membre de droite par I'action
décrite a la section 3.1.

En conclusion, on a un isomorphisme de complexes de D¢ z-modules

<0
RTZ*('A(C*X(C/Z 2 Oc/z

] = 10w (3.1)

ou t et t0; agissent sur le membre de gauche par I'action décrite a la section
3.1, et sur le membre de droite par 7 et —s.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme 3.2.3 pour
p=1

PREUVE :(du théoréme 3.2.3 pour p =1)

D’aprés 3.3.1, on a M(Sol<*(M)) = Ry RHomp___ C/L(M@X(C/Z, ‘Ac?xC/Z®T;10c/Z
T)1] = Rro,RHom,,-1p,, (r2™ "Mc/z, AC*XC/Z R 1005 J)[1] dans la cate-

gorie D*(Mod(O¢,z)), puis, grace a un isomorphisme de [K-S] p.112, on a

M(Sol<*(M)) = RHomQC/Z(MC/Z,RTQ*(A<OXc/Z ®,710.,, 7)), ottt et
t0; agissent sur Rrg*(Aé,? c/z @ryloe; ) par l'action décrite a la section

3.1. Puis, d’apres l’isomorphlsme 3.1 ci-dessus, on a un isomorphisme dans
Db(ﬁ)ToD(OC/Z))

M(Sol<*(M)) = RHomp (M, 7.0%")
ou ¢ et t9; agissent sur ,O" par T et —s. Donc, on a dans D°(90d(Ocz))
M(Sol<"(M)) = RHomg(g)ir.r—1) (MYM), . OF")
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3.3.5 Démonstration du théoréme 3.2.3 pour p quel-
conque

Commencons par exprimer de deux maniéres différentes le complexe

K=Rr K (mity " = 1,..., 0t — 1 W*A%)px(cp)

ot K*(mtyt—1,... Tty 't =1 W*A%)pxcp) est le complexe de Koszul avec le
degré 0 placé tout a gauche.

K est un complexe de D¢y /z,-modules, sur lequel les ¢; et ¢;0;; agissent par
d

tj et tj% — Sj — 1.

D’aprés le lemme 2.1.1, on a la résolution de Dolbeault W*A%)px o = W*P(Oé)pxcp,

qui est acyclique pour ry,. Donc,

~ . . — - 0,
K=Tot (lC (mtyt —1,... ,Tptpl —1;(rg0 W)*P(@)pxw)>

pycp, €N Ecrivant (rpom), =

k) okl skl
Comme RT.Pemyicr = TP iepxer = Py

(g2 0 ), T, il vient
K=Tot* <K.<Tlt1_1 —-L... ’Tptl:l -1 (QQ o W)*P(OE;’:)PX(CP)>

Si A désigne un ensemble d’indices, convenons pour la suite que C[[t5]] est
I'anneau des séries formelles en toutes les variables ) (A € A).

Notons alors
1 1
08|t ]| [0
T«Ue I i t J

DALJ = 1 1
ST ] 308 e 3 o
tr ty
leJ
pour toutes les partitions (éventuellement triviales) I [[J = {1,...,p}.
DA; ; est le faisceau sur C?/ZP des fonctions holomorphes en (s1, ..., s,) dé-

finies sur des ouverts stables par les translations 7; et a valeurs dans I’anneau

cllrlibe]
(= @ell)[L o) + e[

leJ

des séries

Notons ensuite

DA=EPDAL,

1,J
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ou la somme directe est prise sur toutes les partitions (éventuellement tri-
viales) I [[J ={1,...,p}.

LEMME 3.3.6 On a
(QQ o W)*Pé][{;;)px(jp = DA [_p]

dans la catégorie des complexes de D-modules, ot les t; et les t;0;, agissent

part; et tj%_ —s; — L.

0,. ~ [ .
PREUVE : On a (g207),Pgl)cr = K* (0,055 (420 7),C3 )0 cn)- On
considére alors ce complexe de Koszul comme le complexe simple associé au
complexe p-uple formé des p complexes

.
[(Q2 © W)*C(TP?)px(CP *]> (q2 © W)*C(?P?)Px(cp]
[ ]

que 'on calcule une variable aprés 'autre. Il suffit donc de savoir faire le
calcul de la proposition 5.2.6 pour faire une démonstration par récurrence
sur p. ]
On en déduit donc

K=K (ntt—1,. .. ,Tpt]jl —1;DA) [—p]

c’est-a-dire

I~ EB/C' (71151_1 — 1,7t — 1;DAI,J> [—p]

1,J

dans la catégorie des complexes de D-modules, ot la somme directe est prise
sur toutes les partitions (éventuellement triviales) I [[J = {1,...,p}.

Ce complexe est en fait beaucoup plus simple qu’il n’y parait : tout terme
correspondant a un J non vide est nul.

LEMME 3.3.7 Si J # 0, alors

K* (Tltl_l — 1,...,Tpt;1 — 1;DA[7J) =
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PREUVE : Supposons .J # () fixé.

Encore une fois, on considére ce complexe de Koszul comme le complexe
simple associé au complexe p-uple formé des p morphismes Tjt]-_l — 1 sur le
faisceau DAy s, que l'on calcule une variable aprés l'autre. Soit m = max(.J).
Cas A: m=p

L’action de Tptljl — 1 sur DA; ; est bijective, par le lemme 3.3.3, car p € J.
Le complexe cherché est done K*(mity !, ..., 71t} — 1;0) = 0.

Cas B:m<p

L’action de Tpt;1 — 1 sur DA; ; est surjective, et a pour noyau DA;_g, s,

par le lemme 3.3.4, car p € I. Le complexe cherché est donc K*| 7t —

1,... ,Tp,lt;_ll -1 DAI—{p}J) :

En réitérant le procédé, le complexe cherché est alors KC* (Tltl_l—l, e Tt —
I; DAI—{m+1,...,p},J .
On est donc ramené au cas A : le complexe est donc nul. O]

Cependant, si J est vide et I = {1,...,p}, alors :

LEMME 3.3.8 On a un isomorphisme de complexes de D-modules

1 1
w*ogz;“tl,...,tp”[—,...,—}
tl Zfp )gﬂ_(z)an
— xYCp

.0 [tl, . ,tp}

e (Tltll —1,... ,Tptlfl —1;

ou t; et t;0;; agissent sur le membre de gauche part; et tj% —s;—1, et sur
J

le membre de droite par 7; et —s;.

PREUVE : Il suffit de reprendre le calcul du cas B de la preuve de 3.3.7, en
utilisant p fois le lemme & une variable 3.3.4. (]

Nous en déduisons donc I'isomorphisme de complexes de D-modules

K[p] = 77*0(%2
ou t; et 1;0;, agissent sur le membre de gauche par ¢; et tj% —s;—1, et sur
J

le membre de droite par 7; et —s;.
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Nous pouvons également calculer d’une autre maniére le complexe K.
En effet, d’aprés la proposition 5.3.4, on a un isomorphisme naturel

Ke(rtyt =1, oty = 1 mA<0 AL ®

)PX(CP) (Cx)pxCr/zZP Tglocp/zp

T, a

Et la structure de D-module que nous avons mise sur AEO “16)
*xC/Z 7“2 c/z
la section 3.1, est celle qui en fait un isomorphisme de D-modules.

On a donc

K= R?”Q* <A<0

(T*)pxCp /7P

® T)

Cest un isomorphisme de complexes de D-modules o1 ¢; et ¢;0;, agissent par
tjet t] o%; — 1 sur le membre de gauche, et par I'action décrite & la section

3.1 sur le membre de droite.

—1
7‘2 Ocp/zp

Finalement, on a un isomorphisme de complexes de D-modules

RTQ* (A<0

(C*)pxCpr/zP ®

)b = .0 (3.2)

—1
7‘2 Ocp /Zp

ol t; et t;0;; agissent sur le membre de gauche par I'action décrite a la section
3.1, et sur le membre de droite par 7; et —s;
Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme 3.2.3.

PREUVE :(du théoréme 3.2.3)
On reprend la méme démarche que pour p = 1.
D’aprés la proposition 3.3.1, on a

m(SOl<O(M)) = RTQ*RHomD(C*>pXCp/Zp (M(@)P XCP/ZP? A<(CO* pX(Cp/ZP ®Tglocp/zp y) [p]

~ -1 0
= RTQ*RHOmTQ—lg(Cp/Zp (7”2 M(Cp/Zp, A(<(Ci*)ﬂ><(CP/ZP ®T2_1(9Cp/zp 9)[]7]
dans D*(9Mod(Ocs/zr)), puis, grace a un isomorphisme de [K-S| p.112 :

m(80l<0 (M)) = RHOmQ(M7 Rr2*<A(<CO* Px(CP/ZP ®T510Cp/zp ,_7)) [p]

N ‘ : <0
ol t; et t;0,, agissent sur Rry, (A e /zr CryOch

crite a la section 3.1. Puis, grace a l'isomorphisme 3.2 ci-dessus, on a un
isomorphisme dans D®(90d(Ocr/z»))

M(Sol~*(M)) =2 RHomp (M, .0%)
ol t; et t;0;, agissent sur m.OF par 7; et —s;. Donc, on a
M(Sol (M) 2 RHomey s 1y (M(M), 7.0%)
dans D*(9M00(Oce/z»)). O

) par l'action dé-
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3.4 Exemples de calculs explicites a une va-
riable

3.4.1 L’opérateur t —a
Soit le Des-module M = —2c

DC* (t—a) '

Son transformé de Mellin est 9M(M) = %, et Sol(M(M)) =

Oc/z : c’est le O¢/z-module libre engendré par la solution a®.

Le faisceau des solutions a décroissance rapide de M est le faisceau constant
C(n[—1] supporté par a, dont le transformé de Mellin est RI'(C*, Cy,y ®c

L)®crr-10c/z = RT({a}, L]a})@crr-10¢/z = C[T, T~ Qcrr-10c/z =
O(C/Z-

3.4.2 L’opérateur t0; + «

Considérons le Dcs-module M = %, avec o € C.

Son transformé de Mellin est M(M) = %, et Sol(M(M)) =
o

ey~ 1.

On pose C*L>Tr<-2Z = Sy U S .
Le faisceau des solutions a décroissance rapide de M est le systéme local

Cet™ de C-espaces vectoriels de dimension 1 sur C*, et de monodromie

e~2m autour de t = 0, que l'on prolonge par 0 & C* : c’est donc JCeat ™.

On montre que ces solutions n’ont pas de H!.

Considérons la suite exacte courte

0— jg@c*t_a R L— Ct ™™ ®c L— ngZt‘a KR L0
D’ot un triangle distingué
M(HCeut ™) [—1] — RF(@, Ct™ ®¢ E) Qcir,r-1] Oc/z

— RI(C*, iiC 4t ®c L) @cirr-1 Ocyz -
Puis

M(HCeut ™) [—1] — RF(@, Ct™ ®¢ E) Qcr,r-1] Oc/z SAN
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(RI(S0, €5, @c Llsy) & RI(Soe, Cs, t* @ L) ) Soppry) Oy

ou v est le morphisme diagonal.
Or, on a
_ . OrT =1
RT(CH,Ct " ®@c £) = T 7
0 sik#1

k r k — (C[Tv—T_l] k=1
R F<So7gsot_a®(cﬁ|so) = R F(SOO’QSOOt_a®C£|SOO) — (T,e—217ra) .
0 sik#£1

Il vient alors que

i sk =2
HE(IM(C ot =) [=1]) = { TeZmay SLHV=
< (Ce-t7) ]> { 0 si k2

Oc/z

Le transformé de Mellin de ce faisceau de solutions est donc m[—l].

3.4.3 Les D¢:-modules monodromiques : I'opérateur b(t0;),
ou b(X) € C[X]

On peut immédiatement généraliser ’exemple précédent a un Dcs-module

de la forme D(C%C&at), ot b(X) = [[}_, (X +a;)™ € C[X].

On trouve alors le O¢/z-module de torsion B’_, (T_e,of—/ﬁjwj[—l].

3.4.4 L’exponentielle et la fonction Gamma : 'opéra-
teur t0; +t

Dc*

Considérons le De«-module M = Do (t0010) °

Son transformé de Mellin est 9M(M) = M et Sol(M(M)) =

[s|{(r,r=1)(T—s)’
Oc/z : c’est le O¢/z-module libre engendré par la fonction Gamma.

Notons Z le demi-cercle fermé {6 € S|5 < 0 < 37“} de S.
On pose U = C*\ (S U Z)CL>@<Z‘—)50 uz.

Le faisceau des solutions a décroissance rapide de M est jiCp, (c’est en fait
le faisceau de C-espaces vectoriels de dimension 1 engendrés par e ). On
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montre que ces solutions n’ont pas de H*.
Considérons la suite exacte courte

0= 4iCy ®c L—L£—1Cg,uz Oc L0
D’ot un triangle distingué

M(jCy)[~1] -5 RI(C*, L) @1 Ocyz

L RI(C, iCyyy ®c L) e Ocjz —

Puis
M(H1Cyy ) [—1] - RI(C+, L) ®cir,r-1 Ocyz —
(RF(Sov L|s,) ® RI(Z, Z|Z)> ®cir,r-1) Ocyz RN

ol v est le morphisme diagonal.
Or, on a RI(Z,L|z) = RI'(Z,CI[T, T_l]Z), car tout faisceau localement
constant sur un espace contractile est constant. Donc

CIT, T sik=0

k r _

On a également :
CIT ) sik=1

R'T(C, L) ={ @1 *
0 sik#1

_ CrTl] o —1q
R*T(Sy, L|s,) = Tr-1 7
0 sik#1

On écrit alors la suite exacte longue de cohomologie.

11 vient immédiatement H° <9ﬁ( j;QU)[—l]) = 0. De plus, le morphisme H1 ()

Ocz o

est le morphisme diagonal de (= dans (TLflz) @ 0 : c’est donc un isomor-

phisme. Il vient alors d’une part que H!(3) = 0 et donc H! (im(j;QU)[—l]> =
Oc/z, et d’autre part H* (im(j;QU)[—lD =0 pour k # 0, 1.

On a donc
Sm(J'QU) = O(C/Z
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. D, D
Remarque : Soient les deux Des-modules M; = ==~ et My = =—=—.
. ) . Dex ta't Dex (t0s+t
Si nous considérons les complexes classiques des solutions holomorphes de

M et My, nous avons

RHomDEQ( ?n, O((érg) = RHomDEQ( gn) O((érg) = Q(C*
La théorie classique ne fait donc aucune différence entre les fonctions 1 et e,
Cependant, avec le foncteur Sol<°, il n’en est pas de méme (voir I'exemple
3.4.2). Ainsi, les cas de 1 et de 'exponentielle sont traités difféeremment par
la transformation de Mellin faisceautique.
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Chapitre 4

Transformation de Mellin inverse
et foncteurs des solutions

Reprenons les notations des chapitres 1 et 2.

Rappelons la situation suivante

@9 x Cr/zP

(Cp x T : (C7)P x CP
qi q
(C*P x C" £ (C*)P x CP
/ K .
(C*) [0 (C*)P x (CP/ZP
(C* Cr/z»
ou le morphisme ¢ : (0y,...,0p,51,...,5p) — (€7, ...,€%%,51,...,5,) est le

revétement universel de (C*)?.

Le probléme consiste & comprendre le lien entre les solutions d’un module
aux différences finies et les solutions du transformé de Mellin inverse de ce
module (voir section 1.3). C’est ainsi que nous construisons un foncteur, ap-
pelé transformation de Mellin inverse faisceautique. Le théoréme que nous
obtenons dans un premier temps n’établit que deux morphismes canoniques
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reliant les deux objets (th. 4.2.4). Nous approfondissons donc ’étude en exhi-
bant une classe de modules aux différences finies pour lesquels ces morphismes
sont des isomorphismes (th 4.4.2). Pour cela, nous construisons, dans la sec-

tion 4.1, un sous-espace X, , de (C*)P x C” qui joue un role déterminant dans
la démonstration.

Il est important de préciser que nous ne prouvons pas ici que le foncteur
de transformation de Mellin inverse faisceautique est un quasi-inverse du
foncteur transformation de Mellin faisceautique défini dans le chapitre 3 :
ceci reste cependant une question ouverte intéressante.

4.1 Définition du sous-espace Xy ,

Construction de ¥, ,

Pour tout couple de p-uplets (A, p) :/(\/)\1, e A, - ) € (QE)P X (CH)P,
définissons un sous-espace Xy, de (C*)P x C', ott C = P'(R) x P1(R).

Soit A; = {(¢,5) € (C*)» x € | (Im(o) + Arg(y1;))Tm(s;) > 5 Aim(s;)l}-
Puis, posons B = m, ou Padhérence est prise dans (C*)? x C', et
B. = (@ x C")\ B. On définit alors ¥, comme étant (@ x CP)U B..

Tout élément (g,s) € B. N ((C*)P x CP) vérifie les conditions & 'infini sui-
vantes

. 1 T
Vji=1,...,p, Je; > 0: [Im(s;)| > P (Im(0;) +Arg(p;))Im(s;) < 5)\j\1m(sj)\
j

ou encore
. 1 7r
Vi=1,...,p, 3e; > 0:|Im(s;)| > == IIm(c;) + Arg(u;)| < 5)\3-
J

Pour des valeurs négatives ou nulles d’'un des A;, le sous-ensemble Xy ,, serait

donc égal a (C*)P x CP.
Motivation de cette construction

Ainsi, pour un couple (A, ) € (Q%)P x (C*)P fixé, la fonction

—~—

SauN((CpxC) — C
(gu §) — g(sl, R ,Sp)e_ Z?:l 0j5j
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sera & décroissance rapide quand |Im(s;)| — +oo et a < Re(s;) < b pour
tout j = 1,...,p, et uniformément par rapport aux o;, a chaque fois que
nous rencontrerons une fonction g : C» — C vérifiant

lg(s1, ..., 8p)| ~ C’H exp (Arg(uj)lm(sj) — g)\j|lm(sj)|>

J=1

quand |Im(s;)| — +oo et a < Re(s;) < b pour tout j =1,...,p.
En effet :

p
—>P o8 / m
(9(s1, . sp)e” 2175 | ~ O [ [ exp ((Afg(ﬂj)+1m(0j))1m(3j)—5)\3"Im(sj)\)

J=1

La trace du sous-espace X, , a linfini est méme exactement I’ensemble des

points de ((C*)? x C")\ ((C*)? x CP) au voisinage desquels la propriété de
décroissance rapide ci-dessus est vérifiée. En effet, tout voisinage d’un point
de l'infini n’étant pas sur cette trace contient des points o ge™ 25-193% pest
pas a décroissance rapide.

Ceci joue un role essentiel dans la preuve du théoréme 4.4.2.

Dans la définition de la transformation de Mellin inverse faisceautique, on

—_~—

. . —~P 2
tensorisera donc par le faisceau constant sur (C*)? x C” supporté par X, ,,
note Cy | .

4.2 Théoréme de commutation de la transfor-
mation de Mellin inverse et du foncteur des
solutions

Nous sommes maintenant en mesure de définir la transformation de Mellin
inverse faisceautique et d’énoncer un premier théoréme de commutation de
la transformation de Mellin inverse et du foncteur des solutions.

DEFINITION 4.2.1 Pour tout (\, p) € (Q71)? x (C*)?, le foncteur de (X, p)-
transformation de Mellin inverse faisceautique est

My, 0 DMC',C) — DY((C)P,C)
L
G ~— Rpi,Ra(q 'p;'G ®c Cy, ) [p]
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REMARQUE 4.2.2 Le morphisme p; étant propre, on a p;, = py,. Donc,
avec des abus de notation évidents, les foncteurs Rp;, et Rg commutent,
car Rp1,Rq = R(p10¢q)r =R(gop).

Posons Ly, = RC]!@zw- Ce faisceau est une généralistation du systéeme
local classique £ = Rqig~!C a I'espace (C*)? x C”, puisque 'on a facilement
que Ls,  |crpxcr = L.

PROPRIETE 4.2.3 Pour tout objet G de D*(C",C) et tout (\, u) € (Q%)P x
(C*)?, on a

M () = Rpr, (p7'G e Ly, ) 7]

PREUVE : C’est juste une application du théoréme de projection. [
La suite est consacrée a la démonstration du théoréme suivant :

THEOREME 4.2.4

Notons Mod,;(C[s|(z,77")) la catégorie des C[s|(z,7~*)-modules de présen-
tation finie.

Pour tout objet M de o0, (Cls)(z, 7)) et tout (A, pu) € (QL)P x (C*)P, il
existe un foncteur

Wy s Mod,; (Clsl(z, 7)) — D*((C)?,C)
et deux morphismes canoniques dans D°((C*)P,C)

" PAp Y 13274 an
M, (Sol(M, £)) L2 0 (1) 25 Sol (Piceye @ TROM) | Rq!(’)w)

ot Sol(—, RQ[O(E:-)Z) = RHomp(—, RQ!O(TC:)/Z)

4.3 La preuve

Plan de la preuve
La démarche est la méme que pour la démonstration du théoréme 3.2.3.

Dans un premier temps, nous exprimons différemment 9, ,,(Sol (M, £)),
pour un C[s](r, 7 !)-module de présentation finie M. Ensuite, nous pro-
cédons en deux étapes.
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Nous démontrons d’abord le théoréme 4.2.4 pour p = 1. Pour cela, nous
calculons de deux maniéres le complexe de C[s](r, 7'_1>(C*—modules

<0 — Rqg Ry, [B<<0 (ao+5)'B<<0]

Nous montrons qu’il est isomorphe, d'une part & Rg (’)(%2’[—1], et d’autre

part & Rp1, Raq(¢ 7 p5 Yl ERce %) <0, avec des actions bien choisies.
Ces derniéres font donc de I'isomorphisme

Rp1, Ra(q 7 py LTI E @c e ) <[1] = R OZ

un isomorphisme de Cls|(r, T’I)C*—modules. Nous n’avons alors plus
qu’a appliquer le foncteur

(C*’_)

RHomesjrr—) (M
pour exprimer les morphismes canoniques ¢, et ¥, ,.
La cas ou p est quelconque se fait par récurrence sur p, a partir du cas
a une variable.

Nous détaillons enfin, dans la section 4.4, un cas particulier ou ces
morphismes sont des isomorphismes.

PROPOSITION 4.3.1 Pour tout Cls|(r,7')-module de présentation finie
M, on a un isomorphisme canonique dans D°((C*)P,C)

ﬁ&M(SOl(Mv g)) = Rpl*RHom(C[é}(LI*l)(M? p2_1€ Xc ‘CEA,,L)[p]

_ L
PREUVE : My ,(Sol(M, €)) = Rpy,(p; 'Sol(M, E) @c Ls,,) [p]. On a des
morphismes canoniques (voir [K-S| p.114)

pglRHomC[§}<1,1_l>(M7 8) - RHompEIC[§]<z,1*1>(p;1M7 pglg)

= RHomC[§] (T, 1) (M, 92_15)

L
RHomM(M, p;lg) Xc ﬁEA,u — RHOW@M(M, p;lg Qc EEA,u)
Ces morphismes sont en fait des isomorphismes : comme M est de présenta-
tion finie, il suffit donc de le vérifier pour M = Cls](z, 771}, ce qui est clair.

Enfin, I'isomorphisme est naturellement dans D°((C*)?, C). O]

59



4.3.2 Cas d’une variable

La démarche utilisée dans ce paragraphe est inspirée de celle de B. Malgrange
pour le cas de la transformation de Fourier (|Mal-4]).

On suppose dans tout ce paragraphe que p = 1.

Commencons par exprimer de deux maniéres différentes le complexe

K0 = RgRp,, [B<0"2 5]

K< est un complexe de C[s](r, T*1>C*-modules, sur lequel 7 et s agissent
par 7t = 7€’ et s.

L’opérateur 0, + s est exactement le remonté au revétement universel de C*
de 'opérateur t0; + s, puisque ¢t = e’.

On définit sur C* x C le faisceau C<° de la méme maniére que B<Y, mais
en prenant des fonctions C* en s, 5. La résolution de Dolbeault suivante est
acyclique pour py, :
BV [c<0 %, o]
[}

Donc, K< est I'image directe & support propre dérivée par ¢ du complexe
simple associé au complexe double

Pl*c<<0 (*>60+5)'Pl*c<<0

-
pl*c<<0(8"+5)'p1*c<<o

ou le bidegré (0,0) est placé en haut a gauche.

On s’intéresse aux colonnes de ce complexe double : dans la section 5.2.7, on
montre dans la proposition 5.2.8 que 'on a une suite exacte de C[s](r, 771)-
modules

n O[]

. <0 _ 05 <0
0 p1.C p1,.C O[]

0

ou T et s agissent par 7€’ et s, et avec no (0, +s) = (0, + 5) 0.
D’ou
022 [[51)ls] (9o +s). O [12]][s]

K<" =Ry 0 [4] ome | (U
c* c*
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C’est un isomorphisme de complexes de C[s](7,77!)-modules, ot 7 et s
agissent par 7e’ et s.

LEMME 4.3.3 On a un isomorphisme de complezes de C[s](r, 7~ 1)-modules

O ([1)][s] (95+5). O 1]
O [s] O]

~ (an
~ 0%
[ ]

ou T et s agissent sur le membre de gauche par Te? et s, et sur le membre
de droite par e’ et —0,.

o022 ((311[s]

PREUVE : Soit ), a’;(”) une section de —Gmr—. On a alors dans ce méme
C*
quotient (9, + s). Y ", “*;Sf’) =5, M Il est alors clair que ce

morphisme est surjectif, et que son noyau est isomorphe a (’)(‘él: via 'appli-

cation » 7, a9, g,(0). De plus, une vérification simple montre que les

sn

actions de 7e? et s deviennent, a-travers ce morphisme, les actions de e et

—0,-. U

On en déduit donc I'isomorphisme de complexes de C[s]{r,7!)-modules
K<[1] = RqO%

ou 7 et s agissent sur le membre de gauche par 7t et s, et sur le membre de

droite par ¢ et —td;. En effet, c’est un isomorphisme de faisceaux, non plus

sur C*, mais sur C*.

Mais grace au lemme 5.4.1, on a aussi

Ic<<0 o Rpl*Rq!(qflpglg*gflg Qc efas)<<0

otl (¢ L py M l7LE @c e77%) < est le sous-faisceau de B<? des fonctions de la
forme g(s)e™?°. Cet isomorphisme est également un isomorphisme de com-
plexes de C[s](7,7!)-modules ou T et s agissent par 7t et s.

Nous avons donc démontré le théoréme suivant :

THEOREME 4.3.4
On a un isomorphisme de complexes de C[s|(T,71)-modules

Rp1, Rq(q ™ py ' 0ul7IE ©c e ) <[1] = RqO%
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ou T et s agissent sur le membre de gauche par Tt et s, et sur le membre de
droite part et —t0;.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme 4.2.4 pour
p=1

PREUVE :(du théoréme 4.2.4 pourp=1)

On remarque tout d’abord que le morphisme d’adjonction € < ¢,¢/~1€ induit
un isomorphisme (¢7'p; '€ ®c e_"s)<<0i> (¢ py HL7IE @¢ e77%) <0,
Pour prouver cela, il suffit de le vérifier sur les fibres en vérifiant que les
conditions de croissance sont bien remplies.

Ensuite, on a un premier morphisme naturel de C[s](r,7~!)-modules :

-1, - —0os ¥a, -1 - -
(¢~ 1p3 € @c e=7%)<0 ®<CQ2M(#>((] 151€ @c e7%) <0

ol 7 et s agissent par 7e” et s sur les deux membres.

On a également

(¢ 'p3'E ®ce) <0 @c szc% q 'py '€ @cCy,

ou T et s agissent sur le membre de gauche par 7e? et s, et sur le membre de
droite par 7 et s.

En appliquant le foncteur Rq, et le théoréme de projection, on obtient les
deux morphismes de C[s](r, 771)-modules

_ o, _
Ry, ((q_102 '€ ®ce ) ®¢ @Em)&) Rai(q'py '€ ®c em7)<?

_ , _
Ry ((q_lpg 1€ ®c e )0 ®¢ QZNH>C#) Py € ®c Ls, .

ol les actions sont les mémes que précédemment, au changement de variable
t = e pres. Enfin, on applique les foncteurs Ry, puis RHomcg) -1y (M, —).
On pose alors

\IJA,M(M) = RHomC[SKT,T_1> <M7 Rpl*RQ' ((q1P215®C€US)<<O®CQZW)> [1]

et on a les deux morphismes

U, (M)e—— RHomM <M7 Rp1, Ry (q_lpz_lg Sc e—os)<<0> 1]

\I/)\7“<M)(—> RHomC[s]<W—1> (M, Rpl*(p515 ®(C ‘CEN})) [1]

62



Gréce a la proposition 4.3.1 et & un isomorphisme canonique de [K-S| p.112,
on a

ﬁA#(SOZ(M, 5)) & RHOWLC[S](TJ—” (M, Rpl*(pfg ®(C ’sz\,u)> [1]

oil T et s agissent de fagon naturelle sur Rpy,(p; '€ ®c Ls, )
D’autre part, on a un isomorphisme dans D°(C*, C)

RHomp (M(M), 02 ) = RHomeyy, 1) (M, 02

ol T et s agissent par t et —t0, sur OZ:.
Et par le théoréme 4.3.4, on a un isomorphisme dans D?(C*, C)

Sol (D ®Q _(M> , qu O%g) =~ RHomD (ﬁ(M)’ RQI O%?)
& R?’lomw <M’ Rpl*Rq!(qflpglg*éflg Rc efos)<<0> [1]

On déduit donc les deux morphismes canoniques cherchés. O

4.3.5 Cas de p variables

Exprimons de deux maniéres différentes le complexe
K< = Rp; RqK*(0,, + 51,. .. , O, + 5p; B<Y)

ot K*(9y, + 51,...,05, + 5p; B<Y) est le complexe de Koszul avec le degré 0
placé tout a gauche.

K<Y est un complexe de C[s](r,7!) (C*)p—modules, sur lequel les 7; et s;
agissent par 7;t; = 7;€% et s;.

On définit sur (C*)? x C" le faisceau Q%! de la méme facon que B<?, mais en
prenant des formes différentielles C* en les s; et s; de type (k, ), & paramétres
holomorphes en les ;.

On a alors la résolution de Dolbeault B<Y = Q%¢ qui est acyclique pour p,.
Donc,

’C<<0 = Rq!TOt. <’C.(801 + S1y- .- aaﬁp + SP; pl*QO’.)>
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1 1
O%H—,...,—H [31,...,3p]

le faisceau sur (C*)P des fonctions
O‘i@v[sl, e sp}

e 1 1
[lg g lls)

C[sl,...,sp]

Notons

holomorphes en (oy,...,0,) a valeurs dans

LEMME 4.3.6 On a

1 1
O“J’L/H—, . ,—H [sl, e ,sp}
(C*)PLlsy Sp

Ozﬂ‘v[sl,...,sp]

C*)p

I

p1,Q%°[p]

PREUVE : La preuve de ce lemme se fait de la maniére que celle de 3.3.6, en
s’appuyant sur le lemme 5.2.11. 0

I1 vient donc

an [[L 1
K< [p] %Rq!lC'<8al F 51,0, +5 .O(E:)/”Hsl""’spﬂ [sl,...,sp]>

P P an
O(TC\*)/P[SL - sp}

Calculons maintenant ce complexe de Koszul.

LEMME 4.3.7 On a un isomorphisme de C[s|(T,7')-modules

1 1
S [ ||
plls s
K*| 05y +51,...,05, + 8p; 1 D = %)/p
O‘ﬁ\/[sl,...,sp]
(C*)p

ot 7 et s; agissent sur le membre de gauche par T;e%7 et s;, et sur le membre
de droite par €% et —0,,.

PREUVE : 1l suffit de le faire par récurrence sur p a l'aide du lemme simi-

laire & une variable 4.3.3. Pour cela, on considére ce complexe de Koszul
comme le complexe simple associé au complexe p-uple formé des p complexes
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1 1 1 1
[o@?[[g,_..,;ﬂ[31,...,3p] ow[[s_l,...,d][3,1._.,3p]]

O(E:);[sl,...,sp} O(E*\);[sl,...,sp]
[ J
On calcule une variable aprés 'autre. O

On en déduit donc I’isomorphisme de complexes de C[s](r, 7~ !)-modules

<0 ~ an
K< [p] = RQ!O(E;)JP

ou 7; et s; agissent sur le membre de gauche par 7;t; et s;, et sur le membre
de droite par t; et —t;0;,.

Cependant, en notant e~ (%% = ¢=7151...¢7%% le lemme 5.4.2 nous donne
une autre expression du complexe K<V :

IC<<O ~ Rpl*Rq!(qflpglg*eflg Rc ef(a,s))<<0

oit (¢ py U l7IE ®¢ e7(9)<0 est le sous-faisceau de B<Y des fonctions de
la forme g(si,...,s,)e”(@*). Cet isomorphisme est aussi un isomorphisme de
complexes de C[s](r, 7 !)-modules ou 7; et s; agissent par 7;t; et s;.
Nous avons donc démontré le théoréme suivant :
THEOREME 4.3.8
On a un isomorphisme de complexes de C[s|(T,7~')-modules

Rpi Rai(q™"py 0L71E @ e” )< o] = Rg O
ot 7; et s; agissent sur le membre de gauche par Tt; et s;, et sur le membre

de droite par t; et —t;0;,.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme 4.2.4.
PREUVE :(du théoré¢me 4.2.4)

On remarque tout d’abord que le morphisme d’adjonction €& < £,/~1€ induit
un isomorphisme

((]_1,02_15 Rc 6—(0,5))<<0( — (q—lpglg*g—lg Rc e—(a,s))<<0
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Pour prouver cela, il suffit de le vérifier sur les fibres en vérifiant que les
conditions de croissance sont bien remplies.
Ensuite, on a un premier morphisme naturel de C[s](r, 7~ !)-modules :

<q—1p2—15 Rc €—<o,s>)<<0 Rc szcm (q_1p§15 Rc e—(a,s>)<<o

ou les 7; et s; agissent par 7;e% et s; sur les deux membres.

On a également

(7105 € ®c e @) <0 @ @Em(&) g p3tE ®c sz

ou les 7; et s; agissent sur le membre de gauche par 7;e% et s;, et sur le
membre de droite par 7; et s;.

En appliquant le foncteur R, et le théoréme de projection, on obtient les
deux morphismes de C|[s](r,7!)-modules

Rq; <<q—1p;15 Q¢ e—(a,s)><<0 Q¢ QZ,\,H>& RQ! (q—1p515 Q¢ e—(a,s))<<0

— - —\(0,S ¢ ’ -
Rq ((q 1p71€ ®c e7(09)<0 @ ng)&pg e ®c Ly, ,

ol les actions sont les mémes que précédemment, au changement de variables
t; = €% prés. Enfin, on applique les foncteurs Rpy,,, puis RHomcg)r -1y (M, —).
On pose alors

U, (M) = RHomep(z.r1) (M, Rp1Rg ((q‘lp«; e ®<c€_<a’8>)<<0®<c@zw>> [p]

et on a les deux morphismes

U 0 (M)—— RHomgg(r 1) (M, R Rai(q7'p3 '€ @c e‘<"’5>)<<0> (]

\IIA,}L(M)C—) RHom(C[é](Lz—1> (Ma Rpl*(pglg Qc £E>\,u)> [p]

Gréce a la proposition 4.3.1 et & un isomorphisme canonique de [K-S| p.112,
on a

ﬁ)\’#(SOl(M, 8)) = RHomC[ﬁ](Lz—1> <M7 Rp1*<p518 ®(C 'CE)\,H)) [p]

oil les 7; et s; agissent de fagon naturelle sur Rp;,(p; '€ ®c Ls, ,)-
D’autre part, on a un isomorphisme dans D°((C*)?, C)

RHOTTLQ(%(M), ?g*)p) = RHomCEKLI*l) <M, ?g*)p)
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ot les 7; et s; agissent par ¢; et —t;0;, sur (’)‘(lg*)p.
Et par le théoréme 4.3.8, on a un isomorphisme dans D°((C*)?, C)

Sol (D ®QM , Rq;@%) = RHomp <M, RQ!O%:—);>

> RHomeyzo 1) (M Ror Ra(q s 6071E G e @9) < ) p)
On déduit donc les deux morphismes canoniques cherchés. O

4.4 Le cas des opérateurs a une variable et a
une seule pente strictement positive

Cls]¢r,r—")

Cls{r,m—1)A>
ot A € C[s|{r,77!) — {0}, et & une seule pente strictement positive, nous
montrons comment les morphismes ¢y, et v, , du théoreme 4.2.4 peuvent

devenir des isomorphismes.

Dans le cas particulier des modules a une variable de la forme

4.4.1 Le théoréme

On a défini en 1.4.1 le couple d'un D-module de la forme D]?C‘E*P (P #0). Le
but de cette section est de montrer le théoréme suivant :

THEOREME 4.4.2

Etant donné (\, p) € Q% x C*, pour tout C[s](r, 7~ )-module M = %
avec A € Cls|{r,77') — {0}, a une seule pente strictement positive, dont
le transformé de Mellin algébrique inverse a pour couple (%,,u), il existe un
isomorphisme canonique dans D°((C*)P,C)

HOM,,, (Sol(M, 5)) ~ 1980l (D@ @p M(M) |, Rq;(’)g)

Etant donné (A, p) € QF x C*, nous allons montrer, en fait, que les mor-
phismes canoniques ¢, , et 15, du théoreme 4.2.4 deviennent des isomor-
phismes aprés application du foncteur

RHomel 1) (M, Rpl*qu< B ))

pour tout C[s](r,7~!)-module M = % avec A € Cls](r,771) — {0} a

une seule pente strictement positive, dont le transformé de Mellin algébrique

67



inverse a pour couple (%, 1).

Pour cela, nous allons utiliser des résultats de A. Duval et J.P. Ramis (voir,
par exemple, [Duv-1], [Duv-2|, [Ram-2|, ou encore [Tou| p.141). Ces travaux
font intervenir une transformation voisine de celle de Mellin : la transforma-
tion de Pincherle. Grace a celle-ci, on peut déterminer une base de solutions
de I’équation aux différences finies (|[Ram-2]|, ou encore [Duv-2| pour une gé-
néralisation), et on connait une expression asymptotique de chacune de ces
fonctions ([Duv-1|, [Tou| p.160, ou encore [Duv-2| pour une généralisation).

4.4.3 La preuve du théoréme 4.4.2

Résumons en quelques points les résultats d’Anne Duval qui nous servent
ici. Considérons un opérateur aux différences finies A de degré r et son
transformé de Mellin inverse algébrique P. Selon des travaux de J.P. Ramis
(|JRam-2|), A. Duval exhibe dans [Duv-2| une base de solutions de P (para-
graphe b-i p.71). Si de plus le 7-polygone de Newton de A n’a que des pentes
strictement positives, alors ces solutions sont au nombre de r (propositions
2-d-3 p.67 et 3-a-10 p.70). Celles-ci lui permettent alors de définir une base
de r solutions de A (paragraphe b-ii p.73), et d’en donner une description
asymptotique (théoréme 3.b.10 et lemme 3.b.4). Ce comportement asymp-
totique est également donné de maniére beaucoup plus précise par Evelyne
Tournier dans [Tou| (p.161).

Nous sommes donc en mesure de connaitre une base de solutions de A dont
le comportement asymptotique peut se calculer explicitement : c’est le point
crucial de la démonstration du résultat que nous avons en vue dans ce para-
graphe.

Récapitulons donc, dans le théoréme suivant, les résultats d’Anne Duval et
d’Evelyne Tournier dont nous aurons besoin :

THEOREME 4.4.4 (|Duv-1], [Duv-2] 3.b.10, [Tou] p.161)

Soit A € C[s](r,771). Si son polygone de Newton N(A) a toutes ses pentes
strictement positives, alors il existe un systéme fondamental {fi1,..., f.} de
solutions de Au = 0 méromorphes sur C, a croissance au plus exponentielle
d’ordre 1 wverticalement, holomorphes dans un demi-plan convenable {s €

C|Re(s) > A}, avec arg(s) €] — 7, 5[. De plus, elles sont égales a

JE () oo~ 25+ S ALt
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ou § est une constante que l’on sait déterminer, ot g admet un développement
asymptotique en s*(log s)*, quand |s| — +oo dans ce demi-plan, et ot % est
une pente écrite sous forme irréductible de N(A).

Ce théoréme donne en fait une formule de Stirling généralisée. Dans [Duv-2]
3.b.10, cette formule est donnée & une puissance de la fonction Gamma pres.
La présence de ce facteur est juste technique : il sert a se ramener a un opé-
rateur dont les pentes sont toutes strictement positives. Ceci étant déja le
cas ici, par hypothése, ce facteur ne figure pas.

Etant donné que, dans le théoréme 4.4.2, nous considérons les solutions a
croissance au plus exponentielle d’ordre 1 verticalement, le résultat précédent
va nous servir a mesurer effectivement cette croissance. Cependant, grace au
théoréme 4.4.4, nous remarquons que I'exponentielle qui controle la croissance
de ces solutions quand |Im(s)| — +oo s’exprime a l'aide des pentes du 7-
polygone de Newton de A.

Si nous voulons que chacune de ces fonctions ait des croissances exponentielles
semblables, il suffit donc d’imposer & N(A) de n’avoir qu'une seule pente
strictement positive. Et dans ce cas, nous obtenons :

PROPOSITION 4.4.5 Soit A € C[s|(r,7 ') tel que le polygone de Newton
N(A) n’a qu’une seule pente, dont la forme irréductible est % > 0. Notons
(%, 9) le couple du transformé de Mellin inverse algébrique de A (voir défini-
tion 1.4.1).

Alors toute fonction f du systéme fondamental évoqué au théoreme 4.4.4 vé-
rifie la condition swivante : il existe des réels By tels que pour toute bande
verticale {a < Re(s) < b} incluse dans un demi-plan {s € C|Re(s) > A}
convenable, avec arg(s) €] — 7, 5[, il existe une fonction ®qp de la classe de
Nilsson telle que

e ('q)“”’(s” exp (Arg(d)Im(s) = 5 {Im(e)] + 3 Blum<s>\1é>>

quand |Im(s)| — +oo dans cette bande verticale.

PREUVE : D’aprés le théoréme 4.4.4, le polygone de Newton de A ayant :% >0
comme unique pente, 'expression des fonctions du systéme fondamental ne
peut étre que



ot g admet un développement asymptotique en s®(log s)*. Ecrite plus sim-
plement, cette expression devient

p
dg ¢ q qS\1-n
sr%9 Sexp(——s—i— A(—==) P)h(s)
AR RN
ot h admet un développement asymptotique en s*(log s)*.
Dans une bande verticale {a < Re(s) < b}, les modules des fonctions du

systéme fondamental sont équivalentes, quand |[Tm(s)| — 400, a

exp (Arg(6)1m(s) . g%um(sn) ] exp ( - %s + iAn(—%§)1_3>ﬁ(s)

ot h admet un développement asymptotique en s*(log 5)*. Le calcul annexe
du paragraphe 5.5 nous permet alors de conclure. Il

Donnons ensuite une proposition qui mesure la croissance des fonctions sur
C tout entier.

PROPOSITION 4.4.6 La proposition 4.4.5 reste vraie sans restriction a un
demi-plan, c’est a dire sur C tout entier.

PREUVE : La formule de la proposition 4.4.5 provient de I’expression asymp-
totique d’une intégrale de la forme

u@=/?””wW“lwmu
ol

ou 7y est une demi—dlroite allant de 0 a l'infini dans un secteur angulaire de
décroissance de eQt?) a T'infini, ou p = degQ, a € C, et o ¢ admet un
développement asymptotique ¢(t) € (C[[t_%]][log(t%)] a Uinfini (voir [Tou]
p.159-161 ou [Duv-2| 3.b.4). Ceci est valable pour Re(s) > A.

La partie qui dicte la croissance de I(s) a l'infini est exp(—%%ﬂm(s)ﬂ. Elle
ne dépend donc que du polynoéme () qui intervient dans I'intégrale.

Or, par intégrations par parties successives, cette intégrale peut étre prolon-
gée de maniére classique en une fonction méromorphe sur C. A la premiére
étape, on obtient

s—1 ls_dg %
(2 1) = = [0 L e ar
v
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& 'infini.

Sur {s € C|Re(s) > A—¢q} \ {1 — ¢}, on a donc

_ 4 Lta-1d e oo Qe
16) = gy L e

Le facteur dictant la croissance de ’expression de droite est une nouvelle fois
exp(—%1[Im(s)[). Il en est donc de méme pour le prolongement de I en une
fonction méromorphe sur le demi-plan {s € C|Re(s) > A — ¢}.

Et ainsi de suite. O

Nous sommes maintenant en mesure de terminer la preuve du théoréme 4.4.2.
-1

Soit donc un C[s](, ‘T_1>—m0dule‘M = &lﬂiﬁ avec A € C[s|(r, 7"_1‘> —{0}

a une seule pente strictement positive, et dont le transformé de Mellin inverse

algébrique a pour couple (%, ). Considérons les morphismes canoniques ¢, ,

et ¥y, du théoreme 4.2.4 & une variable :

-1 - _ ¥x, _
(7py € @ e ) @e Cy, (79, "€ @ )<

¢

(@' € @ce )@ Gy g 'p '€ @c Cy,

Asp

Montrons que ces deux morphismes deviennent des isomorphismes aprés ap-
plication du foncteur

RHomepsyr 1) (M, Rp1. R ( - ))

Ces deux morphismes sont clairement des isomorphismes a distance finie dans
C, c’est a dire en des points (09, 50) € C* x C. Il reste & traiter le cas des
points (g9, &) € C* x (C\ C).

Sur C* x ({oo} x P1(R)), tous les faisceaux sont nuls : les isomorphismes sont
donc triviaux. .

Soit maintenant (g, xg & 00) € C* x (R x {o0}).

Soit E(q.2) le sous-ensemble des fonctions de & 1y+o0) qui sont dans le HO

des solutions de M. Ces fonctions vérifient les propriétés des propositions
4.4.5 et 4.4.6. Leurs modules ont donc des expressions asymptotiques de la
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forme
s 2 l
[@as(s)] exp (Arg(p)lm(s) = ZAIm(s)| + > Bltm(s)]" 7
=1

dans des bandes verticales.
Une expression asymptotique du module d’une telle solution multipliée par
e~ 7%% est alors

p—1

|Pap(s)] exp ((Im(ag) + Arg(p))Im(s) — gMIm(S)] + Z Bz|1m(s)|1*%>

=1

dans des bandes verticales.
C’est donc (Im(og) + Arg(u))Im(s) — SA[Im(s)| qui dicte si un tel produit
est a décroissance rapide dans des bandes verticales ou pas.

Une condition nécessaire et suffisante pour que 1), ,, soit un isomorphisme est
que, si (Im(og) +Arg(p))Im(s) > ZA[Im(s)|, alors la seule fonction de E(y; 4
qui, multipliée par e~?°%  soit a décroissance rapide verticalement, est 0. Ce
qui est bien le cas.

De méme, une condition nécessaire et suffisante pour que ¢, , soit un iso-
morphisme est que, si (Im(oy) + Arg(p))Im(s) < ZA|Im(s)|, alors pour tout
9 € Eoya0), le produit g(s)e 7 est & décroissance rapide dans des bandes
verticales. Ce qui est encore le cas, d’aprés les hypothéses.

Ceci achéve donc la démonstration du théoréme 4.4.2.
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Chapitre 5

Calculs et lemmes techniques

5.1 Un résultat de finitude sur les solutions d’un
D c+p-module

Reprenons les notations du chapitre 2.
Nous noterons par la suite

T =T - T9w et (T —T°) = (Ty = T7)* -+ (T, — T,)*
N :tflvl...t;\fp
pour tout a = (a,...,q,) € NP et tout N = (Ny,...,N,) € NP
Le but de cette section est de démontrer le résultat suivant :

PROPOSITION 5.1.1 Pour tout Dc+»-module algébrique cohérent M dont
le module des sections globales est noté M, tel que RHomp (M, A(fc%)p) est a
cohomologie C-constructible sur (C*)P et R-constructible sur le bord de (C*)P,
on a un isomorphisme canonique dans D*(9M0d(Ocv/z))

RHomp (M, ry AL

z -1 ~ <0
(@)p) K¢ Ty O(CP/ZP = RHomQ(M, A )

(C¥)pxcr /7P

Précisons tout d’abord en quel sens nous parlons de résultat de finitude sur
les solutions. Nous savons qu’il existe un morphisme canonique

L
RHomQ(M, T’l_l.A(fC%)p> ®(C T;lo(cp/Zp

— RHomp(M, rl_lA(fC%)p ®c 5 Ocoz0)
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C’est en fait un isomorphisme : comme M est un D-module de présentation
finie, il suffit de le vérifier pour M = D.
Pour démontrer la proposition 5.1.1, il suffit donc de comparer

RHomp (M, rl_lAf ®c 3y Ocrjze) et RHomp(M Afco* pxCp/z0)

Ainsi, nous désirons savoir a quelle condition les solutions holomorphes en
(t1,. .. tp, 11, ..., T,) € (C)P x CP/ZP d'un k*ple%’;)p—moduIe k.py Mo

s’écrivent
> ulty, . tp)hy(Ty, . T)

finie

avec les u; solutions holomorphes de M et les h; également holomorphes, tout
en respectant les conditions de décroissance rapide.

3 -1 4<0 -1 <0 .
Du morphisme 7 A(C* ®cry Ocryzr — A (/2 il vient un mor-

phisme canonique

RHomp (M, 1 AT, ®c 73 ' Ocejz) % RHomp(M, Ao z0)

Nous avons donc & montrer que ¢ est un quasi-isomorphisme lorsque les
hypotheéses de la proposition 5.1.1 sont vérifiées. Pour cela, soit un D-module
M de présentation finie. Sur une résolution D-libre de M, la fibre en un

= (69,609,1°, T%) € (Sp)! x (Ss)” x (C*){L-PNYI 5 CP /7P quelconque du
morphisme précédent s’écrit

0—>(.A &C O(cp/zp);}) &...g(/{%)p Xc O(CP/ZP)Z(L)li)---
\LQO iqﬁ
0—— (A% ymo Yo W1 (A<0 yme_ W

(Cx)pxCp /7P 20 (C*)pxCp /7P 20

ou les ¥, sont des matrices d’opérateurs dans D. Montrons que ® est un

quasi-isomorphisme, sachant que RHomp(M, A(<CO* ) est & cohomologie C-

constructible sur (C*)? et R-constructible sur le bord de (C*)?, ce qui implique
que les fibres de ses faisceaux de cohomologie sont des C-espaces vectoriels
de dimension finie.

Montrons que ®, induit un isomorphisme sur la cohomologie

Le morphisme ®q est l'inclusion. Montrons que tout g = (g1,...,9m,) €
(A%)chp/zp,m)mo tel que Wo(g) = 0 est un élément de (A(fci*)p X Ocryzv)ls
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En reprenant les notations du paragraphe 2.1, posons

= (69,65,1°,T°) € (So)" x (Sa)” x (CH)thPNIVT 5P /77
Toute section f € .A<(é)* N est holomorphe sur un ouvert Dy(09,¢;) x
Do (0Y9,2;) x W9 x VO ot Do(09,¢;) et Ds(6Y,;) sont des polysecteurs
angulaires en 0 et a l’inﬁni7 W70 est un voisinage ouvert de %, et V° est un
voisinage ouvert d’un polydisque compact D(T° R) = D(TY,R;) X -+ X
D(TY?, Rp) de centre T° et de polyrayon R € (R})”.

LEMME 5.1.2 Toute fonction f € .A(fco* P CP /0 20 définie sur un ouvert dé-

crit ci-dessus se développe en

f= Z Uo. (T —T°)* avec u, € A<O

(C*)p 00 00 tO)
acNP

et les |T; — T)| < R;.
Cette série converge normalement au sens

VK C W° compact, Z ual| 25 p* < +oo

aeNP

pour p = (p1,...,pp) € (RL)P tel que p; < R; pour tout j = 1,...,p, et ot
| = 15 désigne la norme infinie sur Do(6Y,¢;) X Ds(6Y,6;) X K.

PREUVE : La formule de Cauchy nous donne pour tout (¢,7) € Dy(6Y,¢;) x
Doo(6%,2,) x WO x D(T, R) :

f( 5) d .. ‘d
f&:T) 227r / /{g ~T9|=R;} (& —T)- (f T) 2 &

Or, pour tout 7' € D(T°, R) et tout £ tel que Vj : [§; — T}| = R;, on a le
développement

1 _ (T =TP)" - (T, = T
G —=T)- (& —T,) 2 (& — Tlo)kﬁl (&, — TPkt

ki, kp>0

On obtient alors

(N[ (Ty = TO)*s - (T}, — TO)»
f(t,T) - (2i7r> / ‘/{|51—TJQ|—RJ}]€1 Z f(t7£) (51 leo)kl“"'(Eprg)karldfl
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pour tout (¢,7) € Do(0Y, ;) X Doo(09, ;) x WO x D(T", R).
En posant,

AR f(t,€)
by (t) B <%) / o /{ﬁj—T]QRj} (51 — Tl())k1+1 T (517 - Tz?)kp-i-l LSEES dfp
nous avons

FET) = Y g (T = T - (T, — TO)

k1,...,kp =0
pour tout (¢,7) € Do(6Y,¢:) X Dso(6Y,¢;) x W x D(T°, R).

Voyons maintenant que pour tout k1, ..., k, > 0,onaug, . x, € AL

(C*)r,(69,09,t0)

Par domination, il est clair que les ug,, . x, sont holomorphes.

Pour montrer leur décroissance rapide, procédons a des majorations en uti-
lisant celle de f en t.

Soit K un compact contenu dans WP, Pour tout ¢ € Dy(6Y, ;) x Do (69, €5) X
K,ona:

! £(t.8)]
Uy, k(D) < o
|Uky,. ey (F)] (2m)p / /{|ng;,):3],} & — TOkit1. . |¢, — Ot &1
! (1,9
< dé -+ -d
(27T)p / /{|£J.TJQ:RJ_} Rk1+1 Rk pt+1 &1 gp
Oy Dast e
< @)/, er 1o ey g
(27T)p {1¢,~TP|=R;} Rk1+1 . R];p+1 D
< C HZEI |t |N

R R Ty 11N
pour tout N = (Ny)rerus € N'Y7 | la constante Cy > 0 dépendant de N.

La convergence de la série en découle. Pour tout p € (R%)? tel que p; < R,
pour tout j =1,...,p, on a:

Ni
€ pa < Z CN Hzel 7 «

VK c WY o — p
aeNP aeNP HJ eJ eTJ
J

Zé]vg—z<+oo

aeNP
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Grace a ce lemme, développons g en

g= Z U (T — T)™
aENP
avec Uy, = (ul, ... um™) € (A%)p,(99,99,t0)
intervenir que des opérateurs différentiels indépendants de la variable T', nous
avons que ¥o(g) = 0 implique ¥y(u,) = 0 pour tout o € NP. Mais, par
hypothese, 1'espace vectoriel (ker \I/())(997697t0) est de dimension finie. Notons
fi,-.., fa une base de ce dernier. Il existe donc des A}, ..., \§ € C tels que

)™ Or, le morphisme ¥, ne faisant

Ug = AT f1+ -+ g fa

11 vient donc

aEeNP
d
DI T
a€eNP k=1
d
= Y (A e -1)
k=1 aeNP

Il reste a montrer que les séries > A%(T — T°)* convergent. Pour cela,

démontrons grace au lemme suivant que nous savons controler les |\}| a I’aide
Kpe .

de [[ualls® :

LEMME 5.1.3 [l existe C' > 0 tel que pour tout k =1,...,d et tout « € NP,
on a |AR] < Cllual|Z.

PREUVE : Notons || — ||«.f la norme sur E = Vect(fi,..., fa) suivante : si
g=aif1+--+aqfs € E avec ay,...,aq € C, posons

[9llcr = sup Ja

e

On a alors |AY| < ||ug|leo,s pour tout & = 1,...,d. Mais, E étant de di-
mension finie, toutes les normes y sont équivalentes, et il existe donc C' > 0
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indépendant de u, tel que |[uq||oo,r < Clluall%?, ott on note encore || — || %
la norme induite par || — ||£° sur E. On obtient bien I'inégalité souhaitée. [J

A s 0] _
Grace a ce lemme, pour |T; — T} | = p; < Rj, nous avons

‘ ST -1e < 3 -1
a€ENP aeNP
> Ml
aeNP
< O ualSp
aeNP

D’aprés le lemme 5.1.2, chaque composante de ce développement converge.

Montrons que ®; induit un isomorphisme sur la cohomologie

Pour voir cela, notons [g] la classe d'un élément au but, et [[g]] celle d'un
élément a la source.

Soient fi,...,fq € (.Afco*)p @00 to))ml tels que [fi],...,[f4] soit une base de
RlH0m2<M, .A(< )(90 09,£0) -

Soit g = (g1, -+, 9m) € (A%)pxcp/zp,zo)ml‘ Gréace au lemme 5.1.2, dévelop-
pons g en

avec U, = (u’ ™ Ecrivons alors :

Q)

((C*) (90 90 to))

g = > (Walv) ZA“@T T9)°

aeNP
S IURUSGEELIED WD DRI
aceNP a€eNP
0l vq € (AT, o0 p0) ™ Alisi, ona 3y Wi (va) (T=T0)* € Im(Wy_y).

Le morphisme ®; induit donc une surjection sur les groupes de cohomologie.
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En effet, nous avons

0] = [ W)@ - T + [i Jo S0 AT - T

aeNP = aeNP
= [+ Z i Y (T =10y
= o iufkn > AT =T
k=1 aEeNP

Montrons maintenant que ®; induit une injection sur les groupes de cohomo-
logie.

Supposons pour cela P, ( Zi:l(zaew AT — To)a)[[fkﬂ) = [0], c’est & dire

S e (S AT = T9)7] = (0], st & dive 3 cp (S AT -
T € ImW,; ;. Par unicité de I’écriture en série de T, on a Ezzl A fi €
ImW¥,_; pour tout a € NP. Donc, [0] = [ZZ=1 )\gfk} =0 XC[f]. Les [fi]

étant linéairement indépendants sur C, il vient que Ay = 0 pour tout o € N?
et tout k =1,...,d. Donc : Zizl(zaew AT — T fe)] = [[0]].
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5.2 Calculs de développements asymptotiques

5.2.1 Développements asymptotiques en ¢ et n

On reprend les notations du chapitre 3.

Posons K : t —— m Cette fonction est localement intégrable sur C*,
im(t —

donc on la considére comme distribution pour la mesure de Haar du groupe

multiplicatif C*. On note K x f le produit de convolution partiel en la variable

t de K par f, c’est a dire

1 d¢  de

1
(K x f)(t,s) = %ir (C*f(g’s)l——ﬁ? g

Le but de ce paragraphe est de montrer la proposition :

PROPOSITION 5.2.2 On a une suite exacte de D-modules

m O[] . o (([F)H

<0 <0 e

]
OH(C] O7T>*C 1y H'(q OT‘—)*C 1x an
L ’ Fixe nOZ[A] T (H)r.0w ]

ou € associe o f les développements asymptotiques de Kxf en 0 et a l'infini, et
out ettd, agissent part et t2—s—1. De plus, on aco(rt™'=1) = (7t~'—1)oe.

En fin de section, nous démontrerons cet énoncé a parameétres.
Rappelons d’abord la définiton d’un développement asymptotique.

Une fonction f € C®(P!) admet un développement asymptotique en 0 s’il

existe une série formelle Z@o a,t"™ telle que f — Z a,t" est plate en 0
0<n<N
pour tout N € N et vérifie sur tout compact K C P!

VN eEN, 30y >0 : [f(t)— > ant"] < Cxlt|N"

o<nN

La série 2@0 a,t"™ est alors le développement asymptotique en 0 de f.

De méme, une fonction f € C*°(P!) admet un développement asymptotique

aTL n
a 'infini 8’il existe une série formelle Z@o m telle que f — Z — est

n
0<n<N
plate a 'infini pour tout N € N et vérifie sur tout compact K C P!

VNEN, 30y >0 : [f(t)— > ) o Cn

n = ’t‘N+1
0<n<N
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La série ) >0 1= est alors le développement asymptotique a I infini de f.

Montrons maintenant les lemmes techniques utiles a la preuve de 5.2.2.

LEMME 5.2.3 Pour toute section g de (gq 0 W)*CI;OX(C, on peut majorer le

module de [’intégrale
1 d¢  de
I= / g(&, s N—=
IENTTEE N E

indépendamment de t, lorsque |t| est assez grand et s dans un compact.

PREUVE : L’idée est de découper I en deux intégrales

1 d¢  dg
Igl:/ 9(:9)7 5€A§
e nile—tl<l} -:§& ¢
1 d¢  de
I>1:/ g(fs) £—£A£
C*n{le—t|> |t} S
Cas de IS!. "
. . E=1+ pe
On fait le changement de variables { £ =T+ pe

On alors dé A d€ = 2ipdf A dp. Donc

—&
t 10 2 t
= | —|—pe - (0+p )Qipde/\dp‘
[0,27] ]0,¢]] —pe’

2]t )
—————|g(t + pe'’, s)|dO N d ’
[0,27] x]0, |¢|] |t + pe’9|2 |g< P )| )

!£| “29(£, )
< = BL RS2 ge p dé
- /c*n{s t\<\t|} ‘

N

Or, g est a décroissance rapide en 0 et & I'infini, uniformément par rapport a
s sur tout compact, donc g est bornée par une constante C' > 0 pour s dans
un compact. Donc, pour |t| assez grand

15 < (/ 20'“ d@Adp(<(/ 20 o dp _ AnClIE
0,200, ([t} = p)? 0,27 xJo,je) ([t} = 1)? (] — 1)

2
S L o —-— est borné par une constante C’ > 0. Donc,

Enfin, pour |¢| assez grand, g

pour |¢| assez grand :

|I<1| < ArCC’
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Cas de 1”1,

tg(&, s) -
== S dend
. /C*m{lst>|t} |(f!|_(£)|€)|l2 SA 5‘
< PGS 5L 16 g
Confle—t>Je} 1t — €||£\25 6‘
< 6172lg(€. )ldg A ]

Cn{lg—t1>[t]}

qui est bien majoré par une constante indépendante de ¢, car £ 72g(€, s) est a
décroissance rapide en 0 et a U'infini en £ uniformément en la variable s sur
tout compact. O

On montre de la méme maniére :

LEMME 5.2.4 Pour toute section g de (g 0 W)*C];OX(C, on peut majorer le

module de l'intégrale
1 d¢  dE
= ) ——=—= N =

indépendamment de t, lorsque |t| est assez proche de 0 et s dans un compact.

LEMME 5.2.5 Pour toute section f de (gaom), C]P’1><(C7 le produit de convo-
lution K x f existe, et a des développements asymptotiques en 0 et a linfini
qui sont respectivement

-1 [ f(e, 5) ¢ df = dg  dg
Z(% &k ? Z 227? NG )5 < tk

k=1 c

De plus, € est un morphisme de D-modules, c’est a dire que pour toute section

fde(gom),Cale, ona 6((15% —5— 1)f> = (tf —s—1)e(f).

PREUVE : On remarque tout d’abord que pour toute sectlon fde(gom), CPPX(C,

le produit de convolution K * f = 5= f(c* 1 /\ d§ est bien dé-

fini : c’est la décroissance raplde de fenOeta lmﬁni, umformement par

rapport a s sur tout compact, qui assure I’existence de cette intégrale pour

tout t € C*.

— Montrons maintenant que K * f a un développement asymptotique a I'in-
fini. o

En effet, & linfini, en utilisant le fait que 1i => 0 f—: + E, il vient
t

)
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n 3 n+l s
()t ) = icolahy Jo- 657 (€ ) EAE A+l Jor ST ENE e

Du fait de la décroissances rapide de f en O et a l'infini, les mtegrales

fcc ERf( LA flﬁ sont finies. Seule l'intégrale fc %dﬁ A % 5 pose
t

probleme. On la borne indépendamment de ¢, pour |¢| assez grand, grace
au lemme 5.2.3, avec g(&,s) = "M f(€, 5).
Le développement asymptotique a l'infini de K * f est donc

©=/1 de dg
Z <2’L7T K )€ " ?)

tk

De méme, on montre a ’aide du lemme 5.2.4 que le développement asymp-
totique en 0 de K * f est > °5( (5% Jo- E”Ck s) de dg)tk

Montrons que 5<(t% —5— 1)f> = (tf —s—1)e(f).

Par commodité, notons DA (g) et DAy(g) les développements asympto-
tiques d’une section g a l'infini et en 0.

D’aprés ce qui précéde, on a

Of . <=/ 1 of . .d¢ dE
D Ao (K x tE)_;<%/*5k+la§(g’ VTN w

(EA5) = YL S ), ona

Pour k£ > 0, en écrivant 9

o€\ € 9
w0 e € p g
ke aeen’s - L %agkf(’;)“f )
dENd —————d¢{Nd
[ G e nae — [ k= e nag

678))

Par le théoréme de Stokes, f@ 8%(% dé A dE€ est nulle, puisque f est a

décroissance rapide en 0 et & I'infini. Pour k£ > 0, il reste donc

gh1 of d§ A% 3 dg A d€

LS IE T T

=—k o gkf(& S)
Donc,
- de  dE
DALty = 3 [k(5m [ erenTa )
k= 0 -
dg§
3

- S [-H(ak [ oot a D))k
— 1DAL(K # )
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On a donc DAOO<K*(t%—s—1)f> - DAOO(K*(tQ)f> —DAOO<K*(5+
1)f> = t2DAG(K % f) = (s 4+ 1) DA (K # f) = (t2 — s — ) DA (K % f).
On peut refaire les mémes calculs pour montrer que DA, (K * (t% —5—
1)f) = (t2 — s — 1)DA(K * f).

On en déduit donc que 5((75% — s 1)f> = (t2 — s — 1)e(f).

PREUVE : (de la proposition 5.2.2)

Premiere etape On déduit du lemme 5.2.5 que 'image de ¢ est contenue
mOg" [[1))[F] o ™ Og" [[1]][¢]

mOg" 1] (t)mO“”[t]
De plus, grace aux expressions des développements asymptotiques données
dans le lemme 5.2.5, on montre facilement que, dans les quotients ci-dessus,

on a 5((775‘1 - 1)f> = (7t7! — 1)e(f) pour toute section f.

dans

Deuziéme étape : Un calcul classique donne %It( = 01, la distribution de Dirac
en ¢t = 1. Donc, pour toute section f de (g2 0 m),C r, on a f = %%« f =

) 5
K % %. Donc, le morphisme (g2 o 7), C[Plxc — > (qgom), C]Pﬂ()x(C est 1nJect1f

De plus, on a également f = %(K * f). Donc, du fait de l'injectivité pré-
cédente, f est dans I'image de ce morphisme si et seulement si K * f est a
décroissance rapide en 0 et a I'infini, c’est a dire si et seulement si f € Ker(e).

Troisiéme étape : 1l reste & montrer que € est surjectif. Soient vy et v, des

O] o =02 (301 PP :
W*%En[%]t @ (t)ﬂEOg"[t] . Par le théoréme de Borel (voir [Mal-4]

p.62, ou encore [Mal-2|, [Ram-1]), il existe deux fonctions gy et goo qui sont
C> en t sur P! (et holomorphe localement en s) et qui ont respectivement
Yo pour développement asymptotique en 0, et v,, pour pour développement
asymptotique a I'infini. Gréace a une fonction plateau, on peut construire une
fonction g qui est C* en t sur P! (et holomorphe localement en s), et qui a
Yo et Yoo pour développement asymptotique en 0 et a 'infini.

Montrons que % est un antécédent de (79, 7e0) par €. D'une part, a_? est
une section de (ga o), CIP’1><(C . en effet, les développements asymptotiques

de ¢ ne font pas intervenir de ¢, donc ceux de 8—? sont nuls. D’autre part,

K % g—% = aK x g = ¢, donc les dévelopements asymptotiques de K % ag et de

sections de
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g sont les mémes. |

Enoncons ici un analogue a paramétres de la proposition 5.2.2 utile dans la
démonstration du lemme 3.3.6 :

PROPOSITION 5.2.6 Pour tout sous-ensemble I C {1,...,p}, notons

<0
C = (g2 0 ). C(]Pul){l ..... PN % CP

Pour toutes parties disjointes I,J C {1,...,p}, lopérateur Og (j ¢ 1UJ) sur

I

(Z ey [[u]] [5:1]) + e[ [ 1) et

est injectif et a pour conoyau la somme directe de

<0 11771 1
e e | il

(X @ity [t [5 55-0]) + it [ [ ]] [5o10:]

leJ J
et de
1 1 1
e |t | ]
TUJU{j} IutJt t J>
1 1 1

> @[] |5 t06]) + B [5 ]] [trtet]
1eJU{j} S

Le morphisme d’augmentation € vers le conoyau associe a tout f les dévelop-
pements asymptotiques de K x f en 0 et a l'infini en la variable t; (j ¢ 1UJ),
et ou les ty, et 1,0y, agissent par iy, et tk% — 5, — L.

De plus, on aco (mt;' —1) = (mt;,' — 1) oe

Cette proposition se démontre de la méme maniére que 5.2.2. Le seul point &
vérifier est la décroissance rapide des coefficients des développements asymp-
totiques, que nous calculons explicitement dans le lemme 5.2.5. Cette vérifi-
cation est donc immédiate.
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1
5.2.7 Deéveloppements asymptotiques en —
s

On reprend les notations du chapitre 4.

—1
Posons L : s — ——. Cette fonction est localement intégrable sur C, donc

TS
on la considére comme distribution pour la mesure de Haar du groupe additif
C. On note L x f le produit de convolution partiel en la variable s de L par
f, c’est a dire

-1 1 _
L t,s) = — t,&)——déENd
(L )(t5) = 3o [ P09z de A e

Le but de ce paragraphe est de montrer la proposition :

PROPOSITION 5.2.8 On a une suite exacte de C[s|{T,77')-modules

<0 _9s <0 _" C*!'s
0 D ,01*0 — pl*C (’)(‘élj [S]

ou n associe a f le développement asymptotique verticalement a l'infini de
Lxf, et ou T ets agissent par Tt et s. De plus, on ano(td,+s) = (t0;+s)on.

En fin de section, nous démontrerons cet énoncé a paramétres.

Nous dirons qu'une fonction entiére f admet un développement asymptotique

verticalement & I'infini 'l existe une série formelle ) -, —Z telle que, pour
s

tout (a,b) € R?, on ait pour |Im(s)] > 1 et a < Re(s) < b l'estimation

suivante

Qyp, CN

n < |S|N+1

YN EeN,3Cx >0 ¢ [f(s)— >

0<n<N

. a , . . N

La série ) o, —: est alors le développement asymptotique verticalement a
=

I'infini de f.

Montrons maintenant les lemmes techniques utiles a la preuve de 5.2.8.

LEMME 5.2.9 Pour toute section g de p;,C<°, on peut majorer, indépen-
damment de s, le module de l’intégrale

o g(tag) c
J—/C—é_sdg/\dg

pour t dans un compact.
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PREUVE : L’idée est de découper J en deux intégrales

/{5 sI<1} 5—5 EAd
/{g sI>1} 5—3 g

Cas de J>'.
l9(t,€)|
Jo < =22 d
| | S /{ s|>1} |€ | 5/\ 5‘
< / l9(¢.)ldg A de]

|€=s|>1}
< | [ loe.)lde n ]

La derniére intégrale est finie, car g est & décroissance rapide quand [Im(§)| —
+00 verticalement, et est nulle pour |Re(¢)| assez grande. L’intégrale J>! est
donc bien majorée par une constante indépendante de s.

Cas de JS'.

On passe en coordonnées polaires : { f =5+ pe”’

i E=5+pe ¥
On alors d& A d€ = 2ipdf A dp. Donc

g(t, s + pei?)
/ = —2ipdf N dp‘
[0,27] x[0,1] pe’

< ’ lg(t, s + pe' )\dQAdp’
[0,27]%[0,1]

Or, g est a décroissance rapide quand |Im(s)| — +oo verticalement, et est
nulle pour |Re(s)| assez grande, uniformément par rapport a ¢ sur tout com-
pact, donc g est bornée par une constant C' > 0. Donc, |JS!| est bornée par
4rC. 0

LEMME 5.2.10 Pour toute section f de p1,C<°, le produit de convolution

L« f existe, et a un développement asymptotique verticalement a l’infini égal
+o00

iy (% [ s n dg) et De plus, on a n(rtf) = 7in(f) pour

k=0
toute section f de p;,C<0.
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PREUVE : On remarque tout d’abord que pour toute section f de p;,C<Y, le
produit de convolution L % f = f(c £t5) T dE N d¢ est bien défini : c’est

2z7r
la, décroissance rapide Vertlcalement al mﬁm de f, et sa nullité pour |Re(s)]
assez grande, uniformément par rapport a ¢, qui assure 'existence de cette
intégrale pour tout s € C.
Montrons maintenant que L * f a un développement asymptotique vertica-
lement a 'infini.

n

N . . <1 . —1 ¢k 5
En effet, a I'infini, en utilisant le fait que 1_1 r = Yo g—k + = 5, il vient

(L f)(t5) = P € E)dE A dE) e + (5L [ LD A dE) L
Du fait des condltlons a l'infini sur f, les intégrales fc ERf(t,€)dE A dE sont
finies. Seule I'intégrale [ %df A d€ pose probléme. On la borne indépen-

damment de s, grace au lemme 5.2.9, avec g(t,&) = £" f(t,€).
Le développement asymptotique verticalement a l'infini de L % f est donc

1, N1
ﬂ/@ﬁ f(taf)df/\d5>@

Montrons maintenant que n(rtf) = ttn(f) pour toute section f de p;,C<°.
Ona (Lx7tf)(t,s) = 5= [ LA N dE = 5t [ 20dE N dE = (L«
f)(t,s). Donc, aprés developpement, on obtient bien n(rtf) = 7in(f). O

PREUVE : (de la proposition 5.2.8)
Premiére étape : On déduit du lemme 5.2.10 que 'image de n est contenue

02 [[L]][s]
c*'ts
dans —Og{j 5]

De plus, dans le quotient ci-dessus, on a (no (td;+))(f) = ((td; +s)on)(f).

Deuzxieme étape : Un calcul classique donne ‘?ﬁ =0y, la distribution de Dirac

en s = 0. Donc, pour toute section f de p;,C<% ona f =% % f =1L x oL

Dong, le morphisme p; C<° N p1,C<Y est injectif.

De plus, on a également [ = %(L * f). Donc, du fait de Iinjectivité pré-
cédente, f est dans 'image de ce morphisme si et seulement si L * f est a
décroissance rapide verticalement a I'infini et nulle pour |Re(s)| assez grande,
uniformément par rapport a ¢, c’est & dire si et seulement si f € Ker(n).

Troisiéme étape : 1l reste & montrer que 7 est surjectif. Soient v une section

O“"H 11[s]
de OT[]

[Ram—l]), il existe une fonction g qui est C* en s, 5 sur P! (et holomorphe

Par le théoréme de Borel (voir [Mal-4] p.62, ou encore [Mal-2],
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localement en t) et qui a v pour développement asymptotique a l'infini, et
donc en particulier lorsque |Im(s)| — 400 pour Re(s) bornee

Montrons que 35 4 est un antécédent de v par n. D’une part, F est une section
de p1,C<Y : en effet, le développement asymptotique de g ne fait pas intervenir

de 5, donc celui de B—‘Z est nul. D’ autre part L % dg = 8L x g = g, donc les

développements asymptotiques de L >|< Zetdeg sont les meémes. O]

PROPOSITION 5.2.11 Pour tout sous-ensemble I C {1,...,p}, notons
C<<0 = C <0

Pour tout j ¢ I, on a une suite exacte de C[s](r,7')-modules

o Gl o5 ROl o Citilla llsns]
C9s/] C<<0[3] ij(i]}[sl,s]]

ou n associe a f le développement asymptotique verticalement a l'infini de
Lx f en la variable s; (j ¢ I), et ou les 7y, et s, agissent par Tty et si. De
plus, on a no (t0, + sk) = (txOr, + Sk) 0 1.

Cette proposition se démontre de la méme maniére que 5.2.8. Le seul point a
vérifier est la décroissance rapide verticale des coefficients des développements
asymptotiques, que nous calculons explicitement dans le lemme 5.2.10. Cette
vérification est donc immédiate.
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5.3 Lemmes sur les équations aux différences
linéaires

Le but de cette section est de montrer que 1’on a un isomorphisme naturel

.A<0

IC.(Tltl_l - 1, ‘e ,Tptpl 1 7T*A<0 (C*)pxCr/ZP

®

)P)((CP) T;locp/zp

ot K*(mt;t—1,.. —1;m AL

(T x Cp) est le complexe de Koszul avec le

degré 0 placé tout a gauche

De plus, a la section 3.1, nous avons mis la structure de D-module sur
Afg* pxCr /20 ®, 1 Ocr ju 7 qui permet a cet isomorphisme d’avoir lieu dans la
categorle des D-modules.

Rappelons que .7 est, par définition, un sous-faisceau de k., (C*)pxcp
On a le morphisme d’adjonction injectif
ke OEypxer/ze — Ol

an an
Le morphisme k, OC* yexcrjze Qo _ T ki OCypeer — k*ﬂ*(’)((c*)pxcp

induit alors le morphisme

k*O?éL*)pXCp/Zp (9 ;7( ]{?*W*O?(g*)px(cp

-1
Ty Ocp/zp

glty, ..ty Th, . Ty) @ wi—g(ty, .. by, e 27 e 2oy

Celui-ci est localement la multiplication par t‘ilﬂ e tff“. L’injectivité étant
une notion locale, ce morphisme est clairement injectif.

Grace a ladjonction id — k,k™!, nous nous restreignons aux fonctions &
décroissance rapide en 0 et & I'infini :

an an
k*O(C*)Px(CP/ZP ®T2_10Cp/zp gC k*ﬂ—* O(C*)pXCp
<0 . <0
A (C*)pxCp/zZP ®T;10cp/zp 7 W*A(C* PxCP

gltr, .ty Ty, Ty) @wi—g(t, .. by, €721 L e 2T
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Le morphisme du bas est encore localement défini par la multiplication par
e il est donc injectif.

PROPRIETE 5.3.1 Linjection précédente est un morphisme de D-modules,

action des opérateurs différentiels t;0,, sur A(fco* pxcozr ® T étant

celle décrite a la section 3.1, et sur 7T*.A(<CO* P Co celles des dérivations tj o,
—1.

7‘2 Ocp/zp

PREUVE : Notons d’abord que, par définition de .7, pour toute section w de

T, ona t]g;" =(s;+ 1w

Si on note ¢ l'injection en question, il suffit de calculer pour toute section
0 :

locale g(t, T)w de 7T*.A(<C* b

tige —s; — De(9(t, T) @ w)

tmt—%—Uy@IM

I
Nl PF S~~~
<.
bng’)
A A~

Il
/\/—\b
PO-QPFQ)

9(t, Dw) — (s; + Dg(t, Dw
= JS—i t,D)w + (s; + D)g(t, T)w — (s; + Dg(t, T)w
= @(t T)w

é’t t, T ®w>)

Supposons pour le moment p = 1.

LEMME 5.3.2 Le morphisme de faisceaur moAZ ) AL o est sur-
jectif.

PREUVE : L’opérateur 7 — 1 ne portant que sur s, et les conditions de décrois-
sance ne portant que sur ¢, on peut calculer en oubliant ¢ et les conditions
de décroissance.

On regarde le morphisme fibre & fibre. Soit Ty = =20 € C/Z quelconque.
(m.O&") 1, est 'anneau des fonctions holomorphes dans un petit voisinage
ouvert Uy de sp et tous ses translatés U; (j € Z) par 7 et 7! (tous ces
petits ouverts étant disjoints). On se donne g € (7.O&")r,, et on note g; les
restrictions de ¢g aux U;. On cherche alors un v € (m.O%")r, tel que Vs €
U; Uj s uls+1) —u(s) = g(s), i.e. Vj € Z,Vs € Uy : uja(s) — u;(s) = g;(s),
ou les u; sont les restrictions de u aux U;. Pour cela, on pose arbitrairement
up = 0, et on trouve de proche en proche les u; qui conviennent. 0

91



. X Tt
PROPOSITION 5.3.3 Le morphisme de faisceaux W*AE—? T ASD

C*xC
est surjectif, et a pour noyau AL ® T.

T xC/z <3 ' Ocyz

PREUVE : Commencons par le calcul du noyau.
On part de l'injection (voir au début de cette section 5.3)

0— AL T — m A

C*xC/Z ®T510C/Z C*xC

Par définition du faisceau .7 (voir section 3.1), 'image de cette injection
est exactement le noyau du morphsime considéré. Le seul point a vérifier est
celui des conditions de décroissance rapide : il ne pose aucun probléme car
une section w de .7 est de la forme h(T)t**!, ou 57! est une détermination de
la fonction multiforme ¢ — t**1. Et cette fonction n’intervient pas dans ce
type de décroissance. En effet, une section locale g(¢, T)t*! est a décroissance
rapide en ¢ (avec s dans un compact) si et seulement si g 1'est.

Voyons maintenant la surjectivité.

Montrons-la sur la fibre en un (to,7y) quelconque. Soit g € (W*AC* o) (to,To)

et cherchons un u € (7 *A@XC)(LLU,TO) tel que (7t7! — 1)u = g. On pose v :=
t=*71u, et on se rameéne a (7 — 1)v =t~ 1g. Comme t*~1g est holomorphe
en s et encore a décroissance rapide en ¢, uniformément sur tout compact par
rapport a s, on est capable de trouver une solution v grace au lemme 5.3.2.
D’ot une solution u = t*Ttv qui vérifie les conditions de décroissance ; ce qui

prouve la surjectivité. O

Reconsidérons maintenant un p quelconque.
PROPOSITION 5.3.4 On a un isomorphisme de faisceaux

Ke(mt it —1,. .. ,Tptzjl 1; 7T*A<O AL ®

)PX(CP) (Cx)pxCr/ZP Tglocp/zp

PREUVE : On considére ce complexe de Koszul comme le complexe simple as-

socié au complexe p-uple formé des p complexes [T *A((CO* Cr L> A(fco*) y (CP] ,
[ ]

et on procéde par récurrence.

Pour cela, établissons quelques notations. Si I désigne une partie de {1, ..., p},

D
notons, comme & la section 3.1.4, T5™ = . Po-

f)(tjaitl — S — 1,7'[25;1 — 1>

sons alors

T; = Homg (Ti*l, b, E‘SW‘CP)
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Nous sommes maintenant en mesure de faire la démonstration.
Le cas initial, c’est-a-dire le cas du morphisme

-1
<0 (rity " —1). <0
7T*.A (T T A (T

se traite de la méme maniére que le cas & une variable (proposition 5.3.3) :
il est surjectif et son noyau est

7.[_>(<“4<0

Ty

C*)PxC/ZxCA2:- TQIOCP/ZP

Voyons maintenant le pas de la récurrence.

Pour les mémes raisons que .7, le faisceau 77 est un faisceau localement
constant de ry 1O(C szy-modules localement libres de rang 1. Il est engendré
localement par une détermination de 5+,

Prenons maintenant I = {1,...,j — 1} C {1,...,p— 1}et J={j,...,p}
De la méme maniére que pour le cas & une variable (proposition 5.3.3), on
montre que le morphisme naturel injectif

7.‘.*‘A'<O

. <0
(TP x (C/2) 190} xCI\ L3} ®r;1<9cp/zp Tjy———mA

(C¥)Px(C/zZ)I xCJ
9(t, Trogys s.0(y) © w——=g(t, Ty e; ™ s jy)w

a pour image le noyau du morphisme naturel surjectif

<0 (myt; ' =1). <0
W*'A(C*)PX(C/Z)I X C7 : 7T*“4(<C*)px(<c/2)1 xC7

Or, J7 et J;, étant des 1y 1(9(@ szyp-modules localement libres, on remarque
que

Tr® Ty = T

en considérant des générateurs de ces faisceaux. De plus, 77 étant localement
libre sur r; IO(C /z)v, le foncteur —® 7 est exact. Ainsi, le morphisme

5 1 O(czyp

ry Oc/zp
naturel injectif

<0 C <0
7T*.A (C*)Px(C/Z) T3} xCINI} ®T510cp/zp °%U{J} ﬂ-*‘A (C*)Px(C/z)I xCI ®r;1(’)@p/zp ‘%
a pour image le noyau du morphisme naturel surjectif
-1
<0 (mjty " =1). <0
mA (C*)px(C/z)I xCTY ®T§10CP/ZP Tr meA (C*)px(C/z)I xCTY ®T§1@CP/ZP T
0
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5.4 Lemmes sur les équations aux dérivées par-
tielles linéaires

On rappelle que I'on note e~ (7% = ¢=7151 ... ¢=psp,

Dans la suite, (¢ 1p; L7 @c e7(@9)<0 est le sous-faisceau de B<? des
fonctions de la forme g(s, ..., s,)e (%%,

Supposons pour le moment p = 1.

LEMME 5.4.1 Le morphisme de faisceaux B<O Ot B0 est surjectif, et a

pour noyau (¢~ p3 U L7E ®¢ e77%) <0

PREUVE : Par définition de (¢~ !p; ' 0071 ®c e77*)<Y on a un morphisme
naturel injectif (¢ 1p; 0 l71E ®¢ e77%)<0C—= B<0 . A ce stade on a donc

(Os+s)

une suite 0 — (¢ 'py U L7IE @c e77%)<0 B<O
tiellement exacte.

Reste a voir qu’elle est exacte sur la fibre en un (og, s¢) quelconque en mon-
trant la surjectivité de 0, + s.

Si sg € C, la suite est trivialement exacte : c¢’est un cas classique rencontré
dans la théorie des D-modules sur C.

Si sg € {00} X R : on est en présence d'une suite de modules tous nuls, donc
d’une suite de modules trivialement exacte.

Si sg € R x {oo} : il suffit de se placer sur un ouvert quelconque du type
U. = {|o — 00| < e} x {a <Re(s) <b,[Im(s)| > £}. On cherche une solution
holomorphe u(o, s) a I'équation (0, + s)u = f, ot w et f sont & décroissance
rapide en s sur U, uniformément par rapport a o sur tout compact. On pose
v(0,s) = e”*u(o, s). On trouve alors 2(o, s) = e f(0, s), soit par exemple

B<<0 0 par-

u(o,s) = / 5 £ (£, 5)dE = / S 1€, 5)de

On appelle §(o) une mesure modulo 27 de 'argument de o. Comme C* est
simplement connexe, on a le choix du chemin d’intégration dans I'intégrale ci-
dessus. On prend alors le segment reliant 0 & . Ainsi, la variable d’intégration
¢ est d’argument constant 6 modulo 27. On a alors

—1i60

u(e™o,5) = / e e e s)de
0
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ot £,e %o € R.. Comme 0 < € < e o, il vient £ — e %0 < 0. D’out

ju(e 0, )] < | / 0 1 (e, )| < | / s)lde

Et pour |0 — 09| < €, on a : pour tout N € N, il existe Cy > 0 tel que

(e 0, 5)| < ’/ o CN < Onla] _ Cn(loo| +¢)

ERE

Et enfin Cnlloul )
N([oo] + €
|U(075)\ < T

On a trouvé une solution avec la condition de décroissance voulue, ce qui

prouve bien la surjectivité cherchée. O

Reconsidérons maintenant un p quelconque.

Soit K*(0y, + S1,-..,05, + Sp; B) le complexe de Koszul avec le degré 0
placé tout & gauche.

LEMME 5.4.2 On a un isomorphisme de faisceaux
K* (0o, + 81,2 0a, + 5 BY) = (¢ p3 "l T E @c 77 <0

PREUVE : Les notations étant encore une fois trés lourdes pour faire cette
preuve rigoureusement, on en donne une esquisse.

On considére ce complexe de Koszul comme le complexe simple associé au
o ;+5;

complexe p-uple formé des p complexes [B<? —— B<?] | que I'on résout une
[

variable aprés l'autre. Il suffit donc de savoir faire p fois la résolution a une

variable, ce qui est fait dans le lemme 5.4.1. (]
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5.5 Un petit calcul annexe

Soient A; (I € {1,...,q}) des nombres complexes. Le but de cette section est
de calculer une estimation de

on($00)
=1

quand |Im(s)| — +o0, dans une bande {a < Re(s) < b} avec arg(s) €]—7, 5.

On a tout d’abord

Re(Alslfé) = |s]17% (Re(Al) cos((1— é) arg(s)) —Im(A;) sin((1 — é) arg(s)))

Puis, on pose arg(s) = 5 + h. On a alors quand h — 0 :

Re(Alslfé) = ]s]lfé (Re(Al) cos((1 — é)g) — Im(A;) sin((1 —

)

N[N

05 +e(D)

Donc, quand Im(s) — +o0, ]exp(Alsl_é)\ est équivalent a

exp (\3\1_5 (Re(Al) cos((1 — £)Z> — Im(A;) sin((1 — i)f)))

q’ 2 q’ 2
De méme, on pose arg(s) = —7% + h. On a alors quand h — 0 :
l l
Re(A;s' 1) = |s|'" (Re(Al) cos((1 — -)%) + Im(A,) sin((1 — _)g) n 0(1)>
q q

Donc, quand Im(s) — —oo, \exp(Alsl_é)| est équivalent a

1L l.m ) NS
exp (ys| (Re(Al) cos((1 = -)5) + Im(Ap) sin((1 55)))
Dong, il existe une constante B; telle que

|exp(Alslfé)| = O(exp (Bl|s|1fé>>

Et comme on a a < Re(s) < b, il vient

|eXp(A151*é)| = O(exp (Bz|1m<3)|1ié>>

On en conclut donc qu’il existe des nombres complexes B; tels que

‘ exp <§A131_}1>’ = O(exp (gBl\Im(s)\l_é>>
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Résumé

Dans un premier temps, nous décrivons le complexe des solutions du transformé
de Mellin algébrique d’'un D-module M en fonction des solutions de M. Pour
cela, nous définissons un foncteur de transformation de Mellin faisceautique. Nous
montrons alors que le transformé de Mellin du complexe des solutions & décroissance
rapide en 0 et & l'infini d’'un D-module holonome régulier M est quasi-isomorphe
au complexe des solutions du transformé de Mellin algébrique de M, I’hypothése
de régularité n’étant plus nécessaire a une variable.

Dans un second temps, nous faisons un travail analogue avec la transformation de
Mellin inverse : les résultats sont plus partiels. Nous définissons une transformation
de Mellin inverse faisceautique. Nous démontrons alors qu’il existe des morphismes
naturels reliant le complexe des solutions du transformé de Mellin inverse algébrique
d’un module aux différences avec le transformé de Mellin inverse faisceautique du
complexe des solutions a croissance au plus exponentielle d’ordre 1 & l'infini dans
des bandes verticales. Nous montrons ensuite que dans le cas d’'un module aux
différences & une variable et & une seule pente strictement positive, ces morphismes
sont des isomorphismes.

Mots clés : transformation de Mellin, transformation de Mellin inverse (ou de
Pincherle), D-modules, équations aux différences finies, faisceaux constructibles,
monodromie, développements asymptotiques, complexe des solutions, polygone de
Newton.

Abstract

In a first part, we describe the complex of solutions of the algebraic Mellin trans-
form of a D-module M in terms of the solutions of M. In order to do that, we
define a Mellin transform functor on sheaves. We show the Mellin transform of
the complex of fast decreasing solutions of a regular holonomic D-module M is
quasi-isomorphic with the complex of solutions of the algebraic Mellin transform
of M, the assumption of regularity not being necessary in the one variable case.
In a second part, we study the inverse Mellin transformation : our results are less
complete. We define an inverse Mellin transform functor on sheaves. We show there
are natural morphisms connecting the complex of solutions of the inverse algebraic
Mellin transform of a finite difference module with the inverse Mellin transform of
the complex of solutions with growth at most exponential of order 1 at infinity in
vertical bands. We then show that, in the case of a one variable difference module
with only one positive slope, these morphisms are isomorphisms.

Key words : Mellin transformation, Inverse Mellin transformation (or Pincherle
transformation), D-modules, finite difference equations, constructible sheaves, mo-
nodromy, asymptotic expansions, complex of solutions, Newton polygon.



