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Sur une stratégie de calcul pour les problèmes multiphysiques

Résumé • L’objectif de ce travail est d’étendre le concept classique d’interface entre
sous-structures à celui d’interface entre physiques afin de proposer un cadre de ré-
flexion général pour la simulation des problèmes multiphysiques. On présente ainsi
une nouvelle stratégie, fondée sur la méthode à grand incrément de temps (LATIN) et
on montre sa faisabilité sur le problème de consolidation d’un sol poreux saturé, cas
typique d’interaction forte entre fluide et structure. Une technique d’approximation
radiale des inconnues est ensuite mise en place afin d’accroître les performances de
la méthode, que ce soit en terme de coût de calcul ou de modularité. Le volet suivant
est l’utilisation du concept d’interface entre physiques pour prendre en compte les as-
pects multiéchelles en temps et en espace, inhérents à la cohabitation de plusieurs
physiques. Des techniques de couplage et de transfert sont introduites afin de per-
mettre l’utilisation de discrétisations temporelles et de maillages spatiaux différents
pour chacune des physiques, et d’augmenter encore ainsi la modularité de la méthode.
Enfin, des travaux sur le traitement des non linéarités sont présentés et montrent que
ces nouveaux aspects n’affectent pas les performances de la stratégie.

Mots clés • Stratégie de calcul, multiphysique, multiéchelle en temps et en espace, non
linéarités, LATIN, approximation radiale, milieux poreux.

On a computational strategy suitable for multiphysics problems

Abstract • The aim of this work is to extend the usual concept of interface between
substructures to that of interface between physics in order to propose a general fra-
mework for the simulation of multiphysics problems. A new strategy, derived from the
LArge Time INcrement (LATIN) method, is presented and its feasibility demonstrated
on the consolidation of saturated porous soils, a typical case of highly coupled fluid-
structure problem. A technique of radial loading approximation of unknowns is then
setup to increase the performance of the method, in term of computational cost but
also of modularity. The following step is the use of the concept of interface between
physics to take into account the time and the space multiscale aspects, which usually
arise with the cohabitation of several physics. Techniques of coupling and transfer are
introduced in order to allow the use of different time and space discretizations for each
physics and thus to further increase the modularity of the method. Lastly, some works
on the taking into account of the nonlinearities are presented, showing that these new
aspects do not affect the performance of the strategy.

Keywords • Computational strategy, multiphysics, time and space multiscale aspects,
nonlinearities, LATIN, radial approximation, porous media.
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Résumé

Titre • Sur une stratégie de calcul pour les problèmes multiphysiques.

Direction • Dirigée par P. Ladevèze et co-encadrée par D. Dureisseix.

Résumé • L’objectif de ce travail est d’étendre le concept classique d’interface entre
sous-structures à celui d’interface entre physiques afin de proposer un cadre de ré-
flexion général pour la simulation des problèmes multiphysiques. On présente ainsi
une nouvelle stratégie, fondée sur la méthode à grand incrément de temps (LATIN) et
on montre sa faisabilité sur le problème de consolidation d’un sol poreux saturé, cas
typique d’interaction forte entre fluide et structure. Une technique d’approximation
radiale des inconnues est ensuite mise en place afin d’accroître les performances de
la méthode, que ce soit en terme de coût de calcul ou de modularité. Le volet suivant
est l’utilisation du concept d’interface entre physiques pour prendre en compte les as-
pects multiéchelles en temps et en espace, inhérents à la cohabitation de plusieurs
physiques. Des techniques de couplage et de transfert sont introduites afin de per-
mettre l’utilisation de discrétisations temporelles et de maillages spatiaux différents
pour chacune des physiques, et d’augmenter encore ainsi la modularité de la méthode.
Enfin, des travaux sur le traitement des non linéarités sont présentés et montrent que
ces nouveaux aspects n’affectent pas les performances de la stratégie.

Mots clés • Stratégie de calcul, multiphysique, multiéchelle en temps et en espace, non
linéarités, LATIN, approximation radiale, milieux poreux.
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Abstract

Title • On a computational strategy suitable for multiphysics problems.

Advisors • Directed by P. Ladevèze and D. Dureisseix.

Abstract • The aim of this work is to extend the usual concept of interface between
substructures to that of interface between physics in order to propose a general fra-
mework for the simulation of multiphysics problems. A new strategy, derived from the
LArge Time INcrement (LATIN) method, is presented and its feasibility demonstrated
on the consolidation of saturated porous soils, a typical case of highly coupled fluid-
structure problem. A technique of radial loading approximation of unknowns is then
setup to increase the performance of the method, in term of computational cost but
also of modularity. The following step is the use of the concept of interface between
physics to take into account the time and the space multiscale aspects, which usually
arise with the cohabitation of several physics. Techniques of coupling and transfer are
introduced in order to allow the use of different time and space discretizations for each
physics and thus to further increase the modularity of the method. Lastly, some works
on the taking into account of the nonlinearities are presented, showing that these new
aspects do not affect the performance of the strategy.

Keywords • Computational strategy, multiphysics, time and space multiscale aspects,
nonlinearities, LATIN, radial approximation, porous media.
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Introduction

DEPUIS DE NOMBREUSES ANNÉES , les problèmes couplés ont fait l’objet de multiples
travaux en matière de modélisation et de simulation. Dans [Zie00], O. C. Zienkie-

wicz et R. L. Taylor les définissent comme des problèmes dans lesquels interviennent
plusieurs domaines, dont les variables décrivent généralement des phénomènes phy-
siques différents, et pour lesquels :

– aucun domaine ne peut être résolu indépendamment des autres ;

– aucun groupe de variables ne peut être éliminé explicitement des équations.

Ils suggèrent de classer ces problèmes en deux catégories. La première est celle
dans laquelle le couplage a lieu au niveau d’interfaces matérielles entre les domaines,
ces derniers pouvant ou non correspondre à des phénomènes physiques différents.
C’est le cas de l’interaction fluide-structure en aéroélasticité, mais aussi celui où des
techniques numériques différentes sont utilisées pour traiter chaque domaine ([Fel01]
parle alors de sous-systèmes artificiels). La seconde catégorie regroupe les problèmes
dans lesquels il y a recouvrement partiel ou total des domaines, le couplage ayant
lieu au niveau des équations gouvernant les différents phénomènes physiques. On
peut notamment citer les cas du couplage physico-chimique, des matériaux piézo-
électriques, de la thermo-élasticité ou encore de l’interaction fluide-structure dans les
milieux poreux (sols, muscles...).

Depuis quelques années, le qualificatif multiphysique est apparu pour désigner les
problèmes dans lesquels interagissent des phénomènes de natures différentes et qui
étaient étudiés, il y a encore peu de temps, par des branches différentes de la phy-
sique. [Par01] constate que leur étude est en train de devenir un des nouveaux défis
de la simulation comme en témoigne le nombre grandissant de conférences qui lui
sont consacrées (citons notamment la récente Workshop on Modelling and Simulation

of Multi-Physics Multi-Scale Systems1, dont le nombre de communications soumises a
dépassé les espérances des organisateurs).

1Durant l’ICCS-2004, 6-9 juin 2004, Cracovie, Pologne.
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Si on suppose que la modélisation et la simulation de chacun des domaines mis en
jeu dans un problème multiphysique sont bien maîtrisées, mises à part les méthodes
d’élimination qui sont moins générales, deux approches sont classiquement utilisées
pour traiter le problème complet :

– la résolution couplée (dite directe ou monolithique) : le problème est traité dans
son intégralité et la résolution de chaque composant avance simultanément en
temps (e.g. [Blo98, Gos03, Mic04b]) ;

– le découplage (ou partitionnement) : les composants sont traités séparément,
les interactions étant vues comme des chargements imposés, transférés entre les
domaines en utilisant des techniques de prédiction, substitution et synchronisa-
tion (e.g. [Fel80, Fel88, Mor95, Lew98, Far00, Fel01]).

On attend de ces méthodes les qualités suivantes : précision, efficacité et modula-
rité [Pip95a]. La précision justifie le fait d’accorder crédit aux résultats de la simulation
vis-à-vis de la modélisation choisie. L’efficacité doit permettre d’effectuer des calculs
précis pour un coût raisonnable. La modularité, quant à elle, est souvent présentée
comme le fait de pouvoir réutiliser des codes existants, fonctionnant éventuellement
sur des machines différentes.

Si l’on est prêt à développer un nouvel outil, dédié au problème que l’on souhaite
traiter, on peut se tourner vers l’approche monolithique qui offre précision et simpli-
cité de mise en œuvre. Par contre, elle ne présente pas la modularité qui vient d’être
décrite et peut conduire à la résolution de systèmes couplés de grande taille, éventuel-
lement non linéaires.

Si, en revanche, on souhaite réutiliser les stratégies et les codes adaptés dont on
dispose déjà, on préfère souvent une méthode de partitionnement, dont [Fel01] rap-
pelle la très grande modularité. Sous sa forme la plus simple (staggered2), ce type de
stratégie incrémentale consiste, à un instant donné, à calculer de manière découplée
l’état de chaque composant. Durant ce calcul, tous les autres composants sont sup-
posés « gelés ». Cette approche repose sur le fait que la solution de chacun des do-
maines est celle d’un problème bien posé, dès lors que la valeur des variables des
autres domaines est connue. Les systèmes à résoudre sont donc de taille réduite, et
le coût de la simulation a priori plus faible qu’avec la méthode monolithique. Des
modélisations, des discrétisations et des méthodes de résolution différentes peuvent
être utilisées pour chacun des composants. Néanmoins, cette technique a des incon-
vénients [Mic04b] : d’une part, chaque composant a toujours un retard en temps par
rapport aux autres et les propriétés de conservation d’énergie sont souvent perdues ;
d’autre part, le schéma peut souffrir d’une stabilité conditionnelle ou d’un manque

2 « titubante », ou parfois « zig-zag », du fait de l’allure du schéma de principe de l’algorithme comme
il sera décrit dans la suite.
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de cohérence (consistency) qui impose certains choix sur la taille des pas de temps.
Pour réduire le retard et recouvrer la cohérence, diverses procédures de prédiction
et de sous-itérations à chaque pas de temps peuvent être mises en place. Ces tech-
niques peuvent être vues comme des méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel ou Newton
par blocs [Par83, Zie88, Tur94a, Mic03, Mat03]. La question du choix entre la méthode
directe et une stratégie de partitionnement a fait l’objet de nombreuses publications
(e.g. [Lew91, Blo98, Kuh01, Pip01, Fel01, Fel04]) mais il semble que la réponse dépende
fortement du problème traité.

L’objectif de cette thèse est de proposer une stratégie alternative et non incrémen-
tale pour la simulation des problèmes multiphysiques. Le point de départ est d’étendre
le concept d’interface entre sous-structures (cf. [Lad99a] puis [Lad00, Lad01b, Lad02b])
à celui d’interface entre physiques. Chaque physique est alors traitée indépendamment
(notamment en terme de discrétisation en temps et en espace) et les couplages entre
les physiques sont recouvrés lors de la vérification de « propriétés » d’interface. Les
bases de cette méthode ont été présentées dans [Dur03c] et le cas test qui sert de sup-
port est un problème multiphysique classique : celui de consolidation d’un milieu po-
reux, problème d’interaction fluide-structure fortement couplé en volume. Cette thèse
a été réalisée en collaboration avec le Professeur B. A. Schrefler3 dont les travaux ont
largement contribué à la compréhension et à la simulation de ces milieux4 [Lew98,
Sch02]. Le terme consolidation désigne la lente déformation du « squelette » d’un mi-
lieu poreux, accompagnée d’un flux du fluide contenu dans les pores [Lew98, Cou04].
Ce phénomène joue un rôle important dans de nombreux problèmes de mécanique
des sols et a fait l’objet de nombreuses études. Deux cas ont été examinés avec beau-
coup d’attention. D’une part, celui où le sol est soumis à un chargement mécanique :
effet du poids d’un édifice, fondations des piles de pont, etc. D’autre part, celui où le sol
est soumis à un chargement hydraulique qui peut conduire à un changement d’équi-
libre : pompage massif d’une ressource naturelle (pétrole, gaz) dans le sol, etc.

Le « moteur » de la stratégie proposée ici est la méthode à grand incrément de temps
(LATIN) [Lad99a]. Cette méthode très générale a déjà été utilisée pour traiter de nom-
breux problèmes complexes, notamment non linéaires. Elle se démarque des stratégies
décrites précédemment par son caractère non incrémental. Brièvement, elle consiste
à mettre en place un algorithme de résolution itératif au cours duquel les équilibres de
chaque physique sont traités indépendamment, lors d’une étape dite linéaire, tandis
que les propriétés d’interface sont vérifiées lors d’une étape dite locale. Elle peut donc
être considérée comme une stratégie de partitionnement mais ne souffre pas du retard
en temps inhérent aux méthodes staggered. On peut remarquer que cette méthode est
conçue dès sa formulation pour être implantée sur des ordinateurs à architecture pa-
rallèle et pour permettre le couplage de codes de calcul dédiés. L’utilisation pratique

3Dipartimento di Costruzioni e Trasporti, Université de Padoue, Italie.
4Milieux poreux saturés, insaturés, isothermes ou non, mono ou multiphasés, avec comportement

élastique ou élasto-plastique, non linéaires, en grandes déformations, etc.
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de codes différents n’a cependant pas été abordée au cours de cette thèse. Il faut noter
que dans le cas des milieux poreux, la notion d’interface entre physiques peut paraître
assez abstraite car elle n’a pas de réalité matérielle comme c’est le cas en aéroélasticité
où elle désigne la « peau » d’une structure baignant dans un fluide. Remarquons aussi
que l’introduction d’une interface va dans le sens de [Par01], qui préconise que l’ana-
lyse multiphysique d’un problème tel que celui d’interaction fluide-structure fasse in-
tervenir trois modules : un pour l’analyse de la partie fluide, un pour celle de la partie
solide et un pour l’interface, qui prenne en compte les interactions entre les phéno-
mènes.

Un des points clés de cette stratégie est l’introduction d’une technique d’approxi-
mation propre à son caractère non incrémental. Cette technique, fondée sur le concept
de fonctions radiales [Lad99a], consiste à approximer la solution par une somme de
produits de fonctions du temps par des fonctions de l’espace. Ces fonctions sont géné-
rées automatiquement par l’algorithme au fil des itérations et pour un coût de calcul
réduit. Une telle méthode permet en outre d’augmenter la modularité de la stratégie
en limitant le volume d’informations à échanger entre la partie fluide et la partie so-
lide. Dans [Dur03c], la stratégie LATIN a été présentée et comparée à l’ISPP (Iterative

Standard Parallel Procedure), un des schémas classiques de partitionnement [Mat96].
Elle s’est avérée compétitive en terme d’efficacité dès lors que la technique d’approxi-
mation radiale est utilisée, mais seule l’approximation des quantités cinématiques a
alors été mise en place.

Le premier volet de cette thèse est l’introduction de l’approximation radiale pour
l’ensemble des champs et la comparaison des performances de l’ISPP et de la méthode
LATIN pour ces différents types d’approximation [Dur03b]. On montre que la représen-
tation de tous les champs ne modifie pas le taux de convergence et permet de réduire
le coût du calcul et les besoins en terme de stockage et de transfert d’informations. Le
comportement de l’algorithme vis-à-vis de la complexité en temps du chargement est
en outre testé. La stratégie LATIN se montre peu sensible à cette complexité alors que
le coût pour atteindre la convergence de l’ISPP y est directement lié [Dur03b].

Le second volet de ces travaux concerne les aspects multiéchelles et l’utilisation de
discrétisations différentes pour chacune des physiques, en particulier dans les cas où
des échelles de temps et d’espace très différentes sont amenées à « cohabiter » [Pip95b,
Far98, Fel01]. L’utilisation de pas de temps de tailles différentes permet de réduire le
coût de la simulation en évitant des calculs inutiles sur les champs pour lesquels une
discrétisation plus grossière peut suffire, évitant en outre les transferts d’informations
trop fréquents entre les codes [Pip95b]. L’utilisation de discrétisations spatiales dif-
férentes peut, quant à elle, être nécessaire lorsque les codes utilisent des méthodes
d’adaptation pour générer automatiquement des maillages ad hoc, qui ne sont pas for-
cément compatibles, ou lorsque les schémas utilisés ne sont pas les mêmes (e.g. dans
un problème d’aéroélasticité, éléments finis pour la partie structure et différences fi-
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nies pour la partie fluide [Far98, Bec00, Mat03]).

Un des points clés en faveur des méthodes de partitionnement est la possibilité de
coupler des techniques de discrétisation et des algorithmes de résolutions qui ont fait
leurs preuves dans chacun des domaines. Dans ce type de méthodes, l’aspect multié-
chelle en temps est le plus souvent traité en sous-itérant sur la physique qui nécessite
la discrétisation la plus fine. Des techniques adaptées de prédiction des autres champs
permettent alors de conserver la stabilité inconditionnelle du schéma [Pip95b, Fel01].
Pour l’utilisation de discrétisations spatiales différentes, que ce soit dans une méthode
monolithique ou de partitionnement, le point clé est le transfert d’informations qui ne
sont pas définies sur les mêmes maillages. Un certain nombre de techniques ont été
proposées dans le cadre de la résolution des problèmes couplés (e.g. [Mam95, Far98,
Bec00, Vil02] pour l’aéroélasticité). Dans la méthode LATIN, la prise en compte de ces
aspects multiéchelles s’intègre naturellement dans le cadre de l’interface entre les deux
physiques. Pour cela, on donne un sens concret à l’interface en la munissant de ses
propres discrétisations en temps et en espace. La vérification des relations de com-
portement est alors réalisée sur ces maillages. La difficulté est le transfert de champs
spatiaux et temporels entre les discrétisations de l’interface et celles de chacune des
physiques.

Pour ce qui est des aspects multiéchelles en temps, le caractère non incrémental
de la stratégie nécessite la définition du transfert entre plusieurs grilles temporelles de
champs définis sur l’intervalle tout entier, contrairement aux méthodes staggered. Ce
problème a déjà été abordé dans de nombreux cas (e.g. [Gra01a, Fis01, Bot02, Com02,
Mad02, Yu02b]). La technique qui est introduite ici est une modification de la straté-
gie micro-macro proposée dans [Lad99b, Lad01b, Lad03] pour résoudre les problèmes
multiéchelles en espace. Elle consiste à introduire deux échelles, dites « macro » et « mi-
cro », la partie macro d’une fonction étant définie comme une sorte de moyenne sur
des pas de temps grossiers. Les inconnues fluides sont représentées avec leurs parties
macro et micro tandis que les quantités solides ne le sont qu’avec leur partie macro.
Le couplage à l’étape locale est assuré par des techniques de projection/interpolation.
Dans le cas du problème de consolidation qui nous intéresse, on constate qu’une dis-
crétisation beaucoup plus grossière des quantités solides est suffisante pour obtenir
des niveaux d’erreur identiques sur la partie solide et sur la partie fluide. Pour obtenir
un niveau d’erreur donné, cette stratégie permet donc un gain substantiel en terme de
coût de calcul [Dur03b].

Pour l’utilisation de maillages spatiaux différents, le choix se porte sur une tech-
nique fondée sur des opérateurs de transfert de type mortar [Ber94, Far98]. Les rela-
tions de comportement sont alors vérifiées entre les champs projetés sur le maillage
de l’interface. On constate que la solution obtenue et le taux de convergence de la mé-
thode sont très peu affectés, même dans le cas de maillages fortement incompatibles
ou de l’utilisation d’un maillage grossier de l’interface [Nér04]. En revanche, la ques-
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tion du choix du maillage de l’interface reste pour l’instant ouverte.

Enfin, il semble qu’une majorité des problèmes de consolidation traités dans la
littérature se limite aux hypothèses d’un comportement du squelette élastique linéaire
et d’une perméabilité du milieu constante. En réalité, dans la plupart des situations
rencontrées en géomécanique, le comportement du sol est non linéaire [Kon63, Lew98,
Dor02, Mer02]. Le dernier point abordé dans cette thèse est la prise en compte d’un
tel comportement. Dans la méthode LATIN, cela se traduit une nouvelle fois par une
modification de l’étape locale, dans laquelle le système différentiel à résoudre devient
non linéaire mais reste local en espace. Un choix adapté des directions de recherche
permet de rendre le taux de convergence de la méthode quasi-indépendant du degré
de non linéarité [Nér04].

Ce document est composé de six chapitres :

– dans le premier, on présente le problème de référence et on rappelle les principes
des stratégies usuelles. La procédure ISPP, avec laquelle la stratégie LATIN est
comparée dans la suite, est détaillée ;

– dans le deuxième, on décrit la méthode LATIN, adaptée à la simulation des pro-
blèmes multiphysiques et la notion d’interface entre physiques. On donne en-
suite de premiers éléments de comparaison avec l’ISPP ;

– dans le troisième, on développe les techniques d’approximations propres au ca-
ractère non incrémental de la méthode ;

– dans le quatrième, on montre comment les aspects multiéchelles en temps peu-
vent être pris en compte de manière naturelle par le concept d’interface entre
physiques. On montre ainsi l’intérêt de pouvoir utiliser une discrétisation plus
grossière pour la partie solide. L’opportunité d’utiliser un schéma Galerkin dis-
continu en temps est aussi discutée ;

– dans le cinquième, on modifie à nouveau le concept d’interface entre physiques
afin d’utiliser des maillages spatiaux différents pour chacune des physiques ;

– dans le sixième, enfin, on teste l’aptitude de la stratégie à prendre en compte
les non linéarités du matériau, et en particulier son comportement vis-à-vis du
« degré » de non linéarité.



CHAPITRE

1 Le problème de
référence

DANS CE CHAPITRE , on présente quelques notions sur les milieux poreux et les équa-
tions du modèle qui fera l’objet de cette étude. On rappelle ensuite les idées de

base des stratégies généralement utilisées pour résoudre ce type de problème couplé :
la méthode monolithique et celles de partitionnement. Une des stratégies classiques
de partitionnement, l’ISPP, est détaillée et servira de point de comparaison pour la mé-
thode proposée dans ce travail.

1 Quelques notions sur les milieux poreux

L’objectif de cette section n’est évidemment pas de détailler la théorie des milieux
poreux, mais plutôt d’introduire les grandeurs caractéristiques qui seront manipulées
tout au long de ce travail, ainsi que les équations qui les gouvernent. Il faut noter que
les équations qui vont être présentées sont celles obtenues sous des hypothèses sim-
plificatrices très fortes. Elles ne reflètent pas l’état d’avancement actuel des travaux sur
la simulation des milieux poreux. Pour plus de détails sur la mécanique de ces milieux,
on pourra se référer aux ouvrages très complets [Lew98, Cou04].

On définit généralement la mécanique des milieux poreux comme l’étude des ma-
tériaux dont la structure interne comprend une phase solide et des pores, fermés ou
ouverts, remplis d’une phase fluide dont le comportement influence de manière signi-
ficative celui de la structure (cf. Figure 1.1). Dans les exemples qui seront considérés
ici, les pores ouverts seront supposés complètement saturés de fluide. Dans le cas des
géomatériaux, comme les sols, les roches ou le béton, ce fluide est généralement de
l’eau, du pétrole ou du gaz. Cependant, des propriétés identiques régissent la circu-
lation du sang dans les tissus musculaires ou le comportement des tissus oculaires
remplis d’humeur aqueuse [Mer02]. La mécanique des milieux poreux joue donc un
rôle important dans des domaines aussi divers que la géophysique, la géotechnique, la
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biomécanique, l’étude des matériaux ...

Figure 1.1 • Structure interne d’un milieu poreux

Un des points clés de la mécanique des milieux poreux est de réussir à décrire les
interactions entre les constituants solide et fluide. La géométrie des pores est souvent
trop complexe pour qu’une description microscopique de ces interactions soit envi-
sageable, i.e. en considérant les inhomogénéités réelles à l’échelle de la porosité. On
lui substitue donc généralement un modèle macroscopique, dans lequel on suppose
que les différents constituants occupent le domaine tout entier, solide et le fluide for-
mant des milieux continus qui se chevauchent. Ce milieu de substitution peut alors
être traité avec les méthodes classiques de la mécanique des milieux continus.

Deux familles de stratégies sont généralement utilisées pour construire le compor-
tement de ce milieu de substitution à partir de ceux des différents composants. La pre-
mière, dont font partie les approches phénoménologiques et les théories des mélanges,
est fondée sur une approche macroscopique. La seconde, dont font partie les théories
des moyennes (ou des mélanges hybrides), s’appuie sur une vision plutôt microsco-
pique. Très brièvement, elle consiste à intégrer, sur un volume élémentaire représen-
tatif, les équations d’équilibre microscopiques du solide et du fluide, afin de faire ap-
paraître des quantités macroscopiques et les équations qui régissent leur évolution. Ce
type de stratégie permet donc une bonne compréhension des relations entre les états
microscopique et macroscopique. Il a été montré que, sous certaines hypothèses, les
deux approches conduisent à des modèles identiques [Lew98].

Dans la suite, on présente les variables macroscopiques qui seront considérées tout
au long de ce document. Elles correspondent à des quantités réellement mesurables.
Ce lien avec les pratiques expérimentales est particulièrement important dans des dis-
ciplines comme la mécanique des sols.
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2 Problème de référence

Le problème auquel nous nous intéressons ici est l’évolution d’une structure consti-
tuée d’un matériau poreux saturé et occupant un domaine Ω. On se place sous les
hypothèses de petites perturbations et d’évolution isotherme sur l’intervalle d’étude
[0,T ].

On définit la porosité n du matériau comme le ratio entre le volume des vides Vv

(entièrement remplis dans le cas de la saturation totale) contenus dans un volume élé-
mentaire représentatif, et le volume Ve de celui-ci :

n =
Vv

Ve

En tout point M du milieu poreux, on s’intéresse aux champs macroscopiques sui-
vants :

– pour le squelette solide : le déplacement U , les contraintes ff, les déformations "

et les taux de déformations "̇

"(U) =

(
∂U

∂M

)

sym

et "̇=
∂"

∂t

– pour le fluide contenu dans les pores : la pression interstitielle p, son gradient Z

Z = grad p

le taux q d’accumulation de fluide dans l’élément de volume élémentaire qui
entoure le point et l’opposée de la vitesse de Darcy W . La vitesse de Darcy w =

−W représente la vitesse relative moyenne du fluide par rapport au squelette
solide.

L’état de la structure est défini sur Ω×[0,T ] par le groupe de variables :

s =
{

"̇, ff, p, q, Z , W
}

et chacune des variables est recherchée dans l’espace des champs à énergie finie cor-
respondant :

U∈U, ff∈Σ, p∈P, q∈Q, Z ∈Z et W ∈W

On note S[0,T ] l’espace dans lequel est recherché s.
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2.1 Conditions aux limites

Les chargements imposés à chaque instant t de [0,T ] sont :

– un déplacement U d sur une partie de la frontière ∂1Ω ;
– un chargement F d sur la partie ∂2Ω, complémentaire de ∂1Ω ;
– un chargement volumique f

d
sur le domaine Ω ;

– une pression du fluide pd sur une autre partie ∂3Ω ;
– un flux de fluide wd sur la partie ∂4Ω, complémentaire de ∂3Ω.

Toutes les quantités indicées (·)d sont des données du problème. Pour simplifier la
présentation, on supposera f

d
= 0 dans toute la suite. La Figure 1.2 résume ces char-

gements et leur action sur chacune des physiques. n désigne usuellement la normale
sortante aux différentes surfaces.

Partie solide Partie fluide

force imposée ffn = F d pression imposée p = pd

∂2Ω

∂1Ω

Ω

Ud

Fd
n p = pd

∂4Ω

∂3Ω

wd

Ω

n

déplacement imposé U =U d flux imposé W ·n = wd

Figure 1.2 • Conditions aux limites du problème

2.2 Équations mises en jeu

Le problème consiste à trouver s dans S[0,T ] satisfaisant à chaque instant t de [0,T ]
les équations suivantes (cf. [Lew98, Cou04]) :

– partie solide • compatibilité des déformations " et équilibre des contraintes ff :

"= "(U) sur Ω et U =Ud sur ∂1Ω

divff = 0 sur Ω et ffn = F d sur ∂2Ω
(1.1)
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– partie fluide • conservation de la masse de fluide :

Z = grad p sur Ω et p = pd sur ∂3Ω

q = divW sur Ω et W ·n = wd sur ∂4Ω
(1.2)

– relations de comportement • loi de Hooke, loi de Darcy et effets de la compres-
sibilité :

ff = D"−bpI, q =
1

Q
ṗ +b Tr "̇ et W =

K

µw
Z (1.3)

où D désigne le tenseur de Hooke, b le coefficient de Biot, Q le module de Biot, K

la perméabilité intrinsèque du matériau et µw la viscosité dynamique du fluide
saturant. Ce sont toutes des caractéristiques macroscopiques du matériau qui
ont été obtenues à partir des caractéristiques microscopiques. Le coefficient de
Biot peut être exprimé en fonction du module de compressibilité du squelette
drainé Kt et de celui de la phase solide Ks par b = 1− Kt

Ks
. Pour les sols saturés, le

module de Biot peut être relié à la porosité n et aux modules de compressibilité
de la phase solide Ks et de la phase fluide Kw par 1

Q
=

n
Kw

+
b−n

Ks
. Dans la suite, le

tenseur K
µw

I sera noté H de telle sorte que W = HZ .

– conditions initiales

On suppose que le système était en régime permanent à t < 0 et on prend
comme conditions initiales les solutions du problème statique où les char-
gements ont la même valeur qu’à t = 0.

(1.4)

La Figure 1.3 illustre la nature des équations mises en jeu et les couplages entre la
partie solide et la partie fluide.

Remarque 1 • Le terme contrainte effective est souvent utilisée pour désigner la
quantité ff

′ =ff+bpI.

Remarque 2 • Dans le cas où le coefficient de Biot est nul (b = 0), les deux phy-
siques sont découplées. Dans le cas d’un problème purement statique (ṗ = 0, Tr "̇ = 0
et q = 0), on dit que les deux physiques sont « semi-couplées » car le problème fluide
est découplé du problème solide.

Remarque 3 • Lorsqu’on examine les équations précédentes, il est clair que l’on a
affaire à un problème couplé, dans lequel les variables décrivent des phénomènes phy-
siques différents. Le fait de travailler sur les grandeurs macroscopiques en remplaçant
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Fluide

Solide

Couplages

Admissibilité
statique

Admissibilité
cinématique

Relations de
comportement

q = divW

W ·n = wd

Z = grad p

p = pd

"= "(U)
U =U d

divff = 0
ffn = F d

W =
K

µw
Z

ff
′ = D"

ff =ff
′−bpI

q =
1

Q
ṗ +b Tr "̇

Figure 1.3 • Équations du problème

solide et fluide par des milieux continus qui se chevauchent, conduit à un couplage
en volume, ce qui n’aurait pas été le cas si l’on avait traité le problème à l’échelle de la
porosité.

Les équations d’admissibilité (1.1) et (1.2) sont découplées entre chacune des phy-
siques et pourraient être traitées avec les outils performants qui sont développés pour
la simulation des problèmes de mécanique des solides et des fluides. En revanche,
les relations de comportement (1.3) couplent les deux physiques, ce qui justifie qu’on
parle de problème multiphysique au sens introduit dans [Zie00].

2.3 Espaces de solution

On introduit U
[0,T ], l’espace des champs de déplacement admissibles, i.e. à énergie

finie sur Ω×[0,T ] et qui sont égaux à Ud sur ∂1Ω :

U
[0,T ]

=

{

U
∣
∣
∣ U∈U et U =U d sur ∂1Ω

}

et on note U
[0,T ]
0 , l’espace homogène associé :

U
[0,T ]
0 =

{

U
∣
∣
∣ U∈U et U = 0 sur ∂1Ω

}
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De la même façon, on introduit les espaces de champs admissibles S
[0,T ], P

[0,T ],
G

[0,T ], W
[0,T ], H

[0,T ] :

S
[0,T ]

=

{

ff

∣
∣
∣ ff∈Σ, divff = 0 sur Ω et ffn = F d sur ∂2Ω

}

P
[0,T ]

=

{

p
∣
∣
∣ p∈P et p = pd sur ∂3Ω

}

G
[0,T ]

=

{

(p,Z )
∣
∣
∣ (p,Z )∈P×Z, Z = grad p sur Ω et p = pd sur ∂3Ω

}

W
[0,T ]

=

{

W
∣
∣
∣ W ∈W et W ·n = wd sur ∂4Ω

}

H
[0,T ]

=

{

(q,W )
∣
∣
∣ (q,W )∈Q×W, q = divW sur Ω et W ·n = wd sur ∂4Ω

}

et S
[0,T ]

0 , P
[0,T ]
0 , G

[0,T ]
0 , W

[0,T ]
0 , H

[0,T ]
0 , les espaces homogènes associés.

De manière générale, la notation (·)[0,T ] sera utilisée pour des espaces de fonctions
pouvant dépendre du temps. Leurs éventuels sous-espaces ne contenant que des fonc-
tions indépendantes du temps, seront dépourvus de cette notation. Ainsi U0 désignera
le sous-espace de U

[0,T ]
0 qui ne contient que des champs indépendants du temps.

2.4 Techniques de résolution

Lorsqu’on injecte les relations de comportement (1.3) dans les équations d’admis-
sibilité (1.1) et (1.2) écrites sous forme variationnelle, les inconnues cinématiques U et
p peuvent être déterminées en résolvant le problème :

Trouver U∈U
[0,T ] et p∈P

[0,T ] telles que ∀t ∈[0,T ],

∀U⋆
∈U0,

∫

Ω

Tr["(U)D"(U⋆)]dΩ−

∫

Ω

bp Tr"(U⋆)dΩ=

∫

∂2Ω

F d ·U⋆dS

∀p⋆
∈P0,

∫

Ω

grad p ·H grad p⋆dΩ+

∫

Ω

ṗ
1

Q
p⋆dΩ+

∫

Ω

bp⋆ Tr "̇dΩ=

∫

∂4Ω

wd p⋆dS

Il reste à associer à ce problème les conditions initiales ad hoc en pression. Si l’on utilise
l’hypothèse (1.4), celles-ci permettront en outre de calculer les conditions en déplace-
ment.

Discrétisation spatiale • Après discrétisation spatiale, le problème précédent peut
être réécrit sous la forme d’un système global non symétrique :

[
0 0

NT S

][
U̇

ṗ

]

+

[
K −N

0 H

][
U

p

]

=

[
fd

gd

]

(1.5)
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où U et p désignent les champs discrétisés associés à U et p, K , H et S les matrices de
rigidité, perméabilité et compressibilité ; N le terme de couplage ; fd les forces généra-
lisées correspondant à F d et gd les flux généralisés correspondant à wd .

Les conditions initiales doivent maintenant porter sur p et U . En notant p(t = 0) =
p0 et U(t = 0)=U0, pour rester cohérent avec le système précédent, on doit avoir :

KU0 = fd0 +Np0

Remarque sur la discrétisation spatiale • Ce problème est résolu classiquement
par la méthode des éléments finis. La nature des quantités qui doivent être manipulées
conduit à utiliser des éléments mixtes déplacement/pression. Cependant, le choix du
type et de la taille des éléments n’est pas trivial et a fait l’objet de nombreux travaux,
notamment dans le cas de la consolidation (e.g. [Yok71, San77, Ree84]). Ces travaux
ont montré que des erreurs numériques peuvent apparaître, en particulier dans les
premiers instants de la consolidation.

[Yok71, San77] ont étudié de nombreux types d’éléments pour les cas bi et tri-
dimensionnels et observé que les éléments quadratiques « standards » (quadratiques
pour le déplacement et la pression, cf. Figure 1.4) conduisaient à de grandes oscilla-
tions dans les premiers instants de la solution en pression. C’est pour cette raison que
les éléments « composites » (quadratiques pour le déplacement mais linéaire pour la
pression cf. Figure 1.4) sont généralement préférés, même si les résultats qu’ils per-
mettent d’obtenir sont moins précis. [Ree84] propose néanmoins une procédure de
lissage de la solution en pression dans le cas où les éléments standards sont utilisés.

déplacement

pression

(a) Élément « standard »

déplacement

déplacement

pression

(b) Élément « composite »

Figure 1.4 • Exemples d’éléments bidimensionnels

Le choix des éléments « composites », qui vérifient la condition LBB ou au moins le
patch-test [Zie86, Bre91], permet d’assurer la convergence et la cohérence (consistency)
de la discrétisation spatiale.

Discrétisation en temps • On discrétise en temps le système (1.5) en utilisant un
schéma d’intégration du type θ-méthode. Si X est une fonction du temps, sa valeur
Xi+1 à l’instant ti+1 s’exprime en fonction de la valeur Xi à l’instant ti par :

Xi+1 = Xi +hi+1 Ẋi+θ
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où l’on a noté :
Ẋi+θ = θẊi+1 + (1−θ)Ẋi

et
hi+1 = ti+1 − ti

Le schéma de dérivation correspondant est :

Ẋi+1 =
Xi+1 −Xi

θhi+1
+

(

1−
1

θ

)

Ẋi

Remarque sur le schéma • Dans la pratique 0 É θ É 1. Pour des valeurs particu-
lières de θ, on retrouve les schémas classiques :

– si θ= 0 : Euler explicite ;
– si θ= 1

2 : Crank-Nicholson ;
– si θ= 1 : Euler implicite.

Le système (1.5) consiste alors à résoudre à chaque pas de temps ti+1 l’équation,
dite monolithique, suivante :

[
θhi+1K −θhi+1N

NT S +θhi+1H

][
U

p

]

i+1

=Ci+1 (1.6)

dans laquelle le second membre est connu :

Ci+1 =

[
CU

Cp

]

i+1

= hi+1

[
fd

gd

]

i+θ

+

[
(θ−1)hi+1K −(θ−1)hi+1N

NT S + (θ−1)hi+1H

][
U

p

]

i

et le schéma initié par :
[

U

p

]

0

=

[
U0

p0

]

Indépendamment d’une éventuelle condition de stabilité du schéma, [Ver81] a étu-
dié le cas unidimensionnel et analysé les erreurs liées au choix du maillage et du pas
de temps. Pour les limiter, [Ver81, Hib96] proposent le critère suivant :

h

∆L2
Ê

1

6θc
(1.7)

où h est le pas de temps supposé constant, ∆L la taille de la maille supposée uniforme,
θ le paramètre de la méthode d’intégration et c une constante qui dépend du matériau.
Dans notre cas :

c = E
K

µw

3−2ν

3(1+ν)(1−2ν)
(1.8)
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avec E le module d’Young et ν le coefficient de Poisson du matériau. La vérification
d’un tel critère suppose l’utilisation d’un maillage fin en espace si l’on veut utiliser une
discrétisation très fine en temps.

Pour traiter un problème symétrique • Si on le souhaite, la dérivation du premier
groupe d’équations permet éventuellement de mettre le système (1.5) sous la forme
symétrique suivante :

[
K −N

−NT −S

][
U̇

ṗ

]

+

[
0 0
0 −H

][
U

p

]

=

[
ḟd

−gd

]

(1.9)

Comme précédemment, on montre que ce système (1.9) consiste alors à résoudre
à chaque pas de temps ti+1 l’équation monolithique suivante :

[
K −N

−NT −S −θhi+1H

][
U

p

]

i+1

= Di+1 (1.10)

dans laquelle le second membre est connu :

Di+1 =

[
DU

Dp

]

i+1

= hi+1

[
ḟd

−gd

]

i+θ

+

[
K −N

−NT −S + (1−θ)hi+1H

][
U

p

]

i

Techniques de résolution •Pour résoudre ce type d’équation, deux approches sont
classiquement utilisées :

– la résolution couplée (dite directe ou monolithique) [Blo98, Mic04b] ;
– le découplage (ou partitionnement) [Fel80, Fel88, Mor95, Lew98, Far00, Fel01].

Comme rappelé dans [Pip95a], on attend de ces méthodes les qualités suivantes :
précision, efficacité et modularité . La précision justifie le fait d’accorder crédit aux ré-
sultats de la simulation. L’efficacité doit permettre d’effectuer des calculs précis pour
un coût raisonnable. La modularité, quant à elle, est souvent présentée comme le fait
de pouvoir réutiliser des codes existants, fonctionnant éventuellement sur des ma-
chines différentes.

Dans les sections suivantes, les deux types d’approches, et leurs spécificités respec-
tives, vont être détaillées et appliquées au cas qui nous intéresse.
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3 Méthode directe

3.1 Concepts de base

On parle aussi souvent de méthode monolithique. Elle consiste à inverser l’équa-
tion monolithique (1.10) directement, i.e. à traiter le problème dans son intégralité en
résolvant simultanément chaque physique [Blo98, Mic04b]. Toutes les grandeurs sont
donc synchronisées à chaque instant. [Gos03] propose une amélioration de cette ap-
proche directe, fondée sur une méthode de décomposition de domaine hybride, dans
laquelle les champs sont traités individuellement de manière primale ou duale, selon
la nature de la physique à laquelle ils correspondent.

Avantages • On peut montrer que l’équation (1.10) est cohérente avec l’équation
différentielle (1.9), i.e. que la solution de (1.10) tend vers celle de (1.9) lorsque la taille
des pas de temps tend vers zéro [Fel88, Tur93, Lew98]. Cette méthode bénéficie en
outre de la stabilité inconditionnelle du schéma en temps lorsque l’on prend 1

2 É θÉ 1.
Le choix du pas de temps n’est alors dicté que par la précision que l’on désire atteindre
et la volonté d’éviter les oscillations parasites (1.7).

Inconvénients • L’utilisation de cette technique nécessite la réécriture d’un code
spécifique pour chaque nouveau type de problème. Elle ne présente donc aucune mo-
dularité telle qu’on la décrivait précédemment.

3.2 Application

Dans le cas qui nous intéresse, à partir de la forme symétrique des équations, la
stratégie monolithique consiste à résoudre directement à chaque pas de temps ti+1 :

[
K −N

−NT −S −θhi+1H

][
U

p

]

i+1

= Di+1

Cette technique appelle les remarques suivantes :

Remarque 1 • La matrice qui apparaît dépend du pas de temps hi+1 et doit donc
être refactorisée à chaque itération, dès lors qu’on utilise des pas de temps variables,
et ce, même dans le cas linéaire.

Remarque 2 • Elle peut a priori engendrer un coût de calcul important : d’une part,
à cause du grand nombre de degrés de liberté (on a à la fois comme inconnues, le
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déplacement et la pression) ; d’autre part, à cause de la largeur de bande de la matrice
à factoriser qui se trouve grandement augmentée par les termes de couplage N .

Dans tout ce document, la solution obtenue à l’aide de la méthode monolithique
servira de solution de référence.

4 Stratégies de partitionnement

4.1 Concepts de base

On cherche cette fois-ci à éviter la résolution directe de l’équation monolithique
(1.10). Pour cela, on va traiter les composants séparément, les interactions étant vues
comme des chargements imposés, transférés entre les domaines en utilisant des tech-
niques de prédiction, substitution et synchronisation.

On peut se référer à [Fel80, Fel88, Mor95, Lew98, Far00, Fel01] pour une présenta-
tion détaillée des stratégies de partitionnement dans le cas de systèmes couplés gou-
vernés par une équation différentielle matricielle du premier ou du second ordre (cf.
Figure 1.5). [Fel88] propose une procédure systématique pour éventuellement trans-
former un système du second ordre en système du premier ordre. Après introduction
d’un schéma d’intégration en temps, on est amené à résoudre à chaque pas de temps
un système similaire à (1.6). Une méthode de partitionnement repose sur le choix ju-
dicieux d’une partition de la matrice d’itération.

Y

Xf(t)

g(t)

x(t)

y(t)

Figure 1.5 • Système couplé

Nous allons présenter ici quelques-unes des partitions qui ont été introduites pour
traiter l’équation des milieux poreux (1.6) [Mat96]. Afin de simplifier la présentation,
on suppose la discrétisation en temps uniforme : ∀i , hi+1 = h.
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4.1.1 SSP : Standard Staggered Procedure

[Fel88] propose comme partition de la matrice d’itération :
[
θhK −θhN

NT S +θhH

]

=

[
θhK 0

0 S +θhH

]

+

[
0 −θhN

NT 0

]

ce qui conduit à réécrire (1.6) sous la forme :
[
θhK 0

0 S +θhH

][
U

p

]

i+1

=

[
0 θhN

−NT 0

][
U

p

]

i+1

+

[
CU

Cp

]

i+1

dans laquelle la valeur à ti+1 des inconnues dans le membre de droite est en fait « pré-
dite » : [

θhK 0
0 S +θhH

][
U

p

]

i+1

=

[
0 θhN

−NT 0

][
U

p

]p

i+1

+

[
CU

Cp

]

i+1

La prédiction consiste généralement à prendre une combinaison linéaire des solu-
tions obtenues aux pas de temps précédents. On choisit ici :

p
p

i+1 = pi

ce qui permet de calculer Ui+1 en résolvant la première équation, puis, en prenant :

U
p

i+1 =Ui+1

de calculer pi+1 en résolvant la seconde équation. La procédure complète, dont le dé-
roulement est forcément séquentiel, est détaillée dans l’Algorithme 1.1. La notation
« L99 » signifie « est obtenu en résolvant ».

1 prédiction p
p

i+1 = pi

2 progression Ui+1 L99 θhKUi+1 = θhNp
p

i+1 +CU ,i+1

3 substitution U
p

i+1 =Ui+1

4 progression pi+1 L99 (S +θhH)pi+1 =−NT U
p

i+1 +Cp,i+1

Algorithme 1.1 • Stratégie SSP

La Figure 1.6 schématise la procédure SSP et les différentes étapes de la résolution.
Si on supprime les flèches correspondant aux calculs internes de chaque code, pour ne
laisser que celles correspondant aux échanges d’informations, on obtient la Figure 1.7,
en forme de zig-zag. Comme le rappelle [Fel01], c’est cette interprétation graphique
qui motive l’appellation staggered.

Avantages • La taille des problèmes à résoudre durant les phases de progression
(2) et (4) est très inférieure à celle du problème monolithique. Le critère de stabilité
inconditionnelle est le même que dans le cas de la méthode monolithique : 1

2 É θÉ 1.
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Fluide

Solide

Temps

pi+1

Ui+1

pi+2

Ui+2Ui

pi 4

1 3

2

Figure 1.6 • Stratégie SSP

Fluide

Solide

Temps

pi+1

Ui+1

pi+2

Ui+2Ui

pi

Figure 1.7 • Échanges d’informations

Inconvénients • La procédure n’est pas cohérente, i.e. elle ne converge pas vers la
même solution que la méthode monolithique même lorsqu’on réduit la taille des pas
de temps.

4.1.2 ISSP : Iterated Standard Staggered Procedure

[Sae91] propose une modification de la stratégie SSP afin de la rendre cohérente. Il
s’agit de sous-itérer Ki+1 fois jusqu’à atteindre la convergence à chaque pas de temps
ti+1. L’équation à résoudre est donc cette fois :

[
θhK 0

0 S +θhH

][
U

p

]k

i+1

=

[
0 θhN

−NT 0

][
U

p

]p,k

i+1

+

[
CU

Cp

]

i+1

et on utilise comme prédicteur p
p,k
i+1 = pk−1

i+1 puis U
p,k
i+1 =U k

i+1 après avoir initialisé par

la dernière solution obtenue en pression p
p,0
i+1 = p

Ki

i
puis U

p,0
i+1 = U0

i+1. La procédure
complète est détaillée dans l’Algorithme 1.2.

La Figure 1.8 schématise la procédure ISSP et les différentes étapes de la résolution.

Avantages • À nouveau, la taille des problèmes à résoudre durant les phases de
progression (2), (4) et (5) est très inférieure à celle du problème monolithique.

[Sae91] montre que si la convergence de la procédure itérative est assurée, le critère
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1 prédiction p
p,0
i+1 = p

Ki

i

2 progression U0
i+1 L99 θhKU0

i+1 = θhNp
p,0
i+1 +CU ,i+1

3 substitution U
p,0
i+1 =U0

i+1

4 progression p0
i+1 L99 (S +θhH)p0

i+1 =−NT U
p,0
i+1 +Cp,i+1

5 sous-itérations p
p,k
i+1 = pk−1

i+1

U k
i+1 L99 θhKU k

i+1 = θhNp
p,k
i+1 +CU ,i+1

U
p,k
i+1 =U k

i+1

pk
i+1 L99 (S +θhH)pk

i+1 =−NT U
p,k
i+1 +Cp,i+1

Algorithme 1.2 • Stratégie SSP

Fluide

Solide

Temps

pi+1

Ui+1

pi+2

Ui+2Ui

pi 4

1 3

5 5

2

Figure 1.8 • Stratégie ISSP

de stabilité inconditionnelle est le même que dans le cas de la méthode monolithique :
1
2 É θÉ 1. Dans ce cas, la précision de la procédure est la même que celle de la méthode
monolithique pour une discrétisation en temps donnée.

Inconvénients • Si le couplage est fort, la convergence de la méthode nécessite
beaucoup de sous-itérations Ki au pas de temps ti , au moins durant les premiers pas
de temps, ce qui peut conduire à un coût de calcul important.

[Sae91] montre en outre que, pour certaines valeurs de θ, la convergence de la pro-
cédure itérative impose une limite inférieure à la taille des pas de temps. Il devient
donc impossible de faire tendre l’erreur de cohérence vers zéro entre (1.6) et (1.5).

4.1.3 ISPP : Iterated Standard Parallel Procedure

[Tur94b] propose une nouvelle modification afin de traiter le problème de manière
parallèle. Elle consiste à utiliser une méthode de Jacobi par blocs, i.e. à reprendre la
stratégie précédente mais en prenant cette fois comme prédicteur :

[
U

p

]p,k

i+1

=

[
U

p

]k−1

i+1
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et l’initialisation :
[

U

p

]p,0

i+1

=

[
U

p

]Ki

i

La nouvelle procédure, dont le déroulement peut maintenant être parallèle, est dé-
taillée dans l’Algorithme 1.3.

1 prédiction p
p,0
i+1 = p

Ki

i
et U

p,0
i+1 =U

Ki

i

2 progression p0
i+1 L99 (S +θhH)p0

i+1 =−NT U
p,0
i+1 +Cp,i+1

en parallèle U0
i+1 L99 θhKU0

i+1 = θhNp
p,0
i+1 +CU ,i+1

3 sous-itérations p
p,k
i+1 = pk−1

i+1 et U
p,k
i+1 =U k−1

i+1

en parallèle pk
i+1 L99 (S +θhH)pk

i+1 =−NT U
p,k
i+1 +Cp,i+1

U k
i+1 L99 θhKU k

i+1 = θhNp
p,k
i+1 +CU ,i+1

Algorithme 1.3 • Stratégie ISPP

La Figure 1.9 schématise la procédure ISPP et les différentes étapes de la résolution.

Fluide

Solide

Temps

pi+1

Ui+1

pi+2

Ui+2Ui

pi 2

1
3 3

2

Figure 1.9 • Stratégie ISPP

Avantages • À nouveau, la taille des problèmes à résoudre durant les phases de
progression (2) et (3) est très inférieure à celle du problème monolithique. Les résolu-
tions des parties fluides et solides peuvent être menées simultanément, ce qui ouvre la
possibilité d’utiliser des ordinateurs à architecture parallèle.

On montre à nouveau que si la méthode converge, le critère de stabilité incondi-
tionnelle est le même que dans le cas de la méthode monolithique : 1

2 É θ É 1. On
montre enfin que la précision de la procédure est la même que celle de la méthode
monolithique pour une discrétisation en temps donnée.

Inconvénients • Si le couplage est fort, la convergence de la méthode nécessite
beaucoup de sous-itérations Ki au pas de temps ti , au moins durant les premiers pas
de temps, ce qui peut conduire à un coût de calcul important. La restriction sur la taille
minimale des pas de temps nécessaire pour que la procédure itérative converge est la
même que précédemment.
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Remarque • Il est aussi possible de condenser les équations solides et fluides pour
les découpler. Il devient alors envisageable d’effectuer les sous-itérations séparément
sur chacune des physiques pour n’échanger les informations qu’une seule fois par pas
de temps. En revanche, cette condensation nécessite la construction des matrices (S +

θhH)−1 et (θhK )−1 qui sont pleines et vont donc conduire à des résolutions coûteuses.

4.1.4 UCSP : Unconditionally Convergent Staggered Procedure

De nombreux schémas peuvent être stabilisés en utilisant des techniques dédiées
[Par83, Zie88] ou en condensant un des types d’inconnues sur les autres [Mat96, Sae92].
[Sae92] propose une technique afin de rendre la stratégie SSP inconditionnellement
stable pour toute valeur de θ.

On reprend donc le schéma SSP, mais en introduisant arbitrairement deux matrices
A et B :

[
θhK + A 0

0 S +θhH +B

][
U

p

]

i+1

=

[
A θhN

−NT B

][
U

p

]p

i+1

+

[
CU

Cp

]

i+1

(1.11)

L’idée est alors de choisir A et B de telle sorte que le schéma soit inconditionnelle-
ment stable pour toute valeur de θ.

Si l’on choisit B = 0, après condensation de la partie fluide sur la partie solide, le
système peut être réécrit :

[
θhK + A 0

0 1

][
U

p

]

i+1

=

[
A−θhN(S +θhH)−1NT 0

−(S +θhH)−1NT 0

][
U

p

]p

i+1

+

[
CU +θhN(S +θhH)−1Cp

Cp

]

i+1

La stabilité est liée au rayon spectral de la matrice :

J = (θhK + A)−1(A−θhN(S +θhH)−1NT )

qui doit être inférieur à 1. [Sae92] propose de faire en sorte que J = λI avec |λ| < 1, en
posant :

A = (1−λ)−1(λθhK +θhN(S +θhH)−1NT )

λ est alors choisi de façon à améliorer la précision et le taux de convergence.

Avantages • La méthode est inconditionnellement stable quelque soit la valeur de
θ, ce qui permet de n’avoir aucune limitation lors du choix du pas de temps h.
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Inconvénients • Malheureusement, cette dernière technique souffre d’un coût de
calcul important car la condensation augmente la connectivité des opérateurs mis en
jeu. Le calcul de A nécessite celui de N(S+θhH)−1NT , qui est pleine et conduit donc à
une résolution coûteuse.

4.1.5 PUCP : Parallel Unconditionally Convergent Procedure

Une version parallèle de la stratégie UCSP peut être construite. Elle consiste à sub-
stituer l’une dans l’autre chacune des deux équations de (1.11), puis à choisir A et B de
façon à ce que les matrices d’itérations s’écrivent toutes deux λI avec |λ| < 1.

Comme pour l’UCSP, on est amené à manipuler des matrices pleines, ce conduit
à des résolutions coûteuses. En revanche, cette procédure permet de traiter les deux
physiques en parallèle sans limitation sur la taille des pas de temps.

4.1.6 Et d’autres méthodes...

De nombreuses autres techniques de partitionnement ont été développées dans la
littérature, notamment pour traiter les problèmes d’interaction fluide-structure en aé-
roélasticité (e.g. [Pip95b, Far00]). La Figure 1.10 présente deux exemples de stratégies
qui ont été proposées dans [Pip95b]. Contrairement aux méthodes détaillées précé-
demment, elles ont la particularité d’utiliser une prédiction basée sur les valeurs des
champs au demi-pas de temps suivant afin d’exploiter la précision des schémas d’in-
tégration aux différences centrées [Pip95b, Geu04].

1 1

Fluide

Solide

3333

Fluide

Solide

2 2

2

4pi+½

Ui+1 Ui+2Ui Ui+½ Ui+1Ui

pi-½ pi+½pi pi+1

4

4

pi+ ⁄32

1 3

Figure 1.10 • Stratégies dédiées à l’aéroélasticité
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4.2 Application

Dans notre cas, on choisit d’utiliser la stratégie ISPP pour résoudre l’équation sy-
métrique (1.10) :

[
K 0
0 −S −θhi+1H

][
U

p

]

i+1

=

[
0 N

NT 0

][
U

p

]

i+1

+Di+1

En utilisant le prédicteur :
[

U

p

]p

i+1

=

[
U

p

]

i

le problème découplé devient :

[
K 0
0 −S −θhi+1H

][
U

p

]

i+1

=

[
0 N

NT 0

][
U

p

]p

i+1

+Di+1

La cohérence du schéma est assurée en sous-itérant à chaque pas de temps. Le
problème au pas de temps ti+1 et à la sous-itération k est alors réécrit :

[
K 0
0 −S −θhi+1H

][
U

p

]k

i+1

=

[
0 N

NT 0

][
U

p

]p,k

i+1

+Di+1 (1.12)

en utilisant la nouvelle évaluation de la solution comme prédicteur :

[
U

p

]p,k

i+1

=

[
U

p

]k−1

i+1

et l’initialisation :
[

U

p

]p,0

i+1

=

[
U

p

]nsub

i

où nsub est le nombre de sous-itérations (supposé constant) à chaque pas de temps.
Dans le problème qui nous intéresse, le couplage est fort, ce qui se traduit par une
convergence lente des sous-itérations. Pour améliorer ce taux de convergence, on uti-
lise une méthode de relaxation, transformant la méthode de Jacobi par blocs en une
technique SOR (Successive Over Relaxation) [Bar94, Saa00]. Le système (1.12) est alors
transformé en :

[
K 0
0 −S −θhi+1H

][
U

p

]k

i+1

=

[
(1−ω)K ωN

ωNT (1−ω)(−S −θhi+1H)

][
U

p

]p,k

i+1

+ωDi+1

Les paramètres de la méthode ISPP sont donc le nombre de sous-itérations nsub et
le paramètre de relaxation ω.
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5 Discussion

[Fel04] rappelle les caractéristiques qui semblent être en faveur des méthodes de
partitionnement :

– l’utilisation des techniques de discrétisation différentes et des algorithmes de ré-
solution qui ont déjà fait leurs preuves pour chacun des systèmes ;

– l’utilisation de discrétisations ou de maillages qui ne sont pas forcément coïnci-
dents ;

– la réutilisation de codes de calcul qui sont déjà disponibles ;
– la modularité, c’est-à-dire la possibilité de prendre facilement en compte un nou-

vel aspect dans la modélisation de l’un des composants sans avoir à reformuler
toute la procédure.

[Blo98, Mic04b] regrettent cependant que, dans les stratégies staggered, un déca-
lage en temps entre les deux physiques existe toujours, et que les propriétés de conser-
vation d’énergie soient souvent perdues. Ce décalage peut néanmoins être négligé lors-
que le pas de temps est petit.

Pour ce qui est du coût du calcul, un critère qui peut sembler en faveur des tech-
niques de partitionnement du fait de la taille réduite des opérateurs considérés, il est
difficile de conclure. De nombreuses publications ont proposé un bilan sur cette ques-
tion, mais la réponse dépend fortement du problème traité (e.g. [Lew91, Blo98, Kuh01,
Pip01, Fel01, Fel04]). [Mic04b] étudie notamment un exemple dans lequel, pour un
nombre de pas de temps fixé, le coût de calcul des stratégies de partitionnement est
effectivement moindre, mais ne permet d’atteindre qu’une précision inférieure à celle
de la méthode monolithique. Il constate qu’en terme de ratio entre précision et coût de
calcul, les deux familles de méthodes présentent des performances similaires et qu’il
est donc difficile de trancher sur la supériorité de l’une sur l’autre. Les techniques de
partitionnement permettent cependant de traiter des problèmes hors de portée de la
méthode monolithique [Geu04].



CHAPITRE

2 La méthode LATIN pour
le multiphysique

DANS CE CHAPITRE , on propose une stratégie alternative pour la simulation des pro-
blèmes multiphysiques, dont le point de départ est l’introduction du concept

d’interface entre physiques. On rappelle les principes de la méthode LATIN, qui sert
de « moteur » à cette stratégie, et on montre comment elle peut être adaptée au cas
qui nous intéresse. On explique ensuite comment le concept d’interface entre phy-
siques permet de prendre en compte de manière naturelle les aspects multiéchelles.
On conclut par de premiers résultats et comparaisons avec une méthode classique de
partitionnement.

1 Concept d’interface entre physiques

En calcul de structures, la simulation de la réponse de structures complexes conduit
à des problèmes de grande taille. Le parallélisme est, depuis longtemps maintenant, un
des outils majeurs utilisés pour la résolution de ces modèles. Les plus puissants calcu-
lateurs actuels sont d’ailleurs très souvent à architecture parallèle et les algorithmes de
résolution ont dû être adaptés à ce type d’ordinateurs [Dur00]. Parmi ces algorithmes,
des formulations « mécaniques » ont été proposées, comme les méthodes de décom-
position de domaine.

Ce type de stratégies consiste à décomposer la structure étudiée en sous-domaines
et à utiliser une méthode itérative durant laquelle les résolutions globales n’ont lieu
que sur les sous-domaines (cf. Figure 2.1). Le nouveau problème est alors de taille
considérablement réduite. Une méthode de décomposition de domaine mixte, fon-
dée sur la méthode LATIN qui sera détaillée dans la section suivante, a été proposée au
LMT-Cachan, d’abord dans le cadre des structures faiblement hétérogènes [Dur98a,
Lad99b], puis dans celui des structures fortement hétérogènes [Lad00, Lad01b], éven-
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tuellement avec contacts [Lad02b] et, plus récemment, avec une technique d’homo-
généisation à la fois en temps et en espace [Lad02a, Lad03]. Dans cette méthode, les
interfaces entre sous-domaines constituent une entité mécanique à part entière pour
laquelle les efforts et les déplacements sont traités de manière identique. La straté-
gie proposée consiste à vérifier alternativement des propriétés sur les sous-structures,
supposées indépendantes, et des propriétés d’interfaces, qui permettent de transmet-
tre les couplages entre les sous-domaines.

sous-structure

interface
sous-structure

Figure 2.1 • Interface entre sous-structures

Dans le cas des problèmes multiphysiques, l’idée est similaire. Elle consiste à traiter
chaque physique séparément, en résolvant toutes les équations indépendantes, puis à
recouvrer les couplages en vérifiant les équations restantes. Si l’on dote une entité de
propriétés correspondant à ces équations de couplage, celle-ci peut être vue comme
une interface entre les physiques. La notion d’interface matérielle entre sous-structures

a alors été étendue à celle d’interface entre physiques. Il est important de noter que,
contrairement au cas de la décomposition de domaine, cette interface n’a pas forcé-
ment de réalité « matérielle ». Dans le cas de l’aéroélasticité, elle peut être vue comme
la « peau » de la structure en contact avec le fluide qui l’entoure. Dans le cas des milieux
poreux que l’on traite du point de vue macroscopique, le couplage a lieu en tout point
du domaine et l’interface a un sens plus abstrait (cf. Figure 2.2).

2 Principes de la méthode LATIN

Initialement, la méthode LATIN a été proposée par P. Ladevèze pour traiter les pro-
blèmes non linéaires d’évolution [Lad85]. LATIN est l’acronyme de LArge Time INcre-

ment Method ou méthode à grand incrément de temps. C’est ce caractère non incré-
mental qui la distingue de la plupart des démarches classiques, qui construisent une
solution pas de temps par pas de temps. Dans son cas, partant d’une approximation
(parfois grossière) en tout point de la structure et sur tout l’intervalle de temps, une
succession d’itérations améliore automatiquement la connaissance de la solution. À
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physique

fluide

physique

solide

interface

Figure 2.2 • Interface entre physiques

chacune de ces itérations, on dispose donc d’une solution approchée en tout point de
la structure et sur tout l’intervalle de temps.

Une présentation détaillée de la stratégie LATIN peut être trouvée dans [Lad99a].
Brièvement, elle est fondée sur trois principes, qui seront développés dans les sections
suivantes :

– P1 la séparation des difficultés ;
– P2 une résolution itérative en deux étapes ;
– P3 une représentation mécanique adaptée des inconnues.

De nombreuses applications ont été proposées au cours des vingt dernières an-
nées, notamment dans le domaine des problèmes non linéaires et des méthodes mul-
tiéchelles de décomposition de domaine. On peut cependant citer quelques contri-
butions récentes. Tout d’abord des travaux concernant la simulation des problèmes de
dynamique avec contact ou chocs [Bou00, Lem02]. Puis, la proposition d’une méthode
de décomposition de domaine mixte [Lad92, Cog96, Cha97] et multiéchelle [Dur98b]
qui a servi de base à une technique d’homogénéisation pour les structures fortement
hétérogènes [Lad01b]. Enfin, une nouvelle stratégie de calcul multiéchelle incluant
une procédure d’homogénéisation automatique à la fois en temps et en espace pour
traiter les problèmes non linéaires d’évolution [Lad02a, Lad03].

2.1 Séparations des difficultés

Le principe P1 de la méthode préconise la séparation des difficultés. Le choix de ce
partitionnement n’est pas trivial et est dicté par la volonté de séparer les équations dé-
couplées et les équations couplées (qui serviront à définir l’interface entre physiques).
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Pour cela, la technique consiste à séparer les équations en deux groupes, ce qui permet
en outre d’éviter d’avoir à traiter simultanément un problème global et un problème
couplé.

On introduit Ad, l’ensemble des solutions des équations linéaires et découplées,
éventuellement globales (ici les conditions d’amissibilité (1.1) et (1.2)) :

Ad =

{

s
∣
∣
∣ s vérifie (1.1) et (1.2)

}

et Γ, l’ensemble des solutions des équations locales, éventuellement couplées (ici les
relations de comportement (1.3) et les conditions initiales (1.4)) :

Γ=

{

ŝ
∣
∣
∣ ŝ vérifie (1.3) et (1.4)

}

La solution sex du problème de référence est donc :

sex = Ad ∩Γ

2.2 Résolution itérative en deux étapes

Le principe P2 de la méthode LATIN propose de construire la solution sex à l’aide
d’un schéma itératif à deux étapes. La Figure 2.3 détaille une itération n +1 typique.

· · · −→ sn ∈Ad −→

étape locale
︷ ︸︸ ︷

ŝn+1/2∈Γ−→

étape linéaire
︷ ︸︸ ︷

sn+1∈Ad
︸ ︷︷ ︸

itération n +1

−→ ŝn+3/2 −→ ···

Figure 2.3 • Une itération de la méthode LATIN

Si l’on suppose que l’itération n a généré un élément sn de Ad, l’étape locale consiste
à chercher un élément ŝn+1/2 de Γ en utilisant une première direction de recherche E+.
Ce nouvel élément étant connu, l’étape linéaire consiste à chercher un élément sn+1 de
Ad en utilisant une seconde direction de recherche E−, conjuguée de la précédente. La
Figure 2.4 donne une représentation de principe de la stratégie dans l’espace S[0,T ] et
les sous-sections suivantes détaillent chacune de ces étapes.

2.2.1 Étape locale à l’itération n +1

On suppose que l’étape précédente a produit une solution sn de Ad et on se donne
un espace linéaire E+ appelé direction de recherche à l’étape locale :

E+
=

{

∆s
∣
∣
∣ ∆ff+L∆"̇= 0, ∆q + r∆p = 0, ∆W +M∆Z = 0

}
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Ad

E+E−

sn

^sn+1/2

sn+1

Γ

sex

Figure 2.4 • Représentation de principe de la méthode

où les opérateurs L, r et M, qui sont les paramètres de la méthode, seront précisés
ultérieurement.

Le problème est maintenant de trouver ŝn+1/2 dans Γ tout en imposant que ŝn+1/2−

sn appartienne à E+, i.e. :

(ff̂n+1/2 −ffn)+L(ˆ̇"n+1/2 − "̇n ) = 0

(q̂n+1/2 −qn)+ r(p̂n+1/2 −pn ) = 0

(Ŵ n+1/2 −W n)+M(Ẑ n+1/2 −Z n) = 0

(2.1)

En utilisant les relations de comportement (1.3), l’étape locale consiste alors à ré-
soudre en chaque point d’espace le système différentiel en temps suivant :

Lˆ̇"n+1/2 +D"̂n+1/2 −bp̂n+1/2I = An

1

Q
ˆ̇pn+1/2 + r p̂n+1/2 +b Tr ˆ̇"n+1/2 =αn

(M+H)Ẑ n+1/2 =β
n

(2.2)

dans lequel les seconds membres :

An =ffn +L"̇n

αn = qn + r pn

β
n
= W n +MZ n

(2.3)

sont des quantités connues à cette étape. Les conditions initiales en pression et en dé-
formations sont p(t = 0) = p0 et "̂(t = 0) = "(U0). Notons que l’équation qui permet de
calculer Ẑ n+1/2 ne posera pas de problème particulier lors de la résolution puisqu’elle
est indépendante des deux autres et ne couple pas les quantités solides et fluides. Les
quantités duales ff̂n+1/2, q̂n+1/2 et Ŵ n+1/2 sont ensuite calculés en utilisant la direction
de recherche (2.1).
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2.2.2 Étape linéaire à l’itération n+1

Une fois ŝn+1/2 de Γ déterminée, on se donne un espace linéaire E− appelé direction

de recherche à l’étape linéaire :

E−
=

{

∆s
∣
∣
∣ ∆ff−L∆"̇= 0, ∆q − r∆p = 0, ∆W −M∆Z = 0

}

conjuguée de la précédente. Ce choix permet de ne pas recoupler le problème solide
et le problème fluide à cette étape.

Le problème est maintenant de trouver ŝn+1 dans Ad tout en imposant que sn+1 −

ŝn+1/2 appartienne à E−, i.e. :

(ffn+1 − ff̂n+1/2)−L("̇n+1 − ˆ̇"n+1/2) = 0

(qn+1 − q̂n+1/2)− r(pn+1 − p̂n+1/2) = 0

(W n+1 −Ŵ n+1/2)−M(Z n+1 − Ẑ n+1/2) = 0

(2.4)

Si l’on écrit les équations d’admissibilité (1.1) et (1.2) sous forme variationnelle,
l’étape linéaire se décompose en deux problèmes. Le problème solide consiste à trouver
"̇n+1 = "(U̇ n+1) avec U n+1∈U

[0,T ] vérifiant à chaque instant t de [0,T ] :

∀U⋆
∈U0,

∫

Ω

Tr["(U̇ n+1)L"(U⋆)]dΩ=

∫

Ω

Tr[Ân+1/2"(U⋆)]dΩ+

∫

∂2Ω

F d ·U⋆dS (2.5)

et le problème fluide à trouver pn+1 dans P
[0,T ] vérifiant à chaque instant t de [0,T ] :

∀p⋆
∈P0,

∫

Ω

grad pn+1 ·Mgrad p⋆dΩ+

∫

Ω

pn+1r p⋆dΩ

=

∫

Ω

α̂n+1/2p⋆dΩ+

∫

Ω

β̂
n+1/2

·grad p⋆dΩ+

∫

∂4Ω

wd p⋆dS (2.6)

dans lesquelles les seconds membres :

Ân+1/2 =−ff̂n+1/2 +Lˆ̇"n+1/2

α̂n+1/2 =−q̂n + r p̂n

β̂
n+1/2

=−Ŵ n+1/2 +MẐ n+1/2

(2.7)

sont des quantités connues à cette étape.

Les équations (2.5) et (2.6) forment deux problèmes globaux découplés qu’il faut
résoudre à chaque pas de temps. Après discrétisation en espace, les problèmes peuvent
s’écrire :

LV = BT
σ Â+ fd (2.8)

[M +R]p = BT
q α̂+BT

w β̂+ gd (2.9)
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où fd représente les forces généralisées associées à F d , gd les flux généralisés associés
à wd et, afin de ne pas alourdir les notations et en l’absence d’ambiguïté, les champs
discrétisés associés à U̇n+1, Ân+1/2, pn+1, α̂n+1/2 et β̂

n+1/2
sont simplement notés V ,

Â, p, α̂ et β̂. Les opérateurs L, Bσ, [M +R], Bq , Bw (ainsi que deux autres, Bε et Bz , qui
seront utilisés par la suite) sont définis par :

∀V , ε= BεV

∀(V⋆,V ),
∫

Ω

Tr["(V ⋆)L"(V )]dΩ= V⋆T LV

∀(V ⋆,ff),
∫

Ω

Tr["(V ⋆)ff]dΩ= V⋆T BT
σσ

∀p, Z = Bz p

∀(p⋆, p),
∫

Ω

(

grad p⋆
·Mgrad p +p⋆r p

)

dΩ= p⋆T [M +R]p

∀(p⋆, q),
∫

Ω

p⋆qdΩ= p⋆T BT
q q

∀(p⋆,W ),
∫

Ω

grad p⋆
·W dΩ= p⋆T BT

w W

(2.10)

dans lesquels V , ε, σ, p, Z , q et W désignent les champs discrétisés associés à V , "(V ),
ff, p, grad p, q et W .

2.2.3 Initialisation

Nous verrons dans la suite qu’une manière simple pour déterminer une solution
initiale s0 de Ad consiste à résoudre une étape linéaire après avoir posé Â−1/2 = 0,
α̂−1/2 = 0 et β̂

−1/2
= 0.

2.3 Représentation des inconnues

Le principe P3 de la méthode préconise l’utilisation d’une représentation méca-
nique ad hoc des inconnues. Cette technique est un point clé pour gagner en perfor-
mances [Lad99a]. Elle consiste à nouveau à tirer parti du caractère non incrémental de
la stratégie en proposant pour chaque approximation de la solution qui est générée,
une représentation adaptée à la qualité qu’on peut attendre. Il s’agit là d’une technique
adaptative, puisqu’au fur et à mesure des itérations, la solution peut être représentée
de plus en plus finement.

Une approximation qui s’est avérée pertinente pour les problèmes d’évolution quasi-
statique est la superposition de chargements radiaux. On choisit de représenter une
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quantité admissible s(M , t ) de Ad sous la forme :

s(M , t ) = s0(t )S0(M)+
∑

i

si (t )Si (M)

où S0 est un champ admissible particulier et les Si des champs admissibles à zéro ; les
s0 et si sont des fonctions scalaires du temps. Le nombre de couples (si ,Si ) peut être
augmenté au cours des itérations si cela est nécessaire pour améliorer la précision de
la solution : typiquement, un couple peut être ajouté à chaque étape linéaire et donc
chaque itération.

Dans le chapitre suivant, on décrira en détail comment une telle approximation
transforme l’étape linéaire. Principalement, on verra qu’elle permet de remplacer la ré-
solution d’un système global à résoudre à chaque pas de temps (pour calculer s(M, t ))
en celle d’un faible nombre de systèmes globaux, indépendants du temps (pour cal-
culer Si (M)). Cette technique permet donc un gain substantiel en terme de coût de
calcul.

On note R[0,T ], l’ensemble des champs qui peuvent s’écrire comme la superposition
de chargements radiaux :

R[0,T ]
=

{

s

∣
∣
∣
∣
∣
∃n∈N, ∃{(si ,Si )}i∈{0,...,n}, s(M , t ) = s0(t )S0(M)+

n∑

i=1
si (t )Si (M)

}

Lors d’une étape linéaire, on cherche un élément s appartenant à Ad et à la direction
de recherche E−. si l’on ajoute comme contrainte supplémentaire qu’il puisse s’écrire
sous forme représentée, i.e. s ∈ R[0,T ], le problème devient surcontraint. Il faut alors
choisir entre :

– vérifier exactement la direction de recherche et seulement « au mieux » l’admis-
sibilité (cf. Figure 2.5(a)) ;

– vérifier exactement l’admissibilité et seulement « au mieux » la direction de re-
cherche (cf. Figure 2.5(b)).

Cette notion de vérification « au mieux » (ou vérification faible en un certain sens)
sera précisée ultérieurement.

Enfin, une étape dite préliminaire peut également être mise en place. Elle consiste,
à partir d’une solution sn de Ad exprimée sous forme représentée, à calculer à moindre
frais une « meilleure » solution s̄n+1, en ne modifiant que les fonctions du temps. La
phase la plus coûteuse, celle de génération de nouvelles fonctions de l’espace est alors
évitée. Cette étape préliminaire prend place après l’étape locale et la Figure 2.6 donne
une représentation de principe de la méthode.
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Ad

E+E−

sn

^sn+1/2

sn+1

Γ

sex

(a) Direction de recherche vérifiée
exactement

Ad

E+E−

sn

^sn+1/2

sn+1

Γ

sex

(b) Admissibilité vérifiée exactement

Figure 2.5 • Méthode LATIN avec représentation

Ad

E+E−

sn

^sn+1/2

sn+1 sn+1

Γ

sex

Figure 2.6 • Représentation de principe de la méthode
avec étape préliminaire

Un critère fondé sur l’efficacité de l’étape préliminaire permet de décider si elle
doit ou non être suivie d’une étape linéaire classique (avec génération de nouvelles
fonctions d’espace). La Figure 2.7 détaille une nouvelle itération n + 1 typique de la
méthode. Ce critère sera détaillé dans la section suivante.

· · · −→ sn ∈Ad −→ ŝn+1/2∈Γ−→ s̄n+1∈Ad −→

omise éventuellement
︷ ︸︸ ︷

sn+1∈Ad
︸ ︷︷ ︸

itération n +1

−→ ŝn+3/2 −→ ···

Figure 2.7 • Une itération de la méthode LATIN avec
étape préliminaire

Remarque • Notons que la technique d’approximation radiale n’a été utilisée que
pour les champs de Ad, ce qui se traduit par une modification de l’étape linéaire uni-
quement. On pourrait tout à fait imaginer étendre cette technique à l’ensemble des
champs manipulés dans le problème. On serait alors certainement amené à dévelop-
per un cadre mathématique spécifique sur l’ensemble des couples (fonction du temps,
fonction de l’espace).

La méthode complète de résolution est décrite dans l’Algorithme 2.1. Les étapes
marquées d’un // sont parallélisables.
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// Initialisation solide résolution d’un problème global solide
// Initialisation fluide résolution d’un problème global fluide

Boucle sur les itérations

Étape locale résolution de systèmes différentiels locaux
Étape préliminaire solide mise à jour des fonctions du temps
Si nouveau couple requis

// Étape linéaire solide point fixe sur un problème global solide
pour calculer un nouveau couple

Fin si

Étape préliminaire fluide mise à jour des fonctions du temps
Si nouveau couple requis

// Étape linéaire fluide point fixe sur un problème global fluide
pour calculer un nouveau couple

Fin si

Critère d’arrêt calcul des indicateurs d’erreur
Fin des itérations

Algorithme 2.1 • Méthode LATIN pour le multiphy-
sique

2.4 Convergence de la méthode

2.4.1 Choix des directions de recherche

Dans le cas de figure où l’on n’utilise pas de représentation et où les directions de
recherche sont constantes, une démonstration de la convergence de la méthode peut
être établie en suivant la démarche présentée dans [Lad99a]. Elle se base sur des pro-
priétés de stabilité vérifiées par le matériau. Pour cela, on définie la forme bilinéaire
« travail » 〈·, ·〉 : (S[0,T ])2 →R suivante :

∀(s,s′)∈(S[0,T ])2,

〈s,s′〉 =
∫

[0,T ]
(1−

t

T
)
∫

Ω

(Tr[ff"̇
′]+Tr[ff′

"̇]+qp′
+q′p +W ·Z ′

+W ′
·Z )dΩdt

qui fait intervenir les membres des couples de grandeurs duales ("̇,ff), (p, q) et (Z ,W ).
En remarquant les propriétés :

∀(s,s′,s′′)∈(Ad)3, 〈s−s′,s−s′′〉 = 0

et
∀(s,s′)∈(Γ)2, 〈s−s′,s−s′〉 Ê 0

on peut montrer que des directions de recherches de la forme (2.1) et (2.4) permettent
d’assurer la convergence, à condition que les opérateurs L, r et M soient définis positifs.
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Après analyse dimensionnelle, on voit qu’on peut les choisir de la forme :

L = tmD, r =
1

thQ
et M = H (2.11)

où tm et th sont deux temps caractéristiques. Ces deux temps sont des paramètres de
la méthode : ils ne modifient pas la solution à convergence mais leurs valeurs influent
sur le taux de convergence de l’algorithme.

Dans le cadre de la méthode multiéchelle avec homogénéisation développée dans
[Lad02a, Lad03], de récents travaux ont été menés sur l’interprétation et l’optimisation
de ces directions de recherche lorsqu’on se restreint au cas de l’élastostaticité linéaire
[Vio03].

On construit maintenant, à partir de 〈·, ·〉, une norme sur les quantités solides, dé-
finie sur S[0,T ] :

φ2
S(s) =

∫

[0,T ]
‖"‖

2
Ddt avec ‖"‖

2
D =

1

2

∫

Ω

Tr["D"]dΩ

une norme sur les quantités fluides :

φ2
F (s) =

∫

[0,T ]
‖p‖2

Q−1 dt avec ‖p‖2
Q−1 =

1

2

∫

Ω

pQ−1pdΩ

une norme sur l’ensemble des deux physiques :

φ2(s) =φ2
S(s)+φ2

F (s)

ainsi que les grandeurs adimensionnées sur (S[0,T ])2 :

ΦS(s,s′) =
φS(s−s′)

φS

(1
2 (s+s′)

) et ΦF (s,s′) =
φF (s−s′)

φF

(1
2 (s+s′)

)

Ces grandeurs vont être utilisées pour définir un certain nombre d’indicateurs d’er-
reur et de critères pour la méthode.

2.4.2 Erreur vis-à-vis d’une référence

Supposons que l’on dispose d’une solution de référence sex et que l’on veuille me-
surer l’erreur entre sex et un élément quelconque s de S[0,T ]. On introduit une mesure
de l’erreur sur les quantités solides : ES = ΦS(s,sex ) et une mesure sur les quantités
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fluides : EF =ΦF (s,sex ). On introduit de la même façon la contribution à l’erreur totale
de la partie solide :

η2
S =

φ2
S(s−sex )

φ2(sex )

et de la partie fluide :

η2
F =

φ2
F (s−sex )

φ2(sex )

de telle sorte qu’une mesure de l’erreur totale soit :

η=

√

η2
S
+η2

F
=

φ(s−sex )

φ(sex )

Dans les exemples numériques qui suivront, si l’on dispose d’une solution de réfé-
rence sex , on étudiera notamment l’évolution de l’erreur entre sn+1 de Ad et sex .

2.4.3 Indicateur d’erreur pour arrêter les itérations

La qualité de la solution générée par la LATIN s’améliore au cours des itérations. Il
est donc nécessaire de se poser la question de l’arrêt des itérations. On utilise le carac-
tère non incrémental pour construire un indicateur d’erreur qui prenne en compte la
solution sur tout le domaine et tout l’intervalle de temps étudié.

Parmi les différents indicateurs possibles pour stopper l’algorithme après l’itéra-
tion n +1, on choisit d’introduire eS,n+1 = ΦS(sn+1, ŝn+1/2) sur les quantités solides et
eF,n+1 = ΦF (sn+1, ŝn+1/2) sur les quantités fluides. On introduit de la même façon un
indicateur total :

en+1 =
φ(sn+1 − ŝn+1/2)

φ
(1

2 (sn+1 + ŝn+1/2)
)

Ces indicateurs peuvent être vus comme une mesure de distance entre deux solu-
tions successives générées par la méthode (cf. Figure 2.8).

2.4.4 Critère de saut d’étape linéaire

Rappelons que si l’étape préliminaire n +1 a permis de réduire de manière signi-
ficative l’erreur vis-à-vis d’une itération précédente, on peut considérer qu’il n’est pas
nécessaire de générer une nouvelle fonction de l’espace. On introduit les indicateurs
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Ad
sn

^sn+1/2

sn+1 sn+1

Γ

sex

^sn−1/2

en+1 enen+1

Figure 2.8 • Indicateurs à l’itération n +1

ēS,n+1 =ΦS(s̄n+1, ŝn+1/2) pour la partie solide et ēF,n+1 =ΦF (s̄n+1, ŝn+1/2) pour la partie
fluide (cf. Figure 2.8).

Les étapes linéaires n +1 solide, resp. fluide, seront omises lorsque :

ēS,n+1

eS,n
< ζ resp.

ēF,n+1

eF,n
< ζ

où le seuil ζ sera choisi par la suite.

3 Aspects multiéchelles

Une des caractéristiques majeures des problèmes multiphysiques concerne les as-
pects multiéchelles et la nécessité de pouvoir utiliser des discrétisations différentes
pour chacune des physiques. Dans ce type de problèmes, des échelles de temps et d’es-
pace très différentes peuvent être amenées à « cohabiter » [Pip95b, Far98, Fel01] et il est
primordial de maîtriser l’utilisation de discrétisations différentes en temps car :

– elle permet de réduire le coût de la simulation en évitant des calculs inutiles sur
les champs pour lesquels une discrétisation plus grossière est suffisante ;

– elle évite les transferts d’informations trop fréquents entre les codes [Pip95b] ;

et en espace car elle est nécessaire :

– lorsque les codes utilisent des méthodes d’adaptation pour générer automati-
quement des maillages ad hoc, qui ne sont pas forcément compatibles ;

– lorsque les schémas utilisés ne sont pas identiques (e.g. dans un problème d’aé-
roélasticité, éléments finis pour la partie structure et différences finies pour la
partie fluide [Far98, Bec00, Mat03]).
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Dans les méthodes de partitionnement, l’aspect multiéchelle en temps est le plus
souvent traité en sous-itérant sur la physique qui nécessite la discrétisation la plus fine.
Des techniques adaptées de prédiction des autres champs permettent alors de conser-
ver la stabilité inconditionnelle des schémas [Pip95b, Fel01]. Pour l’utilisation de dis-
crétisations spatiales différentes, que ce soit dans une méthode monolithique ou de
partitionnement, un certain nombre de techniques ont été proposées dans le cadre de
la résolution des problèmes couplés (e.g. [Mam95, Far98, Bec00] pour l’aéroélasticité).

Dans la méthode LATIN, la prise en compte de ce type d’aspects multiéchelles s’in-
tègre naturellement dans le cadre de l’interface entre les deux physiques. Pour cela, on
donne un sens concret à l’interface en la munissant de ses propres discrétisations en
temps et en espace (cf. Figure 2.9). La vérification des relations de comportement est
alors réalisée sur ces discrétisations. La difficulté provient évidemment de la nécessité
de transférer des champs spatiaux et temporels entre les discrétisations de l’interface
et celles de chacune des physiques. Les techniques de transfert qui ont été mises en
place seront développées dans des chapitres ultérieurs. Notons que le traitement indé-
pendant de chacune des physiques avec une approche multiéchelle n’a pas été abordé
dans ce travail, mais qu’il pourrait être introduit par le biais de la technique d’homo-
généisation en temps et en espace présentée dans [Lad02a, Lad03].

physique

fluide

interface

physique

solide

t

tt

Figure 2.9 • Discrétisations de l’interface

Dans ce travail, on ne considère que des milieux poreux non fissurés et sans cavités
de taille importante, qui empêcheraient l’utilisation d’une procédure d’homogénéisa-
tion pour travailler sur les grandeurs macroscopiques. L’utilisation de méthodes fon-
dées sur la partition d’unité (du type X-FEM [Moë99, Moë02] ou G-FEM [Str01]) devrait
permettre de prendre en compte de telles irrégularités.
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4 Cas test

Le cas test qui est proposé ici permet de montrer la faisabilité de la méthode. Il
a été traité dans l’environnement Matlab™ et interfacé avec le code éléments finis
Cast3M™ (CEA Saclay, France) [Ver88] pour le pré et le post-traitement. Les résultats
présentés sont issus de [Dur03c]. Dans un premier temps, la simulation a été réalisée
sans utiliser la technique d’approximation radiale ni prendre en compte les aspects
multiéchelles.

4.1 Description du problème

On considère le problème de consolidation d’un sol, soumis à un chargement im-
posé en effort. La géométrie est représentée sur la Figure 2.10 et correspond à la même
répartition des conditions aux limites que la Figure 1.2. Le problème est traité sous
une hypothèse de déformations planes. L’intervalle de temps étudié est T = 36 s et les
chargements p1 = 1,54 GPa et p0 = 380 MPa avec t1 = T /10. La condition wd = 0 corres-
pond à une imperméabilité de la roche environnante. La condition initiale en pression
est p(t = 0) = p0. On suppose que le sol est en grès de Béréa saturé d’eau, dont les ca-
ractéristiques ont été identifiées dans [GRE90] et sont présentées dans le Tableau 2.1.

Fd  = 0

p( t  = 0) = p

wd = 0

pd

Fd

Fd

t
0 T

p1

t1

pd

t
0 T

p0

0

Figure 2.10 • Cas test avec effort imposé, conditions
aux limites sur les parties solide et fluide

Ces caractéristiques présentent des ordres de grandeur très différents et on pro-
cède à une « adimensionnalisation » pour que les opérateurs qui interviennent dans la
résolution soient bien conditionnés. On se place pour cela dans un nouveau système
d’unités ([L], [M], [T ]), avec 1 [L] = 1 m, 1 [M] = 1010 kg et 1 [T ] = 1 s, de telle sorte
que les valeurs du module d’Young, du module de Biot et de la perméabilité, soient
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Porosité n = 0,19 Module d’Young E = 14,4 GPa
Coefficient de Poisson ν= 0,2 Module de Biot Q = 13,5 GPa
Coefficient de Biot b = 0,78 Perméabilité H = K

µw
= 2 10−10 m3.s.kg−1

Tableau 2.1 • Caractéristiques du grès de Béréa saturé

de l’ordre de grandeur de 1. Les valeurs des caractéristiques du Grès de Béréa dans ce
système sont reprises dans le Tableau 2.2.

Porosité n = 0,19 Module d’Young E = 1,44 [L]−1[M][T ]−2

Coefficient de Poisson ν= 0,2 Module de Biot Q = 1,35 [L]−1[M][T ]−2

Coefficient de Biot b = 0,78 Perméabilité H =
K
µw

= 2 [L]3[M]−1[T ]

Tableau 2.2 • Caractéristiques du grès de Béréa saturé
exprimées dans le système d’unités ([L], [M], [T ])

Les quantités solides (les déplacements) sont discrétisées en espace en utilisant des
éléments P2 (triangles à 6 nœuds). Les quantités fluides (la pression) sont discrétisées
en utilisant des éléments P1 (triangles à 3 nœuds avec une interpolation linéaire conti-
nue entre les éléments). Ce choix vérifie la condition LBB [Zie86, Bre91] et le maillage
est représenté sur la Figure 2.11. 7 points de Gauss sont utilisés pour l’intégration et la
représentation des éléments de la solution s [Zie00].

1
0
 m

L = 20 m

Figure 2.11 • Maillage du domaine

Une discrétisation en temps identique est utilisée pour tous les champs avec nT pas
de temps de taille ∆t = T /120. Le schéma d’intégration est la θ-méthode avec θ= 1.

4.2 Premiers résultats et comparaisons

La simulation est réalisée avec la méthode monolithique, dont la solution est consi-
dérée comme référence sex , la stratégie LATIN et la procédure ISPP. À titre de comparai-
son, on étudie les erreurs entre les solutions générées par ces deux dernières méthodes



Cas test 43

et sex . La Figure 2.12 représente l’évolution de la pression interstitielle dans le domaine
et la Figure 2.13 celle de son maximum au cours de l’intervalle de temps [0,T ]. On peut
constater que cet intervalle correspond à une partie transitoire de la réponse du sol.

t = 0

t = 120∆t = T

t = 5∆t

t = 15∆t

t = 20∆t

t = 30∆t

0.3 GPa

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

1.1

Figure 2.12 • Évolution de la pression interstitielle

Temps (s)

Pression interstitielle maximale (GPa)

0. 5. 10. 15. 20. 25. 30. 35. 40.
0,30

0,40

0,50

0,60

0,70

0,80

0,90

1,00

Figure 2.13 • Évolution de la pression interstitielle
maximale
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Pour la méthode LATIN, utilisée ici sans technique de représentation des incon-
nues, les paramètres des directions de recherche (2.11) ont été optimisés et fixés à
tm = 0,015tc et th = 0,030tc . Le temps caractéristique tc a été introduit après analyse
dimensionnelle, tc = L2/(QH) où L est la largeur de la structure, et vaut tc = 148 s dans
cet exemple.

La Figure 2.14 montre l’influence du choix des paramètres tm et th sur le taux de
convergence de la méthode en représentant l’évolution de l’erreur η vis-à-vis de la ré-
férence sex en fonction du nombre d’itérations nit. On peut constater que ce taux est
plus sensible au paramètre fluide th qu’au paramètre solide tm . Répétons que le choix
automatique de ces paramètres reste pour l’instant une question ouverte.

0,001

0,01

0,1

1

10

0 5 10 15 20 25 30

Erreur et indicateur d'erreur de la LATIN

Nombre d'itérations nit

indicateur

erreur

th = 0,030tc ; tm = 0,015tc

th = 0,030tc ; tm = 0,005tc

th = 0,010tc ; tm = 0,015tc

th = 0,090tc ; tm = 0,015tc

th = 0,030tc ; tm = 0,040tc

Figure 2.14 • Convergence de la méthode LATIN sans
représentation

4.2.1 Comparaison avec la méthode monolithique

Une étape linéaire de la méthode LATIN consiste à résoudre à chaque pas de temps
ti , les deux problèmes globaux indépendants (2.8) et (2.9) de la forme :

LVi = BT
σ Âi + fdi

[H +R]pi = BT
q α̂i +BT

w β̂i + gdi

qu’il faut comparer au système monolithique (1.10) de la forme :
[

K −N

−NT −S −θ∆ti H

][
Ui

pi

]

= Di
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Pour des directions de recherche du type (2.11), les matrices L et R peuvent s’ex-
primer en fonction des matrices K et S : L = tmK et R = 1

th
S. Il est important de noter

que, contrairement à la méthode monolithique, le pas de temps ∆ti n’intervient pas
dans les membres de gauche de la stratégie LATIN. Les matrices L et [H +R] ne néces-
sitent donc qu’une seule factorisation, même lorsqu’une discrétisation en temps non
uniforme est utilisée.

L’étape locale est, pour sa part, traitée pour un coût modique en intégrant en temps
les petits systèmes différentiels (2.2) en chaque point de Gauss de chaque élément.

4.2.2 Comparaison avec la procédure ISPP

La Figure 2.15 montre l’influence du paramètre de relaxation ω sur l’évolution de
l’erreur η en fonction du nombre de sous-itérations à chaque pas de temps nsub. Une
valeur optimale du paramètre semble être proche de ω = 0,5, tandis des valeurs plus
grandes (proches de 1) nuisent à la convergence.

ω = 0,8

0,001

0,01

0,1

1

10

0 5 10 15 20 25 30

Erreur de la procédure ISPP

Nombre de sous-itérations par pas de temps nsub

ω = 0,2

ω = 0,4

ω = 0,5

ω = 1

ω = 0,9

Figure 2.15 • Convergence de l’ISPP

Pour un pas de temps ti , à chaque sous-itération, la procédure ISPP nécessite la
résolution de deux problèmes indépendants (1.12) de la forme :

[
K 0
0 −S −θ∆ti H

][
Ui

pi

]

= Ei

La même remarque que pour la méthode monolithique peut être faite concernant
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l’utilisation d’une discrétisation en temps non constante. Pour comparer les méthodes
LATIN et ISPP, un indicateur est le nombre nS de systèmes globaux à résoudre pour la
partie solide et nF pour la partie fluide afin d’atteindre un niveau d’erreur donné :

– pour la méthode LATIN : nS = nF = nit×nT ;
– pour la procédure ISPP : nS = nF = nsub×nT .

Évidemment, ces résolutions globales ne constituent pas le seul coût de l’algo-
rithme mais la part la plus importante, en particulier dans le cas des problèmes de
grande taille. Il serait cependant intéressant de mener une analyse plus précise du coût
de la simulation.

En comparant les Figure 2.14 et Figure 2.15, on constate que pour atteindre un ni-
veau d’erreur η de 1%, il faut nit = 18 itérations pour la LATIN et nsub = 9 sous-itérations
pour l’ISPP. Dans cet exemple, le nombre total de résolutions globales nS +nF néces-
saire pour atteindre un niveau d’erreur donné est environ deux fois plus grand pour la
méthode LATIN que pour l’ISPP.

5 Conclusions

Dans ce chapitre, nous venons de présenter les idées de base de la méthode LATIN
et d’illustrer son fonctionnement sur le cas de la consolidation d’un sol poreux, ce qui
a permis de valider sa faisabilité.

On l’a ensuite comparée à la méthode monolithique et à la procédure ISPP et consta-
té qu’elle ne s’avérait pas compétitive vis-à-vis de la stratégie de partitionnement lorsque
la technique d’approximation radiale n’était pas utilisée. Celle-ci est mise en place
dans le chapitre qui suit.



CHAPITRE

3 Une représentation
adaptée des inconnues

DANS CE CHAPITRE , on développe le troisième point de la méthode LATIN : une ap-
proximation des inconnues sous forme de fonctions radiales. On commence par

présenter le cas où seuls les champs cinématiques sont approximés. Puis, dans un se-
cond temps, ce sont tous les champs qui sont traités de la même façon. On montre
que cette technique permet d’augmenter l’efficacité de la méthode en diminuant les
coûts de calcul et de stockage mais aussi en augmentant la modularité. Ces travaux
ont donné lieu à un article paru [Dur03b].

Dorénavant, les désignations suivantes seront utilisées pour la méthode LATIN :
– LATIN 0P3 sans technique de représentation ;
– LATIN ½P3 avec une représentation des champs cinématiques uniquement ;
– LATIN P3 avec une représentation de tous les champs.

1 Représentation des champs cinématiques uniquement

Comme on l’a suggéré dans le chapitre 2, lors de la présentation de la méthode
LATIN, on se propose d’utiliser une technique d’approximation sur l’espace des champs
admissibles Ad. La première approche, qui sera désignée dorénavant par ½P3 , consiste
à représenter, sous la forme d’une superposition de champs radiaux, les quantités ci-

nématiques uniquement.

L’idée est de construire des corrections cinématiques, qui soient à la fois admis-
sibles et représentées, et telles que les corrections statiques, qui sont alors calculées
en vérifiant exactement la direction de recherche, soient admissibles au mieux. Il est
clair que les corrections statiques qui sont générées ne peuvent pas être, elles aussi,
écrites sous la forme de chargements radiaux. Leur admissibilité s’affine au cours des
itérations pour n’être exacte qu’à convergence. Une telle technique d’approximation
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ne nécessite que la modification de l’étape linéaire (cf. Figure 3.1).

Ad

E+E−

sn

^sn+1/2

sn+1

Γ

sex

Figure 3.1 •Méthode LATIN avec ½P3 : direction de re-
cherche vérifiée exactement

1.1 Étape linéaire avec représentation à l’itération n +1

Rappelons que l’objectif de cette étape est d’ajouter une correction ∆sn+1 à la so-
lution sn générée par l’étape linéaire précédente, connaissant une solution ŝn+1/2 de
Γ. Pour alléger les écritures, on notera simplement ∆s et ŝ. La direction de recherche
(2.4) peut être réécrite en fonction des corrections cinématiques (∆"̇,∆p,∆Z ) et des
grandeurs statiques corrigées (ff, q,W ) :

ff−L∆"̇+∆Â = 0 avec ∆Â = (Lˆ̇"− ff̂)−L"̇n = Ân+1/2 −L"̇n

q − r∆p +∆α̂= 0 avec ∆α̂= (r p̂ − q̂)− r pn = α̂n+1/2 − r pn

W −H∆Z +∆β̂= 0 avec ∆β̂= (HẐ −Ŵ )−HZ n = β̂
n+1/2

−HZ n

(3.1)

Notons que la vérification des relations de comportement à l’étape locale et le fait
d’avoir choisi une direction de recherche M = H, conduit à :

β̂
n+1/2

=−Ŵ n+1/2 +MẐ n+1/2

=−Ŵ n+1/2 +HẐ n+1/2

= 0

1.1.1 Partie solide

La correction cinématique est cherchée sous la forme radiale : ∆"̇ = v"(V ), où v(t )
est une fonction scalaire du temps et V (M) une fonction de l’espace, toutes deux in-
connues. On impose que cette correction soit exactement admissible à zéro, donc que
vV ∈U

[0,T ]
0 , i.e. V |∂1Ω = 0. Le problème est donc maintenant de déterminer v et V |Ω∪∂2Ω.
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Lorsque la correction cinématique est connue, les contraintes sont calculées en vé-
rifiant exactement la direction de recherche :

ff = L∆"̇−∆Â = vL"(V )−∆Â (3.2)

et ne sont pas représentables comme un champ radial puisque ∆Â ne l’est pas. On
écrit l’admissibilité au mieux de ces contraintes (écriture en moyenne sur l’intervalle
de temps [0,T ] et pour des champs virtuels U⋆ particuliers) :

∀U⋆
= v⋆V +vV⋆

∈U
[0,T ]
0 ,

∫

Ω×[0,T ]
Tr[ff"(U⋆)]dΩdt =

∫

∂2Ω×[0,T ]
F d ·U⋆dSdt (3.3)

et, pour que ce couple soit déterminé de façon unique, on choisit par exemple la nor-
malisation suivante :

‖V‖
2
L =

∫

Ω

Tr["(V )L"(V )]dΩ= 1 (3.4)

En introduisant la notation :

‖v‖2
T =

∫

[0,T ]
v dt

les équations (3.2), (3.3) et (3.4) conduisent à réécrire le problème comme la recherche
de v et V ∈U0 tels que :

∀v⋆,
∫

[0,T ]
vv⋆dt =

∫

[0,T ]
v⋆

(∫

Ω

Tr[∆Â"(V )]dΩ+

∫

∂2Ω

F d ·V dS

)

dS (3.5)

et

∀V⋆
∈U0,

∫

Ω

Tr["(V )L"(V⋆)]dΩ=

∫

[0,T ]

v

‖v‖2
T

(∫

Ω

Tr[∆Â"(V ⋆)]dΩ+

∫

∂2Ω

F d ·V ⋆dS

)

dt

(3.6)

En écriture milieu continu en temps, l’équation (3.5) peut s’écrire :

v =

∫

Ω

Tr[∆Â"(V )]dΩ+

∫

∂2Ω

F d ·V dS

Après discrétisation en espace, ces équations deviennent :

V T LV = 1 (3.7)

v = V T (BT
σ∆Â+ fd ) (3.8)

LV =

∫

[0,T ]

v

‖v‖2
T

(BT
σ∆Â+ fd )dt (3.9)
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où fd représente les forces généralisées associées à F d et les opérateurs L et Bσ ont été
définis dans (2.10). Afin de ne pas alourdir les notations et en l’absence d’ambiguïté,
les champs discrétisés associés à V et ∆Â sont simplement notés V et ∆Â.

Ce système couplé est résolu par la méthode du point fixe et le nombre d’itérations
qui sont nécessaires est en général faible. Avec cette technique d’approximation, il n’est
plus nécessaire de résoudre un système global à chaque pas de temps, mais seulement
un petit nombre de fois (le nombre de sous-itérations du point fixe) par itération de la
LATIN.

Pour initialiser le point fixe, on prend comme valeur de la fonction du temps, l’indi-
cateur d’erreur en temps de l’itération précédente. Pour stopper le point fixe, on peut
par exemple tester la stationnarité de la méthode : si (v̄, V̄ ) est le couple précédent et
(v,V ) le couple courant, un indicateur est :

ξ2
=

1

2

∫

[0,T ]
‖v"(V )− v̄"(V̄ )‖2

Ldt

1

2

∫

[0,T ]
‖v"(V )‖2

Ldt

avec :

‖"‖
2
L =

1

2

∫

Ω

Tr["L"]dΩ

Après discrétisation en espace, on peut réécrire ces équations sous la forme :

ξ2
=

1

2
(‖v‖2

T +‖v̄‖2
T )− V̄ T LV

∫

[0,T ]
vv̄dt

1

2
‖v‖2

T

L’algorithme correspondant à cette partie solide de l’étape linéaire à l’itération n+1
est décrit dans Algorithme 3.1.

1.1.2 Partie fluide

Le schéma précédent peut être réutilisé pour traiter la partie fluide du problème,
i.e. les champs (p,Z ) et (q,W ).

Par exemple, la correction cinématique est approchée par la forme radiale : ∆p =

πP et ∆Z = πgradP , où π(t ) est une fonction scalaire du temps et P(M) une fonction
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Calcul du second membre ∆Â = (Lˆ̇"− ff̂)−L"̇n

f̂ ←BT
σ∆Â+ fd

Initialisation v ←‖"̂n+1/2 −"n‖L

Itérations du point fixe

Résolution V L99 LV =
∫

[0,T ]
v

‖v‖2
T

f̂ dt = f̄

Normalisation β← ( f̄ T V )1/2

V ←β−1V

v ←βv

Critère d’arrêt pour le couple (v,V )
Recalcul de la fonction du temps v ← V T f̂

Fin des itérations

Algorithme 3.1 • Étape linéaire partie solide, itération
n +1

de l’espace. On impose que cette correction soit exactement admissible à zéro, donc
que πP∈P

[0,T ]
0 , i.e. P |∂3Ω = 0. Le problème est donc de déterminer π et P |Ω∪∂4Ω.

De la même façon que précédemment, les inconnues statiques sont obtenues en
vérifiant exactement les directions de recherche :

q = r∆p −∆α̂=πrP −∆α̂

W = H∆Z −∆β̂=πH gradP −∆β̂

On écrit l’admissibilité statique au mieux de q et W :

∀p⋆
=π⋆P +πP⋆

∈P
[0,T ]
0 ,

∫

Ω×[0,T ]

(

qp⋆
+W ·grad p⋆

)

dΩdt =

∫

∂4Ω×[0,T ]
wd p⋆dSdt

et on choisit par exemple la normalisation suivante :

‖P‖
2
Hr +‖gradP‖

2
H = ‖gradP‖

2
H +‖P‖

2
r =

∫

Ω

gradP ·H gradPdΩ+

∫

Ω

PrPdΩ= 1

ce qui conduit à :

∀π⋆,
∫

[0,T ]
ππ⋆dt =

∫

[0,T ]
π⋆

(∫

Ω

(

∆α̂P +∆β̂ ·gradP
)

dΩ+

∫

∂4Ω

wd PdS

)

dt (3.10)

et

∀P⋆
∈P0,

∫

Ω

(

PrP⋆
+gradP ·H gradP⋆

)

dΩ

=

∫

[0,T ]

π

‖π‖2
T

(∫

Ω

(

∆α̂P⋆
+∆β̂ ·gradP⋆

)

dΩ+

∫

∂4Ω

wd P⋆dS

)

dt (3.11)
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En écriture milieu continu en temps, l’équation (3.10) devient :

π=

∫

Ω

(

∆α̂P +∆β̂ ·gradP
)

dΩ+

∫

∂4Ω

wd PdS

Après discrétisation en espace, on peut réécrire ces équations sous la forme :

PT [H +R]P = 1 (3.12)

π= PT (BT
q ∆α̂+BT

w∆β̂+ gd ) (3.13)

[H +R]P =

∫

[0,T ]

π

‖π‖2
T

(BT
q ∆α̂+BT

w∆β̂+ gd )dt (3.14)

où gd représente les flux généralisés associés à wd et les opérateurs [H+R], Bq et Bw ont
été définis dans (2.10). Comme pour la partie solide, les champs discrétisés associés à
P , ∆α̂ et ∆β̂ sont notés simplement P , ∆α̂ et ∆β̂.

Ce nouveau système est lui aussi résolu par une méthode de point fixe avec une
initialisation et un critère d’arrêt du même type. L’algorithme correspondant à cette
partie fluide de l’étape linéaire à l’itération n +1 est décrit dans Algorithme 3.2.

Calcul du second membre ∆α̂= (r p̂ − q̂)− r pn

∆β̂= (HẐ − β̂)−HZ n

ĝ ←BT
q ∆α̂+BT

w∆β̂+ gd

Initialisation π←‖p̂n+1/2 −pn‖Q−1

Itérations du point fixe

Résolution P L99 [H +R]P =
∫

[0,T ]
π

‖π‖2
T

ĝ dt = ḡ

Normalisation β← (ḡ T P)1/2

P ←β−1P

π←βπ

Critère d’arrêt pour le couple (π,P)
Recalcul de la fonction du temps π← PT ĝ

Fin des itérations

Algorithme 3.2 • Étape linéaire partie fluide, itération
n +1

Remarque sur les espaces générés • Afin d’éviter que les espaces de champs so-
lides et fluides ne dégénèrent, ils peuvent être orthonormalisés :

∫

Ω

Tr[Vi LV j ]dΩ= δi j et
∫

Ω

(

Pi rP j +gradPi ·H gradP j

)

dΩ= δi j

Durant cette phase d’orthonormalisation, si l’on constate que les derniers champs
ajoutés sont trop dépendants des précédents, on peut décider de ne pas les retenir.



Représentation des champs cinématiques uniquement 53

1.2 Étape préliminaire à l’itération n +1

Comme on l’a introduit dans le chapitre de présentation de la méthode LATIN, l’ob-
jectif de l’étape préliminaire est de générer à moindre frais une nouvelle solution de
Ad, en ne recalculant que de meilleures fonctions du temps et donc sans ajouter de
nouveaux couples correctifs. Cette procédure de réutilisation des champs spatiaux est
similaire à celle qui consiste à réutiliser les sous-espaces de Krylov afin d’accélérer la
convergence dans les méthodes de Newton-Krylov (cf. par exemple [Saa00]).

L’étape préliminaire prend place entre l’étape locale et l’étape linéaire : connais-
sant une solution ŝn+1/2 de Γ, on détermine une meilleure solution s̄n+1 en optimisant
seulement la valeur des fonctions du temps. On peut ensuite chercher une nouvelle
solution sn+1 dans Ad en ajoutant de nouveaux couples grâce à une étape linéaire (cf.
Figure 3.2). Le cas échéant, il est nécessaire de recalculer les quantités ∆Â, ∆β̂ et ∆α̂ à
partir de s̄n+1 et non de sn .

Ad

E+E−

sn

^sn+1/2

sn+1 sn+1

Γ

sex

Figure 3.2 • Méthode LATIN avec étape préliminaire

Cette étape préliminaire est plus simple si l’on a pris soin d’orthogonaliser chaque
fonction de l’espace ajoutée :

∫

Ω

Tr[Vi LV j ]dΩ= δi j et
∫

Ω

(

Pi rP j +gradPi ·H gradP j

)

dΩ= δi j

soit, sous forme discrétisée :

V T
i LV j = δi j et PT

i [H +R]P j = δi j

1.2.1 Partie solide

On cherche une correction des déformations sous la forme ∆"̇ =
∑

j w j "(V j ), où
les w j , qu’il faut déterminer, peuvent être vues comme des corrections des fonctions
du temps actuelles, alors que les V j sont données. Les nouvelles fonctions du temps
seront alors v̄ j = v j +w j , de telle sorte que :

¯̇"n+1 = "̇n +∆"̇= v0"(V 0)+
∑

j

(v j +w j )"(V j )
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Si, comme on l’a noté précédemment, les espaces de fonctions ont été orthonor-
malisés, la détermination de chaque fonction inconnue se fait de manière indépen-
dante :

w j =

∫

Ω

Tr["(V j )∆Â]dΩ+

∫

∂2Ω

V j ·F d dΩ= V T
j (BT

σ∆Â+ fd )

Une technique équivalente consiste à recalculer directement les nouvelles fonc-
tions du temps v̄ j et non leur correction. La nouvelle approximation sera alors :

¯̇"n+1 = v0"(V 0)+
∑

j

v̄ j "(V j )

Le problème consiste alors à rendre
∑

j v j L"̇(V j )− Ân+1/2 admissible au mieux. On
montre qu’on peut obtenir :

v̄ j =

∫

Ω

Tr["(V j )Ân+1/2]dΩ= V T
j BT

σ Ân+1/2

1.2.2 Partie fluide

On cherche cette fois une correction de la pression sous la forme ∆p =
∑

j µ j P j , où
µ j sont des fonctions du temps à déterminer alors que les P j sont données. À nouveau,
si l’on a pris soin d’orthonormaliser les espaces, la détermination de chaque fonction
inconnue se fait de manière indépendante :

µ j =

∫

Ω

(

P j∆α̂+gradP j ·∆β̂
)

dΩ+

∫

∂4Ω

P j wd dS = PT
j (BT

q ∆α̂+BT
w∆β̂+ gd )

Comme dans le cas de la partie solide, on aurait aussi pu chercher directement les
nouvelles fonctions du temps et on aurait alors obtenu :

π̄ j =

∫

Ω

(

P j α̂n+1/2 +gradP j · β̂
n+1/2

)

dΩ= PT
j (BT

q α̂n+1/2 +BT
w β̂n+1/2)

1.3 Solution initiale

Pour démarrer l’algorithme LATIN, il nous faut une solution initiale :

s0 =

{

"̇0, ff0, p0, q0, Z 0, W 0

}
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de Ad. Cette solution peut être exprimée comme une superposition d’autant de char-
gements radiaux qu’il y a de paramètres de chargement et donc être représentée sous
la même forme que les corrections.

Nous allons présenter la méthode qui permet de construire une solution initiale
dans le cas où les chargements ne dépendent chacun que d’un seul paramètre :

Ud = d(t )D(M)

F d = f (t )F (M)
et

pd = g (t )G(M)

wd = h(t )H(M)

1.3.1 Partie solide

On cherche une solution initiale en taux de déformations "̇0 = "(U̇0) avec U0 =

u1
0(t )V 1

0(M)+ u2
0(t )V 2

0(M) ∈U
[0,T ]. Cette admissibilité cinématique exacte de U0 im-

plique que U0|∂1Ω = (u1
0V 1

0+u2
0V 2

0)|∂1Ω = dD. On choisit de prendre u1
0 = d, d’où V 1

0|∂1Ω =

D et V 2
0∈U0.

Une façon simple de déterminer cette solution consiste à poser Â−1/2 = 0 et à uti-
liser la direction de recherche (2.4) vérifiée exactement pour obtenir ff0 = L"(U̇0) =
u̇1

0L"(V 1
0)+ u̇2

0 L"(V 2
0). Le champ ff0 peut donc être écrit sous forme représentée. Son

admissibilité statique exacte ff0∈S
[0,T ] s’écrit :

∀t ∈[0,T ], ∀V⋆
∈U0,

∫

Ω

Tr["(U̇0)L"(V⋆)]dΩ=

∫

∂2Ω

f F ·V ⋆dS

Si l’on choisit de prendre u̇2
0 = f , V 1

0 et V 2
0 sont entièrement déterminés en résolvant

le problème qui consiste à trouver V 1
0|∂1Ω = D et V 2

0∈U0 tels que :

∀V⋆
∈U0,

∫

Ω

Tr["(V 1
0)L"(V ⋆)]dΩ= 0

et

∀V⋆
∈U0,

∫

Ω

Tr["(V 2
0)L"(V⋆)]dΩ=

∫

∂2Ω

F ·V⋆dS

1.3.2 Partie fluide

De manière analogue, on cherche la solution initiale en pression p0 sous la forme
p0 =π1

0P1
0+π

2
0P2

0 ∈P
[0,T ]. Cette admissibilité cinématique exacte de p0 implique p0|∂3Ω =

(π1
0P1

0 +π2
0P2

0 )|∂3Ω = gG . On choisit de prendre π1
0 = g , d’où P1

0 |∂3Ω =G et P2
0 ∈P0.
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Une façon simple de déterminer cette solution consiste à poser α̂−1/2 = 0 et β̂
−1/2

=

0 et à utiliser la direction de recherche (2.4) vérifiée exactement pour obtenir q0 = r p0 =

π1
0rP1

0 +π2
0rP2

0 et W 0 = H gradp0 = π1
0H gradP1

0 +π2
0H gradP2

0 . Leur admissibilité sta-

tique exacte (q0,W 0)∈H
[0,T ] s’écrit :

∀t ∈[0,T ], ∀P⋆
∈P0,

∫

Ω

(prP⋆
+grad p ·H gradP⋆)dΩ=

∫

∂4Ω

hHP⋆dS

Si l’on choisit de prendreπ2
0 = h, P1

0 et P2
0 sont entièrement déterminés en résolvant

le problème qui consiste à trouver P1
0 |∂3Ω =G et P2

0 ∈P0 tels que :

∀P⋆
∈P0,

∫

Ω

(P1
0 rP⋆

+gradP1
0 ·H gradP⋆)dΩ= 0

et

∀P⋆
∈P0,

∫

Ω

(P2
0 rP⋆

+gradP2
0 ·H gradP⋆)dΩ=

∫

∂4Ω

HP⋆dS

1.4 Résultats et comparaisons

1.4.1 Coût des calculs

On reprend le problème de consolidation de la section 4.1 du chapitre 2, mais en
utilisant cette fois la technique de représentation ½P3 qui vient d’être décrite.

Dans un premier temps, les étapes préliminaires sont toujours suivies d’étapes li-
néaires. En d’autres termes, un champ de l’espace solide et un champ de l’espace fluide
sont ajoutés à chaque itération. Le nombre de sous-itérations du point fixe est en outre
fixé à 1 dans chacune des étapes linéaires. Dans ce cas, un seul problème global solide
et un seul problème global fluide doivent être résolus à chaque itération. Les mêmes di-
rections de recherche que dans la section 4.1 du chapitre 2 sont utilisées : tm = 0.015tc

et th = 0.030tc .

La Figure 3.3 permet de comparer l’évolution des erreurs (ES ,EF ) et des indica-
teurs d’erreur (eS , eF ) lorsque la technique de représentation est utilisée ou non. On
peut constater que l’approximation des quantités cinématiques admissibles ne modi-
fie que très peu le taux de convergence et donc que cette représentation sous forme de
chargements radiaux est bien adaptée à ce type de problème.

Dans un second temps, la technique de saut de l’étape linéaire est utilisée. Si l’étape
préliminaire a permis de réduire l’erreur de manière significative, la génération d’un
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Figure 3.3 • Évolution des erreurs et indicateurs d’er-
reurs 0P3 ou ½P3

nouveau champ de l’espace est omise, évitant ainsi la résolution d’un système global
en espace.

La Figure 3.4 représente l’évolution de l’erreur η au cours des itérations pour diffé-
rentes valeurs du critère de saut ζ. Il est clair que, du point de vue du nombre d’itéra-
tions, le choix d’une valeur peu restrictive du critère dégrade le taux de convergence.
Si on regarde maintenant l’efficacité, les coûts de la résolution d’un problème global
solide ou fluide n’étant pas les mêmes, la Figure 3.5 représente l’évolution de l’erreur
η en fonction du nombre de champs solides nS et fluide nF générés et pour différentes
valeurs de ζ.

Dans le cas le plus intéressant, i.e. ζ= 0,8, l’obtention d’une erreur ηde 1% (nit = 27)
ne nécessite que nS = 8 résolutions globales solides et nF = 16 fluides. Lorsque ζ = 0,
i.e. lorsqu’un couple solide et un couple fluide sont ajoutés à chaque itération, ce ni-
veau d’erreur (nit = 18) nécessite nS = nF = 18 résolutions globales pour chaque phy-
sique. Rappelons que si la technique de représentation n’avait pas été utilisée, il aurait
fallu nS = nF = nit×nT = 18×120 résolutions pour chaque physique. Enfin, pour l’ISPP
avec ω= 0,5, ce calcul nécessite nS = nF = nsub×nT = 9×120 résolutions pour chaque
physique. Le Tableau 3.1 regroupe tous ces résultats. Ainsi, en terme de nombre de ré-
solutions globales, il y a un ratio de 90 entre le coût de la version ½P3 et celui de la 0P3
et un ratio de 45 entre le coût de la version ½P3 et celui de l’ISPP.
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Figure 3.4 • Évolution de l’erreur vs. critère ζ

ISPP (ω= 0,5) LATIN 0P3 LATIN ½P3 (ζ= 0) LATIN ½P3 (ζ= 0,8)
nsub nS +nF nit nS +nF nit nS +nF nit nS +nF

9 1080+1080 18 2160+2160 18 18+18 27 8+16

Tableau 3.1 • Comparaison des coûts de calcul

1.4.2 Influence du couplage

Ce test concerne le comportement des différentes approches vis-à-vis de la valeur
du coefficient de couplage b. Pour cela, on compare les coûts nécessaires pour at-
teindre une erreur η de 1%. Le Tableau 3.2 regroupe le nombre de sous-itérations nsub

de l’ISPP (avec ω= 0,5) et les nombres de résolutions globales (nS , nF ) pour la méthode
LATIN (avec les mêmes directions de recherche que précédemment). Le coût de l’ISPP
augmente nettement avec le couplage, ce qui n’est pas le cas pour la stratégie LATIN
½P3 lorsque ζ= 0.

ISPP LATIN ½P3 (ζ= 0) LATIN ½P3 (ζ= 0,8)
b nsub nS +nF nit nS +nF nit nS +nF

0,25 6 720+720 19 19+19 20 4+9
0,50 8 960+960 18 18+18 20 6+10
0,75 9 1080+1080 19 19+19 26 9+13
0,90 10 1200+1200 20 20+20 22 7+13
1,00 13 1560+1560 21 21+21 21 8+12

Tableau 3.2 • Influence du coefficient de Biot b
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Figure 3.5 • Évolution de l’erreur vs. nombre de
champs générés

1.4.3 Influence de la complexité du chargement

On étudie maintenant le comportement des différentes approches vis-à-vis de la
complexité en temps du chargement [Dur03b]. Le cas test est le problème à flux imposé
de la Figure 3.6, qui est traité pour trois chargement différents (le nombre de pas de
temps nT vaut successivement 60, 120, 180 et le chargement est de plus en plus com-
plexe). Les directions de recherche sont à nouveau celles de la section 4.1 du chapitre
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2 et la procédure de saut des étapes linéaires n’est pas activée (ζ = 0). Le Tableau 3.3
regroupe les résultats obtenus en terme de nombre de résolutions globales nécessaires
pour obtenir une erreur η de 1%.

wd
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p( t  = 0) = p
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t
0 3T
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t
0 T
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t
0 3T

wd

t
0 2T

Figure 3.6 • Cas test avec flux imposé, conditions aux
limites sur les parties solide et fluide

ISPP LATIN 0P3 LATIN ½P3 (ζ= 0)
(chargement) nT nsub nS +nF nit nS +nF nit nS +nF

(1) 60 4 240+240 12 720+720 16 4+8
(2) 120 5 600+600 16 1920+1920 20 6+10
(3) 180 5 900+900 19 3420+3420 21 11+12

Tableau 3.3 • Influence de la complexité du charge-
ment

La convergence de la procédure ISPP est meilleure pour le problème à flux imposé
que pour celui à effort imposé. La méthode LATIN présente des taux de convergence
similaires. Pour une même convergence (i.e. un nombre sous-itérations nsub quasi-
constant), le coût de la méthode ISPP est directement relié au nombre de pas de temps
nT , tandis que la méthode LATIN ½P3 y est moins sensible.

1.4.4 En terme de stockage et transferts

Rappelons qu’une des caractéristiques principales que l’on recherche dans une
stratégie de calcul pour la simulation d’un problème multiphysique est sa modularité.
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Elle doit si possible permettre de bâtir le nouvel algorithme en réutilisant des outils ou
des codes qui ont déjà fait leurs preuves dans le traitement de chacune des physiques.
Dans ce cas, il est nécessaire de limiter le volume des informations à transférer entre les
codes. Les Figure 3.7 et Figure 3.8 proposent deux possibilités de couplage de codes
solide et fluide et les flux d’informations à échanger. Dans la Figure 3.7, l’étape locale a
été dupliquée, ainsi que la base de données (nécessaire, à moins qu’une base de don-
nées unique ne soit stockée en mémoire partagée). Dans la Figure 3.8, un troisième
code pilote les deux autres, qui ne sont utilisés que pour la résolution des problèmes
globaux.

étape locale

étape linéaire

base de données

étape locale

code solide code fluide

base de données

étape linéaire

solveur

solide

calcul

fonction

du temps

solveur

fluide

calcul

fonction

du temps

Figure 3.7 • Couplage de codes avec duplication de
l’étape locale

code solide

étape locale

code pilote

base de données

étape linéaire

calcul

fonction

du temps

calcul

fonction

du temps

solveur

solide

solveur

fluide

code fluide

Figure 3.8 • Couplages de codes avec code pilote

Dans les deux cas, en sortie d’étape linéaire n + 1, il est nécessaire de fournir à
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l’étape locale n +3/2, les quantités :

An+1 =ffn+1 +L"̇n+1, αn+1 = qn+1 + r pn+1 et β
n+1

= W n+1 +HZ n+1

où les grandeurs cinématiques "̇n+1, pn+1 et Z n+1 peuvent être reconstruites à partir
de leurs formes représentées et les grandeurs statiques associées ffn+1, qn+1 et W n+1
doivent être calculées en utilisant la direction de recherche (2.4). Il est cependant pos-
sible d’éviter le calcul de ces champs statiques en exprimant les quantités An+1, αn+1

et β
n+1

sous la forme :

An+1 = 2L"̇n+1 − Ân+1/2, αn+1 = 2r pn+1 − α̂n+1/2 et β
n+1

= 2HZ n+1 − β̂
n+1/2

ce qui nécessite cette fois de stocker Ân+1/2, α̂n+1/2 et β̂
n+1/2

. Le calcul des quantités

An+1, αn+1 et β
n+1

nécessite donc la construction ou le stockage de champs non re-
présentés. Nous allons maintenant mettre en place l’approximation des champs sta-
tiques. Cette approche permettra de reconstruire entièrement les champs qui tran-
sitent à l’aide de quantités représentées. Il sera alors seulement nécessaire de trans-
férer et de stocker des fonctions du temps et des champs de l’espace, ce qui devrait
permettre de réduire considérablement les coûts.

2 Représentation de tous les champs

Cette seconde approche, qui sera désignée dorénavant par P3, consiste à repré-
senter, sous la forme d’une superposition de champs radiaux, toutes les quantités du

problème.

L’idée est de construire des corrections cinématiques et statiques, qui soient ad-
missibles et représentées, en ne vérifiant la direction de recherche qu’en moyenne. Ce
vérification va être réalisée par l’intermédiaire d’une expression de type erreur en rela-
tion de comportement qu’il faut minimiser [Lad01c]. Cette technique a été employée
pour la première fois pour les problèmes de plasticité [Boi89]. On présente ici son ex-
tension au cas des problèmes multiphysiques, en particulier pour la partie fluide.

Comme l’approche ½P3, une telle technique d’approximation ne nécessite que la
modification de l’étape linéaire (cf. Figure 3.9).

2.1 Étape linéaire avec représentation à l’itération n +1

L’objectif de cette étape est d’ajouter une correction ∆s à la solution sn générée par
l’étape linéaire précédente. La direction de recherche (2.4) est cette fois entièrement



Représentation de tous les champs 63

Ad

E+E−

sn

^sn+1/2

sn+1

Γ

sex

Figure 3.9 • Méthode LATIN avec P3 : admissibilité vé-
rifiée exactement

réécrite en fonction des corrections :

∆ff−L∆"̇+δÂ = 0 avec δÂ = (Lˆ̇"− ff̂)− (L"̇n −ffn) = Ân+1/2 − (L"̇n −ffn)

∆q − r∆p +δα̂= 0 avec δα̂= (r p̂ − q̂)− (r pn −qn) = α̂n+1/2 − (r pn −qn)

∆W −H∆Z +δβ̂= 0 avec δβ̂= (HẐ − β̂)− (HZ n −W n) = β̂
n+1/2

− (HZ n −W n)

(3.15)

On introduit Ad0, l’espace homogène associé à Ad. Le but est maintenant de trouver
∆s dans Ad0 qui minimise cette direction de recherche écrite sous une forme de type
erreur en relation de comportement [Lad01c] :

1

2

∫

[0,T ]

(

‖∆ff−L∆"̇+δÂ‖2
L−1 +‖∆q − r∆p +δα̂‖2

r−1 +‖∆W −H∆Z +δβ̂‖2
H−1

)

dt

avec :

‖ff‖
2
L−1 =

1

2

∫

Ω

Tr[ffL−1
ff]dΩ, ‖q‖2

r−1 =
1

2

∫

Ω

qr−1qdΩ, ‖W‖
2
H−1 =

1

2

∫

Ω

W ·H−1W dΩ

2.1.1 Partie solide

On cherche les corrections admissibles à zéro, ∆"̇ = "(∆U̇) avec ∆U∈U
[0,T ]
0 et ∆ff∈

S
[0,T ]

0 , qui minimisent :

1

2

∫

Ω×[0,T ]
Tr[(∆ff−L∆"̇+δÂ)L−1(∆ff−L∆"̇+δÂ)]dΩdt (3.16)

En utilisant la propriété d’admissibilité
∫

Ω
Tr[∆ff∆"̇]dΩ = 0, on montre que (3.16)

se découple en la recherche de la correction cinématique ∆U∈U
[0,T ]
0 telle que :

∀U⋆
∈U

[0,T ]
0 ,

∫

Ω×[0,T ]
Tr[(L∆"̇−δÂ)"(U⋆)]dΩdt = 0 (3.17)
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et de la correction statique ∆ff∈S
[0,T ]

0 telle que :

∀ff
⋆
∈S

[0,T ]
0 ,

∫

Ω×[0,T ]
Tr[(∆ff+δÂ)L−1

ff
⋆]dΩdt = 0 (3.18)

Représentation de la correction cinématique • On cherche la correction sous la
forme ∆"̇ = "(∆U̇) = v"(V ) où v(t ) est une fonction du temps et V (M) une fonction de
l’espace. On impose que cette correction soit admissible à zéro, donc que vV ∈U

[0,T ]
0 ,

i.e. V ∈U0. Pour déterminer ce couple de façon unique, on choisit par exemple la nor-
malisation ‖V‖2

L = 1.

En prenant U⋆ = v⋆
"(V )+v"(V ⋆) avec V⋆∈U0, l’équation (3.17) conduit alors à :

v =

∫

Ω

Tr[δÂ"(V )]dΩ (3.19)

∀V ⋆
∈U0,

∫

Ω

Tr["(V )L"(V ⋆)]dΩ=

∫

[0,T ]

v

‖v‖2
T

∫

Ω

Tr[δÂ"(V⋆)]dΩdt (3.20)

Après discrétisation en espace, ces équations deviennent :

V T LV = 1 (3.21)

v = V T BT
σδÂ (3.22)

LV =

∫

[0,T ]

v

‖v‖2
T

BT
σδÂdt (3.23)

Ce système couplé est résolu par la méthode du point fixe qui est initialisé par l’in-
dicateur d’erreur en temps de l’itération précédente.

Représentation de la correction statique • On cherche la correction sous la forme
∆ff = s(t )S(M). On impose que cette correction soit admissible à zéro, donc que sS∈

S
[0,T ]

0 , i.e. S∈S0. Pour déterminer ce couple de façon unique, on choisit par exemple
la normalisation ‖S‖2

L−1 = 1.

En prenant ff
⋆ = s⋆S+ sS⋆ avec S

⋆∈S0, l’équation (3.18) conduit alors à :

s =−

∫

Ω

Tr[δÂL−1
S]dΩ (3.24)

∀S
⋆
∈S0,

∫

Ω

Tr[SL−1
S
⋆]dΩ=−

∫

[0,T ]

s

‖s‖2
T

∫

Ω

Tr[δÂL−1
S
⋆]dΩdt (3.25)



Représentation de tous les champs 65

qui est résolu par la méthode du point fixe. Si l’on suppose s connue, l’équation (3.25)
peut être résolue par dualisation : elle traduit le fait que L−1

S+T̂ est cinématiquement
admissible à zéro, avec :

T̂ =

∫

[0,T ]

s

‖s‖2
T

L−1δÂdt

et donc de la forme L−1
S+ T̂ = "(X ) avec X ∈U0. Comme S∈S0, le problème dualisé

consiste à trouver X ∈U0 tel que :

∀X⋆
∈U0,

∫

Ω

Tr["(X )L"(X⋆)]dΩ=

∫

Ω

Tr[T̂ L"(X⋆)]dΩ

puis à calculer S= L("(X )− T̂ ).

Si la correction cinématique ∆"̇ = v"(V ) a déjà été calculée, le point fixe pour la
correction statique peut être initialisé par s = v, ce qui donne X = V .

2.1.2 Partie fluide

On cherche cette fois-ci à trouver les corrections admissibles à zéro, (∆p,∆Z ) ∈
G

[0,T ]
0 et (∆q,∆W )∈H

[0,T ]
0 , qui minimisent :

1

2

∫

Ω×[0,T ]

(

(∆q − r∆p +δα̂)r−1(∆q − r∆p +δα̂)

+ (∆W −H∆Z +δβ̂) ·H−1(∆W −H∆Z +δβ̂)
)

dΩdt (3.26)

En utilisant la propriété d’admissibilité
∫

Ω
(∆p∆q+∆Z ·∆W )dΩ= 0, on montre que

(3.26) se découple en la recherche de la correction cinématique (∆p,∆Z )∈G
[0,T ]
0 telle

que :

∀(p⋆,Z⋆)∈G
[0,T ]
0 ,

∫

Ω×[0,T ]

(

∆pr p⋆
+∆Z ·HZ⋆

−δα̂p⋆
−δβ̂ ·Z⋆

)

dΩdt = 0 (3.27)

et de la correction statique (∆q,∆W )∈H
[0,T ] telle que :

∀(q⋆,W⋆)∈H
[0,T ]
0 ,

∫

Ω×[0,T ]

(

∆qr−1q⋆
+∆W ·H−1W⋆

+δα̂r−1q⋆
+δβ̂ ·H−1W⋆

)

dΩdt = 0 (3.28)

Représentation de la correction cinématique • On cherche la correction sous la
forme ∆p = πP et ∆Z = πgradP où π(t ) est une fonction du temps et P(M) une fonc-
tion de l’espace. On impose que cette correction soit admissible à zéro, donc que πP∈
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P
[0,T ]
0 , i.e. P ∈P0. Pour déterminer ce couple de façon unique, on choisit par exemple

la normalisation ‖P‖2
Hr = 1.

En prenant p⋆ = π⋆P +πP⋆ avec P⋆∈P0 et Z⋆ = π⋆ gradP +πgradP⋆, l’équation
(3.27) conduit alors à :

π=

∫

Ω

(

δα̂P +δβ̂ ·gradP
)

dΩ (3.29)

∀P⋆
∈P0,

∫

Ω

(

PrP⋆
+gradP ·H gradP⋆

)

dΩ

=

∫

[0,T ]

π

‖π‖2
T

∫

Ω

(

δα̂P⋆
+δβ̂ ·gradP⋆

)

dΩdt (3.30)

Après discrétisation en espace, ces équations deviennent :

PT [H +R]P = 1 (3.31)

π= PT (BT
q δα̂+BT

wδβ̂ (3.32)

[H +R]P =

∫

[0,T ]

π

‖π‖2
T

(BT
q δα̂+BT

wδβ̂)dt (3.33)

Ce système couplé est résolu par une méthode de point fixe. L’initialisation et le
critère d’arrêt sont similaires aux précédents.

Représentation de la correction statique • On cherche la correction sous la forme
∆q = θ(t )Q(M) et ∆W = θ(t )Y (M). On impose que cette correction soit admissible à
zéro, donc que (θQ,θY )∈H

[0,T ]
0 , i.e. (Q,Y )∈H0. Pour déterminer ce couple de façon

unique, on choisit par exemple la normalisation :
∫

Ω

(

Qr−1Q +Y ·H−1Y
)

dΩ= 1

En prenant q⋆ = θ⋆Q+θQ⋆ et W⋆ = θ⋆Y +θY ⋆ avec (Q⋆,Y ⋆)∈H0, l’équation (3.28)
conduit alors à :

θ=−

∫

Ω

(

δα̂r−1Q +δβ̂ ·H−1Y
)

dΩ (3.34)

∀(Q⋆,Y ⋆)∈H0,
∫

Ω

(

Qr−1Q⋆
+Y ·H−1Y ⋆

)

dΩ

=−

∫

[0,T ]

θ

‖θ‖2
T

∫

Ω

(

δα̂r−1Q⋆
+δβ̂ ·H−1Y ⋆

)

dΩdt (3.35)
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qui est résolu par la méthode du point fixe. Comme précédemment, si l’on suppose
que θ connue, l’équation (3.35) peut être résolue par dualisation : elle traduit le fait
que (r−1Q +Û ,H−1Y + V̂ ) est cinématiquement admissible à zéro avec :

Û =

∫

[0,T ]

θ

‖θ‖2
T

r−1δα̂dt

V̂ =

∫

[0,T ]

θ

‖θ‖2
T

H−1δβ̂dt

et donc de la forme r−1Q+Û =Π et H−1Y +V̂ = gradΠ avec Π∈P0. Comme (Q,Y )∈H0,
le problème dualisé consiste à trouver Π∈P0 tel que :

∀P⋆
∈P0,

∫

Ω

(

ΠrP⋆
+gradΠ ·H gradP⋆

)

dΩ=

∫

Ω

(

ÛrP⋆
+ V̂ ·H gradP⋆

)

dΩ

puis à calculer Q = r(Π−Û) et Y = H(gradΠ− V̂ ).

Si la correction cinématique ∆p = πP a déjà été calculée, le point fixe pour la cor-
rection statique peut être initialisé par θ=π.

2.2 Étape préliminaire à l’itération n +1

Rappelons à nouveau que cette étape est plus simple si l’on a pris soin d’orthogo-
naliser chaque fonction de l’espace ajoutée. Pour la partie solide :

∫

Ω

Tr[Vi LV j ]dΩ= δi j et
∫

Ω

Tr[Si L−1
S j ]dΩ= δi j

et pour la partie fluide :
∫

Ω

(

Pi rP j +gradPi ·H gradP j

)

dΩ= δi j et
∫

Ω

(

Qi r−1Q j +Y i ·H−1Y j

)

dΩ= δi j

2.2.1 Partie solide

On cherche des corrections sous la forme ∆"̇ =
∑

j w j "(V j ) et ∆ff =
∑

j t jS j , où les
w j et t j , qu’il faut déterminer, peuvent être vues comme des corrections des fonctions
du temps actuelles, alors que les V j et S j sont données. Les nouveaux champs seront
donc :

¯̇"n+1 = "̇n +∆"̇= v0"(V 0)+
∑

j

(v j +w j )"(V j )

ff̄n+1 =ffn +∆ff = s0S0 +
∑

j

(s j + t j )S j
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Si les fonctions de l’espace ont été orthonormalisées, la minimisation de la direc-
tion de recherche sur l’ensemble des champs admissibles conduit à :

w j =

∫

Ω

Tr["(V j )δÂ]dΩ et t j =−

∫

Ω

Tr[S j L−1δÂ]dΩ

Une technique équivalente consiste à recalculer directement les nouvelles fonc-
tions du temps v̄ j et s̄ j et non leur correction. Les nouveaux champs seront alors :

¯̇"n+1 = v0"(V 0)+
∑

j

v̄ j "(V j )

ff̄n+1 = s0S0 +
∑

j

s̄ jS j

On montre dans ce cas que :

v̄ j =

∫

Ω

Tr["(V j )(s0S0 −v0L"(V 0)+ Â)]dΩ

s̄ j =−

∫

Ω

Tr[S j L−1(s0S0 −v0L"(V 0)+ Â)]dΩ

2.2.2 Partie fluide

On cherche des corrections sous la forme ∆p =
∑

j ̟ j P j , ∆Z =
∑

j ̟ j gradP j et∆q =
∑

j ϑ jQ j , ∆W =
∑

j ϑ j Y j où les ̟ j et ϑ j sont les fonctions du temps à déterminer alors
que les P j , Q j et Y j sont données. Les nouveaux champs seront donc :

p̄n+1 =π0P0 +
∑

j

(π j +̟ j )P j

Z̄ n+1 =π0 gradP0 +
∑

j

(π j +̟ j )gradP j

et

q̄n+1 = θ0Q0 +
∑

j

(θ j +ϑ j )Q j

W̄ n+1 = θ0Y 0 +
∑

j

(θ j +ϑ j )Y j

À nouveau, si les fonctions de l’espace ont été orthonormalisées, la minimisation
de la direction de recherche sur l’ensemble des champs admissibles conduit à :

̟ j =

∫

Ω

(

P jδα̂+gradP j ·δβ̂
)

dΩ et ϑ j =−

∫

Ω

(

Q j r−1δα̂+Y j ·H−1δβ̂
)

dΩ

Une technique équivalente consiste à recalculer directement les nouvelles fonc-
tions du temps π̄ j et θ̄ j et non leur correction. Les nouveaux champs seraient alors :

p̄n+1 =π0P0 +
∑

j

π̄ j P j

Z̄ n+1 =π0 gradP0 +
∑

j

π̄ j gradP j

et

q̄n+1 = θ0Q0 +
∑

j

θ̄ jQ j

W̄ n+1 = θ0Y 0 +
∑

j

θ̄ j Y j
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2.3 Solution initiale

Nous allons présenter la méthode qui permet de construire une solution initiale,
pour démarrer l’algorithme LATIN, dans le cas où les chargements ne dépendent cha-
cun que d’un seul paramètre :

Ud = d(t )D(M)

F d = f (t )F (M)
et

pd = g (t )G(M)

wd = h(t )H(M)

2.3.1 Partie solide

On cherche une solution initiale en taux de déformations "̇0 = "(U̇0) avec U0 =

u0(t )V 0(M)∈U
[0,T ] et en contraintes ff0 = s0(t )S0(M)∈S

[0,T ]. L’admissibilité cinéma-
tique de U0 implique que U0|∂1Ω = u0V 0|∂1Ω = dD. On choisit de prendre u0 = d, d’où
V 0|∂1Ω = D. Pour qu’il soit entièrement déterminé, on décide de chercher V 0 en ajou-
tant la condition :

∀V⋆
∈U0,

∫

Ω

Tr["(V 0)L"(V ⋆)]dΩ= 0

D’autres choix sont possibles, mais celui-ci, relativement simple, a l’avantage de
réutiliser le même opérateur que pour les itérations et ne conduit donc pas à un sur-
coût important.

Par ailleurs, l’admissibilité statique de ff0 s’écrit

∀t ∈[0,T ], ∀V⋆
∈U0,

∫

Ω

Tr[ff"(V⋆)]dΩ=

∫

∂2Ω

f F ·V ⋆dS

On choisit de prendre s0 = f et de chercherS0 sous la formeS0 = L"(X ) avec X ∈U0.
Ce choix conduit à chercher X ∈U0 tel que :

∀V⋆
∈U0,

∫

Ω

Tr["(X )L"(V⋆)]dΩ=

∫

∂2Ω

F ·V⋆dS

À nouveau, le même opérateur est utilisé pour déterminer X .

2.3.2 Partie fluide

De manière analogue, on cherche la solution initiale sous la forme :

(p0,Z 0) = (π0(t )P0(M),π0(t )gradP0(M))∈G
[0,T ]
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et
(q0,W 0) = (θ0(t )Q0(M),θ0(t )Y 0(M))∈H

[0,T ]

L’admissibilité cinématique de (p0,Z 0) implique que p0|∂3Ω = π0P0|∂3Ω = gG . On
choisit de prendre π0 = g , d’où P0|∂3Ω = G . Pour qu’il soit entièrement déterminé, on
décide de chercher P0 en ajoutant la condition :

∀P⋆
∈P0,

∫

Ω

(

P0rP⋆
+gradP0 ·H gradP⋆

)

dΩ= 0

L’admissibilité statique de (q0,W 0) s’écrit :

∀t ∈[0,T ], ∀P⋆
∈P0,

∫

Ω

(

qP⋆
+W ·gradP⋆

)

dΩ=

∫

∂4Ω

hHP⋆dSdt

On choisit de prendre θ0 = h et de chercher Q0 sous la forme Q0 = rΠ et Y 0 sous la
forme Y 0 = H gradΠ avec Π∈P0. Ce choix conduit à chercher Π∈P0 tel que :

∀P⋆
∈P0,

∫

Ω

(

ΠrP⋆
+gradΠ ·H gradP⋆

)

dΩ=

∫

∂4Ω

GP⋆dSdt

2.4 Résultats et comparaisons

2.4.1 En terme de coût

Dans un premier temps, on reprend le problème de consolidation à force impo-
sée de la section 4.1 du chapitre 2, mais cette fois dans le cas unidimensionnel (cf.
Figure 3.10). L’intervalle de temps étudié est T = 1 s et les chargements p1 = 10 MPa et
p0 = 0,1 MPa avec t1 = T /2. La condition initiale en pression est p(t = 0)= p0 et la hau-
teur L = 5 m de la structure est discrétisée en 100 éléments (P2 pour le déplacement et
P1 pour la pression). L’intervalle de temps est discrétisé en nT = 32 pas de temps. Les
paramètres des directions de recherche sont fixés aux valeurs qui semblent optimales :
tm = 9 10−3 tc et th = 8 10−3 tc , avec tc = 9,3 s. Dans les tests suivants, les pas de temps
seront plus grands que le pas de temps critique ∆tmin = 0,17 ms calculé à partir du
critère (1.7).

La simulation est réalisée en utilisant la LATIN sans représentation (0P3) et avec les
deux versions d’approximation (½P3 et P3). La procédure de saut éventuel des étapes
linéaires n’est pas activée et le nombre de sous-itérations dans le point fixe de ces
étapes est fixé à 1. La Figure 3.11 regroupe les évolutions des erreurs vis-à-vis de la
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pd

Fd

Fd

t
0 T

p1

t1

pd

t
0 T

p0

p( t  = 0) = p0

wd = 0Ud = 0

L
 =

 5
 m

Figure 3.10 • Cas test avec effort imposé, conditions
aux limites sur les parties solide et fluide

référence générée par l’approche monolithique. On peut constater que les différentes
techniques d’approximation n’affectent pas le taux de convergence de la méthode.
Elles permettent en revanche de diminuer le coût de la simulation.

0 10 20 30 40

½P3

P3

0P3

Erreur vis-à-vis de la référence η

0,001

0,0001

0,01

0,1

1

10

Nombre d'itérations nit

Figure 3.11 • Convergence LATIN 0P3, ½P3 et P3

Le Tableau 3.4 regroupe en effet le nombre d’itérations nit et les nombres de résolu-
tions globales (nS , nF ) nécessaires pour atteindre une erreur η de 1%. Le gain en terme
de coût entre les versions 0P3 et ½P3 est évident. En revanche, l’intérêt de la version
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P3 est moins immédiat du strict point de vue du coût. Comme on le verra par la suite,
c’est du point de la modularité que cette version prendra tout son sens.

LATIN 0P3 LATIN ½P3 LATIN P3
nit nS +nF nit nS +nF nit nS +nF

12 384+384 16 16+16 12 24+24

Tableau 3.4 • Coûts LATIN 0P3, ½P3 et P3

2.4.2 En terme de stockage et de transfert

Lorsque la technique d’approximation P3 est utilisée, les champs de l’espace et
du temps qui sont utilisés dans les différentes étapes de la stratégie (e.g. An+1, αn+1

et β
n+1

), ou lors du post-traitement, peuvent être construits entièrement à partir de
quantités représentées. Les informations qui transitent entre les physiques ne sont
donc que des fonctions du temps et des champs de l’espace, ce qui permet de réduire
considérablement les coûts de stockage et de transfert.

3 Exemple d’un filtre poreux

À titre d’illustration, on s’intéresse à présent au comportement d’un filtre constitué
d’un matériau poreux.

3.1 Description du problème

On considère le filtre poreux cylindrique dont la section carrée est représentée sur
la Figure 3.12. Dans chacun des trous circule un fluide à la pression pd , ce qui se traduit
en terme de conditions aux limites par une pression imposée pd sur la partie fluide et
une force F d =−pd n sur la partie solide du milieux poreux. On considère en outre que
les bords extérieurs sont libres et soumis à la pression atmosphérique supposée nulle.

Le problème est traité sous une hypothèse de déformations planes et, en utilisant
les symétries, on se limite au quart de la section. La Figure 3.13 représente le maillage
du domaine en utilisant des éléments identiques au cas de la section 4.1 du chapitre 2.

L’intervalle de temps étudié est T = 0,36 s et les chargements p1 = 0,386 GPa et
p2 = 0,772 GPa avec t1 =

1
3 T , t2 =

9
15 T , t3 =

11
15 T et t4 = t3 +

1
120 T . La condition initiale
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L
 =

 4
,8

 m
pd

t
0 T

p1

p2

t1 t2 t3 t4

Figure 3.12 • Géométrie du filtre

Figure 3.13 • Maillage d’un quart du filtre

en pression est p(t = 0) = 0. On suppose que le filtre est en grès de Béréa saturé d’eau,
dont les caractéristiques ont été présentées dans le Tableau 2.1. L’intervalle de temps
est discrétisé en nT = 120 pas. Les paramètres des directions de recherche (2.11) ont
été optimisés et fixés à tm = 0,007tc et th = 0,003tc .

3.2 Résultats

La Figure 3.14 présente la répartition de la déformation principale et la Figure 3.15
celle de la pression dans le domaine aux instants t1, t3 et t4. Il est intéressant de remar-
quer que les déformations sont concentrées entre les trous, qu’à l’instant t4, la haute
pression baisse par transfert de fluide et qu’un « front » de basse pression semble appa-
raître. La Figure 3.16 représente l’évolution de la pression maximale dans le domaine
au cours du temps. On constate qu’à l’instant t4, la pression maximale est supérieure à
la pression maximale imposée p2.

La Figure 3.17 regroupe l’évolution des erreurs η et des indicateurs e pour la LATIN
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0.0  

E67.1 − 20

E25.3 − 20

E82.5 − 20

E40.7 − 20

E08.8 − 20

11.0 

21.0 

41.0 

61.0 

81.0 

91.0 

12.0 

32.0 

52.0 

62.0 

82.0 

03.0 

23.0 

33.0 

53.0 

73.0 

93.0 

04.0 

24.0 

44.0 

Figure 3.14 • Évolution de la déformation à t1, t3 et t4
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Figure 3.15 • Évolution de la pression à t1, t3 et t4
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Figure 3.16 • Évolution de la pression interstitielle
maximale

0P3 et avec les approximations ½P3 et P3. On constate à nouveau que les techniques
d’approximation n’affectent pas la convergence de la méthode et que l’indicateur e est
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représentatif de l’erreur η.
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Nombre d'itérations nit

P3 : erreur

Figure 3.17 • Évolution des erreurs vs. itérations

4 Conclusions

Dans le chapitre précédent, on avait pu constater que la méthode LATIN n’était
pas très compétitive en terme de coût de calcul si le troisième point de la méthode
n’était pas implanté. Dans ce chapitre, on a présenté et testé deux types d’approxima-
tion sous forme de chargements radiaux. Le premier, qui consiste à approximer seule-
ment les champs cinématiques, permet d’obtenir de très bons résultats en terme de
coût, sans dégrader le taux de convergence de la méthode. Le second, qui consiste à
approximer tous les champs, est très légèrement plus coûteux mais permet d’accroître
la modularité de la stratégie en réduisant le volume d’informations à échanger entre
les physiques dans le cas du couplage de codes, ainsi que le coût de stockage.

Notons que, dans ces cas, la convergence de la méthode LATIN n’a pas été prou-
vée. Cependant, les essais numériques tendent à montrer la convergence de cette tech-
nique.
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CHAPITRE

4 Les aspects
multiéchelles en temps

DANS CE CHAPITRE , on montre comment le concept d’interface entre physiques per-
met de prendre en compte de manière naturelle les aspects multiéchelles en

temps inhérents à la cohabitation de plusieurs physiques. Ces travaux ont donné lieu à
un article paru [Dur03b]. Dans un second temps, on discute la possibilité d’utiliser un
schéma d’intégration en temps du type Galerkin discontinu afin d’augmenter la sou-
plesse de la méthode.

1 Motivations

Lors d’une simulation, la description de tous les phénomènes à une même échelle
temporelle peut parfois s’avérer inutile et donc néfaste du point de vue de l’effica-
cité. C’est par exemple le cas lors de la simulation des problèmes multiphysiques,
dans lesquels les phénomènes peuvent avoir des échelles très différentes, mais aussi
lorsqu’une solution temporelle fine n’a d’intérêt que dans une zone spatiale limitée
de la structure. Il est alors important de tirer parti du caractère multiéchelle du pro-
blème afin de proposer une stratégie efficace et modulaire. Il serait en particulier dom-
mage, si l’on a recours au couplage de codes lors de la résolution, d’avoir à forcer cha-
cun d’eux à utiliser des échelles de temps identiques. Pour les structures hétérogènes,
une technique d’homogénéisation en temps a été introduite dans [Fis01, Yu02b]. Une
autre approche, dite « pararéel », dans laquelle la solution est corrigée itérativement
par une méthode inspirée des techniques multigrilles (en espace), a été décrite dans
[Lio01, Mad02], puis adaptée au cas des problèmes d’interaction fluide-structure dans
[Far03]. Dans le cadre des structures fortement hétérogènes, une technique d’homo-
généisation en temps (mais aussi en espace), fondée sur la méthode LATIN, a été pré-
sentée dans [Lad02a, Lad03].

Le problème de la cohabitation de discrétisations en temps différentes doit aussi
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être abordé lorsque plusieurs techniques de calculs sont introduites pour s’adapter aux
spécificités temporelles d’un problème donné. On peut citer de récents travaux sur le
couplage de schémas d’intégration en dynamique, avec utilisation de pas de temps de
tailles différentes [Gra01a, Com02, Gra03] (explicite avec de petits pas de temps sur
une partie de la structure, implicite avec des pas plus grands dans l’autre partie, avec
utilisation éventuelle de maillages spatiaux différents). Pour le couplage de modèles li-
néaires et non linéaires, une stratégie qui permet aussi d’utiliser des maillages spatiaux
différents a été proposée dans [Fau03].

Dans le cadre des problèmes multiphysiques, comme l’aéroélasticité, le couplage
est le plus souvent traité en sous-itérant en temps sur une des physiques, généralement
la partie fluide. La Figure 4.1 montre des exemples de cette technique lorsqu’elle est
mise en place dans les méthodes de partitionnement décrites dans [Pip95b, Far00].

Fluide

Solide

1

2

3

4

Fluide

Solide

1

2

2

n+1

n+1

n+2

n+2

n

n

n+1

n+1

n+2

n+2

n

n

Figure 4.1 • Méthodes de partitionnement avec sous-
itérations en temps sur le fluide

Dans la stratégie LATIN pour le multiphysique, l’utilisation d’échelles de temps dif-
férentes pour la partie solide et la partie fluide n’affecte pas l’étape linéaire, dans la-
quelle tous les calculs sont indépendants pour chacune des physiques. Seule l’étape
locale, qui recouple solide et fluide au travers des propriétés de l’interface entre phy-
siques, nécessite d’être adaptée. Dans la section suivante, nous allons présenter les
modifications qu’il est nécessaire de mettre en place. Il faut noter que cette technique
est complètement indépendante de la stratégie d’approximation des inconnues qui a
été décrite dans le chapitre 3.

2 Mise en place de l’approche multiéchelle

2.1 Introduction d’une discrétisation de l’interface

On note [0,T ]S la discrétisation en temps utilisée pour les quantités solides et [0,T ]F

celle utilisée pour les quantités fluides. Durant l’étape linéaire, les deux physiques sont
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découplées : on utilise [0,T ]S lorsqu’il s’agit de discrétiser en temps le problème solide
et [0,T ]F lorsqu’il s’agit du problème fluide.

Partie fluide

Interface

Partie solide t

t

t

Figure 4.2 • Discrétisations des parties solide et fluide
et de l’interface

On introduit maintenant une troisième discrétisation [0,T ]I , qui sera supposée être
celle de l’interface entre les physiques (cf. Figure 4.2). Les champs discrétisés sur les
différents maillages seront notés respectivement (·)S , (·)F et (·)I .

On suppose avoir à notre disposition des opérateurs permettant le transfert des
champs d’une discrétisation en temps à une autre :

PIS : [0,T ]S → [0,T ]I PSI : [0,T ]I → [0,T ]S

PIF : [0,T ]F → [0,T ]I PF I : [0,T ]I → [0,T ]F

de telle sorte que le champ de contraintes ffS , exprimé sur [0,T ]S , peut être transféré
en ffI , exprimé sur [0,T ]I , par la relation : ffI = PISffS .

Les relations de comportement (1.3) étant considérées comme des propriétés de
l’interface entre les physiques, elles doivent être vérifiées sur [0,T ]I :

ff̂I = D"̂I −bp̂I I, q̂I =
1

Q
ˆ̇pI +b Tr ˆ̇"I et Ŵ I = HẐ I

La direction de recherche E+ (2.1), réécrite sur l’interface, devient :

(ff̂I −PISffSn)+L(ˆ̇"I −PIS "̇Sn) = 0

(q̂I −PIF qF n )+ r(p̂I −PIF pF n) = 0

(Ŵ I −PIF W F n)+H(Ẑ I −PIF Z F n) = 0

(4.1)

L’étape locale (2.2) est donc transformée en :

Lˆ̇"I +D"̂I −bp̂I I = PISASn

1

Q
ˆ̇pI + r p̂I +b Tr ˆ̇"I = PIFαF n

2HẐ I = PISβ
F n

(4.2)
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dans lequel les seconds membres proviennent de l’étape linéaire précédente et sont
donc exprimés sur les discrétisations solide et fluide :

ASn =ffSn +L"̇Sn , αF n = qF n + r pF n et β
F n

= W F n +HZ F n

Une fois que ces quantités ont été transférées sur l’interface, l’étape locale (4.2) est
similaire à celle du cas monoéchelle (2.2) et permet de construire ˆ̇"I , p̂I et Ẑ I . Les quan-
tités duales ff̂I , q̂I et Ŵ I sont ensuite calculées en utilisant la direction de recherche
(4.1). Finalement, les différents champs sont renvoyés sur leurs discrétisations respec-
tives pour poursuivre par une nouvelle étape linéaire.

Il est clair que la difficulté majeure de cette étape est la construction des opérateurs
de transfert entre les différentes discrétisations. Dans la section suivante, nous allons
proposer une stratégie de passage entre deux grilles temporelles.

2.2 Description des variables aux échelles micro et macro

La méthode que nous allons présenter est une adaptation au cas temporel de la
stratégie micro-macro initialement proposée dans [Lad99b, Lad01b] pour résoudre les
problèmes multiéchelles en espace. Elle consiste à séparer additivement les inconnues
s en une partie sM , dite macro, et un complément sm , qualifié de micro :

s = sM
+sm

Dans tout ce chapitre, les notations (·)M et (·)m désigneront respectivement les
échelles macro et micro en temps.

Soit F
[0,T ] l’espace des fonctions définies sur [0,T ], muni du produit scalaire 〈·, ·〉 :

〈·, ·〉 : (F [0,T ])2
−→R

( f , g ) 7−→ 〈 f , g 〉 =

∫

[0,T ]
f g dt

Soit F
[0,T ]

M
un sous-espace de dimension finie de F

[0,T ], donné a priori. La partie
macro d’une fonction f de F

[0,T ] est définie comme sa projection orthogonale au sens
de 〈·, ·〉 sur l’espace macro F

[0,T ]
m au moyen d’un projecteur π :

f M
=π f



Mise en place de l’approche multiéchelle 81

Le complément micro est alors simplement calculé comme la différence entre la
fonction f et sa partie macro :

f m
= f − f M

= (id−π) f

où id désigne l’application identité sur F
[0,T ]. Le sous-espace correspondant à f m est

noté F
[0,T ]

m .

La partie macro f M d’une fonction f de F
[0,T ] est donc définie par :

∀g M
∈F

[0,T ]
M

, 〈 f , g M
〉 = 〈 f M , g M

〉

Notons qu’avec ce choix, il y a séparation des « énergies » entre les échelles macro
et micro :

∀( f , g )∈(F [0,T ])2, 〈 f , g 〉 = 〈 f M , g M
〉+〈 f m , g m

〉

Si l’on suppose que le sous-espace F
[0,T ]

M
est de dimension nM +1 et que eM en est

une base orthonormée :

eM
=

{

eM
k

}nM

k=0

le projecteur π peut être explicité par :

f M
=π f =

nM∑

k=0

〈 f , eM
k 〉eM

k (4.3)

Notons que cette décomposition micro-macro est réalisée au niveau continu et ne
suppose pas de discrétisation.

Introduisons une partition de l’intervalle [0,T ] en nM sous-intervalles Ik :

[0,T ]M =

{

Ik = [Tk−1,Tk ]
}nM

k=1

avec 0= T0 < T1 < ·· · < TnM = T . Dans la suite, F [0,T ]
M

sera défini comme le sous-espace
des fonctions continues, affines sur chaque Ik . Une base orthonormée eM peut aisé-
ment être construite en appliquant une procédure du Schmidt sur la base usuelle de
F

[0,T ]
M

. La Figure 4.3 représente alors un exemple de fonction f et de sa partie macro.

Remarque 1 • Contrairement à une approche hiérarchique, les valeurs f M (Tk ) et
f (Tk ) ne sont pas forcément égales.

Remarque 2 • Dans cet exemple, F [0,T ]
M

est un sous-espace de fonctions continues,
le projecteur est donc global sur l’ensemble de l’échelle de temps macro. Ceci n’est pas
l’unique choix possible, comme on le verra par la suite.
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f

t

0 T

f M

Figure 4.3 • Exemple d’une fonction f et de sa partie
macro f M

Remarque 3 • Si l’on fait l’analogie entre cette stratégie micro-macro en temps et
celle en espace dont elle est inspirée, il faut noter qu’ici la partie macro est continue
entre chaque pas de temps. La Figure 4.4 représente un exemple de partie macro dis-
continue dans un problème en espace [Gui04].

partie micropartie macro

Figure 4.4 • Discontinuité de la partie macro

2.3 Choix des discrétisations

Nous allons introduire des discrétisations en temps différentes pour chacune des
physiques. Pour la partie fluide, on discrétise [0,T ] en n sous-intervalles :

[0,T ]F =

{

ik = [tk−1, tk ]
}n

k=1
avec 0 = t0 < ·· · < tn = T

et pour la partie solide, en nM sous-intervalles :

[0,T ]S =

{

Ik = [Tk−1,Tk ]
}nM

k=1
avec 0= T0 < ·· · < TnM = T

On choisit de prendre nM É n. La Figure 4.5 représente un cas où les discrétisations
sont emboîtées, ce qui n’a rien d’obligatoire dans la démarche.
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t

=T T0 1

t t t0 1 2 n

0    T   =TnM

t

Figure 4.5 • Un exemple de discrétisations en temps

Enfin, on choisit d’exprimer les quantités fluides à l’aide de leurs parties macro et
micro, e.g. :

p = pM
+pm et q = qM

+qm

tandis que les quantités solides le sont seulement à l’aide de leur partie macro, e.g. :

ff =ff
M et "= "

M

Ce choix, fait a priori, sera justifié dans la suite. On peut cependant lui donner une
interprétation physique : l’échelle macro a été définie comme celle qui est adaptée
pour décrire l’évolution des quantités solides. Les quantités fluides sont supposées né-
cessiter une discrétisation plus fine ; la partie complémentaire à ajouter pour cela est
vue comme l’échelle micro.

Dans un premier temps, on décide de prendre comme discrétisation en temps de
l’interface [0,T ]I , la plus fine des deux discrétisations. Dans notre cas :

[0,T ]I = [0,T ]F

ce qui revient à prendre :

PF I = PIF = id, PSI =π et PIS = P (4.4)

où π le projecteur macro défini en (4.3) et P un projecteur qui fait l’interpolation li-
néaire sur la grille fluide d’un champ discrétisé sur la grille solide.

2.4 Étape locale à l’itération n +1/2

Le choix qui vient d’être proposé pour la discrétisation en temps de l’interface et
les opérateurs (4.4) conduit à réécrire le système (4.2) sous la forme :

Lˆ̇"S +D"̂S = ASn +b(πp̂F )I (4.5a)

1

Q
ˆ̇pF + r p̂F =αF n −b(PêS) (4.5b)

2HẐ F =β
F n

(4.5c)
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dans laquelle on note dorénavant e = Tr "̇. L’équation (4.5a) peut alors être traitée sur
[0,T ]S alors que (4.5b) peut être traitée sur [0,T ]F . La résolution de (4.5c) sur [0,T ]F

est, là encore, conduite a posteriori et sans problème particulier.

On se propose de résoudre ce nouveau système local à l’étape n +1/2 en utilisant
une méthode de point fixe. La pression est initialisée par p̂F = pF n ; une fois p̂F connue,
on peut calculer ˆ̇"S en utilisant (4.5a), puis p̂F en utilisant (4.5b). Cette démarche est
décrite par l’Algorithme 4.1. Le choix du nombre d’itérations du point fixe sera discuté
dans la suite.

Initialisation p̂F ← pF n

Boucle sur les itérations du point fixe

Prise de la partie macro de p̂F p̂
p

S
←πp̂F

Résolution de (4.5a) ("̂S , ˆ̇"S) L99 Lˆ̇"S +D"̂S = ASn +bp̂
p

S
I

Interpolation linéaire de ˆ̇"S ê
p

F
← PêS

Résolution de (4.5b) (p̂F , ˆ̇pF ) L99
1
Q

ˆ̇pF + r pF =αF n −bê
p

F

Fin des itérations du point fixe

Résolution de (4.5c) Ẑ F L99 2HẐ F =β
F n

Algorithme 4.1 • Étape locale n + 1/2 pour le multié-
chelle en temps

Une telle transformation de l’étape locale revient à supposer que la partie rapide
(partie micro pm) de l’évolution des quantités fluides p = pM +pm n’influence pas le
comportement des quantités solides. Cette approximation est licite si les pas de temps
micro sont petits par rapport au temps caractéristique tm (tel que L = tmD) de l’équa-
tion différentielle (4.5a).

2.5 Résultats

Le cas test considéré est le problème unidimensionnel de consolidation d’un sol,
soumis à un chargement imposé en effort, qui a déjà été proposé dans la section 2.4
du chapitre 3 (cf. Figure 4.6). Tous les paramètres du chargement et des directions de
recherche sont identiques.

La simulation est réalisée avec la méthode LATIN sans représentation 0P3. La par-
tie solide est discrétisée avec nM = 32 pas de temps et la partie fluide avec n pas de
temps. L’objectif est d’étudier l’influence de n sur la contribution ηF de la partie fluide
à l’erreur globale η. Le pas de temps macro étant fixé à ∆tS = 31 ms et le pas de temps
micro variant entre ∆tF = 0,49 ms et 31 ms (donc inférieur à tm = 84 ms), on espère
que l’approximation réalisée en (4.5) sera valide.
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L
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 5
 m

Figure 4.6 • Cas test avec effort imposé, conditions aux
limites sur les parties solide et fluide

La solution est comparée à une solution de référence sex obtenue grâce à l’ap-
proche monolithique (monoéchelle) et une discrétisation en temps fine : ∆t = 0,24
ms qui, encore une fois, est supérieure à ∆tmin = 0,17 ms. Il est clair dans ce cas, que
la solution générée par la méthode LATIN ne convergera pas vers la solution de réfé-
rence, mais que la valeur de l’erreur devrait finir par se stabiliser. Pour sa part, l’indica-
teur d’erreur, qui mesure la « distance » entre une solution en sortie d’étape linéaire et
une solution en sortie d’étape locale (exprimée sur [0,T ]S pour les quantités solides et
[0,T ]F pour les quantités fluides), devrait converger vers zéro.

Le Tableau 4.1 regroupe les évolutions des contributions ηS et ηF à l’erreur globale
η ainsi que celle du ratio ηF /ηS , en fonction du ratio des pas de temps∆tS /∆tF = n/nM .
Comme le problème est couplé, le fait de raffiner la discrétisation fluide permet de ré-
duire la valeur de chacune des contributions ; cependant, la contribution fluide ηF di-
minue plus rapidement que la contribution solide ηS . Lorsque la discrétisation de la
partie fluide est suffisamment fine (64×32 pas de temps ici), elle peut être considérée
comme continue en temps. On note alors η∞

S
et η∞

F
les contributions correspondantes.

Celles-ci ne sont pas nulles car affectées par la discrétisation grossière de la partie so-
lide. La Figure 4.7 représente l’évolution de η2

F /η∞2
S

en fonction de ∆tS/∆tF .

Pour étudier la part de l’erreur sur la partie fluide due à la discrétisation fluide, on
considère maintenant la quantité η2

F − η∞2
F

. La Figure 4.8 montre la convergence de
η2

F − η∞2
F en fonction de ∆tS /∆tF . On observe que pour obtenir des contributions à

l’erreur globale identiques pour la partie fluide et pour la partie solide, il faut utiliser
un ratio entre les pas de temps :

∆tS

∆tF
∼ 16
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∆tS

∆tF
ηS ηF η

ηF

ηS

1 12,9 10−4 17,9 10−4 22,1 10−4 1,39
2 6,47 10−4 8,97 10−4 11,1 10−4 1,38
4 3,27 10−4 4,33 10−4 5,52 10−4 1,35
8 1,72 10−4 2,18 10−4 2,78 10−4 1,26

16 1,05 10−4 1,10 10−4 1,52 10−4 1,05
32 0,82 10−4 0,71 10−4 1,08 10−4 0,86
64 0,77 10−4 0,66 10−4 1,01 10−4 0,85

= η∞
S

= η∞
F

Tableau 4.1 • Évolution des contributions pour ∆tS =

T /32 fixé

0 20 40 60 80

∆tS
∆tF

η2
F

η 2∞
S

1
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0,1
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Figure 4.7 • Évolution de
η2

F

η∞2
S

vs.
∆tS

∆tF

ce qui justifie l’intérêt de prendre en compte les aspects multiéchelles en temps du
problème.

La Figure 4.9 représente l’évolution au cours des itérations de l’indicateur d’erreur
e de la méthode. La discrétisation de la partie solide comporte toujours nM = 32 pas
de temps et celle de la partie fluide est fixée à n = 64 pas. L’indicateur décroît vers zéro,
montrant ainsi la convergence de la stratégie multiéchelle en temps.

Pour finir, la Figure 4.10 montre l’influence du nombre d’itérations du point fixe de
l’étape locale sur l’erreur globale η. La discrétisation de la partie solide est à nouveau
composée de nM = 32 pas de temps et celle de la partie fluide de n = 64 pas. L’erreur
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Figure 4.8 • Évolution de
η2
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Figure 4.9 • Convergence de la méthode multiéchelle
en temps

est mesurée vis-à-vis de la solution de référence, calculée avec une discrétisation très
fine, ce qui explique qu’elle ne tend pas vers zéro. On constate que la convergence de
l’étape locale nécessite au moins 2 itérations du point fixe, mais qu’au delà, ce nombre
a une influence très faible sur le taux de convergence. Dans tous les tests précédents,
le nombre d’itérations du point fixe avait été fixé à 2.
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Figure 4.10 • Influence du nombre d’itérations du
point fixe (ici 2, 3 et 10)

3 Formulation Galerkin discontinue en temps

Dans la section précédente, nous avons remarqué que si l’on faisait l’analogie entre
la stratégie micro-macro en temps proposée et celle en espace, il fallait noter que la
partie macro était continue entre chaque pas de temps. D’autres possibilités existent
pour la définition d’une échelle macro en temps, notamment celle utilisée dans la
stratégie multiéchelle avec homogénéisation en temps et en espace introduite dans
[Lad02a, Lad03]. On peut ainsi imaginer une prise de moyenne généralisée par pas
de temps macro. Ce choix conduit à des évolutions macros qui ne sont pas continues
en temps (cf. Figure 4.11). Une telle description doit être gérée par une formulation
adaptée, telle que la formulation Galerkin discontinue en temps qui va être présentée
maintenant.

3.1 Formulation

On introduit une partition de l’intervalle [0,T ] en N sous-intervalles :

[0,T ]D =

{

Ik = [tk−1, tk ]
}N

k=1

avec 0 = t0 < t1 < ·· · < tN = T (cf. Figure 4.12) et on considère maintenant D
[0,T ], l’es-

pace des fonctions du temps définies sur [0,T ]D , continues sur Ik , mais qui peuvent
présenter des discontinuités aux instants tk . On introduit en outre D

Ik l’espace des
fonctions du temps définies et continues sur Ik .
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f

t

0 T

f M

Figure 4.11 • Exemple d’une fonction f et de sa partie
macro f M discontinue

t

=t  t0 10     t   =TN    tN-1

Figure 4.12 • Partition [0,T ]D = { Ik = [tk−1, tk ] }N
k=1

La formulation Galerkin discontinue en temps [Eri85] permet de donner un sens à
l’intégrale :

∫

[0,T ]
aḃ dt

pour des fonctions a et b de D
[0,T ]. De manière générale, elle propose de définir :

∫

[0,T ]
aḃ dt =

N∑

k=1

(∫

Ik

aḃ dt + [αa(t−k−1)+ (1−α)a(t−k−1)]�b�k−1

)

avec α un paramètre compris entre 0 et 1 et en posant :

∀ f ∈D
[0,T ], � f �k−1 = f (t+k−1)− f (t−k−1)

et :

∀ f ∈D
[0,T ], f (t±

k−1) = lim
h→0±

f (tk−1 +h)

Dans toute la suite, on choisit de prendre α = 0, ce qui conduit à la définition sui-
vante de l’intégrale en temps sur [0,T ] :

∀(a, b)∈(D[0,T ])2,
∫

[0,T ]
aḃ dt =

N∑

k=1

(∫

Ik

aḃ dt +a(t+k−1)�b�k−1

)

(4.6)

où la valeur de b en t−0 est prise égale à zéro.
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Enfin, dans le reste de cette section, les espaces de solutions :

U
[0,T ], S

[0,T ], P
[0,T ], G

[0,T ], W
[0,T ] et H

[0,T ]

et leurs espaces homogènes associés :

U
[0,T ]
0 , S

[0,T ]
0 , P

[0,T ]
0 , G

[0,T ]
0 , W

[0,T ]
0 et H

[0,T ]
0

seront supposés contenir des champs de l’espace et du temps, définis sur [0,T ]D , conti-
nus sur Ik , mais qui peuvent présenter des discontinuités aux instants tk . Nous allons
voir que le fait de considérer de tels champs nécessite quelques adaptations lors du
traitement du problème.

3.2 Directions de recherche

Dans cette section, on considérera le cas de l’approximation de tous les champs
(LATIN P3). Dans ce cas, si l’on suppose, par exemple, que les corrections ∆ff et ∆"̇

appartiennent à D
[0,T ], la direction de recherche à l’étape linéaire E− :

E−
=

{

∆s
∣
∣
∣ ∆ff−L∆"̇= 0, ∆q − r∆p = 0, ∆W −H∆Z = 0

}

ne peut plus être écrite comme la minimisation d’une fonctionnelle :

1

2

∫

[0,T ]

(

‖∆ff−L∆"̇+δÂ‖2
L−1 +‖∆q − r∆p +δα̂‖2

r−1 +‖∆W −H∆Z +δβ̂‖2
H−1

)

dt

car le produit de deux dérivées en temps ∆"̇ n’a plus de sens. Il faut donc réécrire la
direction de recherche sous une forme compatible avec la formulation Galerkin dis-
continue en temps.

3.3 Étape linéaire avec représentation à l’itération n +1

3.3.1 Partie solide

Le problème consiste à trouver les corrections admissibles à zéro, ∆"̇ = "(∆U̇) avec
∆U ∈U

[0,T ]
0 et ∆ff∈S

[0,T ]
0 , qui vérifient au mieux la direction de recherche E−. On est
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donc amené à résoudre :

∆U∈U
[0,T ]
0 ⇐⇒ ∀ff

⋆
∈S

[0,T ]
0 ,

∫

Ω×[0,T ]
Tr["(∆U̇)ff⋆]dΩdt = 0 (4.7)

∆ff∈S
[0,T ]

0 ⇐⇒ ∀U⋆
∈U

[0,T ]
0 ,

∫

Ω×[0,T ]
Tr[∆ff"(U̇⋆)]dΩdt = 0 (4.8)

Direction E−
⇐⇒

∫

Ω×[0,T ]
Tr[(∆ff+δÂ−L"(∆U̇))L−1

ff
⋆]dΩdt = 0 (4.9)

où δÂ = (Lˆ̇"− ff̂)− (L"̇n −ffn ) a été défini comme dans la section 2 du chapitre 3 et la
fonction test ff

⋆ de (4.9) doit être choisie de façon à fermer le problème (et éventuelle-
ment simplifier l’implantation de l’algorithme).

Représentation de la correction statique • Elle est similaire à celle exprimée dans
la section 2 du chapitre 3. En choisissant ff

⋆∈S
[0,T ]

0 et en injectant (4.9) dans (4.7), on

obtient le problème en contraintes qui consiste à trouver ∆ff∈S
[0,T ]

0 tel que :

∀ff
⋆
∈S

[0,T ]
0 ,

∫

Ω×[0,T ]
Tr[(∆ff+δÂ)L−1

ff
⋆]dΩdt = 0 (4.10)

On cherche la correction sous la forme ∆ff = sS avec s ∈D
[0,T ] et S∈S0. On prend

en outre ff
⋆ = s⋆S+ sS⋆ avec s⋆∈D

[0,T ] et S⋆∈S0, ce qui conduit au système couplé :

∀S
⋆
∈S0,

∫

Ω×[0,T ]
Tr[s(sS+δÂ)L−1

S
⋆]dΩdt = 0 (4.11)

∀s⋆∈D
[0,T ],

∫

Ω×[0,T ]
Tr[s⋆(sS+δÂ)L−1

S]dΩdt = 0 (4.12)

L’équation (4.11) est résolue par dualisation en introduisant le multiplicateur de
Lagrange X ∈U0 tel que :

∀S
⋆,

∫

Ω×[0,T ]
Tr[s(sS+δÂ)L−1

S
⋆]dΩdt −

∫

Ω

Tr["(X )S⋆]dΩ= 0 (4.13)

ce qui se traduit par :

L"(X ) = ‖s‖2
TS+

∫

[0,T ]
sδÂdt

ou encore :

S=
1

‖s‖2
T

(

L"(X )−
∫

[0,T ]
sδÂdt

)
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qui peut être introduit dans l’admissibilité à zéro de S :

S∈S0 ⇐⇒ ∀X⋆
∈U0,

∫

Ω

Tr[S"(X⋆)]dΩ= 0

pour finalement obtenir le problème qui consiste à trouver X ∈U0 tel que :

∀X⋆
∈U0,

∫

Ω

Tr["(X )L"(X⋆)]dΩ=

∫

Ω

Tr[(
∫

[0,T ]
sδÂdt )"(X⋆)]dΩ

afin de calculer :

S=
1

‖s‖2
T

(

L"(X )−
∫

[0,T ]
sδÂdt

)

En imposant la normalisation ‖S‖2
L−1 = 1 afin d’assurer l’unicité du couple (s,S),

l’équation (4.12) peut, quant à elle, être réécrite :

∀s⋆∈D
[0,T ],

∫

[0,T ]
s⋆

(

s +

∫

Ω

Tr[δÂL−1
S]dΩ

)

dt = 0

Calcul pratique • En utilisant la formulation Galerkin discontinue (4.6) et en se
rappelant que δÂ = L(ˆ̇"− "̇n)− (ff̂−ffn), l’équation précédente est réécrite :

∀k∈{1, . . . ,N}, ∀s⋆∈D
Ik ,

∫

Ik

s⋆
(

s +

∫

Ω

Tr[δÂL−1
S]dΩ

)

dt + s⋆(t+k−1)
∫

Ω

Tr[�"̂−"n�k−1S]dΩ= 0

Si maintenant, on fait l’hypothèse que D
[0,T ] se limite à des fonctions constantes

par morceaux et qu’on note (·)k la restriction à l’intervalle Ik , l’équation précédente
permet de calculer :

∀k∈{1, . . . ,N}, sk =−

∫

Ω

Tr[δÂk L−1
S]dΩ−

∫

Ω

Tr[
�"̂−"n�k−1

hk
S]dΩ

où hk = tk − tk−1 et dans laquelle il faut noter le terme complémentaire, dû au saut
temporel de δÂ, qui apparaît par rapport à l’équation (3.24).

Remarque • Il est bien évidemment possible de généraliser ce calcul au cas où
D

[0,T ] est constitué de fonctions polynômiales par morceaux, et non constantes.

Représentation de la correction cinématique • On cherche la correction sous la
forme ∆U = uV avec u∈D

[0,T ], V ∈U0 et la normalisation ‖V‖2
L = 1 afin d’assurer l’uni-

cité du couple (u,V ). Comme précédemment, il est nécessaire de choisir la forme de la
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fonction test ff
⋆ dans l’équation (4.9), qui exprime la vérification au mieux de la direc-

tion de recherche :
∫

Ω×[0,T ]
Tr[(sS+δÂ− u̇L"(V ))L−1

ff
⋆]dΩdt = 0 (4.14)

Si l’on prend à nouveau ff
⋆ = s⋆S+ sS⋆ avec s⋆∈D

[0,T ] et S⋆∈S0, l’équation (4.14)
conduit au système couplé :

∀S
⋆
∈S0,

∫

[0,T ]
s

∫

Ω

Tr[(u̇L"(V )−δÂ− sS)L−1
S
⋆]dΩdt = 0 (4.15)

∀s⋆∈D
[0,T ],

∫

[0,T ]
s⋆

∫

Ω

Tr[(u̇L"(V )−δÂ− sS)L−1
S]dΩdt = 0 (4.16)

En réécrivant (4.15) sous la forme :

∀S
⋆
∈S0,

∫

Ω×[0,T ]
Tr[s(sS+δÂ)L−1

S
⋆]dΩdt −

∫

[0,T ]
su̇dt

∫

Ω

Tr["(V )S⋆]dΩ= 0

et en la comparant à (4.13), on constate qu’un choix possible consiste à prendre V =

X où X ∈U0 est le champ qui a été introduit lors de la construction de la correction
statique. Malheureusement, un tel choix est incompatible avec (4.16) qui deviendrait
alors :

∀s⋆∈D
[0,T ],

∫

Ω×[0,T ]
Tr[s⋆(sS+δÂ)L−1

S]dΩdt =

∫

[0,T ]
s⋆u̇dt

∫

Ω

Tr["(X )S]dΩ

︸ ︷︷ ︸

=0

= 0

qui ne peut pas forcément être vérifié.

Un autre choix, plus simple à mettre en œuvre, consiste à réutiliser le champ X ∈U0

en cherchant la correction cinématique sous la forme ∆U = uX avec u ∈ D
[0,T ]. On

prend alors la fonction test dans (4.14) sous la forme ff
⋆ = u⋆L"(X ) avec u⋆∈D

[0,T ], ce
qui conduit à :

∀u⋆
∈D

[0,T ],
∫

[0,T ]
u⋆

∫

Ω

Tr[(u̇L"(X )−δÂ− sS)"(X )]dΩdt

En utilisant l’admissibilité à zéro de S, cette équation peut être réécrite sous la
forme :

∀u⋆
∈D

[0,T ],
∫

[0,T ]
u⋆

∫

Ω

Tr[(u̇L"(X )−δÂ)"(X )]dΩdt

ce qui permet de calculer u en utilisant une démarche analogue à celle qui a permis de
construire s lors de la recherche de la correction statique.
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3.3.2 Partie fluide

Le problème consiste à trouver les corrections admissibles à zéro, (∆p,∆Z )∈G
[0,T ]
0

et (∆q,∆W )∈H
[0,T ]
0 , qui vérifient au mieux la direction de recherche E−. On est donc

amené à résoudre :

(∆p,∆Z )∈G
[0,T ]
0 ⇐⇒







∀(q⋆,W⋆)∈H
[0,T ]
0 ,

∫

Ω×[0,T ]
(∆pq⋆

+∆Z ·W⋆)dΩdt = 0
(4.17)

(∆q,∆W )∈H
[0,T ]
0 ⇐⇒







∀(p⋆,Z⋆)∈G
[0,T ]
0 ,

∫

Ω×[0,T ]
(∆qp⋆

+∆W ·Z⋆)dΩdt = 0
(4.18)

Direction E−
⇐⇒







∫

Ω×[0,T ]
(∆q +δα̂− r∆p)r−1q⋆dΩdt = 0

∫

Ω×[0,T ]
(∆W +δβ̂−H∆Z ) ·H−1W⋆dΩdt = 0

(4.19)

où δα̂= (r p̂− q̂)−(r pn −qn) et δβ̂= (HẐ −β̂)−(HZ n −W n) ont été définis comme dans

la section 2 du chapitre 3 et les fonctions test (q⋆,W⋆) de (4.19) doivent être choisies
de façon à fermer le problème.

Représentation de la correction statique • En choisissant (q⋆,W⋆)∈H
[0,T ]
0 et en

injectant (4.19) dans (4.17), on obtient le problème qui consiste à trouver (∆q,∆W )∈
H

[0,T ]
0 tels que :

∀(q⋆,W⋆)∈H
[0,T ]
0 ,

∫

Ω×[0,T ]
[(∆q +δα̂)r−1q⋆

+ (∆W +δβ̂) ·H−1W⋆]dΩdt = 0 (4.20)

On cherche les corrections sous la forme ∆q = θQ et ∆W = θY avec θ∈D
[0,T ] et

(Q,Y )∈H0. On prend en outre q⋆ = θ⋆Q + θQ⋆ W⋆ = θ⋆Y + θY ⋆ avec θ⋆ ∈D
[0,T ] et

(Q⋆,Y ⋆)∈H0, ce qui conduit au système couplé :

∀(Q⋆,Y ⋆)∈H0,
∫

Ω×[0,T ]
θ[(θQ +δα̂)r−1Q⋆

+ (θY +δβ̂) ·H−1Y ⋆]dΩdt = 0 (4.21)

∀θ⋆D
[0,T ],

∫

Ω×[0,T ]
θ⋆[(θQ +δα̂)r−1Q + (θY +δβ̂) ·H−1Y ]dΩdt = 0 (4.22)

L’équation (4.21) est résolue par dualisation en introduisant le multiplicateur de
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Lagrange Π∈P0 tel que : ∀(Q⋆,Y ⋆),
∫

Ω×[0,T ]
θ[(θQ +δα̂)r−1Q⋆

+ (θY +δβ̂) ·H−1Y ⋆]dΩdt −

∫

Ω

(ΠQ⋆
+gradΠ ·Y ⋆)dΩ= 0

(4.23)
ce qui se traduit par :

rΠ= ‖θ‖2
T Q +

∫

[0,T ]
θδα̂dt et H gradΠ= ‖θ‖2

T Y +

∫

[0,T ]
θδβ̂dt

ou encore :

Q =
1

‖θ‖2
T

(

rΠ−

∫

[0,T ]
θδα̂dt

)

et Y =
1

‖θ‖2
T

(

H gradΠ−

∫

[0,T ]
θδβ̂dt

)

qui peut être introduit dans l’admissibilité à zéro de (Q⋆,Y ⋆) :

(Q,Y )∈H0 ⇐⇒ ∀(Π⋆,Z⋆)∈G0,
∫

Ω

(QΠ
⋆
+Y ·Z⋆)dΩ= 0

pour finalement obtenir le problème qui consiste à trouver Π∈P0 tel que : ∀Π⋆∈P0,
∫

Ω

(ΠrΠ⋆
+gradΠ ·H gradΠ

⋆)dΩ=

∫

Ω

[(
∫

[0,T ]
θδα̂dt )Π⋆

+ (
∫

[0,T ]
θδβ̂dt ) ·gradΠ

⋆)]dΩ

afin de calculer :

Q =
1

‖θ‖2
T

(

rΠ−

∫

[0,T ]
θδα̂dt

)

et Y =
1

‖θ‖2
T

(

H gradΠ−

∫

[0,T ]
θδβ̂dt

)

En imposant la normalisation de (Q,Y ) :
∫

Ω

(

Qr−1Q +Y ·H−1Y
)

dΩ= 1

l’équation (4.22) peut, quant à elle, être réécrite :

∀θ⋆∈D
[0,T ],

∫

[0,T ]
θ⋆

(

θ+

∫

Ω

(δα̂r−1Q +δβ̂ ·H−1Y )dΩ

)

dt = 0

qui permet de calculer θ en utilisant à nouveau une démarche analogue à celle em-
ployée pour la partie solide.

Représentation de la correction cinématique • On cherche la correction sous la
forme ∆p = πP et ∆Z = πgradP avec π∈D

[0,T ], P ∈P0 et la normalisation ‖P‖2
Hr = 1

afin d’assurer l’unicité du couple (π,P). Il est nécessaire de choisir la forme des fonc-
tions test (q⋆,W⋆) dans (4.19), qui exprime la vérification au mieux de la direction de
recherche : ∫

Ω×[0,T ]
(θQ +δα̂−πrP)r−1q⋆dΩdt = 0

∫

Ω×[0,T ]
(θY +δβ̂−πH gradP) ·H−1W⋆dΩdt = 0

(4.24)
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Sur le même modèle que la partie solide, on réutilise le champ Π∈P0 en cherchant
la correction cinématique sous la forme ∆p = πΠ et ∆Z = πgradΠ avec π∈D

[0,T ]. On

prend alors les fonctions test dans (4.24) sous la forme q⋆ = θ⋆rΠ et W⋆ = θ⋆H gradΠ

avec θ⋆∈D
[0,T ], ce qui conduit à :

∀θ⋆∈D
[0,T ],

∫

[0,T ]
θ⋆

∫

Ω

[(πrΠ−δα̂−θQ)Π+ (πH gradΠ−δβ̂−θY ) ·gradΠ]dΩdt

En utilisant l’admissibilité à zéro de (Q,Y ), cette équation peut être réécrite sous la
forme :

∀θ⋆∈D
[0,T ],

∫

[0,T ]
θ⋆

∫

Ω

[(πrΠ−δα̂)Π+ (πH gradΠ−δβ̂) ·gradΠ]dΩdt

qui permet de calculer π en utilisant à nouveau une démarche analogue à celle em-
ployée pour la partie solide.

3.4 Étape locale à l’itération n +1/2

De la même manière, les relations de comportement (1.3) doivent être réécrites
sous une forme compatible avec la formulation Galerkin discontinue en temps :

∀ff
⋆,

∫

[0,T ]
Tr[(ff̂−D"(Û)+bp̂I)L−1

ff
⋆]dt = 0

∀q⋆,
∫

[0,T ]
(q̂ −

1

Q
ˆ̇p −b Tr"( ˆ̇U))r−1q⋆dt = 0

∀W⋆,
∫

[0,T ]
(Ŵ −HẐ ) ·H−1W⋆dt = 0

(4.25)

ainsi que la direction de recherche à l’étape locale E+ :

∀ff
⋆,

∫

[0,T ]
Tr[(ff̂−An +L"( ˆ̇U))L−1

ff
⋆]dt = 0

∀q⋆,
∫

[0,T ]
(q̂ −αn + r p̂)r−1q⋆dt = 0

∀W⋆,
∫

[0,T ]
(β̂−β

n
+HẐ ) ·H−1W⋆dt = 0

(4.26)

où An , αn et β
n

ont été définis dans le chapitre 2. En injectant (4.26) dans (4.25), on

obtient le problème couplé qui consiste à trouver Û et p̂ tels que :

∀ff
⋆,

∫

[0,T ]
Tr[(L"( ˆ̇U)+D"(Û)−bp̂I)L−1

ff
⋆]dt =

∫

[0,T ]
Tr[AnL−1

ff
⋆]dt

∀q⋆,
∫

[0,T ]
(

1

Q
ˆ̇p + r p̂ +b Tr"( ˆ̇U))r−1q⋆dt =

∫

[0,T ]
αn r−1q⋆dt
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et l’équation qui permet de construire Ẑ :

∀W⋆,
∫

[0,T ]
2HẐ ·W⋆dt =

∫

[0,T ]
β

n
·W⋆dt

Ces équations sont résolues en utilisant une démarche analogue à celle employée
pour la partie solide dans l’étape linéaire.

3.5 Étape préliminaire à l’itération n +1

À nouveau, cette étape est plus simple si l’on a pris soin d’orthogonaliser chaque
fonction de l’espace ajoutée. Pour la partie solide :

∫

Ω

Tr[Vi LV j ]dΩ= δi j et
∫

Ω

Tr[Si L−1
S j ]dΩ= δi j

et pour la partie fluide :

∫

Ω

(

Pi rP j +gradPi ·H gradP j

)

dΩ= δi j et
∫

Ω

(

Qi r−1Q j +Y i ·H−1Y j

)

dΩ= δi j

3.5.1 Partie solide

De manière analogue à la section 2 du chapitre 3, on cherche des corrections sous la
forme ∆"̇ =

∑

j w j "(V j ) et ∆ff =
∑

j t jS j , où les w j et t j , qu’il faut déterminer, peuvent
être vues comme des corrections des fonctions du temps actuelles, alors que les V j et
S j sont données.

L’équation (4.10) conduit à chercher la correction statique t j telle que :

∀t⋆j ∈D
[0,T ],

∫

[0,T ]
t⋆j

(

t j +

∫

Ω

Tr[S j L−1δÂ]dΩ

)

dt = 0

La direction de recherche (4.9) conduit à chercher la correction cinématique w j

telle que :

∀u⋆

j ∈D
[0,T ],

∫

[0,T ]
u⋆

j

(

w j −

∫

Ω

Tr["(V j )δÂ]dΩ

)

dt = 0



98 Les aspects multiéchelles en temps

3.5.2 Partie fluide

On cherche des corrections sous la forme ∆p =
∑

j ̟ j P j , ∆Z =
∑

j ̟ j gradP j et∆q =
∑

j ϑ jQ j , ∆W =
∑

j ϑ j Y j où les ̟ j et ϑ j sont les fonctions du temps à déterminer alors
que les P j , Q j et Y j sont données.

L’équation (4.20) conduit à chercher la correction statique ϑ j telle que :

∀ϑ⋆

j ∈D
[0,T ],

∫

[0,T ]
ϑ⋆

j

(

ϑ j +

∫

Ω

(

Q j r−1δα̂+Y j ·H−1δβ̂
)

dΩ

)

dt = 0

La direction de recherche (4.19)conduit à chercher la correction cinématique ̟ j

telle que :

∀̟⋆

j ∈D
[0,T ],

∫

[0,T ]
̟⋆

j

(

̟ j −

∫

Ω

(

P jδα̂+gradP j ·δβ̂
)

dΩ

)

dt = 0

3.6 Résultats

Le cas test considéré est le problème unidimensionnel de consolidation d’un sol,
soumis à un chargement imposé en effort, qui a déjà été proposé dans la section 2.4
du chapitre 3. Tous les paramètres du chargement et des directions de recherche sont
identiques. La technique multiéchelle qui a été décrite dans la première partie de ce
chapitre n’est pas utilisée et la discrétisation en temps fixée à nT = 32 pas de temps.

On étudie les résultats obtenus en utilisant la méthode LATIN P3 et un schéma
d’intégration en temps de type θ-méthode, comme c’était le cas depuis le début de ce
travail, ou un schéma Galerkin discontinu. Ces résultats sont comparés à une solution
de référence, générée par l’approche monolithique construite respectivement à par-
tir d’un schéma de type θ-méthode ou Galerkin discontinu. On peut constater sur la
Figure 4.13, qui regroupe les évolutions des erreurs, que le taux de convergence de la
méthode n’est pas affecté par le choix du schéma.

Ce résultat valide la faisabilité de la stratégie LATIN couplée au schéma Galerkin
discontinu. Une telle technique devrait permettre de mettre en place une approche
multiéchelle en temps dans laquelle les fonctions macros peuvent être discontinues,
ce qui augmenterait encore la souplesse de la stratégie. Cette approche n’a cependant
pas été développée pour l’instant.
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Figure 4.13 • Comparaison des schémas d’intégration

4 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons proposé une modification de l’interface entre phy-
siques afin de prendre en compte les échelles de temps très différentes qui peuvent
apparaître lors de la simulation d’un problème multiphysique. On a ainsi pu consta-
ter qu’une discrétisation plus fine des quantités fluides était nécessaire si l’on voulait
obtenir une sorte d’« iso-qualité » fluide/solide de la solution. Cette nouvelle approche
permet d’augmenter la modularité de la stratégie LATIN en rendant indépendant les
choix des discrétisations temporelles de chacune des physiques. Pour l’instant, seule
des discrétisations uniformes et choisies a priori ont été envisagées. Un point clé serait
évidemment de mettre en place une méthode adaptative de maillage en temps afin de
déterminer automatiquement les discrétisations optimales.

Cette nouvelle technique est fondée sur l’approche micro-macro, qui a été propo-
sée pour traiter les aspects multiéchelles en espace et dans laquelle les fonctions ma-
cros peuvent être discontinues, ce qui apporte une certaine souplesse dans la stratégie.
L’utilisation d’un schéma d’intégration en temps de type Galerkin discontinu devrait
permettre d’étendre cette souplesse au cas temporel. Les premiers essais montrent que
la convergence de la méthode LATIN n’est pas affectée par l’utilisation d’un tel schéma.
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CHAPITRE

5 Les aspects
multiéchelles en espace

DANS CE CHAPITRE , on montre comment le concept d’interface entre physiques per-
met de prendre en compte de manière naturelle les aspects multiéchelles en es-

pace inhérents à la cohabitation de plusieurs physiques. On propose notamment une
technique de transfert de champs entre des maillages différents. Ces travaux ont été
présentés dans [Nér04].

1 Motivations

La méthode des éléments finis est certainement un des outils les plus répandus
pour la simulation des problèmes de mécanique des structures (et, dans une moindre
mesure, de mécanique des fluides). Un des principaux avantages est qu’une fois un
maillage du domaine choisi, les champs solutions bénéficient d’intéressantes proprié-
tés de cohérence et de conservation d’énergie.

Dans de nombreux problèmes, on peut être amené à prendre en compte plusieurs
maillages. Deux cas de figure peuvent en effet se présenter :

– on a affaire à plusieurs maillages d’un même domaine, comme c’est notamment
le cas dans les techniques de remaillage (grandes déformations, propagation des
fissures...), dans les techniques de « zoom » dans une zone particulière (méthode
Arlequin [Ben98], techniques globales/locales [Noo86, Whi91], méthode Chimère
[Ste83]...), mais aussi lors de la simulation de certains problèmes multiphysiques
(couplage thermo-mécanique, interaction fluide-structure dans les milieux po-
reux...) ;

– on a affaire à plusieurs domaines et chacun possède son propre maillage, comme
c’est le cas dans les problèmes de contact entre deux parties d’un assemblage,
dans les méthodes de sous-structuration avec utilisation de maillages indépen-
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dants, ou dans les problèmes d’interaction fluide-structure du type aéroélasti-
cité.

Dans les problèmes multiphysiques, le fait de pouvoir utiliser plusieurs maillages
est particulièrement intéressant si la résolution est réalisée en couplant plusieurs codes,
car on peut imaginer que chacun des codes est capable de générer sa propre discréti-
sation optimale.

Dans ces problèmes, la difficulté consiste à « coller » les champs provenant de dif-
férents maillages [Qui95, Doh00], ou à les transférer d’un maillage à un autre [Ber90,
Ber94, Mam95, Far98, Bec00, Her02, Vil02, Fau03], alors que ces maillages n’ont a priori

aucune raison d’être compatibles. Dans la stratégie LATIN pour le multiphysique, l’uti-
lisation de maillages différents pour la partie solide et la partie fluide n’affecte pas
l’étape linéaire, dans laquelle les calculs sont indépendants pour chacune des phy-
siques. C’est à nouveau l’étape locale, au travers de l’interface entre les deux physiques,
qui va être en charge de faire cohabiter des champs définis sur le maillage solide ou le
maillage fluide. La technique et les opérateurs de transfert qui vont être détaillés ici
sont inspirés de [Dur04]. Il faut noter que cet aspect multiéchelle en espace est indé-
pendant et complémentaire de la stratégie d’approximation des inconnues qui a été
décrite dans le chapitre 3 et de l’approche multiéchelle en temps qui a été présentée
dans le chapitre 4.

Les développements informatiques ont été réalisés dans un code éléments finis
prototype, implanté dans l’environnement Matlab™, maintenu par D. Dureisseix, les
pré et post-traitement étant réalisés dans le code Cast3M™(CEA Saclay, France) [Ver88].

2 Mise en place de l’approche multiéchelle

Nous allons présenter deux approches. L’une, très générale, consiste à introduire un
maillage de l’interface et se prête particulièrement bien au cas général des problèmes
multiphysiques, notamment lorsqu’ils comptent plus de deux physiques en interac-
tion. L’autre, propre au cas du couplage entre seulement deux physiques, consiste à
sous-itérer entre les deux par une méthode de point fixe et se rapproche de la tech-
nique proposée dans le chapitre 4.
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2.1 Introduction d’une discrétisation de l’interface

2.1.1 Étape locale à l’itération n +1/2

De manière totalement similaire à la stratégie multiéchelle en temps qui a été pré-
sentée dans le chapitre 4, on note ΩS le maillage utilisé pour les quantités solides et ΩF

celui utilisé pour les quantités fluides. On introduit ΩI , un maillage de l’interface. Du-
rant l’étape linéaire, les deux physiques sont découplées : on utilise ΩS lorsqu’il s’agit
de discrétiser le problème solide et ΩF lorsqu’il s’agit du problème fluide.

On suppose qu’on a à notre disposition des opérateurs permettant le transfert d’un
maillage à un autre :

PIS : ΩS →ΩI PSI : ΩI →ΩS

PIF : ΩF →ΩI PF I : ΩI →ΩF

PSF : ΩF →ΩS PF S : ΩS →ΩF

de telle sorte que le champ de contraintes ffS , exprimé sur ΩS , puisse être transféré
en ffI , exprimé sur ΩI , par la relation : ffI = PISffS . Dans un premier temps et pour
simplifier les expressions, on utilise la même notationP◦◦ pour tous les opérateurs. En
toute rigueur, il faudrait préciser ffI =Pσ

ISffS , "I =Pε
IS"S , etc.

Les relations de comportement (1.3) étant considérées comme des propriétés de
l’interface entre les physiques, elles doivent être vérifiées localement sur ΩI :

ff̂I = D"̂I −bp̂I I, q̂I =
1

Q
ˆ̇pI +bêI et Ŵ I = HẐ I

où l’on rappelle la notation e = Tr "̇.

La direction de recherche E+ (2.1), réécrite sur l’interface, devient :

(ff̂I −PISffSn)+L(ˆ̇"I −PIS "̇Sn) = 0

(q̂I −PIF qF n )+ r(p̂I −PIF pF n ) = 0

(Ŵ I −PIF W F n)+H(Ẑ I −PIF Z F n) = 0

(5.1)

où l’on a noté de la même façon tous les opérateurs de transfert.

L’étape locale (2.2) est donc transformée en :

Lˆ̇"I +D"̂I −bp̂I I =PISASn

1

Q
ˆ̇pI + r p̂I +bêI =PIFαF n

2HẐ I =PIFβ
F n

(5.2)
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dans lequel les seconds membres proviennent de l’étape linéaire n précédente et sont
donc exprimés sur les discrétisations solide et fluide :

ASn =ffSn +L"̇Sn , αF n = qF n + r pF n et β
F n

= W F n +HZ F n

Une fois que ces quantités ont été transférées sur l’interface, l’étape locale (5.2) est
similaire à celle du cas monoéchelle (2.2) et permet de construire ˆ̇"I , p̂I et Ẑ I . Les quan-
tités duales ff̂I , q̂I et Ŵ I sont ensuite calculées en utilisant la direction de recherche
(5.1). Finalement, les différents champs sont renvoyés sur leurs maillages respectifs
pour poursuivre par une nouvelle étape linéaire n + 1. La question qui se pose alors,
celle du choix de ce maillage d’interface, reste pour l’instant ouverte.

2.1.2 Méthode directe

Une solution de référence peut être construite en utilisant une méthode monoli-
thique. Après discrétisation sur ΩS , l’équation d’admissibilité solide (1.1) s’écrit sous la
forme :

εS = BεUS

U⋆T
S BT

σσS =U⋆T
S fdS

(5.3)

où US est un champ défini aux nœuds, σS un champ défini aux points d’intégration
des éléments et les opérateurs Bε et Bσ ont été définis dans (2.10). On introduit en
outre l’opérateur Be , tel que eS = BeU̇S .

Après discrétisation sur ΩF , l’équation d’admissibilité fluide (1.2) peut s’écrire sous
la forme :

ZF = Bz pF

p⋆T
F (BT

q qF +BT
w WF ) = p⋆T

F gdF

(5.4)

où pF est un champ défini aux nœuds, ZF , qF et wF sont des champs définis aux points
d’intégration des éléments et les opérateurs Bz , Bq et Bw ont été définis dans (2.10). On
introduit en outre l’opérateur d’interpolation Bp , tel que PF = Bp pF soit le champ de
pression correspondant à pF mais défini aux points d’intégration.

Les relations de comportement (1.3) peuvent s’écrire aux points d’intégration du
maillage ΩI de l’interface entre les physiques :

σI = DIεI −bPI , qI =
1

Q
ṖI +beI et WI = HI ZI (5.5)
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Par souci de précision, on différencie cette fois les opérateurs de transfert :

σS =P
σ
SIσI et εI =P

ε
ISεS =P

ε
ISBεUS , eI =P

e
IS eS =P

e
ISBeU̇S

qF =P
q

F I
qI et PI =P

p

IF
PF =P

p

IF
Bp pF

WF =P
w
F I WI et ZI =P

z
IF ZF =P

z
IF Bz pF

(5.6)

Si l’on injecte (5.5) puis (5.6) dans (5.3) et (5.4), on obtient :

U⋆T
S




(BT

σP
σ
SI DIP

ε
ISBε)

︸ ︷︷ ︸

KS

US − (BT
σP

σ
SI bP

p

IF
Bp)

︸ ︷︷ ︸

NSF

pF




=U⋆T

S fdS

p⋆T
F








(BT
q P

q

F I

1

Q
P

p

IF
Bp)

︸ ︷︷ ︸

SF

ṗF + (BT
wP

w
F I HIP

z
IF Bz )

︸ ︷︷ ︸

HF

pF + (BT
q P

q

F I
bPe

ISBe )
︸ ︷︷ ︸

NF S

U̇S







= p⋆T

F gdF

Le problème monolithique, écrit avec des maillages différents pour chacune des
physiques et pour l’interface, consiste donc à résoudre :

[
0 0

NF S SF

][
U̇S

ṗF

]

+

[
KS −NSF

0 HF

][
US

pF

]

=

[
fdS

gdF

]

ou encore, en dérivant le premier groupe d’équations :
[

KS −NSF

−NF S −SF

][
U̇S

ṗF

]

+

[
0 0
0 −HF

][
US

pF

]

=

[
ḟdS

−gdF

]

dans lequel, a priori, NF S 6= NT
SF . La résolution directe de ce système est particulière-

ment coûteuse car elle fait intervenir la factorisation d’une matrice particulièrement
pleine. Si tous les maillages sont identiques, i.e. ΩS =ΩF =ΩI , tous les opérateurs de
transfert sont égaux à l’identité : on retrouve alors le système symétrique (1.9) présenté
dans le chapitre 1. Cette méthode n’a pour l’instant pas été mise en place.

2.2 Point fixe entre les physiques

2.2.1 Étape locale n +1/2

Les relations de comportement (1.3) sont cette fois exprimées entre les quantités
transférées en utilisant PSF et PF S :

ff̂S = D"̂S −b(PSF p̂F )I, q̂F =
1

Q
ˆ̇pF +b(PF S êS) et Ŵ F = HẐ F
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Dans ce cas, il faut noter que ces équations ne sont a priori plus locales en espace.
Ce point sera discuté par la suite.

La direction de recherche E+ (2.1), s’écrit sur les maillages ΩS et ΩF :

(ff̂S −ffSn)+L(ˆ̇"S − "̇Sn) = 0

(q̂F −qF n )+ r(p̂F −pF n) = 0

(Ŵ F −W F n)+H(Ẑ F −Z F n) = 0

(5.7)

L’étape locale (2.2) est donc transformée en :

Lˆ̇"S +D"̂S = ASn +b(PSF p̂F )I (5.8a)

1

Q
ˆ̇pF + r p̂F =αF n −b(PF S êS) (5.8b)

2HẐ F =β
F n

(5.8c)

L’équation (5.8a) peut être traitée sur ΩS alors que (5.8b) peut l’être sur ΩF . La ré-
solution de (5.8c) sur ΩF est, là encore, conduite a posteriori et sans difficulté parti-
culière. La résolution directe du système (5.8a,5.8b) n’est pas efficace dans la mesure
où les opérateurs de transfert couplent les valeurs des inconnues aux différents points
d’intégration. On se propose de le résoudre par une méthode de point fixe entre (5.8a)
et (5.8b). Une fois les seconds membres transférés d’un maillage à l’autre, cette tech-
nique permet de ne traiter que des équations locales en espace. Cette démarche est
décrite par l’Algorithme 5.1. En pratique, le nombre de sous-itérations du point fixe
qui sont nécessaires est faible (de l’ordre de 3 ou 4).

Initialisation p̂F ← pF n

Boucle sur les itérations du point fixe

Transfert de p̂F sur ΩS p̂
p

S
←PSF p̂F

Résolution de (5.8a) ("̂S , ˆ̇"S) L99 Lˆ̇"S +D"̂S = ASn +bp̂
p

S
I

Transfert de êS sur ΩF ê
p

F
←PF S êS

Résolution de (5.8b) (p̂F , ˆ̇pF ) L99
1
Q

ˆ̇pF + r pF =αF n −bê
p

F

Fin des itérations du point fixe

Résolution de (5.8c) Ẑ F L99 2HẐ F =β
F n

Algorithme 5.1 • Étape locale n + 1/2 pour le multié-
chelle en espace
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2.2.2 Méthode directe

Une solution de référence peut à nouveau être construite en utilisant une méthode
monolithique. Par analogie, on écrit les relations de comportement (1.3) directement
aux points d’intégration des maillages ΩS et ΩF :

σS = DSεS −bP
p

SF
PF , qF =

1

Q
ṖF +bPe

F S eS et WF = HF ZF (5.9)

Si l’on injecte (5.9) dans (5.3) et (5.4), on obtient :

U⋆T
S




(BT

σDS Bε)
︸ ︷︷ ︸

K

US − (BT
σ bP

p

SF
Bp)

︸ ︷︷ ︸

ASF

pF




=U⋆T

S fdS

p⋆T
F








(BT
q

1

Q
Bp)

︸ ︷︷ ︸

S

ṗF + (BT
w HF Bz)

︸ ︷︷ ︸

H

pF + (BT
q bPe

F S Be )
︸ ︷︷ ︸

AF S

U̇S







= p⋆T

F gdF

Le problème monolithique, écrit avec des maillages différents pour chacune des
physiques, consiste donc à résoudre :

[
0 0

AF S S

][
U̇S

ṗF

]

+

[
K −ASF

0 H

][
US

pF

]

=

[
fdS

gdF

]

ou encore, en dérivant le premier groupe d’équations :
[

K −ASF

−AF S −S

][
U̇S

ṗF

]

+

[
0 0
0 −H

][
US

pF

]

=

[
ḟdS

−gdF

]

dans lequel, a priori, AF S 6= AT
SF . La résolution directe de ce système est à nouveau par-

ticulièrement coûteuse car elle fait intervenir la factorisation d’une matrice particuliè-
rement pleine. Si les maillages sont identiques, i.e. ΩS =ΩF , les opérateurs de transfert
sont égaux à l’identité : on retrouve alors le système symétrique (1.9) présenté dans le
chapitre 1. Cette méthode a été mise en place et la solution sex de ce problème sert de
référence lorsque la technique multiéchelle avec point fixe entre les deux physiques
est employée.

3 Opérateurs de transfert

Nous allons présenter la méthode utilisée dans le cas où l’on cherche à définir les
opérateurs de transfert PF S et PSF entre ΩS et ΩF . La démarche est bien évidemment
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identique lorsqu’on introduit le maillage de l’interface ΩI .

Comme ces opérations de transfert peuvent être effectuées plusieurs fois, une pro-
priété intéressante des opérateurs est la conservation de l’énergie, ou plutôt de la dua-
lité au sens du produit scalaire correspondant. C’est cette contrainte de base qui va
servir à les définir. On considère un champ spatial eS(M), défini sur le domaine ΩS .
Sa projection en eF (M), définie sur le domaine ΩF et telle que eF (M) = PF S eS(M), est
définie par l’équivalence des moyennes généralisées des deux champs vis-à-vis d’une
base de fonctions ϕ(i )

F
données (cf. Figure 5.1) :

∀i ,
∫

ΩF

ϕ(i )
F

eF dΩF =

∫

ΩS

ϕ(i )
F

eS dΩS (5.10)

ΩSΩF

eSϕ
F
(i)

Figure 5.1 • Extraction basée sur des moyennes géné-
ralisées

De nombreux choix sont possibles pour la base de projection. Deux possibilités
vont être proposées dans les sections suivantes.

3.1 Cas d’un champ C 0 défini aux nœuds

Si eS et eF sont des champs définis aux nœuds et continus sur les maillages ΩS et
ΩF , on peut imaginer prendre comme base celle des fonctions poids introduites dans
les techniques d’approximation diffuse [Vil02], celle des fonctions de base éléments
finis, etc.

On se place dans ce deuxième cas (cf. Figure 5.2) et on désigne par NS et NF les
vecteurs lignes contenant les fonctions de base éléments finis de ΩS et ΩF . On désigne
en outre par ES et EF les vecteurs colonnes contenant les valeurs nodales des champs
eS et eF , de telle sorte que eS(M) = NS(M)ES et eF (M) = NF (M)EF . Les champs eS et
eF ont donc la même régularité que les fonctions de base. On cherche l’opérateur de
transfert PF S qui permet de passer des valeurs nodales ES sur ΩS aux valeurs nodales
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EF sur ΩF . La définition (5.10) s’écrit :
∫

ΩF

NT
F NF dΩF EF =

∫

ΩS

NT
F NS dΩSES ⇐⇒ MF F EF = MF SES

où MF F est l’analogue d’une matrice de masse, produit croisé des fonctions de base
de ΩF , et MF S est le produit croisé des fonctions de base de chaque maillage. Cette
seconde matrice peut être calculée efficacement en utilisant la technique décrite dans
[Hei03].

ΩSΩF

eSϕ
F
(i)

Figure 5.2 • Fonctions test continues

Dans ce cas, EF = PF S ES avec PF S = M−1
F F MF S et on reconnaît la méthode de pro-

jection de mortar [Ber90, Ber94]. L’inconvénient principal de cette technique est le
coûteux recours à M−1

F F , qui est une matrice globale sur l’ensemble du maillage ΩF .
En revanche, parmi les intéressantes propriétés de la méthode de mortar, on compte
la vérification du patch-test [Zie97] qui consiste à pouvoir transférer exactement un
champ représentable sur les deux maillages (d’où l’appellation « projection »). En effet,
si e est un champ représentable sur ΩS et ΩF , il peut s’écrire e = NSES = NF EF , et on
transfère ES sur ΩF par :

PF S ES = M−1
F F MF S ES = M−1

F F

∫

ΩS

NT
F NSES dΩS = M−1

F F

∫

ΩF

NT
F NF EF dΩF = M−1

F F MF F EF = EF

L’opérateur de transfert de ΩF vers ΩS , qui transfère fF , un champ dual de eF , en
fS par ES = PSF EF , est construit par dualité en écrivant la conservation du produit sca-
laire : ∫

ΩF

eF fF dΩF =

∫

ΩS

eS fS dΩS

pour tout champ eS transféré en eF par EF = PF S ES . On montre aisément que PSF =

M−1
SS

PT
F S

MF F .

L’objectif est maintenant d’étendre cette approche à des champs définis, non plus
aux nœuds, mais aux points d’intégration des éléments, et qui ne sont pas forcément
C 0. C’est le cas pour les champs intervenant dans la vérification des propriétés de l’in-
terface entre physiques : le taux de déformation volumique êS et la pression intersti-
tielle p̂F .
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3.2 Cas d’un champ défini aux points d’intégration

On suppose maintenant que eS est un champ connu aux points d’intégration du
maillage ΩS et on veut définir sa projection eF = PF S eS sur ΩF , connue elle aussi aux
points d’intégration. On introduit ÑS (resp. ÑF ), la base composée des restrictions à
chaque élément des fonctions de base éléments finis NS (resp. NF ). Cette base forme
bien entendu une partition de l’unité [Moë99]. La procédure pour construirePF S est la
suivante :

– la première étape consiste à rendre le champ eS interpolable. Pour cela, on choi-
sit de le représenter indépendamment sur chaque élément Ωe de ΩS , en utilisant
les éléments Ñ e

S
de la base ÑS . Les valeurs E e

S
de ES sont définies en chacun des

nœuds de l’élément Ωe (cf. Figure 5.3). Cette phase d’extrapolation de eS à ES

peut être effectuée élément par élément en résolvant le problème de minimisa-
tion :

∀Ωe ∈ΩS , E e
S = argmin

E e
S

∫

Ωe

(Ñ e
S E e

S − eS)2dΩe

ΩS

ES

Ωe

eS

points dʼintégration

e

Figure 5.3 • Extrapolation

Le champ obtenu grâce à cette extrapolation appartient à l’espace généré par les
fonctions ÑS et est donc a priori discontinu entre les éléments.

– la deuxième étape consiste à calculer le champ EF , la projection de ES sur ΩF . La
démarche est identique à celle présentée pour un champ interpolable, mais en
utilisant à nouveau la base des fonctions discontinues ÑS (cf. Figure 5.4). Avec
des notations évidentes, on a alors : EF = PF SES avec PF S = M̃

−1
F F M̃F S .

– la troisième étape consiste à interpoler EF aux points d’intégration de ΩF afin de
définir eF : (eF ) j = ÑF ( j )EF , où j est un point d’intégration de l’élément courant
de ΩF .

La procédure complète permet de définir eF =PF S eS .
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ΩS

eS

ΩF

ϕ
F
(i)~

Figure 5.4 • Fonctions test discontinues

Remarque • Contrairement aux méthodes de mortar traditionnelles [Ber94], les
matrices M̃F F et M̃F S sont définies au niveau des éléments. Dans la pratique, elles ne
couplent que les éléments de ΩS et de ΩF qui ont une intersection et il n’est pas néces-
saire de les assembler sur les maillages complets. L’opération de transfert de ES en EF

n’est donc pas une opération très coûteuse.

Les principales propriétés de cette opération de transfert d’information sont que :

– la projection réciproque PSF , de ΩF vers ΩS , est définie par dualité en écrivant
la conservation du produit scalaire correspondant. Dans le problème qui nous
intéresse, cette conservation peut s’écrire, entre les quantités duales (e, p), pour
tout champ eS transféré en eF =PF S eS et tout champ pF transféré en pS =PSF pF :

∫

ΩF

eF pF dΩF =

∫

ΩS

eS pS dΩS (5.11)

ce qui permet d’exprimer PSF comme l’opérateur transposé de PF S au sens la
forme symétrique (5.11).

– la formulation est symétrique, i.e. on obtient des expressions identiques si l’on
commence par définir PSF , à l’aide des matrices M̃SS et M̃SF , puis qu’on calcule
la réciproque PF S .

– les deux projecteurs, PF S et PSF , vérifient le patch-test consistant à transmettre
sans erreur un champ représentable sur les deux maillages.

Dans tous les calculs précédents, les matrices de masse élémentaires M̃SS et M̃F F

sont supposées inversibles, ce qui est le cas si l’on ne fait pas de sous-intégration. Dans
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le cas qui nous intéresse, la pression interstitielle p̂F et le taux de déformation volu-
mique êS sont définis et projetés aux 3 points de Gauss des éléments. Ce choix est adé-
quat pour la partie fluide puisque les éléments utilisés sont des triangles à 3 nœuds
et M̃F F est inversible. Pour ce qui est de la partie solide, on utilise des triangles à 6
nœuds pour le déplacements. Le taux de déformation peut donc être représenté par
des polynômes du premier ordre, i.e. sur des triangles à 3 nœuds, construits à partir
des triangles à 6 nœuds en n’en conservant que les sommets. La matrice M̃SS est alors
elle aussi inversible.

Les autres opérateurs de transfert, PSI , PIS , PF I et PIF , peuvent être construits de
la même manière. Les opérateurs qui doivent opérer sur des tenseurs ou des vecteurs
(comme Pσ

SI
, Pz

F I
, ...), sont simplement construits composantes par composante. Les

énergies correspondantes sont conservées.

4 Résultats

4.1 Consolidation d’un sol

On reprend le problème de consolidation de la section 4.1 du chapitre 2, dont la
géométrie est rappelée sur la Figure 5.5. Le matériau, les conditions aux limites, le
chargement, ainsi que les directions de recherche sont identiques à ceux qui avaient
été utilisés dans cette section.

Fd  = 0

p( t  = 0) = p

wd = 0

pd

Fd

Fd

t
0 T

p1

t1

pd

t
0 T

p0

0

Figure 5.5 • Consolidation d’un sol

La Figure 5.6 représente les maillages ΩS et ΩF qui vont être utilisés pour la par-
tie solide et pour la partie fluide. La Figure 5.7, pour sa part, permet de comparer
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l’évolution de la pression maximale au cours du temps, qui est obtenue en utilisant
un maillage unique ou les deux maillages différents. Dans le second cas, l’évolution est
celle de la pression représentée sur le maillage fluide. Il est clair que l’utilisation des
deux maillages ne modifie que très peu les résultats mais permet d’accroître la modu-
larité de la stratégie.

Figure 5.6 • Maillages solide ΩS et fluide ΩF

Temps (s)

Pression interstitielle maximale (GPa)

0 5 10 15 20 25 30 35 40
0,30

0,40

0,50

0,60

0,70

0,80

0,90

1,00

un seul maillage

2 maillages

Figure 5.7 • Évolution de la pression interstitielle
maximale

On se propose maintenant d’étudier l’influence de l’introduction d’un troisième
maillage, celui de l’interface entre les physiques. La Figure 5.8 représente à nouveau
les maillages solide et fluide ainsi que deux propositions de maillage ΩI pour l’inter-
face, construits a priori. La Figure 5.9 permet de comparer l’évolution de la pression
maximale au cours du temps, obtenue en utilisant un maillage unique ou les trois
maillages. Dans le second cas, l’évolution est celle de la pression représentée sur le
maillage fluide. Il semble que l’utilisation du maillage d’interface modifie peu les ré-
sultats, même lorsque celui-ci est grossier. L’utilisation d’un maillage « pauvre » de l’in-
terface est à rapprocher des travaux menés sur la discrétisation des interefforts dans
[Lad01a, Lad02b].

Lorsqu’on utilise cette technique, il faut noter qu’on dispose de plusieurs valeurs
de chacun des champs. Par exemple, pour la pression, on compte : pF en sortie d’étape
linéaire, donc sur ΩF ; p̂I en sortie d’étape locale, donc sur ΩI ; p̂F après transfert de



114 Les aspects multiéchelles en espace

Figure 5.8 • Maillage solide ΩS , maillages fin et gros-
sier de l’interface ΩI et maillage fluide ΩF
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Figure 5.9 • Évolution de la pression interstitielle
maximale

p̂I sur ΩF . La Figure 5.10 permet de comparer l’évolution de ces différentes pressions
dans le cas où la discrétisation de l’interface la plus grossière a été utilisée. Ces pres-
sions présentent évidemment quelques différences.

4.2 Filtre poreux

On considère à nouveau le filtre poreux qui a été présenté dans la section 3 du cha-
pitre 3 et dont la géométrie est rappelée sur la Figure 5.11. Le matériau, les conditions
aux limites, le chargement, ainsi que les directions de recherche sont identiques à ceux
qui avaient été utilisés dans cette section.
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Figure 5.10 • Évolution de la pression interstitielle
maximale
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Figure 5.11 • Géométrie du filtre

La Figure 5.12 représente la répartition de la déformation principale et de la pres-
sion dans le domaine à l’instant t2. Comme on l’avait déjà remarqué, les déforma-
tions sont concentrées entre les trous et comptent des gradients bien plus important
que la pression. Les fortes variations de pression sont, pour leur part, plutôt situées
dans la partie supérieure droite du quart de filtre. Ce constat motive le fait d’utiliser
des maillages différents pour les deux physiques. La Figure 5.13 représente ainsi deux
maillages qui sont en accord avec les répartitions que nous venons de décrire.

La Figure 5.14 regroupe l’évolution des erreurs et des indicateurs d’erreur pour
la LATIN 0P3 et avec les approximations ½P3 et P3. Les solutions sont comparées à
la référence sex générée par l’approche monolithique multiéchelle en espace décrite
dans la section 2.2.2 de ce chapitre. On constate que la prise en compte des différents
maillages ne modifient pas le taux de convergence de la stratégie et que l’indicateur est
toujours aussi représentatif de l’erreur.

Remarque • Comme tous les champs solides (resp. fluides) sont représentés sur
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Figure 5.12 • Répartition de la déformation et de la
pression à t2

Figure 5.13 • Maillages solide ΩS et fluide ΩF

le même maillage ΩS (resp. ΩF ), que ce soit en sortie d’étape locale, linéaire ou de la
méthode monolithique, le calcul de l’erreur et de l’indicateur ne pose pas de problème
particulier et tous tendent vers une valeur nulle.

On se propose à nouveau d’étudier l’influence de l’introduction d’un troisième
maillage, pour l’interface entre les physiques. La Figure 5.15 représente les maillages
solide et fluide ainsi qu’un maillage d’interface, construit a priori.

La Figure 5.16 permet de comparer les répartitions de pression interstitielle à l’ins-
tant T , obtenues en utilisant un seul maillage, des maillages solide et fluide, des mailla-
ges solide, fluide et d’interface. Il est clair que résultats obtenus sont très proches, ce
qui valide la technique proposée.

La Figure 5.17 regroupe cette fois-ci l’évolution des indicateurs d’erreur pour la
LATIN 0P3 et avec les approximations ½P3 et P3. Comme une solution de référence
prenant en compte l’utilisation d’un maillage de l’interface n’a pas été générée, on ne
peut étudier que l’indicateur, qui mesure la « distance » entre une solution en sortie
d’étape linéaire (exprimée sur ΩS pour les quantités solides et ΩF pour les quantités
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Figure 5.15 • Maillages solide ΩS , interface ΩI et fluide
ΩF

fluides) et une solution en sortie d’étape locale (exprimée sur ΩI ). Les maillages étant
tous différents, il est normal de constater une stagnation de l’indicateur puisque les
champs discrétisés sont de toute manière différents à convergence. Un tel indicateur
n’est donc pas forcément pertinent pour mesurer la convergence de la méthode mais
donne en revanche une information sur l’erreur en discrétisation. Les mêmes calculs
sont donc menés en utilisant de nouveaux maillages, plus fins, représentés sur la Fi-
gure 5.18. Le niveau atteint par les indicateurs d’erreurs est alors plus bas, comme on
peut le constater sur la Figure 5.19.
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Figure 5.16 • Comparaison des répartitions de pres-
sion obtenues avec les différentes approches
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Figure 5.17 • Évolution des erreurs vs. itérations

5 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons proposé une modification de l’interface entre phy-
siques afin de permettre l’utilisation de maillages spatiaux différents pour chacune des
physiques. Cette technique est particulièrement intéressante dans le cas du couplage
de codes lorsque chacun des programmes est capable de générer son propre maillage
automatiquement. Comme dans le cas des aspects multiéchelles en temps, nous avons
introduit la possibilité d’utiliser un maillage de l’interface, sur lequel les relations de
comportement doivent être vérifiées.
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Figure 5.18 • Maillages solide ΩS , interface ΩI et fluide
ΩF
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Figure 5.19 • Évolution des erreurs vs. itérations

Cette nouvelle approche permet d’augmenter la modularité de la stratégie LATIN
en rendant indépendant les choix des discrétisations de chacune des physiques. La
mise en place d’une méthode de construction automatique du maillage de l’interface
reste un point important mais n’a cependant pas été abordée pour l’instant.
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CHAPITRE

6 Prise en compte des non
linéarités

DANS CE CHAPITRE , on montre comment le concept d’interface entre physiques per-
met de prendre en compte les aspects non linéaires qui peuvent apparaître dans

le comportement du matériau constitutif de la structure. On s’intéresse en particulier
aux cas d’une perméabilité et d’une rigidité non constantes. On étudie en outre l’in-
fluence du « degré » de non linéarités sur le taux de convergence de la stratégie LATIN.
Ces travaux ont été présentés dans [Nér04].

1 Perméabilité et rigidité non constantes

Il semble qu’une majorité des problèmes de consolidation traités dans la littérature
se limitent à un comportement linéaire du milieu poreux. En réalité, dans la plupart
des situations rencontrées en géomécanique, le comportement du sol peut devenir for-
tement non linéaire [Kon63, Lew98, Dor02, Mer02]. Nous allons nous intéresser ici à la
prise en compte des non linéarités dans la stratégie LATIN. Pour montrer la faisabilité
de la méthode, nous ne considérerons dans un premier temps que des non linéarités
simples, comme le comportement élastique non linéaire du squelette et la perméabi-
lité non constante du milieu. La prise en compte de non linéarités plus fortes, comme
la plasticité, ou avec la présence de variables internes, nécessiterait certainement un
traitement particulier.

1.1 Perméabilité

Tout au long de ce travail, nous avons considéré la loi de Darcy sous la forme :

W =
K

µw
Z
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où K était la perméabilité du matériau supposée constante et µw la viscosité dyna-
mique du fluide saturant. D’après [Lew98, Mer02], cette loi peut en fait être écrite plus
précisement :

W =
kr k

µw
Z

où kr est la perméabilité relative, fonction du degré de saturation (égale à 1 dans le cas
de la saturation totale) et k la perméabilité intrinsèque du matériau (supposé isotrope).
Expérimentalement, on constate que la perméabilité intrinsèque n’est pas constante
mais dépend de l’indice des vides e défini par :

e =
Vv

Vs

où Vv est le volume des vides (entièrement remplis dans le cas de la saturation totale) et
Vs le volume du squelette dans un volume élémentaire représentatif du milieu. L’indice
e peut être exprimé en fonction de la porosité n du matériau :

n =
Vv

Vs +Vv

par la relation :

e =
n

1−n

[Mer02] propose de relier la perméabilité intrinsèque k à l’indice des vides e par
une loi du type :

k = k0
e

e0

où une première approximation de l’évolution de e en fonction des déformations "

peut être construite dans le cas unidimensionnel en supposant le squelette indéfor-
mable :

e ≃ e0 + (1+ e0)Tr"

Nous allons utiliser ici une modification de cette loi en supposant que la perméa-
bilité intrinsèque est reliée à la déformation par :

k = k0
n0

1+n0

(

1+
1

n0

〈
Tr"−Tr"0

−Tr"0

〉α

+

)

(6.1)

où 〈·〉+ désigne la partie positive, k0 et n0 la perméabilité et la porosité du milieu non
déformé, "0 la déformation au dessous de laquelle la perméabilité ne peut plus di-
minuer (typiquement Tr"0 = −n0) et α un paramètre dépendant du matériau (cf. Fi-
gure 6.1). Dans le cas de la saturation totale, la loi de Darcy s’écrit donc sous la forme :

W = H(")Z

où H(") = k(")
µw

I et le problème que l’on cherche à résoudre est non linéaire.
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Figure 6.1 • Évolution de la perméabilité intrinsèque
avec la déformation volumique

1.2 Rigidité

De la même manière, nous avons jusqu’à présent considéré la loi de Hooke :

ff = D"−bpI

où D était le tenseur de Hooke, supposé constant, et b le coefficient de Biot. [Lew98]
propose de réécrite cette loi sous la forme plus précise suivante :

ff = D(")"−bpI

où le tenseur de Hooke est maintenant une fonction des déformations ". [Kon63] pro-
pose une approximation de la courbe contraintes-déformations pour le sable et les
argiles :

σ1 −σ3 =
−ε1

A+B(−ε1)
(6.2)

qui relie la différence entre σ1, la plus grande des contraintes principales, et σ3, la plus
petite, à ε1, la plus grande des déformations principales (cf. Figure 6.2). Les paramètres
A et B sont des constantes matériaux qui peuvent être déterminées à partir d’essais
triaxiaux conventionnels (confinement sous σ2 = σ3 constantes). Comme le modèle
de Kondner n’est valable que dans le cas unidimensionnel, les tests numériques qui
suivront se placeront dans ce cas de figure. Pour une extension tridimensionnelle du
modèle, on pourra se référer à [Dor02].

2 Méthode LATIN pour le non linéaire

2.1 Étape locale à l’itération n +1/2

A priori, la prise en compte des aspects non linéaires précédents ne se traduit que
par une modification des relations de comportement du matériau et donc des proprié-
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−ε1

σ1 −σ3

1

B

Figure 6.2 • Évolution de la rigidité avec la déforma-
tion

tés de l’interface entre physique.

L’étape locale n+1/2 (2.2) est légèrement modifiée afin de faire apparaître les opé-
rateurs matériaux qui dépendent des déformations :

Lˆ̇"n+1/2 +D("̂n+1/2)"̂n+1/2 −bp̂n+1/2I = An

1

Q
ˆ̇pn+1/2 + r p̂n+1/2 +b Tr ˆ̇"n+1/2 =αn

(M+H("̂n+1/2))Ẑ n+1/2 =β
n

(6.3)

qui peut s’écrire sous la forme d’un système différentiel non linéaire du type :

AẊ +B(X )X =C

résolu classiquement en utilisant un algorithme de type Newton [Kel03] portant sur un
petit nombre d’inconnues (du fait de la localité en espace).

Remarque sur l’étape linéaire • L’étape linéaire n+1 reste, pour sa part, inchangée.
Elle consiste toujours à résoudre deux problèmes globaux découplés. Le problème so-
lide (2.5) consiste à trouver "̇n+1 = "(U̇ n+1) avec U n+1∈U

[0,T ] vérifiant à chaque instant
t de [0,T ] :

∀U⋆
∈U0,

∫

Ω

Tr["(U̇ n+1)L"(U⋆)]dΩ=

∫

Ω

Tr[Ân+1/2"(U⋆)]dΩ+

∫

∂2Ω

F d ·U⋆dS (6.4)

et le problème fluide (2.6) à trouver pn+1 dans P
[0,T ] vérifiant à chaque instant t de

[0,T ] :

∀p⋆
∈P0,

∫

Ω

grad pn+1 ·Mgrad p⋆dΩ+

∫

Ω

pn+1r p⋆dΩ

=

∫

Ω

α̂n+1/2p⋆dΩ+

∫

Ω

β̂
n+1/2

·grad p⋆dΩ+

∫

∂4Ω

wd p⋆dS (6.5)
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2.2 Premiers résultats

Le cas test considéré est le problème de consolidation d’un sol, soumis à un char-
gement imposé en effort et traité en unidimensionnel, qui a été décrit dans la section
2.4 du chapitre 3. Le sol est toujours constitué de Grès de Béréa saturé mais on prend
cette fois en compte les non linéarités (cf. Tableau 6.1).

Porosité initiale n0 = 0,19 Module d’Young E = 14,4 GPa
Coef. de Poisson ν= 0,2 Module de Biot Q = 13,5 GPa

Coef. de Biot b = 0,78 Perméabilité initiale H0 =
k0
µw

= 2 10−10 m3.s.kg−1

Tableau 6.1 • Caractéristiques du grès de Béréa saturé
non déformé

Deux types de simulations sont effectuées afin d’illustrer le comportement de la
stratégie LATIN dans le cas non linéaire. Dans ces deux simulations, ni les techniques
d’approximation radiales, ni celles permettant de prendre en compte les aspects mul-
tiéchelles ne sont mises en place. Le premier test a pour but d’évaluer l’influence de
perméabilité variable (6.1). Le coefficient α est fixé égal à 3, tandis la porosité initiale
n0 = −Tr"0 n’est plus celle du Grès de Béréa, mais varie de 0,01 à 0,9 (le cas linéaire
est obtenu en faisant tendre n0 vers +∞). Le second test a pour objectif d’évaluer l’in-
fluence de la rigidité variable (6.2). Les coefficients A et σ3 sont fixés égaux à 1

E0
et 0,

tandis que B varie de 0 (qui correspond au cas linéaire) à 1 GPa−1.

Dans un premier temps, les paramètres des directions de recherche sont les mêmes
que dans la section 2.4 du chapitre 3 : tm = 9 10−3 tc et th = 80 10−4 tc , avec tc = 9,3 s. On
s’intéresse à l’évolution de l’indicateur d’erreur e au cours des itérations de la LATIN.
Les Figure 6.3 et Figure 6.4 correspondent respectivement au premier et au second
test. Il apparaît clairement que le taux de convergence dépend fortement du « degré »
de non linéarité du problème.

Pour diminuer cette influence, l’idée est maintenant d’utiliser des directions de re-
cherche qui ne sont plus constantes mais peuvent varier et sont mises à jour au cours
des itérations.
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3 Mise à jour des directions de recherche

3.1 Choix des directions de recherche

Comme elles peuvent maintenant varier au cours des itérations, nous allons no-
ter les directions de recherche (Ln+1/2, rn+1/2,Mn+1/2) de telle sorte que la direction E−

(2.4) à l’étape linéaire n +1 s’écrive :

(ffn+1 − ff̂n+1/2)−Ln+1/2("̇n+1 − ˆ̇"n+1/2) = 0

(qn+1 − q̂n+1/2)− rn+1/2(pn+1 − p̂n+1/2) = 0

(W n+1 −Ŵ n+1/2)−Mn+1/2(Z n+1 − Ẑ n+1/2) = 0

et la direction conjuguée E+ (2.1) à l’étape locale n+3/2 :

(ff̂n+3/2 −ffn+1)+Ln+1/2(ˆ̇"n+3/2 − "̇n+1) = 0

(q̂n+3/2 −qn+1)+ rn+1/2(p̂n+3/2 −pn+1) = 0

(Ŵ n+3/2 −W n+1)+Mn+1/2(Ẑ n+3/2 −Z n+1) = 0

Un grand nombre de choix, qui permettent tous d’assurer la convergence de la mé-
thode LATIN, sont possibles pour (Ln+1/2, rn+1/2,Mn+1/2) (cf. [Lad99a]). Le plus simple,
qui a été utilisé depuis le début de ce travail et en particulier dans la section précé-
dente, est évidemment de prendre :

∀n, Ln+1/2 = tmD("̂=O), rn+1/2 =
1

thQ
et Mn+1/2 = H("̂=O)

qui correspond à des directions constantes du même type que (2.11). L’avantage ma-
jeur est que les opérateurs ne sont alors construits qu’une seule fois, mais on vient de
voir que le taux de convergence de la méthode dépendait alors fortement de la non
linéarité.

Il a été montré dans [Lad99a] que la convergence de la stratégie LATIN est optimale
lorsque E− est la direction tangente de l’espace Γ, ce qui revient à chercher ∆s = sn+1−

ŝn+1/2 tel que :

∆ff−D("̂n+1/2)∆"−

(
δD

δ"̂

("̂n+1/2) : ∆"

)

"̂n+1/2 +b∆pI = 0

∆q −
1

Q
∆ṗ −Tr∆"̇= 0

∆W −H("̂n+1/2)∆Z −

(
δH

δ"̂

("̂n+1/2) : ∆"

)

Ẑ = 0
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ce qui aurait malheureusement pour effet de recoupler les deux physiques à l’étape
linéaire. Pour s’en affranchir, on peut se contenter d’une approximation de cette direc-
tion tangente en prenant seulement :

(ffn+1 − ff̂n+1/2)− tmD("̂n+1/2)("̇n+1 − ˆ̇"n+1/2) = 0

(qn+1 − q̂n+1/2)−
1

thQ
(pn+1 − p̂n+1/2) = 0

(W n+1 −Ŵ n+1/2)−H("̂n+1/2)(Z n+1 − Ẑ n+1/2) = 0

ce qui revient à choisir :

Ln+1/2 = tmD("̂n+1/2), rn+1/2 =
1

thQ
et Mn+1/2 = H("̂n+1/2)

où tm et th sont les paramètres de la méthode. Ce choix nécessite la construction des
opérateurs à chaque itération et à chaque (M, t ). Dans ce cas, l’étape linéaire devient
plus complexe car les opérateurs qui interviennent dépendent du temps. Une nouvelle
approximation consiste alors à définir une moyenne en temps des opérateurs :

Ln+1/2(M) =
1

T

∫

[0,T ]
tmD("̂n+1/2(M, t ))dt

rn+1/2(M) =
1

thQ

Mn+1/2(M) =
1

T

∫

[0,T ]
H("̂n+1/2(M , t ))dt

(6.6)

Une autre possibilité aurait été de définir des opérateurs constants pas morceaux
sur l’intervalle de temps.

3.2 Résultats

On reprend les cas tests précédents en utilisant les directions de recherche du type
(6.6), mises à jour à chaque itération. Les Figure 6.5 et Figure 6.6 correspondent res-
pectivement au premier et au second test. Le taux de convergence de la méthode est
maintenant quasi-indépendant de la non linéarité. Notons par ailleurs que les non li-
néarités n’augmentent pas le nombre d’itérations nécessaires pour atteindre un niveau
donné d’erreur.

Malheureusement, même si le nombre d’itérations est moins élevé que dans le cas
des directions de recherche constantes, la stratégie peut devenir très coûteuse car elle
nécessite la factorisation à chaque itération des opérateurs liés à ces directions. Ce-
pendant, des tests ont montré que des résultats quasi-identiques peuvent être obte-
nus lorsqu’on ne met à jour les directions que durant les premières itérations (géné-
ralement 4 ou 5), ce qui réduit le coût de calcul de manière significative, et permet de
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Figure 6.5 • Influence de la perméabilité non
constante lorsqu’on utilise des directions de recherche
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Figure 6.6 • Influence de la rigidité non constante lors-
qu’on utilise des directions de recherche mises à jour

préserver la compétitivité de la méthode LATIN. Notons qu’il serait certainement in-
téressant de mettre en place une critère de « stagnation » des directions de recherche
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afin de stopper automatiquement leur mise à jour au bout de quelques itérations.

4 Conclusions

Dans ce chapitre, nous venons de montrer comment il était possible de prendre
en compte les aspects non linéaires qui peuvent apparaître dans le comportement du
matériau. La technique proposée consiste une nouvelle fois à modifier le traitement de
l’interface entre les deux physiques.

On a pu constater que le taux de convergence de la méthode était très dépendant
du « degré » de non linéarité du problème si l’on utilisait des directions de recherche
constantes, comme c’était le cas depuis le début de ce document. En revanche, la mise
à jour des directions au cours des premières itérations (jusqu’à obtenir des sortes de
directions « optimales ») permet de rendre le taux de convergence, et le coût de la stra-
tégie, quasi-indépendants de la non linéarité. Il serait par ailleurs intéressant de mettre
en place un indicateur de « stagnation » des directions de recherche afin de stopper au-
tomatiquement leur mise à jour.



Conclusion et
perspectives

DANS CE TRAVAIL , une nouvelle stratégie de calcul a été proposée pour l’analyse des
problèmes multiphysiques. Cette stratégie, dont les idées s’inscrivent dans un

cadre général, a été développée dans le cas de la simulation d’une structure constituée
d’un matériau poreux. L’objectif était d’illustrer le fonctionnement et la faisabilité de
la méthode dans une situation de couplage fort entre fluide et structure. Ce type de si-
tuation conduit le plus souvent à des coûts de simulation prohibitifs et nécessite donc
un intérêt tout particulier.

Le point clé de cette nouvelle approche a été l’introduction du concept d’interface
entre physiques, qui permet de prendre en compte de manière naturelle un certain
nombre d’aspects inhérents aux problèmes multiphysiques. La Figure 6.7 rappelle le
schéma de principe de la méthode LATIN, qui est le « moteur » de cette stratégie, et
résume les techniques mises en place tout au long de ce travail.

Partie fluide
Interface entre

physiques

Non linéarités

Partie solide

& Approximation
radiale

Approximation
radiale

& &

Ad

E+E−

sn

^sn+1/2

sn+1

Γ

sex

Figure 6.7 • Résumé de la stratégie

La technique d’approximation des champs admissibles sous forme de charge-
ments radiaux • Cette approximation a permis de réduire de manière significative le
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coût de calcul par rapport à l’approche monolithique et à la procédure ISPP (une tech-
nique standard de partitionnement) auxquelles la méthode a été comparée. Cette tech-
nique permet, en outre, d’accroître la modularité de la stratégie en réduisant le volume
d’informations à stocker et à échanger entre les physiques dans le cas du couplage de
codes.

La prise en compte des aspects multiéchelles en temps et en espace • Une modi-
fication de l’interface entre physiques a été proposée, afin de prendre en compte les
échelles de temps et d’espace très différentes qui peuvent apparaître lors de la simu-
lation d’un problème multiphysique. Dans le cas général, cette technique consiste à
« matérialiser » l’interface, en la dotant de son propre maillage et de sa propre discré-
tisation en temps. Du point de vue temporel, on a pu constater qu’une discrétisation
plus fine des quantités fluides était nécessaire, si l’on voulait obtenir une sorte d’« iso-
qualité » fluide/solide de la solution. L’opportunité d’utiliser des champs discontinus
en temps a aussi été envisagée afin d’augmenter la souplesse de la stratégie. Les pre-
miers résultats montrent qu’un tel choix n’affecte pas la convergence de la méthode.
Du point de vue spatial, on a pu montrer la faisabilité d’une technique rendant possible
l’utilisation de maillages spatiaux différents pour chacune des physiques (éventuelle-
ment générés par une procédure automatique), ce qui augmente encore la modularité
de la stratégie.

La prise en compte des non linéarités du problème •À nouveau, une modification
de l’interface entre physiques a permis de prendre en compte un certain nombre de
non linéarités dans le comportement du matériau. Un choix adapté des directions de
recherche, suivi d’une mise à jour de celles-ci, conduit à un taux de convergence et un
coût de la stratégie quasi-indépendants du « degré » de non linéarité.

Un certain nombre de points techniques, qui n’ont pas été abordés dans ce travail,
restent néanmoins à développer : la mise en place d’une méthode de construction
du maillage et de la discrétisation en temps de l’interface ; le choix automatique des
discrétisations de chacune des physiques, qui devrait permettre d’optimiser les per-
formances de la stratégie ; la prise en compte de non linéarités plus sévères (comme
la plasticité...) et la proposition d’un indicateur de « stagnation » des directions de re-
cherche, afin de stopper automatiquement leur mise à jour ; la mise en place de la tech-
nique d’homogénéisation en temps et en espace [Lad02a, Lad03] afin d’optimiser les
performances lors du traitement indépendant de chacune des physiques ; la validation
de l’approche sur des problèmes à plus grand nombre de champs (e.g. thermo-poro-
élasticité) ; ainsi que l’exploitation, sur des calculateurs à architecture parallèle, du ca-
ractère hautement parallélisable de la stratégie, afin de traiter des problèmes jusqu’à
présent hors de portée. Enfin, cette stratégie, présentée ici sur un problème modèle,
pourrait être étendue à d’autres types de problèmes multiphysiques, tels que le cou-
plage oxydation-endommagement dans les composites.
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