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Introduction

B. Mandelbrot fut le premier a s’intéresser aux processus en % Il s’agit de processus
stationnaires (ou a accroissements stationnaires) dont la puissance spectrale vaut th pour
un certain exposant v > 0. Cette définition pose immédiatement le probleme de (Jéﬁnir la

puissance spectrale d'un processus a accroissements stationnaires. Nous y reviendrons.

Depuis le travail fondateur de B. Mandelbrot, ces processus ont pris une importance
croissante et interviennent dans les domaines les plus variés de la science et de la techno-
logie. Citons, en vrac, I’étude de la turbulence développée (ce fut 'une des motivations de
B. Mandelbrot), les calculs que nécessitent la QFT (Quantum Field Theory), les signaux
de télétrafic informatique, etc.. Nous nous limiterons dans cette these au cas gaussien.

Alors les processus en % sont autosimilaires en loi. C’est a dire que 'on a

XAz, w) ~ XX (z,w), V>0,

ol v = n + 2« et ou n est la dimension. Voici quelques exemples. Pour le bruit blanc
n-dimensionnel, @ = —% et v = 0. Pour le mouvement brownien usuel (en dimension
1), on a @ = 1 et ¥ = 2. En dimension 1, le mouvement brownien fractionnaire By (t)
peut étre défini comme la primitive du bruit brownien fractionnaire Wy (t). Ce dernier est
obtenu a partir du bruit blanc en lui appliquant un opérateur d’intégrale (ou de dérivation)

fractionnaire.

En dimension supérieure a 1, on ne peut plus procéder ainsi et il convient de définir di-
rectement les processus gaussiens en % Notre travail a été motivé par I’étude du processus
de Mumford. Il s’agit, en dimension 2, d’'un processus gaussien dont la puissance spec-
trale vaut ;£z. On aura donc X (Ax,w) ~ X(z,w) et cette forme particuliere d’'invariance
d’échelle est le but poursuivi par D. Mumford. En fait les conditions imposées sur le pro-
cessus de Mumford sont contradictoires. C’est le point de départ de notre travail. En fait
le processus de Mumford n’est pas un processus stationnaire, ¢’est un processus a accrois-
sements stationnaires (théoreme 2.11 du chapitre 2). En outre le processus de Mumford
n’est pas une fonction aléatoire, ¢’est une distribution aléatoire (théoreme 2.4 du chapitre
2). Enfin la divergence infra-rouge du processus de Mumford ne peut étre corrigée a I’aide
d’une renormalisation additive conservant l'invariance d’échelle. En d’autres termes, pour
définir le processus de Mumford comme une distribution aléatoire, il est nécessaire d’in-
troduire une échelle de coupure (ou, ce qui revient ici au méme, une fréquence de coupure)
et de traiter différemment les hautes fréquences (c-a-d les petites échelles) et les basses
fréquences (c-a-d les grandes échelles). Nous analyserons ce phénomene surprenant avec le
plus grand soin. Nous nous proposons de “confiner la brisure d’invariance d’échelle”. Cela
signifie que nous décomposerons le processus de Mumford (qui n’est pas encore défini)
en une composante radiale Xo(x,w) et une composante orthogonale aux fonctions ra-
diales X;(z,w). Cette seconde composante ne nécessite aucune renormalisation, possede
la propriété d’invariance d’échelle et est donc une distribution aléatoire. La premiere com-
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posante ressemble beaucoup au mouvement brownien (ce point sera précisé au chapitre 5).
En tout état de cause, Xo(x,w) est une fonction réguliere en dehors de I'origine (théoreme
3.12 du chapitre 3). Bien entendu Xy(z,w) nécessite une renormalisation additive, mais
nous nous sommes ici en terrain familier puisque 'expérience acquise sur le mouvement
brownien fractionnaire guidera nos pas. Mais il y a une grande différence. En imposant
au mouvement brownien fractionnaire By (t) la seule condition By (0) = 0, on élimine la
divergence infra-rouge et I’on conserve I'invariance d’échelle. Il n’en est rien pour Xo(x,w)
a cause de la singularité logarithmique en 0 (théoreme 4.1 du chapitre 4). On ne pouvra
donc regler la divergence infra-rouge et préserver l'autosimilarité de Xo(x,w).

La suite logique de ce travail serait I’élaboration d’algorithmes de performants pour
simuler le processus de Mumford. A. Majda et F. Eliott ont réussi a le faire pour le pro-
cessus gaussien simulant un champ de vitesse a divergence nulle obéissant aux statistiques
proposées par A. Kolmogorov en 1941.



Chapitre 1

Préparation

1.1 Processus gaussiens généralisés

Dans le cas discret, la définition d’un processus stationnaire Xy, (k € Z), ne pose aucune
difficulté et nous renvoyons aux ouvrages [6], [11], ou [21]. Le cas qui nous intéresse est le
cas continu X; (¢ € R). L’exemple qui motive notre étude est celui du bruit blanc dont les
trajectoires sont des distributions tempérées. Ce point de vue (distributions aléatoires) est
rarement évoqué dans les ouvrages de traitement du signal. Nous en venons maintenant
aux définitions d'un processus gaussien généralisé et d’un processus gaussien généralisé
stationnaire (ou a accroissements stationnaires).

e Définition des processus gaussiens généralisés

Considérons l'espace produit = RY dont les éléments sont les suites arbitraires
(wo, w1, -+ ) de nombres réels. Dans 'ensemble des parties de €2, nous considérons les
ensembles élémentaires ou pavés qui sont de la forme Ey X F; X -+ X Exy X RXR X --- ol
N est un entier positif et £; (0 < j < N), des parties boréliennes de R. La tribu 7 que
nous considérons est la plus petite tribu contenant ces pavés. Nous construisons ensuite
la loi de probabilité dP(w) = po ® 1 ® + -+ sur €, ou

1 2
“j(Ej):\/—z_n/E_e zdt

[dP(w)](Bo x Ey % -+ x Ex x RX R x +-) = pio(Eo)pa (B1) - - iy (Ewy).

et

Notons simplement €2 est I'espace de probabilité (£2, 7, P) dans la suite de ce texte.

En gros, un processus gaussien généralisé est une fonction X (z,w) (z € R, w € Q)
telle que, pour presque tout w € €, X (x,w) soit une distribution tempérée sur R" et que,
(X(,w),u) = g(w) soit une v.a. gaussienne centrée quand u appartient a la classe de
Schwartz S(R™).

Commengons par définir un espace de Hilbert gaussien, en distinguant le cas réel
ou le cas complexe. Dans le cas réel, il s’agit d’un sous-espace vectoriel fermé H () C
L?(Q, T, P) dont les éléments sont des v.a. gaussiennes centrées. Dans le cas complexe,
un espace de Hilbert gaussien H(f2) est, par définition, associé a un espace de Hilbert
gaussien réel H(Q) € L*(Q,T,P): g € H(Q) si et seulement si la partie réelle g, et la

partie imaginaire g; de g appartiennent a H(2). Mais il y a un autre point de vue. Nous
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Page 10 CHAPITRE 1. PREPARATION

définirons un espace de Hilbert gaussien complexe H (£2) par les trois conditions suivantes :
H(Q) est un espace vectoriel sur C, c’est un sous-espace fermé de L*(2,7, P) et enfin
tout élément g € H(2) est une v.a. gaussienne isotrope (la densité de répartition de g

=1 . e e
dans le plan complexe est e” 2+ /o pour un certain o > 0). Avec la définition de H(£2),
on peut définir un processus gaussien généralisé.

Définition 1.1. Un processus gaussien généralisé est, par définition, une application
linéaire continue J : S(R™) — H(QY), ot H(QY) est un espace de Hilbert gaussien compleze.

On peut décomposer une telle application J en une combinaison complexe de deux
applications linéaires continues J,, J; : S(R") — H(Q)

J(u) = J.(u) +iJ;(u),

avec

() = %(J@) FIm) et ) = —%(J(u) ).

On définit J, (resp. J;) est la partie réelle (resp. la partie imaginaire) du processus J.
Alors on dit que J est un processus gaussien généralisé réel si J(u) est une v.a. réelle
pour tout u € S(R") & valeur réelle. Ceci équivaut a J;(u) = 0 pour tout u € S(R");
dans l'autre cas (J;(u) # 0 pour au mois une fonction v € S(R™)), on dit que J est
un processus gaussien généralisé complexe; c’est donc une combinaison complexe des
processus gaussiens généralisés réels, car J,. et J; sont réels.

Théoréme 1.2. Si, avec les notations précédentes, J : S(R™) — H(QY) définit un proces-

sus gaussien généralisé. Alors presque surement en w, il existe une distribution tempérée
X(z,w) € S'(R"™), telle que pour tout u € S(R™), on ait (X(-,w),u) = J(u).

Démonstration. Soit {g,(w) : w € Q, m € N} une base o.n. de H(£2). On a donc, pour
tout u € S(R™)

J() =Y Sy ) g (w),

meN

ou S, : S(R™) — C sont les applications linéaires. La continuité de J implique I’existence
d’un entier positif N et d’une constante C' telle que, pour tout u € S(R")

1@l = (D [Smow)?)” < CON{w), (L.1)

meN

Cn(u) = sup H(l + |2)N 0%u(z)

|-
la|<N

Il vient S,, € §'(R™). Maintenant, on se propose d’établir que, pour presque tout w € €,
> gm(w) Sy, converge au sens des distributions tempérées. Pour ce faire, prenons d’abord
une fonction radiale f € S(R™) telle que fA(f) = 1si [¢] < 2m, f({) = 0 si |¢] > 3.
Définissons ensuite les distributions tempérées S, 1 et S, 2 par

Sm,l = ((1 + |J:\2)*N*"Sm) * f et Sm,g = (1 + |x\2)7N7"Sm - Sm,l
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On va démontrer que

Z ||Sm,1||%2(Rn) < X0 et Z || /\_NO Smﬂ”%%ﬂ{") < 00, (]_2)

meN meN

ou A = /—A est 'opérateur de Calderén, Ny est un entier positif qui est suffisamment
grand. Avec ceci

Z gm<w)Sm,1 et Ao < Z gm(u})‘sm,?)

meN meN

convergent, presque sirement dans L?(R"), d’apres le théoreme de trois séries (théoreme
1.3). Cela implique que ) g, (w)Sy, 1 converge presque sirement au sens des distributions
tempérées ; et que Y gy (w)Sm2 converge presque sirement dans H~No(R") (ot H* est
'espace de Sobolev homogene d’exposant s), donc converge presque surement au sens des
distributions tempérées. Ce qui établit la convergence au sens des distributions tempérées

de (1+ |2[))™" 3 gn(w) S, donce de >~ gy (w) S

On commence & démontrer (1.2). Prenons la base o.n. d’ondelettes de Meyer
{or(@) = oo — k), ¥5u(@) =25 0 (@a— k) j €N, k€ 2" e €12 {0,1}"\ {0} },

ol ¢ € S(R™) et vérifie (&) = 1si |¢] < &, §(§) = 0si [¢] > 4F; ¥ € S(R™) et vérifie
Ye(€) = 0si |¢] < 2 ou [¢] > &F. Alors pour démontrer (1.2), il suffit d’établir que

Do WSma )P+ DD Y HSma, Uip)l* < o0 (1.3)

meN kezZn meN el jeN keZn
et
DD AT S )Y Y > D AT S ) <00 (14)
meN keZn meN e€l jeN keZn

Commencons par (1.3). En fait, §m71(§) = 0 quand |§| > 3m; alors il existe un entier
positif jo tel que, pour tout j > jo

<Sm,17wj€‘,k> =0. (15)

En utilisant (1.1), pour tout 0 < j < jo, il vient

S IS 5P < O (O (1 ) (f xw5,)))

meN

Remarquons que, pour tout 0 < j < joet a € N* |a| < N, on a

dy
(6% 6 <
0 f*wjk(x” > CO/ (1+ |y|2)2*(1 + |2z — 27y — k[2)"
< C{)/ _ .
(14 [y)n [(1+ 27y (1 + [27z — 27y — k)]

< C(/)/
S Wr e — ke

ce qui implique

<
T (L4 [z + 27z — k)

(L+ )N (14 |z*) N (f * ¥54))
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Il vient, pour tout 0 < j < joet k € Z"

C
2\—N—-n € < 2 ]
Alors on a o
KA Q. S 1.6
mZENKSmJ’w],kH = (1+ |]{Z|2)2n ( )
De méme on a, pour tout k € Z"
Cy
- 2o U4 1.

meN

Alors on a immédiatement (1.3) d’apres (1.5), (1.6) et (1.7).
Il nous reste a démontrer (1.4). Remarquons que, pour tout & € Z", on a

</\_NOSm,27 Spk> = 07
il existe un entier positif jg tel que, pour tout 57 > j
(A0S 2, 0540 = (14 [2?) TS, ATR0U5 ).

Alors (1.4) est une conséquence immédiate des deux estimations suivantes

D20 D YIS, W2 — R))JP < o0 (1.8)

meN ecl j=0 keZn

et

DN N 2NN, (14 [2?) TN T2 — k)P < oo, (1.9)

meN e€l jeN kezn

ot U¢ = A~Noype € S(R™). En fait, (1.8) est évidente avec la méme démonstration de celle
du (1.6). De plus, on a pour tout a € N*, || < N

2iN
(1 [a) (1 + |27 — k2

(0 L)Y (1 + Jaf?) 05 (2 — k)| < s

ce qui implique, pour tout j € N et k € Z"

Cy((1+ |z|H)™N 02z — k C e
)T (D — < .
Il vient, en utilisant (1.1)

9J(2N+5n—2No)

Z 2j(n_2N0)‘<Sm, (1 + |x’2)—N—n\IJE(2jx — /{))’2 < O?Wa

meN

ce qui entraine (1.9) pour un entier Ny qui est suffisamment grand. O

Nous venons d’utiliser le théoreme classique suivant :
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Théoréme 1.3. Soient H un espace de Hilbert, (f;);en une suite de H telle que Y || f;]|3 <

0o. Soient également (Q2, T, P) un espace de probabilité et (g;)jen une suite de v.a. indépendantes,
centrées et vérifiant E[\gjﬂ < C < oo pour tout j € N. Alors la série ) gj(w)f; converge
presque surement dans H.

Passons maintenant a la définition de la covariance d’un processus gaussien généralisé
réel X (x,w). Formellement, la covariance est donnée par

S(z,y) =E[X(z,w) X (y,w)],

mais ceci n’a évidemment aucun sens. On corrige cette définition en considérant la forme
bilinéaire continue B : S(R") x S(R") — C définie par

B(u,v) = E[(X(-,w), u)(X (-, w),v)].

Cela a un sens puisque (X (-, w),u) € H(Q) C L*(Q). Le théoreme des noyaux de Laurent
Schwartz nous apprend qu'il existe une distribution tempérée unique S € S'(R™ x R™)
telle que B(u,v) = (S,u ® v), ou également

B[(X(,w), (X (). 0)] = [[ S@pu@ptdedy,  YuveS@R). (110
On dit alors que la distribution tempérée S € S’'(R™ x R™) est la covariance du processus
gaussien généralisé réel X (x,w).

De méme, dans le cas complexe, la covariance d'un processus gaussien généralisé com-
plexe X (z,w) est définie comme l'unique distribution tempérée S € S'(R™ x R") telle
que

E (X(~,w),u)(X(-,w),v)} = // S(x,y)u(a:)@dxdy, Vu,v e S(R™). (1.11)

e Processus gaussien stationnaire

Définition 1.4. On dit que un processus gaussien généralisé J : S(R™) — H() est
stationnaire si, pour tout a € R™ et tous u,v € S(R™), on a

E|J(u)7(0)| = B[ T () ()|

0t U () = u(x — a) et vy(x) = v(r — a).

Soit X (z,w) (z € R", w € ) la distribution tempérée correspond au J. Alors X (z,w)
est stationnaire équivaut a l'existence d’une distribution tempérée I' € S'(R™) telle que
S(z,y) =T'(y—x), ou S est la covariance de X (z,w). Par abus de langage, on dira encore
que I" est la covariance du processus gaussien stationnaire généralisé X (z,w). En ce cas,
(1.10) et (1.11) deviennent

E[<X(-,w),u><X(-,w),v>} _ //r(y—x)u(x)@dxdy, (1.12)

pour tous u,v € S(R™).
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Observons ensuite que, la transformée de Fourier de la covariance I" d’un processus
gaussien stationnaire généralisé est une mesure de Radon positive. Remarquons d’abord
que

(T',uv).

//F(y—x)u(x)@dxdy = (Txu,v)= (I, u*7) = Gy

Prenons alors u = v dans (1.12). Cela nous donne (T, [@[?) > 0 pour tout u € S(R™).
Alors on peut conclure que I' est une distribution positive, donc une mesure de Radon

1
positive. En fait, pour tout ¢ € C§°(R") positive, la fonction ¢.(z) = (¢(z) + 56““'2)2

- 2
est C™ et égale \/Ee_% en dehors le support de ¢. Il vient ¢, € S(R™) et 'on a

~

(T, o)+ (L, ey = (T, 92y >0, Ve>0.

€

Cela implique (f, ) > 0. Alors il en résulte que, d’apres (1.12)
E[(X () )XCe).0)| = [OF@dn(e),  YuveS®),  (113)

pour une mesure de Radon positive py = (27r)_”f. On l'appelle la puissance spectrale de
X (z,w). C’est donc une mesure positive a croissance lente a 'infini. Ceci signifie 'existence
d’une constante C' et d'un entier N tels que, pour tout R > 0, on ait

/MﬂMQSC“+mN

Remarquons de plus que, identité (1.13) nous ameéne a nous intéresser a 'opérateur
T :S(R") — H(Q) défini par

Alors T se prolonge en une isométrie entre L?(R™, du) et un sous espace Hy(Q2) C H().

Considérons maintenant le probleme inverse : supposons donnée une mesure de Radon
positive u, a croissance lente a I'infini, et cherchons a construire un processus gaussien sta-
tionnaire généralisé dont p soit la puissance spectrale. Le théoreme de P. Lévy répondrera
cette question.

Théoreme 1.5. Soit i une mesure de Radon positive sur R™ et a croissance lente a
linfini. Alors il existe un processus gaussien stationnaire généralisé dont u est la puissance
spectrale.

Démonstration. Soient (g;);en une suite o.n. de H(Q), (f;)jen une base o.n. de L?(R™, du)
telle que f; € S(R™). Considérons ensuite les fonctions continues ¢; € C(R™) données
par ©;(=¢) = f;(&)du(§). Avec ces notations, on définit formellement une application
J: S(R™) — H(Q) par

J(u) = (2m)" Zgj(w) /u(x)goj(x)dx.

jeN
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Ceci définit bien une application linéaire continue puisque l'on a

> |en [uwoteias] = | [a©n-eas|

j€EN j€EN

-y / a(E) £,(6)dp(€)

= /m
c(c

‘ 2

2

(&)Pdu(€)
< w(1))?,

pour une constante C' et un entier positif m. Alors le processus gaussien généralisé (la
distribution tempérée) correspondant a J est

X(z,w) = (2m)" Y g;(w)e;(@),

jeN

et Pon a évidemment, pour tous u,v € S(R™)

B[ (w) X000 = 3 [ 6O [ 5(©5€)due) = [ a(eTE (o)

JEN

ce qui démontre X (x,w) est stationnaire dont p est la puissance spectrale. O

Voici un exemple en dimension 1. On pose p = Y dg. Soit ¢ une fonction C* telle

keZ
que () est égale & 1 en 0, nulle hors de [—3, 5]. La base o.n. (f)rez de L*(R, dp) est ici
{¢(z — k) : k € Z}. Finalement, la fonction ¢y, est définie par @p(—¢§) = ¥(§ — k) = o

efzkz

—ikx
2 :

Le processus X (z,w) est alors > gp(w)e
kEZ

et donc pi(z) =

e Processus gaussien a accroissements stationnaires

L’étude des processus a accroissements stationnaires est, en principe, assez simple dans
le cas discret. En effet, une suite X, (k € Z), de v.a. est un processus a accroissements
stationnaires si X1 — Xp = Yj est un processus stationnaire. Un processus a accrois-
sements stationnaires est donc une marche aléatoire X, = Xo + Yo+ Y1 + - + Yi_1,
ou Xo(w) est une v.a. qui ne joue aucun role. Dans le cas continu, un processus X (t,w)
(t € R,w € Q), est a accroissements stationnaires si et seulement si, pour tout h > 0, le
processus X (t + h,w) — X (t,w) est stationnaire. Encore faut-il que I’'objet mathématique
X (t,w) ait un sens. Dans la plupart des ouvrages, ce probleme est négligé et il est impli-
citement supposé que X (t,w) est défini pour tout ¢ € R. Dans ce qui suit, X (¢,w) sera
une distribution aléatoire qui demandera a étre reconstruite a partir des accroissements
X(t+hw)— X(t,w).

L’exemple le plus célebre d’un processus gaussien a accroissements stationnaires est
le mouvement brownien. Il fut découvert expérimentalement par le botaniste R. Brown
(1827). 11 observa que des grains de pollens en suspension dans ’eau suivaient un mouve-
ment rapide et désordonné. Son étude fut menée a bien par A. Einstein (1905) et le premier
modele mathématique a été propose par R.E.A.C. Paley, N. Wiener et A. Zygmund dans
[20].
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Un travail tres important, dit & G. Matheron™! nous amene & étudier les processus a
accroissements stationnaires en utilisant la dualité avec 'espace vectoriel Ay des sommes
finies u = > axd,, vérifiant Y ap = 0, ol d,, est la masse de Dirac au point ;. Mais
ce point de vue ne convient pas au cas des processus a accroissements stationnaires dont
les trajectoires sont des distributions tempérées. C’est pourquoi nous modifierons le point
de vue de Matheron. Nous utiliserons la dualité avec le sous-espace So(R™) C S(R")
composé des fonctions d’intégrale nulle. Nous montrerons, en dimension 1, que X (¢,w)
est un processus a accroissements stationnaires si et seulement si 4 X (¢,w) =Y (¢,w) est
un processus stationnaire. On retrouve ainsi le lien entre le mouvement brownien et le
bruit blanc. En dimension quelconque, on a un résultat analogue en remplacant par le
gradient.

Comme le signalait B. Picinbono dans [22], la définition de la puissance spectrale
d’un processus a accroissements stationnaires est subtile. En fait, G. Matheron résout ce
probléme dans le remarquable travail [15] dont nous nous inspirerons librement. Signalons
cependant que Matheron suppose que les réalisations du processus étudié sont continues.
Des lors, la covariance S(z,y) = I'(y — z) est une fonction continue de z et y. Le cas parti-
culier du mouvement brownien est particulierement éclairant. Si le mouvement brownien
unidimensionnel B(t,w) est normalisé par B(0,w) = 0, on a alors

E[B(s,w)B(t,w)] = S(s,t) = |s| + [t| — |s — t].

Bien entendu, S(s,t) n’est pas une fonction de ¢ — s, mais

// (s, )1 (8o (t)dsddt = //|s—t|¢1 Yo (£)dsdlt,

si [1(s)ds = [1he(t)dt = 0 et ¢1,¢2 € S(R). La transformée de Fourier, au sens des
distributions tempérées de |t| est &2, OlL ¢ est une constante. Comme le font les physiciens,
nous dirons que 5% est la puissance spectrale du mouvement brownien sans chercher a

prolonger 6% en la distribution tempérée cpfg%. Cet exemple illustre les problemes que
nous rencontrerons dans ce chapitre. Un second exemple qui nous sera utile est celui de
la primitive d’ordre 1 du bruit blanc. C’est un processus qui n’est jamais étudié dans la
littérature, malgré Son intérét. La puissance spectrale de ce processus est i 5 en dehors de
Iorigine. La version bi-dimensionnelle de ce processus est le processus de Mumford que

nous étudierons en détail au chapitre 2.

On désigne maintenant par Sp(R™) C S(R™) le sous-espace composé des fonctions
d’intégrale nulle et par Sj(R™) le dual de So(R"), qui s’identifie au quotient S’'(R™)/C.
La définition d’un processus gaussien a accroissements stationnaires généralisé X (x,w)
(x € R, w € ), qui suit signifie que la seule chose qui ait maintenant un sens est
Iintégrale (X (-,w),u), ou u € Sy(R™). Ceci a été explicité dans les travaux de W. R.
Madych. Cette remarque conduit a la définition suivante.

Définition 1.6. Un processus gaussien a accroissements stationnaires généralisé est, par
définition, une application linéaire continue J : So(R™) — H(Q) telle que, pour tout
a € R™ et tous u,v € So(R™), on a

E[J(u)m} - E[J(ua)J(va)], (1.14)
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De méme que pour le théoreme 1.2, on a pour tout u € So(R™)

J(u) = Z<Sm7 ) gm (W),

meN

ol (gm)men est une base o.n. de H(Q2) et ot S, : Sp(R™) — C sont les applications linéaires
continues. On désire que la série > g,,(w)S,, converge au sens des distributions tempérées.
Mais ceci ne peut pas avoir lieu, car S,, n’est définie qu’a une constante additive pres.
En fait, on sait que (a posteriori), la série > ¢, (w)S,, converge presque strement dans
SH(R™). Pour résoudre ce probleme, prenons d’abord une fonction ¢ € S(R") telle que

[ @dx =1 et définissons les applications linéaires S S (R™) — C par
S(1) = St — Aup),

ou A, est l'intégrale de u. Alors on a évidemment §m|SO(Rn) = 5, et la continuité de
J implique l'existence d’un entier positif N et d'une constante C' telle que, pour tout
ue SR

(S 1EmuR)* < COnu - ),

meN

ce qui implique qu’il existe un entier N’ = max(N,n + 1) et une constante C' = C’(yp),
telles que

(Y18 uk)’ <Ot

meN

D’apres le théoreme 1.2, la série > g, (w)gm converge presque siirement au sens des dis-
tributions tempérées. Notons alors X (-,w) = > gm(w)Sm, ce qui définit une distribution
tempérée telle que pour tout u € Sy(R"), on a (X (-,w),u) = J(u). Considérons ensuite
la forme bilinéaire continue B : S(R™) x S(R™) — C définie par

B(u,v) = E[(X(w), ) (X (w),0}].

Alors il existe une distribution tempérée S € S’'(R" x R") telle que

E[(X(w). u){X(-a).0)| = // S(z, y)u@)o(y)dady,  Vu,v € S(R").

Ceci nous donne, pour tous u,v € Sp(R™)

E[7() ()] = / / S, y)u(z)o(y)dady. (1.15)

Maintenant, on va définir la puissance spectrale d'un processus gaussien a accroissements
stationnaires généralisé . Le théoreme (la définition) qu’on va donner est le suivant.

Théoreme 1.7. 1) Soit J : So(R"™) — H() un processus gaussien & accroissements
stationnaires généralisé. Alors il existe une mesure de Radon positive sur R"\{0}, unique,
on la note p, telle que pour tout u € So(R™) avec U nulle au voisinage de 0, on ait

E[|J(u)]?] = / A(E) Pdu(). (1.16)
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Cette mesure p est définie comme la puissance spectrale du processus J.

2) Soit p la puissance spectrale d’un processus gaussien da accroissements stationnaires
généralisé. Alors p est a croissance lente a linfini, ¢’est a dire qu’il existe un entier N et
une constante C', telles que pour tout R > 1

/ dp(€) < CRV; (1.17)
1<|¢|<R

de plus, la mesure p satisfait

/ EPdu(€) < . (1.18)
0<|¢l<1

Démonstration. 1) On commence par considérer la distribution tempérée o € S'(R™ xR")
définie par o(§,n) = (2m)7"S(=¢,n), ou S est donnée dans (1.15). Il vient, pour tous

u,v € So(R™)
B[y / / (&, ma(€)Fn)dedn.

La condition de la stationnarité (1.14) nous donne que

/ o€, ma(e ey dédn = / o (€, mya(e)F)e € dedy. (1.19)

On integre (1.19) contre une fonction w € S(R") telle que w(0) = 1, alors on a

[ otenaeitdsan = [ [ atemate - maeiadsan

Ce qui implique
[ etem(@e - n - v —o

pour tous w, u,v € S(R™) qui satisfont w(0) = 1 et u(0) = v(0) = 0. Alors le support de
o est inclus dans E; U Ey U E3, ou

Ey ={(&n) eR" xR": £ =0},

Ey, ={(¢,n) € R" xR" : n =0},
et
Ey={(n) e R"xR": {=n}.

Prenons 6 € C{°(R™ x R™) une fonction égale a 1 sur la boule unité et nulle hors de la
boule double. On pose ensuite

(577)—9(5") et 0.—0—0.0

g €

Alors, par construction, le support de o, est inclus dans Ef U E5 U E5, ou
B = Ejn{(6m) e R xR 6 + pP > %),  1<j<3.

Ces trois ensembles fermés sont deux a deux disjoints. On a donc . = u. + p. + 72, ou le
support de p. est inclus dans Ef, celui de p, est inclus dans Ef et celui de 7. est inclus
dans Fj. Supposons maintenant que le support de u ne contienne pas 0 et qu’il soit de
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méme pour v. Alors on a, dans ces conditions, u(§) = 0 au voisinage de Ef et v(n) = 0
au voisinage de E5. Cela implique

[[ o-temaimacan = [ [ (e mateitaacan —o.

Il vient, quand ¢ est assez petit

[ otenaeitidsan = [ [ ocmaiimdsin = [ [ ute.maesmdedn. (.20

On utilise alors le fait fondamental que p. est une distribution de ’simple couche’ dont
nous rappelons la définition :

Soit V' C R™ une surface compacte (localement définie comme le graphe d’une fonction
C* dans des cordonnées adaptées). Soit T une distribution dont le support est inclus dans
V. On dit que T est une distribution de simple couche si

fECE®R™) et fly=0 = (T.f)=
En ce cas, il existe une distribution v € (C§°(V))* telle que

(T, f) = (v, flv) (1.21)

Dans (1.21) le membre de gauche se réfere a la dualité entre S(R™) et §’'(R™) tandis que
celui de droite se rapporte a la dualité entre C§°(V') et (C3°(V'))*. Dans 'application que
nous intéresse, m = 2n et V = FEj3. Bien entendu, V n’est pas compacte mais la preuve
de (1.21) s’étend immédiatement a ce cas, car V est globalement un graphe. Alors on a,

d’apres (1.20)

E[1iT0)] = [ [ ot6.ma)mdcin = [ a(ei@av.(o)

Prenons alors u = v. Il vient

- / [A(6) 2w (), (1.22)

si e est assez petit. Donc, il résulte de (1.22) que la limite, au sens de la topologie
o(C5(R™"\{0}), D'(R"\{0})), des distributions v. est une distribution x € D'(R™\{0})
qui est positive sur les fonctions positives. Nous venons d’établir (1.16).

2) Remarquons que, d’apres (1.16), on a, pour tout u € So(R™) avec u nulle au voisinage
de 0

([18©)Pdu(©)” = 1T @llsz0) < CCx(w) < CCw(a)

ceci entraine immédiatement que p est a croissance lente a 'infini. Il nous reste a démontrer
(1.18). En fait, pour tout j entre 1 et n, définissons le processus dérivé 0;J : S(R") —
H(Q) par 0;J(u) = —J(0;u). Alors on a, pour tout a € R”

E[0,()3;7(0)] = E[0,7(1)8,7 ()|,

cela implique 0;J est un processus gaussien stationnaire généralisé. Appelons alors p; sa
puissance spectrale. Donc on a, pour tout u € S(R") avec u nulle au voisinage de 0

/ @(6) Py (€) = E10,T (w)]?] = E[|J(@0)? / a(6) P dyu(¢)
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il vient : pu; = &y sur R*\{0}. Donc on a

/ P ()
0<|¢|<1

Ce qui entraine immédiatement (1.18), car p; est une mesure de Radon. On termine la
démonstration. O

n

:Zl/o<€|<1 hale) <Z/|<1dﬂj

j=

Dans 1) du théoreme 1.7, on ne considere que les fonctions u € Sy(R™) avec u nulle au
voisinage de 0. Cela suffit & déterminer la puissance spectrale u, mais (1.16) n’est pas vraie
pour tout u € Sy(R™). Dans [15], G. Matheron introduit la notion de dérive (drift) d'un
processus a accroissements stationnaires. Cette dérive est une fonction affine a coefficients
aléatoires. La covariance de la dérive est un polynome de degré inférieur ou égale a 2 et
la puissance spectrale correspondante est une somme de dérivées de la masse de Dirac en
0. Plus généralement, on a le résultat suivant.

Théoréme 1.8. Soit J : So(R™) — H(2) un processus gaussien a accroissements sta-
tionnaires généralisé. Alors il existe une mesure de Radon u positive sur R"\{0} et une
matrice hermitienne positive A € My, (C), telles que pour tout u € So(R™), on ait

BIIGF] = [ P + Tao) - A-T0) (1.23)

Démonstration. Pour tout x € C", définissons une application linéaire continue Ja,
S(R™) — H(Q) par Ja,(u) = —J(x - Vu), on Vu est le gradient de wu. Il est clair que,
pour tout @ € R™ et tous u,v € S(R"™)

E [JAZ (u)m} —E [JAI ()T, (va)} .

Donc Ja, est stationnaire. Appelons p, la puissance spectrale de Ja,. Alors pour tout
u € S(R™) avec u nulle au voisinage de 0, on a

/|u €)Pdpa(€) = E|Ja, (w)]?] = E[|J(z - Vu)?] /|u &)l - £Pdu(e).

Il vient donc : p, = |z - £|?u sur R®\{0}. Mais on a, pour tous u,v € S(R")

> 2, T 0T = B[ )T = [ T )

J1,j2=1

qui implique

Z o THE [ 1(0,1)T(03,0)] = /Rn\{o}a(o@u-azdu(&)+ux<{0}>a<0>ﬁ.

J1,J2=1

Alors il existe des constantes C;, j, telles que

B[ 105,070, = | 0 OO Eu) + OO0

Pour conclure, il suffit de prendre v = dyuy + - - - + 9pu, dans (1.23). O
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En sens inverse, montrons que la donnée d’une mesure de Radon positive p sur R™\{0},
qui satisfait (1.18) et a croissance lente a I'infini permet de définir un processus gaussien
a accroissements stationnaires généralisé. En fait, la construction d’un tel processus est
identique a ce qu’on a fait dans le théoreme 1.5 pour les processus stationnaires. On le
répete ici. Soient (g;)jeny une suite o.n. de H(Q) et (f;)jen une base o.n. de L*(R", dp)
telle que f; € S(R™) et f; soit nulle au voisinage de 0. Définissons alors une application

J 1 So(R™) — H(Q) par

= 2 Y gy(w) / ulz)p;(z)dz,

JjeN

ot les fonctions p; € C(R™) est déterminées par @;(—¢) = f;(£)du(§). Ceci définit bien un
processus gaussien & accroissements stationnaires généralisé puisque 1'on a (en considérant
la condition (1.18) et la croissance de p a l'infini), pour tout u € Sy(R™)

>Jenr [utatsstaraa] = [ arante) < clentwy®

et que, pour tous u,v € Sp(R™) et tout a € R™

B[1)700)] = [ 2T n(E) = [ GOTEdn(O) = E[Jwa) T

De plus, si la mesure p est localement finie

JRGEE
0<lgl<1

alors le processus qu’on vient de définir est, en fait, un processus stationnaire.

La méthode la plus simple de la construction d’un processus gaussien a accroisse-
ments stationnaires généralisé, en dimension 1, consiste a observer que la dérivée d’'un
processus gaussien a accroissements stationnaires est stationnaire. Si maintenant p est
la puissance spectrale du processus gaussien a accroissements stationnaires généralisé
X(x,w), celle du processus %X(z,w) est £2du(€). On est, en quelque sorte, ramené au
cas précédent. Voici une illustration. On cherche a construire un processus gaussien a
accroissements stationnaires généralisé dont la puissance spectrale soit p = > 9 (en

jEL
ce cas, Ji<; dp(§) = o0o). On emploie la méthode précédente. Le processus stationnaire
que I'on va d’abord calculer aura pour puissance spectrale v = > 2%7§,;. Prenons une
JEZ
fonction ¢ € Cg°(R™), telle que 1(z) est égale a 1 en 1, nulle hors de [3, 3]. La base o.n.
(fj)jez de L*(R™, dv) est alors {279¢(277z) : j € Z}. Donc, la fonction ¢, est déterminée
par §;(—&) = 279 (279€)v = 296, ou encore p;(z) = Z-e~¥'*. Finalement, le processus
stationnaire est
—X (z,w) ZgJ 236_’271

JEZ

Cette série dérivée converge au sens des distributions tempérées. On en déduit formelle-

ment N
X(z,w) = @Z gj(w)e ",

jEz
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ou cette fois-ci, la composante infra-rouge > - diverge. On a besoin et on peut faire une

3<0
renormalisation additive sur ce processus selon le procédé qu’on a fait au début de cette
sous-section. Prenons alors une fonction ¢ € S(R") telle que [@dr = 1, considérons

ensuite une distribution tempérée S; définie par

(Sj,u) = (e’mx, U — Ayp),

olt A, est lintégrale de u. Il vient S; = e=2'* — $(27), alors on a une renormalisation

additive de X (z,w) en écrivant

X7(a,w) =i 3 g () (e~ B(2)).
JEL
Ce processus converge presque surement au sens des distributions tempérées et 'on a
(X (- w),u) = (X"(-,w),u) pour tout u € Sp(R"). Remarquons que, le choix de ¢ étant
par ailleurs arbitraire, la seule condition sur ¢ est @(0) = 1. Alors on peut prendre
¢ € S(R") telle que $(&) = 1si [€] < 1 et §(€) =0si |¢] > 1, ce qui implique

X (a,w) =i 3 gi@)e ™ = 1) 403 gy w)e .

<0 >0

e Processus gaussien a accroissements d’ordre supérieur stationnaires

Dans cette sous-section, on fait une breve présentation des processus gaussiens généralisés
a accroissements d’ordre supérieur stationnaires. Cela généralise la définition des processus
gaussiens a accroissements stationnaires généralisés . Ici encore nous suivons le travail fon-
damental de G. Matheron, a ceci prés que nous remplagons 'espace vectoriel Ay (k € N)
utilisé par Matheron par ’espace S, que nous définissons maintenant

Su(R") = {u e S®"): /xau(x)dx =0, ¥]a] < k}.

Alors la définition des processus gaussiens a (k+1)-accroissements stationnaires généralisés
est la suivante.

Définition 1.9. Un processus gaussien a (k + 1)-accroissements stationnaires généralisé
est, par définition, une application linéaire continue J : Sk(R"™) — H(Q) telle que, pour
tout a € R™ et tous u,v € S,(R"™), on a

0t ug(x) = u(x — a) et vy(x) = v(r — a).

Remarquons que, avec cette définition, on peut considérer un processus gaussien
stationnaire généralisé comme un processus gaussien a 0-accroissements stationnaires
généralisé si on suppose S_1(R") = S(R"); et que, un processus gaussien a accroisse-
ments stationnaires généralisé est un processus gaussien a l-accroissements stationnaires
généralisé. De plus, il est clair que, un processus gaussien a (k + 1)-accroissements sta-
tionnaires généralisé est a (k' + 1)-accroissements stationnaires si k' > k.

Voici quelque théoremes.



1.1. PROCESSUS GAUSSIENS GENERALISES Page 23

Théoreme 1.10. Soit J : Si(R"™) — H(Q) un processus gaussien a (k+1)-accroissements

stationnaires généralisé. Alors presque surement en w, il existe une distribution tempérée
X(z,w) € S'(R"), telle que pour tout u € Sk(R™), on ait (X (-,w),u) = J(u).

Démonstration. Nous savons que
J(u) =D (S, uygm(w),
meN

ol (gm)men est une base on. de H(2) et ou S, : Sg(R™) — C sont les applications
linéaires continues. Prenons une suite de fonctions {p, : @« € N, |a| < k} telle que

pnes®) e [ w%a@)dw:{é S hre i<k

Par exemple, on peut prendre p, € S(R") telle que $,(€) = (—i)I*1E0(€), ot p € C°(R™)

o!
et ¢ = 1 au voisinage de 0. Définissons ensuite des distributions tempérées S, € S'(R")
par

Sp(u) = Sp, (u — Z )\fjgoa>, Y = /xo‘u(a:)da:.

lal <k

Alors, le processus X (7,w) 2 > gm(w)gm converge presque surement au sens des distri-
butions tempérées et 'on a (X (-, w),u) = J(u), pour tout u € S,(R"). O

Théoréme 1.11. 1) Soit J : Sp(R") — H(Q) un processus gaussien a (k+1)-accroissements
stationnaires généralisé. Alors il existe une mesure de Radon positive sur R"\{0}, unique,
notée u, telle que pour tout u € Si(R™) avec u nulle au voisinage de 0, on ait

E[lJ@F] = [ [a()Pdu(o)

Cette mesure p est définie comme la puissance spectrale du processus J.

2) Soit p la puissance spectrale d’un processus gaussien a (k + 1)-accroissements station-
naires généralisé. Alors p est a croissance lente a linfini, ¢’est a dire qu’il existe un entier
N et une constante C, telles que pour tout R > 1

/ du(§) < CRY;
1I<[¢I<R

de plus, la mesure p satisfait

/ EPF2du(e) < oo.
0<|¢I<1

Théoréme 1.12. Soit 1 une mesure de Radon positive sur R"\{0} et a croissance lente
a l'infini, telle que

/0 o (e < o0

pour un entier positif k € N. Alors il existe un processus gaussien a (k+1)-accroissements
stationnaires généralisé dont p est la puissance spectrale. De plus, si la mesure p satisfait

/ EPFdu(E) < oo,
0<[¢IL1

alors ce processus est a k-accroissements stationnaires.
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Maintenant, quelque notations. Soit J : Sp(R™) — H(2) un processus gaussien a
(k + 1)-accroissements stationnaires généralisé. Pour tout j entre 1 et n, définissons le
processus dérivé 0;J : Sp_1(R") — H(Q) par 0;J(u) = —J(0;u). Pour tout a € R",
définissons le processus accroissement A,J : Sp_1(R™) — H(Q) par A J(u) = J(u — uy,).
Avec ces notations, on a le théoreme suivant.

Théoréme 1.13. Soient k > 0 et J : Si(R") — H(Q) un processus gaussien a (k + 1)-
accroissements stationnaires généralisé dont p est la puissance spectrale. Alors on a

1) 0;J est un processus gaussien & k-accroissements stationnaires généralisé dont f?,u est
la puissance spectrale.

2) N, J est un processus gaussien a k-accroissements stationnaires généralisé dont |1 —
e~"%€|2y est la puissance spectrale.

Si on considere le cas k = 0 dans le théoreme 1.13, §J2,u coicide la puissance spectrale
de 0;J (il est stationnaire, donc sa puissance spectrale est définie sur R” tout entier) sur
R™\{0}, de méme pour le processus A,J.

Avant de finir cette sous-section, cherchons le processus gaussien généralisé de dimen-
tion n (stationnaire, & accroissements stationnaires ou a accroissements d’ordre supérieur
stationnaires) dont la puissance spectrale est du(€)=|£|2*d€, on s € R. Prenons la base
o.n. d’ondelettes de Meyer

{wj,k(g;) — 0¥y —k):jEeL ke Z"},
ou ¢ € S(R") et vérifie @E(g) =0si £ < & ou [¢] > 5. Alors
1 s Lo n
{W\a Din(—€) jEL kET }

est une base o.n. de L?(R™, dy). Considérons ensuite les fonctions ¢;; déterminées par

N 1 ~ 1 N
Dik(§) = Wms%k(ﬁ)dﬂ(f) = Wm V;(§),
il vient
= QJ(%_S)@ D —k
SOj,k(I) = W s( T — )7

ou U, = A% € S(R™). Nous écrirons, pour alléger les notations, ¥ au lieu de V,.
Définissons formellement

X( 27T Z Z gjk 30], ) Z Z 2] g], )\II(QJ.’L' - k)a

jEN kezn jEN kezn

ou{gjk:Jj € Z, k€ Z"} est une suite o.n. de H(§2). Remarquons que p est une mesure
de Radon & croissance lente a linfini et que [, [{[*""2dp(§) < oo si et seulement si
s < m+ 5 + 1. Alors d’apres le théoreme 1.12_, on sait que le processus X (z,w) est
stationnaire si s < 4, ou a (m+1)-accroissements stationnaires sim+4 < s < m+ 5+ 1.

Quand s > %, la composante infra-rouge ) - du processus X (z,w) diverge. On en fera une
7<0
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renormalisation additive selon le théoreme 1.10. Soit maintenant m+ 4 < s <m+ 4 + 1.
Prenons d’abord une suite de fonctions

{a € S(R") : a € N", || <m}
telle que
5ul) = (<i)1 6(6),

ou ¢ € C(R") et ¢ = 1 au voisinage de 0. Cherchons ensuite des distributions tempérées
Sik € S'(R™) telle que

Sin(u) = <\If(2jx —ku— Y Ag¢a>, A = /xau(m)dm.

la|<m

Ceci équivaut a

Sk =@z —k) = > (V(2z— k), o)z

lo|<m
On a donc une renormalisation additive de X (z,w) en écrivant
X'(w,w) = 2m% ) Y 2Eg;0(w) S
jEN kezZn
Remarquons qu’il existe deux entiers j, < j; tels que

. 0 Si j>j17
\Il 2‘7 _k o) — jlo . . .
(V2w = k), 6a) { 2 l@"‘\ll(—k:) si J < Jo.

al

Ceci implique S;j = ¥(2/2 — k) pour tout j > ji, et que pour tout j < jo
) 1 o o
S =V(@z—k) - ) — 0" (—k)(2'2)".
|a|<m

On a obtenu une renormalisation additive de la composante infra-rouge.

e Indépendance et ’équivalence des processus gaussiens généralisés

Dans cette sous-section, on va définir I'indépendance et I'équivalence des processus
gaussiens généralisés. C’est une généralisation des définitions usuelles en théorie des pro-
cessus.

Soient X (z,w) et Y (z,w) deux processus gaussiens généralisés. On dit qu’ils sont
indépendants si pour tous u,v € S(R") a valeurs réelles, les deux v.a. (X(-,w),u) et
(Y(-,w),v) sont indépendants. Cela équivaut a

pour tous u,v € S(R™).

Soient X (z,w) et Y (x,w) deux processus gaussiens généralisés réels. On dit qu’ils sont
statistiquements équivalents si pour toute fonction f : R — C, mesurable et bornée, on a

Lﬂmmmmmezéﬂwmmmwmm
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pour tout u € S(R™) a valeurs réelles.

Quand X (z,w) et Y(x,w) sont deux processus aléatoires généralisés complexes. On
dit qu’ils sont statistiquements équivalents si pour toute fonction f : R? — C, mesurable
et bornée, on a

/Qf(<Xr(aw)7u>v <Xl<>w)>u>)dp(w) = /Qf(<Y;”(7w)>u>> <Y;(7w)7u>)dp(w)

pour tout u € S(R™) a valeurs réelles, ou X, et Y, sont les parties réelles de X et Y, X;
et Y; sont leurs parties imaginaires.

Notons simplement X (z,w) ~ Y (z,w) pour signifier qu’ils sont équivalents. Remar-
quons que, en fait, X (z,w) ~ Y (z,w) équivaut a

KX Cw)s udl 2y = 1Y (@) )22

pour tout u € S(R™) a valeurs réelles. En effet, dans le cas gaussien, les moments d’ordre
supérieur se calculent a partir des moments d’ordre deux.

e Processus de Mumford

Le processus de Mumford bidimensionnel réel est un processus gaussien réel a ac-
croissements stationnaires généralisé qui a été introduit par Mumford et Gidas, en vue
de modéliser de certaines images naturelles, comme les nuages. Nous nous proposons
d’étudier la généralisation d’un tel processus. Autrement dit, on s’intéresse a chercher
les processus gaussiens généralisés (stationnaire, a accroissements stationnaires ou a ac-
croissements d’ordre supérieur stationnaires) X (z,w) (z € R", w € Q) de sorte que I'on
ait

1) auto-similarité : X(Az,w) ~ XX (z,w), V>0,

2) invariance par rotation : X(Az,w) ~ X(z,w), VAe SO(n,R),

ou « est un nombre réel donné. Ce processus est défini, dans le domaine de Fourier par

X(¢w) = Ca%, (1.24)

ou Z(&,w) est le bruit blanc complexe de dimension 7.

Le but de notre travail est de donner un sens a (1.24) et d’étudier les propriétés de ce
processus. En fait, nous avons déja démontré que (1.24) définit presque stirement en w,
une distribution tempérée quand a < 0, et que le processus ainsi défini est stationnaire,
auto-similaire d’indice « et invariant par rotation. Quand o > 0, il y a une divergence
infa-rouge et il n’existe pas de processus stationnaire qui vérifie les propriétés précédentes.
En fait, (1.24) définit un processus a accroissements stationnaires, quand « est entre 0
et 1. Pour tout a > 0, nous avons utilisé une renormalisation additive pour régler cette
divergence. Apres la renormalisation, le processus ainsi défini perd la propriété d’auto-
similarité (modulo un polynéme d’apres le changement d’échelle dyadique). Le cas o = 0
auquel nous nous intéressons particulierement est le processus de Mumford. De plus, si
0 < a < 1, ce processus a une et une seule réalisation qui soit auto-similaire d’indice a.
L’exemple le plus célebre est celui du mouvement brownien unidimensionnel en imposant
la condition nulle en 'origine.
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La méthode d’étude du processus de Mumford que nous proposons est tres originale.
On le décompose en la somme d’une partie radiale et d’une partie orthogonale. Le but de
la these est d’établir que la partie radiale est beaucoup plus réguliere que prévu et que la
partie orthogonale ne présente plus de divergence infra-rouge. Ce type d’analyse convient
a des situations tres variées, tant déterministes que stochastiques.

1.2 Le bruit blanc

Il y a deux sortes de bruits blancs, I'un est le bruit blanc a valeurs réelles, ’autre est
le bruit blanc complexe. Commengons par le bruit blanc réel Z(z,w) (z € R", w € Q).
C’est un processus gaussien stationnaire réel généralisé dont la covariance est ' = gy, ou
dp est la masse de Dirac en 0. Revenons a la définition du processus gaussien stationnaire
généralisé dans (1.12). Le bruit blanc réel Z(z,w) vérifie donc

E[(Z(w), u){Z(-w),v)] = /u(x)v(x)dx,
pour tout u,v € S(R™) a valeurs réelles.

Cette définition nous indique que, 'opérateur T'(u) = (Z(-,w), u) établit une isométrie
entre deux espaces de Hilbert réels L2(R™) et Hy(€2), o Hy(Q2) est un espace de Hilbert
gaussien réel. Ceci entraine immédiatement la représentation générale (théoreme de Paul
Lévy) du bruit blanc réel

Z(x,w) =Y g(w)fj(x), (1.25)
jeN
olt (g;)jen est une base o.n. de Hy(2), donc une suite de v.a., i.i.d. de la loi N(0,1)
d’aprés le lemme 1.14 qui suivra cette démonstration ; (f;);en est une base o.n. de L?(R™)
a valeurs réelles. Rappelons ici que la série (1.25) converge au sens des distributions
tempérées d’apres le théoreme 1.2 ; ou dans [17], les auteurs ont démontré sa convergence
au sens des distributions.

Lemme 1.14. Soit (g;)jen une suite orthogonale des v.a. gaussiennes réelles centrées,
alors ces variables aléatoires sont indépendantes identiquement distribuées (i.i.d.) de la

loi N'(0,1).

La base o.n. (fj) ey utilisée dans (1.25) est par ailleurs arbitraire. Changer de base
o.n. conduira a un processus équivalent. En fait, il est clair que, pour tout u € S(R") a
valeurs réelles, |[(Z(-,w), u)||72 s (q)=llullZz, ce qui démontre I'équivalence du processus
(1.25) sous le changement de base o.n. de L*(R").

Passons maintenant aux bruits blancs complexes. C’est une combinaison complexe des
bruits blancs réels. Plus précisemnt, il est défini par

Z(x,w) = X(r,w) +1iY (z,w), (x eR", weQ) (1.26)
ou X (z,w) et Y(z,w) sont deux bruits blancs réels indépendants.

La représentation générale du bruit blanc complexe est quasiment identique que celle
du bruit blanc réel dans (1.25). En fait, le bruit blanc complexe Z(z,w) vérifie

E <Z(.,w),u><Z(-,w),v>} — Q/U(I)v(x)dm, (1.27)
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pour tout u,v € S(R™). A cet effet, 'opérateur

1 1
E<Z<'7w>7u> = E

établit une isométrie entre deux espaces d’Hilbert complexes L?(R") et Hy(Q), ot Hy(R2)
est un espace de Hilbert dont les éléments sont des v.a. gaussiennes complexes centrées.
Alors ce qui nous donne la représentation générale du bruit blanc complexe en invoquant

le lemme 1.14
w) =Y gi(w)f(@), (1.28)

jeN

T(u) = (X0 u) +iY (w),w)

ot gj(w) = gja1(w) + igj2(w), (gj1,9j2)jen est une suite de v.a., iid. de N(0,1) (on
I'appelle de nouveau, (g;);en une suite de v.a., i.i.d. de AM(0,1) & valeurs complexes);
(f;);en est une base o.n. de L?(R™) & valeurs réelles ou complexes.

Peu d’auteurs ont observé qu’il existe des représentations du bruit blanc pour lesquelles
(f;)jen n'est pas une base o.n. de L2(R™). On a, en effet :

Théoréme 1.15. Soient (f;)jen une suite de fonctions de L*(R™) a valeurs réelles;
(g;)jen une suite de v.a., i.i.d. de la loi N'(0,1). Alors les deux propriétés suivantes sont
équivalentes

1) > gi(w)fj(x) = Z(z,w) est le bruit blanc réel;

2) (f;)jen est un frame exact au sens que, pour toute fonction f € L*(R"), on a

72 =Y 1 )P

JjEN

Dans le cas complexe. Soient (f;);en une suite de fonctions de L*(R"); (g;)jen une
suite de v.a., i.i.d. de la loi N(0,1) & valeurs complexes. Alors Y g;(w)f;(x) est le bruit
blanc complexe si et seulement si (f;);jen est un frame exact.

L’intérét de ce théoreme réside dans le fait qu’il y a énormément de frames exacts

et peu de bases o.n.. Voici un exemple. On appelle ¢ € C§°(R) une fonction portée par

[—3—“ 3—”], comprise entre 0 et 1 et vérifiant

Z (o(z+ 2l7r))2 =1

Alors les fonctions
T olr+2r) (k€T

1
2\ /T
forment un frame exact. Donc le bruit blanc complexe unidimensionnel peut s’écrire

Z(z,w) = 2\/_2291” 62 (x + 2lm);
keZ I€Z
et le bruit blanc réel unidimensionnel s’écrit de fagon similaire sous la forme

Z(z,w ZZ(gkl cos +gk,( )sin%)gp(m%—%ﬂ).

kGZ lEZ
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Remarquons que, pratiquement, on peut définir directement le bruit blanc complexe
par (1.28), car on peut démontrer que, d’apres (1.28) et en utilisant le théoreme 1.15, sa
partie réelle et sa partie imaginaire sont deux bruits blancs réels indépendants.

D’apres la représentation générale du bruit blanc complexe (1.28), on a immédiatement
le théoreme suivant.

Théoreme 1.16. La transformation de Fourier du bruit blanc complexe est encore le
bruit blanc complexe a une constante multiplicative pres.

On considere dans la suite que le bruit blanc complexe sauf mention contraire. La
raison pour cela est que la transformation de Fourier du bruit blanc réel n’est plus le
bruit blanc réel, et que 1’on espere définir le processus de Mumford dans le domaine direct
ainsi que dans le domaine de Fourier en utilisant le bruit blanc et la transformation de
Fourier du bruit blanc. En fait, dans le chapitre 2, on définit d’abord le processus de
Mumford complexe, ensuite on peut démontrer que le processus de Mumford réel est la
partie réelle du processus de Mumford complexe. On verra que tous les propriétés qu’on
va donner sur le processus de Mumford complexe sont aussi vrais sur le processus de
Mumford réel. Pratiquement, on a besoin de simuler le processus de Mumford réel, en
particulier dans le cas bidimensionnel.

Avant finir cette section, on va décomposer le bruit blanc en somme d’une partie ra-
diale et d’une partie orthogonale, ce qui sert comme une préparation d’étude du processus
de Mumford. On verra que, la partie orthogonale du processus de Mumford est automati-
quement une distribution tempérée. C’est la partie radiale du processus de Mumford qui
a besoin d’une renormalisation.

Soit S € §'(R") une distribution tempérée. La partie radiale de S, notée Sy, est définie
par les deux conditions : (Sp, @) = (S, ¢) pour toutes les fonctions radiales ¢ € S(R™) et
(So, ) = 0 pour toutes les fonctions ¢ € S(R™) qui orthogonales aux fonctions radiales.
Alors Sy peut se définir par

S = (5 [ plandp(), Ve s®)

ou dp est la mesure de Haar sur le groupe SO(n,R). La partie orthogonale S; de S est
donc S — 5.

Mais dans notre probleme, la partie radiale du bruit blanc peut clairement se définir en
utilisant la représentation générale du bruit blanc (1.25) ou (1.28). Considérons d’abord
le cas réel. En suivant P. Lévy, le bruit blanc réel est défini par une isométrie J entre deux
espaces de Hilbert réels L?(R") et Hy(2), ot Hy(2) est un espace de Hilbert gaussien réel.
Si I un sous-espace fermé de L*(R™) (espace réel), alors J(F) C Hy(f2) est un sous-espace
fermé de Hy(£2). Soit (g;)jen une base o.n. de J(F). Alors f; = J~*(g;) est une base o.n.
de F'. Le bruit blanc confiné dans F' est ainsi défini par la restriction de J a F', ou bien
par

Zp(z,w) =Y g;(w)f;(x). (1.29)
jEN
On dit que Zp(z,w) est la projection du bruit blanc réel en F. Remarquons que la série
(1.29) définit bien un processus gaussien généralisé puisque pour tout u € S(R")

KZp (-, w), w2y = I1Pr(W)l[7: < C(Cx(u))?,
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ou Pr : L*(R") — L?*(R"™) est la projection orthogonale sur F. Donc la série (1.29)
converge presque strement au sens des distributions tempérées. De plus, la définition
(1.29) ne dépend pas de choix de base o.n..

Considérons ensuite la projection Zg(z,w) du bruit blanc complexe en le sous-espace
fermé F C L?(R") (espace complexe). Imposerons ici la condition suivante sur F

feF = ferF (1.30)

Notons par F' = {Re(f) : f € F} = {Im(f) : f € F}, alors la condition (1.30) assure
que F' est un sous-espace fermé de L*(R") (espace réel). De méme comme la définition du
bruit blanc complexe, Zp(x,w) est définit par

Zp(z,w) = Xp(r,w) + iYz(z,w),

ol Xz(z,w) et Yz(z,w) sont deux restrictions du bruit blanc réel en F indépendantes.
Soit (f;)jen une base o.n. de F' a valeurs réelles ou complexes, alors on a immédaitement

w) =) 9i(w)fi(x)

jeN
olt (g;)jen est une suite de v.a., i.i.d. de N'(0,1) & valeurs complexes.

Maintenant, la définition de la partie radiale du bruit blanc est claire. Considérons alors
le bruit blanc complexe. Notons par Hy(R™) le sous-espace de L*(R™) formé des fonctions
radiales (rappelons que une fonction f est radiale si f = f o A pour tout A € SO(n,R)),
H,(R™) le sous-espace de L*(R™) formé des fonctions orthogonales aux fonctions radiales.
Alors L*(R™) = Ho(R™) & H;(R"™) et les deux espaces Hy(R") et H;(R™) vérifient (1.30).
Soient (fj0);en une base o.n. de Hy(R™), (fj1);jen une base o.n. de Hy(R") et (g0, gj1)jen
sont i.i.d. de la loi N'(0,1) a valeurs complexes. Alors la partie radiale Zy(x,w) du bruit
blanc complexe Z(z,w) est donnée par

Zgjo f]() (131)

jeN

de méme pour la partie orthogonale

ZQJ, w) fia(x (1.32)

JEN

On répete ici que, Zy(x,w) et Z1(x,w) sont les distributions tempérées et la partie réelle
(resp. imaginaire) de la partie radiale du bruit blanc complexe est la partie radiale du
bruit blanc réel, de méme pour la partie orthongonale du bruit blanc complexe. De plus,
les définitions (1.31) et (1.32) ne dépendent pas de choix de base o.n..

Une derniere remarque. On sait que
{(2%)_%]“]-70 1jE N}

est aussi une base o.n. de Hy(R™). Alors la transformée de Fourier de la partie radiale du
bruit blanc est encore la partie radiale du bruit blanc a une constante multiplicative pres.
De méme pour la partie orthogonale.
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1.3 Fonctions radiales

Pour nous préparer a ’étude de la régularité de la partie radiale du processus de
Mumford, nous allons étudier une situation déterministe présentant les mémes difficultés.
On sait que la transformation de Fourier d’'une fonction f € L'(R"™) n’est généralement
qu’'une fonction continue, mais quand f est une fonction radiale, on démontrera dans cette
section que la transformation de Fourier de f a plus de régularité. C’est, par ailleurs, un
résultat classiquel®. Dans les chapitres suivants, on verra que, la partie radiale du bruit
blanc et du processus de Mumford ont la méme propriété.

Le théoreme principal est le suivant.

Théoréme 1.17. Soient n > 2 et f € LY(R™) une fonction radiale. Alors la fonction J/”\
n—1
appartient a C,,} (R™\{0}), ot C* est lespace de Hélder non homogéne d’exposant s.

En fait, dans ce théoreme, quand n est un entier impair, on peut démontrer plus
"N n—1
précisément que la fonction f est de classe C7z (R™\{0}) au sens usuel.

Pour démontrer ce théoreme, on introduit d’abord la décomposition de Littlewood-

Paley. On part d’une fonction radiale ¢ € S(R™); $(&) est une fonction décroissante de |¢|
et supportée par [£] < 1; @(§) = 1si £ < 1. Posons ¢(z) = 2"p(2x) — ¢(z) ; alors 12(5)
est supportée par % < |€] < 2 et prend ses valeurs entre 0 et 1. Pour toute distribution
tempérée f € S'(R™), on définit

So(f) =Fxe, et A(f)=Fxiy, §20,

vix) =2 (2x),  §=0.
Alors Sy(f) et les A;(f) sont des fonctions C*° sur R™ et on a la convergence au sens des
distributions tempérées

f=5(f)+ > A1)

320

On donne ensuite la définition de I'espace de Holder non homogene C*(R™) quand s
est positif. Si 0 < s < 1, C*(R™) est I'espace de Banach des fonctions continues et bornées
sur R” et vérifiant

|f(x) = f(y)| < Clz —yl*,  Va,yeR™

Si s = 1, C'(R") n’est pas l'espace des fonctions continiiment dérivables au sens usuel,
mais un ensemble plus gros. Par définition, C'(R™) est la classe de Zygmund définie par
les deux conditions suivantes : f est continue et bornée et il existe une constante C' telle
que

|fl@+y)+ fle—y) —2f(@)] <Clyl, Vz,yeR"

Sim <s<m+1, C*(R") est 'ensemble des fonctions de classe C"™ au sens usuel, et que
toutes les dérivées 0° f, |a| < m, appartiennent a C*~™(R").

Plus généralement, en utilisant la décomposition de Littlewood-Paley. Quand s est un
réel quelconque, une distribution tempérée f € C*(R™) est caractérisée par

1So(N)llze <C, et A;()llze < C277, Vj >0
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Maintenant, on donne la définition de la fonction de Bessel™23 J,(2) d’ordre v €
C; elle joue un role essentiel dans I’étude des fonctions radiales et est une solution de
I’équation différentielle du seconde ordre suivante

d? d
LA

ay . a 2 2vp
Pyt (22 —v7)f =0.

Plus précisement, elle est donné par

Jy(z):(in (%) 2eC, vA 1,2,
2 kiOk!F(u+k+1)’ ’ L

et
J_n(2) = (=1)"Ju(2), 2zeC,n=1,2---.

On prend la notation Jg(A) dans la suite de ce texte pour signifier que I'indice s est un
réel et que la variable A\ est réelle et positive, ceci est le cas qu’on a besoin.

On utilisera les lemmes classiques suivants.

1

Lemme 1.18. Soit s > —3, alors on a

—1/ cos(/\cose)(sinﬁ)2sd0:—1/ e~ (sin 6)**df.
3) Jo 2) Jo

Lemme 1.19. [l existe deuz fonctions Ry et Ry telles que
T = 1/ 2 cos(r— ST Z Ty 4 Ry
SV TN IO T T T

2 sTT 1 — 452 st
J(A) =4/ — A— — — — ———sin(A — — — — A),
Js(N) ”m\COS( 5 4)—1-4\/%)\5 sin( 5 4)+R1( )

ou Ry, Ry et leurs dérivées vérifient

et

Nt

R = o) et RO = o

A—00 A—00

), Vn > 0.

Remarque 1.20. 1) On a besoin dans la suite des propriétés de la fonction de Bessel
Js(A) en 0 ainsi qu’a Uinfini. Le comportement de la fonction Js(\) quand X — 0 est
simple. En fait on a

- Js(N) 1

lim = .
A0 NS 2T (s + 1)

2) Le lemme 1.19 donne une représentation asymptotique a l'ordre 0 et 1 pour la fonction
de Bessel Js(\) quand X\ — oo. En fait, on sait plus généralement qu’il existe une suite
de constante (Cp)nen et une suite de fonction (R, )nen telles que, pour tout n € N

s+m

T.(\) = zn:omcos“; 2T L po, (1.33)

m+3
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ou, plus précisement, les constantes C,, sont données par

m—1

[T (4s* — (2k + 1)?)
Crn = (_1)m\/gk:0 )

ml8m
et le terme d’erreur satisfait

RO\ = OAN"2), VI>0.

A—00

3) On intéresse a la fonction de Bessel d’ordre s = "7_2, oun > 2 est un entier. Alors

s soit un entier, soit un demi-entier selon que n est pair ou impair. Indiquons ici que,
quand s est un entier, alors dans la formule asymptotique (1.33), toutes les constantes
C., sont non nulles. Quand s est un demi-entier, la formule asymptotique (1.33) est une
somme finie, dont le terme d’erreur est nul a partir de certain rang. Plus précisement,
soit k € N; alors il existe une suite de constantes (Cy)o<n<k telles que

k k+m+1
cos( )
s (V) § Ch . (1.34)

m+
=0 A

2
Ji(A) = \/asin)\.

Lemme 1.21. Pour tout entier n > 2, il existe une constante d,, = (QW)% telle que

En particulier, on a

I () \
(& do = dnT; VreR \{O}
Sn—1 2

]2

ot JnT—2 est la fonction de Bessel d’ordre ”T’Q

Ce lemme nous donne la formule suivante qui établit une liaison entre la fonction de
Bessel et la transformation de Fourier d’une fonction radiale.

Lemme 1.22. 29 Pour toute fonction radiale f € L*(R™), n > 2. Il existe une constante

(2m)2
A

n

telle que .
N _ —ir|€| cos : n— n—
f(§) = dn/o (/0 e~ rieleost (gin ) 2d«9>f(r)7“ Y.

1l en découle que el
~ n o0 JL72 7"5
= (271)2 2 n—ld
fley = omt [

ot Janz est la fonction de Bessel d’ordre ”T_Q
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Lemme 1.23. Soient s > 0 et g € L*(1,00). Posons

h(§) = /1 h @e—"ﬁdr, EeR.

Alors la fonction h est de classe C*(R).

Démonstration. La preuve se fait en utilisant la décomposition de Littlewood-Paley. D’abord,
on a

[So(R)l[L = [|h* @l < [[Al[L= ol < Nlgllerao0llellrr-
De plus

hy)(z — y)dy = /1 ) g(:) ( /R V(@ — y)ef"’"ydy) dr,

r

A (B)(x) = hox () :/

R
qui implique

A;(h)(z) = /1 h Me—"%(z—jr)dr,

TS
d’ou
()|~ 2 g(r)] 2 g (r)] ] s
|Aj(h)(x)\§/l pemars [ < [ B < 2lgllsam?
Ceci acheve la démonstration. O]

Le lemme 1.23 reste vrai si on considere cette fois-ci

h(§) = /100 @e"gdr, £eR.

TS

Ce qui nous donne immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 1.24. Soient s >0, « € R et g € L*(1,00). Posons

h(¢) = /100 &Z) cos(ré + a)dr.

r

Alors la fonction h est de classe C*(R).

Lemme 1.25. Soient s > 0 et s ¢ N, h une fonction de classe C§ .(]0,00[). Définissons
une fonction radiale H de dimension n > 2 par

H(z) = h(lz]), Vo eR"\{0}.
Alors la fonction H appartient o C;(R™"\{0}).

Démonstration. On va utiliser directement la définition de I’espace de Holder pour démontrer
ce lemme. Soit m < s < m + 1, o m est un entier positif. Prenons une fonction
v € CP(R) telle que p(z) = 0 quand x < g, ou € est un réel strictement positif. Notons
par E(a:) = h(z)p(z) et f](x) = H(x)p(]z]). On obtient donc que f](x) = E(\x|) pour
tout z € R" et que la fonction & est de classe C*(R). Alors il suffit de démontrer que la
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fonction H appartient a C*(R™). Remarquons d’abord que, la fonction H est continue et
bornée sur R” et que, pour tout z,y € R”, on a

|H(z) — H(y)| = [h(|z]) — h(|y])| < C|l2| — |yl < Clo —y|*~™.

Ceci implique que H appartient & C*~"(R™). De plus, on peut démontrer par récurrence
que, Vo € N"\{0}, |a] < m, la dérivée de la fonction H de l'ordre a peut s’écrire sous la

forme
o] 2]ex| -1

8“H
G (@ =2 2 D Crish®(lal) ,x—\

k=1 j=1|BI<j

ot CY ;3 sont les constantes qui ne dépendent que de a. Alors il suffit de démontrer que,
pour tout k € {1,2,--- ,m} et |3| < 7, la fonction

frjp(x) = h(k)(’x\)wa r € R",

est de classe C*~(R"). Remarquons d’abord que f; ; () = 0 quand |z| < e. Alors f ;3
est continue sur R™. De plus on a, pour tout |z| > ¢

[ P [ P

; <
[ frgal)] < -t = e
qui implique qu’elle est bornée sur R". Il reste a donner la majoration sur le module de
continuité de la fonction fy ; 3. Remarquons que, pour tout z,y € R" et k € {1,2,--- ,m},
on a

[h® (jz]) = B (|yD| < Clla| = [y||™™ < Clz =y
Ceci nous donne, pour tout z,y € R™, |z|,|y| > cet |z —y| <1

(- 1)

7 [yl

fras@) = fras@) < | (FO(al) -7 <|y|>)| ;

< o|— — |
|z Jy)

Supposons sans perdre la généralité que |y| < |z| et écrivons sous la convention z? =
Ty Ty Ty alors on a

I‘_ﬂ_il _ ‘lz Yiy - yll($21+1 yiz+1)xil+2"'$i|g| y_ﬁ_i)
z7 [yl || zf Jyp
18]-1 I— 1 ;
Jyl*[P-11 o1zl = 1yl
< Z |I|J 1l+1_yll+1’+’ | |x!ﬂ|y|3
‘5| Lo 18 —1-1 I=j=1 | 11|, 1j—1—1
O e 7 v AL
= ! Py
Iﬁ\ J
< il =y
|x|]+1 \5|’ ’ ’x“y’]ﬂﬁ” ‘ ”
8]
S gl Yt ol
S Cl|l‘_y|s_ma
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qui implique que, d’apres les deux inégalités précédents

fris(®) = fejs)] < CMlz =y, Va| |yl > e

Pour l'autre cas, quand |z| > € et |y| < ¢, on a

8
N _ (G010 _ T . sem
io®) = Fuas®) = | (A9 (lal) = B (o)) 15| < b =9l
ce qui démontre la fonction f ;3 appartient a C*~"(R"). O

La réciproque de ce lemme est vraie. C’est-a-dire que. Si la fonction H est de classe
C; (R™"\{0}), alors h € C .(]0,00[). Ce résultat est immédiatement du fait que

loc

= (k) ok ~
h (x):yH(x,O,---,O),
1

ot les fonctions h et H ont la méme signification a celles dans la preuve du lemme 1.25.
On généralisera ce résultat dans le chapitre 3.

e Démonstration du théoréme 1.17

Démonstration. Selon le lemme 1.22, on peut décomposer f(£) en une somme de deux
fonctions

~

J(&) = du(f1(8) + f2(S)),

fi(§) = /019(7")</7r eTirleleosd (i 9)”_2d9>d7“,

0

f2(&) = /100‘(](70)</07r e~irlEleosd (i 9)"’2d9>dr = ’5‘67:52 /100 fgiz JnT—z(T’ﬂ)dr,

2

avec
n—1

2 )
Constatons que f1(§) est C* sur R™\{0}, donc il suffit de traiter la fonction f5(&).
1) Quand n est un entier paire, en utilisant le lemme 1.19, on a

g(r)y =" f(r) € LN0,00) et C=2"T 7l

C 2
(€)= 1z (| g H1O) + Ha(©),
(6 =g = [ A0 costrig] - " m

H(€) = ha[€]) = / N 7%—§2R0<r|5r>dr.

n—1
Le corollaire 1.24 implique que hy est de classe C; 2 (]0,00[); donc H; est de clasee
n—1

C,,2 (R"™\{0}) d’apres le lemme 1.25. De plus, remarquons que

loc

e

RI™M(A\) =yo O(A72),  Vm >0,
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Alors on a, au sens usuel, hy € C2(]0,00[); il en résulte que H, appartient & C2 (R™\{0})

au sens usuel, et est donc de classe de Holder C’loc (R™\{0}).
2) Quand n est un entier impair, alors d’apres la remarque 1.20, il existe une suite de
constantes (Cm)ogmg’%?’ telle que

N C
f2(&) = Z W#Hm(f),
ou ) -
< g(r —1+2m
H,(&) = / p cos( €| — Tﬂ')d?“,
1 7z
qui est de classe C"z T™(R™\{0}) au sens usuel. Cela termine la démonstration. O

En utilisant la remarque 1.20 et le lemme 1.22, on peut décomposer la transformation
de Fourier d’'une fonction radiale de dimension n > 2 en une somme de fonctions de
régularité croissante

k
Z —To— 4 i(€),
> o
ou
> g(r) - n—1+2m
@ = [ costrlel=andr (o) =" fr) et o, = )

k
est une fonction de classe C’l 3 +m(]R”\{O}) et que la fonction fi(€) est de classe Oz g - +1(R”\{O}).
On considere maintenant f,,, comme une fonction unidimensionnelle, alors on a

d
() = faa(B)

Il en est de méme pour la partie radiale du processus de Mumford, comme on le verra au
chapitre 4.
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Chapitre 2

Le processus de Mumford

Le processus de Mumford fait partie des processus a accroissements stationnaires que
nous avons étudiés dans le premier chapitre. Le processus de Mumford bidimensionnel réel
est un processus gaussien a accroissements stationaires qui a été introduit par Mumford
et Gidas!", en vue de modélisation de certaines images naturelles, comme des nuages.

Dans ce chapitre, on rappelle d’abord la définition du processus de Mumford complexe
de dimension n > 2 et on le décompose en une partie radiale et une partie orthogonale.
Ensuite, on fait la renormalisation additive de la partie radiale. Apres cette renormalisa-
tion, le processus de Mumford converge au sens des distributions tempérées. En fait, la
partie orthogonale est automatiquement une distribution tempérée. C’est la partie radiale
qui a besoin d’une renormalisation.

Alors on peut étudier le processus de Mumford réel qui est la partie réelle du proces-
sus de Mumford complexe. Toutes les propriétés du processus de Mumford complexe se
conservent dans le cas réel.

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous revenons au probleme de la renormalisation des “processus en
%” (cf. [2],]3]) qui présentent une divergence infra-rouge. Dans le premier chapitre nous
avons donné une approche tres générale. Le prix a payer est qu’il faut renormaliser tous
les termes “basse-fréquence”. Ici, au contraire, nous souhaitons “confiner” la divergence
infra-rouge en ne corrigeant que tres peu de termes. Les termes corrigés dans notre nou-
velle renormalisation seront les termes de “basse-fréquence” et “invariants par rotation”.
Le role des rotations est ici surprenant mais s’explique a posteriori par les deux remarques
suivantes. La premieére est que le bruit blanc est invariant par rotation (au sens de I'inva-
riance en loi). La seconde est que I'opérateur de Calderén A = /—/A qui est utilisé pour
définir le processus de Mumford est aussi invariant par rotation.

Le processus de Mumford complexe de dimension n > 2 : X (z,w), (zr € R", w € Q),
formellement est défini par
X(z,w) =A"2Z(2,w), (2.1)

ou A = y/—A est I'opérateur de Calderén, et ou Z(z,w) est le bruit blanc complexe de
dimension n. Alors on a formellement dans le domaine de Fourier
_ 2§ w)

Kew ==g3

39
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Remarquons que Z (&,w) est encore le bruit blanc complexe de dimension n (a une
constante multiplicative pres). Donc ceci nous donne

Z(5,w)
GH

On sait que (a posteriori), le produit entre Z(&,w) et |€]72 n’est pas une distribution

tempérée. Ce produit n’a aucun sens. En revanche, pour tout € > 0, %
13

X(&w) = (21)? (2:2)

a un sens

et notre propos sera de savoir si

Z(§w)

ji(ﬁvw)::(QW)gzggquﬂgyf

converge au sens des distributions tempérées quand ¢ tend vers 0. Nous verrons qu’il
existe des constantes C'(g) telles que X, (z,w) — C(e) converge au sens des distributions
tempérées quand e tend vers 0. Bien entendu, on peut ajouter a C'(¢) une constante ne
dépendant pas de € et X (z,w) ne sera donc défini que modulo une constante arbitraire.

On décompose le processus de Mumford en une partie radiale et une partie orthogo-
nale en utilisant les mémes notations que pour le bruit blanc. Soient Zy(x,w) la partie
radiale du bruit blanc de dimension n et Z;(z,w) la partie orthogonale. Remarquons que
la transformation de Fourier de la partie radiale (resp. orthogonale) du bruit blanc est
encore la partie radiale (resp. orthogonale) du bruit blanc & une constante multiplicative
pres. Donc on peut définir la partie radiale Xo(x,w) et la partie orthogonale Xi(x,w)
du processus de Mumford de facon équivalente, dans le domaine direct ou le domaine de
Fourier par

n

Xo(z,w) = A2 Z(z,w)  ou  Xo(€,w)= (%ﬁw, (2.3)
et
Xy (z,w) = A2 Zy(x,w) ou  Xi(§w) = (2%)3%’”@. (2.4)

On démontrera dans la section suivante, que la partie orthogonale X;(z,w) est automa-
tiquement une distribution tempérée. C’est la partie radiale Xo(x,w) qui a besoin d’une
renormalisation additive.

D’apres la définition du processus de Mumford dans le domaine de Fourier donnée par
(2.2) et la représentation générale du bruit blanc donnée par (1.28), on a formellement
une représentation générale du processus de Mumford dans le domaine de Fourier

fi(€)
HEN

X(Ew) =02mi) giw) (2.5)

jeN

ol (gj)jen est une suite de v.a., i.i.d. de la loi N'(0,1) & valeurs complexes et (f;)jen est
une base o.n. de L*(R").

Le choix de la base o.n. de L*(R"™) joue un role essentiel dans le probleme de la
convergence. La norme de £ qui apparait dans la définition du processus de Mumford
nous incite a prendre une base définie en cordonneés polaires; autrement dit : une base
adaptée a notre probleme.
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On introduit d’abord les harmoniques sphériques!*?:[18:126] de dimension n > 2.
Soit I € N. Notons par H;(S"™!) I'espace des harmoniques sphériques de degrée .
Alors on sait que L*(S"™!) = @H;(S"!) et

lEN
N2 dim (H(S")) = ity = Clils,
Soit de plus
{Yim(o):oeS"™  mel, £{1,2,--- N}
une base o.n. de H,;(S"!). Alors on a
AgrrlYLm = )\li/l,rm )\l = —l(l +n — 2), (26)
ol Agn-1 est 'opérateur de Laplace-Beltrami qu’on va définir ci-dessous.

Soit x € R™, considérons le changement de variable en cordonnées polaires

r1 = 7rcosb,

To = rsinfcosbsy,

= rsin#;---sinf,_ 5 cos ¢,
T, = rsinf;---sinf,_osin @,

our =lz|,0; € [0,7] (1 <j<n-—2)et¢ e [0,2n]. Alors opérateur Laplacien A se
calcule dans la cordonnée polaire

82 (n - ].) 8 Agn—l
A= 2 il
Or? + r Or r2
Il vient donc o 5
_o2a 29N 9
Agnr =12 A —r (W) (=1, (2.7)
ou en fonction de (01, ,0,_2,0)
1 0 0 1 0 0
A n—-1— ———FF—— —— in™ 2 R . con—3 .
s sin" 26, 06, <Sm O 891> * sin? @ sin® 3 0, 00, <Sm 2 892)
1 0?

Sil’l2 01 SiIl2 92 s SiIl2 en_g 0¢2 '

Remarque 2.1. 1) En particulier, Ho(S™™') est le sous-espace de L*(S™™') engendré par

Yoo(o) = (m(S"™1)) 2. Rappelons ici que, la superficie de S*™™' est m(S*™1) = 2;(—2).

2) Quand n =2. On a pour | > 1, Hi(S") est le sous-espace de L*(S') engendré par

10 —ilf

{jﬁ ‘j/%:ee [0,27@}.

L’opérateur de Laplace-Beltrami est Ng1 = 2

2
W.
3) Quand n = 3. Suivons les notations des physiciens. On a

H(S?) = Vect{Y;™(0) : =l <m < 1},



Page 42 CHAPITRE 2. LE PROCESSUS DE MUMFORD

ou
Y™(0) = " P" (cos 0)e™?,

avec

o = (cos ¢sinf, sin psin b, cosb), 0 €[0,x], ¢ € (0,27,

m 20+ 1 (1 —m)!
" =(=1) \/ A7 (I+m)V

et les fonctions P™ sont les polynomes associées de Legendre

ml ™l l
PRt = ()" - E S (R0), ) = g 1)

L’opérateur de Laplace-Beltrami est

L g(smﬁ

Ag = sin 6 00

0 ) 1 8_2
00 sin% 0 0¢?

Prenons la base de Malvar-Wilson*?!
{wp(r):r7>0,j€Z, keN},

qui est une base o.n. de L?(0, 00) et donnée par

wj(r) = Q%w(er) cos [m(k + %)er], (2.8)

ou w est une fonction C*°; supportée par [%,3], et vérifie certaines conditions fonc-

tionnelles. Alors a partir de la base de Malvar-Wilson, on construit une base o.n. de
L*(R",dx) = L*(]0,00[xS"" !, r"~drdo) par

W, e\T
Wik m () = %QYz,m(a), (2.9)

r2

ol
j€Z, keN leN mel et xr =ro.

Ceci nous donne, en utilisant cette base dans le domaine de Fourier

X(&w)=20EY 33> girim(w w]%m(@, (2.10)

JE€Z keN leN mel;

ou les v.a. gjr1m sont i.i.d. de N(0,1) & valeurs complexes.

Avant commencer a donner les formules explicites sur la partie radiale et la partie
orthogonale du processus de Mumford, on énonce d’abord le lemme suivant.

Lemme 2.2. Soit Wy(R"™) (d € N) le sous-espace fermé de L*(R™) engendré par la suite
orthogonale
{wj,k,l,m(x) reR", jeZ keN, 0<I[I<d, mEe HZ}.

Alors Wy(R™) est invariant par conjugaison et par la transformation de Fourier.
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Démonstration. Remarquons d’abord quesi f, g € L*(S"!) et que Agn-1f = N\ f, Ngn-19 =
19, L £ 1’ o Agn-1 est Popérateur de Laplace-Beltrami et A;, A} sont les différents valeurs
propres de Agn-1, alors on a

fo)g(o)do =0,
§n—1

car l'opérateur de Laplace-Beltrami /g1 est auto-adjoint sur S" 1.
Commencons la démonstration. On sait que Agn-1Y),, = Agn-1Y), = N Y, ce qui nous
donne immédiatement

__ /
<wj7k7l7m, wj/7k/’l/7m/>L2(Rn) =0 quand l 7£ l.

D’ott Wjxim € Wa(R™) pour tout 0 < [ < d. Alors on a évidemment f € Wy(R") pour
tout f € Wy(R™). On démontre ensuite que W,;(R™) est invariant par la transformation
de Fourier. Pour cela, il suffit de démontrer

/ Wik 1,m (§)Wjr g 1 (§)dE = 0 quand [ #['.

En fait, ceci est une conséquence évidente da la propriété suivante

< / Y m(0)e™” do, Y/,m/(ol)> =0, [#I, NeR,
Sn71 LQ(Sn—l)

mais ceci est un donné par le théoreme suivant. O

Théoréme 2.3. (Formule de Funk-Hecke) Soient f : [—1,1] — C une fonction continue
et Hy(S™1) l'espace des harmoniques sphériques de degré | € N. Alors pour toutes les
fonctions Yi(o) € H)(S*™1) et pour tout o’ € S"™!, on a

flo-a"Yi(o)do = C(l, f)Yi(o),

Snfl
ou C(l, f) est une constante et qui est donnée par

2 ! dl n—3
o [ g -

Revenons a la définiton de la partie radiale et la partie orthogonale du processus de
Mumford dans (2.3) et (2.4). On sait que

{wjkoo(®) :x €R", j EZ, k € N}
est une base o.n. de Ho(R") = Wy(R") et
{wjgim(@):xeR", jeZ keN, leN, mel}

est une base o.n. de H;(R") = Wy(R")L. Alors Xo(z,w) et X;(z,w) s’écrivent dans le
domaine de Fourier en utilisant la base de Malvar-Wilson

Xo(&w) = (2m)5 > > " giroow) ””“00(5), (2.11)

JE€Z keN NE

Xi(&w) = (27)% EY DN gikim(w JTQM(@. (2.12)

JE€Z kEN IEN* mel|

Remarquons ici que, les trois formules (2.10), (2.11) et (2.12) restent encore formelles
pour le moment.
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2.2 Réalisation du processus de Mumford

L’objectif de cette section est de donner une renormalisation additive pour que les

séries (2.11) et (2.12) convergent au sens des distributions tempérées. En fait, on se propose

Z(&w)
€l

s € R, ou Z(&,w) est le bruit blanc complexe de dimension n > 2. On énonce d’abord

le théoreme principal et on donne les détails de la renormalisation dans la suite de cette
section.

de démontrer la convergence ou d’effectuer la réalisation sur le processus pour tout

Théoreme 2.4. Presque stirement en w, la partie orthogonale du processus de Mumgford
est une distribution tempérée. Aprés une renormalisation additive, la partie radiale est
ausst une distribution tempérée.

On démontrera la convergence dans le domaine de Fourier en utilisant la base de
Malvar-Wilson et les formules (2.11), (2.12). En fait, les six propositions suivantes 2.5 ~

2.10 entrainent immédiatement le théoreme 2.4 et la réalisation du processus
tout s € R. Leurs démonstrations se trouvent dans la section suivante.

Dans la suite de cette section, les fonctions w; x;m sont la base o.n. de L*(R™) qu'on
a définie dans (2.9) et les v.a. gjxm sont i.i.d. de la loi N'(0,1) & valeurs complexes.

Définissons tout d’abord une fonction €%y, sur R par

ol

—1)le o e
Corans) = S [ Vinlodotdo [T wgalnyr R 2a3)
Sn— 0
ounjeZ, ke NIleNmel et ae N Indiquons ici que, la fonction z% est un

|al
polynéme homogene de degré |a|. Alors o € @H;(S" 1), ce qui implique
1=0

/ Yim(0)o%do =0, Vi>lal.
S§n—1

D’ou
eam(8) =0, VI>]al. (2.14)

Commencons a énoncer les propositions suivantes.

Proposition 2.5. Presque surement en w, la demi-série
Z Z wj,k:,o,o(f)
0 s 5 w 95.k,0, 0 |§|5
7<0 keN

converge au sens des distributions tempérées pour tout s € R.

Proposition 2.6. Presque sirement en w, la demi-série
T+ g Wj k,0,0 (6)
Os ’ g]$700 |€|S
j>0 keN

converge au sens des distributions tempérées pour tout s < 3.
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Proposition 2.7. Soit § +d < s < 3 +d+1, oud est un entier positif. Posons
Wi k,0,0(8)
§>0 keN la|<d

ot les constantes Cy  o(s) sont données dans (2.13). Alors w-presque sirement, Ty(§, w)
est une dzstmbutwn tempérée.

Proposition 2.8. Presque surement en w, la demi-série
jvkvl,m(f)
1 ] g w g] k,l, m |§|s
j<0 keN leN* mel;

converge au sens des distributions tempérées pour tout s € R.

Proposition 2.9. Presque sirement en w, la demi-série
W) j1.m (§)
1 ,S 5’ g] k: ! m ’5‘
7>0 keN IeN* mel;

converge au sens des distributions tempérées pour tout s < 3.

Proposition 2.10. Soit § +d < s < 3§ +d+ 1, ou d est un entier positif. Posons
w k,l,m
TR 353) 9) SURMEICTE R e WRATE|
j>0 keN IeN* mel| || <d

ot les constantes C$ ;. (s) sont données dans (2.13). Alors w-presque sirement, Ty(§, w)
est une dzstmbutzon tempérée.

Compte tenu les deux propositions 2.5 et 2.7 (en prenant s = %), on a réalisé la

renormalisation additive sur la partie radiale du processus de Mumford. En outre, d’apres
(2.14), on a C;, . (3) = 0 quand I > 0. Alors la partie orthogonale du processus de
Mumford est automatiquement une distribution tempérée d’apres les propositions 2.8 et
2.10 (en prenant s = 7). On I'’énonce maintenant comme un théoréeme dans le domaine
direct.

On donne d’abord quelques notations. Soit
{fikim:J€Z, ke N leN mel}
la base o.n. de L*(R"), telle que
]/C\j,k,l,m(g) = (27T>%wj,k,l,m(§)'

Alors la fonction fvjvkvlym = /\_%f]}k,l’m satisfait

};klm(x) = ﬁ),k,l,m(Q_jx)-
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Notons simplement hy ., (z) = ﬁ)klm(x) Alors elle est déterminé dans le domaine de
Fourier par

E,ﬁ,,m(g) (27)2 Yim (a):if_g) cos [m(k + %)r], E=ro. (2.15)

On observe que B ‘
Fikgm(x) = Py m(2772).

On observe aussi que la fonction Ay, est de classe de Schwartz, et que

8‘”‘hk757m(0) = 0, ‘v’|a| <.

Théoreme 2.11. Notons par

Xo(z,w) =Y giroow <hk00(2 &0 _Ck) + )0 gimoo(@)hioo(27 1),

§>0 keN j<0 keN

Zzzzgg,k,l,m Vg rm (27 J z),

JEZ keN leN* mel,

et

ou les fonctions hy ., sont données dans (2.15) et ou

ck:( S’“ /

Alors w-presque surement, X{j(as, w) et Xq(z,w) sont des distributions tempérées. X} (z,w)
est la renormalisation additive de la partie radiale du processus de Mumford, et la renor-
malisation additive du processus de Mumford est X" (x,w) = X{(z,w) + Xi(z,w). En
outre, X" (x,w) est un processus gaussien & accroissements stationnaires, invariant par
rotation et pour tout j € Z, il existe une v.a. C;(w) telle que

cos m(k + ) ldr = hy,00(0).

X"(2z,w) ~ X" (z,w) + Cj(w).

D’apres ce théoreme, on sait que le processus de Mumford converge dans S)(R") et le
role de la renormalisation est d’assurer la convergence dans S’'(R™). En outre, la partie
qu’on a renormalisée est divergente. Notons d’abord

Z CrGjk00(W VjeN,

||C||z2

ou

lelle = ( ().

keN

Alors (g;)jen est une suite de v.a., i.i.d. de la loi (0, 1) & valeurs complexes. Avec cette
notation, la partie qu’on a renormalisée devient

Z Z kG5 k00(W) = ¢l Z gj(w)

j>0 keN Jj=0

Ceci implique sa divergence en utilisant le théoreme suivant de P. Lévy.
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Théoréme 2.12. Posons S, (w) = > gj(w), ot (g;)jen+ est une suite de v.a., i.i.d. de la
=1

loi N'(0,1). Alors w-presque stirement

lim sup [Sn(w)]

n—oo  \ 2n ].Ogn -

Compte tenu les propositions 2.5 ~ 2.10, la propriété (2.14) et la représentation
générale du bruit blanc Z(¢,w) de dimension n > 2 dans (1.28), on a le théoreme suivant,
qui démontre la convergence du processus ﬁ’ ) quand s <

quand s > 7.

n

5 et donne sa réalisation

Théoreme 2.13. Considérons le bruit blanc Z (&, w) de dimensionn > 2 et sa représentation
dans la base de Malvar- Wilson

- Z Z Z Z G e dom (W) W) k1. (§)-

JEZ keN leN mel,

1) Soit s < . Alors presque sirement en w, la série

|§| Y il wj”]’é’f?(g)

JEZ keN 1EN mel,

converge au sens des distributions tempérées.
2) Soit 5+d < s < 5 +d+1, oud est un entier positif. Alors presque sirement en w, la
série

)S)IPIPIMMEEE SRS 353 3D PNMEE

7<0 EeN leN mel; 720 kEeN [>d mel;

d
- Z Z Z Z gj,kvl,m(w (w] k|él~|m Z Cjak,l,m( )aa(so)

3>0 keN =0 mel, 1<]al<d
converge au sens des distributions tempérées, ou les constantes Cfy . (s) sont données

dans (2.13). Ce qui donne une réalisation du processus Z‘(é’:)) quand s > 3.

La renormalisation qu’'on a fait dans 2) de ce théoreme n’est pas triviale. En fait,
quand a € N™ est fixé

Z Z Z |Cﬁk,l,m(3> 2

keN leN mel|

— a; onz Z Z (/ (o) da)zz (/OOO wj,k(?“)T"“HnEl—SdT)z

leN mel, V8" keEN
o o n— 1 2
— 92i(s=§—Jah) LT TLAE"TT) | HLQS ) Z / rlo 2 =5 (r) cos [ﬂ(k+§)r]d7’> .

Alors il existe une constante C,(s) > 0 telle que

(Z > \Cﬁk,z,m(S)IQ) g Con(s5) 2763 -1aD),

keN leN mel;
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Il en résulte que, la série

D3 DD Clrim(8)ginam(@) = Cals) Y 207571, (w),

§>0 keN leN mel| §>0
: o : n n
diverge presque strement puisque s — § —|a| > s — 5 —d > 0.

Avant finir cette section, on parle quelque mots sur le processus de Mumford réel.
Il est défini par X(z,w) = A~2Z(z,w), ot Z(z,w) est le bruit blanc réel de dimension
n. Remarquons que le bruit blanc complexe est une combinaison complexe des bruits
blancs réels et que A~z f est réelle si f est une fonction réelle. Alors le processus de
Mumford réel est la partie réelle du processus de Mumford complexe, ainsi que sa partie
radiale ou orthogonale. Donc I'étude du processus de Mumford réel se rameme a 1'étude
du processus de Mumford complexe, et que tous les propriétés (convergence, régularité,
etc...) du processus de Mumford complexe se transmettent au cas réel.

2.3 Démonstration de la convergence

On démontre les six propositions 2.5 ~ 2.10 dans cette section. Etablissons d’abord
quelque lemmes. Le lemme suivant donne une estimation uniforme sur une suite de v.a.,
i.i.d. de la loi N(0,1). Ce lemme joue un role central tout au long de notre probleme.

Lemme 2.14. Soit (gn)nen une suite de v.a., i.i.d. de la loi N'(0,1). Alors il existe une
v.a. C(w) qui est presque sturement finie telle que

|gn(w)] < C(w)y/log(n +2).

Ce lemme est optimal puisque on peut démontrer une propriété plus forte. En fait on
a w-presque surement

Al
n—oo V2logn

Dans notre probleme, on considere tres souvent une suite de v.a. indexées par Z™. Par
exemple, une suite de v.a. {g;x(w) 1w € Q, j € Z, k € N}, i.i.d. de la loi N(0,1). Alors
on peut réordonner cette suite en une suite {g,(w) : w € 2, n € N} de sorte que n soit de
'ordre de grandeur (1 + |j| + k)2. Ceci nous donne, d’aprés le lemme précédent

|97:(@)] < C(w)/1og(2 + |j] + k).

En outre, dans tous les lemmes ou les théoremes qu’on va démontrer dans ce texte, on
utilisera systématiquement la formulation : “on a w-presque stirement...” | pour signifier
qui’il existe un ensemble €y de probabilité nulle tel que la propriété soit vraie si w ¢ .
On indique que cet ensemble €y ne dépend que des v.a., et non pas les autres parametres.
De plus, si on dit “il existe une v.a. C(w) (Cy(w), Co(w) ou D(w) etc.) telle que...”, cela
signifie qu’elle est presque strement finie si w & €.

Pour tout ¢ € C*°(R") et o € N"/{0}, on définit deux fonctions C'*°

o) = /0 (1-— t)‘a|_18a<,0(tx)dt et Do) = %4 (). (2.16)
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Avec les deux fonctions, la formule de Taylor d’ordre d de la fonction ¢ devient

[0}

()= X D0+ Y Do) = ¥ D0+ Y P,

laj<d laj=d+1 laj<d |a| d+1

Lemme 2.15. Soient ny et ny deux entiers positifs tels que ny > 1. Alors il existe une
constante C' = C(ny,ns) telle que pour tout ¢ € S(R™) et tout ng € N, on a
o™
orm

((Bgns)2p(r0)) | € CCugmyinal)r ™™, W1 >0,

ot Colo) = sup {(1 + |w|)m|@a¢($>|}’

z€R™,|a|<m

et Agn-1 est l'opérateur de Laplace-Beltrami qu’on a définit en (2.7).

Démonstration. On démontre d’abord par récurrence que, pour tout ny € N*, il existe
des constantes C,, g qui ne dépendent que de ny et telles que

5}
(ool = Y Copr®d E(0). (2.17)

1<]a|=|8<2n2

En fait, d’apres la définition de 'opérateur de Laplace-Beltrami en (2.7), (2.17) est évident
quand ns = 1 puisque

A — 2 0 _Z A ,8_2_( _1)2 9
st Z@:B xlw]@x-@x- " xl@z

7

0
= lea 2 lel']ax (91‘ —1)21728—1'1

i#]

Remarquons que, quand 7 # 7, on a

9 2
xzx]%&% = xlai%(xjaix) et x; % = l’@aix] (%i)a

Alors il suffit de démontrer que, pour tout i,j € {1,2,--- ,n} et o, 5 € N*, 1 < |a| =
|B| < 2no, le terme suivant
x.i(x D%, )>
18:63» 8x3

est de la combinaision linéaire des fonctions

w07

- SPx),  1<o|= 8] < 2my+ 1.

Ceci est aussi évident, alors (2.17) est prouvé. Remarquons de plus que, pour tout n; € N

r

ma1 O 0 (6”1 ) o oM

n1
=r
Orm+l rmor \grnt

orm’
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Alors en utilisant (2.17), on a pour n; € N et n; € N*, il existe des constantes C7, 5 qui
ne dépendent que de nq, nsy et telles que

ni n9 ! aaﬁgp
r 9 ((Asn—l) 80(33)) = Z Ca,ﬁﬂf ﬁ(fﬂ)

1<]al=]81<2n2+n1

Qui implique qu'il existe une constante C' = C'(ny, ns) telle que

P (oroto)| < X ZE@] @)

1<|B|<2n2+n1

ni

Alors on a, pour ng € N

701

0 98 ,
%((AS?@*I)TLQQP(TU))) S O Z Tno—i_w'}a_x(g(x)’ S C C2n2+n1+n0 (90)

1<|B|<L2n24+n1

Tno-i-nl

Cela termine la démonstration. O]

Lemme 2.16. Soient ny et ny deux entiers positifs, « € N"\{0}. Alors il existe une
constante C' = C(ny,ng, «) telle que pour tout ¢ € S(R™), on a
om
orm

((Asn—l)”z[ﬁa(ro')) ’ < CC|a|+2n2+n1 (()O)TICd—m7

ot la fonction @, est donnée dans (2.16).

Démonstration. Encore une fois, on peut démontrer par récurrence que, pour tout ny € N,
il existe des constantes C'3 qui ne dépendent que de ng et telles que

1
(Bo)"Fult)= 3 Cas / (1= £)lel =110l 4B (1) .
la|<IBl=|y|<|al+2n2 0

Alors pour nq, ny € N, il existe des constantes C’éﬁ qui ne dépendent que de ny, ng et
telles que

1
rm o ((Dgn-1)"¢p(ro)) = Z Cﬁﬁ/ (1 — t)lel=1ghi=lelpB 97 o(t2)dt.
0

loe| <IB1=Iv|<le+2n2+n1

En particulier

1 1
‘/ (1_t)\alflt\vlf\alxﬁavgo(m)dt‘ < /twua‘xﬁmgp@x”dt
0

0

IN

1

] / |18 (1) | dt
0

< |x||a|0|a\+2nz+n1(90)'

Cecl entraine immédiatement la démonstration. O
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e Démonstration de la proposition 2.5
Démonstration. Pour tout ¢ € S(R™), on a
<T07,s(£7w)7()0 YE)O Zzgjk(]o )
7<0 keN

ol

o) = [ e =219 [ gioyin

Jik(o) = /000 w(27r)p(ro) cos [ (k + %)er]dr, w(r)=rz Sw(r).

Faisons l'intégration par partie, on a

Jinlo) = —W /OOO (22" @r)e(ro) +2 2jw’<2jr>g—f(w>
+w(zjr)87f(m>> cos [m(k + %)r]dr. (2.18)

Remarquons que

Oy 0 RN 0
— ZZ:; aia—xi(ra) et W(TU) = Z:l 0i0; —8:1:1-83@ (ro).

Prenons alors un entier m € N tel que m > § — s, donc il existe une constante C' telle que
[p(ro)| < CCw(@)r™™ < CCpia(p)r™™,
dg

|52 (0)| < COn (@)™ < COnaaliphr ™,
0% -
W(TU)’ < CCOppa(p)r™m 2
Il en résulte que, d’apres (2.18)

CCmaa() [ (o [W"(2) o o [0 (20r)| W)y, 2itm~Y
| Jj(o)] < W/ (2 o XY T s )dr =C Cm+2(¢)m’
qui implique

L)) < C"Conpalip) Y 2.19
[ Lik(p)| < m+2(¢)m (2.19)
A la fin on a, en se servant le lemme fondamental 2.14 et I'estimation (2.19)
DD lgkoo@ L@l < Cw) Y Y Vg2 + il + k) Lx(#)]
<0 keN <0 keN
< CW ) Y VI+ VIR
j<0 keN
< C( C// 2 Z /1“—‘] 2]m+s Z 1+k
~ ’m+ (k + 1)2
Jj<0 keN 2
= D(w)Cmia(yp),

ou D(w) est une v.a. qui est presque surement finie. Ce qui démontre la convergence au
sens des distributions tempérées de processus Tj (€, w). O
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e Démonstration de la proposition 2.6

Démonstration. Avec la méme signification de J; (o) dans la démonstration précédente,
on a, pour tout ¢ € S(R"™)

<T(i_s(§vw)v YE)O Z ZQJ kO[) 2] 8+1_2)/ ) ij(O‘)dO‘.
S’!L*

720 keN

Cette fois-ci, (2.18) nous donne que

COAD) [ (it pgp B JT@ON ey 27
o) € s [, (HF @2 PR T = c )

Alors on a
23(8—*

(T(E ), 0@ < C"Co(0) 33 G rslanoote)]

7>0 k N

Ce qui entraine immédiatement la convergence au sens des distributions tempérées de
processus TOJ?r s(&,w) grace au lemme fondamendal 2.14. O

e Démonstration de la proposition 2.7

Démonstration. Pour tout p € S(R™), on a

(To,(& w) Zzggkoo (¥), (2.20)

720 keN
ol
Tute) = [ 22008 ey — 3 ()0 0510000
BT =~
wj,k,o,ﬂ(g) @ o
= [ 2RO Y29 d
f i (e %a! o(0))de
wk;OO
= —LEmis] a(g)dé
POy
Yb,O(U) g J
= ]7 (O-)d0-7
agd:—i—l ! /Snl k
avec 1
oal€) = / (1 - £) 11 9o (1) dt
0
et

) < 1. . " n—
(o) = i (st+1=5—lal) / w(27r) cos [m(k + 5)2]r]goa(ra)d'r, w(r) = ploit 21’Sw(r).
0

Remarquons que

aa(i“ (ro) = Za/o (1 =) =14(8,0%¢) (tro)dt,
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8 2 (ro) Z O'ZUJ/ t)1e1=142(9,0,0% ) (tro)dt.
-

i,7=1

Alors il existe une constante C' telle que

5

| (ro)

Ceci nous donne, en faisant I'intégration par partie

j(s—1 laf) oo ] i (99 (93
172 (0)] < CCluiale )2—/ (22j|~//( JT>|+2.2j|w (277)] n |w(2 T)|>d7“
0

T2 (k + 3)? T 72
0i(s—2—lal)
= C'Cy, —_—
‘ |+2(S0) (k?‘i‘%)Z
Enfin, on a
%,0<U) o " gi(e—g—d-1)
Ll < 3 20D [ nolis < CCuto) T 221
o] =d+1 2
Pour conclure, il suffit d’invoquer le lemme fondamendal 2.14 et (2.20), (2.21). O

e Démonstration de la proposition 2.8

Démonstration. Pour tout ¢ € S(R™), on a

(T (6w). () =) > 3> gintn(@) Liksm (),

Jj<0 keN leN* mel|

ou

Likgm(p) = /n —wjﬁgg(é)@(ﬁ)df = | Yl,m(o)go(m)da/o wi(r)r T "Sdr,

Remarquons que 'opérateur Agn-1 est auto-adjoint sur S"~!. Alors d’apres (2.6) on a

1 1

/ Yim(o)p(ro)do = x ANgn-1Y)m(0)p(ro)do = —
sn-1 I

3 Yim(0) (Dgn-1p(ro))do.
sn—1 1 Jsn—

On répete n-fois cette opération et on obtient

/gn1 Yz,m(U)SO( - lm Agn )" (’]”O’))do'.

Il en résulte que
2j(s+1—%)
Lian(@) = s [ Vi) Tinin(0)do, (2.22)
()\l) Sn—l

ou

Jikim(o) = /000 w(27r) ((Agnfl)"go(ra)) cos [r(k + %)er}dr, w(r)=r =z Sw(r).
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On choit un entier m € N tel que m > § — s et prenons (ng, n1,n2) = (m,0,n), (m,1,n)
ou (m,2,n) respectivement dans le lemme 2.15, alors il existe une constante C' telle que

‘(Agn,l)”(p(m)‘ < CCoam(p)r™™ < CCoppmaa(p)r™™,

%((AS"I)nSO(TU))‘ < CCouymi1(@)r™" 1 < CCopymia()r ™7,
92
5 ((Bo)"9(r0)) | < CCmpmanlp)r ™2,
Ceci nous donne, en faisant 'intégration par partie
il € CCumiate) s [ (P + 22 il oy
= C’C2n+m+2(90)ﬂ-
(k+3)

Avec cette inégalité et (2.22), on a

9j(m+s—%)
m S C/C n+m —/ Ym g dO'
| kL, ( )| 2n+ +2(80)(k+%)2’)\l|n - | l, ( )|

) i(mts=3) R 3
< C'C'zn+m+2(90)m(m(§ 1)) </Sn1 |Yl7m(0)|2d0>
i (m-+s—12)

(k+3)2\f

Enfin, en remarquons que || > 1%, on a l'estimation de I ()

= C”C2n+m+2 (@)

23 (m+s—1%)

iktm(@) < O Consns20) Ty

(2.23)

On donne ensuite les estimations de g k. (w) en utilisant le lemme fondamental 2.14. En

fait, remarquons que le dimension de H,(S"~!) satisfaite N; = C/'), —Crol . = O(1"7?),
or

< C(w)/log(2+|j] + k+1+m)
< C'w)y/log@ + Vi@ + k) v/log@ + ).
Ceci nous donne, en invoquant (2.23)

SN TS 1gikim @) kim0

7<0 keN leN* mel;

23(
C"Consm2(0)C' (@) YD) Z SEE \/log 2+ |5])\/log(2 + k)y/log(2 + 1)

7<0 keN leN* mel;

|Gkt ()]

IA

A \/ 10 (2 + k) Niy/log(2 +1
= C"Conmsa(9)C'(w) Y 20D Jlog(2 1+ 1) Y g Iy 12gn )
7<0 keN leN*

= D(w)02n+m+2(90) )

ou D(w) est une v.a. qui est presque sturement finie. Ce qui entraine la convergence au
sens des distributions tempérées de processus 17 (€, w). O
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e Démonstration de la proposition 2.9

Démonstration. Avecla méme signification de Jj (o) dans la démonstration précédente,
on a, pour tout ¢ € S(R")

J(s+1-%)
T2 20 = £ X3 Y tisan) g [ Vi) il

7>0 keN IEN* mel

Cette fois-ci, le lemme 2.17 nous donne que

1 > o] W' (7)) |w(2r)]
] < 25 |~ 97 Y]
| ikim(o)] < 002n+2(90)—ﬁ2(k+%)222j/0 <2 jw” (27r)] +2-2 . + = >dr
- Ol s
- on+2(P (k_i_%)Q
Alors on a

[(T60), 9] < C"Cnia(@) Y DY Z oz 9 )]

>0 keN leN* mE]Il

Ce qui entraine immédiatement la convergence au sens des distributions tempérées de
Processus Tf s(§,w) en invoquant le lemme fondamendal 2.14. O]
e Démonstration de la proposition 2.10

Démonstration. Pour tout ¢ € S(R™), on a

(T5(60), ) =D > > Gikam(@) ikum(#),

7>0 keN [EN* mel

ol
Lan(e) = [ 2 ode - Y (-1)RIC3,,0%(0)
lo|<d
-/ —wj”]g[;‘(@ (p6) = 3 S ae
laj<d
_ 1 Wi geim(§) ~
= |a§+1a/" j’T%(f)dﬁ,
27 (s+1-%)
= 2 al(n)" /Sn_lylm(a) ikt (0)do
|o|=d+1
avec L
(@) =€ [ (1 )Tt a (1)
et
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Alors en utilisant le lemme 2.16 en prenant ny = n, n; = 0, 1,2 respectivement et par
I'intégration par partie, on a

o Ca 2n 2(‘;0) > j| ~ j « |~ i ol— ~ i al—
I m(0)] < 02'%6{—1%)2 /0 (221" (@)l 2 27| (@ )|ttt 4 (277 12 ) dr
9i(1tal) o
(k:+—%)2 jal+2n+2(0).

Il en résulte que
od(s— 3 —d-1)
Ligim <C"—ueCyion :
Lk m ()] < (k+%)212n dron+3()

Ce qui termine la démonstration. O



Chapitre 3

Régularité du processus de Mumford

Dans ce chapitre, on étudira d’abord la régularité du bruit blanc sous les différents
normes, cela donne immédiatement la régularité du processus de Mumford.

3.1 Régularité du bruit blanc

Avant d’énoncer les théoremes, on rappelle d’abord les définitions de 1’espace de Sobo-
lev H*(R") et de l'espace de Besov B, (R"), qui décrivent la régularité sous les différents
normes. On va étudier ensuite I’appartenance du bruit blanc a aux espaces de Holder, de
Sobolev et de Besov.

Soit s € R; I'espace de Sobolev H*(IR™) est composé des distributions tempérées f qui
satisfont

| arleprifier < .

Remarquons que 'espace de Sobolev H*(R™) est un espace de Hilbert pour le produit
scalaire

(g = [ (@ + 1P TOTEE

Soient p, g € [1,00] et s € R; 'espace de Besov B,  (R") est composé des distributions
tempérées f qui satisfont

So(f) € LP(R™) et [|A;(f)lle < €277, V520,
ol (g;)jen est un élément de I7(N). L’espace de Besov By (R") est un espace de Banach.
Rappelons qu'on a H*(R") = B3 ,(R") et C*(R") = B, (R").

Le théoreme suivant bien connu décrit la régularité du bruit blanc. On verra que, le
bruit blanc est un objet fractal, 'exposant s = —% — € servant a mesurer la régularité ne
dépend pas des exposants p et q.

Théoréme 3.1. Soit Z(x,w) le bruit blanc complexe de dimension n. Alors w-presque
surement, pour tout € > 0

Zr,w) € C 2 (RY) et  Z(x,w)e H > “(R").

loc loc

57
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Plus généralement, pour tout p,q € [1,00], on a

_n_.

Z(xz,w) € (Bpd ioc(R™).

Ce théoreme est aussi vrai pour le bruit blanc réel, grace au fait que la partie réelle
du bruit blanc complexe est le bruit blanc réel et a la proposition suivante.

Proposition 3.2. Pour tout p,q € [1,00] et s € R
feB,, R <  Re(f)eB; (R") et Im(f)e B; (R").

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du fait que dans la décomposition de
Littlewood-Paley, les fonctions ¢ et 1) sont réelles puisque @ et 1) sont réelles et radiales.
O

Le théoreme 3.1 est optimal en deux aspects. D’une part, on ne peut pas obtenir la
régularité globale du bruit blanc. C’est a dire que, pour tout s € R et p,q € [1, 0], on
n’a pas w-presque stirement

Z(r,w) € B, (R").
D’autre part, pour tout p,q € [1,00], on n’a pas w-presque sirement
Z(v,w) € (Bpg )ioc(R™).

La preuve du théoreme 3.1 est simple, qui est une conséquence directe de la représentation
générale du bruit blanc (1.28) et du théoreme suivant, en invoquant le lemme 2.14. Pour
le démontrer, il suffit de prendre la base d’ondelettes de Daubechies!™®!,

Théoréme 3.3. 19 Soient
{u@) = pla — 1), ¥5u(0) = 2F 6 (Pa— k)1 j €N, k€ 27, c €12 {0,11"/{0}}

une base d’ondelettes de L*(R™) qui ont les moments nuls jusqu’a [’ordre v, s un nombres
réel tel que —r < s < r et p,q € [1,00]. Notons les coefficients d’ondelettes d’une distri-
bution f € D'(R™) d’ordre inférieur a r par

ﬁk = <f7 SOk> et a;,k = <f7 1/}§,k>
Alors on a
1) f appartient a C*(R™) si et seulement si

et .
aS,| < C2° %927 Veel, jeN, ke,

ot C est une constante.
2) f appartient a H*(R™) si et seulement si

STBLPHDI DTN 2% ag, P < oo

kezn ecl jeN kezn

8) plus généralement, f appartient a By (R") si et seulement si

< Z |6k‘p); < o0,

kezZm

223'82’”'(%*%)( 3 |a;’,€|p)5 —&; € l(N).

ecl kezn

et
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3.2 Régularité de la partie radiale du bruit blanc

Le théoreme suivant est le théoreme principal de cette section. On observera que la
dimension n n’intervient pas dans cette régularité et que ce théoreme est optimal pour
I’exposant de la régularité s = —% —c.

Théoreme 3.4. Soit Zy(x,w) la partie radiale du bruit blanc complexe de dimension
n > 2. Alors w-presque surement, pour tout € > 0

Zo(x,w) € (Bp_,q%_a)loc(Rn\{O}>'

Considérons la représentation de Zy(x,w) sous la base de Malvar-Wilson, on a

(Sn 1
Zo(z,w) = Zzgj,k(w)wj,k,o,o(ﬂc) = (— Zzgyk w)w;k(|]). (3.1)
JEZ keN |x| J€Z keN
Ceci implique
m Sn—l )
Zowo) = PE Dy g ),

ol Y est le bruit blanc complexe unidimensionnel. Alors la régularité de Zy(x,w) sur
R"\{0} se ramene a la régularité du bruit blanc complexe unidimensionnel sur |0, col.
Etablissons le théoreme suivant, qui entraine immédiatement le théoreme 3.4.

Théoréme 3.5. Soit F' € D'(R") une distribution a support compact, nulle au voisinage
de 0. Supposons que F est radiale. On définit la méridienne de F' par f € D'(R), f paire
et f(|x]) = F(x). Alors pour tout s € R et p,q € [1,00], on a

Fe B (R") = feB, (R).

Démonstration. Prenons une partition de I'unité C* de S" ' : 1 =7 + 175 +--- + 7y, Ol
la fonction 7; est supportée par une boule de S*~! qui est définie par

Yi={oceS" " |o—04 <1}
On prolonge les 7; en des fonctions homogenes de degré 0. On écrit ensuite F' = F'ry +
Fry+4 -+ Fry. Soient deux réels 0 < R_ < R, tels que
suppF C{r e R": R_ < |z| < R, }.

Prenons un C*°- dlffeomorphlsme P, : X; — C, o C est un cube de R""*. Définissons
ensuite un C'*°-difféomorphisme CI> :R™ — R" tel que @, j(ro) = (r,®;(0)) pour tout r €
[R_,R.] et 0 € ¥;. Considérons la distribution F; € D'(R"™) donnée par F; = F'1; 0 <I>j_1.
Alors Fj est supportée par [R_, Ry] x C et on a

F e B; (R") = Fye B, (R) (1<j<n).
Remarquons qu’il existe une fonction non identiquement nulle 7; € C5°(R"!), nulle au
voisinage de 0, telle que pour tout x = (1,29, -+ ,x,) € R, on a

F}(‘T) - f(l’l)}}(ﬂfg, e 7In)'

Alors pour démontrer ce théoreme, il suffit d’établir que

f(x)g(xe, -+ xn) € By (R") — f € B, (R),

pour tout g € S(R"!) non identiquement nulle. Pour cela, il suffit de calculer les coeffi-
cients d’ondelettes et d’utiliser le théoreme 3.3. ]
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3.3 Régularité de la partie radiale du bruit blanc sous
la norme L?

On a déja démontré dans la section précédente que

ZO(wi) S H 2 (Rn\{o})v

loc

Ceci est une conséquence directe du théoreme 3.4. En fait, on peut démontrer que la
régularité de la partie radiale du bruit blanc complexe ne pose pas de probleme en 'origine.
Etablissons le théoreme suivant.

Théoréme 3.6. Soit Zy(x,w) la partie radiale du bruit blanc complexe de dimension
n > 2. Alors w-presque surement, pour tout € > 0

Zo(w,w) € H_2*(R).

loc

Pour le démontrer, on donne d’abord les deux lemmes suivants.

Lemme 3.7. [] existe une constante C' > 0 telle que

) VISl £2) (1 flogA+1)), VA0,

14+ A —m(k+3)]?

keN

Lemme 3.8. [l eziste une constante C' > 0 telle que pour tout A > 0, « € R et f € C°(R),
on a

Z\/logk+2’/ f(r)cos(Ar + «) cos [ k’+ dr’<CC'2 1—|—10g(/\+ ))

keN

Démonstration. Remarquons d’abord que
/ f(r)cos(Ar + «) cos [r(k + §)T]d7“
_ / F(r irta) 4 o= (/\r+a)) (eiTr(k’Jr%)T + e*iﬂ(kJr%)r)dr

_ 4( S f(n (k4 ;)) +e e f(=AEm(k+ %>)>7
ceci implique
‘ /Oo f(r) cos(Ar + ) cos [w(k + %)r]dr‘

(@( w%+§nhﬂﬂ—kiﬂk+éﬂ)

IN

IN

Ca(f) 1 1
2 <1+ A+ 7k + b)) L \A—w(k+§)}2>’
doit

(3.2)

* Lo Ca(f)
‘/_Oof(r)cos()\r—koz)cos[w(k—l— 2) |d ‘ < -~ |/\—7r(k+%)|2'

Alors la démonstration s’acheve immédiatement avec (3.2) et le lemme 3.7. O]
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e Démonstration du théoréme 3.6

Démonstration. Revenons a (3.1). Indiquons que la fonction w;(r) est supportée par

[%, 3-277]. Alors il suffit de démontrer que pour tout j, < 0, on a w-presque siirement,
pour tout € >0

w T S n
53 Y gule (jn‘ wirllt) - ¢ pege ()

j>jo keEN

Notons d’abord m
w; k(|
Fir(a) = 2552 (3.3)

x| 2
Alors avec cette notation

=3 D @ firr) et YV(Ew) =YY gin(w)fixld)

J2jo keN j>jo keN

En utilisant le lemme 1.22, on a
 d,

€=

ot w(r) = y/rw(r) et Jun_2 est la fonction de Bessel d’ordre B2

On va donner une estimation de [V (£, w)| selon €] < 1 ou [¢] > 1.
i) estimation de |Y (&, w)| pour [¢| <1
Par l'intégration par partie, (3.4) devient

Fule) = | @00 Tl coslnth + 5l (3.4

dn
|€| =2k + 3)?

Fule) = [ (@00 T2 + 2211 () a2

%)T]dr. (3.5)

Remarquons que, d’apres le lemme 1.18, les trois fonctions suivantes

+2 € i(r) Tis (27711€]) ) cos [m(k +

Juzz (), Muz(N), et N Jn_s(N)

2

sont bornées sur ]0,al, ou a > 0 est un réel quelconque. Alors on peut en déduire qu’il
existe une constante C telle que pour tout j > jo, k € Net [ <1, 0n a

~ 92—
' C—s 3.6
1 < O (3.6)

Ceci implique que, en utilisant le lemme fondamental 2.14, pour |£]| < 1

FPlewl < XX lnullfuel < S S5 Vo r T i s - S,

§>3j0 keN |f| §>j0 keN 2 €] 2
(3.7)

ou C(w) est une v.a. qui est presque strement finie.
ii) estimation de |Y (£, w)| pour |£] > 1
Quand [£| > 1, prenons un entier positif j* tel que 27" < |¢| < 277+,
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Remarquons que (3.6) est encore vraie quand j > j* d’apres (3.5), puisque en ce cas on
a: 277]¢] < 1. Ceci nous donne

ZZ‘QJIC Hfjk Ol <

= 2 ZZ\/10g2+]+k

7>7* keN |€’ 7>5* keN
C,C 2=j+i*
< n22]\/log2+] ZZ\/1+j—j +k:k
|§ 7>J* keEN ( + )
V1+Ek
< " /log(2 + j*) Z\/l—i—jQ]Z T
| | (k+3)
3'>0 keN
/
B ?2%92—]‘* los(2+ /7).
=

Alors il existe une une v.a. Cy(w) qui est presque siurement finie et qui ne dépent pas de
7%, telle que

> S lonlifutel < oL i< ey
7>J5* keN

Maintenant, il reste a estimer la série

ZZ‘QJK‘ Hfjk &,

Jj=jo keN

quand 277 < [¢] < 277F1 Revenons & (3.4), on constate que 277[¢| € [1,27"+170] quand j
est entre jp et 7*. Alors on va utiliser le lemme 1.19 pour estimer cette série. En fait, on
a une fonction R(A) et une constante Cy telles que

2 1—(n—2)? -1
Jana()\) =4/ acos()\ — o) + #ﬂ)\g)sm@\ — ) + R(N), Q= n I (3.9)

avec

RO IR IRV < Cox2, VA2

Alors, en utilisant (3.9), (3.4) devient

&) = Tk(&) + T(&) + T4 (9),

ou

2-3 [ . 1 9
L&) =d,—= / w(r) cos (277 |€|r — ay,) cos [ (k + §)T]dn d, = \/jdn;
’ z Jo ™

i / wfj“) sin (277)¢|r — av,) cos [m(k + §)T]dr’ ' =
0

2— J

T ~)¢|r) cos [ 17‘ r
iz | FORCE cosfrlh + rlar
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Ceci implique

ZZ@M W (6] € 2C(w sz/loguu > Viog(2 + k)IIL(6)]. (3.11)

j=jo keN 1=1,2,3 j=jo keN

D’apres le lemme 3.8, il existe une constante Cj5 telle que
i

> Viog2 + R)I1(6)] < Gy (1 + log(1+271¢))), (3.12)

keN |§| 2

et ,
> Viow R < O s (14 1081 +27e)) (313)
keN

On commence & estimer I?,(¢). En fait on a, en utilisant I'intégration par partie et (3.10),
il existe une constante Cf telle que

2% 92/ 9
I3 Chf—— - .14
O] < O (e g+ (3.14)

On sait que 277 < |¢| < 29"+ et que l'indice j est entre jy et j*, alors 2/ < |£|. Donc (3.14)
devient

w\h

, 2”

+3)%

qui implique

Y Viog (2 + k)| 12,(€) |<3(J’ = Z Vlog 2+k _or 2 (3.15)

2 .
keN 2 keN |§| 2

Ceci nous donne, d’apres (3.11), (3.12), (3.13) et (3.15) en prennant Cy = max{Cs, C}}

ZZ’QJk ||fyk Ol <

©) s Zz log(2 + ) (1 + log(1 + 277¢]))

= |£| > i=1,2,3 j=jo
OC . i J
< |4|n(1)<1+1Og(1—|—2_]0|£|)> 22_5 log(2+|j|)
J=jo
CC
< |4§|n<1)<1—jolog2+log(1+|f| )22 2y/1og(2 +j1).
J=jo

Alors il existe une v.a. C4(w) qui est presque surement finie et qui ne dépent pas de j*,
telle que

1 " "
S S laelade) < il DD sy

Jj=jo keN ‘g
Compte tenu de (3.8) et (3.16), on arrive a estimation de Y (&, w) pour [¢] > 1

log(1 + [€])

V(6w < Oo(e) = o

: (3.17)
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ou la v.a. C3(w) est presque sirement finie.
i11) conclusion

D’apres (3.7) et (3.17), on a pour s < —%
| @rieprIp e wpas
C 2 (1 + ‘5’2)861 C 2 2 510g2(1 + ’5‘)d
< @ [ CgETde ) [l
1 o)
— Sn—l C 2 2 s C 2 2 5] 2 d
m( )(( 1(w)) /07“(1+r) r+ (Cs(w)) /1 (I+7%)°log“(1+ 1) r)
< OQ.
Ceci entraine Y (z,w) € H*(R™) pour s < —%. O

On démontre dans la suite que, la partie radiale du bruit blanc complexe n’appartient
pas globalement a l'espace de Sobolev H*(R™) pour tout s € R. La preuve se fait en uti-
lisant la base de Haar. Notre intérét est que cette méthode fournit une démonstration
d’un résultat bien connu : le bruit blanc n’est pas localement carée-intégrable. Plus
généralement, on peut démontrer que, presque strement en w

/ £(2)| Z(,w) i = oo,
a<|z|<b

ou 0 < a < b sont deux nombres réels et f(x) est une fonction continue et strictement
positive sur le compact {z € R" : a < |z| < b}.

Théoreme 3.9. Soit Zy(xz,w) la partie radiale du bruit blanc complexe de dimension
n > 2. Alors pour tout s € R, on n’a pas w-presque surement

Zy(z,w) € H*(R").
On donne d’abord une base o.n. de L?(0, c0) construite en utilisant la base de Haar.
Lemme 3.10. Soient

h(): 1[172], h: 1[0 1]—1[1 1],

et _
hio(r) = 25ho(2r),  j€Z,

hiw(r) = 28h(2r — k), jEZ k>1.
Alors {hjp(r): 7 >0, j € Z, k € N} est une base o.n. de L*(0, 00).

e Démonstration du théoréme 3.9

Démonstration. Supposons par absurde que, il existe un réel s tel que, w-presque stirement
Zy(z,w) € H*(R™).

Ceci implique

/n<1 + [£12)*] Zo (&, w)[Pd¢ < oo,
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On sait que la transformation de Fourier de la partie radiale du bruit blanc complexe est
encore la partie radiale du bruit blanc complexe, alors on a

[ @+ ieprizien e < o (3.13)

D’apres la définition de Zy(€,w) dans (1.31) et le lemme 3.10, on a

Zo(6,w) = (m(S™1) ZZ Ui hik |€|).
jEZ keN ’5 =
Alors avec cette représentation, (3.18) devient

/0 (14 7?) )ZZQM

JEZ keN

Il en résulte que, pour tout 0 < a < b < 0o, w-presque strement

Jh» e

jEZ keN
On verra dans la suite, (3.19) entrainera une contradiction. Prenons (jo, ko) € Z x N tel
que supphj, x, C [a,b] et définissons

(3.19)

={j € Z,k € N :supphjj C supphj,r,}

Iy ={j € Z,k € N : supphj, x, C supph;r ou supphj, x, Nsupph;x = 0},

alors évidemment |[;| = oo et I; Ul = Z x N. Remarquons que, pour tout (j, k) € I; et
(7/,k') € I, on a

b
/ hj7k(’r’)hj/7k/ (’f’)dr == 0,

qui nous donne

(IS Zmemnfe = [

JEZ keN

Z (W)l (r d?“—i—/ Z (@) hijn )‘2(17’

(4,k)elL @ (jk)€El

b
+2 Z gj,k(w)gj/,k'(w)/ hie(r) he e (1) dr

(j,k)€l,(§ k)€l a
/ Z 95k k(r)

2

dr.

Z g]k ]k

6]11 (j k) cls

d’ou

/ Z g]k jk

(5,k)el

JEZ keN

Ceci entraine immédiatement

Z 1950 (wW)]? < o0,

(4,k)€lL

qui est une contradiction. O
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3.4 Reégularité du processus de Mumford et de sa
partie radiale

Dans cette section, on va donner les résultats sur la régularité du processus de Mumford
et de sa partie radiale. Voici les trois théoremes.

Théoréme 3.11. Soit X" (x,w) la renormalisation additive du processus de Mumford de
dimension n. Alors w-presque sirement, pour tout p,q € [1,00] et tout e > 0

X"(z,w) € (B, )oc(R™).

Théoreme 3.12. Soit X[ (z,w) la renormalisation additive de la partie radiale du pro-
cessus de Mumford de dimension n. Alors w-presque surement, pour tout p,q € [1,00] et
tout € > 0

X5 (2,0) € (Bpd ioe®™{0}).

Théoréme 3.13. Soit X[ (z,w) la renormalisation additive de la partie radiale du pro-
cessus de Mumford de dimension n. Alors w-presque sturement, pour tout € > 0

n-1l_g
Xo(z,w) € H, 2 (R").

loc

Les démonstrations des trois théoremes sont rendues triviale grace a la régularité du
bruit blanc complexe et en utilisant la version locale du théoreme classique 3.14 qui suit
et porte sur les opérateurs pseudo-différentiels classiques (a la Hérmander). On donne
d’abord certaines définitions.

On dit qu'une fonction a(z,§) € 87}, si a € C*°(R™ x R") et pour tout o, 8 € N, et
il existe une constante C, g telle que

0207 a(x,€)| < Cap(1+ €)™,

Un élément a € ST} est appelé un symbole d’ordre m. Alors Op(S7}) est composé des

opérateurs pseudo-différentiels 7" dont le symbole a(x, &) appartient a ST,
Avec ces notations, on a le théoreme suivant!4- 24,

Théoréme 3.14. On suppose T € Op(S7y). Soit f une distribution tempéré de dimension
n qui appartient a H*(R™). Alors Tf € H*™(R").

On donne ensuite la version locale de ce théoréme.

Théoréme 3.15. On suppose T € Op( f:‘o). Sotent € un ouvert de R™ et f une distribu-
tion tempéré de dimension n qui appartient a HP (Q). Alors Tf € H; ™ (2).

loc loc
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Démonstration. La preuve se fait sur le fait que le nouyeau-distribution K (x,y) de T est
une fonction C'*° sur R” x R™ — D ou D est la diagonale.

Soient xy € Q et p € CF°(N) telle que ¢ = 1 sur |z — zo| < 2p. Alors of € H*(R") et
(1—¢)f = 0sur |z —xo| < 2p. Notons par B la boule ouverte |z — x| < p et B la boule
double |z — zg| < 2p. On pose

g=¢f et h=(1-9)f

et 'on a f = g+ h. Le théoréeme 3.14 implique T'g € H*~™(R") puisque g € H*(R").
Maintenant, si z € B, il vient

Thiz) = [ K(e,n)h(y)dy,
ot K € C®(B x B°). Il en résulte que Th € C®(B) et ce théoréme est prouvé. O

Le théoreme 3.14 est aussi vrai si on remplace l'espace de Sobolev H*(R") par 'es-
pace de Besov B;,Q(R”)[M]. Le théoreme 3.15 est donc aussi vrai sur l'espace de Be-
sov (B )ioc(§2) avec la méme démonstration. On ne démontre que le théoreme 3.13, les
démonstrations de deux autre théoremes 3.11 et 3.12 sont identiques.

e Démonstration du théoréme 3.13

Démonstration. Prenons une décomposition de l'identité : ¢y + ¢1 = 1, ot ¢q et ¢ sont
deux fonctions C° sur R™ et que @o(§) = 1si |€] < 1, (&) = 0si [§] > 2. Au vu la
renormalisation qu’on a faite sur Xy(z,w), on a

@1(5) 4

X5(6:w) = 2o(OX5(€w) + g Z(6w)

qui implique
Xy(z,w) =Y (r,w) +TZy(x,w),

ol Y (£, w) = @0(5))?5(5, w) et que le symbole de T est

e1(§)
a(f) = no-
NE
Remarquons que Y (z,w) est une fonction C'™ et le symbole a € S; 0% , alors on acheve la
démonstration en uitilisant le théoreme 3.15. n

Les trois théoremes 3.11, 3.12 et 3.13 sont optimals pour I'exposant de la régularité.
Voici une breve illustration sur 'optimalité du théoreme 3.13, il en est de méme pour les
deux autres théoremes.

On va démontrer qu’il existe une fonction Y (z,w) € C®(R") et un opérateur T €

n

Op(S7,) telles que
Zo(x,w) =Y (x,w) + TX] (2, w). (3.20)
En fait, prenons deux décompositions de l'identité : ¢+ @1 =1 et oo+ ©1 = 1, ot ¢ et

1 sont deux fonctions C° sur R™ et que ¢o(§) = 1si [€] < 1, ¢o(§) =0si €] > 2; et ou
©o et o1 sont aussi C> sur R” et que po(§) = 1si [€] <2, (&) =05si [£] > 3. Alors on a

@1(5)2
’&_'% O(é-’w)a

Xi(&,0) = o) X5 (6,w) +
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d’ou

N

Zo&w) = Go(6)Z(&w) + Gr(&)er(6) Zo(&,w) )
$0(£) Zo(&,w) + 21(&)I€]2 (X3 (&, w) — 9o(§) Xf (€, w))
= 3o(€) Zo(€,w) + 21()IEIE X5 (€, w).

Ceci entraine immédiatement (3.20). L’optimalité du théoréme 3.13 est alors une conséquence
immédiate de (3.20) et I'optimalité de Zy(z,w) (théoréme 3.4).

N

)



Chapitre 4

Etude de la partie radiale du
processus de Mumford

Dans le chapitre précédent, on a vu que la partie radiale du processus de Mumford de
dimention n est de classe C"7 ~¢ sur tout compact de R™ qui ne contient pas l’origine.
C’est une fonction réguliere en dehors de l'origine. Alors naturellement, on se pose le
probleme suivant : quelle est la nature de la partie radiale du processus de Mumford en
I'origine ? On répondra a cette question dans ce chapitre et on verra que la partie radiale
du processus de Mumford a une singularité logarithmique en 0 et a I'infini. Ensuite, on va
donner un développement asymptotique de la partie radiale du processus de Mumford ;
on retrouvera la régularité C "3 ¢ avec ce développement.

Dans ce chapitre, on notera simplement la partie radiale du processus de Mumford
et la partie radiale du bruit blanc complexe par Xo(R,w) et Zy(R,w) respectivement,
comme s’il s’agissait de fonctions unidimensionnelles.

4.1 Comportement en 0 et a oo

On donne tout d’abord le théoreme principal de cette section.

Théoreme 4.1. Soit X[ (R,w) la renormalisation additive de la partie radiale du pro-
cessus de Mumford de dimension n. Alors il existe une constante C' > 0 et une fonction
F(R,w) telles que, pour tout R > 0

Xj(R,w) = F(Rw) +CY gy,

J=jo

’FT}%#U)‘S;l)<aQ Vlog(1j0‘+_2%
ou jo = [logy R|, qui est le plus grand entier inférieur ou égal a logy R, (g;)jez est une

suite de v.a., i.i.d. de la loi N(0,1) a valeurs complezes, et ot D(w) est une v.a. qui est
p.s. finie.

avec

—1 Jjo
Remarque 4.2. 1) Dans ce théoréme, si jo > 0, la somme Y g;(w) signifie (— > gj(w)>.
J=jo Jj=-1
2) Le théoréme 2.12 nous donne que, pour une suite de v.a. (g;)jez, i-i-d. de la loi N'(0, 1).

69
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Il eziste une v.a. m*(w) et une suite de v.a. (m;(w));>o qui prennent ces valeurs dans N,
et que quand w est fixé, la suite (m;(w));>o0 est strictement croissante, telles que presque

surement en w
“ 3
‘Zgj(w)‘ < gV2mlogm, — Vm =m'(w),
j=0

et

m;(w)
1
‘ gj(w)’ > 5\/2m,-(w) log m;(w), Vi > 0.
=0

Ceci implique, en invoquant le théoréme 4.1, lexistence de deuz réels 0 < Ro(w) < Ry(w)
et deuz sous suites strictement croissantes (m; (w))i>o et (m; (w))i>o de N, telles qu'on a
w-presque sirement

i) pour tout R < Ry(w) ou R > Ry(w), on a

X5 (R, w)| < 3CV/[5ol log (|| + 2);

ii) pour tout R € <U [27m @) Q*mi_(wﬂl]) U (U [2mi @), Qmj(”)“]), on a

i>0 i>0

C - -
| X5(R,w)| > 5\/|Jo| log (|jo| + 2),

ot jo = [logy R]. Alors on sait que la partie radiale du processus de Mumford a une
singularité logarithmique en 0 ainsi qu’a l'infini.
3) Soit p € [1,00[. L’estimation précédente nous donne que, w-presque strement

Xo(z,w) € Lo (R"),

loc

mais X} (z,w) n'est pas une fonction bornée autour de l’origine.
4) De plus, soitp € [1,00], alors w-presque stirement : X{j(x,w) ¢ LP(R™), ce qui implique,
pour tout s > 0 et p,q € [1,00]

Xj(2,w) & Byy(R").
La démonstration du théoréme 4.1 est basée sur le théoreme suivant.

Théoréme 4.3. Soit X()(R,CL)) la parn tie radiale du processus de MU?TLfO?d de dimension
n. Alors on a, pour tout R >0
0% (R ) /OO Jn722(7n]z) n IZ ( )d
Y e n— 2 7("“ Y
° 0 (7 R) 22 ‘

ot Zy(r,w) est la partie radiale du bruit blanc complexe de dimension n et ou Jn%? est la

fonction de Bessel d’ordre ”T_Q

Démonstration. Soit {f; :j € Z, k € N} une base o.n. de Hy(R") (sous espace fermé de
L?(R™) qui se compose par les fonctions radiales), telle que

ﬁk(f) = (2m) %wj,k,o,o(f);
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ot {w;jro0:J € Z, k € N} est la base o.n. de Hy(R") qu’on a définie dans (2.9). Alors on
a la représentation de Xy(x,w) en considérant sa définition (2.3) dans le domaine direct

=3 ginlw) finlz (4.1)

JEZ keN

ou f;r = N2 f; . Remarquons que f;; est une fonction de classe de Schwartz ; alors on a,
en utilisant la formule d’inversion de Fourier

] ix-£ — ixro =1,
Fule) = G | Fast@eSae = i [ e [ty
qui implique, d’apres le lemme 1.21
_ = Jaa(rlal) , |
fj,k(x) = —n;QTQ wj7k70,0(r)dr. (42)
o (rlz])
La démonstration s’acheve facilement avec (4.1) et (4.2). O

Avec ce théoreme, la motivation et la démonstration du théoreme 4.1 sont évidentes.

On suppose que jo = [log, R]; cela équivaut a 20 < R < 27071 Considérons alors la
définition de la partie radiale du bruit blanc complexe dans (1.31) en prennant la base de
Malvar-Wilson (2.9)

ZZg]k w)w;ro0(r) = Snl rzzggk

J€Z keN jeZ keN

\_/

Ceci nous donne une décomposition de Xo(R,w), en utilisant le théoreme 4.3

Xo(R,w) = Xo1(R,w) + Xo2(R,w),

ol
2(rR) ), k(r)
XoslR.0) = (&) F 3 S gty [
j>jo keN 0 ( R) 2 \/F
n2 (rR) 4 i(r)
Xaal.0) = (m(&™)F S Y guter) [T
j<jo k€N o (rR)= \/F
Remarquons que la fonction w; (r) est supportée par [%, 3-277]; alors quand j > jg et

Jj — 00, dans l'intégrale

/oo (]n72 (rR) w; (1) o
o (rR) = 2 ’

la fonction de Bessel est évaluée sur l'intervalle Rr € [QJO L 6-20-9] €]0,6], et Rr — 0.
De plus, d’apres le lemme 1.18

- Jan2<2)\) B foﬂ(sinﬁ)"_QdH B 1 B m(S"1)

MO 2T al(n) 2'Tr(R) (2m)E

ceci nous incite, a décomposer Xy ;(R,w) en deux parties

Y

Xo1(R,w) = X&,I(Rv w) + Xg,1<Ra w),
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X () = (B S gt [ 2
j>jo k€N 0
et
Xgl(R7w)
B ) o (Ju2(rR)  [T(sin6)"2d0\ w; (1)
- e Zgg’“ ! (<rR>"22 _WﬁF(”Tl)) i
= ( Snl Py ZZg]k / (/OW<cos()\cosﬁ)—1)(sin9)”_2d0)%7@dr.

Suivons les notations du théoreme 2.11 qui est la renormalisation de la partie radiale du
processus de Mumford, on a

Xoa(Row) =) > argin(w) = lIclle Y g;(w)
j>jo kEN JjZJjo

oll, on répete ici
o — <m((%”>nl))§ /OOO wj\,;(_jﬂ)dr _ (m((ngn)nl)f /Ooo % cos [m(k + %)T’]d’/’,

1 .
gi(w) = 77— chgj,k(w), Jj €.

[l 2~

et

On démontre ensuite que, les deux fonctions Xg’l(R, w) et Xoa(R,w) sont w-presque
strement finies pour tout R > 0 et relativement petites par rapport a X&l(R, w) qui a

besoin d’une renormalisation évidente. Etablissons les lemmes suivants.

Lemme 4.4. Soient R > 0, jo = [log, R|. Alors la série

S ote) [ rem i

7>j0 keN

f(A) = /07r <Cos()\ cosf) — 1) (sin )" 2d6,

est w-presque surement absolument convergente pour tout R > 0. Notons sa somme par
G1(R,w). Alors il existe une v.a. Dy(w) qui est p.s. finie, telle que

|G1 (R, w)| < Di(w)v/1og (|50] + 2).

Lemme 4.5. Soient R > 0, jo = [log, R|. Alors la série
© :]n—2 (TR) w; k(r)

Z Zgj’k(w)/o (TQR)"EQ J\v/F dr

j<jo keN

est w-presque surement absolument convergente pour tout R > 0. Notons sa somme par
Go(R,w). Alors il existe une v.a. Dy(w) qui est p.s. finie, telle que

|Ga(R, w)| < Da(w)v/10g (o] +2).
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Avec les deux lemmes précédents et la décomposition
Xo = X(%,l + X&l + X072 = X&,l + ClGl + CQGQ = HCHP Z gj(w) + ClGl + CQGQ.
JZjo
On voit que la partie radiale du processus de Mumford est une somme de variables
aléatoires gaussiennes modulo une erreur qui est relativement petite. On enleve alors la

oo

somme infinie ) g;(w) qui est divergente, on a immédiatement la renormalisation additive
=0

de Xo(R,w), qui est de la forme suivante

X5 (R,w) = C1G1(R,w) 4+ CoGa(R,w) + Cy Z gj(w (4.3)
j=jo
ol les trois constantes Cy, C; et Cy sont strictement positives. Remarquons que la renor-
malisation qu’on fait ici est tout a fait la méme que celle utilisée dans le théoreme 2.11.
Enfin, le théoreme 4.1 est une conséquence immédiate des lemmes 4.4, 4.5 et du (4.3). 11
nous reste a démontrer les deux lemmes 4.4 et 4.5.

e Démonstration du lemme 4.4

Démonstration. Supposons w(r) = f) Alors on a, en utilisant une intégration par par-
ties

(Am ~”S7me:—%ﬁzgg$tém<~%)f@(u%)+2 27 RW' (r)f' (27 Rr)
+2’2jR2177(7’)f”(2’er)> cos [m(k + %)r]d'r’. (4.4)

Remarquons que

fo) = —2/ sin (Acgse>(sin0)”_2d0,
0

d’ou -

De plus, on a facilement
LN <, YVA>O.

Indiquons ici que quand j > jo on a:27R < 277200+ < 2. Alors il nous donne, d’apres

les estimations ci-dessus et (4.4), pour tout j > jo
‘ / f J k d ‘ C’ —j+jo
< Y
k+3)2
qui implique
9—Jj+jo
Gi(R,w)| < CCw)) > /log( 2+\j|+k)(k+ Iy
J=jo keN
v/1og(2 —I— k)
< Culw)ViogZ+Ti) o VT 17— dol2 7 30 e g
Jzjo keN 2

= Cy(w)V/1og(2 + [ol)-

Cela termine la démonstration. O
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e Démonstration du lemme 4.5

Démonstration. Remarquons d’abord que 270 < R < 2707 et que la fonction w;x(r) est
supportée par [, 3 - 277]. Alors quand j < jo, on a Rr € [222,6- 29077 € [2,00[. On
va utiliser la représentation asymptotique de la fonction de Bessel a I'infini pour estimer
I'intégrale

/OO Jan2 (TR) wj,k(r) dr
0 (7“153)%2 v

En fait, il existe deux constantes C}, Cs et une fonction R telles que

cos(\ — )
A

sin(A — «) n—1
)\—2+R(/\) a=—

Juzz (N) = Cy +Cy

T,

N

et les fonctions R(A), R'(A) et R”(\) sont de O(A~2) quand A — oo. Alors cela nous
donne une décomposition de Gy (R, w)

GQ(R, w) = ClGQ’l(R, W) + CQGQVQ(R, w) + GQQ,(R, W), (45)

ou

Gaa( Z Zg]k ( ) : /000 u;(g) cos(27/Rr — a) cos [ (k + %)r]dr,

7<jo keEN

Gaa Z Zg] k(w < ) = /000 :00721(2 sin(277 Rr — «) cos [r(k + %)r]dr,

7<jo keN

et

Gos(R Z Zgj k(w < ) g /OOO wg R(279Rr) cos [w(k + %)r]dr.

j<jo keN rz

Indiquons ici que 2 < 9j—jo et L < 20077+ Alors en utilisant le lemme 3.8, on obtient

Go1(R,w)| < C(w)/log(2 + [jo]) wa—jo!(zm)%“

J<jo

Z\/log (24 k) / Q cos(27Rr — a) cos [7T(k:+1)r]dr‘

re 2
keN

w)V10g(2 + [jol) D V1 + 15 — jol (2777) "% (1 + log(27 R + 1))

Jj<Jjo

< CC(w)y/log(2 + [jo]) Z V1+s(1+1log(2°T + 1))2_"7_157

s>0

IA

qui implique l'existence d'une v.a. C(w) qui est p.s. finie, telle que

|G21(R,w)| < Cr(w)y/1og(2 + [jol) (4.6)

De méme, il existe une v.a. Co(w) qui est p.s. finie, telle que

|Gaa(R,w)| < Ca(w)y/log(2 + [jol). (4.7)
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Il nous reste & estimer la fonction G 3(R,w). En fait, les fonctions R(X\), R'(\) et R"(\)
sont de O(A~ ) alors il en résulte que, d’apres l'intégration par partie

‘/ TSTI)R 27 Rr) cos [ (k:+ dr‘ < %(gy,

R

qui implique

log(2 + k
|G2,3<R7w>| S \/lOg 2+ |]0| Z\/]_—f— |] _j0| 2] ]0 Z \/r

J<jo keN
= C3(w)v/10g(2 + [jol)-

La démonstration s’achéve immédiatement avec (4.5), (4.6), (4.7) et cette estimation. [

4.2 Développement asymptotique

Revenons a la fin du chapitre 1. On voit que, en utilisant la représentation asymp-
totique de la fonction de Bessel, on peut développer la transformation de Fourier d’'une
fonction radiale en une somme de fonctions de régularités croissantes. En fait, on peut
utiliser la méme méthode pour obtenir un théoreme analogue sur la partie radiale du pro-
cessus de Mumford. Avec ce théoreme, on redémontrera que la partie radiale du processus
de Mumford de dimention n est de classe O3 —¢ sur tout compact de R"™ qui ne contient
pas l'origine.

Maintenant, quelque notations. Soient n > 2 un entier, {g; : j € Z, k € Z} une suite
de v.a., i.i.d. de la loi N(0,1) & valeurs complexes et {w;; : j € Z, k € N} la base de
Malvar-Wilson de L?(0,00). On définit une fonction sur R

Z Zgg kW / cos(rRR ; %W)wj,k(r)dr. (4.8)

7<-1keN r

On verra que, cette série (p.s. en w) converge uniformément sur tout compact de R, et

la fonction ainsi définie est une distribution tempérée et a la fois de classe C’log _E(R).
Définissons de plus une suite de constante (C,,)men par

m—1

1 [T ((n—2)*—(2k+1)?)
Crn = <—1>m<m<sn-1>>2\/§ T . (4.9)

On énonce ensuite le théoreme principal de cette section.

Théoréme 4.6. Soit X|(R,w) la renormalisation additive de la partie radiale du proces-
sus de Mumford de dimension n. Alors il existe deux suites de fonction

{Fm(R,w):RER,mEN} et {ﬁm(R,w):RE]O,oo[,meN}

telles que, pour tout [ > 1

l
Xj(Rw) =Y B (Rw)+ F(Rw),  YR>0,
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avec

Fo(R,w) = A(R,w) et F (Rw)=F,(Rw) VYmeN,
ot A(R,w) et Cy, sont données dans (4.8) et (4.9); et que w-presque sirement, pour tout
e >0, la fonction F,,(R,w) est de classe Ter_E(R), la fonction Fj(R,w) est de classe

loc
nolijtl—e
C1log (]07 OO[)

Remarquons d’abord que, dans ce théoreme, les constantes C),, viennent la représentation
asymptotique de la fonction de Bessel Jn-2 nz. Alors quand n est un entier pair, les constantes
C,, sont non nulles pour tout m € N. Mals quand n est un entier impaire, les constantes
C,, sont nulles a partir de certaine rang. Plus précisement, C,, = 0 pour tout m > ==
Donc ce développement asymptotique de la partie radiale du processus de Mumford est
une somme finie. Par exemple, quand n = 3, on se trouvera dans la suite de cette section

X1 (R,w) — %A(R, )+ G(Rw),

ou C' est une constante non nulle, G(R,w) est C* sur |0, oo, et ou

= > D gl / wwﬂc( )dr,

7<-1 keN r

qui est de classe C °(R).
Remarquons de plus que, la fonction F,,(R,w) appartient a Cloi Sm (10, 00[ ). Cela

implique qu’elle est de classe C}, Fme “(R™\{0}) en tant qu’une fonction radiale n- dimensionnelle.

Qui nous donne que, la partie radiale du processus de Mumford est de classe C’log T(R™M\{0}).

Ceci est une autre démonstration de la régularité de la partie radiale du processus de
Mumford.

On commence la démonstration. Suivons le théoreme 4.3 et la renormalisation additive
qu’on a faite. On décompose d’abord X{(R,w) en deux parties

Xi(R,w) = (m(S")) 2 (XOJ(R,w) + XO,Q(R,W)),

ou
% Juza (PR) 1. (r)
Xoa( gje(w / L,
j<zl ;\I 0 (TR>T \/F
on ZQJ E\W / f T, (4-10)
720 keN
avec

FOA) = /0 ’ <cos()\0089) - 1) (sin 6)"2d6.

On décompose de plus X 1(R,w) en utilisant la formule asymptotique de la fonction de
Bessel dans la remarque 1.20

l
Chm
Xo,1(R7w) = Z ——Fn(R,w) + —=, (4.11)
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ol
> cos(rR — ay) n—142m
F.(R,w) = Z Zgj,k(w)/o e wj j(r)dr, Oy = 1 m, (4.12)
7<—1keN
~ ~ w; (T
AR =Y Y o) [ Rer) (113)
j<—1 keN 0 "z
et répétons ici \
R®(N) = O, V>0 (4.14)
Enfin, on a la décomposition dont on a besoin sur X (R, w)
; -
IR C F(R,w)
T _ n—1 m )
X{(R,w) = (m(S"1)) 2 ( Z R%*mFm(R’ w) + TR + Xo2(R, w))

m=0

Alors on a immédiatement le théoreme 4.6 d’apres cette décomposition et les lemmes
suivants.

Lemme 4.7. P.s. en w, la série (4.10) est uniformément convergente sur tout compact
de |0, 00], et sa somme Xg2(R,w) est C* sur |0, ool.

Lemme 4.8. P.s. en w, la série (4.13) est uniformément convergente sur tout compact
C%+l+175
loc

de 10, 00[, et sa somme Fi(R,w) est de classe (]0,00[) pour tout € > 0.

Dans la suite de cette section, on considere F,, (R, w) qui est donnée dans (4.12) comme
une fonction définie sur R.

Lemme 4.9. P.s. en w, la série (4.12) est uniformément convergente sur tout compact
i e
loc

de R, et sa somme F,,(R,w) est de classe (R) pour tout e > 0. De plus, on a

d
aFm+1(Ra W) = Fm(R7 CU).

La démonstration du lemme 4.7 est simple. Revenons a la définition de X 2(R,w) dans
(4.10). On remarque d’abord que pour tout A > 0, on a

FOIS SR et I ST Ym0

Alors en utilisant une intégration par parties, on obtient que pour tout compact K de
10, 00, il existe une suite de constante (D,,)men telle que

e w; k() 277
R)—2"~=dr| < Dy-——— VR e K.
) e s . v

et que pour tout m > 1

dm o0 w;jk(T) 2—mi
< ’ < Dy K.
() FR )| < g vRe
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Ceci nous donne immédiatement la régularité C*> de X o(R,w).

La démonstration du lemme 4.8 est simple aussi. En fait, d’apres la propriété (4.14),
pour tout compact K de |0, 00[, il existe une suite de constante (D,,)men telle que pour
tout m € N

dm oo _ w; k(1) 9J (52 +1-m)
S R RAL—d‘<DW————ﬂ VReK.
dRm (/0 l(r ) Tngl T) — (k + %)2

Il en résulte que E(R,w) est de classe Clz17=2 sur K au sens usuel. Mais on voit que,
d’apres la décomposition de X1 (R,w) dans (4.11), on a

l/

ce qui démontre le lemme 4.8 en prennant I’ = [ + 3 et en utilisant le lemme 4.9.

I1 nous reste a démontrer le lemme 4.9. Répétons d’abord l'estimation (3.2) dans la
démonstration du lemme 3.8 : pour tout A > 0, « € Ret f € C§°(R), on a

-~

o
1+ A=k + [

‘ /_c: f(r)cos(Ar + ) cos [(k + %)r]dr‘ <

Avec cette estimation, on a une suite de constante (D, )men telle que, pour tout m’ € N

dm /OO cos(rR — auy,)
dRm’ 0 T%J’_m

9i (25 +m—m’)

1+ 27| R| — w(k + 3>

wj,k(r)dr‘ < D,

De plus, en utilisant le lemme 3.7, pour tout s > 0 et tout compact K C R, il exsite une
v.a. Cg g (w) qui est p.s. finie, telle que

> D lginw)l 2

) 2
j<—1keN 1+ ‘Qﬂ‘R’ _W(k""%)‘

< sk (w), VR e K.

Ceci démontre que, presque stirement en w, la fonction Fp,(R,w) est de classe Clzl+m=1

sur tout compact de R au sens usuel et a la fois une distribution tempérée, et qu'on a
évidemment £ F,, 1(R,w) = F,,(R,w) en dérivant terme par terme.

n—1 _
On démontre ensuite F,,,(R, w) est de classe C), 2 7*(R) pour tout e > 0. On prolonge
d’abord w; ;(r) en une fonction définie sur R en posant w; () = 0 pour r < 0 et on définit

Y(rw)= > > gix(w)wl(r).

71<—1 keN

Remarquons que Y (r,w) est une distribution tempérée de dimension 1 et supportée par
[%, oo[; il en est de méme pour Y;(r,w) £ %, ou s € R. De plus, la distribution tempérée
Y (r,w)+Y (—r,w) est le bruit blanc complexe modulo une distribution tempérée a support
compact. De méme pour Y (r,w) — Y (—r,w). Alors il existe une distribution tempérée T’

a support compact, telle que

Y(r,w) = Zr,w) + Z%(r,w) + T(r,w),
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ot Z (r,w) et Z2(r,w) sont deux bruits blancs complexes unidimensionnels. Donc on a,

~

+.(R) pour tout s’ < —3. Revenons & la définition de la
fonction £, (R,w) en (4.12) et posons s = § + m. Alors on a

p.s. en w, Y(R,w) est de classe C}

Fon(R,w) = / Yi(r,w) cos(rR — oy )dr,

(e 9]

qui implique

Fo(R,w) e;ﬁ(R,w) T "V(-R,w),
dott | B}
F(R,w) = & 5N Y(R,w) + A" Y (=R, w)

Il en résulte que

~

Y (R,w) € C:(R) = F(R,w) € CEFH5(R).

On termine la démonstration du lemme 4.9.
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Chapitre 5

Le développement asymptotique de
la partie radiale du processus de
Mumford bidimensionnel

Le théoreme 4.3 joue un role essentiel dans 1’étude de la partie radiale du processus
de Mumford Xy(z,w). Il vient de la défintion de Xy(x,w) dans le domaine de Fourier en
utilisant la base de Malvar-Wilson.

Dans ce chapitre, on se restreint a étudier la partie radiale du processus de Mumford
bidimensionnel, en établissant une liaison avec le mouvement brownien. Cette fois-ci, on
prend la base de Malvar-Wilson dans le domaine direct, ce qui donne une représentation
de Xy(z,w) sans invoquer la fonction de Bessel. Avec cette représentation, on retrouve la
méme résultat de celle du théoreme 4.6 ou Fy(R,w) devient le mouvement brownien. Ceci
nous donne une autre piste pour étudier la partie radiale du processus de Mumford ainsi
que les fonctions ou les processus de type radial.

5.1 Enoncé du théoreme principal

On donne d’abord le théoreme principal de ce chapitre. On rappelle ici le mouve-
ment brownien complexe est la combinaison complexe des mouvements browniens réels
indépendants en imposant la condition d’étre nul en 0.

Théoreme 5.1. Soit X[ (z,w) la renormalisation additive de la partie radiale du processus
de Mumford bidimensionnel. Alors X{(z,w) est aussi radiale, et il existe une suite de
constantes (Cy)p>o et une suite de fonctions (Gp(R,w))g>0 ot la fonction Gi(R,w) est

3_
w-presque surement de la classe Cl]j:cr? “(10,00[) pour tout ¢ > 0, telles que pour tout
n €N et tout R >0

" C
Xj(Rw)=)_ Rk—f%Bm, W) + Gu(R,w),
k=0

ot Bi(R,w) est la k-iéme de primitive du mouvement brownien compleze.

Comme une préparation, établissons d’abord le théoreme suivant.

81
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Théoréme 5.2. Soit Xo(z,w) la partie radiale du processus de Mumford de dimension
n. Alors Xo(x,w) est aussi radiale, et il existe une constante C,, > 0 telle que

&0 2
Xo(w) = £ [ G5 )izt
0

R R2 412
ot
n i ] 8 n—2
Ga(\) = A3 / _ (O (5.1)
o (1 —MXcosf)x

et Zo(r,w) est la partie radiale du bruit blanc complexe de dimension n.

Ce théoreme est une conséquence immédiate de la définition de X (z,w) dans le domain
direct (2.3) en utilisant la base de Malvar-Wilson et le lemme suivant.

Lemme 5.3. Soit f € S(R") une fonction radiale. Alors f: A~2 f Uest aussi. De plus,
il existe une constante C,, > 0 telle que

fr =55 [ G

Ri R? + 72
ot la fonction G,, est donnée dans (5.1).

Démonstration. Par la définition de A~2, il existe une constante C' > 0 telle que

fla) = C/R _J® g~ C/SM %da /OOO () dr

n n
|z —yl2 T —rol?

Prenons une rotation A € SO(n,R) telle que Az = (R,0,---,0), ou R = |z|. Alors cela
nous donne, apres un changement de variables en cordonnées polaires

s ; n—2
/ L o= / - O’/ (sin ) - df.
sn-1 |z — 1oz sn-1 |Ax —ro|z o (R?+71r2—2Rrcosf)i

1 C’ 2Rr
n d — mn G'n, 7
/Sn_1 |z —ro|2 7 (2Rr)+ (R2 + T2>

ou (" est une constante strictement positive, ce qui acheve la démonstration. O

D’ou

On voit que, d’apres le theoreme 5.2, I'étude de Xy(z,w) se ramene a étudier les
propriétés de la fonction G,(A). Dans ce chapitre, on se restreint a considérer le cas
bidimensionnel. Remarquons que, la fonction G3(\) a une singularité quand A — 1. Dans
la section suivante, on va préciser la singularité de Go(A) en A = 1 et on va donner aussi
le comportement de Go(A) quand A — 0. Notons simplement dans la suite

H) (5.2)

= &0 = \/X/Oﬂ val —dicosa
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5.2 Propriétés de H(\)

Voici les deux propositions qui donnent le comportement de la fonction H(\) quand
A — 1 ainsi que A — 0.

Proposition 5.4. Soit H(\) la fonction qu’on a définie dans (5.2). Alors il eziste deux
fonctions u(X) et v(\) telles que

1) H(A) = u(X) log(1 — X)) + v(X), VAeli 1],

2) u(A) est C= sur ]5, 00l

3) v(\) est C sur |3, 1].

Proposition 5.5. Soit H(\) la fonction qu’on a définie dans (5.2). Alors il existe une
série entiere Y a,z" de rayon de convergence 1 telle que

1
_ 5+2n
= E A2 ,

n>0

pour tout X € [0,1[. Plus précisement, les a,, sont données par a, = w2-"Cy C?".
Avant de démontrer la proposition 5.4, on établira d’abord les lemmes suivant.

Lemme 5.6. Soit 2 = % Posons

Cn

?”/'%?IP z
Alors pour tout X € [0, 1[, la série > h,(\) converge, et on a H(\) = /2 hn(N).

n>0 n>0

D‘

Démonstration. Remarquons que 1 — Acosf = 2X(e? + (sin ¢)?). Donc

B do
_ @/ S —
0 Ve2+sin®f

Prenons 6 = arcsin x, il vient

1 dx
_\/5/ .
0 Ve2+22y1 — a2

On sait que, pour tout z € [0, 1[

St Ol
¢f:ﬁ -y - o (=a?)" =D g™

n>0 n>0

l\’)l»—t

ceci entraine immédiatemment la conclusion d’apres le théoreme de Beppo-Lévi. ]

Lemme 5.7. Pour tout n > 0, il existe une fonction %n()\), C* sur |0, 00[, telle que

ha(N) = Tn(N) + (—1)"*1%<%>nlog(l —)),  VYielo1].
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Démonstration. Evidemment, d’aprés la définition de h,,(\) dans le lemme précédent

n n
CQn OQn 2n

2/m ~ ot /m

On fait le changement de variable z = log(y + v/y? + 1), qui nous donne

1 2n log (Hm) 2 —2. 9 2n log (1+\/52+1)
=y : e —e " 1 k ik c (2k—2n)z
—dy = / <—) dz=— ) (=1)C. n/ e dz,
/(; /1 + y2 0 2 2271, kZ:O 2 0

ceci implique

/E y2n p
Y ay
0o V1492

- VT
1 1 2 1 n—1 IOg(%)
c k=0 0
n—1 . _ .
= Ll o (LEYEEL) L3 ey [T - (o %]
92n 2n - 2 om 5ok )

D’ou

@ 1++ve2+1
(1) e los () +

52n/gidy
0o V1+y?

n—1
Ck
_1>k2n _2n2k82k |:<1 + m)mh% - (1 — Ve 4+ 1)2n72k].
k=0
Comme £ = 122 on a enfin

52”/5 —y2n dy
0o v 1+y?
Cnr1— A Cp /1= Ayn
— (1)t 2 ( = ) 1og(1—A)+<—1)"ﬂ(—) log(VI+ A+ V2N

22n+1 22n 2)\
. n_1(_1)k ck (1 - /\>2k [(\/QA +VIF N2 — (V2N — \/H—/\)2n—2k:|
k=0 2n —2k\ 2A (2\)n*
= (-1) +122n2+1 ( o > log(1 — \) + f(\),
ou f(A) est une fonction C'* sur ]0, co[. Le lemme est prouvé. u

Lemme 5.8. Notons H,(\) = >_ hi()\). Alors il existe une fonction positive f,, € L*(0,1),
k>n
telle que
1—X
ful(z)dz, e2="""

x
_/0 Ve + x2 2\
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Démonstration. D’apres la définition de h,(A) dans le lemme 5.6, on a

H,(A) =

2%/ JTd_/JT ()

ou

_ C_gk 2k—2n
falw) = Z 22k X ‘

k>n

Alors il suffit de démontrer que f,, € L'(0,1). En fait on a
1 2k vk
27FC
- d 2k— Qnd e M2k <
/Of(x)x 2%/ T 2k—2n+1 >
car 2726Ck ~ (k)" 2. O

e Démonstration de la proposition 5.4

Démonstration. Posons

\/_Z n+1 an) A"

24n+1
n>0

Alors u(\) est une série entiere de rayon de convergence 1. Soit u(N) = u(132) et v(X) =

H(X) — u(A)log(1 — ). Alors, quand A €)%, 00[, on a [152| < 1, donc u(A) est C* sur
]3, 00[. Par conséquence, v(A) est C™ sur |3, 1[. Alors il sufﬁt de démontrer que pour tout
n € N, v™()\) peut se prolonger en une fonction continue sur ]3,1]. En fait, d’apres le
lemme 5.7, on a

vy = ﬁ(lhk<A>+Hn<A>—1og<1—A>Z< 1)%1(2(%(14))

- k>0 2A
_ \/§<k_: (1)) ~log(1 — X)(~ 1>’f+1(2€k+)1 (50)) +
_log(l—)\);( 1)k+1(§T+)1(12_AA) )

- \/§< _ hi(A) + Hy(A) = (1= A)"log(1 — A) Y (—1)**! (Ch)* (1- A)k_n)

24k+1 (2)\)k:
k=0 k>n
D’ou

- ﬂ(iﬁk@) + H,(\) — (1= X)"log(1 — A)g(A)>,

ot les fonctions hy(A) sont C* sur |0, co[, la fonction g(A) est C* sur ]3, 0o, et la fonction
H,(\) est donnée dans le lemme précédent. Or

(k)
lim [(1 — )" log(1 — )\)] —0, Vke{0,1,..,n—1}.
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Alors il reste & démontrer que, pour tout k € {0,1,....,n — 1}, HT(Lk)()\) est une fonction
continue sur |3, 1]. En fait, d’aprés le lemme 5.8, on peut démontrer par récurrence (en
k) que, Vk € {0,1,...,n — 1}, il exsite des polynémes Py, Py, ... , Py tels que

b 1 L 5172”
HP () = ZP] 2) / ﬁfn(w)dx-
0
j=

€2 + 12)2ti

Mais €2 = donc il suffit de vérifier quand 2 = 0, l'intégrale

1 2n 1 )

est finie. Ceci est une conséquence immédiate du fait que f, € L'(0,1) et que j < k <
n— 1.

2)\’

O

e Démonstration de la proposition 5.5

Démonstration. Remarquons que, quand A € [0, 1], on a

Cn A" cos™ 0,
Vv1— )\ cos 6 Z

et que la série ) 532 A" converge. Alors d’apres le théoreme de convergence dominée de

n>0
Lebesgue
H\) = 2” —2n \n / cos™ Bdf = V' Z Cir yon / cos™ 0df =Y a, ATt
n>0 n>0 n>0
On indique que le rayon de convergence de la série entiere > a, 2" est 1. O]

5.3 Schéma de la démonstration du théoreme princi-
pal

Soit Xo(z,w) la partie radiale du processus de Mumford bidimensionnel. Alors le
théoreme 5.2 nous donne que

Xo(R,w) = % /0 wﬁ(%)wr,w)dr, (5.3)
ZZgjk w)w; i (r (5.4)

JEZ keN

est le bruit blanc complexe sur [0, 00| et ou la fonction H est donnée dans (5.2), C' > 0
est une constante. Ceci implique que Xo(R,w) est I'intégrale du produit du bruit blanc
sur [0, oo[ avec H ( R%i%), vue comme une fonction de r > 0. De plus, on sait que H(\) a
une singularité logarithmique quand A = 1, qui correspond a r = R. Alors on va découper
cette l'intégration en trois partie : [0,aR)], [aR,bR] et [bR,00[, o1 0 < a < 1 < b. On
utilisera la proposition 5.4 pour traiter l'intégration sur [aR,bR]|, et la proposition 5.5

pour traiter les autre deux intégrations.
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Prenons la partition de I'identité

P1(A) + () =1, (5.5)

ou les fonctions p1(A) et po(N) sont C* et telles que

1 2
supp @1 C [5,00[, supp @2 C | — oo,g}-
Alors d’apres (5.3), on a
c [ 2Rr
Xo(R,w) = ﬁ/o o1 NHN)Y (r,w d’r—l——/ ©2(A )Y (r,w)dr, =i

Avec cette décomposition et les notations précédentes, le théoreme 5.1 est une conséquence
immédiate des deux propositions suivantes.

Proposition 5.9. Apres la renormalisation additive, w-presque surement

c [~ 2Rr
— H\Y =
m/o PO (), A= g

est une fonction C*° pour R > 0.

Proposition 5.10. I eziste une suite de constantes (Cy)i>o telle que, pour tout n € N
et R>0

n

/OOO SV HOY (1, w)dr — Z ngk( W)+ Gu(Rw), A= 2T

R2 412’

ot Bi(R,w) est la k-iéme primitive du mouvement brownien compleze et ou la fonction
Go(R,w) est w-presque sirement de classe C"+272(]0, 00[ ) pour tout & > 0.

On le démonstrera dans les sections suivantes. Avant de finir cette section, on donne
un lemme qui va étre utilisé partout dans les sections suivantes, dont la démonstration
est triviale.

Lemme 5.11. Soient 0 < a < b et {F;1(R) : j € Z, k € N, R €]a,b[} un esemble des
fonctions C*, {g;x : j € Z, k € N} une suite de v.a., i.i.d. de la loi N'(0,1) a valeurs
complexes. Alors on a les propriétés suivantes.

1) Supposons que pour tout m € N, il existe deux constantes Cp, > 0 et v, > 0, telles
que pour tout j > jo, k>0 et R €]a,b]

FO (R < Ot
s — (k_|_ %)2

Alors w-presque sturement

DY ginlw) Fix(R

J=jo k=0
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est une fonction C* pour R € a,b|.
2) Supposons que pour tout m € N, il existe deux constantes Cy, > 0 et a,, > 0, telles
que pour tout j < jo, k>0 et R €]a,b]

2jom
F™(R)| < Cpp——.
‘ j,k( )’— <k+%)2

Alors w-presque strement

> gk Ek(R)

J<jo k=0

est une fonction C* pour R € ]a,b|.
3) Supposons que pour tout m € N, il existe une constante C,, > 0, telle que pour tout
jl S]S]Q; kZO etRe]aab[

(0

PR <

Alors w-presque sturement

Z Z gik(W)Fj(R)

J1<i<j2 k>0

est une fonction C* pour R €a,b|.

5.4 Démonstration de la proposition 5.9

D’abord, on donne quelques notations

Yy => ) ginlwhwjx(r (5.6)

720 keN

Yo(rw) =) > gin(@)wia(r (5.7)

j<0 keN
et
Y ja Z Z i (w)wjp( (5.8)
J=j1 kEN
On a évidemment, Y(r,w) = YT (r,w) + Y (r,w), Y1 (r,w) et Y~ (r,w) est alors une
décomposition de Y (r,w) qu’on a défini dans (5.4).

On donne ensuite le schéma de la démonstration.

D’apres la proposition 5.5, il existe une série entiere ) a, 2" de rayon de convergence
1, telle que
HN) = a, 2™ vaelo1].

n>0

Rappelons ensuite que p2(A) est nulle au voisinage de 1. Alors, en utilisant les notations
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qu’on vient de définir, on a

% /000 o (M H(N)Y (r,w)dr

_ %/Ow s N HO)Y ™ (r, dr+—/ oa(NVH(NY ™ (r,w)dr
c [* 19, i +2n -
-2 (Z%anm Joa WY (r i + / B A oo (Y (1, 0)dr

aOC/ )\24,02 (r,w)dr
Aty s W
== \/_C/ QWYJF(T w)dr+22CR2/0 T2my (T’,w)dr
—i—\/_aoC'/ mgpg( WY (r,w)dr
ou
o= () ey et )= (D @)
n>0 n=>0
sont deux fonctions C™ sur | — 1, oo].

Remarquons que l’intégration

i Y d = ;lgg]k / \;:;) cos [m(k + %)r]dr

est divergente. Ceci implique que l'intégration

/ VT oy
0o VRZ+41r?
diverge aussi, car

NG 1
VY oo\ ~ —
/—R2 T 7‘2 @2( ) \/7_"’
Donc elle est la partie qui doit étre renormalisée.
On résume la discussion précédente. La proposition 5.9 est une conséquence des trois

lemmes suivants.

Lemme 5.12. Soit f(\) une fonction C*° sur] —1,00[. Alors w-presque stirement

~ & A 2
Frw e [T IO e a2 20
0 (R2 4 12)2 R?+r

est une fonction C™ pour R > 0, ot la fonction Y (r,w) est donnée par (5.6).

NI

Lemme 5.13. Soit f(\) une fonction C*° sur] —1,00], alors w-presque sirement

~ > A 2
F(R,w) = / TgL)SY_(r,w)dr, A= %
0 (R2 +r?)2 R* +r

est une fonction C* pour R > 0, ou la fonction Y~ (r,w) est donnée par (5.7).
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Lemme 5.14. w-presque surement

F(R,w) % /000 (\/RZLWQO2<>\) - %)Y‘(r, w)dr, A= RSL;—TT?

est une fonction C* pour R > 0, ot la fonction Y~ (r,w) est donnée par (5.7).

Il nous reste a démontrer les trois lemmes précédents. Pour cela, on commence par
établir les lemmes 5.15 - 5.18.

Lemme 5.15. Soit F(R,r) une fonction C* pour R,r > 0. Alors w-presque surement,
pour tout ji, jo € 7Z, j1 < Ja, la fonction

F(R,w) % / F(R,1)Y; j,(r,w)dr
0

est C* pour R > 0, ot la fonction Y}, j,(r,w) est donnée par (5.8).

Démonstration. On démontre que ﬁ(R, w) est C° pour R €]a,b[, ou 0 < a < b sont deux
nombres réels. Remarquons que

> D uir@)Fia(R), (5.9)

J1<i<j2 k>0

ou

Fir(R) = /000 F(R, T‘)Q%w(QjT) cos [m(k + %)er]dr.

Alors on a l'estimation suivante de Fj;(R)

FulR) < s [ PR @imE ) 2 2 b R )

j - O’F
+2_32w(23r)8a—2(R, r)|dr. (5.10)

Or, w(r) est une fonction C> et supportée par [3,3]. Alors dans (5.10), on integre r sur
un compact de ]0, 0o[, pour tout j qui est entre j; et jo. Donc il existe une constante Cj

telle que
Co

(k+3)*

De méme, pour tout m > 1, il existe une constante C,, > 0, telle que

[Fjr(R)] < Viji < <2 k>0, R€a,b]. (5.11)

Ch,

(m)
P <

Vi1 <j<jo k>0, Relabf. (5.12)

Donc F(R,w) est C* sur Ja, b] d’apres le lemme 5.11 et (5.9), (5.11), (5.12). O
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Lemme 5.16. Soit F'(R,r) une fonction C*> pour R,r > 0. Supposons qu’il ezxiste deux
constantes 0 < Ay < Ay telles que

r
SuppFC{R>O,T>0:)\1§E§/\2}.
Alors w-presque siurement, pour tout ji,ja € ZU {00, —o0}, j1 < Ja, la fonction

F(R,w) 2 / F(R, )Y}, j,(r,w)dr
0

est C* pour R > 0, ou la fonction Y}, ;,(r,w) est donnée par (5.8).

Démonstration. Quand R est dans un compact de |0, oo[, alors il existe deux entiers j; et
J5 tels que

ﬁ<R7w): Z Zgj}k(w)ij(R)v

J1<3<g3 k>0
ou - _ )
Fik(R) = / F(R,7)22w(2r) cos [ (k + 5)2jr]dr.
0

Alors ce lemme est une conséquence du lemme précédent. O

Lemme 5.17. Soient 0 < a < b, jo € Z et F(R,r) une fonction C* pour R,r > 0.
Supposons que pour tout ny,ny > 0, il existe une constante C,, ,, telle que

8711 +ng F
OR™ Orn2

Alors w-presque sturement, pour tout « > 0, la fonction

(R,7)

< Crynas VR €la,b, r<3-277, (5.13)

ﬁ(R,w)é/ r*F (R, )Y}, co(r,w)dr.
0

est C* sur |a, b, ot la fonction Yj, (r,w) est donnée dans (5.8).
Démonstration. Remarquons que
F(R.w) =YY gin(w)Fu(R), (5.14)
Jj=jo k>0
ou

Fir(R) = 9%-ia /OOO F(R,r)w(2r) cos [r(k + %)2jr]dr, w(r) = rw(r).

Ceci implique, en utilisant une intégration par parties et (5.13), 'existence d’'une constante
C, telle que pour tout j > jo, k > 0 et R €]a,b[, on ait

Fyu(R 2 < 2 5.15
; < — < _ .
Fn >\_W2(k+%)2/2;j PGy (5.15)
De méme, pour tout m > 1, il existe une constante C,,, telle que pour tout j > jg, & > 0
et R €]a,b[, on ait ,
273
(k+3)?
Alors F(R,w) est C* sur Ja, b] d’apres le lemme 5.11 et (5.14), (5.15), (5.16). O

|Fj<j,?>(R)y <C, (5.16)
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Lemme 5.18. Soient « € R, 3 > %, 0<a<b,jo€Z et F(R,r) une fonction C*> pour
R,r > 0. Supposons que pour tout ni,ns > 0, il existe une constante C,, ,, telle que

Hritnz 92—jo

OR™ Qrn2

(R, 7’)‘ < Com VR ela,bf, r > (5.17)

Ta"l‘ﬂ"l‘nQ )

Alors w-presque surement, la fonction
F(R,w) = / r*F(R,7)Y ™ (r,w)dr.
0

est C™ sur la,b[, ot la fonction Y~ (r,w) est donnée dans (5.7).

Démonstration. De méme, on a

F(R,w) = Z > gin(@)Fiu(R). (5.18)

Fir(R) = 9%—ia /000 F(R,7)w(27r) cos [r(k + %)er]dr, w(r) = r*w(r).

Ceci implique, en utilisant une intégration par parties et (5.17), 'existence d'une constante
C, telle que pour tout j < jo, k > 0 et R €]a,b[, on a

C 3279 9l—ja  9-i-ja  9-F—ja 9(8-3)j
Fir(R)| < ——— ( )d =Gy (519
[Fik(R)| < (k + %)2 /23J rots + rotB+1 + ro+B+2 r O(k+%)2 ( )

De méme, pour tout m > 1, il existe une constante C,,, telle que pour tout j < jg, k >0
et R €la,b[, on a

Fo gy < ¢, 2 5.20
( <Chpo—. :
Alors F(R,w) est C sur Ja, b| d’aprés le lemme 5.11 et (5.18), (5.19), (5.20). O
e Démonstration du lemme 5.12
Démonstration. Posons \
F(R,r) = —f( ) -
(R 1)

Alors on a -
F(R,w) = / T%F(R, )Y (r,w)dr.
0

On va utiliser le lemme 5.17 & démontrer que F (R,w) est une fonction C* pour R > 0.
Pour cela, il suffit pour estimmer les dérivées de F'(R,r). En fait, pour tout ny,ny > 0, il
existe une suite de polynomes Fy, P, ..., Py, 1n,, telle que

TP S W B(R)
aan 87«712 ’ (R2 + 7,2)%—&-2711-‘,-2712 ’

Prenons 0 < a < b et supposons que

¢, = sup {|f(l)(/\)Pl(R, r): A€ 0,1], R €]a,b],r 6]0,3[}.
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Alors on a, pour tout R € ]a,b] et r €]0, 3]

gt mEe g

aRnl arng ( ) T) — a1+4n1+4n2 :

Ce qui entraine immédiatement, en prenant o = % dans le lemme 5.17, F(R,w) est C*

sur |a, bl.

e Démonstration du lemme 5.13

Démonstration. Posons

Alors on a

]

Cette fois-ci, on va utiliser le lemme 5.18 pour démontrer que F (R,w) est C* pour R > 0.
Encore une fois, on va estimmer les dérivées de F(R,r). En fait, pour tout ny,ny > 0, il

existe une suite de polynomes Fy, P, ..., Py, 1n,, telle que

1) deg,(P(R,7)) < 4ny + 3ng,
OF gy - ik [ONB(R )

2) O R Oymez ( (R2 + T2>%+2n1+2n2

Prenons 0 < a < b et supposons que

o= sup{]f(l)()\)] : A €0, 1]}

Cela nous donne

5+no an1+n2F (R 7”)’ < 7,5+n2 ?:18‘”2 CI(A)‘Pl(Rv T)‘
ORMrn2 7 = (R? + r2)%+2n1+2n2
s S )RR
- (Tz)g+2n1+2n2
ni+nz
|P(R, 7)|
- Z Cl(A) T4n1+3n2
1=0
Or, deg,(P(R,7)) < 4n; + 3ng. Alors il existe une constante ¢ telle que, pour tout
Relabletr>2
PR, _
T4n1+3n2 =~

qui implique, d’apres les deux inégalités précédents

?nﬁmF ?:13 " e 92
OR™ Hrn2 <R7T> < W, VR G]a,b[, r> 5
Ceci entralne immédiatement, en prenant o = 5 = g dans le lemme 5.18, que 2 (R, w) est

C sur |a, b].

]
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e Démonstration du lemme 5.14
Démonstration. Remarquons que

[ aaris- v [ (b o

R
o VR e

D’ou

ou

avec

ARy =— L pay = V)

VEEL 2 1

La fonction () est supportée par A Z%, alors on a

2Rr 1 r
suppFQC{R>O,r>O:A:mZ§ :{R>0,T>0:2—\/§§E§2—|—\/§}.

Donc, d’apres le lemme 5.16, w-presque strement, E(R, w) est une fonction C*° pour
R > 0. Alors il suffit de démontrer que F}(R,w) est C*°. En fait on a

I R?
Fi(R,r) = ——/ ———dt.
2J)o (tR%+1r2)2
Alors pour tout ny, ny > 0, il existe un polynoéme P, ,, (R, 7, t), telle que
1) degr(Pnl,ng) S 27L1 + Nog,

ot F Y P (Rt
1(R,T)_/ 1,2( Sﬂra )
aRnlarnz 0 (tR2 + r2)§+n1+n2

2)

Cela implique 'existence d’une constante C,,, ,,, telle que, pour tout R € ]a,b] et r > %

ni+n2
P ) < G
OR™ Orm2 r3tne
Ce qui entraine immédiatement que, en prenant o = % et 0 = g dans le lemme 5.18,
Fi(R,w) est C* sur |a, b|. O

5.5 Démonstration de la proposition 5.10

D’apres la proposition 5.4, il existe deux fonctions u(\) et v(\) telles que
1) H(A) = u(X)log(1 — A) +v(X), VA €]3, 1.
2) u(A) est C™ sur J5, ool.

3) v(A) est C* sur |3, 1] et Vn > 0, v™(X) est continue sur |1, 1].

Wl
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Revenons a la partition de 'identité qu’on a donnée dans (5.5). On a
PrNHA) = er(Mu(A) log(1 = A) + @1 (Mv(A) = u(A) log(1 = A) +(A),

ol u(A) = 1(A)u(A) est C™ sur ]0,00[ et supportée par [3,00[; D(A) = @1(A)v(X) est
C* sur ]0, 1], supportée par [2, 1] et pour tout n > 0, 2™ (A) est continue sur ]1,1]. Il en
résulte que

/0Oo e1(NHN)Y (r,w)dr = /OOO (ﬂ()\) log(1 — \) +’qj()\)>y(r7 w)dr

- /0 " (50010801~ 2 TNV ()
= 2F(R,w) — Fy(R,w) + F3(R,w),

ou

Fi(R,w) = / u(N)log |R — r|Y (r,w)dr,
0

Fy(R,w) = /0 N u(\) log(R* 4+ r*)Y (r,w)dr,

F3(R,w) = / o(AN)Y (r,w)dr.
0
Remarquons que @(\) log(R? + r?) est une fonction C* pour R,r > 0 et supportée par

{R>o,r>0:2—\/§§%g2+\/§}.

Alors le lemme 5.16 nous donne que, w-presque strement, ﬁg(R,W) est C™ pour R >
0. De plus, avec la méme méthode de la démonstration que celle du lemme 5.16, on
peut démontrer que, p.s. en w, F3(R,w) est aussi C* pour R > 0. Donc, pour finir la
démonstration de la proposition 5.10, il suffit de démontrer que la fonction F 1(R,w) peut
s’écrire sous la forme suivante

Fi(R,w )—Zg’;Bk(R w)+Gu(R,w), VR>0, neN, (5.21)

ou Bi(R,w) est la k-ietme de primitive du mouvement brownien complexe, et la fonction
G (R,w) est w-presque sirement de classe C"272(]0, 00[ ) pour tout € > 0.

On va établir d’abord une série de lemmes. Dans la suite de cette section, les fonctions
Y(r,w), YT(r,w), Y~ (r,w) et Y} ;,(r,w) sont données dans (5.4), (5.6), (5.7) et (5.8)
respectivement, et les fonctions () et po(A) sont celles dans la partition de 'idendité
(5.5).

Lemme 5.19. Soit f(R,r) = (R —1r)"log |R — r|. Alors pour tout ny,ny € N, ny +ng <
n —1, la dérivée

am-&-mf

OR™ Orm2

existe et qui est une fonction continue sur R2.
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Lemme 5.20. Soit une fonction F(R,r) qui satisfait
1) Il eziste deux constantes 0 < Ay < Ay telles que

suppFC{R>O,r>0:)\1§%§)\2}.

2) Les dérivées

gmtn f

OR™ Orn2
existent et sont continues pour 0 < n; <n, 0 <ny <2, oun > 1 est un entier.
Alors w-presque sturement

F(R,w) = / F(R, 7)Y (r,w)dr
0
est une fonction C™ ' au sens usuel pour R > 0.

La démonstration de ce lemme est la méme que celle du lemme 5.16. Avec les deux
lemmes précédents, on a immédiatement le lemme suivant.

Lemme 5.21. Soit F(R,r) une fonction C* telle qu’il existe deux constantes 0 < A\j < Ag
satisfaisant

suppFC{R>0,r>O:)\1§}%§)\2}

Alors w-presque siurement

F(R,w) = /OOO(R —r)"log|R —r|F(R,r)Y (r,w)dr

est une fonction C"* au sens usuels pour R > 0.

Lemme 5.22. P.s. en w, la fonction

~ “Y(r,w)
F = d
(R,w) /0 R+r "

est C*° pour R > 0.

Démonstration. Remarquons d’abord que F(R,w) = F*(R,w) + F~(R,w), ot
FH(Rw) = / F(R,r)Y*(r,w)dr,
0

F7(R,w) = /000 F(R,7")Y (r,w)dr,

avec
1

R+r

On démontre que les deux fonctions ﬁ+(R,w) et ﬁ_(R, w) sont C*° pour R > 0. En fait,

pour tous nj,ne > 0, il existe une constante C,, ,,, telle que

F(R,r) =

o tne [ C’m,nz

aR’”@T”? <R7 T) (R + ,r.)nl—l—ng-f—l ’
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Prenons 0 < a < b, alors il existe une constante Cy; . telle que, pour tout R € ]a, b[ et
r<3

omtnz [ i}
3R"18r”2 <R’ 7”)‘ S Cnl,nQ‘ (522)
De plus, on a pour tout R €]a, b et r > 2
an1+n2F Cnl,nz (%)nl Cnl,nz
ORmM Orn2 (&, r)‘ = pnitnatl = rnatl (5.23)

Alors d’aprés le lemme 5.17 (en prenant a = 0) et (5.22), FH(R,w) est C* sur a, b]. De
méme, d’apres le lemme 5.18 (en prenant « = 0,3 = 1) et (5.23), F"(R,w) est aussi C*
sur |a, bl. O

Lemme 5.23. P.s. en w, la fonction

est C'™° pour R > 0.

Démonstration. Posons

d’ou

F(R,w) = /000 F(R,r)Y (r,w)dr.

Indiquons ici que F(R,r) est C* pour R,r > 0 puisque ps(A) est nulle au voisinage de
1. Prenons 0 < a < b, et deux entiers j; < ja, tels que
a

SUppY_co j,—1 C [2b, 00| et suppYj,+1.00 C [0, 5]

On décompose F'(R,w) en une somme de trois fonctions

F~(R,w) + Fj, ,(R,w) + FT(R,w),

=

=

£
I

ou

F7(R,w) = / F(R,r)Y_o jy—1(r,w)dr,
0
ﬁjh]’z(Rv w) :/ F(Rv T)}/}m’z(r’ w)drv
0

FH(R,w) = / F(R,7)Yjy11.00(r, w)dr.
0
On démontre que les trois fonctions ﬁ_(R,w), ﬁjmé(R, w) et ﬁ+(R, w) sont C'* pour
R €]a,b[. Remarquons d’abord que, d’apres le lemme 5.15, Fj, ;,(R,w) est w-presque
strement C'™ pour R > 0. De plus, pour tout ny,ny > 0, il existe une suite de polynomes
Py, Py, ..., Py 1n,, telle que

1) deg,(P(R,7)) < 5ny + 4no,
OE L SO AR

2) aRn1 arTLQ (R7 T) - (R _ r)nl—i—nz-i-l (R2 + T2)2n1+2n2 .
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Alors il existe deux constantes Cy, o, et C , telles que

grtna .
OR™ Orn2 (R7 T) S 0”1’n2’ VR e ]CL, b[7 r < 57
grmeF C:L1,n2

VR €la,b], > 2b.

ORM Orn2 (R, r)‘ = pltne?

I en résulte que, F~(R,w) et FT(R,w) sont C* pour R €]a, b d’apres le lemme 5.18 et
le lemme 5.17. O

Lemme 5.24. Posons
Y, (R,w) = / ©1(A) (R —7r)"log|R — r|Y (r,w)dr.
0

Alors il eziste une suite de fonctions (fn(R,w))n>0, C pour R > 0, telles que
Yo (R,w) =n!B,(R,w) + fu(R,w),
ot B, (R,w) est la n-iéme de primitive du mouvement brownien compleze.

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence en n. Définissons d’abord pour

r <0
Zzwyk )95 kW),

JEZ keN

ot {gj,:J €Z, k € N} sont i.i.d. delaloi N(0,1) a valeurs complexes. Remarquons que
I'ensemble {w;x(r), w;jr(—r) : r >0, j € Z, k € N} forme une base o.n. de L*(R?), alors
Y (r,w) qu’on vient de définir est le bruit blanc complexe sur R.

1) Quand n = 0, on calcule la dérivée de Yy(R,w) par rapport a la variable R.

%(R,w) = /0 wﬁ(A)%logW—r!Y(r, w)dr—i—/o gl(_/\iY(r,w)dr
*Y(r,w) 2(A)
pu— - Y
Fl(R,w)—l—/o 2, ———=dr /0 B (r,w)dr

_ *Y(rw) " Y(rw) = 02()

= Fl(R,w) + /Oo ﬁd?” /OO ﬁd?” /0 mY<T,u)>dT

B Y (r,w) *Y(r,w) /OO ©a(N)

= Fl(R,w)—f—/oo R—rdr /0 R+rdr i R_TY(T,w)dr.
D’ou Iy

d—];j(R, w) = Fi(R,w) + Fy(R,w) + F3(R,w) + Fy(R,w). (5.24)

ol

AR = [ @055

.
/

log |R — r|Y (r,w)dr,
F2(Ra w) = )
FB(Raw) =

Y

Y (r,w)
—2d
R—r "
Y (r,w)
—2d
R+r "
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Fi(R,w) = /000 22(_AZY(T,w)dr.

Remarquons que Fy(R,w) est la transformée de Hilbert d’un bruit blanc complexe. Alors
elle est encore un bruit blanc complexe. De plus, ¢{(X) = 0si A > 2 ou A < 5. Alors
la fonction gp’l(/\)%log |R — 7| est C*° pour R,r > 0, donc Fi(R,w) est C* pour R > 0
d’apres le lemme 5.16. A la fin, d’apres le lemme 5.22 et 5.23, on sait que F3(R,w) et
Fy(R,w) sont C* pour R > 0. Il en résulte que, d’apres (5.24)

dY;

d_RO(Rv Ld) = Y(Ra w) + f(Ra LU),
ou Y (R,w) est le bruit blanc complexe et f(R,w) est une fonction C'*°. Donc,

Yo(R,w) = B(R,w) + F(R,w), (5.25)

ol B(R,w) est le mouvement brownien complexe et F'(R,w) est une fonction C*°. Ceci
démontre le lemme dans le cas n = 0.
2) Maintenant, on calcule la dérivée de Y, (R,w) quand n > 0.

dy;, O "
ﬁ(R7W)_/o gpl(/\)@(R—r) log |R—7r|Y (r,w)dr

+n /000 ©1(A\)(R—7)"""log |R—7r|Y (r, w)dr—i—/ooo 1A\ (R—7)""1Y (r,w)dr,

qui implique

dy,,
@(R, w)=F(R,w)+nY, 1(R,w). (5.26)
F(R,w) = /Ooo @i(A)%(R —r)"log|R —r|Y(r,w)dr + /000 ©1(A) (R — )" 1Y (r,w)dr.

Encore une fois, en utilisant le lemme 5.16, on sait que F/(R,w) est C* pour R > 0. Alors
on acheve la démonstration d’apres (5.25) et (5.26). O

e Démonstration de (5.21)

Démonstration. Notons d’abord

F(5) =) =nu(s 2 ) (5.27)

R
R

On sait que u()) est C* sur |1, oo[, donc f(z) est C* sur ]3—2+v/2, 3+2v/2]. En particulier,
il existe des constantes cg, c1, ... , ¢, et une fonction f,(x) qui est C*, telles que

f(x) = ick(l — ) 4 (1 —2)" " f(2), Vo e]3—2v2,3+2V2.

Alors on a
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D’ou
o

u(A) log |R —r|Y (r,w)dr

et
B
£
|

3 c\

— C—kk/ ©1(A\) (R —7r)Flog |R — r|Y (r,w)dr
0 0

>
Il

+

s | OV () (R = g R =Y ()

Il en résulte que, en utilisant le lemme 5.24

F(Rw) = Y EVi(Rw) +Cu(Rw)

%
k=0 R
- /{Z‘Ck = Cp «
= F k(R,w) + —kfk;<R,W) +Gn(R,W)
k=0 k=0
Cela nous donne
~ ]
Fi(R,w) = R—C:Bk(R,w) + Go(R,w),
k=0
ou
* 1 > r n+1
G (R,w) s ©1(N) fn (§> (R—r)"""log|R —r|Y (r,w)dr,
et .
Go(R,w) = % fe(R,w) + G (R,w).

k=0

En voit le support de ¢1(\) et par la définition de f,(z), on sait que cpl()\)fn(%) est
une fonction C* pour R,r > 0. Donc, en utilisant le lemme 5.21, on sait que la fonction
G*(R,w) est de classe C™"~3 au sens usuels pour R > 0. De plus, on a

n+k’
k!
Gu(Rw)= > R—C:Bk(R,w)—l—GLk,(R,w).
k=n-+1

1. /
On sait que By(R,w) est de classe Clk;cr? (10,00[), Gi (R, w) est de classe C"* =3 au
sens usuel pour R > 0. Prenons ¥ = 5, alors G,,(R,w) est de classe C"*272(]0, 00[ ) pour

tout € > 0. On a enfin démontré (5.21). O

On constate que, dans le théoreme 5.1.
1) Les constantes Cj ne dépendent pas de choix de u et v.

2) Cy = 0 puisque f(%) = f(x), alors f'(1) =0, ou f est définie dans (5.27).



Chapitre 6

Conclusion et discussion

A cette occasion, on résume notre travail et on généralise le processus de Mumford.
Tout d’abord, on définit formellement le processus de Mumford généralisé de dimension
n > 2et dordre s € R : X*(z,w), (r € R", w € Q) par

X (z,w) = N Z(z,w),
ou dans le domain de Fourier, de fagon équivalente

Z(§w)
€ls

ou A = /—A est l'opérateur de Calderén, et ou Z(x,w) est le bruit blanc complexe de
dimension n. Alors on a évidemment X°(z,w) = Z(x,w) et que X 2 (z,w) est le processus
de Mumford qu’on a défini dans les chapitres précédents. Revenons au théoreme 2.13, qui
nous donne que, en utilisant la base de Malvar-Wilson, le processus X*(x,w) n’a pas de
divergence infra-rouge quand s < 2, il est w-presque sturement une distribution tempérée
et qu'on a réalis¢ sa renormalisation additive dans le cas s > 3.

X*(&,w) = (2m)%

Avant donner les détails de la renormalisation additive, on donne d’abord quelque
notations. Considérons la base de Malvar-Wilson (w; 41.,) de L*(R™) qu’on a définie dans
(2.9). Soient d un entier positif et Wy(R™) le sous-espace fermé de L?(R") engendré par
la suite orthogonale

{wikim:7€Z, keN,0<1<d mel}; (6.1)
alors (6.1) est une base o.n. de Wy(R™) et
{wj,k,hm j < Z, ke N, [ > d, m & ]Il}

est une base o.n. de Wy(R™)+. Remarquons que, les deux espaces Wy(R") et Wy(R™)+
sont invariants par conjugaison (lemme 2.2). Alors on peut définir les projections du bruit
blanc complexe Z(x,w) de dimension n en les sous-espaces fermés Wy(R™) et Wy(R™)+
par

Zw,(

de‘u) Zggo f]()

JEN
et
ZWL 67 Zg], fj,

JEN

101
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ol (g0, 9j.1)jen sont i.i.d. de N(0,1) a valeurs complexes, (fjo)jen est une base o.n. de
Wa(R"™) et (fj1)jen est une base o.n. de Wy(R")‘. Remarquons que, les deux proces-
sus qu’on a définis convergent au sens des distributions tempérées et les définitions ne
dépendent pas de choix de base o.n.; changer de base o.n. conduira a un processus sta-
tistiquement équivalent. De plus, on sait que les deux espaces Wy(R") et W (R™)* sont
invariants par la transformation de Fourier. Alors la transformée de Fourier du processus
Zw,(z,w) (resp. Zy 1 (z,w)) est statistiquement équivalent au processus Zyw,(z,w) (resp.
Zy+(r,w)) & une constante multiplicative pres.

Soit maitenant § +d < s < § +d + 1, ou d est un entier positif, on décompose le
processus X°(z,w) en deux partie X*(z,w) = X{(z,w) + X7 (z,w), ou les deux proces-
sus X§(z,w) et X;7(x,w) sont définis de fagon équivalente, dans le domaine direct ou le
domaine de Fourier, par

Xi(z,w) = N Zy,(x,w) ou )?S(ﬁ,w) = (2@3%,
’ v n ZI/Vl (57("))
Xiew) = Ay () on Kigw) = (2m)F

Avec cette décomposition, on sait que, d’apres le théoreme 2.13, la partie X7 (z,w) est
automatiquement une distribution tempérée ; la renormalisation additive (ou la divergence
infra-rouge) se porte sur la partie X§(z,w). Remarquons que cette décomposition coincide
avec celle qu’on a faite sur le processus de Mumford (s = 7). En ce cas, X§(z,w) (resp.
Xi(z,w)) est la partie radiale (resp. orthogonale) du processus de Mumford.

On donne ensuite quelques notations.

Soit {fikim :J € Z, k €N, € N, m €[} la base o.n. de L*(R"), telle que
fj,k,l,m(f) = (277-)%wj,k,l,m(£)'

Alors la fonction .]?;Sklm = A"fikim (s € R) satisfait

Tram(T) = Qj(s_%)fg,k,z,m(z_jx)-

Notons simplement hy,, (z) = ﬁﬁklm(z) Alors elle est déterminé dans le domaine de
Fourier par
w(r) 1

B (€) = (2m) 2 Yim(0)—Fity cos[m(k + S)r), £ =ro.
T 2

On observe que

;,k,l,m (ZL’) - 2j(5_%)hi,l,m(2_jm) :

Les théoremes sur la renormalisation additive et sur la régularité qu’on a obtenus sont
les suivants.

Théoreme 6.1. Avec les notations précédentes, on a les résultats suivants.
1) Soit s < . Alors presque sirement en w, la série

X @,w) =D 3 3 giram@)2Chy, L, (27)

JEZ kEN IEN mel|
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converge au sens des distributions tempérées. En outre, le processus X*®(x,w) est un pro-
cessus gaussien stationnaire, invariant par rotation et pour tout j € Z, on a

X*(2r,w) ~ 27672 X5 (2, w).

2) Soit 5 +d < s < 5 +d+1, ot d est un entier positif. Notons par

X" (x,w) Z Z Z Z Gjk o (W s")hs L (2777)

j<0 keN [=0 mel;

d o 4 Clpm(s
D3> 3) ) SITHEICLEIINEERED SNEUEE ST

>0 keN =0 mel| I<|al<d

et

XS :U w Z Z Z Z g3, k,l,m S_%) Z,l,m@_j:p)?

JEZ kEN I>d mel]

ot les constantes C5y,, . (s) sont données dans (2.13). Alors w-presque sirement, Xg" (v, w)
et X7 (x,w) sont des distributions tempérées. X" (x,w) est la renormalisation additive de
la partie X§(x,w) du processus de Mumford généralisé, et la renormalisation additive
du processus de Mumford généralisé est X*"(z,w) = X" (z,w) + X5 (z,w). En outre,
X" (z,w) est un processus gaussien a (d+ 1)-accroissements stationnaires, invariant par
rotation et pour tout j € Z, il existe une suite de v.a. {C;,(w) : a € N, [a| < d} telle
que
X5 (2, w) ~ Qj(s_%)<X5’T(x,w) + Z C;ya(w):BO“).

laf<d

Pratiquement, on utilise encore les notations X*(z,w) et X§(z,w) dans la suite de ce
chapitre, en prenant en compte la renormalisation additive pour le cas s > 7. Elle n’a
aucun sens si on décompose le processus X*(z,w) en somme de deux parties X*(z,w) =
X§(z,w) + X{(r,w) dans le cas s < 3.

Théoréme 6.2. Soit X*(x,w) le processus de Mumford généralisé de dimension n > 2 et
d’ordre s € R. Alors w-presque strement, pour tout p,q € [1,00] et pour tout € > 0

s—2—¢

X*(z,w) € (Bpg® Jioe(R").

La démonstration de ce théoreme est identique que celle de la régulaité du processus de
Mumford (section 3.5). De plus, ce théoreme est optimal pour I'exposant de la régularité,
il n’est pas vrai quand ¢ = 0, car optimalité de la régulaité du bruit blanc (théoreme
3.1).

Théoreme 6.3. Soit X{(x,w) la partie qu’on a définie du processus de Mumford généralisé
de dimension n > 2 et d’ordre s > %. Alors w-presque sirement, pour tout p,q € [1,00]
et pour tout € > 0

X3(2,0) € (Byg® e R™\{0}).
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De méme, la démonstration de ce théoreme est aussi identique que celle de la régulaité
du processus de Mumford (section 3.5). Le seul point qu’on va indiquer est ce que, si
5+d<s<%5+d+1,oudest un entier positif. Alors on a

X5 (& w)lrmoy = ZZYzm )Zg™ (€, w), (6.2)

1=0 mel,

ou C' est une constante non nulle et ou les processus Zé’m(x,w) sont les parties radiales
du bruit blanc complexe de dimension n indépendantes. Ceci établit immédiatement la
régularité de X§(z,w), en invoquant la régularité de la partie radiale du bruit blanc
(théoreme 3.4). Ce théoreme est optimal pour l'exposant de la régularité dans le cas

s €[5, 5 + 1] puisqu’on a, en ce cas

(f w) ‘R”\{O} ’£| (f w),

ou C est une constante non nulle et ou Zy(x,w) est la partie radiale du bruit blanc
complexe de dimension n. Mais on n’arrive pas l'optimalité de la régularité de X§(z,w)
dans le cas s > % + 1, car il y a au moins 2 termes dans la somme (6.2) (il y a qu'un seul
terme dans le cas s € [5, 5 + 1[). Notre méthode ne suffit pas d’établir 'optimalité de la
régularité de X§(z,w) en ce cas s > § + 1.

Répétons ici que, I'exposant de la régulaité des processus X°(z,w) et Xj(z,w) ne
dépend pas des exposants p et g. Alors ils sont des objets fractals. De plus, la partie
X§(z,w) de ces processus est beaucoup plus réguliere que le processus. La partie X7 (x,w)
a donc la méme régularité locale que le processus.

Le dernier résultat qu’on va donner est la considération sur la régularité du proces-
sus Xg(z,w) en lorigine. On restreint au cas s € [§, 5 + 1[, il s’agit d’un processus a
accroissements stationnaires. Etablissons d’abord le lemme suivant qui est trivial.

Lemme 6.4. Soient X (z,w) la partie qu’on a définie du processus de Mumford généralisé
de dimension n > 2 et d’ordre s € [3, g‘ + 1[, Q un ouvert de R™ et deux nombres réels
p,q € [1,00]. Alors X§(z,w) appartient a Uespace (B} ,)1c(S2) si et seulement si pour tout
s €[22+ 1], X§(v,w) appartient a lespace (BL " )10c(2), 0ti t est un nombre réel
quelquonque.

Avec la méme méthode qu’on a utilisé dans la démonstration du théoreme 4.1. On
peut démontrer le théoréeme suivant.

Théoréme 6.5. Soient X§(z,w) la partie qu'on a définie du processus de Mumford
généralisé de dimension n > 2 et d'ordre s €)%, % + 1[. Alors X§(x,w) est une fonc-
tion continue radiale et il existe une constante C' > 0 et une fonction F(x,w) telles que,

pour tout x € R™\{0}
—1
Xj(z,w) = F(z,w)+ C Z 216573) g (w),
J=jo
avec
|F(2,0)] < D(w)2"¢~2)/log (|o] +2),
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ot jo = [log, |z|], qui est le plus grand entier inférieur ou égal a log, |x|, (g;)jez est une
suite de v.a., i.i.d. de N'(0,1) a valeurs complexes, et ot D(w) est une v.a. qui est p.s.

finie.

Ce théoreme nous donne que

nn

Xj(z,w) € C’ZOOC(R”), Vs e ]2 5

+1]
Cela implique, en invoquant le lemme 6.4, pour tout s’ € [, § + 1]

loc

X3 (z,w) € C55(RY), vse}

|3

n +
Y 2 1 .

Xi(o,w) € Cr? “(RY),  Vse |22 +1].

On sait que la partie radiale du processus de Mumford X7 (x,w) n’est pas une fonction
bornée autour de l'origine. Alors on a, w-presque surement, pour tout € > 0

Xi(z,w) ¢ Crog? “(RY),  ¥se|Z,2

1]
22+

Mais on sait pas cela est vari ou non quand € = 0.

D’apres le théorem 6.5, quand s €%, % + 1[, notons de nouveau

X j Ookoo(s)
Xole,w) = Xolo,w) - Z Jik00(w (2] S_i)hk00(2_]x) - )
2
eN

NM

et
Xo(z,w) = X{(z,w) + Xi(z,w),

Alors w-presque surement, pour tout € > 0
Xo(z,w) € G (R").

En particulier, X*(x,w) est w-presque sirement continue. En outre, X*(z,w) est un pro-
cessus gaussien a accroissements stationnaires, invariant par rotation et pour tout j € 7Z,

on a o ' N
X3(2z,w) ~ 267D X5 (2, w).

Plus précisement, on a

w) = Z Z Z Z Gidodan(@)27E rm(270),

JE€Z kEN 1EN mel|

ol

NS s 1 o0 1
ram(®) = Ry () — (27)3/S » dU/O w(r “Fcos [ (k+2) rldr

1

o 1
= )’ /Sn1 Yim(o)(e®7 —1 da/o w(r T “Fcos[m (k+§)r]dr.
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