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Notations

Image
{ On considere seulemen lesimagesen niveaux de gris. Une image est represernee par une
fonction cortinue ou discrete| : D! R, ou D estun domaine borne de R? ou de Z2. La
valeur | (x; y) correspond au niveau de gris de lI'image au point (X;y).

Geometrie pro jectiv e et euclidienne
{ Lespoints de I'espaceR? sort notesen lettres majuscules, par exempleM .
{ Lespoints du plan image sort notesen lettres minuscules,par exemplem.
{ Le vecteur colonne de coordonneeseuclidiennes assaie a un point de R2 ou a un point
du plan image, est note par la mémelettre (par exemple,M ou m). Il peut aussietre ecrit

soussaforme developpee (x; y) ou

{ Un vecteur colonne de coordonneespro jectiv es assaie a un point de I'espacetridimen-
sionnelM ou de l'espaceimage m est note par la mémelettre mais en caracteresgras, M
oum.

Calcul matriciel
{ On note hu;vi le produit scalaire euclidien de deux vecteursde R"

hu;vi = ujVi:

kvk = P hv;vi =

{ On note kAk la norme de Frobenius d'une matrice de M ,(R)

\
u

{'J X
KAk = Aﬁ :
ijj =1



10 Notations

{ On note AT la transposeede la matrice A.
{ Pour tout vecteurv = (vi;V;Vv3) de R3, on note [v] la matrice antisymetrique

1
Vza V2

0
0
M=Bvw 0 wX:

Vo Vi 0

Cecipermet de remplacerle produit vectoriel par un produit matriciel ; pour tous vecteurs
vetwdeR3 vAw=[v] w:

Group es
{ On note GL(n; R) l'ensenble des matrices carreesreellesd'ordre n inversibles,SL(n; R)
I'ensenble des matrices de GL(n; R) de determinant egal a 1 et SO(n) I'ensenble des
matrices de GL (n; R) orthogonalesde determinant 1.
{ Lesgroupessort notesenlettres majusculeset lesalgebresen lettres gothiquesminuscules,
par exemple: le groupe SO(3) et sonalgebre so(3).

Notations de Landau
{ Onnoteg= o(f) quand x ! a si et seulemen si

8'>0, 9 >0 telque jx aj< ) jogx)j<"jf X)j:

Fonctions
{ On note sgn la fonction signe,de nie sur R par

8
2 si x>0

1
sgnx) = S 0 six=0
: 1 six<O:



In tro duction

Acquisition d'images par une camera

Lorsqu'un appareil photographique numerique prend une photo, il conwertit une vue du
monde tridimensionnel en une image numerique bidimensionnelle. Le systeme d'acquisition de
I'appareil cortient un ou plusieurscapteursqui transforment lesphotons en un signal electrique;
celui-ci est ensuite numerise par un convertisseur analogique/digital puis trait e pour obtenir une
image numerique. C'est I'etape de numerisation qui de nit la resolution de l'image, c'est-a-
dire le nombre de pixels par unite de longueur. Ainsi, une image numerique | est une fonction
discrete ou | (x; y) represene le niveau de gris sur l'image au pixel (x;y). Le procede classique
de formation desimagesest le modele stenope appele aussi modele pinhole dans la litt erature
anglo-saxonne l'appareil realiseune projection certrale de I'espace3D sur une surface,comme

illustr e sur la gure (1).

b

Image

Cerntre optique

Figure 1: Formation desimagespar le modele pinhole.

Lorsqu'une camera se deplace dans lI'espace, elle acquiert 24 images par seconde,par le
procede decrit ci-avant. Sila seene Im ee est statique, il existe alors desrelations, d'une part
entre la scene 3D Im eeet lesdi erertes vues de la scene, d'autre part entre lesimagesde la
sequence.Cesrelations dependert du mouvemert de la camera et de la structure de la scene.
Elles sont decrites dans le chapitre 1.

Nous etudions dans cette thesetrois problemeslies au mouvemert d'une camera dans un
ervironnemert statique. Le premier est I'estimation du mouvemert de la camera Imant une
sene xe a partir dela sequenced'imagesobtenues,le deuxiemeest|'estimation desprofondeurs

11
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de la scenea partir du mouvemert estime. Le troisieme concernel'unicit e du mouvemert et de
la structure de la scenea estimer : on s'interroge sur l'injectivit e de la fonction assa@iant un ot
optique a un mouvemert de camera et a la structure de la scene.

Motiv ations a l'estimation d'un mouv ement de camera

La connaissancelu mouvemen d'une camera a de nombreusesapplications. Elle estala base
desmethodes appelees\structure from motion", methodesestimant un plan desprofondeursde
la seene Im ee(ou structure) a partir desimagesdu Im et du mouvemert de la camera.

Elle est aussiutilis eepour la compensationde mouvemert erntre deux images,operation tres
e cace encompressionpour diminuer le co0t de codaged'une video[79], ou pour stabiliser une
sequenced'images.

Un autre champ d'applications important estla realite augmertee.L'id eeestd'ajouter a des
imagesd'un mondereeldesobijets virtuels [40]. La connaissancelu mouvemert de la camera est
alors necessairepour inserer les objets virtuels dansla sequenceavecle mémepoint de vue que
celui adopte par la camera lors du tournage. En medecine,cette technique permet d'assisterle
chirurgien pendart une operation en superposart un modele de l'organe opere a la vision reelle
donneepar un endosco par exemple.En urbanisme, la realite augmeneepermet par exemple
d'examiner des projets de construction en inserant un futur batiment dans une video tournee
sur le site d'implantation. Les domaines d'application sort hombreux : cinema, architecture
d'interieur... La gure (2) presere un exemplede realite augmerteesimpli eecar lI'objet insere
(une a c he de cinema) est plan. L'a ¢ he originale est inseree dans une premiere image puis, a
l'aide du mouvemert de camera, elle est deformee pour @tre ajoutee dans les imagessuivantes
de la sequence.

Resume par chapitres

Le chapitre 1 de la theseest consace a la description de modeles,d'outils et de methodes
existants. On y decrit la projection realisee par une camera lors de l'acquisition d'images,di e-
rentes modelisations d'une rotation dans I'espaceet un mouvemen quelconquede camera. On
exposeensduite les relations entre deux vuesd'une saene xe ; s'il n'y a pasd'e et de parallaxe,
on peut apparier les points desimagesdeux a deux, sinon, lesimagessort lieespar la contrainte
epipolaire. En n, on presene unerevuesuccirte desmethodesd'estimation du mouvemen d'une
camera dans un ervironnemen statique.

Dansle chapitre 2, on considere deux imagesconscutivesdans une sequence Lesimagesdes
couplesetudiesdi erent donctrespeu : les bords desobjets de la sene apparaissem essetiel-
lemert sur I'image desdi erences(gure (3)). Deux points de cesimagesapparies, c'est-a-dire
projections d'un m&me point de I'espace,sort lies par des applications dependart du mouve-
ment de la camera et de la profondeur du point de I'espaceprojete. Pour s'a ranc hir de cette
profondeur variable suivant lesappariemens, on de nit un contexte permettant d'approximer la
profondeur de la seenepar une constarte, danslesapplications liant lesdeux images.On montre
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Figure 2: Exemple de realite augmenee. En haut, le tableau d'a chage du bureau est mas-
gue par une a che de cinema. Au-dessous,lesimages10, 20 et 30 de la sequene obtenueen
deformant I'a che avec le mouvementde la camera.

que si le produit de lI'amplitude desvariations de l'in versede la profondeur par la norme de la
translation estsu samment faible, et sila camera estsu samment eloigneede la scene,on peut
approximer les applications liant les deux vues par des applications projectives ne dependart

gue des parametres du mouvemert de la camera. On propose de modeliser ces deformations,
non pas dans le groupe projectif, mais dans le groupe desrecalages[11], isomorphe au groupe
desdeplacemerits dansl'espace.Ainsi, la composition et I'in version desdeformations serort tou-

jours ass@ieesa des mouvemerts de camera. On preserte ensuite une decompsition originale
du mouvemern de la camera permettant de separerla deformation projective entre deux images
congcutives en deux composartes : une similitude et une deformation \purement" projective.
Cette nouvelle ecriture conduit a une approximation quadratique du ot optique entre deux
imagesconsecutives, qui met en evidenceles regionsde I'image deformeespar l'une ou l'autre

descomposartes du mouvemert.

Dans le chapitre 3, on proposeune methode d'estimation du mouvemert entre deux images
congecutives. Cette methode est baseesur I'approximation quadratique obtenue dansle chapitre
2. Elle utilise I'approche d'Odobez et Bouthemy d'estimation de mouvemerts bidimensionnels
entre deux images[5]], implemertee dans le logiciel Motion2D. L'utilisation du logiciel a ne-
cessie l'ajout d'un modele de mouvemert a six parametres, correspondant a I'approximation
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guadratique. La methode proposee est rapide, robuste, et presette les avantagesinhererts aux
methodesdirectes: elle ne necessiteni calcul de ot optique ni appariemert de points prealable-
ment a son application. Sesperformancessort illustr eesa travers les estimations de mouvemert
obtenuessur des Ims synthetiqueset reels,et quelquesutilisations de cesestimations, comme
le mosaquage. On montre de plus que la methode peut s'appliquer hors des limites du cadre
X e, par exemplequand la camera s'approche de la scene ou quand un objet a un mouvemernt
propre.

Figure 3: Deuximagesconsecutivesissuesd'une sequene reele et I'image desdi erenesentre
les deux (plus le niveau de gris estfonce, plusla di erence estimportante). Deux problemessont
examines: I'estimation du mouvementde la camera a partir d'un couple d'images consecutives,
puis I'estimation de la structure de la scene.

L'objet du chapitre 4 estl'utilisation de I'estimation du mouvemert de la camera entre deux
imagesconsecutives pour determiner la structure de la seene Im ee.Nous appliquons pour cela
une methode de Belief Propagation, deja utilisee a cette n en stereovision par Sun, Shum et
Zhengdans[67]. A la di erencedesapprochesexistantes, nousmettons en oeuvre cette methode
probabiliste directemert sur un couple d'images conscutives, sansrecti cation, en utilisant le
mouvemert estime. Ce mouvemert permet linitialisation d'une carte des profondeurs de la
sa@eneen fournissart en chaquepixel de la premiereimage une distribution de probabilit e sur les
profondeurs du point de I'espaceprojete en ce pixel. Pour ameliorer les resultats d'estimation
a la fois des profondeurs et du mouvemert, nous proposonsd'evaluer un nouveau mouvemert
erntre lesimagesen tenant compte du plan de profondeurs estime, puis d'it erer le procede.

Le chapitre 5 estle fruit d'une collaboration avecJ.-O. Moussa r de Saint-Gobain Recderche.
Nous examinons l'injectivit e de I'application qui assaie au mouvemert d'une camera et a la
structure dela scene Im ee,le ot optique correspondart. Ce problemeest trait e sousl'angle du
domaine d'obsenation du ot optique. Nous prouvons que I'application etudiee est injective si
le ot optique est obsene, dansle casd'une projection stenope, sur le plan retinien tout ertier.
Nous nous interessongensuite aux corntre-exemples, deux mouvemerts de camera etant donnes,
nous decrivons le domaine d'observation ou les ots generessornt susceptiblesd'etre identiques
et deduisonsles equationsdessurfaces Im eesqui, asseieesa cesdeux mouvemerts de camera,
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produiront le méme ot optique sur ce domaine.



16

Introduction




Chapitre 1

Estimation d'un mouv ement de
camera : outils et etat de l'art

Ce chapitre introductif estconsace ala description de notre cadredetravail ; nouspresernons
d'abord le modele mathematique de la projection de I'espacesur un plan realissepar la camera
puis le modelede mouvemert d'une camera dansl'espacetridimensionnel. Nous evoguonsensuite
lesliens entre le ot optique et la vitessede la camera, puis lesrelations entre deux vuesd'une
s@ene xe. Enn, nousterminons par un etat de l'art succinct des methodes d'estimation du
mouvemert d'une camera Iman t une sceene xe.

1.1 Presentation du modele pro jectif

Une camera fournit desimagesplanesd'un monde que nous percewns en trois dimensions.
Elle utilise donc un procede de projection, appele fonction de projection, qui assaie a un point
de l'espacetridimensionnel sa projection dans l'image donneepar la camera. Cette fonction de
projection n'est en general pas quelconqueet appartient a une famille de fonctions dependart
du modele de camera choisi. Le modele le plus courant et que nous allons utiliser est le modele
projectif lineaire ou stenope.

Dans ce modele, la camera realiseune projection certrale de I'espaceeuclidien sur une sur-
face: c'estle princip e de I'appareil photographique a trou d'epingle.

Comment decrire mathematiquemert la projection realiseepar la camera? Il esttout d'abord
necessairede decrire I'espacea trois dimensionset pour cela de choisir une geometrie adaptee
a la projection realisee par la camera. Felix Klein, au debut du vingtieme siecle, caracterise
les geonetries par desgroupesde transformations, qui laisser invariantes certaines proprietes
desobjets de lI'espace.La geometrie euclidienne par exemple est caracterisee par le groupe des
transformations euclidiennes,lesrotations et lestranslations, qui laissen invariants lesrapports
desdistanceset les angles.Elle est bien adapteea notre perception du monde 3D car elle rend
parfaitement compte de l'experience que nous en avons. Cependan, la projection realisee par

17
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une cameran'appartient pasau groupe destransformations euclidiennes le parallelismede deux
droites, par exemple,n'est pas presene par la projection car les droites projeteessur une image
s'intersectert en un point de la ligne d'horizon. Elle est decrite par la geometrie projective,
extension de la geometrie euclidienne. Le groupe de transformations assaie a cette geometrie
ne consene que le birapport de points de I'espacemais corntient davantage de transformations,
dont la projection realisee par une camera.

L' elaboration dela geometrie projective s'inscrit dansune perspective historique ; la majorit e
desresultats datent de la GreceAntique et de la Renaissanceles Grecs Anciens decouvrirent
de nombreusesproprietesgeonetriques de la projection, commela consenation du birapport et
la notion de mouvemert de parallaxe. Au quinzieme siecle, en Europe, la volonte de realisme
pictural rendit necessaird'introduction d'une nouvelle methode de represertation : la perspec-
tive (ou projection certrale). L'architecte orentin Brunelleschi decrivit le premier lesreglesde
la perspective, reglesrepriseset developpeesnotammernt par Alberti, Della Francesca,Derer et
Vinci. Lessieclessuivants, de nombreux mathematiciens, Desargues,Pascal, Monge, Poncelet...
ertre autres, corntribu erert au developpemen de cesnotions. Dans les annees80, avec le deve-
loppemert desressourcesnformatiques, la geonmetrie projective est naturellemert devenue un
outil de premier plan pour la resolution de problemesde vision par ordinateur. Faugeras[13, 15|,
Kanatani [38], Hartley et Zisserman[26] ont en particulier ecrit desouvragesde referencesur le
sujet.

1.1.1 Mo dele stenope

Decrivons maintenant le modele projectif, dit aussistenope, de camera. Le modele projectif
est de ni par deux elemerts : un point, appele certre optique et un plan ne contenant pas le
point, appele plan retinien. La gure (1.1) presette cesdeux elemens. Le certre optique C ou
certre de projection correspond a la position de la camera et le plan retinien R est le plan de
formation desimages.On appelle longueur focalef ¢ la distance strictement positive du point C
au plan R, rayon optique toute demi-droite d'extr emite C intersectart le plan R, et axe optique
I'axe orthogonal a R passan par C. Il intersecteR en un point ¢ appele point principal.

Soit la fonction de projection de I'espacedans le plan retinien

RS ! R?
M= (X;Y;Z) 7' m=(x;y):

L'image m par d'un point M de l'espaceest l'intersection du rayon optigue CM avecle plan
R. L'expressionde la fonction de projection depend des systemesde coordonneesdutilis es dans
I'espaceet dansle plan image.

Considerons le repere orthonormal de R® (C;i; j; k), d'origine le certre optique C de la
camera et tel que k soit un vecteur directeur de I'axe optique. Ce repere est appele systeme
de coordonnees standard de la camera. Munissons maintenant le plan retinien R du repere
orthonormal bidimensionnel(c;i; j), d'origine le point principal du plan retinien et dont lesaxes
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Figure 1.1: Modele de camera stenope.

de coordonneessort parallelesa ceux du repere assaie a la camera. Dans cesdeux systemesde
coordonnees,l'expressionde la fonction resulte de l'application du theoremede Thales

8
2 x
3

fe
(1.1)

NI < N|X

y=fc

Remarque { Deuxtriplets de coordonneesproportionnels del'espacesort projetesenun méme
point du plan R. Tousles points M d'un rayon optique ont ainsi une projection unique m sur
le plan retinien : il estimpossiblede determiner les profondeurs Z des points projetessur une
image a partir de cette seuleimage.

La remarque precdene permet d'introduire les coordonneesprojectives. Si (X;y) sort les
coordonneeseuclidiennesd'un point sur un plan, sescoordonneesprojectives (ou homogenes)
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sort de nies par (x :y : ), pour tout reel non nul. L'espacedestriplets de coordonnees,
avecla reglequelestriplets proportionnels represenent le mémepoint, estappele plan projectif.

Deniton 1.1 { On appelle plan projectif le quotient de R3nf Og par la relation d'equivalene

(X;Y;Z2) = (X%Y%z9, 9 s0tq(X;Y;2)= (X%Y%ZH:

OnnoteM = (X :Y:Z:1)=(X :Y :Z : ) lescoordonneesprojectivesd'un point
M de coordonneeseuclidiennes(X;Y;Z) deR%etm = (x :y:1)= (x :y : ) cellesd'un
point m de coordonneeseuclidiennes(x; y) dansle plan retinien.

1.1.2 Matrice de pro jection

La fonction de projection de nie par I'expression(1.1) de R® dansR? n'est paslineaire par
rapport aux coordonneeseuclidiennesX, Y et Z. Mais elle le deviert si on utilise lescoordonnees
projectives dans l'espace et dans le plan retinien. Considerons les systemes de coordonnees
homogenesassaies au repere (C;i; j; k) et au repere (c;i; j) respectivemert pour l'espacedes
objets et pour limage. Soit M un point de I'espace, de coordonnees euclidiennes (X;Y;Z)
dans le repere (C;i; j; k). Il a pour coordonneeshomogenes,non uniques, (X °: Y0: z0: 19
avec X = XETeY = Y&ETCZ = Z&T0 De meéme, le point m de I'image, de coordonnees
euclidiennes(x; y) dans (c;i; j) a pour coordonneeshomogenesnon uniques (x°: y°: z9 avec
x = x=28y = y&2 La relation (1.1) peut alors s'ecrire

0 1 0 10X:21
fe 000 gl
ByK=Bo 1 0 0k 7 E
1 0010 -
0 1 0 loxl
ZX fe 00 v
C Bzyk=Bo . 0 OX%ZE
z 0 010 .
o 1 0,1
ZX v
, %ZyE:P%ZE (1.2)

Commem = (Zx:Zy:Z)etM = (X :Y :Z :1), onobtient

m=PM: (1.3)
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L'ecriture de la fonction de projection est ainsi facilit ee par I'utilisation de la geonetrie projec-
tive.

Denition 1.2 { On appelle matrice de projection P asseiee a une camera la matrice de
dimensions3 4 representantla projection despoints de R® sur le plan retinien en coordonnees
projectives

m=PM:

La matrice P estderang 3 et estde nie a un scalairepres.Le certre optiqgue C estl'unique
point veriant PC = 0. Suivant lessystemesde coordonneeschoisis dans|'espaceet dansle plan
retinien, la matrice de projection s'ecrit di eremmen.

1.1.3 Parametres intrins eques et extrins eques de la camera

En choisissan le systemede coordonneesstandard de la camera (C;i; j; k) commerepere de
I'espaceet le systeme (c;i; j) commerepere de I'image, I'ecriture de la matrice de projection P
etait particuli eremen simple. Mais il est possibleque le systemede coordonneeschoisi dans R3
ne soit pas celui de la camera et que le repere choisi dans I'image ne correspnde pasa (c;i; j ),
comme illustr e sur la gure (1.2). La projection d'un point M sur le plan retinien R revient
alors a faire un changemen de repere dans I'espace,du repere donne a (C;i; j; k), la projection
de (C;i; j; k) dans(c;i; j) et un changemen de repere dansl'image, de (c;i; j) au repere choisi.

i\
kO

Figure 1.2: Di erents sysiemesde coordonneesdans |'espace et dans l'image.
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Soit (0;i%] % k9 le repere orthonormal de I'espacedans lequel sort repereesles positions des
objets dans R3. Le changemen de repere de (0;i%j% k% a (C;i; j; k) estun deplacemen dans
R3, quel'on peut decomposerenunerotation R suivie d'une translation de vecteurt. Siun point
M de l'espacea pour coordonneesM g et M dansles deux systemesde coordonnees,alors

Mo = RM¢c + t;

ou le vecteur de translation t est egal au vecteur OC et la rotation R estde nie par R(i) = i°
R() = j%et R(k) = k® On appelle parametres extrinsequesde la camera, I'expression de la
position et de l'orientation dela camera dans (O; iO,j o k‘b, c'est-a-dire la matrice R et le vecteur
t.

Decrivons maintenant le changemen de repere sur l'image. Le systeme d'acquisition de la
camera cortient un capteur forme de cellules photosensiblesqui generert chacune un point
lumineux, appele pixel sur I'image. La camera fournit I'image sousforme d'un tableau a deux
dimensions,dont lesvaleurssort lesniveauxde gris despixels. Le systemede coordonneesassaie
a l'image, appele systeme de coordonneespixels, est propre a la camera, et souvert di erernt du
repere(c;i; j ). On appelle parametresintrinsequesde la camera les parametresreliant le systeme
de coordonneespixels au repere(c;i; j ) surle plan retinien. Le passagalescoordonneesaux pixels
est realise par un changemen de repere a ne

! ! ! ! !
u uX+ y+up _ u X Uo
v vy * Vo 0O v vy Vo

Lesfacteursmultiplicatifs et  expriment la longueur focale en pixels sur chacun desaxes.lls
sort souvent donnespar lesdimensionsdespixels sur le capteur de la camera par le constructeur.
Le couple (ug;Vvp) exprime les coordonneesdu point principal c, qui sort raremert (0;0) car
l'origine du repere des pixels est souvert localisee en un coin de l'image. En n, le parametre
est en general egal a zero, ou tres proche de zero car pour la plupart descameras, les cellules
photosensiblesdu capteur sort rectangulaires.

En tenant compte des parametres intrinsequeset extrinsequesde la camera, la matrice de
projection d'un point M dans le repere (O;i%j% k9 sur le point m dans le repere des pixels
s'ecrit

P = APoK (1.4)
ou 0 1 0 1 I
. Uo 1000 -
A=BH0 . wX: Po=@0 100X et K= ©
0o 0 1 0010

Les matrices A et K sort respectivemert cellesdes parametresintrins equeset extrinseques.La
longueur focalef ¢ n‘appara’t pasdansla matrice de projection Pg car elle est exprimeedansles
facteurs , et .
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Connaissan la matrice de projection APoK , on peut, a partir descoordonneesd'un pixel,
localiser le rayon optique, c'est-a-dire la droite de I'espacepassan par C, a laquelle appartient
le point projete en ce pixel. Si seulela matrice A est conrue, la position 3D du rayon optique
correspondant a un pixel donne, sera localisee dans le repere de la camera. Dans ce cas, la
camera est dite calibree. De nombreusesmethodes de calibrage de camera existent [14]; la
methode classiqueconsistea utiliser desappariemerts de points de I'espace3D de coordonnees
connues, avec des points de l'image pour determiner les 5 ou 11 parametres de la matrice (5
pour la matrice A seuleet 11 pour les matrices A et K).

Cependan, il n'est pastoujours necessairale calibrer la camera; tant qu'aucuneinterpreta-
tion 3D n'est faite, le modele non calibre su t.

1.1.4 R%dle de la longueur focale

Revenonssur les formules (1.1). La longueur focale f . agit comme un facteur d'edelle sur
l'image. Ainsi, on peut poseren toute generalite f. = 1. Cela revient a choisir f . commeunite
du systeme de coordonneesde la camera (C;i; j; k) ; le systeme standard de coordonneesde la
camera est alors dit normalise.

Dans la suite du documen, les parametres intrinsequesde la camera sort supposesconnus;
nous prendrons la longueur focale egalea 1 et la matrice A egalea | 3. Dans les experiences,
l'origine sur lesimagesetant localisee au coin en haut a gaude, la connaissancales dimensions
desimageset donc de (ug; Vo) modi era les formules.

1.2 Mo delisation d'un mouv ement de camera

1.2.1 Mo delisation d'une rotation

Une rotation de R® estune matrice 3 3 orthogonale de determinant egala 1. L'ensenble
de cesmatrices forme le groupe Special Orthogonal, note SO(3). Plusieurs parametragesde ces
rotations existert.

1.2.1.1 Repr esentation canonique

La represertation habituelle consistea de nir unerotation al'aide detrois parametres: I'axe
de rotation represere par un vecteur unitaire u (soit un point sur S2, la sphere unite de R3,
determine par deux parametres) et I'angle de rotation a autour de I'axe, commeillustr e sur la
gure (1.3).

Denition 1.3 { On note A I'ensembledes matrices antisymetriques

0 0 1
us Uo
W =Bus 0wk

uo Ui 0



24 Chapitre 1. Estimation d'un mouvemert de camera: outils et etat de 'art

Z

X

Figure 1.3: Representation canonique d'une rotation.

. P
veriant kuk= " uZ+us+uj=1

CommeA et S? sort en bijection, on peut indi eremmert de nir I'axe de la rotation par un
point de S? ou une matrice de A.

Prop osition 1.1 { Soit une rotation de nie par le vecteur directeur unitaire u de son axe
et son anglea. L'application ass@iant a u et a la matrice de rotation est donnee par la formule
de Rodrigues (1817)

02 [A | SO@3)
(1.5)
(a;[u] ) 7' R=1lI3+sinau] + (1 cosa) ([u] )?

Cette application estsurjective mais non injective. En restreignant I'ensemblededepart a]0; [ S?[
f(0; (0;0; 1))g, on a l'application inverse

SO@3) ! o, [A [ f(0:[(0;0;1)] )g

8 !
r(R)y 1 . 1 T ;
% arccos 5 Py — (R R'") sitr(R)6 3
R 7! 0 O 11
0O 10
B0l o okk sitr(R) = 3
: 0 0 O
D emonstration. L'application donnee par la formule de Rodrigues n'est pas injective car

les rotations de nies par (a;[u] ) et ( a[2 ];[ u] ) donnert la m&me matrice de rotation. Il
faut donc restreindre les valeurs des anglesde rotation a [0; [. De plus, 8u 2 S?, la matrice
de rotation de nie par (0;[u] ) seratoujours egalea | 3; en restreignart l'espacede depart a
10: [ S?[ f(0;(0;0:1))g, la fonction deviert bijective et la solution au probleme inverse est
obtenue en remarquart quetr (R) = 2cosa+ 1etR RT = 2sina[u] .
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1.2.1.2 Quaternions

Denition 1.4 { On appelle quaternion tout quadrupletdereelsQ = (qo; t1; %; &), quel'on
note aussi

Q = (qo;0) avee g= (01; Gp; G):

L'ensembledes quaternions, muni du produit

( .
PQ=Ravew 0 PP pid R
r=poq+pt+p=q

forme une algebre a 4 dimensions. Le produit salaire sur I'algebre des quaternions est donne
par
P:Q = po g+ tp;ai:
{ SiQ:Q = 1, on dit que Q est unitaire.
{ On note le conjugue de Q, Q = (qo; Q).

Montrons qu'il existe une application de I'ensenble desquaternions unitaires dansle groupe
desrotations [58§].
Soit X = (Xg;X) un quaternion et Q = (gp; @) un quaternion unitaire. On consicere la transfor-
mation X %= QX Q , alors

8
2 x3=xo

>
x%= (@ Q) x + 200 q” x + 2qhg; xi:

Comme Q estunitaire, il existeun reela appartenart a| :; [ et un vecteuru de R3 de norme
1 tel que

a _a
Q= cosé,smz u
Alors, commeq (q:x) = (sin3)?uu’ x = (sin§)? ([u]®> + I3) x, ona

0

X ((cos8)? (sin3)?) x + 2cosd sind [u] x+ 2(sin§)? ([u]* + I3) X

X+ sinafu] x+ (1 cosa) [u]?® x

s+ sinafu] + (1 cosa)[u]® x:

On retrouve la formule de Rodrigues: a tout quaternion unitaire, on peut assaier une rotation.
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Prop osition 1.2 { A tout quaternion unitaire Q = (qo;th; tb; G3), On peut assaier une

rotation d'angle a et d'axe dirige par le vecteur unitaire u
8
% a= 2arccogq)

8 0 1

Q7 E %ng sigpé 1

u= sm(arccosop)
A

0 sinon.

La matrice de rotation R correspndante s'ecrit
0 1
G+ G B 2( o+ nt) 2%+ k)
R=@ 2qm+ k) & G+@ & 2 qu1+OQq3)E
2( Qo+ thts)  2(oth + RG) B B+ G

L'application qui a un quaternion unitaire asseie une rotation n'est pas bijective car les
guaternions Q et Q fournissert la mémerotation.

La represenation des rotations par des quaternions est tres utilis ee en infographie. Son
principal interet residedans la composition desrotations ; en e et, la composition de rotations
correspond a la multiplication des quaternions assaies. Il peut &tre avantageux de preferer les
guaternions aux matrices de rotations car la complexite de la multiplication desquaternions est
plus faible que celle desrotations : alors que le produit de 2 matrices de rotations necessite27
multiplications et 18 additions, le produit des quaternions est calcule en seulemen 16 multi-
plications et 12 additions. De plus, lors de la composition de rotations, des erreurs d'arrondis
peuvent conduire a lI'obtention d'un quaternion non unitaire. Il sut alors de le normaliser. Le
casest plus complique pour la multiplication matricielle. Si une matrice A quasiorthogonale est
obtenue, la reorthogonalisation necessitele calcul de A(ATA) 172 [58].

1.2.1.3 Angles d'Euler

Une autre ecriture consistea decommser une rotation en trois rotations autour de chacun
des axesdu repere. Soit  l'angle de rotation autour de I'axe (CX), autour de (CY) et
autour de (CZ). Cestrois anglessort appeleslesanglesd'Euler de la rotation.

Sionnote R(; ; ) unetelle rotation, elle s'ecrit

R(; ; )=R(0 ) R(; ;0) R(; 0,0)

soit matriciellement
0 - - - - - - 1
COS COS cos sin sin sin cos Cos sin cos + sin sin

sin  cos sin sin sin + cos cos sin sin cos CcOsS sin
sin Ccos sin CcOS CcoSs
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X

Figure 1.4: Representation d'une rotation par les anglesd'Euler.

Toutefois, I'application qui assa@ie aux anglesd'Euler (; ; ) la rotation de matrice R(; ; )
n'est pasinjective; par exemple,la rotation R( ; ;0) estegalea la rotation R(0;0; ).

Prop osition 1.3 { Une rotation de nie par le vecteur directeur unitaire u de son axe et
d'angle a a pour anglesd'Euler (; ; )= au.

Dans le chapitre 2, nous proposeronsun nouveau parametrage desrotations, lie aux types
de transformations obserneessur une image lors de rotations de camera.

1.2.1.4 Exp onentielle d'une matrice antisym etrique

Le groupe SO(3) a la propriete d'etre un groupe de Lie. Cette propriete permet d'assaier
une rotation de camera a une vitesse angulaire. Commencons par la de nition d'un groupe de
Lie de matrices, voir par exempleHall [24].

Denition 1.5 { Un groupe de Lie de matrices reeles est un sous-goupe G de GL(n; R)
ayant la propriete suivante : si (Amn)m2n 2 G et .”Tl Amn = A, alors A 2 G ou A nest pas
m!

inversible.

En consquence,tout sous-groupe ferme de GL(n; R) (ensenble des matricesn n inver-
sibles), est un groupe de Lie. C'est le casde SO(3), sous-groupe ferme de GL (3; R).

Il existe plusieurs facons equivalertes de de nir l'algebre de Lie d'un groupe de Lie. His-
toriquemert, les elemens de l'algebre de Lie etaient vus commeles elemerts in nit esimauxdu
groupe. Pour lesgroupesde matrices, I'algebre de Lie estde nie par I'intermediaire de la fonction
exponertielle. Commenrconspar rappeler la de nition de I'exponertielle de matrice.

Denition 1.6 { La fonction exmpnentielle de matrice est de nie de M ,(R) dans M ,(R)
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par le developgment en series de Taylor de lI'exponentielle

R An
exp(A) = & = N
n=0

La sommeconverge quele que soit la matrice A.

Remarque { Soiert A etB 2 M (R). Si A et B commutent, alors

e = B

Une consquencede la remarque est que I'exponertielle d'une matrice antisymetrique est
une matrice orthogonale de determinant egala 1. En e et, si A est antisymetrique, AT = A
doncer’ = e A= (eM)T). Or, efe A = |, car A et A commutent, dou e A = (e!) ! et
(eM)T = (e?) 1. Deplus, det(e?) = e"(A) = 0 = 1,

De nissons maintenant l'algebre de Lie d'un groupe de Lie de matrices.

Denition 1.7 { Soit G un groupe de Lie de matrices. L'algebre de Lie de G, notee g, est
l'ensemblede toutes les matrices M tellesque8t 2 R, eM 2 G.

Nous avonsvu precedemmen que I'exponertielle d'une matrice antisymetrique est une ma-
trice orthogonale de determinant egala 1. La reciproque est aussivraie [24]. Ainsi, l'algebre de
Lie so(3) assaiee au groupe SO(3) est I'ensenble desmatrices antisymetriques de M 3(R).

8 0 1 9
0 g 1o 2
so(3) = :%!3 0 !1£;!:(!1;!2;!3)2R3>
) I 0 !
8 0 1 0 1 0 19
2 00 O 0 O 1 0=
= Vect Li=@0 0 1X;L=@0 0 % Lg-%gl 0 o&
: 01 O 10 0 0 0
Remarque { Soit M 2 so(3). Comme e™ est une rotation, %e“\" __ estune rotation in -
nitesimale.Or, & d oM = M, donc l'algebre so(3) estisomorphe a I'ensenble des rotations

in nit esimalesc'est-a-dire al'ensenble desvitessesangulaires(! 1;! »;! 3) autour desaxes(CX),
(CY) et (CZ) asswieesaux rotations.

Prop osition 1.4 { La fonction

exp: so3) ! SO3)
A 70



1.2. Modelisation d'un mouvemen de camera 29

est surjective et non injective.

Precisement, si 1
s 12

0
0
AZE@!g 0 !1&
|

] 0

1ol
alors €* estune matrice de rotation d'axe dirige suivant le vecteur unitaireu = p f 1 |2 3)|
2412412
1T 2T 3

etdanglea= p!§+!§+!§,[2 1.

D emonstration. 1) Soit 0 1
0 g Iy
A=ty 0 1.X:
Lo 14 0
Montrons que €* est une matrice de rotation d'axe dirige suivant le vecteur! = (! 1;! ;1 3) et

d'angle k! k. Comme A3 = k ! k?A,
R AK

¢ k!

k=0

P Kiel 12k P K 1p) 2k 1)
(DFKER* X (C1F Kk

St TEe @
=0 ) k=1 ;
! !
R G S SR G VL GO S
S, @k Kk Kk~ (2K K2
=g+ sink!ki+(1 cosk! k) i ’
k! k kI k

D'apresla formule de Rodrigues, la matrice e* est une matrice de rotation d'axe dirige par le
vecteur unitaire ! =k! k et d'angle k! k.

2) Montrons maintenant que la fonction exponertielle de so(3) dans SO(3) est surjective.
Prenonsd'abord une rotation d'axe (CX) et d'angle a. La matrice de rotation correspondante
Ro s'ecrit

0 1
1 0 0
Ro = E@O cosa sina& :
0 sina cosa
Or,

0 1 00 11
1 0 0 00 O

%)O cosa sina& = exp%)a%)O 0 1&& = exp(alyq):
0 sina cosa 01 O
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On peut ainsi assaier a la rotation Rg la vitesseangulaire (! 1;! 2;! 3) = (a;0;0). Remarquons
gue la matrice de l'algebre de Lie obtenue correspond bien a I'approximation au premier ordre
dela matrice Ro |3. Prenonsmaintenant une rotation R d'angle a et d'axe quelconque.Par un
changemen de baseadapte, on peut I'ecrire sousla forme R = PRoP 1, avecP matrice 3 3
inversible. D'ou,

0 1 0 O 1 1

00 O 00 O
R:Pexp%oo aXPlzexp%P%oo ax P 1%

0 a O 0 a O

On obtient ainsi les composartes de la vitesse angulaire qui sort les coe cien ts de la matrice
antisymetrique aPL P 1.

3) La fonction exponertielle de so(3) dans SO(3) n'est pasinjective. Par exemple,lesvitesses
I = ( =2,0,0) et! %= ( 3 =2;0;0) sort asswieespar l'application exponertielle a la méme
rotation. L'application deviert injective si on restreint lesvaleursde k! k a [0; [.

Prop osition 1.5 { Lesanglesd'Euler representant une rotation de SO(3) fournissent un
element de l'algebre de Lie so(3) assaie a la rotation.
Si R est une matrice de rotation d'axe dirige par le vecteur unitaire u et d'angle a, alors les
anglesd'Euler ass@ies! = au verient R=exp['] .

D emonstration. On avu dansla demonstration precederte qu'une matrice de rotation d'axe
dirige par ! =k! k et d'angle k! k etait egaleaexp[! ] . Ainsi, pour une rotation d'axe dirige par
le vecteur unitaire u et d'angle a, on peut ecrire

R = gaul .

Or, nous avons vu dans le paragraphe 1.2.1.3 que le vecteur au est egal au vecteur contenant
les anglesd'Euler de la rotation. Donc les anglesd'Euler ass@iesa R correspndert aux com-
posartes d'une vitesseangulaire de so(3) assaieea la rotation.

Notons que la structure d'algebre est donneea une algebre de Lie de matrices par le crochet
de Lie, de ni pour deux matrices A et B par

[A;B]= AB BA:
1.2.2 Mo delisation d'un mouv ement complet

Deniton 1.8 { Un deplaementrigide de R® est une transformation de R® dans R3 qui
conserveles angleset les distances.
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L'action d'un deplaementrigide D sur R® estcomposeed'une rotation R suivie d'une translation
t
R® 1| RS
X 7! Rx + t
L'ensembledesdeplaementsrigides de R3, notesD = (R;t), forme le groupe Special Euclidien
SE(3)
SE(3) = (R:t); R2S0O@);t2R3

Prop osition 1.6 { Le groupe SE(3) estegalau produit semi-direct de SO(3) avec R3

SE(3) = SO(3) n R3:

D emonstration. Ecrivons la composition de deux deplacemets D = D, Dj avecD; =
(Rl;tl) etDy = (Rz;tz)

X ﬂl Rix + t1 ﬂz Rz(R]_X + tl) + tr = RyR1X + Rotg + to:

DoncD = D, Dj= (RaR1; Rty + t2), cequi impliqgue SE3) = SO(3) n R3.

Le groupe SE(3) estisomorphea un sous-groupe de GL (4; R) par l'application

SE@) ! GL(4R)
R t

(R:it) 7! 1

On note aussipar SE(3) I'ensenble de cesmatrices
( ! )

:R2S0(3);t2R3

SE(3) = tl

o X

On retrouve la loi de composition correspondant au produit matriciel
! ! !
Ro t2 Ri t1 _ R2R1 Rati+tp

0 1 0 1 0 1

Le mouvement d'une camera est habituellemert modelise dans SE(3) ; il s'ecrit de facon
unigue commeunerotation R d'axe passan par le certre C dela camera suivie d'une translation
de vecteurt (gure 1.5). On notera dans la suite un deplacememn D de camera par le couple
(R;1).

Comme le groupe Special Orthogonal, le groupe Special Euclidien est un groupe de Lie de
matrices (a propremert parler, c'est le sous-groupe de GL (4; R) isomorphea SE(3) qui est un
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R(j)

T R(i)

_

D = (R;t)

Figure 1.5: Mouvementde camera.

groupe de Lie de matrices). Le calcul de l'algebre de Lie sg3) a partir du groupe SE(3) permet
d'assaier a un deplacememn de camera une vitessede rotation et une vitessede translation.

Prop osition 1.7 { L'algebr de Lie sg3), assaiee au groupe de Lie SE(3), estegalea
80 1 9

MYV

3 .

_ % L1 v § . v 2 R

Sdg) - ’ [' ] 2 S(XB)l (V11V21V3) 2R .
3 V3

0O 0 0 O

Remarques
{ La matrice [! ] represerte la vitesse angulaire de la camera et le vecteur (v1;Vvz;Vv3) la
vitessede deplacemen du certre optique de la camera.
{ On notera aussi
sg3)= (';v);! 2R% v2R?

D emonstration. Soit M 2 M 4(R) telle que exp(M ) 2 SE(3) pour tout 2 R. La matrice

exp(M ) doit donc s'ecrire sousla forme
!

R t

0 1 °
M

Comme

" = M, la derniereligne de la matrice M doit @tre nulle. Les matrices de s€3)
sort donc de la forme 0 1
Y1
Y
M = % y2 E ;
Y3

0 O
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On a alors
0 0 11 0 1

vk yk l%}@%; donceM = %(—Z‘Y E:
0 1

Pour quee” appartiennea SO(3), il faut etil sut queY appartienne a l'algebre de Lie so(3),
c'est-a-dire que la matrice Y soit anfisymetrigye.
Y1

. . Y , .
Ainsi, toute matrice M dela forme% §2 E avecY appartenart a so(3) veri e la propriete
3

0 O
suivante : pour tout reel , exp(M ) appartient a SE(3).

Prop osition 1.8 { A un couple de vitessesrotationnelle ! = (! 1;! »;! 3) et translationnelle
v = (vp;V2;V3), l'application exmnentielle asseie un deplaement de camera par [64]

exp: sd3) I SE)
(';v) 71 (R;Y)

8
R=-exp('] )
. (1.6)
ave 3 v siklk=0
t=
.g 3 (1= (0 R)J!'] +!!7T v  sinon:

k! k2

L'application expnentielle est surjective et non injective. Elle peut &tre inversee localement
(pour k! k 2 [0; [), pour calculer, a partir d'un depla@ment (R;t) de camera, les vitesses! et
v correspndantes.

(
| =
SiR=1 alors ' 0;
v=1t

8 _ .7)
< | estcalculeea partir deR
sinon . 1 1 sink! k

v lOe=te S Y e Soka el DT
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D emonstration. Quelqueselemerts sur l'in versionde la matrice (! ). En utilisant

% T =171 + kK23

] = . '] 1 coskl'k_ .,
R=¢ —I3+S|nk!kk!k+ % ']
[P = kKL
on peut reecrire (! ) de la facon suivante
_ 1 cosk! k kKl k sinklk_
(!)_|3+W[!] T[!]-
2

Le determinant de (!) vaut det( (!)) =

K2 (1 cosk! k), donc (!) est inversible pour

k! k 2]0; [. Par la methode descofacteurs,on inversela matrice (! ) et on obtient

1 sink! k

[ 1%
ki k2 2kl k(I cosk! k)

=15 0]

1.3 Flot optique genere par un mouv ement de camera

1.3.1 Denition et evaluation du ot optique

Le terme de ot optique a ete invente par le psychologueJamesJerome Gibson en 1950dans
une etude sur la vision humaine [21]. Le ot optique entre deux imagessuccessiesest le mou-
vemern apparernt despixels d'une image a l'autre. C'est un champ de vecteursrepresenant les
deplacemets despoints de la premiereimage a la seconde Gibson conjecture qu'il y a su sam-
ment d'information dansle ot optique pour deduire une unigue interpretation physiqguemen
correctedu mouvemernt tridimensionnel (a un facteur d'echelle prespour la translation) et de la
structure de la seene.C'est generalemert le cassauf pour un ensenble de surfaces Im eesde me-
surenulle. Dans le chapitre 5, on discuteral'injectivit e de la fonction assaiant a un mouvemert
de camera et une surface Im eele ot optique correspondant, suivant lesdomainesd'obsenation
du ot.

Pour estimer le ot optique sur une sequenced'images, on fait I'hypothesed'eclairemen
constart au cours du temps. Si (X;y) sort les coordonneesd'un point suivi dans la sequence
d'images,on note (x(t);y(t);t) la trajectoire 2D du point au coursdu temps dansla sequence.Si
I (x(1);y(t);t) estlintensite lumineuseau point (x(t);y(t)) sur l'image au tempst, I'hypothese
d'eclairemen constart s'ecrit

I (x(t);y(t);t) = constarte:
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En derivant par rapport au temps cette expression,on obtient la corntrainte du ot optique

dx dy
gty gt =0 (1.8)

ouly, ly, It sort lesderiveespartielles del'image | (x; y;t). Le vecteur ?j—’t‘; ‘(’,—3{ guenousnoterons

dansla suite u(x; y;t), represette la vitessedu point (X; y) sur le plan retinien au tempst. Cette
guartit e est appelee ot optique.

Cependart, etant donneeune sequenced'images, |'equation (1.8) estinsu san te a la deter-
mination d'un ot optique unique. En e et, le problemeest mal pose car le ot optique a deux
composartes et nous ne disposonsque d'une seuleequation. Ce probleme est appele probleme
d'ouverture. Pour le surmorter, il est necessairede poserune secondehypothese c'est souvert
une cortrainte de regularite ou de lissagedu ot. En 1980,Horn et Schunck [32] proposer une
methode basee sur la regularisation; a la contrainte du ot optigue est ajoutee une contrainte
de regularite spatiale du ot. La fonctionnelle totale a minimiser est la suivante

ZZ ! . 3

4 :X ucy;t) + e+ k4 u(x;y;t)k?S dxdy
y

ou estle domaine spatial consicere. Le parametre  determine I'imp ortance accorcee a la
regularisation. Le travail de Horn et Schunck a ete suivi par un grand nombre de cortributions

pour le calcul du ot optique, utilisant di erertes methodes: lesmethodesde correlationslocales
(ou block-matching) consistart a comparer de petites zoneslocalesd'une image avec les zones
voisinesde l'image suivante, les methodes baseessur le gradient desimages, les methodes de
Itrage spatio-temporel... Un inventaire desmethodesexistantes en 1994a ete realise par Baron,

Fleet et Beauthemin [3].

La methode numerique que nousavons choisie pour evaluer un ot optique sur une sequence,
pour les experiencesevoqueesdans le chapitre 3, est celle de Weickert et Schnerr [74]. Leur
approche consistea ajouter a la contrainte du ot optique (1.8) I'nypotheseque le ot admet
une regularite spatiale mais aussitemporelle; ceci permet de considerer non seulemen les mo-
di cations spatiales d'une image a la suivante mais aussi globalemen dans toute la sequence.

La fonctionnelle a minimiser, sur un domaine spatio-temporel [0; T] de la sequence,est la
suivante
- — 4 b ey v\ 2 5
E(u(x;y;t)) = | uGy;t)+ 1+ kr u(x;y;t)ks 2 dxdydt
[0T] y

q__
ou (s?)= s2+ (1 ) 2 1+ S etloperateurr estl'operateur de gradient spatio-temporel

r = @@; @@; —@@ . Le poids , appele parametre de regularisation, determine I'imp ortance accor-
deeau lissage.Weidkert et Schnerr ont montr e que la contrainte de regularite spatio-temporelle
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du ot optigue permet de reduire les e ets du bruit par rapport a une regularite uniqguemert
spatiale.

Remarque { On appelle ot optique enun point (X;y) du plan retinien, la vitessede ce point
u(x;y;t) = (dx(t)=dt; dy(t)=dt) sur le plan. Par extension, on appellera aussi ot optique, le
deplacemen de (x;y) a (x®y9 entre deux instants, c'est-a-dire (x° x;y° ).

1.3.2 Relation entre vitesse de la camera et ot optique

On s'interessdci aux liens ertre la vitessed'une camera et le ot optique engende entre les
images.

Prop osition 1.9 { Soit une camera en mouvementayant une vitessede translation v(t) =
(va(t);va(t); va(t)) etderotation ! (t) = (! 1(t);! 2(t);! 3(t)). Alors le ot optiqueu(x;y;t) enun
point (x;y) du plan retinien veri e
! !
1 0 x Xy (1+x?%) vy
X

v(t) +

1 I (1)
Z 0 1y 1+ y? Xy '

u(x; y;t)
(1.9)

= ZEA(X; y) v(t) + B(x;y) ! (t)

ou Z estla profondeur du point de I'espace projete au point (x;y) dansle repere asseie au plan
retinien.

Demonstration.  Consideronsune cameraen mouvemert ayant une vitessede translation v(t)
et de rotation ! (t) et un point M de I'espacede coordonnees(X;Y; Z) dansle repere (C;i; j; k)
de la camera. Cela revient a considcerer que le point M sedeplacesuivant une trajectoire M (t)
dansle repere 3D de la camera a une vitessedM (t)=dt = (dX (t)=dt; dY (t)=dt; dz (t)=dt)

dM (t) _
dt

vit) [T XY (;Z) T (1.10)

Soit m(t) la projection du point M (t) sur le plan retinien R. Sescoordonnees(x(t);y(t))
dansle repere(c;i; j) de R verient

8
§ x(t):m
3

YQ.

y(t) = 0%

En derivant lestrajectoiresx(t) et y(t) par rapport autemps, on obtient le ot optique u(x; y;t) =
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(dx(t)=dt; dy(t)=df)

S () _ XUDZM) X2
% dt Z(t)?
:

dy(t) _ ¥(®Z(1) Y(®)Z(Y),

dt Z (1)

En utilisant la relation (1.10), dX (t)=dt, dY (t)=dt et dZ (t)=dt s'ecrivent en fonction desvitesses
translationnelle v(t) et rotationnelle ! (t) de la camera. Pour allegerles formules, on omet dans
ce qui suit la variable temporelle

8

% dd—f: vitlaY 1,Z= wi+Z(lay !9)

é(::;: Vo 13X +14Z = V2+Z(!3X+!1)

: %z va+ loX 1Y = vg+Z(1ox 1ay)

En remplacant dX=dt, dY=dt et dZ=dt dans les expressionsde dx=dt et dy=dt, on obtient
Sdx _(itZ(ay 17 ZX( Vst Z( X 1)
dt z2
= l+'3y Lo+ —  x(t2x lay)

dy (vo+ Z( 'ax+19))Z Zy( va+Z('2x !1y))
dt Z2

v v
72 !3X+!1+%y y('2x  lay)

soit une formule lineaire en (! ;v) donnant le ot optique (dx(t)=dt, dy(t)=dt)= u(x;y;t) enun
point (x;y) enfonction desvitessesv et ! et de la profondeur Z du point projete

! !
1 0 x Xy (1+x%) vy

I .
0 1 vt + 1+ y? Xy X (v):

1
u(x;y;t) = -

Le deplacemen d'un point d'une image a l'autre depend donc de la profondeur du point
de I'espaceprojete. Si la camera e ectue une translation, plus le point projete est eloigre de la
camera, plus le deplacememn obsene sur I'image et d0 a la vitessev(t) est petit.
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1.4 Relations entre deux vues d'une scene xe

Dans la section preaderte, nous avons modelise le mouvemen d'une camera dans l'espace.
Dans cette section, nous nous interessonsaux imagesproduites par la camera avant et apresle
deplacemem, lorsquela seene Im eeest xe, et ensupposart I'eclairemen constart. Est-il alors
possibled'assaier les points desimagesdeux a deux? Dans le casd'un mouvemert de camera
guelconque,ce n'est pas possiblea causede l'e et de parallaxe. Cependart, dansle casou les
positions du certre optique lors des deux prises de vue sort di erertes (c'est-a-dire quand la
cameras'esttranslatee),il existeune contrainte geometrique importante liant despoints apparies
de deux images,c'est-a-dire represeriant le mémepoint 3D. C'est la cortrainte epipolaire. Nous
allons d'abord preserter I'e et de parallaxe, puis les deux cas particuliers pour lesquelsil est
possibled'asscier les points deux a deux, en n nous expliciterons la cortrainte epipolaire.

141 Eet de parallaxe

Considerons une camera Imant une seene xe soumisea un deplacemen D. On acquiert
ainsi deux vues di erertes de la scene. Deux points, l'un de la premiere image, l'autre de la
seconde,sort dits apparies (ou en correspondance) s'ils sort les projections d'un méme point
de l'espace3D. En general, on ne peut assaier des points de la premiere image a des points
de la secondecar la visibilit e d'un point de I'espacedepend de sa profondeur. C'est I'e et de
parallaxe illustr e sur la gure (1.6). Lespoints M et M, de l'espaceont m&émeprojection sur la
premiereimageet deux projections distinctes sur la deuxiemeimage, du fait de leurs profondeurs
di ereres.

Deux cas particuliers ne sort pas concerres par le problemede I'e et de parallaxe, ce qui
rend alors possiblela mise en corresppndancedes points desimages.

1.4.2 Cas d'une scene plane Im ee

Considerons une camera de longueur focale egalea 1. Notons C le certre optique de la
camera, R le plan retinien assaie. Soit D = (R;t) un deplacemen de la camera, C°la nouvelle
position du certre optique, et R le nouveau plan retinien (apresle deplacemety. Lorsque la
camera Ime un plan  de I'espacene passarn pas par les certres optiques C et CC il n'y a
pas d'e et de parallaxe car aucun phenonene d'occultation d'une image a l'autre ne peut se
produire. Il existe alors une homographie liant les images produites sur les deux plans R et
RO c'est-a-dire une transformation de R dans R °lineaire en coordonneesprojectives[15]. Nous
allons expliciter cette relation en coordonneeseuclidiennes.

Soiert (C:i;j: k) et (C®R(i);R(j);R(k)) les systemesstandards normalises assies a la
camera respectivemert avant et apressondeplacemen Les plans retiniens R et R % sort munis
desreperes(c;i; j) et (c®R(i);R(j)) ou c et c° sort les points principaux ass@iesa C et C°

Prop osition 1.10 { Soit une camera Imant un plan et ayant un mouvementD = (R;t).
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Py
o

3
r\\Bh

O
=
[RYo)

CO

Figure 1.6: L'e et de parallaxe.

Soientf et g lesimagesdesplansR et R formeesavant et apres le deplament. On note

0 by 1 O 1
ap C1

R = %ﬂ/az bz ng ett= %‘)t X
az b3 c3

Alors, a tout point M du plan , sont ass@ieesdeux projections m et m°sur les plans retiniens
R et RO veri ant

f(m) = g(m9:

Si on note (x; y) les coordonneesde m dans (c;i; j) et (x®y9 celles de m®dans (c® R(i); R(j))
alors

8

ity + agty + ast
§ aix + agy + ag 10y + aplp + agly
x0= Z

Cit1 + Coty + cat
CiX + Goy + C3 101 222 3t3
(1.11)

-~ byx + boy + by bity + bzzt2+ bst3

z
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et

X
agx%+ byyO+ c3 + =7

(1.12)

t
X%+ bpy%+ ¢+ =

y ; - o
azx +bsy+C3+?,

8 t
§ apx%+ byy%+ ¢y + 70

ou Z estla profondeur du point M dans le repere (C;i; j; k) et Z%estla profondeur de M dans
le repere (C%R(i); R(j); R(K)).

M
R
[ m . / RY
- R()
i n’
C R(k)
R(i) o

Figure 1.7: Casd'une scene plane Im ee: absene d'e et de parallaxe.

D emonstration. Soit M un point du plan , m saprojection sur R et m°®sa projection sur
RC Commelillumination de la seneest supposeeconstarte en espaceet en temps, les niveaux
de gris enm et m%sort les mémessur les deux imagessoit

f(m) = g(m:

Soit (X;Y;Z) lescoordonneesdu point M dansle repere(C;i; j; k) et (X ¢ Y® Z9 sescoordonnees
dans(C%R(i):R(j): R(k)). Lescoordonneesdu point m dansle repere(c;i; j) sort donc, d'apres
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la formule (1.1), 8
2=

Z

2.

Y=z

et cellesdu point m%dans le repere (c% R(i); R(j))
8 0

3 x0= 2

Z0
2 oo Y0
zo

Exprimons les coordonnees(x®y9 en fonction descoordonnes(x;y) ; nous avons

COI!VI = cf')c+ CI'\/I
, XRO+ YR+ ZR(K) = (tai + tof + tzk) + (Xi+ Y] + Zk)
0 1 0 1 0 1 01 0 1
a b C1 11 X
, x%azg + YO%)bZX + ZO%ng = E@tzg + ?@YE
ag bs C3 i3 Z

0 1 01 0 1

X0 tq X
L RBYK = Bk + By
ZO

t3 Z
0 1 0 1 0 1
X0 ty X
By = R IBLX+R 1BYK
Z0 ts Z

d'ou
X0 _ aiX + a)Y + azZ (a]_t]_ + aoty + a3t3)

8
3 x0- %=
Z0 X + Y + c3”Z (C]_t]_ + Coty + C3t3)

_ X + Y + 32 (byty + ot + bsts)

YO
0_ - =
y Z9 o X + Y + cZ (city + Coto + c3t3)

aity + apty + asts

X + apy + az 7
X =
City + Cotoy + cat
CiX + Goy + C3 101 222 33

bits + bty + bats

X + by + b3 >
- City + Coto + cat
C1X+C2y+03 1Ll 222 33

0

VA ARRRRRY/ 00

y

(1.13)
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donc il existe une application liant les points de la premiere image f a ceux de la deuxieme
image g, connaissan les profondeursdespoints du plan Im e. On peut aussiexprimer (X;y) en
fonction de (x%y9 par un calcul analogue

8
2 x
:

y

X agX O+ by YO+ 120+ tg
Z azX 0+ bg,Yo'f' C3Zo+ 13

Y  apX%+ YO+ 2%+ ¢
Z  agX O+ bgY O+ c3Z0+ t5

t1

8
§ arx%+ bry%+ ¢ + 70

agx%+ byy%+ c3 + =

to
ax%+ by%+ o+ =

i3 °

agx0+ bgy0+ c3 + >0

X = i3

y

Par consquert, lorsque I'on conndt les profondeurs des points du plan  (ou I'equation du
plan), on peut determiner les corresppndancesdespoints entre lesimagesf et g.

1.4.3 Cas d'une rotation de camera

Le deuxiemecasparticulier danslequell'e et de parallaxe ne survient pas, concernenon plus
l'objet du Im maisun mouvemen particulier de camera. En e et, le phenomenede parallaxe est
do a la translation de la camera dansl'espace.Siles certres optiques de la cameraavant et apres
sonmouvemert sort confondus,un point de I'espaceocculte lors de la projection sur le premier
plan retinien ne pourra pasappardtre sur le second.La gure (1.8) illustre ce phenonene.Tous
les points d'une droite passan par le certre optique ont la m&me projection apresune rotation
de la camera tandis qu'ils ont desprojections di erertes dansle casd'une translation.

En reprenart lesnotations de la partie precederte, et dansle casd'un mouvemert de camera
constitue d'une rotation seule,un point de coordonnees(x;y) de l'image f seraapparie a un
point de coordonnees(x®y9 de l'image g par I'application

8
% 0 X+ ay + as
CiX+ Gy + C3

3 yo= ax+ by + by

CiX+ &y + C3

et reciproquemert un point (x%y9 de I''mage g correspondra a un point (x;y) de l'image f par
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R R
= -
C e C -

Figure 1.8: A gauche,la camera e e ctue une rotation (ce qui revient a considerer quela camera
est xe et quelespoints de l'espace sont en rotation autour d'un axe passantpar le centre optique
C); lespoints d'une droite passantpar C sont projetes, apresla rotation, en un seulpoint sur le
plan retinien. A droite, la camera setranslate (ce qui revient a translater les points de lI'espace) ;
les points d'une droite passantpar C sont projetes, apres la translation, en plusieurs points.

I'application

X =
agx+ bey%+ c3

ax’+ bpy%+ ¢

agxO+ bay%+ ¢z’

L'e et de parallaxe ne peut &tre obsene car lesdeformationssort independartes desprofondeurs
desobjets Im es.

% aix%+ by%+ ¢
-

y:

1.4.4 La contrain te epip olaire

Placons-nousmaintenant dans le casgeneral d'un mouvemert complet de camera et d'une
sene Im ee 3D. Soit D = (R;t) un deplacemen de la camera. On consicere ici le cas ou
la translation est non nulle, le cas d'un mouvemert sanstranslation ayant ete trait e dans le
paragraphe precedert. Soit M un point de 'espaceet sesimagesm et m®sur lesimagesf et g
desplans R et R® Connaissar le mouvemert de la camera et les deux vues correspondartes,
on ne peut mettre en correspondancele point m def avecle point m®de g a causede I'e et de
parallaxe. Cependart, le point m®ne peut seplacer en tous les points de g : c'est la cortrainte
epipolaire enoncee ci-apres.

En utilisant les m&émesnotations que dans la partie 1.4.2, la ligne CC? intersecte les plans
retiniens R et R %respectivemert en deux points e et e appelesepipoles. Les droites de R et R°
passan par e et €2 sort appeleesdroites ou lignes epipolaires. Dans le casou le plan R ou le
plan R est parallele a la droite CC? I'epipole cortenu dans ce plan esta I'in ni et les droites
epipolaires de ce plan sort desdroites parallelesa la droite CC°

Le rayon optique (CM ) ou (Cm) est projete sur I'image g en une droite passar par I'epipole
e’ et par I''mage d'un point du rayon. Cette droite est appeleel?, ligne epipolaire de m° car le
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point m° doit appartenir a cette droite. De la m&émefacon, pour tout point m°appartenart a g,
le point correspondant dansf, m, doit appartenir a la ligne epipolaire I 0. C'est la contrainte
epipolaire, illustr eesur la gure (1.9).

Les paragraphessuivants developpert les notions de matrice fondamertale et matrice essen-
tielle, notions projectivesdeveloppeespar Faugeras[13, 15 et Hartley [26] liant les coordonnees
projectivesd'un point m a la ligne epipolaire correspondarte.

RO

Figure 1.9: Illustration de la contrainte epipolaire.

1.4.4.1 La matrice fondamen tale

Interessons-noudl'abord a la represenation d'une droite en coordonneesprojectives. Soit
une droite | d'un plan de R3. Dans e plan, elle a pour equation au+ bv+ ¢ = 0. Soit maintenant
un point du plan appartenant ala droite | de coordonneesprojectives(x; y; z) soit de coordonnees
euclidiennes(x=z;y=z). Cesdernieresveri ent

a§+bx+c:0, ax+ by+cz=0
z z
soit 01;0 1
a X
E@b& Ebyg= 0
c z

On appelle represenation projective de la droite |, de nie a un scalaire pres, le point 2D de
coordonneesprojectivesl=( a; b;c). Lespoints et lesdroites sort donc represerespar destriplets
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en coordonneesprojectives. Si un point m appartient a la droite |, en reecrivant I'expression
precederte, on a
m = 0:

On peut deduire de la linearite en coordonneesprojectives du modele de camera stenope
gue la relation entre les coordonnees projectives m d'un point m du plan retinien R et les
coordonneesprojectivesl, de saligne epipolaire dans R ° est aussiune application lineaire. Ceci
provient du fait que lesrelations entre un point m et le rayon optique (CM ) et entre (CM) et
saprojection en coordonneesprojectivesdans R % sort lineaires.

La matrice fondamertale F decrit I'application lineaire en coordonnees projectives, liant
un point m de R a sa ligne epipolaire 1%, dans R®. Elle traduit algebriquemert la cortrainte
epipolaire

19 = Fm:

Prop osition 1.11 { SiF estla matrice fondamentaleet m et m® sont deux points apparies
deR et RC alors la contrainte epipolaire est exprimee par

mIPFm=mTFTm°= 0 (1.14)

D emonstration. Soit un point m du plan R exprime en coordonneesprojectiveset m®le
point correspondant du plan RC La represenation projective |, de la ligne epipolaire de m
veri e

0 _ )
I,y = Fm;

ce qui signi e aussi,commem?©2 [0,

or

M "Fm=0, m

Donc si la ligne epipolaire 19, de m est represeniee par Fm, la ligne epipolaire 1,0 de m° est
represeneepar F'm? La cortrainte epipolaire est exprimee algebriquemert par

mPFm=mTFTm%= 0

Exprimons maintenant la matrice F en fonction de la matrice de projection de la camera et
de la position desepipolessur lesimagesf et g.

Prop osition 1.12 { Soient P et PCles matrices de projection ass@ieesa la camera res-
pectivement avant et apres son depla@ment, et P* une matrice de projection inverse de P
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(c'est-a-dire veriant PP* = | 3 pour une valeur reele). Alors la matrice fondamentale F
s'ecrit en fonction de P*, P9 et de I'epipole °
F=1[e9 PP*:

Cette proposition estdemortr eedans[15]. La matrice fondamertale F assaieea une camera
et a son deplacemen n'est donc pas unique puisqu'elle s'ecrit en fonction d'une matrice de
projection inversenon unique. C'est une matrice deformat 3 3 et derang 2 (car la matrice [e9
est egalemen de rang 2), a 7 degresde lib erte (car c'est une matrice homogene de determinant
nul). Les epipolese et e’ veri ent

Fe=0 et FTel= 0

1.4.4.2 La matrice esserntielle

Supposonsmaintenant la camera calibree, c'est-a-dire la matrice A contenant les parametres
intrins equesconnue, alors la matrice de projection de la cameraestP = AP = A[l 3j0], d'apres
la formule (1.4). Soit un point m du plan retinien R, imaged'un point M de I'espace.On appelle
coordonneesnormaliseesde m

Alors, d'apresl equation (1.14),
mTEm = (AGYTF(Am) = 9 (ATFA)M = O;

La matrice AT F A estappeleematrice essetielle E. L' equation liant lescoordonneesnormalisees
de deux points de R et R°

&9 Em =0 (1.15)

est connue sousle nom d'equation de Longuet-Higgins [42]. Dans [13], il est montre que
E=[t] R:

! ! _
| Geonetriguemernt, cette cortrainte traduit la coplanarite desvecteurs Cm, CHCet t (soit

CC9Y. Historiquement introduite avant la matrice fondamertale, la matrice essetielle a seule-
ment 5 degresde liberte : 3 pour la rotation, 3 pour la translation moins un car I'echelle de la
translation estindeterminee.

1.4.4.3 Di erences entre les matrices fondamen tale et essertielle

La matrice essetielle E peut €tre decomposee en un vecteur translation et une matrice de
rotation. Dans I'equation dans laquelle elle intervient ﬁ10TEr’n = 0, m et m%sort exprimesen
coordonneesprojectivesdansle reperede la camerarespectivemert avant et apresle deplacemen
Elle est donc utile pour I'analyse de mouvemert dans le casd'une camera deja calibree.
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La matrice fondamertale F s'ecrit en fonction des parametres de 'homographie epipolaire.
Dans I'equation m%Fm = 0, m et m®sort exprimesen coordonneesprojectivesdans le repere
de referencede I'espaceR?; F est utilis eedans le casd'une camera non calibree.

Cesdeux matrices expriment la m&mecortrainte epipolaire dans deux systemesde coordon-
neesdi ererts et peuvent toutes deux se decomposer en produit d'une matrice antisymetrique
et d'une autre matrice. Dans le casde E, cette autre matrice est la matrice de rotation corres-
pondant au deplacemen

1.5 Etat de l'art de l'estimation d'un mouv ement de camera

A ce niveau du chapitre, nous avons preserte le modele de camera projectif, modelise le
mouvemert d'une camera, explicite le ot optique et son calcul, et resure les relations entre
deux vuesd'une sene xe. Tous ceselemerts etant poses, nous pouvons preseter le probleme
etudie dans ce documert : I'estimation du mouvemert d'une camera Imant une sene xe a
partir de la sequenced'images produites.

Lesmethodesexistantes pour resoudrece problemesort tresdiversesLa di cult eresidedans
le fait quele mouvemen d'un pixel entre deux imagesdepend non seulemen desparametresdu
mouvemert de la camera mais ausside la profondeur du point projete. La gure (1.10) illustre
la di cult ea estimerun mouvemert de cameraa partir d'un ot optique a causedesdi erertes
profondeursde la sene Im ee.

La revue que nouspresetons ci-apresestloin d'etre exhaustive, etant donne le grand nombre
de publications sur le sujet durant les vingt-cing dernieres annees.Nous evoquerons quelques
approchesdanscequi suit et nouslesseparerons classiquemety entrois categories: lesmethodes
directes, les methodes discretes ou en temps discret et les methodesdi erertielles ou en temps
instantane.

Les methodesdirectes utilisent directemert l'information fournie par le contenu desimages,
sanssuivi de points prealable,ni calcul de ot optique.

Les methodes discretes utilisent des correspondancesde points ertre les images, elles ap-
pliguent donc destechniques de suivi (ou tracking) de points singuliers ou de marqueurs dans
une sequence lorsqu'un nombre de points superieur a 5 est suivi, le problemed'estimation du
mouvemernt estsurdetermine. A la di erencedesmethodesdirectes, ellesminimisent une mesure
d'erreur sur seulememn quelquespoints et non sur tous les pixels.

Lesmethodesdi erertielles utilisent le ot optique, champ desvitessesdespoints de l'image,
et calculert ainsi le mouvemert 3D de la camera et souwert les profondeurs des objets Im es.
Remarquonsque la mise en corresppndancede points ertre deux imagesest aussiun moyen de
mesurerle ot optique; le suivi de points peut doncaussibien &tre exploite par desalgorithmesen
temps discret qu'en temps instantane. Lesmethodesdi erertielles sort enfait une extrapolation
des methodes discretes, extrapolation valide pour des pas de temps courts entre deux captures
d'images. Ces deux typesd'approches dependert de la precisionde la detection, qui n'est pas
toujours assuee.
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Figure 1.10: En haut, la scene utilisee pour generer le ot optique present au-dessousa droite.
Le rectangle, le disqueet le fond ont resgectivement pour profondeur 2, 5 et 10 dansle repere de
la camera avant le deplaement. En bas, ots optiquesgeneres par une camera en mouvement,
de longueur focale egalea 1, Imant a gauche,une scene quel®mnque de profondeur uniforme
egalea 10 dans le repere de la camera, et a droite la scene presente ci-dessus.Le mouvement
de la camera est une rotation d'axe (0:01;0:01; 1), d'angle 1:7 degres suivie d'une translation
devecteur (3; 5;0:1) (en pixels). Au niveau desdiscontinuit es de profondeurs, les discontinuit es
du champde ot sont visibles.



1.5. Etat del'art de I'estimation d'un mouvemert de camera 49

D'autres criteresdistinguent aussilesmethodesd'estimation ; I'estimation ou non de la struc-
ture de la scene(aprescalcul du mouvemern ou simultanemert), I'ordre d'estimation de la rota-
tion et de la translation, I'utilisation de techniquesd'optimisation numerique (moindres carres),
ou de techniquesincremenales. Un etat de l'art succinct est preserte ci-apres.

1.5.1 M ethodes directes

Les methodes qui n'utilisent ni ot optique, ni points apparies, mais seulemen le contenu
d'une paire d'imagespour estimer le mouvemert de la camera, sont appeleesmethodesdirectes.
Irani et Anandan decrivent dans[35] leur princip e general. L' equation de basesur laquelle elles
reposert estla contrainte d'illumination constarte (1.8), utilis ee par les algorithmes de calcul
du ot optique. Entre deux imagesdonneesf et g, la contrainte s'ecrit

f(xy) = g((x;y) + u(x;y;t) dt)

ou u(x; y;t) estle ot optique au point (X;y), c'est-a-dire le deplacemen du pixel (x; y) entra™e
par le mouvemen de la camera et dt estl'intervalle de temps entre les acquisitions desimages
f etg.

A cette cortrainte, s'ajoute un modele de mouvemert explicitement choisi, rotation ou trans-
lation pure par exemple.Dansle casd'un mouvemert instantane, entre deux imagesconscutives
d'une sequencepar exemple,le modele est donne par I'equation (1.9)

| |
1 0 x Xy (1+x2) vy

1
= !
z 0 1 V(v * 1+ y? Xy X ®©

u(x;y;t) =

et on cherche a estimer les vitessesv(t)dt et ! (t)dt.

A partir du modele choisi, les parametresdu mouvemert et les profondeurssort estimespar
minimisation de l'erreur obtenue a partir de la contrainte d'illumination constarte, a laguelle
sort combineesd'eventuelles hypothesessur les profondeurs

X
(FOGy)  gay) + ulxy;t) di)?:
Xy
Le champ de profondeurs est ainsi souvent suppose localemen constart, par exemplepar Horn
et Weldon dans [33)], et par Bergen dans [4]. Negahdaripour et Horn, dans [50], proposen une
solution explicite au probleme en supposart la surface plane ou quadratique. Dans [23], Ha et
Kweon ajoutent un terme de regularisation presenant les discortin uites.

1.5.2 M etho des discr etes

Ces methodes sort tres nombreuses on developpera ici brievemert I'approche de matrice
essetielle discrete [13, 15, 16, 34] et lestechniquesincremertales de Itrage de Kalman [1, 77].
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1.5.2.1 Estimation de la matrice essentielle

La contrainte epipolaire permet de lier lesprojections d'un point de I'espacesur deux images,
independammen de la profondeur de ce point. Pour estimer le mouvemen de la camera ertre
cesdeux imagesa partir de couplesde points apparies, on peut estimer la matrice essetielle
car ellesut a retrouver la rotation et la translation [13]. Il est alors necessairede conndtre
les parametres intrinsequesde la camera. Dans le casd'une camera non calibree, il existe des
methodes de determination de la matrice fondamentale ; plusieurs d'entre ellessort comparees
par Luong et coll. dans [44].

Comme la matrice essetielle E depend exclusivemert de la rotation et de la translation
de la camera, cingq parametres susent a la determiner completemert. L'algorithme des cing
points, propose par Faugerasdans [13] necessitecing couplesde points appariesmenart a cing
equationsdela forme del' equation de Longuet-Higgins (1.15). L'algorithme descing points etant
non-lineaire, une methode lineaire moins complexeavait ete proposeepar Longuet-Higgins [42].
C'est l'algorithme des huit points, qui necessitehuit paires de points apparies. La translation
et la rotation sort ensuite estimes en factorisant la matrice essetielle obtenue. Cependart,
cet algorithme est tres sensibleau bruit ; beaucoup d'autres techniques plus robustes ont ete
developpees[38, 13]. En renormalisart les coordonneesdespoints utilis es,Hartley [25] ameliore
tresnettement les performancesde l'algorithme deshuit points.

Tsai et Huang ont montr edans[71] que seulsdeux deplacemetts dansl'espacecorrespndent
a une matrice essetielle donnee. Le nombre de couples de points apparies et le nombre de
mouvemerts de camera compatibles avec cesappariemerts est discute dans [16]. Ces methodes
presenent l'avantage de ne supposeraucun a priori sur le type de mouvemert de camera et
d'utiliser destechniquesd'algebre lineaire simpleset rapides.

1.5.2.2 M etho des incr ementales

Les methodes precedertes sort bien adapteesa l'estimation d'un mouvemen de camera
su samment important, enre desvuesbien separeesd'une scene xe, mais ellesle sort moins
pour traiter desimagesconscutivesdans une sequence.

Une approche radicalemen di ererte consistea utiliser destechniques d'estimation recur-
sives, consicerant des mouvemerts incremertes ertre les imagesd'un Im. Ces methodes ne-
cessitert la detection prealableet le suivi de points dans la sequence.Di erertes approchesde
tracking sort decrites par Shi et Tomasidans[63].

A partir despoints suivis dans la sequence,le Itre de Kalman est utilise, notammernt par
Azarbayejani et Pentland dans[1] puis Yao et Calway dans[77], pour estimer le mouvemert de
la camera et les profondeursdespoints suivis. Le Itre de Kalman est un estimateur recursif qui
donneune estimation optimale, au sensdesmoindrescarres,d'un etat dynamique a partir d'une
sequenced'obsenations assaieesa ' etat et en supposart desstatistiques de bruit gaussiennes.
On appelle etat au temps t, note s(t), le mouvemert de la camera entre l'image 0 et I'image t
et les profondeurs des points suivis dans le repere de la camera au temps t. La dynamique des
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etats entre deux imagesconscutivesdansla sequenceest simple : la position de la camera a un
temps donne est supposeeetre la mémequ'au temps precedert, a un bruit gaussienpres, et les
profondeurs despoints demeuren les mémes.L' equation suivante decrit |'evolution de I'etat s

s(t) = Fs(t 1)+ w(t)

ou w est une bruit gaussiencerire et F est la matrice de transition desetats. En notant z(t)
les obsenations, c'est-a-dire les positions des points suivis sur l'image au temps t, un modele
d'obsenations est donne

z(t) = Hs(t) + v(t)

ou v estun bruit gaussiencertre et H la matrice d'obsenation.

Le principe gereral du Itre de Kalman est le suivant ; d'abord, une prediction §(t) de s(t)
connaissam §(t 1) este ectueeen utilisant l'operateur F. Puis, la prediction est compareeaux
obsenations des points au temps t, z(t), ce qui fournit une erreur e = z(t) H$(t), appelee
innovation. Le gain de Kalman est alors calcule, proportionnel a la covariance de I'etat predit
et inversemen proportionnel a la covariance desobsenations. La prediction de I'etat au temps
4(t) estmisea jour enajoutant le produit de l'innovation et du gain. Plus le gain est grand, plus
le Itre tient compte desobsenations, plus il est petit, et plus le Itre tient compte du modele.

1.5.3 Methodes di erentielles

Dans le cas d'une camera Imant une seene xe, le ot optique de limage depend non
lineairemen de la distance de la camera a chaque point de la scene (c'est-a-dire la profondeur
despoints dans le repere de la camera), et desvitessesde rotation et translation de la camera,
ainsi que le montre la formule (1.9). Cette non-linearite rend di cile le probleme d'estimation
du mouvemert.

Parmi les methodes utilisant le ot optique, trois approchessort preserteesici : la premiere
est basee sur la cortrainte lineaire (1.9) liant le ot optique aux vitessesangulaire et transla-
tionnelle, la deuxiemesur la cortrainte epipolaire di erertielle et la troisiemesur le mouvemen
de parallaxe.

Sile ot optiqgue mesur etait exact, seulsquelquesvecteurs su raien t au calcul du mou-
vemert de la camera. Cependart, le ot mesure est souvernt tres bruit e et imprecis. Dans les
methodesdecrites ci-apres,desapprochesrobustesdesmoindres carressort frequemmet mises
en oeuvre pour exploiter toute l'information disponible.

Avant d'expliciter di erertes techniques, notons que I'application qui, a un mouvemert de
camera, ass@ie un ot optique n'est pas injective. En e et, la translation de vecteurt d'un
plan de I'espacefournit le m&éme ot optique que la translation de vecteur t du plan precedert
dilate d'un facteur . La translation seradonc toujours estimeea un facteur d'echelle pres.En
revanche, deux rotations de camera di erertes ne genererort jamais le méme ot optique [9].
L'injectivit e du ot optique seradiscuteeplus preciemert dansle chapitre 5.
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Remarquonsen n que cesmethodes ne s'appliquent pas a desmouvemerts de camera trop
importants entre deux images(par exemplelorsquel'on ne consicere plus deux imagesconscu-
tivesdans une sequence mais eloigneesdans le temps), car ellessornt bassessur desapproxima-
tions de mouvemerts instantanes.

1.5.3.1 M etho des basees sur la contrain te (1.9)

L'objectif de cesmethodes est I'estimation des vitessestranslationnelle v(t) dt et angulaire
I (t) dt, ou dt estle pasdetempserntre lesacquisitionsde deuximagesconsecutivesf et g, a partir
dela donneeden vecteursde ot optique fu(X;;yi;t) dtgi=1 ..n mesuresaux points f (Xi;Vi)di=1 ::n
de f, en utilisant la cortrainte (1.9) lineaire en (! (t);v(t)). En general, le nombre de vecteurs
de ot connus estimportant, voire egalau nombre de points de l'image.

Pour allegerles notations, on note v, ! et u(x;;y;) pour v(t) dt, ! (t)dt et u(x;;y;;t)dt. On
appelle residur (x;:y;) relatif au point (X;;yi) et au ot assaie u(x;;y;), le vecteur de R?

r(xi;yi) = u(xi;vi) Axizyi) v B(xizyi) e

1
Z(XiYi)
Le but de ces methodes est la minimisation de la somme des normes des n residus sur les
vitessesv et ! . La di cult e de cette minimisation tient a l'ignorance desvaleursdesprofondeurs
fZ(Xi;Yi)gi=l:::n .

Dans [9], Bruss et Horn, pionniers dans le sujet, eliminent la profondeur des residus en
obsenant que I'estimateur desmoindrescarresde Z(x;;y;) s'exprime en fonction desvitessesde
la camera; I'equation

@r(xi;yi)k? _ 0

@ (i Yi)

fournit I'expressionde Z (x;:y;). lls ajoutent au problemede minimisation la cortrainte kvk? = 1
en introduisant un multiplicateur de Lagrange.En di erenciart en les sept parametres, ils ob-
tiennent un systemede sept equationsa septinconnues.Parmi cesequations,trois sort lineaires
par rapport aux trois composartesde! . Cescomposartes sort donc determineesde facon unique
et explicite enfonction descomposartes dev. A partir desquatre autres equationspolynomiales,
cubiquesou quadratiques, les composartes de la vitessev sort estimeespar une methode nume-
rique.

Dans [80], Zucchelli, Sartos-Victor et Christensenestimert simultanemert les vitessesrota-
tionnelle et translationnelle et la structure de la scene.La sommedesnormesdesresidusdepend
desparametresinconnusrangesdansle vecteurp detaille n+6, p= (v;! ;Z(X1;Y1); 5 Z(Xn; Yn))-
Les parametres du mouvemert et de la structure de la scene sort ici estimes par resolution du
probleme des moindres carres

X
p= argmin jir (i yii®: (1.16)
i=1
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Les auteurs utilisent la methode iterative de Gauss-Newton. Pour ameliorer cette estimation,
ils proposent d'utiliser les contraintes geonmetriques de la sane. Pour cela, ils incorporent a
I'equation (1.16) des informations de coplanarite et de colinearite et utilisent la methode de
Leverberg-Marquardt pour resoudrele nouveausysteme.Ici, lesvitessesde rotation et de trans-
lation sort evalueessimultanemert avec les profondeursdesn points de I'image choisis.
Heegeret Jepsonutilisent aussila contrainte lineaire (1.9); ils estimert le mouvemert et la
structure de la saene en separart, par des methodes de sous-espacetineaires,le probleme en
trois etapes; dans [27], ils evaluent d'abord la translation, independammen de la rotation et
des profondeurs des points choisis, puis la rotation et en n les profondeurs. La structure de la
s@neest donc determinee apresl'estimation du mouvemert. Pourocela, ils e(irivert
! T

: 1
VA . 1 Yi v A
kr(xi;yi)k u(Xi;yi) B (Xi:yi) @Z(X!n)ﬁ)

i=1 i=1

X

2

ui;yi) - C(v;xisyi) a(Z(xi;yi)i!)
i=1

ou C(v;Xi;y;) est une matrice de taille 2 Apet a(Z(xi;yi);! ) estun vecteur de taille 4. Les
auteurs montrent alors quela minimisation de L, jir (xi;y; )ji? estequivalerte ala minimisation
de

X0 2

E(v)=  C7(viXi;yi) u(Xi; i)
i=1

ou C? (v;xi;y;) estle complemert orthogonal de C(v;X;;Yy;) c'est-a-dire
C? (v;Xi;yi)C(v;xi;yi) = 0. L'expressiona minimiser ne depend plus que de la vitesse de de-
placemen v et on ne peut estimer que la direction de cette vitesse. L'espace des directions
candidates est la demi-sphere unite. L'image de ot donneeest divisee en imagettes et chaque
imagette fournit une surface residuelle qui est lI'image de E(v) sur la demi-sphere unite. La
sommedes surfacesdonne une estimation globale desmoindres carresde la vitessev.

Une fois la translation estimee, la profondeur est exclue de I'equation (1.9) en multiplian t
cette equation par d(x;;yi; V), vecteur unitaire orthogonal a la composarte translationnelle du
ot optique, c'est-a-dire

d' (xi;yi; V)A(Xi;yi) v = O
Ainsi, la contrainte (1.9) deviert
d(xi;yisv) uxisyi) = dT(xi5yisv) B(xi;yi) !

La solution desmoindres carrespour ! est obtenue en minimisant

xn 2
E(') = d"(xi;yi;VIB(xisyi) b dT(Xisyis v)u(xi; vi)
i=1

La profondeur despoints Z(X;;yi) peut alors &tre evaluee.
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1.5.3.2 M etho des basees sur la contrain te epip olaire diff erentielle

La cortrainte epipolaire di erertielle, equivalert continu de la cortrainte epipolaire de nie
dans le paragraphe1.4.4, lie les coordonneesd'un point de l'image et le ot optique mesure en
cepoint aux vitessesde rotation et de translation de la camera, sansque la profondeur du point
projete n'intervienne.

Soit M un point de I'espace. Supposonsle mouvemert de la camera lisse dans le temps,
de vitessesde translation v(t) et de rotation ! (t). Celarevient a considerer que le point M se
deplacedans l'espacea une vitesse M_(t). Pour alleger les notations, on omet dans la suite la
variable temporelle. La vitesseau point M est egale,d'apres| equation (1.10), a

M= [T M v

Soit m la projection de M sur le plan retinien R et m le ot optique au point m. En multiplian t
I'equation precedenrte par [v] m, on obtient

M'v] m= MT[][v] m car vi[v] =0

Or, les coordonneeseuclidiennesdu point M sort proportionnelles aux coordonneesprojectives
du point m; on peut doncremplacerM par m ( nonnul) et M par -m+ m

(m+ m)'VM m= mT]" [V m:

Comme|[v] estune matrice antisymetrique, mT[v] m = 0 et on peut simpli er I'expression.
Ainsi, sim estle ot optique au point m de l'image, genere par une camera ayant une vitesse
translationnelle v et angulaire ! , alors m et m verient

m'v m+mT[]'[v] m=0

, m'V m m'['] [v] m=0: (1.17)

On appelle cette derniere equation cortrainte epipolaire di erertielle, en raison de sa ressem-
blance avec|'equation (1.14).

Dans [45], Ma, Koseda et Sastry de nissent le conceptde matrice essetielle di erertielle a
partir de la contrainte epipolaire di erertielle (1.17). En ecrivant

P10 =5 @10 MR+ @M+ 0D
on obtient

mT] v m= mT%([!] vV +[ '] )m

1 . . . .
car la matrice > I1 vl [v] ['] ) estantisymetrique. L'equation (1.17) peut donc s'ecrire
matriciellement I

Ty Mmoo (1.18)
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ou s est une matrice symetrique carreed'ordre 3 de nie par
1
s=sCT M +MII):
V]
s

La matrice E = appartenant a M .3(R), est appelee matrice essetielle di erertielle.

L'ensenble de cesmatrices forme I'espaceessetiel di erertiel E et I'ensenble des matrices s
I'espace des matrices symetriques specialesS. La vitessev et la matrice s sort estimeespar
minimisation desmoindres carresde I'equation (1.18). Les auteurs montrent que les vitessesv
et ! sort ensuite obtenuesde facon unique a partir de I'estimation de s et de l'estimateur des
moindres carresde v. Cette approche est generalisee au casnon calibre dans|[8].

Dans[38, 39|, Kanatani reformule la contrainte epipolaire di erertielle avecle ot twistem |,
c'est-a-dire le ot m tourne de 90 autour dem

m'v] m m'Km=0

ou 1
K=1Tvlg SET M M I):

La vitessev et la matrice K sort estimeesen resohant le problemelineaire desmoindres carres
correspondarnts. La vitesseangulaire ! est extraite de l'estimation de la matrice K par

1
=3 tr(K)+ 3v'Kv v 2Kv:

1.5.3.3 M etho des basees sur le mouv ement de parallaxe

L'e et de parallaxe, decrit plus haut, a un e et génart pour la mise en corresppndancede
points entre imagesmais c'est aussiun moyen d'estimer le mouvemen de la camera a partir du
ot optique.

Supposons,dansun premier temps, que le mouvemert de la camera soit une translation pure,
de vitessev(t) = (vi(t);va(t); vs(t)). On conndt, danscecas,l'expressiondu ot au point (X;Yy)
correspondant a la projection d'un point de profondeur Z avant le deplacemen de la camera,
d'apresla formule (1.9) |
1 v(t) + x va(t)

Z V() + yvs(t)

va(t)  va(t)
va(t) " va(t)
|

Vva(t X X
U(x;y;t)=—3z() y yg

u(x;y;t) =
Si on note Py le point de coordonnees(Xo;Yo) = , alors

Ainsi, sivs(t) estnonnulle, lesvecteursde ot optique sort dirigesversle point Py ou au cortraire
ernverslui. Autrement dit, le champ de ot estcertre au point Py, appele foyer d'expansion(FOE
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dans la litt erature pour Focus Of Expansion). Dans le casou vs(t) est nulle, tous les vecteurs
ont mémedirection ( vi(t); va(t)).

Dansun deuxiemetemps, prenonsun mouvemert de cameracomplet, compose d'une rotation
suivie d'une translation. Dans[28], Helmholtz obsene quela di erencedes ots optiquesendeux
points tresprochesdansl'image mais correspondant a desprofondeursdi erertes dansl'espace,
est quasimert independarte de la rotation et ne depend donc pratiquement que de la di erence
des inversesdes deux profondeurs. Ainsi, une discortinuite de profondeur dans I'espace, du
point de vue de la camera, correspond sur l'image a une discortinuite dans la composarte
translationnelle du ot optique. A partir d'un ot optique donne, si on construit un champ de
vecteursrepresenant lesdi erencesdesvecteursdansun petit voisinage,lesvecteursdi erence
serort orientesvers ou erversle foyer d'expansion le long desdiscortin uitesde profondeur.

Di erertes methodes d'estimation du mouvemert de la camera sort basessur le mouve-
ment de parallaxe. Longuet-Higgins, dans [42], utilise les deriveesspatialesdu ot optique pour
identi er le foyer d'expansion et donc la direction de la translation. Cependart, la methode est
tressensibleau bruit presen dansle champ de vecteurs. Rieger et Lawton, dans[57], calculert
lesdi erencesd'un vecteur de ot avecles ots d'un voisinage.Puis, a partir de la distribution
des ots, l'orientation dominante desvecteursde di erenceest calculee. Seulesles orientations
des vecteurs resultants situes aux points ou la distribution des vecteurs est tres anisotrope,
sort consenees.De tels points apparaissemh en e et au niveau de variations de profondeurs
importantes. Les auteurs obtiennent ainsi un champ correspondart au champ de vitessetrans-
lationnelle, ce qui permet de deduire le foyer d'expansion. Lorsque la direction de la translation
est connue, les composartes du ot orthogonalesa cette direction ne peuvent qu'etre duesa la
rotation. Ce modele a ete ameliore par Hildreth [29].

Une utilisation di ererte du mouvemert de parallaxe est presetiee par Tomasi et Shi dans
[70]. La translation estestimeea partir desdeformationsd'images. A partir d'un couple(m; m9
de points dans une image, suivis dans l'image suivante, la deformation est mesureepar la varia-
tion dansle temps a de l'angle a = arcco{m; mY. La variation de I'angle a etant independarte
de la rotation, elle depend des profondeurs Z et Z° des points projetesen m et m° et de la
translation t

0,17
VAl 0 m 1 1
0
@zsinaazl %me0§ t:
km ~ m%
0

Pour un sous-enserble de n points suivis entre deux images(graceau ot optique par exemple),
on aboutit a une combinaison des cortraintes ci-dessusa minimiser sur les composartes de
la translation et les n profondeurs des points. Dans [70], la minimisation est realisee par une
methode de projection desvariables sur la sphereunitet = 1.
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1.5.4 Conclusion sur les metho des presentees

Les methodesd'estimation d'un mouvemert de camera donnert raremert de bons resultats
a la fois dansles situations de mouvemerts importants et de mouvemerts faibles. Les methodes
discretessort adapteesa I'estimation de grands mouvemerts, c'est-a-dire a desimageseloignees
dansla sequence.Les methodesdi erertielles, au cortraire, baseessur desapproximations in -
nitesimales,donnernt de bonnesestimations de petits mouvemens. Les methodes directes sont
elles aussi adapteesa de faibles mouvemens de camera car elles reposert sur I'equation de
contrainte du ot optique. Cependart, il estaussipossibled'estimer desmouvemerts de camera
plus consequerts avec cesmethodes (jusqu'a 10 a 15% de la taille de l'image) en utilisant un
modele de mouvemert adapte et un traitement multir esolution.

Pour evaluer les performancesdes methodesd'estimation, on considere principalement deux
criteres. La robustessed'abord ; les algorithmes ne doivent pas &tre trop sensiblesaux erreurs
sur lesmesuresde ot optique ou sur la precisiondesappariemerts. En general, les algorithmes
locaux et les methodes baseessur des approximations sort plus sensiblesque les algorithmes
globaux et ceux basessur desformules exactes.Plus les methodesutilisent d'appariements, plus
ellessort robustes.Le deuxiemecritereestl'e cacit e; lesalgorithmes qui mettent en oeuvre des
techniques numeriquesit erativesdans un espacede solution a grande dimension coitent cher en
temps de calcul. Pour lesmethodesdi erertielles, la determination prealabledu ot optique sur
une sequenceest souwvent coQteuse, ce qui penalisele coit global des methodes.

Une comparaisonde six algorithmes utilisant le ot optique pour l'estimation du mouve-
ment de camera est preseniee par Tian, Tomasi et Heegerdans [69]. Des criteresquanti an t
la sensibilite au bruit des methodes et leur corvergence (lorsqu'elles mettent en oeuvre une
recherche numerique) sort etablis. Pour cela, des huagesde points sort aleatoiremert generes
dansl'espacetridimensionnel devant la camera. Divers mouvemerts de camera sort choisiset le
ot optique resultant est calcule par la formule (1.9). Un bruit gaussienen quartit e variable est
ajoute a chaque composarte du ot. Les auteurs utilisent cesdonneespour tester et comparer
les algorithmes : la methode de Bruss et Horn [9] serevele etre la plus robuste au bruit.
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Chapitre 2

D eformations pro duites par un
mouv ement de camera

L'objet de cechapitre estla description desdeformations obseneesentre deux imagesconse-
cutivesdans une sequence Nous precisonstout d'abord le cortexte permettant d'approximer la
profondeur de la seenepar une constarte dans les expressionsdesdeformations. Dans ce cadre,
nous choisissonsde modeliserles deformationsdansun groupe, le groupe desrecalagesjntro duit
par F. Dibos dans [11], isomorphe au groupe SE (3) des deplacemets de l'espace. A la di e-
rence du groupe projectif, ce groupe permet de composer et d'inverserles deformations en les
ass@iant a desmouvemerts de camera. Nous preserions alors une nouvelle decomposition d'un
mouvemert dansl'espace,permettant de separerla deformation entre deux imagesconscutives
en deux composartes : une similitude et une deformation\purement" projective. Cette nouvelle
ecriture du mouvemert conduit aussia une approximation quadratique desdeformations,somme
de termesindependammert assa@iesaux di erers elemeris de la decomposition proposee.

2.1 Contexte

Dans ce chapitre, on considere une camera de longueur focale unitaire, Iman t une seene xe,
et deux imagesconscutivesdans la sequencevideo obtenue. On ecrit le mouvemern de camera
entre lesdeux imagesD = (R;t) dansle groupe Special Euclidien SE(3) de ni dansle chapitre
1 et on note la matrice de rotation orthonormale

a b o
R= %332 07} ng
a3 b3 c3

et le vecteur de translation 0 1
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Les deux imagesconscutives obtenuesavant et apresle deplacemem de la camera sort notees
f et g. Elles sort respectivemert de nies sur un domaine K du plan retinien fZ = 1g et un
domaine K ®du plan fZ%= 1g (plan retinien assaie a la camera apres son deplacemety. Ces
deux domainessort rectangulaireset ont mémesdimensions.

Le nombre d'images par secondeacquisespar la camera etant elew, classiquemen 24, le
deplacemen de la camera entre deux acquisitions consecutivesest tr esreduit, mémesi la vitesse
estimportante. En congequence Jles deux imagesobtenuessort tresproches.

Rappelons les relations exactesertre f et g. Soit (x;y) un point de K et (x%y9 un point
de K © tous deux projections d'un méme point de I'espace.On considere dans ce documert
I'eclairemen constart; on a donc f (x;y) = g(x®y9. Soit Z(x;y) la profondeur du point de
I'espaceprojete en (X;y) sur K, donneedans le repere de la camera avant le deplacemem, et
Z4x%y9 la profondeur de ce méme point de I'espace, exprimee dans le repere de la camera
apres le deplacemen Les fonctions Z et Z° de nies sur K et K 9 sort supposeesstrictement
positives. La formule (1.11), repriseici, fournit I'expressionde (x%y9 en fonction de (x; y) et de
la profondeur Z(x; y)

8 .
% (0= aix + apy + ag hW,RU)'
CiX + Cy + C3 hW,R(k)i
2.1)
: jo X By e b hgiRO)
' C1X + Gy + C3 hW,R(k)i '

et la formule (1.12) I'expressionde (x; y) en fonction de (x%y9 et de la profondeur Z{x% y9

8
aix%+ biy%+ o1+ zophy
X =
% agx0+ bay0+ c3+ Zordy
(2.2)
§ ax%+ b+ o+ Fody

y =
agx0+ byy%+ 3 + 5

t3
(x%y
2.1.1 Hyp othesessur le ot optique

2.1.1.1 Taille des images

Soit L la plus grande dimensiondesdomainesK et K © La variable L est nie car I'angle de
vue de la camera est limit e. En pratique, il depasseraremernt 150 (une camera dont I'angle de
vue vaut 150 est appelee camera grand-angle).

Pour une longueur focale egalea 1, I'angle de vue a d'une camera et la taille desimagessont
liespar la relation

tan & = L.
2 2

commeillustr e sur la gure (2.1).
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N

N~

Figure 2.1: Rapport entre I'angle de vue a d'une camera, la dimension L desimageset la
longueur focale f .

Par exemple,la condition a 150 implique

L 8

2.1.1.2 Flot optique

Les di erenceserntre deux images consecutives dans une sequencesort tres faibles; nous
allons ici les quanti er. Nous avons obtenu lesresultats donnesci-apres experimentalemert. On
considere

{ une camera de longueur focale egalea 1

{ un deplacemen D = (R;t) 2 SE(3) entre deux imagesconscutives.

Denition 2.1 { On appelle grossissementassaie au mouvementD = (R;t) et a la fonction
de profondeur Z de nie sur K

1
GD;Z = max —
(y)2K CIX+ Gy + €3 Ny R(K)i

Hyp othese 1 { |l existe Gnhax tel que pour tout depla@ment D = (R;t) entre deux images
consecutiveset toute fonction de profondeur Z assaiee a la scene

GD;Z Gmax:

Hyp othese 2 { SoientD = (R;t) 2 SE(3) et K le domaine rectangulaire de plus grande
dimension L sur lequel I'image f est de nie. Soit Z la fonction de nie sur K donnant les
profondeurs des points de R® projetes sur K par une camera de longueur focale unitair e. Pour
un point (x;y) 2 K, on note (x%y9 le point apparie sur K ° par la formule (2.1). On supmse

max O xjiy® yi o
(xy)2K ’ 2
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L'hypothese(1) provient du fait que le deplacemen de I'axe optique de k a R(k) est neces-
sairemert tresfaible pour que lesimagessoiert exploitables. En e et,

. 11 to i3
eyt e hﬁ RIT=aX 7oy *2Y 2oy "% 1 2y
ou (cp;cp;c3) = R(k). On peut parametrer R(k) par deux angles et , commedecrit sur la
ure (2.2),etona
g 22) 0 1 O 1
sin sin
R(k) = Ecpczg %ﬁ cos sin X
cos
k
R(K)
j
C
\j

Figure 2.2: Parametragede R(k) par et
On obtient alors

CiX+ Gy + €3 hyrs i R(K)i =

L'angle etant tresfaible, I'expression 1= c¢;X + coy + C3 hm R(k)i esttresproche de

1= 1 ﬁ , correspondant au rapport de 'homoth etie generee sur les imagespar la trans-
lation de la camera le long de son axe optique. En toute genreralite, la constarte Gnax estdonc
superieure a 1. En pratique, Gnax = 4=3 est une valeur raisonnable pour un mouvemen de
camera entre deux acquisitions conscutivesd'image.

L'hypothese(2) exprime la restriction de I'amplitude desdeplacemeis apparerts despoints
entre deux images consecutives. On suppose qu'un point ne peut se deplacer d'une longueur
superieure a la moitie de la taille de I'image selonles directions horizontale et verticale. Cette
hypotheseest tout a fait realiste car la majoration par L=2 esttreslarge.
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2.1.2 Appro ximation des profondeurs par une profondeur uniforme

On souhaiterait approximer les profondeurs par une constarte dans les formules (2.1) et
(2. 2) Soit Zg 2 R, Par un dewveloppemen limit e de Taylor a l'ordre 1 desformules (2.1) en
au v0|smagede , on obtient

Z(xy)
8
X+ axy+ as R(D)i
+
Cax+ ey + 3 hyoR(K)i |
— & htR()i + i R(K)i AT 82y 1 & + 0 sy &
) 20 ® (k) c1x+Coy+ ¢ h iR (K)i ? Z(xy)  Zo
bix + bpy + bs hzt—O;R(j)i+
X+ Gy + 3 hyR(K)i |
1o L htR()i+ hRK) L Doy b + 0 oA £
) Zo () (k) cock cay+ e h AR 2 Z(xy) Zo
Par consquen, si pour tout (x;y) 2 K, le) % ktk est susamment petit, on peut

approximer lesprofondeurspar Z danslesformules(2.1). Plus precigemen, le theoremesuivant
proposeune condition su san te pour approximer lesformulesa " prespour tout (x;y) 2 K.

Theoreme 2.1 { Soient une camera de longueur focale unitaire, D = (R;t) 2 SE(3) avec
t 6 O, et K le domainerectangulaire de plus grande dimension L sur lequell'image f estde nie.
Soit Z la fonction de nie sur K donnant les profondeurs des points de R2 projetes sur K. On
note Zj,s > 0 et Zgyp lesbornesde Z (nies ouinnies). On supmsequeZ et D verient les
hypotheses(1) et (2). Si

1 1
Zinf Zsup

ktk(L + 1)Gmax 2"

alors, quel que soit Zy strictement positif veri ant

1 " 1 1 "
— +

on peut ecrire, 8(x;y) 2 K,

aX+ ay+as ht—R(i)i ax+ ay+ as hzt—o;R(i)i

8
Z(xy)’ "
CX+ Gy + G hypgyiR(K)i - cix+ ey + cs s R(K)

bix + boy + by hzpoyiRG)i bix+ oy + by =i R())i

CIX + Gy + C3 hW,R(k)i X+ Gy + 3 hyR(K)i

* VAW
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D emonstration.

Soit Zg > 0 tel que 1=Z, 2 [1:Zinf
"= (ktk(L + 1)Gmax )] et (x;y) 2 K. On note

"= (ktk(L + 1)Gmax ) ;1=°Zsup +
— 1

%. En partant de la formule (2.1), on

Z(xy)
a 8

oL X+ ay+as hR@I MR ul R R()

% xY= 0 - Yo ; _

ax+ Cy+ e hiR(KI MRKI Vo o MRK)

S oo_ buxrby b NLRGN RO w3 MR

y0= . = —
: ax+coy+c h R MR(K)I  vo M R(K)
up

1
On cherche a borner x° 3—8 et yY

en au voisinagede 0, on obtient

Vo

. En appliquant la formule de Taylor avecresteintegral

8 z
% 0= ug . h; R(K)iud  h; R(i)i vo
Vo o (vo zHhR(K)I)?
Z . s
E yo= uj N h; R(K)i u3  h; R(j)ivo dz
' Vo o (Vo zhR(K)I)?
soit 8
(0= u_(l) N h; R(K)i ud  ht; R(i)i vo
% A vo(vo  h:R(K)i)
2 oW, MRKIW MR()ivo,
SR vo(vo M R(K)I)
Or, 8
ht; R(K)i ud  ht; R(i)i vo ktkju(l)j + jVoj 1
Vo(vo Mt R(K)I) jvoi  vo  MR(K)I
D mRMIU MROI GG 1
' Vo (Vo h; R(K)i) jVoj Vo h; R(K)i
Comme(x;y) 2 K %% ? et les distances x % ety 3—% sort borneespar L=2 d'apres
I'nypothese(2), on a 8
1 1
% Yo .9 W X +jxj+1 L+1
Vo Vo
_ Vo+l Vo y tiyj+1 L+1



2.1. Contexte 65

et 8 !
ug 1
= +1 L+1)G
% Vo Vo ht: R(K)i ( ) Gmax
% |
2
ug 1
2+ L+ 1)Gmax:
' Vo vo M R(K)i ( ) Gmax
d'ou
1
§ X0 D KK (L + 1) Grmax
0
g o U3 .
yw = j iktk(L + 1) Gmax:
Vo
Comme
1 1
ktk(L + 1)G 2"
Zinf Zsup ( ) max

et en utilisant I'hnypothese(1)

1 " 1 1 "
_ + .
Zinf ktk(l— + 1) Gmax Zo Zsup ktk(l— + 1) Gmax ,

ona
1
8(x;y) 2 K; Z(xy) Z_O ktk(L + 1)Gmax "
ce qui implique 8
Vo
8(x;y) 2 K;
é o U "

y -

Remarques
{ Pour une taille d'image x ee,on peut approximer les profondeurs des points projetes sur

K par une constarte dans les formules (2.1) si le produit des variations de 1=Z par la
norme de la translation est su samment faible. Cette approximation revient a considerer
la seene Im eeplane et orthogonale a I'axe optique de la camera avant le deplacemen

{ Sit = 0, alors la profondeur despoints projetesn’intervient pas danslesformulesd'appa-

riemerts.
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{ Sit6 OetL sort x eset

1 1
Zinf Zsup

ktk(L + 1)Gmax 2"

les variations autoriseesde la profondeur Z sort d'autant plus grandesque la scene est
eloigneede la camera.
{ Sité Oet Zgp = +1, alors la condition d'approximation desformules (2.1) a" pres,
donneedansle theoreme, deviert
ktk

inf

(L+1)Gmax 2%

Si toutes les profondeurs sort in nies, la condition est evidemmen veri ee. Mais a ktk
x ee,dansle casd'une seneconstitueed'objets placesa desdistances nies de la camera
sur un fond de profondeurin nie (le ciel par exemple),lesobjets doivent &tre su samment
eloignes pour que la condition soit veri ee.

{ Le choix optimal de Zy est celui donne par

1
P, = argmin max -———
0 9 Zo (xy)2K Z(X;¥Y) Zo

soit

1 1 1 1

_ = = R +

20 2 Zin Zsup
Ce choix minimise la borne superieure sur K de l'erreur d'approximation des formules
(2.1) lorsquel'on substitue Zg a Z(X;y).

De facon analogue, on peut approximer les formules (2.2) a " pres en substituant une
constarte a Z{x%y9. On voudrait maintenant approximer les profondeurs Z et Z9 dans les
formules (2.1) et (2.2) par une méme constarte.

Prop osition 2.1 { Soient une camera de longueur focale unitaire, D = (R;t) 2 SE(3) ave
t6 0, et K et K °lesdomainesrectangulaires de plus grande dimension L sur lesqueldesimages
f et g sont de nies. Soient Z et Z9 les fonctions de nies sur K et K © profondeurs des points
projetes respectivement sur K et K2 On note Z;¢ la borne inferieure (strictement positive) de
Z. On supmsequeZ et D verient I'hnypothese(1). SiZg> 0 verie

1 1
8(x;y)2K; —— — ktk(L+ 1)G "
alors "
8(x%y9 2 K?© 1 4 Gmax 1.
Zqx%y9  Zo ktk(L + 1) Gmax Zinf
Demonstration.  Soiert (x;y) et (x2y9 deux points de K et K ®apparies.On a

1 1 1 1, 1 1
Z9x%y9  Zg Zqx0y9  Z(xy) Z(xy) Zo
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Or, la profondeur Zqx%y9 estlieea Z (x;y) d'apres(1.13) par
Z4x%y9

Z(x;y) (c1x + ¢y + ¢3)  h; R(K)i

Z(x;y) culx %)*‘ c2(y %)*‘ cs(1 z(tx3;y)

d'ou d'apresl'hypothese(1)

1 1 G
Zqx%y9  Z(x;y)
donc
1 1 Gmax 1 Gmax 1
Zqx0y9  Z(xy) Z(x;y) Zin
Finalemern,
1 1 " Gmax 1.

- = +
ZC{XO, y‘b Zo ktk(L + 1) Gmax Zinf

En consequencesi la seene Im eeestsu samment eloigneede la camera, les profondeursd'un
meéme point de I'espaceprojete avant et apresle deplacemen sort tr esproches,commeillustr e
sur la gure (2.3).

Figure 2.3: Depla@ment d'une camera (entre deux acquisitions d'images suaessives)lorsque
la scene Im ee est eloignee du centre optique.

En conclusion,dansle casou t 6 0O, si

1 1
Zinf Zsup

on peut approximer les composartes de la formule (2.1) a" presen remplacant les profondeurs
Z par une constarte. La valeur " peut etre rendue d'autant plus faible que les variations de
l'inversede la profondeur ne sont pas trop importantes, la translation est susamment petite
et la taille de limage estlimit ee. Si on a aussi

ktk
7~ Gmax (Gmax 1)(L+1) "
inf

ktk(L + 1)Gmnax 2%
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on peut a la fois approximer les formules (2.1) a " preset les formules (2.2) a" + "% presen
remplacart les profondeurs Z et Z° par une méme constarte. La valeur "° peut etre rendue
d'autant plus petite que la camera est eloignee de la sene (et que Zijys est donc grand). Dans
la suite du chapitre, nous allons supposer" et "0 petits, ce qui nous permet de remplacer les
profondeurs Z et Z° par une constarte et de consicerer la deuxieme image comme une defor-
mation de la premiere (et inversemet). Ainsi, le probleme d'estimation du mouvemert de la
cameraa partir d'imagesconscutivesestsimpli e; on recherche destransformations planesa n

de determiner les parametres du mouvemert. En coordonneesprojectives, cesapplications sort
lineaires,comme precige dans le chapitre 1, et elles sort appeleeshomographies.Il existe des
methodes d'estimation d'homographies ertre deux imagesa partir d'appariements de points;
Vincent et Laganiere dans[73] proposen par exempleune methode utilisant un schema RAN-
SAC (Random Sample Consensus)a partir de coins detectes dans les deux images.Cependart,

une homographie depend de huit parametres et un mouvemert de camera seulemen de six;
toute homographie ne peut donc etre assa@ieea un mouvemert de camera.

2.2 Group e des recalages

2.2.1 Deformations pro jectiv es

Dans le contexte de ni precedemmen, nous considerons les profondeurs de la sene Im ee
avant et apresle deplacemem de la camera egalesa une constarte Zy. Deux points apparies
(x;y) et (x%y9 deK et K sort doncliespar lesrelations

8
o X+ ay+as hiR(i)i
x°= L
% C1X + Cy + C3 hzt—O;R(k)i

(2.3)
o bix+ by + by hiR()i
y°= :
ax+ ey + 3 hyR(K)i
et 8
a;x+ bry%+ ¢y + é—lo
X =
% agx0+ bay0+ c3+ £
(2.4)
§ ax%+ by’+ o+ 2
2 y= :

agx0+ by0+ ca+ 2

Ainsi, lesdeformationsobseneesertre lesimagesf et g, et reciproquemert ertre lesimagesg
etf dependert dela profondeurZ, dela seene.Mais cette profondeurn‘a ecte quelescoe cien ts
de la translation ; plus la scene Im eeest eloignee de la camera, moins les points projetes sort
translates.Les equationsprecedertes montrent qu'il estvain de chercher a estimer, a partir def
et g, a la fois la profondeur de la seeneet la translation de la camera. En e et, sile quadruplet
(t1;to:t3;Zo) est solution des equations (2.3) et (2.4), liant (x;y) a (x®y9 et (x®y9 a (x;y),
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alors (t 1;t 2 t3 Zg), etant positif (car seulsles points de profondeurs positives dans le
repere de la camera sort visibles par la camera) I'est aussi. Nous estimeronsdonc seulemen la
direction de la translation ; nousnoterons€= (§;©;®) la translation t diviseepar la profondeur
de la seeneZy, correspondant a I'homoth etie-translation obseneeerntre Iimage f et lI'image g.

On a donc
]

ax+ by%+ o+ 8 ax’+ byt e+ §

YD =1 agx0+ bgy%+ c3+ B agxO+ byyO+ c3 + §
guel'on ecrit
g0x%y)=f " (x%y9: (2.5)
et ]
fxy)=g 2X*aytas fﬁR(i)f;b1X+bzy+I:k:. Hi".R(j)i.
aX+ oy+ ez MER(K)I cx+ coy+c HER(K)I
notee

fxy)=g (xvy): (2.6)

Deniton 2.2 { On appelle application projective  de R? dans R? toute application asso-
cieea un automorphismede R3, c'est-a-dire a une matrice M de GL(3;R) par le diagramme
commutatif

M
R ! B
? 2
? 2
? ?
y
R2 I R?
. ( 'R 1 R?
ou estla projection sur le planfzZ = 1g X .Y
X:y;z) 7! 7.7
0 1

11 1
Ainsi, a une matrice inversibleM = % 2 2 zg est assaiee l'application projective

3 3 3
R2 I R?

1IX+ 1y+ 1 2X+ 2yt o
3X+ gy+ 3 33X+ 3y+ 3

(x;y) 7! (x;y) =

Les deformations ' et liant les imagesf et g sont donc des applications projectives,
respectivemert assaieesaux matricesM + et M
0 1
a b+ 8§
M. = %’az b co+ @g
a3 b 3+ 8§
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et 0 . ()1

a; a as 2 R(i)i

M =B b b ER()IX
1 ¢ c3 MER(K)I

Prop osition 2.2 (Dib os 2001 [11]) { SoientD = (R;t) un mouvementde camera, f et
g les imagesaayuisesavant et apres le depla@ment et ' et les applications projectives liant
les deux images. Alors, la matrice M - s'ecrit de facon unique comme produit de la matrice de
rotation R et d'une matrice H dependant de la translation [12]

0
10 (eR()i

M. =RB0 1 IR()i X=RH: 2.7)
0 0 1+eR(K)

Reciproquement,la matrice M  se decompose de facon unique en la matrice de rotation R * et
une matrice ¥ dependant de la translation

0 1
10 5]
M :Rl%)01 & X =R 18
001 §
D emonstration. On veri e quele produit RH estbien egala M ' . De plus, s'il existait H;
et Hy tellesqueM + = RH1 = RH», on aurait alors R(H1 H»y) = 0; commeR estinversible,

on obtient que H1 = H», ce qui prouve l'unicit e de la decomposition.

Remarque { L'application ' estune application projective si det(M ) est non nul. Or,
det(M - ) = det(RH) = det(H) = 1+ g R(Kk)i:

Le casdet(M ) = 0 ne se produira pas dans le cortexte auquel nous nous interessonscar
FE R(K)i = 1equivaut a it; R(K)i = Zg cequi contredit I'hypotheseque

ktk
Zo (L + 1) Gmax

est petit ; on ne peut pas avoir une composarte de la translation de la camera entre deux images
congcutives egalea la profondeur de la scene. De la méme facon, le casdet(M ) = 0 ne se
presettera pascar il faudrait alors quets soit egala Zo.
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2.2.2 Group e pro jectif

L'ensenble des applications projectives, muni de la multiplication matricielle, forme un
groupe car le produit de deux matrices inversiblesest inversible.

Denition 2.3 { L'ensembledes applications projectives de R? dans R? est appele groupe
projectif et note GP?(R).
D'apresce qui preacde,

n
GP2(R) = :R2! RZtelles que8(x;y) 2 R?;

0 1
1 1 1 0
avec det%p 5 o 22 60 :

3 3 3

1IX+ 1y+ 1 2X+ 2yt o
3X+ gy+ 3 33X+ 3y+ 3

(xy) =

Ce groupe est aussil'ensenble deshomographiesdu plan retinien R danslui-me&me, c'est-a-
dire I'ensenble destransformations de R dans R lineairesen coordonneesprojectiveset inver-
sibles.

Prop osition 2.3 { Le groupe projectif GP2(R) est isomorphe au groupe Special Lin eaire
SL(3;R).

D emonstration. Le groupe projectif estisomorpheau groupe desmatrices inversibleset de
determinant egala un, car l'application genereepar une matrice A estidentique a celle generee
par la matrice A , pour tout reel

Remarques
{ En consquencede la proposition, les groupes SL(3;R) et GP?(R) dependert du méme
nombre de parametres, c'est-a-dire 8.
{ Lestransformations' et etant desapplications projectives,ellessont souwent represen-
teesdans le groupe projectif [15].

Nous allons maintenant mettre en evidenceun lien ertre le groupe projectif et la decompo-
sition desmatricesM - = RH et M = R 14, decompsition qui fait apparatre le produit
d'une matrice de rotation avec une matrice assaieea la translation.

Denition 2.4 { On appelle T le groupe desmatricesde M 3(R) de la forme
1

A
é B X ave C 6 O:

&°
o =

o r o
@)

3
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A une normalisation prespour que leur determinant soit egala un, les matrices H, mention-
neesdans la decompsition (2.7) de la matrice M ., appartiennent au groupe T. Nous allons
montrer le theoreme suivant

Th eoreme 2.2 { Le groupe special lineaire SL(3;R) estengende par SO(3)[ T, ou SO(3)
est le groupe special orthogonal.

D emonstration. Commerconspar le lemme:

Lemme 2.1 { Legroupe special lineaire SL(3;R) estengende par I'ensembledestransvetions
dans R3, c'est-a-dire par I'ensemble des matrices de la forme Aj = I3+ Ejj ou 2 R,
i;j 211,2,3g, 1 8 j, et Ej estla matrice dont tous les coe cients sont nuls sauf celui de la
ligne i et dela colonnej qui vaut 1.

En e et, toute matrice de SL(3;R) peut s'ecrire commeproduit de matrices de transvection.
Nous ne dewveloppons pas la preuve mais I'id eeest la suivante : soit M une matrice de SL(3;R),
on peut la multiplier par desmatrices de transvection de sorte que le terme en haut a gaude
soit egala 1 (en normalisant) et soit le seul de la ligne a &tre non nul. On procede ensuite par
recurrencesur leslignesde M . L'in versed'une matrice de transvection etant une transvection,
on obtient le resultat.

Ainsi, pour montrer que SL(3;R) est engende par SO3)[ T, il sut de montrer que
I'ensenble destransvections est engende par SO(3)[ T. Soiert 2 R,i;j 2f1;2;3geti 6.

Nous allons montrer que les six matrices de transvection Aj = I3+ E jj peuvert etre obtenues
en multiplian t desmatrices du groupe T avec les deux matrices de rotations
0 1 0 1
10 O 0 01
B0 0 1Xet®oO 1 OX:
01 O 100

Tout d'abord, les matrices

0 1 0 1
10 1 00

Az = %)O 1 OX et Ayz = %)O 1 X
0 01 0 01

sort desmatricesdu groupe T . Ensuite, lesmatrices A3; et Ay sort obtenuespar multiplication
de deux matrices du groupe T avec une matrice de rotation

0 10 1 0 1 0 1
1 1 0 1 0 01 1 0 1= 1 00
Agy = 1= %0 1 0 g% 0 1 0&( 1=3)%)O 1 0 g = %}O 1 0&
00 1 00 00 1= 01
| {z }—f{z—}| {z }
2T 2S0(3) 2T
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et

0 10 1 0 1 0 1
L 100 100 10 0 100
A= @0 1 1K©0 0 1K(®)@0 1 1= K=©0 1 0X:
00 01 0 00 1= o 1
| {z }H {z—} {z }
2T 250(3) 2T

Enn, lesdeux matrices A1, et A,1 sort obtenuespar multiplication de matrices de transvections
du type Azp ou Az; avecdeux matrices du groupe T

0 10 l 0 1 0 l
10 1 1 0 1 1
Ap=0 1 0% B0 1 02%01055@0102
00 1 0 1 01
| —{z—} | {z—} I—{Z } | {z }
2T matrice du type Azp 2T matrice du type Asp
et 0 1 0 1 0 10 1
100 100 10 O 1 00
Az = %O 1 g %O 1 0& %O 1 g % 0 1 g
001 101 00 1
| —{z—} |—{z—} | {Z b {Z }
2T matrice du type Az; 2T matrice du type Az

Ainsi, toutes les matrices de transvections sort obtenuespar multiplication de matrices de rota-
tions et de matrices du groupe T. Donc le groupe SL (3; R), engende par les transvections, est
aussiengende par SO(3)[ T.

Comme le groupe projectif estisomorpheau groupe special lineaire, celarevient a dire que
le groupe projectif est engende par SO(3) [ T ; ceci relie les decompositions M+ = RH et
M = R 19 au groupe projectif.

2.2.3 Observ ations

La represenation desapplications projectives' et dansle groupe projectif presere plu-
sieursinconvenierts. D'une part, tout produit RH, R 2 SO(3) et H 2 T, peut toujours &tre
asseie a un mouvemen de camera mais ce n'est pas vrai pour tout produit HR. Ceci est d0
au fait que le groupe projectif est de ni par huit parametres et un mouvemen de camera par
seulemen six. D'autre part, dans le groupe projectif, I'application , qui permet de retrouver
limage f a partir de g n'est pas egalea l'application ' 1, c'est-a-dire que la matrice M est
di ererte de M . 1 dansle groupe SL(3;R).

Consideronslesimagesf , g et h d'une meémesceeneobtenues par deplacemeis successifsle
la camera. Lesimagesf , g et h ont ete acquisesrespectivemert, avant le deplacemen D ; de la
camera, apresD et avant D, et apresD,. Soiert (C;i; j; k), (C%i%j% k9 et (C%i0j %Kk |es
reperesorthonormesassaiesaux positions et orientations successiesde la camera. On sait que

g=f '1 et h=g 'y
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ou lesmatricesde ' 1 et' , sort obtenuesrespectivemert gracea I'ecriture D; = (R1;t1) dans
le repere (C;i; j; k) et D> = (Ra;t5) dansle repere (C%i%j% k9. On cherche a determiner la loi
de composition ' 1 ?' », permettant d'avoir

h=1f (17" 2):

Il sut pour celad'ecrire la matrice de rotation et le vecteur translation du deplacemen de la
cameraertre lesacquisitionsdef et h, dansle repere(C;i; j; k). L' ecriture de R, dans(C;i; j; k)
est la matrice

RiR2R, %

par congquen, la composition desrotations dans (C;i; j; k) est donneepar
(R1R2R; YRy = RiRy:
De méme, I'ecriture de t, dans(C;i; j; k) estle vecteur
Rito;
donc le vecteur translation CC%s'ecrit dans (C;i; j; k)
11 + Rito:

> s'ecrit
0 1
1 0 hp+ Ritm; RiRo(i)i

M. »,= RiRa0 1  Hi+ RityRiRo())i
0 0 1+ Hy+ Ryt R1R(K)i

Finalemen, la matrice asscieea' 1 ?

ou t7 et t sort les translations de la camera diviseespar la profondeur Zo de la scene. Nous
allons ainsi choisir un nouveaugroupe pour modeliser' et , danslequelune deformation entre
deux imagesconsecutives correspndra a un mouvemert de camera.

2.2.4 Group e des recalages

Le groupe des recalagesprovient de la modelisation d'un mouvemen de camera dans le
groupe SE (3) desdeplacemets rigides de R3.

Denition 2.5 (Dib os 2001 [11]) { Soit A I'ensembledesfonctions :R?! R? tellesque

X+ by+ g+  ax+bhy+c+

8(x: 2 R2. . -
(X1 y) ) (X1 y) a3X + my_l_ C3 + ! a3X + b3y+ C3 +

ou 0 1
a b o
R=Ba, b ¢ X2S0@3) et (; :)2R:
a3 b3 c3
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On aprelle groupe desrecalagesle groupe (A; ?) isomorpheau groupe (SE (3); ) desdeplaements
rigides de R3. L'isomorphisme de groupes| estde ni par

| :A | SE(@3)

8 2A 1()=(R;t)
ou R estla rotation de nie ci-avant ett estla translation de vecteur (; ; ).

Plus preciemert, si 1 et » sort deux applications du groupe A, elles correspondert res-
pectivemert aux deplacemets D1 = (Ry;t1) et Do = (Rp;tp). Onaalors 1? = ou
est I'application projective du groupe A assaiee au deplacemen D = D; D, = (R;t) avec
R = R1R; et t la translation de vecteurt; + Rits (car SE(3) = SO(3) n R3).

Remarquonsque dans le groupe desrecalagessi I'application ' est ass@iee au mouvemert
D = (R;t) alors estassa@ieeau mouvemert D 1= (R 1, R t). Cecisignie quedansle
groupe desrecalages/'application  estlinversede' ,

=" 1:

Notons qu'il est essetiel pour nous de modeliser les deformations d'imagesdans un groupe.
En e et, la structure de groupe permet d'inverseret de composer des deformations (inversions
et compositions etant assaieesa cellesdesdeplacemeits de camera). A partir desdeplacemelts
estimes entre des images consecutives d'une sequence,on peut en deduire, en combinant les
faibles deplacemets, le mouvemert de la camera entre desimageseloigneesdansle temps. Pour
la translation, cecin'est possibleque si la sene Im eereste su samment eloigneede la camera
tout au long du mouvemert, tandis quel'on aura danstous les casune estimation de la rotation.

Plus formellemen, soient fq; f,; f3:::f, une suite dimages d'une méme sene, obtenues
par deplacemetts successifgle la camera. A chaqueetape, on connat l'application projective' ;
telle que

five =i

et donc aussile deplacemen D; = (Rj;tj). Alors, sila seenedemeuresu samment eloignee de
la camera pendart les n acquisitions d'image,

fr=Ff1 (1?2 ' 2?2:0:?2"'nh 1)=11 "'
ou' estl'application projective asseieea la matrice de rotation
R=RiR2:::Rpy 1
et a la translation

t=11+ Rito+ RiRotz+ i+ R1R2: 1Ry 2oty 18
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Remarques

{ Entre deux acquisitions d'images conscutives, la direction de l'axe optique est tres peu
modi ee; le vecteur R(k) demeuretr esproche du vecteurk, cequi implique quec; 0 et
¢ 0. Lesdeformations a nes sort donc de\b onnes"approximations des deformations
projectivesobseneesentre desimagesconscutivesdansla sequence.Ceci explique le role
important que le groupe a ne a joue [59, 10].

{ Cependarn, les deformations a nes exactesgenereespar un mouvemert de camera ne
peuvent etre que dessimilitudes. En e et, sila deformation estane, ¢c;1 = ¢ = O et
commeR est une matrice orthogonale positive, az = by = 0 et ¢z = 1. Ainsi, R est une
rotation d'axe k.

2.3 Decomposition d'un mouvement de camera

Dans cette section, on proposeune decomposition non standard d'un mouvemert de camera,
permettant de separerla deformation produite entre les deux imagesconscutivesen deux com-
posartes : une similitude et une deformation\purement" projective. En e et, on peut toujours
decommserun deplacemem de camera en trois mouvemens de base:

{ unetranslation, qui produit une homothetie-translation sur I'image f du plan retinien R,

{ unerotation d'axe k, qui produit une rotation plane de l'image f,

{ une rotation d'axe appartenant au plan (C;i; j), qui entra’e une deformation projective

delimage f .

2.3.1 Decomposition d'une rotation

Consideronsune rotation de camera R d'axe contenant le certre optiqgue C. On decompse
R en deux rotations particuli eresR,R;.

La premiere,R;, d'axe  appartenant au plan (C;i; j), modi e la direction de I'axe optique
k. L'axe et I'angle de rotation sort choisis de telle sorte qu'apresla rotation R, l'axe pointe
dans la direction R(k). Du point de vue de l'image, en considerant la camera immobile, cette
rotation provoque une deformation de lI'image f que nousquali erons de\purement" projective.
La seconderotation, Ry, estune rotation autour de I'axe R(k). Aprescette seconderotation, les
axesR1(i) et Ry(j) sort transformesen R(i) et R(j). La rotation R induit une rotation plane
delimage f deformeepar R;. Cette decomposition est represertieesur la gure (2.4).

Formellemen, la rotation R; depend de deux parametres, notes et ; l'angle localise
laxe  dansle plan (C;i;j) et l'angle est I'angle de rotation autour de . Sion note Ry
la matrice de rotation d'axe u et d'angle a, I'expressionde R; dans le repere (C;i; j; k) estla
suivante

R; = RKR' RK

et nous noterons dans la suite la rotation R; par R . . La rotation R, ne depend que d'un
parametre : sonanglederotation autour du nouvel axe optique (apresla rotation R . ). Dans
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le repere (C;i; j; k), I'ecriture de la rotation R, estla suivante

R;= R. R¥R. =RKR' RKR' RX:

3

R(K)
R(j)

_ R(i)

R(K) R(k)

; R(i)

Ra(i)
Figure 2.4: Decmposition d'une rotation de camera R en deuxrotations R>R.

En de nitiv e, I'expressionde la rotation complete R dansle repere (C;i; j; k) est
R = R2R; = R*R' RKRK :

Cette decomposition est interessarte en regard des deformations genereespar chacune de ses
composarntes; R; produit d'abord une deformation \purement" projective de l'image f tandis
qgue R, entra™e une rotation plane de I'image deformeepar Rj.

La decomposition de la deformation generee par la rotation de la camera sur I'image est
illustr eesur la gure (2.5). L'image de Lena estdeformeepar unerotation de camera parametree
par =0, = 0l1let = 0.2 (enradians). Cette image correspond bien a l'image de Lena
deformeepar la transformation \purement projective" parametreepar lesangles = 0et = 0:1,
a laquelle on fait subir une rotation plane d'angle = 0:2. Les deformations sort appliquees
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aux imagesen utilisant une interpolation bilin eaire. Cet exemple utilise des valeurs d'angles
superieuresa cellescorrespondant aux deformations obseneesentre deux imagesconscutives
dans une sequence(qui serort precieesdans le tableau (2.1)), an de rendre plus eviderte
I'observation de la decomposition sur les images.Pour cet exemple,nous avons choisi un angle
de vue egala 137, cequi revient a prendre une imagede taille 5:12 5:12 en unitesde longueur
focale.

Figure 2.5: Illustration de la decomposition d'une rotation de camera. A gauche,de haut en

bas, I'image de Lenaet I'image obtenuepar une rotation parametreepar = 0; = 01, = 0:2
A droite, de haut en bas, I'image de Lena Im ee par la camera apres une rotation R; = R .
ave = 0; = 01 puis cette image apres une rotation R, de parametre = 0:2. L'image

initiale estdetaille 5:12 5:12 en unites de longueur focale.

A partir destrois angles , et , on peut exprimer |'axe de la rotation de la camera et
l'angle de la rotation. Ecrivons pour celal'expressionde la matrice R en fonction de , et
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Dans I'ecriture preaederte de R, on peut permuter RK et RK  car cesdeux rotations ont méme
axe donc

R=R;R¥=R. R

Les matricesR . et R* s'ecrivert

0 cog +sin®> cos cos sin (1 cos ) sin sin !
R. = @cos sin (1 cos ) sin?> + cos cos cos sin X;
sin sin cos sin cos
0 . 1
cos sin
RX = %sin cos  OX
0 0 1
soit
1
cos (1 cos )sin sin( ) sin + (1 cos )sin cog ) sin sin
R= @sin + (1 cos )cos sin( ) cos (1 cos )cos cog ) cos sin A: (2.8)
sin  sin( ) sin coq ) cos

CommeR RT = 2sinafu] ou u estun vecteur directeur unitaire de I'axe de la rotation et a
son angle, on obtient que I'axe de rotation de R est dirige suivant le vecteur u, non unitaire

0
sin (cos + coq

)
sin  (sin + sin( ))X:

sin (1+ cos )
On a aussitr (R) = 2cosa+ 1; ainsi, I'angle a de la rotation (a 0) estegala

cos +cos +cos cos 1
2

arccos

ou, commea est compris entre 0 et =2 (pour une rotation de camera entre deux acquisitions
consecutivesd'images),

r

. 1 . 1 .
arcsin Zlsm2 (1+ cos )2+ ésm2 (1+ cos ):

0 1
a b o
Inversemem, a partir d'une matrice de rotation R = Ecpaz (o) czg, on peut obtenir ( , ,
a3 3 c3
) par
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{ sicz61
= arccogcs)
8
% arctan( c1=0) sico< 0
_ arctan( c1=¢) + sico>0
_§ =2 sicg>0etc,=0
: =2 sici<Oetc,=0
8
% + arctan(az=hy) sib3> 0
_ + arctan(agz=k) + sil;< 0
_§ + =2 siag> Oeth;=0
=2 Siaz< Oethy = 0;
{sicz=1
= =0
8
% arctan( ap=ay) sia;> 0
B arctan( ap=ay) + siap< 0
_§ =2 sia,>0eta; =0
) =2 siapy< Oeta; = O

2.3.2 Decomposition d'un mouv ement complet

Un mouvemert de camera complet D = (R;t) produit une deformation projective ' sur
limage f . La matrice ass@ieea' , decrite dansla formule (2.7) peut maintenant s'ecrire,

M. =RH =R . R"H:

Sion note r . ['application \purement" projective assaieea R . et s la similitude asscieea
RKH, on a

gby) =0 06y =1(r; sGy) = (f 1. )s(xy):

La deformation ' de lI'image f revient donc a transformer l'image par I'application projective
r . puis a appliquer a cette nouvelle image la similitude s.

Les six parametres de nissant le mouvemert d'une camera sort alors repartis commesuit :
deux parametres pour la rotation R . et quatre parametres pour la translation € et la rota-
tion RK, soit deux pour I'application \purement" projective et quatre pour la similitude ob-
sernee sur l'image. On exprime dorenavant un mouvemert de camera par les six parametres
suivants ( ;; ;A;B;C)ou( A; B; C) sor lescoordonneesde la translation €dansla base
(R(i);R(j); R(K)). Ces nouvelles notations simplient I'ecriture de I'application projective ,
inversede' dansle groupe desrecalageset que nous utiliserons plus tard pour le calcul du ot
optique.
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Prop osition 2.4 { Dansle cas d'une sceneinitiale plane et orthogonale a I'axe optique de
la camera, tout mouvementde camera D = (R;t) 2 SE(3) peut s'ecrire D = ( ;; ;A;B;C)
ou ( ;; ) denissent la rotation et (A;B;C) = (h=Zo;R(i)i; h=Zy;R(j)i; h=Zy; R(K)i), ou
Zy estla profondeur de la scene dans le repere asseie a la camera avant le depla@ment.

Dansle casou f¢ = 1, K et K %etant lesdomainessur lesquelssont de nies f et g, un point
(x;y) deK estapparie a un point (x%y9 de K ° par

X+ ay+az+ A bix+bpy+ b+ B

0,0 — ‘v =
Y = vy) = ; 2.9
(X y(b (X y) CiX+t Cy+c3+C cix+coy+c3+ C ( )
Remarquons que les six parametres ( ; ; ;A;B;C) permettent d'acceder facilemert au
mouvemern de la camera. En e et,
8
2 €= AR(i) BR(j)) CR(k)
(2.10)

R=R. Rk

La decomposition de la deformation generee par le mouvemert de la camera est illustr ee
sur la gure (2.6). A l'image de Lena, on applique la deformation generee par un mouvemert
de cameraparametrepar ( ;; ;A;B;C)=( =201, 0:2,05; 0.5; 0.05), lesanglesetant
exprimesen radians. Cette deformation revient a appliquer a I'image la deformation\purement"
projectiver . avec = =2 et = 0:1, puis la similitude s corresppndarnt a la rotation d'angle

= 0:2 suivie de I'nomoth etie-translation de parametres (A; B;C) = (0:5; 0:5; 0:05). Ici
encore,le mouvemert de camera choisi est plus important que celui obsere entre deux images
congcutives d'une sequence.Comme pour lillustration de la decomposition de la rotation, on
a choisi I'angle de vue de la camera egala 137 , ce qui revient a prendre une image de taille
5:12 5:12 en unitesde longueur focale.

Cette decomposition du mouvemen de la camera est interessate car elle correspond a
notre perception des e ets du mouvemen entre deux images. L'oeil di erencie aissmert les
deformations dues a la modi cation de la direction de lI'axe optique, qui ne presenert pas par
exempleles lignes parallelesde I'image, dese ets de la similitude, qui consenert les angleset
les rapports desdistances.

2.4 Appro ximation et decomposition du ot optique

Nous allons maintenant nousinteresserau ot optique entre deux imagesconscutivesdans
une sequenceen fonction des six parametres de nis ci-avant, d'abord dans le casd'une scene
plane et orthogonale a I'axe optique avant le deplacemen puis dansle casgeneral. Auparavant,
nous rappelonsle role de la longueur focale dans les expressionsdes deformations.
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Figure 2.6: Illustration dela decomposition d'un mouvementcomplet de camera. A gauche,de
haut en bas, I'image de Lena, et I'image Im eepar la camera apresun mouvementparametre par
(:;; AB;C)=( =201 0205 05 0:05). A droite, dehauten bas, I'image obtenue
apresune rotation R; = R . ave = =2; = 0:1 puis apres l'application de la similitude
de parametres ( ;A;B;C) = ( 0:2,0:5; 0:5; 0:05). L'image initiale estde taille 5:12 5:12
en unites de longueur focale.

2.4.1 R%le de la longueur focale

Dans ce qui preade, nous avons suppose la longueur focale f . egalea 1, ce qui revient a la
considerer commeunite du repere assaie a la camera (C;i; j; k) et du repere de l'image (c;i; j ).
Que se passe-t-il si la longueur focale n'est plus egalea 1? Soiert R et R les plans retiniens
situesa deslongueursfocalesrespectivesf. = 1 et f; 6 1 de la camera et de reperesrespectifs
(c;i;j) et (€1i;]), commeillustre sur la gure (2.7). Soit un point de I'espacede coordonnees
(X;Y;Z) dans(C;i; j; k) et sesprojections (x;y) et (X, y¥) sur R et R. Cesprojections sort liees
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Figure 2.7: Role de la longueur focale.

Consideronsmaintenant un deplacemen de la camera de rotation

0 1
a b o

R:%)az by ng

a3 bz c3

et de translation
0 1

Soit un point de R3, de profondeur Z dans(C;i; j; k), projeteen(x;y) et (%, y) surR et R avant
le deplacemen et en (x®y9 et (£2¥) sur R et R apresle deplacememn Reprenons!' ecriture de
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l'application projective liant (x%y9 a (x;y)

ax+ oy + ¢z hiR(K)i

0 bix + by + by h:R()i
ax+ oy+cg h:R(K)i

8
% (oo JaXtay+a hi; R(i)i

y

Comme (xy) = (fcx;fcy) et (B2 = (fx%f.y9, on obtient

8
x V' t .
a;—+ a—+ag h=;R(i
g): lfc 2fc 3 v (i)
fc 5 X t. .
leC+C2fc+C3 hZ,R(k)I
x ¥ Ut
f)_ b_Lﬂ"'sz"'bs hZ’R(J)I
fo o X,oY t,
leC+C2fc+C3 hz,R(k)l

Ainsi, le choix de la longueur focale egalea 1 ne modi e que I'echelle d'obsenation desimages
comme nous l'avions vu dans le chapitre 1 et I'echelle des deformations d'images genereespar
un mouvemert de camera.

2.4.2 Appro ximation et decomposition du ot optique

Exprimons maintenant le ot optique, c'est-a-dire le deplacememn des points entre deux
images congecutives d'une sequence,en fonction des valeurs des six parametres de nis prece-
demmert.

Theoreme 2.3 { SoientD = (R;t) 2 SE(3),t6 0, fo= 1etK et K °lesdomainesde plus
grande dimension L sur lesquelsles imagesf et g sont de nies. On supmse la scene plane et
orthogonalea I'axe optiqueavant le depla@ment: onnoteD = ( ; ; ;A;B;C). On supmseque
D et Z verient I'hypothese(1), quej j< letj j< 1. Soient(x;y) 2 K et (x®y9) = (x;y).
Alors, le ot optique au point (X;y) verie

%

= Cx+A+ y+ x(ycos xsin) sin +0o(C)+o( )+ o )

X
+to( jAJ)+o( jCj)+of JACj)+ o jC j)+of | ])
yo y= Cy+B X+ y(ycos xsin )+ cos +0o(C)+o )+ of )

+0o( jBj)+o( jCj+of jBC))+o( jC j)+o( j J)
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et
8
2 x°% x ( Cx+A+ y+ x(ycos xsin) sin ) T(Gmax:L;; ;A:C)
>
¥y (Cy+B x+y(ycos xsin)+ cos) T(Gma;Li; ;B;C)
ave

T(Gmax;L; ; ;AC)= Gpax L35+ L2 jC j+ 11+ %
2 Lo . i Ci 2 ) D3
+L 4 (6+3 j+jCc L)+jA j+ LT+ S+ S+ LT
[
P 2 .o . A 2 i .
+jj sz +ij+ici+ B+ 25 +jAC) :
Demonstration.  Consideronsun mouvemert de cameraD = (R;t) decrit par lesparametres
(;; ;A B;C). La matrice de rotation s'ecrit

1
cos (1 cos )sin sin( ) sin + (1 cos )sin coy ) sin sin
R = @sin + (1 cos )cos sin( ) cos (1 cos )cos cog ) cos sin A
sin  sin( ) sin  cos( ) cos
0 1
a b o
= %’az o7} ngi
a3 by c3
Les coe cien ts de R veri ent, par desdeweloppemernts limit esau voisinagede0en et ,
8
ap = 1+ Ka; Ka, = 0( )+ 0o( ) et jkaj 722+ Z2(1+ )
=+ Ka; ka, = o( 2)+ o() et jkaj 36+ Z2(1+] )
ag=  sin +ka; kag=0( )+o( j ) et jkaj 36+ j( j+ *=2)
b= +Kky; Ke, = o( ?)+o( ) et jkpj =6+ 2=2(1+] )
= 1+ Kp,; kp, = 0o( ) + o et jkpj =2+ 2=22(1+ )
b= cos +kp; kp =0 )+o( | j) et jkyj 3=6+jj{j+ 2=2)
= sin +ky ke =0 ?) et jkej | i°<6
2= cos +k, ke =0 ?) et jkej | i=6
C3= 1+ Kg, Ke; = 0 ) et jkej | j%=2
En utilisant I'expression(x®y9% = (x;y) donneeen (2.6), on a
8 _
3,0 xo KT Y S tAto ) o )+ o T )
XY x= . X
sin X cos y+ 1+ C+o( )
p T e
X+ cos +B+of )+of )+o0
- BT O+o)+o )

sin X cos y+ 1+ C+o( )
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soit 8 p
%xo X= X+ y sin +A+o( )+o()+o( | j)
@a cC sin x+ cos y+o( )+ 0o(C)) x
y> y= 'y xt cos +B+o( )+o)+o( j J)
@ cC sin x+ cos y+o( )+ 0o(C)) v;
8
§x° Xx= Cx+ y sip +A in x°+ s xy+o( )+ of )+ o(C)
+o( j j)+o( JjC j)+of JC j)+o( jA]j)+o( jCAj)
Eyo y= C X+ cQs +B in xy+ c¢os y?+ o( )+ o )+ o(C)
' +to( j j)+o( JC j)+of JC j)+of jBj)+of jCBj):
De plus, en utilisant lesbornesde jKa, j; jKa,j; i1 jKes], On obtient
x0 x Cx+ y sin +A  sin x?+ cos xy

cx? coxy+(ay c3 C)x+apy+asz+A (Cix+Coy+cz+C)(A Cx+ y+ COS Xy sin x2  sin )
C1X+ Cpy+c3+C

Gmax X%( ¢+ Cci+ sin cg+ sin C) y2 o+
xy( ¢+ Coc C1 COS C3 cos C)+ x%y( ¢; cos + ¢ sin )+
x3( sin 1) Xxy?c, cos +x(ai ¢z C Aci+ ¢ sin + Ccz+ CoH)+
y(aag Acy+ c sin C3 C)+az3+A(l c3 C)+ sin (cz3+ Q)
Comme (x;y) 2 [ L=2;L=2]%, on obtient

xX x  Cx+ y sin +A sin x*+ cos xy
G L3 2+ 12 iCc j+ L4 i
max 2 J J 2 3

+L 26+ 3 j+jC 1) +jA j+ L8+ Je iy L]

i
P 2 .. . i i 2 . .
+jj s +ij+iCi+ 51+ 25 +jAC) :
De la méme facon, on borne y° vy Cy x+ cos +B sin xy+ cos y? en
remplacant A par B.
Silesparametres , , A, B, C etL sort susamment petits, le ot optique peut donc &tre
approche par Iassommede trois termesindependarts
> x% x' Cx+A + y +x(ycos xsin)  sin
yo oy |£¥z+_E§ 2} |+ y (ycos fzsin )+ cos,: (2.11)

>

)

(€)) @ ©)



2.4. Approximation et decomposition du ot optique 87

Le premier (1) est d0 a la translation de la camera, le deuxieme (2) a la rotation RX et le
troisieme (3) a la rotation R . . Cestrois termes sort des approximations des ots generes
respectivemert par la translation, la rotation RX et la rotation R . . Par exemple,le ot genere

par le mouvemert decamera( ;; ;A;B;C) = (0;0;0;A;B;C), s'ecrit, a partir de la formule
(2.9) 8 xsn e A o

% X0 x= 5 x= Cx o(C)

2 +B

; yo y:i_{_c y = Cy+B+O(C):
De meéme,le ot genere par le mouvemen decamera( ;; ;A;B;C)= (0;0; ;0;0;0) estegal
a (

x® x=xcos +ysin  x= y+o0()

yo y= xsin +ycos y= x+o0():
Enn, le ot genere par le mouvemert decamera( ;; ;A;B;C)= (;; 0;0;0;0) vaut

8 : . . .
% W0y = (co$® + sin> cos )x+ cos sin (1 cos )y sin sin
X sin sin ycos sin  + cos

cos sin (1 cos )x+ (sin? + cof cos )y+ cos sin
X sin sin ycos sin + cos

yo y=

soit 8
¥0 x = X sin + o )
% ~1+x sin y cos +1+0()
2 o . y+ cos +of )
' YT 1% sin y cos + 1+ o ) y
d'ou 8
2 x% x= sin x? sin +xy cos +of )
>
~ yo y= cos xy sin +y? cos + o ):

Silesparametresdu mouvemer et la taille del'image sort su samment petits, le ot optique
genere par un mouvemert de camera de parametres( ; ; ;A;B;C) estdonc approche par la
sommedes ots generesrespectivemert par la translation de parametres (A; B; C), la rotation
RX et la rotation R . . L'approximation (2.11) du ot optique est a la base des algorithmes
d'estimation du mouvemert de la camera presenesdans le chapitre suivant.

Remarques
{ Unit es focale et pixellique
Nous avonsobtenu une approximation du ot optique pour f . = 1. Sil'unit e choisiepour le



88

Chapitre 2. Deformations produites par un mouvemert de camera

reperede la camera et pour celui de I'image n'est plus la longueur focale mais par exemple
un pixel (une unite d'image) on a alors

8 0
XX C£+A+ Y, i( isin +lcos) sin +0o(C)+ o )
fc fC fC fC fC fC
+to( )+o( jAj+o( jCj+o( JACj)+of jC j)+o( | )
0
y Y. CX+B Xy l( isin +lcos)+ cos +0o(C)+ o( )
fc fC fC fC fC fC

so()+o JBP+o jCH+ o BEp+ o €+ o T D

cequi equivaut a

8
X0 X= Cx+Afe+ y+ fi( xsin +ycos) fc sin +o(C)+ o )
C
+o( )+ o( jAj)+o jCj+of JAC))+o( JC j)+of j ]
yo y= Cy+Bf., x+ l( xsin +ycos )+ fe cos + o(C)+ o )
C
+o( )+o( jBj)+o( jCj)+o( jBC)+of jCj)+o( j j):
LesbornesT(Gmax;L; ; ;A C) et T(Gmax;L; ; ;B;C) sort alors multipli eespar f.

{ Valeurs des param etres

Comme nous l'avons deja merntionne, considerer deux imagessuccessies d'une sequence
video supposeun mouvemert de camera erntre les deux imagestreslimit e. Ceci implique
des restrictions sur les valeurs possiblespour les six parametres de nis precedemmen,
exception faite pour l'angle , qui localisel'axe de la rotation R . dansle plan (C;i;j).
Le tableau (2.1) donne les intervalles de valeurs des parametres, que nous avons obtenus
experimentalement en prenarnt desimagesvariees,auxquellesnous avonsapplique diverses
applications projectives de nies par les six parametres avec un angle de vue inferieur ou
egala 150 et une longueur focale egalea 1. Les valeurs retenues permettent de generer
des sequencesvisuellemert realistes, c'est-a-dire en evitant les impressionsde saccades
visuellestrop importantes entre images.Mais suivant I'angle de vue choisi, lesdeformations
produites par un ensenble de parametres sort plus ou moins consequeries; les valeurs
presetieesdansle tableau generert desdeformations acceptablespour une longueur focale
unitaire et pour au moins un angle de vue inferieur a 150 .

Pour les bornes superieuresdes valeurs des parametres donneesdans le tableau, et avec
Gmax = 4=3, la constarte de majoration T du theoremeest egalea 10 4 (6L3 + 23L2 +
81L + 32). Plus la taille desimagesest petite (c'est-a-dire I'angle de vue de la camera
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puisqu'on consideref . = 1), plus la constarte de majoration estfaible. Par exemple,dansle
casd'un mouvemert de translation pure, avecA = B = 0:09 et C = 0:03, I'approximation
des composartes du ot optique (2.11) est d'ordre 10 ? voire 10 * (car A = 0:09) et la
majoration de chaque composarte vaut 4:210 3 pour L = 1 et 8:410 3 pour L = 8. Dans
le cas d'une rotation \purement" projective avec = 0:01, l'approximation de chaque
composarte du ot optique est d'ordre 10 2 et la majoration vaut 310 # pour L = 1 et
5:210 3 pour L = 4. Pour L = 8, c'est-a-dire lorsque x et y sort grands, I'approximation
de chaque composarte est d'ordre 10 ! et la majoration vaut 3:610 2.

Parametre | Intervalle de valeurs

(radian) |
(radian) [0;3:10 2]
(radian) | [ 5:10 2;5:10 ?]
AB [ 9:10 2;9:10 ?]

C [ 3:10 2;3:10 ?]

Tablea u 2.1: Valeurs prises par les six parametres decrivant un mouvementde camera.

{ Action sur limage des comp osantes de la deformation
L'approximation obtenue est quadratique en x et y. Lestermesen x2, xy et y? sort dus a
la rotation \purement" projective R . ; ils sort d'autant plus grands que les valeurs de x
et y sort importantes. Par exemple, consideronsles valeurs des parametres donneesdans
le tableau (2.1) et L veriant L 8 (correspondant a un angle de vue inferieur a 150 ).
Au certre de K, pour x et y d'ordre 10 1, les termes en x2, xy et y? sornt negligeables

devant lesautres termes; lI'approximation du ot optique devient donc
!
Cx+A+ vy sin
Cy+B X+ cos

Ceci signi e qu'au certre de l'image, la deformation est essetiellement ane. Plus pre-
cisemert, c'est une similitude de parametres de translation (A sin ;B + cos ), de

Y .
rapport d'homothetie C2+ 2 et d'angle de rotation arccos % sgn( ).

La gure (2.8) presene un exemplede ot optique obsene en theorie entre deux images
consecutivesdans une sequence c'est-a-dire que lesvaleurs dessix parametres( , , , A,
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B, C) choisiesappartiennent aux intervalles donnesdans le tableau (2.1). Elle illustre la
remarque precederte. On a represent sur cette gure deux composartes du ot optique,
respectivemert genereespar la similitude et la rotation \purement" projective assaieesau
mouvemert de camera, obtenues par la formule exacte (2.6) et par la formule approchee
(2.11). On a choisi I'angle de vue de la camera egala 137 , ce qui equivaut a une image de
taille 5:12 5:12 pour une longueur focale unitaire. On obsene que la partie certrale de
limage du ot complet esttressimilaire ala partie certrale du ot genere par la similitude.
De plus, surle ot genere par la rotation \purement" projective, plus on s'eloignedu certre
de l'image, plus la deformation est prononcee.

Le theoremesuivant traite le casgeneral d'une sene Im eenon plane.

Theoreme 2.4 { SoitD = (R;t) 2 SE(3), R parametreepar ( ;; )avej j< letj j< 1,
fo= 1etK etK9lesdomainesde plus grande dimension L sur lesquelsles imagesf et g sont
de nies. Soit Z de nie sur K donnant les profondeursdespoints projetessur K, de bornes Z jx¢
et Zsyp. On supmwsequeD et Z verient les hypotheses(1) et (2). Si

1 1
Zinf Zsup

ktk(L + 1)Gmax 2"

alors il existeZg > 0 tel que8(x;y) 2 K et (x%y9 2 K apparies par la formule (2.1),

8
2 x% x ( Cx+A+ y+ x (ycos xsin) sin ) T(Gmax;L;; ;A;C)+"

>
y> y ( Cy+B X+ y(ycos xsin )+ cos) T(Gmax:;L;; ;B;C)+";

ou (A B:C) = Ziom; R()i: M R()isH; RK)).

Sile produit dela translation aveclesvariations desinversesdesprofondeursestsu samment
faible, on peut substituer aux profondeurs Z (x; y) une constarte Zy dans les expressions(2.1),
et ainsi les approcher par la fonction assaiee au mouvemernt et a Zy. D'apres les valeurs
des parametres donneesdans le tableau (2.1), les composartes du ot optique sort chacune
d'ordre 10 2; il est donc necessaired'avoir une erreur d'approximation lors de la substitution
desprofondeurspar une constarte, au moins inferieurea 10 2. Sile mouvemert estsu samment
faible, on peut ensuite approcher le ot optique (x;y) (X;y) par une expressionquadratique
en (x;y). Dans la pratique, le mouvemert entre deux imagesconscutives etant tres faible, si
la camera est susamment eloignee de la scene ou si les profondeurs de la scene varient peu,
I'expressionquadratique est une tr esbonne approximation du ot optique.

2.4.3 Relation entre l'appro ximation (2.11) du ot et la forme lineaire (1.9)

Dans le chapitre 1, nous avons mentionne une formule, donneeen (1.9), liant le ot optique
a la vitessede la camera, formule frequemmen utilis ee pour I'estimation du mouvemert de la
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Figure 2.8: A gauche,sont represenes les champsde ot optique generes par les formules
exactes, et a droite par les formules d'approximation. Sur les trois premieres lignes, de haut
en has, les ots sont generes par le mouvementde camera de parametres ( ; ; ;A;B;C) =
(  =4;0:01,0:04,0.02; 0:010:01), la rotation plane d'angle = 0:04 suivie de la translation
de vecteur (0:02, 0:0L 0:01) et la rotation R . avee = =4 et = 0.0l Lesimagesont ete
genereespour fo = 1 et L = 5:12 et la norme desvecteurs de ot est multiplieepar 5, an de
faciliter I'observation.
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camera a partir du ot. Cette formule, lineaire en (v;! ), respectivemern vitessesde deplace-
ment et de rotation de la camera, est aussi quadratique en (x; y). Comme nous avons obtenu
precedemmen en (2.11) une approximation du ot optique elle aussiquadratique en (X;y), on
s'interroge naturellemert sur les liens entre cesdeux formules. Notons que I'on a generalise le
terme de ot optique au deplacemenm discret despoints d'une image a l'autre.

La formule (1.9) exprime le ot optique u(x; y;t) au point (x;y) enfonction de la profondeur
Z(x;y) du point projete, de la vitesse de rotation ! (t) = (! 1(t);! 2(t);! 3(t)) et de celle du
deplacemem v(t) = (v1(t); va(t); va(t)) dela camera

u(x;y;t) =
vi(t) ! v3(t) ! ! O l
i) .\ 7oeyy 3D x L P () %)xyg
26y * ! 1) sy Y 0 Hah) l(t) y?

La formule que nous avons obtenue en (2.11) exprime le deplacemen (x° x;y® y) du point

(x;y) entre lesdeux images.Si on note dt l'intervalle de temps entre les deux acquisitions, alors
!

> (x:yit) d
= u(x;y;t) dt:
YO
Le ot u(x;y;t) dt s'exprime donc en fonction dessix parametresdu mouvemert ( , , , A, B,
C) commesuit
! Lo 0 le
A sin C X sin cos 0
u(x;y;t) dt = + + . Xy A
(yit) B+ cos cC vy 0 sin cos % BZ/X

Si les deux formules sort coherertes, on doit avoir

0 1 0
Fa(t )
% sin g %‘ 2(t)g dt;

I3(t)

et 0 1 0
A sin va(t ) ! 2('[)
BB + cos K = Z(x " %’Vz(t)g dt+ @1 4(t) K dt,
C va(t) 0
soit, commeon a consicere la profondeur de la sceneconstarte et egalea Zo pour obtenir notre
approximation, 0 l 0 1 0 1 0
I (t) Vl(t)

%) sin E %)' 2(t)g dt et %)Bg = — ?@vz(t)g dt:

I3(t) C vs(t)
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Pour justi er cette correspondance,nous allons calculer les vitesses! (t) et v(t) assaieesa
un mouvemert de camera parametrepar ( ; ; ;A;B;C).

Theoreme 2.5 { Soit un mouvementde camera D 2 SE(3). On suppse la scene plane et
orthogonalea I'axe optique avant le deplaement, de profondeur Zy dansle repere de la camera :

onnoteD = (;; ;A;B;C). Si! (t) etv(t) sont les vitessesde rotation et translation de la
camera, et si dt estl'interval le de temps entre les deux acquisitions consecutives, on a alors
0 1 0 1

H0m=%smg+ o )+ of )+ of J)%ﬁ

et
d)+d) d )+dJBD+d ﬁJ)
v(t
2 a- E@BX Bo( )+ o )+ o) J)+0(p A )+ o IC DK
C d)+d)+d +o( JAD+o( jB ]
D emonstration. 1) La vitessede rotation ! assaieea un mouvemert de camera ne depend

gue de la rotation. Dans le chapitre 1, nous avons vu que l'on peut assaier a une matrice du
groupe SO(3) un elemert ! de l'algebre de Lie correspndante so(3) par

ou u est un vecteur directeur de I'axe de rotation, non forcemert unitaire, et a I'angle de la
rotation. Cet elemert de l'algebre de Lie correspond au deplacemen angulaire instantane ertre
les deux images,soit ! = ! (t) dt. Ici,
0
sin (cos + cos(
u= @sin (sin + sin( ))g
sin (1+ cos )

et, comme on sait que I'angle de rotation a est tresfaible (largemert inferieur a =2 en valeur
absolue) car on considere deux imagesconsecutives dans une sequence,

r

. 1 . 1 .
a= arcsin Zsm2 (1+ cos )2+ Esm2 (1+ cos ):

Comme
q

kuk= sin® (1L+ cos )2+ 2sin® (1+ cos )= 2sina;
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ona
a a

kuk 2sina

q
o 1 ain? 1 cin2
arcsr||n 7sin® (1+ cos )2+ 5sin® (1+ cos )

q
2 %sin? (1+ cos )2+ 1sin® (1+ cos )

1 P — P —
§+0( j)+o( jj):

Par desdeveloppemerts limit esau voisinagede 0 en et , on obtient

0 P 1
2 cos +0(.] j)+of )+ of ?
u= @2 sin +o( j j)+of )+ o ?)
2 +o )+of ?
d'ou 0 1 01
. cos p__ gt
ou=@ sin K+ o )+o()+ol | ) GIK:

1

2) La vitessede deplacemenm v ass@iee a un mouvemen de camera depend a la fois de la
rotation et de la translation. La formule (1.7) du chapitre 1 donne une expressionde la vitesse
vV assa@ieea une vitessede rotation ! et a une translation de camera de vecteur t

1 1 sink! k
+

N
(] ki k2 2kl k(I cosk! k)

5 NP t

v ()t= 13

Ici encore,! et v sont les deplacemeits angulaires et translationnels entre les deux images, et
correspondent donc respectivemert a ! (t) dt et v(t) dt.

Comme 0 1 0 1
Cos

1
=B sin K+ o )ro( )+l | ] Bk
1

ona
0 1 0 1
0 sin p__ 011
[l =@ 0 cos K+ of )+o()+ol | ) @ 0 1K;
sin cos 0 110
et 0 1

P 1 11
[PR= o )+o()+ol ] J) @1 1 1K:
1 11
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Par un developpemert limit e d'ordre 1 enk! k au voisinagede 0, on a

1 sink! k _ 2(1 cosk! k) k! ksink! k
ki k2 2kl k(I cosk! k) 2k! k2(1  cosk! k)

2 KK KKk kik MK 4o kiks

k! k4
= i+ o(k! k) :
- 12 . .
La matrice (1) verie alors,
0 1 sin
2 2 0 1
11 1
y=B 5, 1 - Ee o()+o()vol ] ] BL 1 1K
111
Szln Cé)s 1

La vitessev chercheeest egalea (! ) t et le vecteur de translation t est donne en fonction

dessix parametres par (2.10)

t=Zot=Zo( AR(i)) BR(j) CR(K));

donc, en utilisant I'ecriture de la matrice R en fonction de , et donneeen (2.8),
t_
Zo
0O O 1 0 1 0 11 0 1
1 :
%A% B% 1 E C% cos££+ o()+o()+o( i 0 %1&:
sin 0s 1

Ainsi, v=Z; estegala

1
A+B; C-¥ 0 1

S Ay BrC- £+ o )+o()+o | ) %1&

A szin B c;)s C

0 10 1 01
JBJ) 0( iC 1)

% o5 - %o(pJA )+ o IC PR+ o )+ o)+ ol [ ] %nﬁ

C o jC j)+o( jB )
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L'approximation du ot optique obtenue en (2.11) est donc bien cohererte avec la formule
(1.9). Dans le chapitre suivant, nous allons utiliser I'approximation (2.11) du ot optique entre
deux imagespour estimer les six parametres( ; ; ;A; B;C) du mouvemert de la cameraertre
les deux acquisitions. Cette formule presette I'avantage d'etre d'une part, quadratique en (x;y)
et d'autre part, 1-lineaireen( cos ; sin ; ;A;B;C).

2.5 Conclusion

Dans le contexte particulier de deux imagesf et g conscutives dans une sequence Im ee
par une camera de longueur focale unitaire, et pour une scene et une translation de camerat

veriant
1 1

Zinf Zsup

L etant la plus grande dimension desimages,on peut approximer l'application liant limage f
a limage g a " pres, en remplacan les profondeurs par une méme constarte. Pour une faible
valeur de " (en pratique strictement inferieurea 10 2) et si la scene est susamment eloignee
de la camera, ceci permet de modeliser les deformations d'images dans le groupe desrecalages,
isomorphe au groupe des deplacemets de I'espaceSE (3). Ensuite, par une decomposition ap-
proprieedela rotation dela camera, nousecrivonsla deformation entre deux imagesconscutives
commeune deformation\purement" projective suivie d'une similitude. Cette decomposition nous
permet d'approcher le ot optique par la sommede termes correspondarnts a la similitude d'une
part et a la deformation\purement" projective d'autre part. Cette approximation du ot, qua-
dratique en (x;y), est cohererte avec la formule mentionneedans le chapitre 1, donnart le ot
en fonction desvitessesv et ! dela camera et elle aussiquadratique.

Dans le chapitre suivant, nous proposonsd'estimer le mouvemert de la camera en utilisant
l'approximation du ot optique obtenue ici.

ktk (L + 1)Gmax 2"



Chapitre 3

Estimation d'un mouv ement entre
deux iImages consecutiv es

A partir de la decomposition d'un mouvemert de camera preseneedans le chapitre 2 et de
I'approximation de la deformation sur l'image qui en decoule(dans le contexte precis dansle
chapitre 2), on proposeun algorithme d'estimation du mouvemert de la camera a partir de deux
imagesconsecutives dans une sequence.

La methode preserneeest directe et estime simultanemert les six parametres du mouvemert.
Elle utilise un algorithme d'estimation de mouvemerts parametriques 2D, propose par Odobez
et Bouthemy dans[51] et implemerte dansle logiciel Motion2D. L'application de cet algorithme
a l'estimation du mouvemert de camera a necessie I'ajout d'un modele dansle logiciel, modele
a six parametres assaie a la decomposition desdeformations. Les performancesde la methode
sort illustr eesa travers les estimations de mouvemert obtenuessur des sequencessynth etiques
et reelles,et quelguesutilisations de cesestimations.

3.1 Estimation directe a partir des images

La methode que nous proposonss'applique a I'estimation du mouvemert d'une camera ertre
deux imagescongcutivesdansune sequence hoteesf et g. Elle estbaseesur I'approximation de
la deformation entre f et g, obtenue dans le chapitre 2 pour une longueur focale egalea 1, une
plus grande dimension L desdomainesrectangulairesK et K % sur lesquelsf et g sort de nies,
une seenede profondeursborneespar Zins et Zg,p et une translation t de camera veri an't

1 1
Zinf Zsup

ktk (L + 1) Gmax < 2"

pour une valeur de" susamment faible (" < 10 2). Pour un mouvemert de camera parametre
par ( ;: :A;B:C), un point (x;y) de limage f est deplae en (x®y9 dans limage g et le
deplacemen (x° x;y° ) estapproche par

97
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! ! I I 0,1
A i i
sin C X sin cos 0 E‘DX

B+ cos C vy 0 sin cos

X2
yg : (3.1)

y2

L'id eeest d'estimer une deformation entre lesimages,a n d'en deduire le mouvemert tridimen-

sionnel de la camera. Pour cela, nous allons recourir a la methode d'estimation de mouvemert
parametrique 2D d'Odobez et Bouthemy, decrite dans[51]. Ce choix a ete fait apresavoir teste

et compare di erertes methodes, exposesa la n du chapitre.

3.1.1 Estimation de mouv ements param etriques 2D d'Odob ez et Bouth emy

La methode d'Odobez et Bouthemy permet de determiner un mouvemert 2D constart, af-
ne ou quadratique entre deux images.C'est une methode robuste, multir esolution, qui utilise
seulemen les gradients spatio-temporels de l'intensite. Elle a ete implemertee dans un logiciel
libre appele Motion2D, disponible a l'adressehttp://www.irisa.f riv ist a/ ThemegLo gi cie I/
Motion- 2D/Motion- 2Dht ml.

Le princip e estle suivant. Soiert deuximagesf et g conecutivesdansune sequenceet u(x;y)
le ot optique entre les deux imagesau point (x;y) de f. Le deplacemen u(x;y) est suppose
parametrique et noteu (X;y) ou represette lesparametresdu deplacemem Plusieurs modeles
sort proposes; nhous allons presetter ici le plus general a 12 parametres

! I ! I 1
! ! ! o2
C a a
Uy = oy A X ., & & & %)xyg
C2 az a4y B b G y2
ou = (c;Cag;:iia4, 0, ; 0s). Lesauteurs consicerert la di erenceassaieeau modele de

mouvemert parametrique choisi, au point (X;y)

DF . (xy)=dl(xy)+u (xy)) f(xy)+

ou u depend des parametres du mouvemen a determiner et est un parametre a estimer,
correspondant a un eventuel changemen global d'illumination entre les deux images.
La methode classiquedes moindres carresconsistea minimiser les carresdesdi erencessur
() X
DF ; (x;y)?
(xy)2s
ou S est le support choisi sur l'image. Mais ce procede est instable si certaines obsenations
sort aberrantes vis a vis du modele choisi (ce qui se produit frequemmen dansles di erences
de niveaux de gris de pixels voisins). C'est pourquoi Odobez et Bouthemy preferent utiliser un
M-estimateur, qui permet d'estimer le mouvemert de faconrobuste, tout entolerant desdonnees
bruit eesou aberrantes. La fonctionnelle suivante est donc minimiseesur ( ; )

X
(DF . (x3y);) :
(xy)2S
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Le M-estimateur est une fonction paire, admettant un minimum unique en zero et bornee
par (constante d'edelle choisie) pour les grandesvaleursde DF . (x;y). L'utilisation de

pondere I'imp ortance de I'observation en chaque pixel en fonction de sa conformite au modele.
Ceciexplique le terme\M-estimateur" : la minimisation de la fonction correspond a I'estimation
du maximum de vraisemblance si  est interpretee comme l'opposee de la log-vraisenblance
assa@ieeau modele. Une revue desdi erernts M-estimateurs utilis esen vision est preseneedans
la thesede Black [6]. La fonction de Tukey est implemerteedans le logiciel Motion2D ; elle est
de nie par

8 2 4
3 504 A+ sij<
) = 6

— sinon
6

et songraphe est preserte sur la gure (3.1).

Figure 3.1: Estimateur de Tukey (pour = 2).

La minimisation est realisse par un sthema incremertal multir esolution. A chaque pas k,
d'une resolution a une resolution plus ne, on a

(

bk+1 = bk+ k

tI<+1:tI<+ k

ou bk et q( sort lesvaleurs estimeesau pask. Lesvaleurs kK et | sort determineescomme
suit ; par un developpemert limiteal'ordre 1deDF . (x;y) en (bk; tL), on obtient I'expression

r K k(X,Y)
o (YY) =DFp p (Y)+ 1 g(xy) +up (GY))u((Xy)+

our gestle gradiert spatial de la fonction d'intensite. A chaguepask, on obtient une estimation
de k €tk enminimisant la fonctionnelle
X
r o 5y -
(xy)2s
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Cette erreur est minimisee en transformant le probleme de M-estimation en un probleme equi-
valernt desmoindres carrespondereset iteres[30]. Pour transformer le probleme,on ecrit

X X 1 ,
r o «xy);) = SWOEYITT o (6 Y):
(xy)2s (xy)2s

Une condition necessairea la minimisation etant que la deriveede I'erreur en chaque parametre
du mouvemert et en soit nulle, on obtient

A YY) S weey)r o (xy)

Uy .
r K k(X; y) .

) w(xy) =

Le problemeest ainsi devenu un problemede moindres carrespondereset iteres,resolua chaque
pask par I'algorithme de minimisations alterneessuivant. Au depart, tous les poids sort initia-
lisesa 1.

1. Pourj 2 N, a partir de l'erreur r’ . commiseau rang j, on calcule

WL eew)
oY)

Kk

W (x;y) =

2. on minimise par rapport a k; k par moindres carres

rl*l

wieay) 0y

(xy)2s

3. jusqu'a atteindre la corvergence.

La methode des moindres carres ponderes et iteres converge toujours, au moins vers un mi-
nimum local, comme I'a montre Osborne dans [53]. Odobez et Bouthemy montrent dans [51]
gue lesresultats experimentaux obtenus par cette methode d'estimation multir esolution robuste
(c'est-a-dire utilisant un estimateur robuste) sort meilleurs que ceux obtenus par une methode
multir esolution desmoindres carres.

3.1.2 Estimation du mouv ement de la camera
3.1.2.1 Ajout d'un modele quadratique

L'impl emertation de la methode d'Odobez et Bouthemy dans le logiciel Motion2D permet
d'estimer le mouvemert bidimensionnelsuivant un modele choisi parmi trois modelesconstarts,
dix anes et cing quadratiques [65]. Notre approximation du ot optique en fonction du mou-
vemern de la camera suit un modele quadratique a six parametres, qui ne concide avec aucun
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descing modelesquadratiques proposes. Nous avons donc ajoute au logiciel un modele de ot
adapte a lI'estimation du mouvemert entre deux imagessuccessies
! ! ! 0 l
C a3 a X
1 1 2 xyg

1Q20
u(x; = + +
() C a a Yy 0 @ y2

3.1.2.2 Conversion en mouv ement de camera

Cas d'une longueur focale unitaire  Une fois les six parametres (¢, C, a1, a2, i, )
estimes,on en deduit facilemert les parametresdu mouvement ( , , , A, B, C) enidentian t
I'expressionde u(x; y) ci-avant avec celledonneeen (3.1).

arctan(g.=) sip>0

arctan(ql ) + sigp< 0
sip=0etqg>0
sigp=0etqy O

— a2

=c.+ sin
B =C Ccos
C= ai

Cas d'une longueur focale non unitaire  Nousavonsvu dansle chapitre 2 quela longueur
focale agit sur I'echelle des deformations. En remplacant x et y par x=f . et y=f;, on obtient
I'approximation de la deformation ertre les imagesdansle casou f. estdi ereneyde 1. Ljap-

x% x
proximation (3.1) obtenue pour une longueur focale unitaire estalors equivalerte a % E '
Yoy
1 0 101 O _ 10 1
fo(A sin ) C X 7 sin f; COS
K+ KB &k+B S %xyﬁ
fo(B+ cos) C y 0 ﬁsin f- Cos y?2
En identi an t avecl'expressiondu deplacemenm
! ! ! O l
C1 a, ap X G O g
u(x;y) = + + X
(i) C2 a a Y 0 a @ A

2
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on obtient 8
arctan(q1 =) sigp>0
arctan(ql o) + sigp< 0
sigp=0etqg >0
2 sigp=0etqgq O
fo €+ @
= cl =f.+ sin
B = cp=f¢ cos
C= a

ou A, B et C sort donnesen unitesde longueur focale.

Une fois les six parametres ( ; ; ;A;B;C) estimes, on doit pouvoir les corvertir en un
mouvemert de camera D = (R;t). Comme on l'a vu dans le chapitre 2, la translation € et la
rotation R de la camera estimeessort obtenuesen fonction dessix parametres par

8
2 €= AR(i) BR(j) CR(k)
R=R. R

ou €estla translation diviseepar la profondeur moyenneZy de la scene Im ee.

3.2 Validit e du modele

3.2.1 Precision des estimations obten ues

An d'ewaluer quantitativ emert les performancesde notre methode, nous allons etudier
sa precision et sa robustessesur des images consecutives de Ims de scenes2D. Lors de la
construction de tels Ims (decrite plus en detail ci-apres), la profondeur des points est consi-
deree constarte ; cesdonneescorrespndent donc exactemen au cadre dans lequel hous avons
propose la resolution du probleme(car ﬁ zsup = 0).

Nous avons cree trois Ims a partir d'une imagereelle,preserieesur la gure (3.2) de taille
384 288 et de mouvemens de camera, c'est-a-dire d'ensenbles de six parametres ( , ,
A, B, C), gereresaleatoiremert mais dont lesvaleurs respectert les ordres de grandeur donnes
dans le tableau (2.1) du chapitre 2. Nous avons choisi un angle de vue egal a 90 , soit une
longueur focale egalea 192 pixels. Pour chaque Im, nous avons applique la deformation pro-
jective assaiee au premier mouvemert de camera a l'image reelleen utilisant une interpolation
bilin eaire; puis, hous avons compose chaque nouveau mouvemert avecl'ancien an de toujours
appliquer la deformation a I'image initiale. La premiere sequenceest simuleea partir de mou-
vemerts gquelconques,la deuxieme uniqguemert par desrotations et la troisieme seulemen par
destranslations. Les imagessort deformeesen utilisant les formules exactes.Les resultats des
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Figure 3.2: Image utilisee pour creer les Ims tests.

estimations des mouvemerts sort donnes dans le tableau (3.1). An d'eviter l'apparition des
bords de I'image initiale, nous avons extrait dans chaque sequencele certre de I'image de taille
284 188.

Erreur Erreur Erreur angle
direction direction de rotation
translation | axe de rotation | absolue| relative
Mouvemerts
guelconques 9.7 17.3 0.03 2.2%
Translations
pures 4.5 - 0.01 -
Rotations
pures - 18.2 0.002 0.1%

Tablea u 3.1: Resultatsdesestimations du mouvementde la camera sur trois sequenes synthe-
tiqguescomportant chacune200images; la premiere est simulee par desmouvementsquelonques,
la deuxiemeet la troisieme sont simuleesresgectivement par destranslations et par desrotations
de camera. Les erreurs donneesdans le tableau sont les erreurs moyennescalculeessur chaque
sequene.

Quel que soit le mouvemern de la camera, les estimations desdirections destranslations sort
correctesa quelquesdegrespres(en moyennelQ prespour lesmouvemerts quelconqueset celle
desanglesde rotation a quelquescenrtiemesde degres(sachant que I'amplitude desrotations est
de gquelquesdegres). L'estimation des axesde rotation est cependart moins precise: a une ou
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deux dizaines de degres pres en general. Ces erreurs s'expliquert par la dicult e a separerles
composartes rotationnelle et translationnelle desdeformations. Une modi cation de la direction
del'axe optique peut produire un e et sur l'image tr esproche de celui genere par une translation.
Par exemple,une rotation autour de I'axe j (c'est-a-dire I'axe (CY)) engendreune deformation
tresvoisinede celleproduite par unetranslation dedirection i (axe (CX)). La gure (3.3) illustre
cette ambiguite. En conequencedansle casde rotations pures, I'estimation desparametresde

Figure 3.3: Imagesde Lena obtenues,a gaucheapres une rotation d'axe j, avee = =2 et
= 0:022 a droite apresune translation d'axei, avee A = 0:03. On aici suppse I'angle de vue
egala 60 . Les deformations obseneessont tresvoisines, ce qui rend di cile I'estimation.

la rotation est corrompue par I'estimation d'une translation non nulle. Et inversemem, dansle
casdetranslations pures,l'estimation dela direction de la translation estaltereepar I'estimation
d'une rotation non nulle. Neanmoins,les resultats d'estimation du mouvemert que nous avons
obtenus separert les composartes du mouvemert, non pas parfaitement mais de facon satis-
faisante, commele montre notammert l'estimation de I'angle de rotation. En particulier, dans
le cas de mouvemerts uniquemert translationnels ou rotationnels, les parametres sort encore
mieux estimes que dans le casde mouvemerts composes.

3.2.2 Robustesse au bruit

On cherdche ici a evaluer la robustessede la methode au bruit. Pour cela, on ajoute aux 200
imagesde la sequencegeneree precdemmen par des mouvemens guelconquesde camera, des
guantit esvariables de bruit, impulsionnel ou gaussien.

L'ajout de bruit impulsionnel sur uneimagef dela sequenceconsistea transformer le niveau
de gris f (x; y) d'un pixel (x;y) de la facon suivante

f(xy) sin(x;y)=20

Foey) 7! b(x;y) sin(xy)=1
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ou n est un champ de variables aleatoires independartes de Bernoulli de parametre p et b
est un champ de variables aleatoires, independartes entre elles et des variables du champ n,
uniformemert distribu eessur l'intervalle [min f ;maxf]. On a ecte au parametre p desvaleurs
de 0 a 0:3; le bruit touche ainsi de 0 a 30% des pixels de chaque image.

L'ajout de bruit gaussiencorrespond a la transformation suivante

FOGy) 70 F(xy)+ a(xy);

ou g est un champ de variables aleatoires gaussiennesjndependartes et identiquement distri-
buees,certr eeset d'ecart-type . Ici, hous avonsfait varier le parametre de 0 a 50.

La gure (3.4) presente la premiere image du Im genere precedemmen, a laquelle on a
applique un bruit gaussiend'ecart-type 50 et un bruit impulsionnel touchant 30% des pixels.
Les resultats des erreurs moyennessur la sequencebruit ee en fonction de la nature du bruit

Figure 3.4: Illustration del'ajout de bruit sur I'image initiale utiliseepour creerles Ims tests.
A gauche,un bruit gaussiend'eart-type 50 est applique, a droite un bruit impulsionnel touchant
30% des pixels.

et de son amplitude sort presenessur la gure (3.5). Pour les deux typesde bruit, les erreurs
d'estimation augmertent peu: ellesrestert tresvoisinesdeserreurs obseneessansbruit, moins
de 15 degres pour la direction de la translation, au plus quelquesdixiemesde degres (pour
l'ajout de bruit impulsionnel) pour I'angle de rotation. La methode est donc robuste, grace a
l'utilisation du M-estimateur ; elle fournit encorede bons resultats mémelorsque la quartit e de
bruit impulsionnel ajoute estimportante.

3.2.3 Resultats sur des sequences 3D

Nous presettons ici desresultats d'estimation du mouvemert de la camera, obtenus sur des
sequences3D reelles.Pour la plupart dessequenceaitilis ees,nous ne connaissongasla longueur
focale asswieea la cameraayant Im e la seene.Suivant les sequencesnous supposeronsl'angle
de vue compris entre 60 et 90 . Ces choix ne modi ent pas ou peu les resultats presenes; ils
serort cependart discutespour chaque sequence.
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Figure 3.5: Erreurs moyennesd'estimation du mouvementde la camera sur la sequene de 200
imagesbruitees.On a ajoute a la sequene initiale, a gauche,un bruit impulsionnel touchant de
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0 a 30% despixels et a droite, un bruit gaussiend'eaart-type allant de 0 a 50.
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3.2.3.1 Sequence \So da-can"

Dans cette sequencedisponible a I'adressewww.cs.brown.edu/~ bla ck/ images.h tml, la ca-
mera, en mouvemert de translation horizontale, Ime une cannette de sada. Deux des10 images
de la sequencesont preseneessur la gure (3.6). Dans le casd'une translation non nulle, notre
methode d'estimation s'applique si lesvariations de I'in versede la profondeur sort su samment
faibles. Ici, nous ne pos®dons pas d'information sur la structure de la sene mais il appardt
gue celle-ci est constituee de deux plans distincts, la cannette et le fond textur e, relies par une
table. Il n'est pascertain que la variation de profondeur ertre le premier et le dernier plan soit
su samment faible pour que la sequencecorresppnde au cadrede ni dansle chapitre preaden,
cependan, sansobtenir desresultats parfaits, I'estimation du mouvemert est correcte.

Figure 3.6: Images1 et 5 de la sequene\Soda-an'; la camera e ectue une translation hori-
zontale.

Les resultats obtenus par notre methode d'estimation sort presenesdans le tableau (3.2).
Nous avons suppos l'angle de vue egal a 60 , soit, comme les images sort de taille 201
201, une longueur focale egalea 174 pixels. Entre chaque couple d'images, la direction de la
translation est correctemern estimee a quelquesdegrespres(de 4 a 7 ) ; I'angle de la rotation
estime (qui devrait etre nul) est de l'ordre de I'erreur calculee precedemmen sur les sequences
synthetiques. L'estimation du mouvemert est stable : les erreurs sort a peu pres constartes
sur la sequence.Avec une longueur focale di ererte, les resultats sort legeremeri modi es:
les erreurs sur I'estimation de la direction de la translation et I'angle de rotation augmertent
respectivemert de 2 et 0:01 pour un anglede vue de 45 (soit f. = 2426 pixels) et diminuent
respectivemert de 3 et 0:01 pour un anglede vue de 90 (soit f. = 1005 pixels).

3.2.3.2 Test d'incrustation

Nous appliquons ici notre methode d'estimation du mouvemert a une sequencereelle Im ee
dans un bureau. Ici encore, nous ne pos®dons pas d'information sur les profondeurs exactes
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Mouvemert Erreur d'estimation Angle de
dansla direction de la translation | rotation
1 4.1 0.07
2 5.4 0.05
3 4.9 0.07
4 4.5 0.06
5 5.7 0.06
6 5.9 0.06
7 7.0 0.08
8 5.9 0.07
9 6.3 0.06

Tablea u 3.2: Erreur d'estimation de la direction de la translation et de l'angle de rotation
estime sur la sequene\Soda-can'.

de la scene 3D et il n'est pas evident que tout couple d'images conscutives satisfasseau cadre
de ni dansle chapitre 2. En particulier, le plafond et lesmurs lateraux ( gure (3.7)) generert des
di erencesde profondeur importantes. Mais I'eloignemen de la scene autorise de plus grandes
variations de profondeurs et rapproche du cadre de ni au debut du chapitre.

Nous avons applique notre methode d'estimation du mouvemert a la sequenceen supposart
I'angle devue egala90 (cequi permetde calculerla longueurfocaleen unit esde pixels). Comme
nous ne disposonspas de la donnee du mouvemen de la camera ayant genere ce Im, nous
allonsiillustrer la qualite de I'estimation du mouvemert par un test d'incrustation d'une forme
geometrigue. Nous avons insere dans une image de la sequence(sur une zone de l'image a peu
presplane et orthogonalea I'axe optique) un rectangle noir, deforme ensuite par les applications
projectives asseiees aux estimations du mouvemert. Le rectangle initial est deforme par le
mouvemert correspondant a la composition des mouvemerts estimes entre l'image initiale et
l'image danslaquelleil estinsere.

Des images extraites de la nouvelle sequence,contenant l'incrustation du rectangle grace
a l'estimation du mouvemert de la camera, sort preseneessur la gure (3.7). Remarquons
gu'il est possible d'e ectuer directemernt l'augmentation sansse preaccuper de la profondeur
des objets de la scene car les variations relatives de profondeur, dans le reperes assie a la
camera, au niveau de la zoned'insertion, sort faibles. On obsene sur les resultats obtenus que
l'orientation du rectangle ajoute, parallele lors de soninsertion dansla premiereimage a l'aréte
ertre le plafond et le mur, suit l'orientation de cette arete tout au long du Im, ce qui illustre
I'evaluation correcte des rotations de la camera. De plus, la position du rectangle, sans étre
parfaitement precise,reste vraisenblable pendart toute la sequence.

Avec la méme technigue, on a masqte le tableau d'a ¢ hage du bureau par une ac he de
cinema.En deformart I'a ¢ he aveclesmouvemerts estimeset enla superposart au Im original
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Figure 3.7: En haut : insertion d'un rectangle sur la premiere image du Im. Au-dessous,les
images10, 20, 30, 40, 55 et 70 de la nouvele sequene en utilisant les estimations de mouvement
de la camera.

on obtient une sequenceaugmertee,dont quelquesimagesson presetieessur la gure (3.8). La
deformation de I'a ¢ he est realisee par interpolation bilin eaire.

Remarque { Le but de cette experienceestl'illustration dela bonneestimation du mouvemert
de la camera et non la realisation d'une veritable augmenation de la sequence,avec un objet
tridimensionnel. La realite augmerteeesten e et un champ de recherche a part ertiere, dont le
but estla modi cation d'un Im defaconquel'objet ajoute s'integrenaturellemen ala sequence,
commes'il avait ete presert lors du tournage (voir par exemple[1]).
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Figure 3.8: Disparition du tableau d'achage au prot d'une ache de cinema. En haut :
l'insertion de l'ache sur la premiere image. Au-dessous,les images 10, 20, 30, 40 et 45 de
la nouvele sequene obtenueen deformant I'a che ave les estimations des mouvementsde la
camera.

3.3 Temps de calcul

La methode mise au point presene l'avantage important d'étre tres rapide. Le temps de
calcul depend du nombre d'images et des dimensionsde celles-ci. Le tableau (3.3) preciseles
temps de calculs de la methode sur les sequencegproposeesprecdemmen. Le processeuutilis e
estun Pertium M a 1.8 GHz.
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Sequence Nombre d'images | Dimensions | Tempsde calcul
sequencesynth etique 130 284 188 7.70s
sequencedu bureau 100 176 144 4.88s
sequencéSoda-can" 11 201 201 1.16s

Tablea u 3.3: Tempsde calcul de la methale d'estimation du mouvementde camera sur les
sequenes precedemmentutilis ees.

3.4 Application : construction de mosasques

Comme on suppose que deux images conecutives dans une sequencesort lieespar une
transformation plane (assa@ieea un mouvemert de camera), il est possiblede recalerlesimages
les unes sur les autres. On utilise alors la composition des deformations dans le groupe des
recalages.Nous illustrons notre proposavecle Im du bureau presene preccdemmen.

Le mosaquageconsistea choisir deux imagesdans une sequence par exemplel , et |, avec
n < p. Avecl'estimation du mouvemert de la camera sur toute la sequence,on peut calculer le
mouvemert ertre lesinstants n et p. En e et, la methode fournit lesp n applications projectives
ertre lesimagesn et p; commeellessort assa@ieesa un mouvemern de camera, on peut composer
les applications dans le groupe desrecalages.et obtenir le mouvemernt de la camera erntre | , et
Ip et par la I'application projective liant les deux images.En appliquant cette transformation a
I'n, on obtient une image contenant une partie commune avec |, et une partie agrandissan le
champ, qui est juxtap ossea | . L'image resultarte correspnd a l'image obsernee au temps p,
mais avec un champ de vision plus large.

Pour illustrer la qualite de l'estimation du mouvemert de camera par notre methode, on
utilise les parametres estimes pour construire plusieurs mosaquages.Les gures (3.9) et (3.10)
presenent despanoramasrealisssen recalart, sur la premiere gure, deux imagessur une troi-
siemeet sur la deuxieme gure, quatre imagessur une cinquieme.

Notons que pour une seene 3D, le mosaquagen'est theoriquemern possibleque si le point de
vue n'est pasmodi e, c'est-a-dire sila cameran'e ectue que desrotations et aucunetranslation,
a causedesvariations de profondeurs et dese ets de parallaxe. Entre desimagesconsecutives
dans la sequence,on pouvait supposer ces e ets negligeables,car le produit de la norme de
la translation (tr es limit ee) avec I'amplitude de l'in verse des profondeurs etait faible. Cepen-
dant, entre desimageseloigneesdansla sequence,une telle hypothesen'est plus possiblecar la
translation est plus importante. De cefait, sur les panoramasobtenus, on obsene desrecalages
d'images bien ajustes a certaines profondeurs de la sane, et decaks a d'autres. Neanmoins,
la seene Im eeetant susamment plane, nous obtenons des vues panoramiguesinteressates,
o rant une plus grande perspective de la sene.
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Figure 3.9: En haut, les images 20, 35 et 50 de la sequene du bureau et au-dessous,a vue
reconstruite du point de vue de l'image 35.
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Figure 3.10: En haut, les images 10, 30, 60, 70 et 80 de la sequene. En has, le panorama
construit du point de vue de l'image 60.
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3.5 Limites du cadre d'application

3.5.1 Profondeur de la scene

Nous illustrons ici I'in uence desvariations relatives des profondeursde la seene3D Im ee
sur les resultats obtenus par notre methode d'estimation de mouvemert. Pour une sanetridi-
mensionnelledonnee, plus la camera est eloignee et moins les variations de profondeursalterert
I'estimation car on peut alors plus facilemert approximer la seenepar un plan orthogonal a I'axe
optique.

L'in uence dela distancede la camera a la sceneestillustr eepar I'estimation du mouvemert
d'une camera sur des sequencessynth etiqgues d'images de senes3D issuesde I'ensenble SOFA
(Sequencedor Optical Flow Analysis). C'est un ensenble de sequencesconcuespar le groupe
de vision par ordinateur de I'univ ersite d'Heriot-W att pour tester les applications en analysede
mouvemert. Chaque sequenceest fournie avec les parametres intrins equeset extrinsequeset le
mouvemert de la camera. Nous utilisons les sequencess et 6 de cet ensenble; les mouvemerts
de la camera sort tres simples: une translation de direction k pour SOFA5 et une rotation
d'axe k suivie d'une translation de direction k pour SOFA6. La scene Im ee est constituee de
guatre cylindres empiles places sur un fond texture. Les gures (3.11) et (3.12) montrent les
deux premiereset les deux dernieresimagesde chaque sequence. Le tableau (3.4) preciseles

Figure 3.11: En haut, les deux premieres images de la sequene SOFA5 et en bas, les deux
dernieres.
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Figure 3.12: En haut, les deux premieres images de la sequene SOFA6 et en bas, les deux
dernieres.

di erencesl=Ziny 1=Zsyp enunitesdelongueurfocaleau coursdessequencesSOFAS et SOFAG,
ainsi que la quartit e ﬁ zslu ktk (L+l)2G”‘aX . Plus cette quartit e est faible et plus on se
rapproche du cadre d'application de la methode. Comme la camera s'approche de la sene, les
di erencesaugmertent au cours du temps. Notons qu'on a L = 0:83f ¢, ce qui equivaut a un
anglede vue egala 45 .

1 1 1 1 Ktk (L + 1) Gmax
Zinf Zsup Zinf Zsup 2
Image 1 0.0062 0.0076
Image 10 0.0112 0.0137
Image 20 0.0293 0.0357

Tablea u 3.4: Variations relatives de l'inverse des profondeurs dans les sequenes SOFA5 et
SOFAG. LesprofondeursZiys et Zg,p sont exprimeesen unitesde longueur focale dansle repere
assaie a la camera lors de l'acquisition desimages. Les quantites ktk et L sont egalement
exprimeesen unites de longueur focale.
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Les tableaux (3.5) et (3.6) fournissen les erreurs d'estimation du mouvemert entre des
images congecutives, au debut, au milieu et a la n de chaque sequence.La methode utilis ee
pour estimer le mouvemert estla méme que celle utilis ee precedemmen : on ne supposeaucun
type de mouvemern a priori. Tout au long de la sequenceSOFAb, la direction de la translation

Erreur Erreur
direction de | anglede
la translation | rotation

Entre les
imagesl et 2 0.12 0.0005

Entre les
imagesl0et 11 0.17 0.0018

Entre les
images19 et 20 0.55 0.019

Erreurs
moyennes 0.42 0.014

Tablea u 3.5: Erreurs d'estimation sur la sequene SOFA5, comportant 20 images. Le mouve-
ment est constant sur la sequene : c'est une translation de direction k (la camera s'approche de
la scene).

Erreur Erreur Erreur angle
direction de | direction axe de rotation
la translation | derotation | absolue | relative

Entre les
imagesl et 2 0.23 0.001 0.051 2.5%

Entre les
imagesl0et 11 0.38 0.491 0.068 3.4%

Entre les
images19 et 20 0.97 1.08 0.094 4.7%

Erreurs
moyennes 0.39 0.269 0.069 3.4%

Tablea u 3.6: Erreurs d'estimation sur la sequene SOFA6, comportant 20 images. Le mouve-
ment est constant sur la sequene : une translation de direction k (la camera s'approche de la
scene) et une rotation d'axe k et d'angle 2 .

est tresbien estimee, beaucoupmieux que sur les sequencessynth etiguesdu paragraphe 3.2.1.
Ceciestimputable a la simplicite du mouvemert et en particulier ala xit e del'axe optique. On
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obsene cependart quelorsqu'on serapproche de la sene,l'erreur d'estimation de la translation
augmerte legeremen, et avec elle I'angle de la rotation estimee (qui devrait &tre nul). Sur la
sequenceSOFAG, la direction de la translation est toujours tres bien estimee; en revande, les
erreurssur I'estimation dela direction del'axe derotation et del'angle de la rotation augmenent
signi cativ emert a mesureque la camera serapproche descylindres.

Bien que les erreurs augmenent lorsqu'on se rapproche de la scene (car on s'eloigne du
contexte dans lequel nous avons travaille), la methode mise au point permet de conclure pour
desmouvemerts simples (notamment lorsque I'axe optique est xe) m&medans descassortant
du cadre d'application.

3.5.2 Objet en mouv ement dans la scene

La methode d'estimation proposee s'appliqgue au casd'une camera en mouvemert dans un
ernvironnemer statique. Neanmoins,si un objet a un mouvemen propre dansla sene, et si sa
taille estlimit eerelativemert a celle de lI'image, le mouvemert de la camera peut &tre correcte-
ment estime. Ceci est rendu possiblepar la globalite de la methode : les informations en tous
les points desimagessort prisesen compte lors de la minimisation via le M-estimateur.

La robustessede la methode au mouvemert propre d'un objet est illustr ee dans le tableau
(3.7). Nousavonsestime le mouvemert dela camerasur la sequencéaStreet” disponible al'adresse
www.cs.otago.ac.nz/ research/vi si on/ Ressarch/Optic alF lo w/opti cal fl ow.html . Danscet-
te sequence,la camera a un mouvemern de rotation autour de l'axe i (soit (CX)) et suit une
voiture en mouvemer. Deux imagesissuesdu Im sort preseneessur la gure (3.13). On sup-

Figure 3.13: Images5 et 15 issuesde la sequene\Str eet”. La sequene comporte 20 imagesde
dimensions200 200 Lesmouvementsobsenessur lesimagesont deuxsources: le mouvement
propre de la voiture et le mouvementde la camera (qui e ectue une rotation d'axe i).

posel'angle de vue egal a 60 . Le tableau (3.7) presene l'erreur d'estimation relative a 'axe
de la rotation ainsi que l'angle de rotation entre chaque couple d'images. L'angle de rotation
est d'ordre 0:2, valeur signi cativ emert superieure a I'erreur moyenne calculee sur la sequence
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synthetique dans le tableau (3.1), ce qui permet de consicerer la rotation comme signi cativ e.
L'axe de la rotation estime estl'axe i a quelquesdegrespres(de 1 a 4). L'estimation de I'axe de
rotation estdonccorrecteet stable; notre methode s'applique malgre I'ob jet en mouvemen. Ceci
est rendu possiblepar la taille limit eede la voiture qui occupe une surfacemaximale d'environ
5% de chaqueimage.

Avecdeslongueursfocalesdi erertes, lesresultats sort tresproches; I'erreur sur la direction
de l'axe de rotation diminue de 0:3 enmoyennepour un anglede vue egala 90 et augmerte de
0:1 pour un anglede vue de 45 . Quant a l'angle de rotation estime, il estd'ordre 0:1 et 0:3,
respectivemert pour un angle de Mue egala 90 et 45 . Cecin'est pas surprenart car l'angle de
rotation autour dei vaut = f. o2+ @3 : la valeur de I'angle estime augmerte donc avec la
valeur de la longueur focale.

3.6 Autres metho des

L'objectif de I'etude proposee dans ce chapitre etait d'utiliser l'approximation quadratique
de la deformation  pour estimer un mouvemert de camera, sur des sequencessynth etiques
et reelles. Nous avons etudie et teste di erertes methodes baseessur I'approximation de la
deformation entre deuximagesconsecutivesavant de choisir la methode que nousavonspresettee
ci-avant. Ici, nous en decrivons deux que, pour desraisonsexpliciteesci-apres, nous n'avons pas
retenues.

3.6.1 Regression multilin eaire sur le ot optique

L'id eeestici d'utiliser I'approximation quadratique desdeformations, non plus directemert
sur le cortenu desimagesf et g maissurle ot optique entre cesimages.Cette methode necessite
donc le calcul du ot optique, e ectue par la methode de Weickert et Schnerr [74].

Une fois que I'on disposedu ot optique, il est asseznaturel de vouloir obtenir les esti-
mateurs des moindres carres des parametres a partir de l'approximation du ot, lineaire en
( ;A;B;C; cos; sin ). Soit u(x;y) le vecteur de ot calcule au point (X;y). En posart

= cos et = sin , onalapproximation suivante,
| |

ul(x;y)' , Cx+ A+ y+ xy (x?+ 1)'

u(xy) = ux(x;y) Cy+B X + (y2 +1) Xy

An duutiliser toute l'information disponible, on minimise I'erreur quadratique

X h
E( ;ABIC; )= Ui(y) ( Cx+ A+ y+xy  (+1)°

(x;y)2f i
+ u(xy) ( Cy+B  x+ (y2+1) xy)°:

Pour cela, on e ectue une regressionmultilin eaire sur les parametres , A, B, C, et . En
derivant E en les six parametres et en mettant les deriveesa 0, on obtient un systeme de six
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Mouvemert | Erreur direction axe | Angle de
de rotation rotation
1 2.9 0.20
2 3.1 0.20
3 2.7 0.21
4 0.8 0.20
5 2.8 0.21
6 2.7 0.21
7 0.9 0.21
8 2.9 0.20
9 2.9 0.20
10 3.6 0.20
11 2.9 0.20
12 0.6 0.21
13 3.2 0.20
14 2.7 0.21
15 2.9 0.20
16 1.4 0.19
17 3.2 0.18
18 3.1 0.21
19 2.8 0.21
Moyenne 2.5 0.20

Tablea u 3.7: Erreur d'estimation sur la direction de l'axe de rotation et angle de rotation
estime sur la sequene\Str eet" de 20 images.

equations a six inconnues. La resolution du systeme conduit a des formules fermeespour les

estimateurs dessix parametres.

Le calcul du ot optique est assezcolteux en temps de calcul. Mais une fois le ot optique
estime, cette methode a l'avantage d'etre tres rapide. Elle donne de tres bons resultats sur
des ots optiques synthetiques. Comme toute methode de regression,elle est robuste a I'ajout
de bruit gaussiensur les composartes du ot et plus sensiblea I'ajout de bruit impulsionnel.
Malheureusemenm, sur des sequencesreelles,'estimation du ot optiqgue sur l'image entiere
preserne trop de valeurs aberrantes pour que la methode fournisse de bons resultats. Sur des
sequencegeelleset avecun ot optique estime, la methode utilisant directemert le contenu des
imagesdonne de bien meilleurs resultats.
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3.6.2 Estimation de la similitude et ranemen t

Nous avons presere une variante de cette methode dans[37]. Rappelonsl'approximation du
ot optique exprimee en pixels sur l'image, pour un mouvemert de camera petit, un angle de
vue inferieur 2,150 et une amplitude des variations des inversesdes profondeurs de la scene

- x0 x
limit ee 0
y-y
I ! I I 0 le
A sin C X 1 sin cos 0
f + + — :
° B+ cos C vy fe 0 sin cos %”;32’%

Compte-tenu des valeurs prises par les six parametres (chapitre 2, tableau 2.1), le certre de
l'image f , correspondant a desvaleursde x ety d'ordre 1 ou 10, est principalement deforme par
la composarte a ne de l'approximation tandis que la composarte quadratique n'intervient que
lorsquel'un destermesxy, x? ou y? est au moins d'ordre 10°. Cette remarque est a la basede
la methode preserneeici. L'estimation est realisee en deux temps : les quatre parametres de la
deformation a ne d'abord (qui esten fait une similitude) puis lesdeux parametres et dela
rotation \purement" projective.

La premiere estimation est e ectuee a partir descertres desimagesf et g, principalement
deformespar la similitude de parametresde translation f o(A sin ), f¢(B + cos ), derap-

P .
port d'homothetie 2+ C2 et d'angle de rotation arccos % sgn( ). Nous avons

experimente deux techniquesd'estimation de similitude. L'algorithme de PascalMonasse,decrit
dans[12, 48] consistea apparier les ensenbles de niveau desimagesextraites puis a faire voter
chaqueappariemert pour une similitude. Les ensenblesde niveau (plus exactemen, lescompo-
sartes connexesdesenseniles de niveaudont les\trous” ont ete remplis) sort appariesa partir
de vecteurs caracteristiques dont les composartes sort invariantes par similitude. Ces compo-
sartes sort construites en pratique a partir desmomerts d'ordre 0 a 3 desensenbles de niveau.
La similitude estimeeest celleayant recu le plus grand nombre de votes. La deuxiemetechnique
experimentee est la methode d'Odobez et Bouthemy avec le modele a 4 parametres adapte a
I'estimation d'homothetie translation et de rotation plane. Lesresultats desdeux methodessont
comparablesmais le co0t de calcul de I'appariement desensenblesde niveau est nettemernt plus
elewve que celui du logiciel Motion2D ; c'est pourquoi on choisit cette deuxieme solution.

La deuxiemeetape consistea estimer lesparametres et delarotation R . . On estimeces
deux anglesa partir du ot optique V mesure entre lesimagesf et g. On reecrit I'approximation
du ot V,

Vxy) " Vs(xy) + V(X y)
ou Vs estle ot gerere par la similitude et V, correspond a la composarte quadratique de

l'approximation. A ce stade de l'algorithme, on conndt une estimation des parametres de la
similitude & et on peut donc calculer le ot optique Vg genere par celle-ci. On en deduit que
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la di erencedes ots V Vs estdue ala composarte quadratique V. On note cette di erence
V. Vs= Vp= Vpl;vﬁ,2 . CommeV,(x; y) estlineaireen( sin =f;; cos =f), on peut estimer
par regressionlineaire les parametres = cos =fc et = sin =f. en minimisant
X h 1 2 2 2 2 2i
Vo(iy) ( x5+ xy) "+ Voxiy) ( xy+vy9) "
(xy)2f

Cette etape peut &tre interpreteecommele ra nemen t de l'estimation, permettant d'ajuster la
deformation aux bords de I'image. En e et, la deformation au certre de I'image est deja globale-
ment estimeepar la similitude. La determination de et ajuste le\recalage" en peripherie de
limage f surlimage g donnee.A partir desestimationsde , , desparametresde la similitude
et de la connaissancede la longueur focale, on deduit le mouvemert de la camera estime.

Cette methode est une hybride desdeux autres methodes presenees,utilisant la technique
d'estimation d'Odobez et Bouthemy sur le contenu desimagespour estimer la similitude d'une
part, mettant en oeuvre une regressionlineaire sur le ot optique d'autre part. Les resultats
obtenus par cette methode sort nettement moins bons que ceux fournis par la methode retenue
(tableau 3.8), du fait du biais introduit par la successiond'estimations des parametres et de
l'utilisation du ot optique qui, s'il est calcule sur la sequence,preserte un bruit important.
De plus, I'etape de calcul du ot optique, par la methode de Weidkert et Schnerr par exemple,
allonge considerablement le temps de calcul global de la methode.

Dans la litt erature, Irani, Roussoet Pelegont une approche comparable dans [36]. lls es-
timent un mouvemert 2D erntre deux imageset utilisent le ot residuel pour en deduire une
partie du mouvemert de la camera. Plus precismert, ils detectert d'abord une region plane de
l'image puis, avecle ot optique calcule, estiment le mouvemert parametriqgue 2D de la region,
suivant le modele quadratique assaie a la forme bilin eaire (1.9). Un nouveau ot estalors cal-
cule en soustrayant au ot optique initial le ot genere par le mouvemen 2D. La composarne
rotationnelle estabsere de ce ot residuelcar la rotation agit sur les points desimagesindepen-
dammen desprofondeursdespoints 3D projetes.Lesvecteursdu ot residuelsort donc diriges
vers ou ervers le foyer d'expansion, ce qui permet de deduire la direction de la translation. La
rotation est ensuite calculee a partir des parametres du mouvemert 2D estime de la region et
de la translation.

3.6.3 Comparaison avec la metho de reten ue

Le tableau (3.8) preserte les estimations des mouvemerns de camera sur le Im deja utilise
dansla partie 3.2.1. Nous avons cree ce Im en deformarnt une image a partir de mouvemerts
aleatoires,c'est-a-dire d'ensenblesde six parametresveri an t lesordresde grandeur donnesdans
le tableau (2.1). L'angle de vue estegala 90 . Les erreurs moyennesd'estimation du mouvemen
sur les 200 imagespar les trois methodessort donnees.

La methode de regressiorlineairesur le ot optique theoriquefournit lesmeilleurs resultats;
cependant, on disposeraremert de cette donnee(on endisposesil'on conndt deja le mouvemert
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Erreur Erreur Erreur angle
direction de | direction axe de rotation
la translation de rotation absolue | relative

Regressiorlineaire

surle ot optique 8.2 20 0.001 0.09%
theorique

Regressiorlineaire

surle ot optique 56.4 59.5 1.47 96.7%

calcule par W. et S.
Estimation de

similitude et 14.5 27.1 0.07 4.6%
ra nemen t
Methode retenue 9.7 17.3 0.03 2.2%

Tablea u 3.8: Resultatsdesestimations du mouvementde la camera sur la sequene synthetique
comportant 200imagespar la methale deregressionlineaire sur le ot optiquetheorique, puis sur
le ot estime par la methade de Weickert et Schrerr, par la methale estimant une similitude puis
les parametres de la rotation \pur ement" projective et en n par la methale retenue (estimation
directe a partir desimagespar la methade d'Odobez et Bouthemy). Les erreurs donneesdans le
tableau sont les erreurs moyennescalculeessur les 199 estimations.

de la camera!). Les resultats obtenus par cette meéme methode sur le ot optique calcule par
la methode de Weidkkert et Schnerr sur la sequence,sort beaucoup trop imprecis pour etre
utilisables. En particulier, I'erreur surl'angle de rotation esttresimportante ; ceciestd( au calcul
desvecteursde ot, de normetresinferieurea celledu deplacemem reel. On obtient de meilleurs
resultats avec la methode estimant la similitude puis les parametres et ;ils sort cependant
moins precis que ceux donnes par la methode d'Odobez et Bouthemy appliquee directemert
sur lesimageset estimant les parametres de I'approximation quadratique desdeplacemetts des
points.

Nous avons donc retenu cette derniere methode pour l'estimation du mouvemert d'une ca-
mera, car non seulemen elle donne de meilleurs resultats que les deux autres mais elle est aussi
plus rapide. En e et, c'est une methode directe qui ne necessiteni le calcul du ot optique
ni la mise en correspondancedes points, ce qui limite le coat global de calcul; a cet avantage
s'ajoute I'impl emertation par un schemamultir esolution qui augmene la vitessed'execution. De
plus, nous avons vu qu'elle fournissait de bons resultats sur les donneesbruit eescar elle utilise
des estimateurs robustes. En n, les resultats obtenus sort bons, aussi bien sur des sequences
synthetigues que sur dessequencegeelles.
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3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons propose une methode d'estimation d'un mouvemert de camera
entre deuximagesconsecutivesd'une sequencedansle casou, t etant la translation dela camera,
Z la profondeur de la seneet L la plus grande dimension desimages, exprimeesen unitesde

longueur focale,
1 1

Zinf Zsup

ktk (L + 1) Gmax < 2"

pour " < 10 2. La determination du mouvemert est baseesur le developpemert quadratique en
(x; y) de la deformation entre deux imagesobtenu dansle chapitre precedert. En composarn les
deformations estimeesdans le groupe desrecalages,on accede au mouvemert erntre desimages
eloigneesdans la sequence,ce qui nous a permis de preserner desresultats de mosaquage dans
ce chapitre. Au prix d'un cadre d'application en theorie assezrestrictif, la methode propose
est tresrapide et robuste, grace a l'utilisation du logiciel Motion2D, adapte a notre modele a
six parametres. Pour que la methode s'applique, il faut theoriquemen que la seene Im ee soit
plane et orthogonale a I'axe optique mais en pratique, si la condition donneesur Z, L ett
donneeci-avant estveri ee,le mouvemert est bien estime. La borne superieure 10 2 peut méme
etre legeremen depasge car comme la methode est globale, les di erencesde profondeurs se
compensett.

Cette methode presetie les avantagesinhererts aux methodes directes : elle ne necessiteni
calcul de ot optique ni appariemert de points prealablemen a son application et elle utilise
l'information en tous les points des deux images considerees grace a cette globalite, la me-
thode est robuste a la presenced'un objet en mouvemert propre dansla scene(de taille limit ee
relativemernt aux dimensionsdesimages). Comparee a d'autres methodes directes, elle estime
simultanemert et rapidemert tous les parametres du mouvemert de la camera.
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Chapitre 4

Estimation it erativ e des profondeurs
et du mouv ement de la camera

Nous utilisons I'estimation du mouvemern d'une camera preseriee dans le chapitre prece-
dent pour obtenir une carte des profondeursde la seene Im ee.Pour cela, nous appliquons un
algorithme probabiliste, appele Belief Propagation, deja utilise en stereovision sur desimages
recti ees.lci, la Belief Propagation est mise en oeuvre directemert, sansrecti cation, a partir
de deux imagesconsecutivesd'une sequencesur laquelle on a estime le mouvemen de la camera.
Ce mouvemernt estime sert d'initialisation a la carte desprofondeursde la scene, fournissart en
chaque pixel une distribution de probabilit e sur les profondeurs relatives du point projete en
ce pixel. A partir des profondeurs estimees,on determine le mouvemert de la camera sur des
zonesde profondeurs voisines,ce qui conduit a une estimation plus precise.Ce procede it eratif
permet d'etendre le cadre d'estimation de ni dans le chapitre preaeden, c'est-a-dire d'estimer
le mouvemert mémesi les variations de profondeurssornt importantes.

4.1 Presentation de l'algorithme de Belief Propagation

La methode appelee Belief Propagation par Pearl dans [55], est une methode generale per-
mettant de resoudredes problemesd'inf erencedans des domainesaussivaries que la physique
statistique, l'intelligence arti cielle, le decalage des codes correcteurs d'erreurs, la vision par
ordinateur... Elle a ete decou\erte separemert danslesdi erernts domainessousles nomsd'algo-
rithme de Viterbi, algorithme de decadageiteratif pour les codesde Gallager et lesturb ocodes,
approche par matrice de transfert en physique... et algorithme de Belief Propagation de Pearl
pour les reseauxbayesiens.Cette technigue de resolution s'applique des que le probleme peut
@tre represerie par un modele graphique, c'est-a-dire un ensenble de noeudsayant desrelations
entre eux; |'etat le plus probable de cesnoeudsest alors recherche.

125
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4.1.1 Mo delisation mark ovienne d'une image

L'image est constitueed'un ensenble ni S de sites s, correspondant aux pixels. A chaque
site, est assaie un descripteur, qui peut &tre un niveaude gris, un label dansle casd'une image
segmemnee ou une donnee plus complexe.L'id ee sous-jacete de la modelisation probabiliste de
l'image estquele descripteurd'un site n'est passigni catif enlui-m&memaisdanssesinteractions
aveclesdescripteursdessitesvoisins. C'est pourquoi on assaie a un ensenle de sitesun systeme
de voisinage.

Denition 4.1 { Un sysemede voisinage sur un ensemblede sites S est une collection
de sous-ensemble$ s)sos de S veri ant

{sz s

{t2 §) s2 ¢

Les systemesde voisinageles plus souvert utilisessont la 4-connexite et la 8-connexite : un
site a alors 4 ou 8 voisins, commeillustr e sur les gures (4.1) et (4.2). A partir d'un systeme
de voisinage,on deduit un systeme de cliques. Une clique est soit un singleton de S, soit un
ensenble de sites tous voisins entre eux.

O

| O
O—0O—0 O O0—0O |

| O

O

Figure 4.1: Le syseme de voisinage induit par la 4-connexite et les trois types de cliques
assaiees.

O O O o o—o 7 /O O\
N O O O

2 NN ol BN

o o 0O O O 0—0O cf\)oo

Figure 4.2: Le systeme de voisinageinduit par la 8-connexite et les dix types de cliques asso-
ciees.

Lesinteractions localesentre sites voisins s'expriment sousla forme de potentiels de clique.
L'energieglobale U de I'image estla sommedesenergiesde I'ensenble C descliquesde l'image
X
U= Uc

c2C
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et I'energieen un site s estla sommedesenergiesdes cliquesauquellesle site appartient

X
Us = Uc:
c2C tq s2c¢

Pour de nir leschampsde Markov, on considereuneimagex commela realisationd'un champ
aleatoire X. On note X = fX5;s 2 Sg le champ aleatoire, x = fxg;s 2 Sg une realisation et E
I'ensenble desvaleurs prises par les variables aleatoires Xs. Ainsi, P (X = Xs) estla probabilit e
gue la valeur du descripteur au site s soit x5 et P(X = x) estla probabilit e d'observer I'image
X. Le lien entre le descripteur en un site s et le reste de I'image est mesure par la probabilit e
conditionnelle

P(X=Xsj¥=x3)ouX=1X;1t2S;t8 sg:

Denition 4.2 { Soit un sysemede voisinage . Un champ aleatoire X de taille N est un
champ de Markov pour le voisinage si et seulementsi

8
2 8Xs2E; P(X%=XsjX¥=x5=P(&=XJX = xt;t2 )
>

8x2 EN: P(X=x)> 0

Ainsi, un champ aleatoire X est un champ de Markov pour un voisinage si aucune con -
guration n'est interdite et si la probabilit e conditionnelle locale en un site n'est fonction que
de la con guration du voisinagedu site considere. Sur des domainesbornes, tous les champs
aleatoiressornt evidemmen markoviens pour un voisinagesu samment grand. Mais l'interet de
cette modelisation tient justemert aux champs de Markov assaies a des voisinagesrestreints,
permettant derealiserdescalculsrapides; la plupart desimagesnaturelles ou textur eesveri ent
I'nypothesemarkovienne pour desvoisinagestels que la 4 ou la 8-connexite.

Leschampsde Markov assa@iesau systemede voisinagede la 4-connexite sort appeleschamps
de Markov d'ordre 1. lls fournissent des modelestheoriquesparticuli eremen interessats pour
certains problemesde vision par ordinateur [20]. Dans cesproblemes,on veut le plus souvent
inferer une realisation cacheed'un champ de Markov.

4.1.2 Probl eme d'inf erence dans un cadre bayesien

Les problemesd'inferencesort posesen cestermes: on disposed'une obsenation y sur un
ensenble de sites S. On note y = fyg;s 2 Sg lI'image obsenee et on souhaite determiner une
image inconnue x = fXg;s 2 Sg. L'image x est consideree comme la realisation d'un champ
aleatoire X et I'image y celle d'un champ aleatoire Y. Le champ Y depend de X a travers une
probabilit e conditionnelle connue P(Y = yjX= x).

La restauration bayesiennede I'image x est bassesur la probabilit e a posteriori

P(X=xjY=vy)/ P(X= x)P(Y=yjX= X):
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L'estimateur ¥ maximisant cette probabilit e est appele estimateur du maximum a posteriori
(MAP). Deux hypothesessont classiquemen ajoutees d'une part, le champ X est suppose mar-
kovien pour un systemede voisinage (le plus souwent la 4-connexite pour lesimages), d'autre
part, sathhant X= x, lesvariables aleatoiresYs sort supposeesindependartes et de loi condition-
nelle ne dependart que de la realisation xg, c'est-a-dire

Y
P(Y=yjX=Xx) = P(Ys = ysiX = Xs)
s2S
Y
= (Xs:Ys)
s2S

La gure (4.3) illustre le probleme a resoudrecompte-teru de ceshypotheses,dansle casd'un
champ X markovien pour la 4-connexite.

Figure 4.3: Representation du probleme d'inf erence dans les champsde Markov d'ordre 1. Les
ronds noirs sont les informations ys obseneeset les ronds blancsles valeurs X a estimer. Les
traits represententles interactions entre les sites.

4.1.3 Description de la Belief Propagation

L'algorithme de Belief Propagation necessitda connaissancele la fonction et la de nition
de la compatibilit e entre les sites voisins du champ de Markov X c'est-a-dire les energiesdes
cliguesd'ordre 2 pour la 4-connexite. La connaissancea priori sur le champ X s'ecrit

Y
P(X=x) = st(Xs; Xt):
s2S;t2 s

La fonction ¢ est une matrice carreede taille JEj JEj. Sila compatibilit e est identique en
toutes lespairesde sites,independammert de leur localisation sur I'image, lesmatrices g serort
toutes egales.La probabilit e a posteriori s'ecrit maintenant

_ Y Y
P(X= xjY=1y)/ st(Xs; Xt) (Xs;Ys):
s2S;t2 s s2S
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Le choix desfonctions & permet d'imp osercertaines proprietes, de regularite par exemple,au
champ X et celui de caracterisel'attac he aux donneesy.

La methode de Belief Propagation consistea faire circuler des messagegocaux ertre sites
voisins, permettant de propagerdesinformations danstoute I'image. Un messagestenvoyed'un
site s a un site t voisin, concernan le descripteur x; du site t. Ce messagenote mg;, est une
distribution de probabilit e sur les valeurs x¢, il est donc represette par un vecteur de longueur
JEj. Au depart, lesmessagesort initialis espar desdistributions uniformessur E. Il existe deux
versionsde l'algorithme de Belief Propagation, correspondant a deux methodes de misesa jour
desmessages la version\somme-produit"

0 1
X Y
Mst(X¢) = C @ st(Xs; Xt) (Xs:Ys) mus(XS)A
Xs2E u2 snftg
et la version\max-pro duit"
0 1

Y
Mgt (Xt) = C)';nzaé(@ st(Xs;Xt) (Xs:Ys) mus(xs)A
° u2 snftg

L P ,
ou C estune constarte de normalisation, telle que , ,g Mst(Xt) = 1. La gure (4.4) illustre
les deux manieresde calculer les messages.
X
. @ >, @
Xs
~0—0O C—0O
‘ S

‘St t

Figure 4.4: Versions"somme-poduit" et\max-produit" de mise a jour du messagemg;.

A partir des messagespn de nit une croyance pour chaque site s, distribution de probabilite
sur E. Elle est proportionnelle au produit de la abilit e de I'observation avectous les messages
recus au site s v
bs(xs) = C° (Xs;Ys) Mys(Xs)
uz2 s
ou CPest une constarte de normalisation, telle que i x2E Bs(Xs) = 1.

A chaquesite, sort donc assaies4 messageslestinesaux sites voisins et une croyance, tous
sousforme de distributions de probabilit e. L'algorithme dans sa version\max-pro duit", pour T
iterations, est preserie sur la gure (4.5). A lissue desT iterations, l'algorithme fournit donc
une distribution de probabilit e sur lesvaleursde E en chaquesite de lI'image cherchee.On choisit
alors pour un site s la valeur

Rs = arg max bs(Xs):
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1. Initialisation desmessages
. : .m0 _ 1
852 S;8t2 ¢ 8 2E; mg(xt)= JE
2. Mise a jour desmessagegT iterations)
pouri=1:T
8s2S; 8t2 S;%thE; 1
. Y .
Mg (Xt) = C)';n%@ st(Xs;Xt) (Xs;Ys) mIUSl(Xs)A
° u2 snftg
3. Calcul descroyances
Y
bs(xs) = C° (Xs;Vs) mIs(Xs)
u2

Figure 4.5: Algorithme de Belief Propagation dans sa version\max-produit" pour T iterations.

L'impl emertation basiquede l'algorithme, dans saversion\max-pro duit", a une complexite
en O(PJEj?T) ou P est le nombre de sites de l'image et T est le nombre de mises a jour
des messagesll est cependart possible de diminuer substanciellemen le temps de calcul en
combinant plusieurstechniques,notamment multi- echelle, non developpeesici (ellessont decrites
par Felzenszvalb et Huttenlo cher dans[17]). Ceciest primordial lorsquel'on a un large ensenble
de valeursde descripteurs.A n d'obtenir une corvergencerapide, on peut aussiacalerer la mise
a jour des messagesDans [68], Tappen et Freeman proposen de propager les messagesians
une direction et d'utiliser la misea jour du site s 1 pour mettre a jour le site s. Ainsi, un site
S peut transmettre une information a un site s + k en une seuleiteration, au lieu de k pour la
mise a jour synchrone.

4.1.4 Convergence de l'algorithme

L'algorithme de Belief Propagation donne de tres bons resultats grace a la puissancedu
passagedes messagedocaux, permettant de di user des informations d'un site a l'autre de
l'image. Mais qu'en est-il de la corvergencede l'algorithme ?

4.1.4.1 Version \somme-pro duit"

Pearl [55] puis Weiss[75] ont montr e que pour un graphe simplemert connexede diametre d,
l'algorithme de Belief Propagation, dans sa version\somme-produit", corvergeen d iterations.
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A la convergence,le vecteur de croyancebs est egal a la distribution a posteriori marginale au
site s, c'est-a-dire, en notant mg, les messages la corvergence,

Y
C (Xs)Ys) mys(Xs)

u2 s

bs(xs)

X

POC = x%X% = XsjY=y)

XS2EiSi 1

P(X = XsjY=Y):

On peut aussicalculer les distributions jointes a posteriori entre deux sites voisins

Y Y
C st(XsiXt) (Xs;¥Ys) (Xt:Yt) Mys(Xs) My (Xt)
u2 snftg u2 nfsg

Bst (Xs; Xt)

P(X = Xs; % = XjY=y):

Pour les graphes quelconques,la corvergencen'est pas assuree mais lorsqu'elle a lieu, les
croyanceshs et by, forment un point critique d'une approximation del'energielibre d'un systeme,
appelee energielibre de Bethe et de nie par Egethe (fhs; bstg) =

X X
bst(Xs; Xt) (Inbst(Xs; %) In( st(Xss Xt) (Xs3Ys) (XesYt)))
S;t2S x5 xt2E

X
(@ 1)  bs(xs)(Inhs(xs) In (xs;Ys))
s2S Xs2E
ou gs estle nombre de voisins du site s. Ce point est dewveloppe par Yedidia, Freemanet Weiss
dans[78].

4.1.4.2 Version \max-pro duit"

Pour un graphe simplemert connexe,la version\max-pro duit" de l'algorithme de Belief
Propagation converge vers I'estimateur du maximum a posteriori (Pearl [55)). En eet, a la
corvergence,

b(xs) = C m)?xP(Xz XjX = Xs; Y=Y):

La realisation
R=fRs = argm% bs(Xs);s2 Sg
Xs

maximise la probabilit e a posteriori P(X= xjY = y). Remarquonsqu'avec la version\somme-
produit” de l'algorithme, on obtient les distributions marginales a posteriori en chaque site,
mais la realisation ® qui en resulte ne maximise pas forcemert la probabilit e a posteriori sur le
graphe.
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Dans le casd'un graphe quelconque,l'algorithme dans saversion\max-pro duit" ne corverge
pas toujours. La presencede boucles dans le graphe peut entra™er la circulation in nie de
messagegdans ces boucles, empecant la corvergencevers un equilibre stable. On obsenera
plus loin desstructures en damier, correspondant a l'oscillation d'un groupe de sites entre deux
etats. Cependart, lorsqu'il y a corvergencelesresultats produits sort souvent assezdons,comme
l'llustren t ceux obtenus par Levin, Zomet et Weisspour la separation de mouvemerts transpa-
rents [41] et les applications diverses(restauration, segmetiation, super resolution...) presenees
par Sharondans[62]. Dans[76], Weisset Freemandemortrent que sil'algorithme danssaversion
\max-pro duit" corvergedans un graphe avec boucles,la solution obtenue % estle maximum de
la probabilit e a posteriori dansun voisinageparticulier qu'ils appellent \Single Loopsand Trees"
(SLT). Le voisinageSLT d'une con guration x est de ni comme |'ensenble des con gurations
ne di erant de x que sur descombinaisonsdisjointes d'arbres et de bouclessimples. Ainsi,

8x 2 SLT (®); P(X=xjY=y) < P(X= RjY=Yy):

4.1.5 Un exemple dapplication de la Belief Propagation : la desoccultation

Pour illustrer lesperformancesde la Belief Propagation, nouspresenons quelquesexperiences
de desacultation d'images par application de la Belief Propagation. Ici, on restaure une image
dont seul un faible pourcentage (10%) des niveaux de gris des pixels est connu. Pour cela, on
utilise une imageinitiale quanti ee,ici en 32 niveauxde gris, dont on masquealeatoiremert 90%
des pixels. Les niveaux de gris de l'image quanti ee constituent I'ensenble E. La localisation
despixels manquarts est connue et utilis ee pour de nir la fonction (Xs;Yys). Plus preciemert,
on poskededesobsenations yg sur certains sitess et onde nit  par

8
3 1=y, Siys existe,

8xs2 E; (Xs)Ys) = 5
T o= si ys n'existe pas.
iE] Ys p
La fonction de compatibilite doit privil egierlesniveauxde gris identiques ou prochespour des
sites voisins. Elle est choisie commune a tous les sites de I'image et est donneepar

Xs  Xi
(Xs;xt) = (1 ep)e P +e

ou les parametres e, et | permettent d'imposer une regularite plus ou moins forte. Cette
fonction provient du modele de variation totale de Osher, Rudin et Fatemi [54]. Ces derniers
utilisent la fonction de potentiel (x) = jxj car elle presene davantage de discortin uitesque la
fonction (x) = x2. Le choix de p imposeune regularite plus ou moins forte et le parametre
€, qui borne inferieuremen les valeurs (Xs;Xt), autorise, s'il est important, davantage de
discortin uites, correspondarnts aux cortours. Les gures (4.6) et (4.7) presenent les resultats
obtenus par application de la Belief Propagation dans sa version\max-pro duit" sur les images
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La Cornouaille et Mandrille occulteesa 90%, pour e, = 0 ou 0:01 et , = 1 ou 5. Bien que
la transmission d'un messaged'un bord de I'image a l'autre necessiteN iterations ou N est
la largeur de limage, quelquesiterations susent ici a atteindre un etat stable. Ceci est d0
a la dispersion uniforme des pixels dont le niveau de gris est connu dans l'image : ceux-Ci
conditionnent fortement lesniveauxde gris despixels voisins. Ainsi, tr esrapidemert (une dizaine
d'it erations), de larges plages de l'image sort remplies et leur niveau de gris n'ewlue plus,
commeillustr e sur lesdeux gures (4.6) et (4.7). Le choix deep et , estdeterminant ; la valeur
€ = 0:01 permet d'obtenir descortours plus nets sur lesimages,c'est le casde la coque et du
mat du bateau sur la gure (4.6) et les resultats sort alors plus cortrastes. Une valeur elevee
de | lisselimage obtenue; cet e et est visible sur la texture du pelagedu mandrille sur la
gure (4.7). Il n'y a pas de jeu de parametres optimal pour toute desacultation. Suivant la
nature desimages,on peut preferer une image bien segmenee,ou plus oue (par exemplepour
imagestextur ees). Ainsi, pour lI'image La Cornouaille, presernant de grandeszonesuniformes,
lesvaleurse, = 0:01et , = 5fournissern de bonsresultats: a partir de I'image occulteea 90%,
onidenti e clairemernt le bateau, lesmats, lescordageset on distingue la bouee,I'homme aterre.
Pour l'image Mandrille, plus textur ee,les parametrese, = 0 et , = 1 permettent de retrouver
en partie lestextures tout enreconnaissah lesdi erertes parties de la t&te, notamment lesyeux
et lesnarines alors que pour , = 5, les zonestextur eessort plus lissees.

Enn, dansle casd'occultations plus largesdans|image, la Belief Propagation fournit aussi
desresultatsinteressats ; la version\somme-produit" estalors plus adapteequela version\max-
produit". En e et, la version\max-pro duit", en I'absencede donneesdans la zone occultee, a
tendancea remplir la zonepar un niveaude gris uniforme (ou desniveauxde gris tr esvoisins), qui
maximise la probabilit e a posteriori. En revanche, la version\somme-produit", qui fait corverger
lesdistributions a posteriori marginalesen chaquesite, propagelesdonneesde sitesen sitesdans
la zone occultee. Sur la gure (4.8), le detail de la bouche de Lena est occulte par une tache
de 60 pixels. Le resultat fourni par la Belief Propagation dans sa version\somme-produit" avec
e = 0:5et = 1esttout-a-fait comparablea ceux obtenus sur la bouche de Lenapar d'autres
methodes de desacultation, comme l'interpolation jointe des niveaux de gris et desdirections
du gradient proposeepar Ballester, Caselleset Verderadans [2].

4.2 Application de la Belief Propagation a l'estimation de pro-
fondeurs

Le problemed'estimation desprofondeursd'une seenea partir de deux vuesde cette scene,
appele aussiproblemed'appariemert stereo, est un problemedicile a causedes occultations,
du bruit sur lesimages,desdiscortin uit esde profondeurs, destextures...

De nombreusesmethodesexistert ; Scharstein et Szeliskien proposert une classi cation dans
[60], baseesur lestechniques misesen oeuvre lors desquatre principales etapesdesalgorithmes.
La premiere est le calcul du co0t d'appariemert (realise en general par la di erenceabsoluedes
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Figure 4.6: Desacultation par Belief Propagation de I'image La Cornouaille. En haut, l'image
initiale et l'image masqieea 90%, puis lesresultatsde desacultations obtenusapres20 iterations
de l'algorithme dans sa version \max-produit”, avec sur la colonne de gauche,e, = 0, sur la
colonne de droite, e, = 0:01 et de hautenbas, ,= 1letb5.
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Figure 4.7: Desacultation par Belief Propagation de limage Mandril le. En haut, I'image ini-
tiale et I'image masqiee a 90% puis les resultats de desacultations obtenusapres 20 iterations
de l'algorithme dans sa version \max-produit”, avec sur la colonne de gauche,e, = 0, sur la
colonne de droite, e, = 0:01 et de hauten bas, ,= 1letb5.
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|

Figure 4.8: Detail de la bouchede Lena. De gauchea droite, I'image originale quanti eeen 32
niveaux de gris, l'image occultee et le resultat donne par la Belief Propagation, dans sa version
\somme-produit” avec e, = 0:5et ,= 1.

intensitesou par la di erencedesintensitesau carre), la deuxiemele calcul du co0t d'agregation
(sommedescolts sur unefenetre par exemple),la troisiemele calcul desprofondeurs(en utilisant
ou non une technique d'optimisation, commela programmation dynamique, le recuit simule, les
Graph Cuts...) et la quatriemele ra nemen t post-traitement (on peut notammert utiliser un
Itre median pour supprimer les mauvais appariemerts de petite taille). Les methodesmisesen
oeuvre a chaque etape sort compareeset les algorithmes testes sur une large basede donnees.
Il ressortqu'un colt d'appariemert robuste, c'est-a-dire tronque, ameliore les performancesdes
algorithmes globaux. Il est cependart dicile de xer le seuil au-dessusduquel on tronque les
valeurs car la meilleure troncature varie avec chaque paire d'images. De facon gererale, les
meilleurs resultats sort obtenus lorsque I'on modelise I'image des profondeurs par un champ
de Markov et que le probleme d'inf erenceest resolu par destechniques de Graph Cuts ou de
Belief Propagation. Les methodesde di usion et de cooperation (inspireespar desstrategiesde
stereovision humaine) fournissen egalemen de bons resultats, sauf sur les bords, moins precis.
Enn, lesmethodeslocalessort les moins performantes.

Suite a cette evaluation, Tappen et Freemanont compare plus precismert dans[68] les me-
thodesde Graph Cuts et de Belief Propagation pour I'appariemert stereo. Les resultats obtenus
sort tresvoisins. L'algorithme de Graph Cuts consistea represetter le probleme sousla forme
d'un ensenble de noeuds et d'aretes orienteespondereeset a realiser une coupe du graphe de
co0t minimal, correspondant a la minimisation d'une energie.Les Graph Cuts fournissert des
solutions plus lisses,d'energieplus faible que cellesobtenues par la mise en oeuvre de la Belief
Propagation mais cessolutions ne sort pas necessairemenplus proches des veritables profon-
deurs de la seene (car les solutions fournies par les Graph Cuts et la Belief Propagation ont
toutes deux desenergiessigni cativ emen plus faibles que celle du champ desveritables profon-
deurs). En n, le temps de calcul de la Belief Propagation dans sa version acceleree (utilisation
immediate de la mise a jour d'un message)ket celui desGraph Cuts sort similaires.

Nous allons ici appliquer la methode de Belief Propagation a l'estimation desprofondeursa
partir de deux imagesconsecutivesdans une sequenceet du mouvemert de la camera determine
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par la methode du chapitre 3. La di erenceavec les methodes proposeesdans [67, 60, 68] est
I'application de la Belief Propagation a desimagesnon recti ees.

4.2.1 Presentation du probl eme

Dans le chapitre 3, nous avons estime le mouvemen de la camera entre deux imagesconse-
cutivesdans une sequenceen supposart que la profondeur Z de la seene Im ee,la translation t
de la camera et la taille L desimagesveri aient, en unitesde longueur focale

1 1
Zinf Zsup

ktk(L + 1) Gmax < 2

avec" < 10 2, ce qui nous permettait de considerer la profondeur de la sene constarte dans
le repere de la camera. La gure (4.9) presene deux imagesconscutivesdans une sequenceet
le recalagede la deuxiemesur la premiere grace au mouvemert de camera estime. On obsene
sur la superposition desimagesque certains objets de la senesort legeremen decakscar leur
profondeur di ere de la profondeur moyennede la seene.On a obsene dese ets similaires sur
les resultats de mosaquaged'images eloigneesdans la sequence dans le chapitre 3. Nous allons
utiliser ce decalagepour estimer un plan desprofondeursrelativesde la seenedans le repere de
la camera avant son deplacemen

Revenonssur lesformules exactesdescorresppndancesdespoints entre deux imagesconsecu-
tivesf et g, I'image g etant acquiseapresun mouvemert de camera (R;t) ou R estune rotation

de matrice 0 1
a b o
R= E‘Daz b ng
a3 bz c3
et t estune translation de vecteur 0 1

t1
t= @22 3
t3

Soiernt K et K °lesdomainesdesplans retiniensR et R °sur lesquelssort respectivemert de nies
les imagesf et g. Soit (x;y) un point de K et (x%y9 un point de K ° deux points apparies,
c'est-a-dire projections d'un méme point de I'espacede profondeur Z(x; y) dansle repere de la
camera avant le deplacemen Pour une longueur focalef ¢, la formule suivante donne la relation
ertre (x;y), (x%y9 et Z(X' y)

0 X+ ayy+ feag f¢ hW,R(I)I
XY=
% ‘ox+oy+foeg fo hW,R(k)i

§y0: bix+ by + fobs  fohydosiR()I-

‘ox+cy+foeg f My R(K)I
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Figure 4.9: En haut, deuximagesconsecutivesdansune sequene. En bas, a gauchela di erence
envaleur absolueentre lesdeuximageset a droite la di erenae en valeur absolueentre la premiere
image et la deuxiemerecalee sur la premiere avec le mouvementde camera estime par la methale
decrite dans le chapitre 3. Plus le niveau de gris est sombe et plus la di erena est elewe. Le
recalage est glokalement bon sauf pour certaines profondeursde la scene qui di erent trop de la
profondeur moyenne: c'est le cas de la bouteille et de la zone du fond a droite.

La methode presenee dans le chapitre 3 estime une translation € egalea la translation divisee
par une profondeur moyenneZ, de la scene.Nous allons maintenant, en utilisant le recalagedes
images, estimer en chaque point de K une distance a la profondeur Zg, permettant d'obtenir
une image des profondeurs relatives des objets. La formule precederte nous rappelle que dans
lescasou il n'y a pasde translation, il estimpossiblede deduire la structure de la sane.

4.2.2 Disparit es ou profondeurs ?

La plupart desmethodesqui estimert la structure d'une scene Im eea partir de deuximages
seplacert dansle casd'une camera en translation horizontale : les plans retiniens R et R °sort
donc confondus.On dit alors que lesimagessort recti ees,commeillustr e sur la gure (4.10).
Cesmethodesestimert non pasla profondeur de la seenemais la disparite d en chaque point de
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K.

Denition 4.3 { Soient (x;y) et (x®y9 deux points apparies de deuximagesrecti ees.On
appelle disparite au point (x;y) la di erence

d=vy" v

Cette di erenceestlieea la profondeur Z(x;y) du point projete en (x;y) et (x®y9 par

fe
Z(xy)

dCCO

ou f¢ estla longueur focale et dcco la distance entre les certres optigues.

M

RO

Qy

| V\' (XO, y(b

AR N

C o

Figure 4.10: Deuximagesrecti ees.Lespoints (x;y) et (x%y9 desplansR et R°sont apparies;
comme la camera est en translation horizontale, x = x°

Dans le casd'un mouvemert guelconquede camera, on ne peut plus de nir la disparite de
la mémefacon.

Denition 4.4 { Soitun mouvementde camera di erent d'une simpletranslation horizontale.
Soient (x;y) et (x®y9 deux points apparies dans les deux images obtenuesavant et apres le
depla@ment. Ces points sont deux projections d'un méme point de I'espace 3D de profondeur
Z(x;y) dansle repere ass@ie a la camera avant son deplae@ment. On apelle disparite au point
(x;y)

1

d= Z(X:y):

Dans la suite du document, nous ne donneronsqu'un exemple d'estimation de disparites
dansle casd'imagesrecti ees.Les autres resultats presetteront l'estimation de profondeurs.
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4.2.3 Rectication

Commementionne preccdemmen, la plupart desmethodesestimant la structure d'une sene
traitent seulemen les casde translation horizontale de la camera [60]. Dans ce cas, des points
apparies dans les deux imagesappartiennent a la méme ligne horizontale. Ceci simplie gran-
demen le probleme d'estimation de la structure et permet de developper des algorithmes tres
rapides, voire méme temps reel [5, 22]. Si les mouvemerts de la camera sont plus compliques
gu'une simple translation horizontale, cesmethodes appliquent un procede aux images, appele
recti cation, an deseramenerau casde la translation horizontale. Le procede consistea deter-
miner une transformation de chaqueimagetelle que leslignes epipolaires conjugueesdeviennen
colineaireset parallelesa I'axe horizontal desimages[13, 18, 19.

En genreral, on projette lesimagessur un plan parallele a la droite passan par les deux
positions du certre optique (avant et apresle mouvemert de la camera). Commeil existe une
in nit e de plans veriant cette condition, on peut choisir le plan minimisant la distorsion des
imagesprojeteesou plus simplemert le plan parallelea la droite d'intersectiondesplansretiniens
R et RY[13], commeillustr e sur la gure (4.11).

ROO

Figure 4.11: Procede de recti ¢ ation. Lesimagesdesplans R et R © sont projeteessur le plan
R ©parallele a la droite CC° Ainsi, les lignes epiplaires deviennentparallelesa CC°

Cependart, bien que la recti cation simplie beaucouple problemed'evaluation desdispa-
rit esd'une sene, on peut s'interroger sur I'amelioration apportee par rapport a une methode
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utilisant directemert lesimagesnon recti ees.Schreer, Brandburg et Kau presenent dans[61]
une etude comparative entre I'estimation desdisparitessur desvuesrecti eeset non recti ees.
Dans les deux cas, la m&émeapproche hierarchique de block-matching, decrite dans [52], est ap-
pliguee. La premiere comparaisonde cette etude concernela complexite. Lorsque les vues ne
sort pasrecti ees,le calcul de la position desfenetres candidatesau block-matching necessite
l'approximation de la ligne epipolaire sur la grille discrete. Le co0t de ce calcul est superieur
a deux fois celui de la recti cation desimages, cependart, ce codt est marginal compare a la
complexite totale du procede d'estimation desdisparites: la di erencede co0t entre les deux
methodes n'est pas signi cativ e. La secondecomparaison s'attache aux resultats; la methode
sur lesimagesnon recti eesfournit de meilleurs resultats que ceux obtenus par la methode sur
les imagesrecti eessi la region d'interét couvre toute l'image, a causede I'e et de distortion,
induit par la recti cation, plus important sur les bords de l'image. Pour la m&éme raison, plus
les directions des axesoptiques di erert et plus il est preferable de travailler directemert sur
les imagesnon recti ees.Cependart, dans le casd'objets bien segmemnes au certre de l'image
et d'axes optiques de directions voisines,les resultats obtenus par les deux methodes sort tres
proches.

4.2.4 Utilisation de la Belief Propagation sur des images non recti ees
4.2.4.1 Choix de la non rectication

Sun, Shum et Zheng proposen dans [67] I'application de l'algorithme de Belief Propagation
au probleme d'appariements stereo pour desimagesrecti ees.Ici, nous choisissonsde ne pas
recti er lesimages.La principale raison de ce choix est que nous ne disposonsque d'une estima-
tion du mouvemert dela camera et non d'une donneeexacte.De plus, lesobjets danslesimages
issuesde sequenceseellesque nous considerons occupent une treslarge partie desimages (et
souvent aussiles bords). Nous adaptons donc la methode de Sun, Shum et Zheng au casou le
mouvemert de la camera est quelconque.

4.2.4.2 Description de la metho de

En utilisant le formalisme presetie danslessections4.1.2et 4.1.3,onnotey = ff, g, , , ,
A, B, Cglesdeux imagesconscutiveset les parametresdu mouvemert de la camera estime. On
cherche a maximiser la probabilit e a posteriori P (X= xjY = y) ou x estle champ de profondeurs
dela seenedu point devue del'image f . La matrice de compatibilit e entre lessitesa pour terme
general
sz th

(xsx)= (1 e)e P +ey

Cette fonction, utilis eeaussipar Sun, Shum et Zhengdans[67], provient du modele de variation
totale de Osher, Rudin et Fatemi [54] comme nous I'avons deja evoque precedemmert pour la
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desacultation. Le choix de impose une regularite plus ou moins forte et le parametre e
p p
permet d'autoriser plus ou moins de discortin uitesde profondeurs sur l'image.
Pour la fonction d'attache aux donneesou vraisemblance locale en un site s, on choisit

F(s;Xs;Ys)
(Xs;¥s) = (1 eg) € d + €&

avec
F(sixs;ys) = if (5)  9(s9i
ou sPestle point de K ®apparie au site s de K d'apresle mouvemert de la camera estime et la

profondeur xs donnee, c'est-a-dire, sis = (x;y) et s%= (x°y9,

8 A
aix + agy + feag+ foir

% x0= f
= f, =
CiX+ cy + fecg+ fcg

(4.2)
X + lpy + fo b3 + fcf_s_

0—
fCCX+C +feegt fc S
1 2y c 3 C X

y

La valeur g(sY est calculeepar interpolation bilin eaire, ce qui limite la sensibilite a I' echantillon-
nage.Lesvaleurs A; B ; C sort lescoordonneesde t=2, dansla base(R(i); R(j); R(k)), Zo etant
une profondeur moyenne de la scene; en consequence,les coordonnees(A; B; C)=xs sort celles
de t=(Zp Xs) dans cette méme base. Ainsi, la profondeur correspondant a x5 est egalea Zg Xs
dansle repere assaie a la camera avant son deplacemen Une profondeur retenue X inferieure
a 1 signi e donc quel'objet represene en ce site est place en avant du plan de profondeur Z, et
une profondeur Xs superieurea 1 indique que l'objet sesitue en arriere de ce plan.

42.4.3 Resultats

Dansle casd'une translation horizontale de la camera et doncd'imagesrecti ees,on retrouve
lesresultats donnespar Sun, Shum et Zhengdans[67], commelillustre la gure (4.12). Sur cette
gure, on a estime non pas les profondeurs mais les disparites, au sensde la de nition 3, avec
la version\max-pro duit" de la Belief Propagation (e, = 0:01, = 3:5, 5 = 0:05, 4= 20).

On appliqgue maintenant la methode de Belief Propagation decrite ci-avant dans sa version
\max-pro duit”, a desimagesnon recti ees.L'ensenble desparametreschoisiest x e: e, = 0:01,

p=03,e = 0:05et 4= 20. Pour toutes les sequencesutilis ees,on supposel'angle de vue
egala 120.

Les gures (4.13), (4.14) et (4.15) presenent les resultats fournis par la methode sur des
imagesnon recti eesconsecutivesf et g et en utilisant une estimation du mouvemert de camera
obtenue par la methode du chapitre 3. Les profondeursrelativesappartiennent a I'ensenble de
16 elemerts

E = f0:45; 0:5; 0:55; 0:6; 0:65; 0:7; 0:75; 0:8; 0:9; 1; 1:1; 1:2; 1.4; 1.6; 1.8; 2g:
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Figure 4.12: En haut, deuximagesconsecutivesde la sequene Tsukula. Au-dessousa gauche
le veritable champ desdisparit es et a droite I'estimation de ce champ obtenu par I'algorithme de
Belief Propagation (100 iterations) connaissantle mouvementexact.
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Le choix de cet ensenble est determinant ; on suppose que les objets se situent en avant ou
en arriere d'une profondeur moyenne Zy. Precismert, les valeurs xs de E sort ass@ieesaux
profondeurs Zg Xs, car la translation estimee est € = ZLO L'echantillonnage des profondeurs
n'est pas regulier car les e ets des profondeurs sur les translations ne sort pas lineaires: une
profondeur egalea 1 (0 < < 1) erntra™e une variation dans la translation sur l'image
d'amplitude superieure a celle generee par une profondeur egalea 1+ , soit

€

T '

En utilisant la formule (4.1), on peut calculer d'une part, lI'image g recalkeesur f en ne tenant
compte que du mouvemert de camera estime (c'est-a-dire avec xs = 1 pour tous les sites) et
d'autre part, I'image g recake sur f avec le mouvemen de camera et les profondeurs de la
saene estimeessur I'image f . Les normesL! moyennesdesdi erencesenire f et lesimagesg
recakeessort donneesdans le tableau (4.1). Comme attendu, la nhorme desdi erencesdiminue
signi cativ emert lorsque les profondeurs sort utilis eespour le recalage.

Di erencemoyenneennorme L! ertre f et g recakeavec

le mouvemern dela camera | le mouvemern de la camera
+ les profondeurs

Figure (4.13) 20.60 9.92
Figure (4.14) 7.99 1.86
Figure (4.15) 15.38 7.07

Tablea u 4.1: Norme L1 (moyennee sur le nombre de pixels) desimagesde di erence entre
limage f et lesimagesg recaleespour les gures (4.13), (4.14) et (4.15).

Sur la gure (4.13), la scene est constituee d'un arbre au premier plan, d'un ensenble de
maisons et du ciel au dernier plan, d'un terrain en pente entre les deux. L'application de la
Belief Propagation, utilisant le mouvemert estime entre les deux imagesconsecutives, permet
de bien detecter I'arbre au premier plan, a peu prescorrectemer le terrain en perte et le ciel.
Les profondeursdes maisonssort estimeesegalesa cellesdu ciel (ceci depend de I'ensenble des
profondeurs choisies).Le plan est simpli e mais clair.

Sur la gure (4.14), les objets sont plus rapproches; I'ensenble E utilise est alors moins
adapte au couple d'images (mais on choisit de n'utiliser aucune connaissancea priori sur la
structure de la scene). Trois plans sort seulemei detectes: le premier plan avecle mannequin,
le secondplan compose desdi ererts objets et le fond. Les contours des objets du secondplan
sort peu precis, notammert car leur ombre leur est assaiee et accoke lors de I'estimation de
profondeurs (sur la carafeet le pot de eurs par exemple).
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Figure 4.13: En haut, deuximagesconsecutivesextraites de la sequene Flower Garden. Puis,
I'estimation desprofondeurspar la Belief Propagation (100it erations) en utilisant le mouvement
de la camera entre les deux imagesestime par la methade du chapitre 3.
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Figure 4.14: En haut, deuximagesconsecutivesextraites d'une sequene. Puis, I'estimation des
profondeurs par la Belief Propagation (100 iterations) en utilisant le mouvementde la camera
estime dans le chapitre 3.
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Figure 4.15: En haut, deuximagesconsecutivesextraites d'une sequene. Puis, I'estimation des
profondeurs par la Belief Propagation (100 iterations) en utilisant le mouvementde la camera
estime dans le chapitre 3.
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Lesimagesutilis eespour I'estimation desprofondeurssurla gure (4.15) sort plus complexes
car la luminosite changearie modi e les ombres et les e ets de reverberation entre les images
congcutives; cese ets sort notammert visibles sur la bouteille et la bouilloire. Le resultat est
assezgrossier, on identi e la bouteille au premier plan et le corps de la bouilloire (mais pas
son anse) au secondplan. Un degrade de profondeurs est obsene sur une partie de la nappe.
Cependant, le rebord de la table est tresimprecis, et une zonede l'image en haut a droite est
detectee au premier plan alors qu'elle appartient au fond.

En conclusion, les resultats d'estimation de profondeurs obtenus ne sort pas toujours satis-
faisarts. Pour dessanessimples,on obtient desplans simpli esmais clairs de la structure mais
pour des scenesplus compliquees,commesur la gure (4.15), les resultats sort plus grossiers.
Ceciestprincipalement d0 al'utilisation d'un mouvemert de camera non pasexact mais estime;
ene et, l'estimation desprofondeursdepend etroitement de la precisionde la decompsition du
mouvemert en une rotation et une translation. Pour ameliorer I'estimation du mouvemert et
par consquer celle desprofondeurs, on proposed'it erer le procede.

4.3 Estimation iterativ e des profondeurs et du mouvement de
camera

4.3.1 Description

On proposeun algorithme it eratif visant a ameliorer a la fois I'estimation du mouvemert de
la camera et celle des profondeurs. L'id ee est d'utiliser les estimations des profondeurs Z pour
estimer desmouvemerns 2D sur deszonesde I'image de profondeurs voisineset en deduire une
nouvelle estimation du mouvemert de la camera. A partir du nhouveau mouvemen, on estime
les profondeurs, etc.

Plus formellemert, on realiseune partition de l'ensenble E desprofondeursenH intervalles
I1;:::;1y de profondeurs moyenneszl; 11;Zy . A partir de 'estimation du mouvemert de la

tion. Lesintervallesl;:::; | de nissent alorsune partltlon de lI'image desprofondeursobtenue,

soit du domaine K. Pour h appartenant a f1;:::;Hg, on estime un mouvemen 2D ertre f

et g en ne considerant que les points de K de profondeur estimee appartenant a | . Ainsi, on
obtient H mouvemerts 2D, ass@ies chacun a un ensenble de profondeurs. CesH mouvemens
2D conduisernt a une estimation du mouvemert de la camera, par les calculs presenesci-apres.
Rappelonsd'abord que pour tout couple de points apparies(x; y) et (x®y9 deK et K © projec-
tions d'un point de profondeur Z (x; y) dansle reperede la camera avant le deplacemen, le ot

optique est calcule par le logiciel Motion2D suivant le modele

0 1
G , & & x . a @ 0 xyg
C a a Yy 0 o @ y2
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et la corresppndanceavec les six parametres du mouvemen ( ; ; ;A;B;C) estla suivante

8c—f A sin cp=f B + cos
% T Z(xy) 2T Z(xy)

a; = ¢ ap =

1 ST 2=
% Z(x;y)

L=+ sin p = — COS :

fC fC

A partir de cette correspndanceet desmouvemerts 2D estimessur lesH supports de profon-
deurs,

n (0]
d:d;al;ald;g) ;1 h H o

on calcule les six parametres du mouvemert de camera correspondant. Pour cela, on pondere
chacune des estimations par py, fraction de la surfacede K de profondeur appartenart a | .
Ainsi,

8 P P P
§ arctan ~ opndl= Lopndb si paphgg>0
P = P
arctan Eﬂ Pn q*£= E=1 Pn qQ + Sl E:l Pn q'z‘ <0
Py h P
=2 Si pphg=0et [, phg >0
. H P
=2 si fphdh=0et [ pndd O
\lﬂ 2 T2
= f {J X-l h X-l h
= lc Pn Oy + Pn & et
h=1 h=1
X
= Pn a*z‘:
h=1

(4.2)
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Le calcul de A, B et C tient compte desprofondeurs moyennesdesintervalles| y,

X
A= f—l + sin pnzn
h=1
X g
B = T COS  Ph zZn (4.3)
h=1 ©
X
C= pn @ zp:
h=1

Les etapesde l'algorithme sort preseneessur la gure (4.16). La fonction de profondeur Z;
estimee a I'it eration i est de nie sur K. On note D; les six parametres du mouvemen estime
aliteration i, D; = (i; i; i;Ai;Bi;Ci), et 2z p, la fonction ass@iant a un point (x;y) de
K, le point (x%y9 apparie de K a partir du mouvemert D; et des profondeurs Z; estimes,
c'est-a-dire (x%y9) = 2, .p,(x;y) avec

8

. . . A
% x0= f X+ &y + fods fozom

G Gy oG T

g yO 'diXJ’HZy” ti3+fCZ(xy)

clx+ cy+ fecy+ fCZ (Xy)
0 1

ay a, a
ou Ecptil 6, 532 est la matrice de rotation assaiee aux angles( i; i; i). La partition de E

¢ & &
et le nombre d'it erations N sort prealablemen x es.Le couple mouvemen/profondeurs retenu
est celui minimisant la di erenceennormeL; entre I'image f et I'image g recakesur f avecles
profondeurs et le mouvemert de la camera estimeslors desN iterations.

4.3.2 Resultats et discussion

On presene les resultats de l'algorithme sur les gures (4.17) et (4.18). L'ensenble des
profondeurs E utilis e pour I'estimation et les parametres de I'algorithme de Belief Propagation
sort inchanges.On choisit la partition deE = 11[ 12 I3 avec

2 11=10:45 05;:::;0.:759 de moyennez; = 0.6
I,=10:8,09;:::; 129 de moyennez, = 1
I3=114,16;:::;29 de moyennezz = 1.7:

Le mouvemert seradoncindependammeri estime sur chacun destrois plans de profondeurs.On
utilise seulemen trois plans pour limiter les erreurs d'estimation. En e et, |'estimation initiale
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1. Initialisation
estimation du mouvemert D, entre f et g
estimation de Z; a partir def, g et D1 par Belief Propagation

Z’ = Zl, |b = Dl
2. Pouri=2:::N
pourh=1:::H
{ estimation du mouvemert 2D (c;cJ;al; al; qff; of) surK \ £Z; 2 Ihg
. _ #1z2; 2 Ihg
{ calcul du poids p;, = T
calculde D = (i; i; i;Ai;Bi;Ci) a partir desH mouvemerts 2D et desH

poids selonles formules (4.2) et (4.3)
estimation de Z; a partir def, g et D; par Belief Propagation
Sikg zp;, fki<kg g fkyalors

b:Zi; |§:Di

Figure 4.16: Algorithme iteratif (N iterations) d'estimation du mouvementde la camera et des
profondeurs de la scene, une partition 1;[ :::[ Iy del'ensembledesprofondeursE ayant ete

desprofondeurs peut &tre assezZfortement erronee; dans ce cas, plus on consicererade plans de
profondeurset plus I'erreur d'estimation sur le nouveau mouvemern de camera seraimportante.

La gure (4.17) rappelle le resultat preacdert et montre le resultat obtenu pour I'estimation
des profondeurs apres 15 iterations de l'algorithme presere sur la gure (4.16). Le resultat
obtenu eniterant successiemert lesestimations de mouvemert et de profondeursest nettement
meilleur que celui obtenu seulemen avec la premiere estimation du mouvemern : on identi e
clairemert la bouteille, la bouilloire (avec son ansecette fois) et le degrade de profondeursde la
table. Seulela partie a gaudhe de la bouteille est mal localisee au fond de la seene. Malgre cela,
le bord de la table est correctemen detecte.

Sur la gure (4.18), le resultat initial obtenu a partir du mouvemert estime entre les deux
imagespermet d'identi er le parasol (et quelqueselemerts du reverbere) au premier plan, les
facadesd'immeubles a droite et a gaude au secondplan et le fond entre les deux batiments.
Cependant, surle batiment de gaude, certainesfenttressort faussemeh detecteesenavant dela
sceneet sur le batiment de droite, de profondeur uniforme (car I'axe optique Iui est orthogonal),
on obsene plusieurs niveaux de profondeurs. Apres 15 iterations de l'algorithme, le resultat
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Figure 4.17: En haut, les deux images consecutives a partir desqueles on estime les profon-
deurs. Au milieu, l'estimation des profondeurs par la Belief Propagation (100 iterations) en
utilisant seulementle mouvementde la camera estime. En bas, le resultat obtenu pour 15 itera-
tions de l'algorithme presente sur la gure (4.16) (avec chaquefois 100 iterations de la Belief
Propagation). Les normes L' moyennesdesdi erences entre I'image f et l'image g recalee sur
f avec le mouvementet les profondeurs estimeessont respctivement egalesa 7:07 pour l'image
desprofondeurs du milieu et 5:03 pour l'image du bas.
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Figure 4.18: En haut, les deux images consecutives a partir desqueles on estime les profon-
deurs. Au milieu, l'estimation des profondeurs par la Belief Propagation (100 iterations) en
utilisant seulementle mouvementde la camera estime. En bas, le resultat obtenu pour 15 itera-
tions de l'algorithme presene sur la gur e (4.16) (avec chaquefois 100 iterations de la Belief
Propagation). Les normes L! moyennesdesdi erenas entre I'image f et limage g recalee sur
f avec le mouvementet les profondeurs estimeessont respctivement egalesa 5:07 pour l'image
desprofondeurs du milieu et 4:43 pour l'image du bas.
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est tres proche de la carte des profondeursinitiale mais les deux e ets sur les profondeurs des
batiments mentionnesci-avant sort attenues.

L'algorithme propose estpuremert heuristique; la qualite descartesde profondeursestimees
est calculee par la di erenceen norme L' ertre limage f et l'image g recake sur f avecle
mouvemert et les profondeurs estimees. Pour tous les resultats presenes, nous avons utilise
le méme ensenble de profondeurs E ; on ne supposealors aucune connaissancea priori sur la
structure dela scene.Malgre cette restriction, nousobtenonsdesresultats qui, sansétre parfaits,
donnent une bonneinformation de la structure de la seene,aussibien pour une scened'interieur
(gure (4.17)) avec desobjets assezprochesles uns desautres, que pour une seened'exterieur
ou les composartes sort beaucoupplus eloignees( gure (4.18)). Cesresultats ameliorent (plus
ou moins nettement) la qualite desimagesde profondeurs obtenues en utilisant seulemen la
premiere estimation du mouvemert de camera. Notons qu'il est necessaireque cette premiere
estimation du mouvemert ne soit pas trop erronee car en depend l'estimation premiere des
profondeurs, sur laquelle sort baseesles estimations des mouvemerts suivants, etc.

De plus, l'estimation du mouvemert sur di ererts plans de profondeurs permet d'etendre
les limites du cadre de ni dans le chapitre 3 pour I'estimation du mouvemen de la camera. |l
est maintenant possible d'estimer correctemen le mouvemert pour des senespresenant des
variations de profondeurs plus importantes que cellesautoriseesdans le chapitre 3 c'est-a-dire
telles que

1 1
ktk(L + 1)G < 2
Zinf Zsup ( ) mex
pour " = 10 2. Il sut que chaque plan de profondeur de ni par la partition (et non toute

la seene) veri e cette derniere condition pour que chaque estimation soit correcte, sousresene
gue la premiere estimation du mouvemert ne soit pas trop faussee par de grandes variations
de profondeurs. En revanche, l'algorithme n'est pas adapte a I'estimation de translations plus
importantes que celles obseneeserntre deux images conscutives dans une sequencecar nous
n'avons pas integre dans la Belief Propagation de traitement particulier pour les occultations
apparaissan dans le cas de translations congquertes; les profondeurs sort alors mal estimees
car chaguepoint de lI'image f est assaie a un point de I'image g.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons utilise le mouvemert de la camera estime entre deux images
conxcutives d'une sequencepour determiner un plan de profondeurs de la scene 3D Im ee.
Nous avons applique pour cela un algorithme probabiliste convergean vers la con guration
des profondeurs maximisant la probabilit e a posteriori connaissam le mouvemert estime et les
deux images.L'ensenble des profondeurs testeeset les parametres de l'algorithme etant x es,
on obtient desresultats plus ou moins satisfaisaris, suivant la structure de la sceneet l'erreur
initiale sur I'estimation du mouvemert.
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Pour ameliorer cesresultats, on itere le procede en estimant le mouvemert 2D non plus di-
rectemen entre les deux imagesmais sur deszonesde profondeurs estimeesvoisines.En tenant
compte desprofondeursmoyennesde ceszones,on calcule, a partir desnouvellesestimations de
mouvemerts 2D, un nouveau mouvemert de camera dans I'espace, utilise par la Belief Propa-
gation, etc. Lesresultats sur les profondeurs sort visiblement meilleurs. La methode peut aussi
permettre d'estimer plus nement le mouvemert de la camera, notammernt lorsquelesvariations
desinversesdesprofondeurssort importantes; le cadre d'application de la methode du chapitre
3 peut &tre elargi.
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Chapitre 5

Sur l'injectivit e du ot optique

Dans ce chapitre, nous etudions en detail et d'un point de vue theorique l'injectivit e de
l'application qui ass@ieun ot optique au Im d'une senestatique, c'est-a-dire a un mouvemert
de camera et a la surface Im ee.Nous prouvons que cette application estinjective sile ot est
obsene, dansle casd'une projection stenope, sur le plan fZ = 1g tout entier. Nous avons appris
posterieuremen que ceresultat avait deja ete obtenu par Brodsky, Fermelller et Aloimonos dans
[7], par une demonstration di ererte. De plus, a partir de deux mouvemerts de camera, nous
decrivonsle domained'obsenation du plan ou les ots generessont susceptiblesd'etre identiques
et donnonsles equations des surfaces Im eesqui, assaieesa cesdeux mouvemens de camera
conduisert au méme ot optique. Nous retrouvons alors les resultats de Horn [31] et Maybank
[47] sur la nature de cessurfaces.

5.1 Presentation du probl eme

Le problemede I'estimation du mouvemert dela cameraet de la structure dela seenea partir
du ot optique, quand la camera ewlue dans un ervironnemert statique, a ete et est toujours
tres etudie. Cependart, un aspect theorique important du probleme est habituellement peu
considere; la plupart des auteurs presetient des methodes en supposart qu'a un ot optique
donne correspnd exactemert un mouvemert de camera et une surface Im ee. Ce n'est pas
toujours le cas. Par exemple,un ot optiqgue genere par une camera Imant une surface plane
est toujours ambigu ; il existe une autre surfaceplane et un autre mouvemert de I'observateur
produisant le méme ot, comme montre dans [43, 66, 46]. Dans le cas general, Horn [31] et
Maybank [47] ont montre qu'un ot optique ne peut &tre ambigu que si les surfaces Im ees
appartiennent a une classede surfacesparticuli eres: les hyperbolo-desa une nappe, vuespar un
point de leur surface.

Dans ce chapitre, nous etudierons les ots optiques ambigus, du point de vue du domaine
ou le ot est obsene. Pour cela, nous nous placeronsdans le cadre theorigque suivant : nous
supposeronsque le mouvemert de la camera est continu dans le temps, ce qui implique que

157
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nous travaillerons avec des algebresde Lie plutdt que des groupes et nous considererons non
plus la projection stenope mais la projection stereographiquequi, en toute generalite, simpli e
nos demonstrations. Nous commenceronsdonc par quelquesrappels sur les mouvemerts in ni-
tesimaux et nous introduirons desnotations, la projection stereographiqueet les formules liant
ot optiqgue, mouvemert de camera et profondeurs de la seene. Nous demortrerons au passage
guelquesresultats theoriqguesde projections correspondant a des morphismesd'algebresde Lie.
Puis, nous etudierons l'injectivit e de la fonction qui assaie un ot optigue a un mouvemern de
camera et a un plan des profondeurs de la sene Im ee. On montre que cette application est
injective si le domaine d'observation du ot estle disqueunite du plan fZ = 0g (car on consi-
dere la projection sur la sphere unite suivie de la projection stereographique), ce qui reviernt
a demortrer linjectivit e sur le plan fZ = 1g tout entier pour la projection stenope. Brodsky,
Fermeller et Aloimonos ont obtenu ce resultat dans[7] en analysart le ot optique directemert
sur la sphere unite. En n, a partir de deux mouvemerts in nit esimaux de camera, on decrira
le domaine d'obsenation sur lequelles ots optiques generespeuvent &tre egaux, et les surfaces
Im eesqui, assaieesaux deux mouvemerts donnes, conduiront a un méme ot optique.

5.2 Mouv ement de camera, profondeurs et ot optique

5.2.1 Mouv ement de camera et champ de vecteurs dans R®

On considere une camera en mouvemert dansun ervironnemen statique. Ceci revient aussi
a considerer I'environnement en mouvemert dans le repere de la camera. Pour decrire cette si-
tuation, rappelonsquel'on note SE(3) le groupe desdeplacemetts rigides de R3, commepresene
dansle chapitre 1. Ce groupe est l'ensenble desmatrices
( ! )
R t
ouR 2 S0@3); t2R3
0 1 O(3)
muni de la multiplication matricielle. Il agit sur I'hyperplan fT = 1g de R*. On notera M =
(X;Y;Z) les coordonneeseuclidiennesd'un point de R3etM = (X;Y;Z;1) sescoordonnees
dansI'hyperplan.
L'algebre de Lie du groupe SE(3) est noteesg3) ; c'est I'ensenble des matrices
80 1

IMKV/ ©

E 0 lg 1o v

! 0 1 v
§% S o Vi;;(! 13! 2! 3Va;Va;v3) 2 RO

0 0 0O O

W

muni de l'addition matricielle et du crochet de Lie des matrices. Dans la suite, on ecrira plus

brievemert les elemens de sg3)
!
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Prop osition 5.1 { Soitg= (!;v) appartenant a s¢3). Pour tout reelt, on a
|

8 H
% el A (s etI)p] o+t Ty

0 1

exp(tg) = !

g I3 tV. .
sinon.
' 0 1

sil 60

Les elemerts de sg3) produisert des champs de vecteurs dans R3. En e et, consideronsg

appartenarnt a se3) et un point M de R3. Alors exp(tg) estun deplacemen de SE(3),

M (t) = exp(tg) M

est une courbe parametreelisse et
dM (t)
dt =0

de nit un champ de vecteursdans R3. Soit X(R3) l'algebre de Lie deschamps de vecteursdans

R3. Nous avons la proposition suivante :

Prop osition 5.2 { Soit g appartenant a s¢3). Pour tout point M de R3, on note

d
@M) = glexptgM) _:

Alors, ' (9) 2 X(R®) et l'application * de nit un morphisme d'algebres de Lie.

Remarques
{ Le crochet de Lie de l'algebre se(3) est donne par

89;h 2 s€3); [g;h]=gh hg:

{ Le crochet de Lie de I'algebre X(R®) deschamps de vecteursde R2 est donne par

8; 2X(R®};8x2R%® [;1x)=dx (x) dx (X):

D emonstration. Un morphisme d'algebresde Lie est une application lineaire presenant le

crochet de Lie. On a facilemert la linearite de' car

QM) = SexpgM) = oM

De plus, 8g;h 2 sg3); 8M 2 R3,

"([g;hD(M) = [g;h]M = (gh hg)M;
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et comme
dC (@)wm (" ()(M)) = g(" (h)(M)) = ghM;

ona

[ (@:" (MI(M) =d( (@)wm( (N(M)) d( (h))m( (@(M)) =" ([g:h])(M):

Donc, le crochet de Lie estconsene et ' estun morphisme d'algebresde Lie.

Ainsi, a un mouvemert in nit esimalde camera, est assa@ie un champ de vecteursdans|'espace

R3. Plus precismert, ce champ de vecteurs s'ecrit %(exp(tg)M) . ou les coordonneesdes
. . t=

points M sort donneesdans le repere assaie a la camera.

5.2.2 Projection sur la sphere

Nous allons modi er un peu la construction precederte. Soit p la projection de R nf0g sur
la sphere unite S?

M
Par extension,on note |
M
poy = P

Soit g appartenant a sq3). La courbe parametreeM (t) = exp(tg)M seprojette en p(M (1)), et

d
SPERIgM)

produit un vecteur sur S2. Sir est une fonction strictement positive de nie sur S2, la fonction
de S? dans S?

d
gt PExp(tr(M)M)
produit un champ de vecteurssur S2. Soit X(S?) l'algebre de Lie deschamps de vecteurs sur

s2.

Prop osition 5.3 { Soit g apmartenant a s€3) et r une fonction strictement positive de nie
sur S2. Pour tout M 2 S?, on note

d
QM) = p(explig)r(M)M) _:

Alors ' 1 (g) 2 X(S?) et l'application ' ; estun morphisme d'algebres de Lie.

D emonstration. Soit g = (! ;v) appartenant a sg3). 8M 2 S?, on a

"r(@(M) = dpm (r(M)M)gr(M)m
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Comme ] ]
1 13 0 1 MMT 0
3. — 3
8M 2 R3 dpw (M) MK 0 O

on obtient, pour M 2 S2?,

1 13 MMT 0o

dpm (r(M)M) = m 0 0

et ]

. M
(@M) = oM viMi
ou hv;Mi = viX + VoY + v3Z ; cequi prouve gue la fonction ' ; estlineaire.
Montrons maintenant la consenation du crochet de Lie. Pour g = (! ;v) et h = (! V9
appartenarnt a sg¢3), 8M 2 S?;
!

"r([ghD(M) = (gh hgM  HIT VO 1] viMi

Comme ]
13 0
dC r(@)m =g h;Mi g o MV oo
on a
! ! I
dC +(@)m' ((NH(M)= g h;Mi '58 M vIi 0 hM HhCeMi 0

et le crochet de Lie deschamps de vecteursvaut

dC ((@)wm ' (h)(M) d( (M))m' ((9)(M)
=(gh hggM M (vF 0h Vo 0 g M

=(gh hggM M VvI[Iq9 VO[] 0O M
|

(gh hggM H!'T VO ['9 v:Mi

"r([grhD(M):
Le crochet de Lie est consene par l'application ' ;' , etant lineaire, c'est un morphisme d'al-
gebresde Lie.

On peut donc maintenant assaier a un mouvemert in nit esimal de camera g un champ de
vecteurssur la sphereunite % p(exp(tg)r(M)M) - ou r(M) estla distancedu point del'espace

R3 projete en M sur S? au certre de la sphere, c'est-a-dire a la camera.
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5.2.3 Pro jection stereographique

On utilise maintenant la composition de la projection p sur S? avecla projection sur le plan
fZ = 0g. Soit q la projection stereographiquede S2nf(0;0; 1)g surfZ = 0g de nie par
0 1

1 X
aM) = 1 OV
0

Cette fonction ervoie la demi-sphere superieure S\ fZ  0g sur le disquefx?+ y2 1getla
demi-sphereinferieuresur fx2+ y2  1g. En utilisant p et g, on projette les courbesparametrees
M (t) deR3 surle plan f Z = 0g. Dansleschapitres precederts, nousavonsconsidere la projection
directe despoints de R® sur le plan fZ = 1g. Cette projection est equivalerte a la projection
g p, on explicitera par la suite le passagede l'une a l'autre.

Remarque { L'avantage principal de la projection q sur la projection sur fZ = 1g est sa
conformalite. Si par exemple,M (t) estun cerclesur S2, saprojection sur fZ = Og est encoreun
cercle.Un autre avantage de cette projection est de pouvoir prendre en compte la vision dans
toutes les directions, aussibien en avant qu'en arriere de la camera [72)].

Soit maintenant X(R?) l'algebre de Lie des champs de vecteursde R2. On note m = (X;y)
les points du plan fZ = 0g. Si g appartient a sg3) et r est une fonction de R? dans R, , on
consicere la fonction de sg3) dans X(R?) de nie par

d .
g4 P expla)r(ma Y(m) -

A un mouvemert de camera in nit esimal est donc ass@ie un champ de vecteurs sur R?. Sa
construction sous-jacete estillustr eesur la gure (5.1). Soit une fonction strictement positive
r de nie sur R?, represeitant la distance a la camera des points projetespar q p surfZ = Og
et soit un mouvemert in nit esimal g de sg3). Le champ de vecteurs dans R? est construit
comme suit. Prenons un point m de R2. Il correspond au point q *(m) de S? et au point
r(m)q 1(m) de R3. Par l'action du mouvemert in nit esimalg, le point de R3 a pour trajectoire
la courbe parametree exp(tg) r(m) q 1(m), que l'on projette sur S2 en p(exp(tg) r(m) g (m))
et nalement surleplanfZ = Ogenm(t) = g(p(exp(tg) r(m) g (m))). L'ensenble desvecteurs
vitesses% m(t) ,_, asseiesaux points de R? produit sur le plan fZ = 0g le champ de vecteurs
appele ot optique.

5.2.4 Flot optique

Prop osition 5.4 { Soitg= (!;v) appartenant a sg3), r une fonction strictement positive
de nie sur R? et

um = Sa p exptgyr(mya Hm)
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z r(m)gq 1(m)
g (m)
m
Y
X

Figure 5.1: Construction du champ de vecteurssur le plan fZ = 0g assaie au deplacemen
in nit esimalg dans R®.

Alors, en utilisant la notation complexedans R? (on note m = (x;y) par m = X + iy),

o+ il ! i! 1 Vi + iv Vi + iv
_ 2 1.2, 2 1 1 2 2 1 2
u(m) —Tm +il gm+ 5 +r(m) > m< vgm+ 5

= M)+ e (m):

r(m)

_1
r(m)

On apelle | (m) +
r.

v(m) le ot optique asse@ie au mouvementg = (! ;v) et a la surface

D emonstration. SoitM = (X:;Y;Z) un point deR® et m = (x;y) saprojection surfZ = 0Og.
On note KM k = r(m). Alors

1
0 X

r(m)+ Z
m=gq p(M)=
Y

r(m)+ Z

ce qui equivaut aM = g %(m)r(m). Consideronsla trajectoire M (t) = exp(tg) M dans R3 et
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saprojection surfZ = 0g, m(t) = q p(M (t)). Notons

0 1
! [ Ry(t) Ta(t)

'] wu R(t) T(t) Ro(t) Taft)
t = = ;
Pt o 0 0o 1 Ra(t) Ta(t)
0 1
Avec cette notation,
I
1 Rl(t)M + T]_(t)
M (1)) = :
A PMMD) = R OM + To + kM@DK Ro(OM + To(t)
Comme 8
3 R(0) = I3 TO)=0
2 RO _, TO O _
dt t=0 ] dt t=0 Vi
on a
E Rl(t)M + T]_(t)
dt Rs3(t)M + T3(t) + kM (1)k
!3Y+ !ZZ+V]_ X !2X+ !1Y+V3+ dk'\/(;t(t)k o
Z + kM k (Z + kM k)2
Or,
dkM (t)k _ viX + VoY + v3Z _
it o - MK et kMk=r(m)
donc
d Rl(t)M + Tl(t)

dt Rs(t)M + Ta(t) + kM (k

2.0 2 | | Vi VsX 1 2 vsx(l x® y?)
T YD oy byt Zomrs gy (X V) 2r (m)
Comme A
_1 x2y :
Z_l+X2+y2r(m)’
I'expressiondeviert
d Ri(M + Ti(t) _
dt Ra()M + Ta(t) + kM ()k
Iy 203 YR D) lay o 203y bupxy vex
2 r(m) 2
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De la m&mefacon, on obtient

d Ro(H)M + Ta(t)
dt R3()M + Ta(t) + kM (H)k =0

Iy

Sy D)+ laxy + L V1Xy \/—zz(x2 y>+ 1)+ vay

1
r(m)

ce qui termine la preuve.

Remarques

{ L'expressiondu ot optigue surle plan fZ = Og est complexequadratique et separele ot
en deux composartes independartes, I'une due a la rotation in nit esimale! , l'autre due
a la translation in nit esimalev.

{ Le cercleunite H de fZ = 0Og joue un rble particulier dans cesconstructions. En e et,
si la camera, placee a l'origine, peut seulemen voir dans la direction de (0;0; 1), le plan
fZ = 0g estla limite du visible (a moins d'etre une mouche). La projection defZ = 0Og
sur S? estle cercleH. C'est pourquoi on l'appellera I'horizon.

Exemple { Etudions les ots optiquesobtenus pour deschoix particuliers de! ,vetr.Sir 1,
I = (0;1,0) etv=(0;0;0), alors

1 - m? 1
!(m)+m v(m) = 7*‘5-

De la mémefacon, si! = (0;0;0) et v = (1;0;0)

1

!(m)+m

v(m) = + %:

2
2
Cesdeux ots optiques sort represenessur la gure (5.2).

Travailler avec les ots optiqgues | + rl v hecessitequelquesde nitions supplemertaires.
D'abord, pour une fonction r constarte, si! = (0;0;0), on appellerale ot | + rl v une
translation et si v = (0;0;0), une rotation. On peut facilement veri er que les translations et
les rotations ont des pobles, c'est-a-dire des points ou le ot est nul. Ceci est tres clair quand
les champs de vecteurs sort represenes sur S?, voir [49, 7]. Une translation et une rotation
ont toujours exactemen deux poles, a I'exception desrotations d'axe Z et destranslations de
direction Z. Dans cesdeux cas particuliers, I'un des poles est ervoye a lI'inni et l'autre est
a l'origine du plan fZ = 0g. Dans le cas d'une rotation quelconque,les péles sur S? sort les
intersectionsde S? avecla droite passan par l'origine et dirigeesuivant ! . Pour une translation,
cesort lesintersectionsde S? avecla droite passar par l'origine et dirigeesuivant v. Les pbles

d'une translation ou d'une rotation sort donc opposessur S? et inversespar rapport au cercle
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Figure 5.2: Flots optiquessur fZ = 0g, a gauchepour ! = (0;1;0), v= (0;0;0) etr 1et
a droite pour ! = (0;0;0), v = (1;0;0) etr 1. Dans les deux cas, les trajectoires sont des
cercles. L' equateurde la rotation a gaucheet celui de la translation a droite sont representesen
gras.

H de R?. Cecipermet de de nir I'equateur d'une translation et d'une rotation commela droite
passan par les poles (represene en gras sur la gure (5.2)). Dans la suite, on notera ! *, !
les pblesd'une rotation de nie par le vecteur! etv*, v lespblesd'une translation de nie par
v. Le pole ! * designele pble autour duquel la rotation est directe et v* le pole attractif de la
translation.

On appellera grands cerclesla projection sur fZ = 0g de cerclesgeadesiquesde S2. Les
equateursdestranslations et desrotations par exemplesort desgrands cercles.

Enn, on dira que deux cerclesdu plan sort orthogonaux s'ils s'intersectert en un angle
droit. Comme la projection g est conforme, des cerclesorthogonaux dans S? produisert des
cerclesorthogonaux dansfZ = 0g.

Remarque { Soit r une fonction strictement positive de nie sur R? et g appartenart a sg3).
Pour tout m 2 R2, on note

, d

((@(m) = J-a pexptg)r(m)q “(m) _
Alors ' (g) appartient a X(R?) maisla fonction ' ; n'est pasun morphismed'algebresde Lie car
le crochet de Lie n'est pasconsene par ' ;. Prenonspar exempler 1,g= (! ;v) eth= (! V0.
En notation complexe,on a

2 2

m .1 m
(vivl vavd)+i T(vzvg Vavd);

ey _ - 0 o 1t
[ (@;" (MI(m) =" (gh hg)(m) im(vivy VaVvj) —
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donc le crochet de Lie n'est pasconsene par les translations.

5.2.5 Pro jections stereographique et stenope

Soit un point M de R2 projete en m sur le plan fZ = 0Og, suivant la projection q p, et en
mOsur le plan fZ = 1g. Le point m estindi eremmer la projection du point M ou du point
m® commeillustr e sur la gure (5.3). Ainsi, m=¢q p(M)=q p(m9.

fZ=1g %
mo

Figure 5.3: Projection sur la sphere suivie de la projection stereagraphiquesur fZ = 0g d'un
point M et projection stenope du mémepoint M sur fZ = 1g.

Il estequivalent de considerer la projection stereographiqueou stenope car l'application q p
defZ = 1g sur le disque unite du plan fZ = Og est inversible. En e et, ennotant m = (x;y),
mo= (x%y9 et m®= (x%y%1),ona

0

1
x0

1+ km% p
m=gq p(m9= avec km% = 1+ x®+ ye:
0

1+ km%

Or, 1
1+ km% + y® x40

0
km% (1 + km%)? km% (1 + km%)?
d(g p)mo= ;

1+ km% + x@
km(k(1+ km(k)2 km% (1 + km%)2
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le determinant de la matrice jacobienned(q p)me est non nul, donc l'application q p est
inversible.Le ot optique u obtenu sur le disqueunite du plan fZ = Og estlie au ot optique u®
sur le plan fZ = 1g par

u(m) = u(g p(m9) = d(@ p)moutm9:

5.3 Injectivit e du ot optique

On s'interroge sur la possibilite qu'un ot optique donne +rl v puisseresulterdedi ererts
mouvemerts et profondeurs. Il faut bien s0r garder a I'esprit un castrivial : si > 0 alors

1 1
!+F vet!"'r— v

produiront le m&me ot optique. Ceci etant, nous allons montrer le resultat suivant.

Theoreme 5.1 { Soient!;!%v;v?2 R3 et r;s deuxfonctions strictement positives de nies
sur R2. Si 1 1
8m 2 R?: m)+ —— ,(m) = m)+ ——— yo(m

alors, ! = 10etil existe > Otelquev= vCletr= s.

Pour prouver ce theoreme, nous allons d'abord montrer le lemme suivant.

Lemme 5.1 { Soient! :v;v°2 RS et r;s deuxfonctions strictement positives de nies sur R2.
Si

1
8m 2 R?; m)= —— (m+ —— yo(m 5.1
alors! = Oetil existe > Otelquer= s etv= v?©
D emonstration. A : Supposonsd'abord que! , v et v° sort non nuls. D'apres I'equation

(5.1), en chaque point m de R?, le vecteur | (m) estdecompse sur (m) et o(m) avecdes
coe cien ts positifs. Ceciimplique

sgn(det( v(m); 1 (m))) = sgn(det(  (m); vo(m)))

car le vecteur | (m) estsitue a l'interieur du secteurangulaire forme par lesvecteurs (m) et
vo(m), commeillustr e sur la gure (5.4).
B : On considere I'ensenble

Ev=fm2R?t q. det( y(m); | (m)) = Og:

C'est I'ensenble despoints de tangencedeschampsde vecteurs , et . Cet ensenble cortient
aussilesquatre poles! *,! ,v* etv (saufs'ils sort al'in ni), commele montrent lesexemples
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vo(m)
1 (M)
v(m)
m
Figure 5.4: Si (m) = ﬁ v(m) + S(—[ln) vw(m), ave s(m) > 0 et r(m) > 0, alors

det( y(m); 1 (m)) etdet( , (m); yo(m)) doivent avoir le méme signe.

presenessur la gure (5.5). Lespoints de E , satisfort I'equation suivante

2
x2+y2+1
g (Pava+ lava) X2lavi y2lovp  xy (D ava + val o)

+ Xz%zl (X(T1va+ Vil 3) + (! ava+ L gvp)) + (X2 + y2) ! gvz = O

Le determinant det( ; ) est de signe constart dans chaque domaine limit e par & , par

15
15

1.0

0.5

0.0
|
0.0

| +

05
|
<
05
|
<

1.0
1.0

T T T T T T T T T T T T T T
15 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 15 15 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 15

Figure 5.5: Deux exemplesd'ensemblest  ; a gauche,pour ! = (2;1;3) etv= (2;1, 1) eta
droite, pour ! = (0; 1;3)etv=(2;1 1).

continuit e de l'application det( ; ). Montrons que & , separele plan fZ = Og en regionsou
le determinant a dessignesopposes.ll sut dele montrer dansle casou tous lespblessort situes
sur le cercleunite H. Par conjugaison,cette propriete seraveri eepour toute con guration des
pbles. Dans le casou les polessort situessur H, onavs = ! 3= 0,donc! 1+ il , = kl ké et
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vi + ivo = kvke . Alors, en notation complexe,

8 .
3 !(m)=|§(m2ei e )kl k
; v(m) = 71(m2e e ) kvk:

Calculons maintenant I'angle entre , et , qui nousdonnerale signede det( ,; ). Sim est
un point de H, on peut ecrirem = € , alors

@) i el d)kk_ sin( YK K
(&) " ¥ @ e @)k isin( ) kvk

8
> si 2(0; + DN, + DI
a + N o+ D

arg

s sio205 + D+ DI
a + D0+ D
0 si 2f; ; + ; + ¢
Ainsi, sur le cercleH, le determinant det( ; 1) a mémesigne pour les points situesentre ! *

etv',! etv ,il estnul aux podleset a le signeoppose ailleurs, commeillustr e sur I'exemple de
la gure (5.6). On peut en deduire que E: , separeR? en regionsou le determinant a dessignes

OpposeS.

Consideronsmaintenant & o. SiE 6 E o, alorsil existedespoints oudet( ; 1)etdet( ; o)
ont dessignesdi ererts, ce qui estimpossible,d'apres(A). Onadonck y = E yo.

C : Montrons maintenant que E y = E o implique fv*;v g= fv* ;v g. Consideronsle pble
I'*.Commek , = E o, lestangentesen! * aE , et § ,o0 doivert &tre paralleles,ce qui equivaut

— det( y(m); 1 (m)) — det( | (m); yo(m))

%@ @ E
det =0

gdet( v(m); 1 (m)) gdet( ((m); o(m)) M7
k! k3
UK R2 det(! ;v;v% = o

Examinons d'abord le casou ! 3+ k! k = 0. Cecin'est possiblequesi! 1= !,=0et!3< 0.
Dans cecas,le pble! * estervoye a l'in ni et on doit alors consicerer le pdle! (qui estalors
a l'origine du plan fZ = 0g).
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i H
1 +
2 v
o /
. %
° ] I
Figure 5.6: Pour ! = (2;1;0) etv = ( 4;1;0), les pbles sont places sur H. Le determinant

det( y; 1) eststrictement positif dans les ensembleshachures de nis par E , nul sur &, et
negatif ailleurs.

Maintenant, si! 3+ k! k 6 0, alors det(! ;v;v‘b = 0, ce qui impligue que lesvecteurs! , v et vO

sort lies, c'est-a-dire qu'il existe (; ; ) 6 (0;0;0) tels que
I+ v+ vOo= O

Montrons quefv ;v*g= fvo ;v®g.

{Si =O0alors 6 0et 6 Ocarvet v9sort non nuls. Dong, v et vPsort colineaires, ce
qui implique que les pblesde v et vOsort confondus.
{ Si = Oalors! etv sort colineaireset ont donc mémespobles. On peut veri er dansce

casque &y n'est forme que despblesde ! et v car les vecteurs (m) et | (m) sont
orthogonaux pour tout m 2 R?nfv ;vtg. CommeE, = E o, E o0 est forme de deux
points qui sort aussi sespoles. En congequence,v et vO ont mémespoles. On utilise le
meémeraisonnemen pour le cas = 0.
{Si 60, 6 Oet 6 0, on peut verier que les pbles de la rotation et des deux
translations appartiennent a un méme grand cercle. Supposonsque ce grand cercle soit
H. CommeE,\ H = fl*;l :vi;v getEw\ H = ft*:1 :v*:v0 g (dapres B),
Ev = E o implique fv*;v g = fv®;v0 g. Par conjugaison, ceci est veri e pour tout
grand cercle contenant les six pobles.
D : Lesvecteursv et vPsort colineairesdoncle ot optique | estegalau ot optique genere par
unetranslation ponderee.Mais le ot genere par unerotation non nulle ne peut &tre proportionnel
a celui genere par une translation, donc! = 0. D'ou,

1
8m2R% —— ,(m)+

) vo(m) = 0O

1
s(m)
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Commev et vOsort colineaireset r et s sort positives, il existe positif tel que
v vletr=s:

Le lemme est prouve.

Nous pouvons maintenant demortrer le theoreme 1.

D emonstration. Si 8m 2 R?,
(M)+ —2— (M) = yo(m)+ ——— o(m);
— = 0 —Q 0
! r(m) \" ! S(m) A\ l
alors
1 1
= — + — :
En appliquant le lemme1, onobtient ! 9= 0,v= vOletr=s.

Nous avons aussiun resultat plus fort.

Th eoreme 5.2 { Soient! ;! ®v:v°2 R3, D? le disqueunite ouvert de R? et r; s deuxfonctions
strictement positives de nies sur D2. Si

1 1
8m 2 D2; T = T
il existe > Otelque! =19 v= vOetr=s.

Ceresultat est obtenu graceau fait que les pélessort inversespar rapport au cercleH. Nous
avons le lemme suivant.

Lemme 5.2 { Soient! ;v;v°2 R3 etr;s deuxfonctions strictement positives de nies sur D 2.
Si

1 1
8m 2 D?; m)y= —— ,(m)+ —— o(m
alors! = Oetil existe > Otelquer= s etv= v?©
D emonstration. Comme les pbles sort inversespar rapport a H, I'un desptlesde! est
toujours a l'interieur du disque unite ferme. Si! ou ! * est dans le disque ouvert, on peut

appliquer la preuve du lemme 1 (en montrant que & y = E o puis en calculant lestangenes a
EvetBwen!* ou! ).

Mais on peut aussiavoir lesdeux pdlesde! surlesbords de D2 qui estle cercleH. Dans ce
cas, un pble de v, disonsv*, setrouve dans le cercleunite ferme. Alors, si E , 6 E o, on peut
trouver un disque ouvert B(v*:"), avec" > 0, tel que B(v*;")\ D26 ;, det( |; o) ait un
signeconstart et det( ; ) ait dessignesdi ererts dansB(v*;"). En conequencek , = E o
ce qui meneau resultat.
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5.4 Flots optiques ambigus

5.4.1 Domaine d'observ ation ambigu

Les resultats precederts suggerent qu'on puisseperdre l'injectivit e dans un domaine speci-
que d'obsenation du ot optique.

Theoreme 5.3 { Soitg= (! ;v) eth = (! ®v) appartenant a s¢3). Les ots optiquesgeneres
par cesdeuxmouvementspeuventétre egauxdansune regionU du plan fZ = 0g si et seulement
Si

U (E'+ !0;v\ E1+ !0;\/0)[ (Ei !O;V\ E !o;vo);

ou

E,=fm2R?telsquedet( ; 1) Og
et

E ., = fm2 R? tels que det( ; 1) < Og:
D emonstration. Sidans U,

T
| r v — 10 S VO
alors pour m 2 U, on peut decommser | o(m) sur ,(m) et ,o(m) avec des coe cien ts
positifs ﬁ et s(—#) Par consquert, pour m 2 U,
sgn(det( v(m); 1 1o(m))) = sgn(det( , 1o(m); vo(M))) ;

c'est-a-dire

sgn(det( v(m); + ro(m))) = sgn(det( vo(m);  10o(m))) ;
cequi implique U (B o, \ E" 10,0 [ (E 0,V B oy0)

Un exemple de domaine d'obsenation ambigu du ot optique assaie a deux mouvemerts
in nit esimauxest presene sur la gure (5.7).

5.4.2 Surfaces Im ees ambigu es

Sideux ots optiquesgenerespar deux mouvemerts donnessont identigues dansun domaine
U du plan fZ = Qg, il estfacile de calculer les surfacesr et s Im ees.

Exemple { Prenons! = (0;1;1),!°%= (0:0;1), v=( 1; 1;0)etv®= (1; 1;0). Le domaine
du plan fZ = Og ou les ots optiques sort susceptiblesd'etre egaux est represene sur la gure
(5.7). On a alors
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15

1.0
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0.5

1.0

15
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Figure 5.7: Le domaine hachure est le domaine ou les ots optiques generes par (! ;v) =
((0;L;1);( 1, L0) et(! %v9) = ((0;0:1);(1; 1;0)) ne peuventpas etre egaux.Sur le restedu
domaine, I'observation peut €tre ambigue.

02 youqlt
! w(m):% 2 §;
Xy
0 X2+ y2+ 1 Xyl
2
v(m) = , , ;
Xy+x >2/+1
0 x2+y2+1
> Y
vo(m) = , , ;
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5.4. Flots optiques ambigus
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Figure 5.8: En haut, a gauche,la surface 1=r et a droite la surface 1=s. En has, a gauchele

ot genere par I'elementde sg3) (! ;v) = ((0;1;1);( 1;

1;0)) sur la surface r et a droite, le

1;0)) sur la surface s.

ot genere par I'elementde sg3) (! ¢v9 = ((0;0;1); (1;
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Ceci nous meneimmediatemert a la de nition et au theoreme suivants.

Denition 5.1 { SoitU un sous-espce ouvert du disqueD ? et A (U) I'ensembledesfonctions
de U dansR, dela forme

N (x;y)

D(x;y)

f(xy) =
avec

NOGY) = (x2+y9)2  1)(vov) vavd) + 2(x% + y2 + 1)[x( vav3 + vovd) + y(vav)  vavi)];
D(x;y) = [(x2+ y?)2+ 1](vicy + v3cp) + 2(x? + y2 1) [x(vics + vicr) + y(vIcs + vicy)]

axy (v9co + v3e1) + 4(x? + y2)vEes + 202 y?) ( vy + vEco)

ou ¢, v et v sont des vecteurs de R2 non nuls. On appelle surfaces ambigues les fonctions de
I'ensembleA (U).

Nous avons obtenu I'expressiondes surfacesambiguesen inversart le systeme suivant
I

1:r(m).
1=s(m)

v(m)  yo(m) c(m):

Theoreme 5.4 { Soient! ;! %v;v02 R3 et r;s deuxfonctions positives de nies sur R?. Si

] 1 _ 1
8m 2 U, !(m)+m v(m) = !O(m)‘*m

vo(m);
alors il exister;s2 A(U) tellesquerjy = retsjy = s

Remarque { Lessurfacesambiguessort ici decritesentermesde distanceau certre optique de
la camera, en fonction descoordonneesdespoints projetessur le plan fZ = 0g. Sion exprime ces
surfacesen fonction descoordonneesdes points dans R3, on obtient I'equation d'hyperbolo-des
a une nappe, comme Horn dans [31] et Maybank dans[47].

5.5 Conclusion

Sion consicerele ot optique dansun ensenble ouvert du plan fZ = Og cortenant le disque
ouvert D2 (dans le casde la projection sur la sphere suivie de la projection stereographique),il
n'y a aucuneambiguite sur le mouvemert et les profondeursde la scene qui l'ont genere. Mais
si on obsene le ot sur un ensenble ouvert strictement inclus dans D 2, il est possiblequ'il soit
ambigu. En pratique, par exempledansle plan fZ = 1g sur lequella camerarealisela projection
dansle modele stenope, le ot optique pourra toujours €tre ambigu car on n'observera jamais le
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plan tout ertier. Si deux mouvemerts in nit esimauxsort donnes,on peut en deduire le domaine
du plan fZ = Og ou fZ = 1g (par lesformulesde projection d'un ot sur l'autre) sur lequelles
ots obsernesne serort jamais egauxet le domaine ou I'ambiguit e serapossible.

Cependan, I'ensenble dessurfacesconduisart a I'ambiguit e etant de mesurenulle, il esten
pratiqgue extrémemen rare de rencortrer un ot optigue ambigu. Dans presquetous les cas, un
ot optique exact porte susamment d'information pour que I'on puissedeterminer la rotation
et, a une constarte multiplicativ e pres,la translation et les profondeursde la scene Im ee.
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Resume : Cette theseaborde le problemede I'estimation du mouvemen d'une camera I-
mant une scene xe, a partir de la sequenced'images obtenue. La methode proposees'applique
a l'estimation du mouvemert entre deux images conecutives et repose sur la determination
d'une deformation 2D quadratique. A partir du mouvemen estime, nous etudions ensuite le
problemede I'estimation de la structure de la scene Im ee.Pour cela, nous appliqguons une me-
thode de Belief Propagation directemert sur un couple d'images, sansrecti cation, en utilisant
I'estimation du mouvemer. En n, nousexaminonsl'injectivit e de la fonction assa@iant un ot
optiqgue au mouvemert d'une camera et a la structure de la scene Im ee.Deux mouvemens de
camera etant donnes, nous decrivons le domaine d'obsenation ou les ots generessort suscep-
tibles d'etre identiques, et les surfaces Im eesqui, ass@ieesaux deux mouvemerts, produiront
ces ots ambigus.

Mots cles : mouvemer, estimation, structure de la seene, Belief Propagation, ot optique,
injectivit e.

Abstract : This thesisdealswith cameramotion estimation, whenthe camera Ims a static
scene,from the obtained sequenceof images.The proposedmethod concernsmotion estimation
betweentwo adjacert framesand is basedon the determination of a 2D quadratic deformation
between images. From the motion estimation, we next study the problem of scenestructure
estimation. We apply Belief Propagation method directly on an images couple, without any
recti cation, just using motion estimation. Finally, we study the injectivity of the map that
assiates an optical ow to cameramotion and scenestructure. Given two camera motions,
we describe the domain where the two o ws can be identical and the surfacesleading to these
ambiguous o ws.

Keyw ords : egomotion, estimation, scenestructure, Belief Propagation, optical ow, in-
jectivity.



