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Notations

Image
{ On consid�ere seulement les imagesen niveaux de gris. Une image est repr�esent�eepar une

fonction contin ue ou discr�ete I : D ! R, o�u D est un domaine born�e de R2 ou de Z2. La
valeur I (x; y) correspond au niveau de gris de l'image au point (x; y).

G�eom�etrie pro jectiv e et euclidienne
{ Les points de l'espaceR3 sont not�esen lettres majuscules,par exempleM .
{ Les points du plan image sont not�esen lettres minuscules,par exemplem.
{ Le vecteur colonnede coordonn�eeseuclidiennes associ�e �a un point de R3 ou �a un point

du plan image,est not�e par la mêmelettre (par exemple,M ou m). Il peut aussiêtre �ecrit

soussa forme d�evelopp�ee(x; y) ou

 
x
y

!

.

{ Un vecteur colonnede coordonn�eespro jectiv es associ�e �a un point de l'espacetridimen-
sionnel M ou de l'espaceimage m est not�e par la mêmelettre mais en caract�eresgras, M
ou m.

Calcul matriciel
{ On note hu; vi le produit scalaireeuclidien de deux vecteursde Rn

hu; vi =
nX

i =1

ui vi :

{ On note kvk la norme d'un vecteur de Rn d�e�nie �a partir du produit scalaireeuclidien

kvk =
p

hv; vi =

vu
u
t

nX

i =1

v2
i :

{ On note kAk la norme de Frobenius d'une matrice de M n (R)

kAk =

vu
u
t

nX

i;j =1

A2
ij :
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10 Notations

{ On note AT la transpos�eede la matrice A.
{ Pour tout vecteur v = (v1; v2; v3) de R3, on note [v]� la matrice antisym�etrique

[v]� =

0

B
@

0 � v3 v2

v3 0 � v1

� v2 v1 0

1

C
A :

Ceci permet de remplacer le produit vectoriel par un produit matriciel ; pour tous vecteurs
v et w de R3, v ^ w = [v]� w:

Group es
{ On note GL(n; R) l'ensemble des matrices carr�eesr�eellesd'ordre n inversibles,SL(n; R)

l'ensemble des matrices de GL(n; R) de d�eterminant �egal �a 1 et SO(n) l'ensemble des
matrices de GL(n; R) orthogonalesde d�eterminant 1.

{ Lesgroupessont not�esen lettres majusculeset lesalg�ebresen lettres gothiquesminuscules,
par exemple: le groupe SO(3) et son alg�ebre so(3).

Notations de Landau
{ On note g = o(f ) quand x ! a si et seulement si

8" > 0; 9 � > 0 tel que jx � aj < � ) jg(x)j < " jf (x)j:

Fonctions
{ On note sgn la fonction signe,d�e�nie sur R par

sgn(x) =

8
><

>:

1 si x > 0
0 si x = 0

� 1 si x < 0:



In tro duction

Acquisition d'images par une cam�era

Lorsqu'un appareil photographique num�erique prend une photo, il convertit une vue du
monde tridimensionnel en une image num�erique bidimensionnelle.Le syst�eme d'acquisition de
l'appareil contient un ou plusieurscapteursqui transforment lesphotons en un signal �electrique;
celui-ci est ensuitenum�eris�e par un convertisseuranalogique/digital puis trait �e pour obtenir une
image num�erique. C'est l' �etape de num�erisation qui d�e�nit la r�esolution de l'image, c'est-�a-
dire le nombre de pixels par unit �e de longueur. Ainsi, une image num�erique I est une fonction
discr�ete o�u I (x; y) repr�esente le niveau de gris sur l'image au pixel (x; y). Le proc�ed�e classique
de formation des imagesest le mod�ele st�enop�e appel�e aussi mod�ele pinhole dans la litt �erature
anglo-saxonne; l'appareil r�ealiseune projection centrale de l'espace3D sur une surface,comme
illustr �e sur la �gure (1).

PSfrag replacements
Centre optique

Image

Figure 1: Formation des imagespar le mod�ele pinhole.

Lorsqu'une cam�era se d�eplace dans l'espace, elle acquiert 24 images par seconde,par le
proc�ed�e d�ecrit ci-avant. Si la sc�ene �lm �ee est statique, il existe alors des relations, d'une part
entre la sc�ene 3D �lm �ee et les di� �erentes vues de la sc�ene, d'autre part entre les imagesde la
s�equence.Ces relations d�ependent du mouvement de la cam�era et de la structure de la sc�ene.
Elles sont d�ecrites dans le chapitre 1.

Nous �etudions dans cette th�esetrois probl�emesli�es au mouvement d'une cam�era dans un
environnement statique. Le premier est l'estimation du mouvement de la cam�era �lman t une
sc�ene�xe �a partir de la s�equenced'imagesobtenues,le deuxi�emeest l'estimation desprofondeurs

11
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de la sc�ene�a partir du mouvement estim�e. Le troisi�emeconcernel'unicit �e du mouvement et de
la structure de la sc�ene�a estimer : on s'interroge sur l'injectivit �e de la fonction associant un 
ot
optique �a un mouvement de cam�era et �a la structure de la sc�ene.

Motiv ations �a l'estimation d'un mouv ement de cam�era

La connaissancedu mouvement d'une cam�era a de nombreusesapplications. Elle est �a la base
desm�ethodesappel�ees\structure from motion", m�ethodesestimant un plan desprofondeursde
la sc�ene�lm �ee(ou structure) �a partir des imagesdu �lm et du mouvement de la cam�era.

Elle est aussiutilis �eepour la compensationde mouvement entre deux images,op�eration tr �es
e�cace en compressionpour diminuer le côut de codaged'une vid�eo [79], ou pour stabiliser une
s�equenced'images.

Un autre champ d'applications important est la r�ealit�e augment�ee.L'id �eeest d'ajouter �a des
imagesd'un monder�eeldesobjets virtuels [40]. La connaissancedu mouvement de la cam�era est
alors n�ecessairepour ins�erer les objets virtuels dans la s�equenceavec le mêmepoint de vue que
celui adopt�e par la cam�era lors du tournage. En m�edecine,cette technique permet d'assister le
chirurgien pendant une op�eration en superposant un mod�ele de l'organe op�er�e �a la vision r�eelle
donn�eepar un endoscope par exemple.En urbanisme, la r�ealit�e augment�eepermet par exemple
d'examiner des projets de construction en ins�erant un futur bâtiment dans une vid�eo tourn�ee
sur le site d'implantation. Les domaines d'application sont nombreux : cin�ema, architecture
d'in t�erieur... La �gure (2) pr�esente un exemplede r�ealit�e augment�eesimpli� �eecar l'ob jet ins�er�e
(une a�c he de cin�ema) est plan. L'a�c he originale est ins�er�eedans une premi�ere image puis, �a
l'aide du mouvement de cam�era, elle est d�eform�ee pour être ajout �ee dans les imagessuivantes
de la s�equence.

R�esum�e par chapitres

Le chapitre 1 de la th�eseest consacr�e �a la description de mod�eles,d'outils et de m�ethodes
existants. On y d�ecrit la projection r�ealis�eepar une cam�era lors de l'acquisition d'images,di� �e-
rentes mod�elisations d'une rotation dans l'espaceet un mouvement quelconquede cam�era. On
exposeensuite les relations entre deux vues d'une sc�ene �xe ; s'il n'y a pas d'e�et de parallaxe,
on peut apparier lespoints desimagesdeux �a deux, sinon, les imagessont li�eespar la contrain te
�epipolaire. En�n, on pr�esente une revuesuccinte desm�ethodesd'estimation du mouvement d'une
cam�era dans un environnement statique.

Dans le chapitre 2, on consid�eredeux imagescons�ecutivesdansune s�equence.Les imagesdes
couples�etudi�esdi� �erent donc tr �espeu : les bords desobjets de la sc�eneapparaissent essentiel-
lement sur l'image desdi� �erences(�gure (3)). Deux points de cesimagesappari�es,c'est-�a-dire
projections d'un même point de l'espace,sont li�es par des applications d�ependant du mouve-
ment de la cam�era et de la profondeur du point de l'espaceprojet�e. Pour s'a�ranc hir de cette
profondeur variable suivant lesappariements, on d�e�nit un contexte permettant d'approximer la
profondeur de la sc�enepar une constante, dans lesapplications liant lesdeux images.On montre
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Figure 2: Exemple de r�ealit�e augment�ee. En haut, le tableau d'a�chage du bureau est mas-
qu�e par une a�che de cin�ema. Au-dessous,les images10, 20 et 30 de la s�equence obtenueen
d�eformant l'a�che avec le mouvementde la cam�era.

que si le produit de l'amplitude desvariations de l'in versede la profondeur par la norme de la
translation est su�sammen t faible, et si la cam�era est su�sammen t �eloign�eede la sc�ene,on peut
approximer les applications liant les deux vues par des applications projectives ne d�ependant
que des param�etres du mouvement de la cam�era. On propose de mod�eliser cesd�eformations,
non pas dans le groupe projectif, mais dans le groupe des recalages[11], isomorphe au groupe
desd�eplacements dans l'espace.Ainsi, la composition et l'in versiondesd�eformationsseront tou-
jours associ�ees�a des mouvements de cam�era. On pr�esente ensuite une d�ecomposition originale
du mouvement de la cam�era permettant de s�eparer la d�eformation projective entre deux images
cons�ecutives en deux composantes : une similitude et une d�eformation \purement" projective.
Cette nouvelle �ecriture conduit �a une approximation quadratique du 
ot optique entre deux
imagescons�ecutives, qui met en �evidenceles r�egionsde l'image d�eform�eespar l'une ou l'autre
descomposantes du mouvement.

Dans le chapitre 3, on proposeune m�ethode d'estimation du mouvement entre deux images
cons�ecutives.Cette m�ethode est bas�eesur l'approximation quadratique obtenue dans le chapitre
2. Elle utilise l'approche d'Odobez et Bouth�emy d'estimation de mouvements bidimensionnels
entre deux images [51], impl�ement�ee dans le logiciel Motion2D. L'utilisation du logiciel a n�e-
cessit�e l'a jout d'un mod�ele de mouvement �a six param�etres, correspondant �a l'approximation
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quadratique. La m�ethode propos�eeest rapide, robuste, et pr�esente les avantages inh�erents aux
m�ethodesdirectes : elle ne n�ecessiteni calcul de 
ot optique ni appariement de points pr�ealable-
ment �a sonapplication. Sesperformancessont illustr �ees�a travers lesestimations de mouvement
obtenuessur des �lms synth�etiqueset r�eels,et quelquesutilisations de cesestimations, comme
le mosa•�quage. On montre de plus que la m�ethode peut s'appliquer hors des limites du cadre
�x �e, par exemplequand la cam�era s'approche de la sc�eneou quand un objet a un mouvement
propre.

Figure 3: Deux imagescons�ecutivesissuesd'une s�equence r�eelle et l'image desdi� �erencesentre
les deux(plus le niveau de gris est fonc�e, plus la di� �erence est importante). Deux probl�emessont
examin�es : l'estimation du mouvementde la cam�era �a partir d'un couple d'imagescons�ecutives,
puis l'estimation de la structure de la sc�ene.

L'ob jet du chapitre 4 est l'utilisation de l'estimation du mouvement de la cam�era entre deux
imagescons�ecutivespour d�eterminer la structure de la sc�ene�lm �ee.Nous appliquons pour cela
une m�ethode de Belief Propagation, d�ej�a utilis �ee �a cette �n en st�er�eovision par Sun, Shum et
Zhengdans[67]. �A la di� �erencedesapprochesexistantes, nousmettons en oeuvrecette m�ethode
probabiliste directement sur un couple d'images cons�ecutives, sansrecti�cation, en utilisant le
mouvement estim�e. Ce mouvement permet l'initialisation d'une carte des profondeurs de la
sc�eneen fournissant en chaquepixel de la premi�ere imageune distribution de probabilit �e sur les
profondeurs du point de l'espaceprojet�e en ce pixel. Pour am�eliorer les r�esultats d'estimation
�a la fois des profondeurs et du mouvement, nous proposonsd'�evaluer un nouveau mouvement
entre les imagesen tenant compte du plan de profondeursestim�e, puis d'it �erer le proc�ed�e.

Le chapitre 5 est le fruit d'une collaboration avecJ.-O. Moussa�r de Saint-Gobain Recherche.
Nous examinons l'injectivit �e de l'application qui associe au mouvement d'une cam�era et �a la
structure de la sc�ene�lm �ee,le 
ot optique correspondant. Ce probl�emeest trait �e sousl'angle du
domaine d'observation du 
ot optique. Nous prouvons que l'application �etudi�eeest injective si
le 
ot optique est observ�e, dans le casd'une projection st�enop�e, sur le plan r�etinien tout entier.
Nous nous int�eressonsensuite aux contre-exemples; deux mouvements de cam�era �etant donn�es,
nous d�ecrivons le domaine d'observation o�u les 
ots g�en�er�es sont susceptiblesd'être identiques
et d�eduisonsles �equationsdessurfaces�lm �eesqui, associ�ees�a cesdeux mouvements de cam�era,
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produiront le même
ot optique sur ce domaine.
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Chapitre 1

Estimation d'un mouv ement de
cam�era : outils et �etat de l'art

Cechapitre introductif estconsacr�e �a la description denotre cadredetravail ; nouspr�esentons
d'abord le mod�ele math�ematique de la projection de l'espacesur un plan r�ealis�eepar la cam�era
puis le mod�eledemouvement d'une cam�eradansl'espacetridimensionnel. Nous�evoquonsensuite
les liens entre le 
ot optique et la vitessede la cam�era, puis les relations entre deux vues d'une
sc�ene �xe. En�n, nous terminons par un �etat de l'art succinct des m�ethodes d'estimation du
mouvement d'une cam�era �lman t une sc�ene�xe.

1.1 Pr �esentation du mo d�ele pro jectif

Une cam�era fournit des imagesplanesd'un monde que nous percevons en trois dimensions.
Elle utilise donc un proc�ed�e de projection, appel�e fonction de projection, qui associe �a un point
de l'espacetridimensionnel sa projection dans l'image donn�eepar la cam�era. Cette fonction de
projection n'est en g�en�eral pas quelconqueet appartient �a une famille de fonctions d�ependant
du mod�ele de cam�era choisi. Le mod�ele le plus courant et que nous allons utiliser est le mod�ele
projectif lin�eaire ou st�enop�e.

Dans ce mod�ele, la cam�era r�ealiseune projection centrale de l'espaceeuclidien sur une sur-
face : c'est le principe de l'appareil photographique �a trou d'�epingle.

Comment d�ecriremath�ematiquement la projection r�ealis�eepar la cam�era? Il est tout d'abord
n�ecessairede d�ecrire l'espace�a trois dimensionset pour cela de choisir une g�eom�etrie adapt�ee
�a la projection r�ealis�ee par la cam�era. F�elix Klein, au d�ebut du vingti �eme si�ecle, caract�erise
les g�eom�etries par des groupes de transformations, qui laissent invariantes certainespropri �et�es
desobjets de l'espace.La g�eom�etrie euclidiennepar exempleest caract�eris�ee par le groupe des
transformations euclidiennes,les rotations et les translations, qui laissent invariants les rapports
desdistanceset les angles.Elle est bien adapt�ee �a notre perception du monde 3D car elle rend
parfaitement compte de l'exp�erienceque nous en avons. Cependant, la projection r�ealis�ee par
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une cam�era n'appartient pasau groupe destransformations euclidiennes; le parall�elismede deux
droites, par exemple,n'est pas pr�eserv�e par la projection car lesdroites projet�eessur une image
s'intersectent en un point de la ligne d'horizon. Elle est d�ecrite par la g�eom�etrie projective,
extension de la g�eom�etrie euclidienne. Le groupe de transformations associ�e �a cette g�eom�etrie
ne conserve que le birapport de points de l'espacemais contient davantage de transformations,
dont la projection r�ealis�eepar une cam�era.

L' �elaboration de la g�eom�etrie projective s'inscrit dansune perspective historique ; la majorit �e
des r�esultats datent de la Gr�eceAntique et de la Renaissance.Les GrecsAnciens d�ecouvrirent
de nombreusespropri �et�esg�eom�etriques de la projection, commela conservation du birapport et
la notion de mouvement de parallaxe. Au quinzi�eme si�ecle, en Europe, la volont�e de r�ealisme
pictural rendit n�ecessairel'in troduction d'une nouvelle m�ethode de repr�esentation : la perspec-
tiv e (ou projection centrale). L'architecte 
oren tin Brunelleschi d�ecrivit le premier les r�eglesde
la perspective, r�eglesrepriseset d�evelopp�eesnotamment par Alb erti, Della Francesca,D •urer et
Vinci. Les si�eclessuivants, de nombreux math�ematiciens,Desargues,Pascal,Monge, Poncelet...
entre autres, contribu �erent au d�eveloppement de cesnotions. Dans les ann�ees80, avec le d�eve-
loppement des ressourcesinformatiques, la g�eom�etrie projective est naturellement devenue un
outil de premier plan pour la r�esolution de probl�emesde vision par ordinateur. Faugeras[13, 15],
Kanatani [38], Hartley et Zisserman[26] ont en particulier �ecrit desouvragesde r�ef�erencesur le
sujet.

1.1.1 Mo d�ele st�enop�e

D�ecrivons maintenant le mod�ele projectif, dit aussist�enop�e, de cam�era. Le mod�ele projectif
est d�e�ni par deux �el�ements : un point, appel�e centre optique et un plan ne contenant pas le
point, appel�e plan r�etinien. La �gure (1.1) pr�esente cesdeux �el�ements. Le centre optique C ou
centre de projection correspond �a la position de la cam�era et le plan r�etinien R est le plan de
formation desimages.On appelle longueur focale f c la distance strictement positive du point C
au plan R, rayon optique toute demi-droite d'extr �emit�e C intersectant le plan R, et axe optique
l'axe orthogonal �a R passant par C. Il intersecteR en un point c appel�e point principal.

Soit � la fonction de projection de l'espacedans le plan r�etinien

� : R3 � ! R2

M = (X ; Y; Z ) 7�! m = (x; y):

L'image m par � d'un point M de l'espaceest l'in tersection du rayon optique CM avec le plan
R. L'expression de la fonction de projection d�epend dessyst�emesde coordonn�eesutilis �es dans
l'espaceet dans le plan image.

Consid�erons le rep�ere orthonormal de R3 (C; i; j; k), d'origine le centre optique C de la
cam�era et tel que k soit un vecteur directeur de l'axe optique. Ce rep�ere est appel�e syst�eme
de coordonn�ees standard de la cam�era. Munissons maintenant le plan r�etinien R du rep�ere
orthonormal bidimensionnel (c; i; j ), d'origine le point principal du plan r�etinien et dont lesaxes
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Figure 1.1: Mod�ele de cam�era st�enop�e.

de coordonn�eessont parall�eles�a ceux du rep�ereassoci�e �a la cam�era. Dans cesdeux syst�emesde
coordonn�ees,l'expressionde la fonction � r�esulte de l'application du th�eor�emede Thal�es

8
>>><

>>>:

x = f c
X
Z

y = f c
Y
Z

:

(1.1)

Remarque { Deux triplets de coordonn�eesproportionnels de l'espacesont projet�esen un même
point du plan R. Tous les points M d'un rayon optique ont ainsi une projection unique m sur
le plan r�etinien : il est impossiblede d�eterminer les profondeurs Z des points projet�es sur une
image �a partir de cette seuleimage.

La remarque pr�ec�edente permet d'in troduire les coordonn�eesprojectives. Si (x; y) sont les
coordonn�eeseuclidiennesd'un point sur un plan, sescoordonn�eesprojectives (ou homog�enes)
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sont d�e�nies par (�x : �y : � ), pour tout r�eel � non nul. L'espacedes triplets de coordonn�ees,
avecla r�egleque lestriplets proportionnels repr�esentent le mêmepoint, est appel�e plan projectif.

D �e�nition 1.1 { On appelle plan projectif le quotient de R3 nf 0g par la relation d'�equivalence

(X ; Y; Z ) �= (X 0; Y 0; Z 0) , 9� 6= 0 tq (X ; Y; Z ) = � (X 0; Y 0; Z 0):

On note M = (X : Y : Z : 1) = (�X : �Y : �Z : � ) les coordonn�eesprojectives d'un point
M de coordonn�eeseuclidiennes(X ; Y; Z ) de R3 et m = (x : y : 1) = (�x : �y : � ) cellesd'un
point m de coordonn�eeseuclidiennes(x; y) dans le plan r�etinien.

1.1.2 Matrice de pro jection

La fonction de projection � d�e�nie par l'expression(1.1) de R3 dansR2 n'est pas lin�eairepar
rapport aux coordonn�eeseuclidiennesX , Y et Z . Mais elle le devient si on utilise lescoordonn�ees
projectives dans l'espace et dans le plan r�etinien. Consid�erons les syst�emes de coordonn�ees
homog�enesassoci�es au rep�ere (C; i; j; k) et au rep�ere (c; i; j ) respectivement pour l'espacedes
objets et pour l'image. Soit M un point de l'espace, de coordonn�ees euclidiennes (X ; Y; Z )
dans le rep�ere (C; i; j; k). Il a pour coordonn�eeshomog�enes,non uniques, (X 0 : Y 0 : Z 0 : T0)
avec X = X 0=T0; Y = Y 0=T0; Z = Z 0=T0. De même, le point m de l'image, de coordonn�ees
euclidiennes(x; y) dans (c; i; j ) a pour coordonn�eeshomog�enesnon uniques (x 0 : y0 : z0) avec
x = x0=z0; y = y0=z0. La relation (1.1) peut alors s'�ecrire
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Comme m = (Z x : Z y : Z ) et M = (X : Y : Z : 1), on obtient

m = P M : (1.3)
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L' �ecriture de la fonction de projection est ainsi facilit �eepar l'utilisation de la g�eom�etrie projec-
tiv e.

D �e�nition 1.2 { On appelle matrice de projection P associ�ee �a une cam�era la matrice de
dimensions3� 4 repr�esentant la projection despoints de R3 sur le plan r�etinien en coordonn�ees
projectives

m = P M :

La matrice P est de rang 3 et est d�e�nie �a un scalairepr�es.Le centre optique C est l'unique
point v�eri�an t PC = 0. Suivant lessyst�emesde coordonn�eeschoisisdansl'espaceet dansle plan
r�etinien, la matrice de projection s'�ecrit di� �eremment.

1.1.3 Param �etres in trins �eques et extrins �eques de la cam�era

En choisissant le syst�emede coordonn�eesstandard de la cam�era (C; i; j; k) commerep�ere de
l'espaceet le syst�eme(c;i; j ) commerep�ere de l'image, l' �ecriture de la matrice de projection P
�etait particuli �erement simple. Mais il est possibleque le syst�emede coordonn�eeschoisi dans R3

ne soit pas celui de la cam�era et que le rep�ere choisi dans l'image ne corresponde pas �a (c; i; j ),
comme illustr �e sur la �gure (1.2). La projection d'un point M sur le plan r�etinien R revient
alors �a faire un changement de rep�ere dans l'espace,du rep�ere donn�e �a (C; i; j; k), la projection
de (C; i; j; k) dans (c; i; j ) et un changement de rep�eredans l'image, de (c; i; j ) au rep�erechoisi.
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Soit (O; i 0; j 0; k0) le rep�ereorthonormal de l'espacedans lequel sont rep�er�eeslespositions des
objets dans R3. Le changement de rep�ere de (O; i 0; j 0; k0) �a (C; i; j; k) est un d�eplacement dans
R3, que l'on peut d�ecomposeren une rotation R suivie d'une translation de vecteur t. Si un point
M de l'espacea pour coordonn�eesM O et M C dans les deux syst�emesde coordonn�ees,alors

M O = RM C + t;

o�u le vecteur de translation t est �egal au vecteur OC et la rotation R est d�e�nie par R(i ) = i 0,
R(j ) = j 0 et R(k) = k0. On appelle param�etres extrins�equesde la cam�era, l'expression de la
position et de l'orientation de la cam�era dans(O; i 0; j 0; k0), c'est-�a-dire la matrice R et le vecteur
t.

D�ecrivons maintenant le changement de rep�ere sur l'image. Le syst�eme d'acquisition de la
cam�era contient un capteur form�e de cellules photosensiblesqui g�en�erent chacune un point
lumineux, appel�e pixel sur l'image. La cam�era fournit l'image sousforme d'un tableau �a deux
dimensions,dont lesvaleurssont lesniveauxdegris despixels. Le syst�emedecoordonn�eesassoci�e
�a l'image, appel�e syst�emede coordonn�eespixels, est propre �a la cam�era, et souvent di� �erent du
rep�ere(c; i; j ). On appelle param�etresintrins�equesde la cam�era lesparam�etresreliant le syst�eme
decoordonn�eespixels au rep�ere(c; i; j ) sur le plan r�etinien. Le passagedescoordonn�eesaux pixels
est r�ealis�e par un changement de rep�ere a�ne
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Lesfacteursmultiplicatifs � u et � v expriment la longueur focaleen pixels sur chacundesaxes.Ils
sont souvent donn�espar lesdimensionsdespixels sur le capteur de la cam�era par le constructeur.
Le couple (u0; v0) exprime les coordonn�eesdu point principal c, qui sont rarement (0; 0) car
l'origine du rep�ere despixels est souvent localis�ee en un coin de l'image. En�n, le param�etre 

est en g�en�eral �egal �a z�ero, ou tr �es proche de z�ero car pour la plupart des cam�eras, les cellules
photosensiblesdu capteur sont rectangulaires.

En tenant compte des param�etres intrins�equeset extrins�equesde la cam�era, la matrice de
projection d'un point M dans le rep�ere (O; i 0; j 0; k0) sur le point m dans le rep�ere des pixels
s'�ecrit

P = A P0 K (1.4)

o�u

A =

0

B
@

� u 
 u0

0 � v v0

0 0 1

1

C
A ; P0 =

0

B
@

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

1

C
A et K =

 
R t
0 1

!

:

Les matrices A et K sont respectivement cellesdesparam�etres intrins�equeset extrins�eques.La
longueur focale f c n'apparâ�t pasdans la matrice de projection P0 car elle est exprim�eedans les
facteurs � u et � v .
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Connaissant la matrice de projection AP0K , on peut, �a partir des coordonn�eesd'un pixel,
localiser le rayon optique, c'est-�a-dire la droite de l'espacepassant par C, �a laquelle appartient
le point projet�e en ce pixel. Si seulela matrice A est connue, la position 3D du rayon optique
correspondant �a un pixel donn�e, sera localis�ee dans le rep�ere de la cam�era. Dans ce cas, la
cam�era est dite calibr�ee. De nombreusesm�ethodes de calibrage de cam�era existent [14] ; la
m�ethode classiqueconsiste�a utiliser desappariements de points de l'espace3D de coordonn�ees
connues, avec des points de l'image pour d�eterminer les 5 ou 11 param�etres de la matrice (5
pour la matrice A seuleet 11 pour les matrices A et K ).

Cependant, il n'est pas toujours n�ecessairede calibrer la cam�era; tant qu'aucune interpr�eta-
tion 3D n'est faite, le mod�ele non calibr�e su�t.

1.1.4 Rôle de la longueur focale

Revenonssur les formules (1.1). La longueur focale f c agit comme un facteur d'�echelle sur
l'image. Ainsi, on peut poseren toute g�en�eralit�e f c = 1. Cela revient �a choisir f c commeunit �e
du syst�emede coordonn�eesde la cam�era (C; i; j; k) ; le syst�eme standard de coordonn�eesde la
cam�era est alors dit normalis�e.

Dans la suite du document, les param�etres intrins�equesde la cam�era sont suppos�esconnus;
nous prendrons la longueur focale �egale �a 1 et la matrice A �egale �a I 3. Dans les exp�eriences,
l'origine sur les images�etant localis�eeau coin en haut �a gauche, la connaissancedesdimensions
des imageset donc de (u0; v0) modi�era les formules.

1.2 Mo d�elisation d'un mouv ement de cam�era

1.2.1 Mo d�elisation d'une rotation

Une rotation de R3 est une matrice 3 � 3 orthogonale de d�eterminant �egal �a 1. L'ensemble
de cesmatrices forme le groupe Sp�ecial Orthogonal, not�e SO(3). Plusieurs param�etragesde ces
rotations existent.

1.2.1.1 Repr �esentation canonique

La repr�esentation habituelle consiste�a d�e�nir une rotation �a l'aide de trois param�etres: l'axe
de rotation repr�esent�e par un vecteur unitaire u (soit un point sur S2, la sph�ere unit �e de R3,
d�etermin�e par deux param�etres) et l'angle de rotation a autour de l'axe, commeillustr �e sur la
�gure (1.3).

D �e�nition 1.3 { On note A l'ensembledesmatrices antisym�etriques

[u]� =

0

B
@

0 � u3 u2

u3 0 � u1

� u2 u1 0

1

C
A
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PSfrag replacements
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a

Figure 1.3: Repr�esentation canoniqued'une rotation.

v�eri�ant kuk =
p

u2
1 + u2

2 + u2
3 = 1.

CommeA et S2 sont en bijection, on peut indi� �eremment d�e�nir l'axe de la rotation par un
point de S2 ou une matrice de A .

Prop osition 1.1 { Soit une rotation d�e�nie par le vecteur directeur unitair e u de son axe
et son anglea. L'application associant �a u et a la matrice de rotation est donn�ee par la formule
de Rodrigues (1817)

[0; 2� [�A ! SO(3)

(a; [u]� ) 7! R = I 3 + sina [u]� + (1 � cosa) ([u]� )2
(1.5)

Cette application estsurjective mais non injective. En restreignant l'ensembleded�epart �a ]0; � [� S2[
f (0; (0; 0; 1))g, on a l'application inverse

SO(3) ! ]0; � [�A [ f (0; [(0; 0; 1)]� )g

R 7!

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

 

arccos
�

tr (R)� 1
2

�
; 1

2 sin
�

arccos
�

tr ( R ) � 1
2

�� (R � RT )

!

si tr (R) 6= 3

0

B
@0;

0

B
@

0 � 1 0
1 0 0
0 0 0

1

C
A

1

C
A si tr (R) = 3:

D �emonstration. L'application donn�ee par la formule de Rodrigues n'est pas injective car
les rotations d�e�nies par (a; [u]� ) et (� a[2� ]; [� u]� ) donnent la même matrice de rotation. Il
faut donc restreindre les valeurs des anglesde rotation �a [0; � [. De plus, 8u 2 S2, la matrice
de rotation d�e�nie par (0; [u]� ) sera toujours �egale �a I 3 ; en restreignant l'espacede d�epart �a
]0; � [� S2 [ f ( 0; (0; 0; 1))g, la fonction devient bijective et la solution au probl�eme inverseest
obtenue en remarquant que tr (R) = 2cosa + 1 et R � RT = 2sina [u]� . �
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1.2.1.2 Quaternions

D �e�nition 1.4 { On appelle quaternion tout quadrupletde r�eelsQ = (q0; q1; q2; q3), que l'on
note aussi

Q = (q0; q) avec q = (q1; q2; q3):

L'ensembledesquaternions, muni du produit

PQ = R avec

(
r0 = p0 q0 � hp;qi
r = p0 q + p q0 + p ^ q

forme une alg�ebre �a 4 dimensions. Le produit scalaire sur l'alg�ebre des quaternions est donn�e
par

P:Q = p0 q0 + hp;qi :

{ Si Q:Q = 1, on dit que Q est unitair e.
{ On note le conjugu�e de Q, Q� = (q0; � q).

Montrons qu'il existe une application de l'ensemble desquaternions unitaires dans le groupe
desrotations [58].
Soit X = (x0; x) un quaternion et Q = (q0; q) un quaternion unitaire. On consid�ere la transfor-
mation X 0 = QX Q� , alors

8
><

>:

x0
0 = x0

x0 = (q2
0 � q:q) x + 2q0 q ^ x + 2qhq; xi :

Comme Q est unitaire, il existe un r�eela appartenant �a [� � ; � [ et un vecteur u de R3 de norme
1 tel que

Q =
�

cos
a
2

; sin
a
2

u
�

:

Alors, commeq (q:x) = (sin a
2)2 u uT x = (sin a

2 )2 ([u]2� + I 3) x, on a

x0 = ((cos a
2)2 � (sin a

2)2) x + 2cosa
2 sin a

2 [u]� x + 2 (sin a
2 )2 ([u]2� + I 3) x

= x + sina [u]� x + (1 � cosa) [u]2� x

=
�
I 3 + sina [u]� + (1 � cosa) [u]2�

�
x:

On retrouve la formule de Rodrigues : �a tout quaternion unitaire, on peut associer une rotation.
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Prop osition 1.2 { �A tout quaternion unitair e Q = (q0; q1; q2; q3), on peut associer une
rotation d'angle a et d'axe dirig�e par le vecteur unitair e u

Q 7�!

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

a = 2arccos(q0)

u =

8
>>><

>>>:

1
sin(arccosq0)

0

B
@

q1

q2

q3

1

C
A si q0 6= � 1

0 sinon.

La matrice de rotation R correspondante s'�ecrit

R =

0

B
@

q2
0 + q2

1 � q2
2 � q2

3 2(� q0q3 + q1q2) 2(q0q2 + q1q3)
2(q0q3 + q1q2) q2

0 � q2
1 + q2

2 � q2
3 2(� q0q1 + q2q3)

2(� q0q2 + q1q3) 2(q0q1 + q2q3) q2
0 � q2

1 � q2
2 + q2

3

1

C
A :

L'application qui �a un quaternion unitaire associe une rotation n'est pas bijective car les
quaternions Q et � Q fournissent la mêmerotation.

La repr�esentation des rotations par des quaternions est tr �es utilis �ee en infographie. Son
principal int�er̂et r�esidedans la composition desrotations ; en e�et, la composition de rotations
correspond �a la multiplication des quaternions associ�es. Il peut être avantageux de pr�ef�erer les
quaternions aux matrices de rotations car la complexit�e de la multiplication desquaternions est
plus faible que celle des rotations : alors que le produit de 2 matrices de rotations n�ecessite27
multiplications et 18 additions, le produit des quaternions est calcul�e en seulement 16 multi-
plications et 12 additions. De plus, lors de la composition de rotations, des erreurs d'arrondis
peuvent conduire �a l'obtention d'un quaternion non unitaire. Il su�t alors de le normaliser. Le
casest plus compliqu�e pour la multiplication matricielle. Si une matrice A quasi orthogonaleest
obtenue, la r�eorthogonalisationn�ecessitele calcul de A(A T A)� 1=2 [58].

1.2.1.3 Angles d'Euler

Une autre �ecriture consiste�a d�ecomposer une rotation en trois rotations autour de chacun
des axes du rep�ere. Soit � l'angle de rotation autour de l'axe (CX ), � autour de (CY) et 

autour de (CZ ). Cestrois anglessont appel�es les anglesd'Euler de la rotation.

Si on note R(�; � ; 
 ) une telle rotation, elle s'�ecrit

R(�; � ; 
 ) = R(0; 0; 
 ) � R(0; � ; 0) � R(�; 0; 0)

soit matriciellement
0

B
@

cos
 cos� � cos
 sin � sin � � sin 
 cos� � cos
 sin � cos� + sin 
 sin �
sin 
 cos� � sin 
 sin � sin � + cos
 cos� � sin 
 sin � cos� � cos
 sin �

sin � cos� sin � cos� cos�

1

C
A :
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Figure 1.4: Repr�esentation d'une rotation par les anglesd'Euler.

Toutefois, l'application qui associe aux anglesd'Euler (�; � ; 
 ) la rotation de matrice R(�; � ; 
 )
n'est pas injective; par exemple,la rotation R(� ; � ; 0) est �egale�a la rotation R(0; 0; � ).

Prop osition 1.3 { Une rotation d�e�nie par le vecteur directeur unitair e u de son axe et
d'angle a a pour anglesd'Euler (�; � ; 
 ) = au.

Dans le chapitre 2, nous proposeronsun nouveau param�etrage des rotations, li�e aux types
de transformations observ�eessur une image lors de rotations de cam�era.

1.2.1.4 Exp onentielle d'une matrice antisym �etrique

Le groupe SO(3) a la propri �et�e d'être un groupe de Lie. Cette propri �et�e permet d'associer
une rotation de cam�era �a une vitesseangulaire. Commen�conspar la d�e�nition d'un groupe de
Lie de matrices, voir par exempleHall [24].

D �e�nition 1.5 { Un groupe de Lie de matrices r�eelles est un sous-groupe G de GL(n; R)
ayant la propri�et�e suivante : si (Am )m2 N 2 G et lim

m! + 1
Am = A, alors A 2 G ou A n'est pas

inversible.

En cons�equence,tout sous-groupe ferm�e de GL(n; R) (ensemble des matrices n � n inver-
sibles), est un groupe de Lie. C'est le casde SO(3), sous-groupe ferm�e de GL(3; R).

Il existe plusieurs fa�cons �equivalentes de d�e�nir l'alg�ebre de Lie d'un groupe de Lie. His-
toriquement, les �el�ements de l'alg�ebre de Lie �etaient vus commeles �el�ements in�nit �esimaux du
groupe.Pour lesgroupesdematrices, l'alg�ebredeLie estd�e�nie par l'in term�ediairede la fonction
exponentielle. Commen�conspar rappeler la d�e�nition de l'exponentielle de matrice.

D �e�nition 1.6 { La fonction exponentielle de matrice est d�e�nie de M n (R) dans M n (R)
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par le d�eveloppement en s�eries de Taylor de l'exponentielle

exp(A) = eA =
1X

n=0

An

n!
:

La sommeconverge quelle quesoit la matrice A.

Remarque { Soient A et B 2 M n (R). Si A et B commutent, alors

eA eB = eA+ B :

Une cons�equencede la remarque est que l'exponentielle d'une matrice antisym�etrique est
une matrice orthogonale de d�eterminant �egal �a 1. En e�et, si A est antisym�etrique, A T = � A
donc eA T

= e� A (= (eA )T ). Or, eA e� A = I n car A et � A commutent, d'o�u e� A = (eA )� 1 et
(eA )T = (eA )� 1. De plus, det(eA ) = etr (A ) = e0 = 1.

D�e�nissons maintenant l'alg�ebre de Lie d'un groupe de Lie de matrices.

D �e�nition 1.7 { Soit G un groupe de Lie de matrices. L'alg�ebre de Lie de G, not�ee g, est
l'ensemblede toutes les matrices M telles que 8t 2 R, etM 2 G.

Nous avons vu pr�ec�edemment que l'exponentielle d'une matrice antisym�etrique est une ma-
trice orthogonale de d�eterminant �egal �a 1. La r�eciproque est aussivraie [24]. Ainsi, l'alg�ebre de
Lie so(3) associ�eeau groupe SO(3) est l'ensemble desmatrices antisym�etriques de M 3(R).

so(3) =

8
><

>:
[! ]� =

0

B
@

0 � ! 3 ! 2

! 3 0 � ! 1

� ! 2 ! 1 0

1

C
A ; ! = (! 1; ! 2; ! 3) 2 R3

9
>=

>;

= Vect

8
><

>:
L 1 =

0

B
@

0 0 0
0 0 � 1
0 1 0

1

C
A ; L 2 =

0

B
@

0 0 1
0 0 0

� 1 0 0

1

C
A ; L 3 =

0

B
@

0 � 1 0
1 0 0
0 0 0

1

C
A

9
>=

>;
:

Remarque { Soit M 2 so(3). Comme etM est une rotation, d
dt etM

�
�
�
t=0

est une rotation in�-

nit �esimale.Or, d
dt etM

�
�
�
t=0

= M , donc l'alg�ebre so(3) est isomorphe �a l'ensemble des rotations

in�nit �esimales,c'est-�a-dire �a l'ensemble desvitessesangulaires(! 1; ! 2; ! 3) autour desaxes(CX ),
(CY) et (CZ ) associ�eesaux rotations.

Prop osition 1.4 { La fonction

exp : so(3) ! SO(3)
A 7! eA
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est surjective et non injective.
Pr�ecis�ement, si

A =

0

B
@

0 � ! 3 ! 2

! 3 0 � ! 1

� ! 2 ! 1 0

1

C
A

alors eA est une matrice de rotation d'axe dirig�e suivant le vecteur unitair e u =
(! 1; ! 2; ! 3)

p
! 2

1 + ! 2
2 + ! 2

3
et d'angle a =

p
! 2

1 + ! 2
2 + ! 2

3 [2� ].

D �emonstration. 1) Soit

A =

0

B
@

0 � ! 3 ! 2

! 3 0 � ! 1

� ! 2 ! 1 0

1

C
A :

Montrons que eA est une matrice de rotation d'axe dirig�e suivant le vecteur ! = (! 1; ! 2; ! 3) et
d'angle k! k. Comme A3 = �k ! k2A,

eA =
1X

k=0

Ak

k!

= I 3 +
1X

k=0

(� 1)kk! k2k

(2k + 1)!
A +

1X

k=1

(� 1)k� 1k! k2(k� 1)

(2k)!
A2

= I 3 +

 
1X

k=0

(� 1)kk! k2k+1

(2k + 1)!

!
A

k! k
+

 

�
1

k! k2

1X

k=0

(� 1)kk! k2k

(2k)!
+

1
k! k2

!

A2

= I 3 + sink! k
A

k! k
+ (1 � cosk! k)

�
A

k! k

� 2

D'apr�es la formule de Rodrigues, la matrice eA est une matrice de rotation d'axe dirig�e par le
vecteur unitaire ! =k! k et d'angle k! k.

2) Montrons maintenant que la fonction exponentielle de so(3) dans SO(3) est surjective.
Prenons d'abord une rotation d'axe (CX ) et d'angle a. La matrice de rotation correspondante
R0 s'�ecrit

R0 =

0

B
@

1 0 0
0 cosa � sina
0 sina cosa

1

C
A :

Or, 0

B
@

1 0 0
0 cosa � sina
0 sina cosa

1

C
A = exp

0

B
@a

0

B
@

0 0 0
0 0 � 1
0 1 0

1

C
A

1

C
A = exp(a L 1):
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On peut ainsi associer �a la rotation R0 la vitesseangulaire (! 1; ! 2; ! 3) = (a;0; 0). Remarquons
que la matrice de l'alg�ebre de Lie obtenue correspond bien �a l'approximation au premier ordre
de la matrice R0 � I 3. Prenonsmaintenant une rotation R d'angle a et d'axe quelconque.Par un
changement de baseadapt�e, on peut l' �ecrire sousla forme R = PR0P � 1, avec P matrice 3 � 3
inversible. D'o�u,

R = P exp

0

B
@

0 0 0
0 0 � a
0 a 0

1

C
A P � 1 = exp

0

B
@P

0

B
@

0 0 0
0 0 � a
0 a 0

1

C
A P � 1

1

C
A :

On obtient ainsi les composantes de la vitesseangulaire qui sont les coe�cien ts de la matrice
antisym�etrique aPL 1P � 1.

3) La fonction exponentielle de so(3) dansSO(3) n'est pasinjective. Par exemple,lesvitesses
! = (� =2; 0; 0) et ! 0 = (� 3� =2; 0; 0) sont associ�eespar l'application exponentielle �a la même
rotation. L'application devient injective si on restreint les valeurs de k! k �a [0; � [. �

Prop osition 1.5 { Les anglesd'Euler repr�esentant une rotation de SO(3) fournissent un
�el�ement de l'alg�ebre de Lie so(3) associ�e �a la rotation.
Si R est une matrice de rotation d'axe dirig�e par le vecteur unitair e u et d'angle a, alors les
anglesd'Euler associ�es ! = au v�eri�ent R = exp [! ]� .

D �emonstration. On a vu dansla d�emonstration pr�ec�edente qu'une matrice de rotation d'axe
dirig�e par ! =k! k et d'angle k! k �etait �egale�a exp [! ]� . Ainsi, pour une rotation d'axe dirig�e par
le vecteur unitaire u et d'angle a, on peut �ecrire

R = e[au]� :

Or, nous avons vu dans le paragraphe 1.2.1.3 que le vecteur au est �egal au vecteur contenant
les anglesd'Euler de la rotation. Donc les anglesd'Euler associ�es �a R correspondent aux com-
posantes d'une vitesseangulaire de so(3) associ�ee �a la rotation. �

Notons que la structure d'alg�ebre est donn�ee�a une alg�ebre de Lie de matrices par le crochet
de Lie, d�e�ni pour deux matrices A et B par

[A; B ] = AB � B A:

1.2.2 Mo d�elisation d'un mouv ement complet

D�e�nition 1.8 { Un d�eplacement rigide de R3 est une transformation de R3 dans R3 qui
conserveles angleset les distances.
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L'action d'un d�eplacement rigide D sur R3 estcompos�eed'une rotation R suivie d'une translation
t

R3 � ! R3

x 7�! Rx + t:

L'ensembledesd�eplacementsrigides de R3, not�es D = (R; t), forme le groupe Sp�ecial Euclidien
SE(3)

SE(3) =
�

(R; t); R 2 SO(3); t 2 R3	
:

Prop osition 1.6 { Le groupe SE(3) est �egal au produit semi-direct de SO(3) avec R3

SE(3) = SO(3) n R3:

D �emonstration. Ecrivons la composition de deux d�eplacements D = D 2 � D1 avec D1 =
(R1; t1) et D2 = (R2; t2)

x
D 17�! R1x + t1

D 27�! R2(R1x + t1) + t2 = R2R1x + R2t1 + t2:

Donc D = D2 � D1 = (R2R1; R2t1 + t2), ce qui implique SE(3) = SO(3) n R3. �

Le groupe SE(3) est isomorphe�a un sous-groupe de GL(4; R) par l'application

SE(3) � ! GL(4; R)

(R; t) 7�!

 
R t
0 1

!

:

On note aussipar SE(3) l'ensemble de cesmatrices

SE(3) =

( 
R t
0 1

!

; R 2 SO(3); t 2 R3

)

:

On retrouve la loi de composition � correspondant au produit matriciel
 

R2 t2

0 1

!  
R1 t1

0 1

!

=

 
R2R1 R2t1 + t2

0 1

!

:

Le mouvement d'une cam�era est habituellement mod�elis�e dans SE(3) ; il s'�ecrit de fa�con
unique commeune rotation R d'axe passant par le centre C de la cam�era suivie d'une translation
de vecteur t (�gure 1.5). On notera dans la suite un d�eplacement D de cam�era par le couple
(R; t).

Comme le groupe Sp�ecial Orthogonal, le groupe Sp�ecial Euclidien est un groupe de Lie de
matrices (�a proprement parler, c'est le sous-groupe de GL(4; R) isomorphe �a SE(3) qui est un
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Figure 1.5: Mouvement de cam�era.

groupe de Lie de matrices). Le calcul de l'alg�ebre de Lie se(3) �a partir du groupe SE(3) permet
d'associer �a un d�eplacement de cam�era une vitessede rotation et une vitessede translation.

Prop osition 1.7 { L'alg�ebre de Lie se(3), associ�ee au groupe de Lie SE(3), est �egale�a

se(3) =

8
>>><

>>>:

0

B
B
B
@

v1

[! ]� v2

v3

0 0 0 0

1

C
C
C
A

; [! ]� 2 so(3); (v1; v2; v3) 2 R3

9
>>>=

>>>;

:

Remarques
{ La matrice [! ]� repr�esente la vitesse angulaire de la cam�era et le vecteur (v1; v2; v3) la

vitessede d�eplacement du centre optique de la cam�era.
{ On notera aussi

se(3) =
�

(! ; v); ! 2 R3; v 2 R3	
:

D �emonstration. Soit M 2 M 4(R) telle que exp(�M ) 2 SE(3) pour tout � 2 R. La matrice
exp(�M ) doit donc s'�ecrire sousla forme

 
R t
0 1

!

:

Comme
d e�M

d�

�
�
�
� =0

= M , la derni�ere ligne de la matrice M doit être nulle. Les matrices de se(3)

sont donc de la forme

M =

0

B
B
B
@

Y
y1

y2

y3

0 0

1

C
C
C
A

:
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On a alors

M k =

0

B
B
B
@

Y k Y k� 1

0

B
@

y1

y2

y3

1

C
A

0 0

1

C
C
C
A

donc e�M =

0

B
B
B
@

e�Y
�
�
�

0 1

1

C
C
C
A

:

Pour que e�Y appartienne �a SO(3), il faut et il su�t que Y appartienne �a l'alg�ebre de Lie so(3),
c'est-�a-dire que la matrice Y soit antisym�etrique.

Ainsi, toute matrice M de la forme

0

B
B
B
@

Y
y1

y2

y3

0 0

1

C
C
C
A

, avecY appartenant �a so(3) v�eri�e la propri �et�e

suivante : pour tout r�eel � , exp(�M ) appartient �a SE(3). �

Prop osition 1.8 { �A un couple de vitessesrotationnelle ! = (! 1; ! 2; ! 3) et translationnelle
v = (v1; v2; v3), l'application exponentielle associe un d�eplacement de cam�era par [64]

exp : se(3) � ! SE(3)
(! ; v) 7�! (R; t)

avec

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

R = exp([! ]� )

t =

8
>><

>>:

v si k! k = 0

� (! )v =
1

k! k2

�
(I � R)[! ]� + ! ! T �

v sinon:

(1.6)

L'application exponentielle est surjective et non injective. El le peut être invers�ee localement
(pour k! k 2 [0; � [), pour calculer, �a partir d'un d�eplacement (R; t) de cam�era, les vitesses! et
v correspondantes.

Si R = I alors

(
! = 0
v = t

;

sinon

8
<

:

! est calcul�ee �a partir de R

v = � � 1(! )t = I 3 �
1
2

[! ]� +
�

1
k! k2 �

sink! k
2k! k(1 � cosk! k)

�
[! ]2� t:

(1.7)
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D �emonstration. Quelques�el�ements sur l'in version de la matrice � (! ). En utilisant
8
>>>>>>><

>>>>>>>:

! ! T = [! ]2� + k! k2I 3

R = e[! ]� = I 3 + sink! k
[! ]�
k! k

+
1 � cosk! k

k! k2 [! ]2�

[! ]3� = �k ! k2[! ]� ;

on peut r�e�ecrire � (! ) de la fa�con suivante

� (! ) = I 3 +
1 � cosk! k

k! k2 [! ]� +
k! k � sink! k

k! k3 [! ]2� :

Le d�eterminant de � (! ) vaut det(� (! )) =
2

k! k2 (1 � cosk! k), donc � (! ) est inversible pour

k! k 2]0; � [. Par la m�ethode descofacteurs,on inversela matrice � (! ) et on obtient

� � 1(! ) = I 3 �
1
2

[! ]� +
�

1
k! k2 �

sink! k
2k! k(1 � cosk! k)

�
[! ]2� :

�

1.3 Flot optique g�en�er�e par un mouv ement de cam�era

1.3.1 D�e�nition et �evaluation du 
ot optique

Le terme de 
ot optique a �et�e invent�e par le psychologueJamesJeromeGibson en 1950dans
une �etude sur la vision humaine [21]. Le 
ot optique entre deux imagessuccessivesest le mou-
vement apparent despixels d'une image �a l'autre. C'est un champ de vecteurs repr�esentant les
d�eplacements despoints de la premi�ere image�a la seconde.Gibson conjecture qu'il y a su�sam-
ment d'information dans le 
ot optique pour d�eduire une unique interpr�etation physiquement
correctedu mouvement tridimensionnel (�a un facteur d'�echelle pr�espour la translation) et de la
structure de la sc�ene.C'est g�en�eralement le cassauf pour un ensemble de surfaces�lm �eesde me-
surenulle. Dans le chapitre 5, on discutera l'injectivit �e de la fonction associant �a un mouvement
de cam�era et une surface�lm �eele 
ot optique correspondant, suivant lesdomainesd'observation
du 
ot.

Pour estimer le 
ot optique sur une s�equenced'images, on fait l'hypoth�esed'�eclairement
constant au cours du temps. Si (x; y) sont les coordonn�eesd'un point suivi dans la s�equence
d'images,on note (x(t); y(t); t) la tra jectoire 2D du point au coursdu temps dansla s�equence.Si
I (x(t); y(t); t) est l'in tensit�e lumineuseau point (x(t); y(t)) sur l'image au temps t, l'hypoth�ese
d'�eclairement constant s'�ecrit

I (x(t); y(t); t) = constante:
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En d�erivant par rapport au temps cette expression,on obtient la contrain te du 
ot optique

I x
dx
dt

+ I y
dy
dt

+ I t = 0 (1.8)

o�u I x , I y , I t sont lesd�eriv�eespartielles de l'image I (x; y; t). Le vecteur
�

dx
dt ; dy

dt

�
quenousnoterons

dans la suite u(x; y; t), repr�esente la vitessedu point (x; y) sur le plan r�etinien au temps t. Cette
quantit �e est appel�ee
ot optique.

Cependant, �etant donn�eeune s�equenced'images, l' �equation (1.8) est insu�san te �a la d�eter-
mination d'un 
ot optique unique. En e�et, le probl�emeest mal pos�e car le 
ot optique a deux
composantes et nous ne disposonsque d'une seule�equation. Ce probl�emeest appel�e probl�eme
d'ouverture. Pour le surmonter, il est n�ecessairede poserune secondehypoth�ese; c'est souvent
une contrain te de r�egularit�e ou de lissagedu 
ot. En 1980,Horn et Schunck [32] proposent une
m�ethode bas�ee sur la r�egularisation; �a la contrain te du 
ot optique est ajout �ee une contrain te
de r�egularit�e spatiale du 
ot. La fonctionnelle totale �a minimiser est la suivante

Z




2

4

  
I x

I y

!

:u(x; y; t) + I t

! 2

+ � k4 u(x; y; t)k2

3

5 dx dy

o�u 
 est le domaine spatial consid�er�e. Le param�etre � d�etermine l'imp ortance accord�ee �a la
r�egularisation. Le travail de Horn et Schunck a �et�e suivi par un grand nombre de contributions
pour le calcul du 
ot optique, utilisant di� �erentesm�ethodes: lesm�ethodesde corr�elations locales
(ou block-matching) consistant �a comparer de petites zoneslocalesd'une image avec les zones
voisinesde l'image suivante, les m�ethodes bas�eessur le gradient des images, les m�ethodes de
�ltrage spatio-temporel... Un inventaire desm�ethodesexistantes en 1994a �et�e r�ealis�e par Baron,
Fleet et Beauchemin [3].

La m�ethode num�eriquequenousavonschoisiepour �evaluer un 
ot optique sur une s�equence,
pour les exp�eriences�evoqu�eesdans le chapitre 3, est celle de Weickert et Schn•orr [74]. Leur
approche consiste �a ajouter �a la contrain te du 
ot optique (1.8) l'hypoth�eseque le 
ot admet
une r�egularit�e spatiale mais aussi temporelle; ceci permet de consid�erer non seulement les mo-
di�cations spatiales d'une image �a la suivante mais aussi globalement dans toute la s�equence.
La fonctionnelle �a minimiser, sur un domaine spatio-temporel 
 � [0; T ] de la s�equence,est la
suivante

E(u(x; y; t)) =
Z


 � [0;T ]

2

4

  
I x

I y

!

:u(x; y; t) + I t

! 2

+ �  
�
kr u(x; y; t)k2�

3

5 dx dy dt

o�u  (s2) = �s 2 + (1 � � )� 2
q

1 + s2

� 2 et l'op�erateur r est l'op�erateur de gradient spatio-temporel

r =
�

@
@x ; @

@y ; @
@t

�
. Le poids � , appel�e param�etre de r�egularisation, d�etermine l'imp ortance accor-

d�eeau lissage.Weickert et Schn•orr ont montr �e que la contrain te de r�egularit�e spatio-temporelle
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du 
ot optique permet de r�eduire les e�ets du bruit par rapport �a une r�egularit�e uniquement
spatiale.

Remarque { On appelle 
ot optique en un point (x; y) du plan r�etinien, la vitessede ce point
u(x; y; t) = (dx(t)=dt; dy(t)=dt) sur le plan. Par extension, on appellera aussi 
ot optique, le
d�eplacement de (x; y) �a (x0; y0) entre deux instants, c'est-�a-dire (x0 � x; y0� y).

1.3.2 Relation entre vitesse de la cam�era et 
ot optique

On s'int�eresseici aux liens entre la vitessed'une cam�era et le 
ot optique engendr�e entre les
images.

Prop osition 1.9 { Soit une cam�era en mouvementayant une vitessede translation v(t) =
(v1(t); v2(t); v3(t)) et de rotation ! (t) = (! 1(t); ! 2(t); ! 3(t)) . Alors le 
ot optiqueu(x; y; t) en un
point (x; y) du plan r�etinien v�eri�e

u(x; y; t) =
1
Z

 
� 1 0 x
0 � 1 y

!

v(t) +

 
xy � (1 + x2) y

1 + y2 � xy � x

!

! (t)

=
1
Z

A(x; y) v(t) + B (x; y) ! (t)

(1.9)

o�u Z est la profondeur du point de l'espace projet�e au point (x; y) dans le rep�ere associ�e au plan
r�etinien.

D �emonstration. Consid�eronsunecam�eraen mouvement ayant unevitessede translation v(t)
et de rotation ! (t) et un point M de l'espacede coordonn�ees(X ; Y; Z ) dans le rep�ere (C; i; j; k)
de la cam�era. Cela revient �a consid�erer que le point M sed�eplacesuivant une tra jectoire M (t)
dans le rep�ere 3D de la cam�era �a une vitessedM (t)=dt = (dX (t)=dt; dY (t)=dt; dZ (t)=dt)

dM (t)
dt

= � v(t) � [! (t)] � (X (t); Y (t); Z (t))T : (1.10)

Soit m(t) la projection du point M (t) sur le plan r�etinien R. Sescoordonn�ees(x(t); y(t))
dans le rep�ere (c; i; j ) de R v�eri�en t

8
>>>><

>>>>:

x(t) =
X (t)
Z (t)

y(t) =
Y (t)
Z (t)

:

En d�erivant lestra jectoiresx(t) et y(t) par rapport au temps,on obtient le 
ot optique u(x; y; t) =
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(dx(t)=dt; dy(t)=dt)
8
>>>><

>>>>:

dx(t)
dt

=
_X (t)Z (t) � X (t) _Z (t)

Z (t)2

dy(t)
dt

=
_Y(t)Z (t) � Y (t) _Z (t)

Z (t)2 :

En utilisant la relation (1.10), dX (t)=dt, dY (t)=dt et dZ (t)=dt s'�ecrivent en fonction desvitesses
translationnelle v(t) et rotationnelle ! (t) de la cam�era. Pour all�eger les formules, on omet dans
ce qui suit la variable temporelle

8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

dX
dt

= � v1 + ! 3Y � ! 2Z = � v1 + Z (! 3y � ! 2)

dY
dt

= � v2 � ! 3X + ! 1Z = � v2 + Z (� ! 3x + ! 1)

dZ
dt

= � v3 + ! 2X � ! 1Y = � v3 + Z (! 2x � ! 1y):

En rempla�cant dX=dt, dY=dt et dZ=dt dans les expressionsde dx=dt et dy=dt, on obtient

8
>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>:

dx
dt

=
(� v1 + Z (! 3y � ! 2))Z � Z x(� v3 + Z (! 2x � ! 1y))

Z 2

=
� v1

Z
+ ! 3y � ! 2 +

v3x
Z

� x(! 2x � ! 1y)

dy
dt

=
(� v2 + Z (� ! 3x + ! 1))Z � Z y(� v3 + Z (! 2x � ! 1y))

Z 2

=
� v2

Z
� ! 3x + ! 1 +

v3y
Z

� y(! 2x � ! 1y)

soit une formule lin�eaire en (! ; v) donnant le 
ot optique (dx(t)=dt, dy(t)=dt)= u(x; y; t) en un
point (x; y) en fonction desvitessesv et ! et de la profondeur Z du point projet�e

u(x; y; t) =
1
Z

 
� 1 0 x
0 � 1 y

!

v(t) +

 
xy � (1 + x2) y

1 + y2 � xy � x

!

! (t):

�

Le d�eplacement d'un point d'une image �a l'autre d�epend donc de la profondeur du point
de l'espaceprojet�e. Si la cam�era e�ectue une translation, plus le point projet�e est �eloign�e de la
cam�era, plus le d�eplacement observ�e sur l'image et dû �a la vitessev(t) est petit.
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1.4 Relations entre deux vues d'une sc�ene �xe

Dans la section pr�ec�edente, nous avons mod�elis�e le mouvement d'une cam�era dans l'espace.
Dans cette section, nous nous int�eressonsaux imagesproduites par la cam�era avant et apr�es le
d�eplacement, lorsquela sc�ene�lm �eeest �xe, et en supposant l' �eclairement constant. Est-il alors
possibled'associer les points des imagesdeux �a deux? Dans le casd'un mouvement de cam�era
quelconque,ce n'est pas possible�a causede l'e�et de parallaxe. Cependant, dans le cas o�u les
positions du centre optique lors des deux prises de vue sont di� �erentes (c'est-�a-dire quand la
cam�eras'est translat�ee),il existeunecontrain te g�eom�etrique importante liant despoints appari�es
de deux images,c'est-�a-dire repr�esentant le mêmepoint 3D. C'est la contrain te �epipolaire. Nous
allons d'abord pr�esenter l'e�et de parallaxe, puis les deux cas particuliers pour lesquelsil est
possibled'associer les points deux �a deux, en�n nous expliciterons la contrain te �epipolaire.

1.4.1 E�et de parallaxe

Consid�erons une cam�era �lman t une sc�ene �xe soumise�a un d�eplacement D . On acquiert
ainsi deux vues di� �erentes de la sc�ene. Deux points, l'un de la premi�ere image, l'autre de la
seconde,sont dits appari�es (ou en correspondance) s'ils sont les projections d'un même point
de l'espace3D. En g�en�eral, on ne peut associer des points de la premi�ere image �a des points
de la secondecar la visibilit �e d'un point de l'espaced�epend de sa profondeur. C'est l'e�et de
parallaxe illustr �e sur la �gure (1.6). Les points M 1 et M 2 de l'espaceont mêmeprojection sur la
premi�ereimageet deux projections distinctes sur la deuxi�emeimage,du fait de leurs profondeurs
di� �erentes.

Deux cas particuliers ne sont pas concern�es par le probl�eme de l'e�et de parallaxe, ce qui
rend alors possiblela mise en correspondancedespoints des images.

1.4.2 Cas d'une sc�ene plane �lm �ee

Consid�erons une cam�era de longueur focale �egale �a 1. Notons C le centre optique de la
cam�era, R le plan r�etinien associ�e. Soit D = (R; t) un d�eplacement de la cam�era, C 0 la nouvelle
position du centre optique, et R 0 le nouveau plan r�etinien (apr�es le d�eplacement). Lorsque la
cam�era �lme un plan � de l'espacene passant pas par les centres optiques C et C 0, il n'y a
pas d'e�et de parallaxe car aucun ph�enom�ene d'occultation d'une image �a l'autre ne peut se
produire. Il existe alors une homographie liant les images produites sur les deux plans R et
R 0, c'est-�a-dire une transformation de R dans R 0 lin�eaire en coordonn�eesprojectives[15]. Nous
allons expliciter cette relation en coordonn�eeseuclidiennes.

Soient (C; i; j; k) et (C0; R(i ); R(j ); R(k)) les syst�emes standards normalis�es associ�es �a la
cam�era respectivement avant et apr�esson d�eplacement. Les plans r�etiniens R et R 0 sont munis
desrep�eres(c; i; j ) et (c0; R(i ); R(j )) o�u c et c0 sont les points principaux associ�es �a C et C0.

Prop osition 1.10 { Soit une cam�era �lmant un plan � et ayant un mouvementD = (R; t).
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PSfrag replacements

C

C0

M 1

M 2

m

m0
1

m0
2

R

R 0

Figure 1.6: L'e�et de parallaxe.

Soient f et g les imagesdesplans R et R 0 form�eesavant et apr�es le d�eplacement. On note

R =

0

B
@

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

1

C
A et t =

0

B
@

t1

t2

t3

1

C
A :

Alors, �a tout point M du plan � , sont associ�eesdeuxprojections m et m0 sur les plans r�etiniens
R et R 0 v�eri�ant

f (m) = g(m0):

Si on note (x; y) les coordonn�eesde m dans (c;i; j ) et (x0; y0) celles de m0 dans (c0; R(i ); R(j ))
alors

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

x0 =
a1x + a2y + a3 �

a1t1 + a2t2 + a3t3

Z

c1x + c2y + c3 �
c1t1 + c2t2 + c3t3

Z

y0 =
b1x + b2y + b3 �

b1t1 + b2t2 + b3t3

Z

c1x + c2y + c3 �
c1t1 + c2t2 + c3t3

Z

(1.11)
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et 8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

x =
a1x0+ b1y0+ c1 +

t1

Z 0

a3x0+ b3y0+ c3 +
t3

Z 0

y =
a2x0+ b2y0+ c2 +

t2

Z 0

a3x0+ b3y0+ c3 +
t3

Z 0

;

(1.12)

o�u Z est la profondeur du point M dans le rep�ere (C; i; j; k) et Z 0 est la profondeur de M dans
le rep�ere (C0; R(i ); R(j ); R(k)) .

PSfrag replacements

C

C0

M

m

m0

R

R 0

�

R(i )

R(j )

R(k)

i

j

k

Figure 1.7: Cas d'une sc�ene plane �lm �ee : absence d'e�et de parallaxe.

D �emonstration. Soit M un point du plan �, m sa projection sur R et m0 sa projection sur
R 0. Comme l'illumination de la sc�eneest suppos�eeconstante en espaceet en temps, les niveaux
de gris en m et m0 sont les mêmessur les deux imagessoit

f (m) = g(m0):

Soit (X ; Y; Z ) lescoordonn�eesdu point M dansle rep�ere(C; i; j; k) et (X 0; Y 0; Z 0) sescoordonn�ees
dans(C0; R(i ); R(j ); R(k)). Lescoordonn�eesdu point m dansle rep�ere(c; i; j ) sont donc, d'apr�es
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la formule (1.1), 8
>>><

>>>:

x =
X
Z

y =
Y
Z

et cellesdu point m0 dans le rep�ere (c0; R(i ); R(j ))
8
>>><

>>>:

x0 =
X 0

Z 0

y0 =
Y 0

Z 0:

Exprimons les coordonn�ees(x0; y0) en fonction descoordonn�es(x; y) ; nous avons

�� �!
C0M =

� � !
C0C +

� � !
CM

, X 0R(i ) + Y 0R(j ) + Z 0R(k) = � (t1i + t2j + t3k) + (X i + Y j + Z k)

, X 0

0

B
@

a1

a2

a3

1

C
A + Y 0

0

B
@

b1

b2

b3

1

C
A + Z 0

0

B
@

c1

c2

c3

1

C
A = �

0

B
@

t1

t2

t3

1

C
A +

0

B
@

X
Y
Z

1

C
A

, R

0

B
@

X 0

Y 0

Z 0

1

C
A = �

0

B
@

t1

t2

t3

1

C
A +

0

B
@

X
Y
Z

1

C
A

,

0

B
@

X 0

Y 0

Z 0

1

C
A = � R� 1

0

B
@

t1

t2

t3

1

C
A + R� 1

0

B
@

X
Y
Z

1

C
A (1.13)

d'o�u 8
>>>><

>>>>:

x0 =
X 0

Z 0 =
a1X + a2Y + a3Z � (a1t1 + a2t2 + a3t3)
c1X + c2Y + c3Z � (c1t1 + c2t2 + c3t3)

y0 =
Y 0

Z 0 =
b1X + b2Y + b3Z � (b1t1 + b2t2 + b3t3)
c1X + c2Y + c3Z � (c1t1 + c2t2 + c3t3)

, 8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

x0 =
a1x + a2y + a3 �

a1t1 + a2t2 + a3t3

Z

c1x + c2y + c3 �
c1t1 + c2t2 + c3t3

Z

y0 =
b1x + b2y + b3 �

b1t1 + b2t2 + b3t3

Z

c1x + c2y + c3 �
c1t1 + c2t2 + c3t3

Z
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donc il existe une application liant les points de la premi�ere image f �a ceux de la deuxi�eme
image g, connaissant les profondeursdespoints du plan �lm �e. On peut aussiexprimer (x; y) en
fonction de (x0; y0) par un calcul analogue

8
>>>><

>>>>:

x =
X
Z

=
a1X 0+ b1Y 0+ c1Z 0+ t1

a3X 0+ b3Y 0+ c3Z 0+ t3

y =
Y
Z

=
a2X 0+ b2Y 0+ c2Z 0+ t2

a3X 0+ b3Y 0+ c3Z 0+ t3

, 8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

x =
a1x0+ b1y0+ c1 +

t1

Z 0

a3x0+ b3y0+ c3 +
t3

Z 0

y =
a2x0+ b2y0+ c2 +

t2

Z 0

a3x0+ b3y0+ c3 +
t3

Z 0

:

Par cons�equent, lorsque l'on connâ�t les profondeurs des points du plan � (ou l' �equation du
plan), on peut d�eterminer les correspondancesdespoints entre les imagesf et g. �

1.4.3 Cas d'une rotation de cam�era

Le deuxi�emecasparticulier danslequel l'e�et de parallaxe ne survient pas,concernenon plus
l'ob jet du �lm mais un mouvement particulier de cam�era. En e�et, le ph�enom�enede parallaxe est
dû �a la translation de la cam�era dansl'espace.Si lescentres optiquesde la cam�era avant et apr�es
son mouvement sont confondus,un point de l'espaceoccult�e lors de la projection sur le premier
plan r�etinien ne pourra pasapparâ�tre sur le second.La �gure (1.8) illustre ceph�enom�ene.Tous
les points d'une droite passant par le centre optique ont la mêmeprojection apr�esune rotation
de la cam�era tandis qu'ils ont desprojections di� �erentes dans le casd'une translation.

En reprenant lesnotations de la partie pr�ec�edente, et dans le casd'un mouvement de cam�era
constitu�e d'une rotation seule,un point de coordonn�ees(x; y) de l'image f sera appari�e �a un
point de coordonn�ees(x0; y0) de l'image g par l'application

8
>>><

>>>:

x0 =
a1x + a2y + a3

c1x + c2y + c3

y0 =
b1x + b2y + b3

c1x + c2y + c3

et r�eciproquement un point (x0; y0) de l'image g correspondra �a un point (x; y) de l'image f par
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PSfrag replacements
CC

RR

Figure 1.8: A gauche,la cam�era e�ectue une rotation (ce qui revient �a consid�erer quela cam�era
est �xe et quelespoints de l'espace sont en rotation autour d'un axepassantpar le centre optique
C) ; les points d'une droite passantpar C sont projet�es, apr�es la rotation, en un seulpoint sur le
plan r�etinien. �A droite, la cam�era setranslate (ce qui revient �a translater les points de l'espace) ;
les points d'une droite passant par C sont projet�es, apr�es la translation, en plusieurs points.

l'application 8
>>>><

>>>>:

x =
a1x0+ b1y0+ c1

a3x0+ b3y0+ c3

y =
a2x0+ b2y0+ c2

a3x0+ b3y0+ c3
:

L'e�et de parallaxe ne peut être observ�ecar lesd�eformationssont ind�ependantesdesprofondeurs
desobjets �lm �es.

1.4.4 La contrain te �epip olaire

Pla�cons-nousmaintenant dans le cas g�en�eral d'un mouvement complet de cam�era et d'une
sc�ene �lm �ee 3D. Soit D = (R; t) un d�eplacement de la cam�era. On consid�ere ici le cas o�u
la translation est non nulle, le cas d'un mouvement sans translation ayant �et�e trait �e dans le
paragraphepr�ec�edent. Soit M un point de l'espaceet sesimagesm et m0 sur les imagesf et g
des plans R et R 0. Connaissant le mouvement de la cam�era et les deux vues correspondantes,
on ne peut mettre en correspondancele point m de f avec le point m0 de g �a causede l'e�et de
parallaxe. Cependant, le point m0 ne peut seplacer en tous les points de g : c'est la contrain te
�epipolaire �enonc�eeci-apr�es.

En utilisant les mêmesnotations que dans la partie 1.4.2, la ligne CC 0 intersecte les plans
r�etiniens R et R 0 respectivement en deux points e et e0 appel�es�epipoles.Les droites de R et R 0

passant par e et e0 sont appel�eesdroites ou lignes �epipolaires. Dans le cas o�u le plan R ou le
plan R 0 est parall�ele �a la droite CC0, l' �epipole contenu dans ce plan est �a l'in�ni et les droites
�epipolaires de ce plan sont desdroites parall�eles�a la droite CC 0.

Le rayon optique (CM ) ou (Cm) est projet�e sur l'image g en une droite passant par l' �epipole
e0 et par l'image d'un point du rayon. Cette droite est appel�ee l 0

m ligne �epipolaire de m0, car le
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point m0 doit appartenir �a cette droite. De la mêmefa�con, pour tout point m0 appartenant �a g,
le point correspondant dans f , m, doit appartenir �a la ligne �epipolaire l m0. C'est la contrain te
�epipolaire, illustr �eesur la �gure (1.9).

Les paragraphessuivants d�eveloppent les notions de matrice fondamentale et matrice essen-
tielle, notions projectivesd�evelopp�eespar Faugeras[13, 15] et Hartley [26] liant les coordonn�ees
projectivesd'un point m �a la ligne �epipolaire correspondante.

PSfrag replacements

lm0

l0m

C
C0

m m0
M

e e0

R R 0

Figure 1.9: Il lustration de la contrainte �epipolaire.

1.4.4.1 La matrice fondamen tale

Int�eressons-nousd'abord �a la repr�esentation d'une droite en coordonn�eesprojectives. Soit
une droite l d'un plan de R3. Dans le plan, elle a pour �equation au+ bv+ c = 0. Soit maintenant
un point du plan appartenant �a la droite l decoordonn�eesprojectives(x; y; z) soit decoordonn�ees
euclidiennes(x=z; y=z). Cesderni�eresv�eri�en t

a
x
z

+ b
y
z

+ c = 0 , ax + by+ cz = 0

soit 0

B
@

a
b
c

1

C
A

T 0

B
@

x
y
z

1

C
A = 0:

On appelle repr�esentation projective de la droite l , d�e�nie �a un scalaire pr�es, le point 2D de
coordonn�eesprojectivesl=( a;b;c). Lespoints et lesdroites sont donc repr�esent�espar destriplets
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en coordonn�eesprojectives. Si un point m appartient �a la droite l , en r�e�ecrivant l'expression
pr�ec�edente, on a

lT m = 0:

On peut d�eduire de la lin�earit�e en coordonn�eesprojectives du mod�ele de cam�era st�enop�e
que la relation entre les coordonn�eesprojectives m d'un point m du plan r�etinien R et les
coordonn�eesprojectiveslm de sa ligne �epipolaire dansR 0 est aussiune application lin�eaire.Ceci
provient du fait que les relations entre un point m et le rayon optique (CM ) et entre (CM ) et
sa projection en coordonn�eesprojectivesdans R 0 sont lin�eaires.

La matrice fondamentale F d�ecrit l'application lin�eaire en coordonn�eesprojectives, liant
un point m de R �a sa ligne �epipolaire l 0

m dans R 0. Elle traduit alg�ebriquement la contrain te
�epipolaire

l0m = F m:

Prop osition 1.11 { Si F est la matrice fondamentaleet m et m0 sont deux points appari �es
de R et R 0, alors la contrainte �epipolaire est exprim�ee par

m 0T F m = m T F T m 0 = 0: (1.14)

D �emonstration. Soit un point m du plan R exprim�e en coordonn�eesprojectives et m0 le
point correspondant du plan R 0. La repr�esentation projective l 0

m de la ligne �epipolaire de m
v�eri�e

l0m = F m;

ce qui signi�e aussi,commem0 2 l0m ,

m 0T F m = 0 , m T F T m 0 = 0:

Donc si la ligne �epipolaire l 0
m de m est repr�esent�ee par F m, la ligne �epipolaire l m 0 de m0 est

repr�esent�eepar F T m 0. La contrain te �epipolaire est exprim�eealg�ebriquement par

m 0T F m = m T F T m 0 = 0:

�

Exprimons maintenant la matrice F en fonction de la matrice de projection de la cam�era et
de la position des�epipolessur les imagesf et g.

Prop osition 1.12 { Soient P et P 0 les matrices de projection associ�ees �a la cam�era res-
pectivement avant et apr�es son d�eplacement, et P + une matrice de projection inverse de P
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(c'est-�a-dire v�eri�ant PP + = �I 3 pour une valeur � r�eelle). Alors la matrice fondamentaleF
s'�ecrit en fonction de P + , P0 et de l' �epipole e0

F = [e0]� P0P+ :

Cette proposition est d�emontr �eedans[15]. La matrice fondamentale F associ�ee�a une cam�era
et �a son d�eplacement n'est donc pas unique puisqu'elle s'�ecrit en fonction d'une matrice de
projection inversenon unique. C'est une matrice de format 3� 3 et de rang 2 (car la matrice [e0]�
est �egalement de rang 2), �a 7 degr�esde libert�e (car c'est une matrice homog�enede d�eterminant
nul). Les �epipolese et e0 v�eri�en t

F e = 0 et F T e0 = 0:

1.4.4.2 La matrice essentielle

Supposonsmaintenant la cam�era calibr�ee,c'est-�a-dire la matrice A contenant lesparam�etres
intrins�equesconnue, alors la matrice de projection de la cam�era est P = AP0 = A[I 3j0], d'apr�es
la formule (1.4). Soit un point m du plan r�etinien R, imaged'un point M de l'espace.On appelle
coordonn�eesnormalis�eesde m

bm = A � 1m:

Alors, d'apr�esl' �equation (1.14),

m 0T F m = (A cm 0)T F (A bm) = cm 0
T

(AT F A) bm = 0:

La matrice AT F A est appel�eematrice essentielle E . L' �equation liant lescoordonn�eesnormalis�ees
de deux points de R et R 0

cm 0
T

E bm = 0 (1.15)

est connue sousle nom d'�equation de Longuet-Higgins [42]. Dans [13], il est montr �e que

E = [t]� R:

G�eom�etriquement, cette contrain te traduit la coplanarit�e des vecteurs
��!
Cm,

�� �!
C0m0 et t (soit

� � !
CC0). Historiquement introduite avant la matrice fondamentale, la matrice essentielle a seule-
ment 5 degr�esde libert�e : 3 pour la rotation, 3 pour la translation moins un car l' �echelle de la
translation est ind�etermin�ee.

1.4.4.3 Di� �erences entre les matrices fondamen tale et essentielle

La matrice essentielle E peut être d�ecompos�ee en un vecteur translation et une matrice de

rotation. Dans l' �equation dans laquelle elle intervient cm 0
T

E bm = 0, m et m0 sont exprim�es en
coordonn�eesprojectivesdansle rep�eredela cam�era respectivement avant et apr�esle d�eplacement.
Elle est donc utile pour l'analyse de mouvement dans le casd'une cam�era d�ej�a calibr�ee.
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La matrice fondamentale F s'�ecrit en fonction desparam�etres de l'homographie �epipolaire.
Dans l' �equation m 0T F m = 0, m et m0 sont exprim�esen coordonn�eesprojectivesdans le rep�ere
de r�ef�erencede l'espaceR3 ; F est utilis �eedans le casd'une cam�era non calibr�ee.

Cesdeux matrices expriment la mêmecontrain te �epipolaire dansdeux syst�emesde coordon-
n�eesdi� �erents et peuvent toutes deux se d�ecomposer en produit d'une matrice antisym�etrique
et d'une autre matrice. Dans le casde E, cette autre matrice est la matrice de rotation corres-
pondant au d�eplacement.

1.5 �Etat de l'art de l'estimation d'un mouv ement de cam�era

�A ce niveau du chapitre, nous avons pr�esent�e le mod�ele de cam�era projectif, mod�elis�e le
mouvement d'une cam�era, explicit �e le 
ot optique et son calcul, et r�esum�e les relations entre
deux vues d'une sc�ene �xe. Tous ces�el�ements �etant pos�es,nous pouvons pr�esenter le probl�eme
�etudi�e dans ce document : l'estimation du mouvement d'une cam�era �lman t une sc�ene �xe �a
partir de la s�equenced'imagesproduites.

Lesm�ethodesexistantespour r�esoudreceprobl�emesont tr �esdiverses.La di�cult �e r�esidedans
le fait que le mouvement d'un pixel entre deux imagesd�epend non seulement desparam�etresdu
mouvement de la cam�era mais ausside la profondeur du point projet�e. La �gure (1.10) illustre
la di�cult �e �a estimer un mouvement de cam�era �a partir d'un 
ot optique �a causedesdi� �erentes
profondeursde la sc�ene�lm �ee.

La revuequenouspr�esentons ci-apr�esest loin d'être exhaustive, �etant donn�e le grand nombre
de publications sur le sujet durant les vingt-cinq derni�eresann�ees.Nous �evoquerons quelques
approchesdanscequi suit et nousless�eparerons,classiquement, en trois cat�egories: lesm�ethodes
directes, les m�ethodesdiscr�etesou en temps discret et les m�ethodes di� �erentielles ou en temps
instantan�e.

Les m�ethodesdirectes utilisent directement l'information fournie par le contenu desimages,
sanssuivi de points pr�ealable,ni calcul de 
ot optique.

Les m�ethodes discr�etes utilisent des correspondancesde points entre les images, elles ap-
pliquent donc des techniques de suivi (ou tracking) de points singuliers ou de marqueurs dans
une s�equence; lorsqu'un nombre de points sup�erieur �a 5 est suivi, le probl�emed'estimation du
mouvement est surd�etermin�e. �A la di� �erencedesm�ethodesdirectes,ellesminimisent une mesure
d'erreur sur seulement quelquespoints et non sur tous les pixels.

Lesm�ethodesdi� �erentielles utilisent le 
ot optique, champ desvitessesdespoints de l'image,
et calculent ainsi le mouvement 3D de la cam�era et souvent les profondeurs des objets �lm �es.
Remarquonsque la mise en correspondancede points entre deux imagesest aussiun moyen de
mesurerle 
ot optique ; le suivi depoints peut doncaussibien être exploit�epar desalgorithmesen
temps discret qu'en temps instantan�e. Lesm�ethodesdi� �erentielles sont en fait une extrapolation
desm�ethodesdiscr�etes,extrapolation valide pour despas de temps courts entre deux captures
d'images. Ces deux types d'approches d�ependent de la pr�ecision de la d�etection, qui n'est pas
toujours assur�ee.
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Figure 1.10: En haut, la sc�eneutilis �eepour g�en�erer le 
ot optiquepr�esent�e au-dessous�a droite.
Le rectangle, le disqueet le fond ont respectivement pour profondeur 2, 5 et 10 dans le rep�ere de
la cam�era avant le d�eplacement. En bas, 
ots optiquesg�en�er�es par une cam�era en mouvement,
de longueur focale �egale �a 1, �lmant �a gauche,une sc�ene quelconque de profondeur uniforme
�egale�a 10 dans le rep�ere de la cam�era, et �a droite la sc�ene pr�esent�ee ci-dessus.Le mouvement
de la cam�era est une rotation d'axe (0:01; 0:01; � 1), d'angle 1:7 degr�es suivie d'une translation
de vecteur (3; � 5; 0:1) (en pixels). Au niveau desdiscontinuit �esde profondeurs, lesdiscontinuit �es
du champ de 
ot sont visibles.
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D'autres crit �eresdistinguent aussilesm�ethodesd'estimation ; l'estimation ou non de la struc-
ture de la sc�ene(apr�escalcul du mouvement ou simultan�ement), l'ordre d'estimation de la rota-
tion et de la translation, l'utilisation de techniquesd'optimisation num�erique (moindres carr�es),
ou de techniques incr�ementales. Un �etat de l'art succinct est pr�esent�e ci-apr�es.

1.5.1 M �etho des directes

Les m�ethodes qui n'utilisent ni 
ot optique, ni points appari�es, mais seulement le contenu
d'une paire d'imagespour estimer le mouvement de la cam�era, sont appel�eesm�ethodesdirectes.
Irani et Anandan d�ecrivent dans [35] leur principe g�en�eral. L' �equation de basesur laquelle elles
reposent est la contrain te d'illumination constante (1.8), utilis �ee par les algorithmes de calcul
du 
ot optique. Entre deux imagesdonn�eesf et g, la contrain te s'�ecrit

f (x; y) = g((x; y) + u(x; y; t) dt)

o�u u(x; y; t) est le 
ot optique au point (x; y), c'est-�a-dire le d�eplacement du pixel (x; y) entra �̂n�e
par le mouvement de la cam�era et dt est l'in tervalle de temps entre les acquisitions des images
f et g.

�A cette contrain te, s'ajoute un mod�elede mouvement explicitement choisi, rotation ou trans-
lation pure par exemple.Dans le casd'un mouvement instantan�e,entre deux imagescons�ecutives
d'une s�equencepar exemple,le mod�ele est donn�e par l' �equation (1.9)

u(x; y; t) =
1
Z

 
� 1 0 x
0 � 1 y

!

v(t) +

 
xy � (1 + x2) y

1 + y2 � xy � x

!

! (t)

et on cherche �a estimer les vitessesv(t)dt et ! (t)dt.
�A partir du mod�elechoisi, lesparam�etresdu mouvement et lesprofondeurssont estim�espar

minimisation de l'erreur obtenue �a partir de la contrain te d'illumination constante, �a laquelle
sont combin�eesd'�eventuelles hypoth�esessur les profondeurs

X

x;y

(f (x; y) � g((x; y) + u(x; y; t) dt)) 2 :

Le champ de profondeursest ainsi souvent suppos�e localement constant, par exemplepar Horn
et Weldon dans [33], et par Bergen dans [4]. Negahdaripour et Horn, dans [50], proposent une
solution explicite au probl�eme en supposant la surfaceplane ou quadratique. Dans [23], Ha et
Kweon ajoutent un terme de r�egularisation pr�eservant les discontin uit �es.

1.5.2 M �etho des discr �etes

Ces m�ethodes sont tr �es nombreuses; on d�eveloppera ici bri �evement l'approche de matrice
essentielle discr�ete [13, 15, 16, 34] et les techniques incr�ementales de �ltrage de Kalman [1, 77].



50 Chapitre 1. Estimation d'un mouvement de cam�era : outils et �etat de l'art

1.5.2.1 Estimation de la matrice essentielle

La contrain te �epipolaire permet de lier lesprojections d'un point de l'espacesur deux images,
ind�ependamment de la profondeur de ce point. Pour estimer le mouvement de la cam�era entre
cesdeux images�a partir de couplesde points appari�es, on peut estimer la matrice essentielle
car elle su�t �a retrouver la rotation et la translation [13]. Il est alors n�ecessairede connâ�tre
les param�etres intrins�equesde la cam�era. Dans le cas d'une cam�era non calibr�ee, il existe des
m�ethodes de d�etermination de la matrice fondamentale ; plusieurs d'entre elles sont compar�ees
par Luong et coll. dans [44].

Comme la matrice essentielle E d�epend exclusivement de la rotation et de la translation
de la cam�era, cinq param�etres su�sen t �a la d�eterminer compl�etement. L'algorithme des cinq
points, propos�e par Faugerasdans [13] n�ecessitecinq couplesde points appari�esmenant �a cinq
�equationsde la forme de l' �equation deLonguet-Higgins(1.15). L'algorithme descinq points �etant
non-lin�eaire, une m�ethode lin�eairemoins complexeavait �et�e propos�eepar Longuet-Higgins [42].
C'est l'algorithme des huit points, qui n�ecessitehuit paires de points appari�es. La translation
et la rotation sont ensuite estim�es en factorisant la matrice essentielle obtenue. Cependant,
cet algorithme est tr �es sensibleau bruit ; beaucoupd'autres techniques plus robustes ont �et�e
d�evelopp�ees[38, 13]. En renormalisant les coordonn�eesdespoints utilis �es,Hartley [25] am�eliore
tr �esnettement les performancesde l'algorithme deshuit points.

Tsai et Huang ont montr �edans[71] queseulsdeux d�eplacements dansl'espacecorrespondent
�a une matrice essentielle donn�ee. Le nombre de couples de points appari�es et le nombre de
mouvements de cam�era compatibles avec cesappariements est discut�e dans [16]. Cesm�ethodes
pr�esentent l'avantage de ne supposer aucun a priori sur le type de mouvement de cam�era et
d'utiliser destechniquesd'alg�ebre lin�eaire simpleset rapides.

1.5.2.2 M �etho des incr �ementales

Les m�ethodes pr�ec�edentes sont bien adapt�ees �a l'estimation d'un mouvement de cam�era
su�sammen t important, entre desvues bien s�epar�eesd'une sc�ene �xe, mais elles le sont moins
pour traiter desimagescons�ecutivesdans une s�equence.

Une approche radicalement di� �erente consiste �a utiliser des techniques d'estimation r�ecur-
sives, consid�erant des mouvements incr�ement�es entre les images d'un �lm. Ces m�ethodes n�e-
cessitent la d�etection pr�ealableet le suivi de points dans la s�equence.Di� �erentes approchesde
tracking sont d�ecrites par Shi et Tomasi dans [63].

�A partir des points suivis dans la s�equence,le �ltre de Kalman est utilis �e, notamment par
Azarbayejani et Pentland dans [1] puis Yao et Calway dans [77], pour estimer le mouvement de
la cam�era et lesprofondeursdespoints suivis. Le �ltre de Kalman est un estimateur r�ecursif qui
donneune estimation optimale, au sensdesmoindrescarr�es,d'un �etat dynamique �a partir d'une
s�equenced'observations associ�ees�a l' �etat et en supposant desstatistiques de bruit gaussiennes.
On appelle �etat au temps t, not�e s(t), le mouvement de la cam�era entre l'image 0 et l'image t
et les profondeurs despoints suivis dans le rep�ere de la cam�era au temps t. La dynamique des
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�etats entre deux imagescons�ecutivesdans la s�equenceest simple : la position de la cam�era �a un
temps donn�e est suppos�eeêtre la mêmequ'au temps pr�ec�edent, �a un bruit gaussienpr�es,et les
profondeursdespoints demeurent les mêmes.L' �equation suivante d�ecrit l' �evolution de l' �etat s

s(t) = F s(t � 1) + w(t)

o�u w est une bruit gaussiencentr �e et F est la matrice de transition des �etats. En notant z(t)
les observations, c'est-�a-dire les positions des points suivis sur l'image au temps t, un mod�ele
d'observations est donn�e

z(t) = H s(t) + v(t)

o�u v est un bruit gaussiencentr �e et H la matrice d'observation.
Le principe g�en�eral du �ltre de Kalman est le suivant ; d'abord, une pr�ediction ŝ(t) de s(t)

connaissant ŝ(t � 1) est e�ectu �eeen utilisant l'op�erateur F . Puis, la pr�ediction est compar�eeaux
observations des points au temps t, z(t), ce qui fournit une erreur e = z(t) � H ŝ(t), appel�ee
innovation. Le gain de Kalman est alors calcul�e, proportionnel �a la covariance de l' �etat pr�edit
et inversement proportionnel �a la covariance desobservations. La pr�ediction de l' �etat au temps
ŝ(t) est mise �a jour en ajoutant le produit de l'innovation et du gain. Plus le gain est grand, plus
le �ltre tient compte desobservations, plus il est petit, et plus le �ltre tient compte du mod�ele.

1.5.3 M �etho des di� �erentielles

Dans le cas d'une cam�era �lman t une sc�ene �xe, le 
ot optique de l'image d�epend non
lin�eairement de la distance de la cam�era �a chaque point de la sc�ene (c'est-�a-dire la profondeur
despoints dans le rep�ere de la cam�era), et desvitessesde rotation et translation de la cam�era,
ainsi que le montre la formule (1.9). Cette non-lin�earit�e rend di�cile le probl�emed'estimation
du mouvement.

Parmi les m�ethodesutilisant le 
ot optique, trois approchessont pr�esent�eesici : la premi�ere
est bas�ee sur la contrain te lin�eaire (1.9) liant le 
ot optique aux vitessesangulaire et transla-
tionnelle, la deuxi�emesur la contrain te �epipolaire di� �erentielle et la troisi�emesur le mouvement
de parallaxe.

Si le 
ot optique mesur�e �etait exact, seulsquelquesvecteurs su�raien t au calcul du mou-
vement de la cam�era. Cependant, le 
ot mesur�e est souvent tr �es bruit �e et impr�ecis. Dans les
m�ethodesd�ecritesci-apr�es,desapprochesrobustesdesmoindrescarr�essont fr�equemment mises
en oeuvre pour exploiter toute l'information disponible.

Avant d'expliciter di� �erentes techniques, notons que l'application qui, �a un mouvement de
cam�era, associe un 
ot optique n'est pas injective. En e�et, la translation de vecteur t d'un
plan de l'espacefournit le même
ot optique que la translation de vecteur �t du plan pr�ec�edent
dilat �e d'un facteur � . La translation seradonc toujours estim�ee �a un facteur d'�echelle pr�es.En
revanche, deux rotations de cam�era di� �erentes ne g�en�ereront jamais le même 
ot optique [9].
L'injectivit �e du 
ot optique seradiscut�eeplus pr�ecis�ement dans le chapitre 5.
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Remarquonsen�n que cesm�ethodes ne s'appliquent pas �a desmouvements de cam�era trop
importants entre deux images(par exemplelorsquel'on ne consid�ereplus deux imagescons�ecu-
tiv esdansune s�equence,mais �eloign�eesdans le temps), car ellessont bas�eessur desapproxima-
tions de mouvements instantan�es.

1.5.3.1 M �etho des bas�ees sur la contrain te (1.9)

L'ob jectif de cesm�ethodes est l'estimation des vitessestranslationnelle v(t) dt et angulaire
! (t) dt, o�u dt est le pasde tempsentre lesacquisitionsdedeux imagescons�ecutivesf et g, �a partir
de la donn�eeden vecteursde 
ot optique f u(x i ; yi ; t) dtgi =1 :::n mesur�esaux points f (x i ; yi )gi =1 :::n

de f , en utilisant la contrain te (1.9) lin�eaire en (! (t); v(t)). En g�en�eral, le nombre de vecteurs
de 
ot connus est important, voire �egal au nombre de points de l'image.

Pour all�eger les notations, on note v, ! et u(x i ; yi ) pour v(t) dt, ! (t) dt et u(x i ; yi ; t) dt. On
appelle r�esidu r (x i ; yi ) relatif au point (x i ; yi ) et au 
ot associ�e u(x i ; yi ), le vecteur de R2

r (x i ; yi ) = u(x i ; yi ) �
1

Z (x i ; yi )
A(x i ; yi ) v � B (x i ; yi ) ! :

Le but de ces m�ethodes est la minimisation de la somme des normes des n r�esidus sur les
vitessesv et ! . La di�cult �e de cette minimisation tient �a l'ignorance desvaleursdesprofondeurs
f Z (x i ; yi )gi =1 :::n .

Dans [9], Bruss et Horn, pionniers dans le sujet, �eliminent la profondeur des r�esidus en
observant que l'estimateur desmoindrescarr�esde Z (x i ; yi ) s'exprime en fonction desvitessesde
la cam�era; l' �equation

@kr (x i ; yi )k2

@Z (x i ; yi )
= 0

fournit l'expressionde Z (x i ; yi ). Ils ajoutent au probl�emede minimisation la contrain te kvk2 = 1
en introduisant un multiplicateur de Lagrange. En di� �erenciant en les sept param�etres, ils ob-
tiennent un syst�emede sept �equations�a sept inconnues.Parmi ces�equations,trois sont lin�eaires
par rapport aux trois composantesde ! . Cescomposantes sont doncd�etermin�eesde fa�con unique
et explicite en fonction descomposantes de v. �A partir desquatre autres �equationspolynomiales,
cubiquesou quadratiques, lescomposantes de la vitessev sont estim�eespar une m�ethode num�e-
rique.

Dans [80], Zucchelli, Santos-Victor et Christensenestiment simultan�ement les vitessesrota-
tionnelle et translationnelle et la structure de la sc�ene.La sommedesnormesdesr�esidusd�epend
desparam�etresinconnusrang�esdansle vecteurp detaille n+6, p = (v; ! ; Z (x 1; y1); :::; Z (xn ; yn )).
Les param�etres du mouvement et de la structure de la sc�enesont ici estim�es par r�esolution du
probl�emedesmoindres carr�es

p̂ = argmin
p

nX

i =1

jj r (x i ; yi )jj2: (1.16)
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Les auteurs utilisent la m�ethode it �erative de Gauss-Newton.Pour am�eliorer cette estimation,
ils proposent d'utiliser les contrain tes g�eom�etriques de la sc�ene. Pour cela, ils incorporent �a
l' �equation (1.16) des informations de coplanarit�e et de colin�earit�e et utilisent la m�ethode de
Levenberg-Marquardt pour r�esoudrele nouveausyst�eme.Ici, lesvitessesde rotation et de trans-
lation sont �evalu�eessimultan�ement avec les profondeursdesn points de l'image choisis.

Heegeret Jepsonutilisent aussi la contrain te lin�eaire (1.9) ; ils estiment le mouvement et la
structure de la sc�ene en s�eparant, par des m�ethodes de sous-espaceslin�eaires, le probl�eme en
trois �etapes; dans [27], ils �evaluent d'abord la translation, ind�ependamment de la rotation et
des profondeurs des points choisis, puis la rotation et en�n les profondeurs. La structure de la
sc�eneest donc d�etermin�eeapr�es l'estimation du mouvement. Pour cela, ils �ecrivent

nX

i =1

kr (x i ; yi )k2 =
nX

i =1








 u(x i ; yi ) �

 
A(x i ; yi )v
B (x i ; yi )

! T
0

@
1

Z (x i ; yi )
!

1

A









2

=
nX

i =1






 u(x i ; yi ) � C(v; x i ; yi ) q(Z (x i ; yi ); ! )








2

o�u C(v; x i ; yi ) est une matrice de taille 2 � 4 et q(Z (x i ; yi ); ! ) est un vecteur de taille 4. Les
auteursmontrent alorsquela minimisation de

P n
i=1 jj r (x i ; yi )jj2 est�equivalente �a la minimisation

de

E(v) =
nX

i =1






 C? (v; x i ; yi ) u(x i ; yi )








2

o�u C? (v; x i ; yi ) est le compl�ement orthogonal de C(v; x i ; yi ) c'est-�a-dire
C? (v; x i ; yi )C(v; x i ; yi ) = 0. L'expression �a minimiser ne d�epend plus que de la vitesse de d�e-
placement v et on ne peut estimer que la direction de cette vitesse. L'espace des directions
candidatesest la demi-sph�ere unit �e. L'image de 
ot donn�eeest divis�eeen imagettes et chaque
imagette fournit une surface r�esiduelle qui est l'image de E(v) sur la demi-sph�ere unit �e. La
sommedessurfacesdonne une estimation globale desmoindres carr�esde la vitessev.

Une fois la translation estim�ee, la profondeur est exclue de l' �equation (1.9) en multiplian t
cette �equation par d(x i ; yi ; v), vecteur unitaire orthogonal �a la composante translationnelle du

ot optique, c'est-�a-dire

dT (x i ; yi ; v)A(x i ; yi ) v = 0:

Ainsi, la contrain te (1.9) devient

dT (x i ; yi ; v) u(x i ; yi ) = dT (x i ; yi ; v) B (x i ; yi ) ! :

La solution desmoindres carr�espour ! est obtenue en minimisant

E(! ) =
nX

i =1






 dT (x i ; yi ; v)B (x i ; yi ) ! � dT (x i ; yi ; v)u(x i ; yi )








2
:

La profondeur despoints Z (x i ; yi ) peut alors être �evalu�ee.
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1.5.3.2 M �etho des bas�ees sur la contrain te �epip olaire diff �erentielle

La contrain te �epipolaire di� �erentielle, �equivalent contin u de la contrain te �epipolaire d�e�nie
dans le paragraphe1.4.4, lie les coordonn�eesd'un point de l'image et le 
ot optique mesur�e en
cepoint aux vitessesde rotation et de translation de la cam�era, sansque la profondeur du point
projet�e n'in tervienne.

Soit M un point de l'espace.Supposonsle mouvement de la cam�era lisse dans le temps,
de vitessesde translation v(t) et de rotation ! (t). Cela revient �a consid�erer que le point M se
d�eplacedans l'espace�a une vitesse _M (t). Pour all�eger les notations, on omet dans la suite la
variable temporelle. La vitesseau point M est �egale,d'apr�esl' �equation (1.10), �a

_M = � [! ]� M � v:

Soit m la projection de M sur le plan r�etinien R et _m le 
ot optique au point m. En multiplian t
l' �equation pr�ec�edente par [v]� m, on obtient

_M T [v]� m = � M T [! ]T� [v]� m car vT [v]� = 0:

Or, les coordonn�eeseuclidiennesdu point M sont proportionnelles aux coordonn�eesprojectives
du point m ; on peut donc remplacer M par � m (� non nul) et _M par _� m + � _m

( _� m + � _m)T [v]� m = � � m T [! ]T� [v]� m:

Comme [v]� est une matrice antisym�etrique, m T [v]� m = 0 et on peut simpli�er l'expression.
Ainsi, si _m est le 
ot optique au point m de l'image, g�en�er�e par une cam�era ayant une vitesse
translationnelle v et angulaire ! , alors _m et m v�eri�en t

_m T [v]� m + m T [! ]T� [v]� m = 0

, _m T [v]� m � m T [! ]� [v]� m = 0: (1.17)

On appelle cette derni�ere �equation contrain te �epipolaire di� �erentielle, en raison de sa ressem-
blance avec l' �equation (1.14).

Dans [45], Ma, Kosecka et Sastry d�e�nissent le concept de matrice essentielle di� �erentielle �a
partir de la contrain te �epipolaire di� �erentielle (1.17). En �ecrivant

[! ]� [v]� =
1
2

([! ]� [v]� � [v]� [! ]� ) +
1
2

([! ]� [v]� + [v]� [! ]� ) ;

on obtient
m T [! ]� [v]� m = m T 1

2
([! ]� [v]� + [v]� [! ]� ) m

car la matrice
1
2

([! ]� [v]� � [v]� [! ]� ) est antisym�etrique. L' �equation (1.17) peut donc s'�ecrire

matriciellement

( _m T m T )

 
[v]�
� s

!

m = 0 (1.18)
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o�u s est une matrice sym�etrique carr�eed'ordre 3 d�e�nie par

s =
1
2

([! ]� [v]� + [v]� [! ]� ):

La matrice E =

 
[v]�
� s

!

appartenant �a M 6;3(R), est appel�ee matrice essentielle di� �erentielle.

L'ensemble de cesmatrices forme l'espaceessentiel di� �erentiel E et l'ensemble des matrices s
l'espacedes matrices sym�etriques sp�ecialesS. La vitesse v et la matrice s sont estim�eespar
minimisation des moindres carr�es de l' �equation (1.18). Les auteurs montrent que les vitessesv
et ! sont ensuite obtenues de fa�con unique �a partir de l'estimation de s et de l'estimateur des
moindres carr�esde v. Cette approche est g�en�eralis�eeau casnon calibr�e dans [8].

Dans [38, 39], Kanatani reformule la contrain te �epipolaire di� �erentielle avecle 
ot twist�e _m � ,
c'est-�a-dire le 
ot _m tourn�e de 90� autour de m

_m � T [v]� m � m T Km = 0

o�u
K = ! T vI 3 �

1
2

([! ]� [v]� [v]� [! ]� ) :

La vitessev et la matrice K sont estim�eesen r�esolvant le probl�emelin�eaire desmoindres carr�es
correspondants. La vitesseangulaire ! est extraite de l'estimation de la matrice K par

! =
1
2

�
tr (K) + 3vT Kv

�
v � 2Kv:

1.5.3.3 M �etho des bas�ees sur le mouv ement de parallaxe

L'e�et de parallaxe, d�ecrit plus haut, a un e�et ĝenant pour la mise en correspondancede
points entre imagesmais c'est aussiun moyen d'estimer le mouvement de la cam�era �a partir du

ot optique.

Supposons,dansun premier temps,quele mouvement de la cam�era soit une translation pure,
de vitessev(t) = (v1(t); v2(t); v3(t)). On connâ�t, dansce cas,l'expressiondu 
ot au point (x; y)
correspondant �a la projection d'un point de profondeur Z avant le d�eplacement de la cam�era,
d'apr�es la formule (1.9)

u(x; y; t) =
1
Z

 
� v1(t) + x v3(t)
� v2(t) + y v3(t)

!

:

Si on note P0 le point de coordonn�ees(x0; y0) =
�

v1(t)
v3(t)

;
v2(t)
v3(t)

�
, alors

u(x; y; t) =
v3(t)

Z

 
x � x0

y � y0

!

:

Ainsi, si v3(t) estnon nulle, lesvecteursde 
ot optique sont dirig�esversle point P0 ou au contraire
enverslui. Autrement dit, le champ de 
ot est centr �e au point P0, appel�e foyer d'expansion(FOE
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dans la litt �erature pour Focus Of Expansion). Dans le cas o�u v3(t) est nulle, tous les vecteurs
ont mêmedirection (� v1(t); � v2(t)).

Dansun deuxi�emetemps,prenonsun mouvement decam�eracomplet, compos�ed'une rotation
suivie d'une translation. Dans [28], Helmholtz observequela di� �erencedes
ots optiquesen deux
points tr �esprochesdans l'image mais correspondant �a desprofondeursdi� �erentes dans l'espace,
est quasiment ind�ependante de la rotation et ne d�epend donc pratiquement que de la di� �erence
des inversesdes deux profondeurs. Ainsi, une discontin uit �e de profondeur dans l'espace, du
point de vue de la cam�era, correspond sur l'image �a une discontin uit �e dans la composante
translationnelle du 
ot optique. �A partir d'un 
ot optique donn�e, si on construit un champ de
vecteursrepr�esentant les di� �erencesdesvecteursdans un petit voisinage,les vecteursdi� �erence
seront orient�esvers ou envers le foyer d'expansion le long desdiscontin uit �esde profondeur.

Di� �erentes m�ethodes d'estimation du mouvement de la cam�era sont bas�eessur le mouve-
ment de parallaxe. Longuet-Higgins, dans [42], utilise les d�eriv�eesspatialesdu 
ot optique pour
identi�er le foyer d'expansion et donc la direction de la translation. Cependant, la m�ethode est
tr �essensibleau bruit pr�esent dans le champ de vecteurs.Rieger et Lawton, dans [57], calculent
les di� �erencesd'un vecteur de 
ot avec les 
ots d'un voisinage.Puis, �a partir de la distribution
des 
ots, l'orientation dominante desvecteursde di� �erenceest calcul�ee.Seulesles orientations
des vecteurs r�esultants situ�es aux points o�u la distribution des vecteurs est tr �es anisotrope,
sont conserv�ees.De tels points apparaissent en e�et au niveau de variations de profondeurs
importantes. Les auteurs obtiennent ainsi un champ correspondant au champ de vitessetrans-
lationnelle, ce qui permet de d�eduire le foyer d'expansion.Lorsque la direction de la translation
est connue, les composantes du 
ot orthogonales�a cette direction ne peuvent qu'être dues �a la
rotation. Ce mod�ele a �et�e am�elior�e par Hildreth [29].

Une utilisation di� �erente du mouvement de parallaxe est pr�esent�eepar Tomasi et Shi dans
[70]. La translation est estim�ee�a partir desd�eformations d'images. �A partir d'un couple(m; m0)
de points dans une image, suivis dans l'image suivante, la d�eformation est mesur�eepar la varia-
tion dans le temps _a de l'angle a = arccos(m; m0). La variation de l'angle a �etant ind�ependante
de la rotation, elle d�epend des profondeurs Z et Z 0 des points projet�es en m et m0 et de la
translation t

_a = sina
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B
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B
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1
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� 1

t:

Pour un sous-ensemble de n points suivis entre deux images(grâceau 
ot optique par exemple),
on aboutit �a une combinaison des contrain tes ci-dessus�a minimiser sur les composantes de
la translation et les n profondeurs des points. Dans [70], la minimisation est r�ealis�ee par une
m�ethode de projection desvariables sur la sph�ere unit �e t = 1.
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1.5.4 Conclusion sur les m�etho des pr �esent �ees

Les m�ethodesd'estimation d'un mouvement de cam�era donnent rarement de bons r�esultats
�a la fois dans lessituations de mouvements importants et de mouvements faibles. Les m�ethodes
discr�etessont adapt�ees�a l'estimation de grandsmouvements, c'est-�a-dire �a desimages�eloign�ees
dans la s�equence.Les m�ethodesdi� �erentielles, au contraire, bas�eessur desapproximations in�-
nit �esimales,donnent de bonnesestimations de petits mouvements. Les m�ethodes directes sont
elles aussi adapt�ees �a de faibles mouvements de cam�era car elles reposent sur l' �equation de
contrain te du 
ot optique. Cependant, il est aussipossibled'estimer desmouvements de cam�era
plus cons�equents avec cesm�ethodes (jusqu'�a 10 �a 15% de la taille de l'image) en utilisant un
mod�ele de mouvement adapt�e et un traitement multir �esolution.

Pour �evaluer les performancesdesm�ethodesd'estimation, on consid�ere principalement deux
crit �eres.La robustessed'abord ; les algorithmes ne doivent pas être trop sensiblesaux erreurs
sur les mesuresde 
ot optique ou sur la pr�ecisiondesappariements. En g�en�eral, les algorithmes
locaux et les m�ethodes bas�eessur des approximations sont plus sensiblesque les algorithmes
globaux et ceux bas�essur desformulesexactes.Plus lesm�ethodesutilisent d'appariements, plus
ellessont robustes.Le deuxi�emecrit �ereest l'e�cacit �e; lesalgorithmes qui mettent en oeuvre des
techniquesnum�eriquesit �erativesdansun espacede solution �a grandedimensioncôutent cher en
temps de calcul. Pour lesm�ethodesdi� �erentielles, la d�etermination pr�ealabledu 
ot optique sur
une s�equenceest souvent côuteuse,ce qui p�enalisele côut global desm�ethodes.

Une comparaison de six algorithmes utilisant le 
ot optique pour l'estimation du mouve-
ment de cam�era est pr�esent�ee par Tian, Tomasi et Heegerdans [69]. Des crit �eres quanti�an t
la sensibilit�e au bruit des m�ethodes et leur convergence(lorsqu'elles mettent en oeuvre une
recherche num�erique) sont �etablis. Pour cela, des nuagesde points sont al�eatoirement g�en�er�es
dans l'espacetridimensionnel devant la cam�era. Diversmouvements de cam�era sont choisiset le

ot optique r�esultant est calcul�e par la formule (1.9). Un bruit gaussienen quantit �e variable est
ajout �e �a chaque composante du 
ot. Les auteurs utilisent cesdonn�eespour tester et comparer
les algorithmes : la m�ethode de Bruss et Horn [9] ser�ev�ele être la plus robuste au bruit.
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Chapitre 2

D�eformations pro duites par un
mouv ement de cam�era

L'ob jet de cechapitre est la description desd�eformationsobserv�eesentre deux imagescons�e-
cutivesdans une s�equence.Nous pr�ecisonstout d'abord le contexte permettant d'approximer la
profondeur de la sc�enepar une constante dans les expressionsdesd�eformations. Dans ce cadre,
nouschoisissonsde mod�eliser lesd�eformationsdansun groupe, le groupe desrecalages,introduit
par F. Dibos dans [11], isomorphe au groupe SE(3) des d�eplacements de l'espace. �A la di� �e-
rence du groupe projectif, ce groupe permet de composer et d'inverser les d�eformations en les
associant �a desmouvements de cam�era. Nous pr�esentons alors une nouvelle d�ecomposition d'un
mouvement dans l'espace,permettant de s�eparer la d�eformation entre deux imagescons�ecutives
en deux composantes : une similitude et une d�eformation \purement" projective. Cette nouvelle
�ecriture du mouvement conduit aussi�a uneapproximation quadratique desd�eformations,somme
de termes ind�ependamment associ�esaux di� �erents �el�ements de la d�ecomposition propos�ee.

2.1 Con texte

Danscechapitre, on consid�ereune cam�era de longueur focaleunitaire, �lman t une sc�ene�xe,
et deux imagescons�ecutivesdans la s�equencevid�eo obtenue. On �ecrit le mouvement de cam�era
entre les deux imagesD = (R; t) dans le groupe Sp�ecial Euclidien SE(3) d�e�ni dans le chapitre
1 et on note la matrice de rotation orthonormale

R =

0

B
@

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

1

C
A

et le vecteur de translation

t =

0

B
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t3

1

C
A :
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Les deux imagescons�ecutivesobtenuesavant et apr�es le d�eplacement de la cam�era sont not�ees
f et g. Elles sont respectivement d�e�nies sur un domaine K du plan r�etinien f Z = 1g et un
domaine K 0 du plan f Z 0 = 1g (plan r�etinien associ�e �a la cam�era apr�es son d�eplacement). Ces
deux domainessont rectangulaireset ont mêmesdimensions.

Le nombre d'images par secondeacquisespar la cam�era �etant �elev�e, classiquement 24, le
d�eplacement de la cam�era entre deux acquisitionscons�ecutivesest tr �esr�eduit, mêmesi la vitesse
est importante. En cons�equence,les deux imagesobtenuessont tr �esproches.

Rappelons les relations exactesentre f et g. Soit (x; y) un point de K et (x 0; y0) un point
de K 0, tous deux projections d'un même point de l'espace. On consid�ere dans ce document
l' �eclairement constant ; on a donc f (x; y) = g(x0; y0). Soit Z (x; y) la profondeur du point de
l'espaceprojet�e en (x; y) sur K , donn�ee dans le rep�ere de la cam�era avant le d�eplacement, et
Z 0(x0; y0) la profondeur de ce même point de l'espace,exprim�ee dans le rep�ere de la cam�era
apr�es le d�eplacement. Les fonctions Z et Z 0 d�e�nies sur K et K 0 sont suppos�eesstrictement
positives.La formule (1.11), reprise ici, fournit l'expressionde (x 0; y0) en fonction de (x; y) et de
la profondeur Z (x; y) 8

>>>>>><

>>>>>>:

x0 =
a1x + a2y + a3 � h t

Z (x;y ) ; R(i )i

c1x + c2y + c3 � h t
Z (x;y ) ; R(k)i

y0 =
b1x + b2y + b3 � h t

Z (x;y ) ; R(j )i

c1x + c2y + c3 � h t
Z (x;y ) ; R(k)i

;

(2.1)

et la formule (1.12) l'expressionde (x; y) en fonction de (x 0; y0) et de la profondeur Z 0(x0; y0)

8
>>>>>><

>>>>>>:

x =
a1x0+ b1y0+ c1 + t1

Z 0(x0;y0)

a3x0+ b3y0+ c3 + t3
Z 0(x0;y0)

y =
a2x0+ b2y0+ c2 + t2

Z 0(x0;y0)

a3x0+ b3y0+ c3 + t3
Z 0(x0;y0)

:

(2.2)

2.1.1 Hyp oth �eses sur le 
ot optique

2.1.1.1 Taille des images

Soit L la plus grandedimensiondesdomainesK et K 0. La variable L est �nie car l'angle de
vue de la cam�era est limit �e. En pratique, il d�epasserarement 150� (une cam�era dont l'angle de
vue vaut 150� est appel�eecam�era grand-angle).

Pour une longueur focale�egale�a 1, l'angle de vue a d'une cam�era et la taille desimagessont
li�espar la relation

tan
� a

2

�
=

L
2

;

commeillustr �e sur la �gure (2.1).
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Figure 2.1: Rapport entre l'angle de vue a d'une cam�era, la dimension L des images et la
longueur focale f c.

Par exemple,la condition a � 150� implique

L � 8:

2.1.1.2 Flot optique

Les di� �erencesentre deux images cons�ecutives dans une s�equencesont tr �es faibles; nous
allons ici les quanti�er. Nous avons obtenu les r�esultats donn�esci-apr�esexp�erimentalement. On
consid�ere

{ une cam�era de longueur focale �egale�a 1
{ un d�eplacement D = (R; t) 2 SE(3) entre deux imagescons�ecutives.

D �e�nition 2.1 { On appelle grossissementassoci�e au mouvementD = (R; t) et �a la fonction
de profondeur Z d�e�nie sur K

GD ;Z = max
(x;y )2 K

�
�
�

1
c1x + c2y + c3 � h t

Z (x;y ) ; R(k)i

�
�
�:

Hyp oth �ese 1 { Il existe Gmax tel que pour tout d�eplacement D = (R; t) entre deux images
cons�ecutiveset toute fonction de profondeur Z associ�ee �a la sc�ene

GD ;Z � Gmax :

Hyp oth �ese 2 { Soient D = (R; t) 2 SE(3) et K le domaine rectangulaire de plus grande
dimension L sur lequel l'image f est d�e�nie. Soit Z la fonction d�e�nie sur K donnant les
profondeurs des points de R3 projet�es sur K par une cam�era de longueur focale unitair e. Pour
un point (x; y) 2 K , on note (x0; y0) le point appari �e sur K 0 par la formule (2.1). On suppose

max
(x;y )2 K

�
jx0� xj; jy0 � yj

	
�

L
2

:
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L'hypoth�ese(1) provient du fait que le d�eplacement de l'axe optique de k �a R(k) est n�eces-
sairement tr �esfaible pour que les imagessoient exploitables. En e�et,

c1x + c2y + c3 � h
t

Z (x; y)
; R(k)i = c1

�
x �

t1

Z (x; y)

�
+ c2

�
y�

t2

Z (x; y)

�
+ c3

�
1�

t3

Z (x; y)

�

o�u (c1; c2; c3) = R(k). On peut param�etrer R(k) par deux angles� et � , comme d�ecrit sur la
�gure (2.2), et on a

R(k) =

0

B
@

c1

c2

c3

1

C
A =

0

B
@

sin � sin �
� cos� sin �

cos�

1

C
A :

PSfrag replacements
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R(k)
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�

�

Figure 2.2: Param�etrage de R(k) par � et � .

On obtient alors

c1x + c2y + c3 � h t
Z (x;y ) ; R(k)i =

cos�
�

1 � t3
Z (x;y )

�
+ sin �

�
sin �

�
x � t1

Z (x;y )

�
+ cos�

�
y � t2

Z (x;y )

��
:

L'angle � �etant tr �es faible, l'expression 1=
�

c1x + c2y + c3 � h t
Z (x;y ) ; R(k)i

�
est tr �es proche de

1=
�

1 � t3
Z (x;y )

�
, correspondant au rapport de l'homoth�etie g�en�er�ee sur les imagespar la trans-

lation de la cam�era le long de son axe optique. En toute g�en�eralit�e, la constante Gmax est donc
sup�erieure �a 1. En pratique, Gmax = 4=3 est une valeur raisonnable pour un mouvement de
cam�era entre deux acquisitions cons�ecutivesd'image.

L'hypoth�ese(2) exprime la restriction de l'amplitude desd�eplacements apparents despoints
entre deux images cons�ecutives. On suppose qu'un point ne peut se d�eplacer d'une longueur
sup�erieure �a la moiti �e de la taille de l'image selon les directions horizontale et verticale. Cette
hypoth�eseest tout �a fait r�ealiste car la majoration par L=2 est tr �es large.



2.1. Contexte 63

2.1.2 Appro ximation des profondeurs par une profondeur uniforme

On souhaiterait approximer les profondeurs par une constante dans les formules (2.1) et
(2.2). Soit Z0 2 R�

+ . Par un d�eveloppement limit �e de Taylor �a l'ordre 1 des formules (2.1) en
1

Z (x;y ) au voisinagede 1
Z0

, on obtient

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

x0 =
a1x + a2y + a3 � h t

Z0
; R(i )i

c1x + c2y + c3 � h t
Z0

; R(k)i
+

�
1

Z (x;y ) � 1
Z0

�
 

�h t; R(i )i + ht; R(k)i a1x+ a2y+ a3�
c1x+ c2y+ c3 �h t

Z 0
;R(k)i

� 2

!

+ o
�

1
Z (x;y ) � 1

Z0

�

y0 =
b1x + b2y + b3 � h t

Z0
; R(j )i

c1x + c2y + c3 � h t
Z0

; R(k)i
+

�
1

Z (x;y ) � 1
Z0

�
 

�h t; R(j )i + ht; R(k)i b1x+ b2y+ b3�
c1x+ c2y+ c3 �h t

Z 0
;R(k)i

� 2

!

+ o
�

1
Z (x;y ) � 1

Z0

�
:

Par cons�equent, si pour tout (x; y) 2 K ,
�

1
Z (x;y ) � 1

Z0

�
ktk est su�sammen t petit, on peut

approximer lesprofondeurspar Z0 danslesformules(2.1). Plus pr�ecis�ement, le th�eor�emesuivant
proposeune condition su�san te pour approximer les formules �a " pr�espour tout (x; y) 2 K .

Th �eor �eme 2.1 { Soient une cam�era de longueur focale unitair e, D = (R; t) 2 SE(3) avec
t 6= 0, et K le domaine rectangulaire de plus grandedimension L sur lequel l'image f est d�e�nie.
Soit Z la fonction d�e�nie sur K donnant les profondeurs des points de R3 projet�es sur K . On
note Z inf > 0 et Zsup les bornes de Z (�nies ou in�nies). On suppose que Z et D v�eri�ent les
hypoth�eses(1) et (2). Si

�
1

Z inf
�

1
Zsup

�
ktk (L + 1) Gmax � 2"

alors, quel quesoit Z0 strictement positif v�eri�ant

1
Z inf

�
"

ktk (L + 1) Gmax
�

1
Z0

�
1

Zsup
+

"
ktk (L + 1) Gmax

on peut �ecrire, 8(x; y) 2 K ,

8
>>>>>><

>>>>>>:

�
�
�
�
�

a1x + a2y + a3 � h t
Z (x;y ) ; R(i )i

c1x + c2y + c3 � h t
Z (x;y ) ; R(k)i

�
a1x + a2y + a3 � h t

Z0
; R(i )i

c1x + c2y + c3 � h t
Z0

; R(k)i

�
�
�
�
�

� "

�
�
�
�
�

b1x + b2y + b3 � h t
Z (x;y ) ; R(j )i

c1x + c2y + c3 � h t
Z (x;y ) ; R(k)i

�
b1x + b2y + b3 � h t

Z0
; R(j )i

c1x + c2y + c3 � h t
Z0

; R(k)i

�
�
�
�
�

� ":
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D �emonstration. Soit Z0 > 0 tel que 1=Z0 2 [1=Z inf � "= (ktk(L + 1)Gmax ) ; 1=Zsup +
"= (ktk(L + 1)Gmax )] et (x; y) 2 K . On note � = 1

Z (x;y ) � 1
Z0

. En partant de la formule (2.1), on
a

8
>>>>>><

>>>>>>:

x0 =
a1x + a2y + a3 � h t

Z0
; R(i )i � � ht; R(i )i

c1x + c2y + c3 � h t
Z0

; R(k)i � � ht; R(k)i
=

u1
0 � � ht; R(i )i

v0 � � ht; R(k)i

y0 =
b1x + b2y + b3 � h t

Z0
; R(j )i � � ht; R(j )i

c1x + c2y + c3 � h t
Z0

; R(k)i � � ht; R(k)i
=

u2
0 � � ht; R(j )i

v0 � � ht; R(k)i
:

On cherche �a borner
�
�
�x0� u1

0
v0

�
�
� et

�
�
�y0� u2

0
v0

�
�
� . En appliquant la formule de Taylor avecreste int�egral

en � au voisinagede 0, on obtient

8
>>>>><

>>>>>:

x0 =
u1

0

v0
+

Z �

0

ht; R(k)i u1
0 � ht; R(i )i v0

(v0 � z ht; R(k)i )2 dz

y0 =
u2

0

v0
+

Z �

0

ht; R(k)i u2
0 � ht; R(j )i v0

(v0 � z ht; R(k)i )2 dz

soit
8
>>>><

>>>>:

x0 =
u1

0

v0
+ �

ht; R(k)i u1
0 � ht; R(i )i v0

v0 (v0 � � ht; R(k)i )

y0 =
u2

0

v0
+ �

ht; R(k)i u2
0 � ht; R(j )i v0

v0 (v0 � � ht; R(k)i )
:

Or,
8
>>>>>><

>>>>>>:

�
�
�
�
�
ht; R(k)i u1

0 � ht; R(i )i v0

v0 (v0 � � ht; R(k)i )

�
�
�
�
�

� ktk
ju1

0j + jv0j
jv0j

�
�
�
�
�

1
v0 � � ht; R(k)i

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
ht; R(k)i u2

0 � ht; R(j )i v0

v0 (v0 � � ht; R(k)i )

�
�
�
�
�

� ktk
ju2

0j + jv0j
jv0j

�
�
�
�
�

1
v0 � � ht; R(k)i

�
�
�
�
�
:

Comme(x; y) 2 K �
�
� L

2 ; L
2

� 2
et lesdistances

�
�x � u1

0
v0

�
� et

�
�y � u2

0
v0

�
� sont born�eespar L=2 d'apr�es

l'hypoth�ese(2), on a
8
>>>>>><

>>>>>>:

�
�
�
�
�
u1

0

v0

�
�
�
�
�

+ 1 �

�
�
�
�
�
u1

0

v0
� x

�
�
�
�
�
+ jxj + 1 � L + 1

�
�
�
�
�
u2

0

v0

�
�
�
�
�

+ 1 �

�
�
�
�
�
u2

0

v0
� y

�
�
�
�
�
+ jyj + 1 � L + 1;
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et 8
>>>>>><

>>>>>>:

 �
�
�
�
�
u1

0

v0

�
�
�
�
�
+ 1

!
1�

�v0 � � ht; R(k)i
�
� � (L + 1) Gmax

 �
�
�
�
�
u2

0

v0

�
�
�
�
�
+ 1

!
1�

�v0 � � ht; R(k)i
�
� � (L + 1) Gmax ;

d'o�u 8
>>>>>><

>>>>>>:

�
�
�
�
�
x0 �

u1
0

v0

�
�
�
�
�

� j� j ktk (L + 1) Gmax

�
�
�
�
�
y0�

u2
0

v0

�
�
�
�
�

� j� j ktk (L + 1) Gmax :

Comme �
1

Z inf
�

1
Zsup

�
ktk (L + 1) Gmax � 2"

et en utilisant l'hypoth�ese(1)

1
Z inf

�
"

ktk(L + 1) Gmax
�

1
Z0

�
1

Zsup
+

"
ktk(L + 1) Gmax

;

on a

8(x; y) 2 K ;

�
�
�
�
�

1
Z (x; y)

�
1

Z0

�
�
�
�
�
ktk (L + 1) Gmax � ";

ce qui implique

8(x; y) 2 K ;

8
>>>>>><

>>>>>>:

�
�
�
�
�
x0 �

u1
0

v0

�
�
�
�
�

� "

�
�
�
�
�
y0 �

u2
0

v0

�
�
�
�
�

� ":

�

Remarques
{ Pour une taille d'image �x �ee,on peut approximer les profondeurs despoints projet�essur

K par une constante dans les formules (2.1) si le produit des variations de 1=Z par la
norme de la translation est su�sammen t faible. Cette approximation revient �a consid�erer
la sc�ene�lm �eeplane et orthogonale �a l'axe optique de la cam�era avant le d�eplacement.

{ Si t = 0, alors la profondeur despoints projet�esn'in tervient pas dans les formulesd'appa-
riements.
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{ Si t 6= 0 et L sont �x �eset
�

1
Z inf

�
1

Zsup

�
ktk (L + 1) Gmax � 2";

les variations autoris�eesde la profondeur Z sont d'autant plus grandesque la sc�ene est
�eloign�eede la cam�era.

{ Si t 6= 0 et Zsup = + 1 , alors la condition d'approximation des formules (2.1) �a " pr�es,
donn�eedans le th�eor�eme,devient

ktk
Z inf

(L + 1) Gmax � 2":

Si toutes les profondeurs sont in�nies, la condition est �evidemment v�eri� �ee. Mais �a ktk
�x �ee,dans le casd'une sc�eneconstitu�eed'objets plac�es�a desdistances�nies de la cam�era
sur un fond de profondeur in�nie (le ciel par exemple),lesobjets doivent être su�sammen t
�eloign�espour que la condition soit v�eri� �ee.

{ Le choix optimal de Z0 est celui donn�e par

bZ0 = argmin
Z0

max
(x;y )2 K

�
�
�

1
Z (x; y)

�
1

Z0

�
�
�

soit
1
bZ0

=
1
2

�
1

Z inf
+

1
Zsup

�
:

Ce choix minimise la borne sup�erieure sur K de l'erreur d'approximation des formules
(2.1) lorsque l'on substitue Z0 �a Z (x; y).

De fa�con analogue, on peut approximer les formules (2.2) �a " pr�es en substituant une
constante �a Z 0(x0; y0). On voudrait maintenant approximer les profondeurs Z et Z 0 dans les
formules (2.1) et (2.2) par une mêmeconstante.

Prop osition 2.1 { Soient une cam�era de longueur focale unitair e, D = (R; t) 2 SE(3) avec
t 6= 0, et K et K 0 lesdomainesrectangulaires de plus grandedimension L sur lesquelsles images
f et g sont d�e�nies. Soient Z et Z 0 les fonctions d�e�nies sur K et K 0, profondeurs des points
projet�es respectivement sur K et K 0. On note Z inf la borne inf �erieure (strictement positive) de
Z . On supposequeZ et D v�eri�ent l'hypoth�ese(1). Si Z0 > 0 v�eri�e

8(x; y) 2 K ;
�
�
�

1
Z (x; y)

�
1

Z0

�
�
� ktk (L + 1) Gmax � "

alors
8(x0; y0) 2 K 0;

�
�
�

1
Z 0(x0; y0)

�
1

Z0

�
�
� �

"
ktk(L + 1) Gmax

+
Gmax � 1

Z inf
:

D �emonstration. Soient (x; y) et (x0; y0) deux points de K et K 0 appari�es.On a
�
�
�

1
Z 0(x0; y0)

�
1

Z0

�
�
� �

�
�
�

1
Z 0(x0; y0)

�
1

Z (x; y)

�
�
� +

�
�
�

1
Z (x; y)

�
1

Z0

�
�
� :
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Or, la profondeur Z 0(x0; y0) est li�ee�a Z (x; y) d'apr�es(1.13) par

Z 0(x0; y0) = Z (x; y) (c1x + c2y + c3) � ht; R(k)i

= Z (x; y)
�

c1(x � t1
Z (x;y ) ) + c2(y � t2

Z (x;y ) ) + c3(1 � t3
Z (x;y ) )

�

d'o�u d'apr�esl'hypoth�ese(1)
1

Z 0(x0; y0)
�

1
Z (x; y)

Gmax

donc �
�
�
�
�

1
Z 0(x0; y0)

�
1

Z (x; y)

�
�
�
�
�

�
Gmax � 1
Z (x; y)

�
Gmax � 1

Z inf
:

Finalement, �
�
�

1
Z 0(x0; y0)

�
1

Z0

�
�
� �

"
ktk(L + 1) Gmax

+
Gmax � 1

Z inf
:

�

En cons�equence,si la sc�ene�lm �eeest su�sammen t �eloign�eede la cam�era, les profondeursd'un
mêmepoint de l'espaceprojet�e avant et apr�es le d�eplacement sont tr �esproches,commeillustr �e
sur la �gure (2.3).
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Figure 2.3: D�eplacement d'une cam�era (entre deux acquisitions d'images successives)lorsque
la sc�ene �lm �ee est �eloign�ee du centre optique.

En conclusion,dans le caso�u t 6= 0, si
�

1
Z inf

�
1

Zsup

�
ktk (L + 1) Gmax � 2";

on peut approximer les composantes de la formule (2.1) �a " pr�esen rempla�cant les profondeurs
Z par une constante. La valeur " peut être rendue d'autant plus faible que les variations de
l'in versede la profondeur ne sont pas trop importantes, la translation est su�sammen t petite
et la taille de l'image est limit �ee.Si on a aussi

ktk
Z inf

Gmax (Gmax � 1) (L + 1) � "0;
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on peut �a la fois approximer les formules (2.1) �a " pr�es et les formules (2.2) �a " + " 0 pr�es en
rempla�cant les profondeurs Z et Z 0 par une même constante. La valeur " 0 peut être rendue
d'autant plus petite que la cam�era est �eloign�ee de la sc�ene (et que Z inf est donc grand). Dans
la suite du chapitre, nous allons supposer " et " 0 petits, ce qui nous permet de remplacer les
profondeurs Z et Z 0 par une constante et de consid�erer la deuxi�eme image comme une d�efor-
mation de la premi�ere (et inversement). Ainsi, le probl�eme d'estimation du mouvement de la
cam�era �a partir d'imagescons�ecutivesest simpli� �e; on recherche destransformations planesa�n
de d�eterminer les param�etres du mouvement. En coordonn�eesprojectives,cesapplications sont
lin�eaires,comme pr�ecis�e dans le chapitre 1, et elles sont appel�eeshomographies.Il existe des
m�ethodes d'estimation d'homographies entre deux images �a partir d'appariements de points ;
Vincent et Lagani�ere dans [73] proposent par exempleune m�ethode utilisant un sch�ema RAN-
SAC (Random SampleConsensus)�a partir de coins d�etect�esdans les deux images.Cependant,
une homographie d�epend de huit param�etres et un mouvement de cam�era seulement de six ;
toute homographiene peut donc être associ�ee �a un mouvement de cam�era.

2.2 Group e des recalages

2.2.1 D�eformations pro jectiv es

Dans le contexte d�e�ni pr�ec�edemment, nous consid�erons les profondeurs de la sc�ene �lm �ee
avant et apr�es le d�eplacement de la cam�era �egales�a une constante Z 0. Deux points appari�es
(x; y) et (x0; y0) de K et K 0 sont donc li�espar les relations

8
>>>>>><

>>>>>>:

x0 =
a1x + a2y + a3 � h t

Z0
; R(i )i

c1x + c2y + c3 � h t
Z0

; R(k)i

y0 =
b1x + b2y + b3 � h t

Z0
; R(j )i

c1x + c2y + c3 � h t
Z0

; R(k)i

(2.3)

et 8
>>>>>><

>>>>>>:

x =
a1x0+ b1y0+ c1 + t1

Z0

a3x0+ b3y0+ c3 + t3
Z0

y =
a2x0+ b2y0+ c2 + t2

Z0

a3x0+ b3y0+ c3 + t3
Z0

:

(2.4)

Ainsi, lesd�eformationsobserv�eesentre lesimagesf et g, et r�eciproquement entre lesimagesg
et f d�ependent de la profondeurZ0 de la sc�ene.Mais cette profondeurn'a�ecte quelescoe�cien ts
de la translation ; plus la sc�ene �lm �eeest �eloign�ee de la cam�era, moins les points projet�es sont
translat�es.Les�equationspr�ec�edentes montrent qu'il est vain de chercher �a estimer, �a partir de f
et g, �a la fois la profondeur de la sc�eneet la translation de la cam�era. En e�et, si le quadruplet
(t1; t2; t3; Z0) est solution des �equations (2.3) et (2.4), liant (x; y) �a (x 0; y0) et (x0; y0) �a (x; y),
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alors (�t 1; �t 2; �t 3; �Z 0), � �etant positif (car seuls les points de profondeurs positives dans le
rep�ere de la cam�era sont visibles par la cam�era) l'est aussi.Nous estimeronsdonc seulement la
direction de la translation ; nousnoteronset = ( et1; et2; et3) la translation t divis�eepar la profondeur
de la sc�eneZ0, correspondant �a l'homoth�etie-translation observ�eeentre l'image f et l'image g.

On a donc

g(x0; y0) = f

 
a1x0+ b1y0+ c1 + et1

a3x0+ b3y0+ c3 + et3
;
a2x0+ b2y0+ c2 + et2

a3x0+ b3y0+ c3 + et3

!

que l'on �ecrit
g(x0; y0) = f � ' (x0; y0): (2.5)

et

f (x; y) = g

 
a1x + a2y + a3 � het; R(i )i

c1x + c2y + c3 � het; R(k)i
;

b1x + b2y + b3 � het; R(j )i

c1x + c2y + c3 � het; R(k)i

!

not�ee
f (x; y) = g �  (x; y): (2.6)

D �e�nition 2.2 { On appelle application projective � de R2 dans R2 toute application asso-
ci�ee �a un automorphismede R3, c'est-�a-dire �a une matrice M � de GL(3; R) par le diagramme
commutatif

R3 � �
M �

� � ! R3

�

?
?
?
?
y

?
?
?
?
y

�

R2
�

� � � ! R2

o�u � est la projection sur le plan f Z = 1g

(
� : R3 � ! R2

(X ;Y;Z ) 7�!
� X

Z ; Y
Z

� .

Ainsi, �a une matrice inversible M =

0

B
@

� 1 � 1 
 1

� 2 � 2 
 2

� 3 � 3 
 3

1

C
A est associ�ee l'application projective �

R2 � ! R2

(x; y) 7�! � (x; y) =
�

� 1x + � 1y + 
 1

� 3x + � 3y + 
 3
;

� 2x + � 2y + 
 2

� 3x + � 3y + 
 3

�
:

Les d�eformations ' et  liant les images f et g sont donc des applications projectives,
respectivement associ�eesaux matrices M ' et M  

M ' =

0

B
@

a1 b1 c1 + et1

a2 b2 c2 + et2

a3 b3 c3 + et3

1

C
A
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et

M  =

0

B
@

a1 a2 a3 � het; R(i )i
b1 b2 b3 � het; R(j )i
c1 c2 c3 � het; R(k)i

1

C
A :

Prop osition 2.2 (Dib os 2001 [11]) { Soient D = (R; t) un mouvementde cam�era, f et
g les imagesacquisesavant et apr�es le d�eplacement et ' et  les applications projectives liant
les deux images.Alors, la matrice M ' s'�ecrit de fa�con unique comme produit de la matrice de
rotation R et d'une matrice H d�ependant de la translation [12]

M ' = R

0

B
@

1 0 het; R(i )i
0 1 het; R(j )i
0 0 1 + het; R(k)i

1

C
A = RH: (2.7)

R�eciproquement, la matrice M  sed�ecomposede fa�con unique en la matrice de rotation R � 1 et
une matrice eH d�ependant de la translation

M  = R� 1

0

B
@

1 0 � et1

0 1 � et2

0 0 1 � et3

1

C
A = R� 1 eH :

D �emonstration. On v�eri�e que le produit RH est bien �egal �a M ' . De plus, s'il existait H 1

et H2 telles que M ' = RH1 = RH2, on aurait alors R(H 1 � H2) = 0; commeR est inversible,
on obtient que H 1 = H2, ce qui prouve l'unicit �e de la d�ecomposition. �

Remarque { L'application ' est une application projective si det(M ' ) est non nul. Or,

det(M ' ) = det(RH ) = det(H ) = 1 + het; R(k)i :

Le cas det(M ' ) = 0 ne se produira pas dans le contexte auquel nous nous int�eressonscar
het; R(k)i = � 1 �equivaut �a ht; R(k)i = � Z0 ce qui contredit l'hypoth�eseque

ktk
Z0

(L + 1) Gmax

est petit ; on ne peut pasavoir une composante de la translation de la cam�era entre deux images
cons�ecutives �egale �a la profondeur de la sc�ene. De la même fa�con, le cas det(M  ) = 0 ne se
pr�esentera pas car il faudrait alors que t3 soit �egal �a Z0.
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2.2.2 Group e pro jectif

L'ensemble des applications projectives, muni de la multiplication matricielle, forme un
groupe car le produit de deux matrices inversiblesest inversible.

D �e�nition 2.3 { L'ensembledes applications projectives de R2 dans R2 est appel�e groupe
projectif et not�e GP 2(R).

D'apr�esce qui pr�ec�ede,

GP2(R) =
n

� : R2 ! R2 telles que8(x; y) 2 R2;

� (x; y) =
�

� 1x + � 1y + 
 1

� 3x + � 3y + 
 3
;
� 2x + � 2y + 
 2

� 3x + � 3y + 
 3

�
avec det

0

B
@

� 1 � 1 
 1

� 2 � 2 
 2

� 3 � 3 
 3

1

C
A 6= 0

o
:

Ce groupe est aussi l'ensemble deshomographiesdu plan r�etinien R dans lui-même,c'est-�a-
dire l'ensemble des transformations de R dans R lin�eairesen coordonn�eesprojectiveset inver-
sibles.

Prop osition 2.3 { Le groupe projectif GP 2(R) est isomorphe au groupe Sp�ecial Lin �eaire
SL(3; R).

D �emonstration. Le groupe projectif est isomorpheau groupe desmatrices inversibleset de
d�eterminant �egal �a un, car l'application g�en�er�eepar une matrice A est identique �a celle g�en�er�ee
par la matrice �A , pour tout r�eel � . �

Remarques

{ En cons�equencede la proposition, les groupes SL(3; R) et GP 2(R) d�ependent du même
nombre de param�etres, c'est-�a-dire 8.

{ Les transformations ' et  �etant desapplications projectives,ellessont souvent repr�esen-
t�eesdans le groupe projectif [15].

Nous allons maintenant mettre en �evidenceun lien entre le groupe projectif et la d�ecompo-
sition des matrices M ' = RH et M  = R� 1 eH , d�ecomposition qui fait apparâ�tre le produit
d'une matrice de rotation avec une matrice associ�ee �a la translation.

D �e�nition 2.4 { On appelle T le groupe desmatrices de M 3(R) de la forme

1
C

0

B
@

1 0 A
0 1 B
0 0 C3

1

C
A avec C 6= 0:



72 Chapitre 2. D�eformations produites par un mouvement de cam�era

�A une normalisation pr�espour que leur d�eterminant soit �egal �a un, lesmatrices H , mention-
n�eesdans la d�ecomposition (2.7) de la matrice M ' , appartiennent au groupe T . Nous allons
montrer le th�eor�emesuivant

Th �eor �eme 2.2 { Le groupe sp�ecial lin�eaire SL(3; R) est engendr�e par SO(3) [ T , o�u SO(3)
est le groupe sp�ecial orthogonal.

D �emonstration. Commen�conspar le lemme :

Lemme 2.1 { Le groupe sp�ecial lin�eaire SL(3; R) estengendr�e par l'ensembledestransvections
dans R3, c'est-�a-dire par l'ensemble des matrices de la forme A ij = I 3 + �E ij o�u � 2 R,
i; j 2 f 1; 2; 3g, i 6= j , et E ij est la matrice dont tous les coe�cients sont nuls sauf celui de la
ligne i et de la colonne j qui vaut 1.

En e�et, toute matrice de SL(3; R) peut s'�ecrire commeproduit de matrices de transvection.
Nous ne d�eveloppons pas la preuve mais l'id �eeest la suivante : soit M une matrice de SL(3; R),
on peut la multiplier par des matrices de transvection de sorte que le terme en haut �a gauche
soit �egal �a 1 (en normalisant) et soit le seul de la ligne �a être non nul. On proc�edeensuite par
r�ecurrencesur les lignes de M . L'in versed'une matrice de transvection �etant une transvection,
on obtient le r�esultat.

Ainsi, pour montrer que SL(3; R) est engendr�e par SO(3) [ T , il su�t de montrer que
l'ensemble destransvections est engendr�e par SO(3) [ T . Soient � 2 R, i; j 2 f 1; 2; 3g et i 6= j .
Nous allons montrer que les six matrices de transvection A ij = I 3 + �E ij peuvent être obtenues
en multiplian t desmatrices du groupe T avec les deux matrices de rotations

0

B
@

1 0 0
0 0 � 1
0 1 0

1

C
A et

0

B
@

0 0 1
0 1 0

� 1 0 0

1

C
A :

Tout d'abord, les matrices

A13 =

0

B
@

1 0 �
0 1 0
0 0 1

1

C
A et A23 =

0

B
@

1 0 0
0 1 �
0 0 1

1

C
A

sont desmatrices du groupe T . Ensuite, lesmatrices A 31 et A32 sont obtenuespar multiplication
de deux matrices du groupe T avec une matrice de rotation

A31 =
1

� � 1=3

0

B
@

1 0 � 1
0 1 0
0 0 � �

1

C
A

| {z }
2T

0

B
@

0 0 1
0 1 0

� 1 0 0

1

C
A

| {z }
2 SO(3)

(� � 1=3)

0

B
@

1 0 1=�
0 1 0
0 0 � 1=�

1

C
A

| {z }
2T

=

0

B
@

1 0 0
0 1 0
� 0 1

1

C
A
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et

A32 =
1

� 1=3

0

B
@

1 0 0
0 1 1
0 0 �

1

C
A

| {z }
2T

0

B
@

1 0 0
0 0 � 1
0 1 0

1

C
A

| {z }
2 SO(3)

(� 1=3)

0

B
@

1 0 0
0 1 1=�
0 0 1=�

1

C
A

| {z }
2T

=

0

B
@

1 0 0
0 1 0
0 � 1

1

C
A :

En�n, lesdeux matrices A12 et A21 sont obtenuespar multiplication de matrices de transvections
du type A32 ou A31 avec deux matrices du groupe T

A12 =

0

B
@

1 0 � 1
0 1 0
0 0 1

1

C
A

| {z }
2T

0

B
@

1 0 0
0 1 0
0 � � 1

1

C
A

| {z }
matrice du type A 32

0

B
@

1 0 1
0 1 0
0 0 1

1

C
A

| {z }
2T

0

B
@

1 0 0
0 1 0
0 � 1

1

C
A

| {z }
matrice du type A 32

et

A21 =

0

B
@

1 0 0
0 1 �
0 0 1

1

C
A

| {z }
2T

0

B
@

1 0 0
0 1 0
1 0 1

1

C
A

| {z }
matrice du type A 31

0

B
@

1 0 0
0 1 � �
0 0 1

1

C
A

| {z }
2T

0

B
@

1 0 0
0 1 0

� 1 0 1

1

C
A

| {z }
matrice du type A 31

:

Ainsi, toutes lesmatrices de transvectionssont obtenuespar multiplication de matrices de rota-
tions et de matrices du groupe T . Donc le groupe SL(3; R), engendr�e par les transvections, est
aussiengendr�e par SO(3) [ T . �

Comme le groupe projectif est isomorpheau groupe sp�ecial lin�eaire, cela revient �a dire que
le groupe projectif est engendr�e par SO(3) [ T ; ceci relie les d�ecompositions M ' = RH et
M  = R� 1 eH au groupe projectif.

2.2.3 Observ ations

La repr�esentation desapplications projectives ' et  dans le groupe projectif pr�esente plu-
sieurs inconv�enients. D'une part, tout produit RH , R 2 SO(3) et H 2 T , peut toujours être
associ�e �a un mouvement de cam�era mais ce n'est pas vrai pour tout produit H R. Ceci est dû
au fait que le groupe projectif est d�e�ni par huit param�etres et un mouvement de cam�era par
seulement six. D'autre part, dans le groupe projectif, l'application  , qui permet de retrouver
l'image f �a partir de g n'est pas �egale�a l'application ' � 1, c'est-�a-dire que la matrice M  est
di� �erente de M � 1

' dans le groupe SL(3; R).
Consid�eronsles imagesf , g et h d'une mêmesc�eneobtenuespar d�eplacements successifsde

la cam�era. Les imagesf , g et h ont �et�e acquisesrespectivement, avant le d�eplacement D 1 de la
cam�era, apr�esD1 et avant D2, et apr�esD2. Soient (C; i; j; k), (C0; i0; j 0; k0) et (C00; i00; j 00; k00) les
rep�eresorthonorm�esassoci�esaux positions et orientations successivesde la cam�era. On sait que

g = f � ' 1 et h = g � ' 2;
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o�u les matrices de ' 1 et ' 2 sont obtenues respectivement grâce �a l' �ecriture D 1 = (R1; t1) dans
le rep�ere (C; i; j; k) et D 2 = (R2; t2) dans le rep�ere (C0; i0; j 0; k0). On cherche �a d�eterminer la loi
de composition ' 1 ? ' 2 permettant d'avoir

h = f � (' 1 ? ' 2):

Il su�t pour cela d'�ecrire la matrice de rotation et le vecteur translation du d�eplacement de la
cam�era entre lesacquisitionsde f et h, dansle rep�ere(C; i; j; k). L' �ecriture de R2 dans(C; i; j; k)
est la matrice

R1R2R� 1
1 ;

par cons�equent, la composition desrotations dans (C; i; j; k) est donn�eepar

(R1R2R� 1
1 )R1 = R1R2:

De même, l' �ecriture de t2 dans (C; i; j; k) est le vecteur

R1t2;

donc le vecteur translation CC00s'�ecrit dans (C; i; j; k)

t1 + R1t2:

Finalement, la matrice associ�ee �a ' 1 ? ' 2 s'�ecrit

M ' 1?' 2 = R1R2

0

B
@

1 0 h~t1 + R1~t2; R1R2(i )i
0 1 h~t1 + R1~t2; R1R2(j )i
0 0 1 + h~t1 + R1~t2; R1R2(k)i

1

C
A

o�u ~t1 et ~t2 sont les translations de la cam�era divis�eespar la profondeur Z 0 de la sc�ene. Nous
allons ainsi choisir un nouveaugroupe pour mod�eliser ' et  , dans lequel une d�eformation entre
deux imagescons�ecutivescorrespondra �a un mouvement de cam�era.

2.2.4 Group e des recalages

Le groupe des recalagesprovient de la mod�elisation d'un mouvement de cam�era dans le
groupe SE(3) desd�eplacements rigides de R3.

D �e�nition 2.5 (Dib os 2001 [11]) { Soit A l'ensembledesfonctions � : R2 ! R2 telles que

8(x; y) 2 R2; � (x; y) =
�

a1x + b1y + c1 + �
a3x + b3y + c3 + 


;
a2x + b2y + c2 + �
a3x + b3y + c3 + 


�
;

o�u

R =

0

B
@

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

1

C
A 2 SO(3) et (�; � ; 
 ) 2 R3:
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On appelle groupe desrecalagesle groupe (A ; ?) isomorpheau groupe (SE(3); � ) desd�eplacements
rigides de R3. L'isomorphisme de groupes I est d�e�ni par

I : A � ! SE(3)

8� 2 A I (� ) = (R; t)

o�u R est la rotation d�e�nie ci-avant et t est la translation de vecteur (�; � ; 
 ).

Plus pr�ecis�ement, si � 1 et � 2 sont deux applications du groupe A , elles correspondent res-
pectivement aux d�eplacements D 1 = (R1; t1) et D2 = (R2; t2). On a alors � 1 ? � 2 = � o�u �
est l'application projective du groupe A associ�ee au d�eplacement D = D 1 � D2 = (R; t) avec
R = R1R2 et t la translation de vecteur t1 + R1t2 (car SE(3) = SO(3) n R3).

Remarquonsque dans le groupe desrecalages,si l'application ' est associ�eeau mouvement
D = (R; t) alors  est associ�ee au mouvement D � 1 = (R� 1; � R� 1t). Ceci signi�e que dans le
groupe desrecalages,l'application  est l'in versede ' ,

 = ' � 1:

Notons qu'il est essentiel pour nous de mod�eliser les d�eformations d'imagesdans un groupe.
En e�et, la structure de groupe permet d'inverseret de composer desd�eformations (inversions
et compositions �etant associ�ees�a cellesdesd�eplacements de cam�era). �A partir desd�eplacements
estim�es entre des images cons�ecutives d'une s�equence,on peut en d�eduire, en combinant les
faiblesd�eplacements, le mouvement de la cam�era entre desimages�eloign�eesdans le temps. Pour
la translation, ceci n'est possibleque si la sc�ene�lm �eereste su�sammen t �eloign�eede la cam�era
tout au long du mouvement, tandis que l'on aura danstous lescasune estimation de la rotation.

Plus formellement, soient f 1; f 2; f 3 : : : f n une suite d'images d'une même sc�ene, obtenues
par d�eplacements successifsde la cam�era. �A chaque�etape, on connâ�t l'application projective ' i

telle que
f i +1 = f i � ' i

et donc aussi le d�eplacement D i = (Ri ; t i ). Alors, si la sc�enedemeuresu�sammen t �eloign�ee de
la cam�era pendant les n acquisitions d'image,

f n = f 1 � (' 1 ? ' 2 ? : : : ? ' n� 1) = f 1 � '

o�u ' est l'application projective associ�ee �a la matrice de rotation

R = R1R2 : : : Rn� 1

et �a la translation

t = t1 + R1t2 + R1R2t3 + : : : + R1R2 : : : Rn� 2tn� 1:
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Remarques
{ Entre deux acquisitions d'images cons�ecutives, la direction de l'axe optique est tr �es peu

modi� �ee; le vecteur R(k) demeuretr �esproche du vecteur k, cequi implique que c1 � 0 et
c2 � 0. Les d�eformations a�nes sont donc de \b onnes"approximations des d�eformations
projectivesobserv�eesentre desimagescons�ecutivesdans la s�equence.Ceci explique le rôle
important que le groupe a�ne a jou�e [59, 10].

{ Cependant, les d�eformations a�nes exactes g�en�er�eespar un mouvement de cam�era ne
peuvent être que des similitudes. En e�et, si la d�eformation  est a�ne, c1 = c2 = 0 et
comme R est une matrice orthogonale positive, a3 = b3 = 0 et c3 = 1. Ainsi, R est une
rotation d'axe k.

2.3 D�ecomp osition d'un mouv ement de cam�era

Dans cette section,on proposeune d�ecomposition non standard d'un mouvement de cam�era,
permettant de s�eparer la d�eformation produite entre lesdeux imagescons�ecutivesen deux com-
posantes : une similitude et une d�eformation \purement" projective. En e�et, on peut toujours
d�ecomposerun d�eplacement de cam�era en trois mouvements de base:

{ une translation, qui produit une homoth�etie-translation sur l'image f du plan r�etinien R,
{ une rotation d'axe k, qui produit une rotation plane de l'image f ,
{ une rotation d'axe appartenant au plan (C; i; j ), qui entra �̂ne une d�eformation projective

de l'image f .

2.3.1 D�ecomp osition d'une rotation

Consid�eronsune rotation de cam�era R d'axe contenant le centre optique C. On d�ecompose
R en deux rotations particuli �eresR2R1.

La premi�ere, R1, d'axe � appartenant au plan (C; i; j ), modi�e la direction de l'axe optique
k. L'axe � et l'angle de rotation sont choisis de telle sorte qu'apr�esla rotation R1, l'axe pointe
dans la direction R(k). Du point de vue de l'image, en consid�erant la cam�era immobile, cette
rotation provoque une d�eformation de l'image f que nousquali�erons de\purement" projective.
La seconderotation, R2, est une rotation autour de l'axe R(k). Apr �escette seconderotation, les
axesR1(i ) et R1(j ) sont transform�esen R(i ) et R(j ). La rotation R2 induit une rotation plane
de l'image f d�eform�eepar R1. Cette d�ecomposition est repr�esent�eesur la �gure (2.4).

Formellement, la rotation R1 d�epend de deux param�etres, not�es � et � ; l'angle � localise
l'axe � dans le plan (C; i; j ) et l'angle � est l'angle de rotation autour de �. Si on note Ru

a

la matrice de rotation d'axe u et d'angle a, l'expression de R1 dans le rep�ere (C; i; j; k) est la
suivante

R1 = Rk
� Ri

� Rk
� �

et nous noterons dans la suite la rotation R1 par R� ;� . La rotation R2 ne d�epend que d'un
param�etre : sonanglede rotation � autour du nouvel axe optique (apr�esla rotation R � ;� ). Dans



2.3. D�ecomposition d'un mouvement de cam�era 77

le rep�ere (C; i; j; k), l' �ecriture de la rotation R2 est la suivante

R2 = R� ;� Rk
� R� ;� � = Rk

� Ri
� Rk

� Ri
� � Rk

� � :

PSfrag replacements
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Figure 2.4: D�ecomposition d'une rotation de cam�era R en deux rotations R2R1.

En d�e�nitiv e, l'expressionde la rotation compl�ete R dans le rep�ere (C; i; j; k) est

R = R2R1 = Rk
� Ri

� Rk
� Rk

� � :

Cette d�ecomposition est int�eressante en regard des d�eformations g�en�er�eespar chacune de ses
composantes; R1 produit d'abord une d�eformation \purement" projective de l'image f tandis
que R2 entra �̂ne une rotation plane de l'image d�eform�eepar R1.

La d�ecomposition de la d�eformation g�en�er�ee par la rotation de la cam�era sur l'image est
illustr �eesur la �gure (2.5). L'image de Lena est d�eform�eepar une rotation de cam�era param�etr�ee
par � = 0, � = 0:1 et � = 0:2 (en radians). Cette image correspond bien �a l'image de Lena
d�eform�eepar la transformation \purement projective" param�etr�eepar lesangles� = 0 et � = 0:1,
�a laquelle on fait subir une rotation plane d'angle � = 0:2. Les d�eformations sont appliqu�ees
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aux images en utilisant une interpolation bilin �eaire. Cet exemple utilise des valeurs d'angles
sup�erieures�a cellescorrespondant aux d�eformations observ�eesentre deux imagescons�ecutives
dans une s�equence(qui seront pr�ecis�eesdans le tableau (2.1)), a�n de rendre plus �evidente
l'observation de la d�ecomposition sur les images.Pour cet exemple,nous avons choisi un angle
de vue �egal �a 137� , cequi revient �a prendre une imagede taille 5:12� 5:12 en unit �esde longueur
focale.

!
# #

Figure 2.5: Il lustration de la d�ecomposition d'une rotation de cam�era. �A gauche,de haut en
bas, l'image de Lena et l'image obtenuepar une rotation param�etr�eepar � = 0; � = 0:1; � = 0:2.
�A droite, de haut en bas, l'image de Lena �lm �ee par la cam�era apr�es une rotation R1 = R� ;�

avec � = 0; � = 0:1 puis cette image apr�es une rotation R2 de param�etre � = 0:2. L'image
initiale est de tail le 5:12 � 5:12 en unit �es de longueur focale.

�A partir des trois angles � , � et � , on peut exprimer l'axe de la rotation de la cam�era et
l'angle de la rotation. �Ecrivons pour cela l'expressionde la matrice R en fonction de � , � et � .
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Dans l' �ecriture pr�ec�edente de R, on peut permuter Rk
� et Rk

� � car cesdeux rotations ont même
axe donc

R = R1Rk
� = R� ;� Rk

� :

Les matrices R� ;� et Rk
� s'�ecrivent

R� ;� =

0

B
@

cos2 � + sin2 � cos� cos� sin � (1 � cos� ) sin � sin �
cos� sin � (1 � cos� ) sin2 � + cos2 � cos� � cos� sin �

� sin � sin � cos� sin � cos�

1

C
A ;

Rk
� =

0

B
@

cos� � sin � 0
sin� cos� 0

0 0 1

1

C
A ;

soit

R =

0

@
cos� � (1 � cos� ) sin � sin(� � � ) � sin � + (1 � cos� ) sin � cos(� � � ) sin � sin �
sin � + (1 � cos� ) cos� sin(� � � ) cos� � (1 � cos� ) cos� cos(� � � ) � cos� sin �

� sin � sin(� � � ) sin � cos(� � � ) cos�

1

A : (2.8)

Comme R � RT = 2sina [u]� o�u u est un vecteur directeur unitaire de l'axe de la rotation et a
son angle, on obtient que l'axe de rotation de R est dirig�e suivant le vecteur u, non unitaire

0

B
@

sin � (cos� + cos(� � � ))
sin � (sin � + sin(� � � ))

sin � (1 + cos� )

1

C
A :

On a aussi tr (R) = 2cosa + 1; ainsi, l'angle a de la rotation (a � 0) est �egal �a

arccos
�

cos� + cos� + cos� cos� � 1
2

�

ou, commea est compris entre 0 et � =2 (pour une rotation de cam�era entre deux acquisitions
cons�ecutivesd'images),

arcsin

r
1
4

sin2 � (1 + cos� )2 +
1
2

sin2 � (1 + cos� ):

Inversement, �a partir d'une matrice de rotation R =

0

B
@

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

1

C
A , on peut obtenir (� , � ,

� ) par
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{ si c3 6= 1
� = arccos(c3)

� =

8
>>><

>>>:

arctan(� c1=c2) si c2 < 0
arctan(� c1=c2) + � si c2 > 0
� =2 si c1 > 0 et c2 = 0
� =2 si c1 < 0 et c2 = 0

� =

8
>>><

>>>:

� + arctan(a3=b3) si b3 > 0
� + arctan(a3=b3) + � si b3 < 0
� + � =2 si a3 > 0 et b3 = 0
� � � =2 si a3 < 0 et b3 = 0;

{ si c3 = 1
� = � = 0

� =

8
>>><

>>>:

arctan(� a2=a1) si a1 > 0
arctan(� a2=a1) + � si a1 < 0
� =2 si a2 > 0 et a1 = 0
� =2 si a2 < 0 et a1 = 0:

2.3.2 D�ecomp osition d'un mouv ement complet

Un mouvement de cam�era complet D = (R; t) produit une d�eformation projective ' sur
l'image f . La matrice associ�ee �a ' , d�ecrite dans la formule (2.7) peut maintenant s'�ecrire,

M ' = RH = R� ;� Rk
� H:

Si on note r � ;� l'application \purement" projective associ�ee �a R � ;� et s la similitude associ�ee �a
Rk

� H , on a

g(x; y) = f (' (x; y)) = f (r � ;� � s(x; y)) = (f � r � ;� )(s(x; y)) :

La d�eformation ' de l'image f revient donc �a transformer l'image par l'application projective
r � ;� puis �a appliquer �a cette nouvelle image la similitude s.

Les six param�etres d�e�nissant le mouvement d'une cam�era sont alors r�epartis commesuit :
deux param�etres pour la rotation R � ;� et quatre param�etres pour la translation et et la rota-
tion Rk

� , soit deux pour l'application \purement" projective et quatre pour la similitude ob-
serv�ee sur l'image. On exprime dor�enavant un mouvement de cam�era par les six param�etres
suivants (� ; �; � ; A; B ; C) o�u (� A; � B ; � C) sont lescoordonn�eesde la translation et dans la base
(R(i ); R(j ); R(k)). Ces nouvelles notations simpli�en t l' �ecriture de l'application projective  ,
inversede ' dans le groupe desrecalages,et que nousutiliserons plus tard pour le calcul du 
ot
optique.



2.4. Approximation et d�ecomposition du 
ot optique 81

Prop osition 2.4 { Dans le cas d'une sc�ene initiale plane et orthogonale �a l'axe optique de
la cam�era, tout mouvementde cam�era D = (R; t) 2 SE(3) peut s'�ecrire D = (� ; �; � ; A; B ; C)
o�u (� ; �; � ) d�e�nissent la rotation et (A; B ; C) = � (ht=Z0; R(i )i ; ht=Z0; R(j )i ; ht=Z0; R(k)i ), o�u
Z0 est la profondeur de la sc�ene dans le rep�ere associ�e �a la cam�era avant le d�eplacement.

Dans le cas o�u f c = 1, K et K 0 �etant les domainessur lesquelssont d�e�nies f et g, un point
(x; y) de K est appari �e �a un point (x0; y0) de K 0 par

(x0; y0) =  (x; y) =
�

a1x + a2y + a3 + A
c1x + c2y + c3 + C

;
b1x + b2y + b3 + B
c1x + c2y + c3 + C

�
: (2.9)

Remarquons que les six param�etres (� ; �; � ; A; B ; C) permettent d'acc�eder facilement au
mouvement de la cam�era. En e�et,

8
><

>:

et = � AR(i ) � B R(j ) � CR(k)

R = R� ;� Rk
� :

(2.10)

La d�ecomposition de la d�eformation g�en�er�ee par le mouvement de la cam�era est illustr �ee
sur la �gure (2.6). �A l'image de Lena, on applique la d�eformation g�en�er�ee par un mouvement
de cam�era param�etr�e par (� ; �; � ; A; B ; C) = (� � =2; 0:1; � 0:2; 0:5; � 0:5; � 0:05), les angles�etant
exprim�esen radians. Cette d�eformation revient �a appliquer �a l'image la d�eformation \purement"
projective r � ;� avec� = � � =2 et � = 0:1, puis la similitude s correspondant �a la rotation d'angle
� = � 0:2 suivie de l'homoth�etie-translation de param�etres (A; B ; C) = (0:5; � 0:5; � 0:05). Ici
encore,le mouvement de cam�era choisi est plus important que celui observ�e entre deux images
cons�ecutives d'une s�equence.Comme pour l'illustration de la d�ecomposition de la rotation, on
a choisi l'angle de vue de la cam�era �egal �a 137� , ce qui revient �a prendre une image de taille
5:12 � 5:12 en unit �esde longueur focale.

Cette d�ecomposition du mouvement de la cam�era est int�eressante car elle correspond �a
notre perception des e�ets du mouvement entre deux images. L'oeil di� �erencie ais�ement les
d�eformations dues �a la modi�cation de la direction de l'axe optique, qui ne pr�eservent pas par
exemple les lignes parall�elesde l'image, des e�ets de la similitude, qui conservent les angleset
les rapports desdistances.

2.4 Appro ximation et d�ecomp osition du 
ot optique

Nous allons maintenant nous int�eresserau 
ot optique entre deux imagescons�ecutivesdans
une s�equenceen fonction des six param�etres d�e�nis ci-avant, d'abord dans le cas d'une sc�ene
plane et orthogonale �a l'axe optique avant le d�eplacement puis dans le casg�en�eral. Auparavant,
nous rappelonsle rôle de la longueur focale dans les expressionsdesd�eformations.
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!
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Figure 2.6: Il lustration de la d�ecomposition d'un mouvementcomplet de cam�era. �A gauche,de
haut en bas, l'image de Lena, et l'image �lm �eepar la cam�era apr�esun mouvementparam�etr�e par
(� ; �; � ; A; B ; C) = (� � =2; 0:1; � 0:2; 0:5; � 0:5; � 0:05). �A droite, de haut en bas, l'image obtenue
apr�es une rotation R1 = R� ;� avec � = � � =2; � = 0:1 puis apr�es l'application de la similitude
de param�etres (� ; A; B ; C) = (� 0:2; 0:5; � 0:5; � 0:05). L'image initiale est de tail le 5:12 � 5:12
en unit �es de longueur focale.

2.4.1 Rôle de la longueur focale

Dans ce qui pr�ec�ede,nous avons suppos�e la longueur focale f c �egale�a 1, ce qui revient �a la
consid�erer commeunit �e du rep�ereassoci�e �a la cam�era (C; i; j; k) et du rep�erede l'image (c;i; j ).
Que se passe-t-il si la longueur focale n'est plus �egale �a 1? Soient R et eR les plans r�etiniens
situ�es �a des longueurs focalesrespectives f c = 1 et f c 6= 1 de la cam�era et de rep�eresrespectifs
(c; i; j ) et (~c; i; j ), comme illustr �e sur la �gure (2.7). Soit un point de l'espacede coordonn�ees
(X ; Y; Z ) dans (C; i; j; k) et sesprojections (x; y) et (~x; ~y) sur R et eR. Cesprojections sont li�ees
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par
8
><

>:

~x = f c
X
Z = f c x

~y = f c
Y
Z = f c y:

PSfrag replacements
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Figure 2.7: Rôle de la longueur focale.

Consid�eronsmaintenant un d�eplacement de la cam�era de rotation

R =

0

B
@

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

1

C
A

et de translation

t =

0

B
@

t1

t2

t3

1

C
A :

Soit un point de R3, de profondeur Z dans(C; i; j; k), projet�e en (x; y) et (~x; ~y) sur R et eR avant
le d�eplacement et en (x0; y0) et ( ex0; ey0) sur R et eR apr�esle d�eplacement. Reprenonsl' �ecriture de
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l'application projective  liant (x0; y0) �a (x; y)

8
>>>>><

>>>>>:

x0 =
a1x + a2y + a3 � h t

Z ; R(i )i

c1x + c2y + c3 � h t
Z ; R(k)i

y0 =
b1x + b2y + b3 � h t

Z ; R(j )i

c1x + c2y + c3 � h t
Z ; R(k)i

:

Comme (~x; ~y) = (f c x; f c y) et ( ex0; ey0) = (f c x0; f c y0), on obtient

8
>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

ex0

f c
=

a1
~x
f c

+ a2
~y
f c

+ a3 � h
t
Z

; R(i )i

c1
~x
f c

+ c2
~y
f c

+ c3 � h
t
Z

; R(k)i

ey0

f c
=

b1
~x
f c

+ b2
~y
f c

+ b3 � h
t
Z

; R(j )i

c1
~x
f c

+ c2
~y
f c

+ c3 � h
t
Z

; R(k)i
:

Ainsi, le choix de la longueur focale �egale�a 1 ne modi�e que l' �echelle d'observation des images
comme nous l'avions vu dans le chapitre 1 et l' �echelle des d�eformations d'images g�en�er�eespar
un mouvement de cam�era.

2.4.2 Appro ximation et d�ecomp osition du 
ot optique

Exprimons maintenant le 
ot optique, c'est-�a-dire le d�eplacement des points entre deux
imagescons�ecutives d'une s�equence,en fonction des valeurs des six param�etres d�e�nis pr�ec�e-
demment.

Th �eor �eme 2.3 { Soient D = (R; t) 2 SE(3), t 6= 0, f c = 1 et K et K 0 les domainesde plus
grande dimension L sur lesquelsles images f et g sont d�e�nies. On suppose la sc�ene plane et
orthogonale�a l'axe optiqueavant le d�eplacement : on note D = (� ; �; � ; A; B ; C). On supposeque
D et Z v�eri�ent l'hypoth�ese(1), que j� j < 1 et j� j < 1. Soient (x; y) 2 K et (x 0; y0) =  (x; y).
Alors, le 
ot optique au point (x; y) v�eri�e

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

x0� x = � Cx + A + � y + �x (y cos� � x sin � ) � � sin � + o(C) + o(� ) + o(� )

+ o(
p

j�A j) + o(
p

j�C j) + o(
p

jAC j) + o(
p

jC� j) + o(
p

j�� j)

y0� y = � Cy + B � � x + �y (y cos� � x sin � ) + � cos� + o(C) + o(� ) + o(� )

+ o(
p

j�B j) + o(
p

j�C j) + o(
p

jB Cj) + o(
p

jC� j) + o(
p

j�� j)
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et
8
><

>:

�
�x0 � x � (� Cx + A + � y + �x (y cos� � x sin � ) � � sin � )

�
� � T(Gmax ; L; �; � ; A; C)

�
�y0 � y � (� Cy + B � � x + �y (y cos� � x sin � ) + � cos� )

�
� � T(Gmax ; L; �; � ; B ; C)

avec

T(Gmax ; L; �; � ; A; C) = Gmax

h
L 3 � 2

2 + L 2
�

jC� j + j � � j
2 + j � j3

3

�

+ L
�

� 2

4 (6 + 3j� j + jC � 1j) + jA� j + j � C j
2 + � 2

4 + C2

2 + j � j3

12

�

+ j� j
�

� 2

2 + j� j + jCj + j �A j
2 + 2� 2

3

�
+ jAC j

i
:

D �emonstration. Consid�eronsun mouvement de cam�era D = (R; t) d�ecrit par lesparam�etres
(� ; �; � ; A; B ; C). La matrice de rotation s'�ecrit

R =

0

@
cos� � (1 � cos� ) sin � sin(� � � ) � sin � + (1 � cos� ) sin � cos(� � � ) sin � sin �
sin � + (1 � cos� ) cos� sin(� � � ) cos� � (1 � cos� ) cos� cos(� � � ) � cos� sin �

� sin � sin(� � � ) sin � cos(� � � ) cos�

1

A

=

0

B
@

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

1

C
A :

Les coe�cien ts de R v�eri�en t, par desd�eveloppements limit �esau voisinagede 0 en � et � ,
8
>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>:

a1 = 1 + ka1 ; ka1 = o(� ) + o(� ) et jka1 j � � 2=2 + � 2=2(1 + j� j)
a2 = � + ka2 ; ka2 = o(� 2) + o(� ) et jka2 j � � 3=6 + � 2=2(1 + j� j)
a3 = � � sin � + ka3 ; ka3 = o(� 2) + o(

p
j�� j) et jka3 j � � 3=6 + j� j(j� j + � 2=2)

b1 = � � + kb1 ; kb1 = o(� 2) + o(� ) et jkb1 j � � 3=6 + � 2=2(1 + j� j)
b2 = 1 + kb2 ; kb2 = o(� ) + o(� ) et jkb2 j � � 2=2 + � 2=2(1 + j� j)
b3 = � cos� + kb3 ; kb3 = o(� 2) + o(

p
j�� j) et jkb3 j � � 3=6 + j� j(j� j + � 2=2)

c1 = � sin � + kc1 kc1 = o(� 2) et jkc1 j � j� j3=6
c2 = � � cos� + kc2 kc2 = o(� 2) et jkc2 j � j� j3=6
c3 = 1 + kc3 kc3 = o(� ) et jkc3 j � j� j2=2:

En utilisant l'expression(x0; y0) =  (x; y) donn�eeen (2.6), on a
8
>>>>><

>>>>>:

x0� x =
x + � y � � sin � + A + o(� ) + o(� ) + o(

p
j�� j)

� sin � x � � cos� y + 1 + C + o(� )
� x

y0� y =
y � � x + � cos� + B + o(� ) + o(� ) + o(

p
j�� j)

� sin � x � � cos� y + 1 + C + o(� )
� y;
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soit 8
>>>>>>><

>>>>>>>:

x0� x =
�

x + � y � � sin � + A + o(� ) + o(� ) + o(
p

j�� j)
�

(1 � C � � sin � x + � cos� y + o(� ) + o(C)) � x

y0� y =
�

y � � x + � cos� + B + o(� ) + o(� ) + o(
p

j�� j)
�

(1 � C � � sin � x + � cos� y + o(� ) + o(C)) � y;
8
>>>>><

>>>>>:

x0� x = � Cx + � y � � sin � + A � � sin � x2 + � cos� xy + o(� ) + o(� ) + o(C)
+ o(

p
j�� j) + o(

p
jC� j) + o(

p
jC� j) + o(

p
j�A j) + o(

p
jCAj)

y0� y = � Cy � � x + � cos� + B � � sin � xy + � cos� y2 + o(� ) + o(� ) + o(C)
+ o(

p
j�� j) + o(

p
jC� j) + o(

p
jC� j) + o(

p
j�B j) + o(

p
jCB j):

De plus, en utilisant les bornesde jka1 j; jka2 j; : : : ; jkc3 j, on obtient
�
�x0 � x �

�
� Cx + � y � � sin � + A � � sin � x2 + � cos� xy

� �
�

=

�
�
�
�
�

� c1x2 � c2xy +( a1 � c3 � C)x+ a2y+ a3+ A� (c1x+ c2y+ c3+ C)( A � Cx+ � y+ � cos� xy � � sin � x2 � � sin � )
c1x+ c2y+ c3+ C

�
�
�
�
�

� Gmax
�
� x2(� c1 + Cc1 + � sin � c3 + � sin � C) � y2� c2+
xy(� c2 + Cc2 � � c1 � � cos� c3 � � cos� C) + x2y(� c1� cos� + c2� sin � )+
x3(� sin � c1) � xy2c2� cos� + x(a1 � c3 � C � Ac1 + c1� sin � + Cc3 + C2)+
y(a2 � Ac2 + c2� sin � � � c3 � � C) + a3 + A(1 � c3 � C) + � sin � (c3 + C)

�
�

Comme (x; y) 2 [� L=2; L=2]2, on obtient
�
�x0� x �

�
� Cx + � y � � sin � + A � � sin � x2 + � cos� xy

� �
�

� Gmax

h
L 3 � 2

2 + L 2
�

jC� j + j � � j
2 + j � j3

3

�

+ L
�

� 2

4 (6 + 3j� j + jC � 1j) + jA� j + j � C j
2 + � 2

4 + C2

2 + j � j3

12

�

+ j� j
�

� 2

2 + j� j + jCj + j �A j
2 + 2� 2

3

�
+ jAC j

i
:

De la même fa�con, on borne
�
�y0 � y �

�
� Cy � � x + � cos� + B � � sin � xy + � cos� y2

� �
� en

rempla�cant A par B . �

Si les param�etres � , � , A, B , C et L sont su�sammen t petits, le 
ot optique peut donc être
approch�e par la sommede trois termes ind�ependants

8
><

>:

x0� x ' � Cx + A + � y + �x (y cos� � x sin � ) � � sin �
y0� y ' � Cy + B

| {z }
(1)

� � x
| {z }

(2)

+ �y (y cos� � x sin � ) + � cos�
| {z }

(3)

: (2.11)
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Le premier (1) est dû �a la translation de la cam�era, le deuxi�eme (2) �a la rotation R k
� et le

troisi�eme (3) �a la rotation R � ;� . Ces trois termes sont des approximations des 
ots g�en�er�es
respectivement par la translation, la rotation Rk

� et la rotation R� ;� . Par exemple,le 
ot g�en�er�e
par le mouvement de cam�era (� ; �; � ; A; B ; C) = (0; 0; 0; A; B ; C), s'�ecrit, �a partir de la formule
(2.9)

8
>>><

>>>:

x0� x =
x + A
1 + C

� x = � Cx + A + o(C)

y0� y =
y + B
1 + C

� y = � Cy + B + o(C):

De même,le 
ot g�en�er�e par le mouvement de cam�era (� ; �; � ; A; B ; C) = (0; 0; � ; 0; 0; 0) est �egal
�a (

x0� x = x cos� + y sin � � x = � y + o(� )
y0� y = � x sin� + y cos� � y = � � x + o(� ):

En�n, le 
ot g�en�er�e par le mouvement de cam�era (� ; �; � ; A; B ; C) = (� ; �; 0; 0; 0; 0) vaut

8
>>>><

>>>>:

x0� x =
(cos2 � + sin2 � cos� )x + cos� sin � (1 � cos� )y � sin � sin �

x sin � sin � � y cos� sin � + cos�
� x

y0� y =
cos� sin � (1 � cos� )x + (sin2 � + cos2 � cos� )y + cos� sin �

x sin � sin � � y cos� sin � + cos�
� y;

soit 8
>>>><

>>>>:

x0 � x =
x � � sin � + o(� )

1 + x� sin � � y� cos� + 1 + o(� )
� x

y0� y =
y + � cos� + o(� )

1 + x� sin � � y� cos� + 1 + o(� )
� y

d'o�u 8
><

>:

x0� x = � � sin � � x2� sin � + xy� cos� + o(� )

y0� y = � cos� � xy� sin � + y2� cos� + o(� ):

Si lesparam�etresdu mouvement et la taille de l'image sont su�sammen t petits, le 
ot optique
g�en�er�e par un mouvement de cam�era de param�etres (� ; �; � ; A; B ; C) est donc approch�e par la
sommedes 
ots g�en�er�es respectivement par la translation de param�etres (A; B ; C), la rotation
Rk

� et la rotation R� ;� . L'approximation (2.11) du 
ot optique est �a la base des algorithmes
d'estimation du mouvement de la cam�era pr�esent�esdans le chapitre suivant.

Remarques
{ Unit �es focale et pixellique

Nousavonsobtenu uneapproximation du 
ot optique pour f c = 1. Si l'unit �echoisiepour le
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rep�erede la cam�era et pour celui de l'image n'est plus la longueur focalemais par exemple
un pixel (une unit �e d'image) on a alors

8
>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>:

x0� x
f c

= � C
x
f c

+ A + �
y
f c

+ �
x
f c

(�
x
f c

sin� +
y
f c

cos� ) � � sin � + o(C) + o(� )

+ o(� ) + o(
p

j�A j) + o(
p

j�C j) + o(
p

jAC j) + o(
p

jC� j) + o(
p

j�� j)

y0� y
f c

= � C
y
f c

+ B � �
x
f c

+ �
y
f c

(�
x
f c

sin � +
y
f c

cos� ) + � cos� + o(C) + o(� )

+ o(� ) + o(
p

j�B j) + o(
p

j�C j) + o(
p

jB Cj) + o(
p

jC� j) + o(
p

j�� j):

ce qui �equivaut �a
8
>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

x0 � x = � Cx + A f c + � y + �
x
f c

(� x sin � + y cos� ) � f c � sin � + o(C) + o(� )

+ o(� ) + o(
p

j�A j) + o(
p

j�C j) + o(
p

jAC j) + o(
p

jC� j) + o(
p

j�� j)

y0� y = � Cy + B f c � � x + �
y
f c

(� x sin � + y cos� ) + f c � cos� + o(C) + o(� )

+ o(� ) + o(
p

j�B j) + o(
p

j�C j) + o(
p

jB Cj) + o(
p

jC� j) + o(
p

j�� j):

Les bornesT(Gmax ; L; �; � ; A; C) et T(Gmax ; L; �; � ; B ; C) sont alors multipli �eespar f c.
{ Valeurs des param �etres

Comme nous l'avons d�ej�a mentionn�e, consid�erer deux imagessuccessives d'une s�equence
vid�eo supposeun mouvement de cam�era entre les deux imagestr �es limit �e. Ceci implique
des restrictions sur les valeurs possiblespour les six param�etres d�e�nis pr�ec�edemment,
exception faite pour l'angle � , qui localise l'axe de la rotation R � ;� dans le plan (C; i; j ).
Le tableau (2.1) donne les intervalles de valeurs des param�etres, que nous avons obtenus
exp�erimentalement en prenant desimagesvari�ees,auxquellesnousavonsappliqu�e diverses
applications projectives d�e�nies par les six param�etres avec un angle de vue inf�erieur ou
�egal �a 150� et une longueur focale �egale�a 1. Les valeurs retenues permettent de g�en�erer
des s�equencesvisuellement r�ealistes, c'est-�a-dire en �evitant les impressionsde saccades
visuellestrop importantesentre images.Mais suivant l'angle devue choisi, lesd�eformations
produites par un ensemble de param�etres sont plus ou moins cons�equentes; les valeurs
pr�esent�eesdans le tableau g�en�erent desd�eformationsacceptablespour une longueur focale
unitaire et pour au moins un angle de vue inf�erieur �a 150� .
Pour les bornes sup�erieuresdes valeurs des param�etres donn�eesdans le tableau, et avec
Gmax = 4=3, la constante de majoration T du th�eor�emeest �egale�a 10� 4 (6L 3 + 23L 2 +
81L + 32). Plus la taille des imagesest petite (c'est-�a-dire l'angle de vue de la cam�era
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puisqu'on consid�eref c = 1), plus la constante demajoration est faible. Par exemple,dansle
casd'un mouvement de translation pure, avecA = B = 0:09 et C = 0:03, l'approximation
des composantes du 
ot optique (2.11) est d'ordre 10� 2 voire 10� 1 (car A = 0:09) et la
majoration de chaquecomposante vaut 4:210� 3 pour L = 1 et 8:410� 3 pour L = 8. Dans
le cas d'une rotation \purement" projective avec � = 0:01, l'approximation de chaque
composante du 
ot optique est d'ordre 10� 2 et la majoration vaut 310� 4 pour L = 1 et
5:210� 3 pour L = 4. Pour L = 8, c'est-�a-dire lorsque x et y sont grands, l'approximation
de chaquecomposante est d'ordre 10� 1 et la majoration vaut 3:610� 2.

Param�etre Intervalle de valeurs

� (radian) ] � � ; � ]

� (radian) [0; 3:10� 2]

� (radian) [� 5:10� 2; 5:10� 2]

A,B [� 9:10� 2; 9:10� 2]

C [� 3:10� 2; 3:10� 2]

Tablea u 2.1: Valeurs prises par les six param�etres d�ecrivant un mouvementde cam�era.

{ Action sur l'image des comp osantes de la d�eformation
L'approximation obtenue est quadratique en x et y. Les termes en x 2, xy et y2 sont dus �a
la rotation \purement" projective R � ;� ; ils sont d'autant plus grands que les valeurs de x
et y sont importantes. Par exemple,consid�erons les valeurs desparam�etres donn�eesdans
le tableau (2.1) et L v�eri�an t L � 8 (correspondant �a un angle de vue inf�erieur �a 150� ).
Au centre de K , pour x et y d'ordre 10� 1, les termes en x2, xy et y2 sont n�egligeables
devant les autres termes; l'approximation du 
ot optique devient donc

 
� Cx + A + � y � � sin �
� Cy + B � � x + � cos�

!

:

Ceci signi�e qu'au centre de l'image, la d�eformation est essentiellement a�ne. Plus pr�e-
cis�ement, c'est une similitude de param�etres de translation (A � � sin � ; B + � cos� ), de

rapport d'homoth�etie
p

C2 + � 2 et d'angle de rotation arccos
�

� Cp
C2+ � 2

�
sgn(� � ).

La �gure (2.8) pr�esente un exemplede 
ot optique observ�e en th�eorie entre deux images
cons�ecutivesdansune s�equence,c'est-�a-dire que lesvaleursdessix param�etres (� , � , � , A,
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B , C) choisiesappartiennent aux intervalles donn�esdans le tableau (2.1). Elle illustre la
remarque pr�ec�edente. On a repr�esent�e sur cette �gure deux composantes du 
ot optique,
respectivement g�en�er�eespar la similitude et la rotation \purement" projective associ�eesau
mouvement de cam�era, obtenues par la formule exacte (2.6) et par la formule approch�ee
(2.11). On a choisi l'angle de vue de la cam�era �egal �a 137� , cequi �equivaut �a une imagede
taille 5:12 � 5:12 pour une longueur focale unitaire. On observe que la partie centrale de
l'image du 
ot complet est tr �essimilaire �a la partie centrale du 
ot g�en�er�epar la similitude.
De plus, sur le 
ot g�en�er�e par la rotation \purement" projective, plus on s'�eloignedu centre
de l'image, plus la d�eformation est prononc�ee.

Le th�eor�emesuivant traite le casg�en�eral d'une sc�ene�lm �eenon plane.

Th �eor �eme 2.4 { Soit D = (R; t) 2 SE(3), R param�etr�ee par (� ; �; � ) avec j� j < 1 et j� j < 1,
f c = 1 et K et K 0 les domainesde plus grande dimension L sur lesquelsles imagesf et g sont
d�e�nies. Soit Z d�e�nie sur K donnant les profondeursdespoints projet�es sur K , de bornes Z inf

et Zsup. On supposequeD et Z v�eri�ent les hypoth�eses(1) et (2). Si
�

1
Z inf

�
1

Zsup

�
ktk (L + 1) Gmax � 2"

alors il existe Z0 > 0 tel que8(x; y) 2 K et (x0; y0) 2 K 0 appari �es par la formule (2.1),
8
><

>:

�
�x0� x � (� Cx + A + � y + �x (y cos� � x sin � ) � � sin � )

�
� � T(Gmax ; L; �; � ; A; C)+ "

�
�y0� y� (� Cy + B � � x + �y (y cos� � x sin � ) + � cos� )

�
� � T(Gmax ; L; �; � ; B ; C)+ ";

o�u (A; B ; C) = �
1

Z0
(ht; R(i )i ; ht; R(j )i ; ht; R(k)i ) .

Si le produit de la translation aveclesvariations desinversesdesprofondeursestsu�sammen t
faible, on peut substituer aux profondeurs Z (x; y) une constante Z 0 dans les expressions(2.1),
et ainsi les approcher par la fonction  associ�ee au mouvement et �a Z 0. D'apr�es les valeurs
des param�etres donn�eesdans le tableau (2.1), les composantes du 
ot optique sont chacune
d'ordre 10� 2 ; il est donc n�ecessaired'avoir une erreur d'approximation lors de la substitution
desprofondeurspar une constante, au moins inf�erieure�a 10� 2. Si le mouvement est su�sammen t
faible, on peut ensuite approcher le 
ot optique  (x; y) � (x; y) par une expressionquadratique
en (x; y). Dans la pratique, le mouvement entre deux imagescons�ecutives �etant tr �es faible, si
la cam�era est su�sammen t �eloign�ee de la sc�ene ou si les profondeurs de la sc�ene varient peu,
l'expressionquadratique est une tr �esbonne approximation du 
ot optique.

2.4.3 Relation entre l'appro ximation (2.11) du 
ot et la forme lin �eaire (1.9)

Dans le chapitre 1, nous avons mentionn�e une formule, donn�eeen (1.9), liant le 
ot optique
�a la vitessede la cam�era, formule fr�equemment utilis �ee pour l'estimation du mouvement de la
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Figure 2.8: �A gauche,sont repr�esent�es les champs de 
ot optique g�en�er�es par les formules
exactes,et �a droite par les formules d'approximation. Sur les trois premi�eres lignes, de haut
en bas, les 
ots sont g�en�er�es par le mouvement de cam�era de param�etres (� ; �; � ; A; B ; C) =
(� � =4; 0:01; 0:04; 0:02; � 0:01; 0:01), la rotation plane d'angle � = 0:04 suivie de la translation
de vecteur (0:02; � 0:01; 0:01) et la rotation R � ;� avec � = � � =4 et � = 0:01. Les imagesont �et�e
g�en�er�eespour f c = 1 et L = 5:12 et la norme des vecteurs de 
ot est multipli �ee par 5, a�n de
faciliter l'observation.
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cam�era �a partir du 
ot. Cette formule, lin�eaire en (v; ! ), respectivement vitessesde d�eplace-
ment et de rotation de la cam�era, est aussi quadratique en (x; y). Comme nous avons obtenu
pr�ec�edemment en (2.11) une approximation du 
ot optique elle aussiquadratique en (x; y), on
s'interroge naturellement sur les liens entre cesdeux formules. Notons que l'on a g�en�eralis�e le
terme de 
ot optique au d�eplacement discret despoints d'une image �a l'autre.

La formule (1.9) exprime le 
ot optique u(x; y; t) au point (x; y) en fonction de la profondeur
Z (x; y) du point projet�e, de la vitesse de rotation ! (t) = (! 1(t); ! 2(t); ! 3(t)) et de celle du
d�eplacement v(t) = (v1(t); v2(t); v3(t)) de la cam�era
u(x; y; t) =

 
� v1 (t )

Z (x;y ) � ! 2(t)

� v2 (t )
Z (x;y ) + ! 1(t)

!

+

 
v3 (t )

Z (x;y ) ! 3(t)

� ! 3(t) v3 (t )
Z (x;y )

!  
x
y

!

+

 
� ! 2(t) ! 1(t) 0

0 � ! 2(t) ! 1(t)

!
0

B
@

x2

xy
y2

1

C
A:

La formule que nous avons obtenue en (2.11) exprime le d�eplacement (x 0 � x; y0 � y) du point
(x; y) entre les deux images.Si on note dt l'in tervalle de temps entre lesdeux acquisitions, alors

 
x0� x
y0� y

!

= u(x; y; t) dt:

Le 
ot u(x; y; t) dt s'exprime donc en fonction dessix param�etresdu mouvement (� , � , � , A, B ,
C) commesuit

u(x; y; t) dt =

 
A � � sin �
B + � cos�

!

+

 
� C �
� � � C

!  
x
y

!

+

 
� � sin � � cos� 0

0 � � sin � � cos�

!
0

B
@

x2

xy
y2

1

C
A :

Si les deux formules sont coh�erentes, on doit avoir
0

B
@

� cos�
� sin �

�

1

C
A =

0

B
@

! 1(t)
! 2(t)
! 3(t)

1

C
A dt;

et 0

B
@

A � � sin �
B + � cos�

C

1

C
A = �

1
Z (x; y)

0

B
@

v1(t)
v2(t)
v3(t)

1

C
A dt +

0

B
@

� ! 2(t)
! 1(t)

0

1

C
A dt;

soit, commeon a consid�er�e la profondeur de la sc�eneconstante et �egale�a Z 0 pour obtenir notre
approximation, 0

B
@

� cos�
� sin �

�

1

C
A =

0

B
@

! 1(t)
! 2(t)
! 3(t)

1

C
A dt et

0

B
@

A
B
C

1

C
A = �

1
Z0

0

B
@

v1(t)
v2(t)
v3(t)

1

C
A dt:



2.4. Approximation et d�ecomposition du 
ot optique 93

Pour justi�er cette correspondance,nous allons calculer les vitesses! (t) et v(t) associ�ees�a
un mouvement de cam�era param�etr�e par (� ; �; � ; A; B ; C).

Th �eor �eme 2.5 { Soit un mouvementde cam�era D 2 SE(3). On suppose la sc�ene plane et
orthogonale�a l'axe optiqueavant le d�eplacement, de profondeur Z 0 dans le rep�ere de la cam�era :
on note D = (� ; �; � ; A; B ; C). Si ! (t) et v(t) sont les vitessesde rotation et translation de la
cam�era, et si dt est l'interval le de temps entre les deux acquisitions cons�ecutives,on a alors

! (t) dt =

0

B
@

� cos�
� sin �

�

1

C
A +

�
o(� ) + o(� ) + o(

p
j�� j)

�
0

B
@

1
1
1

1

C
A

et

v(t)
Z0

dt = �

0

B
@

A
B
C

1

C
A +

0

B
@

o(� ) + o(� ) + o(
p

j�� j) + o(
p

jB � j) + o(
p

jC� j)
o(� ) + o(� ) + o(

p
j�� j) + o(

p
jA� j) + o(

p
jC� j)

o(� ) + o(� ) + o(
p

j�� j) + o(
p

jA� j) + o(
p

jB � j)

1

C
A :

D �emonstration. 1) La vitessede rotation ! associ�ee�a un mouvement de cam�era ne d�epend
que de la rotation. Dans le chapitre 1, nous avons vu que l'on peut associer �a une matrice du
groupe SO(3) un �el�ement ! de l'alg�ebre de Lie correspondante so(3) par

! =
a

kuk
u;

o�u u est un vecteur directeur de l'axe de rotation, non forc�ement unitaire, et a l'angle de la
rotation. Cet �el�ement de l'alg�ebre de Lie correspond au d�eplacement angulaire instantan�e entre
les deux images,soit ! = ! (t) dt. Ici,

u =

0

B
@

sin� (cos� + cos(� � � ))
sin � (sin � + sin(� � � ))

sin � (1 + cos� )

1

C
A

et, commeon sait que l'angle de rotation a est tr �es faible (largement inf�erieur �a � =2 en valeur
absolue)car on consid�ere deux imagescons�ecutivesdans une s�equence,

a = arcsin

r
1
4

sin2 � (1 + cos� )2 +
1
2

sin2 � (1 + cos� ):

Comme

kuk =
q

sin2 � (1 + cos� )2 + 2sin2 � (1 + cos� ) = 2sina;
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on a
a

kuk
=

a
2sina

=
arcsin

q
1
4 sin2 � (1 + cos� )2 + 1

2 sin2 � (1 + cos� )

2
q

1
4 sin2 � (1 + cos� )2 + 1

2 sin2 � (1 + cos� )

=
1
2

+ o(
p

j� j) + o(
p

j� j):

Par desd�eveloppements limit �esau voisinagede 0 en � et � , on obtient

u =

0

B
@

2� cos� + o(
p

j�� j) + o(� ) + o(� 2)
2� sin � + o(

p
j�� j) + o(� ) + o(� 2)

2� + o(� ) + o(� 2)

1

C
A

d'o�u

a
kuk

u =

0

B
@

� cos�
� sin �

�

1

C
A +

�
o(� ) + o(� ) + o(

p
j�� j)

�
0

B
@

1
1
1

1

C
A :

2) La vitessede d�eplacement v associ�ee �a un mouvement de cam�era d�epend �a la fois de la
rotation et de la translation. La formule (1.7) du chapitre 1 donne une expressionde la vitesse
v associ�ee �a une vitessede rotation ! et �a une translation de cam�era de vecteur t

v = � � 1(! ) t =
�

I 3 �
1
2

[! ]� +
�

1
k! k2 �

sink! k
2k! k(1 � cosk! k)

�
[! ]2�

�
t:

Ici encore,! et v sont les d�eplacements angulaires et translationnels entre les deux images,et
correspondent donc respectivement �a ! (t) dt et v(t) dt.

Comme

! =

0

B
@

� cos�
� sin �

�

1

C
A +

�
o(� ) + o(� ) + o(

p
j�� j)

�
0

B
@

1
1
1

1

C
A ;

on a

[! ]� =

0

B
@

0 � � � sin �
� 0 � � cos�

� � sin � � cos� 0

1

C
A +

�
o(� ) + o(� ) + o(

p
j�� j)

�
0

B
@

0 1 1
1 0 1
1 1 0

1

C
A ;

et

[! ]2� =
�

o(� ) + o(� ) + o(
p

j�� j)
�

0

B
@

1 1 1
1 1 1
1 1 1

1

C
A :
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Par un d�eveloppement limit �e d'ordre 1 en k! k au voisinagede 0, on a

1
k! k2 �

sink! k
2k! k(1 � cosk! k)

=
2(1 � cosk! k) � k! k sink! k

2k! k2(1 � cosk! k)
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24
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k! k� k! k3
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+ o(k! k) :

La matrice � � 1(! ) v�eri�e alors,
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La vitessev cherch�ee est �egale�a � � 1(! ) t et le vecteur de translation t est donn�e en fonction
dessix param�etres par (2.10)

t = Z0 ~t = Z0(� AR(i ) � B R(j ) � CR(k)) ;

donc, en utilisant l' �ecriture de la matrice R en fonction de � , � et � donn�eeen (2.8),
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Ainsi, v=Z0 est �egal �a

v
Z0

=

0

B
B
B
B
B
@

� A + B �
2 � C � sin �

2

� A �
2 � B + C � cos�

2

A � sin �
2 � B � cos�

2 � C

1

C
C
C
C
C
A

+
�

o(� ) + o(� ) + o(
p

j�� j)
�

0

B
@

1
1
1

1

C
A

=

0

B
@

� A
� B
� C

1

C
A +

0

B
@

o(
p

jB � j) + o(
p

jC� j)
o(

p
jA� j) + o(

p
jC� j)

o(
p

jC� j) + o(
p

jB � j)

1

C
A +

�
o(� ) + o(� ) + o(

p
j�� j)

�
0

B
@

1
1
1

1

C
A :

�



96 Chapitre 2. D�eformations produites par un mouvement de cam�era

L'approximation du 
ot optique obtenue en (2.11) est donc bien coh�erente avec la formule
(1.9). Dans le chapitre suivant, nous allons utiliser l'approximation (2.11) du 
ot optique entre
deux imagespour estimer lessix param�etres (� ; �; � ; A; B ; C) du mouvement de la cam�era entre
les deux acquisitions. Cette formule pr�esente l'avantage d'être d'une part, quadratique en (x; y)
et d'autre part, 1-lin�eaire en (� cos� ; � sin � ; � ; A; B ; C).

2.5 Conclusion

Dans le contexte particulier de deux images f et g cons�ecutives dans une s�equence�lm �ee
par une cam�era de longueur focale unitaire, et pour une sc�ene et une translation de cam�era t
v�eri�an t �

1
Z inf

�
1

Zsup

�
ktk (L + 1) Gmax � 2"

L �etant la plus grande dimension des images,on peut approximer l'application liant l'image f
�a l'image g �a " pr�es, en rempla�cant les profondeurs par une même constante. Pour une faible
valeur de " (en pratique strictement inf�erieure �a 10� 2) et si la sc�ene est su�sammen t �eloign�ee
de la cam�era, ceci permet de mod�eliser les d�eformations d'images dans le groupe desrecalages,
isomorpheau groupe des d�eplacements de l'espaceSE(3). Ensuite, par une d�ecomposition ap-
propri �eede la rotation de la cam�era, nous�ecrivonsla d�eformation entre deux imagescons�ecutives
commeuned�eformation\purement" projectivesuivie d'une similitude. Cette d�ecomposition nous
permet d'approcher le 
ot optique par la sommede termescorrespondants �a la similitude d'une
part et �a la d�eformation \purement" projective d'autre part. Cette approximation du 
ot, qua-
dratique en (x; y), est coh�erente avec la formule mentionn�eedans le chapitre 1, donnant le 
ot
en fonction desvitessesv et ! de la cam�era et elle aussiquadratique.

Dans le chapitre suivant, nous proposonsd'estimer le mouvement de la cam�era en utilisant
l'approximation du 
ot optique obtenue ici.



Chapitre 3

Estimation d'un mouv ement entre
deux images cons�ecutiv es

�A partir de la d�ecomposition d'un mouvement de cam�era pr�esent�eedans le chapitre 2 et de
l'approximation de la d�eformation sur l'image qui en d�ecoule(dans le contexte pr�ecis�e dans le
chapitre 2), on proposeun algorithme d'estimation du mouvement de la cam�era �a partir de deux
imagescons�ecutivesdans une s�equence.

La m�ethode pr�esent�eeest directe et estimesimultan�ement lessix param�etresdu mouvement.
Elle utilise un algorithme d'estimation de mouvements param�etriques 2D, propos�e par Odobez
et Bouth�emy dans [51] et impl�ement�e dans le logiciel Motion2D. L'application de cet algorithme
�a l'estimation du mouvement de cam�era a n�ecessit�e l'a jout d'un mod�ele dans le logiciel, mod�ele
�a six param�etres associ�e �a la d�ecomposition desd�eformations. Les performancesde la m�ethode
sont illustr �ees�a travers les estimations de mouvement obtenuessur dess�equencessynth�etiques
et r�eelles,et quelquesutilisations de cesestimations.

3.1 Estimation directe �a partir des images

La m�ethode que nousproposonss'applique �a l'estimation du mouvement d'une cam�era entre
deux imagescons�ecutivesdansune s�equence,not�eesf et g. Elle est bas�eesur l'approximation de
la d�eformation entre f et g, obtenue dans le chapitre 2 pour une longueur focale �egale�a 1, une
plus grande dimension L desdomainesrectangulairesK et K 0 sur lesquelsf et g sont d�e�nies,
une sc�enede profondeursborn�eespar Z inf et Zsup et une translation t de cam�era v�eri�an t

�
1

Z inf
�

1
Zsup

�
ktk (L + 1) Gmax < 2"

pour une valeur de " su�sammen t faible (" < 10� 2). Pour un mouvement de cam�era param�etr�e
par (� ; �; � ; A; B ; C), un point (x; y) de l'image f est d�eplac�e en (x 0; y0) dans l'image g et le
d�eplacement (x0 � x; y0 � y) est approch�e par
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L'id �eeest d'estimer une d�eformation entre les images,a�n d'en d�eduire le mouvement tridimen-
sionnel de la cam�era. Pour cela, nous allons recourir �a la m�ethode d'estimation de mouvement
param�etrique 2D d'Odobez et Bouth�emy, d�ecrite dans [51]. Ce choix a �et�e fait apr�esavoir test�e
et compar�e di� �erentes m�ethodes,expos�ees�a la �n du chapitre.

3.1.1 Estimation de mouv ements param �etriques 2D d'Odob ez et Bouth �emy

La m�ethode d'Odobez et Bouth�emy permet de d�eterminer un mouvement 2D constant, af-
�ne ou quadratique entre deux images.C'est une m�ethode robuste, multir �esolution, qui utilise
seulement les gradients spatio-temporels de l'in tensit�e. Elle a �et�e impl�ement�eedans un logiciel
libre appel�e Motion2D, disponible �a l'adressehttp://www.irisa.f r/v ist a/ Themes/Lo gi cie l/
Motion- 2D/Motion- 2D.ht ml.

Le principeest le suivant. Soient deux imagesf et g cons�ecutivesdansunes�equenceet u(x; y)
le 
ot optique entre les deux imagesau point (x; y) de f . Le d�eplacement u(x; y) est suppos�e
param�etrique et not�eu� (x; y) o�u � repr�esente lesparam�etresdu d�eplacement. Plusieursmod�eles
sont propos�es; nous allons pr�esenter ici le plus g�en�eral �a 12 param�etres

u� (x; y) =

 
c1

c2

!

+

 
a1 a2

a3 a4

!  
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+

 
q1 q2 q3

q4 q5 q6
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xy
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A

o�u � = (c1; c2; a1; : : : ; a4; q1; : : : ; q6). Les auteurs consid�erent la di� �erenceassoci�eeau mod�elede
mouvement param�etrique choisi, au point (x; y)

DF� ;� (x; y) = g((x; y) + u� (x; y)) � f (x; y) + �

o�u u� d�epend des param�etres du mouvement �a d�eterminer et � est un param�etre �a estimer,
correspondant �a un �eventuel changement global d'illumination entre les deux images.

La m�ethode classiquedesmoindres carr�esconsiste�a minimiser les carr�esdesdi� �erencessur
(� ; � ) X

(x;y )2 S

DF� ;� (x; y)2

o�u S est le support choisi sur l'image. Mais ce proc�ed�e est instable si certaines observations
sont aberrantes vis �a vis du mod�ele choisi (ce qui se produit fr�equemment dans les di� �erences
de niveaux de gris de pixels voisins). C'est pourquoi Odobez et Bouth�emy pr�ef�erent utiliser un
M-estimateur, qui permet d'estimer le mouvement de fa�con robuste, tout en tol�erant desdonn�ees
bruit �eesou aberrantes. La fonctionnelle suivante est donc minimis�eesur (� ; � )

X

(x;y )2 S

� (DF� ;� (x; y); �) :
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Le M-estimateur � est une fonction paire, admettant un minimum unique en z�ero et born�ee
par � (constante d'�echelle choisie) pour les grandesvaleurs de DF � ;� (x; y). L'utilisation de �
pond�ere l'imp ortance de l'observation en chaque pixel en fonction de sa conformit�e au mod�ele.
Ceci explique le terme\M-estimateur" : la minimisation de la fonction correspond �a l'estimation
du maximum de vraisemblance si � est interpr�et�ee comme l'oppos�ee de la log-vraisemblance
associ�eeau mod�ele. Une revue desdi� �erents M-estimateurs utilis �esen vision est pr�esent�eedans
la th�esede Black [6]. La fonction de Tukey est impl�ement�eedans le logiciel Motion2D ; elle est
d�e�nie par

� (t; �) =

8
>><

>>:

t2

2 (� 4 � � 2t2 + t4

3 ) si jt j < � ;

� 6

6
sinon

et son graphe est pr�esent�e sur la �gure (3.1).

O 1 2-1-2

10

Figure 3.1: Estimateur de Tukey (pour � = 2).

La minimisation est r�ealis�ee par un sch�ema incr�emental multir �esolution. �A chaque pas k,
d'une r�esolution �a une r�esolution plus �ne, on a

(
b� k+1 = b� k + �� k
b� k+1 = b� k + � � k

o�u b� k et b� k sont lesvaleursestim�eesau pask. Les valeurs �� k et � � k sont d�etermin�eescomme
suit ; par un d�eveloppement limit �e �a l'ordre 1 de DF � ;� (x; y) en ( b� k ; b� k), on obtient l'expression
r �� k ;� � k (x; y)

r �� k ;� � k (x; y) = DF b� k ;b� k
(x; y) + r g((x; y) + ub� k

(x; y)) u�� k (x; y) + � � k

o�u r g est le gradient spatial de la fonction d'in tensit�e. �A chaquepask, on obtient uneestimation
de �� k et � � k en minimisant la fonctionnelle

X

(x;y )2 S

� (r �� k ;� � k (x; y); �) :
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Cette erreur est minimis�eeen transformant le probl�emede M-estimation en un probl�eme�equi-
valent desmoindres carr�espond�er�eset it �er�es[30]. Pour transformer le probl�eme,on �ecrit

X

(x;y )2 S

� (r �� k ;� � k (x; y); �) =
X

(x;y )2 S

1
2

w(x; y) r 2
�� k ;� � k

(x; y):

Une condition n�ecessaire�a la minimisation �etant que la d�eriv�eede l'erreur en chaqueparam�etre
du mouvement et en � soit nulle, on obtient

� 0(r �� k (x;y );� � k
; �) = w(x; y) r �� k ;� � k (x; y)

) w(x; y) =
� 0(r �� k ;� � k (x; y); �)

r �� k ;� � k (x; y)
:

Le probl�emeest ainsi devenu un probl�emede moindrescarr�espond�er�eset it �er�es,r�esolu�a chaque
pas k par l'algorithme de minimisations altern�eessuivant. Au d�epart, tous les poids sont initia-
lis�es �a 1.

1. Pour j 2 N, �a partir de l'erreur r j
�� k ;� � k

commiseau rang j , on calcule

wj (x; y) =
� 0(r j

�� k ;� � k
(x; y); �)

r j
�� k ;� � k

(x; y)

2. on minimise par rapport �a �� k ; � � k par moindres carr�es

X

(x;y )2 S

wj (x; y)
�

r j +1
�� k ;� � k

(x; y)
� 2

3. jusqu'�a atteindre la convergence.

La m�ethode des moindres carr�es pond�er�es et it �er�es converge toujours, au moins vers un mi-
nimum local, comme l'a montr �e Osborne dans [53]. Odobez et Bouth�emy montrent dans [51]
que les r�esultats exp�erimentaux obtenus par cette m�ethode d'estimation multir �esolution robuste
(c'est-�a-dire utilisant un estimateur robuste) sont meilleurs que ceux obtenus par une m�ethode
multir �esolution desmoindres carr�es.

3.1.2 Estimation du mouv ement de la cam�era

3.1.2.1 Ajout d'un mo d�ele quadratique

L'impl �ementation de la m�ethode d'Odobez et Bouth�emy dans le logiciel Motion2D permet
d'estimer le mouvement bidimensionnelsuivant un mod�elechoisi parmi trois mod�elesconstants,
dix a�nes et cinq quadratiques [65]. Notre approximation du 
ot optique en fonction du mou-
vement de la cam�era suit un mod�ele quadratique �a six param�etres, qui ne co•�ncide avec aucun
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des cinq mod�elesquadratiques propos�es. Nous avons donc ajout �e au logiciel un mod�ele de 
ot
adapt�e �a l'estimation du mouvement entre deux imagessuccessives
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3.1.2.2 Con version en mouv ement de cam�era

Cas d'une longueur focale unitaire Une fois les six param�etres (c1, c2, a1, a2, q1, q2)
estim�es,on en d�eduit facilement les param�etres du mouvement (� , � , � , A, B , C) en identi�an t
l'expressionde u(x; y) ci-avant avec celle donn�eeen (3.1).

8
>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>:

� =

8
>>><

>>>:

� arctan(q1=q2) si q2 > 0
� arctan(q1=q2) + � si q2 < 0
� =2 si q2 = 0 et q1 > 0
� � =2 si q2 = 0 et q1 � 0

� =
p

q2
1 + q2

2

� = a2

A = c1 + � sin �
B = c2 � � cos�
C = � a1:

Cas d'une longueur focale non unitaire Nous avonsvu dans le chapitre 2 que la longueur
focale agit sur l' �echelle des d�eformations. En rempla�cant x et y par x=f c et y=f c, on obtient
l'approximation de la d�eformation entre les imagesdans le cas o�u f c est di� �erente de 1. L'ap-

proximation (3.1) obtenue pour une longueur focaleunitaire est alors �equivalente �a
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En identi�an t avec l'expressiondu d�eplacement

u(x; y) =
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on obtient 8
>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>:

� =

8
>>><

>>>:

� arctan(q1=q2) si q2 > 0
� arctan(q1=q2) + � si q2 < 0
� =2 si q2 = 0 et q1 > 0
� � =2 si q2 = 0 et q1 � 0:

� = f c
p

q2
1 + q2

2

� = a2

A = c1=f c + � sin �
B = c2=f c � � cos�
C = � a1

o�u A, B et C sont donn�esen unit �esde longueur focale.
Une fois les six param�etres (� ; �; � ; A; B ; C) estim�es, on doit pouvoir les convertir en un

mouvement de cam�era D = (R; t). Comme on l'a vu dans le chapitre 2, la translation et et la
rotation R de la cam�era estim�eessont obtenuesen fonction dessix param�etres par

8
><

>:

et = � AR(i ) � B R(j ) � CR(k)

R = R� ;� Rk
�

o�u et est la translation divis�eepar la profondeur moyenneZ0 de la sc�ene�lm �ee.

3.2 Validit �e du mo d�ele

3.2.1 Pr �ecision des estimations obten ues

A�n d'�evaluer quantitativ ement les performancesde notre m�ethode, nous allons �etudier
sa pr�ecision et sa robustessesur des images cons�ecutives de �lms de sc�enes 2D. Lors de la
construction de tels �lms (d�ecrite plus en d�etail ci-apr�es), la profondeur des points est consi-
d�er�ee constante ; cesdonn�eescorrespondent donc exactement au cadre dans lequel nous avons
propos�e la r�esolution du probl�eme(car 1

Z inf
� 1

Zsup
= 0).

Nous avons cr�e�e trois �lms �a partir d'une image r�eelle,pr�esent�eesur la �gure (3.2) de taille
384 � 288 et de mouvements de cam�era, c'est-�a-dire d'ensembles de six param�etres (� , � , � ,
A, B , C), g�en�er�esal�eatoirement mais dont les valeurs respectent les ordres de grandeur donn�es
dans le tableau (2.1) du chapitre 2. Nous avons choisi un angle de vue �egal �a 90� , soit une
longueur focale �egale�a 192 pixels. Pour chaque �lm, nous avons appliqu�e la d�eformation pro-
jective associ�eeau premier mouvement de cam�era �a l'image r�eelleen utilisant une interpolation
bilin �eaire; puis, nous avons compos�e chaquenouveau mouvement avec l'ancien a�n de toujours
appliquer la d�eformation �a l'image initiale. La premi�ere s�equenceest simul�ee �a partir de mou-
vements quelconques,la deuxi�eme uniquement par des rotations et la troisi�eme seulement par
des translations. Les imagessont d�eform�eesen utilisant les formules exactes.Les r�esultats des
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Figure 3.2: Image utilis �ee pour cr�eer les �lms tests.

estimations des mouvements sont donn�es dans le tableau (3.1). A�n d'�eviter l'apparition des
bords de l'image initiale, nous avons extrait dans chaques�equencele centre de l'image de taille
284� 188.

Erreur Erreur Erreur angle
direction direction de rotation

translation axe de rotation absolue relative

Mouvements
quelconques 9.7� 17.3� 0.03� 2.2%

Translations
pures 4.5� - 0.01� -

Rotations
pures - 18.2� 0.002� 0.1%

Tablea u 3.1: R�esultatsdesestimations du mouvementde la cam�era sur trois s�equencessynth�e-
tiquescomportant chacune200 images; la premi�ere est simul�eepar desmouvementsquelconques,
la deuxi�emeet la troisi�emesont simul�eesrespectivement par destranslations et par desrotations
de cam�era. Les erreurs donn�eesdans le tableau sont les erreurs moyennescalcul�eessur chaque
s�equence.

Quel quesoit le mouvement de la cam�era, lesestimations desdirections destranslations sont
correctes�a quelquesdegr�espr�es(en moyenne10� pr�espour lesmouvements quelconques)et celle
desanglesde rotation �a quelquescenti �emesde degr�es(sachant que l'amplitude desrotations est
de quelquesdegr�es). L'estimation des axesde rotation est cependant moins pr�ecise: �a une ou
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deux dizaines de degr�es pr�es en g�en�eral. Ces erreurs s'expliquent par la di�cult �e �a s�eparer les
composantes rotationnelle et translationnelle desd�eformations. Une modi�cation de la direction
de l'axe optique peut produire un e�et sur l'image tr �esprochedecelui g�en�er�epar une translation.
Par exemple,une rotation autour de l'axe j (c'est-�a-dire l'axe (CY)) engendreune d�eformation
tr �esvoisinedecelleproduite par unetranslation dedirection i (axe (CX )). La �gure (3.3) illustre
cette ambiguit �e. En cons�equence,dans le casde rotations pures, l'estimation desparam�etres de

Figure 3.3: Images de Lena obtenues,�a gaucheapr�es une rotation d'axe j , avec � = � =2 et
� = 0:022, �a droite apr�es une translation d'axe i , avec A = 0:03. On a ici suppos�e l'angle de vue
�egal �a 60� . Les d�eformations observ�eessont tr �es voisines, ce qui rend di�cile l'estimation.

la rotation est corrompue par l'estimation d'une translation non nulle. Et inversement, dans le
casde translations pures, l'estimation de la direction de la translation est alt�er�eepar l'estimation
d'une rotation non nulle. N�eanmoins,les r�esultats d'estimation du mouvement que nous avons
obtenus s�eparent les composantes du mouvement, non pas parfaitement mais de fa�con satis-
faisante, comme le montre notamment l'estimation de l'angle de rotation. En particulier, dans
le cas de mouvements uniquement translationnels ou rotationnels, les param�etres sont encore
mieux estim�esque dans le casde mouvements compos�es.

3.2.2 Robustesse au bruit

On cherche ici �a �evaluer la robustessede la m�ethode au bruit. Pour cela, on ajoute aux 200
imagesde la s�equenceg�en�er�eepr�ec�edemment par desmouvements quelconquesde cam�era, des
quantit �esvariables de bruit, impulsionnel ou gaussien.

L'a jout de bruit impulsionnel sur une imagef de la s�equenceconsiste�a transformer le niveau
de gris f (x; y) d'un pixel (x; y) de la fa�con suivante

f (x; y) 7�!

(
f (x; y) si n(x; y) = 0
b(x; y) si n(x; y) = 1
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o�u n est un champ de variables al�eatoires ind�ependantes de Bernoulli de param�etre p et b
est un champ de variables al�eatoires, ind�ependantes entre elles et des variables du champ n,
uniform�ement distribu �eessur l'in tervalle [min f ; max f ]. On a�ecte au param�etre p des valeurs
de 0 �a 0:3 ; le bruit touche ainsi de 0 �a 30% despixels de chaque image.

L'a jout de bruit gaussiencorrespond �a la transformation suivante

f (x; y) 7�! f (x; y) + g(x; y);

o�u g est un champ de variables al�eatoires gaussiennes,ind�ependantes et identiquement distri-
bu�ees,centr �eeset d'�ecart-type � . Ici, nous avons fait varier le param�etre � de 0 �a 50.

La �gure (3.4) pr�esente la premi�ere image du �lm g�en�er�e pr�ec�edemment, �a laquelle on a
appliqu�e un bruit gaussiend'�ecart-type 50 et un bruit impulsionnel touchant 30% des pixels.
Les r�esultats des erreurs moyennessur la s�equencebruit �ee en fonction de la nature du bruit

Figure 3.4: Il lustration de l'ajout de bruit sur l'image initiale utilis �eepour cr�eer les �lms tests.
�A gauche,un bruit gaussiend'�ecart-type 50 est appliqu�e, �a droite un bruit impulsionnel touchant
30% despixels.

et de son amplitude sont pr�esent�essur la �gure (3.5). Pour les deux typesde bruit, les erreurs
d'estimation augmentent peu : ellesrestent tr �esvoisinesdeserreurs observ�eessansbruit, moins
de 15 degr�es pour la direction de la translation, au plus quelquesdixi �emesde degr�es (pour
l'a jout de bruit impulsionnel) pour l'angle de rotation. La m�ethode est donc robuste, grâce �a
l'utilisation du M-estimateur ; elle fournit encorede bons r�esultats mêmelorsque la quantit �e de
bruit impulsionnel ajout �e est importante.

3.2.3 R�esultats sur des s�equences 3D

Nous pr�esentons ici desr�esultats d'estimation du mouvement de la cam�era, obtenus sur des
s�equences3D r�eelles.Pour la plupart dess�equencesutilis �ees,nousne connaissonspasla longueur
focale associ�ee�a la cam�era ayant �lm �e la sc�ene.Suivant les s�equences,nous supposeronsl'angle
de vue compris entre 60 et 90� . Ces choix ne modi�en t pas ou peu les r�esultats pr�esent�es; ils
seront cependant discut�espour chaques�equence.
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Figure 3.5: Erreurs moyennesd'estimation du mouvementde la cam�era sur la s�equence de 200
imagesbruit�ees.On a ajout�e �a la s�equence initiale, �a gauche,un bruit impulsionnel touchant de
0 �a 30% despixels et �a droite, un bruit gaussiend'�ecart-type allant de 0 �a 50.
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3.2.3.1 S�equence \So da-can"

Dans cette s�equence,disponible �a l'adressewww.cs.brown.edu/~ bla ck/ images.h tml , la ca-
m�era, en mouvement de translation horizontale, �lme une cannette de soda. Deux des10 images
de la s�equencesont pr�esent�eessur la �gure (3.6). Dans le casd'une translation non nulle, notre
m�ethode d'estimation s'applique si lesvariations de l'in versede la profondeur sont su�sammen t
faibles. Ici, nous ne poss�edonspas d'information sur la structure de la sc�ene mais il apparâ�t
que celle-ci est constitu�eede deux plans distincts, la cannette et le fond textur �e, reli�espar une
table. Il n'est pas certain que la variation de profondeur entre le premier et le dernier plan soit
su�sammen t faible pour que la s�equencecorrespondeau cadred�e�ni dans le chapitre pr�ec�edent,
cependant, sansobtenir desr�esultats parfaits, l'estimation du mouvement est correcte.

Figure 3.6: Images1 et 5 de la s�equence \Soda-can" ; la cam�era e�ectue une translation hori-
zontale.

Les r�esultats obtenus par notre m�ethode d'estimation sont pr�esent�es dans le tableau (3.2).
Nous avons suppos�e l'angle de vue �egal �a 60� , soit, comme les images sont de taille 201 �
201, une longueur focale �egale �a 174 pixels. Entre chaque couple d'images, la direction de la
translation est correctement estim�ee �a quelquesdegr�es pr�es (de 4 �a 7� ) ; l'angle de la rotation
estim�e (qui devrait être nul) est de l'ordre de l'erreur calcul�ee pr�ec�edemment sur les s�equences
synth�etiques. L'estimation du mouvement est stable : les erreurs sont �a peu pr�es constantes
sur la s�equence.Avec une longueur focale di� �erente, les r�esultats sont l�eg�erement modi� �es :
les erreurs sur l'estimation de la direction de la translation et l'angle de rotation augmentent
respectivement de 2� et 0:01� pour un angle de vue de 45� (soit f c = 242:6 pixels) et diminuent
respectivement de 3� et 0:01� pour un angle de vue de 90� (soit f c = 100:5 pixels).

3.2.3.2 Test d'incrustation

Nous appliquons ici notre m�ethode d'estimation du mouvement �a une s�equencer�eelle�lm �ee
dans un bureau. Ici encore, nous ne poss�edons pas d'information sur les profondeurs exactes
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Mouvement Erreur d'estimation Angle de
dans la direction de la translation rotation

1 4.1� 0.07�

2 5.4� 0.05�

3 4.9� 0.07�

4 4.5� 0.06�

5 5.7� 0.06�

6 5.9� 0.06�

7 7.0� 0.08�

8 5.9� 0.07�

9 6.3� 0.06�

Tablea u 3.2: Erreur d'estimation de la direction de la translation et de l'angle de rotation
estim�e sur la s�equence \Soda-can".

de la sc�ene3D et il n'est pas �evident que tout couple d'images cons�ecutivessatisfasseau cadre
d�e�ni dansle chapitre 2. En particulier, le plafond et lesmurs lat�eraux (�gure (3.7)) g�en�erent des
di� �erencesde profondeur importantes. Mais l' �eloignement de la sc�eneautorise de plus grandes
variations de profondeurset rapproche du cadre d�e�ni au d�ebut du chapitre.

Nous avonsappliqu�e notre m�ethode d'estimation du mouvement �a la s�equenceen supposant
l'angle devue �egal�a 90� (cequi permet decalculer la longueur focaleenunit �esdepixels). Comme
nous ne disposonspas de la donn�ee du mouvement de la cam�era ayant g�en�er�e ce �lm, nous
allons illustrer la qualit �e de l'estimation du mouvement par un test d'incrustation d'une forme
g�eom�etrique. Nous avons ins�er�e dans une image de la s�equence(sur une zonede l'image �a peu
pr�esplane et orthogonale�a l'axe optique) un rectanglenoir, d�eform�e ensuitepar lesapplications
projectives associ�ees aux estimations du mouvement. Le rectangle initial est d�eform�e par le
mouvement correspondant �a la composition des mouvements estim�es entre l'image initiale et
l'image dans laquelle il est ins�er�e.

Des images extraites de la nouvelle s�equence,contenant l'incrustation du rectangle grâce
�a l'estimation du mouvement de la cam�era, sont pr�esent�eessur la �gure (3.7). Remarquons
qu'il est possible d'e�ectuer directement l'augmentation sans se pr�eoccuper de la profondeur
des objets de la sc�ene car les variations relatives de profondeur, dans le rep�eres associ�e �a la
cam�era, au niveau de la zoned'insertion, sont faibles. On observe sur les r�esultats obtenus que
l'orientation du rectangleajout �e, parall�ele lors de son insertion dans la premi�ere image �a l'ar ête
entre le plafond et le mur, suit l'orientation de cette arête tout au long du �lm, ce qui illustre
l' �evaluation correcte des rotations de la cam�era. De plus, la position du rectangle, sans être
parfaitement pr�ecise,reste vraisemblable pendant toute la s�equence.

Avec la même technique, on a masqu�e le tableau d'a�c hage du bureau par une a�c he de
cin�ema.En d�eformant l'a�c he aveclesmouvements estim�eset en la superposant au �lm original
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Figure 3.7: En haut : insertion d'un rectangle sur la premi�ere image du �lm. Au-dessous,les
images10, 20, 30, 40, 55 et 70 de la nouvelle s�equence en utilisant lesestimations de mouvement
de la cam�era.

on obtient une s�equenceaugment�ee,dont quelquesimagessont pr�esent�eessur la �gure (3.8). La
d�eformation de l'a�c he est r�ealis�eepar interpolation bilin �eaire.

Remarque { Le but de cette exp�erienceest l'illustration de la bonneestimation du mouvement
de la cam�era et non la r�ealisation d'une v�eritable augmentation de la s�equence,avec un objet
tridimensionnel. La r�ealit�e augment�eeest en e�et un champ de recherche �a part enti �ere, dont le
but est la modi�cation d'un �lm de fa�conquel'ob jet ajout �es'int�egrenaturellement �a la s�equence,
commes'il avait �et�e pr�esent lors du tournage (voir par exemple[1]).
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Figure 3.8: Disparition du tableau d'a�chage au pro�t d'une a�che de cin�ema. En haut :
l'insertion de l'a�che sur la premi�ere image. Au-dessous,les images 10, 20, 30, 40 et 45 de
la nouvelle s�equence obtenueen d�eformant l'a�che avec les estimations des mouvementsde la
cam�era.

3.3 Temps de calcul

La m�ethode mise au point pr�esente l'avantage important d'être tr �es rapide. Le temps de
calcul d�epend du nombre d'images et des dimensionsde celles-ci.Le tableau (3.3) pr�eciseles
temps de calculsde la m�ethode sur less�equencespropos�eespr�ec�edemment. Le processeurutilis �e
est un Pentium M �a 1.8 GHz.
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S�equence Nombre d'images Dimensions Tempsde calcul
s�equencesynth�etique 130 284� 188 7.70 s
s�equencedu bureau 100 176� 144 4.88 s
s�equence\Soda-can" 11 201� 201 1.16 s

Tablea u 3.3: Temps de calcul de la m�ethode d'estimation du mouvement de cam�era sur les
s�equences pr�ec�edemmentutilis �ees.

3.4 Application : construction de mosa•�ques

Comme on suppose que deux images cons�ecutives dans une s�equencesont li�ees par une
transformation plane (associ�ee�a un mouvement de cam�era), il est possiblede recaler les images
les unes sur les autres. On utilise alors la composition des d�eformations dans le groupe des
recalages.Nous illustrons notre propos avec le �lm du bureau pr�esent�e pr�ec�edemment.

Le mosa•�quageconsiste�a choisir deux imagesdans une s�equence,par exempleI n et I p, avec
n < p. Avec l'estimation du mouvement de la cam�era sur toute la s�equence,on peut calculer le
mouvement entre lesinstants n et p. En e�et, la m�ethode fournit lesp� n applications projectives
entre lesimagesn et p; commeellessont associ�ees�a un mouvement de cam�era, on peut composer
les applications dans le groupe desrecalages,et obtenir le mouvement de la cam�era entre I n et
I p et par l�a l'application projective liant les deux images.En appliquant cette transformation �a
I n , on obtient une image contenant une partie commune avec I p et une partie agrandissant le
champ, qui est juxtap os�ee �a I p. L'image r�esultante correspond �a l'image observ�ee au temps p,
mais avec un champ de vision plus large.

Pour illustrer la qualit �e de l'estimation du mouvement de cam�era par notre m�ethode, on
utilise les param�etres estim�espour construire plusieurs mosa•�quages.Les �gures (3.9) et (3.10)
pr�esentent despanoramasr�ealis�esen recalant, sur la premi�ere �gure, deux imagessur une troi-
si�emeet sur la deuxi�eme�gure, quatre imagessur une cinqui�eme.

Notons que pour une sc�ene3D, le mosa•�quagen'est th�eoriquement possibleque si le point de
vue n'est pasmodi� �e, c'est-�a-dire si la cam�era n'e�ectue quedesrotations et aucunetranslation,
�a causedes variations de profondeurs et des e�ets de parallaxe. Entre des imagescons�ecutives
dans la s�equence,on pouvait supposer ces e�ets n�egligeables,car le produit de la norme de
la translation (tr �es limit �ee) avec l'amplitude de l'in verse des profondeurs �etait faible. Cepen-
dant, entre des images�eloign�eesdans la s�equence,une telle hypoth�esen'est plus possiblecar la
translation est plus importante. De ce fait, sur les panoramasobtenus, on observe desrecalages
d'images bien ajust�es �a certaines profondeurs de la sc�ene, et d�ecal�es �a d'autres. N�eanmoins,
la sc�ene �lm �ee �etant su�sammen t plane, nous obtenons des vues panoramiquesint�eressantes,
o�ran t une plus grande perspective de la sc�ene.
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Figure 3.9: En haut, les images20, 35 et 50 de la s�equence du bureau et au-dessous,la vue
reconstruite du point de vue de l'image 35.
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Figure 3.10: En haut, les images 10, 30, 60, 70 et 80 de la s�equence. En bas, le panorama
construit du point de vue de l'image 60.
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3.5 Limites du cadre d'application

3.5.1 Profondeur de la sc�ene

Nous illustrons ici l'in
uence des variations relatives des profondeurs de la sc�ene3D �lm �ee
sur les r�esultats obtenus par notre m�ethode d'estimation de mouvement. Pour une sc�ene tridi-
mensionnelledonn�ee,plus la cam�era est �eloign�eeet moins les variations de profondeursalt�erent
l'estimation car on peut alors plus facilement approximer la sc�enepar un plan orthogonal �a l'axe
optique.

L'in
uence de la distancede la cam�era �a la sc�eneest illustr �eepar l'estimation du mouvement
d'une cam�era sur dess�equencessynth�etiquesd'images de sc�enes3D issuesde l'ensemble SOFA
(Sequencesfor Optical Flow Analysis). C'est un ensemble de s�equencescon�cuespar le groupe
de vision par ordinateur de l'univ ersit�e d'Heriot-Watt pour tester les applications en analysede
mouvement. Chaque s�equenceest fournie avec les param�etres intrins�equeset extrins�equeset le
mouvement de la cam�era. Nous utilisons les s�equences5 et 6 de cet ensemble; les mouvements
de la cam�era sont tr �es simples : une translation de direction k pour SOFA5 et une rotation
d'axe k suivie d'une translation de direction k pour SOFA6. La sc�ene �lm �ee est constitu�ee de
quatre cylindres empil�es plac�es sur un fond textur �e. Les �gures (3.11) et (3.12) montrent les
deux premi�ereset les deux derni�eres imagesde chaque s�equence. Le tableau (3.4) pr�eciseles

Figure 3.11: En haut, les deux premi�eres images de la s�equence SOFA5 et en bas, les deux
derni�eres.
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Figure 3.12: En haut, les deux premi�eres images de la s�equence SOFA6 et en bas, les deux
derni�eres.

di� �erences1=Z inf � 1=Zsup en unit �esde longueur focaleau coursdess�equencesSOFA5 et SOFA6,

ainsi que la quantit �e
�

1
Z inf

� 1
Zsup

�
ktk (L +1) Gmax

2 . Plus cette quantit �e est faible et plus on se
rapproche du cadre d'application de la m�ethode. Comme la cam�era s'approche de la sc�ene, les
di� �erencesaugmentent au cours du temps. Notons qu'on a L = 0:83f c, ce qui �equivaut �a un
angle de vue �egal �a 45� .

1
Z inf

�
1

Zsup

�
1

Z inf
�

1
Zsup

�
ktk

(L + 1) Gmax

2

Image 1 0.0062 0.0076
Image 10 0.0112 0.0137
Image 20 0.0293 0.0357

Tablea u 3.4: Variations relatives de l'inverse des profondeurs dans les s�equences SOFA5 et
SOFA6. Les profondeursZ inf et Zsup sont exprim�eesen unit �esde longueur focale dans le rep�ere
associ�e �a la cam�era lors de l'acquisition des images. Les quantit�es ktk et L sont �egalement
exprim�eesen unit �es de longueur focale.
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Les tableaux (3.5) et (3.6) fournissent les erreurs d'estimation du mouvement entre des
imagescons�ecutives, au d�ebut, au milieu et �a la �n de chaque s�equence.La m�ethode utilis �ee
pour estimer le mouvement est la mêmeque celle utilis �eepr�ec�edemment : on ne supposeaucun
type de mouvement a priori. Tout au long de la s�equenceSOFA5, la direction de la translation

Erreur Erreur
direction de angle de

la translation rotation
Entre les

images1 et 2 0.12� 0.0005�

Entre les
images10 et 11 0.17� 0.0018�

Entre les
images19 et 20 0.55� 0.019�

Erreurs
moyennes 0.42� 0.014�

Tablea u 3.5: Erreurs d'estimation sur la s�equence SOFA5, comportant 20 images.Le mouve-
ment est constant sur la s�equence : c'est une translation de direction k (la cam�era s'approche de
la sc�ene).

Erreur Erreur Erreur angle
direction de direction axe de rotation

la translation de rotation absolue relative
Entre les

images1 et 2 0.23� 0.001� 0.051� 2.5%
Entre les

images10 et 11 0.38� 0.491� 0.068� 3.4%
Entre les

images19 et 20 0.97� 1.08� 0.094� 4.7%
Erreurs

moyennes 0.39� 0.269� 0.069� 3.4%

Tablea u 3.6: Erreurs d'estimation sur la s�equence SOFA6, comportant 20 images.Le mouve-
ment est constant sur la s�equence : une translation de direction k (la cam�era s'approche de la
sc�ene) et une rotation d'axe k et d'angle 2� .

est tr �es bien estim�ee,beaucoupmieux que sur les s�equencessynth�etiquesdu paragraphe3.2.1.
Ceci est imputable �a la simplicit �e du mouvement et en particulier �a la �xit �e de l'axe optique. On
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observe cependant que lorsqu'on serapproche de la sc�ene,l'erreur d'estimation de la translation
augmente l�eg�erement, et avec elle l'angle de la rotation estim�ee (qui devrait être nul). Sur la
s�equenceSOFA6, la direction de la translation est toujours tr �es bien estim�ee; en revanche, les
erreurssur l'estimation de la direction de l'axe derotation et de l'angle de la rotation augmentent
signi�cativ ement �a mesureque la cam�era serapproche descylindres.

Bien que les erreurs augmentent lorsqu'on se rapproche de la sc�ene (car on s'�eloigne du
contexte dans lequel nous avons travaill�e), la m�ethode mise au point permet de conclure pour
desmouvements simples(notamment lorsque l'axe optique est �xe) mêmedans descassortant
du cadre d'application.

3.5.2 Ob jet en mouv ement dans la sc�ene

La m�ethode d'estimation propos�ee s'applique au cas d'une cam�era en mouvement dans un
environnement statique. N�eanmoins,si un objet a un mouvement propre dans la sc�ene,et si sa
taille est limit �eerelativement �a celle de l'image, le mouvement de la cam�era peut être correcte-
ment estim�e. Ceci est rendu possiblepar la globalit�e de la m�ethode : les informations en tous
les points desimagessont prisesen compte lors de la minimisation via le M-estimateur.

La robustessede la m�ethode au mouvement propre d'un objet est illustr �ee dans le tableau
(3.7). Nousavonsestim�e le mouvement dela cam�erasur la s�equence\Street" disponible �a l'adresse
www.cs.otago.ac.nz/ re search /vi si on/ Research/Optic alF lo w/opti cal fl ow.html . Danscet-
te s�equence,la cam�era a un mouvement de rotation autour de l'axe i (soit (CX )) et suit une
voiture en mouvement. Deux imagesissuesdu �lm sont pr�esent�eessur la �gure (3.13). On sup-

Figure 3.13: Images5 et 15 issuesde la s�equence\Str eet". La s�equence comporte 20 imagesde
dimensions200� 200. Lesmouvementsobserv�essur les imagesont deuxsources : le mouvement
propre de la voiture et le mouvementde la cam�era (qui e�ectue une rotation d'axe i ).

pose l'angle de vue �egal �a 60� . Le tableau (3.7) pr�esente l'erreur d'estimation relative �a l'axe
de la rotation ainsi que l'angle de rotation entre chaque couple d'images. L'angle de rotation
est d'ordre 0:2, valeur signi�cativ ement sup�erieure �a l'erreur moyennecalcul�ee sur la s�equence
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synth�etique dans le tableau (3.1), ce qui permet de consid�erer la rotation comme signi�cativ e.
L'axe de la rotation estim�e est l'axe i �a quelquesdegr�espr�es(de 1 �a 4). L'estimation de l'axe de
rotation estdonccorrecteet stable; notre m�ethode s'appliquemalgr�e l'ob jet en mouvement. Ceci
est rendu possiblepar la taille limit �eede la voiture qui occupe une surfacemaximale d'environ
5% de chaque image.

Avecdeslongueursfocalesdi� �erentes, lesr�esultats sont tr �esproches; l'erreur sur la direction
de l'axe de rotation diminue de 0:3� en moyennepour un anglede vue �egal �a 90� et augmente de
0:1� pour un angle de vue de 45� . Quant �a l'angle de rotation estim�e, il est d'ordre 0:1� et 0:3� ,
respectivement pour un angle de vue �egal �a 90� et 45� . Ceci n'est pas surprenant car l'angle de
rotation autour de i vaut � = f c

p
q2

1 + q2
2 : la valeur de l'angle estim�e augmente donc avec la

valeur de la longueur focale.

3.6 Autres m�etho des

L'ob jectif de l' �etude propos�ee dans ce chapitre �etait d'utiliser l'approximation quadratique
de la d�eformation  pour estimer un mouvement de cam�era, sur des s�equencessynth�etiques
et r�eelles.Nous avons �etudi�e et test�e di� �erentes m�ethodes bas�ees sur l'approximation de la
d�eformation entre deux imagescons�ecutivesavant dechoisir la m�ethodequenousavonspr�esent�ee
ci-avant. Ici, nousen d�ecrivons deux que, pour desraisonsexplicit �eesci-apr�es,nous n'avonspas
retenues.

3.6.1 R�egression multilin �eaire sur le 
ot optique

L'id �eeest ici d'utiliser l'approximation quadratique desd�eformations, non plus directement
sur le contenu desimagesf et g mais sur le 
ot optique entre cesimages.Cette m�ethode n�ecessite
donc le calcul du 
ot optique, e�ectu �e par la m�ethode de Weickert et Schn•orr [74].

Une fois que l'on dispose du 
ot optique, il est asseznaturel de vouloir obtenir les esti-
mateurs des moindres carr�es des param�etres �a partir de l'approximation du 
ot, lin�eaire en
(� ; A; B ; C; � cos� ; � sin � ). Soit u(x; y) le vecteur de 
ot calcul�e au point (x; y). En posant
� = � cos� et � = � sin � , on a l'approximation suivante,

u(x; y) =

 
u1(x; y)
u2(x; y)

!

'

 
� Cx + A + � y + �xy � � (x2 + 1)
� Cy + B � � x + � (y2 + 1) � � xy

!

:

A�n d'utiliser toute l'information disponible, on minimise l'erreur quadratique

E(� ; A; B ; C; �; � ) =
X

(x;y )2 f

h�
u1(x; y) � (� Cx + A + � y + �xy � � (x2 + 1))

� 2

+
�
u2(x; y) � (� Cy + B � � x + � (y2 + 1) � � xy)

� 2
i
:

Pour cela, on e�ectue une r�egressionmultilin �eaire sur les param�etres � , A, B , C, � et � . En
d�erivant E en les six param�etres et en mettant les d�eriv�ees�a 0, on obtient un syst�eme de six



3.6. Autres m�ethodes 119

Mouvement Erreur direction axe Angle de
de rotation rotation

1 2.9� 0.20�

2 3.1� 0.20�

3 2.7� 0.21�

4 0.8� 0.20�

5 2.8� 0.21�

6 2.7� 0.21�

7 0.9� 0.21�

8 2.9� 0.20�

9 2.9� 0.20�

10 3.6� 0.20�

11 2.9� 0.20�

12 0.6� 0.21�

13 3.2� 0.20�

14 2.7� 0.21�

15 2.9� 0.20�

16 1.4� 0.19�

17 3.2� 0.18�

18 3.1� 0.21�

19 2.8� 0.21�

Moyenne 2.5� 0.20�

Tablea u 3.7: Erreur d'estimation sur la direction de l'axe de rotation et angle de rotation
estim�e sur la s�equence \Str eet" de 20 images.

�equations �a six inconnues. La r�esolution du syst�eme conduit �a des formules ferm�eespour les
estimateurs dessix param�etres.

Le calcul du 
ot optique est assezcôuteux en temps de calcul. Mais une fois le 
ot optique
estim�e, cette m�ethode a l'avantage d'être tr �es rapide. Elle donne de tr �es bons r�esultats sur
des 
ots optiques synth�etiques. Comme toute m�ethode de r�egression,elle est robuste �a l'a jout
de bruit gaussiensur les composantes du 
ot et plus sensible�a l'a jout de bruit impulsionnel.
Malheureusement, sur des s�equencesr�eelles, l'estimation du 
ot optique sur l'image enti �ere
pr�esente trop de valeurs aberrantes pour que la m�ethode fournisse de bons r�esultats. Sur des
s�equencesr�eelleset avec un 
ot optique estim�e, la m�ethode utilisant directement le contenu des
imagesdonne de bien meilleurs r�esultats.
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3.6.2 Estimation de la similitude et ra�nemen t

Nous avonspr�esent�e une variante de cette m�ethode dans [37]. Rappelonsl'approximation du

ot optique exprim�ee en pixels sur l'image, pour un mouvement de cam�era petit, un angle de
vue inf�erieur �a 150� et une amplitude des variations des inversesdes profondeurs de la sc�ene

limit �ee

 
x0� x
y0� y

!

'

f c

 
A � � sin �
B + � cos�

!

+

 
� C �
� � � C

!  
x
y

!

+
1
f c

 
� � sin � � cos� 0

0 � � sin � � cos�

!
0

B
@

x2

xy
y2

1

C
A :

Compte-tenu des valeurs prises par les six param�etres (chapitre 2, tableau 2.1), le centre de
l'image f , correspondant �a desvaleursde x et y d'ordre 1 ou 10, est principalement d�eform�e par
la composante a�ne de l'approximation tandis que la composante quadratique n'in tervient que
lorsque l'un des termes xy, x2 ou y2 est au moins d'ordre 103. Cette remarque est �a la basede
la m�ethode pr�esent�ee ici. L'estimation est r�ealis�ee en deux temps : les quatre param�etres de la
d�eformation a�ne d'abord (qui est en fait une similitude) puis les deux param�etres � et � de la
rotation \purement" projective.

La premi�ere estimation est e�ectu �ee �a partir des centres des imagesf et g, principalement
d�eform�espar la similitude de param�etres de translation f c(A � � sin � ), f c(B + � cos� ), de rap-

port d'homoth�etie
p

� 2 + C2 et d'angle de rotation arccos
�

� Cp
C2+ � 2

�
sgn(� � ). Nous avons

exp�eriment�e deux techniquesd'estimation de similitude. L'algorithme de PascalMonasse,d�ecrit
dans [12, 48] consiste�a apparier les ensembles de niveau des imagesextraites puis �a faire voter
chaqueappariement pour une similitude. Les ensemblesde niveau (plus exactement, lescompo-
santes connexesdesensembles de niveau dont les\trous" ont �et�e remplis) sont appari�es�a partir
de vecteurs caract�eristiques dont les composantes sont invariantes par similitude. Ces compo-
santes sont construites en pratique �a partir desmoments d'ordre 0 �a 3 desensembles de niveau.
La similitude estim�eeest celleayant re�cu le plus grand nombre de votes.La deuxi�emetechnique
exp�eriment�ee est la m�ethode d'Odobez et Bouth�emy avec le mod�ele �a 4 param�etres adapt�e �a
l'estimation d'homoth�etie translation et de rotation plane. Les r�esultats desdeux m�ethodessont
comparablesmais le côut de calcul de l'appariement desensemblesde niveauest nettement plus
�elev�e que celui du logiciel Motion2D ; c'est pourquoi on choisit cette deuxi�emesolution.

La deuxi�eme�etape consiste�a estimer lesparam�etres� et � de la rotation R � ;� . On estimeces
deux angles�a partir du 
ot optique V mesur�e entre les imagesf et g. On r�e�ecrit l'approximation
du 
ot V ,

V (x; y) ' Vs(x; y) + Vp(x; y)

o�u Vs est le 
ot g�en�er�e par la similitude et Vp correspond �a la composante quadratique de
l'approximation. �A ce stade de l'algorithme, on connâ�t une estimation des param�etres de la
similitude ŝ et on peut donc calculer le 
ot optique Vŝ g�en�er�e par celle-ci. On en d�eduit que
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la di� �erencedes 
ots V � Vŝ est due �a la composante quadratique Vp. On note cette di� �erence

V � Vŝ = Vp̂ =
�

V 1
p̂ ; V 2

p̂

�
. CommeVp(x; y) est lin�eaireen (� sin � =f c; � cos� =f c), on peut estimer

par r�egressionlin�eaire les param�etres � = � cos� =f c et � = � sin � =f c en minimisant

X

(x;y )2 f

h�
V 1

p̂ (x; y) � (� � x2 + �xy )
� 2

+
�
V 2

p̂ (x; y) � (� � xy + �y 2)
� 2

i
:

Cette �etape peut être interpr�et�eecommele ra�nemen t de l'estimation, permettant d'ajuster la
d�eformation aux bords de l'image. En e�et, la d�eformation au centre de l'image est d�ej�a globale-
ment estim�eepar la similitude. La d�etermination de � et � ajuste le \recalage" en p�eriph�erie de
l'image f sur l'image g donn�ee. �A partir desestimations de � , � , desparam�etresde la similitude
et de la connaissancede la longueur focale, on d�eduit le mouvement de la cam�era estim�e.

Cette m�ethode est une hybride desdeux autres m�ethodes pr�esent�ees,utilisant la technique
d'estimation d'Odobez et Bouth�emy sur le contenu desimagespour estimer la similitude d'une
part, mettant en oeuvre une r�egressionlin�eaire sur le 
ot optique d'autre part. Les r�esultats
obtenus par cette m�ethode sont nettement moins bons que ceux fournis par la m�ethode retenue
(tableau 3.8), du fait du biais introduit par la successiond'estimations des param�etres et de
l'utilisation du 
ot optique qui, s'il est calcul�e sur la s�equence,pr�esente un bruit important.
De plus, l' �etape de calcul du 
ot optique, par la m�ethode de Weickert et Schn•orr par exemple,
allonge consid�erablement le temps de calcul global de la m�ethode.

Dans la litt �erature, Irani, Roussoet Peleg ont une approche comparable dans [36]. Ils es-
timent un mouvement 2D entre deux images et utilisent le 
ot r�esiduel pour en d�eduire une
partie du mouvement de la cam�era. Plus pr�ecis�ement, ils d�etectent d'abord une r�egionplane de
l'image puis, avec le 
ot optique calcul�e, estiment le mouvement param�etrique 2D de la r�egion,
suivant le mod�ele quadratique associ�e �a la forme bilin �eaire (1.9). Un nouveau 
ot est alors cal-
cul�e en soustrayant au 
ot optique initial le 
ot g�en�er�e par le mouvement 2D. La composante
rotationnelle est absente de ce
ot r�esiduelcar la rotation agit sur lespoints desimagesind�epen-
damment desprofondeursdespoints 3D projet�es.Les vecteursdu 
ot r�esiduelsont donc dirig�es
vers ou envers le foyer d'expansion, ce qui permet de d�eduire la direction de la translation. La
rotation est ensuite calcul�ee �a partir des param�etres du mouvement 2D estim�e de la r�egion et
de la translation.

3.6.3 Comparaison avec la m�etho de reten ue

Le tableau (3.8) pr�esente les estimations desmouvements de cam�era sur le �lm d�ej�a utilis �e
dans la partie 3.2.1. Nous avons cr�e�e ce �lm en d�eformant une image �a partir de mouvements
al�eatoires,c'est-�a-dire d'ensemblesdesix param�etresv�eri�an t lesordresdegrandeurdonn�esdans
le tableau (2.1). L'angle de vue est �egal �a 90� . Leserreursmoyennesd'estimation du mouvement
sur les 200 imagespar les trois m�ethodessont donn�ees.

La m�ethode de r�egressionlin�eairesur le 
ot optique th�eoriquefournit lesmeilleurs r�esultats;
cependant, on disposerarement de cette donn�ee(on en disposesi l'on connâ�t d�ej�a le mouvement
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Erreur Erreur Erreur angle
direction de direction axe de rotation

la translation de rotation absolue relative
R�egressionlin�eaire
sur le 
ot optique 8.2� 20� 0.001� 0.09%

th�eorique
R�egressionlin�eaire
sur le 
ot optique 56.4� 59.5� 1.47� 96.7%

calcul�e par W. et S.
Estimation de
similitude et 14.5� 27.1� 0.07� 4.6%
ra�nemen t

M�ethode retenue 9.7� 17.3� 0.03� 2.2%

Tablea u 3.8: R�esultatsdesestimations du mouvementde la cam�era sur la s�equence synth�etique
comportant 200 imagespar la m�ethodeder�egressionlin�eaire sur le 
ot optiqueth�eorique,puis sur
le 
ot estim�e par la m�ethode de Weickert et Schn•orr, par la m�ethode estimant une similitude puis
les param�etres de la rotation \pur ement" projective et en�n par la m�ethode retenue(estimation
directe �a partir des imagespar la m�ethode d'Odobez et Bouth�emy). Les erreurs donn�eesdans le
tableau sont les erreurs moyennescalcul�eessur les 199 estimations.

de la cam�era!). Les r�esultats obtenus par cette même m�ethode sur le 
ot optique calcul�e par
la m�ethode de Weickert et Schn•orr sur la s�equence,sont beaucoup trop impr�ecis pour être
utilisables. En particulier, l'erreur sur l'angle derotation est tr �esimportante ; ceciestdû au calcul
desvecteursde 
ot, de norme tr �esinf�erieure�a celledu d�eplacement r�eel.On obtient de meilleurs
r�esultats avec la m�ethode estimant la similitude puis les param�etres � et � ; ils sont cependant
moins pr�ecis que ceux donn�es par la m�ethode d'Odobez et Bouth�emy appliqu�ee directement
sur les imageset estimant les param�etres de l'approximation quadratique desd�eplacements des
points.

Nous avons donc retenu cette derni�ere m�ethode pour l'estimation du mouvement d'une ca-
m�era, car non seulement elle donne de meilleurs r�esultats que lesdeux autres mais elle est aussi
plus rapide. En e�et, c'est une m�ethode directe qui ne n�ecessiteni le calcul du 
ot optique
ni la mise en correspondancedes points, ce qui limite le côut global de calcul ; �a cet avantage
s'ajoute l'impl �ementation par un sch�emamultir �esolutionqui augmente la vitessed'ex�ecution. De
plus, nous avons vu qu'elle fournissait de bons r�esultats sur les donn�eesbruit �eescar elle utilise
des estimateurs robustes. En�n, les r�esultats obtenus sont bons, aussi bien sur des s�equences
synth�etiquesque sur dess�equencesr�eelles.
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3.7 Conclusion

Dans cechapitre, nousavonspropos�e une m�ethode d'estimation d'un mouvement de cam�era
entre deux imagescons�ecutivesd'une s�equence,dansle caso�u, t �etant la translation de la cam�era,
Z la profondeur de la sc�ene et L la plus grande dimension des images,exprim�eesen unit �es de
longueur focale, �

1
Z inf

�
1

Zsup

�
ktk (L + 1) Gmax < 2"

pour " < 10� 2. La d�etermination du mouvement est bas�eesur le d�eveloppement quadratique en
(x; y) de la d�eformation entre deux imagesobtenu dans le chapitre pr�ec�edent. En composant les
d�eformations estim�eesdans le groupe desrecalages,on acc�edeau mouvement entre des images
�eloign�eesdans la s�equence,ce qui nous a permis de pr�esenter desr�esultats de mosa•�quagedans
ce chapitre. Au prix d'un cadre d'application en th�eorie assezrestrictif, la m�ethode propos�ee
est tr �es rapide et robuste, grâce �a l'utilisation du logiciel Motion2D, adapt�e �a notre mod�ele �a
six param�etres. Pour que la m�ethode s'applique, il faut th�eoriquement que la sc�ene �lm �ee soit
plane et orthogonale �a l'axe optique mais en pratique, si la condition donn�ee sur Z , L et t
donn�eeci-avant est v�eri� �ee,le mouvement est bien estim�e. La borne sup�erieure10� 2 peut même
être l�eg�erement d�epass�ee car comme la m�ethode est globale, les di� �erencesde profondeurs se
compensent.

Cette m�ethode pr�esente les avantages inh�erents aux m�ethodes directes : elle ne n�ecessiteni
calcul de 
ot optique ni appariement de points pr�ealablement �a son application et elle utilise
l'information en tous les points des deux images consid�er�ees; grâce �a cette globalit�e, la m�e-
thode est robuste �a la pr�esenced'un objet en mouvement propre dans la sc�ene(de taille limit �ee
relativement aux dimensionsdes images). Compar�ee �a d'autres m�ethodes directes, elle estime
simultan�ement et rapidement tous les param�etres du mouvement de la cam�era.
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Chapitre 4

Estimation it �erativ e des profondeurs
et du mouv ement de la cam�era

Nous utilisons l'estimation du mouvement d'une cam�era pr�esent�ee dans le chapitre pr�ec�e-
dent pour obtenir une carte des profondeurs de la sc�ene �lm �ee.Pour cela, nous appliquons un
algorithme probabiliste, appel�e Belief Propagation, d�ej�a utilis �e en st�er�eovision sur des images
recti� �ees.Ici, la Belief Propagation est mise en oeuvre directement, sansrecti�cation, �a partir
de deux imagescons�ecutivesd'une s�equencesur laquelleon a estim�e le mouvement de la cam�era.
Ce mouvement estim�e sert d'initialisation �a la carte desprofondeursde la sc�ene, fournissant en
chaque pixel une distribution de probabilit �e sur les profondeurs relatives du point projet�e en
ce pixel. �A partir des profondeurs estim�ees,on d�etermine le mouvement de la cam�era sur des
zonesde profondeurs voisines,ce qui conduit �a une estimation plus pr�ecise.Ce proc�ed�e it �eratif
permet d'�etendre le cadre d'estimation d�e�ni dans le chapitre pr�ec�edent, c'est-�a-dire d'estimer
le mouvement mêmesi les variations de profondeurssont importantes.

4.1 Pr �esentation de l'algorithme de Belief Propagation

La m�ethode appel�ee Belief Propagation par Pearl dans [55], est une m�ethode g�en�erale per-
mettant de r�esoudredes probl�emesd'inf �erencedans des domainesaussi vari�es que la physique
statistique, l'in telligence arti�cielle, le d�ecodage des codes correcteurs d'erreurs, la vision par
ordinateur... Elle a �et�e d�ecouverte s�epar�ement dans lesdi� �erents domainessouslesnomsd'algo-
rithme de Viterbi, algorithme de d�ecodageit �eratif pour les codesde Gallager et les turb ocodes,
approche par matrice de transfert en physique... et algorithme de Belief Propagation de Pearl
pour les r�eseauxbay�esiens.Cette technique de r�esolution s'applique d�es que le probl�eme peut
être repr�esent�e par un mod�elegraphique, c'est-�a-dire un ensemble de noeudsayant desrelations
entre eux; l' �etat le plus probable de cesnoeudsest alors recherch�e.

125
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4.1.1 Mo d�elisation mark ovienne d'une image

L'image est constitu�ee d'un ensemble �ni S de sites s, correspondant aux pixels. �A chaque
site, est associ�e un descripteur, qui peut être un niveaude gris, un label dans le casd'une image
segment�eeou une donn�eeplus complexe.L'id �eesous-jacente de la mod�elisation probabiliste de
l'image estquele descripteurd'un site n'est passigni�catif en lui-mêmemaisdanssesinteractions
aveclesdescripteursdessitesvoisins.C'est pourquoi on associe �a un ensemble desitesun syst�eme
de voisinage.

D �e�nition 4.1 { Un syst�eme de voisinage � sur un ensemblede sites S est une collection
de sous-ensembles(� s)s2 S de S v�eri�ant

{ s =2 � s

{ t 2 � s ) s 2 � t :

Les syst�emesde voisinageles plus souvent utilis �essont la 4-connexit�e et la 8-connexit�e : un
site a alors 4 ou 8 voisins, comme illustr �e sur les �gures (4.1) et (4.2). �A partir d'un syst�eme
de voisinage,on d�eduit un syst�eme de cliques. Une clique est soit un singleton de S, soit un
ensemble de sites tous voisins entre eux.
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Figure 4.1: Le syst�eme de voisinage induit par la 4-connexit�e et les trois types de cliques
associ�ees.
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Figure 4.2: Le syst�eme de voisinage induit par la 8-connexit�e et les dix types de cliquesasso-
ci�ees.

Les interactions localesentre sites voisins s'expriment sousla forme de potentiels de clique.
L' �energieglobale U de l'image est la sommedes�energiesde l'ensemble C descliquesde l'image

U =
X

c2C

Uc
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et l' �energieen un site s est la sommedes�energiesdescliquesauquellesle site appartient

Us =
X

c2C tq s2 c

Uc:

Pour d�e�nir leschampsdeMarkov, on consid�ereuneimagex commela r�ealisationd'un champ
al�eatoire X. On note X = f Xs; s 2 Sg le champ al�eatoire, x = f xs; s 2 Sg une r�ealisation et E
l'ensemble desvaleurs prisespar les variables al�eatoiresXs. Ainsi, P(Xs = xs) est la probabilit �e
que la valeur du descripteur au site s soit xs et P(X = x) est la probabilit �e d'observer l'image
x. Le lien entre le descripteur en un site s et le reste de l'image est mesur�e par la probabilit �e
conditionnelle

P(Xs = xsjXs = xs) o�u Xs = f Xt ; t 2 S; t 6= sg:

D �e�nition 4.2 { Soit un syst�eme de voisinage � . Un champ al�eatoire X de tail le N est un
champ de Markov pour le voisinage� si et seulementsi

8
><

>:

8xs 2 E; P(Xs = xsjXs = xs) = P(Xs = xsjXt = xt ; t 2 � s)

8x 2 E N ; P(X= x) > 0:

Ainsi, un champ al�eatoire X est un champ de Markov pour un voisinage� si aucune con�-
guration n'est interdite et si la probabilit �e conditionnelle locale en un site n'est fonction que
de la con�guration du voisinagedu site consid�er�e. Sur des domainesborn�es, tous les champs
al�eatoiressont �evidemment markoviens pour un voisinagesu�sammen t grand. Mais l'in t�er̂et de
cette mod�elisation tient justement aux champs de Markov associ�es �a des voisinagesrestreints,
permettant de r�ealiserdescalculsrapides; la plupart desimagesnaturelles ou textur �eesv�eri�en t
l'hypoth�esemarkovienne pour desvoisinagestels que la 4 ou la 8-connexit�e.

LeschampsdeMarkov associ�esau syst�emedevoisinagedela 4-connexit�esont appel�eschamps
de Markov d'ordre 1. Ils fournissent des mod�elesth�eoriquesparticuli �erement int�eressants pour
certains probl�emesde vision par ordinateur [20]. Dans cesprobl�emes,on veut le plus souvent
inf�erer une r�ealisation cach�eed'un champ de Markov.

4.1.2 Probl �eme d'inf �erence dans un cadre bay�esien

Les probl�emesd'inf �erencesont pos�es en cestermes : on disposed'une observation y sur un
ensemble de sites S. On note y = f ys; s 2 Sg l'image observ�ee et on souhaite d�eterminer une
image inconnue x = f xs; s 2 Sg. L'image x est consid�er�ee comme la r�ealisation d'un champ
al�eatoire X et l'image y celle d'un champ al�eatoire Y. Le champ Y d�epend de X �a travers une
probabilit �e conditionnelle connue P(Y= yjX= x).

La restauration bay�esiennede l'image x est bas�eesur la probabilit �e a posteriori

P(X= xjY= y) / P(X= x)P(Y= yjX= x):
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L'estimateur x̂ maximisant cette probabilit �e est appel�e estimateur du maximum a posteriori
(MAP). Deux hypoth�esessont classiquement ajout �ees; d'une part, le champ X est suppos�e mar-
kovien pour un syst�emede voisinage� (le plus souvent la 4-connexit�e pour les images),d'autre
part, sachant X= x, lesvariablesal�eatoiresYs sont suppos�eesind�ependantes et de loi condition-
nelle ne d�ependant que de la r�ealisation xs, c'est-�a-dire

P(Y= yjX= x) =
Y

s2 S

P(Ys = ysjXs = xs)

=
Y

s2 S

� (xs; ys)

La �gure (4.3) illustre le probl�eme�a r�esoudrecompte-tenu de ceshypoth�eses,dans le casd'un
champ X markovien pour la 4-connexit�e.

Figure 4.3: Repr�esentation du probl�eme d'inf �erence dans les champsde Markov d'ordre 1. Les
ronds noirs sont les informations ys observ�eeset les ronds blancs les valeurs xs �a estimer. Les
traits repr�esentent les interactions entre les sites.

4.1.3 Description de la Belief Propagation

L'algorithme de Belief Propagation n�ecessitela connaissancede la fonction � et la d�e�nition
de la compatibilit �e entre les sites voisins du champ de Markov X, c'est-�a-dire les �energiesdes
cliquesd'ordre 2 pour la 4-connexit�e. La connaissancea priori sur le champ X s'�ecrit

P(X= x) =
Y

s2 S; t2 � s

 st (xs; xt ):

La fonction  st est une matrice carr�ee de taille jE j � jE j. Si la compatibilit �e est identique en
toutes lespairesdesites, ind�ependamment de leur localisation sur l'image, lesmatrices  st seront
toutes �egales.La probabilit �e a posteriori s'�ecrit maintenant

P(X = xjY= y) /
Y

s2 S; t2 � s

 st (xs; xt )
Y

s2 S

� (xs; ys):
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Le choix desfonctions  st permet d'imp osercertainespropri �et�es,de r�egularit�e par exemple,au
champ X et celui de � caract�erise l'attac he aux donn�eesy.

La m�ethode de Belief Propagation consiste �a faire circuler des messageslocaux entre sites
voisins,permettant de propagerdesinformations danstoute l'image. Un messageestenvoy�ed'un
site s �a un site t voisin, concernant le descripteur x t du site t. Ce message,not�e mst , est une
distribution de probabilit �e sur les valeurs x t , il est donc repr�esent�e par un vecteur de longueur
jE j. Au d�epart, lesmessagessont initialis �espar desdistributions uniformes sur E. Il existe deux
versionsde l'algorithme de Belief Propagation, correspondant �a deux m�ethodesde mises�a jour
desmessages: la version\somme-produit"

mst (xt ) = C
X

xs 2 E

0

@ st (xs; xt ) � (xs; ys)
Y

u2 � s nf tg

mus(xs)

1

A

et la version\max-pro duit"

mst (xt ) = C max
xs 2 E

0

@ st (xs; xt ) � (xs; ys)
Y

u2 � s nf tg

mus(xs)

1

A

o�u C est une constante de normalisation, telle que
P

xt 2 E mst (xt ) = 1. La �gure (4.4) illustre
les deux mani�eresde calculer les messages.PSfrag replacements

s s tt

X

xs

max
xs

Figure 4.4: Versions "somme-produit" et \max-produit" de mise �a jour du messagem st .

�A partir des messages,on d�e�nit une croyance pour chaque site s, distribution de probabilit �e
sur E . Elle est proportionnelle au produit de la �abilit �e de l'observation avec tous les messages
re�cus au site s

bs(xs) = C0� (xs; ys)
Y

u2 � s

mus(xs)

o�u C0 est une constante de normalisation, telle que
P

xs 2 E bs(xs) = 1.
�A chaquesite, sont donc associ�es4 messagesdestin�esaux sites voisins et une croyance,tous

sousforme de distributions de probabilit �e. L'algorithme dans sa version\max-pro duit" , pour T
it �erations, est pr�esent�e sur la �gure (4.5). �A l'issue des T it �erations, l'algorithme fournit donc
une distribution de probabilit �e sur lesvaleursde E en chaquesite de l'image cherch�ee.On choisit
alors pour un site s la valeur

x̂s = argmax
xs

bs(xs):
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1. Initialisation desmessages

8s 2 S; 8t 2 � s; 8xt 2 E; m0
st (xt ) =

1
jE j

2. Mise �a jour desmessages(T it �erations)
pour i = 1 : T

8s 2 S; 8t 2 � s; 8xt 2 E;

mi
st (x t ) = C max

xs 2 E

0

@ st (xs; xt ) � (xs; ys)
Y

u2 � s nf tg

mi � 1
us (xs)

1

A

3. Calcul descroyances

bs(xs) = C0� (xs; ys)
Y

u2 � s

mT
us(xs)

Figure 4.5: Algorithme de Belief Propagation dans sa version\max-produit" pour T it �erations.

L'impl �ementation basiquede l'algorithme, dans sa version\max-pro duit" , a une complexit�e
en O(PjE j2T) o�u P est le nombre de sites de l'image et T est le nombre de mises �a jour
des messages.Il est cependant possible de diminuer substanciellement le temps de calcul en
combinant plusieurstechniques,notamment multi- �echelle,non d�evelopp�eesici (ellessont d�ecrites
par Felzenszwalb et Huttenlo cher dans[17]). Ceci est primordial lorsquel'on a un large ensemble
de valeursde descripteurs.A�n d'obtenir une convergencerapide, on peut aussiacc�el�erer la mise
�a jour des messages.Dans [68], Tappen et Freeman proposent de propager les messagesdans
une direction et d'utiliser la mise �a jour du site s � 1 pour mettre �a jour le site s. Ainsi, un site
s peut transmettre une information �a un site s + k en une seuleit �eration, au lieu de k pour la
mise �a jour synchrone.

4.1.4 Convergence de l'algorithme

L'algorithme de Belief Propagation donne de tr �es bons r�esultats grâce �a la puissancedu
passagedes messageslocaux, permettant de di�user des informations d'un site �a l'autre de
l'image. Mais qu'en est-il de la convergencede l'algorithme ?

4.1.4.1 Version \somme-pro duit"

Pearl [55] puis Weiss[75] ont montr �e que pour un graphesimplement connexede diam�etre d,
l'algorithme de Belief Propagation, dans sa version\somme-produit" , convergeen d it �erations.
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�A la convergence,le vecteur de croyancebs est �egal �a la distribution a posteriori marginale au
site s, c'est-�a-dire, en notant m �

st les messages�a la convergence,

bs(xs) = C � (xs; ys)
Y

u2 � s

m�
us(xs)

=
X

xs 2 E j S j� 1

P(Xs = xs; Xs = xsjY= y)

= P(Xs = xsjY= y):

On peut aussicalculer les distributions jointes a posteriori entre deux sites voisins

bst (xs; xt ) = C  st (xs; xt )� (xs; ys)� (xt ; yt )
Y

u2 � s nf tg

m�
us(xs)

Y

u2 � t nf sg

m�
ut (xt )

= P(Xs = xs; Xt = xt jY = y):

Pour les graphes quelconques,la convergencen'est pas assur�ee mais lorsqu'elle a lieu, les
croyancesbs et bst forment un point critique d'une approximation de l' �energielibre d'un syst�eme,
appel�ee�energielibre de Bethe et d�e�nie par EB ethe (f bs; bst g) =

X

s;t2 S

X

xs ;xt 2 E

bst (xs; xt ) (ln bst (xs; xt ) � ln ( st (xs; xt ) � (xs; ys) � (xt ; yt )) )

�
X

s2 S

(qs � 1)
X

xs 2 E

bs(xs) (ln bs(xs) � ln � (xs; ys))

o�u qs est le nombre de voisins du site s. Ce point est d�evelopp�e par Yedidia, Freemanet Weiss
dans [78].

4.1.4.2 Version \max-pro duit"

Pour un graphe simplement connexe, la version \max-pro duit" de l'algorithme de Belief
Propagation converge vers l'estimateur du maximum a posteriori (Pearl [55]). En e�et, �a la
convergence,

bs(xs) = C max
x

P(X= xjXs = xs; Y = y):

La r�ealisation
x̂ = f x̂s = argmax

xs 2 E
bs(xs); s 2 Sg

maximise la probabilit �e a posteriori P(X= xjY= y). Remarquonsqu'avec la version \somme-
produit" de l'algorithme, on obtient les distributions marginales a posteriori en chaque site,
mais la r�ealisation x̂ qui en r�esulte ne maximise pas forc�ement la probabilit �e a posteriori sur le
graphe.
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Dans le casd'un graphequelconque,l'algorithme danssa version\max-pro duit" ne converge
pas toujours. La pr�esencede boucles dans le graphe peut entra �̂ner la circulation in�nie de
messagesdans ces boucles, emp̂echant la convergencevers un �equilibre stable. On observera
plus loin desstructures en damier, correspondant �a l'oscillation d'un groupe de sites entre deux
�etats. Cependant, lorsqu'il y a convergence,lesr�esultatsproduits sont souvent assezbons,comme
l'illustren t ceux obtenus par Levin, Zomet et Weisspour la s�eparation de mouvements transpa-
rents [41] et lesapplications diverses(restauration, segmentation, super r�esolution...) pr�esent�ees
par Sharondans[62]. Dans [76], Weisset Freemand�emontrent quesi l'algorithme danssaversion
\max-pro duit" convergedans un graphe avec boucles,la solution obtenue x̂ est le maximum de
la probabilit �e a posteriori dansun voisinageparticulier qu'ils appellent \Single Loopsand Trees"
(SLT). Le voisinageSLT d'une con�guration x est d�e�ni comme l'ensemble des con�gurations
ne di� �erant de x que sur descombinaisonsdisjointes d'arbres et de bouclessimples.Ainsi,

8x 2 SLT (x̂); P(X= xjY= y) < P(X= x̂jY= y):

4.1.5 Un exemple d'application de la Belief Propagation : la d�esoccultation

Pour illustrer lesperformancesde la Belief Propagation, nouspr�esentons quelquesexp�eriences
de d�esoccultation d'images par application de la Belief Propagation. Ici, on restaure une image
dont seul un faible pourcentage (10%) des niveaux de gris des pixels est connu. Pour cela, on
utilise une imageinitiale quanti� �ee,ici en 32 niveauxde gris, dont on masqueal�eatoirement 90%
des pixels. Les niveaux de gris de l'image quanti� �ee constituent l'ensemble E. La localisation
despixels manquants est connue et utilis �eepour d�e�nir la fonction � (xs; ys). Plus pr�ecis�ement,
on poss�ededesobservations ys sur certains sites s et on d�e�nit � par

8xs 2 E; � (xs; ys) =

8
>><

>>:

1lxs= ys si ys existe,

1
jE j

si ys n'existe pas.

La fonction de compatibilit �e  doit privil �egier lesniveauxde gris identiques ou prochespour des
sites voisins. Elle est choisie commune �a tous les sites de l'image et est donn�eepar

 (xs; xt ) = (1 � ep) e
�

jxs � xt j
� p + ep

o�u les param�etres ep et � p permettent d'imp oser une r�egularit�e plus ou moins forte. Cette
fonction provient du mod�ele de variation totale de Osher, Rudin et Fatemi [54]. Ces derniers
utilisent la fonction de potentiel � (x) = jxj car elle pr�eserve davantage de discontin uit �esque la
fonction � (x) = x2. Le choix de � p imposeune r�egularit�e plus ou moins forte et le param�etre
ep, qui borne inf�erieurement les valeurs  (xs; xt ), autorise, s'il est important, davantage de
discontin uit �es, correspondants aux contours. Les �gures (4.6) et (4.7) pr�esentent les r�esultats
obtenus par application de la Belief Propagation dans sa version\max-pro duit" sur les images
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La Cornouaille et Mandrille occult�ees�a 90%, pour ep = 0 ou 0:01 et � p = 1 ou 5. Bien que
la transmission d'un messaged'un bord de l'image �a l'autre n�ecessiteN it �erations o�u N est
la largeur de l'image, quelquesit �erations su�sen t ici �a atteindre un �etat stable. Ceci est dû
�a la dispersion uniforme des pixels dont le niveau de gris est connu dans l'image : ceux-ci
conditionnent fortement lesniveauxdegris despixels voisins.Ainsi, tr �esrapidement (une dizaine
d'it �erations), de larges plages de l'image sont remplies et leur niveau de gris n'�evolue plus,
commeillustr �e sur lesdeux �gures (4.6) et (4.7). Le choix de ep et � p est d�eterminant ; la valeur
ep = 0:01 permet d'obtenir descontours plus nets sur les images,c'est le casde la coque et du
mât du bateau sur la �gure (4.6) et les r�esultats sont alors plus contrast�es. Une valeur �elev�ee
de � p lisse l'image obtenue; cet e�et est visible sur la texture du pelagedu mandrille sur la
�gure (4.7). Il n'y a pas de jeu de param�etres optimal pour toute d�esoccultation. Suivant la
nature desimages,on peut pr�ef�erer une image bien segment�ee,ou plus 
oue (par exemplepour
imagestextur �ees).Ainsi, pour l'image La Cornouaille, pr�esentant de grandeszonesuniformes,
lesvaleursep = 0:01 et � p = 5 fournissent de bonsr�esultats : �a partir de l'image occult�ee�a 90%,
on identi�e clairement le bateau, lesmâts, lescordageset on distingue la bou�ee,l'homme �a terre.
Pour l'image Mandrille, plus textur �ee, les param�etres ep = 0 et � p = 1 permettent de retrouver
en partie les textures tout en reconnaissant lesdi� �erentes parties de la t ête, notamment lesyeux
et les narines alors que pour � p = 5, les zonestextur �eessont plus liss�ees.

En�n, dans le casd'occultations plus largesdans l'image, la Belief Propagation fournit aussi
desr�esultats int�eressants ; la version\somme-produit" est alors plus adapt�eequela version\max-
produit" . En e�et, la version\max-pro duit" , en l'absencede donn�eesdans la zone occult�ee, a
tendance�a remplir la zonepar un niveaudegris uniforme (ou desniveauxdegris tr �esvoisins),qui
maximise la probabilit �e a posteriori . En revanche, la version\somme-produit" , qui fait converger
lesdistributions a posteriori marginalesen chaquesite, propagelesdonn�eesde sitesen sitesdans
la zone occult�ee. Sur la �gure (4.8), le d�etail de la bouche de L�ena est occult�e par une t âche
de 60 pixels. Le r�esultat fourni par la Belief Propagation dans sa version\somme-produit" avec
ep = 0:5 et � p = 1 est tout-�a-fait comparable�a ceux obtenus sur la bouche de L�ena par d'autres
m�ethodes de d�esoccultation, comme l'in terpolation jointe des niveaux de gris et des directions
du gradient propos�eepar Ballester, Caselleset Verdera dans [2].

4.2 Application de la Belief Propagation �a l'estimation de pro-
fondeurs

Le probl�emed'estimation desprofondeursd'une sc�ene�a partir de deux vuesde cette sc�ene,
appel�e aussi probl�emed'appariement st�er�eo, est un probl�emedi�cile �a causedes occultations,
du bruit sur les images,desdiscontin uit �esde profondeurs,destextures...

De nombreusesm�ethodesexistent ; Scharstein et Szeliskien proposent une classi�cation dans
[60], bas�eesur les techniquesmisesen oeuvre lors desquatre principales �etapesdesalgorithmes.
La premi�ere est le calcul du côut d'appariement (r�ealis�e en g�en�eral par la di� �erenceabsoluedes
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Figure 4.6: D�esoccultation par Belief Propagation de l'image La Cornouail le. En haut, l'image
initiale et l'image masqu�ee�a 90%, puis lesr�esultatsded�esoccultations obtenusapr�es20 it �erations
de l'algorithme dans sa version \max-produit" , avec sur la colonne de gauche,ep = 0, sur la
colonne de droite, ep = 0:01 et de haut en bas, � p = 1 et 5.
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Figure 4.7: D�esoccultation par Belief Propagation de l'image Mandril le. En haut, l'image ini-
tiale et l'image masqu�ee �a 90%, puis les r�esultats de d�esoccultations obtenusapr�es 20 it �erations
de l'algorithme dans sa version \max-produit" , avec sur la colonne de gauche,ep = 0, sur la
colonne de droite, ep = 0:01 et de haut en bas, � p = 1 et 5.
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Figure 4.8: D�etail de la bouchede L�ena. De gauche�a droite, l'image originale quanti� �eeen 32
niveaux de gris, l'image occult�ee et le r�esultat donn�e par la Belief Propagation, dans sa version
\somme-produit" avec ep = 0:5 et � p = 1.

intensit�esou par la di� �erencedesintensit�esau carr�e), la deuxi�emele calcul du côut d'agr�egation
(sommedescôuts sur unefen̂etre par exemple),la troisi�emele calcul desprofondeurs(en utilisant
ou non une technique d'optimisation, commela programmation dynamique, le recuit simul�e, les
Graph Cuts...) et la quatri �eme le ra�nemen t post-traitement (on peut notamment utiliser un
�ltre m�edian pour supprimer les mauvais appariements de petite taille). Les m�ethodesmisesen
oeuvre �a chaque�etape sont compar�eeset les algorithmes test�es sur une large basede donn�ees.
Il ressort qu'un côut d'appariement robuste, c'est-�a-dire tronqu�e, am�eliore les performancesdes
algorithmes globaux. Il est cependant di�cile de �xer le seuil au-dessusduquel on tronque les
valeurs car la meilleure troncature varie avec chaque paire d'images. De fa�con g�en�erale, les
meilleurs r�esultats sont obtenus lorsque l'on mod�elise l'image des profondeurs par un champ
de Markov et que le probl�eme d'inf �erenceest r�esolu par des techniques de Graph Cuts ou de
Belief Propagation. Les m�ethodesde di�usion et de coop�eration (inspir�eespar desstrat�egiesde
st�er�eovision humaine) fournissent �egalement de bons r�esultats, sauf sur les bords, moins pr�ecis.
En�n, les m�ethodes localessont les moins performantes.

Suite �a cette �evaluation, Tappen et Freemanont compar�e plus pr�ecis�ement dans [68] lesm�e-
thodesde Graph Cuts et de Belief Propagation pour l'appariement st�er�eo.Les r�esultats obtenus
sont tr �es voisins. L'algorithme de Graph Cuts consiste�a repr�esenter le probl�emesousla forme
d'un ensemble de noeuds et d'arêtes orient�eespond�er�eeset �a r�ealiser une coupe du graphe de
côut minimal, correspondant �a la minimisation d'une �energie.Les Graph Cuts fournissent des
solutions plus lisses,d'�energieplus faible que cellesobtenuespar la mise en oeuvre de la Belief
Propagation mais cessolutions ne sont pas n�ecessairement plus proches des v�eritables profon-
deurs de la sc�ene (car les solutions fournies par les Graph Cuts et la Belief Propagation ont
toutes deux des�energiessigni�cativ ement plus faibles que celledu champ desv�eritables profon-
deurs). En�n, le temps de calcul de la Belief Propagation dans sa version acc�el�er�ee (utilisation
imm�ediate de la mise �a jour d'un message)et celui desGraph Cuts sont similaires.

Nous allons ici appliquer la m�ethode de Belief Propagation �a l'estimation desprofondeurs �a
partir de deux imagescons�ecutivesdansune s�equenceet du mouvement de la cam�era d�etermin�e
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par la m�ethode du chapitre 3. La di� �erenceavec les m�ethodes propos�eesdans [67, 60, 68] est
l'application de la Belief Propagation �a des imagesnon recti� �ees.

4.2.1 Pr �esentation du probl �eme

Dans le chapitre 3, nous avons estim�e le mouvement de la cam�era entre deux imagescons�e-
cutivesdans une s�equenceen supposant que la profondeur Z de la sc�ene�lm �ee,la translation t
de la cam�era et la taille L des imagesv�eri�aien t, en unit �esde longueur focale

�
1

Z inf
�

1
Zsup

�
ktk (L + 1) Gmax < 2";

avec " < 10� 2, ce qui nous permettait de consid�erer la profondeur de la sc�ene constante dans
le rep�ere de la cam�era. La �gure (4.9) pr�esente deux imagescons�ecutivesdans une s�equenceet
le recalagede la deuxi�emesur la premi�ere grâce au mouvement de cam�era estim�e. On observe
sur la superposition des imagesque certains objets de la sc�enesont l�eg�erement d�ecal�escar leur
profondeur di� �ere de la profondeur moyennede la sc�ene.On a observ�e dese�ets similaires sur
les r�esultats de mosa•�quaged'images�eloign�eesdans la s�equence,dans le chapitre 3. Nous allons
utiliser ce d�ecalagepour estimer un plan desprofondeursrelativesde la sc�enedans le rep�ere de
la cam�era avant son d�eplacement.

Revenonssur lesformulesexactesdescorrespondancesdespoints entre deux imagescons�ecu-
tiv esf et g, l'image g �etant acquiseapr�esun mouvement de cam�era (R; t) o�u R est une rotation
de matrice

R =

0

B
@

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

1

C
A

et t est une translation de vecteur

t =

0

B
@

t1

t2

t3

1

C
A :

Soient K et K 0 lesdomainesdesplans r�etiniens R et R 0 sur lesquelssont respectivement d�e�nies
les images f et g. Soit (x; y) un point de K et (x0; y0) un point de K 0, deux points appari�es,
c'est-�a-dire projections d'un mêmepoint de l'espacede profondeur Z (x; y) dans le rep�ere de la
cam�era avant le d�eplacement. Pour une longueur focale f c, la formule suivante donne la relation
entre (x; y), (x0; y0) et Z (x; y)

8
>>>>>><

>>>>>>:

x0 = f c

a1x + a2y + f c a3 � f c h t
Z (x;y ) ; R(i )i

c1x + c2y + f c c3 � f c h t
Z (x;y ) ; R(k)i

y0 = f c

b1x + b2y + f c b3 � f c h t
Z (x;y ) ; R(j )i

c1x + c2y + f c c3 � f c h t
Z (x;y ) ; R(k)i

:
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Figure 4.9: En haut, deuximagescons�ecutivesdansune s�equence. En bas, �a gauchela di� �erence
en valeur absolueentre lesdeuximageset �a droite la di� �erence en valeur absolueentre la premi�ere
imageet la deuxi�emerecal�eesur la premi�ere avec le mouvementde cam�era estim�e par la m�ethode
d�ecrite dans le chapitre 3. Plus le niveau de gris est sombre et plus la di� �erence est �elev�ee. Le
recalageest globalement bon sauf pour certaines profondeursde la sc�ene qui di� �erent trop de la
profondeur moyenne: c'est le cas de la bouteille et de la zonedu fond �a droite.

La m�ethode pr�esent�eedans le chapitre 3 estime une translation et �egale�a la translation divis�ee
par une profondeur moyenneZ0 de la sc�ene.Nous allons maintenant, en utilisant le recalagedes
images,estimer en chaque point de K une distance �a la profondeur Z 0, permettant d'obtenir
une image des profondeurs relatives des objets. La formule pr�ec�edente nous rappelle que dans
les caso�u il n'y a pas de translation, il est impossiblede d�eduire la structure de la sc�ene.

4.2.2 Disparit �es ou profondeurs ?

La plupart desm�ethodesqui estiment la structure d'une sc�ene�lm �ee�a partir de deux images
seplacent dans le casd'une cam�era en translation horizontale : les plans r�etiniens R et R 0 sont
donc confondus.On dit alors que les imagessont recti� �ees,comme illustr �e sur la �gure (4.10).
Cesm�ethodesestiment non pas la profondeur de la sc�enemais la disparit�e d en chaquepoint de
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K .

D �e�nition 4.3 { Soient (x; y) et (x0; y0) deux points appari �es de deux imagesrecti� �ees.On
appelle disparit �e au point (x; y) la di� �erence

d = y0 � y:

Cette di� �erenceest li�ee �a la profondeur Z (x; y) du point projet�e en (x; y) et (x 0; y0) par

d =
f c

Z (x; y)
dCC0

o�u f c est la longueur focale et dCC0 la distance entre les centres optiques.

PSfrag replacements
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Figure 4.10: Deux imagesrecti� �ees.Lespoints (x; y) et (x 0; y0) desplansR et R 0 sont appari �es;
comme la cam�era est en translation horizontale, x = x0.

Dans le casd'un mouvement quelconquede cam�era, on ne peut plus d�e�nir la disparit�e de
la mêmefa�con.

D �e�nition 4.4 { Soit un mouvementde cam�era di� �erent d'une simple translation horizontale.
Soient (x; y) et (x0; y0) deux points appari �es dans les deux images obtenuesavant et apr�es le
d�eplacement. Ces points sont deux projections d'un même point de l'espace 3D de profondeur
Z (x; y) dans le rep�ere associ�e �a la cam�era avant son d�eplacement. On appelle disparit �e au point
(x; y)

d =
1

Z (x; y)
:

Dans la suite du document, nous ne donnerons qu'un exemple d'estimation de disparit�es
dans le casd'images recti� �ees.Les autres r�esultats pr�esenteront l'estimation de profondeurs.
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4.2.3 Recti�cation

Commementionn�epr�ec�edemment, la plupart desm�ethodesestimant la structure d'une sc�ene
traiten t seulement les cas de translation horizontale de la cam�era [60]. Dans ce cas, des points
appari�es dans les deux imagesappartiennent �a la même ligne horizontale. Ceci simpli�e gran-
dement le probl�eme d'estimation de la structure et permet de d�evelopper des algorithmes tr �es
rapides, voire même temps r�eel [5, 22]. Si les mouvements de la cam�era sont plus compliqu�es
qu'une simple translation horizontale, cesm�ethodes appliquent un proc�ed�e aux images,appel�e
recti�cation, a�n de seramenerau casde la translation horizontale. Le proc�ed�e consiste�a d�eter-
miner une transformation de chaqueimagetelle que les lignes�epipolairesconjugu�eesdeviennent
colin�eaireset parall�eles�a l'axe horizontal desimages[13, 18, 19].

En g�en�eral, on projette les images sur un plan parall�ele �a la droite passant par les deux
positions du centre optique (avant et apr�es le mouvement de la cam�era). Comme il existe une
in�nit �e de plans v�eri�an t cette condition, on peut choisir le plan minimisant la distorsion des
imagesprojet�eesou plus simplement le plan parall�ele�a la droite d'in tersectiondesplans r�etiniens
R et R 0 [13], commeillustr �e sur la �gure (4.11).

PSfrag replacements m

m0

C

C0
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Figure 4.11: Proc�ed�e de recti�c ation. Les imagesdesplans R et R 0 sont projet�eessur le plan
R 00parall�ele �a la droite CC0. Ainsi, les lignes �epipolaires deviennentparall�eles �a CC 0.

Cependant, bien que la recti�cation simpli�e beaucouple probl�emed'�evaluation desdispa-
rit �es d'une sc�ene, on peut s'interroger sur l'am�elioration apport�ee par rapport �a une m�ethode



4.2. Application de la Belief Propagation �a l'estimation de profondeurs 141

utilisant directement les imagesnon recti� �ees.Schreer, Brandburg et Kau� pr�esentent dans [61]
une �etude comparative entre l'estimation desdisparit�essur desvues recti� �eeset non recti� �ees.
Dans les deux cas, la mêmeapproche hi�erarchique de block-matching, d�ecrite dans [52], est ap-
pliqu�ee. La premi�ere comparaisonde cette �etude concernela complexit�e. Lorsque les vues ne
sont pas recti� �ees,le calcul de la position des fen̂etres candidatesau block-matching n�ecessite
l'approximation de la ligne �epipolaire sur la grille discr�ete. Le côut de ce calcul est sup�erieur
�a deux fois celui de la recti�cation des images; cependant, ce côut est marginal compar�e �a la
complexit�e totale du proc�ed�e d'estimation des disparit�es : la di� �erencede côut entre les deux
m�ethodes n'est pas signi�cativ e. La secondecomparaisons'attache aux r�esultats; la m�ethode
sur les imagesnon recti� �eesfournit de meilleurs r�esultats que ceux obtenus par la m�ethode sur
les imagesrecti� �eessi la r�egion d'in t�er̂et couvre toute l'image, �a causede l'e�et de distortion,
induit par la recti�cation, plus important sur les bords de l'image. Pour la même raison, plus
les directions des axes optiques di� �erent et plus il est pr�ef�erable de travailler directement sur
les imagesnon recti� �ees.Cependant, dans le cas d'objets bien segment�es au centre de l'image
et d'axes optiques de directions voisines,les r�esultats obtenus par les deux m�ethodes sont tr �es
proches.

4.2.4 Utilisation de la Belief Propagation sur des images non recti� �ees

4.2.4.1 Choix de la non recti�cation

Sun, Shum et Zheng proposent dans [67] l'application de l'algorithme de Belief Propagation
au probl�eme d'appariements st�er�eo pour des images recti� �ees.Ici, nous choisissonsde ne pas
recti�er les images.La principale raison de cechoix est que nousne disposonsque d'une estima-
tion du mouvement de la cam�era et non d'une donn�eeexacte.De plus, lesobjets dans les images
issuesde s�equencesr�eellesque nous consid�erons occupent une tr �es large partie des images(et
souvent aussi les bords). Nous adaptons donc la m�ethode de Sun, Shum et Zheng au caso�u le
mouvement de la cam�era est quelconque.

4.2.4.2 Description de la m�etho de

En utilisant le formalismepr�esent�e dans lessections4.1.2et 4.1.3,on note y = f f , g, � , � , � ,
A, B , Cg lesdeux imagescons�ecutiveset lesparam�etresdu mouvement de la cam�era estim�e. On
cherche �a maximiser la probabilit �e a posteriori P(X= xjY= y) o�u x est le champ de profondeurs
de la sc�enedu point de vue de l'image f . La matrice de compatibilit �e entre lessitesa pour terme
g�en�eral

 (xs; xt ) = (1 � ep) e
�

jxs � xt j
� p + ep:

Cette fonction, utilis �eeaussipar Sun, Shum et Zhengdans [67], provient du mod�elede variation
totale de Osher, Rudin et Fatemi [54] comme nous l'avons d�ej�a �evoqu�e pr�ec�edemment pour la
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d�esoccultation. Le choix de � p impose une r�egularit�e plus ou moins forte et le param�etre ep

permet d'autoriser plus ou moins de discontin uit �esde profondeurssur l'image.
Pour la fonction d'attache aux donn�eesou vraisemblance locale en un site s, on choisit

� (xs; ys) = (1 � ed) e
�

F (s; xs; ys)
� d + ed

avec
F (s; xs; ys) = jf (s) � g(s0)j

o�u s0 est le point de K 0 appari�e au site s de K d'apr�es le mouvement de la cam�era estim�e et la
profondeur xs donn�ee,c'est-�a-dire, si s = (x; y) et s0 = (x0; y0),

8
>>>>>><

>>>>>>:

x0 = f c
a1x + a2y + f c a3 + f c

A
xs

c1x + c2y + f c c3 + f c
C
xs

y0 = f c
b1x + b2y + f c b3 + f c

B
xs

c1x + c2y + f c c3 + f c
C
xs

:

(4.1)

La valeur g(s0) est calcul�eepar interpolation bilin �eaire,cequi limite la sensibilit�e �a l' �echantillon-
nage.Les valeurs A; B ; C sont les coordonn�eesde t=Z0 dans la base(R(i ); R(j ); R(k)), Z0 �etant
une profondeur moyennede la sc�ene; en cons�equence,les coordonn�ees(A; B ; C)=xs sont celles
de t= (Z0 xs) dans cette même base.Ainsi, la profondeur correspondant �a xs est �egale �a Z0 xs

dans le rep�ere associ�e �a la cam�era avant son d�eplacement. Une profondeur retenue xs inf�erieure
�a 1 signi�e donc que l'ob jet repr�esent�e en ce site est plac�e en avant du plan de profondeur Z 0 et
une profondeur xs sup�erieure �a 1 indique que l'ob jet sesitue en arri�ere de ce plan.

4.2.4.3 R�esultats

Dans le casd'une translation horizontale de la cam�era et doncd'imagesrecti� �ees,on retrouve
lesr�esultats donn�espar Sun, Shum et Zhengdans[67], commel'illustre la �gure (4.12). Sur cette
�gure, on a estim�e non pas les profondeurs mais les disparit�es, au sensde la d�e�nition 3, avec
la version\max-pro duit" de la Belief Propagation (ep = 0:01, � p = 3:5, ed = 0:05, � d = 20).

On applique maintenant la m�ethode de Belief Propagation d�ecrite ci-avant dans sa version
\max-pro duit" , �a desimagesnon recti� �ees.L'ensemble desparam�etreschoisi est �x �e : ep = 0:01,
� p = 0:3, ed = 0:05 et � d = 20. Pour toutes les s�equencesutilis �ees,on supposel'angle de vue
�egal �a 120� .

Les �gures (4.13), (4.14) et (4.15) pr�esentent les r�esultats fournis par la m�ethode sur des
imagesnon recti� �eescons�ecutivesf et g et en utilisant une estimation du mouvement de cam�era
obtenue par la m�ethode du chapitre 3. Les profondeurs relativesappartiennent �a l'ensemble de
16 �el�ements

E = f 0:45; 0:5; 0:55; 0:6; 0:65; 0:7; 0:75; 0:8; 0:9; 1; 1:1; 1:2; 1:4; 1:6; 1:8; 2g:
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Figure 4.12: En haut, deux imagescons�ecutivesde la s�equence Tsukuba. Au-dessous,�a gauche
le v�eritable champ desdisparit �es et �a droite l'estimation de ce champ obtenupar l'algorithme de
Belief Propagation (100 it �erations) connaissant le mouvementexact.
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Le choix de cet ensemble est d�eterminant ; on suppose que les objets se situent en avant ou
en arri�ere d'une profondeur moyenne Z0. Pr�ecis�ement, les valeurs xs de E sont associ�eesaux
profondeurs Z0 xs, car la translation estim�ee est et = t

Z0
. L' �echantillonnage des profondeurs

n'est pas r�egulier car les e�ets des profondeurs sur les translations ne sont pas lin�eaires: une
profondeur �egale �a 1 � � (0 < � < 1) entra �̂ne une variation dans la translation sur l'image
d'amplitude sup�erieure �a celle g�en�er�eepar une profondeur �egale�a 1 + � , soit

et
1 � �

� et > et �
et

1 + �
:

En utilisant la formule (4.1), on peut calculer d'une part, l'image g recal�ee sur f en ne tenant
compte que du mouvement de cam�era estim�e (c'est-�a-dire avec xs = 1 pour tous les sites) et
d'autre part, l'image g recal�ee sur f avec le mouvement de cam�era et les profondeurs de la
sc�ene estim�eessur l'image f . Les normes L 1 moyennesdes di� �erencesentre f et les imagesg
recal�eessont donn�eesdans le tableau (4.1). Comme attendu, la norme des di� �erencesdiminue
signi�cativ ement lorsque les profondeurssont utilis �eespour le recalage.

Di� �erencemoyenneen norme L 1 entre f et g recal�eeavec

le mouvement de la cam�era le mouvement de la cam�era
+ les profondeurs

Figure (4.13) 20.60 9.92
Figure (4.14) 7.99 1.86
Figure (4.15) 15.38 7.07

Tablea u 4.1: Norme L 1 (moyenn�ee sur le nombre de pixels) des images de di� �erence entre
l'image f et les imagesg recal�eespour les �gur es (4.13), (4.14) et (4.15).

Sur la �gure (4.13), la sc�ene est constitu�ee d'un arbre au premier plan, d'un ensemble de
maisons et du ciel au dernier plan, d'un terrain en pente entre les deux. L'application de la
Belief Propagation, utilisant le mouvement estim�e entre les deux imagescons�ecutives, permet
de bien d�etecter l'arbre au premier plan, �a peu pr�escorrectement le terrain en pente et le ciel.
Les profondeursdesmaisonssont estim�ees�egales�a cellesdu ciel (ceci d�epend de l'ensemble des
profondeurschoisies).Le plan est simpli� �e mais clair.

Sur la �gure (4.14), les objets sont plus rapproch�es; l'ensemble E utilis �e est alors moins
adapt�e au couple d'images (mais on choisit de n'utiliser aucune connaissancea priori sur la
structure de la sc�ene). Trois plans sont seulement d�etect�es : le premier plan avec le mannequin,
le secondplan compos�e desdi� �erents objets et le fond. Les contours desobjets du secondplan
sont peu pr�ecis, notamment car leur ombre leur est associ�ee et accol�ee lors de l'estimation de
profondeurs (sur la carafeet le pot de 
eurs par exemple).
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Figure 4.13: En haut, deux imagescons�ecutivesextraites de la s�equence Flower Garden. Puis,
l'estimation desprofondeurspar la Belief Propagation (100 it �erations) en utilisant le mouvement
de la cam�era entre les deux imagesestim�e par la m�ethode du chapitre 3.
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Figure 4.14: En haut, deuximagescons�ecutivesextraites d'une s�equence. Puis, l'estimation des
profondeurs par la Belief Propagation (100 it �erations) en utilisant le mouvementde la cam�era
estim�e dans le chapitre 3.
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Figure 4.15: En haut, deuximagescons�ecutivesextraites d'une s�equence. Puis, l'estimation des
profondeurs par la Belief Propagation (100 it �erations) en utilisant le mouvementde la cam�era
estim�e dans le chapitre 3.
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Les imagesutilis �eespour l'estimation desprofondeurssur la �gure (4.15) sont plus complexes
car la luminosit�e changeante modi�e les ombres et les e�ets de r�everb�eration entre les images
cons�ecutives; cese�ets sont notamment visibles sur la bouteille et la bouilloire. Le r�esultat est
assezgrossier; on identi�e la bouteille au premier plan et le corps de la bouilloire (mais pas
son anse) au secondplan. Un d�egrad�e de profondeurs est observ�e sur une partie de la nappe.
Cependant, le rebord de la table est tr �es impr�ecis, et une zonede l'image en haut �a droite est
d�etect�eeau premier plan alors qu'elle appartient au fond.

En conclusion, les r�esultats d'estimation de profondeurs obtenus ne sont pas toujours satis-
faisants. Pour dessc�enessimples,on obtient desplans simpli� �esmais clairs de la structure mais
pour des sc�enesplus compliqu�ees,comme sur la �gure (4.15), les r�esultats sont plus grossiers.
Ceci est principalement dû �a l'utilisation d'un mouvement de cam�era non pasexact mais estim�e;
en e�et, l'estimation desprofondeursd�epend �etroitement de la pr�ecisionde la d�ecomposition du
mouvement en une rotation et une translation. Pour am�eliorer l'estimation du mouvement et
par cons�equent celle desprofondeurs,on proposed'it �erer le proc�ed�e.

4.3 Estimation it �erativ e des profondeurs et du mouv ement de
cam�era

4.3.1 Description

On proposeun algorithme it �eratif visant �a am�eliorer �a la fois l'estimation du mouvement de
la cam�era et celle desprofondeurs. L'id �ee est d'utiliser les estimations des profondeurs Z pour
estimer desmouvements 2D sur deszonesde l'image de profondeurs voisineset en d�eduire une
nouvelle estimation du mouvement de la cam�era. �A partir du nouveau mouvement, on estime
les profondeurs,etc.

Plus formellement, on r�ealiseune partition de l'ensemble E desprofondeursen H intervalles
I 1; : : : ; I H de profondeurs moyennesz1; : : : ; zH . �A partir de l'estimation du mouvement de la
cam�era par la m�ethode d�ecrite dans le chapitre 3, on estime lesprofondeurspar Belief Propaga-
tion. Les intervallesI 1; : : : ; I h d�e�nissent alors une partition de l'image desprofondeursobtenue,
soit du domaine K . Pour h appartenant �a f 1; : : : ; H g, on estime un mouvement 2D entre f
et g en ne consid�erant que les points de K de profondeur estim�ee appartenant �a I h. Ainsi, on
obtient H mouvements 2D, associ�es chacun �a un ensemble de profondeurs.CesH mouvements
2D conduisent �a une estimation du mouvement de la cam�era, par les calculs pr�esent�esci-apr�es.
Rappelonsd'abord que pour tout couplede points appari�es(x; y) et (x 0; y0) de K et K 0, projec-
tions d'un point de profondeur Z (x; y) dans le rep�ere de la cam�era avant le d�eplacement, le 
ot
optique est calcul�e par le logiciel Motion2D suivant le mod�ele
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et la correspondanceavec les six param�etres du mouvement (� ; �; � ; A; B ; C) est la suivante

8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

c1 = f c

�
A

Z (x; y)
� � sin �

�
c2 = f c

�
B

Z (x; y)
+ � cos�

�

a1 = �
C

Z (x; y)
a2 = �

q1 = �
�
f c

sin� q2 =
�
f c

cos� :

�A partir de cette correspondanceet desmouvements 2D estim�essur les H supports de profon-
deurs,

n�
ch

1 ; ch
2 ; ah

1 ; ah
2 ; qh

1 ; qh
2

�
; 1 � h � H

o
;

on calcule les six param�etres du mouvement de cam�era correspondant. Pour cela, on pond�ere
chacune des estimations par ph, fraction de la surface de K de profondeur appartenant �a I h.
Ainsi,

� =

8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

� arctan
� P H

h=1 ph qh
1 =

P H
h=1 ph qh

2

�
si

P H
h=1 ph qh

2 > 0

� arctan
� P H
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P H
h=1 ph qh
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+ � si

P H
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� =2 si
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P H
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� � =2 si
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� =
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h=1

ph ah
2 :

(4.2)
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Le calcul de A, B et C tient compte desprofondeursmoyennesdes intervalles I h ,

A =
HX

h=1

�
ch

1

f c
+ � sin �

�
ph zh

B =
HX

h=1

�
ch

2

f c
� � cos�

�
ph zh

C = �
HX

h=1

ph ah
1 zh :

(4.3)

Les �etapesde l'algorithme sont pr�esent�eessur la �gure (4.16). La fonction de profondeur Z i

estim�ee �a l'it �eration i est d�e�nie sur K . On note D i les six param�etres du mouvement estim�e
�a l'it �eration i , D i = (� i ; � i ; � i ; A i ; B i ; Ci ), et  Z i ;D i la fonction associant �a un point (x; y) de
K , le point (x0; y0) appari�e de K 0, �a partir du mouvement D i et des profondeurs Z i estim�es,
c'est-�a-dire (x0; y0) =  Z i ;D i (x; y) avec

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

x0 = f c

ai
1x + ai

2y + f c ai
3 + f c

A i
Z i (x;y )

ci
1x + ci

2y + f c ci
3 + f c

Ci
Z i (x;y )

y0 = f c

bi
1x + bi

2y + f c bi
3 + f c

B i
Z i (x;y )

ci
1x + ci

2y + f c ci
3 + f c

Ci
Z i (x;y )

;
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3

1

C
A est la matrice de rotation associ�ee aux angles(� i ; � i ; � i ). La partition de E

et le nombre d'it �erations N sont pr�ealablement �x �es.Le couple mouvement/profondeurs retenu
est celui minimisant la di� �erenceen norme L 1 entre l'image f et l'image g recal�eesur f avec les
profondeurset le mouvement de la cam�era estim�es lors desN it �erations.

4.3.2 R�esultats et discussion

On pr�esente les r�esultats de l'algorithme sur les �gures (4.17) et (4.18). L'ensemble des
profondeurs E utilis �e pour l'estimation et les param�etres de l'algorithme de Belief Propagation
sont inchang�es.On choisit la partition de E = I 1 [ I 2 [ I 3 avec

8
><

>:

I 1 = f 0:45; 0:5; : : : ; 0:75g de moyennez1 = 0:6
I 2 = f 0:8; 0:9; : : : ; 1:2g de moyennez2 = 1
I 3 = f 1:4; 1:6; : : : ; 2g de moyennez3 = 1:7:

Le mouvement seradonc ind�ependamment estim�e sur chacun destrois plans de profondeurs.On
utilise seulement trois plans pour limiter les erreurs d'estimation. En e�et, l'estimation initiale
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1. Initialisation

� estimation du mouvement D 1 entre f et g

� estimation de Z1 �a partir de f , g et D1 par Belief Propagation

� bZ = Z1, bD = D1

2. Pour i = 2: : : N

� pour h = 1: : : H
{ estimation du mouvement 2D (ch

1 ; ch
2 ; ah

1 ; ah
2 ; qh

1 ; qh
2 ) sur K \ f Z i 2 I hg

{ calcul du poids ph =
# f Z i 2 I hg

# K
� calcul de D i = (� i ; � i ; � i ; A i ; B i ; Ci ) �a partir desH mouvements 2D et desH

poids selon les formules (4.2) et (4.3)

� estimation de Z i �a partir de f , g et D i par Belief Propagation

� Si kg �  Z i ;D i � f k1 < kg �  bZ ; bD � f k1 alors

bZ = Z i ; bD = D i

Figure 4.16: Algorithme it �eratif (N it �erations) d'estimation du mouvementde la cam�era et des
profondeurs de la sc�ene, une partition I 1 [ : : : [ I H de l'ensembledes profondeurs E ayant �et�e
pr�ealablementd�e�nie. Les interval les I 1; : : : ; I H ont pour profondeurs moyennesz1; : : : ; zH .

desprofondeurspeut être assezfortement erron�ee; dans ce cas,plus on consid�erera de plans de
profondeurset plus l'erreur d'estimation sur le nouveaumouvement de cam�era seraimportante.

La �gure (4.17) rappelle le r�esultat pr�ec�edent et montre le r�esultat obtenu pour l'estimation
des profondeurs apr�es 15 it �erations de l'algorithme pr�esent�e sur la �gure (4.16). Le r�esultat
obtenu en it �erant successivement lesestimations de mouvement et de profondeursest nettement
meilleur que celui obtenu seulement avec la premi�ere estimation du mouvement : on identi�e
clairement la bouteille, la bouilloire (avec son ansecette fois) et le d�egrad�e de profondeursde la
table. Seulela partie �a gauche de la bouteille est mal localis�eeau fond de la sc�ene.Malgr�e cela,
le bord de la table est correctement d�etect�e.

Sur la �gure (4.18), le r�esultat initial obtenu �a partir du mouvement estim�e entre les deux
imagespermet d'identi�er le parasol (et quelques�el�ements du r�everb�ere) au premier plan, les
fa�cadesd'immeubles �a droite et �a gauche au secondplan et le fond entre les deux bâtiments.
Cependant, sur le bâtiment degauche,certainesfen̂etressont faussement d�etect�eesenavant de la
sc�eneet sur le bâtiment de droite, de profondeur uniforme (car l'axe optique lui est orthogonal),
on observe plusieurs niveaux de profondeurs. Apr �es 15 it �erations de l'algorithme, le r�esultat
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Figure 4.17: En haut, les deux images cons�ecutives �a partir desquelles on estime les profon-
deurs. Au milieu, l'estimation des profondeurs par la Belief Propagation (100 it �erations) en
utilisant seulementle mouvementde la cam�era estim�e. En bas, le r�esultat obtenupour 15 it �era-
tions de l'algorithme pr�esent�e sur la �gur e (4.16) (avec chaquefois 100 it �erations de la Belief
Propagation). Les normes L 1 moyennesdesdi� �erences entre l'image f et l'image g recal�ee sur
f avec le mouvementet les profondeursestim�eessont respectivement �egales�a 7:07 pour l'image
desprofondeursdu milieu et 5:03 pour l'image du bas.
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Figure 4.18: En haut, les deux images cons�ecutives �a partir desquelles on estime les profon-
deurs. Au milieu, l'estimation des profondeurs par la Belief Propagation (100 it �erations) en
utilisant seulementle mouvementde la cam�era estim�e. En bas, le r�esultat obtenupour 15 it �era-
tions de l'algorithme pr�esent�e sur la �gur e (4.16) (avec chaquefois 100 it �erations de la Belief
Propagation). Les normes L 1 moyennesdesdi� �erences entre l'image f et l'image g recal�ee sur
f avec le mouvementet les profondeursestim�eessont respectivement �egales�a 5:07 pour l'image
desprofondeursdu milieu et 4:43 pour l'image du bas.
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est tr �es proche de la carte des profondeurs initiale mais les deux e�ets sur les profondeurs des
bâtiments mentionn�esci-avant sont att �enu�es.

L'algorithme propos�e est purement heuristique; la qualit �e descartesde profondeursestim�ees
est calcul�ee par la di� �erenceen norme L 1 entre l'image f et l'image g recal�ee sur f avec le
mouvement et les profondeurs estim�ees.Pour tous les r�esultats pr�esent�es, nous avons utilis �e
le même ensemble de profondeurs E ; on ne supposealors aucune connaissancea priori sur la
structure de la sc�ene.Malgr�e cette restriction, nousobtenonsdesr�esultats qui, sansêtre parfaits,
donnent une bonneinformation de la structure de la sc�ene,aussibien pour une sc�ened'in t�erieur
(�gure (4.17)) avec des objets assezproches les uns desautres, que pour une sc�ened'ext�erieur
o�u les composantes sont beaucoupplus �eloign�ees(�gure (4.18)). Ces r�esultats am�eliorent (plus
ou moins nettement) la qualit �e des imagesde profondeurs obtenues en utilisant seulement la
premi�ere estimation du mouvement de cam�era. Notons qu'il est n�ecessaireque cette premi�ere
estimation du mouvement ne soit pas trop erron�ee car en d�epend l'estimation premi�ere des
profondeurs,sur laquelle sont bas�eesles estimations desmouvements suivants, etc.

De plus, l'estimation du mouvement sur di� �erents plans de profondeurs permet d'�etendre
les limites du cadre d�e�ni dans le chapitre 3 pour l'estimation du mouvement de la cam�era. Il
est maintenant possibled'estimer correctement le mouvement pour des sc�enespr�esentant des
variations de profondeurs plus importantes que cellesautoris�eesdans le chapitre 3 c'est-�a-dire
telles que �

1
Z inf

�
1

Zsup

�
ktk (L + 1) Gmax < 2"

pour " = 10� 2. Il su�t que chaque plan de profondeur d�e�ni par la partition (et non toute
la sc�ene) v�eri�e cette derni�ere condition pour que chaque estimation soit correcte, sousr�eserve
que la premi�ere estimation du mouvement ne soit pas trop fauss�ee par de grandes variations
de profondeurs. En revanche, l'algorithme n'est pas adapt�e �a l'estimation de translations plus
importantes que celles observ�eesentre deux images cons�ecutives dans une s�equencecar nous
n'avons pas int�egr�e dans la Belief Propagation de traitement particulier pour les occultations
apparaissant dans le cas de translations cons�equentes; les profondeurs sont alors mal estim�ees
car chaquepoint de l'image f est associ�e �a un point de l'image g.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons utilis �e le mouvement de la cam�era estim�e entre deux images
cons�ecutives d'une s�equencepour d�eterminer un plan de profondeurs de la sc�ene 3D �lm �ee.
Nous avons appliqu�e pour cela un algorithme probabiliste convergeant vers la con�guration
desprofondeurs maximisant la probabilit �e a posteriori connaissant le mouvement estim�e et les
deux images.L'ensemble des profondeurs test�eeset les param�etres de l'algorithme �etant �x �es,
on obtient des r�esultats plus ou moins satisfaisants, suivant la structure de la sc�eneet l'erreur
initiale sur l'estimation du mouvement.
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Pour am�eliorer cesr�esultats, on it �ere le proc�ed�e en estimant le mouvement 2D non plus di-
rectement entre les deux imagesmais sur deszonesde profondeursestim�eesvoisines.En tenant
compte desprofondeursmoyennesde ceszones,on calcule, �a partir desnouvellesestimations de
mouvements 2D, un nouveau mouvement de cam�era dans l'espace,utilis �e par la Belief Propa-
gation, etc. Les r�esultats sur les profondeurs sont visiblement meilleurs. La m�ethode peut aussi
permettre d'estimer plus �nement le mouvement de la cam�era, notamment lorsquelesvariations
desinversesdesprofondeurssont importantes; le cadred'application de la m�ethode du chapitre
3 peut être �elargi.
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Chapitre 5

Sur l'injectivit �e du 
ot optique

Dans ce chapitre, nous �etudions en d�etail et d'un point de vue th�eorique l'injectivit �e de
l'application qui associe un 
ot optique au �lm d'une sc�enestatique, c'est-�a-dire �a un mouvement
de cam�era et �a la surface�lm �ee.Nous prouvons que cette application est injective si le 
ot est
observ�e, dansle casd'une projection st�enop�e, sur le plan f Z = 1g tout entier. Nous avonsappris
post�erieurement que cer�esultat avait d�ej�a �et�e obtenu par Brodsky, Ferm•uller et Aloimonos dans
[7], par une d�emonstration di� �erente. De plus, �a partir de deux mouvements de cam�era, nous
d�ecrivonsle domained'observation du plan o�u les
ots g�en�er�essont susceptiblesd'être identiques
et donnons les �equations des surfaces�lm �eesqui, associ�ees�a cesdeux mouvements de cam�era
conduisent au même
ot optique. Nous retrouvons alors les r�esultats de Horn [31] et Maybank
[47] sur la nature de cessurfaces.

5.1 Pr �esentation du probl �eme

Le probl�emede l'estimation du mouvement de la cam�era et de la structure de la sc�ene�a partir
du 
ot optique, quand la cam�era �evolue dans un environnement statique, a �et�e et est toujours
tr �es �etudi�e. Cependant, un aspect th�eorique important du probl�eme est habituellement peu
consid�er�e; la plupart des auteurs pr�esentent des m�ethodes en supposant qu'�a un 
ot optique
donn�e correspond exactement un mouvement de cam�era et une surface �lm �ee. Ce n'est pas
toujours le cas. Par exemple,un 
ot optique g�en�er�e par une cam�era �lman t une surfaceplane
est toujours ambigu ; il existe une autre surfaceplane et un autre mouvement de l'observateur
produisant le même 
ot, comme montr �e dans [43, 66, 46]. Dans le cas g�en�eral, Horn [31] et
Maybank [47] ont montr �e qu'un 
ot optique ne peut être ambigu que si les surfaces�lm �ees
appartiennent �a une classede surfacesparticuli �eres: leshyperbolo•�des�a une nappe, vuespar un
point de leur surface.

Dans ce chapitre, nous �etudierons les 
ots optiques ambigus, du point de vue du domaine
o�u le 
ot est observ�e. Pour cela, nous nous placerons dans le cadre th�eorique suivant : nous
supposeronsque le mouvement de la cam�era est contin u dans le temps, ce qui implique que

157



158 Chapitre 5. Sur l'injectivit �e du 
ot optique

nous travaillerons avec des alg�ebres de Lie plut ôt que des groupes et nous consid�ereronsnon
plus la projection st�enop�e mais la projection st�er�eographiquequi, en toute g�en�eralit�e, simpli�e
nos d�emonstrations. Nous commenceronsdonc par quelquesrappels sur les mouvements in�ni-
t�esimaux et nous introduirons desnotations, la projection st�er�eographiqueet les formules liant

ot optique, mouvement de cam�era et profondeurs de la sc�ene. Nous d�emontrerons au passage
quelquesr�esultats th�eoriquesde projections correspondant �a desmorphismesd'alg�ebresde Lie.
Puis, nous �etudierons l'injectivit �e de la fonction qui associe un 
ot optique �a un mouvement de
cam�era et �a un plan des profondeurs de la sc�ene �lm �ee. On montre que cette application est
injective si le domaine d'observation du 
ot est le disque unit �e du plan f Z = 0g (car on consi-
d�ere la projection sur la sph�ere unit �e suivie de la projection st�er�eographique), ce qui revient
�a d�emontrer l'injectivit �e sur le plan f Z = 1g tout entier pour la projection st�enop�e. Brodsky,
Ferm•uller et Aloimonos ont obtenu ce r�esultat dans [7] en analysant le 
ot optique directement
sur la sph�ere unit �e. En�n, �a partir de deux mouvements in�nit �esimaux de cam�era, on d�ecrira
le domaine d'observation sur lequel les 
ots optiques g�en�er�espeuvent être �egaux,et les surfaces
�lm �eesqui, associ�eesaux deux mouvements donn�es,conduiront �a un même
ot optique.

5.2 Mouv ement de cam�era, profondeurs et 
ot optique

5.2.1 Mouv ement de cam�era et champ de vecteurs dans R3

On consid�ereune cam�era en mouvement dansun environnement statique. Ceci revient aussi
�a consid�erer l'environnement en mouvement dans le rep�ere de la cam�era. Pour d�ecrire cette si-
tuation, rappelonsquel'on note SE(3) le groupedesd�eplacements rigides de R3, commepr�esent�e
dans le chapitre 1. Ce groupe est l'ensemble desmatrices

( 
R t
0 1

!

o�u R 2 SO(3); t 2 R3

)

:

muni de la multiplication matricielle. Il agit sur l'hyperplan f T = 1g de R4. On notera M =
(X ; Y; Z ) les coordonn�eeseuclidiennesd'un point de R3 et M = (X ; Y; Z; 1) sescoordonn�ees
dans l'hyperplan.

L'alg�ebre de Lie du groupe SE(3) est not�eese(3) ; c'est l'ensemble desmatrices
8
>>><

>>>:

0

B
B
B
@

0 � ! 3 ! 2 v1

! 3 0 � ! 1 v2

� ! 2 ! 1 0 v3

0 0 0 0

1

C
C
C
A

; (! 1; ! 2; ! 3; v1; v2; v3) 2 R6

9
>>>=

>>>;

:

muni de l'addition matricielle et du crochet de Lie des matrices. Dans la suite, on �ecrira plus
bri�evement les �el�ements de se(3)

g = (! ; v) =

 
[! ]� v

0 0

!

:
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Prop osition 5.1 { Soit g = (! ; v) appartenant �a se(3). Pour tout r�eel t, on a

exp(tg) =

8
>>>>>><

>>>>>>:

 
et [! ]� 1

k! k2

�
(I 3 � et [! ]� ) [! ]� + t ! ! T

�
v

0 1

!

si ! 6= 0

 
I 3 t v
0 1

!

sinon.

Les �el�ements de se(3) produisent des champs de vecteurs dans R3. En e�et, consid�erons g
appartenant �a se(3) et un point M de R3. Alors exp(tg) est un d�eplacement de SE(3),

M (t) = exp(tg) M

est une courbe param�etr�eelisseet
dM (t)

dt

�
�
�
t=0

d�e�nit un champ de vecteursdans R3. Soit X(R3) l'alg�ebre de Lie deschamps de vecteursdans
R3. Nous avons la proposition suivante :

Prop osition 5.2 { Soit g appartenant �a se(3). Pour tout point M de R3, on note

' (g)(M ) =
d
dt

(exp(tg)M )
�
�
�
t=0

:

Alors, ' (g) 2 X(R3) et l'application ' d�e�nit un morphisme d'alg�ebres de Lie.

Remarques
{ Le crochet de Lie de l'alg�ebre se(3) est donn�e par

8g; h 2 se(3); [g; h] = gh � hg:

{ Le crochet de Lie de l'alg�ebre X(R3) deschamps de vecteursde R3 est donn�e par

8� ; � 2 X(R3); 8x 2 R3 [� ; � ](x) = d� x � (x) � d� x � (x):

D �emonstration. Un morphisme d'alg�ebresde Lie est une application lin�eaire pr�eservant le
crochet de Lie. On a facilement la lin�earit�e de ' car

' (g)(M ) =
d
dt

(exp(tg)M )
�
�
�
t=0

= gM :

De plus, 8g; h 2 se(3); 8M 2 R3,

' ([g; h])(M ) = [g; h]M = (gh � hg)M ;
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et comme
d(' (g))M (' (h)(M )) = g(' (h)(M )) = ghM ;

on a

[' (g); ' (h)](M ) = d(' (g)) M (' (h)(M )) � d(' (h))M (' (g)(M )) = ' ([g; h])(M ):

Donc, le crochet de Lie est conserv�e et ' est un morphisme d'alg�ebresde Lie. �

Ainsi, �a un mouvement in�nit �esimalde cam�era, est associ�e un champ de vecteursdans l'espace
R3. Plus pr�ecis�ement, ce champ de vecteurs s'�ecrit d

dt (exp(tg)M )
�
�
�
t=0

o�u les coordonn�eesdes

points M sont donn�eesdans le rep�ere associ�e �a la cam�era.

5.2.2 Pro jection sur la sph�ere

Nous allons modi�er un peu la construction pr�ec�edente. Soit p la projection de R3 n f 0g sur
la sph�ere unit �e S2

p(M ) =
M

kM k
:

Par extension,on note

p(M ) =

 
p(M )

1

!

:

Soit g appartenant �a se(3). La courbe param�etr�eeM (t) = exp(tg)M seprojette en p(M (t)), et

d
dt

p(exp(tg)M )
�
�
�
t=0

produit un vecteur sur S2. Si r est une fonction strictement positive d�e�nie sur S2, la fonction
de S2 dans S2

d
dt

p(exp(tg)r (M )M )
�
�
�
t=0

produit un champ de vecteurs sur S2. Soit X(S2) l'alg�ebre de Lie des champs de vecteurs sur
S2.

Prop osition 5.3 { Soit g appartenant �a se(3) et r une fonction strictement positive d�e�nie
sur S2. Pour tout M 2 S2, on note

' r (g)(M ) =
d
dt

p(exp(tg)r (M )M )
�
�
�
t=0

:

Alors ' r (g) 2 X(S2) et l'application ' r est un morphisme d'alg�ebres de Lie.

D �emonstration. Soit g = (! ; v) appartenant �a se(3). 8M 2 S2, on a

' r (g)(M ) = dpM (r (M )M ) gr (M )M
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Comme

8M 2 R3; dpM (M ) =
1

kM k

 
I 3 0
0 0

!

�
1

kM k3

 
M M T 0

0 0

!

;

on obtient, pour M 2 S2,

dpM (r (M )M ) =
1

r (M )

 
I 3 � M M T 0

0 0

!

et

' r (g)(M ) = gM � hv; M i

 
M
0

!

o�u hv; M i = v1X + v2Y + v3Z ; ce qui prouve que la fonction ' r est lin�eaire.
Montrons maintenant la conservation du crochet de Lie. Pour g = (! ; v) et h = (! 0; v0)

appartenant �a se(3), 8M 2 S2;

' r ([g; h])(M ) = (gh � hg)M � h[! ]� v0 � [! 0]� v; M i

 
M
0

!

:

Comme

d(' r (g))M = g � hv; M i

 
I 3 0
0 0

!

� M
�

vT 0
�

;

on a

d(' r (g))M ' r (h)(M ) =

 

g � hv; M i

 
I 3 0
0 0

!

� M
�

vT 0
�
!  

hM � hv0; M i

 
M
0

! !

et le crochet de Lie deschamps de vecteursvaut
d(' r (g))M ' r (h)(M ) � d(' r (h))M ' r (g)(M )

= (gh � hg)M � M (
�

vT 0
�

h �
�

v0T 0
�

g) M

= (gh � hg)M � M
�

vT [! 0]� � v0T [! ]� 0
�

M

= (gh � hg)M � h[! ]� v0� [! 0]� v; M i

 
M
0

!

= ' r ([g; h])(M ):

Le crochet de Lie est conserv�e par l'application ' r ; ' r �etant lin�eaire, c'est un morphisme d'al-
g�ebresde Lie. �

On peut donc maintenant associer �a un mouvement in�nit �esimal de cam�era g un champ de
vecteurssur la sph�ereunit �e d

dt p(exp(tg)r (M )M )
�
�
�
t=0

o�u r (M ) est la distancedu point de l'espace

R3 projet�e en M sur S2 au centre de la sph�ere, c'est-�a-dire �a la cam�era.
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5.2.3 Pro jection st�er�eographique

On utilise maintenant la composition de la projection p sur S2 avec la projection sur le plan
f Z = 0g. Soit q la projection st�er�eographiquede S2 n f (0; 0; � 1)g sur f Z = 0g d�e�nie par

q(M ) =
1

1 + Z

0

B
@

X
Y
0

1

C
A :

Cette fonction envoie la demi-sph�ere sup�erieure S2 \ f Z � 0g sur le disque f x2 + y2 � 1g et la
demi-sph�ereinf�erieuresur f x2 + y2 � 1g. En utilisant p et q, on projette lescourbesparam�etr�ees
M (t) deR3 sur le plan f Z = 0g. Dans leschapitres pr�ec�edents, nousavonsconsid�er�e la projection
directe des points de R3 sur le plan f Z = 1g. Cette projection est �equivalente �a la projection
q � p, on explicitera par la suite le passagede l'une �a l'autre.

Remarque { L'avantage principal de la projection q sur la projection sur f Z = 1g est sa
conformalit�e. Si par exemple,M (t) est un cerclesur S2, saprojection sur f Z = 0g est encoreun
cercle.Un autre avantage de cette projection est de pouvoir prendre en compte la vision dans
toutes les directions, aussibien en avant qu'en arri�ere de la cam�era [72].

Soit maintenant X(R2) l'alg�ebre de Lie des champs de vecteursde R2. On note m = (x; y)
les points du plan f Z = 0g. Si g appartient �a se(3) et r est une fonction de R2 dans R�

+ , on
consid�ere la fonction de se(3) dans X(R2) d�e�nie par

d
dt

q
�
p

�
exp(tg)r (m)q� 1(m)

� � �
�
�
t=0

:

�A un mouvement de cam�era in�nit �esimal est donc associ�e un champ de vecteurs sur R2. Sa
construction sous-jacente est illustr �eesur la �gure (5.1). Soit une fonction strictement positive
r d�e�nie sur R2, repr�esentant la distance �a la cam�era despoints projet�espar q � p sur f Z = 0g
et soit un mouvement in�nit �esimal g de se(3). Le champ de vecteurs dans R2 est construit
comme suit. Prenons un point m de R2. Il correspond au point q� 1(m) de S2 et au point
r (m)q� 1(m) de R3. Par l'action du mouvement in�nit �esimalg, le point de R3 a pour tra jectoire
la courbe param�etr�eeexp(tg) r (m) q� 1(m), que l'on projette sur S2 en p(exp(tg) r (m) q� 1(m))
et �nalement sur le plan f Z = 0g en m(t) = q(p(exp(tg) r (m) q� 1(m))). L'ensemble desvecteurs
vitesses d

dt m(t)
�
�
t=0 associ�esaux points de R2 produit sur le plan f Z = 0g le champ de vecteurs

appel�e 
ot optique.

5.2.4 Flot optique

Prop osition 5.4 { Soit g = (! ; v) appartenant �a se(3), r une fonction strictement positive
d�e�nie sur R2 et

u(m) =
d
dt

q � p
�
exp(tg) r (m) q� 1(m)

� �
�
�
t=0

:
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Figure 5.1: Construction du champ de vecteurs sur le plan f Z = 0g associ�e au d�eplacement
in�nit �esimal g dans R3.

Alors, en utilisant la notation complexedans R2 (on note m = (x; y) par m = x + iy ),

u(m) =
! 2 + i! 1

2
m2 + i! 3 m +

! 2 � i! 1

2
+

1
r (m)

�
� v1 + iv2

2
m2 � v3 m +

v1 + iv2

2

�

= � ! (m) +
1

r (m)
 v(m):

On appelle � ! (m) + 1
r (m)  v(m) le 
ot optique associ�e au mouvementg = (! ; v) et �a la surface

r .

D �emonstration. Soit M = (X ; Y; Z ) un point de R3 et m = (x; y) saprojection sur f Z = 0g.
On note kM k = r (m). Alors

m = q � p(M ) =

0

B
B
B
B
@

X
r (m) + Z

Y
r (m) + Z

1

C
C
C
C
A

ce qui �equivaut �a M = q� 1(m) r (m). Consid�erons la tra jectoire M (t) = exp(tg) M dans R3 et
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sa projection sur f Z = 0g, m(t) = q � p(M (t)). Notons

expt

 
[! ]� u

0 0

!

=

 
R(t) T(t)

0 1

!

=

0

B
B
B
@

R1(t) T1(t)
R2(t) T2(t)
R3(t) T3(t)

0 1

1

C
C
C
A

:

Avec cette notation,

q � p(M (t)) =
1

R3(t)M + T3(t) + kM (t)k

 
R1(t)M + T1(t)
R2(t)M + T2(t)

!

:

Comme 8
>><

>>:

R(0) = I 3 T(0) = 0

R(t)
dt

�
�
�
t=0

= [! ]�
T(t)
dt

�
�
�
t=0

= v;

on a
d
dt

�
R1(t)M + T1(t)

R3(t)M + T3(t) + kM (t)k

� �
�
�
�
�
t=0

=
� ! 3Y + ! 2Z + v1

Z + kM k
�

X
�

� ! 2X + ! 1Y + v3 + dkM (t)k
dt

�
�
�
t=0

�

(Z + kM k)2 :

Or,
dkM (t)k

dt

�
�
�
t=0

=
v1X + v2Y + v3Z

kM k
et kM k = r (m)

donc

d
dt

�
R1(t)M + T1(t)

R3(t)M + T3(t) + kM (t)k

� �
�
�
�
�
t=0

=

! 2

2
(x2 � y2 + 1) � ! 1xy � ! 3y +

v1 � v3x
Z + r (m)

�
1

r (m)
(v1x2 + v2xy) �

v3x(1 � x2 � y2)
2r (m)

:

Comme

Z =
1 � x2 � y2

1 + x2 + y2 r (m);

l'expressiondevient

d
dt

�
R1(t)M + T1(t)

R3(t)M + T3(t) + kM (t)k

� �
�
�
�
�
t=0

=

� ! 1xy +
! 2

2
(x2 � y2 + 1) � ! 3y �

1
r (m)

� v1

2
(x2 � y2 � 1) + v2xy � v3x

�
:
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De la mêmefa�con, on obtient

d
dt

�
R2(t)M + T2(t)

R3(t)M + T3(t) + kM (t)k

� �
�
�
t=0

=

! 1

2
(x2 � y2 � 1) + ! 2xy + ! 3x �

1
r (m)

�
v1xy �

v2

2
(x2 � y2 + 1) + v3y

�
:

ce qui termine la preuve. �

Remarques
{ L'expressiondu 
ot optique sur le plan f Z = 0g est complexequadratique et s�eparele 
ot

en deux composantes ind�ependantes, l'une due �a la rotation in�nit �esimale! , l'autre due
�a la translation in�nit �esimalev.

{ Le cercle unit �e H de f Z = 0g joue un rôle particulier dans cesconstructions. En e�et,
si la cam�era, plac�ee �a l'origine, peut seulement voir dans la direction de (0; 0; 1), le plan
f Z = 0g est la limite du visible (�a moins d'être une mouche). La projection de f Z = 0g
sur S2 est le cercleH . C'est pourquoi on l'appellera l'horizon.

Exemple { �Etudions les
ots optiquesobtenus pour deschoix particuliers de ! , v et r . Si r � 1,
! = (0; 1; 0) et v = (0; 0; 0), alors

� ! (m) +
1

r (m)
 v(m) =

m2

2
+

1
2

:

De la mêmefa�con, si ! = (0; 0; 0) et v = (1; 0; 0)

� ! (m) +
1

r (m)
 v(m) = �

m2

2
+

1
2

:

Cesdeux 
ots optiques sont repr�esent�essur la �gure (5.2).

Travailler avec les 
ots optiques � ! + 1
r  v n�ecessitequelquesd�e�nitions suppl�ementaires.

D'abord, pour une fonction r constante, si ! = (0; 0; 0), on appellera le 
ot � ! + 1
r  v une

translation et si v = (0; 0; 0), une rotation. On peut facilement v�eri�er que les translations et
les rotations ont des pôles, c'est-�a-dire des points o�u le 
ot est nul. Ceci est tr �es clair quand
les champs de vecteurs sont repr�esent�es sur S2, voir [49, 7]. Une translation et une rotation
ont toujours exactement deux pôles, �a l'exception des rotations d'axe Z et des translations de
direction Z . Dans ces deux cas particuliers, l'un des pôles est envoy�e �a l'in�ni et l'autre est
�a l'origine du plan f Z = 0g. Dans le cas d'une rotation quelconque,les pôles sur S2 sont les
intersectionsde S2 avecla droite passant par l'origine et dirig�eesuivant ! . Pour une translation,
ce sont les intersectionsde S2 avec la droite passant par l'origine et dirig�eesuivant v. Les pôles
d'une translation ou d'une rotation sont donc oppos�es sur S2 et inversespar rapport au cercle



166 Chapitre 5. Sur l'injectivit �e du 
ot optique

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

-1
.5

-1
.0

-0
.5

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

PSfrag replacements

x
y

H

�1.5 �1.0 �0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

�1
.5

�1
.0

�0
.5

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

PSfrag replacements

x
y

H

Figure 5.2: Flots optiquessur f Z = 0g, �a gauchepour ! = (0; 1; 0), v = (0; 0; 0) et r � 1 et
�a droite pour ! = (0; 0; 0), v = (1; 0; 0) et r � 1. Dans les deux cas, les trajectoires sont des
cercles. L' �equateurde la rotation �a gaucheet celui de la translation �a droite sont repr�esent�es en
gras.

H de R2. Ceci permet de d�e�nir l' �equateur d'une translation et d'une rotation commela droite
passant par les pôles (repr�esent�e en gras sur la �gure (5.2)). Dans la suite, on notera ! + , ! �

les pôlesd'une rotation d�e�nie par le vecteur ! et v+ , v� les pôlesd'une translation d�e�nie par
v. Le pôle ! + d�esignele pôle autour duquel la rotation est directe et v+ le pôle attractif de la
translation.

On appellera grands cerclesla projection sur f Z = 0g de cerclesg�eod�esiquesde S2. Les
�equateursdestranslations et desrotations par exemplesont desgrands cercles.

En�n, on dira que deux cerclesdu plan sont orthogonaux s'ils s'intersectent en un angle
droit. Comme la projection q est conforme, des cerclesorthogonaux dans S2 produisent des
cerclesorthogonaux dans f Z = 0g.

Remarque { Soit r une fonction strictement positive d�e�nie sur R2 et g appartenant �a se(3).
Pour tout m 2 R2, on note

' r (g)(m) =
d
dt

q
�
p(exp(tg) r (m) q� 1(m)

� �
�
�
t=0

:

Alors ' r (g) appartient �a X(R2) mais la fonction ' r n'est pasun morphismed'alg�ebresde Lie car
le crochet de Lie n'est pasconserv�e par ' r . Prenonspar exempler � 1, g = (! ; v) et h = (! 0; v0).
En notation complexe,on a

[' (g); ' (h)](m) = ' (gh� hg)(m) � im (v1v0
2 � v2v0

1) �
1 + m2

2
(v1v0

3 � v3v0
1)+ i

1 � m2

2
(v2v0

3 � v3v0
2);
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donc le crochet de Lie n'est pas conserv�e par les translations.

5.2.5 Pro jections st�er�eographique et st�enop�e

Soit un point M de R3 projet�e en m sur le plan f Z = 0g, suivant la projection q � p, et en
m0 sur le plan f Z = 1g. Le point m est indi� �eremment la projection du point M ou du point
m0, commeillustr �e sur la �gure (5.3). Ainsi, m = q � p(M ) = q � p(m0).

PSfrag replacements

m0

m

f Z = 1g

M

Figure 5.3: Projection sur la sph�ere suivie de la projection st�er�eographiquesur f Z = 0g d'un
point M et projection st�enop�e du même point M sur f Z = 1g.

Il est �equivalent de consid�erer la projection st�er�eographiqueou st�enop�e car l'application q� p
de f Z = 1g sur le disque unit �e du plan f Z = 0g est inversible. En e�et, en notant m = (x; y),
m0 = (x0; y0) et m 0 = (x0; y0; 1), on a

m = q � p(m 0) =

0

B
B
B
B
@

x0

1 + km 0k

y0

1 + km 0k

1

C
C
C
C
A

avec km 0k =
p

1 + x02 + y02:

Or,

d(q � p)m0 =

0

B
B
B
B
@

1 + km 0k + y02

km 0k (1 + km 0k)2 �
x0y0

km 0k (1 + km 0k)2

�
x0y0

km 0k (1 + km 0k)2

1 + km 0k + x02

km 0k (1 + km 0k)2

1

C
C
C
C
A

;



168 Chapitre 5. Sur l'injectivit �e du 
ot optique

le d�eterminant de la matrice jacobienne d(q � p)m0 est non nul, donc l'application q � p est
inversible.Le 
ot optique u obtenu sur le disqueunit �e du plan f Z = 0g est li�e au 
ot optique u0

sur le plan f Z = 1g par

u(m) = u(q � p(m0)) = d(q � p)m0 u0(m0):

5.3 Injectivit �e du 
ot optique

On s'interrogesur la possibilit�equ'un 
ot optique donn�e � ! + 1
r  v puisser�esulterdedi� �erents

mouvements et profondeurs. Il faut bien ŝur garder �a l'esprit un castrivial : si � > 0 alors

� ! +
1
r

 v et � ! +
1

�r
 �v

produiront le même
ot optique. Ceci �etant, nous allons montrer le r�esultat suivant.

Th �eor �eme 5.1 { Soient ! ; ! 0; v; v0 2 R3 et r; s deux fonctions strictement positives d�e�nies
sur R2. Si

8m 2 R2; � ! (m) +
1

r (m)
 v(m) = � ! 0(m) +

1
s(m)

 v0(m)

alors, ! = ! 0 et il existe � > 0 tel que v = �v 0 et r = �s .

Pour prouver ce th�eor�eme,nous allons d'abord montrer le lemme suivant.

Lemme 5.1 { Soient ! ; v; v0 2 R3 et r; s deux fonctions strictement positives d�e�nies sur R2.
Si

8m 2 R2; � ! (m) =
1

r (m)
 v(m) +

1
s(m)

 v0(m) (5.1)

alors ! = 0 et il existe � > 0 tel que r = �s et v = � �v 0.

D �emonstration. A : Supposonsd'abord que ! , v et v0 sont non nuls. D'apr�es l' �equation
(5.1), en chaque point m de R2, le vecteur � ! (m) est d�ecompos�e sur  v(m) et  v0(m) avec des
coe�cien ts positifs. Ceci implique

sgn(det( v(m); � ! (m))) = sgn(det(� ! (m);  v0(m)))

car le vecteur � ! (m) est situ�e �a l'in t�erieur du secteurangulaire form�e par les vecteurs v(m) et
 v0(m), commeillustr �e sur la �gure (5.4).
B : On consid�ere l'ensemble

E! v = f m 2 R2 t. q. det( v(m); � ! (m)) = 0g:

C'est l'ensemble despoints de tangencedeschampsde vecteurs v et � ! . Cet ensemble contient
aussilesquatre pôles! + , ! � , v+ et v� (sauf s'ils sont �a l'in�ni), commele montrent lesexemples
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Figure 5.4: Si � ! (m) = 1
r (m)  v(m) + 1

s(m)  v0(m), avec s(m) > 0 et r (m) > 0, alors
det( v(m); � ! (m)) et det(� ! (m);  v0(m)) doivent avoir le même signe.

pr�esent�essur la �gure (5.5). Les points de E! v satisfont l' �equation suivante

�
x2+ y2+1

2

� 2
(! 1v1 + ! 2v2) � x2! 1v1 � y2! 2v2 � xy (! 1v2 + v1! 2)

+ x2+ y2 � 1
2 (x(! 1v3 + v1! 3) + y(! 2v3 + ! 3v2)) + (x2 + y2) ! 3v3 = 0:

Le d�eterminant det( v ; � ! ) est de signe constant dans chaque domaine limit �e par E! v , par
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Figure 5.5: Deux exemplesd'ensemblesE! v ; �a gauche,pour ! = (2; 1; 3) et v = (2; 1; � 1) et �a
droite, pour ! = (0; � 1; 3) et v = (2; 1; � 1).

contin uit �e de l'application det( v ; � ! ). Montrons que E! v s�epare le plan f Z = 0g en r�egionso�u
le d�eterminant a dessignesoppos�es.Il su�t de le montrer dansle caso�u tous lespôlessont situ�es
sur le cercleunit �e H . Par conjugaison,cette propri �et�e serav�eri� �eepour toute con�guration des
pôles.Dans le caso�u les pôlessont situ�es sur H , on a v3 = ! 3 = 0, donc ! 1 + i! 2 = k! kei� et
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v1 + iv2 = kvkei� . Alors, en notation complexe,

8
>>><

>>>:

� ! (m) =
i
2

(m2e� i� � ei� ) k! k

 v(m) =
� 1
2

(m2e� i� � ei� ) kvk:

Calculons maintenant l'angle entre � ! et  v , qui nous donnera le signede det( v ; � ! ). Si m est
un point de H , on peut �ecrire m = ei� , alors

arg
� ! (ei� )
 v(ei� )

= arg
i (e2i� e� i� � ei� )k! k
� (e2i� e� i� � ei� )kvk

= arg
�

sin(� � � ) k! k
i sin(� � � ) kvk

�

=

8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

� �
2

si � 2 (]� ; � + � [\ ]�; � + � [) [

(] � � + � ; � [\ ] � � + �; � [)

�
2

si � 2 (]� ; � + � [\ ] � � + �; � [) [

(] � � + � ; � [\ ]�; � + � [)

0 si � 2 f �; � ; � + � ; � + � g

Ainsi, sur le cercleH , le d�eterminant det( v ; � ! ) a mêmesignepour les points situ�esentre ! +

et v+ , ! � et v� , il est nul aux pôleset a le signeoppos�e ailleurs, commeillustr �e sur l'exemple de
la �gure (5.6). On peut en d�eduire que E! v s�epareR2 en r�egionso�u le d�eterminant a dessignes
oppos�es.
Consid�eronsmaintenant E! v0. Si E! v 6= E! v0, alors il existedespoints o�u det( v ; � ! ) et det(� ! ;  v0)
ont dessignesdi� �erents, ce qui est impossible,d'apr�es(A). On a donc E! v = E! v0.
C : Montrons maintenant que E! v = E! v0 implique f v+ ; v� g = f v0+ ; v0� g. Consid�erons le pôle
! + . CommeE! v = E! v0, les tangentes en ! + �a E! v et E! v0 doivent être parall�eles,cequi �equivaut
�a

det

0

B
B
B
@

@
@x

det( v(m); � ! (m))
@

@x
det(� ! (m);  v0(m))

@
@y

det( v(m); � ! (m))
@
@y

det(� ! (m);  v0(m))

1

C
C
C
A

�
�
�
�
�
m= ! +

= 0

,
k! k3

(! 3 + k! k)2 det(! ; v; v0) = 0:

Examinons d'abord le cas o�u ! 3 + k! k = 0. Ceci n'est possibleque si ! 1 = ! 2 = 0 et ! 3 < 0.
Dans ce cas, le pôle ! + est envoy�e �a l'in�ni et on doit alors consid�erer le pôle ! � (qui est alors
�a l'origine du plan f Z = 0g).
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Figure 5.6: Pour ! = (2; 1; 0) et v = (� 4; 1; 0), les pôles sont plac�es sur H . Le d�eterminant
det( v ; � ! ) est strictement positif dans les ensembleshachur�es d�e�nis par E! v , nul sur E! v et
n�egatif ail leurs.

Maintenant, si ! 3 + k! k 6= 0, alors det(! ; v; v0) = 0, ce qui implique que les vecteurs ! , v et v0

sont li�es,c'est-�a-dire qu'il existe (�; � ; � ) 6= (0; 0; 0) tels que

�! + � v + �v 0 = 0:

Montrons que f v� ; v+ g = f v0� ; v0+ g.
{ Si � = 0 alors � 6= 0 et � 6= 0 car v et v0 sont non nuls. Donc, v et v0 sont colin�eaires,ce

qui implique que les pôlesde v et v0 sont confondus.
{ Si � = 0 alors ! et v sont colin�eaireset ont donc mêmespôles.On peut v�eri�er dans ce

cas que E! v n'est form�e que des pôles de ! et v car les vecteurs  v(m) et � ! (m) sont
orthogonaux pour tout m 2 R2 n f v� ; v+ g. Comme E! v = E! v0, E! v0 est form�e de deux
points qui sont aussi sespôles. En cons�equence,v et v0 ont mêmespôles. On utilise le
mêmeraisonnement pour le cas� = 0.

{ Si � 6= 0, � 6= 0 et � 6= 0, on peut v�eri�er que les pôles de la rotation et des deux
translations appartiennent �a un même grand cercle. Supposonsque ce grand cercle soit
H . Comme E! v \ H = f ! + ; ! � ; v+ ; v� g et E! v0 \ H = f ! + ; ! � ; v0+ ; v0� g (d'apr �es B),
E! v = E! v0 implique f v+ ; v� g = f v0+ ; v0� g. Par conjugaison, ceci est v�eri� �e pour tout
grand cerclecontenant les six pôles.

D : Lesvecteursv et v0 sont colin�eairesdonc le 
ot optique � ! est �egalau 
ot optique g�en�er�e par
unetranslation pond�er�ee.Mais le 
ot g�en�er�epar unerotation non nulle nepeut être proportionnel
�a celui g�en�er�e par une translation, donc ! = 0. D'o�u,

8m 2 R2;
1

r (m)
 v(m) +

1
s(m)

 v0(m) = 0:
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Comme v et v0 sont colin�eaireset r et s sont positives, il existe � positif tel que

v = � �v 0 et r = �s:

Le lemme est prouv�e. �

Nous pouvons maintenant d�emontrer le th�eor�eme1.
D �emonstration. Si 8m 2 R2,

� ! (m) +
1

r (m)
 v(m) = � ! 0(m) +

1
s(m)

 v0(m);

alors
� ! � ! 0(m) =

1
r (m)

 � v(m) +
1

s(m)
 v0(m):

En appliquant le lemme 1, on obtient ! � ! 0 = 0, v = �v 0 et r = �s . �

Nous avons aussiun r�esultat plus fort.

Th �eor �eme 5.2 { Soient ! ; ! 0; v; v0 2 R3, D 2 le disqueunit �e ouvert de R2 et r; s deuxfonctions
strictement positives d�e�nies sur D 2. Si

8m 2 D 2; � ! (m) +
1

r (m)
 v(m) = � ! 0(m) +

1
s(m)

 v0(m)

il existe � > 0 tel que ! = ! 0, v = �v 0 et r = �s .

Ce r�esultat est obtenu grâceau fait que lespôlessont inversespar rapport au cercleH . Nous
avons le lemme suivant.

Lemme 5.2 { Soient ! ; v; v0 2 R3 et r; s deux fonctions strictement positives d�e�nies sur D 2.
Si

8m 2 D 2; � ! (m) =
1

r (m)
 v(m) +

1
s(m)

 v0(m)

alors ! = 0 et il existe � > 0 tel que r = �s et v = � �v 0.

D �emonstration. Comme les pôles sont inversespar rapport �a H , l'un des pôles de ! est
toujours �a l'in t�erieur du disque unit �e ferm�e. Si ! � ou ! + est dans le disque ouvert, on peut
appliquer la preuve du lemme 1 (en montrant que E! v = E! v0 puis en calculant les tangentes �a
E! v et E! v0 en ! + ou ! � ).

Mais on peut aussiavoir les deux pôlesde ! sur lesbords de D 2 qui est le cercleH . Dans ce
cas,un pôle de v, disonsv+ , se trouve dans le cercleunit �e ferm�e. Alors, si E! v 6= E! v0, on peut
trouver un disque ouvert B (v+ ; " ), avec " > 0, tel que B (v+ ; " ) \ D 2 6= ; , det(� ! ;  v0) ait un
signeconstant et det( v ; � ! ) ait dessignesdi� �erents dansB (v+ ; " ). En cons�equence,E! v = E! v0

ce qui m�eneau r�esultat. �
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5.4 Flots optiques ambigus

5.4.1 Domaine d'observ ation ambigu

Les r�esultats pr�ec�edents sugg�erent qu'on puisseperdre l'injectivit �e dans un domaine sp�eci-
�que d'observation du 
ot optique.

Th �eor �eme 5.3 { Soit g = (! ; v) et h = (! 0; v0) appartenant �a se(3). Les 
ots optiquesg�en�er�es
par cesdeuxmouvementspeuvent être �egauxdansune r�egion U du plan f Z = 0g si et seulement
si

U � (E+
! � ! 0;v \ E+

! � ! 0;v0) [ (E�
! � ! 0;v \ E�

! � ! 0;v0);

o�u

E+
! ;v = f m 2 R2 tels que det( v ; � ! ) � 0g

et

E�
! ;v = f m 2 R2 tels que det( v ; � ! ) < 0g:

D �emonstration. Si dans U,

� ! +
1
r

 v = � ! 0 +
1
s

 v0

alors pour m 2 U, on peut d�ecomposer � ! � ! 0(m) sur �  v(m) et  v0(m) avec des coe�cien ts
positifs 1

r (m) et 1
s(m) . Par cons�equent, pour m 2 U,

sgn(det(�  v(m); � ! � ! 0(m))) = sgn(det(� ! � ! 0(m);  v0(m))) ;

c'est-�a-dire

sgn(det( v(m); � ! � ! 0(m))) = sgn(det( v0(m); � ! � ! 0(m))) ;

ce qui implique U � (E+
! � ! 0;v \ E+

! � ! 0;v0) [ (E�
! � ! 0;v \ E�

! � ! 0;v0). �

Un exemple de domaine d'observation ambigu du 
ot optique associ�e �a deux mouvements
in�nit �esimauxest pr�esent�e sur la �gure (5.7).

5.4.2 Surfaces �lm �ees ambigu •es

Si deux 
ots optiquesg�en�er�espar deux mouvements donn�essont identiques dansun domaine
U du plan f Z = 0g, il est facile de calculer les surfacesr et s �lm �ees.

Exemple { Prenons ! = (0; 1; 1), ! 0 = (0; 0; 1), v = (� 1; � 1; 0) et v0 = (1; � 1; 0). Le domaine
du plan f Z = 0g o�u les 
ots optiques sont susceptiblesd'être �egaux est repr�esent�e sur la �gure
(5.7). On a alors
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Figure 5.7: Le domaine hachur�e est le domaine o�u les 
ots optiques g�en�er�es par (! ; v) =
((0; 1; 1); (� 1; � 1; 0)) et (! 0; v0) = ((0; 0; 1); (1; � 1; 0)) ne peuvent pas être �egaux.Sur le restedu
domaine, l'observation peut être ambigu•e.

� ! � ! 0(m) =
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xy
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 � v(m) =
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� x2 + y2 + 1
2

� xy

� xy +
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2

1
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 v0(m) =

0

B
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� x2 + y2 + 1
2

+ xy

� xy �
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2

1

C
C
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et on cherche

 
r (x; y)
s(x; y)

!

tels que

0

B
B
B
@

� x2 + y2 + 1
2

� xy
� x2 + y2 + 1

2
+ xy

� xy +
x2 � y2 + 1

2
� xy �

x2 � y2 + 1
2

1

C
C
C
A

0

B
B
B
B
@

1
r (x; y)

1
s(x; y)

1

C
C
C
C
A

=

0

B
B
@

x2 � y2 + 1
2

xy

1

C
C
A :

On obtient ainsi 8
>>>><

>>>>:

r (x; y) =
2((x2 + y2)2 � 1)

� (x2 + y2)2 � 2(x2 � y2) � 4xy � 1

s(x; y) =
2((x2 + y2)2 � 1)

� (x2 + y2)2 � 2(x2 � y2) + 4xy � 1
:

Ces deux surfaceset les 
ots optiques associ�es � ! + 1
r  v , � ! 0 + 1

s  v0 sont repr�esent�es sur la
�gure (5.8).
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Figure 5.8: En haut, �a gauche,la surface 1=r et �a droite la surface 1=s. En bas, �a gauchele

ot g�en�er�e par l' �el�ement de se(3) (! ; v) = ((0; 1; 1); (� 1; � 1; 0)) sur la surface r et �a droite, le

ot g�en�er�e par l' �el�ement de se(3) (! 0; v0) = ((0; 0; 1); (1; � 1; 0)) sur la surface s.
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Ceci nous m�eneimm�ediatement �a la d�e�nition et au th�eor�emesuivants.

D �e�nition 5.1 { Soit U un sous-espace ouvert du disqueD 2 et A (U) l'ensembledesfonctions
de U dans R�

+ de la forme

f (x; y) =
N (x; y)
D (x; y)

avec

N (x; y) = ((x2 + y2)2 � 1) (v2v0
1 � v1v0

2) + 2(x2 + y2 + 1) [x(� v3v0
2 + v2v0

3) + y(v3v0
1 � v1v0

3)];

D (x; y) = [(x2 + y2)2 + 1](v0
1c1 + v0

2c2) + 2(x2 + y2 � 1) [x(v0
1c3 + v0

3c1) + y(v0
2c3 + v0

3c2)]

� 4xy(v0
1c2 + v0

2c1) + 4(x2 + y2)v0
3c3 + 2(x2 � y2) (� v0

1c1 + v0
2c2)

o�u c, v et v0 sont des vecteurs de R3 non nuls. On appelle surfaces ambigu•es les fonctions de
l'ensembleA(U).

Nous avons obtenu l'expressiondessurfacesambigu•esen inversant le syst�emesuivant

�
�  v(m)  v0(m)

�
 

1=r(m)
1=s(m)

!

= � c(m):

Th �eor �eme 5.4 { Soient ! ; ! 0; v; v0 2 R3 et r; s deux fonctions positives d�e�nies sur R2. Si

8m 2 U; � ! (m) +
1

r (m)
 v(m) = � ! 0(m) +

1
s(m)

 v0(m);

alors il existe ~r ; ~s 2 A(U) telles que r jU = ~r et sjU = ~s.

Remarque { Lessurfacesambigu•essont ici d�ecritesen termesde distanceau centre optique de
la cam�era, en fonction descoordonn�eesdespoints projet�essur le plan f Z = 0g. Si on exprime ces
surfacesen fonction descoordonn�eesdespoints dans R3, on obtient l' �equation d'hyperbolo•�des
�a une nappe, commeHorn dans [31] et Maybank dans [47].

5.5 Conclusion

Si on consid�ere le 
ot optique dansun ensemble ouvert du plan f Z = 0g contenant le disque
ouvert D 2 (dans le casde la projection sur la sph�ere suivie de la projection st�er�eographique),il
n'y a aucuneambiguit �e sur le mouvement et les profondeurs de la sc�enequi l'ont g�en�er�e. Mais
si on observe le 
ot sur un ensemble ouvert strictement inclus dans D 2, il est possiblequ'il soit
ambigu. En pratique, par exempledansle plan f Z = 1g sur lequel la cam�era r�ealisela projection
dans le mod�elest�enop�e, le 
ot optique pourra toujours être ambigu car on n'observera jamais le
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plan tout entier. Si deux mouvements in�nit �esimauxsont donn�es,on peut en d�eduire le domaine
du plan f Z = 0g ou f Z = 1g (par les formules de projection d'un 
ot sur l'autre) sur lequel les

ots observ�esne seront jamais �egauxet le domaine o�u l'ambiguit �e serapossible.

Cependant, l'ensemble dessurfacesconduisant �a l'ambiguit �e �etant de mesurenulle, il est en
pratique extrêmement rare de rencontrer un 
ot optique ambigu. Dans presquetous les cas,un

ot optique exact porte su�sammen t d'information pour que l'on puissed�eterminer la rotation
et, �a une constante multiplicativ e pr�es, la translation et les profondeursde la sc�ene�lm �ee.
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R�esum�e : Cette th�eseaborde le probl�emede l'estimation du mouvement d'une cam�era �l-
mant une sc�ene�xe, �a partir de la s�equenced'imagesobtenue. La m�ethode propos�ees'applique
�a l'estimation du mouvement entre deux images cons�ecutives et repose sur la d�etermination
d'une d�eformation 2D quadratique. �A partir du mouvement estim�e, nous �etudions ensuite le
probl�emede l'estimation de la structure de la sc�ene�lm �ee.Pour cela, nous appliquons une m�e-
thode de Belief Propagation directement sur un couple d'images,sansrecti�cation, en utilisant
l'estimation du mouvement. En�n, nous examinonsl'injectivit �e de la fonction associant un 
ot
optique au mouvement d'une cam�era et �a la structure de la sc�ene�lm �ee.Deux mouvements de
cam�era �etant donn�es,nous d�ecrivons le domaine d'observation o�u les 
ots g�en�er�essont suscep-
tibles d'être identiques, et les surfaces�lm �eesqui, associ�eesaux deux mouvements, produiront
ces
ots ambigus.

Mots cl�es : mouvement, estimation, structure de la sc�ene,Belief Propagation, 
ot optique,
injectivit �e.

Abstract : This thesisdealswith cameramotion estimation, when the camera�lms a static
scene,from the obtained sequenceof images.The proposedmethod concernsmotion estimation
betweentwo adjacent frames and is basedon the determination of a 2D quadratic deformation
between images. From the motion estimation, we next study the problem of scenestructure
estimation. We apply Belief Propagation method directly on an images couple, without any
recti�cation, just using motion estimation. Finally, we study the injectivit y of the map that
associates an optical 
o w to camera motion and scenestructure. Given two camera motions,
we describe the domain where the two 
o ws can be identical and the surfacesleading to these
ambiguous 
o ws.

Keyw ords : egomotion, estimation, scenestructure, Belief Propagation, optical 
o w, in-
jectivit y.


