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Notations

Image

On considére seulement les images en niveaux de gris. Une image est représentée par une
fonction continue ou discrete I : D — R, ot D est un domaine borné de R? ou de Z2. La
valeur I(x,y) correspond au niveau de gris de I'image au point (x,y).

Géométrie projective et euclidienne

Les points de I’espace R? sont notés en lettres majuscules, par exemple M.
Les points du plan image sont notés en lettres minuscules, par exemple m.
Le vecteur colonne de coordonnées euclidiennes associé & un point de R? ou & un point
du plan image, est noté par la méme lettre (par exemple, M ou m). Il peut aussi étre écrit

sous sa forme développée (z,y) ou

Un vecteur colonne de coordonnées projectives associé a un point de I'espace tridimen-
sionnel M ou de I’espace image m est noté par la méme lettre mais en caracteres gras, M
ou m.

Calcul matriciel

On note (u,v) le produit scalaire euclidien de deux vecteurs de R"

n
(u,v) = Z U;.
i=1

On note ||v|| la norme d’un vecteur de R™ définie & partir du produit scalaire euclidien




10 Notations

— On note AT la transposée de la matrice A.
— Pour tout vecteur v = (v1,v2,v3) de R3, on note [v]x la matrice antisymétrique

0 —Us3 (%)
[v]x = v3 0 -—u
—V9 V1 0

Ceci permet de remplacer le produit vectoriel par un produit matriciel ; pour tous vecteurs

vetwdeR3 vAw=[v]w.

Groupes
— On note GL(n,R) I'ensemble des matrices carrées réelles d’ordre n inversibles, SL(n,R)
l’ensemble des matrices de GL(n,R) de déterminant égal a 1 et SO(n) ’ensemble des
matrices de GL(n,R) orthogonales de déterminant 1.
— Les groupes sont notés en lettres majuscules et les algebres en lettres gothiques minuscules,
par exemple : le groupe SO(3) et son algebre so(3).

Notations de Landau
— On note g = o(f) quand = — a si et seulement si

Ve>0, dAn>0 telque |z—a|l<n = |g(x)] <el|f(x)|.

Fonctions
— On note sgn la fonction signe, définie sur R par

1 si x>0
sgn(x) = 0 sixz=0
-1 si xz<0.



Introduction

Acquisition d’images par une caméra

Lorsqu'un appareil photographique numérique prend une photo, il convertit une vue du
monde tridimensionnel en une image numérique bidimensionnelle. Le systeme d’acquisition de
I’appareil contient un ou plusieurs capteurs qui transforment les photons en un signal électrique ;
celui-ci est ensuite numérisé par un convertisseur analogique/digital puis traité pour obtenir une
image numérique. C’est I’étape de numérisation qui définit la résolution de l'image, c’est-a-
dire le nombre de pixels par unité de longueur. Ainsi, une image numérique I est une fonction
discrete ou I(z,y) représente le niveau de gris sur I'image au pixel (z,y). Le procédé classique
de formation des images est le modele sténopé appelé aussi modele pinhole dans la littérature
anglo-saxonne ; I'appareil réalise une projection centrale de I’espace 3D sur une surface, comme
illustré sur la figure (1).

b

Image

Centre optique

FIGURE 1: Formation des images par le modéle pinhole.

Lorsqu'une caméra se déplace dans l'espace, elle acquiert 24 images par seconde, par le
procédé décrit ci-avant. Si la scene filmée est statique, il existe alors des relations, d’une part
entre la scéne 3D filmée et les différentes vues de la scéne, d’autre part entre les images de la
séquence. Ces relations dépendent du mouvement de la caméra et de la structure de la scene.
Elles sont décrites dans le chapitre 1.

Nous étudions dans cette these trois problemes liés au mouvement d’une caméra dans un
environnement statique. Le premier est ’estimation du mouvement de la caméra filmant une
scene fixe a partir de la séquence d’images obtenues, le deuxieme est ’estimation des profondeurs

11



12 Introduction

de la scéne a partir du mouvement estimé. Le troisieme concerne 'unicité du mouvement et de
la structure de la scéne a estimer : on s’interroge sur 'injectivité de la fonction associant un flot
optique & un mouvement de caméra et a la structure de la scene.

Motivations a ’estimation d’un mouvement de caméra

La connaissance du mouvement d’une caméra a de nombreuses applications. Elle est a la base
des méthodes appelées “structure from motion”, méthodes estimant un plan des profondeurs de
la scéne filmée (ou structure) & partir des images du film et du mouvement de la caméra.

Elle est aussi utilisée pour la compensation de mouvement entre deux images, opération tres
efficace en compression pour diminuer le colt de codage d’une vidéo [79], ou pour stabiliser une
séquence d’images.

Un autre champ d’applications important est la réalité augmentée. L’idée est d’ajouter a des
images d’un monde réel des objets virtuels [40]. La connaissance du mouvement de la caméra est
alors nécessaire pour insérer les objets virtuels dans la séquence avec le méme point de vue que
celui adopté par la caméra lors du tournage. En médecine, cette technique permet d’assister le
chirurgien pendant une opération en superposant un modele de 'organe opéré a la vision réelle
donnée par un endoscope par exemple. En urbanisme, la réalité augmentée permet par exemple
d’examiner des projets de construction en insérant un futur batiment dans une vidéo tournée
sur le site d’implantation. Les domaines d’application sont nombreux : cinéma, architecture
d’intérieur... La figure (2) présente un exemple de réalité augmentée simplifiée car I'objet inséré
(une affiche de cinéma) est plan. L’affiche originale est insérée dans une premiere image puis, a
I’aide du mouvement de caméra, elle est déformée pour étre ajoutée dans les images suivantes
de la séquence.

Résumé par chapitres

Le chapitre 1 de la these est consacré a la description de modeles, d’outils et de méthodes
existants. On y décrit la projection réalisée par une caméra lors de 'acquisition d’images, diffé-
rentes modélisations d’une rotation dans l’espace et un mouvement quelconque de caméra. On
expose ensuite les relations entre deux vues d’une scéne fixe; s’il n’y a pas d’effet de parallaxe,
on peut apparier les points des images deux a deux, sinon, les images sont liées par la contrainte
épipolaire. Enfin, on présente une revue succinte des méthodes d’estimation du mouvement d’ une
caméra dans un environnement statique.

Dans le chapitre 2, on considere deux images consécutives dans une séquence. Les images des
couples étudiés different donc tres peu : les bords des objets de la scéne apparaissent essentiel-
lement sur I'image des différences (figure (3)). Deux points de ces images appariés, c’est-a-dire
projections d’'un méme point de l’espace, sont liés par des applications dépendant du mouve-
ment de la caméra et de la profondeur du point de I'espace projeté. Pour s’affranchir de cette
profondeur variable suivant les appariements, on définit un contexte permettant d’approximer la
profondeur de la scéne par une constante, dans les applications liant les deux images. On montre
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FIGURE 2: Ezemple de réalité augmentée. En haut, le tableau d’affichage du bureau est mas-
qué par une affiche de cinéma. Au-dessous, les images 10, 20 et 30 de la séquence obtenue en
déformant Uaffiche avec le mouvement de la caméra.

que si le produit de "amplitude des variations de 'inverse de la profondeur par la norme de la
translation est suffisamment faible, et si la caméra est suffisamment éloignée de la scéne, on peut
approximer les applications liant les deux vues par des applications projectives ne dépendant
que des parametres du mouvement de la caméra. On propose de modéliser ces déformations,
non pas dans le groupe projectif, mais dans le groupe des recalages [11], isomorphe au groupe
des déplacements dans 'espace. Ainsi, la composition et I'inversion des déformations seront tou-
jours associées a des mouvements de caméra. On présente ensuite une décomposition originale
du mouvement de la caméra permettant de séparer la déformation projective entre deux images
consécutives en deux composantes : une similitude et une déformation “purement” projective.
Cette nouvelle écriture conduit & une approximation quadratique du flot optique entre deux
images consécutives, qui met en évidence les régions de 'image déformées par I'une ou 'autre
des composantes du mouvement.

Dans le chapitre 3, on propose une méthode d’estimation du mouvement entre deux images
consécutives. Cette méthode est basée sur I'approximation quadratique obtenue dans le chapitre
2. Elle utilise ’approche d’Odobez et Bouthémy d’estimation de mouvements bidimensionnels
entre deux images [51], implémentée dans le logiciel Motion2D. L’utilisation du logiciel a né-
cessité 'ajout d’'un modele de mouvement a six parametres, correspondant a ’approximation
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quadratique. La méthode proposée est rapide, robuste, et présente les avantages inhérents aux
méthodes directes : elle ne nécessite ni calcul de flot optique ni appariement de points préalable-
ment a son application. Ses performances sont illustrées a travers les estimations de mouvement
obtenues sur des films synthétiques et réels, et quelques utilisations de ces estimations, comme
le mosalquage. On montre de plus que la méthode peut s’appliquer hors des limites du cadre
fixé, par exemple quand la caméra s’approche de la scéne ou quand un objet a un mouvement
propre.

FIGURE 3: Deux images consécutives issues d’une séquence réelle et l’'image des différences entre
les deuz (plus le niveau de gris est foncé, plus la différence est importante). Deux problémes sont
examinés : l’estimation du mouvement de la caméra a partir d’un couple d’images consécutives,
puis l'estimation de la structure de la scene.

L’objet du chapitre 4 est 'utilisation de ’estimation du mouvement de la caméra entre deux
images consécutives pour déterminer la structure de la scéne filmée. Nous appliquons pour cela
une méthode de Belief Propagation, déja utilisée a cette fin en stéréovision par Sun, Shum et
Zheng dans [67]. A la différence des approches existantes, nous mettons en oeuvre cette méthode
probabiliste directement sur un couple d’images consécutives, sans rectification, en utilisant le
mouvement estimé. Ce mouvement permet l'initialisation d’une carte des profondeurs de la
scene en fournissant en chaque pixel de la premiére image une distribution de probabilité sur les
profondeurs du point de ’espace projeté en ce pixel. Pour améliorer les résultats d’estimation
a la fois des profondeurs et du mouvement, nous proposons d’évaluer un nouveau mouvement
entre les images en tenant compte du plan de profondeurs estimé, puis d’itérer le procédé.

Le chapitre 5 est le fruit d’une collaboration avec J.-O. Moussafir de Saint-Gobain Recherche.
Nous examinons l'injectivité de ’application qui associe au mouvement d’une caméra et a la
structure de la scéne filmée, le flot optique correspondant. Ce probleme est traité sous ’angle du
domaine d’observation du flot optique. Nous prouvons que l'application étudiée est injective si
le flot optique est observé, dans le cas d’une projection sténopé, sur le plan rétinien tout entier.
Nous nous intéressons ensuite aux contre-exemples ; deux mouvements de caméra étant donnés,
nous décrivons le domaine d’observation ou les flots générés sont susceptibles d’étre identiques
et déduisons les équations des surfaces filmées qui, associées a ces deux mouvements de caméra,
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produiront le méme flot optique sur ce domaine.
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Chapitre 1

Estimation d’un mouvement de
caméra : outils et état de ’art

Ce chapitre introductif est consacré a la description de notre cadre de travail ; nous présentons
d’abord le modele mathématique de la projection de I’espace sur un plan réalisée par la caméra
puis le modele de mouvement d’une caméra dans ’espace tridimensionnel. Nous évoquons ensuite
les liens entre le flot optique et la vitesse de la caméra, puis les relations entre deux vues d’une
scene fixe. Enfin, nous terminons par un état de ’art succinct des méthodes d’estimation du

mouvement d’une caméra filmant une scene fixe.

1.1 Présentation du modele projectif

Une caméra fournit des images planes d’'un monde que nous percevons en trois dimensions.
Elle utilise donc un procédé de projection, appelé fonction de projection, qui associe a un point
de l'espace tridimensionnel sa projection dans 'image donnée par la caméra. Cette fonction de
projection n’est en général pas quelconque et appartient a une famille de fonctions dépendant
du modele de caméra choisi. Le modele le plus courant et que nous allons utiliser est le modele
projectif linéaire ou sténopé.

Dans ce modele, la caméra réalise une projection centrale de ’espace euclidien sur une sur-
face : c’est le principe de ’appareil photographique a trou d’épingle.

Comment décrire mathématiquement la projection réalisée par la caméra ? Il est tout d’abord
nécessaire de décrire I’espace a trois dimensions et pour cela de choisir une géométrie adaptée
a la projection réalisée par la caméra. Félix Klein, au début du vingtieme siecle, caractérise
les géométries par des groupes de transformations, qui laissent invariantes certaines propriétés
des objets de l'espace. La géométrie euclidienne par exemple est caractérisée par le groupe des
transformations euclidiennes, les rotations et les translations, qui laissent invariants les rapports
des distances et les angles. Elle est bien adaptée a notre perception du monde 3D car elle rend

parfaitement compte de ’expérience que nous en avons. Cependant, la projection réalisée par

17
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une caméra n’appartient pas au groupe des transformations euclidiennes ; le parallélisme de deux
droites, par exemple, n’est pas préservé par la projection car les droites projetées sur une image
s’intersectent en un point de la ligne d’horizon. Elle est décrite par la géométrie projective,
extension de la géométrie euclidienne. Le groupe de transformations associé a cette géométrie
ne conserve que le birapport de points de ’espace mais contient davantage de transformations,
dont la projection réalisée par une caméra.

L’élaboration de la géométrie projective s’inscrit dans une perspective historique ; la majorité
des résultats datent de la Grece Antique et de la Renaissance. Les Grecs Anciens découvrirent
de nombreuses propriétés géométriques de la projection, comme la conservation du birapport et
la notion de mouvement de parallaxe. Au quinzieme siecle, en Europe, la volonté de réalisme
pictural rendit nécessaire 'introduction d’une nouvelle méthode de représentation : la perspec-
tive (ou projection centrale). L’architecte florentin Brunelleschi décrivit le premier les regles de
la perspective, regles reprises et développées notamment par Alberti, Della Francesca, Diirer et
Vinci. Les siecles suivants, de nombreux mathématiciens, Desargues, Pascal, Monge, Poncelet...
entre autres, contribuerent au développement de ces notions. Dans les années 80, avec le déve-
loppement des ressources informatiques, la géométrie projective est naturellement devenue un
outil de premier plan pour la résolution de problémes de vision par ordinateur. Faugeras [13, 15],
Kanatani [38], Hartley et Zisserman [26] ont en particulier écrit des ouvrages de référence sur le
sujet.

1.1.1 Modele sténopé

Décrivons maintenant le modele projectif, dit aussi sténopé, de caméra. Le modele projectif
est défini par deux éléments : un point, appelé centre optique et un plan ne contenant pas le
point, appelé plan rétinien. La figure (1.1) présente ces deux éléments. Le centre optique C' ou
centre de projection correspond a la position de la caméra et le plan rétinien R est le plan de
formation des images. On appelle longueur focale f. la distance strictement positive du point C
au plan R, rayon optique toute demi-droite d’extrémité C intersectant le plan R, et axe optique
I’axe orthogonal a R passant par C. Il intersecte R en un point ¢ appelé point principal.

Soit 7 la fonction de projection de I’espace dans le plan rétinien

T R3 — R?
M=(X,Y,Z) — m=(z,y).

L’image m par m d’un point M de l’espace est I'intersection du rayon optique C'M avec le plan
R. L’expression de la fonction de projection dépend des systemes de coordonnées utilisés dans
I’'espace et dans le plan image.

Considérons le repere orthonormal de R? (C,1, 74, k), dorigine le centre optique C de la
caméra et tel que k£ soit un vecteur directeur de I'axe optique. Ce repere est appelé systeme
de coordonnées standard de la caméra. Munissons maintenant le plan rétinien R du repere
orthonormal bidimensionnel (c, i, j), d’origine le point principal du plan rétinien et dont les axes
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fe

FIGURE 1.1: Modéle de caméra sténopé.

de coordonnées sont paralleles a ceux du repere associé a la caméra. Dans ces deux systemes de
coordonnées, 'expression de la fonction 7 résulte de 'application du théoreme de Thales

X
xzfc?

Y
y:fcg-

Remarque — Deux triplets de coordonnées proportionnels de ’espace sont projetés en un méme
point du plan R. Tous les points M d’un rayon optique ont ainsi une projection unique m sur
le plan rétinien : il est impossible de déterminer les profondeurs Z des points projetés sur une
image a partir de cette seule image.

La remarque précédente permet d’introduire les coordonnées projectives. Si (z,y) sont les
coordonnées euclidiennes d’un point sur un plan, ses coordonnées projectives (ou homogenes)
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sont définies par (Az : Ay : A), pour tout réel A\ non nul. L’espace des triplets de coordonnées,
avec la régle que les triplets proportionnels représentent le méme point, est appelé plan projectif.

Définition 1.1 —  On appelle plan projectif le quotient de R3\ {0} par la relation d’équivalence

(X,Y.2) = (X', Y, Z') & IN#£0tq (X,Y,Z) = \(X', Y, Z'),

Onnote M= (X:Y :Z:1) = (AX : AY : AZ : \) les coordonnées projectives d’'un point
M de coordonnées euclidiennes (X,Y,Z) de R3 et m = (z :y : 1) = (A\z : Ay : A) celles d’un
point m de coordonnées euclidiennes (z,y) dans le plan rétinien.

1.1.2 Matrice de projection

La fonction de projection 7 définie par 1’expression (1.1) de R3 dans R? n’est pas linéaire par
rapport aux coordonnées euclidiennes X, Y et Z. Mais elle le devient si on utilise les coordonnées
projectives dans l'espace et dans le plan rétinien. Considérons les systemes de coordonnées
homogenes associés au repere (C,1,7,k) et au repere (c,i,j) respectivement pour lespace des
objets et pour 'image. Soit M un point de 'espace, de coordonnées euclidiennes (X,Y,7)
dans le repere (C,i,7,k). Il a pour coordonnées homogenes, non uniques, (X' : Y’ : Z' : T")
avec X = X'/T')Y =Y'/T',Z = Z'/T'. De méme, le point m de I'image, de coordonnées

!/ /

euclidiennes (z,y) dans (c,4,j) a pour coordonnées homogenes non uniques (z’ : y' : 2') avec
x=1a'/2,y=1y'/7. La relation (1.1) peut alors s’écrire

X/Z
T fe 000 Y/z
y | = 0 f. 00 1
1 0 0 1 0
1/Z
X
YA fe 0 00 v
S| Zy | = 0 f. 00 P
7 0 0 1 0
1
X
Zx v
S| Zy | =P P (1.2)
A
1

Commem = (Zz:Zy:Z)et M= (X :Y :Z:1), on obtient

m="PM. (1.3)
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L’écriture de la fonction de projection est ainsi facilitée par I'utilisation de la géométrie projec-
tive.

Définition 1.2 — On appelle matrice de projection P associée a une caméra la matrice de
dimensions 3 x 4 représentant la projection des points de R® sur le plan rétinien en coordonnées
projectives

m =P M.

La matrice P est de rang 3 et est définie a un scalaire pres. Le centre optique C' est I'unique
point vérifiant PC = 0. Suivant les systemes de coordonnées choisis dans ’espace et dans le plan

rétinien, la matrice de projection s’écrit différemment.

1.1.3 Parametres intrinseques et extrinseques de la caméra

En choisissant le systéme de coordonnées standard de la caméra (C, i, j, k) comme repere de
lespace et le systéme (c, i, ) comme repere de I'image, I’écriture de la matrice de projection P
était particulierement simple. Mais il est possible que le systéme de coordonnées choisi dans R3
ne soit pas celui de la caméra et que le repere choisi dans I'image ne corresponde pas a (c, i, j),
comme illustré sur la figure (1.2). La projection d’un point M sur le plan rétinien R revient
alors & faire un changement de repere dans l’espace, du repeére donné a (C, 1, j, k), la projection

de (C,i,7,k) dans (c,1i,7) et un changement de repere dans 'image, de (c,,j) au repere choisi.

i\
k'

FIGURE 1.2: Différents systémes de coordonnées dans l’espace et dans l'image.
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Soit (0,4, 7', k") le repere orthonormal de I'espace dans lequel sont repérées les positions des
objets dans R3. Le changement de repere de (O, ', k') & (C,i,j, k) est un déplacement dans
R3, que 'on peut décomposer en une rotation R suivie d’une translation de vecteur ¢. Si un point

M de I'espace a pour coordonnées Mo et My dans les deux systeémes de coordonnées, alors
Mo = RM¢ +t,

ol le vecteur de translation ¢ est égal au vecteur OC et la rotation R est définie par R(i) = i,
R(j) = j' et R(k) = k’. On appelle parametres extrinseques de la caméra, I'expression de la
position et de l'orientation de la caméra dans (O,d’, j', k'), c’est-a-dire la matrice R et le vecteur
t.

Décrivons maintenant le changement de repere sur I'image. Le systeme d’acquisition de la
caméra contient un capteur formé de cellules photosensibles qui génerent chacune un point
lumineux, appelé pixel sur I'image. La caméra fournit I'image sous forme d’un tableau a deux
dimensions, dont les valeurs sont les niveaux de gris des pixels. Le systeme de coordonnées associé
a l'image, appelé systeme de coordonnées pixels, est propre a la caméra, et souvent différent du
repére (¢, 1, 7). On appelle parametres intrinseques de la caméra les parametres reliant le systéme
de coordonnées pixels au repere (¢, 7, j) sur le plan rétinien. Le passage des coordonnées aux pixels
est réalisé par un changement de repere affine

u) four+yy+uo) [ Qu Y x " UQ
v \ aytw ) N0 ) \y vo )

Les facteurs multiplicatifs «,, et «, expriment la longueur focale en pixels sur chacun des axes. Ils
sont souvent donnés par les dimensions des pixels sur le capteur de la caméra par le constructeur.
Le couple (ug,vp) exprime les coordonnées du point principal ¢, qui sont rarement (0,0) car
lorigine du repere des pixels est souvent localisée en un coin de I'image. Enfin, le parametre
est en général égal a zéro, ou trés proche de zéro car pour la plupart des caméras, les cellules
photosensibles du capteur sont rectangulaires.

En tenant compte des parametres intrinseques et extrinseques de la caméra, la matrice de
projection d’un point M dans le repere (0,4, ', k') sur le point m dans le repere des pixels

s’écrit
P=APyK (1.4)
u
Qy Y Ug 1 0 0 0 R4
A=10 a, v, Po=1]10 1 0 0 et Kz(o 1).
0 0 1 0010

Les matrices A et K sont respectivement celles des parametres intrinseques et extrinseques. La
longueur focale f. n’apparait pas dans la matrice de projection Py car elle est exprimée dans les

facteurs ay, et ay.
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Connaissant la matrice de projection APyK, on peut, a partir des coordonnées d’un pixel,
localiser le rayon optique, c’est-a-dire la droite de I'espace passant par C, a laquelle appartient
le point projeté en ce pixel. Si seule la matrice A est connue, la position 3D du rayon optique
correspondant & un pixel donné, sera localisée dans le repere de la caméra. Dans ce cas, la
caméra est dite calibrée. De nombreuses méthodes de calibrage de caméra existent [14]; la
méthode classique consiste a utiliser des appariements de points de 'espace 3D de coordonnées
connues, avec des points de I'image pour déterminer les 5 ou 11 parametres de la matrice (5
pour la matrice A seule et 11 pour les matrices A et K).

Cependant, il n’est pas toujours nécessaire de calibrer la caméra ; tant qu’aucune interpréta-
tion 3D n’est faite, le modele non calibré suffit.

1.1.4 Role de la longueur focale

Revenons sur les formules (1.1). La longueur focale f. agit comme un facteur d’échelle sur
Iimage. Ainsi, on peut poser en toute généralité f. = 1. Cela revient a choisir f. comme unité
du systeéme de coordonnées de la caméra (C,1i,7, k) ; le systéme standard de coordonnées de la
caméra est alors dit normalisé.

Dans la suite du document, les parametres intrinseques de la caméra sont supposés connus;
nous prendrons la longueur focale égale & 1 et la matrice A égale & Is. Dans les expériences,
lorigine sur les images étant localisée au coin en haut a gauche, la connaissance des dimensions
des images et donc de (ug, vg) modifiera les formules.

1.2 Modélisation d’un mouvement de caméra

1.2.1 Modélisation d’une rotation

Une rotation de R3 est une matrice 3 x 3 orthogonale de déterminant égal & 1. L’ensemble
de ces matrices forme le groupe Spécial Orthogonal, noté SO(3). Plusieurs paramétrages de ces
rotations existent.

1.2.1.1 Représentation canonique

La représentation habituelle consiste a définir une rotation a I’aide de trois parametres : I’axe
de rotation représenté par un vecteur unitaire u (soit un point sur S?2, la sphere unité de R3,
déterminé par deux parametres) et 'angle de rotation a autour de I’axe, comme illustré sur la
figure (1.3).

Définition 1.3 — On note A l’ensemble des matrices antisymétriques
0 —Uus u9
ulx = us 0 —u

—Uug Ul 0
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Z

X

FIGURE 1.3: Représentation canonique d’une rotation.

vérifiant ||ul = \/u? +u3 + uf = 1.
Comme A et S? sont en bijection, on peut indifféremment définir I’axe de la rotation par un

point de S? ou une matrice de A.

Proposition 1.1 — Soit une rotation définie par le vecteur directeur unitaire u de son azxe
et son angle a. L’application associant a u et a la matrice de rotation est donnée par la formule
de Rodrigues (1817)
[0,27[xA — SO(3)
(1.5)
(a,[u]x) +— R=1I3+sinau]x + (1 —cosa) ([u]x)?

Cette application est surjective mais non injective. En restreignant I’ensemble de départ a0, 7[xS?U
{(0,(0,0,1))}, on a lapplication inverse

SO3) — 10,7[xAU{(0,[(0,0,1)]x)}

(

<arccos (tr(@)_l) , 2sin( 1 ”"(Iz)_l» (R — RT)> sitr(R) # 3

arccos(
R —
-1 0
0,1 0 O sitr(R) = 3.
0 0

Démonstration. L’application donnée par la formule de Rodrigues n’est pas injective car
les rotations définies par (a,[u]x) et (—a[27],[—u]x) donnent la méme matrice de rotation. Il
faut donc restreindre les valeurs des angles de rotation & [0,7[. De plus, Yu € S?2, la matrice
de rotation définie par (0, [u]x) sera toujours égale a I3 ; en restreignant ’espace de départ a
10, 7[xS% U {(0,(0,0,1))}, la fonction devient bijective et la solution au probleme inverse est
obtenue en remarquant que tr(R) = 2cosa + 1 et R — RT = 2sina [u]yx. O
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1.2.1.2 Quaternions

Définition 1.4 — On appelle quaternion tout quadruplet de réels Q = (qo,q1,q2,q3), que l'on
note aussi

Q = (q0,9) avec ¢ = (q1,92,q3)-
L’ensemble des quaternions, muni du produsit

PQ = R avec o = Po 90 — <P,CI>
r=poq+pq-+pAq

forme une algébre a 4 dimensions. Le produit scalaire sur l’algébre des quaternions est donné
par

P.Q =po g+ (p,q)-

- 51 Q.Q =1, on dit que QQ est unitaire.
— On note le conjugué de Q, Q* = (qo, —q)-

Montrons qu’il existe une application de ’ensemble des quaternions unitaires dans le groupe
des rotations [58].
Soit X = (xp,x) un quaternion et @ = (go,¢) un quaternion unitaire. On considere la transfor-
mation X' = QXQ*, alors

xy = T

/

x :(q%—q.q)a:+2q0q/\x+2q(q,a;>.

Comme @ est unitaire, il existe un réel a appartenant & [—7, [ et un vecteur u de R® de norme

1 tel que
a a

Q= (COS §,sin§ u) .
Alors, comme ¢ (¢.z) = (sin %)? uu” 2 = (sin %)? ([u]% + I3) , on a
' = ((cos$)? — (sin%)?) x+2cos & sin? [u]x x+2 (sin$)? (]2 +I3) =
2

=z +sina [ulx v+ (1 —cosa) [u]5 =

= (I3 +sina [u]x + (1 — cosa) [u]%) .

On retrouve la formule de Rodrigues : a tout quaternion unitaire, on peut associer une rotation.
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Proposition 1.2 - A tout quaternion unitaire Q@ = (qo,q1,92,493), on peut associer une
rotation d’angle a et d’axe dirigé par le vecteur unitaire u

a = 2arccos(qo)

Qr— 1 a

RN 5t qo 75 +1
u = ¢ sin(arccos q)

q3
0 Sinon.

La matrice de rotation R correspondante s’écrit

B+E -G -3 2(—q0p+ae) 29+ qags)
R=1| 2qa+qae) @G-E+d6E—-4 2(—qq + ¢qs)
2(—qog2 + q13)  2(qoq1 + @2q3) @ — ¢ — B+ @

L’application qui a un quaternion unitaire associe une rotation n’est pas bijective car les
quaternions @ et —() fournissent la méme rotation.

La représentation des rotations par des quaternions est tres utilisée en infographie. Son
principal intérét réside dans la composition des rotations; en effet, la composition de rotations
correspond & la multiplication des quaternions associés. Il peut étre avantageux de préférer les
quaternions aux matrices de rotations car la complexité de la multiplication des quaternions est
plus faible que celle des rotations : alors que le produit de 2 matrices de rotations nécessite 27
multiplications et 18 additions, le produit des quaternions est calculé en seulement 16 multi-
plications et 12 additions. De plus, lors de la composition de rotations, des erreurs d’arrondis
peuvent conduire a 'obtention d’un quaternion non unitaire. Il suffit alors de le normaliser. Le
cas est plus compliqué pour la multiplication matricielle. Si une matrice A quasi orthogonale est
obtenue, la réorthogonalisation nécessite le calcul de A(AT A)~1/2 [58].

1.2.1.3 Angles d’Euler

Une autre écriture consiste a décomposer une rotation en trois rotations autour de chacun
des axes du repere. Soit o 'angle de rotation autour de 'axe (C'X), § autour de (CY) et v
autour de (C'Z). Ces trois angles sont appelés les angles d’Euler de la rotation.

Si on note R(«, 3,7) une telle rotation, elle s’écrit

R(a, 8,7) = R(0,0,7) o R(0, 3,0) o R(«,0,0)
soit matriciellement

cosycos3 —cosvysinfsina —sinycosa — cosysin 5 cos a + sin -y sin «
sinycos 3 —sinysinfBsina 4+ cosycosa —sin«ysin G cosa — cosysin
sin 3 cos (sin « cos J cos
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X

FIGURE 1.4: Représentation d’une rotation par les angles d’Euler.

Toutefois, ’application qui associe aux angles d’Euler («, 3,7) la rotation de matrice R(«, (3,7)
n’est pas injective ; par exemple, la rotation R(7,,0) est égale & la rotation R(0,0, 7).

Proposition 1.3 —  Une rotation définie par le vecteur directeur unitaire u de son azxe et

d’angle a a pour angles d’Euler (o, 3,7) = au.

Dans le chapitre 2, nous proposerons un nouveau paramétrage des rotations, lié aux types
de transformations observées sur une image lors de rotations de caméra.

1.2.1.4 Exponentielle d’une matrice antisymétrique

Le groupe SO(3) a la propriété d’étre un groupe de Lie. Cette propriété permet d’associer
une rotation de caméra a une vitesse angulaire. Commencons par la définition d’un groupe de
Lie de matrices, voir par exemple Hall [24].

Définition 1.5 — Un groupe de Lie de matrices réelles est un sous-groupe G de GL(n,R)
ayant la propriété suivante : si (Ap)men € G et ml—i>r—|r—loo A=A, alors A € G ou A nest pas
tnversible.

En conséquence, tout sous-groupe fermé de GL(n,R) (ensemble des matrices n X n inver-
sibles), est un groupe de Lie. C’est le cas de SO(3), sous-groupe fermé de GL(3,R).

Il existe plusieurs facons équivalentes de définir ’algebre de Lie d’un groupe de Lie. His-
toriquement, les éléments de l'algebre de Lie étaient vus comme les éléments infinitésimaux du
groupe. Pour les groupes de matrices, I’algebre de Lie est définie par 'intermédiaire de la fonction
exponentielle. Commencgons par rappeler la définition de I’exponentielle de matrice.

Définition 1.6 — La fonction exponentielle de matrice est définie de M, (R) dans M, (R)
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par le développement en séries de Taylor de l’exponentielle
(o]
An
exp(A) = et = —.
n!

n=0

La somme converge quelle que soit la matrice A.

Remarque — Soient A et B € M, (R). Si A et B commutent, alors

Une conséquence de la remarque est que l’exponentielle d’une matrice antisymétrique est
une matrice orthogonale de déterminant égal & 1. En effet, si A est antisymétrique, AT = —A
donc e’ = e A(= (e)T). Or, ete ™ = I, car A et —A commutent, d’ott e~ = (e4)1 et
(eMT = (e)~1. De plus, det(e?) = (A = 0 =1,

Définissons maintenant ’algebre de Lie d’un groupe de Lie de matrices.

Définition 1.7 — Soit G un groupe de Lie de matrices. L’algébre de Lie de G, notée g, est
Pensemble de toutes les matrices M telles que Vt € R, e € G.

Nous avons vu précédemment que ’exponentielle d’une matrice antisymétrique est une ma-
trice orthogonale de déterminant égal & 1. La réciproque est aussi vraie [24]. Ainsi, l’algébre de
Lie s0(3) associée au groupe SO(3) est I’ensemble des matrices antisymétriques de M3(R).

0 —Wws3 w2
50(3) = qwk=[ws 0 -wi|,w=(wiw,ws)€cR?
—Ww9 w1 0
00 0 0 01 -1 0
= VecteL1 =0 0 —-1|,La=] 0 O O|,Lz3=|1 0 O
01 0 -1 00 0 0
Remarque — Soit M € s0(3). Comme e est une rotation, % etM est une rotation infi-
nitésimale. Or, % etM = M, donc l'algebre s0(3) est isomorphe & l'ensemble des rotations

t=0
infinitésimales, ¢’est-a-dire a I’ensemble des vitesses angulaires (w1, ws, ws) autour des axes (CX),

(CY) et (CZ) associées aux rotations.
Proposition 1.4 — La fonction

exp: s0(3) — SO(3)
A — el
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est surjective et non injective.
Précisément, si

0 —Ww3 w2
A= w3 0 —Ww1
—Ww9 w1 0
. . L o Wi, W2, W3
alors e? est une matrice de rotation d’axe dirigé suivant le vecteur unitaire u = (W1, ws,w5)

Vw? 4+ ws + w?
et d’angle a = \/wi + w3 + w3 [27].

Démonstration. 1) Soit

0 —w3 w2
A= ws 0 —Ww1
—Ww9 w1 0
Montrons que e/ est une matrice de rotation d’axe dirigé suivant le vecteur w = (w1, ws,ws) et
d’angle ||w|. Comme A3 = —||w]|?A,
e k
a A
€ =
k!
k=0

o 1 kfIHWH2(k71)

(= 1)k||w||?* —
ey U, S e
k=0 k=1

)llw]P+1) A HwH% LY 42
= I+ + A
(kz @k ) Tl HWH2 Z lw|[?

A A\?
o+ (0= cos o) (m)

D’apres la formule de Rodrigues, la matrice e” est une matrice de rotation d’axe dirigé par le

A2

= I3 + sin |jw||

vecteur unitaire w/||w|| et d’angle ||w||.
2) Montrons maintenant que la fonction exponentielle de s0(3) dans SO(3) est surjective.
Prenons d’abord une rotation d’axe (CX) et d’angle a. La matrice de rotation correspondante

Ry s’écrit
1 0 0
Ry=10 cosa —sina
0 sina cosa
Or,
1 0 0 00 0
0 cosa —sina| =exp|al|0 0 -1 =exp(a Ly).

0 sina cosa 01 O
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On peut ainsi associer a la rotation Ry la vitesse angulaire (w1, ws,ws) = (a,0,0). Remarquons
que la matrice de l'algebre de Lie obtenue correspond bien a 'approximation au premier ordre
de la matrice Ry — I3. Prenons maintenant une rotation R d’angle a et d’axe quelconque. Par un
changement de base adapté, on peut Iécrire sous la forme R = PRoP~!, avec P matrice 3 x 3

inversible. D’o,

00 0 00 0
R=Pexp|0 0 —a|Pl=exp|P|0 0 —a|P!
0 a O 0 a O

On obtient ainsi les composantes de la vitesse angulaire qui sont les coefficients de la matrice
antisymétrique aPL P~ 1.

3) La fonction exponentielle de s0(3) dans SO(3) n’est pas injective. Par exemple, les vitesses
w = (7/2,0,0) et w’ = (—37/2,0,0) sont associées par l'application exponentielle & la méme

rotation. L’application devient injective si on restreint les valeurs de [jw|| & [0, 7[. O

Proposition 1.5 — Les angles d’Euler représentant une rotation de SO(3) fournissent un
élément de lalgébre de Lie s0(3) associé a la rotation.
Si R est une matrice de rotation d’aze dirigé par le vecteur unitaire u et d’angle a, alors les

angles d’Euler associés w = au vérifient R = exp [w]«.

Démonstration. On a vu dans la démonstration précédente qu’une matrice de rotation d’axe
dirigé par w/||lw|| et d’angle ||w|| était égale a exp [w]«. Ainsi, pour une rotation d’axe dirigé par

le vecteur unitaire u et d’angle a, on peut écrire
R = elaulx,

Or, nous avons vu dans le paragraphe 1.2.1.3 que le vecteur au est égal au vecteur contenant
les angles d’Euler de la rotation. Donc les angles d’Euler associés a R correspondent aux com-
posantes d’une vitesse angulaire de s0(3) associée a la rotation. O

Notons que la structure d’algebre est donnée a une algebre de Lie de matrices par le crochet
de Lie, défini pour deux matrices A et B par

[A,B] = AB — BA.
1.2.2 Modélisation d’un mouvement complet

Définition 1.8 —  Un déplacement rigide de R® est une transformation de R dans R3 qui

conserve les angles et les distances.
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L’action d’un déplacement rigide D sur R? est composée d’une rotation R suivie d’une translation

t
R} — R3
r +— Rx+t.

L’ensemble des déplacements rigides de R3, notés D = (R, t), forme le groupe Spécial Euclidien
SE(3)
SE(3) = {(R,t), R€ SO(3), t e R*}.

Proposition 1.6 — Le groupe SE(3) est égal au produit semi-direct de SO(3) avec R?
SE(3) = SO(3) x R,
Démonstration. Ecrivons la composition de deux déplacements D = Dy o D1 avec Dy =
(Ry1,t1) et Dy = (Ro,t2)
225 Riz 4+t 22 Ro(Riz + t1) + to = RoRyx + Roty + to.

Donc D = Dy o Dy = (RaR1, Roty + t2), ce qui implique SE(3) = SO(3) x R3. O

Le groupe SE(3) est isomorphe & un sous-groupe de GL(4,R) par I'application

SE(3) — GL(4,R)

(R,t) +— <]O% i)

On note aussi par SE(3) I'ensemble de ces matrices

SE(3) = {(? i) , R € 50(3), teR3}.

On retrouve la loi de composition o correspondant au produit matriciel

Ry to) (R1 t1)  [RoR1 Raty +to
0 1 o 1) \ o0 1 '

Le mouvement d’une caméra est habituellement modélisé dans SE(3); il s’écrit de fagon
unique comme une rotation R d’axe passant par le centre C' de la caméra suivie d’une translation
de vecteur ¢ (figure 1.5). On notera dans la suite un déplacement D de caméra par le couple
(R, ).

Comme le groupe Spécial Orthogonal, le groupe Spécial Euclidien est un groupe de Lie de
matrices (& proprement parler, c’est le sous-groupe de GL(4,R) isomorphe & SE(3) qui est un
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D = (R,t)
FIGURE 1.5: Mouvement de caméra.

groupe de Lie de matrices). Le calcul de l'algebre de Lie se(3) a partir du groupe SE(3) permet
d’associer a un déplacement de caméra une vitesse de rotation et une vitesse de translation.

Proposition 1.7 — L’algébre de Lie se(3), associée au groupe de Lie SE(3), est égale a
U1
se(3) = [l 2o [W]x € 50(3), (v1,v2,v3) € R®
U3
0 0 0 0
Remarques

— La matrice [w]x représente la vitesse angulaire de la caméra et le vecteur (vq,vs,v3) la
vitesse de déplacement du centre optique de la caméra.
— On notera aussi
se(3) = {(w,v), w € R3, v e R3}.

Démonstration. Soit M € My4(R) telle que exp(AM) € SE(3) pour tout A € R. La matrice
exp(AM) doit donc s’écrire sous la forme

Rt

0 1/

AM
Comme 2)\ o M, la derniere ligne de la matrice M doit étre nulle. Les matrices de se(3)
sont donc de la forme
Y1
Y
M= Y2
Y3

0 O
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On a alors
Y1 *
Yk kal AY
Mk = LE donc e = ¢ *
Y3 *
0 0 0 1

Pour que e appartienne & SO(3), il faut et il suffit que Y appartienne & I’algebre de Lie so(3),
c’est-a-dire que la matrice Y soit antisymétrique.
Y1
Y2
Y3
0 0
suivante : pour tout réel A\, exp(AM) appartient a SE(3). O

Ainsi, toute matrice M de la forme , avec Y appartenant a so(3) vérifie la propriété

Proposition 1.8 - A un couple de vitesses rotationnelle w = (w1, wa,ws) et translationnelle

v = (v1,v2,v3), Uapplication exponentielle associe un déplacement de caméra par [64]

exp: se(3) — SE(3)
(w,v) — (R,1)

(R = exp([w]x)

avee v si lw|| =0

T(w)v = W (I -R)w]x + wa) v sinon.

L’application exponentielle est surjective et non injective. Elle peut étre inversée localement
(pour |w|| € [0,7[), pour calculer, a partir d’un déplacement (R,t) de caméra, les vitesses w et

v correspondantes.

SiR=1 alors{w: ,
v =
(1.7)

w est calculée a partir de R

1 1 sin [|w]|
v=1"Yw)t=1I3 - =[w]x + ( - [w]? t.
277wl 2llwli(1 = coslw]) ) 7

sinon




34 Chapitre 1. Estimation d’un mouvement de caméra : outils et état de art

Démonstration. Quelques éléments sur I'inversion de la matrice 7(w). En utilisant

(ww” = Wl + Wl T

wlx 1 —cos|wl|; ;9
R = elvIx :Ig—l—smeH[ [w]
]| w12 :
[ W = —[lwlPl]x,
on peut réécrire 7(w) de la fagon suivante
1 — cos [jw] wl = sinflwll o
T(W) = I+ ——m— [W]x + e Wk
lw][? : Jlw][? )
. : 2 . .
Le déterminant de 7(w) vaut det(r(w)) = W(l — cos ||w||), donc 7T(w) est inversible pour
w

lw|| €]0, 7[. Par la méthode des cofacteurs, on inverse la matrice 7(w) et on obtient

g 1 y r sin |w|| wl?
=t~ 5leb+ ([ = St orfi)

1.3 Flot optique généré par un mouvement de caméra

1.3.1 Définition et évaluation du flot optique

Le terme de flot optique a été inventé par le psychologue James Jerome Gibson en 1950 dans
une étude sur la vision humaine [21]. Le flot optique entre deux images successives est le mou-
vement apparent des pixels d’une image a l'autre. C’est un champ de vecteurs représentant les
déplacements des points de la premiere image a la seconde. Gibson conjecture qu’il y a suffisam-
ment d’information dans le flot optique pour déduire une unique interprétation physiquement
correcte du mouvement tridimensionnel (& un facteur d’échelle pres pour la translation) et de la
structure de la scene. C’est généralement le cas sauf pour un ensemble de surfaces filmées de me-
sure nulle. Dans le chapitre 5, on discutera I'injectivité de la fonction associant a un mouvement
de caméra et une surface filmée le flot optique correspondant, suivant les domaines d’observation
du flot.

Pour estimer le flot optique sur une séquence d’images, on fait '’hypothése d’éclairement
constant au cours du temps. Si (z,y) sont les coordonnées d'un point suivi dans la séquence
d’images, on note (x(t),y(t),t) la trajectoire 2D du point au cours du temps dans la séquence. Si
I(x(t),y(t),t) est I'intensité lumineuse au point (x(t),y(¢)) sur 'image au temps ¢, 'hypothese
d’éclairement constant s’écrit

I(x(t),y(t),t) = constante.
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En dérivant par rapport au temps cette expression, on obtient la contrainte du flot optique

dx dy
ou I, I, I sont les dérivées partielles de I'image I(x,y,t). Le vecteur (‘fl—if, %) que nous noterons

dans la suite u(x, y,t), représente la vitesse du point (z,y) sur le plan rétinien au temps t. Cette
quantité est appelée flot optique.

Cependant, étant donnée une séquence d’images, ’équation (1.8) est insuffisante a la déter-
mination d’un flot optique unique. En effet, le probleme est mal posé car le flot optique a deux
composantes et nous ne disposons que d’'une seule équation. Ce probleme est appelé probleme
d’ouverture. Pour le surmonter, il est nécessaire de poser une seconde hypothese; c’est souvent
une contrainte de régularité ou de lissage du flot. En 1980, Horn et Schunck [32] proposent une
méthode basée sur la régularisation ; & la contrainte du flot optique est ajoutée une contrainte
de régularité spatiale du flot. La fonctionnelle totale & minimiser est la suivante

2
I
/ (( >-U(w,y,t)+ft> + A | Au(z,y,t)|? | dedy
Q Iy

ou () est le domaine spatial considéré. Le parametre A\ détermine I'importance accordée a la
régularisation. Le travail de Horn et Schunck a été suivi par un grand nombre de contributions
pour le calcul du flot optique, utilisant différentes méthodes : les méthodes de corrélations locales
(ou block-matching) consistant & comparer de petites zones locales d’une image avec les zones
voisines de l'image suivante, les méthodes basées sur le gradient des images, les méthodes de
filtrage spatio-temporel... Un inventaire des méthodes existantes en 1994 a été réalisé par Baron,
Fleet et Beauchemin [3].

La méthode numérique que nous avons choisie pour évaluer un flot optique sur une séquence,
pour les expériences évoquées dans le chapitre 3, est celle de Weickert et Schnorr [74]. Leur
approche consiste a ajouter a la contrainte du flot optique (1.8) 'hypotheése que le flot admet
une régularité spatiale mais aussi temporelle; ceci permet de considérer non seulement les mo-
difications spatiales d’'une image & la suivante mais aussi globalement dans toute la séquence.
La fonctionnelle & minimiser, sur un domaine spatio-temporel € x [0,77] de la séquence, est la
suivante

2
((Im> w(x,y,t) + It> + A0 ([[Vu(z, y, 1)[*) | dzdy dt

B(u(w 1) = [ .

Qx[0,T]
ott Y(s?) = es? + (1 — €)%, /1 + ;—22 et I'opérateur V est 'opérateur de gradient spatio-temporel

V= (8%’ 8%’ %) Le poids A, appelé parametre de régularisation, détermine I'importance accor-
dée au lissage. Weickert et Schnérr ont montré que la contrainte de régularité spatio-temporelle
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du flot optique permet de réduire les effets du bruit par rapport a une régularité uniquement
spatiale.

Remarque — On appelle flot optique en un point (x,y) du plan rétinien, la vitesse de ce point
u(z,y,t) = (dz(t)/dt, dy(t)/dt) sur le plan. Par extension, on appellera aussi flot optique, le
déplacement de (z,y) & (2',y’) entre deux instants, c’est-a-dire (z' — z,y" — y).

1.3.2 Relation entre vitesse de la caméra et flot optique

On s’intéresse ici aux liens entre la vitesse d’une caméra et le flot optique engendré entre les

images.

Proposition 1.9 - Soit une caméra en mouvement ayant une vitesse de translation v(t) =
(v1(t),v2(t),v3(t)) et de rotation w(t) = (wi(t),ws(t),ws(t)). Alors le flot optique u(z,y,t) en un
point (z,y) du plan rétinien vérifie

— x T — x?
u@yt) = % < 01 —01 y) vlt) + <1 +yy2 (1_1—y ) _yx> w(t)

_ % A(z,y) v(t) + B(z,y) w(t)

(1.9)

ot Z est la profondeur du point de ’espace projeté au point (x,y) dans le repére associé au plan
rétinien.

Démonstration. Considérons une caméra en mouvement ayant une vitesse de translation v(t)
et de rotation w(t) et un point M de 'espace de coordonnées (X,Y, Z) dans le repere (C, 1,7, k)

de la caméra. Cela revient a considérer que le point M se déplace suivant une trajectoire M (t)

dans le repere 3D de la caméra a une vitesse dM (t)/dt = (dX (t)/dt, dY (t)/dt, dZ(t)/dt)

dM(t
W o)~ 0] (X0, ¥ (), Z(0)" (1.10)
Soit m(t) la projection du point M () sur le plan rétinien R. Ses coordonnées (x(t),y(t))

dans le repere (¢, i,j) de R vérifient

_ X
x(t) = m
YO = 71

En dérivant les trajectoires z(t) et y(t) par rapport au temps, on obtient le flot optique u(x,y,t) =
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(dxz(t)/dt, dy(t)/dt)
de(t)  X(0)Z(t) — X(t)Z(t)

dt Z(t)?

dy(t) _ Y(O)Z(t) ~Y()Z(t)

dt Z(t)?

En utilisant la relation (1.10), dX (t)/dt, dY (t)/dt et dZ(t)/dt s’écrivent en fonction des vitesses
translationnelle v(t) et rotationnelle w(t) de la caméra. Pour alléger les formules, on omet dans

ce qui suit la variable temporelle

dXx

_dt =—v] +w3Y —woZ = —v + Z(wgy - W2)
dy

—r = v —wsX twiZ = vy + Z(-wsw +w1)
dz

— = + woX —w Y = —v3 + Z(wox — w1y).

En remplagant dX/dt, dY/dt et dZ/dt dans les expressions de dz/dt et dy/dt, on obtient

dv _ (—v1 + Z(wsy — w2))Z — Zx(—v3 + Z(wex — w1y))
dt 72

=_7m+w3y—w2+%—$(w2$—w1y)

dy _ (—vg + Z(—wsx + w1))Z — Zy(—v3 + Z(waz — w1y))

dt Z?

:_71)2—w3m+w1+%—y(w2m—w1y)

soit une formule linéaire en (w,v) donnant le flot optique (dz(t)/dt, dy(t)/dt)= u(x,y,t) en un
point (z,y) en fonction des vitesses v et w et de la profondeur Z du point projeté

— X X — ZL‘Z
T (R L e

Le déplacement d’un point d’une image a l'autre dépend donc de la profondeur du point
de l'espace projeté. Si la caméra effectue une translation, plus le point projeté est éloigné de la

caméra, plus le déplacement observé sur I'image et du a la vitesse v(t) est petit.
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1.4 Relations entre deux vues d’une sceéne fixe

Dans la section précédente, nous avons modélisé le mouvement d’une caméra dans ’espace.
Dans cette section, nous nous intéressons aux images produites par la caméra avant et apres le
déplacement, lorsque la scene filmée est fixe, et en supposant ’éclairement constant. Est-il alors
possible d’associer les points des images deux a deux ? Dans le cas d’un mouvement de caméra
quelconque, ce n’est pas possible & cause de 'effet de parallaxe. Cependant, dans le cas ou les
positions du centre optique lors des deux prises de vue sont différentes (c’est-a-dire quand la
caméra s’est translatée), il existe une contrainte géométrique importante liant des points appariés
de deux images, c’est-a-dire représentant le méme point 3D. C’est la contrainte épipolaire. Nous
allons d’abord présenter 'effet de parallaxe, puis les deux cas particuliers pour lesquels il est
possible d’associer les points deux a deux, enfin nous expliciterons la contrainte épipolaire.

1.4.1 Effet de parallaxe

Considérons une caméra filmant une scene fixe soumise a un déplacement D. On acquiert
ainsi deux vues différentes de la scéne. Deux points, I'un de la premiere image, I'autre de la
seconde, sont dits appariés (ou en correspondance) s’ils sont les projections d’un méme point
de l'espace 3D. En général, on ne peut associer des points de la premiere image a des points
de la seconde car la visibilité d’un point de I'espace dépend de sa profondeur. C’est l'effet de
parallaxe illustré sur la figure (1.6). Les points M; et My de 'espace ont méme projection sur la
premiere image et deux projections distinctes sur la deuxieme image, du fait de leurs profondeurs
différentes.

Deux cas particuliers ne sont pas concernés par le probleme de l'effet de parallaxe, ce qui
rend alors possible la mise en correspondance des points des images.

1.4.2 Cas d’une scéne plane filmée

Considérons une caméra de longueur focale égale a 1. Notons C' le centre optique de la
caméra, R le plan rétinien associé. Soit D = (R, t) un déplacement de la caméra, C’ la nouvelle
position du centre optique, et R’ le nouveau plan rétinien (apres le déplacement). Lorsque la
caméra filme un plan II de lespace ne passant pas par les centres optiques C et C’, il n’y a
pas d’effet de parallaxe car aucun phénomene d’occultation d’une image a l'autre ne peut se
produire. Il existe alors une homographie liant les images produites sur les deux plans R et
R/, c’est-a-dire une transformation de R dans R’ linéaire en coordonnées projectives [15]. Nous
allons expliciter cette relation en coordonnées euclidiennes.

Soient (C,i,7,k) et (C',R(i), R(j), R(k)) les systemes standards normalisés associés a la
caméra respectivement avant et apres son déplacement. Les plans rétiniens R et R’ sont munis
des reperes (c,i,7j) et (¢, R(i), R(j)) ol ¢ et ¢ sont les points principaux associés a C' et C'.

Proposition 1.10 — Soit une caméra filmant un plan I1 et ayant un mouvement D = (R,t).
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FIGURE 1.6: L’effet de parallaze.
Soient [ et g les images des plans R et R’ formées avant et aprés le déplacement. On note

ar b1 c t1
R= as b2 C9 ett = to
a3 by c3 t3

Alors, a tout point M du plan 11, sont associées deux projections m et m’ sur les plans rétiniens
R et R' vérifiant

Si on note (z,y) les coordonnées de m dans (c,i,7) et (x',y") celles de m’ dans (¢, R(i), R(j))
alors

a1 + agy + az — aity + agts + asts
o/ city + 02%2 + c3t3
c1x + coy + c3 — 7
(1.11)
b+ by 4+ by — LT bQZtg + byt
v = 1z + oy + 3 — c1ty + cota + c3t3

VA
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et
( ! b ! tl

t
agx’ + b3y’ + ¢z + 73,

(1.12)

t
agx’ +boy’ + co + 72,

y= i3’

asx’ + bsy' + c3 + 7
ot Z est la profondeur du point M dans le repére (C,i,j,k) et Z' est la profondeur de M dans
le repére (C', R(3), R(j), R(k)).

11
M
R

i m R

g , R(j)

i "

C R(’f)\

J

R(i) c’

FIGURE 1.7: Cas d’une scéne plane filmée : absence d’effet de parallaxe.

Démonstration. Soit M un point du plan II, m sa projection sur R et m’ sa projection sur
R’. Comme l'illumination de la scéne est supposée constante en espace et en temps, les niveaux

de gris en m et m’ sont les mémes sur les deux images soit
f(m) = g(m).

Soit (X,Y, Z) les coordonnées du point M dans le repere (C. 1, j, k) et (X', Y’, Z’) ses coordonnées
dans (C', R(i), R(j), R(k)). Les coordonnées du point m dans le repere (¢, i, j) sont donc, d’apres
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la formule (1.1),

X

==

Z

Y

=7

et celles du point m’ dans le repere (¢/, R(7), R(j))

a X

Z/

Y
y - Z/‘

Exprimons les coordonnées (z',y’) en fonction des coordonnés (z,y) ; nous avons

e — RN
C'M=C'C+CM

<=>X/R(i)+Y/ ( ) + ( ) = t12+t2]+t3k) (Xi—l—Yj—i—Z]{:)
t1 X
. ¢ as | + Y’ b2 — |t +1]1Y
as b t3 Z
X’ X
< R|Y' +|Y
A t3 7
X’ X
s |Y | =-R! t2 +R 1|y (1.13)
A t3 A
d’ou
o — &I . a1 X +aY +asz”Z — (a1t1 + asty + a3t3)
Z! X +cY +c3Z — (Cltl + cotg + Cgtg)
. z . b1 X +bY +b3Z — (bltl + boty + b3t3)
y Z' aX +cY +c3Z — (Cltl + coto + Cgtg)
< t1 + asto + ast
a a a
alx—|—a2y—|—a3— 141 2Z2 303
/!
T c1ty + cato + c3ty
c1x + coy + c3 — 7
b1ty + baty + bst
b1$+b2y+b3— 101 222 33
/
vy = cit1 + cato + c3t3

1T + ey + ¢c3 — 7
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donc il existe une application liant les points de la premiere image f a ceux de la deuxieme
image g, connaissant les profondeurs des points du plan filmé. On peut aussi exprimer (z,y) en
fonction de (2',y’) par un calcul analogue

X a X' +0Y 4172+t

v 7 - a3 X'+ b3Y' + 32" + t3

. Y . GQXI+b2YI+CQZ/+t2
Y= 7 7 waX +bsY + 32 + 13

( N S 31
a1x + b1y +C1+7

t
agz’ + b3y’ + ¢z + 73,

xr =

t
agx’ +boy’ + co + 72,

Yy = ts3
azx’ + bsy’ + c3 + 7

Par conséquent, lorsque 1'on connait les profondeurs des points du plan IT (ou ’équation du

plan), on peut déterminer les correspondances des points entre les images f et g. O

1.4.3 Cas d’une rotation de caméra

Le deuxieme cas particulier dans lequel I'effet de parallaxe ne survient pas, concerne non plus
I’objet du film mais un mouvement particulier de caméra. En effet, le phénomene de parallaxe est
di a la translation de la caméra dans ’espace. Si les centres optiques de la caméra avant et apres
son mouvement sont confondus, un point de ’espace occulté lors de la projection sur le premier
plan rétinien ne pourra pas apparaitre sur le second. La figure (1.8) illustre ce phénomene. Tous
les points d’une droite passant par le centre optique ont la méme projection apres une rotation
de la caméra tandis qu’ils ont des projections différentes dans le cas d’une translation.

En reprenant les notations de la partie précédente, et dans le cas d’un mouvement de caméra
constitué d’une rotation seule, un point de coordonnées (x,y) de I'image f sera apparié a un
point de coordonnées (z’,3’) de I'image g par I'application

o a1x + agy + as
c1x + ey +c3

;L bix + boy + b3
C1T + Y + ¢3

et réciproquement un point (z’,4’) de I'image g correspondra & un point (x,y) de 'image f par
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R R
= -
C 1 . C —

FIGURE 1.8: A gauche, la caméra effectue une rotation (ce qui revient a considérer que la caméra
est fixe et que les points de [’espace sont en rotation autour d’un axe passant par le centre optique
C'); les points d’une droite passant par C sont projetés, apres la rotation, en un seul point sur le
plan rétinien. A droite, la caméra se translate (ce qui revient a translater les points de [’espace) ;
les points d’une droite passant par C' sont projetés, apreés la translation, en plusieurs points.

I’application
arx’ + by + a1

azx’ + bsy' + c3

asx’ + bay’ + o

asx’ + b3y’ + c3°

L’effet de parallaxe ne peut étre observé car les déformations sont indépendantes des profondeurs
des objets filmés.

1.4.4 La contrainte épipolaire

Plagons-nous maintenant dans le cas général d’'un mouvement complet de caméra et d’une
scene filmée 3D. Soit D = (R,t) un déplacement de la caméra. On considere ici le cas ou
la translation est non nulle, le cas d’'un mouvement sans translation ayant été traité dans le
paragraphe précédent. Soit M un point de I'espace et ses images m et m’ sur les images f et g
des plans R et R'. Connaissant le mouvement de la caméra et les deux vues correspondantes,
on ne peut mettre en correspondance le point m de f avec le point m’ de g & cause de l'effet de
parallaxe. Cependant, le point m’ ne peut se placer en tous les points de g : c’est la contrainte
épipolaire énoncée ci-apres.

En utilisant les mémes notations que dans la partie 1.4.2, la ligne C'C’ intersecte les plans
rétiniens R et R’ respectivement en deux points e et e’ appelés épipoles. Les droites de R et R/
passant par e et e’ sont appelées droites ou lignes épipolaires. Dans le cas ol le plan R ou le
plan R’ est parallele & la droite CC”, I’épipole contenu dans ce plan est a I'infini et les droites
épipolaires de ce plan sont des droites paralleles a la droite CC”.

Le rayon optique (C'M) ou (C'm) est projeté sur I'image g en une droite passant par 1’épipole
¢’ et par 'image d’un point du rayon. Cette droite est appelée I/, ligne épipolaire de m’, car le
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point m’ doit appartenir & cette droite. De la méme facon, pour tout point m’ appartenant a g,
le point correspondant dans f, m, doit appartenir a la ligne épipolaire [,,,. C’est la contrainte
épipolaire, illustrée sur la figure (1.9).

Les paragraphes suivants développent les notions de matrice fondamentale et matrice essen-
tielle, notions projectives développées par Faugeras [13, 15] et Hartley [26] liant les coordonnées
projectives d’un point m a la ligne épipolaire correspondante.

/
R R

M
,"/‘\;\‘*\
[——]

FIGURE 1.9: [llustration de la contrainte épipolaire.

1.4.4.1 La matrice fondamentale

Intéressons-nous d’abord a la représentation d’une droite en coordonnées projectives. Soit
une droite I d’un plan de R3. Dans le plan, elle a pour équation au+ bv + ¢ = 0. Soit maintenant
un point du plan appartenant a la droite [ de coordonnées projectives (z,y, z) soit de coordonnées
euclidiennes (z/z,y/z). Ces dernieres vérifient

a£+by+c:o<:>a:z:—|—by+cz:0
z z

soit

On appelle représentation projective de la droite [, définie a un scalaire pres, le point 2D de
coordonnées projectives 1=(a, b, ¢). Les points et les droites sont donc représentés par des triplets
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en coordonnées projectives. Si un point m appartient a la droite [, en réécrivant I’expression
précédente, on a

m = 0.

On peut déduire de la linéarité en coordonnées projectives du modele de caméra sténopé
que la relation entre les coordonnées projectives m d’un point m du plan rétinien R et les
coordonnées projectives 1, de sa ligne épipolaire dans R’ est aussi une application linéaire. Ceci
provient du fait que les relations entre un point m et le rayon optique (CM) et entre (CM) et
sa projection en coordonnées projectives dans R’ sont linéaires.

La matrice fondamentale F décrit 'application linéaire en coordonnées projectives, liant

un point m de R & sa ligne épipolaire I/, dans R'. Elle traduit algébriquement la contrainte

épipolaire
I, =Fm.
Proposition 1.11 — Si F est la matrice fondamentale et m et m’ sont deuz points appariés

de R et R, alors la contrainte épipolaire est exprimée par

m'” Fm =m"FTm’ = 0. (1.14)
Démonstration. Soit un point m du plan R exprimé en coordonnées projectives et m’ le
point correspondant du plan R’. La représentation projective 1, de la ligne épipolaire de m
vérifie

l/

m

= Fm

b
ce qui signifie aussi, comme m’ €[]
m Fm=0 < m?F m’ = 0.
Donc si la ligne épipolaire 1., de m est représentée par F'm, la ligne épipolaire 1, de m’ est
représentée par F7m'. La contrainte épipolaire est exprimée algébriquement par

T
m” Fm=m?F'm’' =0.

Exprimons maintenant la matrice F' en fonction de la matrice de projection de la caméra et
de la position des épipoles sur les images f et g.

Proposition 1.12 —  Soient P et P’ les matrices de projection associées a la caméra res-
pectivement avant et aprés son déplacement, et PT une matrice de projection inverse de P
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(c’est-a-dire vérifiant PP = X3 pour une valeur \ réelle). Alors la matrice fondamentale F
s’écrit en fonction de PT, P’ et de ’épipole €’

F — [e/] X PIP+ .

Cette proposition est démontrée dans [15]. La matrice fondamentale F' associée a une caméra
et a son déplacement n’est donc pas unique puisqu’elle s’écrit en fonction d’une matrice de
projection inverse non unique. C’est une matrice de format 3 x 3 et de rang 2 (car la matrice [e/]«
est également de rang 2), & 7 degrés de liberté (car c’est une matrice homogene de déterminant
nul). Les épipoles e et e’ vérifient

Fe=0 e FTe =0.

1.4.4.2 La matrice essentielle

Supposons maintenant la caméra calibrée, c’est-a-dire la matrice A contenant les parametres
intrinseques connue, alors la matrice de projection de la caméra est P = APy = A[I3]0], d’apres
la formule (1.4). Soit un point m du plan rétinien R, image d’un point M de 'espace. On appelle
coordonnées normalisées de m

m=A'm.

Alors, d’apres I’équation (1.14),
—~ —T
m'  Fm = (Am")"F(4m) = m’ (ATFA)m = 0.

La matrice AT F A est appelée matrice essentielle E. L’équation liant les coordonnées normalisées
de deux points de R et R/

—~T

m’ Em =0 (1.15)

est connue sous le nom d’équation de Longuet-Higgins [42]. Dans [13], il est montré que

E = [t]«R.

7 7 . . . . 7 - 7 .
Géométriquement, cette contrainte traduit la coplanarité des vecteurs Cm, C'm’ et ¢ (soit
—
CC"). Historiquement introduite avant la matrice fondamentale, la matrice essentielle a seule-
ment 5 degrés de liberté : 3 pour la rotation, 3 pour la translation moins un car 1’échelle de la

translation est indéterminée.

1.4.4.3 Différences entre les matrices fondamentale et essentielle

La matrice essentielle E peut étre décomposée en un vecteur translation et une matrice de
rotation. Dans 1’équation dans laquelle elle intervient r/n\’TEffl = 0, m et m’ sont exprimés en
coordonnées projectives dans le repere de la caméra respectivement avant et apres le déplacement.
Elle est donc utile pour ’analyse de mouvement dans le cas d’une caméra déja calibrée.
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La matrice fondamentale F' s’écrit en fonction des parametres de ’homographie épipolaire.
Dans ’équation m’ TFPm = 0, m et m’ sont exprimés en coordonnées projectives dans le repere
de référence de l'espace R?; F est utilisée dans le cas d’une caméra non calibrée.

Ces deux matrices expriment la méme contrainte épipolaire dans deux systemes de coordon-
nées différents et peuvent toutes deux se décomposer en produit d’une matrice antisymétrique
et d’une autre matrice. Dans le cas de F, cette autre matrice est la matrice de rotation corres-

pondant au déplacement.

1.5 Etat de I’art de ’estimation d’un mouvement de caméra

A ce niveau du chapitre, nous avons présenté le modele de caméra projectif, modélisé le
mouvement d’une caméra, explicité le flot optique et son calcul, et résumé les relations entre
deux vues d’une scene fixe. Tous ces éléments étant posés, nous pouvons présenter le probleme
étudié dans ce document : l'estimation du mouvement d’une caméra filmant une scéne fixe a
partir de la séquence d’images produites.

Les méthodes existantes pour résoudre ce probleme sont tres diverses. La difficulté réside dans
le fait que le mouvement d’un pixel entre deux images dépend non seulement des parametres du
mouvement de la caméra mais aussi de la profondeur du point projeté. La figure (1.10) illustre
la difficulté a estimer un mouvement de caméra a partir d’un flot optique a cause des différentes
profondeurs de la scene filmée.

La revue que nous présentons ci-apres est loin d’étre exhaustive, étant donné le grand nombre
de publications sur le sujet durant les vingt-cinq derniéres années. Nous évoquerons quelques
approches dans ce qui suit et nous les séparerons, classiquement, en trois catégories : les méthodes
directes, les méthodes discretes ou en temps discret et les méthodes différentielles ou en temps
instantané.

Les méthodes directes utilisent directement 'information fournie par le contenu des images,
sans suivi de points préalable, ni calcul de flot optique.

Les méthodes discretes utilisent des correspondances de points entre les images, elles ap-
pliquent donc des techniques de suivi (ou tracking) de points singuliers ou de marqueurs dans
une séquence ; lorsqu’un nombre de points supérieur a 5 est suivi, le probleme d’estimation du
mouvement est surdéterminé. A la différence des méthodes directes, elles minimisent une mesure
d’erreur sur seulement quelques points et non sur tous les pixels.

Les méthodes différentielles utilisent le flot optique, champ des vitesses des points de I'image,
et calculent ainsi le mouvement 3D de la caméra et souvent les profondeurs des objets filmés.
Remarquons que la mise en correspondance de points entre deux images est aussi un moyen de
mesurer le flot optique ; le suivi de points peut donc aussi bien étre exploité par des algorithmes en
temps discret qu’en temps instantané. Les méthodes différentielles sont en fait une extrapolation
des méthodes discretes, extrapolation valide pour des pas de temps courts entre deux captures
d’images. Ces deux types d’approches dépendent de la précision de la détection, qui n’est pas

toujours assurée.
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FIGURE 1.10: En haut, la scéne utilisée pour générer le flot optique présenté au-dessous a droite.
Le rectangle, le disque et le fond ont respectivement pour profondeur 2, 5 et 10 dans le repére de
la caméra avant le déplacement. En bas, flots optiques générés par une caméra en mouvement,
de longueur focale égale a 1, filmant a gauche, une scéne quelconque de profondeur uniforme
égale a 10 dans le repéere de la caméra, et a droite la scéene présentée ci-dessus. Le mouvement
de la caméra est une rotation d’aze (0.01,0.01,—1), d’angle 1.7 degrés suivie d’une translation
de vecteur (3,—5,0.1) (en pizels). Au niveau des discontinuités de profondeurs, les discontinuités

du champ de flot sont visibles.
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D’autres criteres distinguent aussi les méthodes d’estimation ; ’estimation ou non de la struc-
ture de la scene (apres calcul du mouvement ou simultanément), 'ordre d’estimation de la rota-
tion et de la translation, 1'utilisation de techniques d’optimisation numérique (moindres carrés),

ou de techniques incrémentales. Un état de ’art succinct est présenté ci-apres.

1.5.1 Meéthodes directes

Les méthodes qui n’utilisent ni flot optique, ni points appariés, mais seulement le contenu
d’une paire d’images pour estimer le mouvement de la caméra, sont appelées méthodes directes.
Irani et Anandan décrivent dans [35] leur principe général. L’équation de base sur laquelle elles
reposent est la contrainte d’illumination constante (1.8), utilisée par les algorithmes de calcul
du flot optique. Entre deux images données f et g, la contrainte s’écrit

f(x,y) =g ((xay) + U(l‘,y,t) dt)

ou u(x,y,t) est le flot optique au point (z,y), c’est-a-dire le déplacement du pixel (x,y) entrainé
par le mouvement de la caméra et dt est l'intervalle de temps entre les acquisitions des images
fetg.

A cette contrainte, s’ajoute un modele de mouvement explicitement choisi, rotation ou trans-
lation pure par exemple. Dans le cas d’un mouvement instantané, entre deux images consécutives
d’une séquence par exemple, le modele est donné par I’équation (1.9)

_ T x — z?
u(x,y,w:%((f ° y> v<t>+<1+yy2 e _‘”x> ol

et on cherche & estimer les vitesses v(t)dt et w(t)dt.

A partir du modele choisi, les parametres du mouvement et les profondeurs sont estimés par
minimisation de I’erreur obtenue a partir de la contrainte d’illumination constante, a laquelle
sont combinées d’éventuelles hypothéses sur les profondeurs

Z (f(l',y) - g((:ﬂ,y) + U(SE,y,t) dt))2 .

m7y

Le champ de profondeurs est ainsi souvent supposé localement constant, par exemple par Horn
et Weldon dans [33], et par Bergen dans [4]. Negahdaripour et Horn, dans [50], proposent une
solution explicite au probléme en supposant la surface plane ou quadratique. Dans [23], Ha et
Kweon ajoutent un terme de régularisation préservant les discontinuités.

1.5.2 Meéthodes discreétes

Ces méthodes sont tres nombreuses; on développera ici brievement ’approche de matrice
essentielle discrete [13, 15, 16, 34] et les techniques incrémentales de filtrage de Kalman [1, 77].
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1.5.2.1 Estimation de la matrice essentielle

La contrainte épipolaire permet de lier les projections d’un point de I’espace sur deux images,
indépendamment de la profondeur de ce point. Pour estimer le mouvement de la caméra entre
ces deux images a partir de couples de points appariés, on peut estimer la matrice essentielle
car elle suffit & retrouver la rotation et la translation [13]. Il est alors nécessaire de connaitre
les parametres intrinseques de la caméra. Dans le cas d’une caméra non calibrée, il existe des
méthodes de détermination de la matrice fondamentale ; plusieurs d’entre elles sont comparées
par Luong et coll. dans [44].

Comme la matrice essentielle E dépend exclusivement de la rotation et de la translation
de la caméra, cinq parametres suffisent a la déterminer completement. L’algorithme des cing
points, proposé par Faugeras dans [13] nécessite cing couples de points appariés menant a cing
équations de la forme de I’équation de Longuet-Higgins (1.15). L’algorithme des cinq points étant
non-linéaire, une méthode linéaire moins complexe avait été proposée par Longuet-Higgins [42].
C’est 'algorithme des huit points, qui nécessite huit paires de points appariés. La translation
et la rotation sont ensuite estimés en factorisant la matrice essentielle obtenue. Cependant,
cet algorithme est trés sensible au bruit; beaucoup d’autres techniques plus robustes ont été
développées [38, 13]. En renormalisant les coordonnées des points utilisés, Hartley [25] améliore
tres nettement les performances de l'algorithme des huit points.

Tsai et Huang ont montré dans [71] que seuls deux déplacements dans I’espace correspondent
a une matrice essentielle donnée. Le nombre de couples de points appariés et le nombre de
mouvements de caméra compatibles avec ces appariements est discuté dans [16]. Ces méthodes
présentent ’avantage de ne supposer aucun a priori sur le type de mouvement de caméra et
d’utiliser des techniques d’algebre linéaire simples et rapides.

1.5.2.2 Meéthodes incrémentales

Les méthodes précédentes sont bien adaptées a l’estimation d’un mouvement de caméra
suffisamment important, entre des vues bien séparées d’une scene fixe, mais elles le sont moins
pour traiter des images consécutives dans une séquence.

Une approche radicalement différente consiste a utiliser des techniques d’estimation récur-
sives, considérant des mouvements incrémentés entre les images d’un film. Ces méthodes né-
cessitent la détection préalable et le suivi de points dans la séquence. Différentes approches de
tracking sont décrites par Shi et Tomasi dans [63].

A partir des points suivis dans la séquence, le filtre de Kalman est utilisé, notamment par
Azarbayejani et Pentland dans [1] puis Yao et Calway dans [77], pour estimer le mouvement de
la caméra et les profondeurs des points suivis. Le filtre de Kalman est un estimateur récursif qui
donne une estimation optimale, au sens des moindres carrés, d’un état dynamique a partir d’'une
séquence d’observations associées a ’état et en supposant des statistiques de bruit gaussiennes.
On appelle état au temps ¢, noté s(t), le mouvement de la caméra entre I'image 0 et I'image ¢
et les profondeurs des points suivis dans le repere de la caméra au temps ¢t. La dynamique des
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états entre deux images consécutives dans la séquence est simple : la position de la caméra a un
temps donné est supposée étre la méme qu’au temps précédent, a un bruit gaussien pres, et les
profondeurs des points demeurent les mémes. L’équation suivante décrit ’évolution de I'état s

s(t) = Fs(t—1) 4+ w(t)

ol w est une bruit gaussien centré et F' est la matrice de transition des états. En notant z(t)
les observations, c’est-a-dire les positions des points suivis sur 'image au temps ¢, un modele
d’observations est donné

z(t) = Hs(t) 4+ v(t)

oll v est un bruit gaussien centré et H la matrice d’observation.

Le principe général du filtre de Kalman est le suivant ; d’abord, une prédiction 5(¢) de s(t)
connaissant §(t — 1) est effectuée en utilisant Uopérateur F'. Puis, la prédiction est comparée aux
observations des points au temps ¢, z(t), ce qui fournit une erreur e = z(t) — H3(t), appelée
innovation. Le gain de Kalman est alors calculé, proportionnel a la covariance de I’état prédit
et inversement proportionnel & la covariance des observations. La prédiction de I’état au temps
5(t) est mise & jour en ajoutant le produit de I'innovation et du gain. Plus le gain est grand, plus
le filtre tient compte des observations, plus il est petit, et plus le filtre tient compte du modele.

1.5.3 Meéthodes différentielles

Dans le cas d’'une caméra filmant une scéne fixe, le flot optique de I'image dépend non
linéairement de la distance de la caméra a chaque point de la scéne (c’est-a-dire la profondeur
des points dans le repere de la caméra), et des vitesses de rotation et translation de la caméra,
ainsi que le montre la formule (1.9). Cette non-linéarité rend difficile le probleme d’estimation
du mouvement.

Parmi les méthodes utilisant le flot optique, trois approches sont présentées ici : la premiere
est basée sur la contrainte linéaire (1.9) liant le flot optique aux vitesses angulaire et transla-
tionnelle, la deuxiéme sur la contrainte épipolaire différentielle et la troisieme sur le mouvement
de parallaxe.

Si le flot optique mesuré était exact, seuls quelques vecteurs suffiraient au calcul du mou-
vement de la caméra. Cependant, le flot mesuré est souvent tres bruité et imprécis. Dans les
méthodes décrites ci-apres, des approches robustes des moindres carrés sont fréquemment mises
en oeuvre pour exploiter toute I'information disponible.

Avant d’expliciter différentes techniques, notons que 'application qui, & un mouvement de
caméra, associe un flot optique n’est pas injective. En effet, la translation de vecteur ¢ d’un
plan de I'espace fournit le méme flot optique que la translation de vecteur at du plan précédent
dilaté d’un facteur «. La translation sera donc toujours estimée a un facteur d’échelle pres. En
revanche, deux rotations de caméra différentes ne généreront jamais le méme flot optique [9)].
L’injectivité du flot optique sera discutée plus précisément dans le chapitre 5.
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Remarquons enfin que ces méthodes ne s’appliquent pas & des mouvements de caméra trop
importants entre deux images (par exemple lorsque ’on ne considére plus deux images consécu-
tives dans une séquence, mais éloignées dans le temps), car elles sont basées sur des approxima-

tions de mouvements instantanés.

1.5.3.1 Méthodes basées sur la contrainte (1.9)

L’objectif de ces méthodes est I'estimation des vitesses translationnelle v(t) dt et angulaire
w(t) dt, ou dt est le pas de temps entre les acquisitions de deux images consécutives f et g, a partir
de la donnée de n vecteurs de flot optique {u(x;, y;,t) dt};—1. ,, mesurés aux points {(z;, yi) }i=1..n
de f, en utilisant la contrainte (1.9) linéaire en (w(t),v(t)). En général, le nombre de vecteurs
de flot connus est important, voire égal au nombre de points de I'image.

Pour alléger les notations, on note v, w et u(x;,y;) pour v(t)dt, w(t) dt et u(x;,y;,t)dt. On
appelle résidu r(z;, y;) relatif au point (x;,7;) et au flot associé u(z;, y;), le vecteur de R?

1

—— Az, yi) v — B, y;) w.
ACIRT ( ) ( )

r(@i, yi) = (@i, yi) —
Le but de ces méthodes est la minimisation de la somme des normes des n résidus sur les
vitesses v et w. La difficulté de cette minimisation tient a I’ignorance des valeurs des profondeurs
{Z(%i,9i) }i=1..n-

Dans [9], Bruss et Horn, pionniers dans le sujet, éliminent la profondeur des résidus en
observant que l'estimateur des moindres carrés de Z(z;,y;) s’exprime en fonction des vitesses de
la caméra ; I’équation

Ol )l _
0Z(zi,yi)

fournit I'expression de Z(z;, ;). Ils ajoutent au probléme de minimisation la contrainte [|v||? = 1
en introduisant un multiplicateur de Lagrange. En différenciant en les sept parametres, ils ob-
tiennent un systeme de sept équations a sept inconnues. Parmi ces équations, trois sont linéaires
par rapport aux trois composantes de w. Ces composantes sont donc déterminées de fagon unique
et explicite en fonction des composantes de v. A partir des quatre autres équations polynomiales,
cubiques ou quadratiques, les composantes de la vitesse v sont estimées par une méthode numé-
rique.

Dans [80], Zucchelli, Santos-Victor et Christensen estiment simultanément les vitesses rota-
tionnelle et translationnelle et la structure de la scéne. La somme des normes des résidus dépend
des parametres inconnus rangés dans le vecteur p de taille n+6, p = (v,w, Z(x1,Y1), -, Z(Tn, Yn))-
Les parametres du mouvement et de la structure de la scéne sont ici estimés par résolution du

probleme des moindres carrés

n
b= argmpinz IEERDIE (1.16)
=1
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Les auteurs utilisent la méthode itérative de Gauss-Newton. Pour améliorer cette estimation,
ils proposent d’utiliser les contraintes géométriques de la sceéne. Pour cela, ils incorporent a
Iéquation (1.16) des informations de coplanarité et de colinéarité et utilisent la méthode de
Levenberg-Marquardt pour résoudre le nouveau systeme. Ici, les vitesses de rotation et de trans-
lation sont évaluées simultanément avec les profondeurs des n points de I'image choisis.

Heeger et Jepson utilisent aussi la contrainte linéaire (1.9) ; ils estiment le mouvement et la
structure de la scéne en séparant, par des méthodes de sous-espaces linéaires, le probleme en
trois étapes; dans [27], ils évaluent d’abord la translation, indépendamment de la rotation et
des profondeurs des points choisis, puis la rotation et enfin les profondeurs. La structure de la
scene est donc déterminée apres 'estimation du mouvement. Pour cela, ils écrivent

n n A( ) T 1 2
9 Ti, Yi )V 27V
(i, Yi = w(T, yi) — Z (4, ;)
ETRIENED of vew <B<xi,y@->> 2

n
2
= Z u(z;,Yi) _C(U7$iayi)Q(Z(xi,yi),w)u
i=1
ou C(v,x;,y;) est une matrice de taille 2 x 4 et q(Z(z;,y;),w) est un vecteur de taille 4. Les
auteurs montrent alors que la minimisation de Y"1, ||r(z;,y;)||? est équivalente & la minimisation

de
‘2

E(v) = i "Cl(v,ﬂﬂi,yi) u(i, yi)
i=1

ott C*(v,z;,v;) est le complément orthogonal de C(v,z;,y;) c’est-a-dire
Cl(v,xi,yi)C(v,mi,yi) = 0. L’expression a minimiser ne dépend plus que de la vitesse de dé-
placement v et on ne peut estimer que la direction de cette vitesse. L’espace des directions
candidates est la demi-sphere unité. L’image de flot donnée est divisée en imagettes et chaque
imagette fournit une surface résiduelle qui est 'image de F(v) sur la demi-sphere unité. La
somme des surfaces donne une estimation globale des moindres carrés de la vitesse v.

Une fois la translation estimée, la profondeur est exclue de 1’équation (1.9) en multipliant
cette équation par d(z;,y;,v), vecteur unitaire orthogonal & la composante translationnelle du
flot optique, c’est-a-dire

dT (x4, yi, v) A(zi, ys) v = 0.

Ainsi, la contrainte (1.9) devient
d" (i, yi 0) uwi, yi) = d (24, 4i,0) B(xi, yi) w.
La solution des moindres carrés pour w est obtenue en minimisant
n 2
Bw)=>_ HdT(wz‘,yz‘,U)B(fUi,yz’) w —d" (i, yi, v)ulzi, yi) ‘
i=1

La profondeur des points Z(z;,y;) peut alors étre évaluée.
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1.5.3.2 Meéthodes basées sur la contrainte épipolaire différentielle

La contrainte épipolaire différentielle, équivalent continu de la contrainte épipolaire définie
dans le paragraphe 1.4.4, lie les coordonnées d’un point de I'image et le flot optique mesuré en
ce point aux vitesses de rotation et de translation de la caméra, sans que la profondeur du point
projeté n’intervienne.

Soit M un point de I'espace. Supposons le mouvement de la caméra lisse dans le temps,
de vitesses de translation v(t) et de rotation w(t). Cela revient a considérer que le point M se
déplace dans Pespace & une vitesse M (t). Pour alléger les notations, on omet dans la suite la
variable temporelle. La vitesse au point M est égale, d’apres I’équation (1.10), a

M = —[w]x M —v.

Soit m la projection de M sur le plan rétinien R et 1 le flot optique au point m. En multipliant
l’équation précédente par [v],m, on obtient

MTwl,m = —MT[w]L[v]m car vT[v]x = 0.

Or, les coordonnées euclidiennes du point M sont proportionnelles aux coordonnées projectives
du point m ; on peut donc remplacer M par Am (A non nul) et M par Am + A\

(Am + )T [v],m = = dm? [w]L [v], m.

Comme [v]x est une matrice antisymétrique, m”[v]xm = 0 et on peut simplifier I’expression.
Ainsi, si m est le flot optique au point m de I'image, généré par une caméra ayant une vitesse

translationnelle v et angulaire w, alors m et m vérifient

i’ [v],m 4+ m? [w]L [v],ym =0
& m![v]ym — mT W] [v]xm = 0. (1.17)

On appelle cette derniere équation contrainte épipolaire différentielle, en raison de sa ressem-
blance avec I’équation (1.14).

Dans [45], Ma, Kosecka et Sastry définissent le concept de matrice essentielle différentielle a
partir de la contrainte épipolaire différentielle (1.17). En écrivant

bl = 3 (ol — [leol) 5 (Wbl + Bl
on obtient 1
mT[w]X[v]Xm = mT§ ([w]x[v]x + [v]x[w]x) m

1
car la matrice 3 ([w]x [v]x — [v]x[w]x) est antisymétrique. L’équation (1.17) peut donc s’écrire

matriciellement

(m? m7) <[”]X> m =0 (1.18)
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ou s est une matrice symétrique carrée d’ordre 3 définie par

v
La matrice £ = [l appartenant a Mg 3(R), est appelée matrice essentielle différentielle.
-8

L’ensemble de ces matrices forme 'espace essentiel différentiel £ et I’ensemble des matrices s
I’espace des matrices symétriques spéciales S. La vitesse v et la matrice s sont estimées par
minimisation des moindres carrés de ’équation (1.18). Les auteurs montrent que les vitesses v
et w sont ensuite obtenues de facon unique a partir de 'estimation de s et de ’estimateur des
moindres carrés de v. Cette approche est généralisée au cas non calibré dans [§].

Dans [38, 39], Kanatani reformule la contrainte épipolaire différentielle avec le flot twisté 1 *,
c’est-a-dire le flot 71 tourné de 90° autour de m

m* [v],m — m? Km =0

ol
1
K =wvlz - ) ([w]x [v]x [v]x [w]x) -
La vitesse v et la matrice K sont estimées en résolvant le probleme linéaire des moindres carrés

correspondants. La vitesse angulaire w est extraite de I'estimation de la matrice I par

(tr(K) + 3UTICU) v — 2Kv.

1
w= -
2

1.5.3.3 Meéthodes basées sur le mouvement de parallaxe

L’effet de parallaxe, décrit plus haut, a un effet génant pour la mise en correspondance de
points entre images mais c’est aussi un moyen d’estimer le mouvement de la caméra a partir du
flot optique.

Supposons, dans un premier temps, que le mouvement de la caméra soit une translation pure,

de vitesse v(t) = (v1(t),v2(t),v3(t)). On connait, dans ce cas, I’expression du flot au point (z,y)
correspondant a la projection d’un point de profondeur Z avant le déplacement de la caméra,

w(g.t) = % (—vl(t) t+x UgEt)) |

—?)Q(t) + Y v3 t)

t t
Si on note Py le point de coordonnées (z¢,yo) = <vl( )’ va( )>7 alors
vs(t) vs(t)

_vg_(t) T — T
u(z,y,t) = 7 (y_y0>.

Ainsi, si v3(t) est non nulle, les vecteurs de flot optique sont dirigés vers le point Py ou au contraire

d’apres la formule (1.9)

envers lui. Autrement dit, le champ de flot est centré au point Py, appelé foyer d’expansion (FOE
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dans la littérature pour Focus Of Expansion). Dans le cas ou v3(t) est nulle, tous les vecteurs
ont méme direction (—vq(t), —va(t)).

Dans un deuxieéme temps, prenons un mouvement de caméra complet, composé d’une rotation
suivie d'une translation. Dans [28], Helmholtz observe que la différence des flots optiques en deux
points tres proches dans 'image mais correspondant a des profondeurs différentes dans I’espace,
est quasiment indépendante de la rotation et ne dépend donc pratiquement que de la différence
des inverses des deux profondeurs. Ainsi, une discontinuité de profondeur dans l’espace, du
point de vue de la caméra, correspond sur l'image a une discontinuité dans la composante
translationnelle du flot optique. A partir d’un flot optique donné, si on construit un champ de
vecteurs représentant les différences des vecteurs dans un petit voisinage, les vecteurs différence
seront orientés vers ou envers le foyer d’expansion le long des discontinuités de profondeur.

Différentes méthodes d’estimation du mouvement de la caméra sont basées sur le mouve-
ment de parallaxe. Longuet-Higgins, dans [42], utilise les dérivées spatiales du flot optique pour
identifier le foyer d’expansion et donc la direction de la translation. Cependant, la méthode est
trés sensible au bruit présent dans le champ de vecteurs. Rieger et Lawton, dans [57], calculent
les différences d’un vecteur de flot avec les flots d’un voisinage. Puis, a partir de la distribution
des flots, 'orientation dominante des vecteurs de différence est calculée. Seules les orientations
des vecteurs résultants situés aux points ou la distribution des vecteurs est tres anisotrope,
sont conservées. De tels points apparaissent en effet au niveau de variations de profondeurs
importantes. Les auteurs obtiennent ainsi un champ correspondant au champ de vitesse trans-
lationnelle, ce qui permet de déduire le foyer d’expansion. Lorsque la direction de la translation
est connue, les composantes du flot orthogonales a cette direction ne peuvent qu’étre dues a la
rotation. Ce modele a été amélioré par Hildreth [29].

Une utilisation différente du mouvement de parallaxe est présentée par Tomasi et Shi dans
[70]. La translation est estimée a partir des déformations d’images. A partir d’un couple (m,m’)
de points dans une image, suivis dans I'image suivante, la déformation est mesurée par la varia-
tion dans le temps a de 'angle a = arccos(m,m’). La variation de l'angle a étant indépendante
de la rotation, elle dépend des profondeurs Z et Z’ des points projetés en m et m’ et de la
translation ¢

1 T
77 -1
m
/
. . 1 m
a =sina = t
4 mAm
o) Nlmam]

Pour un sous-ensemble de n points suivis entre deux images (grace au flot optique par exemple),
on aboutit & une combinaison des contraintes ci-dessus a minimiser sur les composantes de
la translation et les n profondeurs des points. Dans [70], la minimisation est réalisée par une

méthode de projection des variables sur la sphere unité ¢ = 1.
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1.5.4 Conclusion sur les méthodes présentées

Les méthodes d’estimation d’un mouvement de caméra donnent rarement de bons résultats
a la fois dans les situations de mouvements importants et de mouvements faibles. Les méthodes
discretes sont adaptées a l'estimation de grands mouvements, c’est-a-dire a des images éloignées
dans la séquence. Les méthodes différentielles, au contraire, basées sur des approximations infi-
nitésimales, donnent de bonnes estimations de petits mouvements. Les méthodes directes sont
elles aussi adaptées a de faibles mouvements de caméra car elles reposent sur I’équation de
contrainte du flot optique. Cependant, il est aussi possible d’estimer des mouvements de caméra
plus conséquents avec ces méthodes (jusqu'a 10 & 15% de la taille de I'image) en utilisant un
modele de mouvement adapté et un traitement multirésolution.

Pour évaluer les performances des méthodes d’estimation, on considere principalement deux
criteres. La robustesse d’abord ; les algorithmes ne doivent pas étre trop sensibles aux erreurs
sur les mesures de flot optique ou sur la précision des appariements. En général, les algorithmes
locaux et les méthodes basées sur des approximations sont plus sensibles que les algorithmes
globaux et ceux basés sur des formules exactes. Plus les méthodes utilisent d’appariements, plus
elles sont robustes. Le deuxiéme critére est Pefficacité ; les algorithmes qui mettent en oeuvre des
techniques numériques itératives dans un espace de solution a grande dimension cotitent cher en
temps de calcul. Pour les méthodes différentielles, la détermination préalable du flot optique sur
une séquence est souvent cofiteuse, ce qui pénalise le colit global des méthodes.

Une comparaison de six algorithmes utilisant le flot optique pour I'estimation du mouve-
ment de caméra est présentée par Tian, Tomasi et Heeger dans [69]. Des critéres quantifiant
la sensibilité au bruit des méthodes et leur convergence (lorsqu’elles mettent en oeuvre une
recherche numérique) sont établis. Pour cela, des nuages de points sont aléatoirement générés
dans 'espace tridimensionnel devant la caméra. Divers mouvements de caméra sont choisis et le
flot optique résultant est calculé par la formule (1.9). Un bruit gaussien en quantité variable est
ajouté a chaque composante du flot. Les auteurs utilisent ces données pour tester et comparer
les algorithmes : la méthode de Bruss et Horn [9] se révele étre la plus robuste au bruit.
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Chapitre 2

Déformations produites par un
mouvement de caméra

L’objet de ce chapitre est la description des déformations observées entre deux images consé-
cutives dans une séquence. Nous précisons tout d’abord le contexte permettant d’approximer la
profondeur de la scéne par une constante dans les expressions des déformations. Dans ce cadre,
nous choisissons de modéliser les déformations dans un groupe, le groupe des recalages, introduit
par F. Dibos dans [11], isomorphe au groupe SE(3) des déplacements de 'espace. A la diffé-
rence du groupe projectif, ce groupe permet de composer et d’inverser les déformations en les
associant a des mouvements de caméra. Nous présentons alors une nouvelle décomposition d’un
mouvement dans ’espace, permettant de séparer la déformation entre deux images consécutives
en deux composantes : une similitude et une déformation “purement” projective. Cette nouvelle
écriture du mouvement conduit aussi a une approximation quadratique des déformations, somme
de termes indépendamment associés aux différents éléments de la décomposition proposée.

2.1 Contexte

Dans ce chapitre, on considere une caméra de longueur focale unitaire, filmant une scene fixe,
et deux images consécutives dans la séquence vidéo obtenue. On écrit le mouvement de caméra
entre les deux images D = (R, t) dans le groupe Spécial Euclidien SE(3) défini dans le chapitre
1 et on note la matrice de rotation orthonormale

ap by
R = a9 b2 (&)
az by c3
et le vecteur de translation
131
t= |ty
i3
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Les deux images consécutives obtenues avant et apres le déplacement de la caméra sont notées
f et g. Elles sont respectivement définies sur un domaine K du plan rétinien {Z = 1} et un
domaine K’ du plan {Z’ = 1} (plan rétinien associé a la caméra apres son déplacement). Ces
deux domaines sont rectangulaires et ont mémes dimensions.

Le nombre d’images par seconde acquises par la caméra étant élevé, classiquement 24, le
déplacement de la caméra entre deux acquisitions consécutives est tres réduit, méme si la vitesse
est importante. En conséquence, les deux images obtenues sont tres proches.

Rappelons les relations exactes entre f et g. Soit (z,y) un point de K et (z’,y’) un point
de K’, tous deux projections d’un méme point de l’espace. On consideére dans ce document
Péclairement constant; on a donc f(z,y) = g(a’,y’). Soit Z(x,y) la profondeur du point de
Pespace projeté en (z,y) sur K, donnée dans le repere de la caméra avant le déplacement, et
Z'(«',y") la profondeur de ce méme point de 'espace, exprimée dans le repere de la caméra
apres le déplacement. Les fonctions Z et Z’ définies sur K et K’ sont supposées strictement
positives. La formule (1.11), reprise ici, fournit 'expression de (z',y’) en fonction de (z,y) et de
la profondeur Z(z,y)

@12 + azy + a3 — (5= B()

Tr =
a1z + oy + 3 — (g0 B(K))

, izt bay 4 b3 — (zt7 RO

T+ C2Y + €3 — (%, R(k))’
et la formule (1.12) 'expression de (x,y) en fonction de (z',y’) et de la profondeur Z’(2’,y/)

( a1z’ + by + o1 + W
a3z’ + b3y + c3 + 72,(?}7y,)

(2.2)
agx’ + bay' + co + W

ag.%', + bgy/ + C3 + Z’(?,y’) .

2.1.1 Hypotheses sur le flot optique
2.1.1.1 Taille des images

Soit L la plus grande dimension des domaines K et K'. La variable L est finie car ’angle de
vue de la caméra est limité. En pratique, il dépasse rarement 150° (une caméra dont 'angle de
vue vaut 150° est appelée caméra grand-angle).

Pour une longueur focale égale a 1, 'angle de vue a d’'une caméra et la taille des images sont

a L
tan (—) = —,
2 2

liés par la relation

comme illustré sur la figure (2.1).
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Nl

C fc

ol

FIGURE 2.1: Rapport entre l’angle de vue a d’une caméra, la dimension L des images et la
longueur focale f..

Par exemple, la condition a < 150° implique

L <8.

2.1.1.2 Flot optique

Les différences entre deux images consécutives dans une séquence sont tres faibles; nous
allons ici les quantifier. Nous avons obtenu les résultats donnés ci-apres expérimentalement. On
considere

— une caméra de longueur focale égale a 1

— un déplacement D = (R,t) € SE(3) entre deux images consécutives.

Définition 2.1 — On appelle grossissement associé au mouvement D = (R, t) et a la fonction
de profondeur Z définie sur K

1
Gp,z = max

(zy)eK lc1T + 2y + €3 — <ﬁ,y)a R(k)) !

Hypothése 1 — Il existe Guay tel que pour tout déplacement D = (R,t) entre deux images
consécutives et toute fonction de profondeur Z associée a la scéne

CYYD,Z < Gmaa}-

Hypothése 2 — Soient D = (R,t) € SE(3) et K le domaine rectangulaire de plus grande
dimension L sur lequel limage [ est définie. Soit Z la fonction définie sur K donnant les
profondeurs des points de R? projetés sur K par une caméra de longueur focale unitaire. Pour
un point (z,y) € K, on note (z',y') le point apparié sur K' par la formule (2.1). On suppose

L
max {|2' — x|, |y — < —.
(m,y)eK{‘ [y =} <3
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L’hypothese (1) provient du fait que le déplacement de ’axe optique de k & R(k) est néces-
sairement tres faible pour que les images soient exploitables. En effet,

T "=l el s (zeg)

ou (c1,¢2,c3) = R(k). On peut paramétrer R(k) par deux angles 0 et «, comme décrit sur la

g+ ey + e —

figure (2.2), et on a

cl sin 6 sin «
R(k)=|co | = | —cosfsina
c3 COoS (v
k
R(k)
J
C
\j
0

FIGURE 2.2: Paramétrage de R(k) par 6 et c.
On obtient alors

1z + 2y + 3 — (705, B(k)) =

CoS & (1— %) + sin & <sin0 (x— %) + cos 6 (y— %))

L’angle « étant tres faible, ’expression 1/ <01:U + oy +c3 — <m, R(k))) est tres proche de

1/ (1 — ﬁiy))’ correspondant au rapport de 'homothétie générée sur les images par la trans-
lation de la caméra le long de son axe optique. En toute généralité, la constante G4 est donc
supérieure & 1. En pratique, Gpq: = 4/3 est une valeur raisonnable pour un mouvement de
caméra entre deux acquisitions consécutives d’image.

L’hypothese (2) exprime la restriction de 'amplitude des déplacements apparents des points
entre deux images consécutives. On suppose qu’un point ne peut se déplacer d’une longueur
supérieure a la moitié de la taille de 'image selon les directions horizontale et verticale. Cette

hypothese est tout a fait réaliste car la majoration par L/2 est tres large.
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2.1.2 Approximation des profondeurs par une profondeur uniforme

On souhaiterait approximer les profondeurs par une constante dans les formules (2.1) et
(2.2). Soit Zy € R%. Par un développement limité de Taylor a l'ordre 1 des formules (2.1) en
m au voisinage de ZLO, on obtient

,_ mrtaytas - GFRA)
xr =
a1z + ey + c3 — (£, R(K))
1 1 _ ; ajztaszyta 1 1
(7t~ %) ( (RO + (Rl —eietes <%3R<k>>)2> + o (7t~ %)
07
, biz+boy + b3 — (£, R(j)) N
YT Gr oyt — (4, R(E)
_1 1 _ ; b1z+boy+b 11
(7t~ %) ( (R + (R bzt <thR(k»>2> + oy — %)
0

Par conséquent, si pour tout (z,y) € K, <m - ZL()) |It]| est suffisamment petit, on peut

approximer les profondeurs par Z dans les formules (2.1). Plus précisément, le théoréme suivant
propose une condition suffisante pour approximer les formules & & pres pour tout (z,y) € K.

Théoréme 2.1 — Soient une caméra de longueur focale unitaire, D = (R,t) € SE(3) avec
t #0, et K le domaine rectangulaire de plus grande dimension L sur lequel 'image [ est définie.
Soit Z la fonction définie sur K donnant les profondeurs des points de R? projetés sur K. On
note Ziny > 0 et Zgyy les bornes de Z (finies ou infinies). On suppose que Z et D wvérifient les
hypothéses (1) et (2). Si

1 1
- tI(L+1)G < 2
(-7 11 +1) o

alors, quel que soit Zy strictement positif vérifiant

1 € < 1 < 1 n c
Zing I (L+1)Gmaz ~ Zo0 ~ Zowp |t (L +1) Graa

on peut écrire, ¥(z,y) € K,

(|a1z + agy + a3 — <m,3(i)> a1z + agy + a3 — (4=, R(i)) <
— g

ar+ey+es—(guy BE)  arteyt+e— (£, Rk) |~
b1z + bay + b3 — (775, R()) B b1z + bay + b3 — (£, R(j)) <.

azr+ey+e—(gzay,Bk)  az+ey+e— (5 RE) |~
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Démonstration.  Soit Zy > 0 tel que 1/Z e [1/me — e/ (ItI(L + 1)Gmaz) , 1/ Zsup +
e/ (ItIINL 4+ 1)G )] et (z,y) € K. On note 6 = Z(x 5~ 0. En partant de la formule (2.1), on
a

, a1 + a2y + az —

(

ZLO,R(Z')) — 0(t, R(7)) _ ud — 0(t, R(4))

A
c1T + ey +c3

- (ZL()?R(]{» - 5<t7R(k)>

biz + bay + bs — (4, R(j)) — 6(t, R(j)

vo — 0(t, R(k))

> _=

o

(

C1T + coy + ¢c3 —

On cherche & borner

-4

en 0 au voisinage de 0, on obtient

1
u
o=

Vo

soit

1
r— %

Vo

2
,_ub

Vo

{t, R(k))

t
Z R

9
+
0

9
i
0

+9

ug — {t, R(i)) vo

(k) = o{t, R(k))

0

(t, R(k)) up — (t, R(i
(vo — 2 (t, R(k)))

<t7 R(k)> u(2) B <t7 R(.7>> Vo
(v — = (¢, R(K)))?

g> dz

(t, R(k)) ub — (t, R(3)) v
vo (vo = 0 (t, R(k)))

)) vo
)

(t, R(k)) ug
vo (vo — 5<

—(t, R(j
R(k)

ug| + |vol

vo (vo — 0 (t, R(k)))

)) v

< |1t

v — 0 (t, R(k))

|vo|

i ‘

[ug| + |vol 1

{t, R(k)) uf — (t. R(j
Vo (Uo — 5 <t,R< )

\

Comme (z,
I’hypothese (2), on a

+1<

+1<

)

< |1t

lvol |0 —d(t, R(k))|

1 2
y) € K C [—%, %]2 et les distances |x - Z—g| et ‘y — Z—g‘ sont bornées par L/2 d’apres

ul
L —g| 4|z +1<L+1
Vo
ug
— —yl+lyl+1<L+1,
Vo
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et
1
Uug 1
- +1 S L"’l Gma:v
( Vo ) [vo — 6 {t, R(k))] ( :
2
ug 1
- +1 S L+1 Gmaam
( Vo ) |1)0 — (5 <t,R(k’)>‘ ( )
d’ou )
1
2’ = 221 < [6] [t (L + 1) Gmaa
(2]
2
U
y' — =2 < [O[It] (L + 1) Grnaa-
o
Comme
1 1
- t)| (L 1 max S 2
(7= 7)1+ ) G < 22

et en utilisant ’hypothese (1)

1 € < 1 < 1 n €
Zing L +1)Gmaz = Zo = Zewp (L +1) Gag’
on a
V@) € K, o — (L 4 1) Gonae <
x - — €
7y Y Z(l',y) ZO maxr — )
ce qui implique
— u—(l] <e
Vo
V(z,y) € K,
y - i <e
0
O
Remarques

— Pour une taille d’image fixée, on peut approximer les profondeurs des points projetés sur
K par une constante dans les formules (2.1) si le produit des variations de 1/Z par la
norme de la translation est suffisamment faible. Cette approximation revient a considérer
la scéne filmée plane et orthogonale a ’axe optique de la caméra avant le déplacement.

— Sit =0, alors la profondeur des points projetés n’intervient pas dans les formules d’appa-
riements.
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— Sit#0 et L sont fixés et

1 1
— t|(L+1)G < 2g,
(7 7)1 2+ 1) G

les variations autorisées de la profondeur Z sont d’autant plus grandes que la scéne est
éloignée de la caméra.
— Sit# 0 et Zgp = +00, alors la condition d’approximation des formules (2.1) a € pres,

donnée dans le théoreme, devient

M(L + 1) Gmaz < 2¢.
Zinf
Si toutes les profondeurs sont infinies, la condition est évidemment vérifiée. Mais & ||¢||
fixée, dans le cas d’une scene constituée d’objets placés a des distances finies de la caméra
sur un fond de profondeur infinie (le ciel par exemple), les objets doivent étre suffisamment
éloignés pour que la condition soit vérifiée.
— Le choix optimal de Z est celui donné par

~ 1 1
Zp = argmin max ‘7——‘
’ B% wwex | Z(xy)  Zo

1 1 ( 1 1 )
= = = ‘|‘ .
2y 2 Zznf Zsup

Ce choix minimise la borne supérieure sur K de l'erreur d’approximation des formules

soit

(2.1) lorsque 'on substitue Zy a Z(z,vy).

De fagon analogue, on peut approximer les formules (2.2) & & prés en substituant une
constante & Z'(2’,y’). On voudrait maintenant approximer les profondeurs Z et Z’ dans les

formules (2.1) et (2.2) par une méme constante.

Proposition 2.1 — Soient une caméra de longueur focale unitaire, D = (R,t) € SE(3) avec
t#0, et K et K’ les domaines rectangulaires de plus grande dimension L sur lesquels les images
f et g sont définies. Soient Z et Z' les fonctions définies sur K et K', profondeurs des points
projetés respectivement sur K et K'. On note Z;,s la borne inférieure (strictement positive) de
Z. On suppose que Z et D vérifient l’hypothése (1). St Zy > 0 vérifie

1 1
7= o M+ 1) G < €

V(z,y) € K, ‘Z(Ty

alors
1

‘ 1 1 € Gaz — 1
Z/(x/7 y/) ZO :

< +
‘ HtH(L+ 1) Gmax Zinf

vz’ y') e K',

Démonstration. Soient (z,y) et (2/,3’) deux points de K et K’ appariés. On a

1 1 ‘<‘ 1 1 ‘+‘ 1 1
Z''y')  Zol T2y Z(xy)l 1 Z(xyy)  Zol
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Or, la profondeur Z'(z/,y') est liée & Z(z,y) d’apres (1.13) par
Z'(x'y) = Z(zy) (e1x + coy + c3) — (t, R(K))
= Z(w.y) (al - 785 + el - 725) + ol - 7))

d’ou d’apres 'hypothese (1)
1 1
<

G
2« y') ~ Z(wyy)
donc
1 1 Gmam_l < Gmam_l
Z/(‘T/’y/) Z(:E?y) o Z(l‘,y) B Zlnf ‘
Finalement,
‘ 1 B i‘ < € . Ginar — 1‘
Zl(x/7 y/) Zo HtH(L + 1) Grmaax Zinf
|

En conséquence, si la scéne filmée est suffisamment éloignée de la caméra, les profondeurs d’un
meéme point de I’espace projeté avant et apres le déplacement sont tres proches, comme illustré
sur la figure (2.3).

FIGURE 2.3: Déplacement d’une caméra (entre deux acquisitions d’images successives) lorsque
14 q g q

la scéne filmée est €loignée du centre optique.
En conclusion, dans le cas ou t # 0, si

1 1
— t(L+1)G < 2¢,
(7~ 7)) 11+ 1) G

on peut approximer les composantes de la formule (2.1) & € pres en remplacant les profondeurs
Z par une constante. La valeur ¢ peut étre rendue d’autant plus faible que les variations de
I'inverse de la profondeur ne sont pas trop importantes, la translation est suffisamment petite
et la taille de 'image est limitée. Si on a aussi

2]
Zinf

Gmam (Gma:v - 1) (L ‘|' 1) é 5Ia
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on peut a la fois approximer les formules (2.1) & € pres et les formules (2.2) & & 4+ &’ prés en
remplacant les profondeurs Z et Z’ par une méme constante. La valeur & peut étre rendue
d’autant plus petite que la caméra est éloignée de la scene (et que Zj, s est donc grand). Dans
la suite du chapitre, nous allons supposer € et &’ petits, ce qui nous permet de remplacer les
profondeurs Z et Z’' par une constante et de considérer la deuxieéme image comme une défor-
mation de la premiere (et inversement). Ainsi, le probleme d’estimation du mouvement de la
caméra a partir d’images consécutives est simplifié ; on recherche des transformations planes afin
de déterminer les parametres du mouvement. En coordonnées projectives, ces applications sont
linéaires, comme précisé dans le chapitre 1, et elles sont appelées homographies. Il existe des
méthodes d’estimation d’homographies entre deux images a partir d’appariements de points;
Vincent et Laganiere dans [73] proposent par exemple une méthode utilisant un schéma RAN-
SAC (Random Sample Consensus) & partir de coins détectés dans les deux images. Cependant,
une homographie dépend de huit parameétres et un mouvement de caméra seulement de six;
toute homographie ne peut donc étre associée & un mouvement de caméra.

2.2 Groupe des recalages

2.2.1 Déformations projectives

Dans le contexte défini précédemment, nous considérons les profondeurs de la scene filmée
avant et apres le déplacement de la caméra égales a une constante Zy. Deux points appariés
(z,y) et (2',y") de K et K’ sont donc liés par les relations

( t

a1z + a2y + az — (-, R(i))
t

0’
xr =
aw + ey +c3 — (7=, R(k))
(2.3)
, bz +boy+ b3 — (%5 R(j))
1w + ey + 3 — (7, R(k))
et
arr’ + by + 1 + }—10
N asx’ + bsy' + c3 + 2—30
(2.4)

asx’ + boy' + co + ;—20
azx’ + by’ +c3 + 5

\

Ainsi, les déformations observées entre les images f et g, et réciproquement entre les images g
et f dépendent de la profondeur Zj de la scéne. Mais cette profondeur n’affecte que les coefficients
de la translation ; plus la scéne filmée est éloignée de la caméra, moins les points projetés sont
translatés. Les équations précédentes montrent qu’il est vain de chercher a estimer, a partir de f
et g, a la fois la profondeur de la scene et la translation de la caméra. En effet, si le quadruplet
(t1,t2,t3, Zy) est solution des équations (2.3) et (2.4), liant (z,y) a (z/,y') et (2/,v) & (z,y),
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alors (Atq, Ao, At3, AZp), A étant positif (car seuls les points de profondeurs positives dans le
repeére de la caméra sont visibles par la caméra) I’est aussi. Nous estimerons donc seulement la
direction de la translation ; nous noterons t = (t~1, ta, t~3) la translation t divisée par la profondeur
de la sceéne Zj, correspondant & I’homothétie-translation observée entre I'image f et I'image g.

On a donc

) = a1’ + b1y + 1+t asa’ + by + o+ 1
’ ast! + bsy' + c3 + t3 asz’ + bsy' + c3 + t3

g(z

que l'on écrit

g9(@’,y') = foel@,y). (2.5)
et _ _
Flay) =g <a136 + a2y +az — <f? R(i)>, biz +boy + bg — (E,R(j» )
ax+coy+cg— (t,R(k)) c1x+ coy + c3 — (t, R(k))
notée
f@,y) = goi(z,y). (2.6)
Définition 2.2 —  On appelle application projective ¢ de R? dans R? toute application asso-

ciée & un automorphisme de R3, c’est-a-dire a une matrice My de GL(3,R) par le diagramme
commutatif

My
RS —— R3

Wl lw
R2 L R2

:R3 R?
ot  est la projection sur le plan {Z =1} { T —

X Y
xv.2) — (7,7%)
ar fiom
Ainsi, a une matrice inversible M = | aps (B2 7o | est associée I'application projective ¢
as B3 73

R2 — R2
(z,y) +— ¢(x,y)=<

a1z + f1y + 71 a2z + oy + ’72)
a3r + B3y + 73’ azz + B3y + 73

Les déformations ¢ et 1 liant les images f et g sont donc des applications projectives,
respectivement associées aux matrices M, et My,

a1 b e+t
My =laz by co+to
az by c3+13
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et
ap a2 az— (fa R(i))
My = b1 by b3—(tR(j))
Cc1 C2 C3— (t,R(k)>
Proposition 2.2 (Dibos 2001 [11]) — Soient D = (R,t) un mouvement de caméra, f et

g les images acquises avant et apres le déplacement et ¢ et i les applications projectives liant
les deux images. Alors, la matrice M, s’écrit de fagon unique comme produit de la matrice de
rotation R et d’une matrice H dépendant de la translation [12]

1 0 (tR(>))
My=R|0 1 (t,R(j)) |=RH. (2.7)
0 0 1+t R(k)

Réciproquement, la matrice My, se décompose de fagon unique en la matrice de rotation R~ et
une matrice H dépendant de la translation

10 -4
My=R1'l0 1 —t |=R'H
00 1-—t3

Démonstration. On vérifie que le produit RH est bien égal a M. De plus, s’il existait Hq
et Hy telles que M, = RHy = RH>, on aurait alors R(H; — Hs) = 0; comme R est inversible,
on obtient que Hi; = Hs, ce qui prouve 'unicité de la décomposition. [

Remarque — L’application ¢ est une application projective si det(M,) est non nul. Or,
det(M,) = det(RH) = det(H) = 1+ (t, R(k)).

Le cas det(M,) = 0 ne se produira pas dans le contexte auquel nous nous intéressons car
(t,R(k)) = —1 équivaut a (t, R(k)) = —Zy ce qui contredit ’hypothese que

It
L 1 max
7, (L+1C

est petit ; on ne peut pas avoir une composante de la translation de la caméra entre deux images
consécutives égale a la profondeur de la scene. De la méme facon, le cas det(My) = 0 ne se
présentera pas car il faudrait alors que t3 soit égal a Zj.
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2.2.2 Groupe projectif

L’ensemble des applications projectives, muni de la multiplication matricielle, forme un
groupe car le produit de deux matrices inversibles est inversible.

Définition 2.3 — L’ensemble des applications projectives de R? dans R? est appelé groupe
projectif et noté GP?(R).

D’apres ce qui précede,

GP%(R) = { ¢ : R? — R? telles que V(z,y) € R?,

a
a1+ Sy +v1 cox + Boy + 2 1 Am
o(z,y) = , avec det | ap B2 Y2 | #0 }
azr + B3y +7v3 sz + B3y + 3
as (B3 73

Ce groupe est aussi I’ensemble des homographies du plan rétinien R dans lui-méme, c’est-a-
dire I’ensemble des transformations de R dans R linéaires en coordonnées projectives et inver-
sibles.

Proposition 2.3 — Le groupe projectif GP%(R) est isomorphe au groupe Spécial Linéaire
SL(3,R).

Démonstration. Le groupe projectif est isomorphe au groupe des matrices inversibles et de
déterminant égal & un, car I'application générée par une matrice A est identique & celle générée
par la matrice AA, pour tout réel A. [J

Remarques
— En conséquence de la proposition, les groupes SL(3,R) et GP?(R) dépendent du méme
nombre de parametres, c’est-a-dire 8.
— Les transformations ¢ et v étant des applications projectives, elles sont souvent représen-
tées dans le groupe projectif [15].

Nous allons maintenant mettre en évidence un lien entre le groupe projectif et la décompo-
sition des matrices M, = RH et M, = R~'H, décomposition qui fait apparaitre le produit
d’une matrice de rotation avec une matrice associée a la translation.

Définition 2.4 — On appelle T le groupe des matrices de M3(R) de la forme
1 1 0 A
C 01 B avec C' # 0.
00 C3
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A une normalisation prés pour que leur déterminant soit égal a un, les matrices H, mention-

nées dans la décomposition (2.7) de la matrice M,,, appartiennent au groupe 7. Nous allons

)
montrer le théoréme suivant

Théoréme 2.2 — Le groupe spécial linéaire SL(3,R) est engendré par SO(3) UT, ot SO(3)
est le groupe spécial orthogonal.

Démonstration. Commencgons par le lemme :

Lemme 2.1 — Le groupe spécial linéaire SL(3,R) est engendré par l’ensemble des transvections
dans R3, c’est-a-dire par l'ensemble des matrices de la forme Aijj = I3 + abyj ou o € R,
i,j € {1,2,3}, i # j, et E;; est la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf celui de la
ligne i et de la colonne j qui vaut 1.

En effet, toute matrice de SL(3,R) peut s’écrire comme produit de matrices de transvection.
Nous ne développons pas la preuve mais l'idée est la suivante : soit M une matrice de SL(3,R),
on peut la multiplier par des matrices de transvection de sorte que le terme en haut a gauche
soit égal & 1 (en normalisant) et soit le seul de la ligne & étre non nul. On procede ensuite par
récurrence sur les lignes de M. L’inverse d’une matrice de transvection étant une transvection,
on obtient le résultat.

Ainsi, pour montrer que SL(3,R) est engendré par SO(3) U 7, il suffit de montrer que
Pensemble des transvections est engendré par SO(3) U 7. Soient o € R, 4,7 € {1,2,3} et i # j.
Nous allons montrer que les six matrices de transvection A;; = I3 + al;; peuvent étre obtenues
en multipliant des matrices du groupe 7 avec les deux matrices de rotations

o O

-1 et

S = O
o O =

Tout d’abord, les matrices

1
Aiz=10
0

S = O

0" 1
0 et Aos =10
1 0

S = O

0
«
1

sont des matrices du groupe 7 . Ensuite, les matrices Ag; et Ay sont obtenues par multiplication
de deux matrices du groupe 7 avec une matrice de rotation

L[t o -1\f0 01 10 1/a 100
Agi=—7 |0 1 0 [| 0 1L o|(=a)o1 o |[=]0 10
00 —a/\~-1 00 00 —1/a a 01

~~ ~~

€T €S0(3) eT
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et
L {r o0y {10 o0 10 0 10 0
App=—z (0 1 1]]0 0 -1 @10 1 1/al=[0 1 0
oo a)\o1 o 00 1/a 0 a1
eT €50(3) €T

Enfin, les deux matrices A15 et Asy sont obtenues par multiplication de matrices de transvections
du type Ass ou A3y avec deux matrices du groupe 7

1 0 —1 1 0 0 1 01 1 0 0
Ap,=10 1 0 0 1 O 01 0 0 1 0
00 1 0 —a 1 0 0 1 0 a 1

€T matrice d;rtype Aszo €T matrice d:lrtype Asa
1 0 0 1 0 0 0 1 00
Ay1=10 1 « 01 0 01 —« 0O 1 0
0 0 1 1 0 1 1 -1 0 1

eT matrice du type Asz; E"rT matrice du type Asz;

Ainsi, toutes les matrices de transvections sont obtenues par multiplication de matrices de rota-
tions et de matrices du groupe 7. Donc le groupe SL(3,R), engendré par les transvections, est
aussi engendré par SO(3) U7. O

Comme le groupe projectif est isomorphe au groupe spécial linéaire, cela revient a dire que
le groupe projectif est engendré par SO(3) U T ; ceci relie les décompositions M, = RH et
My = R7'H au groupe projectif.

2.2.3 Observations

La représentation des applications projectives ¢ et ¢ dans le groupe projectif présente plu-
sieurs inconvénients. D’une part, tout produit RH, R € SO(3) et H € T, peut toujours étre
associé a un mouvement de caméra mais ce n’est pas vrai pour tout produit HR. Ceci est du
au fait que le groupe projectif est défini par huit parametres et un mouvement de caméra par
seulement six. D’autre part, dans le groupe projectif, 'application %, qui permet de retrouver
I'image f & partir de g n’est pas égale a l'application ¢!
différente de M;l dans le groupe SL(3,R).

Considérons les images f, g et h d’'une méme sceéne obtenues par déplacements successifs de
la caméra. Les images f, g et h ont été acquises respectivement, avant le déplacement D de la
caméra, aprés Dy et avant Do, et apres Do. Soient (C, 4,7, k), (C',i',j', k") et (C”,i", 7", k") les
reperes orthonormés associés aux positions et orientations successives de la caméra. On sait que

, c’est-a-dire que la matrice My, est

g=fopr et h=gops,
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ou les matrices de ¢ et 9 sont obtenues respectivement grace a l’écriture Dy = (Ry,t;) dans
le repere (C,1,j, k) et Dy = (Ra,t) dans le repere (C', ¢, ', k). On cherche & déterminer la loi
de composition 1 x w9 permettant d’avoir

h = fo(p1*p2)

11 suffit pour cela d’écrire la matrice de rotation et le vecteur translation du déplacement de la
caméra entre les acquisitions de f et h, dans le repere (C, i, j, k). L’écriture de Ry dans (C,1, j, k)
est la matrice

RiRyR;,

par conséquent, la composition des rotations dans (C, i, j, k) est donnée par
(RiRyR )Ry = RiRy.
De méme, Pécriture de ¢ty dans (C,1,j, k) est le vecteur
Ry,

donc le vecteur translation CC” s’écrit dans (C,1i, 7, k)

t1 + Ryto.
Finalement, la matrice associée a 1 x g s’écrit

1 0 (t1 + Rita, R1Ra(d))
Moisps = R1Ra | 0 1 (i1 + Rifa, RiRo(j))
0 0 1+ (t1+ Ryita, RiRo(k))

ou t1 et to sont les translations de la caméra divisées par la profondeur Z; de la scéne. Nous
allons ainsi choisir un nouveau groupe pour modéliser ¢ et v, dans lequel une déformation entre
deux images consécutives correspondra a un mouvement de caméra.

2.2.4 Groupe des recalages

Le groupe des recalages provient de la modélisation d’un mouvement de caméra dans le
groupe SE(3) des déplacements rigides de R3.

Définition 2.5 (Dibos 2001 [11]) — Soit A l’ensemble des fonctions ¢ : R? — R? telles que

V(z,y) € R?, o(z,y) = (alﬂc—i—bw—i—cl +a asx + boy + co +ﬁ> |

asr + b3y +c3 + v asx + b3y +c3 +

aq b1 C1
R=| ay by ¢ | €S0(3) et (a,8,7)€R3
as b3 C3
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On appelle groupe des recalages le groupe (A, x) isomorphe au groupe (SE(3),0) des déplacements
rigides de R3. L’isomorphisme de groupes I est défini par

T:A— SE(3)

Vpe A I(¢) = (R,1)
ot R est la rotation définie ci-avant et t est la translation de vecteur («, [3,7).

Plus précisément, si ¢ et ¢o sont deux applications du groupe A, elles correspondent res-
pectivement aux déplacements Dy = (Ry,t1) et Dy = (Ra,t3). On a alors ¢1 x ¢p2 = ¢ ou ¢
est 'application projective du groupe A associée au déplacement D = D o Dy = (R,t) avec
R = RiRs et t la translation de vecteur t; + Rito (car SE(3) = SO(3) x R3).

Remarquons que dans le groupe des recalages, si ’application ¢ est associée au mouvement
D = (R,t) alors 1 est associée au mouvement D~ = (R™!, —R71t). Ceci signifie que dans le
groupe des recalages, I'application ¥ est I'inverse de ¢,

="

Notons qu’il est essentiel pour nous de modéliser les déformations d’images dans un groupe.
En effet, la structure de groupe permet d’inverser et de composer des déformations (inversions
et compositions étant associées a celles des déplacements de caméra). A partir des déplacements
estimés entre des images consécutives d'une séquence, on peut en déduire, en combinant les
faibles déplacements, le mouvement de la caméra entre des images éloignées dans le temps. Pour
la translation, ceci n’est possible que si la scéne filmée reste suffisamment éloignée de la caméra
tout au long du mouvement, tandis que I’on aura dans tous les cas une estimation de la rotation.

Plus formellement, soient f1, fa2, f3...f, une suite d’images d’une méme scéne, obtenues
par déplacements successifs de la caméra. A chaque étape, on connait 'application projective ¢;
telle que

fix1 = fiow;

et donc aussi le déplacement D; = (R;,t;). Alors, si la scéne demeure suffisamment éloignée de
la caméra pendant les n acquisitions d’image,

fn=fro(prxpax...xpn1)=frop
ol @ est Iapplication projective associée a la matrice de rotation
R=RiRy... Ry
et a la translation

t=1t1 4+ Rito+ RiRotg+ ...+ RiRo... Ryy_oty,_1.
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Remarques

— Entre deux acquisitions d’images consécutives, la direction de ’axe optique est tres peu
modifiée ; le vecteur R(k) demeure trés proche du vecteur k, ce qui implique que ¢; ~ 0 et
co =~ 0. Les déformations affines sont donc de “bonnes” approximations des déformations
projectives observées entre des images consécutives dans la séquence. Ceci explique le role
important que le groupe affine a joué [59, 10].

— Cependant, les déformations affines exactes générées par un mouvement de caméra ne
peuvent étre que des similitudes. En effet, si la déformation v est affine, ¢; = co = 0 et
comme R est une matrice orthogonale positive, ag = b3 = 0 et ¢3 = 1. Ainsi, R est une
rotation d’axe k.

2.3 Décomposition d’un mouvement de caméra

Dans cette section, on propose une décomposition non standard d’un mouvement de caméra,
permettant de séparer la déformation produite entre les deux images consécutives en deux com-
posantes : une similitude et une déformation “purement” projective. En effet, on peut toujours
décomposer un déplacement de caméra en trois mouvements de base :

— une translation, qui produit une homothétie-translation sur I'image f du plan rétinien R,

— une rotation d’axe k, qui produit une rotation plane de I'image f,

— une rotation d’axe appartenant au plan (C,1,7), qui entraine une déformation projective

de 'image f.

2.3.1 Décomposition d’une rotation

Considérons une rotation de caméra R d’axe contenant le centre optique C. On décompose
R en deux rotations particulieres RoR;.

La premiere, Ry, d’axe A appartenant au plan (C, i, ), modifie la direction de I’axe optique
k. L’axe A et 'angle de rotation sont choisis de telle sorte qu’apres la rotation R, I’axe pointe
dans la direction R(k). Du point de vue de I'image, en considérant la caméra immobile, cette
rotation provoque une déformation de I'image f que nous qualifierons de “purement” projective.
La seconde rotation, Ra, est une rotation autour de I’axe R(k). Apres cette seconde rotation, les
axes Rj(i) et Ry(j) sont transformés en R(7) et R(j). La rotation Rs induit une rotation plane
de 'image f déformée par Ry. Cette décomposition est représentée sur la figure (2.4).

Formellement, la rotation Ry dépend de deux parametres, notés 0 et «; 'angle 0 localise
laxe A dans le plan (C,i,7) et I'angle « est l'angle de rotation autour de A. Si on note RY
la matrice de rotation d’axe u et d’angle a, l'expression de R; dans le repeére (C,i,7,k) est la
suivante

R, = RER! RF,

et nous noterons dans la suite la rotation R par Rg,. La rotation Rz ne dépend que d'un
parametre : son angle de rotation § autour du nouvel axe optique (apres la rotation Ry, ). Dans
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le repere (C, 1, j, k), lécriture de la rotation Rs est la suivante

Ry = Ry oRERy o = RERLRER' (R,

o R(i)
Ry (i)

FIGURE 2.4: Décomposition d’une rotation de caméra R en deux rotations RoR;.

En définitive, 'expression de la rotation complete R dans le repere (C, 1,7, k) est
R = RyRy = RGR,RER" .

Cette décomposition est intéressante en regard des déformations générées par chacune de ses
composantes; Ry produit d’abord une déformation “purement” projective de 'image f tandis
que Rs entraine une rotation plane de 'image déformée par R;.

La décomposition de la déformation générée par la rotation de la caméra sur 'image est
illustrée sur la figure (2.5). L’'image de Lena est déformée par une rotation de caméra paramétrée
par # = 0, « = 0.1 et § = 0.2 (en radians). Cette image correspond bien & l'image de Lena
déformée par la transformation “purement projective” paramétrée par les angles § = 0 et « = 0.1,
a laquelle on fait subir une rotation plane d’angle § = 0.2. Les déformations sont appliquées
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aux images en utilisant une interpolation bilinéaire. Cet exemple utilise des valeurs d’angles
supérieures a celles correspondant aux déformations observées entre deux images consécutives
dans une séquence (qui seront précisées dans le tableau (2.1)), afin de rendre plus évidente
I’observation de la décomposition sur les images. Pour cet exemple, nous avons choisi un angle
de vue égal a 137°, ce qui revient a prendre une image de taille 5.12 x 5.12 en unités de longueur
focale.

FIGURE 2.5: Illustration de la décomposition d’une rotation de caméra. A gauche, de haut en
bas, l'image de Lena et l'image obtenue par une rotation paramétrée par @ =0, a = 0.1, 5 =0.2.
A droite, de haut en bas, limage de Lena filmée par la caméra apres une rotation Ry = Ry,
avec 0 = 0, a = 0.1 puis cette image aprés une rotation Ro de parameétre 8 = 0.2. L’itmage
wniatiale est de taille 5.12 x 5.12 en unités de longueur focale.

A partir des trois angles 0, o et 3, on peut exprimer ’axe de la rotation de la caméra et
I’angle de la rotation. Ecrivons pour cela 'expression de la matrice R en fonction de 6, « et .
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Dans I’écriture précédente de R, on peut permuter RE et Rk o car ces deux rotations ont meéme
axe donc

R = R\Rj; = Ry o R}

Les matrices Ry, et Rg s’écrivent

cos?f +sin?fcosa  cosfsinf(l —cosa) sinfsina
Rpo = | cosfsinf(1 —cosa) sin?0+cos’fcosa —cosfsina |,

—sin@sin o cos 0 sin « Cos o

cosf —sinfg 0
RE = |sing cos@ O],
0 0 1

soit
cos 3 — (1 —cosa)sinfsin(@ —3) —sinf+ (1 —cosa)sinfcos(d — () sinfsina

R=|sinf+ (1 —cosa)cosfsin(@ —B) cosf—(1—cosa)cosfcos(f —3) —cosfsina |. (2.8)
—sinasin(6 — 3) sin v cos(6 — ) cos

Comme R — RT = 2sina [u]x olt u est un vecteur directeur unitaire de I’axe de la rotation et a

son angle, on obtient que 'axe de rotation de R est dirigé suivant le vecteur u, non unitaire
sina (cos 6 + cos(0 — 3))
sina (sin @ + sin(6 — 3))
sin 8 (1 + cos )

On a aussi tr(R) = 2cosa + 1; ainsi, 'angle a de la rotation (a > 0) est égal a

(cosa + cos 3+ cosacos f — 1)
arccos 5

ou, comme a est compris entre 0 et /2 (pour une rotation de caméra entre deux acquisitions
consécutives d’images),

1 1
arcsin \/Z sin? 8 (1 + cosa)? + 3 sin? a(1 + cos 3).

ap by
Inversement, a partir d’'une matrice de rotation R = | as by c¢o |, on peut obtenir (6, «,
az by c3

f) par
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—sicg#1
a = arccos(cs3)
arctan(—cy/ca) sica <0
g arctan(—cy/co) +m sica >0
) w/2 sicp >0etcg=0
/2 sici<0etcy=0
0 + arctan(ag/bs) sibg >0
5= 0 + arctan(ag/bs) +m sibg <0
) 0+7)2 siaz>0et b3 =0
9—7‘(‘/2 siag <0 et by =0,
—sicg=1
a=0=0
arctan(—as/a;) sia; >0
5= arctan(—as/a;) + 7 sia; <0
- /2 siap>0eta; =0
/2 siag <0etap =0.

2.3.2 Décomposition d’'un mouvement complet

Un mouvement de caméra complet D = (R,t) produit une déformation projective ¢ sur
Iimage f. La matrice associée a ¢, décrite dans la formule (2.7) peut maintenant s’écrire,

M, = RH = Ry RiH.

Si on note ry  I'application “purement” projective associée a Rg, et s la similitude associée a
REH ,on a

g(fE,y) = f((p(:ﬂ,y)) = f(re,a o 5($ay)) = (f o TG,a)(S(x7y))'

La déformation ¢ de I'image f revient donc a transformer I'image par I’application projective
T9,o PUis a appliquer a cette nouvelle image la similitude s.

Les six parameétres définissant le mouvement d’une caméra sont alors répartis comme suit :
deux parametres pour la rotation Rp, et quatre parametres pour la translation t et la rota-
tion RE, soit deux pour l'application “purement” projective et quatre pour la similitude ob-
servée sur I'image. On exprime dorénavant un mouvement de caméra par les six parametres
suivants (6, a, 8, A, B,C) ou (—A, —B, —C) sont les coordonnées de la translation ¢ dans la base
(R(7),R(j), R(k)). Ces nouvelles notations simplifient 1’écriture de 'application projective 1),
inverse de ¢ dans le groupe des recalages, et que nous utiliserons plus tard pour le calcul du flot
optique.
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Proposition 2.4 — Dans le cas d’une scéne initiale plane et orthogonale a I’axe optique de
la caméra, tout mouvement de caméra D = (R,t) € SE(3) peut s’écrire D = (0,«, 3, A, B,C)
ot (0, c, B) définissent la rotation et (A, B,C) =—({t/Zy, R(3)), {t/Zy, R(j)), (t/Zo, R(k))), ot
Zy est la profondeur de la scéne dans le repere associé a la caméra avant le déplacement.

Dans le cas ot f. =1, K et K' étant les domaines sur lesquels sont définies f et g, un point
(z,y) de K est apparié a un point (z',y') de K' par

(2.9)

Ab b bs + B
(o)) = vloy) = (B LD MBI R

cix+cy+c3+C crx+cay+cz+C

Remarquons que les six parametres (0, a, 3, A, B,C) permettent d’accéder facilement au
mouvement de la caméra. En effet,

t = —AR(i) — BR(j) — CR(k)
(2.10)
R = Ry o R

La décomposition de la déformation générée par le mouvement de la caméra est illustrée
sur la figure (2.6). A I'image de Lena, on applique la déformation générée par un mouvement
de caméra paramétré par (6,«, 3, A, B,C) = (—x/2,0.1,—-0.2,0.5, —0.5, —0.05), les angles étant
exprimés en radians. Cette déformation revient a appliquer a 'image la déformation “purement”
projective rg o avec # = —m/2 et a = 0.1, puis la similitude s correspondant & la rotation d’angle
B = —0.2 suivie de 'homothétie-translation de parametres (A, B,C) = (0.5, —0.5,—0.05). Ici
encore, le mouvement de caméra choisi est plus important que celui observé entre deux images
consécutives d’une séquence. Comme pour l'illustration de la décomposition de la rotation, on
a choisi 'angle de vue de la caméra égal a 137°, ce qui revient a prendre une image de taille
5.12 x 5.12 en unités de longueur focale.

Cette décomposition du mouvement de la caméra est intéressante car elle correspond a
notre perception des effets du mouvement entre deux images. L’oeil différencie aisément les
déformations dues a la modification de la direction de ’axe optique, qui ne préservent pas par
exemple les lignes paralleles de I'image, des effets de la similitude, qui conservent les angles et
les rapports des distances.

2.4 Approximation et décomposition du flot optique

Nous allons maintenant nous intéresser au flot optique entre deux images consécutives dans
une séquence en fonction des six parametres définis ci-avant, d’abord dans le cas d’une scene
plane et orthogonale & I’axe optique avant le déplacement puis dans le cas général. Auparavant,
nous rappelons le role de la longueur focale dans les expressions des déformations.
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FIGURE 2.6: Illustration de la décomposition d’un mouvement complet de caméra. A gauche, de
haut en bas, l'image de Lena, et l’image filmée par la caméra aprés un mouvement paramétré par
0,0,8,A,B,C) = (-n/2,0.1,-0.2,0.5,—0.5, —0.05). A droite, de haut en bas, limage obtenue
aprés une rotation Ry = Ry, avec § = —m/2, a = 0.1 puis aprés Uapplication de la similitude
de parameétres (8, A, B,C) = (—0.2,0.5,—0.5,—0.05). L’mage initiale est de taille 5.12 x 5.12
en unités de longueur focale.

2.4.1 Role de la longueur focale

Dans ce qui précede, nous avons supposé la longueur focale f. égale a 1, ce qui revient a la
considérer comme unité du repere associé a la caméra (C, i, j, k) et du repere de l'image (c, 1, j).
Que se passe-t-il si la longueur focale n’est plus égale a 17 Soient R et R les plans rétiniens
situés a des longueurs focales respectives f. = 1 et f. # 1 de la caméra et de reperes respectifs
(c,i,7) et (é,4,7), comme illustré sur la figure (2.7). Soit un point de lespace de coordonnées
(X,Y,Z) dans (C, 1, j, k) et ses projections (z,y) et (Z,7) sur R et R. Ces projections sont liées
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par
z= fc% = fex
y= fc% = fcy
(X,Y,Z)
R o A @)
Je
R cl(xvy)
A
¢ J

FIGURE 2.7: Roéle de la longueur focale.

Considérons maintenant un déplacement de la caméra de rotation

aq b1 C1
R = a9 b2 (&)
az by c3
et de translation
ty
t= |t
t3

Soit un point de R3, de profondeur Z dans (C, 1, j, k), projeté en (z,y) et (Z,7) sur R et R avant
le déplacement et en (2',y') et (2/,3’) sur R et R apres le déplacement. Reprenons I’écriture de
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lapplication projective 9 liant (2',y) & (x,y)

o a1z + agy + az — (%,R(z»
a1z + coy + c3 — (7, R(k))

N~

,_ bix + boy + b3 — <%7R(j)>
az+coy+es — (L, R(k))

Comme (7, 9) = (fex, fey) et (;/737/) = (fcxl7fcyl)v on obtient

(

~ fc +a2fc +as— (2, R())
o agvad ve- (G R0)
7 fc . bzfc +b3 — <%,R(j)>
foat el v a— (5 RH)

Ainsi, le choix de la longueur focale égale & 1 ne modifie que ’échelle d’observation des images
comme nous l'avions vu dans le chapitre 1 et ’échelle des déformations d’images générées par
un mouvement de caméra.

2.4.2 Approximation et décomposition du flot optique

Exprimons maintenant le flot optique, c’est-a-dire le déplacement des points entre deux
images consécutives d’'une séquence, en fonction des valeurs des six parametres définis précé-
demment.

Théoréme 2.3 — Soient D = (R,t) € SE(3),t#0, fo=1 et K et K' les domaines de plus
grande dimension L sur lesquels les images [ et g sont définies. On suppose la scéne plane et
orthogonale a ’axe optique avant le déplacement : on note D = (0, «, 3, A, B,C). On suppose que
D et Z vérifient Uhypothése (1), que |a| < 1 et |B] < 1. Soient (x,y) € K et (z',y') = ¥(z,y).
Alors, le flot optique au point (z,y) vérifie

o —z= —Cz+ A+ By+az(ycosd — zsind) — asind + o(C) + o(a) + o(B)
+o(v/]aA]) + o(y/[aCl) + o(\/TAC]) + o(/ICBI) + o(\/]af])

y —y= —Cy+B—Bx+ay(ycosd — zsinb) + acosf + o(C) + o(c) + o(B)
+o(v/[aB]) + o(v/[aCl) + o(/IBCY) + o(\/ICB]) + o(y/]a])
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et
‘x’ —z—(—Czx+ A+ By + ax(ycosh — xsinf) — asin ) ‘ < T(Gmaz, L,, 5, A,C)

‘y’ —y—(—Cy+ B — px+ ay(ycosf — xsinf) + a cos h) ‘ < T(Gmaz, L, v, 5, B, C)
avec

3
T(GmaxaLaaaﬁaAvc) = Gna |:L3 %2 + L? (|COZ| + \5204\ + ‘Og >
—2 2 2 3
+L(°;1 (6+3|8|+|C —1]) + |Aa| + B L B2 L @)

2 a o2
ol (5 +181+1C]+ 15 + 282) + |ac]).

Démonstration. Considérons un mouvement de caméra D = (R, t) décrit par les parameétres
0,a,8,A, B,C). La matrice de rotation s’écrit

cos B — (1 —cosa)sinfsin(@ —F) —sinf+ (1 —cosa)sinfcos(d — ) sinfsina

R = [sinf+ (1 —cosa)cosfsin(@ —3) cosf — (1 —cosa)cosbcos(d —F) —cosfsina
—sinasin(6 — 9) sin accos(f — 3) cos
ar b1 a
=laz b2
ag by c3

Les coefficients de R vérifient, par des développements limités au voisinage de 0 en « et 3,

a1 =1+ ka, ka, = 0o(f) + o(a) et ko, | < 5%/2+ 0 /2(1+|B])
ag = B + kay, kay = 0(6%) + o(a) et k| < B°/6+0/2(1 +15])
ag = —asing + ke, koy = o0(a?) +o(y/]aB]) et |key| < a®/6+]al(|8] +5%/2)
b1 = =B+ kb, kb, = 0(8%) + o() et |k | < 3°/6+a?/2(1 +5])
by =1+ ky,, kb, :O(ﬁ)"i_o(a) et ’kb2‘ S/62/2+a2/2(1+ ’ﬁD
by = acosO +ky,, Ky, =o(a?) +o(y/|aB]) et |k | < a3/6+ |a|(|B] + 3?/2)
¢ = asinf + k., ke, = o(a?) et ke | < |af?/6

ca = —acosl+ ke, ke =o(a? et |key| < |af?/6

c3 =14 ke, kes = o(a) et |kes| < laf?/2.

En utilisant expression (z’,y") = ¥ (z,y) donnée en (2.6), on a

, _z+ Py —asind + A+ o(a) +o(B) + o(y/|af])
r =T = : -z
asinfx —acosfy+1+C + o(w)

y— Br+acosf+ B+ o(a) +o(B) +o(v]af])
asinfx —acosfy+1+C +o(x)

Yy —y=
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86
soit
x—x= <:U + By — asinf + A + o(a) + o(3) +0(\/|a/8|)>
(1-C—asinfz+acosfy+o(a)+o(C)) —x
Y —y= (y—Bz+acost+B+oa)+o(d)+o(y/af)
| (1-C—asinfz+acosfy+o(a)+o(C)) —y,
¥ —x= —Cx+pBy—asind+A—asinfr?+ acosfdzy+ o(a) +o(B) +o(C)
+o(V/lap]) + o(\/ICB]) + o(V/|Cal) + o(y/]aAl) + o(\/|CAJ)
Y —y= —Cy—Br+acosld+ B—asindzy+ acosdy?+o(a)+ o(B) + o(C)
+o(vlefl) +o(\/ICB]) + o(/[Cal) + o(y/|aB]) + o(\/|CBI).
De plus, en utilisant les bornes de |kg, |, |ka,|, - - -, |kes|, on obtient

|2/ —x — (—Cz + By — asinf + A — asinfz? + acosf zy) |

_ | —az?—cozy+(a1 —c3—C)z+asy+as+A—(c1z+cay+c3+C)(A—Cx+By—+a cos fxy—asin fz% —asin §)
- c1z+coy+c3+C

< Gmaz ‘ 2?(—cy + Ccy + asinfcs + asinC) — y?Bea+
xy(—cy + Cey — fey — acos fez — acos OC) + 22y(—cra cos  + caasin )+
23(asinfcy) — xy’caacos O + x(a; — c3 — C — Acy + crasinf 4+ Cez + C?)+
y(ag — Acy + caasin@ — Bez — BC) + az + A(1 — cs — C) + asinf(cz3 + C)|

Comme (z,y) € [-L/2,L/2]?, on obtient
|o' =z — (=Cz + By — asinf + A — asinfz? + acos 0 zy) |
<Gaa [175 +17(1Cal + 1 4 128

? C 2 2 3
+L (6 +318+1C = 1)) + Ao + B2+ 5+ G 4 L)

ol (G + 181+ 1C] + 52 + 262} + ac].
De la méme fagon, on borne |y' -y — (—Cy —fBx+acosf+ B —asinfzy + acosGyQ) ‘ en
remplacant A par B. [J

Si les parametres «, 3, A, B, C' et L sont suffisamment petits, le flot optique peut donc étre
approché par la somme de trois termes indépendants
¥ —r~ —Cx+A 4Py +Hax(ycosf —xsinh)— asinb
Y-y~ —Cy+B —fBz +ay(ycosh— xsinf)+ acosh.
—_———

N~

(1) (2) ®3)

(2.11)
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Le premier (1) est di a la translation de la caméra, le deuxieme (2) a la rotation Rg et le
troisieme (3) a la rotation Rg,. Ces trois termes sont des approximations des flots générés
respectivement par la translation, la rotation RE et la rotation Ry .. Par exemple, le flot généré
par le mouvement de caméra (6, «, 3, A, B,C) = (0,0,0, A, B,C), s’écrit, a partir de la formule
(2.9)

’—xzfié—mz—Cz—l—A—i—o(C)
fy Yt
Voy=T10 =—-Cy+ B+0(C).

De méme, le flot généré par le mouvement de caméra (0, «, 5, A, B,C) = (0,0, 3,0,0,0) est égal
a

¥ —x=xcosB+ysinf—x=Ly+o(f)

Y —y = —asinf+ycosf—y = Bz + o(f).

Enfin, le flot généré par le mouvement de caméra (0, o, 3, A, B,C) = (0,,0,0,0,0) vaut

(cos? § 4 sin? @ cos a)x + cos @ sin @(1 — cos @)y — sinfsin a
r —xr= - - - -
xsin fsin a — y cos O sin a + cos «

cos @sin (1 — cos a)x + (sin? 0 + cos? f cos )y + cos O sin

/I _ — _
vy 2 sin @ sin o — gy cos 0 sin a + cos « ¥
soit
, x — asinf + o(«a)
¥ —x= - -
1+ zasing —yacosf + 1+ o(«)
, B y+ acosf + o(a)
Y y_l—i—xasinﬁ—yacos@—&—l—i-o(oa) Y
d’ou
' — 2 = —asinf — 22asind + rya cosf + o(a)

y —y=acosf —xyasin0+y2acos9+o(a).

Si les parametres du mouvement et la taille de 'image sont suffisamment petits, le flot optique
généré par un mouvement de caméra de parametres (6, «, 3, A, B,C') est donc approché par la
somme des flots générés respectivement par la translation de parametres (A4, B, C), la rotation
RE et la rotation Ry ,. L’approximation (2.11) du flot optique est a la base des algorithmes
d’estimation du mouvement de la caméra présentés dans le chapitre suivant.

Remarques
— Unités focale et pixellique
Nous avons obtenu une approximation du flot optique pour f. = 1. Si I'unité choisie pour le
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repere de la caméra et pour celui de 'image n’est plus la longueur focale mais par exemple

un pixel (une unité d’image) on a alors

(2 — =z

X —|—A—|—ﬁ£ —i—aﬁ(—fﬁsine—k %cos@) —asinf + o(C) + o(«a)

+o(B) + o(y/[eA]) + o(/]aCl) + o(\/|AC]) + o(\/|CB]) + o(y/|aB))

o —i—B—B£ —|—a£(—ﬁsine%—ﬁcosﬁ)—|—acos€—|—o(C)—|—0(a)

fC fC fC fC fC
+o(B) + o(v/|aB|) + o(/|aCl) + o(\/|BC|) + o(/|CB]) + o(v/]af])-

ce qui équivaut a

Yy —y=

—Cz+Afc—i—ﬁy+af£(—msinﬁ—}—ycos@) — feasin® + o(C) + o(«)

C

+o(B) + o/ A]) + o(/[aC|) + o(\/|AC]) + o(\/|CB]) + o(v/|aB))

—C’y—i—ch—ﬁx—l—afﬁ(—a:sinﬁ—i—ycos@)—|—fcacos€+0(C)+0(a)

+o(B) + o(y/|aB|) + o(\/]aC|) + o(\/|BC) + o(\/|CB]) + o(y/|af3])

Les bornes T'(Gmaz, L, o, 3, A, C) et T(Gmaz, L, v, 3, B,C) sont alors multipliées par f..
— Valeurs des parameétres

Comme nous 'avons déja mentionné, considérer deux images successives d’une séquence

vidéo suppose un mouvement de caméra entre les deux images tres limité. Ceci implique

des restrictions sur les valeurs possibles pour les six parametres définis précédemment,

exception faite pour 'angle 6, qui localise I'axe de la rotation Ry, dans le plan (C,1,j).

Le tableau (2.1) donne les intervalles de valeurs des parametres, que nous avons obtenus

expérimentalement en prenant des images variées, auxquelles nous avons appliqué diverses

applications projectives définies par les six parametres avec un angle de vue inférieur ou

égal a 150° et une longueur focale égale a 1. Les valeurs retenues permettent de générer

des séquences visuellement réalistes, c’est-a-dire en évitant les impressions de saccades

visuelles trop importantes entre images. Mais suivant ’angle de vue choisi, les déformations

produites par un ensemble de parametres sont plus ou moins conséquentes; les valeurs

présentées dans le tableau géneérent des déformations acceptables pour une longueur focale

unitaire et pour au moins un angle de vue inférieur a 150°.

Pour les bornes supérieures des valeurs des parametres données dans le tableau, et avec
Gmaz = 4/3, la constante de majoration T du théoreme est égale & 10~* (6L3 + 23L% +
81L + 32). Plus la taille des images est petite (c’est-a-dire I'angle de vue de la caméra
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puisqu’on considere f. = 1), plus la constante de majoration est faible. Par exemple, dans le
cas d’'un mouvement de translation pure, avec A = B = 0.09 et C' = 0.03, I’approximation
des composantes du flot optique (2.11) est d’ordre 10~2 voire 10~! (car A = 0.09) et la
majoration de chaque composante vaut 4.21072 pour L = 1 et 8.41072 pour L = 8. Dans
le cas d’une rotation “purement” projective avec a = 0.01, 'approximation de chaque
composante du flot optique est d’ordre 1072 et la majoration vaut 3104 pour L = 1 et
5.21072 pour L = 4. Pour L = 8, c’est-a-dire lorsque z et y sont grands, ’approximation

de chaque composante est d’ordre 10! et la majoration vaut 3.6 1072,

Parametre | Intervalle de valeurs
6 (radian) ] —m,7]
« (radian) [0,3.1072]
B (radian) | [-5.1072,5.1072]
A.B [—9.1072,9.102]
C [—3.1072,3.1072]

TABLEAU 2.1: Valeurs prises par les siz parametres décrivant un mouvement de caméra.

— Action sur ’image des composantes de la déformation
L’approximation obtenue est quadratique en x et y. Les termes en 22, 2y et y? sont dus &
la rotation “purement” projective Ry ; ils sont d’autant plus grands que les valeurs de x
et y sont importantes. Par exemple, considérons les valeurs des parametres données dans
le tableau (2.1) et L vérifiant L < 8 (correspondant & un angle de vue inférieur a 150°).
Au centre de K, pour z et y d’ordre 1071, les termes en 2, xy et y? sont négligeables

devant les autres termes; I’approximation du flot optique devient donc

—Czr+ A+ By — asind
~Cy+ B — Bz +acosf ]’

Ceci signifie qu’au centre de I'image, la déformation est essentiellement affine. Plus pré-
cisément, c’est une similitude de parametres de translation (A — asinf, B + acosf), de
rapport d’homothétie \/C? + (32 et d’angle de rotation arccos (—ﬁ) sgn(—0).

La figure (2.8) présente un exemple de flot optique observé en théorie entre deux images

consécutives dans une séquence, c’est-a-dire que les valeurs des six parametres (0, «, 3, A,
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B, C) choisies appartiennent aux intervalles donnés dans le tableau (2.1). Elle illustre la
remarque précédente. On a représenté sur cette figure deux composantes du flot optique,
respectivement générées par la similitude et la rotation “purement” projective associées au
mouvement de caméra, obtenues par la formule exacte (2.6) et par la formule approchée
(2.11). On a choisi 'angle de vue de la caméra égal a 137°, ce qui équivaut a une image de
taille 5.12 x 5.12 pour une longueur focale unitaire. On observe que la partie centrale de
I'image du flot complet est tres similaire a la partie centrale du flot généré par la similitude.
De plus, sur le flot généré par la rotation “purement” projective, plus on s’éloigne du centre
de I'image, plus la déformation est prononcée.

Le théoreme suivant traite le cas général d’une scene filmée non plane.

Théoréme 2.4 — Soit D = (R,t) € SE(3), R paramétrée par (0,«, 3) avec |a| < 1 et |5] < 1,
fe=1¢et K et K' les domaines de plus grande dimension L sur lesquels les images f et g sont
définies. Soit Z définie sur K donnant les profondeurs des points projetés sur K, de bornes Z;,
et Zsup. On suppose que D et Z vérifient les hypothéses (1) et (2). Si

1 1
— tI(L+1)G < 2¢
(-7 112+ 1) G

alors il existe Zy > 0 tel que V(z,y) € K et (2',y') € K’ appariés par la formule (2.1),

‘x’— x—(—Cx+ A+pPy +ax(ycosf —xsinf) —« sin@)! < T(Gmaz, L,a, ,A,C)+ €
‘y’— y—(—Cy+ B — Bz +ay(ycos§ —zsinf) —l—ozcosﬂ)‘ < T(Gmaz, L,, 3,B,C)+ ¢,

0il (4,B,C) = = ({t. RO (8. R(D)). (8. R(V).

Si le produit de la translation avec les variations des inverses des profondeurs est suffisamment
faible, on peut substituer aux profondeurs Z(z,y) une constante Z, dans les expressions (2.1),
et ainsi les approcher par la fonction 1) associée au mouvement et a Zg. D’apres les valeurs
des parametres données dans le tableau (2.1), les composantes du flot optique sont chacune
d’ordre 1072 il est donc nécessaire d’avoir une erreur d’approximation lors de la substitution
des profondeurs par une constante, au moins inférieure & 10~2. Si le mouvement est suffisamment
faible, on peut ensuite approcher le flot optique ¥ (x,y) — (z,y) par une expression quadratique
en (z,y). Dans la pratique, le mouvement entre deux images consécutives étant tres faible, si
la caméra est suffisamment éloignée de la scéne ou si les profondeurs de la scéne varient peu,
I'expression quadratique est une tres bonne approximation du flot optique.

2.4.3 Relation entre ’approximation (2.11) du flot et la forme linéaire (1.9)

Dans le chapitre 1, nous avons mentionné une formule, donnée en (1.9), liant le flot optique
a la vitesse de la caméra, formule fréquemment utilisée pour 'estimation du mouvement de la
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FIGURE 2.8: A gauche, sont représentés les champs de flot optique générés par les formules
exactes, et a droite par les formules d’approximation. Sur les trois premieres lignes, de haut
en bas, les flots sont générés par le mouvement de caméra de paramétres (0,a,3,A,B,C) =
(—=m/4,0.01,0.04,0.02,—0.01,0.01), la rotation plane d’angle § = 0.04 suivie de la translation
de vecteur (0.02,—0.01,0.01) et la rotation Ry o avec § = —m/4 et o = 0.01. Les images ont été

générées pour fo =1 et L = 5.12 et la norme des vecteurs de flot est multipliée par 5, afin de
faciliter ’observation.
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caméra a partir du flot. Cette formule, linéaire en (v,w), respectivement vitesses de déplace-
ment et de rotation de la caméra, est aussi quadratique en (z,y). Comme nous avons obtenu
précédemment en (2.11) une approximation du flot optique elle aussi quadratique en (z,y), on
s’interroge naturellement sur les liens entre ces deux formules. Notons que 'on a généralisé le
terme de flot optique au déplacement discret des points d’une image a ’autre.

La formule (1.9) exprime le flot optique u(x,y,t) au point (x,y) en fonction de la profondeur
Z(z,y) du point projeté, de la vitesse de rotation w(t) = (wy(t),w2(t),ws(t)) et de celle du
déplacement v(t) = (v1(t),v2(t),v3(t)) de la caméra
u(z,y,t) =

2

— s — (1) 2O (1) (= —wo®) w0 \[F
vy (1) + ’ w3 (t) + Ty
Z(wy) T wi(t) —ws(t) Z(@y) ) \Y 0 —w2(t) wn®) y?

La formule que nous avons obtenue en (2.11) exprime le déplacement (2’ — x,3" — y) du point
(z,y) entre les deux images. Si on note dt I'intervalle de temps entre les deux acquisitions, alors

/ J—
(; B 5) = u(z,y,t) dt.

Le flot u(x,y,t) dt s’exprime donc en fonction des six parametres du mouvement (6, «, 3, A, B,
C') comme suit

2

u(z,y,t) dt = A-asing) (-C () (z) (-asinf acesf 0 v
Y, "\ B4+ acosb -6 -C Yy 0 —asinf acosf zéj

Si les deux formules sont cohérentes, on doit avoir

acos w1 (t)
asing | = [ wa(t) | dt,
g ws(t)
A — asinf 1 v1(t) —wa(t)
B 30 | = — t) | dt t dt
+ acos ) va(t) + | wi(t) ,
C U3 (t) 0
soit, comme on a considéré la profondeur de la sceéne constante et égale a Z(y pour obtenir notre
approximation,
acos wi(t) A L (o (t)
asinf | = |wa(t) |dtet | B| = A va(t) | dt.
0
g w3 () C vs(t)
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Pour justifier cette correspondance, nous allons calculer les vitesses w(t) et v(t) associées a
un mouvement de caméra paramétré par (6, «, 3, A, B,C).

Théoréme 2.5 — Soit un mouvement de caméra D € SE(3). On suppose la scéne plane et
orthogonale a l'aze optique avant le déplacement, de profondeur Zy dans le repére de la caméra :
on note D = (0,a,3,A,B,C). Si w(t) et v(t) sont les vitesses de rotation et translation de la
caméra, et si dt est lintervalle de temps entre les deux acquisitions consécutives, on a alors

« cos b
w(t) dt = | asing +(0(a)+0(ﬂ)+0( mp) 1
B
et
o A\ fo(@) +o(B) + o(v/aB) + o+/TBB]) + o(/[Cal)
Z—Odt:— B | + | ola) +0(B8) +o(v/]aBl) + o(/|AB]) + o(y/|Ca)
C o(a) + o(B3) + o(y/]aBl) + o(y/|Aal) + o(/|Bal)

Démonstration. 1) La vitesse de rotation w associée & un mouvement de caméra ne dépend
que de la rotation. Dans le chapitre 1, nous avons vu que 'on peut associer a une matrice du
groupe SO(3) un élément w de I’algébre de Lie correspondante so(3) par

a

= —u
[Jul

ou u est un vecteur directeur de I'axe de rotation, non forcément unitaire, et a 1'angle de la
rotation. Cet élément de 'algebre de Lie correspond au déplacement angulaire instantané entre
les deux images, soit w = w(t) dt. Ici,

sin o (cos @ + cos(0 — 3))
u= | sina (sinf +sin(f — 3))
sin 3 (1 4 cos )

et, comme on sait que 'angle de rotation a est tres faible (largement inférieur & 7/2 en valeur
absolue) car on considére deux images consécutives dans une séquence,

1 1
a = arcsin \/Z sin? 3 (1 + cos a)? + 3 sin? o (1 4 cos 3).

Comme

lu|| = \/sin2 B (14 cosa)? + 2sin? a (1 + cos 3) = 2sina,
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on a
a a

[l 2sina

arcsin \/i sin? B (1 + cos )2 + 1 sin? & (1 + cos 3)

2\/i sin? B (1 + cos )2 + 3 sin? v (1 + cos 3)

= 5 +o(/Ta]) + o(v/TA).

Par des développements limités au voisinage de 0 en « et 3, on obtient

2accos 0 + o(+/]|aB|) + o(B) + o(a?)
u= | 2asinf + o(\/|aB|) + o(B) + o(a?)

23+ o(a) + o(3?)
d’ou
u o cos 1
T +(0(a)+0(ﬂ)+0(\/\aﬁ])) 1
15} 1

2) La vitesse de déplacement v associée & un mouvement de caméra dépend a la fois de la
rotation et de la translation. La formule (1.7) du chapitre 1 donne une expression de la vitesse
v associée a une vitesse de rotation w et a une translation de caméra de vecteur ¢

v YW t= (I — L 1 sin [lw]| r
w (13 3! ]X+<Ilwll2 2||w||(1—cos\|w||)>”x> 2

Ici encore, w et v sont les déplacements angulaires et translationnels entre les deux images, et

correspondent donc respectivement a w(t) dt et v(t) dt.

Comme
acos 1
w= | asing | + (o(a) +o(8) +o(v]aB)) | 1|,
B 1
on a
0 -0 asinf 0 1 1
[W]x = Ié] 0 —acosf +(0(a)+0(ﬁ)+0( |a6|)> 10 1],

—asinf «acosf 0 1 10

et
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Par un développement limité d’ordre 1 en ||w| au voisinage de 0, on a

L sinfl 21— cos[w]) = [w]sinw]
ol 2wl —coslwl) ~ 2wl — cos ]
2 4 3
2(L4E - 1) — o) (Jwll = 52) +o ()
1 R
= 55 ol

La matrice 7! (w) vérifie alors,

1 B __asinf
2
1 11
= =4 1 el o (ofa) +o(8) +o(VIed)) |1 1 1],
1 11
asinf® _ acosé 1
2 2

La vitesse v cherchée est égale & 77(w) t et le vecteur de translation ¢ est donné en fonction
des six parametres par (2.10)

t = Zyt = Zo(—AR(i) — BR(j) — CR(k)),

donc, en utilisant 1’écriture de la matrice R en fonction de 6, o et 5 donnée en (2.8),

b
Zy
1 -0 asin 6 1
—A Ié; - B 1 —C | —acost | |+ (o(a) + o(B) +0(\/|a6|)> 1
—asin acosf 1 1

Ainsi, v/Zj est égal a

in 0
~A+BE ¢ asnd

1
7 = | —AF-Broet |+ (ofa) +o(5) +o(v/]af)) !
A as;ne _B acgs@ _C
—A o(/|BBI) + o(y/|Cal) 1
— =B | + | o(v/ABD +o(vTaD) | + (ofa) + o(8) + ol /IaBD) | 1
-C o(y/|Cal) + o(+/|Bal) 1
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L’approximation du flot optique obtenue en (2.11) est donc bien cohérente avec la formule
(1.9). Dans le chapitre suivant, nous allons utiliser I’approximation (2.11) du flot optique entre
deux images pour estimer les six parametres (6, «, 3, A, B,C') du mouvement de la caméra entre
les deux acquisitions. Cette formule présente 'avantage d’étre d’une part, quadratique en (x,y)
et d’autre part, 1-linéaire en (acos@,asinf, 3, A, B,C).

2.5 Conclusion

Dans le contexte particulier de deux images f et g consécutives dans une séquence filmée
par une caméra de longueur focale unitaire, et pour une sceéne et une translation de caméra t

vérifiant

1 1
— t||(L+1)G < 2¢
(77 ) 11 2+ 1) G

L étant la plus grande dimension des images, on peut approximer l'application liant I'image f
a I'image g a € pres, en remplacant les profondeurs par une méme constante. Pour une faible
valeur de ¢ (en pratique strictement inférieure & 1072) et si la scene est suffisamment éloignée
de la caméra, ceci permet de modéliser les déformations d’images dans le groupe des recalages,
isomorphe au groupe des déplacements de I'espace SFE(3). Ensuite, par une décomposition ap-
propriée de la rotation de la caméra, nous écrivons la déformation entre deux images consécutives
comme une déformation “purement” projective suivie d’une similitude. Cette décomposition nous
permet d’approcher le flot optique par la somme de termes correspondants & la similitude d’une
part et & la déformation “purement” projective d’autre part. Cette approximation du flot, qua-
dratique en (z,y), est cohérente avec la formule mentionnée dans le chapitre 1, donnant le flot
en fonction des vitesses v et w de la caméra et elle aussi quadratique.

Dans le chapitre suivant, nous proposons d’estimer le mouvement de la caméra en utilisant

I'approximation du flot optique obtenue ici.



Chapitre 3

Estimation d’un mouvement entre
deux images consécutives

A partir de la décomposition d’un mouvement de caméra présentée dans le chapitre 2 et de
Papproximation de la déformation sur I'image qui en découle (dans le contexte précisé dans le
chapitre 2), on propose un algorithme d’estimation du mouvement de la caméra a partir de deux
images consécutives dans une séquence.

La méthode présentée est directe et estime simultanément les six parametres du mouvement.
Elle utilise un algorithme d’estimation de mouvements paramétriques 2D, proposé par Odobez
et Bouthémy dans [51] et implémenté dans le logiciel Motion2D. L’application de cet algorithme
a lestimation du mouvement de caméra a nécessité I’ajout d’'un modele dans le logiciel, modele
a six parametres associé a la décomposition des déformations. Les performances de la méthode
sont illustrées a travers les estimations de mouvement obtenues sur des séquences synthétiques
et réelles, et quelques utilisations de ces estimations.

3.1 Estimation directe a partir des images

La méthode que nous proposons s’applique a l’estimation du mouvement d’une caméra entre
deux images consécutives dans une séquence, notées f et g. Elle est basée sur I’approximation de
la déformation entre f et g, obtenue dans le chapitre 2 pour une longueur focale égale a 1, une
plus grande dimension L des domaines rectangulaires K et K’ sur lesquels f et g sont définies,
une scene de profondeurs bornées par Z;,r et Zsy, et une translation ¢ de caméra vérifiant

1 1
— tI(L+1)G < 2¢
(me Z) 1l (L + 1) Cona

pour une valeur de ¢ suffisamment faible (¢ < 1072). Pour un mouvement de caméra paramétré
par (0,«,3,A, B,C), un point (z,y) de 'image f est déplacé en (z’,y') dans I'image g et le
déplacement (2’ — z,y' — y) est approché par

97



98 Chapitre 3. Estimation d’un mouvement entre deux images consécutives

2

A — «asinf -C g T —asinf  «cosf 0 o
+ + ) xy | . (3.1)

B+ acosd -6 -CJ \y 0 —asinf  «acosf 9

Y
L’idée est d’estimer une déformation entre les images, afin d’en déduire le mouvement tridimen-
sionnel de la caméra. Pour cela, nous allons recourir a la méthode d’estimation de mouvement

paramétrique 2D d’Odobez et Bouthémy, décrite dans [51]. Ce choix a été fait apres avoir testé
et comparé différentes méthodes, exposées a la fin du chapitre.

3.1.1 Estimation de mouvements paramétriques 2D d’Odobez et Bouthémy

La méthode d’Odobez et Bouthémy permet de déterminer un mouvement 2D constant, af-
fine ou quadratique entre deux images. C’est une méthode robuste, multirésolution, qui utilise
seulement les gradients spatio-temporels de 'intensité. Elle a été implémentée dans un logiciel
libre appelé Motion2D, disponible & I’adresse http://www.irisa.fr/vista/Themes/Logiciel/
Motion-2D/Motion-2D.html.

Le principe est le suivant. Soient deux images f et g consécutives dans une séquence et u(zx,y)
le flot optique entre les deux images au point (z,y) de f. Le déplacement u(z,y) est supposé
paramétrique et noté ug(x, y) ou O représente les parametres du déplacement. Plusieurs modeles
sont proposés; nous allons présenter ici le plus général a 12 parametres

2
X
C1 a1 az x g1 42 g3
Ue (‘T’ y) = + + ry
C2 asz a4 Yy g4 45 (e yg

ou © = (¢1,c9,a1,...,a4,q1,--.,qs). Les auteurs considerent la différence associée au modele de
mouvement paramétrique choisi, au point (z,y)

DF@@(x,y) = g((x7y) +UQ(1’,Z/)) - f(x7y) +¢&

ol ug dépend des parametres du mouvement a déterminer et £ est un parametre a estimer,
correspondant a un éventuel changement global d’illumination entre les deux images.

La méthode classique des moindres carrés consiste a minimiser les carrés des différences sur
(97 6)

Y DFegla,y)’
(z,y)eS

ol S est le support choisi sur I'image. Mais ce procédé est instable si certaines observations
sont aberrantes vis a vis du modele choisi (ce qui se produit fréquemment dans les différences
de niveaux de gris de pixels voisins). C’est pourquoi Odobez et Bouthémy préferent utiliser un
M-estimateur, qui permet d’estimer le mouvement de facon robuste, tout en tolérant des données
bruitées ou aberrantes. La fonctionnelle suivante est donc minimisée sur (©,§)

> p(DFog(x,y),A).
(z,y)ES
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Le M-estimateur p est une fonction paire, admettant un minimum unique en zéro et bornée
par A (constante d’échelle choisie) pour les grandes valeurs de DFg ¢(x,y). L'utilisation de p
pondere 'importance de 'observation en chaque pixel en fonction de sa conformité au modele.
Ceci explique le terme “M-estimateur” : la minimisation de la fonction correspond a l’estimation
du maximum de vraisemblance si p est interprétée comme I'opposée de la log-vraisemblance
associée au modele. Une revue des différents M-estimateurs utilisés en vision est présentée dans
la these de Black [6]. La fonction de Tukey est implémentée dans le logiciel Motion2D ; elle est
définie par

PAY = A2+ 5 sit] < A,
— sinon

6

et son graphe est présenté sur la figure (3.1).

FIGURE 3.1: Estimateur de Tukey (pour A = 2).

La minimisation est réalisée par un schéma incrémental multirésolution. A chaque pas k,
d’une résolution & une résolution plus fine, on a

Oki1 = O) + AOy
Ekr1 = & + A&y

ou @k et Ek sont les valeurs estimées au pas k. Les valeurs A©,, et A&, sont déterminées comme
suit ; par un développement limité a l'ordre 1 de DFg ¢(x,y) en (O, &), on obtient I'expression

TAO, AL (l‘a y)
raeyag (@,y) = DFg, & (z,y) + Vy((z,y) + ug (z,y)) uae, (z,y) + A&

ol Vg est le gradient spatial de la fonction d’intensité. A chaque pas k, on obtient une estimation

de AO; et A& en minimisant la fonctionnelle

Z p (TA@k,Agk (x7 y)7 A) *
(z,y)eS
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Cette erreur est minimisée en transformant le probléeme de M-estimation en un probléme équi-
valent des moindres carrés pondérés et itérés [30]. Pour transformer le probleme, on écrit

1
Z p(rA@k,Afk(x’y)aA) = Z §w(m,y) T2A®k7A§k(x,y)'
(z,y)eS (z,y)eS

Une condition nécessaire a la minimisation étant que la dérivée de ’erreur en chaque parametre
du mouvement et en & soit nulle, on obtient

p/(TAGk({L',y),Agk Y A) = ’LU(.TC, y) TA@]C,Agk (x7 y)

[)I(T‘A@bAgk (1’, y)? A)

= w T,Y) =
( ) TAO, A& (‘T’ y)

Le probleme est ainsi devenu un probleme de moindres carrés pondérés et itérés, résolu a chaque
pas k par I'algorithme de minimisations alternées suivant. Au départ, tous les poids sont initia-
lisés a 1.

1. Pour j € N, a partir de 'erreur T'AG.,Ag, COMMIse au rang j, on calcule

p,(TJA@IwAgk (‘T’ y)v A)

w (x,y) =
T]A@k,Aﬁk (,y)

2. on minimise par rapport & AOy, A par moindres carrés

> wie) (rhl ae )

(z,y)eS

3. jusqu’a atteindre la convergence.

La méthode des moindres carrés pondérés et itérés converge toujours, au moins vers un mi-
nimum local, comme ’a montré Osborne dans [53]. Odobez et Bouthémy montrent dans [51]
que les résultats expérimentaux obtenus par cette méthode d’estimation multirésolution robuste
(c’est-a-dire utilisant un estimateur robuste) sont meilleurs que ceux obtenus par une méthode
multirésolution des moindres carrés.

3.1.2 Estimation du mouvement de la caméra
3.1.2.1 Ajout d’'un modele quadratique

L’implémentation de la méthode d’Odobez et Bouthémy dans le logiciel Motion2D permet
d’estimer le mouvement bidimensionnel suivant un modele choisi parmi trois modeles constants,
dix affines et cinq quadratiques [65]. Notre approximation du flot optique en fonction du mou-
vement de la caméra suit un modele quadratique a six parametres, qui ne coincide avec aucun
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des cinq modeles quadratiques proposés. Nous avons donc ajouté au logiciel un modele de flot
adapté a l'estimation du mouvement entre deux images successives

2
c a a T 0
u(m,y) _ 1 + 1 2 + q1 g2 2y
c2 —ay ay )] \y 0 a1 @ 2
3.1.2.2 Conversion en mouvement de caméra

Cas d’une longueur focale unitaire Une fois les six parametres (c1, c2, a1, a2, g1, q2)
estimés, on en déduit facilement les parametres du mouvement (0, «, 3, A, B, C) en identifiant

Pexpression de u(x,y) ci-avant avec celle donnée en (3.1).

— arctan(q1/q2) siga >0
P B arctan(q1/q2) + 7 siga <0
/2 sigg=0¢et g >0
—m/2 sigg=0etq <0
NG
f=asz
A=c +asinf
B =cy—«cosb
C= —aj.

Cas d’une longueur focale non unitaire Nous avons vu dans le chapitre 2 que la longueur
focale agit sur I’échelle des déformations. En remplacant x et y par x/f. et y/f., on obtient
I'approximation de la déformation entre les images dans le cas ou f. est différente de 1. L’ap-

—x
proximation (3.1) obtenue pour une longueur focale unitaire est alors équivalente & ~
v -y
fe(A — asinf) -C g T —fsinf £ cosd 0 x2
+ + Ty
fe(B+ acosf) -3 -C Yy 0 —% sin %COSQ y?

En identifiant avec I’expression du déplacement

2

xr
0
u(m,y): C1 + ayp az z + q1 g2 oy |,
&) —az a1 \y 0 @1 ¢ 2
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on obtient )

—arctan(q1/q2) sigg >0

g—d ~ arctan(qi/g2) +m si g2 <0
/2 sigg=0et g >0
—m/2 siga =0cet g <O0.

a = fc V Q% + Q%

B =as

A=c1/fe+ asind

B =cy/fc— acosb

C=—-a

ou A, B et C sont donnés en unités de longueur focale.

Une fois les six parametres (6, a, 3, A, B,C) estimés, on doit pouvoir les convertir en un
mouvement de caméra D = (R,t). Comme on I’a vu dans le chapitre 2, la translation ¢ et la
rotation R de la caméra estimées sont obtenues en fonction des six parametres par

t = —AR(i) — BR(j) — CR(k)

R = Ry oRf

ott ¢ est la translation divisée par la profondeur moyenne Zy de la scéne filmée.

3.2 Validité du modéele

3.2.1 Précision des estimations obtenues

Afin d’évaluer quantitativement les performances de notre méthode, nous allons étudier
sa précision et sa robustesse sur des images consécutives de films de scenes 2D. Lors de la
construction de tels films (décrite plus en détail ci-apres), la profondeur des points est consi-
dérée constante ; ces données correspondent donc exactement au cadre dans lequel nous avons

proposé la résolution du probleme (car %ﬂf — Zslup =0).

Nous avons créé trois films a partir d'une image réelle, présentée sur la figure (3.2) de taille
384 x 288 et de mouvements de caméra, c’est-a-dire d’ensembles de six parametres (6, «, [,
A, B, (), générés aléatoirement mais dont les valeurs respectent les ordres de grandeur donnés
dans le tableau (2.1) du chapitre 2. Nous avons choisi un angle de vue égal a 90°, soit une
longueur focale égale a 192 pixels. Pour chaque film, nous avons appliqué la déformation pro-
jective associée au premier mouvement de caméra a l’'image réelle en utilisant une interpolation
bilinéaire ; puis, nous avons composé chaque nouveau mouvement avec I’ancien afin de toujours
appliquer la déformation & l'image initiale. La premiere séquence est simulée a partir de mou-
vements quelconques, la deuxieme uniquement par des rotations et la troisieme seulement par

des translations. Les images sont déformées en utilisant les formules exactes. Les résultats des
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FIGURE 3.2: Image utilisée pour créer les films tests.

estimations des mouvements sont donnés dans le tableau (3.1). Afin d’éviter 'apparition des

bords de I'image initiale, nous avons extrait dans chaque séquence le centre de I'image de taille

284 x 188.

Erreur Erreur Erreur angle
direction direction de rotation
translation | axe de rotation | absolue | relative
Mouvements
quelconques 9.7° 17.3° 0.03° 2.2%
Translations
pures 4.5° - 0.01° -
Rotations
pures - 18.2° 0.002° 0.1%

TABLEAU 3.1: Résultats des estimations du mouvement de la caméra sur trois séquences synthé-

tiques comportant chacune 200 images ; la premiéere est simulée par des mouvements quelconques,

la deuxiéeme et la troisieme sont simulées respectivement par des translations et par des rotations

de caméra. Les erreurs données dans le tableau sont les erreurs moyennes calculées sur chaque

séquence.

Quel que soit le mouvement de la caméra, les estimations des directions des translations sont

correctes a quelques degrés pres (en moyenne 10° pres pour les mouvements quelconques) et celle

des angles de rotation a quelques centiemes de degrés (sachant que amplitude des rotations est

de quelques degrés). L’estimation des axes de rotation est cependant moins précise :

a une ou
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deux dizaines de degrés pres en général. Ces erreurs s’expliquent par la difficulté a séparer les
composantes rotationnelle et translationnelle des déformations. Une modification de la direction
de ’axe optique peut produire un effet sur 'image tres proche de celui généré par une translation.
Par exemple, une rotation autour de I'axe j (c’est-a-dire 'axe (CY")) engendre une déformation
tres voisine de celle produite par une translation de direction i (axe (CX)). La figure (3.3) illustre
cette ambiguité. En conséquence, dans le cas de rotations pures, I'estimation des parametres de

FIGURE 3.3: Images de Lena obtenues, a gauche aprés une rotation d’axe j, avec 0 = w/2 et
a = 0.022, a droite aprés une translation d’azxe i, avec A = 0.03. On a ici supposé l’angle de vue
€gal a 60°. Les déformations observées sont trés voisines, ce qui rend difficile [’estimation.

la rotation est corrompue par I'estimation d’une translation non nulle. Et inversement, dans le
cas de translations pures, ’estimation de la direction de la translation est altérée par I’estimation
d’une rotation non nulle. Néanmoins, les résultats d’estimation du mouvement que nous avons
obtenus séparent les composantes du mouvement, non pas parfaitement mais de fagon satis-
faisante, comme le montre notamment l'estimation de ’angle de rotation. En particulier, dans
le cas de mouvements uniquement translationnels ou rotationnels, les parametres sont encore
mieux estimés que dans le cas de mouvements composés.

3.2.2 Robustesse au bruit

On cherche ici a évaluer la robustesse de la méthode au bruit. Pour cela, on ajoute aux 200
images de la séquence générée précédemment par des mouvements quelconques de caméra, des
quantités variables de bruit, impulsionnel ou gaussien.

L’ajout de bruit impulsionnel sur une image f de la séquence consiste a transformer le niveau
de gris f(z,y) d’un pixel (z,y) de la fagon suivante
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ol n est un champ de variables aléatoires indépendantes de Bernoulli de parametre p et b
est un champ de variables aléatoires, indépendantes entre elles et des variables du champ n,
uniformément distribuées sur l'intervalle [min f, max f]. On affecte au parametre p des valeurs
de 0 & 0.3; le bruit touche ainsi de 0 & 30% des pixels de chaque image.

L’ajout de bruit gaussien correspond a la transformation suivante

flz,y) — f(z,y) + g9(z,y),

ol g est un champ de variables aléatoires gaussiennes, indépendantes et identiquement distri-
buées, centrées et d’écart-type o. Ici, nous avons fait varier le parametre o de 0 a 50.

La figure (3.4) présente la premieére image du film généré précédemment, & laquelle on a
appliqué un bruit gaussien d’écart-type 50 et un bruit impulsionnel touchant 30% des pixels.
Les résultats des erreurs moyennes sur la séquence bruitée en fonction de la nature du bruit

FIGURE 3.4: [llustration de l'ajout de bruit sur l’image initiale utilisée pour créer les films tests.
A gauche, un bruit gaussien d’écart-type 50 est appliqué, a droite un bruit impulsionnel touchant
30% des pizels.

et de son amplitude sont présentés sur la figure (3.5). Pour les deux types de bruit, les erreurs
d’estimation augmentent peu : elles restent tres voisines des erreurs observées sans bruit, moins
de 15 degrés pour la direction de la translation, au plus quelques dixiemes de degrés (pour
I’ajout de bruit impulsionnel) pour 'angle de rotation. La méthode est donc robuste, grace a
I'utilisation du M-estimateur ; elle fournit encore de bons résultats méme lorsque la quantité de

bruit impulsionnel ajouté est importante.

3.2.3 Reésultats sur des séquences 3D

Nous présentons ici des résultats d’estimation du mouvement de la caméra, obtenus sur des
séquences 3D réelles. Pour la plupart des séquences utilisées, nous ne connaissons pas la longueur
focale associée a la caméra ayant filmé la scene. Suivant les séquences, nous supposerons I’angle
de vue compris entre 60 et 90°. Ces choix ne modifient pas ou peu les résultats présentés; ils

seront cependant discutés pour chaque séquence.
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Estimation de la direction de la translation Estimation de la direction de la translation

Erreur (degrés)
Erreur (degrés)

Bruit impulsionnel Bruit gaussien

L . Estimation de I’angle de rotation
Estimation de I’angle de rotation g
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_ o~ 008
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Estimation de la direction de I'axe de rotation Estimation de la direction de I’axe de rotation

Erreur (degrés)
Erreur (degrés)

0 5 10 15 20 25 30

Bruit impulsionnel Bruit gaussien

FIGURE 3.5: Erreurs moyennes d’estimation du mouvement de la caméra sur la séquence de 200
images bruitées. On a ajouté a la séquence initiale, a gauche, un bruit impulsionnel touchant de
0 a 30% des pizels et a droite, un bruit gaussien d’écart-type allant de 0 a 50.
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3.2.3.1 Séquence “Soda-can”

Dans cette séquence, disponible a ’adresse www.cs.brown.edu/ black/images.html, la ca-
méra, en mouvement de translation horizontale, filme une cannette de soda. Deux des 10 images
de la séquence sont présentées sur la figure (3.6). Dans le cas d’une translation non nulle, notre
méthode d’estimation s’applique si les variations de 'inverse de la profondeur sont suffisamment
faibles. Ici, nous ne possédons pas d’information sur la structure de la sceéne mais il apparailt
que celle-ci est constituée de deux plans distincts, la cannette et le fond texturé, reliés par une
table. Il n’est pas certain que la variation de profondeur entre le premier et le dernier plan soit
suffisamment faible pour que la séquence corresponde au cadre défini dans le chapitre précédent,
cependant, sans obtenir des résultats parfaits, ’estimation du mouvement est correcte.

FIGURE 3.6: Images 1 et 5 de la séquence “Soda-can”; la caméra effectue une translation hori-
zontale.

Les résultats obtenus par notre méthode d’estimation sont présentés dans le tableau (3.2).
Nous avons supposé 'angle de vue égal a 60°, soit, comme les images sont de taille 201 x
201, une longueur focale égale a 174 pixels. Entre chaque couple d’images, la direction de la
translation est correctement estimée a quelques degrés pres (de 4 a 7°); 'angle de la rotation
estimé (qui devrait étre nul) est de 'ordre de lerreur calculée précédemment sur les séquences
synthétiques. L’estimation du mouvement est stable : les erreurs sont a peu pres constantes
sur la séquence. Avec une longueur focale différente, les résultats sont légerement modifiés :
les erreurs sur l'estimation de la direction de la translation et 'angle de rotation augmentent
respectivement de 2° et 0.01° pour un angle de vue de 45° (soit f. = 242.6 pixels) et diminuent
respectivement de 3° et 0.01° pour un angle de vue de 90° (soit f. = 100.5 pixels).

3.2.3.2 Test d’incrustation

Nous appliquons ici notre méthode d’estimation du mouvement a une séquence réelle filmée
dans un bureau. Ici encore, nous ne possédons pas d’information sur les profondeurs exactes
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Mouvement Erreur d’estimation Angle de

dans la direction de la translation | rotation
1 4.1° 0.07°
2 5.4° 0.05°
3 4.9° 0.07°
4 4.5° 0.06°
5 5.7° 0.06°
6 5.9° 0.06°
7 7.0° 0.08°
8 5.9° 0.07°
9 6.3° 0.06°

TABLEAU 3.2: Erreur d’estimation de la direction de la translation et de l’angle de rotation

estimé sur la séquence “Soda-can’.

de la scene 3D et il n’est pas évident que tout couple d’images consécutives satisfasse au cadre
défini dans le chapitre 2. En particulier, le plafond et les murs latéraux (figure (3.7)) géneérent des
différences de profondeur importantes. Mais I’éloignement de la scéne autorise de plus grandes
variations de profondeurs et rapproche du cadre défini au début du chapitre.

Nous avons appliqué notre méthode d’estimation du mouvement a la séquence en supposant
Pangle de vue égal 4 90° (ce qui permet de calculer la longueur focale en unités de pixels). Comme
nous ne disposons pas de la donnée du mouvement de la caméra ayant généré ce film, nous
allons illustrer la qualité de Iestimation du mouvement par un test d’incrustation d’une forme
géométrique. Nous avons inséré dans une image de la séquence (sur une zone de I'image & peu
pres plane et orthogonale a ’axe optique) un rectangle noir, déformé ensuite par les applications
projectives associées aux estimations du mouvement. Le rectangle initial est déformé par le
mouvement correspondant a la composition des mouvements estimés entre I'image initiale et
I'image dans laquelle il est inséré.

Des images extraites de la nouvelle séquence, contenant 'incrustation du rectangle grace
a l'estimation du mouvement de la caméra, sont présentées sur la figure (3.7). Remarquons
qu’il est possible d’effectuer directement ’augmentation sans se préoccuper de la profondeur
des objets de la sceéne car les variations relatives de profondeur, dans le reperes associé a la
caméra, au niveau de la zone d’insertion, sont faibles. On observe sur les résultats obtenus que
l'orientation du rectangle ajouté, parallele lors de son insertion dans la premiere image a ’aréte
entre le plafond et le mur, suit l'orientation de cette aréte tout au long du film, ce qui illustre
I’évaluation correcte des rotations de la caméra. De plus, la position du rectangle, sans étre
parfaitement précise, reste vraisemblable pendant toute la séquence.

Avec la méme technique, on a masqué le tableau d’affichage du bureau par une affiche de
cinéma. En déformant ’affiche avec les mouvements estimés et en la superposant au film original
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FIGURE 3.7: En haut : insertion d’un rectangle sur la premiére image du film. Au-dessous, les
tmages 10, 20, 30, 40, 55 et 70 de la nouvelle séquence en utilisant les estimations de mouvement
de la caméra.

on obtient une séquence augmentée, dont quelques images sont présentées sur la figure (3.8). La
déformation de I'affiche est réalisée par interpolation bilinéaire.

Remarque — Le but de cette expérience est 'illustration de la bonne estimation du mouvement
de la caméra et non la réalisation d’une véritable augmentation de la séquence, avec un objet
tridimensionnel. La réalité augmentée est en effet un champ de recherche a part entiere, dont le
but est la modification d’un film de fagon que I'objet ajouté s’integre naturellement a la séquence,
comme s’il avait été présent lors du tournage (voir par exemple [1]).
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FIGURE 3.8: Disparition du tableau d’affichage au profit d’une affiche de cinéma. En haut :
linsertion de Uaffiche sur la premiere image. Au-dessous, les images 10, 20, 30, 40 et 45 de
la nouvelle séquence obtenue en déformant l'affiche avec les estimations des mouvements de la

caméra.

3.3 Temps de calcul

La méthode mise au point présente l'avantage important d’étre tres rapide. Le temps de
calcul dépend du nombre d’images et des dimensions de celles-ci. Le tableau (3.3) précise les
temps de calculs de la méthode sur les séquences proposées précédemment. Le processeur utilisé
est un Pentium M a 1.8 GHz.
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Séquence Nombre d’images | Dimensions | Temps de calcul
séquence synthétique 130 284 x 188 7.70 s
séquence du bureau 100 176 x 144 4.88 s
séquence “Soda-can” 11 201 x 201 1.16 s

TABLEAU 3.3: Temps de calcul de la méthode d’estimation du mouvement de caméra sur les

séquences précédemment utilisées.

3.4 Application : construction de mosaiques

Comme on suppose que deux images consécutives dans une séquence sont liées par une
transformation plane (associée & un mouvement de caméra), il est possible de recaler les images
les unes sur les autres. On utilise alors la composition des déformations dans le groupe des

recalages. Nous illustrons notre propos avec le film du bureau présenté précédemment.

Le mosaiquage consiste a choisir deux images dans une séquence, par exemple I,, et I, avec
n < p. Avec 'estimation du mouvement de la caméra sur toute la séquence, on peut calculer le
mouvement entre les instants n et p. En effet, la méthode fournit les p—n applications projectives
entre les images n et p; comme elles sont associées a un mouvement de caméra, on peut composer
les applications dans le groupe des recalages, et obtenir le mouvement de la caméra entre I,, et
I,, et par la I'application projective liant les deux images. En appliquant cette transformation a
I,,, on obtient une image contenant une partie commune avec I, et une partie agrandissant le
champ, qui est juxtaposée a I,,. L’'image résultante correspond a I'image observée au temps p,

mais avec un champ de vision plus large.

Pour illustrer la qualité de l'estimation du mouvement de caméra par notre méthode, on
utilise les parametres estimés pour construire plusieurs mosaiquages. Les figures (3.9) et (3.10)
présentent des panoramas réalisés en recalant, sur la premiere figure, deux images sur une troi-
sieme et sur la deuxieme figure, quatre images sur une cinquieme.

Notons que pour une scene 3D, le mosaiquage n’est théoriquement possible que si le point de
vue n’est pas modifié, c’est-a-dire si la caméra n’effectue que des rotations et aucune translation,
a cause des variations de profondeurs et des effets de parallaxe. Entre des images consécutives
dans la séquence, on pouvait supposer ces effets négligeables, car le produit de la norme de
la translation (tres limitée) avec 'amplitude de Iinverse des profondeurs était faible. Cepen-
dant, entre des images éloignées dans la séquence, une telle hypothese n’est plus possible car la
translation est plus importante. De ce fait, sur les panoramas obtenus, on observe des recalages
d’images bien ajustés a certaines profondeurs de la scene, et décalés a d’autres. Néanmoins,
la scene filmée étant suffisamment plane, nous obtenons des vues panoramiques intéressantes,

offrant une plus grande perspective de la sceéne.
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FIGURE 3.9: En haut, les images 20, 35 et 50 de la séquence du bureau et au-dessous, la vue
reconstruite du point de vue de l’image 35.
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FIGURE 3.10: En haut, les images 10, 30, 60, 70 et 80 de la séquence. En bas, le panorama
construit du point de vue de l'image 60.
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3.5 Limites du cadre d’application

3.5.1 Profondeur de la scéne

Nous illustrons ici 'influence des variations relatives des profondeurs de la scene 3D filmée
sur les résultats obtenus par notre méthode d’estimation de mouvement. Pour une scene tridi-
mensionnelle donnée, plus la caméra est éloignée et moins les variations de profondeurs alterent
I’estimation car on peut alors plus facilement approximer la scéne par un plan orthogonal a I'axe
optique.

L’influence de la distance de la caméra a la scene est illustrée par ’estimation du mouvement
d’une caméra sur des séquences synthétiques d’images de scénes 3D issues de ’ensemble SOFA
(Sequences for Optical Flow Analysis). C’est un ensemble de séquences congues par le groupe
de vision par ordinateur de I'université d’Heriot-Watt pour tester les applications en analyse de
mouvement. Chaque séquence est fournie avec les parametres intrinseques et extrinseques et le
mouvement de la caméra. Nous utilisons les séquences 5 et 6 de cet ensemble; les mouvements
de la caméra sont treés simples : une translation de direction k& pour SOFA5 et une rotation
d’axe k suivie d’une translation de direction k& pour SOFAG6. La scene filmée est constituée de
quatre cylindres empilés placés sur un fond texturé. Les figures (3.11) et (3.12) montrent les
deux premieres et les deux derniéres images de chaque séquence. Le tableau (3.4) précise les

FicURE 3.11: En haut, les deux premiéres images de la séquence SOFAS et en bas, les deux

dernieres.
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FIGURE 3.12: En haut, les deux premiéres images de la séquence SOFA6 et en bas, les deux
dernieres.

différences 1/Z;y, f —1/Zgup en unités de longueur focale au cours des séquences SOFAS5 et SOFAG,

o " L+1
ainsi que la quantité (#ﬂf - Zslup IIt]| (E+ )ZG’”‘”

rapproche du cadre d’application de la méthode. Comme la caméra s’approche de la scene, les

. Plus cette quantité est faible et plus on se

différences augmentent au cours du temps. Notons qu'on a L = 0.83 f., ce qui équivaut a un
angle de vue égal a 45°.

1 1 ( 1 1 ) il (L +1) Grax
Zinf Zsup me Zsup 2
Image 1 0.0062 0.0076
Image 10 0.0112 0.0137
Image 20 0.0293 0.0357

TABLEAU 3.4: Variations relatives de l'inverse des profondeurs dans les séquences SOFAS et
SOFAG. Les profondeurs Z;, s et Zg,, sont exprimées en unités de longueur focale dans le repere
associé a la caméra lors de lacquisition des images. Les quantités ||t| et L sont également
erprimées en unités de longueur focale.
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Les tableaux (3.5) et (3.6) fournissent les erreurs d’estimation du mouvement entre des
images consécutives, au début, au milieu et a la fin de chaque séquence. La méthode utilisée
pour estimer le mouvement est la méme que celle utilisée précédemment : on ne suppose aucun

type de mouvement a priori. Tout au long de la séquence SOFAS5, la direction de la translation

Erreur Erreur
direction de | angle de
la translation | rotation
Entre les
images 1 et 2 0.12° 0.0005°
Entre les
images 10 et 11 0.17° 0.0018°
Entre les
images 19 et 20 0.55° 0.019°
Erreurs
moyennes 0.42° 0.014°

TABLEAU 3.5: Erreurs d’estimation sur la séquence SOFAS5, comportant 20 images. Le mouve-
ment est constant sur la séquence : c¢’est une translation de direction k (la caméra s’approche de

la scéne).

Erreur Erreur Erreur angle
direction de | direction axe de rotation
la translation | de rotation | absolue | relative
Entre les
images 1 et 2 0.23° 0.001° 0.051° 2.5%
Entre les
images 10 et 11 0.38° 0.491° 0.068° 3.4%
Entre les
images 19 et 20 0.97° 1.08° 0.094° 4.7%
Erreurs
moyennes 0.39° 0.269° 0.069° 3.4%

TABLEAU 3.6: Erreurs d’estimation sur la séquence SOFAG, comportant 20 images. Le mouve-
ment est constant sur la séquence : une translation de direction k (la caméra s’approche de la
scene) et une rotation d’aze k et d’angle 2°.

est trés bien estimée, beaucoup mieux que sur les séquences synthétiques du paragraphe 3.2.1.
Ceci est imputable a la simplicité du mouvement et en particulier a la fixité de I’axe optique. On
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observe cependant que lorsqu’on se rapproche de la scene, 'erreur d’estimation de la translation
augmente légérement, et avec elle 'angle de la rotation estimée (qui devrait étre nul). Sur la
séquence SOFAG, la direction de la translation est toujours trés bien estimée ; en revanche, les
erreurs sur ’estimation de la direction de ’axe de rotation et de I'angle de la rotation augmentent
significativement & mesure que la caméra se rapproche des cylindres.

Bien que les erreurs augmentent lorsqu’on se rapproche de la scéne (car on s’éloigne du
contexte dans lequel nous avons travaillé), la méthode mise au point permet de conclure pour
des mouvements simples (notamment lorsque 1’axe optique est fixe) méme dans des cas sortant

du cadre d’application.

3.5.2 Objet en mouvement dans la scéne

La méthode d’estimation proposée s’applique au cas d’une caméra en mouvement dans un
environnement statique. Néanmoins, si un objet a un mouvement propre dans la scene, et si sa
taille est limitée relativement a celle de I'image, le mouvement de la caméra peut étre correcte-
ment estimé. Ceci est rendu possible par la globalité de la méthode : les informations en tous
les points des images sont prises en compte lors de la minimisation via le M-estimateur.

La robustesse de la méthode au mouvement propre d’'un objet est illustrée dans le tableau
(3.7). Nous avons estimé le mouvement de la caméra sur la séquence “Street” disponible & 'adresse
WWwW.Ccs.otago.ac.nz/research/vision/Research/OpticalFlow/opticalflow.html. Dans cet-
te séquence, la caméra a un mouvement de rotation autour de l'axe i (soit (CX)) et suit une
voiture en mouvement. Deux images issues du film sont présentées sur la figure (3.13). On sup-

FIGURE 3.13: Images 5 et 15 issues de la séquence “Street”. La séquence comporte 20 images de
dimensions 200 x 200. Les mouvements observés sur les images ont deux sources : le mouvement
propre de la voiture et le mouvement de la caméra (qui effectue une rotation d’azxe i).

pose l'angle de vue égal a 60°. Le tableau (3.7) présente l'erreur d’estimation relative a I'axe
de la rotation ainsi que ’angle de rotation entre chaque couple d’images. L’angle de rotation
est d’ordre 0.2, valeur significativement supérieure a I’erreur moyenne calculée sur la séquence
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synthétique dans le tableau (3.1), ce qui permet de considérer la rotation comme significative.
L’axe de la rotation estimé est 'axe i & quelques degrés preés (de 1 a 4). L’estimation de I’axe de
rotation est donc correcte et stable ; notre méthode s’applique malgré I’objet en mouvement. Ceci
est rendu possible par la taille limitée de la voiture qui occupe une surface maximale d’environ
5% de chaque image.

Avec des longueurs focales différentes, les résultats sont tres proches ; 'erreur sur la direction
de ’axe de rotation diminue de 0.3° en moyenne pour un angle de vue égal a 90° et augmente de
0.1° pour un angle de vue de 45°. Quant a I’angle de rotation estimé, il est d’ordre 0.1° et 0.3°,
respectivement pour un angle de vue égal a 90° et 45°. Ceci n’est pas surprenant car I'angle de
rotation autour de i vaut o = fer/q} + g5 : la valeur de I'angle estimé augmente donc avec la
valeur de la longueur focale.

3.6 Autres méthodes

L’objectif de I’étude proposée dans ce chapitre était d’utiliser I’approximation quadratique
de la déformation 1 pour estimer un mouvement de caméra, sur des séquences synthétiques
et réelles. Nous avons étudié et testé différentes méthodes basées sur I'approximation de la
déformation entre deux images consécutives avant de choisir la méthode que nous avons présentée
ci-avant. Ici, nous en décrivons deux que, pour des raisons explicitées ci-apres, nous n’avons pas
retenues.

3.6.1 Régression multilinéaire sur le flot optique

L’idée est ici d’utiliser approximation quadratique des déformations, non plus directement
sur le contenu des images f et g mais sur le flot optique entre ces images. Cette méthode nécessite
donc le calcul du flot optique, effectué par la méthode de Weickert et Schnéorr [74].

Une fois que 'on dispose du flot optique, il est assez naturel de vouloir obtenir les esti-
mateurs des moindres carrés des parametres a partir de 'approximation du flot, linéaire en
(6,A,B,C,acosf,asinf). Soit u(x,y) le vecteur de flot calculé au point (x,y). En posant
1= cacosf et v = asinf, on a 'approximation suivante,

wl(o.y) = u(z,y)\ _ (—Cx+ A+ By + pay — v(z? +1)
’ up(z,y) )~ \—Cy+B—Pz+uy*+1)—vay)

Afin d’utiliser toute 'information disponible, on minimise ’erreur quadratique

EB,A,B,C,u,v) = Z {(ul(ac,y) — (=Cx+ A+ By + pay — v(z? + 1)))2
(zy)ef
+ (u(z,y) — (~Cy + B — Bz + p(y® + 1) — vay))? }

Pour cela, on effectue une régression multilinéaire sur les parametres 3, A, B, C, u et v. En
dérivant E en les six parametres et en mettant les dérivées a 0, on obtient un systeme de six
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Mouvement | Erreur direction axe | Angle de
de rotation rotation
1 2.9° 0.20°
2 3.1° 0.20°
3 2.7° 0.21°
4 0.8° 0.20°
5 2.8° 0.21°
6 2.7° 0.21°
7 0.9° 0.21°
8 2.9° 0.20°
9 2.9° 0.20°
10 3.6° 0.20°
11 2.9° 0.20°
12 0.6° 0.21°
13 3.2° 0.20°
14 2.7° 0.21°
15 2.9° 0.20°
16 1.4° 0.19°
17 3.2° 0.18°
18 3.1° 0.21°
19 2.8° 0.21°
Moyenne 2.5° 0.20°

TABLEAU 3.7: Erreur d’estimation sur la direction de l'aze de rotation et angle de rotation

estimé sur la séquence “Street” de 20 images.

équations a six inconnues. La résolution du systéeme conduit a des formules fermées pour les
estimateurs des six parametres.

Le calcul du flot optique est assez colteux en temps de calcul. Mais une fois le flot optique
estimé, cette méthode a 'avantage d’étre tres rapide. Elle donne de tres bons résultats sur
des flots optiques synthétiques. Comme toute méthode de régression, elle est robuste a l'ajout
de bruit gaussien sur les composantes du flot et plus sensible a I’ajout de bruit impulsionnel.
Malheureusement, sur des séquences réelles, 'estimation du flot optique sur l'image entiere
présente trop de valeurs aberrantes pour que la méthode fournisse de bons résultats. Sur des
séquences réelles et avec un flot optique estimé, la méthode utilisant directement le contenu des

images donne de bien meilleurs résultats.
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3.6.2 Estimation de la similitude et raffinement

Nous avons présenté une variante de cette méthode dans [37]. Rappelons 'approximation du
flot optique exprimée en pixels sur I'image, pour un mouvement de caméra petit, un angle de
vue inférieur a 150° et une amplitude des variations des inverses des profondeurs de la scene

., [ =
limitée , ~
Yy -y
2

f A— asind . -C T +l —asinf  «acosf 0 .
“\B+acosb -6 =CJ \y fe 0 —asinf  acosf g
Yy

=

Compte-tenu des valeurs prises par les six parametres (chapitre 2, tableau 2.1), le centre de
I'image f, correspondant a des valeurs de x et y d’ordre 1 ou 10, est principalement déformé par
la composante affine de 'approximation tandis que la composante quadratique n’intervient que
lorsque I'un des termes zy, 22 ou y? est au moins d’ordre 103. Cette remarque est & la base de
la méthode présentée ici. L’estimation est réalisée en deux temps : les quatre parametres de la
déformation affine d’abord (qui est en fait une similitude) puis les deux parametres 0 et « de la
rotation “purement” projective.

La premiere estimation est effectuée a partir des centres des images f et g, principalement
déformés par la similitude de parameétres de translation f.(A — asin®), f.(B + acos®), de rap-

port d’homothétie /32 + C? et d’angle de rotation arccos <_\/CQL—H32> sgn(—0). Nous avons
expérimenté deux techniques d’estimation de similitude. L’algorithme de Pascal Monasse, décrit
dans [12, 48] consiste a apparier les ensembles de niveau des images extraites puis a faire voter
chaque appariement pour une similitude. Les ensembles de niveau (plus exactement, les compo-
santes connexes des ensembles de niveau dont les “trous” ont été remplis) sont appariés a partir
de vecteurs caractéristiques dont les composantes sont invariantes par similitude. Ces compo-
santes sont construites en pratique a partir des moments d’ordre 0 a 3 des ensembles de niveau.
La similitude estimée est celle ayant recu le plus grand nombre de votes. La deuxieme technique
expérimentée est la méthode d’Odobez et Bouthémy avec le modeéle a 4 parametres adapté a
I'estimation d’homothétie translation et de rotation plane. Les résultats des deux méthodes sont
comparables mais le cotit de calcul de ’appariement des ensembles de niveau est nettement plus
élevé que celui du logiciel Motion2D ; c¢’est pourquoi on choisit cette deuxieme solution.

La deuxieme étape consiste a estimer les parametres 6 et o de la rotation Rg . On estime ces
deux angles a partir du flot optique V' mesuré entre les images f et g. On réécrit I'approximation
du flot V,

Viz,y) = Vs(z,y) + Vp(z,y)

ou Vy est le flot généré par la similitude et V), correspond a la composante quadratique de
I’approximation. A ce stade de I’algorithme, on connailt une estimation des parametres de la
similitude § et on peut donc calculer le flot optique V; généré par celle-ci. On en déduit que
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la différence des flots V' — V; est due a la composante quadratique V). On note cette différence
V-V:=V,= (V}}, VﬁQ). Comme Vj(z,y) est linéaire en (o siné/ f., a cos @/ f.), on peut estimer

par régression linéaire les parametres = « cos 0/ f. et v = a sinf/ f. en minimisant

S |V @) = (—va® + pay)* + (Vi) = (—vay + uy?)? .
(zy)ef

Cette étape peut étre interprétée comme le raffinement de I’estimation, permettant d’ajuster la
déformation aux bords de 'image. En effet, la déformation au centre de 'image est déja globale-
ment estimée par la similitude. La détermination de « et 6 ajuste le “recalage” en périphérie de
I'image f sur I'image g donnée. A partir des estimations de pu, v, des parametres de la similitude
et de la connaissance de la longueur focale, on déduit le mouvement de la caméra estimé.

Cette méthode est une hybride des deux autres méthodes présentées, utilisant la technique
d’estimation d’Odobez et Bouthémy sur le contenu des images pour estimer la similitude d’une
part, mettant en oeuvre une régression linéaire sur le flot optique d’autre part. Les résultats
obtenus par cette méthode sont nettement moins bons que ceux fournis par la méthode retenue
(tableau 3.8), du fait du biais introduit par la succession d’estimations des parametres et de
I'utilisation du flot optique qui, s’il est calculé sur la séquence, présente un bruit important.
De plus, I'étape de calcul du flot optique, par la méthode de Weickert et Schnoérr par exemple,
allonge considérablement le temps de calcul global de la méthode.

Dans la littérature, Irani, Rousso et Peleg ont une approche comparable dans [36]. Ils es-
timent un mouvement 2D entre deux images et utilisent le flot résiduel pour en déduire une
partie du mouvement de la caméra. Plus précisément, ils détectent d’abord une région plane de
I’image puis, avec le flot optique calculé, estiment le mouvement paramétrique 2D de la région,
suivant le modele quadratique associé & la forme bilinéaire (1.9). Un nouveau flot est alors cal-
culé en soustrayant au flot optique initial le flot généré par le mouvement 2D. La composante
rotationnelle est absente de ce flot résiduel car la rotation agit sur les points des images indépen-
damment des profondeurs des points 3D projetés. Les vecteurs du flot résiduel sont donc dirigés
vers ou envers le foyer d’expansion, ce qui permet de déduire la direction de la translation. La
rotation est ensuite calculée a partir des parametres du mouvement 2D estimé de la région et
de la translation.

3.6.3 Comparaison avec la méthode retenue

Le tableau (3.8) présente les estimations des mouvements de caméra sur le film déja utilisé
dans la partie 3.2.1. Nous avons créé ce film en déformant une image a partir de mouvements
aléatoires, c’est-a-dire d’ensembles de six parameétres vérifiant les ordres de grandeur donnés dans
le tableau (2.1). L’angle de vue est égal & 90°. Les erreurs moyennes d’estimation du mouvement
sur les 200 images par les trois méthodes sont données.

La méthode de régression linéaire sur le flot optique théorique fournit les meilleurs résultats ;
cependant, on dispose rarement de cette donnée (on en dispose si 'on connait déja le mouvement
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Erreur Erreur Erreur angle
direction de | direction axe de rotation
la translation | de rotation | absolue | relative

Régression linéaire
sur le flot optique 8.2° 20° 0.001° | 0.09%
théorique

Régression linéaire
sur le flot optique 56.4° 59.5° 1.47° 96.7%
calculé par W. et S.

Estimation de

similitude et 14.5° 27.1° 0.07° 4.6%
raffinement
Méthode retenue 9.7° 17.3° 0.03° 2.2%

TABLEAU 3.8: Résultats des estimations du mouvement de la caméra sur la séquence synthétique
comportant 200 images par la méthode de régression linéaire sur le flot optique théorique, puis sur
le flot estimé par la méthode de Weickert et Schndrr, par la méthode estimant une similitude puis
les paramétres de la rotation “purement” projective et enfin par la méthode retenue (estimation
directe a partir des images par la méthode d’Odobez et Bouthémy). Les erreurs données dans le

tableau sont les erreurs moyennes calculées sur les 199 estimations.

de la caméra!). Les résultats obtenus par cette méme méthode sur le flot optique calculé par
la méthode de Weickert et Schnoérr sur la séquence, sont beaucoup trop imprécis pour étre
utilisables. En particulier, I’erreur sur I’angle de rotation est tres importante ; ceci est di au calcul
des vecteurs de flot, de norme tres inférieure a celle du déplacement réel. On obtient de meilleurs
résultats avec la méthode estimant la similitude puis les parametres 6 et «; ils sont cependant
moins précis que ceux donnés par la méthode d’Odobez et Bouthémy appliquée directement
sur les images et estimant les parametres de 'approximation quadratique des déplacements des
points.

Nous avons donc retenu cette derniere méthode pour 'estimation du mouvement d’une ca-
méra, car non seulement elle donne de meilleurs résultats que les deux autres mais elle est aussi
plus rapide. En effet, c’est une méthode directe qui ne nécessite ni le calcul du flot optique
ni la mise en correspondance des points, ce qui limite le cotlit global de calcul; a cet avantage
s’ajoute I'implémentation par un schéma multirésolution qui augmente la vitesse d’exécution. De
plus, nous avons vu qu’elle fournissait de bons résultats sur les données bruitées car elle utilise
des estimateurs robustes. Enfin, les résultats obtenus sont bons, aussi bien sur des séquences

synthétiques que sur des séquences réelles.
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3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une méthode d’estimation d’un mouvement de caméra
entre deux images consécutives d’une séquence, dans le cas oli, ¢ étant la translation de la caméra,
Z la profondeur de la scéne et L la plus grande dimension des images, exprimées en unités de

longueur focale,

1 1
- t| (L4 1) Grae < 2¢
(77 ) 1 2+ D) G

pour € < 1072, La détermination du mouvement est basée sur le développement quadratique en
(z,y) de la déformation entre deux images obtenu dans le chapitre précédent. En composant les
déformations estimées dans le groupe des recalages, on accede au mouvement entre des images
éloignées dans la séquence, ce qui nous a permis de présenter des résultats de mosaiquage dans
ce chapitre. Au prix d’'un cadre d’application en théorie assez restrictif, la méthode proposée
est tres rapide et robuste, grace a l'utilisation du logiciel Motion2D, adapté a notre modele a
six parametres. Pour que la méthode s’applique, il faut théoriquement que la scene filmée soit
plane et orthogonale a ’axe optique mais en pratique, si la condition donnée sur Z, L et ¢
donnée ci-avant est vérifiée, le mouvement est bien estimé. La borne supérieure 10 ~2 peut méme
étre légérement dépassée car comme la méthode est globale, les différences de profondeurs se
compensent.

Cette méthode présente les avantages inhérents aux méthodes directes : elle ne nécessite ni
calcul de flot optique ni appariement de points préalablement & son application et elle utilise
I'information en tous les points des deux images considérées; grace a cette globalité, la mé-
thode est robuste a la présence d’un objet en mouvement propre dans la scéne (de taille limitée
relativement aux dimensions des images). Comparée a d’autres méthodes directes, elle estime
simultanément et rapidement tous les parametres du mouvement de la caméra.
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Chapitre 4

Estimation itérative des profondeurs
et du mouvement de la caméra

Nous utilisons 'estimation du mouvement d’une caméra présentée dans le chapitre précé-
dent pour obtenir une carte des profondeurs de la scéne filmée. Pour cela, nous appliquons un
algorithme probabiliste, appelé Belief Propagation, déja utilisé en stéréovision sur des images
rectifiées. Ici, la Belief Propagation est mise en oeuvre directement, sans rectification, a partir
de deux images consécutives d’une séquence sur laquelle on a estimé le mouvement de la caméra.
Ce mouvement estimé sert d’initialisation a la carte des profondeurs de la scene, fournissant en
chaque pixel une distribution de probabilité sur les profondeurs relatives du point projeté en
ce pixel. A partir des profondeurs estimées, on détermine le mouvement de la caméra sur des
zones de profondeurs voisines, ce qui conduit a une estimation plus précise. Ce procédé itératif
permet d’étendre le cadre d’estimation défini dans le chapitre précédent, c’est-a-dire d’estimer

le mouvement méme si les variations de profondeurs sont importantes.

4.1 Présentation de I’algorithme de Belief Propagation

La méthode appelée Belief Propagation par Pearl dans [55], est une méthode générale per-
mettant de résoudre des problémes d’inférence dans des domaines aussi variés que la physique
statistique, I'intelligence artificielle, le décodage des codes correcteurs d’erreurs, la vision par
ordinateur... Elle a été découverte séparément dans les différents domaines sous les noms d’algo-
rithme de Viterbi, algorithme de décodage itératif pour les codes de Gallager et les turbocodes,
approche par matrice de transfert en physique... et algorithme de Belief Propagation de Pearl
pour les réseaux bayésiens. Cette technique de résolution s’applique des que le probleme peut
étre représenté par un modele graphique, c’est-a-dire un ensemble de noeuds ayant des relations
entre eux; ’état le plus probable de ces noeuds est alors recherché.

125
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4.1.1 Modélisation markovienne d’une image

L’image est constituée d’un ensemble fini S de sites s, correspondant aux pixels. A chaque
site, est associé un descripteur, qui peut étre un niveau de gris, un label dans le cas d’une image
segmentée ou une donnée plus complexe. L’idée sous-jacente de la modélisation probabiliste de
I'image est que le descripteur d’un site n’est pas significatif en lui-méme mais dans ses interactions
avec les descripteurs des sites voisins. C’est pourquoi on associe a un ensemble de sites un systeme

de voisinage.

Définition 4.1 — Un systéme de voisinage I' sur un ensemble de sites S est une collection
de sous-ensembles (I's)scs de S vérifiant

-s¢l

—-tely;=sely.

Les systemes de voisinage les plus souvent utilisés sont la 4-connexité et la 8-connexité : un
site a alors 4 ou 8 voisins, comme illustré sur les figures (4.1) et (4.2). A partir d’un systeme
de voisinage, on déduit un systéme de cliques. Une clique est soit un singleton de S, soit un
ensemble de sites tous voisins entre eux.

O
| C
O0—0—0 O O0—0O
| C
O

FIGURE 4.1: Le systeme de voisinage induit par la 4-connexité et les trois types de cliques
associées.
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FIGURE 4.2: Le systéme de voisinage induit par la 8-connexité et les dix types de cliques asso-
ciées.

Les interactions locales entre sites voisins s’expriment sous la forme de potentiels de clique.
L’énergie globale U de I'image est la somme des énergies de ’ensemble C des cliques de I'image

U:ZUC

ceC
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et I’énergie en un site s est la somme des énergies des cliques auquelles le site appartient

U, = Z U..

ceC tq s€c

Pour définir les champs de Markov, on considere une image x comme la réalisation d’un champ
aléatoire X. On note X = {X5,s € S} le champ aléatoire, x = {x5,s € S} une réalisation et E
I’ensemble des valeurs prises par les variables aléatoires Xs. Ainsi, P(Xs = x5) est la probabilité
que la valeur du descripteur au site s soit x; et P(X = x) est la probabilité d’observer 'image
x. Le lien entre le descripteur en un site s et le reste de 'image est mesuré par la probabilité
conditionnelle

P(Xs = x4|X° =x°) ou X* = {Xy, t € S,t # s}.

Définition 4.2 — Soit un systéme de voisinage I'. Un champ aléatoire X de taille N est un
champ de Markov pour le voisinage I' si et seulement si

Vxs € B, P(Xs = x5|X* = x°%) = P(Xs = x5|X¢ = x¢,t € T')
vx € BN, P(X =x) > 0.

Ainsi, un champ aléatoire X est un champ de Markov pour un voisinage I" si aucune confi-
guration n’est interdite et si la probabilité conditionnelle locale en un site n’est fonction que
de la configuration du voisinage du site considéré. Sur des domaines bornés, tous les champs
aléatoires sont évidemment markoviens pour un voisinage suffisamment grand. Mais I'intérét de
cette modélisation tient justement aux champs de Markov associés a des voisinages restreints,
permettant de réaliser des calculs rapides ; la plupart des images naturelles ou texturées vérifient
I’hypothese markovienne pour des voisinages tels que la 4 ou la 8-connexité.

Les champs de Markov associés au systeme de voisinage de la 4-connexité sont appelés champs
de Markov d’ordre 1. Ils fournissent des modeles théoriques particulierement intéressants pour
certains problémes de vision par ordinateur [20]. Dans ces probléemes, on veut le plus souvent
inférer une réalisation cachée d’un champ de Markov.

4.1.2 Probleme d’inférence dans un cadre bayésien

Les problemes d’inférence sont posés en ces termes : on dispose d'une observation y sur un
ensemble de sites S. On note y = {ys,s € S} l'image observée et on souhaite déterminer une
image inconnue x = {x,,s € S}. L’image x est considérée comme la réalisation d’'un champ
aléatoire X et 'image y celle d'un champ aléatoire Y. Le champ Y dépend de X a travers une
probabilité conditionnelle connue P(Y = y|X = x).

La restauration bayésienne de I'image x est basée sur la probabilité a posteriori

PX=x]Y=y) x PX=x)P(Y =y|X =x).



128 Chapitre 4. Estimation itérative des profondeurs et du mouvement de la caméra

L’estimateur X maximisant cette probabilité est appelé estimateur du maximum a posterior:
(MAP). Deux hypotheses sont classiquement ajoutées ; d'une part, le champ X est supposé mar-
kovien pour un systeme de voisinage I" (le plus souvent la 4-connexité pour les images), d’autre
part, sachant X = x, les variables aléatoires Y, sont supposées indépendantes et de loi condition-

nelle ne dépendant que de la réalisation xg, c’est-a-dire

P(Y:y’X:X) = HP(YS :Ys|xs :Xs)
seS

= H ¢(X87 Ys)
sesS

La figure (4.3) illustre le probleme & résoudre compte-tenu de ces hypotheses, dans le cas d'un

champ X markovien pour la 4-connexité.
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FIGURE 4.3: Représentation du probléme d’inférence dans les champs de Markov d’ordre 1. Les
ronds noirs sont les informations ys observées et les ronds blancs les valeurs x5 a estimer. Les

traits représentent les interactions entre les sites.

4.1.3 Description de la Belief Propagation

L’algorithme de Belief Propagation nécessite la connaissance de la fonction ¢ et la définition
de la compatibilité entre les sites voisins du champ de Markov X, c’est-a-dire les énergies des
cliques d’ordre 2 pour la 4-connexité. La connaissance a priori sur le champ X s’écrit

P(X = X) = H wst(XSaXt)-

seS, tel's

La fonction g est une matrice carrée de taille |E| x |E|. Si la compatibilité est identique en
toutes les paires de sites, indépendamment de leur localisation sur I'image, les matrices 14 seront

toutes égales. La probabilité a posteriori s’écrit maintenant

P(X = X‘Y = Y) 08 H wst(x&xt) H ¢(X57YS)-

seS, tel's ses
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Le choix des fonctions ¥4 permet d’imposer certaines propriétés, de régularité par exemple, au
champ X et celui de ¢ caractérise I'attache aux données y.

La méthode de Belief Propagation consiste a faire circuler des messages locaux entre sites
voisins, permettant de propager des informations dans toute 'image. Un message est envoyé d’'un
site s a un site ¢ voisin, concernant le descripteur x; du site t. Ce message, noté mg, est une
distribution de probabilité sur les valeurs x;, il est donc représenté par un vecteur de longueur
|E|. Au départ, les messages sont initialisés par des distributions uniformes sur E. Il existe deux
versions de 'algorithme de Belief Propagation, correspondant & deux méthodes de mises a jour
des messages : la version “somme-produit”

mst Xt =C § wst X57Xt X87YS H mus Xs

xE€E uel\{t}

et la version “max-produit”

mst(Xt) = C}I{nél% ¢st (Xs, Xt Xsa Ys H mus Xs
’ uels\{t}

ot C est une constante de normalisation, telle que ), pmg(x¢) = 1. La figure (4.4) illustre
les deux manieres de calculer les messages.

=to X

‘ S t S t

FIGURE 4.4: Versions "somme-produit” et “maz-produit” de mise a jour du message mg;.

A partir des messages, on définit une croyance pour chaque site s, distribution de probabilité
sur F. Elle est proportionnelle au produit de la fiabilité de I'observation avec tous les messages
recus au site s

bs(Xs) = C,QS(XSaYs) H mus(xs)

u€l'y

ou C’ est une constante de normalisation, telle que » . . bs(xs) = 1.

A chaque site, sont donc associés 4 messages destinés aux sites voisins et une croyance, tous
sous forme de distributions de probabilité. L’algorithme dans sa version “max-produit”, pour T'
itérations, est présenté sur la figure (4.5). A Tissue des T itérations, algorithme fournit donc
une distribution de probabilité sur les valeurs de E en chaque site de 'image cherchée. On choisit
alors pour un site s la valeur

Xs = argmax bs(xs).
Xs
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1. Initialisation des messages

1

Vs €S, Vt €T, Vxs € B, md(x) = i

2. Mise a jour des messages (T itérations)
pourt=1:T

Vse S, Vtely, Vxs € E,

mi‘t(xt) = Cmaﬁ Vst (%, %Xt) P(Xs, ¥s) H ngl(XS)

€ wel\{t}

3. Calcul des croyances

bs(xs) = C'é(xs,7s) H mgs(xs)

uer

FIGURE 4.5: Algorithme de Belief Propagation dans sa version “maz-produit” pour T itérations.

L’implémentation basique de 'algorithme, dans sa version “max-produit”, a une complexité
en O(P|EJ]?T) ot P est le nombre de sites de Iimage et T est le nombre de mises & jour
des messages. Il est cependant possible de diminuer substanciellement le temps de calcul en
combinant plusieurs techniques, notamment multi-échelle, non développées ici (elles sont décrites
par Felzenszwalb et Huttenlocher dans [17]). Ceci est primordial lorsque ’on a un large ensemble
de valeurs de descripteurs. Afin d’obtenir une convergence rapide, on peut aussi accélérer la mise
a jour des messages. Dans [68], Tappen et Freeman proposent de propager les messages dans
une direction et d’utiliser la mise & jour du site s — 1 pour mettre & jour le site s. Ainsi, un site
s peut transmettre une information a un site s + k en une seule itération, au lieu de k pour la
mise a jour synchrone.

4.1.4 Convergence de 1’algorithme

L’algorithme de Belief Propagation donne de tres bons résultats grace a la puissance du
passage des messages locaux, permettant de diffuser des informations d’un site a l'autre de
I'image. Mais qu’en est-il de la convergence de 1’algorithme ?

4.1.4.1 Version “somme-produit”

Pearl [55] puis Weiss [75] ont montré que pour un graphe simplement connexe de diametre d,
I’algorithme de Belief Propagation, dans sa version “somme-produit”’, converge en d itérations.
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A la convergence, le vecteur de croyance by est égal a la distribution a posteriori marginale au

site s, c’est-a-dire, en notant m?; les messages a la convergence,

bs(Xs) = C¢(X3ays) H mZS(XS)

uer

= Z PX*=x%Xs =x]Y =)

xscElS|-1

= PXs =x5]Y =1y).

On peut aussi calculer les distributions jointes a posteriori entre deux sites voisins

bst (Xs, Xt) =C wst (Xs, Xt)¢(XS’ y3)¢(Xt, Yt) H m;.;s (XS) H m:t(xt)

u€ls\{t} u€Tt\{s}

=PXs = x5, %t = x|[Y =y).

Pour les graphes quelconques, la convergence n’est pas assurée mais lorsqu’elle a lieu, les
croyances by et bg; forment un point critique d’une approximation de I’énergie libre d’un systéme,
appelée énergie libre de Bethe et définie par Epgetpe ({bs, bst}) =

Z Z bst(XSa Xt) (hl bst(XSa Xt) —In (¢st(X3a Xt) ¢(X55 Ys) ¢(Xta Yt)))

s,t€ES x5, x1ER

- Z(QS -1) Z bs(xs) (Inbs(xs) — In (x5, y5))

seS xs€E

ol ¢s est le nombre de voisins du site s. Ce point est développé par Yedidia, Freeman et Weiss

dans [78].

4.1.4.2 Version “max-produit”

Pour un graphe simplement connexe, la version “max-produit” de l'algorithme de Belief
Propagation converge vers l'estimateur du maximum a posteriori (Pearl [55]). En effet, a la
convergence,

bs(xs) = C mfo(X =x[Xs = x5, Y =y).

La réalisation
% = {%; = argmax bs(xs),s € S}
xs€EFE

maximise la probabilité a posteriori P(X = x|Y = y). Remarquons qu’avec la version “somme-
produit” de l’algorithme, on obtient les distributions marginales a posteriori en chaque site,
mais la réalisation Z qui en résulte ne maximise pas forcément la probabilité a posteriori sur le

graphe.
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Dans le cas d’un graphe quelconque, ’algorithme dans sa version “max-produit” ne converge
pas toujours. La présence de boucles dans le graphe peut entrainer la circulation infinie de
messages dans ces boucles, empéchant la convergence vers un équilibre stable. On observera
plus loin des structures en damier, correspondant a l’oscillation d’un groupe de sites entre deux
états. Cependant, lorsqu’il y a convergence, les résultats produits sont souvent assez bons, comme
Iillustrent ceux obtenus par Levin, Zomet et Weiss pour la séparation de mouvements transpa-
rents [41] et les applications diverses (restauration, segmentation, super résolution...) présentées
par Sharon dans [62]. Dans [76], Weiss et Freeman démontrent que si l’algorithme dans sa version
“max-produit” converge dans un graphe avec boucles, la solution obtenue x est le maximum de
la probabilité a posteriori dans un voisinage particulier qu’ils appellent “Single Loops and Trees”
(SLT). Le voisinage SLT d’une configuration x est défini comme l’ensemble des configurations
ne différant de x que sur des combinaisons disjointes d’arbres et de boucles simples. Ainsi,

Vx e SLT (%), PX=x|Y=y)<PX=x|Y=y).

4.1.5 Un exemple d’application de la Belief Propagation : la désoccultation

Pour illustrer les performances de la Belief Propagation, nous présentons quelques expériences
de désoccultation d’images par application de la Belief Propagation. Ici, on restaure une image
dont seul un faible pourcentage (10%) des niveaux de gris des pixels est connu. Pour cela, on
utilise une image initiale quantifiée, ici en 32 niveaux de gris, dont on masque aléatoirement 90%
des pixels. Les niveaux de gris de I'image quantifiée constituent I’ensemble E. La localisation
des pixels manquants est connue et utilisée pour définir la fonction ¢(xs,ys). Plus précisément,
on possede des observations y sur certains sites s et on définit ¢ par

1,,—y, siys existe,

vxs € E7 ¢(X57YS) = 1

1]

si ys n’existe pas.

La fonction de compatibilité ¢ doit privilégier les niveaux de gris identiques ou proches pour des
sites voisins. Elle est choisie commune & tous les sites de 'image et est donnée par

B ’Xs - Xt‘

brax)=(1-e)e P +e

ou les parametres e, et o, permettent d’imposer une régularité plus ou moins forte. Cette
fonction provient du modele de variation totale de Osher, Rudin et Fatemi [54]. Ces derniers
utilisent la fonction de potentiel p(z) = |x| car elle préserve davantage de discontinuités que la
fonction p(x) = 22. Le choix de o, impose une régularité plus ou moins forte et le parametre
ep, qui borne inférieurement les valeurs 1 (xs,x¢), autorise, s’il est important, davantage de
discontinuités, correspondants aux contours. Les figures (4.6) et (4.7) présentent les résultats

obtenus par application de la Belief Propagation dans sa version “max-produit” sur les images
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La Cornouaille et Mandrille occultées & 90%, pour e, = 0 ou 0.01 et 0, = 1 ou 5. Bien que
la transmission d’'un message d’'un bord de I'image a ’autre nécessite N itérations ou N est
la largeur de I'image, quelques itérations suffisent ici a atteindre un état stable. Ceci est du
a la dispersion uniforme des pixels dont le niveau de gris est connu dans l'image : ceux-ci
conditionnent fortement les niveaux de gris des pixels voisins. Ainsi, trés rapidement (une dizaine
d’itérations), de larges plages de 'image sont remplies et leur niveau de gris n’évolue plus,
comme illustré sur les deux figures (4.6) et (4.7). Le choix de e, et o, est déterminant ; la valeur
ep = 0.01 permet d’obtenir des contours plus nets sur les images, c’est le cas de la coque et du
mat du bateau sur la figure (4.6) et les résultats sont alors plus contrastés. Une valeur élevée
de o0, lisse I'image obtenue; cet effet est visible sur la texture du pelage du mandrille sur la
figure (4.7). Il n’y a pas de jeu de parametres optimal pour toute désoccultation. Suivant la
nature des images, on peut préférer une image bien segmentée, ou plus floue (par exemple pour
images texturées). Ainsi, pour I'image La Cornouaille, présentant de grandes zones uniformes,
les valeurs e, = 0.01 et o, = 5 fournissent de bons résultats : & partir de I'image occultée a 90%,
on identifie clairement le bateau, les mats, les cordages et on distingue la bouée, 'homme a terre.
Pour I'image Mandrille, plus texturée, les parametres e, = 0 et 0, = 1 permettent de retrouver
en partie les textures tout en reconnaissant les différentes parties de la téte, notamment les yeux
et les narines alors que pour o, = 5, les zones texturées sont plus lissées.

Enfin, dans le cas d’occultations plus larges dans I'image, la Belief Propagation fournit aussi
des résultats intéressants ; la version “somme-produit” est alors plus adaptée que la version “max-
produit”. En effet, la version “max-produit”, en I’absence de données dans la zone occultée, a
tendance a remplir la zone par un niveau de gris uniforme (ou des niveaux de gris tres voisins), qui
maximise la probabilité a posteriori. En revanche, la version “somme-produit”; qui fait converger
les distributions a posteriori marginales en chaque site, propage les données de sites en sites dans
la zone occultée. Sur la figure (4.8), le détail de la bouche de Léna est occulté par une tache
de 60 pixels. Le résultat fourni par la Belief Propagation dans sa version “somme-produit” avec
ep = 0.5 et 0, = 1 est tout-a-fait comparable a ceux obtenus sur la bouche de Léna par d’autres
méthodes de désoccultation, comme l'interpolation jointe des niveaux de gris et des directions
du gradient proposée par Ballester, Caselles et Verdera dans [2].

4.2 Application de la Belief Propagation a I’estimation de pro-
fondeurs

Le probleme d’estimation des profondeurs d’une scene a partir de deux vues de cette scene,
appelé aussi probleme d’appariement stéréo, est un probleme difficile & cause des occultations,
du bruit sur les images, des discontinuités de profondeurs, des textures...

De nombreuses méthodes existent ; Scharstein et Szeliski en proposent une classification dans
[60], basée sur les techniques mises en oeuvre lors des quatre principales étapes des algorithmes.
La premiere est le calcul du cotut d’appariement (réalisé en général par la différence absolue des
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FIGURE 4.6: Désoccultation par Belief Propagation de l'image La Cornouaille. En haut, l’image
initiale et I'image masquée a 90%, puis les résultats de désoccultations obtenus aprés 20 itérations
de lalgorithme dans sa version “maz-produit”, avec sur la colonne de gauche, e, = 0, sur la
colonne de droite, e, = 0.01 et de haut en bas, o), =1 et 5.
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FIGURE 4.7: Désoccultation par Belief Propagation de l'image Mandrille. En haut, l’image ini-
tiale et l’image masquée a 90%, puis les résultats de désoccultations obtenus aprés 20 itérations
de l’algorithme dans sa version “maz-produit”, avec sur la colonne de gauche, e, = 0, sur la
colonne de droite, e, = 0.01 et de haut en bas, o), =1 et 5.
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FIGURE 4.8: Détail de la bouche de Léna. De gauche a droite, l'image originale quantifiée en 32
niveaux de gris, l'image occultée et le résultat donné par la Belief Propagation, dans sa version
“somme-produit” avec e, = 0.5 et o = 1.

intensités ou par la différence des intensités au carré), la deuxieme le calcul du cotit d’agrégation
(somme des cotits sur une fenétre par exemple), la troisieme le calcul des profondeurs (en utilisant
ou non une technique d’optimisation, comme la programmation dynamique, le recuit simulé, les
Graph Cuts...) et la quatrieme le raffinement post-traitement (on peut notamment utiliser un
filtre médian pour supprimer les mauvais appariements de petite taille). Les méthodes mises en
oeuvre a chaque étape sont comparées et les algorithmes testés sur une large base de données.
Il ressort qu’un cotut d’appariement robuste, c¢’est-a-dire tronqué, améliore les performances des
algorithmes globaux. Il est cependant difficile de fixer le seuil au-dessus duquel on tronque les
valeurs car la meilleure troncature varie avec chaque paire d’images. De fagon générale, les
meilleurs résultats sont obtenus lorsque I'on modélise 'image des profondeurs par un champ
de Markov et que le probleme d’inférence est résolu par des techniques de Graph Cuts ou de
Belief Propagation. Les méthodes de diffusion et de coopération (inspirées par des stratégies de
stéréovision humaine) fournissent également de bons résultats, sauf sur les bords, moins précis.
Enfin, les méthodes locales sont les moins performantes.

Suite & cette évaluation, Tappen et Freeman ont comparé plus précisément dans [68] les mé-
thodes de Graph Cuts et de Belief Propagation pour ’appariement stéréo. Les résultats obtenus
sont tres voisins. L’algorithme de Graph Cuts consiste a représenter le probléme sous la forme
d’un ensemble de noeuds et d’arétes orientées pondérées et a réaliser une coupe du graphe de
cout minimal, correspondant & la minimisation d’une énergie. Les Graph Cuts fournissent des
solutions plus lisses, d’énergie plus faible que celles obtenues par la mise en oeuvre de la Belief
Propagation mais ces solutions ne sont pas nécessairement plus proches des véritables profon-
deurs de la scéne (car les solutions fournies par les Graph Cuts et la Belief Propagation ont
toutes deux des énergies significativement plus faibles que celle du champ des véritables profon-
deurs). Enfin, le temps de calcul de la Belief Propagation dans sa version accélérée (utilisation
immédiate de la mise & jour d’un message) et celui des Graph Cuts sont similaires.

Nous allons ici appliquer la méthode de Belief Propagation a ’estimation des profondeurs a
partir de deux images consécutives dans une séquence et du mouvement de la caméra déterminé
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par la méthode du chapitre 3. La différence avec les méthodes proposées dans [67, 60, 68] est
I’application de la Belief Propagation a des images non rectifiées.

4.2.1 Présentation du probleme

Dans le chapitre 3, nous avons estimé le mouvement de la caméra entre deux images consé-
cutives dans une séquence en supposant que la profondeur Z de la scene filmée, la translation ¢
de la caméra et la taille L des images vérifiaient, en unités de longueur focale

1 1
(me — Zsup> It (L 4+ 1) Graa < 2,
avec € < 1072, ce qui nous permettait de considérer la profondeur de la scene constante dans
le repere de la caméra. La figure (4.9) présente deux images consécutives dans une séquence et
le recalage de la deuxieme sur la premiere grace au mouvement de caméra estimé. On observe
sur la superposition des images que certains objets de la sceéne sont légerement décalés car leur
profondeur differe de la profondeur moyenne de la scene. On a observé des effets similaires sur
les résultats de mosaiquage d’images éloignées dans la séquence, dans le chapitre 3. Nous allons
utiliser ce décalage pour estimer un plan des profondeurs relatives de la sceéne dans le repere de
la caméra avant son déplacement.

Revenons sur les formules exactes des correspondances des points entre deux images consécu-
tives f et g, 'image g étant acquise apres un mouvement de caméra (R, t) ou R est une rotation

de matrice
al bl C1
R= a9 bg C9
az by c3
et t est une translation de vecteur
tq
t= |ty
t3

Soient K et K’ les domaines des plans rétiniens R et R’ sur lesquels sont respectivement définies
les images f et g. Soit (z,y) un point de K et (z/,3’) un point de K’, deux points appariés,
c’est-a-dire projections d’'un méme point de l'espace de profondeur Z(z,y) dans le repere de la
caméra avant le déplacement. Pour une longueur focale f., la formule suivante donne la relation
entre (z,y), (2/,y) et Z(z,y)

( a1$+a2y+fc a3_fc<ﬁ7y)’R(i)>

= f.
a1z + ey + fe e3 = fe 75y B(K))

b1z +bay + fe b3 — fe (757 B())
Cerw ey + fe s — fe (gt BK))
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FIGURE 4.9: En haut, deux images consécutives dans une séquence. En bas, a gauche la différence
en valeur absolue entre les deux images et a droite la différence en valeur absolue entre la premiére
1mage et la deuxieme recalée sur la premiere avec le mouvement de caméra estimé par la méthode
décrite dans le chapitre 3. Plus le niveau de gris est sombre et plus la différence est élevée. Le
recalage est globalement bon sauf pour certaines profondeurs de la scéne qui difféerent trop de la
profondeur moyenne : c’est le cas de la bouteille et de la zone du fond a droite.

La méthode présentée dans le chapitre 3 estime une translation t~égale a la translation divisée
par une profondeur moyenne Z; de la scéne. Nous allons maintenant, en utilisant le recalage des
images, estimer en chaque point de K une distance a la profondeur 7, permettant d’obtenir
une image des profondeurs relatives des objets. La formule précédente nous rappelle que dans
les cas ot il n’y a pas de translation, il est impossible de déduire la structure de la scene.

4.2.2 Disparités ou profondeurs ?

La plupart des méthodes qui estiment la structure d’une scene filmée a partir de deux images
se placent dans le cas d’une caméra en translation horizontale : les plans rétiniens R et R’ sont
donc confondus. On dit alors que les images sont rectifiées, comme illustré sur la figure (4.10).
Ces méthodes estiment non pas la profondeur de la scene mais la disparité d en chaque point de
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K.

Définition 4.3 — Soient (z,y) et (z',y") deuzx points appariés de deux images rectifiées. On
appelle disparité au point (z,y) la différence

d=1y —v.

Cette différence est liée & la profondeur Z(z,y) du point projeté en (x,y) et (z’,y’) par

fo
d= decn
Z(x,y) <

ou f. est la longueur focale et docr la distance entre les centres optiques.

M

Rl

Xy

//(w, y) \

c C’

FIGURE 4.10: Deuz images rectifiées. Les points (z,y) et (x',y") des plans R et R’ sont appariés ;
comme la caméra est en translation horizontale, x = x'.

Dans le cas d’'un mouvement quelconque de caméra, on ne peut plus définir la disparité de
la méme facon.

Définition 4.4 — Soit un mouvement de caméra différent d’une simple translation horizontale.
Soient (x,y) et (',y') deux points appariés dans les deux images obtenues avant et aprés le
déplacement. Ces points sont deuz projections d’un méme point de l’espace 3D de profondeur
Z(z,y) dans le repére associé a la caméra avant son déplacement. On appelle disparité au point

(z,9)

Dans la suite du document, nous ne donnerons qu’un exemple d’estimation de disparités
dans le cas d’images rectifiées. Les autres résultats présenteront ’estimation de profondeurs.
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4.2.3 Rectification

Comme mentionné précédemment, la plupart des méthodes estimant la structure d’une scene
traitent seulement les cas de translation horizontale de la caméra [60]. Dans ce cas, des points
appariés dans les deux images appartiennent a la méme ligne horizontale. Ceci simplifie gran-
dement le probleme d’estimation de la structure et permet de développer des algorithmes tres
rapides, voire méme temps réel [5, 22]. Si les mouvements de la caméra sont plus compliqués
qu’une simple translation horizontale, ces méthodes appliquent un procédé aux images, appelé
rectification, afin de se ramener au cas de la translation horizontale. Le procédé consiste a déter-
miner une transformation de chaque image telle que les lignes épipolaires conjuguées deviennent
colinéaires et paralleles a ’axe horizontal des images [13, 18, 19].

En général, on projette les images sur un plan parallele a la droite passant par les deux
positions du centre optique (avant et apres le mouvement de la caméra). Comme il existe une
infinité de plans vérifiant cette condition, on peut choisir le plan minimisant la distorsion des
images projetées ou plus simplement le plan parallele a la droite d’intersection des plans rétiniens
R et R’ [13], comme illustré sur la figure (4.11).

FIGURE 4.11: Procédé de rectification. Les images des plans R et R’ sont projetées sur le plan
R paralléle a la droite CC'. Ainsi, les lignes épipolaires deviennent paralléles a CC'.

Cependant, bien que la rectification simplifie beaucoup le probleme d’évaluation des dispa-

rités d’une scene, on peut s’interroger sur I’amélioration apportée par rapport a une méthode
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utilisant directement les images non rectifiées. Schreer, Brandburg et Kauff présentent dans [61]
une étude comparative entre I’estimation des disparités sur des vues rectifiées et non rectifiées.
Dans les deux cas, la méme approche hiérarchique de block-matching, décrite dans [52], est ap-
pliquée. La premiere comparaison de cette étude concerne la complexité. Lorsque les vues ne
sont pas rectifiées, le calcul de la position des fenétres candidates au block-matching nécessite
I'approximation de la ligne épipolaire sur la grille discrete. Le cotut de ce calcul est supérieur
a deux fois celui de la rectification des images; cependant, ce cott est marginal comparé a la
complexité totale du procédé d’estimation des disparités : la différence de cout entre les deux
méthodes n’est pas significative. La seconde comparaison s’attache aux résultats; la méthode
sur les images non rectifiées fournit de meilleurs résultats que ceux obtenus par la méthode sur
les images rectifiées si la région d’intérét couvre toute I'image, a cause de 'effet de distortion,
induit par la rectification, plus important sur les bords de I'image. Pour la méme raison, plus
les directions des axes optiques different et plus il est préférable de travailler directement sur
les images non rectifiées. Cependant, dans le cas d’objets bien segmentés au centre de I'image
et d’axes optiques de directions voisines, les résultats obtenus par les deux méthodes sont tres
proches.

4.2.4 Utilisation de la Belief Propagation sur des images non rectifiées
4.2.4.1 Choix de la non rectification

Sun, Shum et Zheng proposent dans [67] ’application de 'algorithme de Belief Propagation
au probléme d’appariements stéréo pour des images rectifiées. Ici, nous choisissons de ne pas
rectifier les images. La principale raison de ce choix est que nous ne disposons que d’une estima-
tion du mouvement de la caméra et non d’une donnée exacte. De plus, les objets dans les images
issues de séquences réelles que nous considérons occupent une tres large partie des images (et
souvent aussi les bords). Nous adaptons donc la méthode de Sun, Shum et Zheng au cas ou le
mouvement de la caméra est quelconque.

4.2.4.2 Description de la méthode

En utilisant le formalisme présenté dans les sections 4.1.2 et 4.1.3, on note y = {f, g, ¢, «, 3,
A, B, C'} les deux images consécutives et les parameétres du mouvement de la caméra estimé. On
cherche & maximiser la probabilité a posteriori P(X = x|Y = y) ou x est le champ de profondeurs
de la scene du point de vue de 'image f. La matrice de compatibilité entre les sites a pour terme
général
B x5 — x4

P(xs,xt) = (1 —ep) e 9% 4+ ep-

Cette fonction, utilisée aussi par Sun, Shum et Zheng dans [67], provient du modele de variation

totale de Osher, Rudin et Fatemi [54] comme nous l'avons déja évoqué précédemment pour la
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désoccultation. Le choix de o, impose une régularité plus ou moins forte et le parametre e,
permet d’autoriser plus ou moins de discontinuités de profondeurs sur 'image.
Pour la fonction d’attache aux données ou vraisemblance locale en un site s, on choisit

F(s,%s,7s)

d(xs,y7s) = (1 —eq) e 0q + ey

F(s,x5,ys) = [ f(s) = g(s)|

ot s’ est le point de K’ apparié au site s de K d’apres le mouvement de la caméra estimé et la
profondeur x5 donnée, c’est-a-dire, si s = (z,y) et s’ = (2/,y'),

a1z +agy + feaz+ fo 2

/ Xs

Cartoy+ fees+ fe

(4.1)
b1z + boy + fo by + fo 2

Xs

Cartoytfocst oS

\ X

/

La valeur g(s") est calculée par interpolation bilinéaire, ce qui limite la sensibilité & I’échantillon-
nage. Les valeurs A, B, C sont les coordonnées de t/Zy dans la base (R(i), R(j), R(k)), Zy étant
une profondeur moyenne de la scéne; en conséquence, les coordonnées (A, B,C)/x, sont celles
de t/(Zpxs) dans cette méme base. Ainsi, la profondeur correspondant & x4 est égale & Zj x4
dans le repere associé a la caméra avant son déplacement. Une profondeur retenue x4 inférieure
a 1 signifie donc que I'objet représenté en ce site est placé en avant du plan de profondeur Z et
une profondeur x; supérieure a 1 indique que ’objet se situe en arriere de ce plan.

4.2.4.3 Résultats

Dans le cas d’une translation horizontale de la caméra et donc d’images rectifiées, on retrouve
les résultats donnés par Sun, Shum et Zheng dans [67], comme l'illustre la figure (4.12). Sur cette
figure, on a estimé non pas les profondeurs mais les disparités, au sens de la définition 3, avec
la version “max-produit” de la Belief Propagation (e, = 0.01, 0, = 3.5, e4 = 0.05, o4 = 20).

On applique maintenant la méthode de Belief Propagation décrite ci-avant dans sa version
“max-produit”, & des images non rectifiées. L’ensemble des parametres choisi est fixé : e, = 0.01,
op = 0.3, eqg = 0.05 et o4 = 20. Pour toutes les séquences utilisées, on suppose ’angle de vue
égal a 120°.

Les figures (4.13), (4.14) et (4.15) présentent les résultats fournis par la méthode sur des
images non rectifiées consécutives f et g et en utilisant une estimation du mouvement de caméra
obtenue par la méthode du chapitre 3. Les profondeurs relatives appartiennent a I’ensemble de
16 éléments

E = {0.45, 0.5, 0.55, 0.6, 0.65, 0.7, 0.75, 0.8, 0.9, 1, 1.1, 1.2, 1.4, 1.6, 1.8, 2}.
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FIGURE 4.12: En haut, deuz images consécutives de la séquence Tsukuba. Au-dessous, a gauche
le véritable champ des disparités et a droite [’estimation de ce champ obtenu par l’algorithme de
Belief Propagation (100 itérations) connaissant le mouvement exact.
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Le choix de cet ensemble est déterminant; on suppose que les objets se situent en avant ou
en arriere d’une profondeur moyenne Zy. Précisément, les valeurs x; de E sont associées aux
profondeurs Zyxs, car la translation estimée est ¢ = ZLO L’échantillonnage des profondeurs
n’est pas régulier car les effets des profondeurs sur les translations ne sont pas linéaires : une
profondeur égale & 1 — ¢ (0 < € < 1) entraine une variation dans la translation sur I'image

d’amplitude supérieure a celle générée par une profondeur égale a 1 + €, soit

1—¢ C14e

En utilisant la formule (4.1), on peut calculer d’une part, 'image g recalée sur f en ne tenant
compte que du mouvement de caméra estimé (c’est-a-dire avec x5 = 1 pour tous les sites) et
d’autre part, I'image ¢ recalée sur f avec le mouvement de caméra et les profondeurs de la
scéne estimées sur 'image f. Les normes L' moyennes des différences entre f et les images g
recalées sont données dans le tableau (4.1). Comme attendu, la norme des différences diminue
significativement lorsque les profondeurs sont utilisées pour le recalage.

Différence moyenne en norme L' entre f et g recalée avec

le mouvement de la caméra | le mouvement de la caméra
+ les profondeurs

Figure (4.13) 20.60 9.92
Figure (4.14) 7.99 1.86
Figure (4.15) 15.38 7.07

TABLEAU 4.1: Norme L' (moyennée sur le nombre de pizels) des images de différence entre
limage f et les images g recalées pour les figures (4.13), (4.14) et (4.15).

Sur la figure (4.13), la scéne est constituée d’un arbre au premier plan, d’un ensemble de
maisons et du ciel au dernier plan, d’un terrain en pente entre les deux. L’application de la
Belief Propagation, utilisant le mouvement estimé entre les deux images consécutives, permet
de bien détecter I’arbre au premier plan, a peu pres correctement le terrain en pente et le ciel.
Les profondeurs des maisons sont estimées égales a celles du ciel (ceci dépend de I'ensemble des
profondeurs choisies). Le plan est simplifié mais clair.

Sur la figure (4.14), les objets sont plus rapprochés; ’ensemble FE utilisé est alors moins
adapté au couple d’images (mais on choisit de n’utiliser aucune connaissance a priori sur la
structure de la scene). Trois plans sont seulement détectés : le premier plan avec le mannequin,
le second plan composé des différents objets et le fond. Les contours des objets du second plan
sont peu précis, notamment car leur ombre leur est associée et accolée lors de 'estimation de

profondeurs (sur la carafe et le pot de fleurs par exemple).
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FIGURE 4.13: En haut, deuzx images consécutives extraites de la séquence Flower Garden. Puis,
Uestimation des profondeurs par la Belief Propagation (100 itérations) en utilisant le mouvement
de la caméra entre les deux images estimé par la méthode du chapitre 3.
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FIGURE 4.14: En haut, deux images consécutives extraites d’une séquence. Puis, l’estimation des
profondeurs par la Belief Propagation (100 itérations) en utilisant le mouvement de la caméra
estimé dans le chapitre 3.



4.2. Application de la Belief Propagation a I'estimation de profondeurs 147

FIGURE 4.15: En haut, deux images consécutives extraites d’une séquence. Puis, l’estimation des
profondeurs par la Belief Propagation (100 itérations) en utilisant le mouvement de la caméra
estimé dans le chapitre 3.
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Les images utilisées pour I'estimation des profondeurs sur la figure (4.15) sont plus complexes
car la luminosité changeante modifie les ombres et les effets de réverbération entre les images
consécutives ; ces effets sont notamment visibles sur la bouteille et la bouilloire. Le résultat est
assez grossier; on identifie la bouteille au premier plan et le corps de la bouilloire (mais pas
son anse) au second plan. Un dégradé de profondeurs est observé sur une partie de la nappe.
Cependant, le rebord de la table est tres imprécis, et une zone de I'image en haut a droite est
détectée au premier plan alors qu’elle appartient au fond.

En conclusion, les résultats d’estimation de profondeurs obtenus ne sont pas toujours satis-
faisants. Pour des scénes simples, on obtient des plans simplifiés mais clairs de la structure mais
pour des scenes plus compliquées, comme sur la figure (4.15), les résultats sont plus grossiers.
Ceci est principalement di a I'utilisation d’un mouvement de caméra non pas exact mais estimé ;
en effet, ’estimation des profondeurs dépend étroitement de la précision de la décomposition du
mouvement en une rotation et une translation. Pour améliorer I'estimation du mouvement et
par conséquent celle des profondeurs, on propose d’itérer le procédé.

4.3 Estimation itérative des profondeurs et du mouvement de

caméra

4.3.1 Description

On propose un algorithme itératif visant a améliorer a la fois ’estimation du mouvement de
la caméra et celle des profondeurs. L’idée est d’utiliser les estimations des profondeurs Z pour
estimer des mouvements 2D sur des zones de I'image de profondeurs voisines et en déduire une
nouvelle estimation du mouvement de la caméra. A partir du nouveau mouvement, on estime
les profondeurs, etc.

Plus formellement, on réalise une partition de ’ensemble E des profondeurs en H intervalles
Ii,...,Ig de profondeurs moyennes z1,...,z§g. A partir de 'estimation du mouvement de la
caméra par la méthode décrite dans le chapitre 3, on estime les profondeurs par Belief Propaga-
tion. Les intervalles Iy, ..., I définissent alors une partition de I'image des profondeurs obtenue,
soit du domaine K. Pour h appartenant & {1,...,H}, on estime un mouvement 2D entre f
et g en ne considérant que les points de K de profondeur estimée appartenant a [Ij. Ainsi, on
obtient H mouvements 2D, associés chacun a un ensemble de profondeurs. Ces H mouvements
2D conduisent a une estimation du mouvement de la caméra, par les calculs présentés ci-apres.
Rappelons d’abord que pour tout couple de points appariés (z,y) et (z’,y') de K et K’, projec-
tions d’un point de profondeur Z(z,y) dans le repeére de la caméra avant le déplacement, le flot
optique est calculé par le logiciel Motion2D suivant le modele

22
0

C1 + ap az x + q1 g2 oy

2 —az a1 \y 0 @1 @ 2
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et la correspondance avec les six parametres du mouvement (6, «, 3, A, B, C) est la suivante

c1 = fe <ﬁ—asin9) c2 = fe <ﬁ+a0059>

C
" ) ey
a . «
q1 = _ﬁ sin ¢ Qo = ﬁ cos 6.

A partir de cette correspondance et des mouvements 2D estimés sur les H supports de profon-
deurs,

{(ch.ch.abababoah), 1< < H},

on calcule les six parametres du mouvement de caméra correspondant. Pour cela, on pondere
chacune des estimations par pj, fraction de la surface de K de profondeur appartenant a Ip.

Ainsi,
H H . —H
— arctan <Zh:1 Ph C]?/ thl Phn qé‘) S1 Zh:l Ph qg >0
H H . —H
— arctan <Zh:1 Ph @t/ Y ey Ph qé‘) +m sl Y phgh <0
9 p—
— H
/2 si Y 1 Dh qS:Oet > he1Ph q{L >0
JR— H
—7/2 51 Zh:l Ph qg =0et Zh:l Pn C]? <0,

2

H 2 H
a=fe (th q?) + <th qé‘) et
h=1 h=1

H

B=> pnaj.

h=1
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Le calcul de A, B et C tient compte des profondeurs moyennes des intervalles I,

A= Z( —|—asm0> Dh Zh
H

B = Z <— — @ Cos 9> Dh Zh (4.3)
h=1

H
E : h

— Ph a1 Zp.
h=1

Les étapes de l'algorithme sont présentées sur la figure (4.16). La fonction de profondeur Z;
estimée a l'itération ¢ est définie sur K. On note D; les six parametres du mouvement estimé
a litération i, D; = (6;, 4, i, Ai, Bi, Cs), et ¢z, p, la fonction associant & un point (z,y) de
K, le point (2/,y') apparié de K’, a partir du mouvement D; et des profondeurs Z; estimés,
cest-a-dire (2',y') = ¥z, p,(z,y) avec

( aix + aby + fe ay + fo 7y

CCICC+62y—{—fcc3—|—ch

A;
i(z,y)
C;
(z,y)

Y+ By o+ fo )+ fo 7B
Czlx+62y+f503+fcm’

ai ab a}

ou [ b b g est la matrice de rotation associée aux angles (6;, «;, 3;). La partition de F
&

et le nombre d’itérations N sont préalablement fixés. Le couple mouvement /profondeurs retenu
est celui minimisant la différence en norme L entre I'image f et 'image g recalée sur f avec les

profondeurs et le mouvement de la caméra estimés lors des NV itérations.

4.3.2 Résultats et discussion

On présente les résultats de l'algorithme sur les figures (4.17) et (4.18). L’ensemble des
profondeurs E utilisé pour I'estimation et les parametres de I'algorithme de Belief Propagation
sont inchangés. On choisit la partition de F = I U Iy U I3 avec

I ={0.45,0.5,...,0.75}  de moyenne z; = 0.6
I, ={0.8,0.9,...,1.2} de moyenne z9 = 1
Is={1.4,16,...,2} de moyenne z3 = 1.7.

Le mouvement sera donc indépendamment estimé sur chacun des trois plans de profondeurs. On
utilise seulement trois plans pour limiter les erreurs d’estimation. En effet, I’estimation initiale
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1. Initialisation
e estimation du mouvement D entre f et g
e estimation de Z; a partir de f, g et Dy par Belief Propagation
e 7=2,,D=D

2. Pouri=2...N

e pourh=1...H
— estimation du mouvement 2D (c},ck, a?, al, ¢, qb) sur K N {Z; € I,}

Z; el
— calcul du poids pp, = %

e calcul de D; = (0;, «, B;, Ai, Bi, C;) a partir des H mouvements 2D et des H
poids selon les formules (4.2) et (4.3)

e estimation de Z; a partir de f, g et D; par Belief Propagation
o Sillgovz,p, — fllh <llgovzp — fl alors

Z=2;,, D=D;

FIGURE 4.16: Algorithme itératif (N itérations) d’estimation du mouvement de la caméra et des
profondeurs de la scéne, une partition Iy U ... U Iy de l’ensemble des profondeurs E ayant été
préalablement définie. Les intervalles Iy, ..., g ont pour profondeurs moyennes z1,...,2H-

des profondeurs peut étre assez fortement erronée ; dans ce cas, plus on considérera de plans de
profondeurs et plus 'erreur d’estimation sur le nouveau mouvement de caméra sera importante.

La figure (4.17) rappelle le résultat précédent et montre le résultat obtenu pour I'estimation
des profondeurs apres 15 itérations de l'algorithme présenté sur la figure (4.16). Le résultat
obtenu en itérant successivement les estimations de mouvement et de profondeurs est nettement
meilleur que celui obtenu seulement avec la premiere estimation du mouvement : on identifie
clairement la bouteille, la bouilloire (avec son anse cette fois) et le dégradé de profondeurs de la
table. Seule la partie a gauche de la bouteille est mal localisée au fond de la scene. Malgré cela,
le bord de la table est correctement détecté.

Sur la figure (4.18), le résultat initial obtenu a partir du mouvement estimé entre les deux
images permet d’identifier le parasol (et quelques éléments du réverbere) au premier plan, les
facades d’immeubles a droite et a gauche au second plan et le fond entre les deux batiments.
Cependant, sur le batiment de gauche, certaines fenétres sont faussement détectées en avant de la
scene et sur le batiment de droite, de profondeur uniforme (car I’axe optique lui est orthogonal),
on observe plusieurs niveaux de profondeurs. Apres 15 itérations de lalgorithme, le résultat
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FIGURE 4.17: En haut, les deux images consécutives a partir desquelles on estime les profon-
deurs. Au milieu, ’estimation des profondeurs par la Belief Propagation (100 itérations) en
utilisant seulement le mouvement de la caméra estimé. En bas, le résultat obtenu pour 15 itéra-
tions de l’algorithme présenté sur la figure (4.16) (avec chaque fois 100 itérations de la Belief
Propagation). Les normes L' moyennes des différences entre l'image f et l’image g recalée sur
f avec le mouvement et les profondeurs estimées sont respectivement égales a 7.07 pour l’image
des profondeurs du milieu et 5.03 pour l'image du bas.
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FIGURE 4.18: En haut, les deux images consécutives a partir desquelles on estime les profon-
deurs. Au milieu, ’estimation des profondeurs par la Belief Propagation (100 itérations) en
utilisant seulement le mouvement de la caméra estimé. En bas, le résultat obtenu pour 15 itéra-
tions de l'algorithme présenté sur la figure (4.16) (avec chaque fois 100 itérations de la Belief
Propagation). Les normes L' moyennes des différences entre l'image f et I’image g recalée sur
f avec le mouvement et les profondeurs estimées sont respectivement égales a 5.07 pour l’image
des profondeurs du milieu et 4.43 pour limage du bas.
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est tres proche de la carte des profondeurs initiale mais les deux effets sur les profondeurs des
batiments mentionnés ci-avant sont atténués.

L’algorithme proposé est purement heuristique ; la qualité des cartes de profondeurs estimées
est calculée par la différence en norme L' entre Iimage f et Iimage g recalée sur f avec le
mouvement et les profondeurs estimées. Pour tous les résultats présentés, nous avons utilisé
le méme ensemble de profondeurs E'; on ne suppose alors aucune connaissance a priori sur la
structure de la scene. Malgré cette restriction, nous obtenons des résultats qui, sans étre parfaits,
donnent une bonne information de la structure de la scéne, aussi bien pour une scene d’intérieur
(figure (4.17)) avec des objets assez proches les uns des autres, que pour une scéne d’extérieur
ou les composantes sont beaucoup plus éloignées (figure (4.18)). Ces résultats améliorent (plus
ou moins nettement) la qualité des images de profondeurs obtenues en utilisant seulement la
premiere estimation du mouvement de caméra. Notons qu’il est nécessaire que cette premiere
estimation du mouvement ne soit pas trop erronée car en dépend l’estimation premiere des
profondeurs, sur laquelle sont basées les estimations des mouvements suivants, etc.

De plus, 'estimation du mouvement sur différents plans de profondeurs permet d’étendre
les limites du cadre défini dans le chapitre 3 pour I'estimation du mouvement de la caméra. Il
est maintenant possible d’estimer correctement le mouvement pour des scenes présentant des
variations de profondeurs plus importantes que celles autorisées dans le chapitre 3 c¢’est-a-dire
telles que

1 1
(70— 7)1+ D) G < 22
pour ¢ = 1072, 1l suffit que chaque plan de profondeur défini par la partition (et non toute
la scene) vérifie cette derniere condition pour que chaque estimation soit correcte, sous réserve
que la premiere estimation du mouvement ne soit pas trop faussée par de grandes variations
de profondeurs. En revanche, l'algorithme n’est pas adapté a I'estimation de translations plus
importantes que celles observées entre deux images consécutives dans une séquence car nous
n’avons pas intégré dans la Belief Propagation de traitement particulier pour les occultations
apparaissant dans le cas de translations conséquentes; les profondeurs sont alors mal estimées
car chaque point de I'image f est associé a un point de I'image g.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons utilisé le mouvement de la caméra estimé entre deux images
consécutives d’'une séquence pour déterminer un plan de profondeurs de la sceéne 3D filmée.
Nous avons appliqué pour cela un algorithme probabiliste convergeant vers la configuration
des profondeurs maximisant la probabilité a posteriori connaissant le mouvement estimé et les
deux images. L’ensemble des profondeurs testées et les parametres de ’algorithme étant fixés,
on obtient des résultats plus ou moins satisfaisants, suivant la structure de la scéne et ’erreur
initiale sur 'estimation du mouvement.
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Pour améliorer ces résultats, on itére le procédé en estimant le mouvement 2D non plus di-
rectement entre les deux images mais sur des zones de profondeurs estimées voisines. En tenant
compte des profondeurs moyennes de ces zones, on calcule, & partir des nouvelles estimations de
mouvements 2D, un nouveau mouvement de caméra dans ’espace, utilisé par la Belief Propa-
gation, etc. Les résultats sur les profondeurs sont visiblement meilleurs. La méthode peut aussi
permettre d’estimer plus finement le mouvement de la caméra, notamment lorsque les variations
des inverses des profondeurs sont importantes ; le cadre d’application de la méthode du chapitre
3 peut étre élargi.
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Chapitre 5
Sur ’injectivité du flot optique

Dans ce chapitre, nous étudions en détail et d’un point de vue théorique l'injectivité de
I’application qui associe un flot optique au film d’une scene statique, c’est-a-dire & un mouvement
de caméra et a la surface filmée. Nous prouvons que cette application est injective si le flot est
observé, dans le cas d’une projection sténopé, sur le plan {Z = 1} tout entier. Nous avons appris
postérieurement que ce résultat avait déja été obtenu par Brodsky, Fermiiller et Aloimonos dans
[7], par une démonstration différente. De plus, a partir de deux mouvements de caméra, nous
décrivons le domaine d’observation du plan ou les flots générés sont susceptibles d’étre identiques
et donnons les équations des surfaces filmées qui, associées a ces deux mouvements de caméra
conduisent au méme flot optique. Nous retrouvons alors les résultats de Horn [31] et Maybank

[47] sur la nature de ces surfaces.

5.1 Présentation du probleme

Le probleme de ’estimation du mouvement de la caméra et de la structure de la scene a partir
du flot optique, quand la caméra évolue dans un environnement statique, a été et est toujours
trées étudié. Cependant, un aspect théorique important du probléme est habituellement peu
considéré ; la plupart des auteurs présentent des méthodes en supposant qu’a un flot optique
donné correspond exactement un mouvement de caméra et une surface filmée. Ce n’est pas
toujours le cas. Par exemple, un flot optique généré par une caméra filmant une surface plane
est toujours ambigu ; il existe une autre surface plane et un autre mouvement de ’observateur
produisant le méme flot, comme montré dans [43, 66, 46]. Dans le cas général, Horn [31] et
Maybank [47] ont montré qu’'un flot optique ne peut étre ambigu que si les surfaces filmées
appartiennent & une classe de surfaces particulieres : les hyperboloides a une nappe, vues par un
point de leur surface.

Dans ce chapitre, nous étudierons les flots optiques ambigus, du point de vue du domaine
ou le flot est observé. Pour cela, nous nous placerons dans le cadre théorique suivant : nous

supposerons que le mouvement de la caméra est continu dans le temps, ce qui implique que

157
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nous travaillerons avec des algebres de Lie plutot que des groupes et nous considérerons non
plus la projection sténopé mais la projection stéréographique qui, en toute généralité, simplifie
nos démonstrations. Nous commencerons donc par quelques rappels sur les mouvements infini-
tésimaux et nous introduirons des notations, la projection stéréographique et les formules liant
flot optique, mouvement de caméra et profondeurs de la scéne. Nous démontrerons au passage
quelques résultats théoriques de projections correspondant a des morphismes d’algebres de Lie.
Puis, nous étudierons l'injectivité de la fonction qui associe un flot optique & un mouvement de
caméra et a un plan des profondeurs de la scene filmée. On montre que cette application est
injective si le domaine d’observation du flot est le disque unité du plan {Z = 0} (car on consi-
dere la projection sur la sphére unité suivie de la projection stéréographique), ce qui revient
a démontrer l'injectivité sur le plan {Z = 1} tout entier pour la projection sténopé. Brodsky,
Fermiiller et Aloimonos ont obtenu ce résultat dans [7] en analysant le flot optique directement
sur la sphere unité. Enfin, & partir de deux mouvements infinitésimaux de caméra, on décrira
le domaine d’observation sur lequel les flots optiques générés peuvent étre égaux, et les surfaces
filmées qui, associées aux deux mouvements donnés, conduiront a un méme flot optique.

5.2 Mouvement de caméra, profondeurs et flot optique

5.2.1 Mouvement de caméra et champ de vecteurs dans R?

On considere une caméra en mouvement dans un environnement statique. Ceci revient aussi
a considérer I'’environnement en mouvement dans le repere de la caméra. Pour décrire cette si-
tuation, rappelons que I’on note SE(3) le groupe des déplacements rigides de R3, comme présenté
dans le chapitre 1. Ce groupe est ’ensemble des matrices

{(15 i) oit R € SO(3), teR?’}.

muni de la multiplication matricielle. Il agit sur ’hyperplan {T" = 1} de R*. On notera M =
(X,Y,Z) les coordonnées euclidiennes d’un point de R? et M = (X,Y, Z,1) ses coordonnées
dans ’hyperplan.

L’algebre de Lie du groupe SE(3) est notée se(3) ; c’est I'ensemble des matrices

0 —Ww3 w2 U1
w3 0 —W1 V9 6
3 (wla w2, ws, U1, V2, ’U3) eR
—Wwy Wi 0 U3

0 0 0 0

muni de I'addition matricielle et du crochet de Lie des matrices. Dans la suite, on écrira plus
brievement les éléments de se(3)
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Proposition 5.1 - Soit g = (w,v) appartenant a se(3). Pour tout réel t, on a
tlw] x 1 tlw] x T
etle] TIE (([g—@M ) W]k + tww!) v w40
0 1
exp(tg) =

Ig tv .
sinon.
0 1

Les éléments de se(3) produisent des champs de vecteurs dans R3. En effet, considérons g
appartenant & se(3) et un point M de R3. Alors exp(tg) est un déplacement de SE(3),

M(t) = exp(tg) M

est une courbe paramétrée lisse et
dM (t)
dt lt=0
définit un champ de vecteurs dans R3. Soit X(R?) I’algebre de Lie des champs de vecteurs dans

R3. Nous avons la proposition suivante :

Proposition 5.2 — Soit g appartenant a se(3). Pour tout point M de R3, on note

Plo)M) = L (explig)M)|

Alors, ¢(g) € X(R3) et Uapplication ¢ définit un morphisme d’algébres de Lie.

Remarques
— Le crochet de Lie de I’algebre se(3) est donné par

Vg, h € se(3), [g,h] = gh— hg.
— Le crochet de Lie de I'algebre X(R3) des champs de vecteurs de R? est donné par

V¢, €€ X(R3), Vo € R? [¢,€](z) = dCué(z) — déxC(x).

Démonstration. Un morphisme d’algebres de Lie est une application linéaire préservant le
crochet de Lie. On a facilement la linéarité de ¢ car

d
M) = — tg)M = gM.
plg)M) = — (exp(tg)M)| _ =g
De plus, Vg, h € se(3), VM € R3,

©([g, h))(M) = [g, h]M = (gh — hg)M,
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et comme
d(p(g9))m (p(h)(M)) = g(e(h)(M)) = ghM,

on a

[p(9), p(W]M) = d((9)) as (p(h)(M)) — d(p(h)) a1 (#(9)(M)) = ¢([g, h])(M).

Donc, le crochet de Lie est conservé et ¢ est un morphisme d’algebres de Lie. [J

Ainsi, & un mouvement infinitésimal de caméra, est associé un champ de vecteurs dans 1’espace

R3. Plus précisément, ce champ de vecteurs s’écrit %(exp(tg)M) ou les coordonnées des
t=0

points M sont données dans le repere associé a la caméra.

5.2.2 Projection sur la sphere

Nous allons modifier un peu la construction précédente. Soit p la projection de R\ {0} sur

la sphere unité 52
M

P(M):m-

Par extension, on note

Soit g appartenant & se(3). La courbe paramétrée M(t) = exp(tg)M se projette en p(M(t)), et

9 p(expltg)M)|

dt p t=0

produit un vecteur sur S2. Si r est une fonction strictement positive définie sur S2, la fonction

de S? dans S?

& p(espltgr(uMmy |

produit un champ de vecteurs sur S2. Soit X(5?) I'algebre de Lie des champs de vecteurs sur

S2,

Proposition 5.3 — Soit g appartenant a se(3) et r une fonction strictement positive définie
sur S2%. Pour tout M € S?, on note

prlg)(M) = 5 p(explig)r (M) |

Alors o, (g) € X(S?) et Uapplication o, est un morphisme d’algébres de Lie.

Démonstration. Soit g = (w,v) appartenant & se(3). VM € S? on a

©r(g)(M) = dpps (r(M)M) gr(M)M



5.2. Mouvement de caméra, profondeurs et flot optique 161

Comme

1 (I3 0 1 MMT 0
VM eR3, dpy(M) = —— — ;
[M[[\o of MP\ 0 0

on obtient, pour M € S?,

Ao (r(M)M) = <13_?)4 " 8)

et
£r(g)(M) = gM — (v, M) (A(f )

ou (v, M) = v1 X 4+ v2Y +v3Z; ce qui prouve que la fonction ¢, est linéaire.
Montrons maintenant la conservation du crochet de Lie. Pour ¢ = (w,v) et h = (v, )
appartenant & se(3), VM € S2,

¢r([g, h])(M) = (gh — hg)M — ([w]xv" — [w']xv, M) <J\04> :

Comme

d(er(9))m =g — (v, M) <103 8) -M (vT 0) ,

d(sor(g))Msor(h)(M):<g—<v,M> (Ig’ 8>—M(vT o))(hM—<v’,M> (f))

et le crochet de Lie des champs de vecteurs vaut
d(SOT (g))M(Pr(h)(M) - d(()@r(h))MQOT (g) (M)

= (gh — hg)M — M ((vT 0) h— (v’T 0) 9) M

on a

= (gh = hg)M = M (vTw/]x —vT[]x 0) M

= (gh — hg)M — ([w]xv' — [W']xv, M) (f)

= ¢r(lg, h])(M).

Le crochet de Lie est conservé par I'application ¢, ; ¢, étant linéaire, c’est un morphisme d’al-
gebres de Lie. [

On peut donc maintenant associer a un mouvement infinitésimal de caméra g un champ de
vecteurs sur la sphere unité % p(exp(tg)r(M)M)‘ . ou r(M) est la distance du point de Iespace
t=

R3 projeté en M sur S? au centre de la sphere, c’est-a-dire & la caméra.
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5.2.3 Projection stéréographique

On utilise maintenant la composition de la projection p sur S? avec la projection sur le plan
{Z = 0}. Soit ¢ la projection stéréographique de S?\ {(0,0,—1)} sur {Z = 0} définie par

X
1

Q(M):H——Z

Cette fonction envoie la demi-sphere supérieure S? N {Z > 0} sur le disque {22 + % < 1} et la
demi-sphere inférieure sur {2 +%2 > 1}. En utilisant p et ¢, on projette les courbes paramétrées
M (t) de R? sur le plan {Z = 0}. Dans les chapitres précédents, nous avons considéré la projection
directe des points de R? sur le plan {Z = 1}. Cette projection est équivalente & la projection
q o p, on explicitera par la suite le passage de I'une a I'autre.

Remarque — L’avantage principal de la projection ¢ sur la projection sur {Z = 1} est sa
conformalité. Si par exemple, M (t) est un cercle sur S?, sa projection sur {Z = 0} est encore un
cercle. Un autre avantage de cette projection est de pouvoir prendre en compte la vision dans
toutes les directions, aussi bien en avant qu’en arriere de la caméra [72].

Soit maintenant X(R?) I'algébre de Lie des champs de vecteurs de R2. On note m = (z,y)
les points du plan {Z = 0}. Si g appartient & se¢(3) et 7 est une fonction de R? dans R%, on
considere la fonction de se(3) dans X(R?) définie par

% q (p (exp(tg)r(m)g~t(m))) ‘t:o'

A un mouvement de caméra infinitésimal est donc associé un champ de vecteurs sur R2. Sa
construction sous-jacente est illustrée sur la figure (5.1). Soit une fonction strictement positive
r définie sur R?, représentant la distance & la caméra des points projetés par go p sur {Z = 0}
et soit un mouvement infinitésimal g de se(3). Le champ de vecteurs dans R? est construit
comme suit. Prenons un point m de R2. Il correspond au point ¢~!(m) de S? et au point
r(m)g~'(m) de R3. Par I’action du mouvement infinitésimal g, le point de R? a pour trajectoire
la courbe paramétrée exp(tg)r(m)q~1(m), que 'on projette sur S? en p (exp(tg) r(m)q=t(m))
et finalement sur le plan {Z = 0} en m(t) = q (p (exp(tg) 7(m) ¢~'(m))). L’ensemble des vecteurs
vitesses % m(t)| 1o associés aux points de R? produit sur le plan {Z = 0} le champ de vecteurs
appelé flot optique.

5.2.4 Flot optique

Proposition 5.4 - Soit g = (w,v) appartenant a se(3), r une fonction strictement positive
définie sur R? et

u(m) = % qop (expltg) r(m) g~ (m) |

dt t=0
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FIGURE 5.1: Construction du champ de vecteurs sur le plan {Z = 0} associé au déplacement
infinitésimal ¢ dans R3.

Alors, en utilisant la notation compleze dans R? (on note m = (x,y) par m = x + iy),

. . 1 B ] .
u(m) :%szrwnger QW1 +r(m)< ”1;21;2 m2_”3m+vlzwz>
1
:wa(m)‘*'wlﬁv(m).

On appelle ¢,(m) + T(Lm) Py (m) le flot optique associé au mouvement g = (w,v) et a la surface
T.

Démonstration. Soit M = (X,Y, Z) un point de R3 et m = (x,y) sa projection sur {Z = 0}.
On note || M|| = r(m). Alors

Y
r(m)+ 272

ce qui équivaut & M = ¢~ (m)r(m). Considérons la trajectoire M(t) = exp(tg) M dans R? et
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sa projection sur {Z = 0}, m(t) = qo p(M(t)). Notons

Ri(t) Ta()
op (e w) _ (R0 1@ _ | Rty D00
PPV o o) TV o 1) TR B
0 1
Avec cette notation,
. - 1 Ri(t)M + Ty (t)
1o M) = R O+ T + M @] ( <t>M+T2<t>> |
Comme
R(0) = I T(0) =0
R@t)|  _ T(t)
W‘tzo = Ll dt ‘t o
d < Ri(t)M + T (t) )
dt \ Rs(t)M + T5(t) + || M ()|
_ w3 tweZ+ v X ( wpX F WiV + g + d”M(t : ‘t 0>
Z+ M| (Z + || M]])?
Or,
dHM H . 1 X —|—U2Y—|—’U32 o — r(m
=" b M = r(m)
donc

d (Rg( )31 (t)M + T (t) )

dt )M + T3(t) + || M(t)||
wa, o 9 vl — V3T 1 9 vgx(l—xQ—yQ)
22 (2% — 1) - - - - .
5 (2° —y"+1) —wizy w3y+Z+r(m) 70(m)(vlac + voxy) 5 ()
Comme

1— 2% —q?

= ————5r(m),

1+ 22 4 y?

I’expression devient

d ( Ry(t)M + Ty (t) >
dt \ R3(t)M + T3(t) + | M (t)|

w2, o 9 1 (Ul 2 2 )
- 2222 - D—wgy— —— (=2 —y2 -1 - .
wizy + 5 (x°—y“+1) —wsy o 2 (" —y ) + voxy — vsx
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De la méme fagon, on obtient

a ( Ro(t)M +T5(1) > ‘
dt \ Rs(t)M + T5(t) + | M(t)|

t=0

1
%( 2—92_1)+w2xy+w3m—m<ley—%(x2—y2+1)+vgy>.

ce qui termine la preuve. [

Remarques

— L’expression du flot optique sur le plan {Z = 0} est complexe quadratique et sépare le flot
en deux composantes indépendantes, I'une due a la rotation infinitésimale w, I’autre due
a la translation infinitésimale v.

— Le cercle unité ‘H de {Z = 0} joue un role particulier dans ces constructions. En effet,
si la caméra, placée a l'origine, peut seulement voir dans la direction de (0,0, 1), le plan
{Z = 0} est la limite du visible (& moins d’étre une mouche). La projection de {Z = 0}
sur S? est le cercle H. C’est pourquoi on I'appellera I’horizon.

Exemple — Etudions les flots optiques obtenus pour des choix particuliers de w, vet r. Sir =1,
w=1(0,1,0) et v =(0,0,0), alors

[\

1 m 1
De la méme facon, si w = (0,0,0) et v = (1,0,0)
1 m?
¢w( ) r(m) wv(m)__7+_

Ces deux flots optiques sont représentés sur la figure (5.2).

Travailler avec les flots optiques ¢, + %1/)1, nécessite quelques définitions supplémentaires.
D’abord, pour une fonction r constante, si w = (0,0,0), on appellera le flot ¢, + %1% une
translation et si v = (0,0,0), une rotation. On peut facilement vérifier que les translations et
les rotations ont des poles, c’est-a-dire des points ou le flot est nul. Ceci est tres clair quand
les champs de vecteurs sont représentés sur S2, voir [49, 7]. Une translation et une rotation
ont toujours exactement deux pdles, a l'exception des rotations d’axe Z et des translations de
direction Z. Dans ces deux cas particuliers, 'un des plles est envoyé a l'infini et 'autre est
a lorigine du plan {Z = 0}. Dans le cas d’une rotation quelconque, les péles sur S? sont les
intersections de S? avec la droite passant par I'origine et dirigée suivant w. Pour une translation,
ce sont les intersections de S? avec la droite passant par l'origine et dirigée suivant v. Les poles

d’une translation ou d’une rotation sont donc opposés sur S? et inverses par rapport au cercle
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FIGURE 5.2: Flots optiques sur {Z = 0}, a gauche pour w = (0,1,0), v = (0,0,0) et r =1 et
a droite pour w = (0,0,0), v = (1,0,0) et r = 1. Dans les deux cas, les trajectoires sont des
cercles. L’équateur de la rotation a gauche et celui de la translation o droite sont représentés en
gras.

H de R?. Ceci permet de définir I'équateur d’une translation et d’une rotation comme la droite
passant par les poles (représenté en gras sur la figure (5.2)). Dans la suite, on notera w™, w™
les poles d une rotation définie par le vecteur w et v, v~ les poles d’une translation définie par
v. Le pole w™ désigne le pole autour duquel la rotation est directe et v™ le pole attractif de la
translation.

On appellera grands cercles la projection sur {Z = 0} de cercles géodésiques de S2. Les
équateurs des translations et des rotations par exemple sont des grands cercles.

Enfin, on dira que deux cercles du plan sont orthogonaux s’ils s’intersectent en un angle
droit. Comme la projection ¢ est conforme, des cercles orthogonaux dans S? produisent des

cercles orthogonaux dans {Z = 0}.

Remarque — Soit 7 une fonction strictement positive définie sur R? et g appartenant & se(3).
Pour tout m € R?, on note

d _
w@ﬂmﬁ=aq@®nﬁmﬂmM]UMth
Alors ¢, (g) appartient & X(R?) mais la fonction ¢, n’est pas un morphisme d’algebres de Lie car
le crochet de Lie n’est pas conservé par ¢,.. Prenons par exemple r = 1, g = (w,v) et h = (v, v').
En notation complexe, on a

1+ m?2 1—m?2

[p(9), e(h)](m) = @(gh—hg)(m)—im(vivy—vov}) — 5 (v1v5 =30} ) 41 5 (vav3 —v3v5),
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donc le crochet de Lie n’est pas conservé par les translations.

5.2.5 Projections stéréographique et sténopé

Soit un point M de R? projeté en m sur le plan {Z = 0}, suivant la projection ¢ o p, et en
m’ sur le plan {Z = 1}. Le point m est indifféremment la projection du point M ou du point

m’, comme illustré sur la figure (5.3). Ainsi, m = qop(M) = qop(m

/M

Z=-1

FIGURE 5.3: Projection sur la sphére suivie de la projection stéréographique sur {Z = 0} d’un
point M et projection sténopé du méme point M sur {Z = 1}.

Il est équivalent de considérer la projection stéréographique ou sténopé car I’application gop
de {Z = 1} sur le disque unité du plan {Z = 0} est inversible. En effet, en notant m = (z,y),
m' = (2/,y) et m' = (2/,y/,1), on a

/

x
1+ [[m/||
m=gqop(m’) = avec |m’|| = /1 + 22 + ¢2.
Y
1+ [|m/||
Or,
1+ [Jm/|| + ¢ z'y
[m/[| (1 + [[m’]])? [/ (1 + [Jm’[[)?
d(qop)m/ = ,
z'y 1+ [jm/|| + 2"

o[ (1 + [ [[)2 o[ (1 + [Jm[[)?
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le déterminant de la matrice jacobienne d(q o p),y est non nul, donc 'application g o p est
inversible. Le flot optique u obtenu sur le disque unité du plan {Z = 0} est lié au flot optique u’
sur le plan {Z = 1} par

u(m) = u(g o p(m’)) = d(q o p) u'(m).

5.3 Injectivité du flot optique

On s’interroge sur la possibilité qu’un flot optique donné ¢, —i—% 1, puisse résulter de différents
mouvements et profondeurs. Il faut bien stur garder a I'esprit un cas trivial : si A > 0 alors

1 1
Gu + = Uy et Py + — Uy
T AT

produiront le méme flot optique. Ceci étant, nous allons montrer le résultat suivant.

Théoréme 5.1 — Soient w,w’,v,v' € R? et r,s deux fonctions strictement positives définies
sur R?. Si . .
Vm € R27 ¢w (m) + W %(m) - ¢w’ (m) + W wv’ (m)

alors, w = W' et il existe A > 0 tel que v = ' et r = Xs.

Pour prouver ce théoréme, nous allons d’abord montrer le lemme suivant.

Lemme 5.1 — Soient w,v,v’ € R? et r, s deux fonctions strictement positives définies sur R2.
Si )

Vm € R?, = — ——— WYy 5.1
alors w = 0 et il existe A > 0 tel que r = \s et v = —\v’.

Démonstration. A : Supposons d’abord que w, v et v’ sont non nuls. D’apres 1’équation
(5.1), en chaque point m de R2, le vecteur ¢, (m) est décomposé sur 1, (m) et 1, (m) avec des
coeflicients positifs. Ceci implique

sgn (det(1y(m), dw(m))) = sgn (det(dy, (m), Y (m)))

car le vecteur ¢, (m) est situé a l'intérieur du secteur angulaire formé par les vecteurs 1, (m) et
Wy (m), comme illustré sur la figure (5.4).

B : On considére ’ensemble

Evo = {m € R% t. q. det(tp,(m), P, (m)) = 0}.

C’est I’ensemble des points de tangence des champs de vecteurs ¢, et ¢,. Cet ensemble contient
aussi les quatre poles w™, w™, vT et v~ (sauf §’ils sont & I'infini), comme le montrent les exemples



5.3. Injectivité du flot optique 169

%' (m)

m

FIGURE 5.4: Si ¢,(m) = r(}n) Yy(m) + ﬁz/;v/(m), avec s(m) > 0 et r(m) > 0, alors
det(v,(m), p,(m)) et det(py,(m), 1y (m)) doivent avoir le méme signe.

présentés sur la figure (5.5). Les points de &, satisfont I’équation suivante
224y +1) 2 2 2
) (Wi 4 wave) — 2wivy — yrwave — 2y (wW1v2 + viws)

2, 2
+ 2L (2(wivg + viws) + Y(w2vs + w3va)) + (22 + y?) wavg = 0.

Le déterminant det(t),, ¢,) est de signe constant dans chaque domaine limité par &,,, par
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FIGURE 5.5: Deux exemples d’ensembles €., ; a4 gauche, pour w = (2,1,3) et v =(2,1,—1) et a
droite, pour w = (0,—1,3) et v = (2,1,—-1).

continuité de l'application det (v, ¢,,). Montrons que &, sépare le plan {Z = 0} en régions ou
le déterminant a des signes opposés. Il suffit de le montrer dans le cas ou tous les poles sont situés
sur le cercle unité H. Par conjugaison, cette propriété sera vérifiée pour toute configuration des

poles. Dans le cas ot les poles sont situés sur H, on a v3 = w3 = 0, donc wy + iwy = |lw||e’® et
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v1 + ivg = |jv]|e. Alors, en notation complexe,

du(m) = 5 (m’e ™ — ) ]

-1 . ‘
bo(m) = —- (m*e™™ — ™) |lu]|.

Calculons maintenant I’angle entre ¢,, et 1,, qui nous donnera le signe de det(¢,, ¢,,). Si m est
un point de H, on peut écrire m = e, alors

P (e”) (e — e lw|l arg ( sin(d — a) [|w|| )

bo(e®) are —(e2be=iv —ew)|v| isin(é —v)[Jv]|

arg

(

_TW si 0 € (Jv,v+rno,a+r))U
(l=7+v,v[N] =7+ a0

=\ 5 s de(nrtal-m+aa)u
(] = 7+ v,v[N]o, a0 + 7|)

0 si 6 €{a,v,a+mv+m}

Ainsi, sur le cercle H, le déterminant det(¢,, ¢,,) a méme signe pour les points situés entre w™
et v, w™ et v, il est nul aux poles et a le signe opposé ailleurs, comme illustré sur Pexemple de

la figure (5.6). On peut en déduire que &, sépare R? en régions ou le déterminant a des signes

Opposés.
Considérons maintenant &,,,. Si £,y # Euvr, alors il existe des points ot det (1), Py,) et det(Py, )
ont des signes différents, ce qui est impossible, d’apres (A). On a donc €, = Ey-
C : Montrons maintenant que &,, = &, implique {v*, v~} = {v* v/~ }. Considérons le pole
wt. Comme &, = E,., les tangentes en w™ & &, et &,/ doivent étre paralleles, ce qui équivaut
a
0 0
% det(djv (m)7 ¢w (m)) % det(¢w (m)a %/ (m))
det =0
D et (ulm), 6(m) - det(gu(m) vy (m)) | ="
8y v b w ay w Y v
lw]® )
——————— det(w,v,v") = 0.
(w3 + flwll)?
Examinons d’abord le cas ot w3 + ||w|| = 0. Ceci n’est possible que si w1 = ws = 0 et w3 < 0.

Dans ce cas, le pole w™ est envoyé & I'infini et on doit alors considérer le pole w™ (qui est alors
a lorigine du plan {Z = 0}).



5.3. Injectivité du flot optique 171

" H
wt
o 7 ’U+
/
0 v
T w™

FIGURE 5.6: Pour w = (2,1,0) et v = (—4,1,0), les péles sont placés sur H. Le déterminant
det(¢y, p) est strictement positif dans les ensembles hachurés définis par &y, nul sur &, et
négatif ailleurs.

Maintenant, si ws + ||w|| # 0, alors det(w,v,v") = 0, ce qui implique que les vecteurs w, v et v’
sont liés, c’est-a-dire qu'il existe (o, v, 1) # (0,0,0) tels que

aw + v+ pv’ = 0.

Montrons que {v—,v"} = {v/7,v/T}.

— Sia=0alors v # 0 et u # 0 car v et v’ sont non nuls. Donc, v et v’ sont colinéaires, ce
qui implique que les poles de v et v’ sont confondus.

— Si = 0 alors w et v sont colinéaires et ont donc mémes poles. On peut vérifier dans ce
cas que &, n’est formé que des poles de w et v car les vecteurs 1, (m) et ¢,(m) sont
orthogonaux pour tout m € R?\ {v=,vT}. Comme &,, = &E,.v, Euy est formé de deux
points qui sont aussi ses poles. En conséquence, v et v’ ont mémes poles. On utilise le
meéme raisonnement pour le cas v = 0.

—Sia#0,u# 0et v # 0, on peut vérifier que les pdles de la rotation et des deux
translations appartiennent a un méme grand cercle. Supposons que ce grand cercle soit
H. Comme &, NH = {whw ,vHv7} et Egy NH = {wh,w, v, 0~} (dapres B),
Euwv = Euy implique {v* v~} = {v/T v/~}. Par conjugaison, ceci est vérifié pour tout
grand cercle contenant les six poles.

D : Les vecteurs v et v’ sont colinéaires donc le flot optique ¢, est égal au flot optique généré par
une translation pondérée. Mais le flot généré par une rotation non nulle ne peut étre proportionnel

a celui généré par une translation, donc w = 0. D’o1,

2 L) e (m) =
Vm € RY, s un(m) + st (m) = 0.
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Comme v et v’ sont colinéaires et r et s sont positives, il existe A positif tel que
v=—-M et r=M\s.

Le lemme est prouvé. [

Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme 1.
Démonstration. SiVm € R?,

1 1
bu(m) + W y(m) = ¢ (m) + % Yy (m),
alors
1 1
Go—w (M) = W VY_y(m) + W Yy (m).

En appliquant le lemme 1, on obtient w — w’ =0, v = X\’ et r = \s. O

Nous avons aussi un résultat plus fort.

Théoréme 5.2 — Soient w,w’,v,v’ € R3, D? le disque unité ouvert de R? et r,s deux fonctions

strictement positives définies sur D?. Si
1

r(m)

il existe X > 0 tel que w = w', v = M\ et r = As.

VYm € D?, ¢,(m)+ y(m) = ¢y (m) + Yy (m)

b
s(m)

Ce résultat est obtenu grace au fait que les poles sont inverses par rapport au cercle H. Nous
avons le lemme suivant.

Lemme 5.2 — Soient w,v,v’ € R3 et r, s deuz fonctions strictement positives définies sur D?.
Si 1 1
Vm € D?, m)=—— m) + —— Yy (m
(bw( ) r(m) 1/}1)( )+ s(m) ’l/}v( )
alors w = 0 et il existe A > 0 tel que r = \s et v = —\v’.

Démonstration. Comme les poOles sont inverses par rapport a H, I'un des poles de w est
toujours a lintérieur du disque unité fermé. Si w™ ou w™ est dans le disque ouvert, on peut
appliquer la preuve du lemme 1 (en montrant que &,, = £, puis en calculant les tangentes a
Eup et Euy en wt ou w).

Mais on peut aussi avoir les deux poles de w sur les bords de D? qui est le cercle H. Dans ce
cas, un pole de v, disons v, se trouve dans le cercle unité fermé. Alors, si &, # &/, On peut
trouver un disque ouvert B(vT,e), avec € > 0, tel que B(vT,e) N D% # (), det(dy, V) ait un
signe constant et det(1,, ¢,,) ait des signes différents dans B(v™", ). En conséquence, ., = Euy
ce qui mene au résultat. [
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5.4 Flots optiques ambigus

5.4.1 Domaine d’observation ambigu

Les résultats précédents suggerent qu’on puisse perdre 'injectivité dans un domaine spéci-
fique d’observation du flot optique.

Théoréme 5.3 — Soit g = (w,v) et h = (w',v") appartenant a se(3). Les flots optiques générés
par ces deuz mouvements peuvent étre égaux dans une région U du plan {Z = 0} si et seulement
1

Uc (g:—w’,v N g:—w’,v’) U (gc;—w’,v N gc;—w’,v’)’
ot
Efp={me R? tels que det(ty,¢,) > 0}
et

Epw = {m € R? tels que det(¢)y, ) < 0}
Démonstration. Si dans U,
1 1
¢w + _T;Z)v = ¢w’ + _T;Z)v’
T S

alors pour m € U, on peut décomposer ¢,/ (m) sur —ih,(m) et 1, (m) avec des coefficients

positifs ﬁ et ﬁ Par conséquent, pour m € U,

sgn (det(—1y(m), pu—w (m))) = sgn (det(du—w (M), Yy (m)))

c’est-a-dire
sgn (det('@bv (m)a ¢w—w’ (m))) = sgn (det(d)v’ (m)7 ¢w—w’ (m))) )

ce qui implique U C (£ NnET JU(E,_pNES ). O

w—w' v w—w’ v’ w—w’ v’

Un exemple de domaine d’observation ambigu du flot optique associé a deux mouvements
infinitésimaux est présenté sur la figure (5.7).

5.4.2 Surfaces filmées ambigués

Si deux flots optiques générés par deux mouvements donnés sont identiques dans un domaine
U du plan {Z = 0}, il est facile de calculer les surfaces r et s filmées.

Exemple — Prenons w = (0,1,1), v’ = (0,0,1), v = (—1,—1,0) et v’ = (1, —1,0). Le domaine
du plan {Z = 0} ou les flots optiques sont susceptibles d’étre égaux est représenté sur la figure

(5.7). On a alors
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FIGURE 5.7: Le domaine hachuré est le domaine ou les flots optiques générés par (w,v) =
((0,1,1),(=1,-1,0)) et (u',v") = ((0,0,1),(1,—1,0)) ne peuvent pas étre égauz. Sur le reste du
domaine, [’observation peut étre ambigué.

2
(ﬁwfw’ (m) = 5
ry
—?+y? +1
2
w—v(m) = )
x?— y2 +1
—z? +y* +1
2y + zy
%/ (m) = 5
_"E —
Y 2
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Ceci nous meéne immédiatement a la définition et au théoreme suivants.

Définition 5.1 — Soit U un sous-espace ouvert du disque D? et A(U) I’ensemble des fonctions
de U dans RY de la forme
_ N(zy)
f(may)‘_ l)($, )

avec

N(z,y) = ((2®+9?)? = 1) (vav] — v1vh) + 2(2® + y* + 1) [2(—v3vh + vav) + y(vsv] — v1v})],
D(z,y) = [(@® 4+ 9?)? + 1] (v)c1 + vhea) + 2(2? + y? — 1) [x(vics + vher) + y(vhes + vhes)]

—4zy(vics + vher) + 4(x? + y?)vhes + 2(2% — y?) (—vier + vhes)
ol ¢, v et v sont des vecteurs de R3 non nuls. On appelle surfaces ambigués les fonctions de
Uensemble A(U).
Nous avons obtenu I’expression des surfaces ambigués en inversant le systeme suivant

(<lm) () Gj%) — 6u(m).

Théoréme 5.4 — Soient w,w’,v,v' € R3 et r, s deux fonctions positives définies sur R?. Si
1
r(m)

alors il existe 7,5 € A(U) telles que r|y =T et s|y = 5.

VYm e U, (bw(m) + %(m) = Qur (m) + ﬁ Yy (m)v

Remarque — Les surfaces ambigués sont ici décrites en termes de distance au centre optique de
la caméra, en fonction des coordonnées des points projetés sur le plan {Z = 0}. Si on exprime ces
surfaces en fonction des coordonnées des points dans R3, on obtient ’équation d’hyperboloides
a une nappe, comme Horn dans [31] et Maybank dans [47].

5.5 Conclusion

Si on considere le flot optique dans un ensemble ouvert du plan {Z = 0} contenant le disque
ouvert D? (dans le cas de la projection sur la sphere suivie de la projection stéréographique), il
n’y a aucune ambiguité sur le mouvement et les profondeurs de la sceéne qui 'ont généré. Mais
si on observe le flot sur un ensemble ouvert strictement inclus dans D2, il est possible qu'il soit
ambigu. En pratique, par exemple dans le plan {Z = 1} sur lequel la caméra réalise la projection
dans le modele sténopé, le flot optique pourra toujours étre ambigu car on n’observera jamais le
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plan tout entier. Si deux mouvements infinitésimaux sont donnés, on peut en déduire le domaine
du plan {Z = 0} ou {Z = 1} (par les formules de projection d'un flot sur 'autre) sur lequel les
flots observés ne seront jamais égaux et le domaine ou 'ambiguité sera possible.

Cependant, ’ensemble des surfaces conduisant a ’ambiguité étant de mesure nulle, il est en
pratique extrémement rare de rencontrer un flot optique ambigu. Dans presque tous les cas, un
flot optique exact porte suffisamment d’information pour que ’on puisse déterminer la rotation
et, a une constante multiplicative pres, la translation et les profondeurs de la scene filmée.
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Résumé : Cette these aborde le probleme de I'estimation du mouvement d’une caméra fil-
mant une scéne fixe, a partir de la séquence d’images obtenue. La méthode proposée s’applique
a l'estimation du mouvement entre deux images consécutives et repose sur la détermination
d’une déformation 2D quadratique. A partir du mouvement estimé, nous étudions ensuite le
probleme de ’estimation de la structure de la scene filmée. Pour cela, nous appliquons une mé-
thode de Belief Propagation directement sur un couple d’images, sans rectification, en utilisant
I’estimation du mouvement. Enfin, nous examinons l'injectivité de la fonction associant un flot
optique au mouvement d’une caméra et a la structure de la scene filmée. Deux mouvements de
caméra étant donnés, nous décrivons le domaine d’observation ou les flots générés sont suscep-
tibles d’étre identiques, et les surfaces filmées qui, associées aux deux mouvements, produiront
ces flots ambigus.

Mots clés : mouvement, estimation, structure de la sceéne, Belief Propagation, flot optique,
injectivité.

Abstract : This thesis deals with camera motion estimation, when the camera films a static
scene, from the obtained sequence of images. The proposed method concerns motion estimation
between two adjacent frames and is based on the determination of a 2D quadratic deformation
between images. From the motion estimation, we next study the problem of scene structure
estimation. We apply Belief Propagation method directly on an images couple, without any
rectification, just using motion estimation. Finally, we study the injectivity of the map that
associates an optical flow to camera motion and scene structure. Given two camera motions,
we describe the domain where the two flows can be identical and the surfaces leading to these
ambiguous flows.

Keywords : egomotion, estimation, scene structure, Belief Propagation, optical flow, in-
jectivity.



