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Notations

Nous présentons ici les notations utilisées dans cette thése.

Les différents corollaires, lemmes, propositions, remarques et théorémes sont, dans ce mé-
moire, numérotés dans chaque chapitre de maniére séquentielle. Les champs vectoriels seront
notés en caractéres gras, par exemple, u = (uq, ug).

Notations générales

e d : dimension de I’espace

Q : ouvert borné de R?
e O : frontiére de Q2
e T : vecteur normal unité extérieur a O

e p,q: pressions (Navier-Stokes et Stokes)

u, v : champs de vecteurs vitesse (Navier-Stokes et Stokes)
e {: temps

e u - v : produit scalaire de deux vecteurs

Vv : gradient d’un champ de vecteurs v

e V.voudivv: divergence d’'un champ de vecteurs v

Av : laplacien d’un champ de vecteurs v

e dérivée par rapport au temps
® D.p.: presque partout

e 77 : pas d’espace
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Notations

e r : élément de la triangulation
e )\ : coordonnée barycentrique
e v : viscosité cinématique

e p: masse volumique

7T : triangulation

1) : fonction de courant

Re : nombre de Reynolds

Espaces fonctionnels

Pour plus de détails sur les définitions et les propriétés des espaces de Sobolev on renvoie le
lecteur & [7], [14], [45].

e C*(Q) est I'ensemble des fonctions k fois continiiment différentiables sur Q

o C(Q) =[] CH®)
keN
e D(Q) est 'ensemble des distributions
e L?(Q) est ensemble des fonctions de carré intégrable sur 2
e HY(Q) ={ue L*(Q), Vu e L*(Q)}
o Hy(Q)={uec H'(Q), ulpo=0}
o W™P(Q) est I'espace de Sobolev d’ordre m muni de la norme ||-||,,, ,
o H™(Q) = W™m2(Q)

e LP(I; X) est l'espace de Lebesgue des fonctions définies sur l'intervalle I C R & valeurs
dans X

Produits scalaires, normes, produits de dualité

e X' : dual topologique de X
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e (-,-) : produit de dualite X’ X

1

2
e LD, ulle = ( [ )
e Yuc H&(Q),

1 1
|ul = vu?)’ = 2 vul?)’
HY(Q) = Vul” ) et ullgiq) = lu[”+ [ [Vul

Q Q Q
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Formulaire d’Analyse Vectorielle

.V XxVP =0

V- (Vxa)=0

. Vx(axb=aV-b—bV-a+b-Va—a-Vb

. JyV-adV = [,a-ndA Green-Ostrogradsky
[,V dV = [, ®ndA

. Jy VxadV = [,nxadA

 Ju(Vxa)-ndA= [ adl Stokes

[y x Vo dA= [, ® di

[ (PAY — YAD) AV = [, (DVY — VD) - n dA Green
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1. Equations de Navier-Stokes

1 Equations de Navier-Stokes

Prés de deux siécles se sont écoulés depuis que le mathématicien anglais Sir George Gabriel
Stokes [62] a clarifié la mise en équations des écoulements de fluides visqueux introduite par le
mathématicien et ingénieur frangais Claude Louis Marie Henry Navier [53] a partir de considé-
rations antérieures établies par le mathématicien suisse Leonhard Euler [25], qui n’avait pas pris
en compte, entre autres, les effets de la viscosité.

La mécanique des fluides trouve sa motivation dans des situations trés variées issues, par exemple,
de l'aéronautique, de la météorologie ou de la géologie. Il importe de comprendre la structure
de I'écoulement et d’étudier le comportement du fluide via des variables comme la pression, la
vitesse, la température et la masse volumique dans le milieu fluide.

L’étude et la classification des fluides reposent essentiellement sur la loi choisie pour le ten-
seur T' des contraintes sur le fluide qui s’écrit souvent :

T(x,t) = —p(x,t)] + F(D(x,1)),

ou p est la pression eulérienne, I 'opérateur identité, F' une fonction tensorielle, D = (V¢ +
V') /2 le tenseur du taux de déformation, et ¢ la déformation du fluide. Toutes les quantités
sont évaluées en (x,1), ol x = (¥;)1<i<q € R? désigne la position et ¢ € [0, T représente le temps.

Un fluide en écoulement est newtonien lorsque la relation contrainte-taux de déformation est
linéaire et isotrope (on peut définir alors le coefficient de viscosité, ou encore la viscosité dy-
namique, comme le rapport de la contrainte de cisaillement au taux de déformation associé au
cisaillement). En terme mathématique, lorsque F' est une application linéaire de D, le fluide est
dit newtonien ; dans les autres cas, le fluide est dit non-newtonien.

En ne considérant que les fluides newtoniens, la loi de comportement du tenseur 1" s’écrit :
T(Xa t) = —p(X, t)I + 2MD(X7 t)a
ou p > 0 est la viscosité dynamique du fluide. L’équation de la conservation de la masse s’écrit :

d
d—f+pdivu:0, (1)

et I’équation de conservation de la quantité de mouvement nous méne & :

p(Opu(x,t) + V x (u(x,t) x u(x,t))) — pAu(x,t) + Vp(x,t) = pf(x,1), (2)

ou p est la densité du fluide, f les forces extérieures agissant sur le fluide, u et p respectivement
la vitesse et la pression eulériennes du fluide. L’équation (2) ci-dessus est appelée équation de
Navier-Stokes si > 0 (cas d’un fluide visqueux), ou équation d’Euler si p = 0 (cas d’un fluide
parfait).
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Si la densité p est constante, le fluide est incompressible : sa masse spécifique varie faiblement
avec la pression ou la température. On a alors,

divu(x,t) = V- u(x,t) = 0. (3)

Dans le cas d’un fluide incompressible, I’équation de conservation de la quantité de mouvement
devient :

p(Opu(x,t) + u(x,t) - Vu(x,t)) — pAu(x, t) + Vp(x,t) = pf(x,t). (4)

On dit qu’'un écoulement est laminaire lorsque le mouvement des particules fluides se fait
de facon réguliére et ordonnée. L’écoulement est turbulent lorsque le déplacement est irrégulier
et que des fluctuations aléatoires de vitesse se superposent au mouvement. On définit alors le

nombre de Reynolds par

v D
Re="" )
,u

ol v est la vitesse moyenne du fluide en écoulement dans un tube de diameétre D. On constate
que la transition vers la turbulence s’effectue lorsque Re ~ 2100 & 2500. Pour Re < 2000, I’écou-
lement reste laminaire.

On dit qu’un écoulement est stationnaire si toutes les variables décrivant le mouvement sont
indépendantes du temps. Ainsi la pression p, la vitesse v, la densité p, I’énergie e d’un écoulement
stationnaire sont des quantités indépendantes du temps. Un écoulement est dit instationnaire si
les variables décrivant le mouvement dépendent du temps. Les écoulements turbulents sont donc
par nature instationnaires.

Aujourd’hui encore, de nombreuses questions mathématiques concernant les équations de
Navier-Stokes restent ouvertes. Lorsque 1’écoulement est incompressible, I'un des problémes qui
demeure non résolu est ’existence de solutions classiques globales de ces équations en trois di-
mensions d’espace pour des données initiales générales (i.e. pas nécessairement réguliéres).

F1G. 1 — Claude Navier (1785-1836) et George Gabriel Stokes (1819-1903)
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En ce qui concerne les solutions dites faibles des équations de Navier-Stokes incompressibles,

concept introduit par le mathématicien francais J. Leray, qui en étudia principalement ’existence
[41], [42], [43], reste & ’heure actuelle encore totalement ouverte la question de régularité globale
et d’unicité. P. Lax présente, dans le recueil des travaux de J. Leray (en 1998), une description
de la contribution de ce dernier & la théorie des équations aux dérivées partielles, y compris celle
des équations de Navier-Stokes.
Dans les années 40, A.N. Kolmogorov (1941) publie son travail fondamental sur la turbulence et
J. von Neumann et ses collaborateurs produisent une nouvelle activité du coté informatique et
météorologique. Lorsque ’écoulement est compressible et barotrope, méme le probléme d’exis-
tence de solutions faibles globales en dimension d’espace supérieure ou égale a deux est longtemps
resté sans réponse. Il existe une vaste littérature sur cette question dans laquelle de nombreux
auteurs, Hoff [35], Matsumura et Nishida [52] et Weigant et Kazhikov [67], pour n’en citer que
quelques-uns, ont apporté des réponses partielles sous diverses contraintes plus ou moins restric-
tives sur les données initiales (régularité, petitesse) ou sur les coefficients de viscosité (dépendance
par rapport a la densité). La premiére approche de ce probléme dans toute sa généralité est due &
P.-L. Lions [47] dans le cas des équations de Navier-Stokes compressibles en régime isentropique
(i.e. lorsque la loi d’état du fluide reliant la pression p a la densité p est du type p(p) = ap?
ou a est une constante strictement positive et v est la constante obtenue par le rapport entre
la chaleur spécifique & pression constante et la chaleur spécifique & volume constant, constante
dite adiabatique). Dans ces travaux, P.-L. Lions a présenté une théorie compléte permettant
d’obtenir des résultats d’existence de solutions faibles globales en d dimensions d’espace (d > 2)
et ce, pour des données initiales générales. Du point de vue mathématique, on ne connait des
solutions analytiques pour le systéme de Navier-Stokes que dans des cas particuliers (les écou-
lements de Couette ou de Poiseuille). La théorie mathématique des équations de Navier-Stokes
n’est pas encore compléte. Il n’existe que des résultats partiels d’existence, unicité, régularité de
la solution, différents selon la dimension de I’espace considéré.

Le choix du systéme de Navier-Stokes comme équations de travail permet d’aborder des
problémes comme le couplage d’inconnues, la non-linéarité et la dépendance en temps. Le ca-
ractére non-linéaire du terme de convection qui apparait dans ces équations est a l'origine des
difficultés rencontrées dans la résolution de ce systéme. Ainsi, la résolution numérique des équa-
tions de Navier-Stokes s’est avérée une alternative prometteuse, qui offre des résultats utiles aux
ingénieurs.

Les progres informatiques réalisés depuis une quinzaine d’années nous ouvrent de nombreux
horizons, et nous invitent notamment a trouver des méthodes numériques adaptées a la résolution
de problémes physiques jusqu’alors numériquement insolubles. Le développement de cet ensemble
d’outils présente plusieurs facettes, dont ’analyse numérique et ’algorithmique numérique, qui
ont toutes le méme objectif : estimer une grandeur avec une précision satisfaisante en un temps
de calcul minimal. Celui-ci devient en effet rapidement prohibitif dans les domaines dont nous
parlons, malgré la puissance des machines de calcul les plus récentes.

2 Méthodes numériques générales

Méthode des Eléments Finis

Nous employons la méthode des éléments finis pour la discrétisation en espace de 1’équa-
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tion de Navier-Stokes. Elle est 'une des nombreuses techniques utilisées pour la discrétisation
des équations aux dérivées partielles modélisant des problémes de la mécanique, de la physique,
de la biologie, etc.

Les méthodes des éléments finis ont fait ’objet d’'un grand nombre de publications. Elles sont
utilisées tant par des ingénieurs que par des mathématiciens dans des domaines extrémement
variés. Les ingénieurs ont réinventé indépendamment la méthode dans les années 50, aprés avoir
été concgue par R. Courant en 1943 mais I'importance de cette contribution est passée inapercue
a cette époque : les premiéres références généralement citées dans la littérature sont celles d’Ar-
gyris (1954-1955), Turner, Clough, Martin & Topp (1956). Le nom de la méthode a été proposé
par Clough (1960). On trouve chez Oden [55|, Zienkiewicz [71] et dans Particle d’introduction de
J.T. Oden [56] 'historique sur le développement de cette méthode du point de vue des ingénieurs.
Nous utilisons, dans cette thése, d'une part les éléments Py + bulle/P; en vitesse-pression (le
"mini-élément") (cf. chapitres 2 et 3) et d’autre part les éléments Py/P; en vitesse-pression
(éléments de Taylor-Hood) (cf. chapitres 2 et 4). Le choix du mini-élément est di au fait que
I’élément fini P /P ne satisfait pas la condition inf-sup car l'espace de la vitesse n’est pas assez
riche (ou l’espace de la pression est trop riche). L’idée du mini-élément est d’ajouter un degré
de liberté a l'intérieur de chaque élément x de la triangulation 7, pour chaque composante de la
vitesse. La condition inf-sup, qui est une condition de compatibilité entre les espaces discrets de
I'élément fini de la vitesse et de la pression, est alors vérifiée (cf. Brezzi et Fortin [15], Girault et
Raviart [31]).

Discrétisation en temps

La méthode de discrétisation en temps que nous utilisons est celle des différences finies. Nous
employons d’une part le schéma d’Euler d’ordre 1 (cf. chapitre 3) et d’autre part un schéma
d’ordre 2 (cf. chapitre 4).

Une des techniques de résolution des équations non-linéaires est la méthode des caracté-
ristiques. Elle est dédiée au traitement du terme non-linéaire (u - V)u; il s’agit du traitement

lagrangien de la dérivée totale

Du ou
E = E + (u . V)u, (5)

appelée également dérivée particulaire (cf. par exemple O. Pironneau [58] et E. Siili [63]).

Nous pouvons parler aussi de la famille des méthodes dites de projection, introduites par
A.J. Chorin [18], [19] et R. Temam [65], une des approches les plus utilisées pour la discrétisa-
tion en temps. Ce sont des méthodes de marche en temps & pas fractionnaires visant a découpler
le calcul de la vitesse de celui de la pression, en résolvant dans un premier temps un probléme
de convection-diffusion tel que la vitesse résultante n’est pas nécessairement & divergence nulle;
puis dans un deuxiéme temps, celle-ci est projetée sur un espace de fonctions & divergence nulle
afin de satisfaire la condition d’incompressibilité. Les variantes de ces méthodes peuvent étre
classées en deux catégories : celles basées sur des techniques de correction de la vitesse et celles
basées sur des techniques de correction de la pression. Citons par exemple le schéma de projection
Lagrange-Galerkin introduit par Y. Achdou et J.-L. Guermond [6], qui fait partie du volet des
techniques de correction de la vitesse.
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Technique de résolution employée dans cette thése

L’une des méthodes de résolution des problémes non-linéaires est la technique de résolu-
tion a deuz grilles. C’est la méthode que nous avons choisie pour résoudre dans cette thése le
probléme de Navier-Stokes instationnaire et incompressible.

Elle permet de trouver une approximation de la solution u d’'une équation aux dérivées par-
tielles non-linéaire au moyen d’un calcul effectué sur deux grilles. L’idée générale consiste a
trouver, dans une premiére étape, une approximation uy calculée sur une grille grossiére de pas
d’espace H et dans une deuxiéme étape, a discrétiser I’équation aux dérivées partielles sur une
grille fine de pas d’espace h en la linéarisant autour de la solution uy calculée a la premiere
étape. En notant uﬁf” cette solution, et sous des hypothéses convenables, on peut montrer que
si les pas d’espace grossier et fin H et h sont choisis de facon adéquate, alors l'erreur Hu — uﬁf”H
est du méme ordre que ||u — uy||, ot uy, n’est autre que 'approximation de ’'EDP directement
résolue sur la grille fine. Plus précisément, on obtient ce résultat lorsque la contribution de ug a
I’erreur, dans les termes non-linéaires, est mesurée dans une norme suffisamment moins fine que
celle qui correspond a l'opérateur linéaire dominant de ’EDP, pour que cette contribution soit
d’ordre supérieur & celle de 'opérateur. Cela se produit par exemple si la norme qui correspond
a lopérateur est la norme H! et la contribution de ug a Ierreur est mesurée en norme L?. En
général, cet ordre d’erreur supérieur est obtenu par un argument de dualité.

Le calcul de ug et uﬁf” est moins cotiteux que le calcul direct de la solution uy. Donc le
but de la méthode & deux grilles est de diminuer le temps de calcul de la solution de notre pro-
bléme non-linéaire et donc de gagner en cott de calcul (en taille mémoire et en temps CPU).
En ce qui concerne la précision, elle est conservée. En d’autres termes, 1’idée de la résolution du
probléme non-linéaire par une technique a deux grilles est d’accélerer la convergence du schéma.
En termes publicitaires, on pourrait ainsi dire que suivre une démarche & deux grilles, c’est faire
le choix de la simplicité...

L’idée de cette stratégie & deux grilles n’est pas nouvelle et date d’une quinzaine d’années
environ. Elle a été largement appliquée a la résolution d’équations elliptiques semi-linéaires sta-
tionnaires, comme par exemple dans les travaux de Xu [70], [69] et Niemisto [54]. Citons les
travaux de Layton [40], Layton et Lenferink [39], [38] et Girault et Lions [30] pour le probléme
de Navier-Stokes stationnaire. En ce qui concerne le probléme de Navier-Stokes instationnaire,
a notre connaissance, le premier travail est celui de Girault et Lions [29] pour le schéma semi-
discret. Le travail de cette thése est d’appliquer cette technique au probléme non-linéaire de
Navier-Stokes, totalement discrétisé en temps et en espace.

Cet algorithme & deux grilles est & rapprocher de la méthode de Galerkin non-linéaire (Non-
linear Galerkin Method (NLG)) développée par Foias et al. [26], dont on trouve une bonne
description dans les travaux de Marion et Temam [49], [51], [50]. Une différence essentielle entre
NLG et la méthode & deux grilles est que, dans cette derniére, on calcule d’abord uy et ensuite
uy, i.e. & chaque étape les deux calculs sont découplés, tandis que ce calcul n’est pas découplé
dans NLG.

3 Principaux résultats

Ce mémoire contient trois types de résultats :
- des estimations d’erreur de la vitesse et de la pression d’un schéma d’ordre un en temps et en

7
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espace, grace a un argument de dualité,

- le gain de précision qui apparait dans des estimations d’erreur de la vitesse et de la pression
d’un schéma d’ordre deux en temps et en espace, a l'aide, aussi, d’'un argument de dualité,

- la validation numeérique des résultats théoriques.

Probléme de Navier-Stokes

Soient  un domaine de R? d = 2,3 de frontiére 0 lipschitzienne, m la normale unité
extérieure et un intervalle de temps [0,7],7 > 0.
Le mouvement d’un fluide visqueux et incompressible dans 2 est décrit par les équations de
Navier-Stokes instationnaires

g—ltl(x,t) —vAu(x,t) +u(x,t) - Vu(x,t) + Vp(x,t) = f(x,t) dans 2x]0,77, (6)

avec la condition d’incompressibilité
divu(x,t) =0 dans Qx]0,T7, (7)
la condition au bord, du type Dirichlet homogéne
u(x,t) =0 sur 00x]0,T7, (8)
et la condition initiale

u(x,0) =ug dans €, (9)

avec les notations habituelles :

u-Vuiu@ Aui@ et divuiaui
_i=1 Lo _i=1 9%x; _z'=1 0%’

et ol les inconnues u et p désignent respectivement le champ de vitesse et la pression du fluide.
Toutes les quantités sont évaluées au point (x,t), olt X = (x;)1<;<q € R? désigne la position
et t € [0,T] représente le temps. On suppose que la densité du fluide est constante (p = 1); f
représente le champ de forces volumiques appliquées au fluide (le champ de gravité par exemple)
et v est la viscosité cinématique.

Le terme u - Vu est le terme de transport (ou de convection), vAu est celui de diffusion
dans les équations de Navier-Stokes, ce dernier étant da a ’existence des interactions au niveau
moléculaire entre les particules et se traduisant par une dissipation d’énergie.

3.1 Etude d’un schéma a deux grilles d’ordre un en temps

En dimension trois, V. Girault et J.-L. Lions [29] ont étudié le schéma & deux grilles pour le
probléme de Navier-Stokes instationnaire semi-discret. On étend cette technique au probléme de
Navier-Stokes totalement discrétisé en temps et en espace.

Etape 1 Probléme non-linéaire sur grille grossiére : trouver (u?fl,p?[ﬂ) € Xy x My,
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solution de

Vvg € Xg, At( uitt —ul,vy) + v(VuET, V) + (it valtt v
(10)
L. n+l . n+l n+1l s n+1
—|—§(dlqu Juy ovy)— (o divvg) = 7 v),
Vg € My, (qu,divu™) = 0. (11)
Etape 2 Probléme linéarisé sur grille fine : trouver (u ”H,pZH) € X, x Mj, solution de
Vv, € Xp, At( Z‘H —up,vy) + 1/(Vu”+1 Vvy) + (it Vu”+1 Vi) — (pzJrl divvy)
= <f"+1’vh>’
(12)
Ygn € My, (qn,divu?™h) = 0. 13
h

Pour n = 0, nous démarrons la premiére étape avec uy = 0, et la deuxiéme avec uy = 0. Pour
passer de n a n+ 1, nous prenons pour u; dans (10) une restriction de uj} sur la grille grossiére,
R(u}}), et pour calculer p”“, nous démarrons ’algorithme de découplage par une extension de
P! ala grille fine. Enfin f"*! utilisée dans (10) et (12) est une approximation adéquate de f

au temps t" 1,

Pour faire cette étude, nous avons fait deux simplifications.

1. Dans les schémas posés sur la grille grossiére nous avons stabilisé le terme de convection
en le rendant antisymétrique, afin de faciliter les estimations d’erreur, ([2],[4]).

2. Nous avons fait d’abord I’étude de l’erreur du schéma sur la grille grossiére pendant tout
l'intervalle de temps [0, T]. Ensuite, nous avons fait I’étude de I'erreur du schéma linéarisé
sur la grille fine, également pendant tout l'intervalle de temps. Cette approche est évidem-
ment plus grossiére que celle qui est décrite ci-dessus, et qui est employée dans les essais
numeériques, mais elle permet néanmoins de démontrer un comportement asymptotique de
Ierreur.

Nous notons H et h les pas d’espaces (pour alléger les notations, on remplace H par la lettre
7, sauf quand H intervient peu) et nous notons At le pas de temps, (u,p) (resp. (uy,pp)) la
solution du probléme exact de Navier-Stokes (resp. du probléme discrétisé). Un premier résultat
consiste & établir ’estimation d’erreur de base du probléme de Navier-Stokes : il représente la
convergence standard du schéma d’ordre un en temps et en espace sur la grille grossiére dans les
normes L>(0,T; L?(Q)?) et L?(0,T; H*(92)?) d’ordre un en temps et en espace.
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Théoréme 1 Si la solution de (6)—(9) est assez réguliére, nous avons

2

N-1
sup [z — u(e)|[} 0, + ZO [yt =) = oy |,

0<n<N
(14)
N—1
v n+1 n+1y)2 cT 2 2
) Z Atfuy™ —a(t" )| S e (0”7 + B(A?) ),
n=0

avec o, 3 et C, qui dépendent de u,u’,p,v, mais pas de n et At.

L’estimation d’erreur d’ordre deux dans L?(£2x]0,T[)? est basée sur un argument de dualité
pour le probléeme de Stokes dépendant du temps. Pour cela, nous introduisons un probléme de
Stokes rétrograde semi-discret pour lequel nous établissons les estimations a priori suivantes :

Lemme 2 La solution w™, 0 < n < N, du probléeme de Stokes rétrograde vérifie les estimations
a priori suivantes :

1/2
/2 V35

N N
n n 382 n na |12 1/2
OSSBEN lw HLQ@) + ﬁ(%Aﬂw |%1”(9)) = (%At an —v(t )HL2(Q)> , (15)

ol Sy est la constante de ['inégalité de Poincaré et

n Y witl — wr ||? 1/2 3 N . 2 1/2
0<neN VWl o) + <7;)AtH At Lg(m) = 3(7;)&”"77 —v(t )HL2(Q))
(16)
Si de plus ) est conveze, alors w" € H?(Q)2,\" € H(Q) et
N 1/2 N 1/2
(Z At([W" 220 + \)\"ﬁ{l(ﬂ))) < C(ZAt vy = V(t")H;(Q)) ’ (17)
n=0 n=0

avec une constante C indépendante de At et de 7.
Ces estimations a priori du probléme de Stokes rétrograde et 'argument de dualité nous per-

mettent d’établir 'estimation d’erreur de la vitesse en norme L?(€2x]0,T[)? pour le probléme de
Stokes :

Théoréme 3 Si Q est conveze, g € L*(2x]0,T[)?, g € L*(0,T; H-1(Q)?) et g(0) € L*(Q)?,
alors il existe une constante C, qui dépend des normes de g, g’ et g(0) mais indépendante de n
et At, telle que :

N ) 1/2 )
(D at|vy =vit")fag ) <COP + Ab). (18)
n=0

En particulier, si At = O(n?), alors
N 1/2
(D atfvy =vt[fag ) <Cn® (19)
n=0

En imposant At = O(n?) i.e. le pas de temps At est exactement du méme ordre que le carré du

10
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pas d’espace 7, (cf. (19)), nous obtenons que 'erreur du probléme Stokes est d’ordre deux. Cette
hypothése est une partie de celle que nous utilisons plus loin : il existe deux constantes « et 7,
positives, indépendantes de At et 7 telles que :

an® < At <y’ (20)

Ce théoreme est appliqué a la contribution linéaire de l’erreur de la solution du probléme de
Navier-Stokes et un résultat de superconvergence est prouvé pour la contribution non-linéaire
dans le

Théoréme 4 Si la solution de (6)—(9) est assez réguliére, on a

/
o 195 =l (1657 ) 5 - )

- 1/2
V(3 At - )< 0P + A,

En combinant les résultats des théorémes 3 et 4, nous obtenons une estimation d’erreur d’ordre
deux de la solution du probléme de Navier-Stokes en norme L?(2x]0, T[)%.

L’estimation d’erreur de la pression sur la grille grossiére achéve 1’étude de la premiére étape
du schéma a deux grilles. Nous déduisons une estimation d’ordre 1 de la pression en restreignant
un peu la triangulation.

Théoréme 5 Sous certaines hypothéses vérifices par la triangulation Ty, il existe une constante
C indépendante de n et At telle que

N-1 , 12
(3 atlp™) = oyt fagy ) < Cl+ VAL, (22)
n=0

Si la condition (20) est vérifiée alors
N1
. 12 1/2
(2 Aot = gy ) O (23)

Une fois que U'erreur d’approximation est estimée sur la grille grossiére, on étudie l'erreur
d’approximation sur la grille fine. Les ordres de convergence de la vitesse et de la pression sont
respectivement donnés par le

Théoréme 6 Supposons que Q est conveze. Si la solution de (6)—(9) est assez réguliére, la so-
lution (u},p}) sur la grille fine satisfait estimation d’erreur suivante :

s 1 =+ (3 e = o =) )

1/2
+\/—<ZAt|u"+1 (tnﬂ)@,l(m) < C(H?+ h+ Ab).

11
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De plus,
- n+1 n+11|2 1/2 2
( Eo: At [lp(™h) = o |2 ) <C(h+H” + At), (25)

avec des constantes C indépendantes de h, H et At.

Si H et At vérifient (20) et si on a, pour o/, > 0,
o H? < h <~ H? (26)

alors les relations (24) et (25) permettent d’affirmer que 'erreur de la solution calculée par notre
schéma a deux grilles est de 'ordre de h.

3.2 Etude d’un schéma a deux grilles d’ordre deux en temps

Dans le but de gagner en ordre de convergence, nous avons utilisé un schéma a deux grilles
d’ordre deux en espace et en temps pour le probléme de Navier-Stokes (|1]) que nous présentons :

Etape 1 Probléme non-linéaire sur grille grossiére : trouver (", p) € Xp x My,
solution de

1
Vv € X, 2—At(?>uj,;,+1 —4ufy +ultve) + v(Vugt Vvg) + (Wt valt vy)

1
+§(divu7ﬁ+l,u7ﬁ+l V) — (p}?l,div vy) = (f"“,vH),

Yqu € My, (qu,divuth) = 0. (28)

Nous complétons ces équations par les conditions initiales suivantes : on pose u(}q = 0 et on
calcule ul; par une itération du schéma d’Euler, qui correspond a la résolution de (10) pour
n =0.

Etape 2 Probléme linéarisé sur grille fine : trouver (uzﬂ,pzﬂ) € X, x My, solution
de
1
Vv, € X, E(SuzJrl —4up + uZ_l,vh) + Z/(VuZ'H, Vvy) + (utt- VuZH,Vh)
(29)
- (pzﬂ,divvh) = (f"*1 vp),
Yan € My, (qn,diva)™) = 0. (30)

De méme, nous complétons ces équations en posant u?l = 0 et en calculant u,ll par une itération
du schéma d’Euler, lequel correspond & la résolution de (12) pour n = 0.

Aprés avoir montré existence, I'unicité et la stabilité du schéma, nous établissons 1’esti-
mation d’erreur de base du probléme de Navier-Stokes.

12



3. Principauz résultats

Théoréme 7 Sila solution de (6)—(9) est assez réquliére, il existe une constante C' indépendante
de n et At telle que

n __ n 2 o n 2 1/2
ISST?ENH% Pyu(t )HL2(Q (Z H5 u, u(t ))‘ L2(9)>
(31)
- +1 +1y(2 1/2 2 2
V(32 Attt = Pt g ) < COP + (A1),
n=1
ol
62" =a"tt —2a" fan L (32)

Afin d’établir I'estimation d’erreur de la vitesse en norme L?(£2x]0, T[)?, nous introduisons un
probléme de Stokes rétrograde semi-discret d’ordre deux en temps pour lequel nous établissons
les estimations suivantes :

Lemme 8 La solution w™,0 < n < N, du probléme de Stokes rétrograde vérifie les estimations
a priori suivantes :

1/2
sup ||w" 2 Q)—i— sup HQW" 1—W"HL2(Q +\/2V(2At|w"|H1 )
0<n<N n—=0 (33)
N+1

2 /28 n 1/2
+ Z H52w HLQ(Q) <4/ 22 (ZAt [v(t") - VnHL2(Q ) ’
n=1

ot So est la constante de Poincaré et

N4+1
v v
— sup |W™gi0) + ( E 5w ) —i—\/j sup [2w” — w1
\/g0<n£N’ Mo \/7 | i 2 OSnEN’ )

(34)
N+1 12 N
— AW™ + 3w™ 1/2 . 2 1/2
+(ZAtH 2A7 L )= (XA vE) = Vil )
n=1 (©) n=0
Si de plus Q est convere, alors pour 0 < n < N,w" € H>(Q)?,\" € H'(Q) et
N 1/2 N 1/2
n=0 n=0

avec C une constante indépendante de At et de 7.

Par un argument de dualité, ces estimations a priori de la solution du probléme de Stokes
rétrograde nous permettent d’établir Iestimation d’erreur de la solution du probléme de Stokes
en norme L?(2x]0, 7).

Théoréme 9 Si ) est convere, g € L?(2x]0,T[)%,v € L?(0,T; H3(Q)?),v' € L?(0,T; H*(Q)?),
v e L2(Qx]0,T))? et ¢ € L*(0,T; H*(Y)), alors il existe une constante C, qui dépend des
normes de v,v',v® et q, mais indépendante de n et At, telle que :

N
(Zm vz —v(t")Hig(Q)>l/2 <O + (AD? + (A1), (36)
n=0

13
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En particulier, s’il existe une constante v > 0, telle que
(A1)? < anp’, (37)

alors

N ) 1/2 X
(D atfvy = v(t")|fag ) <Cn* (38)
n=0

Avec I’hypothése (37), nous obtenons pour le probléme de Stokes, une erreur d’ordre 7.

Pour estimer ’erreur de la solution du probléme de Navier-Stokes, nous la divisons en deux
contributions, I'une linéaire contdlé grace au précédent théoréme et 'autre non-linéaire que ’on
estime par un résultat de superconvergence.

Théoréme 10 Si la solution de (6)—(9) est assez réquliére, on a

-1 -1
OSSEEN vy — uZHLQ(Q) + ISSEEN 2(v) —u)) = (vi~' —up )HL2(Q)

N-1 , 12 N-1 ” (39)
L PR =)+ (30 Aty ) < OO + (A,
n=1 n=0

En combinant les résultats des théorémes 9 et 10, et sous 'hypothése (37), nous obtenons une
erreur d’ordre trois pour la solution des équations de Navier-Stokes en norme L?(Q2x]0,T[)? :

— n+1 n+1y]|2 1/2 3
(2;Aﬂmn —u(t™)|L ) <Ot (40)

Par un raisonnement semblable & celui du schéma d’ordre un en temps, nous estimons 1’er-
reur de la pression calculée sur la grille grossiére. Nous pouvons, par la suite, étudier le schéma
sur la grille fine. Nous établissons alors I'estimation d’erreur de la vitesse et de la pression et
nous obtenons :

Théoréme 11 Sous les hypotheses du théoréme 10, la solution (u,p}) sur la grille fine satisfait
l’estimation d’erreur suivante :

sup |juy — u(t”)||L2(Q) + sup HQ(UZ —u(t")) — (uzfl _ u(t”—1))HL2(Q)
1<n<N 1<n<N

SN, 2 \1/2 - 2 \M2 (41)
(S0 20— a2y )+ V(3 At~ ut) oy )
n=1 n=1

< C(H? + h% + (At)? + H(At)?),
et
al n (2 1/2 2 3 2
(DAt = il ) < OO+ H + (A1), (42)
n=1
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3. Principauz résultats

avec C une constante indépendante de h, H et At.

S’il existe deux constantes o et 4", positives, indépendantes de h et H telles que :
a//H?) < h2 < ,y//H?)’ (43)

alors C(H? + h% + (At)?2 + H(At)?) < Ch? (cf. (41)), et C(h? + H3 + (At)?) < Ch? (cf. (42)) :
ceci implique que lerreur de la solution calculée sur la grille fine est d’ordre h?.

3.3 Validation numérique des résultats obtenus

Apreés avoir établi les estimations d’erreur théoriques des schémas a deux grilles d’ordre un
et deux en temps, nous avons implémenté numériquement des schémas.
Pour l'ordre un en temps, on utilise le mini-élément : dans chaque triangle, on approche chaque
composante de la vitesse par un polynome de P; plus une bulle et on approche la pression par
un polynéme de P;. Pour 'ordre deux en temps, on utilise les éléments finis de Taylor-Hood : on
approche chaque composante de la vitesse par un polynéme de Py et la pression par un polynoéme
de P;. Le développement informatique des méthodes se fait & 1’aide du logiciel FreeFem + 4!,
créé et développé par F. Hecht, O. Pironneau et K. Ohtsuka. Les essais numériques ont été faits
sur une géométrie simple, le carré. La solution théorique est (u,p) = (rot 1, p) ou ¥ et p sont
les fonctions suivantes :

Wt x,y) =t Oy (1 — y)? sin’ (mx),
p(t,x,y) = te” " cos(2mx) sin(27y).

Cette solution analytique vérifie la condition initiale, la condition au bord ainsi que la condition
d’incompressibilité.

Pour la résolution du schéma d’ordre un en temps, il est plus intéressant d’effectuer la com-
paraison du temps de calcul des schémas suivants :

1. Résoudre en premier lieu le probléme de Navier-Stokes linéarisé en temps, puis injecter
la solution trouvée u”HJrl dans les équations sur la grille fine pour résoudre le probléme
linéarisé.

2. Résoudre le probléme de Navier-Stokes sur le maillage fin avec un schéma linéarisé en
temps.

C’est donc une comparaison entre un schéma linéarisé en espace et un autre linéarisé en temps.
Le premier schéma que nous étudions est le suivant :

Sur la grille grossiére, nous résolvons le probléme :

1 1
(W = W Vi) o+ (Yt Vve) 4 (W Vgt vir) + 5 (divag g v

— (" divve) = (£ va), (44)

(QH ,div u%+1) =0,

Yhitp 1/ /www.freefem.org

15



Introduction

puis, sur la grille fine, nous résolvons un probléme linéarisé autour de la solution trouvée a 1’étape
précédente :

1
Kt(uﬁ“ —u},vy) + v(Vapt Vvy) + (Wt vap vy — (ppt div vy) = (£7T vy)

(g ,div uj™t) = 0.

(45)

Nous vérifions d’abord la stabilité et la consistance de notre schéma. Pour le calcul des
estimations d’erreur, nous avons pris, par la suite, N, = 4,6,8 et 10, Ny = NQQ,T =1cet
le nombre d’itérations nbiter = T' x Ny. Les courbes relatives aux estimations d’erreur de la
vitesse et celle relative a la pression ont été étudiées : en échelle logarithmique, la pente de la
courbe représentant erreur en norme L2(2x]0,T[)? est de I'ordre de 1.1958 et celle en norme
L2(0,T; H'(Q)?) est 1.327 et celle de la pression en norme L?(£2x]0, T[) est de I'ordre de 1.8814.
Les graphes 2, 3 et 4 représentent ces erreurs a h variable et At = h = H? en fonction du pas
d’espace.

-2.4
257
-2.6 ¢
2.7 ¢
-2.8¢
2.9

3t
-3.1¢
-3.2¢
-3.3 ¢

B4 9 18 17 16 15 14 13 12 11 1

Log (h)

FiG. 2 — Erreur L?,X de la vitesse du probleme a deux grilles d’ordre 1.

Deux grilles. Erreur L2(L2)

Log (erreur)
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3. Principauz résultats

Deux grilles. Erreur L2(H1) ——

1
[N

=
R

Log (erreur)

s
D

-1.6 ¢

189 18 17 16 15 14 13 12 11 1

Log (h)
FiG. 3 — Erreur LZ(H.) de la vitesse du probléme & deux grilles d’ordre 1.

" Deux grilles. Erreur p L2(L2)

Log (erreur)

Mo 1.8 17 -16 15 -14 13 -12 11 -1
Log (h)

FiG. 4 — Erreur L%X de la pression du probléeme & deux grilles d’ordre 1.

Pour l'amélioration de la méthode & deux grilles, on résout le méme schéma sur la grille
grossiére et pour la résolution numérique du probléme linéarisé sur la grille fine, nous pouvons
appliquer aussi la méthode des caractéristiques qui fait gagner davantage en temps de calcul car
la matrice sera symétrique définie positive et on ne cherche pas a assembler le terme u?{ﬂ 'Vuzﬂ.
Les caractéristiques sont calculées sur les u’;;rl trouvées a I’étape précédente, c’est-a-dire a I’étape
grossiére. Dans ce cas de résolution, on espére gagner encore plus de temps de calcul.

Nous résolvons donc le probléeme (44) par une méthode linéaire ou par la méthode des carac-

17



Introduction

téristiques et (45) par la méthode des caractéristiques. Les essais numériques qui ont été faits
correspondent & des maillages grossiers contenant N, = 4,...,9 points par aréte du domaine et
donc le maillage fin en contient Ny = N, 5.

Nous récupérons ainsi les graphes d’erreur a h variable et At = h = H? en fonction du pas d’es-
pace. Les pentes des courbes obtenues pour la vitesse en norme L*(Qx]0,T[)? et L(0,T; H'(Q2)?)
et pour la pression en norme L?(2x]0,T[) sont respectivement 1.1832, 1.3569 et 1.7741, ce qui
confirme les résultats théoriques..

Comparaison en temps de calcul

Nous pouvons ainsi faire, dans le tableau 1, la comparaison en temps de calcul entre la réso-
lution du probléme non-linéaire sur une grille fine seulement et la résolution par la technique a
deux grilles. Nous collectons les temps de calcul obtenus sur la grille fine dans le premier essai
numérique, et nous remarquons que le gain en temps de calcul par la méthode des caractéris-
tiques est plus intéressant : nous marquons par une étoile le cas ou la technique de résolution ne
nous fait pas gagner en temps de calcul.

\ Ny x Ny points [5x5] 6x6 | 7x7 ] 8x8 || 9x9 |
\ ti (en sec.) | 85.63 || 236.46 || 597.94 || 1475.75 [| 3265.38 |
| tog (1°7 résolution) (en sec.) || 86.54 || 233.16 || 576.89 | 1403.93 || 3083.30 |
HQGt;th' (en %) * 1.39 3.52 4.86 5.57
1G
tog (2°™€ résolution) (en sec.) || 59.05 || 138.844 || 409.047 || 1061.16 || 2448.34
‘t”t;tlc” (en %) 45 41.2 31.5 28.09 | 25.02
1G

TAB. 1 — Comparaison en temps CPU du 1¢" et 2°™¢ schémas d’ordre 1 en temps.

Dans certains exemples pratiques, 'ordre un en temps ne suffit pas. Il faut donc se baser

sur des schémas d’ordre supérieur, en I'occurence d’ordre deux dans notre cas. Dans cette der-
niére section, nous présentons des résultats numériques du probléme a deux grilles ot chaque
étape est d’ordre deux en temps (27)-(30). La aussi, nous montrons la stabilité du schéma ainsi
que la consistance. Nous passons alors a la vérification des estimations d’erreur. Nous avons
considéré les cas oit Ng = 4,9,16 et 25 avec Nf? = Ng3, T =1 et nbiter =T x N f.
Les courbes relatives aux estimations d’erreur de la vitesse et celle relative a la pression ont
été étudiées : en échelle logarithmique, la pente de la courbe représentant ’erreur en norme
L2(92x]0,T])? est de 'ordre de 2.9674 et celle en norme L2(0,7; H*(Q)?) est 1.9769 et celle de
la pression en norme L2(2x]0,T]) est de l'ordre de 2.0199. Les graphes 5, 6 et 7 représentent
ces erreurs a h variable et (At)? = h? = H? en fonction du pas d’espace.
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3. Principauz résultats

Deux grilles. Erreur L2(L2) ——

II-{.)I!Id
w o N O

Log (erreur)
1 :Ib 1 .c'lkJ
o o0 b~ O

&
o1

&

2 18 -16 -14 -12 -1 -08
Log (h)

N
(N

Fi1G. 5 — Erreur Lt27X de la vitesse du probléme & deux grilles d’ordre 2.

o

Deux grilles. Erretr L2(H1) -

Log (erreur)
1 'I_\ 1 -Io
N (6)] | (6]

N
o1

I
(98]

2 18 -16 -14 12 -1 08
Log (h)

N
R

FIG. 6 — Erreur LZ(H}) de la vitesse du probléme & deux grilles d’ordre 2.

19



Introduction

Deux grilles. Erreur p L2(L2) —&—

Log (erreur)
do

45 2 18 16 14 12 1 08

Log (h)

FiG. 7 — Erreur L?}X de la pression probléme a deux grilles d’ordre 2.

Le but de la méthode a deux grilles est le gain en temps de calcul : en notant respective-
ment Ny et Ny le nombre de points sur le coté du carré du maillage grossier respectivement du
maillage fin, nous avons effectué les tests suivants : Ny, = 4,9,16 et 25 et avec NJ% =N, g’ et nous
avons comparé les temps de calcul. En notant toq et 15 respectivement les temps de calcul de
la résolution par la méthode a deux grilles et la résolution sur une seule grille, nous obtenons le
tableau 2 :

| Ny x Nypoints [ 8 x 8 [[27 x 27 || 64 x 64 [| 125 x 125 |
| tig ensecondes [ 7.25 || 304.953 || 13346.01 || 363402.083 |
| toc ensecondes || 4.89 [ 196.25 [ 7340.34 [ 174433 |

tog — 1
thilG‘(en %) || 325 | 35.64 45 52
1G

TaB. 2 — Comparaison en temps de calcul CPU du schéma d’ordre 2 en temps.

Nous remarquons donc que le cotlit de calcul par la technique & deux grilles de la solution du pro-
bléme de Navier-Stokes est réduit par rapport & celui de la résolution du probléme non-linéaire
sur une seule grille. Ce gain en temps de calcul est énorme, comparé & celui du schéma d’ordre
un en temps.
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3. Principauz résultats

Nous comparons aussi les erreurs des deux méthodes et nous obtenons le méme ordre de conver-
gence. Les graphes suivants représentent respectivement ’erreur de la vitesse en normes

L?(2x]0,T)?

d’espace.

Log (erreur)

et L2(0,T; H'(Q)?) et en norme L?(Q2x]0,T[) de la pression, en fonction du pas

es. Erreur L2(L

-1.5 ‘ ‘ Deld?(egﬁnl‘le. Erreur | EL%B —— 7

2 2 18 -16 -14 -12 -1 -08
Log (h)

Fi1G. 8 — Erreurs Lgx de la vitesse des probléemes d’ordre 2 & une et a deux grilles.

Log (erreur)

Fic. 9

Une IIe Erreur L%
Deuxg leS: Efreur L

o 2 18 16 14 12 1 08

Log (h)

— Erreurs L7(H}) de la vitesse des problémes d’ordre 2 & une et a deux grilles.
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petnofiles: Effet B 53 ==

Log (erreur)
do

A5 o 18 16 14 12 1 08

Log (h)

Fic. 10 — Erreurs L%’X de la pression des problémes d’ordre 2 & une et a deux grilles.

Nous constatons donc que les erreurs sont comparables. Ainsi avec le gain en temps de calcul,
notre technique de résolution a deux grilles conserve bien les ordres de convergence.

4 Plan de la thése

Ce mémoire de these comporte cing chapitres.

Dans le premier chapitre, nous introduisons le probléme non-linéaire de Navier-Stokes, établis-
sons sa formulation variationnelle et rappelons les résultats d’existence, d’unicité et de régularité
de sa solution dans un espace de dimension 2 ou 3. Nous exposons, par la suite, la méthode
a deux grilles sur un schéma semi-discret en temps et présentons quelques généralités de cette
technique. Nous terminons par une extension de la stratégie de résolution & deux grilles & une
discrétisation totale en espace et en temps et ceci en proposant nos algorithmes de résolution
d’ordre un en temps et d’ordre deux en temps.

Quelques rappels sur la méthode des éléments finis pour le probléme de Stokes font 1’ob-
jet du deuxiéme chapitre. Nous nous placons dans le cas de discrétisation dans un espace de
fonctions continues et nous utilisons d’abord le mini-élément (élément fini d’ordre un en espace)
et ensuite I’élément de Taylor-Hood (élément fini d’ordre deux en espace).

Nous étudions par la suite un schéma a deux grilles d’ordre un en temps. L’objectif du troi-
sieme chapitre est d’estimer ’erreur sur la vitesse et la pression, solution du premier probléme
a deux grilles d’ordre un temps. On commence par étudier une estimation de base du probléme
de Navier-Stokes, estimation de la solution de la premiére étape de I'algorithme, c’est-a-dire du
schéma non-linéaire résolu sur la grille grossiére. Nous introduisons ensuite le probléme de Stokes
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sur lequel est basé 'argument de dualité que nous trouvons. Nous estimons aussi ’erreur de la
solution du probléme de Stokes. Le but étant I’estimation d’erreur de la solution du probléme
de Navier-Stokes et non de la solution du probléeme de Stokes, on est amené a décomposer cette
premiére erreur en deux contributions, l'une linéaire et ’autre non-linéaire. Un résultat de super-
convergence est démontré pour I'erreur de cette derniére. Des estimations d’erreur de la pression
sur la grille grossiére achévent 'étude de la premieére étape de la méthode a deux grilles. Nous
pouvons par la suite établir ’erreur sur la vitesse de la deuxiéme étape de notre technique ainsi
que l'erreur sur la pression.

Dans le quatriéme chapitre, nous étudions un schéma a deux grilles d’ordre deux en temps.
Une estimation de base de la solution du probléme de Navier-Stokes, un argument de dualité
et un résultat de superconvergence font, entre autres, une partie des résultats obtenus dans ce
chapitre. Les estimations obtenues sont similaires a celles du troisiéme chapitre mais plus fortes,
vu qu’on améliore la régularité de notre solution. On gagne ainsi en ordre de convergence en
temps.

Enfin, dans le cinquiéme chapitre, nous présentons les résultats numeériques des schémas
d’ordre un et deux en temps. Nous montrons aussi un gain en temps de calcul et prouvons que
la résolution du probléme non-linéaire par la méthode & deux grilles réduit la complexité du
probléme et rapporte un gain en coit de calcul.
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Chapitre 1. Position du probléme

1.1 Introduction

Les équations de Navier-Stokes gouvernent les écoulements incompressibles newtoniens comme
I’eau, I’huile, 'air, etc. sous des conditions générales.
Elles apparaissent dans ’étude de plusieurs phénoménes importants, par exemple, dans le do-
maine des sciences aéronautiques, météorologiques, thermo-hydrauliques et dans l'industrie du
pétrole.
Du point de vue mécanique, ces équations sont essentiellement les équations les plus simples
décrivant ’écoulement d’un fluide. Mais du point de vue mathématique, elles sont difficiles, &
cause de leur non-linéarité et de leur contrainte d’incompressibilité.

1.2 Equations de Navier-Stokes

Soient £ un domaine de R?,d = 2,3 de frontiére 9N lipschitzienne, 0 la normale unité exté-
rieure et un intervalle de temps [0,7],7 > 0.
Le mouvement d’un fluide visqueux et incompressible dans 2 est décrit par les équations de
Navier-Stokes instationnaires :

g—ltl(x, t) — vAu(x,t) +u(x,t) - Vu(x,t) + Vp(x,t) = f(x,t) dans Qx]0,T7, (1.1)

avec la condition d’incompressibilité :

divu(x,t) =0 dans Qx]0,T7, (1.2)

la condition au bord, du type Dirichlet homogéne :

u(x,t) =0 sur 00x]0,T7, (1.3)
et la condition initiale :
u(x,0) =uy dans €. (1.4)
d d d
0 0? ou;
Nous adoptons les notations habituelles : u-Vu = ; uia—;, Au = ; 82—; et divu = 2. azz

Les inconnues u et p désignent respectivement le champ de vitesse et la pression du fluide.
Toutes les quantités sont évaluées au point (x,t), oit x = (x;)1<i<q € R? désigne la position
et t € [0,T] représente le temps. On suppose que la densité du fluide est constante (p = 1); f
représente le champ de forces volumiques appliquées au fluide (le champ de gravité par exemple)
et v est la viscosité cinématique.

Le terme u - Vu est le terme de transport (ou de convection), vAu est celui de diffusion
dans les équations de Navier-Stokes, ce dernier étant da a ’existence des interactions au niveau
moléculaire entre les particules et se traduisant par une dissipation d’énergie.
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1.2. Equations de Navier-Stokes

Remarque 1.2.1 L’équation (1.1) est une adaptation de la loi de Newton f = ma au contexte
de Uhydrodynamique, elle représente la conservation des moments. L’équation (1.2) est celle de
continuité et assure la conservation de la masse (voir [22]).

Pour avoir une solution, on compléte les équations (1.1) et (1.2) par des conditions aux limites
(1.3) et une condition initiale (1.4).

Remarque 1.2.2 Les termes sources, la condition initiale et les données au bord ne peuvent
pas étre totalement indépendants. Toutes ces données doivent étre compatibles entre elles. Par
exemple, la condition initiale doit étre o divergence nulle pour vérifier la condition d’incompres-
sibilité.

Remarque 1.2.3 Dans ce cadre, la pression n’a plus sa signification thermodynamique habi-
tuelle. Aucune condition initiale n’est imposée sur la pression. Son réle est comparable d un
multiplicateur de Lagrange qui assure a tout instant que la contrainte dincompressibilité est sa-
tisfaite.

Notons aussi que la réponse du fluide aux forces extérieures dépend de deux phénomeénes de
nature différente :

— D'effet d’entrainement du fluide par son propre mouvement (I’effet d’inertie),

— la friction entre les éléments de fluide voisins qui se déplacent & des vitesses différentes.

L’effet du premier phénomeéne aura tendance & dominer I’évolution du fluide lorsqu’il se déplace
a grande vitesse et la friction est d’autant plus importante que la viscosité du fluide est grande.

L’importance relative de ces deux effets détermine le régime dans lequel se trouve le fluide :
elle est caractérisée par un paramétre de controle appelé le nombre de Reynolds, qui, dans le cas
des équations de Navier-Stokes adimensionnées, est proportionnel & I'inverse de la viscosité :

Re ~1/v.

& Si Re est grand, les effets d’inertie dominent, c’est le cas le plus fréquent. Le fluide se retrouve
ainsi dans un état ou il s’écoule rapidement et la viscosité n’est pas suffisamment importante
pour éliminer ou méme diminuer les variations spatiales de la vitesse. On dit dans ce cas que le
fluide est dans un régime turbulent.

& Au contraire, si Re est petit, alors les effets de viscosité dominent les effets d’inertie et le
fluide tend rapidement vers un état sans grande inhomogénéité spatiale, et donc tres régulier.
Cette situation correspond au régime laminaire.
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1.3 Formulation variationnelle, existence, unicité et régularité

Pour résoudre le probléme (1.1)-(1.4), nous introduisons les espaces suivants :
V={veDQ)%divv=0 dans Q},
V={veH;(Q)%divv=0 dans Q},

H ={v e H(div;Q);divv =0 dans },
ott H(div;Q) = {v € L?(Q)%;divv € L*(Q)}.

On sait (cf. Lions [44], Temam [64], Girault et Raviart [31]) que V est dense dans V pour la

norme de H'(Q)? et V est dense dans H pour la norme de L?(2)% En ce qui concerne les
données, nous supposons que :

f e L20,T; H 1(Q)%), (1.5)

uy € H. (1.6)

Le théoréme suivant donne un résultat d’existence.

Théoréme 1.3.1 (existence) Soit la dimension d = 2 ou 3 et soit T < oo. Pour f donné
dans L*(0,T; H-Y(Q)%),ug donné dans H et v > 0 donné, il existe au moins une solution de
(1.1)-(1.4) uw € L2(0,T; V)N L>®(0,T; H) et p € W=120(0,T; L2(Q)), dual de W' (0,T; L2(Q)).
Sid=2,ueC0,T]; H) et si d = 3,u est continue de [0,T] dans H muni de la topologie faible
de L?(Q)3.
du

D appartient o L*(0,T; V") si d =2 ou L*3(0,T; V') si d= 3.

De plus

v Preuve. La démonstration est classique et nous ne la donnons pas explicitement. En voici
quelques idées : construction d’une solution discréte w,,(¢) par une méthode de Galerkin, esti-
mations, passage a la limite, voir par exemple Lions [44], Temam [64] ou Girault et Raviart [31].

Au cours de la démonstration, on montre que la vitesse limite u(t) est solution de la formu-
lation variationnelle suivante, dans L2(0,T) si d = 2 ou L*3(0,T) si d = 3 :

Vv eV, %(u(t),v) +v(Vu(t), Vv) + (u(t) - Vu(t),v) = (£(t), v). (1.7)

En posant X = H}(Q)? et en nommant M 'espace des pressions & moyenne nulle, c’est-a-dire :

M =L3(Q) = {q € LQ(Q);/ q(x)dx = 0} ,
Q
la formulation (1.7) est équivalente a chercher u satisfaisant :

Vv e X, %(u(t),v)—i—u(Vu(t),Vv)—l—(u(t)-Vu(t),v)—(p(t),div v) = (f(t),v) p.p.dans ]0,T],
(1.8)
Vg € M, (¢, divu(t)) =0 p.p dans 0,77, (1.9)

et u(0) = up.

Le théoréme suivant donne un résultat d’unicité en dimension d = 2 :
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1.3. Formulation variationnelle, existence, unicité et régularité

Théoréme 1.3.2 (unicité) Si d = 2, le probléme (1.7) a une unique solution u telle que
uc L0, T;V)NL>*(0,T; H).

La démonstration est classique (cf. par exemple, Girault et Raviart [31]). Elle est basée sur
I’estimation suivante, valable en dimension d = 2 :

v|M2 (1.10)

1/2
W e HY(Q), Vil < 27 IVVI g V175t

@ |
Remarque 1.3.3 En dimension d = 3, le théoréme 1.3.2 est une question ouverte.

Comme par la suite nous nous intéresserons a la discrétisation du probléme de Navier-Stokes
en dimension d = 2, & partir de maintenant, nous nous restreignons a la dimension 2.

Montrons que si les données sont "plus réguliéres", et toujours dans le cas de la dimension 2, la
solution est plus réguliére.

Théoréme 1.3.4 Nous supposons que le domaine  est un polygone, f et uy sont donnés avec

f, £ ¢ L*(0,T; H1(Q)?), £(0) e L*(Q)?% (1.11)
uy €V, Aug e L*(Q)>. (1.12)
Alors, la solution u du probléeme (1.7) vérifie
u € L*(0,T; V)N L®(0,T; H), (1.13)
et
ue HY(0,T;V). (1.14)

v Preuve. Esquissons la démonstration. Nous avons, d’une part :

1d 1 v
)+ IVl = (1) < o 610y + o V00
d’ou,
t 1 t
(Ol +v [ IV ds < uolla + 5 [ IO F@ds (113

D’autre part, formellement (mais tout ce qui suit peut étre justifié par la méthode de Galerkin) :

g o)+ (5) Vo (0 9) G v G = 5

Donc en utilisant (1.10),

2 dtH ot ‘ L2 ”Hv(g_ltl)‘ ;(m - _(%_1; vy, ?9_1;) + <%’ %ltl>
<5615 v 17D o) + 31 G i+ 219800 | 5 )

On utilise (1.15), on applique le lemme de Gronwall, et on obtient :

|2 ol ) 0 (ol + [ -0)
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Chapitre 1. Position du probléme

Au temps t =0, on a grace a (1.11) :

0 2 0 0 0
9 —u(A i : = = (£(0), — :
| 57900, — ¥(A0(0), Fru(0)) + (u(0) - Vu(0), Zou(0)) = (£(0), Fu(0))
d’ou,
|20, < (1800l ) + 120 Tuoll ey + O] 120, )
ot N T U a2 (0 0 VUolir2() L) )
Comme Aug € L2(Q)? et uglgq = 0, si Q est un polygone, on a ug € W24/3(Q)? (cf. Grisvard
[33]). Donc Vug € L*(Q)? et ug - Vug € L2(Q)%. [ |

Le théoréme suivant améliore ces résultats lorsque f est plus réguliére.

Théoréme 1.3.5 On fait les hypothéses du théoréme 1.3.4.
1. Sif € L2(0,T; L*3()?), alors
ou
E S
Si en plus Q est convere et £ € L2(0,T; L*(2)?), alors

L2(0,T; L*(Q)?), ue L0, T;W*Y3(Q)?) et pe L*(0,T; WH/3(Q)).

uc L*(0,T; H*(Q)?) et pe L*(0,T; H (Q)).
2. De méme, si f € L>®(0,T; L*3(Q)?) alors
u e L=0,T; W3 (Q)?) et pe L®0,T; WH3(Q)).
Si de plus ) est convere et £ € L°°(0,T; L?(2)?), alors
uc L°0,T; H*(Q)?) et p e L>°(0,T; H(Q)).

v’ Preuve. Donnons les grandes lignes de la démonstration : Nous avons

—I/Au—i—Vp:f—a—u —u-Vu
ot

Comme u € L>®(0,T; H'(2)?), alors u-Vu € L>®(0,T; L*3(Q)?) et donc u € L(0,T; W>*/3(Q)?)
et p € L2(0,T; W'*3(Q)) (cf. Grisvard [33]). Ceci entraine en particulier que u € L2(0, T; Wh4(Q)?)
et comme u € L>(0,T; L*(Q)?) alors u - Vu € L2(0,T; L*(Q)?).
Si Q est plus régulier et si f est mieux que L*/ 3(Q)2, alors on gagne de la régularité en espace et
on peut aller jusqu’a H2()? si Q) est convexe.
On raisonne de méme pour le deuxiéme point du théoréme. |

1.4 Meéthode & deux grilles

On suppose désormais que €2 est un ouvert borné de R?, polygonal et connexe. De plus, pour
simplifier I’analyse, on suppose que la vitesse initiale est nulle :

u0:O.

Il est commode d’exposer d’abord la méthode & deux grilles sur un schéma semi-discret en temps
et ensuite de I’étendre & une discrétisation totale en espace et en temps.
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1.4. Meéthode a deuz grilles

1.4.1 Schéma semi-discret en temps

Nous considérons ici un schéma semi-discret en temps, c’est-a-dire seulement discrétisé en
espace. Soit 77 > 0 un parameétre de discrétisation en espace, 7, une triangulation de Q et Xy
et M, des espaces d’éléments finis approchant respectivement H}(2)? et L3(Q). On définit une
approximation V,, de V' par :

V, = {v77 € X,; Vg, € Mn,/(div Vi) qndx = 0} .
Q

II est bien connu qu’en raison de la contrainte d’incompressibilité, X, et M, ne peuvent étre
quelconques, méme si chacun a une bonne précision. En effet, ils doivent vérifier une condition
de compatibilité convenable, la condition "inf-sup" de Babuska-Brezzi (cf. [11], [16]) :

/ qn(div vy)dx
inf  sup &

wmeMy v, X, H%Hp(g) ”vVn”LQ(Q)

> B, (1.16)

ou * > 0 est indépendante de 7.

On suppose donc dans cette partie, que X, et M, vérifient la condition (1.16). Par ailleurs,
en général, les fonctions de V, ne sont pas a divergence nulle. Ceci rend le terme non linéaire
plus difficile & estimer car on perd la propriété d’antisymétrie :

Yu € V,Vv € H}(Q)?, / (u-Vv)vdx = 0. (1.17)
Q

D’un point de vue numérique, 'expérience montre que la perte d’antisymétrie ne nuit pas a
la précision (cf. Gunzburger [34]). De plus, si on n’'impose pas explicitement l'antisymeétrie, le
schéma, est souvent moins cotteux. Cependant, pour faire 'analyse numérique, il est beaucoup
plus facile d’antisymeétriser le terme de convection en lui ajoutant le terme consistant (cf. Temam

[64]) : ,

E(div uju. (1.18)
En vue des tests numériques, nous avons donc fait deux études : I'une avec le terme (1.18) et
lautre sans le terme (1.18). Néanmoins, dans un premier temps, nous présentons les schémas
sans le terme (1.18).

La semi-discrétisation de (1.7) revient a : chercher u, € C([0,T];V;)) satisfaisant :

Vv, € Vi, (uy (1), vi) +v(Vuy(t), Vvy) 4 (uy(t) - Vuy(t), vy) = (£(t),v,) dans ]0,7], (1.19)

u,(0) = 0. (1.20)

Gréce a la condition (1.16), on retrouve une pression discréte a partir de (1.19) et (1.19) équivaut
a : chercher u, € C°([0,T7; X)), p, € C°([0,T); M,) tels que :

Vv, € X;),

(uy, (1), vyy) + v(Vuy(t), Vvy) + (u,(t) - Vuy(t), vyy) — (py(t),divvy) = (£(t),v,;) dans ]((),T],)
1.21
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Chapitre 1. Position du probléme

Va, € M,,
(qn,divuy(t)) =0 dans 0,77, (1.22)

et
u,(0) = 0. (1.23)

1.4.2 Généralités sur la méthode a deux grilles

On veut trouver une approximation de la solution u d’une équation aux dérivées partielles
(appelée EDP) non-linéaire au moyen d’une méthode a deux grilles. L’idée générale est la sui-
vante :

1. Dans une premiére étape, on trouve une approximation uy calculée sur une grille grossiére
de pas H.

2. Dans une deuxiéme étape, on discrétise 'EDP (Equations aux Dérivées Partielles) sur une
grille fine de pas h, mais on la linéarise "autour" de la solution uy calculée a la premiére

étape. On note uﬁf” cette solution.

Sous des hypothéses relativement générales, on peut montrer que si les pas d’espace grossier
et fin H et h sont choisis de facon adéquate, alors ’erreur Hu — uﬁf”H est du méme ordre que
|lu —upl|, ot up n’est autre que 'approximation de 'EDP directement résolue sur la grille fine.
Plus précisément, on obtient ce résultat lorsque la contribution de ugy & ’erreur, dans les termes
non-linéaires, est mesurée dans une norme suffisamment moins fine que celle qui correspond &
Iopérateur de ’EDP, pour que cette contribution soit d’ordre supérieur a celle de 'opérateur.
Ceci se produit par exemple si la norme qui correspond a Iopérateur est la norme H! et la
contribution de ug & l'erreur est mesurée en norme L?. En général cet ordre d’erreur supérieur
est obtenu par un argument de dualité.

Le calcul de ug et uﬁf” est moins cotiteux que le calcul direct de la solution uy. Donc le but
de la méthode a deux grilles est de diminuer le temps de calcul de la solution de notre probléme
non-linéaire.

L’idée de cette stratégie & deux grilles n’est pas nouvelle et date d’'une quinzaine d’années
environ. Elle a été largement appliquée a la résolution d’équations elliptiques semi-linéaires sta-
tionnaires, comme par exemple dans les travaux de Xu [69], [70] et Niemist6 [54]. Citons les
travaux de Layton [40], Layton et Lenferink [38], [39] et Girault et Lions [30] pour le probléme
de Navier-Stokes stationnaire. En ce qui concerne le probléme de Navier-Stokes instationnaire,
a notre connaissance, le premier travail est celui de Girault et Lions [29] pour le schéma semi-
discret (1.21)—(1.23). Voici le détail du schéma :

Etape 1 Probléme non-linéaire sur grille grossiére : trouver (ug,py) € Xy x My,
pour tout t € [0,77], solution de :

Vg € X, (Wy(t),ve) + v(Vug(t),Vve) + (ug(t).Vug(t),ve)
(1.24)
— (pu(t),divvy) = (£(t), va),
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1.4. Meéthode a deuz grilles

VQH S MH, (qH,diqu(t)) = 0, (1.25)

ug(-,0) =0 dans Q. (1.26)

Etape 2 Probléme linéarisé sur grille fine : trouver (uy, p,) € X}, x My, pour tout ¢ € [0, 7],
solution de :

Vv € X, (w,(t),ve) + v(Vun(t), Vvi) + (uu(t).-Vup(t),ve) — (pr(t),divvs)

(1.27)

= (£(t),vn),
Vaqn € My, (qh,div uh(t)) =0, (1.28)
u,(,0) =0 dans Q. (1.29)

Cet algorithme est & rapprocher de la méthode de Galerkin non-linéaire? développée par Foias
et al. |[26] et dont on trouve une description dans les travaux de Marion et Temam [49], [50],[51].
Une différence essentielle entre NLG et la méthode & deux grilles est que, dans cette derniére on
calcule d’abord ug et ensuite uy, i.e. & chaque étape les deux calculs sont découplés, tandis que
ce calcul n’est pas découplé dans NLG.

Pour comparer, voyons la méthode NLG décrite par Ait Ou Amni et Marion [8] pour le probléme
de Navier-Stokes en dimension deux, avec une condition initiale non-homogeéne u(0) = ug, basée
sur un espace X de grille grossiére et un espace X}, de grille fine. Les auteurs introduisent X ,{{ ,
complémentaire de I'orthogonal pour la norme L? de X dans X}, :

Xh =Xy X}Igv
ils définissent la forme bilinéaire :
a(u,v) = v(Vu, Vv),

et la forme trilinéaire anti-symétrique :
1
clu;v,w) = 5((u -Vv,w) — (u-Vw,v)).

Leur schéma est le suivant :

NLG - Etape préliminaire. Résoudre (1.1)- (1.4) jusqu’a un instant ¢y donné par une méthode
de Galerkin classique semi-discréte avec les espaces (Xp, Mp); soit (uy,, pp) la solution.

NLG - Etapes Une et Deux. Pour t > tg, trouver vy € Xg,w), € X}IL{ et pp € Mj, solution
du systéme couplé :

Vo e Xp, (Vip, ) +a(ve + Wi, @) + (Ve + Wi Vi, ©) + (VI Wi, @) — (pr, dive) = (£, ),
(1.30)

2Nonlinear Galerkin Method (NLG)
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Vx € Xi1, a(vi + wi, x) + (Vi v, X) — (pa, divx) = (£, %), (1.31)
Vq € Mha (le(VH + Wh)aQ) = 07 (132)
v (to) = Pu(un(to)), (1.33)

ot Py est la projection orthogonale pour la norme L? sur Xp. Notons que (1.30) et (1.31) sont
couplées et c’est pour cette raison que nous ne dissocions pas les deux étapes.

Pour up € H%(Q)2NV, f € L*(Q)? indépendant de ¢, et (Xj, M},) couple stable d’espaces
d’éléments finis sur une triangulation uniformément réguliére, Ait Ou Amni et Marion ont prouvé
que :

vt > to, [[u(t) — un(t)ll 1) < k(E)(H? + h),

Vit > to, Ip(t) — pi0)l| 2y < T(6)"2R(E)(H? + h),

ou 7(t) =t —to et k(t) est une fonction continue de ¢ pour ¢ > 0 (qui dépend de ugp). Ainsi,
en dimension deux, I’erreur de ce schéma est de ordre de h, avec h = H?, résultat similaire au
théoreme 24.1, p. 648, de [49].

Il est aussi intéressant de comparer avec la méthode de post-traitement® de Garcia-Archilla
et Titi [28] pour les équations elliptiques semi-linéaires en dimension quelconque. En terme
d’opérateurs, soient A 'opérateur linéaire elliptique de I’équation et F' 'opérateur non-linéaire :

d

e +vAu+ F(u) =0, u(0) = up.

L’opérateur F' est soit de la forme F'(u) = g(u) pour une fonction g & valeurs réelles, soit de la
forme

F(u) = g(u) + b(u) - Vu, (1.34)

ol b est une fonction & valeurs vectorielles. Soit Sy un espace de fonctions continues d’éléments
finis sur une grille grossiére. Le schéma est alors :

PP - Premiére Etape. Trouver ug a valeurs dans Sg, pour tout ¢ € [0, T'] solution de I’équation
elliptique non-linéaire

d

auH—i-VAHuH—i—PH(F(uH)) =0, uH(O) = RH(UO), (135)
ot Py et Ry sont respectivement les opérateurs de projection orthogonale de L? et H& sur Spy.
Bien que nous utilisons la méme notation de Py que dans la méthode NLG, 'opérateur Py n’est
pas le méme ici car les fonctions de Sy sont a valeurs vectorielles.

*Post-Processing Method (PP)
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PP - Deuxiéme Etape. Trouver U solution de I’équation elliptique linéaire :

vAu = —%uH(T) — F(up(T)), (1.36)

ol u est approchée sur une grille fine appropriée. Il y a des similitudes entre (1.30)-(1.31) et
(1.35)-(1.36), mais le grand avantage de I’approche PP est que les équations (1.35) et (1.36) sont
découplées.

Garcia-Archilla et Titi ont ainsi montré que, quand F' est de la forme (1.34), pour tout H suffi-
samment petit, si les fonctions de Sg sont des polyndémes de degré » > 2 sur une triangulation
uniformément réguliére, I’approximation @ obtenue par PP satisfait I'estimation d’erreur

[(T) = itll g2 () < CH™ [ log(H)).

Quand w est approchée par des polynéomes de degré r sur un espace de grille fine, u, € Sp,
Verreur ||u(T") — Up|| g1 (qy) est de Pordre de A" ce qui donne k" = H™ Y 1og(H)|. Ainsi, si 7 = 2,
les pas d’espace h et H sont liés par la relation

h = H3?|log(H)|'/?.

Si on appliquait ce schéma aux équations de Navier-Stokes, la premiére étape correspondrait &
une formulation sans la pression i.e. posée dans Vp et la deuxiéme serait de trouver uy(7') € Vj,
telle que

Vv € Vi, v(Viy(T), Vvy) = —(ug(T) - Vag (T),vi) — (W (T),vi) + (E(T),vy).  (1.37)

1.4.3 Application &4 un schéma totalement discret

Dans cette section, nous introduisons les schémas & deux grilles pour ’approximation de
(1.21)-(1.23) que nous allons étudier dans les chapitres suivants.

A notre connaissance, les schémas & deux grilles décrits ci-dessous n’ont pas été appliqués aupa-
ravant au probléme de Navier-Stokes totalement discret. Nous allons les étudier en détail dans
les chapitres suivants. L’idée de la méthode est semblable a celle appliquée au probléme semi-
discret. Dans la premiére étape, le probléme non-linéaire est discrétisé en espace et en temps sur
une grille grossiére de pas d’espace H avec un pas de temps At. Puis, dans la deuxiéme étape
le probléme est discrétisé en espace sur une grille fine de pas d’espace h, avec le méme pas de
temps, autour de la vitesse ug calculée & I'étape précédente.

Supposons que uy a été calculée, nous posons uy; = R(uj), oit R est une restriction adéquate
de X}, dans X et nous proposons ci-aprés les algorithmes a deux grilles.

1.4.3.1 Schéma d’ordre un en temps

Le premier schéma, étudié dans le chapitre 3, est d’ordre un en temps. C’est un exemple
simple dans lequel les deux étapes utilisent le méme pas de temps et sont toutes les deux d’ordre

u
un en temps. La dérivée n est approchée par le quotient différentiel d’ordre At :

(Z_l:(tn-l-l) _ u(thrl)At_ u(tn) + O(At) (138)
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Ses équations, pour chaque n > 0 sont :

Etape 1 Probléme non-linéaire sur grille grossiére : trouver (u};,p%™) € Xy x My,

solution de :

Vvg € Xp, At(u}?l —ufy,vy) + v(Vuytt, Vvy) + (W vayt ve)
(1.39)
1 : n n n 3 .
—|—§(dlqu+1 uHJrl V) — (pHJrl divvy) = (" vy),
Vg € My, (qu,divuy™) = 0. (1.40)

Etape 2 Probléme linéarisé sur grille fine : trouver (uzﬂ,pzﬂ) € X, x My, solution

de :

Vvy, € Xy, At( Wt —uf,vy) + v(Vupt V) + (o Vut vg) — () divivy)
= ("1, vp),
(1.41)
Yan € My, (qn,divu)™) = 0. (1.42)

Pour n = 0, nous démarrons la premiére étape avec ug = 0, et la deuxiéme avec u; = 0. Pour
passer de n & n+ 1, nous prenons pour u’; dans (1.39) une restriction de uj! sur la grille grossiére,
R(u}), et pour calculer p”“, nous démarrons l'algorithme de découplage par une extension de
p}‘{“ a la grille fine. Enfin f"Jrl utilisée dans (1.39) et (1.41) est une approximation adéquate de

f au temps t" 11,

Remarque 1.4.1 Notons que le terme de convection dans (1.39) est stabilisé pour qu’il soit
anti-symétrique afin de simplifier ’analyse de 'erreur. En pratique, il n’est pas souvent stabilisé.
C’est le cas des essais numériques présentés dans le dernier chapitre. Nous renvoyons a [29)
pour 'analyse numérique du schéma semi-discret non stabilisé. Nous pouvons aussi linéariser la
premiére étape en prenant le terme non-linéaire au temps n (au lieu de n + 1). Ceci demande
une condition CFL, mais comme At << H, cette condition est généralement vérifiée.

1.4.3.2 Schéma d’ordre deux en temps

Dans certains exemples pratiques, ’ordre un en temps ne suffit pas. Nous présentons donc (dans

u
le chapitre 4) un schéma ou chaque étape est d’ordre deux. La dérivée 5 est approchée par le
quotient différentiel d’ordre O((At)?) :

Ou

3u(t™ ) — du(t) +u(t" )
ot (

2At

) = +O((AL)?). (1.43)
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Ses équations, pour chaque n > 1, sont :

Etape 1 Probléme non-linéaire sur grille grossiére : trouver (u};,p%™) € Xy x My,
solution de :
Vv € Xp, (3un+1 4unH+u7;{— Vi) + V(vun—i—l Vvy) + (u%-i-l Vun+1, vir)

2At
1
—I—E(divu}?l uitvy) — O divvy) = " v,
(1.44)
Yqg € My, (qu,divuy™) = 0. (1.45)

Nous complétons ces équations par les conditions initiales suivantes : u%, =0 et u}{ qui est

calculé par une itération du schéma d’Euler, qui correspond & la résolution de (1.39) pour n = 0.
Sur la grille fine, on utilise aussi un probléme d’ordre deux en temps :

Etape 2 Probléme linéarisé sur grille fine : trouver (u "H,pzﬂ) € X X My, solution
de :

Vv € X, 2At(3u”+1 qup +u) vy + v(Vart V) + (W vutt vy
(1.46)
— Pyt divivy) = (F7HL vy),
Yan € My, (qn,divua)™) = 0. (1.47)

De méme, nous complétons ces équations par les conditions initiales u?l =0 et u,ll qui est cal-
culé par une itération du schéma d’Euler, qui correspond a la résolution de (1.41) pour n = 0.
Concernant ’algorithme de résolution de (1.44)—(1.47), il est exactement le méme que celui de
(1.39)-(1.42) énoncé précédemment.

1.5 Quelques notations

Pour fixer les idées, nous donnons ici les notations en dimension 2. Comme d’habitude, il
est commode de considérer des fonctions définies sur un intervalle de temps ]a, b[ & valeurs dans
un espace fonctionnel X. Plus précisément, soit ||.||y la norme associée & X ; alors pour tout r,
1 <r < oo, nous définissons :

b
L"(a,b; X) = {f mesurable dans ]a,b[;/ If(@)| dt < oo},

1/r
T (/ 1 det) |

muni de la norme :
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avec les modifications habituelles si r = co. C’est un espace de Banach si X est un espace de
Banach. Ici, X est généralement un espace de Sobolev, tel que :

W Q) = {v e L"(Q); v e L"(Q) ,V|k| < m},
ou k = (k1,k2) est un couple d’entiers non-négatifs, |k| = k1 + ko et
v = ﬂ
8x]f18}<]2€2
Cet espace est muni de la semi-norme :
1/r
e = [ 3 [ 10hvlrax]
k|=m "
et est un espace de Banach pour la norme :
1/r
IV llywrm.r @y = [ > |V|£ka(ﬂ)dx] :
0<|[k|<m

Quand 7 = 2, cet espace est l'espace de Hilbert H™(2). En particulier, le produit scalaire de
L?(2) est indiqué par (-, -). De méme, L?(a,b; H™()) est un espace de Hilbert et en particulier
L?(a,b; L*(Q)) coincide avec L?(Qx]a, b[). Nous pouvons étendre la définition de ces espaces aux
vecteurs, avec la méme notation, mais avec les modifications suivantes pour les normes dans les
espaces non hilbertiens. Soit u = (uy, ug); alors nous posons :

1/r
e = [ / Hu(x)H’“dx] |

ou ||.|| est la norme vectorielle euclidienne. De méme pour un tenseur 7,
1/r
ey = | [ 170017 ax]
Q
ou ||-|| désigne la norme de Frobenius.

Pour imposer la valeur nulle au bord, nous définissons :
Hy(Q) = {v € H'(Q); v|po = 0}

et son espace dual H~!(Q). Rappelons les injections de Sobolev : en dimension deux, pour tout
nombre réel 1 < r < oo, il existe une constante 5, telle que :

Vv e Hy(Q) s [IVll ) < Selvlm (), (1.48)
ou,
Vo) = IVvllir2q) - (1.49)

Quand r = 2, (1.48) se réduit a l'inégalité de Poincaré et Sy est la constante de Poincaré. En
raison de l'inégalité de Poincaré, la semi-norme |.|f1(q) est une norme sur HZ(Q). Dans toute la
suite, nous munissons H{ () de cette norme et nous 'utilisons pour définir la norme duale :

(f,v)
-1 = sup ———,
£l 1(Q) veHA (@) ,V,Hl(ﬂ)
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1.5. Quelques notations

ot (-,-) désigne la dualité entre H~1(2) et HL().

Dans le calcul, on utilisera souvent ’analogue discret suivant du lemme de Gronwall :

Lemme 1.5.1 (de Gronwall, discret) Soient (an)n>0, (bn)n>0 €t (cn)n>0 trois suites de nombres
positifs. Supposons que (¢, )n>0 S0it monotone croissante,

ag + b < ¢y,
et qu’il existe un nombre A > 0 tel que :
n—1
V> 1an +by <+ A am. (1.50)
m=0

Alors ces suites vérifient la majoration

Vn >0, a, + by, < cpe™.

v Preuyve. On montre par récurrence que
Vn > 0,a, + by, < cp(1+ )", (1.51)

et le lemme découle de I'estimation (1 + \)" < e, n

Ce lemme est une version discréte du lemme de Gronwall :

Lemme 1.5.2 (de Gronwall) Soit k une fonction intégrable et positive presque partout sur
Vintervalle |0, T[. Soit C > 0 une constante et o € C°([0,T]) une fonction vérifiant 'inégalité :

YVt e [0,7],0 < p(t) <C+ /Ot k(s)p(s)ds. (1.52)

Alors, ¢ est majorée par :

vt € 0,71, o(t) < Cexp( /0 k(s)ds). (1.53)
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Chapitre 2

Rappels sur la méthode des éléments
finis pour le probléme de Stokes
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Chapitre 2. Rappels sur la méthode des éléments finis pour le probléme de Stokes

Pour la discrétisation spatiale, nous utilisons la méthode des éléments finis. Le but de ce
chapitre est de rappeler brievement les points essentiels de cette méthode.

La méthode des éléments finis (MEF) est une des nombreuses techniques utilisées pour la

discrétisation des équations aux dérivées partielles qui modélisent des problémes de la mécanique,
de la physique, de la biologie, etc.
Les méthodes des éléments finis ont fait 'objet d’'un grand nombre de publications que nous
ne recenserons pas ici (voir U'introduction de J.T. Oden [56]). Elles sont utilisées tant par des
ingénieurs que par des mathématiciens dans des domaines extrémement variés. La MEF a été
congue par R. Courant en 1943, mais 'importance de cette contribution est passée inapercue a
cette époque. Puis les ingénieurs ont réinventé indépendamment la méthode dans les années 50 :
les premiéres références généralement citées dans la littérature sont celles d’Argyris (1954-1955),
Turner, Clough, Martin & Topp (1956). Le nom de la méthode a été proposé par Clough (1960).
On trouve dans Oden [55], Zienkiewicz [71] et dans l’article d’introduction de J.T. Oden [56]
I’historique sur le développement de cette méthode du point de vue des ingénieurs.

Dans la méthode des éléments finis, on met d’abord le probléme sous forme variationnelle posée
dans des espaces bien choisis. Puis la méthode repose essentiellement sur I"approximation des
fonctions de ces espaces par des fonctions dont la restriction a chaque élément d’une triangulation
du domaine de calcul est un polynéme, de bas degré en général.

Leur utilisation est plus cotiteuse que la méthode des différences finies, mais elles ont le grand
avantage de traiter facilement n’importe quel type de géometrie bi- ou tri-dimensionnelle.

Définition 2.0.3 Soit Q un domaine du plan, de frontiére polygonale. Une triangulation de Q
est un ensemble fini T, de triangles x de Q vérifiant les propriétés suivantes :

(i
a=

k€T,

(1) Uintersection de deux éléments distincts de T, est soit vide, soit un sommet, soit un coté.

On note que les éléments x de 7, forment une partition de Q sans recouvrement car l'inter-
section des intérieurs de deux éléments distincts est vide.

Pour x € 7, soient 7, le diamétre de x et p, le diamétre du cercle inscrit dans . I est d’usage
que l'indice n de 7, représente le maximum des 7., x € 7,,.

Définition 2.0.4 Une famille de triangulations (7y), est dite réguliére (cf. Ciarlet [20]) s’il
existe une constante positive o indépendante de n telle que :

Vk €T,, n—nzaﬂga.

K

Rappelons que (k, P,, ¥, ) est un élément fini de Lagrange si P, est un sous-espace de dimension
n de C*(k), X, est un ensemble de n formes linéaires indépendantes {&1, ..., &, } définies sur un
espace D D Py, et ¥, est unisolvant sur Py, i.e. pour tout (cy,...,¢,), il existe un unique p € P,
tel que :

&Glp)=c, 1<i<n.
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2.1. Le mini-élément P; — bulle /Py pour le schéma d’ordre un en temps

F1G. 2.1 — Exemple des quantités p, et 7.

L’unisolvence permet d’associer & (k, P, X,) un opérateur d’interpolation m, : D +— P, défini
pour tout v appartenant a D par :

§i(ms(v)) = &i(v), 1<i<n.

D’autre part, elle permet de définir les fonctions de base @;, pour 1 < i < n par : ¢; est I'unique
fonction de P, qui vérifie

&i(pj) = 0i5,1 <i,5 <n.

ot §.. désigne le symbole de Kronecker.

On s’intéresse a la discrétisation des équations de Navier-Stokes (1.1)-(1.4), en dimension 2,
par la méthode des éléments finis. On dispose pour cela de plusieurs types d’approximation.
Par exemple, la pression n’étant pas continue, on peut discrétiser dans un espace de fonctions
discontinues ou continues. Nous nous placons dans ce deuxiéme cas et nous utilisons d’abord le
mini-élément, c’est-a-dire pression P; et vitesse P14+ bulle, et ensuite I’élément de Taylor-Hood,
c’est-a-dire pression Py et vitesse Py. Dans les deux cas, la pression est continue.

2.1 Le mini-élément P; — bulle /P; pour le schéma d’ordre un en
temps

On sait que 'élément Py /P (i.e vitesse P; continue, pression P; continue) ne satisfait pas la
condition inf-sup (1.16) car I'espace de la vitesse n’est pas assez riche (ou l’espace de la pression
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Chapitre 2. Rappels sur la méthode des éléments finis pour le probléme de Stokes

est trop riche). Pour contourner cette difficulté, il suffit d’élargir 'espace de la vitesse. L’idée du
mini-élément est d’ajouter un degré de liberté & l'intérieur de chaque élément k, pour chaque
composante de la vitesse.

Plus précisément, soit x un triangle de 7, de sommets a;,1 < i < 3, et soient A\;,1 <4 < 3, les
coordonnées barycentriques associées aux sommets a;. On note b, € P3 la fonction bulle :

be(x) = M) Ao(2) A3 (),
qui s’annule sur dk. Alors, dans k, on approche la vitesse dans I'espace :
P(k) = [Py @ Vect(b)]?, (2.1)

qui est de dimension 8. Les degrés de liberté de chaque composante de la vitesse sont :

{f = fla);1 <i <3} {fH %/Kf(x)dx},

soit un total de 8 degrés de liberté puisque la vitesse a deux composantes. Enfin, comme la
pression est continue, nous prenons pour degrés de liberté ses valeurs aux sommets a; :

{f flai);1 <i<3}

Ainsi, il y a un total de 11 degrés de liberté dans chaque k pour la vitesse et la pression. Globa-
lement dans tout le domaine, il y a 2 degrés de liberté dans chaque triangle x, 3 degrés de liberté
a chaque sommet intérieur et 1 degré de liberté a chaque sommet de la frontiére 0f2.

En résumé, avec le mini-élément, on choisit

X, = {v, € C°()% Vr € Tp, Vol € P(K), Vypo =0}, (2.2)

M, = {qn € C°(Q); Vk € Ty, Q. € Pl,/ qndx = 0} . (2.3)
Q

La condition inf-sup, qui est vraiment une condition de compatibilité entre ces deux espaces
discrets, doit étre vérifiée. Le lemme suivant, di a Fortin [27] et qui est énoncé dans un cadre
abstrait, donne une technique pour la vérifier. Le cadre est : X et M sont deux espaces de Hilbert
et b une forme bilinéaire et continue sur X x M.

Lemme 2.1.1 On suppose que la condition suivante est vérifiée avec une constante 8 > 0 :

b
Vg € M, sup (v.9)
vex [[vlx

> Bl - (2.4)

Alors le probléme discret vérifie une condition inf-sup discréte avec une constante 5* > 0, indé-
pendante de n,

b
Vg, € M,), sup 7(‘/”’%)

> 0" llqnll (2.5)
vp€Xy HVnHXn My

si et seulement s’il existe un opérateur de restriction 11, € L(X; X)) et une constante C, indé-
pendante de n, tels que :
Vv e X, vy < Cvix, (26)
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2.1. Le mini-élément P; — bulle /Py pour le schéma d’ordre un en temps

Vg, € M,,b(Il,v —v,q,) = 0. (2.7)

v Preuve. Rappelons ici la démonstration. Supposons qu'il existe I, vérifiant (2.6) et (2.7). Alors,

Vg, € M,, sup 7b(vn,qn) sup 7b(1’[nv,qn)
! Vexy Vil T vex IMvily
> sup b(v,qy)

vex [[yvlly

1 b
- sup (v7q77) Z ﬁ

CVGX HVHX

Y

llanll s -

; _ B
Donc (2.5) a lieu avec 3* = #.

Réciproquement, supposons que la condition (2.5) est vérifice. On définit 'opérateur
By € L(X,; M) par
Vv € Xy, Yy € My, (Byvy, @) = b(vy, @)

D’apres le théoreme de BabusSka-Brezzi, on sait que B,, est un isomorphisme de VnL sur M,’7 et
avec la méme constante 0* :

1L
Vv, € V5, ||B77V?7||M7/7 > B |lvyllx -
Maintenant, soit v € X quelconque. Il existe un unique v,, € an tel que :
vqn € MTW b(Vn, Qn) = b(V, qn)7

1 1 b(v,qy) _ |0
[vollx < 22 1Byvallyy < = sup =< vl
X B* My B* qn €My ||q17||M B* X

ou ||b|| désigne la norme de la forme bilinéaire b.
Comme 'application v — v, est linéaire, on pose II,(v) = v,; alors II,, € £(X; X)) et II,, vérifie

(2.5) et (2.7) avec C' = Hﬁi*u [

Nous allons utiliser ce lemme pour démontrer le :
Théoréme 2.1.2 Soient les espaces X, et M, définis par (2.2) et (2.3) respectivement. Si la

famille de triangulation (7p),>0 est réguliere, il existe une constante 3*, indépendante de 1), telle
que :

- di d
Vg, € M,, sup fQ qn( an) x

> 3" lq ) 2.8
v E€Xy Vi lm (@) lgnll 2y (28)

En effet, pour montrer la condition inf-sup (2.8), il est commode de construire un opérateur
d’approximation local II, dans chaque s a partir d'un opérateur de régularisation R,. Ainsi
lopérateur 11, est défini par :

s (v) = Ry(v) + ¢ by,
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Chapitre 2. Rappels sur la méthode des éléments finis pour le probléme de Stokes

ou le vecteur constant c est choisi pour que

/(H,{(v) —v)dx =0, VkeT, (2.9)

c’est-a-dire,
1

Ensuite on définit I'opérateur global d’interpolation II,, € L(H{(9)?%; X,,) par :
Vi € Ty, I, (v)]e = He(v).

Dans la démonstration de la proposition 2.1.4, nous verrons que cette condition locale (2.9)
entraine que :

/ div(IL,(v) — v)g,dx = 0, Vg, € M,,. (2.11)
Q

Maintenant, tout dépend du choix de I'opérateur de régularisation R,,. Choisissons par exemple
un opérateur quasi-local R, tel que celui de Scott et Zhang [61].
Si la triangulation 7, est réguliére, cet opérateur vérifie en dimension d = 2 ou 3, R, €
L(WyP(2);0,), on

O, = {0, € C°(); V& € T,), 0,1 € P1, 0,00 = 0},
Vi € T,,

1
Vv € Wy (Q), [Ry(v) = VIiwiee) < ClViwiea,), (2.12)

ot A, est la réunion de £ et tous ses voisins, i.e. tous les ¥’ € T, tels que & N " # 0,

W € Wy () NW2P(Q),|Ry(v) = VIwea(e < Cnlviwzsa,), (2.13)

1

_ 1
¥y € Wo(Q), [ By(¥) = Vi gy < C0' 70 Viin(a,, (2.14)
pour tout ¢ > 1 tel que W1P(Q) — L4(Q).

Par exemple, si d = 2,p =2 et ¢ = 4, (2.14) entraine :
¥ € HHD, [1Rov) =l 1) < O s

On peut montrer que si la famille de triangulations est réguliére, alors chaque A, a au maximum
L7 éléments et un méme élément ne peut appartenir au maximum qu’a Lo réunions Ay, ot Ly
et Lo sont des entiers indépendants de 7.

Remarque 2.1.3 Avec ce choiz, l'opérateur 11, est quasi-local en ce sens que si le support de v
est contenu dans un owvert O, alors le support de I1,(v) est contenu dans un ouvert O, tel que
la distance entre O et O, d(O,O,) est de l'ordre de 1. En effet, on observe d’apres (2.12) que
dans un élément k, R, (v) ne fait intervenir que les valeurs de v dans A, et on observe d’apres
(3.31) qu’il en est de méme pour la correction c b,.

Avec ce choix de R,), nous avons le résultat suivant :
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Proposition 2.1.4 Si la famille de triangulations T, est réguliére et si l'opérateur I, est dé-
fini comme ci-dessus a partir de l'opérateur R, de Scott et Zhang, alors l'opérateur I, €
L(H}(Q)?; X)) défini ci-dessus vérifie :

v e Hy()? Ve € Ty, [T, (V)] () < Clv]gica,), (2.15)
avec une constante C' indépendante de n et de k. De plus, on a toujours (2.11) :
Vg, € M,, / qn div(IL,(v) — v)dx = 0.
Q

v Prewve. Nous remarquons que, comme g, € H*(Q) et II,(v) — v € H}(Q)?,

—/qndiv(ﬂn(v)—v)dx = /an.(ﬂn(v)—v)dx
Q Q

car, dans chaque s, Vg, € IP%.
Pour montrer (2.15), on va estimer |II;(v) — v|g1(,). Grace au support de by, on a :

Ty (V) = VlEi ey < [By(V) = VIg o + el ox] a0

D’une part, on a
C1|det(B,)|"/

|bI€|H1(f€) < e |
S 02’ det(Bn)\l/

car ’/):1/):2/):3‘111(;5) est une constante qui ne dépend que de k. D’autre part,

~

c|] = ——— v — R, (v))dx|| = — v —R,(v))dx
el = g | [0~ Bt = g | v = Rt
B 1/2 2 12
< ~———|A] [v — Ry(v)[|” dx
|I<J| fg )\1)\2)\ng K
< G v = Baviliagy -

Donc R
el [Bel s ey < G | B IV = Byl gy
et grace a la régularité de 7,,, nous avons :

~

Cs ~
1L, (V) = Vg1 (e < [Ry(V) = Vg ) + o v = Ry(V)ll 12() < Col¥v]m1(a,)-B

K
Maintenant, nous pouvons démontrer le théoréme 2.1.2 :
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v Preuve du théoréme 2.1.2. La régularité de 7, et (2.15) entrainent que II, vérifie (2.6) dans
X = H}(2)% Nous avons vu que II,, vérifie (2.11). Enfin, la condition (2.4) est vérifiée :

— o q(divv)dx
Vge 1), sip > Bz
veri?  Vlm)
Donc toutes les hypothéses du lemme 2.1.1 sont vérifiées ; donc (2.8) est vérifiée. |
Si nous approchons V par :
Vi ={vy € X, ; Vg, € M,, /Qqn divv,dx = 0}, (2.16)

alors II,, € L(V; V).

Vitesse Pression

P; + "bulle" Py

F1G. 2.2 - Représentation du mini-élément, I’élément fini P;—bulle /P;. Les degrés de liberté de
la vitesse figurent dans la premiére colonne. Quelques isobares de la fonction bulle sont dessinées.
Les degrés de liberté de la pression figurent dans la deuxiéme colonne.

Remarque 2.1.5 L’dée d’utiliser des fonctions bulles a été introduite par Crouzeix et Raviart
[29]. L’analyse du mini-élément Py-bulle /Py est due & Arnold, Brezzi, et Fortin [9).

Remarque 2.1.6 On peut remplacer la "bulle” par une fonction nulle sur Ok affine par mor-
ceaux sur trois triangles internes a chaque k obtenu en divisant celui-ci par son centre (cf. Fig.
2.3); on obtient les mémes résultats de convergence.

Comme M,, contient tous les polynomes de degré zéro dans chaque s, on peut redéfinir faci-
lement l'opérateur de Scott et Zhang pour qu'il appartienne a £(L3(Q); M,), notons-le r,,. Alors
pour tout nombre réel s € [0,1], on a :

Vg€ H(Q)NL3(Q), ry(a) = dll 2y < Cn’lalms(@)- (2.17)
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2.2. L’¢élément de Taylor-Hood Py /Py pour le schéma d’ordre deuz en temps

Vitesse Pression

Fi1G. 2.3 — Un autre élément fini P;—bulle /P;.

Remarque 2.1.7 Notons que V, n’est pas un sous-espace de V, car M, ne contient pas assez de
fonctions pour imposer la divergence nulle.

2.2 L’élément de Taylor-Hood P, /P; pour le schéma d’ordre deux
en temps

On considére maintenant une approximation plus précise de la vitesse. On suppose toujours
que le domaine est polygonal et que la famille de triangulations (7,),¢ est réguliére. On garde
I’approximation Py continue pour la pression, mais nous approchons la vitesse par des polynoémes
de Py. Nous utilisons donc ’élément fini de Taylor-Hood. On définit alors :

Xy = {vy, € C°(Q)* Vk €Ty, vy € P2, vy, =0}, (2.18)

M, = {qn € C'(Q); Vr €Ty, Iyl € ]P’l,/ qndx = 0} . (2.19)
Q

Montrons que ces espaces d’approximation satisfont la condition inf-sup. Construisons d’abord
un opérateur intermédiaire, disons P, € L(H}(Q)?; X)) qui vérifie :

Vv € Hy(Q)?, Yk € Ty /div(v — Py(v))dx =0, (2.20)

ainsi qu’une propriété d’approximation dans H{(Q) :
Vi € Ty, W € HUQ), v — Py(¥) ige) < Cobh vl i1 (e, (2.21)
ot [ = 0 ou 1. Pour définir P, remarquons que si, sur chaque coté f de x, on a :

/(v — Py(v))ds =0,
f
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alors P, vérifie (2.20). Donc, il suffit que :

/f P, (v)ds = /f vds. (2.22)

Or on observe qu’il est possible de construire I'opérateur R, de Scott et Zhang pour que (2.22)
soit vérifiée. Donc il suffit de prendre P,, = R, et dans ce cas, on a en plus (2.21). Pour définir
P, (v), on a besoin des valeurs de v dans une région plus grande que x car v n’est pas continue,
en particulier aux sommets de k.

La condition (2.20) nous permet de nous restreindre a l’espace :
XF{WGXWMGQMQWWw_m,
K
et de lui associer I’espace des pressions discrétes & moyenne nulle dans « :

~ 1
M, = {T(qn)?qn € Mn}v ouVk € 7;77777(‘177)‘& =dqn — ?’ / qndx.
K

Vitesse Pression
Py Py

Fi1G. 2.4 — Représentation de I’élément fini Py /P;.

Maintenant, soit {a;;1 < i < N} I'ensemble des sommets de 7, intérieurs a Q et soit €2; I'en-
semble des éléments x de 7, qui ont en commun le sommet a;. On les appelle macros-éléments.
On peut toujours trouver un sous-ensemble des {a;}, disons renumérotés de 1 & R, tel que :

R
ﬁ:Um.
=1

Au besoin, on peut prendre R = N, le nombre des sommets intérieurs.
On veut énoncer une condition inf-sup sur chaque €);. Pour cela, on définit les espaces locaux
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2.2. L’¢élément de Taylor-Hood Py /Py pour le schéma d’ordre deuz en temps

suivants sur €; :
X,(%) = {v, € X,;support(v,) C Q;} C HA(Q:)?,

My (%) = {dylas; 6, € My} C L2(),

Vi (Q0) = {v, € X,,(%); Vg, € M, (Q), / gy div v, dx = 0},

7

ViH Q) = {vy, € X,)(Q:); Yw, € Vi (), / Vv, : Vw,dx = 0}.
Q;

Sur ces espaces locaux, on définit la condition inf-sup locale suivante : il existe une constante
A* > 0, indépendante de 7, telle que pour 1 <i < R,

—/ qn div vydx
inf sup L > A\ (2.23)
amEMn (%) v, X, (Q) ’Vn’Hl(Qi) ”qﬂ”L2(Qi)

L’ensemble {€;;1 < i < k} n’est pas forcément une partition de 2. On en déduit une partition
de Q de la facon suivante : a chaque §2;, on associe A; ainsi :

A1 = Qq, Ay = réunion des k € s tels que k & Aq,
(éventuellement Ay = ). Par récurrence, nous construisons
Apjy1 = réunion des k € Q41 tels que k & Ué?:lAj,
(éventuellement, Apiq =0).
Remarquons que 2 = Uf;lAi,
Ap={reQy; k&€ A, k#jlet Ay NA; =0, Vj#k.

Si la condition (2.23) est vérifiée sur tous les macros-éléments, alors on construit un opérateur
IL, en corrigeant P, ainsi :
I,(v) = By(v) + ¢(v).

ou
R
cy(v) = Z C,i(V),
i=1

et ¢,i(v) € f/nl(QZ-), prolongée par zéro hors de 2;, est solution de :

Va, € Mn(Ql),/ qndive, ;i (v)dx = / qn div(v — P(v))dx. (2.24)
Qi Ai

L’existence et 'unicité de ¢, ;(v) € \Zf‘(QZ) est assurée par (2.23) et on a :

Lo
[eni (V) < 33 I1div(y = Py(V))ll 2, - (2.25)
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Chapitre 2. Rappels sur la méthode des éléments finis pour le probléme de Stokes

Remarquons que si A; est vide, alors ¢, ;(v) = 0.

Il est clair que c,(v) € Xn et il existe une constante C' telle que :

C ..
len ()l 0y < 7 I1div(v = Pyv)liZeo)

En effet, comme € = Uf;lQi,

2
R R

(V)1 (@) Z ‘Hl(ﬂ)—z Z‘cw V)lar )

Comme 7,, est réguliére, le nombre d’indices j tels que ©; N €; # () est borné par une constante,
notée L, indépendante de 7, et j. Donc, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

e (v |H1 <ZLZ|C7H |H1(Q Z Z |Cn,j(V)|i11(QmQj)

i=1 gj=1
QOQ;A(Z)

et dans la somme intérieure, il y a au plus L termes. Alors, d’aprées (2.25),

R R

1 .
ey < P D 1N Al
- Qirjﬂﬁﬁé@
) , (2.26)
< L Z ldiv(v = Pyv)[I72(a,
L?
< > [div(v PUV)HiQ(Q) )
d’ott le résultat avec C' = L2,
Il faut vérifier aussi que :
Vg, € an/ qndiv e, (v)dx = / qn div(v — Py (v))dx. (2.27)
Q Q
En effet, nous avons :
R
/ qpdive,(v)dx = / an div(z cyi(v))dx
Q Q =
o 1
= Z/ qndiv e, ;(v)dx grace au support de c,;(v)
L
= Z/ qndiv(v — P,(v))dx par (2.24)
i=1 7 A
= / qn div(v — P (v))dx.
Q
De plus, (2.21) et (2.26) entrainent que :
L
len(V)| 1) < )\*|V|H1(Q)7 (2.28)
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2.2. L’¢élément de Taylor-Hood Py /Py pour le schéma d’ordre deuz en temps

avec une constante C' qui ne dépend pas de 7. Enfin, II, (v) vérifie (2.7). En effet, tout ¢, € M,
s’écrit, dans chaque &,

it [
an = ¢q T | 4naX,
n 77‘5’577

avec g € Mn- D’une part, (2.27) entraine que :
/ Gy div(v — T1, (v))dx = 0,
Q
et d’autre part, d’apres le choix de P, et Xn, on a, dans chaque k,

/K div(v — P,(v))dx = 0, / div e, (v)dx = 0.

K
Pour chaque i, Papplication v — ¢, ;(v) définie par (2.24) est linéaire car c, ;(v) est déterminé
de maniére unique et le second membre de (2.24) dépend linéairement de v. Donc on a bien
11, € L(H Q)% X)), et d’aprés (2.21) et (2.28), on a :
L, (Va1 ) < [PV H1 @) + len(V)]a @) < Clvla @)

avec une autre constante C' qui dépend de A\* mais pas de 7. En conclusion, II, vérifie (2.6) et
(2.7) et le lemme 2.1.1 implique la condition inf-sup.

Girault et Raviart ont démontré la condition locale (2.23), [31], et nous la reproduisons ici
par souci de clarté.

Soit J le nombre d’éléments x de €2; et numérotons les avec un indice j = 0,...,J tels que
kj soit adjacent & k;j_1 et kj11 et kg = Ky, comme dans la figure 2.5.
C’est-a-dire

J

Nous notons par Ii;- le coté commun a k; et x;11, par «; son milieu et a; le sommet commun a
tous les x; dans €2;. On associe a 2; ’élément de référence :

S~
a travers la fonction continue, affine par morceaux F; définie par :

E(@) = Kj, FZ(E(\) = Bji—f— bj, VX € Ky

Comme la triangulation est réguliére, il existe une constante I indépendante de i telle que J < I,
et par conséquent il existe au maximum I différents ensembles de référence Q.

Soient g, € M,(£;) et v, une fonction de X, (€2;) qui satisfait v, (a;) = 0. Comme v,, s’annule
sur 99 et g, € H'(£;), on a :

J
/ divv, - qpdx = — Z/ vy, - Vg,dx.
Q; =17k

Notons que chaque composante v de v;, est un polynéme de IP; sur x; qui s’annule sur les sommets
de k;. Par conséquent, on a la formule de quadrature suivante :

| v =B vta) + vias),

J
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Xy
N N
Ks Ky
N N
Ky Ky
N
Xy
N Ay
Kg Kg
N N
Ke K7
J=8

F1G. 2.5 — Ensemble ); des éléments x de 7,,.

Comme Vg, est constant sur chaque k; (supposons an\n]- = gj), la formule de quadrature

entraine que :
J

. 1
/Q divvy, - ¢udx = —3 g |kil{v(a;) +v(aj-1)} - 8- (2.29)

Remarquons aussi que dg,/07 est continu aux frontiéres inter-éléments, ce qui nous emmeéne a
faire le choix
v(ay) = —(gj - t;)t; = —(gj+1 - t))t;,

avec t; est le vecteur tangent, extérieur a €2;, a m;-. Nous avons donc

J
, 1
/Q div vy - ggdx = 3 > Ikil{(g) - ) + (g - t5-1)%}
i j=1

D’aprés Babuska et al. [10], g - t est conservée par transformation affine, et on a :

~

J
. 1 o~ ~
/Q div vy - ggdx = 3 > ki@ ) + (& - t-1)%)
i j=1

Chaque {t;_1,t;} est une base sur Uespace de référence. Lapplication g — {(g-tj_1)>+(g-t;)?}'/?
est équivalente a la norme euclidienne sur ’espace de référence. D’otu, vu que
2 ~ 2
|QA]H1(gj) = [%5] [lg;1”,

il existe une constante 61 > 0 telle que :

J

/Q divwv, - g,dx > C Z |/<&j||ff]§{1@j). (2.30)
i j=1
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2.2. L’¢élément de Taylor-Hood Py /Py pour le schéma d’ordre deuz en temps

Maintenant, nous avons d'un coté, d’apres la définition de v,

IVallfage,) < Colmjl{lviag—n)I* + [[v(ay)|*} (2.31)
< Cslrjl[nm, 1@ e >
D’un autre coté, nous avons
A -1
Valig) < Call B Vol 2.2)
< Cslrjllon, @ m @)

D’apres (2.30), (2.32) et la régularité de 7,, on a
/ divv, - godx > Co(1/0) vyl ai (e, {Z . } . (2.33)

Il reste donc & démontrer que :
! 2 P 1 2
(Y illalng, b = Clalley.  Yae H'(Q0) N L3S,
j=1

Remplagons g € H(€;) N L3(€;) par g avec

~ 1/A
€2 J&

Ainsi, ¢ et g different par une constante et on a :
HQHLQ(Qi) = égﬂg lg + CHL?(Qi) e ||§HL2(Q

Mais,

lal2eqy = jwuaf

L2(r;

IN

c7lsup (1, >\q\H1 avec 7 € H'(Q) N LH(Q).
<<

Cy { sup (nn])/lgi?gJ pn] }Z’H]"Z]\‘Hl(n])

1<5<J

IN

Par conséquent
1/2

J
> Iwillaln ;) > (Co/oi) lall 2, » (2.34)
j=1

avec

;= , inf ).
o lzlj;gJ(nnJ) / \Inf (pr;)
Ainsi, (2.23) découle de ce qui précede et de la triangulation 7, (cf. [13]), on a :

0; < Co. (2.35)

|
De la condition inf-sup locale (2.23) découle la condition globale (2.8). Pour la démonstration de
la condition inf-sup globale, nous renvoyons le lecteur a [66].

o7



Chapitre 2. Rappels sur la méthode des éléments finis pour le probléme de Stokes

Remarque 2.2.1 Les détails et la construction de la démonstration de la condition inf-sup lo-
cale a été introduite par M. Bercovier et O. Pironneau [12] pour établir une forme faible de la
condition inf-sup (2.8). La démonstration est simple mais longue car on travaille sur un domaine
de référence constitué de plusieurs triangles de référence a la place d’un seul triangle de réfé-
rence. Le point crucial de la preuve est le choix particulier de v aux points milieur des segments
intérieurs.

Remarque 2.2.2 Notre étude repose sur l'utilisation de deux types d’éléments finis continus :
le mini-élément et l’élément fini de Taylor-Hood. Il serait intéressant de voir ce qui Se passe
dans le cas de l'utilisation d’autres types d’éléments-finis comme par exemple, les éléments finis
discontinus, [’'élément fini de Crouzeiz-Raviart, etc...
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Chapitre 8. Probléeme implicite d’ordre un

3.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’estimer I’erreur sur la vitesse et la pression, solution du pro-
bleme & deux grilles d’ordre un en temps (1.39)-(1.42). Le calcul de cette estimation d’erreur
nécessite plusieurs calculs intermédiaires. Nous procédons de la maniére suivante. On commence
par étudier une estimation de la solution de la premiére étape c’est-a-dire la solution du schéma
non-linéaire résolu sur la grille grossiére. Cette estimation de base du probleme de Navier-Stokes
est établie dans la section 3.2.1.

La question fondamentale dans I’analyse de I’algorithme & deux grilles est d’établir une estima-
tion d’erreur d’ordre deux en espace et en temps de la vitesse du probléme de Stokes évolutif
(3.10)-(3.13) dans L?(2x]0,T[). Ceci se fait au moyen d’un argument de dualité. On a aussi
besoin d’estimer Perreur de la vitesse de (3.10)—(3.13) dans L>(0,T; H(2)?), ce qui se fait en
méme temps que Uerreur sur le quotient différentiel dans L2(Qx]0, T[)2. 11 faut aussi estimer I’er-
reur de la dérivée en temps de la solution du probléme de Stokes et ceci en norme L?(Qx]0, T'[)2.
Enfin, pour passer du probléme de Stokes & celui de Navier-Stokes, on décompose l'erreur
u(t") —up en deux contributions, I'une linéaire u(t") — vy et 'autre non-linéaire vy —up. Plus
précisemment, le résultat principal, qui est celui du calcul de I'erreur en norme L?(Qx]0,T[)?,
sera appliqué a la contribution linéaire u(t") — vy ot vy est la solution du schéma auxiliaire
(3.14)—(3.16) avec pour second membre g = f — u- Vu. Puis il est complété par un résultat de
superconvergence appliqué & la contribution non-linéaire v;' — up : une estimation qui montre
que v, est trés proche de uy. Une fois les estimations d’erreur sur la vitesse de la grille grossiere
calculées, on pourra établir une estimation d’erreur de la pression toujours sur la grille grossiére.
Enfin, nous utilisons les résultats précédents avec n = H pour pouvoir établir ’erreur sur la

vitesse de la deuxiéme étape ainsi que I’erreur sur la pression p(t") — pj.

Pour simplifier, nous faisons d’abord l’analyse du schéma (1.39)-(1.40) pour 0 < n < N et
ensuite celle de (1.41)—(1.42) pour 0 < n < N, sans tenir compte du fait qu’en pratique les deux
étapes sont intercalées, ce qui produit des résultats plus précis que ceux annoncés par ’analyse.
Ici aussi, pour simplifier, nous désignons le parameétre de discrétisation par 7.

3.2 Résolution de la Premiére Etape du schéma & deux grilles

3.2.1 Erreur de base du probléme de Navier-Stokes

Dans cette section, nous établissons une estimation de ’erreur des équations de Navier—Stokes
en normes L>(0,T; L%(2)?) et L*(0,T; H*(Q)?). Ici, X,, et M, sont les espaces définis par (2.2)
t (2.3). Approchons f(¢t"*!) par la moyenne :

tn+1

£+ () — Ai/ £(x, t)dt, p.p. x € Q. (3.1)
t tn

Dans la suite de ce chapitre, nous utilisons la formule bien connue suivante :
Vu,v,w € H} ()% d=2,3

/Q(W'Vu)'VdX—i-%/divw(u-v)dx-—/Q(W-Vv)-udx—%/divw(u-v)dx.

Q Q
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3.2. Résolution de la Premiére Etape du schéma a deuz grilles

On en déduit
1 1
‘/(W-Vu)-vdx—f——/divw(u~v)dx‘ < ‘/(W'Vv)'udx‘+—‘/divw(u~v)dx
0 2 Ja 0 21/

et on traite séparement ces deux termes.

Remarque 3.2.1 Dans la suite de ce chapitre, dans le cas ot on a, par exemple,

m—1 m—1 m—1
Vi) + D Vit = VZHiz(Q) +v Y AUV G S C1+Ca Y At HVZ—HHi?(Q) ,
n=0 n=0 n=0

on écrit,
Vil ey < [|viF = VT_IHB(Q) + thm_IHLQ(Q) ;
d’ot
ColMt Vi 72y < 2Co0¢ |[Vi = V™[ ) + 20288 [V~ [y -

On suppose que At est assez petit pour que 2C5At < 1 (par exemple).
1l reste donc

m—2 m—1 m—1
2 2 2
Vi Iy + D IV = Vil o) +v D AtV ) < CL+3C2 ) AtV Z2q)
n=0 n=0 n=1

et on applique le lemme de Gronwall classique (lemme 1.5.1).
On peut aussi garder le terme Hth - VZI_IHEQ(Q) multiplié par un facteur a < 1, en prenant At
un peu plus petit.

La premiére estimation d’erreur est donnée par le :

Théoréme 3.2.2 A chaque pas de temps, (1.39)—(1.40) admet une solution uZH qui est unique
si At est suffisamment petit.

Sous les hypothéses u € L>(0,T; HY(Q)?) N L*(0,T; H*()?),u’ € L*(0,T; H()?) et p €
L2(0,T; H (), il existe des constantes o, 3,C et kg > 0, qui dépendent de u,w,p,v, mais
indépendantes de n et At, telles que la solution des équations (1.39)—(1.40) satisfait l’estimation
pour At < kg :

N—1
OSSEEN 5 = Pyt )HLQ(Q) + T;) H(u" = Bypu(t™)) — (uy — Pu(t ))‘ L2(9)
N-1
v n+l1 n+1y(2 cT 2 2
+3 1;) Athup ™ = Pu(t™ ) q) <e (om + B(AL) ) (3.2)

v Preuve. La démonstration n’est pas originale mais nous la donnons en détail dans un souci
d’exhaustivité. Nous procédons en 4 étapes :
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Etape préliminaire. L’existence d’une solution découle facilement de ’antisymétrie du terme non-
linéaire et du théoréme du point fixe de Brouwer. L unicité pour At assez petit découle du lemme
de Gronwall, appliqué avec la remarque 3.2.1.

Etape 1. Remarquons que lopérateur d’approximation P, défini dans [30] satisfait
(Py(u))’ = P,(u’). En prenant le produit scalaire de (1.1) par une fonction test v, € V;, et en
intégrant 1’équation entre ¢* et "1 nous obtenons, en notant que divu(t) = 0,

1 n+1 n v e 1 e :
Kt(u(t ) —u(t"),vy) + At (Vu(t), Vv,)dt — At (p(t),div vy)dt
1 tn+1 1 tn+1 1 tn+1
= A7 /t” (f(t), vy)dt — AL /t" (u(t).Vu( t),v,)dt — AL /t” (divu(t)u(t), v, )dt.

La différence entre cette derniére équation et (1.39) nous donne :

tn+1

é (™t = () = (uf = u(t), vy) + 52 / (V! = u(t), Vv, )dt

tn+1

. 1 .
_(pg-i-l7 divvy) + A / (p(t),div vy)dt

tn

tn+1

1 1 .
Y /t (“(t)'vu(” + 5 divu(tu(), Vn> - (“ZH'VHZ“ b divagt e, Vn> |

Comme v, € V;, le terme (pp*!, divv,)) s’annule. En insérant Pyu(¢"*') dans les deux premiers
termes de I'égalité, en choisissant comme fonction test v, = v;”rl = uZH — Pnu(t”“) €V
en remarquant que (r,p(t),div v?]H) = 0 et en multipliant I’équation par le pas de temps, nous
obtenons :

tn+1

n n n n 2 n n n n n
vy e [ 9 g dt = ()= P ) = (a(e) ~ Pyale), vy

tn+1 tn+1

+v /n (V(u(t) — Pyu(t™*hy), vaﬂ)dt _ / (0t) — rop(t), div vg+1)dt

n

tn+1

n n 1, e
[ (0 Fu() -t vup v () - divag ), v

En utilisant la relation :

(a—b)a = %(Cﬂ B4 (a— b)), (3.3)
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et en sommant 1’équation de n = 0 & m — 1, nous obtenons le résultat suivant :

m—1

m—1
1 m 2 n nil2 n 2
S (Ve = IVl iy + D0 Ve = Vallagy ) +v 0 AV L
n=0 n=0

3

= 3 { (@) — Pu(t)) — () - P v

n=0

tntl 1

+V/tn (V) _P"u(tnﬂ))’VVZH)dt—/ (p(t) — ryp(t), div vy )dt

tn
tn+1

+/ ((u(t).Vu(t) — uZH.VuZH) + %(div u(t)u(t) — div uZJrluerl) n+1>dt}

(3.4)

FEtape 2. Nous traitons maintenant le premier terme non-linéaire (celui de la divergence sera

similaire) :
u(t) - Vu(t) — uZ“ . VugJrl
= (u(t) = Pyu(t™*)) - Vu(t) — vitt - VPu (") + Ppu(t"t) - V(u(t) — Pyu(t™t))

+uptt . V(Pu(t) —upth).

Etape 3. Nous étudions les majorations des termes du second membre de 1'équation (3.4).

Sous-étape 3.1. Nous étudions les trois premiers termes du second membre.

e En posant g(t) = u(t) — Pyu(t), le premier terme est traité comme suit :

m—1
7 () = P = (ue) - Pyu(e”), vyt
n=0
m—1
< X_IOHg(t”“>— (") 20y Vi 22y
7777:L_—1 tn+1
<Y o[ W@l Ve dr
7;:01 = 2,2 . 1\2 = n+1()2
<G Xemw \u<¢>rﬂl<a>d7+51;At\\vn o)
C%p? 5 S n
< e 1 e oy + = QZNI i)

ol Sy est la constante de l'inégalité de Poincaré.

(3.5)

e Pour le calcul du second terme, nous intercalons P,u(t) et nous obtenons deux expressions

que nous traitons séparément.
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1. La premiére est traitée de la facon suivante :

tn+1
Z/ ~ Bpu(t)), vyt )d)
tn
tn+1 m—1
<2 z/ — POyt Y AV o)
2 n= t n=0
CH“HL? (0,T;H2(Q
n+12
< 5{ - +€2 Z At‘V H(Q) }

2. La deuxiéme est traitée comme suit. Sachant que :
¢ntl ¢n+1

/tn Py(u(t) — u(t"))dt = /t P (7)(r — t")dr, (3.6)

n
nous avons,

tn+1

m—1
(,,2230 / (VPn(u(t) (tnﬂ)),vvg“)dt(

m tn+1
V /
t

n=

<O Y [ PR @l el (7 )
tn

v/ Pu )dr, Vv”“)dt‘

tn+1

m—1
Cv 1/2 102 2 a1
< -
_\/gAtE:(At) (/t () eydr) Vi ey

n=0

2\/_ At2 Hu HL2 (0,T;H(Q)?) \/_53 Z At|vn+1|H1(Q

e Le troisiéme terme, qui correspond & la pression, est majoré de la fagon suivante :

tn+1

Vit e dt)

< ( Z lp(t) — Tnp(t)”%?(ﬂ) dt Z /t

n=0 71"
1 m—1 tnt+1
: E \/tn Hp(t) - Tnp( )HL2 dt —|— — Z At|vn+1|
n=0
Ol oy »
Lk 2 <4 11
S 254 Z At|Vn |H1(Q

Sous-étape 3.2. Nous étudions maintenant les différents termes provenant du terme non-linéaire
et du terme de stabilisation. Nous intercalons P,u(t) et nous obtenons trois termes que nous
allons étudier de la maniére suivante :

e Calcul du premier terme. Il est composé de deux parties.
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En posant C1 = [[ul| o (0,111 ()2) €t en appliquant les relations (1.48) et

< 9l/4 1/2

1/2
lgll iy < 2% gl i 1Vl 5, (3.7)

la premiére partie est comme suit :

m—1 g+l
‘ Z/ ((u(t) — Pyu(t)).Vu(t),v ”+1)dt‘
< Z/ a(t) = Pyu(d)|l faq) V)l 2 HV:IL+1HL4(Q) o

tn+1 m—1

0154 - Z/ — Pyu(t) 2 gy dt +es > AtVIHZ, }
tm

n=0

C 2 n+1|2
S {gHu”LQ(O,T;HQ( 2y +€5ZAHV Hl(Q)}’

et le terme correspondant a la divergence est :

S [ (avtat - Pntoyuin, v
S4N—1 ¢+l

<IN [T o) = Pl Il 1v5 s o
SZ A m—1

0
1 2
=7 {%"QH“HL%QT;H?(QP)+56ZA”"ZH’?{W}'

Et la deuxiéme partie est comme suit :

m—1 tn+1

X[ (R - u)) - vu, vt

nmo_l tn+1
< /tn 1 () = u(t™ )| s ) V0O 2@y V5 oy
n=0 1 i1
< SIC1 Y Vit me) / [Py (7) | 111y (7 — 2"l
n=0 s
20 m—1 . tntl 1/2
< 41 Z At3/2\v +1’ 1(Q)</ ’Pnu/(T)ﬁql(Q)dT>
f n=0
C18% ((A1)? 12 o2
< W { - Ju HL?(O,T;Hl(Q)Q) +er nz:;) Atlvy™ Q)}’
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et son analogue en divergence est tel que :
tn+1
‘2 Z/t d1v (u(t) — u(t"™*1))), u(t) -vg“)dt(

tn+1

s—z / B ()i o (7 — ) (O gy V5 oy 4

2 m—1
< J3/2 [yt
—2\/_2&5 vy \Hlﬂ)(/

S2Cy ((A)? 112
< . 2+ €8 E AtIV" |5
0,T;H! H1(Q)
4\/5{ es LT @) 2 }

tn+1

1/2
rPnu'<T>\%p(de) ,

e _Calcul du deuxiéme terme. En remarquant que :

HPﬂu”LOO(O,T;Hl(Q)Q) <C HuHLOO(O,T;Hl(Q)Q) < CCh,

et en posant Cy = C'C1, on donne une majoration de ce deuxiéme terme :
n+1'vpnu(tn+1) n+1>dt‘

1/2 +1 +1
<2'20, Z At [[vy HLQ(Q) vl

n= 0
21/20 " 1 a2
< Z At{é‘g’V i 2 HY(Q) + H 7)+1HL2(Q) }’

et son analogue en divergence est tel que :

_%Z/t

tn+1

tn+1

d1v VZH)Pnu(t”H), VZ'H) dt‘

<35 Z / HdivvnglHB(Q) Hpnu(th)Hsz Q) HV’:)L+1HL4(Q dt
21/4S C m—1 . - § )
< - 2{510 g AV ) + 0 Z At<6|v M + 5 Hv e )}.

e _Calcul du troisiéme terme. On procéde pour ce terme, de la méme facon que pour la majora-
tion du premier terme.

On controle la premiére partie comme suit :

<S4Z / Pyt ) 11 ey () — Pyu(t) g ey [V s oyt

SCQ C n
< 2 Il g pen S A0, i b
n=0
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et sa partie analogue en divergence est telle que :

\%mz/

m tn+1

tn+1

(div(Pnu(t"“))(u(t) — Pu(t),v "“)dt‘

S n n n
<3 / [a(t™) = Pyl eplat) = Pt oplvy et
S tn+1
01772/ )2 Vi e oy dt
_ 5 i
< 42 (5 Il 72 0.2 52(0p2) + €12 Z Aty %{1(9))'

Pour la deuxiéme partie, on se sert de (3.6) :

m—1 tn+1

>

n=0

g‘— 2_: /t (Pnu(t”H)-VvZ“,Pn(u(t)—u(t”“)))dt‘

(Pnu(tnﬂ) VP, (u(t) — u(t")), vg“)dt(

1
<5 Z Hpﬂu(thrl)HM(Q) ’VZJrl‘Hl(Q) /tn | Py (7)1 () (7 — )7
n=0
_ S3C,C (A1) —
< o W oo + 210 X A1 i}

et son analogue est tel que :

‘2 Z /tt”“ div(P, u(t"“))Pn(u(t) _ u(t"H)),vZH)dt‘

tn+1

suprut+ i) Z / Py (7)1 ) (7 — ")V g gy
N—-1 n+1
540 3/2| n+1 ! 10 N2 1/2
2\/—02{Z(At) vy |H1(Q>(/tn |Pn“(7)|H1<ﬂ)dT> J
_ S50 ¢ (At 2
R +€I4ZMV 2 )

Etape 4. Aprés un choix convenable adéquat des g;, i = 1,...,14 et §, ’équation (3.4) devient :

m—1 m—1
1 m 2 n nl2 v n+112
5( vy Hi?(ﬂ) - vaHm(m + Z [Vt - vnHL2(Q)> T3 Z At HVVUHHB(Q)
n=0 n=0
m—1
nil(2
<C,+C 2:;) At [[vi [ o

avec O, = an?+B(At)?, ot a et 3 sont des constantes dépendantes de u, p, v, mais indépendantes
de n et At.
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Ainsi nous obtenons le résultat en appliquant le lemme de Gronwall discret pour At assez petit,
selon la remarque 3.2.1, et en faisant varier m.

Par la suite, le résultat final découle de ces majorations :

N—-1
n n n n n n 2 1/2
OSSBEN Huﬂ - Pnu(t )HLQ(Q) + (7;) H(un—H - Pnu(t +1)) — (u77 — Pnu(t ))HLQ(Q)>
iy 1/2
+ﬁ( > Atjuptt - P,?u(t”“)ﬁ,l(m) < C(n+ At).
n=0

|
En utilisant le résultat précédent avec les propriétés de 'opérateur P, et en appliquant une in-
égalité triangulaire, nous obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 3.2.3 Sous les hypothéses du théoréme 3.2.2, il existe une constante C(u,p,v) indé-
pendante de n et At, telle que :

N-1
> [y =) — (uy - u(tn))Hi?(Q) + sup |uy — u(tn)Hiz(Q)
n=0

0<n<N
N—-1
0 >0 At —ut ) ) < C(u,p, ) (0 + (A1),
n=0

La propriété suivante de la solution de (1.39)—(1.40) est une simple conséquence du précédent
corollaire.

Corollaire 3.2.4 En plus des hypothéses du théoréme 3.2.2, nous supposons qu’il existe une
constante o > 0 indépendante de n et At telle que At > an?. Alors il existe une constante C,
mdépendante de n et At, telle que :

sup [uy | g1 < C. (3.8)

v Preuwve. Le théoréme 3.2.2 entraine en particulier

-~ +1 +1y2 1/2
(X Aty — @) < O+ A,
n=0
ceci implique :

[l — u(t") g1y < ﬁ% < VO(—— 4 VA, 0<n <N,

d’on
1
lup i) < luy —u(t™)|gi) + [u(t)|gQ) < \/E(ﬁ + VAt) + 1,

ot C1 = [[ull e 0.7, 11 (02)2) - -
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Remarque 3.2.5 L’hypothése At > an? est une partie de hypothése que nous utilisons plus
loin : il existe deuzx constantes « et -y, positives, indépendantes de At et n, telles que :

an® < At <y, (3.9)

i.e. At est eractement du méme ordre que 1°, i.e. At = O(n?).

3.2.2 Quelques estimations d’erreur pour le probléme de Stokes

L’erreur d’estimation d’ordre deux dans L?(2x]0,T[)?, que nous voulons calculer dans ce qui
suit, est basée sur un argument de dualité pour le probléme de Stokes dépendant du temps :

ov

E(X’t) —vAv(x,t) + Vq(x,t) = g(x,t) dans Qx]0,T7, (3.10)

divv(x,t) =0 dans Qx]0,T7, (3.11)
v(x,t) =0 sur 0Qx]0,T7, (3.12)
v(x,0) =0 dans €. (3.13)

Le premier lemme porte sur la régularité de la solution.

Lemme 3.2.6 Sig € L*(Qx]0,T[)?, alors la solution (v, q) du probleme de Stokes (3.10)—(3.13)
vérifie

v e L0, T; W243(Q)2) N L>®(0,T; H (Q)?), v/ € L2(Qx]0,T])? et q e L*0,T; W3 (Q)).
Si Q est convexe, alors

v e L*(0,T; H*(Q)?) et qe L*0,T; H'(Q)).
Finalement, sans Uhypothése de la converité, si g € HY(0,T; H-1(Q)?) et g(0) € L*(Q)?, alors

v € L0, T; L*(Q)%) N L*(0, T; H' (Q)?).

v Preuve. La démonstration est basée sur des résultats de Temam [65] et de Grisvard [33]. W

Nous discrétisons (3.10)—(3.13) par le schéma de ’Etape 1 d’ordre un en temps (1.39)—(1.40)
sans le terme non-linéaire : trouver (V,T;H, q;”rl) € X, x M,, solution de :

Vz, € X, ntl _ yn z,) + V(VVZH, Vz,) — (g,

n no 77+17diVZ77) - (gn+17z7’])7 (314)

(v

At

VA, € My, (A, divvpth) =0, (3.15)
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vg =0 dans , (3.16)

oit g € L?(2x]0,T)? et g"*! est défini par :

1 tn+1

g (x) = A /t" g(x,t)dt, p.p.x € Q.

C’est un probléme linéaire, il admet une unique solution sur 'intervalle [0, 7] qui satisfait I’esti-
mation d’erreur suivante.

3.2.2.1 Estimation en normes L>(0,7;L*(Q)?) et L*(0,T; H'(Q)?)

Lemme 3.2.7 Soient g € L*(Qx]0,T[)?, g’ € L*(0,T; H1(22)?),g(0) € L?(Q)? et supposons
que Q est un conveze. Soient (v,q) et (vy,qy) les solutions respectives de (3.10)~(3.13) et (3.14)-
(3.16). Alors, il existe une constante C, indépendante de n et At, telle que :

n n - n+1 n+1 n s (12 1/2
S5 [1vy = v, + (;} Jvg (i) = (v V)2 )

— n+1 n+1y|2 1/2
V(D A = v )
n=0

<Cn+ At)( I8l 2xjo,rp2 + 18 20,750 -1(0)2) + 18(0)] 202 )

v Prewve. La démonstration est plus simple que celle du théoréme 3.2.2 car le terme de convec-
tion est absent.

Sous I’hypothése de la convexité, on utilise la régularité v € L>(0,T; H'(2)?)NL2(0,T; H?(2)?)
et ¢ € L*(0,T; HY(Q)).

De plus, comme g’ € L*(0,7; H=1(2)?) et g(0) € L?(Q2)?, nous avons v/ € L(0,T; H(2)?). W

Remarque 3.2.8 Pour démontrer le lemme 3.2.7, il n’est pas mécessaire de restreindre At
(comme dans ’énoncé du théoréme 3.2.2) car on n’a pas besoin du lemme de Gronwall.

3.2.2.2 Argument de dualité

Dans le but de démontrer un théoréme qui établit que 'erreur satisfait une estimation d’ordre
deux en espace et un en temps, en norme L?(€2x]0,7[)2, nous utilisons un argument de dualité
[68] qui est basé sur le probléme de Stokes rétrograde suivant :

1

Kt(w”+1 —w") +VAW" = VA" = vy —v(t") dans Q, 0<n <N, (3.17)
divw” =0 dans Q, 0<n <N, (3.18)

72
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w'on =0, 0<n <N, (3.19)

wl'tl =0 dans Q. (3.20)

Pour tout n, ce probléme de Stokes admet une unique solution w” € H} ()%, A" € L3(Q), [31],
[65].

Le probléme (3.17)-(3.19) s’écrit sous forme variationnelle :

1
— (W' —w" z) — (VW", Vz) + (\",divz) = (v} — v(t"),2),

Vz € H}(Q)?, A7 "

(3.21)

divw” = 0.

Nous établissons dans le lemme suivant quelques estimations a priori de la vitesse w” du probléme
de Stokes rétrograde semi-discret (3.17)—(3.20).

Lemme 3.2.9 La solution w", 0 < n < N, du probléme (3.17)-(3.20) vérifie les estimations a
priori sutvantes :

9 1/2 N 9 1/2
sup "0 + (3 I =l ) V(3 M )
O=n n=0 (3.22)

\/_S " 1/2
Z(ZAtuv (") Faey )

ol Sy est la constante de ['inégalité de Poincaré et

n+1l _ ,n 2

/ N
sup_ VW m+f(z|w LW ) (ZAtH%
n=0

0<n<N

>1/2

L*(Q)

N . 2 1/2
< V3( X Atllvy vt )

n=0
(3.23)

v Preuve.
(i) Prenons, en premier lieu, comme fonction test z = w” dans (3.21). En utilisant (3.18), nous

avons :

L w

At

En utilisant la formule (3.3) et en changeant de signe, nous obtenons,

n+1

=W W) —v[wW" i ) = (v — v(E"), w").

1

sz (w17 = w7 = [ =) ) + 1w ) = (V) = v w").
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D’otu, en multipliant I’équation par le pas de temps At et en sommant de ¢ & N, nous avons :

N N
1
3 Z ( w2 — HwnﬂHQ + Hw" _ wn+1HiQ(Q)> + VZAﬂwnﬁ{l(Q)
n=1 n=i
N

=) A(v(t") — v, w").

n=i

Ceci implique :

(W 31 ) 3 At

J=i J=t

1 "
< 55 ( ZMW By + = ZAt (GO )
LN
ol Sy est la constante de Poincaré. Nous choisissons € > 0 de fagon a garder 5 Z At|w’ ]%{1(9)
j=i

. 14 . . .
c’est a dire e = —. Nous avons donc I'inégalité suivante :
2

N
HWZHLQ(Q) +Z [w? _W]HHH(Q + VZ Atw? |H1(Q 2 ZN [v(#) %HL2(Q)’
— =i
c’est-a-dire

) 1/2 N ) 1/2
SUP W™l 2 + (Z HW WnHB(Q)) + \/;(ZAt‘Wn‘Hl(Q))

0<n n=0 n=0

VB3S2 (%~ a il ooy 12
< (A v )

L
At

(ii) Prenons maintenant la fonction test z = — (w" — w" ) dans (3.21). Nous avons :

n

(T (R )) = (e ),

Hwn _ Wn+1 ‘

At

d’oll en changeant de signe et en sommant :

ZAtH

2 N

n n 2 n n 2
e 5 20 (1997 ) = 19 0y + 900 =9 )

Wn+1

SN

‘ w" — WnJrl

At

N
< Z At |[v(t") = vyl a0 12@)
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Alors les mémes calculs que précédemment nous donnent :

N Wj—Wj+1 2 o
I e e I (L SR
j=i L2(2) j=i

1 wl — witl
5( ZAtHV tJ _VJHL2 4+ = ZAt ‘T

2

).

L2(Q)

HWJ — witl

N
1
N hoisi =1def : der — E At
ous choisissons € e fagon & garder o Al

j=i H(Q)

Nous avons donc la relation suivante :

wl — witl N2
ZAtHT L2(Q)+VHVW 1220 +”Z’WJ W o) < ZAtHV ) =il 2y
j=i Jj=t Jj=t
c’est-a-dire

n |12

N 1 5 1/2 N Wn+1_w
sup v|w"” |1 (@ +\/;(Z|w”+ —w”|H1(Q)> +(ZAtHT
n=0 n=0

>1/2

0<n<N L2(Q)
N
. 2 1/2
VE( D at vy = vt )
n=0
|
De plus, nous avons le
Corollaire 3.2.10 Si Q est conveze, alors w" € H?(Q)?,\" € H'(Q) et
N 1/2 N 1/2
(Z N wﬁ{l(m)) < C(Z At |vi - V(t”)HiQ(Q)) , (3.24)
n=0 n=0

avec une constante C' indépendante de At et de 7.

v’ Preuve.
Nous avons pour chaque n, 0 <n < N,

n+1l _ .n
—VvAW" + VA" = % + (v(t") = vy))-

(’est un probléme de Stokes et nous venons de voir que le second membre est borné dans L?()2.
Donc, si © est un convexe, nous savons [33] que w" € H2(Q)? et \* € H!(Q2), avec

Wi —w
e

W | 2y < C( [v(E) = vall 12

p Q)) (3.25)

En prenant le carré de (3.25), en multipliant ses deux membres par At, en sommant sur n et en
utilisant (3.23), on trouve (3.24), avec une constante qui ne dépend que de v et Q. [
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3.2.2.3 Erreur en norme L?(Qx]0,7T)?

Voici 'argument de dualité qui nous permet d’établir I'estimation d’erreur de la vitesse en
norme L2(2x]0,T[)?, avec les estimations a priori du probléme de Stokes rétrograde.

Théoréme 3.2.11 On suppose qu’il existe une constante o > 0, indépendante de n et At, telle
que At > an®. Si Q est convere, g € L?>(2x]0,T))%, g € L?>(0,T; H-1(Q)?) et g(0) € L?(2)?,
alors il existe une constante C, qui dépend des normes de g, g’ et g(0) mais indépendante de n
et At, telle que :

N ) 1/2 )
(S atllvi = vt ) <CO* + A, (3.26)
n=0

En particulier, si (3.9) a lieu, alors
N 1/2
(D atfvy = vt"fag ) <O (3.27)
n=0

v Prewve. On procede en 5 étapes :

FEtape 1. Posons e" = vy, — v(t"), prenons pour fonction test e" dans (3.21) et sommons de

n =0 & N. Nous obtenons :

N n+1 n N
3 [(%en) — (VW Ve) + (A",dive")} =3 Jle"Z2q - (3.28)
n=0 n=0
Or
N N-1
Z (an+1 _ an)bn — aN+1bN _ a0p0 + Z anJrl(bn - anrl)7 (329)
n=0 n=0
et
N N—-1
Z (Wn-i-l o Wn’en) — Z (Wn—l—l’en o en—f—l)
n=0 n=0

car whNTl =0 et €’ = 0. Ceci implique que :

N-1 o — gntl N N N
n — n n n noq: n n2

> (W Sa) X (TW T + 30 0 rdive®) = 3 e

n=0 n=0 n=0 n=0

car (ry A", dive") = (r; A", divvy) — (r; A", div v(t")) = 0 grace & la condition d’incompressiblité,
exacte et discréte.
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Donc, en multipliant 1’équation par At, nous trouvons

N N—-1 N
At Fag) = (w'tl e —e™tl) — vy " AH(Vw", Ve")
n=0 n:(}v n=0
+) AN = A", dive”)
N

I
—~

N-1
Wn+1 _ PanJrl’ e — enJrl) + Z (innJrl’ e — enJrl) (3-30)
0 n=0

S
I

M=

N
ALV (w" = w™1), Ve") — v Ay(Vw"t!, Ve")
0 n=0

At(A" — A" dive").

_|_
M=z

S
I
o

Etape 2. En soustrayant I'égalité (3.10) intégrée entre t" et "' de (3.14), nous obtenons, pour
tout ¢, € Vy,

tntl tn+1

(V(vgJrl —v(s)), chn> ds — /t (q(s) —ryq(s),div e, )ds.

n

(en+1 —e", 9077) = —y/

tn

Ainsi en prenant ¢, = P,yw™t1 Téquation (3.30) devient :

N N—-1
Z At HenH%Q(Q) _ Z (Wn-i-l N inn-i-l’en - en+1)
n=0

+ Z V/t" (V(v?]+1 —v(s)), VPan+1)d8

N
—v Z ALV (w" — w1, Ve™) — v Z AV (w" T — pw"th) Ve™)
n=0

N N
—v Z At(VP,w" T Ve™) + Z At(A" —rp A", dive").
n=0 n=0

Etape 3. Nous allons traiter respectivement les deux termes suivants :

N N—-1 ¢ntl
v Z At(VP,w" T Ve et Z v (V(v;’Jrl —v(s)), Vin"Jrl) ds.
n=0 n=0 tr
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e Le calcul du premier terme est le suivant :

N N N
S AHVPwW T Ve") = Y AH(VPw L V(e —e" ) + > AYVPwT! Ve,
n=0 n=0 n=0

En appliquant la formule (3.29), on a :

N N
D AVEwW T V(e —e"t)) =) AV P (W't — w"), Ve"),
n=0 n=0

car € = 0 et wVt! = 0; donc

N N N
vy AHVEw" Ve) = 1) AHVE (W' —w"),Ve") +v Y A(VPw" Vet

n=0 n=0 n=0

e Celui du deuxiéme est :

tn+1

tn+1
/ (V(vn-i-l _ V(S)), VPan+1)ds _ / (Ve”+1, VPan+1)d8
tn

n
tn
tn+1

+/ (V(V(t”'H) —v(s)), Vin”'H)ds.
tn
En utilisant (3.6), nous obtenons :

tntl g+l

/t V(v(t") — v(s))ds = /t (1 —t")VV/(1)dr,

n n

d’ou 'expression du deuxiéme terme :

N-1 ¢nt+1 N_1 b1
Z l// (V(V;H'l _ V(S)), VPnW”+1)ds — Z V/ (ven—i—l’ vpnwn+l)d8
n= tr = n
’ N—-1 tn+1 0
v [ ), VP
n=0 2k

Etape 4. En tenant compte de ces nouvelles expressions et en effectuant les simplifications né-
cessaires, I’équation (3.30) s’écrit :
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N
> At 72y =
n=0

N-1 t"+1
Z (WnJrl _ inn 1’ e — n+1 + Z / (T), VPan+1)dT
n=0
tn+1
—y Z At(V(Pyw" —w"),Ve") + Z / —rnq(s), diV(inn+1 _ Wn+1))d8

N
+ D ALN — A", dive”).
(3.31)

Etape 5. Majorons chaque terme du second membre de (3.31).

e En tenant compte de (3.24) et d’apres le lemme 3.2.7, il existe une constante C, dépendant de
la norme de g, g’ et g(0) et non de n et At, telle que le premier terme se majore ainsi :

Z HWHH - inn+1HL2(Q) e — en+1HL2 Q)
/
(Z le™ — n+1HiQ(Q ) (Z AW 2 )1 2

CnP(n + At) .
< %(Zmue Boey)

e Pour le calcul du deuxiéme terme, nous procédons comme suit. Par 'inégalité de Cauchy-
Schwarz,

tn+1

[ =@V vRw

n

tn+1

<[ =Ty VR s

t 1 tnt+l ) 1/2
<P iy ([ = talar [ 9V r)
(A1)32 n
< o Vg a1 e 192
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D’ou, d’aprés (3.22),

N—-1 tn+1

Z/ (r —t")(VV' (1), VEw" )dr

_ tm

nfol N-1

< NG > (an? V1] g2 om 1, 1 0p2y V2w | 2
n=0

< OV sz (Zm I ey )
e D’apreés le lemme 3.2.7 et I’équation (3.24), le troisiéme terme est majoré comme suit :
V( ZN: At|Pyw™ — W”|12ql(n)) " ( ZN: At|e”|§{1(ﬂ)> v
n=0 n—0
< 1/"7( i@ At’“’”ﬁ#(ﬂ)) v ( i@ At!e"ﬁql(gﬂ v

N 1/2
< Cunln+ At (Y Atfle" o) )

e Les termes relatifs aux pressions sont majorés comme suit :
N N
. . 1/2 . 1/2
(DAt =X oy ) (D Atle™ )
n=0 n=0
N 12, N 1/2
< ﬁ(zﬁt\)\"@l(m) (ZAﬂenﬁﬂ(Q))
n=0 n=0

N ) 1/2
< Cnln+ A6 (Y At 2y )

n=0

et

N-1 12 N1 1/2
( Z At g — rnqllig(9)> ( Z At|Pyw" T — Wnﬂﬁll(ﬂ))
n=0
N—-1
< 077( Z Atllq - 7”77Q|’i2(9)) ( Z At‘WnH’hﬂ(Q )
i g
<on( Y At - ryalliagy ) ( 3 A e 2200, )
n=0 N1 n=0 s
< O llall 201102 ( ZO At HG"H%?(Q))

En utilisant toutes ces estimations, (3.30) est majorée comme suit :

Cn*(n + At) S
[T +C(v+ 1n(n + At) + 3 [v HL2(0,T;H1(Q)2>

N
D At 72 <
n=0
N 1/2
7° Il oz | (D0 Atlle™ e ) -
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Donc nous avons 1’estimation suivante :

al V2 _ L P(n+ At) At
At [le”2, <O+ W+ + At + —= V|| j210.1-
(T;] L (Q)) [ VAL /3 W lzzorm@2)

-+ lall 20,710 ()

< C(n? + At),

puisque At > an?.
Si (3.9) a lieu, nous obtenons une estimation d’ordre deux en espace c’est-a-dire que :

N ) 1/2 )
(D atfvy =vt[fag ) <Cn® (3.32)
n=0

3.2.2.4 Estimation d’erreur de la dérivée en temps

On cherche maintenant & obtenir une estimation de I'erreur en norme L°°(0,T; H'(Q)?). La
démonstration utilise la variante de la projection de Stokes suivante :

V(u,p) € V x L3(Q), S,(u) €V, est défini par

Vv, € Vy, v(V(Sy(u) —u),Vv,) = —(p,divvy,). (3.33)

La quantité Sy, (u) est clairement définie de facon unique par (u,p) (nous n’indiquerons pas la
dépendance en p pour simplifier les notations). L’opérateur S, vérifie les inégalités suivantes :

Lemme 3.2.12 Soit (u,p) € V x LE(2). Alors S,(u) définie par (3.33) satisfait
1
[Sy(a) —ulg gy < 2| (u) —u|g1q) + > lIrn(P) = Pll 2 - (3.34)
Si, de plus, ) est conveze, il existe une constante C, indépendante de 1, telle que :
1n(w) — ull 20y < Cn1Sy(w) — ulgsay + (@) — Bl 20 (3.35)
v Preuve. En effet, (3.33) permet d’écrire, pour tout v, € Vj,
v(V(Syu— Pyu), Vv,) = —v(V(Pyu—u), Vv,) — (p—ryp,divvy).
Donc, en posant v, = S,u — P,u, nous obtenons 'inégalité

1
|Syu = PyulF ) < [Py —ulgi(g)|Syu — Ppulgig) + = o=l L2 @) 1Spu = Pyul ),

d’ou (3.34). L’inégalité (3.35) s’obtient par un argument de dualité. [
Nous avons alors le résultat suivant :
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Lemme 3.2.13 Sous les hypothéses du lemme 3.2.7 et si ' € L?(Q2x]0,TY]), il existe une constante
C, indépendante de n et At, telle que :

N-1 n+1l _ tn—l—l _ n _ mn 2 1/9
( Z At (Vn V( )) (Vn V( )) / I \/; sup \VZ . V(tn)‘Hl(Q)
=0 At 12(@) 0<n<N
— n+1 n+1 n nAN (2 1/2
(S ) - (- ne) < Cr+ VD,
n=0

(3.36)
v Prewve. La démonstration s’effectue en trois étapes.

Etape 1. En retranchant les équations totalement discrétes des équations continues du probléme
de Stokes, en utilisant le fait que S,v'(s) = (S,v(s))" et en posant v; — S,v(t") = e}, nous
obtenons, pour tout ¢, € Vi,

tn+1

1 ., n 1 v n
e e - & [ WEO-SYEei £ 5 [ (VT V(). Ve, )ds
1 tn+1
+ Kt/ (q(s),divep,)ds = 0,
tn
c’est-a-dire :
1 1
n+1 n
A o) = &7 [ =SV (s)e,)ds
v tn+1 U tn+1
+~ /t (V(V;}LJrl_Snv(s)),chn)derE /t (V(Syv(s) = v(s)), Ve, )ds  (3.37)
1 tn+1
+E/tn (q(s),divep,)ds =0
Nous avons, d’apres la définition de S,
y tn+1 1 tn+1
[ TS Vo). Vs =~ [ (als).divep, s
Alors I’équation (3.37) devient :
1 1 tn+1
e —ene,) - Kt/tn (V'(s) = SV (s),0,)ds + v(Vert, Ve,
tn+1
= V(S,v (") = S Ve, )ds = 0
b [T - sy, Ve ds = o
tn+1

Etape 2. Calculons le terme ﬁ/ (V(Snv(t”“) — Spv(s)), Vgon> ds. On a
tn
tn+1 tn+1

/t (Syv(E") — S, v(s))ds = /t SV(7)(r — ).

n n

82



3.2. Résolution de la Premiére Etape du schéma a deuz grilles

tn+1 tn+1

Alors - / () = Sv(s)), Vip, )ds = - / (VS,v/(5), Vepr ) (s — t")ds.
tn
Par suite, ’équation s’écrit :

1
E(eerl - eZ, 3077) + l/(veZJrlv V‘Pn)

tn+1

= é An (V’(S) — SnVI(S), gon)ds — i / (VSWV/(S), VS%)(S B tn)ds.

En prenant pour fonction test la fonction ¢, = , en multipliant I’équation par le pas

de temps, en la sommant de n = 0 & m — 1 et en appliquant (3.3) au premier membre, nous
obtenons alors la relation :

n+1 en 2

ZAt

m—1
v mi2 2 n ny ||
ey Ty = 19y + 32 196~ €l

t"+1 en+1 en t"+1 en+1 —en
n T o n n 4
- Z/t =S,v'(s), A7 ds— v Z/ VS,]V s), v(iAt ))(s t")ds.

Etape 3. Le second membre de cette derniére équation est majoré par :

m—1 s 1/2 L || entt —en |12 1/2
2
(L W =slamas) ™ ([ || o
n=0 t t L2(Q)
m—1 n+1 n el tntl
e —ep ' 1/2 o g \ /2
+ v T;) T Hl(Q)(/tn ’Snv ’Hl(Q)d‘g) ( . (8 —t ) ds)
m1 e+t 1/2 L || gntt g || 1/2
2
= (/ IV = v/ 72(0) ) (/ x| )
tn tn
n=0 L2(Q)
m—1 n+1 n gt
e —e 1/2
BEP I v Hl(m(/tn ‘S”V,ﬁfl(mds) O
n=0
m—1 n+1 n||?
1 2 €1 n ©n
< 2, HV - STIV/HL2(0,T;L2(Q)2) + D) Z At At
n=0 L2(Q2)
VAt vea n+1 n
+ 3oy [ Syv HL?(OTHl(Q Z ey —e |H1

Mais (3.35) appliquée & v/ donne p.p. sur |0, T
[y’ = V,HLQ(Q) < On(Iv'lmi(e) + Hq/HLQ(Q))’
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Donc en choisissant convenablement 1 et &9, nous trouvons :

ZAt

n+1 2

+ v]IVerlZag ~ v IIVelll ey +VZHV Aol
L2(@)

< 0772( HV,H;(O,T;Hl(QP) + Hq,Hi?(QX]O,T[)> + CALS) V| 2oz 2 -

Ainsi, (3.36) s’obtient par une inégalité triangulaire, en appliquant le résultat précédent ainsi
que les propriétés de I'opérateur .S;,. |

L’hypothése de régularité sur ¢’ dans le lemme 3.2.13 peut étre obtenue par exemple dans les
circonstances décrites dans le :

Lemme 3.2.14 Si g € H'(0,T;L*(Q)?) et g(0) € V, alors ¢ € L*(0,T; H/?(Q)/R). Si en
plus, Q) est conveze, alors ¢ € L*(0,T; H(Q)/R).

La démonstration est basée sur une méthode de Galerkin. On pourra, par exemple, consulter
[30].

3.2.3 Application des résultats aux équations de Navier-Stokes

Dans cette section, nous allons établir une estimation d’erreur d’ordre deux pour la norme
L? en temps et en espace de uZH —u(t"*1), erreur sur la vitesse du probléme de Navier-Stokes.
Pour cela, nous divisons ’erreur en deux contributions, I’une linéaire et ’autre non-linéaire.
La contribution linéaire, qui n’est autre que la solution discréte de la partie de Stokes dans (1.1),
est estimée par le théoréme 3.2.11. Puis nous démontrons un résultat de superconvergence pour

I’erreur de la partie non-linéaire.

3.2.3.1 Application de ’argument de dualité a la contribution linéaire

Plus précisément, soit vy € V;, définie par :

1 . 1

Vw, €V, At( ,7“ vy, Wy) + I/(anH,an) = E/tn (f(s)—u(s)-Vu(s), wy)ds. (3.38)
1 tn+1

Alors, vjit! satisfait (3.14) avec la donnée (g"!, wy) = (f"H - E/ u(s) - Vu(s),wn> et

le théoréme 3.2.11 admet le corollaire suivant.
Corollaire 3.2.15 On suppose que u vérifie les hypothéses du théoreme 3.2.2, f € L?(2x]0,T])?,
' € L2(0,T; H1()?),£(0) € L?(2)? et Q est conveze. Alors
N-1
(X atfvytt —u@h|ffa, ) < 0P+ A, (3.39)

ot C dépend de f,£',£(0) et de u,u’ et u(0), mais ne dépend pas de n? et At.
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v Preuve. 11 suffit de prendre g(s) = f(s) — u(s) - Vu(s) presque partout sur |0,77[. Les hy-
pothéses sur f et u donnent immédiatement que g € L?(Qx]0,T))%, g € L*(0,T; H-1(Q)?) et
g(0) € L?(2)2. Alors le résultat découle immédiatement du théoréme 3.2.11. [

De méme, le lemme 3.2.13 admet le

Corollaire 3.2.16 Sous les hypothéses du corollaire 3.2.15 et si p’ € L?(2x]0,T|), il existe une
constante C, indépendante de n et At, telle que :

N—-1 VnJrl —u n+1y\ _ V7 — 2
sup_ VIV — ) + (3 A Vi 2t<n oIl
0<n<N s o
(3.40)
N-1 b
V(D vt —u(Eth) = (vi @) ) < Cln+ VA,
n=0

ot C dépend de £,£',£(0), de u,u’,u(0) et p’, mais ne dépend ni de At, ni de n.

3.2.3.2 Reésultat de superconvergence : contribution non-linéaire

Nous démontrons le résultat de superconvergence suivant :

Théoréme 3.2.17 Sous les hypothéses du corollaire 3.2.16 et siu € C°(0,T; W14(Q)?), il existe
une constante ko > 0 telle que pour At < kg, on a :

sV 0 (ZH ot - (v - )

(3.41)

1/2
—1—\/_( Z At\V"Jrl u"Jrl %{1(9)) < C(n? + At).

v Preuve. On procéde en cing étapes :

Etape 1. Dune part, comme ci-dessus, nous prenons pour second membre dans 'équation de
Stokes (3.10)—(3.13) la fonction :

g(s) =f(s) —u(s) - Vu(s).

u est ainsi la solution du probléme (3.10)-(3.13) et nous ’approchons par (3.14)-(3.16) :

tn+1

TL n n 1
Ve, € VU,E( PHyn o) 4 (T V,) = Kt/tn (£(s) — u(s) - Vu(s), @, )ds.

1

D’autre part, uﬁ* est solution de I’équation :

Ve, € Vmﬂ( Z“ —uy,p,) + V(VuZH,Vgon)

1 tn+1

=3 [ e [T+ S ).
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D’ot, en retranchant ces deux équations, nous avons :

1

Kt((vgﬂ —ath — (v —ul), ) F (Vv — ), Ve, )
1 tn+1 1
N /tn [(ugﬂ : vuZH —u(s) - Vu(s),p,) + Q(div ug-ﬁ-l’ug—i—l . LPn)]dS- (3.42)

Etape 2. On s’intéresse au terme u(s) - Vu(s) — up™ - Vu*!. On a

u(s) - Vu(s) — uZ'H . VUZH = (u(s) —u(t"™)) - Vu(s) + u(t" ™) - V(u(s) — u(t™*h))

+ u(t"t) . vt — uZ‘H . VuZH.
Le terme de la deuxiéme ligne s’écrit
u?]“ . VugJrl —u(t"t) . vu@rth) = (u?ﬁrl - v%’“) . Vu:;“ + V7T7L+1 . V(ugJrl — v%’“)
(Vi () - V(v - u()
vy —u(" ) - Va(rtt)

+u (") V(v —u ().
Etape 3. Calculons les termes du second membre de (3.42) et établissons Iéquation générale.

e Calcul du premier terme :
tn+1 1

1 n+1 n+1
E/ (unJr -VunJr —u(s).Vu(s), ¢,)ds = E/

tm tm

tn+1

(@) = u(s) - Vu(s), @, )ds

tn+1

+Ait /tn (u(thrl) . v(u(thrl) _ u(s))’ <p77)d8 + ((uZJrl _ V:)lri’l) ) Vuerl, (pn)

+ (VZJrl . V(uZ*l _ V777L+1)’ Son) 4 ((V7T7L+1 _ u(thrl)) i V(VZJA _ u(tﬂri’l))’ LP??)

+ (vt —a@ ) - Vat ) e,) + (a@E ) - Vvt —a( ) ¢,).

e Calcul du second terme :

n+17 uZJrl . (pn) — (diV(uZ+1 _ Vngl), uZJrl . 9077) + (diV vn+1’ (unJrl _ Vngl) i 9077)

(div uy " U

+(div(vp Tt —u™h), (vith —u(t"h) - @,) + (div(vp Tt —u(t™Th),u(t" ) - )

+H(divut™™h), (vt —u ) - e,),
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dont le dernier terme s’annule.

Avec ces deux calculs, nous multiplions (3.42) par At, sommons de n =0 & m — 1 et prenons

: n+l _ n+1 _ an+1 P
pour fonction test ¢, = ¢y v u, . Nous obtenons ainsi
m—1
n+1 n+1 n+1|2
Z(Lpn (pn7()077 —|—Z/ZAt‘QD Hl(Q
n=0
tn+1

—§j¢° u(t™) = u(s)) - Vu(s), @1 )ds

tn+1

+Z/ u(t™t) - V(u(E ) — uls)), @i )ds

_ZAt{ n+1 vuZH"PZH) (dlvsonJrl’ n+1 ‘PZH)}
n n T 1 : n n T

- Z At{ Ve en ) 4 S (divvy T gp %“)}

+ZNK"“ u() - Vv - u(e ), o)
( div(vi = u(m ), (it - u@ ) - gt )
+ mij At{ (<v:;+1 —u(t"*h) - va(" ), <PZ“) (3.43)
+%(div(vg+1 — (), u(E) - p ) |

Z At thrl V(VZ+1 - u(thrl)) Sonrl)

Etape 4. Nous allons traiter maintenant les différents termes du second membre de (3.43).
Le quatriéeme terme du second membre s’annule grace au fait que (VZJrl ch"“,cpgﬂ) =

1
. +1 +1 +1
—5(divvy e,

t

D

e Puisque divu = 0, le premier terme est majoré ainsi. En posant Co = ||0|| 120 7.14(0)2)
C = [lull pooo,1;24(02)2) -

m—1 ¢+l

Z ‘ /tn ( (u(t"ﬂ) —u(s)) - Vu(s), ‘PZH)dS

n=0
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3

—1 tn+1

- ‘/ _((“(t”“) u(s)) - Vet (s))ds‘
| ([ o vertae)a =] [ (d@ve [ aesn)

i
—O

3
[

MiﬂM

tn+1 -
< 2 HV‘P:;JrlHLz(Q) /t” Hu’(T)HL4(9) (/tn ||u(s)||%4(ﬂ) d5>d7-
m—1 il
<2 HvL'DZJFIHLQ(Q) HuHL“(tn,t"H;L‘l(Q)Q)/tn (1 —1t") Hu'(T)Hsz(Q) dr
n=0
m—1

nt1 (At)*/2
< Z [Ver HL?(Q [l oo g 1,24 (2)2) 3 [ w'(7 HL?(tn,tn+1;L4(Q)2)

m—1

1
< ﬁ ”u”Loo(o,T;L4(9)2) Hu/HL2(o,T;L4(Q)2) At(z At ch’OZHHLQ(Q))UQ’
n=0

qui finalement sera majoré de la facon suivante :

m—1 n+1
t C?

‘Z/n ()~ u(s)) - Tu(s). o )ds| < ﬁ{so (A1) +€02At]<p”+1 2oy b

n=0 "1

e Le second terme a la méme majoration car

12 / a(t™) - V) — u(s). @r ) ds

tn+1

[ (e Ve a ) < uts))ds|
o "

:(Z

n=

m—1 tn+1
= Z HV‘PZHHH [all oo 0,7 £4(02)2 )/tn (r—1t") Hu/(T)HL4 o) 47
n=0

1 n 1/2
< 7 Fall Lo 0,22 19| 20,7240y ( Z At[Ver . Q))

< G {C (At)?2 +512At|¢"+1|§,1 }

2\/_ n=0
e Pour majorer le troisiéme terme, nous le décomposons en deux parties que nous traitons
séparément.
oo Pour la premiére, on a, en posant C1 = sup |uy;|g1(q) et en appliquant (3.7),

1<n<N
m—1
‘Z At<(pn+1 vunJrl (p:}zﬂ)‘ <912y Z AtH(p:)l+1HL2(Q) ’So:)lJrl’Hl(Q)
Cl 1 m—1 )
n+1|2 n+1
S 7{52 Z At|(,0 + |H1(Q 5 T;] At HLPT)JF HLQ(Q) }
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oo Pour la deuxiéme partie, on peut écrire

‘2 Z At(dlvcp"+1, n+1 ‘PZHN

| /\

3 Z At [|div e L2 1105 gy 1657 ] oo
n=0

21/454 1/2 1/2
< ZAtw e oy ey len ™ oy 195 e

21/4

58 Z At i e 5™ ot

IN

ol/4g,0q ™ 35/ " 1 12
ﬁzm( A R o

e Pour le calcul du cinquiéme terme, nous appliquons les lemmes 3.2.7 et 3.2.13. Les deux termes
se traitent de la méme facon. Le premier donne

‘ Z At( n+l _ (thrl)) . V(VZJrl _ u(thrl)) QOZJFI)‘

< S Z At( SUP |VnJrl u(t"m @)y pt— (tn+1)|H1(Q)|¢Z+1|H1(Q)
n=0

1/2
< S3C(n+ At)(n + VA ( Z Atlr 7 g )

S2
< 24

c? 2 12
< 2{ (n* + (At)? + n?At) +54ZAt\<p”+ Hl(ﬂ)}'

€4

Et le deuxiéme donne

13 At a3 - )

S2 (C? ;
§—4{ (n* + (A1) +1n?At) +552At\<p + %,1(9)}.

e Pour le sixiéme terme, on utilise la formule bien connue :

/ div(v?ﬁ'1 —u(t")u@E ). cpg+1dx = — / (vg+1 —u(t"t)) - vu@tl). cpg+1dx
Q Q

- [t ) Ve (e
Q
(3.44)

Donc le sixiéme terme se raméne 4 :

m—1
v 1 —u(t" 1y | u(t" 1 n+1 v 1 —u(t" 1yy . n l’u. n+1 )
> Ar{ (=) - Tuer ey - (57 () Ve uee )}
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1. Pour la premiére partie, on utilise le théoreme 3.2.11 et on pose Cy = [[ul[ 00 (o 7.w1.4(02)2)
pour obtenir

‘ Z At( n+l _ (thrl)) . vu(thrl) LPZ+1>‘

< S4Ch(i? + At) (Z At 2 ))1/2

n=0
5402 n+1|2
= {56( + (A1)?) + e Z Atfey |H1(Q)}’
n=0
2. De méme pour la deuxiéme partie, on a :
1 m—1
‘5 At((v;”rl _ u(thrl)) . VLPZ+17 u(thrl)) ‘
"0 i 1
Oy /' 1/2 , 0= 1/2
< S st el (52 a0 )
n=0 =0
Cyql 4 n+12
SZ{;(’O (At +€7ZAWP H Q)}
e Enfin, comme divu = 0, le dernier terme se raméne au terme ci-dessus et donc on a la

majoration :

‘EAt(u(t”“) SV (VI (), cpZ“)‘ < %{El( + (A)?) + es Z At|opttfs, (Q)}.
n=0

Ainsi, I’équation (3.43) devient, pour tout m, 1 <m < N,

1 m—1
5 e HLQ(Q T3 Z len™ = ‘%HL?(Q TV Z Atley i) <A+ B+ G,
ol

A<C'+(A1)?), B=m Z Atlley ™ Ga» €= Z Atlept
n=0 n=0

Y1 = ’Y(CO701750751752755761)7 V2 = 7(5470170270375i7i = 27 "'76761)°

Etape 5. Nous choisissons convenablement les ¢; et nous appliquons le lemme de Gronwall avec
la remarque 3.2.1. L’équation (3.43) devient :

m—1

eyl e + Z it = @hllzegq + Z Atlopt 3 ) < €9 (0t + (A1)?)
<T@t 4 (AL)2).

D’ou le résultat final :

sup 0] 2o (Zuso““—sowim) (ZNI i)

0<n<N
< C(n* + At). |
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3.2. Résolution de la Premiére Etape du schéma a deuz grilles

Le corollaire 3.2.15 et le théoréme 3.2.17 nous donnent alors

Corollaire 3.2.18 Sous les hypothéses du théoréeme 3.2.17, nous avons, pour At < kg :

(3 atfuEh) — w7, )1/2 < C(n* + Av). (3.45)

v Prewve. 11 suffit d’appliquer l'inégalité triangulaire au terme ||u(t"™!) — uZHHLQ(Q) :

— N—1 N—
Z At Hu(tn+1) - uZHH;(Q) < Z At Hu(tn+1) - VZHH;(Q) + Z At vaﬂ _ uZﬂHiQ(Q)

et d’appliquer le résultat du corollaire 3.2.15 au premier terme du second membre et celui du
théoréme 3.2.17 au second. |

3.2.4 Une estimation pour la pression

Les résultats obtenus précédemment sur la vitesse nous permettent d’établir une erreur d’es-
timation de la pression. Pour mesurer I'erreur sur la pression, on a le

Lemme 3.2.19 En plus des hypothéses du corollaire 3.2.4, on suppose que p' € L*(Qx]0,T]).
Alors (u(t™*1), p(t"*1)) et (up™t, pit!) les solutions respectives de (1.1)-(1.4) et (1.39)-(1.40),
satisfont :

12 1
( Z At||ppth = ryp(E"th) HLQ(Q ) 5—{01("7 +At) + CrAt ||pf HL2(Q>< 10,77)

N—1 a1 nt1 n ny |12
(! — u(+)) - (ul - u(t)) 1/2
+Csn 1Pl 20, ey + S2 (Y A [ A )
n=0 L2(Q)

(3.46)
ot 3* est la constante de la condition inf-sup (1.16) et les coefficients C;, 1 < i < 3, sont indé-
pendants de n et At.

v Preuve. Nous prenons la différence de 1’équation (1.1) intégrée entre t" et t"*! et I'équa-
tion (1.39) multiplies par une fonction test wj ™, nous insérons r,p(s) et ryp(t"*!) avec, bien

évidemment, le terme source vérifiant (3.1) et

wy ™ Vuptt —u(s) - Vu(s) = (up™ —u(s) - Vupt +uls) - V(ugt - u(s)).
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Nous sommons le résultat de n =0 a N — 1 et nous obtenons ainsi

N—-1 ¢ntl
/tn <pg+1 Tnp(tn+1) leWn+1>d
n=0
= N-1 g+l
= 3 (7t —am ) = o) 4 5 [ (P05 - T s
n:Oil tn+1 ) n=0
+ Z /tn {<(U‘Z+1 —u(s)) - vuerl, Tl) + 5 5 (le ntl _ (5))7‘12“ . Wngl) }ds
]”;L[:—(:]L tﬂr‘rl N—1 thrl
+ Z / (U(S) . V(UZ'H —u(s)), n+1) / (Tﬂp( ) — ?”np(t”+1),div W;H—l)ds
n= tn — n
Nfol 1 0
+ / p(s) — ryp(s),div W"H)ds
n=0 /1"
(3.47)

D’apres la condition inf-sup (1.16), pour chaque g, € M,,
L./ 2 1
Fwy € Vs (divwy, gy) = H%H[}(Q) et van”m(g) < G ”qn”L2(Q)-

Dans notre cas ntl e p(t" 1), Dans ce qui suit, nous étudions, comme précédemment
y Unp — n ) ) ) )

les termes du second membre.

e Pour le premier terme, on écrit

‘ Nz: ((uZ+1 —u(t"th) — (up - u(t”))’“’?l)‘

n=0
N-1 n+l n+1\\ _ (0 n 2
< Sg( Z At (un u(t g)t (U-n u(t")) ) ( Z Aﬂwn—f—l %{1 Q))1/2.
n=0 L2(@)

e Comme w?ﬁ'l € VUL, on a (VWZH,VPnu(s)) = 0 pour tout s et le second terme est ainsi

controlé :

tn+1

,,Z /t W urt! u(s)),vwg“)ds - \yNzl /t (V(Pnu(s)—u(s)),vwgﬂ)ds

nO

tn+1

< Z / [By(s) — )i oy (Z AW )
< C’m( Z At|w"+1|H1(Q ) /2.
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e Pour les troisiéme et quatriéme termes, on utilise la formule (3.44) qui donne ici :

tn+1
‘ Z / ”+1 —u(s)) - VuZH,W?]H) (dlv( el u(s)),u:;“ . w?]+1)}ds‘
t
n+1
( Z / t it = (). Vugt witt) = (gt = u(s). Vgt ) s
. Ui ’ n Ui : n r
tn
tn+1
<53 Z / W = u(s) g7 0 N s o [ 1 gy s

tn+1

i1 n+1 ) 12 N1 12 1/2
< St e z u(s)Enads) (2 Athept )
n=0

< Cy(n+ At) (Z At|w"+1|H1(Q ) v

n=0
e Le cinquiéme terme s’écrit :

N—-1 ¢ntl tn+1

(Z/ (u(s).V(ug+1 u(s)), ”+1)d5 _(— Z/ ;;+1,ug+1—u(s))ds‘
n=0 7" n=0
et donc se majore comme ci-dessous :
gl
< Z / ()l ooy l[uy ™ = ()] ooy VW5 20 ds
th +1 _ +12 1/2
Sisup [u(s)] 1) Z/ W u(s) ) (ZAtIW" i)
N-1 o 1/
< C3(n + At) (Z At|w)! Hl(m) :
n=0

e Pour le sixiéme terme, sachant que 7, est stable en norme L? ona

N—-1 tnt1
‘ Z / (rnp(s) — ryp(t" ), div w:;“)ds‘
n=0 71"

scz / Ip5) = ™) s i 3 s
([ e M ) vy s gy dr

n+1 n\2 1/2 e 2 1/2
< CZ Hdlvwn+ ”LQ(Q) (/tn (T—t ) dT) (/tn Hp,(T)HLQ(Q) dT)

CAt = 1/2
= \/— [ HLQ(QX 0,77) ( Z At|wn+l|§11(ﬂ)>
n=0
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e Pour le septiéme terme, enfin, on peut écrire
N—-1 g+l

‘ Z/ (P(S) _Tnp(s),divaJrl)dg
_ tn
- / 12(5) — rap(3)]] 2 ey [ltiv Wit | o g s
n=0
Nl tn+1 tn+1
1/2 . n 2 1/2
< ;c*n(/tn P inais) ([ ey gy i)

1/2
N2l L20.7: 11 ) ( Z Atlwpt 30 Q)) :
L’égalité (3.47) devient
1/2 1

( Z At||pptht —ryp t"H)Hig(Q) ) S {(Cl + Gy + C3)(n + At) + CyAt ||p! HL2(Q>< 10,7)
n+1 _ n+1\) _ n _ n 2

(Y u(E ) — (g — u()

n=0 L2()

Uy
At
Le résultat cherché découle de cette inégalité. |

1/2
) + CnpllL20,7: 112 }

(Wt — () — (- ()|
At

N— 1/2
Nous devons estimer (Z At ) . Or, pour ma-

L2(Q)
- H Loo(Q) soit uniformément

borné. Comme nous sommes en dimension deux, il suffit que sup [uy|y1.-(q) soit uniformément
n

jorer convenablement cette expression, nous avons besoin que sup Hu”
n

borné pour un réel » > 2. Cette estimation peut étre obtenue a partir des résultats précédents
au moyen d’une inégalité inverse, qui demande sur 7, une hypothése de régularité plus forte que

5
celle de la régularité (cf. définition 2.0.4). Par exemple, si on choisit, pour fixer les idées, r = oL

alors nous faisons I’hypothése suivante : il existe une constante 7 indépendante de n et At telle
que :
Pein > 717, OU prin = inf pre. (3.48)
K

€Ty
Cette hypothése est peu contraignante. Nous l'utiliserons plus loin pour montrer que
sup [uy|yy1,5/2(qy) est uniformément borné.
n

Auparavant, nous démontrons le

Lemme 3.2.20 Sous les hypothéses du théoréme 3.2.17, on a

+ VAD). (3.49)

2

U
sup vl — a0 < C(——=
0§n£N| n n|H Q) = ( N

v Preuve. La majoration (3.41) entraine en particulier :

1
Vn,lgngN,|vf]—uZ|%{1(Q) < At(n ‘f‘(At))
4
n
< — 4+ A
< At+ t,

94
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d’ou le résultat. [ |

Lemme 3.2.21 Sous les hypothéses du théoréme 3.2.17 et si T, vérifie (3.9) et (3.48), il existe
une constante C' qui ne dépend pas de n et At, telle que :

sup [uy|y1s/2) < C. (3.50)
n

v’ Preuve. Nous écrivons :
w2 ) < Ty — v lysre ) + vy — Pya(t™) e ) + [Pya(t™) — u(t”) sz (q)

+ut™)lys2(0)-

Considérons un élément x. Comme uy — v, appartient & un espace de dimension finie dans

I’élément de référence ® ou toutes les normes sont équivalentes, nous pouvons écrire :

IV (= Vi)l o2y < ClaI*? H%\g ~Vvp

L2®)’
ou C' désigne des constantes indépendantes de n et At. Donc, en revenant & x, on a :

IV Cay = Vil oy < ClIPPV2 IV (= vid| g, -

En sommant sur tous les éléments « de la triangulation 7,, et en appliquant I'inégalité de Jensen,
nous obtenons l'inégalité inverse

[y = vilwisrzg) < Tl = vilme):

min

De méme,
C n n
|VZ71 — P”u(tn)|wl,5/2(g) < 1—/5|vn — Pnu(t )|H1(Q)
—-1/5 n n " n n
< Conl* (v = u(t) 10 + ™) = Pyu(t) 1oy )-
Donc

n -1/5 n n n n n n
i hyrsrag@y < Comd” (105 = Vil o) + V5 = u(t") o) + a(t) = Pt mr o)

FPpu(t") —a(t™) s q) + ) lyseg)-
En appliquant le lemme 3.2.20 et (3.9), nous avons :

sup |u) — v g < Cn.
o<n<n " nlH ()

De méme, le corollaire 3.2.16 donne :

sup vy —u(t")| o) < Cn.
0<n<N

Les résultats d’approximation (2.12) donnent :

sup [u(t") — Pyu(t”)| g < Cn.
0<n<N
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Enfin, le fait que u € C°(0,T; W17 (2)2) entraine en particulier que :

sup (|Bu(t") —u(t")|y1s/2i) + ") lwis2g) < C.
0<n<N

Ainsi nous obtenons le résultat. [ |

On a donc que uj est borné dans L>®(0,T; H' (Q2)?) et aussi dans L>(0, T} W15/2(Q)?). Comme

W5/2(Q) < L>®(Q) alors uy) est borné dans L>(Qx]0,T[)2.

Revenons a 'estimation d’erreur de la dérivée en temps de la vitesse en norme L2.

Lemme 3.2.22 Sous les hypotheses du lemme 3.2.21, il existe une constante C = C'(u,u’,p’,v)
qui ne dépend pas de n et At, telle que :

(un+1 _ u(thrl)) _ (u” _ u(t")) 2

N-1 o
( Z At | — Al ! ) +Vv sup |uy —u(t")| g g
n=0 LQ(Q) 0<n<N
(3.51)
N-1 - . . - 1/2
+\/;(Z |(wy™ = (™)) — (wy —u(t ))‘Hl(ﬂ)) < C(n+ VAL).
n=0

v Prewve. On procede en trois étapes.

Etape 1. On se base sur 'équation (3.47) en prenant W;“H € V, et en insérant r,p(s) et

Sy() = (Sy(w)'

1 n n n n n 1 tn+1 "
A = Syl = (w) = Syu(e), wih - g / (u'(s) — Syu'(s), wit1)ds
At At tn

1% gt U g+l
+At /tn (V(u77 Sypu(s)), Vwy )ds—l— A7 /t" (V(Snu(s) u(s)), Vw, )ds

1 tn+1 1
), <(“3“ Tt u(s) - Vuls), with) + 3 (divug g, le)) ds

1 tn+1
+E/ (p(s),div wfiﬂ)dg =0

tn

Or par définition de 'opérateur S, nous avons :

tn+1 tn+1

1
Vw, € Vi, Ait /t" (V(Snu(s) —u(s)), VW?]H)dS + A /t" (p(s),div wgﬂ)ds = 0.
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D’ou
1 n+1 n+1 n n n+1 1 e / / n+1
R = Sy ) = (= Syu(e), Wi = g7 [ () = Sy (s), w s

tn+1

v n+l n+1 n+1 n+1 n
5 /tn (V(un — Su(tth), vwn >d5+ Kt/tn (V(Snu’(g)),VWn )(s—t )ds
1 tn+1 1
+—/t <(u”+1 . VuZH _ u(s) . Vu(S),w;‘“) + §(div UZHUZJFI,WZH)) ds — 0.

1 n
eltl —e
Ainsi, en posant e} = uy—S,u(t"), en prenant la fonction test w;‘“ = % et en sommant

I’équation de n =0 & m — 1, on trouve :

n+1 2 v 2 v AR
Z At +511Ver e — 3 HVenHL2 + = Z IV (el = e 72
L2(9)

- M entl —er entl _ on
— /! o / S n " %n B , et —ep o
— T;]/tn {(u (8) = Syu'(s), = ) V(VSnu (5),v< - >>(8 ; )}ds

m—1 tnt1 . :

n n 1 : n n e —€

_ 7;) /tn <(un+1 - Vur ! — us) - Vu(s)) + §(d1v w W)) ds.  (3.52)

Etape 2. Nous allons étudier dans ce qui suit les différents termes du second membre de (3.52).
e En utilisant le lemme 3.2.12, on controle le premier terme. En effet,

T T
/0 [/ () = Sy (8)][ 2 ) s < /0 o (0 (3) 310y + 19/ (5) [ 20l

Donc

—1 +1
m n en+1 _an

(nz%/t (u’(s)—Snu’(s),nTten>ds

tn+1 Tl+1 n 2
< (- sl o) (2 [ | w)”
0 " v
C"72 € 7’L+1 en
< E(H HL2(OTH1(Q)2)+ Hp HLQ(QX 0,7 ) = ZAt o
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e On donne maintenant une majoration du second terme. En posant C' = HSnu’HLQ(O TH(©)2)
on a successivement :

[ s

el —e) o vz 2
<v T;) W‘[ﬁ(ﬂ)(/ﬂ ’Sﬂu/(s)ﬁﬂ(ﬂ)d‘g) (/tn (s —t )st)
\/_ ! ent! — el 2 1/2
< \\LQ(OTH1<Q>2>(ZO<N> o )

CQVAt v
S ‘enJrl o en‘ "
2\/_51 7;) H

e Pour traiter le troisiéme terme, nous écrivons :

1
u(s) - Vu(s) —ultt . vutt — 3 div upup !

=u(s)- V(u(s) —upth) + (u(s) —upth) - vupt! 4 % div(u(s) — uZ“)uZ“.

n

1. La premiére partie est traitée comme suit :

. _uytthy Zn.
‘ 7;)/ (u(s) V(u(s) —up™), A7 )ds‘
¢ntl . en+1 _en
< Z / (5} ey Pa(s) — oy | 2 s
L2(Q)
2
HuHLOo Q><]0 T)? tn+1 n+1,2 pa, i ez
< Z/t s) —up ]Hl(mds—l—ngAt A7
= L2(Q)
2
Cllull e @ujorpz [ € entl —en
< L2( x]0,T) (77 + (AD)?) + &9 ZAt
L2(Q)

2. Pour traiter la deuxiéme partie, on remarque que :

) =) T < R gy () =

IN

510’u2+1‘w1,5/2(9)’u(8) - uZH\H1(Q)
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m—1 tn+1

S [ (e up v )

tn+1
< Z / 510 [V /2y 1) = 0+ 1)

tn+1

5 / 07 e ) = 3 i

tn+1

C m—
< (5 + Si0) bl sy O / fu(s) — w oy

2
n+1 n
e 677

m—1
<c” C(n+At Z

L2(Q)
Donc en posant C1 = [[u| oo (50,772 + 1€ troisiéme terme est alors majoré par :

n+1 en 2

! I !
(C;ls + 0630 )(772 + (AD?) + (Cl 240" ) Z At

()

Etape 3. Donc, aprés un choix adéquat des e, la relation (3.52) entraine :

ZAt

n 2 N-1

m 2 n nn |12
+v|[Vey H;(Q) v Hvegum(ﬂ) TV Z [V(ey*™ - en)HL2(Q)
L2(Q) n=0

n+1

< Clu,w',p', v) (At +17?).

Or e% = 0 (il suffit de définir S,u’ avec p nul), alors

N—-1
(ZAt
n=0

(Wt — Spu(n ) — (ur — Syu(e)) ||
At

1/2
) + Vv sup [y — Spu(t”)|
0<n<N

L2(Q)

N—-1
(D 1~ Spu) - (- S e) < O+ VAD.
n=0

(3.53)
Finalement, le résultat (3.51) est obtenu par une inégalité triangulaire et en utilisant les propriétés
de l'opérateur S, (cf. (3.34) et (3.35)) :

lup —u(t")|g1 ) < luy — Spu(t”)|gq) + [Sqpu(t”) —ult™)| g (@),
et 1
[Spu(t”) —u(t"™)| g1 o) < 2/Pu(t”) —u(t™)| g o) + ” lryp(™) — p(tn)”m(g)
< Cnfluleoo,7;m2(0)2) + IPllco, 71 ) }-
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En ce qui concerne le quotient différentiel, on remarque que

(un—i-l _ u(t”+1)) _ (u” _ u(t”)) 2

n n
At

N-1
> At
n=0

L2(Q)

Nl n+1 n+1 n s |12
(wy ™ = Syu(t"™)) — (uy — Syu(t"))
<
<2 At L
= L2(Q)
N-1 Lt 9
_ TroN il
+2 Z At A7 /tn (Su'(s) —u'(s))ds
" 12(9)
Mais,
thrl 2 tn+1 2
Z At At / (ST]u/(S) — u/(s))dS < Z / HST]u/(S) _ u/(s)HLQ(Q) ds
L2(Q)
tn+1
2
< 022 Z / | Py’ (5) = W' (8) 71 g + [|rap'(5) = 2/ (9) || 2 }ds (3.54)

2 2
< O {172 0.0 )2y + 1P 1220072200
et le résultat découle de (3.53) et (3.54). [
De ces trois lemmes, nous déduisons une estimation d’ordre un de la pression.

Théoréme 3.2.23 Sous les hypothéses du lemme 3.2.21, il existe une constante C indépendante
de n et At, telle que :

N-1 12
( ZO At =5yt fagy ) < Cnt+ VAL, (3.55)

Si (3.9) est vérifié alors

— 1/2
(3 At = pyt e ) <Cn (3.56)

3.3 Résolution de la Deuxiéme Etape du schéma & deux grilles

Dans cette section, notre but est d’estimer l'erreur de la solution de la deuxiéme étape du
schéma & deux grilles (1.12)—(1.17). Nous pouvons directement estimer I'erreur de 'Etape 2;
mais comme nous allons utiliser la relation du corollaire 3.2.18 pour n = H, nous allons avoir
besoin des hypothéses du théoréme 3.2.17 (qui & son tour utilise celles du corollaire 3.2.16).
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3.3.1 Estimation de la vitesse
Théoréme 3.3.1 Sous les hypothéses
u e L>(0,T; H'()%) N L*(0,T; H*(Q)*) N C°(0, T; W (Q)?),
u € L2(0,T; HY(Q)?), p € L>=(0,T; H'(Q)), p’ € L*(2x]0,T[), f € L*(2x]0,T])?,

' € L2(0,T; H-1(Q)?), £(0) € L%(Q)? et Q conveze, alors la solution (0}, pi*t) de I'Etape 2
satisfait ’estimation d’erreur swivante :

1/2
sup [ — u(t")| 20 + (ZH () (= () g )

Osn=N (3.57)

1/2
+vir( Z At = () g)) < C(HR + h+ At),
avec C' une constante indépendante de h, H et At.
v Prewve. On procede en trois étapes.

Etape 1. Retranchons les équations veérifiées par les solutions exacte et discréte sur la grille fine :

tn+1 tn+1 tn+1

Vv, € Xp, Alt/ (u'(s),vp)ds + ﬁ/ (Vu(s), Vvp)ds — é/ (p(s),divvy)ds

tn+1 1 tn+1

- i/t (£(s), va)ds — E/ (u(s) - Vu(s), vi)ds,

(3.58)
et 1
Vv, € Xp, At( ut —ul,vy) + (VL vy — (ppt divivy)
. (3.59)
~ [ U = v
Prenons comme fonction test vy, = VZH ZH — Pyu(t™1) et sommons Péquation résultante
de n =0 a m — 1, nous obtenons ainsi :
1 m—1
§(||Vh HL2 + Z an+1 VhHLQ(Q ) +v Z At|v"+1|§{1 ()
L n=0
m—
= (™) = Byu(t"™)) — (u(t") = Puua(t")), vi )
n=0
m—1 tn+1 m—1 tn+1
+ / (rap(s) — p(s), divvids + vy / (V(u(s) — Pyu(t"th)), vvith)ds
n=0 /1" n=0 /"
m—1 tn+1
+ / (u(s).Vu(s) — uy . vuptt vitlds
n=0 71"
(3.60)

avec Hug - Phu(to)Hig(Q) = 0.
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Etape 2. Dans ce qui suit, nous donnons une majoration de chacun des termes du second membre.
Le calcul des trois premiers termes du second membre s’effectue de la méme fagon que celui ef-
fectué dans le théoréme 3.2.2.

e Celui du premier est le suivant, pour tout e1 > 0,

3

9

3
+1

= (™)~ B ) — (") — P, vi )
1

tn+1

([ W0 = Pl sy ) 957 e

m—1
€ 112
Hu HL2 ©O,;H ()2) T 51 Z At HVhHHp(Q) :
n=0

IA
i

Q

h

IN
“’\

e Le deuxiéme terme du second membre est traité de la fagon suivante, pour tout e > 0,

_i m—1 ¢+l
=93 / () = pls) 3y ds + 2 Z AUV
C

gt

(rhp(s) —p(s),div v”+1> ds

52
h? |lpl7 (0.T;:H()) Z At

e Pour le calcul du troisiéme terme, nous le décomposons en deux parties que nous traitons

séparément :

tn+1

— Pyu(t™t)), VV”+1>ds = l/mzl/ (V(u(s) — Ppu(s)), Vv”+1>ds
n=0 71"

m—1 ¢+l
Y /t (V(Phu(s) — Byu(t"), vv"“)ds
n=0

1. La premiére partie se calcule comme suit, pour tout 3 > 0,

tn+1

— Pyu(s)), vv““)ds

DA
S253 nz;)/

Cv 1/53
9 —h?[[ulf7- (0.T;H2(92 Z At’VnJrlﬁ{l(Q

tn+1

1/53 n
— Bpu(s) [ oyds + =~ Z AtV R )

| /\

2. Comme P, est stable en norme H', la seconde partie se calcule comme suit, pour tout
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3.3. Résolution de la Deuzieme Etape du schéma & deus grilles

g4 > 0,

‘,, /t (V(Phu(s)—Phu(t"“)),VvZH)ds

n=0
< mZ |vZ“|H1<m( / ) dT) ! 2( / ey
tn tn
m 1 gntt
= I;(\/A;; [u HL?(O,T;HI(Q)?) oL Z Atlvy™ |H1(Q
e Pour estimer le terme non-linéaire dans le second membre :
mzl /t . (u(s) - Vu(s) — ui . vutt g“)ds,
n=0 "
nous écrivons :
u(s) - Vu(s) —uyt- Vu;l”rl = (u(s) —ufy™) - Vu(s) + ul - V(u(s) — Pou(t"tl))

—u(t”“) . VVZJrl (unHJrl (t”+1)) . VVZ+1,

et nous traitons les quatre composantes de ce terme non-linéaire séparément.

1. Remarquons que le troisiéme élément s’annule :

m—1 tn+1

Z / (u(thrl) ) VVZH n+1>d8 —0.
in

n=0
2. Nous donnons une majoration du premier terme, pour tout €5 > 0,
tn+1
‘ Z / n+1) Vu( ) n+1>d8
t
tn+1
= | Z / — (") - Vu(s), "“)ds
tn

tn+1
+ Z / tn+1 u?;[—i—l) . vu(s)’ n+1)d8‘
tntl T
Vu(s)ds, v”+1>d7"

SN

/
+Sallall oo o, rwra@)2) ( Z At ||lu( (") — nHJrl“iQ(Q)) ( Z Atlv n+1|%r1 )1 2

< S4 Hu”Loo(O’T;WIA(Q)Q) {CAt Hu’HLz(QX}O’TDz + C(H2 + At)}
n 1/2
( Z Atlv H\Hl(n))
Sy

c .
< 5l oy (S (207 + HY) ) e S AV ):
n=0
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ot la constante C' dépend de [[u'[| 12 (g0 7p2 -

3. Nous décomposons le second terme en deux parties que nous calculons successivement :

m—1 tnt1

Z / (u?;;rl -V (u(s) — Phu(t"H)),VZH)ds
n=0 71"

m—1 ¢+l
=Y [ (Vi) - Pt i)
n=0 71"

+ Z / n+1 . VPh(u(S) _ u(tn—H)),VZJrl)ds,

(a) Le premier terme est tel que, pour tout g > 0,

m—1 g+l

‘Z/ﬂ ( Y (u(s) — Pyu(s)), "+1)ds

n=0 "t t”+1

<mwmmm24 — Pun(s) s @y Vi 1 s

< u(s) — Pru(s) |3 o ds

SZ(sup|u"H|H1(Q)){ 1 m—1 /tn-‘rl

5 _
€6 n=0

+es Z AUV oy b

SZ(SUP |unH|H1(Q))
n C 2 n+1|2
< 5 { h2 + g n§ 0: AUV oy |

ot la constante C' dépend de [|ul[ ;2 7. g2(0)2) -

(b) Le second terme est traité comme suit, pour tout e7 > 0,

‘Z/ttw ufy - VP, (u(s) — u(t"t), "“)ds(

< S3sup sl o) Z/ P () 521y (7 — £ VI 1y

S3 (sup [ufr| (o)

2V3

<

1911Z2 0,701 02
{ L (o;H () )(At +er Z Atyv”“\Hl(Q)}-

4. Finalement, le quatriéme terme du second membre est comme suit. En utilisant (3.8), on

104



3.3. Résolution de la Deuzieme Etape du schéma & deus grilles

a, pour tout eg > 0,9 > 0,

tn+1

\Z / ”“—u(t”“))-Vv;;+1 ”H)ds‘
t
< 2l/4g no_ Aglyt13/2 na1y1/2
< 4Sup‘uH u(t ‘Hl(Q Z tivy i H v} HL2(Q)
S4C

1 m—1
= 23/4 {58 Z Atfvi 1 (@) + (5 Z At|vi ) 3 Z At HVZHH;(Q) ) }
n=0

Etape 3. Ainsi, en regroupant toutes ces estimations, l’équation (3.60) est majorée par :

(th HL2 @ Z th+1 VhHL2(Q ) +v Z At’VnH‘Hl(Q)

<&+ Z AtV G o) + 72 Z At HVZJAHL?(Q
n=0 n=0

(3.61)

oit & = &(h%, H*, (At)?), 1 est une constante dont la valeur peut étre prescrite en ajustant les
g,0eti=1,..,8.

v
Donc, apres avoir choisi les ¢; et § de fagon & ce que v = 5 et vo dépend de 71 et en appliquant

le lemme de Gronwall avec la remarque 3.2.1, nous obtenons

m—1

Vi 2o +ZHV"“ villz2) +VZN!V"“2 ‘@)

< eOmAC (A2 + H + (At)?) (3.62)
e“TC(h? + H* + (At)?)
< C(h? + H* + (At)?).

D’ou finalement le résultat :

1/2
sup |luy, — Pya(t”)[| g2 (o) + ( E : [(up ™ = Phu(™*h)) — (uh — Pyu(t") HL2 )
0<n<N

1/2
—|—f<ZAt]u”+1 Phu(t”“)ﬁ{l(m) < O(h+ H? + (A1).

(3.63)
et (3.57) s’obtient par une inégalité triangulaire et par ’application de propriétés de opérateur
Py. |

Maintenant, nous faisons 'hypothése suivante :
Hypothése 3.3.2 1] existe deuzr constantes o/, > 0 indépendantes de At et h telles que
o H? < h <~ H? (3.64)
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i.e. h est exactement du méme ordre que H?.
Ainsi, si At, h et H vérifient (3.9) et (3.64), alors,

1/2
Sl = a ()l e + (Z it =) = (uh — ()]0 )

, (3.65)
1/2
+\/—( Z At|un+1 (t”“)ﬁfl(ﬂ)) < Ch.

3.3.2 Estimation de la pression

Finalement, nous traitons I'erreur de la pression du schéma & deux grilles. Comme dans la
section précédente, la pression satisfait le

Lemme 3.3.3 Sous les hypothéses des théorémes 3.2.17 et 3.3.1, (u(t"*1), p(t"*+1)) et (u)*h, ppth),
solutions respectives de (1.1)—(1.4) et (1.41)—(1.42). Nous avons :

(Z Athn-H (e H;(Q))lm < %{C(HQ h+ A

")

ot B* est la constante de la condition inf-sup (1.16) et la constante C' est indépendante de H, h
et At, mais dépend de u,u’,p et p'.

) (3.66)
W () () - u(e))
At

+SQ< Z At

L2(Q)

v Preuve. En procédant de la méme maniére que dans la démonstration du lemme 3.2.19, nous
obtenons :

N—-1 tn+1 N—1
Z / (pZ“ rrp(t"Th), div WZH)ds = Z(( Z“ u(t™1)) — (W} — u(t")), WZH)
n= tm
ONfl tn+1 t"+1
w3 [ T~ ale), Vg s+ Z / Wi Vurt = u(s) - Va(s)wp ) ds
n=0 /1"
N_10 1 t"+1
> / (rp(s) = rup(#"77), div wirt)ds + Z / — rp(s), divw) ) ds.
n=0 tn

(3.67)

Alinsi, les premier, deuxiéme, quatriéme et cinquiéme termes du second membre correspondent

respectivement aux premier, deuxiéme, cinquiéme et sixiéme termes du second membre de I’équa-

tion (3.47) dans la preuve du lemme 3.2.19. Donc la seule différence concerne le terme non-linéaire.
Nous avons :

u(s) - Vu(s) — u’;;rl VuZ+1 = (u(s) — u}?l) -Vu(s) + (u?fl —u(s)) - V(u(s) — Z'H)
+u(s) - V(u(s) —uptt)
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et,

n+1

H (u(s) -Vu(s) — u"HJrl . VuZJrl WZH) ‘ L@ < { Hu( —ugy HLQ(Q) ||U(S)HWL4(Q)

+( o = ()] yaggy + ()] a0 ) u(s) — u’g*lym(m} 192+ ey

Nous traitons maintenant séparément ces deux termes qui composent le terme non-linéaire. Le
premier est donc :

‘ Z /t th —u).Vu(s), "“)ds(

tn+1

n+1 1/2 = n+12 1/2
< Sufsup [u(s)llyrs(0) z / fte) = w3 oy ) (32 At )
=0
< (CL AW 2 (ugo.rpe + CUH? + AD)) (ZAt| )

Par un calcul similaire au précédent, la contribution du second terme est :

N—-1 tn+1
‘ Z / ((unH+1 u(S))'V(U(S) n+1) (S) V(u( ) - uZJrl) nJrl)dS
n=0 tn
N—-1 n+1 "
S S4(SupHu?[+1 HL4(Q —i-SupHu ”L4 ( /t ’u(S) —uZ""lﬁ{l(Q)ds)
' n=0 7/t"
1/2
( Z At|Wn+1|%Il(Q )
2 Nil n+1,2 1/2
< o2+ At+ ) (D Atwp )
n=0
Alinsi,

(! — () — (uf — u(e)) |

ZAthn—l—l Thp thrl HL2(Q {52(2 At )1/2

At
L2(Q)
+CL(H? + At) + Co(At + ) + C3AL P || 2 (g0, + Cah 12l 120711 () }
el ) 1/2
( > At|wh|H1(Q)> :
n=0
et le résultat final découle de la condition inf-sup (1.16). [

N—1
Nous avons besoin d’estimer ( Z At
n=0

(! — () — (ug — u(e)) |
At

1/2
) . Pour cela,

L2(Q)
nous établissons le
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Lemme 3.3.4 Sous les hypothéses des théorémes 3.2.17 et 3.3.1, et si Vu € L= (2x]0,T[)?,
Au’ € L2(Qx]0,T[)? et Vp' € L*(Q2x]0,T]), il existe une constante C indépendante de H,h et

At, telle que :

N-—1 n+1 n+1 n n
t — —u(t 1/2
(ZAt (up™ —u( 2 (uf — u(t")) ) FVF sup I ul) e
n=0 ¢ L2() 0<n<N ( )
3.68
N-1 . o . o 1/2 )
(Y It =) — (af —uge) S Ol + A
n=0
v Preuve.

Nous procédons comme dans la preuve du lemme 3.3.3, en insérant Spu(t"*1), en posant wy =
u} — Spu(t"™) et en prenant

1 1
vt = et - wi) = (T = Sput) - () - Spu(t)).

Ainsi, nous obtenons :

1 n 2 v " . .
e W = Wl + g (VW V(i =)
B L ((Shu(tn+1) o u(thrl)) _ (Shu(t") o u(t")) W”+1 B W")
(At)? Wi, h
tn+1 »
n+1ly ntl _ on
+/tn (At)? (V(Shu(t ) — Spu(s)), V(wy Wh)>d5
1 tn+1
e /tn u(s). Vu(s) — i .Vt wit - wi)ds. (3.69)

Alors nous multiplions (3.69) par At, nous la sommons de n =0 & m — 1 et nous obtenons pour

premier membre

m—1 Wn+1 —wn 2 m—1
Soat| ==l 2N [Vt =W+ 5 (VW ) = V90 ey )-
n=0 L2(Q) n=0

Le second membre correspondant est composé de six termes que nous traitons dans ce qui suit.
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e Le premier terme du second membre donne, pour tout €; > 0,

— u(t™t) —u(t"th)) — (Spu(t™) —u(t®)) witt —wh
‘Z (Sht u(t")) — (Spu(t") —ut")) wy : h)‘

0 At ’ A
l(i mz H (Spu t”—i—l) - u(t”“)) — (Spu(t") — u(t")) 2
-2 €1 At L2@)
S | WA 2
+51 At
" A L2(9)
1,Ch? witl _wr
Si(?(“ HL?OTHI(Q +HPHL2(QX0T >+512At A7 —h  Th
L2()
e Nous traitons maintenant le deuxiéme terme. Pour tout o > 0,
1t"+1 1 il "
d W W
v Z / V([ Su)an). v Jas
witl —wp ,

— 1/7;)/7&" VShu (s), V( A7 ))(s—t )ds‘

mil tn+1 WZ+1 B WZ
_ / n
_V‘T;]/t" vu ( At ))( t")ds

m—1 yn+l Wn+1 w?
. h h _n
_ ;) /t p(s), div (T ) ) (s — 1) ds|

V(A2 R || wit — wy
< V3 0 hTth L2(Q) { HAu/HLz(tn,tn+1;L2(Q)2) * HvP/HLQ(tnvt”“%LQ(Q)) }
2
Cl/(At)Q Eou whtl — wn
< vy 189 hisaanmg + 199 ooy ) + 575 2 Z ol -

e Le troisiéme terme se calcule de la maniére suivante : En supposant que HVu(t”“) HLoo(Q) <,
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pour tout 3 > 0,

n+1

—)
| Z At () - ) Fu(er ), o=t )
with —wn ?
< ||Vu||L<x>(Qx 07?2 ( Z At Hu gty n+1HL2 + €3 Z At || =L N h )
n=0 L2(Q)
C 2 053 WZH — Wh
< — At
< gt Z
L2(Q)
e Le quatrieme terme est le suivant, pour tout €4 > 0,
m—1 n+1 n
W w
|3 At ) P g, M)
n=0
N—1 WnJrl —wh
< Z At sup Hu}?l - u(tn+1)HLoo(Q) lu(t"*) — uZH)‘Hl(Q) s At "
- n L2(Q)

or, [[u(t)|[ oo () < C et on a montré que |ufy|y15/2(g) < C done |ufy|; ) < C. Et on vient de
N-1
1/2
montrer que ( Z Atlu(t" ) — a3, ) = O(H? + h + At). On applique directement ce

n=0
résultat et on obtient :

m—1 n+1 n
| ;) At((ug = u(E ).V (e - uptt), TS|

2
1 Wn+1_w
< —C(H* +h* + (At At ||~ h
< hott it )+ 3 3 | M

L2(Q)
e Le cinquiéme terme se calcule de la méme fagon, pour tout €5 > 0,

n+1 n
\ZN( () Vet -, M)

C(Sup (@)l oo () L=
< (H? + h + At)? Z At
n=0

2
n+1
W, W

At

255

L2()

e Le dernier terme est décomposé en deux parties. En effet, il s’écrit :

t"'H Wn+1—WZ
_ n+1y | n+ly “Yh — W“h
\Z /t Vu(s) — u( ) - V() H— )ds

tn+1 n+l _ on
Wh Wh

= | Z / —u(t")) - Vuls) +u(t") - V(u(s) - u(t")), Tt ) ds|
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1. La premiére partie s’écrit, pour tout ¢ > 0,
t"'*'1 n+1 n
w, T —w
by () - (), M) g
| / (1)) - Vas), i
m—

1 tn+1

- |- ;)/t ((/t:u'(T)-Vu(s)ds)dT,Wﬂ

m—1 9 Wn+1 w7
h
< Z(Sgp \\u'(T)\\L4(Q))§(At)3/2 IVl 2 gni1; 142y hT
n=0 L2(Q)
9 m—1 Wn+1 —wn
<3 Hu/HLOO(O,T;L4(§2)2) At Z(At)l/Q Hvu”LQ(t",t"“;L‘*(Q)) s At "
n=0 2L2(tn,t"+1;L2(Q)2)
19l o 0 2 02 LV A
< 3 HquLQ(OTL‘l(Q) 2y (A% 86y At || 2 Al
€6
n=0 L2(Q)
2. La deuxiéme partie du dernier terme s’écrit, pour tout &7 > 0,
tn+1 n+1 _ n
| Z / (™) - (u(s) — a1y, M gy
i At
m—1 t”+1 n+1 n
Wi —w
< luall Lo (o, Z/ tn+1)|H1(Q)d8 . At :
n=0 " L2(Q)
m—1 Wi n || 2
e7 — wh (At)
< luall Lo (o, {5 > At T 1l 20 1 02 }
n=0 L2(Q)

Ainsi, en regroupant ces résultats, nous choisissons les ¢; de fagon a simplifier ’équation. Elle
devient :

m—1 n+1 n 2
W W n n |12 m 2
Z At || X < h Y Z |V (wptt — wh)HLg(Q) + V( [Vwh H%Q(Q) - HVW?IHLQ(Q)>
n=0 L2(Q2)
< C(H*+ 1 + (At)?),
avec
wy, = u, — Spu(t").
Donc,
ul ™ — Spu(t — (u} — Spu(t 1/2
( Z A (uy nu( i)t (u} pu(t")) ) +Vv sup |uf — Shu(t”)|H1(Q)
2 L2(9) 0<n<N
N-1 1/2
V(Y10 = Sy ) = () = St g)) < OH? +h+ Ad).
n=0

et pour obtenir le résultat demandé, il suffit d’appliquer une inégalité triangulaire ainsi que les
propriétés de 'opérateur Sj,. |

Ces deux lemmes entrainent directement le théoréme suivant.
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Théoréme 3.3.5 Sous les hypothéses
ue L*(0,T; H*(Q)*) n L0, T; H (2)%),u’ € L*(0,T; H*(2)%),p € L™(0,T; H'(Q)),
p' € L*(0,T; H'()),f € L*(2x]0,T])* £ € L*(0,T; H~'(2)*), £(0) € L*(2)°

et £ convexe, nous avons

— n+1 n+1(2 1/2 2
(Z_;)Atup(t ) —py HLQ(Q)) < O(h+ H* 4+ At), (3.70)

avec C' une constante indépendante de h, H et At.
Remarque 3.3.6 Comme conséquence, si h, H et At vérifient (3.9) et (3.64), alors

= n+1 n-+1||2 1/2
(;)At\\p(t )= ey ) < OB (3.71)
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Chapitre 4. Probleme d’ordre deux

4.1 Introduction

On considére dans ce chapitre une approximation plus précise de la vitesse : nous utilisons
alors 1’élément fini de Taylor-Hood. Les espaces de 1’élément fini donnés par (2.18) et (2.19)
satisfont la condition inf-sup. Nous traitons un schéma & deux grilles d’ordre deux en temps
composé d’une étape non-linéaire sur la grille grossieére et d’une autre étape linéarisée autour de
la solution grossiére sur la grille fine avec le méme pas de temps At. Le but est de gagner en
ordre de convergence de l'erreur totale du schéma ainsi qu’en complexité. Nous rappelons donc
le schéma traité, pour 1 <n < N —1:

Etape 1 Probléme non-linéaire sur grille grossiére : trouver (™, p%™) € Xy x My,
solution de

1
Vi € Xu, i Buytt —dul +uf ! ve) + v(Vui, Vvg) + (gt vuyt ve)
1
(4.1)

Yqu € My, (qu,divuyth) = 0. (4.2)

Nous complétons ces équations par les conditions initiales suivantes : on pose uOH = 0 et on cal-
cule ul; par une itération du schéma d’Euler, qui correspond & la résolution de (1.39) pour n = 0.

Etape 2 Probléme linéarisé sur grille fine : trouver (uZH,pZH) € X x My, solution
de

1
Vv, € Xy, 2—At(3u2+1 —4up + uzfl,vh) + Z/(VuZH,Vvh) + (u?fl . VuZH,vh) )
4.3

= (™ divvy) = (£, vp),

Yan € My, (qn,divua)™) = 0. (4.4)
De méme, nous complétons ces équations en posant u% = 0 et en calculant u}L par une itération

du schéma d’Euler, lequel correspond & la résolution de (1.41) pour n = 0.

Dans ce chapitre, nous supposons que f est continue par rapport au temps et nous prenons
fr =£(t"),0<n < N.

Comme dans le chapitre précédent, pour simplifier, nous faisons d’abord ’analyse du schéma
(4.1)-(4.2) pour 1 <n < N —1 et ensuite celle de (4.3)—(4.4) pour 1 <n < N — 1, sans tenir
compte du fait qu’en pratique les deux étapes sont intercalées, ce qui produit des résultats plus
précis que ceux annoncés par l'analyse. Ici aussi, pour simplifier, nous appelons 7 le paramétre
de discrétisation dans I'Etape 1.

Les résultats de ce chapitre sont basés sur l'identité :

Q(an+1’3an+l —4a™ + anfl) — ’an+1’2 + ’2an+1 _ an’2 + ’52an‘2 _ ‘an‘Q _ ’2&" _ anfl‘Q (4.5)
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4.2. Euzistence, unicité et stabilité de la solution de (4.1) — (4.2)

en notant
6%a" = a"tt — 23" 4 a7l (4.6)

4.2 [Existence, unicité et stabilité de la solution de (4.1) — (4.2)

Lemme 4.2.1 (stabilité) Soit u)*! une solution de (4.1)-(4.2) avec pour données initiales uj)
et u eVy;ona

1/2

500wyl e+ sup (120 =i g +@<ZAtHV olae)

N 1/2 252 Y . 2 2 1/2
(1wl ) < O(58 D0 A a1 ey + 120~ )
n=1 n=2

v Prewve. Prenons le produit scalaire de (4.1) par 4Atu*!, utilisons la relation (4.5) et sommons
le résultat sur 1 < n < m — 1, nous obtenons donc :

m m m 2
w5 + 1205 = w5~ o, +2vZAtHVunHL2<9 + Z 1% 2 0
n=2

25
ZAt ||fn||L2(Q + HunHL2 + H2u,1] N U.?]Hig(m '
n=2

D’oit le résultat. |

La stabilité du schéma (4.1)—(4.2) découle de 'estimation a priori suivante :

Lemme 4. 2 2 Le schéma (4.1)—(4.2) admet une solution pour tout v > 0, toutes fonctions ini-
tiales u), v, € V;, et toute donnée f € C°([0,T]; L*(Q)?). La solution est unique pour At assez
petit.

v Preuve. Pour chaque n,1 <n < N—1, le probléme (4.1)—(4.2) est un systéme carré d’équations
algébriques non-linéaires en dimension finie. Grace a ’anti-symétrisation du terme non-linéaire,
on montre facilement, par le théoréme du point fixe de Brouwer et la condition inf-sup, que pour
chaque n,1 <n < N — 1, le probleme admet au moins une solution (uy,p;). Pour I'unicité, on

consideére deux solutions (u%l),p% )) et (ug ),]%(72)). Leur différence (wy, py) vérifie :

Vv, € Vy, E(?)WZH — 4w, + w?]_l,vn) + V(VWZ—H, Vvy,) + (w?]+1 . Vugl)”ﬂ,vn)
1 1
n (u7(72)n+1 . WZ+1’V77) + 5(diVW;szl’u§71)71+1 'Vn) + E(div u§72)”+1,w?]+1 'Vn) —0.

En utilisant I'identité (4.5), le choix de v, = wp™! donne :

1 n 2 n n|2 n||2 n n n—1]2
m( HWUHHB(Q) + H2wn+1 - WnHL2(Q) + H‘SQWnHm(Q) - HWUHiQ(Q) = [|2wy = w; 1HL2(Q)>

—I—u\w n12 — Hw Dn“\

1)n+1
H(Q)

<0.
LA(Q) ~

1
Ty 105 o) = 5 L [y [
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Comme toutes les normes sont équivalentes (dimension finie), en sommant l'inégalité précédente

den=1am —1, en utilisant le lemme 4.2.2 et en tenant compte du fait que wg = w}7 =0, on
trouve une inégalité de la forme :
m m—1
W gy v D0 Aty + D 1187w o) + 295 = w5 )
n=2 n=1 (47)

m
2
= CAtZ HWZHB(Q) ’
n=1
ot la constante C' dépend de n mais pas de At. Pour le dernier terme de la somme du second
membre, on écrit :
m _ 2. m—1 m—1 m—2
wy =0"w T 2wt —w
Il vient alors , ) )
2 om—1 —1 -2
w5y = 20108 ey + 129 = 9y )

et pour At assez petit, le terme
2. m—1]|2 -1 —21|2
208 ([P gy + 1295 =9 o))
peut étre controlé a ’aide des termes correspondants du premier membre.

Grace au lemme de Gronwall, on obtient wy = 0, 2 < n < N. Ensuite, la condition inf-

sup entraine que py =0, 2<n < N. |

4.3 FErreur de base de Navier-Stokes

Dans cette section, nous établissons une estimation de ’erreur des équations de Navier-Stokes
en normes L°°(0, T L2(0)?) et L?(0,T; H'(2)?). Ici, X,, et M, sont les espaces définis par (2.18)
et (2.19). Les hypothéses de régularité sont fortes et nous supposons que le probléme de Navier-
Stokes a une solution assez réguliére pour que les estimations d’erreur soient valables.

Théoréme 4.3.1 Sous les hypothéses u € L?(0,T; H3(Q)?), u’ € L*(0,T; H?(Q2)?),
u® e L2(Qx]0,T[)? et p € L*(0,T; H*(Q)), il existe une constante C' indépendante de 1 et At
et une constante ko > 0, indépendante de n telle que, pour tout At < ko,

2 1/2
L2(Q)>

1/2

N-1
ISSBEN H“Z - Pnu(tn)Hm(Q) + ( n;l H‘SQ(UZ - Pnu(t"))‘

(4.8)

N—-1
V(S0 At = Pt B g)) < COP + (An?).
n=1

v Prewve. Nous procédons en trois étapes :
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4.3. Erreur de base de Navier-Stokes

Etape 1. Posons

D’un coté, (4.1) donne :

23vptt —4vy + v vt ) 4 v AL(Vup T Vi) + 4AL(u) - Vaptt vt

+2At(divuptt uptt vty £ 2(3pptt — Al + =t vt (4.9)

+2(3u(t’n+1) _ 4u(t") + u(tnfl)’vgﬁ’l) — 4At(fn+1,v:;+l)'

D’un autre coté, prenons 'équation (1.1) a linstant t"+1 :

AAL (W ("), vt ) + A A (Va ("), Vvt + A (u( ) - Va(erth), vt

FANE () — rp(tH), div i) = AAK(E(E), v, )
Or la formule de Taylor avec reste intégral nous donne :
Wt + A - At AD - i‘;(f) +ult - AY) < %%2 [ emuiay (41D
La relation (4.10) entraine que :
2(3u(t™t) — du(t™) +u(t" ), vith) + wAL(Vu(" ), Vvpth)
F4AL(u(t" ) - Vu (et vty 4 A (p(t" ) — ryp(t" ), div vt (4.12)

—4AL(E(" ), vitl) = Ry,
ou

IR, | <4At( H <3(

n+1
L2(tn 1tn+1 H n HLQ(Q
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Ainsi, en soustrayant (4.12) de (4.9) et en sommant pour 1 <n < m — 1, nous obtenons :

m—1 m—1
_ 2
vabHi?(Q) +[|2vi = v 1”12(9) + Z H‘SQVZHB(Q) +dv Z Atlvi i @
n=1 n=1

= (HVTIIHiQ(Q) +[|2v; - V%HiQ(Q)) T 2‘ Z (3™ — g + o~ I’VZH)‘

m—1
+4V‘ Z At v¢n+1 vvn+1 ‘ +4‘ Z At(p(tn—f—l) - Tnp(tn—l—l)’divv;z]-i-l)‘

m- 3/2
+4 H ‘L%n 1 gn+1) [v 77+1HL2

n=

m—1
—1—4‘ Z At(u(t"+1) . Vu(t"+1) - uZJrl . VuZH, Z+1 Z At(div u”“ n+1 Z+1)
. (4.13)

Etape 2. Nous notons ((secmb);)1<i<7, les termes du second membre de I'inéquation (4.13) que
nous allons traiter successivement.

Sous-étape 2.1. Nous étudions les termes linéaires.

e Pour traiter le deuxiéme terme, nous avons :

3 n+1 4 4 1
= 2;? - = Pyu/(t"") — o/ ("*1) + Ry,
avec
£)3/2
= S8 0,
L2(tn71;tn+l)

D’ou, en supposant que P, peut étre défini pour étre stable en norme L? (ce qui a été fait par
Girault et Lions [29]), nous avons :

n—1

m—1 1
3pptt —dpp +
|(secmb)a| = ‘4 g At( n Pyt V"H)‘
n=1

2At o

m—1
Cln2 > At () gy Vi 2y + (402 [u®]

n=1

oy (Zmuv"“!uz o)

< U5 {Tmﬁ? 1| oo 0,73 112(2)2) + (A2 [0 Lo 610,172 ] ( Z Atlvy i )

Cn! C(AH" | (3
= ey Ju HLOO(O,T;H2(Q)2) 6o H ‘

At Vn+1 2
L2(Qx]0,T])2 Z | Hi(Q)
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4.3. Erreur de base de Navier-Stokes

e Le troisiéme est tel que :

|(secmb)s ‘41/ Z At( chnﬂ VV"H)‘

m—1

201/77

12
< HUHL2 (0,7;H3()?) T 2VEs Z At\v”+ H(Q)"
n=1
e Le quatriéme est borné de la maniére suivante :
m—1
|(secmb)a| = (4 37 Atp(E) — ("t div v
n=1
1
2077 - +1 2
< — ) ”PHL2 (0,7;H2(Q)) T 2€4 2:1 Atlvy H(Q)"
n

e Nous étudions le cinquiéme terme :

|(secmb)s |—4Z At AQ%/? Hu(3)‘

n+1
LQ(tn 1ign+1) H Vi HLQ(Q)

0

L2(2x]0,TT)2
e Nous démontrons que le premier terme est du méme ordre dans la proposition 4.3.2 qui suit.

Sous-étape 2.2. Nous étudions les termes non-linéaires et de stabilisation. Ils se traitent de la
méme maniére. Nous avons :

() u(e ) gt Tt vg ) 2 divug v

1
— _(V777L+1 . VVZJrl’ Pnu(t"Jrl)) _ i(div VZ+17 Pnu(thrl) 'V7T7L+1) _ ((pZJrl . VVZ+1,Pnu(tn+1))

5 (v B () i) — (u ) T o),

Le terme de stabilisation s’écrit de maniére analogue. Ainsi, le terme (secmb)g + (secmb); se
décompose en trois termes ((secmb)er).7, j = 1,2,3 qui sont bornés en fonction des données du
probléme. En effet, soit :
C1 = sup [u(t")| g1 (q),
n
alors, en utilisant d’une part (3.44) et d’autre part

a? b 11
ab<——|——, avec — + — =1, (4.14)
p P p D

m—1
1
|((secmb)er). 1] = ‘4 Z At((VZ“ VL Bu(th) + S (divvit Ppu(itt) - vgﬂ))‘
4/3 m—1

SSC 98(]
o mewp 4ﬁGZMWH
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m—1
n n 1 n n n
|((secmb)gr).2| = ‘4 Z At((%ﬂ Vvt Pu(ttth) + 5(chvso Hopu(e Tt n+1)>‘
n=1
m—1
<3S4ccl{ 1020 rimsc@p) + 57 30 AV g b
n=1

et
|((secmb)er).3| = ‘4”12—:1 At(u(t”“) Vv n+1’¢2+1>‘
n=1

S2C, (C .
< 42 {5— HUHL2(0TH3 ) tées Z Aty in Q)}

FEtape 3. Ainsi, avec un choix convenable des ¢;, (4.13) devient :

m—1
anmHiZ(Q) +[|2vi - V?%H;(Q) + Z “52"?]";( Tv Z Atfvy ™! %{1(9
n=1

(4.15)

m—1

< alA) 4Bt + ) At HVZHH;(Q) ’

n=1

ol o, B et & ne dépendent ni de At, ni de 7.
Pour appliquer le lemme de Gronwall discret, on procéde comme dans la démonstration du lemme
4.2.2 i.e. on écrit :

m m— m— m— 2
Vi 3agy < 2( 102 agy + 2wt = vi 2l )-

Alors, on suppose que At est assez petit pour que 2At¢ < — (par exemple) et nous obtenons le

DO =

résultat recherché :

N- 1/2
sup [[Vall oy 500 11298 =V oy + (2 16%Vi 2y )
n=1

1<n<N 1<n<N
(4.16)
+vir( Z AVI g ) < o/ (A1) + B 0
Proposition 4.3.2 Sous les hypothéses u” € C°(0,T; L*(Q)?), u(At) € H3(2)? et
p(At) € H2(Q), Uerreur de la solution calculée par une itération du schéma d’Euler
(u}7 — u(At),p}7 — p(At)) vérifie les estimations suivantes, pour At < ko > 0 assez petit,
vAt
(At)* 6 2
(4.17)
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4.3. Erreur de base de Navier-Stokes

et

3
(AOY[[ryp(A) = phl 2 < C((AHY2 7 + JUE) (4.18)

v Preuve. Remarquons d’abord que, grace aux hypotheéses de régularité sur u, il existe 6 €]0,1]
tel que :
1
0 = ug = u(At) — Atu'(At) + §(At)2u”(0At).

Donc ) )
- _ 1 "
Atu(t) u'(At) 2Atu (0AR),
et u}7 vérifie I’équation d’erreur :
Vv, € Vi, = (ul — u(At V(! — u(An), Vv,) = 2w (ot
Vi S W’E(un_u( )7V77)+V( (un_u( ))7 Vn) - 7(11 ( ),Vn)

(4.19)
—(p(At) — ryp(At), div vy) + (u(At) - Vu(At) —u, - Vu,, v,) — (dlv u717, u}v Vi)

Intercalons P,u(At) dans cette équation et posons

vy = V}7 = u}7 — Pyu(At) et cp717 = Pyu(At) —u(At) :

At

5 —(u"(9At),v ) (rnp(At)—p(At),divv}?) ( Vun,vn)

At H 77HL2 +V|v |H1(9

1 11,1 SN B R 11
2(d1vv,7,u,7 vy) — ( Vun,vn) (dlvcpn,un-vn)—(u(At)-chn,vn)

1

At (‘Pn? 77) - l/(vsan?vv )

(4.20)
En tenant compte de l'erreur d’approximation de P, on trouve facilement (4.17).

En ce qui concerne la pression, on intercale r,p(At) et on obtient :
(rpp(At) — p(At),div vy) + (p}7 — rpp(At), div vy)

= (= (), vy) (T ()~ u(An), Tv,) — S (0A), v,) (4.21)

1
2(d1vu717,u,17 V).

—(u(At) - Vu(At) — u}7 : Vu}?, vy) +
D’apres la condition inf-sup (1.16), il existe v, € an telle que :

(0~ rap 1) v vy) = 19— rp(B0)] 2

et
1 .
Volat ) < 7 Hp,l] - rnp(At)HLQ(Q) , avec * > 0 indépendante de 7.
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Donc en appliquant (4.17) :

(At)1/2
5*

S
(A1) = D] ) + 3 ([t = (A8 o

(A2 [|py = ryp(A)| gy <
S "

+v|Pyu(At) — u(At)| 1) + = (At) |u”(0At) HLQ(Q
Si(ju(A Ju »—u(A

+S3((A) 1110y + 50 11 = w(AD o))

3
+ ).

< C(n? + (At)32 N

Le théoréeme 4.3.1 admet comme conséquence :

Corollaire 4.3.3 Sous les hypothéses conjuguées du théoréme 4.3.1 et de la proposition 4.3.2,

nous avons N1
sup. [ = (6 s+ (3 197065 — a2
1<n L2() — n L2(Q)

(4.22)
(3 At - ) )) " < CO7 + (80
n=1

v' Prewve. 1l suffit d’appliquer une inégalité triangulaire & (4.8), de substituer (4.17) et d’utiliser
les propriétés de 'opérateur P,. |

4.4 Quelques estimations du probléme de Stokes

L’estimation d’erreur d’ordre 2 en temps dans L?(€2x]0, T[)?, que nous voulons calculer dans
ce qui suit, est basée sur un argument de dualité pour le probléme de Stokes dépendant du temps
(3.10)—(3.13).

Nous discrétisons (3.10)-(3.13) par le schéma de 'Etape 1 d’ordre deux en temps
(4.1)-(4.2) sans le terme non-linéaire, pour 1 < n < N — 1 : trouver (Vgﬂ,qf;“) € X, x M,,
solution de

Vz, € Xy, E(ESVZH —4vZ+inl,zn)—i—u(vaH,Vzn) - (qlf“,divzn) = (g"*!, z,), (4.23)
VA, € My, (A, divvpth) =o0. (4.24)

Ces équations sont complétées par des conditions initiales analogues & celles adoptées pour le
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probléme de Navier-Stokes.
Nous utilisons, parfois, dans la suite de ce chapitre, I’hypothése suivante :

Hypothése 4.4.1 Il existe deuz constantes o et ~', positives, indépendantes de At et n telles
que
a'n® < (A1) <A, (4.25)

i.e. (At)? est ezactement du méme ordre que 1.

4.4.1 Estimations L>(0,7; L*(Q2)?) et L*(0,T; H'(Q2)?)

Le probléme (4.23)—(4.24) est linéaire et admet une unique solution grace a la condition inf-
sup (1.16), sans restriction sur At. Nous établissons une estimation de l'erreur des équations de
Stokes en norme L% (0,T; L2(Q)?) et L?(0,T; H'(2)?), sans restriction sur At car le probléme
est linéaire.

En ce qui concerne la valeur de démarrage v}, on montre comme dans le probléme de Navier-
Stokes, et plus simplement que : si v(At) € H3(Q)?,q(At) € H2(Q) et v € CO([0,T]; L*(2)?),
alors

Vi = V(AD) 2y + vALVE = V(AD R g,

(At)!

<
-2

2
HVHHLOO(O,T;LQ(Q)Q) + C(At)?fl(‘v(At)ﬁ{S(Q) + ’q(At)’%JQ(Q)) + C’I76’V(At)’%{3(ﬂ)
(4.26)

Ensuite, dans le cas général, nous avons le résultat suivant. La démonstration est semblable &
celle du théoréme 4.3.1 mais elle est plus simple car le terme de convection est absent.

Proposition 4.4.2 Soient (v,q) et (vﬁ“,qﬁ“) les solutions respectives de (3.10)—(3.13) et
(4.23)-(4.24). En plus des hypothéses précédentes, on suppose que g est assez réguliére en es-
pace et en temps, v € L*(0,T;H*(Q)?), v/ € L*0,T;H*(Q)?), v©® e L*(Qx]0,T])? et
q € L?(0,T; H*(Q2)). Il existe une constante C, indépendante de 1 et At, telle que

1§SB£N HV?; a an(tn)HLQ(Q) + 1;2)1\{ HQ(VZ — Py (t")) - (VZH - an(tn_l))HLz(Q)

S 2 ) S g mz V2 (4.27)
1P = PN ey )+ VI3 ALV~ P o) -
n=1 n=1

< C(n? + (At)?).

De cette proposition découle :

Corollaire 4.4.3 Sous les hypothéses de la proposition 4.4.2, il existe une constante C, indépen-
dante de n et At, telle que
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up [V =) ey sup (1207 = v () = (v = v () g
N—-1 N

(D 182 = vt 70 )1/2 v (Y Aty - v(t”)ﬁ{l(m)lm (4.28)

n=1 n=1

< C(n* + (Ar)?).

v Preuve. (4.28) s’obtient par simple application d’une inégalité triangulaire et des propriétés
de l'opérateur F,. |

4.4.2 Estimation L>°(H') et estimation L?(L?) de la dérivée en temps

L’erreur satisfait aussi une estimation dans L>(0,7; H(Q)?) . La démonstration utilise la
variante de la projection de Stokes (3.33) introduite dans le chapitre 3 ainsi que les inégalités
(3.34) et (3.35) vérifiées par la projection.

Pour simplifier, nous introduisons la notation suivante :

3a"tt — 4q™ + gt
Sta = ) 4.29
“ N (4.29)

Nous avons le

Lemme 4.4.4 En sus des hypothéses de la proposition 4.4.2, on suppose que v' € C°(0,T; H*(Q)?),
v e L2(0,T; H'(Q)?), v® ¢ L2(Qx]0,T[)?,¢' € C°(0,T; H'(Q)) et ¢" € L*(Qx]0,T[). Alors,

s1 Q) est convezxe, il existe une constante C, indépendante de n et At, telle que :

P 1/.n n 2 1/2 n n
(3 at)e' vy = vt Fay ) + S IV =S¥ () o

n=1

=

-1 1/2
+ sup 2(vi = Suv(ETh) — (vi = Syv(E) ) + ( Z 6% (vyy — Snv(t"))ﬁzl(m)

1<n<N-1 n=1

< C(n? + (A2 + ;—Z_t).
(4.30)

v Preuve. Nous posons :

p(t) =v(t) — Syv(t), cp,i7 = (") et ef7 = vf7 — S,v(th).
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D’un coté, (4.23) donne :

3entl — e 4 en!
( U T Zn) + u(VeZ“,Vzn)

2At
0 bl s 0 . 3y — Aol + !
— (&"2y) + (g divay) = v(V(S,v(E™) = v(t"H), V) + ( A )
3v(tt) —dv(t?) + v(t" 1) n
—( SAL ,zn> +v(Vv(t Jrl),Vzn),
(4.31)
avec
Yz, €V, V(V(Snv(t"H) — v, Vzn) - —(q(t"+1),div zn>.
Donc, en appliquant la formule de Taylor avec reste intégral (4.11), il reste :
Vz, € V,, (6'ep,zy) +v(Vept!, Va,) = ('@}, z,) + Rs,
(4.32)

ou

|Rs| < ——=—

(13t v®
H Zl 20 -

L2(tn 1 tn+1 LQ(Q

+1 -1
SeZ 4ez + ez
2A¢

En prenant le produit scalaire par z, = z”Jrl
1, (4.32) devient :

et en sommant sur 1 <n <

m—1 m—1
2 v 2 —1)2 2 n2
> At HZZ-HHLQ(Q) T (|enm|H1(Q) +[2e)" — e i) + ) 16%€n i@
_ n=1

1|2 1 02
—ley H(Q) ~ 2, — en‘Hl(Q))

m—1 ) 1/2 1
<[(E st el )+ S50 [v@]

e ](Zmu )

n=1
(4.33)
En utilisant I’inégalité de Jensen, ceci donne, puisque e% =0,
1 m— ) v m—1
1 2 —1p2 2 _n2
) Z At ||z HL2(Q) + Z<|e77m|H1(Q) +[2ep" — ey i) + Z |0 eZ|H1(Q)>
n=1 n=1
(4.34)

5V
ety + OO [y

2

Calculons le troisieme terme du second membre. On a, d’aprés la formule de Taylor avec reste
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intégral,
1 n n n— n 1
e el T = ] < A sy (43)
donc
m—1 ) m—1 ) 4 )
1,.n n+1 2
S Aty <230 A By + A0 [ gy (430
n=1 n=1
Rappelons que d’une part,
1
180%) = VI < 2APy(v) = VI + 3 I7a(@) = dll 2o (4.37)
et d’autre part, si € est convexe, alors :
155(¥) = Vll 20y < Cn(1S9(¥) = Vi) + Ira(a) = all 20y ) (4.38)

Donc, pour presque tout ¢ €]0, 77,

Hsoll(t)”LQ(Q) = HSgV(t)HLz(Q) = ”Sn(v”(t))HLg(Q) < Cn(‘vll(t)’Hl(Q) + ”q”(t)”LQ(Q) )’

grace a la stabilité de P, et r,. De méme,
Hsﬂl(t"H)HLz(Q) = || Sy (v (¢ T)) — V'(t"H)HLz(Q) < 0772<!V/(t"+1)\H2(Q) + \ql(t"H)!Hl(Q)),

grace aux propriétés d’approximation de P, et r,. En utilisant ces deux inégalités dans (4.36),
on trouve :

m—1

a2
Z At H‘Sl‘PnHH(Q) = C774( HV/HiOO(O,T;HQ(Q)Q) + Hq/HiOO(O,T;Hl(Q)))
n= (4.39)

+ O (V3207011 @e) + 10" 2oy ):

Ainsi I'inéquation (4.34) devient, pour m > 2,

m—1 1 —1 2 m—1
3el' Tl — 4e" + el 5 nio ) 1

DAt QAZ ! +v Y 16%enlin + e ling + 125 — e i g
n=1 LQ(Q) n=1

< Cle}2uiq + An' + B(AL)!

P
< A'n* + B'(At)? + N (d’aprés le résultat (4.26)).
Le résultat (4.30) découle de ce qui précede et d’'une deuxiéme application de (4.26). [
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Théoréme 4.4.5 Sous les hypothéses du lemme 4.4.4, il existe une constante C, indépendante
de n et At, telle que :

N-t . ) 1/2
(3 At vy = vt )+ sup Vi =V
n=1

1<n<N

gl 1/2
+ sup  [2(vp T = v(E"Th) = (v — (" + 52 (v — v(t™) 2 (4.40)
S RO =) = (0 (Dl + (30 19205 = VD)

3
< O + (A2 + f—A_t).

v Preuve. 11 suffit d’appliquer une inégalité triangulaire a (4.30) ainsi que les propriétés des
opérateurs S, et P,. [ ]

Corollaire 4.4.6 Sous les hypothéses du lemme 4.4.4 et du théoréeme 4.4.5, on a

3
sup |[v? —v(t" <C(n*+ At3/2—|—77—. 4.41
léngN’ 0 = V(")) < Cln” + (At) \/A_t) (4.41)

4.4.3 Argument de dualité

Nous introduisons le probléme de Stokes rétrograde d’ordre deux en temps suivant :

n+1_4 n 3 n—1
W W+ oW +rAwr oyl :vn—l_v(tn—l) dans Q, 1<n < N+1, (4.42)

2At "
divw" ' =0 dans Q, 1<n<N +1, (4.43)
W' g =0, 1<n< N+1, (4.44)
w2 =0, w¥* =0 dans Q. (4.45)

Pour tout n,0 <n < N, ce probléme de Stokes admet une unique solution :

w" € HY(Q)%,\" € LE().

Le probléme (4.42)—(4.45) s’écrit sous forme variationnelle : Vz € H}(2)?,

1
_Q—At(wn+1 — 4w + 3w z) — (VW Vz) + (W divz) = (v — vt 2),

(4.46)

n
n

129



Chapitre 4. Probleme d’ordre deux

divw™ ! =0.

Nous établissons dans le lemme suivant quelques estimations a priori de la vitesse w™ du probléme
de Stokes rétrograde (4.42)—(4.45).

Lemme 4.4.7 La solution w",0 < n < N, du probleme (4.42)—(4.45) vérifie les estimations a
priori suivantes :

1/2
sup [|w" ||L2(Q sup HQW" 1—W"HL2(Q —1—\/21/( E At|w"|H1 )
0<n< 1<n<N+ e
N+1 (4.47)

25 1/2
+ZH52 W2 < 2(ZAtHvt”—V”HLz )

ot So est la constante de Poincaré et

N+1
v v
— sup |w 5wn ) +4/= sup [2w" —w"t!
\/Q(K p W' g + \/>< E | () 20§n£N| |1 (@)

2

(4.48)
— AW+ 3Wn—1 1/2

2At

N+l H n+1

+< Z::l At )1/2 < (i\f:At (™) — VZHi?(Q))

L2(Q) n=0

v Preuve. (i) Prenons la fonction test z = 4Atw" "1, et sommons I'équation (4.42) de n =m +1
a N + 1, alors nous obtenons :

N N+1
W™ |22 + [[2w™ — WerlHiQ(Q) v Y AW g+ Y H(SQWnHiQ(Q)
2n?Vm n:m-ﬁ-l N
<2 D AV = Vil + 2% 3 AW ),

v
d’ott le premier résultat du lemme avec le choix de € = 5
2

WnJrl — 4Aw" + 3wn71
(74) Pour la deuxiéme estimation, il suffit de prendre la fonction test z = SAL ,
1

sommer ’équation résultant de n =m +1a N + 1 et choisir ¢ = AL |

De plus, nous avons le :

Lemme 4.4.8 Si Q est convexe, alors pour tout 0 <n < N, on a w" € H?(Q)2,\" € H(Q) et

N ) ) 1/2 N ) 1/2
(D at (1w B + V) ) <03 atlven) =il ) (4.49)
n=0 n=0
avec C' une constante indépendante de At et de 7.

v Prewve. Nous avons, pour chaque n, 1 <n < N + 1,

WnJrl — Aw" + 3wn71

—UA n—1 n—1 _ _
VAW + VA SAL

+ (v(tn—l) _ Vn_l).
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4.4. Quelques estimations du probléme de Stokes

C’est un probléme de Stokes et nous venons de voir que le second membre appartient a L?(€2)?

et satisfait une borne convenable. Donc, si {2 est convexe, nous savons que, pour 0 <n < N,
w € H2(Q)? et \* € HY(Q), avec :

wtl — 4w 4 3wn1
) T H AL ‘

W ey + W e < C(IVE) = v g i)

(4.50)
ou la constante C' ne dépend que de €2 et v.

En prenant le carré de (4.50), en la multipliant par At de part et d’autre, en sommant de n = 1
a N +1 et en utilisant (4.48), on trouve (4.49), avec une constante qui ne dépend que de v et 2. B

Théoréme 4.4.9 SiQ est convere, g € L2(2x]0,T[)?,v € L?(0,T; H3(Q)?),q € L*(0,T; H?(5)),
vl € L2(0,T; H*(Q)?) et v® e L2(Qx]0,T()?, alors il existe une constante C, qui dépend des
normes de v,v',v®) et q, mais indépendante de n et At, telle que :

N
(S atvp v ) <l + an? + nan?). (451)
n=0

En particulier, si (At)?2 = O(n?) (i.e. si la deuzieme inégalité de (4.25) a lieu), alors
N
. 2 1/2
(D atfvy—vt[fag ) <Cn* (4.52)
n=0

v Preuve. On procéde en trois étapes :

Etape 1. Prenons le produit scalaire de (4.42) par "' = vt — v(t"~!) et sommons le ré-
sultat de n =1 an = N + 1, nous avons :
N | V1 N+1
Z At He"H%Q(Q) = -3 Z (W — 4w + 3w e — Z At(Vw 1 ver )
n=0 n=1 n=1
N+1
+ > At(A dive™ ).
n=1

(4.53)

En effectuant une intégration par parties discréte dans le premier terme du second membre de
'équation précédente, nous avons, aprés les simplifications dues au fait que w™¥+! = w2 =0
et e =0,

| Nl | N+
—5 z:(W"Jrl —4w" 43w e ) = —3 z:(Se"Jrl —de" e wTh) — Z(wlel)
n=1 n=1
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Ainsi, (4.53) devient :

1 N+1 N+1
Z Atlle™22q) = —5 Z (3! — 4e" + "L PwT) — v Y AHVE,w" T, Ve )
n:l n=1
1‘N—i—l N+1
_5 Z(gen—I—l — de" + en_l,Wn+1 _ inn—I—l) -y Z At(V(Wn_l _ inn—l)’ven—l)
n=1
N+1

£ 30 AL = A diven 1) — ;(wl,el).

(4.54)
En traitant les deux premiers termes du second membre de (4.54), cette derniére s’écrit :

N-1 N-1
e"t —4e" + e Pw ) — v ) AH(VPw T Vet

n:l n=1

l\DI»—l

N
> At 70 =
n=0

N+1
1
—vAH(Ve!, VPw!) - o > (3e™ —de" e wrt - Pwnt)

n=1

(4.55)

N+1 N+1 3
—v Y AHV(WT = Pw ), Ve T 4+ > T AT — At dive™ ) — 5(wl,el).

n=1

Etape 2. Etudions les différents termes du second membre de cette équation.
e Les deux premiers termes deviennent :

N—-1 N—-1
1
=5 Do Bem —dem e Pw ) — v Y AUVRW ! Vet

n=1 n=1

N
< 37 At(g(t™) — ryq(t" ), div(Pyw - w )|

+%(At)2 Hv(3 ‘

. 1/2
L2(Qx%]0,T) ( Z At|Pyw +1| )

v

L2(0x0.7]) } (ZAtHenHIﬂ Q)) /2.

{077 HQ||L2(0TH1(Q)) + 7 At ‘
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4.4. Quelques estimations du probléme de Stokes

e Le quatriéme est :

N+1

n+1 n—1
|3 s )|

= 1,02 1/2 - n+1 n+1||2 1/2
< (X atfaer 2 ) (X At wrt - B2 )
n=1 n=1

< CP((AH*2 +7?) (ZAtuenuLz )"

e En appliquant le corollaire 4.4.3, le cinquiéme et sixiéme termes sont tels que :

N N ) 12 , ) 1/2
(V ST AHV(W - Pw™), Ve”)( < cn( S At|e”|H1(Q)> ( S At|w”|H2(Q)>
n=0 n=0 n=0

1
< On((Aty? (ZmuenuLzm )"
et
N N ) 12
‘ZAt(A"—rn)\",dive") < Cn((At)2+n2)(ZAtHe"HL2(Q)> .
n=0 n=0

e Il nous reste & étudier le troisiéme et le dernier terme. Ils s’écrivent sous la forme suivante :

§ [(inlv el)

3
3wl el) - vAH(Ve!, VPw!) = 2wt - pwel) -

2
1 1 1 1 1
+vAt(Ve', VP,w )} + iyAt(Ve ,VP,w").

Considérons le terme entre crochets de la relation précédente. En écrivant I’équation vérifiée par
erreur au temps ¢!, il existe 6 €]0, 1] tel que :

At)?
(e', P,w!) + vAL(Ve!, VP,w!) = At(ryq(At) — q(At),div P,w') — (&)

(v"(0AL), inl),

donc

e', P,w!) + vAt(Vel, VP, w!
n i

2
< C[(At)’UQ‘Q(At)‘H?(Q) + % H HLOO(OTL2 Q)2) } (ZAt HenHLQ )

Considérons maintenant le premier terme. En utilisant (4.26), il est majoré par :

((wl - inl,el)‘ < Cn[(At)1/2n2(IQ(At)I%2(Q> + [V(A1) | Fa )2
At)?
+( 2) v/ HLooOTL2(Q) 2y 71 *lv(At) N3 @ ](ZAtHe ||L2(Q )
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e De méme, le dernier terme est majoré par (4.26).

Etape 3. Ainsi, regroupant tous ces résultats, on obtient :

N 1/2
(D atleag ) <COP + ' + (A8? + n(an?).
n=0

Par conséquent, si ’hypothése (4.25) est vérifiée, alors
N
9 1/2
(Z At vy = V(tn)Hm(ﬂ) ) < Cn,
n=0

4.5 Reésultat de superconvergence

Dans cette section, nous allons établir une estimation d’erreur d’ordre deux pour la norme
L? de ult!t — u(¢"*h). Pour cela, comme pour le probléeme d’ordre un en temps, nous divisons
Ierreur en deux contributions, l'une linéaire et ’autre non-linéaire. La contribution linéaire, qui
n’est autre que la solution discrete de la partie de Stokes dans (1.1), est estimée par le théoréme
4.4.9. Puis, nous démontrons un résultat de "superconvergence" pour U'erreur de la partie non-
linéaire.
Plus précisément, soit VZ‘H € V, définie par :

1 -1
Bvptt —dvp + vt wy)

Vw, €V, N + I/(vaﬂ, Vw,) — (qﬁ“, divwy))
= (£ —u(™*h) - vu(t"th), wy). (4.56)

Alors, v satisfait (4.23) avec la donnée (g(t"™), w,) = (F(t"+1) —u(t"1) - Vu(t"1), wy) et
le théoréme 4.4.9 admet le

Corollaire 4.5.1 On suppose que u vérifie les hypothéses sur v dans l’énoncé du théoréme 4.4.9,
que Q0 est conveze et que £ € CO([0,T); L?(2)?). Alors

N
(- at|vy _u@n)H;(m)”Z <O + (At)? + n(Ar?), (4.57)
n=0

ot C ne dépend ni de n ni de At.

De méme, le théoréme 4.4.5 admet la conséquence suivante :
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4.5. Résultat de superconvergence

Corollaire 4.5.2 En sus des hypothéses du corollaire 4.5.1, on suppose que p’ € L*(0,T; H*(Q)).
Alors il existe une constante C, indépendante de n et At, telle que :

2

— 1ign nyy |2 1/2 = 2(m ny\y (2 1/ n
(;At“fs (vy —u(t ))HL2(Q)> + (; 6%(vyy —u(t ))|H1(Q)> + <SugN|v u(t™)| 1 (q)

3
+ 2(v™ L (™)) — (v — u(t" <C?+ At3/2+ n '
Ogsgg_l‘ (vp u( ) = (viy —u(t") g < Cn” + (At) —\/A_t)
(4.58)

La contribution non-linéaire vérifie ’estimation d’erreur suivante :

Théoréme 4.5.3 En sus des hypothéses du corollaire 4.5.2, on suppose que ' € L?(0,T; H'(Q)?)
etu € L0, T; WH4(Q)?). On a :

_1_

sup Hv — u”HLQ(Q) + 1<su£)N H2(VZ —uy) — (v - )HLQ(Q)

0<n<N

N-1 ) 1/2 N—1 12 (459)
(NP = ey ) (D At — i ) < 0P+ (AR?),
n=1 n=0

v Preuve. On procéde en quatre étapes :

Etape 1. On soustrait I'équation (4.1) de (4.23) et on pose cpf7 = vf] - ufi. Le terme non-linéaire

passe au second membre et s’écrit :

1
it Vuptt 4 3 div uZHuZJrl —u(t"™) . vu@"

1
= ”+1 Vu”+1 — = d1V go”“ ZH — V:L]+1 . Vgo:;“ -3 div v”+lcpg+1
= u( ) - V(v - a(r) 4 g div(v - a( ) (v ()
—l—(v:frl —u("t)) - Vu@" ) + - dlv( () yu (et

Fu(t"th) V(v — (")),

En multipliant par cngrl et en sommant de n =1 &n =m — 1, on obtient :

m—1
= 3 a{ (gt Tupt g - C(div gttt ont))

+ 37 At(u(Etl) - V(vIF —u(ttth), ot (4.60)
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m—1

+ 3 Attt = u(Et) - V(v - a9t
n=1
(le ( n+l (thrl))’ (VZJrl _ u(thrl)) . QDZJrl)}
m—1
+ 3 A (vt = u@ ) - Ve, @i
n=1

1 : n n n n
5 (div (vt —u(Eh), uE ) - eph |

Le premier membre de (4.60) s’écrit :

1 1 2 1 2
e e = 7 1enllzay + 7 1205 = 05 oy — !\2%—‘%’3!&2(9)
1 m— m—1
+5 Z HLQ(Q +1 3 At -
n=1 n=1

Etape 2. On étudie maintenant les termes du second membre de (4.60) notés ((secmb);)1<i<a.
e En posant

C1 = sup |uy|m1(),
n

(on remarque que cette quantité est bornée grace a (4.8) et la premiére partie de (4.25)), le
premier est tel que :

Z At{ n+1 VUZ+1,QDZ+1) (leQDnJrl, n+1 QDZ+1)}'

4 21/435 4/38 m-1 V2 ool 45
ST{(WQ °2 ZAﬂgo"“ﬁ{l (5_1 ! ZAtH nJrlHB Q)}

e En posant C3 = sup Hu(t”‘H)HLm(Q) et d’aprés le corollaire 4.5.1, le deuxiéme terme est borné
n

par :

m—1

37 At(u(tth) - V(v —u(Eth), onth)

n=1

C
s%gzmuvnﬂ ey + S5 Al

n=1

CCs

C € n
5o, (07 + (A0 4+ (A0)?) + == T Al g

n=1

IN
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e D’apreés les corollaires 4.4.3 et 4.5.2, le troisiéme terme est tel que :

|7 ar{((vptt = uE ) - Vvt - u(e ), eit)

n=1
]' : n n n n n
5 (div (v = u (@), (vt = (et - et |
CS%. s 7 5 4y, 35%es - 12
< 5o, (n° + (At)" + (At)’n*) + 1 E Atloy ™ 3 q)-

n=1
e Les deux derniers termes se traitent ensemble grace a la formule (3.44) :

1
(vt = a(e 1) - (e, @it + S (div (v —u(™ ), u(" ) - gt

(4.61)
1 1
= S (v —u@™ ) - Va( ), op ) = S((vi = a(t™th) - Vet u(en ),
Donc, en posant Cy = sup |u(t"+1)|W1,4(Q), on trouve :
1<n<N

m—1
‘ Z At<((vg+1 _ u(tn+1)) . Vu(tn+1)7 ‘PZJrl) + %(div (VZJrl _ u(thrl))’ u(t"*l) ) LPZ+1)>‘
n=1

< C(CyS4+ Cs)

4

m—1
S4C + C3)e .
S + (20 +p(ant) + BTG T A g
n=1

0

FEtape 3. 1l faut estimer la premiére valeur 4p,17. Elle vérifie, puisque v,

= ug =0,
2
@bl ) + v AtY s ) = At] () - Tk — u(AD) - u(Ae), o)

Le terme non-linéaire a la méme décomposition que dans le cas général. Donc le premier groupe
de terme non-linéaire est majoré par :

Ch 21/4354E$/3 192 V2 2l/4g, 1|2
7{(\/556 + g Al * (5—6 + 8l JA[|n|[12(q) }’

et si At est assez petit, on peut choisir €g et 7 pour que ces deux termes soient absorbés par
ceux du premier membre.

Le deuxiéme groupe fait intervenir :
1 14|12 6 4
At ||v, —u(t )HLQ(Q) <C(® + (At)Y).
Le troisiéme groupe fait intervenir :

At|v) —u(At) i) || ve — U(At)HLG(Q) [l i)

1
< (el ) + Aty = (A0 g [[vy — u(AD]] g

N | =
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avec
Atlvy = u(Ab) [} ) < Cln* + (A1),
[v1 — u(An)|| < C(n? + (A1)?)
n r2(e) = 2 ’
1 2 3/2 Ui
— u(At < C(n* + (At + —=).
vy —a(At)|g19) < C(n* + (At) \/A_t)
Donc,

Atlv, — u(At)| o) [|vy = a(AD)]] L g lenlmo)

1 9
< 3 (EsBtleylipn @) + C0" + 1" (A0 + T gt(an)T?).

VAL

DO =

Quant au dernier groupe, il fait intervenir

At ||vh - u(tl)Hig(Q) < C(S + (ADh).

Etape 4. On termine la preuve avec un choix adéquat des e; et en appliquant le lemme de
Gronwall. |

En combinant les résultats du corollaire 4.5.1 et du théoréme 4.5.3, on trouve le

Corollaire 4.5.4 Sous les hypothéses du théoréeme 4.5.3, nous avons :

N 5 1/2
(Z At[fu(t") = w2, ) < O + (A1)?), (4.62)

n=0

ot C' est une constante indépendante de n et At.

En particulier, sous ’hypothése (4.25) on a :

— n+1 n+11(2 1/2 3
(2:1AtHu(t ) -w g ) <ot (4.63)

v Prewve. La démonstration est immédiate d’aprés le corollaire 4.5.1 et le théoréeme 4.5.3. B

4.6 Estimations d’erreur de la pression

Les résultats de la section précédente nous permettent d’établir une estimation d’erreur de
la pression. Pour mesurer I'erreur sur la pression, on a le résultat suivant :
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Lemme 4.6.1 On fait les hypothéses du théoréme 4.3.1. Alors (u(t" 1), p(t"*1)) et (u ”‘H,pgﬂ),
solutions respectives de (1.1)~(1.4) et (4.1)—~(4.2) vérifient :

Z At Hpn-l—l - Tnp tn—l—l HL2 1/2

G + a0 + cxan? [u) + O ol oo iy (464

<L
5
N 2
+55(3 " At][8 (up ~ u(t"))|\L2(Q))1/2},
n=1

ot 3* est la constante de la condition inf-sup (1.16) et les coefficients C;, 1 < i < 3, sont indé-
pendants de n et At.

L2(Q2x]0,T7)2

1

n —u(t'), on

v Prewve. En faisant la différence des termes non-linéaires et en posant €, = u
a:

1
u(thrl) . vu(thrl) _ u7T7L+1 . vuZJrl _ 5 div u;z—l—lug-i-l

1
_ n+1y | n+l _ nt+l n+l _ = 73 n+1..n+1
u(t") - Vey e, - Vup 5 dive,™ u;™ .

Donc pour toute suite w; € X, et d’aprés la formule de Taylor avec reste intégral (4.11),

N-1 N— _
3en+1 — 4e” + e 1
+1 +1y g; +1 " n T %n +1
n;l At(py™ —ryp(t"T), div wy ; ( SAL , Wy )
N-1 N-1
v Y AUV Vwit) + > T R+ Y At(u(t™t!) - Vet with)
= n=1 n=1

1
n Z At{ n—+1 vun+1 W;Hrl) i g(diveZ“uZ“aWZ“)}

N—-1
37 At — ryp(" ) div i),

n=1

D’apreés la condition inf-sup (1.16), pour tout g, € M,,

. 1
3wy € Vi (div . 7) = g e et IVl 2y < 5z oyl

Dans notre cas, g, = pzﬂ

Z At [|py*t = rup th)H;(Q) :

Les termes du second membre sont majorés comme suit :

ryp(t™*1). Ainsi le premier membre de I'équation précédente s’écrit
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e Le premier est tel que :

N—-1

’Z At (51en Wn+1 ’ < SQ(Z AtH(Sl nHLQ(Q ) (Z Aﬂwn—f—l %{1 Q))l/Q.

n=1

e Comme wy™ € V- et comme (Vwj ™, VPu(t"t!)) = 0, le second terme est tel que :

v AL(Vert!, vwpth)

N—-1

1/2
( Z At Pyt —u(t™)2, Q)) ( Z AW )
< Cl ’I’] + At (Z At|Wn+1|H1(Q )
e Le troisiéme s’écrit :

|ZR1|<CgAt H <3(

L2(2x]0,T])2 ( Z At|wn+1|H1(Q )

e Le quatriéme s’exprime de la maniére suivante :

N—-1
1S At - Vet with)

n=1

N—
< S3(sup [u(t) i ) Z Al Zay) Z AWy )
n+1|2 1/2
< C3(n? + (At)? (ZAt\w Hl(Q> .
e Le cinquiéme est majoré comme suit :

1
‘ Z At{ el Vu”+1 WZ'H) + —(dive”“u”“,w”“)}‘

2 nom n
1
— 5‘ Z At{(eZJrl . vu:)wrl’w;wrl) _ (eZJrl . VW:)L+1, u:)erl)‘
n=0
2 n+1 n+1)2 n+1)2 1/2

< S3(sup ]un |1 () ( Z At!e H(Q) ) ( Z At!w e Q))

< Cy(? + (At)? (ZAﬂ 2 )
e Et le dernier est tel que :
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ZAt (") = ryp(t™ ™), div with)|

( Z At Hp tn-l—l Tnp tn—i—l HL?(Q ) ( Z At|lw 7'L+1|H1(Q )
/
< Csn? 1Pl 20,7120 ( Z Atfwy ™! %’1(9 )1 2'

Le résultat final découle de la condition inf-sup et des majorations précédentes. |

Ici aussi, uy) est borné dans L*°(0, T’ Wh5/2(Q)?) (d’apres le lemme 3.2.21), si 7;, vérifie (3.48)
et si (4.25) a lieu :
sup ‘uZ‘WLs/Q(Q) < C.
n

Lemme 4.6.2 Sous les hypothéses du théoréme 4.5.3, il existe une constante C' = C(u,u’, u(3))
qui ne dépend pas de n et At, telle que :

(3 A1 - w2y )+ V5 st fut— u(e)
pt 7 L2(Q) 1§n£N n H'(Q)

N-1
FVB sup_ 20— (") — (i — u ) oy + V(2 120 (D)
n=1

1<n<N

< G+ a2+ L),
(4.65)

v Prewve. On procéde en trois étapes. Les étapes de la démonstration sont similaires a celles du
lemme 4.6.1.

E’tape 1. On a, a partir des équations (4.1) et (1.39), en posant e = uf7 — Syu(th), cpf7 =
u(t') — Syu(t') et en prenant la fonction test w, = wjtt = §le]!

Z At|ote nHm |em|H1(Q len i) + 126) — e ()
—|2e}, — &)} ) + Z |6%ep 771 o)
m—1 m—1 m—1
<v| Z AUV, Ve + | D Atp() divae)| + Y Aty oel) + Y R
n=1 n=1 n=1
m—1 1
+3 At{(u(t"“) V() — vt atel) — S (divg 51eg)},
n=1
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avec

1
u(t"t) - Va("th) —uptt . vaptt — 3 div uZHuZ'H

1
= u(t"th) V(a1 —upth) + (u( ) —ultt) - Vaptt — 3 div(u(t" ) — gt Huptt

Etape 2. Etude des termes du second membre de ’équation précédente.

e La somme du premier et du deuxiéme termes du second membre est nulle, d’aprés la défi-
nition de I'opérateur de projection de Stokes S,. Il reste donc a étudier les trois autres termes.
e En effectuant le méme calcul que (4.39), le troisiéme est tel que :

<&
26,

en,otel)| < { (Hu/Hioo(o,T;HQ(Q)Q) * leuiw(ovT;Hl(Q)))

m—1
+HA 2 (|lu”7 o111 @)2) 1P 12 x70,7)) }"‘ 5 Z Atllde nHL2(Q
n=1
e Le quatriéme s’écrit :

An)t 2 2
2:-:2 HU(?))‘LQ(QX 0,71 ZAtHél HLQ(Q)'

e Pour le dernier terme, nous le décomposons en deux parties.

1. La premiére partie est traitée comme suit :

-1

3

At(u(thrl) . v(u(thrl) n+1) 51 n)

1

(]

S
Il
—

t“u(tn+l)|’L°°(Q (™) — o) HéleZHLQ(Q)

IN
3 3
Il |

1

[l >

< L Qx]OT[ ( ZAH tn—l—l Z+1‘§{1(Q)+53ZAtHéleZHiz(Q)
n=1

C”uHLOOQ 0,7 C, ;
- 2(x} D2 (77 + (At)* +€3ZNH51 HL2(Q)

2. Pour traiter la deuxiéme partie, on remarque que :

[(a(@*t) —upth) - VUZHHH(Q) < gty o) [[ut™) — u7T7L+1HL10(Q)

IN

Solup™ 15200 ) — wit g o)
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‘ Z At(( () - Z+1) ) vuz+1751ez>

+% ( div(u(t"™) — T Hupt, 5182)) ‘

]

m—1
< Z A0 [V ooy [0 = 0t 1 g [0 ] 2

1 - n n n n
T3 Z At Hu77+1HL°°(Q) (™) — o) H61e77HL2(9)

m—1

C
( + SlO) sup |u |W1 5/2 Q) Z At|u thrl) Z+1|H1(Q) H61eZHL2(Q)

n 1
/
gc”(c(n + (At +54ZAtH51 ”HL2 >

Donc en posant C1 = [[uf| oo (510,772 » 1€ troisiéme terme est alors majoré par :

cic' OO, 1y (Grms S ac e
(92 S (G bt

Enfin les données initiales sont majorées par la proposition 4.3.2.

Etape 3. Ainsi avec un choix convenable des ¢;,7 = 1, ..., 4, 'équation devient :

ZNW fll72(0y T+ V1es i ) + V1265 — € o)

n 77
+VZ|52 1 < Bn'+ D(At)? + O

D’ou le résultat :

m—1
(3 At o (w = Syu(t™)|[ 2o + V¥ sup [ = S;u(t")] )
()

1<n

N—-1
VY sup [2(a) = Spu(t)) = (wph = Syu(" )l o) + VR 16 (a) = Spult)lin o)

1<n<N

,,73
VAr

Ainsi 'inégalité (4.65) s’obtient par une inégalité triangulaire et par application des inégalités
vérifiées par 'opérateur S, (cf. la fin de la démonstration du lemme 3.2.22). |

< C(n? + (At)3/2 +

De ces deux lemmes, nous déduisons une estimation de la pression.
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Théoréme 4.6.3 Sous les hypothéses du lemme 4.6.1, il existe une constante C indépendante
de n et At, telle que

77—3). (4.66)

N
n n||2 1/2 2 3/2
(ZAth(t ) =Dl ) < O+ (A2 4 =

4.7 Estimations d’erreur des deux grilles

Dans cette section, notre but est d’estimer ’erreur de la solution de la deuxiéme étape du schéma
a deux grilles (4.1)—(4.4).

Nous allons estimer en premier ’erreur initiale.

Proposition 4.7.1 L’erreur de la solution calculée par une itération du schéma d’Euler
(u}, — u(At),p; — p(At)) vérifie les estimations suivantes, pour At < ko > 0 assez petit,

At
. Huh —u(A)[Fa(g) + S5k = u(A8) B q) < CHE + 1 + (A1), (4.67)

et
(A2 ||p(At) — Pillppgq) < CW° + H? + (At)%/2). (4.68)

v Preuve. L’équation d’erreur est semblable & celle de (4.17).

2
EX wronn, )
(4.69)

—At(p(At) — rpp(At),divvy) + At(u(At) - Vu(At) —ul, - Vul vy).

Vv, € Vi, (0} — u(At), vp) + vALV (u}, — u(At)), Vvy,) =

En posant vy, = v} = P,u(At) — u; et ¢} = P,u(At) — u(At), le terme non-linéaire s’écrit :

(u(At) - Vu(At) — ul; - Vuy, vp)

= ((u(At) —up) - Vu(At),vy) + (g - V(a(At) — Pyu(At)), vp)

+((u(At) —uy) - V(u, = Pyu(At)), vy) + (u(At) - V(Pyu(At) — uj), vi)

= ((u(At) —up) - Vu(At), vi) = (uf - Vegy, vi) — ((At) —u) - Vvy, vi).
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Nous avons donc trois contributions du terme non-linéaire. Pour le premier terme, on écrit :
At‘ u(At) — uly) - Vu(At), v )\
< Salvi i) sup [a(AL) |14 At [lu(At) — u?{JrlHLQ(Q)
1
<3 (51At|vh|H1 + 2 CZAt(HG (A1) + (At)H4)).

Pour le second terme, on sait que Hu}qH L4(Q) est borné et on écrit :

At‘(u}{ : V‘Pflwvfll)‘ < SaAtVL o) [[ul|] i) [0(A) — Pru(At)| (o)

[y

C

<= (52At|v,11|§,1(9) + 5(At)h‘*).

[\

Enfin, le troisiéme s’écrit :
At|((u(At) —ul)) - Vvh,vh)‘ < ACH |V s gy [ty — u(A8)] 111

avec
3

Y

donc pour H (donc aussi At) assez petit, ce terme est absorbé par le premier membre. Il reste
les termes linéaires ; on reprend ’équation d’erreur (4.69) et on intercale Ppu(At) :

[y — w(AD) o) < CUADY? + H? 4 ——),

thHL2 + VAt|Vh|

(At)?

< |(ehovh)| + uAt\wz,sz)\ g sup o e VA ey (4.70

+At [[p(At) = rap(At)|| 12 (o [V} | 11(q) + termes non-linéaires.

En tenant compte de l'erreur d’approximation de P, et 7, on trouve facilement (4.67).

En ce qui concerne la pression, on intercale rpp(At) et on obtient :
At(rpp(At) — p(At), div vy,) + At(py, — rpp(At), divvy)

= (u} — u(At),vy) + vAHV(u} — u(At)), Vvy,) — (an?

(W’ (0AL), v (4.71)
—At(u(At) - Vu(At) — u}, - Vuj, vp).

On choisit vy, € Vhl telle que :

(ph, — rp(A1), div i) = [[p} = rap(A0)][ g
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et

1 Ny
Vil 1) < E Hp,lz — rhp(At)HLQ(Q) , avec 3* > 0 indépendante de h.

Donc

(At)1/2
ﬁ*

S
(llrap(a0) = p(ADl| 2oy + 37 1o = (A0 o

(A2 [|py, = rp(AD)]| 2 <
S
v Byu(At) —u(A) () + 5 (A1) [[u” (0AD]| 2

+S3([(AD)] a1 (0 + [l o) uh = (A )
< C(h? + H? + (At)3/?).

Remarque 4.7.2 L’ordre de erreur initiale sur la pression est inférieur o ['ordre d’erreur sur
la vitesse, parce que le schéma de démarrage est seulement d’ordre un. Mais ceci ne se répercute
pas sur l'erreur globale de la pression.

4.7.1 Estimation de la vitesse

Théoréme 4.7.3 Sous les hypothéses du théoréeme 4.5.3, la solution (uZ“,pZJrl) de I’Etape 2

satisfait l'estimation d’erreur swivante :

sup [ufy — u(t")| )+ sup [|2(uf; —u) — (" —u(t" )| 2
1<n<N 1<n<N
> ; 3 4.72
O (102 (g = u(t)|[20) 2 + V(Y Atfuf — u(t) 3 )2 (4.72)
n=l1 n=1

< C(H? + h? + (At)? + H(At)?),
avec C' une constante indépendante de h, H et At.
v Preuve. On procéde en trois étapes :

Etape 1. En soustrayant les équations (4.3) et (1.39), en posant : vi = Pyu(t!) — ul, ¢! =

Pyu(t') — u(t), en prenant la fonction test v, = v} et en sommant 'équation résultante de

n=1lan=m—1,ona

m—1
1 _
v AUV o) + Z(thmH%%m - vallHiQ(Q) +[2vi = vy 1”22(9) —[|2vi - VgHiQ(Q)
n=1
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4.7. Estimations d’erreur des deuz grilles

m—1 m—1 m—1
+ 3 102Vhlaq) < 1Y Ral+ v Do AtV Vvt
n=1 n=1 =

m—1
7 ALY — rp(tY), div vt r+\ZAt on, vt

n=1
_H Z At n+1 n+1 o u(tn-i-l) . vu(tn-i-l) VZ+1)‘

Etape 2. Le calcul des quatre premiers termes du second membre de I’équation précédente est
similaire a celui déja effectué dans les cas précédents. Rappelons les résultats.
e Le premier est tel que :

m—1
51 +1 2
L2(Qx]0,T])2 + E ; At HVZ HLQ(Q) ’

e Le deuxiéme :

m
Cvh* 1/52
v ALV Vvt < 20, 22070302y + Z AtV -
e Le troisiéme :
m—
‘ Z At(p(t™h) — rpp(t" 1), div vt < HPHL2 0,T;H2(%)) Z Aty %{1(9

et le quatrieme se calcule comme dans la démonstration du théoréeme 4.3.1. On a :

+
L2(Qx]0,T))2  2&4 WilLee0,7;12(02)2)

m—1 C(A 4
D e |

m—1
£ 1112
+§4 > At IvE

n=1

e Le terme non-linéaire s’écrit :
n+1 vun—i—l (tn+1) X vu(tn-‘rl)

= (u?fl —u(t"th)) - Vu(" ) + u?;rl -V (Ppu(t™) —u(tnth))

~(a( ) — i) V= Pat) - u(e ) - (R - ),

m—1
Ainsi le cinquiéme terme du second membre | Z At(uf - vutt — () - v, vt

n=1
se décompose en quatre parties qu’on étudie séparemment.
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0o En posant Cw.1 = sup [uly1.4(q), la premiére partie est telle que :

| Z At n+1 (thrl)) . vu(tn+1)’vz+l)|

mz AtHun—i—l thrl H + S3Coo185.1 Z At‘vn—l—l‘
265 1 H L) 2 HH(Q)

n=1 =

Q

n S20.. .
255'110(H6+ (A1) + 74 195.1 Z ALV ).

IN

oo En posant C 0 = sup Hu?{HHL4m) , la deuxiéme partie est telle que :

m—1
1> At V(Pru(t™ ) —u(@ ), vith)
n=1

CCOO,Q}L4 S Coo 2€5.2 n
< e, ”uH%Q(O,T;H3(Q)2) + 47 Z Atlvy, +1’H1(Q)'

oo Pour la troisiéme partie, nous utilisons l’estimation suivante (cf. [30]) : il existe une constante
C, indépendante de 7 telle que, pour tout u, € V),

wy € X, () VW, wy)| < Ot [ldivag | ) 1wy 2 (o) (4.73)

Il est facile de montrer que ce résultat est aussi valable si u, € V +V,. On a

m—1
| Z At((u(t”“) . u?}{+1) . v(uZJrl . Phu(tn+1))’vz+1)|
n=1
R m—1
< CH'™ Yy Atlap™ —u(t™) gy vi g
n=1

m—1

< CH'“sup [ufy —u(t™)| g (o Z AtV o
n n=1

~

< CH'™“S(H? + (At)*? + Z AV T g

grace au corollaire 4.4.6. Pour H raisonnablement petit, ce terme est absorbé par le premier
membre.
oo Et la quatriéme est

| i At(u(t"t) - V(Ppu(t" ) —ufth vt = 0.

n=1
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Etape 3. Ainsi avec un choix convenable des &; et en appliquant le lemme de Gronwall discret,
on a (4.72) :

sup [ufp — Phu(t™)| g2y + sup [|2(uf — Phu(t™)) — (up ™" = Phu(t™ )| g
1<n<N 1<n<N

N—1
+(Z ‘52 = Bpu(t")) HL2 Q) )2+ Vi ZAt\uh Ppu(t )’%{1(9))1/2

n=1

< O(H? + h? + (At)?). [ |

4.7.2 Estimation de la pression

Finalement, nous traitons ’erreur de la pression. Comme dans la section précédente, la pres-
sion satisfait 'estimation suivante :

Lemme 4.7.4 Soient (u(t"*1), p(t"*1)) et (u ”H,pzﬂ) les solutions respectives de (1.1)—(1.4)
et (4.3)-(4.4). Nous avons :

(Z At||pptt = rpp t”“)H;(Q) )1/2 < ﬁi{Clh 12 207,12 () + C2(AY) Hu 3>‘

L2(Qx]0,T])2
3 2 2 -— 1 _ n 1/2
+O3(H® + (A1)?) + Cah® + Sa Y At (uf — u(t™) HLQ(Q :
n=1
(4.74)

ot 3% est la constante de la condition inf-sup (1.16) et les coefficients C;,i = 1,...,4, sont indé-
pendants de H, h et At.

v Preuwve. Les étapes de la preuve sont similaires a celles de la preuve du lemme 4.6.1, sauf
qu’on travaille sur la grille fine et non sur la grille grossiére. On a eZ‘H = uZ‘H —u(t"*1). Ainsi :

N-1 N-1 N-1
D At = rp(tTh), divwi ) = Y Ate, with) v Y AL(Vep T, Vwit)
n=1 n=1 n=1
N-1 N-1
+ Z Ry + Z At(p(t”+1) — rhp(t”+1),div WZH)
n=1 n=1

On traite dans cette preuve uniquement la différence avec celle du lemme 4.6.1 qui n’est autre
que le terme non-linéaire. En effet, il s’écrit de la fagon suivante :

u(t"tt) . vu(ntt) — u’;;rl . VuZ+1 = (u(t"*) — u}?l) -Vu(t"th)
+(utt —uE ) - V(a@Entt) — uZ“) +u(t"t) . V(a@# ) — Z“).
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Ainsi le cinquiéme terme du second membre sera traité comme suit :

Z At(u(t™) - Vu(t" ) — u}?l . VUZH ZH)

N-1 112 12, N=1 - - 1112 1/2
< (X AW ey ) " { (2 At B ™) = ug )
n=1 n=1
= n+1 n+1 nt+1y[2 n+1 n+1)2 1/2
+(2At[Hu(t )= Wi [y + )Hm(m]h‘(t )~ |H1(ﬂ)> }
n=1

N—-1

/ /
< 54( > At|wz+1|%{1(9)>l 2{(SUP (") |lwra@ ( Z At[lu(e+t) — ?{HH;(Q) )1 2

n=1

1/2
+Sa(sup fu(t") = s ) + sup () o (ZAtlut”“ W ) )

< (oum + )(Zmyw"“ o)

D’ou le résultat en appliquant la condition inf-sup (1.16) et I’erreur initiale. |
N-1 X , 12
Nous avons besoin d’estimer ( Z At |6 (uf — u(t™)) HLQ(Q) ) . Pour cela, nous établissons
n=1

le lemme suivant.

Lemme 4.7.5 Sous les hypothéses du théoréme 4.5.3 et du corollaire 4.3.1, il existe une constante
C indépendante de H,h et At telle que :

(NX_:IAISH&( —u(t")) H 9 )1/2—#\/; sup |uZ—u(t”)|H1(Q)
1 L2 1<n<N

N-—1
+yv sup [2(af —u(t") — (up Tt =) ) + ﬁ( D 103 (uf — “(t”))ﬁﬂ(m)m
n=1

1<n<N

< C(h? + H3 + (At)?),

(4.75)
avec C' une constante indépendante de h, H et At.

v Preuve. On soustrait les équations (1.39) et (4.3), on pose e, = u} — Spu(t’) et ¢! =
u(t) — Spu(t’) et on prend la fonction test wj;, = d'e}'. D’apres la définition de l'opérateur
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de projection de Stokes Sj, on a :

m—1 m—1
> Atfdteh]fan) + 5 D At(Ver !, Voler)
=1 n=1

m—1

At(dlcpﬁ,éleﬁ) ZRl—I—ZAt( ™ va ) —uytt VuZ“,éleZ).
=1

3

Les deux premiers termes du second membre sont traités comme précédemment et pour le terme
non-linéaire, on utilise la forme obtenue dans le lemme précédent 4.7.4. Le second membre est
donc constitué de cing termes. Le premier est tel que :

(51%751@2)

C 2
< E{h4(Hu/HLoo(o,T;H2(Q)2) + Hp/HLOO(O,T;Hl(Q)))

m—1
€1 2
AR ([0 F2(0 i) + 1P 2gaxiorp) | + 5 2 At[107eR]Foy -
n=1

Le deuxiéme est :

m—

Z

SCAt H (3‘

2
L2(22x]0,T) Z At H(Sl HLQ(Q) :

En posant Cyose = sup Hu t”Jrl HLOO(Q le troisiéme est :
n

ZAt( (") = wip) - V(e ), otef)

Coooo m—l n n 2 000005 p n||2
2 D Atlu ) — it L) + =5 30 At 86|
—1

n=1

Cooco Cronols e 2
< KC(H6 + (A + T?’ nzl At|5"eR][ o -

D’aprés le théoréeme 4.7.3, le quatriéme est tel que :

((u?;rl o u(tn-i-l)) X V(u(t”+1) n+1) 51 )

2

g m—1 S
o (s ) = )2 S A — 4QZNW%M

| /\

S3 6, 14 1, Siea = Lgn||?
< G C(HS + 1 4 (A0)") + 7 > Atfeter e, -
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Et, d’aprés le théoréeme 4.7.3, le cinquiéme est tel que :

( (") T (u(Ert) — wpth), o'er)

Coooo m—1 . . Coooo m—1 .
< o > Atfu(™h) —wp o) + = = At |8 eh| 720
n=1 n=1

Coo

<
255

x O(HS + h* + (At)Y) °°°°55 Z At HélehHig(Q).

Ainsi avec un choix adéquat des g;,7 = 1, ...,4 et en tenant compte de I’erreur initiale, on obtient :

N-1
9 1/2 -
(ZAtHéleﬁHLg(m) +Vv sup |ey|gi) + Vv sup [2e} —ep 1\H1(Q)
e 1<n<N 1<n<N

( Z 6% R Q)) v < O(h* + H? + (At)?),

d’ou le résultat. [

Ces deux lemmes engendrent directement le théoréme suivant.

Théoréme 4.7.6 Sous les hypothéses du lemme 4.7.5, nous avons :

N—-1
(30 Aot = gy ) < €0+ 1P+ (202), (4.7
n=1

avec C une constante indépendante de h, H et At.

Remarque 4.7.7 Comme conséquence, si h, H et At vérifient (4.25), alors

— n+1 n+1||2 1/2 2
(ZlAth(t )= ey ) SO (4.77)
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Chapitre 5. Résultats numériques

5.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de confirmer numériquement les résultats théoriques obtenus pour
les schémas & deux grilles d’ordre un et deux en temps. Nous discrétisons totalement le probléme,
en espace et en temps. Pour 'approximation en espace, on triangularise le domaine ) avec deux
maillages emboités, le premier de pas grossier H et le deuxiéme de pas fin A que nous noterons
respectivement 7y et 7p,.

Pour l'ordre un en temps, dans chaque triangle, on approche chaque composante de la vitesse
par un polynoéme de PPy plus une bulle et on approche la pression par un polynéme de Py. Pour
Iordre deux en temps, on utilise les éléments finis de Taylor-Hood : c’est-a-dire, on approche
chaque composante de la vitesse par un polynéme de Py et la pression par un polynéme de P;.
Pour I’approximation en temps, on divise U'intervalle [0,7] en N segments t" = nAt, ou At =
T/N.

On cherche la vitesse (resp. la pression) discréte sous la forme d'un vecteur (uf)N_; (resp.
(p1)N_)) qui représente les valeurs de u (resp. de p) au temps " et en tous les degrés de li-
berté du maillage.

Pour le schéma d’ordre un en temps, nous proposons la résolution en premier lieu du probléme de
Stokes, puis celle du probléme de Navier-Stokes, suivie enfin de la résolution de deux schémas a
deux grilles d’ordre un en temps. Nous implémentons par la suite un schéma & deux grilles d’ordre

deux en temps. Dans ces deux cas, nous établissons des résultats de stabilité et de consistance
des schémas. Nous calculons aussi leur ordre de convergence.

Les erreurs étudiées sont les erreurs absolues suivantes :
1. Celle de la vitesse en norme L? en temps et L? en espace : |[u — un||r2@x)0,17)2-
2. Celle de la vitesse en norme L? en temps et H' en espace : [[u — [ 12(0.7,11 (0)2)-
3. Celle de la pression en norme L? en temps et L? en espace : ||p — pullz2@x0,7p-

La modélisation informatique des problémes se fait a I'aide du logiciel FreeFem + +%, créé et
développé par F. Hecht, O. Pironneau, K. Ohtsuka et leurs équipes.

Nous proposons une solution analytique (u,p) du probléme de Navier-Stokes (sauf dans le cas
ou la géométrie du domaine est un cercle). Soit (u,p) = (rot 2, p) ou 1 et p sont les fonctions
suivantes :

Wt x,y) =t Oy (1 — y)? sin’ (mx),
p(t,x,y) = te~ " cos(2mx) sin(27y).

Cette solution analytique vérifie la condition initiale, la condition au bord ainsi que la condition
d’incompressibilité.

*http ://www.freefem.org
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5.2. Résolution du probléeme d’ordre un en temps

5.2 Reésolution du probléme d’ordre un en temps

5.2.1 Probléme de Stokes

5.2.1.1 Introduction

Le probléme de Stokes s’écrit de la maniére suivante :

((;—Z(x t) —vAv(x,t) + Vg(x,t) = g(x,t) dans  Qx]0,T7,
(S) div v(x,t) = 0 dans  Qx]0,T7,
v(x,t) = 0 sur 00x]0,T7,
v(x,0) = 0 dans €,

ou g représente le champ de forces volumiques appliquées au fluide. Nous discrétisons (S) en
temps et en espace, nous avons :

1
(VR Vi wir) (T v — (g divwa) = (8w,
1
(5™7) (qu,divvit)y = 0,
VOH = 0.

Pour la validation numérique, nous prenons pour domaine 2 le carré unité dont chaque coté est
divisé en N segments (voir Fig. 5.1).

Fi1G. 5.1 — Géomeétrie carrée du domaine.

5.2.1.2 Stabilité du schéma en fonction du temps

Nous commengons par vérifier que le schéma (S™!) est inconditionnellement stable. Pour cela,
nous tragons I’évolution des deux composantes de la solution v au degré de liberté 500 (en ordon-
née) en fonction du temps. Nous obtenons la comparaison suivante, pour un maillage contenant
N = 30 points par aréte du domaine et pour un temps long 7" = 300, en représentant le signal
complet (Fig. 5.2) puis en effectuant un zoom sur les premiers instants (Fig. 5.3) :
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0.005 ‘ ‘ ‘ DDLIE00) & 0.0012¢ | ‘ | DDL2(500) -

DDL 1(500)

50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
Temps Temps

FiG. 5.2 - Evolution des premiére et deuxiéme composantes du degré de liberté 500 par rapport

au temps.

0.005 ‘ ‘ ‘ DDLIE00) & 00012 g ‘ | DDL2(500) -
0.001

0.0008

0.0004

DDL 1(500)
DDL 2(500)
o
S
S

0.0002

0 5 10 15 2 2 30 0000215 0 » 3

Temps Temps

FiG. 5.3 — Zoom sur I’évolution des premiére et deuxiéme composantes du degré de liberté 500
par rapport au temps.
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5.2. Résolution du probléeme d’ordre un en temps

5.2.1.3 Vérification numérique de ’erreur en temps et en espace

Pour les estimations d’erreur, nous testons 1’algorithme pour N allant de 30 & 100, par pas de

1
10 points et donc At = h = N T =1 et le nombre d’itérations est nbiter =T x N. Le nombre

de Reynolds est fixé & Re = 100. Nous devons effectuer les vérifications des estimations d’er-
reur de la vitesse en normes L (0,T;L?(Q)?) et L?(0,T; H'(Q)?) et de la pression en norme
L2(2x]0,T7).

Ainsi, nous obtenons 1.0305 comme pente de Uerreur sur la vitesse en norme L>(0,7T; L%()?),
et 1.0866 en norme L2(0,T; H'(2)?), ce qui confirme les résultats théoriques obtenus. En ce qui
concerne ’erreur sur la pression, sa pente numérique est de l'ordre de 1.9845 ce qui est mieux
que les résultas attendus. Les figures 5.4, 5.5 et 5.6 représentent les graphes correspondant & ces
estimations.

-2.8

Stokes. Erreur Linfini(L2) —&—

Log (erreur)
o
|_\

S49 18 47 16 15 14 13
Log (h)

FIG. 5.4 — Erreur L{°(L2) de la vitesse du probléme de Stokes d’ordre 1.
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1
|

Stokes. Erreur L2(H1) —&—

Log (erreur)
T v
a1 AN w N =

=
o

1.7 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
19 -18 17 -16 -15 14 -13

Log (h)

Fic. 5.5 — Erreur L7(H}) de la vitesse du probléme de Stokes d’ordre 1.

Stokes. Erreur p L2(L2) o=

Log (erreur)
w
(o))

429 18 17 16 15 14 13

Log (h)

160 Fic. 5.6 — Erreur L%X de la pression du probléme de Stokes d’ordre 1.



5.2. Résolution du probléeme d’ordre un en temps

5.2.1.4 Autre application

Dans le but d’étendre notre étude et de généraliser les résultats obtenus précédemment, nous
avons fait les mémes tests en adoptant une autre géométrie du domaine : nous optons pour le

cercle (Fig. 5.7).

Fi1G. 5.7 — Géomeétrie circulaire du domaine.

Nous avons pris dans ce cas la fonction suivante comme second membre :

frini(t,x,y) = (1—2t2) et gx2 +y2—1)y —8vte y
fyini(t,x,y) = —(1-2t)e " (x2+y?—1)x +8vte’ x

L'unique solution (v = (vel ve2)T,q) de (S) est de la forme :

vel = te(x24y2—1),
ve2 = —te P(x2+y2-1),
q = constante.

Nous présentons dans les deux figures, 5.8.a et 5.8.b, suivantes une comparaison entre les solutions
exacte et numérique pour T'=1., N =180 et At =h :
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Vec Value Vec Value

FiG. 5.8 — Champ des vitesses au temps ¢t = T - Solutions a. exacte b. numérique de la vitesse.

Comme dans le cas du carré, nous présentons des résultats numériques correspondant aux erreurs
1
L2(2x]0,T[)? et L?(0,T; H'(Q)?). Le pas d’espace du maillage est h = N, avec Ny le nombre

de points sur le cercle. Les pentes respectives des erreurs sont 1.1815 et 1.0018.

-2.1 Stokes. Cercle. Erreur Linfini(L2) -
227
-2.3¢
24

2.5

Log (erreur)

-2.6 |

2.7 ¢

%) 32.252.2-2.15-2.1-2.05 -2 -1.95-1.9-1.85-1.8-1.75

Log (h)

FiG. 5.9 — Cercle. Stokes - Erreur sur la vitesse L{°(L2).
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-0.9
095"
_1 L
-1.05 |
=11
>
0115
L 1.2
-1.25
|
1.3+
135+
144

L TSR T I S R S S S S Tt
%.3-2.25-2.2-2.15-2.1-2.05 -2 -1.95-1.9-1.85-1.8-1.75

Log (h)
FI1G. 5.10 — Cercle. Stokes - Erreur sur la vitesse L?(H})

Stokes. Cercle. Erreur L2(H1) —&—

5.2.2 Probléme de Navier-Stokes
5.2.2.1 Introduction

Pour discrétiser le probléeme de Navier-Stokes par rapport au temps, nous utilisons une méthode
de caractéristiques.
Le principe est le suivant : en considérant que la position & est fonction du temps, on écrit :

g'(t) = u(t, &(t) = (uo§)(t), (5.1)

ce qui se traduit par :

Ju ~d(uog)
o (L€M) +u(t.£(t) - Vu(t,£(t) = ——=(b).

Le long des caractéristiques (c.a.d. pour x = £(¢)) nous avons ’équation :

du

= (L&) —vAu(t £() + Vp(t, £(¢)) = £(t,£(1)),

qui est approchée par I’équation numeérique suivante :

un+1

S B uf _ VAu”+1 + vpn—i-l _ fn+1
At § § §
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ol uZ'H est une approximation de u(t,41,&(tn+1)). De plus ug est approché par convection de

la maniére suivante :
ug =u"of" =u"(x — Atu"(x)), (5.2)

ou £" est I'approximation du pied de la caractéristique au temps nAt qui passe par x au temps
(n+ 1)At, c’est-a-dire £" ~ x — u"At.

La discrétisation en espace est la méme que celle dans les exemples précédents. Dans cette
méthode-14, nous prenons comme solution du probléme la premiére fonction prise dans le cas du
probléme de Stokes, c’est-a-dire :

P(t,x,y) = teftz(xﬂ')yQ(l —y)?sin?(7x) et p(t,x,y) = te” ' cos(27x) sin(2my).

La géométrie du domaine est toujours le carré et nous prenons N = 40, ...,100 points et donc

1
h = N T =1 et le nombre d’itérations est nbiter =T x N.

5.2.2.2 Consistance du schéma

Une comparaison entre les solutions exacte et numérique de la vitesse et de la pression est faite
sur le maillage 100 x 100 et au temps final 7" = 1. La figure 5.11 présente des photographies
du champ des vitesses exacte et numérique & 'instant ¢ = T', et la figure 5.12 représente les
isovaleurs des pressions exacte et numérique a 'instant ¢t = 7', coincidant avec la figure 5.11 des
vitesses au méme instant.

oli570062
613913

657764
701615
745466
11789316
833167

F1G. 5.11 — Champ des vitesses au temps t = 7. - Solutions a. exacte b. numeérique de la vitesse.
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\\ // M-0.165537 \ ,// W-0.165671
\ / \ /
\ [ \ [
| ( | (
| | | |
| ! mWB.018393 | ! W0,0183899
/ \ M0.0551791 / \ M0.0552021
/ \ M0.0919652 / \ M0.0920143
/ M0.128751 / M0.128826
P 0165537 . W0, 165639
— ~W6:202324 — 6202451
W0.23911 W0.239263
W0.275896 W0.276075
2312682 2887
9468 97
T
v N % XN
7/
/ \ / 3\
/ \ /
\ | \
| (
) f < ) \ (
{ 1 {
/ \ /
\ / \ s
\\ — \\ —

FiG. 5.12 — Isovaleurs des pressions au temps ¢ = 7. - Solutions a. exacte b. numérique de la
pression.

5.2.2.3 Vérification numérique de ’erreur en temps et en espace

Comme précédemment, nous devons effectuer les vérifications des estimations d’erreur de la
vitesse en norme L>°(0,7T; L?(Q)2) et L?(0,T; H'(Q)?) et de la pression en norme L?(Q2x]0,T).
Ainsi, nous obtenons 1.01437 comme pente de lerreur sur la vitesse en norme L en temps et
L? en espace, et 0.930368 en norme L? en temps et H' en espace, ce qui confirme les résultats
théoriques obtenus. En ce qui concerne ’erreur sur la pression, sa pente numérique est de ’ordre
de 1.8394 ce qui est mieux que les résultats attendus. Les figures 5.13, 5.14 et 5.15 représentent
les graphes correspondant & ces estimations.
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-2.9

-2.95 ¢
3t
-3.05 ¢
-3.1¢
-3.15
-3.2 ¢
-3.25 ¢
-3.3 ¢
<
-3.35

(erreur)

Log

NS. Erreur Linfini(L2) - 4

-1.85

FiG. 5.13 — Erreur L°(L2) de la vitesse du probléme de Navier-Stokes d’ordre 1.

-1.2

18 -1.75 -1.7 -1.65 -1.6 -1.55 -1.5 -1.45
Log (h)

-1.25 ¢
-1.3 ¢
-1.357
-1.4 ¢
-1.45 ¢
-1.57
-1.55 ¢
-l.6<*
-1.65

(erreur)

Log

NS. Erreur L2(H1) —&—

-1.85

FiG. 5.14 — Erreur LZ(H}) de la vitesse du probléme de Navier-Stokes d’ordre 1.

18 -1.75 -1.7 -1.65 -1.6 -1.55 -1.5 -1.45
Log (h)
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'NS. Erreur p L2(L2) ©-%

Log (erreur)
%)
\l

4.1 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
‘185 -1.8 -1.75 -1.7 -1.65 -1.6 -1.55 -1.5 -1.45

Log (h)

F1G. 5.15 — Erreur L, de la pression du probléme de Navier-Stokes d’ordre 1.

5.2.3 Premier probléme a deux grilles

5.2.3.1 Introduction

Le schéma a deux grilles "grossiére-fine" consiste a résoudre le probléme de Navier-Stokes
dépendant du temps sur deux grilles emboitées, 'une de pas d’espace H et l'autre h.
La méthode consiste & résoudre en premier lieu le probléme de Navier-Stokes non-linéaire sur la
grille grossiére, et a récupérer la solution trouvée uT;I'H que nous injectons dans les équations

sur la grille fine.

En pratique, dans le cas de 'ordre un en temps, on utilise un schéma numérique sur une seule
grille, linéarisé en temps, avec le terme non-linéaire uj - VuzJrl + —divuy - uZ'H. Ce dernier
schéma est beaucoup plus économique en terme de temps de calcul que le schéma non-linéaire.

Pour cette raison, il est plus intéressant d’effectuer la comparaison en temps de calcul entre les
schémas suivants :

1. Résoudre en premier lieu le probléme de Navier-Stokes linéarisé en temps, puis injecter
la solution trouvée u}?l dans les équations sur la grille fine pour résoudre le probléme
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linéarisé.

2. Résoudre le probléme de Navier-Stokes directement sur le maillage fin avec un schéma
linéarisé en temps.

C’est donc une comparaison entre un schéma linéarisé en espace et un autre linéarisé en temps.
Concernant leurs estimations d’erreur de base, elles se calculent de la méme facon que les esti-
mations faites dans le chapitre 3.

Ce schéma adopté est d’ordre un en temps et les estimations d’erreur théoriques donnent le
méme ordre de convergence que celui de (1.39) — (1.42).

Le schéma que nous étudions est le suivant :

Sur la grille grossiére, nous résolvons le probléme :

7

1
Wi € Xpr, (g = iy va) + v(Vagt Vv + (ah - Vagtva)

1
(G.gW) —|—§(div uf,ulittovy) — (pEtt divvy) = " va),

(qm ,div u’;;rl) =0,

puis, sur la grille fine, nous résolvons un probléme linéarisé autour de la solution trouvée a 1’étape
précédente, grace au schéma suivant :

1 .
E(uﬁ“ —uf,vp) + (VT V) 4+ (Wt vapt vy) — (pptt div vy)

(G.f1)

— (fn+1,vh)
(g1 ,div upth) = 0.

On commence par présenter des résultats numériques qui prouvent les estimations d’erreur déja
établies théoriquement.

5.2.3.2 Stabilité du schéma en fonction du temps

Avant d’étudier les estimations d’erreur, nous avons vérifié que notre probléme est stable. Pour
cela, nous avons fixé le maillage grossier contenant N, = 7 points et par la suite, notre maillage
fin contient Ny = Ng2 = 49 points. Nous choisissons 7" = 500 et donc le nombre d’itérations
est nbiter = T' x Ny. Nous étudions donc, avec ces choix, I’évolution du degré de liberté 500 en
fonction du temps, c’est-a-dire en fonction du nombre d’itérations. Nous obtenons ainsi dans la
figure 5.16 les courbes qui montrent respectivement 1’évolution de la premiére composante du
degré de liberté 500 en fonction du temps et de la deuxiéme composante :
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DDL 1(500)

5.2. Résolution du probléeme d’ordre un en temps

0,002
0,004
000655
00085

DDL1(500) - DDL2(500) <~

0 50 100 150 200 250 300 o 50 100 150 200 250 300
Temps Temps

FiG. 5.16 — Evolution des premiére et deuxiéme composantes du degré de liberté 500 par rapport
au temps.

Dans le but de mieux voir ces évolutions, nous avons effectué dans la figure 5.17 un zoom sur
les premiers instants des deux composantes et nous avons obtenu les courbes qui représentent
respectivement 1’évolution de la premiére composante du degré de liberté 500 en fonction du
temps et la deuxiéme composante :

0.002

DDL1(500) <~ DDL2(500) -

001
0.012
0014 §
0.016

0 5 10 15 2 25 5 10 15 2 25
Temps Temps

FiG. 5.17 — Zoom sur I’évolution des premiére et deuxiéme composantes du degré de liberté 500
par rapport au temps.
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5.2.3.3 Consistance du schéma

Pour les estimations d’erreur, nous avons gardé la fonction prise dans le cas du probléme
de Navier-Stokes et nous ’avons traitée sur le domaine carré. Nous avons pris N, = 10, Ny =
NQQ,T = 1 et nbiter = T x Ny. Nous avons obtenu une comparaison, figures 5.18 et 5.19, entre
les solutions exacte et numeérique de la vitesse et de la pression. La figure 5.18 présente des
photographies du champ des vitesses exacte et numérique a U'instant final ¢t = T, et la figure 5.19
représente les isovaleurs des pressions exacte et numérique a 'instant final ¢ = T, coincidant avec
la figure 5.18 des vitesses au méme instant.

Vec Value Vec Value

FiG. 5.18 — Champ des vitesses au temps t = 7. - Solutions a. exacte b. numérique de la vitesse.

IsoValue IsoValue

F1G. 5.19 — Isovaleurs de la pression ¢ = T - Solutions a. exacte b. numérique de la pression.
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5.2. Résolution du probléeme d’ordre un en temps

5.2.3.4 Vérification numérique de ’erreur en temps et en espace

Nous avons pris N, = 4,6,8 et 10, Ny = Ng, T =1 et nbiter =T x Ny. Les courbes relatives
aux estimations d’erreur de la vitesse et celle relative a la pression ont été étudiées : en échelle
logarithmique, la pente de la courbe représentant 'erreur en norme L2(2x]0,T[)? est de ordre
de 1.1958 et celle en norme L?(0,T; H'(2)?) est 1.327 ce qui prouve les résultats théoriques
tandis que celle de la pression en norme L?(2x]0,T][) est de I'ordre de 1.8814, ce qui est mieux
que les résultats attendus. Les graphes 5.20, 5.21 et 5.22 représentent ces erreurs & At = h = H?
en fonction du pas d’espace.

-2.4
2.5
-2.6 1
2.7 ¢
-2.8 ¢
2.9

3t
-3.1¢
-3.2 ¢
-3.37

-3.4 e
%9 18 17 16 15 14 13 12 11 -1

Log (h)

Deux grilles. Erreur L2(L2)

Log (erreur)

F1G. 5.20 — Erreur Lgx de la vitesse du probléme & deux grilles d’ordre 1.
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Deux grilles. Erreur L2(H1) —&—

1
=

e
N

Log (erreur)

P
~

-1.6 ¢

9 18 17 16 15 1.4 13 12 11 -1

Log (h)

FiG. 5.21 — Erreur L7(H}) de la vitesse du probléme & deux grilles d’ordre 1.

-2.4

' Deux grilles. Erreur p L2(L2)
-2.6 ¢

-2.8 ¢

3t
-3.2¢
34

Log (erreur)

-3.6 1
-3.8 ¢

49 18 17 16 15 14 13 12 11 -1
Log (h)

F1G. 5.22 — Erreur Lgx de la pression du probléme a deux grilles d’ordre 1.
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5.2.3.5 Efficacité de la méthode : comparaison en temps de calcul

Un des avantages de la méthode & deux grilles est le gain en temps de calcul : nous allons
constater que la résolution du probléme de Navier-Stokes sur deux grilles, 'une grossiére 7Ty et
I"autre fine 73, est moins cotiteuse que la résolution du probléme non-linéaire sur une unique grille
fine 7p,.

D’un co6té, nous avons résolu le probléme non-linéaire sur la grille grossiére puis le probléme
linéarisé autour de la solution grossiére, qu’on vient de calculer, sur la grille fine. D’un autre
cOté, nous avons résolu le probléme non-linéaire uniquement sur la méme grille fine.

Nous présentons dans cette section des résultats numériques qui montrent la comparaison en
temps. En notant respectivement N, et Ny le nombre de points sur le c6té du carré du maillage
grossier respectivement du maillage fin, nous avons effectué les tests suivants : Ny, = 5,...,9 et
avec Ny = Ng2 et nous avons comparé les temps de calcul. En notant to et t1g respectivement
les temps de calcul de la résolution par la méthode & deux grilles et la résolution sur une seule
grille (linéarisation en espace et linéarisation en temps), nous obtenons :

| NyxNypoints [5x5][6x6[ 7x7] 8x8 [ 9x9 |

| tig (ensec.) [ 85.63 || 236.46 || 597.94 || 1475.75 || 3265.38 |
| tog (ensec.) ] 86.54 || 233.16 | 576.89 || 1403.93 | 3083.30 |
Ifa6 = hi6| (en %) || * 139 | 3.52 4.86 5.57
tiq

TaAB. 5.1 — Comparaison en temps de calcul CPU du premier schéma d’ordre 1 en temps.

Ainsi, pour le premier test effectu¢ N, = 5, l'utilisation de la méthode a deux grilles n’est pas
utile puisque le temps de calcul de la résolution sur une grille est inférieur & celui de la résolu-
tion par notre technique & deux grilles. Nous déduisons alors ’existence d’une valeur minimale
du nombre de points par aréte de maillage grossier carré a partir de laquelle notre technique
de résolution semble intéressante & appliquer : N, = 6. Le gain en temps de calcul croit avec
I'accroissement de N,.

Remarquons qu’ici la comparaison est faite entre un schéma linéarisé en espace et un autre li-
néarisé en temps. Les deux schémas sont linéaires. Les schémas non-linéaires sont beaucoup plus
coliteux en temps de calcul.

Au-dela de cette valeur, on remarque un gain en temps de calcul de notre technique par rap-
port & la résolution du probléme non-linéaire sur une seule grille fine. De plus, plus on augmente
le nombre de mailles, plus le pourcentage de gain en coit de calcul croit.

Cependant, le gain en temps de calcul n’est pas important. Ceci peut s’expliquer par le fait
que c’est une méthode de résolution d’ordre un en temps. On espére améliorer 'efficacité de
notre technique a deux grilles dans le cadre de la résolution du probléme d’ordre deux en temps
(ce qui fait 'objet de notre prochaine section).

Remarque 5.2.1 L’implémentation numérique du schéma (1.39)—(1.42) a deux grilles, proposé
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dans le chapitre 3, montre aussi un gain en temps de calcul. C’est prévisible vu que le calcul du
terme de stabilisation sur la grille grossiére n’est pas long et que c’est le temps de calcul sur la
grille fine, ot il y a absence du terme de stabilisation, qui nous intéresse le plus. La résolution
de ce probléme (1.39)—(1.42) s’effectue par la méthode des caractéristiques sur la grille grossiére,
méthode qui conserve ['ordre de convergence et fait gagner du temps.

5.2.4 Deuxiéme probléme a deux grilles

5.2.4.1 Introduction

Pour l'amélioration de la méthode & deux grilles, on résout le méme schéma sur la grille
grossiére. Pour la résolution numérique du probléme linéarisé sur la grille fine, nous pouvons

appliquer aussi la méthode des caractéristiques qui fait gagner davantage en temps de calcul car la

matrice est symétrique définie positive et I’assemblage du terme uT;I'H -VuZ+1 n’est pas nécessaire.

Les caractéristiques sont calculées sur les u%“, elles-méme calculées & I'étape précédente c’est-

a-dire & ’étape grossiére. Dans ce cas de résolution, on espére gagner davantage en temps de
calcul. Nous résolvons donc le probléme (G.G(M) par une méthode linéaire ou par la méthode
des caractéristiques et (G.f (1)) par la méthode des caractéristiques.

5.2.4.2 Vérification numérique de ’erreur en temps et en espace

Les essais numériques qui ont été faits correspondent a des maillages grossiers contenant N, =
4,...,9 points par aréte du domaine et donc le maillage fin en contient N; = Ng.

Nous récupérons ainsi les graphes d’erreur a h variable et At = h = H? en fonction du pas d’es-
pace. Les pentes des courbes obtenues pour la vitesse en norme L?(Q2x]0,T[)? et L2(0,T; H'(2)?)
et pour la pression en norme L?(Q2x]0,T[) sont respectivement 1.1832, 1.3569 et 1.7741.

Les courbes d’erreur 5.23, 5.24 et 5.25 sont les suivantes :

-2.3
2.4 ¢
25"
-2.6 |
2.7 ¢
-2.8 ¢
-2.9 ¢

3t
-3.1¢
-3.2¢

335 19 18 17 16 15 14 13 12

Log (h)

‘Deux grilles. Erreur L2(L2) —©—

Log (erreur)

F1G. 5.23 — Erreur L?,X de la vitesse du deuxiéme probléme & deux grilles d’ordre 1.

174



5.2. Résolution du probléeme d’ordre un en temps

-0.5
-0.6 ¢
-0.7 ¢
-0.8 ¢
-0.9

Deux grilles. Erreur L2(H1) —— >

-1.1 ¢

=
N

Log (erreur)

B e e
ool h W

2 19 -18 -17 -1.6 -15 -14 -13 -1.2
Log (h)

FiG. 5.24 — Erreur L7(H}) de la vitesse du deuxiéme probléme & deux grilles d’ordre 1.

-2.4

Deux grilles. Erreur p L2(L2)
-2.6 ¢

-2.8 ¢

Log (erreur)

2 19 -1.8 -17 -1.6 -15 -1.4 -13 -1.2
Log (h)

F1G. 5.25 — Erreur Lgx de la pression du deuxiéme probléme a deux grilles d’ordre 1.
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5.2.4.3 Comparaison en temps de calcul

Nous pouvons ainsi faire la comparaison en temps de calcul entre la résolution du probléme non-
linéaire sur une grille fine seulement et la résolution par la technique & deux grilles. Les essais
numériques sont faits avec les mémes données prises pour le cas précédent. En conservant les
temps de calcul obtenus sur la grille fine dans le tableau 5.1, nous remarquons que le gain en
temps de calcul est plus intéressant. La comparaison est donnée dans le tableau 5.2.

[ NyxNgpoints [5x5] 6x6 [ 7x7 [ 8x8 ]| 9x9 |

| tig (ensec.) [ 85.63 || 236.46 | 597.94 | 1475.75 || 3265.38 |
| tog (ensec.) [ 59.05 [| 138.844 || 409.047 | 1061.16 [| 2448.34 |
’t%’t_itlc‘ (en %) | 45 412 31.5 28.09 | 25.02
1G

TAB. 5.2 — Comparaison en temps de calcul CPU du deuxiéme schéma d’ordre 1 en temps.

Le gain en cotit de calcul par cette résolution, i.e. par la résolution par la méthode des caracté-
ristiques sur la grille fine ou les caractéristiques se calculent autour de la solution grossiére, est
nettement meilleur que celui de la résolution du probléme précédent.

5.3 Résolution du probléme d’ordre deux en temps

5.3.1 Introduction

Dans certains exemples pratiques, I’ordre un en temps ne suffit pas. Il faut donc se baser sur
des schémas d’ordre supérieur, en 'occurence d’ordre deux dans notre cas. Dans cette derniére
section, nous présentons des résultats numériques du probléeme & deux grilles ot chaque étape est
d’ordre deux en temps (4.1)—(4.4). Pour ce schéma, nous utilisons les éléments finis de Taylor-
Hood Py — P; et nous prenons la méme solution théorique (u,p) = (rot 4, p) que celle dans le
cas du probléme d’ordre un en temps, sur un domaine carré.

5.3.2 Stabilité du schéma en fonction du temps

Avant d’étudier les estimations d’erreur, nous avons vérifié que notre probléme est stable.
Pour cela, nous avons fixé le maillage grossier contenant Ng = 9 points et par la suite, notre
maillage fin contient N f = Ng3/2 = 27 points. Nous choisissons 7' = 100 et donc le nombre d’ité-
rations est nbiter = T x N f = 2700. Nous étudions donc, avec ces choix, ’évolution des deux
composantes du degré de liberté 500 en fonction du temps, c’est-a-dire en fonction du nombre
d’itérations. Nous obtenons ainsi, dans la figure 5.26, les courbes qui montrent respectivement
I’évolution de la premiére et de la deuxiéme composantes du degré de liberté 500 en fonction du
temps :
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DDL 1(500)

DDL 1(500)

5.8, Résolution du probléeme d’ordre deux en temps

00l " Dbl % 0.005 " pp[2500) %

DDL2(500)

00700020 30 20 50 60 70 80 90 100 %0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Temps Temps

F1G. 5.26 — Evolution des premiére et deuxiéme composantes du degré de liberté 500 par rapport
au temps.

Dans le but de mieux voir ces évolutions, nous proposons la figure 5.27 qui est un zoom sur
les premiers instants des deux composantes et nous avons obtenu les courbes qui représentent
respectivement I’évolution de la premiére et de la deuxiéme composantes du degré de liberté 500
en fonction du temps :

0 0.005 | | "~ DDL2(500) <%~
-0.01 0r
0.02 -0.0054,
)
0.03 3 -001
g
0.04} A -0.015
0
0.05 0.02 4§
(
0.06 & 0.025
007 ‘ ‘ ‘ 2. ‘ ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20 25 003 5 10 15 20 25
Temps Temps

F1G. 5.27 — Zoom sur I’évolution des premiére et deuxiéme composantes du degré de liberté 500

par rapport au temps.
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5.3.3 Consistance du schéma

Nous avons obtenu une comparaison (figures 5.28 et 5.29), entre les solutions théorique et numé-

1
rique, pour Ny = 25 et au temps final 7' = 1 et avec NJ% =Ng’, At =h= N de la vitesse et de

la pression. La figure 5.28 présente des photographies du champ des vitesses exacte et numérique
a l'instant ¢ = T, et la figure 5.29 représente les isovaleurs des pressions exacte et numérique a
Iinstant ¢ = T, coincidant avec la figure 5.28 des vitesses au méme instant.

Vec Value Vec Value
2
1

FiG. 5.28 — Champ des vitesses au temps t = 7. - Solutions a. exacte b. numérique de la vitesse.

IsoValue IsoValue
=0.349447 -0.349595

-0[165527
-0/128743
-040919596
551758
183919
0183919
.0551758
0919596
.128743

-0.165598
-0.128798
919987
0551993
0183999
183996

.055199
.0919984

FiG. 5.29 — Isovaleurs de la pression ¢ = T - Solutions a. exacte b. numérique de la pression.
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5.3.4 Vérification numérique de ’erreur en temps et en espace

Pour les estimations d’erreur, nous avons gardé la fonction prise dans le cas du probléme
de Navier-Stokes et nous ’avons traitée sur le domaine carré. Nous avons considéré les cas ou
Ng=4,9,16 et 25 avec Nf? = Ng3,T =1 et nbiter =T x N f.

Les courbes relatives aux estimations d’erreur de la vitesse et celle relative a la pression ont
été étudiées : en échelle logarithmique, la pente de la courbe représentant ’erreur de la vitesse
en norme L2(Q2x]0,T[)? est de l'ordre de 2.9674 et celle en norme L?(0,T; H(2)?) est 1.9769,
ce qui prouve les résultats théoriques et celle de la pression en norme L2(Qx]0,T[) est de I'ordre
de 2.0199.

Les graphes 5.30, 5.31 et 5.32 représentent ces erreurs & h variable et (At)? = h? = H?3 en
fonction du pas d’espace.

Deux grilles. Erreur L2(L2) —&—

Log (erreur)

2 2 18 -16 14 12 -1 -08
Log (h)

F1G. 5.30 — Erreur L7, de la vitesse du probléme & deux grilles d’ordre 2.
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Deux grilles. Erreur L2(H1) —&—

Log (erreur)
1 |IA 1 -Io
N o1 - (6)]

N
o1

1
W

2 2 18 -16 -14 12 -1 -08
Log (h)

FIG. 5.31 — Erreur L?(H}) de la vitesse du probléme a deux grilles d’ordre 2.

1.5 Deux grilles. Erreur p L2(L2) ——

Log (erreur)
w

A%5 2 18 16 14 12 1 08

Log (h)

FiG. 5.32 — Erreur L%X de la pression du probléme a deux grilles d’ordre 2.
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5.3.5 Efficacité de la méthode : comparaison en temps de calcul

Le but de la méthode & deux grilles est le gain en temps de calcul : dans ce paragraphe
aussi, nous allons montrer que la résolution du probléme de Navier-Stokes sur deux grilles, 'une
grossiére Ty et autre fine 7j,, est moins cotiteuse que la résolution du probléme sur une unique
grille fine 7p,.

En notant respectivement Ny et Ny le nombre de points sur le c6té du carré du maillage
grossier respectivement du maillage fin, nous avons effectué les tests suivants : N, = 4,9, 16 et
25, et avec N7 = N;, nous avons comparé les temps de calcul. En notant t55 et 15 respective-
ment les temps de calcul de la résolution par la méthode & deux grilles et la résolution sur une
seule grille, nous obtenons :

| Ny x Nypoints [ 8 x 8 [[ 27 x 27 || 64 x 64 [ 125 x 125 |
| tig ensecondes || 7.25 [| 304.953 [| 13346.01 || 363402.083 |
| tog ensecondes [ 4.89 || 196.25 || 7340.34 [ 174433 |

toc — ©
thild(en %) || 32.5 || 35.64 45 52
1G

TaB. 5.3 — Comparaison en temps de calcul CPU du schéma d’ordre 2 en temps.

Nous remarquons donc que le cotlit de calcul par la technique & deux grilles de la solution du pro-
bléme de Navier-Stokes est réduit par rapport a celui de la résolution du probléme non-linéaire
sur une seule grille. Ce gain en temps de calcul est énorme, comparé & celui du schéma d’ordre
un en temps.

En effectuant la comparaison en temps de calcul, nous comparons aussi 'ordre de convergence
de Derreur de la vitesse et de la pression. Nous effectuons alors les estimations d’erreur de la
vitesse et celle relative & la pression calculées par la résolution sur une seule grille : en échelle
logarithmique, la pente de la courbe représentant 'erreur de la vitesse en norme L?(£2x]0,77[)?
est de lordre de 2.95001, celle en norme L?(0,T; H'(Q)?) est 1.97329 et celle de la pression en
norme L2(Q2x]0,T[) est de 'ordre de 2.0029. Nous remarquons que l'ordre de convergence est
semblable a celui obtenu dans la méthode a deux grilles.

Nous représentons alors dans les figures 5.33, 5.34 et 5.35 une comparaison entre l'erreur calculée
par la technique a deux grilles et l'erreur calculée par la résolution du probléme sur une seule
grille. Les erreurs représentées sont respectivement en normes L2(Q2x]0,T[)? et L2(0,T; H'(2)?)
pour la vitesse et en norme L?(Q2x]0,T[) pour la pression, en fonction du pas d’espace.
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DetneoMbe: Ervetr 33 - |

Log (erreur)

2 2 18 -16 14 -12 -1 -08
Log (h)

FiG. 5.33 — Comparaison de ’erreur Lgx de la vitesse des problémes a une et a deux grilles
d’ordre 2.

Detne ile. Erreur LAHY %=

Log (erreur)
=
N o1 = (6]

N
o1

S5 2 18 16 14 12 1 08

Log (h)

FIG. 5.34 — Comparaison de Perreur L?(H}) de la vitesse des problémes a une et a deux grilles
d’ordre 2.
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-1.5 : — :
Dt Mbe: Ervetr B Ea{ts) ===

Log (erreur)
w

4.5 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
22 2 -18 -16 -14 -12 -1 -0.8

Log (h)

FiG. 5.35 — Comparaison de 'erreur L?yx de la pression des problémes & une et a deux grilles
d’ordre 2.

Nous constatons donc que les erreurs sont comparables. Cet avantage de la technique de ré-
solution & deux grilles s’ajoute & celui du gain en temps de calcul.
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Conclusion et perspectives

Au cours de cette thése, on a proposé de nouveaux schémas & deux grilles pour la résolution
du probleme d’évolution de Navier-Stokes incompressible. Le but de la méthode a deux grilles est
le gain en temps de calcul et la réduction de la complexité du probléme non-linéaire de Navier-
Stokes.

Dans un premier temps, nous avons étudié un schéma & deux grilles d’ordre un en temps et
nous avons pu établir les estimations d’erreur, de la solution de I’étape grossiére, prouvant, entre
autres, la convergence en norme L2, par un argument de dualité, de la solution numérique vers
la solution exacte des équations de Navier-Stokes. A partir des estimations d’erreur calculées sur
la grille grossiére, nous avons établi 'ordre de convergence de la solution numérique calculée a
I’étape fine vers la solution exacte.

Dans un deuxiéme temps, nous avons étudié un schéma & deux grilles d’ordre deux en temps
et nous avons montré un gain en ordre de convergence par rapport au schéma d’ordre un en temps.

Il y a de nombreuses extensions. Il est intéressant, d’une part, d’étudier le schéma & deux
grilles correspondant au probléme implicite non anti-symétrisé, d’ordre un en temps. La diffé-
rence entre ce schéma et celui du troisiéme chapitre est uniquement le terme de stabilisation.
Concernant I’étude des estimations d’erreur, elle n’est pas a refaire en entier ; en effet, il faut que
nous établissions une estimation a priori de la solution de la premiére étape du schéma puis son
estimation d’erreur de base. Concernant I’argument de dualité, vu qu’il est basé sur le probléme
de Stokes rétrograde, son étude reste inchangée. De ce fait, il ne nous reste plus qu’a étudier
Ierreur de la contribution non-linéaire et donc qu’a établir un résultat de superconvergence pour
pouvoir compléter notre étude. Nous pouvons démontrer 'unicité de la solution de ce schéma,
résultat classique, vu que nous sommes en dimension finie. Mais la difficulté repose dans la dé-
monstration de l'existence globale en temps de la solution. Lorsque H et At sont du méme ordre,
on peut montrer cette existence globale en temps. Mais c’est un probléme ouvert dans notre cas

ol H est de l'ordre de vV At.

Dans cette thése, pour simplifier, nous avons fait d’abord l’analyse du schéma sur la grille
grossiére et ensuite celle du schéma sur la grille fine sans tenir compte du fait qu’en pratique
les deux étapes sont intercalées, ce qui produit des résultats plus précis que ceux annoncés par
I’analyse. L’analyse théorique des deux étapes intercalées est plus dure & faire, vu le fait que la
solution & I'étape précédente est celle de la grille fine et non de la grille grossiére, et elle pourrait
constituer une prochaine étape de ce travail.

D’autre part, il serait intéressant d’appliquer ce concept a d’autres problémes non-linéaires :
par exemple, aux systémes dissipatifs non-linéaires (Kuramoto-Sivashinsky, Ginzburg-Landau,

Cahn-Hilliard, Reéaction-diffusion, Burgers, etc) qui s’écrivent dans un espace de Hilbert H
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donné : p
=+ Aut B(u) = £,
u(0) = uy,

ot u est une fonction de R™ dans H et A est un opérateur auto-adjoint, positif dont le domaine
de définition D(A) est dense dans H et tel que A~! est compact. Enfin, B est un opérateur non
linéaire.

De plus, la résolution des problémes de transport non-linéaires, le systéme de Vlasov-Poisson et
les lois de conservation scalaires, parait envisageable par la technique de résolution a deux grilles.

Dans cette thése, notre étude repose sur 'utilisation de deux types d’éléments finis conti-
nus : le mini-élément et I’élément fini de Taylor-Hood. Il serait intéressant de voir ce qui se passe
dans le cas de l'utilisation d’autres types d’éléments-finis comme par exemple, les éléments finis
discontinus, I’élément fini de Crouzeix-Raviart, etc...
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Annexe A

Preuves des théorémes d’existence et
d’unicité de la solution

Dans cette annexe, dans le but de faciliter la lecture de ce manuscrit, nous donnons les
démonstrations des résultats d’existence et d’unicité de la solution des équations de Navier-
Stokes énoncés dans le chapitre 1. Ces preuves ont été établies par J.-L. Lions [44], R. Temam
[64] et V. Girault et P.-A. Raviart [31] et nous les reproduisons ici.

A.1 Preuve du théoréme d’existence 1.3.1

Pour la démonstration, nous introduisons un corollaire. L’espace (H*(Q2))? est muni du pro-

duit scalaire hilbertien )

(u,v))s = Z(uiavi)Hs(Q)- (A1)
i=1
Corollaire A.1.1 Le probléme spectral
(W, v))s = A(w,v), Vv eV, = pH @ (A.2)

admet une suite de solutions non nulles w; correspondant a une suite de valeurs propres \; :

(W, v)), = A(w,v), Vv eV, =P

,)\j > 0. (A?))

La démonstration sera divisée en quatre parties.

(i) Solutions approchées.

Nous utilisons la "base" w1, ..., Wy,, ... introduite dans (A.3). Nous définissons u,,(t) solution
"approchée" d’ordre m par

W (1) € [W1, oo, W), U (8) = D gjm ()W,
Jj=1

(w0, (), W) + va(um (), ;) + b(am (), um (t), wi) = (£(t), w;), 1 <j<m  (A4)

u,,(0) = ugp, Wom € [W1, ..., Wpy], Uom — up dans H. (A.5)
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Ce systeme d’équations différentielles en les gj,,(t) définit u,,(¢) dans [0,t,,]; Nous verrons que
nous pouvons prendre t,, = T.

(ii) Estimations a priori (I).

Multiplions (A.4) par g;m(t) et sommons en j; comme b(u,u,v) = —b(u,v,u), nous avons
b(up,, W, uy,) = 0, nous en déduisons

(0, (), 1 (8)) + va(um (t), um (1) = (£(2), wn (1)),

ie
1d
5 il () + v (), wn(6)) = (£, wn (1), (A6)
ou 1d
14
5 S + v [ (B < CIEOI + 2 O,
c’est a dire
1 (td 2 ! 2 ! 2 v [ 2
5 | Glun@Pdo v [ un@lPds <c [t s+ 7 [ (o) do,
0 0 0 0
d’ou

t t
um (@) + v / ()2 do < Juoml? + C' / 1£(0)]2 do. (A7)
0 0
En utilisant (A.5), nous en déduisons que t,,, = T et que

u,, demeure dans un borné de L*(0,7;V) N L>=(0,T; H). (A.8)

(iii) Estimations a priori (II).

Le probléme fondamental est de montrer que
u/, demeure dans un borné de L(0,T; V). (A.9)

C’est ce que nous allons faire maintenant.
Soit P, le projecteur de H — [wW1, ..., Wy,] (i.e Pph =" (h,w;)w;). En utilisant que

a(u,v) = (Au,v), A € L(V; V')

et que
b(u,u,v) = (g(u),v),g(u) e V.
avec
lg@)lly < Cs l[ullfay): - (A.10)
Nous déduisons de (A.4) que
u, = —Pn(g(uy)) — vPLAu, + Ppyf. (A.11)

Mais, grace au choix de wj, [[Pnllzy,.y,) < 1, donc par transposition, et comme P, = Pp, :
1Pl vy < 1 (A.12)

Nous introduisons le lemme suivant :
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Lemme A.1.2 Soit u € L?(0,T;V) N L>(0,T; H). Alors

1 1 11 . .
——— p<qougq;,—=—-——, ¢ fini quelconque si n = 2.
2 2n q 2 n

(A.13)
Nous déduisons donc de (A.8), (A4.10), (A.13) que g(u,,) demeure dans un borné de L?(O, T; V)
et donc P, (g(u,,)) demeure dans un borné de L2(0,T;V/). Alors, comme Au,, demeure dans
un borné de L?(0,T;V’) donc de L%(0,T;V!) alors, (A.9) résulte de (A.11).

1
uec LY0,T; LP(Q)"), p donné par — =
p

(iv) Passage a la limite.

En utilisant le théoréme de compacité avec les données suivantes : By = V,pg = 2, By = V/,p1 = 2
et B = H. Nous pouvons donc extraire une suite u, de u,, telle que

u, — u dans L*(0,T; V) faible. (A.14)

u, — u dans L°°(0,7; H) faible *. (A.15)

u, — u dans L*(0,T; H) fort et p.p dans Q. (A.16)
u, — u dans L*(0,T; V) faible. (A.17)

Nous déduisons donc de (A.14) et (A.17) que u,(0) — u(0) dans V; faible (par exemple) et
donc u(0) = ug. D’aprés le lemme A.1.2, u,u,,; est borné dans L2(0,T; LP/?(Q2)) et donc, nous
pouvons supposer que

ugiu,; — xi; dans L2(0, T; LP/2) faible (A.18)

mais grace a (A.16), nous avons
Xij = Wiu; (A.19)
car u,u,; — u;u; dans D'(Q) : en effet, / uyiu,,ededt — / u;ujpdrdt, Yo € D(Q), car
Q Q

u,; — u; dans L*(Q) faible, et u;jp — u;p dans L?*(Q) fort.
(A.18) et (A.19) impliquent que

b(uy, u,, w;) — b(u,u,w;) dans L*(0,T) faible. (A.20)

T T
en effet, si ¢ € L2(0,T), on a / b(uy,u,, w;)pdt = —/ b(u,, w;,u,)dt puis passage a la
0 0

limite en utilisant (A.18).

Par ailleurs,

(u

wwj) — (u’, w;) dans D'(Q2) par exemple

et donc (A.4) (pour m = p) donne a la limite
(0, w;) +va(u,wj) + b(u,u,w;) = (f,w;), Vj.
Nous en déduisons I'équation de (P) Vv € Vj puis Vv € V N (L?(Q))?). [ |
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Anneze A. Preuves des théorémes d’existence et d’unicité de la solution

A.2 Preuve du théoréme d’unicité 1.3.2

Pour 'unicité de la solution, dans le cas de la dimension d’espace 2, nous utilisons quelques
lemmes.

Preuve de (1.10)

Il suffit de montrer (1.10) pour v € D(Q); prolongeant v par 0 hors de €, (1.10) résultera
alors de

2
1/2
IV lzse) < 274 V12 gy (O IDiv] 2y V2. (A.21)
i=1

En effet, nous partons de

v2(x) = / (D),

—0o0

d’ou

v2(x) < 2vi(x2) et vi(x) < 2va(x1),
ou

+00 +oo

vi(xa) = / || Davldxt et va(x1) = / Iv|[Dav|dxs.

—0o0 —0o0

Donc,

“+o00o +oo
/ v4(x)dx S 4/ Vl(XQ)dXQ/ Vg(Xl)dxl S 4/ ]vHDlv\dxldXQ/ ’VHDQV‘dXQXm
R? R? R?

—00 —0o0

<4 HVHL2(R2) ||D1V||L2(R2) HVHL2(R2) ||D2v||L2(R2) <4 ||V||%2(R2) (||D1V||L2(R2) ||D2v||L2(R2))

2
<2 ”V”%Q(RQ) (2 ”DIVHL2(R2) ”D2V”L2(R2) <2 ”VH%Q(RQ) (Z HDZ'V”%Q(RQ))
i=1
D’o,
, 2
1/2
(v a1 < 2 el (3 1D )
i=1
e (A.21). |
Lemme A.2.1 Sin=2cetuc L*0,7;V)NL>¥0,T;H), alors
2
> wDiu e L*(0,T; V). (A.22)
i=1
Preuve :
2
Si ¢ € V, nous avons ZuzD u, ) Zuz iP,u
1
Donc, .

2
2
(D wiDiw,@)| < Crl[ulltaye Ielly < Callull lul ¢l
i=1
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A.2. Preuve du théoreme d’unicité 1.8.2

et donc,

2
> w)Du(t)| < Colut)] [ut)
i=1 v

or, t  |[u(t)|| est dans L?(0,T) et t — |u(t)| est dans L>°(0,T) d’ou (A.22).

Nous énonc¢ons maintenant la preuve du théoréme d’unicité 1.3.2 de la solution :

Soient u et u; deux solutions et soit w = u — uy. Alors,

(W, v)+va(w,v)+b(w,u,v)+b(u, w,v)—b(w,w,v) =0, Vv e V(car V C (L*Q))%) (A.23)

Or, w' € L?(0,T; V"), nous pouvons donc prendre dans (A4.23) v = w(t) et intégrer en t; il vient

1W 2 174 tCLWWO' t w,u,w U, w,w) —0lW, W, W)l =
SO v [ atwow)do + [ bl w) + s w.w) = bl w)] = 0

mais b(u,w,w) =0, b(w,w,w) =0 et donc, (A.24) donne

(t)y2+u/0 Iw(o)|> o = —/O b(w, u, w)do.

or, t
[ by SC%/HW )P sy ()] do
S(mﬂlw(h/\w (@)l [a(o)] do
< /nw H(w+(%/lw )2 (o)) do

donc, (A.25) donne
t
[w(t)* < 205/0 lu(o)]|* |w(o)|*do.

d’ou, w = 0.

(A.24)

(A.25)

(A.26)
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Annexe B

Equations fondamentales de la
dynamique des fluides. Tenseurs de
contraintes

. Premiére forme locale : % +V.pv=0

dp

. Seconde forme locale :
dt

+pV-v=0

0
. Premiére forme macroscopique : / —pdV + / pv-ndA =0
v ot A

d
. Seconde forme macroscopique : T / pdV + / p(v—w) -ndA=0
\% A

TaB. B.1 — Equation de conservation de la masse.

d
. Forme locale : pav =—-Vp+pg+V- 1

0
. Forme locale conservative : priad +V.pvww=-Vp+pg+V- T

. Variante de la forme 2 : %pv + V- [pvv+pé— 7] = pg

TaB. B.2 - Equations de conservation de la quantité de mouvement.
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Anneze B. Equations fondamentales de la dynamique des fluides. Tenseurs de contraintes

d
1. Forme locale : pav =—-Vp+pg
. 0
2. Forme locale conservative : i + V- pvv =—Vp+ pg

0
3. Variante de la forme 2 : apv + V- (pvv + pd) = pg

TaB. B.3 — Equations de conservation de la quantité de mouvement, écoulements de fluides
idéaux (équations d’Euler).

Tix = 2/ ox gl‘(v V)
Ovy 2

Tyy = 'uﬁ—y - gﬂ(v v)
ov, 2

Ton = 241 o7 gl‘(v V)

Ovy Ov
Ty = Tyx = 4 dy + 8—53)

Oovy  0v,
Txz = Tzx = N(E + Ox )

ov ov,
Tyz = Tzy = N(a—zy + By )

avec
_ Ovx | Ovy | Ovy

Vv 8x+8y+3z

TaAB. B.4 — Composantes du tenseur des contraintes pour les fluides newtoniens en coordonnées
rectangulaires (z,y, 2).
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Annexe C

Algorithme de résolution et méthode
des caractéristiques

C.1 Meéthode de gradient conjugué

Ayant le probléme approché suivant :

Tr P tel :
{ ouver tel que (C.1)

AD = F,

avec A une matrice n X n symétrique définie positive et F' un vecteur de taille n :

Ay = Vp; - Vipy, F; = V - upg;,
Qh Qh

® le vecteur solution : @ = (¢ (q"))ie1....n et {1;}1.n une base.

-----

Pour résoudre le systéeme (C.1), on utilise une méthode de gradient conjugué dont 1'algo-
rithme est le suivant :

1. Initialisation :
Choisir une méthode de préconditionnement C' € R™™ (C' doit étre symétrique définie
positive, comme exemple de préconditionneur, on peut citer la diagonale de la matrice, un
préconditionnement de type LU, un critére d’arrét € (ou/et un nombre maximum d’itéra-

tions).
Poser g° = hY = C~1(A®° — F) et m = 0. h™ correspond & la direction de recherche.

2. Calculer :

thm Apm ’

q)m—i—l = pm — pmhm’
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Annexe C. Algorithme de résolution et méthode des caractéristiques

gm+1 — gm o me_IAhm,

2
lg™ e

2
lg™lie

m

’y:

hm—l—l — gm+1 _’_,ymhm’

1
avec (a,b)c = fa C'bet ||a]lo = (a,a)d.

3. Si Hg”HH < g, ®"*1 est la solution approchée du probléme. Sinon, on incrémente m et on
retourne en 2.

C.2 Meéthode des caractéristiques

Parmi les difficultés associées & la résolution des équations de Navier-Stokes est la prise en
compte du terme non-linéaire : (u- V)u. Afin de surmonter cette difficulté, nous avons choisi de
discrétiser ce terme, numériquement, par la méthode des caractéristiques; il s’agit d’un traite-
ment lagrangien de la dérivée totale :

Du ou

appelée également dérivée particulaire.
Plus précisément, la trajectoire d’une particule fluide dans un écoulement ayant une vitesse
u(t,.) et se trouvant a la position x au temps s est notée x(t, s;x) (Voir la figure C.1).

XmHin+l

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

t

n At tn+l

Fia. C.1 — Ligne caractéristique.

X ainsi définie est donc solution de I’équation différentielle ordinaire :
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C.2. Méthode des caractéristiques

W = u(t,x(t sx)), te€]lo,s], (C.3)
X(s,8%) = x

On note x"17(x) = y (", t" 1 x).

On utilise ’approximation suivante pour la dérivée totale en temps :

Du _ u(t™!x) —u(t, "1 (x)
— ~ . 4
Dt At (C-4)
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Index

Argument de dualité, 7, 23, 34, 62, 84, 129 incompressibilité (Contrainte d’—), 28, 29, 33
incompressible (Fluide —), 4, 7, 8

bulle (Fonction —), 46 inf-sup globale (Condition —), 33, 46, 47

Caracteéristiques (Méthode des —), 6, 200 %nf—sup 1003.16 (Condition —), 53
Cauchy-Schwarz (Inégalité de —), 79 instationnaire (Ecoulement), 4
CFL (condition —), 38 Isovaleurs, 164, 170, 178

cisaillement (Contrainte de —), 3
conservation de la masse, 29, 197
conservation des moments, 29
contraintes (Tenseur des —), 3
convection (Terme de —), 28
courant (Fonction de —), 156

CPU, 173, 176, 181 Méthode des Eléments Finis, 5, 44
Mini-élément, 22, 45

Lagrange (Multiplicateurs de —), 29
Lagrange-Galerkin (Projection de —), 6
laminaire (Ecoulement —), 4

laminaire (Régime —), 29

Ligne caractéristique, 200

déformation (Taux de —), 3

densité d’un fluide, 3, 8

différences finies (Méthode des —), 6, 44
diffusion (Terme de —), 28

Dirichlet (Conditions de —), 8, 28
dualité (Produit de —), xv

Navier-Stokes (Equations de —), 3-9, 11, 12,
14, 15, 20, 22, 23, 28, 29, 31, 34, 35,
37, 45, 62, 84, 118, 125, 156, 163, 166—
168, 170, 173, 179, 181, 187, 191, 200

Navier-Stokes, équation de conservation de la

EDP (Equations aux Dérivées Partielles), 7, 34 quantité de mouvement, 4, 197, 198
Espaces des Eléments-finis, 33 norme duale, 40

Euler (Equation d’—), 3

EEIEE ES?&E;)I;’—) )’12 Opérateur d’approximation local, 47

Opérateur d’interpolation, 48

Existence (Résultat d’—), 30
( ) Opérateur de régularisation, 47

Fluide newtonien, 3 Opérateur de restriction, 46

Fluide non-newtonien, 3

Fluide parfait, 3 particulaire (Dérivée), 6, 200

Fluide visqueux, 3, 8 Poincaré (Constante de —), 40
FreeFem++, 156 Poincaré (Inégalité de —), 40
FreeFem | +, 15 Préconditionnement (Méthode de —), 199
Frobenius (Norme de —), 40 projection (Méthodes de —), 6

Galerkin (Méthode de —), 7, 30, 31, 35 Régularité (Résultat de —), 31

Gradient conjugué (Méthode de —), 199 Reynolds (Nombre de —), 4, 29

Gronwall (Lemme de —, continu), 41

Gronwall (Lemme de —, discret), 41 Sobolev (Espace de —), 40

Sobolev (Injections de —), 40
incompressibilité (Condition d’—), 6, 15, 29, 156 stationnaire (Ecoulement), 4
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Index

Stokes rétrograde (Probléeme de —, d’ordre 1),
72

Stokes rétrograde (Probléme de —, d’ordre 2),
129

superconvergence (schéma d’ordre 1, Résultat
de —), 85

superconvergence (schéma d’ordre 2, Résultat
de —), 134

Taylor-Hood (Elément fini de —), 22, 51
Tenseur des contraintes, fluides newtoniens, 198
transport (Terme de —), 28

Triangulation, 33

turbulent (Régime —), 29

Unicité (Résultat d’—), 31

Viscosité, 3, 5, 8, 28, 29
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Schémas a deux grilles pour la résolution du
probléme de Navier-Stokes instationnaire
incompressible

Résumé

Dans ce travail nous nous intéressons a la résolution du probléme d’évolution de Navier-Stokes
incompressible totalement discrétisé en temps et en espace, en dimension deux par une méthode
a deux grilles.

Dans un premier temps, nous étendons la méthode a deux grilles, appliquée par V. Girault et
J.-L. Lions au probléme de Navier-Stokes instationnaire semi-discrétisé, au probléme de Navier-
Stokes totalement discrétisé en temps (par un schéma d’ordre un) et en espace (par une méthode
d’éléments finis d’ordre un). Dans la premiére étape, le probléme non-linéaire est discrétisé en
espace et en temps sur une grille grossiére de pas d’espace H avec un pas de temps At. Puis dans
la deuxiéme étape, le probléme, linéarisé autour de la vitesse uy calculée & 1’étape précédente,
est discrétisé en espace sur une grille fine de pas d’espace h et le méme pas de temps. L’idée de la
méthode & deux grilles est que, sous des hypothéses adéquates, la contribution de ugy a ’erreur
dans le terme non-linéaire en espace, est mesurée en norme L? en espace et en temps et a un
ordre plus élevé que si elle était mesurée en norme H'.

Dans un deuxiéme temps, vu que le but est de gagner en ordre de convergence de 'erreur
totale du schéma ainsi qu’en complexité, nous étudions un schéma & deux grilles d’ordre deux en
temps du probléme totalement discrétisé en temps et en espace de Navier-Stokes.

Nous présentons les résultats suivants : dans le cas de la résolution du schéma d’ordre un
en temps, si h = H? = At, alors 'erreur globale de 'algorithme & deux grilles est de I’ordre
de h. Dans le cas du schéma d’ordre deux en temps, si h? = (At)? = H3, alors I'erreur globale
de I'algorithme & deux grilles est de I'ordre de h? : résultats identiques & ceux de la résolution
directe du probléme non-linéaire sur une grille fine.

Mots-clés: Méthode a deux grilles, probléme non-linéaire, équations de Navier-Stokes, écoule-
ments fluides instationnaires incompressibles, schémas d’ordre un et deux en temps, méthode des
éléments finis, "mini-élément", élément fini de Taylor-Hood.
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Two grid schemes for the resolution of the
time-dependent incompressible Navier-Stokes
problem

Abstract

This thesis focuses on the time-dependent incompressible Navier-Stokes problem totally
discretized in time and space, in two dimensions, by a two-grid method.

In the first part, we extend the two-grid method, applied by V. Girault and J.-L. Lions to
the transient semi-discretized Navier-Stokes problem, to the totally discretized Navier-Stokes
problem in time (by a first order scheme) and in space (by a first order finite element method).
In the first step, the fully non-linear problem is discretized in space on a coarse grid with mesh-
size H and time step At. In the second step, the problem is linearized around the velocity ug
computed in the first step and is discretized in space on a fine grid with mesh-size h and the
same time step. The two-grid strategy is motivated by the fact that under suitable assumptions,
the contribution of uy to the error in the non-linear term, is measured in the L? norm in space
and time, and thus has hopefully a higher-order than if it were measured in the H' norm in
space.

In the second part, since our objectif is to gain in order of convergence and in complexity of
the scheme, we study a second order time accuracy two-grid scheme for the totally discretized
in time and space Navier-Stokes problem.

We present the following results : for the first order scheme, if h = H? = At, then the
global error of the two-grid algorithm is of the order of h. For the second order scheme, if
h? = (At)? = H3, then the global error of the two-grid algorithm is of the order of h? : the same
results as would have been obtained if the non-linear problem had been solved directly on the
fine grid.

Keywords: Two-grid method, non linear problem, Navier-Stokes equations, time-dependent

incompressible flows, first and second order accuracy scheme in time, finite element method,
"mini-élément", Taylor-Hood finite element.
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