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žL;„?xŸ„•˜>@•cšk†nšœ•˜>@?2Ãvš îc†ƒ;„?x•˜™D†ƒ;…>‡—@;„?2•@;5›+=�Ã��…Ãñ;%Ã5=4>Dšœö…€ƒ;%;…†xˆ–•˜€n†}=4>‡†2?ƒ—D€r›   šk>‡†ƒ;…>@?nšk†ƒ‚%•@;�?n†n€n—@Ÿ…†n—D€ƒ;%ˆ–;…—D¤Â;…>‡†

�…†n€ƒ;)‚„Ÿ…€nšk†ƒ;„?UO

z1 I ;x (¡ L 1) ¡ j (k ¡ k¤jz1j2)I (¡ L 1) = 0;
Óm¿�� Ä��B×

z2 I ;x (L 2) + j (k ¡ k¤jz2j2)I (L 2) = 0;
Óm¿�� Ä�ÄÂ×

—D>@;�?ƒ;…—D›œ;Ë•D;ËŸ„;„?••D;…—cîvŸ„•˜>@•cšk†nšœ•˜>@? ‚…†}=4>‡†Ø>@‚„Ÿ„;„?ƒ?}=4šk€ƒ;��J›   šk>‡†ƒ‚…ì�€}=4†nšœ•˜>�•D;)Óm¿��S[Â×�ˆ–•˜—D€•€ƒ;„Ÿ„•˜>@?n†n€n—Dšk€ƒ;�›   šk>j†ƒ;…>@?nšk†ƒ‚�•D;

?ƒ†n€n—@Ÿ…†n—D€ƒ; �xˆ�=4€ƒ†nšk€H•D;„?�•D;…>@?ƒš †}‚…?H•e ¢‚…>@;…€nì�šœ;�A@›+=v•D;…—cîcšœö…Ãñ;)Ÿ„•˜>@•cšk†nšœ•˜>¾‚…†}=4>‡†£=4›œ•˜€ƒ?£=4—D†ƒ•˜Ã5=4†nš��‡—@;…Ãñ;…>‡†£¤¥‚…€nš 3�‚„;1�

Þ�����*7�4\2�4C-��35�#"1�6� �+*7'X"18�\ C-�23?� �-*-'A'�\ C7�-" �2()�+*-'

žt=4>@?N›+=ÀÒm•˜€nÃr—D›+=4†nšœ•˜>�;…>Ñ•D‚…ˆD›+=˜Ÿ„;…Ãñ;…>‡†1AD›œ;„?ãškÃvˆ–‚…•�=4>@Ÿ„;…?H?nˆ–‚„Ÿ…š 3 �‡—@;„?NÒÔ•˜>‡†�=4ˆDˆ�=4€}=àóœ†n€ƒ;t›œ;£€}=4ˆDˆ–•˜€n†�;…>‡†n€ƒ;L›+=

Ÿ„•˜>‡†n€}=4šk>‡†ƒ;)>@•˜€nÃ5=4›œ;

¾xx
;…†Ë›+=x¤jšk†ƒ;„?ƒ?ƒ;J>@•˜€nÃ5=4›œ;

§ j ! u
Ac›œ;„?�•D;…—cî¹‚)�‡—�=4†nšœ•˜>@?H•D;ñÓm¿��SMÂ×Nˆ–;…€nÃñ;…†n†}=4>‡†£•e ¢‚„Ÿ…€nšk€ƒ;AO

z1 =
k

½!
¾xx (¡ L 1)

j ! u(¡ L1)
;

Óm¿�� Ä�¿Â×

z2 = ¡
k

½!
¾xx (L 2)

j ! u(L2)
:

Óm¿�� Ä�L‡×

žt=4>@?�›+=UÒm•˜€nÃr—D›+=4†nšœ•˜> �¥—�=˜•c€}=4†nš��‡—@;�AH›œ;�Ÿ1=4€n€ƒ‚/•c— Ãñ•‡•c—D›œ;"•D;�Ÿ}õ�=˜Ÿ…—D>@;/•D;„?�škÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;„?#?nˆ–‚„Ÿ…š 3 �‡—@;„?�Ò =4šk†

=4ˆDˆ�=4€}=àóœ†n€ƒ;À›œ;L€}=4ˆDˆ–•˜€n†£;…>‡†n€ƒ;)•D;…>@?nšk†ƒ‚)•e ¢‚…>@;…€nì�šœ;r•D;t•D‚ÙÒm•˜€nÃ5=4†nšœ•˜>¾;…†�•D;…>@?ƒšk†ƒ‚)•e ¢‚…>@;…€nì�šœ;ÀŸ…šk>@‚…†nš��¥—@;XO

jz1j2 =
k
k¤

U(¡ L 1)
T(¡ L1)

;
Óm¿�� ÄVMÂ×

jz2j2 =
k
k¤

U(L 2)
T(L2)

:
Óm¿�� Ä�ÅÂ×



K

�

K ßU3J'A�2*-'A�6�+�+*7'/\�F13?� *7'X�+�2"1�2"]8�*7�+'#"1�6�2� *7F]F1*-'

�'�+� .2��(��.� *5$�0 � %!( � * 
��5/�������
 �2� /�% (����2%�� �#
 � �.
+�.�)0#%

:�;„?%Ÿ„•4>�•cšk†nšœ•˜>@?%•D;�€ƒ‚ ��;Ùîjšœ•˜>�†ƒ•˜†}=4›œ;¾?1 ¢•˜™D†nšœ;…>D>@;…>‡† �#ˆ�=4€n†nšk€%•D;„?5¤˜=4›œ;…—D€ƒ?5›kškÃvšk†ƒ;„?%•D;„?5škÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;„?%?ƒˆ–‚ �

Ÿ…š 3 �¥—@;„? �NG�3@>]•e ¢•˜™@?ƒ;…€n¤¥;…€%›   šk> �@—@;…>@Ÿ„;�•D;�Ÿ„;„?%¤˜=4›œ;…—D€ƒ?%›kškÃvšk†ƒ;„?Ñ?n—D€�›œ;„?%ì�€}=4>@•D;…—D€ƒ?Ñ‚…>@;…€nìÂ‚…†nš��‡—@;„?1AN›œ;„?¹‚)�¥—�= �

†nšœ•˜>@?»Óm¿��2�1ÅÂ×ÙA¬Óm¿��2�#N�×ÙAñÓm¿��2��[Â×�;…†»Óm¿��2��ZÂ×�•D•˜šk¤¥;…>‡† �…†n€ƒ;"€ƒ‚„‚„Ÿ…€nšk†ƒ;„?-;…>”>@•˜†}=4>‡†�›œ;„?#škÃvˆ–‚…•�=4>@Ÿ„;…?�?nˆ–‚„Ÿ…š 3 �‡—@;„?

zi = jzi jej ar g(zi ) ; i = 1; 2
O

T;x (¡ L 1) + 2 k0 jz1j [sin (arg(z1)) ¡ µ cos(arg(z1))] T(¡ L 1) = 0;
Óm¿�� Ä!N�×

U(¡ L 1) ¡
k¤

k
jz1j2 T(¡ L 1) = 0;

Óm¿�� ÄV[Â×

T;x (L 2) ¡ 2 k0 jz2j [sin (arg(z2)) ¡ µ cos(arg(z2))] T(L 2) = 0;
Óm¿�� ÄVZÂ×

U(L 2) ¡
k¤

k
jz2j2 T(L 2) = 0:

Óm¿�� ¿�ÁÂ×

žt=4>@?H›œ;ÀŸ1=˜?£•e  —D>@;À†ƒ;…€nÃvšk>�=4šœ?ƒ•˜>�› šk™D€};À;…>

x = ¡ L 1
Ó š4�¢;1�

z1 = 0
×ã;…†J•e  —D>@;À†ƒ;…€nÃvšk>�=4šœ?ƒ•˜>¾™D›œ•$�‡—@‚„;r;…>

x = L 2
Ó š4�¢;1�

jz2j = + 1
×ÙA�›œ;„?J•D;…—cî¾‚)�¥—�=4†nšœ•˜>@?vÓm¿�� ÄVZÂ×H;…†2Óm¿�� ¿�ÁÂ×£=4™–•˜—D†nšœ?ƒ?ƒ;…>‡† �

T(L 2) = 0
�zM•>¾Òm=4šk†1A

U;x (L 2)
;„?ƒ†H›kšœ‚

�

T(L 2)
ˆ�=4€

U;x (L 2) ¡ j
k¤

k
(k¤ z2 ¡ k z¤

2) T(L 2) = 0;
Óm¿�� ¿��B×

•D;v?ƒ•˜€n†ƒ; �‡—@;

T(L 2) = 0 ) U;x (L 2) = 0
�e•F=4€ÀŸ„•˜>@?ƒ‚)�‡—@;…>‡†)›œ;„?)‚)�¥—�=4†nšœ•˜>@?�Óm¿��2�1ÅÂ×ÙA Óm¿��2�#N�×ÙA Óm¿��2��[Â×L;…†5Óm¿��2��ZÂ×

?ƒ•˜>‡†�¤�=4›+=4™D›œ;„? �‡—@;…›k›œ;„? �‡—@;£?ƒ•˜šœ;…>‡†�›œ;„?�¤�=4›œ;…—D€ƒ?�ˆD€nšœ?ƒ;„?Nˆ�=4€

z1
;…†

z2
�‡C�šk>�=4›œ;…Ãñ;…>‡†ã›  ¢;ÙîjˆD€ƒ;„?}?nšœ•˜>%•D;JŸ„•˜>@•cšk†nšœ•˜>@?ã•D;

€ƒ‚ ��;Ùîjšœ•˜>�†ƒ•˜†}=4›œ;v;…>#†ƒ;…€nÃñ;„?t•D;xì�€}=4>@•@;Ù—@€ƒ?)‚…>@;…€nìÂ‚…†nš��¥—@;„?)?ƒ;x€ƒ‚„?n—DÃñ;v=4—#†}=4™@›k;1=4—/¿�� �1�e:�;„? �‡—�=4†n€ƒ;2Ÿ„•˜>@•cšk†nšœ•˜>@?

škÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;r?nˆ–‚„Ÿ…š 3 �¥—�; •D‚…ˆD›+=˜Ÿ„;…Ãñ;…>‡† •D;…>@?ƒšk†ƒ‚„?�•e ¢‚…>@;…€nì�šœ;

†ƒ;…€nÃvšk>�=4šœ•˜>

›kšk™D€ƒ;

z1 = 0 u;x (¡ L 1) = 0 T;x (¡ L 1) = 0
A

U(¡ L 1) = 0
†ƒ;…€nÃvšk>�=4šœ?ƒ•˜>

™D›œ•$�‡—@‚„;

jz2j ! + 1 u(L 2) = 0 T(L 2) = 0
A

U;x (L 2) = 0
� � � �z¿��2�

�

M•îjˆD€ƒ;„?ƒ?ƒšœ•˜>@?�•D;„?HŸ„•˜>@•cšk†nšœ•˜>@?£•D;L€ƒ‚ ��;Ùîcšœ•˜>�†ƒ•˜†}=4›œ;1�

Ãvš îj†ƒ;„?£¤¥‚…€nš 3�‚„;„?£ˆ�=4€£›œ;„?£•D;…>@?nšk†ƒ‚„?J•e ¢‚…>@;…€nì�šœ;x†ƒ•˜†}=4›œ;

W = T + U
;…†£›+=4ì�€}=4>Dì�šœ;…>D>@;

L = T ¡ U
?ƒ;r•D‚„•c—Dšœ?ƒ;…>‡†

•D;)Ÿ…;…›k›œ;„?�¤¥‚…€nš 3�‚„;„?�ˆ�=4€

T
;…†

U
�

' .5. 0#�#*5�&����
 � ��$����/( � " $�%

:�;„?5ÒÔ•˜€nÃr—D›+=4†nšœ•˜>@?�ˆD€ƒ‚„?};…>‡†ƒ‚„;„?5ˆD€ƒ‚„Ÿ„‚„•D;…ÃvÃñ;…>j†1A �¥—� ¢;…›k›œ;„?%?ƒ•˜šœ;…>‡†5™�=˜?ƒ‚„;„?�?n—D€5›œ;�•D‚…ˆD›+=˜Ÿ„;…Ãñ;…>‡†¹•˜—�?n—D€5›œ;„?

ì�€}=4>@•D;…—D€ƒ?Ø‚…>@;…€nìÂ‚…†nš��¥—@;„?1A˜ˆ–;…—D¤¥;…>‡†••D•˜>D>@;…€•›kšk;…—+�H—D>@;Ë=4ˆDˆD›kšœŸ1=4†nšœ•˜>v>‡—DÃñ‚…€nš��‡—@;ãˆ–•˜—D€••D;„?F•˜>@•D;„?F›œ•˜>Dì�šk†n—@•cšk>�=4›œ;1?

?ƒ;£ˆD€ƒ•˜ˆ�=4ìÂ;1=4>‡†&�

5 kH z
•@=4>@?ã•D;J›   =˜Ÿ…šk;…€�;…>‡†n€ƒ;

¡ L 1 = ¡ 9 m
;…†

L 2 = 11 m
A‡›+=r•D;…>@?nšk†ƒ‚L•D;HÒm•˜€ƒŸ„;JŸ„•˜>@Ÿ„;…>‡†n€ƒ‚„;

f x = 1 Pa
‚…†}=4>‡†t=4ˆDˆD›kš��‡—@‚„;2;…>

x = a = 3 m
�–:�;„?JˆD€ƒ•˜ˆD€nšœ‚…†ƒ‚„?t•D—¾Ã5=4†}‚Ù€ƒšœ=4— 3@ì�—D€ƒ;…>‡†t•@=4>@?J›œ;r†}=4™D›œ;1=4—-¿�� Ä��

:�;„?r¤�=à›œ;…—D€ƒ?xŸ}õ@•˜šœ?ƒšœ;…?rˆ–•˜—D€x›œ;„?ÀškÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;„?2?ƒˆ–‚„Ÿ…š 3 �¥—@;„?x?ƒ•˜>‡†

z1 = 0
ÓÔ†ƒ;…€nÃvšk>�=4šœ?ƒ•˜>"›kšk™D€ƒ;�;…>

x = ¡ L 1
×t;…†

z2 = 1
Ó †ƒ;…€nÃvšk>�=4šœ?ƒ•˜>U=4>@‚„Ÿ}õ@•��4�‡—@;�;…>

x = L 2
×
�ôžL;ñ†ƒ;…›k›œ;„?À¤�=4›œ;…—D€ƒ?r?nškì�>Dš 3�;…>‡† �‡—�  šk› È-=Ñ€ƒ‚ ��;Ùîjšœ•˜>/†ƒ•˜†}=4›œ;�•D;

›  ¢•˜>@•D;);…>

x = ¡ L 1
;…†£=4™@?ƒ;…>@Ÿ„;)•D;t€ƒ‚ ��;Ùîjšœ•˜>

x = L 2
�

:�;„?FŸ}õ�=4Ãvˆ@?•‚…>@;…€nìÂ‚…†nš��¥—@;„?��¥—@;N?ƒ•˜>‡†�›+=£•D;…>@?nšk†ƒ‚ã•e ¢‚…>@;…€nì�šœ;ãŸ…šk>@‚…†nš��‡—@;

T
;…†�›+=£•D;…>@?nšk†ƒ‚ã•e ¢‚…>@;…€nì�šœ;ã•D;N•D‚ÙÒm•˜€nÃ5=4†nšœ•˜>

U
•˜™D†ƒ;…>‡—@;„? ��›   =4šœ•D;�•D;¹›+=¾Òm•˜€nÃr—D›+=4†nšœ•˜> �‡—�=˜•c€}=4†nš��‡—@;�Óm¿��2�1ÁÂ×ÙAØ;…†v›   šk>‡†ƒ;…>@?nšk†ƒ‚�•D;Ñ?ƒ†n€n—@Ÿ…†n—D€ƒ;

I
•˜™D†ƒ;…>‡—@;Ñˆ�=4€

šk>‡†ƒ‚…ì�€}=4†nšœ•˜>Š•D;�Óm¿��S[Â×2=1¤¥;„Ÿ%—D>@;¹Ÿ„•˜>@•cšk†nšœ•˜>Š•e  šk>‡†ƒ;…>@?nšk†ƒ‚Ñ>‡—D›k›œ;Ñ;…>

x = ¡ L 1
AF?ƒ;¹?n—Dˆ–;…€nˆ–•�?ƒ;…>‡†ñ;Ùî@=˜Ÿ…†ƒ;…Ãñ;…>‡†+�



K�Ê K�Í �)*78�\2F1*G�+�2"1�2"]8�*7�+'#"1�6�2� *7F "1F]F]�+'����43?���AF13 \+��C-'�*<� �-*,�2*-'A�2*7� � � ;)\ *7'A� H C7�W= *<F1F1*7' K

�

<#=˜?ƒ?ƒ;L¤Â•˜›k—DÃvš��‡—@;

½(kg m¡ 3)
NW[�Á�Á

<�•‡•c—D›œ;)•e  ��•˜—D>Dì

E (Pa) 2:1 1011(1 + j 0:01)
KN•‡; �5Ÿ…šœ;…>‡†J•D;t•�•˜šœ?}?ƒ•˜>

º
Á�� ¿

� � � �–¿�� Ä

�

••€ƒ•˜ˆD€nšœ‚…†ƒ‚„?J•c—ÑÃvšk›kšœ;…—¾•D;LˆD€ƒ•˜ˆ�=4ì¥=4†nšœ•˜>

Ÿ„;…—cî5šœ?ƒ?n—@?�•D;H›+=tÒm•˜€nÃr—D›+=4†nšœ•˜>¹;…>¹•D‚…ˆD›+=˜Ÿ„;…Ãñ;…>‡†)Óm¿�� ¿Â×ÙAjŸ„•˜ÃvÃñ;£›   š ›k›k—@?ƒ†n€ƒ;…>‡†N›œ;„?NC�škì�—D€ƒ;„?ã¿��SMÀ;…†ã¿�� Å��DKN;H€ƒ‚„?n—D›k†}=4†

Ÿ„•˜>�3@€nÃñ; �‡—@;�›+=�Òm•˜€nÃr—D›+=4†nšœ•˜> �¥—�=˜•c€}=4†nš��‡—@;�AFŸ„•˜>@?ƒ†nšk†n—@‚„;¹•c—Q?nÈj?ƒ†ƒö…Ãñ;�•e ¢‚)�‡—�=4†nšœ•˜>@?�Óm¿��2�1ÁÂ×x;…†2•D;%Ÿ„•˜>@•cšk†nšœ•˜>@?

Ãvš îc†ƒ;„?Ëˆ–•˜€ƒ†}=4>‡†H?n—D€�›œ;„?�•D;…>@?nšk†ƒ‚„?H•e ¢‚…>@;…€nì�šœ;

T
;…†

U
AjÒm•˜—D€n>Dšk†H•D;„?Ëì�€}=4>@•@;Ù—@€ƒ?H‚…>@;…€nìÂ‚…†nš��‡—@;„?£;ÙîD=˜Ÿ…†ƒ;„? �

KN;…†n†ƒ;À=4ˆDˆD›kšœŸ1=4†nšœ•˜>�>‡—DÃñ‚…€nš��¥—@;5Óm=4—Ñ€ƒ;…ì¥=4€ƒ•�•D;L›+=�3@ì�—D€ƒ;À¿��RM2ˆ�=4€�;Ùîc;…ÃvˆD›œ;B×Nšk›k›k—@?n†n€ƒ;L›œ;L€ƒ‚„?n—D›k†}=4†�ˆD€ƒ‚„?ƒ;…>‡†ƒ‚)•@=4>@?

›+=�ˆ�=4€n†nšœ;ñÄ�� L Oz›œ;„?L¤�=4€nš+=4™D›œ;„? �‡—�=˜•c€}=4†nš��¥—@;„?tˆ–•�?ƒ?ƒö„•D;…>‡†t•D;…—cî#‚„Ÿ}õ@;…›k›œ;„?t•D;x¤�=4€nš+=4†nšœ•˜>-?nˆ�=4†nš+=4›œ;1�Ž:ô;„?L¤˜=4€nš+=4†nšœ•˜>@?

� ì�€}=4>@•D;»‚„Ÿ}õ@;…›k›œ;»?1 ¢•˜™@?ƒ;…€n¤¥;…>‡†-•@=4>@?�†ƒ•˜—D†�›œ;UÃvšk›kšœ;…—X•cšœ?ƒ?nškˆ�=4†nš Ò �tM•›k›œ;„?-Ÿ„•˜€n€ƒ;„?nˆ–•˜>@•@;Ù>j†/=4—cî­Ÿ„•˜Ãvˆ–•�? =4>‡†ƒ;„?

ˆD€ƒ•˜ˆ�=4ì¥=4†nšk¤¥;„?ñ•@;…?vì�€}=4>@•D;…—D€ƒ?ñ‚…>@;…€nìÂ‚…†nš��‡—@;„?1AØ•D•˜>‡†2›+=#•D‚„Ÿ…€ƒ•˜šœ?ƒ?}=4>@Ÿ„;�A•šœŸ…šË•D;…ˆD—Dšœ?

x = a
AF;„?n†2›kšœ‚„;�=4—UÒm=˜Ÿ…†ƒ;…—D€

•e  =4Ãñ•˜€n†nšœ?}?ƒ;…Ãñ;…>‡†

´
�Øžt=4>@?ñ›+=#ˆ–•˜€n†nšœ•˜>�•D‚
3@>Dšœ;Ñˆ�=4€

x > a
A•šk›Ë>ô  È»= �‡—@;Ñ•@;…?5Ÿ„•˜Ãvˆ–•�?}=4>j†ƒ;„?ñˆ@€ƒ•˜ˆ�=4ì¥=4†nšk¤Â;„?1A

;…>”€}=4šœ?ƒ•˜>X•D;"›+= †ƒ;…€nÃvšk>�=4šœ?}•˜>²=4>@‚„Ÿ}õ@•��4�¥—@;Š?nšk†n—@‚„;Q;…>

x = L 2
�t:�;„?-Ÿ„•˜Ãvˆ–•�?}=4>j†ƒ;„?���ˆ–;…†nšk†ƒ;»‚„Ÿ}õ@;…›k›œ;»•D;
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² ij = (ui;j + uj ;i )=2;
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¾kl = ¸² j j ±kl + 2¹² kl ;
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¡ ½!2u = f z + div ¾;
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div ¾ = (¸ + 2¹ ) gr ad div u ¡ ¹ r ot r ot u :
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W = T + U
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I =
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(¸ + 2¹ ) div u u ¤ ¡ ¹ div u ¤ u + ¹ (r ot u ¤ £ u)
+ ¹ gr ad (u : u ¤) + ¹ r ot (u £ u ¤)
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(( ¸ div u div u ¤ + ¹ (¢( u : u ¤) ¡ u : ¢ u ¤ ¡ ¢ u : u ¤ ¡ r ot u : r ot u ¤)) :
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f z : u ¤ :
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¡ L 1 · x · L 2
A

¡1 < y < + 1
×F;…†�•e ¢‚…ˆ�=4šœ?ƒ?ƒ;…—D€

h
ÓÔC�škì�—D€ƒ; L �2�B×
�ãM•>]>@•˜†}=4>‡†

³ (x; y) =
1
h

Z h=2

¡ h=2
³ (x; y; z)dz

›+=�Ãñ•BÈ¥;…>D>@;#?n—D€%›  ¢‚…ˆ�=4šœ?}?ƒ;…—D€

h
•D;¾›+=�ÒÔ•˜>@Ÿ…†nšœ•˜>

³ (x; y; z)
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div I = div I + [I : n ]h=2
¡ h=2=h;
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¡ h=2

h=2

x

y

z

ex

ey

ez
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¡ L 1 · x · L 2
A

¡1 < y < + 1
×r;…†

•e ¢‚…ˆ�=4šœ?}?ƒ;…—D€

h
AD;…†�¤Â;„Ÿ…†ƒ;…—D€ƒ?�—D>Dšk†}=4šk€ƒ;„?
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A

ey
A

ez
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r ot I = r ot I +
³

¡ [I : ey ]h=2
¡ h=2ex + [I : ex ]h=2

¡ h=2ey

´
=h;
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[³ (x; y; z)]h=2
¡ h=2 = ³ (x; y; h=2) ¡ ³ (x; y; ¡ h=2)

•D‚„?nškì�>@;À›œ;r?}=4—D†£•D;

³
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n
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n = ¡ ez
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z = ¡ h=2
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n = ez
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z = h=2
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­
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[I : n ]h=2
¡ h=2 =

j !
2

[(¾­ u ¤) : n ]h=2
¡ h=2 =

j !
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[(¾­ n ) : u ¤ ]h=2
¡ h=2
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¾­ ez = 0
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z = § h=2
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div I = div I
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r ot I = r ot I
�

MØ>%Òm=4šœ?}=4>‡†ã›   õ‡È‡ˆ–•˜†nõ@ö„?};L•D;JŸ„•˜>‡†n€}=4šk>j†ƒ;„?ãˆD›+=4>@;„?)Ó

¾zz = 0
×ÙAj›+=rŸ„•˜Ãvˆ–•�? =4>‡†ƒ;

²zz
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²zz = ¡
¸

2¹ (3¸ + 2¹ )
(¾xx + ¾yy)
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(x; y; ¡ h=2 · z · h=2)
•D;r›+=ñˆD›+= �‡—@;1�–žJš �e‚…€ƒ;…>‡†ƒ?J†äÈ‡ˆ–;„?L•D;ÀÃñ•˜—D¤¥;…Ãñ;…>‡†t?ƒ•˜>‡†LŸ„•˜>@?nšœ•D‚…€ƒ‚„?

ˆ�=4€�›+=v?n—Dšk†ƒ;�A@?n—Dšk¤˜=4>‡†�›+=rÒm•˜€nÃñ;tˆD€nšœ?ƒ;Lˆ�=4€�›œ;)Ÿ}õ�=4Ãvˆ�•D;)•D‚…ˆD›+=˜Ÿ„;…Ãñ;Ù>j†

u
;…>Ñ—D†nšk›kšœ?}=4>‡†H›œ;LÃñ•‡•Dö…›œ;ÀŸ…šk>@‚…Ã5=4†nš��¥—@;

=4ˆDˆD€ƒ•˜ˆD€nšœ‚�Az;ÙîD=˜Ÿ…†H•@=4>@?�›œ;tŸ1=˜?H•e ¢•˜>@•D;„?H•D;)ŸÙšœ? =4šk›k›œ;…Ãñ;…>‡†xÓ Ö	�´ˆ–•˜—D€JÖ‡õ@;1=4€ �J•˜€nš2'1•˜>‡†}=4› ×Ë•˜—�=4ˆDˆD€ƒ•‡Ÿ}õ@‚À•@=4>@?�›œ;„?

Ÿ1=˜?t•e ¢•˜>@•D;„?L›œ•˜>Dì�šk†n—@•cšk>�=4›œ;„?5Ó 
J:Uˆ–•˜—D€ 
£—�=˜?nš �
:ô•˜>Dì�šk†n—@•cšk>z=4› ×J;…†t•e ¢•˜>@•D;„?t•D; ��;Ùîcšœ•˜> �Ž:�;2Ÿ}õ�=4Ãvˆ�•D;r¤jšk†ƒ;„?ƒ?ƒ;�A

›œ;„?�†ƒ;…>@?ƒ;…—D€ƒ?ã•D;„?N•D‚ÙÒÔ•˜€nÃ5=4†nšœ•˜>@?ã;…†N•@;…?NŸ„•˜>‡†n€}=4šk>‡†};…?BA‡›   šk>‡†ƒ;…>@?nšk†ƒ‚J•D;£?ƒ†n€n—@Ÿ…†n—D€ƒ;L=4šk>@?nš �¥—@;H›œ;„?N•D;…>@?nšk†ƒ‚„?N•e ¢‚…>@;…€nì�šœ;

ˆ–;…—D¤¥;…>‡† �…†n€ƒ; •D‚
3@>Dšœ;„? �ãˆ�=4€n†nšk€ð•c—r•D‚…ˆD›+=˜Ÿ„;…Ãñ;…>‡†�;…>À—D†nšk›kšœ?}=4>‡†ô›œ;„?ô‚)�‡—�=4†nšœ•˜>@?NÓ1L �2�B×e;…†�Ó1L � ¿Â×ÙAB•e  =4™–•˜€ƒ•À›œ•‡Ÿ1=4›œ;…Ãñ;…>‡†

ˆ–•˜—D€

¡ h=2 · z · h=2
AcˆD—Dšœ?�Ãñ•BÈÂ;…>D>@‚„;„?£?n—D€Ë›  ¢‚…ˆ�=4šœ?ƒ?ƒ;…—D€ �


£—�=4>@•»—D>ŠÃñ•‡•Dö…›k;¾Ÿ…šk>@‚…Ã5=4†nš��¥—@;�=4ˆDˆD€ƒ•‡Ÿ}õ@‚�;„?ƒ†v—D†nšk›kšœ?ƒ‚�A Ÿ„•˜ÃvÃñ;�Ÿ� ¢;„?n†ñ›œ;�Ÿ1=˜?ñˆ–•˜—D€�•D;„?5•˜>@•D;„? 
J:´•˜—Š•D;„?

•˜>@•D;„?2•D; ��;Ùîcšœ•˜>�Að›  ¢‚)�¥—�=4†ƒšk•˜>Q•c—"Ãñ•˜—D¤¥;…Ãñ;…>‡†�Ó1L � ¿Â×)>� ¢;„?n†xˆ�=˜?x;Ùî@=˜Ÿ…†ƒ;…Ãñ;…>‡†2¤¥‚…€nš 3�‚„; Oô—D>@;5Òm•˜€ƒŸ„;�€ƒ‚„?nšœ•c—@;…›k›œ;



��T �

� �43?�+'�@B*-�4��'AC<� *7���6C!�#"1()� *7'X�+3?�+'AF1*7'A\2F13J()�+*-'ED�3?�+3?F ;)'#*,�2*,��" � C-��*7����'/� ;)\ *7'A� HI��� �2*-'

ˆ–;…—D†Ñ?n—D™@?nšœ?n†ƒ;…€1ANŸ„•˜>@?ƒšœ?n†}=4>‡†Ñ;…> —D>@;#•D;…>@?nšk†ƒ‚�¤Â•˜›k—DÃvš��‡—@;#•D;�Òm•˜€ƒŸ„; ~f z
•@=4>@?¹›+=�ˆD›+= �‡—@;�;…†Ñ;…> —D>@;#•D;…>@?nšk†ƒ‚

?n—D€ÇÒ =˜Ÿ…š��¥—@;Ñ•D;¹ÒÔ•˜€ƒŸ„;

¾­ ez 6= 0
?ƒ—D€2›œ;„?2Ò =˜Ÿ„;„?

z = § h=2
� KN;„?2ÒÔ•˜€ƒŸ„;„?BA•Ÿ…•˜Ãr™@š >�‚…;„?%=4—»Ÿ}õ�=4ÃvˆŠ•D;Ñ¤‡šk†ƒ;„?ƒ?ƒ;

¤‡šk™D€}=4†ƒ•˜šk€ƒ;x•D;)›+=vˆD›+= �¥—@;�A�šk>‡†n€ƒ•‡•c—Dšœ?ƒ;…>‡†L•D;„?�†n€ =4>@?ÇÒÔ;…€n†ƒ?£•D;)ˆD—Dšœ?}?}=4>@Ÿ„;À?n—Dˆ@ˆD›œ‚ÙÃñ;…>‡† =4š €};„?	�‡—Dšð•D•˜šk¤Â;…>‡† �…†n€ƒ;)ˆD€nšœ?

;…>#Ÿ„•˜ÃvˆD†ƒ;1�ežJš �Ž‚…€ƒ;…>‡†ƒ?L†äÈjˆ–;„?L•e ¢•˜>@•D;„?ñÓÔ•˜>@•D;„?t•D; ��;Ùîjšœ•˜>�AŽ•˜>@•D;„? 
J:ØAŽ•˜>@•D;„?ÀÖ	� �2�2� ×HŸ„•˜>‡†n€ƒš ™@—@;…>‡†À=4—#Ÿ}õ�=4Ãvˆ

¤‡šk™D€}=4†ƒ•˜šk€ƒ;v•@=4>@?L›œ;„?LˆD›+= �¥—@;„? �–:ô•˜€ƒ?��‡—�  —D>@;rÒm•˜€nÃr—D›+=4†nšœ•˜>-;…>�•D‚…ˆD›+=˜Ÿ„;…Ãñ;…>‡†À;„?n†L—D†nšk›kšk?}‚„;�AŽŸ„;„?t•cš �Ž‚…€ƒ;…>‡†ƒ;„?)•˜>@•D;„?

?ƒ•˜>‡†r•D‚„Ÿ„•˜—DˆD›œ‚„;„?	��Ÿ}õ�=˜Ÿ…—D>@;�•e ¢;…›k›œ;„?Àˆ–;…—D† �…†n€ƒ;5Ÿ„•˜>@?ƒšœ•D‚…€ƒ‚„;�?ƒ‚…ˆ�=4€ƒ‚…Ãñ;…>‡† �2�#N˜Ä �
Aô;…†À›œ;5Ÿ}õ�=4Ãvˆ"•D;5•D‚…ˆD›+=˜Ÿ„;…Ãñ;…>‡†

†ƒ•˜†}=4›�ˆ–;Ù—@†ñ?1 ¢;ÙîcˆD€nškÃñ;…€5Ÿ…•˜ÃvÃñ;�›+=#?ƒ•˜ÃvÃñ;Ñ•D;ÑŸ„;„?ñ•cš �e‚…€ƒ;…>‡†ƒ;„?5Ÿ„•˜>‡†n€nšk™D—D†nšœ•˜>@? � <#=4šœ?vŸ„•˜ÃvÃñ;Ñ›œ;„?vì�€}=4>@•D;…—D€ƒ?

‚…>@;…€nìÂ‚…†nš��¥—@;„?2?ƒ•˜>‡†r•D;„?À¤�=4€nš+=4™D›œ;„? �¥—�=˜•c€}=4†nš��‡—@;„?1Að;…›k›œ;„?r?}•˜>‡†rŸ„•˜>@?n†n€n—Dšk†ƒ;„?xŸ„•˜ÃvÃñ;%•D;„?ÀˆD€ƒ•‡•c—Dšk†ƒ?x•D;ñ¤�=4€nš+=4™D›œ;„?

›kšk>@‚1=4šk€ƒ;„?2•D;�Ÿ}õ�= �¥—@;�†äÈ‡ˆ–;�•e ¢•˜>@•D;„?2;…†xŸ„•˜Ãvˆ–•˜€n†ƒ;…>‡†2š ×t›œ;„?À¤�=4€nš+=4™D›œ;„?x‚…>@;…€nìÂ‚…†nš��‡—@;„?2?1 ¢;ÙîcˆD€nškÃ5=4>‡† �Ñˆz=4€n†nšk€x•D;

•D;…—cî�¤˜=4€nš+=4™D›œ;„?¹›kšk>@‚1=4šk€ƒ;„?-Óm•D‚…ˆD›+=˜Ÿ…;…Ãñ;„>‡†1AË•D‚ÙÒm•˜€nÃ5=4†nšœ•˜>@?1AËŸ„•˜>‡†n€}=4šk>‡†ƒ;„? ×%•c— Ã��…Ãñ;#†äÈ‡ˆ–;�•e ¢•˜>@•D;„?BAã;…†%škš ×5›œ;„?

¤˜=4€nš+=4™D›œ;„?t‚…>@;…€nìÂ‚…†nš��‡—@;„?LÃvš îj†ƒ;„?BAz€ƒ‚„?n—D›k†}=4>‡†t•c—�ˆD€ƒ•‡•c—Dšk†t•e  —D>@;x¤�=4€nš+=4™D›œ;r›kšk>@‚1=4šk€ƒ;v•e  —D>�†äÈjˆ–;x•e ¢•˜>@•D;„?Lˆ�=4€J—D>@;

¤˜=4€nš+=4™D›œ;x›kšk>@‚1=4š €};x•e  —D>�=4—D†n€ƒ;r†äÈjˆ–;r•e ¢•˜>@•D;„? �–G£šk>@?nšð›œ;ÀÒm=4šk†J•D;xŸ„•˜>@?nšœ•D‚…€ƒ;…€Lˆ�=4€J;ÙîD;…ÃvˆD›œ;r›+=ñˆD€ƒ‚„?};…>@Ÿ„; �ñ›+=vÒm•˜šœ?

•e ¢•˜>@•D;„?�›œ•˜>Dì�šk†n—@•cšk>�=4›œ;„?£;…†�•e ¢•˜>@•D;„?H•D;)Ÿ…šœ?}=4šk›k›œ;…Ãñ;…>‡†H•@=4>@?�—D>ÑÃvšk›kšœ;…—¾¿˜ž\šœ?ƒ•˜†n€ƒ•˜ˆ–;)Ÿ„•˜>@•c—Dšk†#�2Ÿ„•˜>@?ƒšœ•D‚…€ƒ;…€�—D>@;

Ÿ„•˜Ãvˆ–•�?}=4>‡†ƒ;À›œ•˜>Dì�šk†n—@•cšk>�=4›+;�Az—D>@;ÀŸ„•˜Ãvˆ–•�?}=4>‡†ƒ;x•D;ÀŸ…šœ?}=4šk›k›œ;…Ãñ;…>‡†J;…†£•D;…—cî�Ÿ„•˜Ãvˆ–•�?}=4>‡†ƒ;„?£Ãvš îc†ƒ;„?Hˆ–•˜—D€£Ÿ}õ�=˜Ÿ…—D>@;

•D;„?J¤˜=4€nš+=4™D›œ;„? �‡—�=˜•c€}=4†nš��‡—@;„?Jˆ–•˜—D€L•˜™D†ƒ;…>Dšk€L›œ;xŸ}õ�=4Ãvˆ�‚…>@;…€nìÂ‚…†nš��¥—@;x†ƒ•˜†}=4› �2�1ÅV[ � �zÕð•˜—D†ƒ;ÙÒm•˜šœ?1A–•@=4>@?LŸ„; �‡—Dš�?n—Dšk†1A

›œ;„?ã•cš �e‚…€ƒ;…>‡†ƒ?ã†äÈ‡ˆ–;„?Ë•e ¢•˜>@•D;„?Ë?ƒ•˜>‡†Ë=4>�=4›kÈc?ƒ‚„?ã?ƒ‚…ˆ�=4€ƒ‚…Ãñ;…>‡†BAc?}•˜—@?N›   õ‡È‡ˆ–•˜†nõ@ö„?ƒ;L€ƒ‚…ˆ–‚…†ƒ‚„; �‡—@;JŸ}õ�=˜Ÿ…—D>Ñ•e ¢;…>‡†ƒ€ƒ;L;…—cî

;„?n†Ë›œ;)?ƒ;…—D›�ˆD€ƒ‚„?ƒ;…>‡†H•@=4>@?�›+=xˆ@›œ= �‡—@;1�zKN;„?H•cš �e‚Ù€};Ù>j†ƒ;„?H•˜>@•D;„?�ˆD€ƒ‚„?ƒ;…>‡†ƒ;…>‡†£•D;„?H‚)�¥—�=4†nšœ•˜>@?H•D;LÒm•˜€nÃñ;„?�?ƒškÃvšk›+=4š €};…?BA

ˆ–•˜—D¤˜=4>‡† �…†n€ƒ;)Ÿ…›+=˜?ƒ?ƒ‚„;„?�?n—Dšk¤�=4>‡†�›k;…—D€£•˜€ƒ•c€ƒ;AO

�

›œ;„?ô•˜>@•D;„? 
J:�;…†�Ö	�U?ƒ•˜>‡†�€ƒ‚…ì�šœ;„?ôˆ�=4€�›  ¢‚)�‡—�=4†nšœ•˜>r•e ¢•˜>@•D; õ�=4€nÃñ•˜>Dš��¥—@;�;…†�ˆD€ƒ‚„?};…>‡†ƒ;…>‡†ð•D;„?ôŸ1=4€}=˜Ÿ…†ƒ‚…€nšœ?n†nš��‡—@;„?

?nškÃvšk›+=4šk€ƒ;„?#�xŸ„;…›k›œ;„?�•@;…?�•˜>@•D;„?Ë›œ•˜>Dì�šk†n—�•cšk>�=4›œ;„?H;…†�•D;tŸ…šœ?}=4šk›k›œ;…Ãñ;…>‡†£•e  —D>ÑÃvšk›kšœ;…—¾¿˜ž´šœ?}•˜†n€ƒ•˜ˆ–; �2�1ÅV[ �
A��¥—�  šk›

?1  =4ì�šœ?ƒ?};ã•D;Ë›  ¢;ÙîjˆD€ƒ;„?}?nšœ•˜>5•D;„?•¤˜=4€nš+=4™D›œ;„? ‚…>@;…€nìÂ‚…†nš��‡—@;„? •@=4>@?Ø›œ;ËŸ1=˜?�Ä˜ž]•˜—ñ•D;Ë›+=£Òm•˜€nÃr—D›+=4†nšœ•˜>5‚…>@;…€nìÂ‚…†nš��‡—@;

;…†H•D;t?ƒ;„?�?ƒ•˜›k—D†nšœ•˜>@?H•@=4>@?�›œ;)Ÿ1=˜? �„ž2ADŸ„•˜ÃvÃñ;)ˆD€ƒ‚„?ƒ;…>‡†ƒ‚À;Ù> L � ¿ �

�

›œ;„?ô•˜>@•D;„?ð•D; ��;Ùîjšœ•˜>r?}•˜>‡†�€ƒ‚…ì�šœ;„?ôˆ�=4€ô›  ¢‚)�¥—�=4†nšœ•˜>x•e ¢•˜>@•D; ™Dš � õ�=4€nÃñ•˜>Dš��¥—@;�A4•e ¢•˜€ƒ•c€ƒ; ˆD›k—@?ô‚…›œ;…¤¥‚�A1;…†ð•D•˜>D>�=4>‡†

ˆ�=4€HŸ„•˜>@?}‚(�‡—@;…>‡†£•D;„?H;ÙîjˆD€ƒ;„?}?nšœ•˜>@?ËˆD›k—@?£Ÿ„•˜ÃvˆD›kš��¥—@‚„;„?Hˆ–•˜—D€H›œ;„?�¤˜=4€nš+=4™D›œ;„?£‚…>@;…€nìÂ‚…†nš��¥—@;„?£•@=4>�?�›œ;)Ÿ1=˜?£Ä˜žxA

›+=¹Òm•˜€nÃr—D›+=4†nšœ•˜>"‚…>@;…€nìÂ‚…†nš��‡—@;�;…†r?ƒ;„?r?ƒ•˜›k—D†nšœ•˜>@?r•@=4>@?r›œ;5Ÿ„=˜? �„ž9‚…†}=4>‡†x•˜™D†ƒ;…>‡—@;„?x•D;ñÃ5=4>Dšœö…€ƒ;�?ƒš Ãvšk›+=4šk€ƒ;

=4—cî�=4—D†n€ƒ;„?�†äÈjˆ–;„?�•e ¢•˜>@•D;„?1A@Ÿ„•˜ÃvÃñ;)ˆD€ƒ‚„?ƒ;…>‡†ƒ‚);…> L � L �

�����

Y �x‹���
]ŒŽ‰'��• ��
  �ËŒ ��� �S‰ ��� �%�z• #&�¯‹�� #ËŒŽ‹rŒ �

�

� (�� ( '

7 
�/ -&0�% %����+*,� . 
 $ (�0#%!��
 � / %!��3�� /��+��� 0#%!� .20#�)"�$�%!�

:�•˜€ƒ? �¥—@;�?};Ù—@›k;„?x•D;„?x•˜>@•D;„?vÖ	�Z?ƒ•˜>‡†xŸ„•˜>@?nšœ•D‚…€ƒ‚„;„?1Að›  ¢‚)�‡—�=4†nšœ•˜>U•c—/Ãñ•˜—D¤Â;…Ãñ;…>‡†ÑÓ]L �¢¿Â×)ˆ–;…—D†x?1 ¢;ÙîcˆD€nškÃñ;…€ �

ˆ�=4€n†nšk€Ë•e  —D>%ˆ–•˜†ƒ;…>‡†nšœ;…›e¤Â;„Ÿ…†ƒ;…—D€ã>@;£ˆD€ƒ‚„?ƒ;…>‡†}=4>‡†��‡—�  —D>@;J?ƒ;…—D›œ;JŸ„•˜Ãvˆ–•�?}=4>j†ƒ;J>@•˜>%>‡—D›k›œ;L?n—Dšk¤�=4>‡†

ez
�DK�õ�=˜Ÿ…—D>@;L•D;

Ÿ„;„?Ø•˜>@•D;„? ;„?n†Ø•D‚…>@•˜†ƒ‚„;�ˆ�=4€Ø—D>ñ;…>‡†nšœ;…€ ˆ–•�?nšk†nš Ò

n
;…† Ÿ1=4€}=˜Ÿ…†ƒ‚…€nšœ?ƒ‚„;�ˆ�=4€Ø—D>v>@•˜Ãr™D€ƒ;H•e ¢•˜>@•D;

k¯ n

�2�#NWM � ��:Ø ¢‚)�‡—�=4†nšœ•˜>

•e ¢•˜>@•D;tˆ–•˜—D€�›+=vŸ„•˜Ãvˆ–•�?}=4>‡†ƒ;À?n—Dšk¤�=4>‡†

ez
•c—�ˆ–•˜†ƒ;…>‡†nšœ;…›ô¤¥;„Ÿ…†ƒ;…—D€H?1 ¢‚„Ÿ…€nšk†HŸ„•˜ÃvÃñ;t›  ¢‚)�‡—�=4†nšœ•˜>¾?ƒŸ1=4›+=4šk€ƒ;

¢ ¯ + k2
¯ n

¯ +
1
¹

¡ ¯ n = 0;
Ó1L �2�1ÄÂ×

•��

k2
¯ n

=
½!2

¹
¡

³ n¼
h

´ 2
;

Ó1L �2�1¿Â×

›œ;„?v?ƒŸ1=4›+=4šk€ƒ;„?

¯ (x; y)
;…†

¡ ¯ n (x; y)
€ƒ;…ˆD€ƒ‚„?};Ù>j†}=4>‡†ñ€ƒ;„?nˆ–;„Ÿ…†nšk¤Â;…Ãñ;…>‡†ñ›œ;ÑŸ}õ�=4ÃvˆŠ•D;¹•D‚…ˆD›+=˜Ÿ„;…Ãñ;…>‡†�;…†2›œ;„?2ÒÔ•˜€ƒŸ„;„?

;Ùîj†ƒ‚…€nšœ;…—D€ƒ;„? �

G ˆ�=4€n†nšk€£•D;„?Ëˆ–•˜†ƒ;…>‡†nšœ;…›œ?H¤¥;„Ÿ…†ƒ;…—D€ƒ?

¯ (x; y)
;…†

¡ ¯ (x; y)
A@•D•˜>‡†�›œ;„?�Ÿ„•˜Ãvˆ–•�?}=4>‡†ƒ;„?£?ƒ•˜>‡†H•D‚
3@>Dšœ;„?�ˆ�=4€

¯ (x; y) = ¯ (x; y)ez ; ¡ ¯ (x; y) = ¡ ¯ (x; y)ez ;
Ó1L �2�QL‡×



�

Ê K"ïA� �2*-'A��C �6"1*7'A\+3J� �2� *,C-()�+35�#"1�6� � HI� ���2�4*

T �

K

›  ¢‚)�‡—�=4†nšœ•˜>"Ó1L �2�1ÄÂ×Nˆ–;…—D† �…†n€ƒ;)•D‚…€nšk¤¥‚„;tˆ–•˜—D€H•D•˜>D>@;…€�›  ¢‚)�‡—�=4†nšœ•˜>�¤Â;„Ÿ…†ƒ•˜€nšœ;…›k›œ;

¢ r ot ¯ + k2
¯ n

r ot ¯ +
1
¹

F ¯ = 0;
Ó1L �2��MÂ×

•��/›œ;„?r¤˜=4€nš+=4™D›œ;„?

r ot ¯
;…†

F ¯ = r ot ¡ ¯
€ƒ;…ˆD€ƒ‚„?ƒ;…>‡†ƒ;…>‡†1A•=4—"?nškì�>@;5ˆD€ƒö„?1A�›œ;�Ÿ}õ�=4ÃvˆU•D;�•D‚…ˆD›+=˜Ÿ„;ÙÃñ;…>j†2;…†r›œ;„?

Òm•˜€ƒŸ„;„?�;Ùîc†ƒ‚…€nšœ;…—D€ƒ;„?H?ƒ—D€Ë›œ;„?ãÒ =˜Ÿ„;„?

z = § h=2
•D;t›+=xˆD›+= �‡—@;1�

•F•˜—D€)—D>@;ñ•˜>�•D;ñ•D•˜>D>@‚„;�Aô•D‚
3@>Dšœ;ñˆ�=4€

n
ˆ�=4šk€À•˜—-škÃvˆ�=4šk€1A�›œ;ñ•D‚…ˆD›+=˜Ÿ„;…Ãñ;…>‡†

u ¯ n

;…†)›œ;vŸ}õ�=4€ƒìÂ;ÙÃñ;…>j†

f ¯ n

?ƒ•˜>‡†

•D•˜>D>@‚„?Hˆ�=4€ O

Ÿ1=˜?�?ƒÈ‡Ãñ‚…†n€nš��‡—@;ñÓ

n
ˆ�=4šk€ ×

u ¯ n = r ot ¯ n ¯ n = ¯ (x; y) cos(n¼z=h)ez

f ¯ n = r ot ¡ ¯ n ¡ ¯ n = ¡ ¯ (x; y) cos(n¼z=h)ez
Ÿ1=˜?H=4>‡†nšœ?nÈjÃñ‚…†n€nš��‡—@;5Ó

n
škÃvˆ�=4šk€ ×

u ¯ n = r ot ¯ n ¯ n = ¯ (x; y) sin (n¼z=h)ez

f ¯ n = r ot ¡ ¯ n ¡ ¯ n = ¡ ¯ (x; y) sin (n¼z=h)ez ;

Ó1L �2�1ÅÂ×

•��

n
ˆ�=4šk€ ;…†

n
škÃvˆ�=4šk€ØìÂ•˜—D¤¥;…€n>@;…>‡† €ƒ;„?nˆ–;„Ÿ…†nšk¤¥;…Ãñ;…>‡† ›œ;„?Ø•˜>@•@;…?�?nÈ‡Ãñ‚…†n€nš��‡—@;„? ;…† =4>‡†nšœ?ƒÈ‡Ãñ‚…†n€nš��‡—@;„? �‡KN;„? Ÿ}õ�=4Ãvˆ@?

•D;)•D‚…ˆD›+=˜Ÿ„;…Ãñ;…>‡†J;…†�•D;LÒm•˜€ƒŸ„;t?ƒ•˜>‡†�ˆD›+=4>@?1A@•D;t•cšk¤¥;…€nìÂ;…>@Ÿ„;)>‡—D›k›œ;AO

u ¯ n : ez = 0; f ¯ n : ez = 0; div u ¯ n = 0; div f ¯ n = 0:
Ó1L �2�#N�×

:ô;)•D‚…ˆD›+=˜Ÿ„;…Ãñ;…>‡†

u ¯ n

AD›œ;t†ƒ;…>@?};…—D€H•@;…?£•D‚ÙÒÔ•˜€nÃ5=4†nšœ•˜>@?

² ¯ n

Ó1L �2�B×N›œ;)†ƒ;…>@?ƒ;…—D€£•D;„?HŸ„•˜>‡†n€}=4šk>‡†ƒ;„?

¾̄ n

Ó1L � ÄÂ×ÙAz=4šk>@?nš

�‡—@;2›œ;vŸ}õ�=4€nìÂ;…Ãñ;…>‡†

f ¯ n

Ae¤Â‚…€nš 3�;…>‡†)›  ¢‚)�‡—�=4†nšœ•˜>�•c—-Ãñ•˜—D¤Â;…Ãñ;…>‡†%Ó1L � ¿Â×L;…>�†ƒ•˜—D†)ˆ–•˜šk>‡†À•@=4>@?t›  ¢‚…ˆ�=4šœ?ƒ?};Ù—@€)•@;2›+=

ˆD›+= �‡—@;�A@;…†�›+=2Ÿ„•˜>@•cšk†nšœ•˜>¾•D;)?n—D€ÇÒ =˜Ÿ„;L›kšk™D€ƒ;);„?n†�¤Â‚…€nš 3�‚„;)?ƒ—D€Ë›œ;„?ãÒ =˜Ÿ„;„?Ëšk>cÒÔ‚…€nšœ;…—D€ƒ;À;…†H?n—Dˆ–‚…€nšœ;…—D€ƒ;XO

½!2u ¯ n + div ¾̄ n + f ¯ n = 0
;…>Ñ†ƒ•˜—D†�ˆ–•˜šk>‡†

(x; y; ¡ h=2 · z · h=2)
¾̄ n ­ ez = 0

?n—D€

z = § h=2;
Ó1L �2��[Â×

•���›+=v•cšk¤Â;…€nìÂ;…>@Ÿ„;À•D;„?�Ÿ„•˜>‡†n€}=4šk>‡†};…?£?};L€ƒ‚„•c—Dšk†#�

div ¾̄ n = ¡ ¹ r ot r ot u ¯ n

�

:ô;„?¾¤�=4€nš+=4™D›œ;„?#‚…>@;…€nìÂ‚…†nš��‡—@;„?

I ¯ n

A

T¯ n

A

U¯ n

•D‚
3@>Dšœ;„?#•@=4>@?�›œ;/†}=4™D›œ;1=4—�L �2�/¤¥‚…€nš 3�;…>‡†�›œ•‡Ÿ1=4›œ;…Ãñ;…>‡†�›  ¢‚)�¥—�= �

†nšœ•˜>/Ó1L � N�× O

div I ¯ n = ¡ 2j ! (T¯ n ¡ U¯ n ) ¡
j !
2

f ¯ n : u ¤
¯ n

:
Ó1L �2��ZÂ×

žL;%Ó1L �S[Â×ÙAFÓ1L �SZÂ×�;…†2Ó1L �2�1ÅÂ×ÙAz›œ;„?£Ãñ•BÈÂ;…>D>@;„?L?n—D€H›  ¢‚…ˆ�=4šœ?ƒ?};…—D€J•D;À›+=5•cšk¤¥;…€nìÂ;…>@Ÿ„;x;…†J•c—¾€ƒ•˜†}=4†nšœ•˜>D>@;…›••D;À›m  šk>‡†};Ù>�?nšk†ƒ‚

•D;)?n†n€n—@Ÿ…†n—D€ƒ;)¤Â‚…€nš 3�;…>‡†

div I ¯ n = div I ¯ n ; r ot I ¯ n = r ot I ¯ n ;
Ó1L � Ä�ÁÂ×

•D;)?ƒ•˜€n†ƒ; �¥—@;t›  ¢‚)�¥—�=4†nšœ•˜>�Ãñ•BÈ¥;…>D>@‚„;5Ó1L �2��ZÂ×ãˆ–;Ù—@†H?1 ¢‚„Ÿ…€nšk€ƒ;

div I ¯ n = ¡ 2j ! (T¯ n ¡ U¯ n ) ¡
j !
2

f ¯ n : u ¤
¯ n

:
Ó1L � Ä��B×

MØ>�>@•˜†}=4>‡†

· = 1
ˆ–•˜—D€

n = 0
;…†

· = 1=2
ˆ–•˜—D€H†ƒ•˜—D†ƒ;r=4—D†n€ƒ;)¤�=4›œ;…—D€�ˆ–•�?nšk†nšk¤¥;)•D;

n
AD›   šk>‡†ƒ;…>@?nšk†ƒ‚À•D;À?n†n€n—@Ÿ…†n—D€ƒ;

Ãñ•BÈ¥;…>D>@‚„;

I ¯ n

A�›œ;„?£•D;…>@?nšk†ƒ‚„?J•e ¢‚…>@;…€nì�šœ;

U¯ n

;…†

T¯ n

A�;…†£›+=ñ•D;…>@?ƒš †}‚r•D;)ˆD—Dšœ?}?}=4>@Ÿ„;ÀÃñ•BÈÂ;…>D>@‚„;x•D‚…¤¥;…›œ•˜ˆDˆ–‚„;rˆ�=4€

›œ;„?ËÒÔ•˜€ƒŸ„;„?H;Ùîj†ƒ‚…€nšœ;…—D€ƒ;„?Hˆ–;…—D¤Â;…>‡†H?B ¢‚„Ÿ…€nšk€ƒ;

I ¯ n = ·
j !
2

¹
µ

¡ ¢ ¯ ¤ £ r ot ¯
+ gr ad (r ot ¯ : r ot ¯ ¤) + r ot (r ot ¯ £ r ot ¯ ¤)

¶
;

Ó1L � Ä�ÄÂ×

U¯ n = ·
¹
4

Ã
¡ ¢ ¯ : ¢ ¯ ¤ + ¢( r ot ¯ : r ot ¯ ¤)

¡ r ot ¯ : r ot ¢ ¯ ¤ ¡ r ot ¯ ¤ : r ot ¢ ¯ +
³ n¼

h

´ 2
r ot ¯ : r ot ¯ ¤

!

;
Ó1L � Ä�¿Â×



� � �

� �43?�+'�@B*-�4��'AC<� *7���6C!�#"1()� *7'X�+3?�+'AF1*7'A\2F13J()�+*-'ED�3?�+3?F ;)'#*,�2*,��" � C-��*7����'/� ;)\ *7'A� HI��� �2*-'

T¯ n = ·
½!2

4
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z = § h=2
O

¿® =
j !
2h

[(¾® ­ ez ) : u ¤
® ]h=2

¡ h=2 = ¡
j !
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¸¹
¸ + 2¹

gr ad ¢ ® : gr ad ®¤:
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f ® : u ¤
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:�;%Ÿ}õ�=4€nìÂ;…Ãñ;…>‡†

f ®
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?ƒ;tŸ„•˜Ãvˆ–;…>@?ƒ;…>‡†£;Ùî@=˜Ÿ…†ƒ;…Ãñ;…>‡†£;…>Ñ†ƒ;…€nÃñ;À•D;JÒm•˜€ƒŸ„;AO
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¡ h=2 =h = O(h2);
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z = § h=2
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:ô;t†ƒ;…€nÃñ;

¿®
•@=4>@?rÓ1L � ¿!N�×Nˆ–;…—D† �…†n€ƒ;);ÙîcˆD€nškÃñ‚ �2ˆ�=4€n†nšk€H•D;5Ó1L � L¥ÁÂ×ãŸ„•˜ÃvÃñ;

¿® =
j !
2h

[(¾® ­ ez ) : u ¤
® ]h=2

¡ h=2 = ¡
j !
2

~f ® : u ¤
® + O(h2)

Ó1L � L �B×

•D;)?ƒ•˜€n†ƒ; �¥—@;t›œ;„?�•D;…—cîÑ•D;…€n>Dšœ;…€ƒ?H†ƒ;…€nÃñ;„?H•D;ñÓ1L � ¿V[Â×Ë?1 ¢‚„Ÿ…€nšk¤¥;…>‡†

¡
j !
2

f ® : u ¤
® ¡ ¿® = ¡

j !
2

F® : gr ad ®¤ + O(h2)
Ó1L � L¥ÄÂ×

;…†&�¥—�;L›  ¢‚)�¥—�=4†nšœ•˜>"Ó1L � ¿V[Â×ãˆ–•˜—D€�›œ;…?�¤˜=4€nš+=4™D›œ;„?£‚Ù>�;Ù€ƒìÂ‚Ù†ƒš2�‡—@;„?£?ƒ;L€ƒ‚„•c—Dšk†#�

divI ® = ¡ 2j ! (T® ¡ U®) ¡
j !
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F® : gr ad ®¤ + O(h2):
Ó1L � L¥¿Â×
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h
ˆ–;…†nšk† ×£ˆ–;…€nÃñ;…†)•e ¢‚„Ÿ…€nšk€ƒ;2›   šk>‡†ƒ;…>@?ƒšk†ƒ‚

•D;%?n†n€n—@Ÿ…†n—D€ƒ;%;…†r›œ;„?x•D;…>@?nšk†ƒ‚„?x•e ¢‚…>@;…€nì�šœ;%Ãñ•BÈÂ;…>D>@‚„;„?2?ƒ—D€À›  ¢‚…ˆ�=4šœ?ƒ?};Ù—@€xŸ„•˜ÃvÃñ;%•D;„?ÀÒm•˜€nÃñ;„? �‡—�=˜•c€}=4†nš��¥—@;„?2•D;„?

¤�=4€nš+=4™D›œ;„?

gr ad ®
;…†

¢ ®
O

I ® =
j !
2

0

@
¹ (3¸ + 2¹ )

¸ + 2¹
¢ ® gr ad ®¤ ¡ ¹ ¢ ®¤ gr ad ®

+ ¹ gr ad (gr ad ®:gr ad ®¤) + ¹ r ot (gr ad ®£ gr ad ®¤)

1

A + O(h2);
Ó1L � LVL‡×

U® =
1
4

0

@
2¸¹

¸ + 2¹
¢ ® ¢ ®¤

+ ¹ (¢( gr ad ® : gr ad ®¤) ¡ gr ad ® : gr ad ¢ ®¤ ¡ gr ad ®¤ : gr ad ¢ ®)

1

A + O(h2);

Ó1L � L-MÂ×

T® =
½!2

4
(gr ad ® : gr ad ®¤) + O(h2):

Ó1L � L¥ÅÂ×

MØ>�?n—D™@?n†nšk†n—�=4>‡†�›m ¢;ÙîcˆD€ƒ;„?ƒ?nšœ•˜>�Ó1L � ¿�ÁÂ×Ø•D;

F®
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0

B
B
B
B
B
@

2¸¹
¸ + 2¹

¢ ® ¢ ®¤ + ¹ ¢( gr ad ® : gr ad ®¤)

+ ½!2
µ

¡
3¸ + 2¹
4(¸ + ¹ )

+
¹
¹ ¤

¸ ¤ + 2¹ ¤

4(¸ ¤ + ¹ ¤)

¶
gr ad ® : gr ad ®¤

¡
3¸ + 2¹
4(¸ + ¹ )

F® : gr ad ®¤ +
¹
¹ ¤

¸ ¤ + 2¹ ¤

4(¸ ¤ + ¹ ¤)
F ¤

® : gr ad ®

1

C
C
C
C
C
A

+ O(h2);
Ó1L � L7N�×
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r ot I ® =
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0

B
B
B
B
@

¡ ½!2
µ

3¸ + 2¹
4(¸ + ¹ )

+
¹
¹ ¤

¸ ¤ + 2¹ ¤

4(¸ ¤ + ¹ ¤)

¶
gr ad ®£ gr ad ®¤

¡ ¹ ¢ (gr ad ®£ gr ad ®¤)

¡
3¸ + 2¹
4(¸ + ¹ )

F® £ gr ad ®¤ +
¹
¹ ¤

¸ ¤ + 2¹ ¤

4(¸ ¤ + ¹ ¤)
F ¤

® £ gr ad ®

1

C
C
C
C
A

+ O(h2):
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•e ¢•˜>@•D;„?

§ k
Aà›œ;„?ð>@•˜Ãr™D€ƒ;„?••e ¢•˜>@•D;„?F•D;„?�¤�=4€nš+=4™D›œ;„?-�¥—�=˜•c€}=4†ƒš2�‡—@;„?�€ƒ‚„?ƒ—D›k†ƒ;…>‡†F•D;„?-�¥—�=4†n€ƒ;NŸ„•˜Ãr™@š >z=4šk?}•˜>@?1A˜•D•˜>D>�=4>‡†

›œ;„?��‡—�=4†n€ƒ;)Ÿ„•˜Ãvˆ–•�?}=4>‡†ƒ;„?£•D;…—cî �2•D;…—cîÑ•˜ˆDˆ–•�?}‚„;„?H;Ù†�ˆD—D€ƒ;…Ãñ;…>‡†H€ƒ‚„;…›k›œ;„?H•˜—�škÃ5=4ì�šk>�=4šk€ƒ;„?

§ (k § k¤)
�

�ã;1=4—@Ÿ„•˜—Dˆ2•D;ØÃñ‚…†nõ@•‡•D;„?F‚…>@;…€nìÂ‚…†nš��‡—@;„? �S[�ÁcA�[���A4[V[DA4Z�� �j?ƒ•˜>‡†ð™�=˜?ƒ‚„;„?�?n—D€ð•D;„?ðõ‡È‡ˆ–•˜†nõ@ö„?};„?�Ÿ…•˜>�•c—Dšœ?}=4>‡†��Ë>@‚…ì�›kškìÂ;…€

Ÿ„;…€n†}=4šk>@;„?%•D;�Ÿ„;„?5Ÿ„•˜Ãvˆ–•�? =4>‡†ƒ;„? ��•F=4€%;Ùîc;…ÃvˆD›œ;�A�;…>�‚„Ÿ…€nšk¤�=4>‡†

k2 = k2
R (1 + j ´ )

;…†�;…>»Òm=4šœ? =4>‡†ñ›   õ‡Èjˆ–•˜†nõ@ö„?ƒ;

•e  =4Ãñ•˜€n†nšœ?ƒ?ƒ;…Ãñ;…>‡†LÒ =4šk™D›œ;

´ ¿ 1
Az›  ¢‚)�‡—�=4†nšœ•˜>�Ò =˜Ÿ…†ƒ•˜€nšœ?ƒ‚„;ÑÓ1L �SMVMÂ×Hˆ–;…—D†L?B ¢‚„Ÿ…€nšk€ƒ;

¡
¢ ¡ k2

R ´ 2
¢¡

¢ + 4k2
R

¢
» = 0

�

?ƒ;…—D›5›k;»ˆD€ƒ;…Ãvšœ;…€�Ò =˜ŸÙ†};Ù—@€/;„?n†�Ÿ„•˜>@?nšœ•D‚…€ƒ‚Šˆ–•˜—D€�›+=�•D;…>@?nšk†ƒ‚Š•e ¢‚…>@;…€nì�šœ;Š†ƒ•˜†}=4›œ;

W
ÓÔŸ„•˜>@•c—Dšœ?}=4>‡†U=4—cî•?ƒ;…—D›œ;„?

Ÿ„•˜Ãvˆ–•�?}=4>‡†ƒ;„?x•D;ñ>@•˜Ãr™@€ƒ;„?r•e ¢•˜>@•D;„?

§ (k ¡ k¤)
×ÙAô;…†r?ƒ;…—D› ›œ;5?ƒ;„Ÿ„•˜>@•-Òm=˜Ÿ…†ƒ;…—D€x;„?n†rŸ„•˜>@?nšœ•D‚…€ƒ‚5ˆ–•˜—D€r›œ=�•D;…>@?nšk†ƒ‚

›+=4ì�€}=4>Dì�šœ;…>D>@;

L
ÓÔŸ„•˜>@•c—Dšœ?}=4>‡†)=4—cî¾?ƒ;…—D›œ;„?JŸ„•˜Ãvˆ–•�?}=4>‡†ƒ;„?t•D;À>@•˜Ãx™D€ƒ;„?L•e ¢•˜>@•D;„?

§ (k + k¤)
×�•@=4>@?J›œ=5Ãñ‚…†nõ@•‡•D;

�LMØ< �S[VM � �



�

Ê

�

ïA� �2*-'A�2*��2* � "$��� ��C ��"1*-'A\23J�>�2�+* C7()� 35�#"1��� � HI� ���+��*

� �

%

�"���

Y �r‹ ��
_‹ ��� ���t•�#��¯Œ–‰'��• ��
  �ËŒ ��� �S‰ ��� �%�z• #&�¯‹�� #ËŒŽ‹rŒ �

�

�5( � (*'

7 
�/�-!0�%�/�%�� ��( * ��� 
���. 
 $�(�0�%!� . 0��+"�$ %!�1%!� � %�� ��
��

:�;LÒ =4šk†�•e  šk>‡†ƒ‚…ì�€ƒ;…€£›œ;„?�•cš �e‚…€ƒ;…>‡†ƒ;„?£Ÿ„•˜Ãvˆ–•�?}=4>‡†ƒ;„?£Ÿ1=4€n†ƒ‚„?nšœ;…>D>@;„?£•D;t›  ¢‚)�¥—�=4†nšœ•˜>¾•c—�Ãñ•˜—D¤¥;…Ãñ;…>‡†xÓ1L � ÄÂ×�=4ˆD€ƒö„?

=1¤¥•˜šk€�Ãr—D›k†nškˆD›kšœ‚)›œ;„?�•D;…—cî¹ˆD€ƒ;…Ãvšœö…€ƒ;„?Hˆ�=4€

z
A@=4šk>@?ƒš �‡—@;L›+=2ˆD€nšœ?ƒ;t;…>�Ÿ„•˜ÃvˆD†ƒ;À•e  šk>‡†ƒ;…€ÇÒm=˜Ÿ„;„?H›kšk™D€ƒ;„?1A@•D•˜>D>@; �2�#NWM �

8
<

:

M x;x + M xy ;y ¡ Qx + ½!2Rx

M xy ;x + M y;y ¡ Qy + ½!2Ry

Qx;x + Qy;y + ½!2Tz + Fz

=
=
=

0
0
0

Ó1L �SM�ÅÂ×

•��

M x = h¾xx z; M y = h¾yy z; M xy = h¾xy z;
Qx = h¾xz ; Qy = h¾yz; Tz = huz;
Rx = hux z; Ry = huy z; Fz = hf z:

Ó1L �SM!N�×

MØ>ñˆ�=4€n†nšœŸ…—D›kšœ;…€N›œ;„? �¥—�=4>‡†ƒš †}‚…?

M x
;…†

M y
•D‚„?nškì�>@;…>‡†�•D;„? Ãñ•˜Ãñ;…>‡†ƒ?�•D; ��;Ùîjšœ•˜>5ˆ�=4€ —D>Dšk†ƒ‚H•D;Ë›œ•˜>Dì�—@;…—D€BA

M xy
—D>

Ãñ•˜Ãñ;…>‡†J•D;)†ƒ•˜€ƒ?nšœ•˜>�ˆ�=4€�—D>Dšk†ƒ‚À•@;t›œ•˜>Dì�—@;…—D€1A

Qx
;…†

Qy
•D;„?£;
�Ž•˜€n†ƒ?H†n€}=4>@Ÿ}õ�=4>‡†ƒ?£ˆ�=4€�—D>Dšk†ƒ‚À•D;)›œ•˜>Dì�—@;…—D€ �ŽKN;„?

�‡—�=4>‡†nšk†ƒ‚„?J?ƒ•˜>‡†JŸ1=4›œŸ…—D›œ‚„;„? �ñˆ�=4€n†nšk€J•e  —D>¾†ƒ;…>@?};…—D€J•D;„?£Ÿ„•˜>‡†n€}=4šk>‡†ƒ;„?

¾
?ƒÈ‡Ãñ‚…†n€nš��‡—@;1�z:�;„?J;ÙîjˆD€ƒ;„?ƒ?ƒšœ•˜>@?£•D;

Qx
;…†

Qy
•˜™D†ƒ;…>‡—@;„?��Àˆ�=4€n†nšk€Ë•D;„?ã•D;…—cî5ˆD€ƒ;…Ãvšœö…€ƒ;„?ËŸ„•˜Ãvˆ–•�? =4>‡†ƒ;„?Ë•D;2Ó1L �SM�ÅÂ×ÙAc;…†N€ƒ‚…šk>˜Æn;„Ÿ…†ƒ‚„;„?Ë•@=4>@?N›+=À†n€ƒ•˜šœ?nšœö…Ãñ;L•D•˜>D>@;

›  ¢‚)�‡—�=4†nšœ•˜>¾?n—Dšk¤˜=4>‡†ƒ; �2�#NWM � O

M x;xx + 2M xy ;xy + M y;yy + ½!2(R + Tz) + Fz = 0;
Ó1L �SMV[Â×

•��

R = Rx;x + Ry;y
�

:ô;�Ãñ•‡•Dö…›œ;J•D; �Lš €}Ÿ}õDõ@•0��ˆ–•˜—D€�›œ;„?�•˜>@•D;„?N•D; ��;Ùîcšœ•˜>%?n—DˆDˆ–•�?ƒ;#�¥—@;H›œ;HŸ}õ�=4Ãvˆ¹•D;H•D‚…ˆD›+=˜Ÿ„;…Ãñ;…>‡†Ë;„?n†�•D;H›+=LÒm•˜€nÃñ;

u(x; y; z) = ¡ zw;x ex ¡ zw;yey + wez;
Ó1L �SMVZÂ×

•���›œ;)Ÿ}õ�=4Ãvˆ�?ƒŸ1=4›+=4šk€ƒ;

w(x; y)
€};Ùˆ@€ƒ‚„?ƒ;…>‡†ƒ;t›œ;tÃñ•˜—D¤Â;…Ãñ;…>‡†£•D;
��;Ùîcšœ•˜>�•D;L›+=2ˆD›+= �¥—@;tÃvšk>@Ÿ„;1�

:ô;„? �‡—�=4>‡†nšk†ƒ‚„?�‚…>@;…€nìÂ‚…†nš��‡—@;„?-Ãñ•BÈ¥;…>D>@‚„;„?�?ƒ—D€�›  ¢‚…ˆ�=4šœ?ƒ?ƒ;…—D€-ˆ–;…—D¤¥;…>‡† �…†n€ƒ;»;ÙîcˆD€nškÃñ‚„;„?�;…>•—D†nšk›kšœ?}=4>‡†-›œ;„?-¤˜= �

€nš+=4™D›œ;„?rÓ1L �SM!N�×N;…†Ë›œ;„?ËŸ}õ�=4Ãvˆ@?H•D;L•D‚…ˆD›+=˜Ÿ„;…Ãñ;…>‡†£;…†�•D;L•@‚ Òm•˜€nÃ5=4†nšœ•˜>@?�ˆ–;…—D¤¥;…>‡† �…†n€ƒ;t•D‚…†ƒ;…€nÃvšk>@‚„?#�xˆ�=4€n†nšk€�•D;tŸ„;

Ãñ•‡•Dö…›œ;xŸ…šk>@‚…Ã5=4†nš��‡—@;2=4ˆDˆD€}•¥Ÿ}õ�‚ OzŸ„•˜ÃvÃñ;

w¤ ;Ù†L?ƒ;„?£•D‚…€nšk¤¥‚„;…?Jˆ�=4€£€}=4ˆDˆ–•˜€n†t=4—cî¾Ÿ„•¥•˜€}•D•˜>D>@‚„;„?L•c—¾ˆD›+=4>#•D;À›+=

ˆD›+= �‡—@;À>@;À•D‚…ˆ–;…>@•D;…>‡†Lˆ�=˜?£•D;

z
A@›œ;„?£Ÿ„•˜Ãvˆ–•�? =4>‡†ƒ;„?J•@=4>@?JŸ„;)ˆD›+=4>�•D;À›   šk>‡†ƒ;…>@?nšk†ƒ‚x•D;À?ƒ†n€n—@Ÿ…†n—D€ƒ;ÀÃñ•BÈ¥;Ù>@>@‚„;r?n—D€

›  ¢‚…ˆ�=4šœ?ƒ?};…—D€H?ƒ;tŸ„•˜>@?n†n€n—Dšœ?};…>‡†#�xˆ�=4€n†ƒš €£•D;

¾xx u¤
x + ¾xy u¤

y + ¾xz u¤
z = (¡ M xw¤

;x ¡ M xy w¤
;y + Qxw¤)=h;

¾xy u¤
x + ¾yyu¤

y + ¾yzu¤
z = (¡ M xy w¤

;x ¡ M yw¤
;y + Qyw¤)=h:

Ó1L � Å�ÁÂ×

:ð=�Ÿ„•˜Ãvˆ–•�? =4>‡†ƒ;"õ@•˜€ƒ?�•c—\ˆ@›œ=4>”?};/Ÿ„•˜>@?ƒ†n€n—Dšk† �Šˆ�=4€n†nšk€�•D;

¾zxu¤
x + ¾zyu¤

y + ¾zzu¤
z

AL•��

¾zz
;„?n†�>‡—D› AJ›œ;„?

Ÿ„•˜Ãvˆ–•�? =4>‡†ƒ;„?t•D;xŸ…šœ?}=4šk›k›œ;…Ãñ;…>‡†

¾xz
=4>@•

¾yz
?ƒ•˜>‡†L?nÈjÃñ‚…†n€nš��‡—@;„?L;…†J›œ;„?L•D‚…ˆD›+=˜Ÿ„;…Ãñ;…>‡†ƒ?

u¤
x

=4>@•

u¤
y

Ó1L �SMVZÂ×£?ƒ•˜>‡†

=4>‡†nšœ?ƒÈ‡Ãñ‚…†n€nš��‡—@;„?)ˆ�=4€)€}=4ˆ@ˆ–•˜€n† �

z
�e:   šk>‡†ƒ;…>@?nšk†ƒ‚5•D;ñ?n†n€n—@Ÿ…†n—D€ƒ;ñÃñ•BÈ¥;…>D>@‚„;5?n—D€t›  ¢‚…ˆ�=4šœ?ƒ?};…—D€)ˆD€ƒ‚„?ƒ;…>‡†ƒ;�=4›œ•˜€ƒ?)›œ;„?

Ÿ„•˜Ãvˆ–•�? =4>‡†ƒ;„?H?ƒ—Dšk¤˜=4>‡†ƒ;„?rÓ ›   šk>‡†ƒ;…>@?nšk†ƒ‚À•D;t?ƒ†n€n—@Ÿ…†n—D€ƒ;t€ƒ‚„?n—D›k†}=4>‡†ƒ;À‚…†}=4>‡†�ˆD€ƒ‚„?ƒ;…>‡†ƒ‚„;À•@=4>@?��2��M�ÁcA �1ÅVZcA �#NVN � × O

8
>>><

>>>:

I :ex =
j !
2h

(¡ M xw¤
;x ¡ M xy w¤

;y + Qxw¤)

I :ey =
j !
2h

(¡ M xy w¤
;x ¡ M yw¤

;y + Qyw¤)

I :ez = 0

:
Ó1L � Å��B×

G´ˆ�=4€n†nšk€H•c—�Ãñ•‡•Dö…›œ;À•D;��Lšk€ƒŸ}õDõ@•0�ŠÓ1L �SMVZÂ×ÙA@›+=2•D;…>@?ƒšk†ƒ‚)•e ¢‚…>@;…€nì�šœ;ÀŸ…šk>@‚…†nš��¥—@;)Ãñ•BÈÂ;…>D>@‚„;À?n—D€Ë›  ¢‚…ˆ�=4šœ?ƒ?};…—D€H?1 ¢‚„Ÿ…€nšk†

T =
½!2

4

µ
ww¤ +

h2

12
(w;x w¤

;x + w;yw¤
;y )

¶
;

Ó1L � Å�ÄÂ×



� T �

� �43?�+'�@B*-�4��'AC<� *7���6C!�#"1()� *7'X�+3?�+'AF1*7'A\2F13J()�+*-'ED�3?�+3?F ;)'#*,�2*,��" � C-��*7����'/� ;)\ *7'A� HI��� �2*-'

;…†Ë›œ;LÒm=4šk†H•e ¢;ÙîjˆD€nškÃñ;…€H›œ;)Ÿ„•˜>˜Æê—Dì�—@‚

² ¤ •D—Ñ†ƒ;…>@?ƒ;…—D€H•D;„?H•D‚ÙÒÔ•˜€ƒÃ5=4†nšœ•˜>@?#�2ˆ�=4€n†nšk€H•D;5Ó1L �SMVZÂ×ã•D•˜>D>@;

¾xx ²¤
xx + 2¾xy ²¤

xy + ¾yy²¤
yy = ¡ M xw¤

;x2 ¡ 2M xy w¤
;xy ¡ M yw¤

;y2 :
Ó1L � Å�¿Â×

:�;„?HŸ„•˜Ãvˆ–•�?}=4>‡†ƒ;„?£•D;tŸ…šœ? =4šk› ›œ;…Ãñ;…>‡†J•c—Ñ†ƒ;…>@?};…—D€H•D;„?�•D‚ÙÒm•˜€nÃ5=4†nšœ•˜>@?£?ƒ•˜>‡†Ë>@‚…ì�›kškìÂ‚„;„? O

²¤
xz = (u¤

x;z + u¤
z;x )=2 = 0; ²¤

yz = (u¤
y;z + u¤

z;y )=2 = 0;
Ó1L � Å�L‡×

;…†£Ÿ„•˜ÃvÃñ;À›+=ñŸ„•˜Ãvˆ–•�?}=4>‡†ƒ;

¾zz
•c—�†ƒ;…>@?ƒ;…—D€J•D;„?£Ÿ„•˜>‡†n€}=4šk>‡†ƒ;„?J;„?n†H>‡—D›k›œ;�A�›+=ñ•D;…>@?nšk†ƒ‚r•e ¢‚…>@;…€nì�šœ;r•D;À•D‚ÙÒm•˜€nÃ5=4†nšœ•˜>

Ãñ•BÈÂ;…>D>@‚„;À?n—D€Ë›  ¢‚…ˆ�=4šœ?}?ƒ;…—D€H;„?n†H=4›œ•˜€ƒ?H•D;t›+=rÒm•˜€nÃñ; �2��M�ÁDA �#NWMDA �#NVN	� O

U = ¡
1

4h
(M xw¤

;x2 + 2M xy w¤
;xy + M yw¤

;y2 ):
Ó1L � ÅVMÂ×

KN;…€n†}=4šk>@;„?N¤˜=4€nš+=4™D›œ;„?N•D;xÓ1L �SM!N�×•ˆ–;…—D¤¥;…>‡† �…†n€ƒ;£;ÙîcˆD€nškÃñ‚„;„?%�tˆ�=4€n†nšk€ã•D;

w
;…>�—D†nšk›kšœ?}=4>‡†N›œ;�Ãñ•‡•Dö…›œ;J•D; �Lšk€ƒŸ}õDõ@•0� O

Rx = ¡
h3

12
w;x ; Ry = ¡

h3

12
w;y ; R = ¡

h3

12
¢ w; Tz = hw;

Ó1L � Å�ÅÂ×

;…†1Ae;…>�>@‚…ì�›kškìÂ;1=4>‡†

¾zz
;…†);…>-;ÙîcˆD€nškÃ5=4>‡†)›œ;„?tŸ„•˜>‡†ƒ€}=4šk>‡†ƒ;„?

¾xx
A

¾yy
;…†

¾xy
�%ˆ�=4€n†nšk€)•D;�Ó1L �SMVZÂ×L;…†5Ó��1�2�B×��2��M�ÁDA

�#NWMDA �#NVN	� O

M x = ¡ D(w;x2 + º w;y2 ); M y = ¡ D(w;y2 + º w;x2 ); M xy = ¡ D(1 ¡ º )w;xy ;
Ó1L � Å!N�×

•��

D =
h3

12
4¹ (¸ + ¹ )

¸ + 2¹
;„?ƒ†Ø›+=t€nškì�šœ•cšk†ƒ‚J•D; ��;Ùîjšœ•˜>%•D;�›+=tˆD›+= �‡—@;H;…†

º =
¸

2(¸ + ¹ )
›œ;HŸ„•‡; �5Ÿ…šœ;…>‡†ã•D;H•�•˜šœ?}?ƒ•˜>�•c—

Ã5=4†ƒ‚…€nš+=4— �@KN;…ˆ–;…>@•@=4>‡†1ADŸ„•˜ÃvÃñ;J›œ;HÃñ•‡•Dö…›œ;L•D;��Lšk€ƒŸ}õDõ@•0�¾>@‚…ì�›kškìÂ;J›œ;„?ã•D‚ÙÒÔ•˜€nÃ5=4†nšœ•˜>@?Ë•D;JŸ…šœ?}=4šk›k›œ;…Ãñ;…>‡†ÀÓ

²¤
xz = 0

A

²¤
yz = 0

×ÙA–•D‚…†ƒ;…€nÃvšk>@;…€

¾xz
;…†

¾yz
•D;r›+=5Ã��…Ãñ;rÃ5=4>Dšœö…€ƒ;x€ƒ;…¤jšœ;…>@•c€}=4šk† �ñ>@‚…ì�›kškìÂ;…€

Qx
;…†

Qy
AŽ=4›œ•˜€ƒ? �¥—@;�Azˆ–•˜—D€

—D>@;�?ƒ;…—D›œ;�•˜>@•D;�?ƒ;ÑˆD€ƒ•˜ˆ�=4ìÂ;1=4>‡†¹?ƒ;…›œ•˜>

x
A•›œ;�†ƒ;…€nÃñ;

Qx w¤ •D;/Ó1L � Å��B×vŸ„•˜>‡†n€ƒš ™@—@;�ˆ–•˜—D€5Ãñ•˜šk†nšœ‚¾=4—��@—cî»•D;

ˆD—Dšœ?ƒ?}=4>@Ÿ„; �2�#NVN	� �

:�;„?�;ÙîcˆD€ƒ;„?ƒ?nšœ•˜>@?�•D;

Qx
;…†

Qy
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»00 = c1 sin (( j k + j k¤)x) + c2 cos(( j k + j k¤)x) + c3 sin (( j k ¡ j k¤)x) + c4 cos(( j k ¡ j k¤)x)
+ c5 sin ((k + j k¤)x) + c6 cos((k + j k¤)x) + c7 sin ((k ¡ j k¤)x) + c8 cos((k ¡ j k¤)x)
+ c9 sin (( j k + k¤)x) + c10 cos(( j k + k¤)x) + c11 sin (( j k ¡ k¤)x) + c12 cos(( j k ¡ k¤)x)
+ c13 sin ((k + k¤)x) + c14 cos((k + k¤)x) + c15 sin ((k ¡ k¤)x) + c16 cos((k ¡ k¤)x);
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c1 sin (( j k + j k¤)x) + c2 cos(( j k + j k¤)x) + c3 sin (( j k ¡ j k¤)x)
+ c4 cos(( j k ¡ j k¤)x) ¡ c5 sin ((k + j k¤)x) ¡ c6 cos((k + j k¤)x)
¡ c7 sin ((k ¡ j k¤)x) ¡ c8 cos((k ¡ j k¤)x) ¡ c9 sin (( j k + k¤)x)
¡ c10 cos(( j k + k¤)x) ¡ c11 sin (( j k ¡ k¤)x) ¡ c12 cos(( j k ¡ k¤)x)
+ c13 sin ((k + k¤)x) + c14 cos((k + k¤)x) + c15 sin ((k ¡ k¤)x) + c16 cos((k ¡ k¤)x);
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¡ c1 sin (( j k + j k¤)x) ¡ c2 cos(( j k + j k¤)x) + c3 sin (( j k ¡ j k¤)x)
+ c4 cos(( j k ¡ j k¤)x) + j c5 sin ((k + j k¤)x) + j c6 cos((k + j k¤)x)
¡ j c7 sin ((k ¡ j k¤)x) ¡ j c8 cos((k ¡ j k¤)x) + j c9 sin (( j k + k¤)x)
+ j c10 cos(( j k + k¤)x) ¡ j c11 sin (( j k ¡ k¤)x) ¡ j c12 cos(( j k ¡ k¤)x)
+ c13 sin ((k + k¤)x) + c14 cos((k + k¤)x) ¡ c15 sin ((k ¡ k¤)x) ¡ c16 cos((k ¡ k¤)x);
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¡1 < y < + 1
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¡ 1 < x < 0
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0 < x < 1
×L;…†

B
Ó

1 < x < + 1
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¡ 1 < x < 0
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x = 1
Ó

w(1¡ ) = 0
A

w(1+ ) = 0
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x = 0
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x = 1
Ó

w;x (1¡ ) = w;x (1+ )
A

w;x2 (1¡ ) = w;x2 (1+ )
A

w;x (0¡ ) = w;x (0+ )
A

w;x2 (0¡ ) = w;x2 (0+ )
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x = ¡ 1
Ó

w;x3 (¡ 1) = 0
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w;x2 (¡ 1) = 0
ˆ–•˜—D€�›œ;tÃñ•˜Ãñ;…>‡† ×ÙA�;…†ãÒm•˜€ƒŸ„;);Ùîj†ƒ‚…€nšœ;…—D€ƒ;À;…>

x = 0
Ó

w;x3 (0+ ) ¡ w;x3 (0¡ ) = Fz
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w(x)
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�

›+=�?ƒ;„Ÿ…†nšœ•˜>

A1 [ A2
Ó

¡ 1 · x · 1
×ÙAô•��/›œ;„?r?ƒ•˜›k—D†nšœ•˜>@?rˆ–•˜—D€r›œ;„?À¤�=4€nš+=4™D›œ;…? �‡—�=˜•c€}=4†nš��‡—@;„?
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?}•˜ÃvÃñ;„?�•D;„?�?ƒ•˜›k—D†nšœ•˜>@?�ìÂ‚…>@‚…€}=4›œ;…?xÓ1L �SZ�ÁÂ×ÙAôÓ1L �SZ��B×ã;…†ÀÓ1L �SZ�ÄÂ×ÙA@•D‚
3@>Dšœ;„?�ˆ�=4€Ë›œ;„? �1Å2Ÿ„•‡; �5Ÿ…šœ;…>‡†ƒ?£Ÿ…•˜Ãvˆ@›k;ÙîD;„?

c1
�

c16
A@;…†�•e  —D>@;À?ƒ•˜›k—D†nšœ•˜>�ˆ�=4€n†nšœŸ…—D›kšœö…€ƒ;Àˆ–•˜—D€�›+=rÒm•˜€ƒŸ„;)Ÿ…•˜>�Ÿ…;…>j†n€ƒ‚„;

Fz
;…>

x = 0
AD;…†�†ƒ;…›k›œ; �¥—@;

¢ 2»00 ¡ (k4 + k¤4
)»00 ¡ 6»22 ¡ 4»13 ¡ 4»¤

13 = s0±0

¢ 2»22 ¡ (k4 + k¤4
)»22 ¡ 6k4k¤4

»00 ¡ 4k4»13 ¡ 4k¤4
»¤

13 = s1±0 + s2±0;x + s3±0;x2

¢ 2»13 ¡ (k4 + k¤4
)»13 ¡ 6k¤4

»¤
13 ¡ 4k4k¤4

»00 ¡ 4k¤4
»22 = s4±0 + s5±0;x + s6±0;x2 + s7±0;x3 ;

Ó1L �SZ�L‡×
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x = 0
A
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»00
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Á(x) = C1cos(kx) + C2sin (kx) +
f x

½!2 H (x ¡ a)(cos(k(x ¡ a)) ¡ 1):
Ó M��2�#N�×

M•>

x = a
•��-›œ;vŸ}õ�=4€nìÂ;…Ãñ;…>‡†xŸ„•˜>@Ÿ„;…>‡†n€ƒ‚5;„?n†

f x
A

< I >
;…†

< I > ;x
?ƒ•˜>‡†À•cšœ?ƒŸ„•˜>‡†nšk>‡—@;„? �ô:ô=Ñ•D;…>@?nšk†ƒ‚ñ•D;

ˆD—Dšœ?ƒ?}=4>@Ÿ„;£šk>˜ÆÇ;„Ÿ…†ƒ‚„;

P
Ó M��2�QL‡× ;„?ƒ† —D>%ˆ�=4€}=4Ãñö…†n€ƒ;t=4ˆDˆD€ƒ•˜ˆD€nšœ‚L•D•˜>‡†�›   =4ˆDˆ�=4€nšk†nšœ•˜>�•@=4>@?�›  ¢‚„Ÿ…€nšk†n—D€ƒ;L•D;„?NŸ„•˜>@•cšk†nšœ•˜>@?

›kškÃvšk†ƒ;„?tˆ–•˜—D€t›œ;„?NÆn•˜>@Ÿ…†nšœ•˜>@?À=˜Ÿ…†nšk¤Â;„?);„?n†)=4†n†ƒ;…>@•c—@;1��:�;„?)•D;…—cî#Ÿ„•˜>@•cšk†nšœ•˜>@?À‚„Ÿ…€nšk†ƒ;„?tšœŸ…š•ˆ–•˜€n†ƒ;…>‡†)?n—D€L›œ;„?t¤˜=4›œ;…—D€ƒ?

›kškÃvšk†ƒ;„? �Qì¥=4—@Ÿ}õ@;

< I > (a¡ )
;Ù† �»•c€ƒ•˜šk†ƒ;

< I > (a+ )
O�›+=�ÆÇ•˜>@Ÿ…†nšœ•˜>­=˜Ÿ…†nšk¤¥;�?ƒ;…€}=»Ÿ1=4€}=˜Ÿ…†ƒ‚…€nšœ?ƒ‚„;/ˆ�=4€

< I > (a+ )¡ < I > (a¡ )
;…†

< I > (a+ )= < I > (a¡ )
��KN;„?t•D;…—cî �‡—�=4>‡†nšk†ƒ‚„?t?ƒ•˜>‡†tŸ1=4›œŸ…—D›œ‚„;„? �5ˆz=4€n†nšk€t•D;

›   =4ÃvˆD›kšk†n—@•D;�Ÿ„•˜ÃvˆD›œ;Ùîc;

u
•c—v•D‚…ˆD›+=˜Ÿ„;…Ãñ;…>‡†1AÂ•D•˜>‡†•›œ;Nˆ–•˜†ƒ;…>‡†nšœ;…›

Á
?}=4†nšœ?ÇÒm=4šk†F›  ¢‚)�¥—�=4†nšœ•˜>5•c—2Ãñ•˜—D¤Â;…Ãñ;…>‡†HÓ M��2�1ÅÂ×�;…†

?1 ¢‚„Ÿ…€nšk†Ø•D;ã›+=£ÒÔ•˜€nÃñ;)Ó M��2�#N�×
�Â:Ø  =4ÃvˆD›kšk†n—@•@;HŸ„•˜ÃvˆD›œ;Ùîc;

u
•c—ñ•D‚…ˆD›+=˜Ÿ„;ÙÃñ;…>j†�?1 ¢•˜™D†nšœ;…>‡†•ˆ�=4€Ø•D‚…€nšk¤�=4†nšœ•˜>5•c—vˆ–•˜†ƒ;…>‡†nšœ;…›

Á
O

u(x) = ¡ C1ksin (kx) + C2kcos(kx) ¡
kf x

½!2 H (x ¡ a)sin (k(x ¡ a)) :
Ó M��2��[Â×



�

Ê K"ßU��� ��" �#"1��� 'AF]"]8�"$��*-'AC7�+*-� � C-�#"$()�+*-'X*<� �6�+�+*7'/\�F13?� *7'XF1�6� ��"$�#� ��"]� 3?F1*-'X�+�2"1�2"]8:*<� '4"$���+� *<F]F1*-' � Y

žL;rÃ��…Ãñ;x›   =4ÃvˆD›kšk†n—@•D;ñŸ„•˜ÃvˆD›œ;Ùîc;

u;x
•D;r›+=�•@‚Ù€ƒš ¤¥‚„;2?nˆ�=4†nš+=4›œ;2•c—#•D‚…ˆD›+=˜Ÿ„;…Ãñ;…>‡†À?1 ¢•˜™D†nšœ;…>‡†Lˆ�=4€t•D‚…€nšk¤˜=4†nšœ•˜>-•D;

u
O

u;x (x) = ¡ C1k2cos(kx) ¡ C2k2sin (kx) ¡
k2f x

½!2 H (x ¡ a)cos(k(x ¡ a)) :
Ó M��2��ZÂ×

:   =4ÃvˆD›kšk†n—@•D;"Ÿ„•˜ÃvˆD›œ;ÙîD;

I
•D;-›   šk>‡†ƒ;…>@?ƒšk†ƒ‚/•D;�?n†n€ƒ—@Ÿ…†n—D€ƒ;/?ƒ;-Ÿ1=4›œŸ…—D›œ; �Qˆ�=4€n†nšk€�•c—´Ÿ}õ�=4Ãvˆ\•D;/•D‚…ˆD›+=˜Ÿ„;…Ãñ;…>‡†

ÓÔÕ�=4™D›œ;1=4—,L �2�B× O

I =
j !
2

(¸ + 2¹ )u;x u¤:
Ó M�� Ä�ÁÂ×

KN•˜ÃvˆD†ƒ;)†ƒ;…>‡—�•D;5Ó M�� ¿!N�×ã;…†H•D;ñÓ M��2��ZÂ×ÙA@›  ¢;ÙîcˆD€ƒ;„?ƒ?nšœ•˜>�•D‚…¤Â;…›œ•˜ˆDˆ–‚„;À•D;

I
?1 ¢‚„Ÿ…€nšk†UO

I =
j !
2

(¸ + 2¹ )
k2k¤

2

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

C1C¤
1(sin ((k + k¤)x) ¡ sin ((k ¡ k¤)x))

¡ C1C¤
2 (cos((k ¡ k¤)x) + cos((k + k¤)x))

+ C2C¤
1 (cos((k ¡ k¤)x) ¡ cos((k + k¤)x))

¡ C2C¤
2 (sin ((k + k¤)x) + sin ((k ¡ k¤)x))

+ H (x ¡ a)
·

C1f ¤
x

½!2 (sin ((k + k¤)x ¡ k¤a) ¡ sin ((k ¡ k¤)x + k¤a))

¡
C2f ¤

x

½!2 (cos((k + k¤)x ¡ k¤a) ¡ cos((k ¡ k¤)x + k¤a))

+
C¤

1 f x

½!2 (sin ((k¤ + k)x ¡ ka) + sin ((k¤ ¡ k)x + ka))

¡
C¤

2 f x

½!2 (cos((k¤ + k)x ¡ ka) + cos((k¤ ¡ k)x + ka))
¸

+ H 2(x ¡ a)
f x f ¤

x

(½!2)2 (sin ((k + k¤)(x ¡ a)) ¡ sin ((k ¡ k¤)(x ¡ a)))

9
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

:
Ó M�� Ä��B×

KN;r•D‚…¤Â;…›œ•˜ˆDˆ–;…Ãñ;…>‡†£Ò =4šk†J=4ˆDˆ�=4€}=àóœ†n€ƒ;r›œ;„?£•D;…—cîÑ†äÈjˆ–;„?£•D;ÀŸ„•˜Ãvˆ–•�?}=4>‡†ƒ;„?L•D;)›   šk>‡†ƒ;…>@?nšk†ƒ‚r•D;r?n†n€n—@Ÿ…†n—D€ƒ;%Ó >@•˜Ãr™D€ƒ;„?

•e ¢•˜>@•D;

§ (k + k¤)
;…†

§ (k ¡ k¤)
ˆD€ƒ‚„?};…>‡†ƒ‚„?H•@=4>@?Ë›+=2ˆ�=4€n†nšœ;ÀÄ�� L �

:   šk>‡†ƒ;…>@?nšk†ƒ‚#•D;�?n†n€n—@Ÿ…†n—D€ƒ;�Ãñ•BÈ¥;…>D>@‚„;

< I >
‚…†}=4>‡†%ˆD€ƒ•˜ˆ–•˜€n†nšœ•˜>D>@;…›œ›œ;-=4—cî�Ÿ„•˜Ãvˆ–•�?}=4>‡†ƒ;„? ��ì�€}=4>@•D;#‚…Ÿ}õ�;Ù›k›œ;

Ó >@•˜Ãr™D€ƒ;„?£•e ¢•˜>@•D;

§ (k ¡ k¤)
×ã•D;L›   šk>‡†ƒ;…>@?ƒš †}‚)•D;)?n†n€n—@Ÿ…†n—D€ƒ;�Ó M�� Ä��B×ÙA

< I >
?1 ¢‚„Ÿ…€nšk†UO

< I > =
j !
2

(¸ + 2¹ )f (µ)
k2k¤

2

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

¡ C1C¤
1(sin ((k ¡ k¤)x))

¡ C1C¤
2(cos((k ¡ k¤)x))

+ C2C¤
1(cos((k ¡ k¤)x))

¡ C2C¤
2(sin ((k ¡ k¤)x))

+ H (x ¡ a)
·
¡

C1f ¤
x

½!2 sin ((k ¡ k¤)x + k¤a))

+
C2f ¤

x

½!2 cos((k ¡ k¤)x + k¤a)

+
C¤

1 f x

½!2 sin ((k¤ ¡ k)x + ka)

¡
C¤

2 f x

½!2 cos((k¤ ¡ k)x + ka)
¸

¡ H 2(x ¡ a)
f x f ¤

x

(½!2)2 sin ((k ¡ k¤)(x ¡ a))

9
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

:
Ó M�� Ä�ÄÂ×

:ô;„?H›kškÃvšk†ƒ;„? �vì¥=4—@Ÿ}õ@;r;…>

x = a¡ ;…†	�5•c€ƒ•˜šk†ƒ;r;…>

x = a+ •c—�†ƒ;…€nÃñ;r;…>

H 2(x ¡ a)
‚…†}=4>‡†£>‡—D›k›œ;„?1A�›œ;„?H†ƒ;…€nÃñ;„?

;…>5Ò =˜Ÿ…†ƒ;…—D€N•D;

H (x ¡ a)
•@=4>@?LÓ M�� Ä�ÄÂ×•ˆ–;…€nÃñ;…†n†ƒ;…>‡†Ë•e ¢•˜™D†ƒ;…>Dšk€N›œ;£?}=4—D†N•e  =4ÃvˆD›kšk†n—@•D;L•D;�›   šk>‡†ƒ;…>@?ƒšk†ƒ‚£•@;H?n†n€ƒ—@Ÿ…†n—D€ƒ;

Ãñ•BÈ¥;…>D>@‚„;r=4—Ñˆ–•˜šk>‡†

a
O

< I > (a+ )¡ < I > (a¡ ) = f (µ)
j !
4

(¸ + 2¹ )k2

½!2

Ã k¤

k
f ¤

x (¡ C1ksin (ka) + C2kcos(ka))

+ f x (C¤
1k¤sin (k¤a) ¡ C¤

2k¤cos(k¤a))

!

:
Ó M�� Ä�¿Â×



� �

� �

� ��8 �2F135�#"1�6� ()�+3J�+��35�#"1()� *G8��<;6*<�+�+*

:Ø ¢;ÙîcˆD€ƒ;„?ƒ?nšœ•˜>/Ó M�� Ä�¿Â×NÒm=4šk†£=4ˆDˆ�=4€}=àóœ†n€ƒ;)›   =4ÃvˆD›kšk†n—@•D;ÀŸ„•˜ÃvˆD›œ;ÙîD;À•c—�•D‚…ˆD›+=˜Ÿ„;…Ãñ;…>‡†J;…>

a

u(a) = ¡ C1ksin (ka) + C2kcos(ka)

=4šk>@?nš �¥—@;t?}•˜>Ñ>@•˜Ãr™D€ƒ;ÀŸ„•˜ÃvˆD›œ;Ùîc;ÀŸ„•˜>˜Æê—Dì�—@‚

u¤(a)
��KN;…†n†ƒ;);ÙîcˆD€ƒ;„?ƒ?nšœ•˜>�ˆ–;…—D†H•D•˜>@Ÿ)?ƒ;LÃñ;…†n†n€ƒ;À?ƒ•˜—@?Ë›+=xÒÔ•˜€nÃñ;

< I > (a+ )¡ < I > (a¡ ) =
f (µ)

2

µ
¡

j !
2

f xu¤(a) +
k¤

k
j !
2

f ¤
x u(a)

¶
;

Ó M�� Ä�L‡×

•˜—�™Dšœ;…>�;…>@Ÿ„•˜€ƒ;�A@•e  =4ˆD€ƒö„?�›+=v•D‚
3@>Dšk†nšœ•˜>¾•D;t›+=2•D;…>@?ƒšk†ƒ‚)•D;LˆD—Dšœ?}?}=4>@Ÿ„;tšk>˜ÆÇ;„Ÿ…†ƒ‚„;

P
Ó M��2�QL‡× O

< I > (a+ )¡ < I > (a¡ ) =
P
2

µ
1 +

k¤

k
P¤

P

¶
f (µ):

Ó M�� ÄVMÂ×

:Ø ¢;ÙîcˆD€ƒ;„?ƒ?nšœ•˜>9Ó M�� ÄVMÂ×¾;„?n†#•D•˜>@Ÿ/›+=ŠˆD€ƒ;…Ãvšœö…€ƒ;QŸ„•˜>@•cšk†nšœ•˜>”Ÿ1=4€}=˜Ÿ…†ƒ‚…€nšœ?}=4>‡†�›+=-Æn•˜>@Ÿ…†nšœ•˜>•=˜Ÿ…†nšk¤Â;1�)KN;…†n†ƒ;U;ÙîjˆD€ƒ;„?��

?nšœ•˜> Ó M�� ÄVMÂ×v;„?n†vˆD›k—@?ñŸ„•˜ÃvˆD›kš��‡—@‚„; �¥—@;Ñ›+=#?nškÃvˆD›œ;�•D;…>@?nšk†ƒ‚�•D;ÑˆD—Dšœ?ƒ?}=4>@Ÿ„;Ñšk>˜Æn;„Ÿ…†ƒ‚„;

P
�‡—Dš�•D•˜>D>@;Ñ›+=�•cšœ?ƒŸ„•˜>��

†nšk>‡—Dšk†ƒ‚"•D;�›   šk>‡†ƒ;…>@?ƒšk†ƒ‚"•D;/?ƒ†n€n—@Ÿ…†n—D€ƒ;/›œ•‡Ÿ1=4›œ;9O

I (a+ ) ¡ I (a¡ ) = P
�£M•>\ˆ�=4€n†nšœŸ…—D›kšœ;…€#›  ¢;ÙîjˆD€ƒ;„?ƒ?ƒšœ•˜>°Ó M�� ÄVMÂ×

Ãñ;…†r;…>ÑÆn;…—-›œ;2Ò =˜Ÿ…†ƒ;…—D€À•e  =4Ãñ•˜€n†nšœ?}?ƒ;…Ãñ;…>‡†

µ
ˆD€ƒ‚„?ƒ;…>‡†r•@=4>@?

f (µ)
;…>-€}=4šœ?}•˜>�•c—�Ãñ•BÈÂ;…>D>�=4ìÂ;�;
�e;…Ÿ…†n—�‚5;Ù†r•@=4>@?

k¤=k = (1 + j µ)=(1 ¡ j µ)
�

:ô=v•D;…—cîcšœö…Ãñ;)Ÿ„•˜>@•cšk†nšœ•˜>�ˆ–•˜€n†ƒ;)?ƒ—D€Ë›œ;L€}=4ˆDˆ–•˜€n†

< I > (a+ )= < I > (a¡ )
�‡—Dšeˆ–;…—D†H?ƒ;LÃñ;…†n†n€ƒ;À?ƒ•˜—@?Ë›+=xÒÔ•˜€nÃñ;

< I > (a+ )
< I > (a¡ )

= 1 +
< I > (a+ )¡ < I > (a¡ )

< I > (a¡ )
:

Ó M�� Ä�ÅÂ×

:ô=2›kškÃvšk†ƒ; �2ì¥=4—@Ÿ}õ@;);…>

a
•D;L›   šk>‡†ƒ;…>@?ƒšk†ƒ‚)•D;)?n†n€n—@Ÿ…†n—D€ƒ;)Ãñ•BÈÂ;…>D>@‚„;)ˆ–;…—D† �…†n€ƒ;)•D‚…†ƒ;…€nÃvšk>@‚„;��2ˆ�=4€n†nšk€H•D;5Ó M�� Ä�ÄÂ× O

< I > (a¡ ) =
j !
2

(¸ + 2¹ )f (µ)
k2k¤

2

µ
¡ C1C¤

1sin ((k ¡ k¤)a) ¡ C1C¤
2cos((k ¡ k¤)a)

+ C2C¤
1cos((k ¡ k¤)a) ¡ C2C¤

2sin ((k ¡ k¤)a)

¶
:

Ó M�� Ä!N�×

KN;…†n†ƒ;);ÙîcˆD€ƒ;„?ƒ?nšœ•˜>�ˆ–;…—D† �…†n€ƒ;)•D‚…¤Â;…›œ•˜ˆDˆ–‚„;À?ƒ•˜—@?Ë›+=xÒm•˜€nÃñ;

< I > (a¡ ) =
f (µ)

2

8
>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>:

j !
2

(¸ + 2¹ )
£
C1C¤

1k2k¤cos(ka)sin (k¤a)

¡ C1C¤
2k2k¤cos(ka)cos(k¤a)

+ C2C¤
1k2k¤sin (ka)sin (k¤a)

¡ C2C¤
2k2k¤sin (ka)cos(k¤a)

¤

¡
j !
2

(¸ + 2¹ )
k
k¤

h
C1C¤

1kk¤2
sin (ka)cos(k¤a)

+ C1C¤
2kk¤2

sin (ka)sin (k¤a)
¡ C2C¤

1kk¤2
cos(ka)cos(k¤a)

¡ C2C¤
2kk¤2

cos(ka)sin (k¤a)
i

9
>>>>>>>>>>>>>>=

>>>>>>>>>>>>>>;

:
Ó M�� ÄV[Â×

:Ø ¢;ÙîcˆD€ƒ;„?ƒ?nšœ•˜>/Ó M�� ÄV[Â×NÒm=4šk†£=4ˆDˆ�=4€}=àóœ†n€ƒ;)›œ;Lˆ@€ƒ•‡•c—Dšk†

u;x (a¡ )u¤(a)
;…†H?ƒ•˜>�Ÿ„•˜>˜ÆÇ—Dì�—@‚AO

< I > (a¡ ) =
f (µ)

2

µ
j !
2

(¸ + 2¹ )u;x (a¡ )u¤(a) ¡
j !
2

(¸ + 2¹ )
k
k¤ u¤

;x (a¡ )u(a)
¶

;
Ó M�� ÄVZÂ×

Ÿ„; �‡—Dšeˆ–;…—D†H?};LÃñ;Ù†ƒ†n€ƒ;)?ƒ•˜—@?Ë›+=xÒÔ•˜€ƒÃñ;

< I > (a¡ ) =
f (µ)

2

µ
I (a¡ ) +

k
k¤

µ
¸ + 2¹

¸ ¤ + 2¹ ¤

¶
I ¤(a¡ )

¶
:

Ó M�� ¿�ÁÂ×



�

Ê K"ßU��� ��" �#"1��� 'AF]"]8�"$��*-'AC7�+*-� � C-�#"$()�+*-'X*<� �6�+�+*7'/\�F13?� *7'XF1�6� ��"$�#� ��"]� 3?F1*-'X�+�2"1�2"]8:*<� '4"$���+� *<F]F1*-' �6%

Öc=˜Ÿ}õ�=4>‡†#�‡—@;

(¸ + 2¹ )=(¸ ¤ + 2¹ ¤) = k¤2
=k2 Ac›  ¢;ÙîcˆD€ƒ;„?ƒ?nšœ•˜>/Ó M�� ¿�ÁÂ×Ë•D;…¤‡šœ;…>‡†

< I > (a¡ ) =
f (µ)

2

µ
I (a¡ ) +

k¤

k
I ¤(a¡ )

¶
:

Ó M�� ¿��B×

:   škÃvˆ–‚…•�=4>@Ÿ„;

Z1
ˆ–;…—D† �…†n€ƒ;r€}=4Ãñ;…>@‚„;x•D;

L = ¡ L 1
;…>

x0 = a¡ Ÿ„•˜ÃvÃñ;x•D‚…Ãñ•˜>‡†n€ƒ‚2;…>�GH>D>@;ÙîD;rG ��žt=4>@?JŸ„;

Ÿ1=˜?

² = ¡ 1
;…†Ë›   škÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;À€}=4Ãñ;…>@‚„;

Z r
?B  ‚„Ÿ…€nšk†

Zr = ½c
ej k(L 1+ a) ¡ e¡ j k(L 1+ a) + z1(ej k(L 1+ a) + e¡ j k(L 1+ a) )
z1(ej k(L 1+ a) ¡ e¡ j k(L 1+ a) ) ¡ ej k(L 1+ a) ¡ e¡ j k(L 1+ a)

:
Ó M�� ¿�ÄÂ×

:ð=x›kškÃvšk†ƒ;��xì¥=4—@Ÿ}õ@;À•c—�ˆ–•˜šk>‡†

a
•D;L›   šk>‡†ƒ;…>@?nšk†ƒ‚À•D;)?n†n€n—@Ÿ…†n—D€ƒ;tˆ–;…—D†£•D•˜>@Ÿ)?1 ¢‚„Ÿ…€nšk€ƒ;

I (a¡ ) =
j ! 2

2
Zr u(a)u¤(a);

Ó M�� ¿�¿Â×

Ÿ„; �‡—Dš ADŸ„•˜ÃvˆD†ƒ;)†ƒ;…>‡—�•D;L›  ¢;ÙîcˆD€ƒ;„?ƒ?nšœ•˜>�•D;t›+=2•D;…>@?ƒšk†ƒ‚)•D;LˆD—Dšœ?ƒ? =4>@Ÿ„;tšk>˜ÆÇ;„Ÿ…†ƒ‚„;

P
Ó M��2�QL‡×ÙADˆ–;…—D†H?ƒ;L€ƒ‚„‚„Ÿ…€nšk€ƒ;

I (a¡ ) = 2j Z r
PP¤

f x f ¤
x

:
Ó M�� ¿�L‡×

C�šk>�=4›œ;…Ãñ;…>‡†1A�;…>�—D†nšk›kšœ?}=4>‡†�›œ;„?H‚)�¥—�=4†nšœ•˜>@?rÓ M�� Ä�ÅÂ×ÙAðÓ M�� ¿��B×ã;…†rÓ M�� ¿�L‡×ÙAD›+=v•D;…—cîjšœö…Ãñ;ÀŸ„•˜>@•cšk†nšœ•˜>¾;…>

a
Acˆ–•˜€n†}=4>‡†£?n—D€

›œ;t€}=4ˆDˆ–•˜€n†

< I > (a+ )= < I > (a¡ )
A@?1 ¢‚„Ÿ…€nšk†UO

< I > (a+ )
< I > (a¡ )

= 1 +
P

µ
1 +

k¤P¤

kP

¶

2j
PP¤

f x f ¤
x

µ
Zr ¡

k¤Z ¤
r

k

¶ :
Ó M�� ¿VMÂ×

��(�� ( � �


 ��*,���#
 ��� .��+������� %!� � * �+� / %&�1* 
 �5/2� ���#
 ��� /�( �#� . � /��)�2* %

:ô=vŸ„•˜>@•cšk†nšœ•˜>¾•e  škÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„; �2�1Å�Å ��ˆ–•˜€n†}=4>‡†£?n—D€Ë›   =4ÃvˆD›kšk†n—@•D;rŸ„•˜ÃvˆD›œ;Ùîc;

u
•c—�•D‚…ˆD›+=˜Ÿ„;…Ãñ;…>‡†J?1 ¢‚„Ÿ…€nšk†

u;n (L ) + j kzu(L ) = 0;
Ó M�� ¿�ÅÂ×

•��

z
;„?n†t›   škÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;�?nˆ–‚„Ÿ…š 3 �¥—@;ñ;…>

x = L
A�=4—D†n€ƒ;…Ãñ;…>‡†r•cšk†

z = z1
›œ•˜€ƒ?��‡—@;

L = ¡ L 1
;…†

z = z2
›œ•˜€ƒ?��‡—@;

L = L 2
�ôM•>‡†n€ƒ;5›œ;„?�Æn•˜>@Ÿ…†nšœ•˜>@?1A �¥—�=4>@•

¡ L 1 · x < a
•˜—

a < x · L 2
A�›   =4ÃvˆD›kšk†n—@•D;%Ÿ„•˜ÃvˆD›œ;ÙîD;

u
?}=4†ƒšk?nÒm=4šk†

›  ¢‚)�‡—�=4†nšœ•˜>¾•D;��J;…›kÃvõ@•˜›k† 'r;…†�?1 ¢‚„Ÿ…€nšk†

u(x) = A e¡ j kx + B ej kx ;
Ó M�� ¿!N�×

•��

A
;…†

B
?ƒ•˜>‡†t›œ;„?r=4ÃvˆD›kšk†n—@•D;„?rŸ„•˜ÃvˆD›œ;ÙîD;„?1Ae€ƒ;„?nˆ–;„Ÿ…†nšk¤¥;…Ãñ;…>‡†r•D;v›  ¢•˜>@•D;ñˆD€ƒ•˜ˆ�=4ì¥=4†nšk¤Â;5;…†À•D;v›  ¢•˜>@•D;5Ÿ„•˜>‡†n€ƒ;
�

ˆD€ƒ•˜ˆ�=4ì¥=4†nšk¤¥;1��žL;ñÓ M�� ¿!N�×Ë;…†ÀÓ M�� ¿�ÅÂ×ãšk›e€ƒ‚„?n—D›k†ƒ; �‡—@;

u;n (x) = ²j k(¡ A e¡ j kx + B e¡ j kx );
Ó M�� ¿V[Â×

•���›œ;tˆ�=4€}=4Ãñö…†n€ƒ;

² = § 1
;„?n†�•D‚
3@>Dš�ˆ�=4€

@
@n

= ²
@

@x
:

Ó M�� ¿VZÂ×

:ð=x€};Ù›+=4†nšœ•˜>"Ó M�� ¿�ÅÂ×ãˆ–;…€nÃñ;…†H•e ¢;ÙîcˆD€nškÃñ;…€

A
;…>¹Òm•˜>@Ÿ…†nšœ•˜>�•D;

B
O

A =
² + z
² ¡ z

e2j kL B :
Ó M�� L¥ÁÂ×



�

T � �

� ��8 �2F135�#"1�6� ()�+3J�+��35�#"1()� *G8��<;6*<�+�+*

â
›�?1 ¢;…>�•D‚„•c—Dšk†&�‡—@;

AA ¤ = ®e2j (k¡ k¤ )L B B ¤;
Ó M�� L �B×

=1¤Â;„Ÿ

® =
(² + z)( ² + z¤)
(² ¡ z)( ² ¡ z¤)

:
Ó M�� L¥ÄÂ×

.£€H;Ù>

x = L
Ac›   =4ÃvˆD›kšk†n—@•D;rŸ„•˜ÃvˆD›œ;Ùîc;À•D;t›   šk>j†ƒ;…>@?nšk†ƒ‚)•D;)?n†n€n—@Ÿ…†n—D€ƒ;)Ãñ•BÈÂ;…>D>@‚„;À?1 ¢‚„Ÿ…€nšk†

< I > (L ) = ¡
!
2

(¸ + 2¹ )f (µ)kB B ¤ej (k¡ k¤ )L (1 ¡ ®);
Ó M�� L¥¿Â×

;…†�? =2•D‚…€nšk¤Â‚„;)?nˆz=4†nš+=4›k;À?1 ¢‚„Ÿ…€nšk†UO

< I > ;x (L ) = ¡
j !
2

(¸ + 2¹ )f (µ)k(k ¡ k¤)B B ¤ej (k¡ k¤ )L (1 + ®);
Ó M�� LVL‡×

žL;„?�;ÙîjˆD€ƒ;„?}?nšœ•˜>@?ÀÓ M�� L¥¿Â×Ë;Ù†rÓ M�� LVL‡×ãšk›�?ƒ;t•D‚„•c—Dšk†#�¥—@;

< I > ;x (L ) ¡ j (k ¡ k¤)
µ

1 + ®
1 ¡ ®

¶
< I > (L ) = 0;

Ó M�� L-MÂ×

=1¤Â;„Ÿ

1 + ®
1 ¡ ®

= ¡ ²
1 + zz¤

z + z¤ :
Ó M�� L¥ÅÂ×

:ô=2€ƒ;…›+=4†nšœ•˜>"Ó M�� L-MÂ×Nˆ–;…—D†H•D•˜>@Ÿ)?B ¢‚„Ÿ…€nšk€ƒ;

< I > ;x (L ) + j (k ¡ k¤)²
1 + zz¤

z + z¤ < I > (L ) = 0;
Ó M�� L7N�×

Ÿ„;��‡—DšÂŸ„•˜ÃvˆD†ƒ;Ø†ƒ;…>‡—À•D;•›+=ã•D‚
3@>Dšk†nšœ•˜>%Ó M�� ¿VZÂ×e•D;

²
A„•D•˜>D>@;-3@>�=4›œ;…Ãñ;…>‡†ðˆ–•˜—D€�›   =4ÃvˆD›kšk†n—@•D; Ÿ„•˜ÃvˆD›œ;ÙîD;Ø•D;•›   šk>‡†ƒ;…>@?nšk†ƒ‚

•D;)?n†n€n—@Ÿ…†n—D€ƒ;tÃñ•BÈ¥;…>D>@‚„;t›+=vŸ„•˜>@•cšk†nšœ•˜>�Ãvš îc†ƒ;/O

< I > ;n (L ) + j (k ¡ k¤)
1 + zz¤

z + z¤ < I > (L ) = 0:
Ó M�� L-[Â×

žL;„?HŸ1=˜?�ˆ�=4€n†nšœŸ…—D›kšœ;…€ƒ?J•D;ÀŸ„•˜>@•cšk†nšœ•˜>@?HÃvš îc†ƒ;„?£=B¤Â;„Ÿ)•D;„?HškÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;„?J?nˆ–‚„Ÿ…š 3 �¥—�;…?H€ƒ‚„;…›k›œ;„?£?ƒ•˜>j†�ˆD€ƒ‚„?ƒ;…>‡†ƒ‚„;„?£•@=4>@?

›œ;L†}=4™D›œ;1=4— M��2�1�

†ƒ;…€nÃvšk>�=4šœ?ƒ•˜>�›kšk™D€ƒ; †ƒ;…€nÃvšk>�=4šœ?ƒ•˜>�™D›œ•$�¥—@‚„; †ƒ;…€nÃvšk>�=4šœ?ƒ•˜>�=4>@‚„Ÿ}õ@•��4�¥—�;

škÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;2?nˆ–‚
�

Ÿ…š 3 �¥—@;

z = 0 jzj ! + 1 z = 1

•D‚…ˆD›+=˜Ÿ„;…Ãñ;…>‡†

u;n (L ) = 0 u(L) = 0 u;n (L ) + j ku(L ) = 0
šk>‡†ƒ;…>@?nšk†ƒ‚ •D;

?n†n€n—@Ÿ…†n—D€ƒ;

Ãñ•BÈÂ;…>D>@‚„;

< I > (L ) = 0 < I > (L ) = 0 < I > ;n (L ) + j (k ¡ k¤) < I > (L ) = 0

����� ��M��2�

�

Kã=˜?�ˆ�=4€n†nšœŸ…—D›kšœ;…€ƒ?£•D;tŸ„•˜>@•Dš †ƒšk•˜>�?�Ãvš îc†ƒ;„?Ëˆ–•˜—D€£•D;„?ËškÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;„?£?nˆ–‚„Ÿ…š 3 �‡—@;„?�€ƒ‚„;…›k›œ;„? �



�
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 ��*,���#
 ��� .��+������� %!� � * �+� /�( $2� * ���+� 3�%&� %!��� / % � �#0#� %!$!/ %�.�(�
 .��)3�������
 �

ßU�6� � ��� ��35�#"1�6� *!�X�+C ���2"$�#"1�6� �2*-'X"]8�\ C-�23?� �!*7'

KN;…†n†ƒ;%ˆ�=4€n†nšœ;¹‚…†}=4™D›kšk†2›œ;„?2Ÿ„•˜>@•Dš †ƒšk•˜>�?2›kškÃvšk†ƒ;„?2€ƒ;…›+=4†nšk¤¥;„? ��—D>@;%•cšœ?}Ÿ„•˜>‡†nšk>‡—Dšk†ƒ‚Ñ•D;%•D;…>@?nšk†ƒ‚¹;…>

x = d
ÓÔC�š �

ì�—D€ƒ; M��2�B×
�‡:�;„? škÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;„?ã;…†�›œ;„? škÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;„?N?ƒˆ–‚„Ÿ…š 3 �¥—@;„?�Ãvšœ?ƒ;„?�;…>)Æn;…—�•@=4>@? ›  ¢•˜™D†ƒ;…>‡†nšœ•˜>¹•D;HŸ„;„?�Ÿ„•˜>@•cšk†nšœ•˜>@?

›kškÃvšk†ƒ;„?)=4ˆDˆ�=4€}=4šœ?}?ƒ;…>‡†t•@=4>@?L›œ;„?J†}=4™D›œ;1=4—cî M�� ÄcA M�� ¿�;…† M�� L �ŽM•>#—D†nšk›kšœ?}=4>‡†L›œ;„?L?nš î¾‚)�‡—�=4†nšœ•˜>@?t•c—#†}=4™D›œ;1=4—:M�� Ä%;…†

›œ;„?L?ƒš î¾‚)�¥—�=4†nšœ•˜>@?t•c—#†}=4™D›œ;1=4—:M�� ¿cA–›œ;„?J†n€ƒ•˜šœ?JškÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;„?)?ƒˆ–‚…Ÿ…š 3 �‡—@;„?

za¡
A

za
A

za+
;…†L›œ;„?J†n€ƒ•˜šœ?JškÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;„?

?ƒˆ–‚„ŸÙš 3 �‡—@;„?

zb¡
A

zb
A

zb+
?ƒ;L†n€ƒ•˜—D¤¥;…>‡†�›kšœ‚„;„?�€ƒ;„?nˆ–;„Ÿ…†nšk¤¥;…Ãñ;Ù>j†Hˆ�=4€

za+ = ¡ za¡ + za;
Ó M�� L-ZÂ×

;…†

zb+ = ¡ zb¡ + zb:
Ó M��SM�ÁÂ×

a

za¡

za

za+

b

zb¡

zb

zb+

d

zd¡ zd+

¡ L 1 L 2

z1 z2

½1; c1 ½2; c2

mil ieu 1 mil ieu 2

f x1 f x2

��� ���6M�� �

�

K�õ�=4>DìÂ;…Ãñ;…>‡†£•D;tÃvšk›kšœ;…—¾•D;LˆD€ƒ•˜ˆ�=4ì¥=4†nšœ•˜> ODŸ„•˜>�3@ì�—D€}=4†nšœ•˜>�•c—�?nÈc?n†ƒö…Ãñ;t‚…†n—@•cšœ‚1�

ßU�6�+�2"$�#"1�6�+'/F]"]8�" ��*7'/\ �6�#��3?���A'#�+�>F1*,�W=+3?8:\ �+*G�+C7\2F13J�!*<8:*7���

:�;t•D‚…ˆD›+=˜Ÿ„;…Ãñ;…>‡†£;…†ã›+=2Ÿ„•˜>‡†n€}=4šk>‡†ƒ;t>@•˜€nÃ5=4›œ;)?ƒ•˜>j†ËŸ„•˜>‡†nšk>‡—@?#�r›+=rÒ €ƒ•˜>‡†nšœö…€ƒ;

x = d
;…>‡†n€ƒ;L›œ;„?�•D;…—cî%Ãvšk›kšœ;…—cî O

½
u(d¡ )

(¸ 1 + 2¹ 1)u;x (d¡ )
=
=

u(d+ )
(¸ 2 + 2¹ 2)u;x (d+ ):

Ó M��SM��B×

ë *78�3J�4()�+* O�›œ;ñ€}=4ˆ@ˆ–•˜€n†

zd+ =zd¡
ˆ–;…—D† �…†n€ƒ;5•˜™D†};Ù>j—";…>�—D†nšk›kšœ? =4>‡†r›œ;„?r‚)�‡—�=4†nšœ•˜>@?¹Ó M��S[��B×);…†À›œ;„?rŸ„•˜>@•cšk†nšœ•˜>@?

Ãvš îc†ƒ;„?�•D—Ñ†}=4™D›œ;1=4— M�� L �zKN;t€}=4ˆDˆ–•˜€n†�>@;)•D‚…ˆ–;…>@• �¥—@;t•D;„?�ˆD€ƒ•˜ˆD€nšœ‚…†ƒ‚„?£•D;„?ËÃvšk›kšœ;…—cî:O

zd+

zd¡
= ¡

µ
¸ 1 + 2¹ 1

¸ 2 + 2¹ 2

¶
k1

k2

Ó M��SM�ÄÂ×

Þ�8:\ C-�23?�+�!*-'A'�\ C7�-" �2()�+*-'A�+*G��=+3J()� *G���?��CG�2*GF13 @ ���6���#" �7�4*

:�;„?%•D;…—cî»škÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;„?Ñ?nˆ–‚„Ÿ…š 3 �‡—@;„?

zd¡
;…†

zd+
ˆ–;…—D¤Â;…>‡†¹?1 ¢‚„Ÿ…€nšk€ƒ;¾Ÿ„•˜ÃvÃñ;�•D;„?�škÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;„?¹€}=4Ãñ;…>@‚„;„?1A

€ƒ;„?ƒˆ–;„ŸÙ†ƒš ¤¥;…Ãñ;…>‡†

za+
;…†

zb¡
AD;…>�—D†nšk›kšœ?}=4>‡†�›œ;t€ƒ‚„?n—D›k†}=4†H•D;t›  ¢G£>D>@;Ùîc;)G O

zd¡ =
(1 ¡ za+ )e¡ j k1 (d¡ a) ¡ (1 + za+ )ej k1 (d¡ a)

(1 ¡ za+ )e¡ j k1 (d¡ a) + (1 + za+ )ej k1 (d¡ a)
;

Ó M��SM�¿Â×



�

� � �

� ��8 �2F135�#"1�6� ()�+3J�+��35�#"1()� *G8��<;6*<�+�+*

•��

za+ = ¡ za¡ + za
Ó M�� L-ZÂ×ÙA�;…†

zd+ = ¡
(¡ 1 ¡ zb¡ )e¡ j k2 (d¡ b) ¡ (¡ 1 + zb¡ )ej k2 (d¡ b)

(¡ 1 ¡ zb¡ )e¡ j k2 (d¡ b) + (¡ 1 + zb¡ )ej k2 (d¡ b)
:

Ó M��SM�L‡×

•��

zb¡ = ¡ zb+ + zb
Ó M��SM�ÁÂ×
�

žL;QˆD›k—@?-›œ;„?�•D;…—cî”škÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;„?"?nˆ–‚„Ÿ…š 3 �¥—@;„?

za¡
;…†

zb+
ˆ–;…—D¤¥;…>‡†/?1 ¢‚„Ÿ…€nšk€ƒ;ŠŸ„•˜ÃvÃñ;Š•D;„?-škÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;„?

€}=4Ãñ;…>@‚„;„?1A@€ƒ;„?nˆ–;„Ÿ…†nšk¤Â;…Ãñ;…>‡†

z1
;…†

z2
O

za¡ = ¡
(¡ 1 ¡ z1)ej k1 (L 1+ a) ¡ (¡ 1 + z1)e¡ j k1 (L 1+ a)

(¡ 1 ¡ z1)ej k1 (L 1+ a) + (¡ 1 + z1)e¡ j k1 (L 1+ a)
;

Ó M��SMVMÂ×

zb+ =
(1 ¡ z2)e¡ j k2 (L 2 ¡ b) ¡ (1 + z2)ej k2 (L 2 ¡ b)

(1 ¡ z2)e¡ j k2 (L 2 ¡ b) ¡ (1 + z2)ej k2 (L 2 ¡ b)
:

Ó M��SM�ÅÂ×

•F=4€ãŸ„•˜>@?ƒ‚)�‡—@;…>‡†1AjŸ„•˜>D>�=àóœ†n€ƒ;J›œ;„? škÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;„?Ë?nˆ–‚„Ÿ…š 3 �‡—@;„?

zd¡
;…†

zd+
€ƒ;…¤jšœ;…>‡†%�ÀŸ„•˜>D>�=àóœ†n€ƒ;J›œ;„?�škÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;„?

?nˆ–‚„Ÿ…š 3 �‡—@;„?

z1
;…†

z2
�

ßU��� ��"$��"1��� 'AF]"]8�"$��*-'A\ � �4��3?���A'#�+�>FBHI"]����*<� '4" ��CG�+*G'������+�V�#�+�4*G8��<;6*<�+�+C-*,'�\235�#"13?F1*78:*<���

:Ø  šk>‡†ƒ;…>@?ƒšk†ƒ‚�•D;�?n†n€n—@Ÿ…†n—D€ƒ;¾Ãñ•BÈÂ;…>D>@‚„;#?nˆ�=4†nš+=4›œ;…Ãñ;…>‡†Ñ;…?ƒ†�Ÿ„•˜>j†nšk>‡—@; �-›+=�ÒÔ€ƒ•˜>‡†nšœö…€ƒ;

x = d
��:ô=�ˆD€ƒ;…Ãvšœö…€ƒ;

Ÿ„•˜>@•cšk†nšœ•˜>�›kškÃvšk†ƒ;)?B ¢‚…Ÿ…€nšk†H•D•˜>@Ÿ

< I > (d+ ) = < I > (d¡ ):
Ó M��SM!N�×

••—Dšœ? �¥—@;�›œ;„?�škÃvˆ–‚…•�=4>@Ÿ„;…?�?nˆ–‚„Ÿ…š 3 �‡—@;„?

zd¡
;…†

zd+
ˆ–;…—D¤Â;…>‡† �…†n€ƒ;-•˜™D†ƒ;…>‡—@;„? �Uˆ�=4€n†nšk€�•D;„?�škÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;„?

?nˆ–‚„Ÿ…š 3 �‡—@;„?

z1
;…†

z2
Að•D;„?2Ÿ„•˜>@•cšk†nšœ•˜>@?2Ãvš îc†ƒ;„?2•c—"Ã��…Ãñ;%†äÈ‡ˆ–; �‡—@;�›  ¢‚)�¥—�=4†nšœ•˜>�Ó M�� L-[Â×Àˆ–;…—D¤¥;…>‡† �…†n€ƒ;¹‚„Ÿ…€nšk†ƒ;„?

ˆ–•˜—D€5Ÿ}õ�=˜Ÿ…—D>�;�•D;„?ñ¤˜=4›œ;…—D€ƒ?ñ›kškÃvšk†ƒ;„?

< I > (d¡ )
;…†

< I > (d+ )
•D;Ñ›   šk>‡†ƒ;…>@?nšk†ƒ‚�•D;�?n†n€n—@Ÿ…†n—D€ƒ;�Ãñ•BÈÂ;…>D>@‚„;

?nˆ�=4†nš+=4›œ;…Ãñ;…>‡† O

¡ < I > ;x (d¡ ) + j (k1 ¡ k¤
1)

1 + zd¡ z¤
d¡

zd¡ + z¤
d¡

< I > (d¡ ) = 0;
Ó M��SMV[Â×

< I > ;x (d+ ) + j (k2 ¡ k¤
2)

1 + zd+ z¤
d+

zd+ + z¤
d+

< I > (d+ ) = 0:
Ó M��SMVZÂ×

:ô=�?};„Ÿ„•˜>@•D;xŸ„•˜>@•cšk†nšœ•˜>#›kškÃvšk†ƒ;rˆ–•˜€n†ƒ;x?ƒ—D€£›œ;À€}=4ˆDˆ–•˜€n†

< I > ;x (d+ )= < I > ;x (d¡ )
�zM•>#;
�e;…†LŸ…;r€}=4ˆDˆ–•˜€n†

?1 ¢•˜™D†nšœ;…>‡†#�2ˆ�=4€n†nšk€H•D;„?H‚)�¥—�=4†nšœ•˜>@?rÓ M��SM!N�×ÙAðÓ M��SMV[Â×ã;…†rÓ M��SMVZÂ× O

< I > ;x (d+ )
< I > ;x (d¡ )

= ¡
k2 ¡ k¤

2

k1 ¡ k¤
1

1 + zd+ z¤
d+

1 + zd¡ z¤
d¡

zd¡ + z¤
d¡

zd+ + z¤
d+

Ó M�� Å�ÁÂ×

x a¡ a a+

škÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;

Za¡ = ¡
(¸ 1 + 2¹ 1)u;x (a¡ )

j ! u(a)
Za =

f x1

j ! u(a)
Za+ =

(¸ 1 + 2¹ 1)u;x (a+ )
j ! u(a)

škÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„; ?nˆ–‚„Ÿ…š �

3 �‡—@;

za¡ = Za¡ ½1c1 za = Za½1c1 za+ = Za+ ½1c1

� � � �6M�� Ä

�

žJ‚
3@>Dšk†nšœ•˜>@?H•D;„?NškÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;„?H;…†Ë•D;„?ãškÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;„?�?ƒˆ–‚„Ÿ…š 3��¥—@;„?ãˆ–•˜—D€Ë›+=HÆÇ•˜>�ŸÙ†ƒšk•˜>�=˜Ÿ…†nšk¤¥;L;…>

x = a
�



�

Ê K"ßU��� ��" �#"1��� 'AF]"]8�"$��*-'AC7�+*-� � C-�#"$()�+*-'X*<� �6�+�+*7'/\�F13?� *7'XF1�6� ��"$�#� ��"]� 3?F1*-'X�+�2"1�2"]8:*<� '4"$���+� *<F]F1*-' �

�

x b¡ b b+

škÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;

Zb¡ =
(¸ 2 + 2¹ 2)u;x (b¡ )

j ! u(b)
Zb =

f x2

j ! u(b)
Zb+ = ¡

(¸ 2 + 2¹ 2)u;x (b+ )
j ! u(b)

škÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„; ?nˆ–‚„Ÿ…š �

3 �¥—@;

zb¡ = Zb¡ =½2c2 zb = Zb=½2c2 zb+ = Zb+ =½2c2

� � � �6M�� ¿

�

žL‚
3@>Dšk†nšœ•˜>@?H•D;„?ãškÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;„?£;…†�•D;„?ãškÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;„?H?ƒˆ–‚„Ÿ…š 3 �¥—@;„?Ëˆ–•˜—D€Ë›+=£Æn•˜>@Ÿ…†nšœ•˜>�=˜Ÿ…†nšk¤¥;t;…>

x = b
�

x d¡ d+
škÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;

Zd¡ = ½1c1zd¡ Zd+ = ½2c2zd+

škÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;r?nˆ–‚„Ÿ…š 3 �¥—@;

zd¡ =
u;x (d¡ )

j k1u(d¡ )
zd+ = ¡

u;x (d+ )
j k2u(d+ )

� � � �<M�� L

�

žL‚
3@>Dšk†nšœ•˜>@?�•D;„? škÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;„?N;…† •D;„?ØškÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;„?N?nˆ–‚„Ÿ…š 3 �‡—@;„? ˆ–•˜—D€Ø›+=ãÆÇ•˜>@Ÿ…†nšœ•˜>5ˆ�=˜?}?nšk¤Â;�;…>

x = d
�

��(�� ( � �


 ��*,���#
 ��� .��+������� %!� � * �+� / %&��� 
 ��*,���#
 ��� 3 (��!�)*,���#
 � 0�
�* �+0 ��� �/%

KN;Nˆ�=4€}=4ì�€ =4ˆDõ@;Ë¤jšœ?ƒ;%�L‚…†}=4™D›kšk€Ø›œ=LŸ„•˜>@•cšk†nšœ•˜>ñ›kškÃvšk†ƒ;�‚…>@;…€nìÂ‚…†nš��¥—@;�Ÿ„•˜€n€ƒ;„?nˆ–•˜>@•@=4>j† �£—D>@;�Æn•˜>@Ÿ…†nšœ•˜>+�£€}‚„=˜Ÿ…†nšœ•˜>

›œ•‡Ÿ1=4›kšœ?ƒ‚„;�ÓÔC�škì�—D€ƒ;EM�� ÄÂ×ÀŸ1=4€}=˜Ÿ…†ƒ‚…€nšœ?ƒ‚„;%ˆ�=4€2›œ;…?xì�€}=4>@•D;…—D€ƒ?

M
A

C
;…†

K
•D‚„?ƒškì�>�=4>‡†2€ƒ;„?nˆ–;„Ÿ…†nšk¤Â;…Ãñ;…>‡†v›+=�Ã5=˜?ƒ?ƒ;�A

›   =4Ãñ•˜€n†nšœ?}?ƒ;…Ãñ;…>‡†£;…†�›+=x€}=4šœ•D;…—D€ �

n

x

K

CM

L

�������6M�� Ä

�

"Â•˜>�ŸÙ†ƒšk•˜> �x€ƒ‚1=˜Ÿ…†nšœ•˜>�›œ•‡Ÿ1=4›kšœ?ƒ‚„;1�

M•>

x = L
Ac›  ¢‚)�‡—�=4†nšœ•˜>�•e ¢‚)�‡—Dšk›kšk™D€ƒ;À?1 ¢‚„Ÿ…€nšk†H?n—D€Ë›œ;„?Ë€}‚…?ƒ—D›k†}=4>‡†ƒ;„?UO

¡
Z

S
¾ ­ n dS = M Äu + C _u + K u:

Ó M�� Å��B×

žt=4>@?Ñ›œ;�Ÿ1=˜?�•e  —D>@;-•˜>@•D;#›œ•˜>Dì�šk†n—@•cšk>�=4›+;�?ƒ;#ˆD€ƒ•˜ˆ�=4ìÂ;1=4>‡†¾?n—Dšk¤�=4>‡†

x
Aã›   —D>Dš��¥—@;-Ÿ„•˜Ãvˆ–•�?}=4>j†ƒ;

¾xx
•D;#›+=

Ÿ„•˜>‡†n€}=4šk>‡†ƒ;ñ>�•˜€nÃ5=4›œ;

¾ ­ n
?1 ¢‚„Ÿ…€nšk†

¾xx = (¸ + 2¹ ) u;x
��:ô=ÑŸ…‚…›œ‚…€nšk†ƒ‚5•D;v›  ¢•˜>@•D;ñ?1 ¢‚„Ÿ…€nšk¤�=4>‡†

c =

r
¸ + 2¹

½
A

›   =4ÃvˆD›kšk†n—@•D;tŸ„•˜ÃvˆD›œ;Ùîc;

u(L)
•c—%•D‚…ˆD›+=˜Ÿ„;…Ãñ;…>‡†�;…>

x = L
;…†ã?}=À•D‚…€nšk¤Â‚„;L?nˆ�=4†nš+=4›œ;

u;x (L )
?}•˜>‡†�›kšœ‚„;„?1Aj;…>%€ƒ‚…ì�škÃñ;

ˆ–;…€nÃ5=4>@;…>‡†J•D;LˆD—D›œ? =4†nšœ•˜>

!
;…†�ˆ–•˜—D€�—D>@;)?n—D€ÇÒm=˜Ÿ„;t—D>Dšk†}=4šk€ƒ;�A@ˆ�=4€UO

u;x (L ) =
M ! 2 ¡ j C! ¡ K

¸ + 2¹
u(L )

Ó M�� Å�ÄÂ×

¡H>@;)Ÿ„•˜>@•cšk†nšœ•˜>¾•e  škÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„; �2�1Å�Å	�ð;…>

x = L
AD;ÙîcˆD€nškÃñ‚„; �2›   =4šœ•D;)•D;t›   škÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;À?ƒˆ–‚„Ÿ…š 3 �¥—@;

z
AD?1 ¢‚„Ÿ…€nšk†UO

¡ u;x (L ) ¡ j k z u(L ) = 0;
Ó M�� Å�¿Â×



� �

� �

� ��8 �2F135�#"1�6� ()�+3J�+��35�#"1()� *G8��<;6*<�+�+*

•��

z = Z=Zc
;…†

k = ! =c
�D:ô;„?�‚)�‡—�=4†nšœ•˜>@? M�� Å�Äv;…† M�� Å�¿2ˆ–;…€nÃñ;…†n†ƒ;…>‡†£•e  =4™–•˜—D†nšk€	�EO

Z = C + j
µ

M ! ¡
K
!

¶
;

Ó M�� Å�L‡×

›   škÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;

Z
‚…†}=4>‡†¹šœŸ…šJ™Dšœ;…>]•D‚
3@>Dšœ;�Ÿ…•˜ÃvÃñ;#›œ;¾€}=4ˆDˆ–•˜€n†Ñ•e  —D>@;¾ÒÔ•˜€ƒŸ„;�?ƒ—D€�—D>@;�¤‡šk†ƒ;„?}?ƒ;1��¡£>@;�Ÿ„•˜>@•cšk†nšœ•˜>

›kšk™D€ƒ;t?1 ¢‚„Ÿ…€nšk†H=1¤¥;„ŸJ—D>@;LškÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;)>‡—D›k›œ;�Ac†}=4>@•cšœ?��‡—�  —D>@;tŸ„•˜>@•cšk†nšœ•˜>�•D;J™D›œ•‡Ÿ1=4ìÂ;)•c—�•D‚…ˆD›+=˜Ÿ„;…Ãñ;…>‡†£?1 ¢‚„Ÿ…€nšk†H=1¤¥;„Ÿ

—D>@;ÀškÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;ršk>�3@>Dšœ;1�–:ô=5Ÿ1=4€}=˜Ÿ…†ƒ‚…€nšœ? =4†nšœ•˜>#•D;À›+=tÆÇ•˜>@Ÿ…†nšœ•˜>�ˆ�=4€£—D>@;ÀškÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;x?nˆ–‚„Ÿ…š 3 �‡—@;

z
ˆ–;…€nÃñ;…†L•D•˜>@Ÿ

•e ¢‚„Ÿ…€nšk€ƒ;ã•D;„?FŸ„•˜>@•cšk†nšœ•˜>@?•›kškÃvšk†ƒ;„?•‚…>@;…€nìÂ‚…†nš��¥—@;„? =4>�=4›œ•˜ì�—@;„?��H›+=£Ÿ„•˜>@•cšk†nšœ•˜>vÃvš îc†ƒ;LÓ M�� L-[Â×ð‚…†}=4™D›kšœ;Nˆ–•˜—D€F›   šk>‡†ƒ;…>@?nšk†ƒ‚

•D;)?n†n€n—@Ÿ…†n—D€ƒ;tÃñ•BÈ¥;…>D>@‚„;)?ƒˆ�=4†nš+=4›œ;…Ãñ;Ù>j† �

:�;„?Jš Ãvˆ–‚„•@=4>�Ÿ…;„?t;…†JškÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;„?t?nˆ–‚„Ÿ…š 3 �¥—@;„?LŸ„•˜€n€ƒ;„?nˆ–•˜>@•@=4>‡†)=4—cî¾Ÿ1=˜?J•e  —D>@;rÃ5=˜?ƒ?};À™D›œ•$�¥—�=4>‡†ƒ;�AŽ•e  —D>�=4Ãñ•˜€��

†nšœ?ƒ?ƒ;…—D€H•˜—�•e  —D>@;)›kšœ=4šœ?}•˜>�‚…›+=˜?n†nš��¥—@;)?}•˜>‡†ËˆD€ƒ‚„Ÿ…šœ?ƒ‚„;„?H•@=4>@?�›œ;L†}=4™@›k;1=4— M��SM��

Ã5=˜?}?ƒ;L™D›œ•$�‡—�=4>‡†ƒ; =4Ãñ•˜€n†nšœ?ƒ?ƒ;…—D€ ›kš+=4šœ?ƒ•˜>�‚…›+=˜?n†nš��‡—@;

škÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;

Z = j ! M Z = C Z = K =(j ! )
škÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;¾?nˆ–‚„Ÿ…š �

3 �‡—@;

z = j ! M =(½c) C=(½c) K =(j ! ½c)

� � � � M��SM

�

žL‚
3@>Dšk†nšœ•˜>@?�•D;„?ñškÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;„?%;…†5•D;„?ñškÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;„?�?ƒˆ–‚„Ÿ…š 3 �¥—@;„?5ˆ–•˜—D€ñ—D>@;vÆÇ•˜>@Ÿ…†nšœ•˜> �#€ƒ‚1=˜Ÿ…†nšœ•˜>

›œ•‡Ÿ1=4›kšœ?ƒ‚„;1�

� ���

V � ���  �
���
�‹ �²ŒŽ‰�
 � 
����%� 


:ô=ÀÃñ‚…†nõ@•‡•D;JŸ„•˜>@?nšœ?n†ƒ;	�)€ƒ‚„?ƒ•˜—@•c€ƒ;H›  ¢‚)�‡—�=4†nšœ•˜>�Ó M��2�1ÁÂ× =˜?}?ƒ•‡Ÿ…šœ‚„;J=4—cî5•cš �Ž‚…€ƒ;…>‡†ƒ?N†äÈ‡ˆ–;„?N•D;£Ÿ„•˜>@•cšk†nšœ•˜>@?N›kškÃvšk†ƒ;„?

ˆD€ƒ‚„?ƒ;…>‡†ƒ‚„?�ˆD›k—@?�õ�=4—D†UO

�

›œ;„?�‚)�‡—�=4†nšœ•˜>@?rÓ M�� ÄVMÂ×Ë;Ù†rÓ M�� ¿VMÂ×Nˆ–•˜—D€H—D>@;NÆn•˜>@Ÿ…†nšœ•˜>¾=˜Ÿ…†nšk¤¥;�A

�

›  ¢‚)�¥—z=4†nšœ•˜>/Ó M�� L-[Â×ãˆ–•˜—D€�—D>@;LÒ €ƒ•˜>‡†nšœö…€ƒ;À•D‚„Ÿ…€nšk†ƒ;tˆ�=4€�—D>@;tškÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;À?ƒˆ–‚„ŸÙš 3 �‡—@;

z
A

�

›œ;„?�‚)�‡—�=4†nšœ•˜>@?rÓ M��SM!N�×Ë;Ù†rÓ M�� Å�ÁÂ×Nˆ–•˜—D€H—D>@;Lšk>j†ƒ;…€ÇÒm=˜Ÿ„;1�

¡H>@;ØÒÔ•˜šœ?ô›   šk>‡†ƒ;…>@?ƒšk†ƒ‚�•D;�?n†n€n—@Ÿ…†n—D€}; Ãñ•BÈ¥;…>D>@‚„;�?nˆ�=4†nš+=4›œ;…Ãñ;…>‡†

< I >
•D‚…†ƒ;…€nÃvšk>@‚„;�Aà›œ;„?�•D;…>@?nšk†ƒ‚„?�•e ¢‚…>@;…€nì�šœ;�Ãñ•BÈ¥;…>��

>@‚„;„?

< T >
A

< U >
A

< W >
;…†

< L >
?ƒ•˜>‡†H•˜™D†ƒ;…>‡—@;„?HŸ„•˜ÃvÃñ;À;ÙîjˆD›kš��‡—@‚);…>,M�� Ä�� ¿��

:�;„?L€ƒ‚„?n—D›k†}=4†ƒ?Jˆ@€ƒ‚„?ƒ;…>‡†ƒ‚„?tŸÙš �
•D;„?}?ƒ•˜—@?L?}•˜>‡†L?nškÃvšk›+=4šk€ƒ;„? ��Ÿ„;…—cî�;Ùîjˆ–•�?}‚„?L•@=4>@?��2��[VM �Fˆ–•˜—D€t•D;„?L•˜>@•D;„?L›œ•˜>Dì�šk†n—@•cš �

>�=4›œ;„?1A@;…†&�vŸ„;…—cî 3@ì�—D€}=4>‡†£•@=4>@? �2��[�Å �ôˆ–•˜—D€H•D;„?�•˜>@•D;„?£=˜Ÿ„•˜—@?n†nš��‡—@;„? �

� ( � ( '

* ��.�(�%!� �#%/(1%���%!� .20#%4. 
�(����+��� ��$�( / %!� � 
���*,����
������+*,����� %!��%5� .��+��� � � %!�

:Ø  =4ˆDˆD›kšœŸ1=4†nš+•˜>/>‡—DÃñ‚…€nš��¥—�;vˆ–•˜€n†ƒ;5?n—D€)•D;„?À•˜>@•D;„?)›œ•˜>Dì�šk†n—@•cšk>�=4›œ;1?r?ƒ;vˆD€ƒ•˜ˆ�=4ìÂ;1=4>‡†r;…>‡†n€ƒ;

¡ L 1 = ¡ 9 m
;…†

L 2 = 11 m
ÓÔC�škì�—D€ƒ;UM�� ¿Â×N•@=4>@?H•D;L›   =˜Ÿ…šœ;…€H•D•˜>‡†�›œ;„?Ëˆ�=4€}=4Ãñö…†n€ƒ;„?H?ƒ•˜>j†�•D‚
3@>Dšœ?�•@=4>@?�›œ;L†}=4™D›œ;1=4—GM�� Å�Ó Ãvšk› šœ;…—��B×
�

:ô=v•D;…>@?ƒšk†ƒ‚)•D;LÒÔ•˜€}Ÿ…;)Ÿ„•˜>@Ÿ„;…>‡†n€}‚…;

f x
;„?n†H=4ˆDˆD›kš��‡—@‚„;À;…>

a = 3 m
�@:Ø  škÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ1;r?nˆ–‚„Ÿ…š 3 �¥—@;

z1 = 0:05+ 0:01j
?nškì�>Dš 3�; �¥—@;L›+=£Æn•˜>@Ÿ…†nšœ•˜>�?ƒš †ƒ—@‚„;t;…>

x = ¡ L 1
;„?n†ãÒÔ•˜€n†ƒ;…Ãñ;…>‡†�€ƒ‚ ��‚„Ÿ}õDšœ?}?}=4>‡†ƒ;);…†Ëˆ–;…—�•cšœ?}?nškˆ�=4†nšk¤Â;1�@:Ø  škÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;

?nˆ–‚„Ÿ…š 3 �‡—@;

z2 = 0:9
?ƒškì�>Dš 3�; �¥—@;t›+=£Æn•˜>@Ÿ…†nšœ•˜>�?nšk†n—@‚„;);…>

x = L 2
;…?ƒ†Ëˆ–;…—�€ƒ‚ ��‚„Ÿ}õDšœ?ƒ?}=4>‡†ƒ;1�

f x

xa¡ L 1 L 2

z1 z2

��� � �6M�� ¿

�

Ö‡Èj?n†ƒö…Ãñ;)‚…†n—@•cšœ‚)•@=4>�?Ë›+=2ˆ�=4€n†nšœ;UM�� L �2�1�
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Í �)*78�\2F1*-'A�2*,�4C7'#�2F$��3J��' � �

�

Ê

�

Ê]%�Ê]% ë C-\ ��� '�*,*<� @ ��C-()�+*7�+�!*,\ �6�+�>FBH "1����*7�+'#"$��C,�2*,'����W� �V�#�+�4*G8��<;6*<�+�+C-*,'#\+35�#"13?F1*78�*7���

:�;„?/†n€}=4>@?ÇÒm;…€n†ƒ?/‚…>@;…€nìÂ‚…†nš��‡—@;„?"ˆ–;…—D¤Â;…>‡† �…†n€ƒ; =4>�=4›kÈj?ƒ‚„?"•@=4>@?/›œ;Š•D•˜Ã5=4šk>@;ŠÒÔ€ƒ‚)�‡—@;…>‡†nšœ;…›4�r:Ø  šk>‡†ƒ;…>@?ƒšk†ƒ‚ •D;

?ƒ†n€n—@Ÿ…†n—D€ƒ;x=˜Ÿ…†nšk¤¥;r;„?n†JŸ1=4›œŸ…—D›œ‚„;x;…>

b = 7m
ˆ–•˜—D€J—D>@;r•D;…>@?nšk†ƒ‚x•D;)ÒÔ•˜€ƒŸ„;À—D>@š † =4š €};

f x = 1 N m¡ 2 ÓÔC�škì�—D€ƒ; M�� L‡×

•@=4>@?t›+=�ì¥=4ÃvÃñ;v•D;rÒ €ƒ‚)�‡—@;…>@Ÿ„;

[3000 H z ¡ 5000 H z]
AŽ;…†JÒm=4šk†)=4ˆDˆ�=4€}=àóœ†n€ƒ;v›œ;2Ÿ„•˜Ãvˆ–•˜€n†ƒ;…Ãñ;…>‡†)€ƒ‚„?}•˜>D>�=4>‡†)•c—

?ƒÈj?n†ƒö…Ãñ;1�

�

Ê

�

Ê]%�Ê

T �

*7'��!�W"$\+�#"1�6� '�\235�#"13?F1*G�2*-'/����3?� '�@B*-�4��'AC7�+*-� � C-�#"$()�+*-'

:�;„? �¥—�=4>‡†nšk†ƒ‚„?)‚…>@;…€nìÂ‚…†nš��‡—@;„?t›œ•‡Ÿ1=4›œ;„?)?}•˜>‡†tŸ1=4›œŸ…—D›œ‚„;„? �%ˆ�=4€n†nšk€)•D;x›+=�ÒÔ•˜€ƒÃr—D›+=4†nšœ•˜>-;…>-•D‚…ˆD›+=˜Ÿ„;…Ãñ;…>‡†�Ó Ã5=4šœ?

ˆ–•˜—D€n€}=4šœ;…>‡†ã‚…ì¥=4›œ;…Ãñ;…>‡†�›   �…†n€ƒ;#�tˆ�=4€n†nšk€�•D;�›+=JÒm•˜€nÃr—D›+=4†nšœ•˜> �¥—�=˜•c€}=4†nš��‡—@;H;Ùî@=˜Ÿ…†ƒ;�ˆD€ƒ‚„?ƒ;…>‡†ƒ‚„;£•@=4>@?Ø›œ;HŸ}õ�=4ˆDšk†n€ƒ;J¿Â×ÙA

†}=4>@•cšœ?&�¥—�;J›œ;„?��¥—z=4>‡†nšk†ƒ‚„?�‚…>@;…€nìÂ‚…†nš��‡—@;„?�Ãñ•BÈÂ;…>D>�‚…;„?H?nˆ�=4†nš+=4›œ;…Ãñ;…>‡†£?ƒ•˜>‡†�•˜™D†ƒ;…>‡—@;„?#�x›   =4šœ•D;)•D;L›+=rÒÔ•˜€nÃr—D›+=4†nšœ•˜>

ˆD€ƒ‚„?};…>‡†ƒ‚„;t•@=4>@?ËŸ„;LŸ}õ�=4ˆDšk†n€ƒ;1�@:�;„?ãšk>‡†ƒ;…>@?ƒšk†ƒ‚„?�=˜Ÿ…†nšk¤¥;„?Ë?ƒ•˜>j†ãŸ1=4›œŸ…—D›œ‚„;„?#�

3640H z
ÓÔC�škì�—D€ƒ; M�� Å�=Â×�ˆ–•˜—D€ã›   —D>@;t•D;

Ÿ„;„?�¤�=4›œ;…—D€ƒ?�›œ;„?�ˆD›k—@?�Òm=4šk™D›œ;„?H;…†	�

3750H z
ÓÔC�škì�—D€ƒ; M�� Å4™z×ãˆ–•˜—D€H›   —D>@;À•D;)?ƒ;„?�¤˜=4›œ;…—D€ƒ?H›œ;„?�ˆD›k—@?ËÒm•˜€n†ƒ;„?rÓ ˆ–•˜šk>‡†ƒ?

Ã5=4€��‡—@‚„?H?n—D€�›+=vC�škì�—D€ƒ;UM�� L‡×
�–KN;„?H•cš �Ž‚…€ƒ;…>@Ÿ„;„?£•D;t>Dšk¤¥;1=4—�•c—@;„?£=4—�Ÿ„•˜Ãvˆ–•˜€n†ƒ;…Ãñ;…>j†£€ƒ‚„?ƒ•˜>D>�=4>‡†£•c—�?nÈc?n†ƒö…Ãñ;t?ƒ;

€ƒ;…†n€ƒ•˜—D¤¥;…>‡†H?ƒ—D€Ë›œ;LÃñ•‡•c—D›œ;À•D;L›   škÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;À•e ¢;…>‡†n€ƒ‚„;

jZaj = jZa+ + Za¡ j
•D;L›+=vC�škì�—D€ƒ;UM��SMcAD•���›   škÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;

Za = f x1 =(j ! u(a))
;„?n†�Ÿ1=4›œŸ…—D›œ‚„;��xˆ�=4€n†nšk€£•D;„?ËškÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;„?£?nˆ–‚„Ÿ…š 3 �‡—@;„?

z1
;…†

z2
�

:ð=�ÒÔ•˜€nÃr—D›+=4†nšœ•˜> �‡—�=˜•c€}=4†nš��¥—@;¾Ãñ•BÈÂ;…>D>@‚„;¾ˆ–;…€nÃñ;…†�—D>@;�™–•˜>D>@;�€};…Ÿ„•˜>@?ƒ†nšk†n—D†nšœ•˜>]•D;„?%Ÿ„•˜Ãvˆ–•�?}=4>‡†ƒ;„? �-ì�€}=4>@•D;

‚„Ÿ}õ@;…›k›œ;5•D;„? �‡—�=4>‡†nšk†ƒ‚„?À‚…>@;…€nìÂ‚…†nš��‡—@;„? �ô¡H>�;xÒm•˜šœ?tÃñ•BÈ¥;…>D>@‚„;„?À?nˆ�=4†nš+=4›œ;…Ãñ;…>‡†1Aô›œ;„?)¤˜=4€nš+=4†nšœ•˜>@?r?nˆ�=4†nš+=4›œ;„?��¹ˆ–;…†nšk†ƒ;

‚„Ÿ}õ@;…›k›œ;�•D;„? �‡—�=4>‡†nšk†ƒ‚„?�‚…>@;…€nìÂ‚…†nš��¥—@;„?�†ƒ;…›k›œ;„? �¥—@;#›œ;„?�•D;…>@?nšk†ƒ‚„?�•e ¢‚…>@;…€nì�šœ;ŠÓ M�� ��MÂ×Ñ;…†�Ó M��SMÂ×¹?ƒ•˜>‡†�?n—DˆDˆD€nškÃñ‚„;„?

ÓÔC�škì�—D€ƒ; M�� N�×
�˜¡H>2Ãñ•‡•Dö…›œ;ãM•›œ‚…Ãñ;…>‡†ƒ?ØC�šk>Dšœ?F™�=˜?ƒ‚N?ƒ—D€�›œ;NŸ}õ�=4Ãvˆñ•D;ã•D‚…ˆD›+=˜Ÿ„;…Ãñ;…>‡† =1¤¥;„ŸËÅ£‚…›œ‚…Ãñ;…>‡†ƒ?•ˆ�=4€�›œ•˜>Dì�—@;…—D€

•e ¢•˜>@•D;r>@‚„Ÿ„;„?ƒ?ƒšk†ƒ;…€}=4šk†

76
>@•‡;…—@•D? �

4000H z
A�? =4>@?H†ƒ;…>Dšk€LŸ„•˜ÃvˆD†ƒ;x•c—�•D‚„•D•˜—D™D›œ;…Ãñ;…>‡†t•D;„?£>@•‡;…—@•D?J› �5•���•D•˜šk†

�…†n€ƒ;)€ƒ;…ˆD€ƒ‚„?ƒ;…>‡†ƒ‚„;)—D>@;)•cšœ?ƒŸ„•˜>‡†nšk>‡—Dšk†ƒ‚�A�†}=4>@•cšœ?&�‡—@;L†n€ƒö„?�ˆ–;…—�•D;t>@•‡;…—@•D?H?ƒ•˜>‡†�>@‚„Ÿ„;„?ƒ?}=4šk€ƒ;„?H?n—@€

¡ L 1 · x · a
;…†

?ƒ—D€

a · x · L 2
�À›+=)€ƒ;…ˆD€ƒ‚„?};…>‡†}=4†nšœ•˜>Ñ•D;„?%�‡—�=4>‡†nšk†ƒ‚„?ã‚…>@;…€nìÂ‚…†nš��‡—@;„?ãÃñ•BÈÂ;…>D>@‚„;„? �@KN;…†n†ƒ;t=4ˆDˆD€ƒ•‡Ÿ}õ@;L?1  =1¤¥ö…€ƒ;£•D•˜>@Ÿ

ˆ–;…€n†nšk>@;…>‡†ƒ;r•Dö„?Ë›œ•˜€ƒ?&�¥—@;t›+=rÒÔ€ƒ‚)�¥—@;…>@Ÿ„;À=4—Dì�Ãñ;…>‡†ƒ;1�

Ãvšk›kšœ;…— � Ãvšk›kšœ;…—�Ä

<#=˜?ƒ?ƒ;L¤Â•˜›k—DÃvš��‡—@;

½(kg m¡ 3)
NW[�Á�Á Ä!N˜Á�Á

<�•‡•c—D›œ;)•e  ��•˜—D>Dì

E (Pa) 2:1 1011(1 + j 0:01) 0:7 1011(1 + j 0:01)
KN•‡; �5Ÿ…šœ;…>‡†J•D;t•F•˜šœ?ƒ?ƒ•˜>

º
Á��¢¿ Á�� ¿

� � � ��M�� Å

�

••€ƒ•˜ˆD€nšœ‚…†ƒ‚„?J•D;„?ËÃvšk›kšœ;…—cî�•D;LˆD€ƒ•˜ˆ�=4ì¥=4†nšœ•˜>
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������� M�� L

�

âä>‡†ƒ;…>@?nšk†ƒ‚v•D;2?n†n€ƒ—@Ÿ…†n—D€ƒ;ñ=˜Ÿ…†nšk¤¥;xÃñ•BÈ¥;…>D>@‚„;ñ?nˆ�=4†nš+=4›œ;…Ãñ;…>‡†r=4—�ˆ–•˜šk>‡†

b = 7 m
Ó ˆ–•˜šk>‡†)Ã5=4€��¥—@‚v?n—D€

›œ;„?�C�škì�—D€ƒ;„? M�� Åv;…† M�� N�×Nˆ–•˜—D€�—D>@;)•D;…>@?ƒšk†ƒ‚)•D;JÒm•˜€ƒŸ„;tŸ„•˜>@Ÿ„;…>‡†n€ƒ‚„;

f x
—D>Dšk†}=4šk€ƒ;1�

3000 3500 4000 4500 5000
0.5
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x 10

8
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 m

�2
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�1
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3000 3500 4000 4500 5000
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�20
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f (Hz)

ar
g(

Z
a) 

(°
)

a) 

b) 

��� � �6M��SM

�

â
Ãvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;À•e ¢;…>‡†n€ƒ‚„;

Za
O�=Â×�Ãñ•‡•c—D›œ;

jZaj
�c™z×Ë=4€nì�—DÃñ;…>‡†

arg(Za)
�
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)
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<
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b) 

��� ��� M�� Å

�

•F=4€n†nšœ;„?ñ€ƒ‚„;…›k›œ;„?ñ•D;„?všk>‡†ƒ;…>@?nšk†ƒ‚„?ñ•D;Ñ?n†n€n—@Ÿ…†n—D€ƒ;:O•=Â× �

3640 H z
AF™z× �

3750 H z
�•:eškì�>@;¹ˆ@›k;…šk>@;:O

?}•˜›k—D†nšœ•˜>Ñ•˜™@†ƒ;…>‡—@; �rˆ�=4€n†nšk€�•D;L›+=ÀÒm•˜€nÃr—D›+=4†nšœ•˜>�;…>�•D‚…ˆD›+=˜Ÿ„;…Ãñ;…>‡†1AD›kškì�>@;Lˆ–•˜šk>‡†nšk›k›œ‚„;AOc?ƒ•˜›k—D†nšœ•˜>�•˜™D†ƒ;…>‡—@; �rˆ�=4€n†nšk€

•D;t›+=xÒÔ•˜€nÃr—D›+=4†nšœ•˜> �‡—�=˜•c€}=4†nš��¥—@;)Ãñ•BÈÂ;…>D>@‚„;À?nˆ�=4†nš+=4›œ;…Ãñ;…>‡† �
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e(
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Re(U)
Re(<U>)

b) 

��������M�� N

�

žL;…>@?nšk†ƒ‚„?£•e ¢‚…>@;…€nì�šœ; �

3750H z
O�=Â×Ë•D;…>@?nšk†ƒ‚„?£•e ¢‚…>@;…€nì�šœ;rŸ…šk>@‚…†nš��‡—@;�A@™z×ãˆ�=4€n†nšœ;À€ƒ‚„;Ù›k›œ;r•D;„?H•D;…>@?ƒšk†ƒ‚„?

•e ¢‚…>@;…€nì�šœ;ñ•D;ñ•D‚ÙÒÔ•˜€nÃ5=4†nšœ•˜> �ô:eškì�>@;vˆD›œ;…šk>@; Oe?ƒ•˜›k—D†nšœ•˜>�•˜™D†ƒ;…>‡—@;+�%ˆ�=4€n†nšk€À•D;2›+=�ÒÔ•˜€nÃr—D›+=4†nšœ•˜>/;…>-•D‚…ˆD›+=˜Ÿ„;…Ãñ;…>‡†1A

›kškì�>@;tˆ–•˜šk>‡†nšk›k›œ‚„;XOD?}•˜›k—D†nšœ•˜>�•˜™D†ƒ;…>‡—@;��xˆ�=4€n†nšk€H•@;L›+=xÒÔ•˜€nÃr—D›+=4†nšœ•˜> �‡—�=˜•c€}=4†nš��‡—@;tÃñ•BÈ¥;…>D>@‚„;)?nˆ�=4†nš+=4›œ;…Ãñ;…>‡† �
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Í �)*78�\2F1*-'A�2*,�4C7'#�2F$��3J��' � %

��( � ( �

* � � %!* 
 � / %���%!� .20�%1. 
�(.�.�+��� ��$ (�$2� %0/�� ��* 
 ���.� ��$�� ���4/�% ���+� � % � 
 0#$2� �#"�$ %

:�;„?NŸ1=4›œŸ…—D›œ?N•˜>‡†N‚…†ƒ‚£;
�e;„Ÿ…†n—@‚„?�ˆ–•˜—D€N•D;„?N•˜>@•D;„?�ˆD—D€ƒ;…Ãñ;…>‡†N›œ•˜>Dì�šk†n—@•cšk>�=4›œ;„?Ë?ƒ;�ˆD€ƒ•˜ˆ�=4ìÂ;1=4>‡†��t—D>@;�ÒÔ€ƒ‚)�¥—@;…>@Ÿ„;

•D;

4000 H z
•@=4>@?5•D;Ñ›   =˜Ÿ…šœ;…€�ÓÔÕ�=4™D›œ;GM�� ÅÂ×2;…>‡†n€ƒ;

¡ L 1 = ¡ 10 m
;…†

d = 3 m
AØ;…†5•@=4>@?5•D;Ñ›   =4›k—DÃvšk>Dšk—DÃ

ÓÔÕ�=4™D›œ; M�� ÅÂ×5;…>‡†n€ƒ;

d = 3 m
;…†

L 2 = 10 m
ÓÔC�škì�—D€ƒ; M��S[Â×
�N¡£>@;�ˆD€ƒ;…Ãvšœö…€ƒ;#•D;…>@?nšk†ƒ‚�•D;�ÒÔ•˜€}Ÿ…;�Ÿ„•˜>@Ÿ„;…>‡†n€ƒ‚„;

f x1 = 1 N m¡ 2 ;„?n†)=4ˆDˆD›kš��¥—@‚„;v;…>

a = ¡ 2 m
;…†L—D>@;2?ƒ;„Ÿ„•˜>@•D;

f x2 = 2 N m¡ 2 ;…>

b = 7 m
�Ž:Ø  škÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;

?ƒˆ–‚„ŸÙš 3 �‡—@;

z1
¤˜=4—D†

z1 = 0:05+ 0:01j
Ÿ„•˜ÃvÃñ;t•@=4>�?ã›œ;Lˆ�=4€}=4ì�€}=4ˆDõ@; M�� L �2�1�D:Ø  škÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ1;)?ƒˆ–‚„Ÿ…š 3 �¥—@;

z2 = 0:1
?ƒškì�>Dš 3�; �‡—@;-›+=�ÆÇ•˜>@Ÿ…†nšœ•˜>\?ƒš †ƒ—@‚„;�;…>

x = L 2
;„?ƒ†�ÒÔ•˜€n†ƒ;…Ãñ;…>‡†�€ƒ‚ ��‚„Ÿ}õDšœ?ƒ?}=4>‡†ƒ;1�J:ô=Š•cšœ?ƒŸ„•˜>‡†nšk>‡—Dšk†ƒ‚"•D;�Ã5=˜?ƒ?ƒ;

¤¥•˜›k—DÃvš��‡—@;�;…>

x = d
škÃvˆD›kš��‡—@;�—D>@;N•cšœ?ƒŸ„•˜>‡†nšk>‡—Dšk†ƒ‚ã•D;�›+=�ˆD€ƒ;…Ãvšœö…€ƒ;ã•D‚…€nšk¤¥‚„;N?nˆ�=4†nš+=4›œ;N•D; ›   šk>‡†ƒ;…>@?nšk†ƒ‚ã•D;�?ƒ†n€n—@Ÿ…†n—D€ƒ;

›œ•‡Ÿ1=4›œ;�ÓÔŸ1=4›œŸ…—D›œ‚„;+��ˆ�=4€n†nšk€)•c—-Ÿ}õ�=4Ãvˆ-•D;2•D‚…ˆD›+=˜Ÿ„;…Ãñ;…>‡†Ù×LŸ„•˜ÃvÃñ;v•D;x›   šk>‡†ƒ;…>@?ƒšk†ƒ‚2Ãñ•BÈ¥;…>D>@‚„;v?nˆ�=4†nš+=4›œ;…Ãñ;…>‡† ��:ô=

Òm•˜€nÃr—D›+=4†nšœ•˜>�Ãñ•BÈ¥;…>D>@‚„;tˆ–;…€nÃñ;…†£•e ¢•˜™D†ƒ;…>Dšk€H—D>@;t™–•˜>D>@;t€ƒ;„Ÿ„•˜>@?n†nšk†n—D†nšœ•˜>�•D;tŸ„;…†n†ƒ;À•cšœ?ƒŸ„•˜>‡†nšk>‡—Dšk†ƒ‚�ÓÔC�škì�—D€ƒ;UM��SZÂ×
�

a bd¡ L 1 L 2

z1 z2

mil ieu 1 mil ieu 2

f x1 f x2

� � ���6M��S[

�

žJšœ?ƒŸ„•˜>‡†nšk>‡—Dšk†ƒ‚À•D;tÃ5=˜?ƒ?ƒ;L¤¥•˜›k—DÃvš��¥—@;AO@Ÿ„•˜>�3@ì�—D€}=4†nšœ•˜>�•c—�?ƒÈj?n†ƒö…Ãñ;t‚…†n—�•cšœ‚ �

�10 �8 �6 �4 �2 0 2 3 4 6 8 10

�15

�10

�5

0

5
x 10

�8

x (m)

R
e(

I)
, R

e(
<

I>
) 

(W
 m

�2
)

Re(I)
Re(<I>)

milieu 
    1
     

milieu 
    2
        

mil ieu1
mil ieu2

��� ��� M��SZ

�

•F=4€n†nšœ;„?v€ƒ‚„;…›k›œ;„?ñ•D;„?2šk>‡†ƒ;…>@?nšk†ƒ‚„?ñ•D;Ñ?n†n€n—@Ÿ…†n—D€ƒ;1�•:eškì�>@;ÑˆD›œ;…šk>@; OF?ƒ•˜›k—D†nšœ•˜>»•˜™D†ƒ;…>‡—@; �¾ˆ�=4€n†nšk€5•D;%›+=
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=1¤Â;„Ÿt›œ;„?Ëì�€}=4>@•D;…—D€ƒ?#�‡—�=˜•c€}=4†nš��¥—@;„?�—@†nšk› šœ?}‚„;„?�škŸ…š4�

KN•˜>@Ÿ„;…€n>�=4>‡†J›œ;„?Hˆ–;Ù€}?nˆ–;„Ÿ…†nšk¤Â;„?J•e  =4ˆDˆD›kšœŸ1=4†nšœ•˜>@?L•D;„?�€ƒ‚„?ƒ—D›k†}=4†ƒ?£•˜™D†ƒ;…>‡—@?H›œ•˜€ƒ?£•D;ÀŸ„;…†n†ƒ;)†nõ@ö„?};�A@šk›ô;„?n†Hˆ–•�?ƒ?nšk™D›œ;

•e ¢;…>‡†n€ƒ;…¤Â•˜šk€�›+=tÃñ•‡•D‚…›kšœ?}=4†nšœ•˜>¹•e  =˜?ƒ?ƒ;…Ãr™D›+=4ìÂ;„?N•D;H?nÈj?ƒ†ƒö…Ãñ;„?Ø—D>Dšœ•cškÃñ;…>@?nšœ•˜>D>@;…›œ?ã•@=4>@? ›œ;…? �¥—@;…›œ?�?ƒ;ËˆD€ƒ•˜ˆ�=4ìÂ;…>‡†N•D;„?
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x = L
�

x = x0

M•>‡†n€ƒ;

x = L
;Ù†

x = x0
Ac›   =4ÃvˆD›kšk†n—@•D;rŸ„•˜ÃvˆD›œ;Ùîc;

u
•c—�•D‚…ˆD›+=˜Ÿ„;…Ãñ;…>‡†£ˆ–;…—D†H?1 ¢‚„Ÿ…€nšk€ƒ;

u(x) = A1ej k(x¡ x0 ) + A2e¡ j k(x¡ x0 ) ;
Ó M�� ÅVMÂ×

•��

A1
;…†

A2
?ƒ•˜>‡†£•D;„?HŸ„•˜>@?n†}=4>j†ƒ;„?£M•>�>@•˜†}=4>‡†

z
›   škÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;x?nˆ–‚„Ÿ…š 3 �‡—@;À;…>

x = L
A@›+=vŸ„•˜>@•cšk†nšœ•˜>¾Ãvš îc†ƒ;À?n—D€

›œ;)•D‚…ˆD›+=˜Ÿ„;…Ãñ;…>‡†J;…>

x = L
;„?n†�›+=2Ÿ„•˜>@•cšk†nšœ•˜>¾•e  škÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„; �2�1Å�Å �

u;n (L ) + j kzu(L ) = 0
�¥—Dšô?1 ¢‚„Ÿ…€nšk†

²
³

A1ej k(L ¡ x0 ) ¡ A2e¡ j k(L ¡ x0 )
´

= ¡ z
³

A1ej k(L ¡ x0 ) + A2e¡ j k(L ¡ x0 )
´

;
Ó M�� Å�ÅÂ×

•���›œ;tˆ�=4€}=4Ãñö…†n€ƒ;

² = § 1
;„?n†�•D‚
3@>Dš�ˆ�=4€

@
@n

= ²
@

@x
:

Ó M�� Å!N�×

.£€H•e  =4ˆD€ƒö„?rÓ M�� ÅVMÂ×ã›œ;t•D‚…ˆD›+=˜Ÿ„;…Ãñ;…>‡†

u
;Ù†H?}=2•D‚…€nšk¤¥‚„;)?nˆ�=4†nš+=4›œ;

u;x
=4—�ˆ–•˜šk>‡†

x0
¤�=4›k;…>j†

½
u(x0)

u;x (x0)
=
=

A1 + A2

j k(A1 ¡ A2):
Ó M�� ÅV[Â×

:ô;„?Ë€ƒ;…›+=4†nšœ•˜>@?xÓ M�� Å�ÅÂ×ã;…†²Ó M�� ÅV[Â×Nˆ–;…€nÃñ;…†n†ƒ;…>‡†J•e ¢;Ùîjˆ@€nškÃñ;Ù€H›œ;„?HŸ„•‡; �5Ÿ…šk;…>j†ƒ?

A1
;…†

A2
;…>ÑÒÔ•˜>@Ÿ…†nšœ•˜>�•D;

u(x0)
O

A1 =
(² ¡ z) u(x0)e¡ j k(L ¡ x0 )

²(ej k(L ¡ x0 ) + e¡ j k(L ¡ x0 ) ) + z(ej k(L ¡ x0 ) ¡ e¡ j k(L ¡ x0 ) )
;

Ó M�� ÅVZÂ×

A2 =
(² + z) u(x0)ej k(L ¡ x0 )

²(ej k(L ¡ x0 ) + e¡ j k(L ¡ x0 ) ) + z(ej k(L ¡ x0 ) ¡ e¡ j k(L ¡ x0 ) )
:

Ó M�� N˜ÁÂ×

:ô;„?�;ÙîjˆD€ƒ;„?ƒ?ƒšœ•˜>@?£Ó M�� ÅVZÂ×Ø;…†_Ó M�� N˜ÁÂ×•ˆ–;Ù€ƒÃñ;Ù†ƒ†ƒ;…>‡†N•D;H•@‚Ù†};Ù€ƒÃvš >�;Ù€N›   škÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;

Zr
AÂ€}=4Ãñ;…>@‚„;£•D;

x = L
�

x = x0
;…†�›kš+=4>‡†

u(x0)
;…†

u;x (x0)
ˆ�=4€

j ! Zr u(x0) = ²(¸ + 2¹ )u;x (x0):
Ó M�� N��B×

MØ>�;
�Ž;…†1A@Ÿ„;…†n†ƒ;tškÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;)€}=4Ãñ;…>@‚„;

Zr
;„?ƒ†�•D•˜>D>@‚„;tˆ�=4€

Zr =
²(¸ + 2¹ )k

!
A1 ¡ A2

A1 + A2
;

Ó M�� N˜ÄÂ×

;…†H?1 ¢‚„Ÿ…€nšk†1A@;…>�šk>‡†n€ƒ•‡•c—Dšœ?}=4>‡†H›+=vŸ„‚…›œ‚…€nšk†ƒ‚)•D;„?H•˜>@•D;„?

c
O

Zr = ² ½c
(² ¡ z)e¡ j k(L ¡ x0 ) ¡ (² + z)ej k(L ¡ x0 )

(² ¡ z)e¡ j k(L ¡ x0 ) + (² + z)ej k(L ¡ x0 )
:
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:�;x†ƒ;…>@?ƒ;…—D€t•D;„?t•D‚ÙÒÔ•˜€nÃ5=4†nšœ•˜>@?

²
‚…†}=4>‡†)•D‚
3@>Dš���ˆ�=4€n†nšk€t•c—�•D‚…ˆD›+=˜Ÿ„;…Ãñ;…>‡†

u
ˆ�=4€

² ij = (ui;j + uj ;i )=2
AŽ;…†

ˆ–•˜—D€�†}•˜—D†Ë¤¥;„Ÿ…†ƒ;…—D€

q
O

2 ² q = gr ad(u : q) + r ot (u £ q) + (r ot q) £ u ¡ u div q + q div u ;
Ó M�� N4L‡×

;…†

2 ² ­ ² ¤ = ¢( u : u ¤) ¡ u : ¢ u ¤ ¡ ¢ u : u ¤ ¡ r ot u : r ot u ¤ ;
Ó M�� NWMÂ×

•��

² ­ ² ¤ = ² ij ²¤
j i

Ó ˆD€ƒ•‡•c—Dšk†H†ƒ;…>@?ƒ•˜€nšœ;…›ô•D•˜—D™D›œ;…Ãñ;…>‡†JŸ„•˜>‡†n€}=˜Ÿ…†ƒ‚��£•D;
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M•>�Ÿ„•˜>@?nšœ•D‚…€}=4>‡†r›œ;ñ?nÈj?ƒ†ƒö…Ãñ;2—D>Dšœ•cškÃñ;…>@?nšœ•˜>D>@;…›N•D;v›+=ÑC�škì�—D€ƒ;>M�� �1Á�•@=4>@?)›œ;)�¥—@;…›�?ƒ;2ˆD€ƒ•˜ˆ�=4ìÂ;…>‡†x•D;„?)•˜>@•D;„?

›œ•˜>Dì�šk†n—@•cšk>�=4›+;„?1AcŸ„;…†n†ƒ;J=4>D>@;ÙîD;H¤jšœ?ƒ;#�À•D•˜>D>@;…€N›+=ÀŸ„•˜>@•cšk†nšœ•˜>Ñ?n—D€�›+=À•D;…>@?nšk†ƒ‚£•D;�Òm•˜€ƒŸ„;

f x2

=˜?ƒ?}•‡ŸÙšœ‚„; �)›+=)?}•˜—D€ƒŸ„;JÄ

;…>

x = b
ˆ–;…€nÃñ;…†n†}=4>‡†£—D>�†n€}=4>@?ÇÒm;…€n†�Ã5=àîcškÃ5=4›ð•D;À•D;…>@?nšk†ƒ‚À•D;)ˆD—Dšœ?ƒ?}=4>@Ÿ„;À•D;)›+=v?ƒ•˜—D€ƒŸ„;+�5ÓÔ•D;À•D;…>@?nšk†ƒ‚À•D;tÒm•˜€ƒŸ„;

f x1

;…>

x = a
×�¤¥;…€ƒ?Ë›+=2?}•˜—D€ƒŸ„;ÀÄ��D:ô=v?ƒ•˜—@€ƒŸ…;ÀÄv?ƒ;tŸ„•˜Ãvˆ–•˜€n†ƒ;r=4›œ•˜€ƒ?HŸ„•˜ÃvÃñ;t—D> �ÙˆD—Dšk†ƒ?H•e ¢‚…>@;…€nì�šœ; � �

f x 1 f x 2

x
¡ L 1 L 2a bd

z1 z2
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:ô= �¥—@;„?n†ƒšk•˜>"•c—�†ƒ€}=4>@?ÇÒÔ;…€n†rÃ5=àîcškÃ5=4›N•e ¢‚…>@;…€nì�šœ;�;…>j†n€ƒ;5•D;…—cî�?}•˜—D€ƒŸ„;„?x=¹Ò =4šk†À›  ¢•˜™cÆn;…†r•D;5€ƒ;„Ÿ}õ@;…€ƒŸ}õ@;„?1A�•@=4>@?

›œ;rŸ1=˜?J•D;rÃñ•˜>@•˜ˆ��˜›œ;„?t=˜Ÿ„•˜—@?n†nš��‡—@;„?£>@•˜†}=4ÃvÃñ;…>‡† �eâ
›F=5‚…†ƒ‚ÀÃñ•˜>‡†n€ƒ‚ �‡—@;Àˆ–•˜—D€£—D>�>@•˜Ãr™D€ƒ;x•e ¢•˜>@•D;

k
•D•˜>D>@‚�Az›œ;

†n€}=4>@?nÒÔ;…€n†x•e ¢‚…>@;…€nì�šœ;�;…>‡†n€ƒ;�•D;…—cî-Ãñ•˜>@•˜ˆ��˜›œ;„?x•cšœ?ƒ†}=4>‡†ƒ?r•D;

d
•D‚…ˆ–;…>@•/•D;

kd
�2��[V[ � �ôM•>/ˆ�=4€n†nšœŸ…—D›kšœ;…€2?ƒ;ñ†n€ƒ•˜—D¤Â;

•@=4>@? �2��[V[ �N—D>";ÙîD;…ÃvˆD›œ;�•D;�•D;…—cî/?ƒ•˜—D€ƒŸ„;„?1Að•D;�•D‚…™Dšk†ƒ?2•D;5¤‡šk†ƒ;„?}?ƒ;ñ€ƒ;„?nˆ–;„Ÿ…†nš Òm?

Q
;…†

2Q
Að•D•˜>‡†xŸ„;…›k›œ;%•D;�•D‚…™Dšk†

Q
•D;…¤jšœ;…>‡†Ñ—D> �ÙˆD—Dšk†ƒ?�•e ¢‚…>@;…€nì�šœ; �#›œ•˜€ƒ?��‡—� ¢;Ù›k›œ;„?�?ƒ•˜>‡†Ñ;…>�•˜ˆDˆ–•�?nšk†nšœ•˜>�•D;#ˆDõ�=˜?ƒ;1�ã:ð=!�‡—@;„?n†nšœ•˜>_•c—_†n€}=4>@?ÇÒm;…€n†

Ã5=àîcškÃ5=4›Ž•D;HˆD—Dšœ?ƒ?}=4>@Ÿ„;J=˜Ÿ„•˜—@?ƒ†nš��¥—@;J;…>‡†n€ƒ;£•D;…—cî5Ãñ•˜>@•˜ˆ��˜›œ;„?Ë=À‚…†ƒ‚£•D‚…†}=4šk›k›œ‚„;J•@=4>@? � ��[VZDA���Z�Á �zˆ–•˜—@€�›  ¢‚…†n—@•D;J•D;„?

?}•˜—D€ƒŸ„;„?r?ƒ;„Ÿ„•˜>@•@=4šk€ƒ;„?x•@=4>@?À›œ;5Ÿ1=˜•c€ƒ;5•c—/Ÿ„•˜>‡†n€ �˜›œ;%=˜Ÿ…†nš Ò �ô•�•˜—D€x•˜™D†ƒ;…>Dšk€r—D>�†n€}=4>@?ÇÒm;…€n†ÀÃ5=àîjškÃ5=4›N•D;ñˆD—Dšœ?ƒ? =4>@Ÿ„;

=˜Ÿ„•˜—@?ƒ†nš��¥—@;)•D;t›+=v?ƒ•˜—D€ƒŸ„; �L¤¥;…€ƒ?Ë›+=2?}•˜—D€ƒŸ„;)ÄcADšk›�?B  =4ì�šk†�•D;t†n€ƒ•˜—D¤¥;…€�›œ;t•D‚…™Dšk†£•D;L¤jšk†ƒ;„?ƒ?ƒ;

Q2
•D;L›+=v?ƒ•˜—D€ƒŸ„;ÀÄ �¥—Dš

Ãvšk>DškÃvšœ?ƒ;Ë›+=HÒm•˜€nÃñ;��¥—�=˜•c€}=4†nš��‡—@;��‡—� ¢;„?n†F›+=JˆD—Dšœ?ƒ?}=4>@Ÿ„;�=˜Ÿ„•˜—@?n†nš��‡—@;

P2
•D;ãŸ„;…†n†ƒ;ãÃ��…Ãñ;�?ƒ•˜—D€ƒŸ„;1�¥KN;…†n†ƒ;ËŸ„•˜>@•cšk†nšœ•˜>

?B ¢‚…Ÿ…€nšk†��2��[VZDA ��Z�� �

@P2

@Re(Q2)
+ j

@P2

@I m(Q2)
= 0;

Ó M�� N˜ÅÂ×
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•���›+=xˆD—Dšœ?ƒ?}=4>�Ÿ…;À=˜Ÿ„•˜—@?ƒ†nš��¥—@;

P2
?1 ¢‚„Ÿ…€nšk†

P2 =
1
2

Re(p2Q¤
2);

Ó M�� NVN�×

›+=/ˆD€ƒ;„?ƒ?nšœ•˜>�=˜Ÿ„•˜—@?n†nš��‡—@;

p2
�/›  ¢;…ÃvˆD›+=˜Ÿ„;…Ãñ;…>‡†�•D;�›+="?ƒ•˜—D€ƒŸ„;-Ä/?B  ;ÙîcˆD€nškÃ5=4>‡†�;…> ÒÔ•˜>@Ÿ…†nšœ•˜>�•D;„?¹škÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;„?

Z ij = pi =Qj
A

i = 1; 2
A

j = 1; 2
O

p2 = Z21Q1 + Z22Q2:
Ó M�� NW[Â×

žL;)ˆD›k—@?BA@›  ¢;ÙîcˆD€ƒ;„?ƒ?nšœ•˜>#•D;À›+=vˆD€ƒ;„?}?nšœ•˜>¾€}=1È¥•˜>D>@‚„;

p
ˆ�=4€£—D>@;r?ƒ•˜—D€ƒŸ„;r•D;r•D‚…™Dšk†L•D;À¤‡šk†ƒ;„?}?ƒ;

Q
�v—D>@;x•cšœ?n†}=4>@Ÿ„;

r
•D;)Ÿ…;…›k›œ;
�
Ÿ…šð;„?n†�Ÿ„•˜>D>j—@;AO

p =
j ! ½Q
4¼r

e¡ j kr :
Ó M�� NWZÂ×
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Q2o = A ej Á Q1;
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A
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=
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1=(2kd)
¡ (kd + ¼=2):
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x = b
?B ¢‚„Ÿ…€nšk†

I 2 = ¡
j !
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f x2 u¤(b);
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Á(x) = (1 ¡ H (x ¡ d))Á1(x) + H (x ¡ d)Á2(x);
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Á1(x) = c1cos(k1x) + c2sin (k1x) + (cos(k1(x ¡ a)) ¡ 1)
f x1

½1! 2 H (x ¡ a)
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Á2(x) = c3cos(k2x) + c4sin (k2x) + (cos(k2(x ¡ b)) ¡ 1)
f x2

½2! 2 H (x ¡ b);
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u
?1 ¢‚„Ÿ…€nšk†H•D•˜>@Ÿ

u(x) = (1 ¡ H (x ¡ d))u1(x) + H (x ¡ d)u2(x);
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u1(x) = ¡ k1c1cos(k1x) + k1c2sin (k1x) ¡
k1f x1

½1! 2 sin (k1(x ¡ a))H (x ¡ a)
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u2(x) = ¡ k2c3cos(k2x) + k2c4sin (k2x) ¡
k2f x2

½2! 2 sin (k2(x ¡ b))H (x ¡ b):
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½
u;x (¡ L 1) ¡ j k1z1u(¡ L 1)

u;x (L 2) + j k2z2u(L 2)
=
=

0
0:

Ó M��S[VZÂ×

KN•˜ÃvˆD†ƒ;
� †ƒ;…>‡—�•D;ÑÓ M��S[�ÅÂ×ÙA•Ó M��S[!N�×£;…†ñÓ M��S[V[Â×ÙA–›œ;„?t•D;…—cî�Ÿ„•˜>@•cšk†nšœ•˜>@?t•e  škÃvˆ–‚„•@=4>@Ÿ„;�Ó M��S[VZÂ×£?};À†ƒ€}=˜•c—Dšœ?ƒ;…>‡†Lˆ�=4€L›œ;„?

•D;…—cîÑˆD€ƒ;…ÃvšœöÙ€};…?£Ÿ„•˜>@•cšk†nšœ•˜>@?£?n—Dšk¤�=4>‡†ƒ;„?Ëˆ–•˜—D€H›œ;„?�Ÿ„•‡; �5Ÿ…šœ;…>‡†ƒ?

c1
A

c2
A

c3
;…†

c4
O

c1(¡ cos(k1L 1) ¡ j z1sin (k1L 1)) + c2(sin (k1L 1) ¡ j z1cos(k1L 1)) = 0;
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c3(¡ cos(k2L 2)¡ j z2sin (k2L 2))+ c4(¡ sin (k2L 2)+ j z2cos(k2L 2)) =
f x2

½2! 2 (cos(k2(L 2¡ b))+ j z2sin (k2(L 2¡ b))) :
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x = d
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½
u1(d)

(¸ 1 + 2¹ 1)u1;x (d)
=
=

u2(d)
(¸ 2 + 2¹ 2)u2;x (d);
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c1(¡ k1sin (k1d)) + c2(k1cos(k1d)) + c3(k2sin (k2d)) + c4(¡ k2cos(k2d)) =
k1f x1

½1! 2 sin (k1(d ¡ a))
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c1(¡ ½1cos(k1d)) + c2(¡ ½1sin (k1d)) + c3(½2cos(k2d)) + c4(½2sin (k2d)) =
f x1

! 2 sin (k1(d ¡ a)) :
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k¤
2

©
Re(f x2 ) [c¤

4cos(k¤
2b) ¡ c¤

3sin (k¤
2b)] + j I m(f x2 ) [c¤

4cos(k¤
2b) ¡ c¤

3sin (k¤
2b)]

ª
;

Ó M��SZVMÂ×

•��Ñ›œ;„?ËŸ„•‡; �5Ÿ…šœ;…>‡†ƒ?

c3
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f x2
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@I 2

@Re(f x2 )
+ j

@I 2

@I m(f x2 )
= 0;
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@I 2

@Re(f x2 )
= ¡

j !
2

k¤
2

½
f x2

·
@c¤

4

@Re(f x2 )
cos(k¤

2b) ¡
@c¤

3

@Re(f x2 )
sin (k¤

2b)
¸

+ c¤
4cos(k¤

2b) ¡ c¤
3sin (k¤

2b)
¾

;
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@I 2

@I m(f x2 )
= ¡

j !
2

k¤
2

½
f x2

·
@c¤

4

@I m(f x2 )
cos(k¤

2b) ¡
@c¤

3

@I m(f x2 )
sin (k¤

2b)
¸

+ j (c¤
4cos(k¤

2b) ¡ c¤
3sin (k¤

2b))
¾

:
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cos(k¤
2b)

·
@c¤

4

@Re(f x2 )
+ j

@c¤
4

@I m(f x2 )

¸
¡ sin (k¤

2b)
·

@c¤
3

@Re(f x2 )
+ j

@c¤
3

@I m(f x2 )

¸
= 0:
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¤¥‚…€nš 3z=4>‡†5Ó M��SZVZÂ×£•D‚…ˆ–;…>@•�•D•˜>@Ÿv•D;„?LŸ1=4€}=˜Ÿ…†ƒ‚…€nšœ?n†nš��‡—@;„?)•D;„?LÃvšk›kšœ;…—cî#•D;xˆD€ƒ•˜ˆ�=4ì¥=4†nšœ•˜>�A

•D;„?HŸ„•˜>@•cšk†nšœ•˜>@?H›kškÃvšk†ƒ;„?£=4—cîÑ;Ùîj†n€ƒ‚…Ãvšk†ƒ‚„?£;…†�?ƒ—D€n†ƒ•˜—D†H•D;L›+=v•D;…>@?nšk†ƒ‚)•D;LÒÔ•˜€ƒŸ„;

f x1
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