
HAL Id: tel-00132111
https://theses.hal.science/tel-00132111

Submitted on 20 Feb 2007

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Prise en compte des hétérogénéités structurales en
modélisation et calcul des vibrations moyennes

fréquences par la théorie variationnelle des rayons
complexes
Laurent Blanc

To cite this version:
Laurent Blanc. Prise en compte des hétérogénéités structurales en modélisation et calcul des vibrations
moyennes fréquences par la théorie variationnelle des rayons complexes. Mécanique [physics.med-ph].
École normale supérieure de Cachan - ENS Cachan, 2005. Français. �NNT : �. �tel-00132111�

https://theses.hal.science/tel-00132111
https://hal.archives-ouvertes.fr


��������� 	
� 	�������������
	
�

����� �� � � ��������� � � ���
� � �! "�#�
�!� 	$� %��%���&�

')(+*-,/.10324.�56*87
� � %�&�� -9��
� :�; � �$ <� � � %�&�� -9��
� :=; � �$ <� � ">� �

?A@ *-BDC-EF56*/CHG�2JILKA,NMF2�C�OPM @DQ 0324CH')RS(T* @ .�C-R @ C�USC�VW0X,ZY[03E
([0 @

\^]`_badcfehgji�kF]lebm

(+MFR @ Monp56C-Eq. @ 24Csr @ 03USC�USC
	t�&��H�u�$�

	
� ����� �� � � ��������� � � ���
� � �! "�#�
�!� 	$� %��%���&�

')RwvxC/5yUpCH210�56YSz-BDC87
��{}|�~��t�����o�f���^���t�b��~��d�F�}��{}�T�����d��|��}��~�~N�-{w�b�3���d{w�T����~����

�����b����|�~��[��|��T���F���o�T���o�b�P�b��~���|��d{w�[��|��T�d~����)�T���b�d��~���{}��� �b���d�F��~
�A�+{��������b���+{}|����q�+{w|��[��|����d�b���������b��~�{w�)�T�T�b~��F�����A���F¡h��~

¢ Ypz-BDC�BDMoRp56C-E�RSC�24C�£w¤ Q 0 @ B¦¥3§X§�¨�UpCN©X0XEF5¦2�Cªv«R @¬ ,NM Q (+MoBD*®UpC=¯t¯±°/7

² kF]`_d³`c´i�k�]ledµp¶ ·d¸ 0 Q .¹Eq0º56C-R @
»¼]lk)c½ad¾�¿ ² ¾�À�¿ÁkpkF] ·d¸ 0 Q .¹Eq0º56C-R @
Â%¾�³Ã¾�c½a ² kp¿l_hgbc+]A_ Ä 0X(S(+M @ 5DC�R @
ÅSc[]le ÆZ\`¿l_A¾�Ç�È�_ ÉT]8³`cfa ?`@ *-B6.4USC-EF5
Ê�¿ÁËh]8Ì�cf³ÎÍ�ÏhÐDm^Ëbm^Ëb¿l_ Ä 0X(S(+M @ 5DC�R @
Ñy¾�c½adadc�\d]Ã³`c[ÒlÓ�µ)c ·d¸ 0 Q .¹Eq0º56C-R @
i�cfabe�]lad³ÕÔ�a ¿8m^kpc[g ·d¸ 0 Q .¹Eq0º56C-R @

Ö 03n+M @ 0º56Mo. @ CHUSC�¯×*-,�03Eq.4Ø�RSCsCN5 ¢ C-,"YqEpMF2�MXrF.�C
Ù · O�'$Vª03,"Yq0XEÛÚ�VPO Ä '$Ú�ÜyEq.Ý©FC @ B6.Ý56* ? 0 @ .4ByÞ�ß

ÞS£Xà+0-©oC-E�RSC�USR ?`@ *-B6.4USC-EF5PáÎ.42¹BDMoE à[â ãäºå�¥3æF¨�V¼ç�VPèPç®O�V ·8és·dê
ëyëPë °ì2 Q 5-°íC-EqBxãî,-03,"Yq0XE½°íï @





���������
	�������������������

� ������� � �"! # �%$'&�(*)+�"!

,�-/.1032547678�.39:2;- <
< =>.1?@.A47BDCFEG?�01. H
I�JKI L>M�M �ONQPSR����>�K���OT�����	����>�U���������WVX�OY�Z[T���\�P���� J]J]J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J_Ia`
I�JKIbJcI d Ye�fR�Ng	���� M ���WY���Y�A��\[���ihU\���� J]J^J]J]J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J_Ia`

IbJcIbJcIbJKI j ������P���Y��O���O����Z[T����Wk�Y�\�Y��f���K��� J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J_Ia`
IbJcIbJcIbJml L AY�����N��f������Nb\��n���KY�������To���f���c�f��A��\[��	@T+A���K���p��kb� J]J]J^J_I�q
IbJcIbJcIbJr` s \��O��PSR��K������A��\t�u	��
�wvx��\�����y�����z	@����VXNb\�P�����Nb\@�i	��
�U����� J_I1{
IbJcIbJcIbJxq L 	U� M �S������Nb\o	����W����PSR�\@��Z[T����W	��
��Y���Nb�KT@�f�KNb\ J^J]J^J]J]J^J_Ia|

I�JKIbJrl d Ye�fR�Ng	���� M ���WY���Y�A��\[����	��zVX��Nb\t�f�K���O� J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J_Ia|
IbJcIbJrlQJKI j ������P���Y��O���O����Z[T����Wk�Y�\�Y��f���K��� J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J_Ia|
IbJcIbJrlQJml L>M�M N��O�f� M NbT��������iAN1}���\�\����WVX�OY�Z[T���\�P���� J]J^J]J^J]J]J^J_Ia~

I�JKIbJx` d Ye�fR�Ng	���������\��W����K������kb� J^J
J]J^J]J]J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J�l��
IbJcIbJx`@JKI j ������P���Y��O���O����Z[T����Wk�Y�\�Y��f���K��� J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J�l��
IbJcIbJx`@Jml L>M�M N��O�f� M NbT��������iAN1}���\�\����WVX�OY�Z[T���\�P���� J]J^J]J^J]J]J^J�l��

I�Jml L>M�M �ONQPSR����>�K���OT�����	����>RU��T@�f����VX�OY�Z[T���\�P���� J]J]J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J�l��
I�JmlQJcI d Ye�fR�Ng	�����	�vx��	U� M �S������Nb\o	�ToVXNb�O����K���OA�W��\+	�Y M �p��P������\t� J^J]J]J^J�lgI
I�JmlQJrl d Ye�fR�Ng	�����	�vx��\U���K}g���
	��
��v�Y�\@����k���� J]J]J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J�lgI

IbJrlQJrlQJKI L>M�M ��NgPSR��]�O�f���f�K�O�f�KZ[T��zkb��N��U�����uP��p�������KZ[T�� J]J^J]J^J]J]J^J�lgI
IbJrlQJrlQJml L>M�M ��NgPSR����>kb�KNb�U���K���i��AY�����N���Y���� J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J�l�`
IbJrlQJrlQJr` L>M�M ��NgPSR����>�F�S�������O����Z[T����W�KNQP�������� J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J�l�`

I�JmlQJx` d Ye�fR�Ng	����W���c�f����\U�����K����� J]J^J
J]J^J]J]J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J�l�{
I�Jr` L T@�f�O���W� M�M ��NgPSR���� J]J^J]J^J]J]J^J]J^J
J]J^J]J]J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J�l�{
I�Jr`@JcI d Ye�fR�Ng	�����Rt}g�����K	���� J]J^J]J^J
J]J^J]J]J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J�l�{
I�Jr`@Jrl d Ye�fR�Ng	�����	��
�7���e�/��� J^J]J^J
J]J^J]J]J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J�l��

IbJx`@JrlQJKI L>M�M ��NgPSR��]P��������O��Z[T�� J]J^J]J]J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J�l��
IbJx`@JrlQJml s�� �f��\����KNb\��W	��
��vx� M�M �ONQPSR��
P��p���O����Z[T�� J]J]J]J^J]J^J]J]J^J�l�|

I�Jxq � ���p��\ J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J]J^J
J]J^J]J]J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J�`��
� � 03�g��Bg-/.1?@.39X2;-*4�B�CX?��
�o��� ���
lgJKI � �ONb������A�u	��
��Y�VXY�����\�P�� M N�T���T�\D��������y������kb�z	�� M ����Z[T���� J]J]J^J]J^J]J]J^J�`b�
lgJKIbJcI � ����P��O� M ����Nb\ J^J]J^J]J]J^J]J^J
J]J^J]J]J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J�`b�
lgJKIbJrl � Nb���T��p������Nb\AP��������O��Z[T�� J^J]J^J
J]J^J]J]J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J�`b�
lgJKIbJx` � Nb���T��p������Nb\������������f�KNb\�\��������>���O��NgP���Y��]�����y�¡ z¢ j£J]J]J^J]J^J]J]J^J�`�|

lgJml d �����z��\'¤
T@�g�O�^	��
���y�¡ z¢ j J^J]J^J
J]J^J]J]J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J¥qb�
lgJmlQJcI j Nb\��F�f�OT�P�����Nb\o	����>PSRU�� M �W��	@A�K�����K������� J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J¥qb�

lQJrlQJcIbJKI ¢W� M�M ���5	��
���y	�Y�A����PSR@�^��\'P�NQNb�O	�Nb\�\@Y�����P����O��Y����K��\�\@��� J¥qb�
lQJrlQJcIbJml � Y������PSR��]��\+P�NgNb��	@Nb\�\�Y���� M N��p���K����� J]J]J]J^J]J^J]J]J^J¥qb`

lgJmlQJrl s��QM ���������KNb\+	����OP���Ye�f�K��Y��
	��
�����¡ ¦¢ j J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J¥qt�
lQJrlQJrlQJKI � �K��P���Y����������f�KNb\o	�����PSRU�� M ��Pa���O�fY����K��\�� J]J]J^J]J^J]J]J^J¥qb|
lQJrlQJrlQJml � �K��P���Y����������f�KNb\o	�����PSRU�� M ��P�}g�K��\�	��O��Z[T���� J]J^J]J^J]J]J^J¥qb|
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lgJmlQJrlQJx` � }Q�F�f��A�
	�v�Y�Z[TU������Nb\@�W�K��\�Y������O���i������NgP��KY]�����y�¡ z¢ j J]J¥qt~
lQJrlQJr` s��QM �KNb�K�f���f�KNb\�	����>�OY���T@�K�S� �f������vx����	��u	��
ZgT���\t�f�K��Y������/��Pe�f�c�b��� J]J]J¥qt~

lQJr` �  M �p��\t�S� �f��N�\�\[T�AY����KZgT@� J^J]J]J^J]J^J]J]J^J
J]J^J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J�{��
lQJx`@JKI � �ONQP�Y�	�T��O�^k�Y�\�Y��f���K�z	��
Pa���KP�T���	@�]��� ��������KP��¦	��
P�NbT M ����kb� J^J]J]J�{��
lQJx`@Jml � ���O����P�T��p���O�K��Y��¡�K��Y������ �p� M ��Y�����\�P��]	��
PSRU�� M ��P�}g���K\�	��O��Z[T���� J^J]J]J�{��

lgJr`@JrlQJcI � �ONb����Y��� �f��Z[T�� J]J^J]J]J^J
J]J^J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J�{��
lgJr`@JrlQJrl L>M�M �ON � �K�������Nb\�	���� M ���F�f�����i�f� M ��	���� J]J^J]J^J]J
J^J]J]J�{��

lQJxq � ��Nb���K������i� � ��Y��O����T@���W���WP�Nb\@	��K����Nb\��¡���wvx�K\@hU\�� J]J^J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J�{bl
lQJ�q�JKI � ����P���� M �f�KNb\ J^J]J
J^J]J]J^J]J^J]J]J^J
J]J^J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J�{bl
lQJ�q�Jml � Nb�OyT������f�KNb\�P��p���O����Z[T�� J]J^J]J^J]J]J^J
J]J^J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J�{bl
lQJ�q�Jr` � Nb�OyT������f�KNb\A�����O�p������Nb\�\@�����K�u������NgP��KY��]���p�y�¡ z¢ j£J^J]J^J]J
J^J]J]J�{bl
lQJ�q�Jxq s�� �� M �K����	�vx� M�M �K��Pa� �f��N�\ J^J]J^J]J]J^J
J]J^J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J�{�`
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`@JKI � ��Nb���K����z	��
��YeVXY�����\�P�� M NbT��iT�\�� M ����Z[T��z�f�ONbT�Y�� J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J��@I
`@JcIbJKI � ����P���� M �f�KNb\ J^J]J
J^J]J]J^J]J^J]J]J^J
J]J^J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J��@I
`@JcIbJml � Nb�OyT������f�KNb\�P��p���O����Z[T�� J]J^J]J^J]J]J^J
J]J^J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J��@I
`@JcIbJr` � �KA�c�f��� 	��
��vx� M�M �ONQPSR��z�¡ ¦¢ j �F�S��\�	�����	 J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J��@I
`@JcIbJxq � Nb�OyT������f�KNb\���	�� M �fY��
	��
�p� �¡ z¢ j J
J]J^J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J��b`

`@Jml d ���O�
��\+¤]TQ�Q�O�
	��
�p� �¡ z¢ j ��	U� M �fY�� J]J]J^J
J]J^J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J���q
`@JrlQJKI j N�\��O����T�Pe�f��N�\'	��
PSRU�� M �W��	@A�K�����K�������i��	U� M �fY�� J]J^J]J^J]J
J^J]J]J���q

`QJmlQJcIbJcI � �O��\�P�� M �z	��
P�Nb�O����Pe�f�KNb\o	�vxT@\'PSRU�� M � � ���F�S��\t� J
J^J]J]J���q
`QJmlQJcIbJrl L � M ��Pe�f� M �f������Z[T����W	@�]���yP�Nb\@�O�f�OT�P�����Nb\+	�v�T�\��
P�N�������P�����Nb\ �t{
`QJmlQJcIbJx` s�� �� M �K� 	�� P�Nb\@�O�f�OT�P�����Nb\
	�v�T�\�� �@�����K��N���R���Z[T�� 	@� PSRU�� M �

��	U� M ��Y����UP����>	@To����NbT+P��K��P�T��p���K��� J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J��b|
`QJmlQJcIbJ�q L T@�f�O����� � �� M �K����	��
P�N�\��O����T�Pe�f��N�\'	��
PSRU�� M �W��	�� M �fY�� �b~
`QJmlQJcIbJr{ ¢���A���OZgT@��� J]J^J]J^J]J]J^J
J]J^J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J��bl

`@JrlQJml s��QM �O�����O��Nb\'	����OP��OY��f�K��Y��]	@�]���y�¡ z¢ j ��	U� M ��Y�� J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J���q
`QJmlQJrlQJcI L>M�M �ON � �K�������Nb\�	����WPSRU�� M ��P�Nb�O���KkbY�� J]J^J]J^J]J
J^J]J]J���q
`QJmlQJrlQJrl s��QM �O�����O��Nb\'�� �f���KP��K�����K�u������NgP��KY��
���p�y�¡ ¦¢ j J]J
J^J]J]J���q
`QJmlQJrlQJx` s��QM �O�����O��Nb\'�� �f���KP��K�����K�>N M �f�KA�K��Y�� J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J��b{

`@JrlQJr` s�� �� M �K����	�vx� M�M �K��Pa� �f��N�\ J^J]J^J]J]J^J
J]J^J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J���|
`QJmlQJx`@JcI � Y�A����PSR��
�OT��K�g��� J^J]J]J^J
J]J^J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J���|
`QJmlQJx`@Jrl � ����Z[T��
����Pe�S��\@kbT��p������� J]J^J
J]J^J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J���|
`QJmlQJx`@Jx` � ����Z[T��
ZgT���	����K�p�������O�¦Z[T����KP�Nb\�Z[T�� J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J���~

`@JrlQJxq � ���p��\��U����k������ M �����f�KZgT@���u	@�^�NQ	@Y����K�f������Nb\ 	@���u�F�f�OT�P���T������¦��NgPa���K���
���\t�WR�Ye�fY��ONbkb��\���� J^J]J]J^J]J^J]J]J^J
J]J^J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J�|b�

`@Jr` j ����P�T���	��
�O��\��O�����K���K��Y M ����yT@�K�f�K��Y���Nb�KT@�f�KNb\ J^J
J]J^J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J�|b~
`@Jx`@JKI � �ONb����Y��� �f��Z[T�� J]J
J^J]J]J^J]J^J]J]J^J
J]J^J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J�|b~
`@Jx`@Jml � �O��\�P�� M ����T@�������K�f������Nb\A	�v�T�\'P�Nb\t�fNbT@��h�P��f�cV�T@\���Z[T�� J^J]J^J]J
J^J]J]J�|b~
`@Jx`@Jr` L � M ��Pe�f� M �����f�KZgT@�����QP�Nb\��F�f�OT�P�����Nb\ 	�v�T�\ �NQ	@����� M �������Y��f�OYu	�v�R�Y��

��Y��ONbkbY�\@Y��K��Y
��NgPa���K� J^J]J]J^J]J^J]J]J^J
J]J^J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J�~b�
`@Jx`@Jxq s��QM �KNb�K�f���f�KNb\�	�T+ANg	������ M ���f���Y�����Y J
J]J^J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J�~@I
`@Jx`@Jm{ s�� �� M �K����	�vx� M�M �K��Pa� �f��N�\ J^J]J^J]J]J^J
J]J^J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J�~@I

`QJr`@Jr{QJcI s ��T�	�� 	��y�wvx�K\��UT���\�P���	��y�p���S���K���K�]	 vxT�\�����NbT �OT��z�p����Y��
M Nb\��O�z�Q�K���f� �fNb�K���¦��\+VXNb\@P��f�KNb\o	��
�p��VX�OY�Z[T���\@P�� J
J^J]J]J�~@I

`QJr`@Jr{QJrl s ��T�	���	��A�wvx�K\��UT���\�P���	����p� M Nb�O�K�f�KNb\ 	�v�T�\�����NbT ��T@�^���
�OY M Nb\��O�W�g���@�f����Nb���O���
VX�OY�Z[T���\@P��uh � �����������K�������\t� M ��N��
���������K���F�f� J^J]J]J^J]J^J]J]J^J
J]J^J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J�~tl

`@Jx`@J�� � ���p��\ J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J^J]J^J]J]J^J
J]J^J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J�~�q
`@Jxq d Y���R�Ng	��
	��
��Y�	@T�P�����Nb\ M N�T��i�p�y�¡ ¦¢ j J]J^J
J]J^J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J�~��

���



���������
	�������������������

`QJxq�JcI � \t�fY������W	��
�����OY�	�T@P��f�KNb\ J]J^J
J]J^J]J]J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J�~ �
`QJxq�Jrl j Nb\��F�f�OT�P�����Nb\o	�v�T�\+ANg	����K�z��Y�	�T��K� J]J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J�~ �

`@J�q�JrlQJKI � YehU\��c�f��N�\ 	�v�T�\"N M Y��f������T���	�� M ��N��O��P�����Nb\ 	��+�p� �U�����
��\����KPSR����z�b�����WT�\��
�U���O�
��Y�	@T��K��� J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J�~ �

`@J�q�JrlQJml � 	���\t�f�Kh�Pa������Nb\o	��
��v�N M Y������f��T��i	�� M ��N��O��P�����Nb\ J]J^J]J]J^J�~ �
`@J�q�JrlQJr` j Nb\@	���\������f�KNb\+	�T M ��Nb���K����z��\��O��PSR�� J J]J]J]J^J]J^J]J]J^J�~b�

`QJxq�Jx` s��QM ��Nb�c�S������Nb\�	�T'�Ng	����K�¦��Y�	�T��K� J^J]J]J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J�~�|
�^2;-78tCw67�a9X2/- B[.�� B[0 ��� Bg8�.39	�/Bg� H�H

�K���
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�K�



�����@���z	�����h�kbT������

� ������� � �"! ����� )+�"!

I � Nb�����\�����	����g���@�f������Nb\ 	 vxT�\@�+�F�f�OT�P���T���� P�Nb M ��� � �����¦RU�a}bNb\ ��� � Nb�����
	
Ia~b~b|���J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J]J^J
J]J^J]J]J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J l

l � Y�VXNb�OAY��¦� } M ��Z[T��]��\+AN1}b��\�\��zVX��Y�Z[T���\�P�� J]J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J l
` s�� �� M �K�z	�vxR@Y��fY���Nbk�Y�\�Y��K�fY]�O����T�Pe�fT�������� �URgT@����N��W	��z�g���OY��]��T���T�\+�f� �f���K���c�f�

 j��us � � s \t�g��������� J]J^J]J^J]J]J^J]J^J
J]J^J]J]J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J q
q s�� �� M �K����	�v�R�Y���Y���N�kbY�\�Y��K��Y��u�F�f�OT�P���T��f���K����� M �����f��kb���>	��
P������K���W���>�f���K	���� �
�O��T��O����T��WT�\��]��T@��Nb�Nb�����K�  j �K�f�ON���\ ������� J]J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J {

{ s�� �� M �K����	 vxR�Ye�fY���NbkbY�\�Y��c�fY�� �O����T�Pe�fT�������������R[T����KN��f����T���T�\y\U�a�g���O�  � � ¢ s �
d's ¢ � L �f���p��\[����� J]J^J]J^J]J]J^J]J^J
J]J^J]J]J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J {

lgJKI � �ONb������A�>	��z��YeVXY��O��\�P�� M NbT��iT@\o�����O��y������kb�z	��z	@��T ��M �p��Z[T����
S1
���

S2
	

	 vx�K\[�����FV:��P��
Γ12
J
wd

1

	
wd

n 1

	
Md

2

�e�
Kd

2

	@Y����Kkb\���\[� ����� M ��P����K�b��A��\t� �p� �U��PSR��
	
��� M ��\t���
	7����ANb���\t� �UY�PSR����O�f��\t� �e�y��v����/Nb�F�]���f��\@PSRU��\t�y�K M Nb��Y��^�OT����K���
VX�ONb\t�f�K�������i	��

S1

N�T
S2
J]J^J]J]J^J]J^J
J]J^J]J]J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J�`b�

lgJml j R��� M �K\[��Y��O����T@��� M ���F�f�K�z��Y������K�  ��kt��T�PSR@���¡���>�� M ���c�fT�	@�  � 	��ONb�K����� J]J^J¥qtl
lgJr` j R��� M 	����;Nb��	 \�N�\ N���P��K������\t� � M ���O�f�K� ��Y������K�  �okt��T@PSR����¦���^�� M �K�K�fT@	��

 � 	���Nb�c�f��� J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J]J^J
J]J^J]J]J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J¥qtl
lgJxq j R��� M 	��D�;Nb�O	*Nb�OP����K�p��\t� � M ���O�����+��Y������K�  ��kt��T�PSR����������� M ���K��T�	��  �
	@��Nb�c�f��� J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J]J^J
J]J^J]J]J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J¥qtl

lgJm{ j R��� M 	��
P�Nb��\�� M ���O�����z��Y����K���  � kt��T�PSR����¡�e�u�� M �K�K��T�	��  ��	@��Nb�c�f��� J]J^J¥qb`
lgJ�� � Nb�����\��¦	 vr��	@A�K�����K�����K�K��Y>	�v�T�\+�f�a}bN�\'�K\[��Y��O����T@�i	�vxN���	��O�

0
J]J^J]J]J^J]J^J qt`

lgJm� j R��� M Pe}g����\@	����KZgT@�¡Nb��P����K�p��\t�
H

(2)
0 (klr)

� M ���O�����¡�OY����K���  �¦kt��T�PSR@������� �� �
M ���K��T�	��  � 	���Nb�c�f��� J]J^J]J^J]J]J^J]J^J
J]J^J]J]J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J¥qt{

lgJr| j R��� M Pe}g����\@	����KZgT@�¡Nb��P����K�p��\t�
H

(2)
1 (klr)

� M ���O�����¡�OY����K���  �¦kt��T�PSR@������� �� �
M ���K��T�	��  � 	���Nb�c�f��� J]J^J]J^J]J]J^J]J^J
J]J^J]J]J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J¥qt{

lgJr~ j R��� M Pe}g����\@	����KZgT@�¡Nb��P����K�p��\t�
H

(2)
2 (klr)

� M ���O�����¡�OY����K���  �¦kt��T�PSR@������� �� �
M ���K��T�	��  � 	���Nb�c�f��� J]J^J]J^J]J]J^J]J^J
J]J^J]J]J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J¥qt{

lgJKI1� j R��� M P�}g�K��\�	��O��Z[T��
Y�����\@����P���\t�
H

(1)
0 (iklr)

� M ���F�f�K�z��Y������K�  ��kb��T�PSR������e�
�� M �K�K��T�	��  � 	���Nb�c�f��� J]J^J]J]J^J]J^J
J]J^J]J]J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J¥q��

lgJKIbI j R��� M P�}g�K��\�	��O��Z[T��
Y�����\@����P���\t�
H

(1)
1 (iklr)

� M ���F�f�K�z��Y������K�  ��kb��T�PSR������e�
�� M �K�K��T�	��  � 	���Nb�c�f��� J]J^J]J]J^J]J^J
J]J^J]J]J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J¥q��

lgJKI3l j R��� M P�}g�K��\�	��O��Z[T��
Y�����\@����P���\t�
H

(1)
2 (iklr)

� M ���F�f�K�z��Y������K�  ��kb��T�PSR������e�
�� M �K�K��T�	��  � 	���Nb�c�f��� J]J^J]J]J^J]J^J
J]J^J]J]J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J¥q��

lgJKI1` � Nb�����\��¦	 vr��	@A�K�����K�����K�K��Y>�e�u�O� M �OY�����\t�S������Nb\ M N��p���K���¦	����u�� M �K�K��T�	���� kbY��
\@Y��f�������OY����������ONQP���Y���� M NbT@�WT@\+���a}bNb\'��\t�fY�������T��i	�v�Nb��	@���

0
J^J]J^J]J]J^J]J^J qt|

lgJKIaq � Nb�����\�� 	�vx��	�����O���K�����K�K�fY]	��K��P��OY�������Y��e���O� M �OY�����\t�S������Nb\ M Nb�������O�y	���������
M ���K��T�	����ikbY�\�Y��f���K���OY�����������NgP��KY���� M NbT���T�\+�f�a}�Nb\'�K\t�fY��O����T��i	�v�Nb��	��O�

0
J]J^J qt~

lgJKI3{ �¦\�	@�]Pe}g����\@	����KZgT@�¦� � ��Pe�f� J]J]J^J]J^J
J]J^J]J]J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J�{gI
lgJKI � �¦\�	@�]Pe}g����\@	����KZgT@�z� M�M �ONQPSR@Y�� J^J]J^J
J]J^J]J]J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J�{gI

�



���������
	����ihUkbT��O���

lQJKI1�*� ��Nb���K����y	�����YeVXY��O��\�P�� M NbT��z�wvxYe�fT�	@� 	�vxT@\�� M �p��Z[T�� �K\@hU\��K� M ����P�Y���	�v�T�\
�f�ONbT P����OP�T��������O��� 	�YehU\��K����Nb\ 	��+�p��kbY�Nb�Y��f�O��� �e��	����AP�Nb\�	��c�f�KNb\�����T � �K� �
A�c�f��� J

D = 0.70 λ
 �a�b��P

λ = 0.17 m
� J � Nb�O	 	�T �f��N�T �ONbT�����A� T�\@�

	���\@���K��Y����K\�Y��KZ[T���	�v����/Nb�F�f� 
Kd = 1 N/m

�
��T�� T�\ �O��Pe�f��T@� 	��
45◦
�e���

T�\��y	@��\��O�K�fY^���K\�Y��KZgT@�^	���ANb���\t���u	�� �U� � ��N�\ 
Md = 1 Nm/m

�W�OT��¦T�\
����P��f��T��W	��p���Y����f���K�����\t�¡N M�M N���Y]��T M ����A�K���¡�e�W	��z ��A�¦�f�����K��� J@s �/Nb�O���
RU���OANb\@��Z[T�����	��¡VX��Y�ZgT@��\�P��

f = 330 Hz
Jb� ��Nb�@������¡�F}Q�Y������KZgT@� M ��� ��� M �

M N��O�W� ��vx� � �
	����
y
J]J^J]J
J]J^J]J^J]J]J^J]J^J
J]J^J]J]J^J]J^J]J]J^J
J]J^J]J�{�q

lQJKIa| � Nb�KT@�f�KNb\��¡ ¦¢ j 	@T M ��Nb�@������W	�Y�hU\@����T�� �p�^hUk�T���� lgJKI3� � M ���F�f���W��Y����K���  �
kt��T�PSR@���¡���>�� M ���c�fT�	@�  � 	��ONb�K����� J]J^J]J]J^J
J]J^J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J�{�q

lQJKIa~ j Nb M ���f������N�\ 	 M NbT@�y��� M ��Nb�@�������	�Y�hU\@�¡��T����p�+h�kbT���� lQJKI1� 	�	@��� P�N�\�	�� �
�f�KNb\��¡��T � �K����K����� Nb�@����\[T����i�OT��i���>�/N���	�	�T�����NbT M ��� �����¡ z¢ j  ��\��f�����K�
M ������\ �]��T � P�Nb\@	��K����Nb\��y��T � ������K�����]�� M N���Y����  ��\ M N���\t�f�K����Y�� � 

M
��AN��

A��\t� ��Y�PSR��K���f��\[� � K
�U�e� Nb�F�i�f����\�PSRU��\t� � T�\@�K�fY�� ��� � J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J�{�q

lQJml��"� ��Nb���K���� 	�� ��YeVXY��O��\�P�� M NbT�� �wvxYe�fT�	���	 vxT�\@� M ����Z[T�����\QhU\���� M ����P�Y�� 	��
	���T � ����NbT@�AP�����P�T��p����������� 	�YehU\��K����Nb\ 	��+�p� kbY�N�AYe�f���K� ���A	����AP�Nb\@	��K����Nb\��
��T � ������K����� J

D1 = 0.40 λ
	
D2 = 0.60 λ

���
e = 0.85 λ

 �a�b��P
λ = 0.17 m

� J
� Nb�O	+	@T M ���������� �f�ONbTo� � P��c�fY M ��� T�\��
	���\@���K��Y
����\@Y���Z[T��>	�v����/Nb�O��� 

Kd =
1 N/m

� �e���/Nb�O	z	�T
����P�Nb\�	
�f�ONbT M ���5T�\@� 	���\��O�K��Y ����\@Y���Z[T���	�� AN�A��\[����	��
�U� � �KNb\ 

Md = 1 Nm/m
� J@s �/Nb�O���nRU�����Nb\���Z[T����n	@�WVX�OY�Z[T���\@P��

f = 330 Hz
{b{

lQJmlgI � Nb�KT@�f�KNb\��¡ ¦¢ j 	@T M ��Nb�@������W	�Y�hU\@����T�� �p�^hUk�T���� lgJml�� � M ���F�f���W��Y����K���  �
kt��T�PSR@���¡���>�� M ���c�fT�	@�  � 	��ONb�K����� J]J^J]J]J^J
J]J^J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J�{b{

lQJml�l"j Nb M ���f������N�\ 	 M NbT@�y��� M ��Nb�@�������	�Y�hU\@�¡��T����p�+h�kbT���� lQJml�� 	�	@��� P�N�\�	�� �
�f�KNb\��¡��T � �K����K����� Nb�@����\[T����i�OT��i���>�/N���	�	�T�����NbT M ��� �����¡ z¢ j  ��\��f�����K�
M ������\ �]��T � P�Nb\@	��K����Nb\��y��T � ������K�����]�� M N���Y����  ��\ M N���\t�f�K����Y�� � 

M
��AN��

A��\t� ��Y�PSR��K���f��\[� � K
�U�e� Nb�F�i�f����\�PSRU��\t� � T�\@�K�fY�� ��� � J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J�{b{

`@JKI � ��Nb���K����A	@����YeVXY��O��\�P�� M N�T���T�\@� M ����Z[T��A����NbT�Y��
S
	7	��AVX�ONb\t�f��������� � �fY��

���K��T��O�
∂S
J
Γ0

	�Y�����k�\��A�K���/Nb�O	�	@T ����NbT J
wd 	 wd

n

	
Md �e� Kd 	�Y��O��kb\@��\t������ M ��P����K�������\t�o�p� �U��PSR@�
	¡��� M ��\t�f��	 ���'AN�A��\[� �UY�PSR����O�f��\t�o������v����/Nb�O�

�f����\�PSRU��\t�W�� M Nb��Y��i��T��������iVX��Nb\t�f�K���O���i	��
S
J
J]J^J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J��@I

`@Jml s �fT�	��W	�v�T�\�� M �p��Z[T���P������OY��
	g	��WP�����Y
L = 1 m

M ��Y��O��\t�S��\[�¡T�\�����NbTAPa���O��Y�	
P���\[����Y�	���� 	�� P����fY

L/3
J�� v�� � P��K�S� �f��N�\ 	3RU�����Nb\��KZ[T��
	3P�N�\����K�O�f� ��\yT�\@� VXNb��P��

��Y M ���O�����
Fd

�� M Nb�OY��¦�OT��¡�wvxT�\ 	@���iP����fY���
f = 400 Hz � Fd = 1 N/m

J � �
M �p��ZgT@�]���O�W��\@Pa���F�f��Y��^�OT������zP����fY
N M�M Nb�OY J
� Nb�KT@�f�KNb\ �¡ z¢ j �

|w|
  � J]J]J��tl

`@Jr` � � M �ONb���K��������O����	���\[����Z[T��A�+P����KT�� 	��A���oh�kbT���� `@JrlQJ � Nb�KT@�f�KNb\ Nb�@�f��\[T��
M ���iY���Y����\t����h�\������

|w|
  � J]J]J^J]J^J]J]J^J
J]J^J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J��b`

`@Jxq � Y�h�\��K����Nb\ 	�T P�Nb\t�fNbT@�iP����OP�T��������O�>hUPe�f�cV
Γ0C
���O��NgP���Y¦���wvxR@Y��fY���Nbk�Y�\�Y��K�fYu��N��

Pa���K���OY��z	��
P�N�\[��NbT��
Γ0
J]J
J^J]J]J^J]J^J]J]J^J
J]J^J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J����

`@Jm{ s �fT�	��W	����p�¦P�Nb���O��Pe�f��N�\A	�v�T�\�PSRU�� MAM �p��\���\��gT��W	�����vx��	U� M ����� �zT�\��f�ONbT
P��K��P�T@�p���K�������� M ���K��T�	���	�����P�Ng����P�����\t����������NgP��KY�����T � PSRU�� M �5P�}g�K��\�	��O��Z[T����
	��oP�Nb�O����P��f�KNb\ ��\ VXNb\�Pe�f��N�\ 	��o��v�Nb��	��O� 	��o��v�RU���OANb\@��Z[T����e��	�T ��� M�M Nb�O�
��\t�f�O�^�K�¦	�����A�e�f�O�z	�T+����NbTo�e�>���y��Nb\@kbT���T@�i	�vxN�\�	�� J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J��b|

`@Jr~ � Y�h�\��K����Nb\ 	@� M ��T@������T����uP�Nb\t�fN�T����¦P����OP�T��������O����hUP����KVX�¦	U��\��¦���^Pa���u	�vxR@Y��fY��
��Nbk�Y�\�Y��K�fY���yT��K��� M �K��� J^J]J
J^J]J]J^J]J^J]J]J^J
J]J^J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J��b~

`@J�� � ��Nb���K����¦	��z�OY�VXY��O��\�P�� M NbT@�¡��v�Y���T�	��¦	��z����P�N�������P�����Nb\ 	�v�T�\oPSRU�� MoM �p��\
��\��gT��u	��¦��vx��	U� M �f��� �]T�\��f�ONbT�P�����P�T��p����������\ A�K������T���\@hU\@���[	�Y�hU\@�K�f�KNb\�	��
�p�ykbY�Nb�Y��f�O��� J

D = 0.98 λ
 �a�b��P

λ = 0.17 m
� J^J]J]J^J]J^J]J]J^J]J
J^J]J^J����

`@Jm� � Nb�KT@�f�KNb\'�¡ ¦¢ j 	�T M �ONb������A�]	�YehU\����OT��¦����hUkbT@��� `@J � � M ���O�����]��Y������K�  �
kt��T�PSR@���¡���>�� M ���c�fT�	@�  � 	��ONb�K����� J]J^J]J]J^J
J]J^J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J����

�g�



�����@���z	�����h�kbT������

`QJr| j N� M ���f���K��Nb\ 	 M N�T�� ��� M ��N�������A�i	�YehU\�����T@� ���¦hUkbT��O� `@J � 	t	����nP�Nb\�	��c�f�KNb\��
��T � ���KA�c�f���5N��@�f��\gT@��� �OT����K�n�;Nb��	^	�T�����NbT^�f��\���P�Nb�O����P��f�KNb\  ��\ M Nb�K\[�����K��Y�� �
�e� �a�b��P  ��\��f�f���K� M �K���K\ � 

M
�b�Nb���\t���UY�PSR����O�f��\t� � K �b�e� Nb�F� �f����\�PSRU��\t� �T@\��K��Y�� ��� � J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J]J^J
J]J^J]J]J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J����

`QJKI1� � �ONb������A�>	��z��YeVXY��O��\�P�� M NbT�� ��v�Y��fT@	��z	��z�p�^P�Nb�O����Pe�f�KNb\ 	�v�T�\oPSRU�� M M �p��\
��\y�gT��i	��¡�wvr��	�� M �f��� �¦	���T � ����NbT@� P��K��P�T@�p���K�����7��\�����K����T]��\QhU\���� 	�Y�h�\��K����Nb\
	@���p�okbY�NbAYe�f�O��� J

D1 = 0.50 λ
	
D2 = 0.70 λ

�e�
e = 0.75 λ

 �a����P
λ =

0.17 m
� J�� \@P���	@��\�P��^	�T+PSRU�� M+M �p��\ �OT�������������NbT@���

α = 30◦
J^J]J^J]J]J^J��gI

`QJKIbI � Nb��T@����Nb\��¡ z¢ j 	�T M ��Nb���K����u	�YehU\����OT��¡���^hUkbT��O� `@JcI1� � M ���O�����>��Y������K�  �
kb��T�PSR����i�e�>�� M ���K��T�	��  � 	���N��K�f��� J^J
J]J^J]J]J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J��gI

`QJKI3l j N� M ���f���K��Nb\ 	 M NbT��^��� M ��Nb���K�����	�YehU\��n��T��y���'hUkbT@��� `@JcI1� 	7	����yP�Nb\@	�� �
����Nb\@�
��T � ���KA�c�f���uNb�@����\[T�������T@�]�K���/Nb�O	�	@���
�f��N�T��
�f��\��]P�N�������P�����Nb\  ��\
M Nb�K\[�����K��Y�� �������a����P  ��\��f�����K� M �K����\ � 

M
�g�NbA��\t� �UY�PSR����O�f��\t� � K �Q���/Nb�O�

���f��\@PSRU��\t� � T�\��c�fY�� ��� � J]J^J]J]J^J]J^J
J]J^J]J]J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J��gI
`QJKI1` � �ONb������A�>	��z��YeVXY��O��\�P�� M NbT�� ��v�Y��fT@	��z	��z�p�^P�Nb�O����Pe�f�KNb\ 	�v�T�\oPSRU�� M M �p��\
��\ �gT�� 	�� ��vx��	U� M �f��� � T�\ �f�ONbT ���K��� M �f�KZgT@�A��\ ����K����T��K\@hU\�����	�Y�h�\��K����Nb\
	@� �p�DkbY�Nb�Y��f�O��� J � �e�f�c��� � ���

b = 0.60 λ � k��f��\�	 � � ��� a = 1.5 b
 �a�b��P

λ = 0.17 m
� J�� \�P��K	���\�P��
	�T'PSR��� M+M ����\ ��T����K�¦�f��N�T��

α = 30◦
J]J^J]J]J^J���`

`QJKIaq � Nb��T@����Nb\��¡ z¢ j 	�T M ��Nb���K����u	�YehU\����OT��¡���^hUkbT��O� `@JcI1` � M ���O�����>��Y������K�  �
kb��T�PSR����i�e�>�� M ���K��T�	��  � 	���N��K�f��� J^J
J]J^J]J]J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J���`

`QJKI3{ j N� M ���f���K��Nb\ 	 M N�T������ M ��N�������A� 	�YehU\��[��T@�����ih�kbT���� `@JcI1` 	a	@����P�Nb\�	��c�f�KNb\��
��T � ���KA�c�f���5N��@�f��\gT@��� �OT����K�n�;Nb��	^	�T�����NbT^�f��\���P�Nb�O����P��f�KNb\  ��\ M Nb�K\[�����K��Y�� �
�e� �a�b��P  ��\��f�f���K� M �K���K\ � 

M
�b�Nb���\t���UY�PSR����O�f��\t� � K �b�e� Nb�F� �f����\�PSRU��\t� �T@\��K��Y�� ��� � J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J]J^J
J]J^J]J]J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J���`

`QJKI � s ��Nb��T@����Nb\
	�T^AN�A��\[� �UY�PSR����O�f��\t�
M
����	�� ��v����/Nb�O�5���f��\@PSRU��\t�

K
��T��;Nb��	

	 vxT�\+�f�ONbT P��K��P�T��p���K���z��\DVXNb\�Pe�f��N�\'	��^��v�Nb��	@���]�� � �K���� 	����>RU�����Nb\��KZ[T����
M �����O���¦��\ P�Nb M �f� 	���\��z�p�AP�Nb�O����Pe�f�KNb\�	�v�T�\ PSRU�� M M �p��\ J

D/λ = 1.1
�e�

λ = 0.17 m
J^J]J
J^J]J]J^J]J^J]J]J^J]J
J^J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J^J]J^J]J]J��b{

`QJKI3�"s ��Nb��T@����Nb\+	��^��v������O��T��W�����p�����K���^�N1}b��\@\����OT��u�K���WP�Nb\�	@�K�f�KNb\��>��T � �K����K�f���
��T'�;Nb��	'	�v�T�\D�f�ONbTDP����OP�T��������O�z��\'VXN�\�P�����Nb\'	��^�wvxN���	��O�]A� � ��A����	@���uR���� �
�Nb\��KZ[T���� M ���K�����u��\DP�Nb M �f�^	U��\��>�p��P�Nb�O����P��f�KNb\ 	�v�T�\ PSR��� MDM �p��\ 

M
�

�Nb���\t� �UY�PSR����O�f��\t� � K
�����/Nb�F�W���f��\@PSRU��\t��� J]J^J]J^J]J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J����

`QJKI1| s ��Nb��T@����Nb\�	��i��v�Y�P����O�
ε
��\[�������p�>��Nb�KT@�f�KNb\ � M�M ��NgPSR�Y������ ���u��N���T@����Nb\y� � ��P����

��\ VXNb\�Pe�f��N�\ 	�T \�N�y�����A�fN��f���
n
	���PSRU�� M �yTQ�f���K���OY�� J�j Nb M ���������ONb\ 	��

��� ��N���T@����Nb\ �a�b��P ����NbT  ��\ �f�����K� M �����K\ ��� ��� ��Nb�KT@�f�KNb\ �f��\@�o����NbT M NbT��
D/λ = 1.29

 ��\ M Nb��\t�������KY�� � J^J]J^J]J
J^J]J]J^J]J^J]J]J^J
J]J^J]J^J]J]J^J]J���~
`QJKI1~ s ��Nb��T@����Nb\ 	@TA��� M�M Nb�O� ��\t�f���W���i	@Y M ����P���A��\[� �e� ��P����KV/kb��Nb�����@P�����P�T���Y M NbT��
��� M �p��Z[T����f�ONbT�Y��

|w|
���nP�����T���Pa����P�T@��Y M N�T��n��� M �p��Z[T��W\�Nb\��f�ONbT�Y��

|w0|
��\

VXN�\�P�����Nb\ 	@T��f� M�M Nb�F�¦��\t���������^	��p����������^	�T �f�ONbT����z������N�\�kbT���T��¦	�v�Nb\�	��
�

330 Hz
J¡j Nb M ���������ONb\*	@� �p� �ONb��TQ�f��N�\*�¡ z¢ j  ��\"�f�����K� M �K����\ ��� ���

�ONb��TQ�f��N�\ Y���Y�A��\t�f�¡hU\��K��	��
��Y�VXY�����\�P��  ��\ M Nb��\t�������KY�� � J]J]J]J]J^J]J^J]J]J^J�|��
`QJml�� � �ONb������A��	��'�OY�VXY�����\@P�� M NbT@� ��v�Y��fT@	��o	�vxT@\�� M �p��Z[T��o�O��P��f��\�kbT@�p���K����\�N�\
����NbT@Y����Q	�Y�hU\@�K�f�KNb\�	@�¦�p��k�Y�Nb�Y��������W���¡	����¡P�Nb\�	��c�f�KNb\��n��T � ������K����� J

L1 =
1 m � L2 = 0.8 m

Jis�� P��K�f���f�KNb\ RU���OAN�\���Z[T�� �OY M ���O�f�K��� VX�OY�Z[T���\@P��
f =

330 Hz � �K\t�f��\@���K��Y Fd = 1 N/m
J^J]J
J^J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J^J]J^J]J]J�|@I

�g���



���������
	����ihUkbT��O���

`@JmlgI � Nb�KT@�f�KNb\ 	�T M �ONb������A�^	�Y�h�\�� ��T��z����hUkbT��O� `@Jrl��@J L kb��T�PSR���� P�Nb M ������� �
��Nb\�	��W�p�¦	�YeVXNb���Y����K����T@�W	@T�Pa����P�T@���¡ z¢ j �]T�\@�W	@Y�VXNb�OAY��W	@�W�OY�VXY�����\@P��
Pa���KP�T��KY�� M ��� Y���Y����\t��� hU\@���  �� M �K�K�fT@	���� � |w|

�t	�Y M �p��P������\t� �e� ��P����KV�k���N��
�U��� JUL 	@��Nb�c�f������Y����chUPa� �f��N�\'	����uP�Nb\�	��c�f��N�\�����T � �K����K�f���¡Nb�@����\[T���� M �������
�¡ z¢ j �OT��u�K���W�/N���	��>� � �fY�������T����>	������ M �p��Z[T��^��� M Y��OY�� M ���W�����W��N�A������
A
	
B
	
C
�e�

D

w
���U��PSR�� � w,n

� M ��\t�f� � M �Nb���\t���UY�PSR����O�f��\t� � K ���/Nb�F��f����\�PSRU��\t� � T�\@�K�fY�� ��� � J]J
J^J]J]J^J]J^J]J]J^J
J]J^J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J�|@I
`@Jml�l*� ��Nb���K���� 	�� �OY�VXY��O��\�P�� M NbT@�5��v�Y��fT@	�� 	���� M �p��Z[T����7�O��Pe�S��\�k�T��p���K�����/�f�ONbT�Y������
	�Y�h�\��K����Nb\�	����p�'kbY�Nb�Y������K�A�e� 	�����P�Nb\�	@�K�f�KNb\�����T � ������K����� J

L1 = 1 m �

L2 = 0.8 m � �f�ONbT�	��>	��p��A�e�f�����������������K� J[s�� P��K�f���f�KNb\�RU�����Nb\��KZ[T��>�OY M ��� ��f�K���@VX��Y�Z[T���\�P��
f = 330 Hz � �K\t�f��\@���K��Y Fd = 1 N/m

J^J]J]J^J]J^J
J]J^J]J�|tl
`@Jml�` � Nb�KT@�f�KNb\ 	�T M �ONb������A�A	�Y�h�\��i��T�� ���'hUkbT@��� `@Jrlbl �a�b��P

D/λ = 0.50
J�L

kt��T�PSR@���iP�Nb M ���������ONb\"	������ 	�Y�VXN����Y�� �K����T@� 	@T P�����P�T��u�¡ ¦¢ j � T@\��
	�Y�VXN����Y�� 	��o��YeVXY��O��\�P��'P�����P�T���Y�� M ��� Y��KY����\t�f�yh�\����  �� M ���K��T�	���� � |w|

�
	�Y M �p��P������\t�u�e� ��P����KV kb�KNb�U��� J@L 	���N��K�f� ����Y��O�KhUP����f�KNb\'	@���uP�Nb\�	��c�f�KNb\��W��T �
���KA�c�f���WNb�@����\[T���� M ���¦�p�A�¡ z¢ j ��T��z�K���¦�;Nb��	@�¦� � �fY����K��T��O�]	@� �p� M ����Z[T��
	
��� M Y���Y�� M ���5����� ��Nb�A�e�f�

A
	
B
	
C
���

D
	�������T@�7�K� �;Nb��	
	�Tz�f�ONbT 	a	@Y�P��O�K� M ���

��vx��\�kb�K� M Nb�������O�z�������p��\[�>	��
0
�

2π

w
���U��PSR�� � w,n

� M ��\t�f� � M
AN�A��\[�

�UY�PSR@��������\t� � K
�e� Nb�F�i�f����\�PSRU��\t� � T�\@�K�fY�� ��� � J]J^J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J�|tl

`@Jml q � Nb�KT@�f�KNb\z	�T M ��N�������A� 	�YehU\��t�OT����p� hUkbT@��� `@Jrlbl �1����P
D/λ = 0.96

J3d ������
P�Nb\t����\t�f�KNb\��W	��
����Pe�fT��O�
ZgT@� M NbT�������hUkbT��O� `QJml�` J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J�|b`

`@Jml�{ � Nb�KT@�f�KNb\z	�T M ��N�������A� 	�YehU\��t�OT����p� hUkbT@��� `@Jrlbl �1����P
D/λ = 1.17

J3d ������
P�Nb\t����\t�f�KNb\��W	��
����Pe�fT��O�
ZgT@� M NbT�������hUkbT��O� `QJml�` J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J�|b`

`@Jml�� � Nb�KT@�f�KNb\z	�T M ��N�������A� 	�YehU\��t�OT����p� hUkbT@��� `@Jrlbl �1����P
D/λ = 1.29

J3d ������
P�Nb\t����\t�f�KNb\��W	��
����Pe�fT��O�
ZgT@� M NbT�������hUkbT��O� `QJml�` J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J�|�q

`@Jml�� � Nb�KT@�f�KNb\z	�T M ��N�������A� 	�YehU\��t�OT����p� hUkbT@��� `@Jrlbl �1����P
D/λ = 1.64

J3d ������
P�Nb\t����\t�f�KNb\��W	��
����Pe�fT��O�
ZgT@� M NbT�������hUkbT��O� `QJml�` J]J^J]J]J^J]J^J]J
J^J]J]J�|�q

`@Jml�|"� ��Nb���K�����	����OY�VXY�����\@P�� M N�T��y��v�Y���T�	�� 	�v�T�\�� M �p��Z[T���Z[TU��	����K�p���������AZ[T���� �
P�Nb\@ZgT@��\@Nb\ ����NbT@Y����5	�YehU\��c�f��N�\�	�� �p��kbY�Nb�Y��f�O���y�e�
	����
P�Nb\�	��c�f��N�\��
��T �
���KA�c�f��� Jtj NgNb��	@Nb\�\�Y���� 	����n��Nb�A�e�f� 	�TAZgT���	����K�p�������O���

A (−0.5 ;−0.25)
	

B (0.5 ;−0.25)
	
C (0.3 ; 0.15)

�e�
D (−0.2 ; 0.25)

 ��\�A�e�f����� � J[s � P��K�S� �
�f�KNb\�RU�����Nb\��KZ[T��i��Y M ���O�������bVX�OY�Z[T���\�P��

f = 330 Hz � ��\t�f��\����c�fY Fd = 1 N/m
|t{

`@Jml�~ � Nb�KT@�f�KNb\ 	�T M �ONb������A�^	�Y�h�\�� ��T��z����hUkbT��O� `@Jrl�|@J L kb��T�PSR���� P�Nb M ������� �
��Nb\�	��W�p�¦	�YeVXNb���Y����K����T@�W	@T�Pa����P�T@���¡ z¢ j �]T�\@�W	@Y�VXNb�OAY��W	@�W�OY�VXY�����\@P��
Pa���KP�T��KY�� M ��� Y���Y����\t��� hU\@���  �� M �K�K�fT@	���� � |w|

�t	�Y M �p��P������\t� �e� ��P����KV�k���N��
�U��� JUL 	@��Nb�c�f������Y����chUPa� �f��N�\'	����uP�Nb\�	��c�f��N�\�����T � �K����K�f���¡Nb�@����\[T���� M �������
�¡ z¢ j �OT��u�K���W�/N���	��>� � �fY�������T����>	������ M �p��Z[T��^��� M Y��OY�� M ���W�����W��N�A������
A
	
B
	
C
�e�

D

w
���U��PSR�� � w,n
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 0.15
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w1l(r,θ) =
∑

m∈Z

ŵ1lm(r) eimθ fch.I¯h �lj

w2l(r,θ) =
∑
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ŵ2lm(r) eimθ fch.I¯h$²�j
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−
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H(1)
m (z) ≡ Jm(z) + iYm(z)
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H (2)

m (z) ≡ Jm(z) − iYm(z)
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ŵ1lm(r) = AH (1)
m (klr) + BH (2)

m (klr)
fch.I°�°lj

ŵ2ln(r) = CH (1)
m (iklr) + DH (2)

m (iklr)
fch.I°�
:j

J /��(� � ��#n76/./ � ��/�#�#�1 ���57 � � �A1������6#�# ����3�' �8& ��� ��& � �<9 �$� ��� ������� ��7QP �$�(' �5' ��&.U ��#���E � � � � ����?
�	�8#�=�&�1�� �C_ � ��#����,3 �����

H
(1)
m (klr)

���
H

(2)
m (klr)

�>/�#���� � �\/$# � � �r' � /�' �$=��
���8U ����3
� �a' � ��� ��� � �F9 ��?
� ����� � ��� � �4'�' � /�7QP � � � �,+ / � �8= ��# �43 ��� � �6&.- ���6� � ��+ ��#�1 ��/ ��=�# ��f�g ��=�Ikh.I±²�Hah.I �lj�B �����

H
(1)
m (iklr)

���
H

(2)
m (iklr)

�>/�#�� � ���a9 �$� ��� ����� �C+ /�# � ���Z1	U �4# � �>7 ��#���� ��3 � �¬' � �6� �8� � � ��167 � / C��aHY' � � ��� � � �
�,+ / � ��= �8# � ��& � ��'0� � �Mf�g ��=�I$h.I*i��Hh.I*ikh�j	3 � � � �6&.- ���6� � ��# � � � �$'�' � /.7QP �$#�� � ��7 ��� �	�e/ � ��= �8# �$I
T\+ �4�Y/ � �	� �����6� �6#�� � � � &�7��A& � � � � � �G' � � � ��#K7�/��('��	�X�V��� � �Y#�/��G� � � �C+ /�# � �O7�/��(' ���^- �

kl

3
��1	)D# � ' � � �c+16L�& �
�	�8/�#Xh.I8i$I

T ��� 7QP �$�(' �o7 	 ���8# � � ��L:& � �o& �	��� ���>1 � � �4# � � � 9;/ � �G& ���
�	�8/�# U
� � ���
�	�8/�#�# ����� � �>/�#�� �����>& �
� � ���O7�/���� ��# �
���2/$# ���8#�1 � � � ���C+ 1 ��16� �6#��	� � �p7�� �«L:& �
� � �G9 �$� ��� ������I d ����/�# ���O7�/�#�# � ��� �	�$#�7 �
L:&C+ /�#�' ��&�� �]U�/ � � �<�0}	�,~�}^� � � � �e'�P 	 ����L:& � � � �W'�P�16#�/��(��# ��� �(/ ��1 � ���21���3]7�� � � � �8# � � 9 �$� ����� � �
'0/�& ��� /�#��eE�� � �a' � �*U � ��16= ��1�� �F/�&n1�7 � � �21 ���C_ � �8# ���c3 � �Z7 � ��76& � ��� �,+ /�# � � � 1	mD1�7QP � ��' � � &�# � � /�&
��� � � � �6#�1�>& � &�# � � � ��� � � 9;/�#�7 �	��/$# �¬' � /�' �$=��
���8U ��� �6+1���/ �8=�# �$#�� ��& � � /�& � � �>& � &�# �
� � � � � �O9;/$#�7�����/�# �b16U
�$#�� �27���#��	��� ��1�7 � / � ���	�4# ��� �¬H ' � � ��� � ��& 7���#�� � � ��& � � /�&CI " �O9 ���6/�#
=�16#�1 � ��L:& ������7�/$�Y' �47��	�43D7 ���a7QP �4�Y' � � � � /$# ��#�/
�A1 �q_
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[
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] [
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] fch.I±°���j
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Hlfgm(r,θ) = H (f)

m (αgklr) eimθ /��
α1 = i
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���

Ml(r,θ) =
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Ξl(r,θ)
] [

al

] fch.I±°�²�j
alfgm
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>−4.02E−01
< 7.93E−01
−0.39
−0.34
−0.28
−0.22
−0.17
−0.11
−5.67E−02
−6.87E−04
 5.53E−02
 0.11
 0.17
 0.22
 0.28
 0.34
 0.39
 0.45
 0.50
 0.56
 0.62
 0.67
 0.73
 0.78

Amplitude de
la déformée

 8.73E−02

Re(W)  (10E−6 m)
> 1.88E−01
< 7.94E−01
 0.19
 0.22
 0.25
 0.28
 0.31
 0.33
 0.36
 0.39
 0.42
 0.45
 0.48
 0.50
 0.53
 0.56
 0.59
 0.62
 0.65
 0.68
 0.70
 0.73
 0.76
 0.79

Amplitude de
la déformée

 8.71E−02

|W|  (10E−6 m)

g ��=�& � �Mh.I±²�z	� ���$�Z�|� �4� ���0�$}^�����D�p~V�V�	�����*�$�D�
H

(2)
0 (klr)

� ���$}^���,�M}Q�Q�	�����
���p�l�$�D�Q�D��� �	�e�$�
��0� ���c����� ���n�$}A~��������

>−8.88E−01
< 8.88E−01
−0.87
−0.79
−0.71
−0.62
−0.54
−0.46
−0.37
−0.29
−0.21
−0.12
−4.16E−02
 4.16E−02
 0.12
 0.21
 0.29
 0.37
 0.46
 0.54
 0.62
 0.71
 0.79
 0.87

Amplitude de
la déformée

 7.78E−02

Re(W)  (10E−6 m)
> 1.88E−01
< 8.99E−01
 0.19
 0.23
 0.26
 0.29
 0.33
 0.36
 0.39
 0.43
 0.46
 0.49
 0.53
 0.56
 0.59
 0.63
 0.66
 0.69
 0.73
 0.76
 0.79
 0.83
 0.86
 0.89

Amplitude de
la déformée

 7.69E−02

|W|  (10E−6 m)

g ��=�& � �Mh.I�JGz	� ���$�Z�|� �4� ���0�$}^�����D�p~V�V�	�����*�$�D�
H

(2)
1 (klr)

� ���$}^���,�M}Q�Q�	�����
���p�l�$�D�Q�D��� �	�e�$�
��0� ���c����� ���n�$}A~��������

>−1.52E+00
< 1.52E+00
 −1.5
 −1.4
 −1.2
 −1.1
−0.93
−0.79
−0.64
−0.50
−0.36
−0.21
−7.14E−02
 7.14E−02
 0.21
 0.36
 0.50
 0.64
 0.79
 0.93
  1.1
  1.2
  1.4
  1.5

Amplitude de
la déformée

 4.54E−02

Re(W)  (10E−6 m)
> 1.88E−01
< 1.57E+00
 0.20
 0.26
 0.33
 0.39
 0.46
 0.52
 0.59
 0.65
 0.72
 0.78
 0.85
 0.91
 0.98
  1.0
  1.1
  1.2
  1.2
  1.3
  1.4
  1.4
  1.5
  1.6

Amplitude de
la déformée

 4.40E−02

|W|  (10E−6 m)

g ��=�& � �Mh.I �Gz	� ���$�Z�|� �4� ���0�$}^�����D�p~V�V�	�����*�$�D�
H

(2)
2 (klr)

� ���$}^���,�M}Q�Q�	�����
���p�l�$�D�Q�D��� �	�e�$�
��0� ���c����� ���n�$}A~��������
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> 0.00E+00
< 1.00E−04
 7.82E−07
 5.47E−06
 1.02E−05
 1.49E−05
 1.96E−05
 2.42E−05
 2.89E−05
 3.36E−05
 3.83E−05
 4.30E−05
 4.77E−05
 5.24E−05
 5.71E−05
 6.18E−05
 6.65E−05
 7.12E−05
 7.59E−05
 8.05E−05
 8.52E−05
 8.99E−05
 9.46E−05
 9.93E−05

Amplitude de
la déformée

  6.91E+02

Re(W)  (10E−6 m)
> 0.00E+00
< 2.73E−01
 2.14E−03
 1.49E−02
 2.78E−02
 4.06E−02
 5.34E−02
 6.62E−02
 7.90E−02
 9.18E−02
 0.10
 0.12
 0.13
 0.14
 0.16
 0.17
 0.18
 0.19
 0.21
 0.22
 0.23
 0.25
 0.26
 0.27

Amplitude de
la déformée

 0.25

|W|  (10E−6 m)

g �8=�& � �ph.I8i �¬z � ���$�Z��� ��� ���0�$}^�����S�Y�	���$�q�Q�V�Q�	�D�
H

(1)
0 (iklr)

� ���$}^���,�p}A�Q�	����� ���Y�l�$�S�Q�D���X�	�
�$�Z�0� ��������� ���n�$}A~��������

>−3.81E−01
< 3.81E−01
−0.38
−0.34
−0.30
−0.27
−0.23
−0.20
−0.16
−0.13
−8.94E−02
−5.36E−02
−1.79E−02
 1.79E−02
 5.36E−02
 8.94E−02
 0.13
 0.16
 0.20
 0.23
 0.27
 0.30
 0.34
 0.38

Amplitude de
la déformée

 0.18

Re(W)  (10E−6 m)
> 0.00E+00
< 3.81E−01
 2.98E−03
 2.09E−02
 3.87E−02
 5.66E−02
 7.45E−02
 9.24E−02
 0.11
 0.13
 0.15
 0.16
 0.18
 0.20
 0.22
 0.24
 0.25
 0.27
 0.29
 0.31
 0.32
 0.34
 0.36
 0.38

Amplitude de
la déformée

 0.18

|W|  (10E−6 m)

g �8=�& � �ph.I8i$ibz � ���$�Z��� ��� ���0�$}^�����S�Y�	���$�q�Q�V�Q�	�D�
H

(1)
1 (iklr)

� ���$}^���,�p}A�Q�	����� ���Y�l�$�S�Q�D���X�	�
�$�Z�0� ��������� ���n�$}A~��������

>−9.12E−01
< 9.12E−01
−0.90
−0.81
−0.73
−0.64
−0.56
−0.47
−0.38
−0.30
−0.21
−0.13
−4.28E−02
 4.28E−02
 0.13
 0.21
 0.30
 0.38
 0.47
 0.56
 0.64
 0.73
 0.81
 0.90

Amplitude de
la déformée

 7.58E−02

Re(W)  (10E−6 m)
> 0.00E+00
< 9.59E−01
 7.49E−03
 5.24E−02
 9.74E−02
 0.14
 0.19
 0.23
 0.28
 0.32
 0.37
 0.41
 0.46
 0.50
 0.55
 0.59
 0.64
 0.68
 0.73
 0.77
 0.82
 0.86
 0.91
 0.95

Amplitude de
la déformée

 7.21E−02

|W|  (10E−6 m)

g �8=�& � �ph.I8iVhpz � ���$�Z��� ��� ���0�$}^�����S�Y�	���$�q�Q�V�Q�	�D�
H

(1)
2 (iklr)

� ���$}^���,�p}A�Q�	����� ���Y�l�$�S�Q�D���X�	�
�$�Z�0� ��������� ���n�$}A~��������
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eβfgklr
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g = 1
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�	��}o�.� �V�Q�	���	��} �$���$�O�	�c}>�$���	�O�	�D�M~Q�l�D~V�V�o�$� �0}A�	�p�,�	}X�	�M���o���	�O�O�¡�$������� ��� ��~�}	���O���$} ��O~��D�����D�Q�X���«�^}A�2���S�	�q�Q�

f = 330 Hz � {<}A~$�����	�O�O� ���O�	�c}^�����D�G���$}o}>�	�l�D~�}^� � �2� �]�.� ���Q�
y

>−1.93E+01
< 2.21E+01
 −19.
 −17.
 −15.
 −13.
 −11.
 −9.3
 −7.4
 −5.4
 −3.5
 −1.5
 0.41
  2.3
  4.3
  6.2
  8.2
  10.
  12.
  14.
  16.
  18.
  20.
  22.

Amplitude de
la déformée

 3.13E+03

Re(W)  (10E−06 m)
> 5.04E−01
< 2.21E+01
 0.67
  1.7
  2.7
  3.7
  4.7
  5.7
  6.7
  7.8
  8.8
  9.8
  11.
  12.
  13.
  14.
  15.
  16.
  17.
  18.
  19.
  20.
  21.

Amplitude de
la déformée

 3.13E+03

|W|  (10E−6 m)
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0 2 Π

11

ReHKL
0 2 Π

11

ImHKL
0 2 Π

11

ReHML
0 2 Π

11

ImHML
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M
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K
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D1

x

y

D2e
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�c}A~��l�K�	��}A�	�.�*�$��}A�Q� � ��� � �D�����,~�� ��� �*� ���Q~��O�	�c}^�,� �	�(���Q� �Q~��0�$�����,~���� �$�4��� ���p�����Q� � D1 =
0.40 λ � D2 = 0.60 λ

�	�
e = 0.85 λ

���$�$�Q�
λ = 0.17 m

� � � ~�}>�G�$�b�0}A�	�p�,�	}���}Q~�� �>�.�	�����\���$}�.�q�����	���	������ ���q�	�����D�M�W������~�}^�;���
Kd = 1 N/m

�o�	�5�	~�}>�n�$�o�V�Q�Q~��0�Y��}Q~��p���$}«���q�����	���	�����
� ���q�	�����S�«���«�O~��O�	�D������r���>���,~�� �

Md = 1 Nm/m
� ��� ��~�}	���Z���$}^�O~��D�����D�Q����r�^}A�2���S�	�q�Q�

f = 330 Hz

>−1.60E+01
< 1.70E+01
 −16.
 −14.
 −13.
 −11.
 −9.5
 −8.0
 −6.5
 −4.9
 −3.4
 −1.8
−0.27
  1.3
  2.8
  4.4
  5.9
  7.5
  9.0
  11.
  12.
  14.
  15.
  17.

Amplitude de
la déformée

 4.07E+03

Re(W)  (10E−6 m)
> 6.92E+00
< 3.83E+01
  7.2
  8.6
  10.
  12.
  13.
  15.
  16.
  17.
  19.
  20.
  22.
  23.
  25.
  26.
  28.
  29.
  31.
  32.
  34.
  35.
  37.
  38.

Amplitude de
la déformée

 1.81E+03

|W|  (10E−6 m)
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0 2 Π

11

ImHKL
bord 1 0 2 Π

11

ImHKL
bord 2

0 2 Π

11

ReHKL
bord 1 0 2 Π

11

ReHKL
bord 2

0 2 Π

11

ImHML
bord 1 0 2 Π

11

ImHML
bord 2

0 2 Π

11

ReHML
bord 1 0 2 Π

11

ReHML
bord 2
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âh
]

M
c h(X) =

[

Λ̄
h(X)

] [

ah
]

+
[

Ξ
h
Γ0C

(r,θ)
] [

âh
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[

ãh
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