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Introduction G�en�erale

De nombreux progr�es ont �et�e accomplis r�ecemment dans le domaine de l�automatique
des syst�emes lin�eaires� Depuis la �n des ann�ees soixante�dix� de gros e	orts ont �et�e en�
trepris a�n que les m�ethodes de commande prennent en compte d��eventuelles incertitudes
a	ectant les mod�eles des syst�emes �etudi�es� Ces incertitudes proviennent essentiellement
d�erreurs ou d�approximations de mod�elisation� de variations de param�etres� de probl�emes
de pr�ecision num�erique ou encore de dynamiques rapides n�eglig�ees� Nous mentionnons ici
une anectode de H� S� Black �
�� illustrant ceci � �� � � toutes les heures et ceci vingt�quatre
heures sur vingt�quatre� quelqu�un devait r�egler le courant du �lament �a sa valeur correcte�
Ceci faisant� on tol�erait une variation de plus ou moins 
�� �a 
 dB sur le gain d�ampli�
�cation� bien que j�eus souhait�e que ce gain soit absolument parfait� De plus� toutes les
six heures il �etait n�ecessaire de r�egler la tension d�alimentation� sinon le gain d�ampli�ca�
tion �echappait �a tout contr�ole� Il y avait �egalement d�autres complications� � ��� Tous ces
ph�enom�enes induisent un �ecart parfois consid�erable entre le comportement r�eel d�un sys�
t�eme et son mod�ele simul�e num�eriquement� A�n d��eviter ces �ecarts ind�esirables� plusieurs
techniques ont �et�e mises en oeuvre et regroup�ees sous l��etiquette de commande robuste
�
��� ���� Le syst�eme de commande mentionn�e ci�dessus par Black n��etait manifestement
pas robuste� L�abondante litt�erature sur la commande robuste permet d�attester de l�im�
portance consid�erable qu�a acquis cette th�ematique ces derni�eres ann�ees� On distingue
g�en�eralement deux classes de m�ethodes de commande robuste� La premi�ere regroupe les
m�ethodes dites fr�equentielles� o�u l�incertitude est non�structur�ee� c�est��a�dire qu�aucune
information n�est disponible sur la fa con dont elle a	ecte le mod�ele� Dans cette classe
nous pouvons par exemple inclure la commande LQG!LTR� l�approche H� on encore
l�optimisation H��H� �
���� Une deuxi�eme classe de m�ethodes de commande robuste est
constitu�ee par les approches dites temporelles� o�u l�incertitude est structur�ee� c�est��a�dire
qu�elle est suppos�ee a	ecter le mod�ele suivant une repr�esentation particuli�ere� Ces m�e�
thodes temporelles peuvent faire appel �a la th�eorie de Lyapunov comme par exemple l�ap�
proche quadratique ����� ou encore aux rami�cations du th�eor�eme de Kharitonov ��� 
���

Parall�element au d�eveloppement de la commande robuste� la prise en compte des
contraintes sur la commande et donc de saturations lors de la synth�ese de lois de com�
mande fait l�objet d�un regain d�int�er�et depuis une dizaine d�ann�ees environ� Pour des
raisons physiques� technologiques� ou de s�ecurit�e� tout syst�eme physique est soumis �a
des limitations de fonctionnement qui se mod�elisent par des contraintes d�amplitude sur
les actionneurs et les capteurs� La mise en oeuvre de lois de commande con cues sans
prendre en compte ces limitations peut avoir des cons�equences f�acheuses pour le syst�eme�
L�application de perturbations non pr�evues ou de changements impromptus de consigne






� INTRODUCTION GENERALE

peuvent amener les actionneurs en saturation� Le syst�eme peut alors �evoluer vers un mode
de fonctionnement non souhait�e avec le risque de ne pas pouvoir revenir �a son mode de
fonctionnement normal� Un exemple classique des e	ets catastrophiques pouvant �etre en�
gendr�es en n�egligeant les contraintes est celui de la centrale nucl�eaire de Tchernobyl en

���� mentionn�e dans �


�� Une des causes du d�esastre fut attribu�ee aux limitations sur
la vitesse �a laquelle les barres de contr�ole pouvaient �etre plac�ees et retir�ees du noyau
du r�eacteur nucl�eaire� Quand la r�eaction s�acc�el�era� la loi de commande essaya de placer
les barres dans le noyau aussi vite que possible pour ralentir la r�eaction� Cependant� �a
cause de la limitation de vitesse sur le mouvement des barres de contr�ole� l�action de la
loi de commande ne fut pas assez rapide� ce qui mena �a une r�eaction en cha��ne incon�
tr�ol�ee� D�autres exemples de limitations physiques de ce genre sont omnipr�esentes dans
l�industrie � des vannes qui pr�esentent une ouverture maximale et une ouverture minimale�
des ampli�cateurs �electroniques qui doivent op�erer dans des fronti�eres d�alimentation en
tension� des actionneurs de chau	age ou de refroidissement dont la puissance fournie ou
retir�ee du syst�eme ne peut pas d�epasser certaines limites� des convertisseurs de puissance
�electriques qui ne peuvent actionner des machines que dans les limites de puissance pour
lesquelles ils ont �et�e con cus� des contraintes sur le couple moteur et la vitesse des machines
�electriques� Ces probl�emes in�evitables de saturations ont attir�e l�attention de nombreux
automaticiens durant ces derni�eres ann�ees �

� 

���

Les outils d�evelopp�es en commande robuste et contrainte ont un int�er�et certain car
ils sont applicables facilement� En tant que science de l�ing�enieur� l�automatique b�en�e�cie
r�eguli�erement de nombreuses avanc�ees th�eoriques� mais �egalement de progr�es techniques
consid�erables� A�n d�illustrer cette �etroite collaboration entre th�eorie et pratique� nous
pouvons citer l�exemple classique de la r�esolution de l��equation alg�ebrique de Riccati par
les techniques num�eriquement stables d�alg�ebre lin�eaire ����� ou encore l�exemple plus
r�ecent des in�egalit�es matricielles lin�eaires dont la r�esolution repose sur des m�ethodes
d�optimisation convexe �
��� Avec l�av�enement d�outils num�eriques puissants et �ables� de
nombreux probl�emes d�automatique r�eput�es complexes sont maintenant r�esolus en l�espace
de quelques secondes�

Le travail pr�esent�e dans ce m�emoire a pour objectif l�utilisation d�outils num�eriques
puissants et �ables a�n d��etudier les syst�emes lin�eaires incertains en pr�esence de contraintes
sur la commande� En e	et� si les techniques de commande des syst�emes incertains et des
syst�emes contraints mentionn�ees ci�dessus s�av�erent �a pr�esent relativement bien d�evelop�
p�ees� il n�existe jusqu��a maintenant qu�un nombre tr�es restreint de travaux combinant les
deux approches� ceci en d�epit de l�omnipr�esence des incertitudes et des contraintes dans
les syst�emes physiques� L�objectif principal de cette th�ese est de combler partiellement
ces lacunes�

Le m�emoire est organis�e en trois parties bri�evement d�ecrites ci�dessous�

Dans une premi�ere partie� le chapitre 
 est d�edi�e aux mod�eles math�ematiques utilis�es
dans le m�emoire pour repr�esenter les syst�emes lin�eaires dynamiques� Nous mentionnons
les di	�erents types d�incertitudes que nous avons plus particuli�erement �etudi�es et qui
peuvent a	ecter ces syst�emes� Nous d�ecrivons �egalement les di	�erents mod�eles de satu�
rations sur la commande� Nous rappelons la notion classique de stabilit�e asymptotique
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et ses extensions aux syst�emes incertains� Nous insistons particuli�erement sur la stabi�
lit�e quadratique� qui sera l�une des composantes essentielles des techniques expos�ees dans
ce m�emoire� Finalement� nous rappelons �a l�aide d�un simple exemple la distinction fon�
damentale que nous faisons entre les probl�emes d�analyse et de synth�ese� Le chapitre �
rappelle ensuite les principaux outils num�eriques sur lesquels sont bas�ees toutes les tech�
niques de ce m�emoires� Nous mentionnons successivement les �equations alg�ebriques de
Riccati� les in�egalit�es matricielles lin�eaires� les propri�et�es g�eom�etriques des poly�edres et
ellipso��des� et en�n les matrices polynomiales�

Dans la deuxi�eme partie� constitu�ee du seul chapitre �� nous �etudions le probl�eme
d�analyse de stabilit�e d�un syst�eme incertain et contraint� Nous d�esirons d�eterminer des
r�egions de stabilit�e pour le syst�eme incertain en boucle ferm�ee avec des commandes satu�
rantes� Nous �etudions ce probl�eme dans le cas des syst�emes incertains �a temps continu� �a
l�aide de la notion de stabilit�e quadratique�

Dans la troisi�eme partie� nous �etudions le probl�eme de synth�ese d�une loi de commande
prenant en compte� a priori� les contraintes ou saturations des commandes� Dans le cha�
pitre �� nous �etudions ce probl�eme dans le cas des syst�emes incertains �a temps continu�
Nous autorisons explicitement les saturations et nous utilisons la notion de stabilit�e qua�
dratique� Dans le chapitre �� nous �etudions �egalement le probl�eme de synth�ese dans le cas
des syst�emes incertains �a temps continu� mais cette fois�ci en interdisant les saturations
sur la commande� A�n d�assurer une certaine performance en boucle ferm�ee� nous propo�
sons une commande lin�eaire par morceaux bas�ee sur les techniques de commande �a co�ut
garanti� Finalement� dans le chapitre �� nous �etudions le probl�eme de synth�ese dans le cas
des syst�emes �a temps discret en l�absence d�incertitudes et en interdisant les saturations
sur la commande� Nous utilisons les techniques de commande polynomiale et mentionnons
comment nos travaux peuvent �etre �etendus aux syst�emes incertains�
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Chapitre �

Syst�emes

��� Introduction

Dans ce chapitre� nous rappelons les notions fondamentales de l�automatique li�ees aux
syst�emes lin�eaires dynamiques�

Tout d�abord� nous d�ecrivons dans la section 
�� les objets math�ematiques que nous
utilisons pour mod�eliser ces syst�emes� �a savoir l�approche par matrice de transfert et
l�approche par �equations d��etat� Etant donn�e que ce m�emoire est bas�e sur l��etude des
syst�emes incertains soumis �a des limitations en amplitude sur le signal de commande�
nous d�ecrivons d�une part les principales incertitudes qui nous int�eressent� et d�autre part
la fa con dont nous prendrons en compte par la suite les contraintes sur la commande�
�a savoir en autorisant la saturation de la commande� Dans ce sens� nous exprimons les
repr�esentations du syst�eme satur�e que nous avons retenues pour mener �a bien notre �etude�

Apr�es avoir d�e�ni les syst�emes que nous souhaitons �etudier� nous d�etaillons dans la
section 
�� les concepts dont nous avons besoin � la seconde m�ethode de Lyapunov et la
stabilisabilit�e quadratique� Notre objectif �etant la stabilisation locale des syst�emes incer�
tains et satur�es� nous d�e�nissons la notion de r�egion de stabilit�e locale� Nous terminons
ce chapitre en pr�esentant dans la section 
�� les deux principaux probl�emes pour les�
quels nous apporterons des solutions dans la suite de ce m�emoire� �a savoir les probl�emes
d�analyse et de synth�ese�

Ce chapitre n�est nullement exhaustif� Il constitue uniquement une introduction infor�
melle aux concepts de base utilis�es dans ce m�emoire� Un lecteur familier de l�automatique
pourra ais�ement s�a	ranchir de sa lecture�

�



� CHAPITRE �� SYST�EMES

��� Mod�eles

A�n d��etudier plus facilement les propri�et�es des syst�emes dynamiques� nous faisons
appel �a un certain nombre d�objets math�ematiques permettant de mod�eliser leur compor�
tement� Dans cette section� nous rappelons bri�evement les mod�eles couramment utilis�es�

�
�
� Syst
emes Lin�eaires

La premi�ere �etape lors de la conception d�un syst�eme automatis�e est la mod�elisa�
tion� Il est tr�es important d�obtenir une repr�esentation math�ematique reproduisant aussi
convenablement que possible le comportement du syst�eme �a commander�

La classe des syst�emes abord�ee dans ce m�emoire est celle des syst�emes lin�eaires� de
dimension �nie� d�eterministes et multivariables� Cette classe de syst�emes� qui semble tr�es
restreinte a priori� permet en fait d��etudier un grand nombre de syst�emes rencontr�es en
pratique� Elle repr�esente un compromis entre la complexit�e de mod�elisation du syst�eme et
la simplicit�e de la conception de la commande� En particulier� de nombreuses techniques de
lin�earisation et d�identi�cation fournissent des mod�eles lin�eaires simpli��es qui permettent
d�obtenir des r�esultats pratiques tout �a fait satisfaisants�

Nous �etudions indi	�eremment les syst�emes �a temps continu ou �a temps discret� avec
une pr�ef�erence pour la repr�esentation qui simpli�e le d�eveloppement et la pr�esentation
des r�esultats� Soulignons que tous les r�esultats de ce m�emoire concernant les syst�emes
continus peuvent �etre �etendus aux syst�emes discrets et vice versa�

Dans la plupart des cas� on peut d�ecrire le comportement d�un syst�eme dynamique
lin�eaire de deux fa cons distinctes � l�une dite fr�equentielle� bas�ee sur la notion de matrice
de transfert� et l�autre temporelle� bas�ee sur la notion de repr�esentation d��etat� Nous
rappelons bri�evement ces deux concepts� On pourra consulter l�ouvrage fondamental ����
pour une �etude compl�ete et rigoureuse�

Matrice de transfert

Il s�agit de repr�esenter les relations existant entre les signaux d�entr�ee et de sortie du
syst�eme �a l�aide de leur transform�ee de Laplace� Historiquement� cette approche est la plus
ancienne� Elle trouve son origine en �electronique et notamment dans les travaux de Bode
dans les ann�ees 
��
�
��
� dans le cas monovariable� Son extension au cas multivariable
date de la �n des ann�ees 
��
�

Si l�on d�enote la variable de Laplace par s� et les transform�ees de Laplace des signaux
d�entr�ee u�t� et de sortie y�t� du syst�eme par u�s� et y�s� respectivement� la repr�esentation
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math�ematique dans le domaine fr�equentiel du syst�eme s��ecrit

y�s� " G�s�u�s�

o�u G�s� est lamatrice de transfert� La matriceG�s� est une matrice rationnelle� c�est��a�dire
que ses composantes sont des fractions de polyn�omes en s� Notons que traditionnellement
la notation s est r�eserv�ee pour les syst�emes �a temps continu� Pour les syst�emes �a temps
discret� l��equivalent de la variable de Laplace est l�op�erateur d�avance temporelle� Nous
noterons son inverse� c�est��a�dire l�op�erateur de retard� par d�

Il existe plusieurs fa cons de repr�esenter la matriceG�s�� Par exemple� on peut exprimer
chaque �el�ement de G�s� comme un rapport entre un polyn�ome num�erateur et un polyn�ome
d�enominateur� Une autre possibilit�e consiste �a calculer le plus petit commun multiple de
tous les polyn�omes d�enominateurs de G�s�� que nous noterons par p�s�� La matrice G�s�
peut alors s��ecrire

G�s� "
N�s�

p�s�

o�u N�s� est une matrice polynomiale� c�est��a�dire que ses composantes sont des polyn�omes
en s� Une troisi�eme repr�esentation pour G�s� consiste �a utiliser des fractions de matrices
polynomiales� Nous pouvons alors �ecrire

G�s� " NR�s�D
��
R �s� " D��

L �s�NL�s�

o�u NR�s�� NL�s�� DR�s� et DL�s� sont des matrices polynomiales avec DR�s� et DL�s�
carr�ees inversibles� Le couple NR�s��DR�s� est une fraction de matrices polynomiales �a
droite� Le couple NL�s��DL�s� est une fraction de matrices polynomiales �a gauche� En
particulier� nous avons

p�s� " detDR�s� " detDL�s��

A la notion de matrice polynomiale nous associons celle de z�ero� Un z�ero d�une matrice
polynomiale A�s� est une valeur de s pour laquelle la matrice A�s� perd son rang normal�
Les z�eros du polyn�ome p�s�� c�est��a�dire les valeurs pour lesquelles le polyn�ome s�annule�
sont les p�oles du syst�eme� Ce sont �egalement les z�eros des matrices polynomiales DR�s�
et DL�s�� Les p�oles permettent de conclure quant �a la stabilit�e du syst�eme� comme nous
le verrons dans la section 
���

Avec l�approche par matrice de transfert� les probl�emes de commande reviennent �a
�etudier les propri�et�es alg�ebriques des matrices polynomiales et de leurs z�eros�

Repr�esentation d��etat

Dans les ann�ees 
��
� un autre type de mod�ele est introduit pour les syst�emes lin�eaires
invariants� Il s�agit de d�ecrire la dynamique du syst�eme de mani�ere interne �a partir de
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l��evolution d�un vecteur d��etat x repr�esentatif des grandeurs intervenant dans le syst�eme�
Cette repr�esentation se fait au travers d�une �equation di	�erentielle du premier ordre

#x�t� " Ax�t� $Bu�t�
y�t� " Cx�t� $Du�t�

pour les syst�emes �a temps continu� et au travers d�une �equation aux di	�erences du premier
ordre

xk�� " Axk $Buk
yk " Cxk $Duk

pour les syst�emes �a temps discret� x est le vecteur d��etat� u est le vecteur d�entr�ee ou
de commande et y est le vecteur de sortie ou d�observation� A�n de simpli�er les nota�
tions� nous supprimons d�es que possible la d�ependance des vecteurs x� u� y en la variable
temporelle t ou en l�indice k� On appelle A la matrice d��etat ou matrice dynamique� B la
matrice d�entr�ee ou de commande� C la matrice de sortie ou d�observation et D la matrice
de transmission directe�

A partir d�une repr�esentation d��etat� nous pouvons retrouver la matrice de transfert
de la fa con suivante

G�s� " C�sI �A���B $D�

Les di	�erentes techniques pour passer d�une repr�esentation �a l�autre sont �enum�er�ees et
�etudi�ees dans ����� Il est alors facile de voir que les p�oles du syst�eme sont en fait les z�eros
du faisceau polynomial sI�A� c�est��a�dire les z�eros du polyn�ome det�sI�A�� Ces valeurs
sont �egalement appel�ees les valeurs propres de la matrice r�eelle A�

Avec l�approche par repr�esentation d��etat� les probl�emes de commande reviennent �a
�etudier les propri�et�es alg�ebriques des matrices r�eelles et de leurs valeurs propres�

�
�
� Incertitudes

Les mod�eles math�ematiques �etudi�es dans le paragraphe 
���
 ne sont que des approxi�
mations du comportement du syst�eme dans des situations de fonctionnement particuli�eres�
En pratique� il existe de nombreuses incertitudes a	ectant le syst�eme physique et donc
son mod�ele� Elles peuvent �etre dues �a une connaissance imparfaite des valeurs num�eriques
des param�etres du mod�ele� �a des approximations faites lors de la mod�elisation ou �a la pr�e�
sence de certains ph�enom�enes dynamiques dont la mod�elisation n�a pas tenu compte� On
distingue d�une fa con tr�es g�en�erale des incertitudes structur�ees� a	ectant les �el�ements du
mod�ele d�une mani�ere bien d�etermin�ee� et des incertitudes non�structur�ees pour lesquelles
seule une majoration des e	ets sur le mod�ele est disponible� Dans ce m�emoire� nous nous
int�eressons uniquement aux incertitudes non�structur�ees� dont voici un bref tour d�hori�
zon�
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Incertitudes sur la matrice de transfert

Dans le domaine fr�equentiel� les incertitudes non�structur�ees sur la matrice de transfert
G�s� peuvent �etre de type additif

G�s� $ %G�s�

ou de type multiplicatif

G�s��I $%G�s��

o�u %G�s� est une matrice rationnelle� Seule une borne sup�erieure sur une norme de %G�s�
est donn�ee� La norme la plus souvent utilis�ee est la norme in�nie� d�e�nie comme

k%G�s�k� " sup
w��

q
��G��jw�G�jw��

o�u � repr�esente la valeur propre maximale d�une matrice� Il existe plusieurs autres types
d�incertitudes multiplicatives� introduites dans ���� et ����� Nous ne les �etudierons pas
dans ce m�emoire�

Incertitudes sur la repr�esentation d��etat

Dans la repr�esentation par espace d��etat� nous supposons que les matrices incertaines
du mod�ele d��etat appartiennent �a des ensembles compacts� Consid�erant une matrice in�
certaine A et l�ensemble compact A� nous pouvons distinguer

& Les incertitudes born�ees en norme� avec

A " fA� $DF �t�E� kF �t�k� � 
g
pour une matrice nominale A� et des matrices constantes D� E donn�ees� kFk�
repr�esente la norme Euclidienne induite� c�est��a�dire kFk� " ��F �F ��

& Les incertitudes polytopiques� avec

A " CofA�� � � � � AnAg�
o�u Co repr�esente l�enveloppe convexe etA�� � � � � AnA une s�erie de matrices constantes
donn�ees�

Il existe plusieurs autres types d�incertitudes non�structur�ees dans l�espace d��etat� voir ����
pour un survol r�ecent et exhaustif� Cependant� dans ce m�emoire� nous nous limiterons aux
types d�incertitudes d�e�nis ci�dessus�

�
�
� Saturations

La pr�esence de limitations en amplitude� et donc de possibles saturations sur les di	�e�
rents signaux intervenant dans tout syst�eme physique� est in�evitable� Il est donc n�ecessaire
de d�e�nir les mod�eles math�ematiques ad�equats pour repr�esenter ces saturations�
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Fonction de saturation

Les saturations pouvant a	ecter les �etats ou les commandes d�un syst�eme sont des
ph�enom�enes non�lin�eaires par essence� Une fonction de saturation associe �a un vecteur de
commande u de m composantes un vecteur de commande satur�ee

sat�u� "

�
��

sat�u��
���

sat�um�

�
��

comprenant �egalementm composantes qui sont des fonctions monovariables non�lin�eaires
d�e�nies comme suit

sat�ui� "

�	



ui si ui � ui
ui si �ui � ui � ui

�ui si ui � �ui
o�u ui et ui sont des scalaires positifs donn�es� La fonction saturation est donc d�ecentralis�ee�
c�est��a�dire que chaque composante sat�ui� ne d�epend que de la composante i de u� et
sans m�emoire puisque sat�u� ne d�epend que de la valeur instantan�ee de u�

Commande saturante et commande contrainte

Tout au long de ce m�emoire nous faisons la distinction entre commande saturante et
commande contrainte �

��� Les di	�erences existant entre ces deux notions ne sont pas
toujours bien comprises� Nous allons essayer de les souligner en prenant par exemple un
syst�eme lin�eaire continu similaire �a celui d�e�ni dans la section 
��

#x " Ax$Bu

que nous supposons command�e par retour d��etat

u " Kx

o�u K est une matrice de retour d��etat donn�ee� Si aucune contrainte d�amplitude n�a	ecte
les �etats et!ou la commande� le syst�eme en boucle ferm�ee prend la forme classique

#x " �A$BK�x� �
�
�

La stabilit�e de ce syst�eme est alors caract�eris�ee de fa con classique par les valeurs propres
de la matrice A$BK� comme nous le verrons dans la section 
���

Supposons maintenant que chaque composante ui de la commande u est soumise �a des
contraintes d�amplitude

�ui � ui � ui
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o�u ui� ui sont des scalaires positifs donn�es� La loi de commande e	ectivement appliqu�ee
au syst�eme en boucle ouverte est alors

u " sat�Kx� " sat

�
��

K�x
���

Kmx

�
��

et le syst�eme en boucle ferm�ee s��ecrit

#x " Ax$Bsat�Kx�� �
���

La nature non�lin�eaire de la fonction de saturation implique que le syst�eme �
��� est non�
lin�eaire� Si nous d�e�nissons la r�egion de lin�earit�e de ce syst�eme comme l�ensemble des
�etats pour lesquels les commandes ne sont pas satur�ees� c�est��a�dire l�ensemble

fx � �ui � Kix � ui� i " 
� � � � �mg
alors nous pouvons dire que le syst�eme non�lin�eaire �
��� admet localement dans cette
r�egion le mod�ele lin�eaire �
�
�� Nous verrons dans le paragraphe 
���� que la notion de
mod�ele local est �etroitement li�ee �a celle de stabilit�e locale et d�ensemble d�attraction�

Nous pouvons alors distinguer deux cas de �gure �

��

& La loi de commande est con cue de telle sorte que l��etat du syst�eme ne quitte jamais
la r�egion de lin�earit�e� Par cons�equent la commande du syst�eme ne sature jamais et
le mod�ele lin�eaire �
�
� reste valide localement pour le syst�eme �
���� On parle alors
de loi de commande contrainte� Voir par exemple �

�� 

� ��� ��� 
�
� ��� 
�� pour
di	�erentes �etudes de stabilit�e de syst�emes �a loi de commande contrainte�

& La loi de commande n�est pas con cue de telle sorte que l��etat du syst�eme reste dans
la r�egion de lin�earit�e� donc la commande du syst�eme peut saturer et seul le mod�ele
non�lin�eaire �
��� est valide� On parle alors de loi de commande saturante� Voir par
exemple ���� ��� ��� ��� ��� pour di	�erentes �etudes de stabilit�e de syst�emes �a loi de
commande satur�ee�

Cette distinction peut para��tre arti�cielle de prime abord� mais nous allons voir par la
suite qu�elle s�av�ere fondamentale�

Mod�ele polytopique des saturations

L�e	et des saturations sur un syst�eme peut se mod�eliser de plusieurs mani�eres dif�
f�erentes� Une premi�ere possibilit�e consiste �a repr�esenter le syst�eme satur�e �a l�aide d�un
mod�ele polytopique� C�est l�approche que nous allons utiliser pour d�evelopper la plupart
des r�esultats de ce m�emoire� Elle est bas�ee sur l�utilisation des inclusions di	�erentielles ���
et a originalement �et�e propos�ee dans �����

Dans le cas du retour d��etat satur�e consid�er�e au paragraphe pr�ec�edent� on peut r�e�ecrire
de mani�ere �equivalente chaque composante de saturation comme

sat�Kix� " gi�x�Kix
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avec

gi�x� "

�	



ui�Kix si Kix � ui

 si �ui � Kix � ui
�ui�Kix si Kix � �ui

et donc par d�e�nition


 � gi�x� � 


pour tout i " 
� � � � �m� Le syst�eme non�lin�eaire en boucle ferm�ee �
��� peut alors s��ecrire

#x " �A$BG�x�K�x �
���

o�u G�x� est une matrice diagonale ayant pour composantes les scalaires gi�x� d�e�nis
ci�dessus�

En supposant que l��etat du syst�eme reste dans un ensemble compact E incluant l�ori�
gine� nous pouvons d�e�nir une borne minimale pour chaque composante gi�x�� not�ee

g
i
" minfgi�x� � x � Eg

et qui satisfait �egalement


 � g
i
� 


pour tout i " 
� � � � �m� Nous pouvons alors d�e�nir �m matrices diagonales Gk pour
k " 
� � � � � �m dont chaque composante prend la valeur 
 ou g

i
pour i " 
� � � � �m� Par

exemple pour m " � nous construisons les � matrices

G� "

�

 


 


�
G� "

�
g
�





 


�
G� "

�

 


 g

�

�
G� "

�
g
�





 g
�

�
�

En utilisant les r�esultats classiques d�inclusions di	�erentielles� les trajectoires du syst�eme
satur�e �
��� peuvent alors �etre repr�esent�ees par les trajectoires du syst�eme polytopique

#x " A�t�x �
���

o�u la matrice A appartient �a un polytope de matrices ayant pour sommets les matrices

A$BGkK

pour k " 
� � � � � �m� Il s�agit donc du m�eme type de mod�ele polytopique que celui utilis�e
dans le paragraphe 
���� pour mod�eliser les incertitudes non�structur�ees�

Il est important d�insister sur le fait que le syst�eme polytopique �
��� ne repr�esente
le syst�eme satur�e �
��� que dans la r�egion de l�espace d��etat o�u 
 � g

i
� gi�x� � 
 pour

i " 
� � � � �m� Par d�e�nition� cette r�egion contient l�ensemble compact E� N�eanmoins�
pour pouvoir utiliser le mod�ele polytopique �
��� a�n de conclure quant �a la stabilit�e du
syst�eme satur�e �
���� il faut �etre capable de garantir que toutes les trajectoires initialis�ees
dans E y restent� Nous verrons dans le paragraphe 
���
 comment garantir cette propri�et�e�
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Autres mod�eles des saturations

Outre le mod�ele polytopique �etudi�e dans le paragraphe pr�ec�edent� il existe d�autres
mani�eres de mod�eliser les saturations� Nous les mentionnons bri�evement� mais nous ne les
utiliserons pas dans ce m�emoire�

Une premi�ere approche consiste �a consid�erer la saturation comme une non�lin�earit�e de
secteur� La stabilit�e d�un syst�eme lin�eaire �a commande saturante peut �etre �etudi�ee �a l�aide
de r�esultats de stabilit�e absolue� Nous pouvons alors utiliser les deux crit�eres classiques
de stabilit�e que sont le crit�ere du cercle et le crit�ere de Popov ����� Cette approche est
d�evelopp�ee en d�etail dans ��
��

Une deuxi�eme approche consiste �a diviser l�espace d��etat en r�egions de saturations�
Dans ces r�egions� le syst�eme non�lin�eaire satur�e devient un syst�eme lin�eaire autonome
lorsque la commande ne sature pas� c�est��a�dire dans la r�egion de lin�earit�e� et un syst�eme
lin�eaire non�autonome� ou syst�eme a'ne� lorsque la commande sature� Cette description
donne un mod�ele exact du syst�eme satur�e dans l�espace d��etat� par opposition aux descrip�
tions polytopique ou par secteur� qui ne donnent qu�un mod�ele approch�e� Cependant� elle
implique g�en�eralement une complexit�e algorithmique tr�es importante lorsque l�on veut
l�utiliser pour �etudier la stabilit�e du syst�eme satur�e� Cette approche est d�evelopp�ee en
d�etail dans ��
��

��� Stabilit�e

La stabilit�e est la propri�et�e fondamentale que doivent imp�erativement v�eri�er les sys�
t�emes d�ecrits dans les paragraphes pr�ec�edents� D�une mani�ere tr�es qualitative et intuitive�
la stabilit�e d�un syst�eme est la capacit�e de ce dernier �a revenir �a sa position d��equilibre
lorsqu�il en est ponctuellement �ecart�e� Le but de cette section est de pr�eciser cette notion
de stabilit�e et d�introduire les objets math�ematiques associ�es�

�
�
� Stabilit�e Classique

Dans le cas des syst�emes lin�eaires invariants �etudi�es au paragraphe 
���
� la propri�et�e
de stabilit�e peut �etre test�ee en v�eri�ant la localisation des p�oles de la matrice de transfert
G�s�� ou de fa con �equivalente� des valeurs propres de la matriceA� dans une certaine r�egion
du plan complexe� Pour les syst�emes continus� cette r�egion est le demi�plan complexe
gauche ouvert� Pour les syst�emes discrets� il s�agit du disque unitaire ouvert� centr�e en

 et de rayon 
� D�autres r�egions plus complexes peuvent �egalement �etre consid�er�ees
pour assurer une certaine performance du syst�eme� Il existe di	�erents crit�eres alg�ebriques
permettant de tester cette localisation des p�oles� comme le crit�ere de Routh�Hurwitz ou
le crit�ere de Schur�Cohn �����
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Stabilit�e au sens de Lyapunov

Dans ce m�emoire nous �etudions la stabilit�e plus particuli�erement gr�ace �a la m�ethode
de Lyapunov� propos�ee en 
��� dans le cadre de l��etude de la stabilit�e des syst�emes
m�ecaniques� Il s�agit de construire une fonction V �x� de l��etat x du syst�eme telle que les
signes de cette fonction et de sa d�eriv�ee temporelle dans un certain voisinage du point
d��equilibre donnent une information sur la stabilit�e du syst�eme�

La th�eorie de stabilit�e de Lyapunov fait appel �a de nombreux concepts que nous ne
rappelerons pas� On pourra par exemple trouver les d�e�nitions math�ematiques rigoureuses
de point d��equilibre et de stabilit�e asymptotique globale dans ����� Le principal r�esultat
issu de l�approche de Lyapunov a'rme que l�origine est un point d��equilibre globalement
asymptotiquement stable pour le syst�eme dynamique autonome �a temps continu #x " f�x�
s�il existe une fonction V �x� positive telle que sa d�eriv�ee est n�egative pour tout x non
nul et telle que V �
� " 
 et V ��� � �� Un r�esultat �equivalent existe dans le cas des
syst�emes discrets mais par simplicit�e nous nous restreignons �a l��etude du cas continu� Une
fonction V �x� satisfaisant les conditions ci�dessus est appel�ee fonction de Lyapunov du
syst�eme dynamique�

La notion de fonction de Lyapunov est li�ee �a celle de r�egion d�attraction de l�origine
���� 

��� d�e�nie comme �etant le plus grand domaine dans l�espace d��etat dans lequel
toute trajectoire qui y commence converge vers l�origine� Si un syst�eme est globalement
asymptotiquement stable� alors la r�egion d�attraction de l�origine est tout l�espace d��etat�
En g�en�eral� la d�etermination exacte et analytique de la r�egion d�attraction de l�origine
d�un syst�eme non�lin�eaire �comme par exemple le syst�eme �a commande satur�ee �etudi�e au
paragraphe 
����� est une t�ache di'cile� voire impossible ����� La notion de stabilit�e locale�
que nous allons d�ecrire au paragraphe 
����� permet alors de d�eterminer une approximation
de la r�egion d�attraction� c�est��a�dire une r�egion de l�espace d��etat o�u la convergence
asymptotique des trajectoires vers l�origine est garantie�

Une classe de fonctions de Lyapunov qui jouent un r�ole important et que l�on utilisera
tout au long de ce m�emoire est la classe des fonctions quadratiques de la forme

V �x� " x�Px�

Cette fonction est d�e�nie positive si P est une matrice sym�etrique d�e�nie positive� c�est��a�
dire dont toutes les valeurs propres �r�eelles� sont positives� Nous �ecrivons alors P " P � � 
�
Dans le cas du syst�eme lin�eaire autonome introduit dans le paragraphe 
���


#x " Ax �
���

une condition n�ecessaire et su'sante pour que la d�eriv�ee

#V �x� " x��A�P $ PA�x

soit n�egative consiste �a trouver une matrice P " P � � 
 telle que l�in�egalit�e matricielle

A�P $ PA � 
 �
���
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soit v�eri��ee� De fa con �equivalente� on peut choisir une matrice Q " Q� � 
 quelconque et
r�esoudre l��equation matricielle

A�P $ PA$Q " 
� �
���

Nous reviendrons sur les propri�et�es alg�ebriques et les m�ethodes de r�esolution de l�in�egalit�e
�
��� et de l��equation �
��� dans le chapitre ��

Ces r�esultats peuvent �etre interpr�et�es g�eom�etriquement� Supposons que V �x� est une
fonction de Lyapunov pour le syst�eme �
���� La surface d�e�nie dans l�espace d��etat par
fx � V �x� " 
�r�g avec r� un scalaire positif est appel�ee surface de Lyapunov ou surface de
niveau� La condition #V �x� � 
 implique que si x�t�� appartient �a cette surface alors x�t��
pour t� � t� appartient �a l�ensemble fx � V �x� � 
�r�g� Autrement dit� la trajectoire du
syst�eme �evolue vers une surface de Lyapunov int�erieure fx � V �x� " 
�r�g pour r� � r��
Ainsi� �a mesure que le temps progresse� la surface sur laquelle se trouve le vecteur d��etat
se contracte vers l�origine� Nous pouvons alors montrer ���� que l�ensemble

E " fx � x�Px � 
�rg
pour r � 
 est un domaine contractif pour le syst�eme �
���� c�est��a�dire que pour toute
condition initiale choisie dans E� la trajectoire du syst�eme reste con�n�ee �a l�int�erieur de
E� Dans le chapitre �� nous �etudierons les propri�et�es g�eom�etriques de l�ensemble E�

Notons que les fonctions de Lyapunov ne sont pas n�ecessairement quadratiques� D�autres
classes peuvent �etre d�e�nies� comme par exemple les fonctions de Lyapunov poly�edrales
�

�� �
� ou les fonctions de type Lur�e avec un terme int�egral additif ��
�� Cependant�
dans ce m�emoire nous limiterons notre �etude aux fonctions de Lyapunov quadratiques�

Stabilisabilit�e au sens de Lyapunov

Si maintenant nous consid�erons le syst�eme lin�eaire command�e introduit au paragraphe

���


#x " Ax$Bu �
���

nous pouvons nous poser le probl�eme de savoir s�il existe une commande par retour d��etat

u " Kx

telle que le syst�eme en boucle ferm�ee

#x " �A$BK�x �
���

est stable au sens de Lyapunov� Si une telle commande existe� alors le syst�eme �
��� est
dit stabilisable�

En utilisant les r�esultats de stabilit�e de Lyapunov sur le syst�eme en boucle ferm�ee �
����
nous pouvons �etablir des conditions alg�ebriques de stabilisabilit�e du syst�eme command�e
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�
���� Une condition n�ecessaire et su'sante est alors qu�il existe une matrice P " P � � 

et un gain de retour d��etat K tels que l�in�egalit�e matricielle

�A$BK��P $ P �A$BK� � 


soit v�eri��ee� Nous reviendrons sur les propri�et�es alg�ebriques et les m�ethodes de r�esolution
de cette in�egalit�e dans le chapitre ��

�
�
� Stabilit�e Quadratique

La notion de stabilit�e quadratique est le prolongement de la notion de stabilit�e de Lya�
punov lorsque l�on consid�ere des syst�emes incertains� les fonctions de Lyapunov retenues
�etant des fonctions quadratiques�

L�historique de la stabilit�e quadratique est retrac�ee dans les m�emoires ���� �� ��� et
donc nous nous contenterons de rappeler les r�esultats principaux� initialement publi�es
dans ���� Nous consid�erons le syst�eme lin�eaire incertain

#x " A�t�x �
�

�

o�u� comme au paragraphe 
����� la matrice A est incertaine et appartient �a un ensemble
compact A� Ce syst�eme est dit stable quadratiquement lorsqu�il existe une matrice P "
P � � 
 telle que� quelle que soit la matrice A appartenant �a l�ensemble A� nous avons

x��A��t�P $ PA�t��x � 
�

Par analogie avec les r�esultats du paragraphe 
���
� la fonction V �x� " x�Px s�av�ere
�etre une fonction de Lyapunov du syst�eme assurant la stabilit�e asymptotique de l�origine�
Nous pouvons alors montrer �
��� qu�une condition n�ecessaire et su'sante de stabilit�e
quadratique du syst�eme incertain �
�

� est

& Dans le cas des incertitudes born�ees en norme avec

A " fA� $DF �t�E� kF �t�k� � 
g�
qu�il existe une matrice P " P � � 
 telle que l�in�egalit�e matricielle

A�
�P $ PA� $ PDD�P $ E�E � 


soit v�eri��ee� ou� de fa con �equivalente� qu�il existe une matrice P " P � � 
 et un
scalaire � � 
 tels que l��equation matricielle

A�
�P $ PA� $ �PDD�P $




�
E�E $Q " 


soit v�eri��ee pour une matrice Q " Q� � 
 arbitraire�

& Dans le cas des incertitudes polytopiques avec

A " CofA�� � � � � AnAg�
qu�il existe une matrice P " P � � 
 telle que l�in�egalit�e matricielle

A�
iP $ PAi � 


soit v�eri��ee pour tout i " 
� � � � � nA�
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Nous reviendrons sur les propri�et�es alg�ebriques et les m�ethodes de r�esolution de ces in�
�egalit�es et �equations matricielles dans le chapitre ��

Notons que ces conditions sont uniquement su'santes pour assurer la stabilit�e robuste
du syst�eme incertain �
�

�� c�est��a�dire sa stabilit�e pour toute incertitude admissible� De
mani�ere g�en�erale� la stabilit�e quadratique implique la stabilit�e robuste� mais l�inverse n�est
pas vrai� La nature su'sante de la stabilit�e quadratique vient en particulier du fait que
la matrice de Lyapunov est unique sur l�ensemble des incertitudes a	ectant le syst�eme�

Stabilisabilit�e Quadratique

Si maintenant nous consid�erons le syst�eme lin�eaire incertain command�e

#x " A�t�x$B�t�u �
�

�

o�u� comme au paragraphe 
����� les matrices A et B sont incertaines et appartiennent
respectivement aux ensembles compacts A et B� alors nous pouvons nous int�eresser au
probl�eme de savoir s�il existe une commande par retour d��etat

u " Kx

telle que le syst�eme incertain en boucle ferm�ee

#x " �A�t� $B�t�K�x �
�
��

est quadratiquement stable� Si une telle commande existe� alors le syst�eme �
�

� est dit
quadratiquement stabilisable�

Nous pouvons alors montrer �
��� qu�une condition n�ecessaire et su'sante de stabili�
sabilit�e quadratique du syst�eme incertain �
�

� est

& Dans le cas des incertitudes born�ees en norme avec

A " fA� $DF �t�E�� kF �t�k� � 
g
B " fB� $DF �t�E�� kF �t�k� � 
g�

qu�il existe une matriceP " P � � 
 et une matriceK telles que l�in�egalit�e matricielle

�A� $B�K��P $ P �A� $B�K� $ PDD�P $ �E� $ E�K���E� $ E�K� � 


soit v�eri��ee� ou� de fa con �equivalente� qu�il existe une matrice P " P � � 
� une
matrice K et un scalaire � � 
 tels que l��egalit�e matricielle

�A� $B�K��P $ P �A� $B�K� $ �PDD�P
$�

�
�E� $ E�K���E� $ E�K� $K �RK $Q " 


soit v�eri��ee pour des matrices Q " Q� � 
 et R " R� � 
 arbitraires�
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& Dans le cas des incertitudes polytopiques avec

A " CofA�� � � � � AnAg
B " CofB�� � � � � BnBg�

qu�il existe une matrice P " P � � 
 et une matriceK telles que l�in�egalit�ematricielle

�Ai $BjK��P $ P �Ai $BjK� � 


soit v�eri��ee pour tout i " 
� � � � � nA et j " 
� � � � � nB�

Dans le chapitre �� nous allons revenir sur la formulation de ces conditions en tant
qu�in�egalit�es ou �equations matricielles� Nous verrons que par le biais de changements
de variables appropri�es� les in�egalit�es matricielles peuvent �etre rendues lin�eaires en les
inconnues� Nous �etudierons �egalement les m�ethodes num�eriques qui ont �et�e d�evelopp�ees
pour r�esoudre ces in�egalit�es et �equations matricielles�

�
�
� Stabilit�e Locale

Les r�esultats des paragraphes 
���
 et 
���� concernent la stabilit�e asymptotique glo�
bale� c�est��a�dire qu�ils sont valables pour toute condition initiale du syst�eme� La nature
globale de la stabilit�e est directement reli�ee �a la nature lin�eaire des syst�emes �etudi�es�
Cependant� nous avons vu au paragraphe 
���� que dans le cas de syst�emes non�lin�eaires�
la stabilit�e asymptotique globale ne peut g�en�eralement pas �etre assur�ee si ais�ement� C�est
pourquoi nous introduisons la notion de stabilit�e asymptotique locale� valable uniquement
dans un ensemble E de l�espace d��etat dans lequel les trajectoires du syst�eme doivent �etre
con�n�ees et �etre asymptotiquement stable� En d�autres termes� l�ensemble E doit �etre
contractif pour le syst�eme �

�� ����

Dans ce m�emoire� nous �etudierons uniquement les ensembles de stabilit�e locale du type

E " fx � x�Px � 
�rg�

d�e�nis dans le paragraphe 
���
� avec P " P � � 
 et r � 
� et associ�es aux fonctions de
Lyapunov quadratiques ����� On dira que le syst�eme lin�eaire invariant

#x " Ax

est localement stable dans l�ensemble E s�il existe une matrice de Lyapunov P " P � � 

telle que

x��A�P $ PA�x � 


pour tout vecteur x appartenant �a E� De mani�ere totalement similaire� on dira que le
syst�eme lin�eaire incertain

#x " A�t�x
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o�u A appartient �a un ensemble compact A est quadratiquement localement stable dans
l�ensemble E s�il existe une matrice de Lyapunov P " P � � 
 telle que

x��A��t�P $ PA�t��x � 


pour tout vecteur x appartenant �a E et toute matrice A appartenant �a A�

Nous verrons par la suite que la notion de stabilit�e quadratique locale s�av�ere fonda�
mentale pour �etudier les syst�emes incertains �a commande satur�ee�

�
�
	 Retour de sortie

Par simplicit�e� nous n�avons mentionn�e jusqu��a pr�esent que la commande de syst�emes
par simple retour d��etat statique

u " Kx�

Implanter une telle loi de commande suppose que nous avons acc�es en permanence �a
l�ensemble des composantes du vecteur d��etat x� Il faut n�eanmoins savoir que c�est une
hypoth�ese peu r�ealiste� Dans la plupart des cas� nous ne disposons que d�une information
partielle sur le vecteur d��etat et nous devons exploiter l�information renvoy�ee par le vecteur
de sortie

y " Cx�

La th�eorie des observateurs et de la commande par retour de sortie d�ecoule de cette
observation ����� Dans ce m�emoire� nous consid�erons des lois de commande par retour de
sortie du type compensateur dynamique dont la dynamique s��ecrit

#xc " Acxc $Bcuc
yc " Ccxc $Dcuc�

�
�
��

Le vecteur xc est le vecteur d��etat du compensateur� G�en�eralement� l�entr�ee du compen�
sateur est la sortie du syst�eme �a commander et la sortie du compensateur est l�entr�ee du
syst�eme �a commander� c�est��a�dire

uc " y� u " yc�

Le compensateur �
�
�� est dit strictement propre si Dc " 
� Le compensateur est dit
statique si Ac " 
 et Bc " 
�

Comme nous l�avons vu au paragraphe 
���
� le compensateur sous repr�esentation
d��etat �
�
�� peut �egalement �etre exprim�e de mani�ere totalement �equivalente �a l�aide
d�une matrice de transfert

Gc�s� " Cc�sI �Ac�
��Bc $Dc

que l�on pourra par exemple repr�esenter sous forme de fractions de matrices polynomiales�

Dans ce paragraphe� nous n�avons mentionn�e que les compensateurs dynamiques �a
temps continu� mais il va sans dire qu�il existe de fa con �equivalente des compensateurs
dynamiques �a temps discret�
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��� Analyse et Synth�ese

Dans ce m�emoire nous allons �etudier deux types de probl�emes reli�es �a la stabilit�e des
syst�emes� Prenons par exemple le simple cas du syst�eme dynamique

#x " Ax$Bu �
�
��

dont la commande par retour d��etat est satur�ee

u " sat�Kx�� �
�
��

& Par probl�eme d�analyse nous entendons l��etude de la stabilit�e d�un syst�eme com�
mand�e o�u une loi de commande u est d�ej�a disponible� Dans le cas ci�dessus� le
syst�eme �
�
�� command�e par la loi satur�ee �
�
�� devient alors un syst�eme non�
lin�eaire en boucle ferm�ee

#x " Ax$Bsat�Kx�� �
�
��

Le probl�eme d�analyse de stabilit�e du syst�eme �
�
�� consiste �a d�eterminer la r�egion
d�attraction de l�origine de ce syst�eme� Commementionn�e au paragraphe 
���
� c�est
une t�ache di'cile et nous nous contenterons g�en�eralement d�une approximation de
cette r�egion�

& Par probl�eme de synth�ese nous entendons l��etude de la stabilit�e d�un syst�eme com�
mand�e par une loi de commande qui reste �a d�eterminer� Dans le simple cas du
syst�eme command�e �
�
�� et du retour d��etat �
�
�� mentionn�es ci�dessus� il s�agira
donc par exemple de trouver la matrice K et une approximation de la r�egion d�at�
traction de l�origine pour le syst�eme en boucle ferm�ee �
�
��� En particulier� nous
tenterons de d�eterminer la matrice K qui maximise la taille de l�approximation de
la r�egion de stabilit�e�

��	 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons e	ectu�e un bref tour d�horizon des mod�elesmath�ematiques
utilis�es pour repr�esenter les syst�emes dynamiques lin�eaires incertains ou en pr�esence de
limitations d�amplitude sur la commande� Nous avons ensuite montr�e que les fonctions
de Lyapunov quadratiques s�av�erent �etre un outil particuli�erement adapt�e �a l��etude de la
stabilit�e quadratique locale de ces syst�emes� Dans le chapitre suivant� nous allons �etudier
les outils num�eriques et g�eom�etriques associ�es aux fonctions de Lyapunov quadratiques�



Chapitre �

Outils

��� Introduction

Les techniques de commande d�evelopp�ees dans les chapitres suivants de ce m�emoire
sont bas�ees sur des outils et des m�ethodes num�eriques puissants et maintenant classiques�

Comme nous l�avons mentionn�e au chapitre pr�ec�edent� les notions de stabilit�e et de
stabilisabilit�e font appel �a des �equations ou in�egalit�es matricielles particuli�eres� Nous
pr�esentons tout d�abord dans la section ��� les �equations alg�ebriques de Riccati puis dans
la section ��� les in�egalit�es matricielles lin�eaires� Dans chacun des cas nous d�e�nissons
les probl�emes de commande qui font appel �a ces outils puis nous d�ecrivons les m�ethodes
num�eriques que l�on peut mettre en place pour les r�esoudre�

Par ailleurs� comme nous l�avons d�ecrit au chapitre pr�ec�edent� la r�esolution des deux
probl�emes connexes d�analyse et de synth�ese� pour un syst�eme incertain avec limitation en
amplitude du signal de commande� est bas�ee sur l�utilisation de deux types d�ensembles �
les poly�edres et les ellipso��des� Tous deux d�e�nissent des ensembles contractifs de stabilit�e
asymptotique locale� Les propri�et�es g�eom�etriques de ces deux types de domaines sont
donc rappel�ees dans la section ����

En�n� la section ��� cl�ot le chapitre en �evoquant rapidement les outils num�eriques
associ�es aux matrices et �equations polynomiales�

��� ARE

Une �equation alg�ebrique de Riccati �Algebraic Riccati Equation ou ARE en anglais�
est une �equation matricielle quadratique de la forme

A�P $ PA$ PSP $ T " 
 ���
�

��
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o�u A� P � S et T sont des matrices r�eelles carr�ees avec P � S et T sym�etriques� La matrice
P est inconnue� L��equation ���
� est une ARE �a temps continu� Il existe �egalement une
ARE �a temps discret� mais nous ne la consid�erons pas dans ce m�emoire� Les propri�et�es
math�ematiques de cette �equation dans sa forme la plus g�en�erale sont �etudi�ees avec d�etail
dans �
��� Chapitre 
���

�
�
� AREs en commande

Nous allons bri�evement �enum�erer les probl�emes de commande qui font appel aux
AREs�

Stabilit�e

Si l�on pose S " 
 et T " Q� l�ARE ���
� devient une �equation matricielle lin�eaire

A�P $ PA$Q " 
 �����

que nous avons d�ej�a rencontr�ee au paragraphe 
���
 lors de l��etude de la stabilit�e des sys�
t�emes lin�eaires� Cette �equation est d�enomm�ee �equation de Lyapunov� Soit Q une matrice
d�e�nie positive quelconque� On montre alors �
��� que l��equation ����� admet une solution
P d�e�nie positive unique si et seulement si la matrice A est asymptotiquement stable au
sens continu� c�est��a�dire si et seulement si toutes les valeurs propres de A sont dans le
demi�plan gauche�

Stabilisation

Nous rappelons maintenant le r�ole que jouent les AREs pour stabiliser les syst�emes
lin�eaires� Consid�erons le syst�eme lin�eaire invariant introduit dans le paragraphe 
���


#x " Ax$Bu
y " Cx

�����

auquel nous associons l��equation matricielle

A�P $ PA� PBB�P $ C �C " 


c�est��a�dire l�ARE ���
� pour laquelle nous posons S " �BB � et T " C �C� Sous l�hypo�
th�ese que la paire �A�B� est stabilisable et que la paire �C�A� est d�etectable �voir par
exemple ���� ou ���� pour une d�e�nition de ces termes� alors cette ARE a une solution P
sym�etrique d�e�nie positive unique� De plus� le retour d��etat

u " Kx " �B�Px

stabilise le syst�eme dynamique ������ c�est��a�dire que les valeurs propres de la matrice
en boucle ferm�ee A $ BK sont toutes situ�ees dans le demi�plan gauche� Ce r�esultat a
de nombreuses implications en commande optimale lin�eaire quadratique ���� H� ���� mais
aussi H� �
����
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Stabilit�e quadratique

Les AREs permettent �egalement de r�esoudre certains probl�emes de stabilit�e robuste�
en particulier dans le cadre de la stabilit�e quadratique introduite au paragraphe 
�����
Consid�erons le syst�eme lin�eaire incertain

#x " A�t�x$B�t�u �����

o�u les matrices A et B appartiennent respectivement aux ensembles compacts

A " fA� $DF �t�E�� kF �t�k� � 
g
B " fB� $DF �t�E�� kF �t�k� � 
g

mod�elisant des incertitudes born�ees en norme� Nous avons vu au paragraphe 
���� qu�en
l�absence de commande �u " 
� le syst�eme ci�dessus est quadratiquement stable si et
seulement s�il existe une matrice P " P � � 
 et un scalaire � � 
 tels que

A�
�P $ PA� $ �PDD�P $




�
E�
�E� $Q " 
 �����

pour une matrice Q " Q� � 
 arbitraire� L��equation ci�dessus est une ARE du type ���
�
pour laquelle nous posons S " �DD� et T " �

�
E�
�E� $Q�

Stabilisation quadratique

Finalement� les AREs jouent �egalement un r�ole important dans la synth�ese de lois de
commande robustes� Nous avons vu au paragraphe 
���� que le syst�eme command�e �����
est quadratiquement stabilisable si et seulement s�il existe une matrice P " P � � 
� une
matrice K et un scalaire � � 
 tels que

�A� $B�K��P $ P �A� $B�K� $ �PDD�P
$�

�
�E� $ E�K���E� $ E�K� $K �RK $Q " 


pour des matrices Q " Q� � 
 et R " R� � 
 arbitraires� Dans ����� les auteurs montrent
qu�une condition �equivalente est l�existence d�une matrice P " P � � 
 et d�un scalaire
� � 
 tels que

(A�P $ P (A� PB�
(R��B�

�P $ �PD�DP $



�
E�
��I �




�
E�

(R��E�
��E� $Q " 
 �����

avec

(A " A� � 


�
B�

(R��E �
�E�

(R " R $



�
E �
�E��

Une commande stabilisante quadratiquement est alors le retour d��etat

u " Kx " � (R���B�
�P $




�
E�
�E��x�
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L��equation ����� est �egalement une ARE du type ���
�� pour laquelle nous posons S "
�D�D �B�

(R��B�
� et T " �

�
E�
��I � �

�
E�

(R��E�
��E� $Q�

L�int�er�et principal des AREs ����� et ����� r�eside dans le fait que l�existence d�une so�
lution P est ind�ependante du choix des matricesQ et R� La r�esolution est possible compte
tenu du fait que s�il existe un scalaire �� tel que l�ARE admet une solution sym�etrique
d�e�nie positive� alors pour tout r�eel � pris dans l�intervalle �
� ���� l�ARE admet �egalement
une solution d�e�nie positive� Cette propri�et�e a �et�e mise en �evidence dans ���� et permet
la mise en oeuvre d�une m�ethode de recherche unidimensionnelle en � dont chaque �etape
�el�ementaire est la r�esolution d�une ARE du type ���
��

Retour de sortie

Toutes les m�ethodes de synth�ese mentionn�ees ci�dessus permettent de g�en�erer un retour
d��etat statique� Elles peuvent �etre g�en�eralis�ees au retour de sortie dynamique introduit
au paragraphe 
����� Dans ce cas la loi de commande est g�en�er�ee en r�esolvant deux AREs
coupl�ees du type ���
�� voir ��
�� Nous utiliserons ces techniques dans le chapitre ��

�
�
� M�ethode num�erique

La r�esolution num�erique de l�ARE ���
� passe par l��etude du spectre �c�est��a�dire de
l�ensemble des valeurs propres� de la matrice Hamiltonienne

H "

�
A S
�T �A�

�
�

Il est facile de montrer ���� que le spectre de H est sym�etrique par rapport �a l�axe ima�
ginaire� Dans l�hypoth�ese o�u H n�a pas de valeur propre imaginaire pure� cette matrice
poss�ede donc autant de valeurs propres �a parties r�eelles positives que de valeurs propres
�a parties r�eelles n�egatives� A l�aide de la d�ecomposition de Schur ordonn�ee de H� nous
pouvons alors d�eterminer une matrice �

P�
P�

�

dont les colonnes orthonormales g�en�erent l�espace invariant stable de H �voir ���� ou ����
pour une d�e�nition de ces termes�� La solution de l�ARE ���
� est alors donn�ee par la
simple �equation

P " P�P
��
� �

En r�esum�e� la r�esolution d�une �equation de Riccati passe par le calcul d�une d�ecomposition
de Schur ordonn�ee� une op�eration num�eriquement stable d�alg�ebre lin�eaire �����

Une telle routine est par exemple disponible dans le paquetage d�alg�ebre lin�eaire La�
pack ���� Cette routine est �egalement implant�ee dans la Control System Toolbox
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du logiciel Matlab ����� sous le nom care pour les AREs �a temps continu et dare pour
les AREs �a temps discret�

��� LMI

Une in�egalit�e matricielle lin�eaire �Linear Matrix Inequality ou LMI en anglais� est une
in�egalit�e de la forme

F �x� " F� $
mX
i��

xiFi � 
 �����

o�u x est un vecteur r�eel de m composantes et les matrices Fi sont sym�etriques� r�eelles
et de dimension n� Les matrices Fi sont donn�ees et le vecteur x est inconnu� L�in�egalit�e
signi�e que la matrice sym�etrique F �x� doit �etre d�e�nie positive� c�est��a�dire que toutes
ses valeurs propres �r�eelles� doivent �etre positives� Nous pouvons �egalement rencontrer des
contraintes du type F �x� 	 
� qui signi�ent que la matrice F �x� est semi�de�nie positive�
c�est��a�dire que certaines valeurs propres de F �x� peuvent �etre nulles�

Puisque le c�one des matrices d�e�nies positives est convexe et la matrice F �x� est une
fonction a'ne de x� la contrainte F �x� � 
 est une contrainte convexe en x� Comme nous
allons le voir par la suite� il s�agit d�une propri�et�e fondamentale des LMIs�

Nous pouvons associer �a la LMI ����� le probl�eme d�optimisation suivant �

min c�x
t�q� F �x� � 


�����

o�u c est un vecteur r�eel donn�e �a m composantes� Le probl�eme d�optimisation ����� est
une g�en�eralisation du probl�eme de programmation lin�eaire classique au c�one des matrices
d�e�nies positives� Puisque le crit�ere c�x est lin�eaire et la contrainte F �x� � 
 est convexe�
le probl�eme ����� est un probl�eme d�optimisation convexe�

La r�ef�erence incontournable en mati�ere de LMIs est l�ouvrage �
��� Le lecteur int�eress�e
y trouvera un historique et un r�epertoire des nombreux probl�emes faisant appel aux LMIs�

LMIs simultan�ees

Parmi les propri�et�es remarquables des LMIs �gure la possibilit�e de regrouper plusieurs
LMIs F ��x� � 
� 
 
 
 � F p�x� � 
 en une seule LMI bloc�diagonale

F �x� "

�
��
F ��x�

� � �

F p�x�

�
�� � 
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Compl�ement de Schur

Certaines in�egalit�es non�lin�eaires peuvent �etre �egalement transform�ees en LMIs �a l�aide
du compl�ement de Schur qui permet d��ecrire

�
Q�x� �
S�x� R�x�

�
� 
�

o�u le symbole � d�enote un bloc induit par sym�etrie� si et seulement si

R�x� � 

Q�x�� S��x�R���x�S�x� � 


ou� de mani�ere �equivalente� si et seulement si

Q�x� � 

R�x� � S�x�Q���x�S��x� � 
�

Dans les in�egalit�es ci�dessus� les matricesQ " Q�� R " R� et S sont a'nes en x� La preuve
de ce r�esultat d�ecoule imm�ediatement de l�identit�e

�
Q�x� �
S�x� R�x�

�
"

�
I Q���x�S ��x�

 I

�� �
Q�x� 


 R�x�� S�x�Q���x�S��x�

� �
I Q���x�S��x�

 I

�
�

�
�
� LMIs en commande

Nous allons bri�evement�enum�erer les probl�emes de commande qui font appel aux LMIs�
En suivant exactement le plan du paragraphe ����
� nous soulignons les liens existant entre
les AREs et les LMIs� L�ouvrage de r�ef�erence d�eveloppant en d�etail ces r�esultats est �
���

Stabilit�e

L�exemple le plus classique de LMIs est sans aucun doute l�in�egalit�e de Lyapunov

A�P $ PA � 

P " P � � 


�����

que nous avons d�ej�a mentionn�ee au paragraphe 
���
 lors de l��etude de la stabilit�e des
syst�emes lin�eaires� Cette in�egalit�e est �a comparer avec l��equation de Lyapunov que nous
avons �etudi�ee comme cas particulier d�ARE au paragraphe ����
� Cette in�egalit�e est en
fait une LMI dont la variable de d�ecision est un vecteur x dont les composantes sont les
n�n$ 
��� composantes non�redondantes de la matrice sym�etrique P de dimension n�
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Stabilisation

Les LMIs permettent �egalement de g�en�erer des lois de commande stabilisantes� Nous
avons vu au paragraphe 
���
 qu�une condition n�ecessaire et su'sante de stabilisabilit�e
du syst�eme command�e

#x " Ax$Bu

par un retour d��etat

u " Kx

est l�existence de matrices P et K telles que

�A$BK��P $ P �A$ BK� � 

P " P � � 
�

Cette in�egalit�e est bilin�eaire en P etK� mais �a l�aide du changement de variables P " W��

et K " RW�� originalement propos�e dans �
��� elle devient une LMI en R etW qui s��ecrit

AW $WA� $BR$ R�B� � 

W " W � � 
�

Stabilit�e quadratique

A l�aide de la notion de stabilit�e quadratique introduite au paragraphe 
����� les LMIs
s�av�erent �egalement utiles pour l��etude de la stabilit�e des syst�emes incertains� Consid�erons
le syst�eme lin�eaire incertain

#x " A�t�x

o�u la matrice A appartient �a l�ensemble compact A� qui peut mod�eliser

& Des incertitudes de type born�ees en norme� avec

A " fA� $DF �t�E� kF �t�k� � 
g
Nous avons vu au paragraphe 
���� qu�une condition n�ecessaire et su'sante de
stabilit�e quadratique est alors qu�il existe une matrice P solution de la LMI

A�
�P $ PA� $ PDD�P $ E�E � 


P " P � � 
�

Cette LMI est �a comparer avec l�ARE param�etr�ee en � que nous avons �etudi�ee au
paragraphe ����
�

& Des incertitudes polytopiques� o�u

A " CofA�� � � � � AnAg�
Une condition n�ecessaire et su'sante de stabilit�e quadratique est alors qu�il existe
une matrice P solution de la LMI

A�
iP $ PAi � 
� i " 
� � � � � nA

P " P � � 
�



�
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Notons que dans le cas d�incertitudes polytopiques il n�existe pas d��equivalent de ces
conditions en termes d�AREs� Cette possibilit�e de combiner plusieurs conditions constitue
l�un des avantages des LMIs sur les AREs� De plus� l�approche LMI permet d�inclure
des contraintes de structure sur la solution recherch�ee pour r�esoudre des probl�emes de
commande d�ecentralis�ee par exemple� ce qui est di'cile �a r�ealiser avec les AREs�

Stabilisabilit�e quadratique

Les LMIs peuvent �etre aussi utilis�ees a�n de construire des lois de commandes robustes�
Consid�erons le syst�eme lin�eaire incertain

#x " A�t�x$B�t�u

o�u les matrices A�t� et B�t� appartiennent respectivement �a des ensembles compacts A
et B� Nous d�esirons trouver une commande de retour d��etat

u " Kx

qui stabilise quadratiquement le syst�eme command�e ci�dessus�

& Dans le cas d�incertitudes born�ees en norme� avec

A " fA� $DF �t�E�� kF �t�k� � 
g
B " fB� $DF �t�E�� kF �t�k� � 
g

une telle loi est d�etermin�ee en trouvant les matrices P " P � � 
 et K solutions de
l�in�egalit�e matricielle

�A� $B�K��P $ P �A� $B�K� $ PDD�P $ �E� $ E�K���E� $ E�K� � 
�

Cette in�egalit�e est bilin�eaire en P et K� A l�aide du changement de variables P "
W�� et K " RW��� elle s��ecrit

A�W $WA�
� $B�R$R�B� $DD� $ �E�W $ E�R���E�W $ E�R� � 
�

qui est �egalement une in�egalit�e bilin�eaire en R et W � En utilisant le compl�ement de
Schur mentionn�e dans la section ���� nous pouvons supprimer le terme bilin�eaire en
augmentant la taille de l�in�egalit�e matricielle� Nous obtenons alors�

A�W $WA�
� $B�R $R�B� $DD� �
E�W $ E�R �I

�
� 


W " W � � 


qui est une LMI en R et W � Cette LMI peut �etre compar�ee avec l�ARE param�etr�ee
en � que nous avons propos�ee dans le paragraphe ����
�

& Dans le cas des incertitudes polytopiques� avec

A " CofA�� � � � � AnAg
B " CofB�� � � � � BnBg
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une condition n�ecessaire et su'sante de stabilisabilit�e quadratique est qu�il existe
une matrice P " P � � 
 et une matrice K telles que l�in�egalit�e matricielle

�Ai $BjK��P $ P �Ai $BjK� � 


soit v�eri��ee pour tout i " 
� � � � � nA et j " 
� � � � � nB� A l�aide du m�eme changement
de variables que pr�ec�edemment� le probl�eme revient �a d�eterminer deux matrices R
et W telles que

AiW $WAi $BjR $R�Bj � 
� i " 
� � � � � nA� j " 
� � � � � nB
W " W � � 
�

Il n�existe pas d�equivalent ARE �a cette LMI�

Retour de sortie

Toutes les m�ethodes de synth�ese mentionn�ees ci�dessus permettent de g�en�erer un retour
d��etat statique� Elles peuvent �etre g�en�eralis�ees au retour de sortie dynamique introduit
au paragraphe 
����� Dans ce cas� la loi de commande est g�en�er�ee en r�esolvant deux LMIs
coupl�ees� voir par exemple ����� Nous utiliserons ces techniques dans le chapitre ��

�
�
� M�ethodes num�eriques

L�int�er�et croissant port�e aux LMIs ces derni�eres ann�ees vient du fait que les m�ethodes
dites de points int�erieurs peuvent �etre appliqu�ees pour les r�esoudre� Ces m�ethodes ont
�et�e originalement d�evelopp�ees pour r�esoudre des programmes lin�eaires standards d�e�nis
sur le quadrant positif� mais peuvent s��etendre sans di'cult�e aux programmes lin�eaires
d�e�nis sur le c�one des matrices d�e�nies positives� c�est��a�dire aux LMIs� Un ouvrage
de r�ef�erence dans ce domaine est ����� o�u une th�eorie tr�es g�en�erale est d�evelopp�ee pour
r�esoudre des probl�emes d�optimisation convexe par des m�ethodes de points int�erieurs� Une
sp�ecialisation de ces r�esultats aux LMIs a �et�e d�evelopp�ee dans �

���

De fa con tr�es approximative� avec les m�ethodes de points int�erieurs les contraintes sont
remplac�ees par une fonction de p�enalit�e et l�optimisation s�e	ectue par des r�esolutions
successives de probl�emes non�contraints� Un choix classique de fonction de p�enalit�e pour
l�ensemble convexe d�e�ni par la contrainte LMI

F �x� " F� $
mX
i��

xiFi � 


est la fonction logarithmique

	�x� "



log detF �x��� si F �x� � 

� sinon�
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La fonction 	 est strictement convexe et admet un minimum unique d�enomm�e centre
analytique �

�� 

�� et solution du probl�eme d�optimisation

min log detF �x���

t�q� F �x� � 
�

Nous retrouverons ce probl�eme lors de l��etude des propri�et�es g�eom�etriques des ellipso��des
de la section ����

Une propri�et�e fondamentale des m�ethodes de points int�erieurs est leur complexit�e
polynomiale� c�est��a�dire que le nombre d�op�erations n�ecessaires pour r�esoudre un pro�
bl�eme avec une pr�ecision donn�ee est une fonction polynomiale du nombre d�inconnues et
du nombre de contraintes� Typiquement� chaque it�eration est constitu�ee d�un probl�eme
d�alg�ebre lin�eaire classique �par exemple la r�esolution d�un probl�eme de moindres carr�es�
pour lequel il existe des algorithmes rapides et num�eriquement stables ����� En pratique�
le nombre d�it�erations n�ecessaires pour r�esoudre un probl�eme d�optimisation LMI est
presque toujours compris entre � et �
� De plus� la structure bloc�diagonale des LMIs
peut facilement �etre exploit�ee pour acc�elerer le processus de r�esolution�

De nombreux outils num�eriques sont maintenant disponibles pour r�esoudre les LMIs�
Notre exp�erience montre que certains peuvent s�av�erer plus e'caces que d�autres selon
le probl�eme trait�e� Parmi les outils que nous avons utilis�es r�eguli�erement� nous pouvons
citer

& La LMI Control Toolbox pour Matlab ��
�� dont le principal avantage est la
rapidit�e� au prix d�une syntaxe peu intuitive�

& Les programmes sp �

�� et maxdet dont les sources en langage C sont disponibles�
maxdet est en fait une extension de sp qui permet de r�esoudre le probl�eme de centre
analytique mentionn�e ci�dessus� Une interface conviviale reprenant une syntaxe de
type Matlab est �egalement disponible pour ces deux programmes� Il s�agit du
logiciel sdpsol �
����

& L�interface conviviale Lmitool ����� qui g�en�ere un code Matlab permettant d�uti�
liser indi	�eremment le programme sp cit�e ci�dessus� mais �egalement les programmes
sdp �
� et sdpHA ��
�� La convivalit�e se paie cependant par une relative lenteur�
surtout au niveau de la mise sous forme standard des LMIs�

��� Ellipso
�des et Poly�edres

Dans cette section nous �etudions les propri�et�es des objets g�eom�etriques que nous uti�
lisons tout au long du m�emoire� �a savoir les ellipso��des et les poly�edres� Les propri�et�es des
ellipso��des sont �etudi�ees en d�etail dans �
��� Pour un rappel des propri�et�es des poly�edres on
pourra consulter tout ouvrage traitant de la programmation lin�eaire� comme par exemple
�

���



���� ELLIPSO	IDES ET POLY�EDRES ��

�
	
� Ellipso��des

D�e�nition

Un ellipso�	de E peut �etre d�e�ni de diverses mani�eres� Nous retenons trois formulations
classiques qui sont

E " fx � x�Px$ �x�q $ 
 � 
g
" fx � �x� xc��P �x� xc� � 
g
" fQy $ xc � y�y � 
g�

La premi�ere formulation se base sur la fonction quadratique

�
x



�� �
P q
q� 


� �
x



�
" x�Px$ �x�q $ 


que nous supposons d�e�nie positive� c�est��a�dire que

P " P � � 
� q�P��q � 
 � 
�

La deuxi�eme formulation se base sur la fonction quadratique

�x� xc�
�P �x� xc�� 
 " x�Px� �x�Pxc $ x�cPxc � 


d�o�u nous d�eduisons que

q " �Pxc� 
 " x�cPxc � 
�

Le vecteur xc est appel�e centre de l�ellipso��de� En�n� la troisi�eme formulation se base sur
une d�eformation de la sph�ere unit�e par une matrice Q qui est l�inverse du facteur de
Cholesky de la matrice d�e�nie positive P � autrement dit

Q " P� �

� �

Il est donc facile de passer de l�une �a l�autre de ces formulations� Notons �nalement
qu�assez souvent dans ce m�emoire nous consid�erons des ellipso��des centr�es �a l�origine�
Nous utilisons alors une quatri�eme formulation

E " fx � x�Px � 


r
g

o�u r est un scalaire positif� En utilisant les notations ci�dessus� nous avons donc

xc " q " 
� 
 " �


r
�
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Volume d�un ellipso��de

Il est ais�e de montrer que le volume de l�ellipso��de E est proportionnel au d�eterminant
de Q� Dans ce m�emoire nous verrons que la notion de volume� et en particulier� de maxi�
misation du volume d�un ellipso��de� joue un r�ole pr�epond�erant dans certains probl�emes
de commande �

�� 

���

Si


 � �� � �� � 
 
 
 � �n

d�enotent les valeurs propres de la matrice P � nous pouvons montrer �
�� que l�ellipso��de
E admet des demi�axes de longueurs 
�

p
�i� Etant donn�e que le d�eterminant de P est

�egal au produit de ses valeurs propres et que la trace de P est �egale �a leur somme� nous
pouvons utiliser les crit�eres suivants a�n de maximiser la taille d�un ellipso��de �

& Minimisation du logarithme du d�eterminant� �egal �a la quantit�e

log detP " log �� $ log �� $ 
 
 
$ log �n�

Le probl�eme d�optimisation correspondant s��ecrit

min log detP
t�q� P " P � � 


F �P��� � 


o�u F �P��� � 
 est une contrainte LMI en P��� Ce probl�eme d�optimisation est
convexe en P��� il correspond �a la recherche du centre analytique d�une LMI comme
nous l�avons vu dans la section ����

& Minimisation de la trace de P � �egale �a la quantit�e

traceP " �� $ �� $ 
 
 
$ �n�

Le probl�eme d�optimisation correspondant s��ecrit

min traceP
t�q� P " P � � 


F �P � � 
�

Il s�agit du probl�eme d�optimisation LMI classique �a crit�ere lin�eaire introduit dans
la section ����

& Minimisation de la plus grande valeur propre de P � d�enot�ee �n� De fa con �equivalente�
nous pouvons minimiser une borne sup�erieure sur cette valeur propre� Le probl�eme
d�optimisation correspondant s��ecrit

min �
t�q� �I 	 P

P " P � � 

F �P � � 
�

C�est �egalement un probl�eme d�optimisation LMI classique �a crit�ere lin�eaire�

Le choix du crit�ere d�epend du probl�eme trait�e� Les avantages respectifs de chaque crit�ere
sont mentionn�es dans ���� �
�� Tous les probl�emes LMI mentionn�es ci�dessus peuvent �etre
r�esolus avec les outils d�ecrits dans le paragraphe ������



���� ELLIPSO	IDES ET POLY�EDRES ��

�
	
� Poly
edres

D�e�nition

Un poly�edre P est d�e�ni comme �etant l�intersection d�une famille �nie de demi�plans�
Etant donn�e un ensemble de vecteurs colonnes mi et de scalaires �i� Nous pouvons �ecrire

P " fx � m�
ix � �i� i " 
� � � � � pg

" fx � Mx � �g
o�u

M "

�
��
m�

�
���
m�

p

�
�� � � "

�
��
��
���
�p

�
��

et le signe � est interpr�et�e composante par composante� Si le poly�edre P est born�e� alors
nous parlerons de polytope� Cette repr�esentation peut �etre g�en�eralis�ee aux poly�edres non�
born�es� De mani�ere duale� un polytope peut �egalement �etre d�e�ni comme l�enveloppe
convexe d�un nombre �ni de sommets

P " Cofv�� � � � � vqg�
Le passage de la repr�esentation par demi�plans �a la repr�esentation par sommets est d�e�
licat� Il peut �etre e	ectu�e �a l�aide d�algorithmes �a complexit�e exponentielle qui s�av�erent
cependant particuli�erement e'caces� comme par exemple le programme Qhull ����

Volume d�un polytope

Certains probl�emes de commande nous conduisent �a maximiser le volume d�un po�
lytope� Malheureusement� il n�existe pas de formule analytique pour d�eterminer ce vo�
lume� Cependant� il peut �etre calcul�e �a l�aide d�algorithmes �a complexit�e exponentielle
qui s�av�erent relativement e'caces en pratique� Le lecteur int�eress�e pourra consulter ��
�
pour un survol r�ecent des progr�es dans ce domaine� Dans ce m�emoire� nous n�utiliserons
pas ces algorithmes de calcul de volume� Nous poursuivons une approche moins directe�
bas�ee sur les propri�et�es g�eom�etriques des ellipso��des� Il s�agit d�inclure un ellipso��de dans
un polytope� et de maximiser le volume de cet ellipso��de en utilisant les techniques d�ecrites
au paragraphe ����
�

�
	
� Inclusion d�un ellipso��de dans un poly
edre

L�inclusion de l�ellipso��de E " fQy $ xc � y�y � 
g dans le poly�edre P " fx � m�
ix �

�i� i " 
� � � � � pg signi�e que la valeur maximum de m�
i�Qy $ xc� est inf�erieure ou �egale

�a �i pour tout vecteur y tel que y�y � 
 et pour tout i " 
� � � � � p� Ce maximum est
atteint sur la composante i pour le choix y " Qmi�kQmik�� Nous en d�eduisons le r�esultat
suivant�
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Lemme ��� L�ellipso�	de

E " fQy $ xc � y
�y � 
g

est inclus dans le poly�edre

P " fx � m�
ix � �i� i " 
� � � � � pg

si et seulement si

kQmik� $m�
ixc � �i� i " 
� � � � � p�

A l�aide du compl�ement de Schur� cette in�egalit�e peut s��ecrire matriciellement�
��i �m�

ixc�P �
m�

i �i �m�
ixc

�
	 
� i " 
� � � � � p

o�u P " Q��� Cette in�egalit�e matricielle est bilin�eaire en P et xc� Elle devient une LMI en
P dans le cas o�u xc " 
� c�est��a�dire si l�ellipso��de E est centr�e �a l�origine�

Lemme ��� L�ellipso�	de centr�e �a l�origine

E " fx � x�Px � 
g
est inclus dans le poly�edre

P " fx � m�
ix � �i� i " 
� � � � � pg

si et seulement si �
P �
m�

i ��i

�
	 
� i " 
� � � � � p�

�
	
	 Inclusion d�un poly
edre dans un autre

Nous pr�esentons �a pr�esent un r�esultat classique d�alg�ebre lin�eaire� particuli�erement
utile en commande contrainte� Il s�agit du lemme �etendu de Farkas ����� qui fournit des
conditions n�ecessaires et su'santes pour qu�un poly�edre soit inclus dans un autre�

Lemme ��
 Le poly�edre

PN " fx � Nx � �g
est inclus dans le poly�edre

PM " fx � Mx � �g
si et seulement s�il existe une matrice P �a composantes non�n�egatives telle que

PN " M
P� � ��



��
� MATRICES POLYNOMIALES ��

La preuve de ce r�esultat fait appel �a des notions de programmation lin�eaire ���� 

���

C�est d�ailleurs �a l�aide d�un logiciel de r�esolution de programmes lin�eaires que nous
pouvons trouver la matrice P v�eri�ant les relations alg�ebriques lin�eaires ci�dessus� Nous
pouvons par exemple utiliser la fonction lp de l�Optimization Toolbox pour Matlab

����� ou encore les programmes de r�esolution de LMIs mentionn�es dans le paragraphe �����
�etant donn�e qu�un programme lin�eaire est un cas particulier de LMI�

��	 Matrices Polynomiales

Finalement� nous mentionnons une autre cat�egorie d�outils particuli�erement utiles pour
l��etude des syst�emes lin�eaires� �a savoir les matrices polynomiales�

Param�etrisation de Youla�Ku�cera

Nous avons vu au paragraphe 
���
 que dans le domaine fr�equentiel un syst�eme lin�eaire
invariant �a temps discret pouvait indi	�eremment�etre repr�esent�e �a l�aide d��equations d��etat
ou �a l�aide de fractions de matrices polynomiales

y�d� " B�d�A���d�u�d� " (A���d� (B�d�u�d�

avec d d�enotant l�op�erateur de retard� La repr�esentation par matrices polynomiales est
particuli�erement int�eressante lorsque l�on d�esire param�etrer l�ensemble des compensateurs
stabilisant un syst�eme� Nous rappelons ici le r�esultat principal� connu sous le nom de
param�etrisation de Youla�Ku
cera ��
� 
��� �
� 

���

Lemme ��� Soit �X�d�� �Y �d�� �(X�d�� �(Y �d� une solution particuli�ere de la double identit�e
de B�ezout

�
(X�d� (Y �d�
� (B�d� (A�d�

� �
A�d� �Y �d�
B�d� X�d�

�
"

�
I 


 I

�
���

�

o�u A�d�� B�d� et (A�d�� (B�d� sont des matrices polynomiales n�ayant pas de z�eros com�
muns� Alors tous les compensateurs lin�eaires de la forme

u�d� " �Y �d�X���d�y�d�
" � (X���d� (Y �d�y�d�

qui stabilisent le syst�eme lin�eaire

y�d� " B�d�A���d�u�d�
" (A���d� (B�d�u�d�
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sont param�etr�es par les �equations

X�d� " �X�d� $B�d�Q�d�

Y �d� " �Y �d��A�d�Q�d�
(X�d� " �(X�d� $ (Q�d� (B�d�
(Y �d� " �(Y �d�� (Q�d� (A�d�

���

�

o�u Q�d�� (Q�d� sont des matrices rationnelles arbitraires mais stables�

M�ethodes num�eriques

Pour des raisons historiques� les m�ethodes num�eriques de commande ont �et�e majori�
tairement d�evelopp�ees �a partir de la repr�esentation d��etat� Ainsi� les AREs� les LMIs et
tous les outils connexes font appel �a l�alg�ebre lin�eaire des matrices �a composantes r�eelles
ou complexes� En particulier� des m�ethodes num�eriquement stables et rapides ont �et�e
con cues pour e	ectuer la plupart des op�erations de base comme la r�eduction sous forme
triangulaire� l�extraction de noyau� le calcul des valeurs propres� etc� � � L�ouvrage ����
constitue une excellente introduction �a ce domaine� Notons que la Control System

Toolbox pour Matlab ���� utilise principalement des routines bas�ees sur l�approche
par repr�esentation d��etat�

Par contraste� peu de m�ethodes num�eriques de commande ont �et�e d�evelopp�ees �a partir
de la repr�esentation par matrices polynomiales� introduite dans les ouvrages ��
� ���� L�ap�
proche polynomiale a plut�ot fait l�objet d��etudes th�eoriques et s�av�ere surtout reconnue
comme un excellent outil p�edagogique� R�ecemment� plusieurs �etudes tendent �a prouver
que des m�ethodes num�eriquement stables et e'caces peuvent �egalement �etre con cues
pour manipuler les matrices polynomiales ����� Ainsi� il existe �a pr�esent des m�ethodes
stables et e'caces pour r�esoudre les �equations polynomiales matricielles lin�eaires et l�ex�
traction de noyau ����� pour r�esoudre les �equations polynomiales quadratiques ���� ����
pour l�obtention de formes triangulaires ����� etc� � � Une bo��te �a outils� d�enomm�ee Po�
lynomial Toolbox pour Matlab ���� ��� a �et�e d�evelopp�ee r�ecemment pour e	ectuer
ces op�erations� De fa con sch�ematique� les algorithmes num�eriquement stables qui sont
d�evelopp�es dans ���� sont bas�es sur deux techniques classiques � les matrices de Sylves�
ter et l�interpolation� Ces deux techniques permettent d�exprimer les op�erations sur des
matrices polynomiales comme des op�erations d�alg�ebre lin�eaire classique sur des matrices
constantes�

��� Conclusion

Dans ce chapitre nous avons rappel�e les outils fondamentaux que nous allons utiliser
dans ce m�emoire� �a savoir les �equations alg�ebriques de Riccati �AREs�� les in�egalit�es
matricielles lin�eaires �LMIs�� les propri�et�es g�eom�etriques des ellipso��des et poly�edres� et
en�n les techniques faisant appel aux matrice polynomiales� Ces outils sont associ�es �a des



���� CONCLUSION ��

techniques num�eriques e'caces et �ables � l�alg�ebre lin�eaire num�erique pour r�esoudre les
AREs et les �equations polynomiales� la programmation convexe et les m�ethodes de points
int�erieurs pour r�esoudre les LMIs et les probl�emes g�eom�etriques impliquant les ellipso��des
et les poly�edres�
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Deuxi�eme partie

Analyse

�






Chapitre �

Analyse

��� Introduction

Dans ce chapitre� nous nous penchons sur le probl�eme de l�analyse de stabilit�e d�un
syst�eme lin�eaire incertain �a commande contrainte� Il existe plusieurs approches du pro�
bl�eme� Nous les r�esumons bri�evement dans le paragraphe ��� et pr�esentons le cadre dans
lequel s�inscrivent nos travaux� Une d�e�nition pr�ecise du probl�eme trait�e dans ce chapitre
est propos�ee dans le paragraphe ���� Nous pr�esentons ensuite nos r�esultats bas�es sur les
AREs �paragraphe ���� et les LMIs �paragraphe ����� Des exemples num�eriques illustra�
tifs sont �etudi�es au paragraphe ���� Le paragraphe ��� conclut le chapitre en �evoquant les
avantages et inconv�enients respectifs de nos approches�

��� Pr�ec�edents Travaux

Les r�esultats d�analyse de stabilit�e locale peuvent se regrouper en quatre cat�egories
principales d�ependant du type de mod�elisation des saturations et de la nature de la r�egion
de stabilit�e envisag�ee� Nous pouvons distinguer des mod�elisations

& Par r�egions de saturation et r�egions de stabilit�e poly�edrales ��
� �
� ���� Cette ap�
proche se pr�ete parfaitement au probl�eme d�analyse car elle d�ebouche sur des condi�
tions n�ecessaires et su'santes d�invariance positive et de contractivit�e de poly�edres
pour le syst�eme satur�e� Les r�esultats sont bas�es sur l�utilisation de la programma�
tion lin�eaire et des c�ones poly�edraux et permettent de d�evelopper des algorithmes
d�expansion homoth�etique d�ensembles contractifs dans la r�egion de comportement
non�lin�eaire du syst�eme en boucle ferm�ee�

& Polytopiques des saturations et r�egions de stabilit�e poly�edrales �


�� En mod�eli�
sant les saturations �a l�aide d�un polytope de matrices� des algorithmes d�expansion
non�homoth�etique de r�egions de stabilit�e peuvent �etre con cus� En contre partie� les
conditions d�invariance positive et de contractivit�e de poly�edres pour le syst�eme

��
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satur�e sont uniquement su'santes et peuvent donc s�av�erer conservatives�

& Par non�lin�earit�e de secteur et r�egions de type Lur�e ��
� �
� ���� Le terme de satu�
ration est consid�er�e comme une non�lin�earit�e de secteur et les domaines de stabilit�e
sont alors construits �a partir de fonctions quadratiques de Lyapunov classiques ou de
fonctions de type Lur�e avec un terme int�egral additif� Ces domaines sont d�etermin�es
par application du crit�ere du cercle ou du crit�ere de Popov�

& Polytopiques des saturations et r�egions de stabilit�e ellipso��dales ���� 

�� �
�� En
mod�elisant les saturations �a l�aide d�un polytope de matrices et en consid�erant des
r�egions de stabilit�e ellipso��dales pour le syst�eme satur�e� deux m�ethodes d�analyse
ont �et�e d�evelopp�ees� La premi�ere est analogue �a l�expansion homoth�etique �etudi�ee
pour des domaines poly�edraux� La deuxi�eme consiste �a r�esoudre it�erativement deux
probl�emes d�optimisation convexe a�n d�obtenir un ellipso��de maximal selon un
crit�ere d�e�ni �a l�avance�

Le lecteur int�eress�e pourra consulter �

�� xIII���
� pour un survol exhaustif des di	�e�
rentes m�ethodes �evoqu�ees ci�dessus� avec un bilan comparatif d�etaill�e des avantages et
des inconv�enients respectifs�

Il est important de noter que les m�ethodes ci�dessus s�appliquent principalement �a des
syst�emes satur�es en l�absence d�incertitudes� En ce qui concerne les syst�emes incertains�
peu de travaux ont �et�e men�es jusqu�alors� Cet �etat de fait a d�ailleurs �et�e la principale
source de motivation pour le d�eveloppement des r�esultats pr�esent�es dans ce chapitre�
Parmi les rares r�ef�erences traitant de l�analyse de stabilit�e des syst�emes incertains satu�
r�es� nous pouvons citer ���� et ����� Dans ����� la stabilit�e en pr�esence de saturations est
�etudi�ee en d�ecomposant un retour d��etat calcul�e classiquement en r�esolvant une ARE�
Une condition su'sante de stabilit�e locale est alors obtenue et le compromis entre la
taille de l�ensemble de stabilit�e et l�amplitude des contraintes sur la commande est mis en
�evidence� Dans ����� les auteurs utilisent une d�ecomposition additive ou multiplicative de
la fonction non�lin�eaire de saturation qu�ils exploitent ensuite pour borner les termes qua�
dratiques issus des fonctions de Lyapunov et obtenir une condition su'sante de stabilit�e
locale� Aucune approche uni��ee au probl�eme d�analyse de stabilit�e robuste en pr�esence
de saturations n�a cependant �et�e propos�ee�

Notre approche s�inscrit dans le cadre de la quatri�eme cat�egorie mentionn�ee ci�dessus�
D�une part� nous mod�elisons les saturations par un polytope de matrices� �a l�aide des
r�esultats du paragraphe 
����� D�autre part� nous consid�erons les domaines ellipso��daux
de stabilit�e locale introduits dans le paragraphe 
����� Contrairement aux r�esultats publi�es
jusqu�alors� notre approche est uni��ee dans le sens o�u nous utilisons des outils classiques
�AREs et LMIs� a�n d�obtenir une m�ethode syst�ematique d�analyse� De plus� les exemples
num�eriques sur lesquels nous avons illustr�e notre approche font appara��tre de meilleurs
r�esultats que ceux obtenus pr�ec�edemment�
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��� Position du Probl�eme

Nous consid�erons le syst�eme lin�eaire continu incertain

#x " A�t�x$B�t�u ���
�

o�u x � R
n et u � R

m� A�n de repr�esenter les incertitudes a	ectant ce syst�eme� nous
supposons que les matrices A�t� et B�t� appartiennent respectivement �a des ensembles
compacts A et B� Dans ce chapitre� nous consid�erons deux mod�elisations d�incertitudes
introduites dans le paragraphe 
����� �a savoir

& Des incertitudes born�ees en norme� o�u

A " fA� $DF �t�E�� kF �t�k� � 
g
B " fB� $DF �t�E�� kF �t�k� � 
g

pour des matrices nominales A�� B� et des matrices constantes D� E�� E� donn�ees�

& Des incertitudes polytopiques� o�u les matrices du syst�eme appartiennent �a des po�
lytopes de matrices

A " CofA�� � � � � AnAg
B " CofB�� � � � � BnBg�

La commande

u " sat�Kx� �����

du syst�eme ���
� est satur�ee et ne peut exc�eder un certain seuil� La matrice de retour d��etat
K est suppos�ee connue et obtenue par une m�ethode quelconque de commande robuste
�
��� de telle sorte que la matrice A�t� $ B�t�K soit robustement stable� Supposons que
les contraintes sur la commande soient sym�etriques� Tout comme au paragraphe 
�����
nous avons

ui " sat�Kix� "

�	



ui si Kix � ui
Kix si jKixj � ui
�ui si Kix � �ui

pour chaque composante ui de la commande� avec Ki repr�esentant la i�eme ligne de K et
ui un scalaire positif donn�e� pour i " 
� � � � �m� Le syst�eme ���
� contr�ol�e par la loi de
commande satur�ee ����� devient non�lin�eaire par bouclage et s��ecrit

#x " A�t�x$B�t�sat�Kx�� �����

En l�absence d�hypoth�ese de stabilit�e du syst�eme ����� en boucle ouverte� nous sa�
vons que d��eventuelles saturations de la commande peuvent rendre instables certaines
trajectoires du syst�eme en boucle ferm�ee �

��� Le probl�eme qui consiste alors �a trouver
l�ensemble des conditions initiales x�
� qui peuvent �etre ramen�ees �a l�origine & c�est��a�dire
la r�egion d�attraction de l�origine & s�av�ere tr�es di'cile et reste ouvert dans le cas g�en�eral�
en d�epit de sa formulation tr�es simple �

��� Notons que dans le cas o�u cet ensemble est
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l�espace d��etat tout entier� nous pouvons parler de stabilit�e globale du syst�eme en boucle
ferm�ee �

���

A�n d��etudier la stabilit�e du syst�eme incertain en boucle ferm�ee� nous utilisons le
concept de stabilit�e quadratique locale introduit au paragraphe 
����� associ�e �a l�existence
d�une matrice de Lyapunov d�e�nie positive P � Une approximation naturelle de l�ensemble
des conditions initiales qui peuvent �etre stabilis�ees par la loi de commande ����� est alors
l�ellipso��de

E " fx � x�Px � 
�rg

o�u r est un scalaire positif� Rappelons que si V �x� " x�Px est une fonction de Lyapunov
d�ecroissante le long des trajectoires du syst�eme en boucle ferm�ee ����� alors il existe un
scalaire r � 
 tel que E est un ensemble positivement invariant et contractif pour le
syst�eme en boucle ferm�ee ��
� 

��� c�est��a�dire que toute trajectoire initialis�ee dans E
converge vers l�origine� Il semble alors naturel de rechercher la matrice P et le scalaire
r tels que E est de taille maximale� Le probl�eme que nous allons r�esoudre est donc le
suivant�

Probl�eme 
�� Trouver la matrice de Lyapunov P et le scalaire r tels que le syst�eme
incertain �a commande satur�ee 
���� est localement quadratiquement stable dans l�ellipso�	de
E de plus grande taille�

��� Approche ARE

La premi�ere strat�egie pour r�esoudre le probl�eme ��
 consiste �a mener l�analyse de
stabilit�e en utilisant la solution d�une �equation alg�ebrique de Riccati� Cette approche
est bas�ee sur les r�esultats de synth�ese publi�es dans �

�� ��� �
�� Pour des raisons qui
appara��tront claires par la suite� cette approche n�est valable que pour les incertitudes
born�ees en norme�

Dans le paragraphe ����
 nous avons �etabli qu�en l�absence de contraintes sur la com�
mande� la stabilit�e quadratique du syst�eme ���
� contr�ol�e par le retour d��etat lin�eaire
u " Kx est assur�ee par l�existence d�une matrice de Lyapunov d�e�nie positive P� et d�un
scalaire positif � tels que

�A� $B�K��P� $ P��A� $B�K� $ �P�DD
�P�

$����E� $ E�K���E� $ E�K� $K �R�K $Q� " 

�����

o�u R� et Q� sont des matrices de pond�eration d�e�nies positives quelconques� Par souci
de clart�e� nous supprimons la d�ependence des variables en � et nous notons dor�enavant
P " �P�� R " �R� et Q " �Q��

En pr�esence de saturations sur la commande� nous utilisons les r�esultats du paragraphe
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���� pour mod�eliser l�e	et des saturations� Nous d�e�nissons les scalaires

gi�x� "

�	



ui�Kix si Kix � ui

 si jKixj � ui
�ui�Kix si Kix � �ui

pour i " 
� � � � �m� Notons que par d�e�nition 
 � gi�x� � 
 pour tout i " 
� � � � �m�
Comme pr�ecis�e dans la section ���� nous �etudions la stabilit�e locale du syst�eme ����� en
supposant que son vecteur d��etat x appartient �a l�ellipso��de E� Par cons�equent� chaque
composante gi�x� admet une borne inf�erieure d�enot�ee g

i
d�e�nie par

g
i
" minfgi�x� � x � Eg

et qui satisfait 
 � g
i
� 
 pour tout i " 
� � � � �m� Nous pouvons alors d�e�nir �m matrices

diagonales Gk pour k " 
� � � � � �m� dont les �el�ements diagonaux prennent la valeur 
 ou
g
i
�

Th�eor�eme 
�� Supposons que P est solution de l�ARE 
����� Le syst�eme incertain satur�e

���� est localement quadratiquement stable dans l�ellipso�	de E si les scalaires g

i
et le

scalaire r v�eri�ent les in�egalit�es matricielles

�PB� $ E�
�E���I �Gk�K $K ��I �Gk��PB� $ E�

�E���

$K ��E�
�E� $R�K $Q�K �GkE

�
�E�GkK � 
� k " 
� � � � � �m

����a�

g�
i
KiP

��K �
i�u

�
i � r� i " 
� � � � �m


 � g
i
� 
� i " 
� � � � �m�

����b�

Preuve � Lorsque le vecteur d��etat x appartient au poly�edre

P " fx � jKixj � ui�g
i
� i " 
� � � � �mg�

nous savons d�apr�es les r�esultats du paragraphe 
���� que les trajectoires du syst�eme satur�e
����� peuvent �etre repr�esent�ees par les trajectoires du syst�eme polytopique

#x " A�t�x �����

o�u la matriceA�t� appartient �a un polytope de matrices ayant pour sommets incertains les
matrices �A�$DF �t�E��$�B�$DF �t�E��GkK pour k " 
� � � � � �m� Si les scalaires r et g

i

satisfont les in�egalit�es ����b� alors les propri�et�es g�eom�etriques de la section ��� permettent
d�a'rmer que l�ellipso��de E est inclus dans le poly�edre P et donc que le mod�ele polytopique
����� est valide pour le syst�eme satur�e ����� pour tout vecteur x appartenant �a E� A�n
d�assurer la stabilit�e quadratique du syst�eme polytopique ������ nous �ecrivons la d�eriv�ee
de la fonction de Lyapunov V �x� " x�Px en consid�erant le syst�eme au sommet k �

fk�x� " �x��P �A� $B�GkK� $ PDF �t��E� $ E�Gk�K�x�

En bornant les termes incertains �a l�aide de la technique expos�ee dans ���� nous obtenons

fk�x� � x���P �A� $B�GkK� $ PDD�P $ �E� $ E�GkK���E� $ E�GkK��x�
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En utilisant l��equation ������ on peut alors �ecrire

fk�x� � x����PB� $ E�
�E���Gk � I�K $K �GE�

�E�GkK �K �E�
�E�K �K �RK �Q�x�

L�in�egalit�e matricielle ����a� impose donc que fk�x� � 
 pour tout sommet k et s�av�ere par
cons�equent �etre une condition su'sante de stabilit�e locale quadratique pour le syst�eme
polytopique ����� et donc pour le syst�eme ������ �

On peut v�eri�er qu�en l�absence de saturation� c�est��a�dire quand Gk " I pour tout
k " 
� � � � � �m� l�in�egalit�e matricielle ����a� devient Q $K �RK � 
� ce qui est coh�erent
avec le fait que le syst�eme en boucle ferm�ee sans saturation est quadratiquement stable�

Dans le but de r�esoudre le probl�eme ��
� nous devons augmenter tant que possible la
taille de l�ellipso��de E� Les r�esultats de la section ��� permettent donc d�a'rmer qu�il est
souhaitable de diminuer r et donc de diminuer les scalaires g

i
tout en pr�eservant la stabilit�e

quadratique locale du syst�eme satur�e� L�algorithme suivant formalise ces observations�

Algorithme Analyse ARE

Entr�ee � Le syst�eme en boucle ferm�ee ������

Sortie � La matrice de Lyapunov P et le scalaire r tels que l�ellipso��de E soit un domaine
de stabilit�e du syst�eme incertain satur�e ������

Pas � � Trouver une matrice de Lyapunov P en r�esolvant l�ARE ����� �a l�aide de la
technique d�ecrite dans la section ���� S�il n�y a pas de solution� alors le syst�eme n�est pas
quadratiquement stable� m�eme localement�

Pas � � Trouver les scalaires g
i
qui minimisent r tout en v�eri�ant les in�egalit�es ������ On

peut par exemple �xer les g
i
�a une m�eme valeur et e	ectuer une recherche unidimensio�

nelle�

Cet algorithme pr�esente plusieurs limitations importantes� d�ecrites ci�dessous�

& Pour augmenter la taille de l�ellipso��de E on joue uniquement sur le param�etre r au
Pas �� la matrice de Lyapunov P �etant �x�ee d�es le Pas 
� Or� le choix de P peut
s�av�erer pr�epond�erant�

& Le choix de la matrice P est notamment in)uenc�e par les matrices de pond�eration
R et Q� mais d�une fa con di'cilement quanti�able�

& L�algorithme n�est valable que pour des incertitudes born�ees en norme car il n�existe
pas de technique ARE ad�equate pour les incertitudes polytopiques�
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��	 Approche LMI

Dans le but de pallier certains inconv�enients inh�erents �a l�approche ARE pr�ec�edem�
ment d�ecrite� nous pr�esentons maintenant une deuxi�eme strat�egie pour r�esoudre le pro�
bl�eme ��
� Elle est bas�ee sur des sch�emas de relaxation et la r�esolution d�in�egalit�es matri�
cielles lin�eaires� Cette approche a �et�e d�evelopp�ee dans les r�ef�erences ���� et �����

Dans la section ���� nous avons �etabli qu�en l�absence de contraintes sur la commande�
la stabilit�e quadratique du syst�eme ���
� contr�ol�e par le retour d��etat lin�eaire u " Kx est
assur�ee par l�existence d�une matrice de Lyapunov d�e�nie positive P telle que

& Pour les incertitudes born�ees en norme� la LMI�
� �A� $B�K��P $ P �A� $B�K� � �

D�P �I �
E� $ E�K 
 �I

�
� � 


est v�eri��ee�

& Pour les incertitudes polytopiques� les LMIs

�Ai $BjK��P $ P �Ai $BjK� � 


sont v�eri��ees pour tous les sommets i " 
� � � � � nA et j " 
� � � � � nB�

A l�aide des r�esultats du paragraphe 
���� et en suivant le m�eme raisonnement que dans
la section ���� nous �etudions la stabilit�e quadratique locale du syst�eme satur�e ����� dans
l�ellipso��de E�

Th�eor�eme 
�� Le syst�eme 
���� est localement quadratiquement stable dans l�ellipso�	de
E si la matrice de Lyapunov P � les scalaires g

i
et le scalaire r v�eri�ent les in�egalit�es

� pour les incertitudes born�ees en norme�
� �A� $B�GkK��P $ P �A� $B�GkK� � �

D�P �I �
E� $ E�GkK 
 �I

�
� � 
� k " 
� � � � � �m �����

� pour les incertitudes polytopiques

�Ai $BjGkK��P $ P �Ai $BjGkK� � 
� k " 
� � � � � �m �����

et les in�egalit�es

�
P �
g
i
Ki ru�i

�
	 
� i " 
� � � � �m


 � g
i
� 
� i " 
� � � � �m�

�����

Preuve � Tout comme dans la preuve du th�eor�eme ��
� nous d�eduisons un mod�ele
polytopique pour le syst�eme satur�e dont les sommets sont construits �a partir des scalaires
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g
i
� A l�aide des propri�et�es g�eom�etriques de la section ���� ce mod�ele polytopique est valide

si l�inclusion de l�ellipso��de E dans le polytope P est assur�ee� d�o�u les in�egalit�es ������
La stabilit�e quadratique du syst�eme satur�e est alors assur�ee par la stabilit�e de chaque
sommet du mod�ele polytopique� d�o�u les LMIs ����� ou ������ �

Nous rappelons que notre l�objectif est d�obtenir le plus grand ellipso��de E possible�
Les di	�erentes mani�eres de jouer sur la matrice P et le scalaire r a�n d�augmenter la taille
de E sont �enum�er�ees dans la section ���� La plus grande limitation reste cependant le fait
que les in�egalit�es matricielles ����� et ����� sont bilin�eaires �BMIs� en les variables P et
g
i
� alors que les in�egalit�es ����� restent lin�eaires en P � g

i
et r� Comme mentionn�e dans la

section ���� il n�existe pas �a ce jour de m�ethode de r�esolution e'cace pour les BMIs� Nous
sommes donc contraints de d�evelopper des sch�emas de relaxations LMI�

Le principe de base consiste �a �xer une variable de d�ecision tout en laissant varier les
autres variables apparaissant dans le probl�eme� De cette mani�ere� les BMIs deviennent
des LMIs convexes faciles �a r�esoudre� au d�etriment de la convergence du proc�ed�e et de la
nature optimale de la solution� Les relaxations LMI qui s�av�erent utiles ici sont �enum�er�ees
ci�dessous�

& LMIR
 � P �etant donn�ee� trouver g et r en minimisant r

& LMIR� � P �etant donn�ee� trouver g et r en minimisant r $ g
�
$ � � �$ g

m

& LMIR� � g et r �etant donn�ees� trouver P en minimisant trace P

& LMIR� � g et r �etant donn�ees� trouver P en minimisant log detP

le tout sous les contraintes ����� ou ����� et ������ Il est n�ecessaire de noter que la re�
laxation LMIR� est en fait e	ectu�ee en minimisant le crit�ere convexe log detW�� suite
�a un changement de variable W " P��� voir la section ���� Notre algorithme e	ectue
successivement les quatre proc�edures de relaxation d�ecrites ci�dessus�

Algorithme Analyse LMI

Entr�ee � Le syst�eme en boucle ferm�ee ������

Sortie � La matrice de Lyapunov P et le scalaire r tels que l�ellipso��de E soit un domaine
de stabilit�e du syst�eme ����� avec saturations�

Pas � � Fixer g
i
" 
 pour i " 
� � � � �m� R�esoudre en P les LMIs ����� ou ����� et les

LMIs ������

Pas � � R�esoudre la relaxation LMIR
� LMIR�� LMIR� ou LMIR��

Pas 
 � Retourner au pas 
 jusqu��a ce qu�un certain crit�ere d�arr�et soit activ�e�

Cet algorithme pr�esente les limitations suivantes�
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& Un point essentiel est le choix de la proc�edure de relaxation LMI au pas �� Il
ne semble pas possible de deviner de prime abord quelle s�equence de relaxations
produira le plus rapidement l�ensemble E de taille maximale� Aucune propri�et�e de
convergence� m�eme locale� n�a d�ailleurs �et�e �etablie jusqu�alors pour ce type de m�e�
thodes�

& Le crit�ere d�arr�et au pas � d�epend du comportement de l�algorithme� En e	et� m�eme
si chaque it�eration suppl�ementaire permet d�augmenter la taille de E� cette augmen�
tation peut parfois s�av�erer n�egligeable� Un crit�ere d�arr�et peut donc �etre l�absence
de variation de taille de E apr�es plusieurs it�erations successives�

��� Exemples Num�eriques

�
�
� Premier Exemple

Nous consid�erons le syst�eme incertain �etudi�e dans ���� qui a pour matrices nominales

A� "

�

�
 �
�


�
 ��

�
B� "

�
� 


 


�
�

Ces matrices sont a	ect�ees par des incertitudes additives non structur�ees de norme inf�e�
rieure ou �egale �a 
�
� Nous mod�elisons ces incertitudes �a l�aide de la repr�esentation born�ee
en norme et des matrices

D "

�





�
E� " E� "




�

�
 
��

Les niveaux de saturation sont �x�es �a

u� " � u� " ��

Le plus grand ensemble de conditions initiales stabilisables gr�ace au retour d��etat

u " �
�


����� 
�
���

�

�� 
�����

�
x

qui a �et�e obtenu dans ���� est la sph�ere

S " fx � x�x � ����g�

Approche ARE

Nous illustrons tout d�abord les r�esultats obtenus avec l�algorithme Analyse ARE�
Nous consid�erons trois cas di	�erents� suivant les valeurs que peuvent prendre les matrices
de pond�eration � R " I� Q " I puis R " 
�
 
 I� Q " I et en�n R " 
�
 
 I� Q " 
�
 
 I�
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Fig� ��
� Ellipso��des E obtenus par l�approche ARE�

L�ellipse E est repr�esent�ee sur la �gure ��
 pour les trois cas mentionn�es ci�dessus� A titre
de comparaison� nous avons �egalement repr�esent�e la sph�ere S obtenue dans �����

Nous pouvons remarquer d�une part� que le choix des matrices de pond�eration R et
Q in)ue sur la taille de E� et d�autre part� que la sph�ere S est toujours incluse dans les
ensembles E que nous obtenons� ce qui prouve l�int�er�et de notre approche� Nous avons
essay�e d�autres valeurs pour les matrices de pond�eration sans pour autant am�eliorer ces
r�esultats de fa con signi�cative� De plus� il semble di'cile de pr�edire la variation de taille
de l�ellipso��de E en fonction des �el�ements des matrices de pond�eration� En th�eorie nous
pouvons poser un probl�eme d�optimisation globale pour r�esoudre ce probl�eme �

��� mais
il n�existe pas de m�ethode num�erique e'cace pour le r�esoudre�

Approche LMI

Int�eressons�nous maintenant aux r�esultats obtenus �a l�aide des in�egalit�es matricielles
lin�eaires et de l�algorithme Analyse LMI� Dans les tables ��
 et ���� nous avons report�e
deux s�equences de relaxations LMI avec les rapports entre le volume de l�ellipso��de E
obtenu entre chaque it�eration et celui de la sph�ere S obtenue dans ����� Apr�es seulement
quelques it�erations� nous avons pu augmenter l�ensemble des conditions initiales stables
d�un facteur ����� dans le premier cas et 
��� dans le deuxi�eme cas� Ces ensembles sont
repr�esent�es sur la �gure ���� A titre de comparaison� nous avons �egalement repr�esent�e la
sph�ere S�
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LMIR num�ero � � � � � �
Rapport des volumes 
�
��� 
��
�� 
��
�� 
��
�� �
�� 
	
��

Tab� ��
� Premi�ere s�equence de relaxations�

LMIR num�ero � � � �
Rapport des volumes 
��
�� 
��
�� ����
 ��		

Tab� ���� Deuxi�eme s�equence de relaxations�
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Fig� ���� Ellipso��des E obtenus par l�approche LMI�
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Nous pouvons remarquer que� tout comme avec l�approche ARE� nous avons pu am�e�
liorer de fa con signi�cative les r�esultats obtenus dans �����

�
�
� Deuxi
eme Exemple

La lin�earisation des �equations de mouvement d�un satellite d�ecrit dans ���� m�ene �a un
syst�eme ����� dont les matrices en boucle ouverte sont

A�t� "

�
���


 
 
 

�p�t�� 
 
 �p�t�


 
 
 


 ��p�t� 
 


�
��� B�t� "

�
���


 


 


 


 


�
��� �

Le param�etre incertain variant dans le temps p�t� mod�elise la p�eriode de rotation du
satellite� Elle est comprise entre 
�� et 
��� Les niveaux de saturations sont u� " u� " 
��
A�n de repr�esenter l�incertitude sur p�t�� nous consid�erons que la matrice A�t� appartient
�a un polytope de matrices

A " Co

���	
��


�
���


 
 
 


��� 
 
 


 
 
 


 �
 
 


�
��� �
�
���


 
 
 

���� 
 
 


 
 
 


 �
 
 


�
��� �
�
���


 
 
 


��� 
 
 �

 
 
 


 �� 
 


�
��� �
�
���


 
 
 

���� 
 
 �

 
 
 


 �� 
 


�
���
����
��� �

Dans ����� les auteurs montrent que le retour d��etat lin�eaire

u "

� �
� �
� �� 


 � �� ��

�
x

stabilise le syst�eme lin�eaire en pr�esence de saturation pour toute condition initiale appar�
tenant �a la sph�ere unit�e

S " fx � x�x � 
g�
quand p�t� est �egal �a 
� Cependant� le retour d��etat ci�dessus n�est pas n�ecessairement
stabilisant pour toute incertitude p�t� admissible� L�ensemble S n�est donc pas n�ecessai�
rement un ensemble de conditions initiales robustement stables quand p�t� varie�

A titre de comparaison� nous avons appliqu�e l�algorithme Analyse LMI bas�e sur les
relaxations LMIs� Les rapports de volume entre les ellipso��des E obtenus gr�ace �a notre
algorithme et la sph�ere S sont

& ���
 apr�es une it�eration de LMIR �

& 

��
 apr�es une it�eration de LMIR ��

Les autres sch�emas de relaxations ou des it�erations suppl�ementaires n�ont pas permis
d�am�eliorer ces chi	res� Les intersections de ces ensembles avec les sous�espaces bi�dimensionnels
sont repr�esent�ees sur la �gure ����

Ces r�esultats montrent clairement l�int�er�et de notre approche puisque nous obtenons
un ensemble E de conditions initiales que nous garantissons �etre stables m�eme quand le
param�etre p�t� varie� Nous devons noter que� malgr�e le fait que le volume de E est bien
sup�erieur �a celui de S� le deuxi�eme ensemble n�est pas inclus dans le premier�
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Fig� ���� Ellipso��des E obtenus par l�approche LMI�

��
 Conclusion

Dans ce paragraphe� nous avons �evoqu�e les avantages et inconv�enients respectifs des
m�ethodes d�analyse d�ecrites dans ce chapitre�

& Les deux m�ethodes ARE et LMI sont tr�es faciles �a implanter et ne font appel qu��a
des outils e'caces et r�epandus� Ce n�est pas le cas par exemple avec l�approche par
r�egions poly�edrales de saturation ��
� �
� ��� ou avec l�approche par le crit�ere de
Popov ��
� �
� ����

& La m�ethode ARE est plus avantageuse que la m�ethode LMI au niveau de la com�
plexit�e algorithmique� Notamment� il n�existe pas de propri�et�e de convergence pour
les m�ethodes de relaxations LMI que nous proposons� Cependant� nous disposons �a
pr�esent d�outils num�eriques su'samment puissants pour que cette di	�erence entre
ARE et LMI ne se ressente que sur des probl�emes de taille importante�

& Les deux m�ethodes ARE et LMI sont potentiellement conservatives et ne sont bas�ees
que sur des conditions su'santes de stabilit�e� Le conservatisme est introduit au
niveau

& de la mod�elisation des incertitudes�

& de la mod�elisation polytopique des saturations�

& du choix d�une matrice de Lyapunov unique valable sur l�ensemble des incerti�
tudes�

& La m�ethode LMI permet de traiter �a la fois les incertitudes born�ees en norme et les
incertitudes polytopiques� alors que la m�ethode ARE ne traite que les incertitudes
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born�ees en norme�

& La m�ethode LMI est plus souple que la m�ethode ARE� Notamment� la taille de l�en�
semble de conditions initiales stables peut �etre augment�ee en jouant sur la matrice
de Lyapunov apparaissant dans les LMIs� alors que celle�ci est �x�ee arbitrairement
avec la m�ethode ARE�

Il est donc bien di'cile de conseiller une m�ethode plus qu�une autre� Notre exp�erience
montre que cela d�epend fortement du probl�eme trait�e�



Troisi�eme partie

Synth�ese

��





Introduction

Dans cette partie� nous nous int�eressons au probl�eme de synth�ese d�une loi de com�
mande pour un syst�eme lin�eaire incertain avec des contraintes d�amplitude sur la com�
mande� Les di	�erentes approches qu�o	re la litt�erature pour traiter ce probl�eme sont
�evoqu�ees dans les paragraphes suivants� Nous soulignons alors leurs sp�eci�cit�es et leurs li�
mitations� Nous pr�esentons ensuite en d�etail nos r�esultats dans le cadre des trois approches
que nous avons suivies �

& Approche par commande saturante �chapitre ���

& Approche par commande lin�eaire par morceaux �chapitre ���

& Approche par commande polynomiale �chapitre ���

En d�epit de son importance pratique� le probl�eme de synth�ese de lois de commande
robustes et contraintes n�a fait l�objet jusqu��a pr�esent que d�un nombre restreint d��etudes�
Cela s�explique sans doute par la di'cult�e inh�erente au probl�eme et le manque d�outils
ad�equats pour le r�esoudre� Plusieurs travaux r�ecents t�emoignent cependant de progr�es
signi�catifs�

Historiquement� le probl�eme de synth�ese a d�abord �et�e �etudi�e en consid�erant implicite�
ment l�e	et des saturations� Il s�agit de l�approche dite �anti wind�up� � la commande est
tout d�abord calcul�ee en ignorant les limitations en amplitude qu�elle doit satisfaire� Le
bon fonctionnement de celle�ci est alors test�e a posteriori sur le syst�eme en boucle ferm�ee
en pr�esence de saturations �����

Une autre approche consiste �a prendre en compte explicitement les contraintes d�am�
plitude sur la commande� Dans cette optique� nous pouvons distinguer deux grandes
cat�egories de techniques de synth�ese� �a savoir celles autorisant la saturation et celles n�au�
torisant pas la saturation�

Dans la premi�ere cat�egorie� il s�agit donc de mettre en oeuvre des techniques exploitant
la nature non�lin�eaire due aux saturations �voir paragraphe 
������ Ces techniques peuvent
�etre d�evelopp�ees dans trois contextes de stabilisation� �a savoir la stabilisation globale�
semi�globale ou locale� Le fait d�obtenir ou non des r�esultats dans chacun de ces trois
contextes d�epend �etroitement des hypoth�eses de stabilit�e du syst�eme en boucle ouverte�
Par ailleurs� comme nous allons le voir dans la description qui suit� dans chacun de ces
trois contextes� lorsque des solutions peuvent �etre obtenues� les r�egions de stabilit�e induites
sont de natures tr�es di	�erentes�

& Dans le cadre de la stabilisation globale� il s�agit de stabiliser n�importe quelle condi�

��



�


tion initiale de l�espace d��etat� La r�egion de stabilit�e est alors l�espace d��etat tout
entier� Il a �et�e montr�e �

�� qu�une condition n�ecessaire pour l�obtention d�une loi
de commande saturante globalement stabilisante est l�absence de modes strictement
instables en boucle ouverte ���� ���� Les lois de commande globalement stabili�
santes sont g�en�eralement des combinaisons lin�eaires ou non�lin�eaires de saturations
���� 

�� 

���

& Dans le cadre de la stabilisation semi�globale� il s�agit de stabiliser toute condition
initiale de l�espace d��etat appartenant �a une r�egion born�ee incluant l�origine et aussi
grande que l�on veut� Il a �et�e montr�e qu�une condition n�ecessaire �a l�existence d�une
loi de commande semi�globalement stabilisante est l�absence de modes strictement
instables en boucle ouverte� La distinction entre stabilisation globale et semi�globale
vient du fait que� dans le cas de la stabilit�e semi�globale l��evolution du syst�eme est
restreinte �a une r�egion sp�eci�que de l�espace d��etat� De plus� les lois de commande
globalement stabilisantes n�am�eliorent pas de mani�ere signi�cative la dynamique
du syst�eme en boucle ouverte� voire� dans certains cas� la d�egradent� Les lois de
commande stabilisant semi�globalement peuvent �etre g�en�er�ees �a l�aide d�AREs pa�
ram�etr�ees ���� �
� ou de LMIs ����� et donc peuvent inclure certaines sp�eci�cations
de performances�

& Dans le cadre de la stabilisation locale� il s�agit de stabiliser toute condition initiale
de l�espace d��etat appartenant �a une r�egion compacte incluant l�origine� L�int�er�et de
cette approche d�ecoule du fait qu�elle ne n�ecessite aucune hypoth�ese de stabilit�e pour
le syst�eme en boucle ouverte� En particulier� lorsque le syst�eme en boucle ouverte
est strictement instable� seule la stabilisation locale peut �etre envisag�ee� De plus�
l�approche locale permet de prendre en compte quelques sp�eci�cations �telles que
performance� d�ecouplage ou placement de p�oles� ne pouvant pas �etre satisfaites en
utilisant les lois de commande globalement ou semi�globalement stabilisantes� Les
lois de commande stabilisant localement sont g�en�er�ees �a l�aide d�AREs ou de LMIs
param�etr�ees plus ou moins complexes �

�� �
� 


� ��� ����

Dans la deuxi�eme cat�egorie� il s�agit de mettre en oeuvre des techniques de synth�ese
�evitant les saturations� La loi de commande� de nature n�ecessairement locale� est alors
con cue de telle sorte que le syst�eme en boucle ferm�ee reste dans son domaine de com�
portement lin�eaire� Cette approche est sans doute la plus �etudi�ee dans la litt�erature� La
plupart des r�esultats obtenus dans ce contexte font appel �a la notion d�invariance positive
bri�evement introduite dans le paragraphe 
����� Deux types de domaines invariants sont
utilis�es � des domaines ellipso��daux associ�es �a des fonctions de Lyapunov quadratiques� et
des domaines poly�edraux associ�es �a des fonctions de Minkowski poly�edrales ���� 
��� A�n
d�assurer l�invariance positive de ces domaines� plusieurs techniques peuvent �etre utili�
s�ees � le lemme �etendu de Farkas ����� la programmation lin�eaire �

�� ���� le placement de
structure propre ���� ���� le placement de p�oles ���� ��� les concepts g�eom�etriques d��A�B��
invariance ���� ���� les normes induites �

�� ou l�embo��tement de domaines ellipso��daux
�
�
� ���� Des r�esultats plus g�en�eraux ne faisant pas explicitement appel aux concepts
d�invariance positive ont �egalement �et�e propos�es dans �
�� �a l�aide de la programmation
convexe et dans �

�� �a l�aide de la param�etrisation de Youla�Ku�cera introduite dans la
section ����



�


Notons cependant que la plupart des r�esultats de synth�ese mentionn�es ci�dessus ont
originalement �et�e d�evelopp�es pour des syst�emes satur�es en l�absence d�incertitudes� Rela�
tivement peu de r�esultats ont �et�e �etendus aux syst�emes incertains� Parmi ceux existant
nous faisons �egalement le distinguo entre stabilisation avec saturation des commandes et
stabilisation sans saturation des commandes�

& Avec saturation des commandes nous pouvons citer ���� �
� dans le cadre de la
stabilisation semi�globale� o�u l�incertitude appara��t de fa con indirecte dans la fonc�
tion de saturation� et surtout les travaux r�ecents dans le cadre de la stabilisation
locale �

�� 


� o�u une incertitude de type born�e en norme appara��t dans la matrice
dynamique�

& Sans saturation des commandes nous pouvons mentionner ���� pour une approche
par ARE param�etr�ee� Certains r�esultats bas�es sur l�invariance positive ont �egalement
�et�e �etendus aux syst�emes incertains� �a l�aide de la programmation lin�eaire �
�� ���
o�u de la notion de D�invariance �
�� 

���

D�une fa con g�en�erale� nous pouvons cependant a'rmer qu�une approche uni��ee et su'�
samment g�en�erale �a la synth�ese de lois de commande robustes en pr�esence de saturations
n�a pas encore vu le jour�

Dans cette troisi�eme partie du m�emoire� nous proposons donc trois techniques per�
mettant de r�esoudre ce probl�eme de synth�ese� Les trois techniques sont de nature locale�
La premi�ere approche� d�evelopp�ee au chapitre �� prend en compte les saturations� Elle
est bas�ee sur les r�esultats d�analyse pr�esent�es dans la deuxi�eme partie du m�emoire� La
deuxi�eme approche� d�evelopp�ee au chapitre �� est une extension de la m�ethode d�inclu�
sion de domaines ellipso��daux propos�ee dans �
�
� ���� Finalement� la troisi�eme approche
constituant le chapitre � fait appel aux m�ethodes polynomiales �evoqu�ees dans la section
���� Elle se rapproche des m�ethodes de programmation convexe pr�esent�ees dans �
�� 

���



��



Chapitre �

Commande Saturante

��� Introduction

Dans ce chapitre� nous pr�esentons nos r�esultats ayant trait �a la stabilisation locale de
syst�emes incertains en pr�esence de saturations� Nous exploitons la nature non�lin�eaire des
saturations a�n d��elargir l�ensemble des conditions initiales stabilisables�

L�approche que nous poursuivons est une application �a la synth�ese des r�esultats d�ana�
lyse propos�es dans la deuxi�eme partie du m�emoire� Elle a originalement �et�e d�evelopp�ee
dans �


� 

�� dans le cas du retour d��etat� Notre contribution est une extension de ces
r�esultats au cas du retour de sortie� Elle a donn�e lieu �a deux publications ���� �
��

Une d�e�nition pr�ecise du probl�eme trait�e est propos�ee dans la section ���� Similaire�
ment au d�eveloppement de la deuxi�eme partie du m�emoire� nous pr�esentons ensuite nos
r�esultats bas�es sur les AREs �section ���� et les LMIs �section ����� Des exemples num�e�
riques illustratifs sont �etudi�es dans la section ��� pour montrer les potentialit�es de notre
approche� La section ��� conclut ce chapitre en soulignant les avantages et les inconv�e�
nients de notre approche�

��� Position du probl�eme

Nous consid�erons le syst�eme lin�eaire continu incertain

#x " A�t�x$B�t�u
y " C�t�x$D�t�u

���
�

o�u x� u sont des vecteurs de dimensions respectives n et m� A�n de repr�esenter les incerti�
tudes a	ectant ce syst�eme� nous supposons que les matrices A� B� C et D appartiennent
respectivement �a des ensembles compacts A� B� C et D� Dans cette section� nous consid�e�
rons uniquement les incertitudes born�ees en norme introduites dans le paragraphe 
�����

��
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o�u

A " fA� $D�F �t�E�� kF �t�k� � 
g
B " fB� $D�F �t�E�� kF �t�k� � 
g
C " fC� $D�F �t�E�� kF �t�k� � 
g
D " fD� $D�F �t�E�� kF �t�k� � 
g

pour des matrices nominales A�� B�� C�� D� et des matrices constantes D�� D�� E�� E�

donn�ees�

En pratique� le vecteur d��etat x n�est pas n�ecessairement disponible pour g�en�erer une
loi de commande� Tr�es souvent� une information partielle est disponible �a travers la sortie
y et un retour de sortie doit �etre consid�er�e� tout comme nous l�avons d�ecrit au para�
graphe 
����� De fa con classique� nous pouvons construire un compensateur dynamique
strictement propre

#xc " Acxc $Bcuc
yc " Ccxc

�����

o�u xc est l��etat du compensateur� uc est l�entr�ee du compensateur et yc sa sortie� Par la
suite� nous supposons que le compensateur est d�ordre plein� c�est��a�dire que les vecteurs
d��etat x et xc ont la m�eme dimension� Nous regroupons les matrices du compensateur
����� dans une seule matrice

* "

�
Ac Bc

Cc 


�
� �����

Nous supposons que la commande du syst�eme ���
� est satur�ee et que par cons�equent
les relations de bouclage entre le syst�eme ���
� et son compensateur ����� sont les suivantes

uc " y
u " sat�yc� " sat�Ccxc��

�����

Tout comme au paragraphe 
����� nous consid�erons une fonction de saturation sym�etrique

ui " sat�yci� "

�	



ui si yci � ui
yci si jycij � ui
�ui si yci � �ui

pour chaque composante ui et yci des vecteurs de commande et de sortie du compensateur�
o�u ui est un scalaire positif donn�e pour i " 
� � � � �m�

D�e�nissons le vecteur d��etat �etendu

z "

�
x
xc

�
�

la matrice de retour d��etat

�K " �
 Cc�
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et les matrices incertaines

�A�t� �

�

A� 

BcC� Ac

�
$

�
D�

BcD�

�
F �t��E� 
�� kF �t�k� � 


�

�B�t� �

�

B�

BcD�

�
$

�
D�

BcD�

�
F �t�E�� kF �t�k� � 


�
�

Le syst�eme ���
� contr�ol�e par la loi de commande satur�ee ����� devient non�lin�eaire par
bouclage et s��ecrit

#z " �A�t�z $ �B�t�sat��Kz� �����

Tout comme dans la deuxi�eme partie du m�emoire� nous nous basons sur la notion de
stabilit�e quadratique locale introduite au paragraphe 
����� associ�ee �a l�existence d�une
matrice de Lyapunov d�e�nie positive P� Une approximation naturelle de l�ensemble des
conditions initiales qui peuvent �etre stabilis�ees est alors l�ellipso��de

E " fz � z�Pz � 
�rg
o�u r est un scalaire positif� Il semble alors naturel de rechercher la matrice P et le scalaire
r tels que E est de taille maximale� Le probl�eme que nous allons r�esoudre est donc le
suivant�

Probl�eme ��� Trouver la matrice de Lyapunov P� le scalaire r et la matrice du compen�
sateur * tels que le syst�eme incertain �a commande satur�ee 
���� est localement quadrati�
quement stable dans l�ellipso�	de E de plus grande taille�

��� Approche ARE

La premi�ere approche pour r�esoudre le probl�eme ��
 est une extension �a la synth�ese
par retour de sortie des r�esultats d�analyse propos�es dans la section ����

Le premier r�esultat important sur lequel nous allons nous appuyer est une condition
n�ecessaire et su'sante de stabilisabilit�e quadratique par retour dynamique de sortie en
l�absence de contraintes sur la commande�

Lemme ��� Le syst�eme 
����� sans contraintes sur la commande� est stabilisable quadra�
tiquement par un compensateur du type 
���� si� et seulement si� il existe deux matrices
d�e�nies positives X et Y et un scalaire positif � solutions des AREs coupl�ees

A�
�X� $X�A� $X��D�D�

� �B�R
��
�� B�

��X� $ E�
��I � E�R

��
�� E�

��E� $Q�� " 

A�Y� $ Y�A�

� $ Y��E�
�E� � C�

�R��
�� C��Y� $D��I �D�

�R��
�� D��D�

� $Q�� " 

Z� " Y ��

� �X� � 

�����

avec

X� " �X Y� " �Y R�� " �R� $ E�
�E� R�� " �R� $D�D�

� Q�� " �Q� Q�� " �Q�

A� " A� �B�R
��
�� E�

�E� A� " A� �D�D�
�R��

�� C��
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Si ces relations sont satisfaites� les matrices du compensateur 
���� sont les suivantes

Ac " A� $B�G$D�D�
�X� � Z��

� Y ��
� H�C� $D�D�

�X��� Z��
� Q��

Bc " Z��
� Y ��

� H
Cc " G

�����

avec

G " �R��
�� �B�

�X� $ E�
�E��

H " �Y�C�
� $ ���D�D�

��R��
�� �

Preuve � Ce r�esultat est classique� Il d�ecoule de la g�en�eralisation au retour de sortie des
r�esultats du paragraphe ����
� La preuve est d�evelopp�ee en d�etail dans ����� �

En choisissant pour vecteur d��etat en boucle ferm�ee le vecteur


 "

�
I 


�I I

�
z

le syst�eme ����� s��ecrit

#
 " A�t�
 $B�t�sat�K
� �����

o�u

A�t� �

����	
���

�

A� 

BcC� �A� $ Ac Ac

�
� �z �

A�

$

�
D�

BcD� �D�

�
� �z �

D

F �t� �E� 
�� �z �
E�

� kF �t�k� � 


�����
����

B�t� �

����	
���

�

B�

BcD� �B�

�
� �z �

B�

$

�
D�

BcD� �D�

�
� �z �

D

F �t� E���z�
E�

� kF �t�k� � 


�����
����

et

K " �Cc Cc��

En l�absence de contraintes sur la commande� le syst�eme ����� est en r�egime lin�eaire
et s��ecrit

#
 " �A�t� $B�t�K�
� �����

Nous pouvons alors �etablir l�existence d�une matrice de Lyapunov bloc�diagonale pour le
syst�eme ������
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Lemme ��� Supposons que X�Y et � soient solutions des AREs coupl�ees du lemme ���
et d�e�nissons

�Q� " �G�R�G $Q��
�Q� " �HR�H

� $Q��

P "

�
X� 


 Z�

�
Q "

�
�Q� �
�Q�

�Q� $ Y ��
�

�Q�Y
��
�

�
�

Alors la matrice sym�etrique d�e�nie positive P est solution de l�ARE

�A$BK��P$P�A $BK� $PDD�P $ �E� $E�K���E� $E�K� $Q " 
� ���

�

C�est donc une matrice de Lyapunov pour le syst�eme 
�����

Preuve � Ce r�esultat est classique� La preuve est d�evelopp�ee en d�etail dans ����� �

Tout comme dans la section ���� nous utilisons les r�esultats du paragraphe 
���� pour
mod�eliser les saturations� Nous d�e�nissons �m matrices diagonales Gk pour k " 
� � � � � �m

dont les �el�ements diagonaux prennent la valeur 
 ou g
i
pour i " 
� � � � �m� Nous pouvons

alors donner le r�esultat suivant�

Th�eor�eme ��� Supposons que les AREs coupl�ees du lemme ��� aient une solution et que
P soit la matrice de Lyapunov construite au lemme ���� Le syst�eme incertain satur�e 
����
est localement quadratiquement stabilisable dans l�ellipso�	de E si le vecteur g et le scalaire
r v�eri�ent les in�egalit�es matricielles

�PB$E�
�E���I �Gk�K$K��I �Gk��PB$E�

�E���

$K��E�
�E��K�K�GkE

�
�E�GkK$Q � 
� k " 
� � � � � �m

���

a�

g�
i
KiP

��K�
i�u

�
i � r� 
 � g

i
� 
� i " 
� � � � �m ���

b�

Un compensateur stabilisant est alors donn�e par le lemme ����

Preuve � Similaire �a la preuve du th�eor�eme ��
 dans la deuxi�eme partie de ce m�emoire�
�

Dans le but de r�esoudre le probl�eme ��
� nous devons augmenter tant que possible
la taille de l�ellipso��de E� Les r�esultats du paragraphe ����
 permettent donc d�a'rmer
qu�il est souhaitable de diminuer r et donc de diminuer les scalaires g

i
tout en pr�eser�

vant la stabilit�e quadratique locale du syst�eme satur�e� L�algorithme suivant formalise ces
observations�

Algorithme Synth�ese ARE

Entr�ee � Le syst�eme en boucle ouverte ���
��

Sortie � Le compensateur ������ la matrice de Lyapunov P et le scalaire r tels que l�el�
lipso��de E soit un domaine de stabilit�e du syst�eme incertain satur�e en boucle ferm�ee ������
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Pas � � R�esoudre les AREs coupl�ees du lemme ��
 �a l�aide de la technique d�ecrite dans la
section ���� S�il n�y a pas de solution� alors le syst�eme n�est pas quadratiquement stabili�
sable par retour de sortie� m�eme localement� Sinon� construire la matrice de Lyapunov P
d�ecrite au lemme ����

Pas � � Trouver les scalaires g
i
qui minimisent r tout en v�eri�ant les in�egalit�es ���

��

On peut par exemple �xer les g
i
�a une m�eme valeur et e	ectuer une recherche unidimen�

sionelle�

Cet algorithme pr�esente les m�emes limitations que l�algorithme Analyse ARE pro�
pos�e dans la section ���� �a savoir

& Pour augmenter la taille de l�ellipso��de E on joue uniquement sur le param�etre r au
pas �� la matrice de Lyapunov P �etant �x�ee d�es le pas 
� Or� le choix de P peut
s�av�erer pr�epond�erant�

& Le choix de la matrice P est notamment in)uenc�e par les matrices de pond�eration
R�� Q�� R� et Q� intervenant dans les AREs coupl�ees ������ mais d�une fa con di'�
cilement quanti�able� Il para��t donc assez di'cile d�utiliser les degr�es de libert�e que
sont les choix de R�� Q�� R� et Q� dans le but d�augmenter la taille de E�

��� Approche LMI

L�approche LMI pour la synth�ese d�un compensateur dynamique robustement stabi�
lisant en pr�esence de saturations permet de contourner certaines di'cult�es inh�erentes �a
l�approche ARE du paragraphe pr�ec�edent�

En l�absence de contraintes sur la commande� la stabilisabilit�e quadratique par retour
de sortie d�ecoule de r�esultats classiques de commande H�� comme pr�ecis�e dans ���� ����
A l�aide du lemme born�e r�eel ����� des conditions LMI ont �et�e propos�ees pour r�esoudre le
probl�eme� Elles sont r�esum�ees dans le lemme suivant�

Lemme ��
 Le syst�eme 
���� sans contraintes sur la commande est quadratiquement
stabilisable par le compensateur dynamique 
���� si� et seulement si� il existe des matrices
sym�etriques R et S v�eri�ant les LMIs suivantes� NR 



 I

�� �
A�R$RA�

� $D�D�
� �

E�R �I
� � NR 



 I

�
� 


� NS 


 I

�� �
A�

�S $ SA� $ E�
�E� �

D�
�S �I

� � NS 


 I

�
� 


�
R �
I S

�
	 


���
��

o�u NR et NS repr�esentent les bases respectives des noyaux des matrices �B�
� E�

�� et
�C� D���
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Preuve � Imposer la stabilisabilit�e quadratique du syst�eme ���
� revient �a imposer que
la norme H� de la fonction de transfert entre z et w pour le syst�eme lin�eaire

#x " A�x$B�u$D�w
z " E�x$E�u
y " C�x $D�w

soit inf�erieure �a 
� L�ensemble de LMIs ���
�� d�ecoule alors de la formulation LMI de
l�existence de compensateurs H� sous�optimaux pour le syst�eme ci�dessus ����� �

Une matrice de Lyapunov

P "

�
S �
N � T

�
���
��

pour le syst�eme en boucle ferm�ee ����� est alors calcul�ee comme �etant l�unique solution
du syst�eme d��equations lin�eaires�

S I
N � 


�
" P

�
I R

 M �

�

o�u M�N sont des matrices de rang plein telles que MN � " I � RS� En utilisant les
notations

M "

�

 I 
 

C� 
 D� 


�
NP "

�
N � T 
 

B�

�S B�
�N 
 E�

�

�

QP "

�
���
A�

�S $ SA� � � �
N �A� 
 � �
D�

�S D�
�N �I �

E� 
 
 �I

�
���

nous avons le r�esultat suivant�

Lemme ��� Supposons que les LMIs 
����� sont faisables et construisons la matrice de
Lyapunov P donn�ee en 
������ Alors si P est �x�ee� la LMI suivante en *

QP $M�*�NP $N �
P*M� 
 ���
��

param�etrise les compensateurs 
���� qui stabilisent quadratiquement le syst�eme 
���� en
l�absence de contraintes sur la commande�

Preuve � La preuve est bas�ee sur le lemme born�e r�eel� voir ����� �

Puisque la matrice de Lyapunov P doit �etre �x�ee dans l�in�egalit�e matricielle ���
��� le
lemme ci�dessus ne fournit pas n�ecessairement une param�etrisation de l�ensemble des com�
pensateurs qui stabilisent quadratiquement le syst�eme ���
�� Di	�erents ensembles convexes
de compensateurs stabilisants peuvent �etre d�ecrits pour di	�erents choix de matrices de
Lyapunov�

Nous allons maintenant combiner les r�esultats ci�dessus et la mod�elisation polytopique
des saturations d�ecrite dans le paragraphe 
���� a�n de r�esoudre le probl�eme ��
�
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Th�eor�eme ��� Supposons que l�ensemble LMI 
����� est faisable� S�il existe une matrice
P donn�ee en 
������ une matrice * donn�ee en 
����� des scalaires g

i
et un scalaire r tels

que

QP $M�*�GkNP $NP
�Gk*M� 
� k " 
� � � � � �m ���
��

et �
P �

g
i
Ki ru�i

�
	 
� 
 � g

i
� 
� i " 
� � � � �m ���
��

o�u

Gk "

�
I 


 Gk

�
� k " 
� � � � � �m

alors la matrice de compensateur * et l�ellipso�	de de Lyapunov E sont solutions du pro�
bl�eme ����

Preuve � Elle se base principalement sur les r�esultats d�analyse propos�es dans la deuxi�eme
partie de ce m�emoire� Nous construisons un mod�ele polytopique pour le syst�eme satur�e
en boucle ferm�ee dont les sommets sont construits �a partir des scalaires g

i
� A l�aide des

propri�et�es g�eom�etriques de la section ���� ce mod�ele polytopique est valide si l�inclusion
de l�ellipso��de E dans le poly�edre

P " fx � jKixj � ui�g
i
� i " 
� � � � �mg

est assur�ee� d�o�u les in�egalit�es ���
��� La stabilit�e quadratique du syst�eme satur�e est alors
assur�ee par la stabilit�e de chaque sommet du mod�ele polytopique� d�o�u les LMIs ���
����

A�n d�appliquer le th�eor�eme ���� on se heurte �a une di'cult�e majeure� �a savoir la
nature multilin�eaire des in�egalit�es matricielles ���
�� en les trois inconnues P� * et g�
Par exemple� si la matrice de Lyapunov P est donn�ee� un produit de matrices Gk et *
appara��t et les in�egalit�es ���
�� deviennent bilin�eaires ����� De la m�eme fa con� lorsque deux
variables de d�ecision sont �x�ees� les in�egalit�es ���
�� deviennent lin�eaires en la troisi�eme
variable�

Les in�egalit�es matricielles multilin�eaires sont omnipr�esentes dans les probl�emes de
commande robuste� Etant donn�e qu�elles ne sont pas convexes en g�en�eral� leurs propri�et�es
num�eriques sont particuli�erement di'ciles �a �etablir� Cependant� il existe des m�ethodes
relativement e'caces pour traiter ce type de probl�emes non�lin�eaires� Les techniques de
relaxations sont fr�equemment utilis�ees et s�av�erent utiles en pratique� Dans ce qui suit�
nous proposons plusieurs sch�emas de relaxation qui ont pour but de r�esoudre le probl�eme
��
 �a l�aide de LMIs�

Dans l�esprit de ce qui a �et�e fait dans la partie II� nous proposons les sch�emas LMI de
relaxations �LMIR� suivants

& LMIR� � P et * �etant donn�ees� trouver g et r en minimisant g
�
$ 
 
 
$ g

m
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& LMIR� � P et g �etant donn�ees� trouver * et r en minimisant r

& LMIR
 � * et g �etant donn�ees� trouver P et r en minimisant traceP

& LMIR� � * et g �etant donn�ees� trouver P en minimisant log detP

le tout sous les contraintes ���
�� et ���
��� Les di	�erents crit�eres propos�es ci�dessus ont
pour origine le type de mesure de la taille de l�ellipso��de E� voir la section ���� Notons que
la relaxation LMIR� est en fait e	ectu�ee en minimisant le crit�ere convexe log detW��

suite �a un changement de variable W " P��� Notre algorithme de synth�ese e	ectue
successivement les quatre proc�edures de relaxation d�ecrites ci�dessus�

Algorithme Synth�ese LMI

Entr�ee � Le syst�eme en boucle ouverte ���
��

Sortie � Le compensateur ������ la matrice de Lyapunov P et le scalaire r tels que l�el�
lipso��de E soit un domaine de stabilit�e du syst�eme incertain satur�e en boucle ferm�ee ������

Pas � � R�esoudre le syst�eme LMI ���
�� et construire la matrice de Lyapunov P �a l�aide
de la relation ���
���

Pas � � R�esoudre la LMI ���
�� en *� Poser g
i
" 
 pour tout i " 
� � � � �m�

Pas 
 � R�esoudre la relaxation LMIR
� LMIR�� LMIR� ou LMIR��

Pas � � Retourner au pas 
 jusqu��a ce qu�un certain crit�ere d�arr�et soit activ�e�

Cet algorithme pr�esente les m�emes limitations que l�algorithme Analyse LMI pro�
pos�e dans la deuxi�eme partie du m�emoire�

& Un point essentiel est le choix de la proc�edure de relaxation LMI au pas �� Il
ne semble pas possible de deviner de prime abord quelle s�equence de relaxations
produira le plus rapidement l�ensemble E de taille maximale� Aucune propri�et�e de
convergence� m�eme locale� n�a d�ailleurs �et�e �etablie jusqu�alors pour ce type de m�e�
thodes�

& Le crit�ere d�arr�et au pas � d�epend du comportement de l�algorithme� En e	et� m�eme
si chaque it�eration suppl�ementaire permet d�augmenter la taille de E� cette augmen�
tation peut parfois s�av�erer n�egligeable� Un crit�ere d�arr�et peut donc �etre l�absence
de variation de la taille de E apr�es plusieurs it�erations successives�
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��	 Exemples Num�eriques

	
�
� Premier Exemple

Nous consid�erons le syst�eme ���
� �etudi�e dans ���� qui a pour matrices nominales

A� "

�

�
 �
�


�
 ��

�
B� "

�
� 


 


�
C� " I D� " 
�

Ces matrices sont a	ect�ees par des incertitudes additives non structur�ees de norme inf�e�
rieure ou �egale �a 
�
� Nous mod�elisons ces incertitudes �a l�aide de la repr�esentation born�ee
en norme et des matrices

D� "



�


�





�
E� " E� " �
 
� D� " 
�

Les niveaux de saturation des commandes sont �x�es �a

u� " �� u� " ��

Le but des auteurs de ���� �etait de d�eterminer le plus grand domaine de conditions initiales
pour lesquelles la loi de commande optimale

u " �
�


����� 
�
���

�

�� 
�����

�
x

assure la stabilit�e robuste en pr�esence de saturation� Le plus grand ensemble de conditions
initiales qui a �et�e obtenu est la sph�ere

S " fx � x�x � ����g�

Approche ARE

Nous illustrons tout d�abord notre algorithme Synth�ese ARE� Nous avons trac�e sur
la �gure ��
 les di	�erents ellipso��des de conditions initiales Ei " fx � x�Sx � 
g obtenus
pour di	�erentes matrices de pond�erations �

& E� pour R� " 

� 
 I� R� " 

�� 
 I� Q� " I� Q� " 

� 
 I�
& E� pour R� " I� R� " I� Q� " I� Q� " I�

& E� pour R� " 

� 
 I� R� " I� Q� " I� Q� " I�

Nous avons �egalement repr�esent�e l�ensemble S sur la m�eme �gure� Nous pouvons voir
que le choix des matrices de pond�erations n�est pas �evident� Plusieurs tentatives ont �et�e
n�ecessaires pour obtenir l�ensemble E� incluant enti�erement l�ensemble S trouv�e dans �����
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�
� Approche LMI

A l�aide de la s�equence de relaxations LMI propos�ee dans la table ��
� notre algorithme
Synth�ese LMI retourne les matrices du compensateur

Ac "

� �
�
�� ���
�
����

 ������

�
Bc "

� ������ �����
������ 
����

�

Cc "

�

�
�� 
�
��

�����
 �����


�
�

En supposant que l��etat du compensateur est initialis�e �a z�ero �xc�
� " 
�� nous avons
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obtenu l�ellipso��de de conditions initiales Ex " fx � x�Sx � 
g o�u

S " 

��
�

��
�� �
������ 
��



�

est le bloc gauche sup�erieur de la matrice de Lyapunov P donn�ee en ���
��� Dans la table
��
� nous pouvons voir l��evolution du volume de l�ellipso��de Ex apr�es chaque it�eration�

Les p�oles obtenus en boucle ferm�ee avec notre compensateur dynamique sont situ�es �a
�
������ �������� �
������� et ���
������ A titre de comparaison� les p�oles en boucle
ferm�ee obtenus avec le retour d��etat optimal propos�e par ���� sont situ�es �a �����

 et
�������� Notre compensateur ne rajoute donc pas de mode ind�esirable� et comme le
montre la �gure ���� il permet d��elargir consid�erablement l�ensemble de conditions initiales
S obtenu dans ����� Nous avons e	ectu�e des simulations pour di	�erentes valeurs de la
matrice d�incertitudes F �t� et une condition initiale x�
� " ��
 
��
��� Comme nous
pouvons le voir sur les �gures ���� ��� et ���� le syst�eme en boucle ferm�ee reste robustement
stable m�eme en pr�esence de saturations sur la commande�

Ex
S 
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Fig� ���� Comparaison des ensembles de conditions initiales�
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� Deuxi
eme exemple

Nous consid�erons maintenant les �equations lin�earis�ees du mouvement d�un satellite
donn�ees dans ����

#x "

�
���


 
 
 

�p��t� 
 
 �p�t�


 
 
 


 ��p�t� 
 


�
��� x$

�
���


 


 


 


 


�
��� u
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Fig� ���� Simulation pour F �t� � �
�

pour des seuils de saturation �x�es �a

u� " u� " 
��

Le param�etre incertain p�t� repr�esente la p�eriode de rotation du satellite� incluse dans
l�intervalle �
��� 
���� A�n de mod�eliser l�incertitude sur p�t�� nous avons choisi les matrices
suivantes

A� "

�
���


 
 
 

���� 
 
 �

 
 
 


 �� 
 


�
��� B� "

�
���


 


 


 


 


�
��� C� " I D� " 


D� " �
 � 
 
�� E� " �
 
 
 
����� D� " 
 E� " 
�

Dans ����� les auteurs d�emontrent que le retour d��etat lin�eaire

u "

� �
� �
� �� 


 � �� ��

�
x ���
��

stabilise le syst�eme lin�eaire satur�e pour p�t� � 
 et n�importe quelle condition initiale
choisie dans la sph�ere unit�e� c�est��a�dire x�
� � fx � kxk� � 
g� Cependant� comme cela
est soulign�e dans cette m�eme r�ef�erence� la loi de commande ���
�� n�est pas n�ecessairement
stabilisante pour toutes les incertitudes admissibles sur p�t��

A l�aide de la s�equence de relaxations LMI propos�ee dans la table ���� notre algorithme
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Tab� ���� S�equence de relaxations�

LMIR log vol Ex
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Synth�ese LMI fournit les matrices du compensateur

Ac "

�
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������ ����
� �
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 ����
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� ����
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��

et l�ensemble de conditions initiales Ex " fx � x�Sx � 
g o�u

S " 

��

�
���

��
�� � � �
����� 
�
�� � �

�
���� �
���� 
���� �

���� ���
� ��
�� �
���

�
���

est le bloc gauche sup�erieur de la matrice de Lyapunov P donn�ee en ���
��� Dans la table
���� nous pouvons voir l��evolution du volume de l�ellipso��de Ex apr�es chaque it�eration�

La valeur propre maximale de S est 
������ donc la sph�ere unit�e est incluse dans
Ex� Notre compensateur dynamique garantit que le syst�eme incertain peut �etre stabilis�e
dans la sph�ere unit�e et m�eme au�del�a� Les trajectoires du syst�eme contr�ol�e par la loi de
commande ���
�� sont repr�esent�ees sur la �gure ��� pour F �t� � 
 et une condition initiale
x�
� " ���
 
� ���
 ���� n�appartenant pas �a la sph�ere unit�e� Comme nous pouvons
le voir� le syst�eme est instable� Sur la �gure ��� sont trac�ees les trajectoires du syst�eme
contr�ol�e par le compensateur ���
�� dans les m�emes conditions�
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��� Conclusion

Nous avons �etendu les r�esultats d�analyse de la deuxi�eme partie de ce m�emoire pour
e	ectuer la synth�ese d�un compensateur dynamique robustement stabilisant en pr�esence
de saturations� La stabilit�e du syst�eme en boucle ferm�ee est garantie dans un ellipso��de
que nous calculons conjointement au compensateur�

Soulignons le fait qu�il existe un compromis entre la taille du domaine de conditions
initiales stabilisables et la performance du syst�eme en boucle ferm�ee� G�en�eralement� une
augmentation de l�ensemble de conditions initiales �equivaut �a une d�et�erioration des per�
formances autour de l�origine� Dans le chapitre �� nous verrons comment contourner cette
di'cult�e en faisant varier le gain de la loi de commande�

Nous pouvons dresser les m�emes conclusions que dans la section ��� quant aux avan�
tages et inconv�enients respectifs de la m�ethode de synth�ese que nous venons de d�ecrire�

& Les deux algorithmes ARE et LMI sont tr�es faciles �a implanter et ne sont bas�es que
sur des outils e'caces et r�epandus�

& La m�ethode ARE est plus avantageuse que la m�ethode LMI au niveau de la com�
plexit�e algorithmique� m�eme si le choix des matrices de pond�eration reste d�elicat�

& Les deux m�ethodes ARE et LMI sont potentiellement conservatives au niveau de la
mod�elisation des incertitudes� de la mod�elisation des saturations et du choix d�une
matrice de Lyapunov unique valable sur l�ensemble des incertitudes�

& La m�ethode LMI est plus souple que la m�ethode ARE� mais nous avons �et�e confron�
t�es lors de tests num�eriques �a des probl�emes pour lesquels la m�ethode ARE� apr�es
un choix ad�equat des matrices de pond�erations� donnait des meilleurs r�esultats que
la m�ethode LMI en terme de taille de l�ensemble des conditions initiales� Un exemple
illustratif est d�ecrit dans �

���

De fa con g�en�erale� il ne semble pas possible de conseiller une m�ethode plus qu�une autre�
La meilleure strat�egie consiste �a tester les deux m�ethodes successivement et �a utiliser celle
qui donne les r�esultats les plus int�eressants�
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Chapitre 	

Commande Lin�eaire par Morceaux

	�� Introduction

Dans ce chapitre nous pr�esentons une seconde m�ethode visant �a stabiliser les syst�emes
lin�eaires incertains en pr�esence de limitations en amplitude sur les commandes� Contrai�
rement �a l�approche du chapitre �� nous n�autorisons pas la saturation de la commande�
La loi de commande est con cue en fonction de l�endroit o�u est l��etat� de telle sorte que la
commande respecte ses contraintes d�amplitude�

Nous proposons un algorithme de commande lin�eaire par morceaux �LPM� bas�e sur
la r�esolution d�AREs ou de LMIs param�etr�ees� Tout comme dans la deuxi�eme partie du
m�emoire ou dans le chapitre �� nous utilisons la notion de stabilit�e quadratique locale
et donc les ensembles de conditions initiales que nous stabilisons sont des ellipso��des� En
fait� nous construisons une famille d�ellipso��des inclus les uns dans les autres dans l�espace
d��etat� en suivant une id�ee originalement propos�ee dans �
�
� et �etendue dans �

��� Une
fois initialis�ees dans l�ellipso��de le plus grand� les trajectoires du syst�eme sont ramen�ees
�a l�origine en appliquant des retours d��etat lin�eaires par morceaux tout en �evitant la
saturation de la commande� Dans l�ellipso��de le plus petit� une commande �a co�ut garanti
���� ��� est �nalement appliqu�ee a�n d�assurer une certaine performance en plus de la
stabilit�e�

Les r�esultats pr�esent�es dans ce chapitre combinent plusieurs id�ees fondamentales d�e�
velopp�ees dans �
�
� 

�� et peuvent �etre consid�er�es comme des extensions de ces travaux
au cas incertain� De plus� notre algorithme de commande peut �etre vu comme une im�
plantation pratique de la loi de commande implicite non�lin�eaire d�ecrite dans �����

Les travaux pr�ec�edents ne prennent g�en�eralement en compte que les incertitudes en�
trant directement dans la fonction de saturation ���� �
� ou dans la matrice d��etat dyna�
mique uniquement ����� Nos r�esultats permettent de traiter des incertitudes entrant �a la
fois dans la matrice d��etat dynamique et dans la matrice de commande� Finalement� nous
avons �et�e inform�es lors du processus de r�evision d�un de nos articles que plusieurs r�esultats

�
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similaires aux n�otres avaient �et�e obtenus ind�ependamment dans ���� sans consid�erer les
incertitudes� Notre m�ethode peut donc �etre consid�er�ee comme une g�en�eralisation de ces
r�esultats au cas incertain� Nos travaux ont donn�e lieu �a deux publications ��
� �
��

Une d�e�nition pr�ecise du probl�eme trait�e est propos�ee dans le paragraphe ���� Pa�
rall�element au d�eveloppement de la deuxi�eme partie du m�emoire ou du chapitre �� nous
pr�esentons successivement nos r�esultats bas�es sur les AREs �paragraphe ���� et les LMIs
�paragraphe ����� Un exemple num�erique illustratif est �nalement d�ecrit au paragraphe
���� Le paragraphe ��� conclut ce chapitre�

	�� Position du probl�eme

Nous consid�erons le syst�eme lin�eaire continu incertain

#x " A�t�x$B�t�u ���
�

o�u x est un vecteur d��etat �a n composantes et u est un vecteur de commande �a m
composantes� A�n de repr�esenter les incertitudes a	ectant ce syst�eme� nous supposons
que les matrices A�t� et B�t� appartiennent respectivement �a des ensembles compacts A
et B� Dans ce chapitre� nous consid�erons uniquement des incertitudes born�ees en norme
introduites au paragraphe 
����� avec

A " fA� $DF �t�E�� kF �t�k� � 
g
B " fB� $DF �t�E�� kF �t�k� � 
g

pour des matrices nominales A�� B� et des matrices constantes D� E�� E� donn�ees�

La commande u du syst�eme ���
� est contrainte et ne peut exc�eder un certain seuil�
Chaque composante de u doit v�eri�er

juij � ui �����

o�u ui est un scalaire positif donn�e pour i " 
� � � � �m�

Tout comme dans la deuxi�eme partie du m�emoire ou dans le chapitre �� nous nous
basons sur la notion de stabilit�e quadratique locale introduite au paragraphe 
����� associ�ee
�a l�existence d�une matrice de Lyapunov d�e�nie positive P � Une approximation naturelle
de l�ensemble des conditions initiales qui peuvent �etre stabilis�ees est alors l�ellipso��de

E " fx � x�Px � 
�rg
o�u r est un scalaire positif� Il semble alors naturel de rechercher la matrice P et le scalaire
r tels que E est de taille maximale� Le probl�eme que nous allons r�esoudre est donc le
suivant�

Probl�eme ��� Trouver la matrice de Lyapunov P � le scalaire r et la loi de commande
par retour d��etat tels que le syst�eme incertain 
���� sous contrainte 
���� est localement
quadratiquement stable dans l�ellipso�	de E de plus grande taille�
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	�� Approche ARE

La premi�ere approche pour r�esoudre le probl�eme ��
 est bas�ee sur la r�esolution de
l�ARE param�etr�ee

A�P ��� $ P ���A � P ���BP ��� $C$ �Q " 
� �����

o�u � � �
� 
� est un param�etre scalaire donn�e et

A " A� �B��R$ E�
�E����E�

�E�� B " B��R$ E�
�E���

�B�
� �DD��

C " E�
��I �E��R$ E�

�E����E�
��E��

R " �R� Q " �Q

pour un scalaire positif � et des matrices de pond�erations sym�etriques d�e�nies positives
quelconques R�Q� M�eme si notre notation ne le re)�ete pas� la solution P ��� de l�ARE
d�epend du scalaire �� Selon les r�esultats classiques de stabilit�e quadratique de la section ����
si l�ARE ����� a une solution P ��� sym�etrique d�e�nie positive pour un scalaire � � �
� ��
su'samment petit� une commande robustement stabilisante pour le syst�eme ���
� en
l�absence de contraintes sur la commande est donn�ee par

u " K���x

o�u

K��� " ��R$ E�
�E��

���B�
�P ��� $ E�

�E��� �����

De plus� supposons que la condition initiale x�
� du syst�eme ���
� soit une variable
al�eatoire de moyenne nulle et de variance unit�e telle que E�x�
�x��
�� " I� o�u E��� re�
pr�esente l�esp�erance math�ematique� Nous pouvons associer au syst�eme ���
� le crit�ere
quadratique de performance

J "

Z �

�

�x�Qx$ u�Ru�dt� �����

Pour un � donn�e� nous d�e�nissons X��� " ���P �
�� o�u P �
� est la solution sym�etrique d�e�
�nie positive de l�ARE ����� pour � " 
� Dans ����� il est d�emontr�e que E�J � � traceX����
Un certain niveau de performance est donc assur�e si cette borne sup�erieure sur E�J � est
minimis�ee� c�est��a�dire si � est �egal �a

�� " arg min
�

traceX���

t�q� � � �
� ���
�����

Nous pouvons facilement r�esoudre ce probl�eme d�optimisation convexe �a l�aide d�une m�e�
thode de bissection unidimensionnelle et en d�eduire un retour d��etat K�
�� dit de co�ut
garanti� correspondant �a la solution de l�ARE ����� pour laquelle � " �� et � " 
� Par
souci de clart�e� nous supposons par la suite que � " �� dans l�ARE ������ de telle sorte
que nous pouvons supprimer toute d�ependance par rapport �a ��

Puisque la commande u doit v�eri�er les contraintes d�amplitude ������ la performance
de co�ut garanti ne peut pas �etre assur�ee pour toute condition initiale x�
�� comme pr�ecis�e
dans le lemme suivant�
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Lemme ��� Soit ki��� la ligne i dans la matrice K���� Nous d�e�nissons

c��� " min
i������ �m

u�i
ki���P������ki�����

�����

et

+��� " c�����P ����

Alors tout vecteur d��etat x appartenant �a l�ellipso�	de de Lyapunov

E��� " fx � x�+���x � 
g

est tel que la commande u " K���x v�eri�e les contraintes 
�����

Preuve � Elle d�ecoule des propri�et�es g�eom�etriques expos�ees dans la section ��� et plus
particuli�erement de l�inclusion de l�ellipso��de E��� dans le poly�edre

fx � jki���xj � ui� i " 
� � � � �mg�

�

Etant donn�e que la matrice P ��� est solution de l��equation ������ nous savons que
l�ellipso��de E��� est �a la fois positivement invariant et contractif pour le syst�eme ���
�
command�e robustement par u " K���x� Donc pour toute condition initiale x�
� choisie
dans E���� la trajectoire du syst�eme en boucle ferm�ee reste dans E��� tout en convergeant
asymptotiquement vers l�origine� En particulier� le lemme ��
 permet d�a'rmer que pour
� " 
 le co�ut garanti est uniquement assur�e dans E�
�� En dehors de cet ensemble� m�eme
la stabilit�e ne peut �etre assur�ee puisque la commande peut saturer� Cela nous a incit�e �a
utiliser l�ARE ����� param�etr�ee en �� comme pr�ecis�e dans le lemme suivant�

Lemme ��� Supposons que l�ARE 
���� a une solution sym�etrique d�e�nie positive P �
�
pour � " 
� Alors� l�ARE 
���� a une solution sym�etrique d�e�nie positive P ��� pour tout
� � �
� 
�� De plus� P ���� � P ���� pour tous les scalaires ��� �� tels que 
 � �� � �� � 
�

Preuve � La preuve d�ecoule des propri�et�es classiques de monotonie des AREs d�emontr�ees
�a l�aide des Hamiltoniens� voir par exemple �
�
�� �

Une cons�equence directe du lemme ci�dessus est que le gain K��� diminue lorsque �
diminue� Donc on peut s�attendre �a ce que les contraintes sur la commande soient plus
facilement respect�ees lorsque � tend vers z�ero� Le r�esultat suivant permet de formaliser
cette intuition dans le cas particulier o�u l�incertitude a	ecte uniquement la matrice A�t��
c�est��a�dire quand E� " 
 �����

Lemme ��
 Lorsque E� " 
� nous avons E���� � E���� pour tous les scalaires ��� ��
tels que 
 � �� � �� � 
�
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Preuve � Puisque E� " 
� nous avons

c��� " min
i������ �m

u�i
riB�

�P ���B��ri��

o�u ri repr�esente la ligne i dans la matrice R��� Le lemme ��� permet d�a'rmer que
P ���� � P ���� et c���� � c����� Donc +���� � +����� ce qui est �equivalent �a E���� �
E����� �

L�id�ee cl�e de ����� originalement propos�ee dans ��� 

��� est alors d�augmenter �� et
donc le gain K���� au fur et �a mesure que x s�approche de l�origine� Par cons�equent�
toute condition initiale choisie dans l�ellipso��de externe E�
� �c�est��a�dire l�ellipso��de le
plus grand� peut �etre stabilis�ee par un faible gain K�
�� Quand � devient �egal �a 
� x a
atteint l�ellipso��de interne E�
� �c�est��a�dire l�ellipso��de le plus petit� o�u le gain de co�ut
garanti peut �etre appliqu�e�

Malheureusement� nous pouvons facilement v�eri�er que le lemme ��� n�est pas valide
quand E� 
" 
� Des contre�exemples existent pour lesquels l�in�egalit�e c���� � c���� n�est
plus v�eri��ee car le d�enominateur de c��� contient �a la fois des termes en P ��� et en
P������ Sans hypoth�ese suppl�ementaire sur la matrice d�incertitude E�� une extension
directe des r�esultats de ���� ne semble pas possible� Cela nous a incit�e �a poursuivre une
approche di	�erente� bas�ee sur une commmande lin�eaire par morceau� Le lemme suivant
s�av�ere essentiel pour la g�en�eration de cette loi de commande�

Lemme ��� Etant donn�e � � �
� 
�� supposons que l�ARE 
���� a une solution sym�etrique
d�e�nie positive P ��� et donc que le gain K��� donn�e en 
���� stabilise le syst�eme 
�����
D�e�nissons respectivement 
 et 
 comme le plus grand z�ero n�egatif et le plus petit z�ero
positif de la matrice polynomiale quadratique

S�
� " S� $ S�
$ S�

��

o�u

S� " ��Q�K ����RK���
S� " ��K ����RK���
S� " K ����E�

�E�K����

Alors le gain modi��e �
$
�K��� stabilise robustement le syst�eme 
���� pour tout scalaire
r�eel 
 dans l�intervalle �
� 
��

Preuve � L�ARE ����� peut �egalement s��ecrire

A�
�P ��� $ P ���A� $ P ���DD�P ��� $ E�

�E� �K ����RK��� $ �Q " 
� �����

Comme nous avons vu au paragraphe 
����� la stabilisation robuste du syst�eme ���
� avec
un retour d��etat �
$ 
�K��� est assur�ee par l�in�egalit�e quadratique

�x�P �A� $DFE� $ �
$ 
��B� $DFE��K����x � 
 �����
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pour toute matrice d�incertitude F admissible et tout vecteur x non nul� En bornant les
termes incertains ����� nous avons

�x�P ����A� $ �
$ 
�B�K����x$ �x�P ���fDF �E� $ �
$ 
�E�K����g �
�x�P ����A� $ �
$ 
�B�K����x$ x�P ���DD�P ���x

$x��E� $ �
$ 
�E�K������E� $ �
 $ 
�E�K����x "
�x�P ���A�x$ x�P ���DD�P ���x$ x�E�

�E�x$ ��
 $ 
�x��P ���B� $ E�
�E��K���x

$�
$ 
��x�K ����E�
�E�K���x�

A�n que l�in�egalit�e ����� soit v�eri��ee� l�expression ci�dessus doit �etre n�egative� En utilisant
l��equation ������ nous pouvons v�eri�er que cela revient �a imposer S�
� � 
� Puisque
S�
� " S� " ��Q�K ����RK��� � 
� la matrice polynomiale S�
� reste d�e�nie n�egative
tant que 
 est situ�e entre les z�eros de S�
� qui sont les plus proches de l�origine� �

Le lemme ci�dessus sugg�ere quelques remarques

& Les bornes 
 et 
 peuvent �etre d�etermin�ees num�eriquement �a l�aide d�une des m�e�
thodes d�ecrites dans �����

& Lorsque E� " 
� nous pouvons facilement v�eri�er que 
��� Dans ce cas� 
 n�est
contraint que par sa borne inf�erieure�

& Quand les matricesA et B ne sont pas incertaines et que A n�a aucune valeur propre
�a partie r�eelle positive� 
 est quali��e de param�etre de fort gain� Ce param�etre est
utilis�e dans ���� �
� pour assurer la performance en plus de la stabilit�e� Dans la
m�eme r�ef�erence� � est quali��e de param�etre de faible gain� Ce param�etre est utilis�e
pour stabiliser le syst�eme arbitrairement loin de l�origine�

& Quand nous appliquons le gain de retour d��etat �
$
�K���� l�ellipso��de de Lyapunov
d�e�ni au lemme ��
 est remplac�e par son homoth�etique

�
$ 
���E��� " fx � x�+���x � �
$ 
���g�

Corollaire ��� Soient ��� �� deux scalaires tels que 
 � �� � �� � 
� Supposons que
l�inclusion E���� � E���� ne soit pas v�eri��ee� Pour un scalaire 
� donn�e� d�e�nissons

� "
p

�
� $ 
����+����+��������

o�u � repr�esente la valeur propre minimale d�une matrice� Alors l�inclusion

�
� $ 
���E���� � �
� $ 
���E����

est v�eri��ee si 
� appartient �a l�intersection des intervalles �

�
� 
�� et ���� 
� �� 
��

Preuve � L�ellipso��de �
� $ 
���E���� est inclus dans �
� $ 
���E���� si et seulement si
�
�$
��+���� � �
� $
��+����� Puisque 
� est donn�e� une condition su'sante pour que
cette condition matricielle soit v�eri��ee est que 
� v�eri�e l�in�egalit�e scalaire quadratique
�
� $ 
�� � �
� $ 
����+����+������� " ��� �
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Algorithme de g�en�eration de commande LPM ARE

Entr�ee � Le syst�eme lin�eaire ���
� qui doit v�eri�er les contraintes de commande ������

Sortie � Une loi de commande lin�eaire par morceaux qui stabilise robustement le syst�eme
���
� dans un ensemble donn�e de conditions initiales E�� La loi de commande consiste en
une famille de N $ 
 ellipso��des imbriqu�es E " fE� � E� � 
 
 
 � ENg et les gains de
retour d��etat correspondant K " fK��K�� � � � �KNg�

Pas � � Construire une s�equence croissante �� " 
 � �� � � � � � �M " 
� Etant donn�e
les matrices de pond�eration R�Q et � " �M " 
� r�esoudre le probl�eme d�optimisation de
co�ut garanti ����� et poser � " ��� R�esoudre l�ARE ����� pour P ����� P ����� � � � � P ��M ��
Calculer les gains de retour d��etat robustes K�����K����� � � � �K��M � donn�es en ������
Construire l�ellipso��de de co�ut garanti E " E��M � selon le lemme ��
 et poser 
M " 
�
Finalement� poser E " fEg et K " fK��M �g�

Pas i " �� � � � �M �A partir du corollaire ��
� choisir un scalaire 
M�i tel que les ellipso��des
E et E " �
M�i $ 
���E��M�i� soient imbriqu�es� c�est��a�dire E � E � Si un tel scalaire
n�existe pas� alors sauter l�ellipso��de E et aller au pas i $ 
� Sinon� poser E " E � E "
fE � Eg� K " f�
M�i $ 
�K��M�i�� Kg et aller au pas i$ 
�

Implantation de la loi de commande LPM

Pas � � Le syst�eme ���
� est initialis�e dans l�ellipso��de ext�erieur �le plus grand� E�� Il est
command�e par le retour d��etat lin�eaire de gain faible K��

Pas i " �� � � � �N � Nous continuons �a appliquer le gain Ki�� tant que la trajectoire
du vecteur d��etat ne rencontre pas l�ellipso��de suivant Ei� Sur la fronti�ere de Ei� nous
commutons au gain Ki et passons au pas i$ 
�

Pas N$ � � Dans l�ellipso��de int�erieur �le plus petit� EN � le syst�eme ����� est command�e
par le gain de co�ut garanti KN � Il est stabilis�e avec un certain niveau de performance asso�
ci�e �a la minimisation ��� du crit�ere quadratique ����

La loi de commande ci�dessus sugg�ere quelques remarques

& Puisque les ellipso��des Ei sont positivement invariants� contractifs et sont imbriqu�es�
la convergence vers l�origine du syst�eme command�e par la loi ci�dessus est �evidente�

& L��etape cl�e dans l�algorithme de g�en�eration LPM ARE est le choix de la s�equence
de param�etres �i au pas 
� Par exp�erience� une s�equence logarithmique donne des
r�esultats satisfaisants� �a savoir

�i "
�
i

M � 


� � 

���

�
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pour i " 
� 
� � � � �M et � � 
� Quand � tend vers 
� les scalaires �i deviennent
lin�eairement espac�es� Une augmentation de � implique que les ellipso��des sont moins
espac�es loin de l�origine� Comme le sugg�erent les auteurs dans �
�
�� nous pouvons
utiliser pour nous aider dans le choix de � une fonction de mesure du changement
de longueur des axes principaux de deux ellipso��des cons�ecutifs�

& Un choix �evident pour les scalaires 
i est 
� " 
� " � � � " 
N " 
� Un choix plus
naturel est une s�equence d�ecroissante 
� " 
 � 
� � 
 
 
 � 
N puisque l�ellipso��de Ei
diminue de taille lorsque 
i augmente� En particulier� l�ellipso��de ext�erieur E� doit
�etre le plus grand possible� ce qui implique de minimiser 
��

	�� Approche LMI

Nous d�ecrivons �a pr�esent une deuxi�eme approche pour r�esoudre le probl�eme ��
� Elle
est bas�ee sur un probl�eme de maximisation de d�eterminant sous contraintes LMIs� Tout
comme pour l�approche ARE d�ecrite dans la section pr�ec�edente� nous construisons une
loi de commande de retour d��etat lin�eaire par morceaux qui stabilise le syst�eme ���
� sous
les contraintes ������ Cependant� nous allons voir que la formulation LMI est plus souple
que la formulation ARE et surtout qu�elle fournit en g�en�eral des domaines de conditions
initiales stabilisables plus �etendus�

Nous avons vu dans la section pr�ec�edente qu�il y a deux objectifs de synth�ese contradic�
toires dans notre probl�eme de commande� �a savoir la stabilisation du plus grand domaine
possible de conditions initiales et la meilleure performance possible autour de l�origine�
Quand la commande doit v�eri�er les contraintes ������ nous savons qu�il est impossible de
stabiliser n�importe quelle condition initiale de l�espace d��etat� �a moins de faire des hypo�
th�eses de stabilit�e sur le syst�eme ���
� en boucle ouverte� Nous devons donc restreindre
l�ensemble des conditions initiales stabilisables� Nous formalisons cette observation dans
le lemme suivant� qui a pour objectif de maximiser le volume de l�ensemble des conditions
initiales stabilisables tout en assurant la stabilit�e robuste en pr�esence de contraintes sur
la commande�

Lemme ��� Soient W� et Y� les solutions optimales du probl�eme LMI de maximisation
de d�eterminant

min
W�Y��

log detW��

t�q�

�
A�W $WA�

� $B�Y $ Y �B�
� $ �DD� �

E�W $ E�Y ��I
�
� 


�
W �
yi (u�i

�
	 
� i " 
� �� � � � �m

���

�

o�u yi repr�esente la ligne i dans la matrice Y � Alors l�ensemble de Lyapunov

E� " fx � x�W��
� x � 
g ���
��
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est l�ellipso�	de de volume maximum tel que pour toute condition initiale x�
� choisie dans
E�� la commande de retour d��etat de faible gain

u " K�x " Y�W
��
� x� ���
��

stabilise asymptotiquement le syst�eme 
���� tout en respectant les contraintes 
�����

Preuve � Tout comme pour le lemme ��
� la preuve d�ecoule des propri�et�es g�eom�etriques
expos�ees dans la section ���� Rappelons que le probl�eme ���

� est un probl�eme d�opti�
misation convexe standard connu sous le nom de probl�eme du centre analytique� voir le
paragraphe ������ �

G�en�eralement� l�application du retour d��etat ���
�� induit une performance m�ediocre
en boucle ferm�ee� particuli�erement si l��etat du syst�eme est proche de l�origine� Le lemme
suivant� qui est l��equivalent LMI de l�approche ARE de co�ut garanti de la section pr�ec�e�
dente� a pour but de pallier cet inconv�enient�

Lemme ��
 Soient W� et Y� les solutions optimales du probl�eme d�optimisation LMI

min
W�Y����

�

t�q�

�
�I �
I W

�
	 


�
���
A�W $WA�

� $B�Y $ Y �B�
� $ �DD� � �

E�W $ E�Y ��I ��



Q
�

�

�
W $

�
R

�

�




�
Y 
 �I

�
��� � 


�
W �
yi (u�i

�
	 
� i " 
� �� � � � �m�

���
��

Alors� pour toute condition initiale x�
� choisie dans l�ellipso�	de de Lyapunov

E� " fx � x�W��
� x � 
g� ���
��

le retour d��etat lin�eaire de fort gain

u " K�x " Y�W
��
� x� ���
��

stabilise asymptotiquement le syst�eme 
����� respecte les contraintes 
���� et assure un
certain niveau de performance associ�e �a la minimisation ��� du crit�ere quadratique ����

Preuve � Le probl�eme de co�ut garanti consiste �a minimiser l��energie de sortie

J "

Z �

�

z�z dt

du syst�eme incertain ���
� dot�e de la sortie �ctive

z "

�



Q
�

�

�
x$

�
R

�

�




�
u
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o�u Q
�

� et R
�

� sont les facteurs de Cholesky des matrices de pond�eration d�e�nies positives
dans le crit�ere quadratique ������ La formulation LMI de ce probl�eme est d�ecrite dans le
paragraphe ��� de la r�ef�erence �
��� Avec les notations de la section ���� nous avons

E�J � � traceW�� � n��

Donc minimiser � revient �a minimiser une borne sup�erieure sur E�J �� ce qui assure un
certain niveau de performance gr�ace au gain de co�ut garanti ���
��� �

Une fa con naturelle de combiner les objectifs de synth�ese des lemmes ��� et ��� consiste
�a construire le probl�eme d�optimisation LMI param�etr�e en � suivant

min
W�Y����

�
� �� log detW�� $ ��

t�q�

�
�I �
I W

�
	 


�
���
A�W $WA�

� $B�Y $ Y �B�
� $ �DD� � �

E�W $ E�Y ��I ��



�Q
�

�

�
W $

�
�R

�

�




�
Y 
 �I

�
��� � 


�
W �
yi (u�i

�
	 
� i " 
� �� � � � �m�

���
��

Nous pouvons v�eri�er que lorsque � tend vers 
� le probl�eme ���
�� tend vers le pro�
bl�eme ���

�� De fa con �equivalente� lorsque � tend vers 
� le probl�eme ���
�� tend vers le
probl�eme ���
��� Tout comme dans la section ���� l�id�ee est alors de faire augmenter � de

 �a 
 lorsque x s�approche de l�origine� A ce moment� le gain param�etr�e

K� " Y�W
��
� ���
��

varie du gain faible K� au gain fort K�� A�n d�assurer que l�ellipso��de

E� " fx � x�W��
� x � 
g ���
��

est inclus dans l�ellipso��de E� quand 
 � � � � � 
� il est n�ecessaire d�ajouter la contrainte
LMI

W� �W� ����
�

dans le probl�eme ���
���

Algorithme de g�en�eration de commande LPM LMI

Entr�ee et sortie � Voir l�algorithme LPM ARE du paragraphe pr�ec�edent�

Pas � � Construire une s�equence croissante �� " 
 � �� � � � � � �N " 
� R�esoudre le
probl�eme LMI ���
�� en W�� Y�� A l�aide des relations ���
�� et ���
��� poser E " fE�g et
K " fK�g� Poser � " �N �




�
� EXEMPLE NUM�ERIQUE �


Pas i " �� � � � �N � Poser � " �N�i� R�esoudre le probl�eme LMI ���
�� et ����
� en W�� Y��
A l�aide des relations ���
�� et ���
��� poser E " fE� E�g� K " fK� K�g� � " � et aller
au pas i$ 
�

L�implantation de la loi de commande g�en�er�ee par l�algorithme ci�dessus est la m�eme
qu�au paragraphe pr�ec�edent� Nos algorithmes ARE et LMI peuvent �etre vus comme des
implantations pratiques de la commande �a s�equencement de gain d�e�nie dans �

�� �pour
D " 
� et ���� �pour E� " 
�� Dans ces r�ef�erences� une �equation non�lin�eaire implicite
complexe doit �etre r�esolue� alors que nos algorithmes sont bas�es sur la r�esolution d�AREs et
de LMIs� pour laquelle des outils performants sont disponibles� Notons qu�une remarque
similaire a �et�e soulev�ee dans l�exemple num�erique propos�e dans ����� mais uniquement
dans le cas o�u E� " 
�

Il y a deux raisons principales pour lesquelles notre loi de commande LPM di	�ere de
celle propos�ee dans �
�
�� Premi�erement� notre domaine d�attraction des trajectoires est
l�ellipso��de int�erieur o�u le co�ut garanti est assur�e� alors qu�il s�agit de l�origine dans �
�
��
Deuxi�emement� la loi LPM d�ecrite dans �
�
� ne prend pas en compte les incertitudes�

Tous les calculs qui sont n�ecessaires �a l�implantation de notre loi de commande peuvent
�etre e	ectu�es hors�ligne� Une certaine quantit�e de m�emoire est cependant requise pour
stocker les ellipso��des imbriqu�es E et la commande lin�eaire par morceau K�

Finalement� il est toujours possible de stabiliser des conditions initiales qui n�appar�
tiennent pas �a l�ellipso��de ext�erieur E� si nous autorisons la saturation des commandes�
En utilisant la technique d�ecrite dans le chapitre �� nous pouvons d�eterminer un ellipso��de
incluant E� tel que la stabilit�e robuste est pr�eserv�ee lorsque l�on applique une loi satur�ee
sat�K�x�� Nous n�avons pas �etudi�e une telle extension�

	�	 Exemple Num�erique

Nous consid�erons la dynamique d�un h�elicopt�ere dans un plan vertical� �etudi�ee dans
����� Le mod�ele lin�eaire ���
�� correspondant �a quatre variables d��etat et deux entr�ees�
s��ecrit
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�� CHAPITRE 
� COMMANDE LIN�EAIRE PAR MORCEAUX

Remarquons que la matrice A� est instable� De plus� nous supposons que les deux com�
mandes sont born�ees de la fa con suivante

ju�j � 

ju�j � 
�

�
�
� Approche ARE

Nous choisissons les matrices de pond�eration R " I et Q " I� La commande de co�ut
garanti obtenue en r�esolvant l�ARE pour �� " 
��
��� est la suivante

u "

� �
��� 
��� 
��� 
�
�

��� 
��� �
�

 �
���

�
x�

Nous avons test�e l�algorithme de g�en�eration de loi de commande LPM ARE pour des
s�equences de longueurs respectives M " � et M " �
�

Dans le premier cas �M " ��� nous avons �x�e tous les param�etres de synth�ese 
i �a 
 et
choisi � " 



 dans l��equation ���

� a�n de g�en�erer la s�equence ��� ��� � � � � ��� L�algo�
rithme renvoie N " � surfaces de commutation dont les intersections avec l�espace d��etat
�x�� x�� sont repr�esent�ees sur la �gure ��
� L�ellipso��de interne E� contient les �etats pour
lesquels le retour d��etat de co�ut garanti peut �etre appliqu�e sans provoquer de saturation
de la commande�

Toute condition initiale choisie dans l�ellipso��de externe E� est ramen�ee vers E� tout
en respectant les contraintes sur la commande� Les ellipso��des imbriqu�es interm�ediaires
E�� E�� E� sont repr�esent�es en trait discontinu� Le syst�eme nominal en boucle ferm�ee �F "

� a �et�e ensuite simul�e pour une condition initiale x�
� " �
�
�

 � 
��
�� 
����� 
��

appartenant �a E�� Sur la �gure ���� nous comparons la commande de co�ut garanti en l�ab�
sence de contrainte d�amplitude sur la commande �en trait pointill�e� et notre commande
lin�eaire par morceaux con cue pour respecter ces contraintes d�amplitude tout en �evitant
la saturation�

Dans le second cas �M " �
�� la s�equence ��� ��� � � � � �	� est obtenue en posant � " 


dans la relation ���

�� De plus� nous avons choisi une s�equence d�ecroissante de scalaires

i telle que 
� est minimis�e� A�n de rester dans le domaine admissible de 
i pour toute
valeur de �i� nous avons d�etermin�e graphiquement l�expression lin�eaire 
i " 
�������i�
��
Sur la �gure ���� nous repr�esentons la s�equence 
i en fonction de �i� ainsi que les bornes
inf�erieures et sup�erieures sur 
i� Pour ce choix de scalaires 
i� l�algorithme de g�en�eration de
loi de commande LPM renvoieN " �
 ellipso��des imbriqu�es� Pour comparaison� le rapport
de volume entre les ellipso��des �
�$
���E� et E� est de ���
��� Cela montre l�am�elioration
signi�cative que nous avons obtenue en exploitant les degr�es de libert�e dans le choix des
param�etres de synth�ese 
i�

Le syst�eme nominal en boucle ferm�ee �F " 
� a �et�e ensuite simul�e pour une condition
initiale x�
� " �
���� �
���

 
����� 
�� appartenant �a �
�$
���E�� Sur la �gure ����
nous comparons la commande de co�ut garanti en l�absence de contrainte d�amplitude sur
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la commande �en trait pointill�e� et notre commande lin�eaire par morceaux con cue pour
respecter ces contraintes tout en �evitant la saturation� Sur la �gure ���� on peut voir que
gr�ace au nombre important de surfaces de commutation� l�e	et �dents de scie� observ�e
sur la �gure ��� est consid�erablement att�enu�e�

�
�
� Approche LMI

Nous avons utilis�e le logiciel Sdpsol �
��� pour r�esoudre le probl�eme LMI de maxi�
misation de d�eterminant ���
��� Avec R " I et Q " I� la commande LMI de co�ut garanti
que nous obtenons pour � " 
 est la suivante

u "

� �
��� 
��� 
��� 
���

�
� 
��� 
�
� �
���

�
x�

Le rapport de volume entre l�ellipso��de calcul�e �a l�aide de l�approche LMI et celui calcul�e
�a l�aide de l�approche ARE est approximativement de

& 

� pour l�ellipso��de int�erieur o�u la performance est assur�ee� et

& ��� pour l�ellipso��de ext�erieur des conditions initiales stabilisables�

Les intersections des ellipso��des ext�erieurs avec les espaces d��etat bi�dimensionnels sont
repr�esent�ees sur la Figure ����
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Cela d�emontre clairement la plus grande souplesse de l�approche LMI� Cependant� la
loi de commande LMI a �et�e obtenue au prix d�une quantit�e de calculs �hors�ligne� plus
importante� Le calcul de �
 ellipso��des imbriqu�es et gains de retour d��etat� avec Matlab

��� sur une Sun Sparc Station �
� a requis approximativement

& 
�� secondes pour l�approche ARE� et

& �� secondes pour l�approche LMI�

	�� Conclusion

Nous avons propos�e dans ce chapitre une loi de commande qui permet de stabiliser un
syst�eme incertain tout en �evitant la saturation des commandes� De plus� une certaine per�
formance est garantie en boucle ferm�ee su'samment pr�es de l�origine� La loi de commande
est lin�eaire par morceaux et les surfaces de commutation sont une famille d�ellipso��des in�
clus les uns dans les autres� Le vecteur d��etat initial du syst�eme doit �etre initialis�e dans
l�ellipso��de le plus grand de la famille� La loi de commande permet alors de s�assurer que
les trajectoires en boucle ferm�ee convergent vers l�ellipso��de le plus petit de la famille�
o�u une certaine performance est garantie en plus de la stabilit�e gr�ace �a la minimisation
d�un crit�ere quadratique classique� Quelques astuces techniques sont �egalement d�ecrites
a�n de faciliter l�inclusion des ellipso��des et surtout d�augmenter l�ensemble de conditions
initiales stabilisables�

L�avantage principal de notre loi de commande r�eside dans le fait qu�elle est simple �a
implanter� De plus� elle peut �etre calcul�ee hors�ligne �a l�aide d�outils standard et puissants
de r�esolution d�AREs ou de LMIs� comme ceux bri�evement d�ecrits dans les sections ���
et ����



Chapitre 


Commande Polynomiale

��� Introduction

Dans ce chapitre� nous poursuivons une troisi�eme approche pour commander les sys�
t�emes lin�eaires en pr�esence de limitations en amplitude sur les commandes� Il s�agit d�une
technique bas�ee sur l�alg�ebre des matrices polynomiales� introduite dans la section ����
Cette approche de la commande contrainte n�a pratiquement pas �et�e �etudi�ee dans la
litt�erature� C�est pourquoi une telle approche nous semble tr�es int�eressante�

Nous n�avons consid�er�e dans ce m�emoire que les syst�emes lin�eaires certains �a temps
discret� ceci dans un souci de simplicit�e pour pr�esenter les r�esultats� Nous insistons en
particulier sur les aspects num�eriques et sur l�utilisation des outils d�optimisation d�ecrits
dans le chapitre ��

Ce chapitre s�articule de la fa con suivante� Tout d�abord� dans la section ���� nous don�
nons une d�e�nition pr�ecise des probl�emes que nous allons traiter� Le premier probl�eme
concerne la d�etermination d�un compensateur stabilisant� un domaine de conditions ini�
tiales �etant a priori donn�e� Ce domaine peut �etre indi	�eremment un ellipso��de ou un
poly�edre� Le second probl�eme consiste �a determiner simultan�ement le compensateur sta�
bilisant et le domaine de conditions initiales admissibles le plus grand possible� Insistons
sur le fait que chacun de ces deux probl�emes est trait�e sans permettre la saturation des
commandes� La section ��� pr�esente les r�esultats permettant de r�esoudre le premier pro�
bl�eme pos�e� tandis que la section ��� aborde la r�esolution du second probl�eme� Nous
insistons �egalement sur les liens existant entre l�approche polynomiale d�evelopp�ee dans
ce chapitre et les m�ethodes d�invariance positive d�evelopp�ees dans le cadre de l�approche
espace d��etat� Dans la section ���� plusieurs exemples nous permettent d�illustrer nos r�e�
sultats� En�n� la section ��� conclut ce chapitre et propose quelques pistes pour �etendre
nos r�esultats au cas des syst�emes incertains�

��
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��� Position du probl�eme

Nous consid�erons un syst�eme lin�eaire observable �a temps discret


k�� " F
k $Guk
zk " H
k

���
�

o�u 
k est un vecteur d��etat �a n composantes� uk est un vecteur de commande �a m compo�
santes et zk est un vecteur de sorties mesur�ees �a p composantes� Le vecteur de commande
uk doit v�eri�er les contraintes

�u� � uk � u� �����

o�u u�� u� sont des vecteurs donn�es �a composantes positives et le signe � doit �etre in�
terpr�et�e composante par composante� De plus� nous supposons que la condition intiale 
�
appartient �a un ensemble convexe de l�espace d��etat� Cet ensemble peut �etre

& un poly�edre

PN " f
 � N
 � �g �����

o�u N est une matrice et � est un vecteur donn�es� ou

& un ellipso��de

E
 " f
 � �
 � 
c��+�
 � 
c� � 
g
" f+� �

� � $ 
c � k�k � 
g �����

o�u + est une matrice semi�d�e�nie positive et 
c est un vecteur donn�es�

A l�aide de la transform�ee en z� le syst�eme lin�eaire ���
� peut s��ecrire de fa con �equivalente
�a l�aide de la relation d�entr�ee�sortie

z�d� " S�d�u�d� $ T �d�
� �����

o�u d repr�esente l�op�erateur de retard �voir paragraphe 
���
� et les matrices rationnelles

S�d� " H�I � Fd���Gd
T �d� " H�I � Fd���

peuvent s�exprimer �a l�aide des descriptions par fractions de matrices polynomiales �voir
paragraphe 
���
� comme

S�d� " B�d�A���d�
" (A���d� (B�d�

T �d� " (A���d� (C�d��
�����

Le syst�eme ����� ne doit pas avoir de modes cach�es instables� et donc les couples de
matrices polynomiales A�d�� B�d� et (A�d�� (B�d� doivent �etre respectivement coprimes �a
droite et �a gauche� pour tout jdj � 
�

Nous contr�olons le syst�eme ����� par un compensateur dynamique

u�d� " �K�d�z�d� �����
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o�u la matrice rationnelleK�d� peut �egalement s�exprimer comme une fraction de matrices
polynomiales

K�d� " Y �d�X���d�
" (X���d� (Y �d��

�����

De fa con �equivalente� le compensateur dynamique ����� peut s��ecrire dans le cadre de
l�espace d��etat

�k�� " (F�k $ (Gzk
uk " (H�k $ (Jzk

�����

o�u

K�d� " (H�I � (Fd��� (Gd$ (J�

Avec ces notations� nous allons �etudier dans ce chapitre deux probl�emes distincts qui sont
d�ecrits comme suit�

Probl�eme 
�� Trouver le compensateur dynamique 
���� tel que le syst�eme lin�eaire 
����
soumis aux contraintes sur la commande 
���� soit stabilis�e quand on l�initialise dans le
poly�edre 
���� ou dans l�ellipso�	de 
�����

Probl�eme 
�� Trouver le compensateur dynamique 
���� et le plus grand poly�edre 
����
ou ellipso�	de 
���� tel que le syst�eme lin�eaire 
���� soumis aux contraintes sur la commande

���� soit stabilis�e quand on l�initialise dans cet ensemble�

L�approche que nous avons suivie pour traiter ces deux probl�emes consiste �a �eviter
les saturations des commandes et donc �a consid�erer que le syst�eme en boucle ferm�ee doit
rester lin�eaire�

Dans la section ���� nous allons montrer que le probl�eme ��
 peut toujours se mettre
sous la forme d�un probl�eme d�optimisation convexe� nous permettant ainsi d�utiliser cer�
tains outils d�ecrits dans le chapitre ��

La r�esolution du probl�eme ��� s�av�ere quant �a elle beaucoup plus di'cile que celle
du probl�eme ��
� Dans la section ��� nous montrerons que le probl�eme ��� peut �etre
insoluble dans sa formulation g�en�erale mais que nous pouvons utiliser des algorithmes
permettant d�obtenir des solutions sous�optimales� Le lien et les possibles �equivalences
entre ce probl�eme et la d�etermination de l�ensemble maximal admissible d�ecrit dans ����
seront �egalement discut�es�

��� Stabilisation

Dans ce paragraphe� nous montrons que le probl�eme ��
 peut �etre exprim�e comme
un probl�eme d�optimisation LMI pouvant �etre r�esolu �a l�aide des algorithmes de points
int�erieurs d�ecrits dans le paragraphe ����
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A l�aide des �equations ����� et ������ nous pouvons �ecrire

z�d� " S�d�u�d� $ T �d�
�
" �S�d�K�d�z�d� $ T �d�
�
" �I $ S�d�K�d����T �d�
�

et donc

u�d� " �K�d��I $ S�d�K�d����T �d�
�� ���

�

En utilisant les descriptions par fractions de matrices ����� et ����� et le lemme ���� nous
avons

Y �d� (A�d��I $ S�d�K�d��X�d� " Y �d�� (A�d�X�d� $ (B�d�Y �d��
" Y �d�

d�o�u

K�d� " Y �d�X���d�
" Y �d� (A�d��I $ S�d�K�d���

���

�

En reportant l��equation ���

� dans l��equation ���

� et en utilisant la param�etrisation du
lemme ���� il d�ecoule

u�d� " �Y �d� (A�d�T �d�
�
" �Y �d� (C�d�
�
" �A�d�Q�d� (C�d�� �Y �d� (C�d��
�

���
��

o�u �Y �d� est une solution particuli�ere de l��equation de B�ezout du lemme ��� et Q�d� est
une matrice rationnelle stable arbitraire de dimension m� p�

Soient uj�d�� Aj�d�� Y j�d� les lignes j respectives du vecteur u�d� et des matrices A�d�
et Y �d�� Nous avons

uj�d� " �Aj�d�Q�d� (C�d� � �Y j�d� (C�d��
� ���
��

pour j " 
� �� � � � �m� Nous utilisons le produit de Kronecker ���� a�n de formuler l��equa�
tion ���
�� comme suit

uj�d� " �q�d�V j�d� $W j�d��
� ���
��

o�u q��d� est un vecteur colonne obtenu en empilant les colonnes de la matrice Q�d�� et

V j�d� " (C�d�� �Aj�d���

W j�d� " ��Y j�d� (C�d�
���
��

sont respectivement une matrice et un vecteur ligne� Nous pouvons repr�esenter les s�e�
quences uj�d�� q�d� comme des s�eries in�nies

uj�d� " uj� $ uj�d $ uj�d
� $ 
 
 


q�d� " q� $ q�d$ q�d
� $ 
 
 
 ���
��
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et les matrices polynomiales V j�d�� W j�d� de la m�eme mani�ere

V j�d� " V j
� $ V j

� d$ V j
� d

� $ 
 
 

W j�d� " W j

� $W j
�d $W j

�d
� $ 
 
 
 ���
��

En identi�ant les coe'cients des puissances de d dans la relation ���
�� nous obtenons

uji " (M j
i �q�
� ���
��

o�u

(M j

i �q� " W j

i $
X

k���������

qkV
j

i�k ���
��

est un vecteur ligne param�etr�e par les vecteurs lignes qk pour k " 
� 
� �� � � � �

Rappelons que la s�equence de commande u�d� doit v�eri�er les contraintes ������ En
consid�erant la relation ���
��� il s�en suit que le vecteur d��etat initial 
� est �egalement
contraint� Le lemme suivant formalise cette observation�

Lemme 
�� La commande u�d� v�eri�e les contraintes 
���� si et seulement si


� � PM " f
 � M�q�
 � �g ����
�

o�u

M�q� "

�
������

(M��q�
� (M��q�

(M��q�
� (M��q�

���

�
������

(Mi�q� "

�
��

(M�
i �q�
���

(Mm
i �q�

�
�� � "

�
������

u�

u�

u�

u�

���

�
������ � ����
�

En se r�ef�erant �a la formulation du probl�eme ��
� le vecteur 
� est suppos�e appartenir ou
au poly�edre ����� ou �a l�ellipso��de ������ A l�aide des lemmes ��
� ��� et du lemme ci�dessus�
nous pouvons �a pr�esent d�eduire les conditions n�ecessaires et su'santes de r�esolution du
probl�eme�

Th�eor�eme 
�� Le probl�eme ��� est r�esolu

� dans le poly�edre 
���� si� et seulement si� il existe une matrice P �a composantes
non�n�egatives et un vecteur q tels que

PN " M�q�
P� � �

������

� dans l�ellipso�	de 
���� si� et seulement si� il existe un vecteur q tel que

k+� �

� �M i�q���k$M i�q�
c � �i� i " 
� �� � � � ������

o�u M i�q� et �i d�enotent respectivement la ligne i dans la matrice M�q� et le vecteur
��
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Un compensateur stabilisant est alors construit �a l�aide du param�etre q�

Remarque 
�� �Invariance positive� Nous pouvons faire le lien entre le r�esultat du
lemme ��
 ou du th�eor�eme ��
 et les r�esultats obtenus via une approche espace d��etat�
Dans ce but� d�e�nissons le vecteur d��etat �etendu

�
k "

�

k
�k

�

et les matrices �etendues

�F "

�
F $G (JH G (H

(GH (F

�
�H "

�
(JH (H

�
�

Nous pouvons facilement v�eri�er que le comportement du syst�eme ���
� command�e par
le compensateur ����� est r�egi par l��equation

�
k�� " �F �
k�

la commande du syst�eme �etant donn�ee par

uk " �H �
k�

Sous l�hypoth�ese que la paire � �F� �H� est d�etectable� d�e�nissons

�M "

�
����������

�H
� �H
�H �F

� �H �F
�H �F �

� �H �F �

���

�
����������

�� "

�
����������

u�

u�

u�

u�

u�

u�

���

�
����������

Nous pouvons alors utiliser la m�ethode syst�ematique d�ecrite dans ���� pour g�en�erer l�en�
semble maximal de conditions initiales �
� pour le syst�eme en boucle ferm�ee tel que les
contraintes de commande ����� soient satisfaites� Cet ensemble est le poly�edre

�P "
�
�
 � �M �
 � ��

�
�

Par construction ����� ce poly�edre est positivement invariant� En e	et� on peut montrer
tr�es ais�ement que le lemme ��� �etendu de Farkas s�applique au poly�edre �P � Cela signi�e
que pour toute condition initiale �
� choisie dans �P� le vecteur d��etat �etendu �
k reste con�n�e
dans �P tout en convergeant vers l�origine et en v�eri�ant les contraintes ������

Par construction� nous pouvons voir que le poly�edre PM d�e�ni dans l��equation ����
�
est la restriction du poly�edre �P obtenue en for cant �� " 
 dans le vecteur de conditions
initiales �
�� c�est��a�dire quand on suppose que le vecteur d��etat du compensateur dyna�
mique est initialement nul� Ainsi� l�ensemble des vecteurs �
� appartenant au poly�edre �P
et tels que �� " 
 est le poly�edre

�P� " f
 � �M�
 � �g



���� STABILISATION 

�

o�u

�M� " �M

�
I



�
"

�
������

(JH
� (JH

(JH�F $G (JH� $ (HGH
� (JH�F $G (JH�� (HGH

���

�
������ �

L�ensemble �P� n�est g�en�eralement pas positivement invariant pour le syst�eme en boucle
ferm�ee� C�est donc cette restriction �P� que nous obtenons via l�approche polynomiale� et
c�est pourquoi sans hypoth�ese suppl�ementaire rien ne nous permet de garantir que toute
trajectoire initialis�ee dans �P� reste con�n�ee dans cet ensemble� N�eanmoins� on peut mon�
ter que pour tout vecteur initial 
� choisi dans �P�� le vecteur �etendu �
k restera dans �P �
et donc que les contraintes sur la commande seront satisfaites� La convergence �a l�ori�
gine des trajectoires est alors garantie par le fait que la matrice en boucle ferm�ee �F est
asymptotiquement stable�

Insistons �nalement sur le fait que l�approche polynomiale telle que nous l�avons d�eve�
lopp�ee ne nous permet pas d�obtenir l�ensemble �P car nous n�avons pas pris en compte le
vecteur d��etat initial du compensateur �� dans nos �equations� Notons cependant que nos
r�esultats pourraient �etre facilement modi��es pour tenir compte de ��� tout comme avec
l�approche espace d��etat�

Remarque 
�� �Param�etre de Youla�Ku�cera polynomial� En g�en�eral� la s�equence
Q�d� peut s�exprimer comme une s�erie in�nie stable� Cependant� en pratique� nous consi�
d�erons par la suite que Q�d� est une s�erie �a r�eponse impulsionnelle �nie� ou s�erie poly�
nomiale� Cette technique d�approximation qui consiste �a tronquer les termes de degr�es
su'samment �elev�es est courante� Elle permet de se ramener �a des probl�emes d�optimisa�
tion classique de dimension �nie�

Remarque 
�
 �Probl�eme de programmation convexe� Lorsque Q�d� est une ma�
trice polynomiale� les relations ������ deviennent un probl�eme le programmation lin�eaire
de dimension �nie �

�� qui doit �etre r�esolu en une matrice non�n�egative P et des vecteurs
qk� De la m�eme mani�ere� les relations ������ deviennent un probl�eme de programmation
LMI en les vecteurs qk� Nous d�eduisons de la relation ���
�� que

deg u � maxfdegA$ degQ$ deg (C�deg �Y $ deg (Cg�
Rappelons que le nombre de pas o�u la commande s�applique est �egal �a deg u$
� Dans les
deux probl�emes de programmation convexe mentionn�es ci�dessus� la matriceM�q� poss�ede
N " �m�deg u$ 
� lignes et n colonnes�

Remarque 
�� �Ordre du compensateur� Tout comme dans la remarque ���� nous
d�eduisons de la param�etrisation du lemme ��� que

degX � maxfdeg �X�degB $ degQg
deg Y � maxfdeg �Y �degA$ degQg�
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Par cons�equent� l�ordre du compensateur stabilisant ����� d�epend du degr�e du param�etre
de Youla�Ku�cera Q�d�� Cependant� cette d�ependance n�est pas simple car des simpli�ca�
tions peuvent avoir lieu dans les �equations du lemme ���� De plus� tout facteur unimodu�
laire �a droite partag�e par X�d� et Y �d� peut augmenter arti�ciellement les degr�es de X�d�
et Y �d� sans modi�er l�ordre du compensateur� En particulier� si nous d�esirons obtenir
un compensateur de retour de sortie statique� alors il est su'sant mais pas n�ecessaire de
restreindre les matrices X�d�� Y �d� �a �etre constantes�

A la lumi�ere des remarques ci�dessus� nous pouvons maintenant d�ecrire un algorithme
pour r�esoudre le probl�eme ��
�

Algorithme PolStab �Stabilisation�

Entr�ee � Le syst�eme ���
� avec les contraintes sur la commande ������ Le poly�edre �����
ou l�ellipso��de ����� des conditions initiales qui doivent �etre stabilis�ees� Le degr�e � du
param�etre de Youla�Ku�cera Q�d��

Sortie � Un compensateur dynamique stabilisant ������ s�il existe�

Pas � � Calculer les matrices polynomiales A�d�� B�d�� (A�d�� (B�d�� (C�d� des descriptions
par fractions de matrices ������

Pas � � R�esoudre l��equation de B�ezout du lemme ��� en les matrices polynomiales �X�d��
�Y �d�� �(X�d�� �(Y �d��

Pas 
 � Supposons que la matrice polynomiale Q�d� est de degr�e �� Construire la matrice
M�q� et le vecteur � en utilisant les relations ���
��� ���
��� ���
�� et ����
��

Pas � � Si la r�egion de stabilit�e d�esir�ee est le poly�edre ������ r�esoudre le probl�eme de
programmation lin�eaire ������ en une matrice non�n�egative P et un param�etre q� Si la
r�egion de stabilit�e d�esir�ee est l�ellipso��de ������ r�esoudre le probl�eme LMI ������ en un
param�etre q� Si le probl�eme est infaisable� conclure qu�il n�y a pas de param�etre de Youla�
Ku�cera de degr�e � qui r�esoud le probl�eme et sortir�

Pas � � Reporter Q�d� dans les relations du lemme ��� a�n de construire les matrices
polynomiales X�d�� Y �d� du compensateur dynamique� En d�eduire la repr�esentation par
espace d��etat correspondante ������

Remarque 
�� �Augmentation de l�ordre du compensateur� Bien s�ur� si l�algo�
rithme ci�dessus �echoue pour un certain degr�e �� le concepteur pourra essayer d�augmenter
�� Selon la remarque ���� cela impliquera s�urement une augmentation de l�ordre du com�
pensateur� C�est donc au concepteur de jouer sur ce compromis� sachant qu�il n�y a pas de
m�ethode directe pour obtenir la valeur minimale de � pour laquelle la stabilit�e est assur�ee�
Ainsi� seule une m�ethode dite �d�essai et d�erreur� peut �etre envisag�ee�



���� R�EGIONS MAXIMALES DE STABILIT�E 

�

��� R�egions maximales de stabilit�e

La loi de commande con cue dans le th�eor�eme ��
 est valide lorsque l��etat du syst�eme
en boucle ferm�ee est initialis�e dans un ensemble convexe donn�e de l�espace d��etat� Dans ce
paragraphe� nous supposons que cette r�egion n�est pas connue �a l�avance� Comme indiqu�e
dans l��enonc�e du probl�eme ���� un objectif naturel est alors de d�eterminer la r�egion de sta�
bilit�e la plus grande possible pour laquelle une commande stabilisante peut �etre construite�
Cependant� nous allons voir que ce probl�eme s�av�ere particuli�erement compliqu�e dans le
cas g�en�eral� et que nous devrons nous contenter d�une solution approch�ee�

�
	
� R�egions poly�edrales

En supposant par simplicit�e que le poly�edre PM " f
 � M�q�
 � �g est born�e� c�est��a�
dire que PM est un polytope selon la terminologie de la section ���� il n�existe malheureu�
sement pas de formule analytique pour calculer le volume de PM � Cependant� lorsque q est
�x�e� ce volume peut �etre calcul�e par des algorithmes num�eriques �a complexit�e exponen�
tielle qui s�av�erent particuli�erement e'caces en pratique� On pourra consulter ��
� pour
des d�eveloppements r�ecents dans ce domaine� Par cons�equent� nous pouvons en th�eorie
construire une bo��te noire pour calculer le volume de PM et la connecter �a un programme
quelconque de maximisation� Il s�agirait d�un nouvel exemple de probl�eme d�optimisation
avec une fonction d��evaluation tr�es co�uteuse et un calcul de gradient num�erique� Cette
possibilit�e n�est pas �etudi�ee dans ce m�emoire�

Nous adoptons plut�ot une approche plus simple et plus pragmatique� En supposant
que l�on dispose d�un certain poly�edre PN " f
 � N
 � �g comme approximation initiale�
nous allons essayer de d�eterminer le plus grand facteur d��echelle ��� tel que le probl�eme
��
 est r�esolu dans le poly�edre homoth�etique

���PN " f
 � N
 � ����g � PM " f
 � M�q�
 � �g�

En se basant sur les relations ������� le probl�eme d�optimisation qui en d�ecoule s�av�ere �etre
un simple probl�eme de programmation lin�eaire� Cette id�ee est exploit�ee dans l�algorithme
suivant�

Algorithme PolMaxPoly �Poly�edre homoth�etique maximal�

Entr�ee � Le syst�eme ���
� avec les contraintes sur la commande ������ Un poly�edre initial
������ Le degr�e � du param�etre de Youla�Ku�cera Q�d��

Sortie � Un compensateur dynamique ����� et le poly�edre correspondant ����
� de condi�
tions initiales stabilisables� s�ils existent�

Pas ����
 et � � Voir l�algorithme PolStab�
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Pas � � R�esoudre le probl�eme de programmation lin�eaire

min �
t�q� PN " M�q�

P� � ��
������

en une matrice non�n�egative P � un param�etre q et un scalaire positif �� Si le probl�eme est
infaisable� conclure qu�il n�y a pas de param�etre de Youla�Ku�cera de degr�e � qui r�esoud
le probl�eme et sortir�

Remarque 
�
 �Poly�edre initial� A�n de trouver un poly�edre initial PN convenable
pour initialiser l�algorithme ci�dessus� nous pouvons construire la matrice N et le vecteur
� en utilisant la m�ethode syst�ematique d�ecrite dans ����� Le poly�edre PN peut �etre vu
comme un ensemble garantissant une certaine taille minimale de l�ensemble de conditions
initiales dans lequel la stabilisation doit n�ecessairement �etre assur�ee�

�
	
� R�egions ellipso��dales

Etant donn�e que l�in�egalit�e matricielle du lemme ��
 est bilin�eaire en les matrices + et
M�q� dans le cas g�en�eral� le calcul simultan�e de +� 
c et q s�av�ere d�elicat� Notons cependant
que + et M�q� entrent lin�eairement dans l�in�egalit�e matricielle quand l�ellipso��de E
 est
centr�e �a l�origine� c�est��a�dire quand 
c " 
� Nous allons d�emontrer qu�il est toujours
possible de normaliser les bornes sur la commande� de centrer l�ellipso��de E
 et d�utiliser
cette formulation lin�eaire�

Lemme 
�� Supposons que u� 
" u��

� Si la matrice F n�a pas de valeur propre �egale �a 
� alors le syst�eme 
���� avec
contraintes dissym�etriques 
���� peut s��ecrire de mani�ere �equivalente avec des contraintes
sym�etriques

,
k�� " F ,
k $G,uk
�,u � uk � ,u

������

en posant ,
k " 
k � 
c� 
c " �I � F ���G-� - " �u� $ u���� et ,u " �u� � u�����

� Si la matrice F poss�ede certaines valeurs propres �egales �a 
� alors nous pouvons
consid�erer le syst�eme 
����� en posant ,
k " 
k et ,u " min�u�� u��� cette derni�ere
�egalit�e �etant valable composante par composante�

La preuve d�ecoule de manipulations matricielles classiques� Il est facile de montrer que le
vecteur 
c doit v�eri�er �I �F �
c " G-� Une condition su'sante d�existence de 
c est que
la matrice I � F soit inversible� ce qui est le cas si et seulement si F n�a pas de valeur
propre �egale �a 
�
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�

Rappelons que l�inclusion de l�ellipso��de centr�e E
 dans le poly�edre PM est e	ective
tout comme dans le lemme ��
 si et seulement si une certaine LMI est v�eri��ee� Rappelons
�egalement que la longueur des axes de l�ellipso��de E
 est inversement proportionnelle au
carr�e des valeurs propres de +� Par cons�equent� a�n de maximiser la taille de l�ellipso��de
E
� nous pouvons minimiser la valeur propre maximale de +� L�algorithme suivant d�ecoule
de cette observation�

Algorithme PolMaxElli �Ellipso��de inscrit maximal�

Entr�ee � Le syst�eme ���
� avec les contraintes sur la commande ������ Le degr�e � du
param�etre de Youla�Ku�cera Q�d��

Sortie � Un compensateur dynamique stabilisant ����� et le poly�edre correspondant ����
�
de conditions initiales stabilisables� s�ils existent�

Pas � � Si u� 
" u�� centrer la commande comme indiqu�e dans le lemme ���� suivant les
propri�et�es de stabilit�e de F � et consid�erer le syst�eme �equivalent �������

Pas ����
 et � � Voir l�algorithme PolyStab�

Pas � � R�esoudre l�un ou l�autre des probl�emes d�optimisation LMI suivants �

min trace +

t�q�

�
+ �

M i�q� ��i��

�
	 
� i " 
� �� � � �

������

ou

min �
t�q� �I 	 +�

+ �
M i�q� ��i��

�
	 
� i " 
� �� � � �

������

en une matrice positive semi�d�e�nie + et un param�etre q� Si le probl�eme est infaisable�
conclure qu�il n�y a pas de param�etre de Youla�Ku�cera de degr�e � qui r�esoud le probl�eme
et sortir�

Remarque 
�	 �Initialisation de l�algorithme� Un avantage notable de l�algorithme
PolMaxElli par rapport �a l�algorithme PolMaxPoly r�eside dans le fait qu�aucun
poly�edre initial PN n�est requis pour initialiser la proc�edure d�optimisation�
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��	 Exemples num�eriques

Nous allons maintenant illustrer les id�ees expos�ees dans ce chapitre �a l�aide de plu�
sieurs exemples num�eriques� Dans ce qui suit� les calculs sur les polyn�omes et les matrices
polynomiales ont �et�e r�ealis�es �a l�aide du paquetage Polynomial Toolbox ��
 pour Matlab

���� ���� Les probl�emes de programmation lin�eaire et semi�d�e�nie �LMI� ont �et�e implant�es
�a l�aide de l�interface Lmitool ��
 pour Matlab ���� et r�esolus �a l�aide des m�ethodes
de points int�erieurs du paquetage sdpHA ��
 ��
�� Les sommets du polytope PM ont �et�e
d�etermin�es de fa con tr�es e'caces par le logiciel Qhull ���� Finalement� les simulations
en boucle ferm�ee ont �et�e e	ectu�ees �a l�aide de Simulink ��
 pour Matlab�

�
�
� Premier exemple

Comme premier exemple illustratif� consid�erons le syst�eme lin�eaire monovariable dis�
cret �etudi�e dans �

��


k�� "

�

�� 
��
�
�� 
��

�

k $

�





�
uk

o�u seulement la premi�ere composante du vecteur d��etat est disponible pour la commande�
c�est��a�dire

zk " �
 
�
k�

La commande du syst�eme est contrainte dans l�intervalle

�� � uk � �

et nous supposons que le vecteur d��etat initial 
� appartient au poly�edre convexe PN "
f
 � N
 � �g o�u

N "

�
���


 �
�
 ��

�
�� �

�� ��

�
��� � "

�
���

�
�







�
��� �

Nous d�esirons r�esoudre le probl�eme ��
� c�est��a�dire trouver un compensateur dynamique
stabilisant pour le syst�eme ci�dessus� Nous utilisons l�algorithme PolyStab�

Tout d�abord� nous d�eterminons facilement les matrices polynomiales

A�d� " 
����
 � 
����
d $ d�

B�d� " 
���

d�

(C�d� " �
����
 � 
�
���d 
���

d��

qui interviennent dans les descriptions par fractions de matrices ������ Une solution par�
ticuli�ere �a l��equation de B�ezout du lemme ��� est donc

�X�d� " 
�
�

 $ ����

d
�Y �d� " ������ � ������d�
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�

Tout comme dans la remarque ���� nous supposons que Q�d� est un polyn�ome de degr�e ��
A l�aide du th�eor�eme ��
� nous en d�eduisons que le degr�e minimal pour lequel le probl�eme
de programmation lin�eaire ������ s�av�ere faisable est � " �� Les matrices du probl�eme de
programmation lin�eaire sont

P "

�
�����������������������
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pour le polyn�ome

Q�d� " ��
��
 $ ������d $ ��
�
�d� $ 
�
���d�

et un vecteur � dont les 
� composantes sont toutes �egales �a �� En reportant Q�d� dans
les relations du lemme ���� un compensateur de retour de sortie stabilisant est donn�e par
les polyn�omes

X�d� " 
�
�

 $ ����

d $ ���
��d� $ ������d� $ 
�����d� $ 
�����d	

Y �d� " 
����� $ 
����
d $ 
�����d� � 
�����d� � 
����
d� � 
�
���d	�

Il s�agit d�un compensateur d�ordre �� Nous pouvons ainsi garantir que le syst�eme en
boucle ferm�ee est asymptotiquement stable pour toute condition initiale choisie dans le
poly�edre PN � La commande du syst�eme est repr�esent�ee sur la �gure ��
 quand l��etat du
syst�eme est initialis�e �a


� "

�
�

�
��

�
� PN �

A titre de comparaison� sur la �gure ��� nous montrons le poly�edre PN de conditions
initiales stabilisables d�esir�ees et le poly�edre PM de conditions initiales e	ectivement stabi�
lisables par le compensateur ci�dessus� Un avantage notable de notre approche par rapport
�a celle expos�ee dans �

�� est que nous pouvons concevoir des compensateurs de retour de
sortie dynamique� Cependant� ces compensateurs peuvent �etre d�ordre relativement �elev�e�

�
�
� Deuxi
eme exemple

Nous montrons maintenant �a l�aide d�un exemple num�erique tr�es simple que le choix du
param�etre Q�d� peut in)uencer la taille du poly�edre des conditions initiales stabilisables�
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� EXEMPLES NUM�ERIQUES 




Consid�erons le syst�eme discret instable


k�� " �
k $ uk
zk " 
k

dont la commande est contrainte dans l�intervalle

�
 � uk � 
�

Supposons que le poly�edre de conditions initiales admissibles soit donn�e par

PN " f
 � �
�� � 
 � 
��g

o�u � est un scalaire positif�

Les polyn�omes du syst�eme sont facilement d�etermin�es� Ils sont �egaux �a A�d� " 
��d�
B�d� " 
 et (C�d� " 
� Une solution particuli�ere �a l��equation de B�ezout du lemme ��� est
�X�d� " 
 et �Y �d� " 
�

Nous avons construit le probl�eme de programmation lin�eaire ������ pour des valeurs
successives de �� degr�e du polyn�omeQ�d�� Nous pouvons facilement trouver les param�etres
Qi tels que le seuil � soit minimis�e et donc que la taille du poly�edre PM soit maximis�ee�
Dans la table 
� nous avons report�e les valeurs desQi et le seuil minimum� pour di	�erentes
valeurs de �� Quand le degr�e � tend vers l�in�ni� Q�d� tend vers une s�equence convergente
in�nie et le seuil � tend vers une valeur �nie� �a savoir 
� Cela n�est pas surprenant puisque
nous savons que la stabilisation par une commande born�ee d�un syst�eme instable en boucle
ouverte ne peut �etre e	ectu�ee que localement�

� � Q� Q� Q� Q� Q� Q	
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Table 
 & Seuil � et param�etres Qi pour di	�erents degr�es ��

L�exemple d�emontre clairement que la taille du domaine de conditions initiales stabi�
lisables peut �etre augment�ee �a l�aide des degr�es de libert�e o	erts par l�approche� Notons
n�eanmoins que si l�on augmente la taille du domaine de conditions initiales� on augmente
�egalement l�ordre du compensateur� ce qui peut s�av�erer irr�ealiste en pratique�
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�
�
� Troisi
eme exemple

Consid�erons le syst�eme discret multivariable �etudi�e dans ����� Sa repr�esentation dans
l�espace d��etat s��ecrit
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o�u le vecteur de commande doit v�eri�er les contraintes
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et le vecteur d��etat initial 
� doit appartenir au poly�edre
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Nous d�esirons r�esoude le probl�eme ��
� c�est��a�dire trouver un compensateur dynamique
qui stabilise le syst�eme pour toute condition initiale choisie dans PN � Nous utilisons
l�algorithme PolyStab�

Les matrices polynomiales des descriptions par fractions de matrices ����� sont les
suivantes
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Une solution particuli�ere de l�identit�e de B�ezout du lemme ��� s��ecrit
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Pour un param�etre matriciel de premier degr�e �� " 
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le probl�eme de programmation lin�eaire ������ a une solution non�n�egative
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correspondant au poly�edre
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Les poly�edres PN et PM sont repr�esent�es sur la �gure ���� Nous pouvons v�eri�er que
PN � PM �

En reportant la matriceQ�d� dans les relations du lemme���� les matrices polynomiales
d�ecrivant le compensateur sont
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Nous pouvons v�eri�er qu�il s�agit d�un compensateur d�ordre �� La s�equence d�entr�ee ���
��
est le vecteur polynomial de degr�e deux
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Cela signi�e que la condition initiale 
� choisie dans PM est ramen�ee �a l�origine en � pas
au plus� A titre de comparaison� la m�eme performance a �et�e obtenue dans ���� dans le
m�eme domaine par le biais d�un sch�ema de regulation variable assez complexe�
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Fig� ���� Poly�edres PN et PM �
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�
	 Quatri
eme exemple

Nous consid�erons le syst�eme lin�eaire discret multivariable �etudi�e dans �

��� Sa repr�e�
sentation dans l�espace d��etat est la suivante
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Ce syst�eme a �et�e �etudi�e dans le paragraphe ����
 dans le cas o�u seulement la premi�ere com�
posante du vecteur d��etat �etait disponible pour la commande� La commande du syst�eme
est contrainte de la fa con suivante

�� � uk � ��

Nous d�esirons r�esoudre le probl�eme ���� c�est��a�dire trouver �a la fois un compensateur
stabilisant et le plus grand ensemble de conditions initiales stabilisables�

Tout d�abord� nous illustrons l�algorithmePolMaxPoly et d�eterminons le plus grand
poly�edre homoth�etique de conditions initiales stabilisables� Tout comme dans �

��� nous
choisissons
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comme poly�edre initial� Les matrices polynomiales des relations ����� sont les suivantes
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Des solutions particuli�eres �a la double identit�e de B�ezout du lemme ��� sont

�X�d� "
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Le probl�eme lin�eaire d�optimisation ������ est r�esolu pour des valeurs successives de ��
degr�e de la matrice polynomiale Q�d�� Le poly�edre de stabilit�e PM correspondant est
repr�esent�e sur la �gure ���� Comme nous pouvons le voir� nous avons beaucoup �elargi
l�ensemble de conditions initiales stabilisables propos�e dans �

��� Bien s�ur� cette am�elio�
ration n�a �et�e possible qu�en augmentant l�ordre du compensateur�

Ensuite� nous illustrons l�algorithme PolMaxElli et cherchons le plus grand el�
lipso��de de conditions initiales stabilisables� Nous r�esolvons le probl�eme d�optimisation
semi�d�e�nie pour des valeurs successives de �� Notons que les contraintes sur la com�
mande sont sym�etriques et donc qu�il est inutile d�e	ectuer le centrage du Pas 
� Le
poly�edre de stabilit�e PM est repr�esent�e sur la �gure ���� Dans ce cas �egalement� nous no�
tons une am�elioration signi�cative des r�esultats obtenus dans �

��� Le syst�eme est boucle
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Fig� ���� Poly�edres PM pour valeurs successives de ��
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� EXEMPLES NUM�ERIQUES 

�

ferm�ee est alors simul�e pour � " � et trois conditions initiales 
�� Comme le montre la
�gure ���� les contraintes sur la commande sont toujours v�eri��ees�

Finalement� dans le but d�illustrer la remarque ���� nous essayons de minimiser le degr�e
des matrices polynomiales X�d� et Y �d� dans les �equations du lemme ���� en esp�erant que
l�ordre du compensateur correspondant soit �egalement minimis�e� Nous avons obtenu un
compensateur de premier ordre dont les matrices polynomiales sont les suivantes
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� Cinqui
eme exemple

Consid�erons le syst�eme lin�eaire discret multivariable �etudi�e dans �

�� Sa repr�esentation
dans l�espace d��etat s��ecrit
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et les contraintes sur la commande sont les suivantes
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Tout d�abord� nous supposons comme dans �

� que le vecteur d��etat initial 
� appar�
tient au poly�edre
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Nous souhaitons r�esoudre le probl�eme ��
� c�est��a�dire trouver un compensateur qui sta�
bilise toute condition initiale choisie dans PN � A l�aide de l�algorithme PolyStab� nous
obtenons
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Fig� ���� Poly�edres PN et PM �

satisfaisant les �equations ������ Des solutions particuli�eres �a la double identit�e de B�ezout
du lemme ��� sont
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Le probl�eme lin�eaire ������ est alors r�esolu pour une matrice polynomiale Q�d� de degr�e
� " �� Le poly�edre de stabilit�e PN correspondant est repr�esent�e sur la �gure ���� Les
matrices polynomiales du compensateur sont les suivantes
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L�ordre du compensateur est donc �egal �a ��

Dans une deuxi�eme �etape� nous souhaitons r�esoudre le probl�eme ��� avec l�algorithme
MaxStabElli� Nous supposons que le poly�edre PN n�est pas connu� et que la r�egion de
stabilit�e et le compensateur dynamique doivent �etre d�etermin�es simultan�ement� Notons
que les contraintes sur la commande ne sont pas sym�etriques et donc le pas 
 de centrage
doit �etre e	ectu�e� Le syst�eme lin�eaire ������ �equivalent s��ecrit
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���� CONCLUSION 
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avec les contraintes sym�etriques

����� � ,uk � ����

et le vecteur de centrage
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Les matrices polynomiales des relations ����� sont les suivantes
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Des solutions particuli�eres de la double identit�e de B�ezout du lemme ��� sont
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Le probl�eme de programmation semi�d�e�nie ������ est alors r�esolu pour � " �� r�esultant
en un compensateur d�ordre �� Nous obtenons
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L�ellipso��de E
 " f
 � �
�
c��+�
�
c� � 
g et le poly�edre inscritPM " f
 � M�q��
�
c� �
�g sont repr�esent�es sur la �gure ���� Comme nous pouvons le voir� le poly�edre PM est tr�es
allong�e dans une direction particuli�ere� Lorsque nous augmentons � nous nous apercevons
que PM poss�ede une direction in�nie et que le domaine de conditions initiales stabilisables
n�est pas born�e� Cette direction correspond �a un mode stable du syst�eme en boucle ferm�ee�
Il s�agit du vecteur propre �
����
 
���

�� associ�e �a la valeur propre stable 
������ Ce
vecteur propre appartient au noyau �a droite de la matrice M�q��

��� Conclusion

Nous avons propos�e une solution simple au probl�eme de la stabilisation locale d�un
syst�eme lin�eaire discret multivariable soumis �a des contraintes sur la commande� Des al�
gorithmes pratiques et facilement implantables ont �et�e d�ecrits pour calculer une loi de
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Fig� ���� Ellipso��de E
 et poly�edre PM �

commande stabilisable et la plus grande r�egion de stabilit�e associ�ee� L�avantage majeur
de notre approche r�eside dans le fait qu�elle ne s�appuye que sur la r�esolution de probl�emes
convexes� contrairement aux autres m�ethodes de stabilisation locale bas�ees sur des pro�
bl�emes bilin�eaires non�convexes �

�� ��� ���� Le principal d�esavantage de notre approche
est dans le choix du degr�e du compensateur� Le concepteur doit jouer sur le compromis
entre l�augmentation de l�ordre du compensateur et l�augmentation de la taille du do�
maine de conditions initiales stabilisables� En e	et� comme nous l�avons illustr�e dans les
exemples pr�ec�edents� nous pouvons augmenter la taille de le r�egion de stabilit�e mais en
ayant un compensateur d�ordre trop �elev�e donc di'cilement implantable en pratique ��
��

Notre approche peut �etre facilement �etendue pour prendre en compte des contraintes
poly�edrales ou ellipso��dales sur l��etat ou la sortie du syst�eme� Les syst�emes continus
peuvent �etre �egalement consid�er�es gr�ace aux r�esultats propos�es dans �

��� Une certaine
performance au voisinage de l�origine peut �egalement �etre assur�ee� Dans ce cas�ci il faudra
vraisemblablement jouer sur le compromis entre les performances atteignables et la taille
du domaine de stabilit�e ��
��

Finalement� les r�esultats de ce chapitre peuvent �etre �etendus aux syst�emes incertains
en poursuivant l�approche d�ecrite initialement dans �

��� Dans le cas monovariable� cette
approche est expos�ee tr�es clairement dans ��
�� Nous en rappelons maintenant les princi�
pales �etapes �

& Les incertitudes consid�er�ees peuvent �etre de type additif ou multiplicatif� voir le
paragraphe 
����� Une borne sup�erieure est donn�ee sur la norme in�nie du terme
incertain� Cette borne peut �etre une constante normalis�ee �a 
 par simplicit�e �����
Elle peut �egalement d�ependre de la fr�equence� tout comme dans le Chapitre � de
�

���

& Un compensateur stabilisant quelconque est calcul�e pour le syst�eme sans incertitude
en r�esolvant une �equation de B�ezout� voir le paragraphe ����
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�


& Un compensateur stabilisant robustement le syst�eme incertain existe si� et seulement
si� la norme in�nie d�une fonction a'ne du param�etre de Youla�Ku�cera est inf�erieure
�a 
� Typiquement� cette condition s��ecrit

kA$BQCk� � 
 ������

o�u A� B et C sont des matrices rationnelles dont les �el�ements d�ependent du syst�eme
certain et du compensateur arbitraire trouv�e ci�dessus� Le param�etre de Youla�
Ku�cera Q est une matrice rationnelle �a d�eterminer� Elle param�etrise un compensa�
teur robuste� La r�esolution de l�in�egalit�e ������ fait appel �a la th�eorie de l�interpo�
lation de Nevanlinna�Pick� Elle est d�ecrite dans ��
��

L�extension des r�esultats de ce chapitre aux syst�emes incertains permettrait donc de
disposer d�une m�ethode suppl�ementaire de synth�ese de compensateurs robustement et
localement stabilisants pour les syst�emes lin�eaires incertains �a commandes contraintes�
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Conclusion

Un probl�eme qui se pose naturellement au vu des divers r�esultats de la troisi�eme partie
de ce m�emoire est celui de savoir quelle m�ethode de synth�ese permet d�obtenir les meilleurs
r�esultats� en terme de taille de l�ensemble de conditions initiales stabilisables et en terme
de rapidit�e de convergence�

A�n d��etudier ce probl�eme� nous avons test�e nos m�ethodes sur de nombreux exemples
num�eriques trouv�es dans la litt�erature� Cependant� la diversit�e et le manque d�homog�e�
n�eit�e des r�esultats obtenus nous ont emp�ech�es de donner une r�eponse d�e�nitive �a cette
question� Certaines m�ethodes s�av�erent meilleures pour certains exemples� mais cette ten�
dance est invers�ee pour d�autres exemples� Parfois m�eme au sein d�une m�eme m�ethode�
la technique utilis�ee permet d�obtenir des r�esultats di	�erents� Les seuls commentaires que
nous pouvons faire restent d�ordre tr�es g�en�eral�

& Nous pouvons remarquer que la m�ethode de commande saturante du chapitre �
fournit des compensateurs d�ordre �egal �a celui du syst�eme� et que la m�ethode de
commande lin�eaire par morceaux du chapitre � g�en�ere une s�equence de retours d��etat
statiques� Par contraste� la m�ethode polynomiale du chapitre � peut g�en�erer des
compensateurs dynamiques d�ordre relativement �elev�e� ce qui peut �etre vu comme
un d�esavantage�

& Nous pouvons a'rmer que les techniques LMI donnent� en g�en�eral� des r�esultats
meilleurs que les techniques AREs� en ce qui concerne les m�ethodes des chapitres
� et �� Cependant� il existe des exemples pour lesquels cette tendance est invers�ee�
voir par exemple �

���

& Les lois de commande obtenues gr�ace aux m�ethodes des chapitres � et � �de simples
compensateurs dynamiques� sont relativement plus faciles �a mettre en oeuvre que
la loi de commande lin�eaire par morceaux du chapitre �� bien que cette derni�ere ne
soit pas d�une grande complexit�e�

Il est donc bien d�elicat de se prononcer sur la sup�eriorit�e d�une m�ethode de synth�ese par
rapport aux autres� Notre exp�erience r�ev�ele que cela d�epend �etroitement du probl�eme
consid�er�e�


��
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Conclusion G�en�erale

La pr�esence simultan�ee d�incertitudes et de contraintes sur les commandes est une ca�
ract�eristique syst�ematique des probl�emes d�automatique moderne� Malgr�e tout� la plupart
des m�ethodes de commande robuste ne prennent pas en compte les limitations en ampli�
tude sur les commandes� Similairement� la plupart des m�ethodes de commande contrainte
ne prennent pas en compte les incertitudes� L�objectif de ce m�emoire �etait donc de combi�
ner les r�esultats obtenus ind�ependamment dans chaque th�ematique a�n de pouvoir �etudier
les syst�emes lin�eaires incertains �a commande contrainte� Par ailleurs� a�n de disposer de
m�ethodes d��etude puissantes et e'caces� nous nous sommes e	orc�es d�utiliser un ensemble
d�outils num�eriques standard et e'caces�

Dans la premi�ere partie de ce m�emoire nous avons tout d�abord dans le chapitre 

rappel�e les r�esultats classiques ayant trait �a la th�eorie des syst�emes lin�eaires � mod�elisa�
tion des syst�emes� des incertitudes� des saturations� Nous avons insist�e sur la distinction
entre probl�eme d�analyse et de synth�ese� Par la suite� nous avons d�ecrit dans le chapitre
� l�ensemble des outils sur lesquels sont bas�ees nos m�ethodes de commande � �equations
alg�ebriques de Riccati �AREs�� in�egalit�es matricielles lin�eaires �LMIs�� poly�edres et el�
lipso��des� matrices polynomiales�

Dans la deuxi�emepartie du m�emoire� consistu�ee du seul chapitre �� nous avons �etudi�e le
probl�eme d�analyse du domaine de stabilit�e en boucle ferm�ee� en pr�esence d�incertitudes
et de saturations� A l�aide du concept de stabilit�e quadratique et d�une mod�elisation
polytopique des saturations� nous avons propos�e une m�ethode de d�etermination d�une
r�egion de stabilit�e bas�ee sur la r�esolution d�une ARE ou d�une s�erie de relaxations LMI�
Notre m�ethode autorise explicitement la pr�esence de saturations� Elle permet l��etude des
syst�emes lin�eaires a	ect�es par des incertitudes born�ees en norme ou polytopiques�

En�n� dans la troisi�eme partie du m�emoire� nous nous sommes int�eress�es au probl�eme
de synth�ese d�un compensateur stabilisant� Nous avons propos�e trois approches distinctes�
Dans le chapitre �� nous avons tout d�abord �etendu les r�esultats d�analyse du chapitre �
pour d�eterminer un compensateur dynamique par retour de sortie� A l�aide de la stabilit�e
quadratique et d�une mod�elisation polytopique des saturations� une s�erie de relaxations
LMI permet d�augmenter progressivement la taille de la r�egion des conditions initiales sta�
bilisables en pr�esence de saturations tout en d�eterminant un compensateur dynamique�
Dans le chapitre �� nous n�avons pas autoris�e les saturations� Nous avons fait de telle sorte
que la commande reste con�n�ee �a l�int�erieur de ses bornes admissibles� A�n d�augmenter
tant que possible l�ensemble des conditions initiales stabilisables� nous utilisons un gain


��




�� CONCLUSION GENERALE

faible de retour d��etat loin de l�origine� Nous avons ensuite augment�e le gain au fur et �a
mesure que le syst�eme converge� obtenant ainsi une loi de commande lin�eaire par mor�
ceaux� Au voisinage de l�origine� nous avons appliqu�e un gain fort de retour d��etat qui
assure un certain niveau de performance� Cette m�ethode de synth�ese permet de comman�
der des syst�emes a	ect�es par des incertitudes born�ees en norme� Elle est bas�ee sur les
AREs ou les LMIs� Finalement� dans le chapitre �� nous avons poursuivi une approche
polynomiale a�n de g�en�erer une loi de commande sans saturations� Nous avons d�emontr�e
que la recherche du param�etre de Youla�Ku�cera tendant �a maximiser la taille de l�en�
semble des conditions initiales stabilisables peut s�e	ectuer en r�esolvant un probl�eme LMI
convexe� Sous la forme propos�ee dans ce m�emoire� cette m�ethode ne permet pas de traiter
les syst�emes incertains� N�eanmoins� nous avons d�ecrit la voie �a suivre pour �etendre nos
r�esultats �a la synth�ese robuste sous contraintes�

Le probl�eme de la synth�ese de compensateurs robustes pour les syst�emes incertains
est un probl�eme qui reste encore largement ouvert� Ce m�emoire n�a contribu�e qu��a fournir
un premier ensemble d�outils dont la caract�eristique commune est de faire appel �a des
techniques num�eriques classiques et e'caces� Les prolongements directs des travaux de
ce m�emoire sont

& La synth�ese d�un compensateur par retour de sortie dynamique �a l�aide de la m�e�
thode du chapitre ��

& La g�en�eralisation des r�esultats du chapitre � aux syst�emes incertains� en utilisant les
techniques classiques de l�approche polynomiale et d�optimisation convexe� comme
d�ecrit dans la section ����

& L�extension de nos r�esultats d�analyse et de synth�ese aux contraintes sur la dyna�
mique du signal de commande� d�ej�a entreprise dans �

���

D�autres domaines de recherche connexes sont �egalement �a envisager� comme par exemple

& L�application aux syst�emes satur�es des r�esultats d�analyse d�ecrits dans ���� et bas�es
sur l�utilisation de fonctions de Lyapunov continues par morceaux� En utilisant la
mod�elisation par r�egions de saturations propos�ee dans ��
�� il devrait �etre possible
de construire une fonction de Lyapunov quadratique par morceaux d�e�nie dans
di	�erentes r�egions poly�edrales partitionnant l�espace d��etat�

& L�extension de ces r�esultats �a la synth�ese� Des premiers r�esultats ont �et�e r�ecemment
obtenus dans ce sens� Dans ����� le probl�eme de stabilisation robuste des syst�emes
lin�eaires par morceaux est mis sous la forme d�un probl�eme convexe LMI �a l�aide
d�approximations ellipso��dales des r�egions poly�edrales partitionnant l�espace d��etat�
Dans �


�� le probl�eme est trait�e directement �a l�aide d�in�egalit�es matricielles bi�
lin�eaires non�convexes�

& La diminution du conservatisme inh�erent �a l�approche quadratique des chapitres ��
� et � �a l�aide des techniques de Lyapunov r�ecemment d�evelopp�ees dans ����� Ces
extensions concerneraient uniquement les syst�emes a	ect�es par des incertitudes de
type polytopique et les fonctions de Lyapunov de type polytopique� La fonction de
Lyapunov globale serait alors une combinaison lin�eaires de fonctions de Lyapunov
quadratiques obtenues pour chacun des sommets�

& L�application des m�ethodes de relaxations convexes aux probl�emes non�convexes
de commande robuste et contrainte� Quelques r�esultats pr�eliminaires ont d�ej�a �et�e
obtenus dans le cadre de la commande robuste� voir ���� ��� ��� �
�
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