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CHAPITRE 1

INTRODUCTION ET P\RESENTATION DE
LA THESE

1.1. Introduction et motivations

Dans de nombreux domaines appliqués, ’estimation de la probabilité d’occur-
rence d’un événement rare est importante, souvent en raison du risque associé
a cet événement ; cet événement pouvant étre une défaillance catastrophique
en fiabilité des systemes, un risque de collision entre avions, de tremblement de
terre... Les événements rares sont caractérisés par des probabilités de I'ordre
de 1072 & 1072, Par exemple, en télécommunication, la probabilité de perte
d’un paquet d’informations est inférieure a 107Y.

Diverses voies se présentent pour I’étude de ces risques :

— l"analyse statistique des événements extrémes qui s’appuie principalement
sur les lois asymptotiques extrémes (Weibull, Fréchet, Gumbel) mais nécessite
une longue période d’observation, voir [2] et Section 2.1 pour plus de
détails,

— la modélisation qui conduit a estimer la probabilité de I’événement rare,
soit par une approche analytique, voir e.g. [53] et Section 2.2.2.2, soit par
la simulation, voir Section 2.2.

Dans cette these, nous aborderons I’aspect simulation basée sur la méthode de
Monte Carlo qui s’appuie sur la loi forte des grands nombres. Cependant, cette
méthode de simulation s’avere inefficace pour estimer un événement rare de
probabilité 107 & 107!2, en raison du nombre trop important d’échantillons
a générer. Pour résoudre ce probleme, de nombreuses méthodes de simula-
tion accélérée ont été proposées. En particulier, une premiere méthode est un
raffinement de Monte Carlo : I’échantillonnage préférentiel. Manuel & José
Villén-Altamirano ont développé une autre méthode de simulation [59, 60],
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dénommée RESTART, qui permet de diminuer de facon drastique la durée de
simulation. Une autre approche [18,20], basée sur des systémes de particules,
permet d’obtenir des résultats théoriques sur la convergence de ce type d’al-
gorithme. Pour une description plus détaillée de ces algorithmes, le lecteur est
renvoyé au Chapitre 2.

Les algorithmes particulaires et la méthode RESTART appartiennent a la
méme classe de modeles : ceux utilisant des multi-trajectoires préférentielles
afin d’augmenter le nombre de visites a I’événement rare et s’appuyant sur
I’hypothese qu'il existe des états intermédiaires identifiables visités par la tra-
jectoire, plus souvent que I’événement rare lui-méme.

Nous nous intéressons dans cette these a 'efficacité réelle des modeles a multi-
trajectoires préférentielles en terme de cotit de simulation. En raison de leur
complexité, ’analyse mathématique directe de tels modeles s’avere imprati-
cable. Cependant, une étude analytique rapide montre que ces modeles re-
posent tous sur un méme «squelettey, sorte de modele simplifié. Nous sommes
donc conduits a introduire ce modele simplifié pour lequel nous pourrons me-
ner une étude précise et obtenir des résultats exacts et non asymptotiques.
Cette étude nous permettra, de plus, de dégager une suggestion de procédure
a appliquer dans le cadre d’algorithmes plus complexes pour lesquels 'ana-
lyse exacte n’a pu étre faite. Nous montrerons aussi que ce modele, malgré sa
simplicité relative, s’applique a une grande classe d’exemples et qu’il s’adapte
facilement a des applications plus complexes.

1.2. Présentation de la these

Comme expliqué dans le paragraphe précédent, nous nous intéressons a un
modele appelé modéle de branchement avec duplication des trajectoires (bran-
ching splitting model en anglais), inspiré des modeles a trajectoires préférentielles.
Nous nous plagons dans le cadre suivant ou nous considérons une suite décroissante
de M + 1 ensembles emboités B; menant a I’événement rare A :

A=By,1 CBy C---C By.
Alors la probabilité d’intérét P(A) est donnée par

(1) P(A) = P(A|By)P(By|Byi-1) - - - P(Ba| B1)P(By),
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ou chaque probabilité conditionnelle du membre de droite est «moins rare» que
I’événement A lui-méme. Pour les applications que nous avons en téte, ces pro-
babilités conditionnelles ne sont pas connues explicitement. Par contre, nous
savons faire évoluer les particules du niveau B; vers le niveau suivant B;;; (par
ex. comportement markovien).

Dans ce modele, une apparition plus fréquente de A est réalisée en dupli-
quant le processus en R; sous-processus des qu’il entre dans une région B; ou
sa chance d’atteindre I’événement rare est plus grande. On privilégie ainsi les
trajectoires favorables.

Nous souhaitons tout d’abord déterminer les parametres optimaux de I’al-
gorithme (Chapitre 3) : probabilités de transition P; (correspondant a la po-
sition des niveaux), nombres de retirage R;, nombre N de particules générées
au départ, nombre de niveaux M. En considérant que cet algorithme peut
étre représenté par N processus de branchement Z,;.; de Galton-Watson
indépendants, nous pouvons exprimer la variance de I’estimateur, noté ﬁ, en
fonction des parametres de l'algorithme. Guidés par I'heuristique présentée
dans [60,61], nous déduisons un algorithme optimal en minimisant la variance
de lestimateur pour un budget fixé (cott de la simulation), défini comme le
nombre moyen de particules générées lors de la simulation, ot chaque particule
est pondérée par une fonction de cout dépendant du niveau de départ de la
particule.

L’optimisation de l'algorithme suggere de prendre toutes les probabilités de
transition égales (nous noterons cette valeur commune Py) et les nombres de
retirage égaux a l'inverse de cette constante. Ce résultat n’est pas surprenant
puisqu’il signifie que les processus de branchement considérés sont des proces-
sus de Galton-Watson critiques. En d’autres termes, les valeurs optimales sont
choisies de telle fagon a avoir un certain équilibre entre une réduction de la
variance due a des nombres de retirage trop faibles et une croissance exponen-
tielle du cout de la simulation due a des nombres de retirage trop élevés. Voir
le Chapitre 3 pour les détails.

Nous nous intéressons ensuite (Chapitre 4) a la précision de 'algorithme en
dérivant une borne supérieure a la quantité

(2) P(|P — P(A)|/P(4) > )
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La borne de Chebycheff étant trop grossiere, nous utilisons une borne de Cher-
noff basée sur la transformée de Laplace du processus renormalisé

W1 = Zys1 /E(Zp4)-

Ainsi, nous avons besoin d’estimées de la transformée de Laplace de Wy, 4
dépendant de l'itérée n-ieme d’une fonction notée v, dont nous ne pouvons
établir une expression explicite. En pratique, le nombre optimal M de niveaux
n’est pas tres grand et par conséquent, des estimées asymptotiques ne seraient
pas assez précises. Ce nombre optimal étant dérivé justement a partir de ces
bornes, une approche numérique s’avere impraticable aussi. C’est pourquoi,
nous cherchons des bornes supérieures et inférieures explicites pour un nombre
de niveaux M donné. Remarquons que la démarche consistant a optimiser
la variance de 'estimateur a cout fixé et ensuite a étudier des intervalles de
confiance faisant intervenir la transformée de Laplace de ce méme estimateur
est validée par le fait qu’asymptotiquement minimiser la variance de I'estima-
teur a cofit fixé revient a minimiser la transformée de Laplace de I'estimateur
a cout fixé.

Afin d’obtenir des bornes de I'itérée M +1-ieme de la fonction 1, nous procédons
de la fagon suivante : plutot que de borner ¢ grace a une seule fonction, nous
en utilisons plusieurs pour obtenir des résultats plus précis. Nous choisissons
ces fonctions «bornes» dans les groupes de Lie de faible dimension des fonc-
tions affines et des homographies, fonctions monotones dont les itérées n-iemes
peuvent étre établies explicitement.

En pratique, I'ajustement des probabilités de transition proches des valeurs op-
timales peut étre fait lors d’une phase d’apprentissage. La proportion du coft
consacrée a cette premiere phase est donnée au Chapitre 5. Mais il apparait
rapidement que méme dans le cas ou les probabilités de transition sont proches
des valeurs optimales, le fait que le nombre de retirage n’est pas nécessairement
un entier détruit rapidement la précision de I’algorithme : lorsque la valeur opti-
male du nombre de retirage n’est pas un entier, un choix naturel est de prendre
I’entier le plus proche. Mais quelle que soit la stratégie choisie, la criticalité
du processus de Galton-Watson sous-jacent est perdue et la perte de précision
conséquente est significative.

Le Chapitre 4 est donc consacré a I'étude de différentes stratégies visant a
surmonter ce probleme. Guidés par [3], nous introduisons deux algorithmes
qui choisissent aléatoirement les nombres de retirage. Plus précisément, posons
k = |1/Py], Py représentant la valeur commune des P;. Au lieu d’utiliser une
unique valeur déterministe pour chaque nombre de retirage, nous considérons
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les R; comme des variables aléatoires i.i.d. de Bernoulli sur {k,k + 1} de pa-
rametre p = P(R; = k). Dans un premier modele, nous générons une variable
aléatoire de Bernoulli R chaque fois qu’une particule, partant du niveau i-1,
atteint le niveau i. Un second modele, consiste a générer un environnement
aléatoire décrit par la suite (Ry, Ry, .., Rys) de M variables aléatoires de Ber-
noulli i.i.d. R; sur {k, k + 1} de parametre p. Le parametre p est déduit dans
chacun des modeles par la méme approche d’optimisation que précédemment.
Pour le second modele, le probleme est plus complexe et ne permet d’obtenir
qu’une solution asymptotique.

Comme nous 'avons déja mentionné auparavant, en pratique, les probabilités
de transition sont généralement inconnues. Il n’est donc pas possible de déduire
les nombres de retirage optimaux. Rappelons aussi que, pour les applications
que nous avons en téte, bien que ces probabilités conditionnelles ne soient pas
connues explicitement, nous savons faire évoluer les particules du niveau B;
vers le niveau suivant B,;.;. Supposons, de plus, que les probabilités de tran-
sition P; sont dans un compact [a,b], 0 < a < b < 1. Une telle hypothese est
essentielle : sinon, rien ne peut étre fait algorithmiquement. En pratique, cette
supposition est généralement implicite mais nul ne la mentionne.

Pour résoudre ce probleme, nous proposons, dans le Chapitre 5, un algorithme
en deux étapes : la premiere est une phase d’apprentissage pour laquelle on
génere py particules. L’algorithme suit la procédure du modele de branchement
avec duplication des trajectoires classique avec des nombres de retirage choisis
arbitrairement au départ. Durant la seconde phase, nous générons N — py par-
ticules qui évoluent comme dans la premiere phase mais ici, nous utilisons des
estimateurs des nombres de retirage optimaux obtenus durant la phase d’ap-
prentissage et suivant le schéma optimal proposé au Chapitre 3. Compte tenu
de la complexité des formules, nous menons seulement une étude asymptotique
lorsque le cotut C' tend vers 'infini. Le fait de supposer que les probabilités de
transition sont bornées inférieurement et supérieurement implique que le cott
par particule est borné et I’étude se ramene donc a une étude asymptotique
lorsque N, le nombre total de particules générées, tend vers 'infini. Une analyse
précise montre que nous devons consacrer asymptotiquement j,C?/® particules
a la phase d’apprentissage contre C/C,p — 1sC?/3 & la seconde phase, ot Copt
est une constante définie au Chapitre 5 et u, se déduit de I'optimisation de
I’algorithme et peut étre exprimé explicitement ; c-a-d que si on suppose que
le nombre py de particules générées dans la phase d’apprentissage a asympto-
tiquement la forme 1, (C)C'~%, on doit prendre @ = 1/3. Remarquons que, N
étant linéaire en C, consacrer p,C?/® particules & la premiere phase revient &
lui consacrer A, N?/3 particules, pour un certain A, dépendant de .
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Ce résultat provient directement d’une annulation observée pendant 1’opti-
misation qui est elle-méme une conséquence du choix particulier des R;, so-
lutions d’un probléeme d’optimisation et conduit & prendre ov = 1/3. Si nous
n’avions pas choisi les R; selon le critere optimal proposé au Chapitre 3, il n’y
aurait pas eu l'annulation précédemment mentionnée et le o optimal aurait
simplement été égal a 1/2, comme l'on peut s’y attendre a priori. Ceci sou-
ligne I'importance du choix des probabilités de transition proches des valeurs
optimales et des nombres de retirage selon le critere optimal déja mentionné.
Ce résultat insiste aussi sur 'intérét de mettre en place un algorithme adapta-
tif qui évaluerait a chaque étape les probabilités de transition et réajusterait
les niveaux avant chaque phase.

1.3. Plan de la theése

Le chapitre suivant est consacré a la présentation des différentes techniques
utilisées pour étudier les événements rares : 1’étude analytique (pages 17 & 23)
puis la modélisation basée sur des méthodes accélérées de Monte-Carlo des
pages 23 a 34. La fin du Chapitre 2 est consacrée a la présentation de deux
modeles a trajectoires préférentielles : le modele RESTART (pages 34 a 44) et
les systemes particulaires (a partir de la page 44).

Dans le Chapitre 3, nous présentons d’abord le modele de branchement avec
duplication des trajectoires (pages 57 a 64) puis nous dérivons les parametres
optimaux de I'algorithme par minimisation de la variance de I'estimateur sous
une contrainte de cout (pages 64 a 72). De nombreuses applications ainsi
qu'une étude détaillée de la transformée de Laplace de I'estimateur sont aussi
présentées dans ce chapitre.

Le Chapitre 4 est consacré a 1’étude de la transformée de Laplace de 1'esti-
mateur de la probabilité de I’événement rare afin de dégager des intervalles de
confiance précis (pages 97 a 118) puis a la comparaison de deux stratégies a
adopter lorsque les nombres de retirage ne sont pas entiers.

Dans le Chapitre 5, nous présentons et étudions (pages 143 & 170) un modele a
deux étapes qui permet de contourner un des probléemes inhérents au modele de
branchement avec duplication des trajectoires : le choix optimal des niveaux.
Puis, (a partir de la page 170), nous présentons et comparons au modele a
deux étapes d’autres modeles existant déja.
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Nous illustrons ce modele, dans le Chapitre 6, avec I’étude d’excursions rares
d’un processus d’Ornstein-Uhlenbeck «modifié» et comparons les résultats
obtenus a ceux donnés par les modeles présentés dans le chapitre précédent.

Le dernier chapitre conclut ce travail et dégage quelques pistes a étudier par
la suite.






CHAPITRE 2

METHODES POUR L’ETUDE DES
EVENEMENTS RARES

Nous présentons dans ce chapitre différentes techniques visant a étudier les
événements rares. Quelques pistes par I’étude analytique sont données en Sec-
tion 2.1 et dans la Section 2.2, nous dressons un rapide panorama des méthodes
basées sur la modélisation. Dans les deux dernieres sections, nous présentons
plus en détail le modele RESTART et les algorithmes particulaires, méthodes
reposant directement sur le modele de branchement avec duplication des tra-
jectoires étudié dans cette these.

2.1. Théorie des valeurs extrémes

Nous évoquons rapidement dans cette section les principaux résultats sur la
théorie des valeurs extrémes présentés dans [2].

2.1.1. Premiers résultats dans R. —

2.1.1.1. Motivation. — Etant donnée une diffusion sur R
dXt = /,L(Xt)dt + O'(Xt)dBt,
on s’intéresse a '’étude de la variable aléatoire My = sup,c, Xs, et plus

précisément, on souhaite estimer, pour b grand, P(M; < b).
Introduisons le temps aléatoire

Tb = mf{t . Xt 2 b},
alors P(M; <b) =P(T, > t).
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CHAPITRE 2. METHODES POUR L’ETUDE DES EVENEMENTS RARES
Choisissons b suffisamment grand pour que P(M; < b) soit tres petit (événement
rare) et introduisons l'ensemble aléatoire dans R*
Sb:{tXth}

{M; < b},

Cet ensemble correspond aux excursions du processus X; au-dessus du niveau
b. On a alors équivalence entre les trois événements suivants :

{Ty >t}, Syn[0,t] =0.
Par conséquent, si nous sommes en mesure de déterminer la probabilité du
dernier événement, nous aurons obtenu la probabilité des deux premiers. Cette
démarche est celle développée dans [2].

2.1.1.2. Premier exemple

Cas des variables aléatoires i.i.d.— Soit (X;)i>1
une suite de v.a.r. i.i.d. de fonction de répartition commune F. Soit M, =
SUpP;<j<p, Xi, alors
P(M, <) = F'(z) =~ exp(~nF(x)),
T gran
ot F(z)=1- F(x)

Définition 2.1.1. — S’il existe des constantes a, > 0 et b, telles que
lim P(a,(M, —b,) < )

= lim F"(a,'z +b,) = G(z),
on dira que M, appartient au domaine d’attraction de G que [’on notera par
M, € D(Q).

type I

Si G(x) existe et est non dégéneré, on peut montrer que G est de I'une des
G(x) = exp(
type II

trois formes suivantes (ol x peut étre remplacé par ax + b)

), reR
G(x) = exp(

_e_
_x_a)’
type III  G(x) = exp(—(—

x)_a)7

z>0,a>0

r<0,a<0.
On démontre le lemme suivant :

Lemme 2.1.1. — Soit (uy)n>1 une suite de constantes et 0 < 7 < co. Alors
lim P(M,, <wu,) =€

T & lim nF(u,) =7
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En particulier, si M,, € D(G), alors u,, = a,,'z + b, et 7 = —log G(z).

Exemples 2.1.1. — 1. Soit (X,,) une suite de v.a.r. i.i.d. uniformes sur
[—1,0]. Alors, on vérifie aisément que

nMn ? Sa

ou & est de type III avec o = 1. Ainsi, a, =n et b, = 0.

2. Soit (X,) une suite de v.a.r. i.i.d. telle que F(x) ~ Ax~* quand z — oo.
Alors (An)~Y* M, — £, ou & est de type II. Ainsi, a, = (An)~Y/* et
b, = 0.

3. Soit (X,) une suite de v.a.r. i.i.d. telle que P(X; > x) ~ Aexp(—bx).
Alors b(M,, — 3log(An)) - &, ou & est de type 1. Ainsi, a, = b et
b, = 3log(An).

2.1.1.3. Deuziéeme exemple : Cas des variables aléatoires stationnaires. —
Soit (X;) une suite de v.a.r. stationnaires. Posons

Fipin (W) = P(Xi, S, X, <)
et
Qpy = max {F v ipiiega(Wn) = Fiy iy () Fy o (un) |

1<i1 < <ip <1 < <Jg<n, j1—ip<l

On dira que la condition D(u,) est vérifiée par la suite (X;) si pour une cer-
taine suite (I,,) telle que [, = o(n), on a lim ay,;, = 0. Cette propriété traduit
n—oo

une certaine indépendance asymptotique.

On obtient alors le lemme suivant :

Lemme 2.1.2. — Soit (u,,) une suite de constantes telle que pour tout n, la
condition D(uy,) soit vérifiée. Soit (k) une suite telle que k, = o(n), kyl, =
o(n) et kyay, — 0. Alors

P(M, <u,)— P (M, <wu,) —0, quandn — oo,

ot ry = [n/ky)].

Ce lemme s’interpréte de la fagon suivante : on peut diviser {1,--- ,n} en
k, = o(n) intervalles de longueur r, et ne pas tenir compte des intervalles de
longueur [,, situés a droite des précédents (leur longueur tendant vers 0), de
telle maniere que pour n — oo, M, est approché par le plus grand des extrema
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sur chaque intervalle restant ; ces extrema ayant une certaine dépendance me-
surée par o, , -

Dans le cas ou M,, appartient au domaine d’attraction de G et vérifie la condi-
tion D(a,'x + by,), avec x tel que 0 < G(x) < 1, alors on en déduit que G(z)
est de I'un des 3 types précités.

2.1.2. Premiers résultats dans R2. —

2.1.2.1. Motivation et méthode. — Soit (X;,t € R?) un processus station-
naire. On s’intéresse a la v.a.r.
My = sup X, T grand.
t€[0,7]2
Nous voulons estimer pour b grand P(Mr < b). Nous allons procéder de la

méme fagon que dans le paragraphe 2.1.1.1 et écrire ’événement M7 < b sous
une autre forme. Posons S, = {t : X; > b}, alors

P(Mp < b) = P(S, N[0, T)? = 0).

Par conséquent, si nous sommes en mesure de déterminer la probabilité du
deuxieme événement, nous aurons obtenu celle du premier.

Introduisons maintenant les processus de mosaique, outils qui nous permet-
tront d’étudier 1’événement S, N [0, 7] = 0.

2.1.2.2. Processus de mosaique sur R2. — Soit C un sous-ensemble de R? tiré
au hasard parmi une classe de sous-ensembles By, ---, By avec probabilités
P1,- -+, Pk On peut imaginer que les valeurs les plus probables de C sont des
ensembles localisés pres de 0.

Posons C' = aire(C), ainsi C' est une v.a.r. On supposera en outre que P(C' >
0) =1 et E(C) < oo. Etant donné un sous-ensemble B et z € R?, on notera

r+B={r+y:ye€ B}

Rappel : Construction d’un processus ponctuel de Poisson d’intensité u =
K *m olt m est la mesure de Lebesgue restreinte & F C R? [15].
— on choisit n € N (nombre de points) suivant une loi de Poisson de pa-
rametre A = Km(E) = pu(E).
— on choisit aléatoirement n points y de E suivant la loi v = p/u(E) (loi
uniforme sur F).
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Soit A une constante strictement positive, on définit le processus de mosaique
S de fagon suivante :

1. on géneére une suite de points y € R? selon un processus ponctuel de
Poisson de taux A par unité de surface,

2. puis pour chaque y, on choisit un Cy, distribué comme C, indépendamment
de y,

3. enfin on pose S = J(y + Cy).

On dira que y est un centre et y + C, un paquet. Le processus S est donc la
réunion de paquets i.i.d. de centres distribués selon un processus de Poisson.
A est appelé le taux de paquets.

Lemme 2.1.3. — Pour tout x € R?, soit N, le nombre de paquets du pro-
cessus S contenant x. Alors N, suit une loi de Poisson de parameétre NE(C').

Démonstration. — On a N, = Z?i(lw) Locyrc, (W) = Zi]‘i(l“) Xi(w).
Notons fy et ¢y les fonctions génératrice et caractéristique de la variable Y.
Alors,

| M(w)
on(t) = BE™) = [explit 3 Xi(w))dP(w)

M(w)
— Z / 1pr—n exp(it X;(w))dP(w)
neN i=1
= Z E(1 /= exp(it Z X;)) = Z E(1p=n)E(exp(it Z Xi))
neN i=1 neN =1
= Y P(M = n)E(explit Z Xi)) =Y P(M =n)E¢x(1)"

= fM(¢X(t)) = e>‘(¢x(t)—1)

puisque M suit une loi de poisson. Or ¢x(t) = (" — 1)E(C) + 1 donc
b (t) _ e)\E(C)(eit—l)
U

Définition 2.1.2. — On dira que le processus de mosaique S est clairsemé
s7il couvre une faible proportion du plan R? c-a-d si la probabilité p := P(x € S)
a x fixé est trés petit.
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Dans ce cas, on a
p=P(N, > 1) =1 —exp {-AE(C)} = AE(C) + O(p*).

D’autre part, bien que les paquets peuvent se recouvrir, dans le cas d’un pro-
cessus clairsemé, on a P(N, > 2|N, > 1) = O(p), et il est donc possibe de
négliger ce recouvrement en premiere approximation.

Soit A un sous-ensemble fixé dans R? tel que son intérieur ne soit pas lo-
calisé pres de sa frontiere. Soit S un processus de mosaique clairsemé. On peut

alors approximer S N A par 'union des paquets de S dont le centre est dans
A. Ainsi

M
aire(SNA) ~ Z C;,
i=1

en loi 4
P(SNA=()~ exp(—Aaire(A4)),

ou les C; sont des copies i.i.d. de C et M est une v.a.r. de loi de Poisson de
parametre Aaire(A), indépendante de C.

2.1.2.3. Démarche. — Soit (X;,t € R?) un processus stationnaire. On s’intéresse
alav.a.r.

My = sup Xj, T grand.
t€[0,7)2

Posons S, = {t : X; > b}, alors
P(My < b) =P(S, N[0, T)? = ().

Pour b grand, S, est un ensemble aléatoire clairsemé. Supposons alors que .5
puisse étre approché par un processus de mosaique clairsemé de taux A, pour
une distribution des paquets Cp,. Alors,

P(S, N[0, T1* = 0) =~ exp(—=\T?).

Supposons en outre que nous connaissions la distribution marginale de X, et
notons par
P =P(X; >b) =P(x € 5).
Alors, py, >~ ME(Cy), d’on
poT?
P(Mr < b) ~ ——.
(Mr ) exp( E(Cb))

Enfin, pour obtenir la valeur de P(Mr < b), il nous faut pouvoir soit estimer
E(Cy), soit Ap. Différentes heuristiques sont présentées dans [2] pour estimer
Ao



2.2. LA SIMULATION DES EVENEMENTS RARES 23
2.2. La simulation des événements rares

Nous présentons, dans cette section, différentes méthodes de simulation des
événements rares. Tout d’abord, nous rappelons la méthode de Monte Carlo,
base de la simulation des événements rares, puis nous présentons différentes
techniques d’accélération ainsi quune approche analytique.

2.2.1. La méthode de Monte Carlo. — Cette méthode de calcul approché
d’intégrales repose sur l'interprétation de 'intégrale comme 'espérance d’une
certaine variable aléatoire.

2.2.1.1. Principe. — On cherche a calculer
[:/ g(u, ..., ug)duy . ..dug.
[0,1)¢

On remarque que si Uy,...,U; sont des v.a. i.i.d. uniformes sur [0, 1], on a
I =E(g(Uy,...,Uy)).

Soit alors (X,,) une suite de v.a. ii.d. de méme loi que g(Uy,...,Uy). Par
la loi forte des grands nombres, si E(|X|) < oo,

L X4+ X)) — B0, U)) =T

n n—00

La moyenne empirique est donc, pour n grand, une «bonne» approximation
de I.

On généralise aisément ce résultat au calcul d'une intégrale dans R?
I= fx1, ... xa)g(xe, ... xg)dry . . . dxg
R4

ol f est la densité d'une v.a. X par rapport & la mesure de Lebesgue sur RY.

Si g(X) est intégrable, I = E(g(X)) sera approchée par une réalisation de

Fui= —(g(X0) o+ (X))

ol les X; sont i.i.d. de méme loi que X.
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2.2.1.2. Vitesse de convergence. — L’erreur (aléatoire) que I'on commet est

enl) = E(g(X)) = —lg(X1(w)) + -+ g(Xa(w))] = T = T

Si la variance 02 de g(X) est définie, le théoreme de la limite centrale (TCL)
donne la convergence en loi suivante

= o

g n— oo
On peut donc obtenir un intervalle de confiance asymptotique pour E(g(X)) :

P(|1— L] <el) ~P(2| < Vip,
g

avec Z ~ N(0,1). Pour P(|Z| < Y2eI) = 0.95,
Vn 402

—el~2 cad nr~ ——
o €212
On obtient ainsi une approximation de

P([fn _ %f + %] > E(9(X))).

L’intervalle est d’autant plus petit (donc précis) que o est petit, d’ou U'intérét
de réduire la variance. Cependant, ce genre de simulation ordinaire se révele
impraticable pour estimer des probabilités de 1'ordre de 10~?. Pour en revenir
a I’exemple précédent issu de la communication, il faudrait simuler un billion
de paquets d’informations par paquet perdu. Donc pour estimer la probabilité
d’un tel événement, la simulation d’au moins 100 billions de paquets serait
nécessaire, ce qui prendrait des centaines de jours.

Pour éviter ces temps de calculs déraisonnables, on fait appel a des techniques
d’accélération de la simulation, que nous présentons dans la section suivante.

2.2.2. Méthodes d’accélération. —

2.2.2.1. Echantillonnage préférentiel. — L’idée de base présentée dans [45]
consiste a changer la dynamique de la simulation afin que 1’événement rare
se produise plus souvent. Ce qui est fait en changeant la loi sous-jacente du
systeme étudié. Le but est alors de trouver un changement de probabilité qui,
a précision de l'intervalle de confiance donnée, réduit le nombre de tirages,
ou inversement. Pour cela, il faut avoir une bonne connaissance du systeme
étudié et malgré tout, il se peut que I’échantillonnage préférentiel n’apporte
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pas d’amélioration, voire méme entraine une détérioration.

Plus précisément, soit X une variable aléatoire ayant pour densité f. Afin
d’estimer

E(g(X)) = / g()(x)dr,

on fait apparaitre artificiellement une fonction h > 0 vérifiant [ h(z)dz =1 et
ainsi la quantité a estimer peut se réécrire sous la forme

Blo(x)) = [ L0 s~ | L]

Y étant une variable aléatoire ayant pour densité h. La quantité L(z) := He)

(z
est appelée rapport de vraisemblance.

~

Par la méthode de Monte Carlo, on obtient de la sorte une nouvelle approxi-
mation de E(g(X)) par
1 Z 9(Yi) (V)
n s hY)
g f(Y)

Cette manipulation est intéressante si la variable aléatoire Z = Ry & une

plus petite variance que g(X) c-a-d si 'on réduit I'intervalle de confiance. Le
but est donc de minimiser var(Z).

L’efficacité de cette méthode repose donc sur le bon changement de proba-
bilité. La théorie des grandes déviations a permis de montrer des résultats sur
certaines classes de systemes relativement simples.

Remarque 2.2.1. — Il est facile de calculer la variance de Z :
2 2
ar(7) = B(2%) - B2y = [ DLW, gy
g h(y)
On remarque que si g > 0, la fonction
9(z)f(x)
h(r) = &2+
E(g(X))

annule la variance | Mais ce résultat n’est pas exploitable puisque h dépend alors
de E(g(X)) qui est justement la quantité que l’on souhaite estimer! Cependant,
il permet de justifier la démarche suivante : dans la pratique, on choisit h aussi
proche que possible de |gf| puis on normalise afin d’obtenir une densité. Pour
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éviter de calculer la constante de renormalisation, on peut utiliser [’estimateur

sutvant
N

2 g ) /Rl _ A
SN P /hwe) ;g(‘%) Z

ou Y1, ,Yyn sont des variables aléatoires i.i.d. de densité commune h et les
poids d’tmportance wy, - -+ ,wy donnés par
S (i) /M(y:)

%

C SN Fw)/h(y)

Pour N fizé€, cet estimateur est biaisé mais asymptotiquement, sous de faibles
conditions, la loi faible des grands nombres s applique et assure que gy converge
vers E(g(X)) lorsque N — oo. Sous des conditions supplémentaires, le théoréme
central limite peut aussi étre appliqué.

Remarquons que gy n’est rien d’autre que la fonction g(x) intégrée par rapport
a la mesure empirique

N
> widy,(dy)
i=1

ot 0, est la mesure de Dirac en a.

Dans le cadre de 1’étude des événements rares, la quantité d’intérét 6 s’écrit

—+00

6= P(X € A) = E(14(X)) = / 14(2)f (2)da

—00

et peut étre estimée par la méthode de Monte Carlo a partir des échantillons
X, , Xy de densité commune f avec I'estimateur non biaisé suivant

. 1 X
¥ = L)

D’apres la Section 2.2.1, la taille nécessaire d’échantillonnage pour garantir
une erreur relative inférieure a € avec une probabilité de 1 — a doit étre

~ 2
N (ql_ao—(em> |
€t

c-a-d proportionnelle a la probabilité de I’événement rare 6, ou ¢;_, est le
quantile de la loi normale d’ordre 1 — «.
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On réécerit alors 6 sous la forme :
I f(z) _
0 = La(z)——h(z)de = E(1(Y)L(Y))
o h(z)
Maintenant, en prenant des échantillons Y; de h(z), un estimateur sans biais
de 6 est donné par

N
~ 1
Iy =+ 221) 14(Y;)L(Y;)

La méthode d’échantillonnage préférentiel est la méthode la plus utilisée dans
I’étude des événements rares. Cependant, il existe d’autres techniques de réduction
de la variance que nous présentons dans la suite.

Variables de controle. Le principe est analogue a la méthode précédente : on
souhaite estimer E(f(X)) que 'on réécrit en faisant apparaitre artificiellement
une fonction A :

E(f(X)) = E(f(X) = h(X)) + E(h(X))

avec E(h(X)) qui peut se calculer explicitement et var(f(X) — h(X)) plus pe-
tite que var(f(X)). On utilise alors une méthode de Monte Carlo pour évaluer
E(f(X) — h(X)) et le calcul direct pour E(h(X)).

Exemple 2.2.1. — Voir [}5]. On souhaite calculer fol e*dx. On remarque que
fol e*dr = E(f(X)) avec f(x) = € et que X suit une loi uniforme sur [0, 1].
Au voisinage de 0, on a €* ~ 1+ x alors on écrit

1 1 1
/ exdx:/ (" —1—z)dr + =
0 0 2

et 1l est facile de montrer que la variance par cette méthode diminue alors.

Variables antithétiques. Supposons que l'on cherche a calculer

I=Af@MW=MﬂXD

avec X de loi uniforme sur [0, 1].

Comme la transformation x — 1 — x laisse la mesure dx invariante, on a
aussi

1:§A<ﬂ@+fu—@wx
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Et on utilise la méthode de Monte Carlo pour estimer I par

—Z U;) + f(1-T, Zf )+ f(1=Uy)

On peut montrer que si la fonction est continue et monotone, la qualité de
I’approximation est meilleure que par rapport a la méthode de Monte Carlo
directe avec 2n tirages.

On peut généraliser cette méthode en dimension supérieure et a d’autres trans-
formations préservant la loi de la variable aléatoire.

M¢éthode de stratification. Supposons que l'on cherche a calculer

avec X est une v.a. de densité f.

On se donne une partition (D;, 1 < i < m) de R? et on décompose I'intégrale
de la facon suivante

[:fﬁmg( Zﬁ: X)|X € D)P(X € D)

Lorsqu’on connait les P(X € D;) on utilise une méthode de Monte Carlo pour
estimer les E(g(X)|X € D;) en répartissant les n tirages de facon optimale.
Cette méthode accélere bien la simualtion car les espérances conditionnelles
sont grandes.

Valeur moyenne ou conditionnement. Supposons que ’on cherche a calculer

W%KYﬂz/M%wﬂ%wM@

ou le couple (X,Y') a pour densité f. Posons

m/g(%y)f(%y)dy

alors E(g(X,Y)) = E(h(X)). Remarquons que
E(g(X,Y)|X) = h(X)

h(z) =

Cette interprétation comme espérance conditionnelle permet de plus de prouver
que la variance de h(X) est inférieure a celle de g(X,Y’). Si 'on ne peut pas
calculer directement h(z), on utilise une méthode de Monte Carlo.
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2.2.2.2. Une approche de grandes déviations. — Afin d’étudier les événements
rares, on peut aussi faire appel a la théorie des grandes déviations, comme cela
est fait dans [53] et [13] : lorsque 'on a un critere de grandes déviations,
on utilise des méthodes d’échantillonage préférentiel et on démontre alors des
résultats, en mélant modélisation et approche analytique.

Soit P = {P; : k > 0} une famille de mesures de probabilités sur un espace
topologique H. On suppose que P vérifie un principe de grandes déviations de
fonction de taux I : H — [0, 00| ¢’est a dire que

— I est semi-continue inférieurement,

— pour tout O ouvert de H, liminf,_ 1 log(P:(0)) > —I1(0),

— pour tout F fermé de H, limsup;,_,, 1 log(Py(F)) < —I(F),
ou I(E)=inf,cp I(x).

Nous souhaitons estimer Py(F) pour un certain ensemble E. Pour cela, on uti-
lise la technique d’échantillonnage préférentiel basée sur la méthode de Monte
Carlo et exposée en section 2.2.2.1 : soit X,El), e ,X,EN’“) un échantillon de Ny,
variables aléatoires indépendantes de loi commune Q. Alors 'estimateur de
Py(FE) correspondant est donné par

Ny,

~ 1 dp
Pu(B) = - 210 50 (X))
=1

qui est bien défini et sans biais ssi 1P, < Q.

Soit Ng(Qx) = min{ Ny : vaer[]gk(E)] < ¢P,(E)?} pour un certain 0 < ¢ < oo.
Alors NE(Qy) = |ve(E; Qr)/(cPL(E))?], ot
dPy

or(E; Qr) = Vank[lE(Xk)df@g(Xk)] > 0.

Le controle de la variance de ﬁk(E) donne un premier intervalle de confiance
pour Py(F) par application de I'inégalité de Markov :

P(@(EI?D(—AJ)ME)IZ@) < m <<13k(E)—E<13k(E)>>2)
[

E
varg, [P.(E)]
Pk(E)2a2

et par conséquent, le choix de N{(Qy) garantit que la probabilité que l'erreur
relative entre P (E) et son estimateur dépasse a est bornée par c/a?.



30 CHAPITRE 2. METHODES POUR L’ETUDE DES EVENEMENTS RARES

Il vient ainsi qu'une «bonney distribution d’échantillonnage tendra a mini-
miser cette variance. Remarquons que, comme souligné en section 2.2.2.1,
on peut annuler cette variance mais ce résultat n’est pas exploitable puis-
qu'alors 15dPy/dQ, = constante et apreés normalisation, on obtient que la
solution candidate annulant la variance est simplement la loi conditionnelle
Qr(.) =1pP(.)/P.(F) et qu’elle dépend de la quantité a estimer Py (F)! Re-
marquons aussi que le cott total de la simulation est alors Ng(Qy)x «cott

par échantillon» ou le dernier terme correspond au cout de simulation de

chaque échantillon X ,ﬁ” auquel s’ajoute le cott engendré par I’évaluation du

rapport de vraisemblance. La loi conditionnelle minimise seulement N{(Qx)
sans tenir compte de ce cout de simulation. Le rapport de vraisemblance de-
vient (dPy/dQy)(Xx) = Pi(E) presque surement et lestimateur est réduit
a Iévaluation directe de Py(FE) par la méthode de Monte Carlo classique.
C’est pourquoi on obtient une variance nulle mais aussi un cout de simula-
tion prohibitif (raison sans doute a l'origine de l'utilisation de la méthode
d’échantillonnage préférentiel).

Il s’agit donc de trouver un compromis entre efficacité d’échantillonnage et
complexité d’implémentation. Une stratégie largement utilisée est de contraindre
les lois d’échantillonnage candidates a appartenir a une certaine famille. Par
exemple, si P, est une loi gaussienne, il est naturel de contraindre @)y a étre
elle aussi gaussienne.

Contrairement au probleme sans contrainte, la minimisation sous contrainte
de vx(E; Q) peut s’avérer délicate. C’est pourquoi, on a souvent recours a des
criteres asymptotiques, particulierement dans le cas des problemes de grandes
déviations. Puisque P vérifie un principe de grandes déviations, P, (E) est ex-
ponentiellement petit et NF(Qy) sera exponentiellement grand pour £ — oo
(Ng(Qg) est inversement proportionnel au carré de Py(E)). Par conséquent, la
vitesse de croissance exponentielle de Nf(Qg) est une caractérisation asympto-
tique naturelle de 'efficacité d’échantillonnage dans le contexte des problemes
de grandes déviations.

Nous avons déja vu que @y est une loi d’échantillonnage candidate si
1pB, < Q,

c’est une condition minimale pour que 'estimateur Pj(E) soit bien défini.
«Mesurons» maintenant ce taux de croissance exponentielle en étudiant

1
lim sup z log N¢(Qr)
k—o0
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et définissons, pour un candidat Q,

1
a(E, Q) = limsup % log N¢(Qk)
k—oo
Remarquons que a(E, Q) > 0. Nous dirons qu’une suite candidate Q sera ef-
ficace, pour un ensemble E donné, si a(E,Q) = 0.

On choisit NZ(Qyg) et Q de la sorte afin de :
— minimiser le nombre de simulations, pour accélérer les calculs,
— diminuer la variance, comme expliqué précédemment.

Sadowsky établit une condition nécessaire générale d’efficacité asymptotique :
de fagon simplifiée, la suite candidate Q = (@) doit étre «localement proche» (en
un sens a préciser et en des points réguliers) de la loi exponentiellement tiltée
couramment utilisée en théorie des grandes déviations

P}dx) = exp(k[< X\, 2 > —Ap(N)]) Pe(dx),

ou Ag(A) = %log Ep, [e*<**>]. L'intérét de ce résultat est qu’il s’applique a
toute suite candidate Q; nous ne contraignons pas ici la suite candidate a
appartenir a une famille particuliere. L’auteur présente aussi des conditions
nécessaires et suffisantes pour 'optimalité des lois exponentiellement tiltées. Il

apparait que ces lois sont généralement non asymptotiquement optimales.

2.2.2.3. Echantillonnage préférentiel séquentiel. — Considérons maintenant
une trajectoire aléatoire xq., = (xg, - ,x,) ou chaque x; est un élément de
I'espace d’état du systeme étudié. Nous souhaitons estimer 'espérance E(g(X))
par rapport a la densité f,(xo.,). La méthode d’échantillonnage préférentiel
présentée précédemment a la Remarque 2.2.1, estime cette espérance en générant

les trajectoires x((le selon h,(zo.,) et en calculant

Sl ()
(3) gy = o W= JnlZo) "(xfgg).
Zi:l Wn hn(207,)

Ici, chaque tirage modifie la trajectoire tout entiere. On peut alors imaginer un
échantillonnage séquentiel consistant a actualiser la trajectoire sans modifier

le passé, c-a-d que (mélz1 1) = (ngL, x,(fll) On utilise alors I'identité suivante

fn(%:n) = fo(ﬁo)fl(xﬂxo) e 'fn(%\%:n—ﬂ

En pratique, on change la probabilité sous-jacente et on procede en générant
Xy selon la densité hy connue et proche de fy et récursivement, x; est généré
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selon la densité conditionnelle h;(x;|xo.;_1) de telle sorte que la densité de .,
est donnée par

P (o) = ho(xo)hy(z1|x0) - - - Ay (20| Tom—1)-

Les poids d’importance w! = fn(x((f)n) /hn(x((le) sont évalués récursivement
puisque
(@)
Wfﬂ_l _ W,Z;L fn+1(xn+1|$0:n)

hn+1($£2rl |Z0:n)

Le probleme rencontré ici est que lorsque, n croit, la distribution des poids
d’importance w devient de plus en plus étroite. En pratique, apres quelques
étapes seulement, seule une trajectoire a un poids d’importance non nul. Pour
éviter cette dégénérescence, on introduit une étape de sélection supplémentaire.
L’idée est d’éliminer les trajectoires ayant des poids d’importance faibles au
profit des autres trajectoires. Formellement, on remplace I'estimateur pondéré

(3) par
1 & -
=+ 3 mg (o8
=1
() (@)

ou my,’ est le nombre d’«enfants» associé a la trajectoire x;,, ; c’est un entier

n
naturel tel que Zf\il mff) = N. Les mff) sont choisis de telle sorte que gy est
proche de gy. Il existe différentes facons de procéder pour choisir les m .
on peut par exemple générer selon une loi multinomiale de parametres N et

Wq(mi), i=1,---,N. Voir [23] pour plus de détails.

2.2.2.4. Modéles multi-niveaux. — Dans la méthode d’échantillonnage préférentiel,
les échantillons obtenus forment une trajectoire dans I'espace d’états, et la pro-
babilité est modifiée pour que cette derniere ait une plus grande chance d’at-
teindre la cible : ’événement rare. Mais pour pouvoir appliquer I’échantillonnage
préférentiel, il faut avoir une bonne connaissance du processus étudié.

Un autre moyen d’augmenter le nombre de visites a ’événement rare est
d’utiliser des multi-trajectoires préférentielles. Cette technique s’appuie sur
I’hypothese qu’il existe des états intermédiaires identifiables visités par la tra-
jectoire, plus souvent que I’événement rare lui-méme et qui vont se comporter
comme des passerelles vers I’événement rare. Contrairement a I’échantillonnage
préférentiel classique, I’évolution du systeme suit la loi de probabilité originale.
Nous considérons donc une suite décroissante de M + 1 ensembles emboités B;
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menant a I’événement rare A :
A=By,1 CBy C---C By.

Alors la probabilité d’intérét P(A), donnée par (1), est simplement le produit
des probabilités de transition P(B;|B;_1). Comme expliqué en Introduction, ces
probabilités conditionnelles ne sont généralement pas connues explicitement.
Par contre, nous savons faire évoluer les particules du niveau B; vers le niveau
suivant Bjq.

Le principe de l'algorithme est, dans un premier temps, de simuler simul-
tanément plusieurs particules partant de By ; au bout d’un certain temps, cer-
taines d’entre elles ont «mal» évolué, les autres ayant par opposition «bien» évolué
c-a-d ayant atteint le niveau supérieur By. Dans un deuxieme temps, les «mau-
vaises» particules sont regénérées a la position de «bonnes» particules. On
renouvelle cette procédure pour chacun des niveaux et ce jusqu’a ce que A
soit atteint. De cette facon, les particules les plus «prometteuses» sont favo-
risées ; malheureusement cet algorithme est difficile a analyser directement en
raison de l'intéraction introduite entre les particules. Des exemples de cette
classe d’algorithmes peuvent étre trouvés dans [3] avec le schéma «go with
the winners» appliqué a la recherche de feuilles profondes dans un arbre et
dans [18-20,23] dans un cadre général.

Cependant, en pratique cet algorithme peut s’avérer délicat a appliquer. Par
exemple, le cas de l'estimation de la probabilité d’un événemnt rare avec
des systemes dynamiques aléatoires est complexe, en raison de la difficulté
a déterminer théoriquement les niveaux optimaux B;. De plus, la probabilité
d’atteindre B; peut varier avec le point d’entrée du niveau B;_;. Ce n’est pas
le cas, par exemple, pour des modeéles markoviens comme les diffusions.

Par exemple, dans le cadre d'une chaine de Markov, on peut procéder comme
suit : soit O I’état initial du systéme que nous supposerons récurrent. Notre but
est d’estimer la probabilité (sous la mesure invariante) d’atteindre un ensemble
rare A avant de revenir en O. On applique la méthode multi-trajectorielle qui
consiste a regénérer les trajectoires qui atteignent O sur la position de parti-
cules ayant passé le niveau supérieur. Dans la pratique, on définit un temps
maximal de simulation 7" et on évalue p=P(T4 < min(Tp,T")) ou T désigne le
temps d’atteinte de B. Il se peut aussi que le temps de retour en O a partir de
B; soit tres long. On peut alors décider de tuer toute trajectoire qui sera des-
cendue de d niveaux (en supposant donc qu’elle n’atteindra plus B;1). Mais
on introduit par cette manipulation un biais.



34 CHAPITRE 2. METHODES POUR L’ETUDE DES EVENEMENTS RARES

Une variante est la méthode RESTART introduite par Manuel et José Villén-
Altamirano dans [58,60,62]. La différence consiste a tuer chaque trajectoire
partant du niveau B; lorsqu’elle redescend en B;_;, sauf la derniere qui est
poursuivie jusqu’a ce qu’elle atteigne a nouveau B; ou elle est scindée une nou-
velle fois. Pour parer 'effet d’un arrét prématuré des premieres trajectoires, le
poids de la derniere est R; si elle touche un niveau inférieur avant d’atteindre
un niveau supérieur au i-eme. On estime donc directement P(A). Un outil basé
sur le modele RESTART a été développé par Kelling pour I'étude des réseaux
stochastiques de Petri [41]. Voir Section 2.3 pour plus de détails sur le modele
RESTART.

D’autres variantes et extensions ont été proposées : citons par exemple 1’exten-
sion fournissant une erreur relative bornée appelée méthode LRE développée
par Schreiber, Gorg et Fuf§ dans [35] et enrichie avec d’autres méthodes dans
[33] et [34]. Une autre extension a été proposée par Below dans [9] et [10]. Plu-
sieurs extensions de RESTART et des modeles multi-niveaux ont été étudiées
par Garvels, Kroese et van Ommeren dans [27], [28] et [29]. Enfin, une autre
interprétation des modeles multi-niveaux est présentée par Harazti et Town-

send dans [36] appelée DPR (Direct Probability Redistribution).

Nous présentons de facon plus détaillée, dans la suite de ce chapitre, le modele
RESTART et les algorithmes particulaires et rappelons les principaux résultats
établis pour ces deux modeles.

2.3. Le modele RESTART

On cherche a estimer la probabilité d’un événement rare A correspondant par
exemple au franchissement d’un certain niveau L par un processus X (t). Pour
cela, on introduit M ensembles imbriqués C; tels que A C Oy C -+ C Cy. Ces
ensembles sont définis par une fonction ® de I’espace d’état dans R qui associe a
chaque état de I'ensemble C; un seuil T; tel que T} < T, < --- < Ty, < L. Dans
une simulation classique, on génere plusieurs trajectoires telles que représentées
en figure 1.
Dans la suite, nous désignerons par événements B; et D; le franchissement du
seuil T} respectivement par le bas et par le haut.
La méthode RESTART (REpetitive Simulation Trials After Reaching Thresholds)
illustrée a la figure 2 est la suivante :

— On génere une trajectoire principale (trajectoire en gras dans la figure 2)

comme dans une simulation classique. Le critere de fin de simulation
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X(t)

B Dy

Fi1c. 1. Simulation classique

pourra étre soit une durée définie, soit ’occurrence d’un certain événement.
Ce critere sera appelé dans la suite critére principal d’arrét.

— A chaque instant Bj, 'état du systeme est sauvegardé et la simulation
principale est interrompue. On génere alors R; — 1 trajectoires partant de
I'état Xp, et se terminant a Uinstant D;.

— Apres Ry — 1 simulations secondaires, la simulation principale redémarre
a partir de ’état sauvegardé au précédent instant B; et continue jusqu’au
prochain événement B;. Si une trajectoire secondaire atteint le critere
principal d’arrét avant 'occurrence d’un événement D;, elle sera inter-
rompue.

— Si un événement B, se produit lors d’une simulation secondaire ou de la si-
mulation principale dans l'intervalle [By, D;), on génere alors Ry retirages
en suivant la méme procédure que celle précédemment décrite. Notons
que la trajectoire principale peut générer plusieurs événements By dans
I'intervalle de temps [By, D).

De fagon plus générale, nous avons ’algorithme suivant
— On géneére une trajectoire principale (appelée également trajectoire de
niveau 0) avec pour critére d’arrét un criteére d’arrét principal. On adoptera
la convention que I’événement Dj est vide . On pose i = 1.
— Si un événement B; se produit lors de la simulation d’une trajectoire se-
condaire de niveau 7 — 1, on interrompt la simulation, on mémorise 1’état
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o(t)

F1Gc. 2. Simulation RESTART

du systeme lors de l'occurrence de cet événement. Ensuite, R; — 1 nou-
velles trajectoires sont générées avec comme critere d’arrét soit le critere
principal d’arrét soit I'occurrence d'un événement D;.

— Apres les R; — 1 simulations secondaires de niveau i, la trajectoire de
niveau ¢ — 1 redémarre a partir de 1’état sauvegardé. La trajectoire peut
alors :
e soit atteindre I’ensemble C;, et dans ce cas on procede a nouveau comme
dans I'étape précédente,
e soit générer un événement D; ;. Dans ce cas, la trajectoire sera tuée si
elle a été générée lors de 'occurrence d'un événement 72 — 1, et continuera
sinon,
e soit vérifier le critere d’arrét, et dans ce cas la trajectoire sera tuée.

— i« i+ 1 et retourner a ’étape 2.

2.3.1. Notations et description récurrente. — Soit NY le nombre d’oc-
currences de I'événement B; générées par la trajectoire principale. Introdui-

sons les instants successifs, définis a partir de la trajectoire principale, 7"

i =
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1,---, NY d’entrée dans C; et UZ-(”) de sortie C; :
7 —inf{t> 0"V X, e O} =inf{t > 0"V ®(X,) = Ti},

7 %

o™ =inf{t > : X, ¢ C;} =inf{t > 7" : ®(X,) = T,_,}

7

avec la convention
O'(()n) =0 pour tout n > 0.

Dans chaque intervalle [Tl("), a§")), R, —1 trajectoires secondaires sont générées
de fagon indépendante et avec méme état initial X ). Nous désignerons ces
1

trajectoires secondaires et leurs ramifications successives par Xt(] ’"), 7=2,---,Ry.
N 1, , . . . .. .
De méme Xt( n) désignera la portion de la trajectoire principale et ses rami-

fications successives. Notons que chaque trajectoire Xt(]’”) démarre a l'instant
Tl(n) et est tuée a l'instant aléatoire correspondant au franchissement par le

haut du seuil 77.

Si dans une simulation avec M niveaux, on supprime toutes les trajectoires
Xt(j’”) pour j = 2,---, Ry, on obtient une simulation a M — 1 niveaux de seuils
respectifs Ty, - -+, Tyy.

Introduisons les variables aléatoires suivantes :

l_ ) ) —
aj - /T(l) 1{X£J,l)€A}dt> J= 27 7Rl

1

Ny
_ E k
k=1

Ainsi ozg- est la durée totale passée dans A par la j-ieme trajectoire secondaire
(et ses ramifications) générée apres l'occurrence du l-ieme événement Bj. Par
conséquent «; sera la durée totale passée dans A par les trajectoires secondaires
d’indice j (y compris leurs ramifications). Notons que la trajectoire principale
et les trajectoires secondaires partent toutes du méme état et sont générées

de fagon indépendante, d’ou pour un [ fixé et j = 1,---, Ry, les variables
0]
j 1
sont i.i.d. conditionnellement & x; = (N7, X ), -+, X (xo)).
1

1

aléatoires «;’ sont i.i.d., conditionnellement a 1’état XT(”' De méme, les o

Désignons par N}’ la durée totale dans A pour une simulation a m niveaux.
Nous avons les relations suivantes :

Ry
M—1 M M—1 E
NA = O, NA:NA:NA + O[]
=2
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On en déduit que E(NY) = RiE(NY™), et par conséquent I'estimateur pM
de la probabilité de ’événement A pour une simulation a M niveaux

- NM :
M:N:M avec 1o =1 et ri:HRj pour ¢ =1---M,
est non biaisé, car
~ E(N} E(NY ~ ~
E(PM)_ ( A) o ( A ) :]E(PM—l):E(PO)

_NH?ilRi _NH?iQRZ’

ce dernier étant non biaisé (estimateur pour une simulation conventionnelle).

Plus généralement, on définit les variables Z! ; comme la durée totale passée
dans A par la j-ieme trajectoire secondaire (et ses ramifications) générée apres
Poccurrence du l-ieme événement B;. Ainsi, o} = Z] .

Remarque 2.3.1. — De la méme facon que la simulation simple, la méthode
RESTART permet d’estimer la probabilité P(A) de ’événement rare A, quelle
que soit la définition de P(A). En effet, on peut définir P(A) comme

- la probabilité d’étre en A (c’est-a-dire d’étre dans un état de [’ensemble
A) a un instant aléatoire donné ou en un instant d’occurrence de certains
cvénements appelés instants de référence.

- ou encore la probabilité d’atteindre ’ensemble A.
Suivant les applications, on choisit l'une ou autre de ces définitions. Par
exemple, dans [’étude d’une file d’attente, si [’événement rare est que la queue
ait une longueur maximale (capacité de la queue), on ne s’interesse pas a la
probabilité que la queue soit maximale en un instant aléatoire mais plutot a
celle qu’elle soit mazimale en un instant d’arrivée.

Pour plus de simplicité, la notation P(A) fera, dans cette partie, référence a la
premiere définition. De méme pour les probabilités des autres événements.

Autres notations
— Py = %, Pit1j; = Py pour 0 = 0--- M et Paj = Paiaps.
— N? nombre d’événements B; dans le tirage principal et N durée de la
simulation (nombre d’instants de référence).
— a; durée moyenne en C; dans un tirage [B;, D;).
— P} x, durée moyenne en A dans un tirage [B;, D;) sachant que le systeme
en B; est X; et P,Zu son espérance. Remarquons aussi que P,Zu = a;Pa;.

Hypotheses
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Supposons que le processus est régénératif, ce qui signifie, grossierement, qu’a
chaque fois qu’un phénomene particulier se produit (ici passage d’'un seuil) le
futur du processus a partir de cet instant d’occurrence est une réplique du
futur du processus a partir de 'instant 0. Les temps d’occurrence sont appelés
temps régénératifs.

2.3.2. Etude de la variance et optimisation. —

2.3.2.1. Calcul de la variance. — En utilisant les notations introduites en
section 2.3.1, la variance de PM s’exprime par (cf [61]) :

Proposition 2.3.1. —

S KPA 1 EsiPy(R - 1)
My _ ARV L SR
(4) var(P") = N LM + ; T 7
avec
Var(N9)
Kp=——,
E[N3]
1 Var(E[NY|x;
N ( [VAl ]) 4 XZ.:(NZ-O,XTQ),"' vX(N?))'

~ KaPai  E[NY]

Ti

Pour la preuve voir en Annexe 1. Le facteur K4 traduit I'autocorrélation du
processus.

Remarque 2.3.2. — Cette valeur est a comparer a la variance de [’estima-
teur P sans RESTART (0 seuil, simulation simple sans retirage) qui est donnée
par

Nous souhaitons dans cette section optimiser ’algorithme. Pour ce faire, nous
minimisons le gain de la simulation : le rapport entre les produits cottx va-
riance dans la simulation simple et dans la simulaiton RESTART. Il s’agit donc
maintenant de définir la notion de cott, d’effort.
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2.3.2.2. Calcul du coit. — Nous définirons le cout de la simulation par le
temps nécessaire pour réaliser la simulation, en prenant comme unité de temps
le temps moyen entre chaque événement de référence dans la simulation simple.
Avec cette définition le cout de la simulation simple est V.

Dans le cadre de la simulation RESTART, le cotit est sensiblement plus grand.
En effet,

- pour chaque événement, il y a une augmentation du cotut, principalement due
a la nécessité de calculer la fonction d’importance ® de cet événement et de
comparer cette valeur a celles des différents niveaux.

- pour chaque retirage, il y a une augmentation du cotit, principalement due a
la restauration de ’événement en B;.

Pour tenir compte de ces cotits supplémentaires, le cotit moyen d’un événement
de référence dans le cadre RESTART est multiplié par :

- un facteur y. > 1 dans tous les cas,

- un facteur supplémentaire y,; > 1 si I’événement de référence se produit a un
retirage du niveau i.

Vi Sfinition ut moyen d’un événemen référen

Avec ces définitions, le cout moyen d’'un événement de référence est
- Yo = ¥y, dans le tirage principal,

- Y; = YeYr; dans le retirage du niveau i.

Or, le nombre moyen d’événements de référence dans les retirages du niveau i
est NP¢|07’1'—1(R¢ — 1)

Proposition 2.3.2. —

M
(5) C=N [?/O + Zyipz‘\oﬁ'—l(Ri - 1)]
i=1
2.3.2.3. Calcul du gain. — Comme expliqué précédemment, nous définissons
le gain par
a_ C,V; B cout de la simulation simple.variance de PO

c.V, cotit de la simulation avec RESTART .variance de PM
et on obtient :

Proposition 2.3.3. — En utilisant les notations introduites en section 2.5.1,

1
(6) G = — :
P[Zi]\io M][Zﬁo yz‘Uz'+1Pi\o7’z'(1 — Piiq)]

Pi+1\07"i
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avec
" _ 1—(si/si+1) Piga)s
v 1- P’H—l\z
Vs _ 1- (yH-l/yz) 411
i+1 1- Pz+l\z
so =0,y =1 et yyy1 =0.
Pour la preuve voir en Annexe 1.
2.8.2.4. Optimisation. — L’optimisation de ’algorithme se fait en minimisant

le gain en 3 étapes :
— on optimise le gain en les r; a P; fixés c-a-d aux niveaux fixés,
— on en déduit les valeurs optimales des P;,
— on en déduit le nombre optimal de niveaux.

— Nombre optimal de retirage
Pour calculer les valeurs optimales des r;, on annule le gradient du gain.

Soit G*z#. Ona,pouri=1---M,

aG* Sz—i—luz z—i—l 7 . .
[ | Zyﬂ}]—i-l |0T] 1 - P] + 1‘])]

or; z+1|07“

M
. (1 — Piyq;
+ [Z Sjr1;( J+1U)][yivi+1pi\0(1 = Pi+1]2)].

= D

L’annulation de ces dérivées conduit a

1 37,+1y0\/ U;U1 .
T = pour 1 << M
' V4 Pi+1|1Pi|0\/ S1Yi UQUi4+1
Ainsi,
_ _ PZMPZ'—IIO Si+1Yi—1 U;V;
Yo Pi+1[1P; S8iYi Ui Vi1
D’ou,
P T Y
Ri — .Z 11 Si+1Yi—1 U;V; 1 S i S M
Pi+1]1 SiYi Ui—1Vi41

On note que Ry = ry vérifie bien la relation précédente.
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Remarque 2.3.3. — Malheureusement, les valeurs de R; ainsi obtenues
ne sont pas toujours réelles et supérieures ou €qgales a 1.

(*) Condition pour avoir R; € R : remarquons que si pour tout i,

(7) Py < Sl gy P < dizt
S Yi

alors on aura Vi, R; € R.

(**) Condition pour avoir R; > 1 : on remarque que

(8) <Si HH)(‘% R)gﬂ@mfai

Si+1 Yi—1 Ui—1Vit1

— Position optimale des niveaux
Calculs peu praticables de part la complexité des formules.

— Nombre optimal de niveaux

Etant donné un ensemble de niveaux satisfaisant (7) et (8) alors les R;
qui maximisent le gain sont strictement supérieurs a 1 en général. Ce qui
signifie qu’étant donné n’importe quel ensemble de valeurs de ® telles
que (7) et (8) sont vérifiées alors le gain est maximal lorsque toutes sont
prises comme les valeurs d'un niveau. Ceci est encore valable lorsque I'on
considere 'ensemble de toutes les valeurs de & vérifiant (7) et (8). Donc
la solution serait de mettre le plus de niveaux possible.

2.3.2.5. Analyse des parametres. — Tout d’abord, on obtient les expressions
de var(E(NY|x1)) et K4 :

Proposition 2.3.4. — On a

0 _ 0 271 WT(PZIX)
(9) var(E(Nz[x1)) = E(N;) (Pap)*[K; + ———~57i
(Px)
et
o (e P Pa) L E(var(Za| X))
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Comme nous l'avons déja dit, K4 traduit 'autocorrélation du processus. S’il
est décorrélé, K4 =1 —P(A) et plus généralement on peut montrer que
Kj=1-P+ Y [P(Y;=1]Y;=1)-P].

1<j<N, j#i
Pour les preuves de ces résultats voir en Annexe 1.
Ensuite, comme E(N}) = P3E(N?) et Py, = a;Paj;, on obtient I'expression
de s; :
Proposition 2.3.5. —

ai |, var(Piy)
(11) i = —— |Ki + — 53 i

(P;,)?

Analysons cette formule :

- Le facteur K = \g(r ](V]X;) )

mesure 'autocorrélation du processus en les événements

B; dans le tirage principal. Si le processus est décorrelé, K; = 1 — ”O . En fait,

il se calcule de la méme facon que K4, a la différence que N? n’est pas la durée
passée en C; par le tirage principal mais le nombre d’événements B; dans ce

Pijo

méme tirage. Il faut donc remplacer A par B;, P(A) par —
On obtient ainsi, K; = 1 — ”O + Zl<]<N g;ék[P( =1Y,=1) - 1‘0]'

(3

- Le facteur 7; mesure la dépendance entre les états du systéme au niveau i.
En général, il y a dépendance entre les états du systeme pour des événements
B; proches mais cette dépendance devient négligeable pour des événements B;
¢loignés. Pour illustrer ceci, on peut penser par exemple aux tremblements
de Terre et aux répliques qui suivent la premiere secousse. Si les X; sont
indépendants alors v; = 1.

- Va(r (P A‘)X dépend grandement de la fonction d’importance choisie.
A\'L

Enfin, en utilisant 'expression de K4, s; devient

Proposition 2.3.6. —

, var(P;;‘Xi)
(12) oo L S il
YT Pay oy ) Bzl
K] + (PZU)QJ J + (P*‘ )
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On remarque que le dénominateur fait intervenir 'indice j que 'on choisit de
facon quelconque, il est indépendant de I'indice i en lequel est calculé s. De plus,
ceci ne s’applique pas seulement a n’importe quel niveau 7; de ® déterminant
un ensemble C; mais a tout niveau 7" définissant un ensemble C' contenant A.
Cette formule est en particulier vraie pour le niveau T, qui définit A. Alors
Pyp=1et PZ‘L = E(Zr) = ar. Si le dernier niveau Ty est égal a Ty, alors
sy < 1. De méme, pour des niveaux proches de 17, s; < 1.

2.3.3. Conclusion. — L’étude analytique du modele RESTART n’a pu étre
que partielle : certains résultats nécessitent des hypotheses supplémentaires
pour étre appliqués dans la pratique et la complexité des formules ne nous a
pas permis d’optimiser de maniere précise la méthode ni de vérifier que cette
méthode permet bien une accélération de la simulation c-a-d une amélioration
par rapport a la méthode simple sans retirage.

2.4. Les algorithmes particulaires

Nous présentons dans cette section les systemes particulaires dans le cadre
précis ou 'on souhaite estimer la probabilité d'un événement A. Voir, par
exemple, [18,20,23] pour la théorie générale des systemes particulaires.

2.4.1. Cas particulier. — Etant donnée une variable aléatoire X prenant
ses valeurs dans (F,F) et une fonction réelle V' définie sur F, on cherche a
estimer par simulation

P(V(X) > a)

pour un a tel que cette probabilité soit tres petite. Désignons par p la loi de X.

Exemple : 1) Soit X un vecteur aléatoire et V(X) sa norme. On cherche
a estimer la probabilité que la norme de X dépasse une certaine valeur a.

2) Soit X une matrice aléatoire et V(X)) sa plus grande valeur propre. On
cherche la probabilité que la plus grande valeur propre de X dépasse une cer-
taine valeur a.

Une premiere alternative serait de simuler un grand nombre N de variables
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aléatoires i.i.d. X7, .., X}, de loi p et d’approcher P(V(X) > a) par

1 N
N: Z 1V(Xi)2a
N =1

Ceci est légitime et fournit une bonne approximation grace a la loi forte des
grands nombres lorsque N — +o00.

Lorsqu’on ne connait pas la loi u, une seconde alternative consiste a utiliser un
algorithme de Markov Chain Monte Carlo (MCMC) : on adapte ’algorithme
d’acceptation-rejet présenté en Annexe 3 a la loi p définie sur un espace F'. Ici
on veut générer un vecteur aléatoire X € F' de loi p de densité p par rapport a
la mesure de Lebesgue. L’algorithme d’acceptation-rejet génere une chaine de
Markov X, Xy, .., X,,, .. & valeurs dans F' de loi réversible p. On se donne une
chaine de Markov facile & simuler de noyau ¢(z,y), qui nous servira a proposer
une nouvelle réalisation. Cette chaine devra étre irréductible et apériodique.
Soit X}, la derniere valeur retenue et

hz.y) = p(y)a(y, v)

L’algorithme est le suivant :

(1) on génere Yy ~ q(Xg,.),

(2) on accepte Y} avec la probabilité h(Xy, Yi) et X1 = Yy, sinon on le rejette
et Xgr1 = Xi. Le noyau K(z,dy) de la chaine X correspondant s’exprime
comme la somme de deux termes :

K(zdy) = e y)ate.p)dy+ (1= [ B, 2)a(e. 2)d:)6.(dy)
le premier terme correspond a l’acceptation et le deuxieme au rejet.

Ainsi on est en mesure d’approcher p : comme g est invariant pour K et
en supposant l'apériodicité et l'irréductibilité, on sait que pour n — +oo, la
loi de X,, converge vers yu et que

1 n
- D Lwixgzar —ntee iV < a) = P(V(X) > a)
=1

Le probleme de ces deux modeles est que lorsque la probabilité recherchée est
petite, on a un temps de simulation tres long. On va donc chercher a accélérer
celle-ci.
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Principe
On se donne des seuils ag < a1 < -+ < ap+1 = a et les mesures suivantes :

(v (x)>a; 1})
(v (x)>a; 13)

o = p et p(.) =

On a alors la décomposition suivante :

p(V = ayg) p(Vzan) V2 a)

PV(X) 2a) =u(V 2 a) = pw(V>ay) p(V>ayq) pw(V >a)

On remarque que

p(V=a)
Ve = P(V(X) > a;|V(X) > a;_1)
Finalement,
P(V(X)>a)= [] m(V >a)

Les quantités (u,(V > ap))p=o..m+1 sont plus faciles a estimer puisque ce sont
les probabilités d’événements «moins rares» que {V(X) > a}.

On approchera les u; par des mesures empiriques pl¥, N étant le nombre de
particules utilisées. Pour obtenir ces mesures empiriques, on utilisera 1’algo-
rithme précédent d’acceptation-rejet.

On se donne un noyau de proposition M tel que la mesure p soit réversible
pour M c-a-d tel que pour tous f et g

pu(fM(g)) = u(M(f)g)
ot u(f) = [ f(x)u(dx) et M(f)(x) = [ f(y)M(z,dy).

Ensuite pour chaque #, on construit les noyaux M, admettant p; pour me-
sure invariante. On pose

Mi(xv dy) = M(‘Tv dy)lv(y)Zai_l + (1 - M(xa V> ai—l))(sﬂﬂ(dy>

qui accepte les y proposés par le noyau M lorsque V(y) > a;_1 et conserve x
sinon. On vérifie aisément que p; est réversible pour le noyau M;. En effet,

Mi(f)(x) = M(flyza, y) + M(2,V < aia) f(2)
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W(Mi(f)g1(v>a, 13)

w(V > ai-1)
(M (flysa,_ )9 vsay) (M, Yyv<a, )9 (vsa,_y))
(M (g1 vza; 1 3) flvza,ay) + (FM (5 1w <a, 1) 9 (vsa,_ 1))
= wi(Mi(g)f)

par réversibilité de p pour M.

X
X

On a donc un noyau réversible pour chacune des mesures p;. Ainsi en déroulant
I’algorithme d’acceptation-rejet un nombre n suffisant de fois et par la formule
produit, on obtient une estimation de notre probabilité. Cela revient a estimer
les termes du produit de facon indépendante.

Un moyen d’accélérer a nouveau 1’algorithme est d’utiliser un algorithme parti-
culaire. Ici on estimera la probabilité d’un seul coup. Le principe est le suivant :
partant de x;_1, on fait évoluer la chaine régie par M; un nombre T assez grand
de fois (suffisamment grand pour atteindre le régime stationnaire), c’est I’étape
de mutation. On ne conserve ensuite que les particules ayant franchi le seuil
a;, les autres étant tuées puis redistribuées sur les particules vivantes : c¢’est
I’étape de sélection.

2.4.2. Formalisme des algorithmes particulaires. — Soient A = {x :
V(z)>a}etpouri=1---M+1, B; ={x:V(zx) > a;}. Ainsi

A:BM_HCBM"'CBlCBO

ainsi on a a = ay1-

Concretement, on veut simuler des v.a. de loi u; et regarder si elles arrivent en
B; 1. On va donc, pour chaque ¢, dérouler la chaine de Markov décrite dans
I'algorithme MCMC et régie par M; pendant un nombre de pas T),, suffisant
pour atteindre le régime stationnaire. On regarde ensuite si au bout de ces T),,
étapes, la particule a atteint le niveau B;;1. On a donc défini des temps 7T},
nombres d’étapes nécessaires a la chaine régie par M; pour atteindre le régime
stationnaire (ils dépendent chacun de T},). Notons T' = sup;=1. p+171},, -

Pour capturer le comportement de la chaine entre les différents niveaux, on
introduit la suite stochastique discrete y,, représentant les «chemins» (non
continus) de X entre chaque étape. Ici les chemins ont la méme longueur
déterministe T'. y, est une chaine de Markov a valeurs dans ’ensemble des
excursions E = U,>o({p} x FT) et de matrice de transition M,,. Alors on a
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Xo = (To, X7) et Ty = 0. Si la particule est arrivée en B,,_1, on fait évoluer
la chalne pendant un temps 7. Au bout de ce temps on regarde si la parti-
cule est en B,. Si oui, T, = nT + 1, Xp,, € B, et xp, = (T, X1, 41,1]) =
(T, X7, 41, -+, Xr,). Dans le cas contraire, T,, = T,,_1, X7, ¢ B, et x,, =
X7, _,. A lintérieur de x,, X évolue selon M,,.

Pour vérifier si les chemins ont réussi a atteindre le niveau B,,, on introduit les
fonctions g, définies pour chaque chemin

Tt = (1, (%) j=k-1)
par

Gn(Tra) = Lizen,y

Ainsi le succes se traduit par I’événement

(1(x1) =1, ,gms1(Xnrg1) = 1)

et
M+1

P(V(X) 2 a) =E(] ] g5(x»))

On rappelle que la mesure de probabilité i, € P(F) sur 'espace E est définie
pour toute fonction bornée f a valeurs dans F par

Y S G (4 S =Y D N (10))
) = [ Flahnd) el Tl

) = E(F (i) [ aox0)

On appelle p, (resp. 7,) la mesure normalisée (resp. non-normalisée) de
prédiction. On définit le modele de correction de la fagon suivante :

¢ )

() =E(f (o) [T 90060))

On appelle i, (resp. 7,) la mesure normalisée (resp. non-normalisée) de
correction.

Proposition 2.4.1. — On a les relations suivantes :
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— Awec ces notations,

pn(f) = E(fOa)|Thr=(n—1)T,2+1)
ia(f) = E(f(xa)|Tn =nThq +1)

— Lien entre v, et 7 : Yo fugn) = n(fn)

— Li T — n(fngn) _ pn(fngn)
Lien entre pu, et i, : fn(fn) = row o el e

— Lien entre Tn et Hn ~ 7n(fn) = Nn(fn) Hz;ll Np(gp)
~ Lien entre 5 et fin < An(fa) = n(f) TT2) ipl0p)

Le lecteur est renvoyé a I’Annexe 2 pour les preuves de cette section.

De maniere évidente, la quantité recherchée P(V(X) > a) n’est autre que

Yr+1(9r1) = Yars2(1)

Ainsi on a reformulé notre probleme avec le formalisme de Feynman-Kac et on

va donc pouvoir utiliser toute la théorie sous-jacente. Tout d’abord, définissons
P(E) et P,(E) par

P(E) := {mesures de probabilités sur E}

et
Pu(E) :=A{n € P(E) : n(gn) > 0}
Théoréme 2.4.1. — L’évolution de u, est régie par le systeme dynamique
non-linéaire suivant :
(13> Hn+1 = (I)n—i-l(:un>

avec @ : P,(E) — P(E)

Dpy1(p) = V() Miia

U, est la transformation de Gibbs-Boltzman
- M1 représente le noyau de transition de la chaine de Markov x 41, i€

M 1(u, dv) = P(xps1 € dv|x, = u)
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La récursion (13) se traduit par deux transitions séparées :

Comme les g,, sont des indicatrices, on écrit ¥, (u) = pS,, en termes de

transitions markoviennes de sélection

Sy, dv) = 1951(1)(u)(5u(dv) +[1-— 1951(1)(u)]‘11n(u)(dv)

L’interprétation de ces modeles discrets de Feynman-Kac a I’aide de particules
se fait naturellement. Le modele consiste en N «particules-excursions» :

Efz - (T&{ETLPT,@]) S {A}

i (i Wi

G = (T Xie | ) € FULAL
Au temps n = 0, le systeme initial se compose de N particules indépendantes
et identiquement distribuées ¢ = (7¢, X() de loi py = dp * p. Et comme
go(ug) = 1, il n’y a pas de transition de correction a la premiere étape.

Puisqu’on ne sait pas résoudre explicitement le systéme dynamique (14), on va
chercher a approximer le modele : le systeme génétique N-particulaire est basé
sur I'idée naturelle d’approximer (p,),>1 par une suite de mesures empiriques

1
i=1
associées au systeme des N particules interactives ¢, = (¢!,---,¢Y). En

d’autres termes, on approxime le schéma de double transition (14) du systeme
en un schéma en deux temps

N
N
15 E
( ) Iun selectlon n " mutatlon +1

=1
ou les Zﬁ sont N variables aléatoires indépendantes de méme loi
N 9n(G)
oy =w, (Y d¢i) 7642
Z 221: Z] 1 gn(< )

On remarquera que 1Y est la mesure d’occupation des excursions ayant atteint
le n-ieme niveau.
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En utilisant les mesures approchées 2, on approxime -, par la mesure v :

Yo = Y5 ( Hﬂp 9p)

Ainsi on a transformé ’espérance d’un produit en le produit d’espérances.

Par conséquent, une estimée de P(V(X) > a) est donnée par

M+1
P(V(X) > a) & Vi (gars1) = Targa(1) = mhy o (1 H 1 (gp)

Comme les potentiels g, sont dégénérés, on définit un point cimetiere A tel
que ¢, = A signifie qu’aucune des particules (;, n’a réussi a atteindre le niveau
B,41 et on étudiera le systéme pour les n < 7V onl

TN::inf{nZO:Xi;l%F, 1<i< N}

Concretement, tant que n < 7V, Palgorithme génétique procede comme suit :

Etape 1 : Initialisation, n=0

Pour i=1..N, on génere (§ ~ 1o et on pose Zé = (.

Etape 2 : Mutation/Prédiction ¢\ — (i,

e Si (, = A, alors (1 = A : lalgorithme est stoppé.

e Sinon, pour i=1..N, on génere une nouvelle excursion depuis X7, , selon la
transition markovienne de la chaine de Markov y,.1. Cela revient a faire

évoluer X en partant de X}n en T étapes ou pas selon le noyau markovien
Mn—i—l‘

.

Etape 3 : Sélection/Updating (/. — 4.y
e On rééchantillonne les N particules ¢/, selon la mesure empirique :

N

n+1 N — C;Ll+1 - ZN ( j ) C;Ll+1 - Cn+1

i=1 22j=19n+1\6n41 151711\]4-1

ou IV ny1 est ensemble des indices des particules ayant atteint le niveau n + 1
c-a-d

n+l_{1<Z<N XZ1+ GBnH}
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On travaille ainsi a taille de population fixée et égale a N.
e on pose n «— n + 1 et on revient a 'étape 2.

2.4.3. Etude de l’estimateur. — Il est possible de borner la probabilité
d’extinction de I'algorithme comme le montre le théoreme suivant :

Théoréme 2.4.2. — VN >1, n >0,
P(r" > n) < a(n) exp{—Nb(n)}

avec des constantes a(n) et b(n) ne dépendant que de n.

Rappelons que l'estimateur de P(V(X) > a) est
71\]\}+2(1)17N2M+2
et c’est un estimateur sans biais :
Théoréme 2.4.3. — VN > 1,
E(vhrr2(1)1rvsar12) = Yars(1)

Enoncons maintenant le théoreme central limite :
Théoréme 2.4.4. —

VN (Lvsarovhs2(1) = P(V(X) > a)) iy Lo

ot Lo est un processus gaussien centré de variance
M+1

Ui4+1 = Z Yq(1) :”q H{ Ky 1 [Qgnr+2(1) — Kq,uq—l(Qq,M+2(1))]2}
q=1

Pour la définition des opérateurs K, , et Qqry2, le lecteur est renvoyé a
I’Annezxe 2.

2.4.4. Etude de la variance asymptotique. — Dans le cas ou les fonc-
tions de sélection g sont des indicatrices et plus particulierement dans notre
cas, la variance asymptotique devient simplement

Proposition 2.4.2. —

(16) Vo1 = BV(X) 2 ) f (1)
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et si les probabilités de transition sont toutes égales a Fp,

Corollaire 2.4.1. —

(17) Vi =P(V(X) > a)*(M + 1) (%0 — 1)

Comparaison avec différents modeles

1. On considere la méthode naive basée sur N copies indépendantes X* de X.
L’estimateur sans biais correspondant est simplement donné par N1 le\il 1p, (X7).
Par le théoreme central limite classique, la suite

= DML () = BV() = )

converge en loi quand N — 400 vers une v.a. Ly o gaussienne centrée et de
variance

T =P(V(X) 2 a)(1 - P(V(X) 2 a) = B (1 - ")
puisque P(V(X) > a) = PM*!. On obtient alors,
B L g

U1 PMTY M 1) (P% - 1) M—oo

2. On considere le modele de branchement avec duplication des trajectoires,
déja présenté au Chapitre 1 et étudié dans cette these dans les chapitres
suivants. L’estimateur sans biais correspondant est simplement donné par
-1 N A
N7, Q; avec
_ NX)
Qi = RM

ol NX) représente le nombre de particules ayant atteint 1’événement A issues
de la particule initiale numéro i et R le nombre de splitting.

Le colit moyen d’une telle simulation est donné par
C=N(M+1)

de meéme que pour les algorithmes particulaires. Par le théoréme central limite
classique, comme les (); sont des variables indépendantes, la suite

Z@z —P(V(X) > a)]

5

N
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converge en loi quand N — 400 vers une v.a. Ly, o gaussienne centrée et de
variance

By = P(V(X) = @)*(M + 1) (%0 _ 1)

On obtient alors,

~2
/UM—FI _ 1

Vi
3. On considere maintenant le modele multi-niveaux adaptatif introduit par
Frédéric Cérou et Arnaud Guyader dans [19] et présenté au chapitre 5 en
section 5.4. On génere N copies indépendantes du processus étudié et on place
le premier niveau de telle fagon qu’'une proportion p = k/N de particules arrive
a ce niveau, particules que I'on conserve. On regénere a partir de ce niveau
(N —k) nouvelles particules, de fagon a avoir une taille de population constante.
On répete ce processus jusqu’a dépasser le niveau étudié. L’estimateur 131\7 sans
biais correspondant est donné par rp™ ou r est la proportion de particules ayant
atteint I’événement rare partant de I’avant-dernier niveau. Ecrivons P(V (X)) >
a) = pp™. On montre alors que la suite

i::[PN— )Za)}

~

converge en loi quand N — +o0o vers une v.a. L,, gaussienne centrée et de
variance

ﬂ\

02, =P(V(X) > a)’ {m(% —1)+ (% - 1)]

Puisque pp™ = P,

m  log Py —logp/M +1
M4+1 log p

On obtient alors que, lorsque a — 400, M + 1 et m tendent vers 'infini et que
par conséquent

02 log Py % —1
_)

m

2 1
Uppyp a—too logp 2= —1

On remarque que si la proportion p est choisie de fagon optimale, on obtient
bien I’équivalence des variances asymptotiques.
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2.4.5. Conclusion. — L’étude analytique des algorithmes particulaires a
pu étre menée grace 'approche de Feynman-Kac développée dans [20], ou-
til mathématique particulierement bien adapté pour appréhender ce type de
modele. Cependant, seuls des résultats asymptotiques ont pu étre obtenus,
comme un résultat de loi forte des grands nombres, un théoreme central limite.
Il est aussi possible d’obtenir des principes de grandes déviations. Par contre,
déterminer des intervalles de confiance est bien plus délicat. Toute la difficulté
de I'étude de ce modele provient directement de la dépendance entre les parti-
cules. D’ou la nécessité d’introduire un modele simplifié sans interaction entre
les particules. Nous sommes guidés par le fait que les particules deviennent
finalement «indépendantes» (propagation du chaos), voir [20]. Nous introdui-
sons dans le chapitre suivant ce modele simplifié et sans intéraction entre les
particules afin d’établir des résultats précis, comme des bornes de Chernoff
de l'estimateur, et d’avoir de meilleures connaissance et compréhension des
algorithmes a trajectoires préférentielles généraux.






CHAPITRE 3

MODELE DE BRANCHEMENT AVEC
DUPLICATION DES TRAJECTOIRES

Nous nous proposons, dans ce chapitre, d’introduire le modele de branchement
avec duplication des trajectoires, de présenter les premiers résultats concernant
ce modele ainsi que l'algorithme optimal obtenu par minimisation de la va-
riance de I'estimateur sous une contrainte de cotut. Les résultats de ce chapitre
sont I'objet de 'article [43] publié dans la revue Probability in the Engineering
and Informational Sciences.

3.1. Présentation du modele

Le but est d’estimer la probabilité P(A) d’un événement rare A correspon-
dant par exemple au dépassement d’un certain niveau L par un processus
X(t). Contrairement aux algorithmes d’échantillonnage préférentiel, dans les
algorithmes multi-trajectoires préférentiels, le systeme évolue selon la mesure
de probabilité initiale. Cette technique s’appuie sur I'hypothese qu’il existe
des états intermédiaires identifiables visités par le systeme plus souvent que
I'événement rare lui-méme : définissons une suite de M + 1 ensembles B;
emboités

By, CBy C---CB,ChB

ol Bjsy1 correspond a A. On obtient ainsi une partition de I'espace d’état en
régions B; — B; 1 appelées régions d’importance. En général, ces ensembles
sont définis grace a une fonction ® appelée fonction d’tmportance définie sur
I'espace d’état et a valeurs dans R telle que pour tout i, B; = {® < T;} pour
une certaine valeur T; appelée niveau avec T7 < Ty < .. < Ty < L.
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Précisons que nous ne considererons, dans cette these, que des modeles uni-
dimensionnels comme introduits par Garvels [26] et dans la méthode RES-
TART exposée au chapitre 2.

Dans ce cas, nous avons la formule produit

Fic. 1. Modele de branchement avec duplication des trajectoires

(18) P(A) = P(A|Buy)P(Bum|Bu-1) - - P(Bo| B1)P(By).

La probabilité d’intérét P(A) s’écrit ainsi comme le produit de M + 1 quantités
(probabilités conditionnelles) «moins rares» et donc plus faciles a estimer et
avec plus de précision que P(A) elle-méme, pour un cout de simulation donné.

Dans ce modele, appelé modeéle de branchement avec duplication des trajec-
toires, une apparition plus fréquente de A est réalisée en dupliquant le pro-
cessus en R; sous-processus des qu’il entre dans une région B; ou sa chance
d’atteindre 1’événement rare est plus grande. On privilégie ainsi les trajectoires
favorables. Un principe implicite nécessaire est que le niveau B;,; ne peut étre
atteint depuis B;_; sans que ne le soit aussi B;, ce qui est bien le cas puisque
les ensembles sont emboités.
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Plus précisément, dans ce modele et contrairement aux algorithmes particu-
laires, nous ne tenons pas compte de I’évolution du processus entre les niveaux
mais seulement du franchissement des niveaux par ce dernier. L’idée de base
consiste alors a faire un tirage de Bernoulli et vérifier si B; est atteint ou non.
Si c’est le cas, on scinde le tirage en R; tirages de Bernoulli {0, 1} et on vérifie
si By est atteint ou non, et ainsi de suite. Plus précisément, chaque fois que
I’événement B; se produit, on simule R; tirages et on renouvelle cette technique
chaque fois que I'événement B;,; se produit. Si aucun seuil supérieur, ni A,
n’est atteint, on arréte le tirage concerné. En itérant de facon indépendante N
fois cette procédure, on aura considéré NR; --- Ry, tirages, en tenant compte
du fait que par exemple, si un niveau B; a la i-ieme étape n’a pas été atteint,
les R; - -- Ry tirages possibles ont échoué.

Les parametres inconnus sont le nombre N de particules envoyées au départ,
les nombres Ry, .., Ry de retirage, les probabilités Py, .., Py;11 de transition et
le nombre M de niveaux.

3.2. Estimateur de P(A)

Un estimateur sans biais de P(A) est donné par
Na
N Hi\il Ri’

ou N4 est le nombre total de tirages ayant atteint A.

(19) P=

L’estimateur P s’écrit aussi sous la forme
N Ri Ry

~ 1
(20) P = m Z Z .. Z 1@'012'02'1”11'02'1..1'1\/1

do=lir=1 ip=1
ou 1;y;,.i; représente le résultat du j-ieme tirage.
En fait, cet algorithme peut étre représenté par N processus de branchement

indépendants. Notons P, = P(B;|B;—1), i =2,--- ,M + 1 et P, = P(B;) alors
I'identité (18) devient

(21) P(A) =P, - Py

Considérons maintenant N processus de branchement indépendants (Zr(f))nzo,
1 =1,---,N ou pour chaque i, 7% est le nombre de particules issues de la
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i-ieme particule (Zéi)zl) qui ont atteint le niveau B,,. Alors

Z&H
(22) Z@Z, ot Q; = e

Pour alléger les notations on considere N = 1 dans la suite, et ainsi on considere
le processus (Z,)n>0 avec Zy = 1. On a donc

(23) Tl = ZX

ou pour chaque n, les variables aléatoires (Xy(bj )) j>1 sont i.i.d. de loi binomiale
de parametres (R, P,11) pour n > 1 et de loi de Bernoulli de parametre Py
pour n = 0.

Notons que I'on peut réécrire Z;, 1 sous la forme
(4,k)
2= 350,
71=1 k=1

ou les Yi(j k) sont, des lois de Bernoulli de parametre Py .

Introduisons les quantités suivantes
mO:Pla mn:RnPn-l—la n217"'7M+1a

nombres moyens de particules réussissant a atteindre le niveau supérieur, ainsi
que

7"0:1, rn:Rl"'Rna n217"'7M7

et
p0:1> pn:Pl 'Pm nzl, >M+1>
Alors
~ VA VA
(24) Q:LZP(A)L

Ry Ry Mo« My

Selon (23), on a E(Z,41|Z,) = myZ,, et en itérant E(Z,.1) = [[;_,m;. En
introduisant la variable aléatoire W,, = Z,/E(Z,) on obtient une nouvelle
expression donnée par

(25) Q =P(A) Wi

et on déduit aisément que 'estimateur P est sans biais.
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Remarque 3.2.1. — Définissons maintenant la filtration F par la famille
des F; définis par F; = 0(Z;, j=1---i). Il est alors immédiat que (W), est
une martingale pour la filtration F. De plus,

Z; R

E(Zi|Fi) = B(ZinlZ) =E() Y9 z,)

7=1 k=1
= 7, E(Y"Y|Z) = ZREY"") = ZR P,y
k=1

‘ot I’on déduit que
~ (Zi); est une F-martingale si R;Piyqy =1 pour touti=1---M,
- (Z;); est une F-sur-martingale si R; P11 <1 pour touti=1---M,
— (Z;); est une F-sous-martingale si R; P11 > 1 pour touti=1---M.
La relation R; P11 = 1 joue donc un réle déterminant. Lorsqu’elle est vérifiée,
on a

E(Z;) = NP,

qui signifie que le nombre moyen de succés a chaque niveau est constant.

Une autre relation intéressante est la suivante :
R,P =1

Dans ce cas, E(Z;) = NPF;; ce qui traduit le fait que le nombre moyen R;Z;
d’échantillons générés au niveau i est constant et égal a N. On travaille donc,
dans ce cas-la, a taille moyenne de population constante a chaque niveau. La
variable aléatoire Z; = R;Z;, qui représente le nombre (aléatoire) de particules
générées au niveau i, est alors une martingale.

Rappelons que, dans le modéle des systéemes particulaires présenté en section
2.4, la taille de la population a chaque niveau est aussi constante.

3.3. Le modele de Galton-Watson

Nous venons de voir que nous pouvons représenter ’algorithme de branche-
ment avec duplication des trajectoires comme N processus de branchement de
Galton-Watson, les seuils représentant les différentes générations. Nous rap-
pelons dans cette partie quelques propriétés élémentaires des processus de
Galton-Watson. Pour plus de détails voir, par exemple, Harris [37], Lyons [50]
et Athreya et Ney [6].
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Le modele de Galton-Watson a été introduit par Galton et Watson dans les
années 1870 afin d’étudier 'extinction des familles dans une population. On
considere ainsi une population telle que les individus de ’ensemble initial ont
des descendants qui constituent la lere génération, les descendants de ceux-
ci forment la 2ieme génération...et ainsi de suite. Ce processus est de nature
aléatoire.

Ainsi défini, si Z,, représente le nombre d’individus a la n-ieme génération
et Zo =1, alors

Zn,

n

Zn-i-l = E Xz'>
=1

ou les X/ sont des v.a. i.i.d. qui représentent le nombre de descendants du
i-ieme individu a la n-ieme génération.

Nous ferons les hypotheses suivantes :
— (Z,) est une chaine de Markov, dont les transitions sont indépendantes
du temps.
— Le nombre de descendants d’un pere est indépendant du nombre d’indi-
vidus présents.

Définition 3.3.1. — SiP(Z, = k) = py avec ), pr, = 1, alors on définit la
fonction génératrice de Z; par

f(s) =E(s) = Zpksk pour |s| < 1.
k=0

Les itérées de la fonction f sont alors

fo(s)=s
fi(s) = f(s)
for1(s) = f(fu(s))

Dans ce cas, frim(S) = fm([n(8)) et fur1(s) = fu(f(s)).

Un résultat remarquable est le suivant :

Théoréme 3.3.1. — La fonction génératrice de Z,, est la n-ieme itérée de f,
la fonction génératrice de Z;.
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On en déduit par récurrence les moments de Z,,, notamment I'espérance et la
variance :

Lemme 3.3.1. — Soit m =E(Zy). Alors l’espérance de Z,, B(Z,) est m" et
sa variance est donnée par

vaT(Zn):{ o var(Z1) st m# 1

nvar(Zy) st m=1.

Si les moments d’ordres supérieurs de Z; existent alors il en est de méme pour
ceux de Z, et ils sont obtenus de maniere similaire, par récurrence.

L’introduction de la fonction génératrice permet surtout d’étudier la probabi-
lité d’extinction du processus, c.-a-d. la probabilité de I'’événement {Z, — 0}.

n—oo

Cette probabilité d’extinction est alors donnée par

q:=P(Z, — 0)=P(Z,=0pour unn € N)= lim f,(0).

n—oo

On a le théoreéme suivant :

Théoréme 3.3.2. — Sim < 1, alors la probabilité d’extinction q vaut 1. Si
m > 1, alors q est l'unique solution positive et inférieure a 1 de l’équation

(26) s = f(s).

La suite (Z,,) tend soit vers 'infini soit vers zéro; comme le montre le résultat
suivant, elle ne peut rester strictement positive et bornée, méme lorsque m = 1.

Théoréme 3.3.3. — Quel que soit m fini, imP(Z, =k) =0, k=1,2,---

De plus, Z, — oo avec la probabilité 1 —q et Z, — 0 avec la probabilité q.

n—~o0

Nous dirons que le processus est critique si m = 1, surcritique si m > 1 et
sous-critique si m < 1. Etudions le comportement asymptotique de Z,,.

Théoréme 3.3.4 (Cas surcritique). — Notons W,, = Z,/m™ pour n =
0,1,---. Sim > 1 et E(Z}) < oo, les variables aléatoires W, convergent
presque surement et en moyenne quadratique vers une variable aléatoire W
telle que

var(Zy)
2

EW)=1 et var(W) = >0

ms —m



64 CHAPITRE 3. MODELE DE BRANCH. AVEC DUPLIC. DES TRAJECTOIRES

Théoréme 3.3.5 (Cas sous-critique). — Sim < 1 et E(Z}) < oo, pour
tout j =1,2,---, on a

lim P(Z, = j|Z, # 0) = b,

eviste et Y~ by = 1. De plus, la fonction génératrice g(s) = 3, b;s’ vérifie
I’équation fonctionnelle

gof(s)=mg(s) +1—m, |s| <1

Notons que dans le cas limite m = 1 du théoreme 3.3.2 (cas critique), la
population s’éteint avec probabilité 1 lorsque n tend vers l'infini. Nous avons
en fait un résultat asymptotique plus précis :

Lemme 3.3.2. — Soitm =1 et fO(1) < co. Soit S l'ensemble des points

étant : soit intérieurs au cercle unité, soit sur l'arc —0y < arg(s) < 6y du
cercle unité, point s = 1 exclu, pour un certain 6y. On a alors

1 1 nf (1

IR ETAG)

1 — fu(s) o 1-s 9 + O(logn), se€ S, n— oo.

En prenant s = 0 dans le lemme précédent, on en déduit la probabilité d’ex-
tinction quand n est grand :
2
=0~ Fm
Enfin, on obtient le théoréeme suivant décrivant la distribution de Z,, quand n
est grand :

Théoréme 3.3.6 (Cas critique). — Soitm = 1 et f&(1) < co. On a alors
27
lim P(—5 > ulZ, #0) =e ™, u > 0.
tim P22 012, £0)

Ce résultat traduit bien le caractere d’événement rare lorsque le nombre de
générations augmente.

3.4. Optimisation de I’algorithme

3.4.1. Etude de la variance. — Comme fait dans [60], on déduit 'expres-
sion de la variance de l'estimateur P par récurrence.
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Proposition 3.4.1. — En utilisant les notations introduites en Section 3.2,
il vient
SO PAR T/ 11
(27) var(P) = D) [Z—( __)]
N i—o i \Pi+1  DPi

Avec les notations précédentes, on peut réécrire la variance sous la forme

5 B(A)? g~ 1- P
28 P) =
(28) var(P) = — me
Démonstration. — Tout d’abord, var(P) = &]‘3)2 var(Wy41). Calculer var(P)

revient donc a calculer var(Wjr4q).

Notons que pour toute variable aléatoire X et F filtration,
(29) var(X) = var(E(X|F)) + E( var(X|F))
En appliquant (66) a X = Wy = % et F = o(Zy) et puisque
Wy est une martingale, on obtient
1

[Pl Hf\; RiPiJrlP
1
[PUITE, RiPi

[Pl Hizl Rz’-Pi+1]2
puisque X}, ~ Bin(Rys, Pyy1)

E (War)

var(Warp1) = var(Wy) + E (var(Zar11lo(Zu)))

= var(Wy) + E (Zy var(Xa|o(Zur)))

= var(Wy) +

1— Py

= var(Wy) +
P IIY, RiPra

Par une récurrence descendante,
1— Py
k
P 1 Hizl RiPi—i-l

Il reste donc a calculer I'espérance de Wj, mais comme W}, est une martingale
d’apres la Remarque 3.2.1,

E(Wy) =E(Wy_1) = =E(W,) =1

D’ou on déduit le résultat. O

var(Whs41) = var(Wy) + Z

k=0

E (Wy)
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Remarque 3.4.1. — Le principe de la récurrence a une interprétation concrete :
st dans une stmulation avec n seuils, les retirages générés au premier niveau
ne sont pas pris en compte sauf un que [’on appellera trajectoire principale,

on obtient une simulation avec n — 1 sewils.

Remarque 3.4.2. — On déduit de cette preuve, pour le cas ou R, = R et
P, = Py pour tout k, que

1 mMHtl_1 2
yon T DT = O pour m# 1

Pio—l (M +1) pour m=1

-1
var(Wyy1) =

On peut aussi déduire ce résultat du lemme 3.5.1.

3.4.2. Etude du coiit. — Notre but est de minimiser la variance pour un
budget fixé, et d’en déduire les valeurs optimales de N,Ry,...Ry;, Py, .., Pyri1
et M. Par conséquent, il s’agit de décrire le cout d'une simulation : chaque
fois qu'une particule est générée, cela entraine un cout moyen décrit par une
fonction h. On suppose que

— le cotit A d’une particule pour atteindre B; partant de B;_; dépend seule-
ment de P; (et non du niveau de départ ni du point de départ),

— h est croissante en x (ce qui signifie que plus la probabilité de transition
est petite, plus difficile est la transition et par conséquent plus le cotlit est
élevé),

— h est positive,

— h converge vers une constante (en général petite) quand z tend vers 1.

Le cott (moyen) est ainsi donné par la formule
(30)  C =E(NA(P) + RiNih(Py) + RoNoh(Ps) + .. + RarNarh(Pars1))

ou NN; est le nombre de tirages qui ont atteint le niveau ¢. Finalement,

Proposition 3.4.2. — En utilisant les notations introduites en Section 3.2,
il vient
M
(31) C=N> MPyi)rp;
i=0
Exemple 3.4.1. — Ftudions la marche aléatoire simple sur 7 partant de 0

que l'on tue dés qu’elle atteint —1 ou k (succés si elle atteint k, échec sinon).
Posons donc X,, tel que Xo = 0 et X, = >0 Y, ot {Y,} est une suite
de variables aléatoires sur {—1,1} avec P(Y, = 1) = P(Y,, = —1) = 5 et
définissons T, = inf{n >0 : X, = —1 ou k}.
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On peut vérifier facilement que X,, et X2 —n sont des martingales. D’apreés le
théoréme d’arrét de Doob, E(Xq,) =0 et E(X7, ) = E(T}), ce qui conduit
1 1
=P(Xp, =k)=—— et E(Tp)=k=-—-1
pi=BOXn =K = et BI) =k

c-a-d le cout nécessaire pour atteindre le niveau supérieur est % —1sipestla
probabilité de succes.

3.4.3. Minimisation de la variance a cout fixé. — Pour minimiser la
variance de P, nous procédons en trois étapes :

1. On optimise la variance en N, Ry,.., Ry a Py, .., Pyyq fixés (c-a-d aux
niveaux B; fixés).

2. On injecte ces valeurs optimales dans la variance et on déduit les va-
leurs optimales des P, pour ¢ = 1---M + 1 sous la contrainte P(A) =
Py Py

3. On injecte ces valeurs optimales dans la variance et on déduit la valeur
optimale de M, nombre de seuils.

1. Valeurs optimales de N, Ry, .., Ryy;.

En utilisant la méthode des multiplicateurs de Lagrange, on obtient

i h(Pi) 1 11— Pz‘+1 .
32 R =" — N 1, M
(32) Ti—1 \/h(Pi—i-l) \/Pipi—i-l 1-P !

v | C\/1/P —1
VP M /(P £ - 1

2. Valeurs optimales de Py, .., Ppriq.

(33)

Ainsi la variance devient

P = Mg [ v ]

En procédant de la méme fagon que précédemment sous la contrainte
P(A) = Py..Py 41, on obtient que les P; vérifient

2T /h(az)(% 1) = K@)l —a) — @
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Si nous supposons l'existence d’une unique solution a cette équation, on a

P, = g(A), ot P(A) = g(\)M*! et g(\) = P(A)w+1. Finalement,

(34) P=PA)wr i=1..,M+1

3. Valeur optimale de M.

Les valeurs optimales des Py, .., P11 entralinent que les R; optimaux sont
bgaux & 1/P, = 1/P(A)VMFYD i — 1., M et donc

DY _ P(A)z 2 1/M+1 —-1/M+1
var(P) = c (M + 1)°h(P(A) )(P(A) 1)
qu’il s’agit de minimiser en M. Remarquons que R;P; = 1. Posons
_ P(A)? 9 1/M+1 C1M41
F(M) = —5=(M + 1) h(B(A) /) (P(A) 1),
dont la dérivée s’annule en
InP(A
(35) F(y):= (21 —¢")+y)h(e) —y(l —e¥)e’W (e?) = 0, avec y = nP(A)
M+1
(A)]

En général, on n’obtient pas un entier. On a yg = WmPA) cydM+1= [

M1
ou [lnP( ] + 1. Posons IHP(A) =n+xavec 0 <z <1. Alors
—siM+1=n,y=

Yo

lnIP’(A)

n Y

~siM+1=n+1,y= lnnliff).
et la valeur du rapport p := fn Sf( donne le choix optimal pour M :

—sip<l, M =n-—1,

—sip>1, M =n.
Ainsi le nombre optimal de niveaux est donné par M = [mz#] —louM =
(2B avee yo solution de F(y) = 0. Alors M minimise

~  P(A)?
var(P) = (C') [InP(A)]* y2h(e¥)(e™¥ — 1)

Exemple 3.4.2. — Pour h =1, on doit résoudre y = 2(e¥ — 1). On obtient
y1 =0 et yo = —1.5936. yo est un minimum et la valeur optimale de M est

(36) M =[-06275InP] —1 ou [~0.62751nP(A)]
Avec P(A) = 107F,
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k| n| rapport(p) >1,<1| M| k | n | rapport(p) >1,<1| M
111 > 14618 > 8
212 > 21 91|13 < 12
314 < 3| 12|17 < 16
415 > 5| 151 21 > 21
517 < 6| 18] 26 < 25

Notons que M croit lorsque P(A) décroit et avec cette valeur de M, chaque R;
et P; deviennent

1

Donc les nombres optimaux de retirage et les probabilités de transition opti-
males sont «indépendants» de la probabilité de I’événement rare.
InP(A)

De plus, asymptotiquement, M =n = [T] — 1, donc

P =P(A)T = 5t = ¥ ot P(A) = ¢~ Dol

Décrivons maintenant brievement les solutions possibles de (35). Rappelons
que nous voulons résoudre (35) c-a-d si z = e¥ et z # 0, 1,

W(z) 1,2 1

h(z) B ;(lnz + 1-— z)

En notant, H(z) = f;:((j)) et L(z) = lll((j)) =1(Z + &), il s’agit de résoudre

(38) H(z) = L(z)

Tout d’abord, soit 2 la solution de 2(z — 1) = Inz. Puisque A’ < 0, H est
négatif et une étude rapide permet de montrer que L est positif sur |0, zo[ et
négatif sur |z, 1[. Par conséquent, les solutions de (38) sont dans |z, 1], s’il en
existe. Ainsi résoudre (35) est équivalent a étudier les intersections entre H et
L. Une étude rapide de ces fonctions montre qu’il y a deux cas a distinguer
(voir Figure 2) :

— cas 1 : nombre impair d’intersections entre L et H

& H(z) > L(z) presde 1
< h'(1)<0

— cas 2 : nombre pair d’intersections ou aucune entre L et H

Notons que y = 0 est une solution de (35). Dans le cas 1, cette solution cor-
respond a un maximum et dans le cas 2, a un minimum. Et le second cas est
exclu puisque nous avons fait ’hypothese h(1) > 0.
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Case 2 : 2 intersections

) Case 1: 1 intersection ) \
! L
/o \ ol

| Case 2 : 0 intersection : \

Fi1G. 2. Behavior of H and L

Remarque 3.4.3. — La solution y = 0 correspond aux valeurs optimales
sutvantes

C
M=oo, Bi=l, Ri=1 N ~ D+ m@@A)) R

Mais P; = 1 implique que P(A) = 1 et R; = 1 signifie que l'on réalise une
simulation simple, sans retirage.

Ezemple 3.4.3. — Ici P(A) = 10712 et C = 10%.

1) Dans l’exemple 3.4.1, h(1) = 0 et nous sommes dans le cas 2 : ['unique
solution y = 0 est un minimum.

2) Posons h(z) = = — 8 + 12z — 5. h(1) = 0 et nous sommes dans le cas
1:y=0ety~ —0.9919 sont les solutions. y = 0 est le maximum et ['autre
solution le minimum. Prenons y ~ —0.9919, on obtient alors

M =26, FPy~0.3094, R~ 27826 et N ~22.9

et on peut prendre R =3 et N = 23.

8) Prenons h(z) = (£ —1)%e5. h(1) = 0 et nous sommes dans le cas 2 : y =0,
Y1 ~ —0.4612 et y; =~ —0.5645 sont les solutions. y = 0 est le minimum et la
seconde solution le maximum.

4) Posons h(x) = <. Ici h(1) = 1. On souhaite résoudre (35) dont les solutions
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sonty =0 et y =~ —0.6438. Prenons y ~ —0.6438, on obtient
M =41, Py~0.5179, R~ 19307 et N =~ 34.5
et on peut prendre R =2 et N = 34.

Remarque 3.4.4. — Bien que nous aimerions prendre R; tel que R;P; =1,
nous sommes contraints a choisir R; entier et positif. Dans la suite de ce
chapitre, nous supposerons que nous sommes dans le cas favorable ot R; = 1/ P,
est un entier.

3.4.4. Remarques sur l’algorithme optimal. — Tout d’abord, notons
que les valeurs optimales pour les (R;); : R; = Pio =Ret (P);: P, =P
entrainent que
Rz’Pi—i-l =1

Ce résultat n’est pas surprenant puisqu’il signifie que le processus de bran-
chement obtenu est un Galton-Watson critique et traduit un certain équilibre
entre un nombre de répliques trop important qui entrainerait I’explosion du
colt et un nombre de répliques insuffisant conduisant a un arrét prématuré de
I’algorithme.

Ensuite, avec ce choix optimal des parametres, (Z,,) est une martingale (cf. :
Remarque 3.2.1).

(Z,) est aussi une chaine de Markov de probabilités de transition
S a0, o Ja i>1, <0
P(Za.]> _P(Zn+1 —.]|Zn —7'> - { 50]' ’LZO, ,] 2 0
ol (q');, est la convolée n-ieme de g, qp étant définie par
Rappelons que la n-ieme convolée de g, est la loi de la somme de ¢ variables

indépendantes chacune régie par les probabilités (g ).

Enfin, lorsque h = 1, la variance a alors I'expression suivante
~ P(A)? 1
var(P) = (N) (M +1) <Fo - 1)

et nous remarquons que, comme annoncé en section 2.4, la variance du modele
de branchement avec duplication des trajectoires a la méme expression que la
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variance asymptotique des systemes particulaires. C’est ce résultat qui avait
motivé I'introduction du modele étudié dans cette these.

3.5. Applications

3.5.1. File d’attente. — Afin d’analyser le comportement des différentes
méthodes décrites ci-dessus, on les compare sur un exemple concret : on considere
une file d’attente M/M/1 et on veut estimer la probabilité que la queue at-
teigne la longueur Ly = 150. Les résultats sont présentés en Figure 3. Comme

Comparison between the different methods, level of confidence 95/100

-2

-4

a))

1
=)

-8

Log(P(queue>

-10 —— Analytic results

+ Splitting
— — Splitting : lower bound of the conf. interval
— — Splitting : upper bound of the conf. interval
=121 | —o- Crude simulation

-14 ‘ .
0 50 100 150
Length q of the queue

Fi1Gc. 3. Comparaison entre les différentes méthodes-Files d’attente

on s’y attendait et puisque on travaille & cotit fixé C' (C = 10%), la simu-
lation simple s’arréte apres quelques itérations, faute d’un nombre suffisant
d’échantillons. Par contre, le modele de branchement avec duplication des tra-
jectoires permet d’estimer la probabilité recherchée et les résultats sont proches
des résultats théoriques.

3.5.2. Approximate counting. — Ce modele peut aussi étre appliqué a
I'«approximate countingy». Voir [40] et [22] pour plus de détails.
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Le but est d’estimer le nombre de solutions du probleme du sac a dos («Knap-
sack problem») c-a-d d’estimer le cardinal de € défini par

Q:={xe{0,1}" : ax:= Zaixi < b}
i=1

pour un vecteur réel et & coordonnées positives a = (a;)"_; et b un nombre réel.

On applique 'algorithme appelé Markov Chain Monte Carlo (MCMC) (voir
[52] et Annexe 3 pour plus de détails) : on construit une chaine de Markov
M gnap d’espace d’état 2 et de transitions d'un état x = (x4, .., x,) € 2 définies
par

— avec probabilité % posons y = x;

— sinon choisissons aléatoirement ¢ uniformément dans {1,..,n} et posons
v = (x1,., 21,1 — x4, i1, .., x,) Sia.y’ < b alors posons y = ¢/, sinon
posons y = .

Le nouvel état est y. Cette marche aléatoire sur I’hypercube tronqué par I’hy-
perplan a.x = b converge vers la loi uniforme sur §2. Ceci suggere une procédure
pour sélectionner aléatoirement les solutions Knapsack «quasi-uniformémenty.
Partant de (0, ..,0), on simule M g, pendant un nombre suffisant de pas de
facon & ce que la loi sur les états soit «proche» () de la loi uniforme, alors on
renvoie ’état atteint. Bien stir générer dans €2 n’est pas estimer la taille de €.
Mais cela y conduit.

Gardons le vecteur a fixé mais autorisons b a varier. Notons Q(b) et M fpqp(D)
au lieu de € et M pqp pour insister sur cette dépendance en b. Supposons sans
perte de généralité que a; < .. < a,, et définissons

i—1
b1 =0 et bz = min{b, Zaj}.
i=1

On peut facilement vérifier que

[Q(bi)] < [Q(bs)] < (0 + D)|Qbi-1)|

(WLe probleme est de borner le nombre de pas nécessaires pour que la chaine de Markov
M K nap(b) soit «proche» de la stationnarité. Plus précisément, nous recherchons une borne
du «mizing timey :

Tmiz (V) == min{t : A, (#') < v pour tout ¢’ >t}

ot A (t) = maxgcq |P!(z,S) — II(S)| et IT est la loi stationnaire. Dans [40], il est montré
que O(n??*") pas suffisent.
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Maintenant écrivons
B 1) 1902)] 120)]
(39) 120 = 1926wl = For 3 )] (0|

peut étre estimé en générant «quasi-uniformément» dans

1Q(b1)| = p "oy

Chaque rapport p; = g,
Q(bi+1), en utilisant la chaine de Markov M gpqp(bit1) et en calculant la frac-

tion de particules ayant atteint (b;).

Application numérique :

Prenons par exemple a = [1,2,3,4],b=3, h=1, R="5 et C' = 2600.

On choisit les niveaux comme suggéré précédemment : on définit d’abord
bl :0, 62:1, 63:3, b4:3etb5:b,puisB():Q,Bl :Q(b4),
Bg = Q(bg), Bg = Q(bg) et B4 = Q(bl)

Ainsiici M =n —1, N = C/n et ng., = 1020.

De fagon évidente, Card(€2) = 5.

On réalise trois simulations différentes : d’abord la simulation simple, en-
suite celle suggérée dans [40] et consistant a estimer les n rapports de fagon
indépendante et enfin celle basée sur le modele de branchement avec duplica-
tion des trajectoires. On obtient les estimations suivantes de Card(§2) :

— estimation par simulation simple = 4.088,

— estimation par les n ratios = 5.44,

— et estimation par branchement avec duplication des trajectoires = 5.019.

Bien que les niveaux n’ont pas été choisis de fagon optimale, le modele de
branchement avec duplication des trajectoires apporte une amélioration.

3.5.3. Comparaison du modele avec 1’échantillonnage préférentiel.
— On étudie, a nouveau, une file d’attente M/M/1 de parametre d’arrivée
A et de parametre de départ p tels que A\ < p (puisque dépasser Lo doit étre
rare). Ainsi les probabilités d’arrivée et de départ sont données par

{IP’( arrivée ) = F/\u

P( départ ) = 55

Nous étudions dans cette section la probabilité que la longueur de la file
dépasse la longueur Ly avant d’étre nulle et souhaitons comparer les modeles
d’échantillonnage préférentiel et de branchement avec duplication des trajec-
toires.
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D’apres [38], le changement optimal dans le cadre de la file d’attente M/M/1

est donné par
AN=p
pe=A

On étudie N files qui partent de 1. On les fait évoluer selon les parametres
d’arrivée et de départ A\* et u* respectivement et 'estimateur sans biais de la
probabilité recherchée est

N
~ 1
Prg = N Zz:; ly,>0,L(Y3)

Posons

N TG )
Pp= 3rF o

N M
{pA - >‘*+M* )\
Le rapport de vraisemblance est actualisé a chaque nouvel événement dans le
cycle par L = Lxp) ou L*p, selon que cet événement correspond a une arrivée

ou un départ.

Pour la simulation avec le modele de branchement avec duplication des tra-
jectoires, on procede comme a ’accoutumée. On étudie N files qui partent de
1. Des qu'une file atteint le seuil supérieur avant de retourner en 0, elle est
dupliquée en R sous-files qui continuent d’évoluer a partir de ce seuil et ainsi
de suite. L’estimateur sans biais de la probabilité recherchée est donné par

N R R
~ 1 1
PSplitt - N E R—M E .. § 1i0 1i0i1"1i0i1..iM
10=1 11=1 1p=1

ou 1;y;,.4, représente le résultat du j-ieme tirage (c-a-d il vaut 1 si on atteint
B;, 0 sinon).

Pour Ly = 20 et en placant les seuils de 2 en 2, les résultats obtenus pour

différentes valeurs de p et pour des couts équivalents sont consignés dans les
tableaux suivants.

Pour p = 0.4, P = 1.649267e — 08 et pour C' de 'ordre de 4e + 07,
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IS

Splitting

Estimateur

1.650651e — 08

Borne inf IC

1.648443e — 08

Borne sup 1C

1.652859¢ — 08

Erreur relative

0.000839

Largeur rel. IC

0.002677

Pour p = 0.6, P = 2.437528e — 05 et pour C' de 'ordre de 4e + 07,

IS

Splitting

Estimateur

2.434702e¢ — 05

2.230000e — 05

Borne inf IC

2.429808e — 05

5.853636e — 06

Borne sup 1C

2.439597e — 05

2.522682¢ — 05

Erreur relative

0.001159

0.085139

Largeur rel. IC

0.004016

0.240146

Pour p = 0.8, P = 0.002916 et pour C de I'ordre de 8e + 06,

Commentaires : Tout d’abord, plus les probabilités de départ et d’arrivée sont

éloignées de 1/2 et plus I’échantillonnage préférentiel sera efficace. Ensuite,

IS Splitting
Estimateur 0.002909 | 0.00306500000000
Borne inf IC 0.002887 0.002957
Borne sup IC | 0.002929 0.003173
Erreur relative | 0.002765 0.051125
Largeur rel. IC | 0.014195 0.074311
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I’avantage du modele de branchement avec duplication des trajectoires est
qu’en introduisant les niveaux intermédiaires, on réduit la longueur de chaque
file et par conséquent le cout nécessaire pour atteindre A. On remarque enfin
que I'échantillonnage préférentiel semble efficace pour toute valeur de p alors
que la précision du modele de branchement avec duplication des trajectoires
se dégrade lorsque p décroit. Mais rappelons que ’échantillonnage préférentiel
nécessite une tres bonne connaissance du processus étudié et peut s’avérer par
conséquent, délicat a appliquer.

3.5.4. Un exemple sur les arbres. — L’espace d’état est ici un arbre en-
raciné et les particules se déplacent de la racine vers les feuilles. Pour chaque
noeud v de l'arbre, on associe a chacune de ses branches vy, .., v,, les pro-
babilités p(vi|v), .., p(vn|v); la particule issue de v choisit alors son chemin
selon ces probabilités. Le but de 'algorithme est de trouver un noeud profond
dans I'arbre c-a-d a la profondeur au moins d. En tronquant a la profondeur d,
le probleme devient alors ”quelle est la probabilité que le plus profond noeud
trouvé par l'algorithme soit a la profondeur maximale d ?”

De la méme fagon que dans les modeles étudiés précédemment, les probabilités
de transition p(v;|v) sont inconnues; par contre, étant donné un noeud v de
I’arbre, on sait choisir une branche de v selon la loi de probabilité précédente.

Décrivons maintenant 1’algorithme du modele de branchement avec duplication
des trajectoires. On part a I’étape 0 avec B particules a la racine. A 1'étape
7, il y a un nombre aléatoire de particules toutes en un noeud de ’arbre a la
profondeur 7. Si toutes les particules sont en des feuilles, on arréte 1’algorithme.
Sinon, a chaque particule en non-feuille, on ajoute R; — 1 autres particules.
On poursuit ensuite I'algorithme en choisissant aléatoirement (c-a-d selon les
probabilités conditionnelles p(.|v)) pour chacune de ces particules une branche.

Le cott d’une telle simulation est donné par

C=N ZP(Ulil\Ul) + Ry Z Zp(vlilig‘vlil)p(vlil |v1)

=1 i1=1iz=1

T T
-4+ Ry Ry Z T Zp(U1i1~~~id|Ulz’1mid,1) - p(vi [vr)
=1 ig=1
Soit « € [0, 1]. Pour illustrer cet algorithme, on construit un arbre, représenté
en Figure 4 et composé de 18 noeuds tel que
— chaque noeud a au plus trois branches,
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5 10 11 12 18

y=l-x-x°

Fi1G. 4. Arbre considéré dans 'exemple

— la probabilité pour une particule au noeud ¢ d’aller vers une des feuilles
de ce noeud est donnée par la ligne i de la matrice P (dépendant de z)

suivante :
[ (1-2)/2 (1-2)/2 =z
T 1—x—2a% 22
T 1—x 0
1 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
1 0 0
B 1/3 1/3 1/3
P= 0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
1 0 0
1—=x T 0
0 0 0
1 0 0
i 0 0 0 |
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On calcule alors analytiquement la probabilité P(A) d’atteindre une feuille de
profondeur maximale :
P(A) = 2%(2 — z)
et en prenant, par exemple, x = 1073, on obtient
P(A)=(2—-10")10°%~2107°

La simulation pour des cotits équivalents donne
— simulation simple : P(A) est estimé par P, = 2.5 107¢ (erreur de 5 1077)
avec un intervalle de confiance & 95% de longueur approchée 7 1076,
— modele de branchement avec duplication des trajectoires : P(A) est estimé
par Py = 2 107¢ (erreur de 107%) avec un intervalle de confiance & 95%
de longueur approchée 3 1076,

Application 3.5.1. — La discussion suivante (simplifiée et inexacte) fait
ressortir l'intérét de cette étude d’exploration d’arbre.

Etant donnée une fonction f définie sur un espace d’état S, il existe une facon
naturelle de définir un arbre tel que ses feuilles correspondent aux minima lo-
cauz de f. Chaque branche de l'arbre a la profondeur (hauteur) h correspond
a une composante conneze de {s : f(s) < h}. Voir Figure 5.

St on utilise un algorithme de Métropolis pour simuler la loi

arbre |

V.

Fia. 5. Correspondance entre arbre et probleme du recuit simulé
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mr(s) = erexp{—f(s)/T},

on obtient en réalité la loi mr restreinte a la composante connexe {s : f(s) <
R(T)} qui contient le point de départ pour une certaine fonction h(T'). Iden-
tifions cette loi au point correspondant de l'arbre a hauteur h(T). Ainsi on
peut voir la progression de [’algorithme de recuit-simulé avec une température
décroissante avec le temps comme une particule qui évolue lentement vers le
bas de l'arbre, faisant des choix irrévocables et aléatoires aux points de bran-
chement et s’arrétant a une feuille.

3.6. La fonction génératrice de 7,

Nous étudions dans cette section l'itérée n-ieme de la fonction génératrice f de
la loi binomiale de parametres (R, Py) et donnons des encadrements précis de
celle-ci. Pour alléger les notations, nous noterons l'itérée n-ieme d’une fonction

g par gn.

3.6.1. Bornes de f,(s) pour 0<s<1letm=1. —

Remarque 3.6.1. — Notons que f, et ses dérivées successives sont convezes.

On en déduit, entre autre, que f, et ses dérivées successives sont croissantes.

De plus, pour tout 0 < s < 1, on a s < f(s) < f(1) =1, et par récurrence,

s < f(s) < fo(s) < .. < 1. Finalement on obtient f,(s) — 1 puisque
n—oo

fu(s) > fn(0).

Proposition 3.6.1. — Soient oy = f"2(1), C = g2 max f"(s) = COJ;& pour
1 5¢[0,1] o1
un certain cy et Yp41 = nog[l — %Z?:l %] Alors, pour s proche de 1 et n
grand,
1-— 1—s)1— 1—
(1) - g1 Uolloalos)
Démonstration. — Borne supérieure : Faisons un développement de Taylor de

f au voisinage de 1. Alors il existe 6,, € [f,(s), fn(1) = 1] tel que

fr1(s) = [(fa(s)) = F(1) + (fuls) = D) F'(1) + (fuls) = 1)

2
(fuls) = 1)?
2

1" (6:)

= fuls) + £ (6n),
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puisque f'(1) = 1. Soit 7, = 1 — fi.(s), r satisfait
f"(0n)

Tni1 = T — 7*272 .
Maintenant posons ag = @. Définissons les suites décroissantes (a,) et (by,)
qui vérifient
(41) Uny1 = Qp — G20y, bpp1 = b — b2, ag=by=1—s

Alors, comme oy < aq par la Remarque 3.6.1,
(42) ay <1, < by,

Il s’agit donc de borner a,, supérieurement et b,, inférieurement.

Tout d’abord, puisque 0 < b; <1, on a

S 1 L "i L1
— = « =+« — > — 4+ nu
b, bn_1 01 — opbp—1 bo ‘ =0 1- aobj ~ b ’

Donc
1—s

4 <
(43) bn_l—l—ozon(l—s)’

d’ou la majoration de b,.

Appliquons maintenant la borne supérieure précédente a a, (o devenant ay),
on obtient

1—
(44) an < e

1 +nai(l—s)
En injectant (44) dans i = % + o Z?:_Ol 1—a11aj’ on obtient la minoration

suivante de a,, :

" (1 —=35)[1—aq(1 —3)]
45) "= 1+ ay(1—s)(n—1— 200y

Finalement (42) et (45) induisent la borne supérieure de f,, dans (40).

Borne inférieure : On montre par induction que

1—5 Yn+1 = Cn + Vn

(46) hy,(s) =1~ m < fa(s) avec "=
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Pour n = 1, le résultat est donné par la Remarque 3.6.1. Notons tout d’abord
que, pour tout s # 1,

1-— 1 1 1
ho(s) = i

- >1--,

C1+n(l—s) n1+ﬁ n

Notons ensuite que

1 1
noy — Ypp1 — Caglogn = Coy (1—|-§+...+_)7
n

et par conséquent,

1
Ynt1 o~ N 1— ﬁ(logn +71,

ou v est la constante d’Euler. On en déduit que, pour n suffisamment grand,
h.,(s) > 1 —¢o/n pour un certain co.

Enfin,
byt (t) = he, 0 hy, (t) = he,(s), pour s=h,,(t)
= 1+ (s—1)+cals—1)*+ %h;’;(@i)
< 1T+ (s—1)+cu(s—1)°
218 — 1 " pn2 CVal
= 7 - -0 ey + €

IN

f(s) par définition de C
f(hy, (8)) = f © hy, ()

Mais par hypothese de récurrence, on a h., (s) < f,(s), et donc, puisque f est
croissante,

h’Yn+1 (t) S fn-i—l(t)'

Remarque 3.6.2. — Remarquons que

1
Yn+1 n:oo noy 1-— E(logn—}-v) 5

ou vy est la constante d’Euler.

Dans le cas particulier de f(s) = (Pys + 1 — Fy)®, on peut obtenir un résultat
plus précis pour la borne inférieure :



3.6. LA FONCTION GENERATRICE DE Z, 83

Proposition 3.6.2. — Pour s proche de 1,
1—s
1+nai(l—s)

(47) < fu(s)

Remarquons 1’égalité pour s = 1.

Démonstration. — Posons h(s) =1 — (1 —s)/(1 4+ ay(1 —s)). Puisque f(1) =
h(1) =1, f/(1) = K(1) = 1 et f(1) = h"(1) = 2a4, le signe de f — h, au
voisinage de 1, dépend de facon évidente du signe de la dérivée troisieme de
f — h, au voisinage de 1, qui est trivialement négative. Alors h < f. Puisque
f est croissante, on déduit (47) par récurrence. O

On a tracé en Figure 6.1 les bornes précédemment obtenues pour P = 10712
et s proche de 1.

251

15

0.8 082 084 086 088 0.9 092 094 096 098 1
Value of s

1. pour 0<s<1 2. pour 1<s

F1G. 6. Bornes of fy/(s)

3.6.2. Bornes de f,(s) pour 1 <setm=1. —

Remarque 3.6.3. — D’abord, notons que, par convexité, pour tout s > 1
(s =1)f (1) < f(s) = f(A) = f(s) = 1,
d’ot f(s) > s et par récurrence sur n

Fat() = fuls) 2 .= f(s) 2 s > 1.
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On remarque aussi que pour s > 1, la fonction itérée croit rapidement vers
linfini.

Proposition 3.6.3. — Posons ), = nou[1 + £(logn + 1)] — ay. Alors, pour
s proche de 1 et n assez grand,

(s—1) s—1
48 1+ < fols) <1+
(48) 1 —naysi?2(s — 1) Juls) 1—ny/(s—1)
Démonstration. — En procédant comme pour la Proposition 3.6.1, on ob-
tient la borne supérieure. Ici f, =, et on ne peut donc pas faire un

développement de Taylor au voisinage de 1 comme précédemment. Pour contour-
ner cette difficulté, considérons k, la fonction réciproque de f,,, c’est l'itérée
n-ieme de la fonction génératrice k, fonction réciproque de f. Notons que k
vaut 1 en 1, telle que sa dérivée premiere vaut 1 en 1, sa dérivée seconde est
négative et k, — 1. Ainsi par un développement de Taylor au voisinage de

n—-+00
1 et en utilisant les mémes techniques que précédemment,
—1)(1— -1 -1
1+ (n—1)a(s—1) 1+ nogsn’ “(s — 1)
ou [y = kT(s) et s, =1+ n%l En utilisant le lien entre k,, et f, et la borne

supérieure de k,, on obtient

(s —1)

1 — naysh? (s — 1)

(49) 1+ < fals).

La borne inférieure de k, conduit a une borne supérieure de f, ; mais elle
n’apporte aucune précision supplémentaire. O

Comme précédemment, on peut obtenir une borne supérieure plus précise dans
le cas olt f(s) = (Pys+1— Py)f:

Proposition 3.6.4. — Pour s proche de 1,
s—1
1 —nai(s—1)

(50) fuls) <1+

On a tracé en Figure 6.2 ces trois bornes pour P = 1072 et s proche de 1.
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3.6.3. Conséquences. — Nous remarquons ainsi que, pour n grand et s
proche de 1,
1—s
nls)=1-—
fa(s) 1+ nai(1—s)

Notons que le membre de droite est simplement 1'itérée de I’homographie qui
vaut 1 en 1, telle que sa dérivée premiere vaut m en 1 et sa dérivée seconde
vaut f”(1) en 1.

Remarque 3.6.4. — A propos de la loi géométrique.

Si la loi de X est telle que les probabilités pi, sont en proportion géométrique :
pe=P(X =k) =bF" pour k=1,2--- etpo=1—3 o, pi avec b,c >0 et
b <1 —c, alors la fonction génératrice associée est une fraction rationnelle :

b bs
h(s)=1-— :
(s) 1—-c * 1—cs
Posons b= (1 —c)? et c = 174, on obtient alors
s—1
h(s) =14 ——
(s) +1—0z1(s—1)

Ainsi on a comparé l'itérée n-ieme de la fonction génératrice d’une loi Bino-
miale a celle d’une loi géométrique. Cela suggére de comparer les modéles de
branchement avec duplication des trajectoires associés respectivement a une loi
Binomiale et a une loi géométrique. Le second se déroule selon le protocole
suivant : on génere les particules les unes apres les autres. Tant que le niveau
supérieur n’est pas atteint, on continue a générer des particules les unes apres
les autres. Dés que le niveau supérieur est atteint, on recommence depuis ce
niveau (la loi géomélrique est la loi du premier succes).

Ce lien est aussi souligné par Cosnard et Demongeot dans [17] : pour m =1 et
o? = f"(1) = 2ay, le comportement asymptotique de fon est le méme que celui
de l'itérée 2™-ieme de la fonction génératrice d’une loi géométrique de méme
variance (c-a-d h).

En généralisant pour m # 1 et en notant maintenant a; = LS), on obtient

2
finalement
Corollaire 3.6.1. —

fu(s) ~ m"(1—s)

noo 14 ap(l—s) L
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3.6.4. Autres bornes. — Nous souhaitons dans cette section comparer les
bornes obtenues précédemment a des bornes connues et démontrées par Alan
Agresti dans [1] et Dean Fearn dans [24].

Tout d’abord, Agresti obtient les encadrements de la proposition 3.6.5, en
procédant en trois étapes :

1) Pauteur encadre la fonction génératrice f par des fonctions appartenant a
A={po+p1s+p2s® : pr+2p2=f(1)}

ou B={py+ (1—po)s* : k(1 —po) = f'(1)},

2) puis il encadre les fonctions de A et B par des homographies (dont on
connait explicitement les itérées),

3) enfin il itere ces encadrements.

Proposition 3.6.5. — On a pour toute fonction génératrice f(s) = >~ pis’
telle quem <1 et f7(1) < oo et 0 < s <1,

m™(1 —s) m"(1—s)
51 1 - n S n S S 1 - )
B BTN T e ol b W g
Démonstration. — Eléments de preuve : On montre d’abord les minorations

suivantes

pour py < 1—3m, f(s)=po+ [2(1 —po) —m]s+ (po+m —1)s?
pour pozl—%m, f(s)zl—%m—i—%msQ

et la borne supérieure
2 2 ,
m m FAIEO N

s)<1-— -+ S
f( ) — m+ f?;(l) m+f77(1)
Ensuite, on encadre les fonctions de A et B par des homographies de la forme

b(l1—s
f(byc;s) :=1— 1+(cl(1_)s) :

(i) Posons by = p; 4+ 2ps, ¢ = —22— et ¢} = plpfm. Alors

fbi,erss) <po+pis+pas® < fb, & 9)
(ii) Posons by = k(1 — po), c1 = k — 1 et ¢ = 51, Alors
f(ba,c238) < po+ (1 —po)s™ < f(ba, chs s)

Enfin, on itere les encadrements obtenus. O

On peut déduire de ces résultats le méme type de bornes pour m > 1 de
la fagon suivante. Soit ¢ < 1 le point fixe de f. Posons f(s) := @. Alors
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f'(s) = f'(q@) < 1, et donc f est la fonction génératrice d'un processus sous-
critique et ainsi elle vérifie les encadrements précédents. On peut interpréter
f comme la fonction génératrice du processus original conditionné par une ex-
tinction éventuelle.

Maintenant f,,(s) = ¢f,(s). D’olt

Proposition 3.6.6. —

52) all_f@ <1—s>] o) <7 [_ S(@)"(1 - s)

@ @D (] o) L@
L+ a7 L+ 0 1= 8) TG

— . l @+f/(®_l
avec o = 1in 9 7]”(6)

Remarque 3.6.5. — Nous pouvons aisément généraliser ces encadrements
au cas de processus de branchement en environnement variable c’est a dire
lorsque les lois de reproduction g; sont indépendantes mais non identiquement
distribuées. On obtient alors, en notant m, la fonction génératrice de Z,

Tn(s) =goo--0gu_1(s),

n—1 // ) -1 // -1

1
g,
1_ 4+ ) Q]-i-l] < m(s) < 1— [Qn 1—2s) z; Q]-H

1
Qn(l—s 2 = 9

0t Qn = [T} g(1).

Citons maintenant les encadrements obtenus dans [24].

Proposition 3.6.7. — On a pour toute fonction génératrice
f(S) - Zzzopzsl et 0 S S S ]_7

B m™(1 —s) m"(1 — s)
(53) 1 1+po+gl(1—s)1¢f—f"()§1 3 L0 (1 g

Remarquons que les bornes inférieures de Fearn et Agresti sont les mémes.



88 CHAPITRE 3. MODELE DE BRANCH. AVEC DUPLIC. DES TRAJECTOIRES

Démonstration. — Eléments de preuve : On montre d’abord I'égalité suivante
m 1
= A
1— f(s) 1—s+ (s)
avec A(s) =D 7 oDk Z Zl 0 Zoopk—w

Ensuite, on encadre la fonction A. Enfin, on itere les encadrements obtenus. [

3.6.4.1. Commentaires. — Ces encadrements sont valables pour toute fonc-
tion génératrice f et tout s € [0,1] et nous permettront donc d’estimer la
probabilité d’extinction comme nous le verrons dans la section suivante. Ce-
pendant, elles sont moins précises que les bornes obtenues en sections 3.6.1 et
3.6.2.

3.7. Probabilité d’extinction

Nous voulons estimer la probabilité d’extinction pour M donné :
P(Zy41 =0|Zy = N)

Nous allons utiliser les encadrements de fonctions génératrices quelconques par
des homographies dus a Agresti [1], valables pour tout s € [0, 1] et présentés
en section 3.6.4.

Dans notre modele, f(s) = (Pys + 1 — Py)® et la probabilité d’extinction
d’une particule initialement générée est

P(Zyy1 =012y =1) = Pofu(0) +1 - R,
d’ou

mM

PO (1_ 1—i—m1n(1 p0+m 1)1 mM

mM
< ho (1_1+f”(1)1—mM t1-h

m 1-m

>+1—P0§IP>(ZM+1:O\ZO:1)
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En générant N particules indépendantes au départ, on obtient alors un enca-
drement de la probabilité d’arrét de 1’algorithme :

M
) <1—H7ZW)+1—PO

1-m

mM
E (1 T Pa | T h

m 1-m

N
< P ( arrét algorithme )

N
<

On a donc P ( arrét algorithme ) = © (exp —NC).

Application numérique : (1) Pour P = 1071, C' = 10, l’algorithme optimal
donne

M =20,F, =0.1931 et N =662
et en prenant R = [1/F,| =5 (alors m = 0.9653 < 1), on obtient

0.9831 < P (Zy1 = 0) < 0.9922
et

1.2796 10~° < P ( arrét algorithme ) < 5.7 107°

(2) Pour P =102 C = 10*, l'algorithme optimal donne

M =16,F, = 0.1968 et N = 588
et en prenant R = 1/P, = 5.08 (alors m = 1), on obtient

0.9701 < P (Zars1 = 0) < 0.9866
et

1.7657 1078 < P ( arrét algorithme ) < 3.5192 1074

q ; : IO 4 @1
Ensuite, si ¢ est le point fixe de f et & := min {%7 &}7

()
/ M
Poq 1—% +1—-F <P(Zys41 =0[Zy=1)
1+ a' e
1-f"(q)

- r@"

S Poq <1 - 1 ~f"(@) 1—f (M + 1 - PO
T7@ 177 @
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En générant N particules indépendantes au départ, on obtient la probabilité
d’arrét de 'algorithme :

Poa<1—ﬂ)+l—Po

L@
I+ aT57G

_ F@M )
Poq (1 - +1-— PQ
— @) L@
L+ 457G 7@

N
< P ( arrét algorithme )

N

<

Ainsi, P ( arrét algorithme ) = © (exp —NC).

Application numérique : Pour P = 1079, C' = 10%, l’algorithme optimal donne
M =12, Py =0.2031 et N =700

et en prenant R = [1/Fy] = 5 (alors m = 1.0155 < 1), on obtient, apres
estimation de ¢,

0.9568 < P (Zyr41 = 0) < 0.9756
et
3.7574 107" < P ( arrét algorithme ) < 3.0194 10°®

3.8. Résultats asymptotiques

Enoncons maintenant la démarche asymptotique présentée par Glasserman,
Heidelberger, Shahabuddin et Zajic dans [31] pour le modele de branchement
avec duplication des trajectoires afin de faire le lien avec celle proposée dans
cette these. Considérons une famille de probabilités P = { P,k = 1,2,---} et
les probabilités v, := P(A) — 0 lorsque k& — oo, pour un certain borélien
A. Remarquons que le contexte est le méme que celui de la section 2.2.2.2
dans laquelle était présentée une approche grandes déviations. Nous souhai-
tons étudier 7, lorsque k — oo. Il s’ensuit, pour revenir au modele de bran-
chement avec duplication des trajectoires, que cela revient a considérer que
M, le nombre de niveaux, tend lui aussi vers l'infini. Un estimateur naturel
de 7 est I'estimateur de Monte Carlo : soit X ,il), e, X ,E,N) un échantillon de
N variables aléatoires indépendantes de loi commune Py ; alors I'estimateur de
v = Px(A) correspondant est donné par

N
~ 1 i
T =5 2 1alxy)
1=1
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Rappelons que par le théoreme central limite, comme expliqué en section 2.2.1,
le nombre de copies indépendantes nécessaire pour garantir une erreur relative
fixée est proportionnel & 1/42 et croit infiniment lorsque k — oo puisque

QI—aU(;V\k)} ’

P(m—%\éevk):l—ai]\f:[
€Yk

ol ¢;_, est la quantile de la loi normale d’ordre 1 — a.

Les auteurs définissent d’abord deux notions d’efficacité.

Définition 3.8.1. — On dira qu’une famille d’estimateurs {7, k =1,2,---}
a une erreur relative bornée si

lim supM < 00,
k—oo Tk

ot o(Yx) est I'écart type de .

Sous cette condition, le nombre de particules initialement générées nécessaire
pour avoir une erreur relative fixée reste borné. Une condition plus faible est

22

(54) lim M =1
k—oo  log 2

que I'on appellera efficacité asymptotique ou condition d’optimalité asympto-
tigue. En d’autres termes, cette condition signifie que le taux exponentiel de
décroissance du moment d’ordre 2 de 'estimateur est deux fois plus grand que
celui du moment d’ordre 1. Remarquons que par positivité de la variance c¢’est
la meilleure vitesse possible c-a-d la limsup du rapport ne peut excéder 2. Cette
définition de l'efficacité asymptotique est similaire a celle énoncée en section
2.2.2.2 dans le contexte des grandes déviations avec ¢ = 1. Elle garantit que la
probabilité que l'erreur relative entre 7, et son estimateur dépasse un certain
a reste bornée.

Etudions maintenant 'efficacité asymptotique du modele de branchement avec
duplication des trajectoires. Rappelons que 'estimateur est donné par

1 N R Ri—1
Ye = —NR - R E E e E 1i0 1i0i1"1i0i1"'ik—1
1 k=l —1i=1 i =1

ol 1;y;,..; représente le résultat du j-ieme tirage et N le nombre de copies
indépendantes générées initialement.
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Lorsque les R, = Rpourt=1---M, P,=Fypourt=1---M+1, m = RF,
et v = Pé““, on obtient alors, en utilisant le lemme 3.3.1,

p2EtD) g
PO (£ —1) mAl

mk m—1

N
%Pg(lﬁ_l)(k‘ + 1) <%0 _ 1) m=1

var(J) =

On en déduit que

%O <P02(k+1)) m > 1
var(3) = { LR (5 4 1) (,%0 - 1) m=1
£0 (& RMY) m<1

Ainsi 7 est asymptotiquement optimal au sens de la définition (54) lorsque
m > 1. Mais dans ce cas, la réduction de la variance se fait au détriment du
nombre d’échantillons générés qui croit géométriquement. Les deux notions
précédentes d’efficacité définissent 'efficacité seulement en fonction de la va-
riance de l'estimateur et non en fonction d'un quelconque cotut. La notion
suivante d’efficacité asymptotique ou d’optimalité asymptotique semble plus
appropriée au contexte, une fois de plus :

Définition 3.8.2. — On dira qu’une famille d’estimateurs {7y, k =1,2,---}
est asymptotiquement efficace ou asymptotiquement optimale si
lo 7, k
lim g(ﬂﬂ(%lw( )
k—oo log 7;;

=1

ot w(k) désigne le cout moyen engendré lors de la simulation.

Il faut donc définir une notion de cout. Dans D'article, les auteurs proposent
deux fagons de définir ce dernier : la premiere en assignant un cotut constant
égal a une unité pour chaque génération d'une particule, la deuxieme tient
compte de l'effort nécessaire a une particule pour atteindre le niveau supérieur.
Dans le premier cas, le cotit moyen de la simulation est donné par

k1 NO (mF1) m>1
w(k;):{%km—l m;_éi =<q Nk+1) m=1
m= NO (1) m <1

On remarque alors que 'estimateur 7 est le plus performant lorsque m = 1
puisque
log(var(GuJu(k)
log vk
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Lorsque m # 1, la limite est inférieure a 2 en raison d’une variance trop grande
(m < 1) ou d'un effort trop grand (m > 1). On retrouve donc I’équilibre déja
obtenu en section 3.4.4.

3.9. Lien avec le modele d’échantillonnage préférentiel

Il est possible de dégager des paralleles entre le modele de branchement avec
duplication des trajectoires et d’autres modeles : comme nous 'avons déja vu
avec le modele de Galton-Watson mais aussi avec le modele d’échantillonnage
préférentiel. Nous présentons, dans cette section, deux similarités entre ce der-
nier et le modele de branchement avec duplication des trajectoires.

Tout d’abord, nous pouvons voir, dans un certain sens, le modele étudié dans
cette these comme un modele d’échantillonnage préférentiel adaptatif. En ef-
fet, notons, comme précédemment, B; les niveaux de transition. On estime la
probabilité de I’événement rare A en M étapes comme suit :

1. Posons k =1 et n, = N.
2. Posons A = By, et P, = P(e|By_1).

3. Estimons IP(A) en utilisant ny, échantillons avec
~ 1 N
P=—> "14()L(j k)

ol L(j, k) est un estimateur de L(j, k).

4. Posons k = k + 1 et n, égal a R, fois le nombre de succes précédent.
Retourner a I'étape 2 tant que & < M + 1.

Le changement de mesure qui apparait dans ce modele est courant en échantillonnage
préférentiel, comme expliqué en section 2.2.2.1. Apres chaque étape k, la pro-
babilité d’intéret devient

]P)k == ]P)(.|Bk_1)

et par définition Py (By) = Py est plus grande que la probabilité de I’événement
rare lui-méme et donc plus facile a calculer. La fonction de vraisemblance est
donnée par

- £y ~eee -
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mais comme L est inconnue, on I'estime par

k—1

i=1
ou les (); ont été obtenus durant les étapes précédentes.

Remarque 3.9.1. — 1) On ne connait pas le rapport de vraisemblance actuel
des nouvelles trajectoires et les rapports de vraisemblance sont égaux pour tout
échantillon d’un méme niveau, ce qui n’est pas le cas en général en échantillonnage
préférentiel.

2) Il n’y a pas ici de loi tiltée comme en échantillonnage préférentiel mais les
mesures de probabilités sont seulement changées par conditionnement.

D’autre part, nous pouvons aussi voir la simulation d’échantillonnage préférentiel
comme une procédure d’estimation faisant intervenir n = N HQ/I:I R); échantillons
possibles a la derniere étape de I’échantillonnage préférentiel. On associe alors,
comme vu précédemment, un poids a chaque échantillon. Pour chaque échantillon
au niveau 1, le poids est 1. Quand un échantillon atteint le niveau k, il est di-
visé en Ry, sous-trajectoires qui recoivent donc chacune une fraction 1/Ry du
poids initial. Ainsi le poids d’un échantillon a la derniere étape est

1
L=TT—=—
Uz
et on estime P(A) par
1 n
N > 1a(wi) L(w)
i=1

Notons que cette formulation de I'estimateur est la méme que celle de 'esti-
mateur classique de I’échantillonnage préférentiel ( [45]). Mais une fois de plus,
cette comparaison est artificielle puisqu’on divise une somme de n estimateurs
par seulement N. De plus, L est en fait une constante indépendante des w;.
Bien qu’il n’y ait pas de changement de loi dans cette formulation, le fait que
la fonction de poids L est en fait un rapport de vraisemblance est la principale
analogie entre les deux modeles.

Remarque 3.9.2. — Bayes dans [8] avait introduit cette notion de poids
comme facteurs d’importance.
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3.10. Conclusion

La minimisation de la variance de 'estimateur a cout fixé a montré que les
niveaux de transition devaient étre uniformément répartis c-a-d que les pro-
babilités conditionnelles devaient étre égales et que les nombres de retirages
devaient étre égaux a I'inverse de cette valeur commune. Nous souhaitons main-
tenant obtenir des intervalles de confiance afin d’étudier la précision de 'algo-
rithme. Nous verrons que ces intervalles de confiance dépendent de la trans-
formée de Laplace de 'estimateur. Une autre démarche d’optimisation, sans
doute plus naturelle mais plus complexe, serait donc de minimiser directement
la transformée de Laplace afin de déduire un algorithme optimal. Mais nous
montrerons a posteriori qu’asymptotiquement les deux démarches conduisent
aux memes parametres optimaux.

En pratique, les niveaux de transition sont généralement inconnus mais peuvent
étre estimés lors d’une premiere phase d’apprentissage (voir Chapitre 5). Quoi
qu’il en soit, dans la plupart des cas, il ne pourra étre garanti qu’elles seront
toutes égales. C’est pourquoi nous étudions dans le chapitre suivant les inter-
valles de confiance dans le cadre général non critique (m # 1) et nous pourrons
ainsi déterminer la sensibilité de ces bornes.

En outre, nous avons montré que les nombres de retirage devaient égaler une
certaine valeur. Pourtant, il peut s’avérer que cette valeur ne soit pas entiere
alors que nous voulons dupliquer les trajectoires en un nombre entier. Par
conséquent, nous proposons et analysons dans le chapitre suivant deux algo-
rithmes visant a contourner ce probleme.






CHAPITRE 4

TRANSFORMEE DE LAPLACE ET
INTERVALLES DE CONFIANCE

Les résultats de ce chapitre sont I'objet de larticle [44] soumis & la revue
Stochastic Processes and their Applications.

4.1. Introduction

Le controle de la variance de P donne un premier intervalle de confiance pour
P(A) : par application de I'inégalité de Markov,

p (w S ) < szt ((P-=()))

B var(ﬁ)

 P(A)2a2

< % {(M +1)° <%0 — 1) h (Po)]
~ %h (PRy)

Cette estimation est en général sans intérét : elle peut s’avérer non pertinente
puisque apparait au dénominateur la probabilité de ’événement rare qui est
tres petite. Ainsi il peut arriver que cette borne soit plus grande que 1. Par
exemple, pour h =1, M = 12 et o = 102, la borne obtenue vaut ~ % ; afin

d’avoir une borne inférieure a 1, il faut N > 5.10°.
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En d’autres termes, en notant que Var(ﬁ) = - Zf\il var(Q;) = %Var(ij) =
s

P < > P(A)a) < NP(A)a?

Cette inégalité, a la base de la loi faible des grands nombres, n’est pas satisfai-
sante puisque sous des conditions supplémentaires de régularité, le théoreme
de la limite centrale implique

P <\/§ (% ; Qi — E(@)) > y) L0

Ce type de résultat n’est pas satisfaisant car asymptotique alors que nous avons
besoin de bornes exactes en fonction des parametres.

2

AR ~
¥ 20 —EQ)

Mais par le Lemme2 du ChapitreVII de [25], il vient
1 e v/

V2r Y

1—o(y) =

On a méme, plus précisément,

1 1 1 ) 1 e V2
| eV 2< = <
V2m {y yf’l S1-9ly) < Vor Y

De quoi on peut espérer une approximation de la forme

N =~ A 2 /(942
(55) P <\/; (% ;Qi - E(Q)) = y) o e~ NVY*/(259)

L’inégalité de Markov n’étant pas suffisamment précise, on va donc chercher
a affiner le résultat. Une amélioration de cette borne est obtenue grace a la
méthode de Chernoff, fréquemment utilisée en théorie des grandes déviations :
pour tout u > 0,

P(ﬁzP(A)(1+a)) - P(%Z@ 2P(A)(1+a)>

= P(ZW&H 2N(1—|—a)>

- P <€u2£\;1 Wiy > 6uN(1+a)> < 6—uN(1+a)E (€UWM+1)N

< exp {N [log (E (e“WM“)) —u(l+ a)}}
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L’optimisation en u > 0 implique que
(56) P (P> (1+a)P(4)) <exp{Ninf [logE (") — u(1+a)] }
De méme,

(57) P (13 <(1- oz)IP’(A)) < exp {Nﬂ% [logE (e"""+1) — u(1 — a)}}

Remarque 4.1.1. — Notons que les parametres optimaux de [’algorithme
déduits par minimisation de la variance coincident avec ceux déduits par mi-
nimisation de la transformée de Laplace. En effet, avec la Remarque 3.4.2 et
(81), on obtient la borne gaussienne suivante

(58) 2 exp (_%zm)

Dans notre modele, la fonction génératrice de Zyrq est Pofa(s) +1 — Py ou
f(s) = (Pys+1— Py)F (fonction génératrice d’une loi binomiale de parametres
(R, Py)).

La transformée de Laplace de Wy, est alors donnée par
(59) E (") = Py fy <6*P01M) 11— P,
Posons maintenant

Y (u) :==log (f(e")) = Rlog (Poe" + 1 — 1),

on observe que ¢ = h™'ofoh avec h(u) = exp(u); et ainsi ¥y 41 = h™ o far410h
et

(60) E (¢"4+1) = exp {%wMH (Poij;M) }

Par conséquent, (56) et (57) se traduisent par

P—P(a) o o
P (W >a | < exp{Nir;%FMH(u)} + exp {N}LE%FMH(“)}
ol
Fyra(u) := 59 oo ) —(1+a)u

Fup(w) == gt (g ) —(1—a)u
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Nous cherchons donc a obtenir des estimées de la transformée de Laplace de
Wirs1 que 'on réécrit sous la forme

1 u
E (euWM+1) = exp {EwMﬁ-l (POmM) }

ol Ypryq est l'itérée M + 1-ieme d’une certaine fonction .

L’expression de v, quoique simple, ne permet pas de donner une forme ex-
plicite de son itérée M + 1-ieme. En pratique, le nombre optimal de niveaux
M n’est pas tres grand et par conséquent, des estimées asymptotiques seraient
imprécises. Pour la méme raison, une approche numérique pourrait étre envi-
sagée; cependant, elle s’avere impraticable puisque le nombre optimal M est
inconnu a l'avance et est justement dérivé a partir de ces bornes.

C’est pourquoi, dans cette section, nous cherchons des estimées précises de
la transformée de Laplace de Wy, et plus précisément, des estimées précises
de Ypr11 et d’abord de ¢. Ce qui est fait selon la technique suivante : au lieu
d’utiliser une seule fonction pour borner v, nous en utilisons plusieurs afin
d’obtenir des bornes supérieures et inférieures plus précises. Nous choisissons
ces bornes dans les groupes de Lie de faible dimension des fonctions homo-
graphiques et des fonctions affines. Plus la dimension du groupe de Lie est
grande et plus précise sera notre approximation, puisque la dimension décrit le
nombre de parametres a ajuster (par exemple, les k premieres dérivées en un
point). Malheureusement, nous n’avons pas trouvé de groupe de Lie de plus
grande dimension ayant la propriété de monotonicité requise pour itérer direc-
tement les inégalités obtenues pour 1. L’intérét d’utiliser de telles fonctions
réside aussi dans le fait que leurs itérées ont une forme explicite. En utilisant
cette technique, nous dérivons, dans cette section, des bornes précises de la
probabilité de lerreur relative P(A) et son estimateur. En pratique, I'ajuste-
ment des P; proches de la valeur optimale peut étre fait dans une premiere
phase. La proportion du cott consacré a cette partie d’apprentissage est le
sujet du chapitre 5. Mais il apparait rapidement que, méme dans le cas ou les
P; sont proches de la valeur optimale, le fait que le nombre de retirage n’est
pas entier dégrade rapidement la précision de ’algorithme : dans ce cas, on
prend R égal a l'entier le plus proche de la valeur optimale mais quelle que
soit sa valeur, la criticalité du processus de Galton-Watson est perdue et la
perte de précision est significative comme le montre la Figure 1 illustrant la
sensibilité des bornes en m ou encore le tableau suivant donnant la longueur
de 'intervalle de confiance a 95% pour la variance et la transformée de Laplace
pour
— le modele optimal (Optimal) : m = 1,
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Upper bound sensibility in m for P=10° and Co=10%

=4 o o o
> S @ © =
1

Value of the majoration
o o
IS @
T

0.3r

0.1/u=0.025
~a

0=0.03 L L 1 L
0.6 0.7 0.8 0.9 1 11 12 13 14 15 16
Value of m

Fi1G. 1. Sensibilité des bornes en m pour différentes valeurs de «

— le modele ol R est I'entier le plus proche de la valeur optimale ( Déterministe) :

m # 1,
dans deux cas :
— pour P(A) = 3.5 107" et C' = 10® (Cas surcritique),
— pour P(A) =5 107" et C' =108 (Cas sous-critique).

P(A) =3510"" et C =108 | P(A) =5.10"" et C = 108

Cas surcritique : m = 1.111 | Cas sous-critique : m = 0.909

Variance Laplace Variance Laplace
Optimal 0.05080 0.03948 0.04938 0.03835
Déterministe 0.05702 0.04428 0.05428 0.04215

TABL. Longueur de l'intervalle de confiance a 95%

Ce chapitre est aussi consacré a 1’étude de différents moyens pour contourner
ce probleme. Guidés par [3], nous introduisons deux algorithmes considérant
le nombre de retirage comme une variable aléatoire dans I'espoir d’améliorer
la simulation et d’étre le plus proche du modele optimal. Plus précisément,
posons k = |1/Fy|. Au lieu d’utiliser une valeur déterministe unique pour R,
nous générons des variables aléatoires de Bernoulli i.i.d. R; sur {k, k+1} de pa-
rametre p = P(R; = k). Dans un premier modele, nous générons des variables
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aléatoires de Bernoulli i.i.d. R; a chaque fois qu'une particule atteint le niveau
supérieur ¢ partant du niveau 7 — 1 et nous décidons d’ajuster p de facon a
avoir m = 1. Un second modele consiste a générer un environnement aléatoire
décrit par la suite (Ry, Ry, .., Ryr) de M variables aléatoires de Bernoulli i.i.d.
R; sur {k,k + 1} de parametre p, obtenu par la technique d’optimisation uti-
lisée précédemment mais avec une constante additionnelle (lien entre R et son
inverse).

Nous faisons dans les trois parties suivantes I’étude des trois différents modeles.

Dans un derniere section, nous illustrons les résultats grace a une application
numérique.

4.2. Premier modele : déterministe

4.2.1. Le modele. — Dans cette section, nous considérons le processus de
branchement de Galton-Watson associé au modele de branchement avec du-
plication des trajectoires dans le cas ou R est déterministe avec m # 1 et nous
souhaitons obtenir des estimées précises des intervalles de confiance.

Rappelons que

(61) P <18 > (1+ oz)IP’(A)) < exp {Nigfo [logE (e""+1) —u(1 4 oz)}}

et

(62) P (]3 <(1- oz)IP’(A)) < exp {N inf [logE (") — u(1 — a)}}

u<0

Mais puisque, avec ¢ (u) = Rlog (Poe + 1 — Fy),

1 u
E (euWM+1> = exp {EwMﬁ-l (POmM) }

ces deux inégalités conduisent a

P — P(4)| R o
_ > <
IP’( P(A) >« _exp{N}g%FMH(u)}+exp{N11Lr<1%FM+1(u)}
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ou
F]\J/r[H(u) = }%QZJM—H W —(1+OZ)U

Fipn(u) = Ltarin (5 ) — (1= a)u

4.2.2. La transformée de Laplace de W, ;. —

4.2.2.1. Introduction. — Nous cherchons a obtenir des bornes précises sur la
transformée de Laplace de W, 1 donnée par (60) (ou M est remplacé par
n). Par conséquent, nous sommes intéressés par le comportement de 1,1 et
puisque 9,1 n’a pas d’écriture explicite, nous sommes amenés a estimer
dans un premier temps et d’en déduire des bornes de ,,.1 par itération.

Heuristique pour l’estimation de ¢ : au lieu d’utiliser une seule fonc-
tion pour estimer 1, on propose des encadrements par morceaux afin d’obtenir
des estimées plus précises. Pres de 'origine, on bornera ¢ par des fonctions
homographiques et ailleurs par des droites affines.

Par exemple, pour u > 0 et m > 1, pres de 'origine une «bonney» fonction
homographique (méme valeur en 0, mémes premiere et seconde dérivées en 0)
majore finement . Pour de grandes valeurs de u, par contre, il vaut mieux
utiliser la direction asymptotique. Ainsi, on obtient

mu/ (1—%@ pour 0 < wu < ug
Ru pour uyg <wu

P(u) < {

1-Py
2

pour un ug tel que mug/ (1 - uo) = Ruy.

Notons h(u;z,y) = oo et g(u;x,y) = zu + y. Plus généralement, on ob-

tient des majorations et minorations précises de la forme

{h(u;x,y) pour u pres de 0

g(u;z,y) sinon

Comme nous 'avons dit précédemment, nous choisissons les fonctions pour les
encadrements dans les groupes de Lie de petite dimension des fonctions affines
et des fonctions homographiques. L’'intéréet d’utiliser de telles fonctions réside
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dans leur monotonicité mais aussi dans le fait que leurs itérées ont une forme
explicite. En effet, il vient facilement,

x"u " —1
ho(u;z,y) = ————— et gu(ujz,y) = 2"u+y——0rH
1 —yut— r—1
z—1
Représentons maintenant toute homographie h définie par h(u) = ‘C’:jj:s par la

matrice

b
w=( 1)

et de méme toute fonction affine g définie par g(u) = au + b par la matrice

a b
=57
Et ainsi nous sommes ramenés a étudier 1'action de GI(2) sur C définie par
az +b a b
a.z = our a = :
cz+d’ P c d

Le probleme est de décrire I’action du groupe sur un zg qui sort d’'un domaine;
ainsi le point crucial sera de déterminer le nombre d’itérations apres lequel il
y aura un changement de domaine et donc un passage des homographies aux
fonctions affines.

Heuristique pour D’estimation de v, : Puisque les estimées de 1 sont
de deux types, nous bornerons 1, avec trois fonctions différentes. En effet,
partant d'un u proche de 0, on iterera h; tandis que partant d'un w loin de 0,
on iterera la fonction affine g. Partant d’une valeur intermédiaire pour u, nous
rencontrerons un changement de régime que décrirons par la suite.

Plus précisément et par exemple pour m > 1 et v > 0, nous verrons dans
la section suivante que 0 est un point fixe répulsif. Donc partant de u > 0,
¥y, (u) diverge lorsque n tend vers oo et il existe différents régimes pour les
estimées supérieures :
— sl u > ug, on itere simplement u — Ru et 'itérée n-ieme de 1 est inférieure
a 'itérée n-ieme de Ru,
—si u < ug, on commence par itérer h (.;m, 5
h, (u; m, 1_2P 0) est toujours inférieure a wug alors l'itérée n-ieme de 1 est
inférieure a l'itérée n-ieme de h. Dans le cas contraire, apres k itérations,
h (u; m, 1_2P 0) est plus grand que ug, alors on continue en itérant v — Ru.
La valeur ky qui apparait dans le lemme suivant correspond a ce change-

ment de régime.

1-Py

) et si apres n itérations
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Finalement, les estimées de 1, refletent ce changement de régime et ont la
forme suivante

hn(u;x,y) pour u pres de 0

gn(u;z,y) pour uw loin de 0

(87

au® sinon

4.2.2.2. Comportement et estimées de v pour m > 1. — La Figure 2 représente
le comportement de ¢ dans le cas m > 1. Notons que ¥ a deux points fixes :
0 qui est répulsif et un certain ¢ = 1(q) < 0 qui est attractif.

En procédant comme expliqué en Section 4.2.2.1, des études de fonctions

Comportement de § pour m>1 U}
—» 0 point fixe répulsif

—» q point fixe attractif

y=u

Fic. 2. Comportement de v pour m > 1

classiques menent aux lemmes suivants.

Lemme 4.2.1. — FEstimées de ¢ pour u >0 et m > 1

h(u;m, 1_2P°) pour 0 <u <2

Ru pour u>2

s

¢()> mu pour u < vy
U
“ |g(u; R, Rlog (FRy)) pour u > vy

OQ‘I/’UO :—lOg(Po)/(l—P()) 20
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Lemme 4.2.2. — FEstimées de ¢ pour u <0 et m > 1
Rappelons que ¢ = ¥(q) et posons

— b tel que h(b;m,1 — Fy) < b,

~d:=[g—h(bym,1 - P)]/(@—b),

-mg = (q) = mea(l_%,

~U_o = Rlog (1 — ),

- vy = arg,{h (u;m, 1 — Fy) = g (u;mg, q(1 — mg))},

= vy = arg,{g (u;mg, q(1 — mg)) = u_} = ¢+ (U — q)/mg.

h(b;m,1 —Py) pour b<u<0

¥ (u) < { g(uid,q(1 —d)) pour ¢<u<b
q+h (“ —qmg (1 - Po)e_%> pour uy; <u < q pour un certain uy <0

1-Py
2

W (u) > Qg (u;mg, (1 — mg))  pour vy <u < vy

h(u;m, ) pour vi <u<0

U_oo poUr u < vy

4.2.2.3. Estimées de 1, pour m > 1. —

Théoréme 4.2.1. — FEstimées de 1, pour u >0 et m > 1

Posons ., = h,' (2;m, 552) = 2/[m"(1 4 02 /R)] et v :=log R/logm > 1.

Alors il existe §; fori = 0,1 tels que

b (u;m, 1_2P°) pour 0 < u <,
v
Y (u) < 2R™% (ﬁ) pour Uy, <u <2
2(m—1)

R"u pour 2 <wu

m"™u pour 0 <u < %
Uy (1) > ¢ R (v — qg) pour 2% <u <y
gn (u; R, Rlog Py)  pour vy < u

Démonstration. — Borne supérieure
Par souci de clarté, nous noterons h au lieu de h(.; m,
Siu<u,,y,

1- P
2

), pendant la preuve.
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-puisque m > 1, u < h (u) et puisque h est croissante, u < h (u) < --- < hy, (u).
-puisque u < Uy, by (u) < 2 alors

o (0) = W (0 (0) € Wy () € o € (1) =

2 m—1

If u>ug, since R>1,2<u< Ru<--- < R" et donc ¢, (u) < R"u

Si u € [u,n, 2], puisque u < 2, on commence par itérer h et puisque u < h (u)
et u > h, ' (2), les itérées hy, (u) finalement deviennent supérieures a 2 et alors
on itere u — Ru. Posons ko tel que hyg, (1) < 2 et hy,41 (u) > 2. ko correspond
au changement de régime et

2 U
ko = log <T>/logm — log <T>/logm
L+ 55h2 L+ 5p—pu

Posons dy = log (%02) /logm, on a

N TC)

Vo (W) = Ypro (Wi (0) < R Fhy, (u) < R*H02

V
U
< L. <9QRvo [ 7
= = 1—P,
(1 + 2(m_°1)u>

Un comportement similaire étant observé dans les autres cas, nous omettrons
les preuves des théoremes suivants.

Théoréme 4.2.2. — FEstimées de 1, pour u <0 et m > 1
Posons

— Usn := Nt (bym, 1 — Py) = b/[m™(1+ 02b/R)],

— U = byt (v, 52) =0y /[m"(1 4 02v1/(2R))],
~ Vs 7= Gy (V25mg, q(1 = my)) = q — (¢ — v2) /m",
- n:=logd/logm et p:=logm/logm,.
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Alors il existe §; pour i = 2,3 tels que
(hn(u; m,1— Fy) pour sy, <u<0

n
q+d”_62( fpo) (b—q) pour b <t < tn

1+

m—1

Y (u) <
gn (u;d,q(1 —d)) pour ¢<u<b

¢+ hn (u —q;mg, (1 — Po)e_%) pour us < u < q

(h( 2P° pour v*n§u<0
— <
wn (U) 2 q + m <1+2%#P% ) (Ul Q) pour V1 =~ Usn
Gn (u;mg,q(1 —my)) pour v, <u<uv
(U—oo pOUT U < Vi
4.2.2.4. Estimées de 1, pour m < 1. — En procédant de la méme fagon, on

obtient le méme genre d’inégalités.

4.2.3. Intervalles de confiance. —

Théoréme 4.2.3. — Bornes de P <‘13];(IZ(;4)| > a)

Pour o assez petit et m # 1,

P<w>a) <hi+h

P(A)
o
— 20 MA+1 (_1-m 2 2
hy = oxp { —pemimam (i) (VIFa - 1)}
- & M+1 1-m 2 2
h- = exp \ — =R (o) (1= vV1-a) }
Démonstration. — Nous observons dans tous les cas le méme comportement :

nous ferons donc seulement la preuve pour le cas m > 1 et u > 0 par exemple.

Nous avons Fy,, (u) := £¥n41 <W) — (1 + @) u. Alors

inf P () =it { it R, il R ()0 By (0]

u€[0,Uy, Mr41] UE Uy, M 41,2]
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Pour u € [0, u, i),

U
FJ\JZH (u) <

=% u)2 —u(l+a):= o1 (u)
+

ol 03, est la variance de Wy,4; définie a la Remarque 3.4.2.

[’annulation de la dérivée premiere de ¢p;.1 donne le minimum de ¢y :

2 1
ug= —— (1
U%/[—i—l( v1+a)

qui est inférieur & u, /41 pour « assez petit c-a-d

a < (1 — u*,MHa%“l/Q)_z -1

5
Pour u € [u*7M+1,2], F]\—Z-i-l (U) S RM_602 <W) — (1 +a)u =

1+2(m71) P()mM
a1 (w) . Lannulation de la dérivée premiere de ¢, 1 donne le minimum de

P41
1
= { gty (A g gyt

qui est inférieur a u, pr41 pour

,
o < Y2 RM%0 Use M +1 1
= D
Usrrp1 \ PomM + —2zm_01)u*,M+l

Et donc la solution sort de 'intervalle.

Pour u > 2, Fif;, (u) < RMu/ (Pom™M) —u(1+a) = u [1/P"H — (1 +a)],
et 1/P*! — (14 a) est positif pour M suffisamment grand ; donc le minimum
est atteint en 2 et la solution sort de l'intervalle.

Finalement, P <]3 > P(1+ oz)) est borné par

N N 1 1—m 2
exXp {EF]\—Z—FI(US)} = exp {_El—i_PomM—i_lw <\/ 14+ a— 1) }

On obtient ainsi le résultat en notant que

c 1 _
h(Py) M4 pour m = 1.

N - {%mﬁff_l pour m # 1
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Théoreme 4.2.4. — Pour m =1 et a assez petit, on a
[P —P(4)
Pl|l——n>" > < _
ot
o 2C 1 T 2
9+ = XD\ T R®)(1—Po)R (M+1)2 (VIt+a-1) }
o c 1 2
9- = CXP { T hP)1—Po)R (M+1)2 (1-v1-a) }

On vérifie que cette borne est meilleure que celle obtenue dans le cas m # 1.

Le Corollaire suivant découle du Théoreme 4.2.3 et fournit une borne supérieure
précise et exacte de P <\P —P(A)|/P(A) > a) faisant intervenir la variance de
W1

Corollaire 4.2.1. — Pour a comme dans le Théoreme 4.2.3,

P(% 2@) SQ@XP{_QZ% <1_%>}

Démonstration. — Par le Théoreme 4.2.3, la définition de N et la valeur de
var(Wpy11) donnée dans la Remarque 3.4.2, on déduit que P <\]3 —P(A)|/P(A) > a)

est majoré par

2N ( 2 N 2
expd———— \/1+0z—1) }—i—ex {—7 1-vVi—a }
p{ var(Wars1) P Var(WM+1)< )

Mais puisque vV1+a <1+ Zet v1—a<1-7,
2 a? a? 1 a? «
Vita-1) = > L > (1-%)
( 24+a+2V1l+a 4145 4 2
2 a? a? Q a? Q@
1-Vi—a) = >—<1+—)>_<1——)
( ) = araia 2) =4 2
qui conduit au résultat cherché. O

Découle aussi des Théoremes 4.2.3 et 4.2.4 la remarque suivante qui donne
I’allure asymptotique des bornes précédentes :
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Remarque 4.2.1. — Pour M grand et c; = 1/[8R(1—F)], la borne supérieure
de P <\]3 —P(A)|/P(A) > a) est de l'ordre de

Cao? 1
2 exp —clmw pour m > 1

2e { c Ca 1 } our m=1
X —_ pr—
P Uy w0z
C o?
2 o M+1 1
exp { 1 h(P())m } pour m <

) — 6107
Comparison of the bounds for P=5*10"° and Co=6*10 Comparison of the bounds for P=10"1% and Co=2+10°
T T

—¥— Laplace
0.03 -&- Optimal Laplace
— Variance

S Laplace
-6 Optimal Laplace
— Variance

0.02|-

Value of the majoration
Value of the majoration
°
S
8
=
T

& & & & s & & N N & N N
0.03 0.035 0.04 0.045 0.05 0.01 0015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
Value of alpha Value of alpha

1. Cas surcritique 2. Cas sous-critique

0 i & &
0.01 0.015 0.02 0.025

Fi1Gg. 3. Estimées supérieures pour m # 1

4.2.4. Illustration numérique. — Nous avons tracé en Figure 3 les différentes
bornes utilisant :

— la variance,

— la transformée de Laplace dans le cas optimal : m = 1,

— la transformée de Laplace dans 'autre cas : m # 1,
pour les deux jeux de valeurs suivants

— pour P(A) =5 1072 et C'= 6 107, alors m = 1.055 (cas surcritique),

— pour P(A) = 107! et C' =2 108, alors m = 0.924 (cas sous-critique).

4.2.5. Comparaisons avec des bornes connues. — Nous souhaitons,
dans cette section, comparer les bornes précédemment trouvées a d’autres déja
connues.
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4.2.5.1. L’inégalité de Hoeffding. — Notons S,, = > | X; ou les X; sont des
variables aléatoires indépendantes. On s’intéresse a

P(S, —E(S,) > 1)

Nous utilisons ici la méthode de Chernoff pour borner supérieurement cette
probabilité, méthode qui s’avere tres efficace dans le cadre de somme de va-
riables aléatoires indépendantes. En effet, on obtient pour tout s > 0,

P(S, —E(S,) >t) < e *E (exp {s Z[X’ — IE(XJ]})
i=1
(63) = ¢ ] E (exp {s[X; — E(X,)]})
i=1

Il s’agit donc de trouver des bornes supérieures précises de la transformée de
Laplace des variables aléatoires X; — E(X;). On peut procéder de différentes
fagons. Une version élégante dans le cadre des variables aléatoires bornées est
proposée par Hoeffding [39] :

Lemme 4.2.3. — Soit X une variable aléatoire centrée telle que a < X < b.
Alors pour tout s > 0,

E <esX) < 6sz(b—a)z/8

Démonstration. — Tout d’abord par convexité de la fonction exponentielle,
pour a < x < b,
r—a b—x
5T < 68b+ 5@
—x—b b—a

Comme E(X) =0 et en posant p = —a/(b —a) et u = s(b — a),

—a

E sX < sb + sa
() = x— be b— ae
= (1 — p + pes(b_a)) e—ps(b—a)
¥ (W)

avec p(u) = —pu + log(1 — p + pe*). On a p(0) = ¢'(0) =0 et

//( ) _ p(l _p>€__u . S

(p+ (1 =ple)

Ainsi par un développement de Taylor, pour 6 € [0, u
2

o

Y

u? U s2(b— a)?
p(u) = p(0) +ud(0) + 5 ¢"(0) < = = %
D’ou le résultat. 0
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On en déduit le théoréeme suivant :

Théoréme 4.2.5. — Soient X1, Xa, -+, X,, des variables aléatoires bornées
indépendantes telles que P(X; € [a;,b;]) = 1 pour tout i. Alors pour tout t > 0,

P(S, —E(S,) > t) < e/ Zimbime)’

et
P(S, — E(S,) < —t) < e 2/ R bimasy’

Démonstration. — C’est immédiat en injectant le résultat du Lemme 4.2.3
dans (63), puis en optimisant sur s (prendre s = 4t/ > | (b — a;)?). O

Remarque 4.2.2. — Tout repose sur l'inégalité de convexité de la fonction
exponentielle, la majoration de E(e*X) par e#™ et la magjoration de o(u).

Cette inégalité a la forme espérée en (55) a ceci pres que la variance moyenne

2 _ 1 n ' ; /o n N2
o® = - > " var(X;) est remplacée par la borne supérieure 1/4 ", (b; — a;)°.
En d’autres termes, I'inégalité de Hoeffding ignore I'information sur la variance
des X;. Les inégalités de la section suivante fournissent une amélioration en ce

Sens.

Revenons a notre cas particulier : on a tout d’abord

P (13 —P(A) > aIP’(A)) = P <P§\‘f4> iv: iﬁfjﬂi —P(A) > P(A)a>

N N
- P <Z Zypr —EO Ziy) > NPomMa>
=1

i=1

(64) < exp {—s[NPomMa]} E (exp {s[Zn+1 — E(ZM+1)]})N

par indépendance et équidistribution.

En vu d’appliquer le Théoreme 4.2.5, posons X; = Z4, ., —E(Z},,,) = Zi1 —
Pym™. On a alors
—Pym™ < X; < RM — Pym"
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et ainsi par application du théoreme

P (13 —P(A) > aIP’(A)) < exp{—20>NP(A)?}
et

P (13 _P(A) < —aIP’(A)) < exp{—202NP(A)?}
D’ou

Proposition 4.2.1. — Pour tout a > 0,

P~ P(4)] 2 2
P (W > a) < 2exp{—2a°NP(A)"}

Remarque 4.2.3. — En analysant la preuve dans notre cas, on remarque
que tout repose sur l'inégalité

Pofu(e) +1— Py <P(A)e’™ +1 - P(A)

ou le terme de droite est la fonction génératrice des moments de Zy;11 avec
f(s) = (Pys + 1 — Py)®. Résultat que l'on obtient par une inégalité de Jensen

grace a la convezité de la fonction x — ™.

4.2.5.2. Inégalités de Bennett et de Bernstein. — On suppose maintenant
sans perte de généralité que E(X;) = 0 pour tout ¢ = 1..n. On part de
nouveau de 'inégalité (63) et donc nous avons besoin a nouveau de borner
supérieurement E(e*¥7). Notons o? = var(X;) = E(X?). On obtient alors
I'inégalité due a Bennett [11] :

Théoréme 4.2.6. — Soient X1, - -, X,, des variables aléatoires réelles centrées
telles que | X;| < ¢ pour tout i avec la probabilité 1. Alors pour tout t > 0,

& no? ct
avec h(u) = (1 4 u)log(l + u) — u pour u > 0.

Démonstration. — Posons tout d’abord

(e.e]

F ZrQEXR
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. T T , .
Puisque €5 = 1+ sz + >0 £2° on peut écrire

rl
’ s 7!
= 1+ 5%7F; puisque E(X;)=0
< exp {s’07F;}

Comme les X; sont bornés, on obtient pour tout r > 2,

1 X (sc)” e —1—sc
E(X]) <%0} et F < =
(X7) = 7 " (sc)? Z 7! (sc)?

7
r=2

Par conséquent,

sc _ 1 —
E(65Xi) S exXp {320'3%}

et en injectant dans (63)

P (Z X; > t) <exp {no’(e* — 1 —sc)/c* — st}
i=1

En optimisant sur s (prendre s = 1log (1+ -%%5)), on obtient le résultat du

théoréme. m

Le résultat est plus parlant si ’on minore de fagon élémentaire h(u) par u?/(2+
2u/3) car alors on obtient I'inégalité de Bernstein [12] :

Théoréme 4.2.7. — Sous les conditions du théoreme précédent, pour tout
e >0,
1 — ne?
P| - X,>¢e] <e _—
(n; ) = Xp{ 202+205/3}

On remarque que excepté le terme 2ce /3 qui apparait au dénominateur, 'inégalité
de Bernstein est bonne comparée au résultat (55) donné par le théoreme de la
limite centrale. En outre, I'inégalité de Bernstein fait apparaitre un phénomene
intéressant : si 0% < ¢, la borne supérieure se comporte en e~ au lieu de e e’
garanti par I'inégalité de Hoeffding. L’intérét de cette borne est qu’elle capture

a la fois un comportement asymptotique gaussien et un comportement poisso-
nien.

—ne
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Revenons & notre cas particulier : on repart de (64). Remarquons d’abord
que pour tout 7,

|1 Xil = |Zy1 = E(Zyn)| < RY =i c

puis en notant o3, = var(Zy41), on obtient

(i) Inégalité de Bennett

F (13 ~P(4) = aP(A)) < exp {_N Thir (aP(f)R?M) }

oM
R OMt1

(ii) Inégalité de Bernstein

P (Prinz ) 2o [ A

Or 03,41 = var(Zys1) = (POmM)zvar(WMH) et on en déduit, par la Re-
marque 3.4.2, que

2 m 1_
,&%4“ _ (PomM) <Pi0 — 1) ]:f_l lmLM pourm # 1
Po(1 — By)(M +1) pourm = 1

Finalement, asymptotiquement en M,

TR e Py(1— R)™™2 pour m > 1
5M+1:P0(1_P0)(M+%2 pour m =1
TRt N Po(1 = Po)s; pour m < 1

De quoi on déduit les bornes asymptotiques suivantes

Corollaire 4.2.2. — Asymptotiquement en M, pour toute valeur de m, la
borne supérieure de

P (13 _P(A) > aP(A))
de type Bernstein est de ['ordre de

E

Pour plus de détails et d’autres inégalités de concentration voir [49].
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4.2.5.8. Commentaires. — Les bornes supérieures obtenues dans ce para-
graphe ont certes 'avantage d’étre valables pour tout a; cependant elles se
dégradent tres vite pour de petites valeurs de P(A) et en particulier dans notre
cadre ou nous étudions des événements rares. En outre, pour de petites va-
leurs de «, elles sont moins bonnes que celles obtenues avec la méthode ad hoc.
Enfin, les techniques utilisées pour les inégalités de Bennett et de Bernstein

permettant d’obtenir des majorations de P <]3 —P(A) > aIP’(A)) semblent étre
inutisables pour majorer P <ﬁ —P(A) < —aIP’(A)).

Le tableau suivant donne les différentes bornes obtenues dans cette section ainsi
que les bornes optimales et déterministes obtenues dans la section précédente,
pour a = 0.01 :

— les bornes optimales (Laplace optimal),

— les bornes déterministes c-a-d issues du modele ou R est l'entier le plus

proche de la valeur optimale (Laplace),

— les bornes de Hoeffding (Hoeffding),

— les bornes de Bennett (Bennett),

— les bornes de Bernstein (Bernstein),
dans deux cas :

— pour P(A) =5 107 et C' =6 107 (Cas surcritique m = 1.0556),

— pour P(A) = 107" et C' =2 10® (Cas sous-critique m = 0.9239).

Laplace optimal | Laplace | Hoeffding | Bennett | Bernstein

Cas surcritique 0.0052 0.0060 1.0000 0.9980 0.9997

Cas sous-critique 0.0001 0.0003 1.0000 1.0000 1.0000

TAB2. Comparaison des différentes bornes

Nous avons tracé en Figure 4 les bornes obtenues dans ce paragraphe :
— par l'inégalité de Hoeffding,
— par I'inégalité de Bennett,
— par I'inégalité de Bernstein,
pour les deux jeux de valeurs suivants
— pour P(A) = 107? et C' = 10%, alors m = 1.0155 (cas surcritique),
— pour P(A) = 1071 et C' = 108, alors m = 0.9653 (cas sous-critique).
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Comparaison des bornes pour P=1.0555e-04 et Co=1e04; cas surcritique
Comparaison des bornes pour P=1.378e-04 et Co=1e05; cas sous—critique

< < < < < < <

Valeur de la majoration
°
2
T
Valeur de la majoration
o
@
&

~6~ Hoeffding ~6~ Hoeffding
0.6 —+ Bennett —— Bennett
— Bernstein — Bemstein

0.4 L L L L L L L L L ) 0.75 L L L L L L L
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05

Valeur de alpha Valeur de alpha

1. Cas surcritique 2. Cas sous-critique

Fi1G. 4. Bornes de Hoeffding, Bennett et Bernstein
4.3. Second modele : générer a chaque succes

4.3.1. Le modele. — Soit k € N et 6 € [0, 1] tels que 1/Py = k + 6. Pour
s’approcher au plus de 'algorithme optimal, on autorise R a varier c-a-d on
considere R comme une variable aléatoire. Plus précisément, chaque fois qu’une
particule atteint un niveau supérieur, on génere une réalisation R d’une loi de
Bernoulli de parametre p = 1 — ¢. Notons £ = RF,.

Ici, U'estimateur est donné par :

P(A)
ZWM—H NZEZAZA _ ZPOM-H

+1

4.3.2. Etude de la variance et optimisation de 1’algorithme. —

4.3.2.1. FEtude de la variance. —

Proposition 4.3.1. — P est trivialement un estimateur sans biais de va-
riance

s P(A)? 1 Mo var(§) Lo
(65)  wan(P) = — (Fo - 1) ; E@) T RE(©) Z E(¢)
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P(A)?2

Démonstration. — Tout d’abord, var(P) = — > var(Zy41). Ainsi,

1
~ [PoE(£)M]
le calcul de var(P) se rameéne a celui de var(Zpsy1).

Notons que pour toute X variable aléatoire et toute filtration F,

(66) var(X) = var(E(X|F)) + E( var(X|F))

Appliquons (66) a X = Zyqq et F = o(Zy) puis a X = Xy et F = o(Ryy)
et puisque X ~ Bin(Ry, Py), il vient
var(Zyy1) = var(z X)) = var(ZyE(X | Zu)) + E(Za var(Xar| Zar))
E(Xur)® Vaf(ZM) + Var(XM) ( M)
B wa(Zy) + v (E(Zun) + <1 - P0>E<5>E<ZM>

Par une récurrence descendante,
M M

var(Zag1) = E(E™ var(Z))+ var(€) 3 E(Z)E©)"™ P +(1-P)E(€) Y E(Z,)E(€)*™ ¥
k=1

Mais var(Z,) = Py(1 — By) et E(Zy) = PJE(E)* L, ce qui conduit finalement
au résultat attendu. O

4.8.2.2. Optimisation en les parametres. — Comme fait en Section 3.4.3, un
algorithme optimal se déduit par minimisation de la variance de P pour un
budget C' donné. Le cout (moyen) est maintenant

M M-1
(67) C=Nh(P) Y E()'+ NFh(1) ) E(¢)

i=0 i=0
En négligeant le cotit introduit par la génération, a chaque succes, d’'un nombre
aléatoire de retirage, nous supposerons dans la suite que

M
(68) C'=Nh(R) Y E(), (h(1) < h(Ry)).

i=0
En pratique, ce surcout est effectivement négligeable : par exemple dans le cas
de la simulation de trajectoires d’Ornstein-Uhlenbeck.
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Supposons de plus E(§) # 1, alors nous pouvons réécrire la variance sous
la forme suivante

P(A)? Moo var ()
N ;ﬁwfﬂm&

)
() Ki ) ) Eé)M Eiéig_zl ) ;jzra(é))]

var(P) =

~

et le cout s’écrit

E(S)M—i—l -1
= Nh(F) —————
La valeur optimale de IV est alors donnée par
¢ K@) -1

N =

h(FPo) E(§M+! —1
et il s’agit donc de minimiser
() = By BN L (g ) L BO Lt
Ch E(¢) -1 E(§) / E(OY E§) -1 E(¢)
dont le terme principal proportionnel a
1 [E(MH 1]
E(5)M { E(§) -1 ]

est minimal pour E(§) = 1.

4.8.2.8. Intervalle de confiance. — A partir de maintenant, nous prendrons
m = f'(1) =E(RP) = Py(k+q) =1

qui équivaut a p = 1—4. La fonction génératrice de la loi de reproduction dans
ce cas devient

f(s) = (Pye" +1— Py (Pyge” +1 — Pyq) = exp {¢(log s)}

et son expression reflete bien le fait que R est choisi aléatoirement entre £ et
k + 1 selon le parametre q.

Ensuite, puisque log(Pys + 1 — Fy) < k%q log f(s) et m =1,

1 u 1 u
E (€UWM+1) < exp {kz——l—q log fary1(eo )} = exp {k——i-quH(Fo)}
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En utilisant de nouveau la méthode de Chernoff,

121

P (% > a) = exp {NiggF;[H(u)} + exp {Niré%FA}H(u)}

ou
F]\J/r[H(u) = %_HIQZJM_H Pio —(1+OZ)U

Fyra(u) == k+rq¢M+1 )~ (I-a)u

Une fois de plus, nous nous intéressons a la transformée de Laplace de Wy, 4
et nous sommes conduits a étudier le comportement des itérées de la fonction

b

4.3.3. La transformée de Laplace de W, ;. — Posons

3= [k(1 = R)+q(1 = Foq)] /(k+q).

Nous procédons comme expliqué en Section 4.2.2.1.

4.83.3.1. Estimées de ¢. —

Lemme 4.3.1. — FEstimées de ¢ pour u > 0
1l existe ug > 0 tel que

() < h(u;l,g) pour 0 <wu < ug
B+ Du pour u > uy

Lemme 4.3.2. — FEstimées de ¢ pour u <0

Il existe u® < 0 tel que
Y (u) < h(u;1,8) pour u < u’

4.3.3.2. Estimées de ¢,,. —

Proposition 4.3.2. — Estimées de 1, pour u > 0
Soit u, = h; (ug; 1,5).

h, (u; 1, g) pour 0 <u < uy
Un (u) < Q ug(k + l)n_%(%_%) pour u, < u < ug

(k+1)"u pour ug<wu
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Proposition 4.3.3. — Estimées de 1, pour u <0

b (u) < hy(us 1, 8) pour u < o’

4.3.4. Intervalle de confiance. — Finalement, par le méme type de tech-
niques que dans le cas déterministe, on déduit

Théoreme 4.3.1. — Pour o assez petit, on a
[P —P(4),
P|——" > <h h_
ou

— 2C 1 T~ 2
h = X | ~GrgamEnys Ao ore (VI+a—1)

. C 1 2
h_ :=exp ~ (k+q)BIR(Bo) + Poh () M/(M+1)] (M+1)2 (1 — V1= O‘)

D’ot1 'on déduit en utilisant le méme genre d’arguments que pour le Corollaire
4.2.1 :

Corollaire 4.3.1. — Pour « tel que dans le Théoréeme 4.5.1 et
¢z = 1/[8(k + q)p],

P (1P~ P(4)|/P(4) = a) < 2exp {‘025(13:) (M i 1)? }

Le Corollaire 4.3.1 fournit de meilleurs résultats que ceux obtenus dans la

Section 4.2 puisque ici la borne supérieure est en exp{—cstm} comme

dans le cas optimal.

4.4. Troisieme modele : générer un environnement aléatoire

4.4.1. Le modele. — Dans ce modele, on décide de générer un environne-
ment aléatoire décrit par la suite (Ry, Rs, -+, Ry) au début de la simulation
et d’optimiser I'algorithme en E(R). Plus précisément, soient r; = { R;’), j =
1.M} pour i =1--- N, N suites de variables aléatoires de loi de Bernoulli sur
{k,k+1}. r; est la i-ieme suite «environnementale». Etant données ces suites
environnementales, on considere N processus de branchement indépendants
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(Zq(f))nzo, i = 1,---,N de la méme facon que dans le cas déterministe a
ceci pres que chaque R, est une variable aléatoire associée a une fonction
génératrice aléatoire (f.g.) f;(s) qui représente la loi de reproduction de la j-
itme génération et f;(s) = (Pos + 1 — Py)f.

(Z,) est maintenant un processus de branchement en environnement aléatoire
(Branching Process in Randon Environment : BPRE).

De méme que dans les modeles a environnement aléatoire, il faudra distin-
)
guer l'aléa provenant de I’environnement et celui du processus lui-méme.

Puisque a chaque processus (qul))ngo ¢t = 1..N issu des N > 1 particules
initiales, on associe un environnement aléatoire r;, les N particules initiales
et les processus g\ssociés se reproduisent indépendamment. Par conséquent,
on peut réécrire P l'estimateur de P(A) comme la somme de N processus de
branchement indépendants :

N N (i) N
5 1 ~ P(A) Zyy P(A) (i)
PoNLO-N Lag e v 2
i=1 =1 i=1

dont on veut minimiser la variance a cotut fixé pour déduire le parametre op-
timal pour R. Rappelons qu’ici & = R;F, est une variable aléatoire pour tout
i=1---M.

4.4.1.1. Rappels sur les processus de branchement en environnement aléatoire.
— Supposons maintenant que r = {r;,j > 0} est une suite de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées qui déterminent la suite
des fonctions génératrices {f;(s),j > 0} de reproduction d'un processus de
branchement en environnement aléatoire. Supposons que Zy; = 1 et que toutes
les espérances intervenant dans la suite du paragraphe sont finies.

Soit ¢(r) la probabilité d’extinction pour un environnement r fixé :
a(r) =P (Zy = 0fr) = lim fyo fio-++0 fo1(0)

Alors, d’apres Athreya-Karlin [5] par exemple,

Proposition 4.4.1. —

q(r)=lim foo fio-+ o f_1(s) p.s. pour 0 <s<1
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et ou bien P (q(r) = 1) =1 ou bien P (q(r) < 1) = 1. De plus, q(r) est l'unique
solution q(r) de l’équation fonctionnelle

q(r) = fi(a(r))
satisfaisant P (q(r) < 1) = 1.

De méme que pour le modele de Galton-Watson classique, on a (voir par
exemple Smith et Wilkinson [55])

Théoréme 4.4.1 (Extinction ou explosion). — Z, — 0 avec probabi-

lité q(r) et Z, — oo avec probabilité 1 — q(r).

En environnement aléatoire, le comportement du processus de branchement
Z, est déterminé par la valeur de E (log f{(1)) au lieu de m = f’(1) dans le
modele classique. Et on a d’apres [56] par exemple :

Théoréme 4.4.2. — (i) Si E (log f§(1)) <0, q(r) =1 p.s.
(11) Si E (log fi(1)) > 0, q(r) < 1 p.s.

Définition 4.4.1. — Un processus de branchement en environnement aléatoire
est dit critique si E (log fi(1)) = 0, surcritique si E (log f(1)) > 0 et sous-
critique si E (log f{(1)) < 0.

Cas critique : E (logf)(1)) =0

En analogie avec le modele de Galton-Watson classique, on peut obtenir une
estimée de la probabilité de non-extinction due a Kolmogorov et la loi de Z,
renormalisé conditionné sur la non-extinction due a Yaglom (voir [32]) :

Théoréme 4.4.3. — Soit Z,, un processus de branchement dans un environ-
nement aléatoire avec E (log f(1)) = 0, P(f}(1) = 1) < 1, E (log f}(1))* < 400

et E <J{§l)l((11))2> < 400 pour € > 0. Alors il existe 0 < C < 400 tel que
0

lim n*?P(Z, >0)=C

n—-+o0o

De plus, la loi conditionnelle de la variable aléatoire W conditionnée
par {Z,, > 0} converge vers une loi non-dégénérée v # &y d’espérance 1 et de
variance finie.
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Remarque 4.4.1. — Rappelons que la probabilité de survie P(Z, > 0) se
comporte en n~! en environnement déterministe alors qu’elle se comporte en
n~Y2% en environnement aléatoire comme nous venons de le voir.

Cas sous-critique : E (logf)(1)) <0
Ici nous avons, voir [4],

Théoréme 4.4.4. — Un processus de branchement sous-critique en environ-
nement aléatoire a la propriété suivante

lim P(Z, =k|Z, > 0,71, ..,7n_1) = bi(r)

n—oo

pour une suite (bg(r)) qui détermine une loi de probabilité non-dégénérérée.

Cas surcritique : E (logfj(1)) > 0
Tanny [56] établit un premier résultat sur la vitesse de croissance Z, sur
{Z, — oo ps. }:

Proposition 4.4.2. —

1
—log Z, — E(log f)(1))
n n—oo

En analogie avec le théoreme de Kesten et Stigum sur les processus de Galton-
Watson surcritiques en environnement déterministe, on a [4] :

Théoréme 4.4.5. — Soit W, := ﬁ n > 1. La famille {W,, (r, Zo, .., Zn) }
=0 J1

constitue une martingale positive et donc

lim W, =W

n—oo
existe p.s. Avec une condition de régularité supplémentaire,
(i) ImE (e7"n|r) = ¢(u,r) ot ¥(u,r) est Uunique solution de ’équation
n—oo

fonctionnelle : (T est Uopérateur de shift du processus définissant l’environne-

ment)
s = (v (F5.70))

parmi celles satisfaisant lir%u_l(l —Y(u,r)) = 1.
(it) E(Wlr) =1
(111) P (W = 0|r) = q(r)
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4.4.2. Etude de la variance et optimisation de I’algorithme. —

4.4.2.1. FEtude de la variance. —

Proposition 4.4.3. — P est trivialement un estimateur sans biais de va-
riance
o P(A)2 /1 Yoy
P) = — 1) E(C
(70) var(P) = — (PO ); :
Démonstration. — Tout d’abord, var(P) = &]‘3)2 var(Wpr41). Ainsi, le calcul
de var(P) se ramene a celui de var(Wpyyyq).
En appliquant (66) & X = Wy = POZli[”gglé et F = o(Zy,r) et puisque
W est une martingale, on a .
(Wirsn) (Wir) +E | —— (Zualo(Zu. 7))
var M-+1 = var M var\Zp+1\0\4&m,T
[P T, &2
(W) + B | 22— var(Xoglo(Zas. 7))
— var M var M o M?T
[P TTiL, &2
(W) +E Zu Ry Py(1— Py)
= var{Wm Mol — Lo
[P TTiL, &2

Par une récurrence descendante,

var(Wy) + (1 — Fy)E <

M
W
var(Wyrgr) = var(Wo) + (1 - Pp) Y E [ ——F—
k=0 PO Hi:1 fz
Il reste a calculer 'espérance de s IYIV L ¢, bar récurrence et a I’étape k on a
=152

(71) i

“

PO Hf:l Sz

1

Fo

1

)Z E(s)
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Clairement la formule est vraie pour £k =0 : E <%> = %0' Pour le passage de

k —1 a k, supposons (71) pour k — 1.

L Zios
\ee) " E(Xo 1 |0(Zos,
<P0H§:1§i> <[P0Hf:_1l£z]2§k ( k 1‘0—( k1 7’)))
_ W1 B Wiy <1)
e W N g W (L
<PO Hf:l §Z> (PO Hf:_ll fz) 13

puisque les R; sont i.i.d. Et on obtient finalement le résultat en utilisant 1'hy-
pothese de récurrence. O

4.4.2.2. Optimisation en les parameétres. —

Remarque 4.4.2. — D’abord par une inégalité de Jensen,
1 1 2k +1—E(R)
E(=|ER)>1 et E|=]=
(g)mm =1 m(5) =550
Alors puisque R =k ouk+1 et |1/Py)| =k, on a
k kE+1

— < = = < — =
P sm E(RP) <1 (R=k)oul<m< v (R=k+1)

Comme en Section 3.4.3, un algorithme optimal se déduit par minimisation de
la variance de P pour un budget C' donné. Le cotit (moyen) est maintenant

h(Py) ZE ) + Mh( )]

En négligeant le cotit introduit par la génération de I'environnement aléatoire,
nous supposons, dans la suite, que

h(F) > E(E)

En pratique, ce surcout est effectivement négligeable : par exemple dans le cas
de la simulation de trajectoires d’Ornstein-Uhlenbeck.

(72)

(73) (h(1) < h(Fp))-

Une fois les cas triviaux écartés, on peut supposer que E(R) # P%) et E( }%) + P,
alors la variance s’écrit

var(P) =
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et le cott a la forme suivante

E(g)M—i—l -1
— Nh(P)=S, 2
C' = Nh(F) E@) =1
La valeur optimale de N est donnée par ce dernier :
E¢) —1
v C _E@

h(Fy) E(E)M*+ —1

et il s’agit de minimiser 1’expression suivante

By PP, oy (L BT LR -
var(P) = h(Fo) ( 1) E(%) -1 E) -1

C

sous la contrainte E(R) = 2k + 1 — k(k + 1)E(4). Soient
~u=E(¢) -letv=E(z) -1,

_ (k496)? _6(1-9)
= %+ Q= o

Avec ces notations, la contrainte devient v = o — pu et par les multiplicateurs
de Lagrange, il s’agit finalement de résoudre

(74) F(M,u) = pF(M,v)

N u M u—
ol F(M, u) = L0 0o

Remarque 4.4.3. — Notons que u et v dépendent de M et varient respecti-

vement dans les intervalles suivants [—k%é, ,i;Jj;] t [—,%g, 9.

Nous déduisons les résultats asymptotiques suivants :

Proposition 4.4.4. — Asymptotiquement en M, le probleme d’optimisation
a seulement trois solutions :
—u—u=0etv—ov =0«

7U_>u2:% etv— vy =0

,uﬁugzy et v — vy = 2=t
p 2
Démonstration. — e Supposons d’abord que u et v ne convergent pas vers 0

quand M — 4o00. Ainsi nous devons analyser trois cas (le cas u < 0,v < 0
étant exclu par la Remarque4.4.2) :
—u<0etv>0
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—u>0etv<0
—u>0etv>0

Cas 1:Siu < 0etv >0 (oupar symétrie u > 0 et v < 0), puisque u ne
converge pas vers 0, il existe une sous-suite de u telle que u < —e VM. Alors
asymptotiquement en M, (74) est équivalent a

1 M

_a:p1+v

ce qui est absurde puisque v # —1 et u ne converge pas vers 0.

Cas 2 : Siu > 0 et v > 0, de la méme facon, il existe une sous-suite de u
et il existe une sous-suite de v telles que u > € et v > €. Alors asymptotique-
ment en M, (74) est équivalent &

M M
1+u 130

Et étant donnée la contrainte, u doit nécessairement converger ves H%p_p et

%’H. Puisque la suite u a une seule valeur d’adhérence et reste dans
14+a— C e .
un compact, elle converge vers ug = +§; £ et similairement v converge vers

vy = “H=L. Pour garantir u > 0 et v > 0, § doit étre dans [, 5] == (01,02

UV vers

e Supposons maintenant que u converge vers 0 quand M — 4o00. Nous avons
deux cas a analyser : Mu borné ou pas.

Si Mwu n’est pas borné, on peut en extraire une sous-suite divergente. Alors

1 1
L - Mu + Mu(14+u)M 1 1

1—W u(l+u)  u(l+u)

F(M,u) =

et donc (74) est équivalent a

1 M
u(l+u) ~ 11w

ce qui est absurde.

Ainsi Mu est borné et on peut en extraire une sous-suite qui converge vers
0 ou vers une constante C'. Dans le premier cas,

eMy(Mu—1)+1  (1+ Mu)(Mu—1)+1

F(M,u) ~ u(eMv —1) u(l+ Mu—1)

~ M
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t (74) est équivalent a
M

=p
14w
ce qui est absurde puisque v > —1. Donc la sous-suite de Mu converge vers
une constante C; solution de
G —-1)+1  p
01(601 — 1) 1+«

Soit f(x) = % T + . Notons que f est strictement croissante, converge
vers 1 — T > 0 quand x — 400 et vers —ﬁ < 0 quand z — —oo pour

0 < d5. Ainsi C] est défini de maniere unique et la suite Mu a un seul point
limite et reste dans un compact, donc elle converge vers C}, u converge vers
u; = 0 et v vers v1 = a.

Par symétrie on obtient un résultat équivalent pour v : v converge vers vy = 0
et u vers uy = %. O

Rappelons que nous voulons minimiser la variance de P a cout fixé.

Proposition 4.4.5. — Soit 6y := Vk(vVk+ 1 — Vk). Alors asymptotique-
ment en M,

— 516 €[0,60], (uy,v1) minimise la variance,

— 516 € [do, 1], (ug,vy) minimise la variance.

Démonstration. — Soient § = h(Po) (— — 1) et pour i = 1,2, 3,

[1 + UZ']M—H —1 [1 + UZ']M—H —1

U; (%

var; = (3

Tout d’abord, comparons var; et vary. Pour i = 1, 2,

(M+1)(1+C;—1/M) _ 101 JM+1 ¢ _10 M1
var; ~ ﬁe [ i UZ] ~ 5M€ [ ha UZ]
U, v C; v;

Donc

vary =1 Cy wy(ltw M
1+ U9
Mais 1+v1 <1e6<6 :=VEk(Wk+1—Vk). Par conséquent,
var; < vars < 6 < dg

vars C, e“2—1u
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Maintenant remarquons que varg n’est pas défini sur [0, ;] U [do, 1] et &y ap-
partient clairement a |d1, d2[. Donc pour & € [dy, ds], il suffit de comparer

— vary et varg sur [0y, do),

— vary et varg sur [y, Oz).

var eC —1 usv 1+a M+l 1+a 4%

1 1 e”—1u3v3 — o

Mais 382~ MG [4prling, —— | et dptie = il < 1

Ainsi % —— 0 et var; < varg asymptotiquement en M. De la méme

M—o0

facon, &2 —— (. O
Vars oo

4.4.2.3. Criticalité. — Par des arguments élémentaires de convexité,

Proposition 4.4.6. — Asymptotiquement en M,
— pour tout § € [0,0], on est dans le cas sous-critique,
— pour tout § € [0y, 1], on est dans le cas surcritique.

Proposition 4.4.7. — Le cas critique est défini par p. :== P(R = k)

log (71)

Pe=——5 <
log (747)
et
-p>p.< E(log fi(1)) < 0 < cas sous-critiuge,
- p=p.< E(log f{(1)) =0 < cas critique,
- p<p.< E(log fi(1)) > 0 < cas surcritique.
Notons que

1—6 pour § < dy
— = _
Py Pa kgj—ﬂf) pour 9§ > dg

Tragons les graphes de p, de p. en Figure 5 et nous retrouvons par un autre
moyen la distinction entre les cas sous-critique et surcritique.

4.4.2.4. Intervalle de confiance. — De méme que dans les modeles précédents,
nous cherchons a borner

P (|P — P(4)|/P(4) > o)
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—— pc : critical function

— pa: asymptotic function

SUBCRITICAL CASE

CRITICAL CASE

SUPERCRITICAL CASE

F1G. 5. Graphe p=f£(J) asymptotiquement en M

Posons alors v; (u) = R;log (Poe" +1—Fy), foi := foo---0o fi et o, :=
Yo o -0y, prenons & = R; Py pour tout ¢ =1,--- . M et § = P,

M
exp {wo,M (u/ H@) }
i=0
Finalement,

P(Fra = o) <5 (oo fagFie0}) " 5 (o0 g Fie0})’

ou

u

E () = E|Rfiu (eThs) +1- R =E

—_

Fyp(u) = o me) ~ (I+a)u
Frr(u) = voum ﬁ —(l-a)u
Une fois de plus, nous nous intéressons a la transformée de Laplace de Wy, 4

et nous sommes conduits a étudier le comportement des itérées de la fonction
aléatoire 1.

4.4.3. La transformée de Laplace de W, ;. —

4.4.8.1. Estimées de 1) pr. — Rappelons que nous cherchons a estimer ¢y yy =
1y o -0y et donc nous devons itérer

w(l)(u) = klog(FPye" + 1 — R)
et
V@ (u) = (k + 1) log(Poe" + 1 — Py)
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Heuristique : Quel que soit le cas étudié (m > 1, m < 1), nous utiliserons
seulement deux fonctions pour borner 1. Plus précisément, par exemple, pour
u > 0, jusqu’a un certain a (intersection entre I’homographie inférieure (m < 1)
et la premiere bissectrice) nous bornerons ¢ par une fonction homographique
et ensuite par la direction asymptotique dans les autres cas.

e Pour u > 0. Soient
- mW =kPy<letm® =(k+1)P > 1,

—at = argwgo{h(u; m, ) — ) = 211_—77}3(;)7

2
— b= hat;m® ),

I R A | +. 2) 1-Py
ut = hy4(a 7m(),—2 ).

En suivant la démarche adoptée en Section 4.2.2.1 dans une version simplifiée,
on déduit

50 () < 4 P (m®,5) powr 0<u<at
~ | g(u;k,at(1 —k)) pour u>at

et
s g < [H 525 pow 02wzl
“ |glu;k+ 1,07 —at(k+1)) pour u>a’

ce qui conduit a la proposition suivante
Proposition 4.4.8. — Siay=a* et pour tout i =1---M,

at si Ri=k
a; ‘= .
bt si Rj=k+1

han(u) pour 0 <u<ut
Yo (u) < gy (u) pour ut <wu<at
Hi]\io Riu + Zi]\io (H;_:%J RJ’) a; — Zi\io <H;:0 Rj) at pour u>at
ol
_ haCM(u) = <Hi]‘iofi> / [1 — %u <1+Zi]‘ilgi...€M>] et
gt () = hiar (u)  avee proba P (0 < hgy(u) < a')
I =5t avec proba 1 —TP (0 < hoa(u) <a')

e Pour u < 0. Soit
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1-m®
1-Py 7’

—a = arguﬂ{h(u; m®? 1 - P)=u} =
~ b~ :i=h(a";mW 1 - R),
—u” = hyfg(amymW 1 — By).

De la méme fagon, on déduit

wwws{

h(u;m(l),l—Po) :% pour a~ <u <0

b— pour u<a"

et

¢(2) (u) < h (u; m® 1 — PO) pour a~ <u <0
“ b pour u<a"

ce qui conduit a la proposition suivante

Proposition 4.4.9. —

(

hoa () pour u= <u<0
Yo (1) < < gy (u) pour a= <u<u”
\b‘ pour u < a”

o

g ) = u (T &) / [1 = (0= Pu (14 22, &) ef

g () = hoa () avec proba P (b< hoa (1) < 0)
Im )b avec proba 1 —1P (b < h&M(U) < ())

4.4.8.2. Sur la marche aléatoire sur le groupe affine et quelques conséquences.
— Nous souhaitons estimer

P(OSh&M(u)Sa) pour u >0 et P(bgh&M(u)go) pour u <0

Rappelons que & = R; Py, posons v = 152 et

Tnt1(Yo) = &0 &ayo +0[1+ D1 &+ - &l
Yns1 (o) = &0+ Eao + V[ + D0 &o e &l

Marche aléatoire sur le groupe affine : Considérons les transformations
affines gx(z) = & + v (x € R) et la marche aléatoire (ggo gy 0---0gy,) sur le
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groupe affine. Immédiatement

00 G200 gn(x) = yn+1(x)
gn©Ggn-10---0 go@) = $n+1($)

et

Lemme 4.4.1. — (i) y, £ Tn,
(i) {0 < hop(u) < a} = {0 < g1 (1/a) < 1/u}
(iii) {b < hon(u) < 0} = {; < yns1 (1/0) <0}

D’ou le lien entre la marche aléatoire sur le groupe des transformations homo-
graphiques et la marche aléatoire sur le groupe affine.

Par conséquent, nous sommes intéressés par les propriétés asymptotiques des
lois ggo gy o - -+ 0 g, qui clairement sont caractérisées par la loi de £&. De méme
que pour les processus de branchement en milieu aléatoire, on distingue trois
régimes différents déterminés par le signe de E(log &).

Pour plus de détails sur les marches aléatoires sur le groupe affine, le lecteur est
renvoyé, par exemple, a Vervaat [57], Brandt [16] pour le cas unidimensionnel
et a [42], Bougerol and Picard [14], Babillot et al. [7] pour le cas d-dimensionnel.

Cas sous-critique : E (logé) < 0

Tout d’abord, Diaconis et Freedman [21] établissent que le processus «back-
ward» Yo ar(u) = 1o - -0y (u) converge presque slirement, avec une vitesse
exponentielle vers une variable aléatoire limite qui ne dépend pas du point de
départ u.

Concernant la marche aléatoire sur le groupe affine dans notre cas particu-
lier (£ £ Ber sur {kPy, (k + 1)Fy}), nous avons par Maksimov [51]

n—oo

ot D =37 & - -&. En général, rien n’est connu sur la distribution de D, &
ceci pres qu’elle satisfait I’équation fonctionnelle suivante

F(A)zpF(kLPO—l) +(1—p)F((k+7)\1)PO—1)
avee p— P(R = k).
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Cependant, Kesten [42] donne un résultat asymptotique sur la distribution
de D : il existe C' > 0 et k > 0,

P(D>z) ~ g

= )
z—oo Il

d’ou I'on déduit
Corollaire 4.4.1. — Posons k = —log[p(1 — p)]/ log[k(k + 1) P?],

PO < hop(u) <a) ~ P(U(1+D)§l) ~ 1= ¢

n—oo U n—oo,u—0 (ﬁ — 1):‘6

Cas critique : E (log&) =0
Maksimov affirme dans [51] que la loi de logy,/+/n approche, quand n — oo,
la distribution normale tronquée pour tout point de départ de la marche.

Corollaire 4.4.2. — Soient Z une variable aléatoire suivant la loi normale
tronquée et o* = var(§).

n—oo n—oo

1 logu? ] 3
P00 < hop(u) <a) ~ P(Zg—ﬁlogu) ~ {1—6_ n}

Cas surcritique : E (log¢&) > 0

Selon Maksimov [51], la distribution de (yT")l/ Vie=Mvn approche, lorsque n
tend vers +oo, la distribution log normale pour tout point de départ de la
marche.

Corollaire 4.4.3. — Soient Z £ N(0,1) et 0 = var(§).

P0<hon(w)<a) ~ =exp {—%n E log(uv) + E(log 5)} }

4.4.4. Intervalle de confiance. — Finalement, avec les majorations obte-
nues dans la section précédente, on déduit

Théoreme 4.4.6. — Pour o assez petit,

[P —P(4)] NN
(75) P(WZO&) <h;+h
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o

2
hy :=E <eXp {_1—2P0 Z’-‘iofi‘l--f-_l (\/1 +a — 1) })
h_ =E <exp {—1_1P0 2%0%1”(1 (1 —1— a)2})

avee N = O/ [h(PO)% + h(1)M} .

Par une inégalité de Jensen,

. <|13—P<A>\

(76) P

Zoz) ng—l—gg

o
o 2 1 E(¢ N1 A~ 2
9+ = OXP\ TR EE- D) E(e- HMFI_1 ( I+a-— 1)
._ 1 1 E¢— -1 T )2
g- ‘= XpP\ TR E(E-1) Ee-D)M+1_1 (1 —v1- a)

En utilisant le méme type d’argument que pour le Corollaire 4.2.1 :

Corollaire 4.4.4. — Pour c; = 1/[8(1 — Fy)] et « tel que dans le Théoréme

4.4.0,
P ‘ﬁ_ﬂ >a | <2E | exp _cga—Q )
P4 )T S &t &

Par une inégalité de Jensen, on obtient la borne supérieure

. C o? 1 E(1) —1
P A+ o] BT B 7 -

4.5. IMlustration numérique

On a tracé en Figure 6 les bornes faisant intervenir la transformée de Laplace
de Wy,,1 pour les différents modeles :

— modele optimal : m = 1 (tracé plein),

— modele déterministe ou m # 1 (tracé — x —),

— modele ot un nouveau R est généré a chaque succes (tracé pointillé),

— modele ot un environnement aléatoire est généré (tracé ——),



138CHAPITRE 4. TRANSFORMEE DE LAPLACE ET INTERVALLES DE CONFIANCE

dans deux cas
— pour P(A) =5 1072 et C =6 107, alors m=1.055 (cas surcritique),
— pour P(A) = 107" et C' =2 10%, alors m=0.924 (cas sous-critique).

Le tableau suivant présente la longueur de l'intervalle de confiance a 95%

Comparison of bounds in the supercritical case (for P=5+10"° and C=6*10") Comparison of bounds in the subcritical case (for P=10""* and C(=2*10%)

— Optimal Laplace
— Integer Laplace
— - Random1 Laplace

\ —— Optimal Laplace
—— Integer Laplace : —— Random?2 Laplace
X — — Random Laplace
04 \ —— Random2 Laplace .41
N
R
N

0.1f

o
@
T

o
=

o
w
T

Value of the majoration
Value of the majoration

o
~
T

o . i
0.025 0.01 0.015 0.02 0.025
Value of alpha Value of alpha

1. Cas surcritique 2. Cas sous-critique

Fi1G. 6. Intervalle de confiance

donnée par la variance et la transformée de Laplace pour les différents modeles :
modele optimal (Optimal) : m =1,

— modele déterministe ou m # 1 (Déterministe) : m # 1,

— modele ot un nouveau R est généré a chaque succes (Aléatoire 1),

— modele ot un environnement aléatoire est généré (Aléatoire 2),
dans deux cas

— pour P(A4) = 3.5 107" et C' = 10® (cas surcritique),

— pour P(A) =5 107" et C' = 10® (cas sous-critique).
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P(A)=3510"" et C =108 P(A)=510"" et C =10°
Cas surcritique : m = 1.111 | Cas sous-critique : m = 0.909
Variance Laplace Variance Laplace
Optimal 0.05080 0.03948 0.04938 0.03835
Déterministe 0.05702 0.04428 0.05428 0.04215
Aléatoire 1 0.05134 0.03990 0.04990 0.03878
Aléatoire 2 0.05388 0.04026 0.05235 0.03910

TAB3. Longueur de l'intervalle de confiance a 95%

On remarque que la longueur de I'intervalle de confiance donnée par la variance
est plus grande que celle donnée par la transformée de Laplace, le premier
algorithme aléatoire est le plus efficace alors que le modele déterministe fournit
les moins bons résultats.

4.6. Conclusion

Dans ce chapitre, la simplicité relative du modele nous a permis d’établir des
résultats explicites comme des bornes de Chernoft de l'erreur relative entre
la probabilité d’intérét P(A) et son estimateur P. En poursuivant les calculs
et en utilisant I’heuristique présentée précédemment, on peut aussi déduire
un théoreme central limite ainsi que des bornes de Berry-Esseen. Nous avons
ensuite étudié la sensibilité des bornes de Chernoff en fonction du choix des
nombres de retirage R dans trois algorithmes différents, tous trois basés sur
le modele de branchement avec duplication des trajectoires : il apparait alors
que, lorsqu’on ne peut étre exactement dans le cas critique (qui correspond
a l'algorithme optimal), la maniere facon de procéder est de considérer R
comme une variable aléatoire que 'on génere a chaque succes dans la simu-
lation. Cette procédure est d’ailleurs couramment utilisée en pratique, voir
par exemple [3]. Cependant, le gain apporté par cet algorithme par rapport
au modele déterministe n’étant que peu significatif comme le montre ’applica-
tion numérique précédente, nous utiliserons en pratique le modele déterministe
qui consiste a prendre l'entier le plus proche de la valeur optimale. Notons
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quand méme que le surcolit engendré par le retirage n’a pas été pris en compte
dans cette étude. Dans la pratique, par exemple la simulation de trajectoires
d’Ornstein-Uhlenbeck, ce surcotit est négligeable.

4.7. Compléments

4.7.1. Sur lintégrabilité exponentielle de W. — Notons tout d’abord
que pour u < 0, E (e“Wn) < 1 et donc en notant W la loi limite de W, lorsque
n — +00,

E (e“W) <1, pour u < 0.

Que se passe-t-il maintenant pour les valeurs de u positives 7 Nous avons

u uWoa1
Unt1 (Pom") = RlogE (e""V+1).

Par conséquent, toute information sur ¢, < ) nous fournira des résultats

u
Pomn
sur 'exponentielle intégrabilité de W,, .1 et W. Le Théoreme 4.2.1 nous permet
alors de conclure :

Corollaire 4.7.1. — La variable aléatoire uW™' est exponentiellement intégrable,
indépendamment de la valeur u, avec v = % > 1 c-a-d

E <6“W7 ) < 400 pour tout u € R.

4.7.2. Sur la transformée de Laplace de Z,,. — Grace aux bornes ob-
tenues sur la fonction génératrice de Z,, obtenues au chapitre précédent, nous
pouvons aussi déduire des résultats sur I'intervalle de confiance, cependant
moins précis que ceux obtenus dans ce chapitre.

En reprenant les notations et la démarche de la Section 4.1, il vient que pour
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tout A > 0,

P(ﬁzP(A)(1+a)) - P(%Z@ 2P(A)(1+a)>

P <€AZ§L Qi > 6ANP(A)(1+a)>

IA

N
exp {~ANP (A) (1 +a)} E (e)‘Q>

< exp{=N[AP(A4) (1 + o) =7 (N)]}
ouy(A\) =E <e’\@> est la log-Laplace de Q. L’optimisation en A > 0 conduit &

A>0

P(P2 P () (1+a)) < o { -V s B (4)1+0) = (]
De la méme facon,

P (13 <P(A)(1 +a)) < exp{—Nsup (AP (A) (1 - a) —V(W}

A<0

Posons 7* la transformée de Cramér de v : v* (1) = sup, [\ — 7 (A)] . Alors

p<7‘P—P<A>' 2a> < exp{=N7" (B(A4) (1 - a))} +exp {~Ny" (P(4) (1 +a))}

P (A)
< 2exp{—Nmin{y" (P(4) (1+a)),7" (P(A) (1 -a))}}

Ainsi, ne pouvant obtenir une expression explicite de v*, nous allons chercher a
I’estimer. En considérant les gradients des fonctions a optimiser, nous pouvons
prouver que le suprémum est atteint pour des valeurs de A > 0 proches de 0.
Ainsi en utilisant les bornes de f); obtenues au chapitre précédent et valables
au voisinage de 1, il vient

{7* (P(A) (1+a)) > F(P(A)(1+a)),
v (P(A) (1—a)) > G (P(A) (1—a)),
ou R
F(x )—ililg Az — In 1—1—]301_]\4&1 G 1)>]

et en posant uy = 1 + [2/3(M — 1)]*/2,

G (z) =sup |Ax —In 1—P0<1_6)\/R )[1—041 <1_6A/RM”

A<0 Uop
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Finalement,

P (% > a) < 2exp{—Nmin{F(P(A)(1 + «a)),G(P(A)(1 —«))}}.
On peut alors facilement déduire les expressions explicites mais complexes de
F (z) et G (x). Nous avons tracé en Figure 7 les bornes supérieures obtenues
grace a la transformée de Laplace et la variance pour différentes valeurs de
a, lerreur relative de l'intervalle de confiance, avec P = 107? et les valeurs
optimales déduites de l'algorithme optimal. Notons que la borne supérieure

0.07

L

0.06

o
o
Gl

o
)
=

—©— Laplace
—— Variance

Value of the majoration
o
o
w
T

o

o

]
T

0.011-

0 )\m a a a P |
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.11
Value of alpha

Fi1G. 7. Bornes supérieures

donnée par la transformée de Laplace est meilleure que celle donnée par la

variance. Nous obtenons P <‘P;P| > a) < L. Dans l'exemple précédent ou

P =107, si nous fixons o = 0.05 et L proche de 0.01, alors le coiit nécessaire
correspondant est 3 * 107 pour la variance et 3 * 10° pour la transformée de
Laplace.




CHAPITRE 5

MODELES D’APPRENTISSAGE

Rappelons qu’en pratique, les probabilités de transition sont généralement in-
connues ; a défaut, nous savons faire évoluer les particules du niveau B; vers
le niveau suivant B;y; (par ex. comportement markovien). Il devient donc im-
possible de déduire les nombres de retirage optimaux. Dans ce chapitre, nous
présentons quatre modeles visant a résoudre ce probleme inhérent au modele
de branchement avec duplication des trajectoires. Les trois premiers se placent
dans un contexte similaire : les niveaux ont été fixés a I'avance, on ne connait
pas les probabilités de transition mais on sait faire évoluer le processus selon
ces lois et déterminer s’il atteint ou non le seuil supérieur. Dans le quatrieme
modele par contre, on suppose que l'on peut placer les niveaux ou ’on veut,
ce qui est fait au cours de la simulation de fagon adaptative.

5.1. Modele de branchement avec duplication des trajectoires a deux
étapes

5.1.1. Cadre et introduction. — Dans cette section, les probabilités de
transition sont inconnues mais appartiennent a [a,b]. Choisissons arbitraire-
ment M + 1 nombres P dans [a, b], posons

COVEPL Y LR

et introduisons les notations suivantes

pour i =1---M

ry =1, r'=RY---RY, i=1---M.
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Remarque 5.1.1. — Supposer que les probabilités de transition sont dans un
compact est essentiel : sinon rien ne peut étre fait algorithmiquement. En pra-
tique cette hypothese est généralement implicite mais rien n’en est dit.

De plus, la complexité des calculs nous empéche de mener une analyse précise
et nous sommes conduits a faire une analyse asymptotique lorsque le cotut
C tend vers 'infini. Mais le fait de supposer les probabilités conditionnelles
bornées implique que le ratio C'/N est borné inférieurement et supérieurement
ce qui nous permet de faire [’étude asymptotique lorsque N tend vers l’in-
fini. Notons aussi que le nombre total de particules est en réalité une va-
riable aléatoire : en pratique, un budget est fizé en début de simulation et
nous génererons des particules jusqu’a ce que ce budget soit épuisé; d’ou le
caractere aléatoire de N.

Nous proposons ici un algorithme en deux phases : la premiere est une phase
d’apprentissage dans laquelle les nombres de retirage sont (R);—;..ps tandis
que dans la seconde nous utiliserons des estimateurs des (R;);=1..,s optimaux,
estimateurs obtenus pendant la premiere phase. Plus précisément, nous dis-
posons de N particules que nous scindons en deux groupes de py et N — py
particules respectivement. Le modele de branchement avec duplication des tra-
jectoires a deux étapes procede comme suit :

Phase 1 : Nous générons py particules. Les particules ayant atteint By sont du-
pliquées en RY que nous faisons évoluer depuis B;. Les particules ayant atteint
By sont dupliquées en RY sous-particules que nous faisons évoluer depuis By - - -
Et ainsi de suite jusqu’a ce que A soit atteint. De I'étaped (i = 1--- M~+1), nous
obtenons un estimateur 132 de P; (fraction des particules ayant réussi depuis
B;_1). Pour utiliser toute I'information dont nous disposons, nous améliorons
I’algorithme en remplacant ]3Z par P; := avﬁi Ab pendant la simulation, puisque
P, € [a,b]. Cette substitution a 'avantageuse conséquence de nous prémunir
de tout arrét prématuré de ’algorithme. Maintenant, pour tout ¢ = 1--- M,
posons

. 1 [1-Py

Ri: —— =~
VEPu ) Ik

ce sont les nombres de retirage de la deuxieme phase.

Phase 2 : Nous générons N — py particules. Les particules ayant atteint By
sont dupliquées en R; que nous faisons évoluer depuis Bj. Les particules ayant
atteint By sont dupliquées en Ry sous-particules que nous faisons évoluer
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depuis B, --- Et ainsi de suite jusqu'a ce que A soit atteint. De 1’étape 1
(t=1---M + 1), nous obtenons un estimateur P/ de P; que nous remplace-
rons par P/ :=aV P/ A b pendant la simulation.

Dans la suite, les estimateurs tronqués seront notés avec une tilde ~ et les

P b
gﬂ ) ) ) i
~ R
R R, . B,

Py N-py

Fic. 1. Le modele de branchement avec duplication des trajectoires
a deux étapes

estimateurs non tronqués avec un chapeau A.

Hypotheses :

1. Un étude rapide nous conduit a nous restreindre au cas ou

- PN — +OO
p N—+oco

V- PN N:i-oo +oo,
- pn = o(N — pn).
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2. De plus, comme expliqué en Remarque 5.1.1, les calculs étant trop com-
plexes pour faire une analyse précise, nous menerons une étude asympto-
tique lorsque le cout C' (c-a-d quand N) tend vers l'infini. Nous souhai-
tons déterminer I’algorithme optimal. Apres une analyse plus approfondie,
nous prouvons que l'optimum est atteint pour

<PN ) 2 1

N PN

Plus précisément, pour comprendre mieux ce qui se passe et afin d’alléger
la rédaction et rendre plus claire I'analyse, nous nous restreignons au cas
oll py est asymptotiquement de la forme \,(N)N'~% et nous cherchons &

optimiser 1'algorithme en o, N et \,(N). Alors nous prouvons que 1'op-
timum est atteint pour o = 1/3 : en effet, pour a < 1/3, A\,(N) P 0,
—00
pour a = 1/3, A\,(N) P cst et pour o > 1/3, Ao (V) e
—00 —00
Nous supposons donc a partir de maintenant que py a la forme asymp-

totique py = AN'~®, ot A dénote simplement A, (V).

Notations :

Posons

-7:21':0(?1,"'>é,§{,"'>ﬁ,> et -7:2i+1:«7:2i\/0<15i+1>

7

Dans la suite, nous noterons E; pour E (e|F) et vary pour var (e|Fy).
Estimateurs :

Afin d’exploiter toute l'information fournie par la simulation, nous utilise-
rons les résultats des deux phases pour estimer les probabilités de transition :
P; 1 est estimé par le nombre de succes renormalisé de la génération i dans les
phases 1 et 2. Plus précisément, pour ¢ = 0--- M, P;,; est estimé par

~, nb total de succes en B;iq #ar P + (1 — 25Tl
"1 b total de particules générées depuis B; - %r?ﬁi +(1- %)ﬁﬁz
avec L

po =1, pi=PFP P, pour i=1---M+1

Py =1, ﬁ:ﬁl’é’ pour i=1---M+1

ro =1, ﬁ:§1-~-§i pour i =1---M

généralisations des notations introduites en Section 3.2.

C’est l'estimateur de variance minimale parmi les estimateurs combinaison
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linaire de P; et P/
Finalement, P(A) est estimé par le produit de ces fractions :
P = 151”"'151(/4“ = P

et nous obtenons

Proposition 5.1.1. — P(A) est estimé par

s e ()
(77) P:ﬁM 1 —
+ M 1 A Pﬂ“? 1
Hi:l + N ﬁ;a -

5.1.2. Outils mathématiques. —

5.1.2.1. Probabilités de troncature. — Dans cette section, nous donnons une
borne précise des probabilités de troncature d’une somme de variables aléatoires
de Bernoulli i.i.d., outil technique utilisé dans la suite de l'analyse (voir par
exemple la preuve du Lemme 5.1.1).

Proposition 5.1.2. — Pour P de la forme
. 1 Y
2

ou les B; sont des variables aléatoires i.i.d. de méme loi que B Bernoulli de
paramétre P, nous avons

IN

a exp {—Ng(a)}
>b) < exp{—Ng(b)}

avec g(x) = log [(11:;)1_96 (%)x}
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Démonstration. — Appliquons la méthode de Chernoff pour obtenir

P(P <a) = ZB<a ZB<N@
= IP’(exp{)\ZBi} > exp {ANa}) for A <0
i=1

< exp{—ANa}E(exp {)\ Z BZ}) < exp {—ANa} E(exp {AB})"

=1

Mais E(exp{AB}) = Pe* + 1 — P; soit alors f la fonction convexe définie par
f(A\) = log(Pe* + 1 — P) — Aa, son minimum est donné par
al—P
>\m1n 1 1 < 0
og(57—)

Donc

oitlog | (1) ™" (3)"] 2 0.

En utilisant le méme type d’argument mais avec A > 0, on déduit une majo-
ration exponentielle de P(P > b), qui conduit au résultat. O

5.1.2.2. Un lemme fondamental. — Dans cette section, nous établissons un
résultat sur I'espérance de fonctions des estimateurs tronqués dont nous nous
servirons a maintes reprises lors de I’étude analytique du modele.

Lemme 5.1.1. — Soient f, g deuz fonctions définies sur ]0,1[, C* sur [a, ]
et P une variable aléatoire de la forme

. 1 X
P:N;Bi

ot les B; sont des variables aléatoires i.i.d. de méme loi que B Bernoulli de
parametre P, Enfin, soit P=aV P Ab. Alors

P(1- P) 1

oA (P) ol )

E(f(P)) = £(P) + ~
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Par conséquent,

var (f(]g)) = P(1]\7 P)f,(P)z +0(%)
on (1P.a(P)) = PLD) ppyg(p) 4o k)

Démonstration. — Tout d’abord,

E <f(ﬁ)> = E (f(ﬁ)lﬁe[a,b]> +E (f(ﬁ)lﬁe[mb]C)

Mais, puisque P € la,b] et f est bornée sur [a,b] par une constante My,
E(f(P)lpeye) < MfP(P g [a.b]) < 2Myexp{~Nh(a,b)}

par la Proposition 5.1.2 et en posant h(a,b) = min{g(a), g(b)}.

Ensuite, notons que

( ~ ~ 2
E(P-P)=0, E((P—P) ) _ Pa-p)

E (13 . P>3 = PUP)(y _9p),

A\

E (13 - P)4 =D (PP (1-PP)E+(1-L)P1 - P)].

\

et puisque f est C? sur [a, b], par un développement de Taylor,

F(PNpeyy = | F(P)+ (P=P) f/(P)+ @ "(P) +o ((13 - P)Q) Lheis
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Le premier terme dans le coté droit de 1’équation est simplement

1)+ PP ey o).

Puisque P € [a,b] et f est bornée sur [a,b], le second terme est borné par
une constante fois P <ﬁ ¢ [a,b]), elle-méme bornée par exp{—Nh(a,b)}, ce

qui nous permet de conclure. O

Il est aisé de généraliser ces résultats aux fonctions de plusieurs variables par
des formules de duplication.

5.1.3. Les résultats. — Pour déduire I’algorithme optimal, nous avons be-
soin de développements asymptotiques du cotit de la simulation et de la va-
riance de 'estimateur. Une analyse précise du probleme d’optimisation montre
qu’il est nécessaire de faire un développement asymptotique a 'ordre 2 pour la
phase d’apprentissage (c-a-d a 'ordre 2 en py) et au premier ordre seulement
pour la seconde phase (c-a-d a 'ordre 1 en N — py c-a-d en N).

5.1.3.1. Etude du coit. — Le cott moyen est donné par

M M
C=AN"""Y R{E(5) + (N = AN'"*) ) E(7ip))
1=0

1=0

Remarquons que dans cette section ainsi que dans le reste du chapitre, nous
avons supposé que le cott de génération de toute particule était unitaire. Ceci
est conforté par 1’étude de ce cotut dans quelques exemples, comme notamment
le processus d’Ornstein-Uhlenbeck (voir Chapitre 6 et plus précisément Section
6.1.3).

Comme dit précédemment, nous souhaitons donner une expression asymp-
totique du cout lorsque le budget tend vers I'infini. Remarquons que

g — i iRiE(~'> (1= i %E(f”)
N Ne i=0 o Ne i=0 i

et puisque P, € [a,b] pour tout i = 1---M + 1, le coté droit est borné
inférieurement et supérieurement ; par conséquent, nous pouvons vérifier que
comme annoncé en Introduction,

N — oo lorsque C — oo
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et C' est linéaire en N. Maintenant, en appliquant le Lemme 5.1.1 et en utilisant
les notations introduites en Sections 3.2 et 5.1.1, il vient

Théoréme 5.1.1. —

B A 1 1
C—N|:Copt+)\Nl +BW+O<NQ)+O<W):|

avec

_1\\M 3/4 i—1 1—Py 3/4—P;
{Bl -2 Zi:l TiDi |:P1(1—P1) —2 + 2 Zk:l r%pkill + r?pi+1(l—1+32‘1+1):|
M
By =30 pi(r] — i)
et Cope le cotut par particule moyen généré dans le modele optimal, donné par

M

Zﬁ'pz'

=0

Démonstration. — D’abord, nous avons E(p;) = p;. Définissons

cp(x)zwi—l et Y(x) =+/z(l —x)

et conditionnons par Fy;, alors

E (7:p,) = E(ZJ;@Em( (]Sz'+1)>)

7

Nous avons
)\Nl aropl

Py =P B,
+1 11t o= )\Nl w05 ]z::
avec B; = Ber (P;1+1) — Piyq. Un application de la Proposition 5.1.1 & ¢ au voi-

sinage de P, et avec pour nombre de particules générées AN'~*rp; conduit
a

~~ /771'—1 ~ Pi-l—l(l_Pi-‘rl) " /771'—1 .737 1
E (rip;) = o(Pip1)E | —==D} P )E e _
(7ip;) = @(Piy1) <¢(B)PZ> + 2)\N1—ar? 0" (Pit1) o(B) i +o0 N1 o

_ fici o\ | Pl —Pi) Tic1 1
~ P (w(é-)pi> ooty CPeypy ol
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Conditionnons par Fs;_; et appliquons le Lemme 5.1.1 a la fonction identité
Id en gardant seulement le premier terme du développement,

~ Tio1 Pz'+1(1 - Pz'+1) Tri—1 1
E (75p;) = ¢(Piy1) PE | —=D; "(P;
(T pz) 90( +l) (@D(R)pz_l) + 2)\N1_0"f’? 2 ( +1)w(Pz) +o Nl_a

Pour k£ de i — 1 a 2, conditionnons d’abord par Fy, appliquons le Lemme

5.1.1 a % puis conditionnons par Fy_1 et appliquons le Lemme 5.1.1 & Id.
Un dernier conditionnement par F, et une application du Lemme 5.1.1 a %

conduisent successivement a
~ Ti—aDi_y ‘P(ﬁz)
E(T’zﬁz) = SO(Pz'H)PiE < = IE2(2‘—1) <—~
Y(Pi_q) V(P)

Pz'—i—l(l - Pz'—i—l) Ti—lSO"(Pz'H) 1o 1
2AN1-az0 W(P,) Ni-a

= R, Pp(P)E (Q) + M‘P(R’ﬂ) <f) (P) Ti—2  Di

Y(Pi—1) 2AN1t=ard (0 Y(Pi—1) pi-1
Pz'+1(1 - P) , Ti—1 1
Pyt
e )yt e

= 1—1 /i
Ty Di Py TiDi Prey1(1 = Piyr) o(Pygo) (@)
PR () 2) (p
Ry le( 2 <w(P1)> 2ANt—« ; iRk R pip(Pr) \ ¢ (Firr)

P = P) Ti-1 1
H -
Nt ¢ B gps ol Fia

Enfin une derniére application du Lemme 5.1.1 a (z,y) — % amene

_ 1 3/4 R 1
(b)) = i | 1+ 3= <P1(1 —P) ) + e 20 Pl

—1 TEPk+1
1 1 3/4— Py, 1
+2>\N1_O‘T? pi P (1 — R‘HJ o (Nl_a)

D’ou le résultat. O

5.1.3.2. Etude de la variance. — En appliquant le Lemme 5.1.1 et en utilisant
les notations introduites en Sections 3.2 et 5.1.1, la variance de ’estimateur
est donnée par
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e () +o ()

M [Pii-1/4 P
Ar=5200 rz?t”tpﬁ/l B iwlg_?]
Ay = %1_1 Zi]‘ilpi(ri_rio)
Ao= (% — 1) S, 8D -

Py =1 \'1

Théoréme 5.1.2. —

~ P2 | A 2
UGT(P> = W ‘/opt + WA1 + WAQ + W

avec

et Vope la variance par particule du modéle optimal, donnée par

G m)i ()
i—o \Pi+1  Pi/ Ti Py ot

ot la derniere égalité découle du Lemme 5.1.2 suivant.

Avant de prouver ce théoreme, énongons et prouvons le lemme

Lemme 5.1.2. — En prenant les nombres de retirage optimaux, la variance
du modele de branchement avec duplication des trajectoires classique devient
simplement

=0

Démonstration. — Tout d’abord, la premiere égalité provient directement de
I'équation (27). Ensuite, nous avons alors

1 1
~1) = =RP(1-P,
(7 ) mra=n)

et par une utilisation successive de cette relation, nous obtenons

1 1 1 1
(522 = () e an )
Pi+1 Di) Ti Pz’+1 Riri_ipi P Ri_11i_9pi1

Finalement nous obtenons la relation souhaitée. O
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Démonstration. — Pendant la preuve, afin d’alléger la rédaction, nous utilise-

rons le symbole =~ pour tout développement asymptotique & 'ordre 1/N U+ 2=a),

Soient pour k = 1..M,

~ ~ .0

r - r

Zk = % et Zk = fﬁ k y
PrTk PrTk—1

et

1+ 2 (Zea B 1)
N M
1+ Fa (Zp—1 — 1)

Conditionnons d’abord par Fopryq -
var (ﬁ) = var(Ph;41)
ﬁ](/[ A 0 A ~ ~ D!
= var — — ry+(1——=— ryE P
Vi <]37M7“M{1+ﬁ(ZM— 1)} {NQPMH M No | PuTM om+1(Prsr)

it NI : 5
~ -~ /
mmﬂ+¢%ww}{O_MJWW}WW“@WJ
N&

Mais par le Lemme 5.1.1,

Eornr1(Pyryy) = Pugr + o0 (%)

5% _ Pyi1(1-Pprya) 1
varam+1 (PMH) T N(1- e )P +o(y)
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~ A
var (P) Py, var <p1(4 {1 + Ne (Zy —1)

}
Pl gt (1 ) (s {5
|
{

A Py
= P? var [P, {1+-"—Z = -1 1-
o (M{ Ne M<PM+1

Pyyi(1— P A 72
i M+1(N M1) (1__)E<p_M

= Pi var (171(/1 {1 + %ZMQMIBM)EQM <f(f)M+1>) })

+Pyr B (23113 ]\)7\21 [ZMw(f)M)} 2 vary s <f(15M+1)>)

+PM+1(1]; Prry1) (1 _ L) E <ﬁﬁ¢(ﬁm1@m (g(ﬁMH)))

N« MTM—-1
= T1+T2+T3

ou la derniere égalité est le résultat d’'un conditionnement par Fs,, avec

L (e N (g v
0= (ae 1){1 N (ZM ) 1)}

et

1. Calcul de T}
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Appliquons le Lemme 5.1.1 a f, il vient

F)M-l-l(1 - PM+1)
QANl_aﬁMTg/[

= 1 1 1 — i 27 M -1
2ANT=Pn1Y; Prrsrp(Prrsr) Ne \ "M o(Parya)

1
+o N

Fa <f(ﬁM+1)) = f(Pys1) + f"(Pargr) +o (L>

Alors

1 (Par)p(Paryr) ™" A _ (Py)
T, ~ P? ol {14+ — 1—— |2y —— —1
1 e { i N ﬁM?M—IPM—H Ne MSO(PMH)

~= ]%/H_lvar (M](/[)

1 Puv(Pa) [0 N (o (Pu)
+4N2so<PM+l>2W<ﬁM?M_1 {1 N <2ZM¢<PMH> 1) })
PM—H v ~/ ﬁ](4 (ﬁM) _i ~ 7vb(ﬁM) _
FNoPren) (pM’ Prurai {1 N- <2ZM¢<PMH> 1) })

1
N2

Le second terme étant négligeable (puisqu’en =), nous étudions seulement le

terme de covariance et notons

L ~1  ~ w(ﬁM) A 77 w(f)M)
T3 := cov <pM’pM]37M?M—1 {1 ~Ne <2ZMm — 1) })

La procédure d’intégration étant la méme pour toutes les espérances appa-
raissant dans cette preuve et afin d’alléger la rédaction, nous détaillerons les
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calculs seulement pour le terme 7335. En conditionnant par Foy,_1, nous avons
1+%<Z ) ’f¢f—1>
N M 1PM
1+ 35 (Zy1—1)

_E (ﬁA'H {1 + % (Znia — 1)}_l Eanr1 (w(%)))

up(x) = x{l + % <ZM_1ﬁ7M — 1)}

Mais par le Lemme 5.1.1, le second terme étant négligeable,

T3 = E <pM> =E 511/1_1151@1
avec

A Py 1

Appliquons le Lemme 5.1.1,

- Pu(l—Py) , 1
E2(M—l) (’UM(PM)> = UM(PM) + W@M(PM) + 0 <'Nl_a)

_ 1 . "
= vy (Py) + 0 N puisque vj,; se comporte comme Ne

1
=1+4o0 (N) en développant le produit
Alors en conditionnant par Fy—1) et en appliquant 1'égalité précédente,

Tz ~ Py (15/1(4—1E2(M—1) (UM(ﬁM))) ~ Pyl (%4—1) A APy
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Par des conditionnements et des applications du Lemme 5.1.1 successifs, il
vient

Py Py ¢(PM) ~~2¢(ﬁ1) A ﬁﬂ’?\/[ @D(ﬁl)
~ E|P — - — — —
~ PM"'P2 ¢(PM) DD
" Ry1--- Ry o(P) E <Cb (Pl’ﬂ))

ol ® est défini par

(z,y) = yi(z) {1+2NAQ (g - 1) + 13; (g = 1)2} {1 - % (;(7’]%;2) wp(z) 1)}

Y

Mais par le Lemme 5.1.1 appliqué a &,

~ = . (I)g(Pl,Pl) (I)Z(Plapl) 1
E@)(P“Pl))_q)(Pl’Pl)JrPl(l_Pl){ 2AN1-a +2N(1—)\/Na) o\
A

0 "
7 q)rﬂ(PhPl) 1
:le(Pl){l_W<2m_ )}+P1(1_P1>W+O Nl—a

Finalement,

~ pup(Par) A (Y 1/8 1 1
o =2 e () e ()

De la méme facon, nous avons

e 9 (- 1)) - ] < (o)

de quoi on déduit la nullité du terme de covariance. Finalement,

T, ~ PJ\2/[+1var (Phy)

2. Calcul de Ty

Par des conditionnements et des applications du Lemme 5.1.1 successifs, il
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vient
A 9
T, ~ 1 — Py1)Prgr - P M
2 N1+a( ar+1) Par 2(RM"'R2)QQO(P2)2
o) R LY ST N S I GV
1 e Ne \ Ry -+ Ry o(Ps) P
A 9 ~ =
~ 1_p Py P M E(V (P, P
Nl_;’_a( M-‘rl) M+1 2(RM~'~R2)2S0(P2)2 < ( 1, 1))
en posant

v = {1+ 5 (5 1) Moo (2o 1))

Appliquons le Lemme 5.1.1 & ¥ et en ne conservant que le premier terme,

A 9 A (79 1
T, = 1—-P M)y _o9 2 (M _ _—
2 NHQ( M-H)pM-HT%/[ { N (TM )} +o0 (N1+a>

3. Calcul de T3

Appliquons le Lemme 5.1.1 & g définie précédemment,

T 1 Py —1/4 + Prria(1 — Pugr) ( A ) 0 ( Pt ¢(15M)

~ 1 - N ~ o~
2AN2= ) N PuTav—19(Prrsa)

Na
~ ~ ~ ~ 2
N« RMRQQO(PQ)ﬁI’ Nz2a RMRQC,O(PQ)ﬁl’

= T3 + T3
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Par des conditionnements et des applications du Lemme 5.1.1 successifs, il
vient

1— Py A Pyir--- P ~ 1y (Py) A oy
Tpp o — M (1 2 E(P2 -2 2
. N ( Na) Ry -+ - Rop(P) ( boop

~ o~ 2
13 N a7 ¢(P1)ﬁ 1
N2 RMRQQO(PQ)ﬁll

(1) T (T (P 7)

Q

en posant

e =tn {122 (5 1) 25 (2 )

{1_21( ot ¢<x>g_1)+3v (Rrﬁcf b

N\ Ry---Ryp(Py) y N2 Mo Rop(Py)y

Appliquons le Lemme 5.1.1 a I' et en ne conservant que les deux premiers
termes,

2
T32%pM+1(1_PM+1) LAY A ™ 43 N (S
NTM Ne No (B N2O‘ Tm
1= Pyiipua 1
SAN2—« m Pl(l—P1>

Finalement,

2
T3%pM+1(1_PM+1) 1_i 1_21 ﬁ_ +3>‘_2 ﬁ_
Nrat No No \ra N2\

11 [Py —1/4 puyr 1= Py
2)\N2_O‘TM 7’?\4 4 Pl(l—P1>

+

)]
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alors

D 2 ~1 A T?M A TR/I
var <P> ~ Pyrgvar (phy) + N1+a(1 - PM-H)pM—i-lT 1 - QW — —

2
M M

_ 0 2 0 2
+pM+1(1 Purii) 1_1 1_2i ™ +3)\ ™
N’f’M NO‘ NO‘ Tm NQO‘ Tm

n 11 [Py —1/4 puy1 1= Py
2AN2= )y, 9, 4 P(1-P)

Mais en appliquant le Lemme 5.1.1,

@)= (1)) (6
)
)

[A2(P,P)  AXP,P 1
:Pl(l_P1> :E( D 1> y(l)\l “+ o0
AN« N (1 - %a Nl
1o (1= 1
=P (1-P e
A Y e e g I (Nl—a)
Pi(1—-P) 1
==~ o\
avec
Az
A = 1+4—1(--1
)
et I’on conclut par récurrence. O
5.1.3.3. Optimisation de ’algorithme en les parameétres. — Les équivalents de

la variance et du cotit sont donnés par

D Vopt 1 A )\2
var <P) Mol ales A+ g A + i As

C ~ NC’Opt + )\NI_QBQ + %Bl

N—oo

Rappelons que nous souhaitons optimiser I'algorithme en les parametres a;, NV
et A\. Nous prouvons d’abord le lemme suivant :
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Lemme 5.1.3. — Soient F' et G deux fonctions a valeurs réelles. Supposons
que

L A (N fs(N)
F()‘> N) N:oo N + Nlta + N1+2a + N2—a’
GAMN) ~  N+NY2%% () + N¥gs(N).

N—o0

et

(78) fl + g1 = 0.
Alors minimiser ' a G = Gy fizé revient asymptotiquement a minimiser la
fonction de A

~ f3+ go pour o > g,

- fotafigi pour a < %;

~ fot fs+ g2+ frg1 pour o = 3,

N étant donné par l’équation G = GYy.

Démonstration. — Cas 1 - a > % D’abord, N satisfait
(79) N+ N7 (A) + N (\) = Gy

et nous pouvons considérer que

N ~ Gy + uGy e + vGS ~ Gy

14+ L ]
Var) l1-a
Gf Gf
En injectant cette valeur dans (79), on obtient

11—«

il v
Ga T ATa
Gy Gy
~ Gy + pGy* +vGG 4+ g1(NG + g2(N) G

~ Gt [+ g (NG + v+ 92(N)] GS

Gy ~ G+ pGh® +vGS + g (NG |1+ + (NG |1+ %
f

+

14

l—«
Gf

T
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et par conséquent {/:i _318‘)) . Puisque a > 3, N11+za =0 (Nglia) et
= —0o
donc
1 X v fi(N) f3()\)
F()‘>N) G_f Ga Gl—a + G1+a + G2—a
1
~ G GH“ [f1(A) — p] + & a[fs( ) — V]
1
~ G G2 a [f3( )+g2()\)]

Et nous obtenons finalement le résultat pour o > %

Cas2-a< % D’abord, N satisfait

(80) N+ N7 (\) = Gy
et nous pouvons considérer que
NNGf—l—,UG}_aNGf 1“‘@
En injectant cette valeur dans (80),
-«
Gf~6ﬁ+qu“+mQX$”fl+é% ~ Gyt [+ gV G
et par conséquent  p = —g;(A). Puisque o < 3, N21 — =0 (ﬁ) et donc
1 pooog 1 fi(A) fo(N)
FIA\N) ~ — |1—— 1—(1
( ) ) Gf G?—i_lu G;a +G1+a ( +a )Ga +G}+2a
1 1 1 )
~ G + @ [f1(A) = ul + @ [fo(N) = (1 + a)ufr(A) + p7]
1 1

~ G G1+2a [f2(A) + e fi(A) g1 (V)]
Et nous obtenons finalement le résultat pour o < %
Cas 3 - a= % D’abord, N satisfait

(81) N+ N?2gi(\) + NY3gy(\) = Gy
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et nous pouvons considérer que

2/3 /3 X
NNGf+MGf +VGf —Gf W_}_W
! f
En injectant cette valeur dans (81),
2
Gy~ Gyt L+ I GY + v+ ) + S (| 65

p=—g1(A)

b= 200 — ;) .Dou avec fo = fo+ fs,

et par conséquent {

1 Iz v 2 fi(A) 4 p f(\)
11 1T, 4 )

~ G—Jrﬁ[fl()\)—ﬂ]*‘@ f2()\)—§/if1(>\)—V+M
1

1 .
~ G + ﬁ [fg()\) + g2(A) + fl()\)gl()‘):|

Wl

Et nous obtenons finalement le résultat pour a =

Par conséquent, nous pouvons déduire la proposition suivante :

Proposition 5.1.3. — Minimiser la variance pour un cotut donné conduit a
prendre o = % et a la solution

Cus (13 (1= 1)]
As = 2 (A3 By + A3Copt) ’

N étant donné par le cout.

Démonstration. — En renormalisant par V,,; et C,p et en utilisant le lemme
précédent : si

(82) AyCopt + BaVigpy = 0

est vérifié, minimiser la variance a cout C fixé revient a minimiser les fonctions
1 [Al By

— pour « > 2y Vot XCopt

3 } qui conduit a Ay = +00 qui est absurde.

— for « < )\2 [ 5 Q%] qui conduit a A; = 0 qui est absurde.
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Con (131 (1) ]

A
T1+A3>‘2 By A2 Az By
2(A2B2+A3Copt)

Vopt )\Copt Voptoopt

qui conduit a A\, =

_ 1
— fora = g,

N est donné par le colit. Mais par le Lemme 5.1.2 et les expressions des nombres
optimaux de retirage, on peut facilement vérifier que (82) est satisfaite. D’apres
I’étude de cas précédente, on doit donc prendre

==

3

et la solution du probleme d’optimisation est alors donnée par

Copt (A1 + B1 (1)) :

A =
2 (AyBy + A3Copt)

et N est donné par le cott. O

Notons que si l'on prend pour la phase d’apprentissage les R; optimaux, nous
obtenons

As = +00

Remarque 5.1.2. — Insistons sur le fait que [’annulation observée dans la
preuve (AsCop + BV = 0) provient directement du choix particulier des R;,
solutions d’un probléeme d’optimisation et conduit a prendre o = % St nous
n’avions pas pris cette fonction particuliére des probabilités de transition pour
les R;, il n’y aurait pas eu d’annulation des coefficients et le o optimal aurait
simplement été %, comme l'on peut s’y attendre a priori. Ceci souligne le fait
qu’tl est vraiment important de choisir les probabilités de transition les plus
proches des valeurs optimales.

Remarque 5.1.3. — En notant que N est linéaire en C', nous remarquons
que consacrer \{N?/3 particules & la premiére phase revient d lui consacrer
1sC?3 particules, pour un certain p, dépendant de \,.

5.1.4. Procédure a suivre en pratique. — En pratique, un budget est
fixé a I'avance, ce qui revient a fixer le nombre total N de particules générées
lors de la simulation. On générera py = A\,N'~* particules durant la phase
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d’apprentissage et N — py durant la seconde. L’optimisation nous suggere de
prendre

Copt (A1 + B (3 — 1 %
a:% et Ay = pt2<(A:BQ +1/<1;Oopt)))

Rappelons que les probabilités de transition P; sont inconnues et donc que I'on
ne peut pas évaluer explicitement \,. Cependant, ces probabilités condition-
nelles étant bornées inférieurement et supérieurement, nous pouvons aisément
déterminer une borne inférieure \;(min) (et resp. supérieure A\;(max)) de As.
Par conséquent, nous procederons comme suit :

— Premiere phase-phase d’apprentissage :

Nous générons d’abord \,(min) N?/3 particules, en procédant comme dans
le modele classique de branchement avec duplication de trajectoires avec
(RY);=1...s comme nombres de retirage choisis arbitrairement en début
de simulation. Nous estimons ensuite les probabilités de transition, les
nombres optimaux de retirage ainsi que le A optimal par A\.,. Nous conti-
nuons a générer des particules jusqu’a ce que le nombre total de particules
générées pendant la phase d’apprentissage soit Aes s N%/2.

— Seconde phase :

Nous générons N — py particules que nous faisons évoluer comme lors
de la premiére phase mais nous utilisons les estimateurs des (R;)i=1..;s
obtenus pendant la premiere phase et selon le schéma optimal donné au
Chapitre 3 comme expliqué précédemment.

5.1.5. Probabilité d’extinction de l’algorithme sans troncature. —
La probabilité d’arrét de ’algorithme sans troncature est donnée par la pro-
babilité d’arrét lors de 1’étape 1 et celle d’arrét lors de 1’étape 2 sachant qu’il
n’y a pas eu d’arrét lors de I'étape 1. Plus précisément,

Proposition 5.1.4. — Si P.piine désigne la probabilité d’arrét lors de [’étape
1, la probabilité totale d’arrét de ’algorithme est donnée par

Pe:ctinc = Iextincl + (1 - Pe:ctincl)PeztinCQ
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ol
Pestinan = [Prgio---0gu(0)+1— P
Peginz = E[Pihyo---0hp(0) +1— PN #V

gi(s) = (Ppis+1— Pz’—i—l)R
avec .
hi(s) = (Piy1s+1— Piyq)™

)

En prenant s = 0 dans la Remarque 3.6.5, nous obtenons directement

Corollaire 5.1.1. —

—17 PN
1-— 1 + l - gg-’(O)
P(A)’f’?\/[(l - S) 2 = Pj+2\07’?+1pj+139
1 = g; (1)
P(A)rf, (1 - s) = Pjyoor 1 P 1

—17 PN

S Pemtincl S 1— {

0_
g7(0) = RY(R) = 1)P?.; (1= Pyy)™
9}’(1) = RQ(R? - 1)Pj2+1

Nous allons généraliser les encadrements obtenus au chapitre 3, section 3.6.4
afin d’estimer P,.;n.2. Nous obtenons les encadrements suivants pour la fonc-
tion génératrice m, de Z,, processus de Galton-Watson en milieu aléatoire
défini par les fonctions génératrices successives {h;,j > 0} :

Proposition 5.1.5. —

-1

1

n—1 n—1 B Jj—1 -
<ni<1-|TTma-o| +Se|E0] AT
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avec

{uj =E (h(1)")"

m; =E (h;(l))

Démonstration. — Tout d’abord, notons r ’environnement aléatoire : r =
{ﬁl, e ,EM} et hj(e) = hj(ﬁj, o) les fonctions génératrices (aléatoires) des
lois de reproduction. Il vient par application de I'inégalité de Jensen, les fonc-
tions h; étant convexes,

m(s) = E(mu(r,s)) =E(hyo---0hp(s))
E(hy) oE (hgo---0ohp(s)) > ---

AVARAY]

Ainsi la fonction génératrice d'un processus de Galton-Watson en milieu aléatoire
défini par les fonctions génératrices successives {h;, j > 0} est minorée par celle
d’un processus de Galton-Watson en milieu variable défini par les espérances
des fonctions génératrices successives précédentes. En appliquant le résultat de
la Remarque 3.6.5, nous obtenons la minoration.

En utilisant le résultat de la Remarque 3.6.5, nous obtenons, en posant

= TIx0

| Somo
mlrie) = 1‘{@n<1—s D 3royrem >@m}

et par une application de I'inégalité de Jensen a la fonction ¢(z) = i, il vient

n—1 h”( ) !
ma(s) < 1—{ 709 R Do >@]+1”

D’ou le résultat.

Ainsi la fonction génératrice d'un processus de Galton-Watson en milieu aléatoire
défini par les fonctions génératrices successives {h;,j > 0} est majorée par
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celle d'un processus de Galton-Watson en milieu variable défini par les fonc-
tions génératrices successives [; ayant pour dérivée premiere en 1 p; et pour
dérivée seconde en 1 2u2E [1//(1)/h2(1)]. O

En utilisant la définition des fonctions génératrices et en prenant s = 0 dans
la proposition précédente,

Corollaire 5.1.2. —

3 —19 N—pn
M 1 LM j
1- [H mil=s)| +5) (E (14(0)) /Pim; Hml)
j=1 j=1 i=1
M -1 M h”(l) Jj—1
SPeztinQSl_ PlHIu](l_s) +ZE h/]21 /Plnul
i1 j=1 J ( ) i=1
avec
~ o~ B9 ~1 51\
{h;-’(O) SRR - 0P, — PRt [ = PAE(R)
h;/(l) = j(Rj - 1)Pz2+1 m; = j+1E (R])

Ainsi 'extinction d’un processus de Galton-Watson en milieu aléatoire défini
par les fonctions génératrices successives {h;,j > 0} s’éteint plus rapidement
qu'un processus de Galton-Watson en milieu variable défini par les espérances
de ces fonctions génératrices mais moins rapidement qu'un processus de Galton-
Watson en milieu variable défini par les fonctions génératrices successives [;
ayant pour dérivée premiere en 1 p; et pour dérivée seconde en 1.

On obtient ainsi la proposition suivante :

N—pn
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Proposition 5.1.6. — La probabilité d’extinction de l’algorithme est donnée
par
- . . ”(0) —17 PN
1— + = %
]P](A)TR/[(l - 8) 2 = Pj+2\07n?+1‘Pj+lR?
- _ ) —1q N—-pn
M 1 M J
+ 1= ] mi = s) +22< (R(0 /lemei>
j=1 i=1
17 0NN
M / 1
1 g; (1)
S Pe:c inc S 1 - + J
: {P(A)T%(l - 5) ; Piiooris P By
M M h// 1
j=1 j=1
avec
RO_
g;(0) = RY(R) = 1) P2y (1 — Prya)' RS
g/(1) = RY(R? — 1)P2,, o m=PiE (%)
B(0) = By(R; = DPRy (1= P)™™ | my = P (R))
h;'/(l) = j( Jj 1>Pj2+1

2. Modele Aldous-Vazirani

Nous proposons dans cette section une simulation en M+1 étapes pour palier le
fait que I’on ne connaisse pas les niveaux et donc les nombres de retirage, basée
sur I’heuristique proposée par Aldous et Vazirani dans [3]. Nous supposons que
dans ce modele aussi, les niveaux ont été fixés a ’avance.

5.2.1. Déroulement de la simulation. — De la méme fagon que précédemment,
choisissons arbitrairement M + 1 nombres PZ-(O) dans [a, b] et posons
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On procede ensuite comme suit : on dispose de (M + 1) groupes de particules,
le groupe ¢ contenant ;N particules de telle sorte que ZZ]\QFI 0; = 1 c'est a

dire que 1'on envoie N particules au total.

Etape 1 : On envoie les N particules. Les particules du groupe 1 ayant at-

By =A
S
ﬁMﬂt ! J Pt

P i

™ Pu

Ry ﬁM-1
By

ﬁz B,

Fi1G. 2. Modele de branchement avec duplication des trajectoires ver-
sion Aldous-Vazirani

teint By sont dupliquées en R§°> sous-particules. On compte celles arrivées en
B;y. L’étude du premier groupe fournit ainsi un estimateur Pl(l) de P; et un
estimateur P2(1) de P5. Posons alors

~ 1
Rl = — —
Pl(l)Pg(l)

et nous prendrons ﬁl comme nombre de retirage depuis B; pour la prochaine
étape de la simulation. Fin de ’étape 1.
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Notation : Dans un souci de clarté et de lisibilité, nous noterons par la suite
P! Pestimateur de P; obtenu avec le j-ieme groupe.

Etapei (2 <7 < M + 1) : Les groupes 1 a i — 1 ont été écartés car ils
ont servi a estimer Ry, Ry, --- , R;_1. Les groupes restant contiennent chacun
un nombre aléatoire de particules ayant atteint le niveau B;_;. On compte le
nombre de particuleAs du groupe i ayant atteint le niveau B;_;. Ces dernieres

sont dupliquées en R;_; sous-particules qui évoluent. Celles arrivées en B; sont
a leur tour dupliquées en REO) sous-particules et on compte celles arrivées en
B;y1. I’étude de ce groupe fournit ainsi un estimateur P9 de P; et un esti-

7

mateur PZ(Jrl de P;y1. Posons alors de la méme facon que précédemment

et nous prendrons R comme nombre de retirage depuis B; pour la prochaine
étape de la simulation.

On compte ensuite les particules des groupes 7 + 1 a M + 1 qui ont atteint
B;_1 et on les fait évoluer apres les avoir dupliquées en R; ; sous-particules.
Fin de I'étape 1.

Hypotheses

Guidés par la démarche adoptée pour le modele a deux étapes présenté en
Section 5.1, nous supposons que

1. ;N — +oopourtouti=1---M+1,

N—+oo

2. ;N = o(0pr+1N) pour tout ¢ = 1--- M.

De plus, nous supposons aussi que 6; a la forme suivante A/N*M pour tout
i=1---M (avec 0 < a < 1 afin que les hypotheses soient vérifiées) et donc,

puisque Y .7 Mrlg =1,

A
Orvsr =1— Na
L’estimateur de P(A) est alors donné par
P = P(A) RN ZJ(\?H

Orr 1 NV Z E(Zu+1)
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5.2.2. Analyse du modele. —

5.2.2.1. Cout. — Le cout moyen est donné par
M ' i-1 M+1 -1\ M+l
o [Sans (1) (I18) « 2 (I18) X e ()
i=1 j=1 = =1 —i
en notant
@Z):ﬁfi)...ﬁ]@, i j=1---M+1

En procédant comme dans la Section 5.1.3.1 et en utilisant les notations
précédemment introduites, on peut montrer que

Proposition 5.2.1. — Le cout moyen est donné par

M
C=N [pn12537% INNI- QA4-§£:7E i

=0
1 O M—1 M
i ; Z-ﬁPiﬂ‘*‘;T’i;pj —pM;Ti

avec

i

EL ::Tijzj

J=1

3(1 —2P;)? N 1 3/4—Pjn
4 1-P R§O) Pii(1 = Pja)

Py +

T'j—1Dj

5.2.2.2. Variance. — En utilisant les notations précédemment introduites, il
vient

Proposition 5.2.2. — La variance est donnée par

M

~ P(A)? ( 1 1 ) 1
var(P) = T o) o a0\
( ) Or i N ; Pi+1 Di HZ:l E <§k)

. Z var (EZ)
i=1 Pk Hk; 1 (Ek> E <Ez>
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Démonstration. — En effet, tout d’abord

E(Zys)) = E <ZZM: Xgi) =E (ZuE (X}|Zx)) = E (ZuE (X))

E(Z)E (E (XY Ry)) = E(Zu) E (Ru) Para = -

M ~
= pua || E <Rz>
i=1
Ensuite

var(Zyr41) = var (Z XZM> = var (ZE (XZM)> +E (Z var (XZM)>

= var (Zy) (E (ﬁM) PM+1>2 +E (Zy) var (E (X M|EM>>
VE (Zy)E <Var (XM|J§M>)
= var (Zy) (E <§M> PM+1>2 + E (Zy) var <§M> P1%4+1

+E (Zm) E <§M> Prria(1 = Parya)

e [T () )+ e () TT (<) )
+ i E(Z)E (Ri) P(1 = Pya) kﬁl (& () Pes) 2
_ iE (z)var (R) P2, ﬁ (& (Ra) Peor)
+ ij; E(Z)E (R;) Pii(1 = P kﬁl (e (&) P ’““>2
D'ot T'on déduit le résultat recherché, -

En procédant comme dans la Section 5.1.3.2, on peut montrer que
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Proposition 5.2.3. — Le variance est donnée par
~ P(A)? A
P Vot | 1 — —
var(P) = g oN pt( Na) AN aMpr >
avec
1

A, =P(1—- 2Pz‘+1)2 +

R"Pii(1— Piyy)

5.2.2.3. Optimisation en 01,05, --- ,0p+1. — Notre but est de minimiser la
variance a cout fixé. En procédant comme en Section 5.1.3.3, on déduit qu’il
faut égaler 1 — a et a c-a-d prendre o = 1/2.

En procédant comme suit, on retrouve les parametres proposés dans [3]. Mais
notons bien que la démarche d’optimisation est alors totalement différente de
celle proposée dans cette these. Considérons maintenant 1’algorithme global
comme M + 1 sous-algorithmes, chacun de ces sous-algorithmes représentant
I’évolution des différents groupes de particules. Notons que ’expression du cotit
est globale et ne reflete pas le cotit de chacun de ces sous-algorithmes. Remar-
quons aussi que les particules du groupe i c-a-d de l'algorithme i (1 < i < M)
franchissent 7 + 1 niveaux alors que celles du dernier groupe c-a-d de I’algo-
rithme M + 1 franchissent M + 1 niveaux. Allouons donc, a chaque algorithme
i(1<i< M)et M+1,les cotts (i + 1) X cpip €t (M + 1) X ¢pip pour un
certain «colt par niveau» c,;,. Ainsi

M+1
M? +5M + 2
C= Z 2.Cm'v + (M + 1)Cm'v = %Cniv

D’ou la valeur de c¢,;,.

Mais le cout du groupe 1 est 2¢,;,, = 1N ( + IE(P )R(O ) et ainsi

1 2cnw
" N1+E(PD)RO

De méme, le cotuit du groupe 2 est

e = BuN (14 E(P)E(R) + E(PP P RVE(R))

et donc
1 3cnw

T N1 EPDE(R) +EPPD PO RVE(R))
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et ainsi de suite... Enfin, le cotut du groupe (M + 1) est

(M + 1)cpin = Oy 1N (1 + ZE (H 13]“‘“1 R; )))
et ainsi
1 (M + 1)Cniv
Vit e (I (PR,))

On remarque que lorsque l'on connait les parametres et que 'on prend les
valeurs optimales, on obtient

Onit1 =

Cniv

0; = N pour i =1---M+1

ce qui signifie que les cotits sont uniformément répartis sur chacun des sous-
algorithmes. On prendra donc dans la pratique

1
0; =
M+1
M+1
puisqu’on veut aussi ) .~ 6, = 1.
5.2.3. Précisions. — Comme longuement évoqué précédemment, les va-

leurs des nombres de retirage ne sont pas toujours entieres. Afin de remédier
a ce probleme, nous avons vu au Chapitre 4 qu’il faut considérer les nombres
de retirage comme des variables aléatoires et si R; est le nombre optimal au
niveau i, il s’agit de générer a chaque succes en ¢ une variable aléatoire, notée
par la suite N(R;), sur {|R;|, [R;]} de moyenne R;. C’est a dire que

P(N(R;) = [Ri]) = [Ri] — Ri et P(N(R;) = [Ri]) = Ri — | Ri]

En Section 5.1 ainsi que dans cette section, cette manipulation a été omise
car source de complexité dans 'analyse précise et l'optimisation de 1’algo-
rithme. En pratique, nous prendrons ’entier le plus proche de la valeur opti-
male, comme expliqué en Section 4.6.

Remarquons cependant que nous obtenons alors les deux lemmes suivants :

Lemme 5.2.1. — Soit Z une loi de Bernoulli sur {a, b} telle que P(Z = a) =
p et P(Z =b) = q. Alors

E(Z) = ap+bg=0b+ (a—Db)p
var(Z) = (b—a)’p(1—p)
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et

1 1 1 wvar(Z)
. <?) “E2) @ B2

Dans le cas particulier ou b =a+ 1 avec a > 1,

E<i): L1 w2

A E(Z) a(a+1) E(Z)
et
1 <E 1 < 1 n 1
E(Z) — Z) ~E(Z) 8E(Z2)
Démonstration. — Les deux premieres égalités sont évidentes. Pour la troisieme,

1 1 P q 1
El=)—-— = £42_
<Z> E(Z) a+b ap + bq
1
= WE(Z) {pb(ap + bq) + aq(ap + bq) — ab}

= abIE;(Z)pqvar(Z )

L’encadrement, dans le cas particulier, s’obtient d’'une part grace a l'inégalité
de Jensen et d’autre part par décroissance de la fonction f(z) = 1/[z(1 + z)]
et par l'inégalité var(Z) < 1/4. O

On en déduit le lemme suivant qui donne la valeur de E (N (R)) et des enca-

drements de E <ﬁ) lorsque R est déterministe ou aléatoire :

Lemme 5.2.2. — (i) Lorsque R est déterministe, on a par définition E(N(R)) =
R et l’encadrement

Iocp( L)< 2
R ~ N(R)) — 8R
(ii) Lorsque R est aléatoire, on a par définition E(N(R)) = E(R) et l’encadre-

ment
*(a) == (5m) == (3)
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5.2.4. Conclusion. — Nous remarquons que le cotut semble plus élevé et
que la variance sera plus grande puisque elle est en 1/0,,,.1 N alors que celle
du modele adaptatif précédemment présenté est en 1/N. Ici, N'/2 particules
servent a la phase d’apprentissage (comprenant les algorithmes 1 & M) contre
N?2/3 dans le premier modele mais toute I'information acquise lors de cette
phase d’apprentissage est perdue car elle ne peut étre prise en compte dans
I’estimateur.

5.3. Un modele qui garde le systeme particulaire en vie

Le but de ce modele introduit par Francois LeGland et Nadia Oudjane et
présenté par exemple dans [47,48] est ici aussi d’estimer la probabilité d'un
événement rare en utilisant des niveaux de branchement. Ici les niveaux de
transition sont fixés a I’avance mais le nombre de particules générées a chaque
niveau de transition est aléatoire et on génere jusqu’a ce qu'un nombre, fixé a
I’avance, de particules atteigne le niveau supérieur. Ainsi I’algorithme ne meurt
jamais.

5.3.1. Déroulement de la simulation. — Nous nous plagons dans les
meémes conditions que pour les systémes particulaires présentés en Section 2.4.
Le but de cet algorithme est de garder automatiquement le systeme particu-
laire en vie ce qui assure sa non-extinction.

Pour tout H > 0 entier, et tout £ = 0,---, M + 1, définissons le nombre
aléatoire de particules (temps d’arrét)

N
NF .= inf {N >1: ng(g,z) > Hsupgk(x)}

i—1 zeFE
olt les variables aléatoires ¢}, -+, (¢, - -+ sont i.i.d. de loi pg et ou les variables
aléatoires (1, - -+, (¢, -+, conditionnées au passé, sont i.i.d. de loi uf | Q. L’ap-

proximation particulaire {uff, k=0,1,--- M + 1} est maintenant paramétrée
par le seuil H > 0 et son évolution est décrite par le diagramme suivant :

—~ H _~
(83) iy — = SN (g Qr) — = gty

sélection mutation

avec la condition initiale pfl = gofill et il = SN¢' (1) et ot la notation SN (u)
désigne la distribution empirique associée a un N-échantillon de loi commune .
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On peut définir I'approximation du flot non renormalisé et on vérifie que les
équations satisfaites dans le cadre des systemes particulaires le sont aussi pour
cet algorithme. Clairement, N7 > H et si uf ,Qx(gr) > 0, on peut montrer
que le nombre aléatoire de particules N est fini presque stirement. De plus,

Ng!
= 5" — > >0
1o (90) (10)(90) = N ;:1 90(¢o) N 22290( z) >0,
et
~H o
A (gr) = S (i) (g NH E ar(G) > N}figggk( z) >0,
pour tout k = 0,--- ,M + 1 c-a-d le systeme particulaire ne s’éteint pas et

I’algorithme peut toujours continuer, par construction.

Dans notre cas particulier, ou nous étudions la probabilité d'un événement
(rare), les fonctions de sélection gj sont des indicatrices et on obtient

N
NI = inf{Nzl C) () :H}
=1

et ainsi on géneére un nombre aléatoire N de particules jusqu’a ce qu’exacte-
ment H trajectoires atteignent le niveau supérieur.

Concretement, de méme que pour les systemes particulaires, I’algorithme consiste
en la répétition de trois étapes :

1. sélection des particules de poids non nul : indépendamment pour tout
i=1---NH

et
=~ ti7
Ck 1= kk ooet Ty =T
2. mutation : indépendamment pour tout i = 1--- N
G = (@ xw), T, <t < 1)
selon le modele markovien a temps continu sous-jacent, partant de Z,i_l

T :inf{t >Ti: (6LX() € Ak}
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La taille de la population N} est choisie de telle sorte que H trajectoires
exactement réussissent a atteindre le niveau suivant, c-a-d

N
N,f::inf{Nzl : ng((,i):H}:inf{Nzl I = H)
=1

3. pondération selon les succes d’atteinte du niveau supérieur : pour tout
i=1---NH

wi, o gr(Cr) = Liica,

Dans ce cas, les probabilités de transition sont approchées par

ey ] H
P =B (L < TTi1 < T) = 1) = 1 (90) = o = 7
k k
et la probabilité de I’événement rare est approchée par
M+1 MAL
P(V(X) > a) = yars2(1) ® yirgs(1) = H fix (gr) = H N
k=0 k=0 =k
5.3.2. Propriétés asymptotiques. — Enoncons maintenant le théoreme

central limite :

Théoréme 5.3.1. —
VE (15(0) ~BV(X) > ) — G

L, H—+oo
ot Gpryo est un processus gaussien centré de variance

M
Garee =P(V(X) 2 a)® ) (1= Pp1)
1=0

La variance asymptotique obtenue ci-dessus est a comparer a

2, =P(V(X) > a)? i (p;l B 1) ’

=0

variance asymptotique obtenue pour les systemes particulaires.

Une autre normalisation (taille moyenne des systemes particulaires) conduit
au théoreme central limite suivant :
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Théoréme 5.3.2. —

1 M+1 1/2
M1 ZNE] (V1) —P(V(X) > a)) — Gl

=1

ou Gy, o est un processus gaussien centré de variance

| My 2 M
o 2
O R BE=S SF1 D SIER AN
ou
M+1 M+1

1 1 1 1

— NH —

H M+1; k]p,H_iooMH;Pi

Pour plus de détails et les preuves de ces résultats, nous renvoyons le lecteur
a [48].

5.4. Un modele ou les niveaux sont placés durant la simulation

Le but de ce modele introduit par Arnaud Guyader et Frédéric Cérou et
présenté dans [19] est ici aussi d’estimer la probabilité d’'un événement rare en
utilisant des niveaux de branchement mais le procédé est sensiblement différent
de ceux présentés dans les deux paragraphes précédents. Afin de résoudre le
probleme du choix des niveaux, les niveaux de transition sont placés pas a
pas durant la simulation de facon a avoir un processus de branchement aussi
critique que possible et afin d’éviter une extinction prématurée de 1’algorithme.

5.4.1. Déroulement de la simulation. — Nous considerons ici un proces-
sus de Markov fort a valeurs dans R et a trajectoires continues. Supposons que
Xog =9 > 0, que 'origine 0 est un point attractif. Nous souhaitons estimer la
probabilité que le processus atteigne la hauteur M + 1 avant d’atteindre 0O :

]P)(A) = ]P)(TM < To)
ou T; représente le premier temps d’atteinte de i : T; :=inf{t >0 : X, =i}.
On procede en plusieurs étapes équivalentes, exceptées la premiere et la derniere.

Le principe est le suivant : on travaille a taille de population n constante et on
place les niveaux au fur et a mesure de la simulation afin d’avoir exactement
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une proportion p = % de trajectoires qui atteint chaque niveau supérieur. On
se prémunit ainsi de tout arrét prématuré de 'algorithme. Plus précisément,
on procede comme suit

e Etape 1 : On génére N trajectoires i.i.d. (X7) selon la loi du processus
(X,) partant de X = x5 > 0. On attend que les trajectoires soient revenues
en 0 (pour la trajectoire j, 0 étant attractif, il faut attendre un temps Tg de
moyenne finie). Notons

S}VJ = sup X]

0<t<T]
et on réordonne ’échantillon (511\1,17 Ska»++ »Sk.) par ordre croissant :
1
Sw, < Syvem S < Shw

On garde en mémoire la quantité

G = Sn(n_1)

e Etape 2 : On garde (S}, (N_ki1)r " 75]1V,(N)) inchangé, que 'on renomme
(SR N—ks1s " Shn)- On génere (N — k) trajectoires (X7) partant de g;. On
attend que ces (N —k) trajectoires aient atteint 0. Pour chaque j € {1,--- | N—
k}, notons

S, = sup X/

0<t<T}
et on réordonne I'échantillon (5%, 5%, -+, 5% x) par ordre croissant :
2
Svw < <SR < < Sk

On garde en mémoire la quantité

B = S (n_1):

e On répete la procédure jusqu’a ce que ¢,r1 > M + 1. Parmi ’échantillon
(SN1;- 5 SN.n), une proportion 7 > 0 est supérieure a M + 1.

e On estime ensuite P(A) par
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5.4.2. Propriétés asymptotiques. — Hypotheses (H) : Le processus de
Markov fort (X;); part de zyp > 0, avec 0 point attractif. (X;); a des trajectoires

continues et la fonction de répartition F' de la variable aléatoire S = sup X;
0<t<Ty

est continue.
Par I'étude des processus empiriques, nous pouvons établir la convergence
presque stire de 'estimateur
Proposition 5.4.1. — Sous les hypothéses (H),
Py — P(A)

N—o00, p.s.

Notons p = P(A)p~™. En utilisant le méme type de techniques, la normalité
asymptotique de I'estimateur est ensuite établie :

Théoréme 5.4.1. — Sous les hypothéses (H),
VN(P(A) — Py) o N,0%)

avec 0% = P(A)? (nlip + %).

Pour plus de détails et les preuves de ces résultats, nous renvoyons le lecteur
a [19].

5.5. Comparaison des différents modeles

Dans cet exemple, on se place dans R". Soient a € (RT)", b > 0 et

B:{($1,"’,1’n) s x; >0, szgl}
i=1

Définissons maintenant
D ={(xy, - ,z,) € B : x.a < b}

Nous cherchons a estimer vol(D)/vol(B), ce qui est fait en utilisant différentes
méthodes :

— par la simulation simple,

— par un algorithme de Metropolis,

— par les systemes particulaires,
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— par le modele de branchement avec duplication des trajectoires,

— par le modele de branchement avec duplication des trajectoires en deux
étapes,

— par un algorithme séquentiel,

— par un algorithme ou 'on place les niveaux au cours de la simulation.

Décrivons maintenant le principe de ces différents algorithmes de simulation.
Introduisons tout d’abord des seuils intermédiaires, fixés de fagon arbitraire.

La simulation simple- On génere N vecteurs aléatoirement et uniformément
dans B et on calcule la proportion de ces vecteurs dans D.

L’algorithme de Metropolis- Voir Annexe 3. On génere N vecteurs aléatoirement
et uniformément dans B. On fait «évoluer», entre chaque seuil, chacun de ces
vecteurs (étape de mutation) selon 1’échantillonneur de Gibbs : pour chaque
vecteur, on tire au hasard une coordonnée que I’on modifie en tirant une va-
riable uniforme sur [0,borne], ou la quantité «borney est telle que le vecteur
reste, apres cette mutation, dans la région désirée B. On procede ainsi sur
toutes les coordonnées.

Les systémes particulaires [20]- Voir section 2.4. Le principe de base est le
méme. On génere N vecteurs aléatoirement et uniformément dans B. On fait
«évoluery, entre chaque seuil, chacun de ces vecteurs (étape de mutation) se-
lon I’échantillonneur de Gibbs. On dénombre les vecteurs ayant atteint le seuil
supérieur et on rééchantillonne les autres vecteurs sur ces derniers (étape de
sélection), afin d’avoir une taille de population constante.

Le modele de branchement avec duplication des trajectoires- Le principe de
base est le méme. On génere N vecteurs aléatoirement et uniformément dans
B. On fait «évoluer», entre chaque seuil, chacun de ces vecteurs (étape de
mutation) selon I'échantillonneur de Gibbs. On dénombre les vecteurs ayant
atteint le seuil supérieur et on les duplique en R vecteurs (étape de sélection).

Le modéle de branchement avec duplication des trajectoires en deux étapes-
Le principe de base est le méme que pour le modele précédent. Mais on ne
connalt pas les niveaux et on procede en deux étapes comme expliqué en Sec-
tion 5.1.

Un algorithme séquentiel [47, 48]- Voir Section 5.3. On applique le principe
de I'algorithme particulaire mais en fixant le nombre de succes H.
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Un algorithme adaptatif [19]- Voir section 5.4. Ici, les niveaux ne sont pas
fixés a ’avance de fagon arbitraire mais au fur et a mesure de la simulation de
facon adaptative : on déroule la simulation selon le principe précédent et on
fixe le premier seuil de telle sorte qu'une proportion p, fixée arbitrairement, de
vecteurs aient atteint ce seuil. On continue jusqu’a atteindre D.

Pour 'application, nous avons pris les valeurs numériques de [54] :

- n =10,

— a = [0.513,0.944,0.960, 0.116, 0.032, 0.944, 0.691, 0.489, 0.020, 0.710],

- b=a.1/20=0.271.
Dans ce cas,

vol(D)/vol(B) = 0.02.
Fixons les seuils de la fagon suivante :
a.1/10, a.1/13, a.1/15, a.1/17.

Le tableau ci-dessous contient les résultats des différentes simulations pour
N = 10* vecteurs générés au départ :

Estimation Cout simulation
‘ Simulation simple 0.018101 1.0e+4-04
| Simulation Metropolis | 0.029322 | 4.3e+04
| Algorithmes particulaires | 0.027469 | 6.0e+04
Branch. ac dupli. des traj. R =2 0.021825 7.6e+04
Branch. ac dupli. des traj. R =5 0.020001 1.2e+06
Branch. ac dupli. des traj.-2 étapes R = 2 0.022432 1.1e+05
Branch. ac dupli. des traj.-2 étapes R =5 0.022234 2.1e4+05
Algorithme séquentiel H = 102 0.017674 1.1e+03
Algorithme séquentiel H = 102 0.017674 1.1e+03
Algorithme séquentiel H = 10° 0.022210 1.0e+04
Algorithme séquentiel H = 10* 0.020420 1.1e+05
Algorithme séquentiel H = 10° 0.020200 1.1e+06
Algorithme adaptatif p =1/3 0.030313 4.0e+-04
Algorithme adaptatif p = 1/2 0.027984 6.0e+04
Algorithme adaptatif p = 2/3 0.023403 1.0e+05
Algorithme adaptatif p = 3/4 0.021883 1.4e+05
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5.6. Conclusion

Nous avons proposé dans ce chapitre un modele en deux étapes basé sur le
modele de branchement avec duplication des trajectoires afin de contourner
le probleme des probabilités de transition inconnues. Contrairement a ce a
quoi on s’attendait a priori, des développements asymptotiques a l'ordre 2
étaient nécessaires pour la premiere phase alors que l'ordre 1 était suffisant
pour la seconde phase. Une analyse précise a finalement montré que nous de-
vions consacrer asymptotiquement p,C?/3 particules a la phase d’apprentissage
contre C'/C, — 11,023 & la seconde phase, oty se déduit de Poptimisation de
I’algorithme et peut étre exprimé explicitement ; c-a-d que si on suppose que
le nombre py de particules générées dans la phase d’apprentissage a asympto-
tiquement la forme p,(C)C*~%, on doit prendre o = 1/3.

Ce résultat provient directement de l’annulation observée pendant 1’optimi-
sation qui est elle-méme une conséquence du choix particulier des R;. Si nous
n’avions pas choisi les R; selon le critere optimal proposé au Chapitre 3, il n’y
aurait pas eu 'annulation mentionnée précédemment et le a optimal aurait
simplement été égal & 1/2, comme l'on peut s’y attendre a priori. Ceci sou-
ligne 'importance du choix des probabilités de transition proches des valeurs
optimales et des nombres de retirage selon le critere optimal déja mentionné.
Ce résultat insiste aussi sur 'intérét de mettre en place un algorithme adapta-
tif qui évaluerait a chaque étape les probabilités de transition et réajusterait
les niveaux avant chaque phase.



CHAPITRE 6

APPLICATION AU PROCESSUS
D’ORNSTEIN-UHLENBECK «MODIFIE»

Nous souhaitons étudier le processus appelé processus d’Ornstein-Uhlenbeck
«modifié» et gouverné par I’équation différentielle stochastique suivante

(84) dX; = —u(X) Xdt + o*d B,
ou le drift inconnu est tel que
0<pr < p(z) < pg < oo.

Dans I'application numérique, nous prendrons un drift inconnu constant par
morceaux. Rappelons que le processus d’Ornstein-Uhlenbeck général est gou-
verné par I’équation différentielle stochastique suivante

(85) dX, = —pX,dt + o*dB,

Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck est récurrent et ses excursions au dessus de
grands niveaux sont rares. Il en est d’ailleurs de méme du processus d’Ornstein-
Uhlenbeck «modifié». Ici nous souhaitons seulement estimer les probabilités de
franchissement de hauts niveaux partant d’un certain x > 0 et avant de retour-
ner en 0. Lorsque le drift est connu, il est facile de calculer ces probabilités.
Dans le cas contraire, on estime le drift mais cette estimation est tres onéreuse
en termes de simulation. Puisque ici nous cherchons seulement a estimer les
probabilités de franchissement de hauts niveaux, il n’est pas nécessaire d’es-
timer u et le modele de branchement avec duplication des trajectoires semble
étre tres prometteur pour résoudre le probleme.

Avant de faire 'application numérique, rappelons les résultats généraux concer-
nant le processus d’Ornstein-Uhlenbeck général.
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6.1. Etude analytique du processus d’Ornstein-Uhlenbeck général

6.1.1. Introduction et premiers résultats. — Etudions le processus d’Ornstein-
Uhlenbeck général gouverné par I’équation stochastique différentielle suivante :

(86) dX, = —puX,dt + o*dB,

La mesure de vitesse m est donnée par

(87) m(dx) = p(x)dx = e %7 d;

et le générateur infinitésimal £ par

8) L) = 1) - @) = )+ G

Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck standard est gouverné par ’équation sto-
chastique différentielle suivante :

(89) dX, = —X,dt + V2dB,

(c-a-d le drift p est égal & 1 et la variance o2 a 2).

Alors la mesure de vitesse m est donnée par

(90) m(dx) = p(x)dx = e " dy
et le générateur infinitésimal £ par

2) = (2 — 2 f(2) = f'(z pl(x)/x
(91) L(f)(x) = f"(x) —xf'(z) fU+M@fU

Dans la suite, nous étudierons le processus d’Ornstein-Uhlenbeck standard
(drift 4 = 1 et variance 0 = 2). Les résultats pour u # 1 et 02 # 2 s’ob-
tiennent aisément par changement de variables.

Soient a, x et b tels que a < x < b. Supposons que Xy = x et notons
H(z)= [7 % et T, le premier temps de sortie de [a,b] :
(92) Top =inf{t > 0: X, ¢ [a,b]}

I est immédiat que 7} est un temps d’arret.

Maintenant, en utilisant la propriété de martingale de H, nous déduisons les
probabilités d’atteindre b avant a partant de x et d’atteindre a avant b partant
de x :
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Proposition 6.1.1. — Nous avons

P,(Xt,, = b) = )
P:c(XTa —a) = H(b)—H(x)

Démonstration. — D’abord, H est une solution de
(93) L(f)=0

et H'(x) = — Zg) Donc

En effet, nous avons H'(x) = p(x)
P@) oy P ple) 1
@) D= T ) v

Par conséquent, puisque f(X;) — f Lf(X,)ds est une martingale, H(X;) en
est une aussi et par le théoreme d’arrét de Doob

E(H(Xz,,)) = E(H(Xo)) = H(z)

H"(x)+ =0

(
(z

Mais par définition de T,,,

H(a)P,(X1,, = a) + H(b)P,(Xr,, =b) = H(x)
]P)I(XTa,b = a) + ]P)I(XTGJ; = b) =1

d’out 'on déduit

—p) — He)-H
{Pw(XTayb ) H{b)—11(2)
Pz(XTa,b =a)= H(b)—H(a)
En notant que H(a) = 0, on obtient le résultat recherché O

Soit R la primitive de p : R(t) = [! p(s)ds et

Ma,b(:c):—/ B 4 s /p dt

En suivant la méme démarche, on déduit le temps moyen mis par une particule
partant de x pour atteindre a ou b :

Proposition 6.1.2. — Nous avons

z PED gy e
(94) Ep(Tup) = Map(r) = — / R(t)) dt+§lb P / p(lt)dt
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Démonstration. — Tout d’abord, M, vérifie I’équation
(95) L(f)=-1
En effet,
T R(t T

- Map(z) = —R? ﬁdHAfa sdt,

/ _ T 1
- Ma,b(x) 7 plx) —il_Am’
- MJy(w) = =1 + 25 [R(x) + A].
D’ou

p(x) p(z) px) plz) p(z)

M (x)+ M, (r) = -1+ R(z)+A — R(z)— A=-1

R O E AN P ER I ER L

Remarquons aussi que M, (a) = M,,(b) = 0.

Par conséquent, puisque f(X;) — [ Lf(X,)ds est une martingale, M, ,(X;) +
(Thp — a) en est une aussi et par le théoreme d’arrét de Doob,

E(Mop(X7,,) + Top — a) = E(Map(Xo) — a)
Mais M, (X1, ,) = Map(a) ou Myp(b) et par définition de Ty,
R(t) . J,mddt e 1
0 dt + — ! 0 dt
p J) Ssdt Ja p

(96) Ex(Ta,b> = Ma,b(x> - = /z

O

6.1.2. Recherche des seuils optimaux. — L’optimisation de I’algorithme
indique que l'on doit prendre les probabilités de transition toutes égales c-a-d
si I'on note les seuils b;,

H(b,)
Py, (X1, = bns1) = H(bpy1)

pour un certain 6. Mais, pour de grandes valeurs de n,
Py, (X1 =bp1)=0 < H(b,) =0H(bys1) o~ O[H (b,) + (bps1 — by)H' (b))

a,by 4
& H(b,) ~ 60[H(by) + (byi1 — by)e’’?]
2 1
& bppr — by~ e—bn/2H(bn)(§—1)
11

b, o~ —(>—1
= bn+1 bn o bn(e )
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e®

2
/2

. En effet, remarquons que
xr

puisque faz ev’/2 dy

r— 00

2 /

y—oo Y )

Comme f;oo e¥’2dy diverge, on obtient que

€T €T 1
/ eyz/zdy N / eyz/z(l — )y = € G e
a T—00 a y xr a T—00 €T

Si par exemple, on veut que 6§ = 1/2, le calcul précédent suggere de prendre

1
bn+1 - bn+ E

Recherchons maintenant un équivalent de b,,. Nous allons en réalité montrer le
résultat plus précis suivant :

Lemme 6.1.1. — Soit (u,) une suite réelle satisfaisant

1
ug >0 et Vn €N, Upy1 = Up + —

avec o« > —1. Alors
1
Up, ~ [n(l4 a)]=

n—oo

Démonstration. — Tout d’abord, on remarque que (u,,) diverge pour n — oo.
En effet, comme ug > 0, (u,,) est croissante et ne peut étre majorée, sinon elle
convergerait et sa limite vérifierait [ = [ + zia ce qui est absurde.

Ensuite, on cherche il existe un 5 > 0 tel que (u” 11— uf) converge. Comme
a> —1et (u,) diverge,

8 R 1’
o feeaf a(o)

Dot ul, —ul ~ Bub "t on choisit donc

n—~o0

b=1+a
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En sommant ces équivalents, puisque Y (a4 1) diverge,

n—1 n—1
=gt = (gt -t~ Y (et ) =n(a+1)
k=0 R
Ainsi u¢t ~n(a+1) et u, ~ [n(l+ a)]ﬁ‘ 0

Et on déduit la proposition suivante en prenant @ =1 :

Proposition 6.1.3. — Choisir les probabilités de transition constantes et égales

1
b, ~ V2n

a 0 = 5 revient a prendre
n—oo

6.1.3. Coit de transition. — La proposition suivante donne un équivalent
asymptotique du cotit de transition c-a-d le temps moyen mis par une particule
partant de x pour atteindre 0 ou le seuil suivant x + % :

Proposition 6.1.4. — On a
Eo(Tyapr) ~ (1—e')log(x)

T—+00

Remarque 6.1.1. — La proposition précédente justifie [’hypothése qu’asymp-
totiquement les cotts de transition sont égaux.

Démonstration. — On a tout d’abord
T+1 R(t)
" R B ey
(97) Ez(Toz+l):—/ &dwfo 0 / dt
T o p(t) f“i ﬁdt o pt)

Ecrivons R(t) = R(oco) — D(t) avec D(t) = foo

t
dt
p(t)’

)
Mais

2 x2/2
,foxetﬁdt ~ &£

r——+00 x

p(u)du; en multipliant de

ALz z+1
chaque coté par [ *
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- $+% et2/2dt -~ 6(1+%)2/2 -~ 66132/2
0 T——+00 r—i—% T—+00 z
41 5 z2/2
— [FTE el 2dt ~ (e —1)8
z T——+00 z
2
— [ D)2t~ loga
r—+00
+1 2
— [FTE D(t)et Pdt ~ L
x r—too T

D’otu le résultat. Recherchons maintenant les équivalents utilisés.

2
T t2/2 er /2
o [[ e Pdt ~

T——+00 z

Cet équivalent a déja été démontré dans la partie précédente.

1 142 /)9 2
° fr-i-z €t2/2dt ~ e(z"'zi / ~ eeQD /2
0 z—4oo Tty T——+00 z

@+ 1272 plat2)2/2
) /2 0 e 7E

1
On en déduit que foﬁg 124t ~

|

z—4oo Tty T——+00 z
Mais
€(Z+i)2/2 4L
lim ———=—= lim e 22 =
z—+o00 T /2 T—+00

D’ou I’équivalent recherché.

2
o [THeelldt ~ (e— 1)L

r——+00 z

On en déduit que

Z—i—% r—i—% T x2/2 x2/2
/ 2t = / et 124t —/ 124t~ 66 _C
z 0 0 T—+4oo T z

D’ou le résultat annoncé.

o [[D(t)e?dt ~ logw

T——+00

De la méme fagon que pour le premier équivalent, on montre que
2
e t/? 1

D(t):/ e Py ~ ainsi  D(t)e!’/? ~ =
4

t—oo t—o0 t

et par conséquent,

X wl
/ D)t~ / Lt = log(r/a) ~ log(x)

193
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et
/ D(t)e!?dt = / D(t)e" /dt + / D(t)e"?dt  ~ log(x)
0 a 0

T—-+00

ofxx+iD(t)et2/2dt ~

z—+oo ¥

On en déduit que

1

/m—‘rz
T

Ainsi

r——+00

z+1 x
e 1
D()e2dt = / D()e 2di— / D)2t~ log(a+—)—log(x)
0 0 T

z+1 1
/ D(t)e*Pdt ~ =

r—-+00 I‘2

6.1.4. Généralisation au processus d’Ornstein-Uhlenbeck général. —
Par changement de variables, on obtient le méme type de résultats pour le pro-
cessus d’Ornstein-Uhlenbeck général (c-a-d p # 1 et 0% # 2) régi par 1'équation
différentielle :

(98) dXt = —/,LXtdt + O'dBt
Les probabilités de transition sont données par

H(x

]P)x(XTa,b - b) - %

H(b)—H (x

P.(Xr,, = o) = =)

ou
eu:z:Q /o2 o2

Les seuils optimaux asymptotiques sont donnés par le méme genre de relation
2
o° 1
b: = ). + ——
i+1 % QIU bz
Enfin le cout de transition est asymptotiquement équivalent a

2
g _ P
E:c (TO,:H-%) x—:\—;-oo @(1 —€ 2/ ) lOg(.T)
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6.2. Application au processus d’Ornstein-Uhlenbeck général

On suppose que le drift inconnu est constant et appartient a U'intervalle [p;, fi4].
On détermine arbitrairement un drift moyen constant p = % On recherche
ensuite les seuils B(7) tels que les probabilités de transition soient égales a un
certain p pour ce drift moyen et les nombres de retirage optimaux pour ce drift

moyen. On fait évoluer py processus selon 1’équation
(99) dX; = —pX,dt + odB,
que l'on discrétise en
Xopsn = —(ph — )X, + oVhN
ol h est le pas de la discrétisation et N suit une loi N (0,1).

On obtient ainsi des estimations des probabilités de transition qui nous per-
mettent d’estimer les nombres de retirage optimaux. On fait ensuite évoluer
les N — py processus restants selon la discrétisation de I’équation (99) avec les
nombres de retirage estimés.

Nous comparons aussi les estimations obtenues avec le modele de branchement
avec duplication des trajectoires en deux étapes avec les résultats obtenus en
utilisant les algorithmes présentés en Sections 5.3 et 5.4. Nous avons tracé en
Figures 1, 2 et 3 le principe de ces trois différents algorithmes.

A:BM-¢-1:B4

Fi1a. 1. Modele de branchement avec duplication des trajectoires R=2
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A=By.17B,

N\

1o AN ;
N

Fia. 2. Algorithme séquentiel de LeGland-Oudjane H=2

N

Fic. 3. Algorithme adaptatif de Cérou-Guyader p=1/2

Application : Nous souhaitons étudier le processus d’Ornstein-Uhlenbeck gou-
verné par 'équation (99) ou 'écart-type o vaut 0.3 et le drift p appartient
a [0.07,0.11].Plus précisément, nous souhaitons estimer la probablité que ce
processus partant de x = 0.1 atteigne b = 4 avant de retourner en a = 0. En
prenant un drift p égal a 0.1, cela correspond a une probabilité cible

P,(Xr,, = b) = 1.64604¢ — 08
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Fixons le drift moyen pg égal a 0.09. Les seuils correspondant a ce drift moyen
et a une probabilité de transition p = 0.2 sont donnés par

B, = 0.465697364; B = 1.278877035;

B =4

B3 = 1.915817876;
By = 2.358424859; Bs; = 2.711218626; Bg = 3.014546687;
B; = 3.285699406; Bg = 3.533621025; By = 3.763649017;
By = 3.979295907;

Le tableau ci-dessous contient les résultats des différentes simulations pour
N = 10° vecteurs générés au départ et 50 itérations. Les abréviations BaDdT2,
ASLO, AACG signifient respectivement Branchement avec Duplication des
Trajectoires en deux étapes, Algorithme Séquentiel détaillé en Section 5.3 et
introduit par F.LeGland et N.Oudjane et Algorithme Adaptatif détaillé en

Section 5.4 et introduit par F.Cérou et A.Guyader.

Estimation Erreur Lg IC a 95% | Cout simul.
‘ BaDdT2 1.68446¢-08 3.84209e-10 1.80043e-09 6.4e+07
ASLO H =10%| 1.51638e-08 1.29660e-09 2.38012e-09 8.7e4+07
ASLO H =10°| 1.68404e-08 3.79944e-10 8.79072e-10 8.5e+08
ASLO H =10*| 1.66723e-08 3.05484e-10 2.11908e-10 9.2e+08
AACG p=1/3 - - - -
AACG p=1/2 - - - -
AACC p=2/3 - - - -
AACG p=3/4 - - - -

Malheureusement, 1’algorithme adaptatif de Cérou et Guyader ne fournit pas
de résultat : le nombre d’échantillons semble étre trop élévé et le programme
tourne sans fin...Par contre, pour N = 10, on obtient

Estimation Erreur | Lg IC & 95% | Cout simul.
AACG p =1/3|1.02153e-08 | 6.24517e-09 | 2.92397e-10 1.3e4+09
AACG p=1/2|1.04803e-08 | 5.98009e-09 | 2.86177e-10 1.4e+09
AACG p=2/3|1.10764e-08 | 5.38396e-09 | 3.93731e-10 1.9e+09
AACG p = 3/4 | 1.20356e-08 | 4.42486e-09 | 3.46029e-10 2.1e+09
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6.3. Etude analytique du processus d’Ornstein-Uhlenbeck «modifié»

Rappelons que nous considérons ici un processus appelé processus d’Ornstein-
Uhlenbeck «modifié» et gouverné par I’équation

(100) dX; = —uXdt + od By
ou le drift p est constant par morceaux et vaut u; sur Uintervalle [m;_1,m;],
t=1,2,---. Par convention, nous prendrons mgy = 0.

La mesure de vitesse m constante par morceaux est donnée par

(101) m(dz) = p(z)de = e %7 dx .= pi(x)dx sur [mi_1, m;]
et le générateur infinitésimal £ par
(102) L(f)(x) = f"(x) = wa f'(x) sur [mi1, mi]

Soient maintenant a, x et b tels que a < x < b. Supposons que Xy = z et
notons comme précédemment T, le premier temps de sortie de [a, ] :

(103) Top =nf{t > 0: X, & [a,b]}

I est immédiat que 7} est un temps d’arret.

Nous procédons ensuite comme pour le processus d’Ornstein-Uhlenbeck général
et cherchons une solution a 1’équation

(104) L(f)=0
Proposition 6.3.1. — Définissons H de la facon suivante :
pour z € [m;_1, m],

i—1 k—1

S | EAE ma /: dy+5H pilmy) /Z_ka(y)dy

=1 jo1 Pit1 (m;) p]+1(m])

Alors, pour tout 3, H est C* et solution de (104).

Démonstration. — De fa(;on a avoir la Continuité, on définit H par
(

=0 [y iy sur [0, ]
52(517) = S1(p1) +52f 1(y)dy  sur [p, po]
H(z) = { S3(x) = Sa(p2) +53f 1(y)dy  sur [pg, ps]
Sa(x) := S3(us) + P f% (y)dy  sur [us, pa]




6.4. APPLICATION AU PROCESSUS D’ORNSTEIN-UHLENBECK «MODIFIE» 199

Puis on ajuste les constantes (3; pour avoir la continuité de la dérivée premiere
et on est conduit immédiatement a la solution de la proposition. O

Maintenant, en utilisant la propriété de martingale de H, nous déduisons de
la méme fagon que pour le processus d’Ornstein-Uhlenbeck général les proba-
bilités d’atteindre b avant a partant de x et d’atteindre a avant b partant de
X

Proposition 6.3.2. — Nous avons
H(x
P.(Xr,, = b) = 70
H(b)—H(z
Py (X7,, =0a) = (1){(1,)( )

Nous obtenons ainsi une expression analytique mais non explicite de la proba-
bilité recherchée.

6.4. Application au processus d’Ornstein-Uhlenbeck «modifié»

On suppose que le drift inconnu est constant par morceaux et que sur chaque
intervalle ¢

i
f € [py, p)-

De la méme facon que précédemment, on détermine arbitrairement un drift

. . Pl

moyen constant par morceau en prenant sur chaque intervalle i py = =552,

On recherche ensuite les seuils B; tels que les probabilités de transition soient
égales a un certain p pour ce drift moyen et les nombres de retirage optimaux
pour ce drift moyen. On fait évoluer py processus selon ’équation

(105) dXy; = —pXydt + od B,
que l'on discrétise en
Xoin = —(ph — )X, + ovVhN
ol h est le pas de la discrétisation et N suit une loi A (0,1).

On obtient ainsi des estimations des probabilités de transition qui nous per-
mettent d’estimer les nombres de retirage optimaux. On fait ensuite évoluer
les N — pn processus restants selon la discrétisation de ’équation (100) avec
les nombres de retirage estimés.
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Nous comparons aussi les estimations obtenues avec le modele de branchement
avec duplication des trajectoires en deux étapes avec les résultats obtenus en
utilisant les algorithmes présentés en Sections 5.3 et 5.4.

Remarque 6.4.1. — Procédure pour la simulation

Comme le drift est constant par morceauz, un léger biais est introduit a chaque
changement de régime pour le drift. Nous proposons ci-dessous une procédure
afin de diminuer ce biais. Notons (X,,), le processus étudié.

Soit X, tel que m;_1 < X,, < my, alors X,, va évoluer selon I’équation (100)
avec le drift u; et

X1 = X, — wih X, +ovVhZ
ou Z est une réalisation de la loi N'(0,1).

St X401 < my, on poursuit la simulation. Si par contre, X, 1 > m;, on résout
I’équation du second degré en X, 11

pi(m; — Xp) + pig1 (Xpgr —my)

hX, hz
Xn+l - Xn * 0—\/7

Xn+l =X, —

Ce qui revient a actualiser le drift a priori. Finalement, on prend pour X, 1
la solution obtenue.

Application : Nous souhaitons étudier le processus «approché» d’Ornstein-
Uhlenbeck gouverné par 1'équation (100) ou l'écart-type o vaut 0.3 et le drift
1 est tel que

(

[0.05,0.065]  sur [0,1/2]
[0.06,0.080]  sur [1/2,1]
[0.07,0.095]  sur [1,3/2]
#SY10.08,0.110]  sur [3/2,2]
[0.09,0.125]  sur [2,5/2]
[0.10,0.140]  sur [5/2,3]

\

Plus précisément, nous souhaitons estimer la probablité que ce processus par-
tant de x = 0.1 atteigne b = 3 avant de retourner en a = 0. En prenant un
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drift x4 et un drift moyen égaux a

(0.064  sur [0,1/2] (0.0575  sur [0,1/2]
0.061 sur [1/2,1] 0.0700  sur [1/2,1]
0.071  sur [1,3/2] 0.8250  sur [1,3/2]
=008 s 3220 T Y0000 sur [3/2,2]
0.091  sur [2,5/2] 0.1075  sur [2,5/2]
(0.101  sur [5/2,3] (0.1200  sur [5/2, 3]
cela correspond a une probabilité cible :
P,(Xr,, = b) = 1.15227¢ — 04

Les seuils correspondant a ce drift moyen et a une probabilité de transition
p = 0.2 sont donnés par

By = 0.476922045; B, = 1.377658754;
B3 = 2.003754081; B, = 2.383557180;
Bs = 2.670334726; Bg = 2.905049847,;
B; = 3;

Le tableau ci-dessous contient les résultats des différentes simulations pour
N = 10* vecteurs générés au départ et 50 itérations. Les abréviations BaDdT1,
BaDdT2, BaDdT2 am, ASLO, AACG signifient respectivement Branchement
avec Duplication des Trajectoires classique, Branchement avec Duplication des
Trajectoires en deux étapes, Branchement avec Duplication des Trajectoires
en deux étapes amélioré grace a la Remarque 6.4.1, Algorithme Séquentiel
détaillé en Section 5.3 et introduit par F.LeGland et N.Oudjane et Algorithme
Adaptatif détaillé en Section 5.4 et introduit par F.Cérou et A.Guyader.

Estimation Erreur Lg IC a 95% | Cout simul.
BaDdT2 am 1.12162e-04 3.06565e-06 5.69956e-06 1.4e+4-08
BaDdT2 1.11484e-04 3.74433e-06 5.35379e-06 1.4e+408
BaDdT1 1.16635e-04 1.40752e-06 2.40927e-06 1.5e409
ASLO H =10%| 1.29189¢-04 1.39611e-05 2.06204e-05 1.0e+409
ASLO H =103 | 1.19470e-04 4.24243e-06 5.33502e-06 1.1e+09
ASLO H =10*| 1.17517e-04 2.28947e-06 1.78598e-06 1.2e+09
AACG p=1/3| 1.46799e-04 3.15714e-05 1.78346e-06 8.6e+08
AACG p=1/2| 1.47946e-04 3.27184e-05 2.52657e-06 1.0e+409
AACG p=2/3| 1.53858¢e-04 3.86298e-05 2.98097e-06 1.2e+409
AACG p=3/4| 1.57391e-04 4.21629e-05 2.95576e-06 1.3e409
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6.5. Conclusion

Ainsi le modele de branchement avec duplication des trajectoires en deux
étapes permet d’obtenir des résultats précis pour un cout de simulation moindre
par rapport aux autres algorithmes présentés.



CHAPITRE 7

CONCLUSION

Modele de branchement avec duplication des trajectoires

Nous avons présenté, dans cette these, le modele de branchement avec duplica-
tion des trajectoires, branching splitting model en anglais. Nous avons ensuite
optimisé I'algorithme en minimisant la variance de I’estimateur a cott de simu-
lation fixé et ainsi dégagé les parametres optimaux (probabilités de transition,
nombres de retirage, de particules générées et enfin de seuils). Il est apparu
que les nombres de retirage devaient égaler I'inverse d’une certaine valeur P,
valeur commune des probabilités de transition optimales. Ce résultat n’est pas
surprenant puisqu’il signifie que les processus de branchement étudiés sont des
Galton-Watson critiques et traduit un certain équilibre entre un nombre de
répliques trop important qui entrainerait 1’explosion du cott et un nombre de
répliques insuffisant conduisant a un arrét prématuré de I'algorithme.

La simplicité relative du modele nous a ensuite permis d’établir des résultats
explicites comme des bornes de Chernoff de Uerreur relative entre la probabi-
lité d’intérét P(A) et son estimateur P. Un des défis essentiels pour 1'obtention
des bornes de Chernoff était de déterminer 'itérée M + 1-iéme d’une certaine
fonction 1 dont I'expression, quoique simple, ne permettait pas de donner une
forme explicite de son itérée M + 1-ieme. En pratique, le nombre optimal de
niveaux M n’étant pas tres grand, des estimées asymptotiques auraient été
imprécises et une approche numérique s’avérait inefficace du fait que M n’est
connu qu’apres optimisation de ces bornes. C’est pourquoi, nous avons cherché
des estimées précises de 1y;,1 et d’abord de . Mais au lieu d’utiliser une seule
fonction pour borner v, nous en avons utilisé plusieurs afin d’obtenir des bornes
supérieures et inférieures plus précises. Pour cela, nous avons fait appel aux
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groupes de Lie de faible dimension des fonctions homographiques et des fonc-
tions affines. Rappelons que plus la dimension du groupe de Lie est grande,
plus précise est ’approximation, puisque la dimension décrit le nombre de pa-
rametres a ajuster. Malheureusement, nous n’avons pas trouvé de groupe de
Lie de plus grande dimension ayant la propriété de monotonicité requise pour
itérer directement les inégalités obtenues pour 1. L’'intérét d’utiliser de telles
fonctions réside aussi dans le fait que leurs itérées ont une forme explicite.
En utilisant cette technique, nous avons pu dériver des bornes précises de la
probabilité de lerreur relative P(A) et son estimateur.

Nous avons ensuite étudié la sensibilité des bornes de Chernoff en fonction
du choix des nombres de retirage R dans trois algorithmes différents, tous
trois basés sur le modele de branchement avec duplication des trajectoires :
il apparait alors que, lorsqu’on ne peut étre exactement dans le cas critique
(qui correspond a ’algorithme optimal), la meilleure facon de procéder est de
considérer R comme une variable aléatoire que I'on génere a chaque succes au
cours de la simulation. Cette procédure est d’ailleurs couramment utilisée en
pratique, voir par exemple [3].

Au vu des résultats et des simulations, ce modele semble finalement étre tres
prometteur, facile a implémenter et applicable a une large classe de systemes.

En pratique, les probabilités de transition sont généralement inconnues et on
ne peut donc pas déterminer les nombres de retirage. L’ajustement des niveaux
peut alors se faire lors d’une premiere phase d’apprentissage, ainsi que le choix
des nombres de retirage. Nous avons proposé, dans cette these, un modele en
deux étapes basé sur le modele de branchement avec duplication des trajec-
toires afin de résoudre ce probleme. Une analyse précise a montré que nous
devons consacrer, asymptotiquement lorsque C' tend vers linfini, pu,C%® par-
ticules a la phase d’apprentissage contre C'/Cop — 1sC?3 & la seconde phase,
pour un certain u, déduit de 'optimisation de I'algorithme et ayant une forme
explicite ; c-a-d que si on suppose que le nombre de particules générées dans
la phase d’apprentissage a asymptotiquement la forme p,(C)C'~*, I'analyse
conduit & @ = 1/3 et non & @ = 1/2, comme 'on pouvait s’attendre a priori.

Ce résultat provient directement de l’annulation observée pendant 1’optimi-
sation qui est elle-méme une conséquence du choix particulier des R;. Ceci
souligne 'importance du choix des probabilités de transition proches des va-
leurs optimales et des nombres de retirage selon le critere optimal déja men-
tionné. Ce résultat insiste aussi sur l'intérét de mettre en place un algorithme
adaptatif qui évalue a chaque étape les probabilités de transition et réajuste
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les niveaux avant chaque phase. Plus précisément, on peut imaginer un algo-
rithme en plusieurs phases procédant comme suit : nous considérons comme
précédemment que les probabilités de transition sont inconnues mais appar-
tiennent a [a,b]. Choisissons arbitrairement M + 1 nombres ]Si(o) dans [a, b,
posons

1-PY,
L oour i=1---M
1_ P(O) p 5

)

1
50 50)

1+1

RO _

et plagons les niveaux de telle sorte que les probabilités de transition soient les
PO =1 M+1.

Nous générons les particules une a une : générons tout d’abord une particule.
Si elle atteint Bj, nous la dupliquons en figo) sous-particules que nous faisons
évoluer depuis B;. Dans le cas contraire, nous générons une autre particule. Les
particules ayant atteint By sont dupliquées en Eéo) sous-particules et nous les
faisons évoluer depuis Bs... Et ainsi de suite jusqu’a ce que A soit atteint. De
I'étape i (i = 1--- M +1), nous obtenons un estimateur ]32-(1) de P; (fraction des
particules ayant réussi a atteindre B; depuis B; ;). Pour utiliser toute I'infor-
mation dont nous disposons, nous améliorons 1’algorithme en remplacant f’i(l)
par ]Bi(l) =aV ]/Si(l) A b pendant la simulation, puisque P; € [a, b]. Cette sub-
stitution nous prémunit de tout arrét prématuré de I'algorithme. Maintenant,
pour tout ¢ = 1--- M, posons

Réajustons les niveaux afin que les probabilités de transition soient les ﬁi(] _1),
¢t =1---M+1. Nous continuons ensuite 1’algorithme en générant les particules
une a une, en réactualisant les estimations des probabilités de transition ainsi
que celles des nombres de retirage et en repositionnant les niveaux selon ces
nouvelles estimées apres 1’évolution de chaque particule. On continue jusqu’a
ce que le budget soit épuisé ou jusqu’a ce qu’'un critere d’arrét basé par exemple
sur la précision des estimées soit atteint.

Au vu des résultats du chapitre précédent, on imagine que cette méthode
est nécessairement meilleure. Mais une analyse tres fine de tels algorithmes a
cout donné est sans doute infiniment plus compliquée a mener. De plus, un
tel algorithme suppose qu’il est possible de placer les niveaux comme on le
souhaite ; ce qui est le cas par exemple pour les diffusions et en particulier les
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processus d’Ornstein-Uhlenbeck.

Rappelons que le modele de branchement avec duplication des particules est un
modele simple pour lequel nous avons pu mener une étude analytique précise
et complete, destinée a nous apporter une meilleure compréhension du modele
lui-méme mais aussi des modeles plus complexes tels que les algorithmes par-
ticulaires, le modele RESTART auxquels il est intimement lié. Il serait donc
intéressant de mener maintenant le méme type d’étude pour ces algorithmes
plus complexes : optimisation du modele sous une contrainte de cotit, étude des
bornes de Chernoff... Dans de tels modeles, 'hypothése que les processus sont
markoviens est généralement faite (garantissant dans notre cas, I'indépendance
entre les franchissements de seuils). On pourrait donc aussi s’'intéresser aux
modeles non-markoviens.

Généralisation a des systemes multidimensionnels

Nous nous sommes restreints, dans cette these, a des systemes unidimen-
sionnels. Il serait intéressant de généraliser et d’implémenter cet algorithme
en dimensions supérieures. Rappelons le contexte général des modeles multi-
niveaux : on considére un processus de Markov X := (X, ¢ > 0) sur I’espace
d’état E et f une fonction mesurable de £ dans R, associant a tout état x de
E une valeur réelle a laquelle nous faisons référence en 'appelant «niveauy.
Plus précisément, on définit le processus Z par Z; := f(X;), pour tout ¢t > 0
et I'événement rare A sera de la forme A := {z € E|f(x) > L} pour un cer-
tain «niveau» ou «seuil» L. La fonction f est appelée fonction d’importance et
renvoie le niveau de I'état X; au temps ¢ grace a Z, = f(X;). L'événement A
correspond alors aux plus grandes valeurs de la fonction d’importance. Puisque
I’espace d’état du processus est completement caché dans la fonction f, on peut
ramener tout processus markovien X au graphe de Z; = f(X;) en fonction de
t. Ainsi I’évolution du processus est maintenant tres similaire a un modele de
dépassement d’échelle ou de digue ou 'on veut étudier la hauteur de l'eau
contre la digue. L’événement rare est alors représenté par I'inondation c-a-d le
dépassement par 'eau de la hauteur de la digue.

Dans les systemes unidimensionnels comme ceux étudiés dans cette these, il
est naturel de choisir la fonction d’importance comme une échelle de la va-
riable de l'espace d’état. Dans les systemes multidimensionnels, par contre,
il n’est généralement pas optimal, comme l'on peut s’y attendre, de choisir
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la fonction d’importance comme une échelle de I'une des variables de l'es-
pace d’état. Cette non-optimalité a été prouvée par exemple dans [30] dans
le cadre de files d’attente en tandem. Marnix Garvels dans [26] propose un
algorithme optimal pour le choix de la fonction d’importance : comme 'on
pouvait s’y attendre, la fonction d’importance doit tenir compte des chemins
menant a ’événement rare et de leur importance en terme de probabilité. Plus
précisément, il s’agit de choisir la fonction d’importance de telle sorte que la
probabilité d’atteinte du niveau supérieur est égale en tout point d’entrée (le
résultat exact dépendant de parametres inconnus du modele, I'auteur propose
afin de 'estimer une méthode de retournement de temps qui fournit de bons
résultats). Remarquons qu’alors une bonne connaissance du comportement du
systeme est nécessaire pour déterminer la fonction d’importance optimale et
que le méme genre d’information est aussi nécessaire a I'implémentation de la
méthode d’échantillonnage préférentiel. Dans [46], LeGland obtient la variance
asymptotique des algorithmes particulaires multidimensionnels qui redonne le
méme résultat que dans le modele de branchement avec duplication des tra-
jectoires lorsque la probabilité de franchissement des seuils est invariante sur
la surface délimitant ces derniers.

Dans les systemes multidimensionnels, se pose aussi le probleme des points
d’entrée : 'analyse devient plus complexe lorsque le succes d'un chemin (c-a-d
latteinte du niveau supérieur B, ;) partant du niveau B; dépend de son point
d’entrée dans B;. Plus précisément, notons la variable aléatoire S; := X7, ayant
pour distribution la loi d’entrée en B;, ou

Il est évident que la probabilité de succes d’un chemin dépendra du point
d’entrée S; ; notons
Pipi(s) = E(Li1a(s), s €S(S)

ou I;11(s) est une variable de Bernoulli représentant le succes d'un chemin
partant de s a atteindre le niveau supérieur B,y et S(S;) 'espace de définition
de S;. Clairement, on aura alors

Piy1 = E(Piyi(s))

Il serait alors intéressant d’étudier, dans les systemes multidimensionnels, la
sensibilité des bornes de Chernoff en fonction du choix de la fonction d’impor-
tance et des points d’entrée.
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ANNEXE 1 : PREUVES-MODELE
RESTART (CHAP.2)

Preuve de la Proposition 2.3.1 On souhaite montrer que

oy K,P(A) [ 1 N i siPaji(R; — 1)

P _
var( N S - ;
avec
2' Var(N9)
T, = R, PAZ:]P)(A|OZ), KAzi,
H noA E[N]
1 Var(E[Ng\Xi])
i = ) Z:NO>X 7"'7X .
YT KaPa, EIVY X U K Xo)
Démonstration. — On montre ce résultat par récurrence. Rappelons, tout

d’abord, que la variance conditionnelle est définie par
var(X|F) = E[(X — E(X|F))?|F].

e Pour 0 seuil (simulation simple sans retirage) : on a P° = NTE‘ avec N9 le
temps passé en A par la simulation principale. Ainsi
NY var(NG) P(A) var(NY) PA)Ka . var(N9)

P9 = var( VA = _ _ i o, = YN
var(P") var(N) E N RN N 5K E(NO)

K 4 traduit en fait 'autocorrélation du processus. Si le processus est décorrélé,
K4 =1—P(A). Plus précisément,

Ky=1-PA)+ Y [PY;=1Yi=1)—PA)]

1<j<N, j#i
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En effet, on va montrer que var(N9Q) = NP(A)K 4. Or, var(NQ) = var(3,Y;)
avec Y; =,; B(P(A)).
Faisons le calcul pour N = 2.

var(Y1 +Y2) = var(Yy) 4+ var(Ys) + 2 cov(Yh, Y2)
= 2(var(Yy) + cov(Y,Ys)).

Or, E(Y1Y2) = E(V1Y2ly,21) +E(Y1Y21ly,—0) = E(Yalyi=1) = E(Y2E(1y,4[Y2))

et comme
E(1y=1]Y2) = P(Y1 = 1|Ys = 1)1y, + P(Y1 = 1]Y2 = 0)1y,—0,
E(Y1Y2) = E(Yalypm P(V; = 1], = 1)) + E(Yaly,—oP(Ys = 1[Y2 = 0))
Ely,P(Y1=1Ya =1)) =P(Y1 = 1Yo = 1)P(Y2 = 1)
P(Y; = 1|Y; = 1)P(A)
Or, E(Y;) = E(Y2) = P(A), d'ot
cov(¥1,Y2) = P(Yi = 1Yz = 1)P(A) — P(A)? = P(A)[P(Y; = 1[Y; = 1) — P(A)],

var(Yy 4 Y3) = 2[ var(Y1) + cov(Y3, Y2)] = 2P(A)[1 — P(A) + P(Y1 = 1[Y; = 1) — P(A4)]

Nous obtenons

var(N9)
Ky = ) g ) + [B(Y = 1Y, = 1) — P(A)].
E(N3)
Pour N > 3, on développe de la méme fagon le produit, on obtient N fois la
variance et la somme des covariances que l'on exprime de la méme maniere
que précédemment.

e Pour M seuils : supposons que, pour M — 1 seuils, la variance de PM~1 soit

donnée par la formule précédente adaptée au cas de M — 1 seuils numérotés
de 2 a M, ie

var(PM_l) = KaP(4)

Remarquons ensuite que

{ var(]:DM) = var(E(PNf\xﬂ) - E(Var(fDMbgl))
var(PM=1) = var(E(PM~1|x,)) + E(var(PM~1y,))
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Comme E(Oé1|X1) = E(a2|X1) == E(OéRl\Xl)a
. N B B (qy E(a
E(PV[v) = Bl fy) = Zsiiiba) _ Blarha)
N Hi:l R; N Hi:l R; N Hi:2 R;

= E(P"'x1) =E(P)x).

Ainsi var(E(PM|y,)) = var(E(PY~1|x;)). D’autre part, comme les Ry sont des
va o]y sont iid,

wr(PY) = var(— A ) (=0
N Hizl Ri NH¢:1 Ri
= —=val(——r—— = —var(P
Rl (NHZ]\il RZ ‘Xl) Rl ( |Xl)

Donc,
. 1 ~
E(var(P"|x1)) = EE(VM(PM_I\XQ)
Par conséquent, var(PM) = var(E(PM1|x,)) + R%IE(var(]sM_HXl)). Or,

A

var(PM~1) = var(E(PMYx1)) + E(var(PM 1 x,))

donc
1 , 1 ) 1 )
EE(V&I‘(PM_1|X1)) = EVM(PM_I) — EV&I(E(PM_I‘Xl)).
D’ou
. var(PM-1) R, —1 Anr var(PM-1) R, —1 .
ar(PM) = P B L p ) = P B o)
Var(PM_l) R —1 E(NY|x1)
= R + R var( N )
1 KuP(A) 7 1 X siPai(Ri—1)7 Ry —1 .
= — var(E(N
par hypothese de récurrence. En utilisant les définitions des différents pa-
rametres, on obtient le résultat. O

Preuve de la Proposition 2.3.3 On souhaite montrer que
1

P(A)[M) S Pty oM e Pgrs(1 — Pi 4 114)]

Pi+1\o7"i

G:
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avec
4 _ 1=(si/sit1)Piyapi
uZ - 1- P’H—l\z
) _ 1= (Yit+1/v:) P, i+1]i
Vit1 = 1=P 1)
so =0,syp1=1 et yyy1=0.
Démonstration. — Ona Cy= N,V, = 7, par conséquent,
1
G = M 1 M siPap(Ri—1)1°
o + > iy Yilyori—a (R — V][ - + 222, ———|
Donc,

M M '
Z sz+1uz 1 — ‘Pi-l-l\i) _ IP)(A) Si+1 1— sz+1 ‘PH-I\Z (1 B '+l|')
P Pii1jor = Dirwori 1= Py

M
_ Z s +1T'A\ g s Prap) car P(A)

= Pajis1
Si+1 i+1]0
M M M+1 M
. Z 3i+1PA\i+1 Z SiPA\i . Z SiPA\i Z SiPA\i
=0 g =0 ! =1 1 =0 !

M M
Z $iPaji  soPajo  Sm1Paprst 1 Z SiPaj;

Ti— T r r Ti—
i—1 i—1 0 M M i—1 i—1

M
1 Pai(R; — 1
+ZS Al( )

r T;
M i—1 )
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et,

yH—l

M
;yiviﬂpuoﬁ(l - z+1|z Zyz 1_ £

M M
Yi
= Zyz(l - y—il_lf)i+1\i)Pz’|07’i = Zyipi\oﬁ' - Zyiﬂpﬁl\oﬁ

i=0 ¢ i=0 i=0

z+1\z
P'|07“i(1 - Pz'+1|z')
z+1|z

M+1

M
= Z YiPijori — Z YiPjori—1
i=0 i=1

= Z Yilyo(ri — ri1) — yar1 Parsrjorar + Yo Fojoro

M
= Yo + Z YiPijori—1(R; — 1)

i=1

On obtient ainsi 'expression du gain. O

Calcul de var(E(NY|x:)) On souhaite montrer que

. var(P3 )
var(E(N|x1)) = (V) (Pap)[K; + —52 55
(P3:)?
Démonstration. — D’apres le lemme de Wald, si les X! sont indépendants,

pour toute fonction f,

BN, £(xY)
E(N?)

(106) E(f(X:)) =

Ainsi,
- pour f(X;) = P} ,, comme P, = E(P} ) et E(Zl 1 A|Xl) = E(N9) alors
PZ\Z ( A)/ ( i )7

(S, 1(P* )?)

1
—gy— — (Ph)”

- pour f(X;) = (PZ‘XZ_){ on obtient var(Py} y,) = BN

On peut étendre la formule (106), par polarisation, pour approximer une fonc-
tion en deux événements B;. Cela permet de définir 'autocovariance de P/*\I X,
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comme suit :

N?—m
(Zl 1 A\XLPZ|X“””)

E(max(0, N2 —m))

ACV,(Pix,) = — (Pa,)*.

N9 N9 N9
Comme Ng =20 Zf,la E(Q 22 Zf,1|Xz‘) =2 E(Zf,l‘Xz) Zl 1 A\Xh
var(E(Nilx1)) = E(E(Nilx)?) - Z i1lxi)?) — E(N})?

= Z |Xl A)

= E(Z A\Xl +22E Z AlX! \X“’")_E(NB‘)Q

I=1
Enfin, puisque 2 °_ E[max(0, NY — m)] = E((N?)?) — E(N?),

var(E(N§|x1)) = (Paj;)*var(N?)+E(N})var(P; ) —i—QZEmaX (0, NY=m)]ACV,(Pix,)-

m=1
T . ) var(N9)
Définissons pour i = 1..M, K, = EN) et
_1+22 E[max(0 No—m)]ACV(A\X>
var(Pax,)
On obtient alors le résultat. O

Calcul de K4 On souhaite montrer que

var(Piiy ) E( var( Zl\Xj))>

KA = CLjPA‘j <I<]7 +

* Vi *
(PA\]) (PA\])
Démonstration. — Tout d’abord, K4 = g{}jﬁ%’ = Var(E(NS“XJﬁz;Igg Var(NB‘lXj)).
A

Pour calculer E( var(N9|y;)), on utilise la relation N = 37 Zf 1, donc

NO NP

var(Ni|x;) = var() Zi|xg) = ) var(Z,1X))

=1 =1



ANNEXE 1 : PREUVES-MODELE RESTART (CHAP.2) 223

Et en utilisant la formule (106),
E( var(Nji|x;)) = E(N})E( var(Zi,|X;))

Enfin, puisque E(N}) = Pj,E(N}) et Py; = a;Pa);, on obtient le résultat
recherché. 0






ANNEXE 2 : PREUVES-SYSTEMES
PARTICULAIRES (CHAP.2)

Preuve du théoreme 2.4.1 Nous souhaitons montrer que I’évolution de u,
est régie par le systeme dynamique non-linéaire suivant :

(107) Hn+1 = (I)n-l-l(,un)
avec @ : P, (E) — P(FE)
Dpp1(p) = V() Mg

ou

— U, Pu(E) — Pu(E) et

W, (1) () = g:((;:))u(dxn)

U, est la transformation de Gibbs-Boltzman
— M1 représente le noyau de transition de la chaine de Markov x,.1, ie

M 1(u, dv) = P(xpi1 € dv|x, = u)

Démonstration. — 1. On montre d’abord que pu,, = fi,_1M,,. En effet,

() = B0 [[906)) = EEFO)xt -+ xn) [ 90 000)

= EE( () xn-1) [ 9p0)) = BEMa()(xtn-1) [ [ 90 0x0))

p=0
Or jin(f) = 244} = 2255 = i1 (M),

'Yn(l) :Y’nfl(l)




226 ANNEXE 2 : PREUVES-SYSTEMES PARTICULAIRES (CHAP.2)

2. Ensuite, on montre que fi, = ¥, (u,). En effet,

(i) (f) = / F () W (j10) () = / F ()G () ()

= i

n( n)

O

Outils pour le calcul du biais et le TCL Définissons @),, par Q,, =
Qp+1+ - Qn avec

Qn(xn—la dxn) = gn—l(xn—l)Mn(xn—b dxn)
On pose Qpn = Id. Alors Qpn(f) () = By, (f (xa) IT3=, 9a(xa))-

Proposition 7.0.1. — On a alors les relations suivantes
pp(@pin ()
Mn(f) - et 'Yn(l) =7 (Q ,n(l)
fp(Qpn(1) P )

Proposition 7.0.2. — On définit le processus Fﬂ\fn(f) dep € {0,---n} dans
R par

F;\,[n(f) = V;;V(mef)lTNZp - ’Yp(Qp,nf>

Alors ¥p < n, LY, (f) a une décomposition martingale :

Zryq TN>q/’I’q (Qqnf) :U’q 1 qu 1(Qqnf>]

Démonstration. — On montre d’abord que (somme télescopique)
p
/Yév(go)lTNZp Z /Yq Qq p(p TN>q rYéV—I(Qq—Lp()O)]-TNZq—l]
q=0

Pour le premier terme, on a

VéV(Qq,pgo)lTqu - /Yév(l)lTNZq:U’év(Qq,pgo>
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En effet, 7, (¢) = pud (¢) g;(l) 1 (gp) = 1 (0)70 (1), d’ott le résultat.

Pour le second terme, on a

’Yév—l(Qq—l,p(P)erZQ—l = Vév(l)erqu)q(N]q\ll)(Qq,p@
En effet, on a d’abord

Qq-1pp = QQ(QQ+1 T Qp)@p = QqQqpp = gq—qu(Qq,pSD)

Donc

%ﬁl(Qq—l,p@erzq—l = Vé\l—l(gq—qu(Qq,pW))lTNZq—l
= Vév—l(l)liév—l(gq—qu(quSO))lfNZq—l

Mais - 1 = 1“3[1(9(1,1):0 + 1u§v,1(gq—1)>0

1uff Hga-)>0 LV 2g1 = Long
- Név—l(gq—qu(Qq,pSp))erzq—l =0
Ainsi
Yoot (Qum1p9)Lrvzg 1 = Yt (D Lewsghtg 1 (91 M(Qqpp)) = Y1 (1) 1w sty 1 (Qq(Qu )
= Yo (D ens gty 1(Qq1p9) = Yoor (1) 1eng Py (1157 1)(Qq )
D’oil

7;])\7(90)171\/217 —Nlp) = Z'Yq 1onsy Mq (Qq pP) — (I)q(ﬂév—l)(Qq,p‘P)]

= Z’Yq 1,v5 Nq (qu@) I”q 1 qu71(qu(‘0)]

On applique ce résultat a ¢ = Q. (f) :

Vp (Qp nf) T™N>p~Vp Qp nf Z% 1,55 :uq (Qq n‘P) Nq 1K (Qq n‘P)]

puis & p = n et on obtient le résultat. O

Proposition 7.0.8. — Définissons VN (f) = VN[u) (f) — pbl 1K, .~ ()]

g1
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Alors (VN )o<gen converge en loi vers (Vy)o<q<n (n+1) va indépendantes gaus-

siennes telles que
E(Vy(f)) =0
E(Vq(fl)vq(f2)) = luq—l{Kq,uq—l [fi— Kq,uq—l(fl)][f2 - KQ7Mq—1(f2)]}

Lemme 7.0.1. — Lemme de Slutsky
Soit (E,d) un espace métrique. Supposons que

Xn —n—oo, L X
d(Xn7 Yn) —n—oo, P 0

alors Y, —p—co, £ X

Proposition 7.0.4. — d-méthode
Soient (UY, -+, UN)n>1 une suite de vecteurs aléatoires de R™ définie sur
un espace de probabilité et (uy)o<p<n un point de R™ tels que

VNUY =g, UN —uy,)

converge en loi, quand N — oo, vers un vecteur aléatoire noté (Uy,---U,).
Alors, pour toute fonction F,, : Rt — R différentiable au point (up)o<p<n, la
suite

\/N[Fn(UéV> aUN) —Fn(UO,'~' >un)]

n
n OFy,
p=0 Qu;

converge en loi quand N — oo vers la variable aléatoire ) (ug, -+, up)U,p.

Preuve du théoréeme 2.4.3 Rappelons que l'estimateur de P(V(X) > a).
Nous voulons montrer qu’il est non biaisé.

Démonstration. — On utilise le fait que I'YY),,,(1) est une martingale et on
I’applique a p = M + 2 : on a alors

E(F%+2,M+2(1)) = E(F(J)\,[M+2(1)) = E(%])V(l)erzo - 70(1)) =0

Mais E(I'Y 9 ar40) = Yo (D) Ly a0 — Ya(1), d’ott le résultat. O

Preuve du théoréme 2.4.4 Nous souhaitons montrer le théoréme central
limite suivant :

VN (Lovsareatirge(1) = B(V(X) > a)) N e Lo

ol Ljsyo est un processus gaussien centré de variance
M+2

U%/[—i—l = Z Vq(l)%“q—l{Kq,uqfl[Qq,MJr?(l) - Kquuqul(Qq,M‘f‘2(1))]2}
q=0
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Démonstration. — Posons n = M + 2. Par la décomposition martingale de
I, (1), on remarque que

n VN n 1
= 3 e e e 0 U
q=0

avec
VN (Qq,n(1))
{U;Yn = (1)1, @)
Fn(UOa e ,Un) = ZZ:O Uq
Or

YY) 15y - v,(1) par le théoreme 2.4.2
VN (Qgnl) = V,(Q,n1) par la proposition 7.0.3

D’ou par Slutsky,
VNUY, =2 3()Vy(Qqnl) ="V Nuy"

Donc VN (U q]Yn—uq) = 0 := Uy, On applique alors la 6-méthode pour conclure
que

)Up,n =0

8up
Ce qui se traduit par le résultat que 1'on cherchait.

Pour le calcul de la variance on utilise la proposition 7.0.3,

var(L qu 20arVy(Qqn(1) Z’Yq 1)’E(Vy(Qqn(1))?

=qu< Ha- 1T K gy [Qqn(1) = Ky 1 (Qqa(1))2)

Preuve de la proposition 2.4.2 Nous souhaitons montrer que

v =PV(X)>a)?(M+1) (%0 - 1)
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Démonstration. — Notons n = M + 1 et rappelons que

n+1

v = Z'Vq(l) H
q=1

? q—l{Kq,uq—l [Qq,n+l(1) - Kq,uq_l (Qq,n-i-l(l))f}

que l'on réécrit aisément en

U?% - /7n+1(1)28n

—ZE ([ BB\tf 1)13 _1}2\31,_1)

En effet, on a tout d’abord, en notant ¢,

avec

= —Py(n)(p),

Kyl — qu(@)z

qu(@qm*”q) () () — qn(‘Pqn‘i‘q) (m) (e )))2
= qu(@q,n 77(95!1 77))
= Ko = 04(0)(9))* — Gy [My() — ©y(n) ()]

D’ou

,Uq—l{Kq,uq—l [Qq,n(l) - Kq,uq—l(Qq,n(l))F}

:Uq—l{Kq,uq_l(Qq,n(l) = Dy (pg-1)(Qgn(1)))” = Gy [My(Qqn(1)) — Py (p1g—1)(Qgn(1 ))]2}
fq(Qqn(1) —

/Lqu,n(l))2 - ﬂq—l{Gg—l [My(Q,, n( ) — (pq(ﬂq—l)(Qq,n(l))]Q}

. . _Jd 2
Ainsi s, = s, — s; avec

_ n+1

s 2 Zup=1", V(1) t1g(Qain (1) — 11Qq.n(1))?
Syt %H QZ;+117p(1)2ﬂq—l{Gq—1 [M,(Qg,n(1))

SN 3

= (f1-1)(Qqn (1)}

On remarque que dans notre cas particulier s2 = 0 et que

()
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D’ou le résultat recherché. Mais

n

sno= ) |P(Bj|By1) + P(By|Byo1) (W
n|DPp—

p=1 L

n P, .- P, 2
= 1-P,+P, <7p+ —1)

-2z

p

D’ou le résultat.

En prenant les probabilités de transition égales a Py, s,, se simplifie en

1
sn:n(FO—l)

qui conduit au résultat du Corollaire 2.4.1. O






ANNEXE 3 : ALGORITHME MCMC

Simulation d’une chaine de Markov (X, ),>0 & valeurs dans un en-
semble discret I, de loi initiale A\ et de matrice de transition P

Puisque ) ,.; A\; = 1, on peut créer une partition de [0, 1] en des sous-intervalles
disjoints (A;)ser de longueur (\;);er :

| Ail = A
De méme, on peut, pour tout i € I, créer une partition de [0, 1] en des sous-
intervalles disjoints (A;;);er de longueur (p;;);er :
| Aij| = pij
On définit ensuite les fonctions
Go:[0,1] = 1;u—isi ueA
G:Ix[0,1]—1; (u,i) —j si ueA;

Soit (Up, Uy, - - - ) une suite de variables aléatoires i.i.d de loi uniforme sur [0, 1]
et posons

Xo = Go(Up)
Xni1 = G(X,,Upq1) pour n >0
Alors P(Xy =1i) =P(Uy € 4;) = \; et
P(Xpi1 = tnt1|Xn = 1) = P(Uppa € Ainin+1) = Pinini1
Ainsi (X,,)n>0 est une chaine de Markov (A, P).

Cette technique permet d’étudier empiriquement les aspects du comportement
de la chaine qui s’avereraient impossibles a étudier de fagon théorique.
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Algorithme de Markov Chain Monte Carlo

On se donne une loi 7 = (m;,4 € I) avec I discret et on désire calculer

Z i fi

icl
en supposant que m n’est pas facile a simuler directement. L’idée basique de
I'algorithme MCMC est la suivante : simuler une chaine de Markov (X,,),>0 &
valeurs dans I et de mesure invariante 7. Alors en supposant ’apériodicité et
I'irréductibilité, on sait que pour n — 400 la loi de X,, converge vers 7 et

1 n—1
n kz:;f(Xk) - ;%’f@'

Comme on ne sait pas simuler directement selon 7, simuler une chaine de
Markov entiere plutot qu’une simple variable aléatoire de loi m nous permet
de résoudre le probleme. Ce qui est assez troublant.

Il faut maintenant exhiber une matrice de transition P pour la chaine telle
que 7 est invariante pour P c-a-d

(108) 7T2'Pz'j :7Tj.Pj'
Il y a plusieurs choix possibles pour cela.

Soit R une matrice de transition quelconque. On peut déterminer un P qui
vérifiera (108) en prenant

miPij = (mRy) N(miRy) i # ]
Pi=1- Z B

g#L T

On vérifie aisément que (108) est satisfaite.

Interprétation : Si X,, = i, on simule une nouvelle variable Y,, telle que Y,, = j
avec la probabilité R;;. Si Y,, = j, on pose

Y, avec la probabilité % !
X1 = . mRy
X,, sinon

C’est I'algorithme de Hastings ou encore d’acceptation-rejet. Reste le choix de
R. Tl existe deux cas particuliers tres utilisés : I’échantillonneur de Gibbs et
I’algorithme de Métropolis.
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Pour I’échantillonneur de Gibbs, on prend

Rij= (Y m) 'm
Py=()_m)'m

Pour l'algorithme de Métropolis, on prend simplement

alors on a aussi

R;; = Rj; pour tout iet j
et on trouve pour i # j,

P = Rij(ﬂ A1) pour i# j
v

Un exemple simple est le suivant : on prend R;; = Iﬂ%l si i # j. Cela revient
a proposer une nouvelle valeur j de facon uniforme et aléatoire. Si m; > m;,
on adopte tout le temps la nouvelle valeur, sinon on adopte la nouvelle valeur

avec la probabilité m;/m;. Ce qui permet de favoriser les plus «gros poids».



