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Résumé

La modélisation et la spécification de systémes distribués nécessitent une adaptation des
modeles logiques utilisés pour leur représentation. Les notions d’emplacements et de ressources
jouent notamment un réle centrale dans la représentation de ces systémes. Dans ce cadre, on
propose tout d’abord une premiére logique, la logique linéaire distribuée et mobile (DMLL) qui
intégre les notions de distribution et de mobilité. On propose également une sémantique a la
Kripke et un calcul des séquents supportant I’élimination des coupures pour cette logique.

Cette premiére étude a mis en avant le role centrale de la sémantique pour la modélisation
de systémes distribués. On propose alors la structure des arbres de ressources, des arbres dont
les noeuds possédent des labels et contiennent des ressources appartenant & monoide partiel de
ressources et Bl-Loc, une logique pour raisonner sur ces arbres, un langage permettant de modifier
les arbres et son axiomatisation correcte et compléte sous forme de triplets de Hoare. Concernant
Bl-Loc, on détermine des conditions suffisantes pour décider de la satisfaction et de la validité
par model-checking et on développe une méthode de preuves fondée sur les tableaux sémantiques
correcte et compléte.

On montre comment on peut raisonner sur les tas de pointeurs grace aux arbres de ressources.
Enfin, on determine comment le modéle des arbres partiel peut étre utilisé pour représenter et
spécifier les données semi-structurées et raisonner sur la transformation de ce type de données.

Mots-clés: Logiques de ressources; Logiques spatiales; Sémantiques; Composition partielle;
Arbres de ressources; Vérification ; Preuves.

Abstract

Modelling and specifying distributed systems require an adaptation of logical model ha-
bitually used to represent those systems. The notions of location and resource are one of the key
points for representing such systems. We begin with a first proposition of logic, the Distributed
and Concurrent Linear Logic (DMLL), which integrates notion of distribution and of mobility.
We also propose a Kripke’s semantic and a sequent calculus that supports cut-elimination.

This first study emphasizes the central role of semantics in the modelling of distributed
systems. We propose then a new structure, the resource trees, which are labelled trees containing
resources from a partial monoid inside their nodes and a new logic, Bl-Loc, to reason about
these trees. We also propose a language to transform these trees and its correct and complete
logical axiomatisation using Hoare’s triples. Concerning Bl-Loc, we determine sufficient condition
to decide satisfaction and validity and we develop a correct and complete proof-search method
using semantic labelled tableaux. This method is inspired of the one developed for Bl.

Then we show some application of the partial tree model. Firstly, we show how the resource
trees can be used to reason about the heap of pointers and a refinement of this model, the
permission model. Then, we focus on semi-structured data, and show how we can represent and
specify such data using resource trees and how it can be used to reason about transformation of
these data.

Keywords: Resource logics; Spatial logics; Semantic; Partial Composition; Resource Trees;
Model-Checking ; Proof.
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Introduction

La notion de ressource est une notion centrale dans le domaine des systémes informatiques. Le
terme de ressource est un terme général qui désigne ici tout élément avec lequel un systéme doit
interagir. Sa signification dépend donc du niveau d’observation ot 'on se place et du domaine
d’application. Il peut s’agir par exemple d’éléments matériels, d’emplacements mémoires, de
fichiers ou de variables d’un programme, cette liste n’étant pas exhaustive. Selon les systémes
étudiés et le type de ressources que l’on souhaite manipuler, on s’intéresse également & divers types
d’actions sur ces ressources, comme la possibilité de les composer entre elles, d’en controéler ’acceés,
de les consommer pour produire de nouvelles ressources ou de les distribuer et de les déplacer
entre divers emplacements. Par exemple, si I’on considére le domaine des calculs distribués [10],
les ressources manipulées sont des processus et des messages; les interactions & considérer sont
les notions de consommation et de production de ces ressources, ce qui correspond a l’envoi et la
réception de messages entre les processus. De méme, les notions de distribution et de mobilité des
ressources sont importantes dans ce domaine car elles permettent d’exprimer clairement quelles
ressources sont détenues par chaque processus et comment se déroule la communication entre
ces processus. Ces notions sont également au cceur d’applications comme les web-services, ou il
est nécessaire de pouvoir spécifier le cheminement des informations et les traitements réalisés a
divers emplacements sur le réseau [54], mais aussi d’applications manipulant des données semi-
structurées comme les documents XML, oul les informations & l'intérieur d’un document sont
distribuées entre divers emplacements formant la structure du document.

On s’intéresse dans cette thése aux modéles logiques qui permettent de spécifier et de vé-
rifier ces divers types d’actions sur les ressources, en se focalisant toutefois sur les aspects de
distribution et de mobilité des ressources. Il s’agit de définir des modéles permettant de repré-
senter des systémes oil les ressources sont réparties en divers emplacements (distribuées) et ou la
communication entre les ressources est importante (mobiles).

Parmi les travaux s’intéressant & la distribution et & la mobilité des ressources, on peut no-
tamment citer des structures comme les ambients [28] ou les pointeurs [62]. Les ambients sont
des structures arborescentes avec labels dont les noeuds contiennent des programmes permettant
de faire évoluer cette structure en déplacant ou en consommant des nceuds. Cette structure per-
met de représenter des systémes distribués ou des processus doivent se mouvoir entre différents
emplacements, comme par exemple le fonctionnement d’un firewall [28]. Une logique a également
été proposée pour spécifier les propriétés des ambients [29]. Elle inclut notamment des opérateurs
de la logique classiques pour exprimer la conjonction (A), la disjonction (V) ou I'implication (—)
de propriétés et des opérateurs de séparation pour raisonner sur la (dé)composition d’ambients
(|) et ses conséquences (<1). Des modalités spatiales et temporelles ont enfin été introduites pour
raisonner sur la structure des ambients et sur I’évolution d’une configuration donnée au cours
du temps. Des versions statiques de ce modeéle ont également été proposées [23, 24|. Elles per-
mettent notamment de représenter partiellement des données semi-structurées (SSD) telles que
les documents XML, la structure de ’arbre reprenant la structure des données et des labels repré-
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Introduction

sentant partiellement les informations des SSD. La nécessité d’utiliser ces labels pour représenter
les informations vient principalement de 1’absence de la notion de ressource dans le calcul des
ambients. Seuls les labels permettent alors de différencier le contenu des noeuds, en conséquence,
on doit adapter le modéle en fonction des données que ’on veut représenter dans ces labels. Cette
représentation a notamment utilisées pour vérifier les pointeurs de données semi-structurées [26]
ou des programmes mettant & jour ces données [24].

Les tas de pointeurs quant & eux servent a représenter les données manipulées par un pro-
gramme. Un pointeur associe une valeur & un nom (qui peut étre vu comme un emplacement).
On peut représenter des structures comme des arbres, les DAG ou des graphes [16] & ’aide
des pointeurs. Les logiques permettant de raisonner sur ces structures font partie d’une famille
logique que l'on nomme les logiques de séparation [62, 76, 81]. Ces logiques mélangent des opé-
rateurs de la logique classique [62, 81] ou de la logique classique intuitionniste [76] (A, V, —) et
des opérateurs permettant également de raisonner sur la composition des ressources (x) et dans
certaines variantes [62, 76| sur les conséquences de de certaines compositions de ressources (—).
Des commandes de base pour manipuler les pointeurs [62]. Cela a conduit & une axiomatisation
de ces commandes [62] sous forme de triplets de Hoare [60], ce qui permet de raisonner sur les
propriétés des algorithmes manipulant ces structures [62], permettant par exemple de prouver
des algorithmes de copie de DAG ou de création de fringes, une liste chainée reliant les feuilles
d’un arbre [16]. Une des particularités de cette structure est d’étre partielle, c’est & dire que la
composition de deux tas de pointeurs n’est pas toujours possible. En effet, un nom doit per-
mettre de désigner un unique pointeur et il est impossible de composer deux tas qui auraient
des noms de pointeurs en commun. Dans un cadre plus général, cette définition partielle de la
composition nous semble importante car elle permet de contrdler de maniére fine les ressources
manipulables dans le modéle en excluant certaines compositions de ressources. Récemment, des
travaux étendant le modéle des pointeurs ont été proposé pour vérifier 1’accés aux variables par
des programmes concurrent [17] ou pour vérifier la notion d’abstraction dans des programmes
Java [77].

Ces différents modéles démontrent 'importance, dans le cadre de la spécification et de la
vérification de systémes et de programmes informatiques distribués, des notions de partage des
ressources et de séparation. Selon le modéle manipulé, le terme de ressource peut désigner ici
un ambient, un arbre, un pointeur ou des informations contenues dans un SSD. On a également
souligné I'intérét que pouvait avoir la prise en compte de la composition partielle dans ces modéles
afin de gérer plus finement la notion de ressources. On remarque cependant que dans ces systémes,
la modification des types de données & prendre en compte implique la nécessité d’étendre ou de
modifier le modéle initial, comme cela a été le cas pour représenter les pointeurs dans des données
semi-structurées [26] & partir d'un modeéle d’arbres [23] ou pour représenter les permissions [17]
a partir du modeles des pointeurs [62].

On peut alors se demander s’il n’est pas possible de proposer un modéle général traitant des
interactions entre les ressources et de leur distribution dans ’espace, modéle dont les instances
permettraient de représenter les différents types de ressources évoqués ci-dessus, comme par
exemple les informations contenues dans des données semi-structurées ou des pointeurs, avec ou
sans permissions. Il s’agit donc de proposer des modéles de ressources généraux et d’y ajouter
la prise en compte de la répartition spatiale de ces ressources. On peut pour cela considérer
comme point de départ des modéles traitant de la production et de consommation de ressources
comme ceux de la logique linéaire [55] ou des modéles traitant de la séparation et du partage
des ressources comme ceux de la logique Bl «the Logic of Bunched Implications» [76, 79]. Une
approche possible pour cela est donc de considérer tout d’abord une structure de ressources
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trés générale, pouvant étre instanciée de différentes maniéres, et de ’étendre avec une modalité
permettant de représenter la distribution des ressources dans ’espace.

C’est cette approche qui est développée dans cette these. Elle aboutit principalement a la pro-
position d’une nouvelle structure, les arbres de ressources [13], dont l'originalité est de mélanger
une représentation générale et partielle des ressources et une représentation explicite de ’espace.
On propose également une logique pour spécifier le comportement des arbres de ressources. A la,
maniére des travaux de [62, 81|, on définit ensuite un langage permettant de modifier les arbres
de ressources et I’axiomatisation de ce langage sous forme de triplets de Hoare. On montre enfin
que le modéle ainsi créé peut s’instancier facilement pour représenter les modéles reposant sur le
modéle des pointeurs [17, 62] ou pour représenter les données semi-structurées et raisonner sur
leur transformation.

Ces travaux sont détaillés dans les cinq chapitres qui composent cette thése. Le premier
chapitre est un préambule & notre étude et analyse la logique DCLL (Distributed Concurrent
Linear Logic) |65] qui est une extension distribuée et mobile de la logique linéaire avec une
modalité d’emplacement et de déplacement. On montre que 'utilisation d’une modalité unique
pour gérer la distribution des ressources et leur mobilité n’est pas correct sémantiquement et
on propose donc une nouvelle logique nommé DMLL « Distributed and Mobile Linear Logic»
dotée d’un nouveau systéme constitué de modalités permettant de la séparation de I’espace et
la mobilité des ressources. On introduit pour cela trois modalités, la premiére [I] pour indiquer
qu’une proposition est vraie en [, les deux autres, {I} et (I) pour indiquer respectivement que 1’on
entre et sort d’un emplacement /. On établit ensuite un calcul des séquents internalisant les régles
de mobilité, alors que celle-ci est gérée par congruence dans [65], ce qui permet d’internaliser dans
la recherche de preuve le déplacement des ressources. On démontre alors que le calcul des séquents
& la propriété de ’élimination des coupures et on présente un nouveau modéle de ressources a
la Kripke pour la logique. Afin d’illustrer l'intérét de la distinction entre distribution et mobilité
dans la logique, on étudie la représentation et & la vérification de protocoles d’authentification. Ce
théme étant déja abordé dans de nombreux travaux basé sur 1'utilisation de la logique linéaire [20,
31], on dispose de points de comparaison suffisants pour expliquer que les modalités fournissent
plus d’informations dans les preuves d’attaques de protocoles et aident & la spécification de ces
protocoles.

Ces travaux préliminaires ont permis de clarifier la facon dont les modalités devaient étre
utilisées pour représenter la distribution spatiale et la mobilité. Il apparait ainsi clairement
que ces deux aspects ne doivent pas étre traiter simultanément dans les modéles proposés. On
peut alors proposer un modéle de ressources mélant gestion fine des ressources et ’expression
de leur distribution dans ’espace. Les travaux réalisés autour de Bl [76, 79], notamment sur
les pointeurs [62, 75] montrent 'intérét d’un modéle prenant en compte les aspects de partage
et de la composition partielle des ressources. Le partage permet entres autres d’établir qu’une
partie du modéle vérifie plusieurs propriétés et la composition partielle permet de contréler les
compositions acceptables de ressources. On définit donc dans le chapitre 2 la structure des arbres
de ressources, un arbre de ressources étant un arbre dont les nceuds contiennent des ressources
appartenant & un monoide de ressources partiel [49, 72]. Cette structure permet a la fois de
représenter explicitement la séparation de I’espace et un modéle de ressources complexe. Pour
raisonner sur ces arbres, une nouvelle logique nommée Bl-Loc, qui peut étre considérée comme
une extension de Bl avec une modalité d’emplacement [], est également proposée. L’ensemble
arbres de ressources et logique associée forment un modéle logique que ’on nomme le modéle
d’arbres partiel. Notre but étant de définir des modéles pour raisonner sur des programmes
distribués et mobiles, on souhaite disposer de commandes pour modifier les arbres de ressources

xvii



Introduction

et également d’outils de spécification pour raisonner sur ces commandes. En suivant la démarche
proposée dans [62, 75|, on définit un langage de base pour le modéle & manipuler et on établit
pour ces commandes des pré/post-conditions sous formes d’expressions logiques. On détermine
ainsi pour un programme donné la pré-condition qui doit étre vérifiée avant ’exécution pour
aboutir a la post-condition désirée. On propose des nouvelles primitives pour ajouter, lire et
supprimer des nceuds et des ressources aux arbres de ressources. On définit ensuite pour ces
commandes une sémantique opérationnelle puis une sémantique sous forme de triplets de Hoare,
les pré/post-conditions de ces triplets étant des formules de Bl-Loc. Un résultat important est
d’établir que ces pré-conditions sont les plus faibles possibles (weakest precondition) et on discute
du probléme de localité (frame property) des programmes de manipulation d’arbres créés a partir
de ces commandes.

Dans le chapitre 3, on étudie les méthodes poure vérifier si une instance donnée du modéle
vérifie une certaine formule logique (model-checking) et pour raisonner directement sur les pro-
priétés de la logique (recherche de preuves). Ces deux aspects sont trés importants dans le cadre
de la vérification de programme sous forme de triplets de Hoare car ils permettent respectivement
de vérifier si une configuration donnée respecte la pré-condition d’un programme et de s’assurer
que la formule logique correspondant & la spécification des données initiales d’'un programme
permet bien de déduire la pré-condition nécessaire a l'exécution de ce dit programme.

Concernant le model-checking, on étudie tout d’abord le probléme dans le modéle des res-
sources partiels pour la logique Bl, on détermine des conditions suffisantes sur le monoide pour
décider de la satisfaction et de la validité dans Bl propositionnelle. Ce résultat sert de base pour
établir que la satisfaction et la validité pour la version propositionnelle de Bl-Loc pour le modéle
d’arbres partiel. Concernant la version avec quantificateurs de Bl-Loc, on montre tout d’abord
que la satisfaction est décidable si on ne considére pas 'opérateur — mais que la décidabilité
est indécidable pour ce fragment. Ce résultat nous permet de prouver que la satisfaction et la
décidabilité sont indécidables pour Bl-Loc avec quantificateurs.

Pour la recherche de preuves, on définit une méthode de recherche de preuves pour la version
propositionnelle de Bl-Loc. La méthode proposée se fonde sur les travaux sur la prouvabilité par
tableaux sémantiques de la version propositionnelle de Bl proposée dans [72] qui est une méthode
de preuve par réfutation avec des tableaux sémantiques avec labels [45, 49]. Il s’agit de définir
un ensemble de labels qui accompagnent les formules des tableaux et qui correspondent a des
contraintes qui doivent étre respecter pour construire & un contre modéle. On cherche alors a
aboutir & des contradictions sur ces contraintes pour obtenir une preuve. L’originalité de cette
approche réside dans le fait qu’elle consiste & tenter de construire simultanément une preuve et
un contre-modéle de la formule. On définit donc une telle méthode et on la présente en détail
dans ce chapitre en insistant sur les spécificités due a la présence de la modalité d’emplacement
dans Bl-Loc. On démontre ensuite que la méthode ainsi obtenue est correcte et compléte pour la
sémantique des modéles d’arbres partiels.

L’un de nos objectifs est de présenter un modeéle suffisamment général pour pouvoir étre
instancié pour modéliser des problémes de natures différentes. Les chapitres 4 et 5 montrent sur
divers exemples comment on peut utiliser le modele et le langage de transformation présenté
au chapitre 2. On a expliqué que les notions de composition partielle et de partage mise en
évidence dans les arbres de ressources sont inspirés des notions présentes dans le modéle des
pointeurs. C’est pour cela qu’il nous semble naturel d’étudier comment les arbres de ressources
peuvent représenter ce modéle. Cette démarche est détaillée dans le chapitre 4. On détermine un
monoide d’arbres partiel particulier pour construire des arbres de ressources représentant un tas
de pointeurs. On poursuit en montrant que 1’on peut exprimer les propriétés initialement décrites
en logique des pointeurs sous forme de formules logiques de Bl-Loc. On termine en montrant que
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I'on peut alors utiliser les commandes de manipulation des arbres de ressources pour simuler les
programmes sur les pointeurs et on montre sur un exemple comment traduire tas de pointeurs,
programmes et pré/post-conditions de la logique des pointeurs pour raisonner directement sur
les arbres de ressources en utilisant Bl-Loc.

On a expliqué précédemment que le modeéle des permissions de [17] est un raffinement du
modele des pointeurs qui inclut pour chaque cellule un poids indiquant si la cellule est disponible
en lecture et/ou en écriture. Ce modeéle pose des problémes de spécification nouveaux si on le
compare au modeéle des pointeurs classique [75] car la composition de deux tas de pointeurs
ne nécessite pas nécessairement que ces tas soient disjoints. Cette particularité est déja prise
en compte dans le cas général du modéle d’arbres partiel. De plus, on montre que ce modéle
s’adapte facilement & celui des permissions en modifiant 1égérement le monoide de ressources
utilisé pour le modeéle des pointeurs. La connaissance des problémes de composition dans le
modéle d’arbres partiel permet de résoudre le probléme de la spécification des arbres dans le
modéle des permissions, probléme laissé ouvert dans [17].

Dans le chapitre 5, on propose de représenter des documents XML sous forme d’arbres de
ressources. Le but de cette représentation est d’utiliser Bl-Loc pour vérifier la transformation de
documents XML, ce qui représente un enjeu crucial pour assurer l’intéropérabilité entre divers
programmes utilisant ce format de document [41]. Pour cela on détermine ’ensemble des arbres de
ressources que l'on fait correspondre & des documents XML. Contrairement & de nombreux autres
travaux, notre représentation de ces documents comprend l'intégralité des attributs des noeuds,
alors qu’on se limite habituellement aux identifiants et aux pointeurs [24, 39]. On utilise Bl-Loc
pour spécifier le format des documents que ’on manipule. Pour cela, on propose des formules
permettant de représenter les principales régles d'une DTD «Document Type Definition s, le
format de description de document XML le plus courant. Afin de manipuler les documents XML,
on propose un langage de transformation d’arbres spécifiques inspiré du langage présenté au
chapitre 2. On définit pour ce langage les triplets de Hoare correspondant afin de pouvoir vérifier
la transformation de documents et on donne un exemple d’utilisation de ce langage. On montre
enfin que les axiomes proposés définissent les plus faibles pré-conditions pour chaque commande
et on propose une régle de fenétrage (frame property) pour ce langage.

Dans les conclusions et perspectives, on revient sur le role central de la recherche de preuves
pour assurer qu’une assertion est la conséquence d’une autre. Dans ce cadre, il est crucial d’im-
planter les algorithmes décrits dans le chapitre 3. Pour cela, on peut envisager d’étendre le
prouveur BILL [48] qui met en ceuvre la méthode des tableaux pour Bl afin d’obtenir un prou-
veur pour Bl-Loc. On cherchera aussi & étendre les résultats obtenus pour la version de Bl-Loc
avec quantificateurs et pour raisonner sur les modéles spécifiques des chapitres 5 et 6. L’applica-
tion aux documents XML offre elle aussi des perspectives intéressantes. On pourra par exemple
étendre le langage proposé dans cette thése pour, par exemple, proposer de traiter systématique-
ment tous les nceuds vérifiant certains critéres. Il nous semble également indispensable d’établir
le lien entre le langage proposé et les langages de manipulation usuels du domaine, comme DOM
ou XSL.
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Chapitre 1

Logique Linéaire Distribuée et Mobile

Le développement des applications distribuées nécessite une adaptation des outils logiques.
L’incorporation des notions de séparation, de distribution spatiale et de mobilité dans un cadre
logique a fait I’objet de nombreux travaux. De tels aspects ont cependant rarement été exprimés
dans des logiques de ressources. Dans ce cadre, la logique DCLL! [65] présente une approche
intéressante, visant & introduire une modalité d’emplacement explicite dans la logique linéaire.
Ces travaux permettent donc d’ajouter & une logique de ressources une notion de distribution
spatiale.

DCLL est une logique basée sur la logique linéaire [55] et ayant pour but premier d’étre utilisée
dans le cadre du paradigme proof-search-as-computation. Il s’agit de représenter sous forme de
formules logiques les processus et d’établir le lien entre recherche de preuves et exécution des
processus correspondants. Dans ce cadre, puisque la preuve représente une trace de ’exécution,
plus les informations qu’elle présente sont importantes, plus l'analyse de I'exécution est facilitée.
On comprend donc bien ici I'intérét de représenter explicitement les emplacements des ressources
et leur déplacements. Puisque ’on doit modéliser ici des programmes distribués devant interagir
entre eux, la mobilité des ressources échangées entre les différents processus joue un role central.
Le probléme est que ces aspects de mobilité sont peu traités dans DCLL. On propose donc ici
DMLL?, une logique fondée sur DCLL qui incorpore le concept de mobilité des ressources.

Dans ce chapitre, on commence par un rappel du paradigme proof-search-as-computation et de
DCLL. On présente ensuite DMLL et on donne sa formalisation sous forme de calcul des séquents.
On établit les propriétés inhérentes a ce systéme logique, notamment I’élimination des coupures
et on définit une sémantique de ressources a la Kripke basée sur celles pour la logique linéaire [6]
pour DMLL. Enfin, pour illustrer les applications qui peuvent étre faites de DMLL, on présente
comment la logique peut étre utilisée pour simuler I’exécution de protocoles et rechercher des
attaques possibles.

1.1 Logique Linéaire, processus et emplacements

1.1.1 Logique linéaire

La logique linéaire (LL), proposée par Girard [55], est un raffinement de la logique classique.
La syntaxe de LL peut étre présentée comme une modification du calcul des séquents de la logique
classique (CL). Tout d’abord, les régles structurelles de CL :
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Lo, 0 A
% Contraction % Affaiblissement

ne peuvent plus étre utilisées. Les formules des séquents ne peuvent donc plus étre dupliquées
ou supprimées lors de la recherche de preuve. Ainsi, alors que les séquents en CL sont composés
d’un ensemble de formules ot chaque élément peut étre dupliqué ou supprimé, les séquents de
LL sont composés d’un multi-ensemble de formules, le nombre d’occurrences d’une formule est
important et toutes les formules doivent étre consommées. C’est pour cela que ’on peut voir les
formules de LL comme des ressources.

La logique linéaire se distingue aussi par la présence de deux types d’opérateurs, les additifs
(&, @) et les multiplicatifs (®, p). La différence entre ces deux catégories d’opérateurs découle du
comptage des ressources. Les séquents étant des multi-ensembles, les régles d’inférence peuvent
soit dissocier les ressources (ceci correspond aux multiplicatifs)

T, A1 To,p B Ay )
Ty, Tq, o0t F AL Ay F

soit les partager (pour les additifs)

ToFA T,0FA
Tooura (@

On a donc vu que les propositions de la logique linéaire peuvent étre vu comme des ressources.
Il est parfois nécessaire d’indiquer que I’on posséde une infinité de ressources d’un certain type
ou qu’une ressource peut ne pas étre présente. Ces deux possibilités s’expriment respectivement
en logique linéaire 3 1’aide des opérateurs unaires ! et 7.

Du fait de la gestion fine des ressources, la logique linéaire et ses fragments ont permis d’abor-
der sous un angle nouveau des applications informatiques dans différents domaines et suivant
différents paradigmes de programmation [5]. Dans le cadre de la programmation fonctionnelle,
elle a conduit & des nouvelles études concernant ’isomorphisme de Curry-Howard et le paradigme
proofs-as-programs [2] ainsi que de nouvelles techniques d’implantation.

Dans le cadre de la programmation logique et du paradigme proof-search-as-computation, la
logique linéaire, vue comme une logique de ressources, a permis de raffiner un certain nombre
de concepts et a conduit & des modélisations précises et naturelles de certains mécanismes et
systémes. Cela a conduit en paralléle & ’étude de la recherche de preuves en logique linéaire et &
sa mise en ceuvre (méthodes, implantations) suivant différentes approches : preuves canoniques
[7, 52], preuves uniformes [61], réseaux de preuve [51]. Ainsi la programmation logique linéaire
illustre de nouveaux concepts et mécanismes nécessaires & 1’utilisation de la logique linéaire pour
modéliser des systémes ou des propriétés ainsi que pour développer des preuves pour le calcul ou
la vérification.

1.1.2 Logique et calculs de processus

Pour illustrer le paradigme proof-search-as-computation, on détaille ici comment la logique
linéaire peut étre utilisée pour représenter des processus concurrents et la communication (en-
voi/réception de message) entre ces processus. Chaque élément impliqué dans un calcul concur-
rent peut alors étre vu sous la forme d’une formule de logique linéaire et I’exécution peut-étre
vue comme la déduction (recherche de preuves) dans cette logique. La correspondance ci-dessous
est celle qui est utilisée notamment dans [18, 66, 67].
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1.1. Logique Linéaire, processus et emplacements

Considérons deux processus P et ). La formule P ® @ indique que l'on a simultanément P
et Q, elle est donc interprétée comme la mise en paralléle de P et Q).

De la méme maniére, puisqu’un message doit étre consommé par un processus, il peut étre
représenté en logique linéaire par la ressource m(v). Dans cette traduction, m est vu comme le
nom de canal de communication et v comme le message transmis le long de m. Le récepteur,
lui, utilise la ressource m(v) pour produire autre chose; il est donc traduit par une formule du
type m(v) — P ou le processus P correspond au processus & exécuter aprés la communication
(cette formule se lit en logique linéaire «la ressource m(v) est nécessaire pour fournir P »). La
communication ainsi définie se traduit donc en logique linéaire de la maniére suivante :

(m(v) ® (m(v) — P)) — P

Ce qui se lit, d’'un point de vue opérationnel : “s’il existe un message m(v) et un processus
m(v) — P alors, ce dernier regoit le message et se comporte comme P”. On peut aussi, & l'aide
de la formule Vz.(m(z) — P) définir un processus qui peut regoit tout message de la forme m(v).
On a donc :

(m(v) ® Ye.(m(x) — P)) — Plv/z]
On peut ainsi aussi transmettre des noms de canaux par exemple :
(m(n) @ Va.(m(x) —o x(1))) —o n(1)

Ici, le message n (qui est un canal), envoyé le long du canal m, est utilisé ensuite pour envoyer
le message 1.

De la méme maniére, Jdx.P permet de cacher x de 'extérieur. En effet, = doit étre remplacé
par un nom n’apparaissant pas déja dans la formule lors de la recherche de preuves, il permet
donc de représenter un canal original x et d’exécuter alors P. La formule !P qui représente un
nombre infini de copies de la ressource P. Cette utilisation est notamment utile pour définir une
définition de processus : la formule Vz. f(x) — P qui indique que chaque ressource du type f(v)
peut étre utilisée pour obtenir P[z/v]. Il s’agit donc de la définition de processus f(z) = P.

Les notions d’emplacements et de mobilité ne sont pas présentes explicitement en logique
linéaire. Ces notions sont toutefois centrales lorsqu’il s’agit de différencier par exemples les res-
sources disponibles & divers emplacement d’un systéme distribué. Les travaux de Kobayashi et al.
[65] qui sont présentés ci-dessous enrichissent la logique linéaire avec des modalités permettant
de rendre compte de ces emplacements. La méthodologie suivie pour inclure cette modalité est
d’ailleurs proche de celle utilisée par Kanovitch et Ito pour inclure des modalités spatiales a la
logique linéaire [64].

1.1.3 Distributed Concurrent Linear Logic (DCLL)

DCLL est une extension de la logique linéaire définie pour étre utilisée selon le paradigme
proof-search-as-computation [65]. Aux opérateurs classiques de la logique linéaire, on ajoute une
modalité d’emplacement [-] dont le but est d’indiquer & quel emplacement la formule est vérifiée.
Ainsi, la formule [[]A indique que la formule A est vérifiée & I'emplacement [. Malgré la présence
de modalités, cette logique ne peut étre appelée comme une logique modale au sens de [14], le
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comportement et la signification des modalités d’emplacements et de déplacements définies ici
étant différents du comportement usuel des modalités des logiques modales.

Le type d’adressage pour les emplacements est un systéme d’adresses absolues, c’est-a-dire
qu’un nom d’emplacement référe toujours au méme emplacement, quelque soit le contexte dans
lequel il est utilisé. Ce choix est forcé par le fait qu’une seule et méme modalité gére les em-
placements et les déplacements. La mise en place d’un systéme a adresses relatives comme celui
utilisé dans les ambients 28] nécessiterait entres autres une modalité permettant de sortir d’un
emplacement. En effet, ’utilisation d’adresses absolues correspond en fait a la définition d’un
nom unique pour chaque emplacement. Le déplacement d’une ressource d’'un emplacement a un
autre se fait alors directement en indiquant & quelle adresse devra se trouver la ressource. Dans
un systéme & adresses relatives, ’adresse d’une ressource correspond au chemin menant de la
racine a cette ressource. Le systéme d’adresses utilisé a pour conséquence que la modalité d’em-
placement [] permet également de modéliser les déplacements. Ceux-ci sont en effet gérés par la
régle de congruence [l1][l3]A = [I3] A. Les régles de la logique sont données en figure 1.1.

On a expliqué que cette logique avait été établie pour étre utilisée selon le paradigme proof-
search-as-computation. Cette utilisation se base sur la correspondance entre formules et proces-
sus détaillée dans la section précédente. L’ajout des emplacements permet alors de localiser les
processus et les ressources que ’on manipule. Ainsi un processus ne peut consommer que les
ressources présentes a son emplacement. La figure 1.2 montre deux séquents illustrant ce fait.
Le séquent de gauche est prouvable puisque le processus [I](A — B) peut consommer A pour
produire B puisque A est en [. Dans le séquent de droite, on ne peut conclure puisque A est en
lo alors qu’il doit étre consommé en [y.

1.1.4 Le probléme des emplacements de DCLL

La gestion des déplacements dans DCLL pose différents problémes. L’utilisation d’une régle de
congruence notamment, ajoutée au fait qu’il n’y ait pas de modalité particuliére pour la sortie
d'un emplacement, font que la présentation manque de clarté. Ce choix est étroitement lié a
I'utilisation d’adresses absolues. Cette solution a été choisie car la notion de mobilité n’était pas
centrale dans leur travaux or, avec un tel systéme d’adressage, le déplacement des ressources
s’exprime de maniére plus concise. En contrepartie, le déplacement des ressources n’apparait pas
explicitement dans la logique comme on l'explique ci-dessous.

L’utilisation de la congruence [I1][l2]A = [I3] A est en effet la seule fagon d’indiquer qu'un dé-
placement a lieu de Iy vers [o. Le choix d’une régle de congruence pour exprimer la mobilité n’est
toutefois pas adaptée. Tout d’abord, l'utilisation de la régle dans le sens gauche-droite, si elle
est compréhensible, est toutefois peu adéquate d’un point de vue sémantique, puisqu’elle donne
une impression de déplacement instantané. Cette impression est d’ailleurs due en grande partie
a D'utilisation d’adresses absolues, puisque ce type d’adressage ne permet pas de suivre le chemi-
nement de l'information. L’utilisation dans le sens droite-gauche, elle, n’a aucun sens puisqu’elle
revient a rajouter des informations inutiles en téte de formule. Nous proposons donc de définir
un systéme gérant les déplacements de maniére explicite (avec une modalité de déplacement) et
d’orienter les régles gérant ce déplacement.

1.2 Présentation du systéme logique DMLL

L’idée premiére est de disposer de modalités pour sortir d’'un emplacement et pour entrer
dans un emplacement. Nous noterons la modalité de sortie (-) et celle d’entrée {-}. Nous devons
aussi disposer d'une modalité indiquant que I'on est dans un emplacement. Nous noterons cette
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Regles de congruence :
[[(A®B)=[l]A®[l]B
[](A— B) =[l]A
[[|3z.A = Jx.[l|A
[[1][2]A = [Io] A

Aziome :

— [I]B

B+ B (DCLL-14)

Régles structurelles :

'-B B,I'+D
?1, g i?z :: g (DCLL-Exch) ) (DCLL-Cut)
1, P,4,L2 )
ATHFD A=A N A AxA N
ATCD (bCLL- = : L) A (DCLL- = : R)
!
% (DCLL-Weak) % (DCLL-Con)
Connecteurs logiques :
I'D
I''i+D (betl-1:1) F 1(DCLL-1 : R)
A,B,T+D I FA TL+B
T BTrD O e M AsB L@ W
A, T'FD i=10u?2
LS4 TED (DCLL-& : L) % (DCLL-& : R)
BT FD Ty A ATFB
A= B TFD e ey
AT+ TFA |
'A T F D (DCLL L) m (DCLL-! : R)
t/xz],I' D I'FAly/x
Mﬁ (beLL-¥: 1) R R
Aly/z], '+ D . I'FAt/z
a[x./A]W (beLt-3: L) Ww (bcLL-3: R)
* .y n’est libre ni dans I', ni dans A, ni dans D.
Fi1G. 1.1 — Calcul des séquents pour DCLL
1d Id — (i
mrmB " [ArmA Y WBrmB " [hlAr )4
(—: L) (—: L)
[[J(A— B)®|[l|A+ [I|B [[1](A — B)® [l2]AF [l1]B

Fi1G. 1.2 — Exemple de distribution dans DCLL
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modalité [-]. Ainsi 'information [l1][l2] A ne signifie pas, comme dans DCLL [65] que le processus A
s’est déplacé de ’emplacement l1 a Uemplacement l> mais que le processus A est a emplacement
lo qui lui-méme est sous l'emplacement ;. L’espace des emplacements est donc tel que chaque
emplacement peut contenir d’autres sous-emplacements. Il est donc hiérarchisé comme c’est le
cas dans les logiques spatiales dérivés des ambients [29] par exemple. Nos modalités [-], (-) et
{-} ont ici une sémantique claire : [-] est une modalité désignant un emplacement, (-) indique la
sortie d’un emplacement et {-} 'entrée dans un emplacement. Dans [65] ce n’était pas le cas,
puisque la modalité [-] correspondait selon les cas & un emplacement ou & un déplacement.

L’ajout de ces modalités permet de modéliser plus finement la mobilité des processus et des
ressources. Par exemple, la configuration [l1]{l2}a signifie que l'information qui est en [l;] se
déplacera en [l1][l2], alors que [[1][l2]a indique que la ressource a est déja en [l1][l2]. Cette dif-
férentiation permet de représenter explicitement les différents emplacements par lesquels vont
transiter les ressources et d’intégrer la notion de mobilité dans les formules logiques.

Le type de régle permettant de gérer la mobilité est également différent de celui de [65]. Les
régles de congruence seront identiques & celles de DCLL pour la plupart des opérateurs. Cepen-
dant, la regle gérant la mobilité sera maintenant orientée. Ce choix se fonde sur la sémantique
de ces régles. Pour les régles permettant de déplacer les modalités d’emplacement & l'intérieur
des formules, la congruence se justifie par I’équivalence entre les deux interprétations. Prenons
Iexemple de la régle [[1](A ® B) = [[1]A ® [l1]B. La partie gauche se lit : I’emplacement [l;]
contient le processus A et le processus B. La partie droite elle correspond & le processus A est
en Iy et le processus B est en Iy (aussi). On voit bien que les deux interprétations peuvent étre
utilisées indifféremment et que le passage de 'une & I'autre ne pose aucun probléme. Pour le
déplacement, la signification méme de la régle conduit & devoir 'orienter. En effet comme cela
a été expliqué précédemment, la réalisation d’un déplacement est fortement orientée. Il serait
effectivement tout & fait absurde de permettre de rajouter des déplacements lors de la recherche
de preuves. Cela irait de plus a I’encontre de ce qui a été dit précédemment & propos de ’apport
des adresses relatives en matiére d’analyse de la sécurité d’un systéme puisqu’on ferait passer les
ressources dans des emplacements qu’elles n’auraient pas di visiter.

DMLL se fonde sur l'utilisation de trois modalités : {-}, (-) et [-] qui permettent respective-
ment d’indiquer la sortie, ’entrée, et le fait d’étre dans un emplacement. Les régles de congruence
pour ces opérateurs sont uniquement celles permettant de diffuser 'information relative & I’em-
placement d’un processus. Les régles originales de DMLL (celles gérants les emplacements) sont
indiquées dans la figure 1.3. Les autres régles sont celles de DCLL et sont donc présentées en
figure 1.1.

Les régles de congruence reprises de DCLL sont celles qui ne correspondent pas & un déplace-
ment mais qui permettent de diffuser ou de rassembler les informations relatives a I’emplacement
des processus. Les régles (DMLL-In) et (DMLL-Out)

il Gl AT = D O Y L ey O
4] [la_1]A,T — D T — 1] [lo1]A

(DMLL-Out : L) * (DMLL-Out : R) *

1] )AL — D T = [l1].. [ln](In)A
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Reégles de congruence :
[[(A® B) 2 [l|A® [I|B [[|(A&B) = [l A&[l|B
[[](A— B) 2 [l]JA —[l]B [IJ)AZ]A

[[|3z.A = 3x.[l|A [[|Vz.A = Vx.]l]A
Reégles orientées pour la mobilité :
1] - bnj\ln)A, L — 1 n
- flna] AT = D (DMLL-In : L) [ll] al "H] (DMLL-In : R)
] . [ {lns1}A T — D r— [ll] Al {lns1}A
I LT =D (DMLL-Locl : L) T TARRTA (DMLL-Locl : R)
*in>2

F1G. 1.3 — Regles de gestion des emplacements avec DMLL

permettent d’effectuer le déplacement. Les régles (DMLL-Locl) quant a elles

1,T > D r—1
DMLL-L : L
0] Gt =D R S T R AT

(DMLL-Locl : R)

permettent explicitement de supprimer les informations sur les emplacements liées & des
processus inactifs.

1.3 Propriétés de DMLL

Il est nécessaire, pour juger de la pertinence du systéme proposé, de prouver quelques pro-
priétés de la logique. L’élimination des coupures est trés importante pour pouvoir faire le lien
entre I’exécution et la preuve. En effet, 'utilisation d’une coupure correspond en logique a la dé-
monstration d’un lemme. Dans le cadre de I’exécution, l'utilisation d’une coupure indique qu’un
processus peut étre ajouté sans modifier le comportement global du systéme. L’élimination des
coupures permet donc de montrer qu'un tel processus peut étre supprimé sans conséquence pour
le comportement global du systéme.

Il est ensuite important de pouvoir faire le lien entre la logique et un modéle sémantique
formel, afin de fixer la sémantique de notre logique. Il s’agit en fait de définir le role de chaque
opérateur et leur signification. Il faut donc définir le modéle correspondant & cette logique et
vérifier qu’il est adapté.

1.3.1 Elimination des coupures

On peut facilement démontrer I’élimination des coupures, pour un noyau de DMLL limité au
régles de congruence et aux régles d’inférence ne gérant pas la mobilité (donc sans (DMLL-Out),
(DMLL-In), (DMLL-Locl)), comme dans DCLL [65]. Il reste alors & traiter les cas des régles
gérant la mobilité.
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Il s’agit tout d’abord de montrer que les régles (DCLL-= : L) et (DCLL-= : R) peuvent étre
éliminées en modifiant légérement les autres régles. Il s’agit de fusionner les régles (DCLL-2 : L)
et (DCLL - V : L) et les régles (DCLL-2= : R), (DCLL - V : R), dans les régles suivantes :

B,I' =D Alt/x]=B (

I'-B Alt/z]=B
Ve.A,I' = D (

! .
DCLL -V : L) )

DCLL -3 : R)

Il convient pour la suite de la preuve de définir ce qu’est une formule en [S[/]-forme normale.

Définition 1.1 (f[l]-forme normale). Une formule est en [[l]-forme normale s’il ne contient
pas de B-redex de la forme [I|(A&B), [l](A® B), [[J(A — B), [l](3z.A), [l](Vz.A) et [[]!A.

On suppose que chaque terme & une [[l]-forme normale unique. Un séquent est en [([/]-forme
normale si ses formules sont en [[/]-forme normale. On donne maintenant la régle :

A est en g[l]-forme normale
A— A

(DCLL-Id’)

Un séquent DMLL’ est un séquent obtenu a partir de DMLL en remplacant les régles (DCLL-
Id), (DCLL-2: L), (DCLL-2: R), (DCLL-V: L), (DCLL-3 : R) par les régles (DCLL-1d’), (DCLL-V":
L) et (DCLL-T" : R). Nous admettrons que tous les séquents de DMLL sont en S[l]-forme normale.

Lemme 1.1.

(1) Siun séquent I' — A est prouvable en DMLL’, il est aussi prouvable avec DMLL.

(2) Si un séquent I' — A est prouvable en DMLL, alors il existe un séquent I — A’ tel que :
— IV — A’ est prouvable en DMLL’, et
— I' — A est dérivable de I" — A’ en utilisant les régles (DCLL-= : L) et (DCLL-= : R).

Preuve.

(1) Immeédiat : chaque régle de DMLL’ est la composée d'une ou plusieurs régles de DMLL.

(2) Si I' — A est un séquent prouvable dans DMLL, il est aussi prouvable dans DMLL’ en
y ajoutant les régles (DCLL-= : L) et (DCLL-2 : R). Le résultat découle alors du fait que
l'utilisation de (DCLL-= : L) avant (DCLL-V : L) et celle de (DCLL-= : R) avant (DCLL-3 : R)
peuvent étre remplacées respectivement par (DCLL-V' : L) et (DCLL-3' : R). Dans les autres cas,
on peut descendre les régles (DCLL-= : L) et (DCLL-= : R) en dessous de la régle précédente.
Nous présentons ici uniquement la preuve de la régle (DCLL-Cut). Les autres cas sont similaires.

Dans le cas de (DCLL-Cut), on a :

r-p p~p B"I'->D B"=B
I - B B, — D
T —D

On peut supposer, sans perte de généralité, que I' — B’ et B”,I" — D sont dérivés uni-
quement en utilisant des régles de DMLL’. Puisque B’ et B” sont en forme normale, ils sont
identiques. On peut donc remplacer ce qui précéde par :

r—-B B.,IY—D
I — D
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O

Théoréme 1.1 (Elimination des coupures). Si ' — A est dérivable dans DMLL alors il est
aussi dérivable dans DMLL sans utiliser la régle (DCLL-Cut).

Preuve. D’aprés le lemme 1.1, il suffit de démontrer le théoréme pour DMLL'. Le résultat
découle du fait que l'on peut soit éliminer, soit faire remonter la régle (DCLL-Cut) quand elle
est appliquée sous d’autres régles. Nous ne traiterons pas des cas similaires & ceux de la logique
linéaire classique. La permutation de la régle (DMLL-Cut) et de la régle suivante doit donc étre
démontrée quand (DCLL-Cut) est utilisée sous une régle du type (DCLL-V : L), (DCLL-3 : R),
(DMLL-In : x) ou (DMLL-Out : x).

- Cas (DCLL-Y' : L) : On a tout d’abord la dérivation suivante :

I~ Aly/el BT"=D Aftja] =B
I' - Va.A VoA, T" — D
T.I D

qui peut étre remplacée par :

T—B BI —Vod
T =D

ou la dérivation I' — B est obtenue a partir de la dérivation de I' — Aly/z].
- Cas (DCLL-7' : R) : Cette preuve se fait de la méme fagon que la précédente.
- Cas (DMLL-In : L) : On a tout d’abord la dérivation suivante :

Lo L4 [ll] 2] 4 [h][&]f&f — D
I'— [Lh1[{la}A [L{l}A T — D
Il =D

qui peut étre remplacée par :

I — .[l.l‘] [2]A [ll][lﬂA;f, — D
1r—D

- Cas (DMLL-In : R) : Identique & (DMLL-In : L)
- Cas (DMLL-Out : L) : Identique & (DMLL-In : L)
- Cas (DMLL-Out : R) : Identique & (DMLL-In : L)

1.3.2 Un modéle sémantique

Le modéle sémantique qui est présenté ici correspond & la partie propositionnelle du systéme.
Le modéle utilisé est une adaptation de celui qui a été utilisé pour DCLL.

Le modéle est basé sur 1’algébre des ressources présentée ci-dessous. Notons R 1’ensemble
des ressources. Un élément r de R définit quelle ressource est disponible et & quel emplacement

9
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elle se trouve. R doit nécessairement contenir la ressource vide 1. Les opérations associées a cet
ensemble sont les suivantes : * pour la composition, LI pour 'alternative et ! pour la copie. r1*r2
indique que ’on doit consommer les deux ressources en méme temps. r1Lr2 définit une ressource
ou l'on peut choisir entre r1 et 2. !r1 indique que ’on posséde un nombre illimité de copies de
la ressource r1. Le fait qu’une ressource r1 puisse en remplacer une autre 72 (exemple : on peut
utiliser r1Ur2 & la place de r1) se note r1 = r2. On peut donc définir cet opérateur comme étant
un opérateur de type R x R — bool.

Définition 1.2 (Algébre des ressources). Une structure R = (R, *,L,!,1, %) est une algébre
des ressources si les opérateurs *, LI (¢ R X R — R),!(¢ R — R), =(€¢ R x R — bool) et la
constante 1 satisfont les propriétés suivantes :

1. (R,*,1) est un monoide commutatif;

U est commutatif et associatif ;

= est un pré-ordre ;

x, LI et ! sont monotones par rapport 4 = ;
Vr,r' € Ra(ruUr =r);

Vre R.((r=1)A(Ir=rxlr));

Vr e R.(Ir =lr);

Vr € R.(Irl«!r2 =1(rl % r2)).

RS O oo

Nous devons maintenant faire le lien entre le fragment propositionnel de DMLL et cette
algébre. Nous noterons cette restriction pDMLL.

Définition 1.3. L’ensemble des formules de pDMLL est donné par la grammaire suivante :
ot a est une constante de l’ensemble des propositions Prop.

Il s’agit maintenant de définir le lien entre les ressources et les constantes propositionnelles.
DCLL [65] lie une constante propositionnelle et un emplacement & une ressource. Nous gardons le
méme lien en adaptant la définition d’emplacement & celle qui nous intéresse maintenant. C’est
& dire que ’emplacement d’une ressource est défini par une liste de noms d’emplacements qui
définit son adresse relative.

Définition 1.4 (Structure des Ressources). Une paire (R,I) est une structure de ressources
st R est une algebre de ressources et si I € Prop X Loc — R, ot Loc est l’ensemble des adresses
relatives.

La relation de satisfaction 7,7, (I1,...,l,) = A définie ci-dessous correspond & “A est obtenue
a Uadresse (l1,...,1,) en utilisant la ressource 1.

Définition 1.5. = est une relation définie par induction sur la structure de la formule par les
régles suivantes :
- I (lh,...,0l,) E1ssir =1
- Ir,(lh,..., ) Eassir=1(a,(l1,...,10)).
- I,T,(ll,...,ln) ’:Al&AQ 881 I,T,(Zl,..., n) ):Al et I,r,(ll,...,ln) ’:AQ
- Lr,(li,.... 1) E A — Ag ssi I, v (I, ..., 1) E Ay implique que I, r=r' (I1,...,1,) E A
pour tout v’ € R
- Lr,(li,.... 1) E A1 ®Ay ssiil existerl,r2 € R tel que : v = r1xr2, I,ry,(l1,...,1,) F A1
et I,’I“Q,(ll,...,ln) ’:AQ

10
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- Ir,(li,...,l,) E'A ssi il existe ' € R tel que sir =!r' et
n

L' (ly,...,0,) E A.
- I,T,(ll,...,ln) ':{ln+1}A SS’LI r, (ll,...J ) ): [ln+1]A
- I,T,(ll,...,ln) ': [n+1]A 881 I,T’,(ll,..., ny +1) ):A
Lo (s, ) = L ] ) A ssi I, (1, .. b)) AL

Définition 1.6 (Validité - Tautologie). Une formule A est valide dans une structure de
ressource M = (R, I), si I,1,1 = A pour tout | € Loc. Nous noterons cette validité M = A.

Une formule A est une pDMLL-tautologie, notée = A si M = A pour toute structure de
ressource M.

La définition de la validité est étendue aux séquents par les équivalences suivantes : M |=
r-AcME@I) —oAet 2T — AsE (@) — A

1.3.3 Correction du modéle

Nous montrons que les régles d’inférence de pDMLL sont correctes par rapport au modéle
sémantique, c’est & dire que chaque formule prouvable avec pDMLL est une pDMLL-tautologie.

~Y

Pour prouver ce résultat, nous commencons par prouver que la congruence = préserve la
validité. Cette preuve est similaire a celle développée pour DCLL [65] pour un systéme sémantique
du méme type. Comme notre systéme a une relation de congruence plus restreinte et que 'ajout
des adresses relatives ne change rien de fondamental & la preuve, on peut donc reprendre le
schéma de la preuve pour DCLL.

Lemme 1.2. Supposons que A = B Alors 1,7, (l1,...,l,) E Assi I,r,(l,...,l,) E B pour
tout I, r et pour toute séquence d’emplacements (li,...,[,).

Preuve. Par induction sur A = B avec une analyse par cas en fonction de la derniére régle
utilisée. n

Nous avons aussi besoin de quelques résultats supplémentaires notamment sur la commuta-
tivité et 'associativité de ®.
Lemme 1.3. 1. I,7,(l,...,lp) EA®1ssiI,r(l1,...,l,) EA;

2. Ir,(lyy...,lp) EA®BssiI,r,(l1,...,l,) EB® A;

3. Iry(Ly...,ln) FA® (B C)ssi I,r,(l,....l,) F(A® B)® C.

Preuve. 1l s’agit prendre la définition de |= et d’utiliser le fait que (R, *,1) soit un monoide
commutatif. On a donc les résultats suivants :

L Lr,(ly,....ln)) FA®1 < Lrl, (l1,...,0ln) EAet I,72,(l1,...,l,) =1 avec r = rl*7r2.
Ici on peut prendre r1 = r et r2 =1 ce qui donne le résultat souhaité.

2. Ir,(ly...,ln) FA®B < I,rl,(l1,...,l,) EAet I,r2,(l1,...,l,) = Bavecr =rl*r2.
Grace a la commutativité de (R, *, 1), on peut conclure.

3. I,r,(ll,...,ln) FA® (BeC)e I,rl,(ly,....0l,) EA I,r2,(l1,...,l,) E Bet
Ir3,(l1,...,0ln) E C avec r = rl 1" et v’ = r2 % r3 et on conclut avec 'associativité
(R, *,1) et le fait que »= soit un pré-ordre.

O

11
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Il est également important de montrer que la relation d’ordre entre les ressources préserve la
validité de I :

Lemme 1.4. Si I,7/ (l1,...,ln) E Aetr=7r"alors I,r,(ly,...,0l,) EA

Preuve. Par induction sur la structure de A. O
On peut finalement prouver le théoréme suivant :

Théoréme 1.2 (Correction). SiT'Fpyrr D, alors =T — D.

Preuve. 1l faut montrer que pour chaque régle, si les prémisses sont valides, la conclusion est
elle aussi valide. Les régles (DMLL-® :L), (DMLL-1 :R) (DMLL-In) vérifient cette condition direc-
tement d’aprés définition de |=. Pour les régles (DMLL-= :L) et (DMLL-= :R) on peut le prouver
directement & partir du lemme 1.2. De méme pour les régles (DMLL-Exch) et (DMLL-1 : L) qui
sont des conséquences directes du lemme 1.3. Il reste & démontrer les autres cas :

- Cas (DMLL-Id) : Trivial, par définition
L1 (lh,....ln) FA—oAsVYr(Il,1,(li,...,ln) EA=Lr (l1,....l,) EA).

- Cas (DMLL-Cut) : On suppose que (1) I,1,(l1,...,l,) = (®T') — B,
(2) 1,1, (L, ..., ln) EB® QL) — Det (3) I,r,(l1,...,l,) E&,I).
On doit alors prouver que I, 7, (l1,...,l,) E D. D’apreés le lemme 1.3 et (3), il existe r1, 7
tel que (4) 1,71, (l1,...,0n) E T, (5) I,re,(l1,...,1,) E QT et (6) 7 = 71 * 7.
A Taide de (1) et de (4), on obtient : I,r1,(l1,...,l,) | B. Grace a ce résultat et en
utilisant les résultats, (2), (5) et (6) et le lemme 1.4, on a enfin : 1,7, (I1,...,l,) = D.

- Cas (DMLL-® : R) : On suppose (1) I,1,(l1,...,l,) E (®1) — A,

(2) I,1,(l,...,1l,) E (®T2) —0 Bet (3) I,7,(l1,...,l) E ®('1,T2). On doit alors prouver
que I,7,(l1,...,l,) E A® B. Le raisonnement est le méme que précédemment. D’apres le
lemme 1.3 et (3), il existe r1,79 tel que (4) 1,71, (L1, ..., 0,) E®T1, (5) I,ro, (l1,...,ln) E
®I'y et (6) T =11 % To.

A Taide de (1), (2), (4)et (5) on a alors I,71,(l1,...,ln) E A et I,ro,(l1,...,l,) &= B.
Avec les résultats précédents et en utilisant (2), (4), (5) et le lemme 1.4, on obtient
Lr,(h,... 1) = Ao B.

- Cas (DMLL-& : L) : On suppose que (1) I,1,
et (2) I,r,(l1,..., 1) E (A1&A2) @ (7).
On doit alors prouver que I, 7, (I1,...,1,) | D.Par (2), il existe 1, r2 tel que (3) I,r1, (I1,. ..
(A1&A2), (4) I,ra,(ly,...,1,) = QL et (5) r =1 * 1o,

Par (3),ona I,71,(l1,...,ln) F Aj pour j =1 ou 2. En utilisant ceci, (4) et (5) on obtient
Ir,(li,...,l,) EA;®(@D). Par (1) onal,r(ly,...,l) E D.

- Cas (DMLL-& : R) : Soit (1) 1,1, (l1,...,ln) EQL — A, (2) 1,1,(l1,...,l,) E®L — B et
3) I,r,(lh,...,l,) E®T.On aalors I,r,(l1,...,l,) EAet I,r,(l1,...,l,) FE B d’ou 'on
obtient par définition I,r,(l1,...,l,) F A&B.

- Cas (DMLL-— : L) : Soit (1) I,1,(l1,...,ly) E(B® (®T'1)) — D,

(2) I,1,(l1,...,l,) E (&) — Aet (3) I,r,(l1,...,ly) E (A — B)® (['1,T9).

On doit montrer que I, 7, (l1,...,l,) = D. D’aprés le lemme 1.3 et (3), il existe r1,72 et 73
tel que (4) I,ry, (L,...,ln) EA— B, (5) I,r,(l1,...,1,) E®Ly, (6) I,rs, (I1,....1,) E
@Iy et (7) r %= 11 *xro * r3. Par (2) et (6), on a I,73,(l1,...,l,) E A. A partir de ce
résultat et de (6), on a I,ry xrs, (l1,...,0,) F A. En utilisant (5) et (7), on obtient alors
I,r,(ly,...,l,) E B®(®1); on obtient alors le résultat voulu par (1).

(li,...,0,) E (A4;®(®T")) — D pour i =1 ou 2
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- Cas (DMLL-— : R) : Soit (1) 1,1, (l1,...,ln) E (A®(®T)) — D et (2) I,r,(l1,...,l,) E QT.
On doit montrer que 1,7, (l1,...,l,) E A — B. Soit 7’ tel que I,r,(l1,...,l,) E ®I. On
aalors I, x7', (I1,...,l,) E (A® (®")). De (1) on obtient alors 1,7’ xr, (I1,...,1l,) E B.
Par la définition de = on a bien I,7' x 7, (I1,...,l,) = A — B.

- Cas (DMLL-Weak) : Soit (1) I,1,(ly,...,l,) E (®T) — D et (2) I,r,(l1,...,l,) E!A® (QT).
On doit alors montrer que I,r,(l1,...,l,) E D. Par la définition de |, il existe 1 et ry tel
que (3) 1,7y, (ll, R ,ln) ):'A, (4) I,7ro, (ll, ce. ,ln) ): (®F) et (5) T =T %,

A Taide de (1) et de (4), on a alors I,rg, (I1,...,l,) = D. De plus par (3), il existe r3 tel
que 71 >=!rg. On a donc : r 3= 11 % 1o 3=lrg xro = 1 %9 = rox. Finalement, par le lemme 1.4,
on a bien I, 7, (l1,...,l,) E D.

- Cas (DMLL-Con) : Soit (1) I,1,(l1,...,l,) F!A® (lA® (QT")) — D et
(2) I, (Iy,...,l,) F!A® (®T). On doit alors montrer que 1,7, (l1,...,l,) E D. Par (2) et
la définition de |=, il existe r1 et o tel que : (3) 1,71, (I1,...,0n) E A, (4) I,ra, (1, ..., 1)
(&), (5) 7 =11 *7o.
D’apres les régles sur !, on a aussi Ir =!r =y =lrsle =lesdredle =leslr. On a aussi (6)
r =lrpsrg = (ke )xrg =l (lry*ry). Enfin, de (3), (4) et (6) on obtient I,r, (I1,...,1,)
IA®!A ® (®I) et la conclusion se déduit directement de (1).

- Cas (DMLL-! <L) : Soit (1) I, 1, (I, ..., ln) = A®(®T) — D et (2) I,7, (1, ..., 1) =IA®(ST).
On doit alors montrer que I,r,(l1,...,l,) |E D. Par (2), il existe r1 et 9 tel que
(3) I, (i, ..., 0n) E'A, (4) I,re, (I1,...,1ln) E QT et (5) r = ry *ro.
Par (3), il existe aussi 7] € R tel que (6) 1,77, (l1,...,l,) FE Aet (7) r = r].
Donc on a (8) r = r} * . Par (4), (6) et (8) on obtient I,1,(l1,...,l,) F A® (®T) et la
conclusion se déduit directement de (1).

- Cas (DMLL-! :R) : On suppose (1) I,1,(l1,...,l) E ®(') — A et
(2) I,r,(l1,...,l) = ®(T). On doit alors montrer que I,r, (I1,...,l,) F!A. On pose (sans
perte de généralité) I' = By, ..., B,. Par (2), il existe ry,...,ry tel que (3) I, 74, (l1,...,1ln) E
!IB; pour tout i € 1,...,net (4) r =1y x... %7y,
Par (3), il existe r, € R tel que r; »>!r} et I,7},(l1,...,l,) = B; pour chaque i. On
a alors I,!r] = ...xlrl (I1,...,l,) E B1 ®...® By,. En utilisant ceci et (1), on a I,!r] *
cooklrl (ly, ..o 1) E A.Lapreuvede I, 7, (11, ..., 1,) E!A découle alors de r 3= rix...xry, =
A 1 A | A = [ P T B

- Cas (DMLL-Out :L) : On suppose (1) I,1,(l1,...,l,) E [I']JA® (®T) — D et
(2) I,r,(lh, ..., 1) E ['][I"]{I"YA ® (®T). On doit alors montrer que 1,7, (l1,...,l,) & D.
Par (2) on sait qu’il existe 1 et 9 tel que
(3) 1,1, (l1, ..., 1) E "IN A, (4) I,re,(I1,...,1n) E (RT), (5) r = ry *ro.
Par définition, de (3), on obtient (6) 1,71, (l1,...,l,) F [I']A.
De (1), (2) et (6) en utilisant aussi la relation (3), on obtient le résultat.

- Cas (DMLL-Out :R) : Soit (1) I,1,(l1,...,l) E QT —o [I']A et
(2) I,7,(ly,...,l,) E ®I. On doit alors montrer que I,7,(l1,...,1,) E ['][I"]{I"}A. De (1)
et (2),ona:I,r(l1,...,l,) E Q')A qui est le résultat cherché.

- Cas (DMLL-Locl :L) : On suppose (1) I,1,(l1,...,l,) E1® (®T) — D et
(2) L, (Iy, ..., l) B[] ... [1,]1 ® (®T). On doit alors montrer que I,r,(ly,...,l,) E D.
De (2),ona I,1x7(l,...,1,) E[l}]...[l,,]1 ® (®T"). Par définition de ® et de 1, on peut
alors montrer que 1,1, (l1,...,0,) E[l4]..- [l et (3) I, 7, (l1,...,1ln) E (®).
De (3), on peut prouver facilement : I,rx1,(ly,...,l,) E1® (&), soit I,r,(l1,...,1l,) E
1 ® (®I"). On finit alors avec (1).
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- Cas (DMLL-Locl :R) : On suppose (1) I,1,(l1,...,l,) E QL — let (2) I,7,(I1,...,1l,) = ®T.
On doit alors montrer que I,r, (l1,...,0,) E [l}]...[l,,]1. Or, comme 7 >= 1 on a
Ir (l,....0n10,...,1,,) = 1. D’oi on obtient immédiatement la conclusion.

1.3.4 Complétude du modéle

Nous devons montrer que chaque séquent dérivable avec pDMLL est une pDMLL tautologie.
Pour ce faire, nous construirons un modéle canonique tel qu’un séquent prouvable avec pDMLL
soit valide avec le modeéle canonique. Une ressource dans le modéle canonique est représentée par
une formule de pDMLL.

Lemme 1.5 (Algébre de ressources canoniques). Soit F un ensemble de formules de pDMLL
et « la plus petite relation de congruence close par les régles de commutativité et d’associativité
de ®, & et larégle 1 ®@ A v A. alors R, = (F/ «,®., &, !, [1],Fo) est une algeébre de
ressources ol [A]., est la classe d’équivalence de A induite par «. La définition de ®, &.., ..,
[1].., . est la suivante :

[A].. ®.. [B].. = [A® B|.. [A].&.[B].. = [A&B]..
I [Al. = [1A]. [Al. b [Bl.=AbpurrL B
Preuve. Comme - est une congruence, on a (A~ AY)A(B «~ B') = (A®B «~ A/QB')AN(A&B «
A'&B') N (1A A
De plus, les opérations ®.., !.. sont bien définies. On peut vérifier chaque condition d’une
pDMLL-algebre.
- Cas 1,2,4,5 : Evident.
- Cas 3 : Laréflexivité de -pasrr découle de la régle (DMLL-Id) et la transitivité de (DMLL-Cut).
- Cas 6 : Par (DMLL-1: R) et (DMLL-Weak), !A -pasrr 1 pour tout A. Les séquents A — A et
!A —!A sont dérivables de (DMLL-Id) et (DMLL-! :L). De plus on a !A®!A — AR!A par
(DMLL-® : R), d’ott on déduit !4 ® A®!A par (DMLL-Con).
- Cas 7 : Iimmédiat par (DMLL-Id) et (DMLL-! : L).
- Cas 8 : 141®'4s Fpyrr!(A] ® Ag) découle de la relation suivante :
A1 — Al . A2 — A2
A A, (DMLL-! : L) A, 5 A,
1A1,145 — A1 ® Ag
141,149 —!(A; ® A9)
1A1 1Ay —>'(A1 X AQ)

(DMLL-! : L)
(DMLL-® : R)
(DMLL-! : R)

(DMLL-® : L)

O

A partir de maintenant on écrit (F,®,&,!,1,Fparr) pour (F/ @, &, o, [1]n, o) et
on écrit A pour [A]... On suppose toutefois que les formules sont toujours données en fonction
de .

Définition 1.7 (Modéle canonique). Un modéle canonique M, est une paire (R, 1.) ot
I. € Prop x Loc — F est défini par 1.(a,l) = [l]a.

Le lemme suivant indique que la validité d’'une formule dans le modéle canonique correspond
4 sa prouvabilité dans le calcul des séquents de DMLL.
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Lemme 1.6. 1., A, (l1,...,l,) = B si et seulement si AFpyrr 1] .. [In]B.

Preuve. La preuve se fait par induction structurelle sur B.

- Cas 1 : Par définition de | et (DMLL-Locl : R), I, A, (l1,...,0l,) E1 & Abtpyrr 1 &
Abtpyrr [l4] - [l
- Cas a € Prop : Par définitionde =, I, A, (I1,...,l,) FE Bcequiéquivaut a A Fparr [l] - - [ln]a.

- Cas B1&Bj : Par définition de =, on a I, A, (I1,...,l,) = B ce qui équivaut a
(Ic, A, (ll, - ,ln) ’: Bl) AN (Ic, A, (ll, - ,ln) ’: BQ)
Ce qui donne par hypothése d’induction :
I, A (ly,...,l,) EB
équivalent & (I, A, (l1,...,ln) E Bi) AN, A, (L1, ..., 1) = Ba)
équivalent a (A FpymiL [ll] e [ln]Bl) AN (A FpoMLL [ll] ce [ln]Bg)
équivalent & Atlpyrr [ll] - [ln](Bl&Bg)
- Cas B1 — By : Par définition, on a :
I, A (Ly,...,l,) EB
équivalent & VC.(I.,C,(ly,...,ln,) EB1 = I.,A®C,(l1,...,l,) E Bs)
équivalent a VC(C FpmiLL [ll] e [ln]Bl = AQC FpymLL [ll] o [ln]Bg)
Supposons que 'on ait VC.(C Fpayrr [11] - [ln]B1 = AR C Fpyrr [l4] - - [In] B2)-
Alors, A ® [l1]...[ln)]B1 Fpomrr [l] ... [ln]B2, d’ot on obtient (par (DMLL-— : R)) :
Abrpurr (4] - [ln]Br — [l4] ... [ln] Ba.
Par (DMLL-=: R), on a A bFpyrr [l4] ... [In](B1 — Ba).
Supposons maintenant que 'on ait A Fparr [l1] ... [ln](B1 — B2) et C Fparrr [l - - - [1n]) B
Par (DMLL-® : L), ona A® C Fpyprr ([l] - - [n](B1 — B2)) @ [l4] ... [In] B1.-
Par (DMLL-Id), (DMLL-— : L) et (DMLL-® : R), on a aussi
([(1] .- [ln)(B1 — B2)) @ [l1] ... [ln]B1 Foamerr L] - - - [ln] Be.
En utilisant (DMLL-Cut), on obtient A ® C Fparrr [l1] - - [In]Be.
De plus, on a VC.(C Fpyrr [lh] - [In]B1 = A® C Fpumerr (L] - - - [1n])B2)
ce qui équivaut & A Fpyrrr [l1] - .. [ln)B, ce qui permet de conclure.
- Cas B; ® By : Par définition de |=, on a I, A, (I1,...,1,) E B, ce qui est équivalent &
AC1, Co.(Abpyrr C1 @ Co NI, Cry (Lyy .. 1) E B1 AL, Co, (lh,y ..., 1) E Ba).
Et les hypothéses d’induction, ceci équivaut & :
3C, CQ.(A Fpumrnn C1® Co ANCYLFpymLL [ll] ... [ln]Bl
ANCy FpMLL [ll] - [Zn]Bg)
Supposons que l'on ait 3C1, Ca.(A Fpyprr C1 @ Co ACL Fpyrr (1] - [1n])Bi ACa Fpymrr
[l1]...[ln]B2). Alors par (DMLL-Cut), (DMLL-® : R) et (DMLL-2: R), on a :
Arpurr [lh] ... [ln)(B1 ® Bs). Supposons que l'on ait A Fpayrr [l1] ... [In](B1 ® Bz). Il est
alors évident que 301,02.(14 |_DMLL 01®CQ/\01 |_DMLL [ll] . [ln]Bl/\Cg l_DMLL [ll] e [ln]Bg)
soit veérifié (il suffit de prendre C1 = [l1]...[l]B1 et Co2 = [l1] ... [ln]B2).
- Cas !B; : Par définition de =, on a
I., A (ly,...,l,) FE B ce qui équivaut & 3C.(A Fprro!C A (I, C, (11, ..., 1n) E By))
Et les hypothéses d’induction donne alors : 3C.(A Fparr!C A (CEpyrr [l4] - - [In]B1) ce

qui est équivalent & A Fparr [l1] .- [1n]!Bi.
- Cas [I'| By : Par définition de =, on a I, A, (I1,...,l,) = B, soit I, A, (l1,...,0n, ") E By
Ce qui donne, par hypothése d’induction, A Fparrr [11] .- [[n][I'] B1 ce qui est équivalent &

Arpurr (L] - [ln]B.

15



Chapitre 1. Logique Linéaire Distribuée et Mobile

- Cas [I'l{lI"} By : Par définition de |= et par hypothése d’induction, I., A, (I1,...,l,) = B ce qui
équivaut a I, A, (I1,...,l,) = ['| B1. Le résultat s’obtient alors par le cas précédent.

- Cas [l'][l"](I"YBy : Par définition de =, I, A, (I1,...,l,) = B équivaut & I, A, (I1,...,l,) =
[I'|B1 et donc a I, A, (l1,...,ln,1I") |E By, ce qui est équivalent & A Fpyrr [l4] - [1:][1] B
Par application de (DMLL-Out : R) on a aussi A Fpyrrr [11] .- [L][U][17](1")By. Ce qui
correspond & A Fpyrr (U] - - [ln]B.

O
Lemme 1.7. Si [l1]...[ln)T Fpamrr [L1] - - - [In]A pour toute liste ({1,...,1,), alors T Fparnr A.

Preuve. Soit (l1,...,l,) une liste d’emplacements qui ne soient pas dans I', A. Ainsi la dérivation
du séquent I' — A est obtenue a partir de [l1]...[l,,]' — [l1]...[ln]A en retirant toutes les
occurrences de [l1], ..., [l]. O

La complétude découle directement des lemmes 1.6 et 1.7.
Théoréme 1.3 (Complétude). Si =T — A alors I Fpyrr A.

Preuve. Supposons que =I' — A. Par définition, on a I., 1, (l1,...,l,) E (®') — A pour tout
(I1,...,1y) € Loc. Par le lemme 1.6, on a 1 Fparrr [11] - - [1n]((®T) —o A) pour tout (I1,...,1,).
Par le lemme 1.7, on obtient 1 Fpypr (®T) — A, ie., T'Fpayrr A. O

1.3.5 Relations avec DCLL

On peut se demander si l'utilisation des adresses relatives et ’ajout des modalités de dépla-
cement change I’expressivité de la logique. On montre ici que ce n’est pas le cas en proposant
une équivalence entre DCLL et DMLL. Pour cela, puisque la sémantique des opérateurs est la
méme dans les deux logiques, il suffit de montrer que ’on peut remplacer les modalités d’empla-
cement et de déplacement d’un systéme logique par celle de I'autre systéme et garder les mémes
déplacements.

- De DCLL vers DMLL

Puisque DMLL rajoute des informations relatives aux déplacements aux formules, il semble
possible de pouvoir transformer une formule de DCLL en une formule de DMLL.

Pour passer d’une logique & 'autre, il suffit de faire précéder tous les changements d’empla-
cements par la modalité permettant de sortir de ’emplacement actuel. L’emplacement initial
indiquant le positionnement initial du processus ne change donc pas. Par contre, tous ceux situés
dans le processus sont modifiés et remplacés par une sortie de ’emplacement dans lequel ils se

trouvent et par une entrée dans ’emplacement destination. Par exemple, la configuration initiale
(en DCLL) :

[l1]n(m) @ Va.(nx —o [l9] P) - [l2] P
devient
[[i]n(m) @ Vx.(nx —o (I1){l2}P) - [l2] P (en DMLL).

On voit bien dans cet exemple que le déplacement du processus P de l; vers [y est rendu
explicite dans la formule de DCLL. La différence entre les deux formules illustre bien la différence
entre les logiques : dans DMLL, tous les déplacements sont explicites.
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Proposition 1.1.
Pour tout séquent I' Fporr, A de DCLL, 4l existe un séquent I Fpanr A tel que TV Fpanr A/
est prouvable si et seulement si I' Fporr A est prouvable.

Preuve. 11 suffit de remplacer toute modalité correspondant & un déplacement dans I' et A
par les modalités de sortie et d’entrée dans un emplacement correspondantes pour obtenir la
transformation dans DMLL. O

- De DMLL vers DCLL

Le codage de DMLL vers DCLL est également possible si 'on considére des formules ot les
quantificateurs ne portent pas sur les emplacements. Pour passer de notre nouveau systéme lo-
gique & DCLL, on utilise le fait que 'emplacement ou sera libérée chaque ressource (sa destination)
est connu a ’avance. En effet, tous les noms d’emplacements utilisés lors des déplacements sont
définis dés la configuration initiale, on peut donc déterminer sans ambiguité la destination des
ressources. Si ’on détermine maintenant une adresse absolue pour chaque chemin de notre confi-
guration, on peut donc remplacer toute suite de déplacements directement par ’adresse absolue
équivalente. Prenons un exemple pour illustrer la transformation :

(] ({2 te © (){l}e(m), [l2]Va. (¢ — Vy.(z(y) — 1))

Ici, il n’y a pas de renommage a faire puisque les noms d’emplacement (I1, l2 et ) sont distincts.
Il reste donc & remplacer les indications relatives aux emplacements et de les remplacer par
I’emplacement destination correspondant pour obtenir la formule équivalent en DCLL :

[h]([lz]e @ [lo]e(m)), [l2]Va.(z — Vy.(2(y) — 1)).

On voit malgré tout que toutes les informations relatives a I’emplacement [ ont été supprimés
lors de la transformation. Ceci illustre une autre différence cruciale entre les deux systémes :
I’absence de hiérarchie dans DCLL ne permet pas d’indiquer le cheminement que doit suivre les
messages.

Proposition 1.2.
Pour tout séquent I' Fpprrrr A de DMLL, il existe un séquent I Fpopr, A’ tel que IV Fporr A/
est prouvable si et seulement si I' Fpyrrr A est prouvable.

Preuve. 1l suffit de remplacer toute modalité d’entrée et de sortie d’emplacement dans I' et A
par les modalités d’emplacement correspondantes pour obtenir la transformation dans DCLL. [

Les deux résultats de cette section montre que les différents systémes de modalité ne modifient
en rien la prouvabilité des séquents. On a cependant montré sur les exemples de transformations
que les formules DMLL contenaient des informations supplémentaires sur la configuration de
I’espace et les déplacements. De plus, le passage de DCLL & DMLL montre la difficulté que 1’on
peut avoir & différencier les modalités correspondant & des emplacements et celles correspondant
a des déplacements. Les modalités spécifiques (aux déplacements) de DMLL permettent donc
d’obtenir plus d’informations lors de la recherche de preuves et de différencier plus clairement
mobilité et distribution d’un point de vue sémantique. On va montrer comment exploiter les
informations supplémentaires relatives & la mobilité en se fondant sur 1'utilisation de DMLL pour
la spécification et la preuve de protocoles.

17



Chapitre 1. Logique Linéaire Distribuée et Mobile

1.4 Applications aux protocoles

Pour illustrer 'intérét des modalités de déplacement de DMLL et la facon dont elles peuvent
étre utilisées pour extraire des informations de la recherche de preuves, on va considérer DMLL
pour la modélisation des protocoles de sécurité, notamment les protocoles d’authentification [37].

Il existe des travaux qui utilisent des fragments de la logique linéaire pour représenter les
protocoles |20, 30, 32| et pour analyser les attaques possibles. Ces problémes sont des exemples
typiques ot les informations sont distribuées et mobiles. Il est donc intéressant d’étudier I'impact
que peut avoir I’introduction explicite de ces concepts dans la logique pour faciliter la modélisa-
tion ou la lecture des attaques.

1.4.1 Représentation des protocoles

Pour coder les protocoles d’authentification sous forme de formules de DMLL, on doit formuler
le comportement des agents (qui regoivent et envoient les messages) mais on doit également
représenter les messages et leur éventuelle méthode d’encodage. On détaille ici cette formulation.

- Les agents

Un agent est une entité impliquée dans les transactions d’un protocole. Dans notre repré-
sentation, chaque agent posséde un emplacement propre. L’emplacement contient les formules
nécessaires pour que l’agent puisse tenir son roéle, c’est & dire qu’il contient 1’état actuel de la
(ou des) protocoles d’authentification qu’il doit gérer et la connaissance de cet agent (les clés
qu’il connait par exemple). Un intrus est un type particulier d’agent puisqu’il peut chercher a
composer des messages autres que ceux dictés par le protocole. Son comportement sera détaillé
plus loin dans ce chapitre.

- Les messages

Un message basique = est défini par le terme msg(x). Un message composé est de la forme
msg(x,y) ou x et y sont des messages. Notre définition des messages ne contient aucune infor-
mation relative & ’emplacement o1l se trouve le message et oil il doit étre envoyé. Ces indications
sont gérées uniquement par les modalités d’emplacement. Les termes définis ci-dessus sont rela-
tifs & des messages non codés. Un message codé a quant & lui une forme qui dépend du type de
codage utilisé, comme expliqué ci-dessous :

msg(pubK (a, X)) : le message X est codé avec la clé publique de l'agent a;
msg(privK(a, X)) : le message X est codé avec la clé privée de I'agent a;
msg(symk(k, X)) : le message X est codé avec la clé symétrique k.

msg(zor(X,Y)) : les messages X et Y sont codés grace a la méthode de codage xor.

- Les nonces

Les nonces sont des nombres uniques qui peuvent étre créés par le protocole. Ils correspondent
donc & de nouvelles constantes créées par 'opérateur 3.

- Envoyer et recevoir des messages

L’envoi de message est indiqué explicitement par les modalités de déplacement. Par exemple,
un message X qu’un agent a situé en [y souhaite envoyer & un agent situé en Iy est représenté par
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la formule (I1)send(l2, {1, X) que l’on situe en I;. La modalité de cette formule indique uniquement
que ’agent a envoie un message X et que ce message est envoyé depuis I’emplacement [;. Le
relais est alors assuré & ’emplacement situé au-dessus de a pour transmettre 'information & la
bonne cible : Va,y,t.(send(x,y,t) — {z}from(y,t)).

Le prédicat from(y,t) indique alors que le message t provient de l’emplacement y. L’indica-
tion de la provenance est utile pour savoir ot 1’on doit répondre si une réponse est attendue.

Il aurait été possible de procéder directement & l’envoi du message grace & la formule :
(I1){la} from(l1, X). Cette solution nous semble moins intéressante. La solution choisie est en
effet plus proche de ce qui se passe au niveau d’un réseau : le message est envoyé depuis [y et il
est alors routé vers lo. Avec une telle solution, on peut facilement exprimer le fait qu'un message
soit intercepté, comme nous le verrons par la suite.

La réception des messages est alors gérée par 'opérateur —o. La formule from(l,X) — B
indique qu’un agent attend un message X de 'emplacement [ avant de passer a 1’étape B. Un
exemple de I’envoi et de la réception de messages est donné dans la section 1.4.5

1.4.2 L’intrus

Un intrus est un agent malicieux qui ne respecte pas les régles habituelles du protocole et qui
cherche & usurper l'identité d'un agent ou & récupérer une information qui devrait étre transmise
de maniére sécurisée entre deux agents. L’intrus que ’on modélise ici est celui proposé par le
modéle de Dolev-Yao [69]. On donne le méme nom z a cet agent et a ’emplacement ou il se trouve.
Ainsi, les actions de l'intrus seront celles qui impliquent des processus situés & I’emplacement z
ou qui redirigent un message vers cet emplacement.

- Redirection

On exprime ici la possibilité, pour un intrus, de récupérer un message qu’il n’est normalement
pas autorisé a récupérer (donc de détourner ce message). Pour ce faire, le message doit étre
redirigé vers l'intrus aprés avoir quitté son émetteur et avant d’arriver & son destinataire. La
redirection doit donc se faire & I’emplacement situé au dessus des agents. On a alors :

Va,y,t.(send(z,y,t) —o {2} from(y,t))

Un point important & souligner est que l'intrus a besoin, pour rediriger les messages, d’ajouter
des formules & un emplacement correspondant au routeur. On retrouve dans la spécification la
méme contrainte que celle qui se pose réellement & un intrus cherchant a dérouter des messages.

- Décomposition et recomposition de messages

Une fois un message & ’emplacement z, il peut étre décomposé et recomposé pour former
d’autres messages. La décomposition est gérée par les formules suivantes :

YV, y.decomp(from(z,y)) — decomp(x)
Va,y.decomp(msg(z,y)) —o (decomp(x) @ decomp(y))
Va.decomp(msg(z)) — 'msg(x)

A la troisiéme ligne de la formule ci-dessus, 1'utilisation de !msg(x) permet d’indiquer que
tout message que posséde 'intrus peut étre utilisé en de multiples copies par l'intrus. L’intrus

peut également recomposer les messages :
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Va,y.(msg(x) @ msg(y)) — msg(msg(x), msg(y))

Un intrus peut également usurper l’identité des autres agents. Il y a deux facons de gérer
cette usurpation. La premiére est d’autoriser l'intrus a usurper uniquement l'identité d’agents
dont il a connaissance pour avoir déja récupéré leurs noms. La deuxiéme consiste a penser que
Iintrus connait le nom de tous les agents. Cette derniére approche nécessite que l'on ajoute a
un intrus la connaissance du nom d’un agent dés que cet agent joue un role dans le protocole.
Ainsi, si un agent a situé en l; doit exécuter le processus P, on indique & I'intrus sa présence en
méme temps que 'on définit son roéle de la facon suivante :

Va.([z)(msg(a) © ag(a)) @ [1]P)

- Codage et décodage des messages

S’il posséde la clé adéquate, un intrus peut coder et décoder les messages qu’il regoit ou qu’il
veut envoyer. Ces actions correspondent aux formules ci-dessous :

2\, y.(ag(x) ® msg(y)) — msg(pubK (x,msg(y)))
2|z, y.(msg(z) ® msg(y)) — msg(zor(msg(x), msg(y)))
z}!Vk, y.(msg(k) @ msg(y)) — msg(symk(k, msg(y)))

[
— Codage : {
[z]Vx.msg(x) — msg(privK (z,msg(z)))

[z]Vz.msg(pubK (z,z)) —o decomp(x)
[z]Va,y.(msg(zor(z,y)) ® y) —o (decomp(x) @ decomp(y))
— Décodage : [z]Vz,y.(msg(zor(x,y)) ® ) —o (decomp(z) @ decomp(y))
[2]Vx, y.(msg(symk(k,y)) ® k) — decomp(y)
[z]Vz,y.(msg(privK (z,y)) ® ag(z)) — decomp(y)

On retrouve les contraintes sur le codage que ’on avait expliqué précédemment. En effet,
tout le monde peut coder un message avec la clé publique d’un agent, mais la seule clé publique
que posséde un agent (méme l'intrus) est la sienne. Le xor est une méthode de cryptage ou
deux messages sont cryptés en s’utilisant mutuellement comme clé I'un-’autre, le résultat du
cryptage étant ’application de l'opérateur booléen « XOR» sur la représentation binaire des
deux messages. Il est nécessaire de connaitre au moins un message pour pouvoir retrouver ’autre.
Enfin, les clés symétriques permettent bien a la fois de coder et de décoder un message qu’elles
auraient codé. Ces méthodes de cryptage sont celles principalement utilisées dans les protocoles.

- Envoi des messages

Une fois que l'intrus a créé un message, il doit choisir un destinataire et modifier I’em-
placement de provenance du message. Il peut choisir n’importe quel agent intervenant dans le
protocole, on a donc : [z|Vz,y,t.(msg(y) — (z)send(x,t,msg(y))).

1.4.3 Détecter une attaque

Le principe de la détection d’attaque avec DMLL est de trouver une preuve d’une formule
attestant que 'intrus a bien réussi a corrompre le protocole. Son expression dépend du but du
protocole. On détermine ici ce but et la configuration de départ du protocole. On s’intéresse
ensuite & la recherche de preuves et & ce que peuvent apporter les modalités d’emplacement dans
cette recherche.
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- Déterminer le but

Comme indiqué, le but d’une intrusion dépend du réle du protocole. En fait, la formule de
but doit correspondre & ce qu’on ne veut pas voir arriver dans un protocole. Considérons un
protocole d’identification. On utilise dans ce cadre le prédicat contacted(y) & un emplacement x
pour indiquer que ’agent x a réussi a contacter I’agent y. De méme, le prédicat contacted by(y)
situé & l'emplacement x indique que ’agent = a été contacté par ’agent y. Le but du protocole
est d’assurer que l'agent = et un agent y se reconnaissent mutuellement, donc que le prédicat
contacted(y) satisfait en x et que le prédicat contacted _by(x) est satisfait en y. Pour Uintrus, le
but est de faire croire & un des deux agents qu’il est ’autre. On doit donc obtenir a I’emplacement
y le prédicat contacted _by(x) sans que x ait réellement tenté de contacter y. Avec les notations
données précédemment, ceci correspond simplement & la formule suivante :

3l.[l]contacted__by(a)

Le contexte du but peut toutefois étre plus important si d’autres sessions d’identification
doivent se dérouler pour que 'attaque puisse avoir lieu.

Si le but est ’échange d’un message X qui doit étre secret, le but de I'intrus est alors d’avoir
accés a ce message, ce que 1’on note :

[zlmsg(X)®@ T

L’utilisation de T indique que I'on ne se soucie pas du reste de la configuration : si z a
récupéré le message qui devait étre secret ou a réussi & usurper une identité, I’état des autres
agents n’est pas important.

1.4.4 Application au protocole de Needham-Schroeder

On a expliqué globalement comment pouvait se coder un intrus et un protocole a l’aide
de DMLL. On met ceci en ceuvre sur un exemple d’attaque du protocole d’authentification de
Needham-Schroeder avec clé publique [74], un exemple classique dans le monde des protocoles.
Ce protocole a pour but une authentification mutuelle de deux agents, authentification suite a
laquelle on crée une session entre les deux agents pour permettre la circulation de messages. Dans
ce protocole, chaque agent x a une clé publique pubK (x) qui peut étre obtenue par tout autre
agent mais également une clé secréte qui est 'inverse de pubK (x) et noté privK(z). Ainsi, un
message m codé avec la clé publique de = ne peut étre lu que par celui qui posséde la clé privée de
x. Un tel message est noté {m}. Le protocole utilise également des nonces, des nombres générés
aléatoirement pour une exécution unique du protocole. N, désigne généralement un nonce généré
par un agent x. La présentation classique du protocole de Needham-Schroeder donnée en figure
1.4.

1. A—B: {NullA}pur (s
2. B—A: {Na”Nb}pubK(A)
3. A—B: {Ny}pur(B)

F1G. 1.4 — Le protocole de Needham-Schroeder

Alice et Bob veulent communiquer en étant tous deux stirs de I'identité de leur interlocuteur.
Alice démarre donc le protocole en envoyant & Bob un nombre aléatoire (INV,) a Bob ainsi qu’un
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message indiquant qu’elle est bien Alice, le tout codé avec la clé publique de Bob. Bob décrypte
ce message et le renvoie accompagné d’un nombre aléatoire qu’il a généré (Ny), en codant le
tout avec la clé de Alice. Puisque Bob a réussi & décrypter le message, il a donc assuré a Alice
qu’il était bien celui qu’elle pensait. Enfin, Alice décrypte & son tour le nombre de Bob et le
renvoie aprés l'avoir codé avec la clé publique de Bob. Bob est ainsi assuré de l'identité d’Alice
puisqu’elle arrive & décoder les messages qui lui sont destinés. Les deux agents s’étant assuré de
I'identité de I'autre, la communication peut commencer. Contrairement aux apparences, cette
authentification n’est pas siire. Lowe a proposé en effet une attaque de ce protocole [69], attaque
que l'on détaillera plus tard. Détaillons maintenant la transcription de ce protocole avec DMLL.
Dans ce qui suit, les variables de type N,, Ny, N, correspondent respectivement & des nonces
générées par l'agent a,b ou . De méme, afin de simplifier la lecture, le nom de variable [ indique
que cette variable correspondra a un emplacement.

Commencons par la partie relative & Alice, située en un emplacement arbitrairement nommé
[1. Dans le codage proposé, le prédicat contact(x,l) indique que Alice veut contacter ’agent x
situé a 'emplacement /. Quand elle regoit cet ordre, Alice crée un nonce N, (3N, ) et envoie immé-
diatement le message correspondant & la premiére étape du protocole a ’emplacement [, pour cela,
elle envoie hors de son emplacement le prédicat : send(l, 11, msg(pubK (z,msg(msg(Ng), msg(a))))).
Elle attend alors la réponse de 'agent  (from(l, msg(pubK (a, msg(msg(N,), msg(Ny)))))) pour
pouvoir lui renvoyer le message correspondant a la troisiéme étape du protocole (le prédicat
send(l,ly,msg(pubK (x,msg(N,))))). N’attendant alors plus de réponse, elle pourra indiquer
qu’elle a contacté = (contacted(z)).

- Alice (agent a a l’emplacement 1) :

Alice(a) = [[1)Vz,l.(contact(x,l) —o
AN,.((l1)send(l, 11, msg(pubK (x,msg(msg(N,),msg(a)))))®
VN,.(from(y,msg(pubK (a,msg(msg(Ng),msg(N;))))) —
((I1)send(l, 11, msg(pubK (x,msg(N,)))) ® contacted(x)))))

De maniére analogue, la formule correspondant au réle de Bob débute par ’attente du pre-
mier message du protocole d’authentification. Dés qu’il recoit ce message, Bob crée un nonce
(Np) et envoie ce message a ’emplacement [ d’ou le premier message lui est parvenu. Il attend
ensuite la réponse & son message pour pouvoir indiqué qu’il a bien été contacté par l'agent z
(contacted__by(x)).

- Bob (agent b a l’emplacement l) :

Bob(b) def [[2]VNg, x,l.(from(l, msg(pubK (z,msg(msg(Ny), msg(z))))) —o

ANy ((I2)send(l, 1y, msg(pubK (x,msg(msg(Nz), msg(Ny)))))®
(from(l,msg(pubK (b,msg(Ny)))) — contacted _by(x))))

- Configuration initiale

En plus du codage des deux agents, la configuration initiale doit comprendre le code corres-
pondant & ’intrus. Ce codage reprend toutes les formules définissant le comportement de 'intrus
qui ont été introduites précédemment pour décomposer, rediriger et recomposer des message et
usurper des identités. Ce qui donne la configuration ci-dessous :
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¥z (a ()—Omsg(l‘))®

[2]!
[]!
[2]!
{ }
2]V, - (msg(y) © ag(z)) —o () {z}msg(y))®

r, = 2]V, y.((ag(x) ® msg(y)) — msg(pubK (z,msg(y))))®
(2], y.((msg(x) @ msg(y)) — msg(zor(msg(x), msg(y))))®
[2]VE, y.((msg(k) @ msg(y)) — msg(symk(k, msg(y))))®
(2] (msg(z) — msg(privK (z msg(x))))®
2]V, -((ag(2) © msg(y)) — msg(pubK (z, msg(y)))®
(2], y.((msg(x) ® msg(y)) — msg(zor(msg(x), msg(y))))®
[2]'VE, y.((msg(k) @ msg(y)) — msg(symk(k,msg(y))))®
2]V (msg(z) — msg(privk (z msg(z))))

On ajoute a ces formules fixant le routage des messages au niveau du réseau. En plus du
routage classique, I'intrus peut dérouter les messages circulant sur le réseau pour se les approprier.
Pour cela, on doit indiquer a la racine que tout message devant aller vers un des acteurs peut
étre redirigé vers Uintrus : Vz, y.(send(y, msg(x)) — {y}msg(z)).

- L’attaque du protocole

L’attaque, proposée dans [69], consiste pour un intrus & utiliser les informations qu’un agent
A lui fournirait lors d’une précédente transaction pour se faire passer pour usurper l'identité de
A auprés d’un autre agent B. Le déroulement de l'attaque est expliqué en figure 1.5.

1. A—2Z: {NAHA}pubK(Z)
2. Z(A) — B: {NAHA}pubK(B)
3. B—2Z: {NAlINB} pubk (4)
4. Z—A: {NAIINB} pubk (4)
5. A— Z: {NB}pubK(Z)

6. Z(A)— B: {Np}puwks)

FiG. 1.5 — Une attaque du protocole de Needham-Schroeder

Dans cette figure, Z(A) indique que Z envoie un message en se faisant passer pour A. Z se
sert donc de sa session avec A pour faire décoder des messages que B lui envoie. Des morceaux de
preuves correspondant & cette attaque sont données dans la section suivante pour illustrer l'intérét
des emplacements et des déplacements dans la recherche de preuves. La configuration initiale doit
donc contenir ’intrus, un agent jouant le réle d’Alice et un autre jouant celui de Bob, Alice doit
contacter l'intrus et Bob doit se faire contacter par l'intrus qui usurpe l'identité d’Alice. On a
donc comme formule initiale : 'y, [[1]Alice(a), [l2] Alice(D), [I1]contact(z, z). La formule & prouver
& partir de cette configuration initiale montre que le protocole s’est bien déroulé pour Alice
et que Bob a l'impression de communiquer avec Alice alors qu’il communique avec l'intrus :
[l1]contected(z) @ [lo]contacted by(a). La preuve compléte de cette attaque est donnée dans
l'annexe A.
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1.4.5 Preuves et analyse

En annexe A, on présente la preuve de I'attaque du protocole de Needham-Schroeder sous
forme de séquent. La construction automatique de cette preuve n’est pas abordée dans cette
these. Cependant, il semble que ’ajout de modalités d’emplacement et de déplacements puissent
étre intégrés a divers méthodes de preuves comme les preuves uniformes [53, 56, 78|, les preuves
avec focus [7]. De maniére plus générale, des méthodes comme celles reposant sur des systémes
de ressources ou de labels [33, 57|, des tableaux sémantiques [70] ou des connexions [44] pour la
logique linéaires peuvent également étre considérés. La forme des formules définies dans le cadre
de la vérification de protocole suit celle proposée dans [34, 73] pour la programmation logique
linéaire. Il est donc naturel de penser que les travaux réalisés dans ce cadre puissent également
étre adaptés a la recherche de preuves dans DMLL.

Dans ces méthodes, il semble en effet que la gestion des emplacements puisse se faire sans
modifier le processus de recherche de preuves. Le calcul des séquents proposé dans ce chapitre
en est l'illustration concréte : la suppression des modalités et de leurs régles de gestion permet
de retrouver le calcul des séquents «classique» de la logique linéaire. On peut méme penser que
la gestion des emplacements puisse aider la recherche de preuves, en permettant par exemple de
restreindre ponctuellement les formules considérées & celles situées & un emplacement donné.

Ici, notre étude ne se porte donc pas sur la construction d'une preuve mais sur ’analyse des
informations contenues dans cette preuve. Si on la compare avec celles des travaux utilisant la
logique linéaire [20, 30, 32|, I’ajout des modalités d’emplacement et de déplacement permet de
clarifier lors de la recherche de preuves les déplacements des messages et les connaissances de
chacun des acteurs. Ainsi, & une étape donnée de la recherche de preuves, la connaissance de
I'intrus est exactement 1’ensemble de ressources présentes en z. De méme, le réle de 'intrus peut
étre isolé clairement en regardant les messages qui arrivent en z et ceux qui en sortent. Nous
détaillons ces différents aspects sur quelques exemples de preuves donnés ci-dessous.

- Envoi de message

On présente en figure 1.6 le schéma de preuve correspondant & ’envoi du premier message
du protocole de Needham-Schroeder. Cette preuve doit étre lue de bas en haut, I' représente
I’ensemble des formules n’intervenant pas ici et P représente le but. On suppose donc qu’Alice
(a 'emplacement [1) veuille envoyer & Bob (en l3) le message {Na||A}. Cet envoi commence par
la sortie de 'emplacement a du prédicat send(la,l1, msg(msg(Na), msg(a))). Le message arrive
alors a la racine ou il doit étre routé par la formule Vx,y,t.send(x,y,t) — {z}from(y,t). On
instancie donc z avec le prédicat correspondant au message, puis on utilise ensuite la régle (—o :
L) et (In : L) pour assurer le déplacement du message en b.

Dans cette preuve, on remarque que le message doit nécessairement passer par la racine
pour pouvoir atteindre son but. L’ajout des adresses relatives permet donc bien de vérifier le
cheminement des ressources. Lors de son passage a la racine, le message aurait pu étre intercepté
par U'intrus (& ’emplacement z) sil’on avait utilisé la formule Vz, y.send(x, y) —o {z}y pour router
le message. Il est donc important que le passage des messages a cet emplacement apparaisse dans
la preuve.

- Action et connaissances de ’'intrus

Dans le cadre de la vérification de protocole, il est important de pouvoir isoler clairement le
role joué par l'intrus dans la preuve. L’utilisation des modalités est pour cela trés utile car les
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T ® [l2]from(l1, NaA) - P (In: L)
I'® {la}from(li, NaA) - P send(l2,l1, NaA) F send(l2,l1, NaA)
' ® send(l2,l1, NaA) ® send(l2,l1, NaA) —o {l2} from(l1, NaA) + P

T, send(l2,11, NaA),Vt.send(l2,11,t) — {la}from(l1,t) - P
T, send(l2,11, NaA),Vy, t.send(l2,y,t) —o {la} from(y,t) - P
T, send(l2,l1, NaA),Vy, t.send(z,y,t) —o {x} from(y,t) - P
T, send(l2,11, NaA), Vz,y,t.send(z,y,t) —o {z}from(y,t) - P
T, [l1](l1)send(l2, 11, NaA), Wz, y, t.send(z, y, t) —o {z}from(y,t) - P

(1d)
(—o:1L)
(V:L)
(V:L)

(V:L)

(':L)

(Out : L)

avec :

NaA msg(msg(Na), msg(a))

F1a. 1.6 — Preuve de ’envoi de message

T, [2] (z)send(lg,z:mb(Nb)) - P [2]mp(ND) F [2]mp(ND) El_do I;))
T, [2]mp(ND), [2](mp (Nb) —o (z)send(l2, z, my(ND))) P v L)
T, [z2]myp(Nb), [2]Vt.(msg(t) —o (z)send(l2, z, msg(t))) = v L)

T, [z2]Jmp(ND), [2]Vy, t.(msg(t) —o (z)send(l2,y, msg(t))) P v 1) 1a)

T, [2]mp(ND), [2]Vz,y, t.(msg(t) —o (z)send(x,y, msg(t))) P ' [z2]msg(Nb) F [z]lmsg(NDb) (o:1)
L, [2]msg(Nb), [2](msg(Nb) —o my,(ND)), '
[z]Vx, y, t.(msg(t) —o (z)send(z,y, msg(t)))

L, [zlmsg(Nb), [2]Vz.(msg(z) — msg(pubK (b, msg(x)))),
[z]Vx, y, t.(msg(t) —o (z)send(z,y, msg(t)))

F P

(V:L)
- P

avec :

mp(ND) def msg(pubK (b, msg(NDb)))

Fi1a. 1.7 — Preuve d’une composition de message

actions de l'intrus sont clairement identifiées comme celles ayant lieu & ’emplacement ou il se
trouve.

On a vu dans le cas de 'envoi de message que la redirection des messages par 'intrus menait
a l'arrivée d’un message & son emplacement. Globalement, les actions dans lesquelles est impliqué
I'intrus sont celles impliquant des formules situées ou entrant en z. Dans la figure 1.7, on montre
comment l’intrus compose le message correspondant & 1’étape 6 de l'attaque du protocole de
Needham-Schroeder (celle de la figure 1.5). La preuve peut se décomposer en deux parties, la
premiére (les deux premiéres régles d’inférence) correspond a la création du message & envoyer,
la deuxiéme partie correspond au choix du destinataire et de l'identité de ’envoyeur. La création
du message correspond au codage par la clé publique de b du message Nb, on utilise pour cela
la ressource msg(Nb) et une formule correspondant au codage par la clé publique de b d'un
message : [z]Vx.(msg(x) — msg(pubK (b, msg(x)))).

On remarque ici que toutes les formules impliquées sont situées en z. Ainsi, les actions de I'in-
trus sont clairement identifiées comme étant celles impliquant des formules étant en z. De méme
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les formules en z représentent les connaissances de I'intrus. Dans cette preuve, on remarque que
toute les formules impliquées sont situées en z. On voit ici que 'utilisation des emplacements
permet de déterminer sans ambiguité l’acteur de ’action.

On a vu que les actions de I'intrus correspondent exactement aux morceaux de preuve im-
pliquant ’emplacement z. Par conséquent, les connaissances de l'intrus a un instant donné du
protocoles sont exactement les formules présentes en z. L’utilisation des emplacements est un
moyen efficace pour différencier de maniére efficace les acteurs.

Ainsi, on remarque que ’apport des emplacements et des déplacements permet de mieux dif-
férencier le role de chaque agent dans la preuve et de mieux suivre le cheminement des ressources.
Ces informations permettent d’isoler facilement le comportement d’un acteur particulier et sont
donc trés intéressantes dans le cadre de la vérification de protocole dont il est question ici.

En I'état actuel des travaux, ces informations sont uniquement utilisées pour mieux com-
prendre une preuve donnée. Il est toutefois raisonnable de penser qu’elles peuvent étre utilisées
pour guider et améliorer la recherche de preuves. Ces possibilités dépassent les limites d’étude
que 'on s’est fixé pour cette thése et pourra faire I’objet de travaux futurs.

DMLL a été développée dans l'optique d'une utilisation dans le cadre du paradigme proof-
search-as-computation. Le but était donc d’obtenir une logique dont la recherche de preuve est la
plus proche de ’exécution et ol la preuve contient un maximum d’informations sur la mobilité
des ressources. Le role du modéle de ressources a la Kripke servant de sémantique & DMLL n’est
donc pas central pour ce type d’utilisation. De plus, ce modeéle n’a pas servi de point de départ
a la construction de DMLL, il n’en est que la conséquence.

Dans la suite de ce document, on souhaite replacer le modéle au centre de notre étude.
L’idée est de fournir un modele assez général dont les instances peuvent servir & représenter des
problémes divers mettant en avant la distribution. Il semble donc naturel de commencer par
proposer un modéle permettant de représenter les ressources et leur distribution de facon fine et
d’y associer une logique.
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Chapitre 2

Arbres de ressources et Bl-Loc

On a vu dans le chapitre 1 avec la logique DMLL que ’on pouvait introduire la notion explicite
d’emplacement et de déplacement au niveau d’une logique. L utilisation qui est faite de DMLL vise
& établir le lien entre ’exécution des systémes et la recherche de preuves. On souhaite maintenant
définir une logique prenant en compte distribution et mobilité pour un autre usage, celui de la
spécification et de la vérification de propriétés des systémes distribués. Pour ce type d’utilisation,
le modéle associé a la logique joue un role central. Le but est ici de proposer un modéle général
faisant cohabiter & la fois une gestion fine des ressources et une distribution spatiale. Ce choix
se justifie par la nécessité de distinguer la structure de 1’espace (les emplacements) des données
qui s’y trouve (les ressources).

Dans ce chapitre, on commence par un tour d’horizon des modéles permettant ’expression de
la distribution des ressources et de ’espace, et présentant les possibilités qui nous sont offertes
pour gérer des modéles dynamiques, c’est & dire ol les ressources peuvent étre mobiles. On
explique alors pourquoi le modéle de ressources partiel [72] de la logique BI [76, 79] nous semble
centrale et constitue un point de départ important pour une extension ot les emplacements sont
explicites. On définit ensuite une nouvelle structure nommeée arbre de ressources puis une logique
associée, Bl-Loc, ou la distribution des ressources et de 1’espace est explicite. On présente ensuite
des commandes de transformation pour ce modéle et une sémantique pour ces commandes sous
forme de triplets de Hoare.

2.1 Ressources, distribution et mobilité

La multiplication des web-services et des applications distribuées ont rendu centrale la notion
d’emplacement dans la spécification et la vérification des systémes informatiques. Les travaux
de Cardelli et al. sur le calcul des ambients [28] et sur la logique associé a ce calcul [29] furent
les premiers & proposer un modéle ol cette notion apparait explicitement et joue un roéle central.
Le calcul des ambients est un calcul distribué et mobile permettant de modéliser des systémes
informatiques mobiles, comme par exemple la modélisation de pare-feu [28]. Un ambient est
un emplacement clos et mobile désigné par un label (non nécessairement unique) et pouvant
contenir d’autres ambients ou des processus. La possibilité pour un ambient de contenir d’autres
ambients aboutit & une structure arborescente. L’exécution d’une configuration donnée consiste
a effectuer des déplacements des ambients ou des interactions entre des processus contenues au
sein d’'un méme ambient. Cardelli et Gordon ont également proposé la logique des ambients [29]
dont le but est de spécifier des propriétés sur les ambients. Il s’agit de pouvoir décrire certaines
propriétés des ambients (par exemple : tout ambient vérifiant A contient un ambient vérifiant B,
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tous les ambients contenues dans un ambient C vérifient D). Cette logique méle des opérateurs
de la logique classique (A, V,—) dont le but est d’exprimer la conjonction, la disjonction et la
conséquence entre des propriétés, des opérateurs multiplicatifs (|,>>) qui permettent d’exprimer
la composition et la conséquence d’une composition, on a ensuite des modalités spatiales, dont
le but est d’affirmer qu’il existe un emplacement vérifiant une propriété ou qu’un ambient donné
existe (n[-]) et enfin des modalités temporelles permettant de raisonner sur l’évolution d'une
configuration donnée dans le temps. Les travaux de [58, 59| ont permis de définir les liens entre
cette logique et la logique du premier ordre et de définir I’expressivité de cette logique. La logique
des ambients permet d’exprimer de maniére intuitive des propriétés telles que, par exemple, la
possibilité pour un agent de passer un pare-feu nécessitant la connaissance d’une clé donnée.

La représentation arborescente des ambients présente des similitudes avec la structure des
données semi-structurées (SSD) comme le format XML. Pour cette raison, de nombreux travaux
se sont focalisés sur le fragment statique du modeéle ol les ambients ne contiennent pas de
processus et oil la logique n’utilise pas les opérateurs temporels. Les logiques ainsi obtenues sont
regroupées sous le nom de logiques d’arbres 23, 24, 26]. Dans le modéle d’arbres ainsi obtenu,
les seules données disponibles pour un nceud sont celles correspondant & son label. C’est ainsi
que pour gérer les identificateurs et les pointeurs dans les arbres correspondants & des SSD, le
modele a du étre étendu pour gérer des labels plus complexes [24, 26]. Des travaux récents [24]
ont également montré que la gestion de la composition dans les ambients n’était pas suffisante
pour exprimer la mise & jour dans les arbres. En effet, la composition d’ambients consiste &
placer deux ambients cote-a-cote. On ne peut donc pas modifier un nceud interne d’un ambient
par composition. Ces travaux ont amené & la proposition du modeéle des contextes [24], un
contexte étant un arbre dont un nceud donné attend des données. Ces travaux permettent alors
de raisonner sur la modification de sous-arbres dans des SSD.

La solution proposée par [24]| a pour caractéristique de différencier arbres et contexte. On se
retrouve alors avec deux entités différentes pour pouvoir raisonner sur la modification d’arbres,
cette particularité étant di a la gestion de la composition dans les ambients. On peut donc se
demander §’il n’y aurait pas d’autres types de composition plus adéquates pour modifier des
arbres. De plus, l'utilisation des labels pour représenter les données des SSD a montré ses limites
puisqu’elle nécessite une adaptation du modéle dés que la nature des données a représenter évo-
lue. Il serait donc utile de proposer un modeéle d’arbre ol les données contenues dans les noeuds
pourraient étre gérées plus finement.

Il apparait suite aux travaux sur les ambients que les notions de composition des ressources
et de séparation des emplacement sont centrales. Ces notions sont également abordées dans le
modéle des pointeurs [62, 81]. Un pointeur est un couple nom/valeur, la valeur pouvant désigner
un autre pointeur et le nom pouvant étre vu comme ’emplacement ol se trouve cette valeur.
On peut composer plusieurs pointeurs pour obtenir des tas de pointeurs. Toutefois, comme un
nom ne peut correspondre qu’a un unique couple nom/valeur, certaines compositions ne sont pas
définies. Pour cette raison, le modéle des pointeurs est dit partiel. La structure des pointeurs est
centrale dans la vérification de programme, les pointeurs permettant de représenter naturellement
la mémoire ou des variables d'un programme. Les travaux de [62, 81] visent & vérifier les pro-
priétés de programmes manipulant de telles structures. Pour cela, ils proposent des commandes
de base pour manipuler les pointeurs et une logique pour spécifier les propriétés des tas de poin-
teurs. Cette logique dispose d’opérateurs de la logique classique (A, V,—) ou selon les versions
de ces mémes opérateurs mais dans leur version intuitionniste et d’opérateurs linéaires multipli-
catifs permettant d’exprimer la composition de tas de pointeurs (*) ou l'implication d’une telle
composition (—). Ces deux derniers opérateurs présentent des similitudes avec les opérateurs (|)
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et (>>) des ambients et de logiques spatiales comme celle de [21, 22]. Outre la spécification des
propriétés d’un tas de pointeurs donné, cette logique permet de définir pour chaque commande
de manipulation des pointeurs des pré et post-conditions sous forme de triplets de Hoare [60] et
de raisonner sur les propriétés du tas avant et aprés exécution de la commande. Dans la pra-
tique, cela a permis de démontrer la correction de certains algorithmes manipulant des arbres ou
des graphes, comme ’algorithme de construction des fringes [16], une liste chainée particuliére
construite & partir d’un arbre, ou de raisonner sur la vérification de code en Java [77].

Le modéle a récemment été étendu dans le modéle des permissions pour exprimer le controle
d’acces a des variables [17]. Ce modéle ajoute au couple emplacement/valeur un poids indiquant
si l’on a accés en lecture et/ou en écriture, avec pour but de raisonner sur l’accés aux variables
de programmes concurrents. Une représentation possible de ce modéle est d’associer & chaque
emplacement un couple poids/valeur. On voit 13 aussi, comme dans le cas des ambients, que la
modification du type de données contenu dans les emplacements méne & une modification du mo-
déle. Ce probléme montre une fois de plus qu’il serait intéressant de proposer un modéle mélant
emplacements et ressources oil le type de données serait trés général et pourrait étre instancié
sans modifier le modéle sous-jacent.

Notre but ici est de méler une représentation explicite de ’espace et la distribution des
ressources afin d’obtenir un modéle général dont les instances permettent de raisonner sur des
problémes plus concrets. On doit pour cela fournir une notion d’emplacement explicite mais
également un modéle de ressources assez souple pour que ces instances puissent s’adapter &
divers problémes. Outre les notions centrales de séparation, de partage et de distribution dont il
a été question ci-dessus, il nous semble également crucial que le modéle proposé intégre la notion
de composition partielle qui permet de déterminer finement les compositions de ressources qui
sont possibles ou non & l'intérieur du modéle.

On a vu au chapitre précédent avec les travaux sur DCLL et DMLL qu’il était possible d’étendre
les modéles existants pour y inclure des modalités d’emplacements. De plus, les travaux cités ci-
dessus sont tous constitués d'un noyau logique mélant opérateurs de la logique classique (éven-
tuellement intuitionniste) et des opérateurs linéaires permettant d’exprimer la composition, la
séparation et le partage des ressources. Or, ces opérateurs sont au cceur de la logique Bl (the
Logic of Bunched Implications) |76, 79]. De plus des travaux récents ont proposé un modéle de
ressources partiel pour Bl, modéle qui a été prouvé correct et complet pour Bl [72] et qui in-
tégre les notions de séparation, de partage et de composition partielle qui ont été introduites
initialement pour [62].

Ce modéle de ressources nous semble un point de départ important pour intégrer la notion
d’emplacement. On propose donc ici une nouvelle structure, nommée arbres de ressources, qui
permet & la fois de prendre en compte explicitement la notion d’emplacement et la représenta-
tion fine des ressources dans ces emplacements. On définit ensuite une nouvelle logique, Bl-Loc,
permettant de raisonner sur cette structure, qui peut étre vu comme une extension avec empla-
cements de la logique BI.

Arrivé & ce point, on étudie la modification des arbres de ressources et les méthodes dispo-
nibles pour raisonner sur ces manipulations. Deux axes principaux peuvent étre considérés. Le
premier, qui est celui choisi dans le chapitre 1 et qui est également celui choisi dans la logique
des ambients [29], consiste & intégrer dans la sémantique de la logique une notion de transfor-
mation du modéle et de mobilité des ressources. Le second, introduit initialement par Hoare
[60] consiste & définir un langage de commandes permettant de manipuler le modéle et d’établir
les pré-conditions et post-conditions logiques pour chaque commande. Ainsi, on peut définir la
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formule que doit initialement vérifier une configuration pour pouvoir vérifier certaines proprié-
tés aprés exécution du programme. C’est cette approche qui est utilisée pour la vérification de
programmes avec pointeurs [62, 75] ou la manipulation d’arbres [24]. Elle a l’avantage de ne
pas surcharger la logique en vue de gérer les aspects dynamiques du systéme et permet donc
d’étudier plus facilement les propriétés de la logique. De plus, elle nous semble plus adaptée pour
un modeéle générique ou la nature des commandes de manipulation peut étre amenée a varier en
fonction du domaine d’étude.

2.2 Les arbres de ressources

I’idée de faire cohabiter au sein d’'un méme modéle les ressources et la notion de représen-
tation de l'espace n’est pas nouvelle. Les travaux de Kobayashi et al. sur ’ajout de modalité
spatiale & la logique linéaire et la proposition de DCLL (Distributed and Concurrent Linear Lo-
gic) [65] par exemple montre comment on peut introduire dans un modeéle de ressources donné
une notion de distribution des ressources en divers emplacements. A l'inverse, les modéles ini-
tiaux des logiques d’arbres contiennent peu d’informations [23] et les travaux de Cardelli et al.
[26] ou de Calcagno et al. [24] sur les arbres avec pointeurs et sur les données semi-structurées
ont montré qu’il était souvent nécessaire de rajouter des informations aux labels des arbres pour
améliorer leur pouvoir expressif.

La démarche que ’on a choisie ici est plus proche de celle proposée avec DCLL au chapitre 1
puisqu’elle consiste & partir d’un modéle de ressources n’intégrant pas de notion d’emplacement et
d’y rajouter cette notion. Cependant, le choix pour la représentation de ’espace est beaucoup plus
proche de ce que I'on a proposé au chapitre 1 puisque 1’on propose une structuration arborescente
de ’espace alors que la vision présentée dans DCLL est plane. De ce point de vue, notre vision
est plus proche de ce que l'on retrouve dans les modéles d’arbres issus des logiques spatiales.
Cependant, contrairement & ce qui est proposé dans ces modéles, on souhaite ici conserver 'unicité
des chemins dans nos arbres. De cette gestion particuliére des chemins découle en grande partie
I’originalité du modéle qu’on présente ici. C’est notamment ce choix qui nous permet de modifier
le contenu du noeud d’un arbre par composition, alors qu’habituellement la composition d’arbres
ne fait qu’une juxtaposition des arbres composés. Ainsi, ce choix permet d’éviter I'introduction
d’un niveau d’abstraction supplémentaire pour effectuer ce type de raisonnement sur les arbres
qu’on manipule, comme c’est le cas pour les arbres des logiques spatiales, avec 'introduction
nécessaire de la notion de contexte [24] pour définir qu'un emplacement de ’arbre peut étre
modifié.

2.2.1 Représentation des arbres

Un arbre de ressources est un arbre dont les arétes ont un label (nommé emplacement)
appartenant & un ensemble de noms d’emplacement et ot chaque noeud contient des ressources
appartenant & un monoide partiel de ressources. On rappelle tout d’abord cette structure avant
de proposer une définition formelle des arbres de ressources.

Définition 2.1 (Monoide de ressources partiel). Un monoide de ressources partiel M =
(M, e, x,C) est un monoide commutatif pré-ordonné ot la loi de composition x vérifie les condi-
tions suivantes :

1. Ym,n,k € M.[(m x n) x k]f< [m x (n x k)]T.
2. Vm,n,k € M.k xn|l eknCm=[kxm|l etkxnCkxm.
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ot [m]] indique que m est défini dans M.

Définition 2.2 (Ensemble d’arbres de ressources). Soit un ensemble dénombrable de noms
d’emplacements Loc et un ensemble de ressources M. L’ensemble des arbres de ressources construit
a partir de M et Loc (noté Thy 1oc) est défini récursivement de la fagon suivante :

TM,Loc =M x [LOC _\fz'n TM,Loc]-

Par convention, les emplacements seront notés [,1’,ly,l2,.... On appelle un chemin une sé-
quence finie d’emplacements. Les chemins sont notés L, L', L1, Lo, . ... La concaténation de deux
chemins L et L’ est notée L : L'. Nous noterons les ressources m,m/,..., m1,ma, ..., les arbres
de ressources t,t',...,t1,to,..., et les fonctions déterminant les liens de filiations f, f’,.... Une
fonction de filiation est une fonction finie qui associe chaque sous-arbre au nom d’emplacement
qui y méne. On nomme nil la fonction de filiation totalement indéfinie. Ainsi, ’arbre vide cor-
respond & (e, nil), un noeud contenant une ressource m correspond & (m,nil) et un arbre qui a
juste un fils ¢ le long d’une arréte [ s’écrira : (e,l — t). Un exemple d’arbre plus complexe et la
représentation graphique correspondante est donné en figure 2.2.1.

(6, (ll — (e,l2 — (ml,m'l)),lg — (mg,ml)))

Fia. 2.1 — Exemple d’arbre de ressources et représentation

Soit un arbre de ressources t = (m, f). Par convention, on autorisera la notation ¢(/) a la
place de f(I). On étendra cette notation aux chemins de maniére & ce que pour un chemin L,
t(L) renvoie le sous-arbre situé sous le chemin L. De méme, pour un chemin L = 1y,...,l,, on
notera (e, L — t) Varbre (e,l; — (e,la — (... — (e,l, — (t))...))).

A partir de cet ensemble, on peut créer des monoides partiels particuliers que nous appellerons
monoides d’arbres partiels. Il s’agit en fait d’un sous ensemble des monoides partiels présentés
dans la section précédente. Leur définition est la suivante :

Définition 2.3 (Monoide d’arbres partiel). Soit un ensemble dénombrable de noms d’empla-
cement Loc et un monoide de ressources partiel M = (M, e, x,C). Un monoide d’arbres partiel
(T, (e,mil), |, E7) m,Loc VéTifie les propriétés suivantes :

1. T C T, Loc-

2. [(m, H)|(m' 1< [m x m']1 dans M et VI.[f U f'(D)]1 et (m, f)I(m'f) = (mxm/, fuUf)
ol Vl fufri=
— f(l) si f'(l) n’est pas défini;

~ f'(1) si f(l) n’est pas défini;
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- fOIf'(1) sinon.
8. ¥ (m, f), (', f').(m, ) Ep (m, f) ssim Em” et VL.(([f(D]T< [f'(D]T) et
(FDIT=f() Ex £11)))-

4. (T, (e,nil),|,Cr) est un monoide de ressources partiel.

ot [m|] indique que m est défini dans M et [(m, f)]] indique que (m, f) est défini dans T.

Cette définition fixe le comportement de I'opérateur de composition d’arbres |. Il s’agit de
composer les ressources présentes au méme endroit et donc de fusionner les deux arbres & com-
poser.

La relation d’ordre C7 utilisée pour les arbres est une extension simple de celle utilisée pour
les ressources. Plus clairement, un arbre ¢ subsume un arbre ¢’ (ce qui est noté ¢ Cp ¢') s’ils ont
la méme structure (les méme chemins sont définis) et si pour chaque chemin de ¢, les ressources
présentes au bout de ce chemin subsument celles présentes au bout du méme chemin dans .

La présentation des arbres de ressources sous la forme de relation ensembliste est proche de
ce qui est proposé dans le modéle des tas de pointeurs proposé par O’Hearn et al. [62], pour la
logique des pointeurs. Nous pouvons également donner une définition sous forme de grammaire
de termes associée & une notion d’équivalence, que I’on appelle aussi notation a la Cardelli, telle
qu’elle est par exemple proposée pour le modéle d’arbres présenté dans [23] :

Définition 2.4 (Arbres de ressources : grammaire). Soit un ensemble dénombrable d’em-
placement Loc et un ensemble de ressources M. Tout arbre de ressource de T 1o peut s’écrire
avec la grammaire suivante :

toa=m | t|t| [t

N def
ot Ym,m' € M m|m’ = m x m/

Et nous avons pour cette représentation la relation d’équivalence structurelle suivante :

Définition 2.5 (Equivalence structurelle). L ’équivalence structurelle sur les arbres est la
plus petite relation d’équivalence vérifiant les propriétés suivantes pour tout arbre t,t',r,r" :

-t=t -t=t=>t =t -t=tett'=r=t=r
-t =t - @)|r =t |r)  -t=t=tr=tr
-tle=t - = [y -t=d ==Y

Avec cette définition, I’arbre vide s’écrit e et un arbre composé uniquement d’un sous-arbre
t & Pemplacement [ s’écrira [[|t. On peut donc facilement proposé une relation entre les deux
présentations des arbres de ressources présentées ici :

Définition 2.6. La correspondance entre une représentation directe d’un arbre de ressources et
une présentation & la Cardelli est donnée par la transformation [ - |,,.4 définie récursivement
ci-dessous :

- [[m]]card - (m nZl)

N [[t|t/]] card — [[t]] card| [[t,]]card ’

B [Hl] ]]card (671 = [[t]]card)'

Cette correspondance est telle que si on a deux arbres ¢ et ¢’ utilisant la notation a la Cardelli
tels que t =t alors [t] .. = [t'] cara-

Dans la suite de ce chapitre, on utilise principalement la représentation ensembliste des arbres
de ressources qui a l'avantage de définir ’arbre précisément puisque 1’égalité entre deux arbres
n’est pas sujette & une relation de congruence.
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2.2.2 Chemins uniques et composition

Lorsque nous avons dii gérer 'espace, nous avons opté pour des chemins uniques, c’est & dire
que nous considérons qu’'une méme séquence d’emplacements ne peut pas mener & des endroits
différents dans I’arbre. C’est ce choix qui a permis d’obtenir une définition directe des arbres
de ressources, tel que présentée dans la définition 2.2. Il est alors nécessaire de se demander
alors ce que donne la composition de deux arbres de ressources ayant des chemins en commun.
Le choix que nous avons retenu, qui est déja apparent dans les définitions précédentes, est de
fusionner les chemins communs et de composer les ressources présentes dans leurs emplacements.
Ce comportement est fixé par la définition de la relation de composition | et apparait plus
clairement dans la régle d’équivalence structurelle [I](¢[t') = [I]¢|[[]t’. Le comportement de la
composition est illustré par la figure 2.2.

(e, (I1 — (m,nil),la — (m,nil))) | (e, (I — (m/,nil),l3 — (e, nil))) = (e,(l1 — (m xm/ nil),ly — (e,nil),l3 — (e,il)))

Fi1G. 2.2 — Composition d’arbres de ressources

Cette gestion de la composition mérite quelques remarques supplémentaires. Elle entraine
par exemple des compositions équivalentes surprenantes. Ainsi, on a (e, — (m,nil))|(e,nil) =
(e,l — (m,nil))|(e,l — (e,nil)). Ici les arbres (e, nil) et (e,l — (e,nil)) ne sont pas équivalents
puisque le premier correspond & 1’arbre vide alors que le second a un sous-arbre en [. Pourtant,
leur composition avec l'arbre (e,l — (m,nil)) méne au méme résultat. En effet, dans les deux
cas, le sous-arbre situé en [ contiendra au final uniquement la ressource m.

En effet, on a (e, — (m,nil))|(e,nil) = ((e x €), (nil Ul — (m,nil))) = (e,l — (m,nil)),
et (e,l — (m,nil))|(e,l — (e,nil)) = (e x e, (I — (m,nil) U (I — (e,nil))) = (e, (I — (m,nil))

2.2.3 Composition partielle

Un autre point fort de ce modéle est d’étendre aux arbres la composition partielle du monoide
de ressources sur lequel il se fonde. Pour un monoide d’arbres partiel donné, la composition
partielle est au minimum fondée sur celle du monoide de ressources : si la composition de deux
arbres méne a la composition de deux ressources qui est indéfinie, la composition des arbres sera
elle méme indéfinie.

Cependant, la composition partielle peut également étre définie au niveau des arbres. On peut,
par exemple, définir que la composition de deux arbres contenant la méme ressource, méme & des
emplacements différents, est indéfinie pour assurer que sa présence est unique dans tout ’arbre.
De méme, on peut empécher le méme nom d’emplacement d’apparaitre a deux endroits différents
dans D’arbre.
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2.2.4 Un exemple

Pour illustrer 'avantage des spécificités des arbres de ressources, on considére 1'utilisation des
arbres de ressources pour représenter des données semi-structurées. Cette application des arbres
de ressources est détaillée plus avant dans le chapitre 5 mais on en propose ici une premiére
approche informelle. La figure 2.3 donne un exemple de données semi-structurées et propose une
représentation sous forme d’arbre (’arbre ¢) de ces données.

<message>
<from>Alice< /from>
<to>Bob</to>

< /message>

<message id="43"> —
<from>Bob< /from>
<to>Alice</to>

< /message>

Fi1G. 2.3 — Représentation et modification de données semi-structurées

On propose alors d’ajouter & cet arbre l'attribut ¢d = 42’ dans le nceud correspondant
au premier message. Cet ajout peut se faire en composant Parbre ¢ avec l'arbre t' et il est
rendu possible par le fait que 'utilisation du chemin /; dans I’arbre ¢’ permet de signaler que la
ressource id42 doit étre intégrée exactement & cet emplacement par l'arbre ¢. Le résultat de cette
composition est 'arbre ¢’ qui inclut donc bien l’attribut voulu a ’emplacement souhaité.

Supposons maintenant que, comme c’est bien souvent le cas avec les données semi-structurées,
on ne puisse pas déclarer deux fois le méme attribut dans un méme noeud. Supposons également
qu’au lieu d’ajouter ’attribut id = 742’ en [; on ’ajoute en lg, c’est & dire dans un noeud
possédant déja un attribut id. On peut alors utiliser le fait que la composition soit partielle pour
indiquer que la composition des deux arbres serait alors indéfinie. On voit que la composition
partielle permet ici d’exclure de notre modéle des arbres syntaxiquement incorrects.

2.3 Présentation de Bl-Loc

Comme il est décrit dans la définition 4, un monoide d’arbres partiel est un type particulier
de monoide partiel. Par conséquent, on aurait pu utiliser la logique Bl pour raisonner sur cette
structure. Cependant, il est indispensable que la logique tienne compte intrinséquement de la
distribution spatiale des ressources. Dans cette optique, on considére une nouvelle modalité [],
dite modalité d’emplacement, qui indique qu’une formule est vérifiée a ’emplacement /. Ainsi un
arbre de ressources ¢ satisfait une formule [I]¢ 8’il est constitué uniquement d’un fils ¢ situé en [
et que t’ vérifie ¢.

2.3.1 La logique Bl-Loc propositionnelle

On propose tout d’abord une version propositionnelle de la logique.
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Définition 2.7 (Formules de Bl-Loc). Etant donné une signature ¥ de variables proposition-
nelles, et un ensemble dénombrables d’emplacements Loc, la collection des formules proposition-
nelles de Bl-Loc engendrées par ¥ et Loc est donnée par la grammaire suivante :

¢ = p(eX) Atomes
| oxd | 1] oo Multiplicatifs
| AP | ToVe|L|od—¢ Additifs
| [l Modalité spatiale

Nous adopterons les conventions d’écriture suivantes : pour une séquence d’emplacements
L ={l,...,l,}, nous écrirons [L|¢ ala place de [I1] ... [l,]¢. Les liens entre Bl-Loc et les monoides
d’arbres partiels sont définis de la facon suivante :

Définition 2.8 (Modéle d’arbres de ressources partiel). Un modéle d’arbres de ressources
partiel (ou modeéle d’arbre partiel) est un monoide d’arbres de ressources (T, (e,nil), |, C1) M, Loc
muni d’une relation de forcing E<C M x X satisfaisant la condition suivante :

Vpe VLt eT.(tl=xp ettt Crt =t =z p)

et s’étendant aux formules de Bl-Loc comme suit :

—theEgsox ssi [, tCr |t Ex g et t’ Extp;
*t):gfssitET (e,m’l) N

- thEg o) ssiVt € M, t' Ex ¢ et [t|]1=t)t Ex;
~tEx gAY ssitEz ettty

~ t =< T toujours;

~tEzoVy ssitiEzgout Exy);

-t Ex L jamais;

*t):g(b%lﬁssivt/.tlgjﬂt ett/':g¢:>t):g¢;

~tEg (¢ ssit E (m,l—t') avec t' =< ¢.

Les régles des opérateurs * et A de ce modele illustrent I'expression de la séparation et du
partage dans Bl-Loc qui étend la logique Bl [76, 79]. La régle de x indique que ’on doit pouvoir
séparer un arbre de ressources en deux sous-arbres distincts vérifiant chacune une sous formule,
ces sous-formules séparent donc ’arbre. La régle de A indique que le méme arbre vérifie les deux
sous-formules, elle indique donc que ces sous-formules partagent le méme arbre. Le modéle ainsi
obtenu présente de nombreuses similitudes avec le modeéle de ressources partiel pour Bl [49, 72].
Cette similitude est naturelle car on cherche a représenter les mémes notions (partage, séparation)
pour les ressources présentes dans un emplacement d’'un arbre que pour les ressources dans le
modéle de ressources partiel.

Il est important de faire certaines remarques sur les spécificités introduites par ’ajout de la
modalité [I]. En effet, sa cohabitation avec les autres opérateurs mérite quelques précisions.
Tout d’abord si [y et lo sont 2 emplacements distincts, quelques soient ¢ et ¢ un arbre ¢ satisfait
[l1]¢ A [l2]9) si et seulement sl satisfait également L. En effet, un méme arbre ne peut a la fois
étre constitué uniquement d’un fils & ’emplacement [; et uniquement d’un fils en I5.

Les formules T et [/]T ne sont pas équivalentes. La premiére est vérifiée par tout arbre de res-
source, la seconde uniquement par les arbres de ressources constitués uniquement d’un sous-arbre
en [. Par contre, L et [/]L sont équivalentes : toutes deux ne sont jamais satisfaites.

Enfin, on peut noter que pour toute formule ¢, [[|¢ — [I]¢ n’est pas équivalent a [I](¢ — ¢). La
premiére est toujours vérifiée alors que la seconde est vérifiée uniquement par les arbres contenant
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uniquement un sous-arbre en [.

Nous pouvons maintenant définir les notions classiques de satisfaction et de validité d’une
formule.

Définition 2.9 (Satisfaction). Soit un modéle d’arbre partiel T = (T, (e, nil), |, C7, E<) M, Locs
un arbre de ressource t € T' et une formule de Bl-Loc ¢, on dit que t satisfait ¢ ssi on a t =< ¢.

Définition 2.10 (Validité (pour un modéle)). Une formule ¢ est valide pour un modéle
T = (T, (e,nil),|,Cr, Ex) M,Loc (nOté =z ¢) ssi pour tout arbre de ressources t € T, on a

tEx ¢

La relation entre la validité pour un modéle et la satisfaction peut étre exprimée de la facon
suivante :

Lemme 2.1. Soit une formule ¢ de Bl-Loc, =« ¢ ssi e =g T —¢.

Preuve. Ce lemme est une application directe des définitions de validité et de satisfaction.
e Ex T—x¢ si et seulement si pour tout ¢ tel que t =« T, t =g ¢. Or, par définition, on a
Vt.t =5 T. On peut donc conclure directement. O

On peut également définir les notions de tautologie et de conséquence logique qui sont indé-
pendantes du modéle sous-jacents.

Définition 2.11 (Tautologie). Une formule ¢ (noté = ¢) est une tautologie si pour tout
modéle T = (T, (e, nil),|,Cr, E<x) M, Loc; 0N @ =z .

Définition 2.12 (Conséquence logique). Une formule 1 est la conséquence logique d’une
formule ¢ (noté ¢ |= 1) si pour tout modéle T = (T, (e,nil),|,Cr, =) M, Loc, €t pour tout t € T,
on at =< ¢ implique t =< 1.

La aussi, on peut établir une relation entre tautologie et conséquence logique de la fagon
suivante :

Lemme 2.2. Soit deux formules ¢ et ¢ de Bl-Loc, ¢ = ¢ ssi | ¢ — 1.

Preuve. Ce lemme est une conséquence directe de la sémantique de 'opérateur —. O

2.3.2 Extension avec quantificateurs

On a déja évoqué plus haut l'utilisation possible des arbres de ressources pour représenter
des données semi-structurées. Dans ce cadre, il est alors normal de vouloir utiliser Bl-Loc pour
spécifier ces documents et de vouloir exprimer des propriétés impliquant tous les emplacements
ou un emplacement particulier mais dont on ne connait pas le nom.

Prenons ’exemple de l'arbre de la figure 2.4. Cet arbre, qui est présenté plus en détail au
chapitre 5, comporte deux pointeurs qui sont indiqués sur la figure par des pointillés. Pour
vérifier qu'un pointeur fait référence & un noeud existant il faut s’assurer qu’il existe dans ’arbre
un chemin menant vers la valeur indiqué par le pointeur. De plus, il faut bien évidemment vérifier
que ceci est vrai pour tous les emplacements qui contiennent un pointeur.

Il apparait donc essentiel d’étendre ’expressivité de Bl-Loc avec des quantificateurs. En plus
de la distinction habituelle entre quantificateurs existentiels (il existe un emplacement) et uni-
versels (pour tout emplacement), nous distinguons deux autres types de quantificateurs : ceux
concernant les emplacements et ceux concernant les chemins (un chemin désignant une suite finie
d’emplacements). Cette extension est appelée Bl-Locy
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FiG. 2.4 — Un arbre représentant un document XML avec pointeurs

Définition 2.13 (Formule de Bl-Locy). Etant donné une signature ¥ de variables proposition-
nelles, un ensemble de variables d’emplacements {z,2',y, X, X', Y} et un ensemble dénombrable
d’emplacements Loc, la collection des formules de Bl-Locy engendrées par 3 et Loc est donnée
par la grammaire suivante :

¢ = pel) Atomes
| oxo | 1] d—0¢ Multiplicatifs
| oA | T |oVve| L Additifs
| e
| [z]o Modalité spatiale
| (Xl
| ez Quantification existentielle sur les emplacements
| Vieex.¢ Quantification universelle sur les emplacements
| Jpatn X.¢ Quantification existentielle sur les chemins
| Vpatn X.¢ Quantification universelle sur les chemins

Et la définition de modele d’arbres partiel s’étend elle aussi. On étend également le modeéle
donné dans la définition 2.8 :

Définition 2.14 (Modéle d’arbres pour Bl-Locy). Un modéle d’arbres de ressources partiel
est un monoide d’arbres de ressources (T, (e,nil),|,C71)m,Loc muni d’une relation de forcing
E<C M x X satisfaisant la condition suivante :

VpeSVtt eT.(tlexpett Crt =1t Exp

et s’étendant auzr formules de Bl-Locy comme suit :
—thegox ssi [, tCr |t Ex g et t’ Extp;
- ):g I ssit Cr (e,m’l) N

- thEg o) ssiVt € M, t' Ex ¢ et [t|]1=t|t Ex;
~tEx gAY ssitEzettEgy;

~ t =< T toujours;

~tEzoVy ssitiEzgout Exy);

-t Ex L jamais;

-t ):g(bﬂlﬁ ssi V't Crt et t/ ':g¢:>t):g¢;

~tEg (g ssit Ty (m,l—t') avec t' =< ¢ ;
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— t =g Jpoet. ssi il existe | € Loc tel que t =5 ¢{'/.};
— t =g Ve ssi pour tout | € Loc, on at =g ¢{'/.};
— t =g JpatnX-¢ ssi il existe L € Loc* tel que t =< ¢{L/x};
— t =g Vpatn X.¢ ssi pour tout L € Loc*, on a t =z ¢{F/x}.

Il est nécessaire de faire quelques remarques concernant les quantifications universelles.

Lemme 2.3. Si une formule ¢ contient une variable d’emplacement [z] (resp. la variable de
chemin [X]) mais ne contient aucun opérateur — ou —, alors il n’existe pas de ¢ tels que

t ):T vlocx'(ﬁ (resp. t ):T v;711HL‘)<"¢)-

Preuve. Pour que t =g V1, X.¢, on montre que ¢ doit contenir tous les emplacements de Loc.
Or Loc est infini, donc ¢ est un arbre infini, ce qui est contraire & la définition d’un arbre de
ressources. Raisonnons maintenant par induction structurelle sur ¢ pour montrer que si t =«
¢{'/s} (resp. t =4 {¥/x}) alors t contient [ (resp. L). Comme ¢ doit contenir au moins une
instance de [z] (resp. [X]), le cas de base est le suivant :

- Cas [l]¢ = t = [l|¢, et par définition, ¢ contient .
A partir de 13, on raisonne par cas sur ¢{'/,}

- Cas x4 : t =g 1 x4/, par définition, il existe t/,¢” tels que t T ¢|t", t' =< ¥ et t" Ex 9.
D’apreés les hypotheéses, ¢ ou )’ contient [I] et donc par hypothése d’induction, t' ou t”
contient /. Donc ¢ contient .

-Cas Y A = t =g 0 A/, par définition, ¢ =5 ¢ et t =g 9. D’apres les hypothéses, ¢ ou ¢/
contient [I] et donc par hypothése d’induction, ¢ contient .

-Cas Y V' : t =g 1) V), par définition, t =5 ¥ ou t =g 1. D’aprés les hypothéses, ¢ ou ¢/
contient [I] et donc par hypothése d’induction, ¢ contient .

- Cas [I'l¢) : t = [I']Y, par définition, ¢ =< ¢ ou ¢ =g 9. D’aprés les hypotheéses, ¢ contient [I]
et donc par hypothése d’induction, ¢ contient .

O

2.4 Un langage de transformations

La proposition du modeéle d’arbres partiel vient de I'idée qu’une structure mélant & la fois
une structure spatiale et une représentation fine des ressources est adaptée pour représenter des
données hiérarchisées et/ou réparties entre différents acteurs. La proposition d’un tel modéle
n’est toutefois pertinente que si I’on posséde les outils nécessaires pour modifier les structures et
raisonner formellement sur ces modifications.

Dans cette optique, on souhaite donc proposer un langage pour manipuler les arbres de
ressources. Un tel langage doit agir au niveau de la structure de 'arbre (ajouter ou enlever des
neeuds) et des ressources présentes dans les nceuds. L'idée principale consiste, a partir du modéle
d’arbres partiel, & définir des pré et des post-conditions pour chaque commandes sous forme de
triplets de Hoare [60]. De tels triplets permettent de définir quelle forme doit avoir un arbre
avant exécution d’'un programme de manipulation donné pour vérifier certaines propriétés apres
vérification. Une méthodologie similaire a été suivie par O’Hearn et al. [62, 75] dans les travaux
sur la manipulations des pointeurs et par Calcagno et al. pour la manipulation d’arbres [24].
Le modéle des arbres de ressources nécessite un positionnement intermédiaire entre ces deux
langages. La logique Bl-Loc étant une extension de Bl, le langage d’assertions et les axiomes
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des commandes définis ici sont semblables dans leur énoncés & ceux des travaux de [62]|. Les
commandes de manipulation, quant & elles, sont globalement similaires & celles des travaux de
[24] car dans les deux cas elles visent & manipuler un arbre.

2.4.1 Les commandes

Le langage introduit ici est fortement lié au langage pour la manipulation des pointeurs
proposeé dans [62, 75]. L’idée est de garder les commandes conditionnelles et les boucles introduite
dans [81] et d’adapter les commandes d’affectation et d’accés au contenu pour gérer les arbres
de ressources. Nous rappelons briévement les commandes de controle qui sont standard avant de
présenter celles spécifiques aux arbres de ressources :

Définition 2.15 (Commandes de contrdle).

C == if (E) then C else C' Si... alors ... sinon ...
while (E) do C Boucle

ol FE est une expression devant étre interprétée comme une valeur booléenne.

Définition 2.16 (Commandes de manipulation).

C == x:=newpkF Création d’un nouvel emplacement
disposejo. B Suppression d’un emplacement
r:=F Affectation d’une variable
x:=res(E) Observer les ressources d’un emplacement
x = tree(E) Observer le sous-arbre d’un emplacement

updateres(E1, Ey)  Mettre 4 jour les ressources d’un emplacement
updatesee(E1, Ey)  Mettre 6 jour le sous-arbre d’un emplacement
add(E1, Es) Ajouter du contenu a un emplacement

E, E; sont des expressions dont la forme sera précisée plus tard. Ce sont par contre des
expressions simples, c’est & dire qu’elles ne contiennent pas d’autres commandes. Le domaine
sémantique d’une expression dépend de la commande ou elle est utilisée.

Les deux premiéres commandes modifient la structure de I'arbre en ajoutant ou en supprimant
un nceud & un emplacement donné. L’expression F de ces deux commandes doit donc corres-
pondre & un chemin, respectivement celui qui recevra le noeud & ajouter ou celui du nceud qu’on
supprime. De plus, dans la commande new;,., la variable = recoit le chemin de ’emplacement
nouvellement créé.

La commande suivante (x := E) effectue une affectation directe de variable. E peut donc
correspondre 3 n’importe quel type d’expression autorisé par le langage. Nous avons ensuite
deux commandes d’accés au contenu (z := res(E) et x := tree(E)) qui permettent de récupérer
les informations présentes dans un chemin donné. Par conséquent, dans ces deux commandes,
I'expression E doit correspondre 1a aussi & un chemin.

Les trois derniéres commandes permettent de modifier le contenu de l’arbre. L’expression
(update,es(E1, Eo)) remplace les ressources présentes sous un chemin donné. E; doit donc étre
interprétée comme un chemin, celui o a lieu la modification et Fy doit étre interprétée comme
une ressource, celle qui est substituée a celles présentes en E;. La deuxiéme (updateyye.(E1, E9))
fait un remplacement de sous-arbres. E; doit 1a aussi correspondre & un chemin et FE, doit
correspondre & un arbre, celui qui remplace le sous-arbre présent en F;. Enfin, la commande

39



Chapitre 2. Arbres de ressources et Bl-Loc

add(E7, Es) ajoute des informations sous un chemin donné. L’expression F; doit donc corres-
pondre & un chemin et Ey doit étre un arbre, éventuellement réduit & une ressource, qui sera
composé avec le contenu présent en Fj.

Une expression peut donc étre une variable, une ressource, un chemin, un arbre de ressources
ou toute autre expression que ’on peut interpréter comme appartenant a un des domaines sé-
mantiques détaillés ci-dessous.

Définition 2.17 (Domaines sémantiques).

- Val=MUTy U Loc;
- S=Var =y, Val;
- Ty =M x [LOC — fin TM].

Comme dans les chapitres précédents, Loc = {l1,la...,l,...} est un ensemble d’emplace-
ments dénombrable, M est un ensemble de ressources appartenant & un monoide de ressources
partiel M = (M, e, x,C). Var = {x,y,2,2',y', 2,...} est un ensemble de variables. La notation
— rin exprime une fonction partielle et finie. Un élément s € S est appelé une pile et I’ensemble
T,, est l'ensemble des arbres de ressources construit & partir de M. On utilise également la
notation dom(s) pour désigner l’ensemble des variables définies dans une pile s.

La valeur d’une expression dépend d’une pile s. Une interprétation d’une expression E est
donc la valeur [E], € Val ou la pile s est telle que dom(s) inclut toues les variables intervenant
dans FE.

Les commandes effectuent donc des opérations sur un couple s,t, avec s € S et t € Thy.
Elles sont interprétées grace a une relation ~ entre configurations, la cléture transitive de cette
relation étant notée ~»*. Une configuration est soit un triplet C, s,t soit un couple s,t, avec C
une commande, s € S et t € T),. Ce dernier type de configuration est dit terminal. La sémantique
des commandes est donnée a travers la définition de la relation ~.

On commence par rappeler la sémantique classique des commandes de controle :

i=1si[E],=vrai,i=2si [E], = foux
if (F) then C; else Ca,s,t ~ C;, s,
[E], =vrai [E], = false
while (F) do C end, s,t ~ C;while (F) do C end, s,t while (F) do C end, s,t ~> s,t

On passe maintenant aux commandes spécifiques aux arbres de ressources :

[E], =L € Loc*,l € Loc tel que [t(L)]] et ¢t(L : 1) non défini
x = newocE, s,t ~ [slx— L :1,t|(e,(L:1) — (e,nil))

Comme indiqué lors de la présentation des commandes, la commande new crée un emplace-
ment sous le chemin [E],. Pour cela, on s’assure que cet emplacement n’existe pas (t(L : I) non
deéfini).

[E],=L € Loc* tel que t =t'|(e, L+ t") et t'(L) non défini
dispose(FE), s,t ~» s,t’
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Pour la commande dispose, le plus délicat est d’exprimer la séparation du sous-arbre situé
en [E] g du reste de I'arbre. On décompose donc ¢ en deux sous-arbres, un qui ne contient rien
ailleurs que sous le chemin [E] g et qui sera supprimé, et un autre qui ne contient pas ce chemin
et qui sert de résultat.

[E],=veMuUL”

x:=E, st~ [s|lz — v],t

[E], =L € Loc*,m € M tel que [t(L)]l et t(L) = (m, f)

x:=res(E),s,t~ [s|lx — m],t

Pour la commande res(E), on doit s’assurer que 1’on affecte bien & x le contenu de ce qui se
trouve en [E],. On s’assure donc que le chemin existe et on récupére son contenu.

[E], =L € Loc*,m € M tel que [t(L)]l et t(L) = (m, f)
x:=tree(E), s, t ~ [s|z — (m, f)],t

[E:],=me M, [E|], =L € Loc* tel quet=1t'|(e,L— (m',nil)) et t'(L) = (e, f)
updateres(E1, Eg), s,t ~ s,t'|(e, L — (m,nil))

[E:],=1t",[E1],=L¢€ Loc* tel que t =t'|(e, L — t""") et t'(L) non défini
updateiree(Er, Eg), s,t ~ s,t'|(e, L — t'")

[E2], =1, [E1], =L € Loc* tel que [t(L)]!
add(E1, E3), s,t ~ s,t|(e, L — t)

Pour une configuration Cs,t, on dit que :

— C, s,t est bloguée s’il n’existe pas de configuration K telle que C,s,t ~ K ;

— (), s,t est sdre si pour toute configuration K telle que C, s,t ~* K, K est une configuration

terminale ou non bloquée.

Une configuration est bloquée si une expression n’appartient pas au bon domaine ou si elle
essaye d’accéder a des parties inexistantes de I’arbre. Etre bloqué correspond donc & une erreur
d’exécution.

Il est aussi important de remarquer qu’étre sdre n’implique pas la terminaison, on peut en
effet retourner de maniére cyclique & la configuration C| s,t sans terminer et étre str.

2.4.2 Une logique d’assertions issue de Bl-Loc

On propose ici d’exprimer des propriétés sur les configurations a l'aide d’une logique issue
de Bl-Loc. On modifie 1égérement la logique pour y inclure des tests sur les expressions et des
quantifications utiles pour raisonner sur le contenu des arbres de ressources.

Pour un ensemble d’emplacements Loc, les pré- et post-conditions des commandes sont des
formules respectant la grammaire donnée ci-dessous :

PQ = o LITIPVQIPAQ|P—Q|I|P+Q|P~Q| [P
| J10cx-P | Fpath®.P | Ires®.P | tree®. P | VioeX . P | Ypath®. P | Vypes®. P | Yireex. P
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Sil'on compare les formules logiques présentées ici avec celles de la définition 2.7, on remarque
que le principal ajout concerne les quantifications sur les ressources et les arbres de ressources,
pour pouvoir s’intéresser syntaxiquement a l’arbre que ’on manipule. Une autre différence se
situe au niveau des propositions. On étend aussi les propositions atomiques & ’ensemble o qui
est défini comme suit : o = (E=FE) | E | p.

La sémantique des assertions est donnée par une relation de forcing =o de la forme s,t =g P
qui signifie qu'une formule P est vérifiée pour une pile s et un arbre de ressources t. Les clauses
sémantiques définies ici s’inspirent largement du modeéle d’arbres partiel présenté en définition
2.8.

Définition 2.18 (Clauses sémantiques).

- st f=g [P ssi il existe t' tel que (e,l —t') <t et s,t' =g P.

- 8,t =g Jioex. P ssi il existe | tel que [s|z — ], t [=o P.

- 8, Ey Vieex. P ssi pour tout emplacement [, [s|lz — [],t Fq ¢.

- 8,t o Jparnx. P ssi il eziste I ... 1, (n €N), [s|z— (I1,...1,)],t Ex ¢

- 5, t = Vpanx P ssi pour tout chemin Iy ... 1, (n € N), [s|lz— (I1,...1,)],t Fa P.
- S, t = Fresw. P ssi il existe m € M, [s|z — m]|,t =y P.

- S, t = Vres®.¢ ssi pour tout m € M, [s|x — m],t =g P.

- 8,t Eot Fireex. P ssi il existe t' € Ty, [s|x — t'],t Eo P.

- 8,t Eo Vireex P ssi pour tout t' € Ty, [s|z — t'],t Eq ¢.

- s,t = T toujours.

- s,t Eo L jamais.

-s,t=q E=FE'ssi [E],=[F],.

- s,tEa B ossit=[E], si [E], est un arbre de ressources, [E], <t sinon.

- s,t =q p sit vérifie la proposition p.

- s, tEq PV Q ssis,t =9 P ous,PEgyQ.

- s, t = PAQ ssios,t ):Q[P et s,t ):Q[Q

- s, t B P — Q ssi s, t =o P implique s,t g Q.

-s,tEgl ssiext.

- s,t o P*Q ssi il existe t',t" tels que [t'|t"]], ¢'|t" < t, s,t' Ea P et s,t" Eo Q.
- 8,t o P—Q ssi pour tout t' tel que s, t' =9 P et [t|t']T, s, t|t’ Fa Q.

Si I'on excepte que la structure d’arbre sur laquelle on raisonne ici est singuliérement différente
que celle des pointeurs, le modéle détaillé ci-dessus présente de nombreuses similarités avec le
langage d’assertions pour les pointeurs de [75]. De nombreux opérateurs sont communs aux
deux modéles et ont un comportement identique si ’on excepte que 1’on travaille sur des arbres
de ressources et non sur des pointeurs. Nous n’avons pas d’opérateur de pointage (points to)
permettant de définir qu'une cellule pointe vers une valeur donnée. A la place, nous avons la
modalité d’emplacement qui permet de décrire le contenu d’un emplacement. Une autre différence
se situe au niveau des quantificateurs. Pour les pointeurs, on utilisait un seul quantificateur alors
qu’on propose ici un quantificateur par domaine sémantique couvert par les variables, cette
différence n’est cependant pas cruciale, comme nous le verrons dans le chapitre 4.

- Propriétés de la logique d’assertions

L’introduction des expressions pour raisonner directement sur l’arbre introduit des nouvelles
propriétés non triviales qui n’étaient pas présentes avec le modéle d’arbre partiel de la définition
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2.8. Tout d’abord, il est important de signaler que pour tout s € Sett € Ty, on a s,t =g Jpree®.x
puisque [s|x — t],t =g .

On présente ici un autre exemple moins trivial qui illustre le fait qu’une expression définit de
maniére unique un arbre : la formule Vi ee, y.(((z * y) A P) — z % (x =+ P)) est toujours vraie.

En effet, un couple s,t. Soit deux arbres t/,¢". Si [s|z — t'|y — t"],t o (x *y) A P) alors
[s|z — t'|y — t"],t Ea (((xxy)AP) — xx(x—P)). Sinon on a [s|z — t'|y — t"],t Eq (zxy)AP),
donc t = t'|t" et [s|(xz — t')|(y — t")],t Eo P. On peut alors affirmer que [s|(x — t/)|(y —
t")],t s @ % (x—=P) et conclure. En effet, ¢t = ¢/|t” et on a bien [s|(z — ¢')|(y — t")],t’ |Ea x et
[s](x — t")|(y — t")],t" =g x—P puisque [s|(x — t")|(y — )], t'|t" Eo P.

Nous introduisons maintenant la relation de conséquence sémantique qui permet d’indiquer
qu’'une formule est la conséquence logique d'une autre. Une formule @ est une conséquence lo-
gique d’une formule P (ce que I'on note P =y @) si et seulement si pour toute pile s et tout arbre
t tels que s,t =g P alors s,t =g Q. On suppose bien évidemment que fu(P)U fu(Q) C dom(s)
(ot fv(P) correspond a 'ensemble des variables libres de P).

La logique d’assertions est une adaptation de Bl-Loc qui est elle-méme une extension de la
logique BI. Elle en reprend donc les régles usuelles concernant l'opérateur —«. Nous avons en
particulier :

PxQFEaQ PANQFaQ PlEaP QFaQ
PEaQ+Q PlEuQ—Q PxP |=qQ*Q

De plus on peut établir la régle suivante relative aux emplacements :

[L|P o L] P
[L]P o [L]IP

Elle définit un comportement important des emplacements : si une conséquence sémantique
est valide & un emplacement (L) donné, on peut changer cet emplacement en (L’) sans remettre
en cause cette validité.

Enfin, nous introduisons la notion de pureté. Les assertions pures sont des assertions qui ne
raisonnent pas sur ’arbre de ressources que ’on manipule. On peut les définir formellement de
la facon suivante :

Définition 2.19 (Assertion pure). Une assertion est dite pure si elle ne contient ni proposi-
tion, ni Uunité 1, ni modalité d’emplacement.

Lemme 2.4. Une assertion pure peut étre vérifiée sans tenir compte de ’arbre de ressources. Si
P est une assertion pure, on a : s,t =g P ssi V' € Tiy. s,t' =g P

Une assertion pure P est complétement additive. On a :
- Px(Q est équivalent & P A Q; - P—(Q est équivalent a P — Q.
2.5 Axiomes

On a défini le comportement des commandes et une logique d’assertion pour raisonner sur
les arbres et les piles. Nous relions maintenant les deux en exprimant pour chaque commande
I'axiome qui lui est associé, un axiome définissant la formule que doit vérifier une configuration
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avant l'exécution d’une commande (pour vérifier une propriété donnée aprés exécution de cette
commande). Le probléme majeur est que de nombreuses commandes nécessitent que ’on sépare
complétement un sous-arbre situé sous un emplacement alors que l'opérateur * n’assure pas une
telle séparation dans la logique. Contrairement & ce que 1'on a par exemple dans la logique des
pointeurs [62, 75], P * () n’assure pas que l'on sépare un arbre de ressources donné en deux
sous-arbres disjoints. Cette spécificité de * dont les avantages ont été discutés dans le chapitre 2
meéne toutefois a des formules plus complexes pour exprimer la séparation d’un sous-arbre donné
du reste de ’arbre.

2.5.1 Sémantique des triplets

Les axiomes introduits dans cette partie des triplets de la forme { P}C{Q} ou P et @ sont des
assertions définies comme ci-dessus et ou C' est une commande. L’interprétation que l’'on choisit
pour ces triplets permet d’assurer qu'une commande appliquée & un état vérifiant 1’assertion P
méne 3 un état vérifiant Q.

Définition 2.20 (Triplets corrects). Un triplet {P}C{Q} est dit correct si l'on a :
Pour toute configuration C,s,t telle que s,t o P et free(P) U free(Q) C dom(s) alors
C,s,t est sire et si C,s,t ~* s/ t' alors ', t' =9 Q.

Cette interprétation ne garantit pas la terminaison. Cependant, on est siir qu’il n’y a pas
d’erreur dans le programme & ’exécution.
2.5.2 Axiomes de base

On commence par les régles classiques pour les commandes de controle. Ces régles sont les
mémes que celles présentés dans [81] :

{PrEIC{Q} {PA(E— 1)}C{Q}
{P}if (E) then C else C'{Q}

{PANEYC{Q} (PAN(E—1)—Q
{P}while (F) do C end{Q}

On présente ensuite les régles de Hoare standard pour l’enchainement de commandes, la
conséquence et 'affectation.

- Enchainement - Conséquence
{ric{Q} {Q}C{R} PEo PP {PIC{Q} Q Fad
{ryc;c'{Q} {rrc{e}

- Affectation simple

{P{¥/a}}e == E{P}

Dans la régle pour la conséquence, la relation j=g utilisée est la relation de conséquence sé-
mantique. Elle indique donc qu’on peut remplacer une pré-condition par une autre pré-condition
plus générale et une post-condition par une autre post-condition moins générale.

On présente maintenant le triplet pour 1’affectation & une variable des ressources présentes
dans un nceud. Ce triplet est le premier de ceux présentés qui nécessite de séparer le contenu de
I’arbre de maniére précise.
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- Observation des ressources contenues

{Fresz1-(P{" /o) A (Vresy-(y =€) V (([Ely x T) — L) * [Elz1))}x := res(E){P}

La pré-condition doit s’assurer que la ressource x; correspond bien & la ressource présente
a 'emplacement F, il est donc nécessaire de pouvoir déterminer par notre assertion ’ensemble
des ressources présentes en E. Pour cela, on décompose notre arbre de ressources en deux sous-
arbres : I'un qui ne contient que l’emplacement E et ces ressources et l'autre qui ne contient
aucune ressource 3 cet emplacement. La difficulté consiste & trouver une formulation logique qui
corresponde & ce second sous-arbre. Il faut pour cela s’assurer que ’on ne peut trouver dans
ce sous-arbre autre chose que la ressource e & ’emplacement F, cela se caractérise par la sous-
formule : V,..sy.((y = €) V (([Ely *x T) — L). Cette derniére sous-formule indique que soit la
ressource 3 'emplacement F est égale a e, I’élément neutre du monoide, soit l'arbre est indéfini
s’ll contient une autre ressource. Notre arbre comprend donc ce sous-arbre et celui est constitué
par la ressource z; en E.

- Observation de ’arbre contenu

{3treer1.(P{*/2} A (no(E) x [E]xy1))}x :=tree(E){P} (avec no(E) = ([E|T *T) — 1)

La aussi, on doit séparer le sous-arbre présent en F du reste de I’arbre. Cette séparation est
plus simple puisque le sous-arbre restant ne contient donc plus I’emplacement E. On décompose
donc notre arbre en un sous-arbre sans ’emplacement E et un sous-arbre contenant exactement
le sous-arbre sous cet emplacement.

- Création d’emplacement
{P Nexists(E) Ano(E : 1)}x := newj,o. E{P* [zleNx = (E : 1)} (avec exists(E) = [E]T *T)
La pré-condition assure que I’emplacement [ que I’on va créer sous le chemin E n’existe pas
déja mais que F existe. La post-condition crée cet emplacement et place le chemin correspondant
dans la variable x. Le probléme de cet axiome est qu’il nécessite de donner explicitement le nom
de ’emplacement qui va étre créé alors que 1’on souhaite pouvoir le choisir arbitrairement. On
présente plus loin dans ce chapitre un aziome arriére pour la création d’emplacement qui évite
ce probléme.
- Suppression d’emplacement
{P Ano(E) % [E]T }disposej,c E{ P}
On sépare dans la pré-condition ’emplacement & supprimer et son contenu du reste de ’arbre
et seul ce qui concerne cette deuxiéme partie est vérifié dans la post-condition.
- Modifier et ajouter du contenu
{Gresz.x = E2) N Jresy. (P AVresw.((z =€) V ((T  [Er]z) — L)) x [E1]y)}
x := update,es(E1, E2){P * [E1]E2}

{(Btreer.x = E2) A (P Ano(Ey) * [E1]T)}x := updateyee (Er, E2){P * [E1]Es}
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{(Btrecr.x = E2) AN P A exists(Eq)}x = add(E1, E2){P = [E1]Es}

On rencontre pour la modification les mémes difficultés que pour ’observation d’un emplace-
ment : on doit isoler le contenu & modifier du reste de ’arbre. On décompose donc ’arbre en un
sous-arbre contenant le contenu & remplacer et le reste de l'arbre. La post-condition correspond
alors au reste de ’arbre auquel on ajoute les données correspondante & Fo.

La commande d’ajout est plus simple puisqu’il suffit d’ajouter I’arbre (éventuellement réduit
a une ressource) a 'emplacement existant.

2.5.3 Axiomes arriéres

Certains des axiomes présentés ci-dessus nécessitent une forme particuliére & la fois pour la
pré-condition et pour la post-condition. On souhaite trouver une écriture des axiomes qui est
moins contraignante. On propose pour cela des axiomes arriéres qui n’imposent pas une forme
spéciale pour la post-condition.

Un aziome arriére décrit donc dans sa pré-condition comment la structure actuelle doit
évoluer pour satisfaire la post-condition. On peut donc raisonner a partir de la post-condition
que l'on cherche pour définir la pré-condition que doit satisfaire le programme.

- Création arriére d’un emplacement

{Vioet .exists(E) A (no(E : ') — ([E][z'le=P{¥* [, )}z = new,. E{ P}

Si l’on raisonne & partir de la post-condition pour la création d’emplacement, on doit démon-
trer que ’arbre actuel est tel que si on lui ajoute un nouvel emplacement au chemin donné, on
obtiendra P. Dans la pré-condition, le quantificateur V.. indique que 1’on peut choisir n’importe
quel nom d’emplacement et la sous-formule no(E : 2’) assure que ’emplacement choisi doit étre
un nouvel emplacement. Ainsi, si on ajoute cet emplacement & ’arbre actuel, on obtient P.
L’utilisation du quantificateur V.. dans cet axiome permet donc d’éviter le probléme du choix
du nom d’emplacement que ’on avait précédemment.

- Ajout arriére de contenu

{Btreer.x = E2) N (exists(Er) A ([E1)Ey—P))}x := add(E1, E2){ P}

Cet axiome arriére est le plus simple. Si 'emplacement ot 1’on doit ajouter du contenu existe,
alors en composant ’arbre existant avec ce contenu, on obtient un arbre qui vérifie P.

- Modification arriére du contenu
{Frest.® = Eo)AJpesy.[E1]yx((Veesx.((x = e)V(([E1]zxT) — L)))A([E1]E2 — P)) }update,es(E1, E2){ P}
{Btrecr.x = E2) A ([E1]T * (no(E1) A ([E1]E2 — P)))}updatesree(E1, E2){ P}

Pour qu'une commande de modification méne & un arbre satisfaisant P, on doit séparer les
données & modifier du reste de I'arbre et vérifier que ce reste vérifie P quand on lui ajoute le

contenu de FEj.
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2.6 Plus faibles pré-conditions

Commencons par définir ce qu’est une plus faible pré-condition. 11 s’agit de définir, & partir
d’une post-condition et d’une instruction donnée, I’ensemble des configurations qui vérifieront la
post-condition si on leur applique cette commande.

Définition 2.21 (Plus faible pré-condition). Soit une commande C' et une formule @ la plus
faible pré-condition wp(C, Q) du couple C,Q est l’ensemble des configurations telles que :
s,h € wp(C,Q) si C,s,h est sare et si C,s,h~ s' b implique s,h' =9 Q.

Un axiome {P}C{Q} est dit correct s'il est tel que toutes les configurations s,h vérifiant
s, h =g P vérifient s, h € wp(C, Q). Il est dit complet si toutes les configurations s, h € wp(C, Q)
vérifient s, h =9 P.

2.6.1 Correction

On démontre maintenant que les axiomes présentés précédemment sont tous corrects, qu’ils
soient arriéres ou non.

Lemme 2.5. Les axiomes de bases donnés en section 2.5 sont corrects d’aprés les clauses sé-
mantiques.

Preuve. Par cas sur les différents axiomes. Soit un couple s, :

- Cas {P{¥/,}}x := E{P} :
Supposons que s,t =g P{¥/,}. On a donc [s,z +— E],t =g P. Or, d’aprés la sémantique
de ~, z:= E,s,t ~ [s,z — EJ],t. On peut donc conclure.

- Cas {Fresz1-(P{" /2 } A (Veesy-(y =€) V (([Ely x T) — L) % [E]z1)) }z := res(E){ P} :
Supposons que s,t o Frest1-(P{* /a} N (Vresy.(y = €) V (([Ely * T) — L) % [E]z1)).
D’aprés la sémantique de J,.s, il existe donc m tel que s,t Eo P{™/z} A (Vresy-(y =
e)V (([Ely*T) — L)*[E]m). Par conséquent, ’emplacement E existe et la configuration
C, s,t n’est pas bloquée.

De plus, la formule ci-dessus assure que la ressource contenue par t a ’emplacement F est
m. Par conséquent, x := res(E), s,t ~ [s,x +— m],t et on a bien : [s,z +— m|, P =g P.

- Cas {3ireer1.(P{* /2 } A (no(E) x [E]x1))}x = tree(E){ P} :

Supposons que s,t =y Jiree®1.(P{" /2 } A (no(E) * [E]z1)). 11 existe donc ¢’ et L = [E],
tel que ’on décompose t en un sous-arbre (e, (L +— t')) et un sous-arbre t” tel que t”(L)
n’est pas défini. Alors on a bien [s,z1 — t],t o P.

- Cas {P Nexists(E) Ano(E : )}z := newo . E{P x [zle N\x = (E : 1)} :

On considére la configuration x = new,.E, s,t. Par définition, new,.E, s,t ~ [s|x +— L :
l],t|(e, L :1— (e,nil)) avec [E], = L et ot L : [ n’est pas un chemin de t. Supposons que
s,t =9t P Ano(E : 1) Par définition, [E], existe et donc la configuration n’est pas bloquée.
De plus, [s|z — L :1],t|(e,L : | — (e,nil) EFq o =L : let [slx— L:I,tl(e,L :1+—
(e,nil) =9 P« [L][l]e donc [s|z +— L :1],t|(e, L : I — (e,nil) =g (x = L : 1) A (P * [L][l]e).
On remarque au passage que pour ce cas, on a supposé que ’emplacement / était celui qui
avait été choisi pour étre créé, conformément & ce qu’on avait indiqué lors de la présentation
de I'axiome.

- Cas {P A no(E) * [E]T }disposej,c E{ P} :

Supposons que s,t =9 P Ano(E) « [E]T. [E], est donc un chemin (que nous noterons L)
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- Cas

et la configuration dispose;,.F,s,t n’est pas bloquée. De plus, par définition des clauses
sémantiques, il existe ¢/, ¢” tels que s,t' =9 PAno(E) et s,t” =9 [E]T. Donc par définition,
t'(L) n’est pas défini et t” n’est défini qu'en [ et on a : dispose;,.E,s,t ~ s,t'. Et par
définition de A, on a s,t' =g P.

{(Frest.x = E2) A Fpesy. P AVpesz.((x =€) V ((T % [E1]z) — L)) * [E1]y}

x := update,es(E1, E2){P * [E1]E2}
Supposons que s,t Fg (Frest.® = E2)ATresy. PAVresz.((x = ) V((Tx[E1]z) — L))*[E1]y.
Par conséquent, d’aprés les clauses sémantiques, [E1], = L est un chemin et [E>], = m est
une ressource. De plus, on peut séparer ¢ en un sous-arbre ¢’ vérifiant s, t' =g PAV,esx.((x =
e) V ((T % [E1]x) — L) et un sous-arbre t” vérifiant, s,t” o Jresy.[Er]y- 11 existe donc
une ressource m et un arbre t®) tel que ¢/ = (e, L — (m,t®)). Comme pour le cas de
laffectation de variable, la formule que vérifie ¢’ assure qu’il ne contient pas de ressources
a Iemplacement L. Donc on a update(E1, E2), s,t ~ t'|[L]m et t'|[L|m =g P * [E1]Es.

- Cas {(Bireer.x = E2) A (P Ano(Ey) * [E1|T)}x := updateqyee (Eq, E2){P * [E1]Es} :

Supposons que s, =g (Freer.z = E2) A (P Ano(Er) * [E1]m). Par conséquent, d’aprés les
clauses sémantiques, [E1], = L est un chemin et [E>], = t’ est un arbre. De plus, il existe
deux arbres u et u’ tels que s,u o P Ano(E1) et s,u’ o [E1]T. Donc u ne contient rien
en E; et v/ contient uniquement un sous-arbre en F. On a donc updatey,ee(E1, E2), s, ~
s,ul(e, L — t') et par définition, u|(e, L — t') =g P * [E1]Es.

- Cas {(Fyreer.® = Eo) N P A exists(Er)}x := add(Ey, Eo){P * [E1|Es} :

Supposons que s,t =y (Fpreer.x = E2) A P A exists(Eq). Donc [E1], = L est un chemin
et [E2], = t’ est un arbre. De plus, on a donc add(E1, E3), s,t ~ s,t|(e,L — t). et par
définition, s, (e, L — t') =g [E1]Es. Donc s,t|(e, L — t') =g P * [E1]|Es.

O

On obtient les mémes résultats pour les axiomes arriéres que ’on a introduit par la suite.

Lemme 2.6. Les axiomes arriéres de la section 2.5.3 sont corrects d’aprés les clauses sémantiques.

Preuve. Par cas sur les différents axiomes. Soit un couple s, :

- Cas {Vipett! exists(E) A (no(E : ') — ([E][z']le=+P{F*" /, )} := new;o. E{P} :

Supposons que s,t f=g iz’ .exists(E) A (no(E : x') — ([E][a'le~+P{¥* /,}). On sait
donc que [E], correspond & un chemin que 'on nomme L. On a donc z := new;,.E, s,t ~>
[s,x — L :1],t|(e,L : | — (e,nil)) avec t(L : ) non défini. Comme ¢(L : ) est non défini
on a donc s,t =y [E][lle—+P{¥"/,}) donc [s,x — L : ], t|(e,L : I — (e,nil)) =g P.

- Cas {(3ireer.® = E2) A (exists(Ey) A ([E1]Ey—P))}x = add(Ey, E2){P} :

- Cas
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Supposons que s,t o (ireer.x = E2) A (exists(Er) A ([E1]E2—P)). La formule assure
que [E>], correspond & un arbre (noté t'), [E1], & un chemin noté L, et que t(L) est
défini. Donc la configuration n’est pas bloquée et on a add(FE1, Es),s,t ~ s,t|(e, L — t').
Comme s,t =g [E1|Ey—*P, s,t|(e, L —t') Eq P.
{Gresz.x = E2) A Jresy[Er]y * (Vresz. (=€) V (([Er]z * T) — L)) A ([E1]E2 = P))}
update,es(E1, E2){ P} '

Supposons que s,t o (Frest.x = E2) A (Sresy-[E1]y * Veest.((z =€) V (([Er]z * T) —
1)) A ([E1]E2—=+P)). La formule indique que [E:], correspond & une ressource (noté
m), [E1], & un chemin noté L, et que t(L) est défini. On assure aussi que t se dé-
compose en deux sous-arbres. Un sous-arbre t’ tel que s,t’ o Jresy.[F1]y et un sous-
arbre t” tel que s,t” o Veesz.((x = €) V (([E1]z x T) — 1)) A ([E1]E2—P)). On
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a donc s,t” Ey Veesz.(x = €) V (([F1]z * T) — L1). Cette clause sémantique indique
que le deuxiéme sous-arbre ne contient pas de ressource en L. On peut donc en dé-
duire que update,es(E1, Ea),s,t ~ s,t"|(e, L — (m,nil)). Et comme s,t" |y [E1]E2—*P,
s,t"|(e, L — (m,nil)) o P.
- Cas {(Btreer.® = E2) A ([EL]T * (no(E1) A ([E1]E2—P)))}updateyee (1, E2){ P} :

Supposons que s,t Eo (Fpreet.x = E2) A ([E1]T * (no(E1) A ([E1]E2—P))). Par définition
des clauses sémantiques, [E>] correspond & un arbre (noté u), [E;], & un chemin noté L,
et que t(L) est défini. Elles assurent aussi que ¢ se décompose en deux sous-arbres. Un sous-
arbre ¢’ tel que s,t' =g [E1]T et un sous-arbre t” tel que s,t” =g no(Ey) A ([E1]E2—P).
Donc ¢ ne contient plus de sous-arbre en L et comme la configuration updatesce(E1, F2), s, t
n’est pas bloquée, on a : updateiyee(F1, F2),s,t ~ s,t"|(e, L — u). Et comme s,t" =y
[E1]E2—P et s,(e,L +— u) g [E1]Es, on a s,t”|(e, L — u) o P.

O

2.6.2 Complétude

On démontre maintenant que tous les axiomes arriéres sont complets. Les axiomes arriéres
que nous traitons ici recouvrent ’ensemble des axiomes présentés dont la post-condition n’a pas
de forme particuliére.

Lemme 2.7. Les axiomes arriéres sont complets d’aprés les clauses sémantiques.

Preuve. On montre par cas pour chaque axiome {P}C{Q} que chaque configuration s,t €

wp(C, Q) verifie s,t =gy P.

- Cas s,t € wp(x = E, P) : Par définition, [s,z — E]|,t =g P, donc s,t =9 P{¥/.}.

- Cas s,t € wp(x := res(E), P) : Par définition, on a [s,x — m|,t Ey P (avec t(L) = (m,t)).
On a également s,t o P{™/.}. De plus, il existe ¢; tel que 'on puisse décomposer ¢
de la fagon suivante : ¢t = t1|(e, L — (m,nil)). Il est alors évident que l’arbre ¢; vérifie
t1(L) = e. Par conséquent, on a bien s,t1 o Vresy.((y =€) V(([Ely* T) — L1)). On a
également : s, (e, L — (m,nil)) Eo [E]m et par conséquent, on a bien s,t =y Vyesy.((y =
e)V (([Ely*T)— L)) * [E]m.

- Cas s,t € wp(z := tree(E), P) : Par définition, [s,z — t],t g P et il existe t,L tels que
t(L) =t et L = [E],. Donc il existe t” tel que t = t"|(e, L — t’). Par conséquent, on a
s,(e,L — t') g Fireex1.[Elz1 et s,t" Ey no(E). On a done s,t gy Freer1. ({1 )z} A
(no(E) * [Elxy)).

- Cas s,t € wp(x := newyE, P) : Par définition, on a [s|z — L : 1], t|(e,L : | — (e,nil)) o P
ou L = [E], et t(L : ) n’est pas défini. Par définition de —, on a : [s|lz — L : [],t =y
[L][l]I Ego P. Comme t(L : l) n’est pas défini, on a donc : [s|z — L : I],t =g no(L :
) — [L][I]I P et comme ces résultats sont vrais pour tout emplacement [, on obtient
finalement s, P =g Ve’ .(no(E : ') — ([E][2']1 - p{Z* /. })).

- Cas s,t € wp(z := add(E4, E3), P) : Par définition, s,t|(e,L — (m,nil)) o P avec m =
[E2],, L = [Eq], et [t(L)]7. Par conséquent, on a s,t =g [E1]E;—P et comme ¢(L) est
deéfini, on a également s,t =g exists(Ey). On a donc bien s, t =g exists(E1) A ([E1]Ea—¢).

- Cas s, P € wp(x := update,es(E1, Es), ¢) : Par définition, on a donc s,t'|(e, L — (m,nil)) FE=u
Pou L = [Ei],, m = [E2], et t' est tel que t'(L) = (e, f) et il existe m’ tel que ¢t =
t'|(e, L — (m/,nil)). Comme t'(L) = (e, f),ona s,t' g Veesz.((x = €)V(([E1]zxT) — 1))
et comme s,t'|(e, L — (m,nil)) o P, on a donc : s,t' Eg Vyesz.(x =€) V (([E1]z x T) —
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L)A([E1])FE2—P). Enfin, comme t = t'|(e, L — (m/,nil)), s,t Fo Jresy-[F1]y* (Vresz.((x =
e)V (([Er]z = T) — L)) A ([E1]Ey—*P)).

- Cas s, P € wp(x := update,es(E1, ), P) : Par définition, on a donc s,t1|(e,L — t')) Eo P
ou L = [Eq],, t' = [E2], et t1 est tel que t1(L) n’est pas défini et il existe to tel que
t =ti|(e, L — t2). Comme ¢1(L) n’est pas défini, on a s,t; =9 no(L) et comme s, |(e, L —
t')) Ea P, on a donc : s,t1 o no(L) A ([E1]E2—P). Enfin, comme t = t1|(e, L — t2), on
obtient : s,t Eg Jirecy-[Er]y * (no(E1) A ([E1]E2—P)).

O

Les résultats de correction et de complétude établis pour les axiomes arriéres permettent
d’établir que les pré-conditions des axiomes sont minimales.

Théoréme 2.1. Soient une commande C et une post-condition Q, et un triplet {P}C{Q}
construit & partir des aziomes. Soit une pile s et un arbre de ressource t, on a : s,t € wp(C, Q)
si et seulement si s,t =9 P.

Preuve. Le résultat est un conséquence directe des résultats de correction des lemmes 2.5 et 2.6
et du résultat de complétude du lemme 2.7. O

2.7 La propriété de fenétrage

On cherche maintenant & définir & quel point un programme donné est indépendant du
contexte dans lequel il s’exécute. Pour une configuration donnée, on souhaite donc déterminer &
quel point on peut ajouter des informations sans que ces derniéres ne soient modifiées par ’exé-
cution du programme ou ne le modifient. Cette possibilité d’étendre le contexte est appelée pro-
priété de fenétrage (frame property). Concrétement, on cherche les conditions nécessaires sur un
programme C, et les assertions P et P’ pour que si on a { P}C{Q} alors on ait {PxP'}C{Q*P’'}.

2.7.1 Les restrictions imposées

On doit tout d’abord faire face & un probléme de variables qui a déja été signalé dans les tra-
vaux sur les tas de pointeurs [75]. On ne doit pas étendre le contexte en introduisant des variables
dont la valeur sera modifiée par les commandes. Supposons qu’'une commande C modifie la valeur
d’une variable z et que l'on ait { P}C{Q}. On ne peut alors pas avoir { Px[z]p}C{Qx*[z]p} puisque
la valeur de z va étre modifiée et que l'on aura donc pas nécessairement [z]p aprés exécution de C.

Un autre probléme plus spécifique est di au fait que la composition d’arbres réalise en
fait une fusion des emplacements en commun. Par conséquent le contexte que ’on ajoute peut
modifier une partie de 'arbre qui sera utilisée par le programme. Ce probléme est d’autant plus
génant que I’on ne peut déterminer facilement les sous-arbres qui seront modifiés ou non par un
programme. Nous devons donc nous assurer que le contexte ajouté ne modifie pas le contenu d’un
emplacement que ’on doit lire ou modifier. Prenons par exemple le triplet {P}dispose;,. E{Q}.
Le triplet {P x [E]p}dispose;,.E{Q * [E]p} ne sera pas correct puisque l'emplacement E n’existe
plus aprés 'exécution de la commande dispose.

Le probléme peut étre facilement résolu pour une commande atomique puisqu’on sait exac-
tement & quelle partie de ’arbre on va accéder. Par contre, dés que l'on enchaine plusieurs
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commandes, il devient impossible de déterminer clairement les sous-arbres qui seront concernés.

Enfin, le dernier probléme provient de la nécessité de créer un nouveau nom quand on crée
un nouvel emplacement dans ’arbre. Si la pré-condition assure que le nom créé n’est pas dans
I’arbre initial, il se peut qu’il ne soit plus nouveau si on rajoute des informations, le triplet ne
respecterait pas alors la sémantique des commandes.

2.7.2 Conditions suffisantes pour le fenétrage

Les problémes énumérés ci-dessus restreignent considérablement la propriété de fenétrage
pour le langage de manipulation des arbres proposé en section 2.4. Le plus génant est le cas de
la commande de création d’emplacement. On propose donc uniquement une régle de fenétrage
pour 'ensemble du langage sans la création d’emplacement.

Pour résoudre le probléme de la modification des sous-arbres auxquels on accéde, une solu-
tion suffisante est d’assurer que le contexte que ’on ajoute ne peut pas avoir d’emplacement en
commun avec celui déja en place. On est alors assuré qu'une commande qui modifie I’arbre initial
ne modifie pas celui ajouté par le contexte. Soit P la pré-condition initiale de notre programme
et P’ la pré-condition du contexte que ’on ajoute. Pour s’assurer que des arbres satisfaisant P
ne peuvent pas avoir de chemin commun avec des arbres vérifiant P’, on doit s’assurer que tout
arbre vérifiant P x P’ vérifie également Jj,.z.((P A exists(x)) x (P’ A exists(z))) — L. Cette
deuxiéme formule permet de vérifier exactement ce que ’on veut imposer : on ne peut avoir
d’emplacement commun & un arbre vérifiant P et & un arbre vérifiant P’

Pour le probléme des variables, il suffit de vérifier que ’assertion définissant le contexte P’
ne contient pas de variable libre modifiée par C. L’ensemble des variables modifiées par une
commande C est noté Modified(C).

Théoréme 2.2 (Propriété de fenétrage). Si l’on considére les commandes de la section 2./
a Uexception de la commande new,., la régle suivante est correcte si les arbres de ressources que
lon manipule ne contiennent pas de ressources a leur racine :

{(P* P) A (Sioer-((P A exists(z)) * (P’ A exists(x))) — L)}C{Q x P'}

{Pro{e}
x : fo(P)N Modified(C) =0

Preuve. Soit un triplet { P}C{Q}, on montre par induction structurelle sur C' que 'on a {(P x*
P A (Fioex-((P A exists(x)) x (P A exists(z))) — L)}C{Q * P'}.

- Cas disposej,E : Soit une configuration s, t telle que s,t =g (P* P YA (Fjoez. (P Aexists(x))*
(P" A exists(x))) — L). Par définition de x, il existe donc t1,t2 tels que s,t1 g P et
s,ty =g P'. Par hypothése, comme s,t; =g P, on a donc C, s,t1 ~ §',t] avec s,t] o Q.
De plus, par définition de newjq, t1([E],) est défini. De plus, comme on a s,t1|ty =y
Jiocx.((P A exists(z)) « (P’ A exists(x)) — L, t1 et to sont disjoints. ta([E],) n’est donc
pas défini. Comme new;,. n’affecte que cet emplacement, t5 n’est donc pas modifié par la
commande et on a donc &', ¢} |ta o @ * P'.

- Cas z := F : Cette commande ne modifie que la pile s et comme fv(P') N Modified(C) = 0,
on peut immédiatement conclure.
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- Cas z :=res(E) : Soit une configuration s, t telle que s,t g (P*P")A(Fjoex.((P Aexists(z))*
(P" A exists(x))) — L). Par définition de x, il existe donc t1,ty tels que s,t; o P
et s,ty o P’. Par hypothése, comme s,t; o P, on a donc s,t; o @, on a donc
C,s,t1 ~ &', t) avec s,t] =9 Q. De plus, par définition de z := res(E), t;([E],) est défini.
De plus, comme on a s,t1|te Eo Joct.((P Aexists(x)) « (P’ Nexists(x)) — L, t1 et to sont
disjoints. to([ E'] ) n’est donc pas défini. Le résultat de = := res(E) n’est donc pas modifié
par to et on a donc &', t|ta o Q * P'.

- Cas z := tree(F) : Similaire au cas z := res(FE).

- Cas update,es(E7, Eo) : Similaire au cas disposejo.E.
- Cas updateyrec(E1, Eo) : Similaire au cas disposejo.E.
- Cas add(E1, Es) : Similaire au cas disposejo.E.

- Cas C'; 0" : Soit une configuration s, t telle que s,t =g (P* P') A (Jjpex.((P Aexists(z))* (P A
exists(x))) — L). Par définition de *, il existe donc t1, to tels que s,t1 =g P et s,ty Eg P'.
Par hypothese d’induction, ¢ ne modifie pas le résultat des commandes CetC’ et il n’est
pas modifié par ses commandes. Donc si C';C”, s, t1 ~ &', t] alors s,t]|ta o P/ * Q.

O

On a introduit dans ce chapitre le modéle d’arbres partiel en expliquant les spécificités des
arbres de ressources et de Bl-Loc. On a également présenté un langage de manipulation pour ce
modeéle. La pertinence du modéle présenté repose maintenant sur deux aspects cruciaux.

Tout d’abord, le modeéle n’est pertinent que si I’on dispose d’outils pour vérifier les propriétés
que ’on énonce. Il s’agit donc de pouvoir décider si une configuration donnée d’une instance du
modéle vérifie certaine propriété. On doit pour cela étudier la décidabilité du model-checking pour
notre modéle. Ceci afin d’avoir une idée des fragments logiques pour lesquels la vérification de
propriétés logiques est décidable. De méme, le langage de manipulation que I'on propose définit
des pré-conditions d’une forme particuliére & I'aide d’axiomes arriéres. Les pré-conditions ainsi
exprimées peuvent alors avoir une forme différente des pré-conditions initialement établies pour
une configuration donnée. Il est donc important de pouvoir établir une relation de conséquence
entre les conditions, une conséquence logique indiquant qu’une formule en implique une autre.
Pour cela, il est indispensable de développer des outils de preuve pour la logique d’assertions.
Dans le chapitre suivant, on établit un premier pas dans cette direction en proposant une méthode
de recherche de preuves pour Bl-Loc propositionnelle. Ces aspects sont abordés dans le chapitre
3.

Ensuite, les ressources manipulées dans ce modéle étant trés abstraites, il est important de
montrer que le modéle peut étre instancié pour répondre & des problémes concrets. Ces aspects
seront abordés aux chapitres 4 et 5, oil 'on présentera les instances du modéle permettant de

raisonner sur les pointeurs, les permissions et les données semi-structurées comme les documents
XML.

52



Chapitre 3

Model-checking et recherche de preuves

On a présenté dans le chapitre précédent le modeéle d’arbres partiel et le langage de mani-
pulation des arbres de ressources issus de ce modéle. On propose maintenant d’étudier les outils
utiles pour raisonner sur ce modeéle. On se focalise dans ce chapitre sur les deux aspects centraux
que sont le model-checking et la recherche de preuves.

Le model-checking [12] consiste & définir si une instance donnée du modele vérifie une formule
de Bl-Loc. On propose dans ce chapitre d’étudier la décidabilité du model-checking dans Bl-Loc.
Il s’agit de déterminer des critéres suffisants pour pouvoir affirmer de maniére automatique si
une formule est vérifiée par une configuration donnée. C’est un point important dans la pers-
pective d’une utilisation de la logique pour la vérification de programmes car elle permet de
s’assurer qu’'une configuration vérifie bien une pré-condition nécessaire au bon déroulement d’un
programme.

On s’intéresse ensuite a la recherche de preuves dont le but est dans le contexte de cette thése
de vérifier la conséquence logique dans Bl-Loc. On propose pour cela une méthode des tableaux
pour Bl-Loc fondée sur celle proposée pour Bl par [47]. L’étude de la recherche de preuve permet
de proposer des méthodes efficaces pour établir le lien entre deux formules logiques, ce qui est
utile pour vérifier qu'une pré-condition d’un programme est la conséquence logique de la formule
correspondant & certaines propriétés d’une configuration donnée du modéle.

3.1 Satisfaction et validité par model-checking

La question posée par 1’étude de la décidabilité du model-checking est la suivante : peut-on
ou non déterminer automatiquement si un arbre de ressources ¢ donné satisfait une formule ¢,
ou si une formule ¢ est satisfaite par tous les arbres d'un modéle (ce qu’on nomme étre valide
pour ce modéle) ?

De nombreux autres travaux sur les logiques spatiales et de séparation ont été proposé afin de
décider de la décidabilité [23, 25, 35, 36] de cette logique ou de certains de ces fragments et des
problémes de complexité des fragments décidables [35, 36]. Dans ces logiques, il apparait que les
problémes de décidabilité sont principalement liés & 'interaction entre 'implication multiplica-
tive —k et les autres opérateurs logiques. En effet, la sémantique de 'opérateur — introduit une
quantification infinie puisqu’elle nécessite de vérifier la propriété pour tous les arbres vérifiant
la sous-partie gauche de la formule. Il est important de souligner que le role clé de I'opérateur
— dans cette étude avait déja été identifié comme le coeur du probléme dans la preuve de la
décidabilité de la logique Bl propositionnelle [49], méme si I'approche était différente dans ce
cadre.
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Bl-Loc et les modeéles d’arbres partiels doivent faire face aux méme problémes que ces autres
modeéles. Les problémes de complexité ne sont toutefois pas traités dans ce document et nous nous
focalisons uniquement sur les problémes de décidabilité. Tout d’abord, chaque modéle d’arbres
repose sur un modéle de ressources partiel. Nous devons déja nous assurer que pour ce modéle, la
décidabilité est possible. Ensuite, nous devons gérer les problémes spécifiques aux emplacements.
Toute la difficulté des résultats présentés ici est de combiner les arguments de décidabilité présents
dans les preuves pour les logiques de séparation et pour les logiques spatiales [23, 35].

Pour ce faire, nous commencons par nous intéresser aux modéles de monoide partiels, ce qui
permet de ne pas avoir a traiter le probléme de la gestion des emplacements. Pour cette structure,
nous proposons des conditions suffisantes pour assurer la décidabilité par model-checking de la
satisfaction et de la validité. Puis nous intégrons les emplacements en montrant comment le
nombre de chemins & considérer peut étre maitrisé.

3.1.1 Décidabilité de la validité dans Bl

L’étude de la décidabilité par model-checking de la validité pour Bl est un premier pas vers
la décidabilité de la validité pour Bl-Loc. Le probléme de I'infinité de modéles & vérifier introduit
par I'opérateur — n’est en effet pas directement lié aux arbres.

Nous commencons par définir les critéres d’'un monoide de ressources partiel bornable. Par
bornable, nous voulons exprimer le fait qu’il suffit de considérer un modéle fini pour recouvrir
les différents cas nécessaires pour vérifier une propriété sur un modéle donné.

Définition 3.1. Un modéle de ressources partiel (M, e, x,C) est dit bornable pour un ensemble
de proposition X3 si :

1. Ym € M.3n tel que Imq,...,m, € M telgue m T m1 X ... X m,, et il n’existe pas de
i € [1.n] tel que Im',m” € Mom; Tm/ xm”" ,m' £eetm” £e;

2. Pour tout o C i, 2, et tout entier n il existe une relation de congruence =, ,, tel que M/u
’ —o,n
est fini et ot Vm, m'.m =, m’ ssim =m' ou :

(a) Vp e X.(m =g p o m' =pp) et
(b) Vr,r' € M.(r Zopn r' et [mxr]) = (Im' xr']] et m xr =, mxm') et

(c) Ymi,...,mg. mEmy X ...mg(k <n)=3Imy,...,mi.m'Tml x...m et
Vi € [1.nm; =50 ml;

(d) simCe, m Ce.

Cette définition indique simplement que chaque ressource peut se décomposer en un en-
semble fini de ressources atomiques (non décomposables) et que, pour chaque sous-ensemble de
propositions, il existe une relation de congruence nous permettant de pouvoir nous ramener &
un ensemble de ressources fini. Cela n’implique en aucun cas que ’ensemble de ressources du
monoide doit étre fini.

Nous prouvons maintenant que pour toute formule de BI, il existe une classe d’équivalence
finie qu’il suffit d’utiliser pour vérifier la validité de cette formule. Soit une formule ¢ on appelle
o4 I'ensemble des formules atomiques présentes dans ¢. De plus nous définissons la taille de la
facon suivante :
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Définition 3.2 (Taille d’une formule de la logique Bl). La taille d’une formule de Bl est
définie inductivement par :

- 5(¢'x ") = s(¢) + 5(¢") - s(¢' A") =max(s(¢),s(¢")) - s(p) =1
- 5(¢/ ¢") = s(¢”) - 5(¢' v ¢") = max(s(¢), s(¢")) - s(T)=0
-s(I) =1 - 5(¢" = ¢") = max(s(¢'),5(¢")) - s(L)=0

La taille d’une formule détermine le nombre maximal de décompositions d’une ressource qu’il
est nécessaire de considérer pour vérifier si une formule ¢ est satisfaite ou non par une ressource
donnée. Notre but est de démontrer que pour vérifier la satisfaction d’une formule du type ¢—x1)
par une ressource ¢, il suffit de vérifier que m x m’ satisfait ¢ pour un sous-ensemble fini de
ressources m’.

Pour ce faire, nous commencons par démontrer les résultats suivants qui seront nécessaires
pour établir la décidabilité de la satisfaction pour BI.

Lemme 3.1 (Monotonie). Soit un modéle partiel bornable (M, e, x, C). Pour tout m,m’ € M,
pour tout entier n et n’ et pour tout 0,0’ C X, (m =5, m/, 0’ Coetn’ <n)=m =y, m

Preuve. On montre que les quatre conditions du point 2 de la définition 3.1 sont vérifiées :

Soit m,m/,n,n’, 0,0 tel que m =,,, m’, 0’ C o et n’ <n, on a bien :

(a) Comme onao’ C o, pour tout p € o', p € o, et donc pour tout p € o’.m =g p' = m' =g p/
d’apres le point 2a de la définition 3.1 appliquée & la relation de congruence = ,.

(b) La propriété de composition (point 2b) est immédiate puisque cela ne dépend ni de n ni
de o.

(c) La preuve du point 2c se fait par induction sur n. Pour n = 0, n’ = 0 et le point 2c est
trivialement vérifié. S’il existe mq,...,m; tels que m = mq X ... X my avec k < n/, par
hypothése d’induction, d’apres le point 2c de la définition 3.1, comme n’ < n,on a k <n
et on sait qu'il existe m’ = m/] x ... x mj tels que le point 2c est donc vérifié.

(d) Sim C e, comme m =, m/, on a bien m’ C e d’aprés le point 2d de la définition 3.1.

Donc d’aprés la définition 3.1, on a bien m =,/ ,» m/
O

Lemme 3.2. Soit un modéle partiel bornable (M, e, x,C). Soit m, mi,ma € M tels que m; X
Mo =41 ni4n, M alors il existe mf, mb, tels que m T m) x mb, my =y 5, my et mo =450, M.

Preuve. Comme on considére un monoide bornable, appelons 1 X ... X 7, la décomposition
en ressources atomiques de my et ri, 41 X ... X T, +k, la décomposition en ressources atomiques
de mg. On a donc 71 X ... Tk X Thi41 X oo Thy4hs =o' mi4ns M) X mb. Et donc, par le point 2c de
la définition 3.1, il existe ry,... 7}, 44, tel que m E 7y X ... X 7}, et pour tout i, r; =g o 1}

Comme r; =, o 7} et comme chaque 7; est une ressource atomique, 7; n’est donc pas décom-
posable et on a donc VYn.r; =, , ri.

Par conséquent d’apreés le point 2b de la définition 3.1, on a 7y X ... X7 Zor 7] X ... X rfﬂ
et 71 X X Ty Zrgy T X X r;ﬂ. Et on peut donc conclure. O

Lemme 3.3. Vm,m’.((m =, .5(6) m' et m =g @) = m' =g 0).
Preuve. Par induction sur le nombre d’opérateurs de la formule ¢, avec une analyse par cas :

- Cas p : Par définition de =, ;4), m [Fgp p ssim =g p.
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- Cas ¢ ¢/ : Supposons que m =g ¥ * ¢/, il existe mi,ma tel que my =g ¥ et my = ¢ et
m C my X mo. On a donc également my X my = p.5(0) m/. D’aprés le lemme 3.2, il existe
my x my T m' tels que m} = oy, s(¥)my et mh = o4, s(v)ms. Par hypothése d’induction,
on peut conclure.

- Cas I : Par définition : m =g I donc m C e et d’aprés ??, m’ C e.

- Cas 9y’ : Soit my tel que my =g ¥ et m x my g . Comme m =, (4 m/, d’aprés la
définition de Eops(¢)r OIL & M X M1 = () m’ x my. Par hypothése d’induction, on peut
conclure.

- Cas Y A9’ : Onam =g ¢ Ay done, par définition, m =g ¢ et m =g ¢ Comme m =, ((4)
m/, par hypothése d’induction, on a bien m' =g ¢ et m' =3 ¢’ et donc m/ =g i A9

- Cas T : On a nécessairement m = T et m' =g T.

- Cas ¢ Vo' : Onam =g ¢ V1)’ donc, par définition, m =g ¢ ou m =g . Comme m =, (4
m/, par hypothése d’induction, on a bien m' =g 9 ou m/ =g ¢, done m/ =g p V 4.

-Cas L : m =g L et m' = L ne sont jamais vérifiés.

-Cas ¢ — ¢/ : On am =g ¢ — ¢’ donc, par définition, si m f=q ¢ alors m j=q ¢'. Comme
m =, s ™', par hypothése d’induction, on a bien si m' =g ¢ alors m’ =g 9, donc
m' Ep Y — ¢

O

Corollaire 3.4. Pour toute ressource m et pour toute formule de la forme ¢, m |=gp ¢+
ssi Vm/ € M/g% o) tel que [m x w1, m xm/ =g .

Preuve. Le sens direct est immédiat puisque M /%0 y05(0) C M. Supposons maintenant que Vm/' €

M/gg(P ) el que [m x m/]1, on ait m x m' =g 9. Soit r € M tel que r =g 9. Il existe
r’ e M/ga¢ (o €l que " =, s(¢) T- D'aprés le lemme 3.3, on a 1’ =g ¢ et donc m x =y

~

De plus, par la définition 3.1, on a m x 7’ Epps(¢) M X T et donc, par le lemme 3.3, on a
m X r =g . O

Ce dernier corollaire nous indique que pour vérifier une formule du type -1, on peut
travailler sur un ensemble fini de ressources. On contréle ainsi ’explosion de cas qu’induit nor-
malement 'opérateur —«. Ce cas crucial étant maitrisé, nous pouvons donc maintenant établir
le résultat de décidabilité suivant :

Théoréme 3.1 (Satisfaction décidable dans BI). Soit un modéle partiel de ressources bor-
nable M = (M, x,e,C), pour toute formule de BI ¢ et toute ressource m € M, m =g ¢ est
décidable.

Preuve. Par induction structurelle sur la formule ¢ :
- Cas p : Immeédiat.

- Cas ¢ 1’ : Par définition de 3.1, il existe des ressources atomiques my1, ..., m, tels que m C
mi X ... X My, on a donc un nombre limité de décompositions de m a tester.

- Cas I : Immeédiat.

- Cas ¥ —1)' : D’apreés le corollaire 3.4, il suffit de vérifier si pour tout m’ € M/g%’sw), mxm' =g
'. Comme M /20 y50) est fini, par hypothése d’induction, on a un nombre fini de ressources
a tester.

o6



3.1. Satisfaction et validité par model-checking

- Cas ¥ A4’ : 1l suffit de vérifier que l'on a m =g 1 et m =g ¢’ Ce qui est décidable d’apres
hypothése d’induction.

- Cas T : Immédiat.

- Cas ¢ V¢’ : 1l suffit de vérifier que 'on a m =3 ¥ ou m =g 1", Ce qui est décidable d’apres
hypothése d’induction.

- Cas L : m [=p L n'est jamais vérifié.

- Cas ¢ — ¢’ : Il suffit de vérifier que sim =g ¢ — v alors m |=q 1'. Par hypothése d’induction,
ces deux problémes sont décidables.

O
La décidabilité de la validité est une conséquence immédiate de ce résultat :
Théoréme 3.2 (Validité décidable dans BI). Soit un monoide de ressource bornable M =
(M, x,e,C), pour toute formule de BI ¢, ’:/3‘3’( ¢ est décidable.
Preuve. Ce résultat est une conséquence immeédiate du théoréme 3.1 et du lemme 2.1. O

3.1.2 Décidabilité de la validité dans Bl-Loc

Pour étendre les résultats présentés ci-dessus & Bl-Loc, nous devons maitriser également la
taille des arbres que nous considérons. Nous devons donc trouver une solution pour restreindre
la largeur et la hauteur maximale des arbres que ’on doit manipuler. Etant donné qu'un chemin
méne 3 un emplacement unique, il suffit pour restreindre la largeur des arbres de restreindre
I’ensemble des noms d’emplacement que ’on peut utiliser. Pour la restriction de la taille, nous
utiliserons le méme procédé que précédemment avec les ressources : nous définirons pour chaque
formule une hauteur maximale des arbres qu’il est pertinent d’étudier.

Pour restreindre les noms d’emplacements, il est nécessaire que la partialité repose unique-
ment sur la décomposition des ressources. Dans cette optique, nous ne considérerons ici que les
monoides d’arbres partiels maximalement défini dont voici la définition :

Définition 3.3 (Monoide d’arbres partiel maximalement défini). Un monoide d’abres
partiel T = (T, (e,nil),|,C7)m,Locr, est maximalement défini si pour tout t,t' € T, t|t' est
indéfini ssi il existe un chemin L tel que t(L) = m, t'(L) =m’ et m x m' n’est pas défini.

Par la suite, nous utiliserons Locg pour désigner I’ensemble des emplacements présents dans
une formule de Bl-Loc ¢ et Loc; pour désigner ’ensemble des emplacements définis dans un arbre
t.

Lemme 3.5. Soit une formule ¢, un arbre de ressources ¢t appartenant & un monoide d’arbres
partiel maximalement défini et deux emplacements [,I’ ¢ Locy, t =g ¢, [t{! /11 t{{/v} < .

Preuve. Par induction selon la structure d’une formule ¢ :

-Casp: t =g pssit=(m,nil) et m =g pdonc t{!/p} =t et donc t{!/;} =5 p par le méme
raisonnement, si t{'/;/} =< p alors t = p.

-Cas Y x : t Expxy) ssiil existe t/,t” tels que t C ¢/|t", ¢/ =< 1 et t” =< 4'. Par hypothése
d'induction, ¢{!/v} ks et #'{/p} Ex 9. Bt comme t{'/p}t{/u}{'/u} ona t{ v} Fox

Y *1)’. Supposons maintenant que ’on ait t{'/;} =5 ¥ *1)’, par un raisonnement similaire,
on peut conclure que t =g ¢ * 9.
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-CasI:tlgI,tCr (e,nil) donc t{!/p} =t et donc t{!/y} =5 I. On obtient 'autre implica-
tion par le méme raisonnement.

- Cas v~y : (=)t Ex -/, donc Vt'.t' =g ), t’ x t =< 1)/ Par hypothése d’induction, on a
donc (¢ x t){!/y} =5 1 et par cette méme hypothése, on obtient ¢ x t{!/;} =z ¢’ d’ou
t{'/v} Ex vy
(<) t{'/v} = -y’ donc pour tout Vt'.t' =g 1, t' x t{!/y} =< ¢'. Par hypothése
d’induction, (¢’ xt){!/;} =« 9’ et on obtient donc par cette méme hypothése : (t' xt) =g 9’
et au final ¢ =< -,

-Cas AU tl=g Y A donc t =g 1 et t =g 1’ par Phypothése d’induction, t{!/y} =g 1 et
t{/1} =z ¢ et donc t{!/;} =< ¥ A1), On obtient I’autre implication par un raisonnement
similaire.

-Cas T:OnatksTett{!/p} =<T.

- Cas 1 V¢ : Le raisonnement est le méme que pour ¥ A 1)’
-Cas L: Onat =gl et t{'/y} =z L.

- Cas ¢ — 1/ : Le raisonnement est le méme que pour 1 A .

- Cas [I"]yp : Par définition, I” ¢ {I,I'}. Orsit =« [I”|1 alors, t T (nil, " — t") ou t” = 1. Donc
t' = (nil, 1" — t"{¥/y}) et par hypothése d’induction, "{¥/;} =z v, donc t' =5 [I"]3).

O

Ce lemme indique que si deux emplacements ne sont pas dans une formule alors on peut
remplacer un nom d’emplacement par 'autre sans altérer la satisfaction. Ainsi donc pour un
arbre t et une formule ¢, on peut remplacer tous les noms d’emplacements non présents dans
Locg par un seul nom d’emplacement.

Corollaire 3.6. Pour toute formule ¢ de Bl-Loc et tout arbre de ressources ¢ d’'un monoide
d’arbres partiels maximalement défini, il existe un arbre de ressources ' tel que Locy C Locy U

{l+} (avec lx ¢ Locy) et t =g ¢ ssi t’ =z ¢.

Preuve. Soit une formule 1) et un arbre de ressources t. On pose Loc’ = {ly,...,l,} = Loc; —
Locg. Alors, on remplace dans t chaque emplacement de Loc’ par [,. D’aprés le lemme 3.5,

t =g ¢ ssi t{! /i, ... }H{" /i, } Ex ¢. Or si on pose t' = t{/;,}{...}{!=/;.}, on a bien en plus
Locy = Locg U {l}. O

Ensuite nous définissons la taille d’'un arbre t et d’une formule ¢. La taille d’'un arbre est
donné par la définition usuelle et la taille d’une formule de Bl-Loc est donnée par la définition
suivante :

Définition 3.4 (Hauteur d’une formule). La hauteur h(¢) d’une formule ¢ est définie ré-
cursivement de la fagon suivante :

- h(p) =1; - h(¢' x ¢") = max(h(¢), h(¢")) ;

- h(I) =1; - h(¢'¢") = h(¢") ;

- W(T) =0; - (@' A ") = maz(h(¢'), h(¢")) ;
- h(L)=0; - (@' v ¢") = max(h(¢'), h(¢")) ;
-h([l]¢) =1+ h(¢); - h(¢" — ¢") =max(h(¢'), h(¢")) ;
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La taille d’une formule correspond & la taille maximale des arbres qu’il est nécessaire de
considérer pour vérifier si une formule donnée est valide ou non. L’idée est de considérer qu'une
formule donnée ne vérifie pas le contenu des noeuds situés au deld d’une hauteur donnée. On
peut donc restreindre la hauteur de ’arbre & considérer pour vérifier qu’il satisfait une formule
donnée. On commence donc par définir la restriction d’un arbre a une hauteur donnée.

Définition 3.5. La restriction d’un arbre t a une hauteur h, notée ty, est telle que pour tout
chemin ly,... l,, on a :

- th(ll,...,ln) :t(ll,...Jn) sin < h,’

—tp(ly,...0y) = (rynal) si Ir € Mt € Taspoet(ly, ... 1) = (r,t') et n=h;

— tp(l1,...,1l,) nest pas défini si n > h.

On montre alors que pour une formule donnée, la restriction d’un arbre & la hauteur de cette
formule se comporte comme cette formule.

Lemme 3.7. Pour toute formule ¢ et tout arbre de ressources ¢, t [=x ¢ ssi t(¢) =5 ¢

Preuve. Le cas crucial est évidemment celui ot A(t) > h(¢). Dans ce cas la, nous prouvons par
induction structurelle sur ¢ que tj,(4) =g ¢ ssi ) Fx -

- Cas p: t =« p uniquement si t = (m,nil) avec m € M et m =< p or, comme h(p) = 1 et
h(t) > h(¢) on a t # (m,nil) et également 5,y # (m,nil) Donc t =g p et ty,) Fs p-

- Cas ¢ x ¢’ : Pour tout ¢’ et t” tels que ¢t C ¢'|t”. On pose t; = t/h(w*d/) et ty = tlfi(w*w')' t1to
est défini puisque ¢'|t” est défini. De méme, il est clair que t;L(w) = 1, €f t%(u)') =12, 4)-
Donc par ’hypothése d’induction, on a t' =5 v ssi t;L(w) E< ¢ ssi t; Ex ¢ (idem pour t”
et t2). Ainsi, on a pour tout t',t”, t|t” < 1 * 9 ssi t1|ta =g 1 * ' et on peut conclure.

-Cas [ : t =g p uniquement si ¢t = (m,nil) avec m € M et e T m. Or comme h(I) = 1,
th(ry = (m,nil) ssi t = (m,nil). Donc t =g p ssi typ,) Fx -

- Cas ¥—1)' : Pour tout t’, par hypothese d’induction, |t < ¢ ssi (¢'|t)n (V') Ex ¢'. Et par
'hypothése d’induction également, (') Fx ¢ ssi t'|tyy) FEx ¢ t Fg =1 ssi
thw) Fx Y-+’ et comme h(y') = h(p—1)’), on peut conclure.

-Cas Yy ANY 1 tEEx A ssit =g ) et t =g 9. Par hypothése d’induction, ¢ =« ¢ (resp. t Ex
V') ssi ty(y) Fx et tyy) Fg 1. Par la méme hypothese d’induction ¢y, (h () h(w)) F3 ¢
(reSP. tmaz(h(w)h(y)) FT V') 88 thy) Fx P (resp. thy Fx ).

-Cas T:OnatkgTet th(T) Ex T.

- Cas ¢ V' : Idem au cas 1) * 1.

-Cas L: Onat =gl et ty) =zl

- Cas ¢ — 4 : Idem au cas ¥ A/.

O

Nous avons vu précédemment comment borner les ressources & considérer sans prendre en
compte les emplacements et comment nous pouvions borner I’ensemble des noms et la hauteur
des arbres a prendre en compte. En limitant I’ensemble des noms, nous avons de ce fait limiter la
largeur de nos arbres, puisque deux fréres ne peuvent correspondre au méme nom d’emplacement.
Tous ces résultats nous permettent d’établir la décidabilité de la satisfaction pour Bl-Loc :
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Théoréme 3.3 (Satisfaction décidable dans BI-Loc). Soit un modéle d’arbres partiel T =
(T, (e,nil),|,Cr, Ex) M.Loc 0 (T, (e,nil),|,Cr) est un monoide d’arbres partiel mazimalement
défini et ou M est un monoide partiel bornable. Soit t € T et ¢ une formule de Bl-Loc, t =< ¢
est décidable.

Preuve. On s’assure pour chaque régle qu’il suffit d’un nombre fini de vérifications pour s’assurer
de la satisfaction de la formule. De ce point de vue, les deux régles posant le plus de problémes
sont dans ’ordre celles de * et —.

- Cas * : Supposons que 'on doive vérifier si t =« ¢ * ¢’ est satisfait. Nous devons donc vérifier
que parmi toutes les décompositions de ¢ en deux sous-arbres t’ et ¢ il y en a au moins une
telle que ' =5 ¢ and t” =5 ¢'. Or comme les arbres contiennent des ressources appartenant
4 un monoide de ressources bornable, il existe un nombre fini de décompositions de ¢.

- Cas — : Supposons que ’on doive vérifier si t =g ¢ * ¢’ est satisfait. Nous devons donc vérifier
que pour tout t’ tels que t' Ex ¢, t|t' = ¢'. Le probléme ici est qu’il peut y avoir une
infinité d’arbres vérifiant ¢. Cependant, d’aprés le lemme 3.7, on sait que tout arbre tel que
h(t) > h(¢p—¢') se comporte comme sa restriction a la hauteur h(¢—x¢’). Par conséquent il
suffit pour vérifier si pour tout ¢’ tel que h(t') < h(¢p—¢’) et tel que t’ =5 ¢ alors t|t' = ¢'.
On limite ensuite les noms d’emplacement des arbres & considérer grace au lemme 3.5.
Enfin, on limite le nombre de ressources dans chaque nceud grace au théoréme 3.1.

O
Par conséquent, nous pouvons donc affirmer que la validité de BI-Loc est décidable :

Théoréme 3.4 (Validité décidable dans BI-Loc). Soit un modéle d’arbres partiel T =
(T, (e,nil), |, 7, Ex) M,Loc 0 (T, (e,nil),|,C7) est un monoide d’arbres partiel mazimalement
défini et o M est un monoide partiel bornable. Soit ¢ une formule de Bl-Loc, t =< ¢ est
décidable.

Preuve. C’est une conséquence directe du théoréme 3.3 et du lemme 2.1. ]

3.1.3 Etude de la décidabilité pour Bl-Locy

L’introduction des quantificateurs a nécessairement une conséquence sur les résultats de dé-
cidabilité de Bl-Loc. La situation est alors similaire & celle étudiée par Charatonik et al. dans
la logique des ambients [35] ou encore & celle de la logique des pointeurs étudiée par Calcagno
et al. dans [25]. Dans leur travaux, ils soulignent les problémes posés par la cohabitation des
quantificateurs avec 'implication multiplicative —«. Nous montrons ici que cette méme cause
provoque les mémes difficultés dans Bl-Loc.

Commengons par mettre & part ce probléme en considérant I’ensemble des formules qui ne
contiennent pas l'opérateur —. Nous proposons pour cela une procédure de model-checking
permettant de vérifier la satisfaction. Nous montrons ensuite que cette procédure termine.

Définition 3.6 (Procédure de décision pour Bl-Locy sans —). Soit un arbre t et une
formule ¢ ne comportant pas l'opérateur —, Check(t, ) est alors défini récursivement comme
suit :

— Check(t,p) = vrai si t = (m,nil) et m =< p, faux sinon;
— Check(t, ) %)) = \/t1|t2Et(C’heck(t1,1/J) A Check(ta, 1)) ;
— Check(t,I) = vrai si t = (m,nil) et e T m, faux sinon;
— Check(t, v N'") = Check(t, ) N Check(t, ")
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- Check(t, T) = vrai;
~ Check(t,p V) = C’heck(t, @) V Check(t, ) ;
~ Check(t, L) = faux
— Check(t,v» — ¢') = ~Check(t, ) V Check(t, ') ;
t,[)Y) = vrai sit = (m,l—t') et Check(t',v), faux sinon;

— Check(t, Jiocr.)) = Vle{lo}uLo%uLoct Check(t,{'/,}) (avec ly € Loc — (Locy U Locy)) ;
- Check(t,Yiocx.)) = /\le{lo}uLo%uLoct Check(t,{'/+}) (avec ly € Loc — (Locy, U Locy)) ;
= Check(t, Fpan X 1) = V Le Reachable(t,p) Check(t,v{"/x})" ;
~ Check(t,Ypatn X0) = AL Reachavie(t.s) Check(t, " /x})*.

(
(
(
(
~ Check(
(t,
(t,
(t,
(t,

* : Reachable(t,v) définit l'ensemble des chemins ly,...1, tels que n < h(v)) et
l; € lyU Locy U Locy ou ly € L — (fn(p) U fn(P))

Dans cette définition, \/t1|t2gt P(t1,ta) correspond a la disjonction des propositions P(t1,t2)
pour tous les couples tq,to tels que t1|ty C t.

De méme, les notations \/ . P(x) et N\ cp P(x) représentent respectivement la disjonction
et la conjonction des propositions P(x) ot x prend toutes les valeurs présentes en E.

Lemme 3.8. Soit un modeéle d’arbres partiel 7 = (T, (e, nil), |, C1)m,Loc 00 (T (e,nil),|,Cr)
est un monoide d’arbres partiel maximalement défini et o M est un monoide partiel bornable.
Soit t € T et ¢ une formule de Bl-Locy. Si ¢ ne contient pas 'opérateur —, Check(t,¢) termine.

Preuve. Par induction structurelle sur ¢ :

Check(t,p) = vrai est immeédiat, donc Check(t,p) termine.

Check(t,1 x ¢") comme M est un monoide partiel bornable, il existe un nombre de dé-
compositions fini de ¢. Donc il existe un nombre fini de ¢ et ty tels que t1|te C ¢. Donc
par hypothése d’induction, I’évaluation de \/t1|t2g(Check(t1,zp) A Check(ta,1'")) termine
et donc Check(t,) *1') termine.

Check(t,I) est immédiat, donc C'heck(t,I) termine.

Check(t, @ZJ AY") = Check(t, ) A Check(t,1'). Par hypothese d’induction, Check(t, ) et
Check(t,y)") terminent, donc Check(t,® A ') termine.

Check(t, T) est immeédiat, donc Check(t, T) termine.

Check(t, qﬁ V1)) = Check(t,¢) V Check(t,1). Par hypothése d’induction, Check(t,v) et
Check(t, ') terminent, donc Check(t, V 9)') termine.

Check(t, L) est immeédiat, donc Check(t, L) termine.

Check(t,p — ") = =Check(t, 1) V Check(t,)"). Par hypothése d’induction, C'heck(t, )
et Check(t, ') terminent, donc Check(t,1) — 1) termine.

Check(t, [l]t)) = vrai si t = (m,l — t') et Check(t',1), faux sinon. Par hypothése d’in-
duction, Check(t',1) termine donc Check(t,[l]i)) termine.

Check(t, Jjpcx1)) = Vle{lo}uLo%uLoct Check(t,{!/}) (avec ly € Loc — (Locy U Locy)).
Comme Loc,, U Loc; est fini, on doit évaluer Check(t,{'/,} pour un ensemble fini de va-
leurs de [. Comme par hypothése d’induction, Check(t,{'/,}) termine, Check(t, Jjpex.1))
termine.

Check(t,Vpex1)) = /\lE{ZO}ULochLOCt Check(t,{!/.}) (avec ly € Loc — (Locy U Locy)).
Comme Locy, U Locy est fini, on doit évaluer Check(t,9{'/,}) pour un ensemble fini de va-
leurs de I. Comme par hypothése d’induction, Check(t,¢{'/,}) termine, Check(t, Vjoex.1))
termine.
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— Check(t, 3patn X 1) =V Le Reachavie(t,p) Check(t, Y{L/x})*. Comme Loc, U Loc; est fini, et
que h(1)) est fini, ’ensemble des chemins de taille n tels constitués a partir de ’ensemble
{lo} U Locy, U Locy est lui aussi fini. Comme par hypothése d’induction, Check(t, {*/x})
termine, C'heck(t, 3pqn X 1)) termine également.

— Check(t, Vpatn X-¥) = ALe Reachabie(t,) Check(t, Y{L'/x})*. Comme LocyU Loc; est fini, et
que h(1)) est fini, I’ensemble des chemins de taille n tels constitués a partir de ’ensemble
{lo} U Locy U Locy est lui aussi fini. Comme par hypothése d’induction, Check(t, ¥{¥/x})
termine, C'heck(t,Vpqn X.4)) termine.

]

Pour démontrer la décidabilité de ce fragment, nous avons également besoin de démontrer
les lemmes de substitution suivants :

Lemme 3.9 (Substitution de noms d’emplacement). Soit une formule ¢ de Bl-Locy ne
comportant pas d’opérateur —, un arbre de ressources t et deux emplacements [,1’ ¢ Loc;. Alors

teg¢ssit =g o{'/v}

Preuve. Par induction sur la structure de ¢. Le cas le plus difficile est celui oit ¢ = [I']s). Dans
ce cas, comme [,l' ¢ Loc; on ani t = ']y, ni t Ex [I|1). d

Lemme 3.10 (Substitution de chemins). Soit une formule ¢ de Bl-Locy ne comportant pas
d’opérateur —, un arbre de ressources t et un chemin L tels que h(L) = h(t) + 1. Alors t =3 ¢
ssi pour tout chemin L', t =5 ¢{"/1.1/}

Preuve. Le cas ou L : L' n’appartient pas & ¢ est trivial puisque ¢ = ¢{*/r.1/}.

Dans le cas contraire, on fait la preuve par induction sur ¢. Le cas de base est le plus complexe,
il s’agit de celui ou t =5 [L : L'|Y. Quelque soit la formule v, on ne peut pas avoir ¢ =« [L, L'y
ni ¢t =« [L]i. En effet, comme h(t) < h(L) et h(t) < h(L : L"), t(L) et t(L : L") n’existent pas
donc il n’existe pas de ¢’ tel que t = [L : L'|t’ (respectivement t = [L|t') et t' =5 9.

Les autres cas se traitent trivialement en décomposant la formule et en utilisant les hypothéses
d’induction. O

On peut enfin démontrer la décidabilité de ce fragment de Bl-Locy.

Théoréme 3.5 (Décidabilité de la satisfaction dans Bl-Locy sans —). Soit un modéle
d’arbres partiel T = (T, (e,nil),|,Cr, E<x) M Loc 00 (T, (e,nil),|,Cr) est un monoide d’arbres
partiel mazimalement défini et ot M est un monoide partiel bornable. Soit t € T et ¢ une

formule de Bl-Locy. Si ¢ ne contient pas 'opérateur —, t |=x ¢ est décidable et on a t =< ¢ ssi
Check(t, ¢).

Preuve. Nous avons montré dans le lemme 3.8 que la procédure C'heck termine. Donc par consé-
quent il suffit de montrer que ¢t =« ¢ ssi Check(t, ¢).
La preuve se fait par induction structurelle sur ¢ :

- Cas p : Check(t,p) = vrai ssi t = (m,nil) et m =5 p donc par définition, ssi ¢ =< p.
- Cas Y x 1) : Check(t, ) x¢') = \/t1|tzgt(0hecl<:(t1,1,b) A Check(ta,")). Donc par définition,

Check(t,*1)") = vrai ssi il existe t1 et to tels que t1|to T t, Check(t1, 1)) et Check(ta, ).
Par hypothése d’induction, ceci est vrai ssi t1 =g v et to =< ¢ donc ssi t =g x /.

- Cas I : Check(t,p) = vrai ssi t = (m,nil) et e = m donc par définition, ssi t =« I.
- Cas T : Check(t, T) = vrai toujours, donc par définition, ssi ¢t =« T.
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- Cas ¥ AN = Check(t, ) AN') = vrai ssi Check(t, ) et Check(t,") donc par hypotheése d’in-
duction, ssi t =g 9 et t =g 9, done ssit g A Y.

- Cas L : Check(t, L) = vrai jamais, donc par définition, ssi ¢t =< L.

- Cas ¢ — ' : Check(t,"» — ') = vrai ssi non Check(t, 1)) ou Check(t, ') donc par hypothése
d’induction, ssi non t =5 ¢ ou t =g ¢, donc ssi ¢t =g ¢ — .

- Cas [l]yp : Check(t,[l])) = vrai ssit = (e,l — t') et Check(t',1)), donc par hypothése d’induc-
tion, ssi t = (e,l — t') et t’ =< 1, donc ssi t =« [I]1).

- Cas Jjpew.t) : Check(t, Jpex.1p) = vraissiil existe | € {lg}ULocyULocy tel que Check(t,{'/.})
(avec lg € Loc — (Locy U Locy)), donc par hypothése d’induction, ssi il existe [ € {lp} U
Locy U Locy tel que t =g ¢{'/,}. Il reste & montrer qu'il existe un tel [ ssi il existe un
I' € Loc tels que t =5 ¥{'/,}. Soit un tel I’ prenons le cas ot I’ & {lo} U Locy, U Loct, dans
ce cas et par le lemme 3.9, on a également t =« {0/, }.

- Cas Vjpex.tp : Check(t, Jjpcx.0) = vraissi VI € {lo}ULocyULoct tel que Check(t, v{'/,}) (avec
lo € Loc—(LocyULocy)), done par hypothése d’induction, ssi il existe I € {lp}ULocy U Locy
tel que ¢ =g ¥{'/,}. Il reste & montrer que ¢t =5 ¥{!/,} pour tout I € {ly} U Loc, U Loc;
ssi t =g {!/.} pour tout I € Loc. Sil € {lp} U Locy U Loc; sinon, comme [ ¢ Loct, par le
lemme 3.9, on a également ¢ =5 ¥{"/,}{'/1,} donc t =« ¥{!/,}.

- Cas JpunX.4p : Check(t, Jjocx.1)) = vrai ssi il existe un chemin L € Reachable(t,) tel que
Check(t,){¥/x}), donc par hypothése d’induction, ssi il existe L € Reachable(t,)) tel
que t =5 {¥/x}. Il reste & montrer qu'il existe un tel L ssi il existe un L € Loc* tels
que t =g ¥{/x}. Soit un tel L, prenons le cas out L ¢ Reachable(t,)). dans ce cas,
on pose L; le sous-chemin de taille h(t) de L. D’aprés le lemme 3.10, t =g {¥/x} ssi
t =g w{¥/x}{"*/L}. Ensuite, on nomme [1,...,I; 'ensemble des emplacements de L qui
ne sont pas dans {lo} U Locy U Loc;. D’aprés le lemme 3.9 t =< {Lt/x P/, } ... {/, }.
Par définition Li{"/;,}...{%/; } € Reachable(t,v)) et nous pouvons conclure.

- Cas Vpun X1b : Check(t, Vipex.1)) = vrai ssipour tout L € Reachable(t, 1)), Check(t,v{L/x}),
donc par hypothése d’induction, ssi pour tout L € Reachable(t, ), t =« {¥/x}. Tl reste
que ceci est vrai ssi pour tout L € Loc* tels que ¢ =5 1/{’/x}. Soit un tel L, détaillons le cas
ou L ¢ Reachable(t,v). Dans ce cas, on pose L; le sous-chemin de taille h(t) de L. D’apres
le lemme 3.10, ¢t =5 {¥/x} ssi t =g {¥/x}{¥/r}. On nomme [y,...,I; I'ensemble des
emplacements de L qui ne sont pas dans {lo} U Locy, U Loc;. D’aprés le lemme 3.9 on a
t Ex v{/x "/, }...{"/,,}. Par définition, Li{"/;,}...{%/,,} € Reachable(t,?) et

nous pouvons conclure.

O

3.1.4 Indécidabilité de Bl-Locy

Nous montrons ici que méme sans prendre en compte —, la validité pour un modéle donné
de Bl-Locy est indécidable. De plus, par la relation entre satisfaction et validité établie dans le
lemme 2.1, nous indique que si la validité est indécidable pour ce fragment, la satisfaction est
indécidable pour ce fragment et —x. La preuve de l'indécidabilité de la validité repose sur le
résultat d’indécidabilité suivant :

Théoréme 3.6 (Trakhtenbrot [83]). Méme si une signature consiste uniquement en une
relation binaire, on ne peut pas décider si une formule close du premiére ordre ¢ construite
sur cette signature admet un modéle fini.
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La preuve de 'indécidabilité de la validité dans Bl-Locy consiste & réduire le probléme ci-
dessus & celui du test de validité. Pour établir le lien entre les deux problémes, nous commencgons
par associer a chaque formule logique ¢ du premier ordre, reposant sur une unique relation bi-
naire R, une formule [¢] , de Bl-Locy. Selon le schéma suivant :

[V &' ro =[6]roV 1] ro;
[6 A po =[] po A [¢ ]]FO’
~[¢— 'ro=[8]ro = [¢']ro;
[l 7o = [¢] po — L
[B2.¢] po = 3locl"(([d][f'«“]f * T) A [] ro)s
[R(z1,22)] po = [r][z1][we] L * T.

I’emplacement d sert & regrouper tous les éléments du domaine fini D. Tout élément de D
est représenté par un emplacement sous ’emplacement d et de représenter la relation R(z1,z2)
par le chemin r,l,ls. Le point crucial de notre démonstration est donné par le lemme suivant :

Lemme 3.11. Soit une formule du premier ordre ¢, < [¢] — L est vérifié ssi il existe un
modéle fini de ¢.

Preuve. Pour prouver ce lemme, nous définissons une relation ~»... entre S, une structure non
vide et finie pour la signature {R} (ou R est une relation binaire sur l’ensemble fini D) et un
arbre de ressources t.
Nous avons S ~ypee t S8 :
1. a € D ssi il existe t’ tel que t = t'|(e,d — (e,a — (e, nil)));
2. Siaj,az € D, R(ay,as) € S, ssiil existe t' tel quet = t'|(e,r — (e,a1 — (e, a2 — (e, nil)))).
Soit une formule close du premier ordre ¢ et une structure S, on montre par induction

structurelle sur ¢ que S |= ¢ ssi pour t tel que S ~yee t, t =g [¢] po- Seuls les cas les plus
significatifs sont donnés ici :

- Cas R(a1,a3) :

1. S E R(aq,a9) donc par définition, R(a1,az) € S donc il existe t’ tel que t = t'|(e, r —
(e;a1 +— (e,az — (e,nil)))) donc t =g [r][z1][z2]] * T, donc ¢ =g [R(a1,a2)] po;
2. t Ex [R(a1,a2)] po donc t =g [r][z1][z2]] * T. Par définition, on a ¢t T /[t” tels que
t Ex [r][z1][z2]] et " =5 T. Donc par définition, R(a,as) € S et S = R(a1,as).
- Cas Jx. :

1. § & Jz.¢ donc par définition il existe a € D tel que S = ¥{?*/, }. Donc par définition,
il existe ¢’ tel que t = t'|(e,d — (e,a — (e,nil))) et donc ¢t =5 [d][a]l * T. Par
hypothése d’induction, on a également t =5 [¢{*/;}] po- Donc t =g ([d][a]l x T) A
[4%/2}] o ot par conséauent ¢ < 3. ((d]fzl] * T) A [6] o)

2. t =g [3x4)] po, donc par définition, t = Jx.(([d][z]] * T) A [%] o), donc, il existe a
tel que ¢t =g [d][a]ll * T et t =5 [¢¥{*/2}] po)- Par définition, comme t =< [d][a]] * T,
il existe t' tel que t = t'|(e,d — (e,a — (e,nil))) et donc, a € D. De méme, par
hypothése d’induction, comme ¢ =< [¥{*/.}] o), on a: S = ¥{*/,}). Donc, S =
Jx.p.
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-Casy Vi :
SEYVY ssiS = 1ouS =1 Dapres 'hypotheése d’induction, S = ¢ ssit =z [¥] po-
De méme, S |= ¢’ ssi t = [¢'] po- Donc, on a bien S =9 V' ssit =< [¢ V'] po-

O
Nous pouvons alors établir le résultat d’indécidabilité suivant :

Théoréme 3.7 (Indécidabilité de la validité dans Bl-LocV, sans —x). Soit un modéle
d’arbre partiel T = (T, (e,nil),|,Cr, =) M Loc 00 (T, (e,nil),|,Cr) est un monoide d’arbres
partiel mazimalement défini et o M est un monoide partiel bornable. On ne peut décider de la
validité d’une formule ¢ de Bl-Locy sans — pour ce modéle.

Preuve. Conséquence directe du lemme 3.11. O

De plus, par le lien entre satisfaction et validité, 'indécidabilité de la satisfaction pour Bl-Locy
est un corollaire du théoréme précédent :

Théoréme 3.8 (Indécidabilité de la satisfaction dans Bl-Locy). Soit un modéle d’arbre
partiel T = (T, (e,nil),|,C7, Ex) m,Loc 04 (T, (e,nil),|,Cr) est un monoide d’arbres partiel
mazximalement défini et ot M est un monoide partiel bornable. . On ne peut décider de la satis-
faction d’une formule ¢ de Bl-Locy par un arbre t € T.

Preuve. Conséquence directe du théoréme 3.7 et du lemme 2.1. U

3.2 Preuves et tableaux sémantiques dans Bl-Loc

Dans ce chapitre, on propose 1’élaboration d’une méthode de recherche de preuves basée sur
la méthode des tableaux [9, 42]. D’autres méthodes, comme celle des connexions [46, 68] ou des
réseaux de preuves [8, 11| auraient pu étre considérées mais elles ne sont pas abordées dans cette
thése. Bl-Loc étant une logique dont le noyau est la logique Bl [76, 79], il semble naturel de
s’inspirer de la méthode de preuves par tableaux sémantiques réalisés pour cette logique (TBI)
[45, 49, 72]. Le principe de cette méthode est de chercher & prouver une formule en montrant
qu’il n’est pas possible de construire un contre-modéle respectant la sémantique. Par conséquent,
on aboutit soit & une preuve d’une formule, soit a ’expression d’un contre-modeéle indiquant
pourquoi une formule donnée est non prouvable, ce qui permet d’analyser pourquoi une formule
est fausse. Dans le cadre de la preuve de programmes, exposée au chapitre précédent, il s’agit de
montrer par exemple qu’'une assertion n’en implique pas une autre.

La principale difficulté de cette méthode est de capturer la sémantique lors de la décom-
position en tableaux. Il faut en effet s’assurer qu’une formule est vraie ou fausse relativement
4 un arbre de ressources donnée. Pour cela, on définit un systéme de labels proche de celui
utilisé pour BI [45, 49, 72|, dans esprit des « Labelled Deductive System » [40, 43]. Les labels per-
mettent de guider la recherche de preuves en représentant les contraintes sémantiques inhérentes
& la décomposition des formules.

On commence donc par présenter les labels et les contraintes sémantiques sur ces labels. La
forme de nos labels est différente de la forme usuelle des systémes déductifs avec labels car ils
doivent permettre de représenter la notion d’emplacement. On établit ensuite la relation entre
contraintes et labels d'une part et arbres de ressources d’autre part, en introduisant notamment
la structure des graphes d’arbres de ressources. Puis, on présente le systéme des tableaux TBI-Loc
pour la logique Bl-Loc. On introduit tout d’abord les régles de décomposition et les critéres de
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cloture des tableaux déterminant la prouvabilité dans Bl-Loc. Aprés quelques exemples illustrant
le systéme de preuves et quelques spécificités de Bl-Loc, on montre que ce systéme de preuves
est correct et complet. On explique ensuite au travers d’un exemple comment construire un
contre-modele en cas de non-prouvabilité et on termine en donnant des arguments pour établir
la terminaison de TBI-Loc et donc la décidabilité de Bl-Loc (propositionnelle).

Contrairement a TBI [45, 49, 72|, quand la construction compléte d’un tableau ne permet
pas d’affirmer que la formule est prouvable, on ne peut pas toujours trouver directement un
contre-modele a ’aide des contraintes générées. Celles-ci peuvent étre trop fortes pour construire
ce contre-modéle ou trop faibles pour le définir précisément. Dans le premier cas, la formule est
prouvable méme si le tableau n’est pas clos. Dans le second cas, on doit vérifier que 'on peut
construire un contre-modéle vérifiant les contraintes déja générées.

3.3 Un systéme déductif avec labels

Les récents travaux sur la recherche de preuves dans Bl [72] ont permis de mettre en évidence
comment l'utilisation de labels et de contraintes pouvait guider la recherche de preuves et la
construction de contre-modéles & travers une méthode des tableaux pour Bl (TBI) [49]. Les
travaux réalisés proposent une méthodologie générale de la recherche de preuves dans les logiques
de ressources. Cette méthodologie et sa mise en ceuvre pour Bl propositionnelle est un point de
départ trés intéressant pour étudier la recherche de preuve dans Bl-Loc. En effet, comme nous
I’avons vu précédemment pour le probléme du model-checking, les raisonnements pour Bl-Loc
utilisent les bases posées pour BI.

Si les travaux proposés pour Bl constituent donc une base indispensable, il reste toutefois a y
intégrer tous les problémes liés a la représentation de ’espace. Par conséquent, la solution la plus
adaptée consiste a inclure & la méthodologie générale proposée avec TBI la notion d’emplacement
afin d’obtenir une méthodologie générale non seulement pour les logiques de ressources mais
également pour les logiques avec emplacements.

Dans TBI, les contraintes et les labels capturent la relation de conséquence sémantique induite
par la décomposition des formules. Par conséquent, les labels sont fortement liés aux ressources.
L’adaptation aux arbres de ressources a donc nécessité d’intégrer aux labels la notion d’empla-
cement.

Les contraintes et les labels permettent de guider la construction d’un monoide d’arbres par-
tiel. On explique ici quelles sont les conditions nécessaires pour pouvoir complétement déterminer
ce monoide et le construire.

3.3.1 Labels localisés

Les labels que nous utilisons pour Bl-Loc incluent des emplacements pour prendre en compte
la dimension spatiale de la recherche de preuves. Nous appelons ces labels des labels localisés. Le
langage de labels localisés que nous utilisons contient donc les symboles suivants :

— l'unité 1;
un ensemble dénombrable C de symboles de constantes c, cg, c1, .. . ;

I’ensemble dénombrable Loc d’emplacements [, [y, 11, ... ;
— la fonction unaire d’enracinement [-];

— la fonction binaire de composition X ;

— l'opérateur de marquage x;

— la relation d’ordre binaire <.
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La fonction d’enracinement permet d’indiquer qu’un label est & un emplacement donné.

Définition 3.7 (Contraintes et labels localisés). £y = {1} UC est l’ensemble des labels
atomiques. L’ensemble des labels localisés, noté L est le plus petit ensemble qui est clos par
composition et par enracinement, on a donc :

1. Ly CL;
2. Ve,ye LixxyeL;
3. Yz € Loc,Vy € L, [z]y € L.

Une contrainte entre deuz labels est une expression de la forme x < y. Un label est dit pur
s’il me contient pas de modalité d’emplacement. Un label marqué est une ezpression de la forme
x* ol T est pur.

Dans la suite de ce chapitre, nous établissons la relation entre les arbres de ressources. Lors de
I’établissement de cette relation, certains labels doivent correspondre & des arbres de ressources
alors que d’autres correspondent uniquement & des ressources. Le marquage d’un label permet
d’indiquer que l’on est certain que le label en question corresponde & une ressource. Les régles
de construction des tableaux montrent comment et pourquoi ce marquage est nécessaire.

L’ensemble des contraintes entre les labels {x <y / z,y € L} est noté K, ’ensemble des
labels marqués {z* / x € L et = est pur} est noté M.

Six <y,y <z e K, on le notera plus concisement : x = y € K. De méme, pour alléger les
notations ultérieures, on notera x ~ y quand on a indifféremment z < y ou y < z. L’ensemble
des labels, des labels marqués et des contraintes qui leur sont associées LUMUK est noté LMK.

Pour un sous-ensemble X C LMK (que 'on désignera par abus de langage et pour simplifier
un ensemble de labels et de contraintes, alors qu’il contient également des labels marqués), on
désignera par L£(X) 'ensemble {x / z € X et € L} des labels de X. Nous nommerons cet
ensemble le domaine de X. De méme, C(X) désigne ’ensemble des constantes de X, IC(X)
I’ensemble des contraintes de X et M(X) I’ensemble des labels marqués de X.

Pour ne pas surcharger les notations, si x et y sont des labels, on écrira simplement z* xy € X
pour indiquer que x Xy € X et que * € X. La fonction de composition x est soumise aux régles
suivantes :

- Associativité : © X (y x z) = (x X y) X z;
- Commutativité : z X y =y X x;

- Neutralité : 1 x x = x;

- Fusion : [lJz x [lly = [[|(z x y).

Conformément & la méthodologie présentée dans [72], le comportement de la fonction de
composition des labels x est basé sur le comportement de ’opérateur de composition d’arbre |. Le
but est de manipuler des labels qui reflétent de maniére aussi proche que possible le comportement
du modéle.

Ainsi, les labels (1 x [I](e1 x ([l1]e2 x [l2][ls]es)) et [ler x [1[l1]ez x [1][l2]1 X [1][l2][ls]cs sont
équivalents, ce que 'on note simplement (1 x [[](c1 x ([l1]ca X [l2]es)) = 1 x [l]er x [I][l1]ca X
[1][l2]1 x [I][l2][l3]cs. L’ensemble des labels comporte donc plusieurs labels équivalents. Par souci
de clarté, nous continuerons malgré tout & parler de labels et de contraintes sur ces labels alors
que nous manipulons en fait des classes d’équivalence de labels et des contraintes sur ces classes
d’équivalence.
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On propose pour chaque label une forme normale (modulo la commutativité) de ce label.
Celle-ci est définie comme suit :

Définition 3.8 (Forme normale d’un label). Soit © un label, = est en forme normale si
x =z X [L1]z1 X ... X [Ly]|x, avec :

-n>0, L; € Loc*, x; pur;

~ VL;, L, L' tels que L : L' = L;®, L,L' € {L,...,Ly,}.

Tout label posséde donc une forme normale. On considére par la suite un label comme étant
en forme normale sans perte de généralité. Dans ’exemple d’égalité de label présenté ci-dessus,
le label de gauche est la forme normale du label de droite.

Pour alléger les notations, nous omettons lorsqu’il n’est pas nécessaire 1’écriture de x. Par
exemple, on note z[L;]y[L2]z le label z X [L1]y x [L2]z. Pour tout label en forme normale, I’écriture
de x n’est pas nécessaire.

Définition 3.9 (Sous-labels). La longueur d’un label x, notée |x|, est définie récursivement :
=05 el =1;
Wzl = Jol; - o x gl = |2l + |yl
Le label y est un sous-label du label x (noté y C x) s’il existe un label z tel que z X y = x. Le
sous-label y de x est dit strict (noté y C x) si ly| < |x|.

Etant donné un label z, nous notons S(z) I'’ensemble {y / y C z} des sous-labels de x. Il est
important de signaler que nous travaillons ici sur les classes d’équivalence des labels plutét que
sur les labels eux-mémes. En effet, si l'on se place au niveau des labels, ’ensemble S(z) est infini
puisque z1,z11,2111 € S(x). Par contre, si on se place au niveau des classes d’équivalence (ce
qui est notre cas), on a alors un nombre fini de sous-labels et donc S(x) est fini.

3.3.2 Graphes de ressources

Nos labels sont fortement liés aux modéles d’arbres partiels. Nous montrons ici comment nous
pouvons obtenir un monoide de ressources a partir d’un tel ensemble de labels et de contraintes.
Nous utilisons pour cela un opérateur de cloture. Nous allons ensuite extraire les informations de
cette cloture et nous les représenterons sous forme de graphes d’arbres de ressources. Commengons
par introduire la terminologie des ensembles de ressources et de contraintes qui est utilisé dans
cette section.

Une ensemble X est dit complétement défini si pour tout =z € L(X) tel que v ¢ M(X), il
existe une contrainte x = yo[L1]y1 . .. [Ln|yn € X avec y; € M(X).

On définit alors ce qu’est la valuation d’un ensemble de labels et de contraintes.

Définition 3.10 (Valuation). Soit X un ensemble de labels et de contraintes. Une valuation
X, de X est obtenue en rajoutant a X pour chaque label non marqué x € X une contrainte du
type

z = [Lalyil. . [Lalyy,

avecn>1,cy,...c;, €CetLy,...,L, € Loc*.

Un ensemble complétement défini fixe de maniére précise la forme de ’arbre de ressources qui
doit étre associé a chaque label pour extraire un contre-modéle. En effet, on connait exactement le

Spour rappel, L : L' représente la concaténation des chemins L et L’
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chemin qui le compose et on sait qu’au bout de chacun de ces chemins on trouvera des ressources.
Il se peut cependant que les contraintes soient alors trop fortes pour qu’une telle construction
soit possible.

Nous définissons donc le critére d’incohérence d’un ensemble de labels et de contraintes.
Une incohérence indique que I'ensemble des contraintes générées est trop fort pour permettre de
construire un modéle d’arbre respectant les contraintes.

Définition 3.11 (Incohérence structurelle). Soit un ensemble X de labels et de contraintes.
L’ensemble X est incohérent si :
— il existe des labels x*,y,z € X et un chemin L tel que x* ~ y[L]z € X ;
— il existe des emplacements l,11,...,1n,1},.... 1}, (avecn >0)
et des labels y,y',z0,...,2n, 21, ..., 2}, tels que :
-z~ ylzolli]zr .. [ln)zn € X et
-z~ Yyl )2 € X et
R U/
Un ensemble qui n’est pas incohérent est dit potentiellement cohérent.
Un ensemble potentiellement cohérent et complétement défini est dit cohérent.

Le premier cas d’incohérence indique que l’ensemble est incohérent quand un label marqué
(qui doit donc correspondre & une ressource) est en relation avec un label correspondant & un
arbre. Le second cas quant a lui indique qu’un label ne peut étre similaire & (au moins) deux
labels localisés n’ayant pas les mémes emplacements.

On peut maintenant définir la (-)-cloture d'un ensemble de contraintes.

Définition 3.12 ((-)\-cléture). Soit X un ensemble de labels et de contraintes entre ces labels.
Nous définissons X! comme le plus petit ensemble de X tel que :

- Complétion : <y e X = z,ye X ; 2* ~y e Xlety est pur = y* € X' ;
e XAy e X Neye X < (zxy)* e XT;

- Saturation : v € Xlety Cx =y € X ;

- Réflezivité : r e Xl =z <z e X';

- Transitivité : t <yc X N\y<ze X =z <zec X';

- Compatibilité : yszXT/\ySIEEXféyngxxzeXT;
r1 < w9 € XV, siy[llry € XV ou y[ljwg € XT, y[l]zr < y[l]wg € XT;

- Similarité : y§ x [l1]yr % - .. % [n]yn < yi < [y} % ... x o)yl € XT = Viy; <yl
z~ys X [y X o X [Ip]ynetVeg, ... e el X [li]er X o X [ln]en = @ e x [li]d) %

- X [ln)d, ou les ¢; sont de nouvelles constantes.

L’égalité sémantique entre les labels peut mener a ce que ’ensemble des contraintes contienne
des informations redondantes. On définit pour cela une normalisation d’un ensemble de labels et
de contraintes visant & limiter les informations redondantes présentes. L’idée de la normalisation
est de supprimer les constantes qui sont équivalentes & un label plus développé.

Définition 3.13 (Normalisation). Soit X un ensemble de labels et de contraintes. La norma-
lisation n(X)de X est définie comme suit :
n(X) = X— {z[lly/yelC(X)etdz€ X —C(X).y = z}U
{z <VyI[Lly / yeC(X)etIz € X —C(X).y = z}U
{Y[Lly<z/yelC(X)etdz € X —CX.y = 2z}
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Définition 3.14 (Graphe de ressources). Soit X un ensemble de labels et de contraintes.
Le graphe d’arbres de ressources associé a X, noté G(X) est le graphe orienté [N(X), E(X)] ou
Uensemble des neeuds est donné par Uensemble des labels purs de X' et ot ensemble des arétes
est déterminé par Uensemble des contraintes de X' entre ces labels.

Considérons maintenant un exemple de construction de graphes. Prenons 1’ensemble de la-
bels et de contraintes : X = {c1[l]ca < czca,cs = [l]es, ¢f, ¢4} Les conditions de (-)f-cloture nous
permettent d’obtenir consécutivement :

— par complétion, X; = X U {1, c;[l|ea, cseq, ca, [l]cs};

— par compatibilité, Xo = X7 U {c1[lJc2 < esll]es, cscs = esl]es};

— par complétion, X3 = Xo U {cs[l|es};

— par similarité, Xy = X3 U {c1 < ¢3,¢0 < 5}

— par complétion, X5 = X4 U{[l]1,c1,c3,c2,¢5};

— par compatibilité, Xg = X5 U {[ljca < [l]cs, c3[l]ca < es[l]es, ci[l]ea < esll]ea, c1[l]ea <
c1ll]es, eillles < esl]es, creq = cr[l]es, creq < czeqls

— par complétion, X7 = Xg U {cicq, c1[l]cs}.

L’ensemble X' s’obtient par cloture réflexive et transitive de X7. Nous obtenons donc les
ensembles de noeuds et d’arcs suivants :

- N(X) = {Lca 61’02’03765’}
- BE(X) ={cs — c2,c3 = a1}

Ce qui correspond & la représentation suivante :

Le graphe de ressources, s’il correspond & un ensemble cohérent permet de déterminer com-
plétement un monoide de ressources partiel qui sert de base a la construction d’un monoide
d’arbres partiels. Ce dernier est appelé monoide atomique partiel associé.

Définition 3.15 (Monoide atomique partiel associé). Soit G(X) = [N(X), E(X)] le graphe
associé & un ensemble X. Le monoide atomique partiel associé a X est la structure (T, 1,e,C)
telle que :

T ={t /tINLt(L) = (m,t'),m e N(X)ett' € T};

est la loi de composition vérifiant :

~tl=1t =t¢;

— [t1]t2]T ssi VL.3t), ta, my, ma.t1(L) = (mq,t}), t1(L) = (ma,th) et my x mg € N(X);

~ t1|te n’est pas défini sinon ;
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— C est la relation définie par :
~ Vi1, ta € M.ty T to si et seulement si VL.3t),to,mi,ma.t1(L) = (mq,t}), t1(L) =
(ma,th), m1 — mg € E(X) et t) C th.

Lemme 3.12. Le monoide atomique partiel (M, 1,e,C) associé & un ensemble X de labels et
de contraintes est un monoide de ressources partiel.

Preuve. Par définition du monoide associé, on sait déja que la loi e est interne sur M et qu’elle
admet 1 comme élément neutre. L’associativité de e est une conséquence directe de la condition
de saturation de () et de l'associativité de x. Il est également évident de part la transitivité et
la réflexivité de la (-)f-cléture que C est un pré-ordre. Reste alors & montrer que ce pré-ordre est
compatible avec o. Pour cela, supposons que l'on ait z,y € M tels que z C y. Soit z € M tel que
[z @ z|T and [z @ y|T d’apres la condition de compatibilité de la définition 3.12 on a zz C zy. O

On remarque ensuite qu’un label sous sa forme normale peut étre alors vu comme la repré-
sentation d’un arbre sous sa forme grammaticale (celle de la définition 2.4).

Définition 3.16 (Monoide partiel associé). Soit G(X) = [N(X), E(X)] le graphe associé a
un ensemble X. Le monoide partiel associé ¢ X est la structure (T, (1,nil),|,C) telle que :
ST ={[e] g [ © € N(X)};
— | est la loi de composition vérifiant :
n [[x]]cardKl’nil) = (17n2l) x [[l‘]] card — [[w]]card ’
el [9) ] 552 %y € N(X)
— [#] caral Y] carq M'est pas défini sinon;
— C est la relation définie par :
- Vz,y € T.x Cy si et seulement si x — y € E(X).

Lemme 3.13. Le monoide partiel (M, 1, e, C) associé & un graphe G(X) est un monoide d’arbres
partiel construit sur ’ensemble d’emplacements Loc et le monoide atomique partiel associé a

G(X).

Preuve. Par définition du monoide partiel associé a G(X), il est clair que T' C T, 1.oc. De méme,
par définition, la loi | est interne sur T et elle admet (1, nil) comme élément neutre. L’associativité
de | est une conséquence directe de la condition de saturation de (-) et de I’associativité de x.
De part la transitivité et la réflexivité de la (-)f-cloture, on montre que C est un pré-ordre et
qu’il est compatible avec | puisque la (-)f-cloture est réflexive et transitive.
Il reste & démontrer que cet ordre partiel est bien une extension de celui du monoide atomique,
ce qui est une conséquence directe de la condition de similarité de la (-)-cléture. O

3.4 Tableaux pour Bl-Loc

Nous avons proposé dans la section précédente une version des labels permettant de repré-
senter au mieux les contraintes du modeéle d’arbres partiel. On doit maintenant utiliser ces labels
dans la construction de tableaux pour les formules de Bl-Loc. Une démarche similaire a été propo-
sée pour BI [45, 49, 72]. La construction des tableaux est toutefois ici légérement plus complexe.
Outre la gestion de la modalité d’emplacement [-], la principale difficulté est que 1’algorithme de
construction de tableaux proposé dans [72] ne permet pas toujours de déterminer complétement
la forme d’un contre modéle lorsque la formule n’est pas prouvable. Nous détaillons plus loin
dans cette section comment on solutionne ce probléme.
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3.4.1 Reégles de décomposition

Nous commengons par introduire la notion de formules signées, une définition classique dans
les preuves par tableaux sémantiques [42]. Dans le cas de Bl-Loc la valeur de vérité d’une formule
est relative & un arbre de ressources. Ainsi donc nous attribuons & nos formules signées des labels
localisés qui codent les arbres de ressources qui sont associés aux formules.

Définition 3.17 (Formules signées). Une formule signée est un triplet (S, ¢,x) noté S A: x,
ot S € {T,F} est le signe de la formule ¢ et x € L est son label.

De plus, on est amené & devoir différencier les labels dont nous sommes stirs qu’ils se rap-
portent & des ressources des autres labels. Nous introduisons pour cela un marquage des labels.
Ainsi, on utilisera le label marqué x* pour indiquer que x doit correspondre & une ressource.
Enfin, nous qualifions de positives les formules signées dont le signe est T, et de négatives celles
dont le signe est F'.

Définition 3.18 (Tableaux). Soit ¢ une formule de Bl-Loc, un tableau pour ¢ est un arbre
binaire obtenu par applications successives des régles de décomposition décrites a la figure 3.1 en
respectant la structure de ¢. Les noeuds de cet arbre sont étiquetés soit par des formules signées,
soit par des contraintes entre labels ; la racine quant a elle est toujours étiquetées par F ¢ : 1.

La figure 3.1 décrit les régles de décomposition pour Bl-Loc. Comme cette logique repose
sur la méme base que Bl, les régles de décomposition pour les opérateurs communs aux deux
logiques sont donc identiques. Ainsi, les régles de décomposition pour A et V (premiére ligne)
sont donc les régles standard de la logique intuitionniste pour la conjonction et la disjonction
[84]. Ce sont des régles dites propagatives car les conclusions de la régle comportent les mémes
labels que I’hypothése.

Les régles de la deuxiéme et de la troisiéme lignes sont des régles dite assertives. Ces régles
sont nommeées ainsi car elles introduisent de nouvelles constantes et de nouvelles contraintes entre
labels appelées assertions. Ces contraintes sont identifiées par ’abréviation ass dans les régles
de la figure 3.1. Une assertion est une contrainte factuelle que ’on impose a nos labels. Ainsi par
exemple, la formule T [I]¢): x est décomposée en une formule signée T 1 : ¢; ol ¢; est une nouvelle
constante sur laquelle on impose la contrainte suivante x = ¢;. Les contraintes de réflexivité sont
quant & elles implicites pour tout label qui vient d’étre introduit. Les deux derniéres régles (celle
concernant les formules 7' [ : x et T p: x) introduisent le marquage des labels. En effet, seule
une ressource peut vérifier I ou une proposition. Pour différencier ces labels de ceux dont on ne
connait pas la nature exacte, on le marque.

La quatriéme ligne contient les régles obligationnelles qui décomposent une formule en réuti-
lisant les labels déja définis et introduisent des nouvelles contraintes qui sont & vérifier. Les
contraintes de ce type se distinguent par 'utilisation de ’abréviation req (requirement) en début
de regle. Par exemple, la formule F' [I]¢: 2 est décomposée en F' ¢:y ou y est un label déja défini
qui est censé satisfaire < [l]y. Enfin, le systéme ne contient pas de régles pour T et L. En effet,
il est plus simple de considérer ces unités en construisant des regles de cléture adaptées pour les
tableaux.

Avant de continuer, nous présentons quelques notations relatives aux tableaux qui seront
utilisées dans la suite de ce document. Soit B une branche d’un tableau 7, Ass(B) et Req(B) re-
présentent respectivement I’ensemble des assertions et des obligations de B. De la méme maniére,
Ass(T) et Req(T) représentent ’ensemble des assertions (resp. des obligations) du tableau 7.
Enfin, on établit une relation d’ordre partiel reposant sur 'ordre d’apparition des objets dans le
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FoVviy:x ToVY:x ToNY :x Fong :x
Fo¢:x To¢:x T¢ :x To:x Fo¢:x F¢:x
F¢:x T¢ :x
F¢o—d¢:x Toxd :x Foxd :x

| |
- T
F ¢ :xc
T¢:Ci T¢:Ci
Fq¢:c T ¢ ¢
Tlg:x TI:x Tp:x
| | |
ass :x = [l|¢; ‘ass:xgl/\x*‘ \M‘
| |
ngb:ci
avec ¢;, ¢; de nouvelles constantes
To¢— ¢’ F¢*¢’ T ¢—x¢ :x
/\
req :z:< % @ Fo:y T¢:ay
Fo¢:y T¢:y Fo:y

avec ¥y, z, ¢ X y des labels déja définis

FiG. 3.1 — Reégles de décomposition de TBI-Loc

tableau. Soient deux objets x et y de 7, on note z < y (ce qui se lit = précéde y) dans 7, si x
et y appartiennent & la méme branche B de 7 et si z a été introduit avant y dans B.

3.4.2 Conditions d’admissibilité

Les régles de décomposition définies ci-dessus introduisent deux types de contraintes. Les
contraintes assertives, qui sont décrétées vraies et les contraintes obligatives, que 'on doit vé-
rifier. On définit donc un critere d’admissibilité pour ces dernieres. Il s’agit de déterminer les
valuations qui vérifient une obligation donnée. Pour cela, on commence par introduire I’ensemble
des assertions qui précédent x < y noté Ass(B,z < y).

Formellement, on a Ass(B,x <y)={2' <y /' <ye Ass(B)A\2' <y <z <y}.

Définition 3.19 (Tableau admissible). Une obligation v < y apparaissant dans une branche

B d’un tableau T est admissible si elle appartient a la (-) -cloture des assertions qui la précedent.

Une branche est admissible si toutes ses obligations le sont, un tableau est admissible si toutes

ses branches le sont. Formellement, le critére d’admissibilité pour un tableau est le suivant :
VB e TVr<yc Req(B).ox <yec Ass(B,x < y)f

Ainsi, on parle d’une obligation satisfaite quand une obligation satisfait la condition d’admis-
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sibilité. Comme les conditions de cldéture n’introduisent pas de nouveaux labels, il est nécessaire
pour satisfaire une obligation d’utiliser des labels déja introduits dans le graphe de ressources
associé a B au moment ou la régle s’applique. Cela limite donc les choix possibles pour instancier
les régles obligationnelles. L’admissibilité est un critére incontournable pour la bonne construc-
tion d’'un tableau. Dans la suite de ce chapitre, nous ne considérerons donc que des tableaux
admissibles.

Selon le type de régle qu’on peut lui appliquer, une formule peut servir une ou plusieurs fois.
Ainsi, les formules nécessitant 1'usage de régles propagatives (ligne 1 de la figure 3.1) ou assertives
(lignes 2 et 3 de la figure 3.1) ne seront utilisés qu'une seule fois. Plus clairement, une fois ces
formules décomposées, on ne peut les réutiliser. A 'opposé, les formules nécessitant une régle
obligationnelle (ligne 4 de la figure 3.1) peuvent étre instanciées plusieurs fois avec des labels
différents puisque des labels différents peuvent satisfaire la méme obligation. Ceci peut d’ailleurs
mené, dans certaines configurations détaillées dans [72] & des branches infinies.

I1 est important de souligner qu’a part pour la régle concernant les formules de type F [l]¢: z,
il existe toujours au moins une instanciation triviale des régles obligationnelles données en figure
3.2.

To— ¢z Foxd:x Fox¢d :x T ¢—¢ :x
| | | T
Fi T

Fo:x T¢ :x Fo:1 F¢:x Fo:x Fq¢':1

Fia. 3.2 — Reégles de décomposition triviale de TBI-Loc

3.4.3 Cloture logique d’un tableau

Les méthodes de preuve par tableaux sémantiques sont des méthodes de preuves par réfu-
tation. Nous devons donc définir maintenant les conditions qui nous permettent de clore une
branche ou de déclarer qu’une branche ne peut étre close. Pour clore une branche, nous de-
vons étre dans l'impossibilité de construire un contre-modéle de la formule initiale respectant les
contraintes décrites a l'intérieur de la branche.

Nous nous intéressons ici a ’impossibilité logique de construire un contre-modéle, qui peut étre
due & une contradiction concernant les propositions qui doivent étre vérifiées par une ressource
ou & l’existence d’une ressource qui meénerait a 1’incohérence.

Définition 3.20 (Complémentarité). Deuz formules signées T ¢ : x sont complémentaires
dans une branche B d’un tableau T siy < z € Ass(B).

Définition 3.21 (Labels et contraintes incohérents). Soit une branche B d’un tableau 7.
Le label = est dit incohérent dans B s’il existe un label y tel que x < y € Ass(B) et un sous-label
z de y tel que T L : 2z € B. Dans le cas contraire le label est dit cohérent.

Par extension, une contrainte x < y est incohérente dans une branche B si x ou y est
incohérent dans B.

Définition 3.22 (Branche close logiquement). Une branche B d’un tableau T est close (ou
contradictoire), s’il vérifie l'une des conditions suivantes :
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1. (CL1) B contient deux formules signées T ¢ :x et F' ¢ :x complémentaires ;
2. (CL2) B contient une formule signée F I :x et x <1 € Ass(B) ;
3. (CL8) B contient une formule signée F' T : x;

4. (CL4) B contient une formule signée F ¢ : x avec x incohérent dans B.

Une branche non close logiquement est dite potentiellement ouverte.

3.4.4 Complétion et cléture structurelle

Les formules obligationnelles peuvent étre décomposées plusieurs fois dans le cadre de la
construction d’un tableau. On introduit ici la notion de formule potentiellement compléte pour
indiquer que ’on a décomposé une formule de toutes les maniéres possibles relativement au
graphe de ressources associé & la branche que 'on étudie.

Définition 3.23 (Formule analysée). Une formule signée S ¢ : x est dite analysée dans une
branche B d’un tableau T (ce qui est noté B = S ¢ :x) si et seulement si :

~ S=Fetileviste F:ycBtel quey <z € Ass(B) ou

~ S=T etil eviste T ¢:y € B tel que x <y € Ass(B).

Définition 3.24 (Formule compléte). Nous définissons en fonction des valeurs de S et de ¢
la relation B I+ S ¢ : x qui indique qu’une formule signée S ¢ : x est potentiellement compléte
dans une branche B d’un tableau T :

-BlFFp:xssiB-Fp:x;

-BlFTp:zssiB=Tp:x;

-BIFFT:xssiB-=FT:x;

-BIFT T:xssiB>=TT:x;

- BIWFI:xssiB=FI:xetx<1¢ Ass(B);

- BWTI:zssiB=T1I:xetx<1¢c Ass(B);

-BIFFl:xssiB-F 1:x;

-BIFT L:xssiB>=T 1L:x;

~ BIF F (]t : x ssi il existe y tel que x < [lly € Ass(B) et B~ F 1 :y;

~ BIFT [l]¢: x ssi pour tout y tel que x < [l]ly € Ass(B)f et B~ Fp:y;

-BIrFyYAY :xssiB=Fv:xoulB=F:x;

~BIFTyYAY :xssiB=Tv¢:xetB=T1v:x;

-BIrFyVvy):vssiB-Fv:xetB-F:x;

- BTV :xssiB=Tv¢y:xouB>=TvY:x;

~ Bl Fp—) :x ssiil eviste y € Ass(B) tel que y < x € Ass(B)f et B = T 1 :y et
B~=F4 :y;

~ BIFT ¢ — ¢’ 2 ssi pour touty € Ass(B), y <z € Ass(B)f = B>~ F:youB>=T ' :y;

- BIF F apxq) :x ssi pour tous y,z € Ass(B)f, z < yz € Ass(Bf = (B = F 1 :y ou

B=F4 :z);

~ BIFT ¢ x4 :x ssiil eviste y, 2 € Ass(B) tel que v < yz € Ass(B)f et B> T ¢ :y et
B~=TY :z;

- B F o = :x ssiil eviste y € Ass(B) tel que xzy € Ass(Bf et B = T ¢ :y et
B~ F4 :xy;

~ BIFT ¢ — o' x ssi pour tout y € Ass(B), 2y € Ass(Bf = (B> F:y ou B> T ¢ :zy).
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Une formule potentiellement compléte est dite compléte si Ass(B) est complétement défini.

On montre alors que les relations > et I sont monotones par rapport aux formules signées
d’une branche :

Lemme 3.14. Soit une branche B d’un tableau 7, alors :
1.B-F¢:xetx<yc Ass(Bf =B~ F ¢:y;
2. B-To¢:xety<zcAss(Bf =B>=T¢:y;
3. BIFF¢:zetx<yc Ass(Bf = BIFF ¢:y;
4. BT ¢:zety<azc Ass(Bf = BIFT ¢:y.

Preuve. Commencons par démontrer la propriété 1. Si B = F ¢ : x, alors il existe F' ¢ : z tel
que z < x € Ass(B)l. Comme par hypothése 2 < y € Ass(B)l, nous avons z < y € Ass(B) car
la (-)f-cloture est transitive. Donc, B = F ¢ : .

La propriété 2 se démontre de facon similaire & la propriété 1. Les propriétés 3 et 4 s’éta-
blissent simultanément en raisonnant par cas sur S ¢ : z. On a donc les cas suivants :

-Cas Fp:ax; FT:zx;FIl:x; F _L:zx: Conséquence immédiate de la propriété 1.

-CasTp:x;T T:x;TI1:x;T L:x: Conséquence immédiate de la propriété 2.

-Cas FYANY :x: BIFFy Ay :zimplique Bl Fv:xouBIF F':2donc BlFF v :you
Bk F v’ :y par hypothése.

- Cas T ¢ A4 : x : Similaire au cas F ¢ A : x.

- Cas F ¢V : 2 : Similaire au cas F ¢ A : x.

- Cas T ¢ V' :x : Similaire au cas F ¢ A’ : x.

-Cas Fopx) 12 : Soit y < 22/ € Ass(B)f, comme z < y € Ass(B)l par hypothése, la transi-
tivité de la (-)f-cloture implique 2 < 22’ € Ass(B). Ainsi B I- F ¢ x4/ : x implique alors
B=Fv:zouB>=F4 2.

-Cas T :x: B> Tx*1 :z implique qu’il existe deux labels z,z’ € Ass(B) tels que
r <22 € Ass(Bf, B=Tp:zet B>=T ' :2. Comme y <z € Ass(B) par hypothése,
on obtient y < 22’ € Ass(B) par transitivité de la (-)f-cloture. d’ott B = T ) * ¢ : .

- Cas F ¢ — 4’ :x : Similaire au cas T ¢ * ¢ : x.

- Cas T ¢p — ¢/ : x : Similaire au cas F ¢ x ¢ : x.

- Cas F ¢’ : x : Soit yz € Ass(B)l comme y < z € Ass(B), la condition de compatibilité de
la (-)-cloture implique yz < 2z € Ass(B)l. Bl F 14— : x implique alors B = F 1 : z ou
B =T ' : 2z Par la propriété 2, on a alors : B = F:zou B =T v :yz.

-Cas T~y 2 : BIF T ¢~y : x implique qu’il existe un label z € Ass(B) tel que zz €
Ass(BYf, BIF T ¢:z et Bl- F 1 :xz. Comme z <y € Ass(B), grace a la compatibilité de
(-Y-cloture, on a x < y € Ass(B). Par la propriété 1, on a alors B = F 1 : yz.

O

Définition 3.25 (Tableau complet). Une branche est dite (potentiellement) compléte si elle

est potentiellement ouverte et si toutes ses formules signées sont (potentiellement) complétes.

Un tableau est (potentiellement) complet s’il contient au moins une branche (potentiellement)
compléte.

76



3.4. Tableauz pour Bl-Loc

Au début de cette section, nous définissions informellement une branche potentiellement com-
pléte comme une branche dont toutes les formules sont analysées. Nous démontrons maintenant
que cette correspondance est bien assurée par les définitions que 1’on a données ci-dessus.

Lemme 3.15. Si B est une branche potentiellement compléte d’un tableau 7, alors :
1. B-S¢p:z=BIFS¢:x;
2. BFT¢:x=BIf Fo¢:x;
3. BIrFo:x=BWTo:ux.

Preuve. Pour la propriété 1. on considére le cas S = F, I’autre cas étant similaire. Si B >~ F A:zx,
alors, par définition de >, il existe FF A:y € B tel que y < z € Ass(B)l. Comme B est supposée
compléte, F A :y implique B IF F A :y. D’aprés le lemme 3.14 y < 2 € Ass(B)l entraine alors
FA:y.

Pour les propriétés 2. et 3. on montre que I’on ne peut avoir a la fois BIF T p:x et BIF F p:x.
Supposons que I’on puisse I'avoir. Alors, il existe un label y tel que T p:y et x <y € Ass(B)
et il existe un label z tel que F p:z et z < z € Ass(B). Par transitivité de (-)f, on en déduit
2z < y € Ass(B). Donc la branche B est close et on est en contradiction avec 1’hypothése
d’induction. O

Une branche potentiellement compléte n’est pas compléte si et seulement si elle contient des
labels dont on ne peut encore déterminer la forme et si par conséquent elle ne contient pas
assez d’informations pour construire un contre-modeéle. On doit alors déterminer une valuation®*
cohérente de notre ensemble de contraintes et de labels qui permet de compléter la branche.

Définition 3.26 (Extension d’une branche). Soit une branche B potentiellement compléte
et une valuation ASS(B)JL de Ass(B)l. L’extension de B a ASS(B)JL est obtenue en rajoutant a

Ass(B) les contraintes introduites dans ASS(B)J{, et en complétant la branche a laide de ces
nouvelles contraintes.

Définition 3.27 (Branche close structurellement). Soit une branche B potentiellement
compléte. B est close structurellement s’ n’eziste pas de valuation cohérente ASS(B)I de Ass(B)
tel que ’extension de B a cette valuation soit compléte.

Une branche non close structurellement est dite ouverte.

Nous présentons maintenant un algorithme équitable de complétion des tableaux. Par équi-
table, on entend que la stratégie choisie ne privilégie pas une régle par rapport aux autres.
Notamment, cela implique que I'on développe toutes les régles obligationnelles (qui peuvent étre
instanciées plusieurs fois) avec la méme priorité. L’algorithme construit progressivement un ta-
bleau soit clos, soit complet. Pour définir quelles formules peuvent étre développées par notre
algorithme, on commence par définir la notion de formule active.

Définition 3.28 (Formule active). Soit B une branche d’un tableau T. Une formule signée
est active dans B si elle appartient a B, elle n’est pas compléte dans B et que B est ouverte.

Définition 3.29 (Procédure de complétion). La procédure de complétion d’un tableau ad-
missible T est la suivante :

donnée : un tableau T (admissible)
tantque 7 n’est ni clos, ni potentiellement complet faire

4Voir définition 3.10.

7



Chapitre 8. Model-checking et recherche de preuves

si toutes les formules actives de T sont marquées comme visitées alors
marquer toutes les formules actives de T comme non-visitées
fsi
choisir dans une branche B une formule active non-visitée S ¢ : x
si S ¢:x est de la forme F ¢ 1 : x alors
choisir deuz labels y, z € Ass(B)
tels que v < yz € Ass(BYY, B F ¢ :yetBE F:z
décomposer F' ¢ x 1 : x avec la régle F'x en utilisant les labels y et z
sinon si S ¢: x est de la forme T ¢—1 : x alors
choisir un label y € Ass(B) tel que vy € Ass(B) et B F ¢p:y et By T a):ay
décomposer F' ¢—1p : x avec la régle T — en utilisant les labels y et zy
sinon si S ¢ : x est de la forme T ¢ — 1 : x alors
choisir un label y € Ass(B) tel que y <z € Ass(BY et BY F ¢:y et B T:ay
décomposer F' ¢—x1p : x avec la régle T — en utilisant le label y
sinon si S ¢: x est de la forme T [l]¢ : © alors
choisir un label y € Ass(B) tel que x < [l]y € Ass(B)f et B F ¢:y
décomposer F' ¢—x1p : x avec la régle T — en utilisant le label y
sinon
décomposer S ¢ : x avec la régle adaptée
fsi
marquer la formule S ¢ : x comme visitée
ftant

Cette procédure de complétion est alors au cceur de ’algorithme de TBI-Loc.

Définition 3.30 (Algorithme de TBI-Loc). L’algorithme général de recherche de preuves est
le suivant :

si le tableau n’est pas clos alors
tant que aucune branche n’est ouverte
et que toutes les valuations cohérentes n’ont pas été épuisée faire
- choisir une branche potentiellement compléte B ;
- choisir une valuation cohérente de Ass(B) ;
- ajouter les contraintes introduites par la valuation a Ass(B) ;
procédure de complétion
si la branche n’est pas ouverte alors
- supprimer la valuation ;
- remettre B dans l’état qu’elle avait avant ’ajout des nouvelles contraintes ;
fsi
ftant

Un tableau est donc clos si I’ensemble de ses branches est clos. Un tableau clos indique qu’au-
cune des alternatives considérables pour une formule donnée ne méne a un contre-modeéle, donc
un tableau clos est une preuve de la validité d’une formule.

La procédure proposée ici semble ne pas pouvoir terminer et ce pour deux raisons. Tout
d’abord, comme dans TBI, I'algorithme de complétion peut générer une branche infinie. [’autre
raison est spécifique & TBI-Loc et découle du fait que ’ensemble des valuations cohérentes a tester
est infini si on ne lui impose aucune restriction. On aborde ces problémes et y apporte quelques
éléments de réponse dans la section 3.8.
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Définition 3.31 (Preuve pour TBI-Loc). Soit ¢ une formule de BI-Loc, un tableau T est
une prewve de ¢ dans TBIl-Loc (TBI-Loc-prewve de ¢) s’il existe une séquence finie de tableaux
(73)1<i<n telle que :

— 71 a pour seul neud la racine étiquetée par la formule signée F ¢ : c;

— T;11 est obtenu & partir de 7; par application d’une régle décrite a la figure 3.1;

— T, =T est un tableau clos et admissible.

Une formule ¢ est prouvable dans TBl-Loc (TBI-Loc-prouvable) s’il existe une TBI-Loc-preuve
de ¢.

3.5 Exemples de tableaux

Afin d’illustrer les différents mécanismes de cloture des branches et de la création de graphe de
ressources, on propose maintenant quelques exemples de tableaux avant de passer aux preuves
de correction et de complétude de ce systéme de preuves. TBI-Loc repose sur les bases de la
méthode TBI des tableaux pour Bl [72]. Par souci de concision, on s’intéresse ici principalement
& des exemples mettant en avant les spécificités de TBI-Loc et du modéle des arbres partiel. Nous
développons ici trois exemples, mettant en avant les principes d’incohérence propres & la structure
d’arbre, la cléture par similarité de I’ensemble de contraintes et le probléme de la valuation. Le
but de ces exemples est & la fois d’illustrer le fonctionnement de ’algorithme et de justifier par
I’exemple certaines définitions données dans la section précédente.

Pour indiquer comment le tableau a été construit, on indique les formules signées du tableau
qui ont été traitées a l'aide d’'une marque /. Les numeéros situés sous la marque indique l'ordre
dans lequel le traitement des formules a eu lieu. La présence de plusieurs numéros indique que la
méme formule a été instanciée plusieurs fois avec des décompositions différentes. Chaque branche
est nommeée & son extrémité. De plus on indique les branches closes par une croix terminale x.

3.5.1 Incohérence spécifique aux arbres

Le premier exemple que 'on développe est celui de la preuve de la formule (p A [l]p) — L,
dont le tableau est donné en figure 3.3. Cet exemple met en avant le cas d’incohérence spécifique
aux arbres.

Le tableau initial ne contient que la formule F' (p A [I]p) — L : c. La premiére décomposition
(v/4) concerne donc cette formule et introduit une nouvelle constante ¢; qui doit vérifier la partie
gauche de I'implication et falsifier la partie droite, comme l'indique les formules T p A [l]p: ¢1 et
F 1 :c;. La deuxiéme étape décompose 'opérateur A en introduisant ni nouvelle constante, ni
nouvelle contrainte, mais rajoutant au tableau les formules 7" p:c; et T [l]p: ¢;. La troisiéme
étape consiste & marquer le label ¢; qui doit correspondre & une ressource puisqu’il doit pouvoir
vérifier la proposition p. L’étape 4 quant a elle indique que le label ¢; doit étre égal a un label
localisé en [. Les deux assertions introduites par les étapes 3 et 4 sont contradictoires puisque ¢;
doit & la fois correspondre a un label localisé et & une ressource. La branche est donc incohérente.
Elle est donc close et la formule est donc prouvable.

3.5.2 La similarité des labels

L’exemple développé en figure 3.4 montre comment ’argument de similarité de la condition
de cléture peut étre utilisé. Pour cela, on détaille donc la preuve de la formule suivante :

(g [Ulp) A (" +[11p") — (g A d) * [T](p A D))
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Vi F(pA[l]ﬁf)—’LZC

assi:c1 <c¢

\/2 TpA[llp:a
FJ.ZCl
|
\/3 Tp:ca
Vi Tllp:e

ass2:c}

‘ asss:cy 2 [lea ‘
|
Tp:cs
|
B
|

X

F1G. 3.3 — Tableau de (p A [l]p) — L

La partie intéressante de ce tableau commence & 1’étape 7 de la construction. Cette étape
construit en effet 'assertion 6 qui marque le nceud cy. Par transitivité, on a donc 1’assertion
suivante : ¢; < ¢5[l]cg. Cette assertion vérifie la condition initiale du cas de cloéture par similarité.
Il existe donc des constantes dy,ds tels que ¢; = di[l]dy. De plus, toujours par similarité, on
obtient les assertions suivantes : di < co, di < ¢4, do < ¢ et do < c7. Ces quatre assertions
sont respectivement & la base de I'impossibilité de réaliser les branches 1,2,3 et 4. Cette formule
est donc prouvable dans Bl-Loc alors qu’elle semblerait non prouvable dans Bl. En effet, la
décomposition vérifiant ¢ * [I]p et celle vérifiant ¢’ * [[]p’ est la méme : g et ¢’ sont toutes deux
vérifiées par ’ensemble des ressources présentes a la racine et p et p’ sont toutes deux vérifiées
par l’ensemble des ressources en [.

3.5.3 Tableau ouvert et valuation

Le dernier exemple est présenté sur deux figures. La figure 3.5 présente le tableau ouvert
initialement et qui nécessite de trouver une valuation de certains labels pour pouvoir s’assurer
que le tableau est véritablement ouvert. La figure 3.6, montre le complément du tableau aprés
valuation. Chaque label concerné par la valuation est remplacé par sa valuation et le tableau est
alors complété en conséquence.

La formule étudiée dans la figure 3.5 est trés proche de celle de la figure 3.4. Par conséquent,
les décompositions sous forme de tableaux sont presque identiques. On remarque toutefois que
I'on a ici dans la décomposition T T :cg et T T :cy au lieu de T q: ¢ et T ¢ : c4. Du fait de
cette différence, on ne peut appliquer les régles relatives aux propositions appliquées aux étapes
7 et 8 de ’exemple précédent. Et ’on ne connait donc pas encore la forme de ¢;. Ceci est di au
fait qu’un label forcant T n’est pas nécessairement une ressource. Par conséquent, on ne peut
décomposer la formule F' T « [I[|(p A q) : c1 qu’avec les labels es[l]cg et cs[l]er et aucune de ces
décompositions ne permet de clore complétement le tableau. Une fois arrivé a la décomposition
de la figure 3.5, le tableau est potentiellement ouvert puisqu’aucune régle de décomposition n’est
applicable et que les labels ¢, c1, co et ¢4 sont indéfinis.

On doit alors choisir une valuation pour vérifier qu’il en existe au moins une qui laisse
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Vi F(g*[lp)A(q = [U]p') — ((ang) = [ll(pAp)):c

|

Vo T (g [llp) A" *[l]p") : 1
Vo Fang)«[llpAp):ca

Vs Tgx*[llp:cr
Ve T *[lp a1

‘ass2 :c1 < cocy ‘

\/7 Tq:c

Vs T[l]f:%

‘asss:cl §C4C5‘
|

Vs Tq ey

Ve T[l]]|9’:05

‘CLSS4 teg = [l]eg ‘
Tp|:c(;
‘asss:cl = [1]07‘
Tp’|:07
‘asse; 1= |% di1[l]dz € Ass' ‘

. px
‘ass7.c4

‘reql cop < dq[l]ds ‘

Vio Fang di vy Flll(pAp :[l]dy
/\ |
Fq:di Fq:dy ‘reqz e < [l]dg‘
| | I

B Br /1y Fpap de

| | P

X X Fp:d2 Fp/IdQ
| |
Bs By
| |
X X

F1G. 3.4 — Tableau de ressources ((g* [l]p) A (¢' * [l]p’)) — (g A ¢') = [l](p A D))
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Vi F((T[p) AT +[llg)) = (T [[(pAg)):c

Vo T (Tx[lp) A (T *[llg) : 1
Voo FTH[pAG: e

|
Vs TTx[llp:c
V4 TT*|[l]q:cl

‘assz:cl SCQCg‘
|
TTZCQ

\/5 Tlp:cs

‘asss:cl §C4C5‘
|
TT:C4

Vo T [l]lqr%

‘ ass4:cz 2 [l]cg ‘
|
Vs Tp|: C6

‘asss:% = [1]07‘
|
\/9 TQ|3C7

ass6: cg

ass7:ch

‘reql ce1 < eall]es ‘

FT|:C2 V1o F[l](p/\|Q)1mc6‘

B ‘rqu les < [l]es ‘
| |
X Vii Fphg:ce
Fp:cg Fq:cs
| |
Bo ‘req2:cl < 03[1]07‘

|
x FT|:02 \/12F[l](|p/\q):67

B|3 ‘req3 [ler < [l)er ‘
|
Vis FpAq:cr
/\

Fp:cr Fq:cr
| |
By Bs

|

X

F1G. 3.5 — Tableau de ((T * [{]p) A (T *[l]q)) — (T = [l[](p A q))
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\/7,10,14 FTx[ll(pAg):a
:
B4
|

‘reqS : d3[l]d4 < d3[l]d4 ‘

FT:ds ;5 F [l](p|/\ q) : [1]ds
B|’6 | reqs : [1Jds < [1)ds |
|
X FpAq:dy

ds

Fp|2d4 \/16 .F|q:d4

By Bs
|

X

F1a. 3.6 — Tableau valué et graphe de ressources pour ((T x* [l]p) A (T *[l]q)) — (T x [{](p A q))

une branche ouverte. Par souci de concision, nous choisirons directement une valuation de ce
type. Toutefois, pour automatiser 1’algorithme, on devrait tester systématiquement toutes les
valuations modulo certaines contraintes de taille, comme nous le verrons en section 3.8. On
propose donc la valuation suivante :

Cc = dl[l]dg; c1 = d3[l]d4; Cy = d4[l]d5; Cy = dﬁ

Avec cette valuation, les contraintes suivantes (entre autres) appartiennent & I’ensemble des
assertions par cloture : ds < ds, d3 < d7, dy < dgcg, dy < c7 et donc, ds[l]dy < ds[l]dgcs et
dsllldy < d7[l]c;. Partant de ce constat, la seule nouvelle décomposition pertinente apportée
par cette valuation est celle marquée par l'étape 14 de la figure 3.6. Cependant, 14 aussi, cette
valuation ne permet pas de fermer le tableau. On a alors une branche ouverte permettant de
construire un contre modéle, comme nous le verrons dans la sous-section 3.7.2.

3.6 Correction de la méthode des tableaux

Dans cette section, nous démontrons la correction TBI-Loc par rapport & Bl-Loc. Cela signifie
que chaque formule de Bl-Loc qui est prouvable dans TBI-Loc est valide dans le modéle des arbres
partiels de Bl-Loc. La preuve reprend les grands principes et la démarche mise en ceuvre pour Bl
[72]. 11 s’agit de montrer qu’une branche B close ne peut étre réalisée. C’est a dire qu’on ne peut
trouver de modéle d’arbres partiel vérifiant les conditions imposées par les labels de la branche

B.

Définition 3.32 (Réalisation). Soit une branche B d’un tableau T et Tree = (T, (e, nil),|,Crp
s FEB)M,Loc un modéle d’arbres partiel reposant sur un ensemble d’emplacement Loc et un mo-
noide de ressources partiel M = (M, e, x,C). On dit que B est réalisable dans Tree s’il existe
une fonction [ -] : LAss(B) — T de Uensemble des labels utilisés dans B dans l’ensemble des
arbres de ressources telle que :

1. [1] =e;

2. [[e] = 0[] ;
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3. [=*] = [z] et [=*] € M ;

4 [z xyl = [=]1ly] 5

5. pour toute formule signée T ¢ :x de B, [z] =g ¢

6. pour toute formule signée F ¢ :x de B, [z] g ¢;

7. pour toute assertion x <y de Ass(B), on a [z] C [y].

Une telle fonction est une réalisation de B dans T.

Une réalisation fixe donc la valeur des labels. On peut donc établir un lien entre une réalisation
et la valuation d’un ensemble d’assertions.

Lemme 3.16. Soit [ -] une réalisation d’une branche B. Alors il existe une valuation cohérente
Ass(B); de Ass(B).

Preuve. Directe par définition de [ -] puisqu’une réalisation fixe ’arbre correspondant a chaque
label. O

Définition 3.33 (Tableau réalisable). Une branche est réalisable s’il eriste au moins un
modéle d’arbres partiel dans lequel elle est réalisable. Un tableau est réalisable s’il contient au
moins une branche réalisable.

On montre maintenant que méme si la définition 3.32 requiert uniquement la réalisation des
assertions de Ass(B), elle satisfait également celles obtenues par (-)f-cloture de cet ensemble.

Lemme 3.17. Soit 7 un tableau, B une branche de 7, (7, (e, nil), |, E1, Fg) M,Loc un modeéle
d’arbres partiel et une réalisation [ - ]. Pour toute assertion x <y € Ass(B)\, on a [z] C [y].

Preuve. La preuve est directe. Les assertions étant obtenues par la cloture réflexive, transitive
et compatible, comme [ - | est un homomorphisme et comme par définition la condition est
vérifiée sur Ass(B), sion a x <y € Ass(B), on a bien [z] C [y]- O

Maintenant que nous disposons de la notion de réalisation, nous montrons qu’elle vérifie des
propriétés cruciales pour établir la preuve de correction. Tout d’abord, elle est préservée par les
régles de décomposition de la figure 3.1. Ensuite, on établit qu'une branche ne peut étre a la fois
réalisable et close.

Lemme 3.18. Les régles de décomposition de TBI-Loc préservent la réalisabilité.

Preuve. Soit 7 un tableau réalisable. Il existe donc dans 7 une branche B réalisable dans un
modeéle d’arbre partiel (7', (e, nil), |, E7, F=9) M, Loc POUT une réalisation [ - ]. Sila régle que nous
appliquons ne concerne pas la branche ouverte, cette branche reste ouverte et on peut conclure.
Le cas qui nous intéresse est donc celui ot 'on applique une régle de composition sur une for-
mule appartenant & 5. On procéde alors par cas sur le connecteur principal et la polarité S de
la formule signée S ¢ : x décomposée :

-Cas T ¢x1:x: La branche B est étendue par I'ajout des deux formules signées T ¢ : ¢; et
T ¢:c; et de I'assertion = < c;c; ol ¢; et c¢; sont de nouvelles constantes. Par hypotheése,
[ -] est une réalisation de B, on a donc [z] =g ¢ * 1. Donc par définition de *, il existe
deux arbres t et ¢ tels que [x] T t|t',t =g ¢ et t' =g 9. Il suffit alors d’étendre [ -] & ¢;
et ¢; en posant [¢;] =t et [¢;] =t'. On obtient [¢;] = ¢, [¢;] Egp v et [z] T [cic;]-
Donc l'extension de B est réalisable.
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- Cas F ¢ x1 : 2 : La branche B s’étend en deux nouvelles branches B’ et B”. Ces deux branches
partagent l'obligation x < yz, B’ contient F' ¢ :y et B” contient F' 1 : z. Pour pouvoir
appliquer la régle, I'obligation 2 < yz doit appartenir & Ass(B) donc d’aprés le lemme
3.17, on doit avoir [z] < [yz]. Comme [ -] est une réalisation de B, on a [z] g ¢ * 1
et donc par définition de *, pour tous les arbres t,t" tels que [z] C t|t/, soit ¢ g ¢, soit
t' g 1. En particulier, on obtient soit [y] Fq ¢ ou [z] [~gp . Par conséquent, soit 5’
soit B” est réalisable.

- Cas T [l]¢: « : La branche B s’étend avec la formule signé T' ¢ : ¢; et l'assertion = = [l]¢;. Par
hypothése, [«] est une réalisation de B, donc on a [z] =g [[|¢. Donc par définition de [-],
il existe ¢ tel que [x] _(e,l — t). Il suffit alors d’étendre [ -] en posant [¢;]_t. On obtient

[ci] g @ et [x] E [[l]c;]- Par conséquent, B est réalisable.

Les autres cas sont similaires a ceux détaillés ci-dessus.

Lemme 3.19. Un tableau clos n’est pas réalisable.

Preuve. Supposons que 7 soit réalisable. Donc, il existe une branche B de 7 qui est réalisable
dans un modéle d’arbre partiel (T', (e, nil), |, 7, =9) M, Loc POUr une réalisation [ - | . Raisonnons
par cas sur la condition de cloture de la branche B :

— La branche B est close logiquement :

1. La branche est close par la condition (CL1) de la définition 3.11. Donc il existe deux
formules signées de B, T ¢ :x et F ¢ : x telles que y < x € Ass(B)f. Comme I-1
est une réalisation de B, on a donc x =g ¢ et y [~y ¢. Or, on déduit du lemme 3.17
que [z] C [y]. De part la définition de T, on a donc : [y] =g ¢ et on obtient une
contradiction.

2. La branche est close par la condition (CL2) de la définition 3.11. Elle contient donc
une formule signée ' I : x avec x < 1 € Ass(B)l. Comme [ -] est une réalisation, on
a donc [z] =g I. De plus, on déduit du lemme 3.17 que [x] T e. On aboutit alors
a une contradiction puisque cette derniére relation implique que x =g 1.

3. La branche est close par la condition (CL3) de la définition 3.11. Elle contient donc
une formule signée F' T :z. Comme [ - | est une réalisation, on a donc [z] g T, ce
qui est une contradiction car par définition =g, [z] Fgp T.

4. La branche est close par la condition (CL4) de la définition 3.11. Elle contient donc
une formule signée F' ¢ : x avec x incohérent dans B. Comme x est incohérent, par
définition, il existe y tel que z < y € Ass(B) et un sous-label z de y tel que T' L:z € B.
Il existe donc u € Ass(B) tel que y = zu et donc on a = < zu € Ass(B). Comme
[ -] est une réalisation, on a donc également [z] < [zu]. Or, [2] =g L ssi z n’est
pas défini. Donc [x] non plus n’est pas défini. Et donc, on ne peut avoir [z] =g ¢
puisqu’un arbre non défini satisfait toutes les formules.

— La branche est close structurellement. Donc toute valuation de I’ensemble Ass(B) est
incohérente. D’aprés le lemme 3.16 on ne peut donc pas obtenir de réalisation de B.
O

Comme expliqué ci-dessus, ces deux lemmes nous permettent d’établir le résultat suivant de
correction suivant :
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Théoréme 3.9. Si une formule de Bl-Loc est prouvable dans TBI-Loc, alors elle est valide dans
la sémantique des arbres partiels.

Preuve. Soit ¢ une formule prouvable dans TBI-Loc. Alors, il existe aucune séquence finie de
tableaux, telle que le tableau initial 77 contient uniquement F' ¢ : ¢ satisfaisant les conditions
de cloture de la définition 3.22 ou tel que l'ensemble des assertions est incohérent. Supposons
que ¢ ne soit pas valide. Alors il existe un modéle d’arbres partiel (7T, (e, nil), |, C, =q) tel qu'il
existe t € T' vérifiant ¢ [=q ¢. Par conséquent, le tableau 7; est trivialement réalisable en posant
[c] = t. Mais alors, le lemme 3.18 implique que tous les tableaux de la séquence sont réalisables.
Donc par le lemme 3.19, les tableaux ne sont pas clos et on aboutit & une contradiction. O

3.7 Complétude de la méthode des tableaux

Selon le principe habituellement mis en place pour la méthode des tableaux avec labels [72],
la preuve de complétude est fondée une nouvelle fois sur la construction d’un contre-modéle dans
la sémantique des arbres partiels. Pour cela, il faut donc réussir & fixer le monoide partiel qui
permet de construire un ensemble d’arbres dans lequel la formule n’est pas valide.

3.7.1 Construction de contre-modéles

Pour déterminer un contre-modéle dans la sémantique des arbres partiels, on doit déterminer
un monoide d’arbre partiel qui ne vérifie pas la formule. Celui que I’on utilise pour notre contre-
modéle est extrait d’'un graphe de ressources associé & une branche compléte du tableau étudié.

Définition 3.34 (H-modéle). Soit B une branche ouverte d’un tableau T et G(Ass(B)) =
[N (Ass(B)), E(Ass(B))] le graphe de ressources associé. Le H-modéle d’arbres partiel de B est
la structure (T, (e,nil), |, E1, =p)Loc, telle que :

-~ T={t/tlVLt(L) = (m,t') Am € N(Ass(B))};
est la loi de composition vérifiant :
—tl=1t=t;
- [t1|t2]T St VL.Et’l,té,ml,mg.tl(L) = (ml,t'l), tl (L) = (mQ,tlz) et mi1Xmo € N(ASS(B)T) 5
— t1|te n’est pas défini sinon ;
— C est la relation définie par :
~ Viti,ta € M.z Ty ssi VL.t (L) = (mq,t}), t1(L) = (ma,th) et my — ma € E(Ass(B)).

La relation |=g quant a elle est engendrée a partir des relations suivantes :

rEppssiBIFTp:x

On montre maintenant qu'un H-modéle est un modeéle d’arbres partiel doté de propriétés
remarquables établissant le lien entre l’analyse de la branche et la relation de forcing.

Lemme 3.20. Le H-modéle d'une branche compléte B est un modéle d’arbre partiel qui vérifie
pour toute formule ¢ de Bl-Loc :
1. B>T ¢:x et x cohérent dans B =z =g ¢;

2. B> F ¢:x et x cohérent dans B = x [~ ¢.
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Preuve. Tout d’abord, on doit démontrer que la relation de forcing définie dans la définition
3.34 satisfait les conditions nécessaires & l'obtention d’un modéle d’arbres partiel. Nous savons
déja que, d’aprés le lemme 3.15, la relation =y est correctement définie. D’autre part, cette
relation vérifie également la condition de monotonie requise par la définition 2.8. Supposons en
effet que I'on ait 2 =g p et y C 2. Par définition de =pet de &, y < € Ass(B), donc, d’aprés
le lemme 3.14 on a BI- T p:y et, par définition de =g, y =g p-

Il reste donc & démontrer les propriétés 1 et 2. On les démontre simultanément en raisonnant
par cas sur S ¢ : x. Dans ces raisonnements, on utilisera implicitement pour conclure le fait que
B>~ S ¢:x implique BIFS ¢:x :

-CasTp:x: B>Tp:ximplique BIFT p:x d’ot x =q p par définition de |=gp.

-Cas Fp:x: B> F p:ximplique BlF F p:x d’ot x [~y p par définition de f=gp.

- Cas T T :x : Par définition de =g, = T

-Cas F T:x: L'antécédent B > F T :z n’est jamais vérifié car sinon il existerait y tel que
y<xc Ass(B)f et F T :y € B et B serait alors close d’aprés le cas (CL3) de la définition
3.22, ce qui contredit ’hypothése selon la quelle B est une branche compléte, donc ouverte.

-Cas T I:x: BIFTI:2implique 2 <1 € Ass(B)f, d’ott  C 1 par définition de C.

-Cas FI:x: Bl-FI:ximplique x <1 ¢ Ass(B)l, d’ott = £ 1 par définition de L.

-Cas T [l]p:2: BIF T [l]¢: x implique I'existence d’'un label y tel que = = [l]y € Ass(B) et
B =T ¢:y. Par hypothése d’induction, on a alors y =g ¢.

-Cas F [l|¢:x : Soity € L(B) tel que z < [lly € Ass(B). B = F [l|¢:x implique alors B = F ¢:y
d’ott y [~ ¢ par hypothése d’induction.

-CasToANY:x: BIFT oAy :ximplique BT ¢:x et B> T 1 :z. Donc par hypothése
d’induction, = = ¢ et = =g 1.

-Cas F ¢ N :x : Similaire au cas T ¢ A : x.

-CasT ¢V :x: Similaire aucas T ¢ AP : x.

-Cas F ¢V :x : Similaire au cas T ¢p A : x.

-CasT ¢ —p:x: Soit y € L(B) tel que y C x et y =g ¢. y C = implique y < = € Ass(B)f
par définition de . De plus B> T ¢ — ¢ : x implique B > F ¢:y ou B > T ¢ :y. D’ou,
par hypothése d’induction, y [~ ¢ ou y =g 9. Et comme par hypothése y =g ¢, on a
yEp

-Cas Fo¢—v:x: Bl F ¢—1:z implique quil existe un label y € Ass(B)f tel que y <
rAss(BYY,B =T ¢:x et B~ F:x. Dey < xAss(B), on obtient y C z par définition de
C et on a y |=p ¢ et =g 1) par hypothése d’induction.

-CasT ¢xv:x: BIF T ¢x*1p:x implique quiil existe deux labels y,z € Ass(B) tels que
r<yz€ Ass(Bf,B>=T ¢:yet B> T1:2zComme z < yz € Ass(B)f, on a z C yz par
définition de x et de C. De plus, par hypothése d’induction, on a y =g ¢ et 2z =g 1.

-Cas F ¢+ :x: Soit y,z € L(B) tels que x C yz, par définition de x, on a x < yz. Et comme
BIFF ¢xt:x, onaylEyp¢ety g par hypothése d'induction.

-Cas T ¢ :x : Soit y € L(B) tel que y =5 ¢. On a alors par définition de x, x X y = xy €
Ass(B). Et donc par définition de la (-)-cloture, on ay € Ass(B)f. B = T ¢—1):2 implique
alors B~ F ¢:you B > T 1 :xy. Dot on déduit y g ¢ ou zy =g . Comme par
hypothése on a y =g ¢, on a donc zy =g 7).
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-Cas F¢—=y:x: BIF F ¢p—=1p: x implique qu'il existe un label y € Ass(B) tel que zy €
Ass(B).Comme x x y = xy par définition de x, on a finalement y =5 ¢ et @ X y F=q ¥
par hypothése d’induction.

O

On sait maintenant comment nos tableaux sont complétés et on sait aussi comment construire
un contre-modéle quand une branche ouverte est complétée. On peut donc établir le théoréme
de complétude.

Théoréme 3.10. Si une formule de Bl-Loc est valide alors elle est prouvable dans TBI-Loc.

Preuve. Soit ¢ une formule de Bl-Loc valide. Supposons que ¢ ne soit pas prouvable dans
TBI-Loc, alors il existe une séquence finie de tableaux satisfaisant les conditions de la définition
3.31. Donc la procédure de complétion construit un tableau contenant une branche compléte B,
éventuellement infinie. Comme B est compléte, on peut construire son H-modéle conformément
4 la définition 3.34. Puisque B contient la formule signée F' ¢ : ¢, le lemme 3.20 nous permet de
conclure que ¢ = ¢ ce qui contredit ’hypothése de départ. ]

3.7.2 Un exemple d’extraction de contre-modéles

Dans cette section, on montre comment s’établit la construction d’un contre-modéle & partir
d’un graphe de ressources. On utilise pour cela le graphe de ressources de la figure 3.6.

D’aprés le graphe, les ressources utilisées comme base pour construire le monoide d’arbre
partiel est le suivant :

L(B) ={1,d1,da,ds,ds,ds,dg, d7, ce, 7, ceds }

Et la loi de composition sur ses ressources vérifie la loi suivante :

— Cg XdGZCGdG;

- 1 xzx=z(Vr e LB).

Et la relation de pré-ordre entre les ressources est donné par les arrétes F(Ass(B)). Dans le
cas de 'exemple, on a donc d3 C di,ds C ds,ds C dr,d4 E dy,dy C cgdg, dy T c7.

L’ensemble des arbres constituant le contre modéle est donc ’ensemble des arbres dont les
ressources appartiennent au monoide décrit ci-dessus.

La relation de forcing est elle engendrée par les formules atomiques positives (de signe T')
présentes dans la branche et propagée par monotonie suivant le pré-ordre. Le tableau ci-dessous
indique pour chaque propositions les ressources qui les forcent :

D q
Eg | 6 | crds

Il reste alors & montrer que ce modéle est un contre modéle de la formule ((T * [[]p) A (T =
1]q)) — (T *[l](p A q)). Tout d’abord, comme c¢ =g p, on a bien, ds[l|ceds = T * [[|p et par la
relation C, on a également : d3[l]ds =g T * [I]p. De méme, comme c¢7 = ¢, on a : d3[l]ds =g
T« [l]g. On a bien d3[l]dy =g (T * [lJp) A (T * [[]g) Cependant, il n’existe pas de décomposition
de dp[l]d4 forcant T x [I](p A q). Donc on a bien g ((T * [I]p) A (T * [llq)) — (T * [l](p A q)).
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3.8 Mise en ceuvre de la méthode et perspectives

La mise en ceuvre pratique des solutions de recherche de preuves proposées ici est un point
indispensable et est envisagée & court terme. On peut pour cela se fonder sur les travaux menés
sur BILL, le prouveur développé pour Bl [48]. Cette réalisation sort des limites d’études que 1'on
s’était fixé pour cette thése mais on peut toutefois pointer quelques probléme qui se poseront
lors de la réalisation pratique et y apporter des premiers éléments de réponse.

Le probléme principal que ’on doit gérer est celui de la terminaison de la méthode. On avons
vu précédemment que la procédure de décision de TBI-Loc pouvait ne pas terminer pour deux
raisons. La premiére, déja présente dans TBI, [72] est la possibilité dans certaines configurations
d’avoir des branches redondantes. Il s’agit de branches ot 1'utilisation d’une regle obligationnelle
méne i la génération de nouveaux labels qui doivent alors étre de nouveaux utilisés par cette
régle obligationnelle. Le second probléme, spécifique & TBI-Loc celui-ci, se pose quand on doit
trouver une valuation pour clore une branche. Sans limitation sur les noms d’emplacements et
sur la profondeur des arbres que 1’on peut utiliser, on a en effet une infinité de possibilités pour
chaque valuation.

Deux approches différentes sont alors possibles. La plus simple & mettre en ceuvre est de se
contenter de semi-décidabilié et de proposer un prouveur interactif. Cette solution est possible
car on sait détecter les cas ou la procédure peut ne pas terminer. En effet, dans [72], les branches
redondantes sont clairement identifiés et on peut donc déterminer quelles formules peuvent y
mener. Concernant les valuations, on devra passer en mode interactif dés qu’on sera en présence
d’une branche potentiellement close pour laquelle une valuation sera trouvable.

L’autre possibilité consiste a rendre la méthode décidable, en controlant directement dans
I'algorithme de recherche de preuves les cas de non-terminaison. Pour les branches redondantes,
des arguments permettant de controler ces branches en élargissant la notion de classe d’équiva-
lence entre les labels sont développés dans [72]. Concernant les valuations, les résultats exposés
dans le cadre du chapitre 2 montrent comment on peut limiter la taille des arbres & considé-
rer pour prouver qu’une formule n’est pas valide. On peut utiliser une démarche similaire pour
contrdler la taille des labels intervenants dans une valuation.

Si ’on peut contrdler ces deux cas de non-terminaison, on sera alors capable de proposer
un algorithme décidable. Néanmoins, notamment pour la gestion des valuations, une approche
interactive peut étre plus efficace pour un utilisateur expérimenté car il pourra certainement
trouver plus rapidement la valuation permettant de construire un contre-modéle.

En marge de ces problémes cruciaux se posent d’autres problémes intéressant d’élaboration
de stratégies efficaces de recherche de preuves et de complexité des algorithmes proposés. Ces
problémes n’ont pas encore fait I’objet de réflexion et peuvent étre vus comme des perspectives
de recherche pertinentes.

Dans la suite de ce document, on présente des instanciations du modéle d’arbres partiels et
du langage de manipulation des arbres pour raisonner sur les tas de pointeurs ou les documents
XML. Comme dans le cas général, il sera important pour ces applications de pouvoir établir si une
assertion est la conséquence logique d’'une autre. La méthode de recherche de preuves présentée
ici constitue, dans ce cadre, un point de départ trés important. Il sera toutefois utile de I’adapter
pour pouvoir raisonner non pas sur tous les modéles mais sur un modéle particulier. De plus, il
faudra inclure & la méthode actuelle la gestion des quantificateurs.
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Chapitre 4

Arbres de ressources et modéles des
pointeurs

Le but recherché avec la proposition du modéle d’arbres partiel (arbres de ressources) est de
disposer d’'un modéle suffisamment général pour pouvoir étre instancié de maniére a représenter
différents modeéles plus concrets. La vérification de programmes manipulant des pointeurs est
une application potentielle importante. De nombreux modéles ont été proposés pour raisonner
sur ces programmes [19, 63, 71, 80]. On s’intéresse dans ce chapitre aux modeéles des pointeurs
classiques de [62, 75] et aussi & celui avec permissions [17] utilisant des logiques de séparations.

Le modéle classique des pointeurs pouvant étre vu comme une instanciation du modéle des
monoides partiels pour Bl [49], il semble normal qu’il puisse étre vu également comme une
instanciation du modéle d’arbres partiels. On montrera dans ce chapitre qu’une telle instanciation
est effectivement possible mais également que la modalité d’emplacement de Bl-Loc peut étre
rapprochée de 'opérateur logique de pointage (points to) de la logique des pointeurs [62]. Ainsi,
la gestion explicite des emplacements permet d’établir plus clairement le lien entre Bl-Loc et
cette logique.

On s’intéresse également au modéle des pointeurs avec permissions. Ce modéle peut étre vu
comme une extension du modele classique des pointeurs [17]. Une des particularités de ce modeéle
par rapport au modeéle classique est d’introduire la possibilité de séparer un tas de pointeurs en
des tas non disjoints. Cette spécificité est déja traitée dans Bl-Loc, puisque deux arbres ne doivent
pas nécessairement étre disjoints pour pouvoir étre composés. Ceci illustre I'intérét d’avoir un
modéle général : les limitations logiques sont alors inhérentes a l'instanciation choisie et ’on peut
raisonner de maniére générale sur tous les modéles.

Dans ce chapitre, on commence donc par montrer comment on peut instancier le modeéle des
arbres de ressources pour établir une relation avec le modéle des pointeurs. On montre comment
la manipulation des programmes avec pointeurs peut étre considérée comme la manipulation
d’arbres de ressources et comment on peut prouver un programme sur les pointeurs en raisonnant
sur les arbres. On aborde ensuite le modéle avec permissions et la représentation de ce modéle
avec Bl-Loc qui permet d’apporter une réponse a la spécification des arbres dans ce modéle,
répondant ainsi & un probléme ouvert énoncé dans [17].

4.1 Modeéles des pointeurs et arbres de ressources

Les travaux de O’Hearn et al. [62, 75] sur les pointeurs ont mené a la proposition d’un langage
de manipulation des pointeurs et & une logique d’assertions pour raisonner sur les programmes
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utilisant ce langage. Nous avons vu, dans le chapitre 2, que le langage de transformation des
arbres et les clauses sémantiques que ’on a proposé pour la manipulation des arbres de ressources
sont trés proches de ce qui existe pour les pointeurs. Aprés avoir rappelé le fonctionnement du
modéle des pointeurs et ses applications possibles [16], on montre ici comment modéliser un tas
de pointeurs sous forme d’arbre de ressources et plus généralement comment raisonner sur un
modeéle d’arbres partiel pour prouver des propriétés de programmes avec pointeurs.

4.1.1 Le modéle des pointeurs

Un pointeur est un couple associant une valeur & un emplacement dans la mémoire. Le
modéle proposé dans [62, 75] représente les données d’un programme sous la forme d’un tas
de pointeurs. L’idée est ensuite de proposer une logique pour définir des propriétés sur ces tas
de pointeurs et des primitives de programmation réalisant des manipulations de base sur cette
structure (suppression, création, lecture, écriture).

Les domaines sémantiques, utilisés dans [62], pour construire des tas de pointeurs sont les
suivants :

Ints={...,—1,0,1,...}

Loc C Ints

Heap = Loc — p;, Ints

Stack = Var — i, Ints

State = Stack x Heap

(généralement, on choisira Loc = {1,...,n})

Ints est I'ensemble des entiers relatifs, cet ensemble a été choisi arbitrairement pour repré-
senter de fagon simple le nom des pointeurs et les données qu’ils contiennent. L’ensemble des
pointeurs est donc un sous-ensemble des entiers relatifs, généralement celui des entiers stricte-
ment positifs. Un tas (ou heap) est un ensemble fini de pointeurs. Enfin, on propose aussi une
pile de variables qui associe & des variables des entiers.

La logique et le langage des manipulations utilisés pour raisonner sur les pointeurs seront
introduits plus loin dans le chapitre. Le modéle ainsi obtenu permet de raisonner la manipulation
de structures de données diverses comme par exemple les listes [15] ou les graphes [16].

4.1.2 Pointeurs et arbres de ressources

L’idée de base de la représentation des pointeurs par des arbres de ressources est de faire
correspondre & un emplacement des pointeurs et a sa valeur associée un emplacement de ’arbre
ainsi que la ressource qu’il contient. Pour cela, rappelons tout d’abord comment sont présentés
les pointeurs dans [75].

On compare tout d’abord les emplacements utilisés pour les pointeurs et pour les arbres de
ressources. Pour les pointeurs, 'ensemble des emplacements correspond a un sous-ensemble des
entiers relatifs. Les arbres de ressources utilisent pour leurs emplacements un ensemble dénom-
brable. On peut donc utiliser comme ensemble d’emplacements pour les arbres le méme ensemble
que celui utilisé pour les pointeurs.

On définit alors le monoide de ressources partiel M = {M, e e, <} tel que les ressources
contenues dans les emplacements d’un arbre de ressources puissent correspondre & la valeur
associée a un emplacement dans un tas de pointeurs. Intuitivement, on devrait donc poser M =
Ints pour ’ensemble de ressources et la relation e devrait étre totalement indéfinie pour s’assurer
qu’un emplacement ne peut contenir deux valeurs. Le probléme avec un tel choix est que nous
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n’avons pas alors d’élément neutre pour le monoide. Pour contourner ce probléme, on ajoute
artificiellement un élément neutre & ’ensemble des valeurs que ’on manipule. Le monoide partiel
que nous utilisons est alors le suivant :

M ={IntsU{e}, e, 0, <}

La relation e est définie comme suit :

— VYm,m' € Ints,m e m’ n’est pas défini;

- Vm € IntsU{e},mee=cem=m.

et la relation d’ordre < est réflexive (m < m’ si et seulement si m = m') et totalement
indéfinie ailleurs.

On a maintenant tous les éléments pour déterminer 1’ensemble des arbres de ressources
que nous allons manipuler et pour ensuite établir la correspondance entre un tas de pointeurs
h € Heap et un arbre de ressource [h] pp € T est définie récursivement de la fagon suivante :

= [l = vl gy = (e, 1= V)| [A] pr;
— [nal] g = (e,nal).

Un arbre de ressources est dit pur s’il existe des emplacements [1,...[,, € Loc et des ressources
mi,...,my € Ints tels que t = (e,l; — my)|...|(e,l, — my). Autrement dit, un arbre pur
contient une valeur de Ints dans chacun des emplacements qui le composent, dont la taille des
chemins le composant n’est pas supérieur & 1 et qui ne contient pas de ressources a sa racine.

Lemme 4.1. Un arbre de ressources ¢ est pur si et seulement si il existe un tas h de pointeurs
tel que [h] pp =1

Preuve. Par la définition de [ - | 5, on sait que si [h] p; = ¢ alors t est pur.

Il reste alors & prouver l'autre implication. Supposons que ¢ soit pur. Alors il existe l1,...1, €
Loc et des ressources my,...,m, € Ints tels que t = (e,l; — mi)|...|(e,l,, — my). Si on
considére le tas de pointeurs h = [l; — mq|ly — mal...|l, — my], on a bien [h] zpr =t. O

Définition 4.1 (Restriction 4 un arbre pur). La restriction d'un arbre ¢t = (m,t') a un arbre
pur est larbre t, = (e,t") ou t" est tel que pour tout emplacement | € Loc s’il existe m € Ints
tel que t(1) = (m,nal) ssit"(l) = (m,nil), sinon t"(l) n’est pas défini.

4.1.3 Logiques d’assertions pour les pointeurs

On montre ici comment la logique de séparation utilisée pour exprimer les assertions sur
les pointeurs dans [75] peut correspondre a la logique d’assertions proposée dans le chapitre 2.
Afin de distinguer sans ambiguité les assertions sur les pointeurs des assertions sur les arbres de
ressources, on nomme P-assertion une assertion sur les pointeurs.

Commencgons par rappeler la syntaxe et la sémantique de la logique d’assertions pour les
pointeurs :

PQ = a|E~F
|  false | P — Q| 3z.P
|

emp | PxQ | P~=Q
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avec a u= F = F | E < F et ou F et F sont soit des variables, soit des entiers, soit des
expressions de type E+ F, E— F, E x F.

La sémantique de ces formules est définie pour une pile s € Stack et un tas de pointeurs
h € Heap par les clauses sémantiques suivantes :

- s,h = assi [a] , =true;
s,h = 3z P ssi Jv € Ints tel que [s|z — v],h = P;
s,h|= Ew— Fssi [E], =dom(h) et h([E],) = [F],;
s,h = false jamais;
-s,hEP—Qssis,hEP;s,hEQ;
s,h = emp ssi h =[] est le tas vide;
s,h E P Q if 3hg, hy (disjoint), hg * hy = h, s,hg = P, s,h1 = Q;
s,h = P—Q ssi VI tel que I/ et h soient disjoints et s, h’ |= P alors s,h/ x h = Q.

On peut dés lors établir la correspondance entre une P-assertion propositionnelle P (sans
quantificateurs) et sa correspondance [P] 5;_;,. dans le langage d’assertions des arbres de res-
sources. Cette relation se définit récursivement comme suit :

[[E = F]]BI—LOC = [E]F,

[POQ] gr—1oc = [P] 51—1,.81Q] 57— 1. POur tous les opérateurs binaires [J;
- [[emp]]BI Loc — I;

[

[

[

Jx. P]] BI—Loec = JresT-P.

On prouve maintenant une propriété cruciale pour la correspondance entre le modéle des
pointeurs et l'instance des arbres de ressources que l’on considére ici. Il s’agit de montrer que si
un arbre force une formule correspondant & une P-assertion pour les pointeurs, la restriction de
cet arbre a un arbre pur la force également. Pour cela, nous analysons chacun des cas qui peut
rendre un arbre non-pur.

Lemme 4.2. Soient deux arbres ¢ et t/, un emplacement [ et une P-assertion P tels que t =
t'|(e,l — (e,nil)) et | ¢ Loc; alors si s,t =9 [P] g7_1oc o0 & également s,t' = [P] g7_1oc-

Preuve. Preuve par induction structurelle sur P. On ne détaille ici que le cas central, celui de

P:=Q—=Q :
On suppose que s, t|(e,l — (e,nil)) Fo [Q—*Q'] 5110 S0it t” tel que s,t" o [¢] 51 Loe-

Par définition s,t"[t'|(e,l — (e,nil)) F=ao [Q'] 5r_Loe- Par hypothése d’induction on a donc
S, t//|t/ ):Q[ [[Q/]]BI—LOC' Et dOl’lC S, t/ ':Q[ [[QﬁkQ/]]BI—LOC' D

Lemme 4.3. Soient trois arbres ¢ et ¢’ et (m, f), un emplacement [ et une P-assertion P tels
que t = t'|(e,l — (m, f)) et tels que f # nil (f est défini quelque part) si s,t =9 [P] g7 1oe O0
a également s, = [P] g/_1oc

Preuve. Par induction structurelle sur P. O

94



4.1. Modéles des pointeurs et arbres de ressources

Lemme 4.4. Soient deux arbres t et m, f et une P-assertion P tels que t = (m, f) alors si
Svt ):Q[ [[P]] BI—Loc 011 @ également S, (67 f) ): [[P]]BI—LOC'

Preuve. Par induction structurelle sur P. O

Corollaire 4.5. Soit un arbre t, ¢, la restriction pure de cet arbre et une assertion sur les
pointeurs P, si s,t =g [Pl g7_10. 00 a également s,t), = [P] 57 1oe-

Preuve. Ce résultat est la conséquence directe des lemmes 4.2, 4.3 et 4.4. U

Ce corollaire est indispensable pour établir le lien entre la prouvabilité pour les arbres et celle
pour les pointeurs.

Lemme 4.6. Soit un tas de pointeurs h € Heap, une pile s et une assertion sur les pointeurs P
sans =, on a: s, [h] pr Eo [Pl gr_roe SSL 8, 0 = P.

Preuve. La preuve se fait par induction sur P :

- Cas emp : Supposons que s, [h] pr Fo [emp] gi_1oe donc s, [h] pp 2 I. Et par définition
de [=9(, on a donc [h] z = e, donc h est le tas vide et s, h |= P. L’autre implication suit
le méme schéma.

- Cas false : Triviale : dans les deux cas, la formule n’est jamais satisfaite.
- Cas Jx.P : Triviale : la relation de forcing est la méme dans les 2 cas.

- Cas o : [a] g1 = @ La satisfaction de cette formule dépend donc uniquement de s et on
peut conclure.

-Cas E— F : On pose [E], =let [F], =m. Supposons que s, [A] pr Ex [E — Flg1_1oe
on a alors [H] pp = (e,l — (m,nil)) et par définition, le seul tas de pointeurs qui corres-
pond & cet arbre est [l — m]. Or on a bien s, [l — m] = E — F. L’autre implication suit
le méme schéma.

- Cas Q — @' : Tmmeédiat par hypothése d’induction.

- Cas Q@+ Q" : Onsuppose s, [A] gy Fa [Pl pr—poc; done s, [A] g Fa [Q) pr—roc*[Q] 51— Loc-
Il existe donc deux arbres partiels ti,ts tels que [h] pp = tlt2, s,t1 Fo [Ql gr—roc €t
s,to Eo [Q'] r—poe- I est alors évident que [h] pp = tiplte, et d’aprés le corollaire 4.5,
ona s,tiy EFu [Q gr_roe € S:t2p Fa [Q'] 7o Par le lemme 4.1, on sait qu’il existe
deux tas hy et ho tels que [h1] pp = t1 et [ho] pp =t2 et on a h = hy *hy. D’oit 5,h |= P.
L’autre implication suit le méme schéma.

O

Corollaire 4.7. Soit une assertion P telle qu’il n’existe pas de sous formule de P de la forme
Q — Q' ou Q contient I'opérateur —. Soit un tas de pointeurs h € Heap, une pile s si :

s, [h] pr B2 [Pl gr—poc alors s,h = P.

Preuve. Le corollaire découle du lemme précédent. Il reste simplement a montrer que 'impli-
cation est vrai pour les formules du type Q —+*Q’ :
Supposons que s, [A] gpr Fa [Q@ Q'] g 1e- Soit un tas A’ tel que s, A’ = Q. Par hypothése

d’induction, s, [1'] gr Fa [Q] gr—roe- On @ 8, [ ] grl[P] rr E2 [Q'] 51— Loe €t On en déduit
s,hxh' =Q. O

Il n’est pas possible de démontrer la réciproque de ce corollaire car P —() nécessite de vérifier
la propriété P pour tous les arbres de ressources, pas uniquement sur les arbres purs.
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4.1.4 Manipulation des pointeurs

Dans la section 2.4, on a proposé un langage de générique de manipulation des arbres. Nous
I’utilisons ici pour établir un lien entre la manipulation d’un tas de pointeurs la manipulation de

I’arbre de ressources correspondant.
Rappelons les commandes de bases proposées pour la manipulation des tas de pointeurs :

Affectation d’une cellule : Libération :
[E]l,=1€ Loc, [E],=meM [E], =1 € Locndom(h)
[E] :=F,s,h ~ s, [h|l — m)] dispose(E), s,h ~ s, (h —1)*

Ou (h — ) représente le tas h privé de la cellule [.

Affectation de variable :

[E]l,=meM

x:=FE, s, h~ [s|z— m],h

Création d’une cellule :

Observation du contenu :

[E],=1€ Loc,h(l) =m e M
x:=[E],s,h ~ [s|lx — m], h

[Ei], =m; € M,Vie [0.n—1](l+1i) €, Loc N dom(h)

cons(Eq,...,Ep),s,h ~ s, [h|l — mq|... |l +n—1+— m,]

Les axiomes arriéres (backward azioms) correspondants & ces commandes exprimées dans le
langage d’assertions des pointeurs détaillé ci-dessus sont les suivants :

{3z.(E— z)* (E — F)—=P)} [E]:=F {P}

{3z.(F > z) * P}

dispose(E) {P}

Ve (2 — E) % ... x (&' +n—1) — Ep))=P{¥ /,}} a:=cons(E1,...E,) {P}

{P{"/a}}

r:=F {P}

{32/ P{* [N (B a2')«T)} ¢ = [E] {P}

Ces commandes sont trés proches de certaines commandes pour la manipulation des arbres.
La relation entre la manipulation d’arbres et de pointeurs est donc naturelle pour la plupart
des commandes. Si ’on excepte la commande cons, la commande C sur les pointeurs a comme

équivalent la commande [C]

dans le langage de manipulation des arbres, définie par :

disposejoc(E);

point
[[E] := F] ins = updateres(E, F);
[dispose(E)] point =
[z :=E] piy =2 = E;
[z:= [EH]point =z :=res(F).

Gérer la création de nouvelles cellules (la commande cons) n’est pas possible avec le langage de
manipulation d’arbres présenté en section 2.4. En effet, la commande de création d’emplacements
dans les arbres new;,. permet de créer un seul emplacement a la fois et choisit dynamiquement
le nom d’emplacement & utiliser. On ne peut donc pas assurer la création de n emplacements
adjacents avec cette commande.
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4.1. Modéles des pointeurs et arbres de ressources

On propose donc ici une version modifiée de la commande new qui permet de créer ces n
emplacement adjacents :

{PAno(E : l)Ano(E : I+ 1)A...Ano(E : l+n—1)}newo(n, E){P*[E][llex...*[E][l4+n—1]e}

et I’axiome arriére correspondant est :

{Vioet .(no(E : 'Y Ano(E : 2’ +1)) — (([E][l]ex. ..*[E][z’ +n—1]e) =« P{ [, ) }newpe(n, E){ P}

La correspondance entre la commande cons et le langage de manipulation d’arbre est alors
donné par :

[z := cons(En, ... 7En)]]point = 2 1= newye(n, nil); update(z, E1); . .. ;update(x +n — 1, Ey);

Cette derniére relation met en avant une différence cruciale entre les deux modéles. Dans le
cas des pointeurs, on doit nécessairement avoir une valeur pour créer un emplacement, on ne peut
construire une cellule sans indiquer ce qu’elle va contenir. Les arbres de ressources permettent
de créer des emplacements vides. On crée donc les n emplacements vides puis on les remplit
avec les valeurs fournies en paramétre. Ainsi donc, en utilisant uniquement des commandes de
manipulation d’arbres, qui correspondent & des manipulations de pointeurs, on ne peut pas créer
d’emplacement vide.

On établit alors que 'exécution de programmes conserve la relation entre un tas de pointeurs
et I’arbre de ressources correspondant :

Lemme 4.8. Soit une configuration de C, s, h (C' une commande, s une pile et 4 un tas de poin-
teurs) non bloquée et une configuration s', k' telle que C,s,h ~ s, h'. Alors, [C] point: s: [7] pr
n’est pas bloquée et si [C] ;s 8, [Pl gy ~ 8", t alors on a 5" = 5" et [A'] zp = 1.

Preuve. Le lemme est une conséquence directe de la sémantique des commandes. O

On a établit une correspondance entre le modeéle des pointeurs et celui des arbres de ressources
et également entre les commandes de ces deux modéles. On peut donc utiliser le modéle des arbres
de ressources pour raisonner sur les pointeurs.

Théoréme 4.1. Soient deux assertions sur pointeurs P et Q) et un programme de manipulation
de tas de pointeurs C'.

1. Si P et Q ne contiennent pas Uopérateur — alors {[P]g;_ 1o} [Cl il [Q 5r—roc} 558
{Prc{Q}.
2. Si P et Q ne contiennent pas de sous-formules du type Py — P> o P contient l'opérateur

—k et st {[[P]]BI—LOC}[[C]]point{[[Q]]BI—Loc} alors {P}C{Q}.

Preuve. Le théoréme est une conséquence directe des lemmes 4.6 et 4.8 pour le cas 1 et des
lemmes 4.7 et 4.8 pour le cas 2. O
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{Po}

x = cons(a,a);

{P} Py =Va/((2' = a) + ((2/ + 1) = a) =P {" [}

y := cons(b,b); Pr=vy (' = b)« (v +1)—b)=P{¥/,}

{P} Po=3z((z+1)—2)x((x+1) — ty)=P3)

[+ 1] :=1t — x; P3=3((y+1)—2)«(((y+1) — x—t)=*Py)

1P} Pr=@w—a)x((@+1)—t—a)x(y—b)*((y+1)—az—1)
[y+1] =z —t;

{Pr}

Fi1a. 4.1 — Exemple de code manipulant des pointeurs

4.1.5 Exemple d’utilisation et intérét

On présente ici un exemple simple de manipulation de pointeurs initialement présenté dans
[75], repris en figure 4.1, qui illustre les procédures de transformations des commandes et des
triplets.

Le programme et les assertions correspondantes sont donnés sur la gauche, la version longue
des assertions est données sur la droite. Les assertions sont créées a partir des axiomes arriéres
présentés en section 4.1.4. Le programme de ’exemple est simple : il s’agit de créer deux couples
de pointeurs. Les pointeurs du premier couple (z et x 4+ 1) contiendront tous deux la valeur a,
ceux du second couple (y et y + 1) contiendront quant & eux la valeur b. Ensuite, on remplace la
valeur contenue dans x + 1 par t — x et celle contenue dans y + 1 par z — t. La figure donne le
code et les triplets de Hoare correspondants.

On construit a partir de ces données le programme et les triplets de Hoare équivalents dans le
modeéle des arbres partiel. Pour cela, on utilise les correspondances entre les commandes spécifiées
en section 4.1.4. Commencgons par déterminer les commandes équivalentes. La figure 4.2 place
cote & cote les commandes sur les pointeurs (a gauche) et celle sur les arbres de ressources (a
droite).

Manipulation de pointeurs : Manipulation d’arbre de ressources :

x = cons(a,a); T = newy(2, nil); update(x, a); update(x + 1, a);
y := cons(b,b); Y 1= newpe(2, nil); update(y, b); update(y + 1, b);
[z+1] =t —m; update,es(x + 1,1 — x);

[y+ 1] =z —t; updateres(y + 1, — t);

FiG. 4.2 — Equivalences entre les commandes du programme exemple

On détermine les assertions pour les arbres de ressources. On commence par la formule de
Bl-Loc équivalente & la formule P;. D’aprés la correspondance présenté dans la section 4.1.3, on
a [Pl pr_roc = [Tla* [x+ 1](t — x) * [y]b* [y + 1](z — t). A partir de cette formule, on raisonne
sur les axiomes arriéres présentés dans le chapitre 2. Ainsi, commande par commande, on obtient
les assertions présentées en figure 4.3.

Si 'on compare les axiomes de la version initiale (la figure 4.1) avec ceux de la version arbres
de ressources (la figure 4.3), on remarque que les axiomes de mise & jour des ressources sont plus
complexes dans cette derniére. Ceci s’explique par le fait que, dans le cas général des arbres de

98



4.1. Modéles des pointeurs et arbres de ressources

{Fo}

Z = newoe(2,nil); ,

{ri} Py = Va'.((no(z’) Ano(x’ + 1)) — (([o']1 [ +1]T)  P[{* /.}))
updateres(x, a); Py = Fresz[r]z % (Vress (' =€) V (([z]2" * T) — L)) A ([zla—Pj))
{P} Py = Fpeszr+1]zx (Veesz (2 =) V(([y+ 1)2"'« T) — 1))
updateres(x + 1,a); A([z + 1]a—=P3)) ,

{Ps} ' Py = V' ((no(y') Ano(y’ + 1)) — (([y'[] * [y' + 111) % PH{¥ /4}))

y = newioc (2, nil); p; = Fresz Y]z (Vees2' (2 =€) V (([y]z * T) — L)) A([y]b—=P%))
{P} P! = Freszy+ 1]z (Vresz’.((z’ =e)V(([y+1]z'*«T)— 1))
update,es(y,b); Nly + ]b—*Pé))

{Ps} P = Fresz T+ 1z x Vees?’ (' =€)V (([x +1]2'x T) — 1))
updateres(y +1,0); Az + 1](t — )—*P7))

{Fs} P = Jpeszy+ 1z % (Vresz (Z=e)v({(ly+1]z'«T)— 1))
update,es(x + 1, — x); Ay + 1](x — ) [Prl,))

{7} [Pl = [zlax[z+1](t—2)[ylo* [y +1](z —1)

update,es(y + 1,z — t);

{[Prl.}

Fi1G. 4.3 — Assertions correspondantes avec le modéle d’arbres partiel

ressources, la séparation d'un arbre en deux sous-arbres n’assure pas que les sous-arbres soient
disjoints. Cette précaution n’est pas utile ici puisque dans le cas des pointeurs, un emplacement
ne peut contenir qu’une ressource indécomposable. Cependant, on verra dans la section 4.2
que, pour certaines applications, il est utile de considérer que les ressources présentes dans un
emplacement peuvent se décomposer et mener & des arbres non disjoints.

L’exemple qui est décrit ici est mentionné dans [75] sous une autre forme, n’utilisant pas des
axiomes arriéres mais des axiomes constructifs, c’est-a-dire ou la post-condition est donnée en
fonction de la pré-condition. Dans la proposition originale, ’assertion de départ indique que le
tas initial doit étre vide. Normalement, 1’assertion Py doit donc étre une conséquence logique de
la formule emp. Un des intéréts des arbres de ressources est que pour vérifier ces problémes de
conséquence logique, on peut se fonder sur les techniques de recherche de preuves développées
dans le chapitre 3. La correspondance entre les deux modéles permet ainsi d’utiliser les outils du
modele d’arbres partiel pour le modéle des pointeurs.

4.1.6 La propriété de fenétrage

On a vu que l'on peut exprimer les triplets des commandes sur les pointeurs comme des
triplets de manipulation des arbres de ressources. De plus, il est établit que la propriété de
fenétrage (frame property) pour le modeéle des pointeurs, fournie ci dessous, est vérifiée méme si
on inclut la commande qui crée des cellules.

{P+P)C{Q* P}
{Pre{Q}

*:fv(P")N Modified(C) =0

On peut donc se demander pourquoi la propriété de fenétrage pour les arbres de ressources
exclut la commande new,.. La différence, déja signalée précédemment, vient du fait que ’on ne
crée pas d’emplacement vide dans le cadre de la logique des pointeurs. On peut donc chercher
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& établir une propriété de fenétrage équivalente pour les arbres de ressources si on restreint les
formules des assertions & l’ensemble des formules correspondant & des formules de la logique
des pointeurs et si on restreint les commandes & celles correspondant & des commandes sur les
pointeurs.

En effet, la commande cons qui crée de nouvelles cellules ne crée jamais de cellule vide. Par
conséquent son équivalent dans le langage de manipulation des arbres de ressources ne crée pas
d’emplacement contenant uniquement la ressource e. De plus le lemme 4.2 démontre qu’une as-
sertion de la logique des pointeurs ne nécessite jamais un emplacement vide.

Dans le cas précis des programmes de manipulations d’arbres de ressources représentant des
programmes de manipulation de pointeurs, on peut donc proposée une propriété de fenétrage
intégrant la création d’emplacements, contrairement & celle du théoréme 2.2.

Proposition 4.1. La propriété de fenétrage suivante est correcte pour Bl-Loc :

{IP] - roc * [[P/]]BI—LOC}[[C]]point{[[Q]]BI—LOC # [P'] pr-roct y
{[[P]]BI—LOC}[[C]]point{[[Q]]BI—Loc}

* :fv(P") N Modified(C) = ()

Preuve. Le point clé par rapport au théoréme 2.2 concerne la commande de création d’empla-
cements. Supposons que ’on cherche & étendre le contexte d’un programme vérifiant le triplet
UP] Br-r0eH [Clpointt [Q) Br—1oc} Par un arbre vérifiant [P']z; p,.. On s'intéresse essentiel-
lement au cas o C' = cons(F,...,E,). On a alors trois possibilités pour chaque emplacement
créeé :
1. L’emplacement créé n’existe pas dans les arbres vérifiant [P'] 5, ;... Par conséquent,
on ne peut altérer ’arbre en faisant référence & ce nouvel emplacement dans la suite du
programme.

2. L’emplacement créé existe dans les arbres vérifiant [P'] 5;_;,. et il contient une ressource
autre que e. Par conséquent, l'ajout & cet emplacement de la ressource F; va mener & un
arbre indéfini. Et la configuration est donc bloquée pour ce choix de nom d’emplacement.

3. L’emplacement créé existe dans des arbres vérifiant [P'] 5, ;. et il contient la ressource

e. D’aprés le lemme 4.2, le méme arbre sans cet emplacement vérifie aussi [P'] g;_ ;.. €t
par conséquent les commandes suivantes n’altérent pas les satisfaction de [P'] 5;_ ;.-

O

4.2 Arbres de ressources et permissions

Le modéle des permissions proposé par Bornat et al. [17] est une extension du modéle des
pointeurs permettant de raisonner sur les accés concurrents a des variables. Il consiste & assigner
un poids & chaque relation — pour indiquer les droits d’accés associés & une variable. Par exemple
15 m indique qu’on peut accéder en lecture et en écriture a la vriable [ alors que | = m pour
0 < x < 1 indique que ’on a accés a [ uniquement en lecture. Ce principe permet de raisonner
sur des programmes concurrents et d’analyser si le partage des données se fait correctement.

L’une des spécificités importante de ce modéle si on le compare au modeéle des pointeurs est
que deux tas de pointeurs ne doivent pas nécessairement étre disjoints pour étre composés. Ainsi,

0,5 0,5 . .
(I ¥ m) * (I = m) est défini. Cette nouveauté souléve des problémes qui ne se posent pas dans
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le modéle des pointeurs, la formule P * Q n’indiquant pas que P et () sont disjoints. On montre
ici comment ’utilisation d’un modéle plus général, comme celui des arbres de ressources, pour
représenter les permissions permet d’apporter des réponses & certains de ces problémes.

On donne en figure 4.4 un court exemple tiré de [17] qui montre une utilisation possible du
modele des permissions. Dans cet exemple, 'opérateur .". permet d’indiquer que ’assertion de
droite est une conséquence logique de celle de gauche.

Le code proposé crée donc une cellule x a laquelle il peut accéder en lecture et en écriture
(elle a un poids de 1). Il y place ensuite la valeur 7. Le programme se sépare ensuite en 2
sous-programmes concurrents. Pour ce faire, il choisit donc de donner aux deux programmes
Paccés & x en lecture (z a un poids de 0,5 dans les deux sous-programmes). Chaque processus
lit alors la valeur de x et l'utilise. Quand les deux sous-programmes se terminent, le programme
principal peut de nouveau écrire dans la cellule x ou la supprimer. Le programme décide alors
de supprimer la cellule x et se termine. Cet exemple montre comment le poids sur une ressource
permet d’exprimer le partage possible de cette ressource entre divers processus.

{emp}
x = new();
{5 _}
[2] =7
(257 2872237y
{z 57} {z 57}
y = [z] — 1; z:=[z] + 1,

{a:ri>7/\y:6} {a:ri>7/\z:8}
{a:(r);?7*95(»)—'>57/\y:6/\z:8}.'.{x»i>7Ay:6/\z:8}
dispose(x)

{emp ANy =6Az=28}

FiGc. 4.4 — Exemple de code distribué utilisant les permissions

On montre ici que ce modeéle peut étre exprimé trés naturellement comme une instance du
modéle des arbres partiels. De plus, 1'utilisation de BI-Loc comme logique d’assertions a permis
de résoudre naturellement le probléme de la spécification d’arbres avec permissions. Ce probléme
était un des problémes ouverts mentionnés dans [17]. La principale difficulté étant de spécifier
dans ce contexte que deux nceuds distincts ne partagent pas un fils.

4.2.1 Le modéle des permissions

Un modéle générique pour les permissions est défini comme suit :

Heap = Loc — i, (V x M)

Ce modele associe & un nombre fini d’emplacement de Loc un couple (v,m) € (V x M) ou v
est la valeur contenue a cet emplacement et oli m correspond aux permissions d’accés associées
4 un emplacement. Loc est donc un ensemble dénombrable d’emplacements, V' est un ensemble
de valeurs, M est un ensemble de ressources.

On considére un opérateur binaire o tel que M = (M, e) est un semi-groupe partiel et
commutatif et on définit la composition sur les couples de V' x M par extension de I'opérateur
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e sur I'ensemble M. Ainsi, pour (v,m), (v',m') € V. x M on a (v,m) e (v',m') = (v,m em’) ssi
v=1"et mem' est défini.

De méme, la composition h e i/ de deux tas h,h' € Heap est définie par :

dom(h e h') = dom(h) U dom(h') et pour tout | € dom(h eh'), on a :

heh')(1) = h(l) si h'(l) n’est pas défini.
(
R'(1) si h(l) n’est pas défini.
h(l) e h'(l) sinon.

Contrairement aux tas de pointeurs que ’on manipulait dans la section 4.1, la composition
de deux tas ne nécessite plus que leurs domaines soient disjoints. Cette propriété nouvelle pour
les pointeurs ne I’est pas dans le cadre des arbres de ressources puisqu’on a prévu initialement
de pouvoir composer des arbres ayant des chemins en commun.

4.2.2 Les arbres et les permissions

Notre préoccupation premiére est de déterminer le monoide de ressources partiel qui sera
utilisé pour définir les ressources contenues dans les noeuds. L’ensemble V' x M et son opérateur
de composition e pourrait convenir mais nous n’aurions pas alors d’élément neutre. On ajoute
donc un élément neutre e & cet ensemble. L’ensemble des ressources que I’on manipule est donc
(V x M) U {e} et 'opérateur de composition e est étendu a cet ensemble en posant pour tout
(v,m) € VxM, (v,m)ee=ee(v,m)=(v,m). Comme précédemment, on utilisera une relation
de pré-ordre C complétement indéfinie.

Ainsi donc, on a un monoide partiel M = (V' x M)U{e}, e, e, C) pouvant servir de base pour
construire les arbres de ressources. Comme la composition des permissions correspond exactement
4 la composition des arbres, on peut établir une correspondance entre les deux domaines. Si une
variable [ est associée & la valeur v avec la permission m (ce qui est noté I =5 v), on lui associe
Iarbre [I &% V] perm = (&1 — ((v,m), nal)).

Mais peut-on trouver une correspondance pour tous les arbres de hauteur 1 dans le domaine
des tas de permissions, en particulier, comment un arbre de la forme (e, — (e, nil)) peut-il étre
interprété ?

Comme on a (e,l — (e,nil))|(e,l — ((v,m),nil)) = (e,l — ((v,m),nil)), on peut alors
considérer que (e,l — (e,nil)) assure que ’emplacement [ existe mais indique que l'on ne peut
pas ni modifier ni méme lire sa valeur.

Comme précédemment, on peut donc utiliser les formules d’assertions sur les arbres pour
raisonner sur les permissions.

4.2.3 Assertions pour représenter les arbres

Le probléme de la représentation d’arbres avec les permissions, dans [17], consiste & trou-
ver des assertions capables de définir qu'un tas donné représente un arbre. On doit également
déterminer une assertion vérifiée par un arbre auquel on attache la permission z. La tentative
suivante, utilisant une logique de séparation standard [62], avait été proposée et permet de mieux
comprendre le probléme de spécification qui était posé :

ztree z nil Empty emp
t % (0,a,0)
3, rt (L,1,7) % ztree z l v * ztree z 1 p

ztree z t (Tip «)

e

ztree z t (Node v p)
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Dans la définition ci-dessus, ztree z nil Empty correspond & l'assertion représentant 1’arbre
vide. Une feuille située en ¢ contenant la valeur o correspond a l'assertion ztree z t (Tip «).
Enfin, un nceud ¢ menant & deux sous-arbres v et p correspond lui & ztree z t (Node v p).

On utilise alors la représentation classique des arbres avec les pointeurs. L’arbre vide corres-
pond au tas de pointeur vide. La feuille contenant « en ¢ correspond a la cellule ¢ = (0, ,0)
et le noeud ¢ menant & deux sous-arbres v et p correspond a la cellule ¢ + (1,1,7). Ainsi, les
emplacements contiennent des triplets de valeurs qui ont la signification suivante :

— La premiére valeur peut étre soit 0 pour indiquer que le contenu de la cellule est une feuille,
soit 1 pour indiquer qu'’il s’agit d’un neeud.

— La deuxiéme valeur correspond au contenu de la feuille si la premiére valeur est 0, elle
correspond & ’emplacement ou se trouve le fils gauche sinon.

— La troisiéme valeur n’a pas de signification si on est dans une feuille et vaut alors 0. Si on
se trouve dans un nceud, elle correspond & ’emplacement du fils droit.

Le probléme avec cette spécification naturelle est donc qu’elle n’assure pas que les sous
arbres soient disjoints. En effet, si la permission z est telle que z e z est définie, la formule
ztree z t (Node v «y) peut définir une structure qui est un graphe et non un arbre, puisque les
fils gauches et droit de ¢ peuvent pointer sur la méme cellule. Concrétement, on peut avoir :
t+5s (1,u,u) * ztree z u v * ztree z u .

Pour garantir que la structure proposée est bien un arbre, il faut s’assurer que le fils gauche et
le fils droit d'un nceud sont totalement disjoints. On doit donc s’assurer qu’aucun emplacement
n’est commun aux deux sous arbres.

L’expression de telles propriétés a déja été étudiée pour Bl-Loc. On peut donc exprimer un
arbre avec permissions dans Bl-Loc. Et les assertions correspondantes sont les suivantes :

[11((0,,0), 2)
Tiocl, . ([t]((1,1,7), 2) Ano(l) Ano(r))x
disjoint((ztree z l 7y, ztree z r p))

ztree’ z nil Empty
ztree! z t (Tip «)
ztree’ z t (Node vp)

> b1

ol pour un emplacement [ donné, no(l) = ([[] T« T) — L
et pour deux assertions P et Q, disjoint(P,Q) = (P * Q) AViol.((P * [l]e) A (Q * [l]e) — L) .

La formule no(l) indique que I’emplacement [ n’est pas présent dans I’arbre qui satisfait la
formule. Elle est utilisée ici pour éviter les liens cycliques dans notre arbre : un noeud ne peut
étre son propre fils. La formule disjoint(P, Q) est satisfaite s’il existe un sous-arbre satisfaisant
P et un autre satisfaisant () et s’ils ne partagent aucun emplacement. Elle est donc utilisée ici
pour indiquer que les deux sous-arbres sont bien disjoints et empécher qu'un nceud se retrouve
avec deux peéres.

L'utilisation du modéle d’arbres partiels (arbres de ressources) pour raisonner permet donc
d’établir une base commune pour raisonner sur le modéle des pointeurs tel que proposé dans
[62] et sur le modéle des permissions qui est un raffinement de celui des pointeurs, puisque BI-
Loc est utilisé dans les deux cas pour la spécification. Il est également intéressant de remarquer
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que le fait que la composition de deux arbres ne nécessite pas qu’ils soient disjoints permets de
mieux appréhender des problémes comme celui de la représentation des arbres dans le modéle

des permissions.
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Chapitre 5

Modéles d’arbres et données
semi-structurées

L’un des enjeux du format XML est d’assurer l'interopérabilité entre différents programmes en
manipulant les données regues et envoyées sous forme de documents XML [41]. Un point crucial
de l'interopérabilité est donc de pouvoir s’assurer du format d’'un document dont on connait la
spécification initiale et subissant une transformation donnée. La représentation de documents
XML sous forme d’arbres est naturelle [1] et l'utilisation de logiques reposant sur des modéles
d’arbres a mené & différents travaux visant & représenter partiellement les document XML sous
forme d’arbres et & utiliser la logique de ces modéles pour spécifier ces documents [23, 24, 26, 39].

Dans ce chapitre, on illustre les possibilités d’instanciation du modeéle d’arbres partiel (arbres
de ressources) en l'appliquant a la représentation des données XML. L’objectif est tout d’abord
de représenter de maniére compléte non seulement la structure de 'arbre mais également son
contenu. On propose pour cela un modéle qui permet de représenter les éléments ainsi que leur
hiérarchie mais également la totalité des attributs de ses éléments et les zones de données. On
définit ensuite une logique fondée sur Bl-Loc permettant de raisonner plus spécifiquement sur ces
arbres. Cette logique est notamment utilisable pour établir la définition du type d’'un document
(DTD), a l'instar de ce qui est proposé dans [85, 86] pour XML schéma. Une autre application
potentielle non traitée ici, dans 'esprit des travaux de [38, 27|, est d’utiliser la logique pour
établir des requétes sur un document XML

Ensuite, on établit un langage de manipulation et des triplets a la Hoare spécifiques & la
manipulation de données XML, en suivant la démarche du chapitre 2. Cette approche logique
constitue le point de départ & une vérification formelle des transformations de documents XML
utilisant une logique fondée sur Bl-Loc.

5.1 Arbres de ressources et documents XML

Pour pouvoir raisonner sur les documents XML on établit d’abord une relation entre les
documents XML et les arbres de ressources. Pour cela, on commence par présenter le type de
document XML que l'on cherche & manipuler et la terminologie que 1’on utilise pour décrire
ces documents, ainsi que les contraintes syntaxiques que doit respecter un document XML. On
définit ensuite I’ensemble des arbres de ressources que l'on souhaite utiliser pour représenter
ces documents, en précisant comment se fait la correspondance entre documents et arbre de
ressources et comment le modéle d’arbres permet de représenter les contraintes syntaxiques des
documents.
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5.1.1 Document XML et terminologie

On détaille ici la construction d’'un document XML du type de ceux que I'on souhaite mani-
puler, c’est a dire sans se soucier de 'ordre de noeuds fréres et sans instruction exécutable. Un
exemple est donné en figure 5.1. On fera référence & cet exemple pour détailler la structure du
document et la terminologie associée.

< ?xml version="1.0" 7>
<IDOCTYPE map SYSTEM "map.dtd">

<map>
<state id="s2">
<scode>NE< /scode>

<sname>Nevada</sname>
<capital idref="c3’ />

< /state>

<city id="c3’>
<ccode>CCN</ccode>
<cname>Carson City</cname>
<state of idref="s2’ />

</city>

</map>

Fi1G. 5.1 — Exemple de fichier XML

Le document XML proposé est composé d'un prologue constitué d’une ligne indiquant qu’il
s’agit bien d'un document XML et d'une seconde ligne indiquant la définition du type de document
(DTD) utilisée pour définir le document. Cette DTD détaille la grammaire que doit respecter le
document et fixe la sémantique de certains de ses éléments. Les propriétés qu’elle impose seront
vues en détail dans la section 5.3 et seront associées & des assertions.

Le corps du document est composé d’un ou plusieurs éléments. Un élément est soit délimité
par une étiquette de début et une étiquette de fin (comme state, city ou scode par exemple), soit
délimité par une étiquette unique (comme capital ou state of). Les étiquettes de début et les
étiquettes uniques contiennent donc le nom de 1’élément et éventuellement des couples associant
des valeurs a des attributs (ainsi, I’étiquette state contient l'attribut id et lui associe la valeur
s2). Enfin, les éléments délimités par une étiquette de début et une étiquette de fin contiennent
d’autres éléments et/ou des données (’élément scode contient la donnée NE, I’élément cname
contient la donnée Carson City).

Les contraintes syntaxiques sont peu nombreuses (outre le fait de respecter la grammaire
de base pour bien construire les éléments). On s’intéressera principalement aux restrictions sui-
vantes : le méme attribut ne peut étre défini deux fois pour un méme élément et une étiquette
ne contient qu'un seul nom d’élément.

D’aprés la spécification XML, les éléments ne doivent pas nécessairement tous posséder un
identifiant unique. La présence ou non d’attributs correspondant & des identifiants est définit
dans la DTD attachée au document. Pour toute ces raisons, on choisit ici de traiter I’unicité des
identifiants & un niveau logique. L’approche choisie ici différe donc de celle proposée dans des
modéles d’arbres comme celui de [24] ou la présence d’un identifiant unique pour chaque élément
est présentée comme une contrainte syntaxique.
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5.1.2 Arbres représentant les documents

Comme nous 'avons vu dans le chapitre 4, la principale difficulté pour définir un modéle
d’arbres dans ce contexte réside dans le choix du monoide de ressources que ’on va utiliser. Une
autre difficulté est de décider quelles informations des documents XML vont correspondre & des
ressources de ’arbre et quelles autres informations vont correspondre & des nceuds de ’arbre.

La structure d’un arbre correspondant & un document va étre définie par ’enchainement des
éléments et des données dans le document. On fixe alors la signification des noms d’emplacement
des différents nceuds de l'arbre. Comme plusieurs éléments fréres peuvent avoir le méme nom,
on ne peut choisir comme label d’un nceud le nom de 1’élément ou de la donnée auquel il cor-
respond. On choisit de donner un nom arbitraire aux emplacements. Les noms d’emplacements
ne correspondent donc & aucun élément concret du document initial, ils peuvent étre vus comme
un moyen d’identifier ’emplacement physique d’un nceud donné.

On définit ensuite ce qui sera représenté comme des ressources de 'arbre. L’idée est donc que
tous les types de contenu (nom d’éléments, attributs et données) correspondent & des ressources.
On définit ainsi ’ensemble des élément Elem, 'ensemble des attributs Attr, celui des données
Dat et celui des valeurs des attributs Val®. On définit donc le monoide partiel permettant
de manipuler ces ressources et permettant de représenter au mieux les contraintes syntaxiques
imposées par un document XML.

On sait qu'un neeud va contenir soit une donnée (une ressource de Dat), soit un élément (une
ressource de Elem) et des couples de valeurs et d’attributs (une ressource de Attr —;, Val). Par
la suite, on souhaite pouvoir facilement rajouter des attributs dans un emplacement donné. Pour
cela, on autorise également un emplacement & contenir uniquement une ressource appartenant &
Attr — i, Val. L’ensemble des ressources Mx /7, que I'on utilise comme ensemble de base pour
construire le monoide de ressources partiel est donc le suivant :

Mx g, = Elem U Attr — ¢, Val U (Elem x Attr — i, Val) U Dat U {e}

ol e est un élément neutre que l'on ajoute afin d’obtenir une structure monoidale. On définit
alors 'opérateur partiel de composition de ressources e comme suit :

— mee = eem =m pour toute ressource m € Mx 1, ;

— Soit m,m’ € Dat, [m em/|] et mem’ € Dat;

— Soit v € Elem et f € Attr — 4, Val, [ve f]l et ve f = (v, f);

— Soit f, f' € Attr — i, Vaal, [f ® f']1 ssi dom(f) Ndom(f')=0et fof =fuUf.

Par extension, on a également pour tout v € Elem, et pour tout f, " € Attr — gy Val,

[(v, f) ® f']1 ssi [f @ f']] et dans ce cas (v, f) o f' = (v, f N f').

Les choix qui ont été faits pour la définition de la composition permettent d’empécher qu’un
attribut ne soit défini deux fois dans un méme noeud (et donc pour un unique élément). On
utilise alors pour nos arbres le monoide My = (Mxar,e,0,C) ou C est réflexive (m C m/
si et seulement si m = m’) et totalement indéfini ailleurs.

On utilise également le fait que la composition des arbres soit partielle pour imposer deux
spécificités aux arbres que I’on manipule :

5Ces ensembles ne sont pas nécessairement disjoints.
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1. Toutes les données présentes dans un élément donné doivent étre regroupées dans un unique
emplacement. Plus formellement, si 'on a [ # I’ et si m,m’ € Dat, (e,l — m)|(e,I’ — m') n’est
pas défini.

2. Un nom d’emplacement est unique dans l'arbre, c’est a dire qu’un nom d’emplacement
ne peut désigner qu'un seul nceud dans tout 'arbre. Le nom d’un emplacement permet donc de
retrouver sans ambiguité le chemin qui méne & cet emplacement. Cette restriction s’exprime en
indiquant que pour deux chemins L et L’ tels que L # L', (e, (L : 1) — m)|(e, (L : 1) — m’) n’est
pas défini.

Comme indiqué précédemment, le seul écart que ’on se permet vis & vis des contraintes
syntaxiques des documents XML est d’autoriser un nceud & contenir uniquement des couples
attribut/valeur. La composition d’un tel nceud avec un noeud contenant un élément permettra
de rajouter facilement du contenu dans un arbre donné, ce qui est trés utile dans le contexte
de la manipulation de données semi-structurées, comme nous le verrons plus loin dans ce chapitre.

On note alors T'xasr, le monoide partiel ou les arbres sont construits & partir du monoide
Mxnr et ol la composition respecte les deux contraintes ci-dessus. Ainsi, le document XML
présenté dans la figure 5.1 correspond & ’arbre correspondant donné en figure 5.2.

< ?xml version="1.0" 7>
<IDOCTYPE map SYSTEM "map.dtd">

<map>
<state id=’s2">
<scode>NE< /scode>

<sname>Nevada</sname>
<capital idref=c3’ />

< /state> ~s

<city id="c3’>
<ccode>CCN</ccode>
<cname>Carson City</cname>
<state of idref="s2’ />

</city>

</map>

Fi1a. 5.2 — Document XML et arbre de ressource correspondant

On peut également spécifier un sous ensemble d’arbres tel que tout arbre lui appartenant
correspond & au moins® un document XML.

Lemme 5.1. Un arbre partiel de ressources de T'xpsz, correspond & un document XML si tous
ses emplacements contiennent au moins un élément ou des données.

Preuve. Le résultat est immédiat et découle de la construction méme de T'xa/r,. O

5.1.3 Comparaisons avec d’autres représentations

L’utilisation de modéles logiques pour représenter les données semi-structurées qui est pro-
posée ici présente des similitudes avec la démarche proposée par Calcagno et al. [24], ces travaux

5Un méme arbre peut correspondre & plusieurs documents puisque Pordre des éléments dans le document n’est
pas pris en compte.
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étant eux méme une extension de ceux proposés initialement sur les arbres avec pointeurs [26].
Une différence majeure entre la représentation qui est définie dans cette thése et ces travaux est
que les arbres de ressources permettent de représenter toutes les informations contenues dans
un document XML, alors que les arbres de [23, 24| se bornent a la représentation des éléments,
et de deux types d’attributs particuliers : les identifiants et les pointeurs’. Cette différence est
cruciale dans le cadre de la modification de documents XML qui nous intéresse ici, puisqu’elle
permet une manipulation plus fine des données.

Une autre différence déja mentionnée concerne la représentation des identifiants dans les do-
cuments XML. Dans le modéle présenté dans cette thése, l'existence d’identifiants et la vérification
de leur unicité dans un document donné est faite au niveau logique. Dans les travaux de [24], la
présence d’identifiants uniques dans chaque noeud est une contrainte syntaxique. La gestion des
identifiants au niveau logique que I’on a choisi présente une plus grande souplesse puisqu’elle ne
nécessite pas que tous les éléments présents dans un document XML aient un identifiant, ce qui
correspond & la spécification standard des documents XML.

5.2 Une logique d’assertions pour les arbres XML

On souhaite adapter le modéle d’arbre partiel pour pouvoir notamment proposer des quanti-
ficateurs sur les différents domaines sémantiques. Pour cela, on construit un modéle manipulant
des couples constitués d’une pile de variables et d’un arbre de T'x 7. Soit un ensemble de noms
de variables Var, une pile est alors un élément de Var — ¢, (Mxyr UTxwmr)-

On étend alors la logique Bl-Loc présentée au chapitre 2 avec des quantificateurs sur les
différents modéles sémantiques. La syntaxe de la logique pour les données XML est alors la
suivante :

Définition 5.1 (Logique pour les données XML).

P = [P modalité d’emplacement
PP |PxP|I opérateurs et unité multiplicatifs.
P—P|PAP|PVP|T|L opérateurs et unités additifs.
Jres®. P | Vyesz. P quantificateurs sur les ressources.
Jjoct. P | Yipew. P quantificateurs sur les emplacements.
Jpath®-P | Yparnw. P quantificateurs sur les chemins.
Jree®. P | Vipeex . P quantificateurs sur les arbres.
E ELPTESSIONS.

ol une expression F est soit un arbre de ressources (pouvant étre composé de variables)
soit une proposition. On utilise donc une fonction d’interprétation [ - ], qui associe & chaque
expression F, qui n’est pas une proposition, I’arbre de ressources correspondant. Cette fonction
s’étend naturellement & partir de la définition de la pile s. La sémantique des formules logiques
est donnée par le modeéle qui est une extension du modéle d’arbres partiel général qui est proposé
au chapitre 2 :

Définition 5.2 (Modéle d’arbres partiel pour données XML). Un modéle d’arbres partiel
pour données XML est le monoide d’arbres de données XML (T'xnrr, (e, nil), |, Cr) M, Loc Muni
d’une relation de forcing =pC Mx v, X X satisfaisant la condition suivante :

"Ces deux types d’attributs sont détaillés dans la section 5.3.
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VE si [E], est une proposition Vt,t' € Txyr.(t Exp ett' Crt =1t =< [E],)
et

est un arbre s,t = E sit = [F]

s

si [E], s

et s’étendant aux formules de la logique comme suit :

—s,tles PxQssi 3 [t x )], tCr t'[t", s,t =< P et s,t" =5 Q;
— s, t =< I ssit Cr (e,nil);

- st Ex P=Q ssiVt' € M, s,t' |=x P et [t xt'|1= s, t|t ==z Q;
- s,tExs PAQ ssis,tl=x Pets,tb=xQ;

- s,t Ex T toujours;

- s,tEx PVQ ssis,tbEx Pous,thbEsQ;

- s,t Ex L jamais;

—stEs P> QssiVt't' Crtets,t' Ex P= st Q;

- s, t =< [[|P ssit E (m,l—t') avec s,t' =x P;

— 8,t =g jpex. P ssi il existe | € Loc tel que s,t |=x P{'/.};

- 8,t =g Vipew. P ssi pour tout | € Loc, on ait s,t =5 P{!/.};

— s,t Ex Jpatn X.P ssi il existe L € Loc* tel que s,t =« P{¥/x};
— 8,t Ex Vpatn X. P ssi pour tout L € Loc*, on ait s,t =z P{L/x};
— 8,t = Vresx. P ssi pour tout m € Mxpp, [s|lz— m], t = P;

— 8,t = Jresw. P ssi il existe m € Mxr, [s|lx— m],t = P;

— 8, t = Vireew. P ssi pour tout t' € Txpp, [s|lx— t],t = P;

— 8t = Jtreew. P ssi il existe t’ € Txpr, [s|z— t'],t = P.

5.2.1 Exemple de spécifications

Avant de continuer, on détaille quelques formules, utilisées dans la suite de ce chapitre, qui
correspondent & des spécifications.
- Une partie de 'arbre vérifie une formule

Pour assurer qu'une partie d’'un arbre située au bout d’un chemin L vérifie une formule P,
on définit la formule suivante :

contains(L, P) = T % [L|P

qui indique qu’on peut décomposer l'arbre en deux parties : un sous-arbre situé au bout d’un
chemin L qui vérifie la formule P et le reste de 1’arbre.

- Existence d’un chemin dans un arbre

Pour s’assurer que le chemin L est défini dans un arbre, il suffit de s’assurer qu’il y a un
sous-arbre vérifiant T au bout du chemin L, ce qui s’exprime par la formule suivante :

exists(L) = contains(L, T)

- Non existence d’un chemin

Pour montrer qu'un arbre ne contient pas le chemin L, il s’agit simplement d’indiquer qu’il
est impossible pour lui de vérifier qu’il existe, , ce qui correspond & la formule :

no(L) = exists(L) — L
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5.2.2 Spécifier I’ajout d’informations

Le but de ce chapitre étant de mettre en place un langage d’assertions pour la modification de
données XML, il est utile de pouvoir spécifier qu’une propriété sera vérifiée si on ajoute certaines
informations & un contexte initial.

L’une des spécificités de BI-Loc par rapport aux autres logiques d’arbres est que la séparation
n’a pas lieu au niveau des noeuds mais au niveau des ressources des arbres. Gréace a cela, il est
trés simple d’indiquer que 'on ajoute de I'information & un emplacement donné. Ainsi, l'ajout
d’informations vérifiant P & ’emplacement L pour prouver la propriété () s’exprime par la
formule :

[L]P—~Q

Cette formule ne vérifie pas du tout si ’emplacement L existe ou non avant I’ajout. Il est toutefois
facile de rajouter ce test. Si ’on veut s’assurer que ’emplacement L existe pour y ajouter des
informations, on considére la formule :

exists(L) A ([L]P Q)

L’utilisation de A permet d’assurer & la fois que ’ajout aboutira a vérifier Q) et que L existe
initialement. De maniére analogue, si l’on souhaite que l’emplacement n’existe pas avant d’y
ajouter des informations, on considére la formule :

no(L) A ([L1P Q)

5.2.3 Mise a jour d’un arbre

La mise & jour d’'un arbre consiste & remplacer tout ou parti du contenu d’un nceud. Le
probléme principal rencontré habituellement dans les logiques d’arbres pour spécifier ce type
d’opération est de définir précisément le nceud & modifier [24], probléme que l'on résout de la
fagon suivante.

Supposons qu’en remplacant un sous-arbre vérifiant P par un sous-arbre vérifiant P’ dans un
chemin L, on obtient la propriété (). Ce comportement se traduit dans la logique sur les données
XML de la facon suivante :

[L]P * ([L]P'+Q)

Si ’on souhaite que tout un sous-arbre soit remplacé, car on doit s’assurer que ’on met bien
de coté tout le sous-arbre concerné avant de faire la mise & jour, ce qui se traduit par la formule :

[Z]T * (([L]P" Q) A no(L))

Cette formule peut se lire comme suit : on peut décomposer I'arbre en deux parties, une véri-
fiant [I]T et le reste de 'arbre. Si on ajoute & ce reste un arbre vérifiant [L]P’, alors on obtient Q.

Ce probléme de mise & jour de ’arbre illustre un des gros avantages de la gestion particuliére
de la composition dans les arbres de ressources. En effet, dans les modéles d’arbres fondés sur
les ambients [23, 29|, la composition d’arbres ne permet pas de modifier un noeud existant. C’est
d’ailleurs ce probléme qui a mené & la proposition de Calcagno et al. sur la logique d’arbres
avec contextes [24], le but étant de permettre l'ajout d’informations dans des nceuds et non
uniquement 3 la racine de l'arbre.

111



Chapitre 5. Modéles d’arbres et données semi-structurées

5.3 Définition logique d’un document

On a vu précédemment que, dans un document XML, ’enchainement logique des différents
éléments est fixé par une définition type du document (DTD). Notre but est d’exprimer sous
forme logique les régles d'une DTD. Ainsi, d’aprés la correspondance entre arbres de ressources
et documents XML exprimée dans la section 5.1.2, on peut vérifier si un document vérifie une
DTD en vérifiant si I’arbre correspondant vérifie une formule donnée.

On trouve deux types de régles distincts dans une DTD. Les premiéres concernent les éléments,
et indiquent comment ils se succédent les uns aux autres. Les secondes concernent les attributs,
indiquent dans quels éléments on peut les trouver, s’ils doivent avoir une valeur particuliére et
s’ils ont une sémantique particuliére dans le document (comme les identifiants, par exemple, dont
le role est de donner un moyen unique d’identifier un noeud).

On explique donc ici comment on définit les principales contraintes sur les éléments puis sur
les attributs, et on s’intéresse ensuite aux cas particuliers des attributs ayant un réle d’identifiant
ou de pointeur, role que ’on détaille plus loin.

On utilisera dans cette partie les prédicats suivants pour tester le type des ressources conte-
nues dans les noeuds de l'arbre :

s,m [=g cont ssi m € Dat.

s, m =g elem ssi m € Elem.

s, m =g elem(name) ssi name € Elem et m = name.

s, m =g att(name) ssi If € (Att — g, Val) tel que m = f et dom(f) = {name}.

s,m =g value(val) ssi 3f € (Att — 43, Vial) tel que m = f, Jz.dom(f) = {z} et f(x) = val.
ou les ensembles Dat, Elem, Att et Val sont les ensembles de ressources définies dans la

section 5.1.2.

5.3.1 Enchainement des éléments

Pour définir un document XML, on doit donc indiquer pour chaque élément les fils possibles de
cet élément. Un élément peut ne pas avoir de fils, avoir un fils unique d’un type d’élément précis
qui peut étre optionnel (au maximum un fils) ou répété (au moins un fils) ou avoir une séquence
précise de fils. La solution peut enfin étre un mélange des différents cas énumérés ci-dessus.

- Elément vide
Un nceud correspondant & un élément vide ne doit pas avoir de fils. Ainsi, pour s’assurer que
les éléments « seul» d’un arbre n’ont pas de fils, on considére la formule :
Vpath®.(contains(x, elem(seul)) — Yipez.no(x : 2))
Cette formule indique donc que pour tout chemin x, si z contient un élément nommé seul
alors il n’existe pas d’emplacement défini sous x, ce qui est traduit par Vj,.z.no(z : 2)).

- Elément avec un unique fils

Pour indiquer que les éléments de type «personney» doivent avoir un fils unique nommé
«mnom», on considére la formule :
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Vpatn-(contains(z, elem(personne)) — ([z|3y.[y](elem(nom) * T) * Vioez.n0(x : 2)))

Chaque chemin menant & un élément nommeé « personne» (Vpqainx.contains(z, elem(personne)))
a donc un fils contenant un élément de type «nom» ([z]3y.[y](elem(nom) x T)) et qu’aucun autre
emplacement existe sous le chemin x (Vjoc2.n0(x : 2)).

On suit un raisonnement similaire pour indiquer qu’un élément «nom» ne contient que des
données :

Vpatrn@-((T * [xz]elem(nom)) — ([z]3y.[y]cont * Vieez.n0(z : 2)))

- Elément avec au moins un fils

Pour s’assurer qu’un élément a au moins un fils d’'un certain type, on considére I'exemple
d’un élément nommé fils qui apparait au moins une fois sous un élément parent. La formule
correspondante est alors la suivante :

Vpatn-(contains(z, elem(parent)) —  ([x]F0cy-[y](elem(fils) = T )x*
Vieez.(exists(z) — [z]elem(fils) x T)))

Ici, pour chaque chemin menant & un élément «parent» (Vpunz.contains(z,elem(parent))), il
existe un emplacement sous x contenant un élément « fils» ([x]3ocy.[y](elem(fils) = T)) et tout
autre emplacement défini sous le chemin x contient lui aussi un élément « fils» ([2]V)oc2.(exists(z) —
[z]elem(fils)« T)).

- Elément avec au plus un fils

On veut spécifier qu’un élément posséde au plus une occurrence d’un type de fils particulier,
par exemple, on détermine que des éléments du type « parent» peuvent avoir comme fils une ou
zéro occurrence d’un élément «option» par la formule :

Vpath®.(contains(x, elem(parent)) — [x]((Jy.[y]|(elem(option) * T)) V I) x Visez.n0(z : 2))

Si l'on trouve un élément «parent» au bout d'un chemin (V,qi2.contains(z, elem(parent))),
le sous-arbre de ce chemin est soit vide, soit composé d’un fils contenant un élément «option»
([](Fiocy-ly](elem(option)* T))VI)) et aucun autre emplacement n’est défini sous x (Vjocz.n0(z : 2)).

- Composition complexe d’éléments

Nous montrons maintenant comment on peut associer les schémas logiques donnés ci-dessus
pour spécifier des contenus complexes pour un élément donné. On suppose qu’'un élément nommé
message doit avoir comme fils un élément from, un élément to, au minimum un élément content,
un nombre indéfini (éventuellement zéro) d’élément body et un élément optionnel date.

Pour exprimer ces conditions, on s’inspire des conditions exprimées ci-dessus.

On a alors la formule suivante :

Vpath®.(contains(x, elem(message)) —
([2] Giocyr, y2, ys, ya-lyr) (elem(from) s T)x
[y2](elem(to) = T) * [ys](elem(content) * T )x
[ya](elem(date) * T) V I)x
Vieez.exists(x : z) — ([z][z](elem(content) V elem(body)) * T)))
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Cette formule indique que si on a un chemin x menant & un élément message, alors on a sous

— un élément from dans un emplacement y; ;

— un élément to dans un emplacement s ;

— un élément content dans un emplacement ys ;

— éventuellement un élément body dans un emplacement y4, le fait que sa présence soit
éventuelle se traduit par l'utilisation de 'opérateur V ;

— tout autre emplacement défini doit contenir soit un élément body soit un élément content.

5.3.2 Gestion des attributs

Le second type de déclaration dans une DTD concerne les attributs possibles pour un élément.
Pour chaque élément, on définit le nom des attributs que 'on peut ou doit définir pour cet
élément, si ces attributs sont requis ou optionnels et on indique éventuellement la valeur qu’ils
doivent avoir. De plus, certains attributs peuvent avoir un réle particulier. On s’intéresse ici aux
identifiants (id) et aux pointeurs (idref).

- Attributs requis
On spécifie qu’un attribut est requis pour un type d’élément particulier. On donne pour cela
la spécification permettant d’indiquer que 1’élément « city» doit contenir un attribut «id» :
Vpath®.(contains(x, elem(city)) — contains(x, attr(id))
qui exprime que, si un chemin x contient un élément city, le méme chemin contient I’attribut
id.
- Attribut optionnel

Pour indiquer qu’un attribut est optionnel pour un élément donné, il suffit de dire que I’on
peut soit rencontrer I'attribut, soit ne rien rencontrer. Ainsi, si pour une ville I’attribut « capital »
est optionnel, on obtient :

Vpath®.(contains(x, elem(city)) — contains(x, attr(capital) V I)
L’utilisation de 1’opérateur V et de la constante I permet d’exprimer la possibilité que la
présence de ’attribut est optionnel.
- Valeur d’un attribut

Pour exprimer qu’un attribut bar dun élément foo doit toujours avoir la valeur 42, on
considére la formule :

Vpath®.(contains(z, elem(foo) A attr(bar)) — contains(x, (attr(bar) A value(42)))
Si un chemin x on a un élément foo avec un attribut bar, alors on a en x un attribut bar
qui a également la valeur 42. Comme on ne peut pas avoir deux attributs ayant le méme nom,
I’attribut bar dont il est question dans les sous-formules & gauche et & droite de — est bien le

meéme.
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On peut également, sur le méme principe, énumérer les valeurs possibles pour un attribut.
Ainsi, si on veut autoriser les valeurs 42 et 21 pour l’attribut bar de ’exemple ci-dessus, on
considére la formule :

Vpath®-(contains(x, elem(foo) A attr(bar)) — contains(x, (attr(bar) A (value(42) V value(21))))

5.3.3 Identifiants et pointeurs

Parmi les attributs, certains jouent un réle particulier. C’est le cas des attributs pointeurs et
identifiants que ’on utilise ici. Un identifiant permet de faire référence de maniére unique a un
nceud dans un document donné. On ne doit donc pas avoir deux identifiants possédant le méme
nom. Un pointeur est un attribut qui permet de faire référence & un noeud existant en indiquant
comme valeur du pointeur la valeur de I’identifiant de ce nceud.

On montre ici comment on peut représenter les contraintes spécifiques a ces types d’attributs
sous forme de formules logiques. On se fonde pour cela sur ’exemple initialement présenté en
figure 5.2 et que l'on rappelle en figure 5.3 en y incluant sous forme de fléches en pointillé les
liens des pointeurs. Dans ’exemple, les noeuds [; et [; contiennent des identifiants et ils sont
référencés respectivement par les pointeurs situés en lg et l12. On détaille maintenant comment
s’expriment ces contraintes.

FiG. 5.3 — Représentation des pointeurs dans un arbre XML.

- Identifiants

Pour gérer les identifiants, on doit introduire un prédicat qui indique qu’un attribut est
un identifiant pour un élément donné, c’est-a-dire un prédicat id qui est telle que s,t = id si
t = ((v, f),nil), dom(f) = {n} et pour 'élément v, attribut n est de type identifiant.

Pour vérifier 'unicité des valeurs des identifiants dans un document donné, on doit alors
vérifier la formule suivante :

path®, Y- Fresv.([]id A (elem x value(v)) * [y]id A (elem * value(v)) * T) — L

Cette formule assure en effet que 1’on ne peut trouver deux chemins menant a des attributs
qui sont des identifiants et qui ont la méme valeur.
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- Pointeurs

On s’intéresse maintenant & la représentation des spécificités des pointeurs et on exprime de
maniére logique que la valeur associée & un attribut de type pointeur correspond & une valeur
présente dans un attribut de type identifiant.

On illustre ce point sur ’exemple de la figure 5.3. On veut montrer que ’attribut «idref »
de ’élément « state of » fait référence & un identifiant existant, ce qui correspond a la formule :

Vpath® Vresv.(contains(x, elem(state_of) x (attr(idref) A value(v))) —
patny-(([y]id A (elem * value(v))) * T))

qui assure que pour tout attribut «idref» ayant comme valeur v et présent au coté d’un
élément « state_ of », on peut trouver au bout d’un chemin y un identifiant ayant comme valeur v.

Sur le point précis de la spécification des pointeurs, I'utilisation de Bl-Loc peut méme mener
a des spécifications plus précises que ce qui peut se faire actuellement dans une DTD. Ainsi, il est
possible d’indiquer facilement que la valeur du pointeur doit correspondre & un identifiant d’un
type d’élément donné. Toujours sur I’exemple donné ci-dessus, on peut exprimer que 1’élément
pointé doit étre un élément de type «state». Pour cela on doit vérifier la formule :

Vpath® Vresv.(contains(x, elem(state_of) x (attr(idref) A value(v))) —
Tpatny-(([y]id A (elem(state) x value(v))) * T))

Comparé a la formule précédente, on remarque que l’on précise ici le type de ’élément qui
doit étre présent dans I’emplacement ol se trouve 'identifiant : un élément « state ».
On peut méme demander & ce que les liens entre la capitale et ’état soient réflexifs :

Vpath®.JiocY - Vresv, u.(contains  (x, elem(state)*
(attr(id) A value(u))*
[y](elem(capital) x (attr(idref) A value(v)))) —
Jpathz-Jioct.contains(z, elem(city)*
(attr(id) A value(v))x
[y](elem(state_of) * (attr(idref) A value(u)))))

La formule ci-dessus indique que pour chaque « state» avec un identifiant de valeur u et qui
a un fils «capital» possédant une valeur de pointeur v, il existe un élément «city» avec un
identifiant ayant comme valeur v et un attribut «idref» de type pointeur ayant comme valeur
U.

5.3.4 Exemples de spécification de propriétés

On a montré dans la section 5.3.3 comment gérer les pointeurs dans 1’exemple de la figure
5.3. On compleéte ici ’étude de la spécification du document de cet exemple avec des formules
qui décrivent d’autres propriétés relatives a ce document.

On commence par exprimer le fait que chaque élément « state» doit étre composé d'une sé-
quence d’éléments « scodey, « snamey et « capital» (et d’aucun autre élément). Ceci correspond
a la formule suivante :
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Vpath®.(contains(z, elem(state)) —  [x]Tjocy1, Y2, y3.[y1](elem(scode) * T )x
[y2](elem(sname) * T )x*
[ys](elem(capital) = T)x
Vieez.no(x : 2))

Si 'on souhaite de plus que chaque élément city posséde un attribut optionnel capital qui
peut prendre les valeurs yes ou no, on considére la formule :

Vpath®.(contains(x, elem(city)) — ([z]((attr(capital) A (value(yes) V value(false))) vV I) x T))

Enfin, pour exprimer qu'un élément «map» ne doit contenir que des éléments «state» et
des éléments « city », sans préciser leur nombre, on a la formule suivante :

VpathT-(contains(z, elem(map)) — (Vioez.(contains(z : z, (elem(state)) V elem(city)) V no(z : 2))))

5.3.5 Expressivité et comparaisons avec les autres logiques

La possibilité d’utiliser la logique pour raisonner sur la totalité du contenu des nceuds est
une nouveauté si 'on compare les travaux réalisés aux autres logiques d’arbres utilisées pour
raisonner sur les données semi-structurées [23, 24]. Cette spécificité est une conséquence directe
de la représentation fine du contenu des documents XML dans les arbres de ressources et de la
présence de propositions dans la logique pour raisonner sur le type des ressources présentes dans
I'arbre. La possibilité de représenter et de distinguer les données, les éléments et la totalité des
attributs en est I'illustration. Dans les autres modéles d’arbre cités ici, les seules informations que
I’on posséde sur les nceuds sont attachés aux labels et correspondent donc & un format fixe. Cette
spécificité rend notamment plus délicate la distinction de ces différents types d’informations.

De plus, la logique présentée ici contient des quantifications sur les emplacements et les
chemins. Le role de ces quantifications peut étre rapproché de celui des modalités spatiales de
la logique des ambients [29]. Dans notre modéle, on peut capturer grace aux quantificateurs
I’emplacement ou le chemin qui vérifie une sous-formule et réutiliser cette information ailleurs
dans la formule.

5.4 Un langage de manipulation des données XML

On souhaite permettre la transformation stire de documents XML vérifiant une spécification
donnée S; en des documents vérifiant une spécification S5 en utilisant notre modéle fondé sur les
arbres de ressources. On a vu jusqu’ici comment ces arbres pouvaient étre utilisés pour représenter
les documents XML et comment on peut spécifier ces documents grace a la logique sur les arbres
XML.

On propose maintenant un langage de commandes en vue de manipuler les arbres et donc
les données XML qu’ils représentent. On définit également une sémantique sous forme de tri-
plets de Hoare pour ces commandes, ce qui nous permet d’obtenir le lien souhaité entre deux
spécifications.

Comme le modéle proposé pour représenter les données XML est une adaptation du modéle
d’arbres partiel, le langage de manipulation proposé est une adaptation du langage de manipu-
lation général présenté dans le chapitre 2. Les adaptations proposées ont pour but de manipuler
de maniére plus spécifique les ressources présentes dans les différents nceuds.
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5.4.1 Définition des commandes

On ne discutera pas ici des commandes de contréle qui sont les mémes que dans le cas général
du chapitre 2. Les commandes de transformation déja introduites au chapitre 2 ont été modifiées
de maniére & ce que ’application d’une commande sur un document XML syntaxiquement correct
conserve cette correction syntaxique. Par exemple, la commande permettant ’ajout d’un nceud
vide dans ’arbre a été remplacée par des commandes permettant d’ajouter des éléments ou des
données. De la méme maniére, pour ne pas obtenir d’arbres avec des nceuds ne contenant ni
élément ni donnée et qui ne correspondrait donc pas & des documents XML, on ne peut pas
supprimer uniquement les ressources représentant un élément ou des données dans un nceud.

Un autre changement par rapport au langage général est di a l'unicité des noms d’empla-
cements. En effet, ’ensemble des arbres considéré est tel qu’on ne peut pas avoir deux noeuds
différents avec le méme nom. Pour atteindre un noeud, il est donc inutile de donner tout le chemin
menant a lui, il suffit ici de donner directement le nom d’emplacement de ce nceud. On utilise
cette spécificité dans nos commandes.

Définition 5.3 (Commandes de manipulation des arbres XML).

C = z:=newecontFE1QF> Ajouter des données E1
sous l’emplacement Eo
| T = neWejem F1QFE2 Création d’un nouvel élément E,
sous l’emplacement Fo Création de
| T = neWtrec 21 QF2 Ajout d’un sous arbre E1 sous l’emplacement Fo  ressources et de neuds
| newgtirE1, F2QF3 Ajout d’un attribut E1 avec une valeur Fo

a l’emplacement E3

| delete )y Suppression du sous-arbre
situé a l’emplacement Ey Suppression de
| deleteEoQF Suppression d’un attribut Eo ressources et de neuds

a Uemplacement E1
| replaceeiom 1 QE2 Remplace l’élément de ’emplacement E2

par l’élément E;

| z:=F Affectation de variable
T = tree servation de l’arbre situé en
QF Ob tion de l’arb itué E
| T := elemQF Observation de l’élement situé en E Observation du
\ z = attr(E1)QE, Observation de la valeur d’un attribut £ contenu
situé en Fo
T := content servation des données contenues lookup
QF Ob tion des d J t look
| T 1= getLoceiem (E1)QFE> Trouver l’emplacement d’un élément F
situé sous l’emplacement Eo
| x 1= getLocaitr(E1, E2)QEs  Trouver l’emplacement contenant un attribut Récupération d’un
FE1 avec la valeur E2 sous l’emaplcement E3 nom d’emplacement
| T = getLoccont@QF Trouver ’emplacement des données

sous l’emplacement E

FE1,E> et E3 sont des erpressions.

Dans les commandes ci-dessus, F, E; sont des expressions simples (qui ne contiennent pas de
commandes). Le domaine sémantique de ces expressions dépend de la commande ou elles sont
introduites.

Les quatre premiéres commandes ajoutent des informations & l’arbre. La commande z :=
neweont F1@QFs, ajoute les données désignées par ’expression FE; sous ’emplacement corres-
pondant & l'expression Fo et place en = le nom de ’emplacement créé. De la méme maniére
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T = NeWelem 1 QF5 crée un emplacement sous celui correspondant & ’expression Es, y place
I’élément désigné par ’expression F; et affecte & « le nom de I’emplacement créé. La commande
T 1= newye1@QFy place 'arbre correspondant & I’expression 7 dans un nouvel emplacement
situé sous l’emplacement correspondant a ’expression Fs et dont le nom est affecté a la va-
riable x. La commande newgyy, F1, FoQF3 crée dans ’emplacement donné par ’expression FEjg
un attribut dont le nom est donné par ’expression E; avec comme valeur celle correspondant &
I'expression Fs.

Les deux commandes suivantes suppriment des ressources ou un sous-arbre de I’arbre initial.
La commande delete F/y supprime le sous-arbre situé a I’emplacement désigné par I’expression Fy
et deleteFs@QF; supprime 'attribut correspondant & ’expression Ey de I’emplacement désigné
par ’expression Ej.

On a ensuite la commande replacegien, 51@QFo qui permet de changer le nom d’un élément
situé a ’emplacement correspondant & I’emplacement Es en le remplacant par I’élément désigné
par ’expression E1.

On a ensuite quatre commandes qui permettent d’accéder au contenu du document, une
commande par type de contenu. La commande = := treeQF permet de récupérer dans la variable
2 un sous-arbre situé a ’emplacement donné par l’expression E. z := elem@F récupére 1’élément
situé a cet emplacement et x := content@QF récupére les données de cet emplacement. Enfin, x :=
attr(E,)QFE, donne & z la valeur de lattribut désigné par I'expression Ej situé a ’emplacement
correspondant & I'emplacement Fo.

Les trois derniéres commandes permettent de retrouver des noms d’emplacement & l’inté-
rieur d’'un arbre. La commande x := getLoceem (F1)QFE, met dans la variable = le nom de
I’emplacement situé sous ’emplacement désigné par ’expression Fs qui contient 1’élément donné
par l'expression F; & condition qu’il n’y ait qu’un élément de ce type sous F,. La commande
x := getLocgr (E1, F2)QF3 place en x le nom de 'emplacement qui contient un attribut corres-
pondant & ’expression F; ayant comme valeur celle de ’expression F» situé sous ’emplacement
désigné par expression E3. La commande x := getLocCon:@QF place en x le nom de ’emplace-
ment situé sous l'emplacement désigné par ’expression E qui contient des données.

5.4.2 Sémantique des commandes

Les commandes sont interprétées selon une relation ~» entre des configurations. Nous ne
reprenons pas ces définitions qui ont déja été données dans la section 2.4. La sémantique des
commandes est donc donnée & travers la définition de la relation ~-.

2 =1 € Loc, 1 =c € Dat, € Loc* t.q. [t(L : ,U" € Loc t.q. € Loc*.t : n’est pas défini
Ex],=1l€L Ei], Dat,3L € Loc* L:Dt,I' e L VL' € Loc*.t(L' :1') n’ défini

T = neweont E1QE2, s,t ~ [s|z — U], t|(e,L: 1 : I — ¢)

E3].=1€ Loc, [E1].=cé€ Elem,3L € Loc* t.q. [t(L : )]1,l’ € Loc t.q. VL' € Loc*.t(L' : I') n’est pas défini
S S

T = newelem F1@QFE2, 8, P~ [s|lz — U], t|(e,L:1: ' — ¢

[E2],=1€Loc, [E1], =t € Thry 3L € Loc* t.q. [t(L : 1)]T,I" € Loc t.q. VL' € Loc*.t(L' : I') n’est pas défini

T = newtree E1@E2, 5, P ~> [s|lz — U], t|(e, L : 1 : ! —

Comme indiqué dans la section 5.4.1, les trois régles ci-dessus introduisent un nouvel emplace-
ment dans I’arbre de ressources. On indique que ’emplacement !’ doit étre un nouvel emplacement
car sinon 'arbre ainsi modifié ne serait pas défini.
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[Es]l,=1¢€Loc, [Er], =m € Atir, [E1], = n € Val,3L € Loc* t.q. [t(L: D]
newattr k1, EQ@E37 St~ S,t|(€, L:lw— (m e TL))

[Ei],=1€ Loc,3L € Loc* t.q. t =t'|(e, L : L —t") At'(L : I) n’est pas défini
deleteEq,s,t ~» s,t

La regle précédente décompose t en deux sous-arbres t’ et (e, L : [ — t”), t” étant exactement
le sous-arbre de t situé au chemin L : [. Pour s’assurer de cela, on indique que ' ne contient
aucune information sous ce chemin.

[Ei]l,=1€ Loc, [E2] , =m € Attr,3n € Val,3L € Loc* t.q. t =t'|(e,L : L — ((m — n),nil))
deleteEsQE7, s,t ~» s, t'

[E1],=1€ Loc, [E2] ;, =m € Elem,3n € Elem,3L € Loc* t.q. t =t'|(e,L : | — (n,nil))
replaceciem E2@QE1, s,t ~ s,t'|(e, L : I — (m, nil))

On a ensuite les régles classiques d’affectations et de récupération d’informations dans ’arbre :

[E], =m € (ElemU Attr U Val U Dat U LocU Tary 1,1 )

z = E,s,t~ [s,x +— m)],t

[E], =1€ Loc,3L € Loc*,t' € Txnpr t.q. t(L:1) =1t

z = treeQFE, s, t ~ [s,z — t'],t

[E], =1€ Loc,3L € Loc*;3m € Elem,t’ € Txpr t.q. t(L: 1) = (m,t")

z = elem@QE, s,t ~ [s,z +— m],t

[E], =1€ Loc,3L € Loc*;3m € Dat,t’ € Tx pr t.q. t(L : 1) = (m,t')

z = content@E, s,t ~ [s,x +— m],t

[E],=1€Loc, [E1], =n € Attr,3L € Loc*,3Im € Val,t' € Txpr t.q. t(L: 1) = ((n— m),t’)
z = attr(E1)QFE, s,t ~ [s,x — m],t

Les régles suivantes présentent les commandes permettant de récupérer des noms d’empla-
cement, commandes qui n’étaient pas présentes dans le langage de manipulation de base. La
premiére de ces commandes est plus simple que les deux autres car pour un élément donné,
I'unicité de son fils contenant des données est assurée par la définition méme de ’ensemble des
arbres.

Pour les deux derniéres régles, on doit s’assurer que 1’élément ou I’attribut recherché est bien
défini de maniére unique dans l’arbre. Si ce n’est pas le cas, la configuration est bloquée : on ne
peut résoudre la commande.

[E],=1€ Loc, [E1] , =m € Dat,3L € Loc*,3l' € Loc,t' € Txpp t.q. [((L:1: )] et ¢(L:1:1") = (m,t)
z := getLoccont(E1)QE, s,t ~ [s,z — U]t

[E],=1€ Loc, [E1], =m € Elem,3L € Loc*, 3" € Loc,t' € Txmr t.q.
t=t|(e,L:1': 1 (mynil)) et VI” € loc,t” € Txarp.t' (L :1: ") % (m, ")

x = getLoceiem (E1)QE, s,t ~ [s,x — U'],t
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[E3],=1€Loc, [E2],=n€Val, [E1] ;, =m € Attr,3L € Loc*,3l" € Loc t.q.
t=t|(e,L:1:1U — ((m n),nil) et VI" €loc,t” € Txpp t'(L:1:1")#t"|(e,L:1:1" — ((m— n),nil)

z := getLocatir(E1, E2)QFE3, s,t ~ [s,z — ']t

Les conditions des commandes getLoc permettent de s’assurer de I'unicité de ’emplacement
correspondant aux critéres de recherche définis. Ainsi, les commandes de recherche de nom d’em-
placement ne peuvent étre exécutées que si elle désigne sans ambiguité un emplacement.

Les régles ainsi proposées fixent formellement la sémantique des commandes de manipula-
tions.

5.4.3 Un exemple de programme

On présente maintenant un exemple permettant d’illustrer les possibilités offertes par le
langage de transformation. On suppose que I’évolution de notre DTD implique que le nom de
la capitale doit étre indiqué sous forme de données sous 1’élément capital et que tout élément
city doit contenir un attribut capital dont la valeur est soit yes, soit mo. On propose alors un
programme qui modifie 'arbre représentant les données XML de ’exemple initialement proposé
en figure 5.1 pour y apporter les changement nécessaires. L’arbre initial et le programme sont
donnés en figure 5.4 ; le résultat de la transformation est donné en figure 5.5.

1.  := getLoceiem (state)@Qnil

2. x 1= getLocejem (capital)Qx

3. y := get Attr(idref)Qux

4. z := getLoca,(id, y)Qnil

5. addAttr(capital, yes)Qz
6z = getLoceiem (cname)Qz

7.z = getLoceont@z

8. y = getContentQz

9. y = neweont (y)Qx

FiG. 5.4 — Données initiales et programme de modification de données XML

Le programme de la figure 5.4 démarre par la recherche de ’élément capital (code des lignes
1 et 2). On récupeére alors la valeur de attribut idref de cet élément (ligne 3). On utilise alors
cette valeur pour chercher I’élément city correspondant & cette capitale (ligne 4). Une fois dans
cet élément, on lui ajoute un attribut capital avec la valeur yes (ligne 5). On cherche alors le
nceud correspondant au contenu de I’élément cname (lignes 6 et 7), on récupére le contenu de
ce nceud (ligne 8) et on le rajoute comme donnée de 1’élément capital récupéré a la ligne deux
(ligne 9).

Cet exemple illustre, entre autres, le comportement des trois commandes getLoc et montre
comment elles peuvent étre utilisées pour naviguer entre les différents nceuds. Il montre également

comment diverses informations peuvent étre ajoutées a différents emplacements de ’arbre.
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FiG. 5.5 — Résultat aprés exécution du programme de modification

5.5 Assertions et propriété de fenétrage

On utilise maintenant la logique de spécification pour XML présentée plus tot dans ce chapitre
pour construire des triplets de Hoare pour les commandes de manipulation des données XML.
Ainsi, on pourra prouver les propriétés que 'on peut obtenir en appliquant un programme & une
spécification initiale donnée.

Ce travail est un raffinement de celui présenté dans le chapitre 2 & propos du langage géné-
rique de manipulation des arbres de ressources. On présente ici les plus faibles pré-conditions
pour les commandes de manipulation des données XML et on discute ensuite du probléme de la
propriété de fenétrage : étant donné une pré-condition, une post-condition et un programme don-
nés, quelle formule peut-on ajouter aux pré et post-conditions sans risquer de fausser le résultat
du programme ?

5.5.1 Triplets de Hoare et plus faibles pré-conditions
On rappelle qu'un triplet de Hoare est une expression de la forme {P}C{Q} ou P et @ sont

des formules logiques et C' est une commande. L’interprétation d’un tel triplet est la suivante :

{P}C{Q} est vrai si pour chaque état s,t tel que s,t =g P,
C, s,t est une configuration sire et si C,s,t ~* s, t" alors s',t' =q Q.

On ne donne pas les régles pour les commandes de contrdle, la conséquence et ’enchaine-
ment des commandes qui sont exactement les mémes que celles du cas général (voir la section 2.4).

- Observation du contenu

Les axiomes des commandes qui accédent au contenu de l'arbre ne présentent pas de diffi-
culté ni d’évolution majeure par rapport aux commandes accédant au contenu dans le langage
générique du chapitre 2.
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{Fpatny-(exists(y : E) A trect.(([y][E]t * no(y : E)) A P{t/.}))} x :=treeQF {P}
{Fpatny-(exists(y : E) A Jpesc.(([y][Elelem(c) « T) A P{°/2}))} z = elem@QF {P}
{Fpatny-(exists(y : Ea) A Fresc.(([y][Ee](attr(Er) Aval(c)) « T) AP{°/s})) x:=attr(E1)QE; {P}
{Fpatny-(exists(y : E) A Jpesc.(([y][Eldatalc) « T) A P{/s})) x := contentQF {P}

- Ajout d’information

On poursuit avec les triplets des commandes nécessitant la création d’un emplacement :
{Fpatny.(exists(y : Ea)A
Vpathy' Viecz.(no(y' : z) — ([y][E2][z]cont(Eqr) «P{?*/.})))} x:= neweontE1QE, {P}

{Fpatny.(exists(y : Eq)A
Vpathy' Viecz.(no(y' : z) — ([y][E2][z]lelem(E1) «P{*/3})))} = :=neweemE1QEy {P}

{Fpatny-(exists(y : Eo)A
Vpathy' Viecz.(no(y' : 2) — ([y][E2][z]E1 =+ P{?*/+})))} T 1= newye L1QFy  {P}

L'utilisation de no(y’ : Fs : z) ou 4/ et z représentent respectivement n’importe quel chemin
et n’importe quel emplacement permet de s’assurer que ’emplacement qui va étre créé sera un
emplacement qui n’existe pas ailleurs dans l'arbre et que quelque soit le nom d’emplacement
choisi, la propriété P sera satisfaite. L’utilisation de — indique ce que 1’on doit ajouter & ’arbre
de ressource pour obtenir la propriété P.

{Fpatny.-(exists(y : Es)A
([y][Es)(attr(Er) Avalue(E2)) =+« P{*/.}))} newqurE1, E2QFE; {P}
- Suppression et remplacement d’information
{Fpatny. (P Ano(y : E)) * [y][E]T)} deleteF {P}
{3patny-(P * [y][E1]attr(E2))} delete E;QF) {P}
{Fpatny-([y][Er]elem * ([y][E1lelem(E2) =+ P))}  replaceciem E2QE,  {P}

Pour ces régles, on doit juste identifier ce qui doit étre supprimé de l'arbre et assurer sa
séparation grace a ’opérateur x.

- Recherche d’emplacements

{3patny-Fiocz ([y][Ea] [z]lelem(Er )
Vioc2 (T * [y][E2][2"]elem(En)) — L)) A P{*/s}} z 1= getLoceiem (E1)QE, {r}
{Hpathy Froez-([Y][E2][z]cont (Ey )*
Vioct.((T = [y][En][t]cont(E1)) — L)) A P{*/s}} 1= getLoceont(E1)QFE, {r}

{Fpatny-Tiocz-([Y][Es][z](attr(E1) A value(Es))*
Vioct.((T * [y][Es][t](attr(E1) Avalue(Es)) — L)) AP{*/;}} x:= getLocgu,(Er, E2)QEs {P}

Les axiomes pour les commandes get Loc doivent permettre de vérifier que ce que ’on cherche
existe et permet d’identifier un emplacement unique. On doit donc & la fois s’assurer de 1’exis-
tence d'un emplacement correspondant & ce qu’on cherche et s’assurer qu’il n’y a pas d’ambiguité
possible.
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Nos axiomes sont tous exprimeés sous la forme d’axiomes arriéres (backward azioms [62]), on
s’est donc efforcé d’exprimer des contraintes sur la pré-condition alors que la post-condition peut
avoir une forme générale. Ces contraintes indiquent comment on doit étendre ou modifier ’arbre
pour aboutir & la post-condition souhaitée. Prenons I’exemple caractéristique de ’axiome arriére
de remplacement d’un élément donné :

{Fpatny-([y][E2lelem x ([y][E2]elem(Ey) — P) }replaceciem E1QFE{ P}

Un arbre satisfait la pré-condition si on peut le décomposer en deux sous-arbres : un qui
ne contient que I’élément contenu dans ’emplacement Fs et un second qui contient le reste de
I'information. Ce dernier sous-arbre est alors tel que si on lui ajoute un élément Fq, il vérifiera
P.

Lemme 5.2. Les axiomes arriéres sont corrects d’aprés la sémantique des commandes.

Preuve. La preuve est une preuve par cas sur les différents axiomes. Soit un couple s,t et une
commande C' :

- Cas & := newcont 1QF, : Supposons que s,t = Iparny-(exists(y : E2) AVparny' Vioez.(no(y’ :
z) — ([y][E2][z]cont(E1)~«P{?/,}))). Il existe donc un chemin L tel que (1) s,t =g
exists(L : Ea) et (2) s,t =g Vpatny' Vieez.(no(y' : z) — ([L][E2][z]cont(Ey) +P{?/4})))-
D’aprés (1) Pemplacement L : E5 existe donc la configuration n’est pas bloquée, on a donc
un emplacement I’ tel que C,s,t ~ [s|lz — U'],t|(e,L : Eo : ' — Ep) ou !’ est un nouvel
emplacement. Comme [’ est un nouvel emplacement, on a donc s, t Ep Vpathy’ Nioezno(y' :
z). (2) nous meéne alors & s,t |=q [L][Es][z]cont(E) +P{*/,}, ce qui implique [s|z —
l/],t|(6,L N E2 - El) ':qg P.

- Cas 7 := newgjem F1QF5 : Similaire & = := neweont F1 QF5.
- Cas = := newyee F1QFs : Similaire & x := neweyn 1 QFEs5.

- Cas newamEl, EQ@Eg :

Supposons que s, t Fq Ipany-(exists(y : Es)A([y][Es](attr(Eq) Avalue(Es)) =+ P{*/,})). 1
existe donc un chemin L tel que (1) s,t =g exists(L : E3) et (2) s,t = [L][Es](attr(£) A
value(Es))—P{?*/,}. D’aprés (1) 'emplacement L : F5 existe donc la configuration n’est
pas bloquée, on a donc C,s,t ~ s,t|(e,L :l — (m +— n)). D’aprés (2), on a s,t|(e, L : | +—
(m—mn)) g P{*/}.

- Cas deleteE; : Supposons que s,t f=qp Jparny.(P A no(y : E)) x [y][E]T). Il existe donc un
chemin L tel que s,t =g (P Ano(y : E)) * [L][E]T). Il existe donc t1,ty tels que (1)
t=tilta, (2) s,t1 =g P Ano(L: E) et (3) s,t2 =g [L][E]T. D’apres (1) et (3), le chemin
L : E existe en t et la configuration n’est pas bloquée. On a donc s,t ~ s,t’ ou il existe
t" tel que t = t'|(e, L : 1 — t") et ¢/(L : l) n’est pas défini. On peut facilement établir que
t' =t; et t =ty et conclure.

- Cas deleteE;QF; : Supposons que s,t =g Ipany-(P*[y|[E1]attr(Ey)). Il existe donc un chemin
L tel que s,t |=q (P * [L][Ei]attr(E,)). 11 existe donc tq,ty tels que (1) ¢t = t1|t2, (2)
s,t1 = P et (3) s,ta = [L][E1]attr(Ey). D’apres (1) et (3), le chemin L : E existe en ¢
et la configuration n’est pas bloquée. On a donc s,t ~ s,t" avec t = t'|(e, L : | — ((m +—
n),nil)). On établit facilement que t; =t et que to = (e, L : I — ((m +— n),nil)).

- Cas replaceien E2QF; : Supposons que s,t =g Ipany-([y][E1]elemx([y][£1]elem(Ey) =+ P)). 11
existe donc un chemin L tel que s, =g [L][E1|elem ([L][E]elem(Es) - P). 11 existe donc
t1,to tels que (1) t = ti|ta, (2) s,t1 F=op [L][E1]elem et (3) s,to = [L][E1]elem(Es) - P.
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D’apres (1) et (2), le chemin L : E; existe en ¢ et la configuration n’est pas bloquée. On
a donc s,t ~ s,t'|(e, L : | — (m,nil)) et n un élément tel que t = t'|(e, L : | — (n,nil)).
On établit facilement que t; = (e,L : | — (n,nil)) et que to = t’. Comme s,ty =y
[L|[E\]elem(E2)— P, on a bien s,t'|(e, L : I — (m,nil)) =g P.

- Cas x := getLoceiem (E1)QE; : Supposons que s,t =g 3pany-Jiocz- ([y][Eo][z]elem(Er) # Ve
((T * [y][E2][tlelem(E7)) — L)) A P{?/,}. Il existe donc un chemin L et un emplacement
[ tel que s,t =q ([L][Ea][llelem(Er) * Vo2 .((T * [L][Es][2']elem(Ey)) — L)) A P{*/4}.
donc il existe t1,ty tels que (1) t = tilte, (2) s,t1 g [L][E2][llelem(Er) et (3) s,ta =
VioeZ .((T  [L][Es][tlelem(Ey)) — L)) et on a également s,t =g P{*/,}. D’aprés (2),
l’élément recherché est bien présent, et d’aprés (3), il est défini de facon unique. Donc la
configuration n’est pas bloquée et on peut conclure.

- Cas x := getLoceont(E1)QF5 : Similaire & x := get Locejem (E1)QFEs.
- Cas x := getLocgy (E1, E2)QFEs5 : Similaire & x := get Locejenm (E1)QFE;.
O

Rappelons maintenant la définition d’une plus faible pré-condition, telle qu’énoncée dans le
chapitre 2 :

Définition 5.4 (Plus faible pré-condition). Soit une commande C' et une formule Q la plus
faible pré-condition wp(C, Q) du couple C,Q est l’ensemble des configurations telles que :
s, t € wp(C,Q) si C,s,t est sure et si C,s,t ~ s, t' implique s,t' FEq Q.

On peut finalement prouver le résultat suivant :

Théoréme 5.1. Les plus faibles pré-conditions des commandes axiomatiques sont données par
Uaziome arriére du correspondant.

Preuve. Le lemme 5.2 a montré que les axiomes sont corrects d’aprés la sémantique des com-
mandes. Il reste donc a prouver que pour chaque triplet { P}C{Q} et configuration s, t € wp(C, Q)
vérifie s,t =g P :

- Cas z := neweont E1QE; @ Soit s,t € wp(C, Q). Donc C, s, t ~ [s|x — '], t|(e, L : 1 : ' = ¢) Ep
Q ot I’ n’est pas présent dans ¢ et L est le chemin menant a [. On a donc s,t|(e, L : 1 : ' —
¢) Ep Q{"/i}. Comme on a trivialement s, (e, L : 1 : I" +— ¢) =g [L : 1 : l'lcont(E1), d’apres
la sémantique de —, on obtient : s,¢ =g [L : 1 : I'|cont(E1) +Q{"/;}. Comme [ est choisi
arbitrairement, ceci est vrai pour tout emplacement !’ qui n’est pas dans ¢ on peut donc
affirmer quel'on a s,t = Vparny' Vieez.(no(y’ : 2) — ([yl[Es][z]cont(E)~+P{?/,})). Enfin,
comme la configuration initiale n’est pas bloquée, on sait que F» existe en ¢ et on a bien :
s,t =g Fpany-(exists(y : Eo)A YVpany' Viecz-(no(y' : z) — ([y][Ea)[z]cont(E1) - P{*/4})))-

- Cas deleteE5QF) : Soit s,t € wp(C, Q). Donc on a C,s,t ~ s,t' ont =t'|(e,L : I — ((m —
n),nil)) avec L le chemin menant & 'emplacement I, [Ex], = m et s,t' =g Q. Il est
évident que s, (e, L : | — ((m + n),nil)) =g [L : lattr(E2). On peut donc conclure que
s,t =g Q x [L 2 lattr(Ey) et donc que s,t =g parny- (P * [y][Er]attr(Ey)).

- Cas x := getLoceiem (E1)QF5 @ Soit s,t € wp(C, Q). Donc on a C,s,t ~» [s,x — I'],t ou I’ est
I’emplacement de I'unique élément E; situé sous ’emplacement [. L’existence de I’ implique
s,t = Jpathy-Tioez-[y] [ Eo][z]elem(Ey ). L'unicité de " assure que tout autre emplacement
sous [ ne contient pas I’élément Es, ce qui implique s,t =g Iparny-Fioez-([y][E2][z]elem(Er )+
VioeZ .((T * [y][E2][z']elem(E1)) — L)). De plus, comme l’arbre n’est pas modifié par la
commande, on a également s,t =p Q{*/,}. On peut alors conclure.

Les autres cas se traitent de facon similaire. O

125



Chapitre 5. Modéles d’arbres et données semi-structurées

5.5.2 Propriété de fenétrage et de localité

Le principe de localité (ou propriété de fenétrage) (frame property) permet de vérifier dans
quel contexte un programme donné peut étre exécuté sans que le contexte ne fausse le résultat
ou soit modifié par le programme. Il s’agit donc de savoir ce qu’on peut ajouter a un document
donné sans corrompre le comportement de notre programme ni modifier ce qu’on a ajouté.

Les problémes rencontrés englobent ceux rencontrés dans le langage général pour la manipu-
lation d’arbres du chapitre 2 et pour d’autres langages [24, 62] concernant la modification des
variables et la création de nouveaux emplacements (voir la section 2.7).

Concernant le probléme de la création de noms d’emplacements, la situation est toutefois
légérement différente ici. S’il est difficile dans le cas général de s’assurer qu'un nom d’emplacement
qui est nouveau dans un arbre le restera si on élargit le contexte, on sait ici qu’un arbre qui
représente un document XML contient dans chaque nceud une ressource correspondant & un nom
élément ou & des données. Supposons alors que 'on crée un emplacement (qui est donc censé ne
pas exister dans I’arbre d’origine) mais que le contexte ajouté contienne déja ce nom emplacement.
Si le chemin de 'emplacement créé est différent du chemin ol se trouve ce nom d’emplacement
dans le contexte, ’arbre ainsi créé est indéfini puisqu’on ne peut avoir le méme emplacement
4 deux chemins différents. Si les chemins sont identiques et que le contexte correspond & un
document XML, le contexte contient donc, & cet emplacement, soit un élément, soit des données.
Comme les commandes créant des emplacements y ajoutent obligatoirement elles aussi un élément
ou des données, on a donc dans un méme emplacement soit deux ressources « données s, soit deux
ressources <« élémenty, soit une de chaque type, ce qui par définition méne & un arbre indéfini.
De plus, on sait qu'un arbre indéfini valide trivialement la post-condition. Contrairement au
cas général donc, la création d’emplacement ne pose pas de probléme si on se limite aux arbres
représentant des données XML.

On a également le probléme relatif aux commandes qui manipulent tout un sous-arbre (pour
en lire ou en supprimer le contenu), probléme lui aussi déja soulevé dans le cas général. En effet,
rien ne permet d’assurer que le contexte ne va pas modifier le sous-arbre en question. Dans un
tel cas, I'exécution du reste du programme ou le contexte peut étre modifiée.

L’introduction dans les commandes spécifiques aux manipulations de données XML des com-
mandes getLoc pose également des problémes. Ces commandes doivent rechercher un empla-
cement et s’assurer qu’aucun autre ne correspond & leur critére. Si I'on élargit le contexte, ce
dernier point ne peut étre assuré. Par conséquent, on ne peut pas utiliser ces commandes, sauf
en imposant des conditions sur 1’arbre obtenu aprés ajout du contexte.

Sil’on considére un ensemble de commandes restreint duquel on exclut les commandes get Loc,
la commande deleteE; et la commande treeQFE, on a alors la propriété de fenétrage suivante :

Proposition 5.1. La régle suivante est correcte :

{(P* P') ANVpawna.(exists(z) — ([z](elem V cont) x T))}C{Q* P’}
{Prci{Q}
* 1 fu(Q)N Modified(C) =0

Preuve. La preuve de cette proposition suit le méme raisonnement que celle du théoréme 2.2.
La condition Vjqpx.(exists(x) — ([z](elem V cont) * T)) permet de s’assurer que chaque
chemin contient bien un élément ou des données. Cette condition permet de s’assurer que les

126



5.6. Un exemple de preuve

commandes devant créer des emplacements ne posent pas de probléme. En effet, soit I’emplace-
ment créé porte un nouveau nom, soit ’arbre sera indéfini si on tente d’y ajouter du contenu. [

5.6 Un exemple de preuve

Pour illustrer 'utilisation qui peut é&tre faite du langage d’assertion, on reprend l’exemple de
code proposé en figure 5.4. Le but de ce programme était de rajouter les données contenant le
nom de la capitale sous ’emplacement [g et de rajouter un attribut capital de valeur yes en I7.

Admettons que I’on veuille uniquement vérifier ces deux points aprés exécution du programme
de transformation. La post-condition & vérifier est donc :

Ptinar = T * [l7](attr(capital) A value(yes)) * Jjpe.Fpesc.([I7][110][11 1]dat(c) * [11][ls][x]dat(c)).

On utilise commande par commande les axiomes arriéres présentés précédemment, selon le
schéma présenté en figure 5.6. On obtient alors une pré-condition initiale Py & vérifier.

{Py} z:= getLoceiem (state)@Qnil {P}
{P.} x:= getLoceem (capital)Qx {P:}

{P} y:= getAttr(idref)Qux {Ps}
{Ps} z:=getLocgu,(idref,y)Qnil {P4}
{Ps} addAttr(capital,yes)Qz {Ps}
{Ps} z:= getLoceiem(cname)Qz {Ps}
{Ps} 2= getLoccont@Qz {P;}
{Pr} y = getContentQz {Ps}
{B&}  y=neweont(y)Qx {Pfinai}

FiG. 5.6 — Triplets de Hoare et preuve de programmes

Supposons que I'on sache que les données initiales valident une proposition Pj,;;. Le probléme
est alors de s’assurer que Pj,;; permet de déduire que Fy. On doit donc trouver une preuve assurant
que Py est la conséquence logique de Pj,;;. Les travaux présentés au chapitre 3 ouvrent la voie
pour la réalisation d’une telle preuve. Ils doivent cependant étre étendus pour prendre en compte
les quantificateurs et pour étre adaptés au modeéle d’arbres partiel particulier que ’on manipule
ici.

On a donc présenté dans ce chapitre une premiére approche pour établir une vérification
formelle des transformations de documents XML en utilisant les arbres de ressources. Cette
application illustre les possibilités de spécifications offertes par les arbres de ressources, dont
elle utilise de nombreuses spécificités (emplacements, composition partielle, ressources,. ..), et la
logique Bl-Loc. De plus, elle traite un probléme clé dans le domaine des données semi-structurées,
celui de linteropérabilité et de la transformation de documents.

Enfin, cette application, comme celles sur les pointeurs et les permissions présentées au cha-
pitre 4, illustre la nécessité de pouvoir adapter la méthode des tableaux présentée au chapitre 3
& un modele particulier et de ’élargir aux quantificateurs.
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Conclusions et perspectives

Le travaux développés au cours de cette thése permettent de faire un premier bilan sur
Pextension de logiques par des modalités d’emplacement et/ou de déplacement. Dans les deux
cas étudiés dans cette thése, ceux de DMLL et de Bl-Loc, on montre que ces modalités peuvent
étre suffisamment bien maitrisées pour améliorer la spécification de systémes ol les notions de
distribution et de mobilité sont importantes et également pour pouvoir étendre les résultats
existants dans les logiques sous-jacentes. Pour DMLL, on a montré que 1’on pouvait conserver
I’élimination des coupures et que 'on pouvait proposer une sémantique des ressources pour la
version propositionnelle. Pour Bl-Loc, I’ajout des emplacements dans Bl a été suffisamment bien
maitrisé pour que les résultats de décidabilité pour Bl établis au cours des travaux puissent étre
étendus a Bl-Loc. Cela nous a mené a établir que la satisfaction et la validité d’'une formule
propositionnelle de Bl-Loc est décidable et que la satisfaction est décidable pour le fragment de
Bl-Loc avec quantificateurs n’utilisant pas 'opérateur —. De méme, les techniques de recherche
de preuves et de génération de contre-modéles établies par [72] ont pu servir de guide pour définir
une procédure de construction de preuves ou de contre-modeéles pour Bl-Loc. On a donc obtenu
une méthode permettant de déterminer si une formule de Bl-Loc est la conséquence logique d’une
autre formule donnée. La proximité entre les méthodes de recherche de preuves pour Bl et Bl-
Loc est telle que 'on peut espérer s’inspirer de BILL, le prouveur développé pour Bl [48] pour
développer les algorithmes de recherche de preuves et de contre-modéles présentés pour Bl-Loc.

Un langage de transformation des arbres de ressources a également été proposé. Ce langage
générique, censé étre utilisable pour tous les modéles d’arbres partiels, a pour vocation de ser-
vir de base a des langages utilisés pour des instances plus spécifiques du modéle d’arbre. On a
déterminé une sémantique & base de triplets de Hoare pour ce langage en déterminant les plus
faibles pré-conditions pour chacune des commandes. Enfin, on a expliqué sous quelles conditions
le contexte d’'un programme pouvait étre agrandi sans modifier son exécution, cette propriété
étant plus difficile & mettre en ceuvre que dans des travaux comme ceux de [62] du fait de la
composition particuliére des arbres qui n’assure pas la séparation totale des nceuds.

D’un point de vue applicatif, on a montré que ’on pouvait utiliser le modéle d’arbres partiels
pour représenter des modeéles mémoires comme ceux des pointeurs [62] ou encore des document
semi-structurés. L’application aux pointeurs puis & son extension avec permission [17] a mon-
tré 'intérét d’avoir un modeéle plus général pouvant étre instancié de différentes maniéres. En
effet, alors que le modéle des permissions semblait introduire des problémes de partage nou-
veaux par rapport au modéle des pointeurs, ces problémes sont déja pris en compte dans Bl-Loc.
Ainsi, I’étude du modéle des arbres partiels et de Bl-Loc permet de répondre au probléme de la
spécification des arbres dans le modéles des permissions.

L’application de Bl-Loc aux données semi-structurées est certainement celle qui illustre le
mieux les possibilités offertes par le modéle d’arbre partiel. On a tout d’abord établi une relation
entre un document XML et un arbre de ressources. Cette relation permet de représenter intégrale-
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ment les données du document. La différence majeure avec le document initial est de ne pas fixer
I’ordre des noeuds fréres puisqu’aucun ordre n’est disponible sur les nceuds des arbres partiels.
On a établit également une relation entre les modeéles de document de type DTD (Document
Type Definition) et une variante de Bl-Loc. Ceci nous permet entre autre de pouvoir utiliser le
model-checking pour vérifier qu’un document vérifie une certaine définition de document. On
a ensuite proposé un langage spécifique & la manipulation des arbres représentant des données
semi-structurées, ainsi qu’une sémantique & base de triplets de Hoare pour ce langage. On utilise
alors la méme logique pour spécifier les document et pour établir les conséquences logiques d’un
programme de transformation de document. L’idée sous-jacente est de pouvoir s’assurer qu’un
programme donné permet de passer d’une spécification a une autre en raisonnant sur la repré-
sentation logique de ces spécifications, les travaux réalisés constituent un premier pas dans cette
direction.

A partir de ces résulttas, plusieurs pistes sont a explorer. Le développement des algorithmes
et des techniques de recherche de preuves présentées dans cette thése est un point important. Cela
nécessitera en particulier de développer des stratégies efficaces de construction des tableaux. Il
sera également nécessaire de prendre en considération les aspects de complexité algorithmique qui
n’étaient pas jusqu’a présent notre priorité. A ce sujet, il sera intéressant d’étudier la possibilité
d’utiliser les emplacements pour améliorer 'efficacité de la recherche de preuves. Concernant
la recherche de preuve toujours, il sera également intéressant d’étudier comment les travaux
présentés dans ce document peuvent s’adapter aux différentes instanciations du modéle d’arbres
partiel. En effet, dans le modéle présenté, on raisonne sur I’ensemble des modéles. Quid alors
de la prouvabilité pour un modéle particulier 7 Il semble intéressant d’étudier si les contraintes
générées pour la construction de contre-modéle peuvent étre exploitées lorsqu’on raisonne sur
un modéle particulier et si I’on peut trouver une méthode générale permettant de raisonner sur
différents modéles.

D’un point de vue applicatif, les résultats obtenus sur les modeéles & base de pointeurs laissent &
penser qu’il sera également intéressant d’étudier comment les travaux réalisés peuvent s’appliquer
4 des modéles de langage utilisant une représentation plus complexe de la mémoire, comme le
modéle de stockage hiérarchique [4]. Pour cette application et également pour celle présentée ici
pour les données XML, il sera également important de chercher & enrichir le modéle d’arbres pour
y inclure une notion d’ordre entre les fils, comme dans [3]. Dans cette optique, il est également
envisagé d’étudier s'il est possible d’inclure des opérateurs non-commutatifs [82, 50] & la logique
et si cela est possible, d’étudier les conséquences sur la prouvabilité.

Concernant les applications des arbres de ressources, les travaux sur XML nous ont permis
d’obtenir des résultats encourageants et laissent a penser que cette voie est & poursuivre. Il serait
notamment intéressant d’établir un lien plus clair entre le langage de manipulation présenté et
des langages de manipulation standard dans le domaine des données semi-structurées, comme
DOM ou XSL.
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Annexe A

Preuves de 'attaque du protocole de
Needham-Schroeder

On présente ici la preuve correpondant & ’attaque du protocole de Needham-Schroeder proposée en figure
1.5. Cette preuve fait intervenir deux agents, l’agent a, situé en [y, jouant le role d’Alice, I’agent b, situé en [,
jouant celui de Bob et l'intrus qui est situé a I’emplacement z. Pour que la preuve soit la plus concise possible
on ne mentionnera que les formules intervenant dans l'attaque. Au démarrage de ’attaque, a contacte z et
b attend d’étre contacté.

La preuve étant de taille conséquente, elle est ici découpée étape par étape. On commence par introduire
les notations que 1’on utilise afin que les jugements soient plus concis.

A.1 Configuration initiale et notation

On propose ici plusieurs définitions de formules dont le but est de rendre plus concise 1’écriture des
séquents. On commence par définir une écriture plus concise pour les messages intervenants dans le protocole :

de
vaym(ay) L msg(msg(a).msg(y))
Va,y, tm2i(e,y) < msg(pubk(t, m2(e,y))
YV, t.mg(x) e msg(pubk(t,msg(x)))

De méme, on utilisera des définitions pour définir chacune des étapes du protocole pour Alice et Bob Pour
rappel, lors de ’attaque, Alice démarre une authentification auprés de l'intrus et Bob attend une demande
d’authentification de l'intrus. Les définitions sont légérement différente de celles données aux chapitre 1 car
pour alléger la preuve la création des nonces et le choix des destinataires a déja été fait. Ainsi par exemple,
la partie correspondant & Alice utilise le nonce Na et doit contacter z :

Alice3 (I1)send(z,l1, m,(Nx))
Alice2 VNz.(from(z,(m2.,(Na, Nz))) —o (Alice3 ® ct(z)))

Alicel < [11]({l1)send(z,11,m24(Na, A)) @ Alice2)
Bob3 from(z, mp(Nb)) —o ct_by(a)
Bob2 (Ia)send(z,la, m2,(Nz, Nb)) @ Bob3

def

Bobl [[2]VNz.(from(z,m2,(Nz,a)) — Bob2)

Dans cette preuve, l'intrus a uniquement besoin de rediriger des messages et de d’en recréer a partir de
ceux qu’il recoit. Seules les régles suivantes seront donc utilisées :
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Va.decomp(x) = [2]((3y.from(y,x)) —o x)

Vo, ydecomp(z,y) % [)(m2(z,y) — msg(z) ® msg(y))
Va.decrypt(z) = [z](m(x) — msg(z))
Va.decrypt(z,y) Y 2)(m2. (2, y) — m2(z,y))

Vt, x.encrypty(x) = [2](msg(x) — m,(z))
vtox,yenerypty(e,y) = [2l(m2(z,y) — m2.(z,y))

Vi, x,y.senders(x, y) = [2](y — (2)send(z,t,y))

Intrus = Wz, y.decomp(z,y), Va.decomp(x),

Wz, t.encrypti(z), W, y, t.encrypts(z,y)
Wa.decrypt(x), Va, y.decrypt(z, y)
Wx,y, t.sendery(z,y)

A la définition des trois acteurs, il faut rajouter la formule permettant de router les messages :
d
Va,y, t.route(x,y,t) e Va,y, t.send(x,y,t) — {z}from(y,t)

La configuration initale pour ’attaque est donc :
Alicel, Bobl, Intrus, Wz, y.route(z,y)

et ’exécution doit mener a la confirmation pour Alice que tout c’est bien passé et & l'impression pour Bob
qu’Alice I’a contacté, ce qui correspond a : [l1]contacted(z) @ [la]ct_by(a).

A.2 La preuve

On présente maintenant la preuve correspondant & 'attaque. On la découpe en plusieurs partie, chaque
partie correspondant & un message de l'attaque décrite en figure 1.5. Pour chaque régle d’inférence, on
indique en gras la proposition & la quelle est appliquée la régle. De plus, par soucis de consision, les régles
de congruence permettant d’internaliser les emplacements (du type [[[(A ® B) = [I]A ® [[|B) ne seront pas
indiquées dans la preuve.

A.2.1 Premiére étape : A — Z: {Na||A}pi(z)

On commence par présenter la partie de la preuve qui correspond & la premiére étape du protocole :
I’envoi par Alice du premier message d’authentification a l’intrus. Comme tous les envois de message, celui
ci commence par la sortie d’un prédicat de la forme send(z,y, z) de ’emplacement qui envoie le message.
Ensuite, le message est analysé a la racine et est envoyé a son destinaire (c’est le role assuré par la formule
route).
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A.2. La preuve

(1)

[l1]Alice2, Bobl, Intrus,

Wz, y, t.route(z, y, t), F [li]et(z) ® [l2]ct_by(a)

[z] from(l1,m2.(Na, A)) (In: 1)

n:

[l1] Alice2, Bobl, Intrus, (1d)
Wz, y, t.route(z, y,t), 1et(z 2]et_by(a send(z, 11, m2,(Na, send(z, 11, m2;(Na,
v t.route( t) F [li]et(z) @ [l2]et_by(a) d(z,1 2,(Na, A)) - d(z,1 2,(Na, A))

{z}from(l1,m2,(Na, A))

send(z,l1,m2;(Na, A)), [l1]Alice2, Bobl, Intrus, IV, y, t.route(z, y, t), route(z,y, m2,(Na, A)) F [l1]ct(z) ® [l2]ct_by(a)
send(z,l1,m2;(Na, A)), [l1]Alice2, Bobl, Intrus, \Vz, y, t.route(z, y, t), Vt.route(z, 11, t) - [l1]ct(z) ® [l2]ct _by(a)
send(z,l1, m2;(Na, A)), [l1]Alice2, Bobl, Intrus, Yz, y, t.route(z, y, t), Vy, t.route(z,y, t) I [l1]ct(z) ® [l2]ct_by(a)
send(z,l1, m2:(Na, A)), [l1]Alice2, Bobl, Intrus, \Vz, y, t.route(z, y,t), Vx, y, t.route(x,y, t) - [l1]ct(z) ® [l2]ct_by(a)
send(z,11,m2;(Na, A)), [l1]Alice2, Bobl, Intrus, Vx,y, t.route(x,y,t) F [l1]ct(z) ® [l2]ct_by(a)
(11](11)send(z, 11, m2,(Na, A)), [l1]Alice2, Bobl, Intrus, Wz, y, t.route(z,y, t) b [l1]ct(z) @ [l2]ct_by(a)
[11]({(11)send(z, 11, m2;(Na, A)) ® Alice2), Bobl, Intrus, Vz,y, t.route(z,y,t) - [l1]ct(z) ® [l2]ct_by(a)
Alicel, Bobl, Intrus, Vz,y, t.route(z, y, t) - [l1]ct(z) ® [l2]ct_by(a)

(—:L)
(V:L)
(V:L)

(V:L)

(Con)
(Out : L)

(®:1L)

(2:L)

A.2.2 Deuxiéme étape : Z(A) — B : {Na|| A}k

On passe maintenant & 1’étape de 'attaque 2. Il s’agit pour 'intrus de récupérer le message de l'étape
1 et d’envoyer le message {Na|A},x @) & I'emplacement de Bob, en I5. Il doit pour cela commencer par
décomposer le message qu’il a regu lors de ’étape précédente. On remarquera ici que comme on ’a expliqué
au chapitre 1, toutes les formules intervenant sont situées en z, ce qui permet d’identifier instantanément
que ces parties de la preuve correspondent & des actions de l’intrus.

(2)

(1d)
(3:R)

[11] Alice2, Bobl, [z]from(l1, m2,(Na, A)) |- [z]from(l1, m2;(Na, A))

Intrus, Ve, y, t.route(z, y,t), F [l]et(z) ® [l2]ct_by(a)  [z]from(l1,m2;(Na, A)) F [z]3y.from(y,m2,(Na, A))
[z2]lm2;(Na, A))

[l1]Alice2, Bobl, Intrus, \Vz, y, t.route(z, y, t), [z] from(l1,m2.(Na, A)), decomp(m2,(Na, A)) - [l1]ct(z) ® [l2]ct_by(a)
[l1]Alice2, Bobl, Intrus, VYV, y, t.route(z, y, t), [z] from(l1,m2. (Na, A)), Vx.decomp(x) F [l1]ct(z) ® [l2]ct_by(a)
[l1]Alice2, Bobl, Intrus, Vz, y, t.route(z, y, t), [z] from(l1,m2, (Na, A)) b [l1]ct(z) ® [l2]ct_by(a)
(1)

(—:L)
(V:L)
(Con)

L’étape que l'on vient de passer permet de décapsuler le message (on enléve I'information indiquant sa
provenance), on peut maintenant le décrypter puisqu’il est encodé avec la clé publique de 'intrus :

®3)

(1d)

: [zlm2,(Na, A) - [zm2,(Na, A)
[l1]Alice2, Bobl, Intrus,
Wz, y, t.route(z,y,t), [zlm2(Na, A)

[l1]Alice2, Bobl, Intrus, Yz, y, t.route(z, y,t), [2]m2.(Na, A), decrypt(Na, A) - [I1]ct(z) ® [l2]ct_by(a)
[l1]Alice2, Bobl, Intrus, Wz, y, t.route(z, y, t), [zJm2.(Na, A),Vy.decrypt(Na, y) F [l1]ct(z) ® [l2]ct_by(a)
[l1]Alice2, Bobl, Intrus, Wz, y, t.route(z, y, t), [z]lm2.(Na, A), Vx, y.decrypt(x,y) b [l1]ct(z) ® [l2]ct_by(a)

[l1]Alice2, Bobl, Intrus, IV, y, t.route(z, y, t), [2]m2.(Na, A) F [l1]ct(z) @ [l2]ct_by(a)
2)

F [li]et(z) ® [l2]ct_by(a)

(—o:L)
: L)
(V:L)
(Con)
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On encode ensuite le message avec la clé publique de Bob pour obtenir le message qui doit étre envoyé a
I’étape 2 de 'attaque.

4)
[h]Alice2, Bobl, Intrus, F []et(z) @ [la]et_by(a)  [m2(Na, A) F [m2(Na,A) O
[zJm2y(Na, AVz, y, t.route(z,y,t) 1 et oy ’ ’ ( )
—o: L
[l1]Alice2, Bobl, Intrus, encrypty (Na, A)
Vz,y, t.route(z,y,t), [z]m2(Na, A) F lh]et(2) ® [la]et_by(a) L)
[l1] Alice2, Bobl, Intrus,Vx.encryptyp (x, A) '
Vz,y, t.route(z,y,t), [z]m2(Na, A) F lh]et(2) ® [l2]et_by(a) VL)
[l1]Alice2, Bobl, Intrus,Vx,y.encryptp(X,y) '
Vz,y, t.route(z,y,t), [z]m2(Na, A) = lhlet(2) ® [la]et_by(a) ( )
V:L
[l1]Alice2, Bobl, Intrus,Vx,y,t.encrypts(x,y)
Va,y, t.route(z,y,t), [zlm2(Na, A) Flla)et(z) @ [la]et_by(a)
(Con : L)

[l1]Alice2, Bobl, Intrus,

Wz, y, t.route(z, y,t), [zlm2(Na, A) Flla)et(z) ® [la]et_by(a)
3

Une fois le message prét, on peut I’envoyer & Bob, on doit pour cela ’encapsuler et le faire sortir de z :

(5)
[l1]Alice2, Bobl, Wz, y, t.route(x, y, t),

Intrus, send(la, z,m2(Na, A))

[l1]Alice2, Bobl, Wz, y, t.route(x, y, t),
Intrus, [z](z)send(l2,z, m2(Na, A)) F lhlet(2) ® [lo]et_by(a)

[l1]Alice2, Bobl, Intrus,
Wz, y, t.route(z, y,t), [z2]m2(Na, A), sender; (12, m2(Na, A)) F lhlet(2) ® [la]et_by(a)

F [li]ct(z) ® [l2]ct_by(a)

(Out : L)

[zlm2(Na, A) - [zlm2(Na, A) (1d)

(—:L)

(V:L)
[l1] Alice2, Bobl, Intrus,
Wz, y, t.route(z, y, t), [zJm2(Na, A),Vy.sender(l2,y) Fllet(z) @ [la]et_by(a) (v 1)
[l1] Alice2, Bobl, Intrus, ’
W, y, t.route(z, y,t), [zJm2(Na, A),Vx,y.sender;(x,y) Fllet(z) @ [la]et_by(a) v L)
[l1] Alice2, Bobl, Intrus, )
Wz, y, t.route(z,y,t), [zJm2(Na, A), Vt, x,y.sender (x,y) = lalet(2) ® [lz]et_by(a) (Con)
on

[l1]Alice2, Bobl, Intrus,

Wz, y, t.route(z, y,t), [zJm2(Na, A) F [hlet(2) ® [lz]et_by(a)
(4

Le message est ensuite envoyé a Bob :
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(©)
e o e D en(s) © lalet_by(a) s w
ntros {in)omin ma(Na A 1t @ alet_buta s A) T maNaA)
[l1]Alice2, Bobl, ![v;i;«zisi.zzzze(g:3’7:,)172??\;-:%;?Z7 m2(Na, A)), - li]et(=) © [alet._by(a) (—:L)
v:L
e B e er(a) @ falet_by(o) oY
vV:L
fulAtices Bobl, e vy Lroteln v b tvoutela Y jeute) @ falet by(o) o
V:L
e o e S TOUEY ) fet(a) @ falet_by(a) o
N —— (Con)
e somtin vty k) @ et bt
%)

A.2.3 Troisiéme étape : B — Z(A) : {Na|[Nb} ()

Bob recoit le premier message du protocole, il doit donc répondre & l'intrus qui se fait passer pour Alice.

Il commence par analyser le message recu. Ici, on remarque que les formules actives sont situées en s,
I’emplacement de Bob.

(7
Ulﬁ:ﬁiﬁ%ﬁ’(mf v, ;);onggob% Dk let(z) @ liaet_by(a) out 1)
et e ) s S )
[12}[21(1322:12&(Iztlzlfﬂzvj(’ﬁiggi(g%751)03) F [l1]et(2) @ [l2)ct_by(a) - )
e Ay ) Sl ) e
/ —o:
m&%i’f&;?;,{‘ilfi?!?f;,‘13?52??;?22%?85%> F [l]et(z) ® [lz)et_by(a) i
Iniras. e toonte o) Lol romemia(Nar ) [let(z) @ let_by(a) -
[ll]/}iftc;jﬁg?;;émz y;;zﬁe(zﬁ D b et(z) @ lla)et_by(a)

La réponse de Bob est alors dirigé vers z, ce qui marque la fin de 1’étape 3 :
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(®)

[l1]Alice2, [l2] Bob3, Vx, y, t.route(z, y, t)
Intrus, [z] from(l2,m24(Na, Nb)) F lhlet(2) ® [lo]et_by(a)

[l1]Alice2, [l2] Bob3, Vx, y, t.route(z, y, t)
Intrus, {z}from(lz2, m2,(Na, Nb))

[l1]Alice2, [l2] Bob3, Intrus, Yz, y, t.route(z, y, t)
route(z,12, m2,(Na, Nb)), send(z,l2, m24(Na, Nb))

(In: 1) (1d)
send(z,la, L send(z,l2,

m2q(Na, Nb)) m2q(Na, Nb))

F [L]et(z) @ [l2]ct_by(a)

F [l]et(z) ® [l2]ct_ by(a)

(V:1)
[l1]Alice2, [l2] Bob3, Intrus, Vx, y, t.route(z, y, t)
Vt.route(z,l2,t), send(z,l2, m2,(Na, Nb)) F l]et(2) ® [l2]et_by(a) v
[l1] Alice2, [l2] Bob3, Intrus, Y, y, t.route(z, y, t) '
Vy,t.route(z,y,t), send(z,l2, m24,(Na, Nb)) F[h]et(2) ® [la]et_by(a) W)
[l1]Alice2, [l2] Bob3, Intrus, Vx, y, t.route(z, y, t) '
Vx,y,t.route(x,y,t), send(z,lz2, m2,(Na, Nb)) F[h]et(2) ® [la]et_by(a) (Con)
on
[l1]Alice2, Intrus, Vx,y, t.route(x,y, t)
send(z, 1, m2q (Na, Nb)), [l2] Bob3 F h]et(z) ® [lz]et_by(a)
(M
A.2.4 Quatriéme étape : 7 — A: {Na|[Nb}k)
Pour démarrer ’étape 4, z doit décapsuler le message regu :
9)
[l1]Alice2, [l2] Bob3, Int [z]f ¢! [z]f ¢! (1d)
1] Alice2, [l2]) Bob3, Intrus, z]from(lz, z]from(lz,
Wz, y, t.route(z, y,t), [z2]m2q(Na, Nb) F h]et(z) ® [lz]et_by(a) m2,(Na, Nb)) " m2,(Na, Nb)) ( L)
—o:

[l1] Alice2, [l2] Bob3, Wz, y, t.route(x, y, t)
Intrus,decomp(m24(Na, Nb)), [z] from(l2, m24(Na, Nb))

[l1] Alice2, [l2] Bob3, Wz, y, t.route(x, y, t)
Intrus, Vx.decomp(x), [z] from(l2, m2,(Na, Nb))

[l1]Alice2, [l2] Bob3, Wz, y, t.route(z, y, t)
Intrus, [z] from(l2, m24(Na, Nb))
(8)

F [l]et(z) ® [l2]ct_by(a)

(V:L)
F [l]et(z) ® [l2]ct_by(a)

(Con)
F [l]et(z) ® [l2]ct_by(a)

L’intrus doit ensuite envoyer le message qu’il a regu directement vers Alice sans pouvoir I'ouvrir :
(10)

[l1]Alice2, [l2] Bob3, Intrus,
Wz, y, t.route(z, y, t), send(l1, z, m2q.(Na, Nb))

[l1]Alice2, [l2] Bob3, Intrus,
Wz, y, t.route(z, y, t), [z](z)send(l1, z, m2,(Na, Nb))

[l1] Alice2, [l2] Bob3, Intrus,
Wz, y, t.route(z, y, t), sender, (11, m2,(Na, Nb)), [2]m2,(Na, Nb)

F [L]et(z) ® [l2]ct_by(a)

(Out : L)
F [li]et(z) ® [l2]ct_by(a) [zlm2,(Na, Nb) - [zm2,(Na, Nb)

(Id)

(—o:L)
F [li]et(z) ® [l2]ct_by(a)

(V:L)
[l1]Alice2, [l2] Bob3, IV, y, t.route(z, y, t),
Intrus, Vt.sender¢(l1, m2,(Na, Nb)), [z]m24(Na, Nb) F l]et(z) ® [lz]et_by(a) v L)
: L
[l1] Alice2, [l2] Bob3, Intrus,
e, y, troute(z,y, 1), Yy, t.senders (11, y), [Jm2a(Na, Np)  F [11e0(2) @ lalet_by(a) (v:L)
: L
[l1] Alice2, [l2] Bob3, Intrus,
Wz, Y, t.route(m, Y, t)a Vx,y,t.sendery (X, y)7 [z]m2a(Na, Nb) - [ll}Ct(Z) N [ZQ]Ctiby(a) ( )
Con

[l1]Alice2, [l2] Bob3, Intrus,

Wz, y, t.route(z, y,t), [zJm2q(Na, Nb) Flet(z) @ [la]et_by(a)
9
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Alice recoit ensuite le message, ce qui correspond & la fin de 1’étape 3 :

(11)
[ll]I;\Z;@j;[l[?jﬁiﬁiﬁéﬁiéi’@%ﬁe}féfj’ DI [l1]et(z) ® [l2]ct_by(a) - (1d)
e o) e 2 e e
: —O0 I
Mms,mfﬁi],f(‘ﬁff,}ﬁé]ﬁ%bilzcﬁﬁiifﬁzfi(,xg,%g;(wa,Nb)) F [li]et(z) ® [la]ct_by(a) L)
R e T TR
o i By S
e s ey T S
; I
sy, oMty ), ol (N, Nby)  [Jet(2) @ [2let_by(a)

(10)

A.2.5 Cinquiéme étape : A — Z : {Nb} ()

Cette quatriéme commence par la récupération et le traitement du message par Alice :

(12)

It o e,y F llet(2) ® lzlet_by(a)
T (I POl - lulet(z) ® lalet_bu(a) (
et It BB - ller(a) & falet_by(a)
e e IR - [)et(=) @ [taet_by(a)

(Out : L)

1%

: L)

(®:1L)

(1d : L)
(11](from(z, L [11](from(z,

(m2,(Na, Nb))) (m2a(Na, Nb))) (co: 1)
11](from(z, (m24(Na, Nb))) — (Alice3 ® ct(z))), [l2] Bob3, Vx, y, t.route(x,y, t '
i T T R TR

11 ]VNx.(from(z, (m2a(Na, Nx))) —o (Alice3 ® ct(z))), [l2] Bob3, \Vx, y, t.route(x,y,t '

o e B a1 oo e (v N pETOUEE I () @ (alet_by(a) .
11]Alice2, [l2] Bob3, Vx, y, t.route(x, y, t), o
i rom(eowiba (v gy F I1et) @ Lkt _bu(a)

(11)

Le message est alors routé vers son destinataire : z.
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(13)

(2] from(ly, ms (ND)), [12] Bob3,

Intrus, [l1]ct(z), Vx,y, t.route(z, y, t) F [hlet(2) ® [lz]et_by(a)

(In:L) d
Intr o) ooy Lrontelarg, )" 16t 8 [alet_bu(a send(z. 11, my (NB)) - send(z, 1 m, (N)) EI : ’
send(z,l1, m~(Nb)), [l2] Bob3, Intrus, [l1]ct(z), '
Wz, y,t%route(r, Y, t)?route(z, 11, mz(le)) F[het(2) ® [lz]et_by(a) (v L)
send(z,l1, m~(Nb)), [l2] Bob3, Intrus, [l1]ct(z), )
!V(m, yl,t.ro(ute()l?, gE,Qt),Vt.route(z, lll,t) Flllet(z) @ [la]et_by(a) v 1)
send(z,11, mz(ND)), [l2] Bob3, Intrus, [l1]ct(z), )
!Vz,y,lt.route(x, Y, 152),Vy,t:.route(z,;7 t) Flllet(z) @ [la]et _by(a) v L)
send(z,11, mz(ND)), [l2] Bob3, Intrus, [l1]ct(z), )
Wz, y, tl.route(ac7 Y, 75),2‘v’x7 y,t.route(xl,y,t) Fllaet(z) @ [la]et_by(a) (Con)
It a1 ey 4 route(,y, ¢y 1alet(e) ® lislet_ou(a)
(12)
A.2.6 Sixiéme étape : Z(A) — B{Ny}p(n)
L’intrus (z) commence par décapsuler le message regu.
(14)
[z]msg(NDb), [l2] Bob3, Intrus, [l]et(z) ® (Id)
[l1]et(2), !Vx,yQ, t.route(z, y,t) [lgict_by(a) [z} (Nb) I [2]m(Nb) (o 1)
ORI e
zlm.(Nb), [l2] Bob3, Intrus, [l1]ct(z), ) [z]from( [z]from(
![V}:c,yft.r(zu[t;(]x, Y, t),‘v’x.dec[r;]pt(x) F[het(2) ® [lz]et_by(a) (Con) 11, mz(Nb)) " 11, m;(Nb)) @1
on :
(= (D), [a] 5ot Intruss V) fer(z) @ alet_bu(a) BTl ey - e o
(2] from(l1, mz(ND)), [l2] Bob3, Intrus, '
[l1]et(z), Wz, y, t.route(z,y, t), decomp(m, (Nb)) F l]et(2) ® [l2]et_by(a) (L)
(2] from(l1, mz(ND)), [l2] Bob3, Intrus, '
[l1]et(z), !Vm,;, t.route(z, y, t), Vx.decomp(x) = h]et(z) ® [lz]et_by(a) (Con)

[z] from(l1,m~(ND)), [l2] Bob3,
Intrus, [l1]ct(2), Vz,y, t.route(z, y, t)
(13)

F [L]et(z) ® [l2]ct_by(a)

On compose ensuite le message & envoyer :
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(15)

zZ|m, [e] nirus Cl(z Id
Ehmu VD) Hal B Tuerus IEE - fjet(e) @ ftaler_by(@)  Telmsg(ND) F [aJmsg(Nb) E_:L)

[z]msg(Nb), [l2] Bob3, Intrus, [l1]ct(z),
Wz, y, t.route(z,y,t), encrypty (Nb)
[z]msg(Nb), [l2] Bob3, Intrus, [l1]ct(z),
Va,y, t.route(z, y, t), Vt.encrypts (Nb)
[z]msg(Nb), [l2] Bob3, Intrus, [l1]ct(z),
Wz, y, t.route(z,y,t), Vx, t.encrypt(x)
[z]msg(ND), [l2] Bob3, Intrus,

[li]et(z), Va,y, t.route(z,y,t)
(14)

F [li]et(z) ® [l2]ct_by(a)
(V:L)

F [L]et(z) @ [l2]ct_by(a)
(V:L)

F [L]et(z) ® [l2]ct_by(a)
(Con)

F [L]et(z) ® [l2]ct_by(a)

Le message doit ensuite sortir de z avec comme instruction d’étre envoyé Bob :
(16)

send(l2, z, mp(INb), [l2] Bob3,

Intrus, [l1]ct(z), Yz, y, t.route(z, y, t) Fllalet(z) @ [la]et_by(a)

(Out : L)
[z](z)send(l2, z, m, (NDb)), [l2] Bob3, ((1d)
Intrus, [lh]et(z), V. y, t.route(z, y,t) | [11eH(=) @ [l2]et_by(a) [zlmp(Nb) - [z]m, (Nb) (co: 1)
—o:
[2]mp(ND), [l2] Bob3, Intrus, [l1]ct(z),
W, y, t.route(z, y,t), sendery(l2, my (Nb))
[2]mp(ND), [l2] Bob3, Intrus, [l1]ct(z),
Wz, y, t.route(z, y, ), Yy.sendery (12, y)
[2]mp(ND), [l2] Bob3, Intrus, [l1]ct(z),
vz, Y, t.'route(r, Y, t)a Vx, y.sendery (X, y)
[2]mp(ND), [l2] Bob3, Intrus, [l1]ct(z),
!va Y, t.'route(x, Y, t)’ Vta X, y-Sendert (X, y)
[z]mp(ND), [l2] Bob3, Intrus,

[l1]et(2), Vx,y, t.route(x,y, t)
(15)

F [l]et(z) ® [l2]ct_by(a)
(V:L)

F [li]et(z) ® [l2]ct_by(a)

(V:L)
F [li]et(z) ® [l2]ct_by(a)
(V:L)

F [l]et(z) ® [l2]ct by(a)
(Con)

F [l]et(z) ® [l2]ct by(a)

Le message est donc routé vers ’emplacement de Bob :
(17)

[l2] from(z, my(ND)), Intrus, [lﬂ.ct(z),
L2)(from(z, my (VD) —oct_by(a)) " e @ lizlet_bule)
[L2] from(z, mp(ND)),

[lz}lB}c;bS, I(ntrus,([ll\ll]s)tgz) (In : 1) — — (1d)

rom(z, m , sen , send(lz,
U] Bob3, Intrus. [n]et(s)  [let(z) @ alet_by(a) 2 my.(Nb)) 2, my, (Nb))

send(l2, z, my(ND)), [12] Bob3,
Intrus, [l1]ct(z), route(lz, z, m, (Nb))

send(l2, z, my(ND)), [12] Bob3,

Intrus, [l1]ct(z), Vt.route(l2, z, t)
send(l2, z, my(ND)), [12] Bob3,
Intrus, [l1]ct(z), Vy, t.route(l2,y, t)

send(l2, z, mp(ND)), [12] Bob3,
Intrus, [l1]ct(z), Vx,y, t.route(x,y, t)

send(l2, z, mp(ND)), [l2] Bob3,

Intrus, [l1]ct(z), Vx,y, t.route(x,y, t)
(16)

(=2:L)

F [l]et(z) ® [l2]ct_by(a)

(—o:L)

F [li]et(z) @ [l2]ct_by(a)
(V:L)

F [li]et(z) ® [l2]ct_by(a)
(V:L)

F [l]et(z) ® [l2]ct_by(a)
(V:L)

F [l]et(z) ® [l2]ct by(a)
(':L)

F [l]et(z) ® [l2]ct_by(a)
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Annezxe A. Preuves de l’attaque du protocole de Needham-Schroeder

A.2.7 Epilogue

Il s’agit maintenant de s’assurer que l’envoi des messages tel qu’il a été effectué permet bien d’aboutir au
but recherché et donc de prouver que 'intrus (z) s’est bien fait passer pour Alice auprés de Bob :

l1]ct(z) - [li]ct(z) (1d) (I2]ct_by(a) - [l2]ct_by(a) (Id)
(® : R)
[l1]ct(2), [l2)et_by(a) - [l1]ct(z) @ [12]ct_by(a) (Weak : 1) (1d)
Tntrus, [L]ct(2), la]et_by(a) F [1]ek(z) @ lzlet_by(a) 7 alfrom(e,my (ND)) - alfrom(z,mu(Nb)

[l2] from(z, my(ND)), Intrus, [l1]ct(z),
[12](from(z, mp, (Nb)) —o ct_zoy()a))
17

F [l]et(z) ® [l2]ct_by(a)

On a donc une preuve montrant que l'intrus peut se faire passer pour Alice auprés de Bob.

Cette preuve met en évidence les spécificités dues a 'utilisation des modalités d’emplacement et de
déplacement. Dans toutes les étapes, on remarque bien que ’on peut isoler I'acteur en action grace a ’em-
placement des formules manipulées. Ainsi par exemple, a ’étape A.2.1, les formules utilisées sont situées a
I’emplacement d’Alice puisque c’est elle qui doit émettre un message.

De méme, on remarque bien que le cheminement des messages peut étre suivi facilement grace aux
modalités de déplacement. Ainsi, chaque fin d’étape est marqué par la sortie du message qui doit étre envoyé
de 'emplacement correspondant & son agent, puis de ’entrée du message vers son destinataire. Il est donc
possible de retrouver les étapes de ’attaque juste en analysant les mouvements des messages.
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Résumé

Le développement de plus en plus important de services mobiles et d’applications distribuées
et la volonté de développer des applications stires nécessite une adaptation des outils de spécifi-
cations et de preuves pour mieux prendre en compte la distribution et la mobilité des ressources
dans les systémes informatiques.

Dans cette optique, cette thése propose tout d’abord une logique nommée logique linéaire
distribuée et mobile (DMLL), fondée sur la logique linéaire et intégrant les notions d’emplace-
ments et de déplacements. On propose un calcul des séquents pour cette logique ol les preuves
intégrent le déplacement des formules. On démontre I’élimination des coupures et on propose une
sémantique & la Kripke correcte et compléte pour cette logique. Enfin, on montre & travers une
application pour la validation des protocoles d’authentification comment les modalités d’empla-
cement et de déplacement peuvent aider a l’analyse des attaques de protocoles. Pour cela, on
représente les acteurs d’'un protocole et leurs connaissances sous forme de formules logiques et
on montre comment extraire des informations d’une preuve correspondant & une attaque.

Cependant, DMLL est une logique définie pour étre utilisée selon le paradigme proof-search-
as-computation, selon lequel les formules correspondent & des progammes et les preuves corres-
pondent & leur exécution. Ce choix est mal adapté pour modéliser et spécifier les propriétés de
systémes distribués. On propose donc un nouveau modéle logique fondé sur une structure adaptée
& la représentation de systémes distribués. Cette structure, I’arbre de ressources, consiste en un
arbre dont les nceuds, qui sont étiquetés par des labels, contiennent des ressources appartenant
4 un monoide d’arbres partiels. On présente ensuite une nouvelle logique, Bl-Loc permettant
de raisonner sur cette structure. Cette logique est fondée sur la logique Bl et intégre une mo-
dalité d’emplacement permettant de raisonner sur la structure spatiale de arbres. On propose
un langage de manipulation des arbres et une axiomatisation logique de ce langage sous forme
de triplets de Hoare. On montre que la satisfaction et la décidabilité du model-checking pour la
version propositionnelle de cette logique sont décidables. Pour la version avec quantificateurs,
on démontre que le model-checking est indécidable et on determine des fragments décidables.
On propose également une méthode de recherche de preuves avec tableaux sémantiques pour la
version propositionnelle.

On montre ensuite comment ce modeéle peut étre utilisé a travers plusieurs types d’applica-
tions. Concernant les modeéles des pointeurs et des permissions, on montre que ’on peut utiliser
une logique adaptée de Bl-Loc pour exprimer des propriétés de ce modéle. Cette possibilité per-
met notamment d’exprimer sous forme d’une formule logique le typage des arbres dans le modéles
des permissions, probléme qui était sans solution avec des logiques de séparation classique. On
détaille ensuite comment les arbres de ressources permettent de représenter la manipulation
de documents XML et de raisonnner sur leur transformation. On présente en détails comment
certaines régles de spécifications des documents XML se traduisent dans Bl-Loc et on montre
comment le modéle peut étre utilisé pour valider les propriétés de certains programmes de trans-
formation.



