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8.1 Hamiltonien et analyse quantique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213

- ii -



TABLE DES MATIÈRES
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8.3.6 Interprétation de la résonance B = 2A . . . . . . . . . . . . . 239

8.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241
Bibliographie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243
Fast energy transfer mediated by multi-quanta bound states . . . . . . . . . 244

Conclusion Générale 259
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Introduction Générale

La compréhension et la mâıtrise du transfert et du stockage de l’énergie sont des
enjeux majeurs. Le développement des technologies de la communication a constitué
l’une des plus grandes avancées de la seconde moitié du 20e siècle. Cette évolution
technologique s’est réalisée grâce à la mâıtrise du transfert d’énergie dans différents
systèmes et on peut citer les exemples des semi-conducteurs, à la base du fonctionne-
ment des microprocesseurs [1], du stockage magnétique [2] ou des fibres optiques [3].
Mais le transfert d’énergie représente également un enjeu dans la compréhension
des processus biologiques. En effet, les êtres vivants sont des objets macroscopiques
dont l’activité résulte d’un ensemble complexe de mécanismes élémentaires [4]. Le
transport d’énergie permet l’activation de ces processus de façon cohérente assurant
un bon fonctionnement global. Par exemple, la photosynthèse permet aux végétaux
de convertir l’énergie lumineuse en énergie chimique [5]. La lumière visible est col-
lectée par des molécules qui jouent le rôle d’antennes biologiques et qui entrâınent
la création d’excitons électroniques [6]. Ces excitons se « déplacent » au sein de
l’unité photosynthétique pour atteindre un centre réactionnel et générer la création
de l’adénosine tri-phosphate (ATP) qui constitue une source d’énergie universelle
utilisée dans une multitude de processus biologiques.

La description des phénomènes à la base du transfert d’énergie est depuis long-
temps basée sur le postulat de linéarité. Ainsi un système répond toujours linéaire-
ment à une force qui lui est appliquée. Plus généralement, la description d’un très
grand nombre de phénomènes physiques peut se faire en utilisant des équations li-
néaires [7]. On peut citer les exemples des ondes électromagnétiques décrites par
les équations de Maxwell, des ondes de gravité gouvernées par l’hydrodynamique,
des ondes mécaniques et des excitations électroniques dans les solides . . . Toutes
ces équations permettent de rendre compte des effets de dispersion propre à la li-
néarité. En effet, dans un système linéaire toute solution peut être décomposée en
paquet d’ondes, c’est-à-dire en une somme d’ondes planes. Ces ondes se propageant
à des vitesses différentes, le paquet ne peut que s’étaler de façon irréversible. Les
phénomènes de dispersion constituent donc un frein dans l’avancée de la mâıtrise du
transfert d’énergie cohérent. Le second frein provient de la nécessité de mâıtriser le
transport d’énergie non plus au niveau macroscopique mais à l’échelle du nanomètre.
En effet la miniaturisation de la technologie tend à réduire les échelles de longueurs
au nanomètre, c’est-à-dire à l’échelle moléculaire. Dans le même esprit, les processus
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Introduction Générale

biologiques fondamentaux interviennent généralement à cette échelle nanométrique.
Pour répondre à ces deux principales préoccupations, il est impératif de renoncer
à la linéarité pour se tourner vers les phénomènes non linéaires et d’abandonner la
physique classique au profit de la mécanique quantique.

L’introduction de non-linéarité dans un système modifie profondément la dy-
namique. La non-linéarité permet l’apparition d’objets nouveaux qu’une théorie li-
néaire, ou un traitement perturbatif de la non-linéarité, ne peut en aucun cas révéler.
C’est le cas notamment des solitons [8, 9, 10]. A l’encontre des paquets d’ondes « li-
néaires », un soliton est une onde solitaire dont la forme n’est pas altérée au cours de
sa propagation. C’est pour cette propriété exceptionnelle que l’on confère au soliton
le caractère de particule au sens classique du terme. Son importance dans le transfert
d’énergie est par conséquent irréfutable puisque qu’il permet le transport cohérent
sur de très grande distance. La première observation d’un tel phénomène remonte à
1834 et fut réalisée par l’ingénieur naval écossais John Scott Russell dans le canal
qui relit Edimbourg à Glasgow. Suite à l’arrêt brusque d’une péniche, il remarqua
une grande ondulation dont la forme arrondie ne sembla pas changer au cours de
son déplacement et qui perdura sur plusieurs kilomètres. John Scott Russell nomma
cette vague « onde de translation » et publia ce résultat en 1844 [11, 12] ce qui en-
trâına de fortes contestations. Le problème fut résolu en 1895 par Diederik Korteweg
et Hendrick de Vries (KdV) [13] qui comprirent que ce phénomène existait grâce à
une compétition entre les effets non linéaires et les effets de dispersion. Le sujet
reprit de la vigueur en 1953 lorsque Fermi, Pasta et Ulam (FPU) [14] réalisèrent une
expérience numérique consacrée à l’étude du transfert de chaleur dans un réseau
unidimensionnel constitué d’atomes couplés par un potentiel anharmonique. En in-
jectant initialement de l’énergie dans un mode particulier, ils prévoyaient d’observer
une redistribution de l’énergie sur l’ensemble des autres modes. Pourtant, ils remar-
quèrent un retour quasi périodique de cette énergie vers le mode initial. Zabusky
et Kruskal [15] en 1965 montrèrent, dans le cas de l’approximation du continuum,
l’existence de solitons dans le problème posé par FPU. Depuis les solitons n’ont
cessé d’être un sujet d’études intenses. D’un point de vue théorique de nombreux
développements ont été réalisés dans des domaines variés. Par exemple, dans les
fibres optiques [16], la non linéarité due à l’effet Kerr permet la naissance de solitons
qui ont une grande importance en vue d’applications aux communications. Un autre
développement majeur est celui initié par Aleksandr Sergeevich Davydov qui dans
les années 70 proposa un modèle de transport d’énergie dans les protéines [17, 18].

Davydov suggéra que l’énergie libérée par l’hydrolyse de l’ATP permettait d’exci-
ter la vibration C=O des groupements amino-acide des hélices-α. A cause de l’inter-
action dipôle-dipôle entre liaisons voisines, cette excitation vibrationnelle tend à se
délocaliser le long de l’hélice. Mais sa dynamique est également couplée à un bain de
phonons associés aux mouvements d’ensemble de la protéine. Ce couplage induit une
dynamique non linéaire décrite par l’équation Non Linéaire de Schrödinger (NLS)
qui favorise l’émergence d’un soliton [10]. A travers ces études, Davydov a introduit
l’idée que des mécanismes non linéaires doivent intervenir à l’échelle atomique et
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moléculaire, domaine où la physique est régit par la mécanique quantique et où la
nature possède un caractère discret. Suite à ces études, une très large communauté
scientifique s’est regroupée autour du problème du transport d’énergie dans les ré-
seaux moléculaires. D’un point de vue expérimental la présence de soliton à l’échelle
macroscopique a été observée dans des domaines très variés [9]. On peut citer les
cas parmi tant d’autres de l’hydrodynamique [19], des jonctions Josephson en su-
praconductivité [20] ou encore des fibres optiques [21]. Mais aucune observation de
soliton ne s’est jamais faite à l’échelle du nanomètre.

En effet, à cette échelle, il existe deux contraintes principales ne permettant pas
la création de solitons. Tout d’abord la nature du milieu est essentiellement discrète
et apparâıt sous la forme d’un réseau. Ensuite les solitons sont des objets de nature
classique ou quasi-classique ce qui n’est pas valable à cette échelle. Cependant, il a
été montré que la non linéarité des réseaux classiques favorise la création d’autres
objets tout aussi extraordinaires connus sous le nom de modes localisés intrinsèques
ou « breathers discrets » [22, 23, 24]. Par définition, un tel mode correspond à une
forte accumulation de l’énergie vibrationnelle localisée dans l’espace et périodique
dans le temps. Les modes localisés intrinsèques ont fait l’objet de nombreuses re-
cherches théoriques durant ces dix dernières années et ils sont supposés jouer un rôle
fondamental pour le stockage d’énergie dans les réseaux [25]. Par exemple, Peyrard
et Bishop [26] ont montré que la dénaturation de l’ADN, c’est-à-dire la sépara-
tion des deux brins de la molécule, était initiée par l’apparition de modes localisés
intrinsèques en différents points de la molécule. Ces modes, qui traduisent une accu-
mulation de l’énergie vibrationnelle des liaisons inter-brins, entrâınent la création de
bulles de dénaturation qui apparaissent comme des précurseurs à l’ouverture. Mais
les objets tels que le soliton ou le « breather » restent des objets de nature classique.
La question de l’équivalent quantique de ces objets est aujourd’hui une question
ouverte qui intéresse beaucoup de scientifiques [24, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33].

Dans ce contexte, ce travail de thèse présente une étude des propriétés vibration-
nelles d’un réseau moléculaire non linéaire dont la dynamique est gouvernée par les
lois de la mécanique quantique. Il s’inscrit dans la continuité des thématiques déve-
loppées au sein du groupe Nanostructures, Phénomènes de Transport et Applications
à la Biophysique (NSPT) du Laboratoire de Physique Moléculaire de Besançon. Bien
que de nature théorique, ce travail a été mené dans le souci permanent d’interpréter
certaines expériences existantes et d’en solliciter de nouvelles. Ainsi, il sera appliqué
à deux types de réseau de basse dimension : les nanofils moléculaires adsorbés et les
bio-polymères de structure hélice-α. Ce choix n’est bien sûr pas anodin puisque ces
deux systèmes apparaissent fortement non linéaires tout en étant gouvernés pas la
mécanique quantique. De plus, la recherche expérimentale sur ce type de réseau est
particulièrement florissante depuis une vingtaine d’année.

Le premier chapitre de ce mémoire est consacré à la description des systèmes
physiques auxquels nous allons nous intéresser. Tout d’abord, nous présenterons les
nanostructures moléculaires adsorbées ainsi que les expériences qui ont permis de
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montrer l’existence de phénomènes non linéaires. Ensuite, nous décrirons les bio-
polymères en portant une attention toute particulière à la conformation en hélice-α.
Nous nous attacherons également à résumer l’immense quantité de travaux théo-
riques et expérimentaux consacrées à l’étude de la redistribution de l’énergie vibra-
tionnelle dans les molécules du vivant.

La dynamique collective d’un ensemble de modes vibrationnels haute fréquence
sera décrite au cours du second chapitre. Nous introduirons un modèle de réseau
quantique unidimensionnel dont la non linéarité traduit l’anharmonicité intramo-
léculaire de chaque mode de vibration. La dynamique sera alors gouvernée par un
hamiltonien de Hubbard pour bosons qui décrit la propagation d’excitons vibra-
tionnels en interaction. A travers ce modèle, nous montrerons que la non linéarité
favorise l’existence d’états quantiques spécifiques : les états liés. De tels états, ca-
ractérisant le piégeage des excitons au voisinage les uns des autres, apparaissent
comme le pendant quantique d’objets non linéaires classiques tels que les solitons
ou les modes localisés intrinsèques.

Au cours du troisième chapitre, nous aborderons le problème délicat du couplage
entre les modes de vibration haute fréquence et un bain thermique formé d’un en-
semble de phonons basse fréquence. Ce couplage, à l’origine d’une seconde source de
non linéarité, modifie profondément la nature des excitons vibrationnels. Il conduit
à l’émergence du concept de polaron qui décrit un exciton haute fréquence habillé
par un nuage virtuel de phonons. Nous discuterons alors l’influence des deux sources
non linéaires sur la formation des polarons et des états liés.

Les chapitres quatre, cinq et six seront consacrés à l’application de notre forma-
lisme théorique à différentes situations physiques. Tout d’abord, à travers l’utilisa-
tion d’un modèle unidimensionnel d’hélice-α, nous discuterons la nature des états
à un et à deux polarons. Une étude du couplage résiduel entre les polarons et les
phonons sera exposée afin de caractériser les différents mécanismes de relaxation
vibrationnelle. Ensuite, nous introduirons la spectroscopie pompe-sonde résolue en
temps qui apparâıt comme un outil expérimental extrêmement puissant pour sonder
et caractériser les états liés. Après un résumé des outils théoriques nécessaires à la
compréhension de cette spectroscopie, nous établirons les spectres pompe-sonde as-
sociés au modèle unidimensionnel d’hélice-α. Nous présenterons également une étude
expérimentale réalisée sur la vibration NH d’une protéine modèle dont nous avons
mené l’interprétation théorique avec succès. Enfin, nous généraliserons la descrip-
tion des hélices-α en introduisant un modèle tridimensionnel. Nous porterons une
attention particulière à la modification des états liés et nous montrerons l’existence
de deux régimes dynamiques selon la température.

Les chapitres sept et huit ont pour vocation de faire émerger de nouvelles idées
dans le domaine des réseaux quantiques non linéaires. Tout d’abord, nous aborde-
rons la question fondamentale des effets de taille sur la dynamique vibrationnelle. En
considérant une nanostructure moléculaire adsorbée de taille finie, nous montrerons
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comment les modifications du mécanisme d’habillage perturbent la nature des po-
larons et des bipolarons. Cependant, nous établirons l’existence d’une taille critique
au-delà de laquelle l’habillage redevient similaire à celui d’un réseau infini. Ensuite,
dans un cadre relativement général, nous présenterons une étude des mécanismes
physiques à l’origine de la redistribution énergétique dans les réseaux non linéaires.
A partir de notre connaissance de la dynamique vibrationnelle, nous introduirons
un modèle de réseau quantique supportant des non linéarités locale et non locale.
Nous montrerons que la compétition entre ces deux non linéarités permet l’existence
d’une transition entre deux régimes dynamiques. Le premier régime, qui apparâıt
comme l’équivalent quantique de l’auto-piégeage classique, traduit une localisation
de l’énergie sur des temps relativement longs. Le second régime, à travers un phéno-
mène de résonance, caractérise un transport cohérent de l’énergie par l’intermédiaire
d’états liés multi-quanta spécifiques.
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Chapitre 1

Réseaux moléculaires
de basse dimension

Par le passé, de nombreux modèles théoriques furent réalisés en considérant des
réseaux de dimension réduite, voir unidimensionnels (1D). Ces modèles contiennent
la plupart des phénomènes physiques mis en jeu tout en restant suffisamment simples
pour que l’on puisse y dégager des informations. Aujourd’hui, le concept de système
quasi-1D est une réalité physique dans de nombreux domaines.

Dans ce contexte, nous nous sommes intéressés à deux types de réseau de basse
dimension, les nanostructures moléculaires adsorbées et les bio-polymères de struc-
ture hélice-α, dont les caractéristiques principales sont introduites dans ce chapitre.

1.1 Nanostructures adsorbées

L’étude des vibrations moléculaires au sein des nanostructures adsorbées est de
plusieurs points de vue d’une grande importance. Tout d’abord, les nanostructures
jouent un rôle capital dans le cadre de l’effort de recherche global pour faire pro-
gresser les technologies de l’information. En effet, de par les progrès perpétuels de la
miniaturisation, il a toujours été possible de fabriquer des circuits intégrés sans cesse
plus petits [1] atteignant bientôt l’échelle du nanomètre. Mais l’électronique actuelle,
basée sur la physique des semi-conducteurs, ne pourra franchir cette barrière. C’est
à cette échelle de longueur que se trouve la transition entre le monde quantique et le
monde mésoscopique classique. Ainsi pour franchir cette limite plusieurs voies sont
envisagées, toutes considérant les effets quantiques. On peut citer les exemples de
l’électronique de spin [2], des nanotubes de carbone [3] mais également de l’électro-
nique moléculaire basée sur l’utilisation des nanostructures [4]. Dans ce contexte,
il a été montré récemment par Wilson Ho qu’il était possible d’exciter la vibration
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Fig. 1.1 - Vue en coupe d’une nanostructure moléculaire confinée entre deux marches
d’une surface vicinale

interne d’une molécule adsorbée sur une surface en utilisant un microscope à ef-
fet tunnel (STM) [5, 6]. Il est ainsi possible d’imposer une source locale libérant de
l’énergie sous forme vibrationnelle, ce qui suggère l’utilisation des vibrations molécu-
laires comme vecteur de l’information [7]. Ensuite, la caractérisation du flot d’énergie
vibrationnelle est nécessaire à la compréhension de mécanismes physico-chimiques
plus complexes. Par exemple, l’utilisation d’un STM sur des molécules adsorbées
permet leur excitation vibrationnelle qui induit, par relaxation, leur désorption ou
leur mouvement sur la surface [8, 9, 10, 11, 12]. Enfin, on peut citer l’utilisation
des nanostructures adsorbées comme support au calcul quantique [13]. En effet, il
a été montré récemment que les états vibrationnels d’une molécule polyatomiques
permettent le codage de « qubits » [14]. Cette approche est basée sur le contrôle
cohérent de pulses infrarouges femtosecondes pour élaborer des signaux ultra-courts
jouant le rôle de portes logiques quantiques [15].

La fabrication des nanostructures est aujourd’hui devenue possible grâce notam-
ment au formidable développement de la science des surfaces. En effet, l’adsorption
de molécules sur une surface constitue certainement l’une des méthodes les mieux
adaptées pour la réalisation de telles structures quand on connâıt le rôle primordial
joué par les défauts de surface dans les mécanismes d’adsorption. En particulier, de
nombreuses études, tant théoriques qu’expérimentales, ont montré que les défauts
les plus étendus offrent la possibilité de faire crôıtre des structures adsorbées par-
faitement stables et ordonnées [16]. Cependant, obtenir des molécules régulièrement
distribuées requiert l’utilisation de surfaces spécifiques qui présentent des défauts
étendus auto-organisés.

L’exemple le plus répandu de ces surfaces est celui des faces vicinales [17]. Pour
les obtenir, on clive un monocristal suivant une direction à forts indices de Miller,
c’est-à-dire, faisant un petit angle par rapport à une direction de haute symétrie. La
surface ainsi obtenue présente une succession de marches monoatomiques régulière-
ment espacées et possédant la forme de terrasses et d’escaliers atomiques. Les ter-
rasses possèdent une taille nanoscopique de l’ordre de quelques dizaines d’Angström.
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Lorsque l’on adsorbe des molécules sur cette surface, elles se déposent statistique-
ment en plus grande quantité sur les terrasses mais diffusent rapidement jusqu’à ce
qu’elles soient généralement piégées dans les sites de bas de marche. En augmentant
le taux de couverture en admolécules, il est alors possible de réaliser des mono-
couches atomiques confinées sur des terrasses entre deux marches (Fig. 1.1) [18].
Dans le même esprit, les surfaces vicinales de silicium passivées par l’hydrogène
permettent la réalisation de fils moléculaires formés par les liaisons Si-H décorant
la marche [19, 20, 21, 22, 23]. De plus, l’obtention de telles surfaces ne se réduit
pas à la seule utilisation de substrats métalliques ou semi-conducteurs et il a été
montré récemment que des surfaces vicinales isolantes pouvaient être stabilisées par
la croissance de NaCl sur des surfaces vicinales Ge(100) ou Al(111) [24]. Enfin,
il existe également des confinements symétriques générés par les surfaces recons-
truites en forme de créneaux. C’est le cas de la face (110) du cuivre reconstruite
par chimisorption d’oxygène qui forme une superstructure périodique en forme de
créneaux où sont alternés des domaines de cuivre non reconstruits et des domaines
de CuO [25, 26].

Ainsi, dans les nanostructures adsorbées, les molécules sont régulièrement distri-
buées sur la surface et forment un réseau de basse dimension. Dans de tels réseaux,
les vibrations peuvent être regroupées en deux catégories selon la valeur de leur
fréquence. La première catégorie regroupe l’ensemble des modes de basse fréquence
caractérisant les mouvements externes des constituants du système. Elle réfère aux
phonons du substrat et aux mouvements de translation et de rotation frustrée des
admolécules dont les fréquences s’étendent jusqu’à environ 500 cm−1. Le seconde
catégorie correspond aux modes de vibration intramoléculaire associés aux mou-
vements internes des molécules adsorbées. Ces modes possèdent généralement une
fréquence importante typiquement de l’ordre de 2000 cm−1. Par exemple, la fré-
quence du mode d’élongation de la liaison C=O du système CO/Ru(001) est égale
à 1990 cm−1 [27, 28, 29, 30, 31]. C’est sur cette seconde catégorie de vibrations que
nous allons plus particulièrement porter notre attention.

Dans ce contexte, la dynamique des modes internes de la nanostructure est gou-
vernée par trois principaux phénomènes physiques. Tout d’abord, le couplage entre
les molécules voisines permet la délocalisation des vibrations internes qui leur confère
un caractère étendu. La propagation de ces vibrations le long de la nanostructure
donne naissance à des phonons optiques de haute fréquence appelés vibrons. Autour
de la fréquence interne, les vibrons définissent une bande dont la largeur, relative-
ment faible, est de l’ordre de quelques nombres d’onde. Par exemple, pour le système
CO/Ru(100), la constante de saut entre molécules voisines est égale à 3.82 cm−1 [32].
Ensuite, les vibrons ne se propagent pas librement dans la nanostructure mais ils
interagissent en permanence avec l’ensemble des modes basse fréquence du système.
Cette interaction vibron-phonon est essentielle puisqu’elle compromet fortement la
cohérence vibronique et favorise les processus de relaxation. Enfin, contrairement aux
phonons pour lesquels l’approximation harmonique est généralement satisfaisante,
la dynamique des vibrons est fondamentalement perturbée par l’anharmonicité du
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potentiel intramoléculaire des admolécules. Une mesure de cette anharmonicité est
donnée par la différence entre la fréquence fondamentale de la transition 0 → 1 et
la fréquence de la bande chaude 1 → 2. Pour la molécule CO/Ru(100), cette diffé-
rence est de l’ordre de 30 cm−1 [30, 32]. Comme nous le montrerons au cours de ce
travail, l’anharmonicité intramoléculaire et le couplage vibron-phonon représentent
deux sources de non linéarité qui favorisent une interaction entre vibrons et qui sont
responsables de l’apparition d’états quantiques spécifiques.

D’un point de vue expérimental, l’étude des vibrations intramoléculaires sur les
surfaces est un sujet très actif. En effet, de nombreuses études utilisant l’absorption
infrarouge ont été menées sur des monocouches adsorbées sur des surfaces métal-
liques, semi-conductrices ou isolantes. Basées sur l’excitation de la transition fon-
damentale 0 → 1, elles ont permis d’obtenir un grand nombre d’informations sur
les interactions molécule-surface et molécule-molécule (voir par exemple [33, 34] et
les références à l’intérieur). Dans ce contexte, la spectroscopie de génération de fré-
quence somme infrarouge-visible (IV-SFG) s’est révélée être un outil puissant pour
l’étude des vibrations de surface [35, 36, 37]. Cette spectroscopie non linéaire utilise
deux lasers, l’un dans le domaine visible pour polariser les admolécules et le second
dans le domaine infrarouge pour exciter les vibrations. Elle fait appel à des proces-
sus optiques non linéaires d’ordre deux parfaitement adaptés pour les phénomènes
de surface au niveau de laquelle apparâıt une brisure de la centro-symétrie. Cepen-
dant, tout comme l’absorption infrarouge, cette méthode ne permet de sonder que
la bande fondamentale.

Pour sonder l’anharmonicité du potentiel intramoléculaire des molécules adsor-
bées, il convient d’explorer les états vibrationnels excités autres que ceux impliqués
dans la bande fondamentale. Dans ce contexte, la spectroscopie de l’overtone fut
utilisée avec succès pour sonder différentes monocouches telles que CO/Ru(001) [27,
28, 29, 30, 31], (NO+O)/Ru(001) [38], H/Si(111) [39], ou encore CO/NaCl(100) [40].
Par analogie avec l’absorption IR classique, cette technique est basée sur le fait que
l’anharmonicité intramoléculaire rend optiquement active la transition 0 → 2 si bien
que l’absorption du rayonnement permet l’excitation du second niveau vibrationnel.
Dans le spectre, la nature anharmonique des vibrations internes se manifeste par une
différence entre la fréquence mesurée et le double de la fréquence fondamentale. Au-
jourd’hui, beaucoup d’autres méthodes spectroscopiques non linéaires permettent de
sonder les anharmonicités [41] comme par exemple la génération de fréquence somme
infrarouge-infrarouge-visible (IIV-SFG). Cette spectroscopie, qui est une extension
de la IV-SFG, est basée sur l’utilisation supplémentaire d’une pompe infrarouge per-
mettant ainsi de sonder la bande chaude 1 → 2. Ce type d’expérience a été mené
sur les systèmes H/C(111) [42], H/Si(111) [43] et CO/Ru(001) [44, 45, 46, 47].

Cependant, la plupart de ces expériences ont été interprétées en occultant l’aspect
collectif de la dynamique vibrationnelle, c’est-à-dire en supposant que les admole-
cules se comportent telles des molécules isolées. Une telle approche peut conduire
à des résultats erronés et il apparâıt nécessaire de développer un cadre théorique
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général permettant la prise en compte de l’influence des effets collectifs sur la na-
ture des états multi-excités. A titre d’illustration on peut mentionner le travail de
Peter Jakob sur la monocouche CO/Ru(001). Par spectroscopie de l’overtone, une
première étude conduisit l’auteur à affirmer que l’anharmonicité de la molécule CO
adsorbée était de l’ordre de 18.5 cm−1 [27]. Ce résultat, basé sur la réponse d’une
molécule isolée, traduisait le déplacement de la fréquence de la bande chaude par
rapport à celle de la bande fondamentale. Ce n’est que quelques années plus tard
que des études complémentaires révélèrent que l’anharmonicité était de l’ordre de
15 cm−1, une valeur proche de l’anharmonicité de CO en phase gazeuse [31, 32]. Bien
que légèrement différent, ce résultat est la conséquence d’une compétition entre l’an-
harmonicité et les interactions latérales à l’origine d’une dynamique singulière des
états multi-excités.

1.2 Bio-polymères

Les bio-polymères comme les protéines constituent un sujet d’étude très intense
auprès de la communauté des biologistes. En effet, les protéines sont les agents fonc-
tionnels des cellules et représentent une grande part des molécules biologiques [48].
Elles sont impliquées dans un très grand nombre de processus fondamentaux où elles
jouent un rôle clé tant par des aspects structuraux que dynamiques en garantissant
le bon fonctionnement cellulaire. La connaissance de ces macro-molécules est deve-
nue très approfondie tant dans leur composition chimique que leur aspect structurel.
Aujourd’hui, il existe un certain nombre de problématiques qui intéressent de plus
en plus de physiciens.

L’une de ces problématiques concerne le transport énergétique dans les protéines
soulevé par A.S. Davydov [49, 50]. L’ATP est une source universelle d’énergie dans le
vivant qui libère une unité indivisible d’énergie de 0.43 eV, c’est-à-dire 3469 cm−1.
Cette énergie étant largement insuffisante pour exciter des niveaux électroniques,
elle n’entrâıne que des transitions vibrationnelles. L’analyse des phénomènes vibra-
toires au sein des protéines est donc une voie privilégiée pour la compréhension de
certains mécanismes énergétiques les plus élémentaires. Sous un regard de physicien,
les bio-polymères constituent des réseaux moléculaires tout à fait similaires aux na-
nostructures. Bien qu’étant composés d’une molécule unique, leur conformation très
spécifique répond sans aucun doute à un but particulier à la manière d’un composant
électronique répondant à une fonction spécifique.

Les protéines sont des polymères linéaires d’acides aminés reliés par des liaisons
peptidiques covalentes. Les protéines présentes dans le vivant sont formées par les
combinaisons d’uniquement vingt acides aminés différents. Chaque acide aminé pos-
sède un groupe carboxilique −COO− et un groupe aminé −NH+

3 tous deux reliés
à un carbone nommé α relié lui même à une châıne latérale R caractérisant l’acide
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Fig. 1.2 - Dimérisation de deux acides aminés

aminé1. Par exemple pour la Glycine (Gly) la châıne latérale R se résume à un hy-
drogène, pour l’Alanine (Ala) la châıne latérale est un groupement −CH3 et pour la
Cystéine (Cys), un groupement −CH2−SH, etc. Le groupe carboxilique d’un acide
aminé peut réagir avec le groupe aminé d’un autre acide aminé en libérant une mo-
lécule d’eau et amorcer ainsi la polymérisation des acides-aminés et la formation
de polypeptides et de protéines (Fig. 1.2). La séquence complète des résidus d’acide
aminé caractérise chaque protéine et détermine sa fonction. Cette séquence constitue
la structure primaire de la protéine.

La liaison peptidique reliant le groupe CO à l’azote N possède partiellement le
caractère de double liaison limitant ainsi la liberté de rotation autour de la liaison
peptidique. Par conséquent, le groupement Cα-CO−NH−Cα forme un plan. Il existe
cependant une possibilité de rotation entre chaque plan consécutif du polypeptide
autour des liaisons Cα−N (angle φ) et Cα−C (angle ψ) en tenant compte des li-
mitations imposées par l’encombrement stérique. La disposition des plans les uns
par rapport aux autres dépend fortement de l’établissement d’une liaison hydrogène
entre l’oxygène du carbonyle d’un groupement peptidique et l’hydrogène de l’amide
d’un autre groupement. Ces liaisons hydrogène vont stabiliser d’importantes parties
de la protéine en des structures régulières, c’est la structure secondaire de la pro-
téine. Lorsque le nombre de liaisons hydrogène établies est maximisé, alors il existe
deux types de structures secondaires : les feuillets-β et les hélices-α. Mais la struc-
ture des protéines ne s’arrête pas à ce niveau. En effet, à un niveau supérieur, les
châınes polypeptidiques se déploient dans l’espace tridimensionnel selon une struc-
ture tertiaire qui est à la base de la forme des protéines globulaires et des protéines
fibreuses. Une protéine peut être également constituée de plusieurs châınes poly-
peptidiques, la conformation de ces châınes résultant de leur interaction mutuelle
forme la structure quaternaire. Nous allons nous intéresser plus particulièrement à la
structure secondaire qui constitue une structure régulière. L’hélice-α représente un
cas remarquable puisque cette conformation possède une direction de l’espace pri-
vilégiée et représente ainsi une structure quasi-unidimensionnelle. La conformation
en feuillet-β correspond quant à elle à une structure bidimensionnelle.

Du point de vue vibrationnel les protéines sont bien plus complexes que les nano-
structures. En effet ces macro-molécules contiennent un très grand nombre de degrés

1exception fâıte de la Proline qui possède une châıne latérale reliée non seulement au carbone
α mais également à l’azote formant ainsi un cycle fermé. Cet acide aminé n’est pas présent dans
les châınes polypeptidiques en conformation hélice-α
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de liberté induisant un spectre vibrationnel extrêmement complexe qui aujourd’hui
n’est pas encore parfaitement compris. L’interprétation des expériences de spectro-
scopie infrarouge dans le but d’identifier les différents modes propres suscite encore
sur certains points quelques difficultés. Bien que chacun de ces modes de vibration
constitue un canal potentiel pour le stockage de l’énergie, certains jouent un rôle plus
important que d’autres. Tout le long de la structure d’une protéine, et ceci quelle
que soit la protéine, on retrouve toujours le groupement CO−NH centré autour de
la liaison peptidique. Ce groupement comporte un certain nombre de vibrations ca-
ractéristiques appelées vibrations « amide ». Ces modes sont des canaux privilégiés
puisque présents tout le long de la structure. Tout d’abord, le mode amide-I, au-
tour de 1650 cm−1, correspond principalement à la vibration de l’étirement de la
liaison C=O des résidus peptidiques. Le mode amide-II, vers 1540 cm−1, est une
combinaison de la torsion de la liaison N−H et de l’étirement de la liaison C−N.
Le mode amide-III se trouve vers 1320 cm−1 et correspond à la torsion de la liaison
N−H. Les modes amide-IV à VII, situés en dessous de 800 cm−1, caractérisent des
vibrations en dehors du plan du groupement CONH. Finalement les modes amide-A
et amide-B se trouvent entre 3000 cm−1 et 3300 cm−1. Ce sont des vibrations qui
sont souvent attribuées à une résonance de Fermi entre l’étirement de la liaison N−H
et l’overtone du mode amide-II. Parmi tous ces modes, deux seulement vont nous
intéresser particulièrement : le mode amide-I et le mode amide-A. En effet ces deux
modes font intervenir les vibrations de l’étirement des liaisons C=O et N−H qui sont
toutes deux reliées par des liaisons hydrogène. Les liaisons hydrogène constituent un
ensemble de modes de vibration basse fréquence auxquels ces modes haute fréquence
sont fortement couplés.

Ainsi on retrouve les même ingrédients physiques dans les bio-polymères que
dans les nanostructures. Les vibrations haute fréquence C=O ou N−H sont des
modes anharmoniques fortement couplés avec un bain de phonons basse fréquence
dont l’origine provient essentiellement des liaisons hydrogène. Les phénomènes non
linéaires jouent donc un rôle important. Le transfert de l’énergie vibrationnelle est
effectué par le biais des interactions entres modes de vibration voisins, par exemple
entre liaisons C=O voisines. Ces couplages, dont l’origine est similaire à ceux pré-
sents dans les nanostructures, permettent la délocalisation des vibrations. Ils ont été
calculés pour différentes structures secondaires en feuillet-β anti-parallèle [51], en
feuillet-β parallèle [52], et en hélice-α [53]. C’est en utilisant ces ingrédients, c’est-à-
dire la combinaison des effets de dispersion dus au couplage latéral et des effets non
linéaires, que Davydov a prédit l’émergence de soliton dans les protéines. Malheu-
reusement, aujourd’hui, il n’existe aucune preuve de l’existence de soliton dans ce
type de système, bien qu’il existe un très grand nombre d’expériences relatives aux
vibrations dans les bio-polymères.

Force est de constater que depuis les travaux de Davydov, l’intérêt porté par les
chercheurs sur le transport d’énergie vibrationnelle dans les bio-polymères ne fut
que grandissant. L’étude des vibrations a été menée sur différents systèmes plus ou
moins apparentés aux molécules d’intérêt biologique. C’est le cas notamment des
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cristaux de molécules reliées par des liaisons hydrogène comme l’acetanilide (ACN)
CH3−CONH−C6H5 ou le N-methylamide (NMA) CH3−CONH−CH3. Ces cristaux
ont rapidement été considérés comme des systèmes modèles comparables aux châınes
polypeptidiques. Ils correspondent à des châınes quasi-unidimensionnelles d’unités
peptidiques reliées par des liaisons hydrogène qui ont des propriétés structurales tout
à fait similaires à celles des hélices-α [54, 55]. L’étude du spectre infrarouge de l’ACN
par G. Careri a révélé l’existence d’anomalies dans le spectre des modes amide-I et
amide-A [56]. A température ambiante l’amide-I se manifeste dans le spectre de
l’ACN par un pic unique à 1666 cm−1, alors qu’à plus basse température un second
pic apparâıt à 1650 cm−1. Quelque soit la température, le mode NH consiste en un
pic principal à 3295 cm−1 accompagné d’un ensemble de pics satellites vers les basses
fréquences. Cette dépendance en température de l’amide-I dénote un couplage entre
le mode CO et les phonons basse fréquence qui dépendent fortement de la tempéra-
ture. Des effets similaires ont été également observés dans les cristaux de NMA [57].
Cette bande « anormale » fut interprétée en terme de soliton [55, 58, 59, 60, 61].
Cependant, comme l’ont mentionné P. Hamm et J. Edler les paramètres pour ACN
et NMA ne permettent pas l’utilisation d’une approximation semi-classique à l’ori-
gine de l’émergence de solitons [62]. Ils ont remis en cause cette interprétation au
profit d’une théorie purement quantique basée sur l’utilisation d’excitons vibration-
nels et incluant les effets tri-dimensionnels. Mais la spectroscopie linéaire n’est pas
suffisante pour analyser l’ensemble des phénomènes. Pour sonder la non linéarité,
des méthodes optiques spécifiques, comme la spectroscopie pompe-sonde résolue en
temps, sont beaucoup plus adaptées. Cette spectroscopie possède la propriété im-
portante de ne sonder que les non linéarités [41]. Elle fut utilisée dans les systèmes
modèles comme les cristaux d’ACN ou de NMA [57, 63, 64, 65] mais aussi dans des
protéines modèles comme le poly-γ-benzyl-L-glutamate (PBLG) [66].

Comme dans le cas des nanostructures, l’interprétation de telles expériences re-
quiert l’établissement d’un formalisme théorique pour décrire la dynamique quan-
tique non linéaire des excitons vibrationnels dans les bio-polymères.
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Chapitre 2

Mécanique Quantique
et non linéarité

La non linéarité des propriétés vibrationnelles d’un réseau moléculaire soulève
une question fondamentale de la mécanique quantique. Des objets tels que les soli-
tons ou les breathers peuvent-ils émerger d’une théorie quantique ? En effet, dans un
système classique, la non linéarité est à l’origine d’objets non linéaires qui permettent
la localisation de l’énergie sur un réseau invariant par translation. Cependant, dans
un système quantique une telle propriété est impossible. Le théorème de Bloch s’ap-
plique [1] et énonce que les vecteurs propres sont des ondes planes si bien que des
phénomènes de dispersion doivent apparâıtre. La seule possibilité pour obtenir de la
localisation consiste à renoncer à l’invariance par translation comme dans le cas des
systèmes possédant des défauts, des systèmes de taille finie ou encore des systèmes
désordonnés [2]. Ainsi, puisque que la mécanique classique est une limite de la méca-
nique quantique, on peut se demander quelle est l’origine quantique des objets non
linéaires présents dans une théorie classique. Pour y répondre, cette étude va mettre
en évidence l’apparition d’états spécifiques dont l’origine est le fait de la combinai-
son de la mécanique quantique et de la non linéarité. Ces états, connus sous le nom
générique d’états liés, feront l’objet d’une attention toute particulière tout au long
de ce travail.

Pour introduire cette problématique, nous considérerons un modèle de réseau
1D. Dans un premier temps nous présenterons l’hamiltonien qui décrit la dyna-
mique vibrationnelle du réseau moléculaire ainsi que sa représentation en termes des
opérateurs création et annihilation. Ensuite la méthode proposée par J.C. Kimball
et al. [3] pour traiter l’anharmonicité sera exposée. Cette méthode permet d’obtenir
un hamiltonien de Hubbard pour décrire la dynamique des quanta vibrationnels.
L’étude de cet hamiltonien sera envisagée selon deux directions. Tout d’abord nous
introduirons l’approche semi-classique de S. Takeno et al. [4] et la technique de
champ moyen proposée par E. Wright et al. [5]. Ces deux méthodes conduisent à
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une version discrète de l’équation non linéaire de Schrödinger dont les solutions de
type soliton seront présentées. Malheureusement, de telles solutions correspondent
à une perte de cohérence quantique due à un forte accumulation de quanta dans le
système. Pour un faible nombre de quanta, cette cohérence quantique donne nais-
sance aux états liés, dont l’existence sera mise en lumière grâce à la méthode des
états nombres proposée par A.C. Scott et al. [6] et J.C. Eilbeck [7]. L’utilisation
de cette méthode donnera lieu à une étude originale des états liés dans un système
comportant deux quanta. La généralisation de la méthode des états nombres à un
nombre de quanta plus important sera exposée dans le chapitre 8.

2.1 Hamiltonien du réseau moléculaire

Nous allons considérer un ensemble de N modes de vibration régulièrement dis-
tribué le long d’un réseau 1D. Chaque mode correspond à une vibration locale d’une
molécule ou d’un groupement moléculaire. Par exemple, lorsque des molécules CO
forment un nanofil décorant une marche d’une surface vicinale, un mode décrit la
vibration de la liaison C=O d’une admolécule. Dans les bio-polymères, ces modes
s’identifient aux modes amide-I ou amide-A correspondant principalement aux vi-
brations des liaisons C=O ou N−H des unités peptidiques réparties régulièrement le
long de la macromolécule. Le n-ième mode caractérise la dynamique de la coordonnée
normale de vibration Qn qui désigne le déplacement du mode autour de sa position
d’équilibre. Cette dynamique est gouvernée par un potentiel intramoléculaire V (Qn)
dont le minimum définit l’équilibre. L’énergie cinétique de chaque mode de vibra-
tion est donnée par P 2

n/2µ où Pn désigne le moment conjugué à la coordonnée Qn

et où µ est la masse réduite supposée être la même pour l’ensemble des molécules
ou des groupements moléculaires. Dans une châıne moléculaire, la cohésion du ré-
seau est assurée par un ensemble d’interactions entre les différents constituants du
système. Par conséquent, ces interactions favorisent un couplage dynamique entre
modes voisins, si bien que la coordonnée Qn sera corrélée aux coordonnées voisines
Qm à travers un terme de couplage Cnm(Qn, Qm). On notera que dans les réseaux
considérés dans ce travail, l’origine de ce couplage provient essentiellement de la
dépendance vibrationnelle des interactions dipôle-dipôle entre les constituants du
réseau. Dans ce contexte, l’hamiltonien du système s’écrit :

H =
N∑

n=1

P 2
n

2µ
+ V (Qn) +

∑
n<m

Cnm(Qn, Qm). (2.1)

où Qn et Pn sont des opérateurs qui respectent les relations de commutation cano-
niques :

[Qn, Qm] = 0

[Pn, Pm] = 0

[Qn, Pm] = i~δn,m

(2.2)
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A ce stade, nous supposerons que les variations des potentiels par rapport aux co-
ordonnées internes sont suffisamment faibles pour rendre licite le développement de
V (Qn) et de Cnm(Qn, Qm) autour de l’équilibre Qn = 0. Généralement, ce dévelop-
pement est réalisé jusqu’à l’ordre harmonique. Pour aller au-delà de cette approxi-
mation, nous allons considérer les premières corrections anharmoniques, qui, dans
les réseaux moléculaires, proviennent essentiellement du caractère non linéaire du
potentiel intramoléculaire [3]. Par conséquent, nous poserons :

V (Qn) = V (0) +
1

2
V (2)Q2

n +
1

3!
V (3)Q3

n +
1

4!
V (4)Q4

n + · · ·

Cnm(Qn, Qm) = C(0)
nm + C(2)

nmQnQm + · · ·
(2.3)

où V (i) = ∇i
Qn
V (0) désigne la dérivée i-ème du potentiel intramoléculaire par rap-

port à la coordonnée normale Qn et où C
(2)
nm = ∇Qn∇QmCnm(0, 0). Les potentiels à

l’équilibre V (0) et C
(0)
nm n’influencent pas la dynamique des modes internes, mais ils

gouvernent celle des modes externes. Ces derniers étant ignorés dans ce chapitre,
nous n’allons pas tenir compte de ces termes dans l’hamiltonien.

Puisque la principale contribution de l’hamiltonien H est harmonique, il est
naturel d’introduire les opérateurs création et annihilation, notés respectivement b†n
et bn, et définis par :

bn =

√
µω0

2~
Qn + i

√
1

2µ~ω0

Pn

b†n =

√
µω0

2~
Qn − i

√
1

2µ~ω0

Pn

(2.4)

où ω0 =
√
V (2)/µ est la fréquence de vibration harmonique. Ces opérateurs res-

pectent les relations de commutation :

[bn, bm] = 0

[b†n, b
†
m] = 0

[bn, b
†
m] = δn,m

(2.5)

En fonction de ces opérateurs et en utilisant le développement Eq. (2.3), l’hamilto-
nien Eq. (2.1) s’écrit finalement :

H =
∑

n

~ω0(b
†
nbn + 1/2) + ~γ3(bn + b†n)3 + ~γ4(bn + b†n)4

+
∑
n<m

~Φnm(bn + b†n)(bm + b†m) (2.6)

où les paramètres d’anharmonicité γ3, γ4 et où le terme de couplage Φnm sont définis
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par :

~γ3 = 3!

(
~

2µω0

)3/2

V (3)

~γ4 = 4!

(
~

2µω0

)2

V (4)

~Φnm =
~

2µω0

C(2)
nm

(2.7)

Le premier terme de l’hamiltonien Eq. (2.6) décrit un ensemble d’oscillateurs har-
moniques indépendants. Les termes d’anharmonicité cubique γ3 et quartique γ4 per-
turbent la nature harmonique de ces oscillateurs et modifient la série des énergies.
En outre, les termes de couplage Φnm entrâınent une interaction entre tous les os-
cillateurs anharmoniques et lèvent la dégénérescence des énergies de chacun d’entre
eux. On notera que de par l’invariance translationnelle du réseau, le paramètre Φnm

ne dépend que de |n−m|.

Dans un premier temps, nous allons nous intéresser à la dynamique harmonique
de l’hamiltonien H et étudier les effets provenant du couplage latéral. Parmi les
contributions harmoniques, toutes n’ont pas la même importance, et celles à l’origine
de processus non résonants seront négligées. Pour mettre en lumière ces processus,
analysons l’évolution temporelle des opérateurs création et annihilation en représen-
tation de Heisenberg. Cette évolution est gouvernée par les équations suivantes :

i
d

dt
bn(t) =

1

~
[bn(t), H] = ω0bn(t) +

∑
m6=n

Φnm(bm(t) + b†m(t))

i
d

dt
b†n(t) =

1

~
[b†n(t), H] = −ω0b

†
n(t)−

∑
m6=n

Φnm(bm(t) + b†m(t))

(2.8)

Dans le cas harmonique, la fréquence ω0 domine l’évolution temporelle, et il apparâıt
naturel d’introduire les changements de variables b̃n = bne

−iω0t et b̃†n = b†ne
iω0t. Les

équations d’évolution s’écrivent alors :

i
d

dt
b̃n(t) =

∑
m6=n

Φnm(b̃m + b̃†me
−2iω0t)

i
d

dt
b̃†n(t) = −

∑
m6=n

Φnm(b̃me
2iω0t + b̃†m)

(2.9)

Les termes non résonants sont ceux oscillants rapidement et qui par conséquent,
ont une influence négligeable sur la dynamique du système. Nous utiliserons donc
l’approximation des ondes tournantes qui consiste à négliger ces processus non ré-
sonants [8]. Dans ce contexte, tout se passe comme si la dynamique vibrationnelle
était décrite par un hamiltonien qui conserve la population, c’est-à-dire le nombre
total de quanta présents dans le système. Cet hamiltonien est donné par :

H =
∑

n

~ω0(b
†
nbn + 1/2) +

∑
nm

~Φnmb
†
nbm (2.10)
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L’invariance translationnelle permet la diagonalisation de H en réalisant la trans-
formation de Bloch définie par :

b†k =
1√
N

∑
n

e−iknb†n (2.11)

où k désigne un vecteur d’onde restreint à la première zone de Brillouin (−π 6 k 6
π). Dans ce contexte, l’hamiltonien Eq. (2.10) s’écrit :

Ĥ =
∑

k

~ωkb
†
kbk, (2.12)

où la fréquence ωk est donnée par :

ωk = ω0 +
∑
m

2Φ0m cos(km) (2.13)

Les vecteurs propres du système sont donc des ondes planes qui décrivent des super-
positions cohérentes de vibrations localisées. Par analogie avec la physique du solide
où le concept de phonon permet de décrire les vibrations étendues [9], on introduit
ici le concept de vibron comme quasi-particule associée à la dynamique collective
des vibrations intramoléculaires [10]. En effet, à chaque onde plane de pulsation ωk

et de vecteur d’onde k correspond un vibron d’énergie ~ωk et de quasi-impulsion ~k.
A la différence de l’impulsion d’une particule réelle comme le photon ou l’électron,
la quasi-impulsion d’un vibron est bornée puisque le vecteur d’onde k est contenu
dans la première zone de Brillouin. Ainsi les opérateurs b†k et bk décrivent respecti-
vement la création et l’annihilation d’un vibron de vecteur d’onde k, alors que les
opérateurs b†n et bn représentent respectivement la création et l’annihilation d’un
vibron localisé sur le site n. Puisque les opérateurs vibroniques respectent les rela-
tions de commutation Eq. (2.5), les vibrons sont des bosons vérifiant la statistique
de Bose-Einstein.

A l’instar de la quasi-impulsion, l’énergie d’un vibron Eq. (2.13) est bornée et
appartient à une bande. Par exemple lorsque les interactions se limitent aux plus
proches voisins, c’est-à-dire Φ0m = Φδm,±1, l’énergie est comprise entre ω0 + 2Φ et
ω0−2Φ. La caractérisation de la bande d’énergie est cruciale pour l’analyse des phé-
nomènes de transport puisque c’est elle qui gouverne les processus de propagation.
La largeur de la bande ∆E décrit le temps typique de la dynamique des vibrons
t ∼ ~/∆E. Ainsi, pour une bande d’énergie large, le système subit une forte dis-
persion à l’origine d’un étalement rapide de tout paquet d’ondes. Cependant, d’un
point de vue expérimental il n’est souvent pas possible de sonder l’ensemble de la
bande. En effet, avec des expériences d’optique, les lasers sondent l’ensemble du
réseau de manière équivalente, si bien que seul le vibron de vecteur d’onde nul est
excité. Toutefois des expériences, comme la spectroscopie de perte d’énergie électro-
nique (EELS), permettent de sonder l’ensemble des modes et ainsi de reconstituer
la bande d’énergie [11].
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L’introduction de l’anharmonicité dans le réseau aura pour conséquence de faire
émerger des couplages entres les vibrons. Elle introduit des processus de diffusion
entre les ondes planes et brise de ce fait leur indépendance. Pour traiter l’anhar-
monicité présente dans l’hamiltonien Eq. (2.6), nous appliquerons la transformation
unitaire perturbative introduite par J.C. Kimball et al. [3] et utilisée dans le cas
des hélices-α par V. Pouthier [12]. Dans un premier temps, nous allons renormali-
ser l’anharmonicité de chaque vibration indépendamment les unes des autres. Puis
dans un second temps nous appliquerons la transformation globale sur l’ensemble
des vibrations en interaction.

2.1.1 Renormalisation de l’anharmonicité d’une vibration
isolée

La première étape de la méthode de Kimball consiste à diagonaliser séparément
chaque vibration anharmonique par une transformation perturbative. On considère
l’hamiltonien h d’un seul mode de vibration isolé et, dans un souci de simplification,
on se place dans un système d’unité où ~ = 1. Dans ce contexte, en supposant que
le terme d’anharmonicité quartique est inférieur d’un ordre de grandeur au terme
cubique, h s’exprime sous la forme :

h = h(0) + λV + λ2W + · · · (2.14)

où λ est le paramètre de perturbation et où h(0) = ω0b
†b, V = γ3(b + b†)3 et W =

γ4(b+ b†)4.

Pour diagonaliser h, on réalise un changement de point de vue en appliquant une
transformation unitaire perturbative T = exp(S) où S est développé selon :

S = λS(1) + λ2S(2) + · · · (2.15)

Sous cette transformation l’hamiltonien h devient :

ĥ = ThT † = h(0) + λ
(
V +

[
S(1), h(0)

])
+ λ2

(
W +

[
S(2), h(0)

]
+
[
S(1), V

]
+

1

2

[
S(1),

[
S(1), h(0)

]])
+ · · · (2.16)

Pour déterminer l’expression de S, on impose à chaque ordre consécutif que les
termes non diagonaux, c’est-à-dire ne conservant pas la population, s’annulent. Ainsi
puisque V est purement non diagonal, il vient :

[h(0), S(1)] = V

[h(0), S(2)] = WND +
1

2
[S(1), V ]ND

(2.17)
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où l’indice ND désigne les parties non diagonales uniquement. L’hamiltonien h se
transforme alors selon :

ĥ = h(0) +WD +
1

2
[S(1), V ]D (2.18)

où l’indice D désigne les parties diagonales. Les Eqs. (2.17) déterminent la transfor-
mation perturbative jusqu’à l’ordre deux :

S(1) =
γ3

ω0

[b†3 − b3 + 9(b†2b− b†b2 + b† − b)] (2.19)

S(2) =
1

4

[
γ4

ω0

+ 3

(
γ3

ω0

)2
]

[b†4 − b4] +

[
γ4

ω0

− 3

(
γ3

ω0

)2
]

[2b†3b− 2b†b3 + 3b†2 − 3b2]

En utilisant cette transformation, l’hamiltonien transformé Eq. (2.18) s’écrit :

ĥ = 3γ4 − 11
γ2

3

ω0

+

(
ω0 − 60

γ2
3

ω0

+ 12γ4

)
b†b−

(
30
γ2

3

ω0

− 12γ4

)
b†b†bb, (2.20)

A ce stade, introduisons le paramètre d’anharmonicité A défini par :

A = 30
γ2

3

ω0

− 6γ4, (2.21)

Dans l’ensemble des cas que nous allons considérer, ce paramètre sera toujours stric-
tement positif. En effet, en modélisant le potentiel intramoléculaire par un potentiel
de Morse [13, 14], les paramètres γ3 et γ4 vérifient la relation 6γ4 = 14γ2

3/ω0. Par
conséquent l’anharmonicité s’écrit A = 16γ2

3/ω0 > 0.

Ainsi, en utilisant ce paramètre et en éliminant la constante, l’hamiltonien ĥ se
réécrit :

ĥ = (ω0 − 2A)b†b− Ab†b†bb, (2.22)

Comme le montre la forme de l’hamiltonien Eq. (2.22), l’effet de l’anharmonicité
est double. D’une part, elle entrâıne un décalage de la fréquence harmonique vers le
rouge : ω0 → ω0 − 2A. D’autre part, elle induit une correction de la séquence des
niveaux d’énergie qui montrent une dépendance linéaire et quadratique par rapport
au nombre quantique vibrationnel ν. Cette séquence s’écrit :

Eν = (ω0 − 2A)ν − Aν(ν − 1) (2.23)

A la différence du cas harmonique, les niveaux d’énergie ne sont pas équidistants et
la différence d’énergie entre le niveau ν + 1 et le niveau ν est donnée par :

Eν+1 − Eν = ω0 − 2A− 2νA (2.24)

Lorsque l’on accrôıt ν, cette différence d’énergie se réduit si bien que A représente
le décalage successif des niveaux d’énergie.
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L’hamiltonien Eq. (2.22) a subi un changement de point de vue. Il est diago-
nal dans la base non perturbée |ν〉 et est exprimé en fonction des opérateurs har-
moniques. Cependant, ses vecteurs propres ne sont pas les états quantiques réels
puisque la transformation T , bien que ne changeant pas les valeurs propres, modifie
les vecteurs propres. En effet, à partir de l’équation de Schrödinger :

h|ψ〉 = E|ψ〉 (2.25)

l’application de la transformation T entrâıne :

ThT †T |ψ〉 = ET |ψ〉 , (2.26)

qui, en définissant le vecteur modifié |ψ̃〉 = T |ψ〉, se réécrit :

ĥ|ψ̃〉 = E|ψ̃〉 (2.27)

Pour revenir aux vrais états quantiques du système, il est donc nécessaire de consi-
dérer la transformation inverse :

|ψ〉 = T †|ψ̃〉 (2.28)

Par exemple, l’état fondamental de l’oscillateur anharmonique a une énergie nulle.
Au premier ordre des perturbations le vecteur propre de l’état fondamental exprimé
dans la base harmonique s’écrit :

|ψ0〉 = |0〉 − γ3

ω0

[
√

6|3〉+ 9|1〉] (2.29)

De la même manière, le premier état excité d’énergie ω0 − 2A s’exprime selon :

|ψ1〉 = |1〉 − γ3

ω0

[2
√

6|4〉+ 18
√

2|2〉 − 9|0〉] (2.30)

La transformation des vecteurs propres peut être transposée vers celle des opéra-
teurs. Par exemple, d’après la théorie de la réponse linéaire de Kubo [15], beaucoup
d’observables physiques s’écrivent sous la forme de la transformée de Fourier d’une
fonction de corrélation. De par l’invariance de la trace par une transformation uni-
taire, cette fonction de corrélation s’exprime avec des opérateurs modifiés. A titre
d’illustration, il est bien connu que le spectre optique se calcule à partir de la fonction
de corrélation du dipôle µ ∼ b+b†. Le calcul du dipôle modifié par la transformation
Eq. (2.19) donne :

µ̂ ∼ b̂+ b̂† = b+ b† +

(
γ3

ω0

)(
2b†2 + 2b2 − 12b†b− 6

)
+

[
γ4

ω0

+ 3

(
γ3

ω0

)2
] (
b†3 + b3

)
−

[
6
γ4

ω0

− 22

(
γ3

ω0

)2
] (
b† + b+ b†2b+ b†b2

)
(2.31)

La constante−6γ3/ω0, tout comme le terme proportionnel à la population−12γ3/ω0b
†b,

modifient le dipôle permanent ; ils vont donc jouer un rôle mineur dans le spectre
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optique. En ne gardant que l’ordre de perturbation le plus bas, le dipôle de transition
s’écrit :

µ̂ ∼ b+ b† + 2

(
γ3

ω0

)(
b†2 + b2

)
(2.32)

A l’ordre harmonique, la règle de sélection ∆ν = ±1 s’applique. Mais au premier
ordre anharmonique, la règle de sélection ∆ν = ±2 apparâıt, permettant ainsi l’ob-
servation de l’overtone [16] dont l’intensité sera de l’ordre A/ω0.

2.1.2 Renormalisation de l’hamiltonien total

La seconde étape consiste à appliquer la transformation totale sur l’ensemble
de l’hamiltonien des vibrations en interaction. Cette transformation est simplement
le produit des transformations sur chaque site T = T1T2 . . . TN . La transformation
totale appliquée sur le terme de couplage entre sites voisins dans l’Eq. (2.6) mène
à l’introduction de termes non résonants ne conservant pas la population. En in-
voquant l’approximation des ondes tournantes, ces termes seront négligés dans la
suite. Dans ce contexte, la transformation appliquée sur l’hamiltonien total donne :

Ĥ =
∑

n

[
ω̂0b

†
nbn − Ab†2n b

2
n

]
+
∑
n6=m

Bnm/2 b
†
nb

†
mbnbm

+
∑
n6=m

[
Φ(1)

nmb
†
nbm + Φ(2)

nmb
†2
n b

2
m + Φ(3)

nmb
†
n(b†nbn + b†mbm)bm

]
(2.33)

où les différents paramètres sont définis par :

Bnm = 144Φnm

(
γ3

ω0

)2

Φ(1)
nm = Φnm

[
1 + 44

(
γ3

ω0

)2

− 12
γ4

ω0

]

Φ(2)
nm = 4Φnm

(
γ3

ω0

)2

Φ(3)
nm = Φnm

[
22

(
γ3

ω0

)2

− 12
γ4

ω0

]
ω̂0 = ω0 − 2A+

∑
m6=nBnm/2

(2.34)

En comparant l’Eq. (2.33) avec l’expression de Ĥ dans le cadre de l’approximation
harmonique (Eq. (2.10)), on constate que l’anharmonicité modifie la dynamique des
vibrons selon deux mécanismes différents. Tout d’abord, l’anharmonicité entrâıne
une variation des paramètres qui gouvernent la dynamique harmonique. La fréquence
propre de chaque mode subit un décalage vers le rouge et la constante de saut pré-
sente une correction. Ces modifications agissent sur l’ensemble des états, notamment
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les états à un vibron, et conduisent à une redéfinition des bandes d’énergie. Ensuite,
l’anharmonicité est à l’origine de l’apparition de termes à quatre opérateurs dont
l’influence ne se fera ressentir que lorsque plusieurs vibrons seront excités dans le
réseau. Ces termes brisent l’indépendance entre les vibrons et favorisent l’apparition
d’interactions binaires.

Ainsi, puisque A est positif, le terme proportionnel à −Ab†nb†nbnbn génère une
interaction attractive entre les vibrons localisés sur un même site n. Dans le même
esprit, un terme de la forme Bnm/2 b

†
nb

†
mbnbm induit un couplage entre les vibrons

localisés sur les sites n et m. A l’inverse, les termes proportionnels à Φ
(2)
nm et Φ

(3)
nm dé-

crivent une modification du processus de délocalisation vibronique lorsque plusieurs
quanta sont présents. Les premiers caractérisent un processus au cours duquel deux
vibrons effectuent simultanément un saut entre deux sites. Les seconds permettent la
délocalisation d’un vibron entre deux sites n et m si et seulement si le site de départ
m ou le site d’arrivée n sont déjà occupés par un ou plusieurs vibrons. Ces diffé-
rentes contributions vont fondamentalement modifier la nature des états quantiques
du réseau en présence de plusieurs quanta.

Pour présenter et discuter ces modifications, nous allons simplifier l’expression de
l’hamiltonien Ĥ afin de ne conserver que les termes anharmoniques prépondérants.
L’étude générale de l’Eq. (2.33) sera exposée ultérieurement. Dans ce contexte, on

notera que les termes faisant intervenir Φ
(2)
nm, Φ

(3)
nm et Bnm sont proportionnels à

ΦA/ω0. Pour les réseaux moléculaires considérés dans ce travail, ces termes sont gé-
néralement faibles devant A et Φ si bien que l’unique terme anharmonique jouant un
rôle important sera −Ab†nb†nbnbn. Par conséquent en ne considérant que cette contri-
bution, l’hamiltonien se simplifie et prend la forme d’un hamiltonien de Hubbard
pour bosons :

Ĥ =
∑

n

ω̂0b
†
nbn − Ab†nb

†
nbnbn +

∑
n6=m

Φnmb
†
nbm, (2.35)

A ce stade, on notera que par analogie avec l’Eq. (2.35), l’hamiltonien Eq. (2.33)
sera appelé « hamiltonien de Hubbard généralisé ».

2.2 Propriétés de l’hamiltonien de Hubbard

L’hamiltonien de Hubbard est l’un des exemples les plus simples de non linéarité
sur réseau. Son étude a donc une importance particulière pour la compréhension des
états quantiques sujets à la non linéarité.

Cet hamiltonien contient un terme de couplage attractif entre les vibrons qui
peut poser un problème de définition. En effet, pour un seul site, lorsque le nombre
quantique vibrationnel ν augmente, la série des énergies Eq. (2.23) crôıt jusqu’à une
certaine valeur de ν avant de commencer à décrôıtre. Au-delà de cette valeur, les
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énergies ne peuvent avoir de sens physique. En effet, dans le cas d’un potentiel intra-
moléculaire réel, les différences d’énergies diminuent jusqu’à ce que le spectre forme
un continuum correspondant à la dissociation de la liaison moléculaire. La valeur
maximale du nombre quantique vibrationnel est déterminée en imposant que la dif-
férence d’énergie entre deux niveaux consécutifs (Eq. (2.24)) soit toujours positive.
Ceci implique la relation :

ν <
ω̂0

2A
(2.36)

Malgré cette restriction, sachant que A reste bien inférieur à ω0, le nombre de quanta
vibrationnels peut devenir relativement important. Par exemple, dans le cas de la
molécule CO adsorbée sur Ru(001), ω0 = 1990 cm−1 et A = 15 cm−1 si bien que
ν . 65. Mais il est important de remarquer que nous sommes dans le cadre d’une
approximation de faible anharmonicité. Cette limitation ne préjuge donc en rien de la
valeur réelle du nombre de vibrons nécessaire pour atteindre le seuil de dissociation
car le potentiel approché (Eq. (2.3)) n’est valable que pour un faible nombre de
quanta. Par contre, la modélisation de la dissociation d’une liaison peut se faire avec
l’utilisation d’un potentiel plus adapté comme le potentiel de Morse par exemple [13,
14].

Lorsque l’anharmonicité est très forte devant le couplage latéral, A� Φ, le sys-
tème se résume à un ensemble d’oscillateurs anharmoniques indépendants. Les états
propres du réseau se mettent sous la forme de produits tensoriels d’états nombres :

|ψ̃〉 = |ν1〉 ⊗ |ν2〉 ⊗ · · · ⊗ |νN〉 (2.37)

où νn correspond au nombre quantique vibrationnel sur le site n, c’est-à-dire le
nombre de vibrons présents sur ce site. L’énergie totale est alors donnée par la
somme des énergies de chaque oscillateur ω =

∑
n ωn où ωn est définie par

ωn = ω̂0νn − Aνn(νn − 1) (2.38)

L’introduction d’un couplage entre les différents modes va permettre aux différents
quanta vibrationnels de se délocaliser le long du réseau. Par conséquent le couplage
entre les modes va lever la dégénérescence entre ceux-ci et générer un ensemble de
bandes.

L’autre cas limite A � Φ, discuté précédemment, donne lieu à l’émergence de
solutions sous forme d’ondes planes. L’introduction d’une faible anharmonicité sera
à l’origine d’un couplage entre les différents modes d’ondes planes qui s’écrit :

− A
∑

n

b†nb
†
nbnbn = −A

N

∑
q1,q2,q3,q4

b†q3
b†q4
bq2bq1δq1+q2−q3−q4,G (2.39)

Ainsi ce couplage favorise l’émergence de processus de diffusion de deux vibrons de
vecteurs d’onde q1 et q2 vers les vecteurs d’onde q3 et q4. Ces vecteurs d’onde sont
reliés par la loi de conservation q1 + q2 − q3 − q4 = G où G est un vecteur du réseau
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réciproque (G = 2πp, p ∈ N). Puisque nous sommes sur un réseau, deux type de
processus ont lieu : les processus normaux si G = 0 et les processus « umklapp » si
G 6= 0 [9].

Au-delà de ces deux cas limites, beaucoup de réseaux moléculaires présentent une
anharmonicité du même ordre de grandeur que le couplage latéral. Dans ce cas il
n’est pas possible de connâıtre l’ensemble des vecteurs propres et des valeurs propres
de Ĥ et une analyse quantique approfondie apparâıt nécessaire. Cependant, l’étude
des hamiltoniens quantiques non solubles analytiquement a souvent été menée en
considérant l’équivalent classique comme une première approche pour déterminer la
dynamique du système. Ce type d’approche est valable lorsque l’on crée des paquets
d’ondes qui comportent un nombre très important de quanta. Par conséquent, avant
de présenter une étude quantique rigoureuse de l’hamiltonien de Hubbard, nous
allons tout d’abord résumer sommairement ses propriétés classiques.

2.3 Équation quasi-classique

La description quasi-classique de la dynamique non linéaire du réseau est ba-
sée sur la formulation de la mécanique quantique en termes d’intégrales de chemin.
Initialement introduite par R.P. Feynman [17], cette formulation a permis de com-
prendre le passage de la mécanique quantique vers la mécanique classique. La théorie
des intégrales de chemins associe une amplitude de probabilité au passage d’un point
de l’espace-temps à un autre en suivant une trajectoire particulière. Cette amplitude
de probabilité est proportionnelle à exp(iS/~), où S est l’action classique associée à
la trajectoire. Pour opérer le passage à la limite classique, on utilise la limite ~ → 0.
Dans ce cas, seul le chemin qui minimise l’action donne une contribution significa-
tive si bien que les équations dynamiques décrivant ce chemin sont les équations de
Lagrange.

Dans les réseaux moléculaires, la formulation diffère quelque peu dans le sens où
la représentation des intégrales de chemin s’établit en utilisant les états cohérents
associés aux différents modes. Ainsi, avant d’étudier les équations quasi-classiques,
nous allons introduire brièvement la notion d’états cohérents. Le lecteur intéressé
trouvera plus de détails à ce propos dans l’excellent ouvrage de J. W. Negele and
H. Orland [18]. Pour un réseau, un état cohérent |β〉 est défini comme le produit
tensoriel des états cohérents |βn〉 sur chaque site n :

|β〉 = |β1〉 ⊗ |β2〉 ⊗ · · · ⊗ |βN〉 (2.40)

Les états cohérents sont par définition états propres de l’opérateur annihilation bn
avec la valeur propre complexe βn :

bn|β〉 = βn|β〉 (2.41)
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Exprimés en termes des opérateurs création, les états cohérents s’écrivent :

|β〉 = exp

(
−
∑

n

|βn|2/2

)
exp

(∑
n

βnb
†
n

)
|∅〉 (2.42)

où l’état vide |∅〉 correspond à un état où aucun quantum n’est présent. Il est défini
par la relation bn|∅〉 = 0. En utilisant la définition Eq. (2.42), les états cohérents sont
normés, mais ils ne sont pas orthogonaux entre eux. L’Eq. (2.42) montre bien que les
états cohérents sont une superposition cohérente d’états nombres. Par conséquent,
dans ce type d’état, le nombre de vibrons dans le système n’est pas défini. En effet,
il est bien connu que la projection des états cohérents sur les états nombres suit une
distribution de poisson [18]. De par cette distribution, le nombre moyen de vibrons
présents dans le système est :

v =
∑

n

|βn|2 (2.43)

L’écart quadratique moyen correspondant est défini par :

(∆v)2 = 〈v̂2〉 − 〈v̂〉2 = v (2.44)

Dans la formulation quasi-classique, les variables βn deviennent des variables dyna-
miques dépendantes du temps et qui suivent une trajectoire particulière. L’action
qui gouverne cette dynamique est donnée par l’intégrale sur le temps du Lagrangien
du système le long d’un chemin β(t) particulier :

S =

∫
L ({βn(t)}, {β̇n(t)}, t)dt (2.45)

Le Lagrangian L est une fonction de l’ensemble des variables βn(t) ainsi que leur
dérivée par rapport au temps β̇n(t). Il s’écrit :

L ({βn(t)}, {β̇n(t)}, t) =
i~
2

∑
n

(
β∗n

dβn

dt
− βn

dβ∗n
dt

)
− 〈β|Ĥ|β〉 (2.46)

Le calcul de la valeur moyenne de l’hamiltonien pris dans un état cohérent 〈β|Ĥ|β〉
se fait en utilisant la forme normale de l’hamiltonien, c’est-à-dire en plaçant les opé-
rateurs création à gauche et les opérateurs annihilation à droite. On remplace alors
les opérateurs b†n et bn par respectivement β∗n et βn. Les équations quasi-classiques
sont données par les équations de Lagrange qui minimisent l’action :

d

dt

(
∂L

∂β̇∗n

)
− ∂L

∂β∗n
= 0 (2.47)

Dans le cas de l’hamiltonien Eq. (2.35), on obtient l’équation :

i
d

dt
βn(t) = ω̂0βn(t) +

∑
m

Φnmβm(t)− 2A|βn(t)|2βn(t) (2.48)
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2. Mécanique Quantique et non linéarité

Cette équation, qui est une version discrète de l’équation non linéaire de Schrödinger
(DNLS), décrit l’évolution d’un état cohérent en négligeant les corrélations quan-
tiques. En optique non linéaire, l’équation non linéaire de Schrödinger permet de
décrire la propagation d’une onde le long d’une fibre optique [19, 20]. Elle apparâıt
également en physique des condensats de Bose-Einstein où elle est connue sous le
nom d’équation de Gross-Pitaevskii [21]. On notera que dans la présente formulation,
la présence du facteur ~ dans la définition du Lagrangien ne donne plus tout à fait la
même signification à l’approximation du col utilisée par Feynman. Par conséquent
on ne parle plus d’approximation classique mais d’approximation quasi-classique.

Le résultat obtenu en utilisant l’approximation quasi-classique se déduit égale-
ment en appliquant une procédure de champ moyen. Cette approche a été développée
par E. Wright et al. [5] en utilisant une approximation de Hartree. Elle suppose que
chaque vibron est en interaction avec le champ moyen créé par l’ensemble des autres
vibrons et n’est valable que lorsque les corrélations entre quanta sont faibles. Ainsi,
le postulat de départ consiste à écrire l’état quantique sous la forme :

|Ψ(t)〉 =
1√
v!vv

(
N∑

n=1

βn(t)b†n

)v
|∅〉 (2.49)

où v est le nombre de vibrons présents dans le système et où βn est la fonction
d’onde à un vibron normée à v. L’utilisation d’une telle fonction d’essai aboutit à
l’équation d’évolution :

i
d

dt
βn(t) = ω̂0βn(t) +

N∑
m=1

Φnmβm(t)− 2A
v − 1

v
|βn(t)|2βn(t) (2.50)

Le choix de norme pour la fonction βn permet de définir cette dernière de façon
analogue aux états cohérents. En effet, on retrouve bien l’Eq. (2.43) et les deux
équations d’évolution sont identiques à condition de remplacer l’anharmonicité A
par (v−1)A/v. Toutefois ces deux types de fonctions d’onde n’ont absolument pas la
même signification. Les états cohérents sont des superpositions d’états nombres alors
que la fonction de Hartree se restreint à un nombre de quanta bien défini. Pourtant,
dans les deux cas, on obtient des équations d’évolution similaires. En fait, plus v
augmente, plus la distribution des états nombres devient étroite, si bien que lorsque
le nombre de quanta est très important, les Eqs. (2.48) et (2.50) sont équivalentes.
Par la suite nous nous concentrerons sur l’équation quasi-classique (2.48).

Dans le cas d’interaction entre sites plus proches voisins, l’équation non linéaire
de Schrödinger possède des solutions analytiques dans l’approximation du conti-
nuum. Cette approximation se fait en utilisant un changement de variables qui est
nécessaire pour introduire une fonction d’onde ϕ(x, t) dont les variations spatiales
sont faibles par rapport à l’échelle du pas du réseau a :

βn(t) = (−σ(Φ))n exp
(
ikn− (ω̂0 − 2Φ cos2(k/2))t

)√
aϕ(x, t) (2.51)
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où x = na et où σ(Φ) désigne le signe de Φ défini par σ(Φ) = 1 pour Φ > 0 et
σ(Φ) = −1 pour Φ < 0. Dans la limite du continuum, l’Eq. (2.48) devient :

i
∂

∂t
ϕ(x, t) = −a2|Φ| ∂

2

∂2x
ϕ(x, t)− 2aA|ϕ(x, t)|2ϕ(x, t) (2.52)

Le choix du changement de variable (2.51) permet de toujours se ramener à une
équation avec un terme de dispersion positif. Lorsque les termes de dispersion et
d’anharmonicité sont positifs, l’Eq. (2.52) possède comme solution le soliton normé
à v :

ϕ(x, t) =
1√
a

v

2

√
A

|Φ|
sech

[
vA

2|Φ|a
(x− ct)

]
exp [i (κx− ωt)] (2.53)

avec

κ =
c

2a2|Φ|

ω =
c2

4a2|Φ|
− v

A2

|Φ|

(2.54)

Le soliton apparâıt comme un paquet d’ondes dont l’enveloppe, en forme de
cloche, se propage à la vitesse c sans se déformer. Cependant, le profil du soliton
varie au cours du temps compte tenu du fait que la vitesse de phase u = ω/κ dif-
fère de la vitesse de déplacement de l’enveloppe. Ainsi, le soliton, dont une étude
détaillée de ces propriétés est clairement exposée dans l’ouvrage de M. Peyrard et
T. Dauxois [22], constitue un objet non linéaire permettant le transport cohérent de
l’énergie vibrationnelle. De ce fait, il est à la base de la théorie de Davydov dédiée au
transfert énergétique dans les bio-polymères et autres systèmes moléculaires [23]. Ce-
pendant, si lorsque A� |Φ| le soliton devient très étendu et se comporte comme une
onde plane, une forte localisation de son amplitude apparâıt lorsque A� |Φ|. Dans
ce cas, on peut se poser la question de la validité de l’approximation du continuum
pour décrire la dynamique d’un réseau.

En effet, en dehors de cette approximation, il n’y a pas de solution analytique
à l’Eq. (2.48). La nature discrète brise l’intégrabilité due à une réduction des pro-
priétés de symétrie qui prend son origine dans le passage de la symétrie d’invariance
par translation du continu vers le discret. Or, une perte de symétrie implique gé-
néralement un enrichissement des solutions. Ainsi, au cours des années 80, l’étude
de la version discrète de l’équation non linéaire de Schrödinger par J.C. Eilbeck et
al. [24, 25] a révélé l’existence de solutions particulières appelées à l’époque « so-
liton discret ». De telles solutions apparaissaient alors comme la manifestation du
phénomène d’auto-piégeage [26]. Ce n’est que quelques années plus tard que Sievers
et Takeno [27] montrèrent que l’auto-piégeage était un cas particulier d’un phéno-
mène beaucoup plus général correspondant à l’apparition de solutions spatialement
localisées et périodiques en temps. De telles solutions, appelées modes localisés in-
trinsèques ou « breathers discrets », sont des objets qui ont été fortement étudiés
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2. Mécanique Quantique et non linéarité

ces dernières années [28, 29, 30]. Issus de l’interdépendance entre le non linéaire
et la nature discrète du réseau, ils possèdent la propriété surprenante de créer de
la localisation dans des systèmes invariants par translation. Leur existence et leur
stabilité ne nécessitent pas la propriété d’intégrabilité et bien que généralement at-
tachés à un site du réseau, les « breathers » peuvent devenir mobiles dans certains
cas [25, 31, 32].

Ainsi les équations classiques donnent naissance à des solutions qui permettent
de stocker de l’énergie et éventuellement d’en transporter. Mais ces solutions ne
peuvent émerger que lorsque le nombre de vibrons est important si bien que les
corrélations quantiques deviennent négligeables. A cause de la perte de la cohérence
quantique, les breathers et les solitons sont des objets qui brisent explicitement la
symétrie d’invariance par translation. Cet argument montre donc la limite de ces
objets, en particulier lorsque les corrélations quantiques ne sont plus négligeables.

D’un point de vue pratique il est assez difficile de réaliser une étude des états
quasi-classiques car beaucoup d’expériences, en particulier celles basées sur l’optique,
entrâınent la création d’états à faible nombre de vibrons. On peut alors se demander
quelle est la nature de la dynamique d’un système comportant un nombre réduit
de quanta lorsque les approximations quasi-classique et de Hartree ne sont plus
valables. Pour répondre à cette question, une autre approche a alors été développée,
la méthode des états nombres [6], que nous allons présenter dans la suite de cet
exposé.

2.4 Méthode des états nombres

La méthode des états nombres est basée sur l’utilisation de deux propriétés es-
sentielles de l’hamiltonien quantique Eq. (2.35). La première est que Ĥ conserve la
population totale. En effet l’hamiltonien commute avec l’opérateur population défini
par v̂ =

∑
n b

†
nbn. Ainsi, si l’on désigne par v les valeurs propres de l’opérateur v̂,

alors Ĥ peut être diagonalisé par bloc selon ce bon nombre quantique. La dimension
du sous espace à v bosons est donnée par le nombre d’arrangements Dv de v bosons
parmi N sites, c’est-à-dire le nombre d’arrangements possible de (N − 1) boules
indiscernables parmi v +N − 1 boites :

Dv =
(v +N − 1)!

v!(N − 1)!
(2.55)

On notera que la dimension de ce sous-espace devient rapidement très importante
lorsque N où v deviennent grands et Dv crôıt typiquement selon une loi de puissance
Dv ∼ N v.

La seconde propriété importante de Ĥ est son invariance par translation. En effet
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Ĥ commute avec l’opérateur translation T̂ qui est défini par :

T̂ b†n = b†n+1T̂ (2.56)

T̂ est un opérateur unitaire qui possède N valeurs propres τ de norme unité. On
définit alors le vecteur d’onde k par τ = eik. Puisque Ĥ commute avec l’opérateur
translation T̂ , chaque bloc de taille Dv × Dv peut être de nouveau diagonalisé par
bloc en N blocs selon le bon nombre quantique k. Ainsi, les énergies du systèmes
sont réparties en un ensemble de bandes ωv(k) qui correspondent à la levée de
dégénérescence des N oscillateurs anharmoniques non couplés.

En théorie l’exploitation de ces deux propriétés permet de diagonaliser chaque
sous-espace v, k de façon indépendante et d’obtenir l’ensemble des valeurs propres et
des vecteurs propres de Ĥ. Bien que cette méthode devienne vite fastidieuse pour les
valeurs importantes de v, elle présente l’avantage d’offrir une solution analytique du
problème pour les deux cases simples v = 1 et v = 2. Or, ce sont ces états qui sont
sondés par des expériences d’absorption infrarouge (v = 1) ou d’optique non linéaire
comme la spectroscopie pompe-sonde et la spectroscopie de « l’overtone » (v = 2).

2.5 États à un vibron

Lorsqu’un seul vibron est présent, l’anharmonicité ne joue aucun rôle spécifique
si bien que le problème se résume à celui d’une particule libre se délocalisant sur un
réseau. L’état quantique se développe sur la base locale selon :

|ψ〉 =
N∑

n=1

ψnb
†
n|∅〉 (2.57)

L’équation de Schrödinger indépendante du temps Ĥ|ψ〉 = ω|ψ〉 devient

(ω̂0 − ω)ψn + φψn+1 + φψn−1 = 0 (2.58)

En imposant des conditions aux limites périodiques ψn+N = ψn, les solutions sont
des ondes planes de la forme :

ψn =
1√
N
eikn (2.59)

avec

k =
2πp

N
, p = −(N − 1)

2
, . . . ,

(N − 1)

2
(2.60)

Les énergies propres sont alors données par :

ω1(k) = ω̂0 + 2Φ cos(k), (2.61)

Les énergies permises forment une bande qui caractérise la délocalisation d’un vibron
libre le long du réseau.
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2.6 États à deux vibrons

Les états à deux vibrons sont les premiers états quantiques qui ressentent la non
linéarité. Pour v = 2, la fonction d’onde est développée sur la base locale |n1, n2〉
définie par :

|n1, n2〉 = ∆n1n2b
†
n1
b†n2
|∅〉, (2.62)

où n1 et n2 représentent les positions de chaque quantum. Le facteur de normalisation
∆n1n2 est introduit pour tenir compte de l’indiscernabilité de ces bosons :

∆n1n2 =


1 si n1 < n2

1/
√

2 si n1 = n2

0 si n1 > n2

(2.63)

La contrainte n1 6 n2 entrâıne que le nombre d’états définissant la base est exacte-
ment égal à la dimension de l’espace à deux bosons : D2 = N×(N+1)/2. Le facteur
de normalisation ∆n1n2 assure l’orthonormalité de la base |n1, n2〉 et permet d’évi-
ter la symétrisation de la fonction d’onde après la diagonalisation. L’état quantique
s’écrit donc, dans la base |n1, n2〉 :

|ψ〉 =
∑

n16n2

ψ(n1, n2)|n1, n2〉, (2.64)

La représentation de l’équation de Schrödinger Ĥ|ψ〉 = ω|ψ〉 conduit à un ensemble
d’équations indexées par les différentes valeurs des entiers n1 et n2. Lorsque les deux
vibrons sont suffisamment espacés l’un de l’autre, c’est-à-dire lorsque n2 > n1 + 2,
ils n’interagissent pas à travers le terme anharmonique. Ils se comportent comme
deux particules libres se déplaçant sur le réseau indépendamment l’une de l’autre si
bien que l’équation de Schrödinger s’écrit :

(2ω̂0 − ω)ψ(n1, n2) + Φ[ψ(n1, n2 + 1) + ψ(n1, n2 − 1)

+ ψ(n1 + 1, n2) + ψ(n1 − 1, n2)] = 0 (2.65)

Lorsque les deux vibrons se trouvent sur des sites voisins, c’est-à-dire lorsque n2 =
n1 + 1, on obtient l’équation

(2ω̂0 − ω)ψ(n1, n1 + 1) +
√

2Φ[ψ(n1, n1) + ψ(n1 + 1, n1 + 1)]

+ Φ[ψ(n1, n1 + 2) + ψ(n1 − 1, n1 + 1)] = 0 (2.66)

Les deux vibrons n’interagissent toujours pas à travers l’anharmonicité mais à cause
de l’indiscernabilité des bosons, le terme

√
2 modifie l’amplitude de la transition

vers les états où les deux vibrons sont sur le même site. Finalement lorsque les deux
vibrons se trouvent sur le même site, ils interagissent par le biais de l’anharmonicité
et l’équation de Schrödinger s’écrit :

(2ω̂0 − 2A− ω)ψ(n1, n1) +
√

2Φ[ψ(n1, n1 + 1) + ψ(n1 − 1, n1)] = 0 (2.67)
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Fig. 2.1 - Réseaux équivalents du modèle de Hubbard : (a) Réseau 2D, (b) Réseau 1D

La fonction d’onde ψ(n1, n2) décrit l’évolution de deux vibrons évoluant sur un réseau
1D. Cependant, comme le montrent les Eqs. (2.65), (2.66) et (2.67), elle peut être
considérée comme la fonction d’onde d’une unique particule fictive en mouvement
sur un réseau bidimensionnel (2D). Cette particule se propage de site en site selon
une description de liaisons fortes, où chaque site est caractérisé par les coordonnées
n1 et n2. Puisque l’indiscernabilité des vibrons impose la restriction n1 6 n2, le
réseau équivalent est semi-infini. Dans le cœur du réseau, l’énergie de chaque site est
donnée par 2ω0 et la particule fictive passe d’un site à l’autre à travers la constante
de saut Φ. Mais lorsque l’on se rapproche du bord n1 = n2, deux types de défauts
apparaissent. D’une part, les transitions qui mènent au bord du réseau correspondent
à un couplage

√
2Φ. D’autre part, l’énergie des sites de bord est corrigée par le facteur

−2A.

Cette équivalence entre les Eqs. (2.65), (2.66) et (2.67) et un modèle de liaisons
fortes sur le réseau 2D représenté sur la Fig. 2.1a permet d’envisager la forme des
états propres. Tout d’abord, la délocalisation de la particule fictive dans le cœur du
réseau 2D décrit une situation dans laquelle les deux vibrons se propagent librement
et indépendamment l’un de l’autre. Les états associés à ce type de processus sont
appelés « états libres ». Ensuite, il est bien connu en physique du solide qu’un défaut
a pour conséquence de créer un état localisé. Par conséquent, la présence d’une ligne
de défauts dans le réseau 2D entrâıne l’apparition, pour la particule fictive, d’états
localisés au voisinage de cette ligne mais parfaitement étendus selon la direction
spécifiée par l’équation n1 = n2. Dans le point de vue des deux vibrons, ces états
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localisés sont appelés « états liés » puisqu’ils traduisent une localisation de la distance
de séparation entre les deux quanta. Ceux-ci forment alors une paire qui se comporte
comme une unique particule capable de se délocaliser le long du réseau physique 1D.

A ce stade, la détermination des états à deux vibrons est facilitée par l’utilisation
de l’invariance translationnelle. En effet, pour le réseau fictif 2D, la figure 2.1a montre
clairement l’invariance du système lorsque l’on incrémente d’une même quantité
les deux coordonnées n1 et n2. Cette transformation correspond à une translation
du centre de masse des deux vibrons le long du réseau physique. Par conséquent,
l’invariance translationnelle traduit la délocalisation du centre de masse des deux
quanta, que l’état considéré soit un état libre ou un état lié. En tenant compte de
ce mécanisme, il est alors possible de réduire la dimension du sous-espace à deux
vibrons, et donc celle du réseau équivalent sur lequel se déplace la particule fictive.
Pour cela, introduisons deux coordonnées : n1 la position du premier vibron et m =
n2−n1 la distance entre les deux vibrons. Si n1 peut prendre les N valeurs décrivant
les sites du réseaux, les conditions aux limites périodiques restreignent l’interdistance
m à ne pas dépasser la demi-longueur du réseau. Définir une interdistance au-delà
de cette distance ne peut avoir de sens. Ainsi m varie de 0 à (N − 1)/2, si bien que
la fonction d’onde est bien décomposée sur une base de dimension N(N + 1)/2. On
notera que la description utilisée dans cet exposé s’applique uniquement pour les
valeurs impaires de N , le cas N pair nécessitant un traitement légèrement différent.
Cependant, à la limite N →∞, la parité de N ne joue aucun rôle spécifique.

Puisque la fonction d’onde est invariante lorsque les deux vibrons effectuent une
translation sur le réseau, elle se développe sur une base d’ondes planes selon :

ψ(n1, n2 = n1 +m) =
1√
N

∑
k

eik(n1+m/2)ψk(m) (2.68)

où k désigne le vecteur d’onde associé à la coordonnée du centre de masse (n1 +
n2)/2 = n1 +m/2. Compte tenu des conditions aux limites périodiques, k prend les
N valeurs :

k =
2pπ

N
, p = −N − 1

2
, . . . ,

N − 1

2
(2.69)

Le vecteur d’onde k est un bon nombre quantique si bien que l’équation de Schrö-
dinger pourra être résolue pour chaque valeur de k. Ainsi, pour un valeur de k fixée,
l’application de la transformation Eq. (2.68) aux Eqs. (2.65), (2.66) et (2.67) per-
met d’obtenir une équation de Schrödinger pour la fonction d’onde résiduelle ψk(m).
Cependant, cette équation dépend explicitement des valeurs de m. Lorsque les deux
quanta sont suffisamment séparés, c’est-à-dire lorsque m > 2, l’Eq. (2.65) devient :

(2ω̂0 − ω)ψk(m) + Φk[ψk(m+ 1) + ψk(m− 1)] = 0 (2.70)

où Φk = 2Φ cos(k/2). Si les deux vibrons se trouvent sur des sites voisins (m = 1),
l’Eq. (2.66) devient :

(2ω̂0 − ω)ψk(1) +
√

2Φkψk(0) + Φkψk(2) = 0 (2.71)
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Enfin lorsque les deux quanta se trouvent sur le même site (m = 0), l’Eq. (2.67)
devient :

(2ω̂0 − 2A− ω)ψk(0) +
√

2Φkψk(1) = 0 (2.72)

Aux Eqs. (2.70), (2.71) et (2.72) il faut également ajouter les conditions aux limites
provenant de l’indiscernabilité des vibrons et de la périodicité du réseau. En effet,
si l’on tient compte de la propriété d’invariance ψ(n1, n2) = ψ(n2 − N, n1), alors
en utilisant la quantification du vecteur d’onde k (Eq. (2.69)), on remarque que
ψk(

N+1
2

) et ψk(
N−1

2
) sont équivalents à une phase près :

ψk(
N+1

2
) = (−1)pei k

2ψk(
N−1

2
) (2.73)

où (−1)p = eik N
2 . Cette relation impose des conditions aux limites pour m = (N −

1)/2 qui s’expriment par l’équation :

(2ω̂0 − ω + (−1)pΦk)ψk(
N−1

2
) + Φkψk(

N−3
2

) = 0 (2.74)

Comme le montrent les Eqs. (2.70), (2.71), (2.72) et (2.74) la dynamique de
l’interdistance entre les deux vibrons peut être modélisée par celle d’une particule
fictive décrite par la fonction d’onde ψk(m) et se déplaçant sur le réseau 1D repré-
senté sur la figure 2.1b. La restriction 0 6 m 6 (N − 1)/2 impose que ce réseau
présente une taille finie. Dans le cœur du réseau, l’énergie de chaque site est 2ω0

et le couplage entre sites voisins est Φk. On notera que le vecteur d’onde k fait ici
figure de paramètre extérieur. Ce réseau 1D équivalent présente trois défauts. Tout
d’abord, l’anharmonicité modifie l’énergie du site m = 0 d’un facteur −2A. Ensuite
le couplage entre les sites m = 0 et m = 1 est

√
2Φk. Finalement, l’énergie du site

de bord m = (N − 1)/2 est corrigée du facteur (−1)pΦk.

L’utilisation des Eqs. (2.70), (2.71), (2.72) et (2.74) permet de déterminer l’en-
semble des états. Puisque le problème se résume à l’étude d’un réseau de taille finie
possédant trois défauts, il est naturel d’introduire une fonction d’onde possédant
trois paramètres. D’une part, cette fonction d’onde doit décrire une particule dans
un réseau « localement » périodique et de taille finie. Elle doit donc contenir des
ondes planes progressives et régressives. D’autre part, le défaut correspondant à la
modulation de la constante de saut entre les sites m = 0 et m = 1 (

√
2Φk) va per-

turber la fonction d’onde au voisinage du bord. Par conséquent, nous allons chercher
une solution de la forme :

ψk(m) =

{
γ pour m = 0

αeiqm + βe−iqm pour m > 1
(2.75)

où le paramètre q détermine l’allure de la fonction d’onde. Si celui-ci est réel, il joue
le rôle de vecteur d’onde et la fonction d’onde associée sera délocalisée. A l’inverse si
q est complexe, la fonction d’onde se comportera comme une solution spatialement
localisée. De plus, le paramètre q spécifie explicitement les valeurs possibles des
énergies propres ω. En effet, en étudiant l’équation de Schrödinger dans le cœur
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du réseau équivalent, c’est-à-dire en substituant l’Eq. (2.75) dans l’Eq. (2.70), nous
obtenons la relation de dispersion des états à deux vibrons :

ω2(k, q) = 2ω̂0 + 2Φk cos q (2.76)

A ce stade, les valeurs possibles du paramètre q s’obtiennent à partir de l’ana-
lyse de l’équation de Schrödinger au niveau des défauts du réseau équivalent. Tout
d’abord, l’utilisation de la relation de dispersion et la substitution de l’Eq. (2.75)
dans l’Eq. (2.71) conduit à la relation suivante entre α, β et γ :

√
2γ = α+ β (2.77)

Ensuite, en utilisant cette dernière relation ainsi que les Eqs. (2.75) et (2.76), l’équa-
tion de Schrödinger pour les deux extrémités du réseau équivalent, c’est-à-dire les
Eqs. (2.72) et (2.74), conduit au système suivant :

(A− iΦk sin q)α+ (A+ iΦk sin q)β = 0 (2.78a)

eiqN/2α+ (−1)p−1e−iqN/2β = 0 (2.78b)

Ce système possède des solutions non triviales si et seulement si :

Φk sin q + iA

Φk sin q − iA
= (−1)peiqN (2.79)

La solution de cette équation définit l’ensemble des valeurs de q et détermine donc
l’ensemble des vecteurs propres et des valeurs propres du système.

En guise d’illustration, étudions le cas A = 0. L’Eq. (2.79) devient :

q = −πp
N

+
2sπ

N
(2.80)

où s est un entier. La forme des solutions devient plus claire en effectuant les change-
ments de variables p = p1 +p2 et s = p2. Dans ce cas les variables k et q deviennent :

k = k1 + k2

q =
k2 − k1

2

(2.81)

où les vecteurs d’onde k1 et k2 sont définis par k1 = 2p1π/N et k2 = 2p2π/N . En
utilisant ce changement de variables, les énergies propres deviennent

ω2(k1, k2) = 2ω̂0 + 2Φ cos k1 + 2Φ cos k2 = ω1(k1) + ω1(k2) (2.82)

Ce résultat montre clairement que les états propres décrivent la propagation de
deux ondes planes indépendantes de vecteur d’onde k1 et k2, en parfait accord avec
l’approximation harmonique présentée par les Eqs. (2.12) et (2.13).
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Lorsque A 6= 0 alors il existe deux types de solutions, selon que q soit réel ou
complexe. Pour q réel, on peut tout d’abord remarquer que pour toute solution q de
l’Eq. (2.79) il existe une solution −q. De plus, l’Eq. (2.78a) qui détermine la relation
entre α et β, c’est-à-dire les vecteurs propres, est invariante sous le changement
de variable q → −q. Ainsi pour toute solution q de l’Eq. (2.79), la solution −q
correspond au même vecteur propre. Ceci permet de restreindre les solutions q à
l’intervalle 0 6 q 6 π. En remarquant que le membre de gauche de l’Eq. (2.79) est
un nombre complexe de norme unité, q est alors déterminé par l’équation :

2 arctan

(
Φk sin q

A

)
= qN + [p− 1− 2s]π (2.83)

où s est un entier. Lorsque la taille du réseau devient très importante, N →∞, alors
l’ensemble des valeurs de q forme un continuum dans l’intervalle 0 6 q 6 π. Par
conséquent les énergies associées sont celles décrivant deux vibrons libres (Eqs. (2.76)
et (2.82)).

Lorsque q est complexe, on cherche des solutions de la forme q = Q + iκ. Si
l’on choisit κ > 0 alors seules les solutions telles que β = 0 présentent une réalité
physique puisque non divergentes. Ce choix, reporté dans l’expression de la fonction
d’onde (2.75) conduit à :

ψk(m) = αe−mκeiQm

[
1 +

(
1√
2
− 1

)
δm,0

]
(2.84)

où

Q = sπ (2.85a)

sinhκ = (−1)s−1 A

Φk

(2.85b)

α2 =
2A√

A2 + 4Φ2 cos2(k/2)
(2.85c)

et s est un entier déterminé par le signe de Φ. Puisque l’on impose κ > 0, alors s
est impair lorsque Φ est positif et pair lorsque Φ est négatif.

Dans le réseau 1D équivalent, l’Eq. (2.84) décrit un état localisé au voisinage du
bord m = 0. Il correspond à une décroissance exponentielle de la fonction d’onde
spécifiée par la longueur de localisation ξ = 1/κ. Dans le point de vue des deux
vibrons, la localisation traduit la formation d’un état lié dans lequel les deux quanta
sont piégés l’un vers l’autre. La longueur de localisation est alors une mesure, au sens
des probabilités quantiques, de la valeur moyenne de la distance de séparation entre
les deux vibrons de la paire. L’Eq. (2.85b) montre clairement que l’anharmonicité
gouverne le degré de localisation et plus A augmente, plus la longueur de localisation
ξ diminue. On peut remarquer également que cette longueur dépend du vecteur
d’onde k. Pour A donné, elle est maximale en k = 0 et devient nulle lorsque k = π.
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Fig. 2.2 - Fréquences propres (a) et vecteurs propres (b) de l’hamiltonien de Hubbard pour
v = 2, ω̂0 = 0 et A = 2Φ. Les vecteurs propres sont donnés pour k = 0. En carré vide est
représenté l’état lié, en rond vide est illustré un état libre.

Finalement, l’utilisation des Eqs. (2.85) et (2.76) fournit l’énergie de l’état lié définie
par :

ω2(k) = 2ω̂0 − 2
√
A2 + 4Φ2 cos2(k/2) (2.86)

Comme illustré sur la figure 2.2, l’ensemble des états libres forme un continuum
dans le spectre des états à deux vibrons qui s’étend de 2ω0−4Φ à 2ω0+4Φ. Les états
liés se regroupent dans une bande localisée en dessous du continuum sur l’ensemble
de la zone de Brillouin et dont la largeur est définie par :

∆ω = 2
√
A2 + 4Φ2 − 2A (2.87)

Ainsi, d’un point vue dynamique, les états liés décrivent une paire de vibrons se
comportant comme une unique particule délocalisée sur le réseau et dont les énergies
permises appartiennent à une bande. La dynamique de la paire est essentiellement
gouvernée par l’anharmonicité intramoléculaire conférant ainsi aux états liés le nom
de breathers quantiques. En effet, si l’on crée initialement une paire en un point du
réseau, son centre de masse va se délocaliser sur une échelle de temps inversement
proportionnelle à la largeur de la bande. Par conséquent, plus l’anharmonicité sera
importante, plus la bande sera étroite et donc plus le temps nécessaire à la paire pour
se délocaliser sera important. Typiquement, pour A � Φ, la paire restera localisée
sur le site initial durant un temps de l’ordre de A/4Φ2. Néanmoins, à l’inverse du
breather classique, l’invariance translationnelle du réseau empêche toute localisation
de l’énergie de par le phénomène de dispersion. La paire finira donc par se délocaliser
le long du réseau, délocalisation qui sera accompagnée d’un étalement irréversible
du paquet d’ondes correspondant. En effet chaque mode du paquet va se propager
à une vitesse différente donnée par :

Vk =
∂ω2(k)

∂k
=

2Φ sin(k)√
A2 + Φ2

k

(2.88)
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On remarquera une fois encore que l’anharmonicité s’oppose à la dispersion puisque
lorsque A augmente, la vitesse de chaque mode tend vers zéro.

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré que l’anharmonicité intramoléculaire mo-
difie fondamentalement la dynamique des excitons vibrationnels d’un réseau molé-
culaire. Elle brise l’indépendance entre les vibrons et favorise l’émergence d’états
spécifiques : les états liés à plusieurs vibrons. Ces états, explicitement sensibles à la
non linéarité, traduisent une localisation de l’interdistance vibronique qui entrâıne
le piégeage des vibrons les uns vers les autres. En ce sens les états liés apparaissent
clairement comme le pendant quantique des breathers ou des solitons. Cependant,
contrairement aux solutions classiques ou semi-classiques, l’invariance translation-
nelle du réseau entrâıne une délocalisation du centre de masse des vibrons liés qui
est décrit par une onde plane. Ce centre de masse subit donc irréversiblement le
phénomène de dispersion ce qui empêche toute localisation spatiale de l’énergie.
Mais l’anharmonicité contrôle ce mécanisme si bien que plus la non linéarité sera
importante, plus la dynamique de l’état lié sera lente. On notera également que ce
mécanisme dépend crucialement du nombre de quanta. En effet des calculs pertur-
batifs pour Φ � A montrent que l’état lié de plus basse énergie dans le sous espace
à v vibrons a une largeur de l’ordre de Φv/Av−1 [6, 7]. Ainsi, lorsque le nombre de
quanta devient très important, les effets de dispersion sont parfaitement compensés
par les effets non linéaires et les solutions quasi-classiques peuvent émerger.

Enfin, on notera que les états à deux vibrons liés ont été observés dans de très
nombreux systèmes. Dans le cas des nanostructures, on peut citer les exemples de
CO/Ru(001) [16, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40], (NO+O)/Ru(001) [41], H/Si(111) [42,
43], CO/NaCl(100) [44] ou encore de H/C(111) [45]. Dans le cas des bio-polymères,
de nombreuses expériences menées par le groupe de P. Hamm mettent à jour l’exis-
tence de ces états [46, 47, 48, 49, 50, 51].
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[1] C. Kittel, Introduction à la physique de l’état solide (Dunod, Paris, 1970).

[2] P. W. Anderson, Phys. Rev. 109, 1492 (1958).

[3] J. C. Kimball, C. Y. Fong, and Y. R. Shen, Phys. Rev. B 23, 4946 (1981).

[4] S. Takeno, M. Kubota, and K. Kawasaki, Physica D 113, 366 (1998).

[5] E. Wright, J. C. Eilbeck, M. H. Hays, P. D. Miller, and A. C. Scott, Physica D
69, 18 (1993).

[6] A. C. Scott, J. C. Eilbeck, and H. Gilhoj, Physica D 78, 194 (1994).

[7] J. C. Eilbeck, in L. Vázquez, R. S. MacKay, and M. P. Zorzano, eds., Procee-
dings of the Third Conference ”Localization and Energy Transfer in Nonlinear
Systems”, June 17-21, San Lorenzo de El Escorial Madrid (World Scientific,
Singapore, 2003), pp. 177–186.

[8] C. Cohen-Tannoudji, J. Dupont-Roc, et G. Grynberg, Processus d’interaction
entre photons et atomes (EDP Sciences, Paris, 1988).

[9] G. P. Srivastava, The Physics of Phonons (IOP Publishing Ltd., 1990).

[10] V. Pouthier, Influence des défauts sur les propriétés dynamiques des structures
bidimensionnelles adsorbés phonons confinés et vibrons localisés, Thèse de doc-
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[11] H. Okuyama, T. Ueda, T. Aruga, and M. Nishijima, Phys. Rev. B 63, 233404
(2001).

[12] V. Pouthier, Phys. Rev. E 68, 021909 (2003).

[13] P. M. Morse, Phys. Rev. 34, 57 (1929).

[14] G. Herzberg, Molecular Spectra and Molecular Structure, I. Spectra of Diatomic
Molecules (D. Van Nostrand Compagny, INC., Princeton, 1950).

[15] R. Kubo, J. Phys. Soc. Jpn 12, 570 (1957).

[16] P. Jakob, Phys. Rev. Lett. 77, 4229 (1996).

[17] R. P. Feynman, Rev. Mod. Phys. 20, 367 (1948).

[18] J. W. Negele and H. Orland, Quantum Many-Particle Systems (Perseus Books,
1998).

[19] A. Hasagawa and F. Tappert, Appl. Phys. Lett. 23, 171 (1973).

[20] L. F. Mollenauer, R. H. Stolen, and M. N. Islam, Phys. Rev. Lett. 45, 1095
(1980).

[21] E. P. Gross, J. Math. Phys. 4, 195 (1963).

[22] M. Peyrard et T. Dauxois, Physique des solitons (EDP Science, 2004).

[23] A. S. Davydov, Soliton in Molecular Systems (Reidel, Dordrecht, 1985).

[24] J. C. Eilbeck, P. S. Lomdahl, and A. C. Scott, Phys. Rev. B 30, 4703 (1984).

- 46 -



2.7 Bibliographie

[25] J. C. Eilbeck and M. Johansson, in L. Vázquez, R. S. MacKay, and M. P.
Zorzano, eds., Proceedings of the Third Conference ”Localization and Energy
Transfer in Nonlinear Systems”, June 17-21, San Lorenzo de El Escorial Madrid
(World Scientific, Singapore, 2003), pp. 44–67.

[26] J. C. Eilbeck, P. S. Lomdahl, and A. C. Scott, Physica D 16, 318 (1985).

[27] A. J. Sievers and S. Takeno, Phys. Rev. Lett. 61, 970 (1988).

[28] S. Aubry, Physica D 103, 201 (1997).

[29] S. Flach and C. R. Willis, Phys. Rep. 295, 181 (1998).

[30] R. S. MacKay, Physica A 288, 174 (2000).

[31] S. Flach and K. Kladko, Physica D 127, 61 (1999).

[32] S. Flach, Y. Zolotaryuk, and K. Kladko, Phys. Rev. E 59, 6105 (1999).

[33] P. Jakob and B. N. J. Persson, Phys. Rev. Lett. 78, 3503 (1997).

[34] P. Jakob and B. N. J. Persson, Phys. Rev. B 56, 10644 (1997).

[35] P. Jakob and B. N. J. Persson, J. Chem. Phys. 109, 8641 (1998).

[36] P. Jakob, Appl. Phys. A 75, 45 (2002).

[37] C. Hess, M. Wolf, and M. Bonn, Phys. Rev. Lett. 85, 4341 (2000).

[38] M. Bonn, C. Hess, J. Miners, T. F. Heinz, H. J. Bakker, and M. Cho, Phys.
Rev. Lett. 86, 1566 (2001).

[39] M. Bonn, C. Hess, and M. Wolf, J. Chem. Phys. 115, 7725 (2001).

[40] M. Cho, C. Hess, and M. Bonn, Phys. Rev. B 65, 205423 (2002).

[41] R. Honke, P. Jakob, Y. J. Chabal, A. Dvorak, S.Tausendpfund, W. Stigler,
P. Pavone, A. P. Mayer, and U. Schröder, Phys. Rev. B 59, 10996 (1999).
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Chapitre 3

Couplage vibron-phonon :
émergence d’une nouvelle
source de non linéarité

Lors du chapitre précédent, nous avons montré que l’anharmonicité intramolécu-
laire modifie profondément la dynamique vibrationnelle d’un réseau moléculaire. Elle
représente une source intrinsèque de non linéarité qui entrâıne l’apparition d’états
spécifiques : les états liés multi-quanta. Cependant, dans un tel réseau, l’anharmo-
nicité n’est pas la seule source non linéaire.

En effet, les modes internes haute fréquence, que nous avions supposé isolés, sont
en réalité en perpétuel interaction avec une multitude d’autres excitations. Ces der-
nières, qui peuvent être d’origine vibrationnelle ou électronique, proviennent d’une
part du réseau moléculaire lui même et d’autre part de son environnement extérieur.
Pour les nanostructures adsorbées, cet environnement est essentiellement constitué
par la surface sur laquelle sont déposées les molécules. Pour les bio-polymères, la
physique mise en jeu apparâıt beaucoup plus complexe puisque l’environnement fait
intervenir un milieu aqueux dans lequel baigne les macro-molécules. Ainsi, qu’elles
proviennent de l’environnement extérieur ou bien du réseau, ces excitations consti-
tuent un « bain » qui va modifier fondamentalement la dynamique vibronique.

La contribution d’origine électronique n’a d’importance que dans le cas d’une na-
nostructure adsorbée sur une surface métallique. En effet, la présence d’un continuum
électron-trou induit l’annihilation de toute vibration moléculaire sur des temps très
rapides de l’ordre de quelques picosecondes (voir par exemple [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]). Or,
utiliser les vibrons pour véhiculer une information à l’échelle du nanomètre requiert
leur confinement au sein de la nanostructure. Par conséquent, l’adsorption sur des
surfaces métalliques devra être évitée au profit du dépôt de nanofils sur des substrats
ioniques ou semi-conducteurs. Dans ce cas, la relaxation d’énergie fait intervenir des
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processus à plusieurs phonons et confère aux vibrons une durée de vie appréciable.
A titre indicatif, la durée de vie de l’élongation Si-H pour le système H/Si(111) est
voisine de 1 ns à température ambiante [8, 9, 10]. Un exemple remarquable est donné
par la vibration de la molécule CO adsorbée sur NaCl qui possède une durée de vie
de 1 ms, c’est-à-dire de 10 ordres de grandeurs plus longue que la durée de vie de
CO déposée sur un métal [11]. Par la suite, nous nous placerons dans ces derniers
cas et toute influence électronique sera considérée comme négligeable.

La contribution vibrationnelle fait intervenir des modes de vibration qui peuvent
être regroupés en deux catégories selon qu’ils réfèrent à des excitations de haute
fréquence ou de basse fréquence. L’ensemble des modes haute fréquence va influencer
la dynamique vibronique soit par une résonance directe soit par un mécanisme du
type résonance de Fermi [12, 13, 14]. Cependant, dans le cas des nanostructures,
les nanofils font généralement intervenir des petites molécules comme CO ou Si-H
si bien que de tels mécanismes seront absents. En revanche, dans le cas des bio-
polymères, la complexité des molécules conduit à l’émergence de résonances pas
toujours bien établies. En effet, on peut citer l’exemple des modes amide-A et amide-
B dont l’origine est souvent reliée à une résonance de Fermi entre le mode N-H
et l’overtone de l’amide II mais qui parfois est attribuée à des phénomènes non
linéaires [15, 16]. L’étude approfondie de ces mécanismes n’étant pas le propos de
ce travail, et puisque leur apparition dans les systèmes n’est pas toujours évidente,
ils seront négligés par la suite.

En revanche, la contribution provenant des modes basse fréquence joue un rôle
important. L’origine physique de ces modes est multiple. Dans les nanostructures,
ils sont constitués d’une part des modes de translation et de rotation frustrée de
chaque admolécule et, d’autre part, de l’ensemble des phonons du substrat. Dans le
cas des bio-polymères, la situation montre une plus grande complexité compte tenu
du très grand nombre de degrés de liberté caractérisant de telles macro-molécules.
Cependant, en ce qui concerne la dynamique des vibrons associés à la délocalisation
des modes amide-I et amide-A, il est communément admis qu’une interaction préfé-
rentielle apparâıt avec les vibrations externes des résidus d’acide aminé [17, 18]. Ces
dernières, qui traduisent la déformation élastique des liaisons hydrogène établies
entre résidus voisins, correspondent à un ensemble de phonons acoustiques basse
fréquence fortement couplés aux vibrons.

Ainsi, de manière générale, les modes basse fréquence associés à des mouvements
externes collectifs représentent la source principale de couplage avec les vibrons.
Bien qu’ils ne permettent pas un échange direct d’énergie conduisant à la relaxation
d’énergie des vibrons, ils vont fondamentalement modifier la dynamique vibronique.
Ils jouent essentiellement le rôle d’un bain thermique et affectent principalement la
cohérence quantique des vibrons. Par la suite, nous ne considérerons donc que cette
contribution à travers l’introduction d’un modèle de phonons suffisamment général
pour qu’il puisse s’appliquer à la fois aux nanostructures et aux hélices-α.
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3.1 Présentation de la problématique

Le traitement classique du couplage d’un système dynamique avec un bain ther-
mique passe par l’utilisation d’une théorie des perturbations [19, 20, 21, 22, 23, 24].
Le bain, source importante d’énergie, influence le système sans être modifié et induit
la relaxation des états propres vibroniques. Cependant, dans le cas d’un couplage
fort entre vibrons et phonons, la nature des états propres est trop profondément
modifiée pour être modélisée par des processus de relaxation. Ce couplage induit
des effets non linéaires qu’une théorie perturbative ne peut en aucun cas prendre en
compte. Pour surmonter cette difficulté nous allons appliquer une méthode de renor-
malisation du couplage qui permet de faire apparâıtre explicitement la non linéarité
de la dynamique vibronique.

Le but de ce chapitre est donc de poser les bases d’une formulation générale
permettant le traitement quantique d’un réseau moléculaire anharmonique forte-
ment couplé à un bain de phonons. Il nous permettra d’établir l’hamiltonien du
système vibron-phonon ainsi que l’introduction de la notion de vibron-polaron. Ces
deux concepts seront ensuite utilisés dans les chapitres suivants dédiés à diverses
applications concrètes du présent formalisme. Ainsi, nous exposerons tout d’abord
la problématique, puis nous introduirons l’hamiltonien général. Ensuite, nous pré-
senterons la transformation de Lang-Firsov modifiée [25] qui permet de renormaliser
le couplage vibron-phonon et exposerons la théorie de champ moyen.

3.1 Présentation de la problématique

La nature de la dynamique du réseau moléculaire est principalement gouvernée
par trois paramètres typiques. Tout d’abord, le mouvement interne rapide de chaque
mode haute fréquence est caractérisé par la fréquence harmonique ω0. Ensuite, la
délocalisation des vibrons associés à ces modes haute fréquence est décrite par la
constante de saut Φ entre modes voisins. Enfin, la dynamique des phonons est carac-
térisée par la fréquence Ωc. Pour des phonons optiques, Ωc est la fréquence typique
de vibration de chaque mode externe local alors que Ωc désigne la fréquence de
coupure du spectre pour des phonons acoustiques.

En général, la fréquence de vibration des modes internes est beaucoup plus grande
que celle des modes externes : Ωc � ω0. Typiquement, ω0 se situe entre 1500 cm−1 et
3500 cm−1 alors que Ωc ∼ 100− 500 cm−1. Par conséquent, les phonons ne vont pas
percevoir le mouvement rapide des modes internes, mais à l’inverse, ces derniers vont
directement dépendre de la position instantanée des mouvements externes beaucoup
plus lents. Un tel comportement nous permet d’appliquer un découplage adiabatique
afin de séparer le mouvement vibrationnel de chaque mode interne de la dynamique
externe ce qui revient à invoquer l’approximation de Born-Oppenheimer [19, 26, 27].
Dès lors, la difficulté dans l’étude du système vibron-phonon prend son origine dans
la capacité qu’ont les vibrons de se propager le long du réseau tout en interagissant
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avec un bain de phonon.

La présente situation est donc similaire au problème du polaron qui réfère à
une particule, ou à une excitation, en interaction avec les phonons d’un cristal.
Cette problématique fut introduite par L.D. Landau dans le cadre des cristaux
polaires [28, 29, 30] et une formulation récente a été donnée par H. Frölich et
al. [31]. L’hamiltonien de Frölich donne lieu à deux cas limites introduits par T.
Hölstein [32, 33] sous la dénomination de grand polaron et petit polaron et dont une
théorie généralisée a été présentée par D.W. Brown et Z. Ivić [34, 35, 36, 37, 38].

La limite du grand polaron apparâıt lorsque la largeur de la bande de l’exciton (ou
de l’électron) est beaucoup plus grande que la fréquence des phonons : Φ � Ωc. Elle
correspond à une limite adiabatique dans le sens où l’exciton se déplace beaucoup
plus rapidement que les phonons. La présence d’un exciton sur un site va déformer
le réseau, déformation qui, puisque quasi-statique, joue le rôle de potentiel pour
l’exciton. Par conséquent, l’exciton va se trouver piégé dans un potentiel qu’il a lui-
même créé si bien que cet effet de boucle confère à la dynamique de l’exciton un
caractère non linéaire. En général, dans la théorie du grand polaron, la largeur de la
fonction d’onde de l’exciton est suffisamment grande pour qu’une approximation du
continuum soit valide. Dans ce cas, et lorsque la dynamique des phonons est décrite
de manière classique, des solutions du type soliton apparaissent.

Cette approche a été utilisée par A.S. Davydov dans sa théorie sur les vibrations
intramoléculaires dans les hélices-α [39]. Cependant, à l’inverse du chapitre 2, le
soliton de Davydov ne prend pas son origine dans une forte accumulation de quanta
mais dans un couplage avec des modes externes dont la dynamique classique est
très lente. Malheureusement, bien que séduisante, la théorie de Davydov n’a jamais
été confirmée expérimentalement et il a été montré récemment, en particulier par
Brown et Ivić [34, 35, 36, 37, 38] que la solution du problème serait plutôt un petit
polaron qu’un grand polaron.

En effet, dans les nanofils moléculaires et les hélices-α, la constante de saut Φ est
typiquement de l’ordre de 10 cm−1. On se trouve alors dans le cadre de la théorie
du petit polaron qui décrit le cas où la bande de l’exciton est beaucoup plus petite
que la fréquence de coupure des phonons : Φ � Ωc. Un comportement fortement
non adiabatique apparâıt puisque l’exciton se propage beaucoup plus lentement que
les phonons du réseau. La nature quantique des phonons joue alors un rôle crucial.
En effet, la présence d’un vibron sur un site entrâıne la création d’une déformation
locale du réseau qui correspond à l’excitation d’un nuage virtuel de phonons. Ce
nuage accompagne instantanément le déplacement de l’exciton qui, habillé par la
déformation, forme un petit polaron. Ce mécanisme d’habillage, fondamentalement
quantique et non linéaire, entrâıne une augmentation de la masse effective de l’exci-
ton et donc une réduction de sa capacité de délocalisation. De plus, lorsque plusieurs
excitons sont présents dans le réseau, l’habillage favorise une interaction entre les
quasi-particules à travers le recouvrement de leur nuage virtuel. Par analogie avec
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les développements du chapitre précédent, il est clair qu’une telle interaction joue le
rôle d’une source supplémentaire de non linéarité qui sera responsable de l’apparition
d’états liés à plusieurs excitons.

Dans ce contexte, puisque jusqu’à présent la plupart des travaux théoriques uti-
lisaient une description harmonique des vibrons, le but du présent chapitre est de
poser les bases d’une formulation générale permettant de traiter simultanément les
deux sources non linéaires que sont l’anharmonicité intramoléculaire et le couplage
vibron-phonon.

3.2 Hamiltonien Général

Sans perte de généralité nous allons supposer que les vibrons interagissent pré-
férentiellement avec un seul mode externe par cellule primitive du réseau. Comme
nous le verrons lors des chapitres suivants, la généralisation à un ensemble de modes
ne présente aucune difficulté. Ainsi, le mode externe de la cellule n, de masse ré-
duite M , est décrit par la coordonnée un et par le moment conjugué pn, tous deux
respectant les relations de commutation canoniques. Dans ce contexte, l’influence
des phonons sur la dynamique vibronique se traduit par une modulation, d’une part
du potentiel intramoléculaire de chaque mode interne, et d’autre part des couplages
entre modes voisins. L’hamiltonien du système est donc une généralisation de l’ha-
miltonien Eq. (2.1) avec des potentiels Vn(Qn;−→u ) et des couplages Cnm(Qn, Qm;−→u )
qui dépendent explicitement des coordonnées un. En introduisant l’énergie cinétique
des modes basse fréquence, cet hamiltonien s’écrit, pour un réseau de N sites :

H =
N∑

n=1

P 2
n

2µ
+ Vn(Qn;−→u ) +

∑
n<m

Cnm(Qn, Qm;−→u ) +
N∑
n

p2
n

2M
(3.1)

Comme lors du chapitre précédent, nous allons supposer que les variations des
potentiels par rapport aux coordonnées internes Qn sont faibles. Ainsi les poten-
tiels Vn(Qn;−→u ) et Cnm(Qn, Qm;−→u ) peuvent être développés autour de leur position

d’équilibre Q
(0)
n qui dépend maintenant des coordonnées −→u :

Vn(Qn;−→u ) = V (0)
n (−→u ) +

1

2
V (2)

n (−→u )
(
Qn −Q(0)

n (−→u )
)2

+
∑
r>3

1

r!
V (r)

n (−→u )
(
Qn −Q(0)

n (−→u )
)r

(3.2)

Cnm(Qn, Qm;−→u ) = C(0)
nm(−→u ) + C(2)

nm(−→u )
(
Qn −Q(0)

n (−→u )
) (
Qm −Q(0)

m (−→u )
)

+ · · ·

On notera que contrairement au chapitre précédent, les termes C
(0)
nm(−→u ) et V

(0)
n (−→u )

ne peuvent être ignorés. Bien que n’affectant pas directement les vibrons, ils régissent
en fait la dynamique des mouvements externes. Pour alléger les notations, l’ensemble
de ces termes sera regroupé dans un potentiel noté K(−→u ).
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Pour identifier la partie harmonique de l’hamiltonien des vibrons, introduisons
les opérateurs création et annhiliation. Puisque nous cherchons à séparer la dyna-
mique interne de la dynamique externe, il est nécessaire de définir ces opérateurs
de manière indépendante des coordonnées un. Cependant, le potentiel harmonique,
qui est déterminé par le coefficient quadratique V

(2)
n (−→u ), dépend de ces coordon-

nées. Il en est de même de la fréquence harmonique du mode interne n définie par
ωn(−→u ) =

√
V (2)(−→u )/µ. En vertu des Eqs. (2.4), une telle expression conduit a

priori à définir des opérateurs vibrons en fonction des coordonnées externes. Pour
surmonter cette difficulté, nous allons introduire deux transformations unitaires. La
première transformation génère des translations permettant de centrer chaque co-
ordonnée Qn autour d’un équilibre Qn = 0. La seconde, connue sous le nom de
transformation de dilatation, déforme localement les potentiels intramoléculaires de
façon à définir une fréquence harmonique arbitraire ω0 indépendante des −→u .

3.2.1 Transformations de translation et de dilatation

La première étape consiste donc à introduire la transformation de translation
définie par :

T = exp

{
i

~
∑

n

PnQ
(0)
n (−→u )

}
(3.3)

Elle translate chaque coordonnée Qn d’une quantité Q
(0)
n (−→u ) :

Q̂n = TQnT
† = Qn +Q(0)

n (−→u ) (3.4)

Puisque Q
(0)
n (−→u ) dépend explicitement des un, cette transformation modifie égale-

ment les impulsions externes pn selon :

p̂n = pn +
i

~
∑
m

Pm

[
Q(0)

m (−→u ), pn

]
= pn −

∑
m

Pm
∂Q

(0)
m

∂un

(3.5)

L’application de cette transformation sur l’hamiltonien Eq. (3.1) donne

Ĥ =
∑

n

P 2
n

2µ
+

1

2
V (2)

n (−→u )Q2
n +

∑
r>3

1

r!
V (r)

n (−→u )Qr
n

+
∑
n<m

C(2)
nm(−→u )QnQm +

∑
n

p̂2
n

2M
+K(−→u ) (3.6)

où les deux premiers termes de Ĥ correspondent à la partie harmonique qui décrit
N oscillateurs vibrant à la fréquence ωn(−→u ).

La seconde étape de notre procédure consiste à déformer les potentiels de manière
a générer une fréquence harmonique indépendante des coordonnées externes. Pour
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cela, introduisons la transformation de dilation définie par :

D = exp

{
− i

2~
∑

n

ξn(−→u )(QnPn + PnQn)

}
(3.7)

où ξn(−→u ) est une fonction qui sera déterminée ultérieurement. La transformation de
dilatation modifie localement les opérateurs Qn et Pn selon :

DQnD
† = e−ξn(−→u )Qn

DPnD
† = eξn(−→u )Pn

(3.8)

Tout comme la translation, l’opération de dilatation transforme les impulsions ex-
ternes qui sont données par :

p̃n = Dp̂nD
† = pn +

∑
m

1

2
(QmPm + PmQm)

∂ξm
∂un

(−→u )− Pme
ξn(−→u )∂Q

(0)
m

∂un

(−→u ) (3.9)

Ainsi, dans ce nouveau point de vue, l’hamiltonien devient :

H̃ =
∑

n

e2ξn(−→u )

[
P 2

n

2µ
+

1

2
µω2

n(−→u )e−4ξn(−→u )Q2
n

]
+
∑
r>3

1

r!
V (r)

n (−→u )e−rξn(−→u )Qr
n

+ C(2)
nm(−→u )e−(ξn(−→u )+ξm(−→u ))QnQm +

∑
n

p̃2
n

2M
+K(−→u ) (3.10)

Cette expression permet de déterminer la fonction ξn(−→u ) en posant :

ω2
n(−→u )e−4ξn(−→u ) = ω2

0 (3.11)

où ω0 est un intermédiaire de calcul qui définit une fréquence harmonique indépen-
dante des coordonnées externes. Ce choix conduit finalement à l’expression suivante
de l’hamiltonien :

H̃ =
∑

n

ωn(−→u )

ω0

[
P 2

n

2µ
+

1

2
µω2

0Q
2
n

]
+
∑
r>3

1

r!
V (r)

n (−→u )

(
ω0

ωn(−→u )

)r/2

Qr
n

+
ω0C

(2)
nm(−→u )√

ωn(−→u )ωm(−→u )
QnQm +

∑
n

p̃2
n

2M
+K(−→u ) (3.12)

Une fois l’hamiltonien sous cette forme, il est alors possible d’utiliser la repré-
sentation en termes des opérateurs création et annihilation définis lors du chapitre
précédent (Eq. (2.4)). L’hamiltonien s’écrit finalement :

H̃ =
∑

n

~ωn(−→u )b†nbn +
∑
r>3

~γ(r)
n (−→u )(bn + b†n)r

+
∑
n<m

~Φnm(−→u )(bn + b†n)(bm + b†m) +
∑

n

p̃2
n

2M
+ K̃(−→u ) (3.13)
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où les différents paramètres sont définis par :

~γ(r)
n (−→u ) = r!

(
~

2µωn(−→u )

)r/2

V (r)(−→u )

~Φnm(−→u ) =
~C(2)

nm

2µ
√
ωn(−→u )ωm(−→u )

K̃(−→u ) = K(−→u ) +
∑

n

1

2
~ωn(−→u )

(3.14)

et où l’impulsion p̃n est donnée par :

p̃n(−→u ) = pn + i~
∑
m

{
1

4ωm(−→u )

∂ωm

∂un

(−→u )
[
b†2m − b2m

]
−
√
µωm(−→u )

2~
∂Qm

∂un

(−→u )
[
b†m − bm

]}
(3.15)

A ce stade, l’Eq. (3.13) montre clairement que le couplage vibron-phonon possède
deux origines. Tout d’abord, par analogie avec les résultats du chapitre précédent,
on constate que les phonons sont responsables d’une modulation des paramètres
gouvernant la dynamique des vibrons (fréquence, anharmonicité cubique et quar-
tique,. . .). Ces paramètres sont maintenant des fonctions plus ou moins complexes
des coordonnées externes. Ensuite, une seconde source de couplage intervient à tra-
vers la renormalisation des impulsions externes p̃n(−→u ) qui mélangent les degrés de
liberté internes et externes. Cette seconde source contient l’ensemble des contribu-
tions non adiabatiques entre les deux dynamiques. Cependant, en vertu du fait que
les mouvements internes sont beaucoup plus rapides que les déplacements externes
(ω0 >> Ωc), nous invoquerons par la suite la limite adiabatique dans laquelle les
modifications des impulsions externes sont négligeables : p̃n(−→u ) ≈ pn. Par consé-
quent, la dynamique du système vibron-phonon sera décrite par un hamiltonien de
Born-Oppenheimer.

3.2.2 Renormalisation de l’anharmonicité

L’étape suivante consiste à renormaliser l’anharmonicité intramoléculaire. La mé-
thode, identique à celle exposée au chapitre 2, est basée sur l’utilisation de la transfor-
mation unitaire perturbative de Kimball et al. [40]. La seule différence provient de la
dépendance des paramètres d’anharmonicité par rapport aux coordonnées externes
un. Cette dépendance va encore une fois entrâıner une modification des impulsions
pn qui, en invoquant l’approximation adiabatique, sera négligée. De plus, la transfor-
mation perturbative fait apparâıtre des termes constants qui furent ignorés puisque
n’influençant pas la dynamique des vibrons. Ici, l’ensemble de ces termes joue le rôle
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d’un potentiel supplémentaire pour les modes externes et ils seront inclus dans un
potentiel effectif W (−→u ). De plus, afin d’alléger les notations, le nouvel hamiltonien
sera simplement noté H et s’écrit :

H =
∑

n

p2
n

2M
+W (−→u ) + ~

∑
n

[
ω̂n(−→u )b†nbn − An(−→u )b†2n b

2
n

]
+ ~

∑
n6=m

Bnm(−→u )/2 b†nb
†
mbnbm

+ ~
∑
n6=m

[Φ(1)
nm(−→u )b†nbm + Φ(2)

nm(−→u )b†2n b
2
m + Φ(3)

nm(−→u )b†n(b†nbn + b†mbm)bm] (3.16)

où les paramètres An(−→u ), Bnm(−→u ), Φ
(1)
nm(−→u ), Φ

(2)
nm(−→u ), Φ

(3)
nm(−→u ) et ω̂n(−→u ) sont dé-

finis de manière identique aux Eqs. (2.21) et (2.34) mais présentent une dépendance
en −→u en vertu des Eqs. (3.14).

Comme le montre l’Eq. (3.16), les deux premiers termes de H définissent un
hamiltonien effectif qui régit la dynamique des seuls mouvements externes. Pour
simplifier la discussion, nous supposerons que cette dynamique est essentiellement
harmonique si bien que les coordonnées externes un effectuent des mouvements de
faible amplitude autour d’une position d’équilibre qui, sans perte de généralité, sera
définie en un = 0. Les termes suivants de l’Eq. (3.16) mélangent les degrés de li-
berté internes et externes. Plus précisément, ils caractérisent un hamiltonien de
Hubbard généralisé pour vibrons dont les paramètres dynamiques (fréquence, an-
harmonicité,. . .) dépendent des coordonnées externes un. Cependant, l’hypothèse
d’une dynamique externe harmonique nous permet de réorganiser ces termes en ef-
fectuant leur développement par rapport aux un. Par conséquent, l’hamiltonien total
H se met sous la forme générale :

H = Hv +Hp + ∆Hvp (3.17)

L’hamiltonien Hp décrit la dynamique des phonons alors que l’hamiltonien Hv gou-
verne la dynamique des vibrons. Il correspond à l’hamiltonien de Hubbard généralisé
dont les paramètres dynamiques sont évalués à l’équilibre des coordonnées externes.
Finalement ∆Hvp regroupe l’ensemble des termes résiduels et désigne le couplage
vibron-phonon.

3.2.3 Hamiltonien des Phonons

Dans le cadre de l’approximation harmonique, le potentiel effectif W (−→u ) décri-
vant la dynamique des phonons varie peu en fonction des coordonnées externes si
bien qu’il peut être développé autour de l’équilibre selon :

W (−→u ) =
1

2

∑
nm

Wnmunum (3.18)

Dans ce contexte, l’hamiltonien des phonons s’écrit :

Hp =
∑

n

p2
n

2M
+

1

2

∑
nm

Wnmunum (3.19)
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D’une manière générale, la matrice de couplage Wnm est une matrice symétrique
dont la diagonalisation permet de définir les modes de phonons. Ainsi, nous désigne-
rons par αnq ses vecteurs propres et par Wq ses valeurs propres, où l’indice q repère
les différents modes. L’ensemble des vecteurs propres forme une base sur laquelle il
est possible de développer les déplacements et les impulsions externes selon :

un =
∑

q

uqα
∗
nq =

∑
q

u†qαnq

pn =
∑

q

pqαnq =
∑

q

p†qα
∗
nq

(3.20)

où uq et pq respectent les relations de commutation canoniques.

Ces développements, reportés dans l’hamiltonien général Eq. (3.19), conduisent
à l’hamiltonien diagonalisé :

Hp =
∑

q

p†qpq

2M
+

1

2
MΩqu

†
quq (3.21)

où Ωq =
√
Wq/M est la fréquence de vibration du mode q.

Finalement, introduisons les opérateurs création et annihilation de phonons dé-
finis par :

aq =

√
MΩq

2~
uq + i

√
1

2~MΩq

p†q

a†q =

√
MΩq

2~
u†q − i

√
1

2~MΩq

pq

(3.22)

Ces opérateurs respectent les relations de commutation usuelles des bosons et per-
mettent d’exprimer l’hamiltonien des phonons sous la forme :

Hp =
∑

q

~Ωq(a
†
qaq + 1/2) (3.23)

La connaissance des relations de dispersion Ωq est essentielle pour comprendre la
dynamique du réseau moléculaire. Ces relations caractérisent le comportement des
phonons et conditionnent en grande partie la nature du couplage vibron-phonon.
Leur forme dépend principalement des couplages Wnm qui sont fonction du système
considéré.

3.2.4 Couplage vibron-phonon

Parmi l’ensemble des paramètres contrôlant la dynamique des vibrons, tous ne
subissent pas la même influence lors d’une variation du champ des phonons. Ainsi, le
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paramètre le plus sensible aux coordonnées externes est sans aucun doute le poten-
tiel intramoléculaire de chaque mode interne. Jusqu’à présent, la plupart des travaux
théoriques ne considéraient la présence que d’un unique vibron et étaient basés sur
l’utilisation soit de modes harmoniques soit de systèmes à deux niveaux. Par consé-
quent, seule la dépendance de la fréquence interne ωn, à travers la partie quadratique
du potentiel intramoléculaire V

(2)
n , était prise en compte. Une telle approche, connue

sous le nom de potentiel de déformation, fut utilisée avec succès pour caractériser
les mécanismes de relaxation moléculaire en phase condensée (voir par exemple les
références [41, 42, 43, 44]). De plus, dans les cristaux moléculaires du type NMA,
ACN,. . ., il a été montré expérimentalement qu’il existait une corrélation linéaire
entre la fréquence interne des modes amide-I et amide-A et la distance entre l’azote
et l’oxygène de deux molécules reliées par une liaison hydrogène [17, 18, 45, 46]. Ceci
montre qu’une dépendance linéaire de la fréquence ωn par rapport aux coordonnées
externes est également une bonne approximation pour les bio-polymères. Dans notre
cas, l’étude de la dynamique à plusieurs vibrons nécessite de prendre en compte la
perturbation de l’ensemble des composantes anharmoniques du potentiel intramo-
léculaire. Par conséquent, ceci suggère d’introduire les modifications du paramètre
anharmonique An en plus des fluctuations de la fréquence de chaque mode interne.

Par contre les termes de couplages entre modes voisins sont généralement peu
sensibles aux mouvements externes essentiellement à cause de la faible valeur de la
largeur de la bande vibronique. Par exemple, les fluctuations de l’interaction dipôle-
dipôle ~Φ en fonction de l’interdistance entre deux modes voisins sont de l’ordre
de ~Φ/a [47], où a désigne la distance d’équilibre entre les deux modes. Dans les
hélices-α, ces fluctuations, de l’ordre du pN , apparaissent entre trente et soixante
fois plus faibles que celles de la fréquence interne de la vibration amide-I.

Ainsi, par la suite, nous supposerons que seules les fluctuations de la fréquence
interne et du paramètre d’anharmonicité intramoléculaire conduisent à une interac-
tion vibron-phonon significative. De plus, en accord avec les données expérimentales,
nous ferons l’hypothèse que ces fluctuations traduisent une dépendance linéaire des
paramètres dynamiques par rapport aux mouvements externes. Dans ce contexte,
en effectuant un développement limité au premier ordre, les paramètres ω̂n(−→u ) et
An(−→u ) s’écrivent :

ω̂n(−→u ) = ω̂0 +
∑
m

∂ω̂n

∂um

um = ω̂0 +
∑
m

ξnmum

An(−→u ) = A+
∑
m

∂An

∂um

um = A+
∑
m

ξ′nmum

(3.24)

Dans sa théorie originelle, Davydov ne s’était attaché à décrire que les états à un
vibron si bien qu’il n’avait pas pris en considération l’anharmonicité intramoléculaire.
Ainsi, Davydov a introduit les paramètres χnm correspondant aux variations de la
fréquence harmonique ωn(−→u ) :

χnm =
∂ωn

∂um

(−→u ) (3.25)
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On retrouve donc l’hamiltonien de Davydov dans la limite harmonique (An = 0,
ω̂n = ωn) en posant :

ξnm = χnm

ξ′nm = 0
(3.26)

Par la suite, pour permettre la description des états à deux quanta, V. Pouthier [25]
a inclus l’anharmonicité intramoléculaire dans l’hamiltonien de Davydov, en consi-
dérant les fluctuations de la fréquence harmonique et une partie des fluctuations de
l’anharmonicité. En effet, il convient de noter que les fluctuations de fréquence et
d’anharmonicité ne sont pas indépendantes. D’après la définition de An en fonction
des facteurs γ

(r)
n (Eq. (3.14)), l’anharmonicité dépend explicitement de la fréquence

ωn. Par conséquent, la variation de l’anharmonicité possède deux origines. La pre-
mière provient de la modification de la fréquence ωn alors que la seconde est le fruit
des fluctuations des composantes anharmoniques du potentiel V

(3)
n et V

(4)
n . On peut

alors exprimer les fluctuations de l’anharmonicité sous la forme :

dAn(ωn, {um}) =

(
∂An

∂ωn

)
{um}

dωn +
∑
m

(
∂An

∂um

)
ωn

dum

dAn(ωn, {um}) =
∑
m

[
−ηχnm +

(
∂An

∂um

)
ωn

]
dum (3.27)

où le paramètre η est défini par :

η = −
(
∂An

∂ωn

)
{um}

= 120

(
γ(3)

ω0

)2

− 12
γ(4)

ω0

(3.28)

et où
(

∂An

∂um

)
ωn

désigne les fluctuations de l’anharmonicité provenant des compo-

santes anharmoniques V
(3)
n et V

(4)
n du potentiel. Ainsi, lorsque ces fluctuations sont

négligeables, seule la composante provenant de la fréquence harmonique module l’an-
harmonicité. En vertu de la définition de ω̂n (Eq. (2.34)), on identifie les paramètres
ξnm et ξ′nm aux paramètres utilisés par V. Pouthier :

ξnm = χnm(1 + 2η)

ξ′nm = −ηχnm

(3.29)

L’utilisation du jeu de paramètres Eq. (3.26) convient lors de l’étude d’un réseau
moléculaire faiblement anharmonique. Le mot « faiblement anharmonique » s’ap-
plique à des molécules dont l’anharmonicité intramoléculaire est typiquement du
même ordre, voir inférieure au couplage latéral. Par conséquent, de tous les termes
issus de l’anharmonicité, seul le paramètre A est significatif. Dans ce contexte, nous
supposons que la dynamique des vibrons est relativement bien décrite par un ha-
miltonien de Hubbard (voir Eq. (2.33)) et que le couplage vibron-phonon induit
principalement une modulation de la fréquence interne (ξ′nm = 0). Lors de l’étude de
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systèmes dont l’anharmonicité intramoléculaire joue un rôle plus important, c’est le
cas notamment des modes de vibration amide-I dans les polypeptides, l’utilisation
du jeu de paramètres Eq. (3.29) est plus adaptée. Enfin lors de l’étude de systèmes
fortement anharmoniques, comme par exemple les modes de vibration amide-A dans
les polypeptides, la prise en compte complète des fluctuations doit être réalisée.

Dans ce contexte, il est important de garder la forme générale des développements
Eq. (3.24) si bien que l’hamiltonien de couplage vibron-phonon ∆Hvp s’écrit :

∆Hvp =
∑
nm

ξnmumb
†
nbn − ξ′nmumb

†2
n b

2
n, (3.30)

En introduisant les opérateurs création et annihilation aq et a†q, il se met finalement
sous la forme :

∆Hvp =
∑
nq

[
∆nqa

†
q + ∆∗

nqaq

]
b†nbn +

[
∆′

nqa
†
q + ∆′∗

nqaq

]
b†2n b

2
n (3.31)

où ∆nq et ∆′
nq caractérisent respectivement les fluctuations de la fréquence et de

l’anharmonicité du n-ième mode interne. Ils traduisent l’intensité de l’interaction
entre les phonons et les vibrons et sont définis par :

∆nq =
1√

2M~Ωq

∑
m

ξnmαmq

∆′
nq = − 1√

2M~Ωq

∑
m

ξ′nmαmq

(3.32)

3.3 Transformation de Lang-Firsov et théorie de

champ moyen

A partir des résultats établis au cours des paragraphes précédents, l’hamiltonien
total du système vibron-phonon s’écrit :

H =
∑

n

[
ω̂0b

†
nbn − Ab†2n b

2
n

]
+
∑
n6=m

~Bnm/2 b
†
nb

†
mbnbm

+
∑
n6=m

Φ(1)
nmb

†
nbm + Φ(2)

nmb
†2
n b

2
m + Φ(3)

nmb
†
n(b†nbn + b†mbm)bm (3.33)

+
∑
nq

[
∆nqa

†
q + ∆∗

nqaq

]
b†nbn +

[
∆′

nqa
†
q + ∆′∗

nqaq

]
b†2n b

2
n +

∑
q

Ωq(a
†
qaq + 1/2)

Cette équation montre clairement que la dynamique des vibrons est décrite par l’ha-
miltonien de Hubbard généralisé (Eq. (2.33)). Les vibrons ne sont plus isolés mais
ils interagissent maintenant avec un ensemble de phonons harmoniques. Le cou-
plage vibron-phonon, comme expliqué précédemment, traduit une modulation de la
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fréquence et de l’anharmonicité de chaque mode interne. Pour traiter cette interac-
tion de façon non perturbative, nous allons généraliser la procédure de V. Pouthier
initialement introduite pour caractériser les vibrons dans les hélices-α [25]. Cette
procédure est basée sur la réalisation d’un changement de point de vue au cours
duquel est introduite la notion de vibron-polaron à travers la modification de la
transformation de Lang et Firsov [48]. Cependant, dans le souci de rendre aussi clair
que possible le principe de notre méthode, nous allons tout d’abord considérer le
cas trivial d’un unique mode interne occupant le site n d’un réseau et couplé à un
bain de phonons harmoniques. La généralisation au cas d’un ensemble de N modes
internes sera exposée par la suite.

Dans ce contexte, l’hamiltonien du n-ième mode interne anharmonique est défini
par :

hn = (ω0 − 2A) b†nbn − Ab†2n b
2
n +

∑
q

Ωq(a
†
qaq + 1/2)

+
∑

q

[
∆nqa

†
q + ∆∗

nqaq

]
b†nbn +

[
∆′

nqa
†
q + ∆′∗

nqaq

]
b†2n b

2
n

(3.34)

Bien que laissant invariant le nombre de vibrons, l’Eq. (3.34) montre que l’hamilto-
nien ne conserve pas le nombre de phonons. En effet, du point de vue des phonons,
le couplage avec les vibrons traduit la présence d’une perturbation montrant une
dépendance linéaire par rapport aux degrés de liberté externes. L’intensité de cette
perturbation est fonction du nombre de vibrons présents sur le site n et elle s’an-
nule lorsque aucun vibron n’est excité. Or, il est bien connu à travers l’étude d’un
oscillateur quantique perturbé linéairement qu’un tel couplage ne modifie pas la fré-
quence des phonons mais entrâıne une translation des coordonnées externes [49, 50].
Par conséquent, on montre facilement que l’hamiltonien hn est diagonalisable en
effectuant une transformation de translation des opérateurs phonons qui s’écrit :

Un = exp
{
Xnb

†
nbn +X ′

nb
†2
n b

2
n

}
(3.35)

où Xn et X ′
n sont définis par :

Xn =
∑

q

∆nq

Ωq

a†q −
∆∗

nq

Ωq

aq

X ′
n =

∑
q

∆′
nq

Ωq

a†q −
∆′∗

nq

Ωq

aq

(3.36)

Sous cette transformation, les opérateurs phonons subissent une translation :

ã†q = Ua†qU
† = a†q −

∆nq

Ωq

b†nbn −
∆′

nq

Ωq

b†2n b
2
n

ãq = UaqU
† = aq −

∆∗
nq

Ωq

b†nbn −
∆′∗

nq

Ωq

b†2n b
2
n

(3.37)
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Par conséquent, en négligeant les termes anharmoniques d’ordre supérieur à deux,
l’hamiltonien transformé s’écrit :

h̃n = (ω0−2A−ε(1)nn)b†nbn−(A+ε(1)nn+2ε(2)nn)b†2n b
2
n−ε(2)nnb

†3
n b

3
n+
∑

q

Ωq(a
†
qaq+1/2) (3.38)

avec

ε(1)nm =
∑

q

∆nq∆
∗
mq

Ωq

ε(2)nm =
∑

q

2 Re
∆nq∆

′∗
mq

Ωq

(3.39)

Dans ce nouveau point de vue, la transformation permet de séparer les variables
internes des variables externes de façon à obtenir un hamiltonien qui conserve à la
fois les vibrons et les phonons. Par conséquent, les états propres de h̃n sont des états
nombres de la forme :

|Ψ̃〉 = |νn〉 ⊗
∏

q

|nq〉 (3.40)

où νn est le nombre quantique vibrationnel du mode interne n et où nq désigne
un état nombre de phonons q. Les énergies correspondantes se déduisent facilement
en projetant l’hamiltonien (Eq. (3.38)) sur les états propres Eq. (3.40). Ainsi, on
observe que l’interaction vibron-phonon modifie fondamentalement les paramètres
dynamiques du mode interne. Tout d’abord, elle entrâıne une décalage vers le rouge
de la fréquence interne et accrôıt le paramètre d’anharmonicité. De plus, elle favo-
rise l’émergence de nouvelles contributions anharmoniques qui affectent les niveaux
vibrationnels excités νn > 3.

A ce stade, si la transformation conserve les valeurs propres de l’hamiltonien, elle
produit un changement de représentation. On peut alors s’interroger sur la nature
physique des vrais états quantiques |Ψ〉 qui se déduisent des états propres |Ψ̃〉 par
la transformation inverse |Ψ〉 = U−1

n |Ψ̃〉. Ainsi, d’après l’Eq. (3.40), ces états sont
définis par :

|Ψ〉 = |νn〉 ⊗ exp {−Xnνn +X ′
nνn(νn − 1)}

∏
q

|nq〉 (3.41)

Si aucun vibron n’est excité sur le mode interne, les états quantiques du systèmes se
réduisent aux états nombres de phonons. Par contre, la création d’un ou plusieurs
vibrons se manifeste par un changement important de l’état des phonons. En effet,
compte tenu de l’expression des grandeurs Xn et X ′

n, de tels états ne conservent pas
la population de phonons et correspondent à une superposition cohérente d’états
nombres de phonons. Cette superposition possède un caractère local car elle dépend
explicitement de la position du site n sur lequel furent créés les vibrons. En ce sens,
puisque dans un tel état le nombre de phonons fluctue au sens des probabilités
quantiques, cette superposition représente un nuage virtuel de phonons qui habille
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les vibrons. Un vibron habillé par un nuage virtuel de phonons est alors appelé un
petit polaron [30, 33]. D’un point de vue physique, le mécanisme d’habillage traduit
l’apparition d’une déformation du réseau. Cette déformation, spatialement localisée
sur le site de création des vibrons, correspond au fait que la moyenne quantique de
l’opérateur déplacement un n’est plus nulle.

Pour illustrer cela, considérons l’état particulier obtenu à partir de la création
d’un vibron lorsque les phonons se trouvent dans l’état vide |∅〉. Il est défini par :

|Ψ〉 = |νn = 1〉 ⊗ exp

{
−
∑

q

∆nq

Ωq

a†q −
∆∗

nq

Ωq

aq

}
|∅〉 (3.42)

Cette équation montre que les phonons sont portés dans un état cohérent [51]. Plus
précisément, le vibron est accompagné d’un nuage virtuel dans lequel chaque mode
externe q se trouve dans un état cohérent βq = −∆nq/Ωq. Dans ce contexte, à partir
des Eqs. (3.20), (3.22) et (3.41), on montre facilement qu’un tel état est associé à
une déformation locale du champ de phonons définie par :

〈Ψ|un|Ψ〉 = −2Re
∑

q

αqn

√
~

2MΩq

∆nq

Ωq

(3.43)

La procédure que nous venons de décrire est exacte pour un seul mode interne
ou pour un ensemble de modes indépendants. Lorsque les interactions latérales entre
modes internes ne peuvent plus être ignorées, on ne peut malheureusement pas trou-
ver de transformation diagonalisant l’hamiltonien. Cependant, la généralisation de
notre procédure permet de renormaliser une partie importante du couplage vibron-
phonon en se plaçant dans le point de vue du petit polaron. Ainsi, le transformation
de Lang et Firsov appliquée au réseau de N modes internes apparâıt simplement
comme le produit de N transformations élémentaires : U =

∏
n Un. Son application

sur l’hamiltonien total Eq. (3.33) donne :

H̃ =
∑

n

[(
ω̂0 − ε(1)nn

)
b†nbn − (A+ ε(1)nn + 2ε(2)nn)b†2n b

2
n − ε(2)nnb

†3
n b

3
n

]
+
∑
n6=m

[
(Bnm/2− ε(1)nm)b†nb

†
mbnbm − ε(2)nmb

†2
n b

†
mb

2
nbm
]

(3.44)

+
∑
n6=m

Φ(1)
nmΘ†

n(Nn − 1)Θm(Nm)b†nbm + Φ(2)
nmΘ†2

n (Nn − 3/2)Θ2
m(Nm + 1/2)b†2n b

2
m

+
∑
n6=m

Φ(3)
nmΘ†

n(Nn − 1)Θm(Nm)b†n(b†nbn + b†mbm)bm +
∑

q

Ωq(a
†
qaq + 1/2)

où les opérateurs Θ†
n, appelés opérateurs d’habillage, sont définis en fonction des

opérateurs nombres de vibrons Nn = b†nbn par :

Θ†
n(Nn) = exp [Xn + 2X ′

nNn] (3.45)

- 64 -



3.3 Transformation de Lang-Firsov et théorie de champ moyen

Comme dans le cas d’un mode interne isolé, la renormalisation du couplage vibron-
phonon à travers la notion de petit polaron entrâıne une redéfinition des paramètres
anharmoniques qui gouvernent la dynamique interne. Cependant, l’Eq. (3.44) montre
l’apparition d’un couplage résiduel entre les polarons et les phonons. Ce couplage,
dont l’origine provient de l’interaction latérale entre modes internes, fait intervenir
les opérateurs d’habillage qui dépendent des opérateurs phonons d’une manière for-
tement non linéaire. En effet, le processus de délocalisation vibronique traduit la
destruction d’un premier vibron sur un site et la création d’un second vibron sur
un autre site. L’apparition des opérateurs d’habillage dans l’Eq. (3.44) est alors le
reflet du comportement du nuage virtuel de phonons qui accompagne la destruction
ou la création d’un vibron. Durant de tels processus, on observe la projection d’un
nuage virtuel de phonons sur un état nombre de phonons. Ce type de mécanisme ne
peut être défini qu’au sens des probabilités quantiques. Il conduit, dans le point de
vue du polaron, à des transitions entre les états de phonons qui sont décrites par les
opérateurs d’habillage.

Pour surmonter les difficultés liées à la présence des opérateurs d’habillage,
l’étape suivante de notre analyse consiste à réaliser une théorie de champ moyen
incluant les effets de la température. Dans ce contexte, on notera que la fréquence
des modes internes est beaucoup trop élevée pour qu’un vibron soit excité thermi-
quement à température ambiante. Ceci signifie que dans le réseau, seul le niveau
fondamental à zéro vibron sera significativement peuplé et la création d’un vibron
ne pourra se faire que par l’intermédiaire d’une source extérieure. Par exemple, un
tel mécanisme sera produit lors d’une expérience d’optique par excitation laser, par
une excitation locale avec un STM où encore grâce à la libération d’énergie chimique
lors d’un processus biologique comme l’hydrolyse de l’ATP. En revanche, les modes
externes basse fréquence sont facilement excités de façon thermique. Par conséquent,
nous supposerons les modes externes à l’équilibre thermodynamique à la tempéra-
ture T .

Dans une description habituelle du couplage d’un système avec un bain à l’équi-
libre, il est communément admis qu’à l’ordre le plus bas le système est gouverné
par un hamiltonien effectif qui s’obtient en ajoutant à l’hamiltonien non perturbé
la valeur moyenne sur le bain du couplage système-bain (voir par exemple [19, 20,
21, 22, 23, 24]). Dans notre cas, l’hamiltonien effectif des polarons Heff = 〈H̃ −Hp〉
s’écrit :

Heff =
∑

n

[(
ω̂0 − ε(1)nn

)
b†nbn − (A+ ε(1)nn + 2ε(2)nn)b†2n b

2
n − ε(2)nnb

†3
n b

3
n

]
+
∑
n6=m

[
(Bnm/2− ε(1)nm)b†nb

†
mbnbm − ε(2)nmb

†2
n b

†
mb

2
nbm
]

(3.46)

+
∑
n6=m

Φ̃(1)
nm(Nn, Nm)b†nbm + Φ̃(2)

nm(Nn, Nm)b†2n b
2
m +

∑
n6=m

Φ̃(3)
nm(Nn, Nm)b†n(b†nbn + b†mbm)bm

où le symbole 〈· · · 〉 désigne la moyenne thermique sur les phonons et où les para-
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mètres Φ̃
(1)
nm, Φ̃

(1)
nm et Φ̃

(1)
nm sont définis par

Φ̃(1)
nm(Nn, Nm) = Φ(1)

nm

〈
Θ†

n(Nn − 1)Θm(Nm)
〉

Φ̃(2)
nm(Nn, Nm) = Φ(2)

nm

〈
Θ†2

n (Nn − 3/2)Θ2
m(Nm + 1/2)

〉
Φ̃(3)

nm(Nn, Nm) = Φ(3)
nm

〈
Θ†

n(Nn − 1)Θm(Nm)
〉 (3.47)

L’hamiltonien Heff décrit la dynamique de vibrons anharmoniques habillés par un
nuage virtuel de phonons. Il inclut l’anharmonicité intramoléculaire de façon pertur-
bative et permet de renormaliser une partie importante du couplage vibron-phonon.
Le coulage résiduel entre les polarons et les phonons est caractérisé par l’interaction
∆H = H̃−Heff −Hp qui sera supposée suffisamment faible pour faire l’objet d’une
théorie des perturbations.

Cet hamiltonien effectif, qui est l’objet central de ce travail, montre claire-
ment l’interdépendance entre l’anharmonicité intramoléculaire et le couplage vibron-
phonon. En effet, il possède globalement la même structure que l’hamiltonien de
Hubbard généralisé Eq. (2.33). La différence principale provient d’une redéfinition
des paramètres dynamiques à travers le mécanisme d’habillage. Ainsi, l’habillage
accrôıt le décalage vers le rouge de la fréquence interne et modifie les différents
paramètres anharmoniques. Il favorise des interactions polaron-polaron à travers le
recouvrement de leur nuage de phonons. De plus, il génère de nouvelles sources
d’anharmonicité affectant les états à plus de deux quanta. Enfin, l’habillage modifie
fondamentalement les différentes contributions provenant de l’interaction latérale
entre modes internes via les fonctions d’habillage Φ̃

(i)
nm. Ces fonctions, qui tendent

à réduire le couplage latéral, limitent la capacité de délocalisation des polarons en
augmentant leur masse effective : c’est l’effet d’auto-piégeage. On notera à ce stade
que la dynamique des polarons n’est pas gouvernée par la simple addition des deux
sources non linéaires. En effet, l’anharmonicité intramoléculaire modifie le méca-
nisme d’habillage à travers la définition des paramètres Xn et X ′

n si bien que des
vibrons anharmoniques ressentent un habillage plus fort que des vibrons harmo-
niques.
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Chapitre 4

États multi-quanta dans les
hélices-α : modèle 1D

Lors du chapitre précédent, nous avons établi un formalisme général permettant
de décrire la dynamique quantique des vibrons d’un réseau moléculaire de basse
dimension. L’originalité de notre approche réside dans le traitement des effets non
linéaires qui proviennent à la fois de l’anharmonicité intramoléculaire de chaque
mode interne et du couplage entre les vibrons et les phonons du réseau. Bien que ne
modifiant pas significativement la nature des états à un vibron, ces non linéarités
jouent un rôle essentiel sur les états multi-quanta en favorisant l’émergence d’inter-
actions vibron-vibron. Elles entrâınent ainsi la création d’états liés qui apparaissent
comme le pendant quantique du breather ou du soliton.

Dans ce contexte, le présent chapitre, ainsi que les deux suivants, sont consacrés à
une application de ce formalisme à l’étude des propriétés vibrationnelles des protéines
de structures secondaires en hélice-α. A travers successivement un modèle 1D et 3D,
le but de cette étude est de comprendre la nature des états à un et à deux vibrons et
d’éclairer nos connaissances sur la compétition entre les anharmonicités intrinsèques
et extrinsèques et sur l’interdépendance entre le non linéaire et la dimensionalité
du réseau. De plus, si la détermination des états vibroniques est essentielle pour
caractériser le rôle des vibrons comme transporteurs d’énergie, elle nous permettra
également d’interpréter certaines expériences par l’intermédiaire de la construction
du spectre pompe-sonde.

Ainsi, dans ce chapitre, nous allons appliquer notre formalisme à la description
de la dynamique des vibrons du mode amide-I dans le cadre du modèle 1D initia-
lement introduit par A.S. Davydov. Tout d’abord, nous présenterons les états à un
et à deux polarons à travers l’utilisation de la théorie de champ moyen. Ensuite,
nous discuterons les différents mécanismes de relaxation dans le cadre d’une théorie
perturbative du couplage polaron-phonon.
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4. États multi-quanta dans les hélices-α : modèle 1D
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Fig. 4.1 - Châıne polypeptidique caractérisée par l’enchâınement des différents plans des
groupements amide

4.1 Description de l’hélice-α

Une châıne polypeptidique est formée d’une succession de résidus d’acide aminé
−NH − Cα − CO− reliés par des liaisons peptidiques, où les Cα sont les carbones
porteurs des châınes latérales [1]. A cause de la rigidité de la liaison peptidique,
la structure d’une châıne est caractérisée par l’orientation successive des différents
plans des groupements amide CO−NH (Fig. 4.1).

L’établissement de liaisons hydrogène dans une châıne est déterminant pour la
stabilité de sa structure et lorsque le nombre de liaisons établies entre résidus d’une
même protéine est maximal, deux structures secondaires émergent : les feuillets-β et
les hélices-α. Ces dernières correspondent à un enroulement périodique de la châıne
en une hélice droite si bien que les hélices-α constituent des structures quasi-1D.

La structure en hélice-α a été découverte par Linus Pauling et Robert Corey
au début des années 1950 [2, 3]. Ils ont montré qu’une telle structure était formée
par l’enroulement de 3.6 résidus d’acide aminé par tour d’hélice et d’une translation
de 1.5 Å par résidu le long de l’axe de l’hélice soit une translation de 5.4 Å par
tour (Fig. 4.2). Dans une telle configuration, le groupement carbonyle de chaque
résidu peptidique est relié par une liaison hydrogène avec le groupement amine du
quatrième résidu suivant. Mais si l’on considère non pas les résidus peptidiques
mais le groupement amide centré autour de la liaison peptidique rigide alors chaque
groupement amide est relié par une liaison hydrogène avec le troisième groupement
amide suivant. Ainsi comme le montre la Fig. (4.3), une hélice-α peut être représentée
comme l’imbrication de trois châınes de liaisons hydrogène.

Pour faciliter la représentation de l’hélice et notamment la visiblité des trois
châınes imbriquées, il est utile d’introduire une représentation diagrammatique si-
milaire à celle proposée par Pauling et Corey [3]. Dans cette représentation (Fig. 4.4),
les carbones Cα supérieurs sont directement liés aux azotes N inférieurs décalés d’un
groupement amide vers la droite. Ainsi, chaque groupement amide est relié, d’une
part, aux deux groupements amide plus proches voisins à travers des carbones Cα et,
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Fig. 4.2 - Hélice-α : Structure en hélice

Fig. 4.3 - Hélice-α : Séparation en trois sous-réseaux
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Fig. 4.4 - Hélice-α : Représentation diagrammatique

d’autre part, aux groupements amide troisièmes plus proches voisins à travers une
liaison hydrogène. Par conséquent, le réseau moléculaire que constitue une hélice-α
se décompose en trois sous-réseaux 1D de liaisons hydrogène interconnectés.

Le transport d’énergie vibrationnelle dans les hélices-α peut être réalisé à travers
deux principaux modes : le mode amide-I correspondant essentiellement à l’étirement
de la liaison C=O et le mode amide-A associé à l’étirement de la liaison N−H. Ce
transport est dominé par des phénomènes non linéaires dont l’origine provient d’une
part de l’anharmonicité intramoléculaire et d’autre part du fort couplage avec les
modes basse fréquence du squelette de l’hélice. Dans ce contexte, la liaison hydrogène
qui gouverne la structure de l’hélice joue un rôle prépondérant. En effet, puisque
qu’elle relie les groupements amide d’un même sous-réseau, elle favorise l’émergence
d’effets non linéaires dans chaque sous-réseau. Ainsi, l’idée de A.S. Davydov fut de
considérer dans une première approche le transport vibrationnel au sein d’un seul
sous-réseau [4]. Nous allons donc utiliser une approche similaire dans laquelle la
dynamique de l’hélice-α est modélisée par un réseau 1D contenant N groupements
amide reliés par un ensemble de liaisons hydrogène.
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4. États multi-quanta dans les hélices-α : modèle 1D

4.2 Hamiltonien du système

Dans une hélice-α, l’anharmonicité intramoléculaire des modes amide-I et amide-
A est importante si bien que l’hamiltonien gouvernant les vibrons associés à l’un de
ces modes est décrit par l’hamiltonien de Hubbard généralisé (Eq. (2.33)). De plus,
l’orientation des dipôles de transition de chaque mode favorise un couplage dipôle-
dipôle négatif [5]. En ne prenant en compte que les interactions entre plus proches
voisins, la matrice Φnm s’écrit :

Φnm = −J(δm,n+1 + δm,n−1) (4.1)

où J > 0 caractérise la constante de saut d’un vibron. En général, dans le cas
de couplage d’origine dipolaire, l’approximation des interactions entre plus proches
voisins est tout à fait discutable [6]. Cependant, dans le cadre de la théorie de
l’habillage, les constantes de sauts effectives sont exponentiellement décroissantes
avec la longueur du saut. L’habillage entrâıne donc un écrantage des interactions
dipolaires si bien que les interactions à longue portée peuvent être négligées. Ainsi
pour N modes répartis régulièrement selon un réseau 1D avec conditions aux limites
périodiques, l’hamiltonien des vibrons s’écrit :

Hv =
∑

n

(ω0 − 2A−B)b†nbn − Ab†2n b
2
n −Bb†nb

†
n+1bnbn+1

− J (1)[b†nbn+1 + c.c.]− J (2)[b†2n b
2
n+1 + c.c.]− J (3)[b†n(b†nbn + b†nbn+1)bn+1 + c.c.] (4.2)

où les différents paramètres sont définis par :

B = 144J

(
γ3

ω0

)2

J (1) = J

[
1 + 44

(
γ3

ω0

)2

− 12
γ4

ω0

]

J (2) = 4J

(
γ3

ω0

)2

J (3) = J

[
22

(
γ3

ω0

)2

− 12
γ4

ω0

]
(4.3)

Chaque groupement amide est en interaction avec le groupement amide voisin
par l’intermédiaire d’une liaison hydrogène. La distribution périodique des liaisons
hydrogène confère à leur dynamique un caractère fortement collectif. Ainsi, chaque
liaison hydrogène joue le rôle d’un ressort mécanique de constante de force W à
l’origine d’un mouvement d’ensemble de chaque groupement amide qui se comporte
comme une particule ponctuelle de masseM . Dans ce contexte, la dynamique externe
des groupements amide est relativement bien décrite par un modèle de phonons
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4.2 Hamiltonien du système

acoustiques [4, 7, 8] dont l’hamiltonien est :

Hp =
∑

n

p2
n

2M
+

1

2
W (un+1 − un)2 (4.4)

où un est le déplacement externe du n-ième groupement amide. Compte tenu de
l’invariance translationnelle du réseau, les vecteurs propres du tenseur des constantes
de force sont des ondes de Bloch dont le vecteur d’onde q appartient à la première
zone de Brillouin : αnq = exp(−iqn)/

√
N . Les valeurs propres associées, caractérisant

les fréquences des phonons, sont définies par Ωq = Ωc| sin(q/2)|, avec Ωc =
√

4W/M .

A l’instar de l’hamiltonien des phonons, le couplage vibron-phonon doit respecter
l’invariance par une translation d’ensemble des coordonnées externes un. De plus,
nous supposerons que le vibron situé sur le site n n’est sensible qu’aux variations de
la position de ses plus proches voisins si bien que le couplage vibron-phonon s’écrit :

∆Hvp =
∑

n

ξ(un+1 − un−1)b
†
nbn − ξ′(un+1 − un−1)b

†2
n b

2
n, (4.5)

En développant les déplacements un en termes des opérateurs phonons a†q et aq

définis par l’Eq. (3.22), cet hamiltonien s’écrit :

∆Hvp =
∑
nq

[
∆nqa

†
q + ∆∗

nqaq

]
b†nbn +

[
∆′

nqa
†
q + ∆′∗

nqaq

]
b†2n b

2
n (4.6)

avec

∆nq = −i ∆0√
N

sin(q)√
sin(q/2)

e−iqn

∆′
nq = −y∆nq

(4.7)

où ∆0 = ξ(~2MW )−1/4 et y = ξ′/ξ.

A ce stade, l’utilisation du formalisme décrit dans le chapitre précédent per-
met de changer de point de vue en utilisant la théorie de l’habillage. En réalisant
la transformation de Lang-Firsov modifiée (Eq. (3.35)), on atteint le point de vue
du petit polaron dans lequel les excitations vibrationnelles élémentaires sont des vi-
brons habillés par un nuage virtuel de phonons. L’habillage produit une modification
des paramètres dynamiques de l’hamiltonien de Hubbard généralisé essentiellement
caractérisée par les paramètres ε

(1)
nm et ε

(2)
nm (Eq. (3.39)). Dans le cas des phonons

acoustiques 1D, ces paramètres sont définis par :

ε(1)nm = εδn,m +
ε

2
(δn,m+1 + δn,m−1)

ε(2)nm = −2yε(1)nm

(4.8)

où ε = 2∆2
0/Ωc = ξ2/W , connu sous le nom d’énergie de liaison du petit polaron,

est une mesure directe de l’intensité du couplage vibron-phonon. Elle varie comme

- 73 -



4. États multi-quanta dans les hélices-α : modèle 1D

le carré du couplage divisé par la constante de force des phonons et dépend donc à
la fois de la force du couplage et de la relation de dispersion des phonons.

Par conséquent, l’hamiltonien effectif Eq. (3.46) gouvernant la dynamique des
vibrons habillés s’écrit :

Heff =
∑

n

ω̂0b
†
nbn − Âb†2n b

2
n − B̂b†n+1b

†
nbn+1bn

− J (1)Φ(Nn +Nn+1)[b
†
nbn+1 + c.c.]− J (2)Φ(Nn +Nn+1)

4[b†2n b
2
n+1 + c.c.] (4.9)

− J (3)Φ(Nn +Nn+1)[b
†
n(b†nbn + b†nbn+1)bn+1 + c.c.]

avec Nn = b†nbn et où les différents paramètres sont définis par :

ω̂0 = ω0 − 2A−B − ε

Â = A+ ε− 4yε

B̂ = B + ε

(4.10)

On notera que puisque seuls les états à un et deux polarons seront étudiés, nous
avons omis les termes de Heff qui agissent dans les sous-espaces à plus de deux
quanta. Dans l’Eq. (4.9), les termes de couplage latéral sont modulés par la fonction
Φ(X). Elle se calcule à partir de la fonction de corrélation des opérateurs de phonons
et s’exprime selon :

Φ(X) = 〈Θ†
n(X − 1)Θn+1(0)〉 = exp

(
− S(T )[1− 2y(X − 1)]

)
(4.11)

où S(T ) désigne le facteur d’habillage introduit par Ivić et al. [8] dont l’expression,
en fonction de la constante de Boltzmann kB, est :

S(T ) =
4ε

NΩc

∑
q

∣∣∣sin(q
2

)∣∣∣ cos
(q

2

)2

coth

(
Ωq

2kBT

)
(4.12)

Les Eqs. (4.9) et (4.11) montrent bien les effets combinés du couplage vibron-
phonon et de l’anharmonicité. Tout d’abord, ces deux effets non linéaires brisent l’in-
dépendance des polarons et favorisent deux types d’interaction. La première, décrite
par les termes −Âb†2n b2n, caractérise une interaction a priori attractive entre deux
polarons situés sur le même groupement amide. La seconde, qui prend son origine
dans les termes −B̂b†n+1b

†
nbn+1bn, entrâıne un couplage entre deux polarons situés

sur deux groupements amide plus proches voisins. Ensuite, le mécanisme d’habillage
réduit la capacité de délocalisation des polarons. Cette réduction se manifeste à tra-
vers le facteur d’habillage qui crôıt avec la température : c’est l’effet d’auto-piégeage
au sens de Davydov. On notera également que puisque l’on prend en compte l’an-
harmonicité, ce mécanisme dépend du nombre de polarons présents. Comme nous
le verrons par la suite, cette dépendance entrâıne une discrimination entre les sauts
faisant intervenir deux polarons loin l’un de l’autre et ceux associés au mouvement
de deux polarons proches l’un de l’autre.
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4.3 États à un polaron

4.3 États à un polaron

Comme nous l’avons déjà mentionné lors du chapitre 2, les états à un polaron ne
sont pas sensibles aux non linéarités. Cependant, l’effet d’auto-piégeage joue ici un
rôle. Les états propres développés sur la base locale Eq. (2.57) sont des ondes planes
Eq. (2.59) de vecteur d’onde k et dont l’énergie est donnée par :

ω1(k) = ω̂0 − 2J (1)Φ(1) cos(k) (4.13)

où Φ(1) = exp(−S(T )). Ainsi, le spectre des états à un quantum correspond à une
bande relative à la délocalisation du polaron le long du réseau. Cependant le facteur
d’habillage S(T ) réduit cette capacité. Pour un fort couplage vibron-phonon ou une
forte température, la largeur de la bande devient faible si bien que le polaron ne
peut plus se délocaliser.

D’un point de vue expérimental, l’absorption infrarouge est une technique cou-
ramment utilisée pour sonder les états à un polaron. Pour un réseau invariant par
translation, seul l’état de vecteur d’onde nulle est optiquement actif. Ainsi, lors
d’une expérience d’absorption infrarouge, on observe une perte du signal lorsque la
fréquence du laser est en résonance avec le bas de la bande du polaron, c’est-à-dire
pour la fréquence d’absorption :

ω0→1 = ω0 − 2A−B − ε− 2J (1) exp(−S(T )) (4.14)

L’Eq. (4.14) montre que la mesure expérimentale de la fréquence d’absorption ne
donne pas la fréquence harmonique ω0. Il faut tenir compte des effets conjugués de
l’anharmonicité intramoléculaire et du réseau qui renormalisent cette fréquence.

4.4 États à deux polarons : Propriétés générales

A l’image du chapitre 2, les états propres à deux polarons sont développés sur
les N(N + 1)/2 états de la base locale |n1, n2〉 où n1 et n2 désignent les positions
respectives des deux polarons (Eqs. (2.62), (2.63)) :

|ψ〉 =
∑

n16n2

ψ(n1, n2)|n1, n2〉 (4.15)

L’équation de Schrödinger, Ĥ|ψ〉 = ω|ψ〉, conduit à un ensemble d’équations indexé
par les différentes valeurs des entiers n1 et n2 et résumé par le réseau 2D équivalent
de la Fig. 4.5a. En effet, comme nous l’avons montré lors du chapitre 2, il existe une
équivalence entre la dynamique de deux polarons sur un réseau 1D et la propagation
d’une particule fictive sur un réseau 2D.
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Fig. 4.5 - Réseaux équivalents de l’hamiltonien effectif : (a) Réseau 2D, (b) Réseau 1D

Le présent réseau 2D équivalent est tout à fait similaire à celui décrivant les
états à deux vibrons du modèle de Hubbard (Fig. 2.1a). Tout d’abord, dans le cœur
du réseau, c’est-à-dire lorsque les deux polarons sont suffisamment espacés l’un de
l’autre (n2 > n1 + 2), les polarons n’interagissent pas et se comportent comme deux
particules libres. Ainsi, l’énergie de site du réseau équivalent est 2ω̂0 et la constante
de saut est donnée par celle d’un polaron isolé sur le réseau réel, c’est-à-dire J (1)Φ(1).
Ensuite, la ligne n1 = n2 constitue une ligne de défauts qui décrit une situation dans
laquelle les deux polarons se trouvent sur un même site et interagissent de façon
attractive. L’énergie de site du réseau équivalent est alors décalée vers le rouge de
la quantité 2Â.

Cependant, en comparant les Figs. 2.1a et 4.5a plusieurs différences importantes
apparaissent. Tout d’abord, une seconde ligne de défauts est présente en n2 = n1+1.
En effet, lorsque les deux polarons se trouvent sur des sites plus proches voisins, ils
interagissent par l’intermédiaire du terme −B̂b†n+1b

†
nbn+1bn de l’hamiltonien Eq. (4.9)

si bien que l’énergie de site du réseau 2D est décalée vers le rouge de la quantité B̂.
Ensuite, les transitions de l’un de ces sites vers un site n1 = n2 sont modifiées. D’une
part, certaines transitions, qui ne peuvent avoir lieu en présence d’un seul polaron,
existent en présence de deux polarons. Elles sont décrites par la constante de saut
J (3). D’autre part, le mécanisme d’habillage d’un saut entre deux sites dépend du
nombre de polarons qui occupent ces sites. Ainsi, une transition faisant intervenir
des états où deux polarons se trouvent sur un même site ressent un habillage différent
des autres transitions. Ce mécanisme est transcrit par les fonctions Φ(2) 6= Φ(1).
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On notera également que le facteur
√

2, présent dans le modèle de Hubbard, traduit
l’indiscernabilité des polarons. Enfin un autre mécanisme de transition apparâıt. En
effet, la constante de saut J (2) favorise le transfert simultané de deux polarons situés
sur un même site vers un site voisin. Le facteur 2 dans la constante de saut du réseau
2D provient du comptage des polarons et le facteur Φ(2)4 résulte de la fonction de
corrélation des opérateurs de phonons.

Comme lors du chapitre 2, l’étude des états à deux polarons se simplifie en utili-
sant la propriété d’invariance par translation du réseau. Par conséquent, nous allons
développer la fonction d’onde sur une base d’ondes planes traduisant la délocalisa-
tion du centre de masse des deux polarons :

ψ(n1, n2 = n1 +m) =
1√
N

∑
k

eik(n1+m/2)ψk(m) (4.16)

où k désigne le vecteur d’onde associé à la coordonnée du centre de masse, m est l’in-
terdistance entre les deux polarons et ψk(m) désigne les composantes de la fonction
d’onde exprimées dans la base de Bloch. L’utilisation de la symétrie d’invariance par
translation permet de réduire le réseau 2D équivalent à un réseau 1D (Fig. 4.5b).
Tout comme celui du modèle de Hubbard (Fig. 2.1b), ce réseau est semi-infini ca-
ractérisant ainsi l’indiscernabilité des polarons. Loin du bord du réseau, c’est à dire
pour une interdistance m > 2, l’énergie des sites est 2ω̂0. La constante de saut
entre sites voisins est similaire à celle du modèle de Hubbard à la différence près
qu’elle est modulée par le mécanisme d’habillage par l’intermédiaire de Φ(1), soit
Γk = 2J (1)Φ(1) cos(k/2). Ainsi, l’équation de Schrödinger décrivant la propagation
de la particule fictive pour m > 2 s’écrit :

(2ω̂0 − ω)ψk(m)− Γk[ψk(m+ 1) + ψk(m− 1)] = 0 (4.17)

Pour une interdistance m = 1, l’énergie de site est décalée de la quantité B̂ et la
constante de saut entre m = 1 et m = 0 est donnée par

√
2γk où γk = 2(J (1) +

J (3))Φ(2) cos(k/2). L’équation de Schrödinger pour m = 1 s’écrit donc :

(2ω̂0 − B̂ − ω)ψk(1)− Γkψk(2)−
√

2γkψk(0) = 0 (4.18)

Enfin l’énergie du site m = 0 subit une modification dont l’origine est double. D’une
part l’interaction entre polarons décale cette énergie vers le rouge de la quantité 2Â.
D’autre part, le mécanisme de transfert simultané de deux polarons sur un même site
vers un site voisin ne modifie pas l’interdistance mais renormalise l’énergie de site.
Ainsi l’énergie de site est décalée de la quantité 2Âk où Âk = Â+ 2J (2)Φ(2)4 cos(k).
Par conséquent l’équation de Schrödinger pour m = 0 s’écrit :

(2ω̂0 − 2Âk − ω)ψk(0)−
√

2γkψk(1) = 0 (4.19)

Comme le montre le réseau 1D équivalent, il existe deux défauts qui vont favoriser
l’apparition de deux types d’états liés. Le premier défaut est situé en m = 0, c’est-
à-dire lorsque les deux polarons sont sur le même site. Le second défaut apparâıt
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en m = 1 et traduit la présence de deux polarons au voisinage l’un de l’autre.
Pour illustrer l’existence de ces états liés, nous allons présenter l’influence des divers
paramètres dans le cas du mode de vibration amide-I dans les hélices-α.

4.5 États à deux polarons : Cas de l’amide-I

4.5.1 Paramètres de l’amide-I

L’étude du mode amide-I étant un sujet intense de recherche théorique et expé-
rimentale, les divers paramètres intervenant dans la dynamique vibrationnelle sont
aujourd’hui assez bien connus.

Les paramètres essentiels décrivant la dynamique vibronique sont la fréquence
interne, le couplage dipôle-dipôle entre plus proches voisins et l’anharmonicité in-
tramoléculaire. Tout d’abord, les expériences d’absorption infrarouge ont permis
une bonne connaissance de la fréquence d’absorption dans différents systèmes :
ω0→1 ≈ 1660 cm−1 [9, 10, 11, 12, 13, 14]. Ensuite, les couplages dipolaires entre
modes locaux voisins ont été calculés à partir du dipôle de transition [5, 10, 15] si
bien que la constante de saut dans un sous-réseau est donnée par J = 7.8 cm−1.
Enfin, pour évaluer l’anharmonicité de la vibration CO au sein d’un groupement
amide, nous proposons le raisonnement suivant. En utilisant un modèle de potentiel
de Morse, on remarque que le rapport A/ω2

0 = ~/2D0 ne dépend que de D0, l’éner-
gie de dissociation du groupement CO. S’il on suppose que l’énergie de dissociation
d’une molécule CO en phase gazeuse est voisine de celle de la liaison CO d’un grou-
pement amide, on en déduit une estimation de l’anharmonicité de la liaison CO dans
un groupement amide en utilisant la relation empirique :

Aamide ≈ Agaz

(
ωamide

0→1

ωgaz
0→1

)2

(4.20)

L’anharmonicité d’une molécule CO en phase gazeuse est de 13.5 cm−1 pour une
fréquence d’absorption de 2170 cm−1 [16]. En utilisant la fréquence typique d’ab-
sorption d’un groupement amide ωamide

0→1 = 1660 cm−1, on obtient Aamide = 7.9 cm−1.
Ce résultat est en parfait accord avec de récentes mesures expérimentales conduisant
à une valeur A = 8 cm−1 de l’anharmonicité intramoléculaire du mode amide-I du
NMA deutéré et de petits peptides globulaires [10]. A partir de la valeur de l’anhar-
monicité intramoléculaire, nous pouvons en déduire celle des termes d’anharmonicité
cubique et quartique γ3 et γ4, grâce à la relation A ≈ 15γ2

3/ω0 ≈ 6γ4.

Les paramètres qui dirigent la dynamique des phonons sont la masse de chaque
groupement peptidique et la constante de force entre groupements amide voisins.
Tout d’abord, la masse peut fortement varier en fonction de la châıne latérale pré-
sente dans chaque groupement amide. Par exemple, dans le cas d’un enchâınement
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périodique de glycine la masse de chaque groupement est M = 95 × 10−27 kg.
Pour le cas du Poly-γ-Benzyl-L-Glutamate (PBLG), qui est un polypeptide artifi-
ciel couramment étudié comme protéine modèle, la masse de chaque groupement est
M = 366× 10−27 kg. On notera que diverses études ont montré qu’une distribution
inhomogène des masses, comme celle apparaissant dans les hélices-α naturelles, ne
modifie pas de manière significative le mécanisme d’habillage [17, 18, 19, 20]. En-
suite, la constante de force correspondant à l’étirement de la liaison hydrogène est
de l’ordre de W ≈ 13 − 20 N.m−1 [12, 13, 15] si bien que la fréquence de coupure
des phonons varie dans l’intervalle Ωc = 63− 154 cm−1.

Le couplage vibron-phonon est caractérisé par deux paramètres, ξ la dérivée
de la fréquence interne renormalisée par rapport aux coordonnées de phonons et
ξ′ la dérivée de l’anharmonicité. Tout d’abord, on peut remarquer que dans le cas
de l’amide-I, l’anharmonicité est relativement faible. On peut donc supposer que la
variation de l’anharmonicité par rapport aux coordonnées de phonons est négligeable
(y ≈ 0). Ensuite, on trouve dans la littérature que les variations de la fréquence
interne sont de l’ordre de ξ ≈ 34− 62 pN [15, 21, 22] si bien que l’énergie de liaison
du petit polaron est voisine de ε ≈ 3− 15 cm−1.

4.5.2 Relations de dispersion des états à deux polarons

Les Eqs. (4.17), (4.18) et (4.19) ne peuvent être résolues analytiquement. Ce-
pendant une diagonalisation numérique de l’hamiltonien effectif permet d’obtenir
les valeurs propres ω2(k, σ) et les vecteurs propres |ψkσ〉. Le vecteur d’onde k,
bon nombre quantique permet de diagonaliser par bloc l’hamiltonien effectif et
σ = 1, . . . , (N + 1)/2 désigne le nombre quantique indexant chaque vecteur propre
d’un bloc k. Dans le but de comprendre la dynamique des polarons dans les hé-
lices, nous allons présenter quelques spectres d’énergie ainsi que les vecteurs propres
associés aux états liés pour différentes valeurs des paramètres.

L’anharmonicité et le couplage vibron-phonon sont les deux principaux para-
mètres qui gouvernent la dynamique non linéaire des polarons. Par conséquent, nous
focaliserons notre étude sur ces deux sources non linéaires si bien que les autres
paramètres du système seront fixés. Tout d’abord, la valeur de ω0 = 1680 cm−1

est assignée à la fréquence interne et la constante de saut nue est donnée par
J = 7.8 cm−1. Ensuite la fréquence de coupure des phonons est fixée à la valeur
typique Ωc = 100 cm−1 et la variation de l’anharmonicité est supposée nulle : y = 0.
Enfin, les phonons sont supposés à l’équilibre thermodynamique à température bio-
logique, c’est-à-dire T = 310 K.

Les Figs. 4.6-4.9 représentent les relations de dispersion des états à deux polarons
pour différents valeurs de A et ε. Elles sont tracées dans la première zone de Brillouin
pour k ∈ [−π; π] et sont centrées sur 2ω̂0.
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Fig. 4.6 - Energies propres centrées autour de 2ω̂0 (a) et états liés à deux polarons de
vecteur d’onde nul (b) pour ω0 = 1680 cm−1, J = 7.8 cm−1, Ωc = 100 cm−1, T = 310 K,
y = 0, A = 0, ε = 5 cm−1.
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Fig. 4.7 - Energies propres centrées autour de 2ω̂0 (a) et états liés à deux polarons de
vecteur d’onde nul (b) pour ω0 = 1680 cm−1, J = 7.8 cm−1, Ωc = 100 cm−1, T = 310 K,
y = 0, A = 8 cm−1, ε = 5 cm−1.

Pour A = 0 et ε = 5 cm−1 (Fig. 4.6a), le spectre en énergie montre un conti-
nuum distribué de façon symétrique autour de la fréquence 2ω̂0 et dont la largeur
est 40.5 cm−1. Comme nous l’avons montré au cours du chapitre 2, ce continuum
contient l’ensemble des états « libres » décrivant deux polarons indépendants dont
la fonction d’onde est le produit de deux ondes planes de vecteur d’onde k1 et k2 tels
que k1 + k2 = k. La largeur du continuum correspond parfaitement à la largeur de
bande de deux polarons libres, c’est-à-dire 8J (1)Φ(1). Toujours par analogie avec le
modèle de Hubbard, on constate que le spectre présente une bande située en dessous
du continuum sur l’ensemble de la première zone de Brillouin. La largeur de cette
bande est de 14.5 cm−1 et elle est situé à 4.2 cm−1 en dessous du continuum. Cepen-
dant, on note clairement l’apparition d’une seconde bande, partiellement résonante
avec le continuum. Elle ressort de ce dernier uniquement au voisinage des bords de
la zone de Brillouin, pour |k| > 2.66. L’existence de ces deux bandes montre que le
bio-polymère supporte deux états liés. Par la suite, les états liés de basse fréquence
et de haute fréquence seront notés respectivement EL-I et EL-II. Sur la Fig. 4.6b,
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Fig. 4.8 - Energies propres centrées autour de 2ω̂0 (a) et états liés à deux polarons de
vecteur d’onde nul (b) pour ω0 = 1680 cm−1, J = 7.8 cm−1, Ωc = 100 cm−1, T = 310 K,
y = 0, A = 0, ε = 15 cm−1.

nous avons représenté la fonction d’onde ψk=0(m) de l’état EL-I de vecteur d’onde
nul. Contrairement au modèle de Hubbard pour lequel l’état lié traduisait une dé-
croissance exponentielle de la fonction d’onde à partir d’un maximum en m = 0, la
Fig. 4.6b montre une fonction d’onde maximale en m = 0 et m = 1 qui subit un
amortissement exponentiel pour m > 2.

Lorsque A = 8 cm−1 et ε = 5 cm−1 (Fig. 4.7a), le spectre d’énergie ne pos-
sède toujours qu’un seul état lié (EL-I) complètement en dehors de la bande des
états libres. Cependant, la fenêtre d’existence de EL-II est légèrement plus impor-
tante (|k| > 2.38). On remarque également que la largeur de la bande EL-I, égale
à 8.1 cm−1, se trouve diminuée de moitié. A l’inverse, la largeur du continuum,
égale à 40.6 cm−1, a légèrement augmenté de par l’accroissement de la constante
de saut anharmonique J (1) (Eq. (4.3)). Enfin, le gap entre EL-I et les états libres
atteint maintenant 13.8 cm−1. Sur la Fig. 4.7b, la fonction d’onde de EL-I montre
que l’hybridation entre les états m = 0 et m = 1 est plus faible que celle obtenue
pour une anharmonicité nulle. La fonction d’onde présente un poids plus important
en m = 0 ce qui suggère que l’anharmonicité favorise l’apparition d’une paire de
polarons piégés sur le même site.

Pour A = 0 et ε = 15 cm−1 (Fig. 4.8a), le spectre en énergie présente deux états
liés, EL-I et EL-II, complètement en dehors du continuum et dont les largeurs sont
respectivement égale à 2.1 cm−1 et 0.9 cm−1. Le gap entre EL-II et le continuum
atteint la valeur de 5.6 cm−1. On note également une diminution drastique de la
largeur du continuum qui est maintenant égale à 17.0 cm−1. Comme le montre la
Fig. 4.8b où sont représentées les fonctions d’ondes des deux états liés, l’hybridation
entre les états m = 0 et m = 1 est considérablement affaiblie. EL-I correspond
principalement à deux polarons situés sur le même site alors que EL-II caractérise
deux polarons situés sur deux sites plus proches voisins.

Enfin, lorsque A = 8 cm−1 et ε = 15 cm−1 (Fig. 4.9a), l’effet de l’anharmonicité
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Fig. 4.9 - Energies propres centrées autour de 2ω̂0 (a) et états liés à deux polarons de
vecteur d’onde nul (b) pour ω0 = 1680 cm−1, J = 7.8 cm−1, Ωc = 100 cm−1, T = 310 K,
y = 0, A = 8 cm−1, ε = 15 cm−1.

est multiple. Tout d’abord, elle entrâıne une diminution de la largeur des bandes
des états liés. Les largeurs de EL-I et de EL-II sont respectivement de 1.2 cm−1

et 0.1 cm−1. Ensuite la largeur du continuum se trouve légèrement augmentée à la
valeur de 17.1 cm−1. Enfin, le gap entre les deux états liés et le gap entre EL-II et
le continuum sont fortement accrus. Ils sont respectivement égaux à 31.7 cm−1 et
6.9 cm−1. Comme illustré sur la Fig. 4.9b, EL-I caractérise clairement un état de
paire dans lequel les deux polarons occupe le même site alors que EL-II correspond
à une paire de deux polarons piégés sur deux sites plus proches voisins.

Ces résultats numériques révèlent que le spectre du bio-polymère supporte deux
états liés dont la nature dépend fondamentalement de la non linéarité du réseau.
Ainsi, même infiniment faible, toute non linéarité entrâıne l’apparition d’un état lié
basse fréquence EL-I localisé en dessous du continuum sur l’ensemble de la zone de
Brillouin. Le second état lié, EL-II, présente une résonance avec la bande des états
libres et ne ressort du continuum que pour une non linéarité suffisamment forte.
L’analyse du réseau équivalent Fig. 4.5b montre clairement que l’apparition de ces
deux états liés est la conséquence de la présence de deux défauts sur les sites m = 0
et m = 1. Le site m = 0 décrit une configuration d’énergie 2ω̂0 − 2Âk traduisant
le piégeage de deux polarons sur le même site. A l’inverse, le site m = 1, d’énergie
2ω̂0 − B̂, caractérise deux polarons situés sur deux sites plus proches voisins. Par
conséquent, pour les paramètres de l’amide-I, les deux configurations m = 0 et
m = 1, dont la différence d’énergie est de l’ordre de 2A+ ε, sont couplées à travers
la constante de saut effective

√
2J (1)Φ(2).

Lorsque A = 0 et pour les faibles valeurs de ε, les deux configurations sont
fortement couplées et présentent une quasi-résonance. Par conséquent, elles tendent
à s’hybrider et il en résulte l’apparition de deux états liés EL-I et EL-II qui sont des
combinaisons linéaires symétrique et anti-symétrique de deux états liés centrés sur
m = 0 et m = 1. De par le phénomène d’anti-croisement, EL-I et EL-II se repoussent
si bien que pour les faibles valeurs de ε EL-II est projeté dans le continuum. Un tel
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4.5 États à deux polarons : Cas de l’amide-I

EL-I

EL-II
ε

2A + 2ε

états libres

m = 0

m = 1

Fig. 4.10 - Représentation schématique l’hybridation des états m = 0 et m = 1 à l’origine
de l’émergence des états EL-I et EL-II

mécanisme, illustré sur la Fig. 4.10, traduit le résultat numérique observé sur la
Fig. 4.6.

Lorsque A augmente, l’énergie de la configuration m = 0 subit un décalage
vers le rouge entrâınant la cassure de la quasi-résonance entre les sites m = 0 et
m = 1. L’hybridation entre les deux configurations diminue et les énergies de EL-I
et EL-II décroissent. Cependant, EL-II présente tout de même une résonance avec
le continuum jusqu’à ce que A atteigne une valeur suffisamment importante (voir
Fig. 4.7).

Dans le même esprit, une augmentation de ε pour A = 0 entrâıne un décalage vers
le rouge des énergies des sites m = 0 et m = 1 permettant ainsi l’apparition de EL-II
sur l’ensemble de la première zone de Brillouin (Fig. 4.8). Cette augmentation brise
également la résonance entre les deux configurations et provoque une diminution du
couplage entre les deux sites m = 0 et m = 1 à travers la décroissance du facteur
d’habillage Φ(2). Ces deux effets cumulés altèrent profondément l’hybridation entre
les deux sites si bien que EL-I correspond principalement à deux polarons piégés
sur le même site alors que EL-II est associé à deux polarons localisés sur deux sites
voisins. Un tel mécanisme est alors renforcé par une augmentation de A qui contribue
à accrôıtre l’écart énergétique entre les deux configurations (Fig. 4.9).

On notera que dans la gamme ε = 3−15 cm−1, il est difficile de prévoir l’existence
de un ou de deux états liés. De plus, même si le couplage vibron-phonon est fort, le
gap entre EL-II et le continuum reste faible. Il est toujours inférieur à 10 cm−1 si bien
que d’un point de vue expérimental la détection de cet état sera difficile. Cependant,
il existe des systèmes où la présence de deux états liés ne fait aucun doute. C’est
le cas du mode de vibration amide A dans les hélices-α où l’existence des ces deux
états liés a été montrée expérimentalement par spectroscopie pompe-sonde résolue en

- 83 -



4. États multi-quanta dans les hélices-α : modèle 1D

temps. L’étude de ce système, ainsi que la présentation des expériences, est le sujet
du chapitre 5. Toutefois, avant de passer à cette étude, nous souhaitons présenter
une étude des principaux canaux de relaxation des états propres de l’hamiltonien
effectif dans le cadre du modèle 1D et de l’amide-I.

4.6 Relaxation des états propres

Le formalisme du chapitre 3 permet d’obtenir l’hamiltonien effectif décrivant
la dynamique des polarons. Il est basé sur une théorie de champ moyen qui sup-
pose les phonons de l’hélice à l’équilibre thermodynamique et qui néglige tous les
processus d’absorption et d’émission de phonons. Cette théorie n’autorise que des
transitions virtuelles au cours desquelles l’absorption (ou l’émission) d’un ou plu-
sieurs phonons est immédiatement suivie de l’émission (ou de l’absorption) du même
nombre de phonons. Au-delà de l’approximation de champ moyen, il existe un cou-
plage résiduel entre les polarons et les phonons qui, bien que conservant le nombre
total de polarons, est à l’origine de la relaxation de phase des états bi-polaroniques
qui, dans la littérature, est caractérisée par le temps de déphasage T2. Le couplage
polaron-phonon correspond à une fluctuation stochastique de la constante de saut
des vibrons habillés à travers la dépendance des opérateurs d’habillage par rapport
aux coordonnées de phonons. Ce couplage favorise donc des transitions entre les
états liés et les états libres via des processus réels d’absorption et d’émission de
phonons acoustiques.

Ainsi, pour comprendre la nature des mécanismes à l’origine de la relaxation des
états liés, nous avons réalisé une étude perturbative du couplage polaron-phonon de
manière à caractériser les taux de transitions entre les différents états bi-polaroniques.
En supposant la fréquence de coupure des phonons grande devant l’intensité du cou-
plage vibron-phonon (Ωc � ε), nous avons restreint notre analyse aux transitions
résultant de l’échange d’un seul phonon. De plus, notre étude repose sur l’utilisation
du jeu de paramètres Eq. (3.29) si bien que l’énergie de liaison du petit polaron ε et
le paramètre y sont donnés par

ε = EB(1 + 4η)

y = −η
(4.21)

où EB = χ2/W désigne la constante du petit polaron harmonique et où χ est défini
par l’Eq. (3.25). De telles hypothèses semblent en effet tout à fait appropriées avec
le jeu de paramètres de l’amide-I. Le lecteur intéressé par cette étude pourra en
trouver le détail complet à la fin de ce chapitre. Cependant, nous allons en résumer
les principales conclusions.

Ainsi, nous avons montré que le taux de relaxation associé à la désintégration
des différents états bi-polaroniques est globalement indépendant de leur nature liée
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ou libre. En particulier, à température biologique, nos calculs ont montré que la
durée de vie correspondante était de l’ordre de la pico-seconde. Par contre, le canal
de relaxation dépend fortement du type d’état bi-polaronique. En effet, nous avons
montré que les états EL-I transitent essentiellement vers les états EL-II par absorp-
tion de phonons. A l’inverse, les états de type EL-II se désintègrent à la fois dans la
bande des états liés EL-I et dans le continuum des états libres. Enfin, sous l’action
des phonons, les états libres effectuent des transitions à l’intérieur du continuum qui
leur est associé. Ces différents processus conduisent globalement à la désintégration
irréversible des états liés dans le continuum des états libres.
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Relaxation channels for two-vibron bound states in an anharmonica-helix protein are studied. According to
a recently established small polaron model@V. Pouthier, Phys. Rev. E68, 021909~2003!#, it is shown that the
relaxation originates in the interaction between the dressed anharmonic vibrons and the remaining phonons.
This interaction is responsible for the occurrence of transitions between two-vibron eigenstates mediated by
both phonon absorption and phonon emission. At biological temperature, the relaxation rate does not signifi-
cantly depend on the nature of the two-vibron states involved in the process. The lifetime for both bound and
free states is of the same order of magnitude and ranges between 0.1 and 1.0 ps for realistic parameter values.
By contrast, the relaxation channels strongly depend on the nature of the two-vibron states which is a conse-
quence of the breatherlike behavior of the two-vibron bound states.
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I. INTRODUCTION

Since the pioneer works of Davydov and co-workers@1#,
soliton mechanisms for bioenergy transport in proteins have
received increasing attention during the last 25 years@2,3#.
The main idea is that the energy released by the hydrolysis of
adenosine triphosphate can be stored in the CvO vibration
~amide-I! of a peptide group. The dipole-dipole coupling be-
tween peptide groups leads to the delocalization of these vi-
brations and to the formation of vibrational excitons, i.e.,
vibrons. Therefore, the strong interaction between the vi-
brons and the phonons of the protein yields a nonlinear dy-
namics which favors the occurrence of the so-called Davy-
dov’s soliton.

However, it has been pointed out that the solution of the
Davydov’s problem is rather a small vibron polaron than a
vibron soliton @4–9#. Indeed, the vibron bandwidth in pro-
teins is smaller than the phonon cutoff frequency so that the
nonadiabatic limit is reached. During its propagation, a vi-
bron is dressed by a virtual cloud of phonons which yields a
lattice distortion essentially located on a single site and
which follows instantaneously the vibron~small polaron!.
Nevertheless, the dressing effect leads to an attractive inter-
action between vibrons mediated by virtual phonons. Such
an interaction is responsible for the formation of bound states
and it has been suggested that proteins can support solitons
formed by bound states involving a large number of vibra-
tional quanta@7–9#.

Although this formalism gives a comprehensive schema
for the formation of solitons in proteins, it assumes the har-
monic approximation for the amide-I vibration. However,
this approximation failed when several vibrons are excited
because the intramolecular anharmonicity acts as an addi-
tional nonlinear source. As the dressing effect, the anharmo-
nicity is responsible for the formation of bound states@10–
15# and the fundamental question of the interplay between
both sources of nonlinearity has been addressed in a recent

paper@16#. In this work, we have restricted our attention to
the formation of two-vibron bound states~TVBS! only. In-
deed, although the influence of the anharmonicity in molecu-
lar lattices has been the subject of intense research during the
last decade, this research was essentially restricted to classi-
cal lattices@17–19#. In particular, the formation of discrete
breathers, i.e., highly localized nonlinear vibrations, has been
demonstrated. However, in spite of the great interest that
these classical nonlinear objects have attracted, no clear evi-
dence has been found for their existence in real lattices. By
contrast, TVBS have been observed in several low-
dimensional molecular lattices@20–28#. These quantum ob-
jects correspond to the first quantum states which experience
the nonlinearity and can thus be viewed as the quantum
counterpart of breathers or soliton excitations@12#. Their
characterization is thus essential and appears as a first step to
understand the formation of multivibron solitons.

In Ref. @16#, we have shown that the anharmonicity modi-
fies the vibron-phonon interaction which results in an en-
hancement of the dressing effect. Anharmonic vibrons are
thus more sensitive to the dressing than harmonic vibrons.
Moreover, both nonlinear sources favor the occurrence of
two kinds of bound states whose properties strongly depend
on the anharmonicity. In the harmonic situation, the two
bound states appear as combinations of states involving the
trapping of the two vibrons onto the same amide-I mode and
onto nearest neighbor amide-I modes. By contrast, the in-
tramolecular anharmonicity reduces the hybridization be-
tween these two kinds of trapping so that low frequency
bound states refer to the trapping of the two vibrons onto the
same amide-I mode whereas high frequency bound states
characterize their trapping onto nearest neighbor amide-I vi-
brations.

In this study, the dynamical coupling between the dressed
anharmonic vibrons and the remaining phonons was disre-
garded. Therefore, the present paper is devoted to the char-
acterization of this coupling and to a detailed analysis of the
relaxation pathways. The TVBS lifetime is determined with a
special emphasis on the influence of the different nonlinear
sources.*Electronic address: vincent.pouthier@univ-comte.fr
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At biological temperature, the lifetime of the Davydov’s
soliton is still an open question. It has been shown that the
amide-I excitation,in vivo, corresponds to a localized state
@29,30#. Instead of traveling in a coherent manner, it follows
a stochastic, diffusional path along the lattice. In other
words, the single-vibron Davydov soliton does not last long
enough to be useful at biological temperatures and it has
been shown that two-vibron solitons are more stable and
appear as good candidates for bioenergy transport@31,32#.
However, recent calculations performed by Ivicet al. @9#
clearly show that the multivibron soliton lifetime is of about
a few picoseconds, i.e., the same order of magnitude as the
single-vibron soliton lifetime found by Cottingham and Sch-
weitzer @33,34#.

The paper is organized as follows. In Sec. II, the dressed
anharmonic vibron point of view described in details in Ref.
@16# is first summarized. Then, the coupling Hamiltonian be-
tween these anharmonic polarons and the remaining phonons
is determined. The TVBS relaxation rate is expressed in Sec.
III and studied numerically in Sec. IV. The results are finally
discussed in Sec. V.

II. VIBRON-PHONON HAMILTONIANS AND TWO-
VIBRON EIGENSTATES

A. The general vibron-phonon Hamiltonian

According to the original Davydov’s model, the collective
dynamics of the amide-I modes is described by a one-
dimensional lattice withN sites containing the CvO vibra-
tions. Thenth amide-I mode is assumed to behave as a high
frequency anharmonic oscillator described by the standard
operatorsbn

† and bn . This oscillator is characterized by its
harmonic frequencyv0 and by the cubic and quartic anhar-
monic parametersg3 and g4, respectively. Finally, the
dipole-dipole coupling between nearest neighbor amide-I
modes is introduced via the hopping constantJ. These CvO
vibrations interact with the phonons of the lattice which
characterize the dynamics of the external motions of the pep-
tide groups. Within the harmonic approximation, the
phonons correspond to a set ofN low frequency acoustic
modes labeled$q% and described by the phonon operatorsaq

†

and aq . The frequency of theqth mode is defined asVq
5Vcusin(q/2)u, where Vc denotes the phonon cutoff fre-
quency.

As shown in Ref.@16#, a unitary transformation is per-
formed to remove the intramolecular anharmonicity of each
amide-I mode and a modified Lang-Firsov transformation is
applied to renormalize the vibron-phonon interaction. As a
result, the vibron-phonon Hamiltonian is defined as~within
the convention\51!

Ĥ5(
n

v̂0bn
†bn2Âbn

†2bn
22B̂bn11

† bn
†bn11bn

2J1@Qn
†~Nn21!Qn11~Nn11!bn

†bn111H.c.#

2J2FQn
†2S Nn2

3

2DQn11
2 S Nn111

1

2Dbn
†2bn11

2 1H.c.G

2J3@Qn
†~Nn21!Qn11~Nn11!bn

†@Nn1Nn11#bn11

1H.c.#1(
q

Vqaq
†aq , ~1!

where Nn5bn
†bn and A530g3

2/v026g4. In Eq. ~1!, H.c.
stands for the Hermitian conjugate and the different param-
eters are expressed in terms of both the anharmonic param-
eters and the small polaron binding energyEB as

v̂05v022A2B2~114h!EB ,

Â5A1~118h!EB , B̂5B1~114h!EB ,

B5144JS g3

v0
D 2

, J15JF1144S g3

v0
D 2

212
g4

v0
G ,

J254JS g3

v0
D 2

, J35JF22S g3

v0
D 2

212
g4

v0
G ,

h5120S g3

v0
D 2

212
g4

v0
. ~2!

Note that the small polaron binding energyEB and the an-
harmonic parameterA appear as the relevant parameters to
characterize the nonlinearity of the system. In Eq.~1!,
Qn(Nn) stands for the dressing operator expressed as

Qn~Nn!5exp~2Qn@112h12hNn# !, ~3!

whereQn is defined as

Qn5(
q
A EB

2NVq

sin~q!

i usin~q/2!u
e2 iqnaq

†2H.c. ~4!

The Hamiltonian, Eq.~1!, describes the dynamics of an-
harmonic vibrons dressed by virtual phonons, i.e., anhar-
monic small polarons. It takes into account the intramolecu-
lar anharmonicity up to the second order and allows for a
renormalization of the main part of the initial vibron-phonon
coupling. However, this coupling remains through the dress-
ing operatorsQn(Nn) which depend on the phonon coordi-
nates in a highly nonlinear way. Therefore, to separate the
vibron degrees of freedom from the phonon coordinates, a
mean field procedure is applied@4–6#. The full Hamiltonian
Ĥ is thus written asĤ5Ĥe f f1Hp1DH, whereHp is the
phonon Hamiltonian and whereĤe f f5^(Ĥ2Hp)& denotes
the effective Hamiltonian of the dressed anharmonic vibrons.
DH5Ĥ2Hp2^(Ĥ2Hp)& stands for the remaining part of
the vibron-phonon interaction. The symbol^¯& represents a
thermal average over the phonon degrees of freedom at tem-
peratureT.

Finally, starting from a set of anharmonic vibrons strongly
coupled to the phonons of the protein, the previous proce-
dure yields a different point of view in which the system
consists in a set of interacting small polarons weakly coupled
to the remaining phonons. Due to this weak coupling, the
small polarons are supposed to be in stationary states accord-
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ing to the effective HamiltonianĤe f f and the phonons can be
viewed as a thermal bath responsible for their relaxation. It is
thus assumed that the bath is not affected by the polarons
since this effect is explicitly taken into account through the
definition of the small polarons, i.e., vibrons dressed by a
lattice distortion.

To conclude this section, let us mention that the phonon
anharmonicity was disregarded in the present work. How-
ever, it is expected to play an important role since the pres-
ence of several amide-I excitations leads to a large lattice
distortion when compared to the distortion induced by a
single excitation. Nevertheless, such an effect needs a more
appropriate theory and will be addressed in a forthcoming
work.

B. The effective vibron Hamiltonian and the two-vibron
eigenstates

The effective dressed anharmonic vibron Hamiltonian is
written as

Ĥe f f5(
n

v̂0bn
†bn2Âbn

†2bn
22B̂bn11

† bn
†bn11bn

2J1@F~Nn1Nn11!bn
†bn111H.c.#

2J2@F~Nn1Nn11!4bn
†2bn11

2 1H.c.#

2J3@F~Nn1Nn11!bn
†@Nn1Nn11#bn111H.c.#,

~5!

whereF(X)5exp@2S(T)(112h12hX)# and whereS(T) is
the coupling constant introduced by Ivic and co-workers as
(kB denotes the Boltzmann constant!

S~T!5
4EB

NVc
(

q
UsinS q

2D UcosS q

2D 2

cothS Vq

2kBTD . ~6!

In Ref. @16#, a detailed analysis of the two-vibron energy
spectrum of the HamiltonianĤe f f is presented. Within the
number state method@12–15#, the two-vibron wave function
is first expanded asuC&5(C(n1 ,n2)un1 ,n2) whereun1 ,n2)
denotes a local basis vector characterizing two vibrons lo-
cated onto the sitesn1 and n2, respectively. Note that the
restriction n2>n1 is applied due to the indistinguishable
character of the vibrons so that the dimension of the two-
vibron subspace isN(N11)/2. Then, by taking advantage of
the lattice periodicity, the wave function is expanded as a
Bloch wave as

C~n1 ,n25n11m!5
1

AN
(
n1

eik(n11m/2)Ck~m!, ~7!

where the total momentumk is associated with the motion of
the center of mass of the two vibrons. The wave function
Ck(m) refers to the degree of freedomm which character-
izes the distance between the two vibrons. Sincek is a good
quantum number, the HamiltonianĤe f f appears as block di-
agonal and the Schro¨dinger equation can be solved for each

k value. For a givenk value, the protein exhibits (N11)/2
eigenstatesuCks&, where the indexs51, . . . ,(N11)/2.
Due to the nonlinear sources, there are two different eigen-
states, i.e., two-vibron free states~TVFS! and TVBS. The
TVFS correspond to a delocalization of the separating dis-
tancem. The wave functionCk(m) behaves as a plane wave
and the TVFS belong to an energy continuum. By contrast,
the TVBS correspond to a localization of the separating dis-
tance and characterize the trapping of the two quanta over
only a few neighboring sites. We have shown that the protein
supports two kinds of bound states, called TVBS-I and
TVBS-II. The TVBS-I, denoteduCk,s51&, are located below
the TVFS continuum over the entire Brillouin zone whereas
for TVBS-II, two situations occur depending on the strength
of the small polaron binding energy. For small values ofEB ,
the band disappears inside the continuum whenuku is lower
than a critical wave vectorkc whereas, for strong values of
EB , the band is located below the continuum over the entire
Brillouin zone. As a result, the notationuCk,s52& refers ei-
ther to a free state or to TVBS-II, depending on the situation.
In the harmonic situation, both TVBS-I and TVBS-II appear
as combinations of states involving the trapping of the two
vibrons onto the same amide-I mode and onto nearest neigh-
bor amide-I modes. By contrast, the intramolecular anharmo-
nicity reduces the hybridization between these two kinds of
trapping so that TVBS-I refer to the trapping of the two
vibrons onto the same amide-I mode whereas TVBS-II char-
acterize the trapping onto nearest neighbor amide-I vibra-
tions.

C. The vibron-phonon coupling Hamiltonian

By comparing Eqs.~1! and ~5!, it is straightforward to
show that the coupling HamiltonianDH corresponds to a
modulation of the different lateral contributions describing
vibron hops, i.e., the terms proportional toJ1 , J2, andJ3 in
Eq. ~1!. However, ina-helix proteins, it has been shown that
J2'J3'J1 /v0 @16#. As a resultJ2 andJ3 are of about three
orders of magnitude lesser thanJ1 and can be neglected. The
coupling HamiltonianDH is thus written as

DH52J1 (
n,d561

@Qn
†~Nn11!Qn1d~Nn1d!

2^Qn
†~Nn11!Qn1d~Nn1d!&#bn

†bn1d . ~8!

In addition, the small polaron binding energy is about one
order of magnitude smaller than the phonon cutoff frequency
so that the dressing operator, Eq.~3!, can be linearized@8,9#.
As a consequence, by neglecting the rather small parameter
h in Eq. ~3! @16#, the coupling between the anharmonic po-
larons and the remaining phonons is finally expressed as

DH'2 (
n,d561

DJ~n,n1d!bn
†bn1d , ~9!

where
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DJ~n,n1d!5J1(
q

F2 iA EB

2NVq

sin~q!e2 iqn

usin~q/2!u

3~12e2 iqd!aq
†2H.c.G . ~10!

Therefore, within the anharmonic polaron point of view, the
main contribution of the coupling with the phonons corre-
sponds to a random modulation of the single-vibron hopping
constant. As shown in the following sections, this coupling is
responsible for dephasing mechanism only and does not al-
low for energy relaxation. In other words, the interaction
with the phonon bath does not modify the polaron number
~equal to two! but induces transitions between the different
two-polaron eigenstates. The lifetime connected to such pro-
cesses refers to the time for the decay of a given two-vibron
bound state into all the other two-vibron states but does not
account for the decay into the ground state with zero vibra-
tional excitation ~known as the lifetime for energy relax-
ation!.

III. TWO-VIBRON BOUND STATE RELAXATION RATE

Due to the coupling HamiltonianDH @Eq. ~9!#, TVBS do
not represent exact eigenstates of the whole polaron-phonon
system. More precisely, this coupling is responsible for the
occurrence of transitions between two-vibron states mediated
by the emission or the absorption of acoustic phonons.
Therefore, by using the Golden rule formula, the rate for the
transition from a TVBSuCksb

& with frequencyvksb
to an-

other stateuCk8s8& with frequencyvk8s8 is expressed as

Wksb→k8s852p(
a,b

Pau^Cksb
,auDHuCk8s8 ,b&u2

3d~vksb
1Va2vk8s82Vb!. ~11!

Equation~11! describes a transition in the course of which
the phonon bath evolves from an initial stateua& with fre-
quencyVa to a final stateub& with frequencyVb . Since the
bath is assumed to be in thermal equilibrium at temperature
T, a statistics is realized over the initial state with the prob-
ability occupationPa and a sum over all the possible final
bath states is performed. By inserting the expression of the
coupling HamiltonianDH @Eq. ~9!#, the total rate for leaving
the stateuCksb

& obtained by summing over all possible tran-
sitions is expressed as

Wksb
52 Re(

n,d
(

n8,d8
(

k8,s8
E

0

`

dtei (vksb
2vk8s8)t

3^Cksb
ubn

†bn1duCk8s8&^Ck8s8ubn8
† bn81d8uCksb

&

3^DJ~n,n1d,t !DJ~n8,n81d8,0!&, ~12!

where^¯& stands for an average over the phonon bath and
where the operatorsDJ depend on timet according to a
Heisenberg representation with respect to the phonon Hamil-
tonianHp .

As shown in Eq.~12!, the TVBS relaxation rate is ex-
pressed in terms of the Fourier transform of the correlation
function of the couplingDJ. The characteristic time of this
rate is the correlation timetc of the phonon bath which
corresponds to the time for which the correlation functions
vanish. In a general way,tc is about 1 ps for phonons in
low-dimensional molecular lattices@14#. We thus assume
that this correlation time is sufficiently small in order to ne-
glect the spatial correlations in the phonon bath. As a result,
the correlation functions of the couplingDJ which appear in
Eq. ~12! are nonzero ifn5n81d8 and n85n1d only.
Therefore, by performing both the time integration and the
thermal average in Eq.~12!, the relaxation rate is finally
expressed as

Wksb
5

32J1
2EB

Vc
2 (

k8s8
Zksb→k8s8$F~vk8s82vksb

!

3n~vk8s82vksb
!1F~vksb

2vk8s8!

3@11n~vksb
2vk8s8!#%, ~13!

wheren(V) denotes the Bose-Einstein phonon distribution
at temperatureT and where the coupling distributionF(V),
which measures the probability for the exchange of a phonon
with frequencyV during the process, is defined as

F~V!5H V

Vc
A12S V

Vc
D 2

if V.0

0 if V,0

. ~14!

In Eq. ~13!, Zks→k8s8 characterizes the strength of the cou-
pling between the two-vibron eigenstatesuCks& anduCk8s8&
due to the vibron-phonon interaction. This coupling is ex-
pressed as

Zks→k8s85 (
n,d561

u^Cksubn
†bn1duCk8s8&u

2. ~15!

After some algebraic manipulations,Zks→k8s8 is ex-
pressed in terms of the wave functions as

Zks→k8s85
1

N U(
m

Cks~m!

D~m! S Ck8s8~m21!

D~m21!
ei (k82k)m/2

1
Ck8s8~m11!

D~m11!
e2 i (k82k)m/2DU2

1
1

N U(
m

Ck8s8~m!

D~m! S Cks~m21!

D~m21!
e2 i (k82k)m/2

1
Cks~m11!

D~m11!
ei (k82k)m/2DU2

, ~16!

where the conventionCks(21)50 is used.
As shown in Eq.~13!, the rate depends on the temperature

through the average number of phonons. Moreover, the tem-
perature is involved in the definition of the two-vibron wave
functions due to the dressing effect@16#. The relaxation rate
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exhibits two contributions connected to the absorption@term
proportional ton(V)] and to the emission@term proportional
to 11n(V)] of an acoustic phonon, respectively. Note that
Eq. ~13! clearly shows that the relaxation rateWksb

is ex-
pressed as the sum over the rate connected to the different
relaxation channelsWksb→k8s8 . As a result, each channel
can be characterized separately.

At this step, the diagonalization of the HamiltonianHe f f
realized in Ref.@16# allows us to calculate both the two-
vibron eigenstatesuCks& and eigenenergiesvks . Then, by
using Eqs.~13!–~15!, the TVBS relaxation rate can be com-
puted. This procedure is illustrated in the following section.

IV. NUMERICAL RESULTS

In this section, the previous formalism is applied to com-
pute the TVBS relaxation rate in an anharmonica-helix pro-
tein. The intramolecular anharmonicity is described by a
single parameter, namely, the anharmonic constantA, which
ranges between 0 and 10 cm21 @16,35,36#. The small po-
laron binding energyEB is taken as a parameter which ex-
tends from 0 to 15 cm21. The phonon cutoff frequencyVc is
fixed to 100 cm21 and the hopping constant is set toJ
58 cm21.

The temperature dependence of the zero wave vector
TVBS-I relaxation rate~full circles! is shown in Figs. 1~a!
and 1~b! for two typical situations. The empty circles corre-
spond to the rate for the relaxation over all the other TVBS-I
whereas the empty squares represent the rate for the decay
into the set of the second eigenstatesuCks52&. Note that as
remained in Sec. II B, such states refer to either free or bound
states~TVBS-II!, depending on the nonlinearity.

WhenA58 cm21 andEB54 cm21 @Fig. 1~a!#, the relax-
ation rate exhibits a quasilinear dependence versus the tem-
perature, excepted at low temperature. More precisely, the
linear regime is reached when the temperature is greater than
50 K whereas the rate shows a power law dependence at low
temperature. The relaxation rate is equal to 0.049 cm21 at
T55 K and reaches 7.64 cm21 at T5315 K. At low tem-
perature, Fig. 1~a! clearly indicates that the main mechanism
for the relaxation involves the decay of the zero wave vector
TVBS-I into the other TVBS-I. For instance, this channel
represents 99.8% of the relaxation atT55 K. As increasing
the temperature, the relaxation over the other TVBS-I de-
creases and the rate for the relaxation over the states
uCks52& increases very slightly. Indeed, atT5315 K, the
relaxation over the other TVBS-I represents 55.54%. How-
ever, the second channel, i.e., the relaxation over all the
states s52, represents only 7.22% which indicates that
37.24% of the relaxation involves the decay of the TVBS-I
into the TVFS continuum.

WhenEB512 cm21 @Fig. 1~b!#, the relaxation rate for the
zero wave vector TVBS-I exhibits almost the same tempera-
ture dependence as in the previous case. Nevertheless, the
rate is more important since it is equal to 0.19 cm21 at T
55 K and reaches 19.58 cm21 at T5315 K. However, the
main difference with the previous case originates in the na-
ture of the relaxation channels. Indeed, although the relax-

ation over the other TVBS-I remains the main pathway at
low temperature, this is no longer true at high temperature.
Indeed, as shown in Fig. 1~b!, the decay into the other
TVBS-I represents almost 100% of the relaxation atT
55 K. However, on increasing the temperature, the relax-
ation over the other TVBS-I strongly decreases whereas the
rate for the relaxation over the statesuCks52& increases and
becomes the dominant contribution~the transition occurs
around 130 K!. At high temperature, i.e.,T5315 K, the re-
laxation according to the second channel represents 85.60%
whereas the decay into the other TVBS-I characterizes
10.84% of the global rate. As a consequence, for such a
strong nonlinear situation, the decay of the TVBS-I into the
TVFS is no more than 5% at high temperature.

The behavior of the TVBS-I relaxation rate as a function
of the anharmonicity is displayed in Fig. 2. The calculations
are performed atT5310 K and for three different values of
the small polaron binding energy. WhenEB54 cm21 @Fig.
2~a!#, the rate slightly decreases as the anharmonicity in-
creases. It is equal to 8.28 cm21 when A50 and to
7.26 cm21 when A510 cm21. In marked contrast, the rate
for the decay into the other TVBS-I first increases to reach a
maximum equal to 6.02 cm21 when A52 cm21. Then, it
decreases and is equal to 3.48 cm21 whenA510 cm21. As
shown in Fig. 2~a!, the rate for the decay into the second

FIG. 1. Temperature dependence of the zero wave vector
TVBS-I relaxation rate~full circles! for A58 cm21 and for EB

54 cm21 ~a! and EB512 cm21 ~b!. Empty circles correspond to
the rate for the relaxation over all the other TVBS-I whereas empty
squares represent the rate for the decay into the set of the second
eigenstatesuCks52& ~see the text!.
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eigenstatesuCks52& is rather small whatever the anharmo-
nicity although it increases whenA increases. Consequently,
in this low nonlinear regime (EB54 cm21), the main part of
the relaxation of TVBS-I involves the decay into both the
other TVBS-I and the TVFS continuum.

When increasing the small polaron binding energy@Figs.
2~b! and 2~c!#, the TVBS-I relaxation rate behaves in a simi-
lar way with respect to the anharmonicity and slightly de-
creases asA increases. However, the rate increases withEB
since it is equal to 16.31 cm21 when EB58 cm21 and A
50 @Fig. 2~b!# and reaches 22.73 cm21 when EB
512 cm21 and A50 @Fig. 2~c!#. In a marked contrast, the
relaxation pathways are strongly modified when the small
polaron binding energy is increased. Indeed, whenEB
58 cm21 @Fig. 2~b!#, the rate for the decay into the other
TVBS-I decreases asA increases. By contrast, the rate for the
decay into the second eigenstatesuCks52& increases. This
second channel becomes slightly more efficient than the first
channel when the anharmonicity exceeds 7 cm21. WhenA

510 cm21, the first channel represents 21.92% of the relax-
ation whereas the second channel characterizes 43.31% of
the decay. Such a behavior appears more pronounced when
the small binding energy is set toEB512 cm21. In that case,
Fig. 2~c! clearly shows that the decay of the TVBS-I into the
TVFS continuum is rather weak. Its contribution is less than
5% whenA is greater than 3.5 cm21. For a small anharmo-
nicity, the rates for the decay into the other TVBS-I and into
the second eigenstates are of the same order of magnitude.
However, as increasing the anharmonicity, the second chan-
nel becomes dominant since the corresponding rate repre-
sents almost 90% of the global rate whenA510 cm21.

The dependence of the TVBS-I relaxation rate on the
small polaron binding energy is shown in Fig. 3 forT
5310 K andA58 cm21. The global rate evolves in a qua-
silinear way and varies from 1.98 cm21 whenEB51 cm21

to 23.19 cm21 whenEB515 cm21. As shown in Fig. 3, the
more surprising results correspond to the behavior of the
rates connected to the first and to the second channel. Indeed,
for small EB values, the decay into the other TVBS-I is the
dominant relaxation pathway. For instance, whenEB
52 cm21, this first channel represents 67.66% of the relax-
ation whereas the contribution of the second channel is
2.13%. Therefore, 30.21% of the relaxation involves the de-
cay of the TVBS-I into the TVFS continuum. However, as
EB increases, the rate connected to the second channel in-
creases and becomes the main contribution for strongEB
values. WhenEB514 cm21, the second channel represents
91.54% of the relaxation whereas the contribution of the first
channel is 6.81%. Note that both channels contribute in a
similar way whenEB is about 7.5 cm21.

The correlation between the relaxation channels and the
nature of the two-vibron eigenstates is illustrated in Fig. 4 for
T5310 K andA58 cm21. The upper panel represents the
corresponding two-vibron energy spectrum whereas the
lower panel displays the wave vector dependence of the re-
laxation rates. More precisely, open circles characterize the
rate W0,1→ks51 for the decay of the zero wave vector
TVBS-I into the TVBS-I with wave vectork. In the same

FIG. 2. TVBS-I relaxation rate~full circles! vs the intramolecu-
lar anharmonicity atT5310 K for EB54 cm21 ~a!, EB58 cm21

~b!, andEB512 cm21 ~c!. Empty circles correspond to the rate for
the relaxation over all the other TVBS-I whereas empty squares
represent the rate for the decay into the set of the second eigenstates
uCks52& ~see the text!.

FIG. 3. TVBS-I relaxation rate~full circles! vs the small polaron
binding energy atT5310 K for A58 cm21. Empty circles corre-
spond to the rate for the relaxation over all the other TVBS-I
whereas empty squares represent the rate for the decay into the set
of the second eigenstatesuCks52& ~see the text!.
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way, open squares correspond to the decay of the zero wave
vector TVBS-I into the stateuCks52&, i.e., W0,1→ks52.

WhenEB54 cm21 @Fig. 4~a!#, the TVBS-II band occurs
at the end of the first Brillouin zone only. For the first relax-
ation channel, i.e., the relaxation over the other TVBS-I, the
rate decreases as the modulus of the wave vector increases.
In other words, the decay into low wave vector TVBS-I is
the dominant relaxation pathway. Although such an effect is
not correlated to the energy spectrum, this is no longer true
for the k dependence of the rate connected to the second
channel. Indeed, Fig. 4~a! clearly shows that the second
channel opens at the end of the first Brillouin zone only, i.e.,
when the TVBS-II band occurs. Therefore, this second chan-

nel becomes the dominant relaxation pathway at the end of
the Brillouin zone. WhenEB510 cm21 @Fig. 4~b!#, the re-
sults are slightly different sinceEB is strong enough so that
the TVBS-II band is localized below the continuum over the
entire Brillouin zone. As a result, the second channel is
clearly the main mechanism for the relaxation whatever the
value of the wave vector.

In Fig. 5, the influence of the small polaron binding en-
ergy on the relaxation rate of theuCk50,s52& eigenstate is
shown at biological temperature (T5310 K) and for A
58 cm21. As in the previous figures, full circles character-
ize the global rate, empty circles represent the rate for the
decay into the TVBS-I, and empty squares correspond to the
rate for the decay into all the otheruCk,s52& eigenstates. In
addition, empty triangles characterize the rate for the decay
into the TVFS continuum. The figure clearly shows that the
system exhibits two regimes depending on the value ofEB .

For the small values of EB , i.e., typically EB
,8.5 cm21, the rate increases in a quasilinear way withEB .
It is equal to 1.65 cm21 when EB51 cm21 and reaches
13.67 cm21 when EB58.0 cm21. As shown in Fig. 5, the
relaxation into both the TVBS-I and the otheruCk,s52&
eigenstates can be neglected. In other words, the main relax-
ation pathway corresponds to the decay of theuC0,s52&
eigenstate into the TVFS continuum. WhenEB becomes
greater than a critical value, the global rate behaves in a
different manner with respect to the small polaron binding
energy. It increases more rapidly than the previous linear
regime to reach 38.75 cm21 for EB515 cm21. Moreover,
the rate for the relaxation into the TVBS-I increases withEB
whereas the rate for the relaxation into TVFS slightly de-
creases. For strongEB , the decay into TVBS-I represents
64% of the relaxation whereas the decay into TVFS corre-
sponds to 33%. Note that although the rate for the decay into
the uCk,s52& eigenstates slightly increases around the transi-
tion, it decreases asEB increases and can be neglected for a
strong nonlinearity.

Finally, the relaxation rate of theuCk50,s52& eigenstate
versus the anharmonicity is shown in Fig. 6 forT5310 K

FIG. 4. Correlations between the relaxation channels and the
nature of the two-vibron eigenstates forT5310 K, A58 cm21,
andEB54 cm21, ~a! andEB510 cm21 ~b!. The upper panel rep-
resents two-vibron energy spectrum whereas the lower panel dis-
plays the wave vector dependence of the relaxation rates. Open
circles characterize the rateW0,1→ks51 whereas open squares cor-
respond to the rateW0,1→ks52.

FIG. 5. Relaxation rate~full circles! of the uCk50,s52& eigen-
state vsEB at T5310 K and forA58 cm21. Empty circles repre-
sent the rate for the decay into the TVBS-I and empty squares
correspond to the rate for the decay into all the otheruCk,s52&
eigenstates. Empty triangles characterize the rate for the decay into
the TVFS continuum.
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and for EB510 cm21. As in Fig. 5, the different rates ex-
hibit two regimes depending on the anharmonicity. For a
small anharmonicity, i.e.,A,4 cm21, the global rate is al-
most independent of the anharmonic parameter and it is
equal to 17.00 cm21. In addition, the decay into the TVFS
continuum appears as the main mechanism for the relaxation.
In a marked contrast, for a strong anharmonicity, i.e.,A
.4 cm21, the rate increases as the anharmonic parameter
increases and reaches 23.19 cm21 when A510 cm21. The
rate for the relaxation over the TVFS continuum decreases
whereas the rate for the decay into the TVBS-I increases.
This latter rate becomes the most important whenA
510 cm21 so that the decay into TVBS-I represents almost
50% of the relaxation.

V. DISCUSSION

To discuss and interpret the previous numerical results, let
us first consider the behavior of the TVBS-I relaxation rate at
low temperature. Since the zero wave vector TVBS-I lies at
the bottom of the two-vibron energy spectrum, its decay in-
volves phonon absorption only. The rate is thus proportional
to the Bose-Einstein distribution which selects the frequency
range of the phonons which are exchanged. In that context,
transitions involving low frequency phonons take place at
low temperature. Therefore, when the thermal energykBT is
lower than the energy gap between bound and free states, the
TVBS-I can just decay into the other TVBS-I, as shown in
Fig. 1. Note that phonon emission participates in the decay
of the other two-vibron states, i.e., TVBS-II and TVFS, so
that the corresponding rate reaches a finite value at zero tem-
perature~not considered in the numerical analysis!. As a con-
sequence, the low temperature behavior of the rate does not
depend on the system nonlinearity and essentially originates
in the shape of the phonon distribution.

This is no longer the case at biological temperature for
which an approximate expression of the relaxation rate can
be determined. To proceed, we assume that the two-vibron
bandwidth is smaller when compared with both the thermal

energykBT and the phonon cutoff energy\Vc . Therefore,
the Bose-Einstein distribution can be linearized according to
the temperature and the distribution function F(V) @Eq. ~14!#
can be written asF(V)'V/Vc . As a result, the relaxation
rate, Eq.~13!, connected to the two-vibron eigenstateuCks&
can be approximated as

Wks'
32J1

2EBkBT

Vc
3 (

k8s8
Zks→k8s8 . ~17!

At this step, Eq.~17! can be simplified because the sum over
k8s8 leads to the occurrence of the closure relation@see Eq.
~15!#. Therefore, by using the identity

^Cksubn
†bnbn8

† bn8uCks&5
1

N
uCks~ un2n8u!u2, nÞn8,

~18!

the relaxation rate is finally expressed as

Wks'
128J1

2EBkBT

Vc
3 S 11

1

2 UCks~1!U2D . ~19!

Equation~19! yields a rather good approximation which
allows us to interpret and to understand the numerical re-
sults. First of all, it accounts for the observed temperature
dependence of the relaxation rate. Indeed, Eq.~19! clearly
shows that the rate increases in a linear way as the tempera-
ture increases, in a perfect agreement with the numerical
results displayed in Fig. 1. This feature originates in the lin-
earization of the Bose-Einstein distribution. Note that the
wave functionCk,s(m) depends on the temperature in a
complicated manner through the dressing effect@16#. How-
ever, our results indicate that such a dependence remains
rather small when compared with the influence of the linear-
ized Bose-Einstein factor.

Then, the wave function dependence of the relaxation rate
allows us to understand the influence of the intramolecular
anharmonicity as shown in Figs. 2 and 6. For TVBS-I, Fig. 2
clearly shows that the rate decreases as the anharmonicity
increases. In fact, since TVBS-I refer to the trapping of the
two vibrons onto the same amide-I vibration, the wave func-
tion Cks51(m) is maximum form50 and decreases withm
according to a quasiexponential way@16#. As a consequence,
when the anharmonicity increases, the trapping process is
enhanced so that the extension of the wave function around
m50 is reduced. Therefore,uCks51(0)u2 increases whereas
uCks51(1)u2, as the relaxation rate, decreases. In Fig. 6, the
anharmonicity dependence of the rate for theuCk50s52&
eigenstate exhibits two regimes which originates in the na-
ture of the state itself. Indeed, as pointed out in Sec. II B,
uCk50s52& refers either to a free or to a bound state~TVBS-
II !, depending on the nonlinearity. Such a behavior is dis-
played in Fig. 6 since the change of regime corresponds to
the transition from a TVFS to a TVBS-II. As shown in Ref.
@16#, uCk50s52& corresponds to a TVFS for a small anhar-
monicity. In that case, the probabilityuCks52(m)u2 is almost
independent of the anharmonicity and scales as 1/N. Conse-
quently, the relaxation rate does not depend onA, as shown

FIG. 6. Relaxation rate~full circles! of the uCk50,s52& eigen-
state vsA at T5310 K and forEB510 cm21. Empty circles rep-
resent the rate for the decay into the TVBS-I and empty squares
correspond to the rate for the decay into all the otheruCk,s52&
eigenstates. Empty triangles characterize the rate for the decay into
the TVFS continuum.
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in Fig. 6. By contrast, when increasing the anharmonicity,
the state uCk50s52& becomes bounded. It refers to a
TVBS-II which characterizes the trapping of the two vibrons
onto two nearest neighbor amide-I vibrations. Therefore,
when the anharmonicity increases, the trapping process is
enhanced so that the wave functionCks52(m) tends to lo-
calize aroundm51. The corresponding rate suddenly in-
creases withA as clearly shown in Fig. 6.

Finally, the approximated expression of the rate gives a
comprehensive explanation of the influence of the small po-
laron binding energy~see Figs. 3 and 5!. Indeed, Eq.~19!
clearly shows that the dependence of the rate with respect to
EB is twofold. First, the rate depends linearly onEB . This
feature originates in the fact that the rate is proportional to
the intensity of the coupling between the dressed anharmonic
vibrons and the remaining phonons@see Eq.~11!#. Then, the
EB dependence is included in the wave function dependence
of the rate. When increasing the small polaron binding en-
ergy, the trapping process involved in the formation of the
TVBS-I is enhanced so thatCks51(1) decreases. Therefore,
the linear evolution of the TVBS-I relaxation rate with re-
spect toEB is slightly damped, i.e., the rate evolves more
slowly than the corresponding linear law~see Fig. 3!. As
previously, Fig. 5 clearly shows that the nature of the state
uCk50s52& exhibits a transition as a function of the small
polaron binding energy. For smallEB values, this state is a
TVFS whose wave function does not significantly depend on
the nonlinearity. Therefore, the rate evolves in a linear way
versusEB . By contrast, when the small polaron binding en-
ergy is sufficiently important, this state becomes a TVBS-II
@16#. As a consequence, the trapping onto two nearest neigh-
bor sites is enhanced so thatCks52(1) increases to reach
unity. The corresponding relaxation rate suddenly evolves
more rapidly than the previous linear law~see Fig. 5!.

As shown in Eq.~19!, the dependence of the relaxation
rate on the nature of the corresponding two-vibron state
arises from the factor@11uCks(1)u2/2#. As a consequence,
the global rate does not depend significantly on the fact that
the state is a TVFS or a TVBS. In other words, the lifetime
of both kinds of states is about the same order of magnitude.
Indeed,uCks(1)u2 refers to the probability to find the two
vibrons onto two nearest neighbor sites. In a TVFS, this
probability scales as 1/N and vanishes asymptotically asN
tends to infinity. For a TVBS, such a probability depends on
the nature of the bound between the two vibrons and ranges
between 0 and 1. For instance, for a strong nonlinearity, i.e.,
for strong values of bothA and EB , TVBS-I refer to the
trapping of the two vibrons onto the same amide-I vibration
whereas TVBS-II characterize the trapping onto two nearest
neighbor sites. Therefore,uCks(1)u2 vanishes for TVBS-I
whereas it is equal to unity for TVBS-II. In that context, if
we defineW5128J1

2EBkBT/Vc
3 , the relaxation rates are ex-

pressed asWTVBS-I'WTVFS'W andWTVBS-II'3W/2.
In a marked contrast, the nature of the relaxation channels

drastically depends on the characteristics of the two-vibron
states involved in the process. Such effects originate in the
coupling between the two-vibron eigenstates mediated by the
vibron-phonon interaction and characterized by the constant
Zks→k8s8 @see Eqs.~15! and~16!#. As shown in the definition

of the coupling HamiltonianDH @Eq. ~9!#, this interaction
characterizes transitions between two-vibron states in the
course of which a single vibron is transferred from a given
site to its nearest neighbor.

To understand this feature, let us first consider the relax-
ation channels connected to the decay of the TVBS-I. Within
the strong nonlinear limit, the TVBS-I wave function is es-
sentially localized aroundm50 so thatCks51(m) is almost
equal todm,0 . Therefore, it is straightforward to show that
the coupling constant can be approximated asZks51→k8s8
'4uCks51(0)u2uCk8s8(1)u2/N. The corresponding relax-
ation rate is thus written as

Wks51→k8s8'
W

N
uCks51~0!u2uCk8s8~1!u2. ~20!

The relaxation channels for the TVBS-I correspond to the
decay into states which favor the trapping of the two vibrons
onto two nearest neighbor amide-I vibrations, i.e., states for
which uCk8s8(1)u2 is maximum. Within the strong nonlinear
limit, such states refer to TVBS-II. As a consequence, in a
perfect agreement with the numerical results displayed in
Figs. 1~a!, 2~c!, 3, and 4~b!, Eq. ~20! clearly shows that the
decay into TVBS-II is the main mechanism for the TVBS-I
relaxation. Note that bothuCks51(0)u2 anduCks52(1)u2 are
almostk independent so that the rate for the decay over all
the TVBS-II states is equal toW. However, when the non-
linearity slightly decreases, i.e., when either~or both! A or
EB decreases, the TVBS-I wave function delocalizes so that
Cks51(0) decreases and, in the same time,Cks51(1) in-
creases. As a result, the coupling between a given TVBS-I
and the other TVBS-I is turned on which opens the corre-
sponding relaxation channel. In the same way, the TVBS-II
wave function extends itself aroundm51 leading to the de-
crease ofCks52(1). As a consequence, the coupling be-
tween TVBS-I and TVBS-II decreases, as observed in the
numerical results.

Within the strong nonlinear limit, the TVBS-II wave
function is essentially localized aroundm51 andCks52(m)
is almost equal todm,1 . Therefore, by following the previous
procedure, it is straightforward to show that the coupl-
ing constant is Zks52→k8s8'4uCks52(1)u2uCk8s8(0)
1Ck8s8(2)exp@i(k2k8)#/A2u2/N. This expression indicates
that TVBS-II decay into both TVBS-I and TVFS, but cannot
relax over the other TVBS-II. As a result, the rate for the
decay of a given TVBS-II into a particular TVBS-I is ap-
proximately given by

Wks52→k8s51'
W

N
uCks52~1!u2uCk8s51~0!u2. ~21!

At this step, by performing the sum over the wave vectork8
in Eq. ~21!, the rate for the decay over all the TVBS-I is
equal toW. Since the global relaxation rate for the TVBS-II
is equal to 3W/2, the rate for the relaxation over the TVFS
continuum is equal toW/2. These results are in a rather good
agreement with the numerical results shown in Fig. 5. How-
ever, when the nonlinearity slightly decreases, both the
TVBS-I and TVBS-II wave functions delocalize so that
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Cks52(1) andCks51(0) decrease. In that context, the re-
laxation rate for the decay of TVBS-II into TVBS-I de-
creases, as shown in Figs. 5 and 6, whereas the rate for the
relaxation over TVFS increases. In the same way, the relax-
ation channel connected to the decay into the other TVBS-II
opens because the wave functionCks52(m) does not vanish
any more form50 or m52.

At this step, let us mention that the previous results ad-
dress the fundamental question of the manifestation of the
quantum localization, i.e., of the existence of quantum
breathers. Indeed, classical breathers describe time periodic
and spatially localized nonlinear vibrations. By contrast, due
to the translational invariance, the center of mass of the two
vibrons in a TVBS is fully delocalized according to a Bloch
wave. However, the localized nature of a TVBS arises due to
the trapping of the two quanta around few sites. In that con-
text, although a TVBS does not describe a spatially localized
field, its degree of localization manifests itself through par-
ticular correlation functions@37,38#. Our results clearly es-
tablish that such correlation functions are involved in the
calculation of the relaxation rate@see for instance Eq.~18!#.
As a consequence, the dependence of the relaxation channels
versus the nature of the two-vibron states can be viewed as a
manifestation of the quantum localization of TVBS.

To conclude, let us note that the knowledge of the relax-
ation rates allows us to characterize the population dynamics
of the two-vibron states in real time. To illustrate this feature,
let us consider the strong nonlinear limit in which the relax-
ation schema is rather simple. Indeed, the rates are almost
wave vector independent so that the system can be modeled
as a three-level system formed by the TVBS-I band, the
TVBS-II band, and the TVFS band~see Fig. 7!. The first
relaxation channel corresponds to the decay of the TVBS-I
band into the TVBS-II band according to the rateW. The
relaxation of the TVBS-II band exhibits two main channels
connected to the decay into the TVBS-I band with the rateW
and to the decay into the TVFS band with the rateW/2.
Finally, TVFS are allowed to relax into the other TVFS only.
Let PI , PII , andPF denote the populations of these bands.
Therefore, the time evolution of these populations is gov-
erned by a master equation expressed as

ṖI52WPI1WPII ,

ṖII5WPI2
3W

2
PII ,

ṖF5
W

2
PII . ~22!

The system, Eq.~22!, which can be solved straightforwardly,
allows us to follow the relaxation pathways in real time. For
instance, if we assume that the system is initially set in the
TVBS-I band, Eq.~22! clearly shows that the population
PI(t) decays so that the population of the TVBS-II band
increases. However, asPII(t) increases with time, it tends to
relax into the TVFS continuum. Therefore, we observe the
relaxation of the TVBS-I band into the TVFS continuum
through the TVBS-II band. After a timet* 521.5/W, bothPI
and PII can be neglected whereasPF is equal to 0.99. At
biological temperature (T5310 K), with the realistic param-
etersA58 cm21, EB512 cm21, andJ58 cm21 we obtain
W521.36 cm21 and t* 55.3 ps.

Note that in a recent paper devoted to the TVBS relax-
ation in a molecular nanowire, it has been pointed out that,
for a one-dimensional phonon bath, a given TVBS essen-
tially decays into the other TVBS@14#. The origin of the
difference with the present work is twofold. First, in Ref.
@14#, the vibron dynamics was described according to a Hub-
bard model for bosons which yields a single TVBS band
~almost identical to the TVBS-I!. Then, the coupling with the
thermal bath was assumed to be responsible for a random
modulation of the frequency of each molecule, i.e.,DH
'(Dvnbn

†bn , in marked contrast with the modulation of the
vibron hopping constant considered in this paper@see Eq.
~9!#.

To summarize, the present paper was devoted to the char-
acterization of the two-vibron relaxation mechanisms in an
anharmonica-helix protein. According to the small polaron
model developed in Ref.@16#, it has been shown that the
relaxation originates in the interaction between the dressed
anharmonic vibrons and the remaining phonons. This inter-
action is responsible for the occurrence of transitions be-
tween two-vibron eigenstates mediated by both phonon ab-
sorption and phonon emission. At biological temperature, we
have established that the relaxation rate does not depend sig-
nificantly on the nature of the two-vibron states involved in
the process. Note that TVBS-II decay more rapidly than both
TVBS-I and TVFS, the ratio between the corresponding rates
being of about 1.5. By contrast, we have shown that the
relaxation channels strongly depend on the nature of the two-
vibron states. More precisely, the spatially localized nature of
the TVBS, i.e., their breatherlike character, is responsible for
the specification of a given relaxation pathway. In that con-
text, TVBS-I, which correspond to the trapping of the two
quanta around the same amide-I vibration, tend to decay into
TVBS-II which refer to the trapping of the two quanta
around two nearest neighbor amide-I vibrations. By contrast,
TVBS-II decay into both TVBS-I and TVFS, the first chan-
nel being two times more efficient than the second one.

FIG. 7. Three-level model for the population dynamics of the
two-vibron states within the strong nonlinear limit.
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Finally, let us mention some experimental results. In crys-
talline acetanilide~ACN!, a crystal which can be viewed as a
protein model, Edler and Hamm@39# have clearly shown,
using femtosecond IR spectroscopy, that both the amide-I
self-trapped state~i.e., the single-polaron state! and the free
exciton state decay on a 2 pstime scale. Similar results were
obtained for the N-H band in ACN for which it has been
shown that the self-trapped state decays on a 1 pstime scale
@40#. Moreover, Hamm and co-worker@36# have performed
IR pump-probe and dynamic hole burning experiments to
characterize the ultrafast response of the amide-I modes of
N-methylacetamide and three small globular peptides. The
authors have reported that the vibrational decay of the
amide-I mode of all investigated peptides occurred in about
1.2 ps. In a marked contrast, the lifetime connected to the
vibrational energy relaxation, i.e., the time for which the
single-polaron excited state returns back to the ground state,
is much longer. In ACN, Hamm and co-workers have deter-
mined a vibrational lifetime for the amide-I and N-H single-
polaron state equal to 35 ps@39# and 18 ps@40#, respectively.
Note that Austin and co-workers have reported a vibrational
lifetime of about 1565 ps for the amide-I mode in ACN at
80 K @41#. In myoglobin, vibrational energy lifetime mea-
surement was carried out by Austin and co-workers by using

ir pump-probe spectroscopy. These authors have shown that
myoglobin supports a long-lived mode in the blue side of the
amide-I vibration with an energy lifetime of about 15 ps
@42#. In addition, they have shown recently that myoglobin
exhibits a self-trapped state located at 1626 cm21 with an
energy lifetime equal to 30 ps at 50 K@43#.

As a consequence, although the lifetime connected to the
energy relaxation of single-polaron state in proteins basically
ranges between 10 and 30 ps, recent experiments clearly es-
tablish that this self-trapped state relaxes very quickly on a
few picoseconds time scale. Although the two-vibron dy-
namics studied in the present paper may slightly differ from
the single-vibron dynamics, our results appear to be in a
rather good agreement with these recent experimental data.
Indeed, for realistic values of the parameters, our calcula-
tions show that the TVBS relaxation rate ranges between 10
and 40 cm21 so that the corresponding relaxation time
ranges between 0.1 and 1.0 ps at biological temperature.
These results corroborate the recent theoretical calculations
performed by Ivicet al. @9# who found that the lifetime of
the multivibron soliton is equal to 0.1 ps at room tempera-
ture, i.e., the same order of magnitude as the single-vibron
soliton lifetime determined by Cottingham and Schweitzer
@33,34#.
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Chapitre 5

Spectroscopie pompe-sonde
résolue en temps

A travers un modèle unidimensionnel, nous avons montré que les non linéarités
intrinsèques (anharmonicités intramoléculaires) et extrinsèques (couplage vibron-
phonon) favorisaient l’émergence de deux types d’états liés dans les hélices-α. Pour
une anharmonicité intramoléculaire suffisamment forte, le bio-polymère est le siège
d’états liés basse fréquence caractérisant deux vibrons piégés sur le même groupe-
ment amide et d’états liés haute fréquence décrivant deux vibrons sur deux grou-
pements voisins. Dans ce chapitre, nous allons aborder la question fondamentale de
l’observation expérimentale de ces états spécifiques que constituent les états liés à
deux vibrons. Puisque de tels objets décrivent des états vibrationnels d’un réseau
moléculaire, il semble naturel d’envisager l’utilisation de techniques de spectroscopie
infrarouge. Cependant, parmi le florilège de techniques existantes, toutes n’offrent
pas la même sensibilité aux états à deux vibrons.

Ainsi, la spectroscopie d’absorption infrarouge usuelle apparâıt relativement in-
adaptée. En effet, cette méthode permet essentiellement de caractériser la transition
fondamentale 0 → 1 qui traduit la création d’un état à un vibron à partir de l’état
fondamental vide de toute excitation vibrationnelle. Sonder les états multi-quanta
requiert donc l’utilisation de techniques plus spécifiques. Parmi celles-ci, on notera
que la spectroscopie de l’overtone fut utilisée avec succès par Peter Jakob dans le
cadre des adsorbats moléculaires de basse dimension [1, 2, 3, 4, 5]. Par analogie avec
l’absorption IR classique, cette technique est basée sur le fait que l’anharmonicité
intramoléculaire rend optiquement actif la transition 0 → 2 si bien que l’absorption
du rayonnement permet l’excitation des états à deux vibrons à partir du vide. En
pratique, pour un réseau fortement anharmonique, cette absorption est principale-
ment causée par l’excitation des états à deux vibrons liés. Elle constitue donc une
sonde spécifique des états liés qui a permis de caractériser différents systèmes comme
les monocouches CO/Ru [1, 2, 5], CO/Pt [4] et CO-NO/Ru [3]. Malheureusement, le
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signal détecté au cours de telles expériences est relativement faible et c’est pourquoi
nous nous sommes intéressés à une autre technique basée sur la réponse optique non
linéaire d’ordre trois : la spectroscopie pompe-sonde résolue en temps [6].

Au cours d’une expérience pompe-sonde, le milieu matériel interagit avec deux
pulses laser infrarouge utlra-courts [6, 7, 8, 9, 10, 11]. Tout d’abord, le pulse pompe
excite le système depuis le fondamental vers le premier niveau vibrationnel excité.
Ensuite, après un délai de l’ordre d’une centaine de femto-secondes, le second pulse
laser permet de mesurer les variations de l’absorption du milieu compte tenu de la
première excitation. La sonde génère alors trois processus fondamentaux. Le premier
processus, appelé « bleach » en anglais, caractérise une perte de l’absorption cau-
sée par la dépopulation du niveau fondamental alors que le second processus traduit
l’émission stimulée à partir du premier niveau excité. Le troisième processus, qui cor-
respond à l’absorption de la sonde lors de l’excitation du second niveau vibrationnel
à partir du premier niveau, fournit une mesure directe des caractéristiques des états
à deux vibrons du réseau moléculaire. De nos jours, la spectroscopie pompe-sonde
est couramment utilisée pour étudier les effets anharmoniques dans les molécules
que ce soit en phase gazeuse ou en phase condensée [12, 13].

Dans ce chapitre, nous allons donc montrer comment la spectroscopie pompe-
sonde permet de caractériser les états liés à deux vibrons d’un bio-polymère de struc-
ture en hélice-α. Ce travail, initialement de nature purement théorique [14], a permis
de fournir une interprétation aux expériences réalisées au sein de groupe de Peter
Hamm, de l’Université de Zürich. Nous avons ainsi étudié le spectre pompe-sonde
des vibrons « N−H » d’une hélice modèle, le poly-γ-benzyl-L-Glutamate (PBLG) et
montré que l’existence de deux pics positifs, dont la présence inhabituelle est excep-
tionnelle, traduit la signature spectroscopique de la présence de deux types d’états
liés. Ainsi, trente ans après les travaux originels de Davydov, l’expertise de la phy-
sique, tant expérimentale que théorique, a permis de mettre en évidence pour la
première fois le phénomène d’auto-piégeage vibrationnel dans les protéines [15, 16].

Le présent chapitre est organisé de la façon suivante. Tout d’abord, nous présen-
terons succinctement l’origine physique de la réponse optique non linéaire. Ensuite,
nous décrirons le principe général de la spectroscopie pompe-sonde ainsi que les
différents processus intervenant dans cette spectroscopie. Puis, nous exposerons le
calcul du spectre pompe-sonde à partir des états à deux vibrons dans le cadre du
modèle 1D d’hélice-α. Enfin, ces calculs seront appliqués d’une part à la vibration
CO du mode amide-I et d’autre part à la vibration NH du mode amide-A. Ce dernier
cas sera le sujet d’une attention particulière puisqu’il sera comparé à l’expérience.
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5.1 Réponse optique non linéaire

L’utilisation de l’optique comme outil de mesure a permis une connaissance avan-
cée de la matière. Cependant pour donner la juste interprétation de ces mesures
indirectes, il est également nécessaire de mâıtriser l’ensemble des mécanismes d’in-
teraction entre matière et rayonnement. Ce couplage a été le sujet de très nombreuses
études [17, 18] mais dans le cadre spécifique de la réponse optique non linéaire, une
description complète et détaillée peut être trouvée dans l’excellent ouvrage de Shaul
Mukamel [6]. Nous ne souhaitons pas ici en donner une description exhaustive mais
juste en présenter les éléments clés.

Nous nous plaçons dans le cadre d’une formulation semi-classique, c’est-à-dire
l’étude de l’interaction entre un champ classique couplé à un système quantique non
relativiste. La prise en compte du caractère quantique du champ électromagnétique
permet la description des processus d’émission spontanée. Elle n’est donc pas néces-
saire dans le cas d’un système vibrationnel pour lequel la largeur naturelle provenant
de la relaxation radiative est négligeable comparée à la largeur issue des processus
non radiatifs. Le système est décrit par la matrice densité ρ(t) qui contient l’en-
semble des informations sur l’état quantique du système. Son évolution est donnée
par l’équation de Liouville :

i~
d

dt
ρ(t) = [H + V (t), ρ(t)] (5.1)

oùH est l’hamiltonien propre du système isolé de tout rayonnement et où V (t) décrit
le couplage entre la matière et le rayonnement. Dans le cadre de l’approximation di-
polaire et dans le cas d’un matériau non magnétique, ce couplage s’effectue à travers
l’opérateur dipolaire P̂ (r) uniquement. L’approximation dipolaire consiste à négli-
ger les variations spatiales du champ électromagnétique par rapport aux distances
intermoléculaires si bien que seul le premier terme non trivial du développement
multipolaire est pris en compte [18]. Par conséquent, chaque molécule du matériau
est modélisée par un dipôle électrique. Si on note E(r, t) le champ électrique véhiculé
par le rayonnement au point r et à l’instant t, le couplage V (t) s’écrit :

V (t) = −
∫

dr E(r, t) · P̂ (r) (5.2)

L’opérateur dipolaire décrit la répartition des charges au sein du matériau. En assi-
milant chaque molécule à un dipôle µn localisé au point de l’espace Rn, cet opérateur
s’écrit :

P̂ (r) =
∑

n

µnδ(r −Rm) (5.3)

Le couplage matière-rayonnement Eq. (5.2) devient alors :

V (t) = −
∑

n

E(Rn, t) · µn (5.4)
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Enfin, la dynamique du rayonnement est décrite par les équations de Maxwell résu-
mées par l’équation de propagation du champ :

∇ ∧∇ ∧E(r, t) +
1

c2
∂2E(r, t)

∂2t
= −4π

c2
∂2P (r, t)

∂2t
(5.5)

où la polarisation P (r, t) est la moyenne quantique de l’opérateur dipolaire définie
par :

P (r, t) = Tr
[
P̂ (r)ρ(t)

]
(5.6)

Compte tenu du couplage matière-rayonnement, l’application d’un champ électrique
sur un système moléculaire induit une modification de la distribution des charges si
bien qu’une polarisation apparâıt. D’après l’Eq. (5.5), cette polarisation joue le rôle
d’une source à l’origine d’un champ électromagnétique qui se superpose au champ
appliqué.

D’une manière générale, une expérience d’optique ne permet pas de sonder l’en-
semble de la polarisation. En effet, en fonction du type d’expérience et des méca-
nismes d’interaction mis en jeu, seule une partie de cette polarisation est mesurée.
Par exemple, une expérience d’absorption infrarouge permet de sonder la réponse li-
néaire d’un système, c’est-à-dire la partie de la polarisation qui dépend linéairement
du champ électromagnétique. Pour aller au-delà de la réponse linéaire, la polarisation
est alors développée selon les puissances du champ :

P (r, t) =
∑

r

P 〈r〉(r, t) (5.7)

où P 〈r〉(r, t) désigne la polarisation d’ordre r. Le calcul de l’expression de la polari-
sation d’ordre r passe par l’utilisation d’une théorie des perturbations par rapport
au couplage matière-rayonnement. Le détail de ce développement peut être trouvé
dans la référence [6]. En supposant que le module du champ électromagnétique reste
uniforme sur des distances au moins égales aux tailles typiques des molécules, la
coordonnée α = x, y ou z du vecteur polarisation d’ordre r s’écrit :

P 〈r〉
α (r, t) =

∑
α1···αr

∫ ∞

0

dtr· · ·
∫ ∞

0

dt1 S
〈r〉
α1···αrα(tr, . . . , t1)

× Eαr(r; t− tr)Eαr−1(r; t− tr − tr−1) · · ·Eα1(r; t− tr − · · · − t1) (5.8)

où S〈r〉 est la fonction réponse non linéaire d’ordre r du milieu. Cette fonction
contient toute l’information microscopique du système à l’origine de la polarisation.
Son expression est donnée par :

S〈r〉
α1···αrα(tr, . . . , t1) =

(
i

~

)r

θ(t1) · · · θ(tr)

× 〈[[[· · · [µα1(tr + · · ·+ t1), µα2(tr−1 + · · ·+ t1)] . . . ], µαr(t1)], µα(0)]〉 (5.9)
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où θ(t) désigne la fonction de Heaviside. Le symbole 〈· · · 〉 caractérise la moyenne
quantique par rapport à ρ(0), la matrice densité au temps initial en l’absence du
rayonnement :

〈· · · 〉 = Tr [· · · ρ(0)] (5.10)

Dans l’Eq. (5.9), µα(t) désigne la α-ième coordonnée du moment dipolaire total
défini par :

µ(t) =
∑

n

µn(t) (5.11)

L’évolution temporelle du moment dipolaire µ(t) correspond à une représentation
de Heisenberg de l’opérateur µ par rapport à l’hamiltonien de la matière H.

La polarisation d’ordre r (Eq. (5.8)) désigne la réponse du système lorsque celui-ci
subit r interactions avec le champ électromagnétique. Pour illustrer le calcul de cette
polarisation, nous allons considérer tout d’abord la réponse linéaire d’un système
moléculaire en interaction avec un champ de faible intensité. Pour cela, développons
tout d’abord le champ sous la forme d’une onde plane :

Eα(r, t) = Eα exp(ik · r − iωt) (5.12)

En utilisant cette expression, on montre que la polarisation s’écrit :

P 〈1〉
α (r, t) =

∑
β

χ
〈1〉
αβ(ω)Eβ(r, t) (5.13)

où la susceptibilité linéaire χ
〈1〉
αβ(ω) est un tenseur définit par :

χ
〈1〉
αβ(ω) =

i

~

∫ ∞

0

dτeiωτ 〈[µα(τ), µβ(0)]〉 (5.14)

La susceptibilité linéaire permet de caractériser deux phénomènes. D’une part, sa
partie réelle traduit l’émergence des effets de dispersion et conduit à la notion d’in-
dice de réfraction. D’autre part, sa partie imaginaire rend compte des phénomènes
de dissipation associés à l’absorption du rayonnement par les molécules du milieu.

Au-delà de la réponse linéaire, la polarisation d’ordre trois constitue la première
contribution non linéaire qui joue un rôle dans un système centro-symétrique1. Cette
polarisation d’ordre trois s’écrit :

P 〈3〉
α (r, t) =

∑
α1α2α3

∫ ∞

0

dt3

∫ ∞

0

dt2

∫ ∞

0

dt1 S
〈3〉
α1α2α3α(t3, t2, t1)

× Eα3(r, t− t3)Eα2(r, t− t3 − t2)Eα1(r, t− t3 − t2 − t1) (5.15)

1Dans le cas des adsorbats moléculaires, la centro-symétrie est brisée si bien que la polarisation
d’ordre deux intervient. C’est notamment cette polarisation qui est mesurée dans des expériences
du type SFG ou DFG [19].
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| | | |
temps

t1 t2 t3

t

P
〈3〉
α

Eα1
Eα2

Eα3

Fig. 5.1 - Génération de la polarisation d’ordre trois

où la fonction réponse non linéaire d’ordre trois s’exprime selon :

S〈3〉
α1α2α3α(t1, t2, t3) =

(
i

~

)3

θ(t1)θ(t2)θ(t3)

× 〈[[[µα1(t3 + t2 + t1), µα2(t2 + t1)], µ(t1)α3 ], µα(0)]〉 (5.16)

La génération de la polarisation d’ordre trois peut être schématisée de la manière
suivante (Fig. 5.1). La matière, avant de générer une polarisation P

〈3〉
α à l’instant

t, interagit tout d’abord avec la coordonnée α1 du champ électrique à l’instant
t− t1 − t2 − t3, puis une seconde fois avec la coordonnée α2 au temps t− t1 − t2, et
une dernière fois avec la coordonnée α3 à l’instant t− t1.

La polarisation d’ordre trois joue au sein de cette étude un rôle primordial puisque
c’est cette contribution particulière que la spectroscopie pompe-sonde résolue en
temps permet de sonder.

5.2 Principe de la spectroscopie pompe-sonde ré-

solue en temps

La spectroscopie pompe-sonde résolue en temps est une technique expérimentale
basée sur le mélange de deux ondes qui permet de sonder les effets non linéaires d’un
système moléculaire. Son principe repose sur l’utilisation de deux pulses lasers. Le
premier, la pompe, est un pulse intense qui permet d’exciter le système moléculaire.
Le second, la sonde, est un pulse ultra-court de faible intensité qui vient sonder le
système après un certain délai en temps. Pour éliminer le bruit causé par les fluctua-
tions de l’intensité laser, le signal détecté est comparé à une référence qui correspond
au signal de la sonde lorsque le système n’a pas été excité par la pompe (Fig. 5.2). La
pompe et la sonde se superposent spatialement au niveau de l’échantillon, alors que
la référence traverse une partie de l’échantillon qui n’est pas affectée par la pompe.

Dans ce contexte, le signal expérimental est donné par la variation de densité
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Fig. 5.2 - Schéma simplifié d’une expérience de spectroscopie pompe-sonde

optique ∆A qui correspond à l’absorption de la sonde en présence de la pompe.
Cette absorption est obtenue en comparant le rapport du signal détecté ID sur le
signal de référence IR pompe allumée avec le même rapport pompe éteinte [7] :

∆A = − log

[(
ID
IR

)
pompe
allumée

×
(
IR
ID

)
pompe
éteinte

]
(5.17)

Cette absorption est une mesure directe de la polarisation non linéaire du milieu
comparée au champ de référence, c’est-à-dire au champ de la sonde. Expérimentale-
ment, le signal détecté, qui possède une largeur de bande importante, est dispersé si
bien que l’on obtient la variation de densité optique en fonction de chaque compo-
sante spectrale ωs du champ. Le détail des développements nécessaires à l’obtention
de l’expression de ∆A(ωs) en fonction de la polarisation non linéaire peut être trouvé
dans les références [6, 7, 20, 21]. En négligeant la dépendance dans les coordonnées
d’espace, la variation de densité optique s’écrit :

∆A(ωs) ∝
Im E ∗

s (ωs)P
〈3〉(ωs)

|Es(ωs)|2
(5.18)

où P 〈3〉(ωs) et Es(ωs) désignent les transformées de Fourier de la polarisation d’ordre
trois et du champ de la sonde. En effet, dans le milieu le champ total est donné par
la superposition du champ de la sonde et du champ de la pompe :

E(r, t) = Ep(t− τp) exp(ikp · r) + Es(t− τs) exp(iks · r)

+ E ∗
p (t− τp) exp(−ikp · r) + E ∗

s (t− τs) exp(−iks · r)
(5.19)

où ks et kp désignent respectivement les vecteurs d’onde du champ de la sonde et
du champ de la pompe. L’évolution temporelle de ces champs est caractérisée par
les fonctions Es et Ep centrés autour des temps τs et τp.

Dans le cas d’un système expérimental similaire à celui illustré sur la Fig. 5.2,
le spectromètre ne détecte les champs que dans la direction de la sonde caractérisée
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par le vecteur d’onde ks. Ainsi, seule la polarisation d’ordre trois ayant un vecteur
d’onde identique au vecteur d’onde de la sonde est mesurée. La polarisation d’ordre
trois est d’une manière générale proportionnelle au produit de trois champs. Ainsi,
elle se propage selon le vecteur d’onde k′ qui est une combinaison des vecteurs d’onde
des différents champs. Dans le cas du mélange de deux ondes, ces combinaisons sont
établies à partir des vecteurs d’onde de la sonde et de la pompe, c’est-à-dire ±ks et
±kp. Puisque l’accord de phase impose k′ = ks, les combinaisons de vecteurs d’onde
possibles sont :

k′ = ks ± kp ∓ kp (5.20)

et
k′ = ks ± ks ∓ ks (5.21)

On notera que les combinaisons Eq. (5.21) ne font intervenir que le champ sonde si
bien que ces processus sont présents même si la pompe est éteinte. Bien que faibles, ils
sont en fait intrinsèquement éliminés de l’expérience puisque la variation de densité
optique est définie comme la comparaison du signal pompe allumée et pompe éteinte.
Par conséquent seules les deux combinaisons Eq. (5.20) sont possibles.

Ainsi, la matière interagit une seule fois avec la sonde et deux fois avec la pompe.
De plus, la pompe précède la sonde et il n’y a pas de recouvrement entre les pulses
si bien que les deux premières interactions entre la matière et le rayonnement ne
peuvent se faire qu’avec le champ de la pompe. Par conséquent, la polarisation
s’écrit :

P 〈3〉(t) =

∫ ∞

0

dt3

∫ ∞

0

dt2

∫ ∞

0

dt1 S
〈3〉(t3, t2, t1)

× Es(t− t3 − τs)
{

Ep(t− t3 − t2 − τp)E
∗
p (t− t3 − t2 − t1 − τp)

+ E ∗
p (t− t3 − t2 − τp)Ep(t− t3 − t2 − t1 − τp)

}
(5.22)

A ce stade, on notera que dans l’Eq. (5.22) la polarisation dépend à la fois du
recouvrement des pulses et de la dynamique microscopique représentée par la fonc-
tion réponse. Bien que la largeur des pulses soit grande devant une période optique,
elle reste très faible devant les temps typiques de la dynamique du système matériel
de l’ordre de la pico-seconde. Par conséquent, en comparaison à la dynamique du
système, l’enveloppe de chaque pulse peut être écrite comme un pic de Dirac :

Ej(t− τα) = Ejδ(t− τα) (5.23)

où j = s, p désigne respectivement le pulse sonde et le pulse pompe. En utilisant
l’Eq. (5.23), la polarisation Eq. (5.22) se simplifie :

P 〈3〉(t) = 2S〈3〉(t− τs, τp − τs, 0)Es|Ep|2 (5.24)

Finalement en injectant cette expression dans l’Eq. (5.18), on obtient la variation
de densité optique ∆A(ωs, τ) en fonction du délai τ = τs − τp entre les lasers :

∆A(ωs, τ) ∝ Im

∫ ∞

0

dt S〈3〉(t, τ, 0) exp(iωst)|Ep|2 (5.25)
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5.3 Processus d’interactions intervenant dans la

spectroscopie pompe-sonde d’un système vi-

brationnel

En général, la fonction réponse S〈3〉(t1, t2, t3) (Eq. (5.16)) se développe sous la
forme d’une somme de huit termes correspondant à des processus différents et re-
présentés par des fonctions de corrélation du dipôle total. Cependant, puisque dans
le cas de la spectroscopie pompe-sonde l’intervalle de temps entre la première et
la seconde interaction matière-rayonnement est nul, il ne reste que six termes. En
omettant les fonctions de Heaviside, la fonction réponse s’écrit donc :

S〈3〉(t, τ, 0) =

(
i

~

)3 {
2〈µ(0)µ(t+ τ)µ(τ)µ(0)〉 − 2〈µ(0)µ(τ)µ(t+ τ)µ(0)〉

+〈µ(τ)µ(t+ τ)µ(0)µ(0)〉 − 〈µ(t+ τ)µ(τ)µ(0)µ(0)〉

+〈µ(0)µ(0)µ(τ)µ(t+ τ)〉 − 〈µ(0)µ(0)µ(t+ τ)µ(τ)〉
} (5.26)

La fonction réponse s’exprime comme la somme de six fonctions de corrélation
composées de quatre opérateurs moment dipolaire calculés à des temps différents.
Pour déterminer ces fonctions de corrélation, on notera tout d’abord que dans les
cas étudiés au cours de cette thèse, la température du système reste toujours très
inférieure aux énergies mises en jeu par les vibrations intramoléculaires : kBT � ω0.
Ainsi, à l’instant initial, le système se trouve dans l’état fondamental, si bien que la
matrice densité ρ(0) s’écrit :

ρ(0) = |∅〉〈∅| (5.27)

où |∅〉 désigne le vide.

Le calcul de chaque fonction de corrélation nécessite la connaissance de l’ensemble
des éléments de matrice de l’opérateur dipolaire total. Cependant, pour interpréter
la nature des différents processus mis en jeu dans la spectroscopie pompe-sonde,
nous allons écrire ces éléments sous une forme simplifiée. Dans l’approximation har-
monique, l’élément de matrice du moment dipolaire entre deux états contenant v
et v′ vibrons respecte la règle de sélection ∆v = v′ − v = ±1. En effet, le moment
dipolaire est associé à la création ou à la destruction d’un vibron. La dépendance
temporelle du moment dipolaire est une oscillation à la fréquence ωv′−ωv, c’est-à-dire
la différence de fréquence entre les états v et v′ :

〈v′|µ(t)|v〉 ∼ µvv′δv′,v±1e
i(ωv′−ωv)t (5.28)

Ainsi, lors de la création d’un vibron, µ(t) oscille typiquement à la fréquence ω0 de la
vibration intramoléculaire sondée alors que lors de la destruction d’un vibron, µ(t)
oscille à la fréquence −ω0.
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Nous pouvons également remarquer que d’après l’Eq. (5.25), seule la partie de la
fonction réponse résonante avec le laser sonde joue un rôle dans le spectre pompe-
sonde. Cette fréquence correspond à la fréquence typique de vibration intramolé-
culaire ωs ∼ ω0. Par conséquent, dans chaque fonction de corrélation, le moment
dipolaire µ(t + τ) est toujours associé à la destruction d’un vibron. Ceci provient
du fait que la polarisation est résonante avec le champ sonde si bien que le système
émet un photon de fréquence ωs.

En utilisant la forme simple du moment dipolaire, on peut exprimer chaque fonc-
tion de corrélation comme le produit d’éléments de matrice. Mais parmi ces six fonc-
tions, deux d’entres elles ne participent pas au spectre pompe-sonde. Tout d’abord,
la fonction de corrélation 〈µµµ(τ)µ(t+ τ)〉 est non résonante avec la fréquence de la
sonde. En effet, on peut remarquer que l’opérateur µ(t+ τ) agit directement sur le
ket vide |∅〉 provenant de la matrice densité ρ(0) si bien qu’il ne peut que créer un
vibron et non pas en détruire. En conséquence cette fonction de corrélation oscille
par rapport au temps t à la fréquence −ω0 non résonante avec la sonde. Ensuite, la
fonction de corrélation 〈µ(τ)µ(t+ τ)µµ〉 oscille rapidement par rapport au délai τ si
bien qu’elle ne participe pas au spectre pompe-sonde. En utilisant la forme simple
du moment dipolaire (Eq. (5.28)), il vient :

〈µ(τ)µ(t+ τ)µ(0)µ(0)〉 ∼ 〈∅|µ(τ)|1〉〈1|µ(t+ τ)|2〉〈2|µ|1〉〈1|µ|∅〉
∼ |µ01|2|µ12|2e−2iω0τ−iω0t

(5.29)

Les quatre autres fonctions de corrélation définissent explicitement le spectre
pompe-sonde et caractérisent trois processus élémentaires : l’absorption depuis l’état
excité, l’émission stimulée, et le dépeuplement du niveau fondamental (« bleach »).

L’absorption depuis l’état excité est représentée par la fonction de corrélation
〈µµ(t + τ)µ(τ)µ〉. En utilisant l’invariance par permutation cyclique de la trace,
cette fonction de corrélation se met sous la forme :

〈µµ(t+ τ)µ(τ)µ〉 = Tr [µ(t+ τ)µ(τ)µ|∅〉〈∅|µ]

≈ 〈1|µ(t+ τ)|2〉〈2|µ(τ)|1〉〈1|µ|∅〉〈∅|µ|1〉
(5.30)

Cette forme, qui permet de respecter l’ordre des temps, est résumée par le diagramme
de Feynmann (Fig. 5.3a). Dans ce diagramme, les deux lignes verticales représentent
respectivement le ket et le bra de la matrice densité, le temps s’écoulant du bas vers
le haut. Les lignes ondulées représentent l’interaction avec un photon. Ainsi au temps
initial, le système interagit deux fois avec le laser pompe de fréquence ωp ce qui a
pour conséquence de créer une population du premier état excité |1〉. Au temps τ le
système interagit avec le laser sonde de fréquence ωs, ce qui établit une cohérence
entre les états à deux vibrons |2〉 et les états à un vibron |1〉. Enfin au temps t+ τ ,
le système émet un photon de fréquence ωs caractérisant la polarisation si bien que
la matrice densité correspond à une population des états à un vibron.
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Fig. 5.3 - Diagrammes de Feynmann associés au processus d’interaction : L’absorption
depuis l’état excité (a), l’émission stimulée (b) et le « bleach » (c,d)

L’émission stimulée est représentée par la fonction de corrélation 〈µµ(τ)µ(t +
τ)µ〉. Dans sa forme ordonnée en temps, cette fonction de corrélation s’écrit :

〈µµ(τ)µ(t+ τ)µ〉 = Tr [µ(t+ τ)µ|∅〉〈∅|µµ(τ)]

≈ 〈∅|µ(t+ τ)|1〉〈1|µ|∅〉〈∅|µ|1〉〈1|µ(τ)|∅〉
(5.31)

Le diagramme de Feynmann associé (Fig. 5.3b) montre que comme pour l’absorption
depuis l’état excité, la pompe crée une population au temps initial. Au temps τ lors
de l’interaction avec la sonde, le système émet un photon de fréquence ωs créant
ainsi une cohérence entre le fondamental et les états à un vibron. Le système repasse
alors dans le fondamental en émettant un photon de fréquence ωs.

Le « bleach » est représenté par les deux fonctions de corrélation 〈µ(t+τ)µ(τ)µµ〉
et 〈µµµ(t+τ)µ(τ)〉. La première de ces fonctions est déjà ordonnée en temps et avec
la forme simplifiée du moment dipolaire elle s’écrit :

〈µ(t+ τ)µ(τ)µµ〉 ≈ 〈∅|µ(t+ τ)|1〉〈1|µ(τ)|∅〉〈∅|µ|1〉〈1|µ|∅〉 (5.32)

A l’inverse, la seconde fonction de corrélation qui n’est pas ordonnée en temps s’écrit

〈µµµ(t+ τ)µ(τ)〉 = Tr [µ(t+ τ)µ(τ)|∅〉〈∅|µµ]

≈ 〈∅|µ(t+ τ)|1〉〈1|µ(τ)|∅〉〈∅|µ|1〉〈1|µ|∅〉
(5.33)
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émission

stimulée

bleach

absorption depuis

l’état excité

|∅〉

|1〉

|2〉

ω̂0

ω̂0 − 2A

Fig. 5.4 - Spectroscopie pompe-sonde d’une vibration isolée. La pompe (en bleu) excite le
système vers le premier état vibrationnel, la sonde (en rouge) participe à trois processus :
l’émission stimulée, le bleach et l’absorption depuis l’état excité.

Les Eqs. (5.32) et (5.33) montrent que ces deux fonctions de corrélation contribuent
de façon identique au spectre pompe-sonde. Cependant, elles sont représentées par
deux diagrammes différents (Fig. 5.3c et Fig. 5.3d). Dans les deux cas, le système
interagit avec la pompe en absorbant un photon puis en émettant immédiatement
un autre photon de même fréquence. Ensuite, le système interagit avec la sonde en
absorbant un photon au temps τ ce qui établit une cohérence entre le fondamental
et les états à un vibron. Ce photon sera réémis au temps t + τ . Par conséquent, le
« bleach » correspond à l’absorption de la sonde depuis l’état fondamental. Puisque
le signal est comparé au signal lorsque la pompe est éteinte, le « bleach » décrit la
dépopulation du fondamental causée par la pompe.

5.4 Spectre pompe-sonde d’une vibration isolée

Pour illustrer le principe de la spectroscopie pompe-sonde, nous allons l’appli-
quer au cas simple d’une unique vibration anharmonique isolée. Ce type de système
correspond, dans le cas des bio-polymères, à des groupements amide isolés les uns
des autres. Une telle situation se produit lorsque la conformation du bio-polymère
ne permet pas une structure périodique où les groupements amide sont reliés par
des liaisons hydrogène.

Dans ce cas, la vibration se résume à un système à trois niveaux : le niveau
fondamental |∅〉 d’énergie nulle, le premier état vibrationnel excité |1〉 d’énergie ω̂0

et le second état vibrationnel |2〉 d’énergie 2ω̂0 − 2A. Sur la Fig. 5.4 est illustré le
déroulement d’une expérience pompe-sonde. La pompe (en bleu) excite le système
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du fondamental au premier état excité, puis la sonde participe à trois processus.
Tout d’abord, l’émission stimulée qui correspond à la décroissance du premier état
excité vers le fondamental. Puis le « bleach » qui traduit l’absorption du fondamental
vers le premier état excité. Enfin l’absorption depuis le premier état excité vers le
second état excité qui permet de mesurer les effets d’anharmonicité.

Pour le calcul du spectre pompe-sonde, nous allons négliger les corrections an-
harmoniques du dipôle, ces corrections ne modifiant que faiblement le spectre. Ainsi
le dipôle s’écrit sous la forme :

µ ∝ b+ b† (5.34)

où b et b† sont les opérateurs création et annihilation. La définition Eq. (5.34) du
dipôle ne prend pas en compte le dipôle permanent. Cette contribution, présente
dans chaque fonction de corrélation, est compensée par des fonctions de corrélation
de signe opposé. En utilisant cette définition du dipôle, le calcul des fonctions de
corrélation devient trivial et le spectre s’écrit :

∆A ∝ Re

∫ ∞

0

dt exp(i(ωs − ω̂0)t)[exp(2iAt)− 1] (5.35)

L’Eq. (5.35) donne naissance à deux pics de largeur nulle compte tenu du fait que
nous n’avons pas considéré la relaxation des états vibrationnels. En introduisant le
paramètre γ, s’identifiant à une largeur effective, et en prenant la limite γ → 0, le
spectre pompe-sonde s’écrit :

∆A ∝ lim
γ→0

γ

(ωs − ω̂0 + 2A)2 + γ2
− γ

(ωs − ω̂0)2 + γ2
(5.36)

Le spectre pompe-sonde d’une vibration isolée est caractérisé par deux pics : un
pic négatif centré en ωs = ω̂0 correspondant à l’émission stimulée et au bleach, et
un pic positif centré en ωs = ω̂0−2A correspondant à l’absorption depuis le premier
état vibrationnel. En notant ∆ω l’intervalle en fréquence entre les deux pics, on peut
réaliser une mesure directe de l’anharmonicité puisque dans le cas d’une vibration
anharmonique isolée ∆ω = 2A. On notera également que le spectre ne dépend pas
du délai entre les pulses. Puisque nous n’avons pas considéré la relaxation des états
vibrationnels, lors de l’interaction avec la pompe, la population ainsi créée reste
présente jusqu’à l’interaction avec la sonde.

L’Eq. (5.36) montre également que dans le cas d’une vibration harmonique, les
pics positif et négatif se compensent parfaitement, impliquant donc un spectre nul.
Cet effet traduit le fait que la réponse du système au pulse sonde depuis l’état excité
par la pompe est identique à la réponse du système depuis le fondamental. Par
conséquent, les signaux détecté et de référence sont identiques et la variation de
densité optique, qui est la comparaison entre ces deux signaux, est nulle. Ainsi la
spectroscopie pompe-sonde constitue une sonde spécifique des effets anharmoniques
dans les matériaux.
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Dans le cas d’une vibration isolée, la spectroscopie pompe-sonde permet une
lecture directe de l’anharmonicité intramoléculaire par la mesure de l’espacement
entre les pics positif et négatif. Cependant, les effets collectifs, dont l’origine provient
de la présence d’un ensemble de molécules assemblées sur un réseau, apportent des
modifications sur l’allure du spectre notamment par l’introduction d’une part de
couplages entre molécules et d’autre part de nouvelles sources de non linéarité.

5.5 Spectre pompe-sonde du modèle 1D d’hélice-α

En présence d’un réseau, l’allure du spectre pompe-sonde est fortement modifiée.
La prise en compte des effets collectifs est absolument nécessaire si l’on veut décrire
de façon réaliste la dynamique vibrationnelle. En effet, le réseau favorise le couplage
entre les molécules voisines permettant ainsi la délocalisation des vibrations et per-
met également l’introduction de nouvelles sources non linéaires. Ces effets combinés
modifient drastiquement les états propres du systèmes. Avant d’appliquer le calcul
du spectre au cas de l’amide-I et au cas de l’amide-A, nous allons détailler le calcul
du spectre dans le cas du modèle 1D d’hélice présenté lors du chapitre précédent.

Au cours du chapitre 3, nous avons décrit la dynamique vibrationnelle d’un réseau
moléculaire à travers l’établissement d’un hamiltonien effectif. Cet hamiltonien sera
alors utilisé pour déterminer l’évolution de la matrice densité donnée par l’Eq. (5.1).
Par conséquent, nous négligerons les processus de relaxation des états propres de
l’hamiltonien effectif décrits au cours du chapitre précédent si bien que le calcul du
spectre sera uniquement basé sur le développement des fonctions de corrélation du
dipôle sur la base de ces états propres.

Dans le cas d’un bio-polymère, le dipôle total s’exprime comme la somme des
différents moments dipolaires associés à chaque groupement amide. De plus, comme
nous l’avons vu lors du chapitre 3, les états propres de l’hamiltonien effectif décri-
vant la dynamique vibrationnelle ne sont pas les vrais états quantiques du système.
En effet, il faut tenir compte des changements de point de vue qui ont permis d’une
part de renormaliser l’anharmonicité intramoléculaire et d’autre part d’inclure une
partie du couplage vibron-phonon. Par conséquent, dans la description du dipôle
total, il convient de considérer la transformation unitaire perturbative de Kimball,
la transformation de Lang-Firsov ainsi que l’orientation de chaque moment dipolaire
local. La prise en compte de l’ensemble de ces effets rend la problématique très com-
plexe. Ainsi, dans une première approche et dans le but de connâıtre les principaux
effets combinés de l’anharmonicité intramoléculaire, du couplage vibron-phonon et
du couplage entre groupement voisins, le calcul du dipôle total sera réalisé en né-
gligeant les effets des transformations et en supposant tous les moments dipolaires
locaux alignés.
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Dans le cas de l’hélice-α, l’orientation des groupements CO et NH reste tou-
jours proche de l’axe de symétrie de l’hélice si bien que l’approximation des dipôles
alignés est justifiée. L’effet de l’anharmonicité modifie les règles de sélection du di-
pôle. En effet, elle est à l’origine des transitions permettant notamment la mesure
de l’overtone. Ces transitions sont non résonantes si bien que ces effets sont limi-
tés. Enfin, l’approximation qui consiste à négliger l’effet du couplage vibron-phonon
sur le dipôle revient à négliger les largeurs du spectre pompe-sonde. En effet, le
couplage vibron-phonon favorise des processus de relaxation par rapport aux états
quantiques vibroniques. Lors de la création d’un vibron, l’état du système se déve-
loppe sur les états propres de polarons qui incluent la déformation du réseau. Ce
mécanisme traduit la relaxation des états vibroniques par le couplage avec les pho-
nons et engendre des largeurs dans le spectre pompe-sonde. Ainsi, en négligeant le
couplage vibron-phonon, nous allons donc obtenir un spectre « bare »sans largeur.

Par conséquent, en tenant compte de ces approximations le dipôle total s’écrit :

µ ∝
∑

n

bn + b†n (5.37)

Les états propres de l’hamiltonien effectif sont des états délocalisés. Ils ont été étudiés
en détail au cours du chapitre précédent. Ainsi les états propres à un polaron de
vecteur d’onde k notés |k〉 ont une énergie ω1(k). Ils s’écrivent :

|k〉 =
1√
N

∑
n

eiknb†n|∅〉 (5.38)

Les états propres à deux polarons de vecteur d’onde k et d’indice σ, notés |ψkσ〉, ont
une énergie ω2(k, σ). Ils s’écrivent :

|ψkσ〉 =
1√
N

∑
nm

eik(n+m/2)∆(m)ψkσ(m)b†nb
†
n+m|∅〉 (5.39)

En utilisant les états propres du système et la définition du dipôle total, le calcul de
chaque fonction de corrélation devient relativement simple.

Comme nous l’avons vu, les processus d’émission stimulée et le bleach ne font
intervenir que les états à un polaron et le fondamental. Par conséquent les fonc-
tions de corrélation correspondantes s’expriment toutes en fonction de la fonction
de corrélation :

〈∅|µ(t1)µ(t2)|∅〉 =
∑

k

exp(−iω1(k)(t1 − t2))|〈∅|µ|k〉|2

= N exp(−iω1(k = 0)(t1 − t2)) (5.40)

Les fonctions de corrélation de l’émission stimulée et du bleach ont toutes la même
contribution :

〈∅|µµµ(t+ τ)µ(τ)|∅〉 = 〈∅|µ(t+ τ)µ(τ)µµ|∅〉 = 〈∅|µµ(τ)µ(t+ τ)µ|∅〉
= N2 exp(−iω1(k = 0)t) (5.41)
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On notera que l’ensemble de ces contributions fait intervenir les états à un polaron de
grande longueur d’onde, c’est-à-dire en k = 0. Puisque tous les dipôles sont alignés
et comme le faisceau laser a des dimensions grandes devant la taille des molécules,
l’ensemble de ces vibrations est excité de manière identique.

La fonction de corrélation de l’absorption depuis l’état excité fait intervenir les
états à deux polarons. Après quelques manipulations analytiques simples, cette fonc-
tion de corrélation s’écrit :

〈∅|µµ(t+ τ)µ(τ)µ|∅〉 = 4N
∑

σ

|
∑

m ψk=0,σ(m)∆(m)|2 ei(ω1(0)−ω2(0,σ))t (5.42)

Comme pour les fonctions de corrélation de l’émission stimulée et du bleach, les
états qui interviennent dans le calcul sont les états de vecteur d’onde nul k = 0.

Finalement, en introduisant le paramètre de largeur effective γ, le spectre pompe-
sonde s’écrit :

∆A ∝ lim
γ→0

∑
σ

2γ |
∑

m ψk=0,σ(m)∆(m)|2

(ωs + ω1(0)− ω2(0, σ))2 + γ2
−N

γ

(ωs − ω1(0))2 + γ2
(5.43)

Si le système est harmonique alors les états à deux polarons de fonction d’onde
ψkσ(m) sont des ondes planes dont le vecteur d’onde q est associé au mouvement
de l’interdistance m entre deux polarons (voir Eq. (2.75) du chapitre 2). Dans
l’Eq. (5.43), la somme sur l’interdistance m impose une règle de sélection : seul
les états de vecteur d’onde nul q = 0 participent au spectre pompe-sonde. Ainsi,
l’énergie de l’état à deux polarons excité par le laser sonde est exactement égale au
double de l’énergie de l’état à un polaron excité par le laser pompe. Par conséquent,
la contribution positive provenant de l’excitation depuis le premier état vibrationnel
compense la contribution négative provenant de l’émission stimulée et du bleach.

Lorsque le système est anharmonique, les états à deux polarons sont de deux
types : les états libres et les états liés. Les états libres correspondent aux états
de l’équivalent harmonique. A l’inverse, les états liés participent à la contribution
positive en introduisant de nouvelles résonances. Ainsi le spectre présente un pic
négatif correspondant à la réponse des états libres et des pics positifs associés à
la présence des états liés. On notera également que l’intensité de ces pics dépend
de la nature de ces derniers. En effet, dans l’Eq. (5.43), l’intensité de chaque pic
positif dépend de la fonction d’onde ψkσ(m) et du facteur ∆(m) qui provient de
l’indiscernabilité.
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Fig. 5.5 - Energies propres (a) et spectre pompe-sonde (b) pour ω0 = 1680 cm−1, J =
7.8 cm−1, Ωc = 100 cm−1, T = 310 K, y = 0, A = 0 cm−1, ε = 5 cm−1 et γ = 5 cm−1.

 3280

 3290

 3300

 3310

 3320

 3330

 3340

-3 -2 -1  0  1  2  3

ω
2(

k,
σ)

k

(a) (b)

 1600  1610  1620  1630  1640  1650  1660  1670  1680

∆A
 (u

.a
.)

ωs (cm-1)

(a) (b)

Fig. 5.6 - Energies propres (a) et spectre pompe-sonde (b) pour ω0 = 1680 cm−1, J =
7.8 cm−1, Ωc = 100 cm−1, T = 310 K, y = 0, A = 8 cm−1, ε = 5 cm−1 et γ = 5 cm−1.

5.6 Spectroscopie pompe-sonde de la vibration CO

Lors du chapitre précédent, nous avons étudié les énergies propres des états à un
et à deux polarons associés au mode amide-I dans un modèle 1D d’hélice. En re-
prenant les paramètres utilisés, nous avons tracé les différents spectres pompe-sonde
correspondant aux différentes relations de dispersion. Par conséquent, l’anharmoni-
cité intramoléculaire A et l’énergie de liaison du petit polaron ε apparaissent encore
une fois comme des paramètres. Les autres constantes ω0, J , Ωc et y sont donc fixées
aux mêmes valeurs qu’au chapitre précédent, c’est-à-dire respectivement 1680 cm−1,
7.8 cm−1, 100 cm−1 et 0. La température est également fixée à T = 310 K.

Les Figs. 5.5-5.8 représentent le spectre pompe-sonde pour différentes valeurs de
A et de ε ainsi que les relations de dispersion des états à deux polarons.

Pour A = 0 et ε = 5 cm−1 (Fig. 5.5), les énergies à deux polarons en k = 0
supportent un état lié et un continuum d’états libres. Le continuum d’états libres
est à l’origine du pic négatif dans le spectre pompe-sonde alors que l’état lié engendre
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Fig. 5.7 - Energies propres (a) et spectre pompe-sonde (b) pour ω0 = 1680 cm−1, J =
7.8 cm−1, Ωc = 100 cm−1, T = 310 K, y = 0, A = 0 cm−1, ε = 15 cm−1 et γ = 5 cm−1.
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Fig. 5.8 - Energies propres (a) et spectre pompe-sonde (b) pour ω0 = 1680 cm−1, J =
7.8 cm−1, Ωc = 100 cm−1, T = 310 K, y = 0, A = 8 cm−1, ε = 15 cm−1 et γ = 5 cm−1.

le pic positif. L’intervalle en énergie entre ces deux pics, égal à 4 cm−1, correspond
parfaitement au gap entre l’état lié et le continuum d’états libres en k = 0. On
remarquera également que la présence d’un second état lié en bord de bande n’a
pas de conséquence sur le spectre pompe-sonde puisque seuls les modes de vecteur
d’onde nul sont optiquement actifs.

Pour A = 8 cm−1 et ε = 5 cm−1 (Fig. 5.6), l’anharmonicité a pour conséquence
d’augmenter le gap entre les états libres et les états liés et de décaler les énergies
vers le rouge. On retrouve cet effet dans le spectre pompe-sonde puisque les deux
pics sont décalés vers des énergies plus basses et que l’intervalle en énergie entre les
deux pics a augmenté jusqu’à la valeur de 14 cm−1.

Pour A = 0 et ε = 15 cm−1 (Fig. 5.7), l’augmentation du couplage-vibron permet
l’existence de deux états liés en k = 0. La présence de ces états se retrouve dans
le spectre pompe-sonde qui supporte deux pics positifs. On notera également que
l’intensité du pic le plus proche du pic négatif est relativement faible. Ceci provient
de deux effets. Tout d’abord, le gap entre le continuum et le second état lié est
plus faible que la largeur des pics du spectre si bien que l’état lié se « perd » dans
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cette largeur. Ensuite, l’allure des fonctions d’onde (Fig. 4.8b) montre que le second
état lié correspond à une hybridation entre les états m = 0 et m = 1 fortement
anti-symétrique. Cependant, seul les états symétrique ont une activité optique si-
gnificative.

Pour A = 8 cm−1 et ε = 15 cm−1 (Fig. 5.8), l’anharmonicité, outre les effets pré-
cédents, augmente le gap entre les états liés et diminue l’hybridation entre les états
m = 0 et m = 1. On observe ces mécanismes dans le spectre pompe-sonde. L’espa-
cement entre les pics positifs s’est accru et l’intensité du pic positif correspondant
au second état lié est plus importante.

Le spectre pompe-sonde expérimental de la vibration CO dans une hélice-α a été
réalisé par Julian Edler [7]. Celui-ci supporte un pic négatif ainsi qu’un pic positif.
Son allure générale se trouve proche de la Fig. 5.6 avec un intervalle de fréquence
entre les deux pics de l’ordre de ∆ω = 12 cm−1. Dans le cadre d’une interprétation
de ce spectre en terme d’une simple vibration anharmonique isolée, l’intervalle de
fréquence entre les deux pics est donné par ∆ω = 2A. On en déduit donc une
anharmonicité de A = 6 cm−1. Cependant, cette interprétation néglige les effets du
couplage latéral J . Un modèle plus évolué consiste à prendre en compte un ensemble
de vibrations anharmoniques en interaction en négligeant le couplage vibron-phonon.
Ce modèle correspond au réseau moléculaire présenté au cours du chapitre 2. Dans
ce cas, parmi les états à deux vibrons il existe un état lié dont l’énergie est donnée
par l’Eq. (2.86). L’intervalle de fréquence entre les deux pics du spectre pompe-sonde
correspondant est alors donné par ∆ω = 2

√
A2 + 4J2− 4J . En fixant J = 7.8 cm−1

on obtient alors l’anharmonicité A = 15 cm−1. Cette interprétation n’est pas non
plus satisfaisante. En effet, la valeur obtenue pour l’anharmonicité est beaucoup
trop importante. Comme nous l’avons vu au chapitre précédent, l’anharmonicité
intramoléculaire de la vibration CO au sein d’un groupement amide est de l’ordre
de A = 8 cm−1. Par conséquent la prise en compte du couplage vibron-phonon
est nécessaire pour pouvoir interpréter correctement le spectre pompe-sonde. Ce
couplage diminue la constante de saut effective et il introduit une nouvelle source
de non linéarité. Dans le cadre d’une telle interprétation, le spectre pompe-sonde
expérimental est alors reproduit avec une valeur de l’énergie de liaison du petit
polaron de ε = 4.2 cm−1.

Dans le cadre du modèle théorique exposé au cours du chapitre 4, nous avons
montré que l’allure du spectre pompe-sonde pouvait varier fortement en fonction de
la valeur des paramètres. Nous avons vu également que bien que le spectre expéri-
mental de la vibration CO dans une hélice-α ait une allure semblable à celui d’une
vibration isolée, seul notre modèle théorique permet d’obtenir des valeurs de para-
mètres raisonnables. Dans la prochaine section, nous allons montrer que le spectre
de la vibration NH possède une allure radicalement différente qui ne laisse aucun
doute sur la validité de notre modèle théorique.
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Fig. 5.9 - Spectre pompe-sonde de PBLG en chloroforme avec 3% de TFA et un délai de
600 fs après excitation à 293 K (ligne rouge, conformation en hélice), et à 260 K (ligne
bleue, conformation pelote). Figure extraite de la reférence [15]

5.7 Mesure expérimentale du spectre pompe-sonde

de la vibration NH

Le choix de la protéine non naturelle PBLG pour cette expérience provient de
sa très grande stabilité en conformation hélice-α. Elle est constituée d’un nombre
important de résidus d’acide aminé (≈ 90) tous identiques et ayant une châıne laté-
rale très longue. Au cours de cette expérience, la protéine PBLG est dissoute dans
du chloroforme auquel est ajouté de l’acide tri-fluoroacetique (TFA). Cet acide agit
comme un dénaturant dont l’effet dépend de la température. Ainsi, le système pré-
sente une transition à la température de 268 K [7]. Au dessus de cette température,
la protéine possède une structure en hélice-α, alors qu’à basse température la pro-
téine se trouve dans un conformation pelote. Celle-ci correspond à l’établissement
de liaisons hydrogène non plus au sein même de la protéine mais entre différentes
protéines et cela de façon aléatoire si bien que le système perd sa nature ordonnée.
Par conséquent, dans cette conformation, les modes de vibration NH sont indépen-
dants les uns des autres et le modèle de vibrations isolées s’applique. A l’inverse, en
conformation hélice-α, le système devient ordonné et nous appliquerons le modèle
1D d’hélice.

Sur la Fig. 5.9 est reporté le spectre pompe-sonde expérimental pour deux tempé-
ratures : T = 293 K, c’est-à-dire en conformation hélice-α (ligne rouge) et T = 260 K,
en conformation pelote (ligne bleue). A T = 260 K, le spectre présente un pic négatif
à 3355 cm−1 et un pic positif à 3235 cm−1. La position du pic négatif correspond
à la fréquence d’absorption infrarouge. Dans un modèle de vibration isolée, le pic
positif prend son origine dans l’anharmonicité intramoléculaire de la vibration NH.
Cette anharmonicité se déduit en mesurant l’intervalle d’énergie entre les pics. On
obtient A ≈ 60 cm−1. Cette valeur est en accord avec d’autres mesures de cette
anharmonicité mais pour des systèmes différents [7, 22, 23].

Le spectre à T = 293 K montre un pic négatif à 3280 cm−1 ainsi que deux pics
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positifs respectivement à 3160 cm−1 et à 3005 cm−1. L’observation de deux pics po-
sitifs dans un spectre pompe-sonde possède un caractère exceptionnel. Le modèle de
vibrations isolées étant inadapté pour expliquer ces observations, différents scénarii
ont été proposés et des expériences complémentaires furent réalisées pour déterminer
la nature de ce double pic [7, 15].

Le professeur Peter Hamm et ses collaborateurs ont ainsi montré que le change-
ment d’allure du spectre n’est pas un effet direct de la température mais provient
d’un changement de structure induit par celle-ci si bien que l’existence des deux pics
est reliée au caractère ordonné du système. Ils ont également prouvé que les dipôles
de transition correspondant à chacun des pics étaient alignés. En effet, lors d’un
changement de la polarisation du champ, les deux pics positifs ainsi que le pic néga-
tif varient de manière identique. En augmentant le délai entre les pulses laser, Ils ont
observé une décroissance identique (1.5 ps) des deux pics positifs. Cette expérience
suggère fortement que les deux pics positifs correspondent à deux transitions depuis
un même état peuplé par la pompe. La possibilité que d’autres modes de vibration,
qui sont proches dans le spectre infrarouge (notamment CH), puissent interférer
dans le spectre pompe-sonde a été éliminée. En effet, en remplaçant l’ensemble des
atomes d’hydrogène des groupements CH par du deutérium et en réalisant une ex-
périence de spectroscopie pompe-sonde sélective, c’est-à-dire avec une pompe dont
la largeur de bande est faible, l’équipe de P. Hamm a obtenu des résultats iden-
tiques. Enfin, ils ont montré que la présence du double pic n’est pas altérée par une
variation de l’intensité du laser pompe si bien que les processus à plusieurs photons
correspondant aux transitions 1 → 2 et 2 → 3 furent écartés.

Par conséquent, compte tenu de ces expériences, deux scénarii sont possibles
pour expliquer la présence de deux pics. D’une part, une résonance de Fermi entre
l’overtone de l’amide-II dont la fréquence d’absorption se situe à 1550 cm−1. Et
d’autre part une interprétation en terme d’effets non linéaires. Des calculs récents
n’ont pas pu confirmer le scénario de la résonance de Fermi [7]. Ainsi, nous proposons
au cours de ce chapitre d’appliquer notre modèle en termes d’effets non linéaires
collectifs pour expliquer les résultats expérimentaux.

Pour déterminer le modèle d’hélice, plusieurs paramètres sont nécessaires. Tout
d’abord l’anharmonicité intramoléculaire est fixée à la valeur de A ≈ 60 cm−1. En-
suite, en comparant les dipôles de transition des modes amide-I et amide-A calculés
par T.C. Cheam et S. Krimm [24] on obtient la constante de saut nue J . 4 cm−1.
Nous avons également fixé la fréquence de coupure des phonons à la valeur typique
de Ωc ≈ 100 cm−1. Il ne reste alors que les paramètres ω0, ε et y à déterminer.
Tout d’abord la fréquence de vibration nue ω0 est imposée en fixant la fréquence
d’absorption théorique (Eq. (4.14)) à la valeur de la position du pic négatif soit
ω0→1 = 3280 cm−1. Les deux derniers paramètres sont déterminés par la position
des deux pics positifs. Toutefois, on notera que des calculs antérieurs de l’énergie de
liaison du petit polaron conduisent à des valeurs de l’ordre de ε = 100−200 cm−1 [25].
De plus l’anharmonicité de la vibration NH est forte, il ne serait en rien surprenant
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Fig. 5.10 - Spectre pompe-sonde pour ω0 = 3520 cm−1, J = 4 cm−1, Ωc = 100 cm−1,
T = 310 K, y = 0.0877, A = 60 cm−1, ε = 119.4 cm−1 et γ = 10 cm−1.

d’avoir des fluctuations de l’anharmonicité non négligeable (y 6= 0). La détermina-
tion exacte de ces paramètres dans le but de reproduire la position des pics conduit
aux valeurs : ε = 119.4 cm−1, y = 0.0877 et ω0 = 3520.0 cm−1. L’utilisation de ces
paramètres fournit le spectre reporté sur la Fig. 5.10.

Pour interpréter plus facilement le spectre pompe-sonde, on peut remarquer que
celui-ci se simplifie dans la gamme de paramètres exposés précédemment. Pour un
fort couplage vibron-phonon et une forte anharmonicité intramoléculaire, l’état lié
basse fréquence EL-I correspond à deux polarons sur un même site alors que l’état
lié haute fréquence EL-II caractérise deux polarons sur des sites plus proches voisins.
Les autres états propres sont les états libres formés de combinaisons des états m > 2.
Par conséquent la fonction d’onde de chacun de ces états s’écrit :

ψkσ=1(m) ≈ δm,0

ψkσ=2(m) ≈ δm,1

ψkσ>3(m) ≈
√

2

N − 3
exp(iqm)

(5.44)

En utilisant ces fonctions d’onde, le spectre pompe-sonde s’écrit :

∆A ≈ lim
γ→0

γ

(ωs + ω1(0)− ω2(0, 1))2 + γ2
+ 2

γ

(ωs + ω1(0)− ω2(0, 2))2 + γ2

− 3
γ

(ωs − ω1(0))2 + γ2
(5.45)

Le pic correspondant à EL-I possède une intensité deux fois plus faible que le pic po-
sitif associé à EL-II, ce rapport provenant du facteur ∆2(0) = 2. On notera que si l’on
compare les spectres expérimentaux et théoriques les rapports des intensités des pics
ne correspondent pas. Cependant, puisque nous avons tracé le spectre « bare » sans
prendre en compte les largeurs, ces intensités n’ont que peu de signification.
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Ce travail, sur la détection expérimentale des états liés à deux polarons dans
les hélices-α, a donné lieu à une publication qui est présentée en fin de ce chapitre.
Le lecteur pourra y trouver l’ensemble des détails du dispositif expérimental réalisé
par Julian Edler et Peter Hamm. Toutefois, la partie théorique qui constitue notre
contribution a été réalisée dans un cadre légèrement différent de celui présenté au
cours de ce chapitre et du chapitre précédent. En effet, à l’origine ce travail était
basé sur l’étude par V. Pouthier de la compétition entre le couplage vibron-phonon
et l’anharmonicité intramoléculaire dans les hélices-α [14]. Dans cette étude seules
les fluctuations de la fréquence harmonique et une partie des fluctuations de l’an-
harmonicité ont été prises en compte (voir Eq. (3.29)). Cependant, ce modèle ne
donnant pas de résultats satisfaisants pour interpréter le spectre de la vibration NH,
un terme supplémentaire de couplage vibron-phonon a été a posteriori ajouté. Ce
terme a permis de rendre compte de l’ensemble des fluctuations de l’anharmonicité
provenant notamment des potentiels V

(3)
n et V

(4)
n (voir chapitre 3). Toutefois, puisque

la fréquence interne ω̂n(−→u ) dépend de l’anharmonicité An(−→u ) (voir Eq. (2.34)), les
fluctuations totales de ω̂n(−→u ) doivent a priori inclure celles de An(−→u ). L’ajout a pos-
teriori du terme de couplage vibron-phonon ne nous a pas permis de tenir compte
de ces modifications. C’est pourquoi, nous avons choisi ici de présenter ce travail
dans le cadre théorique plus adapté que constitue la théorie présentée au cours du
chapitre 3. L’équivalence entre les paramètres introduits au cours de ce chapitre et
les paramètres de la publication est donnée par :

ξ = (1 + 2η)χ

ξ′ = −ηχ+ χ′
(5.46)

où χ désigne les fluctuations de la fréquence harmonique, χ′ l’intensité du couplage
supplémentaire et η est défini par l’Eq. (3.28). L’équivalence des paramètres ε et y
est alors définie par

EB =
χ2

W
= (1 + 4η)ε

x =
χ′

χ
= (1 + 2η)y + η

(5.47)

En utilisant les paramètres qui permettent de reproduire l’expérience, on obtient
EB = 85 cm−1 et x = 0.21. On remarque que ces valeurs sont très proches de celles
utilisées dans la publication respectivement égales à EB = 84 cm−1 et x = 0.22.
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Direct Observation of Self-Trapped Vibrational States in �-Helices
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Femtosecond infrared pump-probe spectroscopy of the N-H mode of a stable �-helix reveals two
excited-state absorption bands, which disappear upon unfolding of the helix. A quantitative comparison
with polaron theory shows that these two bands reflect two types of two-vibron bound states connected
to the trapping of two vibrons at the same site and at nearest neighbor sites, respectively. The latter
states originate from an acoustic phonon in the helix, which correlates adjacent sites.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.93.106405 PACS numbers: 71.38.Ht, 63.20.Ry, 63.22.+m, 82.53.Ps

The formation of self-trapped states, or phonons,
caused by the interaction of excitons with lattice vibra-
tions, can result in exciting energy transport properties
and novel optical characteristics. Self-trapping has been
observed in various materials. In particular, quasi-one-
dimensional structures, such as halogen-bridged metal
complexes [1,2] or hydrogen bonded molecular crystals
[3–10], are ideal systems to study self-trapping. In the first
case, the excitations are electronic, while they are vibra-
tional in the second case. It has been suggested that
vibrational self-trapping in �-helices plays an important
role in the remarkable efficiency of energy transport and
energy storage in proteins [11].

An �-helix consists of a helical sequence of amino
acids, which is stabilized by three quasi-one-dimensional
chains of hydrogen bonds. According to Davydov’s model
[11], individual molecular oscillators of the peptide unit
(-CONH-), such as the N-H or C——O stretching mode, are
coupled through electrostatic interactions, leading to a
delocalization of the excitation, i.e., a vibrational exciton
or vibron. The vibron, in turn, is coupled to lattice pho-
nons along the hydrogen bonded chain through an anhar-
monic (nonlinear) term, which is mediated by the highly
nonlinear hydrogen bonds. Vibrational self-trapping has
been investigated in detail for hydrogen bonded molecu-
lar crystals, such as crystalline acetanilide (CH3-CONH-
C6H5, ACN) [3–10]. These crystals are considered to be
model systems for �-helices with similar local structures
of the peptide unit and the hydrogen bonds. The infrared
absorption spectrum of ACN shows temperature depen-
dent anomalies that have been assigned to vibrational
self-trapping [4,10]. Edler and Hamm have recently con-
firmed this interpretation by employing infrared femto-
second pump-probe spectroscopy [12–15].

However, compelling experimental evidence for self-
trapping in real �-helices or proteins is extremely rare.
The only work we are aware of is that of Ref. [16], which
observed a lengthened lifetime of certain vibrational
states in myoglobin, and Ref. [17], which observed an
anomalous temperature dependence in the N-H spectrum
of polyalanine. Here, we monitor self-trapped states di-

rectly through their anharmonicity. To study anharmo-
nicity, the method of choice is femtosecond vibrational
spectroscopy, since the nonlinear response of a com-
pletely harmonic system vanishes identically [18].

We chose poly-�-benzyl-L-glutamate (PBLG) for this
investigation, because it forms extremely stable, long
�-helices in both helicogenic solvents and films grown
from these solvents. The monomeric unit of PBLG is a
non-natural amino acid with a long side chain that sta-
bilizes the helix; however, the helix backbone is identical
to that of natural helices. Because of its stability, PBLG
has served as the standard model helix since the very
early days of structural investigations of proteins [19].
PBLG with a chain length of �90 amino acids was either
dissolved in chloroform (concentration �0:5–1 mM) or
used as films grown from such a solution.

Figure 1(a) (red line) shows the absorption spectrum of
the helix in chloroform solution at 293 K (with the solvent
spectrum subtracted), which is dominated by the strong
N-H stretching band at 3290 cm�1. Figure 1(b) (red line)
shows the pump-probe response of the helix 600 fs after
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FIG. 1 (color). (a) Absorption spectra of PBLG in chloroform
with 3% TFA at 293 K (red line, helical conformation), and at
260 K (blue line, random coil). (b) Pump-probe spectra 600 fs
after excitation under the same conditions. Inset: Decay of
negative and both positive bands at 293 K.
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excitation with an ultrashort broadband excitation pulse
(duration 150 fs, bandwidth 200 cm�1, energy density
�10 mJ=cm2). We find a negative band at 3280 cm�1

[20] and two positive bands at 3160 and 3005 cm�1,
respectively. The two positive peaks are very character-
istic for the helix and appear under almost any condition
(see below).

The experiment in Fig. 1 has been performed with a
little additive (3%) of trifluoroacetic acid (TFA) as dena-
turant. At this concentration, the helix is folded and stable
at room temperature, but unfolds to a random coil with a
sharp transition at about �5 �C (cold denaturation) [21].
Figure 1(a) (blue line) shows the absorption spectrum of a
random coil ensemble at �18 �C, where the N-H band
blueshifts to 3355 cm�1. In an intact helix, the N-H-
groups form intramolecular hydrogen bonds with C——O
groups from the next helix turn, while they form inter-
molecular hydrogen bonds with TFA molecules in a ran-
dom coil configuration (which is why TFA destabilizes
the helix). The latter are weaker hydrogen bonds, explain-
ing the blueshift of the N-H band. The negative band in
the pump-probe experiment [Fig. 1(b), blue line] shifts
accordingly. The important difference, however, is that
only one positive band is observed in the random coil
configuration.

If the N-H stretching vibrators were isolated—isolated
from other peptide units in the �-helix as well as from
other normal modes within one peptide unit —one would
expect the common pump-probe response of anharmonic
oscillators [18]: a negative band at the frequency of the
N-H fundamental associated with bleach (� � 0 ! � �
1) and stimulated emission (� � 1 ! � � 0), and a posi-
tive band associated with excited-state absorption (� �
1 ! � � 2). The excited-state absorption band is ex-
pected to be redshifted with respect to the bleach and
stimulated emission signal due to the anharmonicity of
the vibrator. This kind of pump-probe response is very
characteristic and is always observed when isolated mole-
cules are vibrationally excited (see, e.g., Ref. [22] and
many other examples). When the molecule is unfolded,
the individual N-H groups, indeed, appear to be isolated,
and we obtain exactly the expected response with an
anharmonicity of !01 �!12 � 120 cm�1. In contrast,
the observation of two positive bands for the intact helix
[Fig. 1(b), red line], rather than just one, is exceptional
and is the major topic of this Letter.

We have performed numerous test experiments to as-
sign the double-peak spectral signature.

Temperature dependence.—In a film, the helix does not
unfold even at temperatures down to 18 K. In that case, the
double-peak structure stays the same over the whole
temperature range from 18 to 293 K [Fig. 2(b)]. This
finding proves that the spectral change in Fig. 1(b) is
not a direct temperature effect, but indirect through a
temperature induced structural change of the helix.

Polarization dependence.—The anisotropies of both
positive bands are identical and agree with that of the

bleach–stimulated emission signal [Fig. 2(c)]. Hence, the
transition dipoles of all signals are parallel.

Time dependence.—When varying the pump-probe de-
lay time, both the positive and the negative bands decay in
parallel with a 1.5 ps time constant [Fig. 1(b), inset]. This
indicates that all these bands originate from one and the
same state, and disappear simultaneously as this state
decays.

Fully C-deuterated PBLG.—The absorption spectrum
exhibits small bands between 2900 and 3100 cm�1

[Fig. 2(a), red line], which are mostly due to CH
stretching vibrations. They can be eliminated when
C-deuterating the helix [Fig. 2(a), green line]. Fully
C-deuterated PBLG (PBLG-d) has been synthesized as
described in Refs. [23,24]. The pump-probe response of
PBLG-d [Fig. 2(d)] reveals the same double-peak struc-
ture as PBLG, showing that the CH bands do not
contribute.

Narrow band excitation.—When eliminating the CH
stretching vibrations, a further small band remains,
which is assigned to a weak overtone or combination
mode. In order to assure that the overtone does not
contribute, we performed frequency selective pump-
probe experiments with a spectrally filtered pump pulse
[using an adjustable Fabry-Perot filter with bandwidth
30 cm�1, the pump-pulse spectra are shown in Fig. 2(e)
as black lines]. The result shows that the double-peak
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FIG. 2 (color). (a) Absorption spectra of PBLG (red) and
fully C-deuterated PBLG (green) in films grown from chloro-
form solution. (b) Pump-probe response at 293 K (red) and 18 K
(blue). (c) Polarization dependence of pump-probe response.
(d) Pump-probe response of fully C-deuterated PBLG.
(e) Pump-probe response of PBLG-d upon narrow band exci-
tation at 3272 cm�1 (red) and 3047 cm�1 (blue). The pump-
pulse spectra are shown as black lines. (f) Pump-probe re-
sponse with the pump-pulse intensity varied by a factor of 4.
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structure appears only when pumping the N-H band,
while no measurable signal is obtained when pumping
the overtone.

Intensity dependence.—Multiphoton excitation has
been excluded by reducing the pump-pulse intensity by
a factor of 4 [Fig. 2(f)], still revealing the same double-
peak structure.

Fermi resonance.—It has been argued that the N-H
band of proteins, peptides, and peptide model systems is
complicated by a Fermi resonance with the amide II
mode at 1550 cm�1 [25]. The Fermi resonance is usually
weak in absorption spectroscopy because of the large
frequency mismatch (2!amide II �!NH � �190 cm�1).
Accordingly, only a very weak band is found at about
3050 cm�1 [Fig. 2(a), green line], which could be the
amide II overtone. However, owing to the much larger
intrinsic anharmonicity of the N-H band, the resonance
condition improves for the excited-state absorption bands.
Hence, the double-peak structure in the pump-probe
spectra could reflect, for example, a Fermi resonance
between the first overtone of N-H mode (2�NH) and the
�NH � 2�amide II combination mode. The Fermi resonance
would be almost symmetric, since the intensities of the
two bands are comparable, and thus would have to be
exceptionally strong, as judged from the large splitting of
155 cm�1. Upon unfolding, the N-H band blueshifts by
65 cm�1, while the amide II band remains at its original
frequency. Given the large Fermi splitting of 155 cm�1, a
detuning of the resonance by 65 cm�1 clearly is not suf-
ficient to explain a complete disappearance of the Fermi
resonance. We have furthermore measured the anhar-
monic coupling terms by performing two-color pump-
probe experiments, where the N-H band is excited and the
spectral range of the amide I and the amide II is probed.
The results are entirely inconsistent with a Fermi split-
ting of the order of 155 cm�1. Taking these arguments
together, we can safely exclude a Fermi resonance as the
possible explanation for the double-peak signature in the
pump-probe response.

To summarize the experimental part, we conclude that
the two positive bands observed in the pump-probe re-
sponse (i) originate from the N-H band solely and (ii) are
associated with a coupling mechanism between peptide
units, and not within individual peptide units. The two
bands represent transitions to two-vibron states, and re-
quire an intact helix structure. Hence, when looking for
an explanation of this spectral signature, we may restrict
our search to the N-H modes, to intersite degrees of
freedoms that exist only in a regular structure, and to
couplings between the N-H modes and these intersite
degrees of freedoms.

In this context, Pouthier and co-workers have recently
investigated the two-vibron dynamics in �-helices with
special emphasis onto the interplay between the intra-
molecular anharmonicity and strong vibron-phonon cou-
pling [26,27]. The result of this work is briefly reviewed
in the following: According to Davydov’s model [11], the

system is described as a 1D chain formed by N sites
periodically distributed along the lattice. Each site is
occupied by a peptide group which contains the N-H
stretching vibration. The latter behaves as a high fre-
quency anharmonic oscillator coupled to acoustic pho-
nons, which characterize the external dynamics of the
peptide groups [28]. The vibrational excitations reduce to
anharmonic vibrons dressed by a virtual cloud of pho-
nons, i.e., anharmonic small polarons. Both the intra-
molecular anharmonicity and the dressing effect favor
the formation of two-vibron bound states which corre-
spond to the trapping of two quanta over only a few
neighboring sites with an energy that is smaller than the
energy of two quanta lying far apart. The two-vibron en-
ergy spectrum exhibits three types of states (see Fig. 3,
inset): (i) two-vibron free states (TVFS) belonging to an
energy continuum which correspond to two noninter-
acting vibrons, (ii) two-vibron bound states I (TVBS-I)
which refer to the trapping of the vibrons at the same site,
and (iii) two-vibron bound states II (TVBS-II) which
characterize vibrons trapped at nearest neighbor sites.
The occurrence of TVBS-II, which originates from the
overlap between the virtual clouds of phonons of each
vibron, appears as a signature of the acoustic nature of the
phonons responsible for correlations between adjacent
sites. TVBS-I and TVBS-II form two energy bands lo-
cated below the TVFS continuum.

Compared with the previous work [26,27], which was
devoted to the amide I vibrations, some modifications
have to be made to account for the stronger nonlinearity
of the N-H modes. First, the N-H polaron hopping con-
stant almost vanishes due to the dressing effect so that the
polaron mass becomes infinite. Therefore, the TVFS
bandwidth, as well as the dispersion of both bound state
bands, are negligible. Second, in addition to the Davydov
coupling �Hvp �

P
n��un�1 � un�1�b

y
nbn (where un

refers to the phonon displacement and bn and byn stand
for the vibron operators), a state-dependent coupling
has been introduced via an additional term
�H0

vp � �
P

n�
0�un�1 � un�1�b

y2
n b2n.
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With these modifications, the theory detailed in
Refs. [26,27] is used to compute the pump-probe sig-
nal, using the following parameters: harmonic N-H
frequency !0 � 3520 cm�1, phonon cutoff frequency
�c � 100 cm�1 [7], intramolecular anharmonicity A �
60:0 cm�1 (i.e., the anharmonicity of isolated N-H
groups in the unfolded helix), undressed hopping con-
stant J � 5 cm�1, i.e., a typical value for vibron hopping
in proteins (see, for instance, Ref. [10]), and small po-
laron binding energy EB � 84 cm�1 (see, for instance,
Ref. [7]). The ratio �0=� is fitted to 0.22. Finally, an
arbitrary linewidth is used, which takes into account
that the dephasing rate of TVBS-I is 1.5 times smaller
than that of TVBS-II [27].

Figure 3 clearly shows that the model reproduces the
experimental pump-probe spectra (Figs. 1 and 2) very
well. At T � 293 K, it reveals a single negative peak
located at 3280 cm�1 and two positive peaks located at
3005 and 3160 cm�1, respectively. The negative peak
refers to the bleach and stimulated emission between the
ground state and the zero wave vector single-vibron state.
This process overcompensates the absorption from the
single-vibron state to the zero wave vector TVFS, which
takes place at the same frequency. In contrast, the positive
peaks located at 3005 and 3160 cm�1 correspond to the
excited-state absorption from the zero wave vector single-
vibron state to the zero wave vector TVBS-I and TVBS-
II, respectively. From the theory we expect for the inte-
grated intensities ITVBS-I=ITVBS-II=ITVFS � 1=2=� 3, in
good agreement with the experiment [e.g., Fig. 2(d)].
Note that these intensities are inherent to the model,
and do not contain explicit fit parameters. Furthermore,
we find that the theoretical spectrum is almost tempera-
ture independent as a result of the infinite polaron mass
due to the strong dressing effect (Fig. 3), again reproduc-
ing the experimental finding [Fig. 2(b)].

In conclusion, the experimental results unambiguously
show that the two positive bands are a signature of the
helical conformation, in which individual N-H vibrations
are correlated by acoustic phonons. The phonons enable
the formation of self-trapped states that can be identified
through their anharmonicity. When the helical structure
is destroyed, the correlation vanishes and the experimen-
tally observed pump-probe response is that of an isolated
vibrator. The theory assigns the two positive peaks to the
existence of two kinds of two-vibron bound states corre-
spond to the trapping of two vibrons at the same site and
at nearest neighbor sites, respectively. The latter states
originate from the overlap between a virtual cloud of
acoustic phonons with each vibron. To our knowledge,
this is the first direct observation of vibrationally self-
trapped states in �-helices, some 30 years after their
prediction by Davydov [11].

The work has been supported by the Swiss National
Science Foundation (2100-067573/1).
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Chapitre 6

États multi-quanta dans les
hélices-α : modèle 3D

Jusqu’à présent, la plupart des théories développées pour analyser le transfert
d’énergie dans les bio-polymères étaient basées sur le modèle originel de Davydov.
Dans ce modèle, la conformation tridimensionnelle (3D) d’une hélice-α est totale-
ment ignorée en supposant que d’un point de vue dynamique le bio-polymère se com-
porte comme un réseau moléculaire unidimensionnel (1D). En réalité, comme nous
l’avons présenté au cours du chapitre 4, une hélice-α correspond à une séquence de
résidus d’acide aminé régulièrement distribués le long d’une châıne polypeptidique
qui s’enroule autour d’un axe pour former une structure hélicöıdale. Elle est alors
constituée par l’enroulement de trois sous-réseaux à l’intérieur desquels les groupe-
ments amide sont reliés les uns aux autres par des liaisons hydrogène. A travers
le modèle standard de Davydov, la dynamique des vibrons et des phonons était
restreinte à celle d’un unique sous-réseau.

Dans ce contexte, la question fondamentale suivante émerge : quelle est l’influence
de la conformation réelle d’une protéine sur ces propriétés dynamiques ? La réponse
à cette question suppose la connaissance de beaucoup de paramètres et apparâıt
comme un problème inextricable compte tenu de l’extrême complexité des molécules
du vivant. Ainsi, donner une réponse globale semble être une tâche difficile. Il nous
apparâıt plus judicieux d’améliorer le modèle originel étape par étape en ajoutant
successivement différents ingrédients de façon à générer un modèle de plus en plus
réaliste.

Dans cet esprit, différents travaux furent réalisés pour comprendre les effets de la
distribution inhomogène des masses des groupements amide qui procure à une hélice-
α un caractère aléatoire [1, 2, 3, 4]. Dans ce chapitre, nous allons suivre une autre
voie et nous intéresser à l’influence de la structure hélicöıdale 3D d’une hélice-α. Le
but de cette étude est de comprendre les modifications du mécanisme d’habillage à
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l’origine de la formation des polarons induites par la nature 3D du bio-polymère. Ce
chapitre est organisé de la façon suivante. Dans un premier temps, nous présenterons
notre modèle théorique d’hélice 3D. Nous décrirons la structure générale, et nous
obtiendrons l’hamiltonien effectif. Ce dernier nous permettra de déterminer les états
polaroniques et bi-polaroniques. Dans un deuxième temps, nous appliquerons ce
formalisme au cas de l’amide-I et nous montrerons l’apparition de deux régimes
dynamiques selon la valeur de la température.

6.1 Description théorique

6.1.1 Structure de l’hélice

La formation d’une hélice-α est la conséquence de la liberté de rotation autour des
liaisons Cα−N (angle φ) et Cα−C (angle ψ) des groupements amide régulièrement
distribués le long d’une châıne polypeptidique. Cette liberté permet l’établissement
de liaisons hydrogène entre les groupements amide n et n+ 3 qui confèrent au bio-
polymère une conformation tridimensionnelle hélicöıdale (voir les chapitres 1 et 4).
Par conséquent, en considérant les groupements amide comme étant ponctuels, une
hélice-α est modélisée par N sites périodiquement distribués le long de la coordonnée
curviligne définissant le squelette de l’hélice. Cependant, l’apparition de liaisons hy-
drogène permet d’envisager l’hélice comme formée par trois sous-réseaux de liaisons
hydrogène interconnectés. Comme illustré sur la Fig. 6.1, le premier sous-réseau est
formé des groupements 1, 4, 7, . . . , le second sous-réseau contient les groupements
2, 5, 8, . . . et le dernier les groupements 3, 6, 9, . . .

Pour caractériser complètement la géométrie de l’hélice (Fig. 6.1), trois constantes
sont nécessaires : le rayon de l’hélice R0, le pas h et l’angle θ0. Le rayon R0 corres-
pond au rayon typique d’une hélice-α en ne considérant pas les châınes latérales.
Tout au long de cet exposé il sera fixé à la valeur R0 = 2.8 Å [5]. Si l’on oriente l’axe
de symétrie de l’hélice selon l’axe z, le pas h qui correspond à la distance le long de
l’axe z entre deux groupements amide est de h = 1.5 Å. L’angle θ0 détermine l’angle
projeté sur le plan xOy entre deux groupements amide consécutifs. Puisqu’il y a
3.6 groupements amide par tour dans une hélice-α, cet angle est égal à θ0 = 100◦.
Cependant, dans le but de connâıtre l’influence de la géométrie sur la dynamique
vibrationnelle, nous ferons varier ce paramètre.

Par conséquent, en fonction de ces trois paramètres, la position d’équilibre du
n-ième groupement amide est donnée par :

R(n) = R0 cos(nθ0)ex +R0 sin(nθ0)ey + nhez (6.1)

où eα désigne le vecteur unitaire parallèle à l’axe α = x, y, z. Par la suite, il sera plus
commode d’utiliser, non pas le repère cartésien (ex, ey, ez), mais N repères locaux
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Fig. 6.1 - Représentation de l’hélice-α : (a) représentation 3D, (b) projection sur le plan
xOy

(er(n), eθ(n), ez), où chaque repère est attaché à un groupement amide. L’introduc-
tion de ces repères locaux a une importance capitale pour caractériser la dynamique
du bio-polymère puisqu’elle permet de tirer avantage des propriétés de symétrie de
l’hélice. En effet, en ajoutant des conditions aux limites périodiques, l’hélice est inva-
riante par une translation selon l’axe z d’une quantité h suivie d’une rotation autour
de l’axe de symétrie de l’hélice d’un angle θ0. Ainsi, les vecteurs unitaires du n-ième
repère local sont définis par :

eµ(n) =
∑

α

Tµα(n)eα (6.2)

où µ = r, θ, z désigne les coordonnées du repère local, α = x, y, z celles du repère
cartésien et où Tµα(n) représente les composantes de la matrice de rotation qui
permet de passer d’un repère à l’autre. Notons à ce stade que pour éviter toute
confusion, les indices α, β désignerons toujours les coordonnées du repère cartésien
alors que les indices µ, ν désignerons celles des repères locaux. La matrice de passage
Tµα(n) est alors définie par :

T (n) =


cos(nθ0) sin(nθ0) 0

− sin(nθ0) cos(nθ0) 0

0 0 1

 (6.3)

En utilisant les repères locaux, la position d’équilibre de chaque groupement amide
devient :

R(n) = R0er(n) + nhez (6.4)
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La connaissance de la géométrie de l’hélice nous permet maintenant d’appréhen-
der ces propriétés vibrationnelles. Par la suite, nous focaliserons notre attention sur
deux types de modes. Tout d’abord, à l’instar du modèle 1D du chapitre 4, l’hélice
est le siège de modes de haute fréquence (vibrons) correspondant à la dynamique
interne collective des groupements amide. Dans ce chapitre, nous nous intéresserons
essentiellement au mode amide-I associé à la vibration d’élongation de la liaison C=O
des groupements. Ensuite, l’hélice supporte des modes de basse fréquence (phonons)
associés aux mouvements externes d’ensemble des groupements amide assimilés à
des masses ponctuelles. Bien que le traitement de cette dynamique sera effectuée
dans l’esprit de la théorie exposée au cours du chapitre 3, certaines généralisations
seront introduites afin de tenir compte de la nature 3D de l’hélice.

6.1.2 Hamiltonien des vibrons

Dans le cadre du modèle 1D, nous avons étudié les vibrons en ne considérant
qu’un unique sous-réseau. Leur dynamique était gouvernée par un hamiltonien de
Hubbard généralisé qui ne tenait compte que des interactions entre plus proches
voisins. Dans une hélice 3D, de nouveaux ingrédients interviennent. En effet, l’hélice
étant formée par trois sous-réseaux, il convient maintenant d’autoriser les vibrons à
effectuer des transitions entre deux sous-réseaux différents. Ceci entrâıne une modifi-
cation de la matrice des constantes de saut afin de décrire les transitions inter-réseaux
et intra-réseaux.

A ce stade, deux descriptions équivalentes sont possibles. La première, utilisée
par Hennig [6], consiste à envisager l’hélice explicitement comme l’imbrication de
trois sous-réseaux. Cette approche est alors une simple généralisation du modèle
1D dans laquelle les sites sont décrits par deux indices n et i. L’indice n repère la
position le long d’un sous-réseau de référence et correspond au même indice que celui
utilisé dans le modèle 1D. A l’inverse, l’indice i = 1, 2, 3 ne prend que trois valeurs
et spécifie les trois sous-réseaux. Bien qu’intéressante pour caractériser les vibrons,
une telle description ne nous apparâıt pas judicieuse puisqu’elle ignore totalement
les propriétés de symétrie de l’hélice.

Par conséquent, nous utiliserons une autre description dans laquelle, comme ex-
posé au paragraphe précédent, un unique indice n permet de décrire la position des
sites le long du squelette hélicöıdale du bio-polymère. Dans ce cas, en ce qui concerne
la dynamique interne, tout se passe comme si les vibrons pouvaient se délocaliser le
long d’un réseau 1D. Un tel réseau n’est pas rectiligne mais correpond à la direction
spécifiée par la coordonnée curviligne qui décrit l’hélice.

Dans ce contexte, la dynamique des vibrons est gouvernée par un hamiltonien de
Hubbard généralisé qui fait référence aux sites le long de la coordonnée curviligne.
Cet hamiltonien possède exactement la même forme que celui introduit Eq. (2.33).
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A la différence du modèle 1D du chapitre 4, l’existence de transitions inter et intra
sous-réseaux se traduit par l’introduction de constantes de saut à longue portée. La
matrice Φnm de l’hamiltonien s’écrit donc :

Φnm = −J(n−m) (6.5)

où J(n −m) représente le couplage entre le site n et le site m. Ainsi, J(1) et J(2)
caractérisent les couplages entre deux sites voisins appartenant à deux sous-réseaux
différents. A l’inverse, J(3) est la constante de saut entre deux sites voisins d’un
même sous-réseau. C’est ce dernier couplage qui fut introduit dans le modèle 1D.
Bien que les principaux couplages soient J(1), J(2) et J(3), nous avons pris en
compte dans notre étude l’ensemble des interactions.

Par conséquent, étudier les propriétés vibrationnelles d’une hélice 3D revient à
caractériser la dynamique des vibrons d’un réseau 1D associé à la distribution pério-
dique des sites le long du squelette hélicöıdale de l’hélice. Cependant, contrairement
au modèle standard de Davydov, un tel réseau présente des interactions à longue
portée. A l’inverse, la dynamique des modes externes ne se réduit pas à celle des
modes longitudinaux d’un réseau 1D. En effet, chaque groupement amide se déplace
autour de sa position d’équilibre dans les trois directions de l’espace. Ainsi, il existe
a priori trois modes externes par site si bien que la théorie exposée au cours du
chapitre 3 doit être modifiée.

6.1.3 Phonons dans une hélice 3D

Hamiltonien des phonons

De manière générale, les phonons de l’hélice-α caractérisent la dynamique collec-
tive externe des différents groupements amide. Pour étudier cette dynamique, nous
allons suivre la procédure de Hennig [6] qui consiste à supposer que les liaisons cova-
lentes entre sous-réseaux et les liaisons hydrogène à l’intérieur de chaque sous-réseau
sont relativement bien décrites par des interactions binaires. En d’autres termes,
chaque groupement amide est assimilé à une masse ponctuelle M si bien que deux
groupements n et m interagissent à travers un potentiel de paire Vnm qui ne dépend
que de la distance instantanée r(nm) = |r(n)− r(m)| entre les deux groupements.

Dans le cadre de l’approximation harmonique, chaque groupement amide n ef-
fectue des petits mouvements u(n) autour de sa position d’équilibre R(n) si bien
que sa position instantanée est définie par r(n) = R(n) + u(n). Par conséquent, en
développant le potentiel intermoléculaire autour de la conformation d’équilibre de
l’hélice, l’hamiltonien des phonons s’écrit :

Hp =
∑
nα

pα(n)2

2M
+

1

2

∑
nm
αβ

Φαβ(nm)uα(n)uβ(m) (6.6)
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où uα(n) et pα(n) désigne respectivement la composante α = x, y ou z du déplace-
ment du n-ième groupement et son moment conjugué. Dans l’Eq. (6.6), la matrice
Φ(nm) désigne le tenseur des constantes de force défini à partir de la dérivée seconde
du potentiel à l’équilibre par :

Φαβ(nm) =
∂2Vnm(r(nm))

∂uα(n)∂uβ(m)
(6.7)

L’Eq. (6.7) ne permet pas de définir les éléments diagonaux de la matrice des
constantes de force Φαβ(nn). En calculant directement la dérivée seconde du po-
tentiel d’interaction total des phonons, on obtient l’identité :

Φαβ(nn) =
∂2V

∂uα(n)∂uβ(n)
= −

∑
m6=n

∂2Vnm(|r(m)− r(n)|)
∂uα(n)∂uβ(m)

(6.8)

Cette équation s’écrit sous la forme plus simple :∑
m

Φαβ(nm) = 0 (6.9)

Cette identité, très générale en physique du solide, exprime l’invariance des pro-
priétés vibrationnelles du solide lors d’une translation d’ensemble [7]. En utilisant
l’expression (6.7) la matrice des constantes de force s’écrit finalement :

Φαβ(nm) = − V ′
nm

R(nm)
δαβ −

[
V ′′

nm −
V ′

nm

R(nm)

]
Rα(nm)Rβ(nm)

R2(nm)
(6.10)

où V ′
nm et V ′′

nm désignent respectivement les dérivées première et seconde du potentiel
Vnm et où R(nm) est la distance d’équilibre entre les groupements n et m :

R(nm) = |R(n)−R(m)| =
√

2R2
0(1− cos(n−m)θ0) + (n−m)2h2 (6.11)

L’Eq. (6.10) donne les couplages entre les déplacements dans les directions α et β
des sites n et m en fonction de la géométrie du système et du potentiel d’interaction
Vnm. Par la suite, étant données les symétries de l’hélice nous supposerons que ce
potentiel ne dépend que de m − n. Cependant, la matrice des constantes de forces
dépend explicitement de n et de m par l’intermédiaire du facteur Rα(nm)Rβ(nm)
caractéristique de la géométrie de l’hélice.

Décomposition en modes propres

La décomposition en modes propres de l’hamiltonien des phonons nécessite le
calcul des vecteurs propres et des valeurs propres de la matrice des constantes de
force. Celle-ci possède 3N vecteurs propres et fréquences propres. Pour obtenir ces
différentes fréquences, nous allons généraliser la méthode proposée par Christiansen
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et al. [8]. Celle-ci est basée sur l’utilisation des repères locaux (Eq. (6.2)) qui per-
mettent de tirer avantage des symétries de l’hélice. Ainsi, en utilisant ces repères,
l’hamiltonien des phonons Eq. (6.6) s’écrit :

Hp =
∑
nµ

pµ(n)2

2M
+

1

2

∑
nm
µν

Ψµν(nm)vµ(n)vν(m) (6.12)

où vµ(n) =
∑

α Tµα(n)uα(n) désigne le déplacement du n-ième groupement amide
exprimé dans le repère local (er(n), eθ(n), ez) et où Ψ(nm) = T (n)Φ(nm)T−1(m)
désigne la matrice des constantes de force en incluant le passage du repère local n
vers le repère local m. En utilisant la définition de la matrice de rotation Eq. (6.3),
et après quelques manipulations analytiques triviales, le calcul de la matrice Ψ(nm)
pour n 6= m donne :

Ψ(nm) = − V ′
nm

R(nm)
T (n−m)−

[
V ′′

nm −
V ′

nm

R(nm)

]
R2

0

R2(nm)
A(nm) (6.13)

où la matrice A(nm) ne dépend que de n−m et est définie par :

A(0n) =


−(1− cosnθ0)

2 −(1− cosnθ0) sinnθ0 −(1− cosnθ0)nh̃

(1− cosnθ0) sinnθ0 sin2 nθ0 sinnθ0nh̃

(1− cosnθ0)nh̃ sinnθ0nh̃ (nh̃)2


(6.14)

où h̃ = h/R0. Pour définir les éléments diagonaux de la matrice des constantes de
forces exprimés dans le repère local, on utilise la relation (6.9) qui aboutit à :

Ψ(nn) = −
∑
m6=n

Ψ(nm)T (m− n) (6.15)

L’Eq. (6.13) montre que la matrice Ψ(nm) ne dépend que de n − m. Par consé-
quent, en exprimant les déplacements des groupements dans les repères locaux, tous
ces déplacements deviennent équivalents si bien qu’ils ne peuvent se différencier ni
en direction ni en amplitude mais en phase uniquement. On peut donc réaliser un dé-
veloppement en ondes planes du déplacement du n-ième groupement amide exprimé
dans le n-ième repère local :

vµ(n) =
1√
N

∑
q

vµ(q)eiqn (6.16)

où q désigne un vecteur d’onde appartenant à la première zone de Brillouin et associé
au déplacement le long de l’hélice. Les conditions aux limites périodiques quantifient
ce vecteur d’onde selon :

q =
2pπ

N
avec p = −N − 1

2
, . . . ,

N − 1

2
(6.17)
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Exprimé dans cette base de Bloch, l’hamiltonien des phonons s’écrit donc :

Hp =
∑
qµ

pµ(q)2

2M
+
M

2

∑
qµν

Dµν(q)vµ(q)vν(q) (6.18)

où Dµν(q) =
∑

n Ψµν(0n) exp(iqn)/M désigne la matrice dynamique. En utilisant
les notations introduites par Christiansen et al. [8], la matrice dynamique s’écrit :

D(q) =


c11 ic12 ic13

−ic12 c22 c23

−ic13 c23 c33

 (6.19)

Les différents paramètres sont définis par :

c11 =
∑

n

2αn[1− cos(nθ0)]
2[1 + cos(nq)] + 2βn[1− cos(nθ0) cos(nq)]

c12 =
∑

n

2αn[1− cos(nθ0)] sin(nθ0) sin(nq) + 2βn sin(nθ0) sin(nq)

c13 =
∑

n

2αnnh̃[1− cos(nθ0)] sin(nq)

c22 =
∑

n

2αn sin2(nθ0)[1− cos(nq)] + 2βn[1− cos(nθ0) cos(nq)]

c23 =
∑

n

2αnnh̃ sin(nθ0)[1− cos(nq)]

c33 =
∑

n

2αn(nh̃)2[1− cos(nq)] + 2βn[1− cos(nq)]

(6.20)

où la sommation est effectuée sur n = 1, 2, . . . et où αn et βn sont définis par :

αn =
R2

0

MR(0n)2

[
V ′′

0n −
V ′

0n

R(0n)

]
βn =

V ′
0n

MR(0n)

(6.21)

Par la suite, pour simplifier notre approche, nous supposerons que lorsque la struc-
ture de l’hélice est stabilisée les potentiels de paire sont à l’équilibre si bien que
V ′

0n = 0. En notant K|n| = V ′′
0n, les paramètres définissant les éléments de la matrice

dynamique sont donnés par :

αn =
R2

0

R(0n)2

K|n|

M

βn = 0

(6.22)

La matrice dynamique D(q) (Eq. (6.19)) contient toute l’information sur les
modes propres de vecteur d’onde q exprimés dans les repères locaux. La diagona-
lisation de cette matrice permet de finaliser la décomposition de l’hamiltonien des
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phonons en modes propres. Pour chaque vecteur d’onde q on obtient trois valeurs
propres positives Ω2

qs et trois vecteurs propres εqs indexés par l’indice s = 1, 2, 3. Par
conséquent, les deux indices q et s spécifient un mode de phonon particulier d’énergie
~Ωqs, de quasi-impulsion ~q et de polarisation εqs. En introduisant les opérateurs
création a†qs et annihilation aqs, l’hamiltonien des phonons s’écrit sous la forme :

Hp =
∑
qs

~Ωqs

(
a†qsaqs +

1

2

)
(6.23)

Dans le même esprit, le déplacement du n-ième groupement amide exprimé dans le
repère cartésien s’écrit :

u(n) =
∑
qs

√
~

2MNΩqs

(aqs + a†−qs)e
iqnT−1(n) · εqs (6.24)

La matrice dynamique (Eq. (6.19)) est une matrice (3×3), si bien que d’un point
de vue formel sa diagonalisation est triviale. Cependant, comme le montre le système
d’équations (6.20), et malgré la simplification des potentiels de paire à l’équilibre,
les éléments de la matrice dynamique ont une forme relativement complexe. Ainsi, il
est impossible d’obtenir une expression analytique concise des valeurs propres et des
vecteurs propres de laquelle nous pourrions obtenir des informations pertinentes. En
conséquence, la matrice dynamique sera par la suite diagonalisée numériquement.
Cependant, quelques propriétés générales de la matrice peut être dégagées.

Propriétés de la matrice dynamique

Les valeurs propres de la matrice dynamique sont les solutions de l’équation
caractéristique :

λ3 − aλ2 + bλ+ c = 0 (6.25)

où les différents coefficients sont définis par :

a = c11 + c22 + c33

b = c11c22 + c11c33 + c22c33 − c212 − c213 − c223
c = c11c

2
23 + c22c

2
13 + c33c

2
12 − c11c22c33 − 2c12c13c23

(6.26)

L’équation caractéristique possède trois solutions positives λ = Ω2 correspondant à
chaque fréquence propre. En général, l’expression des coefficients a,b et c est com-
plexe. Cependant pour deux valeurs particulières du vecteur d’onde q ceux-ci se
simplifient.

En q = 0, l’ensemble des éléments cij de la matrice dynamique s’annule à l’excep-
tion de c11 si bien que la matrice possède deux valeurs propres nulles et une valeur
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propre non nulle dont l’expression est donnée par :

Ω2 =
∑

n

4αn(1− cos(nθ0))
2 (6.27)

Le vecteur propre associé étant colinéaire au vecteur unitaire er, ce mode correspond
à une vibration en phase des groupements amide dans la direction radiale : c’est un
mode de « respiration » de l’hélice. Par conséquent, dans une hélice 3D, les phonons
se décomposent en trois branches. D’une part, une branche optique correspondant
aux grandes longueurs d’onde à un mode de vibration du rayon de l’hélice. Et d’autre
part à deux branches acoustiques, qui aux grandes longueurs d’ondes correspondent
à une hybridation entre les vibrations longitudinales, polarisées dans la direction de
l’axe de symétrie de l’hélice et les vibrations tangentielles, perpendiculaires à cet axe
et à la direction radiale.

En q = θ0, la matrice dynamique se simplifie de la manière suivante :

c11 = c12 = c22

c13 = c23,
(6.28)

si bien que le coefficient c de l’équation caractéristique s’annule. Par conséquent en
q = θ0, il existe toujours au moins une valeur propre nulle appelée « mode mou ». Ce
mode mou correspond à une translation d’ensemble de l’hélice qui laisse le système
invariant. En effet, le vecteur propre correspondant à ce mode est donné par :

εsoft =
1√
2
er +

i√
2
eθ (6.29)

En utilisant l’Eq. (6.24), on montre que lors de l’excitation du mode mou, chaque
groupement amide vibre dans la direction εsoft(n) donnée par :

εsoft(n) = eiqnT−1(n)εsoft =
1√
2
(ex + iey) (6.30)

Ainsi, comme tout réseau tridimensionnel, l’hélice-α possède trois modes indépen-
dants de fréquence nulle associés à trois translations d’ensemble.

Une autre caractéristique de la matrice dynamique est que ces valeurs propres
dépendent de façon cruciale du nombre de constantes de force K|n| introduites dans
le modèle. Tout d’abord, lorsqu’une seule constante de force est non nulle, alors les
coefficients b et c de l’équation caractéristique s’annulent. Par conséquent il existe
deux valeurs propres nulles et une valeur propre non nulle quel que soit le vecteur
d’onde. Ensuite, lorsque le système ne supporte que deux constantes de force, seul
le coefficient c s’annule si bien qu’il n’y a qu’une seule valeur propre nulle. Enfin,
lorsque la dynamique externe est décrite par au moins trois constantes de force, les
coefficients sont a priori non nuls et il n’existe pas en général de valeurs propres
nulles sur l’ensemble de la première zone de Brillouin.
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Le cas où il n’y a qu’une seule constante de force non nulle est intéressant puisque
qu’il nous permet de retrouver les résultats du modèle 1D. Dans ce modèle, la seule
interaction mise en jeu couple les groupements amide n et n + 3 reliés par une
liaison hydrogène. De plus, dans le réseau 1D, les sites sont tous alignés et il n’y
a pas d’effet de géométrie. En conséquence, pour retrouver le modèle 1D à partir
du modèle 3D, il suffit de prendre en compte la constante de force K3 uniquement
et de fixer θ0 = 2π/3 pour aligner chaque sous-réseau. La relation de dispersion du
seul mode de vibration non nul sur l’ensemble de la première zone de Brillouin est
donnée par :

Ωq =

√
4K3

M

∣∣∣∣sin(3q

2

)∣∣∣∣ (6.31)

On notera que cette courbe de dispersion réside dans une première zone de Brillouin
trois fois moins importante que la zone de Brillouin du modèle 3D. En effet, dans un
modèle 1D, la châıne de groupements amide est constituée des sites n, n+3,n+6, . . . ,
alors que dans le modèle 3D il y a trois fois plus de sites.

Modes propres de la matrice dynamique dans le cas d’une hélice-α

Comme nous l’avons exposé au chapitre 4, la conformation d’une protéine est
caractérisée par l’orientation successive des différents plans de chaque groupement
amide spécifiée par la donnée de deux angles. Par conséquent, dans une hélice-α,
les vibrations de basse fréquence prennent leur origine dans les fluctuations des
angles autour de leur valeur d’équilibre. L’évolution de ces angles est gouvernée par
un potentiel dont l’origine provient des diverses interactions mise en jeu dans le
bio-polymère dues notamment à l’établissement de liaisons hydrogène ou encore à
l’encombrement stérique. Ainsi, le fait qu’uniquement deux degrés de liberté par
groupement amide caractérisent la conformation de l’hélice suggère que le système
ne supporte que deux modes de vibrations. Une telle hypothèse fut d’ailleurs utilisée
par Hennig pour décrire la propagation de soliton dans un modèle 3D d’hélice [6].

Dans ce contexte, afin de travailler dans le cadre de cette hypothèse, nous sup-
poserons que la dynamique des phonons est gouvernée essentiellement par deux
constantes de forces non nulles. La première, K1, caractérise le couplage entre plus
proches voisins et décrit la liaison covalente entre deux groupements amide de deux
sous-réseaux différents. La seconde, K3, traduit l’interaction entre les groupements
amide n et n+3 d’un même sous-réseau et liés via une liaison hydrogène. L’ensemble
des autres constantes de force sera supposé nulle, c’est-à-dire K2 = 0 et Kn = 0 pour
n > 4.

Comme nous l’avons déjà mentionné au cours du chapitre 4, la constante de force
associée à la liaison hydrogène est de l’ordre de K3 ≈ 13− 20 N.m−1 [9, 10, 11]. La
constante de force entre groupements voisins, qui correspond principalement à une
liaison covalente, est beaucoup plus rigide que la liaison hydrogène. On trouve dans
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Fig. 6.2 - Courbes de dispersion des phonons pour K1 = 60 N.m−1, K3 = 15 N.m−1

(ligne rouge) et pour K1 = 75 N.m−1, K3 = 20 N.m−1 (ligne bleu). En gris est également
représenté le courbe de dispersion du modèle 1D avec K3 = 15 N.m−1.
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Fig. 6.3 - Vecteurs propres de la matrice dynamique pour K1 = 60 N.m−1 et K3 =
15 N.m−1.(a) polarisation des phonons optiques (b) polarisation des phonons acoustiques.

l’article de Hennig une valeur w de cette constante de l’ordre de 90 à 150 N.m−1 [6].
On notera toutefois que la géométrie de l’hélice n’est pas explicitement prise en
compte dans cet travail. Par conséquent, pour relier la constante de force w introduite
par Hennig à notre constante de forceK1, il convient d’appliquer la relation suivante :

K1
R2

0

R2
1

(1− cos θ0)
2 ≈ w

4
(6.32)

Avec les paramètres de la géométrie d’une hélice-α, on en déduit K1 ≈ w/2. Enfin,
la masse de chaque groupement amide sera fixée à la valeur de M ≈ 2.0× 10−25 kg.

Sur la Fig. 6.2 sont illustrées les relations de dispersion des phonons pour K1 =
60 N.m−1, K3 = 15 N.m−1 (ligne rouge) et pour K1 = 75 N.m−1, K3 = 20 N.m−1

(ligne bleu). Le spectre en énergie montre deux courbes de dispersion non nulles. La
courbe de basse fréquence qui tend vers zéro aux grandes longueurs d’onde corres-
pond à un mode acoustique alors que la courbe de haute fréquence représente des
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phonons optiques. En gris, nous avons également reporté la courbe de dispersion du
modèle d’hélice 1D pour K3 = 15 N.m−1.

Dans la limite des grandes longueurs d’onde, la branche basse fréquence crôıt
linéairement avec le vecteur d’onde q si bien qu’elle décrit la propagation d’une onde
acoustique. On notera que cette branche varie relativement peu avec le paramètre
K1 mais dépend principalement de la constante K3. En q = π/3, elle atteint un
maximum de 89 cm−1 et 102 cm−1 pour respectivement K3 = 15 N.m−1 et K3 =
20 N.m−1. Ensuite, elle décrôıt pour atteindre un minimum en q = 2π/3, proche de
20 cm−1, avant de crôıtre à nouveau jusqu’au bord de bande.

La branche optique apparâıt quasiment constante sur l’ensemble de la première
zone de Brillouin avec une dispersion de l’ordre de 8.5 cm−1. A l’inverse de la branche
acoustique, elle dépend fortement du paramètre K1 alors qu’elle varie peu avec la
constante K3. En q = 0, la branche optique atteint la fréquence de 135 cm−1 pour
K1 = 60 cm−1 et 151 cm−1 pour K1 = 75 cm−1.

La Fig. 6.3a représente les composantes du vecteur propre associé à la branche
optique. Comme nous l’avons montré précédemment, aux grandes longueurs d’ondes,
les phonons optiques correspondent à des vibrations dans la direction radiale uni-
quement. Inversement, en bord de bande, ces vibrations sont polarisées dans les
directions longitudinales et tangentielles.

Enfin, sur la Fig. 6.3b sont illustrées les composantes du vecteur propre asso-
cié à la branche acoustique. Celle-ci montre que aux grandes longueurs d’onde, les
phonons correspondant à la branche acoustique sont polarisés selon l’axe de l’hélice.
Plus précisément, ils s’identifient à des vibrations longitudinales dont la direction
est donnée par les liaisons hydrogène. On remarquera également le comportement
singulier de ce vecteur propre en q = 2π/3 où les phonons sont essentiellement pola-
risés dans les directions radiales et tangentielles, la projection longitudinale de leur
polarisation étant quasiment nulle. Pour les phonons acoustiques le vecteur d’onde
q = 2π/3 joue un rôle primordial. Au voisinage de ce vecteur d’onde, la forme de la
branche acoustique dépend fortement de la géométrie de l’hélice à travers la valeur de
l’angle θ0. En effet, on montre facilement que pour θ0 = 2π/3 la branche acoustique
s’annule. Ce effet s’explique aisément. Lorsque θ0 = 2π/3, les repères locaux n, n+3,
n + 6, . . . sont équivalents si bien que les mouvements des groupements correspon-
dant sont tous en phases puisque exp(iqn) = exp(iq(n± 3)) = exp(iq(n± 6)) = . . . .
Par conséquent, ces mouvements correspondent à une translation d’ensemble qui
laisse le système invariant. Lorsque θ0 = 100◦, l’équivalence entre les repères locaux
est brisée. Le déplacement de chaque groupement amide ne correspond plus à une
translation uniforme et la fréquence propre de ce mode de vibration n’est plus nulle.
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6.1.4 Couplage vibron-phonon

Hamiltonien de couplage

Le couplage vibron-phonon prend son origine dans les fluctuations stochastiques,
induites par les mouvements externes, de la fréquence interne ω̂n({u(l)}) et de l’an-
harmonicité intramoléculaire An({u(l)}) de chaque groupement amide n. Ainsi, en
utilisant l’approximation du potentiel de déformation, les paramètres ω̂n({u(l)}) et
An({u(l)}) se développent sous la forme (voir Eq. (3.24)) :

ω̂n({u(l)}) = ω̂0 +
∑
mα

ξα(nm)uα(m)

An({u(l)}) = A+
∑
mα

ξ′α(nm)uα(m)
(6.33)

où les coefficients ξα(nm) et ξ′α(nm) sont définis par :

ξα(nm) =
∂ω̂n

∂uα(m)

ξ′α(nm) =
∂Ân

∂uα(m)

(6.34)

En utilisant ces coefficients, l’hamiltonien de couplage vibron-phonon s’écrit donc :

∆Hvp =
∑
nmα

ξα(nm)uα(m)b†nbn − ξ′α(nm)uα(m)b†2n b
2
n (6.35)

Pour déterminer ξα(nm) et ξ′α(nm), nous supposerons que l’influence du mouve-
ment externe du site m sur la fréquence et l’anharmonicité du n-ième mode interne
ne dépend que de la distance instantanée r(nm). Une telle approximation, essentiel-
lement basée sur l’existence du potentiel de paire introduit pour définir l’hamiltonien
des phonons, permet de spécifier la dépendance de ξα(nm) et ξ′α(nm) par rapport
aux directions de l’espace et à la géométrie de l’hélice. Par conséquent, l’Eq. (6.34)
se réécrit :

ξα(nm) =
Rα(nm)

R(nm)
ξ|n−m|

ξ′α(nm) =
Rα(nm)

R(nm)
ξ′|n−m|

(6.36)

où ξ|n−m| et ξ′|n−m| désignent respectivement les dérivés des paramètres dynamiques

ω̂n({u(l)}) et An({u(l)}) par rapport à la distance r(nm). L’Eq. (6.36) n’étant
valable que pour n 6= m, à l’image de la relation (6.9), on a :

ξα(nn) = −
∑
m6=n

ξα(nm)

ξ′α(nn) = −
∑
m6=n

ξ′α(nm)
(6.37)
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A ce stade, bien qu’il soit possible de généraliser notre approche, nous allons
introduire une hypothèse supplémentaire afin de simplifier notre formalisme et de
réduire le nombre de paramètres. Ainsi, nous supposerons que les couplages ξ|n−m|
et ξ′|n−m| se déduisent l’un de l’autre à un facteur près y que l’on considérera indé-

pendant de |n−m|. En effet, nous avons montré que les fluctuations de fréquence et
d’anharmonicité ne sont pas indépendantes. L’anharmonicité dépend explicitement
de la fréquence harmonique si bien que ses variations présentent deux origines. La
première provient des fluctuations de la fréquence harmonique alors que la seconde
est le fruit des fluctuations des composantes cubiques et quartiques du potentiel
intramoléculaire. En négligeant ses dernières fluctuations l’Eq. (3.29) s’applique si
bien que l’hypothèse ξ′|n−m| = yξ|n−m| apparâıt justifiée.

Par conséquent, en utilisant le développement des déplacement un selon les
modes propres Eq. (6.24), l’hamiltonien de couplage Eq. (6.35) s’écrit finalement :

∆Hvp = ~
∑
nqs

[∆nqsa
†
qs + ∆∗

nqsaqs]b
†
nbn + [∆′

nqsa
†
qs + ∆′∗

nqsaqs]b
†2
n b

2
n (6.38)

avec ∆′
nqs = −y∆nqs et :

∆nqs =
1√

2MN~Ωqs

∑
m

ξ|m−n|ε
∗
qs

[
T (m)e−iqm − T (n)e−iqn

] R(nm)

R(nm)
(6.39)

En utilisant la forme de la matrice de rotation (Eq. (6.3)), cette équation se simplifie :

∆nqs =
e−iqn√

2MN~Ωqs

∑
m

ξ|m|Cq(m)ε∗qs (6.40)

où le vecteur Cq(m) est défini par :

Cq(m) =
1

R(0m)


R0(1− cosmθ0)(e

−iqm + 1)

R0 sinmθ0(e
−iqm − 1)

mh(e−iqm − 1)

 (6.41)

L’Eq. (6.40) permet de caractériser le couplage entre un vibron situé sur le site
n et un phonon de vecteur d’onde q et de mode s en fonction de la géométrie
du système. Cette équation montre que ce couplage ne dépend que de la position
du vibron à travers un terme de phase, traduisant ainsi la propriété d’invariance
translationnelle de l’hélice.
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6.1.5 Hamiltonien effectif et états à un et à deux polarons

Hamiltonien effectif

En suivant la procédure détaillée au cours du chapitre 3, il est possible de renor-
maliser une partie du couplage vibron-phonon en réalisant une transformation de
Lang-Firsov. Cette transformation, suivie d’une théorie de champ moyen qui sup-
pose les phonons à l’équilibre thermodynamique, conduit à un nouveau point de vue
dans lequel les excitations de vibration interne sont des petits polarons. Les polarons
correspondent à des vibrons habillés par un nuage de phonons dont la dynamique est
gouvernée par l’hamiltonien général Eq. (3.46). En introduisant les spécificités liées
à la nature 3D de l’hélice, c’est-à-dire en tenant compte des interactions à longue
portée caractérisant la dynamique des vibrons, de la polarisation 3D des phonons
ainsi que de leur nature respectivement acoustique et optique, les différents termes
de cet hamiltonien se calculent aisément. En particulier, on montre que les para-
mètres ε

(1)
nm et ε

(2)
nm (Eq. (3.39)) ne dépendent que de n−m si bien que la dynamique

des polarons est décrite par l’hamiltonien effectif suivant :

Heff =
∑

n

ω̂0b
†
nbn − Âb†2n b

2
n −

∑
n6=m

1

2
B̂(n−m)b†nb

†
mbnbm

−
∑
n6=m

J (1)(n−m)Φnm(Nn +Nm)b†nbm − J (2)(n−m)Φ4
nm(Nn +Nm)b†2n b

2
m

−
∑
n6=m

J (3)(n−m)Φnm(Nn +Nm)b†n(b†nbn + b†mbm)bm (6.42)

où Nn = b†nbn et où les différents paramètres sont définis par :

ω̂0 = ω0 − 2A−
∑

nB(n)/2− ε(0)

Â = A+ (1− 4y)ε(0)

B̂(n) = B(n) + 2ε(n)

ε(n) =
∑
qs

|∆nqs|2

Ωqs

cos(qn)

(6.43)

Puisque à l’image du chapitre 4 nous n’étudions que les états à un et deux quanta,
les termes qui agissent dans les sous-espaces à plus de deux quanta furent omis pour
obtenir l’hamiltonien effectif. Dans l’Eq. (6.42), la fonction Φnm(X) qui module les
constantes de saut est définie par :

Φnm(X) = exp(−S(n−m,T )[1− 2y(X − 1)]) (6.44)

où S(n−m,T ) est le facteur d’habillage généralisé pour une hélice-3D :

S(n−m,T ) =
∑
qs

∣∣∣∣∆nqs

Ωqs

∣∣∣∣2 coth

(
~Ωqs

2kBT

)
(1− cos(q(n−m)) (6.45)
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L’hamiltonien effectif Eq. (6.42) est la généralisation au cas 3D de l’Eq. (4.9). Il
inclut l’ensemble des mécanismes caractérisant la dynamique polaronique d’un sous-
réseau particulier et englobe le modèle 1D décrit au cours du chapitre 4. Ainsi, la
délocalisation d’un polaron le long d’un sous-réseau est caractérisée par la constante
de saut effective J (1)(3)Φ03. Cette constante rend compte des transitions entre sites
plus proches voisins d’un même sous-réseau. De plus, l’ensemble des mécanismes non
linéaires est présent à l’image des termes proportionnels à Â et B̂(3) qui traduisent
les couplages entre deux polarons situés respectivement sur le même groupement
amide et sur deux groupements plus proches voisins d’un même sous-réseau.

Cependant, l’Eq. (6.42) fait apparâıtre de nouvelles contributions directement
liées à la nature 3D de l’hélice-α. Tout d’abord, dans un sous-réseau particulier, les
polarons sont autorisés à réaliser des sauts de plus large amplitude caractérisés par
les constantes J (1)(6)Φ06, J

(1)(9)Φ09,. . . . Ensuite, des interactions polaron-polaron à
longue portée apparaissent comme le montrent les termes proportionnels aux coef-
ficients B̂(6), B̂(9), etc. Enfin, les différents sous-réseaux ne sont plus indépendants
si bien que les polarons sont capables de se propager d’un sous-réseau à l’autre
explorant ainsi la nature 3D de l’hélice. De tels mécanismes sont caractérisés par
les constantes de saut effectives J (1)(1)Φ01, J

(1)(2)Φ02, J
(1)(4)Φ04, J

(1)(5)Φ05,. . . Dès
lors, des interactions polaron-polaron prennent naissance lorsque deux polarons sont
localisés sur deux sous-réseaux différents. De tels couplages non linéaires sont maté-
rialisés par les termes proportionnels aux constantes B̂(1), B̂(2), B̂(4), B̂(5),. . .

États à un polaron

Les états à un quantum traduisent la délocalisation d’un polaron le long du
squelette de l’hélice. Ils correspondent à des ondes planes dont le vecteur d’onde
k est associé à la coordonnée curviligne. La fréquence propre d’une onde plane de
vecteur d’onde k est alors définie par :

ω1(k) = ω̂0 − 2
∑
n>1

Jeff (0, n) cos(kn) (6.46)

où Jeff (n,m) désigne la constante de saut effective définie par :

Jeff (n,m) = J (1)(n−m)Φnm(1) = J (1)(n−m) exp(−S(n−m,T )]) (6.47)

Dans ce contexte, la fréquence d’absorption infrarouge correspond à l’énergie d’un
polaron de vecteur d’onde nul, soit :

ω0→1 = ω0 − 2A−
∑

n

B(n)/2− ε(0)− 2
∑
n>1

J (1)(n) exp(−S(n, T )]) (6.48)
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États à deux polarons

A l’image des développements réalisés au cours des chapitres 2 et 4, la résolution
de l’équation de Schrödinger Heff |ψ〉 = ω|ψ〉 s’effectue en développant la fonction
d’onde sur la base locale |n1, n2〉 caractérisant deux polarons localisés sur les sites
n1 et n2 :

|ψ〉 =
∑

n16n2

ψ(n1, n2)|n1, n2〉 (6.49)

Au cours des chapitres 2 et 4, nous avions mis en évidence l’équivalence entre la
dynamique de deux polarons se déplaçant sur un réseau 1D et celle d’une particule
unique se propageant sur un réseau 2D. Dans le cas du modèle 3D, cette équivalence
existe toujours mais le réseau équivalent devient relativement complexe compte tenu
des nombreuses interactions à longue portée qui interviennent. Par conséquent, sa
représentation graphique ne sera pas reportée dans ce travail. Nous avions égale-
ment montré que l’invariance translationnelle permettait de réduire la dimension du
réseau équivalent. Dans le cas du modèle 3D, les symétries de l’hélice permettent
un développement similaire si bien que la fonction d’onde s’exprime sous la forme
d’ondes planes :

ψ(n1, n1 +m) =
1√
N

∑
k

eik(n1+m/2)ψk(m) (6.50)

où k désigne le vecteur d’onde associé à la coordonnée curviligne du centre de masse
et oùm caractérise l’interdistance entre les polarons. Par conséquent, dans cette base
de Bloch, l’équation de Schrödinger se réduit à un système de (N + 1)/2 équations
(voir annexe A).

Ainsi, lorsque la distance de séparation m entre deux polarons est non nulle,
l’équation de Schrödinger s’écrit :

(2ω̂0 − B̂(m)− ω)ψk(m)−
√

2γk(m)ψk(0)−
L∑

m′=1

Γk(m−m′)ψk(m
′)

−
L−m∑
m′=1

Γk(m+m′)ψk(m
′)−

L∑
m′=L−m+1

∆k(m+m′)ψk(m
′) = 0 (6.51)

où L = (N −1)/2 désigne la demi-longueur du réseau et où les différents paramètres
sont définis par :

γk(m) = 2[J (1)(m) + J (3)(m)]Φ0m(2) cos(km/2)

Γk(m) = 2J (1)(m)Φ0m(1) cos(km/2)

∆k(m) = 2J (1)(N −m)ΦNm(1) cos(km/2)

(6.52)

L’Eq. (6.51) montre clairement que deux polarons situés à une distance m > 0 l’un
de l’autre interagissent à travers le couplage B̂(m). De plus, elle révèle l’existence
d’un nombre important de processus caractérisant la mobilité de chaque polaron.
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| | | ||
1 n1 n1 + m Nn1 − m

′

N − m − m
′

∆k(m + m′
)

| | | ||
1 n1 n1 + m Nn1 − m

′

m + m
′

Γk(m + m′
)

| | | ||
1 n1 n1 + m Nn1 + m

′

m − m
′

Γk(m − m′
)

Fig. 6.4 - Représentation graphique des termes de couplages du réseau 1D équivalent

Tout d’abord, quelle que soit la valeur de m, les sauts à longue portée permettent
toujours une transition vers la configuration m = 0 correspondant à deux polarons
sur le même site. Ces processus sont décrits par le terme de couplage

√
2γk(m).

Ensuite, il convient de distinguer deux situations selon la portée des sauts effectués
par chacun des polarons. En effet, tant que cette portée est inférieure à la distance de
séparation entre les deux polarons, les états bi-polaroniques subissent des transitions
« normales » décrites par la constante de couplage Γk(m − m′). De tels processus
apparaissent comme une simple généralisation des sauts entre plus proches voisins
effectués le long d’un sous-réseau particulier. A l’inverse, l’existence de sauts à longue
portée modifie de manière significative l’équation de Schrödinger lorsque les sauts
mis en jeu s’effectuent sur des distances supérieures à l’interdistance entre les deux
polarons [12]. Ces mécanismes sont décrits par les termes de couplage Γk(m + m′)
et ∆k(m +m′). En effet, dans ce cas, un transition à partir d’un état |n1, n2〉 peut
générer un état |n′1, n′2〉 qui ne respecte pas la contrainte n′2 > n′1 imposée par
l’indiscernabilité des deux polarons. Il convient donc de réaliser une permutation
entre les deux polarons de manière à retrouver un état correctement symétrisé (voir
Fig. 6.4).

Aux (N − 1)/2 équations du système Eq. (6.51), il convient d’ajouter l’équa-
tion de Schrödinger décrivant la dynamique de deux polarons localisés sur le même
groupement amide. Ainsi, pour m = 0, cette équation s’écrit :

(2ω̂0 − 2Âk − ω)ψk(0)−
L∑

m′=1

√
2γk(m

′)ψk(m
′) = 0 (6.53)

où Âk est donné par :

Âk = Â+ 2
L∑

δ=1

J (2)(δ)Φ4
0δ(2) cos(kδ) (6.54)

L’Eq. (6.53) montre que deux quanta sur le même site interagissent de façon attrac-
tive à travers le terme non linéaire Âk. De plus, ils sont capables de se déplacer en
effectuant des sauts à longue portée si bien que l’ensemble des configurations m′ > 0
est accessible par l’intermédiaire du couplage

√
2γk(m

′).
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n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

J(n) (cm−1) -12.4 3.9 7.8 1.8 1.0 0.64 0.48 0.39 0.20 0.16 0.12 0.091

Tab. 6.1 - Couplages dipolaires de la vibration amide-I, au sein d’une hélice-α

La résolution numérique des Eqs. (6.51) et (6.53) permet d’obtenir les énergies
propres des états à deux polarons. Au cours de la prochaine section, nous allons ap-
pliquer ce formalisme théorique au cas de l’amide-I. Il nous permettra de déterminer
les relations de dispersion des états à un et à deux polarons et de caractériser la
sensibilité de la dynamique vibrationnelle à la nature 3D des hélices.

6.2 Application au cas de l’amide-I

6.2.1 Discussion des paramètres

Au cours du chapitre 4, pour décrire la dynamique des vibrons au sein seul
d’un sous-réseau, nous avions utilisé les paramètres A = 8 cm−1, J(3) = 7.8 cm−1,
ω0 = 1680 cm−1. Dans le cadre du modèle 3D, l’anharmonicité intramoléculaire et la
constante de saut intra-réseau n’ont pas lieu d’être modifié. A l’inverse, pour obtenir
une fréquence d’absorption de 1660 cm−1 il est nécessaire de fixer ω0 = 1695 cm−1.
De plus, à ces paramètres il faut ajouter les autres constantes de saut J(n). Elles
ont été calculées dans les références [11, 13] et sont résumées dans le tableau 6.1.

Pour la dynamique des phonons, nous avons déjà discuté la valeur des différentes
constantes de forces et l’influence de celles-ci sur le spectre des phonons. Par la suite,
nous utiliserons les paramètres K3 = 15 N.m−1 et K1 = 60 N.m−1.

Le couplage vibron-phonon est déterminé par les paramètres ξ|n−m| et y qui
caractérisent les modulations de fréquence interne et d’anharmonicité (Eq. (6.36)).
A l’origine, ce travail fut effectué dans le cadre théorique où seule la fréquence
harmonique ω0 est modulée par les phonons. Dans ce contexte, et comme nous
l’avons déjà expliqué, ξ|n−m| et y s’expriment en fonction du paramètre η selon une
forme généralisée de l’équation (3.29) :

ξ|n−m| = (1 + 2η)χ|n−m|

y = −η
(6.55)

où χ|n−m| désigne la variation de la fréquence harmonique du groupement n par
rapport au déplacement du groupement m (c.f. chapitre 3). L’avantage de cette ap-
proche réside dans la possibilité d’une comparaison avec les théories antérieures qui,
à l’inverse de notre étude, traitent les vibrations dans l’approximation harmonique.
C’est le cas notamment des travaux réalisés par Hennig [6].
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L’utilisation du jeu de paramètres Eq. (6.55) permet d’introduire la constante
du petit polaron harmonique EB définie par :

ε(0) = (1 + 4η)EB (6.56)

où ε(0) est donnée par l’Eq. (6.43).

Comme discuté au cours du chapitre 4, le paramètre χ3, qui définit le couplage
entre la vibration CO du groupement amide n et le déplacement relatif des groupe-
ments amide n± 3, varie entre 34 et 62 pN. Le n-ième mode amide-I doit également
ressentir l’influence des autres déplacements notamment celle des groupements n±1
et n± 2. Cependant, très peu d’études ont pris en compte de tels effets. Nous nous
plaçons donc dans un contexte théorique proche de celui introduit par Hennig. Ainsi
la constante de couplage χ1 est considérée comme un paramètre dont la valeur est
sensiblement plus faible que χ3. De plus les autres constantes de couplage sont nulles :
χ2 = 0 et χn = 0 pour n > 4. Toutefois, pour caractériser le couplage vibron-phonon,
il est plus pratique d’utiliser la constante EB. Celle-ci prend la valeur EB = 8.9 cm−1

lorsque χ3 = 50 pN et χ1 = 25 pN alors que pour χ3 = 75 pN et χ1 = 37.5 pN elle
est donnée par EB = 20.0 cm−1.

6.2.2 Paramètres dynamiques de l’hamiltonien effectif

La dynamique des polarons est dominée par deux types de paramètres. D’une
part les constantes de saut effectives entre groupements voisins qui participent à
la délocalisation des polarons et d’autre part les interactions entre polarons qui
favorisent l’apparition d’états liés.

Dans la gamme des paramètres discutés précédemment, par exemple EB =
8.9 cm−1, la constante de couplage ε(n) ne prend de valeurs significatives que pour
n = 0 et n = 3 selon la relation ε(0) ≈ 2ε(3). En accord avec le modèle 1D, ce résul-
tat suggère l’existence d’interactions entre deux polarons sur un même site (ε(0)) et
sur deux sites plus proches voisins d’un sous-réseau donné (ε(3)). Toutefois pour un
couplage vibron-phonon plus important, par exemple EB = 20.0 cm−1, l’interaction
ε(1) devient plus importante. Elle joue sans doute un rôle dans la dynamique en
permettant le couplage entre deux polarons de deux sous-réseaux différents.

Les constantes de sauts effectives sont directement définies par le facteur d’ha-
billage S(n −m,T ). Comme nous allons le montrer, celui-ci possède un comporte-
ment particulier qui induit une dépendance cruciale dans la température et dans le
couplage vibron-phonon.

Le facteur d’habillage S(n, T ) défini par l’Eq. (6.45) possède deux contributions
provenant du couplage avec les phonons acoustiques et optiques. Par conséquent,
il se décompose selon S(n, T ) = Sa(n, T ) + So(n, T ) où Sa(n, T ) et So(n, T ) dési-
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Fig. 6.5 - Facteur d’habillage en fonction de l’indice n pour T = 310 K (carré plein),
T = 150 K (rond vide) et T = 5 K (rond plein). Le couplage vibron-phonon est donné par
χ1 = 25 pN et χ3 = 50 pN. (a) couplage avec les phonons acoustiques. (b) couplage avec
les phonons optiques.

gnent respectivement les contributions acoustiques et optiques. Sur la Fig. 6.5 sont
représentées ces deux contributions en fonction de l’indice n et trois différentes tem-
pératures : T = 310 K (carré plein), T = 150 K (rond vide) et T = 5 K (rond
plein).

La Fig. 6.5a montre que, en fonction de la température, la contribution acous-
tique du facteur d’habillage se comporte de deux manières différentes. A basse tem-
pérature, cette contribution apparâıt quasiment indépendante du saut n et varie
faiblement autour d’une valeur de l’ordre de 0.25. A l’inverse, quand la température
augmente, le facteur d’habillage s’accrôıt et montre une discrimination entre les
sauts inter-réseaux et les sauts intra-réseaux. En effet, pour n = 3, 6, 9, . . . , Sa(n, T )
caractérise le processus d’habillage des sauts intra-réseaux. Il crôıt linéairement avec
n et induit un écrantage de la constante de saut correspondante. Cette dépendance
linéaire est caractéristique d’un modèle 1D qui inclut les sauts à longue portée.
C’est justement cet effet d’écrantage qui nous a permis dans le modèle 1D d’utiliser
l’approximation des couplages entre plus proches voisins. Pour n = 1, 2, 4, 5, . . . ,
Sa(n, T ) représente le processus d’habillage des sauts inter-réseaux. Tout comme
pour les sauts intra-réseaux, il crôıt avec n. Cependant, les sauts inter-réseaux res-
sentent un habillage beaucoup plus fort et ceci d’autant plus que la température est
élevée. A température biologique, T = 310 K, cette discrimination est telle que le
facteur d’habillage du saut n = 1 est presque cinq fois plus important que celui du
saut n = 3. On notera également que lorsque n augmente les deux types d’habillage
convergent si bien qu’à longue portée le processus d’habillage est identique pour tous
les sauts.

La Fig. 6.5b représente la contribution optique du facteur d’habillage. Quelles que
soient la température et la nature du saut, So(n, T ) est de deux ordres de grandeurs
inférieure à Sa(n, T ) si bien que sa contribution dans le facteur d’habillage total
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Fig. 6.6 - Comportement des constantes de saut effectives |Jeff (n)| pour n = 1 (ligne
rouge), n = 2 (ligne verte) et n = 3 (ligne bleue) lors d’une variation de température, de
couplage et de géométrie. (a) Dépendance en température pour χ1 = 25 pN et χ3 = 50 pN.
(b) dépendance en EB pour T = 150 K. (c) dépendance en θ0 pour T = 150 K, χ1 = 25 pN
et χ3 = 50 pN.

est négligeable. En fait, la contribution optique est proportionnelle à |χ1/K1|2 alors
que la contribution acoustique varie comme |χ3/K3|2. Par conséquent, puisque que
l’on a toujours χ3 > χ1 et K3 < K1, on en déduit Sa(n, T ) � So(n, T ). On notera
également que la dépendance en température est similaire à celle de la contribution
acoustique mais que son comportement en fonction de l’indice n est sensiblement
différent. Pour un saut n 6 4, So(n, T ) crôıt avec n mais pour n > 5, So(n, T )
devient quasiment constante.

La dépendance en température des constantes de saut effectives Jeff (1), Jeff (2)
et Jeff (3) est représentée sur la Fig. 6.6a. A cause de l’effet d’habillage, l’ensemble
des constantes de saut effectives décrôıt avec la température. Cependant, puisque
l’effet d’habillage dépend du type de saut, cette décroissante n’est pas identique
pour tous les sauts. Par conséquent, bien que |Jeff (2)| reste toujours inférieure aux
deux autres constantes de saut, le rapport |Jeff (1)|/|Jeff (3)| dépend fortement de
la température et une transition apparâıt pour T = Tc = 51 K. Pour T < Tc,
|Jeff (1)| > |Jeff (3)| si bien que les transitions inter-réseaux dominent la dynamique.
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A l’inverse pour T > Tc, |Jeff (3)| devient la principale constante de saut. De plus à
température biologique les constantes de saut |Jeff (1)| et |Jeff (2)| sont négligeables
devant |Jeff (3)| ce qui entrâıne le confinement de chaque polaron dans un sous-réseau
particulier.

Un comportement similaire est observé sur la Fig. 6.6b qui représente la dé-
pendance des constantes de saut effectives en fonction du couplage vibron-phonon
EB (EB varie en accord avec la restriction χ1 = χ3/2). La température est fixée à
T = 150 K. A cause de l’effet d’habillage l’ensemble des constantes diminue avec
le couplage. Cependant, |Jeff (3)| décrôıt beaucoup moins rapidement que |Jeff (1)|
et |Jeff (2)| et une transition apparâıt pour EB = 3.1 cm−1. Pour EB < 3.1 cm−1,
|Jeff (1)| > |Jeff (3)| alors que pour EB > 3.1 cm−1, |Jeff (1)| < |Jeff (3)|. On notera
également que pour EB > 25 cm−1, les constantes de saut effectives |Jeff (1)| et
|Jeff (2)| sont négligeables devant |Jeff (3)|.

Enfin sur la Fig. 6.6c est illustrée la dépendance des constantes de saut par
rapport à θ0 qui caractérise la géométrie de l’hélice. La Fig. 6.6c montre qu’un chan-
gement de l’angle θ0 est accompagné d’une modification drastique des constantes de
sauts |Jeff (1)| et |Jeff (2)| alors que |Jeff (3)| n’est que faiblement modifiée. Lorsque
θ0 > 110◦, |Jeff (1)| et |Jeff (2)| sont négligeables devant |Jeff (3)| si bien que seuls
les sauts au sein d’un même sous-réseau sont possibles.

Par conséquent la géométrie de l’hélice joue un rôle prépondérant dans la dyna-
mique des polarons par l’intermédiaire d’un mécanisme d’habillage qui dépend du
type de saut. Ce mécanisme prend son origine dans le comportement singulier des
phonons acoustiques dont le vecteur d’onde est voisin de q = 2π/3. Pour comprendre
ce processus, nous allons supposer que la géométrie de hélice est telle que θ0 = 2π/3.
Dans ce cas, les repères locaux n, n±3, n±6, . . . sont équivalents. Lorsque q = 2π/3,
les déplacements des groupements n, n ± 3, n ± 6, . . . sont en phase si bien que la
vibration amide-I du groupement n ne ressent aucune modification de son environne-
ment. A l’inverse, le facteur d’habillage Sa(n, T ) entre des groupements appartenant
à des sous-réseaux différents diverge puisque la fréquence des phonons est égale à
zéro. En conséquence, pour θ0 = 2π/3, les constantes de saut intra-réseaux sont
faiblement affectées par l’effet d’habillage alors que les autres constantes de saut
s’annulent.

Lorsque θ = 100◦, l’équivalence entre les repères locaux, n, n ± 3, n ± 6, . . .
est brisée et un déphasage apparâıt entre les déplacements de chaque groupement
amide. Toutefois, le déphasage présent entre deux sites appartenant à deux sous-
réseaux différents est plus important que celui présent entre deux sites d’un même
sous-réseau. Ainsi, la modulation d’une vibration amide-I liée au déplacement des
résidus situés dans un même sous-réseau est moins importante que celle issue des
autres résidus.

Par conséquent, à cause du mécanisme d’habillage qui établit une discrimination
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Fig. 6.7 - Courbes de dispersion des états à un polaron pour T = 310 K (ligne rouge),
T = 150 K (ligne verte) et T = 5 K (ligne bleue) et pour χ1 = 25 pN et χ3 = 50 pN.

entre les sauts inter-réseaux et les sauts intra-réseaux, la dynamique des polarons
subit une transition en température. A basse température, l’effet d’habillage est
identique quel que soit le saut si bien que la nature 3D de l’hélice joue un rôle
important : les polarons se délocalisent sur l’ensemble du réseau. A l’inverse, à
température biologique, l’effet d’habillage devient inhomogène et favorise les sauts
intra-réseaux. Chaque polaron est alors confiné dans un sous-réseau particulier au
sein duquel il se propage librement.

6.2.3 États à un et à deux polarons

Les énergies propres des états à un polaron sont représentées sur la Fig. 6.7 pour
T = 310 K (ligne rouge), T = 150 K (ligne verte) et T = 5 K (ligne bleue) et pour
χ1 = 25 pN et χ3 = 50 pN. La courbe de dispersion possède un maximum autour de
k = 1.0 égal à 1697 cm−1, 1683 cm−1 et 1677 cm−1 pour respectivement T = 5 K,
T = 150 K et T = 310 K. D’une manière similaire elle présente un minimum
autour de k = 2.15 égal à 1647 cm−1, 1657 cm−1, et 1661 cm−1 pour respectivement
T = 5 K, T = 150 K et T = 310 K. On notera que la constante ω0 a été fixée de
telle sorte que la fréquence d’absorption soit de l’ordre de 1660 cm−1. La largeur
de bande, définie comme la différence entre les fréquences maximales et minimales,
diminue fortement lorsque la température augmente. Elle est égale à 16 cm−1 pour
T = 310 K et atteint 50 cm−1 pour T = 5 K. On notera également que l’énergie
dépend faiblement de la température aux grandes longueurs d’onde, ce qui n’est pas
le cas au bord de bande.

Sur la Fig. 6.8 est illustré le spectre des états à deux polarons pour T = 5 K
et χ3 = 50 pN (EB = 8.9 cm−1). Il est centré autour de 2ω̂0 et tracé sur la moitié
de la première zone de Brillouin 0 < k < π. Le cas harmonique, c’est-à-dire A = 0
(Fig. 6.8a) montre un continuum d’énergie situé autour de 2ω̂0 et d’une largeur de
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Fig. 6.8 - Courbes de dispersion des états à deux polarons pour T = 5 K, χ1 = 25 pN,
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Fig. 6.9 - Fonction d’onde Ψkσ(m) des
états liés à deux polarons pour T = 5 K,
χ1 = 25 pN, χ3 = 50 pN. (a) k = 0 et
A = 0, (b) k = 0 et A = 8 cm−1, (c)
k = 0.69 et A = 0, et (d) k = 0.69 et
A = 8 cm−1.

101.9 cm−1. Ce continuum contient les états libres décrivant deux polarons indépen-
dants. Pour un vecteur d’onde k donné, l’énergie du continuum peut être retrouvée
à l’aide des énergies à un polaron. L’énergie d’un état libre se décompose selon
ω2(k, q) = ω1(k1) + ω1(k2) où ω1(k1) et ω1(k2) désignent respectivement les énergies
à un polaron de vecteurs d’onde k1 et k2 tels que k = k1 +k2 et q = (k2−k1)/2 (voir
chapitre 2). En dessous du continuum le spectre montre deux bandes correspondant
à deux types d’états liés. L’état lié de basse fréquence est situé en dehors du conti-
nuum sur l’ensemble de la première zone de Brillouin. L’énergie de liaison de cet état
est de 4.8 cm−1 alors que sa largeur est de 24 cm−1. L’état lié de haute fréquence
n’existe pas sur l’ensemble de la zone de Brillouin mais au sein d’une petite fenêtre
définie par : 0.5 < k < 0.9. Pour une anharmonicité plus importante A = 8 cm−1

(Fig. 6.8a), le continuum n’est pas modifiée significativement. Toutefois, il est décalé
à cause de la dépendance de 2ω̂0 par rapport à l’anharmonicité et sa largeur a légè-
rement diminué à la valeur de 100 cm−1. Cette décroissance de la largeur provient
d’une augmentation du couplage vibron-phonon à travers le facteur η (Eq. (6.55)).
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Par conséquent, la fenêtre d’existence de l’état lié de haute fréquence augmente éga-
lement : 0.4 < k < 1.0. A l’inverse, l’effet de l’anharmonicité est important sur l’état
lié de basse fréquence. Elle est responsable d’un fort décalage vers le rouge ainsi que
d’une diminution de la largeur de bande. L’énergie de liaison atteint la valeur de
15.3 cm−1 et la largeur de bande est égale à 19.0 cm−1.

Sur la Fig. 6.9 est reportée la fonction d’onde des états liés ψkσ(m) correspondant
aux relations de dispersion de la Fig. 6.8. En k = 0, le système ne possède qu’un
seul état lié illustré respectivement sur les Figs. 6.9a et 6.9b pour A = 0 et A =
8 cm−1. En k = 0.69, il existe un état lié de basse fréquence et un état lié de
haute fréquence tous deux représentés sur les Fig. 6.9a et 6.9b pour les mêmes
valeurs de l’anharmonicité. Pour k = 0, et A = 0, la fonction d’onde de l’état lié
basse fréquence possède un maximum en m = 0 puis décrôıt lorsque l’interdistance
augmente en effectuant des oscillations (carrés vides Fig. 6.9a). Elle prend des valeurs
significatives pour m = 1 et m = 3 alors qu’elle est presque nulle pour m = 2. Pour
une anharmonicité de A = 8 cm−1 (carrés vides Fig. 6.9b), le maximum en m = 0 se
trouve renforcé alors que l’extension de la fonction d’onde est réduite si bien qu’elle
réfère principalement à deux polarons situés sur le même groupement amide. Cet
état correspond à l’état EL-I du modèle 1D et prend son origine dans la compétition
entre le terme de couplage Âb†nb

†
nbnbn et l’ensemble des constantes de saut effectives.

On notera que quelle que soit l’anharmonicité, la fonction d’onde est étendue sur
l’ensemble des sous-réseaux si bien qu’elle possède une nature 3D forte. Pour k = 0.69
(carrés vides Figs. 6.9c et 6.9d), la fonction d’onde de EL-I est toujours fortement
localisée en m = 0 et globalement se comporte d’une manière identique au cas k = 0.
A l’inverse, la fonction d’onde de l’état lié de haute fréquence possède un maximum
en m = 3 et décrôıt avec l’interdistance (ronds vides Figs. 6.9c et 6.9d). Un tel état
caractérise deux polarons situés sur deux sites plus proches voisins d’un même sous-
réseau. Cet état correspond à l’état EL-II du modèle 1D mais à l’image de l’état
EL-I il possède une nature 3D importante.

Les relations de dispersion pour T = 310 K et χ3 = 50 pN (EB = 8.9 cm−1)
sont illustrées sur la Fig. 6.10. Quelque soit l’anharmonicité, l’augmentation de la
température a profondément modifié l’allure du spectre et en particulier celui du
continuum des états libres. Ce dernier apparâıt symétriquement distribué autour
de 2ω̂0 avec une largeur de bande fortement réduite. Elle est égale à 33.4 cm−1

pour A = 0 et 30.5 cm−1 pour A = 8 cm−1. Comme nous l’avons déjà remar-
qué, le spectre des états à un polaron est fortement modifié par la température. A
température biologique, la constante de saut effective Jeff (3) domine si bien que la
relation de dispersion devient périodique et peut être décrite dans une première zone
de Brillouin trois fois plus petite. Par conséquent un phénomène similaire apparâıt
dans le spectre des états à deux polarons notamment au sein des états libres qui sont
des combinaisons des états à un polaron. En ne considérant que la constante de saut
effective Jeff (3), la largeur de bande du continuum est donnée par 8Jeff (3). Pour
T = 310 K, χ1 = 25 pN et χ3 = 50 pN, on obtient une largeur de 29.12 cm−1 en
parfait accord avec la valeur numérique. Toutefois on notera que les effets à longue
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Fig. 6.10 - Courbes de dispersion des états à deux polarons pour T = 310 K, χ1 = 25 pN,
χ3 = 50 pN et pour (a) A = 0 et (b) A = 8 cm−1. Le spectre est centré autour de 2ω̂0 = 0.
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Fig. 6.11 - Fonction d’onde Ψkσ(m)
des états liés à deux polarons pour T =
310 K, χ1 = 25 pN, χ3 = 50 pN. (a)
k = 0 et A = 0, (b) k = 0 et A = 8 cm−1,
(c) k = π/3 et A = 0, et (d) k = π/3 et
A = 8 cm−1.

portée, Jeff (6) notamment, jouent un rôle puisque qu’ils induisent des valeurs non
nulles du continuum en k = π et k = π/3. Comme pour la Fig. 6.8, la bande EL-I
existe sur l’ensemble de la première zone de Brillouin. Cependant, son énergie de
liaison a augmenté. Elle est égale à 9.7 cm−1 pour A = 0 et à 25.9 cm−1 pour
A = 8 cm−1. De plus, sa largeur de bande est réduite et atteint 8.4 cm−1 pour A = 0
et 3.6 cm−1 pour A = 8 cm−1. La Fig. 6.10 montre également que l’état EL-II existe
maintenant au sein de deux fenêtres définies par : 0.7 < k < 1.4 et k > 2.7. A
l’image du cas basse température, la diminution de la largeur du continuum avec
l’anharmonicité entrâıne un élargissement de ces fenêtres. En fait, pour obtenir une
bande EL-II en dehors du continuum sur l’ensemble de la première zone de Brillouin,
il est nécessaire que le paramètre ε(3) domine par rapport à Jeff (3).

Les fonctions d’ondes correspondantes sont tracées sur la Fig. 6.11. Pour k = 0
et A = 0 (Fig. 6.11a), la fonction d’onde de EL-I est maximale en m = 0 et prend
des valeurs significatives pour m = 3, 6, 9,. . . Pour k = 0 et A = 8 cm−1 (Fig. 6.11b)
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Fig. 6.12 - Courbes de dispersion des états à deux polarons pour T = 310 K, χ1 = 37.5 pN,
χ3 = 75 pN et pour (a) A = 0 et (b) A = 8 cm−1. Le spectre est centré autour de 2ω̂0 = 0.
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Fig. 6.13 - Fonction d’onde Ψk(m) de EL-III pour T = 310 K, χ1 = 37.5 pN, χ3 = 75 pN.
(a) k = π/4 et A = 0, (b) k = π/4 et A = 8 cm−1, (c) k = π/3 et A = 0, et (d) k = π/3
et A = 8 cm−1.

le maximum est renforcé et l’extension de la fonction d’onde est réduite. Pour k =
π/3 et quelle que soit l’anharmonicité (Figs. 6.11c et 6.11d) le système supporte
deux états liés. La fonction d’onde de EL-I est fortement localisée en m = 0 et
est presque nulle pour les autres interdistances. D’une manière similaire, la fonction
d’onde de EL-II n’est significative qu’en m = 3. On notera également que l’effet de
l’anharmonicité sur les états liés est faible.

Sur la Fig. 6.12 est reporté le spectre des états à deux polarons pour T = 310 K
et χ3 = 75 pN (EB = 20.0 cm−1). Dans ce cas le couplage vibron-phonon fort est
responsable d’une importante diminution de la largeur du continuum. Celle-ci n’est
plus que de 13.3 cm−1 et 11.2 cm−1 pour respectivement A = 0 et A = 8 cm−1.
Comme précédemment le spectre montre la présence de la bande EL-I sous le conti-
nuum. Sous l’effet de l’anharmonicité, elle subit un décalage vers le rouge et une
diminution de sa largeur. Cependant, par rapport aux cas précédents, deux diffé-
rences apparaissent. Tout d’abord, l’effet d’habillage est suffisamment fort pour que
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EL-II ressorte en dessous du continuum sur l’ensemble de la zone de Brillouin même
pour A = 0. L’anharmonicité augmente son énergie de liaison et diminue sa largeur
de bande. Ensuite, un troisième état lié émerge en dessous du continuum, il est
noté EL-III. Bien qu’il n’apparaisse pas clairement sur la figure, celui-ci existe sur
l’ensemble de la zone de Brillouin. La largeur de bande EL-III est de 5.59 cm−1 et
4.94 cm−1 pour respectivement A = 0 et A = 8 cm−1. A l’inverse du comportement
des autres états liés, cet état voit son énergie de liaison diminuer avec l’anharmoni-
cité. Celle-ci est de 0.080 cm−1 pour A = 0 et de 0.076 cm−1 pour A = 8 cm−1.

Les fonctions d’ondes des états EL-I et EL-II correspondant au spectre de la
Fig. 6.12 (non représentées ici) montrent que les deux polarons sont tous deux confi-
nés dans un même sous-réseau confirmant ainsi l’analyse des fonctions d’onde pour
un couplage vibron-phonon plus faible. L’état EL-I est fortement localisé en m = 0
et l’état EL-II, en m = 3. Le comportement de EL-III est représenté sur la Fig. 6.13
pour A = 0 (Figs. 6.13a et 6.13c) et pour A = 8 cm−1 (Figs. 6.13b et 6.13d). Pour
k = π/4 (Figs. 6.13a et 6.13b), la fonction d’onde de EL-III possède des valeurs non
nulles pour m = 1, 2, 4, 5, . . . avec une amplitude qui diminue avec m. Pour k = π/3
la fonction d’onde devient fortement localisée en m = 1. Ces observations montrent
deux résultats. D’une part cet état lié caractérise deux polarons localisés sur des
groupements amide voisins mais appartenant à deux sous-réseaux différents. D’autre
part, lorsque l’énergie de liaison de l’état est faible, en k = π/4 par exemple, l’état
lié est étendu et les deux polarons sont piégés sur une grande distance. A l’inverse,
lorsque l’énergie de liaison augmente, en k = π/3 par exemple, la fonction d’onde est
fortement localisée et les deux polarons sont confinés sur deux groupements amide
plus proches voisins et appartenant à deux sous-réseaux distincts.

Pour un couplage vibron-phonon important, le paramètre dynamique B̂(1), qui
caractérise l’interaction entre deux polarons situés sur deux sites plus proches voi-
sins, devient suffisamment fort pour qu’il joue un rôle dans la dynamique des pola-
rons. En effet, l’état EL-III est le fruit de la compétition entre ce paramètre et les
constantes de saut, notamment celles qui favorisent des sauts inter-réseaux. Ainsi, à
basse température ces constantes de saut sont suffisamment importantes pour que
cet état n’apparaisse pas. A l’inverse, à température biologique, l’effet d’habillage
réduit considérablement ces constantes et, pour un couplage vibron-phonon intense,
ε(1) est suffisamment fort pour que B̂(1) domine par rapport à Jeff (1). On notera
également que le comportement particulier de cet état sous un changement d’anhar-
monicité provient de la dépendance de B̂(1) par rapport à B(1) (voir Eq. (6.43)) qui,
étant donné le signe de J(1), favorise une interaction répulsive allant à l’encontre de
ε(1).

Jusqu’ici nous nous sommes intéressés aux énergies propres des polarons. Ces der-
niers décrivent des vibrons habillés d’un nuage virtuel de phonons. Ainsi, lorsqu’ils
se propagent le long du réseau, leur mouvement est accompagné d’une déformation.
Dans le cadre du modèle 1D, bien que nous n’ayons pas décrit cette déformation, elle
correspond à une simple distorsion du réseau en forme de marche. Comme nous al-
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Fig. 6.14 - Représentation des déformations radiale et angulaire.

lons le montrer, dans une hélice 3D, l’augmentation du nombre des degrés de liberté
rend la déformation beaucoup plus complexe.

6.2.4 Déformation du réseau

Au cours du chapitre 3 nous avions obtenu l’expression de la déformation dans
le cadre du modèle 1D. La généralisation de l’Eq. (3.43) pour le modèle 3D donne
l’expression de la déformation accompagnant la création d’un polaron sur le site n0 :

xµ(n) = −Re
∑
qs

√
~

2mN

∆n0qs

Ω
3/2
qs

εµqse
iqn (6.57)

Cependant, pour faciliter la représentation de la déformation dans l’espace, nous
allons définir les déformations radiale δR(n) et angulaire δθ(n) selon la Fig. 6.14. La
déformation longitudinale δz(n) correspond simplement à la déformation selon l’axe
z, c’est-à-dire xz(n). Ces déformations s’écrivent :

δR(n) =
√

(R0 + xr(n))2 + xθ(n)2 −R0

δθ(n) = tan−1

[
(R0 + xr(n)) sinnθ0 + xθ(n) cosnθ0

(R0 + xr(n)) cosnθ0 − xθ(n) sinnθ0

]
− nθ0

δz(n) = xz(n)

(6.58)

Les déformations radiale, angulaire et longitudinale consécutives à la création
d’un polaron sur le site n0 = 0 pour χ1 = 25 pN et χ3 = 50 pN sont représentées
respectivement sur les Figs. 6.14a, 6.14b et 6.14c. La déformation de chaque site
dépend fortement du sous-réseau auquel il appartient, notamment si le site considéré
appartient ou pas au sous-réseau contenant le site de création du polaron n0.

La Fig. 6.14a montre que le polaron induit une diminution du rayon de l’hélice
sur les sites n0, n0 ± 3, n0 ± 6, . . . (ligne rouge), c’est-à-dire dans le sous-réseau
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Fig. 6.15 - Déformation du réseau liée à la création d’un polaron sur le site n0 = 0 pour
χ1 = 25 pN et χ3 = 50 pN. (a) déformation radiale, (b) déformation tangentielle et (c)
déformation longitudinale. La ligne grise représente la déformation du modèle 1D.

contenant le site de création du polaron. A l’inverse, le rayon de l’hélice sur les sites
n0 ± 1, n0 ± 4, . . . (ligne verte) et n0 ± 2, n0 ± 5, . . . (ligne bleu) augmente, mais
d’une amplitude plus faible. On notera également que la déformation radiale est
exponentiellement décroissante autour du site n0.

La déformation angulaire, illustrée sur la Fig. 6.14b, prend l’allure d’une marche.
Les sites n � n0 ressentent une déformation positive de +0.12◦ alors que les sites
n � n0 subissent une déformation négative de −0.12◦. Au voisinage du site n0 la
déformation angulaire du site n dépend du sous-réseau auquel il appartient.

Des effets similaires sont observés pour la déformation longitudinale (Fig. 6.14c).
En effet les sites n� n0 subissent une déformation négative alors que les sites n� n0

ressentent une déformation positive. On notera que l’amplitude de la déformation,
égale à 0.02 Å, est trois fois moins importante que la déformation prévue dans le
cadre du modèle 1D (ligne grise).

Globalement les Figs. 6.14a, 6.14b et 6.14c montrent que la déformation des sites
n appartenant au sous-réseau contenant le site de création du polaron est beaucoup
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plus intense que celle des autres sites. Ceci provient du fait que les constantes de
force reliant les sous-réseaux sont beaucoup plus rigides que celles correspondant aux
liaisons hydrogène. Par conséquent, une déformation se propage plus facilement au
sein d’un sous-réseau de liaisons hydrogène si bien que l’on observe un discrimination
au niveau de la déformation de chaque sous-réseau. De même les liaisons entre sous-
réseaux favorisent la diminution des déformations par rapport au modèle 1D.

Bien que l’approche de Hennig soit légèrement différente de la notre, on retrouve
les principaux résultats de son étude [6]. En effet, dans le cadre du modèle 3D
d’Hennig, la déformation est plus faible que celle prévue par le modèle 1D. Il a
également montré que le rayon de l’hélice diminuait dans la région proche du site
d’excitation1. Cependant l’amplitude de cette déformation est de deux ordres de
grandeurs plus faible que la déformation longitudinale. Ceci provient du fait que cette
approche correspond à une géométrie cylindrique si bien que seule la déformation
radiale prend son origine dans les phonons optiques. Dans une structure en hélice,
nous avons montré que les déformations longitudinales et radiales sont dominées par
les phonons acoustiques si bien qu’elles sont du même ordre de grandeur.

6.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré que la nature 3D des hélices modifie pro-
fondément les états polaroniques. Tout d’abord, la présence de trois sous-réseaux
imbriqués fait émerger de nouveaux couplages qui favorisent des sauts inter-réseaux.
Ensuite, les phonons dont la nature est fortement influencée par la géométrie de
l’hélice, créent un mécanisme d’habillage qui discrimine entre les sauts intra et inter-
réseaux. Ainsi, il existe deux régimes en température qui contrôlent la dynamique
des polarons. A basse température, la nature 3D prédomine et les constantes de
saut inter-réseaux permettent la délocalisation des polarons sur l’ensemble des sous-
réseaux. A l’inverse, à température biologique, le mécanisme d’habillage favorise les
sauts intra-réseaux si bien que les polarons ne peuvent se propager que dans un seul
sous-réseau. Comme pour le modèle 1D, nous avons également montré l’existence des
deux types d’états liés. L’état EL-I qui caractérise deux polarons sur un même grou-
pement amide et l’état EL-II qui représente deux polarons sur deux groupements
amide voisins et appartenant à un même sous-réseau. Cependant, deux différences
avec le modèle 1D apparaissent. D’une part, à basse température, les états EL-I
et EL-II ont un caractère 3D important. D’autre part, à haute température, il ap-
parâıt un troisième état lié noté EL-III qui décrit deux polarons situés sur deux
groupements plus proches voisins de deux sous-réseaux distincts. Par conséquent,
cette étude révèle que l’utilisation d’un modèle 1D, insuffisante à basse tempéra-
ture, apparâıt justifiée à température biologique. De plus, nous pouvons en déduire

1Dans notre modèle l’excitation correspond à la création d’un polaron alors que dans celui de
Hennig elle traduit la création d’un soliton.
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Fig. 6.16 - Evolution de la proba-
bilité Pn(t) d’observer une paire de
polarons sur le site n au temps t.
La paire, créée sur le site n = 0
au temps t = 0, se restreint à la
bande de l’état lié basse fréquence.
T = 5 K, χ1 = 25 pN et χ3 = 50 pN.

que la redistribution de l’énergie est gouvernée par deux mécanismes différents selon
la température. A basse température, la nature 3D jouant un rôle important, l’éner-
gie se redistribue sur l’ensemble de l’hélice. A l’inverse à température biologique,
l’énergie se propage indépendamment le long de chaque sous-réseau.

Pour illustrer le concept de transfert et de stockage de l’énergie, nous proposons
de construire un état noté |ΨBQ〉 qui s’apparente à l’équivalent quantique des « brea-
thers » classiques. Un tel état doit nécessairement être initialement localisé. De plus,
bien qu’il subisse le phénomène de dispersion, sa dynamique doit être lente comparée
à celle des états libres. Par conséquent, nous suggérons que ce « breather » quantique
soit obtenu à partir de la bande des états EL-I qui existe en dehors du continuum
sur l’ensemble de la zone de Brillouin. Comme l’a suggéré L. Proville [14], pour qu’il
puisse être localisé, une possibilité est que cet état soit un état de Wannier. En
tenant compte des remarques précédentes, l’état |ΨBQ〉 sera défini par :

|ΨBQ(t)〉 =
1√
N

∑
k

e−ikn0e−iωEL−I(k)t|ΨkEL-I〉 (6.59)

où |ΨkEL-I〉 désigne le vecteur propre correspond à l’état lié EL-I, de vecteur d’onde k
et d’énergie ωEL-I(k). L’état |ΨBQ(t)〉 caractérise l’évolution d’un état où les deux po-
larons forment initialement une paire localisée sur le site n0. A partir de la définition
de l’état |ΨBQ(t)〉, la probabilité d’observer la paire sur le site n s’écrit :

Pn(t) =

∣∣∣∣∣ 1

N

∑
k

eik(n−n0)−iωEL-I(k)t

∣∣∣∣∣
2

(6.60)

Pour caractériser l’évolution de cette probabilité, nous introduisons également le
temps de localisation qui est défini comme le temps au bout duquel 80% de la
population initiale a quitté le site d’excitation n0.

Sur la Fig. 6.16 est représentée la probabilité Pn(t) pour A = 8.0 cm−1, T = 5 K,
χ1 = 25 pN et χ3 = 50 pN. A basse température, la nature 3D de la bande des
états EL-I joue un rôle important puisque la paire tend à se délocaliser rapidement
sur l’ensemble des trois sous-réseaux. En effet, après un temps de localisation de
l’ordre de 1.5 ps, 80% de la population initiale a quitté le site excité n = 0 au profit

- 162 -



6.3 Conclusion

 0  5  10  15  20  25  30  0
 2

 4
 6

 8
 10

 12

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1
P n

(t)

time (ps)

n

Fig. 6.17 - Evolution de la proba-
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Fig. 6.18 - Evolution de la proba-
bilité Pn(t) d’observer une paire de
polarons sur le site n au temps t.
La paire, créée sur le site n = 0 au
temps t = 0, se restreint à la bande
de l’état lié basse fréquence. T =
310 K, A = 8 cm−1, χ1 = 37.5 pN
et χ3 = 75 pN.

de sites appartenant aux autres sous-réseaux. On notera que la population du site
excité montre des oscillations dues à la forte anisotropie entre les constantes de saut
effectives inter et intra-réseaux.

La probabilité Pn(t) est illustrée sur la Fig. 6.17 pour A = 8.0 cm−1, T = 310 K,
χ1 = 25 pN et χ3 = 50 pN. A température biologique, le confinement de la paire
apparâıt si bien qu’elle ne peut se propager que au sein du sous-réseau contenant
le site excité. Toutefois, la valeur finie de la largeur de la bande EL-I ne permet sa
localisation que sur un temps de l’ordre de 7.8 ps.

Enfin, sur la Fig. 6.18 est représentée la probabilité Pn(t) pour A = 8.0 cm−1,
T = 310 K, χ1 = 37.5 pN et χ3 = 75 pN. Pour un couplage vibron-phonon plus
important, la largeur de bande des états EL-I est fortement réduite si bien que
la paire montre un caractère localisé. Comme précédemment, le confinement dans
le sous-réseau initial apparâıt mais sur une échelle de temps plus importante. Ce
mécanisme traduit l’équivalent quantique de l’auto-piégeage classique.

Pour conclure, notons que ces travaux ont donné lieu à deux publications [15, 16]
que le lecteur pourra trouver à la fin de ce chapitre. L’essentiel du contenu de ces
articles a déjà été exposé. Cependant, nous avons souhaité insérer ces publications
pour permettre aux lecteurs non francophones d’apprécier nos résultats. De plus,
l’étude de la spectroscopie pompe-sonde de notre modèle 3D y est exposée.
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The vibron dynamics associated to amide-I vibrations in a three-dimensional �-helix is described
according to a generalized Davydov model. The helix is modeled by three spines of
hydrogen-bonded peptide units linked via covalent bonds. To remove the intramolecular
anharmonicity of each amide-I mode and to renormalize the vibron-phonon coupling, two unitary
transformations have been applied to reach the dressed anharmonic vibron point of view. It is shown
that the vibron dynamics results from the competition between interspine and intraspine vibron hops
and that the two kinds of hopping processes do not experience the same dressing mechanism.
Therefore, at low temperature �or weak vibron-phonon coupling�, the polaron behaves as an
undressed vibron delocalized over all the spines whereas at biological temperature �or strong
vibron-phonon coupling�, the dressing effect strongly reduces the vibrational exchanges between
different spines. As a result the polaron propagates along a single spine as in the one-dimensional
Davydov model. Although the helix supports both acoustical and optical phonons, this feature
originates in the coupling between the vibron and the acoustical phonons only. Finally, the lattice
distortion which accompanies the polaron has been determined and it is shown that residues located
on the excited spine are subjected to a stronger deformation than the other residues. © 2005
American Institute of Physics. �DOI: 10.1063/1.2101569�

I. INTRODUCTION

In living systems, the energy released by the hydrolysis
of adenosine triphophate �ATP� is a universal energy source
allowing many biological processes such as muscle contrac-
tion, active transport, or enzyme catalysis. However, the fun-
damental question arises whether this energy can be trans-
ported from the active sites of the living cell to other regions
without being dispersed or dissipated.

This question was first pointed out by Davydov and co-
workers in 1970s to explain the energy transport in
�-helices.1,2 The main idea is that the released energy, par-
tially stored in the high-frequency amide-I vibration of a
peptide group, can be transported from one end of the helix
to the other. The dipole-dipole coupling between the different
peptide groups leads to the delocalization of the internal vi-
brations and to the formation of vibrons. However, the inter-
action between the vibrons and the phonons of the helix
induces a nonlinear dynamics which counterbalances the dis-
persion and yields the creation of the so-called Davydov soli-
ton �for a recent review, see for instance Refs. 3 and 4�.

Unfortunately, no clear evidence has yet been found for
the existence of solitons in real proteins and it has been sug-
gested by Brown and co-workers5,6 and by Ivic and
co-workers7–9 that the solution is rather a small polaron than
a soliton. Indeed, this problem exhibits two asymptotic solu-
tions depending on the values taken by three relevant param-
eters, i.e., the vibron bandwidth, the phonon cutoff fre-
quency, and the strength of the vibron-phonon coupling.

When the vibron bandwidth is greater than the phonon cutoff
frequency, the adiabatic limit is reached so that the phonons
behave in a classical way and create a quasistatic potential
well responsible for the trapping of the vibron according to
the Davydov soliton. By contrast, when the vibron band-
width is lesser than the phonon cutoff frequency, the situa-
tion corresponds to the nonadiabatic limit in which the quan-
tum behavior of the phonons plays a crucial role. A vibron is
thus dressed by a virtual cloud of phonons which yields a
lattice distortion essentially located on a single site and
which follows instantaneously the vibron. The vibron
dressed by the lattice distortion forms the small polaron and,
as mentioned by the authors, this situation corresponds to
protein dynamics. Recently, the polaron approach has been
improved to characterize the two-polaron energy spectrum
with a special emphasis onto the interplay between the dress-
ing effect and the intramolecular anharmonicity of each
amide-I vibration.10,11 Both features favor the formation of
two-polaron bound states and it has been shown that the
helix supports two kinds of bound states referring to the
trapping of two polarons onto the same amide-I mode and
onto two nearest-neighbor amide-I vibrations. These results
were corroborated by a recent experiment devoted to the
femtosecond infrared pump-probe spectroscopy of the N–H
mode in a stable �-helix which has revealed the two excited
state absorption bands connected to the two kinds of bound
states.12,13 Vibrational self-trapping in model helix was thus
observed for the first time, validating in the same time the
polaron approach.

However, most of the theoretical studies applied to the
Davydov problem involve a one-dimensional �1D� approxi-a�Electronic mail: vincent.pouthier@univ-fcomte.fr
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mation of the three-dimensional �3D� structure of the
�-helix. Although a real helix is formed by three spines of
hydrogen-bonded peptide units connected through covalent
bonds, such an assumption was motivated by the fact that
when a vibron is symmetrically excited over the three spines,
the vibron-phonon dynamics reduces to that of a single
hydrogen-bonded chain.3,14–16 However, it has been shown
within the soliton approach, that when a vibron is excited on
a single spine the 3D nature of the helix manifests itself by
reducing the soliton velocity and by favoring the exchanges
between spines.14–16 Recently, a detailed analysis of both the
soliton trapping and the soliton dynamics in a 3D �-helix has
been done by Hennig.17 It has been shown that the soliton
envelop exhibits a monotonic decay but shows a multihump
structure. In addition, the lattice distortion along hydrogen
bonds is reduced for the 3D model when compared with the
1D model, and, in the excited region, the radius of the helix
decreases. From a dynamical point of view, Hennig has re-
covered the soliton velocity decrease and he has shown that
the preferred transport pathway takes place along the hydro-
gen bonds.

In this paper, the small polaron formalism is applied to a
3D model of an �-helix with a special emphasis onto the
modification of the dressing mechanism induced by the 3D
nature of the phonons of the helix. We restrict our attention
to the characterization of the single-polaron energy spectrum
and the generalization to two-polaron eigenstates is ad-
dressed in the second paper of this series.18

The paper is organized as follows. The model to describe
the vibron-phonon dynamics in 3D �-helices is introduced in
Sec. II. In Sec. III, the nature of the phonons in the helix is
first summarized. Then, we first realize a unitary transforma-
tion to remove the intramolecular anharmonicity and a
Lang-Firsov19 transformation is applied to renormalize the
vibron-phonon interaction. Finally, a mean-field procedure is
performed to obtain the effective dressed vibron Hamil-
tonian. In Sec. IV, a numerical analysis of the vibron-phonon
dynamics is performed depending on the values of the rel-
evant parameters of the problem. Finally, the results are dis-
cussed and interpreted in Sec. V.

II. HELIX STRUCTURE AND MODEL HAMILTONIAN

Let us consider a sequence of N amino acid units �called
residues� regularly distributed along a polypeptide chain. Let
n be the index which labels the position of the nth residue
along the chain. In three dimension, the structure of the
polypeptide chain is stabilized by the hydrogen bonds be-
tween the carboxyl oxygen �CO� of residue n and the amide
hydrogen �NH� of residue n+3. The resulting conformation
is a 3D �-helix in which each residue is related to the next
one by a translation of h=1.5 Å and by a rotation of �0

=100° leading to 3.6 residues per turn of helix �see Fig.
1�a��. The pitch of the helix, i.e., the product of the transla-
tion �1.5 Å� by the number of residues per turn �3.6�, is equal
to 5.4 Å. The radius of the helix, which corresponds to the
distribution of the center of mass of the residues, is fixed to
R0=2.8 Å.2

To model the vibron-phonon dynamics in a rather simple

way, we follow the procedure introduced by Hennig17 and
treat the N residues as pointlike entities which the equilib-
rium positions are located on sites distributed along the he-
lix. Therefore, as shown in Fig. 1�a�, the geometry of the
helix is specified in the �xyz� Cartesian frame where the z
direction is parallel to the axis of the helix. The equilibrium
position of the nth residue is thus expressed as

R�n� = R0 cos n�0ex + R0 sin n�0ey + nhez, �1�

where e� denotes the unit vector parallel to the direction �
=x ,y ,z.

The nth site contains an amide-I vibration which behaves
as an internal high-frequency oscillator described by the
standard creation and annihilation vibron operators bn

+ and
bn. By introducing the intramolecular anharmonicity of each
amide-I mode, the vibron Hamiltonian is written as

H� = �
n

��0bn
†bn + ��3�bn

† + bn�3 + ��4�bn
† + bn�4 + ¯

−
1

2�
n

�
n�

�J�n − n���bn
† + bn��bn�

† + bn�� , �2�

where �0 stands for the internal frequency of the nth amide-I

FIG. 1. �a� Representation of the �-helix backbone defined by the angle
�0=100°, the translation h=1.5 Å, and the radius R0=2.8 Å. Each site n is
occupied by a residue, and the dashed line characterizes a particular spine of
hydrogen-bonded peptide units. �b� Top view of the helix backbone where a
particular local frame is displayed.
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mode and J�n−n�� denotes the lateral hopping constant be-
tween the residues n and n�. In Eq. �2�, �3 and �4 represent
the cubic and quartic anharmonic parameters of each amide-I
mode. Note that for the single-vibron dynamics, the intramo-
lecular anharmonicity does not play a crucial role. As will be
shown in the following text, it is responsible for a renormal-
ization of the harmonic parameters �internal frequency, hop-
ping constants, and vibron-phonon coupling� but it does not
fundamentally change the physical behavior of the single-
vibron states. Nevertheless, it has been introduced here be-
cause it drastically affects the two-vibron dynamics, as
shown in Paper II.18

The amide-I vibrations interact with the phonons of the
helix associated to the collective dynamics of the external
motions of the peptide groups. As mentioned by Hennig,17

both the covalent and the hydrogen bonds are assumed to be
represented by point-point interactions. The coupling be-
tween two residues is thus described by a pair potential
V�r�nn��� which depends on the instantaneous distance
r�nn��= �r�n�−r�n��� between the two residues n and n�.
Within the harmonic approximation, each peptide group per-
forms small displacements u�n� around its equilibrium posi-
tion R�n� so that the instantaneous position r�n� of the nth
residue can be expressed as r�n�=R�n�+u�n�. Therefore, by
expanding the intermolecular potential around the equilib-
rium helix conformation, the phonon Hamiltonian is written
as

Hp = �
n�

p�
2�n�
2M

+
1

2 �
n�,n��

����nn��u��n�u��n�� , �3�

where M denotes the average mass of each residue and p�n�
is the momentum associated to the displacement u�n�. Both
� and �, equal to x, y, or z, account for the representation of
the vectors in the Cartesian frame �x ,y ,z�. In Eq. �3�, ��nn��
is the force constant tensor defined as the second derivative
of the potential at equilibrium and written as

����nn�� =
�2V�r�nn���

�u��n��u��n��
. �4�

According to the Davydov model, the vibron-phonon in-
teraction originates in the modulation of the vibrational fre-
quency of each amide-I vibration by the external motion of
the residues. This coupling is expressed in terms of the in-
stantaneous positions r�n� of the residues as

�H�p = �
n

1

2
	h��r�nn�����bn

† + bn�2. �5�

Within the deformation potential approximation, the function
	h��r�nn���� can be expanded around the equilibrium posi-
tion of the residues so that the resulting coupling Hamil-
tonian is finally expressed as

�H�p = �
n,n�


�n−n��

2

R�nn���un − un��

R�nn��
�bn

† + bn�2, �6�

where R�nn��=R�n�−R�n�� and 
�n−n�� denotes the strength
of the interaction between the nth amide-I mode and the
external displacement of the n�th residue.

Finally, the vibron-phonon dynamics is described by the
full Hamiltonian H=H�+Hp+�H�p which appears as a gen-
eralization of the well-known Davydov Hamiltonian to a 3D
�-helix.

III. THEORETICAL BACKGROUND

In helices, the vibron-phonon interaction is assumed to
be strong enough so that the vibron dynamics is essentially
governed by the so-called dressing effect. The characteriza-
tion of this effect requires the knowledge of the phonon
eigenstates and of the Lang-Firsov transformation19 which
yields the small polaron point of view. However, although
these two features are well known in an infinite lattice with
translational invariance, the helical nature of the lattice is
responsible for a modification of both the phonon structure
and the dressing mechanism. The present section is thus de-
voted to the presentation of these modifications.

A. Phonons in a 3D �-helix

In a recent paper devoted to solitons in an isolated helix
chain, Christiansen et al. have introduced a general formal-
ism to characterize the phonon dynamics in an �-helix.20

This formalism consists in expressing the residue dynamics
in a simple way by taking advantage of the invariance of the
phonon Hamiltonian according to a rotation by an angle of �0

around the helix axis followed by a translation along this
axis by a distance h.21

To proceed, it is more convenient to express the position
of the residues in a set of N local frames �er�n� ,e��n� ,ez�n��
attached to each residue �see Fig. 1�b��. The unit vectors of
the nth local frame are expressed in terms of the unit vectors
of the Cartesian frame �ex ,ey ,ez� as

e��n� = T���n�e�, �7�

where �=r ,� ,z; �=x ,y ,z; and where T�n� is the local �3
�3� rotational matrix defined as

T�n� = 	 cos n�0 sin n�0 0

− sin n�0 cos n�0 0

0 0 1

 . �8�

In that context, let v�n� denote the displacement of the
nth residue expressed in the nth local frame. This vector is
defined in terms of its Cartesian counterpart u�n� as v�n�
=T�n�u�n�. Therefore, by applying this latter transformation,
the phonon Hamiltonian Eq. �3� is rewritten as

Hp = �
n�

p�
2 �n�
2M

+
1

2 �
n�,n�

���nn�����n���n�� , �9�

where p��n� denotes the momentum connected to ���n� and
��nn��=T�n���nn��T−1�n��.

At this step, it is straightforward to show that the trans-
formed force constant tensor ��nn�� depends only on the
index difference n−n� �see Appendix A�. As a consequence,
the Bloch theorem can be applied so that the displacement of
the nth residue in the nth local frame can be expanded as a
superimposition of plane waves as
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���n� =
1

�N
�

k

���k�eikn, �10�

where k denotes a reduced wave vector which belongs to the
first Brillouin zone of the helix, i.e., −��k��. The phonon
Hamiltonian is thus defined in terms of the �3�3� dynamical
matrix D��k�=�n���0n�exp�ikn� /M as

Hp = �
k�

p�
2 �k�
2M

+
M

2 �
k�,

D��k����k���k� , �11�

where p�k� is the momentum associated to v�k�. Note that
the expression of the dynamical matrix is detailed in Appen-
dix A.

Finally, the normal-mode decomposition is achieved by
performing the diagonalization of the dynamical matrix D�k�
for each k value. Such a procedure allows us to define three
eigenvalues �k�

2 and three eigenvectors �k� labeled by the
index �=1,2 ,3. Therefore, the two indexes k and � specify
a particular phonon mode with energy ��k�, quasimomen-
tum �k, and polarization �k�. The quantum dynamics of each
mode is described by the well-known creation ak�

† and anni-
hilation ak� operators so that the phonon Hamiltonian can be
rewritten in the standard form as

Hp = �
k�

��k��ak�
† ak� +

1

2
 . �12�

In the same way, the displacement of the nth residue is fi-
nally expressed as

���n� = �
k�

� �

2MN�k�

�ak� + a−k�
† ���k�eikn. �13�

At this step, the vibron-phonon coupling Hamiltonian
Eq. �6� can be rewritten in terms of the phonon normal-mode
coordinates as

�H�p = �
k�

���k�

2
e−iknak�

† +
�k�

*

2
eiknak��bn

† + bn�2, �14�

where �k� accounts for the modulation of the frequency of
the nth amide-I vibration due to its coupling with the phonon
mode specified by the wave vector k and the index �. It is
defined as

�k� = �
m


�m�Ck�m��k�
*

�2MN��k�

, �15�

where Ck�m� denotes a vector expressed as

Ck�n� − n� = �T�n� − T�n��eik�n−n���
R�nn��
R�nn�� .

�16�

B. Anharmonic vibron, small polaron, and effective
Hamiltonian

To remove the cubic and quartic intramolecular anhar-
monicity, the standard procedure described by Kimball et
al.22 is used. First, by disregarding the lateral coupling be-
tween nearest-neighbor amide-I vibrations as well as the
vibron-phonon interaction, the procedure consists in per-

forming a unitary transformation V to diagonalize each an-
harmonic amide-I mode. Then, an approximate Hamiltonian
is obtained by applying the transformation on the full Hamil-
tonian H and by keeping the vibron-conserving terms only.
As a result, by using the procedure detailed in Refs. 10 and

11, the transformed Hamiltonian H̃=VHV+ is expressed as
�within the convention �=1�

H̃ = �
n

��0 − 2A − B�bn
†bn − �

nn�

J1�n − n��bn
†bn� + Hp

+ �
k�

�1 + 2����k�e−iknak�
† + �k�

* eiknak��bn
†bn, �17�

where A=30�3
2 /�0−6�4 denotes the positive anharmonic pa-

rameter and the other parameters in Eq. �17� are defined as

B = �
n

72J�n���3/�0�2,

J1�n� = J�n��1 + 44��3/�0�2 − 12�4/�0� ,

� = 120��3/�0�2 − 12�4/�0. �18�

Note that since we restrict our attention to the single-
vibron dynamics, additional terms which involve the product
of four vibron operators have been disregarded in the present
version of the Hamiltonian Eq. �17�. These terms play a cru-
cial role for the two-vibron dynamics10,11 and they are ad-
dressed in the second paper of this series.18

To partially remove the vibron-phonon coupling Hamil-
tonian, a Lang-Firsov transformation is applied.19 Indeed,
since the vibron-phonon dynamics is dominated by the so-
called dressing effect, we consider a “full dressing” and in-
troduce the following unitary transformation:

U = exp��
nk�

�1 + 2����k�e−ikn

�k�

ak�
† −

�k�
* eikn

�k�

ak��bn
†bn .

�19�

By using Eq. �19�, the transformed Hamiltonian Ĥ=UH̃U† is
written as

Ĥ = Hp + �
n

��0 − 2A − B − �1 + 4��EB�bn
†bn

− �
nn�

J1�n − n���n
†�n�bn

†bn�, �20�

where EB denotes the small polaron binding energy defined
as

EB = �
k�

��k��2

�k�

, �21�

whereas �n stands for the dressing operator expressed as

�n = exp�− �
k�

�1 + 2����k�e−ikn

�k�

ak�
† −

�k�
* eikn

�k�

ak�� .

�22�

In this dressed vibron point of view �Eq. �20��, the
vibron-phonon coupling remains through the modulation of
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the lateral terms by the dressing operators. Although these
operators depend on the phonon coordinates in a highly non-
linear way, the vibron-phonon interaction has been strongly
reduced within this transformation. As a result, we can take
advantage of such a reduction to perform a mean-field

procedure7,8,23 and to express the full Hamiltonian Ĥ as the
sum of three separated contributions as

Ĥ = Ĥeff + Hp + �H , �23�

where Ĥeff= ��Ĥ−Hp�� denotes the effective Hamiltonian of

the dressed vibrons, and �H= Ĥ−Hp− ��Ĥ−Hp�� stands for
the remaining part of the vibron-phonon interaction. The
symbol �…� represents a thermal average over the phonon
degrees of freedom which are assumed to be in thermal equi-
librium at temperature T.

As a result, the effective dressed vibron Hamiltonian is
written as

Ĥeff = �
n

�̂0bn
†bn − �

nn�

Jeff�n − n��bn
†bn�, �24�

where �̂0=�0−2A−B− �1+4��EB and the effective vibron
hopping constant Jeff�n−n��=J1�n−n��exp�−�1+4��S�n
−n� ,T�� is expressed in terms of the coupling constant
S�n ,T�, defined as �kB denotes the Boltzmann constant�

S�n,T� = �
k�

� �k�

�k�
�2

coth���k�

2kBT
�1 − cos�kn�� . �25�

The Hamiltonian Ĥeff �Eq. �24�� describes the dynamics
of anharmonic vibrons dressed by a virtual cloud of phonons,
i.e., small polarons. A polaron state corresponds to a delocal-
ized plane wave with wave vector q and frequency �q= �̂0

−2�n�1Jeff�n�cos�qn�. Equation �24� accounts for a renor-
malization of the main part of the vibron-phonon coupling
within the nonadiabatic limit. The remaining vibron-phonon
coupling is thus assumed to be small in order to be treated
using perturbative theory. Nevertheless, such a contribution
is disregarded in the present work.

IV. NUMERICAL RESULTS

In this section, the previous formalism is applied to char-
acterize the single-vibron energy spectrum of a 3D �-helix.
However, the present theory involves a set of parameters
which has first to be discussed.

From the literature, the parameters that entered the vi-
bron dynamics in 3D �-helices are relatively well described.
The quantum energy for an amide-I vibration is about
1660 cm−1 so that the harmonic frequency is fixed to
�0=1695 cm−1. A well-admitted value for the hopping con-
stant along the hydrogen bonds is J�3�=7.8 cm−1 �see for
instance Refs. 3 and 8�. In the same way, the vibron hopping
constants between different spines of hydrogen-bonded
peptide units have been calculated in Ref. 24 so that
J�1�=−12.4 cm−1 and J�2�=3.9 cm−1. Despite their small
values, the other elements of the hopping matrix have been
taken into account in the present work and are listed in the
Table I of Ref. 24. Finally, the anharmonic constant of the
amide-I vibration is about A=8.0 cm−1 Refs. 10, 25, and 26

and both the cubic and quartic anharmonic parameters can be
expressed approximately by using the relation 15�3

2 /�0

�6�4�A.10 Note that these parameter values are in a rather
good agreement with recent ab initio calculations.27

The phonon dynamics is essentially governed by the
force constant tensor defined in Eq. �4�. In that context, we
assume that the helical conformation corresponds to the
equilibrium of each pair potential which connects two resi-
dues. Therefore, the force constant tensor is expressed as

����nn�� = − K�n−n��
R��nn��R��nn��

R2�nn��
, �26�

where K�n−n�� denotes the second derivative of the pair poten-
tial connecting the two residues located onto the sites n and
n�. According to the 3D model of Hennig,17 the �-helix ex-
hibits two modes corresponding to a longitudinal displace-
ment along the helix axis and to a radial displacement per-
pendicular to this axis. To recover these results, the force
constant K2 is set to zero and we assume K�n�=0 for n�4.
The force constant K3 of the hydrogen bonds ranges between
13 and 20 Nm−1,3,8,10,11,17 whereas the force constant K1 of
the covalent bonds varies between 45 and 75 Nm−1.17 With
our notations, K1�W /2, where W is the force constant for
the radial motion introduced by Hennig. Finally, the mass M
which enters the phonon dynamics has been fixed to 2.0
�10−25 kg.

The vibron-phonon coupling is basically defined from
the knowledge of the parameters 
�n−n�� �Eq. �6�� which ac-
counts for the modulation of the nth amide-I frequency due
to the external motion of the n�th residue. According to the
1D Davydov model, the parameter 
3 ranges between 35 and
62 pN. However, the influence of the motion of the residues
n±1 and n±2 onto the nth amide-I vibration is still un-
known. Therefore, we choose 
2=0, whereas we treat 
1 as a
parameter smaller than 
3.17 Note that 
n=0 for n�4.

In Fig. 2, the phonon energy spectrum is shown for K1

=60 Nm−1, K3=15 Nm−1 �full line� and for K1=75 Nm−1,
K3=20 Nm−1 �dashed line�. The spectrum exhibits two non-

FIG. 2. Phonon dispersion curves for K1=60 Nm−1, K3=15 Nm−1 �full line�
and for K1=75 Nm−1, K3=20 Nm−1 �dashed line� �Note that K2=0�. The
dotted line represents the phonon dispersion curve of the 1D Davydov
model with K3=15 Nm−1.
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vanishing dispersion curves whereas the third one is equal to
zero in the entire Brillouin zone. The low-frequency curve,
which tends to zero when k→0, corresponds to acoustical
phonons, whereas the high-frequency curve represents opti-
cal phonons. In the long-wavelength limit, the acoustic
branch increases linearly with the wave vector k and de-
scribes a sound wave. However, the curve reaches a maxi-
mum value when k=� /3 then it decreases to a minimum
value when k=2� /3. Finally, the frequency increases again
when k reaches the edge of the Brillouin zone. Note that the
acoustic branch is rather insensitive to the force constant K1,
whereas it strongly depends on the force constant K3. The
maximum acoustic frequencies are equal to 89 and 102 cm−1

when K3=15 and 20 Nm−1, respectively, whereas the mini-
mum frequency in k=2� /3 is about 20 cm−1. The optical
branch appears almost constant over the entire Brillouin zone
and exhibits a rather weak dispersion of about 8.5 cm−1. It
strongly depends on the force constant K1 and appears al-
most insensitive to K3. At the center of the Brillouin zone,
the optical frequency is equal to 135 cm−1 when K1

=60 Nm−1 and reaches 151 cm−1 when K1=75 Nm−1. Note
that the dotted line represents the phonon dispersion curve in
the corresponding 1D Davydov model for K3=15 Nm−1.

In the long-wavelength limit, the analysis of the eigen-
vectors of the dynamical matrix reveals that the acoustic
phonons are essentially polarized along the axis of the helix.
More precisely, they correspond to longitudinal vibrations
along the direction specified by the hydrogen bonds. By con-
trast, the optical branch refers to a radial motion of the resi-
dues which describes a breathing mode of the radius of the
helix. These two features corroborate the previous observed
dependence of the two branches with respect to the force
constants, K1 and K3. Note that a singular behavior takes
place when k=2� /3 since the acoustic branch becomes po-
larized along the radial direction only. In the same way, when
k reaches the edge of the Brillouin zone, the optical branch
refers to an hybridization between a radial and a torsional
motions.

To characterize the vibron-phonon interaction, the k de-
pendence of the normalized function �N��k�� defined in Eq.
�15� is displayed in Fig. 3. The phonon force constants are
fixed to K1=60 Nm−1 and K3=15 Nm−1, and two situations
are considered for the strength of vibron-phonon coupling,
i.e., 
1=25 pN, 
3=50 pN �full line� and 
1=10 pN, 
3

=60 pN �dashed line�. As shown in Fig. 3�a�, the coupling
with acoustical phonons strongly depends on the phonon
wave vector. It vanishes for three k values defined as k�1�

=0, k�2�=� /3, and k�3�=�. The coupling exhibits three
maxima located at k��1�=0.41, k��2�=1.71, and k��3�=2.48.
When 
1=25 pN and 
3=50 pN, the maxima lie around
23 cm−1 whereas they reach 28 cm−1 when 
1=10 pN and

3=60 pN. In fact, the coupling with acoustical phonon de-
pends significantly on 
3 and appears almost insensitive to

1. Note that the coupling shows a local minimum around
k=2� /3 which correspond to a zero coupling in the 1D
Davydov model �dotted line�.

As shown in Fig. 3�b�, the coupling with optical phonons
basically decreases when the phonon wave vector increases.
It is maximum at the center of the Brillouin zone and van-

ishes when k=�. When 
1=25 pN and 
3=50 pN, the maxi-
mum is equal to 20 cm−1, whereas it reduces to 15 cm−1

when 
1=10 pN and 
3=60 pN. In a marked contrast with
the previous situation, the coupling with optical phonon de-
pends essentially on 
1. Note that this coupling shows a local
minimum around k=� /3.

In Fig. 4, the coupling constant S�n ,T� defined in Eq.
�25� is shown for T=310 K, �full line�, T=150 K �dashed
line�, and T=5 K �dotted line� and for K1=60 Nm−1, K3

=15 Nm−1, 
1=25 pN, and 
3=50 pN. The sum over the
index � in Eq. �25� allows us to express the coupling con-
stant as S�n ,T�=Sa�n ,T�+So�n ,T�, where Sa�n ,T� and
So�n ,T� denote the contributions of the coupling with acous-
tical and optical phonons, respectively.

As illustrated in Fig. 4�a�, at low temperature, the cou-
pling constant Sa�n ,T� appears almost site independent and
slightly fluctuates around 0.25. When the temperature in-
creases, the coupling constant increases and exhibits two dis-
tinct behaviors depending on the nature of the bond n which
experiences the dressing effect. Indeed, when n=3,6 ,9 , . . .,
Sa�n ,T� accounts for the dressing mechanism responsible for
a decreases of the vibron hopping constant between amide-I
vibrations along the same spine of hydrogen-bonded peptide
units. The coupling Sa�n ,T� increases almost linearly with n
and leads to a screening of the corresponding vibron hopping
constants. When n=1,2 ,4 ,5 , . . ., Sa�n ,T� characterizes the

FIG. 3. Normalized function �N��k��n�� vs k for K1=60 Nm−1, K3

=15 Nm−1, for 
1=25 pN, 
3=50 pN �full line�, and for 
1=10 pN, 
3

=60 pN �dashed line�. �a� Coupling with acoustical phonons. �b� Coupling
with optical phonons. The dotted line in Fig. 3�a� refers to the 1D Davydov
model.
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dressing of the hopping constant between amide-I vibrations
located onto different spines of hydrogen-bonded peptide
units. As previously, it increases as n increases. The figure
clearly shows that vibron hops between different spines ex-
perience a stronger dressing mechanism than the hops which
take place along the same spine. The difference between the
two kinds of dressing increases as the temperature increases.
However, as n increases, the two kinds of dressing converge
to the same n dependence. In other words, long-range vibron
hops experience the same dressing effect whatever the loca-
tion of the amide-I vibrations involved in the process.

As shown in Fig. 4�b�, the contribution of the optical
phonons So�n ,T� is about two orders of magnitude smaller
than the contribution of acoustical phonons. It exhibits a
fully different behavior with respect to the bond index n
since it drastically varies with n until n�4 and becomes
almost n independent when n�5. Note that as previously,
the coupling constant So�n ,T� increases with the tempera-
ture.

The temperature dependence of the effective vibron hop-
ping constants �Jeff�n�� for n=1 �dotted line�, n=2 �dashed
line�, and n=3 �full line� is drawn in Fig. 5�a�. The param-
eters used for the calculations are K1=60 Nm−1, K3

=15 Nm−1, 
1=25 pN, and 
3=50 pN. Due to the dressing
effect, the three hopping constants decrease as the tempera-
ture increases. In addition, whatever the temperature, the
hopping constant �Jeff�2�� is always smaller than the two

other hopping constants. However, the ratio between �Jeff�1��
and �Jeff�3�� strongly depends on the temperature and a tran-
sition occurs when T=Tc=51 K. When T�Tc, the constant
�Jeff�1�� is the dominant contribution. For instance, at T
=0 K, Jeff�1�=−9.7 cm−1, Jeff�2�=3.0 cm−1, and Jeff�3�
=7.2 cm−1. By contrast, when T�Tc, �Jeff�3�� becomes the
main hopping constant, and, for instance at T=300 K,
Jeff�1�=−0.43 cm−1, Jeff�2�=0.13 cm−1, and Jeff�3�
=3.7 cm−1. A similar behavior is illustrated in Fig. 5�b� for
the dependence of the hopping constants with respect to the
small polaron binding energy EB. The temperature is fixed to
T=150 K and EB varies according to the restriction 
1

=
3 /2. Due to the dressing effect, the effective hopping con-

FIG. 4. Coupling constant S�n ,T� vs the bond index n for T=310 K �full
line�, T=150 K �dashed line�, and T=5 K �dotted line�. The phonon force
constants are fixed to K1=60 Nm−1 and K3=15 Nm−1, and the vibron-
phonon coupling constants are equal to 
1=25 pN and 
3=50 pN. �a� Con-
tribution of the acoustical phonons. �b� Contribution of the optical phonons.

FIG. 5. Behavior of the effective vibron hopping constants �Jeff�n�� for n
=1 �dotted line�, n=2 �dashed line�, and n=3 �full line�. The parameters
used for the calculations are K1=60 Nm−1 and K3=15 Nm−1. �a� Tempera-
ture dependence for 
1=25 pN and 
3=50 pN. �b� EB dependence for T
=150 K. In that case, EB varies according to the restriction 
1=
3 /2. �c� �0

dependence for T=150 K.
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stants decrease as EB increases. As previously, �Jeff�2�� is
smaller than the two other constants and a transition occurs
when EB=3.1 cm−1 which discriminates between �Jeff�1�� and
�Jeff�3��. Therefore, �Jeff�1�� is greater than �Jeff�3�� when EB

�3.1 cm−1 whereas the opposite feature occurs when EB

�3.1 cm−1. Note that when EB�25 cm−1, both �Jeff�1�� and
�Jeff�2�� almost vanish so that only the hopping constant
�Jeff�3�� remains. Finally, the influence of the angle �0 on the
vibron hopping constants is illustrated in Fig. 5�c� for T
=150 K. The figure clearly shows that a change in �0 is
accompanied by drastic modifications in the hopping con-
stants �Jeff�1�� and �Jeff�2�� whereas �Jeff�3�� is just slightly
modified. When �0 is greater than 110°, both Jeff�1� and
Jeff�2� vanish so that only vibron hops along a given spine of
hydrogen-bonded peptide units remains.

The small polaron dispersion curve is displayed in Fig. 6
for T=310 K �full line�, T=150 K �dashed line�, and T
=5 K �dotted line� and for K1=60 Nm−1, K3=15 Nm−1, 
1

=25 pN, and 
3=50 pN. At the center of the Brillouin zone,
the polaron frequency is almost temperature independent and
is located around 1660 cm−1. The dispersion curves exhibit a
maximum around q=1.0 equal to 1697, 1683, and 1677 cm−1

for T=5 K, T=150 K, and T=310 K, respectively. In the
same way, they show a minimum around q=2.15 equal to
1647, 1657, and 1661 cm−1 for T=5 K, T=150 K, and T
=310 K, respectively. The polaron bandwidth, defined as the
difference between the maximum frequency and the mini-
mum frequency, decreases as the temperature increases. It is
equal to 16 cm−1 for T=310 K and reaches 50 cm−1 for T
=5 K. Note that the polaron frequency exhibits a strong tem-
perature dependence at the edge of the Brillouin zone.

As defined in Appendix B �see also Refs. 28 and 29�, the
distortion of the helix backbone due to the creation of a
vibron onto the site n0=0 is displayed in Fig. 7 for K1

=60 Nm−1, K3=15 Nm−1, 
1=25 pN, and 
3=50 pN. Figure
7�a� clearly shows that the vibron is responsible for a de-
crease of the radius of the helix onto the sites n0, n0±3,
n0±6 , . . . which are linked to each other via hydrogen bonds.
By contrast, the radius of the helix on the sites n0±1, n0±2,

n0±4, n0±5 , . . . slightly increases but with smaller ampli-
tudes. Note that the deformation of the radius is exponen-
tially localized around the excited site n0. The angular dis-
tortion of the helix which corresponds to a torsional motion
of the residues is shown in Fig. 7�b�. Although the site n0

does not exhibit any torsion, oscillations in the deformation
of the helix backbone take place due to the different kinds of
bonds between the site n0 and its neighboring sites. Never-
theless, after the distortion has been propagated over few
residues, the figure clearly shows that the residues located on
the right side of the excited site �n�n0� are characterized by
an increase of the � angle around its equilibrium value. By
contrast, the opposite feature appears in the left side of the
excited site �n�n0� where the � angle of each residue is

FIG. 6. Small polaron dispersion curve for T=310 K �full line�, T=150 K
�dashed line�, and T=5 K �dotted line� and for K1=60 Nm−1, K3

=15 Nm−1, 
1=25 pN, and 
3=50 pN.

FIG. 7. Deformation of the helix backbone due to the creation of a vibron
onto the site n0=0 for K1=60 Nm−1, K3=15 Nm−1, 
1=25 pN, and 
3

=50 pN. �a� Radial deformation, �b� angular torsion, and �c� longitudinal
distortion. The dotted line in Fig. 7�c� represents the distortion in the 1D
Davydov model.
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basically reduced from its equilibrium value. As a result, a
kinklike soliton takes place which discriminates between a
negative torsion of about −0.12° and a positive torsion of
about +0.12°. Similar features are observed for the deforma-
tion along the axis of the helix as shown in Fig. 7�c�. Indeed,
although the central site does not exhibit any distortion, a
kinklike soliton takes place. In the left side of the excited
side, the new equilibrium positions of the residues along the
helix axis correspond to an increase of the z coordinates
whereas the opposite feature occurs in the right side of the
excited site. The curve exhibits oscillations which clearly
show that the distortion essentially affects the residues n0±3,
n0±6 , . . . linked via hydrogen bonds. Note that the amplitude
of the distortion is about 0.02 Å and appears almost 3.5
times smaller than the deformation which occurs in the cor-
responding 1D Davydov model �dotted line�.

V. DISCUSSION

In the previous section, the numerical calculations have
clearly shown that the 3D nature of the �-helix strongly
modifies the small polaron eigenstates when compared with
the 1D Davydov model. However, the origin of these modi-
fications is twofold. First, the vibron dynamics is different
because the helix allows for vibron hops between different
spines of hydrogen-bonded peptide units. Then, the helix
supports both acoustical and optical phonons which partici-
pate in a different way to the dressing effect.

Nevertheless, to discuss and interpret these observed fea-
tures, let us first mention some general remarks about the
modification of the Davydov problem. Indeed, according to
the 1D model, the vibron-phonon dynamics along a single
spine of hydrogen-bonded peptide units reduces to that of a
chain formed by the sites n, n+3, n+6, . . . . In a similar way,
since a real 3D helix is invariant under a rotation of angle �0

followed by a translation of length h, the vibron-phonon dy-
namics reduces to that of a 1D lattice formed by all the sites
n, n+1, n+2, n+3, . . . . As the result, in a 3D helix, both the
vibron- and phonon-reduced wave vectors lie in a Brillouin
zone three times greater than the Brillouin zone introduced in
the 1D model. In addition, the vibron-phonon dynamics is
now governed by long-range interactions. Interactions be-
tween nearest- and second-nearest-neighbor sites character-
ize coupling between different spines of hydrogen-bonded
peptide units. By contrast, interactions between third-
nearest-neighbor sites account for the coupling in a given
spine. These latter couplings correspond to the nearest-
neighbor interactions in the 1D Davydov model.

The analysis of the collective motion of the residues has
revealed that the phonon spectrum exhibits an acoustical
branch. In the long-wavelength limit, this branch character-
izes the longitudinal sound wave which propagates along the
spines of hydrogen-bonded peptide units, as in the 1D Davy-
dov model. However, since the residues are allowed to move
in a 3D space, new features occur in a real �-helix. First, the
spectrum exhibits an optical branch associated to a high-
frequency breathing motion of the radius of the helix. More
precisely, this radial motion takes place in the long-
wavelength limit whereas hybridizations with a torsional mo-

tion of the helix backbone occur as when increasing the pho-
non wave vector. In other words, optical phonons originate in
the covalent bonds between different spines of hydrogen-
bonded peptide units. Then, in a marked contrast with the 1D
Davydov model, the polarization of the acoustic branch
strongly depends on the phonon wave vector. More precisely,
a strong hybridization between longitudinal and radial mo-
tions take place when k reaches 2� /3. In that case, the
acoustical branch does not refer to longitudinal sound wave
anymore.

In fact, the wave vector k=2� /3 plays a key role for
acoustical phonons. Near k=2� /3, the shape of the acoustic
branch strongly depends on the geometry of the helix back-
bone through the value taken by the �0 angle. Indeed, when
�0=2� /3, our calculations have shown that this branch tends
to zero �not drawn in Fig. 2�. This surprising feature can be
understood as follows. When �0=k=2� /3, it is straightfor-
ward to show that the local frames n, n±3, n±6, . . . are
equivalent and that all the motions of the corresponding resi-
dues are in phase since exp�ikn�=exp�ik�n±3��
=exp�ik�n±6��=. . . . Therefore, these motions correspond to
a zero-frequency uniform translation along the axis of the
helix so that the physics is equivalent to that of the 1D model
at the center of its own Brillouin zone. When �0 decreases to
reach the value characterizing the �-helix conformation, i.e.,
�0=100°, the equivalence between the local frames n, n±3,
n±6, . . . is broken. As a result, phase motions of the associ-
ated residues do not correspond to a uniform translation any-
more but are connected to an hybridization between radial
and torsional motions. Therefore, a nonvanishing frequency
occurs in the spectrum.

As mentioned previously, the vibron dynamics in a 3D
�-helix is characterized by two kinds of hopping processes.
The first kind refers to vibrational transition between differ-
ent spines of hydrogen-bonded peptide units whereas the
second kind involves vibron hops along the same spine. In
that context, the nature of the vibron dynamics essentially
results from the competition between these two kinds of pro-
cesses. Within the undressed limit, i.e., when the vibron-
phonon interaction is disregarded, vibron transitions between
nearest-neighbor and third-nearest neighbor sites represent
the dominant hopping mechanism since J�1�=−12.4 cm−1

and J�3�=7.8 cm−1, whereas J�2�=3.9 cm−1. In other words,
the 3D nature of the helix plays a crucial role, and the vibron
is delocalized between the different spines. However, our
calculations have clearly shown that the dressing effect
strongly modifies the value of the effective hopping con-
stants and affects in a different way the two kinds of hopping
processes. Indeed, at low temperature �Jeff�1��� �Jeff�3��
� �Jeff�2�� so that the small polaron behaves almost like the
undressed vibron. This is no longer the case as when the
temperature is increased because the two kinds of hopping
processes do not experience the same dressing effect. Indeed,
the dressing for vibrons hops between different spines is
more efficient than the dressing which affects vibron transi-
tions along the same spine. As a result, above a critical tem-
perature �Jeff�3�� becomes the dominant hopping constant. In
others words, the dressing effect strongly reduces the vibra-
tional exchange between different spines so that the small
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polaron tends to propagate almost along a single spine of
hydrogen-bonded peptide units. Therefore, at biological tem-
perature, the small polaron dynamics is rather similar to the
dynamics described by the standard 1D Davydov model.
Note that the crossover between the two regimes, i.e., inter-
spine and intraspine vibron hops, is also induced by both an
increase of the small polaron binding energy and a modifi-
cation of the �0 angle which defines the helix backbone ge-
ometry. In this latter case, when �0 tends to 2� /3, the vibra-
tional exchanges between different spines vanish and only
�Jeff�3�� remains finite �see Fig. 5�c��.

These features essentially originate from the coupling
between the vibron and the acoustical phonons of the helix.
Indeed, our calculations have revealed that the contribution
to the dressing of the optical phonons is rather small, i.e.,
typically about two orders of magnitude smaller than the
contribution of the acoustical phonons. This effect comes
from the fact that the coupling constant So�n ,T� is propor-
tional to �
1 /K1�2 whereas Sa�n ,T� varies according to
�
3 /K3�2. Since 
1 is smaller than 
3 and K1 is greater than
K3, it is straightforward to show that So�n ,T��Sa�n ,T�.

At this step, the role played by the �0 angle as well as the
fact that interspine or intraspine vibron hops are subjected to
a different dressing suggest that the observed features origi-
nate in the singular behavior of the acoustical phonons near
the wave vector k=2� /3. Indeed, to understand more clearly
this effect, let us assume a helix conformation with �0

=2� /3. As mentioned previously, in that case, the local
frames n, n±3, n±6, . . . are equivalent. When k=2� /3, the
residues n, n±3, n±6, . . . move in phase according to a zero-
frequency uniform translation. As a consequence, the fre-
quency of the nth amide-I vibration does not experience any
modulation due to the motion of these residues. By contrast,
the coupling constant Sa�n , t� with residues located in differ-
ent spines diverges since the phonon frequency is equal to
zero. It results from this behavior around k=2� /3 that the
hopping constant along a given spine is slightly affected by
the dressing effect whereas hopping constants between dif-
ferent spines vanish. When �0 decreases to 100°, the equiva-
lence between the local frames n, n±3, n±6, . . . is broken.
Nevertheless, the motion of the residues along a given spine
are more in phase than the motion due to residues located
onto different spines. As a consequence, the modulation of a
particular amide-I vibration due to the motion of residues
located on different spines is more important than the modu-
lation produced by residues located in the same spine. There-
fore, the dressing effect experienced by a vibron moving
along a given spine is always smaller than the dressing effect
which affects vibron hops between different spines. Note that
the previous results corroborate the calculations performed
by Hennig17 who have shown, within the soliton approach,
that the preferred transport path takes place along a given
spine whereas interspine energy transfer is suppressed.

Finally, let us mention that the creation of a vibron in a
3D helix is accompanied by a deformation of the helix back-
bone different than the distortion which occurs in the 1D
Davydov model. Indeed, we have shown that the residues
located on the spine where the vibron has been excited ex-
perience a more intense deformation than the other residues.

This feature originates in the fact that interspine covalent
bonds are more rigid than intraspine hydrogen bonds. As a
consequence, a distortion propagates more easily along a
spine of hydrogen-bonded peptide units than along a cova-
lent bond. The main consequence is that residues located on
the excited spine do not react as residues located on the two
other spines so that an asymmetric deformation of the helix
backbone occurs. Due to this asymmetric behavior, the radial
displacement of the residues located on the excited spine
exhibits an important decrease whereas the radial displace-
ment of the other residues just slightly increases. In the same
way, both the longitudinal and the torsional deformations
appear as kinklike solitons characterized by oscillations
which account for the fact that the distortion essentially af-
fects the excited spine only.

In that context, we basically recover the results obtained
by Hennig17 although our 3D model slightly differs from its
cylinder model. Indeed, as Hennig, we have shown that the
longitudinal distortion in a 3D helix is smaller than the dis-
tortion occurring in the standard 1D model. This feature is
due to the fact that in a 3D helix interspine covalent bonds
tend to prevent the deformation of the hydrogen bonds. In
addition, Hennig has shown that the helix radius decreases in
the excited region according to a deformation two orders of
magnitude smaller than the longitudinal distortion. As ex-
plained previously, the helix model we use does not reduce
to a cylinder. Therefore, when a vibron is excited on given
site, the three spines react in an asymmetric way. Neverthe-
less, the decrease of the helix radius was obtained, but for the
residues belonging to the excited spine only. In addition, we
have shown that the amplitude of the radial deformation is
about the same order of magnitude than the longitudinal dis-
tortion. In a marked contrast with Hennig who has assumed
that the decrease of the radius originates in the optical
phonons only, our model suggests that both optical and
acoustical phonons strongly affect the radial deformation. In
fact, our calculations have clearly shown that both the radial
and the longitudinal distortions are essentially governed by
the acoustical phonons so that they have the same order of
magnitude.

VI. CONCLUSION

In the present paper, the vibron dynamics associated to
amide-I modes in a 3D �-helix has been described. The helix
was modeled by three spines of hydrogen-bonded peptide
units linked via covalent bonds. To remove the strong cou-
pling between the vibrons and the phonons associated to the
external motion of the residues, a Lang-Firsov transforma-
tion was applied and a mean-field procedure was performed
to obtain the dressed vibron point of view. It has been shown
that the vibron dynamics, due to the 3D nature of the helix,
results from the competition between two kinds of hopping
processes. The first kind refers to vibrational transitions be-
tween different spines whereas the second kind involves vi-
bron hops along the same spine. Our study has revealed that
several parameters such as the temperature, the small polaron
binding energy, and the helix backbone conformation, allow
for a transition between two regimes. Indeed, at low tem-
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perature or weak small polaron binding energy, the polaron
behaves as an undressed vibron delocalized between the dif-
ferent spines. By contrast, at biological temperature or strong
small polaron binding energy, the dressing effect strongly
reduces the vibrational exchanges between different spines
so that the polaron tends to propagate along a single spine
only. The occurrence of these two regimes also depends on
the helix backbone geometry via the value of the �0 angle
and it has been shown that when �0 tends to 2� /3 interspine
vibron hops are suppressed. Although the phonon spectrum
exhibits both an acoustic branch and an optic branch, it has
been shown that the previous features originate in the cou-
pling between the vibrons and the acoustical phonons which
exhibit a singular behavior near k=2� /3.

Finally, the previous results clearly show that the stan-
dard 1D Davydov model is a rather good approximation at
biological temperature for which the dressing effect drasti-
cally reduces interspine vibron hops. In that case, for the
vibron dynamics, the helix can thus be viewed as formed by
three independent spines.

To conclude, let us mention that the second paper of this
series18 is devoted to the generalization of the present work
when two vibrons are excited. In that case, both the intramo-
lecular anharmonicity and the strong vibron-phonon cou-
pling act as nonlinear sources which favor the occurrence of
specific states called two-vibron bound states. As shown in
Paper II, these states exhibit an experimental signature
within nonlinear pump-probe spectroscopy and they are ex-
pected to play a key role for energy storage in helices due to
their formal resemblance with quantum breathers.

APPENDIX A: GENERAL EXPRESSION
OF THE DYNAMICAL MATRIX

In a general way, the force constant tensor Eq. �4� is
expressed as

����nn�� = −
V��nn��
R�nn��

	��

− �V��nn�� −
V��nn��
R�nn��

�R��nn��R��nn��
R�nn��2 ,

�A1�

where V��nn�� and V��nn�� denote the first and the second
derivative of the pair potential between the residues n and n�,
respectively. Note that the force constant tensor satisfies the
well-known relation �n�����nn��=0.

Within the representation of the displacements of the
residues in the set of local frames, the transformed force
constant tensor � is expressed in terms of the local rota-
tional matrices T�n� �Eq. �8��, as

��nn�� = −
V��nn��
R�nn��

T�n − n��

− �V��nn�� −
V��nn��
R��nn���� R0

2

R��nn���2
A�nn�� ,

�A2�

where the matrix A�nn��, which depends on the index differ-

ence n−n�, is written in terms of the reduced parameter h̃
=h /R0 as

A�0n� = 	 − �1 − cos n�0�2 − �1 − cos n�0�sin n�0 − �1 − cos n�0�nh̃

�1 − cos n�0�sin n�0 sin2 n�0 sin n�0nh̃

�1 − cos n�0�nh̃ sin n�0nh̃ �nh̃�2

 . �A3�

At this step, from Eq. �A3� and by using the notations intro-
duced by Christiansen et al.,20 the dynamical matrix D�k�
=�n��0n�exp�ikn� /M is finally defined as

D�k� = 	 c11 ic12 ic13

− ic12 c22 c23

− ic13 c23 c33

 , �A4�

where

c11 = �
n

2�n�1 − cos�n�0��2�1 + cos�nk��

+ 2�n�1 − cos�n�0�cos�nk�� ,

c12 = �
n

2�n�1 − cos n�0�sin�n�0�sin�nk�

+ 2�n sin�n�0�sin�nk� ,

c13 = �
n

2�nnh�1 − cos n�0�sin�nk� ,

c22 = �
n

2�n sin2�n�0��1 − cos nk� + 2�n�1

− cos�n�0�cos�nk�� ,

c23 = �
n

2�nnh sin�n�0��1 − cos nk� ,

c33 = �
n

2�n�nh�2�1 − cos nk� + 2�n�1 − cos�nk�� , �A5�

where the summation is performed over n=1,2 ,3 , . . . and
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�n =
R0

2

MR�0n�2�V��0n� −
V��0n�
R�0n� � ,

�n =
V��0n�

MR�0n� .
�A6�

Note that, to reduce the number of parameters, we have as-
sumed in our work that the helix conformation is stabilized
when all the pair potentials are at equilibrium so that
V��0n�=0 and K�n�=V��0n�.

APPENDIX B: DISTORTION OF THE HELIX
BACKBONE

By disregarding the remaining coupling Hamiltonian
�H, the lattice distortion onto the nth residue is expressed, in
the local frame, as

xn = ��̃�Uv�n�U−1��̃� , �B1�

where ��̃�=bn0

† ��� � �ph� denotes the state associated to the
creation of a polaron on the n0th residue from the vacuum
state ��� and �ph� stands for the phonon wave function. By
using Eq. �13� and after some straightforward calculations
this distortion is finally written as

x�n = − �
k�

� �

2NM

�k��k�
�

�k�
3/2 eik�n−n0� + c.c., �B2�

where c.c. denotes the complex conjugate. From Eq. �B2�,
the z deformation corresponds to 	zn=xzn whereas the radius
deformation 	Rn and the angle deformation 	�n are defined
as

	Rn = ��R0 + xrn�2 + x�n
2 − R0,

	�n = tan−1� �R0 + xrn�sin n�0 + x�n cos n�0

�R0 + xrn�cos n�0 − x�n sin n�0
 − n�0. �B3�
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The two-vibron dynamics associated to amide-I vibrations in a three-dimensional �3D� �-helix is
described according to a generalized Davydov model. The helix is modeled by three spines of
hydrogen-bonded peptide units linked via covalent bonds. It is shown that the two-vibron energy
spectrum supports both a two-vibron free states continuum and two kinds of bound states, called
two-vibron bound states �TVBS�-I and TVBS-II, connected to the trapping of two vibrons onto the
same amide-I mode and onto two nearest-neighbor amide-I modes belonging to the same spine,
respectively. At low temperature, nonvanishing interspine hopping constants yield a
three-dimensional nature of both TVBS-I and TVBS-II which the wave functions extend over the
three spines of the helix. At biological temperature, the pairs are confined in a given spine and
exhibit the same features as the bound states described within a one-dimensional model. The
interplay between the temperature and the 3D nature of the helix is also responsible for the
occurrence of a third bound state called TVBS-III which refers to the trapping of two vibrons onto
two different spines. The experimental signature of the existence of bound states is discussed
through the simulation of their infrared pump-probe spectroscopic response. Finally, the
fundamental question of the breather-like behavior of two-vibron bound states is addressed. © 2005
American Institute of Physics. �DOI: 10.1063/1.2101570�

I. INTRODUCTION

In low-dimensional molecular lattices, the nonlinear na-
ture of vibrational excitons �vibrons� plays a key role for
energy transfer as well as energy storage in both physical,
chemical, and biological systems. This feature has become
more and more central during the last decade through the
concept of discrete breathers.1–3 In classical anharmonic lat-
tices, discrete breathers correspond to time-periodic and spa-
tially localized solutions which result from the interplay be-
tween the discreteness and the nonlinearity. These solutions
do not require integrability for their existence and stability
and it has been suggested that they should correspond to
quite general and robust solutions. Since discrete breathers
yield a local accumulation of the vibrational energy which
might be pinned in the lattice or may travel through it, they
are expected to be of fundamental importance.

At present, because the occurrence of classical breathers
is a relatively well-understood phenomena, a great attention
is done to characterize their quantum equivalent for which
less numerous results are known.4 In that context, bound
states involving two high-frequency vibrational excitons,
also called two-vibron bound states �TVBS�, play a central
role. When two vibrons are excited, the vibrational anharmo-
nicity is responsible for the trapping of the two quanta over
only a few sites with a resulting energy which is lesser than
the energy of two quanta lying far apart. The lateral interac-
tion yields a motion of such a state from one site to another,
thus leading to the occurrence of a delocalized wave packet

with a well-defined momentum. As a result, TVBS are the
first quantum states which experience the nonlinearity and
can thus be viewed as the quantum counterpart of breathers
or soliton excitations.5–8

The present paper is thus devoted to the characterization
of the TVBS associated to the amide-I vibrations in a three-
dimensional �3D� �-helix. Since the pioneer work of Davy-
dov and Kisluka9 and Davydov,10 the delocalization of
amide-I vibrations yields the occurrence of vibrons which are
expected to play a fundamental role for the transport of the
energy released by the hydrolysis of adenosine
triphophate.11,12 More precisely, the energy transfer is
achieved by small polarons which originate in the strong
coupling between the vibrons and the phonons of the
helix.13–17 A small polaron corresponds to a vibron dressed
by a virtual cloud of phonons describing a localized lattice
distortion which follows the vibron instantaneously .

In paper I of this series, the single-vibron states in a 3D
model of an �-helix18 have been characterized. It has been
shown that the vibron dynamics results from the competition
between two kinds of hopping processes. The first kind refers
to vibrational transitions between different spines whereas
the second kind involves vibron hops along the same spine.
This study has revealed that several parameters such as the
temperature, the small polaron binding energy and the helix
backbone conformation, allow for a transition between two
regimes. At low-temperature or weak small polaron binding
energy, the polaron behaves as an undressed vibron delocal-
ized between the different spines. By contrast, at biological
temperature or strong small polaron binding energy, the
dressing effect strongly reduces the vibrational exchangesa�Electronic mail: vincent.pouthier@univ-fcomte.fr
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between different spines so that the polaron tends to propa-
gate along a single spine only. Although the phonon spec-
trum exhibits both an acoustic branch and an optical branch,
it has been shown that the previous features originate in the
coupling between the vibrons and the acoustic phonons.

In recent works,19,20 TVBS have been studied within the
one-dimensional �1D� model of an �-helix in which the vi-
bron dynamics is reduced to that of a single spine of
hydrogen-bound peptide unit. In that case, it has been shown
that both the intramolecular anharmonicity of each amide-I
vibration and the strong vibron-phonon interaction act as
nonlinear sources which break the vibron independence and
favor the formation of two kinds of bound states. In the
harmonic situation, the two bound states appear as combina-
tions of states involving the trapping of the two vibrons onto
the same amide-I mode and onto the nearest-neighbor
amide-I modes in a given spine. By contrast, the intramo-
lecular anharmonicity reduces the hybridization between
these two kinds of trapping so that the low-frequency bound
state refers to the trapping of the two vibrons onto the same
amide-I mode whereas the high-frequency bound state char-
acterizes the trapping onto the nearest-neighbor amide-I vi-
brations in a given spine. These results were corroborated by
the pump-probe spectroscopy experiment of the N–H mode
in a stable �-helix which has revealed the two excited-state
absorption bands connected to the two kinds of bound
states.21,22

The present paper is organized as follows. In Sec. II, the
model to describe the vibron-phonon dynamics in 3D
�-helices is introduced. Then, the procedure to remove the
intramolecular anharmonicity and to renormalize the vibron-
phonon interaction in order to obtain the dressed anharmonic
vibron Hamiltonian is summarized. Finally, the number
states method used to solve the two-vibron Schrödinger
equation is outlined. In Sec. III, a detailed analysis of the
two-vibron energy spectrum is performed depending on the
values taken by the relevant parameters of the problem. The
results are discussed and interpreted in Sec. IV.

II. THEORETICAL BACKGROUND

As pointed out in the Introduction, the two-vibron dy-
namics is strongly sensitive to the nonlinear nature of the
vibron-phonon system. In �-helices, this nonlinearity origi-
nates from both the intramolecular anharmonicity of each
amide-I vibration and from the strong vibron-phonon cou-
pling. In the present section, we thus briefly summarize the
model described in paper I �Ref. 18� and introduce the an-
harmonic nature of each amide-I mode according to the 1D
model detailed in Ref. 19.

A. Helix structure and model Hamiltonian

Let us consider a sequence of N amino acid units �called
residues� regularly distributed along a polypeptide chain and
let n the index which labels the position of the nth residue. In
three dimensions, the structure of the polypeptide chain is
stabilized by the hydrogen bonds between the residues n and
n+3. The resulting conformation is a 3D �-helix in which
each residue is related to the next one by a translation of

h=1.5 Å and by a rotation of �0=100° leading to 3.6 resi-
dues per turn of helix. The N residues are assumed to behave
as pointlike entities which the equilibrium positions are lo-
cated on sites distributed along the helix which the radius is
fixed to R0=2.8 Å.10 The geometry of the helix is thus speci-
fied in the �xyz� Cartesian frame where the z direction is
parallel to the axis of the helix �see Fig. 1�a� in paper I �Ref.
18��.

The nth site contains a amide-I vibration which behaves
as an internal high-frequency oscillator described by the
standard creation and annihilation vibron operators bn

+ and
bn. By introducing the intramolecular anharmonicity of each
amide-I mode, the vibron Hamiltonian is written as �within
the convention �=1�

H� = �
n

�0bn
†bn + �3�bn

† + bn�3 + �4�bn
† + bn�4 + ¯

−
1

2�
n

�
n�

J�n − n���bn
† + bn��bn�

† + bn�� , �1�

where �0 stands for the internal frequency of the nth amide-I
mode and where J�n−n�� denotes the lateral hopping con-
stant between the residues n and n�. In Eq. �1�, �3 and �4

represent the cubic and quartic anharmonic parameters of
each amide-I mode.

The amide-I vibrations interact with the phonons of the
helix which correspond to the dynamics of the external mo-
tions of the residues. As detailed in paper I,18 this dynamics
is expressed in N local frames �er�n�, e��n�, and ez�n�� at-
tached to each residue �see Fig. 1�b� in paper I �Ref. 18�� so
that the displacement of the nth residue in the nth local frame
corresponds to a Bloch wave with wave vector k.23 There-
fore, the normal-mode decomposition is achieved by per-
forming the diagonalization of a �3�3� dynamical matrix
D�k� for each k value. Such a procedure allows us to define
three eigenvalues �k	

2 and three eigenvectors �k	 labeled by
the index 	=1, 2, and 3 associated to the 3D nature of the
helix. The two indexes k and 	 specify a particular phonon
mode with energy ��k	, quasimomentum �k, and polariza-
tion �k	. The quantum dynamics of each mode is described
by the creation ak	

† and annihilation ak	 operators so that the
phonon Hamiltonian is written as �within the convention �
=1�

Hp = �
k	

�k	�ak	
† ak	 +

1

2
� . �2�

Finally, according to the Davydov model, the vibron-
phonon interaction originates in the modulation of the vibra-
tional frequency of each amide-I vibration by the external
motion of the residues. Within the deformation potential ap-
proximation, the vibron-phonon coupling Hamiltonian is
written in terms of the phonon normal-mode coordinates as


H�p = �
k	

�
k	

2
e−iknak	

† +

k	

*

2
eiknak	��bn

† + bn�2, �3�

where 
k	, which accounts for the modulation of the fre-
quency of the nth amide-I vibration due to its coupling with
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the phonon mode specified by the wave vector k and the
index 	, is expressed as


k	 = �
m

��m�Ck�m��k	
*

	2MN��k	

. �4�

In Eq. �4�, ��n−n�� denotes the strength of the interaction be-
tween the nth amide-I mode and the external displacement of
the n�th residue and Ck�m� is a vector which account for the
helix geometry and which is defined in Eq. �16� of paper I.18

B. Effective Hamiltonian for the two-vibron
dynamics

The vibron-phonon dynamics is described by the full
Hamiltonian H=H�+Hp+
H�p which cannot be solved ex-
actly due to the nonlinear sources. Nevertheless, as detailed
in Ref. 19 and outlined in paper I, it can be expressed in an
improved way by performing two unitary transformations.
First, by following Kimball et al.,6 a unitary transformation
is applied to remove the intramolecular anharmonicity of
each amide-I mode. Then, a modified Lang-Firsov transfor-
mation is realized to renormalize a part of the vibron-phonon
interaction.24 Finally, a mean-field procedure is applied to
separate the vibron degrees of freedom from the phonon co-
ordinates in the residual coupling so that the effective
dressed anharmonic vibron Hamiltonian is written as

Ĥeff = �
n

�̂0bn
+bn − Âbn

+2bn
2 − �

nn�

1

2
B̂�n − n��bn

+bn�
+ bnbn�

− �
nn�

J1�n − n���nn��Nn + Nn��bn
+bn�

− �
nn�

J2�n − n���nn��Nn + Nn��
4bn

+2bn�
2

− �
nn�

J3�n − n���nn��Nn + Nn��bn
+�Nn + Nn��bn�, �5�

where the different parameters enter Eq. �5� are expressed in
terms of the intramolecular anharmonicity A=30�3

2 /�0

−6�4, the generalized small polaron binding energy EB�n�
=�k	��
k	�2 /�k	�cos�kn� and the anharmonic correction 
=120��3 /�0�2−12�4 /�0 as

�̂0 = �0 − 2A − �nB�n�/2 − �1 + 4�EB�0� ,

Â = A + �1 + 8�EB�0� ,

B̂�n� = B�n� + 2�1 + 4�EB�n� ,

B�n� = 144J�n���3/�0�2,

J1�n� = J�n��1 + 44��3/�0�2 − 12�4/�0� ,

J2�n� = 4J�n���3/�0�2,

J3�n� = J�n��22��3/�0�2 − 12�4/�0� . �6�

In Eq. �5�, �nn��X�=exp�−S�n−n� ,T��1+2+2X��, where
S�n ,T� is the coupling constant defined as �kB denotes the
Boltzmann constant�

S�n,T� = �
k	


 
k	

�k	

2

coth���k	

2kBT
��1 − cos�kn�� . �7�

As clearly shown in Eq. �5�, the nonlinear sources
strongly modify the dynamics of the dressed anharmonic vi-
brons. They are first responsible for a redshift of each
amide-I frequency, i.e., �0→ �̂0. Then, they lead to the oc-
currence of coupling terms which break the vibron indepen-

dence. The terms Âbn
+2bn

2 and B̂�n−n��bn
+bn�

+ bnbn� yield an
attractive interaction between two vibrons and favor their
trapping around neighboring amide-I sites. Finally, the non-
linearities modify the vibron hopping processes via the
dressing effect which reduces the hopping constants connect-
ing two sites n and n� according to the dressing function
�nn�. Note that the contributions proportional to J2 charac-
terize hops in the course of which two vibrons realize simul-
taneously a transition, whereas the terms proportional to J3

affect single-vibron hops from states formed by two vibrons
located onto the same amide-I vibration. These two latter
mechanisms are specific of the two-vibron dynamics and do
not occur in the single-vibron dynamics. At this step let us
mention that the 3D nature of the helix provides a site-
dependent small polaron binding energy EB�n� as well as a
site-dependent coupling constant S�n−n� ,T�. As it will be
discussed in the following section, these two features dis-
criminate between interspine and intraspine processes for
both vibron hops and vibron-vibron interactions.

To characterize the two-vibron dynamics, the corre-

sponding Schrödinger equation Ĥeff���=���� has to be

solved. Since the Hamiltonian Ĥeff �Eq. �5�� conserves the
number of vibrons, this can be achieved by using the number
states method8 which was successfully applied to molecular
adsorbates25–27 and 1D model of �-helices.19,20 Within this
method, the two-vibron wave function is expanded as

��� = �
n1,n2�n1

��n1,n2��n1,n2� , �8�

where ��n1 ,n2� denotes a local basis set normalized and
symmetrized according to the restricting n2�n1 and where a
particular vector �n1 ,n2� characterizes two vibrons located
onto the sites n1 and n2, respectively. This basis set generates
the entire two-vibron subspace which the dimension N�N
+1� /2 represents the number of ways for distributing two
indistinguishable quanta onto N sites.

The Schrödinger equation can be expressed in an im-
proved way by taking advantage of the helix symmetry. In-
deed, as for the phonon dynamics, the two-vibron wave func-
tion is invariant under a rotation by an angle of �0 around the
helix axis followed by a translation along this axis by a dis-
tance h. As a result, it can be expanded as a Bloch wave as

��n1,n2 = n1 + m� =
1

	N
�
n1

eiK�n1+m/2��K�m� , �9�

where the total momentum K, which takes N values belong-
ing to the first Brillouin zone of the helix, is associated to the
motion of the center of mass of the two vibrons. Therefore,
the resulting wave function �K�m� refers to the degree of
freedom m which characterizes the distance between the two
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vibrons along the helix. Since the momentum K is a good
quantum number, the Hamiltonian Heff appears as block di-
agonal and the Schrödinger equation can be solved for each
K value. This procedure, achieved numerically, allows us to
defined a set of two-vibron eigenenergies �K� and a set of
two-vibron eigenstates �K��m� which are specified by the
index �=1, . . . , �N+1� /2 for each K value.

In the following section, this procedure is illustrated to
characterize the two-vibron energy spectrum of a 3D �-helix.

III. NUMERICAL RESULTS

To describe the vibron dynamics in 3D �-helices, the
hopping constant along the hydrogen bonds is fixed to J�3�
=7.8 cm−1 �Refs. 11 and 16� whereas the hopping constants
between different spines of hydrogen-bonded peptide units,
calculated in Ref. 28 are equal to J�1�=−12.4 cm−1 and
J�2�=3.9 cm−1. The other elements of the hopping matrix,
rather small, are listed in Table I of Ref. 28. The harmonic
frequency is fixed to �0=1695 cm−1 and the anharmonic
constant is equal to A=8.0 cm−1.19,29,30 The cubic and quartic
anharmonic parameters can be expressed approximately by
using the relation 15�3

2 /�0�6�4�A.19 Note that these pa-
rameter values are in a rather good agreement with the recent
ab initio calculations.31

As discussed in paper I,18 the harmonic dynamics of the
phonons is essentially governed by the force constant K�n−n��
which refers to the second derivative of the pair potential
connecting the two residues located onto the sites n and n�.
The force constant K2 is set to zero and we assume K�n�=0
for n�4. The force constant of the hydrogen bonds is fixed
to K3=15 N m−1 �Refs. 11, 16, 19, 20, and 32� whereas the
force constant of the covalent bonds is equal to K1

=60 N m−1.32 Finally, the mass M which enters the phonon
dynamics has been fixed to 2.0 10−25 kg. The strength of the
vibron-phonon coupling �Eq. �3�� is given by the parameters
��n−n�� �Ref. 18� which accounts for the modulation of the nth
amide-I frequency due to the external motion of the n�th
residue. According to the 1D Davydov model, the parameter
�3 ranges between 35 and 62 pN and we choose �2=0
whereas we treat �1 as a parameter smaller than �3.32 Note
that �n=0 for n�4.

The two-vibron energy spectrum is shown in Fig. 1 for
T=5 K, �1=25 pN, and �3=50 pN �EB�0�=8.9 cm−1�. The

spectrum, centered onto the corrected frequency 2�̂0 �Eq.
�6��, describes the two-vibron dispersion curves drawn in
half of the first Brillouin zone of the helix, i.e., 0�K��. In
the harmonic approximation, i.e., A=0 �Fig. 1�a��, the spec-
trum exhibits an energy continuum located around 2�̂0 with
a bandwidth equal to 101.9 cm−1. This continuum contains
the states describing two independent vibrons and called
two-vibron free states �TVFS�.19 For a given K value, a free
state refers to two independent vibrons with wave vectors
q1 and q2 and energy �q1

and �q2
so that K=q1+q2 and

�K�=�q1
+�q2

. Below the continuum, the spectrum exhibits
two bands connected to two different bound states. The low-
frequency band, located below the TVFS over the entire Bril-
louin zone, refers to bound states called TVBS-I. The bind-
ing energy of TVBS-I, i.e., the gap between the zero wave-
vector TVBS-I and the bottom of the TVFS continuum, is
equal to 4.8 cm−1 whereas its bandwidth is about 24.0 cm−1.
The second band, which refers to bound states denoted as
TVBS-II, lies below the continuum in a wave-vector window
which ranges between K=0.5 and K=0.9. When the anhar-
monic parameter is set to A=8 cm−1 �Fig. 1�b��, the shape of
the TVFS continuum does not exhibit any significant modi-
fication. Note that the center of the continuum is redshifted
due to the dependence of 2�̂0 �Eq. �6�� on the anharmonic
parameter A �not drawn in the figure�. Nevertheless, the
TVFS bandwidth is slightly reduced to 100.0 cm−1 so that
the wave-vector window for the occurrence of the TVBS-II
opens and ranges between K=0.4 and K=1.0. By contrast,
the anharmonicity strongly modifies the TVBS-I properties.
It is responsible for a strong redshift of the band as well as
for a decrease of the bandwidth. The TVBS-I binding energy
reaches 15.3 cm−1 whereas the bandwidth is reduced to
19.0 cm−1.

Figure 2 displays the TVBS wave function �K��m� cor-
responding to the situation described in Fig. 1. Figures 2�a�
and 2�b� show the zero wave-vector TVBS-I wave function
for A=0 and A=8 cm−1, respectively. The same curves are
presented in Figs. 2�c� and 2�d� but for a wave vector equal
to K=0.69. The TVBS-I wave function is described by the
open squares whereas the TVBS-II wave function is repre-
sented by the open circles. When K=0, the spectrum sup-
ports a single bound state, namely, TVBS-I �Fig. 1�. When
A=0 �Fig. 2�a��, the TVBS-I wave function is maximum

FIG. 1. Two-vibron energy spectrum for T=5 K, �1

=25 pN, �3=50 pN, and for �a� A=0 and �b� A
=8 cm−1. The spectrum is centered onto the corrected
frequency 2�̂0 and corresponds to the two-vibron dis-
persion curves drawn in half of the first Brillouin zone
of the helix, i.e., 0�K��.
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when m=0 and slightly decreases as the separating distance
m between the two vibrons increases. It exhibits oscillations
and takes significant values for m=1 and m=3 whereas it
almost vanishes when m=2. When the anharmonicity is set
to A=8 cm−1 �Fig. 2�b��, the maximum in m=0 is reinforced
whereas the extension of the wave function has been re-
duced. In other words, such a state refers to two vibrons
trapped around the same amide-I vibration. However, what-
ever the anharmonicity, the wave function shows a 3D char-
acter so that the bound state extends over the three spines of
the helix. When K=0.69, Fig. 1 clearly shows that the energy
spectrum supports both TVBS-I and TVBS-II. The TVBS-I
wave function appears strongly localized onto m=0 and ex-
hibits basically the same features as when K=0 �Figs. 2�c�
and 2�d��. By contrast, the TVBS-II wave function vanishes
in m=0. It is maximum in m=3 and decreases as the sepa-
rating distance between the two vibrons increases or de-
creases from m=3 �Figs. 2�c� and 2�d��. Such a state refers to
two vibrons trapped around the two nearest-neighbor amide-I
vibrations in a given spine. Nevertheless, the TVBS-II wave
function shows a 3D character so that the three spines of the
helix are involved in the extension of the bound state.

In Fig. 3, the two-vibron energy spectrum is illustrated
for T=310 K and for the same set of parameters used in

Fig. 1. Whatever the anharmonicity, the increase of the tem-
perature strongly modifies the nature of the TVFS con-
tinuum. It appears symmetrically distributed around 2�̂0

with a bandwidth which has been strongly reduced. It is
equal to 33.4 cm−1 when A=0 �Fig. 3�a�� whereas it reaches
30.5 cm−1 when A=8 cm−1 �Fig. 3�b��. As in Fig. 1, the
TVBS-I lies below the continuum over the entire Brillouin
zone. However, its binding energy increases at biological
temperature whereas the corresponding bandwidth decreases.
In the harmonic situation, i.e., A=0 �Fig. 3�a��, the TVBS-I
binding energy is equal to 9.7 cm−1 and the bandwidth is
equal to 8.4 cm−1. When the anharmonicity is fixed to A
=8 cm−1 �Fig. 3�b��, the binding energy reaches 25.9 cm−1

whereas the bandwidth decreases to 3.6 cm−1. As shown in
Fig. 3, the spectrum displays now two wave-vector windows
for the occurrence of the TVBS-II. For A=0 �Fig. 3�a��, a
first wave-vector window appears in the range K=0.7 and
K=1.4 and a second window takes place at the end of the
first Brillouin zone, i.e., for K�2.7. As previously, as when
the anharmonicity is increased, the range of these two win-
dows increases �Fig. 3�b�� so that the TVBS-II band clearly
tends to get out of the continuum.

The corresponding TVBS wave functions are illustrated
in Fig. 4 for A=0 �Figs. 4�a� and 4�c�� and A=8 cm−1

FIG. 2. TVBS wave function �K��m� for T=5 K, �1=25 pN, and �3

=50 pN. �a� K=0 and A=0 cm−1, �b� K=0 and A=8 cm−1, �c� K=0.69 and
A=0 cm−1, and �d� K=0.69 and A=8 cm−1. The TVBS-I wave function is
described by the open squares whereas the TVBS-II wave function is rep-
resented by the open circles.

FIG. 3. Two-vibron energy spectrum for T=310 K, �1

=25 pN, �3=50 pN, and for �a� A=0 and �b� A
=8 cm−1.

FIG. 4. TVBS wave function �K��m� for T=310 K, �1=25 pN, and �3

=50 pN. �a� K=0 and A=0 cm−1, �b� K=0 and A=8 cm−1, �c� K=� /3 and
A=0 cm−1, and �d� K=� /3 and A=8 cm−1. The TVBS-I wave function is
described by the open squares whereas the TVBS-II wave function is rep-
resented by the open circles.
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�Figs. 4�b� and 4�d��. When K=0 �Figs. 4�a� and 4�b��, the
spectrum supports the TVBS-I band only. Whatever the an-
harmonicity, the TVBS-I wave function is maximum in m
=0 and takes significant values for m=3, m=6, m=9, and so
on. When the anharmonicity increases, the maximum in m
=0 is reinforced and the extension of the wave function is
reduced. In other words, at biological temperature, the two
vibrons are confined in a given spine and are trapped around
the same amide-I mode. When K=� /3 �Figs. 4�c� and 4�d��,
Fig. 3 clearly shows that the spectrum supports both TVBS-I
and TVBS-II. The TVBS-I wave function is strongly local-
ized onto m=0 and almost vanishes for the other m values.
By contrast, the TVBS-II wave function is clearly localized
onto m=3 so that it refers to two vibrons strongly trapped
onto the two nearest-neighbors amide-I modes belonging to
the same spine. Note that the anharmonicity does not modify
significantly the nature of the wave function of both TVBS-I
and TVBS-II.

Finally, the two-vibron energy spectrum is illustrated in
Fig. 5 for T=310 K, �1=37.5 pN, and �3=75.0 pN �EB�0�
=20.0 cm−1�. In that case, the strong vibron-phonon coupling
is responsible for a drastic decrease of the TVFS bandwidth.
As in Fig. 3, the anharmonicity enhances the decrease of the
bandwidth which varies from 13.3 cm−1 for A=0 �Fig. 5�a��
to 11.2 cm−1 for A=8 cm−1 �Fig. 5�b��. As previously, the
spectrum exhibits a TVBS-I band located below the con-
tinuum. The anharmonicity reduces the corresponding band-
width and yields a strong redshift of the band. However, the
main difference when compared with the two previous cases
is twofold. First, the dressing effect is strong enough to in-
duce the occurrence of the TVBS-II band over the entire
Brillouin zone, even when A=0 �Fig. 5�a��. The anharmonic-
ity increases the TVBS-II binding energy and reduces its
bandwidth. Then, a third bound-state band, called TVBS-III,
occurs below the TVFS continuum. Although it does not
appear clearly on the figure, this band lies below the con-
tinuum over the entire Brillouin zone. In a marked contrast
with the two previous bound states, the TVBS-III binding
energy decreases as when the anharmonicity increases since
it varies from 0.08 cm−1 when A=0 �Fig. 5�a�� to 0.076 cm−1

when A=8 cm−1 �Fig. 5�b��. By contrast, the TVBS-III
bandwidth decreases with A. It is equal to 5.59 cm−1 when
A=0 �Fig. 5�a�� and reaches 4.94 cm−1 when A=8 cm−1 �Fig.
5�b��.

In the latter situation corresponding to a strong dressing
effect, we have verified that for both the TVBS-I and the
TVBS-II, the two vibrons are confined in a given spine.
TVBS-I refers to their trapping onto the same amide-I mode
�m=0� whereas TVBS-II characterizes their trapping onto
the two nearest-neighbor amide-I modes �m=3� located in
the same spine �the wave functions are not drawn�. The be-
havior of the wave function of the third bound state is illus-
trated in Fig. 6 for A=0 �Figs. 6�a� and 6�c�� and A
=8 cm−1 �Figs. 6�b� and 6�d��. When K=� /4 �Figs. 6�a� and
6�b��, the TVBS-III wave function exhibits nonvanishing
values for m=1,2 ,4 ,5, and so on, with a resulting amplitude
which decreases as m increases. By contrast, when K=� /3
�Figs. 6�c� and 6�d��, the wave function appears strongly lo-
calized onto m=1 only. These features indicate that TVBS-
III refers to vibrons trapped onto the neighboring amide-I
modes belonging to two different spines. More precisely,
when the TVBS-III binding energy is rather weak, for in-
stance, when K=� /4, the bound state is extended and the
two vibrons are trapped over a large distance but belong to
two different spines. By contrast, the TVBS-III tends to lo-
calized when its binding energy increases so that it refers to
vibrons trapped onto the two nearest-neighbor amide-I
modes belonging to two different spines.

IV. DISCUSSION

To interpret and discuss the previous results, let us first
focus our attention onto the influence of the nonlinear
sources, i.e., the intramolecular anharmonicity and the strong

FIG. 5. Two-vibron energy spectrum for T=310 K, �1

=37.5 pN, �3=75 pN, and for �a� A=0 and �b� A
=8 cm−1.

FIG. 6. TVBS-III wave function �K��m� for T=310 K, �1=37.5 pN, and
�3=75 pN. �a� K=� /4 and A=0 cm−1, �b� K=� /4 and A=8 cm−1, �c� K
=� /3 and A=0 cm−1, and �d� K=� /3 and A=8 cm−1.

184710-6 C. Falvo and V. Pouthier J. Chem. Phys. 123, 184710 �2005�

Downloaded 21 Mar 2006 to 194.57.89.1. Redistribution subject to AIP license or copyright, see http://jcp.aip.org/jcp/copyright.jsp

6. États multi-quanta dans les hélices-α : modèle 3D
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vibron-phonon coupling. As shown in Figs. 1, 3, and 5, the
intramolecular anharmonicity is responsible for a decrease of
the TVFS bandwidth, typically of about a few wave num-
bers. This feature originates in the modification of the hop-
ping constants due to both the anharmonicity and the dress-
ing effect. Indeed, a TVFS corresponds to two independent
vibrons moving according to the effective hopping constants
Jeff�n�=J1�n�exp�−�1+4�S�n ,T�� which differ from the
constants involved in the harmonic approximation. Basically,
the intramolecular anharmonicity reinforces the role played
by the coupling constant S�n ,T� which characterizes the
dressing effect �S�n ,T�→ �1+4�S�n ,T��. Therefore, it en-
hances the dressing effect and favors a decrease of the effec-
tive hopping constants so that anharmonic vibrons are more
sensitive to the dressing effect than harmonic vibrons. Note
that as when the temperature is increased, the strength of the
dressing effect increases which results in a drastic decrease
of the TVFS bandwidth. As shown in Figs. 1, 3, and 5, the
TVBS-I is located below the TVFS continuum over the en-
tire Brillouin zone whereas, for TVBS-II, two situations oc-
cur depending on the strength of the vibron-phonon cou-
pling. For a weak coupling, the band disappears inside the
continuum when the wave vector lies outside the specific
windows whereas for a strong coupling, the band is located
below the continuum over the entire Brillouin zone. As when
increasing the anharmonicity, the TVBS-I band is redshifted
and its bandwidth is strongly reduced. In the same way, the
anharmonicity modifies the nature of the TVBS-II band. If
the band is resonant with the continuum, the anharmonicity
tends to open the wave-vector windows and when the
TVBS-II band is not resonant with the continuum, the anhar-
monicity induces a redshift of the band as well as a decrease
of its bandwidth. Note that these different features generalize
the work detailed in Ref. 19 devoted to the two-vibron dy-
namics in one-dimensional model of helix. We thus can con-
clude that the occurrence of both TVBS-I and TVBS-II origi-
nates in the interplay between the intramolecular
anharmonicity A and the site-dependent small polaron bind-
ing energy EB�n�. More precisely, in a 3D helix, it is straight-
forward to show that the small polaron binding energy takes
significant values for n=0 and n=3 and satisfies EB�0�
�2EB�3� in a perfect agreement with the results obtained in
Ref. 19. Therefore, A and EB�0� are the key parameters
which favors the occurrence of the TVBS-I through the

terms Âbn
†bn

†bnbn in Eq. �5� which characterize an attractive
interaction between two vibrons located onto the same
amide-I mode. By contrast, the occurrence of TVBS-II is
essentially controlled by the parameter EB�3� which, as
shown in Eq. �5�, yields an attractive interaction between two
vibrons located onto the two nearest-neighbor amide-I modes
belonging to the same spine. To obtain a TVBS-II band be-
low the TVFS continuum over the entire Brillouin zone,
EB�3� must exceed a critical value typically of about 2Jeff�3�.
As a consequence, TVBS-I refers to the trapping of the two
vibrons onto the same amide-I mode whereas TVBS-II char-
acterizes two vibrons trapped onto the two nearest-neighbor
amide-I modes located in the same spine.

However, the main results of the present study concerns
the influence of the temperature on the nature of the two-
vibron states in a real helix.

As detailed in paper I,18 the single-vibron dynamics in a
3D �-helix is characterized by two kinds of hopping pro-
cesses. The first kind refers to vibrational transition between
different spines of hydrogen-bonded peptide units whereas
the second kind involves vibron hops along the same spine.
In that context, the nature of the vibron dynamics essentially
results from the competition between these two kinds of pro-
cesses. This previous study has revealed that several param-
eters such as the temperature, the small polaron binding en-
ergy and the helix backbone conformation, allow for a
transition between two regimes. At low temperature the
small polaron behaves like an undressed vibron so that the
3D nature of the helix plays a crucial role and the vibron is
delocalized between the different spines. Within this un-
dressed limit, vibron transitions between nearest-neighbor
and third nearest-neighbor sites represent the dominant hop-
ping mechanism since J�1�=−12.4 cm−1 and J�3�
=7.8 cm−1 whereas J�2�=3.9 cm−1. By contrast, at biological
temperature or strong small polaron binding energy, the
dressing effect strongly reduces the vibrational exchanges
between different spines so that the polaron tends to propa-
gate along a single spine only. Indeed, the dressing for vi-
brons hops between different spines is more efficient than the
dressing which affects vibron transitions along the same
spine so that Jeff�3� becomes the dominant hopping constant.

The singular behavior of the single-vibron dynamics is
responsible for the occurrence of a strong temperature depen-
dence on the two-vibron states. To illustrate this feature, let
us first consider the temperature dependence of the TVFS
continuum. Indeed, Fig. 1 clearly shows that at low tempera-
ture the continuum exhibits a large bandwidth characterized
by a complicated structure whereas at biological temperature
�Figs. 3 and 5�, it appears symmetrically distributed around
the central frequency 2�̂0. In that context, it is straightfor-
ward to show that the continuum is perfectly reproduced
from the knowledge of the single-vibron energy spectrum
and that the TVFS bandwidth is twice the single-vibron
bandwidth. Therefore, since single-vibron states are delocal-
ized over the three spines at low temperature, the different
hopping constants contribute to the bandwidth. For instance,
when T=5 K, �1=25 pN, �3=50 pN, and A=8 cm−1, the
single-vibron bandwidth is about 50 cm−1 and yields a TVFS
bandwidth equal to 100.0 cm−1 in a perfect agreement with
the results displayed in Fig. 1. Note that in that case the
bandwidth mainly depends on both Jeff�1� and Jeff�3�. By
contrast, at biological temperature, the continuum displayed
in Figs. 3 and 5 mainly refers to the two independent vibrons
confined in a given spine. When long-range hopping con-
stants are disregarded, the single-vibron bandwidth is equal
to 4Jeff�3�. Therefore, when T=310 K, �1=25 pN, and �3

=50 pN, this value leads to a TVFS bandwidth equal to
29.12 cm−1 when A=8 cm−1, in a perfect agreement with the
value characterizing the real continuum �see Fig. 3�. Note
that the shape of the continuum results form the unfolding of
the two-vibron dispersion curves of the 1D model since the
Brillouin zone of the helix is three times greater than the
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Brillouin zone of the corresponding 1D model. Moreover,
long-range effects in the hopping constants, which have been
disregarded in Ref. 19, lead to the nonvanishing values of the
continuum for both K=� /3 and K=�.

The influence of the temperature on the two-vibron
bound states is twofold. First, it strongly modifies the nature
of both TVBS-I and TVBS-II. Then, it allows for the occur-
rence of a third bound state, i.e., TVBS-III, which has not
been obtained within our previous one-dimensional model.19

At low temperature �see Fig. 2�, nonvanishing interspine
hopping constants yield a three-dimensional nature of both
TVBS-I and TVBS-II which the wave functions extend over
the three spines of the helix. Although the two vibrons are
trapped close to each other, there are not confined in the
same spine so that the pair is allowed to explore the entire
3D nature of the helix. By contrast, at biological tempera-
ture, the dressing effect strongly reduces the vibrational ex-
changes between different spines so that only intraspine hop-
ping constants remain. The pairs are thus confined in a given
spine and exhibit the same features as the bound states de-
scribed within the one-dimensional model �see Fig. 4�. In a
marked contrast with the previous situation, the occurrence
of the third bound states is strictly due to the 3D nature of the
helix. More precisely, as shown in Sec. II, this 3D nature
manifests itself by the introduction of a generalized site-
dependent small polaron binding energy EB�n�. Although
EB�n� takes significant values for n=0 and n=3, it does not
strictly vanish for n=1. Note that EB�n��0 for n=2 and
n�3. As a consequence, Eq. �5� clearly shows that this non-
vanishing value contributes to an attractive interaction be-
tween two vibrons located onto two different spines. How-
ever, the formation of TVBS-III results from the competition
between the interspine hopping constants, which tends to
break the pair, and the previous attractive interaction which
allows for the trapping of the pair. At low temperature, the
interspine hopping constants are strong enough to prevent
the occurrence of the third bound states. By contrast, at bio-
logical temperature, the dressing effect strongly reduces the
vibrational exchanges between different spines so that the
attractive interaction mediated by EB�1� is sufficient to create
the trapping of the two vibrons onto two different spines.
Note that strictly speaking the key parameter for the occur-

rence of the TVBS-III is B̂�1�, which, in addition to its strong
dependence on EB�1�, exhibits a weak contribution B�1� pro-
portional to the intramolecular anharmonicity �see Eq. �6��.
Due to the sign of the hopping constant J�1�, B�1� is negative
and tends to produce a repulsive interaction between the two
vibrons. As a consequence, the binding energy of TVBS-III
slightly decreases with the anharmonicity as shown in Fig. 5.

At this step, let us mention that this theoretical work
clearly suggests the occurrence of two-vibron bound states
for the amide-I vibrations in �-helices. In a recent experi-
ment, Edler et al.21,22 have performed the infrared pump-
probe spectroscopy of the N–H stretch vibrations in a stable
�-helix, the poly-�-benzyl-L-glutamate �PBLG�. They ob-
served two excited-state absorption bands which were inter-
preted in terms of the occurrence of the two kinds of two-
vibron bound states. In that context, the knowledge of both
the single-vibron and the two-vibron dynamics allows us to

simulate this pump-probe spectrum but for amide-I vibra-
tions. During a pump-probe experiment, the helix interacts
with two infrared short pulses, i.e., the pump and the probe
pulses.21,22,29,30,33,34 The pump pulse excites the helix from
its vibrational ground state to the first excited state. In other
words, the pump creates a zero wave-vector single-vibron
state. By contrast, the probe pulse measures the change of
absorption as a result of that excitation. As a consequence,
the pump-probe spectrum exhibits three contributions. The
first contribution, called the Bleach, corresponds to the loss
of absorption due to the depletion of the ground state
whereas the second contribution characterizes the stimulated
emission from the first excited state. These two processes
lead to a negative peak in the pump-probe signal. The third
contribution, which accounts for the creation of zero wave-
vector two-vibron states from the excited single-vibron state,
yields a positive peak in the spectrum. From the knowledge
of both the single-vibron18 and two-vibron states, it is
straightforward to calculate the matrix element of the dipole
involved in the three transitions characterizing the
spectrum.33 To proceed, both the pump and the probe pulses
are assumed to be polarized along the axis of the helix and
an artificial width of 1 cm−1 has been introduced to plot the
spectrum.

Fig. 7�a� shows the pump-probe bare spectrum at

FIG. 7. Pump-probe spectrum of the amide-I band for �a� T=310 K, �1

=25 pN, �3=50 pN, and A=8 cm−1 and �b� T=310 K, �1=37.5 pN, �3

=75 pN, and A=8 cm−1.
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T=310 K and with the parameter values as in Fig. 3�b�. The
spectrum, which is centered onto 2�̂0, exhibits a single nega-
tive peak located at −7.2 cm−1 and a single positive peak
located at −34.0 cm−1. In agreement with the result displayed
in Fig. 3�b�, the positive peak is the signature of the zero
wave-vector bound-state TVBS-I supported by the helix.
Note that the frequency difference between the two peaks is
about the binding energy of TVBS-I. For a stronger vibron-
phonon coupling, i.e., for parameter values as in Fig. 5�b�,
the pump-probe spectrum shows three peaks. A negative
peak is located at −2.7 cm−1 whereas two positive peaks oc-
cur at −18.6 cm−1 and −62.6 cm−1, respectively. As shown in
Fig. 5�b�, the two positive peaks characterize the two bound
states TVBS-I and TVBS-II. The intensity of the peak con-
nected to TVBS-II is about two times greater than the inten-
sity of the peak associated to TVBS-I. Note that the binding
energy of TVBS-III is too weak so that the corresponding
peak is embedded in the bleach.

As illustrated in Fig. 7, a pump-probe experiment pro-
vides a direct evaluation of the strength of the different non-
linear sources favoring the occurrence of bound states
through the measurement of both the number of positive
peaks and the values of the corresponding binding energy.
Nevertheless, let us mention that relaxation mechanisms
have been neglected in the present analysis so that the width
of the different peaks has been disregarded. For amide-I vi-
bration, we expect a competition between the binding energy
of the bound states and the width of the corresponding peaks
which will result in a difficulty to separate the different
peaks. Note that it was not the case for N–H modes in PBLG
because although the width of the different peaks was about
50 cm−1, the binding energies of both TVBS-I and TVBS-II
were about 275 and 120 cm−1, respectively. These large val-
ues originate in the strong anharmonicity of each N–H
stretching mode �A=60 cm−1� as well as in the strong
vibron-phonon coupling �EB�0��84 cm−1�.

To conclude this discussion, let us address the funda-
mental question of the breather-like behavior of the two-
vibron bound states. Indeed, the formation of discrete breath-
ers in nonlinear classic lattices has been the subject of
intense theoretical research during the last decade �for a re-
cent review, see for instance Refs. 1–3 and 8�. Discrete
breathers, which correspond to highly localized vibrational
excitations in anharmonic lattices, do not require integrabil-
ity for their existence and stability. They are not restricted to
one-dimensional lattices and it has been suggested that they
should correspond to quite general and robust time-periodic
solutions. Recently, the quantum nature of discrete breathers
has been investigated and it has been suggested that bound
states involving several quanta are good candidates for the
quantum counterpart of discrete breathers.1–5,8,35,36

To illustrate the concept of quantum breather in
�-helices, we restrict our attention to TVBS-I which are lo-
cated below the TVFS continuum over the entire first Bril-
louin zone. As shown previously, these states correspond to
the trapping of two vibrons onto the same amide-I mode and
described two quanta which behave as a single particle. Note
that, at this step, the breather-like behavior manifests itself in
the localization of the separating distance between the two

vibrons which form the pair. To characterize the motion of
the pair, we use the procedure introduced by Proville36 which
consists in defining the time-dependent Wannier wave func-
tion as

�n�t� =
1

	N
�
K

ei�Kn−�K�t�. �10�

When � is restricted to the TVBS-I band, �n�t� can be
viewed as the wave function associated to the two trapped
vibrons viewed as a single particle. To characterize the mo-
tion of that particle, we introduce a coherent lifetime, pro-
portional to the invert of the TVBS-I bandwidth, which mea-
sures the time spent by the pair on a given site. A zero
bandwidth produces an infinite coherent lifetime for the pair
which exhibits a breather-like behavior, i.e., the two vibrons
are trapped around the site where the pair has been created.
By contrast, a finite bandwidth leads to the delocalization of
the pair which moves along the lattice.

By assuming that the pair is created onto the site n=0 at
the initial time t=0, Fig. 8 shows the behavior of the prob-
ability Pn�t�= ��n�t��2 to observe the pair onto the site n at

FIG. 8. Evolution of the probability Pn�t� to observe the vibron pair on the
site n at time t. The pair, which has been created on the site n=0 at time
t=0, is restricted to the TVBS-I band �see the text�. �a� T=5 K, �1

=25 pN, �3=50 pN, and A=8 cm−1, �b� T=310 K, �1=25 pN, �3=50 pN,
and A=8 cm−1, and �c� T=310 K, �1=37.5 pN, �3=75 pN, and A=8 cm−1.
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time t. The three situations corresponding to the parameters
used in Figs. 1�b�, 3�b�, and 5�b� are illustrated in Figs.
8�a�–8�c�, respectively. At low temperature, Fig. 8�a� clearly
shows the 3D nature of the TVBS-I since the pair tends to
rapidly delocalize over the three spines of the helix. Indeed,
after a coherent lifetime of about 1.5 ps, 80% of the initial
population have left the excited site n=0 and have been tran-
ferred to sites belonging to the other spines. Note that the
population of the excited site shows damped oscillations due
to the strong anistropy which discriminates between inter-
and intraspine vibrational exchanges. When the temperature
reaches T=310 K, the confinement of the pair takes place as
illustrated in Fig. 8�b� so that the pair propagates along the
spine where it has been created. Nevertheless, the finite value
of the TVBS-I bandwidth prevents the localization of the
pair which leaves the excited site after a coherent lifetime of
about 7.8 ps. However, for a stronger vibron-phonon cou-
pling, the TVBS-I bandwidth is drastically reduced so that
the breather-like behavior of the pair manifests itself by an
enhancement of its local character �Fig. 8�c��. As previously,
the pair is confined in the spine where it has been created but
its coherent lifetime has been drastically increasd and is
about 86 ps.

V. CONCLUSION

In the present paper, the two-vibron dynamics associated
to amide-I modes in an �-helix has been described. The 3D
nature of the helix was modeled by three spines of hydrogen-
bonded peptide units linked via covalent bonds. To remove
the intramolecular anharmonicity of each amide-I mode and
to renormalize the strong coupling between the vibrons and
the phonons associated to the external motion of the resi-
dues, two unitary transformations have been applied to fi-
nally obtain the dressed anharmonic vibrons point of view. In
a perfect agreement with the recent calculations performed
within a one-dimensional model of helix, it has been shown
that the two-vibron energy spectrum supports both a TVFS
continuum and two kinds of bound states, called TVBS-I and
TVBS-II, connected to the trapping of two vibrons onto the
same amide-I mode and onto the two nearest-neighbor
amide-I modes belonging to the same spine, respectively. In
addition, it has been shown that the interplay between the
temperature and the 3D nature of the helix strongly affects
the characteristics of the two-vibron states. This feature
originates in the singular behavior of the single-vibron dy-
namics which displays a transition between two regimes. At
low temperature, the single polaron behaves as an undressed
vibron delocalized between the different spines whereas at
biological temperature, the dressing effect strongly reduces
the vibrational exchanges between different spines so that the
polaron is confined in a single spine. The consequence is
twofold. First, the nature of both TVBS-I and TVBS-II is
strongly modified. Then, a third bound state called TVBS-III
occurs. At low temperature, nonvanishing interspine hopping
constants yield a three-dimensional nature of both TVBS-I
and TVBS-II which the wave functions extend over the three
spines of the helix whereas, at biological temperature, the
pairs are confined in a given spine and exhibit the same

features as the bound states described within a 1D model.
The occurrence of the TVBS-III results from the competition
between the interspine constants and the site-dependent
small polaron binding energy which favors an attractive in-
teraction between vibrons located onto different spines. If at
low temperature the hopping constants are strong enough to
prevent the occurrence of TVBS-III, it is no longer the case
at biological. As a result the attractive interaction becomes
the dominant mechanism leading to the trapping of the two
vibrons onto two different spines. Finally, the breather-like
nature of the TVBS-I has been analyzed by studying the time
evolution of a vibron pair initially created on a given site.
Due to the 3D nature of TVBS-I, the pair rapidly delocalizes
over the three spines at low temperature which results in a
coherent lifetime of about a few picoseconds. By contrast, at
biological temperature, the pair is confined in the spine
where it has been created. Its coherent lifetime increases with
the strength of the vibron-phonon coupling and it has been
shown that a strong coupling can localize the pair during a
time of about 86 ps.
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Chapitre 7

Réseau de taille finie

Dans les trois chapitres précédents nous avons appliqué le formalisme général
du chapitre 3 pour étudier la nature des états multi-quanta dans les bio-polymères.
Nous avons ainsi envisagé successivement un modèle 1D et un modèle 3D pour
caractériser la dynamique d’une hélice-α. De plus, notre approche théorique fut
utilisée dans le but d’interpréter certains résultats expérimentaux de spectroscopie
pompe-sonde. A l’inverse, les deux chapitres qui suivent ne sont pas explicitement
appliqués à l’analyse d’un système précis mais ont plutôt vocation à faire émerger
de nouvelles idées dans le domaine des réseaux non linéaires quantiques. Ainsi, nous
appréhenderons tout d’abord la question fondamentale de l’influence de la taille
finie du réseau sur les mécanismes d’habillage. Ensuite, au cours du chapitre 8, nous
présenterons une étude dynamique d’un modèle de Hubbard généralisé de façon à
montrer comment certains états multi-quanta permettent le transport cohérent de
l’énergie se comportant ainsi comme des breathers mobiles.

En physique du solide l’approximation d’un réseau de très grande taille muni de
conditions aux limites périodiques est courante [1]. Cette approche permet bien sou-
vent de rentre compte de la dynamique collective d’un système, et notamment de ses
propriétés de transport, sans avoir à se soucier des effets de bord. Cependant, dans le
cadre des nanostructures moléculaires et des molécules d’intérêt biologique, la taille
des systèmes n’atteint jamais une échelle macroscopique. Si, pour une châıne infinie
le mécanisme d’habillage est bien connu, aucun travail ne s’est jusqu’à aujourd’hui
intéressé aux effets de taille. Ainsi, pour apporter une réponse à cette question, nous
avons appliqué le formalisme de l’habillage au cas d’une nanostructure moléculaire
adsorbée en considérant explicitement sa taille finie. Ce travail a fait l’objet d’une
publication, qui, bien que présentée au cours de ce chapitre, sera sommairement
résumée.

La plupart des études de la dynamique vibronique dans les adsorbats molécu-
laires ont été réalisées dans le but d’interpréter les expériences de spectroscopie
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7. Réseau de taille finie

d’absorption infrarouge [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11]. Dans ce contexte, les processus
de déphasage furent expliqués en supposant le couplage vibron-phonon faible et en
invoquant la limite markovienne. Par conséquent, les approches théoriques furent
drastiquement simplifiées si bien que la relaxation était caractérisée par un unique
paramètre : la constante de déphasage. Le but de notre étude est de « pointer du
doigt » la légitimité de telles approximations. Tout d’abord, il est bien connu que la
dispersion des énergies vibroniques dans les adsorbats est très faible, typiquement
inférieure à 10 cm−1. Par conséquent, le couplage vibron-phonon est certainement
grand devant la constante de saut vibronique si bien qu’une théorie des perturba-
tions semble inadéquate. Ensuite, le transport vibronique est généralement considéré
dans la limite markovienne en supposant que le temps de propagation des vibrons est
long devant le temps de corrélation du bain. Cependant, à l’échelle nanométrique,
ce temps de propagation est de quelques pico-secondes, c’est-à-dire typiquement de
l’ordre du temps de corrélation des phonons. La théorie de l’habillage apparâıt alors
comme une alternative judicieuse permettant l’introduction des effets non marko-
viens et de la nature intense du couplage vibron-phonon.

A ce stade, il convient de remarquer que les effets de taille jouent également un
rôle clé dans le monde du vivant. Par exemple, beaucoup de protéines globulaires font
intervenir un ensemble d’hélices-α interconnectées [12]. Dans ce cas, chaque hélice
est constituée d’un nombre réduit de résidus d’acide aminé ce qui lui confère une
taille relativement petite. Ainsi, les résultats discutés dans ce chapitre se généralisent
au cas des bio-polymères.

7.1 Hamiltonien du système

Pour appréhender les effets de taille, nous supposerons que la dynamique des
vibrons est relativement bien décrite par une modèle de Hubbard pour bosons (voir
Eq. (2.35)). Cependant, contrairement aux développements antérieurs, nous considé-
rerons un réseau de taille explicitement finie muni de conditions aux limites strictes.
Ainsi, la dynamique vibronique d’un ensemble de N sites est décrite par l’hamilto-
nien :

Hv =
N∑

n=1

(ω0 − 2A)b†nbn − Ab†nb
†
nbnbn +

N−1∑
n=1

J [b†nbn+1 + b†n+1bn] (7.1)

Comme précédemment, les vibrons ne se propagent pas librement mais ressentent
l’influence d’un bain de phonons. Pour représenter ce bain d’une façon relativement
simple, nous ferons l’hypothèse que les vibrons interagissent préférentiellement avec
les mouvements externes longitudinaux des molécules qui constituent le nanofil. La
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dynamique externe est alors caractérisée par l’hamiltonien standard suivant :

Hp =
N∑

n=1

p2
n

2M
+

N−1∑
n=1

W

2
(un+1 − un)2 (7.2)

Dans un réseau de taille finie, les phonons ne sont plus des ondes planes de vec-
teur d’onde bien défini. En effet, les bords du réseau entrâınent la réflexion des
modes acoustiques si bien que les modes de phonons sont maintenant des superpo-
sitions d’ondes progressives et régressives. Le nanofil se comporte comme une cavité
résonante sélectionnant uniquement certains vecteurs d’onde. Par conséquent, les
phonons forment un ensemble discret de N modes stationnaires de vecteur d’onde
qp = pπ/N et de fréquence Ωp =

√
4W/M sin(qp/2) avec p = 0, 1, . . . , N − 1.

Dans le cadre de l’approximation du potentiel de déformation, et en ne considé-
rant que les fluctuations de la fréquence harmonique (voir Eq. (3.26)), le couplage
vibron-phonon s’écrit :

∆H =
N−1∑
n=1

χ(un+1 − un)b†nbn +
N∑

n=2

χ(un − un−1)b
†
nbn

=
N−1∑
n=2

χ(un+1 − un−1)b
†
nbn + χ(u2 − u1)b

†
1b1 + χ(uN − uN−1)b

†
NbN (7.3)

On notera que la modulation de la fréquence interne d’une molécule de cœur, c’est-
à-dire située sur les sites n = 2, . . . , N − 1, ne dépend que du déplacement relatif
des molécules voisines un+1 − un−1. A l’inverse, pour une molécule de bord (n = 1
ou n = N), cette modulation est fonction du déplacement relatif entre la molécule
et sa voisine (u2 − u1 et uN − uN−1).

A ce stade, mentionnons que le présent modèle est relativement bien adapté pour
décrire des molécules qui interagissent faiblement avec la surface puisque dans ce cas
le canal privilégié de relaxation vibrationnelle fait intervenir le couplage des vibrons
avec les modes externes collectifs de l’adsorbat. Une telle situation apparâıt par
exemple pour le système CO/NaCl [10]. A l’inverse, pour des molécules déposées
sur des métaux, Persson et ces collaborateurs [4, 5, 6] ont montré que les vibrons
interagissent plutôt avec la translation ou la rotation frustrée de chaque molécule.
Lorsque les molécules occupent des sites d’adsorption hautement symétriques, le
couplage vibron-phonon montre une dépendance quadratique par rapport aux coor-
données externes. Dans ce cas, un nouveau mécanisme d’habillage apparâıt au cours
duquel la création d’un vibron s’accompagne non pas d’une déformation du réseau
mais d’une dilatation de la fonction d’onde des phonons [13].

Dans ce contexte, la dynamique du système vibron-phonon étant décrite par l’ha-
miltonien H = Hv +Hp +∆H, les résultats du chapitre 3 se généralisent facilement.
Ainsi, l’utilisation de la transformation de Lang-Firsov permet de renormaliser une
partie du couplage vibron-phonon. On aboutit ainsi à un nouveau point de vue dans
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lequel les excitations internes élémentaires sont des polarons décrivant des vibrons
habillés par un nuage virtuel de phonons. Dans le cadre de la théorie du champ
moyen, la dynamique des polarons est alors gouvernée par l’hamiltonien effectif sui-
vant :

Heff =
N∑

n=1

(ω0−2A−εn)b†nbn−(A+εn)b†2n b
2
n−

N−1∑
n=1

EBb
†
n+1bn+1b

†
nbn+Ĵn[b†nbn+1+b

†
n+1bn]

(7.4)
où εn = EB[1 − 1/2(δn,1 + δn,N)]. Dans l’Eq. (7.4), EB = χ2/W est l’énergie de

liaison du petit polaron harmonique et Ĵn = J exp(−Sn(T )) est la constante de saut
effective entre les sites n et n + 1 exprimée en terme du facteur d’habillage Sn(T )
défini par :

Sn(T ) =
8EB

NΩc

N−1∑
p=1

sin
( pπ

2N

) [
cos
( pπ

2N

)
cos
(pπn
N

)]2
coth

(
Ωc

2kBT
sin
( pπ

2N

))
(7.5)

L’Hamiltonien Eq. (7.4) montre clairement l’influence de la taille finie sur le
processus d’habillage. Tout d’abord, compte tenu de la définition du paramètre εn, le
confinement entrâıne une discrimination entre les molécules de bord et les molécules
de cœur. Le décalage vers le rouge de la fréquence interne des molécules de cœur est
deux fois plus important que celui qui affecte la fréquence des molécules de bord.
Ceci prend son origine dans le fait que les deux types de molécules ne ressentent pas
la même interaction avec le bain de phonons. Cette discrimination affecte également
le terme non linéaire local si bien que l’interaction entre deux polarons situés sur un
même site dépend de la position de ce site. En particulier, dans le cœur du nanofil,
les interactions locales polaron-polaron sont plus fortes que sur les bords du réseau.
On notera cependant que le couplage attractif entre deux polarons situés sur deux
sites voisins est indépendant de leur position. Ensuite, le confinement des phonons
modifie profondément la nature du facteur d’habillage Sn(T ) qui est maintenant
fonction de la position des sites. Cette dépendance se transmet aux constantes de
saut effectives qui ne sont plus uniformes comme dans le cas d’un réseau invariant
par translation mais qui présentent un certain degré d’inhomogénéité.

7.2 États à un polaron

Dans ce paragraphe, nous présentons un résumé sommaire des propriétés des
états à un polaron et convions le lecteur à lire la publication correspondante dans
laquelle l’ensemble de ce travail est clairement exposé.

Puisque les différentes contributions anharmoniques n’affectent pas les états à un
polaron, leur dynamique est gouvernée par deux mécanismes principaux : l’inhomo-
généité des constantes de saut effectives et la présence de deux défauts sur les bords
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du nanofil compte tenu de la discrimination entre molécules de bord et molécules de
cœur.

A travers un analyse détaillée du facteur d’habillage S(n, T ), nous avons tout
d’abord montré que l’inhomogénéité des constantes de saut était essentiellement
importante à basse température. Plus précisément, elle affecte principalement les
molécules de bord et il apparâıt que la constante de saut entre une molécule bord et
sa voisine est plus importante que celle reliant deux molécules de cœur plus proches
voisines. Cette différence augmente avec l’intensité du couplage vibron-phonon mais
diminue avec la température. Ainsi, à température ambiante, l’inhomogénéité est
pratiquement absente.

Par contre, quelle que soit la température, la constante de saut gouvernant la
dynamique du cœur du nanofil dépend fondamentalement de la taille N du réseau.
En particulier, nous avons montré l’existence d’une taille critique N∗ définissant
deux régimes. Lorsque N < N∗, la constante de saut effectif décrôıt rapidement
avec N . On notera qu’elle est égale à la constante de saut nue J pour N = 2. En
effet, pour un dimère, l’unique mode de translation va moduler de manière identique
les fréquences internes des deux molécules si bien que la résonance entre ces deux
modes ne sera jamais brisée. Par contre, lorsque N > N∗, la constante de saut
converge vers une valeur uniforme égale à la constante de saut effective d’un réseau
infini. Ainsi, à haute température, la constante de saut suit une loi spécifique définie
par :

Ĵn = J

(
Ĵ∞
J

)1−2/N

= Ĵ∞e
N∗/N (7.6)

où Ĵ∞ = J exp(−4EBkBT/Ω
2
c) désigne la constante de saut effective d’un réseau

infini et où N∗ ∼ EBkBT/Ω
2
c . La dépendance de la constante de saut par rapport à

la taille du réseau prend son origine dans la modification de la nature des phonons
due au confinement. Ce confinement entrâıne l’apparition d’un nombre fini de modes
stationnaires caractérisés par un spectre d’énergie discret. Lorsque la taille du réseau
décrôıt, le nombre de modes diminue réduisant ainsi l’intensité du couplage vibron-
phonon. La taille N∗ joue ici le rôle de taille critique au-delà de laquelle le nanofil
se comporte comme un réseau infini.

Dans ces conditions, la différence des fréquence internes entre les molécules de
bord et les molécules de cœur, l’inhomogénéité des constantes de saut et le confi-
nement forment un ensemble de défauts modifiant profondément la dynamique du
polaron. En particulier, nous avons mis en évidence l’apparition d’états spécifiques
associés à une localisation de la fonction d’onde polaronique sur les bords du nanofil.
Selon les valeurs du couplage vibron-phonon, de la température et de la taille du
réseau, le nanofil peut être le siège de zéro, un ou deux états localisés aux bords
du réseau. La nature et le nombre d’états localisés furent résumés à travers un dia-
gramme des phases dans l’espace des paramètres comme expliqué dans la publication
suivante.
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The small polaron theory is applied to describe the vibron dynamics in an adsorbed nanowire with
a special emphasis onto finite size effects. It is shown that the finite size of the nanowire
discriminates between side molecules and core molecules which experience a different dressing
mechanism. Moreover, the inhomogeneous behavior of the polaron hopping constant is established
and it is shown that the core hopping constant depends on the lattice size. However, the property of
a lattice with translational invariance is recovered when the size of the nanowire is greater than a
critical value. Finally, it is pointed out that these features yield the occurrence of high energy
localized states in which both the nature and the number are summarized in a phase diagram in
terms of the relevant parameters of the problem~small polaron binding energy, temperature, lattice
size!. © 2005 American Institute of Physics.@DOI: 10.1063/1.1828031#

I. INTRODUCTION

As a result of following Moore’s law during the last 40
years,1 the industry now manufactures integrated circuits
with feature sizes below 180 nm. To gain one or two orders
of magnitude in these feature sizes constitutes one of the
challenges of the modern technology. In that context, among
the different ways investigated to control the information
transfer at the nanoscale, the use of adsorbed nanostructures
appears promising.2–5 Indeed, it is now well established that
surfaces exhibiting self-organized defects are ideal templates
for the formation of low dimensional nanostructures such as
one-dimensional~1D! wires and confined 2D monolayers.6–8

In addition, the interest in adsorbed nanodevices is rein-
forced by the fact that local probes, such as scanning tunnel-
ing microscope~STM!, can serve as tools to design the
nanostructure9–13 and to excite its electronic or vibrational
degrees of freedom.14,15

Although the electron transport is expected to play a key
role in such nanodevices,16,17 the ability to excite the vibra-
tion of the admolecules with a STM were exploited in recent
works to propose an alternative based on the use of vibra-
tional excitons.18–20Indeed, in a molecular lattice, the lateral
interactions induce a coupling between the internal degrees
of freedom of the molecules and favor the coherent propaga-
tion of the internal vibrations from one site to another. The
delocalization of the vibrational energy yields the formation
of vibrational excitons called vibrons.

In a nanowire, the vibrons do not propagate freely but
interact with their surrounding formed by the low frequency
modes of the adsorbates and by the phonons and the elec-
trons of the substrate. All these excitations are responsible
for both energy and phase relaxation, the knowledge of
which is essential to understand and exploit the vibronic
transport. Note that using the vibrons as a vehicle for the
information transfer requires their confinement inside the ad-

sorbate so that metallic surfaces cannot be used. Indeed, fast
energy relaxation takes place because of the resonances of
the vibrons with the electron-hole pair continuum of the
metal which leads to a shortening of the vibron lifetime,
typically about 1 ps.21 As a result, we restrict our attention
onto the use of dielectric surfaces for which energy relax-
ation occurs via multiphonon excitations, only, leading to a
longer lifetime. For instance, the vibrational lifetime for the
Si–H vibration for the system Si–H is about 1 ns at room
temperature.22,23 A remarkable example is given by the
stretching vibration of CO adsorbed on NaCl for which the
lifetime was measured to be about 0.01 s.24

In that context, most of the theoretical analysis of the
vibron dynamics were applied to interpret the infrared spec-
tra with a special emphasis on the processes responsible for
line broadening.25–34 Dephasing mechanisms were thus ac-
counted by assuming a sufficiently weak vibron-phonon cou-
pling and by invoking the Markovian limit. Within the stan-
dard perturbative theory, the effect of the bath was
summarized in a simple parameter: the so-called dephasing
constant.

In the present paper, we point out that these assumptions
are questionable to treat the vibron dynamics in a nanoscale
molecular adsorbate. Indeed, it is well known that such sys-
tems exhibit rather small vibron bandwidths, typically about
a few wave numbers.22,33 Therefore, it seems reasonable to
assume that the vibron hopping constant is about or less than
the strength of the vibron-phonon coupling so that the stan-
dard perturbative theory cannot be applied. In addition, the
time spent by a vibron to propagate coherently along 1 nm is
about a few picoseconds, i.e., the same order of magnitude
than the admitted value for the thermal bath correlation time.
As a consequence, non-Markovian effects are expected to
play a key role for nanoscale transport.

To overcome these difficulties, we introduce a small po-
laron theory to describe the vibron transport. In analogy with
the vibrational dynamics in model proteins,35 the vibron dy-
namics is supposed to be governed by the so-called dressinga!Electronic mail: vincent.pouthier@univ-fcomte.fr
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effect.36–43 When the vibron-phonon interaction is suffi-
ciently strong, the creation of a vibron is accompanied by a
lattice distortion. However, since the vibron bandwidth is
smaller than the phonon cutoff frequency, the nonadiabatic
limit is reached.39 The lattice distortion follows instanta-
neously the vibron during its propagation so that the vibron
is dressed by a virtual cloud of phonons and forms the small
polaron. Although the dressing effect is well characterized in
a lattice with translational invariance, very little is known
about finite size effects. Therefore, in the present paper, the
small polaron theory is applied to an adsorbed nanowire with
a special emphasis on the symmetry breaking induced by the
vibron-phonon confinement. Note that the present paper is
devoted to the characterization of the polaron eigenstates
only. The study of the vibron dynamics versus time will be
addressed in a forthcoming work.

The paper is organized as follows: In Sec. II, the vibron-
phonon Hamiltonian used to described the finite size nano-
wire is introduced. In Sec. III, the nature of the phonon states
in a confined nanowire is first summarized. Then, a
Lang–Firsov44 transformation is applied to renormalize the
vibron-phonon interaction and to reach the small polaron
point of view. Finally, a mean field procedure is performed to
obtain the effective Hamiltonian for the dressed vibrons. In
Sec. IV, a detailed analysis of the polaron eigenstates is per-
formed and the results are discussed and interpreted in
Sec. V.

II. MODEL AND HAMILTONIAN

Let us consider a set ofN molecules adsorbed on the
surface of a well-organized substrate. The molecules form a
finite size 1D lattice where the site position is denoted by
n51,2,...,N.

To characterize the vibron dynamics, we assume that
each moleculen behaves as an internal high frequency oscil-
lator described by the standard vibron operatorsbn

1 andbn .
The vibron Hamiltonian is thus expressed as~using the con-
vention\51!

Hv5 (
n51

N

v0bn
†bn1 (

n51

N21

J@bn
†bn111bn11

† bn#, ~1!

wherev0 stands for the internal frequency of each molecule
and J denotes the vibron hopping constant between nearest
neighbor admolecules. Note that long range lateral interac-
tions may affect the vibron dynamics but these effects are
expected to be rather weak in a 1D lattice.

To mimic the influence of the phonon bath in a simple
way, we assume that the internal vibration of each molecule
interacts preferentially with the longitudinal phonons of the
nanowire. These phonons refer to the collective dynamics of
the center of mass of the admolecules around their equilib-
rium positions. Within the harmonic approximation, the pho-
non Hamiltonian is thus written as

Hp5 (
n51

N pn
2

2M
1 (

n51

N21
1

2
W~un112un!2, ~2!

where un and pn denote the displacement and the corre-
sponding momentum of thenth admolecule, respectively.
M stands for the mass of each admolecule which interacts
with its nearest neighbor molecules via the lateral force
constantW.

By neglecting the population relaxation, the phonon bath
leads to stochastic fluctuations of the dynamical parameters
which characterize the vibron dynamics. In this work, we use
the potential deformation model45–48which supposes that the
bath induces a random modulation of the internal frequency
of each molecule. Within this model, the vibron-phonon cou-
pling Hamiltonian is expressed as

DHvp5 (
n52

N21

x~un112un21!bn
†bn1x~u22u1!b1

†b1

1x~uN2uN21!bN
† bN , ~3!

wherex is the strength of the vibron-phonon coupling. Note
that the previous model cannot be applied to molecules on
metals. Indeed, Persson and co-workers~see, for instance,
Refs. 27–29! have shown that the high frequency stretching
mode is preferentially coupled to either the frustrated trans-
lational motion or the frustrated rotational motion of the ad-
molecule. Since the admolecules are adsorbed onto high
symmetry adsorption sites, the vibron-phonon coupling de-
pends in a quadratic way on the phonon coordinates. How-
ever, as pointed out in the Introduction, we restrict our atten-
tion to admolecules weakly bounded to the surface for which
the preferential pathway for dephasing involves the collec-
tive modes of the monolayer. This situation occurs, for in-
stance, for the CO/NaCl system.33

Finally, the vibron-phonon dynamics in the nanowire is
governed by the full HamiltonianH5Hv1Hp1DHvp . The
following section is devoted to its simplification and to the
introduction of an effective Hamiltonian for the vibrons,
only.

III. THEORETICAL BACKGROUND

As mentioned in the Introduction, the vibron dynamics
in a molecular lattice with a strong vibron-phonon interac-
tion is essentially governed by the dressing effect. The char-
acterization of this effect requires the knowledge of the pho-
non eigenstates and of the Lang–Firsov transformation44

which yields the polaron point of view. However, although
these two features are well known in an infinite lattice with
translational invariance, finite size induces a symmetry
breaking responsible for a modification of both the phonon
structure and the dressing mechanism. The present section is
thus devoted to the presentation of these modifications.

A. Phonon states

In a finite size nanowire, the phonon states do not corre-
spond to Bloch waves with well defined wave vectors. In-
deed, the sides of the lattice lead to a reflexion of the acous-
tic waves so that the true eigenstates appear as a
superimposition of incident and reflected plane waves. More
precisely, the nanowire, which is responsible for the confine-
ment of the phonons, behaves as a resonant cavity. It selects
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particular values of the wave vector due to the free boundary
conditions so that a stationary regime takes place.

Therefore, it is straightforward to show that the phonon
eigenstates correspond toN normal modes with quantized
wave vectorsqp5pp/N, p50,1,...,N21 and frequency
Vp5Vc sin(pp/2N), whereVc5A4W/M denotes the cutoff
frequency of the corresponding infinite nanowire. Within this
normal mode representation, the phonon HamiltonianHp

@Eq. ~2!# is thus rewritten as

Hp5 (
p50

N21

Vp~ap
†ap11/2!. ~4!

The vibron-phonon coupling HamiltonianDHvp @Eq. ~3!# is
expressed as

DHvp5 (
n51

N

(
p51

N21

xp,n~ap
†1ap!bn

†bn , ~5!

where xp,n characterizes the strength of the coupling be-
tween the vibrons and thepth normal mode. From Eqs.~3!, it
is straightforward to show that

xp,n52A2

N
D0

sin~pp/N!

Ausin~pp/2N!u
sinS pp

N
~n21/2! D , ~6!

whereD05x(\2MW)21/4 ~\ has been reintroduced to avoid
confusion!. Note that the mode with zero wave vector de-
scribes the free translation of the nanowire. However, since
this mode disappears in an adsorbed nanowire due to its in-
teraction with the substrate, it will be disregarded in the fol-
lowing of the text.

B. Small polaron theory and effective Hamiltonian

To partially remove the vibron-phonon coupling Hamil-
tonian, a Lang-Firsov transformation is applied.44 Indeed,
since the vibron-phonon dynamics is dominated by the so-
called dressing effect, we consider a ‘‘full dressing’’ and in-
troduce the following unitary transformation:

U5expS (
n51

N

(
p51

N21
xn,p

Vp
~ap

†2ap!bn
†bnD . ~7!

By using Eq.~7!, the transformed HamiltonianĤ5UHU† is
written as

Ĥ5 (
n51

N

~v02en!bn
†bn2enbn

†2bn
2

1 (
n51

N21

J@Un
†Un11bn

†bn111h.o.#

2EBbn11
† bn

†bn11bn1 (
p51

N21

Vpap
†ap , ~8!

where h.o. denotes the Hermitian operator anden5EB@1
21/2(dn,11dn,N)# is expressed in terms of the small polaron
binding energyEB52D0

2/Vc . In Eq. ~8!, Un stands for the
dressing operator defined as

Un5expS 2 (
p51

N21
xn,p

Vp
~ap

†2ap!D . ~9!

In this dressed vibron point of view@Eq. ~8!#, the vibron-
phonon coupling remains through the modulation of the lat-
eral terms by the dressing operators. Although these opera-
tors depend on the phonon coordinates in a highly nonlinear
way, the vibron-phonon interaction has been strongly re-
duced within this transformation. As a result, we can take
advantage of such a reduction to perform a mean field
procedure38,39 and to express the full HamiltonianĤ as the
sum of three separated contributions as

Ĥ5Ĥeff1Hp1DH, ~10!

whereĤeff5^(Ĥ2Hp)& denotes the effective Hamiltonian of
the dressed vibrons andDH5Ĥ2Hp2^(Ĥ2Hp)& stands
for the remaining part of the vibron-phonon interaction. The
symbol ^¯& represents a thermal average over the phonon
degrees of freedom which are assumed to be in thermal equi-
librium at temperatureT.

As a result, the effective dressed vibron Hamiltonian is
written as

Ĥeff5 (
n51

N

~v02en!bn
†bn2enbn

†2bn
2

1 (
n51

N21

Ĵn@bn
†bn111h.o.#2EBbn11

† bn
†bn11bn , ~11!

where Ĵn5J exp@2S(T,n)# and S(T,n) is the coupling con-
stant defined as (kB denotes the Boltzmann constant!

S~T,n!5
1

2 (
p51

N21 S xn,p2xn11,p

Vp
D 2

cothS Vp

2kBTD . ~12!

The HamiltonianĤeff @Eq. ~11!# describes the dynamics
of vibrons dressed by a virtual cloud of phonons, i.e., small
polarons. It accounts for a renormalization of the main part
of the vibron-phonon coupling within the nonadiabatic limit.
The remaining vibron-phonon coupling is thus assumed to be
small in order to be treated using perturbative theory. Such a
contribution, disregarded in the present work, will be ad-
dressed in a forthcoming paper.

Equation ~11! clearly shows the interplay between the
usual dressing effect and the finite size of the nanowire. In-
deed, within our procedure, the main features induced by the
dressing effect in an infinite lattice are recovered. More pre-
cisely, the dressing modifies the harmonic part of the Hamil-
tonian and yields a redshift of each internal frequency. More-
over, it reduces the strength of the vibron hopping constant
so that the effective mass of the polarons increases. In addi-
tion, the dressing favors the occurrence of coupling terms
which break the vibron independence and which directly af-
fect the multivibron dynamics.42,43 These terms will be dis-
regarded in the present work devoted to the single-vibron
dynamics.
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However, the finite size of the lattice discriminates be-
tween the core molecules, i.e., those which are located at the
sitesn52,...,N21, and the side moleculesn51 andn5N.
Indeed, Eq.~3! shows that core and side molecules do not
experience the same interaction with the phonon bath which
results in a different dressing effect. The redshift of the fre-
quency of the core molecules, equal to the small polaron
binding energyEB , corresponds to the shift occurring in an
infinite lattice. In a marked contrast, the side molecules ex-
perience a frequency shift two times smaller. In other words,
for the polaron dynamics, the finite size nanowire exhibits
two defects located at the side sitesn51 andn5N. In ad-
dition, the modification of the nature of the phonons induced
by their confinement favors an inhomogeneity in the polaron
hopping constant. Indeed, in a marked contrast with the
translational invariant lattice, the coupling constantS(T,n)
depends on the site position. As a result, the effective hop-
ping constantĴn5J exp@2S(T,n)# is not uniform along the
nanowire and enhances the symmetry breaking induced by
the confinement.

At this step, the restriction of the effective Hamiltonian
Ĥeff @Eq. ~11!# to the single-vibron subspace can be easily
diagonalized by using standard numerical procedures. As a
result, the behavior of the single-vibron eigenstates can be
characterized depending on the values of the parameters in-
volved in the model as illustrated in the following section.

IV. NUMERICAL RESULTS

In this section, the previous formalism is applied to char-
acterize the small polaron eigenstates in a finite size nano-
wire. The undressed hopping constant is fixed to the typical
value J54.0 cm21 whereas the phonon cutoff frequency is
set toVc5100 cm21. Note that the frequencies are centered
around the vibrational frequencyv0 set to zero. The tem-
peratureT, the small polaron binding energyEB , and the
lattice sizeN are parameters allowed to vary.

In Fig. 1, the dependence of the polaron hopping con-
stantĴn on the position of the sites is drawn forT55 K @Fig.
1~a!# and T550 K @Fig. 1~b!#. The number of molecules is
fixed to N520 and three typical values forEB are consid-
ered. Whatever the temperature, the hopping constant de-
creases asEB increases as a result of the well known dress-
ing effect. At low temperature@Fig. 1~a!#, the hopping
constant displays a rather important inhomogeneity which
increases asEB increases. AlthoughĴn is almost uniform in
the core of the nanowire, it increases close to the lattice sides
where a reduced dressing effect takes place. For weakEB

values, i.e.,EB510 cm21, only the hopping constant involv-
ing side molecules differs significantly from the hopping
constant in the core of the nanowire. For instance, the ratio
Ĵ1 /J50.95 is slightly greater than the core ratio equal to
ĴN/2 /J50.92. By contrast, as with increasingEB , both the
strength and the range of the inhomogeneity increase. When
EB5100 cm21, the ratio Ĵ1 /J50.58 is 1.3 times greater
than the core ratio equal toĴN/2 /J50.43 and the hopping
constantĴ2 /J50.45 slightly differs form the core value. At
high temperature@Fig. 1~b!#, the inhomogeneous effects are
drastically reduced. Only the hopping constant involving

side molecules differs form its core value whateverEB be.
However, this difference represents less than 10% of the core
hopping constant. Note that as with increasing the tempera-
ture again, the inhomogeneous effects almost disappear.

To characterize the inhomogeneous nature of the hop-
ping constant, Fig. 2 represents the behavior of the difference
between the side and the core hopping constants with respect
to EB for N530 and T55 K ~full circles!, 50 K ~open
circles!, and 100 K~full triangles!. The illustrated features
coroborate the previous results since it is shown that the
difference between the side and the core hopping constants
increases asEB increases and as the temperature decreases.

Finally, the behavior of the core hopping constant with
respect to the sizeN of the nanowire is illustrated in Fig. 3
for T550 K and for EB510 cm21 ~full circles!, 50 cm21

~open circles!, and 100 cm21 ~full triangles!. As previously,

FIG. 1. Polaron hopping constantĴn vs the site position forT55 K ~a! and
T550 K ~b! and for different values of the small polaron binding energy
EB . The number of molecules belonging to the nanowire is fixed to
N520. In all the figures, the undressed hopping constant is fixed to the
typical value J54.0 cm21 and the phonon cutoff frequency is set to
Vc5100 cm21.
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the decrease of the core hopping constant with the small
polaron binding energy is a signature of the dressing effect.
However, Fig. 3 clearly shows that the dressing mechanism
is size dependent and the core hopping constant exhibits two
regimes with respect toN. For small sizes, typically when
N,20, the core hopping constant decreases rapidly asN
increases. Note that it is equal to the undressed valueJ when
N52. By contrast, when the lattice size is sufficiently impor-
tant, the core hopping constant converges to a constant value
equal to the polaron hopping constant in an infinite lattice. In
other words, the dressing effect decreases as the size of the
nanowire decreases.

In Figs. 4–6, the polaron eigenstates of a nanowire with
N515 molecules are characterized for three differentEB val-

ues. The temperature is fixed toT5100 K so that the inho-
mogeneity of the polaron hopping constant affects the sides
of the nanowire, only. We thus consider that the hopping
constant is uniform in the core of the lattice and equal to its
value ĴN/2 at the center of the nanowire. Such a behavior
allows us to introduce the polaron band in which the
eigenenergiesv range betweenv02EB22ĴN/2 and v0

2EB12ĴN/2 . This band contains the single-polaron states of
an infinite nanowire, i.e., Bloch waves, characterized by the
finite size hopping constantĴN/2 . Therefore, to characterize
this band for the three differentEB values, the corresponding
densities of states are drawn~full line! in Figs. 4~a!, 5~a!,
and 6~a!.

When EB53 cm21 @Fig. 4~a!#, the core hopping con-

FIG. 2. Behavior of the difference between the side and the core hopping
constants vs the small polaron binding energyEB for N530 andT55 K
~full circles!, 50 K ~open circles!, and 100 K~full triangles!.

FIG. 3. Behavior of the core hopping constant vs the sizeN of the nanowire
size forT550 K and forEB510 cm21 ~full circles!, 50 cm21 ~open circles!,
and 100 cm21 ~full triangles!.

FIG. 4. ~a! Small polaron eigenenergies for a nanowire containingN515
molecules. The temperature is fixed toT5100 K and the small polaron
binding energy is equal toEB53 cm21. The full line represents the density
of states of the corresponding infinite lattice with translational invariance
and characterized by the core hopping constant of the finite size nanowire.
~b! Eigenfunctions of the two eigenstates with the higher energy.
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stant is equal toĴN/253.71 cm21 and the polaron band ex-
tends from210.42 to 4.42 cm21 ~aroundv0). The finite size
nanowire exhibitsN515 eigenstates in which the energies
are located inside the band. To illustrate the nature of these
states, the wave function of the two states with the two
higher energies are drawn in Fig. 4~b!. The figure clearly
shows that these states correspond to the first two stationary
states of a finite size lattice. In fact, in that case, our calcu-
lations establish that theN eigenstates areN stationary states.

When EB515 cm21 @Fig. 5~a!#, the polaron bandwidth
is reduced (ĴN/252.74 cm21) and extends from220.48 to
29.52 cm21. The nanowire supportsN22513 states in
which the energies are located inside the band and exhibits
two states outside the polaron band. The corresponding en-
ergies, almost degenerated and equal to26.49 cm21, are

greater than the top of the band. As shown in Fig. 5~b!, these
two states correspond to two localized states in which the
wave function is close to the sides of the nanowire. Note that
one state appears symmetrically localized onto each side
whereas the other one exhibits an antisymmetric localization.

As shown in Fig. 6~a!, an intermediate situation occurs
whenEB57.2 cm21. In that case, the polaron band extends
from 213.86 to20.54 cm21 which corresponds to a core
hopping constantĴN/253.33 cm21. Our calculations clearly
show that a single eigenstate has an energy equal to20.48
cm21 greater than the top of the band. A shown in Fig. 6~b!,
this state corresponds to a state symmetrically localized onto
each side. However, the localization length is larger than or

FIG. 5. ~a! Small polaron eigenenergies for a nanowire containingN515
molecules. The temperature is fixed toT5100 K and the small polaron
binding energy is equal toEB515 cm21. The full line represents the density
of states of the corresponding infinite lattice with translational invariance
and characterized by the core hopping constant of the finite size nanowire.
~b! Eigenfunctions of the two eigenstates with the higher energy.

FIG. 6. ~a! Small polaron eigenenergies for a nanowire containingN515
molecules. The temperature is fixed toT5100 K and the small polaron
binding energy is equal toEB57.2 cm21. The full line represents the den-
sity of states of the corresponding infinite lattice with translational invari-
ance and characterized by the core hopping constant of the finite size nano-
wire. ~b! Eigenfunctions of the two eigenstates with the higher energy.
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about to the system size so that the wave function exhibits a
significant value over the entire lattice.

The previous results illustrate the fact that the confined
nanowire exhibits localized states depending on the values of
the small polaron binding energy. In fact, our calculations
have established that the finite size lattice supports at least
zero, one, or two localized states. To characterize this fea-
ture, the behavior of the energy of the localized states versus
EB is displayed in Fig. 7 for differentN values and forT
5100 K. Note that the origin of the energy is taken at the top
of the polaron band. The figure clearly shows that the num-
ber of localized states depends on the value of bothEB and
N. When N510, the first localized state occurs whenEB

56.79 cm21 ~full circles! whereas the second localized state
takes place whenEB58.06 cm21 ~full triangle!. The energy
of each localized state scales similarly with respect to the
small polaron binding energy. More precisely, the energy ex-
hibits a power law dependence close to the top of the band
and reaches a linear regime for sufficiently strongEB values.
In this linear regime, the energies of the two localized states
are almost degenerated. WhenN515, the first localized state
occurs atEB56.71 cm21 ~open circle!, i.e., almost the same
EB value responsible for the occurrence of the first localized
state whenN510. By contrast, the increase of the size of the
nanowire reduces the criticalEB value for the occurrence of
the second localized states. Indeed, whenN515, this latter
state takes place atEB57.51 cm21 ~open triangles!.

In the same way, Fig. 8 shows the behavior of the energy
of the localized states versus the temperature for differentN
values and forEB57 cm21. The figure clearly shows that
the nanowire supports zero localized states at low tempera-
ture. However, as when increasing the temperature, two tran-
sitions appear successively leading to the occurrence of two
localized states. WhenN510, the first localized state occurs
at T550 K ~full circles! whereas the second localized state

takes place atT5146 K ~full triangle!. The energy of each
localized state scales similarly with respect to the tempera-
ture. It first exhibits a power law dependence close to the top
of the polaron band and reaches a linear regime at a suffi-
ciently high temperature. In the linear regime, the energies of
the two localized states are degenerated. WhenN515, the
first localized state occurs atT545 cm21 ~open circles!
whereas the second localized state is created atT5106 K
~open triangles!. Note that as when increasing the value of
the small polaron energy, the critical temperatures at which
the localization takes place are reduced.

V. DISCUSSION

To interpret and discuss the previous numerical results,
let us first focus our attention onto the nature of the polaron
hopping constant. Indeed, it has been shown~see Figs. 1–3!
that the finite size of the nanowire favors an inhomogeneous
behavior of the hopping constant which appears site depen-
dent. However, such a feature occurs essentially at low tem-
perature and strong small polaron binding energy and the
hopping constant becomes almost site independent at high
temperature.

Indeed, in this latter situation, it is straightforward to
show that the coupling constantS(T,n), Eq. ~12!, is ex-
pressed as

S~T,n!5
4EBkBT

Vc
2 S 12

2

ND . ~13!

As a consequence, the effective hopping constant within the
high temperature limit is written as

Ĵn5JS Ĵ`

J D 122/N

5 Ĵ`eN* /N, ~14!

FIG. 7. Behavior of the energy of the localized states from the top of the
polaron band vs the small polaron binding energy for two values of the
lattice sizeN510 ~black symbols! and N515 ~white symbols!. The tem-
perature is fixed toT5100 K.

FIG. 8. Behavior of the energy of the localized states from the top of the
polaron band vs the temperature for two values of the lattice sizeN510
~black symbols! and N515 ~white symbols!. The small polaron binding
energy is fixed toEB57 cm21.
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whereĴ` denotes the polaron hopping constant in an infinite
nanowire andN* }EBkBT/Vc

2. Equation~14! shows that the
high temperature polaron hopping constant is translationally
invariant but depends on the size of the nanowire. More pre-
cisely, it increases as the lattice size decreases to reach its
undressed value equal toJ when the nanowire reduces to a
dimer with N52. In that case, the phonon bath induces the
same frequency modulation for the two moleculesn51 and
n52 @see Eq.~3! when N52]. Therefore, the resonance
between the two internal modes is never broken by the pho-
non motion so that nothing prevents the delocalization of the
vibrational energy. The vibrational energy flow occurs ac-
cording to the rateJ which characterizes undressed mol-
ecules. By contrast, as when increasing the lattice size, the
polaron hopping reach the limiting valueĴ` of the effective
hopping constant in an infinite lattice.

In other words, the dressing effect is size dependent.
This feature originates in the modification of the phonon
states induced by their confinement in the finite size nano-
wire. Indeed, this confinement is responsible for the occur-
rence of a finite number of stationary states characterized by
a discrete energy spectrum. As decreasing the lattice size, the
number of phonon modes decreases so that the vibron-
phonon interaction is reduced when compared to that in a
lattice with the translational invariance. However, our results
clearly show that the property of the polaron band is recov-
ered when the size of the nanowire is greater than the typical
valueN* ~see Fig. 3!.

At low temperature, no analytical expression of the cou-
pling constant can be obtained. However, we can take advan-
tage of the fact that the dependence of the hopping constant
on the site position is important in the vicinity of the nano-
wire sides, only~see Fig. 1!. Therefore, to described such a
behavior, we consider a semi-infinite nanowire and perform
the calculation of Eq.~12! within the limit N→`. As a re-
sult, at zero temperature, the coupling constant near the side
n51 is expressed as

S~0,n!5
16EB

3pVc

92104n21128n4

92160n21256n4
. ~15!

Equation ~15! allows us to reproduce the behavior of the
polaron hopping constant in the vicinity of the siden51. It
shows that the range of the inhomogeneity of the hopping
constant depends on the ratioEB /Vc . In other words when
EB is smaller than the phonon cutoff frequency the inhomo-
geneous effects disappear as shown in Fig. 1.

The previous features allow us to characterize the single-
polaron dynamics in a simple way in order to understand the
mechanisms involved in the occurrence of localized states.
Indeed, the numerical results clearly show that the inhomo-
geneity of the hopping constant affects the sides of the nano-
wire only. Therefore, we suppose that the hopping constant is
uniform in the core of the lattice and equal to its valueĴN/2 at
the center of the nanowire. By contrast, we assume that hop-
ping processes involving side molecules is singular and char-
acterized by the constantĴ15 ĴN21 so that the hopping con-
stant is approximated as

Ĵn5H ĴN/2 if n52,...,N22,

Ĵ1 if n51 and n5N21.
~16!

As a result, by inserting Eq.~16! into the expression of the
effective polaron HamiltonianĤeff , Eq. ~11! yields the
Schrodinger equationĤeffuc&5vuc& for single-polaron states
as

lc15ac11~11b!c2 ,

lc25~11b!c11c3 ,

lc35c21c4 , ~17!

¯5¯,

lcN5acN1~11b!cN21 ,

where cn denotes the polaron wave function onto thenth
site, l5(v2v01EB)/ ĴN/2 , a5EB/2ĴN/2 , and b5( Ĵ1

2 ĴN/2)/ ĴN/2 .
From a physical point of view, the wave functioncn is a

superimposition of Bloch wavescn5A1eikn1A2e2 ikn that
propagate in both directions along the nanowire. However,
because of the symmetry breaking induced by the confine-
ment, the wave vectork is quantized according toN values
which can be real or complex, depending on the various
parameters. A real solution fork characterizes a stationary
wave with a frequency inside the polaron bandl
52 cos(k), i.e., v02EB22ĴN/2,v,v02EB12ĴN/2 . A
complex value ofk corresponds to a localized state in which
the wave function is strongly localized on the side molecules
and in which the energy lies below or above the polaron
band. A localized state is characterized by its localization
length j, i.e., the inverse of the imaginary part ofk, which
defines the spatial extension of its amplitude.

As detailed in Refs. 49 and 50, the occurrence of local-
ized states corresponds to a critical transition between a sta-
tionary regime and a localized regime as the relevant param-
eters of the problem vary. Therefore, as shown in the
Appendix, the renormalization group~RG! theory can be
used in order to understand the transition and to predict the
occurrence of localized states.

The conditions for the occurrence of high energy local-
ized states is thus expressed as

a1~11b!22250,
~18!

a1~11b!2222
2

N21
~11b!250,

whereas the condition for the occurrence of low energy lo-
calized states is written as

a2~11b!21250,
~19!

a2~11b!2121
2

N21
~11b!250.

As shown in Fig. 9, Eqs.~18! and~19! define the critical
curves in the space of the parameters~a,b! which separate
phases exhibiting zero, one, two, three, and four localized
states. More precisely, as indicated in the figure, full lines
characterize the occurrence of high energy localized states
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located above the polaron band. The lines discriminate be-
tween three regimes connected to the presence of zero
~0HE!, one~1HE!, or two ~2HE! high energy localized states.
By contrast, the dashed lines refer to the occurrence of low
energy localized states, located below the polaron band, and
discriminate between three regimes connected to the pres-
ence of zero~0LE!, one ~1LE!, or two ~2LE! low energy
localized states.

To explain the behavior of the phase diagram, let us
consider the situation addressed in our model and which cor-
responds toa.0 andb.0. The generalization of the entire
parameter space is straightforward. Whenb50, i.e., when
the hopping constant is uniform in the nanowire, the lattice
exhibits two defects corresponding to the side sites in which
the energy is blueshifted when compared to that of the core
sites. Therefore, the phase diagram shows that two critical
values fora discriminate between phases with zero, one, and
two high energy localized states. By contrast, whena50, the
lattice exhibits two defects corresponding to a blueshift of
the hopping constant which connects each side site to its
nearest neighbor site. The phase diagram shows that two
critical values forb discriminate between phases with zero,
two, and four localized states. In the two localized states
regime, both a low energy and a high energy localized state
occur whereas in the four localized states regime, the system
exhibits two low energy and two high energy localized
states. Finally, for both nonvanishinga andb values, inter-
mediate situations take place.

As detailed in Refs. 49 and 50, such a behavior can be
interpreted in terms of a semi-infinite lattice with defects at
its side. For such a system, one or two localized states can
occur depending on the values of the parameters. For in-

stance, whenb50, one high energy localized state appears
whena.1. In the same way, whena50, the lattice exhibits
two localized states when (b11)2.2. One state is located
below the polaron band~low energy localized state! whereas
the second one appears above the polaron band~high energy
localized state!. The finite size nanowire can thus be viewed
as the superimposition of two semi-infinite lattice with de-
fects at their finite sides. Thus, when the required relations
are fulfilled, one~or two! localized state occurs on each side
of the nanowire. However, states localized onto two different
sides interfere inside the chain core. The strength of the cou-
pling depends on the overlap of their respective amplitudes
which leads to hybridization. For a strong overlap, the cou-
pling can be sufficient to strongly split the energies and push
back half of the states into the polaron band which thus loses
their localized specificity. Therefore, the nanowire exhibits
one~or two! localized state. By contrast, when the overlap is
weaker, the energies of the states remain outside the polaron
band and the nanowire supports two~or four! localized
states. Since the occurrence of this latter regime depends on
the overlap of the original localized states, the corresponding
critical values depend on the system size@see Eqs.~18! and
~19!#. For instance, whenb50, it is straightforward to show
that the semi-infinite lattice exhibits a high energy localized
state whena.1. Therefore, in the finite size nanowire, two
original localized states occur on each side whena.1. How-
ever, these two states interact due to their overlap inside the
core of the lattice and their hybridization takes place, which
results in the formation of two states which appear as super-
impositions of the two original localized states. As a result,
when 1,a,112/(N21), the hybridization is strong
enough so that the low energy state is pushed back into the
polaron band. The lattice thus supports a single localized
state only. By contrast, whena.112/(N21), the hybrid-
ization is weaker and the two states remain above the po-
laron band.

Although the phase diagram displayed in Fig. 9 allows
for a complete understanding of the localization transition, it
involves parameters which are not independent. For instance,
both a and b depend onEB and on the temperature. How-
ever, as illustrated in Fig. 10 forN510 ~full line! and N
520 ~dashed line!, we can define a phase diagram in the
(EB ,T) parameter space. In the parameter range considered
here, the diagram exhibits two critical curves which discrimi-
nate between phases with zero, one, and two localized states.
The figures clearly show that both the small polaron binding
energy and the temperature favor the occurrence of localized
states. However, these two parameters do not contribute in
the same way to the localization mechanism. The influence
of the small polaron binding energy in the localization pro-
cesses is threefold. First, as when increasingEB , the energy
difference between the side and core sites increases. Then,
strong EB values yield a strong dressing effect so that the
core hopping constant is drastically reduced. Finally, as when
increasingEB , the inhomogeneous behavior of the polaron
hopping constant is enhanced~see Fig. 2!. All these features
act in the same direction and favor the localization. By con-
trast, the influence of the temperature on the localization pro-
cesses originates essentially in the dressing effect. Indeed, as

FIG. 9. Phase digram in the space of the parameters~a,b! ~see the text!. The
full lines characterize the occurrence of high energy localized states located
above the polaron band. The lines discriminate between three regimes con-
nected to the presence of zero~0HE!, one~1HE!, or two ~2HE! high energy
localized states. The dashed lines refer to the occurrence of low energy
localized states, located below the polaron band, and discriminate between
three regimes connected to the presence of zero~0LE!, one ~1LE!, or two
~2LE! low energy localized states.
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when increasing the temperature, the core hopping constant
is reduced and the localization is enhanced. Note that the
temperature favors a uniform behavior of the hopping con-
stant and prevents the localization due to theb parameter.

In addition, the phase diagram illustrates the influence of
the size of the nanowire. It shows that the lower critical
curve depends slightly onN whereas the upper critical curve
exhibits a more important dependence. These two features
have two distinct origins. Indeed, the size dependence of the
lower critical curve originates in the dependence of the core
hopping constant with respect to the lattice size. By contrast,
the size dependence of the upper critical curve is essentially
due to the overlap mechanism involved in the superimposi-
tion of the original states localized onto different sides of the
nanowire. Therefore, Fig. 10 shows that this latter depen-
dence decreases as the size of the lattice is increased, in
agreement with Eqs.~18! and ~19!, so that the two critical
curves tend to collapse.

Finally, in the space of the parameters (EB ,T), Fig. 10
clearly shows that the finite size nanowire can exhibit a
maximum of two localized states. This feature seems to be in
contrast with the results displayed in the phase diagram con-
nected to the general~a,b! space where it is shown that a
maximum of four localized states can be reached~see Fig. 9!.
In fact, since the parametersa andb are expressed in terms
of EB and T, the physical space (EB ,T) corresponds to a
particular projection in the general space~a,b!. More pre-
cisely, the range for the variations of the physical parameters
EB andT generates the restrictiona.0, b.0, anda@b. In
that case, Fig. 9 clearly shows that the nanowire supports a
maximum of two high energy localized states.

To illustrate these features, let us estimate the order of
magnitude of the key parameters for the CO/NaCl system
from the knowledge of the vibron dynamics in the
monolayer.33 The CO molecules form a~231! structure with
a rectangular unit cell containing two molecules mutually

perpendicular. Along the longer size of the cell, the vibron
bandwidth is about 3 cm21 whereas it reaches 12 cm21 along
the perpendicular direction. The frequencies of the external
modes of the monolayer range from 36 cm21 for the trans-
lational motion parallel to the surface to 140 cm21 for the
collective librational motion. The comparison with experi-
mental spectra has shown that the phase relaxation is due to
the coupling between the vibrons and the collective librons
of the monolayer. Moreover, the dephasing constant exhibits
a linear dependence versus the temperature in agreement
with the deformation potential approximation used in the
present work. Although the small polaron binding energy is
unknown for this system, we expect a rather weakEB value,
less than or about to 1 cm21, in agreement with the weak
value of the dephasing constant equal to 0.2 cm21 at 55 K.
As a consequence, we expect that the weakEB value pre-
vents the formation of any localized state.

Note that the present model can also be applied to char-
acterize the vibron-phonon dynamics in a finite sizea-helix
protein ~see, for instance, Ref. 35!. In that case, the high
frequency modes correspond to either the CvO stretching
vibrations~amide-I! or the N–H stretching modes of the pep-
tide groups of the protein. The phonons characterize the col-
lective dynamics of the external motions of the peptide
groups. The parameters commonly used to described the sys-
tem areJ57.8 cm21, Vc587– 137 cm21, EB515 cm21 for
the CvO vibrons ~see, for instance, Refs. 42 and 43! and
J55 cm21, Vc5100 cm21, EB584 cm21 for the N–H
vibrons.51 In these cases, we expect that the strongEB value
allows for the formation of one or two localized states at
biological temperature. Note that the adsorption ofa helices
or similar molecules could be considered.

VI. CONCLUSION

In the present paper, the small polaron theory was ap-
plied to describe the vibron dynamics in an adsorbed nano-
wire with a special emphasis on finite size effects. It has been
shown that side molecules and core molecules do not expe-
rience the same interaction with the phonon bath which re-
sults in a different dressing effect. The redshift of the fre-
quency of the core molecules is equal to the shift occurring
in an infinite lattice, whereas side molecules experience a
frequency shift two times smaller. In addition, the inhomo-
geneous behavior of the polaron hopping constant has been
established. The hopping constant between a side molecule
and its nearest neighbor molecule is greater than the hopping
constant which connects core molecules. Moreover, it has
been shown that the core hopping constant depends on the
size of the nanowire which indicates that the dressing mecha-
nism is size dependent. However, we have shown that the
property of a lattice with translational invariance is recovered
when the size of the nanowire is greater than a typical value
N* }EBkBT/Vc

2. These features have been attributed to the
modification of the phonons induced by their confinement
which is responsible for the occurrence of a finite number of
stationary states. As decreasing the lattice size, the number of
phonon modes decreases so that the vibron-phonon interac-

FIG. 10. Phase digram in the space of the parameters (EB ,T) for N510
~full lines! andN520 ~dashed lines!. For eachN value, the diagram exhibits
two critical curves which discriminate between phases with zero, one, and
two high energy localized states.
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tion is reduced when compared to that in a lattice with trans-
lational invariance which results in a softening of the dress-
ing effect.

The modification of the dressing mechanism was shown
to be responsible for the occurrence of localized states. The
nature and the number of localized states versus the relevant
parameters of the problem have been summarized in a phase
diagram. Although the lattice is able to supports a maximum
of four localized states, it has been shown the for physical
values of the parameters, the nanowire can exhibit zero, one,
or two high energy localized states.

APPENDIX: DECIMATION OF THE SCHRODINGER
EQUATION

To predict the occurrence of localized states, a
decimation49,50,52,53of the Schrodinger equation, Eq.~17!, is
performed. It consists in eliminating one site over second
from the initial lattice to arrive at a scaled lattice that has
twice the initial lattice spacing. In Eqs.~17!, we eliminate the
amplitudes of the even sites by substituting their expressions
in the Schrodinger equations for the odd sites and obtain a
new set of equations for the odd sites only as

~l222!c15~al1~11b!222!c11~11b!c3 ,

~l222!c35~11b!c11c5 ,

~l222!c55c31c7 , ~A1!

¯5¯,

~l222!cN5~al1~11b!222!cN1~11b!cN22 .

Equation~A1! characterizes the Schrodinger equation of a
rescaled lattice with new parameters defining the RG trans-
formationR as

l~1!5l222,

a~1!5al1~11b!222, ~A2!

b~1!5b.

When the decimation is applied recursivelyp times, withN
52p1111, we obtain an ultimate scaled lattice formed by
three sites, only, for which the eigenenergies are expressed as

l~p!5a~p!,
~A3!

l~p!5
a~p!

2
6AS a~p!

2 D 2

12~11b~p!!2.

At this step, a high energy localized state occurs when its
energy is at least equal to the maximum of the polaron band.
This condition is obtained whenl5lc52. At the critical
point l5lc , the scaled values of the parameterl @Eq. ~A2!#
satisfyl (1)5¯5l (p)5lc . This parameterl becomes scale
invariant and is a fixed pointlc of the RG transformationR
that verifieslc5R(lc). Indeed, no change in the critical
parameters accompanies the length scaling so that the scaled
lattice remains at a critical point.

From Eqs.~A3!, the scaled values of the dynamical pa-
rameters at the critical point are expressed as

a~p!522~11b!22
N21

2
@22a2~11b!2#,

~A4!
b~p!5b.

Combining Eqs.~A3! and~A4! for l (p)52 leads to the con-
ditions for the occurrence of high energy localized states
Eqs. ~18!. The condition~19! for the occurrence of low en-
ergy localized state can be obtained in a similar way.
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7. Réseau de taille finie

7.3 États à deux polarons

Parmi les deux sources de non linéarité que sont l’anharmonicité intramolécu-
laire et le couplage vibron-phonon, l’étude des états à un polaron nous a permis
de caractériser l’influence des effets de taille sur le mécanisme d’habillage. On peut
alors se poser la question de la modification de l’ensemble des processus non li-
néaires quantiques induite par l’existence d’une taille finie. Apporter une réponse à
cette question revient à analyser la nature des états multi-quanta. Bien qu’une telle
étude n’ait pu être finalisée durant ce travail, nous désirons tout de même apporter
quelques idées pour montrer au lecteur toute la richesse des processus physiques
associés à la dynamique à deux polarons.

Ainsi, l’étude des états à un polaron a révélé que la singularité de l’habillage sur
les bords du nanofil favorise l’apparition d’états spécifiques traduisant la localisation
de la fonction d’onde. Lorsque deux polarons sont excités, la physique mise en jeu
présente une plus grande complexité compte tenu de la nature des différents états
bi-polaroniques que le réseau est susceptible de supporter. En effet, en plus des états
libres et des états liés qui apparaissent naturellement, la présence de défauts aux
bords du réseau sera responsable de la formation d’états traduisant la localisation
aux voisinages des extrémités du nanofil de deux polarons piégés l’un vers l’autre :
on parlera d’états liés localisés. De plus, ces défauts permettent la création d’états
spécifiques dans lesquels un polaron est localisé vers un défaut alors que le second
polaron est caractérisé par une fonction d’onde étendue sur l’ensemble du réseau.

Pour comprendre ces mécanismes qualitativement, rappelons que la dynamique
de deux polarons sur un réseau 1D est équivalente à celle d’une particule fictive se
déplaçant sur un réseau 2D. Dans le cas de l’hamiltonien Eq. (7.4) et pour un nanofil
contenant N = 7 sites, ce réseau équivalent est illustré sur la Fig. 7.1.

Tout d’abord, on retrouve les caractéristiques d’un réseau invariant par transla-
tion. En effet, le cœur du réseau équivalent décrit deux polarons loin l’un de l’autre
n’occupant pas les bords du nanofil. Les sites correspondants (ronds blancs) pos-
sèdent une énergie de 2ω0 − 4A − 2EB et sont le siège d’états libres étendus sur
l’ensemble du système. Pour illustrer ce mécanisme, les fonctions d’onde de deux
états libres particuliers sont représentées sur les Figs. 7.2a et 7.2b pour un nanofil
de N = 15 sites et pour EB = 15 cm−1 et A = 10 cm−1. De même, les non linéarités
entrâınent la présence de deux lignes de défauts. La première ligne, n2 = n1, décrit
deux polarons sur un même site mais localisés loin des défauts (ronds noirs). Les
énergies de sites sont égales à 2ω0−6A−4EB. Cette ligne traduit l’existence d’états
liés de type EL-I illustrés sur la Fig. 7.2c. La seconde ligne, n2 = n1 + 1, caractérise
deux polarons sur deux sites voisins loin des défauts (ronds gris). Les sites corres-
pondants, qui possèdent une énergie 2ω0 − 4A − 3EB, sont le siège d’états liés de
type EL-II comme représentés sur la Fig. 7.2d.

- 206 -
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Fig. 7.1 - Réseau 2D équivalent pour deux polarons en mouvement sur un réseau 1D de
taille N = 7.

Ensuite, la présence de singularités sur les bords du nanofil conduit à l’apparition
d’états spécifiques. Ainsi, les triangles blancs caractérisent une configuration dans
laquelle un polaron occupe un bord alors que l’autre se situe dans le cœur du nanofil.
L’énergie des sites correspondants est égale à 2ω0 − 4A− 3/2EB. Comme le montre
la Fig. 7.2e, de tels sites sont le siège d’états bipolaroniques traduisant la localisation
d’un polaron sur un défaut, le second polaron étant délocalisé le long du nanofil. De
même, le triangle noir rend compte de deux polarons localisés, l’un sur le défaut en
n = 1 et l’autre sur le défaut en n = N . Un tel site, d’énergie 2ω0 − 4A−EB, est le
siège d’un état localisé illustré sur la Fig. 7.2f.

Enfin, lorsque les deux polarons se trouvent l’un vers l’autre, les couplages
polaron-polaron et la présence des défauts de bord permettent la création d’états liés
localisés. Deux polarons occupant un même bord sont associés à un site d’énergie
2ω0 − 6A− 2EB (carrés noirs). Ces sites traduisent l’apparition d’états liés de type
EL-I qui sont localisés sur les extrémités du nanofil (voir Fig. 7.2g). Enfin, deux po-
larons localisés sur deux sites voisins, l’un de ces sites étant un défaut, sont décrits
par un site d’énergie 2ω0− 4A− 5/2EB (carrés gris). Comme le montre le Fig. 7.2h,
ces deux sites sont à l’origine de la présence de deux états liés de type EL-II localisés
sur les bords du réseau.

La présence des défauts dans ce réseau équivalent montre donc la diversité des
états bi-polaroniques. De plus, le réseau équivalent nous permet de mettre en évi-
dence l’existence de nouveaux phénomènes totalement absents dans le cas des états
à un polaron. En effet, selon la valeur des paramètres, la richesse de la dynamique
se manifeste par la possibilité d’obtenir des résonances entre les différents états
bi-polaroniques [14]. Ainsi, comme illustré sur la Fig. 7.3 pour EB = 20 cm−1 et
A = 0 cm−1, on observe une résonance entre les états EL-I localisés sur les bords
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Fig. 7.2 - Quelques vecteurs propres pour EB = 15 cm−1, A = 10 cm−1 J = 4 cm−1,
T = 100 K, Ωc = 100 cm−1 et une taille de réseau N = 15 (voir le texte).

du nanofil et les états libres. Les conséquences de cette résonance sont assez remar-
quables. En effet, si l’on excite un unique polaron sur un bord, celui-ci sera piégé
dans un état localisé entrâınant une localisation de l’énergie. De même, hors réso-
nance, la localisation de l’énergie se produit lors de la création de deux polarons sur
un site de bord du nanofil. A l’inverse, à la résonance, l’hybridation entre les états
localisés EL-I et les états libres conduit à la désintégration de la paire dans le conti-
nuum. La liaison entre les deux polarons localisés se brise pour donner naissance à
deux polarons indépendants qui se propagent librement le long du réseau.
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Fig. 7.3 - Résonance entre les états EL-I localisés et les états libres pour EB = 20 cm−1,
A = 0 cm−1, J = 4 cm−1, T = 100 K, Ωc = 100 cm−1 et une taille de réseau N = 15.

7.4 Conclusion

Dans un réseau de taille finie, les molécules de bords et les molécules de cœur
ne ressentent pas la même interaction avec le bain de phonons. Par conséquent, le
décalage de la fréquence interne des molécules de cœur correspond à l’énergie du
petit polaron d’un réseau invariant par translation. A l’inverse, celui qui affecte la
fréquence des molécules de bords est deux fois plus faible. Dans le même esprit, on
observe une modification du couplage polaron-polaron selon que les deux polarons
soient localisés sur les bords ou dans le cœur du nanofil. Enfin, le confinement des
phonons entrâıne une inhomogénéité de la constante de saut qui devient une fonction
de la taille du système. Il existe une taille critique au-delà de laquelle l’habillage
s’effectue comme dans un réseau infini. Cependant, pour une taille inférieure à la
taille critique, l’habillage devient moins intense et disparâıt pour un réseau de deux
sites.

L’ensemble de ces effets entrâıne l’apparition d’états spécifiques à un polaron
traduisant la localisation de la fonction d’onde au voisinage des bords. Pour les états
à deux polarons, la physique mise en jeu est beaucoup plus riche compte tenu de
la présence d’une multitude d’autres états en plus des états liés et des états libres.
En particulier, nous avons montré l’existence d’états liés localisés ainsi que celle
d’états dans lesquels un polaron est localisé alors que l’autre se propage librement
dans le cœur du nanofil. Enfin, nous avons soulevé l’importance des paramètres
sur la dynamique bi-polaronique et la présence éventuelle de résonances entre ces
différents états.
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Chapitre 8

De l’auto-piégeage quantique vers
un transport cohérent véhiculé par
les états multi-quanta

L’étude des réseaux quantiques non linéaires s’inscrit dans un cadre général qui
s’étend bien au-delà de l’unique compréhension de la dynamique vibrationnelle des
systèmes moléculaires anharmoniques. Par exemple, le développement des techniques
de piégeage atomique et la mâıtrise des très basses températures ont permis l’ob-
servation de condensats de Bose-Einstein [1]. La recherche a alors évolué vers le do-
maine des systèmes fortement corrélés obtenus en réalisant un gaz d’atomes froids
dans une distribution périodique de micro-pièges générés par des champs lasers [2].
Dans de tels réseaux optiques, la dynamique des atomes est décrite par un modèle
de Hubbard dont les paramètres peuvent être contrôlés expérimentalement. Dans le
même esprit, à travers la transformation de Holstein-Primakoff, les propriétés d’une
châıne de spins quantiques sont équivalentes à celles d’un ensemble de bosons en
interaction [3]. Enfin, les excitons électroniques dans des châınes moléculaires à fort
dipôle de transition (« J-aggregate ») sont assimilables à un ensemble d’oscillateurs
anharmoniques [4, 5]. Dans ce cas, le modèle de Hubbard montre une interaction
répulsive infiniment forte entre deux bosons localisés sur le même site de façon à
reproduire le principe d’exclusion de Pauli.

Dans ce contexte, la question de la localisation occupe une place centrale. En ef-
fet, comme nous l’avons exposé au cours du chapitre 2, les propriétés d’un réseau non
linéaire quantique sont relativement bien connues dans les deux cas limites que sont
la présence d’un grand nombre de quanta et un comportement quasi-classique. La
dynamique est alors décrite par une équation de Schrödinger non linéaire qui montre
le phénomène d’auto-piégeage à travers l’existence de modes localisés intrinsèques
(« breathers » discrets). En d’autres termes, pour une non linéarité suffisante, la
compétition entre la dispersion et le non linéaire empêche toute propagation si bien
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que l’énergie déposée sur le réseau reste localisée au voisinage du site initialement
excité.

A une échelle quantique, l’invariance translationnelle brise le phénomène de lo-
calisation et interdit l’apparition du mécanisme d’auto-piégeage. Cependant, comme
nous l’avons exposé au cours des chapitres précédents, la non linéarité favorise l’exis-
tence d’états spécifiques et cela, dès que le nombre de quanta est supérieur ou égal
à deux. En effet, les états décrivant deux quanta se propageant librement forment
un continuum énergétique en dessous duquel apparaissent des bandes contenant des
états liés. La localisation affecte alors la distance de séparation entre les deux quanta,
qui, dans un état lié, sont piégés l’un vers l’autre. Ils forment ainsi une paire qui se
comporte comme une unique particule capable de se délocaliser sur le réseau.

La généralisation de ces processus à un plus grand nombre de quanta n’est pas
triviale et, à ce jour, il n’existe pas de théories rigoureuses permettant de caracté-
riser les états à plus de deux quanta. Cependant, dans le cadre du modèle de Hub-
bard (voir Eq. (2.35)) avec interactions entre plus proches voisins, l’utilisation d’une
théorie des perturbations par A.C. Scott [6] et J.C. Eilbeck [7, 8] a révélé l’existence
d’états liés particuliers quel que soit le nombre de quanta. En effet, lorsque v quanta
sont présents dans un réseau fortement non linéaire, le spectre supporte toujours
une bande basse fréquence, appelée bande solitonique, qui contient l’ensemble des
états liés à v quanta. Dans de tels états, les v quanta sont localisés les uns vers les
autres et se comportent comme une unique particule se propageant librement selon
une constante de saut qui décrôıt avec la non linéarité et le nombre de quanta. Ainsi,
lorsque l’on crée v quanta sur un même site à un instant initial, seule la bande solito-
nique est significativement excitée. On observe alors la localisation d’un agrégat de
v quanta sur une échelle de temps qui sera d’autant plus longue que la non linéarité
et le nombre de quanta seront élevés. Cet effet, qui est la signature quantique du
phénomène d’auto-piégeage, disparâıt finalement sur des temps très longs compte
tenu du mécanisme de dispersion. A ce stade, on notera également que Dorignac et
al. [9] ont montré l’existence de bandes d’énergie traduisant l’interaction entre un
agrégat de p quanta et un agrégat de v−p quanta. Ils ont interprété ces interactions
comme la manifestation quantique des couplages breather-breather présents dans un
modèle classique.

Jusqu’à présent, la plupart des études théoriques sur la dynamique quantique
des réseaux non linéaires furent basées sur l’utilisation d’un modèle de Hubbard.
Dans un tel modèle, la non linéarité est gouvernée par un unique paramètre qui
possède un caractère essentiellement local puisque décrivant l’interaction entre deux
bosons localisés sur un même site. Or, notre analyse des vibrons dans les réseaux
moléculaires a montré que l’origine physique de la non linéarité est multiple. En
particulier, si l’anharmonicité intramoléculaire joue clairement le rôle de non linéarité
locale, le mécanisme d’habillage favorise des interactions entre vibrons occupant
des sites voisins à travers le recouvrement de leur nuage virtuel de phonons. Par
conséquent, nous avons vu émerger la notion de non linéarité non locale qui modifie
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profondément le spectre des états à deux quanta en générant plusieurs types d’états
liés.

A travers l’étude d’un hamiltonien de Hubbard généralisé, le but de ce dernier
chapitre sera de comprendre l’influence des non linéarités locale et non locale sur les
mécanismes à l’origine de la redistribution énergétique multi-quanta. Nous montre-
rons que la non linéarité non locale joue un rôle fondamental puisqu’elle permet une
résonance qui entrâıne une rapide délocalisation de l’énergie transportée uniquement
par des états liés. En opposition avec l’équivalent quantique de l’auto-piégeage, les
états liés peuvent donc être la source d’un transfert cohérent de l’énergie à l’image
de « breathers » discrets mobiles.

8.1 Hamiltonien et analyse quantique

8.1.1 Méthode des états nombres

Pour étudier la compétition entre les non linéarités locale et non locale, nous
allons travailler avec une version simplifiée de l’hamiltonien de Hubbard généra-
lisé (Eq. (3.46)) en se restreignant aux paramètres pertinents. Ainsi, on notera ω0

l’énergie de site et Φ la constante de saut entre deux sites plus proches voisins. Les
interactions entre bosons seront caractérisées par deux paramètres : les anharmoni-
cités locale A et non locale B. Dans ces conditions, la dynamique des bosons sur un
réseau 1D contenant N sites sera gouvernée par l’hamiltonien :

H =
∑

n

ω0b
†
nbn − Ab†nb

†
nbnbn −Bb†n+1b

†
nbn+1bn + Φ[b†n+1bn + b†nbn+1] (8.1)

Par analogie avec le modèle de Hubbard (Eq. (2.35)), la méthode des états nombres
peut être utilisée pour déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de
l’hamiltonien Eq. (8.1) (voir chapitre 2). Cependant, puisque nous nous intéressons
aux états à plus de deux quanta, il convient de rappeler sommairement cette méthode
et de souligner les difficultés liées à la présence d’un nombre important de bosons.

La méthode des états nombres est basée sur l’utilisation de deux propriétés es-
sentielles de l’hamiltonien H. Tout d’abord, puisque H conserve le nombre total de
quanta, l’espace de Hilbert E s’écrit sous la forme d’un produit tensoriel :

E = E0 ⊗ E1 ⊗ · · · ⊗ Ev ⊗ · · · (8.2)

où Ev désigne le sous-espace à v quanta. Pour décrire le sous-espace Ev nous pouvons
utiliser la base locale |p1, p2, . . . , pN〉 où pn désigne le nombre de quanta occupant
le site n. La contrainte

∑
n pn = v s’imposant, la dimension de Ev est égale à

Dv = (N + v − 1)!/v!/(N − 1)!.
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Ensuite, la seconde propriété importante de H est son invariance par transla-
tion. En effet, lorsque l’hamiltonien Eq. (8.1) est muni de conditions aux limites
périodiques, il commute avec l’opérateur translation T̂ défini par :

T̂ b†n = b†n+1T̂ (8.3)

Cet opérateur, qui possède N valeurs propres eik, agit sur les vecteurs de la base
locale selon :

T̂ |p1, p2, . . . , pN〉 = |pN , p1, . . . , pN−1〉 (8.4)

Les conditions aux limites périodiques imposant T̂N = 1, le vecteur d’onde est
quantifié selon N valeurs k = 2pπ/N où p est un entier. Pour chaque sous-espace
Ev, il existe alors une base appelée base de Bloch dans laquelle l’opérateur T̂ est
diagonal. Les vecteurs correspondants, indexés par le vecteur d’onde k qui est un
bon nombre quantique, offrent une représentation de H sous la forme de N blocs
indépendants. L’utilisation de cette base permet ainsi de réduire la dimension de Ev

de façon à obtenir les valeurs propres et les états propres à v bosons en diagonalisant
séparément chaque bloc de H.

Dans la base de Bloch, chaque vecteur |Φv(k, α)〉 est formé par une superposi-
tion de l’ensemble des vecteurs |p1, p2, . . . , pN〉 associés à des distributions bosoniques
similaires qui se déduisent les unes des autres par l’application de l’opérateur trans-
lation. Le symbole α désigne ici un indice qui répertorie l’ensemble des vecteurs.
Par exemple, le vecteur |Φv(k, 1)〉 formé à partir de l’ensemble des distributions où
v quanta se trouvent sur un même site est défini par :

|Φv(k, 1)〉 =
1√
N

N−1∑
n=0

eiknT̂ n|v, 0, . . . , 0〉 (8.5)

Toutefois, la génération de la base de Bloch n’est pas toujours triviale et cette
procédure dépend fortement de la taille du réseau et du nombre de quanta. Si les
entiers N et v ne sont pas premiers entre eux, c’est-à-dire si la fraction v/N n’est
pas irréductible, ils possèdent au moins un diviseur commun d. Pour un diviseur
particulier d, le réseau peut être « divisé » en d partitions égales. Il existe alors un
ensemble de vecteurs caractérisés par d partitions contenant chacune v/d quanta
et possédant une symétrie particulière. De tels vecteurs sont en effet invariants à
travers N/d applications successives de l’opérateur translation. Pour ce sous-espace
particulier de vecteurs, la relation T̂N/d = 1 apparâıt et le vecteur d’onde est quantifié
selon la relation k = 2pπd/N où p est un entier. Par exemple, pour v = 4 et N = 6,
le vecteur correspondant à une distribution du type |2, 0, 0, 2, 0, 0〉 s’écrit :

|Φ4(k)〉 =
1√
3
[|2, 0, 0, 2, 0, 0〉+ eik|0, 2, 0, 0, 2, 0〉+ e2ik|0, 0, 2, 0, 0, 2〉] (8.6)

où le vecteur d’onde k peut prendre les valeurs −2π/3, 0, 2π/3. L’une des consé-
quences de cette remarque est que la taille de chacun des N blocs « k » de l’ha-
miltonien est variable. Par exemple, pour v = 2 et N pair, les blocs k = 2pπ/N
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avec p pair ont une taille égale à N/2 + 1 alors que ceux correspondant à p impair
possèdent une taille égale à N/2. Ainsi, la dimension du sous-espace E2 est effec-
tivement égale à D2 = N(N + 1)/2 [6]. A l’inverse, si les entiers N et v sont des
nombres premiers entre eux, c’est-à-dire si la fraction v/N est irréductible, alors il
semble qu’il soit toujours possible de former des vecteurs délocalisés dont la forme
est similaire au vecteur Eq. (8.5). Les différents blocs « k » de H ont alors tous la
même taille. Par la suite, pour simplifier notre étude, nous nous placerons toujours
dans une telle situation qui peut d’ailleurs être réalisée simplement en supposant
v < N et en prenant N comme un nombre premier.

Les quelques remarques précédentes montrent qu’il n’est pas toujours évident de
construire la base dans laquelle nous allons travailler, ni même de générer l’ensemble
des éléments de matrice de l’hamiltonien. Ainsi, l’approche analytique de résolution
de l’hamiltonien Eq. (8.1) semble problématique. Pour contourner ces difficultés,
J.C. Eilbeck a développé une méthode « semi-numérique » basée sur l’utilisation de
logiciels de calcul formel tel que Maple ou Mathematica [10]. Cette approche
réside dans l’utilisation des capacités de traitement symbolique des expressions ma-
thématiques de ces logiciels. Ainsi la recherche des vecteurs de base peut être auto-
matisée comme peut l’être le calcul de l’ensemble des éléments de matrice d’un bloc
« k » de l’hamiltonien.

Dans cette méthode, les vecteurs de la base locale sont représentés symbolique-
ment par la fonction ψ(p1, p2, . . . , pN) où

∑
n pn = v. Les vecteurs de la base de

Bloch sont générés de la manière suivante. Tout d’abord, l’ensemble des configura-
tions possibles {pn} sont explorées pour créer chaque vecteur ψ({pn}). Ensuite, en
appliquant N fois l’opérateur translation sur chacune d’entre elles, on génère un en-
semble de N nouvelles configurations. Enfin, parmi ces configurations, seules celles
n’ayant pas déjà été obtenues sont sélectionnées. Il est alors possible d’effectuer une
superposition afin d’obtenir un vecteur tel que Eq. (8.5) ou Eq. (8.6). L’étape sui-
vante consiste à construire la représentation de H dans cette base de Bloch. Pour
cela, il convient de définir des fonctions linéaires création bc(n, ψ) et annihilation
ba(n, ψ) qui reproduisent sur leur argument ψ l’action des opérateurs création et
annihilation sur les vecteurs de base :

bc(n, ψ(p1, p2, . . . , pn, . . . , pN)) =
√
pn + 1ψ(p1, p2, . . . , pn + 1, . . . , pN)

ba(n, ψ(p1, p2, . . . , pn, . . . , pN)) =
√
pnψ(p1, p2, . . . , pn − 1, . . . , pN)

(8.7)

Défini en ces termes, l’hamiltonien correspond à une fonction qui s’applique sur
l’ensemble des vecteurs de base et il suffit, par une procédure d’orthogonalisation,
de calculer chaque élément de matrice. La dernière étape de cette méthode consiste à
remplacer les constantes physiques dans chaque bloc « k » par des valeurs numériques
et de diagonaliser bloc par bloc. Le détail de cette procédure ainsi que quelques
exemples de fonctions définies en Maple peuvent être trouvés dans l’article de
J.C. Eilbeck [10].

Au cours de ce chapitre nous appliquerons cette méthode pour générer les valeurs
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propres ωv(k, σ) qui définissent les relations de dispersion du sous-espace à v quanta.
La diagonalisation fournit également les vecteurs propres associés, |Ψv(k, σ)〉, dont
la connaissance est essentielle pour caractériser l’évolution temporelle du réseau
quantique.

8.1.2 Dynamique quantique

La dynamique du réseau quantique non linéaire est gouvernée par l’équation de
Schrödinger dépendante du temps :

i
d

dt
|Ψ(t)〉 = H|Ψ(t)〉 (8.8)

où |Ψ(t)〉 désigne l’état quantique du système à l’instant t. Pour appréhender la
question de la redistribution énergétique au sein du réseau, nous supposerons que le
système est initialement préparé dans un état localisé. Cet état, qui décrit v quanta
sur le site n0, est défini par :

|Ψ(0)〉 =
b†vn0√
v!
|∅〉 (8.9)

Ce choix n’est pas anodin puisqu’il permet de quantifier la capacité du réseau quan-
tique à localiser l’énergie. En effet, pour une non linéarité non locale nulle (B = 0),
l’hamiltonien H se réduit au modèle de Hubbard étudié par A.C. Scott et J.C. Eil-
beck [6, 7, 8]. Dans ce cas, la création initiale de v quanta sur un même site excite
principalement la bande solitonique. Les v quanta restent alors localisés sur le site
initial sur une échelle de temps assez longue qui crôıt avec la non linéarité locale et
le nombre de quanta. Ce comportement localisé, qui apparâıt comme la signature
quantique de l’auto-piégeage classique, disparâıt finalement compte tenu de la dis-
persion de la bande solitonique. Le but de notre travail est donc d’analyser comment
la non linéarité non locale modifie un tel scénario.

Par conséquent, la représentation de H dans la base de Bloch et la connaissance
des conditions initiales offrent la possibilité de résoudre formellement l’équation de
Schrödinger. L’état quantique du réseau à l’instant t est alors donné par :

|Ψ(t)〉 =
∑
kσ

exp(−iωv(k, σ)t)〈Ψv(k, σ)|Ψ(0)〉 |Ψv(k, σ)〉 (8.10)

La connaissance de |Ψ(t)〉 permet de caractériser la dynamique du réseau par
l’intermédiaire du calcul des moyennes quantiques 〈O(t)〉 = 〈Ψ(t)|O|Ψ(t)〉 de toutes
observables physiques O. Tout d’abord, puisque nous nous intéressons à la distribu-
tion de l’énergie sur le réseau, il apparâıt naturel de comprendre l’évolution de la
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population de quanta. Ainsi, au sens des probabilités quantiques, le nombre moyen
de quanta occupant le site n à l’instant t est défini par :

Pn(t) = 〈Ψ(t)|b†nbn|Ψ(t)〉 (8.11)

Ensuite, pour quantifier le mécanisme de localisation, introduisons la probabilité
de survie S0(t). Cette grandeur, qui mesure la mémoire de l’état initial, caractérise
la probabilité d’observer v quanta sur le site n0 à l’instant t. Définie par S0(t) =
|〈Ψ(0)|Ψ(t)〉|2, elle s’exprime comme :

S0(t) =

∣∣∣∣∫ ∞

−∞
ρ0(ω)e−iωtdω

∣∣∣∣2 (8.12)

où ρ0(ω) désigne la densité locale d’états (LDOS pour l’anglais « local density of
states ») qui mesure le poids de l’état initial au sein des état propres dont l’énergie
est comprise entre ω et ω + dω. Elle est définie par :

ρ0(ω) =
∑
kσ

|〈Ψv(k, σ)|Ψ(0)〉|2δ(ω − ωv(k, σ)) (8.13)

Enfin, pour déterminer les états pertinents de la base de Bloch qui contribuent
de façon significative à la dynamique quantique, introduisons la fonction du temps
Wv(t, α) donnée par :

Wv(t, α) =
∑

k

|〈Φv(k, α)|Ψ(t)〉|2 (8.14)

|Φv(k, α)〉 étant une superposition d’états faisant intervenir une même distribution
de bosons « α », Wv(t, α) mesure l’importance de cette distribution dans l’état quan-
tique à l’instant t. Par exemple, Wv(t, 1) quantifie le rôle joué par les états |Φv(k, 1)〉
(Eq. (8.5)) correspondant à v quanta sur le même site.

Par la suite, nous allons utiliser l’ensemble de ces outils théoriques afin de com-
prendre l’influence de la non linéarité non locale B sur la dynamique du réseau.
Pour un nombre v de quanta initialement localisés, la méthode des états nombres
sera appliquée de façon à diagonaliser numériquement l’hamiltonien H. La connais-
sance des états propres et des valeurs propres permettra de calculer l’état du système
à l’instant t et de déterminer les différentes observables. Pour mener à bien cette
étude, nous nous placerons dans un régime de forte non linéarité et fixerons l’an-
harmonicité locale à la valeur A = 3Φ. L’ensemble des énergies entrant en jeu sera
exprimé en terme de la constante de saut Φ qui joue le rôle d’unité énergétique.
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Fig. 8.1 - Relations de dispersion et densité locale d’états pour N = 91, v = 3, A = 3Φ
et B = 0.

8.2 Analyse numérique

8.2.1 Relations de dispersion et densité locale d’états

Pour v = 3 et B = 0, le spectre de H et la LDOS sont illustrés sur la Fig. 8.1.
Le spectre, centré autour de 3ω0, est tracé sur la moitié de la première zone de
Brillouin (0 < k < π). Il montre deux continua d’énergie et trois bandes dont les
caractéristiques sont obtenues par l’analyse des vecteurs propres correspondants.
Tout d’abord, le continuum haute fréquence contient les états décrivant trois quanta
indépendants. De même, le continuum basse fréquence décrit les états dans lesquels
deux quanta sont localisés sur un même site alors que le troisième se propage li-
brement. Ensuite, la bande de plus basse fréquence, située en dehors des continua
sur l’ensemble de la zone de Brillouin, correspond à la bande solitonique. Elle décrit
trois quanta piégés sur un même site dont le centre de masse est délocalisé le long
du réseau. Enfin, les deux autres bandes situées respectivement en dessous et au
dessus du continuum basse fréquence, contiennent les état liés au sein desquels deux
quanta sont piégés sur un site donné, le troisième étant localisé sur un site plus
proche voisin. Comme le montre la Fig. 8.1, la LDOS est fortement piquée dans le
domaine fréquentiel de la bande solitonique. Ceci indique clairement que seuls les
états à trois quanta liés sont significativement excités en créant initialement trois
quanta sur un même site.

Sur la Fig. 8.2 sont représentés le spectre énergétique et la LDOS pour B = 3Φ.
En plus des deux continua décrits précédemment, le spectre montre tout d’abord
l’existence d’un troisième continuum qui contient les états décrivant deux quanta
piégés sur deux sites plus proches voisins, le troisième se propageant librement.
Ensuite, comme pour B = 0, les états liés basse fréquence correspondent à la bande
solitonique. Au dessus de cette bande, on observe deux états liés sur l’ensemble de la
zone de Brillouin qui, à l’instar du cas B = 0, décrivent deux quanta piégés sur un
même site, le troisième étant localisé sur un site plus proche voisin. Cependant, la
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Fig. 8.2 - Relations de dispersion et densité locale d’états pour N = 91, v = 3, A = 3Φ
et B = 3Φ.
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Fig. 8.3 - Relations de dispersion et densité locale d’états pour N = 91, v = 3, A = 3Φ
et B = 6Φ.

Fig. 8.2 montre clairement l’apparition d’un quatrième état lié situé juste en dessous
du continuum basse fréquence. Cet état décrit trois quanta distribués sur trois sites
plus proches voisins. Enfin, la LDOS montre qu’une valeur non nulle de la non
linéarité non locale favorise une hybridation entre les trois états liés de plus basse
fréquence. Ainsi, bien que la bande solitonique caractérise toujours principalement
trois quanta sur un même site, les deux autres bandes supportent également une
telle configuration mais dans une moindre mesure.

Enfin, pour B = 6Φ, le spectre énergétique et la LDOS sont illustrés sur la
Fig. 8.3. Comme pour le cas intermédiaire B = 3Φ, le spectre supporte trois continua
et quatre états liés. On notera que la forme des continua est légèrement modifiée et
que l’état lié de plus haute fréquence ressort clairement sur l’ensemble de la zone
de Brillouin. Cependant, ce dernier désigne toujours trois quanta situés sur trois
sites plus proches voisins. A l’inverse, les trois autres bandes d’états liés ont subi
de profondes modifications. Tout d’abord, leurs énergies sont décalées vers le rouge.
Ensuite, le gap entre les bandes a fortement diminué ce qui indique l’apparition d’une
importante hybridation entre ces différents états liés. Enfin, la largeur des bandes
a considérablement augmenté. La LDOS montre clairement que les configurations
représentant trois quanta piégés sur un même site prennent une part importante
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B 0 2Φ 4Φ 6Φ 8Φ 10Φ

Φt1/2 13.5 6.8 2.1 0.6 4.2 6.3

∆n 6 10 30 70 18 14

Tab. 8.1 - Résumé des résultats de la Fig. 8.4

dans la définition de ces trois états liés. En fait, une analyse rigoureuse des vecteurs
propres montre que ces états liés sont des superpositions d’états à trois quanta sur
un même site et d’états caractérisant deux quanta sur un même site et un quantum
sur un site plus proche voisin.

Ces observations révèlent que la non linéarité non locale a une influence fonda-
mentale sur l’allure des états multi-quanta. Ainsi, pour B = 0, les configurations à
trois quanta sur un même site définissent presque exclusivement la bande solitonique
(Fig. 8.1). Lorsque B augmente, de nouveaux états liés apparaissent et s’hybrident
avec la bande solitonique (Fig. 8.2). Ceux-ci font principalement intervenir des états
liés décrivant deux quanta piégés sur un même site et un quantum situé sur un site
plus proche voisin. Ce mécanisme atteint son apogée lorsque B = 6Φ (Fig. 8.3).
En fait, bien que nous ayons présenté ici le cas v = 3, les différents mécanismes
observés ont un caractère assez général et apparaissent pour un réseau contenant
un plus grand nombre de quanta. Dans ce cas, nous avons vérifié que l’hybridation
est maximale lorsque B = 2A. Dans ce contexte, on peut alors s’interroger sur les
conséquences de cette hybridation sur les propriétés dynamiques du réseau non li-
néaire. C’est pour répondre à cette question que la suite de notre analyse est dédiée
à une résolution numérique de l’équation de Schrödinger dépendante du temps.

8.2.2 Évolution de la population locale

Pour appréhender les processus à l’origine de la redistribution de l’énergie le long
du réseau, nous nous sommes intéressés à l’évolution spatio-temporelle de la densité
de quanta Pn(t) (voir Eq. (8.11)). Ainsi, partant de v = 3 quanta localisés sur le
site n0, la Fig. 8.4 montre l’évolution de la population de quanta pour N = 91 et
pour différentes valeurs de B. Dans chaque cas, la population locale est décrite par
deux paramètres : t1/2, qui décrit le temps au bout duquel il ne reste que 50% de
la population sur le site initial, et ∆n, qui représente le nombre de sites regroupant
95% de la population totale pour t = 30Φ−1. Les valeurs de ces paramètres pour
différentes valeurs de B sont reportées dans le tableau 8.1.

Pour B = 0 (Fig. 8.4a), la population du site initial Pn0(t) décrôıt très lentement
avec le temps traduisant ainsi l’équivalent quantique du mécanisme d’auto-piégeage.
L’énergie reste localisée sur le site initial sur un temps important de l’ordre de
t1/2 = 13.5Φ−1. Néanmoins, la dispersion de l’énergie apparâıt et la population se
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Fig. 8.4 - Évolution de la population locale pour N = 91, v = 3 A = 3Φ et pour (a)
B = 0, (b) B = 2Φ, (c) B = 4Φ, (d) B = 6Φ, (e) B = 8Φ, (f) B = 10Φ.

délocalise le long du réseau selon un processus assez lent. A t = 30Φ−1, 95% de la
population totale est confinée dans les ∆n = 6 sites entourant n0. Pour B = 2Φ
(Fig. 8.4b), des phénomènes similaires sont observés. Toutefois, ils se déroulent sur
des temps légèrement plus courts (t1/2 = 6.8Φ−1) et entrâınent une délocalisation de
l’énergie sur des distances légèrement plus importantes (∆n = 10). Pour B = 4Φ
(Fig. 8.4c), la dynamique du système continue d’accélérer (t1/2 = 2.1Φ−1, ∆n = 30)
et la population du site initial supporte des oscillations haute fréquence de faible
amplitude.

Pour B = 6Φ (Fig. 8.4d) un comportement radicalement différent apparâıt. Tout
d’abord, la population du site initial décrôıt très rapidement puisque t1/2 atteint une
valeur de 0.6Φ−1. La dépopulation du site excité se produit donc sur une échelle de
temps vingt fois plus courte que celle associée à la décroissance de la population
pour B = 0. Ensuite, la Fig. 8.4b montre clairement que l’énergie se propage très
rapidement le long du réseau. En fait, deux paquets d’ondes sont émis de chaque coté
du site initial avec une vitesse de l’ordre de Φ. Ainsi, pour t = 30Φ−1, les positions
de ces paquets sont données par n0 ± 35 (∆n ≈ 70).
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Fig. 8.5 - Évolution de la population locale pour B = 2A et pour (a) N = 29 et v = 2,
(b) N = 29 et v = 3, (a) N = 29 et v = 4, (d) N = 19 et v = 5.

Enfin, pour des valeurs de B plus importantes, nous observons une décélération
de la dynamique. Pour B = 8Φ (Fig. 8.4e) et B = 10Φ (Fig. 8.4f), la population
du site initial décrôıt lentement tout en supportant des oscillations haute fréquence
de faible amplitude. La population se propage le long du réseau avec une vitesse
relativement faible puisque t1/2 = 4.2Φ−1 et ∆n = 18 pour B = 8Φ et t1/2 = 6.3Φ−1

et ∆n = 14 pour B = 10Φ.

La Fig. 8.4 montre clairement l’émergence d’une dynamique spécifique lorsque
B = 2A. Dans ce régime particulier, nous nous sommes alors intéressés à l’influence
du nombre initial de quanta. Ainsi, la Fig. 8.5 illustre l’évolution de la population
de quanta pour différentes valeurs de v. Pour v = 2, 3 et 4 (Fig. 8.5a, 8.5b et 8.5c),
la population locale a été calculée sur un réseau de N = 29 sites. Cependant, pour
v = 5 (Fig. 8.5d), nous avons considéré un réseau d’uniquement N = 19 sites de
façon à limiter le temps de calcul qui crôıt de manière exponentielle avec le nombre de
quanta. La Fig. 8.5 montre que le mécanisme apparaissant pour B = 2A ne dépend
pas fondamentalement du nombre de quanta mis en jeu. En effet, quel que soit v, la
population du site excité décrôıt sur un temps très court et deux paquets d’ondes
sont émis de part et d’autre de ce site. Toutefois, la vitesse de ces paquets diminue
légèrement avec le nombre de quanta. Pour v = 2, les paquets d’ondes atteignent
le bord du réseau au temps t = 10.8Φ−1 alors que ce temps devient respectivement
t = 12.6Φ−1 et t = 13.7Φ−1 pour v = 3 et v = 4. Le cas v = 5 est difficilement
comparable aux autres puisque la taille du réseau n’est pas la même.
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Fig. 8.6 - Probabilité de survie pour B = 0 (ligne), B = 3Φ (tiret) et B = 6Φ (pointillé)
et pour (a) N = 29 et v = 2, (b) N = 29 et v = 3, (a) N = 29 et v = 4, (d) N = 19 et
v = 5.

8.2.3 Probabilité de survie

Sur la Fig. 8.6 est représentée l’évolution temporelle de la probabilité de survie
S0(t) pour différentes valeurs de B et de v. Pour B = 0, la probabilité de survie
décrôıt lentement avec le temps et ce d’autant plus que le nombre de quanta est élevé.
L’énergie est donc localisée sur le site initial sur une échelle de temps importante.
Le premier zero de S0(t) est atteint pour t = 4Φ−1 et t = 30Φ−1 lorsque v = 2
(Fig. 8.6a) et v = 3 (Fig. 8.6b). Pour v = 4 (Fig. 8.6c) et v = 5 (Fig. 8.6d), S0(t) est
presque constante sur l’ensemble de l’échelle de temps représentée. La probabilité
de survie montre toutefois une faible oscillation de haute fréquence que l’on observe
clairement à partir de v > 3.

Lorsque B augmente, S0(t) subit une décroissance plus rapide. En effet, pour
B = 3Φ, le premier zéro de la probabilité de survie apparâıt aux temps t = 2.4Φ−1

et t = 9.4Φ−1 pour respectivement v = 2 et v = 3. Pour v = 4, bien que l’on ne
puisse pas observer le temps au cours duquel le premier zéro survient, on note que
la probabilité de survie diminue fortement avec le temps. Pour v = 5, elle reste
quasiment constante sur l’échelle de temps considérée. De plus, on notera que quel
que soit le nombre de quanta, S0(t) supporte une modulation haute fréquence dont
l’amplitude a fortement augmenté.
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Enfin, pour B = 6Φ, un comportement très différent apparâıt puisque S0(t) subit
une décroissance rapide quel que soit le nombre de quanta. En effet, pour respecti-
vement v = 2, 3, 4 et 5, le premier minimum de la probabilité de survie est atteint
pour t = 0.9Φ−1, 0.75Φ−1, 0.7Φ−1 et 0.5Φ−1. De plus, compte tenu de la faible taille
du réseau, on observe un rétablissement de la probabilité de survie pour t = 20Φ−1,
25Φ−1 et 27Φ−1 lorsque v = 2, 3 et 4. La position du rétablissement pour v = 5 est
moins évidente à situer de par la trop faible taille du réseau. L’utilisation de condi-
tions aux limites périodiques montre que ces temps de rétablissement représentent
les délais nécessaires à l’excitation pour se propager sur l’ensemble du réseau. Ceci
fournit une indication sur la valeur de la vitesse de propagation des paquets d’ondes
observés sur la Fig. 8.5. Ainsi, pour v = 2, 3 et 4, les vitesses correspondantes sont
de l’ordre de 1.44Φ, 1.16Φ et 1.06Φ. Par conséquent, le comportement de la proba-
bilité de survie confirme les observations de la Fig. 8.5. Pour B = 2A, le réseau est
le siège d’un transfert énergétique cohérent très rapide qui se produit à une vitesse
de l’ordre de Φ, c’est-à-dire la vitesse de propagation d’excitations dans un réseau
dépourvu de toute non linéarité.

8.2.4 Influence de chaque état dans la dynamique

Enfin, pour déterminer les états pertinents qui régissent la dynamique du réseau
excité localement à t = 0, intéressons nous maintenant à l’évolution temporelle de
la fonction Wv(t, α) (Eq. (8.14)). Cette fonction, qui caractérise l’importance dans
la dynamique quantique des différentes distributions de quanta, est illustrée sur la
Fig. 8.7. Pour v = 3, les Fig. 8.7a, 8.7b et 8.7c représentent la fonction W3(t, α) pour
respectivement B = 0, B = 3Φ et B = 6Φ. La fonction W5(t, α) est illustrée sur la
Fig. 8.6d pour v = 5 et B = 6Φ.

Lorsque B = 0, les états contenant trois quanta sur un même site gouvernent plus
de 90% de la dynamique. Cependant lorsque B crôıt d’autres états commencent à
jouer un rôle important. Ainsi, pour B = 3Φ, les états décrivant trois quanta sur un
même site restent les configurations dominantes puisqu’ils contrôlent environ 75%
de la dynamique. Toutefois, les états caractérisant deux quanta sur un même site et
un quantum piégé sur un site plus proche voisin gouvernent 22% de la dynamique.
On notera qu’un facteur 2 a été inclus compte tenu de la participation des deux
configurations équivalentes |2100 . . .〉 et |1200 . . .〉. Pour B = 6Φ, la dynamique est
dominée par les états |2100 . . .〉 à hauteur de 56% ainsi que par les états |3000 . . .〉
à hauteur de 35%. On notera également qu’un troisième type de configuration joue
un rôle non négligeable puisque les états qui caractérisent trois quanta sur trois sites
plus proches voisins participent à la dynamique à hauteur de 8%.

Ainsi, les Figs. 8.7a, 8.7b et 8.7c, montrent que pour B = 2A la dynamique
est dominée par les configurations décrivant des quanta distribués sur deux sites
plus proches voisins. Cette observation est confirmée pour un nombre de quanta
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Fig. 8.7 - Etats nombres intervenant dans la dynamique quantique pour (a) v = 3 et
B = 0, (b) v = 3 et B = 3Φ, (c) v = 3 et B = 6Φ et (d) v = 5 et B = 6Φ.

plus élevé. En effet pour v = 5 (Fig. 8.7d), la dynamique est gouvernée principa-
lement par les états |5000 . . .〉 (26%), |4100 . . .〉 et |1400 . . .〉 (40%) et |3200 . . .〉 et
|2300 . . .〉 (22%). On notera que les états |1310 . . .〉 jouent un moindre rôle puisqu’ils
ne participent qu’à hauteur de 8%.

Par conséquent, la dynamique du réseau non linéaire qui suit l’excitation ini-
tiale de v quanta sur un même site est gouvernée par un nombre restreint d’états
spécifiques. En réalisant des simulations numériques pour un nombre de quanta al-
lant jusqu’à v = 7, nous avons constaté que ces états spécifiques sont de la forme
|v− p, p, 0, . . . , 0〉 avec p = 0, . . . , v− 1. Nous avons aussi remarqué que les états du
type |1, v − 2, 1, . . . , 0〉, |1, v − 3, 2, . . . , 0〉 et |2, v − 3, 1, . . . , 0〉 participaient, mais
dans une moindre mesure.

8.2.5 Résumé des observations numériques

Au cours des paragraphes précédents, notre analyse numérique a révélé que la
dynamique du réseau dépend fondamentalement de la non linéarité non locale B.
En effet, lorsque B = 0, la création initiale de v quanta sur un même site excite
principalement la bande solitonique. Cette bande contenant les états liés à v quanta
piégés sur un même site, son excitation conduit à l’équivalent quantique du mé-
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canisme d’auto-piégeage. On observe une localisation de l’énergie sur le site initial
sur une échelle de temps qui crôıt avec le nombre de quanta et la non linéarité
locale. Néanmoins, la dispersion de la bande induit inévitablement une très lente
propagation de l’énergie le long du réseau.

Une augmentation de la non linéarité non locale modifie l’échelle de temps sur
laquelle se produit l’auto-piégeage quantique en favorisant une dynamique plus ra-
pide. Cependant, lorsqu’elle atteint une valeur critique B = 2A, un comportement
totalement différent apparâıt puisque le réseau supporte une propagation cohérente
de l’énergie très rapide. La probabilité de survie, qui caractérise la mémoire de l’état
initial, décrôıt rapidement sur une échelle de temps quasiment indépendante du
nombre de quanta et de l’ordre de Φ−1. Dans ce cas, deux paquets d’ondes se propa-
geant à une vitesse voisine de Φ sont émis de chaque coté du site initial. Nos résultats
numériques ont clairement montré que cette propagation d’énergie était assurée par
un ensemble d’états liés. Néanmoins, l’échelle de temps de cette dynamique étant
gouvernée presque uniquement par la constante de saut Φ, tout se passe comme si
les états liés impliqués dans cette dynamique se comportaient tels des excitations
libres insensibles à la non linéarité.

Comme nous l’avons montré dans le paragraphe précédent, la dynamique est
essentiellement gouvernée par des états spécifiques décrivant v − p quanta sur un
site et p quanta sur un site voisin, p variant de 0 à v− 1. D’après l’Eq. (8.1), de tels
états possèdent une énergie propre εp définie par :

εp = vω0 − v(v − 1)A+ p(v − p)(2A−B) (8.15)

Cette équation montre que lorsque le paramètre |2A−B| est suffisamment fort, les
différentes configurations sont peu couplées les unes aux autres. Par conséquent, suite
à la création de v quanta sur un même site, seuls les états |v, 0, 0, . . . , 0〉 dominent
la dynamique. Cependant, pour B = 2A, il apparâıt une résonance entre toutes les
configurations qui possèdent la même énergie. C’est cette résonance qui est à la base
du phénomène de délocalisation de l’énergie. Pour mieux comprendre ce mécanisme
nous proposons d’introduire un modèle de réseau équivalent qui va nous permettre
d’aborder plus simplement la dynamique du système en incluant uniquement les
configurations pertinentes.

8.3 Modèle de réseau équivalent

8.3.1 Description

En s’appuyant sur nos observations numériques, nous allons supposer que la
dynamique du réseau, avec initialement v quanta localisés, est confinée dans une
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Fig. 8.8 - Modèle de réseau équivalent

restriction particulière E ′
v du sous-espace Ev. Cette restriction, de dimension N × v,

est formée par l’ensemble des configurations contenant v quanta distribués sur deux
sites plus proches voisins. Ainsi, une base adéquate permettant de sous-tendre E ′

v

sera définie par les vecteurs suivants de la base locale :

|n, p〉 = |p1 = 0, p2 = 0, . . . , pn = v − p, pn+1 = p, . . . , pN = 0〉 (8.16)

où n = 1, . . . , N et p = 0, . . . , v−1. Le vecteur |n, p〉 décrit un état dans lequel v−p
quanta sont situés sur le site n alors que p quanta occupent le site n+ 1.

Dans le sous-espace complet Ev, nous avions montré au cours du chapitre 2
l’équivalence entre la dynamique de v bosons sur un réseau 1D et celle d’une unique
particule en mouvement sur un réseau de dimension v. Dans la restriction E ′

v, une
telle équivalence existe mais apparâıt grandement simplifiée puisque le réseau équi-
valent est maintenant unidimensionnel. En effet, un calcul simple permet de montrer
que la représentation de l’hamiltonien H (Eq. (8.1)) dans la base qui sous-tend la
restriction E ′

v conduit à un modèle de liaisons fortes pour une unique particule se
déplaçant sur le réseau équivalent illustré sur la Fig. 8.8a. Ce réseau équivalent est
caractérisé par deux type de paramètres. Tout d’abord, en vertu de l’Eq. (8.15),
chaque site |n, p〉 possède une énergie propre définie par :

εp = ε0 + p(v − p)ε (8.17)

où ε0 = vω0 − v(v − 1)A et ε = 2A − B. Par la suite, ε0 sera considérée comme
l’origine des énergies et nous poserons ε0 = 0. Ensuite, la constante de saut entre
deux sites plus proches voisins associée à la transition d’un état |n, p〉 vers un état
|n, p+ 1〉 est donnée par :

Φp =
√

(p+ 1)(v − p)Φ (8.18)
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où p = 0, . . . , v−2. On notera que la constante de saut correspondant à la transition
entre |n, v − 1〉 et |n+ 1, 0〉 est égale à Φv−1 = Φ0 =

√
vΦ.

Dans ce contexte, l’introduction du réseau équivalent nous permet de passer du
problème à « N corps » de v quanta interagissant sur un réseau 1D au problème
simple d’une unique particule décrite par un modèle de liaisons fortes sur un réseau
1D. Ainsi, créer initialement v quanta sur le site n0 traduit le fait de préparer la
particule fictive dans l’état initial |n0, 0〉. Le transport énergétique dans le réseau
réel correspond alors à la délocalisation de la particule fictive le long du réseau
équivalent. Toutefois, malgré ces simplifications très importantes, la restriction de
H au sous-espace E ′

v n’est toujours pas diagonalisable analytiquement. Cependant,
ce modèle nous permet de mettre à jour certaines propriétés générales essentielles
pour comprendre les mécanismes à l’origine du transfert d’énergie et pour quantifier
l’influence de la non linéarité non locale. De plus, il offre la possibilité de calculer
certaines observables telles que la LDOS et la probabilité de survie.

8.3.2 Propriétés générales du réseau

La Fig. 8.8 montre clairement que le réseau équivalent est invariant par trans-
lation. Il décrit une distribution périodique de cellules primitives contenant v sites.
Ainsi, la n-ième cellule étant caractérisée par les sites |n, p〉 avec p = 0, . . . , v − 1,
il apparâıt naturel de représenter l’hamiltonien dans une base d’ondes planes |k, p〉
définie par :

|k, p〉 =
1√
N

∑
n

eikn|n, p〉 (8.19)

Dans cette base de Bloch, chaque bloc H(k) caractérisé par le vecteur d’onde k est
représenté par une matrice (v × v) qui s’écrit :

H(k) =



0 Φ0 0 · · · 0 Φ0e
−ik

Φ0 ε1 Φ1 · · · 0 0

0 Φ1 ε2
. . .

...
...

0 0
. . . . . . . . .

...
...

... · · · . . . . . . 0

0 0 · · · Φv−3 εv−2 Φv−2

Φ0e
ik 0 · · · 0 Φv−2 εv−1


(8.20)

A ce stade, il apparâıt essentiel de remarquer que la forme du réseau suggère
une alternative à l’utilisation de la base locale |n, p〉 pour construire la base d’ondes
planes. En effet, comme le montre la Fig. 8.8, chaque cellule primitive peut être
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divisée en deux parties. La première partie est formée par l’unique site |n, 0〉 décri-
vant v quanta sur le site n. La seconde partie regroupe les autres sites |n, p〉 avec
p = 1, . . . , v− 1. L’intérêt de cette partition réside dans le fait que la seconde partie
s’apparente clairement à la représentation de l’hamiltonien d’un dimère dans la base
locale [11, 12, 13, 14]. Plus précisément, comme l’indique l’Eq. (8.20), cette partie
représente l’hamiltonien d’un dimère dans lequel nous aurions supprimé les états
caractérisant v quanta sur le premier site et v quanta sur le second site. Pour cette
raison, l’ensemble des sites |n, p〉 avec p = 1, . . . , v−1 sera appelé un dimère modifié
(DM). Exprimée dans la base |n, p〉 la représentation de l’hamiltonien du n-ième DM
est une matrice (v − 1× v − 1) qui s’écrit :

HDM =



ε1 Φ1 0 · · · 0

Φ1 ε2 Φ1
...

...

0 Φ2
. . . . . .

...
...

...
. . . εv−2 Φv−2

0 0 · · · Φv−2 εv−1


(8.21)

L’avantage d’une telle représentation est double. D’une part, nous allons pouvoir
tirer avantage des propriétés de symétrie du DM. D’autre part, cette partition nous
permet d’isoler le vecteur |k, 0〉 qui joue un rôle particulier compte tenu de notre
condition initiale |Ψ(0)〉 = |n0, 0〉.

Ainsi, le n-ième DM est caractérisé par v − 1 vecteurs propres |ψnα〉 et v − 1
valeurs propres ωα, l’indice α = 1, . . . , v − 1 permettant de repérer les états propres
du DM. La représentation des vecteurs propres du DM dans la base locale |n, p〉
nous permet de définir ses fonctions d’ondes selon :

〈n′, p|ψnα〉 = δnn′ψαp (8.22)

où le terme δnn′ indique l’indépendance entre deux DM de deux cellules primitives
différentes. Une des propriétés intéressantes du DM est qu’il possède l’invariance par
réflexion. Par conséquent, les fonctions d’onde ψαp vérifient la relation ψαp = ±ψαv−p

et apparaissent soit symétriques (+) soit anti-symétriques (−). Pour v pair, il est
trivial de montrer qu’il existe NS = v/2 états propres symétriques et NA = v/2− 1
états propres anti-symétriques. De même pour v impair, on a NS = NA = (v− 1)/2.

Dans ce contexte, nous allons introduire une nouvelle base de Bloch pour repré-
senter l’hamiltonien du réseau équivalent. Pour chaque valeur de k, cette base est
formée par le vecteur |k, 0〉 défini Eq. (8.19) et par v − 1 vecteurs correspondant à
une superposition de Bloch des vecteurs propres de chaque DM :

|ψkα〉 =
1√
N

∑
n

eikn|ψnα〉 =
v−1∑
p=1

ψαp|k, p〉 (8.23)
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Dans cette base {|k, 0〉, |ψkα〉, α = 1, . . . , v − 1}, l’hamiltonien H(k) s’écrit :

H(k) =



0 x1(k) x2(k) · · · xv−1(k)

x∗1(k) ω1 0 · · · 0

x∗2(k) 0 ω2 · · · 0
...

...
...

. . .
...

x∗v−1(k) 0 0 · · · ωv−1


(8.24)

où xα(k) désigne le couplage entre |k, 0〉 et |ψkα〉 :

xα(k) = 〈k, 0|H(k)|ψkα〉 =
√
vΦ(ψα1 + ψαv−1e

−ik) (8.25)

On notera que les termes xα(k) traduisent le couplage entre les états |n, 0〉 et les
états |n, 1〉 et |n− 1, v − 1〉 des deux cellules adjacentes.

Finalement, la représentation de l’hamiltonien H(k) à l’aide des DMs nous donne
une nouvelle interprétation du modèle de réseau équivalent. Comme le montre la
Fig. 8.8b, la délocalisation de la particule fictive prend son origine dans le couplage
entre |n, 0〉 et |n+1, 0〉 à travers le n-ième DM. Par conséquent, les états propres du
réseau équivalent correspondent à des superpositions d’états localisés |n, 0〉 et d’états
propres des DMs |ψnα〉. Les propriétés de transport vont donc dépendre d’une part
de la différence d’énergie ωα entre les états localisés et les états propres de chaque
DM, et d’autre part de l’intensité des couplages xα(k).

8.3.3 Fonction de Green du réseau

Pour décrire les propriétés d’un réseau, il est souvent plus aisé de travailler non
pas directement sur les états propres mais plutôt avec la fonction de Green. Ainsi,
puisque nous nous intéressons à la capacité de localisation de l’énergie, nous intro-
duirons l’élément particulier de la fonction de Green G (k, ω) défini par :

G (k, ω) = 〈k, 0|[ω −H(k)]−1|k, 0〉 (8.26)

L’interprétation de la fonction de Green en terme de propagateur montre claire-
ment que G (k, ω) permet de quantifier l’amplitude de probabilité d’observer la par-
ticule sur le site |n0, 0〉 à l’instant t sachant qu’elle fut initialement créée dans ce
même état [15]. Elle offre ainsi une description de la probabilité de survie S0(t) (voir
Eq. (8.12)) à travers la caractérisation de la LDOS selon la relation :

ρ0(ω) = − 1

Nπ
Im
∑

k

G (k, ω + i0+) (8.27)
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où la fréquence complexe ω+i0+ est introduite pour des raisons de causalité. Comme
cela est détaillé dans l’annexe B, la représentation de l’hamiltonien Eq. (8.24) offre
la possibilité de calculer exactement la fonction de Green qui s’écrit :

G (k, ω) =
1

ω −∆(ω)− 2J(ω) cos(k)
(8.28)

où ∆(ω) et J(ω) sont définis par :

∆(ω) = 2vΦ2
∑

α

|ψα1|2

ω − ωα

J(ω) = vΦ2
∑

α

ψα1ψ
∗
αv−1

ω − ωα

(8.29)

Les fonctions ∆(ω) et J(ω) représentent respectivement l’énergie des sites |n, 0〉
renormalisée par le couplage avec les DMs et la constante de saut effective entre les
sites |n, 0〉 et |n±1, 0〉. L’Eq. (8.28) permet de déterminer la LDOS qui s’écrit, dans
la limite d’un réseau de taille infinie :

ρ0(ω) =
1

π

1√
(ω −∆(ω)− 2J(ω))(ω −∆(ω) + 2J(ω))

(8.30)

On notera que la LDOS n’est définie que sur un domaine où l’inégalité |ω −∆(ω)|2 6
4J2(ω) est respectée.

L’Eq. (8.30) nous permet d’établir deux propriétés générales. Tout d’abord, les
zéros de la LDOS sont déterminés par les pôles des paramètres J(ω) et ∆(ω). Par
conséquent, l’Eq. (8.29) montre que la LDOS possède v−1 zéros ω0 qui correspondent
aux valeurs propres ωα du DM. Au voisinage d’un zéro la LDOS s’annule selon la
loi
√
|ω − ωα|. Ensuite, la LDOS possède deux types de pôles qui sont donnés par

les solutions des deux équations 2J(ω) ± (∆(ω) − ω) = 0. En utilisant la symétrie
par réflexion du DM ces équations s’écrivent :

4vΦ2

S∑
α

|ψα1|2

ω − ωα

= ω

4vΦ2

A∑
α

|ψα1|2

ω − ωα

= ω

(8.31)

où
∑S,A désigne respectivement une somme sur les états symétriques et anti-symétriques

du DM. La première équation du système Eq. (8.31) possède NS + 1 solutions
alors que la seconde supporte NA + 1 solutions. Par conséquent, la LDOS présente
NS + NA + 2 = v + 1 pôles ω∞ au voisinage desquels elle diverge selon la loi de
puissance |ω − ω∞|−1/2.

Ces résultats montrent l’existence de zéros et de pôles de la LDOS qui ont été
observés sur les Fig. 8.1, 8.2 et 8.3. Ils montrent également, le rôle important joué
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par la symétrie des états du DM, notamment pour des valeurs spécifiques du vecteur
d’onde k. En effet, pour k = 0, le couplage xα(k = 0) entre l’état |k, 0〉 et les états
|ψkα〉 anti-symétriques s’annule (Eq. (8.25)). Par conséquent, l’hamiltonien H(k)
possède NA valeurs propres correspondant aux valeurs propres anti-symétriques du
DM. Elles sont associées à des états qui ne font pas intervenir les états localisés |n, 0〉
et correspondent à des zéros de la LDOS. A l’inverse, le couplage entre l’état |k, 0〉 et
les états symétriques du DM induit NS +1 états propres de H(k) qui font intervenir
à la fois des états localisés et des états propres du DM. Les valeurs propres corres-
pondantes provoquent l’émergence de divergences dans la LDOS. Pour k = π on
observe un phénomène similaire à la différence près que le rôle des états symétriques
et anti-symétriques est inversé. La matrice H(k = π) possède NS fréquences propres
correspondant aux états propres symétriques du DM pour lesquelles la LDOS s’an-
nule et NA + 1 fréquences propres à l’origine de divergences.

Finalement, le couplage entre les états localisés |n, 0〉 et les états propres du
DM |ψnα〉 est à l’origine de la formation des états propres du réseau équivalent. Il
entrâıne des signatures spécifiques dans la LDOS contrôlant ainsi la dynamique du
réseau. Malheureusement, le DM n’étant en général pas soluble analytiquement, il
n’est pas possible d’obtenir exactement les états propres du réseau ni même de déter-
miner l’expression analytique de la LDOS. Cependant, comme nous allons l’illustrer
dans les paragraphes suivants, de tels calculs peuvent être menés à termes dans les
cas simples v = 2 et v = 3. Ces calculs nous permettrons de comprendre la phy-
sique mise en jeu et d’appréhender ainsi l’apparition d’une résonance pour B = 2A.
Cette résonance sera alors discutée dans le cadre général d’un nombre quelconque
de quanta.

8.3.4 Application au sous-espace v = 2

Le cas v = 2 est particulièrement simple puisque la dimension de chaque DM est
égale à l’unité. Ainsi, le n-ième DM ne possède qu’un seul état propre caractérisé
par le vecteur |n, 1〉 dont l’énergie propre est ω1 = ε. Par conséquent, H(k) est une
matrice (2 × 2) qui traduit le couplage entre les états |n, 0〉 et les états |n, 1〉. Son
expression est donnée par :

H(k) =

 0
√

2Φ(1 + e−ik)
√

2Φ(1 + eik) ε

 (8.32)

Cette matrice possède deux valeurs propres à l’origine de deux bandes ω±(k) dans
le spectre du réseau équivalent :

ω±(k) =
ε

2
±

√( ε
2

)2

+ 8Φ2 cos2

(
k

2

)
(8.33)
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Fig. 8.9 - Relations de dispersion et LDOS pour v = 2 et pour (a) ε = 2Φ et (b) ε = 0

En appliquant le formalisme décrit précédemment, on montre facilement que la
LDOS s’écrit :

ρ0(ω) =

√
− (ω − ω0

1)

(ω − ω∞
1 )(ω − ω∞

2 )(ω − ω∞
3 )

(8.34)

Elle possède trois pôles ω∞
α et un seul zéro ω0

1 définis par :

ω∞
1 = ω−(0) =

ε

2
−
√( ε

2

)2

+ 8Φ2

ω∞
2 = ω−(π) = 0

ω∞
3 = ω+(0) =

ε

2
+

√( ε
2

)2

+ 8Φ2

ω0
1 = ω+(π) = ε

(8.35)

Dans ce contexte, la forme des relations de dispersion du réseau équivalent ainsi
que l’allure de la LDOS permettent de comprendre nos observations numériques.

Ainsi, lorsque ε � Φ, le spectre possède deux bandes bien distinctes illustrées
sur la Fig. 8.9a pour ε = 2Φ. La bande basse fréquence ω−(k), dont l’énergie est
de l’ordre de ε0 = 0, correspond à la délocalisation de la particule fictive sur les
différents états |n, 0〉. Elle décrit donc la bande solitonique. On notera d’ailleurs que
le développement limité de ω−(k) pour ε� Φ conduit à l’expression approximative
de la bande solitonique obtenue lors du chapitre 2 (Eq.(2.86)). A l’inverse, la bande
haute fréquence ω+(k), dont l’énergie est proche de ε, traduit la propagation de la
particule fictive le long des états |n, 1〉. Elle décrit des états liés correspondant à la
délocalisation d’une paire formée de deux quanta piégés sur deux sites plus proches
voisins.

Puisque le spectre est composé de deux bandes bien séparées, il est possible de
réaliser un développement de la LDOS au voisinage de chacune des bandes. En effet,
pour ε � Φ, les pôles et le zéro de la LDOS vérifient ω∞

1 < ω∞
2 � ω0

1 < ω∞
3 . Par
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conséquent, dans le domaine spectral de la bande basse fréquence, c’est-à-dire pour
ω∞

1 < ω < ω∞
2 , seules les contributions de la LDOS qui varient rapidement avec la

fréquence participent de manière significative. Négligeant la dépendance fréquentielle
des autres contributions, la LDOS s’écrit :

ρ0(ω) ≈
(

1− 4Φ2

ε2

)
× 1√

(ω∞
2 − ω)(ω − ω∞

1 )
(8.36)

De même, dans le voisinage de la bande haute fréquence (ω0
1 < ω < ω∞

2 ), la LDOS
devient :

ρ0(ω) ≈ 1

2ε
×

√
ω − ω0

1

ω∞
3 − ω

(8.37)

L’Eq. (8.36) montre clairement que la bande basse fréquence entrâıne l’apparition de
deux divergences dans la LDOS dont les pôles correspondent aux bords de bande.
A l’inverse, la LDOS associée à la bande haute fréquence présente un pôle et un
zéro qui, comme précédemment, sont situés aux bords de bande (Eq. (8.37)). Un tel
comportement traduit bien l’allure réelle de la LDOS illustrée sur la Fig. 8.9a pour
ε = 2Φ. Lorsque ε→∞ le poids de la bande basse fréquence tend vers l’unité alors
que celui de la bande haute fréquence s’annule. Ceci indique que la création de v
quanta sur un même site excite significativement la bande solitonique ω−(k) qui par
conséquent gouverne la dynamique.

Le développement de la densité locale d’états (Eqs. (8.36) et (8.36)) permet de
calculer la probabilité de survie (Eq. (8.12)). En utilisant les résultats de l’annexe C,
celle-ci s’écrit :

S0(t) ≈ J2
0

(
4Φ2t

ε

)[
1− 8Φ2

ε2
(1− cos(εt))

]
(8.38)

où J0 désigne la fonction de Bessel de première espèce. L’Eq. (8.38) montre que la
probabilité de survie décrôıt lentement avec le temps et atteint son premier zéro au
temps t = 2.4ε/4Φ2. Pour A = 3Φ et B = 0 ce temps est égal 3.6Φ−1 en très bon
accord avec le résultat numérique égal à 4Φ−1 (voir Fig. 8.6a). L’Eq. (8.38) montre
également que S0(t) supporte une modulation de fréquence ε et dont l’amplitude
varie comme ε−2. Une telle modulation, observée numériquement, oscille à une fré-
quence donnée par la différence d’énergie entre les états |n, 0〉 et |n, 1〉. Elle traduit
ainsi l’existence d’une légère hybridation entre les deux types d’états qui montre que
le poids des configurations associées à deux quanta sur un même site dans la bande
haute fréquence décrôıt fortement avec ε. Un tel phénomène fut d’ailleurs observé
lors de l’étude du dimère quantique [11, 12, 13, 14].

Lorsque ε décrôıt, c’est-à-dire lorsque B tend vers 2A, les bandes d’énergie se
couplent. Elles subissent toutes deux un décalage vers le rouge et montrent un ac-
croissement de leur largeur comme illustré sur la Fig. 8.10. De plus, la contribution
de la bande haute fréquence dans la LDOS augmente ce qui indique un renforcement
du couplage entre les deux types d’états liés. Ce comportement se poursuit jusqu’à
ce que la bande haute fréquence rencontre la bande basse fréquence en ε = 0. Pour
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Fig. 8.10 - Bandes permises pour v = 2

cette valeur, chaque état localisé entre en résonance avec ses deux dimères modifiés
plus proches voisins. Les états |n, 0〉 et |n, 1〉 ayant même énergie à la résonance,
ils ressentent une très forte hybridation si bien que le spectre du réseau équivalent
ne présente plus qu’une seule bande centrée en ω = 0 et dont la largeur est égale à
4
√

2Φ. Cette hybridation entrâıne deux divergences dans la LDOS, comme reporté
sur la Fig. 8.9b, qui s’écrit :

ρ0(ω) =
1√

(2
√

2Φ− ω)(ω − 2
√

2Φ)
(8.39)

En utilisant l’Eq. (8.39) et les résultats de l’annexe C, la probabilité de survie
devient :

S0(t) = J2
0 (2
√

2Φt) (8.40)

Ainsi, pour ε = 0, la probabilité de survie décrôıt très rapidement. Elle atteint
son premier zéro au temps de t = 0.85Φ−1, une valeur proche de celle obtenue
numériquement (Fig. 8.6b). Ce comportement traduit un transfert rapide de l’énergie
véhiculée par l’intermédiaire d’états liés. A la résonance, ces états liés sont totalement
différents de ceux associés à la bande solitonique. Ils réfèrent à la superposition de
deux états de paires qui correspondent respectivement à deux quanta piégés sur le
même site et à deux quanta piégés sur deux sites plus proches voisines. On notera
que dans ce cas le transfert s’effectue sur une échelle de temps indépendante de
toute non linéarité puisque gouvernée par la constante de saut Φ. Ainsi, les paires
se propagent de façon cohérente à l’image d’un unique quantum insensible à la non
linéarité.
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8.3.5 Application au sous-espace v = 3

Pour v = 3, le n-ième DM est formé par les deux états |n, 1〉 et |n, 2〉 qui possèdent
la même énergie propre 2ε. Ces deux états interagissent à travers la constante de
saut Φ1 = 2Φ. Ainsi, une forte hybridation apparâıt et les états propres du DM
correspondent à des états symétriques et anti-symétriques :

|ψn1〉 =
1√
2
(|n, 1〉+ |n, 2〉)

|ψn2〉 =
1√
2
(|n, 1〉 − |n, 2〉)

(8.41)

Les énergies correspondantes sont respectivement ω1 = 2ε + 2Φ et ω2 = 2ε − 2Φ.
Dans ce contexte, l’hamiltonien H(k) est une matrice (3×3) qui décrit l’hybridation
entre les états |n, 0〉 et les états propres des DMs |ψn′α〉 avec n′ = n et n′ = n − 1.
Dans la base de Bloch {|k, 0〉, |ψkα〉}, cette matrice s’écrit :

H(k) =


0

√
3
2
Φ
(
1− e−ik

) √
3
2
Φ
(
1 + e−ik

)√
3
2
Φ
(
1− e+ik

)
2ε− 2Φ 0√

3
2
Φ
(
1 + e+ik

)
0 2ε+ 2Φ

 (8.42)

D’une manière générale, le réseau équivalent supporte trois bandes d’énergie et la
LDOS s’écrit :

ρ0(ω) =

√
− (ω − ω0

1)(ω − ω0
2)

(ω − ω∞
1 )(ω − ω∞

2 )(ω − ω∞
3 )(ω − ω∞

4 )
(8.43)

où ω0
α = ωα et où

ω∞
1 = ε− Φ−

√
ε2 − 2εΦ + 7Φ2

ω∞
2 = ε+ Φ−

√
ε2 + 2εΦ + 7Φ2

ω∞
3 = ε− Φ +

√
ε2 − 2εΦ + 7Φ2

ω∞
4 = ε+ Φ +

√
ε2 + 2εΦ + 7Φ2

(8.44)

Lorsque ε � Φ, les états |n, 0〉, |ψn,1〉 et |ψn,2〉 sont faiblement hybridés et le
spectre présente trois bandes distinctes (voir Fig. 8.11a). Comme précédemment, la
bande basse fréquence désigne la bande solitonique qui caractérise la délocalisation
de la particule fictive sur l’ensemble des états |n, 0〉. Son domaine fréquentiel s’étend
sur une largeur de l’ordre de 6Φ3/ε2 entre ω∞

1 et ω∞
2 qui définissent deux divergences

de la LDOS. La bande située juste au dessus correspond à une délocalisation sur
les états |ψn,2〉 qui sont des superpositions anti-symétrique des états |n, 1〉 et |n, 2〉.
Elle est située entre ω0

1, qui est un zéro de la LDOS, et ω∞
3 , qui correspond à une
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Fig. 8.11 - Relations de dispersion et LDOS pour v = 3 et pour (a) ε = 2Φ et (b) ε = 0

divergence. Enfin, la bande haute fréquence, qui s’étend de ω0
2 à ω∞

4 , traduit une
délocalisation selon les états |ψn,1〉 associés à une superposition symétrique des états
|n, 1〉 et |n, 2〉. On notera que ω0

2 et ω∞
4 sont respectivement un zéro et une divergence

de la LDOS.

A l’image du cas v = 2, pour ε � Φ, les pôles et les zéros de la LDOS vérifient
ω∞

1 < ω∞
2 � ω0

1 < ω∞
3 � ω0

2 < ω∞
4 . Il est ainsi possible de réaliser un développement

spécifique de la LDOS dans chacune des trois bandes. Tout d’abord, au sien de la
bande solitonique, c’est-à-dire pour ω∞

1 < ω < ω∞
2 , la LDOS s’écrit :

ρ0(ω) ≈
(

1− 3Φ2

2ε2

)
× 1√

(ω∞
2 − ω)(ω − ω∞

1 )
(8.45)

Au niveau de la bande centrale, ω0
1 < ω < ω∞

3 , la LDOS s’exprime selon :

ρ0(ω) ≈ 1

2ε

(
1 +

5Φ

8ε
− 37Φ2

128ε2

)
×

√
ω − ω0

1

ω∞
3 − ω

(8.46)

Enfin, dans le domaine spectral de la bande haute fréquence, c’est-à-dire ω0
2 < ω <

ω∞
4 , la LDOS s’écrit :

ρ0(ω) ≈ 1

2ε

(
1− 5Φ

8ε
− 37Φ2

128ε2

)
×

√
ω − ω0

2

ω∞
4 − ω

(8.47)

En utilisant, les Eq. (8.45)), (8.46)) et (8.47)) et les résultats de l’annexe C, la
probabilité de survie devient :

S0(t) ≈
(

1− 3Φ2

ε2

)
J2

0

(
3Φ3t

ε2

)
+

3Φ2

ε2
J0

(
3Φ3t

ε2

)[
J0

(
3Φ2t

2ε

)
cos(2εt)− J1

(
3Φ2t

2ε

)
sin(2εt)

]
cos(2Φt) (8.48)
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Fig. 8.12 - Bandes permises pour v = 3

La probabilité de survie montre une décroissance relativement lente gouvernée par
le premier terme de l’Eq. (8.48). Ainsi, elle décrôıt sur un temps typique égal à
t = 2.4ε2/3Φ3, en parfait accord avec la théorie de l’auto-piégeage quantique [6, 7, 8].
Pour A = 3Φ et B = 0, ce temps, égal à 28.8Φ−1, est très proche du résultat numé-
rique égal de 30Φ−1. Les autres termes de l’Eq. (8.48) participent à une modulation
d’une fréquence typique de l’ordre de 2ε ± 2Φ et d’une amplitude qui varie selon
ε−2. Cette modulation prend son origine dans la faible hybridation entre la bande
solitonique et les deux autres bandes.

Lorsque ε décrôıt, les trois bandes sont décalées vers le rouge et leur largeur
augmente. De plus, les deux bandes haute fréquence contribuent de façon plus im-
portante à la LDOS traduisant ainsi un renforcement de leur hybridation avec la
bande solitonique. Cependant, les trois bandes ne s’hybrident pas de manière symé-
trique. En effet, comme le montre la Fig. 8.12, la bande solitonique s’hybride tout
d’abord avec la bande centrale anti-symétrique. Ce mécanisme est à son apogée pour
ε = Φ/4 lorsque les deux bandes se combinent pour n’en former plus qu’une seule.
Ensuite, pour des valeurs plus basses de ε, l’hybridation avec la bande symétrique
débute. Enfin, pour ε = 0, le spectre présente à nouveau trois bandes (Fig. 8.11b
et 8.12). Cependant, la largeur de chaque bande est beaucoup plus importante que
dans le cas ε � Φ. De plus, les gaps entre les bandes sont beaucoup plus faibles et
la bande centrale est caractérisée par deux divergences dans la LDOS. Toutes ces
bandes font intervenir l’ensemble des états liés si bien que les trois bandes contrôlent
la dynamique à parts égales. L’analyse de la probabilité de survie montre qu’elle est
dominée par une fonction de Bessel J0(∆ωt/2) où ∆ω = ω∞

4 − ω∞
1 = 2(1 +

√
7)Φ

est la largeur totale du spectre énergétique. Ainsi, le temps typique d’évolution de
la dynamique est donné par t = 2× 2.4/∆ω. Pour A = 3Φ et B = 6Φ ce temps de
l’ordre de 0.66Φ−1 est très proche de la valeur numérique égale à 0.75Φ−1.

Comme pour le cas v = 2, lorsque ε = 0 une résonance apparâıt puisque les états
|n, 0〉, |n, 1〉 et |n, 2〉 ont une même énergie propre. Ils participent donc de manière

- 238 -
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équivalente à la délocalisation de la particule fictive ce qui se traduit par l’apparition
d’états liés qui sont des superpositions des états à trois quanta sur un même site et
des états formés par deux quanta sur un site, le troisième étant localisé sur un site
plus proche voisin. L’hybridation entre ces différentes configurations fait que l’on
observe un transfert cohérent rapide dont la vitesse est de l’ordre de la constante de
saut Φ. Ce transfert est réalisé par l’intermédiaire d’états liés qui, comme dans le
cas v = 2, apparaissent insensibles à toute non linéarité.

8.3.6 Interprétation de la résonance B = 2A

Les deux exemples précédents montrent clairement que la dynamique du réseau
se comporte de deux manières différentes en fonction de la valeur du paramètre
ε = 2A−B.

Pour ε � Φ, le transfert d’énergie est véhiculé par l’intermédiaire des états liés
où v quanta sont piégés sur un même site et qui se comportent comme une particule
unique. Cette particule se délocalise sur le réseau par l’intermédiaire de constantes de
saut effectives dont l’origine provient des couplages entre les états |n, 0〉 et les DMs.
Cependant, puisque les énergies propres des DMs sont éloignées des celles des états
localisés, les constantes de saut effectives sont faibles. Par conséquent, les états liés
à v quanta forment une bande de basse fréquence, la bande solitonique, caractérisée
par une très faible largeur de l’ordre de ∆ω = 4vΦv/(v − 1)!εv−1 [6, 8]. Ainsi, la
création de v quanta sur un site excite presque exclusivement la bande solitonique à
l’origine du phénomène d’auto-piégeage. L’énergie est localisée sur le site initial sur
un temps qui crôıt avec ε et v. Toutefois, elle finit par se propager avec une vitesse
très faible proportionnelle à la largeur de la bande solitonique.

A l’inverse, pour ε = 0, un comportement très différent émerge. Celui-ci prend
son origine dans une résonance entre les états |n, p〉 qui ont une même énergie propre.
Cette résonance permet une délocalisation complète de l’énergie avec une vitesse de
l’ordre de la constante de saut Φ. Elle favorise une forte interaction entre les états
localisés et les états du DM. Cependant, comme nous allons le voir, ce mécanisme
dépend de la partité de v.

Pour v pair, chaque dimère modifié possède un état lié noté |ψn,α0〉 dont l’énergie
s’annule. Les v−2 états propres restant sont regroupés en v/2−1 paires. Au sein de
chaque paire, les deux états propres possèdent deux valeurs propres opposées mais
une même symétrie. Ils sont soit symétriques soit anti-symétriques par rapport à la
transformation de réflexion. Exprimé dans la base de Bloch, le couplage entre l’état
|k, 0〉 et les états du DM |ψk,α〉, d’énergie non nulle, est très faible. En effet, l’uti-
lisation d’une théorie des perturbations d’ordre deux montre que la correction de
l’énergie de l’état |k, 0〉 due à ce couplage est donnée par ∆E = −

∑
α 6=α0

|xα(k)|2/ωα.
Cette correction s’annule exactement puisque les états de chaque paire ont une éner-
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gie opposée mais une même symétrie. Par conséquent, à l’ordre deux des perturba-
tions seule la contribution provenant du couplage avec l’état d’énergie nulle du DM
|ψk,α0〉 modifie l’énergie de l’état |k, 0〉.

Ainsi, la partie pertinente de l’hamiltonien se résume à une matrice (2× 2) qui
décrit l’hybridation entre l’état |k, 0〉 et le vecteur propre résonant du dimère |ψk,α0〉,
elle s’écrit :

H(k) =

 0
√
vΦ(ψα01 + ψα0v−1e

−ik)
√
vΦ(ψα01 + ψα0v−1e

ik) 0

 (8.49)

Cette hybridation aboutit à l’émergence de deux bandes d’énergie qui s’écrivent :

ω±(k) = ±
√
vΦ|ψα01 + ψα0v−1 exp(−ik)| (8.50)

Selon la symétrie de l’état |ψk,α0〉, ces deux bandes s’annulent en k = π ou en k = 0
(Fig. 8.9b). Ainsi le gap entre ces deux bandes est nul et la largeur correspondante
est de ∆ω = 4

√
vΦ|ψα01|. Nous avons réalisé une étude numérique pour un nombre

de quanta variant de v = 2 à v = 200. Cette étude a montré que la fonction d’onde
variait selon la loi |ψα01| ≈

√
2/v. La largeur de bande est donc de l’ordre de

∆ω ≈ 4
√

2Φ. Cependant, la diagonalisation complète de la matrice H(k) montre
une légère dépendance en v. En effet, on obtient ∆ω = 5.66Φ pour v = 2 et ∆ω =
4.50Φ pour v = 50. Cette largeur de bande est relativement importante et elle
est indépendante de la non linéarité locale. Elle favorise donc un transfert rapide
de l’énergie sur l’ensemble du réseau. Ce transfert est réalisé par l’intermédiaire
d’états liés dont l’origine provient d’une hybridation entre les états où v quanta sont
piégés sur un même site et ceux où v quanta sont distribués selon l’état |ψk,α0〉.
Nos analyses numériques ont montré que cette distribution fait intervenir les états
|v − 1, 1, 0, 0, . . .〉, |v − 3, 3, 0, 0, . . .〉, |v − 5, 5, 0, 0, . . .〉, . . . , |1, v − 1, 0, 0, . . .〉.

Pour v impair, les v−1 valeurs propres de chaque DM sont regroupées en paires.
Au sein de chaque paire, les deux états propres correspondants ont une énergie et une
symétrie opposées. Ainsi, à l’inverse du cas v pair, il n’y a pas de résonance entre
l’état |k, 0〉 et les états |ψk,α〉. Cependant parmi toutes les interactions possibles,
seules celles qui couplent l’état |k, 0〉 et la paire d’états du DM dont la valeur absolue
de l’énergie est la plus proche de zéro jouent un rôle significatif. Ces deux états sont
notés |ψk,αs〉 d’énergie ωs et |ψk,αa〉 d’énergie ωa = −ωs. Par conséquent la partie
pertinente de l’hamiltonien H(k) se réduit à une matrice (3× 3) qui s’écrit :

H(k) ≈


0 xs(k) xa(k)

x∗s(k) ωs 0

x∗a(k) 0 ωa

 (8.51)

où xs(k) =
√
vΦψs1(1 + exp(−ik)) et xa(k) =

√
vΦψs1(1 − exp(−ik)). En général,

l’hamiltonien Eq. (8.51) possède trois bandes d’énergie qui dépendent très fortement
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de k. Pour k = 0, le couplage entre l’état |k, 0〉 et l’état antisymétrique |ψk,αa〉 est
nul. L’énergie ωa est donc une valeur propre de H(k) et correspond à un zéro de la
LDOS. Le couplage entre l’état |k, 0〉 et l’état |ψk,αs〉 produit deux valeurs propres

ωs/2 ±
√

(ωs/2)2 + 4vΦ2|ψs1|2 qui correspondent à des pôles de la LDOS. De la
même manière, pour k = π, il n’y a pas d’interaction entre l’état |k, 0〉 et l’état
symétrique |ψk,αs〉. L’énergie ωs est une valeur propre de H(k) identifiée par un zéro
dans la LDOS. Le couplage avec l’état antisymétrique donne deux énergies propres
−ωs/2±

√
(ωs/2)2 + 4vΦ2|ψs1|2, caractérisées par deux pôles dans la LDOS.

Par conséquent, le spectre d’énergie possède trois bandes qui décrivent l’hybri-
dation entre les états |k, 0〉, |ψk,αs〉 et |ψk,αa〉. Ces trois bandes sont à l’origine d’une
dynamique rapide du réseau due à une largeur de bande totale relativement impor-
tante. Cette largeur est donnée par ∆ω = |ωs| +

√
ω2

s + 16vΦ2|ψs1|2. En réalisant
une analyse numérique, nous avons montré que cette largeur est de l’ordre de Φ.
Cependant, en effectuant une diagonalisation complète de H(k) nous avons égale-
ment observé une légère diminution de la largeur lorsque v augmente. En effet, pour
v = 3, la largeur est égale à 7.29Φ, alors que pour v = 51, elle est égale à 6.72Φ. Cette
largeur de bande favorise donc un transfert rapide de l’énergie sur le réseau par l’in-
termédiaire d’états contenant v quanta sur un site et par l’intermédiaire d’états ayant
la même distribution de quanta que les états |ψk,αs〉 et |ψk,αa〉. Ceux-ci font intervenir
l’ensemble des états |v − 1, 1, 0, 0, . . .〉, |v − 2, 2, 0, 0, . . .〉, . . . , |1, v − 1, 0, 0, . . .〉.

8.4 Conclusion

Ce chapitre nous a permis de mettre en évidence le rôle fondamental joué par les
non linéarités locale A et non locale B sur la dynamique multi-quanta d’un modèle
de Hubbard généralisé. Ainsi, pour une anharmonicité locale suffisamment forte,
notre étude a révélé que la création initiale de v quanta sur un même site générait
une dynamique globalement confinée dans une restriction du sous-espace à v quanta.
Cette restriction, formée par les états |n, p〉 décrivant v− p quanta sur le site n et p
quanta sur le site n+ 1, favorise une dynamique équivalente à celle d’une particule
fictive se déplaçant sur un réseau 1D selon une modèle de liaisons fortes.

Dans ce contexte, tant que |2A − B| est important, nous avons montré que les
états |n, p〉 interagissent faiblement si bien que seuls les états décrivant v quanta sur
un même site contribuent de manière significative à la dynamique. L’hybridation
entre ces derniers conduit à la formation d’états liés regroupés dans une bande basse
fréquence dite bande solitonique. L’énergie est alors transférée par l’intermédiaire
de la bande solitonique selon le mécanisme d’auto-piégeage quantique. Elle reste
localisée sur le site initial sur une échelle de temps qui crôıt avec la non linéarité et
le nombre de quanta pour finalement se propager très lentement le long du réseau.
Lorsque |2A − B| diminue, l’apparition d’un couplage entre les états |n, p〉 favorise
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une accélération de la dynamique. Cependant, bien que l’énergie se propage plus
rapidement le long du réseau, la vitesse de transfert décrôıt avec le nombre de quanta.

Lorsque B = 2A, l’existence de résonances entre les états |n, p〉 entrâıne l’émer-
gence d’un phénomène très différent. Dans ce cas, la transfert d’énergie est assuré
par un ensemble d’états liés qui sont des superpositions des différentes configura-
tions |n, p〉. Quel que soit le nombre de quanta, le réseau est le siège d’un transfert
cohérent de l’énergie sur une échelle de temps équivalente à celle associée à la pro-
pagation d’un unique quantum. En d’autres termes, bien que véhiculé par des états
liés spécifiques, tout se passe comme si le transport de l’énergie était assuré par des
particules indépendantes insensibles à toute non linéarité.

Pour conclure, discutons les implications de ce travail dans le cadre du transfert
multi-quanta dans les bio-polymères. Dans de tels systèmes, nous avons montré au
cours de ce travail que la non linéarité locale A ≈ A0+EB possède deux contributions
significatives. La première, notée ici A0, correspond à l’anharmonicité du potentiel
intramoléculaire. La seconde, proportionnelle à l’énergie de liaison du petit polaron
EB, prend son origine dans le couplage avec le bain de phonons. De la même manière,
seule l’interaction avec les phonons contribue de façon significative à la non linéarité
non locale si bien que B ≈ EB. Ainsi, le paramètre ε qui contrôle la dynamique du
réseau est donné par ε ≈ 2A0 + EB.

Par conséquent, en fonction de la nature du mode haute fréquence différentes
situations peuvent apparâıtre. Tout d’abord, dans le cas de la vibration NH, A0 ≈
60 cm−1 et EB ≈ 80 cm−1 si bien que ε ≈ 200 cm−1 � Φ (Φ . 5 cm−1). Cette
situation correspond clairement au cas de l’auto-piégeage quantique. A l’inverse,
le mode amide-I est caractérisé par une plus faible anharmonicité intramoléculaire
(A0 ≈ 8 cm−1) et EB ≈ 4 cm−1. Par conséquent, ε ≈ 20 cm−1 n’est que deux ou
trois fois plus important que la constante de saut Φ . 8 cm−1. On s’attend alors à
observer un régime intermédiaire correspondant à un auto-piégeage quantique mais
sur une échelle de temps beaucoup plus courte. Enfin, citons l’exemple du mode
amide-II associé à la rotation frustrée du groupement NH. La spécificité du mode
amide-II est que la symétrie de la rotation frustrée permet une anharmonicité A0

négative [16]. De plus, il a été montré expérimentalement que la vibration amide-II
possède une non linéarité locale faible de l’ordre de A . 8 cm−1 [17]. Par conséquent,
ces résultats suggèrent que le paramètre ε peut être relativement faible. Ceci indique
que le mode amide-II pourrait apparâıtre comme un bon candidat pour observer le
phénomène de résonance conduisant à un transfert énergétique rapide.
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b Department of Mathematics, Heriot-Watt University, Riccarton, Edinburgh, EH14 4AS, UK

Received 24 April 2006; received in revised form 11 July 2006; accepted 13 July 2006
Available online 14 August 2006

Communicated by S. Kai

Abstract

By using a Generalized Hubbard model for bosons, the energy transfer in a nonlinear quantum lattice is studied, with special emphasis on
the interplay between local and nonlocal nonlinearity. For a strong local nonlinearity, it is shown that the creation of v quanta on one site excites
a soliton band formed by bound states involving v quanta trapped on the same site. The energy is first localized on the excited site over a
significant timescale and then slowly delocalizes along the lattice. When the nonlocal nonlinearity increases, a faster dynamics occurs and the
energy propagates more rapidly along the lattice. Nevertheless, the larger is the number of quanta, the slower is the dynamics. However, it is shown
that when the nonlocal nonlinearity reaches a critical value, the lattice suddenly supports a very fast energy propagation whose dynamics is almost
independent of the number of quanta. The energy is transfered by specific bound states formed by the superimposition of states involving v − p
quanta trapped on one site and p quanta trapped on the nearest neighbour sites, with p = 0, . . . , v− 1. These bound states behave as independent
quanta and they exhibit a dynamics which is insensitive to the nonlinearity and controlled by the single quantum hopping constant.
c© 2006 Elsevier B.V. All rights reserved.

Keywords: Nonlinear quantum lattice; Quantum breathers; Bound states; Energy transfer

1. Introduction

The concept of energy localization due to nonlinearity in
classical lattices has been a central topic of intense research
over the last three decades. This topic can be traced back
to the seminal works of Davydov, where the nonlinearity
was introduced to explain the vibrational energy flow in α-
helices [1]. The main idea was that the energy released
by the hydrolysis of adenosine triphophate (ATP), partially
stored in the high-frequency amide-I vibration of a peptide
group, delocalizes along the helix leading to the formation
of vibrational excitons. Due to their interaction with the
phonons of the helix, the excitons experience a nonlinear
dynamics. Therefore, they propagate according as a “Davydov”
soliton, a solution of the Nonlinear Schrödinger (NLS) equation
within the continuum approximation [2,3]. In the mid-1980’s,

∗ Corresponding author.
E-mail address: vincent.pouthier@univ-fcomte.fr (V. Pouthier).

lattice effects were introduced through the analysis of the
discrete version of NLS. This equation supports specific
solutions called “lattice solitons” [4] and it has revealed the
occurrence of a remarkable feature known as the self-trapping
mechanism [5]. As discovered by Sievers and Takeno [6],
self-trapping is a special example of more general solutions
called discrete breathers [7–9]. In classical anharmonic lattices,
discrete breathers correspond to time-periodic and spatially
localized solutions which result from the interplay between
the discreteness and the nonlinearity. These solutions do not
require integrability for their existence and stability and it has
been suggested that they should correspond to quite general
and robust solutions. Since discrete breathers sustain a local
accumulation of the vibrational energy, which might be pinned
in the lattice or may travel through it, they are expected to be of
fundamental importance.

At present, because the occurrence of classical breathers is
a relatively well understood phenomena, great attention has
been paid to characterizing their quantum equivalent, for which

0167-2789/$ - see front matter c© 2006 Elsevier B.V. All rights reserved.
doi:10.1016/j.physd.2006.07.006
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less detailed results are known [10]. In the quantum regime,
the Bloch theorem applies due to the translational invariance
of the lattice. Therefore, the corresponding eigenstates cannot
localize the energy because they must share the symmetry
of the translation operator which commutes with the lattice
Hamiltonian. Nevertheless, the nonlinearity is responsible for
the occurrence of specific states called multi-quanta bound
states [10–27]. A bound state corresponds to the trapping
of several quanta over only a few neighbouring sites, with
a resulting energy which is less than the energy of quanta
lying far apart. The distance separating the quanta is small,
so that they behave as a single particle delocalized along the
lattice with a well-defined momentum. Since the occurrence of
these bound states results from the nonlinearity, they can be
viewed as the quantum counterpart of breathers or solitons. In
low-dimensional lattices, two-quanta bound states have been
observed in molecular adsorbates such as H/Si(111) [28,29],
H/C(111) [30], CO/NaCl(100) [31] and CO/Ru(001) [32–36]
using optical probes. Bound states in the system H/Ni(111)
were investigated via high resolution electron energy loss
spectroscopy [37]. Moreover, a recent experiment, based on
femtosecond infrared pump–probe spectroscopy, has clearly
established the existence of bound states in α-helices [38].

From a theoretical point of view, most of the previous work
was performed within the quantum equivalent of the discrete
NLS equation. The corresponding Hamiltonian is essentially
a Bose version of the Hubbard model which has been used
to study a great variety of situations ranging from molecular
lattices [11] to Bose–Einstein condensates [39–41]. Within
this model, the nonlinearity is local so that it is responsible
for a strong interaction between quanta located on the same
site. However, through the small polaron description of the
vibrational energy flow in proteins, it has been shown recently
that a nonlocal nonlinearity strongly modifies the nature of the
bound states [22–25,38,42]. In such systems, the polaron results
from the dressing of a vibrational exciton by a virtual cloud of
phonons. In addition to an attractive coupling between polarons
located onto the same site, a coupling takes place when polarons
lie on nearest neighbour sites, due to the overlap between their
virtual cloud of phonons. When two quanta are excited, the
competition between the local and the nonlocal nonlinearity
favours the occurrence of two kinds of bound states whose
properties have been discussed in detail in Ref. [22].

At this step, the fundamental question arises whether the
interplay between the local and the nonlocal nonlinearity
modifies the dynamics of bound states involving several quanta.
This is the purpose of the present paper. It will be shown,
using a generalized Hubbard model, that a critical value of the
nonlocal nonlinearity favours a resonance responsible for a fast
energy transfer. Note that, although such an approach is rather
general, it will be applied to vibrational excitons moving in a
nonlinear molecular lattice.

The paper is organized as follows. In Section 2, the
generalized Hubbard model is described and the number state
method [17], used to define its eigenstates, is summarized.
Then, the quantum dynamics required to characterize the
transport properties is introduced. The corresponding time

dependent Schrödinger equation is solved numerically in
Section 3 where a detailed analysis of the multi-quanta
dynamics is performed. Finally, the numerical results are
discussed and interpreted in Section 4.

2. Model Hamiltonian and quantum analysis

2.1. Hamiltonian and quantum states

We consider a one-dimensional lattice formed by N sites
whose position is defined in terms of the integer index n. Each
site n is occupied by a high-frequency oscillator described by
the standard boson operators bĎn and bn . The lattice dynamics
is governed by a generalized Hubbard model for bosons whose
Hamiltonian is written as (using the convention h̄ = 1)

H =

∑
n
ω0bĎnbn − AbĎnbĎnbnbn − BbĎn+1bĎnbn+1bn

+Φ[bĎnbn+1 + bĎn+1bn] (1)

where ω0 is the internal frequency of each oscillator, Φ is the
hopping constant between nearest neighbour sites, and A and B
represent the local and the nonlocal nonlinearity, respectively.
Note that for vibrational excitons, the nonlinear parameters are
positive.

Since the Hamiltonian H (Eq. (1)) conserves the number of
quanta, its eigenstates can be determined by using the number
state method detailed in Ref. [17]. This method is summarized
as follows. Because H commutes with the operator

∑
n bĎnbn

which counts the total number of quanta, the Hilbert space
E is written as the tensor product E = E0 ⊗ E1 ⊗ E2 ⊗

· · · ⊗ Ev . . ., where Ev refers to the v-quanta subspace. To
generate Ev , a useful basis set is formed by the local vectors
|p1, . . . , pN 〉(

∑
n pn = v), where pn is the number of quanta

located on the nth site. The dimension dv of Ev is equal to
the number of ways of distributing v indistinguishable quanta
among N sites, i.e. dv = (N + v − 1)!/v!(N − 1)!.

Within this representation, the Hamiltonian is block-
diagonal. However, the size of each block can be reduced
by taking advantage of the lattice periodicity. Indeed, due
to the translational invariance, the lattice momentum k is a
good quantum number so that a “momentum” basis set can
be formed. For each k value, a momentum vector |Φα(k)〉
is obtained by superimposing all the vectors |p1, . . . , pN 〉

describing similar quanta distributions related to each other
by a translation along the lattice. For instance, the momentum
vector built from the N vectors |v, 0, . . . , 0〉, . . . , |0, 0, . . . , v〉
is defined as

|Φ1(k)〉 =
1

√
N

N−1∑
n=0

eiknT n
|v, 0, . . . , 0〉 (2)

where the translation operator T satisfies T |p1, p2, . . . , pN 〉 =

|pN , p1, . . . , pN−1〉.
Consequently, in each subspace Ev , the Hamiltonian

exhibits independent blocks associated to each k value and
the corresponding Schrödinger equation can be solved with a
minimum of computational effort. This numerical procedure

Fast energy transfer mediated by multi-quanta bound states . . .
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yields the eigenvalues ω(v)λ (k), which define the dispersion
relations of the v-quanta subspace, and the associated
eigenvectors Ψ (v)

λ (k).

2.2. Quantum dynamics

The quantum dynamics is governed by the time dependent
Schrödinger equation written as

i
d|Ψ(t)〉

dt
= H |Ψ(t)〉 (3)

where |Ψ(t)〉 is the lattice quantum state at time t . By assuming
that the state is known at the initial time t = 0, its value at time
t > 0 is expressed in terms of the eigenstates of H as

|Ψ(t)〉 =

∑
v

∑
kλ

〈Ψ (v)
λ (k) | Ψ(0)〉e−iω(v)λ (k)t

|Ψ (v)
λ (k)〉. (4)

The time dependent quantum state |Ψ(t)〉 is the central object
of the present study. Its knowledge allows us to characterize
the multi-quanta dynamics through the computation of the
expectation value of any relevant observable O as 〈O(t)〉 =

〈Ψ(t)|O|Ψ(t)〉. Nevertheless, the solution of Eq. (4) requires
the specification of an initial quantum state. To proceed, we
restrict our attention to a spatially localized state corresponding
to the creation of v quanta on the n0th site as

|Ψ(0)〉 =
bĎvn0
√
v!

|0〉 (5)

where |0〉 denotes the vacuum with zero quanta. This specific
choice allows us to characterize the ability of the nonlinear
quantum lattice to localize the energy, at least over a given
timescale. Indeed, for a vanishing nonlocal nonlinearity (B =

0), each subspace Ev supports a low energy band called the
soliton band [16,17]. For vibrational excitons, the nonlinearity
A is usually greater than the hopping constant Φ. Consequently,
the soliton band describes v-quanta bound states in which the
v quanta are trapped on the same site and behave as a single
particle. When v quanta are created on a given state, only the
soliton band is significantly excited. Because the dispersion of
the band scales as Φv/Av−1 when A � Φ, the v quanta are
localized in the vicinity of the excited site over a timescale
which increases with both the local nonlinearity and the number
of quanta. This localized behaviour, which is the quantum
signature of the classical self-trapping, disappears in the long
time limit due to the non vanishing dispersion of the soliton
band.

In that context, the aim of the present paper is to analyze the
way this scenario is modified when the nonlocal nonlinearity is
turned on.

3. Numerical results

In this section, the numerical diagonalization of the
Hamiltonian H is performed and the time dependent
Schrödinger equation is solved. To realize the simulation, the
hopping constant Φ is used as a reduced unit and the local

Fig. 1. Energy spectrum for N = 91, v = 3 and A = 3Φ and for (a) B = 0,
(b) B = 3Φ and (c) B = 6Φ. The left-hand side of the figure represents the
corresponding local density of states (see the text).

nonlinearity is fixed to A = 3Φ. The nonlocal nonlinearity is
taken as a free positive parameter.

When v = 3, the energy spectrum of the Hamiltonian H is
displayed in Fig. 1 for B = 0 (Fig. 1(a)), B = 3Φ (Fig. 1(b))
and B = 6Φ (Fig. 1(c)). In each figure, the spectrum is centred
onto the frequency 3ω0 and it corresponds to the dispersion
curves drawn in half of the first Brillouin zone of the lattice,
i.e. 0 < k < π . The left-hand side of Fig. 1 represents the
corresponding local density of states (LDOS). It describes the
weight of the initial state |Ψ(0)〉 in the eigenstates the energy
of which ranges between ω and ω + dω as

ρ0(ω) =

∑
kλ

|〈Ψ (3)
λ (k) | Ψ(0)〉|2δ(ω − ω

(3)
λ (k)). (6)

When B = 0 (Fig. 1(a)), the energy spectrum exhibits
two energy continua and three isolated bands. The high
frequency continuum characterizes free states describing three
independent quanta. The low frequency continuum supports

8. De l’auto-piégeage quantique vers un transport cohérent
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Table 1
Summary of the results displayed in Fig. 2

B 0 2Φ 4Φ 6Φ 8Φ 10Φ
t1/2

a 13.5Φ−1 6.8Φ−1 2.1Φ−1 0.6Φ−1 4.2Φ−1 6.3Φ−1

1nb 6 10 30 70 18 14

a Time for which the population of the excited site reaches 50% of its initial value.
b Number of lattice sites containing 95% of the population for t = 30Φ−1.

states in which two quanta are trapped on the same site whereas
the third quantum propagates independently. By contrast, the
isolated bands refers to bound states. The low frequency band
is the well known soliton band. It lies below the continua
over the entire Brillouin zone and it characterizes three quanta
trapped on the same site and delocalized along the lattice. The
two other bands, which lie respectively below and above the
low frequency continuum, describe bound states in which two
quanta are trapped on a given site, whereas the third quantum
is trapped onto the corresponding nearest neighbour sites. As
shown in the left-hand side of Fig. 1(a), the LDOS is strongly
peaked in the frequency range of the soliton band, which is
significantly excited when three quanta are initially created on
the same site.

When B = 3Φ (Fig. 1(b)), the energy spectrum supports
three continua and four isolated bands. Indeed, a third
continuum occurs between the two previous energy continua.
It describes states for which two quanta are trapped on two
nearest neighbour sites whereas the third quantum propagates
independently. The low frequency isolated band is the soliton
band, whose width has been increased when compared with
the previous situation. Above the soliton band, the next two
isolated bands correspond to the previously observed bound
states in which two quanta are trapped on one site whereas
the third quantum is localized on nearest neighbour sites. Note
that these bands have been strongly redshifted. Finally, a fourth
bound state band occurs just below the continua. The analysis
of the corresponding eigenstates reveals that this band supports
bound states involving three quanta trapped on three nearest
neighbour sites. In addition to the occurrence of this latter band,
the behaviour of the LDOS reveals that the non vanishing B
value is responsible for a weak hybridization between the three
lowest bound state bands. In other words, although the soliton
band still mainly refers to three quanta on the same site, the two
other bound states involve such a configuration but to a lesser
extent.

Finally, when B = 6Φ (Fig. 1(c)), the energy spectrum
still supports three continua and four isolated bands. The
shape of the continua has been slightly modified and the high
frequency bound state band, which still mainly refers to three
quanta trapped onto three neighbouring sites, has been slightly
redshifted. However, strong modifications affect the behaviour
of the three low energy bound state bands. Indeed, the gaps
between these bands are now very small, which indicates the
occurrence of a strong hybridization. The LDOS exhibits a
significant value over the frequency range of the three low
energy bands. It shows four peaks for specific frequencies,
corresponding either to the bottom or to the top of the three

low frequency bands (see Fig. 1(c)). In other words, these
bands support bound states which are superpositions of states
involving three quanta trapped on one site and two quanta on
one site trapped with a third quantum localized on neighbouring
sites.

In Fig. 2, the time evolution of the expectation value of the
population operator, Pn(t) = 〈Ψ(t)|bnbĎn|Ψ(t)〉, is displayed
for v = 3 and for different B values. The size of the lattice is
fixed to N = 91 sites. As summarized in Table 1, the results
are discussed in terms of two parameters. The first parameter is
the time t1/2 for which the population of the excited site reaches
50% of its initial value. The second parameter, 1n, represents
the number of sites containing 95% of the population for a time
t = 30Φ−1.

When B = 0 (Fig. 2(a)), the population of the initial
site Pn0(t) decreases very slowly with time. The energy stays
localized on the excited site n0 over a significant timescale
since t1/2 = 13.5Φ−1. Nevertheless, energy propagation occurs
and the population delocalizes along the lattice according to a
rather slow process since 1n = 6. When B = 2Φ (Fig. 2(b)),
the same features occur although a faster dynamics takes place
since t1/2 = 6.8Φ−1. The energy propagates slowly so that
1n = 10. When B = 4Φ (Fig. 2(c)), the population of the
excited site still decays but it now supports high frequency
oscillations. Its decay is enhanced (t1/2 = 2.1Φ−1) and the
population propagates more easily along the lattice (1n = 30).

When B = 6Φ (Fig. 2(d)), a fully different behaviour
is observed. Indeed, Pn0(t) shows a very fast decay since
t1/2 = 0.6Φ−1. This decay occurs over a timescale of about
20 times shorter than the time associated to the decay of the
population for B = 0. In addition, Fig. 2(d) clearly shows
that the lattice supports a rather fast energy propagation. Two
population wave packets are emitted on each side of the initial
site with a velocity of about Φ. In other words, the maximum
value of the population is observed on the sites n0 ± 35 for
t = 30Φ−1 (1n ≈ 70).

Finally, for greater B values, a rather slow dynamics recurs.
When B = 8Φ (Fig. 2(e)) and B = 10Φ (Fig. 2(f)), the
population of the excited site slowly decreases and it supports
a small amplitude high-frequency modulation. The population
propagates along the lattice with a rather small velocity and
t1/2 = 4.2Φ−1, 1n = 18 and t1/2 = 6.3Φ−1, 1n = 14 when
B = 8Φ and B = 10Φ, respectively.

Fig. 2 has clearly shown the occurrence of a specific
dynamics when the relation B = 2A is satisfied. As illustrated
in Fig. 3, such a behaviour does not depend significantly on
the value of the number of quanta. Indeed, the figure shows
the time evolution of the population for v = 2 (Fig. 3(a)),
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Fig. 2. Space and time evolution of the number of quanta for N = 91 and v = 3 and for (a) B = 0, (b) B = 2Φ, (c) B = 4Φ, (d) B = 6Φ, (e) B = 8Φ and (f)
B = 10Φ.

v = 3 (Fig. 3(b)) and v = 4 (Fig. 3(c)) and for B = 2A.
Note that the lattice size is fixed to N = 29 to avoid an
overlong computational time, especially when v = 4. Whatever
the number of quanta, the population of the excited site decays
over a short timescale. Then, two population wave packets are
emitted on each side of the excited site with a velocity which
slightly decreases with the number of quanta. When v = 2, the
wave packets reach the edges of the lattice for t = 10.8Φ−1

whereas longer delays t = 12.6Φ−1 and t = 13.7Φ−1 are
required when v = 3 and v = 4, respectively.

The time evolution of the survival probability is displayed
in Fig. 4 for v = 2 (Fig. 4(a)), v = 3 (Fig. 4(b)) and v = 4
(Fig. 4(c)). The number of sites is fixed to N = 29 and three
different B values have been used, i.e. B = 0 (full line),
B = 3Φ (dashed line) and B = 6Φ (dotted line). The survival
probability S0(t) is defined as the probability to observe the
lattice in the state |Ψ(0)〉 at time t , i.e. S0(t) = |〈Ψ(0) |

Ψ(t)〉|2. It is expressed in terms of the Fourier transform of the

LDOS Eq. (6) as

S0(t) =

∣∣∣∣∫ +∞

−∞

ρ0(ω)e−iωt dω

∣∣∣∣2

. (7)

When B = 0, the survival probability slowly decreases with
time, which indicates that the energy is localized on the excited
site over a significant timescale which increases with v. For
instance, the first zero of S0(t) is reached for t = 4Φ−1 and
t = 30Φ−1 when v = 2 and 3, respectively. When v = 4, S0(t)
is almost constant over the timescale displayed in the figure.
Note that S0(t) supports a small amplitude high-frequency
modulation which is clearly seen for v = 3 and v = 4. As when
increasing B, S0(t) exhibits a faster decay. When B = 3Φ, the
first zero of the survival probability occurs for t = 2.4Φ−1

and t = 9.4Φ−1 when v = 2 and 3, respectively. In a similar
way, although the first zero cannot be observed for v = 4,
S0(t) decreases with time (Fig. 4(c)). In a marked contrast with
the case B = 0, the amplitude of the modulation increases
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- 248 -



C. Falvo et al. / Physica D 221 (2006) 58–71 63

Fig. 3. Space and time evolution of the number of quanta for N = 29 and
B = 2A and for (a) v = 2, (b) v = 3 and (c) v = 4.

with B. Finally, when B = 6Φ, S0(t) suddenly shows a very
fast decay whatever the number of quanta. This decay occurs
over a similar timescale and a first minimum is reached for
t = 0.9Φ−1, t = 0.75Φ−1 and t = 0.7Φ−1 when v = 2, 3
and 4, respectively. In addition, due to the small lattice size, a
revival is observed for t = 20Φ−1, t = 25Φ−1 and t = 27Φ−1

when v = 2, 3 and 4, respectively. These latter times represent
the delay for the excitation to cover the whole lattice, so that the
corresponding velocities are about 1.44Φ, 1.16Φ and 1.06Φ.
Therefore, in a perfect agreement with the results observed in
Fig. 3, this feature indicates that when B = 2A a fast energy
propagation occurs. The initial excitation covers the lattice over
a timescale almost independent of the number of quanta and
with a velocity typically of the order of the velocity of a single
quantum, insensitive to any nonlinearity.

To determine the relevant number states which contribute
significantly to the quantum dynamics, we introduce Wα(t) as
the sum over k of the weight of each momentum vector |Φα(k)〉

Fig. 4. Survival probability for N = 29 and for (a) v = 2, (b) v = 3 and
(c) v = 4. Three B values have been used, i.e. B = 0 (full line), B = 3Φ
(dashed line) and B = 6Φ (dotted line).

as

Wα(t) =

∑
k

|〈Φα(k) | Ψ(t)〉|2. (8)

Since a number state refers to a given distribution of the
quanta, the associated momentum vector characterizes all the
local states connected to that distribution but related to each
other through a translation along the lattice. Therefore, the sum
over k allows us to characterize the participation of such a
distribution in the quantum dynamics. For instance, from the N
local vectors |v, 0, . . . , 0〉, . . . , |0, 0, . . . , v〉, we have defined
in Eq. (2) the vector |Φ1(k)〉 which basically describes v quanta
trapped on the same site. The corresponding weight W1(t)
allows us to quantify the participation of such a configuration.

For v = 3, Fig. 5 displays the relevant number states
involved in the quantum dynamics for B = 0 (Fig. 5(a)), B =

3Φ (Fig. 5(b)) and B = 6Φ (Fig. 5(c)). When B = 0, the states
involving 3 quanta trapped on the same site control more than
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Fig. 5. Relevant number states involved in the quantum dynamics for (a)
B = 0, (b) B = 3Φ and (c) B = 6Φ.

90% of the quantum dynamics. However, when B is increased,
the participation of other states takes place. When B = 3Φ
(Fig. 5(b)), the states describing 3 quanta trapped on the same
site remain the most relevant since they carry about 75% of
the full dynamics. However, about 22% of the dynamics is
controlled by states involving two quanta on one site trapped to
a third quantum located on the nearest neighbour site. A factor 2
is included, due to the participation of the two equivalent states
|2100 . . .〉 and |1200 . . .〉. Finally, when B = 6Φ (Fig. 5(c)),
the dynamics are mainly controlled by the states referring to
two quanta on one site trapped to a third quantum. These states,
including the factor two, carry about 56% of the full dynamics
whereas 35% originates in states involving 3 quanta trapped on
one site. Note that a third type of state connected to three quanta

Fig. 6. Lattice dynamics for v = 5 and N = 19. (a) Space and time evolution
of the number of quanta, (b) survival probability and (c) relevant number states.

trapped onto three nearest neighbour sites participate to a lesser
extent, since they share only 8% of the dynamics.

Finally, the different observed features are illustrated in
Fig. 6 for v = 5. The lattice size is fixed to N = 19 to
avoid an overlong computational time. Nevertheless, Fig. 6(a)
shows the occurrence of the delocalization of the population
when B = 2A. When v = 2, 3, and 4, a fast decay of the
population of the excited site takes place. It is followed by
the emission of two wave packets which propagate according
to a velocity of about Φ. In Fig. 6(b), the survival probability
indicates a strong energy localization when B = 0 and B = 3Φ,
whereas it decreases rapidly over a timescale of about 0.5Φ−1

when B = 2A. Finally, Fig. 6(c) shows that the main part
of the quantum dynamics is described by the states involving
the configurations |500 . . .〉 (about 26%), |410 . . .〉 and |140 . . .〉
(about 40%), |320 . . .〉 and |230 . . .〉 (about 22%) and |131 . . .〉
(about 8%).
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4. Interpretation and discussion

In the previous section, the numerical results have revealed
a strong dependence of the lattice dynamics on the nonlocal
nonlinearity B. Indeed, for a vanishing B value, the creation
of v quanta on one site mainly excites the soliton band
of the energy spectrum. This excitation gives rise to the
occurrence of the quantum equivalent of the classical self-
trapping phenomena. The energy is localized on the excited
site over a significant timescale, which increases with both
the local nonlinearity and the number of quanta. Then, a
rather slow energy flow takes place due to the finite value
of the soliton bandwidth. When the nonlocal nonlinearity is
increased, a faster dynamics occurs. The survival probability,
which characterizes the memory of the initial state in the
time dependent quantum state, decreases more rapidly and
supports a significant high frequency modulation. Similarly, the
population propagates more rapidly along the lattice. In that
regime, the speed of the dynamics still depends on the number
of quanta and the larger the number of quanta, the slower is the
dynamics. However, when the nonlocal nonlinearity reaches the
critical value B = 2A, a very different behaviour takes place.
Indeed, the lattice supports a very fast energy propagation
whose dynamics is almost independent of the number of quanta.
The survival probability decreases over a timescale of about
Φ−1, and two population wave packets emitted on each side of
the excited site propagate with a velocity typically about Φ. Our
numerical results have clearly established that this fast energy
transfer is mediated by bound states. However, the timescale
of the dynamics is of the same order of magnitude as the
timescale governing the free state dynamics. In other words, the
bound states involved in the dynamics when B = 2A behave
like independent quanta insensitive to the nonlinearity. Finally,
when B exceeds its critical value, the quantum self-trapping
regime recurs.

As shown in Section 3, the main part of the dynamics is
controlled by specific number states. Indeed, we have verified
numerically for v = 2, . . . , 7 that the most relevant states
involve number states of the form |v − p, p, 0, . . . , 0〉, with
p = 0, . . . , v − 1. Note that the states |1, v − 2, 1, . . . , 0〉,
|1, v−3, 2, . . . , 0〉 and |2, v−3, 1, . . . , 0〉 participate to a lesser
extend in the dynamics. Therefore, the relevant states, which
describe v − p quanta on one site trapped with p quanta on
a nearest neighbour site, are characterized by the self-energies
εp = vω0 − v(v − 1)A + p(v − p)(2A − B) (see Eq. (1)).
As long as |2A − B| is strong enough, the different relevant
configurations are weakly coupled to each other. Therefore only
the number states |v, 0, 0, . . . , 0〉 participate significantly to the
dynamics which follows the initial creation of v quanta on one
site. However, as illustrated in Fig. 5, a strong hybridization
between the different configurations occurs when |2A − B|

tends to zero. Finally, when B = 2A, a resonance takes place
since all the relevant states have the same energy.

To understand more clearly the way this resonance modifies
the energy transfer in the nonlinear lattice, we can take
advantage of the fact that only relevant number states
participate in the full dynamics. This feature allows us to

Fig. 7. Equivalent lattice model.

establish a simplified model, which is able to account for the
dynamics in the case A � Φ. This model is introduced in the
next section.

4.1. Equivalent lattice model

As mentioned previously, a good description of the
dynamics in the subspace Ev is obtained by restricting the
number state basis to the set of the relevant vectors. This set
is formed by the N × v vectors defined as

|n, p〉 =|p1 = 0, p2 = 0, . . . , pn = v− p, pn+1 = p, . . . 0〉

(9)

where |n, p〉 characterizes v − p quanta on the nth site and p
quanta of the site n + 1. The representation of the Hamiltonian
H in the restricted basis is equivalent to a tight-binding model
on the lattice displayed in Fig. 7(a). To simplify the notation,
the restriction of the full Hamiltonian will still be denoted H .
Within this model, each site supports the state |n, p〉 whose
energy is εp = p(v− p)ε, where ε = 2A− B. Note that ε0 = 0
has been used as the origin of the energy. Nearest neighbour
sites are coupled to each other through generalized hopping
constants. The hopping constant between |n, p〉 and |n, p+1〉 is
equal to Φp =

√
(p + 1)(v − p)Φ, with p = 0, . . . , v − 2. By

symmetry, the hopping constant between |n, v−1〉 and |n+1, 0〉

is Φ0 =
√
vΦ.

Consequently, the dynamics of the quantum nonlinear lattice
is formally equivalent to the dynamics of a fictitious particle
moving on the lattice shown in Fig. 7(a). At time t = 0, the
particle is created in the state |n0, 0〉 and its time evolution
is governed by the corresponding Schrödinger equation.
Unfortunately, although the model has been greatly simplified,
this equation cannot be solved analytically. However, the
knowledge of some general properties is sufficient to clarify our
understanding of the physics involved in the energy transfer.
In addition, the model allows us to determine the LDOS
which characterizes the weight of a localized state |n, 0〉 in the
eigenstates of the lattice. It represents a measure of the response
of the lattice to the initial excitation and gives the survival
probability simply by performing a Fourier transform.
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4.2. General properties of the lattice eigenstates

The lattice displayed in Fig. 7(a) exhibits a translational
invariance and its unit cell is defined in terms of two
subsystems. The first subsystem is formed by the single state
|n, 0〉, whereas the second subsystem involves the v−1 coupled
states |n, p〉, with p = 1, . . . , v − 1. A moment’s reflection
will convince the reader that this latter subsystem represents
a modified nonlinear quantum dimer. More precisely, it is the
representation of a dimer in the number state basis in which
the two states involving v quanta on the first site and v quanta
on the second site have been suppressed. As for the dimer,
this subsystem is invariant under the reflection symmetry which
transforms the state |n, p〉 into the state |n, v − p〉.

Due to the translational invariance, the lattice wave vector
k is a good quantum number. Therefore, for each k value,
the quantum states are described by a v × v matrix H(k).
Instead of representing this matrix in the local basis |n, p〉,
it is more convenient to introduce a new basis set formed
by the single state |n, 0〉 and by the v − 1 eigenstates of
the modified dimer. Indeed, although the quantum states of
a modified dimer are only known for small v values, they
represent a key ingredient needed to understand the physics of
the lattice. Therefore, let |α〉 denotes the αth eigenstate of a
modified dimer whose energy is ωα (see Fig. 7(b)). Because of
the reflection symmetry, each eigenstate is either symmetric or
antisymmetric. As a result, the wave function ψαp = 〈n, p | α〉

satisfies ψαp = ±ψαv−p, depending on whether the state is
symmetric (+) or antisymmetric (−). For even v values, there
are NS = v/2 symmetric and NA = (v − 2)/2 antisymmetric
eigenstates. By contrast, for odd v values, NS = NA =

(v − 1)/2.
In that context, the matrix Hamiltonian H(k) is expressed as

H(k) =


0 xα(k) xα′(k) . . .

x∗
α(k) ωα 0 . . .

x∗

α′(k) 0 ωα′ . . .

. . . . . . . . . . . .

 (10)

where xα(k) =
√
vφ(ψα1 + ψαv−1 exp(−ik)) is the coupling

between the states |n, 0〉 and |α〉 which results from the
interaction between |n, 0〉 with both the state |n, 1〉 of the same
unit cell and the state |n −1, v−1〉 of the previous unit cell (see
Fig. 7).

From Eq. (10), the delocalization of the fictitious particle
originates in the coupling between two neighbouring states
|n, 0〉 and |n + 1, 0〉, through their interaction with the
eigenstates of the nth modified dimer. As a consequence, each
lattice eigenstate is a superimposition involving the localized
states and the eigenstates of a modified dimer. However, such a
hybridization depends both on the energy difference ωα , and on
the strength of the coupling xα(k), which is drastically sensitive
to the symmetry of the dimer eigenstates.

Eq. (10) allows us to determine the exact expression of the
LDOS. Indeed, according to the standard definition used in
condensed matter physics, the LDOS is expressed in terms of

the Green’s operator G(k, ω) = (ω − H(k))−1 as

ρ0(ω) = −
1

Nπ
Im

∑
k

〈n0, 0|G(k, ω + i0+)|n0, 0〉. (11)

Since the LDOS only depends on the restriction of the Green’s
operator to |n0, 0〉, it can be obtained by applying standard
projection methods. Therefore, by taking advantage of the
symmetry of the eigenstates |α〉, the restricted Green’s operator
is written as

〈n0, 0|G(k, ω)|n0, 0〉 =
1

ω −1(ω)− 2J (ω) cos(k)
(12)

where

1(ω) = 2vΦ2
∑
α

ψα1ψα1

ω − ωα

J (ω) = vΦ2
∑
α

ψα1ψαv−1

ω − ωα
. (13)

By inserting Eq. (12) into Eq. (11), the LDOS is finally written
as

ρ0(ω) =
1
π

1
√
(2J (ω)+1(ω)− ω)(2J (ω)−1(ω)+ ω)

. (14)

Eq. (14) allows us to establish two general properties. First,
the zeros of the LDOS are given by the poles of the parameters
1(ω) and J (ω). In that context, Eq. (13) clearly shows that
the LDOS supports v − 1 zeros, which corresponds to the
eigenenergies of the modified dimer. In the vicinity of a zero,
the LDOS scales as

√
|ω − ωα|. Then, the LDOS exhibits two

kinds of poles which are given by the solutions of the two
equations 2J (ω)± (1(ω)− ω) = 0. From Eq. (13), these two
equations are rewritten as

4vΦ2
S∑
α

ψ2
α1

ω − ωα
= ω

4vΦ2
A∑
α

ψ2
α1

ω − ωα
= ω (15)

where the symbol
∑S,A denotes a sum over either the

symmetric or the antisymmetric eigenstates of a modified
dimer. In Eq. (15), the first equation gives NS + 1 solutions
whereas the second equation yields NA+1 solutions. Therefore,
the LDOS supports NS + NA + 2 = v+ 1 poles. In the vicinity
of a pole ωpo, the LDOS thus diverges according to the power
law |ω − ωpo|

−1/2.
These results reveal the occurrence of zeros and poles in

the LDOS, as observed in Fig. 1. In addition, they point
out the important role of the symmetry of the eigenstates of
the dimer, especially for specific values of the lattice wave
vector k. Indeed, when k = 0, the coupling xα (k = 0)
between |n, 0〉 and each antisymmetric state |α〉 vanishes. As
a consequence, H (k = 0) (Eq. (10)) has NA eigenvalues equal
to the eigenenergies of the antisymmetric states of the modified
dimer. They describe lattice eigenstates which do not involve
|n, 0〉, so they corresponds to zeros of the LDOS. By contrast,
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the remaining coupling between |n, 0〉 and the symmetric states
|α〉 produces NS+1 eigenstates which induce divergences in the
LDOS. When k = π , the same features occur, but by inverting
the role played by the symmetric and the antisymmetric states.
The matrix H (k = π) exhibits NS eigenvalues equal to the
eigenenergies of the symmetric states |α〉 and which correspond
to zeros of the LDOS. A strong coupling remains between |n, 0〉

and the NA antisymmetric states, leading to NA +1 eigenvalues
which give rise to divergences in the LDOS.

Finally, the coupling between |n, 0〉 and the v − 1 dimer
eigenstates |α〉 is at the origin of the creation of the lattice
eigenstates. It is responsible for the occurrence of specific
signatures in the LDOS and control the lattice dynamics.
However, depending on the strength of the coupling, different
dynamical behaviours can be observed ranging from quantum
self-trapping to fast energy transfer. In the following, these
features are first illustrated for the two simples situations
corresponding to v = 2 and v = 3. Then, a general discussion is
given to interpret the specific behaviour observed when ε = 0.

4.3. Application to v = 2 and v = 3

The case v = 2 is rather simple, because a modified dimer
involves a single state |n, 1〉 whose energy is ε1 = ε. Therefore,
H(k) is a 2 × 2 matrix which describes the hybridization
between |n, 0〉 and |n, 1〉. It can be solved exactly so that
the lattice supports two bands whose dispersion relations are
expressed as

E±(k) =
ε

2
±

√(ε
2

)2
+ 8Φ2 cos2(k/2). (16)

The corresponding LDOS, which shows a single zero and three
poles, is defined as

ρ0(ω) =
1
π

√
−(ω − ε1)

(ω − E−(0))(ω − E−(π))(ω − E+(0))
. (17)

When ε � Φ (B � 2A), the two bands are only weakly
coupled. The low frequency band, whose energy is about ε0 =

0, refers to the delocalization of the fictitious particle over the
different states |n, 0〉. By contrast, the second band accounts for
the delocalization of the fictitious particle over the states |n, 1〉.
In other words, the low frequency band is the soliton band
describing two quanta trapped on the same site and delocalized
along the lattice. The second band refers to the delocalization
of bound states involving two quanta trapped onto two nearest
neighbour sites.

Since only the soliton band is significantly excited, it
controls the dynamics. To understand this feature, let us
evaluate the corresponding survival probability (Eq. (7)).
Although the Fourier transform of Eq. (17) is not analytic in
a general way, it can be evaluated when the two bands lie far
from each other. In that case, the integral over the frequency
range of a given band can be performed by neglecting the
frequency dependence of the other band. After straightforward

Table 2
Time for the occurrence of the first zero of the survival probability (see Fig. 4)

B 0 3Φ 6Φ
v = 2 4Φ−1 2.4Φ−1 0.9Φ−1

v = 3 30Φ−1 9.4Φ−1 0.75Φ−1

v = 4 >30Φ−1 >30Φ−1 0.7Φ−1

calculations, the survival probability is thus expressed as

S0(t) ≈ J 2
0

(
4Φ2t

ε

) [
1 −

8Φ2

ε2 (1 − cos(εt))

]
(18)

where J0 is the Bessel function of the first kind. The survival
probability slowly decreases with time and it reaches its first
zero for t = 2.4ε/4Φ2. Note that this value is extracted from
the first zero t ≈ 2.40 of J0(t). When A = 3Φ and B = 0,
this value is equal to 3.6Φ−1, in a close agreement with the
numerical results about 4Φ−1 (see Fig. 4(a) and Table 2).
Eq. (18) shows that the survival probability supports a high
frequency modulation whose amplitude decreases with ε. Such
a modulation, whose frequency is equal to the energy difference
between |n, 0〉 and |n, 1〉, characterizes the small participation
of the second band in the dynamics.

As when ε decreases, i.e. when B tends to 2A, the width
of the low frequency band increases as a result of the redshift
of its low frequency edge. By contrast, the second band
exhibits a strong redshift accompanied by an increase in width.
In addition, its contribution to the LDOS increases, which
indicates that the coupling between the two kinds of bound
states is enhanced. Such a behaviour occurs until the high
frequency edge of the soliton band meets the low frequency
edge of the second band. This feature takes place when ε =

0, i.e. when B = 2A. In that case, the LDOS displays a
single band, only, with two divergences whose frequencies are
±2

√
2Φ. The corresponding bandwidth is thus a maximum and

it is equal to 4
√

2Φ. At the resonance, this band clearly suggests
strong hybridization between |n, 0〉 and |n, 1〉. In that case, the
Fourier transform of Eq. (17) can be determined exactly and it
yields the following survival probability

S0(t) = J 2
0 (2

√
2Φt). (19)

The resonance induces a decay of the survival probability over
a very short timescale. It reaches its first zero for t = 0.85Φ−1,
in close agreement with the results shown in Fig. 4(a) and
Table 2. This feature, mainly due to the strong hybridization
between the two bands, is responsible for a fast energy transfer
along the whole lattice. In other words, the transport of energy
results from a series of transitions between states involving
successively two quanta on the same site and two quanta on
nearest neighbour sites.

When v = 3, a modified dimer involves the two states
|n, 1〉 and |n, 2〉, which have the same energy 2ε. The first
state describes two quanta on site n and one quantum on site
n + 1, whereas the second state refers to one quantum on site
n and two quanta on site n + 1. Due to the coupling Φ1 = 2Φ
between these states, a strong hybridization takes place so that
the eigenstates of the modified dimer correspond to a symmetric
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Fig. 8. Theoretical energy spectrum and LDOS for v = 3 and for (a) ε = 2 and
(b) ε = 0.

and to an antisymmetric superimposition as

|α±〉 =
1

√
2
(|n, 1〉 ± |n, 2〉). (20)

The corresponding eigenenergies are ω± = 2ε±2Φ. Therefore,
H(k) is a 3 × 3 matrix which describes the hybridization
between |n, 0〉 and |α±〉. In a general way, the lattice supports
three bands and the corresponding LDOS is written as

ρ0(ω) =
1
π

√
−(ω − ω+)(ω − ω−)

(ω − E1)(ω − E2)(ω − E3)(ω − E4)
(21)

where the four poles are defined as

E1 = ε − Φ −

√
ε2 − 2εΦ + 7Φ2

E2 = ε + Φ −

√
ε2 + 2εΦ + 7Φ2

E3 = ε − Φ +

√
ε2 − 2εΦ + 7Φ2

E4 = ε + Φ +

√
ε2 + 2εΦ + 7Φ2. (22)

For strong ε values (see Fig. 8(a)), the three bands are well
separated, in a close agreement with the results displayed in
Fig. 1(a) and (b). As for v = 2, the low frequency band mainly
describes the delocalization of the fictitious particle over the
different states |n, 0〉. It thus corresponds to the soliton band,
the LDOS of which exhibits two divergences whose frequencies
are E1 and E2. The resulting bandwidth is thus about 6Φ3/ε2.
By contrast, the two other bands account for the delocalization
of the fictitious particle over the eigenstates |α±〉 belonging
to different unit cells. Consequently, the band just above the

soliton band refers to bound states formed by the antisymmetric
superimposition of the states |n, 1〉 and |n, 2〉, whereas the
high frequency band characterizes bound states involving their
symmetric superimposition. As shown in Fig. 8(a), the LDOS
connected to these two bands shows a single divergence and a
single zero.

Since only the soliton band is significantly excited when
three quanta are created on one site, it controls the main part
of the dynamics. The survival probability is thus approximately
expressed as

S0(t) ≈

(
1 −

3Φ2

ε2

)
J 2

0

(
3Φ3t

ε2

)
+

3Φ2

ε2 J0

(
3Φ3t

ε2

) [
J0

(
3Φ2t

2ε

)
cos(2εt)

− J1

(
3Φ2t

2ε

)
sin(2εt)

]
cos(2Φt). (23)

The survival probability exhibits a rather slow dynamics
governed by the first term in the right-hand side of Eq. (23).
It decreases over a timescale typically about t = 2.40ε2/3Φ3.
When A = 3Φ and B = 0, this time is equal to 28.8Φ−1, in a
close agreement with the numerical results 30Φ−1 (see Fig. 4(b)
and Table 2). Note that the survival probability supports a high
frequency modulation whose amplitude decreases with ε. Such
a modulation, whose frequency is typically about ω±, accounts
for the small hybridization between the soliton band and the
two other bands.

As when ε decreases, i.e. when B tends to 2A, the three
bands are redshifted and their bandwidth increases. In addition,
the contribution to the LDOS of the two high frequency bands
is enhanced due to their hybridization with the soliton band.
Nevertheless, the three bands do not hybridize in a similar way.
Indeed, the soliton band hybridizes first with the antisymmetric
band. This mechanism dominates when ε = Φ/4, for which
both the soliton band and the antisymmetric band condense
into a single band. Then, for smaller ε values, the hybridization
with the symmetric band takes place. Finally, when ε = 0,
the LDOS exhibits three bands again (Fig. 8(b)). However,
all these bands mix the three different kinds of bound states
so that the three bands control the dynamics. As a result, the
typical time governing the decay of the survival probability is
about t = 2 × 2.4/1ω, where 1ω = 2(1 +

√
7)Φ is the

difference between the high frequency and the low frequency
divergences of the LDOS. When A = 3Φ and B = 6Φ,
this time is equal to 0.66Φ−1 in a close agreement with the
numerical result 0.75Φ−1 (see Fig. 4(b)). As a consequence,
a fast energy transfer takes place, with a velocity of about the
hopping constant Φ, which characterizes the motion of a single
quantum, insensitive to the nonlinearity. However, as for v = 2,
the transport of energy is mediated by states formed by the
superimposition of the three kinds of bound states.

4.4. Interpretation of the resonance ε = 0

The previous examples clearly illustrate the fact that the
lattice dynamics exhibits two distinct behaviours, depending on
the value of the parameter ε = 2A − B.
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- 254 -



C. Falvo et al. / Physica D 221 (2006) 58–71 69

When ε � Φ (B � 2A), the energy transfer is
mediated by bound states formed by v quanta trapped on
the same site and behaving as a single particle. This particle
delocalizes along the lattice due to the coupling between
nearest neighbour states |n, 0〉 through their interaction with the
modified dimers. Because the eigenenergies of the dimer lie far
from the energy of the localized state |n, 0〉, this coupling is
very weak. Consequently, the v quanta bound states belong to
the low energy soliton band, which is characterized by a very
small bandwidth of about 1ω ≈ 4vΦv/(v − 1)!εv−1 [16,17].
Therefore, the creation of v quanta on one site mainly excites
the soliton band, leading to the occurrence of the quantum
equivalent of the classical self-trapping. The energy is localized
on the excited site over a significant timescale which increases
with both ε and v. It finally propagates slowly at a very small
velocity, proportional to the bandwidth.

By contrast, when ε = 0, i.e. when B = 2A, a very different
behaviour takes place, mainly due to the occurrence of a
resonance, since all the states |n, p〉 have the same self-energy.
This resonance allows for a complete energy delocalization at a
rather large velocity, of typically about the hopping constant Φ.
In a marked contrast with the previous situation, the resonance
induces a strong interaction between the localized states and the
modified dimers. Nevertheless, as detailed below, the origin of
this interaction strongly depends on whether v is even or odd,
due to the v dependence of the energy spectrum of a modified
dimer.

For even v values, a modified dimer supports a single
eigenstate, denoted as |α0〉, whose energy vanishes. The v − 2
remaining eigenstates are grouped into pairs formed by two
eigenstates having the same symmetry but with opposite
energy. As a result, the coupling between |n, 0〉 and all these
v − 2 eigenstates appears extremely weak. Indeed, by using a
standard perturbation theory, it is easy to show that the second
order correction of the energy of |n, 0〉 due to these couplings
is expressed as 1E = −

∑
α 6=α0

|xα(k)|2/ωα . This correction
vanishes exactly because the sum involves pairs of states which
experience the same interaction with |n, 0〉 but which have an
opposite energy. In other words, a pair of eigenstates yields
two pathways for the transition between |n, 0〉 and |n + 1, 0〉

which interfere destructively so that the resulting probability
amplitude vanishes.

Consequently, the relevant part of H(k) reduces to a 2 × 2
matrix which describes the hybridization between |n, 0〉 and the
resonant eigenstate |α0〉. From Eq. (10), it can be solved exactly
so that the lattice supports two energy bands whose dispersion
relations are expressed as ±

√
vΦ|ψα01 + ψα0v−1 exp(−ik)|.

Depending on whether |α0〉 is symmetric or antisymmetric,
these two bands vanish for k = π or k = 0. Therefore, the
gap between these two bands vanishes, so that the resulting
bandwidth is equal to 1ω = 4

√
vΦ|ψα01|. By performing

the numerical diagonalization of the dimer Hamiltonian for v
ranging from 2 to 200, it is straightforward to show that the
wave function behaves as |ψα01| ≈

√
2/v. The bandwidth is

thus of about a few times the hopping constant as1ω ≈ 4
√

2Φ.
Note that the diagonalization of the full H(k) matrix equation
(10) shows that the bandwidth slightly decreases with the

number of quanta. For instance it varies from 5.66Φ for v = 2
to 4.50Φ for v = 50. This rather large bandwidth is responsible
for the decay of the survival probability over a short timescale,
which indicates the occurrence of a fast energy transfer at a
velocity typically of about the velocity of independent quanta,
insensitive to the nonlinearity. Nevertheless, this delocalization
originates in the propagation of bound states, which result from
the hybridization between v-quanta trapped on the same site
and v-quanta distributed according to the resonant state |α0〉.
Our numerical analysis reveals that this distribution involves
the superimposition of the number states |v − 1, 1, 0, 0, . . .〉,
|v − 3, 3, 0, 0, . . .〉, |v − 5, 5, 0, 0, . . .〉 . . . |1, v − 1, 0, 0, . . .〉.

For odd v values, the modified dimer has v − 1 eigenstates
which are grouped into pairs containing two states having
an opposite energy and a different symmetry. Therefore,
since no resonance occurs with the modified dimer, |n, 0〉

interacts with all the eigenstates |α〉. Nevertheless, among all
these interactions, only the coupling between |n, 0〉 and the
two eigenstates whose energy is close to zero is significant.
These two states, denoted by |αS〉 (symmetric) and |αA〉

(antisymmetric) respectively, belong to the same group and
have an opposite energy ωS = −ωA. Consequently, the relevant
part of the H(k) reduces to a 3 × 3 matrix written as

H(k) ≈

 0 xS(k) xA(k)
x∗

S(k) ωS 0
x∗

A(k) 0 −ωS

 (24)

where xS(k) =
√
vΦψS1(1 + exp(−ik)) and xA(k) =

√
vΦψS1(1 − exp(−ik)). As discussed in Section 4.2, Eq. (24)

can be diagonalized for specific values of the lattice wave
vector k by taking advantage of the dimer eigenstate symmetry.
Indeed, when k = 0, the coupling between |n, 0〉 and |αA〉

vanishes. The energy ωA is thus an eigenvalue of the matrix
Hamiltonian Eq. (24) which corresponds to a zero of the LDOS.
However, the coupling between |n, 0〉 and |αS〉 remains and
it produces two eigenvalues ωS/2 ±

√
(ωS/2)2 + 4vΦ2|ψS1|

2

which correspond to two poles of the LDOS. In the same
way, when k = π , there is no interaction between |n, 0〉

and the symmetric state so that ωS is an eigenvalue of the
Hamiltonian which is a zero of the LDOS. By contrast, the
coupling with the antisymmetric state leads to two eigenvalues
−ωS/2 ±

√
(ωS/2)2 + 4vΦ2|ψS1|

2 which yield two poles of
the LDOS.

Consequently, the energy spectrum supports three bands
which describe strong hybridizations between the three states
|n, 0〉, |αS〉 and |αA〉. These bands govern the dynamics of
the lattice which is controlled by a rather large bandwidth
defined as the energy difference between the high frequency
and the low frequency divergences of the LDOS as 1ω =

|ωS| +

√
ω2

S + 16vΦ2|ψS1|
2. The numerical analysis reveals

that this bandwidth is about a few times the hopping constant
Φ. However, as for even v values, the exact diagonalization of
the full H(k) matrix equation (10) reveals that the bandwidth
slightly decreases with the number of quanta. It varies from
7.29Φ for v = 3 to 6.72Φ for v = 51. Therefore, this
large bandwidth favours a fast decay of the survival probability
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followed by a fast energy transfer. This energy transfer is
mediated by bound states formed by the superimposition of
v-quanta trapped on the same site and v-quanta distributed
according to the two states |αS〉 and |αA〉 which involve all the
number states |v−1, 1, 0, 0, . . .〉, |v−2, 2, 0, 0, . . .〉, . . . |1, v−

1, 0, 0, . . .〉.

5. Conclusion

In the present paper, a generalized Hubbard model for
bosons has been used to analyze the energy transfer in a
nonlinear quantum lattice. Within this model, the dynamics is
controlled by two relevant parameters, i.e. the local nonlinearity
A and the nonlocal nonlinearity B, and a special attention has
been paid to characterizing their influence on the bound states.

For a sufficiently strong A value, the lattice dynamics was
shown to be mainly governed by specific states when v quanta
were initially excited on one site. These states, which involve
number states of the form |v − p, p, 0, . . . , 0〉 with p =

0, . . . , v − 1, describe v − p quanta on one site trapped with
p quanta on a nearest neighbour site. In that context, it has
been shown that as long as |2A − B| is strong enough, the
different relevant states are weakly coupled to each other and
only the number states |v, 0, 0, . . . , 0〉 participate significantly
to the dynamics. The energy transfer is mediated by bound
states formed by v quanta trapped on the same site and behaving
as a single particle. These bound states form a soliton band
whose excitation gives rise to the occurrence of the quantum
equivalent of the classical self-trapping phenomena. The energy
is localized on the excited site over a significant timescale,
which increases with both the local nonlinearity and the number
of quanta. Then, a rather slow energy flow takes place due to the
finite value of the soliton bandwidth.

For smaller |2A − B| values, a strong hybridization between
the different relevant states occurs and a faster dynamics takes
place. The energy propagates more rapidly along the lattice.
Nevertheless, the larger the number of quanta, the slower is the
dynamics. However, it has been shown that when the nonlocal
nonlinearity reaches a critical value, i.e. when B = 2A, a
resonance occurs since all the relevant states have the same
energy. The lattice thus supports a very fast energy propagation
whose dynamics is almost independent of the number of quanta.
The energy is transfered by specific bound states formed by
the superimposition of the relevant states. The timescale of the
dynamics is of the same order of magnitude as the timescale
governing the free state dynamics and it has been concluded that
the bound states behave like independent quanta, insensitive to
the nonlinearity.

To conclude, let us mention that the present formalism
will be used to study the energy flow mediated by vibrational
excitons in biopolymers. In that case, the local and nonlocal
nonlinearities are defined as A ≈ (A0 + EB) and B ≈ EB
where A0 is the intramolecular anharmonicity of the high
frequency mode of each peptide unit and where EB is the
small polaron binding energy which measures the strength
of the exciton–phonon coupling [22–25,38,42]. The relevant
parameter which characterizes the lattice dynamics is thus

written as ε = 2A − B = 2A0 + EB . Therefore, depending on
the high frequency mode, it seems that nature provides different
situations corresponding to the different dynamical regimes
described in the present work. Indeed, for the N–H stretching
mode, A0 ≈ 60 cm−1 and EB ≈ 80 cm−1 so that ε ≈

200 cm−1, i.e. a value of about 40 times greater than the exciton
hopping constant [38]. This situation clearly corresponds to the
quantum self-trapping regime. By contrast, the amide I mode
exhibits a smaller intramolecular anharmonicity of about A0 =

8 cm−1 and EB ranges between 3 and 15 cm−1 [22]. These
parameters provide an ε value of about 3.5 times greater than
the hopping constant and we thus expect an intermediate regime
in which the vibrational energy propagates more rapidly along
the lattice. Finally, the most interesting case is certainly given
by the amide II mode associated with N–H bending. Although
less information is known about the value of the different
parameters, pump–probe spectroscopy has revealed that the
amide II mode exhibits a rather weak local anharmonicity
A = (A0 + EB) ≤ 8 cm−1 [43]. In addition, the symmetry
of the N–H bending mode allows for a negative value of
the intramolecular anharmonicity A0 [44]. Consequently, these
results suggest that ε ≈ A + A0 could be rather small which
indicates that a fast energy transfer mediated by bound states
could occur.
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Conclusion Générale

Dans ce mémoire, nous avons présenté une étude théorique de la dynamique
vibrationnelle multi-quanta des réseaux quantiques non linéaires en portant une at-
tention particulière au cas des bio-polymères en conformation hélice-α et des nano-
structures moléculaires. De tels systèmes sont constitués par un ensemble de modes
de vibration haute fréquence régulièrement distribués le long d’un réseau de basse
dimension. La dynamique de ces modes montre une certaine complexité qui est le
fruit de la compétition entre trois phénomènes physiques fondamentaux :

• Les couplages d’origine dipolaire combinés à l’invariance translationnelle favo-
risent la délocalisation des vibrations le long du réseau sous forme d’ondes planes.
Ce phénomène traduit la propagation d’excitons vibrationnels, appelés vibrons, qui
apparaissent comme les quasi-particules associées à la dynamique collective des vi-
brations intramoléculaires.

• L’anharmonicité du potentiel intramoléculaire de chaque mode constitue une source
de non linéarité locale qui brise l’indépendance entre les modes d’ondes planes et
qui favorise une interaction attractive entre les vibrons. Par conséquent, elle est à
l’origine de l’apparition d’états spécifiques appelés états liés. Ces états sont carac-
térisés par une localisation de l’interdistance vibronique si bien que les vibrons sont
piégés les uns vers les autres. Cependant, l’invariance par translation entrâıne une
délocalisation du centre de masse des vibrons qui se comporte telle une onde plane.
Ainsi, de par leur sensibilité aux effets anharmoniques, les états liés apparaissent
comme le pendant quantique d’objets non linéaires classiques tels que les solitons
ou les « breathers ».

• L’interaction entre les modes internes haute fréquence et les vibrations externes
basse fréquence (phonons) modifie fondamentalement la nature des états vibro-
niques. De par cette interaction, la présence d’un vibron induit une déformation
locale du réseau qui suit instantanément la propagation du vibron. Un vibron ha-
billé par une déformation forme alors un « petit polaron ». Ce mécanisme d’habillage,
qui est l’équivalent quantique de l’auto-piégeage classique, perturbe la dynamique
vibrationnelle selon deux processus. Tout d’abord, il diminue les constantes de saut
et réduit la capacité de délocalisation des polarons. Ensuite, il est à l’origine d’une
seconde source de non linéarité et favorise des interactions non locales entre polarons
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responsables de la formation d’états liés particuliers.

Pour décrire l’ensemble de ces phénomènes, nous avons réalisé une succession
de transformations unitaires de façon à générer un hamiltonien effectif. Bien que
fondée sur une théorie de champ moyen qui suppose les phonons à l’équilibre ther-
modynamique, une telle approche permet un traitement non perturbatif des proces-
sus non linéaires. L’hamiltonien effectif apparâıt alors comme une généralisation de
l’hamiltonien de Hubbard pour bosons. Il gouverne la dynamique des polarons qui
interagissent de manière attractive à travers des non linéarités locales et non locales.
L’étude de cet hamiltonien, effectuée en utilisant la méthode des états nombres, nous
a permis de caractériser la nature des états quantiques multi-quanta et d’identifier
les états liés.

Nous avons tout d’abord appliqué ce formalisme à l’étude des propriétés vibra-
tionnelles des hélices-α. Une hélice-α est un bio-polymère constitué par l’imbrication
de trois sous-réseaux de liaisons hydrogène qui relient un ensemble de groupements
amide. Chaque groupement contient des modes de vibration haute fréquence, les
modes amide, dont la nature collective est à l’origine de la formation des vibrons.
Ceux-ci interagissent préférentiellement avec les phonons acoustiques basse fréquence
associés aux mouvements externes collectifs des groupements amide. Nous avons
alors observé les phénomènes suivants :

• Dans un modèle 1D d’hélice-α, la protéine est le siège de deux types d’états liés
dont la nature dépend de la compétition entre l’habillage et l’anharmonicité. Les
états liés de basse fréquence forment une bande située en dessous du continuum des
états libres et caractérisent principalement deux polarons localisés sur le même site.
A l’inverse, les états liés haute fréquence peuvent présenter une résonance avec le
continuum et décrivent deux polarons piégés sur deux sites plus proches voisins. Au-
delà de l’approximation du champ moyen, nous avons analysé l’influence du couplage
polaron-phonon et montré que la relaxation des états bi-polaroniques s’effectue sur
un temps de l’ordre de la pico-seconde. Les états liés basse fréquence transitent vers
les états liés haute fréquence alors que ces derniers se désintègrent à la fois dans la
bande des états liés basse fréquence et dans le continuum des états libres. Enfin,
sous l’action des phonons, les états libres effectuent des transitions à l’intérieur du
continuum qui leur est associé.

• Le calcul théorique des spectres pompe-sonde résolus en temps a révèlé que les états
liés ont une signature spécifique. En effet, les états libres contribuent à la formation
d’un pic négatif alors qu’un état lié favorise la présence d’un pic positif. La position
d’un tel pic étant révélatrice de l’énergie de l’état lié sondé, la prise en compte de la
nature collective et non linéaire des vibrations intramoléculaires est essentielle pour
interpréter correctement le spectre. Ainsi, la présence de deux états liés dans une
hélice-α nous a permis d’interpréter avec succès le spectre pompe-sonde atypique de
la vibration N-H d’une protéine modèle.
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• La description tridimensionnelle des hélices-α a montré l’existence d’une transition
entre deux régimes dynamiques. A basse température, les constantes de sauts inter-
réseaux jouent un rôle crucial et les états polaroniques et bi-polaroniques ont un
caractère 3D important. A température biologique, le mécanisme d’habillage favorise
les sauts intra-réseaux si bien que les polarons ne peuvent se propager que dans un
seul sous-réseau. Les états quantiques perdent leur nature 3D et sont parfaitement
décrits par un modèle 1D.

Au cours de notre étude, nous avons également présenté des concepts nouveaux.
Dans un premier temps, nous avons introduit la question de l’influence des effets de
taille sur la dynamique vibrationnelle. En étudiant un nanofil moléculaire adsorbé de
taille finie, nous avons montré que le mécanisme d’habillage est fortement perturbé
par le confinement du réseau et que la singularité de l’environnement des molécules
de bord favorise l’émergence d’états localisés. Dans un deuxième temps, en consi-
dérant un modèle très général, nous avons abordé la problématique fondamentale
de la redistribution de l’énergie au sein d’un réseau non linéaire. Alors que jusqu’à
aujourd’hui il était communément admis que les états liés ne permettent que le sto-
ckage de l’énergie, nous avons montré que grâce à un phénomène de résonance ces
derniers peuvent être les vecteurs d’un transport cohérent.

Ce travail de thèse a permis d’établir un formalisme général afin de caractéri-
ser la nature des états vibrationnels multi-quanta dans les réseaux moléculaires. Il
constitue ainsi une première étape fondamentale qui est nécessaire pour appréhender
la description de mécanismes dynamiques plus complexes.

Ainsi, la connaissance des états à deux polarons apparâıt essentielle pour étudier
le transport énergétique dans les bio-polymères. Dans ce contexte, par analogie avec
Davydov qui envisageait un transport cohérent véhiculé par des solitons, la ques-
tion de l’utilisation des états liés comme vecteur d’énergie semble fondamentale.
Cependant, l’existence d’un couplage polaron-phonon sera une source de relaxation
à l’origine d’une limitation de la cohérence et le transport, de nature plutôt in-
cohérente, sera certainement le fruit d’un mécanisme de diffusion. Pour décrire ces
phénomènes, il conviendra d’introduire une formulation plus générale à travers l’éta-
blissement d’une équation cinétique quantique pour la matrice densité du système
polaron-phonon. Incluant l’ensemble des mécanismes non linéaires ainsi que le cou-
plage résiduel avec le bain de phonons, une telle équation permettra de décrire la
transition entre le transport cohérent et le régime incohérent et donc de caractéri-
ser le coefficient de diffusion des états liés. Une telle étude permettra de savoir si, à
l’image du soliton, les états liés jouent un rôle spécifique par rapport aux états libres.
Dans le même esprit, le raffinement de cette approche devra aboutir à une modé-
lisation plus réaliste d’un bio-polymère. En effet, la suite logique de notre travail
semble conduire à l’intégration des différents niveaux de structures des protéines.
Ainsi, l’étude des propriétés de transport pourra être appliquée à la redistribution
de l’énergie libérée localement par l’hydrolyse de l’ATP au sein d’une protéine glo-
bulaire ou fibreuse. Il sera possible, par exemple, de calculer la distance typique sur
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laquelle l’énergie peut se propager de façon cohérente, ou, à l’inverse, d’évaluer le
temps durant lequel l’énergie reste localisée en un site particulier.

Mais ce souci d’accéder à un degré de réalisme plus important dans la descrip-
tion des bio-polymères devra également s’accompagner de la prédiction théorique de
nombreuses expériences, notamment des expériences de spectroscopie multidimen-
sionnelle. Cette nouvelle technique, explicitement sensible aux états multi-quanta,
permet de déterminer les couplages non linéaires entre modes vibrationnels et d’iden-
tifier les différents canaux de relaxation en temps réel. Simuler de telles expériences
requiert d’aller au-delà des approximations que nous avons réalisées et il sera néces-
saire de prendre en compte l’orientation respective de chaque dipôle et les différents
mécanismes de relaxation. De même, à température biologique, on peut s’interroger
sur la validité de l’approximation harmonique pour décrire les mouvements externes.
L’anharmonicité des phonons peut perturber le mécanisme d’habillage et donc mo-
difier les non linéarités affectant la dynamique des polarons.

Enfin, d’un point de vue plus formel, notre étude a soulevé la question fondamen-
tale du lien entre les états liés quantiques et les objets classiques tels que le soliton ou
le breather. La méthode des états nombres nous a permis d’explorer les sous-espaces
comportant un faible nombre de quanta. A l’opposé, lorsque le nombre de quanta
devient très important, l’approximation semi-classique apparâıt licite. Mais le ré-
gime intermédiaire souffre d’un manque cruel de théorie adaptée. Dans ce contexte,
la méthode présentée au cours du dernier chapitre apparâıt prometteuse puisqu’elle
permet une simplification du réseau équivalent. Elle offre la possibilité de simuler la
dynamique d’états liés pertinents, et cela quel que soit le nombre de quanta présents.
Cependant, le couplage entre ces états et l’ensemble des autres états multi-quanta
devra être introduit à travers une généralisation de cette approche. De plus, en uti-
lisant cette méthode, il sera possible de construire des états cohérents formés par
une superposition d’états liés. L’étude de leur dynamique permettra d’appréhender
le comportement d’objets non linéaires situés à la frontière entre le monde classique
et le monde quantique.
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Annexe A

Équations de Schrödinger dans la
base de Bloch

L’hamiltonien effectif décrivant la dynamique des polarons est donné par (voir
Eq.(6.42)) :

Heff =
∑

n

ω̂0b
†
nbn − Âb†2n b

2
n −

∑
n6=m

1

2
B̂(n−m)b†nb

†
mbnbm

−
∑
n6=m

J (1)(n−m)Φnm(Nn +Nm)b†nbm − J (2)(n−m)Φ4
nm(Nn +Nm)b†2n b

2
m

−
∑
n6=m

J (3)(n−m)Φnm(Nn +Nm)b†n(b†nbn + b†mbm)bm (A.1)

Pour résoudre l’équation de Schrödinger Heff |ψ〉 = ω|ψ〉 dans le sous-espace à deux
polarons, le vecteur d’état |ψ〉 est développé sur la base de Bloch définie par :

|ψ〉 =
∑
km

ψk(m)|km〉 (A.2)

où |km〉 s’exprime en fonction des vecteurs de la base locale selon :

|km〉 =
1√
N

∑
n1

eik(n1+m/2)|n1n1 +m〉 (A.3)

Dans cette base, les termes proportionnels à ω̂0, Â et B̂(n − m) engendrent les
contributions diagonales de l’hamiltonien effectif (A.1) dont la détermination ne
présente aucune difficulté. A l’inverse, l’ensemble des termes faisant intervenir la
matrice des constantes de saut est à l’origine de contributions non diagonales dont
l’évaluation, présentée dans cette annexe, apparâıt plus délicate.
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Ainsi, on distingue trois types de termes non diagonaux respectivement notés V1,
V2 et V3 et définis par :

V1 =
∑
n6=n′

J (1)(n− n′)Φnn′(Nn +Nn′)b
†
nbn′

V2 =
∑
n6=n′

J (2)(n− n′)Φ4
nn′(Nn +Nn′)b

†2
n b

2
n′

V3 =
∑
n6=n′

J (3)(n− n′)Φnn′(Nn +Nn′)b
†
n(b†nbn + b†n′bn′)bn′

(A.4)

Le terme V2 traduisant la propagation simultanée de deux polarons situés sur un
même site, il n’agit que sur les vecteurs de Bloch |km〉 décrivant une interdistance
m nulle. En utilisant l’Eq.(A.3), l’action de V2 sur |k0〉 est donnée par :

V2|k0〉 =
1√
N

∑
n6=n′

∑
n1

J (2)(n− n′)Φ4
nn′(Nn +Nn′)e

ikn1b†2n b
2
n′|n1n1〉

=
1√
N

∑
n6=n′

J (2)(n− n′)Φ4
nn′(Nn +Nn′)e

ikn′|nn〉 (A.5)

Posons δ = n − n′. Puisque δ ne peut dépasser la demi-longueur du réseau L =
(N − 1)/2, l’invariance par translation des fonctions Φnm(X) conduit finalement à :

V2|k0〉 = 4
L∑

δ=1

J (2)(δ)Φ4
0δ(2) cos(kδ)|k0〉 (A.6)

Pour représenter V1 et V3, il apparâıt judicieux d’introduire un unique opérateur
V défini par :

V =
∑
n6=n′

Rn,n′(Nn +Nn′)b
†
nbn′ (A.7)

L’interaction V1 se déduit de V en posant :

Rn,n′(Nn +Nn′) = J (1)(n− n′)Φnn′(Nn +Nn′) (A.8)

alors que V3 s’obtient en posant :

Rn,n′(Nn +Nn′) = J (3)(n− n′)Φnn′(Nn +Nn′)[Nn +Nn′ − 1] (A.9)

L’application de V sur un état local |n1, n2〉 dépend de la position respective des
quanta. Ainsi, lorsque n1 < n2, l’indiscernabilité des bosons et les conditions aux
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limites periodiques entrâınent :

V |n1, n2〉 =

n2−L−1∑
n=n1−L

Rn1,n(1)|n2, n+N〉+

n2−1∑
n=n2−L

Rn1,n(1)|n, n2〉

+

n1+L∑
n=n2+1

Rn1,n(1)|n2, n〉+

n1−1∑
n=n2−L

Rn2,n(1)|n, n1〉

+

n1+L∑
n=n1+1

Rn2,n(1)|n1, n〉+

n2+L∑
n=n1+L+1

Rn2,n(1)|n−N, n1〉

+
√

2Rn1,n2(2)[|n1n1〉+ |n2, n2〉]

(A.10)

L’Eq. (A.10) montre qu’à partir d’un état |n1, n2〉, l’interaction V crée des transitions
vers les états |n′1, n′2〉 selon six chemins différents. En posant m = n2 − n1 et m′ =
n′2 − n′1 et compte tenu de l’invariance par translation Rn,n′ = R0,n′−n, l’Eq. (A.10)
s’écrit :

V |n1, n1 +m〉 =
L∑

m′=1

R0,m′−m(1) [|n1 +m−m′, n1 +m〉+ |n1, n1 +m′〉]

+
L−m∑
m′=1

R0,m+m′(1) [|n1 +m,n1 +m+m′〉+ |n1 −m′, n1〉]

+
L∑

m′=L+1−m

RN,m+m′(1) [|n1 +m,n1 +m+m′〉+ |n1 −m′, n1〉]

+
√

2R0,m(2)[|n1n1〉+ |n1 +m,n1 +m〉]
(A.11)

Dans ce contexte, l’action de V sur |km〉 est définie par :

V |km〉 =
L∑

m′=1

2R0,m−m′(1) cos

(
k
m−m′

2

)
|km′〉

+
L−m∑
m′=1

2R0,m+m′(1) cos

(
k
m+m′

2

)
|km′〉

+
L∑

m′=L+1−m

2RN,m+m′(1) cos

(
k
m+m′

2

)
|km′〉

+ 2
√

2R0,m(2) cos(km)|k0〉

(A.12)

Dans le même esprit, l’action de V sur |k, 0〉 est donnée par :

V |k0〉 = 2
√

2
L∑

m′=1

R0,m′(2) cos(km′)|km′〉 (A.13)

Ces équations nous permettent de retouver les Eq. (6.51) et (6.53) du chapitre 6.
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Annexe B

Fonction de Green du réseau
équivalent

La résolvante G(k, ω) de l’hamiltonien H(k) (8.24) est définie par :

(ω −H(k))G(k, ω) = 1 (B.1)

Soit G (k, ω) = 〈k, 0|G(k, ω)|k, 0〉 la projection de la résolvante sur le vecteur |k, 0〉.
Pour calculer G (k, ω), introduisons les projecteurs P = |k, 0〉〈k, 0| et Q = 1 − P .
On notera que Q réalise une projection sur l’ensemble des états du DM. Par la suite
et pour simplifier les notations, nous ometterons la dépendance en k de l’ensemble
des opérateurs. Ainsi, l’application à gauche et à droite des opérateurs P et Q sur
l’Eq. (B.1) donne :

P (ω −H)G(ω)P = P

Q(ω −H)G(ω)P = 0
(B.2)

En insérant la relation de fermeture P + Q = 1 entre (ω −H(k)) et G, le système
d’équations (B.2) s’écrit :

P (ω − PHP )PGP − PHQ ·QGP = P

Q(ω −QHQ)QGP −QHP · PGP = 0
(B.3)

Après quelques manipulations triviales, on obtient finalement :

PGP = P
(
ω − PHP − PHQ(ω −QHQ)−1QHP

)−1
P (B.4)

A ce stade, la représentation de Q dans la base des états du DM s’écrit :

Q =
∑

α

|Ψkα〉〈Ψkα| (B.5)
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Dès lors, sachant que :

PHP = ε0 = 0

QHQ =
∑

α

ωα|Ψkα〉〈Ψkα|

PHQ =
∑

α

xα(k)|k, 0〉〈Ψkα|

(B.6)

la fonction de Green devient :

G (k, ω) =

[
ω −

∑
α

|xα(k)|2

ω − ωα

]−1

(B.7)

Enfin, en utilisant la définition des couplages xα(k) (8.25) et en notant que ψα1ψ
∗
αv−1 =

ψ∗
α1ψαv−1 de par la symétrie du DM, on obtient :

G (k, ω) =
1

ω −∆(ω)− 2J(ω) cos(k)
(B.8)

où ∆(ω) et J(ω) sont définis par :

∆(ω) = 2vΦ2
∑

α

|ψα1|2

ω − ωα

J(ω) = vΦ2
∑

α

ψα1ψ
∗
αv−1

ω − ωα

(B.9)
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Annexe C

Transformées de Fourier

Etant donnés deux réels a et b tels que a < b, on définit l’intervalle I = [a, b].
Soit f : R → R la fonction définie par :

f(ω) =


1√

(ω − a)(b− ω)
si ω ∈ I ,

0 si ω /∈ I
(C.1)

La transformée de Fourier de f(ω) est donnée par :

f̂(t) =
1

π

∫ ∞

−∞
dω e−iωtf(ω) = exp

(
−ia+ b

2
t

)
J0

(
b− a

2
t

)
(C.2)

De même, soit g : R → R la fonction définie par :

g(ω) =


√
ω − a

b− ω
si ω ∈ I ,

0 si ω /∈ I
(C.3)

La transformée de Fourier de g(ω) est donnée par :

ĝ(t) =
1

π

∫ ∞

−∞
dω e−iωtg(ω) =

b− a

2
exp

(
−ia+ b

2
t

)[
J0

(
b− a

2
t

)
− iJ1

(
b− a

2
t

)]
(C.4)
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RÉSUMÉ

Dans ce travail théorique, nous présentons une étude de la dy-
namique vibrationnelle multi-quanta des réseaux quantiques non
linéaires. Ces réseaux présentent une distribution périodique de
modes de vibration haute fréquence dont la dynamique est le fruit
de la compétition entre les phénomènes suivants :
• Les couplages dipolaires favorisent la délocalisation des vi-

brations donnant naissance à la propagation d’excitons vibra-
tionnels : les vibrons.

• L’anharmonicité intramoléculaire favorise une interaction at-
tractive entre les vibrons et entraîne l’apparition d’états liés.
Caractérisés par une localisation de l’interdistance vibronique,
les états liés sont l’équivalent quantique d’objets non linéaires
tels que les solitons.

• L’interaction vibron-phonon modifie la nature des états à tra-
vers le mécanisme d’habillage qui traduit la création de po-
larons qui sont des vibrons habillés par une déformation du
réseau. Ce mécanisme diminue la capacité de délocalisation
des polarons et correspond à une seconde source de non li-
néarité.

Notre formalisme, appliqué aux hélices-α et aux nanostructures
moléculaires, révèle les points suivants :
• A température biologique, une hélice-α, bien représentée par

un modèle 1D, est le siège de deux états liés dont la présence
a été observée expérimentalement. A basse température, la
nature des états polaroniques reflète le caractère 3D des hé-
lices.

• Dans un nanofil de taille finie, la singularité du mécanisme
d’habillage entraîne l’apparition d’états localisés.

• Les non linéarités locale et non locale permettent un trans-
port énergétique cohérent véhiculé par des états liés liés spé-
cifiques.

MOTS CLÉS

Dynamique vibrationnelle
Réseau quantique non linéaire
Bio-polymère
Nanostructure
États liés
Polaron
Spectroscopie pompe-sonde
Soliton quantique

SUMMARY

In this theoretical work, we study the vibrational multi-quanta dy-
namics of nonlinear quantum lattices. Such lattices exhibit a per-
iodic distribution of high-frequency vibrational modes whose dy-
namics originates in the interplay between the following pheno-
menons :
• The dipole-dipole coupling leads to the delocalization of the

vibrations and to the formation of vibrational excitons called
vibrons.

• The intramolecular anharmonicity favors an attractive interac-
tion between vibrons responsible for the occurrence of bound
states. These states are characterized by a localization of the
vibron interdistance and can be viewed as the quantum coun-
terpart of nonlinear classical object like solitons.

• The vibron-phonon interaction modifies the dynamics through
the dressing effect which yields the formation of a polaron, i.e.
a vibron dressed by a lattice distortion. This effect induces an
increase of the polaron reduced mass and acts as a second
nonlinear source.

This formalism, applied to α-helices and to molecular nanostruc-
tures, gives the following results :
• At biological temperature, an α-helix is well described by a

1D model and supports two kinds of bound states which have
been observed experimentally. By contrast, at low tempera-
ture, the 3D nature of the polaronic states is enhanced.

• In a finite size nanowire, the singularity of the dressing effect
yields the formation of localized states.

• The local and nonlocal nonlinearities allow for a coherent
energy transfer mediated by specific bound states.

KEYWORDS

Vibrational dynamics
Quantum nonlinear lattice
Biopolymer
Nanostructure
Bound States
Polaron
Pump-probe spectroscopy
Quantum soliton
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