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"INTRODUCTION

Dans la premiére partie de ce travail, nous avons étudié les struc-
tures gaussiennes linéaires quelconques qui sont a la base de l'analyse mul-
tivariante, en employant le formalisme de la statistique mathématique intro-
duit par BARRA dans [8] . De plus, nous avons calculé la densité des lois
gamma matricielles décentrées et non singuliéres, par l'utilisation de la fonc-
tion génératrice de la mesure de Haar sur le groupe des matrices orthogonales.,
Cette idée nous fut suggérée par une propriété analogue satisfaite par la den-
sité de la loi de Wishart matricielle décentrée que JAMES A.T. a établie
dans [13]

la deuxiéme partie de ce travail concerne 1'étude statistique d'un pro-
bléme de glaciologie, proposé par L.LLIBOUTRY (cf.[16]) . Nous avons exa-
miné différentes structures statistiques et nous nous sommes intéressés aux

applications pratiques de la théorie pour ce probléeme concret.

Le premier chapitre est consacré & 1'étude des structures gaussiennes
linéaires d'ordre quelconque qui généralisent la notion de structure gaussienne
linéaire et simple (d'ordre 1) de [8] . Les résultats et les théorémes concer-
nants les modéles linéaires simples y étaient présentés sous une forme géo-
métrique telle que, par un systéme anslogue de notations, ce chapitre les
généralise d'une maniére naturelle. Pour mettre en valeur le rble des notations
employées, nous avons donné quelques exemples d' illustration d'analyse mul-~

tivariate classique.

Nous étudions,au chapitre II,les lois gamma matricielles décentrées
+ Il > . 2 . &
sur le cOne SF(IR) des matrices symétriques réelles définies positives d'or-
dre r . Notre examen de la densité & son origine dans le probléme suivant

posé en [8]



II

Existe-t-il, pour a réel positif et r entier supérieur & 1 , une
+
fonction q; définie sur Sr(]R) telle que, quelle que soit la matrice
+
appartenant a SY(IR) , en désignant par X une matrice aléatoire de loi
T (a,N) , on ait :
T
E(g_(X)) = exp {Tr(nN)} ?

Si cette fonction existe, quelle que soit la matrice K appartenant & S: et
pour A r.on' singuliére la loi l‘r(a,K,_‘,) admet une densité par rapport a la
mesure de Lebesgue sur S: gui se déduit de la fonction g; . Dans un pre-
mier paragraphe, nous avons examiné la cas particulier de la loi de Wishart
(2a entier) , en nous reportant aux travaux de JAMES A.T. (cf.[12],[13]] ,
dont nous avons amélioré quelques résultats. Ensuite, grace a cette étude,
nous obterions, sous certaines conditions, l'existence et la formule explicite

de la fonction ga , pour a réel positif et nous en déduisons l'expression

de la densité des lois gamma décentrées réguliéres,

Dans le chapitre III , nous rappelons briévement le probléme de glacio-
logie tel qu'il est défini par L.LLIBOUTRY dans [6] et nous donnons la défi-
nition de la structure statisticue ¥ associée a ce probléme, telle qu'elle
est proposée en [7] . Nous examinons ensuite le probléme d'estimation du
terme non-additif dans les structures statistiques de Tukey, dont la structure
Y est un cas particulier et il apparaft gque le test généralisé de Tukey, défi-

ni dans [6] , est une fonction de l'estimateur proposé,

L'objet du quatriéme chapitre est une extension du test de BRartlett-
Scheffé pour un probléme analogue & celui de Behrens-Fischer. Nous définis-
sons dans ce chapitre une structure statistique gaussienne, qui généralise la
structure ctatistique sur laquelle est défini le probléme de Behrens-Fischer et
nous ¢étudions des tests de type linéaire sur cette structure. En employant les
notations des chapitres précédents, les hypothéses s'expriment par des condi-
tiqns d'appartenance a des sous espaces vectoriels, ce qui nous a permis de
bien dégager la théorie des techniques de calcul. Les tests proposés sont dé-
terministes et libres, et pour le cas particulier de la structure du probléme de

Behrens-Fischer, nous retrouvons le test de Bartlett-Scheffé proposé par LINNIK

dans [15]
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Dans le chapitre V , nous étudions une structure statistique analogue
a celle du chapitre III pour le probléme de glaciologie, mais en ne considé-
rant gu'une partie seulement des observations dont on dispose. Nous définis-
sons alors un test de non-additivité de la moyenne pour cette structure d'aprés
les méthodes de calcul de chapitre IV. Nous avons illustré ce chapitre par une

application numérique & partir des observations réelles et nous avons comparé

les résultats obtenus & ceux de [16] .

Enfin, le dernier chapitre est consacré & un nouveau principe d'estima-
tion des composantes de la variance dans des structures linéaires gaussiennes
d'un type particulier, introduit par RAO C.R. ([21],[22]) et que MOUSSA J. a
mis au point. Un article de SEARLE ([24]) contient une description détaillée
des récents travaux sur ce sujet, ainsi que plusieurs références. Dans l'esprit
d'obtenir des méthodes simples d'analyse, nous avons adopté le langage géo-
métrigue et matriciel du chapitre I. Pour terminer, nous appliquons les résul-
tats précédents & l'estimation des composantes de la variance dans la struc-
ture ¥ du probléme de glaciologie,

Nous avons voulu donner & ces différents chapitres un traitement
commun en analysant les rtles respectifs de 1'algébre linéaire, du calcul
matriciel aléatoire et des hypothéses gaussiennes et en utilisant systématique-
ment un langage géométrique qui conduit & une présentation naturelle et sim-
ple des résultats. L'usage d'un tel formalisme permet d'éviter certaines confu-
sions et de donner de nouvelles formulations & certains problémes, qui condui-
sent & des extensions directes des théorémes fondamentaux et des méthodes
classigues de l'analyse de la variance élémentaire. La mise en forme des pro-
blémes concrets en termes statistiques se trouve aussi simplifiée et les appli-

cations au probléme de glaciologie correspondent & cet esprit.






CHAPITRE 1

INTRODUCTION A L'ANALYSE MULTIVARIATE

Dans ce chapitre, on résume quelques résultats importants de [8]
dont la plupart sont classiques, mais le éystéme de notations adopté a per-
mis d'obtenir des généralisationsbintéressantes. Le dernier paragraphe de ce
chapitre est consacré & la généralisation des structures gaussiennes linéaires

et simples, telle qu'elle a été définie dans [8]

§1. Rappels et définitions.

On rappelle les définitions et principales propriétés dont on aura be-
+
soin pour la suite. On désigne respectivement par Sr le cdne des matrices
symétriques réelles d'ordre r , définies positives, et par Ir la matrice iden-

tité dfordre r .

Définition 1.1. (cf.[8]]

"Spient r un entier positif, A une matrice symétrique d'ordre r &~

finie positive, a un réel strictement positif. Si 2a _est entier ou si

+
2a+1>rang()) , il existe une loi de probabilité sur Sr qu'on notera I‘r(a,,\)

et dont la fonction caractéristique est définie par :

vTes , &) = dét(ﬁ;im)’a i

Cette loi est appelée loi gamma matricielle d'ordre r ".




" Proposition 1.1.

"Soient g _un entier et a un réel, tous deux positifs.

(i) Si 2a+: >qg , soit Y la matrice aléatoire triangulaire supérieure d'ordre

g , dont tous les termes non nuls sont des variables aléatoires indépendantes,

de loi N(0,1/2) hors de la diagonale, alors gue le carré du terme de la dia-

, ) 2a-qg+j
gonale situé sur la colonne j a _pour loi f‘(-————z—g—l,l)

Alors la matrice

aléatoire _YtY suit la loi I‘q(a,l[q) .

(ii) Si 2a _est entier et inférieur & g , _soit Z la matrice aléatoire d'ordre

(g,2a) & termes indépendants, de lois respectives:

N(&%) si i<j+g-2a ,
celle de la racine d'une variable aléatoire 1‘(—23:-92

1) sl 1=j+q-2a

0 si i>j+qg-2a

. . t , , ,
Alors la matrice aléatoire ZZ suit la loi Tq(a,]lq) "
Pour une démonstration de cette proposition, le lecteur pourra consulter [

L'intéret de cette proposition est gqu'elle permet la décomposition de
Bartlett d'une loi gamma matricielle. Plus précisément, soit A une matrice
symétrique d'ordre r définie positive et de rang égal & g et soit a un
réel strictement positif tel que 2a soit entier ou Z2a+1>q . Si V est une
matrice aléatoire de loi I" (a,A) il existe une matrice réelle A d'ordre -

r
(r,q) telle que V admette la représentation :

V=AYthA 'si Z2a+l1>q , ou V=AZtZtA si 2a est entier et 2a<q ,

od Y e: 7 sont les matrices définies dans la proposition 1.1. En effet, la
matrice symétrique A étant définie positive et de rang égal & g , il existe
A d'ordre (r,q) (cf.[5]) telle que :

A= At



Soit alors Y la matrice de la proposition 1.1., si 2a+1 >qg , et Z la
matrice de la proposition 1.1. si 2a est entier inférieur & a . On sait qus
Yt‘{ ou ZtZ suivent la loi rq(a,}ﬁq) et donc la matrice aléatoire V suit

la loi T_‘r(a,/\) (cf.Prop.1.3.-1) .

Théoréme 1.1,

"Avec les notations de la définition 1.1., Ssi A est une matrice sy-

métrique définie strictement positive et si 2a+ 1>r , la loi I‘r(a,i\) admet

~

+
une densité sur Sr par rapport a la mesure de Lebesque. Cette densité est

£gale 3 :
egale a r+1

et 1 . ~a -1 2
XtSr, m(det[\} exp{~-Tr(A “x)}{detx) ,

ri{r-1) ‘
r(a=n* T Ir@-3 .

Démonstration :

La démonstration est reprise de [8] et est basée sur la décomposition

-—

d'une loi gamma matricielle. Plus précisément, comme 2a+1>r la loi L{(a‘!\)
admet la décomposition de Wishart-Bartlett, avec =r , Donc, si V est une

matrice aléatoire de loi I‘r(a,g\,) , on a pour V
V=AYthA .

ot Y est la matrice qui définit la décomposition et A est une matrice réel-
t
le d'ordre r et inversible telle que A A= 7 .

+
Par définition les EEZE_}, variables aléatoires Yij{i::j) dont dépend la

matrice Y sont stochastiquement indépendantes, et donc la densité de la ma-
trice aléatoire Y sera le produit de leurs densités. En posant U = YtY la

densité de Y s*écrit :
1 r 2a-r-1 . ro& i
exp{-Tr(NIT T(v.) 2T Tiyv.) d ;
gy xpl-Tn )}jﬁl s | )y

dy = I Idyi}, cf.[9] .

i<j



Mais : r+1
a

et :
r

du = 2" T J(y.)dy .

La densité de la matrice aléatoire U est donc égale a :

Q — ——

,:_1(57 exp{ -Tr(U)} (det U) qu

Effectuons le changement de variable V=AUtA . En remarquant que :

(detU) = (det/\)—l(de&V) ,
r+

Tr(U) = Tr(vaA™l) et ]—axl = (detp) ;
AU

la densité de V est celle du théoréme.

Théoréme 1.2,

"Soient r un entier positif, a et b deux réels positifs tels que

2atl1>r et 2b+1>r ; on considére une matrice aléatoire Y de loi

I‘r(b,IIr) et une matrice aléatoire X dont la loi conditionnelle & Y est la
loi -l‘r(a,\[—1
cielle d'ordre r de deuxiéme espéce et admet pour densité par rapport a la

) . Alors, la loi de probabilité de X. s'appelle loi beta matri-

+ )
mesure de Lebesgue sur § la fonction :
r - —

_rtl
I‘r(a+b) (det X) 2 "
I (a)T (b) a+b

r r {det(Ir+X)}

Pour la démonstration de ce théoréme, ainsi que pour les définitions
qui suivent, on pourra se reporter & [8] . Dans la suite, on désignera par

r
K. le cone de Rt  défini par :

r
= + .
Kr {ueR PUp U > US> ur>0}



Définition 1.2. (Loi gamma vectorielle)

"On appelle loi gamma vectorielle d'ordre r , notée vy (a) , 0¥

est un réel positif tel que 2a+1>r , la loi sur Kr de densité égale :

/2 r am%}. ‘
T exp-3 u) (T ) TT (o) .
rfalr ) =1 T ep f 1sicjer 1

Les valeurs propres ordonnées par ordre décroissant d'une matrice

aléatoire de loi I‘r(afiir} suivent la loi ¥r(a) ",

Définition 1.3. (Loi beta vectoriells)

"On appelle loi b&ta vectorielle de deuxidme espéce dordre r , _noté

br{afb} ol a et b sont des réels positifs tels que Z2a+l>r et

ob+1>r la loi de probabilité sur K de densité éqale & :

r+1
Ly 3
2 nen 7
-u%}; .
?rfa} ath 3$§<}‘srmi f}

T 14
rr(b}z‘r(-,g) (*g;}{(;»f»u i}}

Le vecteur des valeurs propres ordonnées par ordre décroissant d'une

matrice aléatoire de loi bgta matricielle de deuxiéme espéce Br{atb} suit

ia loi br(a,b) v,

On remarquera, d'aprés le théoréme 1.1. gue la densité d'une loi
E‘r(a,tir} s'exprime 3 l'aide des fonctions symétriques élémentaires des va-
leurs propres de la loi, plus précisément en fonction de sa trace et de son
déterminant. Il est donc intéressant de déterminer la loi conjointe des fonc-
tions symétriques élémentaires des valeurs propres d'une loi rr(a'}{r} et
d‘une loi Br{a*b} .

On rappelle que les fonctions symétriques élémentaires de s valeurs
};if}yzg ”.,},S sont définies par : |
o8 o (s}

. 3 kst R | SR ERY I T P SRR W
1 1 s 2 "172 1}“3 5-1"8 es *13‘2}3 }s



. P \ . , s s .
Dans la suite, on désigne par P ’application de R dans R qui

N S . : P 24 2 .
& un vecteur de R associe le vecteur des fonctions symétriques élémentaires

de ses composantes.

Proposition 1.2.

"Spoient r un entier positif, a et b deux réels positifs tels que

2a+1 et 2b+1 , soient tous deux strictement supérieurs & r . Alors la loi

conjointe des fonctions symétriques élémentaires des valeurs propres de la loi

I‘r(a,lir) admet une densité par rapport & la mesure de Lebesgue sur [;pr(Kr)

2

égale & :
r/2 a—%—l—
exp(~el) e ,

i

r
I‘r(a)I‘r(-Z)

et la loi conjointe des fonctions symétrigues élémentaires des valeurs propres

d'une loi Br(a,b)~ admet une densité par rapport & la mesure de Lebesgue sur

«;or(Kr) égale & : rt]

/2 T (a+b) e 2 "
r r .

atb

t114

r r
) (a). T (bT &) (1+i§;1ei)

La démonstration de la proposition repose sur la changement de varia-
bles qui, & un vecteur u de Kr ,associe le vecteur (:pr(u) de qpr(Kr) c'est-

a-dire, avec nos notations

(r)

! 1

uz e(zr)
u=\. —> cpr(U)= .

U D)

Y r

On se propose de montrer par récurrence que le Jacobien de cette transforma-

tion sur Kr existe et est égal 3 :

Awr( u)

= TT u.-u.) 1)
‘aul,uz,...,ur ‘ lsiq-g( i i (



Pour r=2 , 1l'égalité (1) ci-dessus est vraie. Supposons-la vraie pour

r<n et démontrons-la pour r=n+il

On remarquera que la transformation P+ sur Kn+1 peut etre consi-
dérée comme la composée de deux transformations T1 et T2 , L.e,
® 1 = Ton1 , ou les transformations 'I‘1 et ’I‘2 sont définies de la manié-

. n+1
re suivante sur IR

/ \ (n) y
Y1 °1
u \ (n)
le :2 §= :2 ,
L u / o

v ntl !
\ "
/ un+1/

. n 2ok . P 43 2 . ‘s
ou les eg) désignent les fonctions symétriques élémentaires des n premié-

n+1
res composantes du vecteur u de R et
4 /ul F Uneg
12\ 27T Mt
2 : - u + u u
un+1 .1 i-1 n+l

0 u +1
nn
Le Jacobien de la transformation O 1 en u¢€ Kn+1 est égal par conséquent a :

oT aT

2 1
‘W\T1<u) el (1)

41

e lu =

Mais, d'aprés l'hypothése de récurrence faite ci-dessus, le Tacobien de la trans-
formation ’I‘1 est égal a :
aT ‘
1 -
|—1 = ] -
au tu l<igjsn 1}

d'autre part, - on a :

5T 1 0 0 1 n n
2 u (n)
JR—— = tdet + e = - = -
‘av 1T1(u) e n+tl 1 0 0 e x‘__“unﬂ uij J.-I(ui un+1) ,
0 1 0 e =1 =1
. n+1 2
0 u e(n)
ntl n

et d'aprés 1'égalité (1), on déduit le résultat. En appliguant alors le change-
ment de variables défini ci-dessus aux formules des densités des définitions

1.2. et 1.3, , on obtient la proposition 1.2.



Définition 1.4.

"Soient & un réel positif, T et A deux matrices symétrigues d'or-

dre r , définies vositives., On appelle loi gamma matricielle décentrée d'ordre

+
r , notée 1‘r(a,1",l\) la loi sur S1r , quand elle existe, dont la fonction carac-

téristigue est :

VT €5 #(t) = det(xxr—m)’a exp{m[r(ﬁr-m)'lﬂ ;.

On remarquera que la définition 1.4. généralise la notion de loi gamma
scalaire décentrée, puisque, d'une part,on a Tl(a'Y’)‘) = y(a,%,%) et que d'au-
tra part si I‘é 0, on retrouve la loi I‘r(a,/\) . Une étude approfondie de cette
loi sera faite dans le chapitre II . On se propose ici d'établir certaines pro-

priétés de cette loi, gu'on utilisera dans la suite,

Proposition 1.3.

"Avec les notations de la définition 1.4, , on a les propriétés suivantes :

(i) Soient X et Y deux matrices aléatoires indépendantes de lois respectives

I‘r(a,l“,i\) et I‘r(b,I",A) . La matrice aléatoire X+ Y suit la loi I‘r(a+b,I‘+I",A) .

(ii) Soit X une matrice aléatoire de loi I‘r(a,I‘,A) et A une matrice réelle

. . t . \
d'ordre (r,r') , r=r' . La matrice aléatoire Y= AXA _suit la loi

r.@, Para, tana) .

Démonstration :

L'assertion (i) de la proposition est une conséquence de la définition

1.4,. En effet, X et Y étant indépendantes, on a pour tout T € Slr

éx+Y(T) = @X(T) @Y(T)
Donc :

A" , S | - -
éx+Y(T) = det(ﬁr—-lTA) Sexp{ iTr[( }Ir-lTA) T} x det(lr-iTA) bexp{ iTrlr( Ir—-iT/\) 17 I,

~(a+b)

= det(T_-iTp) exp{ Tr[ (T+1") (1 -iTh) "1y,

d'ol la conclusion.



Pour l'assertion (ii) , on remarquera que, pour tout T € Sr' , on a

d'une part (cf.[5]p.87) :
det(ﬁr-iATtAA) = det(ﬁr,-iTtA},A) ,

et d'autre part :

A(L,-iT'AAB) = (X ~iAT'ADA .

Donc : ‘
| T U / t ot -1
Tr[l‘(llr-1AT Ap) CATA] = Trl AI‘A(Ir,—lT ANR) CT)
et comme § (T) = 3 (ATtA) , l'assertion -(ii) est démontrée.
LI X

§2. Structures gaussiennes linéaires généralisées.

Une étude compléte des structures gaussiennes linéaires et simples a
été faite dans [8] . L'analyse multivariate la plus générale devrait donc se
définir sur une structure qui serait la généralisation du cas "simple"., Cette
généralisation a été proposée en [8] . Dans ce paragraphe, on se proposé
de rappeler quelaues théorémes qui généralisent les. théorémes traités dans [s]

et de détailler certaines démonstrations de [8]

Proposition 2.1. (Formes quadratiques de matrices gaussiennes)

"Soit X une matrice aléatoire gaussienne d'ordre (p,q) , de loi

N(m,A®\') o0 A _est une matrice symétrique d'ordre p définie strictement

positive et A' _une matrice symétrique d'ordre q définie positive, Soit Q

une matrice symétrigue d'ordre p . _Si la matrice AQ a toutes ses r va-

leurs propres non nulles égales & s (rsp) , alors la matrice aléatoire 7 = tXQX

suit la loi I‘q(%,-thm,ZsA‘) ",

Pour une démonstration de cette proposition, le lecteur se reportera a
[8] . On remarquera que la proposition 2.1. généralise le théoréme de [5]

sur les formes quadratiques de vecteurs gaussiens.



Définition 2.1.

"Une_structure statistique S est une structure linéaire gaussienne

d'ordre  p , si et seulement si :

+
s = (a8 _.N(m,Aer);mevP, ses ()
Qp P
ou () est un espace vectoriel de dimension finie sur R , muni de sa tribu

borélienne BQ ,  V une variété linéaire de @ de dimension strictement

inférieure a celle de 0 A une forme gquadratique définie strictement

et
positive sur le dual Q* de Q . De plus, ( est muni du produit scalai-

re défini par A "

Pour tout vecteur z=(z_ ,...,z ) de Qp , on note QA(z) la ma-

1 p
trice symétrique d'ordre p , de terme général <Zi'zj> et (.,.) estle
produit scalaire de ( défini par la forme bilinéaire associée & A . Avec

ces notations A ® Y est la forme guadratigque sur Qp définie par :

(z.,....2) +—> Tr( z)
1 b ( QA( )

Soit x = (Xl' . ..,xp) un élément aléatoire de S . La notation
N{m, A®Y) signifie alors que les X, (i=1,...,p) sont des vecteurs aléa-

toires gaussiens 3 valeurs dans ( , dont la moyenne mi appartient 8 V
et tels que la matrice de variance-covariance des (Xl' .. .,xp) est propor-
- tionnelle & la forme quadratique A . Plus précisément :

(:OV(X.,X.) c.-l\

Dans la plupart des ouvrages (cf.[1],[26]1,[19]) , les problémes

d'analyse multivariate traités découlent de la structure statistique suivante :

On considére n vecteurs gaussiens X a valeurs dans ]Rp', indé-
o
pendants et de lois respectives N(BZ ,%) (o¢=1,...,n) ol Y est une ma-
o}

+ .
trice de Sp(]R) inconnue, ZOL (0=1,...,n) des vecteurs donnés de RrY
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et B une matrice réelle d'ordre (p,q) . En posant :

la structure statistique définie ci-dessus est :

7

p— t . + [
b o= {m,p(m),amlp,N(z B,.nn®z),>:esp(m), Bemp'q(lR)}

ol Z est une matrice réelle donnée’ d'ordre (n,9 et m p(IR) désigne l'es-

pace vectoriel des matrices réelles d'ordre (n,p) .

On remarquera alors que la structure statistique  définie ci-dessus
’ n
est un cas particulier de S , avec Q=R et A= In . En effet, (]Rn)p
et mn p(IR) sont des espaces vectoriels isomorphes. On note tout élément
e R ar :
u d qu,p( ) p r

u =(u .,U) ’
( p

EE
et on considére le sous-espace vectoriel V de an défini par :
- . g

En désignant par Bi la iéme ligne de la matrice B et par m la

moyenne d'un élément de § , on a, pour i=1, U o

mi= ZtBi ce qui équivaut &8 me Vp .

Remarque 2.

On remarquera aussi que la structure S généralise la notion de struc-
tures goaussiennes linéaires "simples" définies en [8] . Il suffit pour cela
de prendre p=1
Théoréme 2.1.

"Soient (O un_espace vectoriel de dimension n sur R et A une for-

me guadratique définie strictement positive sur le dual 0¥ de . Soit X
g

~

un élément aléatoire & valeurs dans

de loi N{m, A®\") _ou A' appartient



+ . .
Sq(IR) . On munit Q du produit scalaire défini par A& et on considére

lo

k sous-espaces vectoriels de Q,Pl, ie..F orthogonaux deux & deux. On

k

note pl, ...,pk respectivement les projecteurs orthogonaux sur les sous es-
paces Fl’ ...,Fk . Alors, avec les notations précédentes, les éléments

aléatoires :

PO =X = (0,x) ... XY =10k

sont stochastiquement indépendants et de lois respectives:

N(Pi(m),/\ ®A') ol A =/\opi (i=1,...,k) .

F F,
i i
De plus, les matrices aléatoires Zj =Q —I(Pj(X)) sont indépendantes et de loi
respectives : A
diij
T : P.(m)),2A") "
q( 5 Q _1( J( ) )

Remarqgue.

Ce théoréme est la généralisation du théoréme analogue sur vecteurs

gaussiens de [5] (cf.Th.4,p.130) . On remarquera que les éléments aléatoi-

res Xi (i=1,...,k) du théoréme ne sont pas les projections orthogonales de
, 1 2 q
X F ’ X = X ’ 7 e ooy
sur F ., mais que ; ( Fi XFi XFi)

Démonstration du théoréme 2.1. (selon [8])

. . . irez s n
En faisant choix d'une base de Q , celui-ci est identifieé &8 R , la

forme quadratique A et les projecteurs Pi sont représentés par des matri-
ces, ce que l'on ferav par commodité pour cette démonstration, en gardant les

mémes notations.
La matrice \' étant définie positive, il existe une matrice réelle d'ordre g
telle que :

A= BB .

La matrice aléatoire X du théoréme se met alors sous la forme :
X=m+YB (1)

ol Y est une matrice aléatoire de loi N(O,A®]Iq) . Les colonnes de la matric



Y,Y (i=1,...,q) sont par conséquent gaussiennes indépendantes de loi

N(0,2) . On note pour j=1,...,k

yvi=pY' . (2
> )

i ) ) o .
Les wvecteurs Yj pour i fixé sont stochastiquement indépendants et de lois

respectives N(0,.._.) . (cf.Th.4,p.130,[4]] . En notant pour j=1,...,k

PJ’
1 .2 o

Y. = (Y. ,Y, ,....,v. ,
J (J J y))

on en déduit que les matrices aléatoires Yj sont indépendantes et de lois

respectives ’)Q(O,AF®]Iq) . D'aprés (1), on a, pour j=1,...,k

J
X =Pm+ YB ,
) ) J

d'otd la premiére assertion du théoréme.

t -1

t -
Enfin, les matrices Zj = ij_ Xj = XtPjA 1

P.X (j=1,...,k) sont des
formes quadratiques de matrices gaussiennes. Les Xj (j=1,...,k) étant in-

dépendantes, il en est de méme pour les Zj . En remarquant que pour
‘__lP_ = A_IPJ. et en appliquant la proposition 2.1.

t
j=1,...,k on a P..
J i

avec ici Q =tPj.\—lPJ, et s=1, les matrices aléatoires ZJ. (i=1,...,k)
suivent respectivement la loi :
: dimF,
t -
), tma 1ij,u.') ,

T
a 2
et la démonstration est achevée.

Soient (0 un espace vectoriel de dimension finie sur R et A

une forme quadratique définie strictement positive sur () , identifié & son

A

dual. On munit 3 du produit scalaire défini par A et on, considére un

) . . . l
sous espace-vectoriel strict de | , disons V . Soit w = (¢ ,,_.,»,;p) un
21z o) i, , :
élément de Q7 , les 4 (i=1, ...p) étant des vecteurs de ¢ . Dans la

suite, on définit la projection de z ';p sur Vp suivant le produit sca-
. e -1 1z , L,
laire défini par . et on note 1'élément du Qp déterminé par :
VD
-1 2 p
£ h (J)V,J;v,-.-,\!)v) .

. \
< 1 . . -1 i
ou les Ly sont les projections suivant des g sur V



Enfin, lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité, on notera simplement Q la

matrice symétrique Q 1

Corollaire 2.1.

"Soit S la structure statistique définie par :

+
s ={a%e _N(m,Aes),£cS (R}
o P
ol ( est un espace vectoriel de dimension finie sur R et A\ une forme

guadratique définie strictement positive sur le dual OF de @

Soient V1 et V2 deux sous-espaces vectoriels de Q , supplémen-

taires et orthogonaux pour le produit scalaire défini par [;“1 dans ) . Alors
P
les projections X p et X P de tout élément aléatoire X de Q sont sto-
Vi V)
chastiguement indépendantes et de lois respectives :
N(m prlly QL) et N(m prdy ®L) .
V2 1 V2 2

Théoréme 2.2.

"Avec les notations de la définition 2.1., soit :

P
S=1{n .8 P,N(m,".@\:);m Y ,ZESP(IR)j
Q

une structure linéaire gaussienne d'ordre p . On suppose de plus que ¥ est

définie strictement positive et on munit  du produit scalaire défini par A

Q(X-X _)) est une

Soit X un élément de S . Alors la statistigue X +—=> (X pr p
: \Y% \Y _
statistigue exhaustive et compléte pour la structure S . De plus, X p et
: \Y
et Q(X-X P) sont des statistiques indépendantes de lois respectives
\Y
. —dimV
N(m,A&5) et rp(gﬂ%dl—m,zz)
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Démonstration :

Scit n la dimension de Q . En faisant choix d'une base orthonormale
"de 1, l'espace vectoriel {0 est isomorphe & R et la forme quadratique
A est assimilable &8 une matrice symétrigue réelle d'ordre n , définie stric-
tement positive. Pour cette démonstration, on adoptera l'écriture matricielle,
plus commode pour les calculs, en assimilant les vecteurs, les applications
linédaires et les formes quadratiques aux matrices qui les représentent.

Soit X = (XIXZ, ...XP) un élément aléatoire de QP . En identifiant X

& une matrice aléatoire d'ordre (n,p), d'aprés les hypothéses 1a matrice X

admet pour densité la fonction (cf.[8]]

-pn/2 )-—1/2 1

(X)) = (2m) det(A®Y exp{-%Tr(t(X—m)f\_l(X—m)z- )} . (1)

On se propose dans la suite d’étudier la forme quadratique :

1

Qx-m) = Tr(*x-ma ™ x-m)y Y

-1
La matrice 5 étant définie strictement positive, il existe une ‘matrice régu-
liére d'ordre p , disons A , telle que :

£ = "AA . 2)

D'aprés l'égalité (2) , on a Q(X-m) = Tr(‘'yA™'y) ot :

-1

Y = (X-m)A et Y suit la loi N(O,A@llp) . (3)

Soit W le sous-espace vectoriel directeur de V, c'est-a-dire le sous es-

pace vectoriel de (1 paralléele & V . On sait gi'il existe un vecteur unique

OV de V orthogonal &8 W pour le produit scalaire défini par A sur Q .,

‘tel que, pour tout vecteur yx de Q , on a :

g - -+ ‘..
By OV CHVER ‘ ‘ 1(4)
En désignant par Yl (i=1,...,p) les colonnes de la matrice aléatoire Y et

par YW leur projection orthogonale suivant _,; -1

sur W , il vient :
A .
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/tY1
_ , . P
K(x-r) = Tr(va™ly) = oo Y [a7Ret L YD)y = .El\\Yl\lz_l
; F1T
tyP
Poi 2
=z Y + Y
\\ W\\ 1:1\\ WLHA"I
t 1 t. -1
=Tr(Y _A Y )+ Tr(Y ATY )
wP owh whHt o whF
D'aprés l'égalité (3) on a :
-1 -1
Y = (X _-m A et Y = (X -m JA
wt o TwP WP whHt o wh? whP

i p .
D'autre part, comme l'hypothése m¢V -, on a, pour i=1,...,D

i i i
m—OV+mW et le—Ov.
On en déduit que :
1 1 P
X - m = (X, =My, . m) ,
WP WP *w MW Ky ™My v
et :
1
(X -m ) = (x° -0, .,x —O (X- X ,
whH? wnP o we Y v o
et on a maintenant Q(X—m) = Q(X P—m) + Q(X-X P) .
\ \Y)

La densité f(X) définie en (1) s'écrit alors :

pn 1

£X) = (2m) 2 det(rsy) zexp{—%Tr(t(X mN X m)s exp{—%Tr[Q(X—X Jr '3

VP \% \Y%

Donc, d'aprés le théoréme de factorisation, la statistique (Xbp,Q(X—X P)) est
exhaustive pour § et de plus, X p et Q(X-X p) sont indépendantes, D'au-
Vv \Y

tre part, les lois de Y p et Y » sont déterminées par le corollaire 2.1.
W (\N‘L)P
et en tenant compte de l'égalité (3), on en déduit la derniére assertion du

théoréme.
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Enfin, pour établir la complétion, supposons que les g (g=dimV) , pre-
miers vecteurs de la base orthonormale de @ que l'on a choisie, forment une

P
base orthonormale de W =V-0 et munissons ( de la base correspondante.

\Y
Enfin, notons OP le vecteur de QP défini par OP= ©,,...,0.) . On a
\% \Y% \Y% \Y
alors : ’
P
QX-m) = Q(X ,-m) +Q(X-X ) = Q(X _+O, -m) + Q(X-X ) ,
P P P v P
\Y \Y% W v
et
- - - P. -
Q(X P—m) = tX PA 1X p tX ph 1(m—O\P/,) - t(m—O\I;)A 1X pt t(m-OV)/\ 1(m-O\l;) .
\Y W w W w

Donc, le logarithme de la fonction de vraisemblance est égal, a une constante
prés, a :

Tr(z” QXX ) - 27r(s ! Hm-0f
V ‘ W

Oa7lx )+ Tre T em-00) - (5)

Soit 6 la matrice (p,q) des gq premiéres colonnes de z_lt(m~05) et

x* la matrice d'ordre (g,p) des g premiéres lignes de A-IX . On a
wP WP
finalement pour (5)

) - 2Tr(eX* ) + Tr(z lQ(m-00)
VP WP V

Tr(s lQ(X-X

donc, la structure statistique induite par la statistique (Q(X-va),X;vp)' est
exponentielle canonigue pour les paramétres naturels formés par les termes

de & et ceux de ¢ 1 gui ne sont pas situés au-dessus de la diagonale.

Remarque.

Le théoréme 2.2. est l'extension de la proposition 1 (IX,p.131) de [5]
En effet, pour p=1 , on retrouve la statistique (X ,\\X-XV\\Z ) .
V A"l

On remarguera aussi que la statistique exhaustive du théoréme 2.2.
fournit des estimateurs sans biais et du maximum de vraisemblance de m

et T respectivement.



Lemme 2.1.

"Soient () _un espace vectoriel de dimension finie sur IR _et A une

forme guadratique définie strictement positive sur  , identifié & son dual.

On munit (O du produit scalaire défini par A et on considére p vecteurs

N i . g s
aléatoires a valeurs dans (,X (i=1,...,p) tels que la matrice aléatoire

P
X= (Xl, ...,X) _suive la loi N(m,A®%) o0 ¥ est une matrice symétrique

d'ordre p définie strictement positive.

Soit V un sous-espace vectoriel azléatoire de  , stochastiquement

. | . .
indépendant des X (i=1,...,p) et de dimension presque sQrement constante.

Avec nos rnotations, si m=0 et si dim V' » p , alors la variable aléatoire :

det(Q(X-X )
P
R =Feror ) * QXX

v \

)

a_ pour loi de probabilité g la_loi du produit de p variables aléatoires in-

dépendantes Zj (j=0,...,p-1) de lois respectives :
B,(dlm('z—-d1mV—J'd1mV) =0,... p-1 "
2 2
Rappel.
On note B'(a,b) , o a et b sont des paramétres réels positifs

la loi sur ({o,1] ,ﬂ[b 1]) de densité égale & :
T(a+b) a- 1
X

1 b-
1-%)
ORI R

Démonstration du lemme 2.1.

Le sous-espace vectoriel aléatoire V étant indépendant de X ,condi-

tionnellement & V , d'aprés le théoréme 2.1., les statistiques Q(X-X P) et

Q(X P) sont indépendantes et de lois respectives :: v
v .
r @OV 2n) et r @Y 25 car m-
2
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Donc, la loi conditionnelle de R & V est la loi (cf.[8] ou [1] p.185).

p
R
La dimension de V étant presque sQrement constante, cette loi ne dépend pas

de V et par conséguent R et V sont indépendants, d'ol la conclusion du

lemme.,

Corollaire 2.2,

"Avec les notations du lemme 2.1., soit VO un sous-espace vectoriel

donné de ) ;_on suppose gu'd tout vecteur x de VO , On _associe s _vec-

X X .. s N
teurs v,,...,¥ linéairement indépendants et orthogonaux &8 V et on note
teurs 1 S o £L.0n note

WX

le_sous-espace vectoriel engendré par ces vecteurs., Si m € VO et si

dim Vc‘:z p+s , guel gue soit i=1,...,p , la variable aléatoire :
det Q(X(VL)P -X xi. P)
o (w=V)
T, - p )
i det{ Q(X i Y+ QX _L)P—X i )}
Xy P \ Xy P
wVy) W Wy

a_pour loi de probabilité Pp la loi du produit de p variables aléatoires
i

indépendantes Zj , J=0,...,p~-1 de lois respectives :

dimn-—dimvo-s~j

s
Bl( ’_) n.
2 2
Démonstration :
D'aprés le corollaire 2.1. les projections X et X ' sont in-
P 1P
\Y v=) i
' o} o Xy :
dépendantes, donc, guel gue soit i=1,...,p ., X p et W ©O le sont
L .
aussi. (Vo) '

On remarquera de plus, vu la définition des projections, que :

1 i
() (wxvo) A o (W
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et, comme pour tout =1l,...,p,0on a:

oy =Xk
vt i i
o W'V W'V
o o}
on en déduit que :
(X

(vL)P) i P=X x! p
o (WXVO) (WVO)

Cn peut donc appliquer le lemme 2.1. dans VOL en prenant pour V

: i
le sous-espace vectoriel WXVo et pour matrice aléatoire la matrice X
. ’ 1
(v
d'ou la conclusion du corollaire.

Remarque 3.

Le lemme 2.1. n'est autre que l'extension au cas multivariate du lemme
1. énoncé et démontré dans [6](p.3.) . En effet, pour p=1 , la variable

aléatoire R du iemme 2.1, est :

R = 1 ot p = s,(dim Q—dimVldimV) ,
2 R 2 2
1%,
1+ ——
2
x
v 2
I, I
ce qui équivaut 3 dire que la variable 5 a pour loi de probabilité la
1.l

dimV, dimQ-dimV,

2 2 )

loi Bl

Remarque 4.

Par contre, le corollaire 2.2. n'est pas !l'extension au cas multiva-
riate du lemme 2. de Tukey défini et démontré dans [6] . En effet, pour
avoir cette extension, il aurait fallu définir un élément de la forme

X1 ! ,)(2 g e P
WXV WXV WXV
o (o} o)
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A

. ) , , P .
ce qui revient a projeter 'X non plus sur un sous espace V , mais sur

Ale sz...x \/’-p les Vi étant des sous espaces vectoriels distincts de Q .

Malgré cela, on remarquera qu'au cas ol p=1 , le corollaire 2.2,

coincide avec le lemme de Tukey de [6] .

"'Dans la suite, on se propose de donner quelques exemples qui illus-

trent les résultats de ce paragraphe.

Exemple de structure gaussienne d'ordre p .

Dans les problémes d'analyse de variance (Modéle 1) sur plans d'expé-
riences exposés en [8] et en [5] (cf.§4,p.138) , les observations effectuées

N

correspondaient & la structure statistique :

(o*.8 ,N(m,czn ), mea*,g€R) (1)
o* o*

ol AQ* est une forme quadratique,'connue sur Q* . identifié 3 son dual et
ol on désigne respectivement par : E l'ensemble représentant btoutes les
combinaisons des niveaux des facteurs, E* le plan d'expérience, I l'es-
pace vectoriel des fonctions numériques réelles sur E et {;*Vl'espace vec-
toriel des restrictions & E* dés élément's de ¢ . La structure statistique
(1) est donc une structure statistique linéaire gaussienne "simple" (p=1)
et les problémes a étudier portent sur le moyenne m d'un phénoméne aléatoire
scalaire et gaussien. L‘an’alys‘e mulfivariate sur plan d'expérience est définie
au cas ou le phénoméne X observé n'est plus scalaire mais vectoriel, et les

Y

observations effectuées correspondent & la structure :

P P N
* P,n(m..\p*r-*?),meo* ,TES (R} (2)
~K é

et ¥ .=;¥_f:E*~RP5 . Si on note X{e) l'observation en e € E¥ du phéno-~
méne aléatoire X observé et Xl{e) (i=1,...p) ses composantes, on obtient

la matrice aléatoire :

« s s

— O —
,——n—-.\ ’—.‘
Do w e
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Les hypothéses signifient que cette mat;ice est gaussienne et que les matrices
de variance-covariance de deux colonnes arbitra'ires de cette matrice sont pro-
portionnelles & ¥ . La structure (2) est une structure linéaire gaussienne
d'ordre p . Les hypothéses que l'on testera seront du type m € VP ot V
est un sous-espace vectoriel de Q , donc linéaires et d'un type particulier.
Vu la définition de la projection suivant A-i dans QP , sur VP les re-

marques faites sur E* en [5](cf.p.141) sont valables.

Proposition 2.2. (Test de Hotelling(cf.[1],p.107) .

"Soit § la structure statistigue définie par :
v +
2 = (RS,8 iN(m,0),meR, nestyN
]Rk . k
ot A est définie strictement positive et soit m, un vecteur donné de R

avec N>k ,

Alors, le test dont la région critique est définie par :
det(S)
— T —
det{S+(X-mo) (X-mo)}

=K , -
o

— N N .

ol X=1 X, , S =L 5 X.-NHX.-® et od la constante K  est déterminé
j N i=1 1 N i=1 1 i (o]
bar :

+ e )

N-k k
[ CXHeq .
K
o

est un test libre de niveau ¢q pour tester l'hypothése m = mo contre m # m

Démonstration :

Par une translation de la moyenne égale a m, . on peut se ramener ,
sans perdre de généralité au cas mo'= 0 , ce qu'on supposera par la suite.
Le probléme reste dans le cadre des méthodes générales eXposées. En effet,
en posaht tX= (Xl, XN) , la structure statistique ¢ de'la proposition peut
se mettre sous la forme :

. |
(my k(R 5, N, eM;hes,, mevk} (1)
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N .
ol V est la droite de R engendrée par le vecteur (1,1,...,1) et A

est définie strictement positive. La structure statistique (1) est une struc-~

ture linéaire gaussienne d'ordre k , avec @= IRN, AQ = IN et ¢ =47

d'aprés le théoréme 2.2., la structure (1) admet pour statistique exhaustive

le couple (X k,Q(X—X )) . Vu la forme du sous-espace vectoriel V on a :

\'% Vk _ .
1\ t v
& X, X
X i . 2= X
X il IN fois et X-X K = . ,
\Y tX/ A tXN_t)?

N v
le produit scalaire sur Q=R étant défini par IIN . On a alors :

QX k) = n?(-ti et Q(X-X
V . \Y

k)=nS

Le test du maximum de vraisemblance est donc défini par :

detQ(X-X ,)-
vE déts
= < Bo
det(QX |+ QX-X 1)) 41 (54X)
\' \Y
ol Ko est la constante définie par :
+»
N-k k
’“ de’(—2-17) = o4 ’
K
o)
puisque :
det S _ 1
R S
det(S+X X) 1+ XS "X
, to -1 . o N-k , R '
et qgue T = XS "X suit la loi p(—,—-z_) sous l'hypothése nulle.
2

Enfin, pour les problémes d'estimations sur les structures gaussiennes
linéaires généralisées, la statistique exhaustive du théoréme 2.2. fournit des
estimateurs sans biais du maximum de vraisemblance pour m et ~ ., Consi-
dérons par exemple la structure statistique :

, P P +
(R N L eT) mev seST R
R



ol V= {Ae;eequ} . A étant une matrice réelle donnée d'ordre (n,q) et

n . : . . . . . .
R €tant muni du produit scalaire canonique. Si on note ® une matrice

Y

P
réelle d'ordre (g,p) , la condition m €V équivaut & m=A® . Le projecteur
n P - P
orthogonal de tout élément X de (R) sur le sous espace V est alors

(cf.[20]1 , d'aprés nos notations :

t - e t . ,
ol ( AA) est l'inverse généralisée de AA , et on obtient comme estima-

teurs sans biais de maximum de vraisemblance pour m et ¢ respectivement

les statistiques ,
t

t -t XX - t@tAA@

® = (AA) AX et % =

On constatera gu'ici aussi, on a une extension des méthodes du cas "simple".

2
En effet, pour p=1 , on retrouve les estimateurs classiques de m et o

tels qu'ils sont par exemple définis dans [20] (cf.ch.4,§2,p.181) .



CHAPITRE 11

LES LOIS GAMMA MATRICIELLES DECENTREES

La définition de telles lois a été donnée dans la chapitre précédent.
Pour le cas ol 2a est supposé entier, une étude de cette loi, appelée aus-
si loi de Wishart décentrée, est faite dans [1],[3],[13] per exemple. Dans
ce chapitre, on se propose d'étudier le cas od 2a n'est plus supposé entier,
mais réel positif. Dans un premier paragraphe, on rappelle quelques résultats

de [12] qui nous seront utiles pour la suite.

§ 1. La fonction génératrice de la_mesure de Haar sur le groupe orthogonal.

L'étude probabiliste des lois gamma décentrées est liée au _calcul e
la fonction génératrice de la mesure de Haar sur le groupe G des matrices

orthogonales. Plus précisément, on calculera I'intégrale :

#(2) = 7 expf Tr(tHZ)} dP(H) ' (1)
G(n) )
ol Z est une matrice réelle d'ordre n . H une matrice orthogonale d'or-

dre n et P la mesure de Haar normalisée sur le groupe G(n) des matri-
ces orthogonales d'ordre n . On remarquera que la fonction ¢ ci-dessus
est partout définie, étant donné que la fonction positive exp{Tr( HZ)} est

bornée sur G(n)
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Proposition 1.1. ([12],p.368)

“La_fonction ¢(Z) définie en (1) est.une fonction symétrique et

, t . L .
analytique des valeurs propres de 2Z2Z . De plus, si A désigne le lapla-

cien de la premiére ligne de Z , c'est-a-dire :

2 R2 2
L\.=a + -~ * + 2 , ona Ap=¢ "
Z AZZ azz
° 11 12 1n

Il existe des matrices orthogonales d'ordre n , H1 et H2 , telles

gue :
zZ = HlA Hz , (a)

.

ot A est la matrice diagonale d'ordre n , ayant pour éléments diagonaux

. 2 t
non nuls les racines carrées des valeurs propres non nulles de ZZ

La mesure de Haar P sur G(n) étant invariante par translation &
gauche ou & droite, la fonction génératrice ¢ est invariante pour toute trans-
formation de la forme :

Z—.HIZH ot HI'H

2 € G(n)

2
Effectivement, on a :
‘ 2 t n
¢(H ZH) = °  exp{Tr(‘HH_ ZH,)dP(H) = exp! Tr(‘H'2)}dP(H") = 4 (2)
1 2 J 1 2 ¢
G(n) G(n)
Donc, d'aprés l'égalité (o) on a : y(Z) = y(A) , d'ou la premiére assertion

de la proposition.

'‘autre part, {(Z) est la transformée de Laplace en Z de la mesu-
re de Haar P sur le groupe G(n) . En tant gque transformée de Laplace d'une

mesure positive bornée, §(2Z) est analytique (cf.[5]]

. ) t j o o
Enfin, comme * (exp{Tr('11Z); est bornée sur G(n) , par différentia-
tion sous le signe ~ on trouve pour tout Z

" - n 2
AQY(Z):"’ (> h'.

) expi Tr(*HZ)1dP(H) = - (@) car H = (h.) € G(n)
G(n) i=1
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Remargque 1.

+
Soit G (n) le sous groupe du groupe orthogonal G(n) , formé par les

matrices de rotation d'ordre n , c¢'est-a-dire :
+
G (n) = {HeG(n); detH=+1} .

- +
Si on note G (n) , le complémentaire de G (n) dans G(n) , on a pour la

fonction génératrice de la mesure de Haar définie en (1) :

y@ = [  explu(‘HDAP®E) + [ exp{tr("HZ)}dP(H)
G+(n) ’ G (n)
Etant donné que -G (n) = G+(n_) , on en déduit gue :
@ =2  exp{tu(‘HZ)}dP(H) . (2)
+
G (n)

+
Pour l'étude qui suivra, on pourra donc se limiter au groupe G (n)

Remarque 2.

On sait que toute matrice de rotation d'ordre n peut &tre définie par
n(n-1) , i N
angles d'Euler (ej)j=1,. n-1 ou :

l<i<j

ses

pour j=1,...,R-1 et i<j: e;eto,nl ;: et pour j=1,...,n-1 :e;e[ﬂ,zn[

Si on note Dn lek domaine de définition des angles d'Euler e; d'une matrice
de rotation H , on démontre (cf.[14],p.58-60) que si la matrice H suit
la loi de Haar sur G+(n) , alors les angles d'Euler sont des variables aléa-
toires indépendantes et leur loi conjointe admet une densité par ra'pbort & la
mesure de Lebesgue sur Dn ‘égale a :

20! [r""l 51‘-1} .

{sin 83

On remarquera alors que pour n > 2 , l'évaluation de la fonction génératrice
de la mesure de Haar définie en (2) , & l'aide d'une paramétrisation par les

angles d'Euler est assez complexe.
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Dans la suite, on se propose d'exprimer le laplacien A en termes
des valeurs propres de tZZ , en utilisant le fait que ¢(Z) satisfait & cer-
taineévéquations différentielles does & l'invariance. Au cours de la démons-
tration de la proposition 1.1., on a vu que la fonction définie en (1) ,

était invariante pour toute transformation de la forme :

7 - H12H2 avec Hl,Hz ¢ G(n) . (3)

. N . , +
D'aprés la remarque 1 , on pourra se limiter aux matrices de G (n) . Or,

on sait que toute matrice de rotation d'ordre n , peut s'écrire comme produit

de matrices de rotations élémentaires Hk K (k=1,...,n;k'=1,...,n) , les
matrices nk,k' = (hij)lsisn étant définies par :
l<j<n
= = =_ = gi =1 i£ k, k' et 0 ailleurs,
hk,k hk',k' cos g , hk',k hk,k' sing , 1'1ii pour i+

avec 6 réel. Donc, l'invariance de ¢ pour les transformations de la forme
(3) est équivalente & l'invariance de § pour toute transformation de la

forme :

- 4
y/ Hk,k,ZHp’p, . ‘ (4)

les matrices Hk K et Hp D étant des matrices de rotation élémentaires.

A présent, considérons par exemple la trancsformation élémentaire
définie par :
Z H Z =17
R O

D'aprés nos notations, on a :

cosf - sin$ 0 ... 0

sin 8 cos 2 0 ... 0
Z=| 0 0 1 Z
0 0 1

En posant : ¢(Z(8,2)) =x(8,2) on a :

n A Al X,
(2, ——- 2 —) = (=) . (5)
I s 2r 3z g 8=0

2r lr
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D'autre part, vu l'invariance de { pour toute transformation de la forme (4) ,

quel que soit 8 , on a ¢(Z) =¢(2) . On en déduit donc que :

A - B _ . Ay o0 qranre
=0 et NI(z, -2z, ——) =0 daprés (5)
30 v=1 v 522\) 2y 321\)

En considérant des transformations élémentaires du type précédent & gauche ou
+

a droite par des matrices élémentaires de G (n) , on trouve des équations

semblables & la précédente, pour toute paire de lignes ou pour toute paire de

colonnes de Z

Si on note r; (i=1,...,n) les fonctions symétriques élémentaires de

i
valeurs propres de t7Z et si on pose :

¥(Z) = §(r1,r2,...,rn) . , (5 bis)

par un calcul élémentaire sur les équations différentielles du type (5) , on

trouve (cf.[12]) que l'équation Ay = ¢ est équivalente au systéme différentiel :

4 n a(j) (r r )._.5__....25 + z(n_j+1)_____6§ -5..2=0 =1 n (6)
Z 2 M e ar ar, 1j° ! rrrem ot
W, v=1 U v j
ol 6ij désigne le symbole de Kronecker et ol les ‘coefficients amv = ag)
9 - Veld
sont définis par :
Pour ps<v ru‘*'v-j pour 1<j<y .
. 0 pour p<jsvwy
:afl])v = .
-rp+v~j pour y<jsptv avec r =1 -
0 pour ptv<j o
a’g
Si on note E = (£ ) la matrice de terme général ¢ = - le systéme
1} "1 ariarj

différentiel défini en (6) s'écrit plus explicitement sous la forme :

; =1 f r1 r2 rn—l rn \
1r2 r3 rn 0
t . : = -I-n of _ 1. _ 0
W : : = > 2 or, 47 .
z'n__1 rn 6...0 0
rn 0...0 .o
\ L R4
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j =2 =1 0 0 0|
0 rz r3 ' 1rn-l 1rn
0
tr i I Hho O =\ + -2 =0,
. : . . 2 ar,
0 rn_1 rn 0
0 r 0 0
. n ]
et plus générélement pour
j =k
ri— ] \
0 0 0 -1 t;
0 -1 —rl
-1 —r1 —1r2 0
tr\) 0 0 -l...-r ¢ -1, o =T, - +@%)A_€ ~ 0
0 -1 -r -r -r, , -r ofy
1 k-5 k-4 k-3
-1 -r1 -rz ........... -rk_2
v rk+1 n
! %+1 "k+2 ...r 0
‘ 0 v n
‘k r 0 ... 00 /
I n ——

Comme € , d'aprés la proposition 1.1. est une fonction analytique

.,rn , on peut écrire € sous la forme :

1’ . ,
e fyseeeir )= T Cl, ., ...,Jn)r1 r, r (7)
JIIJZI ---,Jn
Si on ordonne les coefficients C(jl’jz' ...,jn) avec l'ordre lexicogra-

phigue en considérant jn comme premiére "lettre" et jl comme derniére, par
substitution de € définie en (7) dans l'équation différentielle du systéme
(6) correspondante &8 j=k>2 et quand r =r = ... =r =0, on trou-

k+1 k+2 n
ve pour les coefficients :
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n-k+1

[(j +1)(jk+—2—)lc<j1,.. +1,...,0)

k "1k

= (Jk/2+1)(Jk/2+2)c(Jll 0-'1Jk/2+21 "'IJkIOI ---10)

k-1
+ izz)l(Ji+1)(Jk_i+1)C(J1,...,]i+1,...,Jk_i'*'l,...,Jk;O,...,O)
2ik

k-1 -1
o T
+ i}gz El{hi DO e DC e L +1,.

' +1,...
gl

+ 6 , , . . y . .
- + + - +2,...,i,..,0,..., '

t,2i k(Ji 2)(]i I)C(JI,...,Jt Loeeidgt2, ... j 0 0)} (8)

si k est pair, o § désigne le symbole de Kronecker et o par conven-

tion on pose C(jl,...,jk)=0 si pour i=1,...,k : ji<0 . Pour k im-

pair, le premier terme de la somme du membre de droite de (8) disparatt.

Enfin, pour j=k=1 et quand r2=r3=...=rn=0,ona:
1
C(j;+1,0,...,0) = - CGy.0,...,0) . (9)
M : +_ . +
4(31 2)(]1 1)

D'aprés les équations de récurrence (8) et (9) , on voit qgue le coefficient

C(JIIJZI "'IJkI

plus petit et cela quel. que soit k=1,...,n . D'aprés (5 bis) et (7) , on

0,...,0) peut etre exprimé en fonction de coefficients d'ordre

a C(0,...,00) =1 . Donc, les n équations de récurrence obtenues & partir

de (6) déterminent les coefficients de maniére unique.

A titre d'exemple, /effectuons le calcul de & pour certains cas simples.

On notera k le rang de tZZ

Pour le cas : k = 1

- j ‘
On suppose donc que (Z) = E(rl) = 7 C(jl)rl1 et d'aprés (9) , on a :
jl:O .
‘C(jl) _
C(i,+1) = avec C(0) = 1

1 R o '
4G,+2)(6,+1)
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On obtient finalement : J'1
o) rl
ee) = O a g
j.,=0 "1 "1°
. 1
ol
1,
_ I‘(z)
%57
1 1._.,n
—+
4 1‘(2 Jl)

De la m2me maniére,pour k=2 et k=3 , on obtient respectivement :

rlrz
pol 1/ 2 - i ) QJ ,j J !j !
Jpdy 71271072
avec
n
_ 1‘2(2)
OLj1'j2 ) 23,4, n-1 '
JT I‘(2+J1 212)1( 2 12)
et :
313223
g(r,,r,,r.) = ¥ o« . . _1°2°3 ,
R TS A - AT
1’7273 1°72'°3°
avec

-(2j,+4j,+6j.)
-3/2~ A . . - 2 3
m 1‘3(2)(n-'r11+212+413 3)12

@ . . =
) IS PR . . _ n.. : Azl
1'72'°3 (n+11+212+313 3)!r‘(2 +Jl+2J2+3J3)1( 7

n-2 . .
j —=+
2t 213)1“( 3 13)

§ 2. Etude de la loi I‘r(a,I‘,A) dans le cas 2a ¢ N*

On gardera les notations du chapitre I. On désignera par la suite par
I' et A des matrices symétriques définies positives d'ordre r et on pose
g =rang T . Enfin, on notera S:* le cbne des matrices symétrigues réelles

d'ordre r , définies strictement positives.
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Proposition 2.1.

"Soit X une matrice aléatoire gaussienne de loi N(m,In®%) ol m

est une matrice réelle d'ordre (n,r) ._Alors, la matrice aléatoire XX suit

) . . nt '
la_loi gamma décentrée _I‘r(g, mm,A) ",

Démonstration : (selon [8]]

D'aprés la proposition 1.3.-I. , il suffit de montrer la proposition

pour n =1 sans perdre de généralité.

A

' t
Soit X un vecteur ligne gaussien d'ordre r , suivant la loi N( m,E)

N r .
ou m est un vecteur de R . Quelle que soit T ¢ Sr , on a :

soit
R (1)

¢, () = E{exp{ilr(T'XX)}} = E( .
XX XT X

t

Mais la variable aléatoire XTtX est la valeur en tX de la forme quadrati-

gue définie par T . Par conséquent (cf.[5],p.88.), on a :

s, (D) = {det(1 -iTN} " Zexp 'm(m -iTp) ltm}
tXX . r r

et d'autre part :

1 -1

tm(]Ir—iTA)- Tm = Trf mtm(llr-iTA) T} . ,

d'ott la conclusion.

Remarque.

D'aprés la proposition 2.1., on remarguera que, quelles que soient
les matrices définies positives T et A d'ordre r , avec g=rang T ,
la loi I‘r(g',l",/\_) existe pour n=> g .et admet la représenfation tXX ot X
est une matrice aléatoire d'ordre (n,r) de loi N(M,Iln@'%) , avec M ma-
trice d'ordre (n,r) telle que :

~ = ‘MM

On supposera désormais gue la matrice symétrique A est définie stric-
tement positive. On rappelle ci-dessous un lemme de calcul de probabilité

(ct.[1]) .Lemme 13.3.1.,p.319.) , dont on aura besoin par la suite.
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Lemme 2.1,

"Scit X une matrice aléatoire d'ordre (n,r) , nx>r , admettant une

densité par rapport & la mesure de Lebesgue sur 7/¢n r(IR) égale a f(tXX)dX .

Alors, la matrice aléatoire Y = XX admet une densité égale & :

n_r+l
() (detn® £ .

ny __nr
I‘r(z)rr )

Soit X' une matrice aléatoire gaussienne d'ordre (n,r) de loi

AN(M,IInS-é\-) . Du fait que A est supposée définie strictement positive, la

densité de X existe et est de la forme :

g(t)O()exp {+Tr(2 A—ltMX)} dax ,

-nr/Z(detA)—n/Z

o(¥) = (2n) D7 Lexpl -Tr(n " MM) Jexp{ -Tr(n” 1Y)

Proposition 2.2.

"Soit H _une matrice orthogonale d'ordre n _suivant la loi de Haar

sur_le groupe orthogonal G(n) _et soit X une matrice aléatoire d'ordre (n,r) ,

nzr , indépendante de H et de loi N(M,]In®%) . Alors, la matrice aléatoire

Y = HX admet pour densité la fonction :

-1t
g(tYY)w(ZY/\ IM)dY ,

ot g est la fonction définie ci-dessus et y§ est la fonction génératrice de

. . . t .
la _mesure de Haar sur G(n) . De plus, la matrice aléatoire YY suit la

me&me loi que tXX , _c'est-a-dire la loi I‘r(a, tMM,/\) "

Démonstration :

Par hypothése X et H sont stochastiquement indépendantes. La den-

sité du couple (X,H) est donc égale & :

fle(X.H) = fX(X)fH(H) .

et plus précisément :

f, 1 H) = g("xx)expf +2Tr(A™ 'Mx) } ax aP(H)
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On effectue le changement de variable X - Y . La Jacobien de cette transfor-
mation est égal & (det(tH))r= 1 . Donc, le couple (Y,H) admet pour densi-

té la fonction :

fy (¥ ) = oYW exp{ +2Tr(tHYA T M) } v dP(E)
puisque b = tyrtay = vy | 1a densité de Y est donc égale & :
_ e -1t
fY(Y) = f fY,H(Y'H) dP(H) = g('YY)y(2YA " M) ,

"G(n)
d'oll la premiére assertion de la proposition. La deuxiéme conclusion de la

proposition est immédiate du fait que :

YY = X HHX = XX car HecGn) .
C.Q.F.D.

Soit X une matrice aléatoire d'ordre (n,r) , n>=r , de densité par

~

rapport & la mesure de Lebesgue égale a :
t.. -1t
Cg(XXg2xp T M)dX . (1),

D'aprés la proposition 1.1.-II,, la fonction génératrice de la mesure de Haar

en ZXA_ltM est une fonction des valeurs propres de ZK , ol on pose :

z =" et k= p"tmmp7h 4

On notera dans la suite :

1t

sexa™) = 8@ , MM =r et K=ATTAT .

Si on note I les fonctions symétrigues élémentaires des valeurs propres
de ZK , d'aprés les résultats du §1 on a respectivement pour § lorsque

rang K=rangTT=g=1,2,3 les formules suivantes :

m
o 1 r
8@ =10 2 ——— .
m=0 I‘(E+ m)
1 »r’1 w
3,@ =1Orh T — L=
S N ]
iy, I‘(2+}1+212)T(“‘““2 12) 172
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et : rjlrJZrJB
1 -2 1 273
8,2 = TQTETIT D o T
111213 17273 "1°7°2°°3
avec :
. e di -
o 5 5 - (n+j, +2j,+43,-3) | )
172773 (n+j. +2j,.+3j -3)1 n,. . , n-1 . _ n-2 .
: =4 + =i =4
1720773 7 TG 25,4 35T (5 +i,+ 21T (7 +i))
Avec nos notations, d'aprés la proposition 2.2., la matrice aléatoire Z = tXX

. . n 2
suit la loi I‘r(E,I‘,/\) . D'autre part, vu la forme de la densité de X en (1)
et d'aprés la remarque précédente sur la fonction générafrice de la mesure de

Haar, on est dans les conditions d'application du lemme 2.1. . Par conséquent,

B + -
la densité de la loi I‘r(%,r,/\) sur Sr existe et est égale & :

-n n_r+l
1 - -
— (det.h) 2exp{ -Tr(A 11")}exp{ -Tr(A 1Z)}Q(Z) (det é)z 2 dz
r ()
r2

§ 3. Etude de la loi I‘r(a,r,j\) dans le cas ot 2a £ N*

Dans le chapitre I , on a défini la loi I‘r(a,/\) , pour 2a+1>rang A .

Dans la suite, on supposera J réguliére et donc 2a+1>r

Lemme 3.1.

"Soit a _un réel strictement positif. Soient A une matrice symétrigue

d'ordre ¢ définie strictement positive et D une matrice diagonale d'ordre q

a éléments positifs., Si  2a est entier, on supposera que 2a>gq sinon, on sup-

posera que 2a+1>2qg . Soit X une matrice aléatoire de loi I‘q(a,{\) . Il exis:

+
te une fonction gg positive sur Sq , _he dépendant pas de A et telle que :

E(g](X) = exp{Tr(DN)} .
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Remarque 1.

Si 2a est un entier tel que  2a = n=q , on démontrera que la fonction

q + o : .

.1, dgal :
gn/2 du lemme 3.1. est égale en tout X de Sq a

q _ -1t
gn/z(X) =v (228 " M),

/

ol d’n est la fonction génératrice de la mesure de Haar sur G(n) , Z est
. t
une matrice d'ordre (n,q) telle que X= Z2Z et M est une matrice d'ordre

(n,q) telle que tI\/IM = ADp .

Remarque 2.

Dans le cas ol 2a n'est plus entier, pour 2a+1 > 2qg on démontrera

.+
gue la fonction g: du lemme est égale en tout X de Sq a :

_a+m 1 2g+1
(detX) 2 "2 T
600 = EA———r @ 8 (D (dety) * det(x-v) a
a- X-YeS
rq(z)rq( 5 ‘ iq
YeS
€®q
1/2

) .

avec Qq(Y) = \pq(ZZD
Z est une matrice d'ordre q telle que y = tZZ et wq est la fonction généra-

trice de la mesure de Haar sur G(q)

Démonstration du lemme 3.1.

On suppose d'abord que 2a est entier, plus précisément 2a=n et on
pose S=A—1 . D'aprés les hypothéses n> q . Soit alors Y une matrice
(ﬂ

aléatoire d'ordre g suivant la loi I‘q 2

ADA,A) et M  une matrice d'ordre
(n,q) telle que :
'MM = ADp

Comme n > q , d'aprés les résultats du paragraphe 2 , Y admet une densité
+

sur Sq égale & :
' oy , n_g+l
QdetS)2 expf_-Tr(DS"I)}exp{—Tr(SU)}cp(U)det(U)2 2 dU (1)

,
I‘q(z)
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ou §(U) = ¢n(221\_1t1\/[) . ¥, ¢tant la fonction génératrice de la mesure de

Haar sur G(n) et Z étant une matrice d'ordre (n,qg) telle que U=tZZ
On remarquera ici que §(U) est fonction uniquement des valeurs propres de

DU et ne dépend donc pas de A . D'aprés (1) , il vient :

n_g+li _h
2 2 n 2 -1
J‘+exp{ ~Tr(SU)}4(U) (det U) du = I‘q(}) (detS) “exp{Tr(DS ")} (2)
S
q
En identifiant toute matrice symétrique d'ordre ¢q , disons A = (aij) a un

}\ de ]R_qjg%-_l)

vecteur de la maniére suivante : & la matrice A on asso-
. T, ﬁal . .
cie le vecteur A = : ol Tj= : . EIRJ, vi=1,...,9 ,
T 7 a, .
q N J_]-IJ
a, .
( +1) J.)
n 2
la mesure m1 sur R dont la densité par rapport & la mesure de Lebes-
n_g+i
2 2 v

sur le cobne des vecteurs X associés 3 une

gue est égale & 3¥(X)(detX)
n
rq(z)

matrice symétrique définie positive et nulle ailleurs , est une mesure

positive modérée d'aprés 1'égalité (2) et avec les notations de [5] ,

Dmrlla S;+74¢ . La fonction (det S)—n/zexp{ Tr(DS—l)} est la transformée de La-
place en S de la mesure mrl1 ci-dessus . La fonction gg/Z(X) existe

donc et on a :

1

q _ _ -1t
o™ =8 =y @ZATM)

t
ol Z est une matrice d'ordre (n,q) telle que X = ZZ

On considére & présent le cas ou 2a n'est plus entier et 2a+1>2q .

Le résultat recherché du lemme peut se mettre sous sa forme équivalente :

. +
I

J'+ exp{ -Tr(XS)} (det X) 2
Sq
On remarquera que (cf.[8]), pour 2a+1>r , la structure statistique :

g200dX = T_(a)(dets) ™ exp{Tr(DS" D)} . (4)

+ - L +
{Sr(IR),aS+,- [a ) ;aes (R},

r
est compléte et donc l'équation (4) a au plus une solution.
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‘D'aprés le théoréme 1.1.-1., étant donné que 2a+1 > 2qg , la loi

+
]“q(a —%,A) existe et admet sur Sq la densité :

1 i a-‘(':l a_Zg_";,l .
— exp{-Tr(XS)} (det 5 2 @etx) 2 ax . (5) -
T (a-7) ' : ‘
, g 2 - , alg+1)
‘ 2

N . - ” a
Par un raisonnement analogue au précédent, la mesure mz sur R

dont la densité par rappbrt a la mesure de Lebesgue est égale a

+
r(a) a-225L . .
— (det X) sur le cdne des vecteurs X associés a une matrice
T (a-3 ’
a 2 _ : L
symétrique définie positive, et nulle ailleurs, est une mesure positive modérée
d'aprés {(5) et DmZD S*+5£¢ . On a, d'aprés (S)‘, pour la transformée de
Laplace de m; en tout S € S;+ :
2 ard
L _(S) =71 (a)(detS) . ‘ (6)
md s ; _

2

Les mesure m

q
1 2

a +
et m sont des mesures positives modérées sur Sq telles

que : a
Dm‘lI N Dm#¢ .

Il existe donc (cf.[5].Th.4,p.166) une mesure positive modérée unique sur

+
Sq ) m?*m? telle que pour tout S élément de S;'* on a :
Lmq ma(S) = Lmq(S)Lma(S) . {(7)
1* 71 1 2

D'aprés la définition des mesures m? et m; , on en déduit par (4) et (7)

que la fonction gZ(X) existe et est définie comme dans la remarque 2 , d'ol

le résultat du lemme. C.Q.F.D.

A titre d'exemple, appliquons le lemme 3.1. pour gq=1 . Soit X une

-\)ariable aléatoire de la rl (a,)) avec a z-;- , 2>0 et D=y>0.85i 2a

est entier, d'aprés la remarque 1 , on & :
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o I m
1 x = » F(z)(yx)
m=0 I'(; +m)m!

Dans le cas od 2a n'est plus supposé entier, d'aprés les résultats du §2 ,

on a : i
. F(E) (Yx)m
g.(x) = T
1 m=0 I‘(m+j21') mt

D'aprés la remarque 2 , on a alors pour g;(y)

1 3
T(a) Yy . ) a-7
gl(y) =1 1 y1 aj‘ él(x)x 2(y—x) 2 dx
r(g)r(a—g) 0

S

La fonction & intégrer étant positive, on peut intervertir les signes J) et J‘

et en effectuant le changement de variable x » yz on trouve :

o T(a) (yy™m .

a =0 T(a+m) m!

On remarquera ici que la fonction ga existe et est définie non seulement

pour a>1/2 mais pour tout a>0 .

D2 la m&me maniére, pour a > 1/2 , on trouve, avec les notations du

lemme 3.1. : j j

T, (@) (det DY) *(Tr(DY) |

2 -
ga(Y) =

1
. 1. \
Iy ) j

r(a+212+11)1‘(a+12 AR

Remarque 3.

D'aprés la remarque 2 , la formule générale donnant gg en XE€ S;+

est : ' g+l
matTy 1 2g+1
q (detX) ]‘q(a) —E a_%
ga():) = 2 . L &, (V(dety) “det(X-Y) dy . (1)
- -=) X-YeS
-q(Z)I‘q(a > € q

+
YeS
Eq



. t
Spit alors Z une matrice carrée réguliére d'ordre g telle que X = ZZ

.

+
On effectue le changement de variable Y - tZUZ oua U ¢€ Sq . On a alors :

Btal
dy = (detX) 2 du

et, d'aprés (1) , on trouve :
+
= (a) ; ~% a-z—%—l-

'qq(X) = < ; & (Z2UZ)(detU) “det(I -U) dU
? = @ (a-9'1 -Ues a
g2 q 2 q q
Uest
q

D'aprés la proposition 1.1.-1I. , la fonction ég(tZUZ) est une fonction ana-

) t
lytique et développable en série de mondmes m(tZUZ) de Z2UZ . Avec les
+
notations de [5], (p.164) , si wv= (nl,...,nq) € NS avec s= q%l—) , on

entend par mondme m (X) od X ¢ Sq , la fonction :
y . )

mv(X)‘:xle CxC

Avec ces notations, on voit gue le calcul de la fonction gz(X) se raméne a

calculer des expressions de la forme :

1 L 2q+l
N S
] +mV(U)(de’cU) zdet(}Iq-U) 2 dU od v e N s
I -UeS : ‘ '
q q
Ues™
qd

c'est-a-dire des espérances mathématiques de mondmes en U quand U suit

2 2

té d'avoir une formule analytique pour les fonctions g?

la loi matricielle d'ordre q de premiére espéce B;__l(g,a—g‘) ., D'ou la difficul-
lorsque g = 3

D'autre part, en maintenant les notations du §2 , on remarquera que les
“fonctions gg définies dans le lemme 3.1, , pour g =1 et g=2 et pour a

réels sont solutions des systémes différentiels

i=1,...9 (g=1 ou g=2)

2. ’ 2
4 f; a(j) (r r) e + 2(2a-j+1\j—" -5 .8=20
R VUAVARD R -} it § Tar, 1j° ’
U..'\)”l . ooV ]



avec . .
a Jl JG
(X)) = &(r_, , T ) = C rese i drooor 0 oules r.o (i=1,...,4q) ,
ga( ) (r1 q) 'z a(J1 Jq) ! q ; ( 1)
J.eedd
1 "q
sont les fonctions symétriques élémentaires des valeurs propres de DX , D

étant une matrice diagonale positive de rang égal 3 g

Remarque 4.

Si 1)(2) désigne la fonction de Bessel d'argument purement imaginaire
d'ordre \ , appelée aussi fonction de Bessel modifiée de premiére espéce

(cf.[30]) , plus précisément : 421

o (—) _T '
I (2) =r§0 m = e ].‘«.(IZ) p

par un calcul élémentaire, pour g=1 et g=2 , on a respectivement :

1 -(a-1) —

g (v) = (/y¥) | L @ v
et
. (a-142j) 1
5 > {det(DY)} S22
g (y) = I { Tr(DY)} a-142i2(TrDY)")
“o -1+42]
j=0 J!T(a—Eﬂ)

Théoréme 3.1.

"Soient K _une matrice diagonale d'ordre r , 3 éléments positifs et de

rang égal & o=«<r , et a _un réel strictement positif. Si 2a est entier, on

suppose gque 2a=r , sinon on supposera que 2a+ 1 > max(r,2q) . Alors, la loi

+
_“r(a,K,]Ir) sur Sr existe et admet une densité égale & :

r+1
I b §
exp{ ~Tr(K) }exp{ -Tr(U) } (det U) 2 f(uydu

1
T (a)

r

ot la fonction f(U) est définie de la maniére suivante :

(q)

On note U la matrice formée des g premiéres lignes et q premiéres co-

) +
lonnes d'une matrice U ¢ Sr ; alors

f(U) = gg(U(Q)) ,

ou gg est la fonction qui a été définie dans le lemme 3.1.
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. Démonstration :

Soit U une matrice aléatoire symétrique d'ordre r , suivant la loi
l“r(a,/\) ol A est définie strictement positive. Comme 2a+1 > r . la matrice
aléatoire L , d'aprés le théoréme 1.1.-1., admet une densité sur Sr . égale a

_r+i

I‘r(a) (det/\)_aexp{—Tr(/\—lx)}(detx) 2 dx

U(q)

et la matrice aléatoire d'ordre q , , extraite de U suit la loi

(q)

rq(a,A ) (cf.[1].Th.7.3.3.,p.163) . On note S=A_l . Avec nos notations,
on a : '
r+
-3 1 a- 2
E(f(U)(dets) = = [ = @ exp{ -Tr(US) } {(U) (det U) du . (1)
Sr r
Soit alors m la mesure positive modérée sur S+ définie par :
r+1
e
(detX)
dm(X) = dX
mix) = )
r .
Si on note Lfdm la transformée de Laplace de fdm , d'aprés (1) , on a :
_ -a
Lfdm(s) (detS) "E(f(U))

Mais par définition de f , on a E(f(U)) = E(g:(U(q)) , la fonction gg étant

définie puisque les hypothéses du lemme 3.1. sont satisfaites. On a donc :

Legm'®

It

(det S)—aexpTr(K(q)(S—l)(q)) (2)

(detS)—aexp{ Tr(KS_l)} vu la définition de K .

Soit alors § = I-iT od Te¢ S1r . Comme Re(S) = ]Ir ¢ S:”* on a, d'aprés (2)

r+

a_—"—'

1
‘f+ exp{ iTr(UT)} S exp{ -Tr U} {(U) (det U) 2 qu
S : ‘r '

r

i

LeqmT-1D)

det(ﬂr-iT)“aexp{Tr(K(ﬂr—iT)'l} . (3)

Il
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En remarguant alors que K(I[—i’l’)—1 =K+ iK(IIr—iT)_lT 1'égalité (3) devient :
r+1
1 a-7,
[, expf iTr(UT) } [ @ exp{ -TrK}exp(-tr U){(U) (det U) ldu
S tr .
r .
= det(I -iT) “exp{ iTr(K(nr-iT)’lT)} . (4)

D'aprés (4) pour T=0 , on en déduit que l'expression entre crochets dans
(4) est une densité. D'autre part, le membre de gauche de 1'égalité est la

transformée de Fourier en T de la densité recherchée,‘tandis que le ’membre
de droite est la fonction caractéristique en :T de la loi I‘r(a,K,]Ir) d'aprés

la définition 1.4.-1. , d'ou le théoréme.

Corollaire 3.1.

: + .
"Soient T et A des éléments de Sr(]R) avec A définie strictement

positive et rang T'=g . Soit a _un réel sirictement positif. Si 2a _est entier,

on_supposera gue 2a:>r , sinon on suppose que 2a+1 > Max(r,2q) . Alors,

la loi I‘r(a,’.‘,/\) admet une densité sur S-:(]R) ",

Effectivement, (cf.[5],p.86) , il existe une matrice inversible d'ordre r
A telle que :

Ao ata et tara =k

ot K est une matrice diagonale d'ordfe r , ayant pour éléments diagonaux
non nuls les valeurs propres non nulles de I‘A—l . D'aprés la proposition 1.3.-
(ii) , si X est une matrice aléatoire de loi I‘r(a,r,/\) la matrice aléatoire

Y = tAW_*A suit la loi I‘r(a,tAl‘A,tAAA) = f‘r(a,K,IIr) et réciproquement.

D'aprés le théoréme 3.1.,la matrice aléatoire Y admet une densité sur S: ,

il en est donc de méme pour la matrice aléatoire X , d'ol le corollaire.

On se propose maintenant d'étudier certains partitionnements en sous-

matrices des lois gamma matricielles,
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Proposition 3.1. (cf.[8])

"Avec les notations. du_ corollaire 3.1. , soit Y une matrice aléatoire

d'ordre r suivant la loi I‘r(a,r,/\) . On considé_re pour 'Y le partitionnement

. suivant : p
i Y1 Y3
Y ={t ,
3 Y
ou Y1 est une matrice d'ordre r' et Y2 une matrice carrée d'ordre r-r'
Alors, les matrices aléatoires Y1 et Y2 suivent respectivement les lois
T .(a,l‘l,Al) et g (a,?z,/\z) , les matrices T et A étant partitionnées

de la méme maniére que Y ".

Démonstration :

'On a3 alors : ¢ ¢ ‘
AYA=Y1 , AjA=j‘1 et AAA=1\1
D'aprés la proposition 1.3.(ii)-I., la matrice aléatoire Y1 suit donc la loi
1 t
I‘r,(a,'Aj‘A, AANA) = S (a,j‘lAl) . D'une maniére analogue, on obtient le résultat

- pour la matrice aléatoire YZ"

Remarque.
On remarguera qu'avec lés notations de la proposition, si /\3 =0, les
matrices aléatoires Y1 et Y2 sont stochastiquement indépendantes. ‘En effet,

par un calcul simple, on a, pour tout Tl € Sr' et T2 € Sr

T, 0
(T,T)=¢(1 >=¢(T)@ (T,)
Yo Y, L2 Yoo T, Yoy, 2

-Tr
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Proposition 3.2.

"Soient a un réel strictement positif tel que 2a+1>r et A _une

matrice symétrique d'ordre r définie strictement positive. Soit X une matri-

ce aléatoire d'ordre r suivant la loi ’“r(a,j\) . On considére pour X et pour

A le meéme partitionnement, défini par :

X X A A
x = 1 "12 r=|, 1 12 ,
%12 % Ay by
ol Xi et X2 sont carrées, d'ordre r-r' et r' respectivement avec s /2
On note de plus :
.o _t -1
No=hy = hyphy A
Alors, la loi conditionnelle de X a X est la loi (a t/\ A_lx l\_1 AY)
= coacl p 2 &y &sta jol Toiay Apphy X8y Aype

Démonstration :

Soit Y une matrice aléatoire d'ordre r' , dont la loi conditionnelle

a X1 est la loi : ¢ 1

_1 —_
= A , A
Taac A A XA A )

r 12

On remarquera qu'une telle matrice aléatoire existe, car d'une part 2a+1>r
et d'autre part, du fait que r' >r1r/2 , 2a+1 >2r-2r' . Le rang de la matrice
de décentrage de Y étant au plus égal & r-r' , les hypothé&ses du corollaire

3.1. sont satisfaites et donc Y existe.

On se propose maintenant de calculer la fonction caractéristique de la

matrice Y en tout T € Sr,,@ (T) . Ona , en tout Te¢ Sr,

Y
2 (T) = [, &y (MdPy (1)
s 1 1
r-r
ol QY/X (T) est la fonction caractéristique de Y conditionnelle a X1 en T
+
et ol le est la loi de probabilité de X1 sur Sr—r' . D'aprés la définition
1.4..—1. ,1 on a :
8., (T) = det(I ,~iTA) Zexp{iTel*a AT x AT _(x,-itAn7iT1y . ()
Y/X r' - 121 7171 12'°r

1
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D'aprés (1) et (2) , on a donc, pour @Y(T)

-1, t -1
- Ar ,
(T, ~1TAY) T a0 ]}dpxl . (3)

— -3 t -a : "1
3,(T) = det(I,-iTA") r, exp{ﬂ’r{xlA1 A,

Y 2

1

r-r

L'intégrale ci-dessus est donc la transformée de Fourier de dPX au point :

-1 1
A Al

-1t -1
| (I,-iTA") TA A" €5,

2
D'aprés la proposition 3.1. , la loi de X1 est :“r_r,(a,.\l) . Donc , d'aprés
la définition 1.1.-I. , on a :

ROSS T SRS |
(1, ~iTA") "T'A A 1) Py

, -1
J‘S+ exp{ 1Tr[X1/\1 A, 1

r-r

-1 ~1..t -a
= ~iA ~iTA'
det(ﬁr_r, ih Alz(ﬁr, iTA') TAIZ) . (4)
Mais on sait que si A Gmn, (R} et Bemn ,n(]R) , alors :

det(I -BA) = det(I -AB) . (cf.[8])
m n

Donc :
a1 N T -a
det (I _ ,-ift, "A (L, ~iTA") "T'A,,)
-1,.t -1 -8
= -1 -iTA!
det(l(r' 1(IIr, iTAY) TAlZAl A12) . (5)
D'aprés (3) , (4) et (5 on a donc :
. -a
D'aprés la proposition 3.1.-II. , X2 suit la loi I‘r,(a,!\z) . Donc, on a,
pour tout T € Sr,
(@ =2 @
ou en d'autres termes :
vT €8, |, j‘ 3 (T) dP =J’ 3 (T) dP . (6)
r s:_r, /X X s':_r, X,/ X
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+
' I‘r_”r. (a. N /\ES’:fr, cS ,1 est une

: +
La structure statistique (S ., 8
r-r +
S 1
r-r *+
structure exponentielle canonique. Comme Sr-r est d'intérieur non vide, elle

est donc compléte et par conséquent, d'aprés (6) , on obtient :

‘(VT) P, p.p.
1 Xl

¢ (T) = ¢

X, /X

2" 1 /X

Donc, la loi de X2 a X1 est bien celle énoncée dans la proposition,

Remarque.

On remarguera gu'au cas oU on suppose gue 2a est entier et 2azr ,
on peut ignorer l'hypothése r'>r1/2 et donc dans ce cas la proposition est

vraie quel que soit r' .



CHAPITRE 1I1I1

"UN PROBLEME DE GLACIOLOGIE

On rappelle le probléme tel qu'il a été proposé et défini dans [16]

Il s'agit d'une étude des bilans annuels en zone d'ablation sur. le glacier de
Saint-Sorlin dans les Alpes francaises, mesurés depuis 15‘ années consécuti-
ves par le laboratoire de glaciologiéwdu ’CNRSY a Gfénoblé. Par ablation, on
désigne la masse de glace disparue par unité d'aire horizontéle, par fonte ou
par évaporation. ‘

Pour la mesure des bilans, des balises furent installées & différents
points du gl‘acier. La différence des émergences des balises & un an d'inter-
valle donne le bilan en métres cube de glace, 1l ;Seut y avoir une erreur dans
la mesure des émergences due par: exemple au fait que la partie de la balise
enfouie dans la neige n'est plus verticale ou qu'_il est impossible d'apprécier
4 moins de quelques centimétres prés le niveau moyen de la ‘glace autour de
la balise. Une autre cause d'erreur des mesures est due au glacier qui se
déplace et se contracte ou s'éllonge verticalement. Pour de plus amples dé-
tails sur les conditions de l'expérience, le lecteur pourra consulter [16]
Dans ce c:hapitre et "les chapitres qui'suivrdht, on s'est intéressé au modeéle

mathématique associé & ce probléme concret.

'§1. L'étude mathématique.

‘analyse mathématique du probléme de glaciologie est faite dans [7] .
Pour plus de détails, le lecteur consultera cet article. Ci-dessous, on rappel-

le bridvement les hypothéses et les notations qui ont été adoptées en [7] .
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On désignera par E un plan d'expérience 3 deux facteurs, de la form

e=U g
pell

-

ol I est un ensemble d'indices défini par l'expérience., lLa structure statis-
tigue associée au probléme de -glaciologie défini dans l'introduction est alors
la suivante :

; 021\ +021\ ) : 6€x ., AéR; o, .0 €1R+} (1)
Y171 Y272 1’72 ! :

{0,8_,N(Ag+\F

9) 8

-  est l'espace vectoriel des fonctions numérigques sur E , de dimension N

muni de sa tribu borélienne g :

Q
- ]\1 et A2 sont des formes quadratiques sur () , identifié & son dual,
connues et définies strictement positives ;
+
~ A est le vecteur de IRHT 1 de composantes (alaz...a]blbz...b,rk') H
e , .
- B est le vecteur de }R] T+l de composantes (0 0 ...0 11 ...10)
J+T+1

- ¥ est l'hyperplan de R défini par (B,8) =0 ;

|

{f]., ;i'=1,...,J} sont les vecteurs de ( définis par :
p si j
vpEL V(J',t)eEp o £.0,0 = ;

) 0 sinon

- {gt,;t’=l, ...,T} sont les vecteurs de ( définis par :

1 si O0<t'-t<p-1
vpell , viG,'eE_ , g,(G.,8)= :
P t .
0 sinon

- h est le vecteur de ¢ défini par :
, j,ty e E . h,. =7, P, ,
ypell V(J ) € o (J:t) Z} t

ol les Zj et Pt sont des réels donnés :



+
IR:H—T 1

- A est l'application linéaire de dans () définie par:

+T+ J T -
VQEIR] T » Be=paf + pbg +Ah o
i=1 77 t=1
+T+
- Enfin, TF est l'application de ]RI T+1 dans ¢ définie par :
t'=t+p-1

+T+ . X
vweR™TY | spen, wiWeE ., FG.M=a T b,
P 8 SR t

Les vecteurs fl'fZ"“'fI , gl,..

rement indépendants. De plus, on suppose que la fonction Ptzj de (j,t)

.,gT de (3 sont supposés linéai-

n'est pas décomposable en somme d'une foniction de j seul et de t seul,
Pour les calculs effectifs, en faisant choix d'une base de ( , l'espace vec-
toriel ( est identifiable & 1RN . Les formes guadratiques Al et AZ sont
alors représentées par des matrices carrées d'ordre N sur R , définies stric-

tement positives et A est représentée par une matrice réelle d'ordre (N,J+T+1)

Les problémes statistiques posés sur la structure statistique (1) sont,
d'une part, l'estimation du paramétre § , d'autre part, le test des hypothéses

{2=0} et {1'=0}

§2. Estimation dans la structure statistique dite de Tukey.

Le test de l'hypothése {3=0} est basé sur une généralisation du test
de non-additivité de Tukey (cf.[6]) . Dans ce paragraphe, on s'‘est intéressé
a l'estimation du terme "non-additif" dans les structures de Tukey dont on rap-
pelle la définition ci-dessous. On gardera les notations de [6] et de [5]

(cf.Chap.IX,§3, p.135)

On note E l'ensemble représentant toutes les combinaisons des niveaux
de k facteurs , k>1 , E* la partie de E qui définit le plan d'expérience,
Q0 1 espace vectoriel des fonctions numériques sur E et V la variété linédaire

de ( définie par :

meV =» veeE . =m + m e ot e=(e,,...,e,)
€ € m(e) ) q§1 {q}(q) &y _ k
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" On se donne de plus une application qui, & toute fonction m de V , fait corres

dre un sous-espace aléatoire ’Wm de  de dimension constante égale a S

ce sous-espace Wm est déterminé par s - fonctions linéairement independante:

frg (p=1,...,s8) définies sur E . Quand m décrit V , le lieu des variétés

*

linéaires ' m + Wm est une surface .v¥ de . On désignera par l'es-

pace vectoriel des fonctions sur E*¥ , par V* le sous-espace vectoriel de
*
0

ensemble de ¥ formé des restrictions a E* des éléments de ¥ et on sup-

formé des restrictions & £* des éléments de V , par z* le sous-

posera que dimV* < card E¥-s . Avec ces notations, la structure statistique de

Tukey, comme elle est définie dans [6] , est alors :
2 -+
3 = {Q*,ﬁa*,N(m,c A )imes*;0€R b, (2)

ol 1\0 est un forme quadratique sur 0% , identifié & son dual, définie stric-
tement positive. D'aprés nos hypothéses, la moyenne de tout élément de @

est donc en tout e € E

k s m .5
EXE) =m + ¥ m .(e)+ Drf (e od (I s eae A JERT)
¢ ~ T {a}l ~."pp 1 s :
g=1 p=1
Dans la suite, on se propose d'estimer le terme "non-additif" de cette moyenne

c'est-3-dire les \p (p=1,....8) .

Remargue 1.

Soit 4 un espace vectoriel de dimension finie sur R et A une
forme quadratique définie strictement positive sur le dual z* de 2% . On
suppose gue % est muni du produit scalaire défini par A"l . Soit VO un
sous--espéce vectoriel strict de % , donné. A tout vecteur x de VO , on
associe s vecteurs yx

1
gonaux a VO , pour le produit scalaire de % . Pour X, eVO fixé, on consi-

. y:: de 7 , linéairement indépendants et ortho-

dére la structure statistique :
s X

2 +
(7.8, N&x + D xiyio;o Nig€R A .- A ERD
=1
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et on pose :
| o= /)1 A = "o XO) t -1
3 )AL Y seeei¥g ‘ _
}‘s o [o} o) 0

Avec ces notations, la structure statistique de la remarque est une structure

statistique gaussienne linéaire et simple. La statistique O définie par :

= s A lhxex ) 3)
x X \'

C O . o)

ot Xy désigne la projection de X sur VO selon le produit scalaire sur 2
G -
défini par A 1 , est donc un estimateur sans biais de 6 , du maximum de

vraisemblance et de variance minimum. On remarquera gue SX est inversible,
o

en tant que matrice de Gram d'un systéme de s vecteurs linéairement

indépendants.

- Revenons au probléme de l'estimation du terme "non-additif" dans la

structure de Tukey. On munit Q* du produit scalaire défini par 1\01 . On

*

remarguera gue la statistique Xv* projection de X selon A;l sur V dan:

la structure & de Tukey s'interpréte comme l'estimateur de m en l'absence
de terme d'interaction, c'est-a-dire quand 3 =0 . On suppose que pour tout
vecteur m de V* , les projections des vecteurs fr;: (p=1,...,8) selon A;
sur V’: sont non nulles et linéairement indépendantes. On notera 7' le
sous-espace vectoriel gu'elles engendrent et § le vecteur de ]RS défini par

t ~ .
A= () ...}.S) . L'estimateur & de 8 qu'on propose est défini par :

"1
= -1t -1
a5 = A -
5 SX*AX* O(x Xv*) , , (4)
. v v
ou
X X X
Y % *
AR (s A I C AN I E A I I
V*‘ , V* V*‘ V*
et
t -1
S = A A .
X\/* AXV* o X %
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L'estimation par 3 de & étend l'estimation définie en (3) dans la remar-

que 1 . D'autre part, on remarquera, d'aprés la définition de AX , que :
*
- - \'
A, ATtoex o= A Ax ,
% © v X ,o0 X .
Vv Vo % \Y
1 X
ol X Xx N désigne la projection selon Ao sur le sous-espace F v de \
FV
Donc, l'estimateur 3 de (4) peut encore s'écrire :
~ -1 t -1
a = A
- SX * AX o X x . (5)
(Vi Vi Y
Remarque 2.
On sait gue les projections XV* et X-X . sont stochastiquement
Vv -
indépendantes et gaussiennes (cf.[8]) . L'espérance conditionnelle de =2 , a
X est donc égale & :
~ -1t -1 -1 t -1 .
E(8/X ) =8 A A TEX-X ) =8 A A TA Y,
v* XV* XV* o v* XV* XV* o m
ol
_ m m m
A= [(fl)v:‘(fz)V:‘ (fs)v*}

Sous 1l'hypothése {8=0} , on a donc:

/X ) =0

Remarque 3.

1

Dans la suite, on note PV* le projecteur orthogonal selon A; sur

Dans le cadre de nos hypothéses, il est intéressant d'étudier la relation exista
entre 8 et le test de Tukey proposé en [6] sur la structure & . Avec nos

notations, la matrice de covariance de 6 conditionnelle a XV* est égale &

A _ 2.1t A"'l ’ -1 -1
v(®/x ) =0 SXV* Ay o (P B(IP ) A AXV* S
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car X - XV* est indépendante de XV* et de matrice de variance

(I-P *)A (I-P ) ol 1 est l'identité sur Q . D'autre part, on a :
v* O v*

- A (I- = A -
(L PV*) O(I PV*) o PV*AOPV* .
et :
-1 _ -1
Poelo = Fywlo Fyx -
et par suite :
S 2.-1 2.1t -1 -1 -1
v(6/x ) =g¢“s.s -0o°s, A, AP AP AP A S .
v* XV* XV* XV* o y*¥ o vy*¥ o V¥ XV* XV*
Les vecteurs colonnes de AX sont par hypothéses orthogonaux a v* , donc
v* '
P A =0 ,
v Ky
et par conséquent :
r@/X ) = a8t . (6)
v* Xv* .

Soit alors u la variable aléatoire définie par :

u = t@'zr(?a/xv*) 13

D'aprés (5) et (6) , on a, pour u

1t -1 -1t
u=-—X A TA S A A 7X

2 X

o FV*O XV* XV* XV* o) va*

X
* i
Le sous-espace vectoriel F v étant engendré par les projections sur V_ des

X
* -
fiv selon /\O1 et d'aprés la définition de AX , on a finalement :
_L 2
u="sIx, 1" .
02 X "
T \Y
ot || || désigne la norme sur Q définie par A;l . On remarquera que le
test généralisé de Tukey défini en [6] s'écrit :
2
gu
5 <K = {8=0}
(1%, 12-0%)

\'
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N 2 p
§3. Estimation et test dans le cas ou le rapport C =g /cl est supposé

2
2
connu_pour le probléme de glaciologie défini au §1.

< N 2,2
L'étude du cas ot C =<:2/c1 est une constante,connue pour la struc-

ture (1) du §1, a étéfaite dans [7] . On rappelle ici le test proposé en

[7]  pour l'hypothése {:=0} et on calcule l'estimateur . de ) d'aprés

la méthode précédente,

On remarquera que la structure statistique (1) est une structure de
m
=1, =Az , A =A+Cr, et f
Tukey avec s=1 m : ’\O 1 C 9 1
projection de Fe sur W ot W est le sous-espace vectoriel image de
I'hyperplan ¥H par l'application linéaire A est non nulle. En notant 8. l'e:

=F, . Par hypothése, la

timateur de 6 proposé en [6] , on a : -
<(Fé) X J_)
~ WL W ~
A= ol X\N = A6 ,
, 2
IR
W

et le test de l'hypothése { =0} défini en [6] est :

2. L2 w2 o}
Ix WHED 7%
< 1
W W
ol ch est la constante déterminée par
+
..,1 N-J-T-1
[oag ) - o
K -
G«

le test ainsi défini étant de seuil ¢

Les formules données ci-dessus se pr&tent sans difficulté au calcul
numérique, Les données numériques du probléme défini dans 1'introduction sont
rappelées dans le chapitre V . Dans les chapitres qui suivent, on s'est inté-

ress€ au cas ou le rapport C n'est plus supposé connu.



CHAPITRE 1V

UNE ADAPTATION DU TEST DE BARTLETT-SCHEFFE
A UN PROBLEME STATISTIQUE PARTICULIER

On présente ici une adaptation du test de Bartlett-Scheffé pour le
probléme de Behrens-Fischer défini dans [26] . en nous plagant dans un

cadre plus général de structures statistiques.

§1. La structure statistique,

Soient O et Q deux espaces vectoriels réels de dimensions res-

1 2
pectives n et n ; on désigne respectivement par 1 et I les for-
1 2 Ql QZ
mes qguadratiques unité sur les duals Q’I et ’2* de Ql et Qz . Soient

V1 et V2 - des sous-espaces vectoriels stricts et non nuls de Ql et Qz

de dimensions respectives p1 et p. . Enfin, on note :

2
2
cIIIQl 0 .
Q = 2 avec 0,,0, € R .
0 c I 172
2 0
2
la forme quadratique définie sur Q: X Q’z" par :
Q
Vi, Y) €D X0 1 (x,y) B> QGx,y) = 021 (x) + 021 (y)
1 2 1 Ql 2 QZ

Avec ces notations, on définit la structure statistique suivante, que l'on notera

par la suite Y

+
T = {leQZ,GB XV, ;0,,0,€R }

Q XQZIN(m" 2 );mEV1

1 \ 202
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On remarquera que la structure statistique £ ainsi définie est une
structure statistigue produit. Soit alors W un sous-espace vectoriel donné
Le pro-

de leQ de dimension un et contenu strictement dans V_xV

2! 1772
bléme statistique que l'on se pose est le test de l'hypothése linéaire W pour

la structure Y

On a remarqué que la structure statistique I est une structure pro-

duit. Plus précisément, en posant :

2 4+
Ay = ol . c
1 {xi,BOI,N(ml,UIIQR,mIch.01€R |
et :
= {0 N(m,,021_)im,€V R’}
22 - zlﬁﬂzl m2 102 QZ Im2 2 rcz ’
on a .

T =T
Y ‘“IXZZ

Dans le cas ol le sous-espace vectoriel W de Vl X V2 est de la forme

particuliére {0} x W ou Wl x {0} le test de l'hypothése linéaire W dans

2
¥ est équivalent aux tests des hypothéses linéaires Wi (i=1,2) dans les
structures Zi (i=1,2) respectives tels qu'ils sont définis dans [5] (cf.IX.

déf.1.,p.131.)

Remargue 1.

Le probléme du test de 1'hypothése linéaire W sur la structure ¥ est
une extension du probléme de Behrens-Fischer, tel gqu'il est par exemple défini
dans [15] . En effet, la structure statistique sur laquelle on définit le pro-
bléme de Behrens-Fischer, avec des notations analogues aux précédentes, est :

n n / ciﬂn 0
1

= 4R ‘xR °,8 N{ m 2 :m€D_xD, ; ER
- X A nl nzl \ ’ O c ]I PRI lx zrollcz .
R xR 2 1'12

et 1'hypothése linéaire & tester sur ¢ est D , ou D,D ,Dz sont les diago-

Rty By &) 1 n
nales respectives de R R et R . On entend par diagonale de R

. n . A 2
le sous-espace vectoriel de R formé des vecteurs & composantes toutes éga-

les dans la base canonique #
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On munit Ql du produit scalaire défini par I et Q du produit

&41 2
scalaire défini par I[g . En faisant choix d'une base orthonormée de §21 et
d'une base orthonormée de Qz . Ces espaces sont identifiés &3 R ‘et R

munis de leurs bases canoniques et l'espace ‘produit le QZ est identifié a
n,+n

R 1 . Les formes quadratiques ]IQ et IIQ sont alors représentées par
1 2
les matrices-unités IIrl et IIn et le sous-espace vectoriel le V2 peut
1 2
P
étre considéré comme image d'une application linéaire f définie sur R avec
n1+n )
p= pl+p2 et & valeurs dans R . telle que f soit représentée par la
matrice : P, P
¢ 12
IA ‘
nl{ O; ,
nz{ 0 Bj
ol A est une matrice réelle d'ordre (nl,pl) et de rang égal & p1 ., B une

~

matrice réelle d'ordre (nz,pz) et de rang égal 3& P, . Avec ces notations, la
structure statistique ¥ a pour représentation analytique :

2
17 A 0] il P +}
I =¢R B n +n2'Ni)O BJS- 0 0211 );eelR ;0,,0,€R . (1)

! 1°72
R 1 . 2 n2 J
Le sous-espace vectoriel W s'écrit alors analytiquement :

3; Ké=0; SEIRP} .

a0
,W_{,'OB

od K est une matrice réelle donnée d'ordre (m,p) . On pourra choisir K

de rang égal & m , avec m égal & p-1 . En effet, on sait gue :

1

I'"” 0},
dim W = rang,LO B ,"— rang K
. H K ;

(A ol
-Comme rang (lO gj) est égal & p et que dimW est 1, K est une

matrice de rang p-1
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Remarque 2.

La forme analytique de la structure statistique & définie dans la

remarque 1 est :

2

c. 1 0
n_+n i 1'n
_ 172 ‘A 0\, . 1 . 2 . +
¢ = {]R B n +n ,NI»KO B)U ‘o 0211 ;0€ER ,cl,cZGIR ,

2 - 2 n

IR n 2

ol A est le vecteur colonne de R 1 d composantes toutes égales &4 1 et

n

ot B le vecteur colonne de R 2 a composantes toutes égales & 1 . Le
sous-espace vectoriel D s'écrit :
/
‘A0
D= {] 8;Ks=0; 8eR%} ,
0 B

ol K est‘le vecteur ligne de ]R2 . défini par K= (1-1). $

Dans la suite, pour la commodité des calculs, on considére la struc-
ture statistique T sous sa forme analytique. On s'intéressera au test de l'hy-
potheése linéaire W et on distinguera les deux cas : le cas ol n, =n, =n

et le cas nl #nz

§2. Un lemme.

Rappel 1. (cf.[4]-1I-p.A-2).

"Soient E, F et G trois espaces vectoriels réels de dimensions finies.
Soient u et v deux applications linéaires de E dans F et de E dans
G respectivement, telles que le noyau de v contienne le noyau de u . Il
existe alors une application linéaire w de F dans G telle que v = wou

et w est déterminée de maniére unique sur l'image u(E) de u ",

Si ql,qz,q3 sont les dimensions respectives de E, F et G , les ap-
plications linéaires u, v et w peuvent &tre représentées par des matrices

A[qz',ql] , B[q3,q1] et C[qs,qzl et on a :

B =CA
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Quand le rang de A est égal a qz , il existe un moyen simple pour calculer

C . En effet, soit A la matrice carrée d'ordre q1 obtenue en complétant A

) q , ,
par (ql—qz) vecteurs lignes de R 1 linéairement indépendants et indépen-

dants des lignes de A . Alors C est égale & la matrice d'ordre '(q3,q2)
formée des q, premiéres colonnes de ‘B(ka)_1 et dans ce cas le rang de C

est égal au rang de B .

Définition 2.1.

"Une matrice rectangulaire réelle U d'ordre (r,s) , avec r<s _est

dite unitaire si et seulement si :

vtu =1
r

1

ol I est la_matrice identité d'ordre r

Lemme 2.1.

"Soient deux matrices Aln,ql et Blm,q] , n<m et K une matrice

réelle d'ordre (g-1,q) et de rang Q— . Soit W le SOus—eSpace vectoriel de

n+m L
R déiini par :

W= {{.5; 5¢RY tels que K8$=0}

(8] °

On suppose gu'il existe %O tel que :

Ke_=0, AB #0 et Bo_#0

Alors, il sxiste un réel strictement positif ¢ , une matrice orthogonale C

1

d'ordre n , une matrice unitaire C2 d'ordre (n,m) et une matrice réelle

D d'ordre (n,g-1) tels que :

ClA - aCZB = DK .

Démonstration :

D'aprés les hypothéses, la dimension de W est égale 8 1 et quel

que sbit 5 tel que (2;,9 appartienne &8 W , ona 6= xeo ou *ER .



D'autre part, on sait qu'il existe une matrice orthogonale C1 d'ordre n

. /
telle que : {“Aao“
clAeo = 0
0
ol \\AGO\\Z = teotAAeo et qu'il existe une matrice unitaire C2 d'ordre (n,m
telle que : /\\BBO“
CZBG =t 0

\ 0
o , 1*%|]
D'aprés nos hypothéses \\BSO\\ est strictement positif. Soit alors a =———

BS
Par construction, on a alors, pour tout 6 tel que K2 soit nul : I C>n

(ClA—aCZB) 8=0

Donc, le noyau de CIA - quB est contenu dans le noyau de K et d'aprés

le rappel 1 , on déduit qu'il existe une matrice D[n,q-1] telle que :

CIA - OLCZB = DK ,

d'ou la conclusion du lemme.

Remarque.

On peut donner une interprétation géométrique de ce lemme. Notons

V1 le sous-espace vectoriel image de IRq dans IRn par l'application

linéaire A et V2 le sous-espace vectoriel image de ]Rq dans ]Rm par

m
B . Soit alors H le sous-espace vectoriel de 1R engendré par les vecteu

, t . , . s
lignes de CIC de dimension n ., D'aprés le lemme, pour tout vecteur

2 Is
de IRq appartenant au noyau de K , la projection de B8 sur H est

égale a A8
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§3. Test de 1'hypothése {K5=0} dans le cas nl=n2=n

On se propose de tester l'hypothése {Ke=0} dans la structure sta-
tistique ¥ du &1 , donnée sous sa forme analytique. On maintient les no-

tations c¢:: §1 et on suppose que et sont de mé&me dimension ,

1 2
disons n . L'hypothése 1linéaire W & tester est :
W ={!A OJ97K9=0,9€]RP} et dimW = 1
LO B

Dans le cas ou, pour tout 8 tel que K6=0, on a :

(A0l =0 |,
alors, le sous-espace vectoriel W est de la forme {0} ><W2 ; i1 suffit alors
de tester séparément les hypothéses {m1=0} et mZEW2 dans les structures
statistiques 21 et '22 respectivement, définies au §1 . On supposera donc
gue le sous-espace vectoriel W n'est pas isomorphe & un sous-espace vecto-
P
riel de V1 ou de V2 . Par conséquent, il existe un vecteur 8 de R tel
gue :
K8 =0, [A0le#0 et [0 Bl8B#0

D'aprés le lemme 2.1. , il existe donc une matrice orthogonale C d'ordre n ,

un réel strictement positif a et une matrice D d'ordre (n,p-1) tels que :

(A 0) - aCl0 B] = DK . (1)
. o 2n n ffi s
Soit T la statistique de (R“",g ) dans (R ,8 _) définie par :
2n n
R R
n n T
vix,y) € R" xR : (x,y) —> x - aCy
On considére dans la suite la structure ZT définie par ;
T
PO ZT o

c'est-a-dire la structure induite par T . D'aprés (1) , on a :
2, .2 o ot P
Zp = {R,8 N(DKe; 0+ o' o 0 eR; 0€R )

T R 2 1
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Proposition., 3.1.

"Pour la structure statistique :

_ i L2 P +
T = {R',8 N (DKe;o In),GEIR ,O0ER }

R
le test dont la région critique est définie par :

@2 2 C'Y g(z._i)z '

ol =z est la moyenne empirique des z, (i=1,...,n) et CY est la constante

déterminée par : ‘o ,
1 n-1
J a8 o) =y,
C
Y
est un test libre, de niveau de signification vy , _comme test de I' hypothése

K6=0 contre K8#0 ".

Remarque 1.

On considére la structure statistique & du probléme de Behrens-Fischer

définie dans la remarque 2 du §1 . Avec nos notations, quand n=n,=n, ,

Zn) ad valeurs dans (]Rn,qa n) est :
R R

la statistique T définie sur (]Rzn,ﬁ

T
vix,y) ER'x R : (x,7) —> (x-y)

et le test de la ‘proposition 3.1. n'est autre que le test de Bartlett-Scheffé

tel qu'il est défini dans [5] (cf.p.121)

Remarque 2.

Dans le cas ou le rang de la matrice D est égal & 1 , on sait gu'il
existe une matrice orthogonale R d'ordre n telle que, quel que soit 8

- appartenant & RrY , on a :

R DK§ = (a,08) |,

et see Pt i
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' P . Lo ; .
oli a est un vecteur connu de R , et ou {,> désigne le produit scalaire
usuel dans IRp . Le test de la proposition 3.1. défini sur la structure sta-

tistique ¢ induite de ZT par la statistique R a une fonction puissance

RT
parfaitement connue et calculable a l'aide de la loi

1 n-1 (n-1){(a8,8)
8(2, 5 5 )
2¢

Dans le cas ol le rang (DK) =s et s est supérieur @ 1 , il est possible de
calculer la fonction puissance du test sur une partie de la contre-hypothése.
Notons di (i=1,...,n) les vecteurs lignes de la matrice DK et soit E le

. P
sous-espace vectoriel de R engendré par.les vecteurs :

d)

(d _dz);(dz"d ),‘.'.'(dn—'},— n

3

La matrice DK étant de rang s , la dimension de E est au plus égale a

1

s~-1 et :

s-1 < s < p-1 car rang(DK) = rang(D) s p-1

, N : P e N e
Le sous-espace vectoriel orthogonal 8 E dans R est donc non réduit § 1'origine

Soit @'1 ce sous-espace. D'aprés ce qui précéde, on & :
dim@'l = p-dimW > p-s+1

D'autre part, le noyau de DK est contenu dans 8'1 . I1 l'est strictement car :

dirn@'1 = p-s+1>p-s = dim(ker(DK)} .
On pose elors ‘51 = 9'1 ~kerDK . Il vient alors pour tout 8¢ @1
’;’1\
DK = 1| (b,8)
14

N P . . i . .
ol b est un vecteur de R parfaitement déterminé et donc comme précédem-

ment la fonction puissance du test est calculable sur @1 a l'aide d'une loi

b&éta décentrée,
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§4. Test de l'hypothése {K8=0} guand n, 7£n2

On supposera, sans perdre de généralité, que n1 est 'strictement inféric
a n2 . D'aprés les hypothéses, il existe une matrice unitaire U d'ordre

(nl,nz) , un réel positif ¢ et une matrice D d'ordre (nl,p—l) tels que :

[A 0] - qulo B] = DK

Si on désigne par Z la statistique définie sur (R 1 z,ﬁ n +n ) dans
ny rR1 2
(R *,8 n) par :
rR 1 nl n2 ' . 7
¥(x,y) € R xR : (x,y) > x - aUy ,
la structure statistique ZZ induite par Z est encore :
n1 2 P +
s, ={R ",8 ,N(DKg;c"I );e€R ,0€R} ,
Z n n
R 1 1
et on a :
Promvsition 4.1.
"Pour la structure statistique :
n
P +
v, = (R '8 | N(DKo;o’I );6€R ,ceR'}
R 1 1
le test dont la région critique est définie par :
n
2 1 —
w” = C Z)(ui-u)2 ,
i=1
ot u est ls moyenne empirique des u, (i=1, ...,nl) et CY la constante
déterminée par :
+w n -1
1 1
j‘ dB(E, 5 ) =y
C
v

est un test libre de niveau vy comme test de 1'hypothése K86 =0 _contre

K6 £0 ",
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Remarque.

Revenons & la structure statistique ¢ du probléme de Behrens-Fischer,

suppose maintenant que n: <n

] 5 - Les hypothéses du lemme 2.1. sont satis-

faites et on trouve :

5§ B B..... 8 Y Yeuuy
B o 5..... B8Y v...yl|ln
a=—@ et C=18828 5 B v v Y :
A/nz . .
Beverenn BA vy Y
) ~ a
ny n,-n,
) 6—1——1'+ 1 B-—1—+ 1 et -
ou B n, JAm, n, JAm, Y /o,

Le test de la proposition 4.1. n'est autre que le test de Bartlett-Scheffé pour

le probléme de Behrens-Fischer d&fini dans [26]

Enfin, on remarquera que les propriétés de la fonction puissance du

test de la proposition 3.1. sont aussi valables pour le test de la propo-

sition 4,1.







CHAPITRE V

UNE APPLICATION NUMERIQUE DU CHAPITRE IV

On se propose dans ce chapitre d'illustrer les méthodes du chapitre 1V
par une application numérique & partir des données du probléme de glaciologie
défini dans le chapitre III. On étudie le cas ou le rapport cl/c:2 est supposé

N

inconnu, mais on se restreint & une partie seulement des observations.

§1. La structure statistique.

On maintient les notations adoptées dans le chapitre III pour le pro-
bléme de glaciologie. Pour les données numériques (cf.tableau I), l'ensemble

est formé des trois entiers 1 , 2 et 4 et les parties El , E2 et E4

du plan d'expérience E sont de cardinal respectif :

N1=166, N2=8, N4=1

~

Pour 1'application proposée, on s'est restreint & une partie des observa-

tions de E et de E uniguement. Plus précisément, on désigne par E le

1 2 1
sous-ensemble de E1 formé des points (j,t) de El tels que si (j,tl) et
(j,tz) appartiennent & El , alors : |t1—t2\ > 1

D'aprés les hypothéses du chapitre 111, les observations Xj ; dont
" l'indice parcourt El . sont donc des variables gaussiennes, indépendantes et
de variance égale a cf+ 2c§
De la méme maniére, on désigne par EZ , le sous-ensemble de 1'12 ,
formé des éléments (j,t) de E tels que si (j,t,) et (j,t.) appartiennent

2 1 2
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3 EZ , alors : \tl—tz\ > 2 . Ici aussi, les wvariables X. ; indicées par
les éléments de EZ sont gaussiennes, indépendantes et de variance égale a
2 2 -
201+ 202 . Soit alors E'l le sous-ensemble de E1 tel que si (j,t) appar-
tient & E‘l et (j,t') appartient a EZ , alors  |t-t'| >2 . On pose :
E' = | ™ — ' — f
LlUEz , nl cardE1 , n2 card 5
et on indicie de 1 a n1 les observations Xj ¢ dont l'indice appartient
a E'1 , puis de n1+1 a n1+n2 les observations XJ, ; dont 1l'indice (j,t)
appartient a —}52 . Avec ces notations, la structure statistique du probléme est
/2 2
-~ c +2c 0
n1+n2 ( 1 2 2)][1’11 .
R 8 n;tn /N I{AS+LF, ; ' 2 9 ;eH,CER ,:1,czem (1)
R 2 0 (2c7+2:z0)1
1 2 n2

N . . 2,2 .
32. Test de l'hypothése {1=0} dans le cas ol le rapport c:l/c2 est inconn

- Pour le test de l'hypothése {>=0} on se propose d'appliquer un prin-
cipe analogue & celui du chapitre IV pour le test de Bartlett-Scheffé , sur
une structure statistique qui est un cas particulier de la structure statistique

(1) définie ci-dessus. Plus préciséement, désignons par A et A respec-

1 2
tivement, les matrices des nl premiéres lignes de A et des n, derniéres
et soit C-o un vecteur de H tel que Al-jo et AZ""o soient non nuls. On

pose Ho le sous-espace vectoriel de H engendré par le vecteur 'Z-O

D'aprés le lemme 2.1. du chapitre 1V , il existe une matrice orthogonale C
d'ordre (nz,nl) et une constante positive o tels gue :

T A - -aCA - =0

S e 2 at 1 .

Par suite :
"Pour la structure statistique :
c242:9)1 0
10 1 2 Ny
= IR /ﬁ n,+n IN "\'~'+" F; 2
R L2 0 (2c’+2c




le test dont la région critiqué est définie par :

n
@% s C 22(21—27_2 ,

i_=1

ou z=Y-5CX , X et Y étant respectivement les vecteurs des 'nl premiére

composantes et des n2 derniéres composantes d'un élément aléatoire de Y

et ou CY est la constante déterminée par :

+ o n._-1
[ dB(-;-, g ) = vy,
C

y

est un test libre, de seuil v , comme test de l'hypothése {3=0} contre

'hypothése {240} .

Effectivement, avec les notations précédentes, le vecteur aléatoire =z

suit la loi N()‘G(e);crz][n) ol H appartient a Ho , O est un réel stric-
2

tement positif et ol G(8) est une fonction numérique déduite de Fe

Pour l'application numérique qui suit, on a calculé le test ci-dessus
défini pour un sous-espace vectoriel HO particulier, en choisissant comme
vecteur eo le vecteur égal & l'estimateur ® de 8 des moindres carrés

dans la structure statistique (1)

§3. Les calculs.

Pour 'les calculs numériques, les valeurs de n1 et de n, étaient

‘respectivement 88 et 8 , les valeurs correspondantes des observations XJ, ;
étant données dans le tableau II . On a construit un programme numérigque
permettant d'une part l'estimation de 2 et d'autre part le calcul du test ci-

dessus défini.
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Le programme.

Ce programme, écrit en langage Algol W et intitulé SCHEFFE a les

possibilités suivantes : il permet, pour tout ensemble de données :

(N1,N2,N,X,A1,A2,ALPHA)

+
ot N1, N2 et N sont des entiers, X est un vecteur de ]RN1 N2 et Al, A2
sont des matrices réelles d'ordre respectif [N1,N] et [N2,N] , ALPHA un
réel positif donné :
(i) L'estimation des moindres carrés de 6 dans la structure statistique (1).
(ii) Le calcul de la statistique du test défini dans le §2.

(iii) 1'acceptation ou le rejet de l'hypothése nulle {»=0} pour un seuil ¢

donné.

On a adapté ce programme au probléme de glaciologie. La matrice A
intervenant dans la moyenne est déduite du plan d'éxpérience et est formée. par
les vecteurs fj et gt définis au chapitre 1III . On a établi une procédure
Dans le program-

t
me, on n'a pas déclaré la matrice A , et pour chague calcul faisant interve-

de calcul de la matrice A d'aprés le calcul de f-j et g

nir A , on a fait appel & la procédure associée (cf.programme) .

Pour l'estimation de 9 , on a utilisé la proposition 3 de [8] (cf.p.1

d'aprés laquelle, avec les notations du chapitre II_I

t . , , Ll ;
GAX , od G est la matrice obtenue en supprimant la derniere ligne et la
1t
derniére colonne de la matrice inverse de la matrice T =(

E

B _t
B 0) avec S = AA ,

est l'estimateur des moindres carrés de 5 , et qui est sans biais sous l'hypo-

thése {»=0} . Onb a résolu le systéme linéaire :
t

~ _ | AX

Ze - ( 0) 1]

Pour le calcul des matrices C1 et C2 du lemme 2.1.-1V, , on a

construit une procédure COMPLET qui calcule des vecteurs orthogonaux et ortho-

par la méthode de Gauss.

~

normés a un vecteur donné. Les méthodes de calculs du test et de l'estimation

ont été séparées dans le programme, afin de pouvoir changer de vecteur 60



et de constater ainsi la sensibilité du test au choix du vecteur 60 . La sta-
tistique du test est enfin comparée & la constante C =T ou F

a ‘ P ¢ o= Finz-1©@ o0 Fp gl
désigne.la loi de Fischer-Snedécor et gqui est tabulée,

Comme on l'a remarqué au début de ce chapitre, pour cette application
numérique, on s'est restreint &8 96 observations du plan d'expérience. La solu-
tion qui consisterait & se restreindre aux 166 observations .de ‘E1 et appli-
guer le test de Tukey est donc préférable.

Néanmoins, on a pu remarquer que les estimateurs de 6 calculés sur
la partie E'1 du plan d'expérience se trouvent & l'intérieur de 1l'ellipsoide de
confiance de © définie et calculée dans [16] (cf.p.385). On trouvera les
différents estimateurs de 6 dans le tableau III . Comme dans [16] , le test

de 1'hypothése {)\=0} contre ().#O} est positif & un seuil o égal & 5%
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= O W 00N Y Ut bW N e

TABLEAU 1 Les données
t=] 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 .12 13 14 15
2,89
2,64 12,20
1,37/0,93 2,40 |1,15|1,57
2,90(1,99|2,51/2,16]/3,56
| 1,3510,25(0,700,92 ]2, 2¢
2,05|1,16|2,61[0,90{0,45{1,61{0,79|1,05{1,25{2,77
2,08(0,82|1,23] [4,13]
2,38]1,75| 2,43
1,30{0,65(2,17]1,03|1,15(1,75
2,00[0,80(1,20(1,82(2,9¢
2,7512,31 2,01]3,92|1,63(1,15]2,70|1,38|1,77| 15,25
2,01(1,04{2,351,53|1,21| 1,73]0,92 0,30{1,65|0,25]0,75|1,21]2, 4¢
0,64/0,16|1,90|0,45(0,87
1,61 13,64 |1,13
0,87 2,58 |0,40(0,88(1,12}2,5¢
1,90/0,60/0,85}1,35]2,0:
1,25
1,69/0,29/2,64|0,49]0,35}1,50{0,00{0,36{0,83|1, 8¢
1,74|1,23|2,521,78| 1,85 2,24|0,86 0,85/0,45|2,00/0,65{0,73 [:E:ﬁﬂ
1,55[0,30{0,57(1,25|2, 6:
1,90/0,30|0,67|1,14(2,0¢
2,09/1,93| 2,58/ 1,24]3,21]0,75/0,85/2,06/0,44{0,85|1,53 2, 4
1,50{0,15/0,42|1,07}2, 0!
1,20{0,10/0,40{1,58]1,3:
1,35/0,05}0,23(0,70{1,9:
1,60/-0,05{0,330,77|1,8
0,65/ 0,65/ 1,97
1,36 0,35/2,47/0,62| 0,18
0,95/ 0,53/ 2,16/ 0,81
1,05 |1,00 j |-0,09
0,71 [1.54] ojg§ 0,28
0,83 11.47 | |
Les chiffres encadrés par Lm carré correspondent aux observations de Ez

Les chiffres entourés d'un rond correspondent aux observations de

Ey
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TABLEAU II

Pour les calculs, on & numéroté les éléments de de 1 & 96 et le

vecteur des observations a été identifié & un vecteur de 36 de la maniére
suivante :

E' E' X E' X E' X
(1,6) | X, = (12,1) X50=2. 01| (20,15) X59=2.62 | (31,13) | X, =0,28
2,7 X, = (12,3) X,,=2.35 (1 (21,11) Xeo=1,90 (7,14) Xgq=4.,13
(3,9 | X5 = (12,5) Xy,=1,211(21,13) Xg1=0,67 || (11,14) | Xy ,=5,25
(3,11) X, = (12,7) X1,=0,92 ] (21,15) Xe,=2,04 |1 (14,5) Xg,=3.64
(3,13)| X = (12 10) | X,,=0,30|| (22,4) Xg3=2.09 || (15,10) | X;,=2,58
(4,4) | X = (12,12) | X, =0,25] (22,6) Xgq™2.58 ) (19,14) | X =3, 49
(4.6) | X, = (12,14) | X, .=1,21| (22,8) Xg5=3:2111 (30,5) | ~1.00
(4,8 | % (13,9 | %,,=0,64|| (22,10)| x_=0,85 || (31,7) Xz:=1'54
(5,11 | X4 (13,11) | X35=1,9011 (22,12) | X ,=0,44 || (32,7) Xge=1,47
(5.13)] X (13,13) X19=0,87] (22,14) Xeg=1,53
(5,15) (15,13) | X,,=0,88| (23,11) Xeg=1,50
(6,6) (15,15) X4,=2.55]1 (23,13) X,=0.42
(6,8) (16,11) X4,=1.90]| (23,15) X;,=2,05
(6,10) (16,13) X,43=0.,85|1 (24,11) x72=1,2o
(6,12) (16,15) Xy4=2.03]| (24,13) X,,=0,40
(6,14) (17,7) X,s=1,251] (24,15) X, ,=1,32
(7,12) (18,6) Xp6=1/69ff (25,11) X5¢=1,35
(8,4) (18,8) Xy7=2.64] (25,13) X,e=0,23
(8,6) (18,10) | X, 0=0,35| (25,15) X,,=1,97
(9,9 (18,12) X;q=0.00]l (26,11) X,g=1:60
(9,11) (18,14) | X.;=0,83| (26,13) X4=0,33
(9,13) (19,1) Xe =1,74 (26,;5) Xgo=1.87
(10,11) (19,3) | X.,=2,52|| (27,1) Xg,=0.65

(10,13) (19,5) Xo4=1,85 (27.3) | Xg,=1,97
(10,15) (19,7) ‘X54—o 86| (28,6) Xg3=1.36
(11,5) (19,9) X..=0,85|f (28,8) Xg,=2.47
(11,8 (19,11) X e=2,00( (28,10) Xgc=0,18
+(11,10) (20,11) Xc,=1,55]| (29,2) x86=0,53
(11,12) (20, 13) X;g=0.57|| (29, 4) Xg,=0,81
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TABLEAU III

Estimations de theta

On désigne respectivement par :

61 l'estimateur des moindres carrés de th&ta dans le plan E .
92 l'estimateur des moindres carrés de theta dans le glag E'
63 l'estnnateuf de théta dans E quand le rapport ol/o2 =0

94 I'estimateur de theta dans E quand c=1

el 62 63 64

1 2,491 2,538 2,511 2,494

2 2,458 2,635 2,504 2,482

3 2,115 2,124 2,164 2,135

4 2,320 2,325 2,361 2,319

5 1,327 1,345 1,291 1,302

6 1,634 1,684 1,620 1,608

7 1,466 1,564 1,773 1,790

8 1,941 2,053 1,993 1,943

9 1,932 1,884 1,958 1,927

10 1,979 1,958 1,900 1,922

11 2,183 2,261 2,411 2,398

12 1,387 1,471 1,391 1,390

13 1,435 1,481 1,446 1,443

14 1,075 1,600 1,607 1,577

15 1,428 1,278 1,557 1,588

16 1,573 1,505 1,505 1,509

17 1,725 1,885 1,796 1,769

18 1,174 1,356 1,135 1,136

19 1,421 1,485 | 1,513 1,508

20 1,485 1,492 1,536 1,472

21 1,437 1,448 1,403 1,391
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TABLEAU III (suite)

5, 8, 5, 0,
22 1,776 1,836 1,759 1,750
23 1,265 1,235 1,185 1,195
24 1,147 0,985 1,001 1,047
25 1,087 1,095 1,040 1,038
26 1,131 1,148 1,045 1,043
27 0,633 0,506 0,710 0,765
28 1,109 1,154 1,133 1,118
29 0,663 0,658 0,756 0,807
30 0,310 0,359 0,491 0,437
31 0,533 0,431 0,685 0,682
32 0,327 0,401 0,396 0,379
33 0,310 0,396 0,235 0,207
34 -0,264 -0,139 -0,240 0,268
35 1,223 1,209 1,147 1,075
36 0,324 0,351 - 0,286 0,296
37 -0,087 -0,033 0,084 -0,006
38 0,398 0,351 0,379 0,396
39 -0,575 -0, 535 -0,546 -0,519
40 1,259 1,290 1,280 1,278
11 -0,661 -0,654 -0,716 -0,685
42 -1,089 -1,095 -1,082 -1,069
13 0,279 0,265 0,299 0,291
44 -1,01 -0,974 1,028 1,033
45 -0,668 -0,645 -0,686 -0,686
46 -0,282 0,243 -0,212 -0,231
47 " 0,852 0,842 -0,838 0,824







LE PROGRAMME

BEGIN :
INTEGER N,M,N1,N2 ; LOGICAL IMPOSS ; REAL ZBAR,R,CO,ALPHA ;
READ(N1,N2,N, M,ALPHA) ; ' ,
BEGIN INTEGER ARRAY Ti1,T2(1:: M) ; REAL ARRAY ATX,THETA(1::N+1) ;
REAL ARRAY X2(1::N1) ; REAL ARRAY X1,Y(1::N2) ;

REAL ARRAY S(1::N+1,1::N+1) ;

REAL ARRAY ~C1(1::N2,1::N1) ; REAL ARRAY C2{1::N2,1::N2) ;

REAL ARRAY X{1::M) ;

PROCEDURE COMPLET(REAL ARRAY E{(*,%); INTEGER VALUE N1,N2 )} ;
COMMENT COMPLETE LA MATRICE E PAR DES LIGNES ORTHONORMEES ;
BEGIN REAL NORME ; :
FOR I:=1 UNTIL N2-1 DO ORTHO(E,I,N1,E(I+1,%) ;
FOR I:=1 UNTIL N2 DO
BEGIN NORME:=SQRT(PRODSCAL(E(I,*),E(I,*),N1) ;
FOR J:=1 UNTIL N1 DO E(I,T):=E(1,])/ NORME ;
END
END COMPLET ;

REAL PROCEDURE PRODSCAL(REAL ARRAY X,Y(*) ; INTEGER VALUE N) ;
BEGIN
REAL S ; S:=0 ;
FOR I:=1 UNTIL N DO S:=S+X({I)*Y(I) ;
S
END PRODSCAL ;

PROCEDURE ORTHO(REAL ARRAY E(*,*) ; INTEGER VALUE N,M ;
REAL ARRAY NVLIGNE(*)) ;
COMMENT RAJOUTE A E UNE NVLIGNE ORTHOGONALE ;
BEGIN
REAI ARRAY GRAM(1::N,1::N) ; REAL ARRAY LAMDA, EJI(1::N) ;
FOR I:=1 UNTIL N DO FOR T:=1 UNTIL N DO
GRAM(I, 1) :=PRODSCAL(E(I, *) ,E(J, *) ,M) ;
FOR K:=1 UNTIL N DO EJI(K):=E(K,N+1) ;
GAUSS(GRAM,LAMDA,EII,N,'-7,IMPOSS) ;
FOR [:=1 UNTIL N DO NVLIGNE(I):=0 ; NVLIGNE(N+1):=1 ;
FOR [:=N+2 UNTIL M DO NVLIGNE(D):=0 ;
FOR I:=1 UNTIL M DO FOR K:=1 UNTIL N DO
NVLIGNE(I):=NVLIGNE(IMLAMDA(K}*E(K,I) ;
END ORTHO ;



PROCEDURE GAUSS(REAL ARRAY A(*,*) ; REAL ARRAY X,B(*) ;
INTEGER VALUE N ; REAL VALUE EPS ; LOGICAL RESULT LO) ;
COMMENT RESOUDRE AX=B PAR METHODE DE GAUSS,N DIMENSION DU SYSTEME
BEGIN '
FOR K:=1 UNTIL N DO
BEGIN COMMENT TRIANGULARISATION DE A COLONNE PAR COLONNE ;

IF ABS(A(K,K)) < EPS THEN
BEGIN
FOR LI:=K+1 UNTIL N DO
IF ABS(A(I,K)) > EPS THEN
BEGIN FOR 7:=K UNTIL N DO
BEGIN REAL PERM ;
PERM:=A(K, 1):=A(1,]):=A(1,T) ; A(1,7):=PERM END ;
BEGIN REAL PERM ; PERM:=B(K):=B(I):=PERM.
END PERMUTATION; GOTO jO
END ; GOTO FIN
END PIVOTEST ;
JO: FOR I:=K+1 UNTIL N DO
BEGIN REAL Z; Z:=A(I,K)/A(K,K) ;
FOR T7:=K+1 UNTIL N DO
A(1,7):=M1,])-A(K,D*Z ;
B(I):=B(I)-B(K)*Z ;
A(1,K):=0.
END
END TRIANGULARISATION ;
X(N):=B(N)/A(N,N) ;
FOR I:=N-1 STEP -1 UNTIL 1 DO
BEGIN REAL S ; S:=0. ;
FOR J:=I+1 UNTIL N DO S:=S+A(I,)*X(T) ;
X(1):=(B(1)-S)/A(1,1) ;
END ;
LO:=TRUE ; GOTO FINI ; FIN: LO: LO:=FALSE ; FINI:
END GAUSS ;

INTEGER PROCEDURE A(INTEGER ARRAY T1,T2(*) ; INTEGER VALUE 1,7) ;
BEGIN INTEGER RES ;
RES:=IF(] <= 32) THEN
BEGIN
IF T1(I)=T THEN
BEGIN
IF I <= M-8 THEN 1 ELSE 2
END
ELSE 0
END
ELSE :
IF I <= M-8 THEN



BEGIN
IF T2(I)=7-32 THEN 1 ELSE 0
END
ELSE
IF((T2(1)=7-32) OR(T2(I)=T-33)) THEN 1 ELSE 0 ;
RES
END A ;

COMMENT ESTIMATION DE THETA ;

FOR I:=1 UNTIL N DO
BEGIN RELA ATXP ; ATXP:=0 ;
FOR K:=1 UNTIL M DO ATXP:=ATXP+A(T1,T2,K,D*X(K) ;:
FOR T:=1 UNTIL N DO
" BEGIN INTEGER SP ;SP:=0 ;
FOR K:=1 UNTIL M DO
SP:=SP +A(T1,T2,D)*A(T1,T2,K,T) ;
S{I,1):=8P ;
END ;
ATX(I):=ATXP ;
END ;
FORI:= 1 UNTIL N DO
S(I,N+1) ;=S(N+1,1):= IF (I«32) THEN 0 ELSE 1 ;
S(N+1,N+1):=0 ; ATX(N+1):=0 ;
GAUSS(S, THETA, ATX,N+1, '-8,IMPOSS) ;
WRITE("L'ESTIMATEUR DE THETA EST") ;

WRITE(" ") ;

FOR I:=1 UNTIL N+1 DO

BEGIN

WRITE(THETA(I)) ; WRITE(" ") ;
END ;

FOR I:=1 UNTIL N1 DO
BEGIN REAL EI1 ; EI 1:=0 ;

FOR K:=1 UNTIL N DO EI1+A(T1,T2,1,K)*THETA(K) ;
C1(1,D):=EI1 ;

END ;

FOR I:=1 UNTIL N2 DO

BEGIN REAL El1 ; EI1:=0 ;

FOR K:=! UNTIL N DO EI1:=EI11+A(T1,T2,1,K)*THETA(K) ;
Cc2(1,1) := EIl ;

END ;

CO := SQRT(PRODSCAL(C1(1,*),C1(1,*),N1));

CO:= CO/SQRT(PRODSCAL(C2(1,*),C2(1,%),N2)) ;
COMPLET(C1,N1,N2) ; COMPLET(C2,N2,N2) ;

FOR I:=1 UNTIL N2 DO

BEGIN REAL V1 ; V1:=0 ;

FOR K:= 1 UNTIL N1 DO VI:=V1 +CI1(I,K)*X2(K) ;
X1(I}:= V1 ;



END ;

FOR T:=1 UNTIL N2 DO

BEGIN REAL V2 ; V2:=0 ;

FOR K:=1 UNTIL N2 DO

V2:=V2+C2(K,D*X1(K) ; Y(J):= Y(J)- CO*V2 ;

END ;
- ZBAR :=0 ; :
FOR I:=1 UNTIL N2 DO ZBAR:= ZBAR+Y(I) ; ZBAR := ZBAR/ N2 ;
FOR I:= 1 UNTIL N2 DO Y(I):= Y(I)- ZBAR ;

R:= ZBAR**2/PRODSCAL(Y,Y,N2) ;

IF R< ALPHA THEN

WRITE("AVEC UN SEUIL DE CONFIANCE DE 5% ,LAMDA=0") ELSE
WRITE("LE TEST REJETTE L'HYPOTHESE NULLE POUR UN SEUIL DE 5%") :
WRITE(R) ;

END ;

FINI: END.



~CHAPITRE VI

ESTIMATION DES COMPOSANTES DE LA VARIANCE
DANS UNE STRUCTURE LINEAIRE GAUSSIENNE

Dans ce chapitre, on réexpose le principe d'estimation des composantes
de la variance introduit par RAO [21] et dont plusieurs particularités théoriques
originales ont été mises au point dans [18]. On a utilisé les notations des

chapitres 1 et II , qui permettent d'avoir une vue géométrique du probléme.

§1. La structure statistigue.

Avec les notations du chapitre I , la structure statistique des modéles
linéaires gaussiens que l'on étudie, s'écrit sous sa forme générale :
k 7 ‘ .
{Q,ﬁQ,N(AG;izz'}lcif\i); 9€H 5.0,,0,, .. .,OKEIR} . (1)
ol :
s esrt un espace vectoriel réel de dimention finie n , muni de sa tribu

borélienne g
Q
® A est une application linéaire de R dans ( , donnée.

. § -
® H est un sous-espace vectoriel de R™ , donné par exemple sous la forme :

ol B est une matrice réelle donnée d'ordre (m,s) avec m<s et de rang

égal a m

® Les Ai (i=1,...,k) sont des formes quadratigues sur le dual Q* de O,

~connues et définies strictement positives.
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Pour la commodité des calculs qui suivront, en faisant choix d'une
base de { , on identifiera ( a IRn ; 1'application linéaire A est alors
représentée par une matrice d'ordre (n,s) et les formes quadratiques !\i
sont représentées par des matrices symétriques d'ordre n définies stricte-

ment positives.

Pour la suite, on pose :

2 2 k2
y = (01,...,ck) et A= i§1oiAi

Avec ces notations, tout élément aléatoire de (1 admet pour densité par rap-

port & la mesure de Lebesgue sur ﬁQ , la fonction :

£(X) = g(y)exp{—%t(X—A.e)A’-l(X—AG)} . (2)

N

ot g(y) est une constante dépendant de vy . On se propose d'établir l'exis-
tence d'une statistique -exhaustive de la structure (1) pour les parameétres

inconnus (3, y)

Lemme 1.1.

"Soient k matrices symétrigues 1\i (i=1,...,k}) d'ordre n définies

strictement positives. Il existe p _matrices réelles d'ordre n , Mi , linéai-

rement indépendantes dans leur ensemble, telles gue, pour toute combinaison

linéaire strictement positive des 1\i ,i.e. A=Zoi/\i il existe p coeffi-

cients réels zi(y) (i=1,...p) _tels que :

P 2
AT = 1.?1 zi(y)Mi avec v = (¢ ..,ck) .

Remarque.

Du point de vue pratique, la formule du lemme n'est pas trés utile en
elle-méme, puisqu'elle ne nous donne ni la valeur de p , ni la forme des
matrices l\/li . Dans le cas ol toutes les matrices .".i (i=1,...k) sont si-
multanément diagonalisables par une méme métrice R , il est possible de
déterminer facilement p et les matrices Mj (j=1,...,p) . Une condition suf-

fisante de diagonalisation simultanée des matrices définies positives .\i est
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est que (cf.[19],p.57) les matrices 1\i commuttent deux & deux ou que k
soit égal & 2 . Supposons donc qu'il existe une matrice réguliére R d'ordre
n telle que pour tout i (i=1,...,k) les matrices RAitR soient diagonales.
On a alors : '

k
t 2 t
RAR= o RA,R . - (3)
N/ T
i=1
Sans perdre de généralité, la matrice R peut-etre choisie de telle maniére
que les éléments de la diagonale de R/\tR correspondants a4 des fonctions des
2
o] proportionnelles entre elles, soient regroupés. Soient z'i(y) (i=1,...,p
les p éléments distincts de la matrice diagonale R/\tR et soient ni leur

ordre de multiplicité respectif. Il vient :
A--l - (thR—l)A_l(R—lR) - tR(tR—lA—lR-l)R - tR(RAtR)_lR

D'otl : |
" -1 P 1 ¢

les matrices Ri (i=1,...,p) étant des matrices d'ordre (ni,n) extraites de R

Proposition '1.1.

"La structure statistique (1) , avec les notations du lemme, admet la

statistique exhaustive de dimension p(s+1) suivante :

t _ ) _t - o
Ki— XMiX (i=1,...,p ; Lj,i AjMiX G=1,....s;i=1,...p ,

o0 A _désigne la i®™® colonne de 1a matrice A .

Effectivement, la forme quadratique Q en X , intervenant dans la

densité de X , devient d'aprés le lemme 1.1. :

Q(x-28) = "(X-28)A"1(x-Ag) = ta~lx - 2tatan~Ix + totan~las

P s P -
= DzMXMX - 238 DezmAMx+ Llanlag |
i=1 ! ! j=1i=1 J} 1! 31

et d'aprés le théoréme de factorisation, on a la conclusion.
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§2. Estimateurs MINQUE et MIVQUE des composantes de la variance.

On s'intéresse dans la suite & la classe des estimateurs quadratiques

de toute forme linéaire donnée plc§+ pzc§+...+ pkoi des composantes de la

variance, classe qui contient les estimateurs classiques de l'analyse de la
, . ‘ t , ,

variance. Il s'agit des estimateurs de la forme XMX satisfaisant aux pro-

priétés suivantes :

(el) Sans biais :

On désigne par Sn(IR) I'espace vectoriel des matrices symétrigues

réelles d'ordre n et on munit Sn du produit scalaire défini par :

vA,B€S_, (A,B) = Tr(AB) .

Proposition 2.1.

"Soit X _un vecteur aléatoire de la structure statistique (1) et p

k : .
un vecteur donné de R ., de composantes pi (i=1,...,k) . Soit M une
t .
matrice symétrigue réelle d'ordre n . La statistigue XMX est un estimateur
k 2
sans biasis de la quantité Z)picyi si et seulement si :
i=1 ,
t .
AMA = 0 et (M,A) = p, (i=1,...,k) ".

En effet, on sait que (cf.[5],p.90) :

t it k 9
E(XMX) = 2 AMA: 4 Z“,ciTr(MAi) ,
i=1

d'olt la proposition.

<l

(ez) Invariants par translation du paramétre

L'intéret d'une telle condition est lié & la maniére dont on désire estimer
les paramétres inconnus de la structure statistique (1) . On se propose de dé-
terminer une estimation de la matrice de covariance \ de la structure (1) ,
qui ne dépende pas de = . Il est donc préférable que la variable aléatoire
tXMX soit invariante par translation sur < et qu'elle admette une loi de pro-

babilité libre par rapport au paramétre =
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Proposition 2.2.

"Avec les notations de la proposition 2.1. pour que l'estimateur sans

ot k
biais XMX _de Z}piciz satisfasse a la condition d'invariance, il faut et il
i=1
suffit que :
MA =0

Alors tXMX est une statistique libre par rapport au paramétre 6 ".

Par définition, une statistique £(8) est invariante pour un groupe de

transformation G sur 6 , si pour tout élément g de G ., on a:

f(e) = f(g(0))

Soit eo un vecteur arbitraire de IRS et posons Z‘=X—Aao . Pour
gue la statistique X tXMX soit invariante, il faut et il suffit que :
t2mz = mx
condition équivalente, du fait que tXMX est sans biais, & :
t
XMAg =0
o
D'autre part (cf.ch.I.) , MA nulle équivaut a :
s, () = det(In-ZitMA)l/Z ,
XMX
d'ol la proposition 2.2. &
Dans la suite, on note H, et up les sous-ensembles de Sn définis par

¥, = {MeS_(R) ; MA=0} et W, = (MES i MA=0 et (M,A)=p, =1, ... k)

ol p est un vecteur donné de IRk , de composantes P, (i=1,...,k)

(e3) De variance minimum.

La variance de toute forme quédratique tXMX de X (cf.[18],p.19)

0N

est égale a :

r(KMX) = 2Tr(MaM2) = 2(MA, . M)
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La forme bilinéaire définie sur Srzw.uR) par :

VE,Desnx S, + (E.D) » (E/D), = 2(EA,AD)
est un produit scalaire. La condition (e3) revient donc & déterminer un élé-
ment M de M, de norme -, minimum, od \\HA est la norme sur S (R)

associée au produit scalaire (“')1\

Les estimateurs satisfaisants aux conditions (el) . (ez) et (e3) sont

appelés MIVQUE . On remarquera qu'en général on ne peut calculer de tels
estimateurs, puisque la norme & minimiser H\\A dans (e3) dépend des compo-
santes de la variance. La condition (e3) est alors remplacée par la condition

(e'3) suivante :

(e'3) De norme minimale sur Sn(lR)

Cette condition revient a déterminer un élément M de Hp de manieére

que la norme ||.|| , définie par :
A .
2 * %
M = (M/M) = 2(MA" ,A™M)
i, -
. i N * k *2 * 2 2
soit minimum, od AT = MK Ai . les of étant des valeurs a priori polir les
i=1 :

paramétres inconnus g2 :

Les estimateurs satisfaisant aux conditions (el), (ez) et (eé) sont

appelés MINQUE

Remarque.

Les conditions (e3) et (e',) sont de m&me nature et ne dépendent que

du choix de la norme euclidienne 3définie sur l'espace vectoriel Sn(]R) . En
particulier, les MINQUE sont des MIVQUE calculés pour une valeur fixée

a priori des paramétres c?(i=1,...,k) . Les théorémes qui suivent sont, d'aprés
cette remarque , valables pour les MINQUE et MIVQUE , & condition de choisir

la norme correspondante sur Sn(]R)
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§3. Théorémes d'existence et formules de calculs,

Quel que soit le produit scalaire que 1l'on considére sur Sn(IR) , disons
(.\.) . c2 dermnier est un espace de Hilbert de dimension finie. Par conséquent,
il existe, pour tout i=1,...,k, des éléments Ti de Sn , définis de maniére
unigue et tels que :

VSESﬁ(]R) , (S,Ai>=(S/Ti) pour i=1,...,k .

Dans la suite, avec les notations adoptées pour les structures gaussiennes

linéaires d'ordre p , on désigne successivement par :

23\1, Z1
s Z K= Zé la projection orthogonale d'un élément Z=/ . de S];(IR) sur
v .
K k
ziv ) ‘ 7z
un sous-espace vectoriel de la forme V , ol Z\ll (i=1,...,k) est la projec-

. . . . 1
tion orthogonale suivant le produit scalaire (.\.) de 2 sur le sous-espace

vectoriel V de Sn(lR)

® Q(Z) la matrice symétrique d'ordre k , de terme général (Zl/ZJ) et comme

dans le chapitre 1, on a :
Q(Z) = Q(z k) + Q(z-Z k)
Vv Y
Avec ces notations, on a :

Théoréme 3.1. (Existence) (cf.[18],p.12)

"Soit T l'élément de SE(IR) défini par :

VSESn(IR) , (S,Ai) = (S/T.l) (i=1, ...,k) ,

k
ou les '1‘i sont les composantes du vecteur T de Sn(IR) . On_note M,

le sous-espace vectoriel de Sn(]R) défini par :
M, = [MES_(R) ; MA=0]

Alors :

(i) Les MINQUE ou MIVQUE (suivant le choix de (.|.)) de la forme linéaire

k 2
Z‘.pi:':i sont les statistiques définies par :
i=1
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X XMX |
on t -1
M= (pQ7HT Jel)T |
H H
O O

(i) Pour gque tous les of soient estimables, il faut et il suffit que les compo-

santes de THk soient linéairement indépendantes dans Sn(lR) ",

(o]

Démonstration :

Soit % le sous—espéce vectoriel de W engendré par les projections

orthogonales selon (.|.) , T;Io des composantes T' du vecteur T sur. uo .
En décomposant tout élément M de ‘Ho sur % et son orthogonal dans Ho '

il vient :
M= Surh 4 M
= DwuTy +
i=1 ! Fo
par suite :
(M/T) = {:u.(TiH /Th ), d=lak et M| = \\%u.T; 12+ M 2
Pt Yo Yo i=1 ' Yo gt

Les solutions de norme minimum dans Hp , sont telles que ||M 1,“2= 0, et:
4 &

u :
Q(T)‘1=p. ‘

gk | ¢ )
(o] uk

La matrice Q étant une matrice de Gramm, le théoréme est démontré.

Corollaire 3.1. (cf.[18]

iém
"Soit A; la ¢ € colonne de la matrice A . On _note Cj L
’ ’

(=t,....n; L=1., ...,s8) les matrices d'ordre n , formées de zéros sauf sur

-

.éme . 2 . . .
la i colonne qui _est A} . Pour _que les o, (i=1,...,k) _soient estimables,

'~

il faut et il suffit que les matrices :

A (i=1,...k) et S =%c +'c )
i 2 1 ,

forment une famille libre".
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Calcul du MINQUE.

On rappelle ici quelques résultats géométriques de [20) dont on aura
besoin. On notera W le sous-espace vectoriel de (1 image de IRS par .
1'application linéaire A et P le projecteur orthogonal sur W , selon le

W
produit scalaire défini sur Q par At onoa

- t *"‘1 -t *"‘l
PW A(TAA A) "AA ‘

-~

ot G  désigne l'inverse généralisé de la matrice G . En posant :
g

Q

WzIIn“P !

W

le projecteur orthogonal sur ‘Ho , pour le produit scalaire (.\.)A* est :

t
Vésn(IR)%—é QuVey -

et pour tout couple (E,D) de Si(lR) on a :

t ot
(D/°Qy Q) 4 = (QuyDQy/B) i -

On supposera désormais que les c? sont. estimables.

Théoréme 3.2. (Calcul du MINQUE). (cf.[18])

"Soit (.\.)A* le produit scalaire défini sur Sn(]R) par :

2
v(E,D)eS (R, (B/D)A*=z<EA*,A*D> .

* kK *2 . k
on AN = Loy A, et soit p. un vecteur donné de R~ . On_pose, pour
i=1
ek 1 1, \x-1 HO t
= =A% A - = i=
'I'i 2!\ A et T, QWTiQ , i=1,...,k .

Alors, les solutions de norme minimale dans ﬁp sont les matrices M _de

S de la forme :
n

. ‘ k .
les (i=1,...,k) étant les composantes du vecteur de R solution de
les M . Solution de

1'équation linéaire :

Q(THk)u =p.
o

k
L'estimateur 'XMX est le MINQUE de la forme linéaire 'Ec‘:.zpi
I i=1 !
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Le théoréme 3.2. est simplement la version analytique du théoréme 3.1..
On remarquera gqui si on note qij'(i=1’ ...k, j=1,...,k) les coefficients de

la matrice inverse de Q(T g) , les MINQUE respectifs des composantes c?

: : o
sont les formes quadratiques tXMiX (i=1,...,k) ot :

/ kK Ho
M, = i§1qijT1 .

Pour le calcul du MIVQUE, il suffit de remplacer dans les calculs du
théoréme 3.2., la matrice A* par A . Dans ce cas, on remarque que la

matrice de covariance des MIVQUE des c? (i=1,...,k) est Q—l(THk) .
. . o

Remarques.

. : k :
1. On a vu que les estimateurs MINQUE des quantités Z}picf étaient
: o =1
)

des MIVQUE calculés pour une valeur a priori (c"l‘, ...,ok des composantes

o, (i=1,...,k) . Si on note alors :

k
f = o] ,
P(Y) i§1 pl i

les MINQUE sont des estimateurs admissibles pour la fonction de perte
Wiy,x) = (x-—fp(y))2 , parmi les estimateurs quadratiques, sans biais et inva-

riants par translation sur © , de fp(y)

2. Dans le §2 , on a vu que pour la détermination des MINQUE ou

MIVQUE, la norme minimisée est de la forme :

~
[\]

(M/M)

k
[ = 2Tr(M(T 0 A)M(F 0 1)
o}

2 2 i=1 =1 i f
e .

ERE

On a alors, pour tout réel ) strictement positif :

(M/M) = 22 /M)
[mz \02] [e%.... cz] .
1[ s & @ g k ll 1 k
et le probléme de la minimisation de (M/M) 9 2 a donc les mémes
[°1’ cen ’°k]

solutions en M que celui de la minimisation de (M/M)

2
[.\ol,...,)\okl



- 87 -

§4. Un exemple d'application.

La structure statistique associée au probléme de glaciologie défini dans
le chapitre 1II est, avec les memes notations H

2 2 +
> . + ALY R R
fQ,rBQ,N(AeﬂPe po Mt o, 2) ; 0€X , 2\€R, 0,.0,€ 1. (1)

Dans le '§3 du chapitre IIT , pour des valeurs a priori du rapport C =c§/c? ,
on a défini les estimations correspondantes des paramétres 6,\ et on a
déterminé le test de Tukey de I'hypothése {»=0} . On se propose ici d'estimer
de plus le paramétre inconnu c |, d'aprés le principe d'estimation exposé dans

ce chapitre.

En effet, sous 'l'hypothése nulle {»>=0} , la structure statistique (1)
est une structure gaussienne linéaire du méme type que celle du §1 , avec
ici k=2 '

D'autre part, d'aprés la remarque 2.§3 , le MINQUE du rapport c¢

ne dépend que de c

On remarque que les conditions d'estimabilité des composantes de la
variance sont satisfaites. En effet, avec les notations du corollaire 3.1.-VI ,
la famille des matrices §. , (i=1,...,N; 2=1,...,]+1) de SN(IR) est une

famille libre, puisque, d'aprés les hypothéses (cf.ch.Ill) , les colonnes de la

matrice A sont linéairement indépendantes. D'autre part, par définition de

/\.1 et A, et vu la forme des Si , Al et /\2 sont indépendantes linéai-
- ¢+ .
rement des Si , et par conséquent, d'aprés le corollaire 3.1. , c est
v

estimable.
Soit c* une valeur a priori pour ¢ et notons successivement par :

] A* = /\.1 + c*/\2

* R=1 - Atanx 1t !

~ - - v t -
s 7= Lipaxtly ol et T. = tpa*l;

-1
1 -2 ] 2 572 st R

8 G 'la matrice d'ordre 2 de terme général

(i=1,2 ; j=1,2) g.. = Tr(T.A)
ij i
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et éij (i=1,2 ; j=1,2) les coefficients de la matrice inverse G_1 de G .

Alors, d'aprés le théoréme 3.2.-VI , l'estimateur MINQUE de c¢ est défini

par :
- t., 2 v
c = X(Ns,. T)X |,
727
j=1
et sous 71'hypothése {3=0} , ¢ est un estimateur sans biais, libre par rap-

a

port & 6 , et de norme minimum pour le produit scalaire associé & A* sur

SN(IR) .

Une telle estimation dépend évidemment du choix a priori de ¢~ , et
son emploi suppose un certain risque, car si la valeur a priori c* s'éloigne
trop de la valeur réelle c¢ , nous pouvons obtenir une mauvaise estimation.

Néanmoins, cette méthode nous donne une certaine idée de la valeur de c .
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