N

N

Quelques apects géométriques et dynamiques du
mapping class group

Jérome Fehrenbach

» To cite this version:

Jérome Fehrenbach. Quelques apects géométriques et dynamiques du mapping class group. Mathé-
matiques [math]. Université Nice Sophia Antipolis, 1998. Frangais. NNT: . tel-00124712

HAL Id: tel-00124712
https://theses.hal.science/tel-00124712
Submitted on 15 Jan 2007

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00124712
https://hal.archives-ouvertes.fr

%’M L3

QUELQUES ASPECTS GEOMETRIQUES ET
DYNAMIQUES DU MAPPING CLASS GROUP

THESE

présentée en vue d’obtenir le grade de
Docteur en Mathématiques
de
I"Université de Nice Sophia-Antipolis
par

Jérome Fehrenbaéil

Soutenue le 8 janvier 1998 & 10h30 & VINLN
devant le jury composé de Mme et MM.

J. Birman Rapporteur
M. Boileau Examinateur
J-M. Gambaudo Examinateur
P. Lochak Examinateur
J.Los Directeur
M. Lustig Rapporteur

M. Merle Président



Remerciements

Je voudrais exprimer ma gratitude a Gérard looss et Pierre Coullet, directeurs successifs
PINLN, qui ont bien voulu m’accueillir au sein de cet institut. Le personnel administrat
de ’INLN et du laboratoire J.A.Dieudonné a permis le déroulement de ma thése dar
de bonnes conditions matérielles, aussi bien pour les missions que pour les besoins e
ouvrages, articles, fournitures diverses, et je tiens & le remercier pour cela.

Jéréme Los m’a initié & la recherche en mathématiques, il m’a fait découvrir ur
maniére de faire de la dynamique qui s’est avérée riche en résultats. Il m’a consacré sc
temps sans compter, m’a remonté le moral lors de nombreux épisodes de découragemen
Pour tout ce qu’il a fait, et pour avoir dirigé cette these, je tiens a le remercier vivemen

Je suis également trés reconnaissant & MM. Michel Boilean, Jean-Marc Gambaud
Pierre Lochak et Michel Merle, membres du jury, d’avoir accepté d’évaluer cette these,
plus spécialement 4 Mme Joan Birman et M. Martin Lustig d’avoir accepté d’en étre |
rapporteurs.

Je voudrais également remercier toutes les personnes avec qui j’ai eu le plaisir de fai
des mathématiques pendant ces quelques années, notamment Marc Becker, Christi
Bonatti, Arnaud Dehove, Jean-Nicolas Denarié, Adrien Douady, Frangois Gautero, Pet,
Haisinsky, Bill Harvey, Boris Kolev, William Menasco, Marie-Christine Péroueme, Diel
Schleicher, Vlad Sergiescu.

Enfin je souhaite remercier toutes les personnes qui ont rendu ces trois années «
thése aussi agréables que possible, pour leur entrain et leur soutien pendant quelqu
mauvaises passes ; que toutes ces personnes, qui se reconnaitront, soient assurées de me
amitié sinceére et reconnaissante.



Table des matiéres

Introduction

1

La théorie des représentants efficaces

1.1
1.2
1.3

1.4
1.5

Théoréme de classification de Nielsen-Thurston
Représentants topologiques . . . . . . ... ...
Représentants efficaces d’'un homéomorphisme
pseudo-Anosov . . . .. .. ... ... ...
Les mots transverses sont bien définis . . . . . .
Réseaux ferroviaires, feuilletages, représentant
pseudo-Anosovde {f] . . . .. ... ... ...

Racines des homéomorphismes pseudo-Anosov
Introduction . . . . . . . .. L
2.1 Generalities . . . . ... o
2.1.1 Representatives . . . . . .. ... . ...
2.1.2 Embedded representatives . . . .. ... ... ... ...,
2.1.3 Invariant traintracks . . . . . . ... ... L L L.
2.2 Rectanglesurfaces . . . ... ... ... L L
2.2.1 Construction of the surface RTT . . . . . . . . .. ... ... ...,
2.2.2 Definitionof themap f7 . . . .. .. ... ... .. ... .. ....
223 Dynamicsof f . . . . ..
2.2.4 Goodrepresentatives . . . . . . ... ... ... L.
2.2.5 Caracterization of admissiblelengths . . . . . .. .. ... ... ..
226 Uniquenesslemma . . ... ... ... .. ... ... ... ...
2.3 Operations. . . . . . . . .. e
231 Foldings . . . . . .. ..
23.2 Glueings . . . . . . . L
233 Unglueing . ....... e e e e
2.4 Super efficient representatives . . . . . ... ... ... ...
2.4.1 Super efficient representatives. . . . . ... ... ... ... ...
2.4.2 Operations on the set of super efficient representatives . . . . . . .
2.43 Technicalresults .. .. ... ... ... ... .. ..., . ...,
244 Mainresult . . . ...
2.5 Rootsand symmetries . . ... ... ... ...
25,1 Transitionmaps . . . . . . . .. .. . ...

13
14
15

18
19

23

29
29
32
32
35
36
37
37
39
40
42
43
46
46
46
48
49
50
50
52
54
55
56



2.9.2 SoIvmg for roots . ... ... .. . ..... I 68

2.5.3 Symmetrzes of pseudo- Anosov homeomorphlsms ........... 61
2.6 Practical determination.-. .. ., . ... ... 61
2.7 The conjugacy problem, connectedness of the set of efficient representatives. 63
2.8 Examples . . .. ... 65
2.8.1 Cycle for a pseudo-Anosovbraid. . . . .. ... ... ........ 65
2.8.2 Root of a pseudo-Anosov homeomorphism . . ... ... .... .. 67
2.8.3 A pseudo-Anosov homeomorphism admitting a
symmetry . ... L e 70
3 Une minoration de ’entropie topologique des difféomorphismes du
disque 73
Introduction . . . . . . . ... 73
3.1 Propriétés de I'entropie topologique . . . . . . ... ... ... ....... 75
3.2 Graphes-squelettes . . . . ... ... ... L 76
3.3 Démonstration du théoréme 3.0.2 . . . . . . . ... ... ... .. ... 78
3.4 Démonstration du théoreme 3.0.1 & partir du
théoreme 3.0.2 . . . . .. L 84
4 Criteres topologiques pour les tresses admettant des déstabilisations et
des mouvements d’échange 87
Introduction . . . . . . ..., 87
4.1 DBraids and homeomorphisms . . . . . . .. ... ... ... ... 89
4.2 Geometricalresults . . . . . ... ... L 92
4.3 A topological criterion for destabilization . . . . ... ... ......... 94
4.4 A topological criterion for exchange . . . .. ... ... ... ........ 97
Bibliographie 99



Introduction

Nous considérons une surface S compacte orientée et X un sous-ensemble fini de S qui
est Pensemble des points marqués. La surface S & points marqués est (S, X ). Un homéo-
morphisme de S est un homéomorphisme de S qui préserve globalement ’ensemble des
points marqués. L’ensemble des homéomorphismes de S qui préservent P'orientation est
un groupe noté Homéo™(S), ’ensemble des homéomorphismes de S isotopes & 'identité
forme un sous-groupe distingué de Homéo*(S) noté Homéo®(S). Le groupe quotient
Homéot(S)/Homéo®(S) est appelé le mapping class group de S, il est noté MCG(S).
Un ¢lément du mapping class group est donc une classe d’isotopie d’homéomorphismes.
Lorsque la surface possede des composantes de bord, nous prenons la convention de per-
mettre une isotopie libre sur le bord.

L’étude des homéomorphismes & isotopie prés a commencé avec Nielsen [Ni]. Si
f € Homéo* (S} est tel que f* est isotope A l'identité alors il existe ¢ isotope & f tel
que ¢g* = id. Autrement dit, si une classe d’isotopie est d’ordre fini dans MCG(S)
alors elle possede un représentant qui est d’ordre fini dans Homéo*(S). On pourra se

reporter & [Ker] pour des résultats plus généraux. La classification des éléments du map-

ping class group a été achevée par Thurston [Th] dans le cas oil la surface a une ca-
ractéristique d’Euler négative, les autres cas étant plus simples. Il a donné un modéle
d’homéomorphismes appelés pseudo-Anosov qui fixent (globalement) une paire de feuil-
letages mesurés transverses, dilatant 'un et contractant ’autre d’un méme facteur X ap-
pelé facteur de dilatation, cf section 1.1. Il a montré que chaque classe d’isotopie d’homéo-
morphismes contient un représentant simple, & savoir soit d’ordre fini, soit pseudo-Anosov,
soit réductible c’est-a-dire laissant invariante une collection essentielle de courbes fermées
simples. Si un homéomorphisme est réductible, on peut découper la surface S le long des
courbes invariantes et étudier les applications de premier retour sur chaque composante
connexe. On peut leur appliquer 4 nouveau le théoréme de classification. Une autre fagon
d’énoncer le théoréme de classification est la suivante : étant donné un homéomorphisme
de S, on peut le déformer par isotopie en un homéomorphisme simple, ¢’est-a-dire de I'un
des modeles ci-dessus. On dira par extension qu’une classe d’isotopie est pseudo-Anosov,
d’ordre fini ou réductible si un de ses représentants I’est.

Un réseau ferroviaire dans une surface S & points marqués est un graphe 7 plongé dans
S tel que en chaque sommet du graphe on peut définir un espace tangent. La situation
au voisinage des sommets ressemble alors & un aiguillage, cf figure 0.1a, ce qui justifie le
nom. On suppose de plus que les composantes connexes du complémentaire du graphe
7 sont des disques topologiques avec au moins trois tangences sur le bord ou des disques
avec un point marqué et au moins une tangence sur le bord. Thurston a remarqué qu’un
objet intéressant pour étudier un homéomorphisme pseudo-Anosov f était la donnée d*un
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réseau ferroviaire 7 adapte a f: ondit que T est adapte & f 8’1l existe un voisinage reguher
N(7) du graphe 7! ‘fibré par des traverses comme sur la figure 0.1b tel que un graphe 7/
isotope & f(7) est inelus dans N(7), plongé de facon transverse aux traverses. Les réseaux
ferroviaires ont fait 1’objet de beaucoup d’études, citons par exemple le livre de Penner
[Pel]. La donnée d’un réseau ferroviaire 7 adapté & f permet de retrouver la paire de
feuilletages invariants et de calculer le facteur de dilatation A. Il permet aussi d’étudier
la dynamique de f.

(@)

Figure 0.1: Aiguillage (a) ; voisinage fibré du réseau ferroviaire (b).

Un objet portant la méme information qu'un réseau ferroviaire adapté a f, appelé
représentant efficace de f ou encore représentant efficace de [f] est décrit dans [BH1],
[Lol], [FM]. Les représentants efficaces sont combinatoirement plus simples que les réseaux
ferroviaires. Ce sont des objets que nous utilisons dans les chapitres 2 et 3 de ce travail
apres un exposé succint de la théorie dans le chapitre 1. La théorie des représentants -
efficaces permet de résoudre le probléme de conjugaison entre éléments pseudo-Anosov du
mapping class group. Une propriété importante est que I’ensemble (fini) des représentants
efficaces d’une classe d’isotopie pseudo-Anosov est un invariant de conjugaison [Lo2] : si
[g] est conjuguée & [f], alors les représentants efficaces de [g] ont la méme combinatoire que
ceux de [f], seuls les plongements des graphes différent. Notons que d’autres invariants
de conjugaison ont été donnés par Hemion [He] et Mosher [Mo]. Dans le cas ot [f] est
d’ordre fini, des invariants de conjugaison ont été donnés par Nielsen [Ni]. Dans le cas
ott [f] est réductible et C est une collection maximale de courbes de réduction, Keil [Ke]
a donné des invariants de conjugaison de [f] calculables explicitement, qui dépendent &
la fois des applications de premier retour de type pseudo-Anosov ou ordre fini sur les
composantes de S — C, et des recollements effectués entre ces composantes.

Nous considérons dans le chapitre 2 le cas particulier d’'un homéomorphisme pseudo-
Anosov f qui fixe un point marqué zo. Nous définissons alors des objets associés & [f]
appelés représentants super efficaces de [f], qui sont des représentants efficaces particu-
liers. Leur ensemble constitue aussi un invariant de conjugaison, il est plus petit que
’ensemble des représentants efficaces. Nous donnons un algorithme fini permettant de
calculer 'ensemble des représentants super efficaces de [f]. L’étude de la structure de
'ensemble des représentants super efficaces permet en outre de répondre 3 la question
des racines : est-ce qu’il existe un homéomorphisme g de S qui fixe z¢ tel que f = ¢*
? Cette question est équivalente & la question : existe-t-il [g] € MCG(S) fixant z, telle
que [f] = [g]*. En effet, si [f] admet unc racine [g] fixant z, dans MCG(S), cette racine
est une classe d’isotopie pseudo-Anosov. Si g; est un représentant pseudo-Anosov de [g],
alors gF = f; est un représentant pseudo-Anosov de [f]. On sait alors (cf [FLP]) que
f =hfik™1, ol h est isotope & l'identité. En posant g = hg k™1, on obtient une racine
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de f dans Homéot(S). Nous _pouvons :également répondre & la question des symétries :
existe“t-il un homeomorphlsme g d’ordre fini qui fixe o tel que fg = gf ? Nous appelons
un tel homéomorphisme:g une symétrie de f. Nous montrons le

Théoréme 2.0.1, Chapltre 2

Soit S une surface munie de n + 1 points marqués {zy,...,z,}. Soit[f] € MCG(S)
une classe d’isotopie pseudo-Anosov laissant fize le point marqué z,.

Il eziste un algorithme fini qui permet de décider si [f] admet une racine qui fize x,
et le cas échéant de calculer cette racine.

Il eziste un algorithme fini qui permet de décider si [f] commute avec un homéomor-
phisme d’ordre fini qui fize xy, et le cas échéant de le calculer explicitement.

Nous avons illustré cet algorithme par quelques exemples. Notons qu’un résultat
analogue dans le cas particulier du disque a été donné par Stysnev [St]. En utilisant
une méthode inspirée de P'algorithme de Garside [Ga], Sty$nev montre que, étant donnés
une tresse & et un entier m, on peut décider par un algorithme fini s’il existe une tresse
p telle que a = ™. Les éléments du mapping class group du disque & n points marqués
sont des classes de tresses & » brins modulo le centre Z, du groupe de tresses, ce qui fait le
lien entre [St] et le travail présenté ici. Notre résultat permet de trouver immédiatement
si un homéomorphisme pseudo-Anosov est une puissance ou non, nous n’avons pas besoin
d’essayer tous les entiers m.

Un invariant de conjugaison d’une application continue 7" d’un espace compact métrique
X dans lui-méme est 1’entropie topologique, introduite par Adler, Konheim et McAndrew-
[AKM]. C’est un réel positif ou nul, noté (T'), mesurant asymptotiquement le mélange -
induit sur X par application des itérés de 7. Si f est un homéomorphisme pseudo-Anosov: -
d’une surface S, son entropie topologique h{f) est égale an logarithme de son facteur de
dilatation [FLP]. De plus Pentropie de f est minimale dans sa classe d’isotopie. On sait
par ailleurs que le facteur de dilatation est égal au rayon spectral de la matrice d’incidence
d’un représentant efficace de f, cf [BH1], [Lol]. Cette quantité est a priorifacile & calculer.
Nous avons mis ceci en ceuvre au chapitre 3, dans le cas particulier ol la surface S est le
disque D? muni d’un certain nombre (> 3) de points marqués. Des considérations combi-
natoires sur les représentants efficaces permettent d’obtenir une minoration de Pentropie
topologique des homéomorphismes pseudo-Anosov du disque & » points marqués qui per-
mutent transitivement les points marqués. Dans le cas général ot f n’est plus supposée
étre pseudo-Anosov, nous montrons le

Théoréeme 3.1.2, Chapitre 3

Sott f € Homéot(D?) ayant une orbite périodique O de période n > 3. Nous choisis-
sons les points de O comme points marqués du disque. Si aucun représentant de la classe
d’isotopie de f par rapport ¢ O n’est d’entropie nulle, alors

h(f)z%ln(l-t—\/i).

Ce résultat améliore un peu les minorations obtenues par d’autres auteurs [Lo4], [FM]
qui étaient %in 2. Pour étudier I'entropie des homéomorphismes du disque, nous nous
ramenons & calculer ’entropie d’applications transitives sur les arbres qui sont d’une forme

9



pa,rtlcuhere La mmoratlon par 3 ln 2 est, par contre la mellleure mmoratzon poss1ble pour
pour les applications sur lés arbres issues d homeomorphlsmes est que 'arbre et son image
sont plongés dans le disque.

Un objet étroitement 1ié au mapping class group est le groupe de tresses. Dans le cas
ol la surface est le disque & n points marqués, il existe un morphisme de groupes ® entre
le groupe des tresses & n brins B, et le mapping class group du disque D, (cf [Bi]). Le
noyau de @ est le centre Z,, de B,, qui est un groupe cyclique. On dit qu’une tresse j
induit I’élément ®(F) du mapping class group.

Etant donnée une tresse § a n brins, on lui associe sa fermeture K(8) qui est en général
un entrelacs de 5%, ou un neeud de S si la tresse est transitive, cf [Al]. On peut alors
étudier un nceud en s’intéressant aux tresses dont il est la fermeture. Un neeud donné K
est la fermeture d’une infinité de tresses, cette infinité a été décrite pour la premiére fois
par Markov [Ma]. Il définit une transformation appelée stabilisation qui transforme une
tresse a n brins en une tresse & n+1 brins ayant la méme fermeture, opération réciproque
s’appelle déstabilisation, on remarque qu’elle ne peut s’appliquer que si la tresse est d’une
forme particuliere. Si deux tresses ont méme fermeture, alors il existe une suite finie
de conjugaisons, stabilisations et déstabilisations qui transforme 'une en Pautre (cf aussi
[Bi]). Cependant, cette suite finie n’est pas toujours calculable explicitement, par exemple
il n’y a pas de borne @ priori sur le nombre d’opérations & effectuer. Birman et Menasco
[BM] ont démontré un résultat plus fin. Ils définissent une opération appelée mouvement
d’échange, qui transforme une tresse & n brins en une autre tresse & n brins ayant méme
fermeture ; le mouvement d’échange ne peut s’appliquer que si la tresse est d’une forme
particuliere. Ils démontrent que si la fermeture d’une tresse § est I'entrelacs trivial A
r composantes, il existe une suite finie de conjugaisons, déstabilisations et mouvements
d’échange qui tranforme § en la tresse triviale & r brins. En particulier, le nombre de
brins n’augmente jamais au cours de cette suite d’opérations.

On voudrait pouvoir décider si une tresse donnée admet, & conjugaison prés, une
déstabilisation ou un mouvement d’échange, Nous répondons partiellement & ces questions
en fournissant des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une tresse donnée admette
une déstabilisation, ou un mouvement d’échange, & conjugaison prés et & un élément du
centre prés. Ce sont des conditions sur 1’élément du mapping class group induit par la
tresse, ce qui explique pourquoi elles ne distinguent pas deux tresses qui différent par un
élément du centre. Plus précisément nous montrons :

Théoréme 4.0.1 (Critére de déstabilisation, Chapitre 4) : La tresse § admet
une déstabilisation modulo Z,, si et seulement s’il existe un homéomorphisme f dans la
classe d’isotopie induite par # et un arc «y allant de I'un des points marqués au bord du
disque tel que f(y) est disjoint de 7.

Théoréme 4.0.2 (Critére d’échange, Chapitre 4) : La tresse § admet un
mouvement d’échange modulo Z, si et seulement s'il existe un homéomorphisme f dans
la classe d’isotopie induite par § et deux arcs disjoints ; et y; allant de deux points
marqués distincts au bord du disque tels que f(-y;) et 2 sont disjoints.

Dans un premier chapitre, nous exposons succintement la théorie des représentants

10



efficaces dans le but de- demontrer deux résultats techniques qu1 n’apparaissaient pas
démeortrés de maniére précise dans la littérature existante. Il n 'y a pas de surprise ni
de nouveauté dans: ces démonstrations, il s’agissait juste de satisfaire une envie de voir
apparaitre ces resuitats sous-une forme un peu plus convaincante. Dans un deuxiéme
chapitre, nous reproduisons notre travail concernant la structure de Pensemble des repré-
sentants efficaces et les racines des homéomorphismes pseudo-Anosov. Dans le chapitre 3,
nous montrons le résultat de minoration de entropie topologique des homéomorphismes
du disque. Dans le quatrieme chapitre, nous montrons les critéres topologiques pour les
tresses admettant une déstabilisation ou un mouvement d’échange.
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Chapitre 1

La théorie des représentants efficace:

William Thurston a introduit la notion de résequ ferroviaire adapté a une classe d’isotor:
pseudo-Anosov d’homéomorphismes [f| d’une surface S. La notion de représentant ef
cace, cf (BH1], [BH2], [FM] [Lol], [Lo3] porte essentiellement la méme information qu’
réseau ferroviaire : 'action de [f] sur S est décrite par une application combinatoire si
un graphe plongé dans S. L’'intérét des représentants efficaces est double : tout d’abo
I’étude de la dynamique sur ce graphe (dimension 1) apporte des informations & propos ¢
la dynamique sur la surface S (dimension 2), comme par exemple I’entropie topologiqu
les orbites périodiques ; ensemble (fini) des représentants efficaces constitue un invaria
de conjugaison de la classe d’isotopie [f]. Mais de plus, on peut calculer explicitemen
par des algorithmes finis, des représentants efficaces d’une classe d’isotopie donnée p:
exemple par son action sur le groupe fondamental de la surface, ou en tant que produit ¢
twists de Dehn. L’algorithme permet aussi de détecter si la classe d’isotopie est pseud
Anosov ou non. Les représentants efficaces sont donc & la fois porteurs d’information .
calculables.

Nous exposons dans cette partie la théorie des représentants efficaces, en reprenant
travail de [BH1], [Lol]. L’objectif ici est de démontrer le lemme 1.4.4 (unicité des mo
transverses) et la proposition 1.5.2 ('application fr est bien définie) de facon précis
C’est pourquoi nous ne nous étendrons pas sur les résutats dynamiques évoqués ci-dessu
nous n’en retenons que ce dont nous avons besoin pour pouvoir énoncer et prouver c
résultats.

Dans la partie 1.1, nous reprenons rapidement la définition d’homéomorphisme pseud
Anosov et nous énoncons le théoréme de classification de Nielsen-Thurston. Dans la part
1.2 nous définissons les représentants topologiques d’un homéomorphisme d’une surfa
S, ce sont des couples (graphe ; application ) ol I'application ¥ associe & chaque aré
e du graphe un mot d’arétes 9(e) qui décrit un chemin dans le graphe. L’image ¢
graphe par f est dans un voisinage tubulaire du graphe appelé surface fibrée, comme s
la figure 1.5¢, et I'image de chaque aréte e est décrite par le mot ¥(e). La partie 1
contient la définition des représentants efficaces d’un homéomorphisme pseudo-Anoso
qui sont des représentants topologiques vérifiant un certain nombre de conditions, I’id
principale étant que les représentants efficaces ont une dynamique ‘minimale’ parmi 1
représentants topologiques. Pour les parties 1.2 et 1.3 on pourra se reporter & [BH1]. Da:
la partie 1.4 nous démontrons que deux représentants efficaces d’un homéomorphisn
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pseudo-Anosov qui sont équivalents (méme graphe, pIongements isotopes, méme appli-
cation) ont les mémes mots transverses, c'est- a-dire’ qiie” dans les voisinages tubulaires
considérés les images des arétes sont des arcs qui se trouvent placés dans le méme or-
dre. Dans la partie 1.5, nous ra.ppelons la.construction d’un réseau ferroviaire & partir
d’un représentant efﬁcace Ensuite nous utilisons les mots transverses pour reconstruire,
a partir du réseau ferroviaire, une surface abstraite qui est une union de rectangles feuil-
letés ainsi qu’une application de cette surface dans elle méme. Cette construction est
apparue dans [BH1], nous I’avons seulement justifiée un peu plus précisément. La surface
abstraite ainsi construite est importante pour les applications ultérieures. Elle possede
des singularités qui sont décrites dans le chapitre 2. Ensuite on reconstruit les feuilletages
invariants et un représentant pseudo-Anosov de la classe d’isotopie considérée. C’est le
point de départ du travail présenté dans le chapitre 2.

1.1 Théoréme de classification de Nielsen-Thurston

Soit S une surface orientée compacte et X = {zo,...,2,} C S un ensemble de n + 1
points margués (n > 0). On suppose que la caractéristique d’Euler de la surface marquée
S = (5, X) est négative. Un homéomorphisme de S est un homéomorphisme de 5 qui
préserve (globalement) "ensemble X.

Un feutlletage de S est un feuilletage dont les cartes locales sont comme celles de la
figure 1.1, notons qu'il posséde forcément des singularités. On suppose de plus que les
singularités de valence 1 (s’il y en a) sont situées en des points marqués. Si le feuilletage
est régulier au voisinage d’un point marqué (i.e. 2 feuilles en sont issues), on dit quand
meéme que ce point marqué est une singularité du feuilletage.

= %

point régulier k=1

Figure 1.1: Cartes locales d’un feuilletage.

Un feuilletage mesuré est un feuilletage F muni d’une mesure p sur les arcs transverses
aux feuilles, qui est invariante lorsque Pon déforme ’arc en gardant ses extrémités sur les
mémes feuilles. Un homéomorphisme f de S est de type pseudo-Anosov s’il existe une
paire de feuilletages mesurés transverses (F*, p*), (F¥, p*) et un réel A > 1 tels que les
feuilletages sont invariants par f, le feuilletage stable est contracté d’un facteur A (par
rapport & la mesure) et le feuilletage instable est dilaté du méme facteur . Le réel ) est
appelé facteur de dilatation de f.

Le résultat fondamental suivant (cf [Th], [FLP]) donne une classification & isotopie
pres des homéomorphismes des surfaces :

Théoréme 1.1.1 (Nielsen-Thurston) Soit S une surface telle que x{S) < 0 et [f] une
classe d’isotopie d’homéomorphismes de S. Alors il existe un représentant fo € (f] qui
est de l'un des trois types suivants :
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i) fonest d’ordre ﬁni,‘c‘:"e.;jt-d-dire qu il existe un entier positif k tel que f&¥ =id.
i) fo est pseudo:Anogov.

#ii) fg est réductible, c¢’est-d-dire qu’il existe une collection non triviale C de courbes
fermées simples dans S qui est fy-invariante.

On dira par extension, suivant si on est dans le cas i), 1) ou ii1), que la classe d’isotopie
[f] est d’ordre fini, pseudo-Anosov ou réductible.

Un autre résultat de [FLP] est 'unicité & isotopie prés des feuilletages invariants :
8

Théoréme 1.1.2 (Unicité des feuilletages) Deuz homéomorphismes pseudo-Anosov
homotopes sont conjugués par un homéomorphisme isotope & lidentité. En particulier,
Vapplication qui les conjugue transporte les feuilletages invariants de Uun sur les feuil-
letages invariants de {'autre.

Dans le cas ot fj est réductible avec f3(C) = C, on découpe S le long des courbes de la
collection C, et on étudie les applications de premier retour sur les composantes connexes
de S — C ; on peut leur appliquer & nouveau le théoréme de classification. On voit de
la sorte que les ‘pieéces élémentaires’ permettant de construire les homéomorphismes des
surfaces sont les homéomorphismes d’ordre fini et pseudo-Anosov.

1.2 Représentants topologiques

Dans cette partie, nous expliquons comment on associe des objets combinatoires qui sont
des couples (graphe ; application) & une classe d’isotopie ’homéomorphismes. Les graphes
considérés seront toujours munis d’un ordre cyclique en chaque sommet.

Une surface fibrée F est une sous-surface de S telle que le plongement F' <+ § induit
une équivalence d’homotopie, et F' est décomposée en polygones appelés jonctions et en
rectangles fibrés par des traverses, cf figure 1.2.

I __Jiiil e
k=1 k=2

k=3
Figure 1.2: Modeles de jonctions de valence k.

Les jonctions et les rectangles sont recollés comme sur les modéles de la figure 1.2. Le
squelette de la surface fibrée F' est un graphe I' ayant un sommet pour chaque jonction et
une aréte orientée arbitrairement pour chaque rectangle comme sur la figure 1.3. Notons
E(T') Pensemble des arétes de I' et R(e) le rectangle de F' associé & aréte e ; € désigne
'aréte e avec orientation inversée. L’aréte e est incidente au sommet v si le début de e
(qui est une aréte orientée) est connecté & v. Par exemple, si c’est la fin de Paréte e qui est
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connectée & v, nous dirons que ’aréte & est 1nc1dente a, v..En chaque sommet v de T, on
définit un ordre cyclique sur Pensemble des arétes incidentes & v : ¢ ’est 'ordre induit par
lorientation de S. Il existe un plongement du graphe T dans F tel que chaque sommet
est envoyé dans la jonction lui correspondant et chaque aréte traverse le rectangle qui lui
est associé ; de la sorte le plongement préserve ’ordre cychque

F

Figure 1.3: Le graphe I est plongé dans F.

Soit f un homéomorphisme de S et F une surface fibrée. On dit que F porte f si
f(F) C F, I'image de chaque jonction est incluse dans une jonction et I'image de chaque
traverse est incluse dans une traverse ou une jonction. Si F' porte f et I' est le squelette
de F', alors pour chaque aréte e de I' le chemin f(e) emprunte un certain nombre de
rectangles. Il est décrit par un mot formé des arétes orientées qu'il emprunte, cf figure
1.5. Ce mot est noté 1(e). L’application ¢ dépend de F et de f. Dans le cas ol aucun
mot (e} ne contient d’annulation, c’est-a-dire de sous-mot de la forme a@, on dit que le
couple (T', %) est un représentant topologique de f.

Soit I'* le graphe obtenu en subdivisant le graphe I’ aux t-préimages des sommets.
L’application 9 peut étre vue comme associant & chaque aréte de I'®* une aréte de T'. Soit
e une aréte de I' et A, = {a;,...,a,} ensemble des arétes de I'* envoyées sur e par .
Les conventions prises imposent que si )(a) = € alors @ € A.. Le mot transverse de e pour
(F, f) est un ordre sur A, défini comme suit, cf [Lo3]. Soit ¢ une traverse de R(e), elle est
orientée car e et S sont orientées. L’ordre sur A, est I'ordre dans lequel on rencontre les
rectangle f(R(a;)) le long de t, cf figure 1.4. On voit qu’il ne dépend pas de la traverse
choisie.

e\
az 4 At
[ IR INESN RN MEERINREAERNT IEN INRERNE I |
al
.IHIIIIEH']EIIIIIIHII!HHIHIIE THITITI
a3
| EININNINR AR ER AN AR IR A |

Figure 1.4: Définition du mot transverse.

Un tournant est une paire d’arétes adjacentes pour 'ordre cyclique en un sommet v.
Le tournant {a,b} est tangent par ¢ s’il existe un entier k£ > 0 tel que les mots *(a) et
%*(b) commencent par la méme lettre, un tournant tangent est aussi appelé une tangence.
Le plus petit tel entier & est alors appelé ordre de la tangence.
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Soit v un sommet dé T.  On définit une relation d’équivalence sur I’ensemble des
arétes‘incidentes & v engendrée par : a ~ b si le tournant {a,b} est tangent. Les classes
d’équivalence sont appelées portes. Chaque porte est connexe relativement & ordre cy-
clique: - T -

La matrice d’incidence associée & 1) est la matrice carrée dont les entrées sont indexées
par E(I'), telle que le coefficient de place {a,b) est le nombre de fois ol les lettres ¢ et @
apparaissent dans le mot ¢(b).

Figure 1.5: Exemple : a) la surface F' ; b) le graphe " ; ¢) le graphe f(I).

Exemple. Considérons la surface S qui est la sphére & 4 points marqués, que nous
dessinerons comme le disque & 3 points marqués (le bord du disque correspondant au
quatricme point marqué). On considére la surface fibrée F' qui est sur la figure 1.5a, et
un homéomorphisme f qui envoie le squelette I' de F sur le graphe f(T') représenté sur
la figure 1.5¢. L’application 1) associée est

Y. a +— atjac
b — a
¢ w3 ctséb
1 — i3
ta — I
ts 3 1s.

1l y a un tournant tangent d’ordre 1 : c’est le tournant {a;b}. Si on dispose les arétes
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dans ordre (1, 3,350, b, c), la matrice d’incidence est

0010100
3 001000
100001
000210
000001
000102

Les mots transverses pour ce représentant sont :

pour l’aréte : a: aba
b: ¢
c: ¢ac
t1: alg
tz : t3
tg : Etl.

1.3 Représentants efficaces d’'un homéomorphisme
pseudo-Anosov

Dans cette partie, nous définissons la notion de représentant efficace de [f] en reprenant
le formalisme développé dans [BH1]. On supposera que [f] posséde au moins deux orbites
de points marqués. Des notions analogues (plus simples) sont données dans [BH1] dans
le cas ot1 il y a une seule orbite de points marqués, ou pas de points marqués.

Soit F' une surface fibrée qui porte un homéomorphisme f. On suppose que [f] est
pseudo-Anosov et qu’il y a au moins deux orbites de points marqués. On sélectionne
toutes les orbites sauf une. La surface F' et 'application 1) peuvent vérifier les conditions
suivantes :

(E1) Le squelette ' de F n’a pas de sommet de valence 1.

(E2) Pour toute aréte e et tout entier k, le mot 1*(e) n’a pas d’annulation (il ne
contient pas de sous-mot de la forme aa).

On suppose que le graphe T' contient un sous-graphe P, appelé graphe périphérique,
qui est une union d’arétes formant des boucles disjointes autour des points des orbites
sélectionnées. Soit PreP le sous-graphe formé des arétes dont un itéré par ¥ est inclus
dans P, et H le complémentaire dans T' de P U PreP.

(E3) Les boucles du graphe P sont permutées, de facon simpliciale.

La matrice d’incidence de 1 est alors de la forme

N A B
0 C D
0 0 My

olt les blocs N (resp.C, resp.My) correspondent & P (resp.PreP, resp.H). La matrice
N est une matrice de permutation, la matrice C est nilpotente.
(E4) La matrice My est irréductible.
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(E5) Si le tournant {a;b} est tangent d’ordre 1, alors la premisre lettre de 1(a) est
dans H. '

Quand les conditions (E1) & (E5) sont vérifiées, on dit que F' est efficace pour f.

Définition : Un représentant efficace de [f] est un triplet T' = (T, hr_g, %) ot T
désigne un graphe muni d’ordres cycliques en ses sommets ; hr_, g est une classe d’isotopie
de plongements de I' dans S qui respectent les ordres cycliques ; Papplication v est une
application combinatoire. Le triplet T est tel qu’il existe une surface fibrée F' eflicace
pour un homéomorphisme dans la classe [f], dont le squelette est le graphe T' plongé de
facon isotope aux €léments de Ar_,g, et I'application combinatoire induite sur I' est .
Nous reprenons ce formalisme dans le chapitre 2. Nous commettrons parfois ici 1’abus
d’appeler représentant efficace soit un couple (F, f), soit un triplet T' = (T, hp_, 5, ¥).

Cette définition se trouve légitimée par le

Théoréme 1.3.1 ([BH1], [Lol])
Si [f] est pseudo-Anosov, alors il existe un représentant efficace de [f].

Les démonstrations données dans les articles cités fournissent méme un algorithme
permettant de trouver un représentant eflicace.

Propriété 1.3.2 Si F est efficace pour f alors il n’existe pas de sommet v tel que Uimage
par P de toutes les arétes issues de v commence par une méme aréte e.

Preuve : Sinon, d’aprés (EB) aréte e serait dans H. La matrice My aurait alors au
moins deux coefficients non nuls sur la ligne correspondant & e. Montrons alors que pour
une certaine aréte b et un certain entier k, le mot 1%*(b) passe par le sommet v. D’aprés
(E4), la matrice My est une matrice & coefficients entiers positifs ou nuls, irréductible
donc transitive. L’une des lignes contient au moins deux coefficients non nuls. Dans ces
conditions, 'une des colonnes possede au moins deux coefficients non nuls. Il est alors
aisé de vérifier qu'une certaine puissance de la matrice My posséde une colonne ou la
somme des coefficients vaut au moins 3. Ceci veut dire qu’il existe une aréte b et un entier
p tels que le mot 1P(b) contient au moins 3 arétes de H. Soit a une aréte de H dans le
mot ¥P(b) qui n’est ni au début ni 4 la fin de ce mot. L’aréte a est envoyée par un certain
itéré 17 sur un mot qui contient une aréte @' issue de v puisque My est transitive. Le
mot PPT4(b) contient la lettre @', celle-ci n’étant ni & la fin ni au début du mot. En posant
k = p+ g, ceci signifie que le mot 1*(b) passe par le sommet v. Mais alors 1*+1(b) a une
annulation, ce qui contredit (E2). O

Exemple : Le représentant topologique donné dans la partie 1.2 est aussi un repré-
sentant efficace : on peut vérifier de fagon élémentaire qu’il satisfait les conditions (E1) &

(E5).
1.4 Les mots transverses sont bien définis

Nous montrons dans cette partie que lorsque F est efficace pour f, les mots transverses ne
dépendent que de la classe d’isotopie du plongement du squelette de F' et de ’application

b,
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L)

/T

- ) b)

Figure 1.6: Demi-tour par la droite a) et par la gauche b).

Soit F' une surface fibrée et 4 un arc orienté plongé dans F de facon transverse aux
traverses. Sile mot qui décrit -y a une annulation, on dit que le chemin - fait un demi-tour
par la droite ou par la gauche, cf figure 1.6.

Propriété 1.4.1 Si (F, f) est efficace et v est un arc de f(OF) orienté dans le sens des
atguilles d’une montre, alors le chemin v ne fait pas de demi-tour par la droite.

Preuve : Supposons par I’absurde que ¥ = ...€e... fait un demi-tour par la droite.
Soit j la jonction de F' qui est envoyée par f a 'endroit ol + fait le demi-tour. L’image
par f de la surface F est située localement ‘4 la droite’ de I’arc -y puisque vy est un arc dans
I'image du bord orienté dans le sens des aiguilles d’'une montre. Donc tous les rectangles
de F issus de la jonction j sont envoyés par f dans des rectangles qui commencent par
R(e). Ceci veut dire que ’application 3 envoie toutes les arétes issues du sommet v associé
a j sur des mots commencant par la méme letire e. D’aprés la propriété 1.3.2, ceci est
incompatible avec le fait que F est efficace pour f.O

Proposition 1.4.2 Supposons que [f] est pseudo-Anosov et que (F, f) est efficace. On
appelle (t1,...,t,) Uensemble des tournants tangents, t; = {a;,b;}. Pouri € {1...7} on
définit Uarc oy par la figure 1.7a. Les arcs f~' (), 1 € {1...r}, joignent deuz points de
la frontiére OF. Leur support est inclus dans S — F ; ils vérifient :

i) Il existe un arc f§; de OF joignant les extrémités de f~1(a;) tel que f~Ya;) U ,8,
borde un disque D{a;) dans S — F. Les r arcs 3; sont disjoints.

i) Chaque arc f§; contient ezactement un tournant tangent.

i) Sip est un sous-arc d’une traverse entre deux points successifs de f (F) comme sur
la figure 1.10a, alors f~%(p) borde avec un arcy de OF un disque qui est inclus dans
un disque D(qay;), c’est-a-dire que 7y est inclus dans un arc §;.

4
f (o)

f(F) F

a) R(a) b)

Figure 1.7: a) L’arc o; b) situation impossible.
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Preuve : - Cee

i} Comme l'arc f7(c;) joint deux points de AF et que les composantes connexes de
S — F-sont des disques avec un point marqué, il existe un unique arc 3; dans F tel que
f7}() U B borde un disque D(a;).

Supposons par 'absurde que les arcs §; ne sont pas deux & deux disjoints, cela signifie
qu’il existe ¢ # j et un sous-arc ¢ de §; qui relie une extrémité de f~*(c;) et une extrémité
de f~Y(ay), cf figure 1.7b. Quitte & le modifier par une petite isotopie, le chemin f (c) est
inclus dans F, il relie deux jonctions et est disjoint de f(F) comme sur la figure 1.8. En
découpant la surface I le long du chemin f(c) on obtient une surface F’ plongée dans S.
Comme f(F) C F' et F' C F on voit que f(F') C F'. On note que f(c) n’est pas isotope &
un chemin inclus dans §F, car si ¢’était le cas F'— f(c) aurait deux composantes connexes
dont une serait un disque ; ce disque contient des points de f(F'), ce qui contredit le fait
que f est un difffomorphisme et F est connexe. La surface F' a donc des composantes de
bord qui sont des courbes non triviales dans F' donc dans S. Par ailleurs, ces courbes sont
permutées (& isotopie preés) par f puisque f(F') C F'. Ceci implique que f est réductible,
en contradiction avec notre hypotheése.

Figure 1.8: L’arc f(c).

ii) L’image par f du disque D(c;) est un disque bordé par P'arc «; et 'arc f(8;). L’arc
f(B;) est transverse aux traverses, le fait qu’il borde un disque avec o; implique que le mot
d’arétes qui le décrit est trivial apres que l'on ait enlevé toutes les annulations. L’image de
I'arc §; a donc au moins une annulation. L’arc §; contient donc au moins une tangence. Il
y a r tangences et r arcs §; disjoints. On voit ainsi que chaque arc §; contient exactement
une tangence. '

Figure 1.9: L’arc f~(p) borde un disque avec v = 7, 8;,728:,7s-

iii) L’arc f71(p) est dans S — (F UU; f~}a;)) et relie deux points de 8F. Supposons
par 'absurde qu'il ne soit pas inclus dans un disque D(w;). L’arc f~(p) borde un disque
avec un arc y de OF, on sait que f(-y) est décrit par un mot qui est trivial apreés enlévement
des annulations. Appelons ;1,72 ...,7, les composantes de « qui ne sont pas dans des
B;, comme sur la figure 1.9, cet ensemble est non vide par hypothése. Si on ote les
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annulations correspondant aux arcs f(8;) dans le. chemm f(7v), on obtient le chemin
Fn)f(ve) - .- fvp):* Vérifions que le chemin f () f(fyz) f(fy,,) n’a.pas d’annulation :
le chemin -; n’emprunte pas de tangence donc son image n’a pas d’annulation. Peut-on
avoir une annulation. entre la dernitre lettre de f (fy,) et-la premiére lettre de f(vi41)?
Notons 3; I'arc situé entre 7; et ¥4 ; il est associé & la tangence t; = (a;,b;). La derniére
lettre de f(-y:) est alors b;, la premitre lettre de f(vi11) est a; : il 0’y a pas d’annulation.
Le chemin f(v) se réduit donc & f(v1)f(72) ... f(7p) st on enléve toutes les annulations.
Ceci contredit le fait qu’il soit le mot vide. O

Proposition 1.4.3 Soit I' un graphe, Iy et 'y deuz plongement isotopes du graphe T'.
Soit Fy et Fy deux surfaces fibrées dont les squeleties sont les graphes I'y et T'y. Soient
Y1, Tesp. o, un arc plongé dans Fy, resp. Fy, transversalement auzx traverses, dont les
deuz points extrémités sont situés sur une méme traverse. L’arc v, est donc composé d’un
début et d’une fin qui sont des segments & 'intérieur d’un rectangle (comme sur la figure
1.10), le reste de v, est décrit par un mot d’arétes My. On définit de méme un mot M,
pour vo. On suppose que les mots My et My sont identiques. On suppose que ce mot
posséde une seule annulation, ou les deux chemins v, et v, font un demi-tour & gauche.

St Uarc vy, borde un disque avec la traverse entre ses deux extrémités, alors la méme
chose est vraie pour . De plus, les extrémités de v, sont dans le méme ordre le long de
la traverse que celles de v,.

Preuve : On enléve simultanément un chemin de la forme a@ & v, et a -5, puis on
applique un raisonnement par récurrence.

Lemme 1.4.4 (Unicité des mots transverses) Soit (Fy, f1) et (Fy, f2) deus représen-
tants efficaces d’une méme classe pseudo-Anosov tels que :

- Les squelettes de Fy et de 5 sont un méme graphe combinatoire I, les deu:c pionge-
ments dans S étant isotopes.

- Les deuz applications combinatoires 1y et 1), sont les mémes.

Alors les mots transverses sont les mémes.

Preuve :

Soit e une aréte de I. Supposons que le mot transverse de e pour (Fy, f1) contient
le mot a;ay. Cela signifie que les rectangles fi(R(a1)) et fi(R(a2)) sont adjacents dans
cet ordre dans le rectangle R(e) de la surface Fi. On considére un sous-arc p d’une
traverse entre le dernier point de fi(R(a1)) et le premier point de fi(R(az)) comme sur
la figure 1.10a. D’aprés la proposition 1.4.2 iii), I'arc fi*(p) borde un disque D; avec un
sous-arc y; de 3F}, et ’arc 7y est un sous-arc d'un arc g; de la proposition 1.4.2, donc il
contient au plus une tangence. Comme ;(7;) se réduit au mot trivial aprés enlévement
des annulations, on voit que 7; contient exactement une tangence.

D’apres [Ep] il y a une isotopie ambiante de S qui transforme F; en F; et qui envoie
les rectangles de Fj sur les rectangles correspondants de F,. Cette isotopie transforme
Dj en un disque Dy. Le disque D; est bordé par un arc -y, de 0F; et un arc dans S — F,.
L’arc v, est déerit par le méme mot combinatoire que ;. Modifions 'application f; par
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e\xl fl‘(R(az)--)- S i f2(Rlad)

fi(R{a1}) £2(R{a1}))

Figure 1.10: Les mots transverses sont définis.

une isotopie dont le support est dans R(e) de maniére & ce que les extrémités M et N de
fa{y2) soient sur la méme traverse de R(e) dans Fs, cf figure 1.10b. La proposition 1.4.3
montre que Parc f3(y2) borde un disque avec la portion de traverse entre M et N. Ceci
implique que les lettres a; et a; sont adjacentes dans le mot transverse de e pour (F, f3).
Il suffit de considérer des traverses orientées pour voir que ces lettres sont adjacentes
dans le méme ordre. C’est-a-dire que a;a, est un sous-mot du mot transverse de e pour

(I, f2).0

1.5 Réseaux ferroviaires, feuilletages, représentant
pseudo-Anosov de [f]

Dans cette partie, nous reprenons la construction de [BH1] d’un réseau ferroviaire & partir
d’un représentant efficace (F, f) ou T' = (T, hr_y5,%). A partir du réseau ferroviaire, on
construit une surface feuilletée RIT]. Ensuite, nous donnons une démonstration du fait
que Pon peut définir une application fr : RITT —s RIT1. Cette application permet ensuite
de construire un représentant pseudo-Anosov de la classe.

Soit (F, f) un représentant efficace d’une classe d’isotopie pseudo-Anosov. Le réseau
ferroviaire associé & (F, f} est un graphe 7 plongé dans S défini de la maniére suivante, cf
figure 1.11. On consideére le graphe I" plongé dans S, on remplace chaque sommet v par un
petit disque D,. On identifie les extrémités de deux arétes sur 9D, si elles appartiennent
a la méme porte. Cela définit les arétes réelles de 7, qui sont donc en bijection avec les
arétes de I'. Les arétes infinitésimales de 7 sont a Pintérieur des disques D,, une aréte
infinitésimale relie deux points qui correspondent aux portes [a] et [b] dés que I'itéré d’une
aréte ¢*(e) passe par v en empruntant ces deux portes. Le graphe 7 est ainsi défini &
isotopie prés a cause des choix dans le plongement de T', et dans les disques D,,.

Dy

r T

Figure 1.11: Le disque D, associé au sommet v.

On peut montrer que les motifs formés par les arétes infinitésimales & Pintérieur
des disques D, sont des k-gones ou des k-gones incomplets, comme sur la figure 1.12.
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Figure 1.12: a) Un 4-gone ; b) un 4-gone incomplet.

L’application % induit une application %" qui associe & chaque aréte de 7 un chemin
d’arétes dans 7 : I'image par 97 de I'aréte réelle e de 7 est obtenue en insérant dans le
mot 1)(e) les arétes infinitésimales appropriées ; 'image par ¥ de ’aréte infinitésimale de
7T entre les portes [a] et [b] est I’aréte infinitésimale entre les portes [1(a)] et [(5)]. On
définit les mots transverses associés aux arétes de 7 comme dans le cas d’un graphe, en
considérant un voisinage tubulaire du réseau ferroviaire.

Exemple : Le réseau ferroviaire associé & ’exemple de la partie 1.2 est donné sur la
figure 1.13.

Figure 1.13: Exemple de réseau ferroviaire.

Soit M la matrice d’incidence associée & (7,%7). On peut montrer (cf [Lol],[BH])
que cette matrice a pour plus grande valeur propre A, le facteur de dilatation de [f].
Il existe un vecteur propre u = (%), unique & proportionnalité prés relatif & la valeur
propre XA dont toutes les coordonnées sont positives. Ces coordonnées sont les longueurs
associées aux arétes de 7. Certaines arétes ont une longueur nulle, en particulier les arétes
infinitésimales (d’ott leur nom). Un vecteur propre positif v pour la matrice *M permet
de définir des largeurs (v.) associées aux arétes. On peut vérifier qu’aucune largeur n’est
nulle. »

Proposition 1.5.1 (Conditions d’aiguillage,[BH1]) Soit v un sommet de 7. Il y a
une ou deuz aréles infinitésimales incidentes d v, et p arétes réelles (p > 1) comme sur
la figure 1.14. La somme des largeurs des arétes infinitésimales est égale & la somme des
largeurs des arétes réelles. C’est-a-dire, dans le cas ot il y a deuz arétes infinitésimales :

U51+vi2=vel+...+vep.

Cela se montre en utilisant le fait que les largeurs sont les coordonnées du vecteur
propre v pour ‘M, cf [BH1].

Le réseau ferroviaire muni des largeurs (v.), est donc un réseau ferroviaire mesuré (cf.
[Pel]). Ceci justifie la construction d’une surface munie de deux feuilletages comme suit.
Pour chaque aréte e de 7 on considére un rectangle feuilleté R(e) = [0;u.] x [0;v,] de
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arétes infinitésimales arétes reelles

Figure 1.14: Conditions d’aiguillage.

i1 C : _ E.W
E>0éb ——R(b) -
Rvoa — —

R(i2) R(a)

Figure 1.15: Recollement des rectangles en un sommet v.

longueur u, et de largeur v.. Notons que les rectangles associés aux arétes infinitésimales
sont dégénérés : leur longueur est nulle. En chaque sommet v du réseau ferroviaire on
recolle les rectangles comme indiqué sur la figure 1.15 (pour plus de lisibilité de la figure,
les rectangles associés aux arétes infinitésimales ont été abusivement représentés avec des
longueurs positives). On obtient ainsi une surface feuilletée avec singularités notée RIZ]
ou plus simplement R ; pour une description des singularités des feuilletages de R on se
reportera au chapitre 2. On dispose d’une classe d’homotopie de plongements I' < R qui
est une équivalence d’homotopie.

On voudrait maintenant définir une application fr : R — R qui préserve les feuil-
letages, dilate les longueurs d’un facteur A et contracte les largeurs d’un facteur A. On
veut également que fr(R(e)) décrive les rectangles du mot 37(e). On peut dire de fagon
imagée que ’application fr est obtenue en ‘épaissisant’ 'application 7 de 7 & R, ou
encore en épaississant I'application 9 de I & R.

Soit 7° le graphe 7 subdivisé aux préimages de sommets par ¥%". On peut considérer
R comme une union de rectangles R(a), a € E(7°). Si ¥"(a) = e, on veut que fr envoie
R(a) dans R(e). L’image du rectangle R(a) est un rectangle [0; Au,] X [0; +v,]. La longueur
de R(e) est A fois celle de R(a). 1l suffit donc de décider & quel endroit en largeur mettre
ce rectangle, cf figure 1.16. Si le mot transverse de e pour % est 105 ...0,a8,41 - . . Gk,
alors les largeurs de ces arétes vérifient

P k
%(Zvai + v+ Y Vg) = ve.
i=1 t=p+1

On décide de mettre le rectangle image du rectangle R(a) entre les largeurs + 37_; v,
et % P 1V + %va. Plus précisément, le point de coordonnées (z,y) dans le rectangle
R(a) est envoyé sur le point de coordonnées (Az, 3 S8 va, + 1y) de R(e). On voit alors
que dans chaque rectangle, les longueurs sont dilatées de A et les largeurs sont contractées
de A.
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1/A(vai+..+Vap)

Figure 1.16: Image du rectangle R{a) par fr.

Proposition 1.5.2 Ceci définit bien une application fr: R — R.

11 s’agit de vérifier que si deux points appartiennent & deux rectangles différents Ry et
R; et sont identifiés par les collages définis ci-dessus (c’est-a-dire s’ils correspondent au
méme point de R), alors leurs images sont en fait les mémes. Il suffit de le montrer dans
le cas ou Ry et Ry sont les rectangles respectivement associés & une aréte infinitésimale
et une aréte réelle incidentes au méme sommet de 7.

Soit a une aréte réelle et 7 une aréte infinitésimale issues du méme sommet v de 7.
Supposons que 7 envoie le sommet v sur un sommet v, Paréte a sur o’ et 7 sur ¢/. Nous
allons traiter le cas ol il y a deux arétes infinitésimales i et 7 incidentes & v, done aussi & 2
; dans ce cas on oriente les largeurs des rectangles comme indiqué sur la figure 1.17. Nous
avons dessiné les rectangles correspondant aux arétes infinitésimales avec des longueurs
positives, pour faciliter la compréhension.

Ry
1/;\']3‘ Wi :-‘14 R}
£(Re) L
AL o £ (Re)
"
R(
b)

Figure 1.17: Les rectangles an sommet v a) et au sommet v’ b).

Le segment S = {0} X [0; v,] de R(a) est recollé & un segment 7" de R(z). On calcule
I'image de S vu comme partie de R{a), ¢’est un segment S’ de R(a’) ; puis on calcule
I'image de T' vu comme partie de R(¢), c’est un segment 7' de R(i'). Nous montrons
ensuite que S’ et 7" sont identifiés par les recollements, cf figure 1.17.

Soit I; la somme des largeurs des arétes dans le mot transverse de a’ qui sont aprés a.
Le segment S = {0} x [0;v,] de R(a) est envoyé sur le segment ' = {0} X [vy — 31y —
$Uq; Vo — +h] de R(a').

Soit I3 la somme des largeurs des arétes réelles qui sont connectées & v aprés a. Le
segment 1" de R(%) qui est recollé & S est alors T = {0} x [v; — lp — w45 v; — o).

Soit I3 1a somme des largeurs des arétes envoyées sur ¢ aprés 7. Le segment {0} x [0; v,]
de R(i) est envoyé sur le segment {0} X [vs — I3 — Fv;; vp — 3l3] de R(¢'). Donc Pimage
de T est le segment 7" = {0} x [vy — %13 — %lz - %va; Uy — %lg - %lz] de R(7').
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Soit'l4 la somme des largeurs des érlétes incidentes & 7' au-deld de o’. Le segment
{0} ¥ [0; var}ide R(a') est recollé au segment {0} X [vg — Iy — vgr; vz — I4] de R(4'). Donc le
segment S’ est recollé aw segment {0} x [vy — Iy — %ll - %va; vy — Iy — %ll] de R(7'}. On

veut vérifier que ce segment coincide avec 77. Ceci équivaut & montrer I'égalité

%13 + %lz = ;ll + 4.

Le terme de droite correspond & } fois la somme des largeurs des arétes réelles dont
Pimage commence par v’ qui sont envoyées aprés I'image de a, cf figure 1.17b. Certaines
de ces arétes sont connectées & i, elles contribuent a la somme pour une valeur de {5 ;
d’autres sont connectées a une autre aréte qui est envoyée sur ¢ au-dela de I'image de <.
La condition d’aiguillage assure que la somme de leurs largeurs est /3. L’application fp
est donc bien définie.O]

Remarquons que fr n’est pas un homéomorphisme puisque certains points distincts
de R sont identifiés par fr. Notons {1,...,%, les tangences réelles de I". Ces tangences
correspondent a des singularités des feuilletages sur le bord OR (cf chapitre 2). Sur
chaque arc de R entre deux tangences réelles successives, il y a un point périodique. On
montre que pour chaque tangence {; la longueur des arcs de bord jusqu’aux deux points
périodiques situés de part et d’autre de ¢; est la méme. En recollant ces arcs deux a deux on
obtient une surface R. L’application fr induit un homéomorphisme fr de R, qui préserve
les feuilletages, contracte le feuilletage stable d’un facteur -}\- et dilate le feuilletage instable
d’un facteur A. Il y a une classe d’isotopie naturelle d’homéomorphismes R — S, c’est
celle qui respecte le plongement du graphe I'. L’homéomorphisme f7 se transporte en un
homéomorphisme pseudo-Anosov de S, qui est dans [f]. On reconstruit de la sorte un
représentant pseudo-Anosov de la classe [f].
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Chapitre 2

Racines des homeomorphlsmes
pseudo-Anosov

Introduction

Soit S une surface ayant n + 1 points marqués {zg,...,Z,}. L'idée du résultat présenté
ici est née d’une envie de bien comprendre I'ensemble des représentants efficaces d’un
homéomorphisme f pseudo-Anosov de S. Nous avons trouvé des résultats intéressants
dans le cas ou f fixe le point marqué z;. Les objets qui sont apparus naturellement au
cours de cette étude sont les représentants super efficaces de f. Leur ensemble SE(f)
posséde une structure trés simple. De plus, Pétude détaillée de la structure de SE(f)
permet de répondre aux questions suivantes :

1) est-ce que f admet une racine qui fixe zy7?

2) est-ce que f admet une symétrie qui fixe zo 7 ,

Plus précisément, pour la question 1) nous voulons résoudre I’équation [f] = [¢¥] pour
un entier k > 1 et g € MCG(S) fixant zy. Pour la question 2) nous voulons savoir s'il
existe un élément de M CG(S) d’ordre fini fixant z qui commute avec [f], un tel élément
est apelé une symétrie de [f] ou de f. Un résultat de ce chapitre est le

Théoréme 2.0.1 Soit S une surface avec n + 1 points marqués {z, ..., z,}. Soit [f] €
MCG(S) une classe d’isotopie pseudo-Anosouv fizant le point marqué ;.

Il eziste un algorithme fini permettant de décider si [f] admet une racine fizant zq, et
de la calculer explicitement le cas échéant.

Il existe un algorithme fini permettant de décider si {f] commute avec un homéomor-
phisme d’ordre fini fizant xq, et de le trouver explicitement le cas échéant.

Représentants super efficaces. Il a paru utile de mettre en évidence le plonge-
ment du graphe dans la définition des représentants efficaces. Dans le cas ot f est un
homéomorphisme pseudo-Anosov qui laisse fixe le point g, certains représentants efficaces
sont privilégiés : il s’agit des bons représentants. lls vérifient, en plus d’étre efficaces, les
hypothéses suivantes :

- Chaque boucle b; autour d’un point marqué z; (i > 1) ne passe que par des sommets
ayant trois portes.
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- Il n’y a pas de sominet ayant deux portes sauf 1es sommets correspondant aux
points périodidues sur le bord 8R

La donnée d’un ;representant eﬁicace T permet de construlre une surface abstraite
R ayant une composante de bord. Cette surface est munie de deux feuilletages mesurés
transverses. En suivant une construciotn donnée dans [BH1], lorsque I'on recolle entre
eux isométriquement certains arcs biens choisis du bord de R, on obtient une copie
de la surface S munie des deux feuilletages mesurés (F*, u°) et (F*, u*) invariants par
f. Les arcs le long desquels on a effectué le recollement sont appelés lignes de découpe
(‘cut lines’ en anglais) associées & T. Leur nom vient du fait que, réciproquement, il
suffit de découper S le long de ces arcs, qui sont des segments de feuilles instables issues
de xg, pour obtenir RI"). Les longueurs des lignes de découpe vues comme arcs de S,
mesurées avec la mesure y°, sont appelés longueurs de découpe (‘cut lengths’) associées
au représentant 7' ; il y a une longueur de découpe associée 4 chaque feuille instable issue
de zg. La contruction permet également d’établir une bijection entre les tangences sur le
bord (réelles et infinitésimales) du représentant efficace 7' et les feuilles instables issues
de zy. La notion de bon représentant prend alors son sens, puisque les bons représentants
ont Pavantage d’étre uniquement déterminés par les longueurs de découpe, du moment
que ces longueurs sont admissibles (proposition 2.2.4 et lemme 2.2.5). Cest-a-dire que la
construction de la surface RF1 & partir du représentant peut s’inverser : si les longueurs
sont admissibles, alors RI¥! détermine un unique bon représentant. Par contre, il se peut
que deux représentants efficaces différents aient les mémes longueurs de découpe.

Un représentant super efficace est un bon représentant n’ayant qu’une seule tangence
d’ordre 1. Cette tangence d’ordre 1 est associée & une feuille instable u; issue de z3. On
parle de représentant super efficace par rapport & la feuille u;. Nous définissons ensuite
(partie 2.4.2) une opération élémentaire qui transforme un représentant super efficace par
rapport & u; en un autre représentant super efficace par rapport & u;. Cette opération
est définie de maniére unique. Elle consiste & plier (‘to fold’) la tangence d’ordre 1, puis
a plier successivement les autres tangences d’ordre 1 éventuellement créées. Nous avons
ainsi défini ’ensemble SE( f) des représentants super efficaces de f, ainsi qu’une opération
sur cet ensemble qui transforme un représentant super efficace en un autre.

Structure. On peut considérer seulement la structure combinatoire des représentants,
a savoir le graphe I' et I’application 4. Notre résultat fondamental (théoréme 2.4.11) ex-
prime que I’ensemble CSE(f) des représentants super efficaces combinatoires de f, muni
de la transformation élémentaire, est une union de cycles, chaque cycle étant associé & une
feuille instable issue de zq. Cela signifie que, si I’on part d’un représentant super efficace
par rapport a la feuille u; et que 'on applique I’opération élémentaire, on obtient au bout
d’un nombre fini d’itérations {qui peut &tre majoré explicitement) un représentant super
efficace qui est combinatoirement le méme. Si on connait le plongement du représentant
initial et que 1’on suit les plongements lors des opérations, le plongement du représentant
final et celui du représentant initial different par f9, o ’entier ¢ est I'ordre de la per-
mutation induite par f sur les feuilles instables issues de z3. De plus, on peut montrer
que si deux feuilles u; et u; issues de zo sont dans la méme f-orbite de feuilles, les cycles
combinatoires qui leurs sont associés sont les mémes. L’ensemble CSE(f) est donc une
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union de cycles, un cycle étant associé d-chaque f-orbite de feuilles issues de z;. On
donnle également une opération (non unique) qui permet de passer d’un représentant par
rapport & une feuille 3 un représentant par rapport & une autre feuille, dans le cas olt ces
feuilles ne sont pas dans la méme orbite.

Racines, symétries. Ce résultat de structure exprime done que les représentants com-
binatoires super efficaces de f sont en nombre fini. Si deux représentants super efficaces
T et T' sont combinatoirement les mémes, Papplication de différence de plongement est
réalisée par un homéomorphisme de S appelé application de transition de T 4 T’. Nous
vérifions qu’elle commute avec f. De plus, on obtient de la sorte tous les homéomorphismes
fixant zy qui commutent avec f, c’est-a-dire les racines (éventuelles) de f, et les symétries
(éventuelles) de f. Cette idée est précisée par un certain nombre de propositions, ot il
est apparu plus simple de distinguer les cas en fonction de la permutation induite par f
sur les feuilles instables issues de zy. Nous obtenons de la sorte un algorithme fini qui
permet de décider si f admet des racines ou des symétries fixant z,, et de les trouver le
cas échéant en calculant des applications de transition.

Probléeme de conjugaison. L’ensemble des représentants super efficaces de [f] est
facile a calculer, et il constitue un invariant de conjugaison. Ceci fournit donc une solution
au probleme de conjugaison parmi les éléments pseudo-Anosov du mapping class group
qui fixent le point xy.

Ce chapitre est rédigé en anglais, il est organisé comme suit. Dans la section 2.1,
nous revoyons des faits de la théorie des représentants efficaces. Dans la section 2.2 nous
rappelons la construction donnée dans [BH1] pour trouver les feuilletages invariants et un
représentant pseudo-Anosov de la classe, & partir d’un représentant efficace et nous intro-
duisons la notion de bon représentant (‘good representative’) qui comporte des hypothéses
techniques un peu plus fortes que les représentants efficaces. Cette construction permet de
définir les longueurs de découpe associées & un représentant efficace. Il y a-une correspon-
dance entre les longueurs de découpe et les bons représentants/représentants efficaces,
cf. proposition 2.2.4 et lemme 2.2.5. Dans la section 2.3, nous exposons des transforma-
tions des représentants efficaces : le pliage (‘folding’) qui a été introduit par Dicks [Di] et
Stallings [Sta) et est fondamental dans les algorithmes [BH1], [Lo2] ; et le collage (‘glueing’)
que nous introduisons ici. La section 2.4 est le cceur de ce chapitre. Nous introduisons la
notion de représentant super efficace (‘super efficient representative’), et définissons une
(unique) transformation d’un représentant super efficace en un autre. Notre résultat prin-
cipal, le théoréme 2.4.11, exprime que 1’ensemble’des représentants super efficaces d’une
classe d’isotopic pseudo-Anosov [f] fixant zo est décomposée en un nombre fini de cycles.
Chaque cycle est décrit en appliquant la transformation élémentaire. Le rapport entre
la dynamique de ’homéomorphisme pseudo-Anosov et les cycles de représentants super
efficaces est le suivant. Les feuilles instables issues de x4 sont permutées sous 'action de
f. I1'y a un cycle de représentants super efficaces associé a4 chaque cycle de feuilles issues
de xzy.

Dans la section 2.5 nous exploitons les conséquences du théoréme 2.4.11 et analysons
plus finement la structure des cycles de représentants super efficaces. Cette structure est
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reliée & Pexistence de racines de [f] ou de symétries pour f.. Plus précisément, le théoréme
2.4.11 assure que si; T est un représentant super efficace de [ 7] alors un certain nombre de
représentants super efficaces de {f] sont combinatoirement équivalents & T, ce sont ceux
dont le plongement différe d’une puissance de {f] par rapport & celui de 7. Si on trouve
d’autres représentants super efficaces qui sont combinatoirement équivalents & T, alors la
différence de plongement peut ére une racine de [f] ou un symétrie.

Dans la section 2.7 nous montrons que les représentants super efficaces fournissent
des invariants complets de conjugaison pour les éléments pseudo-Anosov du mapping
class group fixant zp. Des solutions au probléme de conjugaison ont été obtenues par
Hemion [He] et Mosher [Mo]. Ces solutions ne sont pas explicitement algorithmiques.
Notre solution est un raffinement de celle donnée par Los [Lo2] pour le groupe Out(F,)
des automorphismes externes irréductibles du groupe libre de rang n. En particulier nous
donnons une autre preuve du fait que ’ensemble des bons représentants est connexe. Dans
la section 2.8 nous donnons un exemple ol nous calculons le cycle de représentants super
efficaces, et un exemple ot nous trouvons qu’un homéomorphisme donné admet une racine
et reconstruisons cette racine. Nous esquissons aussi un exemple d’homéomorphisme
admettant une symétrie.

2.1 Generalities

2.1.1 Representatives

Let S be a compact oriented surface and X = {z0,...,2z,} C S be a set of n + 1
distinguished points (n > 0) also called punctures. A homeomorphism f of the marked
surface S = (S, X) is a homeomorphism of S such that f(X) = X. In all this paper we
will assume that f(xo) = 0.

The reader is referred to [BHI1], [BH2], [Lol], [Lo2] for the assertions that are not
proved here. '

Surfaces, graphs. A fibered surface is a subsurface F' of S which is a union of polygons
called junctions, and rectangles foliated by ties. They are glued together as in the models
of fig.2.1. The inclusion map F < S is assumed to be a homotopy equivalence. Let f be

k=1 k=2 k=3

Figure 2.1: Models of junctions.
a homeomorphism of S. The fibered surface F' carries f if f(F) C F, the image of every
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junction is containéd in a junction and the image of every tie is contained in a tie or in a
juncfion. o : '

An-abstract graph is'the data T' = (V, E,C) formed with a finite set V of vertices,
a finite set E = {e;...ex} of oriented edges. The symbol & denotes the edge e; with
orientation reversed. The connecting map Cisamap EUE = {e;...ep,21... 8} = V
that associates to each (oriented) edge its initial vertex. The set C™1(v) is called the
star of the vertex v, denoted St(v). An ordered graph is given the extra data of a cyclic
ordering on the star of each vertex (ordered graphs are similar to Penner’s fatgraphs and
to embedded graphs in [Lol]). Two edges of an ordered graph are adjacent if they are '
issued from the same vertex and one follows the other according to the cyclic ordering at
this vertex.

The spine I" of the fibered surface F is the ordered graph defined as follows, cf figure
2.2. 1t has one vertex for each junction of F' and one edge corresponding to each rectangle.
The connecting map C comes from the glueings in F' and the cyclic orderings from the
orientation of S. It is unique up to reversing the orientation of the edges.

Homotopy equivalence, combinatorial map. Let F be a fibered surface in S, and
T the spine of F. The surface § — X, the fibered surface F' and the graph I' have the
same homotopy type. We give here notations for some particular classes of homotopy
equivalences between these sets. The geometric realization I'y., of I' can be embedded
in S in such a way that each vertex is mapped inside the corresponding junction and
each edge is mapped to the corresponding rectangle, transversely to the ties, except for
its extremities that are embedded in the corresponding polygons (cf fig.2.2). Such an
embedding respects the cyclic orderings and is unique up to isotopy, let Arg denote
the isotopy class of this embedding. Conversely, there is a continuous map from F to T,

F

Figure 2.2: Embedding of T'ge, in F'.

mapping each junction to a vertex and each rectangle to the corresponding edge, in such a
way that each tie is mapped to a single point in the interior of an edge, and the preimage
of each point is a single tie. This map can be extended to a continuous map from S — X
to I' because the complementary components of ' in § — X are once punctured disks.
The map S — X — I is unique up to homotopy. We call hg_,r its homotopy class. Let
the symbol & denote an homotopy between two maps. Then we have :

hrog o hgsr & ids,
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- hgorohp,s = Zdr

We assume that F carries. f, et I' be the spine of F. For every edge eof T, hg_,ro fo
hr_s(e) is an edge path in I'. Let (e} denote the word in the letters {e; ...ex, &7 ... %}
describing this edge path. The map 1 : I' — T" can be viewed either as a comblnatona}
map from E = E(I') to the set of words in letters {e;...e,e1...85}, or as a continuous
map from I'y., to itself. One says that (F, f) is a representative of [f] if F carries f and
for every edge e of " the word (e) does not backtrack (it contains no subword of the
form a@).

Note : From now on we will make the abuse of notation by denoting the graph I' and
its geomeftric realization I'ge, with the same letter T', for it is convenient to call ‘edge of
I either an element of E U E, a map [0;1] = D'y, or the subset of I',, defined by this
map.

Efficient representatives. A subgraph I'y of T' is %-invariant if the image under 1 of
every edge of 'y is an edge path in I'y, in other words ¥%(I'y) C .

A representative F' of [f] may satisfy the following properties (cf [BH1]).

(G1) The graph I' has no valence one vertex.

(G2) For every edge e and every integer & > 0 the word 9*(e) does not backtrack.

A turn is a pair of adjacent edges starting at the same vertex v. The edge-path p
crosses the turn {a,b} if p contains the subword @b or ba. The turn {a,d} is tangent
under % if there exists k£ > 0 such that the words ¥*(a) and *(b) start with the same
letter. The smallest such integer & is called the order of the turn. Let v € V, one defines
an equivalence relation on St(v) as follows. Let a,b € St(v), one says @ ~ b if the turn
{a,b} is tangent. The equivalence classes are called gates.

The gates are connected with respect to the cyclic ordering defined on St(v). If [f]
is pseudo-Anosov and (F, f) satisfies (G1) and (G2) then every vertex has at least two
gates. If there was a vertex with one gate, a reduction curve could be found.

The incidence matriz associated to 1 is the square matrix with entries labelled by E(F)
such that the entry in the place (a,b) is the number of times the letter b or b appears in
the word #(a).

In the graph T' there is a closed edge path b; corresponding to the loop around the
puncture z; for 0 < i < n. Let P be the subgraph formed by the union of the loops
b;,1 > 1. The letter P stands for peripheral graph. Let preP be the subgraph formed by
the edges which are eventually mapped to P. Let H be the complement of P U preP in
I.

(G3) The loops b;,7 > 1 are permuted under . The map 9 restricted to P is a
simplicial homeomorphism.

If condition (G3) is satisfied in addition to (G1) and (G2), then every tangent turn is
a turn crossed by by (up to reversing the orientation of the path by).

(G3’) Every vertex v that is crossed by some loop b;,7 > 1 has three gates.

When condition (G3) is satisfied, the transition matrix of % is of the form

N A B
0 ¢ D
0 0 My
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Where the block N (resp C, resp.: M H) corresponds to P (resp. preP, resp. H).
The matrix Nisa permutatlon matrix, and a power of the matrix C is the zero matrix.

(G4) The matrix My jis irreducible.

(G5) If the turn {a,b} is tangent of order one, then the first letter of 4)(a) belongs to
an edge of H.

We note that this condition is symmetric in @ and b because when {a, b} is tangent of
order one, the first letter of ¥(a} is the same as the first letter of 9(b).

When the conditions (G1) (G2) (G3) (G4) (G5) are satisfied, one says that (F, f) is
an efficient representative for [f].

2.1.2 Embedded representatives

We define in this section the notion of embedded efficient representative. This is the
topological analog of ‘marked efficient representatives’ that are described in [BH2], [Lo2]
for irreducible free group automorphisms.

Definition : an embedded efficient representative for {f] is a triple T' = (T, hr_5,%)
where I' is an ordered graph, hr_,g is an isotopy class of embeddings I' — S respecting
the cyclic ordering at the vertices and % is a combinatorial map that associates to each
edge of I" an edge path. Moreover there exists a fibered surface F' — S that carries some

€ [f] such that

o the spine of F is T,
¢ the inclusion map I' < S is in the class hr.,s and ¥ is induced on T by fy,

¢ (F, fy) is an efficient representative.

We shall often forget the word ‘embedded’ when dealing with embedded efficient repre-
sentatives, it will hopefully lead to no confusion.

The existence of embedded efficient representatives for pseudo-Anosov classes is proved
in [BH1].

Notation : We will denote '] the graph associated to an embedded efficient rep-
resentative 7, M1 the associated incidence matrix... When no confusion is possible we
will omit the upperscript [T,

Equivalence. Two embedded efficients representatives T' = (I', hp_,5,%) and TV =
(I, hrv_,g,9") are equivalent if there exists an isomorphism of ordered graphs ¢ : I' — I”
such that

a) hpiysoc=hr,g,
b) ¢ lo ) oc= 1.

When condition b) alone is satisfied, one says that T and 7" are combinatorially
equivalent.
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Measure. If T'= (T, hrs, %) is an ‘embedded efﬁclent representative for the pseudo-
Anosov class [f], the graph I’ can be endowed with a metric as follows. According to
Perron-Frobenius theory, the matrix M) has a largest eigenvalue, it has multiplicity
one. The corresponding eigenvector can be.chosen to have non-negative entries. Let
u = (u.).cr be a positive eigenvector for M1 relative to the largest eigenvalue. The
length of the edge e is defined to be .. Some edges may have length 0, they are the edges
of P and preP (see [BH1] or [Lol] for more details).

A measured embedded representative is a couple (T,1) in which T is an embedded
efficient representative and the real [ is the sum of the lengths of the edges of I, that is to
say the sum of the entries of the chosen eigenvector. The real [ is called the total length
of the measured representative (7',1). The eigenvector u is uniquely defined up to scale.
Hence the lengths of the edges are unique up to scale. Therefore when the total length
is known, all the lengths of the edges are known. We will often use the notation 7' when
dealing with measured representatives.

2.1.3 Invariant train tracks

Train tracks. Let T = (I',hrg,%) be an embedded efficient representative for [f].
The train tracks 71 associated to T is a graph embedded in S defined as follows. It has
real and infinitesimal edges. Every real edge corresponds to an edge of I'. One selects an
embedding ¢ € hr_,g and calls G = {(T'). One replaces each vertex v of G with a small
disk D, and identifies the end points of two edges of G on the boundary of D, when they
belong to the same gate. These are the real edges of 7 (cf fig.2.3). The infinitesimal edges
are disjointly embedded inside the disks D,. One infinitesimal edge joins two gates [a] and
[6] whenever there is a path ¥*(e) that contains the subword ba or @b. The embedding of
the graph 711 is defined up to isotopy, because of the choice of i € hp_,5 and of the disks
{D.}.

It is proved in [BH1] that when [f] is pseudo-Anosov the only possible patterns of
infinitesimal edges in the disk D, are k-gons and uncomplete k-gons where k is the number
of gates at the vertex v (cf fig.2.4). A turn in I defined by two edges that are in the same
gate is a tangent turn. A tangent turn in I' defines a turn between two real edges in 7171,
called a real tangency. Two infinitesimal edges are tangent if they are issued from the
same gate, they define an infinitesimal tangency.

r T
Figure 2.3: Train track.

One constructs a combinatorial map v, mapping each edge of T to an edge path as
follows. If e is a real edge of 7, the edge path .(e) is the edge path 1(e) with the
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Figure 2.4: 4-gon (a) and uncomplete 4-gon (b).

appropriate infinitesimal edge inserted at each vertex crossed by #(e). The infinitesimal
edges are permuted under 9., according to the permutation induced by % on the gates.

2.2 Rectangle surfaces

2.2.1 Construction of the surface R

In this section we construct a surface associated to an embedded efficient representative
T. 1t is called the rectangle surface associated to T and is endowed with two measured
foliations (this follows a construction of [BH1}).

Rectangles, glueings. Let T be an embedded efficient representative for [f], and 717]
be the associated train track. Let u = (uc)ecr(r) (resp. v = (ve)ecr(r)) be a positive
eigenvector of the incidence matrix M, (resp. of the transpose matrix *M.) for the largest
eigenvalue A. For each edge e of 7 one considers the parametrized rectangle Re) =
[0; ue) x [0; 2] associated to e having length u. and width v.. This rectangle is foliated
with a stable foliation whose leaves are {s} x [0; v.] and an unstable foliation with leaves
[0; uc] x {s}. One first thinks of the rectangles { R(e)}ecr(r) as a disjoint union. Note that
the rectangles associated to edges with length 0, in particular the infinitesimal edges, are
degenerate : they are of the form {0} x [0;v.]. It is easy to check that no rectangle has
width zero.

The glueing operations between the rectangles are the isometric glueings defined by
fig.2.5. The fact that the rectangles can be glued together in an isometric way comes from
the switch conditions {cf [Lol], [BH1]), that imply that the widths of the two pieces in
step 2 of figure 2.5 are equal.

o

“"’“‘_1[::; “”T/: e——
—

Figure 2.5: Glueings.

There is a special case when a real edge has length zero. It is then an edge in a loop
b; with ¢ > 0. In fact all the real edges around the puncture z; have length zero because
of condition (G3). The local result of the glueings corresponding to all the vertices of
7 around the puncture z; is a singularity denoted z;(RI™), cf fig.2.6iv. The number of

37



singular unstable leaves issued from z;(R) is ¥, k(v)— 2.where the sum is taken over all
vertices crossed by-b; and k(v) is.the number of gates of the vertex ». The distinguished
points of R are defined-to be the singularities z(REN 1<i<n.

Definition : Let R be the space obtained after performing all the glueings defined
above. It is called the rectangle surface associated to T. It has n distinguished points
and one boundary component. The surface R is foliated with a stable and an unstable
foliation which are transverse.

Singularities of R, The singularities of the foliations are of the following types (cf
fig.2.6) :

Figure 2.6: Local pictures of the train track and singularities of the surface R},

i} Let v be a vertex of I" such that the associated disk D, of 7 contains a k-gon (k > 3)
; then all the real edges incident to v have positive length. The two foliations have
a common singularity with & singular leaves in the interior of RIZ].

ii) Let v be a vertex of I' such that the associated disk D, of 7 contains a k-gon (k > 3)
with one side missing that is on 8. The foliations have a common singularity on the
boundary of R1. The unstable foliation has k singular leaves, 2 of which coincide
locally with the boundary. The stable foliation has k — 1 singular leaves.

iii) Let {a,b} be a tangent turn of I'. The foliations have a singularity on the boundary
of R, The unstable foliation has 3 singular leaves, two of them coincide locally
with ORT]. The stable foliation has 2 singular leaves,

iv) The distinguished points z;{R["1) are singularities of the foliations (they may have
valence two and then the local model is not singular, but we still call them singu-
larities). There is a special case when b; crosses only one edge whose initial and
terminal vertex has 3 gates : the resulting singularity is a 1-prong singularity.
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Homotopy equivalences. The sel:_‘c}f distinguished points of R is
{2:(R™)}1<i<n. The graph I can be embedded in the surface R in a natural way, since
the surface R — Uz;(RU1) is homotopically equivalent to a regular neighborhood of T.
Moreover this embedding respects the cyclic orderings at the vertices. Let Ap_, g denote
the isotopy class of such an embedding.

One defines a class of retractions hp_p : RT — Uz;(RMY) — T such that

hpsrohro g = idp,

hropohp,r = idpm.

We also define an isotopy class of continuous maps hg_,s : R — Uz (RI7) - § and
an isotopy class of continuous maps hg_r : S — RI — Uz;(RM) such that the following
diagram commutes up to homotopy :

R[T] — Uz (R[T]) hros g
hpsr N\ S hrss
T

2.2.2 Definition of the map fr

The action of ¥ on I" and the action of [f] on S correspond to each other in the above
diagram. We define here a map fr on R corresponding to these actions. The interest
of this map is that it preserves both foliations of RI1, expanding one and shrinking the
other. 1t will allow us rto reconstruct a pseudo-Anosov representative of [f], cf proposition
2.2.2. However, the map fr is not a homeomorphism.

The map fr shrinks the widths and expands the lengths of the rectangles with a factor
A which is the spectral radius of the matrix M7, It is defined as follows. Let I'* be the
graph obtained by subdividing the edges of T" at the preimages of vertices and let 7° be
the corresponding train track. The fibered surface R is defined as a union of rectangles
{R(€)}een(r) glued together as decribed above. It can be considered also as a union of
rectangles { #(a)}qcp(rs) glued together. Let a be an edge of 7%, then 3(a) is a single edge
of 7 and the length of the rectangle R(¢(a)) is A times the length of R(a). The map fr
is defined to map the rectangle R(a) to the rectangle R(y(a)). The position of fr(R(a))
in R(y(a)) is given by the ‘transversal word’ defined in [Lo3].

The map fr preserves the foliations of R, It permutes the singularities of types i),
ii) and iv) above. However, the singularities of type iii) are not permuted because real
tangencies are not always mapped to real tangencies. It expands the unstable foliation
by a.[f?,ctor A. It shrinks the stable foliation by a factor % It is injective on the interior
of R,

However the map fr does not preserve the boundary R"]. Indeed some points of
ORI are mapped to the interior of RI1,

Proposition 2.2.1 Let f be any representative of the class [f]. The map hr_s o fr :
RIS is homotopic to f o hp_,s.
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Figure 2.7: The smooth arcs A; and B;.

Proof : The map fr is isotopic to a map E : RET —» RITI such that for every edge
e € E(T)
hrsro fr o hror(e) = ¥(e).

When postcomposing with hr_,s it comes

hrsso frohr g E hraso ¥ = fohr,g.O

2.2.3 Dynamics of fr

Cut lengths I. Let T be an embedded cfficient representative for a pseudo-Anosov
class [f]. The lengths of the edges of T are defined up to scaling by the choice of a
positive eigenvector for M1, A real tangency on R is a point where the foliations
have a singularity of type iii). There are a certain number of real tangencies and periodic
points on the boundary 8R71. If ¢ is a real tangency, we define the arcs A; and B, as on
fig.2.7. They are the arcs along the boundary OR!] from ¢t to the two adjacent periodic
points. The fact that fr preserves the foliations and expands the lengths implies that
I(A:) = I(B;). This length is called the cut length of the tangency ¢, denoted I[7I(¢). At
this point, the-cut lengths are defined up to a uniform scale.

Notation : If I < i)(¢), Ay(l) denotes the initial subarc of A, of length I and a,({)
denotes the point of A, at a distance | from . We define similarly B,(I) and b.(]).

Reconstruction of S. One constructs an abstract surface R by identifying pairwise
isometrically all the smooth arcs A, and B; associated to real tangencies (cf [BH1]). When
performing these glueings, all the periodic points on the boundary are identified into a
single point. We denote by zo(R) this point. It is said to be a distinguished point of R.
The surface R is endowed with two transverse foliations, and n + 1 distinguished points.
There is a natural embedding ¢ : I' = R. The surfaces R and S are homeomorphic. Let
h:R— Shbea homeomorphism such that hoi & hr_g.

Proposition 2.2.2 The map fr induces a homeomorphism fr : R — R. It leaves the two
foliations of R invariant, shrinks one and ezpands the other, hence it is a pseudo-Anosov
homeomorphism of R. The map ho froh™!: 5 — S is a pseudo-Anosov representative
of [f]. Its invariant foliations are the images under h of the invariant foliations of R.
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Figure 2.8: a) foliations in S ; b) examples of cut lengths ; ¢) foliations in RI),

Note : Through the glueing operation, every (real or infinitesimal) tangency of T on
the boundary gives rise to an unstable leaf issued from z.
Proof :

If two points M and N of R are identified under the quotient map R1 — R then
they belong to two arcs A, and B, and are at the same distance z from the tangency t.
The points fr(M) and fr(N) are identified by the glueing R”! — R. This shows that
the map fr is well defined.

The map fr is a homeomorphism because is it one-to-one and it is a local homeo-
morphism. The map fr preserves the foliations of R because the map fr preserves the
foliations of RMI1, According to proposition 2.2.1, the homeomorphism of S defined by
h o fr o h™! belongs to the homotopy class [f]. Hence ho fr o A~ is a pseudo-Anosov
representative of [f]. O

Let 7" and 77 be two efficient representatives for [f]. One can construct as above two
pairs of invariant foliations for two elements of the class [f], one associated to T and one
to 7", These two pairs of invariant foliations are isotopic in a unique way, because they are
the invariant foliations for two pseudo-Anosov representatives of the same 1sotopy class, cf
[FLP]. This implies that the singular leaves issued from zy of these foliations correspond
to each other in a unique way. We have thus defined a canonical way of pairing unstable
leaves issued from the boundary of RI1 and R, But the tangencies on the boundary are
in one-to-one correspondence with unstable leaves issued from zy. Hence we can associate
in a unique way the tangencies tangencies of one representative with the tangencies of
another, this was made possible because we consider embedded representatives.

Cut lengths IL Let ((F*°,p®),(F¥, 1*)) be a pair of tranverse measured foliations
invariant for some pseudo-Anosov representative of [f]. Let uq, ..., u,, denote the unstable
leaves issued from zg, so that the labels respect the ordering induced by the orientation
of 5. Let T be an embedded efficient representative for [f]. Let #; be the tangency
of T' corresponding to the leaf u;. The cut length of the leaf u; relative to T is the
length I(u;) = IF)(¢;), the length is measured with respect to p®. As a special case, if
the tangency ¢; is infinitesimal, then I(u;) = 0. The real tangency ¢; is of order one iff
N(w:) > Uaigmaco): |

Note : The cut length I(u;) relative to T’ depends on the choice of the measure y. But
the measure is unique up to scale, and the collection (I(u;), I(us),. . ., H(tn,)) is uniformly
scaled when the measure y° is scaled. From now on, when considering lengths, we will
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Figure 2.9: The leaves associated to the vertex v.

always assume that a measure has been fixed once and for all (in the projective class).
Under this convention, the cut lengths are uniquely defined.

2.2.4 Good representatives

If the representative (F, f) is efficient, one can construct as described above a surface RI]
endowed with a stable and an unstable foliation obtained by glueing rectangles, and a
map on this surface. The map fr defined on R has a certain number of periodic points
on the boundary. Let v be a vertex of T'. One associates to v a certain number of {maybe
singular) leaves in R as follows. There is a k-gon (maybe with one side missing) in the
train track 7171 that is associated to the vertex v. The stable leaves of RI7] associated to
v are defined to be the stable leaves associated to the infinitesimal edges of the k-gon, cf
figure 2.9. In particular these leaves are singular leaves iff the vertex v has more that two
gates.

The representative (F, f) may satisfy the following condition :

(G6) The periodic points of fr on the boundary belong to stable leaves associated
to vertices of I'. If v is a vertex of [ of valence 2 then there is a periodic point on the
boundary on a leaf associated to v.

In other words, the periodic points on the boundary are vertices of I, and the valence
2 vertices (if any) are required to be associated to periodic points on the boundary.

A representative (F, f) of [f] satisfying (G1) (G2) (G3) (G3') (G4) (G5) (G6) is called
a good representative.

We define an embedded good representative similarly to an efficient embedded repre-
sentative. P

Proposition 2.2.3 (existence of good representatives) If [f] is a pseudo-Anosov
class then there exists an embedded good representative T' for [7].

Proof :

One considers an efficient representative for [f] obtained after applying the train track
algorithm [BH1]. It satisfies (G1) (G2) (G3) (G4) (G5), and the spectral radius of its
incidence matrix is the growth rate of [f]. According to [BH1] one can make sure that
there is no valence 2 vertex. If the periodic points on the boundary are not on stable leaves
associated to vertices of T, one subdivides ' at these points.- This may create valence 2
vertices, and ensures condition (G6) is satisfied. It remains to ensure condition (G3’).

No vertex crossed by a loop b;, i > 1 has two gates for otherwise condition (G5) would
fail. Let v be a vertex on a loop ;. Let b; =...@b... where the edges a and b are issued
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from v. We now prove that-in the tra,m tracks associated to I' the pattern of infinitesimal
edges:in the disk D, is an uncomplete k-gon, the missing side is between the gates [q]
and [b] like.in figure 2.10a. One observes first that the edges a and b do not belong to
the same gate because of (G3). If the gates [a] and [b] were connected by an infinitesimal
edge, there would be some edge e and some k > 0 such that P*(e) = ...ba.... We will
see it is not possible. There is a loop b; that is mapped to b; under 9*, some vertex w of
b; is mapped to v under 9* because of (G3). We draw the 1*-images in a fibered surface
that has I' as a spine, cf fig.2.10b. The vertex w is not of valence 2. Some edges incident
to w are tangent and the first letter of their ¢*-image is @ or b. This contradicts (G5).
Hence the gates [a] and [b] are not connected by an infinitesimal edge. We have then
proved that the pattern in the disk D, is as described on fig.2.10a.

a) *xi b)

Figure 2.10: Pattern in the disk D, (a) ; proof of proposition 2.2.3 (b).

Now, if the vertex v has more than three gates, the same holds for all the vertices in
its orbit. One can blow up these vertices as indicated on fig. 2.11. This produces a new
graph, the new map is straightforward. It satisfies (G3’).0

SR

Figure 2.11: Blowing up a vertex.

2.2.5 Caracterization of admissible lengths

Let f be a pseudo-Anosov homeomorphism of the surface S and let F*, F* be the pair of
invariant foliations for f. We choose once and for all a measure ;° in the projective class.
Let (l3,...,1m) be a set of non-negative real numbers (at least one of them is assumed to
be positive) associated to the unstable leaves (t1,--.,Um) of F¥ issued from zy. Let o
be the permutation such that f(u;) = u,;. We want to find conditions for the lengths
(I1,...,1m) to be the cut lengths associated to some embedded good representative.
The cut line of the leaf u; is the initial segment of u; in S starting from x4 of length ;.

We call £ = L(ly,...,ln) the union of the cut lines. According to our definition, the cut
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lines are unstable leaf segments in S. One can view the cha,nge of cut lengths as taking
shorter or longer cut lines in S. o

Definition : An. artzﬁ‘czal 'Smgula,?i"ity relative to £ of the foliations F*, F¥ in S is an
endpoint of a cut line with positive cut length. The true singularities are the distinguished
points zg, ..., 2z, and the singularities of the foliations.

We have seen above that there is a natural identification between S equipped with the
foliations and R™), through the surface R. If (I1,...,ln) are the cut lengths associated
to an embedded efficient representative T', then the points of RI?] that correspond to
artificial singularities are the singularities of type iii) in the description of part 2.2.1. The
points of RI™] that correspond to true singularities are the singularities of types i), ii), iv).
Every stable leaf issued from a (true or artificial) singularity meets a point of £(Iy, ..., 1y)
in finite length.

Proposition 2.2.4 Let (I1,...,l,) be non-negative real numbers, at least one of them is
assumed to be positive. Let L(ly,...,l,) = L be the union of the cut lines associated to
this collection. Let W be the set of stable segments issued from the singularities (true or
artificial) up to their first intersection with a point of L.

The lengths (I, ..., 1) are cut lengths for an embedded good representative if and only
if the following properties are satisfied :

(1'-) Al’t 2 lcr('i};

b) the image, under the pseudo-Anosov map f, of every artificial singularity is o point
in W (that may be another artificial singularity).

Proof :

Let us assume that conditions a) and b) are satisfied, we shall construct a good rep-
resentative.

First step : defining a graph.

Let us cut the surface S along £ UW. We claim and prove that the result is a union
of foliated rectangles.

Let = and y be two points in the same connected component of S — (LU W), We
consider an arc B that is a finite union of stable and unstable segments connecting = and
Y, cf fig.2.12. Every pair of successive segments of B spans a rectangle with no singularities
inside, for the presence of a singularity would contradict the definition of £ and W. If B
has more than two segments, the number of segments can be lowered as in fig.2.12. One
eventually obtains a rectangle in S — (£ U W) with corners z and y. The points z and y
are arbitrary, this proves the claim.

Every rectangle has two sides that are segments of £ (the lengths of this recta,ngle)
and two sides that are segments of W (the widths of the rectangle). Let us define an
embedded graph I' from this collection of rectangles. The graph I" has one edge for each
rectangle ; one edge for each segment of W issued from a distinguished point (cf fig.2.13a),
these will be the peripheral edges ; and one edge for each segment of W issued from an
artificial singularity that does not contain a true singularity and is eventually mapped to
a segment of W issued from a distinguished point (cf fig.2.13b), these will be the pre-
peripheral edges. In the special case when the endpoint of some cut line is in a stable
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Figure 2.13: Definition of the graph T

segment issued from a distinguished point, there are more than one edge attached to a
peripheral edge. We define then the graph T' as in fig.2.13¢c. The connections between the
edges thus defined come from the connections of the rectangles like in figure 2.13.

Second step : defining o map.

Condition a) implies that f~'(£) C £, and condition b) implies that f(W) c W.
Thus the image under f of every component of S — (£ U W) is a rectangle in § — £,
the images of the widths are contained in W. Let R be a component of S — (£ U W),
it corresponds to one edge of the graph T' defined above. For every maximal unstable
leaf segment  in the rectangle R, the arc f(l) crosses a certain number of rectangles and
stable leaves issued from distinguished points or artificial singularities. This defines an
edge path p in the graph I" that does not depend on the choice of [ in the rectangle R. A
special case is when f(I) starts or ends in a stable leaf s issued from a distinguished point
or an artificial singularity : in this case, one decides that the peripheral or pre-peripheral
edge corresponding to the leaf s does not belong to the word p. This defines the image of
the edges associated to the rectangles. The image of an edge associated to a stable leaf ¢
issued from a distinguished point (peripheral edge) is the peripheral edge corresponding
to the image of the stable leaf. The image of a pre-peripheral edge associated to a segment
s 18 either the pre-peripheral edge associated to f(s) in the case when f (s) is not in the
stable leaf issued from a distinguished point, or the peripheral edge associated to f(s) in
the case when f(s) is in a stable leaf issued from a distinguished point.

Third step : it is a good Tepresentative.

One checks easily, after subdividing at the periodic points on the boundary if nec-
essary, that the embedded graph and the map defined above give an embedded good
representative T'. The cut lengths of T" are by construction precisely Iy, . .., .

The converse direction is clear from the construction of fr and the definition of em-
bedded good representative. O
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2.2.,6 Uniqueness lemma

We have seen that an emb,edd‘e(jf efficient representative determines a unique set of m cut
lengths. The converse is true inthe following sense :

Lemma 2.2.5 (uniqueness lemma) Let f : S — S be a pseudo-Anosov homeomor-
phism and let F*,F* be its pair of invariant foliations. Consider an invariant stable
measure (i° in the projective class. Let T and T" be two embedded good representatives for
[f] with the same cut lengths (I, . .., 1n).

Then the embedded representatives T' and T' are equivalent.

Proof :

The proof uses the same arguments as the caracterization of admissible lengths. The
reconstruction of the graph and the map above is unique. Indeed the only choice in the
construction was the image of the pre-peripheral and peripheral edges. This choice was
uniquely determined for the map to satisfy property (G5).0

Note : The basic result of this lemma is that when the pseudo-Anosov map is fixed
(we do not allow conjugacy) and the measure y* is fixed (we do not allow rescaling)
then admissible cut lengths determine a unique embedded good representative (up to
equivalence).

2.3 Operations

Let [f] be a pseudo-Anosov class of homeomorphisms of S, and let T be an embedded
efficient representative for [f]. We define here some operations that transform 7" into
another representative. They will be described by their effect on the graph, the embedding
and the combinatorial map, as well as their effect on the cut lengths and the rectangle
surface associated to the representative.

2.3.1 Foldings

The standard folding operation, as defined in [Lo2], [BH1], is defined from a tangent turn
of order one {a,b}. It identifies the beginning of ¢ with the beginning of b. The folding
operation defined here involves a real tangency of order one and also a length of folding,
1t identifies subarcs of length { of the arcs A; and B,. This operation is applied to efficient
representatives.

Definition of the folding operation.  Consider a pair of invariant measured foliations
for a pseudo-Anosov element f in the class, say (F*, p%), (F*, u*). The unstable leaves
issued from zy are (u1,...,un), and the permutation of these leaves induced by f is
denoted o, it is induced by a rotation.

Let (I1,...,ln) be the cut lengths associated to the representative 7. We denote by
L the union of the cut lines. The inequality Al; > l+(s holds by proposition 2.2.4, The
cancellation length of the tangency #; associated to u; is defined to be lo(t) =1; — %la(,-) (it
is the lengthof the segments of a;, and B;, that are identified by fr). Let W be the set of
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stable segments issued from the (true or artificial) singularities to their first intersection
with .a point of L. o . 7

Let ¢ € {1...m} be so that the tangency ¢; is real of order one, that is \; > loi);
and let { €]0;1; — %la(i)] be so that the endpoint A of the segment of u; issued from z; of
length I; — ! is mapped by f to a point in W. In other words, I €]0; lo(t:)] is such that
the points ay,(I) and b, (l) - they are identified by fr- are mapped to a point of W.

The operation of folding the tangency t; with a length | is defined by the following
transformations of the graph I', its embedding and the combinatorial map.

Consider the rectangle surface RI7). The two smooth subares of the boundary R of
length [ issued from #; are denoted A, (1) and By,(I). They end at some points M; = a, (1)
and M, = b;,(1) of 9RM). The two points M; and M, are mapped to a single point M by
the glueing Rl — 5. They are identified by fr and mapped to a point in W because
of our assumption on I. Along the arcs A(l) and B;,(I) there are some preimages of
points of W. We denote C the set of such points. If there is one point of C' on Ay (D) at
a distance z from the tangency t;, there is also one on B;(I) at the same distance and
conversely. This is because the arcs A;,(I) and By, (1) are identified by fr.

First step : One subdivides the graph I' at each point corresponding to a point of C.
The new graph is called I'*. The map ¢ induces in a natural way a map ¥ on T,

Second step : There is a path of edges A in I'* corresponding to A, (1) : A is defined
to be the succession of edges crossed by Ay (1). There is a special case if 4,,(I) ends at a
point in the stable leaf issued from a distinguished point, because in that case A, () ends
at a point corresponding to a real edge with length zero. One declares this edge to belong
to A, this is to ensure that the representative T we will contruct satisfies (G5). Similarly
there is a path of edges B in I'* corresponding to By (I). We note that for every edge e,
of I'* on the path A there is an edge e of I'* on the path B at the same distance from
the tangency ¢;, and these two edges have the same length. The images of the edges e4
and ep by ¢° are the same. One identifies all such pairs of edges and calls T” the resulting
graph. The map 9 on I' is induced by *, and the class of embeddings A _,s is induced
by hr,s.

Proposition and definition 2.3.1 The triple T = (I', hpry5, %) defines an embedded
efficient representative for [f]. It is called the representative obtained by folding the tan-

gency ¢; with a length I. Moreover, the cut lengths associated to T' are (I},..., 1), with
U=1—1andli=1; if j #1i.

Proof : We check 1) 7" is a representative for [f] and 2) it satisfies (G1) (G2) (G3)
(G4) (G5).0

Note : the property (G3’) is stable under folding. Hence, if T'is a good representative
then 7" is also, up to removing valence 2 vertices.

Some valence 2 vertices may have been created. The rectangle surface RI7"1 is obtained
from R by glueing together the parts of the boundary defined by the arcs A4,,(!) and
By, (1). The total length of the representative 7" is {(T") = I(T) —I. When one keeps tracks
of the lengths during the folding operation, the measure obtained on S when glueing back
is unchanged.
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Simultaneous folding, total folding.. Consider néw 7' an embedded good represen-
tative, and a set of lengths (If,...,!,) associated fo the tangencies, such that I} < le(t:)
and the arcs Ay (1}) and By, (l}) end at preimages of points of W. Tt follows from the
uniqueness lemma {lemma 2.2.5) that the result of performing the foldings of ¢; with
length I does not depend (up to creating valence 2 vertices) on the order in which they
are performed. The operation of performing all such foldings is called the simultaneous
folding of {(t1,11),..., (tm, I1)}.

The total folding of T' is the simultaneous folding of all the tangencies with maximal
length, that is when the folding length equals the cancellation length : I} =I; — H{togm)-
The total length of the resulting graph is then 3+I(T).

The following statement is easy to check.

Proposition 2.3.2 Let f be a pseudo-Anosov representative of [f], let (F°, u®), (F¥, u*)
be its wnvariant foliations. If T = (I',hr,5,%) is a representative for [f] and g is an
homeomorphism of S fixing xo, then the homeomorphism go f o g~! is pseudo-Anosov, its
wnvariant foliations are g*(F*, 1i°) and g*(F*, u*). The triple g*T = (T, g o hyr_5,%) is a
representative for go f o g71. The total length of the representative ¢*T', measured with
respect to g is then equal to I(T).

As a special case, if T = (', hr_5,9) is a representative for [f], then f*T = (T, f o
hros,¥) is also a representative for [f]. One has W t;) = NI t,-1). The total
length of f*T measured with respect to p is [ f*T) = X(T).

Lemma 2.3.3 (total folding lemma) Let T be a good representative for [f]. LetT' be
obtained by applying a total folding to T. Then f*I" is combinatorially equivalent to T,
up to removing valence 2 vertices.

Proof : The cut-length associated to the unstable leaf u; of 7" is

/ 1 1
W) = 1) = (k) — 1 to)) = 10 (toge).
Hence the cut length associated to the leaf u; of f*7 is
l[f*T’}(ti) ::Al[:'rr](ta—l(i)) = Z[T](t.t)

T is a good representative, and f*T” is a good representative up to removing valence 2
vertices. They have the same cut lengths. The uniqueness lemma (lemma 2.2.5) implies
that T' and f*T" are equivalent up to removing valence 2 vertices.O

2.3.2 Glueings

The notations are as in the previous subsection.

We assume that there are several cycles of real tangencies under the permutation o, or
equivalently that there are several cycles of unstable leaves issued from zy with positive
cut length. We define here an operation that transforms one of these cycles into a cycle
of infinitesimal tangencies. '
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The cut lengths associated to T" are denoted (Iy,...,0,). Let O be a o-cycle of indices
corresponding to a cycle of leaves such that I; > 0 if 1 € @. We shall construct a
transformation of the graph T, its embedding and the combinatorial map as follows.

One considers the rectangle surface RIZ!, the smooth subarcs of the boundary Ay, and
By, for t € O. On these arcs there are some preimages of points of W. Let D(i) be the
set of x €]0;I(t;)] such that either the point ay(z) or the point b;,(x) is mapped by fr to
a point of W. We note that if z <lc(t;) and € D(4) then both points a,,(z) and b, (z) *
are mapped to a point of W, because their images under fr are the same.

First step : We subdivide the graph I' at each point a,(z) and by, (z) for z € D(3). *
The new graph is called I'* and the new map *.

Second step : We call A;, resp. B;, the edge-path in I'® corresponding to A, resp.
By, for ¢ € O. One notes that for every edge es of I'* on the path A; there is an edge
ep of I'* on the path B; at the same distance from the tangency t;, and the images of the
edges e4 and ep by 1 are either the same, or are subarcs of Ag) and By(;) at the same
distance from the tangency t,(;. We identify simultaneously all such pairs of edges and
call IV the resulting graph. The map 9’ on I is induced by % in a natural way, as well as
the class of embeddings hr/_, s is induced by hr_,s.

Note. This operation is different from the folding operation. Indeed one identifies all
the arc A;; with the arc By, and not a part of length shorter than I (¢;). In order to be
able to do it, one must identify simultaneously all the pairs of arcs in the cycle.

Proposition and definition 2.3.4 The triple T" = (I', hry5,9') defines an embedded
efficient representative for [f]. It is the representative obtained after glueing the cycle
O.The associated cut lengths are (I, ..., 1), withl, =014 i€ O andll =1, ifi ¢ O.

Proof : It is clear from the construction. Indeed, the new lengths are easily seen to be
admissible.O]

2.3.3 Unglueing

Let T be an embedded efficient representative and @ a cycle of unstable elaves issued from
zy that correspond to infinitesimal tangencies of T. We construct an embedded efficient
representative 7" such that the unstable leaves that have positive cut length for 7 (real
tangencies) are the same as for T, plus the leaves in the cycle . This operation may
be considered as the converse of the glueing operation, we say that the cycle @ has been
unglued. -
First step : One transforms T into a representative T} such that the unstable leaves
that have a positive cut length for 7} are the same as for T, and the infinitesimal tangencies
~ are located at vertices with 3 gates. This can be done by blowing up the vertices (as in
figure 2.11), this creates an invariant forest. One then transforms 7} into a representative
T3 such that the infinitesimal tangencies of T3 are located at vertices with 3 gates and of
valence 3. To do this, one has to remove the real tangencies that are located at vertices
that have infinitesimal tangencies. This can be done by folding.
. Second step : We take notations such that the infinitesimal tangencies of the orbit
O are located at the vertices vy,...,v, of the graph I'; = T2l the labels are so that
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Figure 2.14: The star of the vertex v;.

Ya(vi} = viqqpg. The edges of St(v;) are ordered and labelled as shown on figure 2.14,
the infinitesimal tangency is between the edges el and ! (the upperscript {/r stands for
left /right). One then makes sure that no edge a; is a loop (one can subdivide the graph
if necessary) and that {a;,...,a,} is not an invariant forest. One has v (e}) = €itifg] - -
and y(el) = € +1]g) - - - Pecause it is a cycle of infinitesimal tangencies. Let v2(a,) = May,
the word M may be empty. One defines a new graph I's obtained by collapsing the edge
ag in I'y, the embedding hr, g is induced by the embedding Ay,_.5. One defines a map ),
on the graph I's by : ¢3(e}) = (Marta(e}))* 5 ws(el) = (Mazha(€l))* 5 ¥a(e) = (¢ha(e))*
otherwise, where A* denotes the word A with the letter a, removed.

Lemma 2.3.5 The triple T' = (I's, hryy5,3) is an embedded efficient representative for
[f]. In the representative T', the cycle © has been unglued.

Proof : No cancellation has been created in the images of the edges. There is one new
tangent turn of order one : it is the turn {e; ef?}. One can check that the image under
93 of no edge contains a subword Egeé ; hence the property (G2) is satisfied. The other
properties are straightforward.O

Let 77 = (T3, hrys, 13). One observes that in the cycle of real tangencies correspond-
ing to O, there is one tangency of order one, namely {ep efl}.

2.4 Super efficient representatives

2.4.1 Super efficient representatives.

Let T' = (T, hr,5,%) be an embedded eflicient representative for [f]. A vertex v of T
is an inner vertex if it gives rise to a true singularity of the foliations in RI), cf section
2.2.5. There are two kinds of inner vertices : the vertices with more than two gates,
and the vertices corresponding to the periodic points on the boundary (those may be of
valency two). Note that there always exist inner vertices. The 1-orbit of an inner vertex
is composed of inner vertices.

Definition. An embedded efficient representative is a super efficient representative
if it is a good representative with only one cycle of real tangencies, and only one real
tangency of order 1. Moreover the tangency of order one is assumed to be located at an
inner vertex.

Proposition 2.4.1 Let[f] be a pseudo-Anosov mapping class of S fizring zy. There exists
a super efficient representative for {f].

To prove this proposition, we shall need the following result :
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Proposition 2.4.2 LetT be an embed_dé_d, efficient representative for [f]. There is a real
tangency ¢’ such that one of the cancellation paths As(lc) and By(lc) contains an inner
vertez. S ‘

Proof : From the above observation, there exists at least one inner vertex v for T'. We
claim that there is at least one inner vertex w such that some edge e is mapped by ¥ to
a path containing a turn of w. To see this, one considers the train track 7 associated to
T' and the orbit of some infinitesimal edge of an inner vertex v. At least one edge of this
orbit is contained in some path (e) by the definition of infinitesimal edges.

Hence the transversal word for some infinitesimal edge € of an inner vertex is not
reduced to a single infinitesimal edge. Let ¢ be an infinitesimal edge of an inner vertex
which is mapped to € under ¥. Let F be a fibered surface that carries the train track 7.
Consider the subtie p of the edge ¢ between the last point image of ¢ and the next point
in the image of F' (see figure 2.15).

f_%p)
/% L :M>
€ Y
t

Figure 2.15: proof of proposition 2.4.2.

The preimage of the subtie p together with an arc +y in the boundary 8F bounds a disk,
cf fig.2.15. The two endpoints of p correspond in R¥1 to points that are identified by fr.
Since T is efficient there exists a tangency ¢ along the arc v and z < I¢(t) such that the
arc 7y can be written A,(z)B,(z). Hence the arc v contains the real tangency £. Therefore
one of the arcs A,(Ic) or By(l¢c) passes through the edge ¢’. Hence the corresponding path

in I' contains an inner vertex. O

Proof of the proposition 2.4.1 :

Let us consider T' an embedded efficient representative for [f]. If it has several cycles
of real tangencies, then we glue all of them but one and call 7" the resulting embedded
efficient representative (cf proposition 2.3.4). The embedded efficient representative 7"
has only one cycle of real tangencies by proposition 2.3.4.

Let (t1,...,t;) be the cycle of real tangencies of T". Proposition 2.4.2 ensures that,
up to relabelling, a cancellation path relative to the tangency ¢; contains an inner vertex.
Let | be the distance along the boundary between £; and the first inner vertex. If I > 0
then we apply a folding of length [ to the tangency ¢;. Let T" be the resulting embedded
efficient representative and (ly,...,l;) the cut lengths associated to T". The tangency
corresponding to ¢; in 7” is now located at an inner vertex.

Now we fold the tangency ¢, with length I, — 3/; so that the new tangency ¢, is of
order greater than one. The tangency ¢; in the new representative is still at an inner
vertex. This process can be iterated to ensure that all the tangencies ¢, y,...,#, are of
order greater than one.



One has then obtained an efficient repres_entati‘{’e'With,only one tangency of order one,
located at an innervertex. If 7% does not satisfy (GS’)», then we blow up the vertices as
in the proof of the proposition-2.2.3. Jf 7" does not satisfy (G6), then we subdivide the
graph (if necessary). to make sure that the- periodic points on the boundary are vertices.
If there are other valence 2 vertices, we observe that they can be removed simultaneously
because no vertex of I' with valence greater than 2 is mapped to a valence 2 vertex. The
proposition is proved. O

Note : In the special case when g = 1 (that is, when the permutation ¢ on the leaves
is the identity) the super efficient representative has only one Nielsen path (a Nielsen path
is a path between two fixed points homotopic rel. endpoints to its image). In the similar
case for irreducible free groups automorphisms, the existence of efficient representatives
analogous to the super efficient representatives has been proved in [BH2], proposition 3.9.

Definition : A super efficient representative T is super efficient relative to the leaf u;
of the foliation if the real tangency of order one of T is associated to the leaf ;.
If T is super efficient relative to u,, then f*T is super efficient relative to uoy = flu).

Proposition 2.4.3 Given a pseudo-Anosov class {f] fizing xo and u; an unstable leaf
issued from xg, there is at most one super efficient representative relative to u; that has
a gwen cut length I on the leaf u;. There is at most one super efficient representative
relative to u; that has a given total length.

Proof : All the cut lengths are determined by ! because the tangencies t,, . . . ,tq are of
order greater than one. Indeed the cut length of Uo-1(3) 18 %Z, the cut length of u,-—2(; is
sgl,-... The cut lengths of leaves that are not in the orbit of u; are zero. The first part of
the proposition follows from the uniqueness lemma (lemma 2.2.5).

If T is a super efficient representative relative to the leaf u;, ! is the cut length of u;
and ¢ is the order of the permutation ¢ induced by f on the unstable leaves issued from
%o, then the total length is {{T) =11+ 3+ ...+ t&5). O

Proposition 2.4.4 Let T' be a super efficient representative. Let L be the union of the
cut lines defined by T'. Let t be an artificial singularity of S, that is an endpoint of a cut
line. Then the point fi(t) belongs to a stable segment issued from a true singularity in
S—L.

Notation : W, is the union of the stable leaves issued from the true singularities
until their first intersection with £. '

Proof : We assume that the leaves are labelled so that T is super efficient relative to
u3. If ¢ # 1 then the artificial singularity ¢; is mapped by f to to(i)- Thereexists 0 <k < g
such that o®(i) = 1. Hence the artificial singularity ¢; is mapped to ¢; under f*. The
point #; belongs to Wi, because of the definition of super efficient representatives and

f(wtrue) - ‘}/Vtruei:E

2.4.2 Operations on the set of super efficient representatives

We have just proved that the set of super efficient representatives SE(f ) is not empty.
We now define an operation that transforms a super efficient representative into another
one. This operation is a uniquely defined finite sequence of foldings.
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Super folding. = Let T be a super, :efﬁcient representative and let (;,...,¢,) be the
cycle’of real tangencies where #; is of order one. Let £ be the union of the cut hnes in §
defining T".~One identifies R with S cut along £ like in section 2.2.3. Let Whue be the
union of the stable leaves issued from true singularities until their first intersection with
L.

Let ! be a length smaller than or equal to the cancellation length of ¢; and such that
Ay, (1) or By, (1) ends at a point of the Such a length ! exists by proposition 2.4.2. The
super folding of length I consists of applying successively a folding of length I to ¢;, then
a folding of length 31 to 2., ... a folding of length A+l to £,; until ¢ — i = 2. Let T" be
the representative thus obtamed It follows from thls definition that the rectangle surface
R is obtained from RI! by gluelng successively the following pairs of ares : A, (I) with
By, (1) ; then A, (51) with B, (10) ; then Aq,_,(3=1) with B, _ (1) ;. -5 Ay (55l) with
By, _(=l) fori <g—2.

Proposition 2.4.5 The embedded representative T' obtained after performing the super
folding of length l is super efficient. Its total length is :

UT) =UT) ~ (145 +...+ L

Proof : It follows from the choice of the length { that the new cut lengths are admissible.
Hence 77 is a good representative. Moreover it has only one real tangency of order one.O

Elementary super foidmg Let Iy be the distance along the unstable leaf u; from ¢,
to the first point in W.m}e The elementary super folding is the super folding with length
lg. It is the ‘shortest’ super folding that can be applied to 7.

Note. Given a super efficient representative T', the elementary super folding that is
applied to T' is an operation that is uniquely defined. Indeed there is only one turn that
can be folded.

The elementary super folding identifies g pairs of arcs in the boundary dR7]. The
following proposition states that no point on the interior of these arcs belongs to wil

true*

Proposition 2.4.6 Let T be a super efficient representative. Let ly be the length of
the elementary super folding. Then no point in the interior of the arcs A, (lo), By, (lo),

Atq(,\lo) qu(/\lg) Atq :()\""1 ), Bt ()p+1l ) b@lOTLgS tO thue

Proof : If there were one point M € the on At .(57rrlo) then the fit'-image of M

would be on Ay (Iy) and would also be a point of the This is impossible because there

is no point of wt[f:fe on Ay (ly) except its endpoints by definition of ;.0

Corollary 2.4.7 The notations are as above. Ifl < Zg then the representative T" obtained
when performing successively the foldings (t1,1), (tg, 31} ..., (tgi, 551l),- .. is not super
efficient.

Proof : Smce [ <1y, prop051t10n 2.4.6 implies that no point identified by these foldings
belongs to Whuc Hence the Wt[ﬂe This implies that the tangency #; for 7" is not

on Wt[n:;] Hence 7" is not super efficient. This amounts to saying that the cut lengths
are not admissible.0
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2.4.3 Technical results

When a super ei‘ﬁégent representative T3 is obtained from 77 by applying a sequence of
super foldings then(Ty) < I(T}): Thé following proposition gives a lower bound on the
length of the edges of T3. This bound will be used in the proof of lemma, 2.4.9.

Proposition 2.4.8 Let Ty and T, be two super efficient representatives for [f] relative to
the leaf uy. Let q be the order of the cycles of unstable leaves issued from zo. We assume
that I(Ty) < U(Ty). Let a be the positive integer such that HT3) € [yal(T); s&as U (T
Then the shortest edge with positive length of Ty is at least as long as 'ﬂ’alﬁﬁ times the
shortest edge with positive length of T}.

Proof : Let LBl i = 1,2 be the union of the cut lines for T; in S, and let WIT,
¢ = 1,2 be the union of the stable segments issued from the singularities of T; until their
first intersection with £ in §.

Case o = 1. We check first that WU™"7tl 5 WIT, The cut lengths for f~9"T} are
/\iq times the cut lengths for 77 because the map f~7 preserves the foliations, fixes the
unstable leaves at 2y and shrinks the lengths by a factor A?. Under the hypothesis & = 1,
one has I(Ty) > j%l (T1) hence the cut lengths for f~9°T} are smaller than the ones for T,

therefore the definition of Wi, implies that ngl C W,E{,;“*T‘]. Proposition 2.4.4 states
that the f9-images of the artificial singularities of T} belong to Wt[f:f,l This impiies that
faowtaly c Wil Hence fo(wil) ¢ Wi,

An edge e of I'; with positive length defines a rectangle in S — (L YWIT]) its length
is the length of an unstable segment in the complementary of WU, According to the
result just obtained, it is at least as long as some unstable segment in the complement
of W1l The edge e is at least as long as some edge of f~2¢"T}. This proves the
proposition in the case o = 1. .

Case a > 1. One applies the preceding result to 77 = f{e=D¢"T} and 75.0

Lemma 2.4.9 Let T = Ty be a super efficient representative for [f]. Let Ty, T, ... be
the sequence of super efficient representatives obtwined from Ty by applying successive
elementary super foldings. The sequence of lengths ({(T3))i>0 is decreasing and tends
towards 0.

Proof : :

It is clear that the sequence is decreasing because an elementary super folding decreases
the total length of the graph. The amount by which the length decreases is at least the
length of an edge, because the elementary super folding is a sequence of foldings and the
first folding in the sequence identifies two paths which are at least as long as an edge.

We denote by ly the smallest positive length of an edge of I'l™), Proposition 2.4.8
implies that whenever I(T}) > 12:1(Ty), the elementary super folding applied to T: will
decrease the total length by at least st lo- Hence the sequence of lengths I(T;) cannot
be bounded below by a positive number.O

Lemma 2.4.10 (Cycles) Let T = T, be a super efficient representative for [f]. Let
11,15, ... be the sequence of super efficient representatives obtained from Ty by applying
successive elementary super foldings. Then there exists a super efficient representative T),
in this sequence such that I(T,) = +U(To). Therefore T, is f~"Tp.
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This lemma states that when one applies successive elementary super foldings to T,
one: obtains a sequence of super efficient reprepsentatives that is a combinatorial cycle
of super efficient _i'e'presentat_ives. It means that when one describes this sequence, one
eventually obtains f~9"Ty, it has the same ordered graph and same combinatorial map as
T, (hence ‘the same combinatorics’ as Tp), its embedding differs by f~¢

Proof :

Let p be the integer such that I(T,-.) > %(Ty) > I(T,). We want to show that
UT,) = %UTy).

Let us assume this is not the case. We denote I, 1 = I(T,_1), Iy = &I(Tp) and

ﬁ_—r’%i— > 0. It follows from the uniqueness lemma (lemma 2.2.5) that the
ag-T

representative f~9°Ty is obtained from Tp—1 by applying the following sequenee of foldings
: one folds the tangency ¢, with length I, then the tangency ¢, with a length 11, ..., then
the tangency f, with a length 1;={. But ! is shorter than the length of the eIementary
super folding applied to 7i. This contradicts corollary 2.4.7.

Hence I(T,,) = 51(Ty) = l(f~""T). Proposition 2.4.3 implies that T}, = f~9"73.00

2.4.4 Main result

We now prove the following :

Theorem 2.4.11 Let f be a pseudo-Anosov homeomorphism of the punctured surface S
fizing the puncture xq. Let (u1,...,u,) denote the singular leaves issued from xq, let o
be the permutation induced by f on these leaves and let g be the order of o. Then :

i) There exists a super efficient representative Ty for [f] relative to the leaf uy.

#) By applying a sequence of elementary super foldings to Ty, one obtains the same
combinatorial representative after identifying a length (1— A%)Z[T"](tl) on the leaf u;.
In other words, there is a combinatorial cycle C(w;) of super efficient representatives
relative to uy.

1) Buery super efficient representative relative to v, s combinatorially equivalent to
some representative in the cycle C(uy).

iv) If the leaf u; belongs to the f-orbit of uy, then every super efficient representative
relative to u; is combinatorially equivalent to one in the cycle C{u,).

We recall here that two super efficient representatives are combinatorially equivalent
if they have the same ordered graph I and the same map . Two cycles of super efficient
representatives are combinatorially equivalent if the elements of the cycles are combina-
torially equivalent.

Note : If there is only one cycle of leaves issued from zy (that is, if the permutation o is
transitive) then the combinatorial cycles C(u;) are all combinatorially equivalent because
of iv). In this case, every super eflicient representative is combinatorially equivalent to

one in the unique cycle.
Proof :
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We have already proved parts 1) (theorem 2.4. 1), and ii) (lemma2.4.10), we have even
showed how to construct a super efficient representative.

To prove part iii), assume that Tg is a super efficient representatlve relative to uq,
the combinatorial cycle can be’ described.- as-To, 11, ... fTTy. Let T be another su-
per efficient representative relative to u;. We define a to be the integer such that
AMUTy) > {T) > Ae=DY(T;). We consider the sequence of super efficient represen-
tatives feU*Ty, fo*Ty, ..., fleD"T, it describes also the combinatorial cycle relative to
u1. Following the proof of lemma 2.4.10, one can check that the super efficient represen-
tative T" belongs to this sequence,

Let us now prove part iv). Let T be a super efficient representative relative to the leaf
uy. Let C(u;) be the cycle of super efficient representatives obtained from T} by applying
a sequence of elementary super foldings. Let T be a super efficient representative relative
to the leaf u;. Let k be such that j = o*(1), then T/ = f~*"T is a super efficient
representative relative to the leaf v, it is combinatorially equivalent to 7. According to
part iii), it is also combinatorially equivalent to some representative in the cycle C(uy). O

2.5 Roots and symmetries

2.5.1 Transition maps

Proposition and definition 2.5.1 7

Let f be a pseudo-Anosov homeomorphism of the surface S with n + 1 distinguished
points {Tg,...,T,}, fiwing xy. Let F*,F* be the pair of invariant foliations for f. Let q
be the order of the permutation o induced by f on the unstable leaves (w1, ..., un) issued
from xg (we assume the labels of the leaves agree with the orientation of the surface)

Let T = (T, hros,9) (resp. T' = (I, hprys,9')) be a super efficient representative
Jor [f] relative to the leaf uy (resp. u;). We assume that T and T' are combinatorially
equivalent under a combinatorial map C : T — IV, the map C is then unique.

Moreover there exists a unique homeomorphism g of S preserving F* and F* that
carries (up to isotopy) the embedding of ' to the embedding of I. In other words one has
gohp,s = hp,g0C. The map g is called the transition map from T to T'. It satisfies
the following properties :

i) fog=go f, g shrinks the measured foliation F° by a factor called v, the foliation
F* is expanded by the same factor v.

i) The map g rotates the unstable leaves issued from xqy like o rotation of angle J——271'
We denote by d the order of j —1 in Z/m. There exist two integers b and c, c 7é 0,
such that g% = fb4.

Note. If the integer b is zero, then the homeomorphism g is finite order. If the
integer b is non zero, then the map g is a root of a power of the map f.

Proof :

‘The combinatorial equivalence is unique because a combinatorial equivalence C' : I' —
I carries the unique tangent turn of order one of T to the unique tangent turn of order
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one of 77. The image of the other edges is then uniquely defined because C respects the
cyclie’ordering at the vertices.

Since T and T":are combinatorially equivalent, and the _equivalence respects the cyclic
ordermgs at the vertices, there exists a homeomorphism C: R — R mapping the
rectangle R(e) to the rectangle R(C(e)) such that C carries the foliations of R to the
foliations of R]. The length of the rectangle R(e) is I[7)(e), the length of the rectangle

R(C(e)) is I"'Y{C(e)). The map C can be chosen to expand (or shrink) the unstable

Ii[}}]?(; ) — ll((j,;) It expands (or shrinks) the stable foliations with

foliation by the factor

some (other) factor. The homeomorphism C' defines a homeomorphism C : R 7,
The homeomorphism C induces an homeomorphism g of S through the diagram

] i =Tl
S \J
s L 5

M, 5 and R — S carry fr and fr to f like in

where the applications R
proposition 2.2.2.

It is clear that ¢ satisfies go hr_g¢ = hp_,5 0 C and leaves the foliations of S invariant.
The existence is proved.

The uniqueness follows from the fact that the foliations are invariant, and there is a
unique homeomorphism fixing a pair of transverse measured foliations with growth rate
1 which is isotopic to the identity, cf [FLP).

Note : If the transition map from T to 7" is g then 7" = ¢*T..

The fact that the foliations are left invariant implies that f o g = g o f because any
two homeomorphisims fixing x4 and preserving up to scale the pair of measured foliations
comimute.

We select once and for all a measure for F* and a measure for F*. These measures
induce measures on the foliations of the rectangle surfaces Rl and RIZ'). The map ¢
has an expanding factor ° on the stable foliations, and an expanding factor v* on the
unstable foliations. The homeomorphism ¢ maps S to itself, hence it preserves the total
area (defined locally as the product of the stable and unstable measure). This implies
that v* = (v°)~1, we denote v = v*. This proves i).

Let Ty be the first representative in the cycle T' = Ty, 71 ... T, = f~7'T; that is
combinatorially equivalent to Ty. Let A be the transition map from 7} to Ty. One
observes that Ty; = h*TY, and also Ty, = B*T;. If p’ < p, then the combinatorial cycle
C =T5,T1...T, = f~7T; corresponds to several loops around the combinatorial cycle
To, Ty ... Ty = "Iy, If p’ < p then hisaroot of f~9. It comes that there exists an integer
¢ > 1 (c=1iff p' = p) that satisfies h* = f~9. Moreover, if T" is any embedded efficient
representative relative to u; that is combinatorially equivalent to T, then there exists an
integer b € Z such that 7" = h*T', cf proof of theorem 2.4.11 iii).

The transition map g permutes the unstable leaves at zo. It acts like a rotation of angle
27r3— the order of this rotation is called d. Hence the map ¢ has rotation number zero
at zo. Hence ¢? Ty is an embedded efficient representative for f relative to u;. It comes
that g¢ = h® for the map A defined above and some integer b. Then g% = hbc = fh 0
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2.5.2 Solving for roots

Notations and' éssump_tions_._ . Let § =S — {zg,...,2,} be a punctured surface.
Let f be a pseudo-Anosov homeomorphism of § fixing the distinguished point z,. We
denote by F*, F* the pair of invariant foliations for f, X is the dilatation factor of f. Let
(#1,...,%n) be the unstable leaves issued from zg. They are labelled according to the
cyclic ordering induced by the orientation of the surface. Let o be the permutation on
the set {1,...,m} induced by f on the leaves {u,,...,u,}, and ¢ is the order of o. The
permutation o acts like a rotation of angle 272 on the set of leaves, where 0 < p < m—1.
The element p € Z/m is the rotation number of f at .

The cycles C(u;) and C'(u;). Ifi € {I1...m} and T is a super efficient represen-
tative of [f] relative to w;, it follows from theorem 2.4.11 that there is a combinatorial
cycle of super efficient representatives of [f] relative to u; : it is denoted C(u;) : T =
Ty, Ty, ..., T, = f~CT,. If there exists an integer p smaller than p; such that T, is combi-
natorially equivalent to Tp, let p} be the smallest such integer. One says that C(u;) admits
the combinatorial subcycle C'(u;) : T' = Ty, T, . .. » Ty In this case, p} divides p; and as
above the cycle C(u;) corresponds to several loops around the cycle C'(u;).

We observe that when there exists an homeomorphism g of S fixing zg such that
f=g% then go f = f o g and g has the same invariant foliations as f. Furthermore the
permutation ¢’ induced by g on the leaves (uy, ..., uy,) is well defined, and ¢ = ¢.

The following results give necessary and sufficient conditions for the map f to ad-
mit roots fixing x5. We have separated the results in different propositions in order to
distinguish different cases, according to the rotation number of f and its roots.

Proposition 2.5.2 With the above notations and conventions, we assume g = 1, which
means [ has a rotation number zero at zg. The following conditions are equivalent :

i) There ezists a pseudo-Anosov homeomorphism g fizing zo and an integer k > 1 such
that f = g* and the rotation number of g at zq is zero.

it) For every leaf u; issued from g the cycle C(u;) admits a subcycle C'(u;).
ii) For some leaf u;, the cycle C(u;) admits a subcycle C'(v;).

If the condition 1) is satisfied and C'(u;) < T =T, .. Ty, then a root of f is the inverse
of the transition map from T to Tp}.

Proof :

)=ii) : If f = g¢* then the growth rate of g is » = A%. Let j be an integer in
{1...m} and let T be a super efficient relative to ;. The cycle C(u;) is described by
T =Ty,T1,...,Tp; = f77T. Then T" = g~**T is a super cfficient representative of [£]
relative to u; and its total length is {(T") = 1I(T") by proposition 2.3.2. It follows from
proposition 2.4.3 and theorem 2.4.11 iii) that 7" is equivalent to T}, for some p, 0 < p < Pj
since v < A.

ii)=>1ii) is obvious.



iii)=1) : We assume that COHdltIOn 111) is satisfied, and denote by g the transition map
from T to T In the cycle C(u;) of super efficient representatives T = To,11,...,7, =

f~Y"T there'i 1s a combmatorla,l subcycle of length p;. The cycle C(u;) is a multiple of the
cycle C'(u;): Hence there is an integer ¢ > 1 such that ¢° = f~!. This proves i).0

Proposition 2.5.3 With the above notations and conventions, we assume g = 1, that is
I has rotation number zero at xo. The following conditions are equivalent

i) There exists a pseudo-Anosov homeomorphism g fizing zo such that f = g* and the
rotation number of g at zq is non zero. Moreover f is not a power of a map with
zero rotation number.

i) For everyi, the cycle C{u;) relative to u; has no combinatorial subcycle. There exists
7 # 1 such that the cycle C(u;) is combinatorially equivalent to the cycle C(uy). The
transition map g from some T € C(u;) to some T' € C(w;) is a root of f.

i) For every i, the cycle C(u;) relative to u; has no combinatorial subcycle. There
exists § # 1 such that the cycle C(u;) of super efficient representatives relative to
u; s combinatorially equivalent to the cycle C(u;). The transition map h from any
T € C(uz) to any T' € C(u;) that is equivalent to T satisfies h* = f* where u is the
order of j — 1 in Z/m and u and v are relatively prime.

Proof :

ili)=ii) : Let u be the order of j—1in Z/m. In this condition » > 1. If some transition
map satisfies A* = f* with u and v relatively prime, let z and y be such that vz + vy = 1.
Let g = f*hY, then g* = f**h¥" = f**f¥ = f The map g is a transition map and it is a
root of f.

')=>ii'1) Let g be a root of f fixing xy with non zero rotation number, we assume
f = g*. The rotation number of g at z has order & (if it was smaller, then f would have
a root with zero rotation number). Let T be a super efficient representative relative to u;.
Let u; = g(u1), then T' = ¢*T is super efficient for [f] relative to u; and the transition
map from 7" to 7" is g. All the super efficient representatives for [f] relative to u; of the
form f**T", where a is any integer, are combinatorially equivalent to T'. If a representative
relative to u; is combinatorially equivalent to T, it must be of the form Ff**7", because
otherwise the cycle C(u;) would have a subcycle and therefore, from proposition 2.5.2,
there would be a root with zero rotation number. Hence all the representatives of [f]
relative to u; that are equivalent to T are the f**T" = (f*¢)"T. All the transition maps
from T to the super cfficient representatives relative to u; and equivalent to T' are of the
form i = f*g, and thus h* = f**+!. This proves iii).

i)=+ii) and ii)=>i) These implications are clear. O

We now deal with the case when f has non-zero rotation number at ;.

Proposition 2.5.4 With the above notations and conventions, we assume g # 1, that is
[ has non zero rotation number at xg. The following conditions are equivalent

i) There exists a pseudo-Anosov map g fizing zq such that f = ¢* and the rotation
number of g at x¢ has same order q as f.
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i1) For every i, the cycle C(u;) relative to u; has a subcycle Moreover of T' is any super
efficient relative to u;, let h be the transition map from T' to the first super efficient
representative equivalent to T “in the subcycle C'(u;) starting from T. Let ¢ > 1 be
the integer such that h® = f~9. There exists 1 < b < ¢ such that the map h® admits
a g-th Toot fizing o with non zero rotation number that is also a root of f~1.

Proof :

i)=ii) : The map g? is then a root of f? and has rotation number zero. Hence if 7 is
a super efficient representative relative to u;, g~9"T is a super efficient relative to u; and
has total length {(T') > {(g~ 7T} > I(f~9"T). The cycle relative to u; has a subcycle, and
the map ¢~ 7 is a power of the map h, it is of the form A® with 1 < b < ¢

ii)=>i) : the ¢-th root of a map with zero rotation number has a rotation number with

order dividing ¢. But a root of f~! has rotation number with order that is a multiple of
¢g.0

Proposition 2.5.5 With the above notations and conventions, we assume q # 1, that is
[ has non zero rotation number at zy3. The following conditions are equivalent

i) There exists a pseudo-Anosov map g fizing zo such that f = ¢* and the rotation
number of g at xg has order aq with a > 1.

i) Let j = a» the cycle C(ujy1) is combinatorially equivalent to C(uy). Let T be a
super efficient relative to uy1. There exists an integer k relatively prime with ag such
that one transition map from T to a representative in the cycle relative to upy is
a root of f.

Proof :
i=ii) If @ > 1 is such that ag divides m, let = 2. Then j € Z/m is a multiple of the
rotation number of g, hence there exists b > 0 such tha,t g° has rotation number j. Then
g""T is a super efficient representative relative to u;4+1 and is combinatorially equivalent
to T'. This proves the first part of ii). The rotation number of g at z is of the form kj,
k prime with aq. Hence ¢*T is a super efficient representative relative to Ukjt1-
ii)=1) It is clear from the previous construction.O

For the practical determination of a root, it is useful to note the following. We assume
that the property ii) of proposition 2.5.5 is satisfied. Let g be the transition map from T
to some super efficient representative relative to u;41 ; let h be the transition map from T
to the first super efficient representative equivalent to T in the cycle T' = Ty, T4, . . L1, =
J~T"T. There exist integers b and « such that 2® = f9 and ¢® = fh®. Any transﬂ;xon map
from T to another super efficient representative relative to some ug;4; is of the form h¥g®
The root of f is to be searched among such maps and one can restrict to 1 < v < ag— 1.
Furthermore the value of 4 may take only finitely many values according to the growth
rate.
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2.5.3 Symmetries of pseudb;Anosov homeomorphisms

Let [ f] be a. pseudo Anosov class fixing the distinguished point xg. Let F°,F* be the
invariant foliations for f, A is the dilatation factor of f. Let (u1,...,un) be the unstable
leaves issued from xo. They are labelled according to the cyclic ordering induced by the
orientation of the surface. The permutation ¢ induced by f on the leaves (%1, .., ) {or
on the set {1,...,m}) has order gq.

When there exists a finite order homeomorphism g fixing xg such that fog = go f, one

says that the pair of foliations (F°, F*) and the homeomorphism f admits the symmetry

g. In this case, the foliations are invariant under g, the dilatation factor of g is 1.

In the previous section, we analyzed all the possible cases when a transition map ¢
between two super efficient representatives for [f] is a root of f. This happens when the
dilatation factor v of g is ¥ = A%, and the rotation number of ¢ at zq is a k-th root of
the rotation number of f. Here, we show that when v = 1 and the rotation number of ¢
at xo is non zero, then f admits the symmetry g.

Proposition 2.5.6 The following conditions are equivalent

i) There ezists a non trivial finite order homeomorphism g fizing zo such that fog=

gof.

it) For every leaf u; and every super efficient representative T' of [f] relative to u;,
there exists i/ # j and a super efficient representative T' relative to u; that is
combinatorially equivalent to T' and has the same total length.

i) For some j € {1,...,m} and some super efficient representative T relative to U,
there exists j' # j and a super efficient representative T' relative to u; that is
combinatorially equivalent to T and has the same total length.

If the condition i) is satisfied, then a finite order homeomorphism commuting with f is
giwen by the transition map from T to T".

proof : i)=>ii) : If g is a finite order map that commutes with f then 7" = ¢*T is
a super efficient representative for f. It has the same total length I(7") = I(T). The
homeomorphism g permutes the unstable leaves issued from zy in a non trivial fashion
(the leaves are not fixed) because otherwise ¢ would be the identity. Hence 7" is a super
efficient representative of f relative to the leaf u; = g(u;), and 7' # j.

ii)=>iii) : It is obvious.

iii)=>1) Let g be the transition map from 7" to T”. Let k be such that k(7' —j) = 0[m].
Then ¢*"T is a super efficient representative relative to u; and it has the same total length
as T. Hence g*"T = T by the uniqueness lemma, that is g* =14d.0

2.6 Practical determination

Let {f] be a pseudo-Ancsov class of homeomorphisms of the surface S. It is given for
instance by its action on the fundamental group of S,

(S, z) = I11(S, f(x)).
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Such a map is described combmatorla,lly in terms of words on a finite alphabet that
represent the images of generators of the free group H;(S z). Algorithms to compute
one efficient representative for-[f] are given in [Lo2], [BH1]. The initial data of these
algorithms is a representatlve of f, that - is-a fibered surface F' that carries f. After a
finite number of elementary operations one obtains an efficient representative. In fact,
the algorithms mentionned also allow to decide if the given class is pseudo-Anosov.

Consider a graph I' embedded in S through the isotopy class hr_s. Let v be a vertex
of I'and let {X,... Xy} be a set of generators of 71 (S, hr_,5(v)). A marking of the graph
I'is a map that associates to each edge e of I' a word m{e) in the alphabet {X;} U {X;}
such that : for every loop in the graph b=¢, ... ep based at v, the word m(e;)...m(e,)
describes the element Ar_,g(b) of m1(S, hr_s(v)). The embedding of T" in S is described
by a marking of the graph. The marking can be tracked during the operations.

Proof of theorem 2.0.1 We want to use the results of sections 2.5.2 and 2.5.3 in order
to decide if [f] admits a root fixing zq, or if [f] commutes with a finite order homeomor-
phism fixing xy. For this, we have to find the cycles of super efficient representatives.

First step : finding the cycles of leaves

The initial data is an embedded efficient representative T' of [f]. One selects a positive
eigenvector of the incidence matrix M for the largest eigenvalue X. This defines lengths
for the edges of I'. One will keep track of the lengths through all the steps, to ensure
they define the same measure on S. There is one unstable leaf issued from z, associated
to every tangency on the boundary of T The real tangencies are easy to find. The
infinitesimal tangencies can be found when computing the gates and the infinitesimal
edges of the train track. If a vertex of I' defines a k-gon with one side missing in the train
track, it corresponds to k —2 infinitesimal tangencies. The cyclic ordering induced by the
boundary loop by of the graph I gives the cyclic ordering of the tangencies, hence of the
unstable leaves. The permutation induced by % on the tangencies gives the permutation
o induced by f on the unstable leaves issued from the 2. We shall use the same notation
for orbits of tangencies and orbits of leaves, this is possible because leaves and tangencies
are in one-to-one correspondence.

Second step : finding one super efficient representative.

Let T' be an efficient representative for [f]. One can construct a good representative
1" for [f], following the proof of proposition 2.2.3. Let us now explain how to obtain some
super efficient representative Tp. Let O be an orbit of real tangencies. One applies the
glueing operation to the other cycles of real tangencies, if any. Then one folds the real
tangencies of the orbit O in the appropriate order so that eventually one of them is of
order one and located at an inner vertex, like in the proof of the proposition 2.4.1. One
has then constructed a super efficient representative 7" relative to some leaf that is in the
orbit (.

Step 3 : finding all super efficient representatives

Let Oy,...,0, be the orbits of singular unstable leaves issued from z,. We know,
according to theorem 2.4.11, that the super efficient representatives for f belong to com-
binatorial cycles C(O),...,C(O,) associated to the orbits of leaves. Let T? be a super
efficient representative relatlve to a tangency in the orbit ;. The comblnatonal cycle
C(O,) is the set of representatives obtained when applying successive elementary super
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foldings to 7. The cycle has been completed when the lengths of the foldings that have
been performed sum up to (1 — %)l (T?), where q is the order of the permutation o.

If O; #O;, one can;find the cycle C(O;) of super efficient representatives associated
to O; as follows. One starts with 7. The first step is to find some efficient representative
T’ for which the tangencies associated to leaves in the orbit O; are real. One applies the
unglueing operation to the orbit O; of infinitesimal tangencies. There are now two cycles
of real tangencies, namely the real tangencies in the orbits @; and ©;. One applies the
glueing operation to the cycle ;. This leads to a representative whose real tangencies
are in the orbit O;. One constructs then a super efficient representative relative to some
leaf u € Oy, like in the step 2. The cycle C(O;) is obtained when applying successive
elementary super foldings.

Note that when the total length of the representative 77 is given, the lengths of the
representatives in the cycles C(O;) can be computed.

Step 4 : analyzing the cycles

Once one has computed the cycles of super efficient representatives together with their
total length, one can check if these cycles have combinatorial subcycles. Then one applies
the results of section 2.5.2 for finding roots, and of section 2.5.3 for finding symmetries.
More precisely

- Toots

case ¢ = 1 : If some cycle C(O;) has a combinatorial subcycle, then f admits a root
fixing ¢, cf proposition 2.5.2 where we stated a precise necessary and sufficient condition.

If no cycle has a subcycle, but two cycles C(O;) and C(O;:) are combinatorially equiv-
alent, let g be the transition map from some representative T relative to u; to a represen-
tative 7" relative to u; that is combinatorially equivalent to 7. The growth rate v of ¢ is

the quotient :((g,)) of the total lengths. If z is the order of 5/ — 7 in Z/m, there exists an
integer y such that g° = f¥. The integer y can be computed once one knows the growth
rates of g and f, since v* = AY. We note that a numerical approximation of these growth
rates is sufficient for finding y. If z and y are relatively prime then f admits a root (cf
proposition 2.5.3).
case g # 1 : We refer the reader to propositions 2.5.4 and 2.5.5 for precise statements.
- symmetries

We refer the reader to proposition 2.5.6 for a necessary and sufficient condition.

2.7 The conjugacy problem, connectedness of the set
of efficient representatives.

Our main result (theorem 2.4.11) yields another solution to the conjugacy problem
among pseudo-Anosov elements of the mapping class group, cf [Mo],[He],[Lo2]. A combi-
natorial good representative of {f] is a pair (T', 1)) associated to some good representative
of [f], ‘combinatorial’ means that one does not keep track of the embeddings. Note that
however the cyclic orderings at the vertices are known because T is an ordered graph.
Let CG(f) be the set of combinatorial good representatives of [f]. One says that two

63



combinatorial good representatives for-[f] are connected whenever there is a sequence of
foldings, glueings | or the converse operatlons that transforms one of them into the other.

Proposition 2.7.1-Let [f] be apseudo-Anosov element ofMCG(S) fizing zg. Let CG(f)
be the set of combinatorial good representatives of [f).

1) CG(f) is a complete conjugacy invariant.
i) CG(f) is connected.

Proof :

i) The fact that CG(f) = CG(g) if f and g are conjugate follows from proposition
2.3.2. This proves that CG(f) is a conjugacy invariant. It is a complete conjugacy
invariant because if CG(f) = CG(g) then f and g are conjugated. The proof is the same
as the proof of proposition 2.5.1.

ii) To prove that the set CG(f) is connected we apply the arguments of the proof
of proposition 2.4.1. More precisely, one considers two embedded good representatives
T and T". Following the proof of proposition 2.4.1, one can see that 7' is connected to
a super efficient representative 7p after a finite number of glueings followed by a finite
number of foldings. Similarly, 7" is connected to a super efficient representative 7§ within
a finite number of glueings followed by a finite number of foldings. The two super efﬁ(:lent
representatives Ty and T are connected : either they belong to the same combinatorial
cycle C;, in this case they are connected by a finite number of foldings, or they belong
to different cycles C; and C;, in this case they are connected by an unglueing operation
followed by a glueing operation followed maybe by foldings. It is then clear that the set
CG(f} is connected.O

Note : Our operations of folding and glueing can be expressed in terms of ‘classical’
folding operations, the ones defined in [BH1] or {Lol]. This gives another proof of the fact
that the set of efficient representatives is connected with respect to the classical folding
operations. The connectedness result of proposition 2.7.1 is a stronger statement than
the corresponding theorem about free groups automorphisms in [Lo2]. Indeed here the
elements are connected through efficient representatives on the same surface.

In order to check whether two pseudo-Anosov mapping classes [f] and [¢] are conju-
gated, one has to compute the two finite sets CG(f) and CG(g). These sets are difficult
to compute in practice. The following proposition states that the set of combinatorial
super efficient representatives C.SE(f) is also a complete conjugacy invariant.

Proposition 2.7.2 The set CSE(f) of combinatorial super efficient representatives is a
complete conjugacy invariant.

Moreover, CSE(f) is the union of the cyclesCy, . . .,C, given by theorem 2.4.11. These
cycles are explicitly computable.

Proot: The fact that CSE(f) is a complete conjugacy invariant follows the same proof
as part i) of the previous proposition. An algorithm to compute the cycles Cy,...,C, has
been given in the previous section.Ol

The set CSE(f) has much less elements than the set CG(f). Moreover, one knows an
explicit way to find all the super efficient representatives, cf section 2.6. The set C'S E(f)
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can be computed rathér éasily. An algorithm to solve the conjugacy problem among
pseudo-Anosov homeomorphisms is the following. Let f and g be two pseudo-Anosov
classes. Ore computes: the sets CSE(f) and CSE(g). One checks then whether these
sets are equal or not. One observes that if they are not disjoint, they are equal.

2.8 Examples

In this section we give several examples of applications of our results. We show how to °
find explicitly the cycles C(w;) for a pseudo-Anosov homeomorphism. In order to simplify

the exposition, we have restricted our examples to homeomorphisms of the punctured
disk.

2.8.1 Cycle for a pseudo-Anosov braid

There exists a group morphism from the group of n-strings braids to the mapping class
group of the n + 1-punctured sphere. It is surjective and its kernel is the center of the
braid group, cf [Bi]. The center of the braid group B, is the cyclic group generated by
the element A, = (07...0,-1)". Hence a n-string braid induces a mapping class of the
n + 1-punctured sphere, or a mapping class of the n-punctured disk. The boundary of
the disk corresponds to a fixed puncture zy of the sphere.

Let § = 0,03 be the 3-string braid shown on figure 2.16a. It induces a pseudo-Anosov
mapping class of the 3-punctured disk, hence a pseudo-Anosov mapping class [ fs] of the
4-punctured sphere. Let zy be the puncture corresponding to the boundary of the disk.
It is fixed under [fg]. We want to compute the combinatorial cycle of super efficient
representatives for [fz].

I

Figure 2.16: The braid (3, the initial graph and the first step.

Initial representative. Using techniques of [Lol] or [BH1], one can find an efficient
representative for [fg]. The graph is the embedded graph Ty shown on fig.2.16b. The
combinatorial map g is :

Yo: a +— atiac
b — a
¢ +—+ ctsch
1 — i3
to —3 11
t3 +— 1o



The incidence matrix is a 6 X 6 matrix.- It ha.s a Perron-Frobemus block of size 3 that
corresponds to the, edges a,b,c Thls bIock 18 '

_ EE 2»\. 0 1
S 1100
0 1 2

The largest eigenvalue of this matrix is the dilatation factor for [fs]. Its value is
A = 2.618... One can assign to the edges of I'y the lengths [y(a) = 0.809..,1(b) =
0.309.. lg(c) = 0.5 that are the coordinates of an eigenvector of the above matrix. The
peripheral edges t; have length zero.

This initial representative is a super efficient representative, because the real tangency
18 located at an inner vertex of the graph (it is the unique fixed point of the boundary).
One observes that there is no infinitesimal tangency on the boundary.

Let us now describe the sequence of elementary super foldings. We shall not recall
the action on the edges t; because these edges will always be permuted with the same
permutation. We also give the lengths of the edges, obtained from the initial lengths.

First step.  We fold the beginning of a with bt;. The new graph I'; and its embedding
are shown on fig.2.16c. The new map is :

atsbe
btg(l-
ct3ch

(ZE

I11

The lengths are I{a) = 0.5,1(b) = 0.309..,(c) = 0.5.

a) I2 b) I's ) T4

b c a b © b
O@/yb : 2 o
a
c .

Figure 2.17: Steps 2,3 and 4.

Second step. We fold the beglnmng of a with b. The new graph I'; and its embedding
are shown on fig.2.17a. The map is

'11)2 a3 c
b — btz—ga
¢ +— clsch

The lengths are I(a) = 0.190..,1(b) = 0.309..,{(c) = 0.5.

This embedded representative looks like the initial one, because the combinatorial
maps are the same up to relabelling. But one can not identify the representatives, because
the combinatorial map that tranforms the initial representative into the representative of
step 2 does not respect the cyclic ordering at the vertex. Hence the representatives on
the graphs I'g and I'; are not combinatorially equivalent (in the sense of ordered graphs).
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Step 3. We fold the beginning of ¢ jn}i'th,-’aﬂ. The new graph I's is shown on fig.2.17b.
The thap is
atic
btzga
¢t ab

P :

I

The lengths are I(a) = 0.190..,{(b) = 0.309..,(c) = 0.309...
Step 4. We fold the beginning of ¢ with @. The new graph Iy is on fig.2.17c. The }
map 4 is
Py a — atiac
b +— btzga
c — b

The lengths are l4(a) = 0.190..,14(d) = 0.309..,14(c) = 0.118...

This representative is combinatorially equivalent to the initial one, where the equiva-
lence is given by the following map C : Ty — T'y :

C: a
9

i3
ty

LITLL]

The map C respects the cyclic orderings at the vertices induced by the embeddings. Hence
it is an isomorphism of ordered graphs. It is clear that ¢y 0 C = C o 4. Moreover, the
lengths are shrinked by a factor A = 2.618.. : for every edge e, one has I4,(C(e)) = +lo(e).
We note that hp,,5 0 C = fahr, g, hence Ty = fﬁ"l*Tg.

This illustrates part ii) of theorem 2.4.11, about the existence of combinatorial cycles.
Observe that in this case there is no combinatorial subcycle. In this case ¢ = 1 because
there is only one tangency ; then proposition 2.5.2 implies that f has no root fixing 8D
with a zero rotation number. Therefore f has no proper root.

2.8.2 Root of a pseudo-Anosov homeomorphism

In the second example, we shall reconstruct explicitly a transition map. It is a root of the
given homeomorphism.

Consider the 4-string braid o = 730,63015,03. It induces an element of the map-
ping class group of the 5-punctured sphere. Let us compute the cycle of super efficient
representatives for [f,].

Initial representative. Using techniques of [Lol], [BH1] we find an efficient represen-
tative for [f,]. The embedded graph T'y is shown on fig 2.18b. The marking (cf part 2.6)
is given by m(a) = §;m(b) = Xp;m{c) = §;m(d) = O;m(t;) = X; for 1 < ¢ < 4. The
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Figure 2.18: Generators of the m; ; initial graph ; initial train track.

combinatorial map is given by

Yo: a > ctydtsdatiadtsdatadtyde

b+  ctyedtydatiad

c — disda

d — b

i1 — 1

253 L 3]

s — 14

ty —> 13

We compute the cigenvalues and eigenvectors of the incidence matrix, and find A =
5.27451.., and the lengths associated to the edges are [{a)} = 0.66668..;1(b) = 0.34769..;
I{c) = 0.15139..; I(d) = 0.06591... These computations have been done using a computer.
But we had observed that a mere numerical approximation of these quantities is sufficient
to our purposes.

One can construct the train track that is associated to this representative, cf fig.2.18c.
The unique real tangency is located at an inner vertex, hence this efficient representative
1s a super efficient representative. There is no infinitesimal tangency on the boundary.

First step. We fold the beginning of a with bts.

a) I'i

Figure 2.19: Steps 1, 2 and 3.

The new graph I'; is shown on fig.2.19a. The new marking is m(a) = X3Xz;
m(b) = X (we do not recall the marking of the loops ¢;, neither of the edges with empty
marking). The new map is
'l,bi : — Ebtg aﬁﬁfggdﬂac
b ctz’c‘dtﬁbt;gatlﬁﬁgd
——  diydbtza
— b

a0 o e
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The lengths associated -to- the edges are I(a) = 0.31898.. ; I(b) = 0.34769.. ; l{c) =
0.15189..; {(d) = 0.06591... |

Step 2. We fold the begirining of b with af;.

The graph T'; is shown on fig.2.19b. The marking is m(a) = X3 X5 ; m{b) = X X3 X, X].
The map is ‘

—  dbty@tsatiatsat; bdisde
— C

3 dtﬁbt 1Gt3a

d +— bt 10

The lengths associated to the edges are I{a) = 0.31898..;1(b) = 0.02870..;
I(c) = 0.15139..; 1(d) = 0.06501...

Step 3. We fold the beginning of @ with .

The graph T'; is shown on fig.2.19¢c. The marking is m(a) = XXX X X3 Xo:
m(b) = X X3X>X,. The map is

%I

o oS

a +— dbt batzabl;batzabl;bdi,d
b — ¢
¢ +— dt,dbtibatsab

The lengths associated to the edges are I(a) = 0.31898..;1(b) = 0.02870..;
I(c) = 0.15139..;[{d) = 0.06591...

At this stage, one notes that this representative is combinatorially equivalent to the
initial one under the equivalence map C : Ty — I's defined by :

o

C: a — @
b — ¢

c — d

d — b

"t 3 f3

ts —3 4

ts +— 9

tg — ¥

This map respects this cyclic ordering at the vertices, and it satisfies 93 0 C' = C o 1l.

The combinatorial map C is induced by a homeomorphism % of the 4-punctured disk.

The homeomorphism # is the transition map between the initial representative Iy and
the representative I';. We know from theorem 2.4.11 and proposition 2.5.2 that & is
. pseudo-Anosov, because its growth rate is greater than one. It is either 7! or a root of

f>1. One can compute its growth rate with the length of the edges, it is v = Wé% for any

edge e. One finds : v = 2.296... that is v = v/A. We know then that the homeomorphism
h that induces the combinatorial map C is a square root of f1.

In order to compute the action of the homeomorphism h on the fundamental group,
one needs to find the images of a set of generators. We choose the set of generators given
by the paths {at;@; btsh; ciyt; dt4d}. The map h sends the markings of these paths to the
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corresponding markings for the graph T's. The action induced by % on the fundamental
group is : e B T
h# : X1 I—-} X2X3X2X1X2X3EX1X2X3E
Xy o Xy
XoXs Xy — X,
X — XXX X1 XXX,

One checks that it is a surface automorphism : the boundary curve that is described
by the word X; X, X3X, is invariant.

Lengthy, but straightforward, calculations show that the homeomorphism A is induced
by the braid 8 = G303090705. We know, according to the results of the present paper,
that h® = f1. It is an easy computation to check that 8% = a~!. We have found a root
of the braid «.

2.8.3 A pseudo-Anosov homeomorphism admitting a
syminetry

We consider the braid 8 € B, defined by § = 030307, it induces a pseudo-Anosov class
of homeomorphisms of Dy, cf [Lol]. One computes an efficient representative for | fs]
and finds that there arc two tangencies on the boundary, which are fixed under [f5]-
Hence we know that there should be two cycles of super efficient representatives, one
corresponding to each tangency. We glue one of these tangencies and obtain a super
efficient representative Ty, see figure 2.20 for the train track associated to Ty. The map

Q,L'g is :

Wo: a — atyab
b — Ct3Edt4ElC
cC Cth_d
d +— disdctsca
d
a c .
b
xS - O

Figure 2.20: The train track associated to Tj.

One computes the cycle of super efficient representatives relative to this tangency.
The transition map from 75 to the first super efficient representative equivalent to Tj
has growth rate 3.732.. which is equal to the growth rate of ;. Hence this cycle has no
subcycle. This ensures, by proposition 2.5.2 that [f5] has no root fixing , with rotation
nurnber zero at zg. Then one computes the cycle associated to the other tangency, and
finds that it is combinatorially equivalent to the first one. A transition map g has growth
rate 1. This implies that g is a symmetry for f3, and fs has no root.
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One finds that g is indl‘t_ced'rby the':l;iaigi @ = 0203010302. One can then check al-
gebrajcally that aff = fa ; and moreover a® = A4, the map g is finite order of order
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Chapitre 3

Une minoration de ’entropie
topologique des difféomorphismes du
disque

Introduction

Entropie. Soit X un espace compact et T': X — X une application continue. Adler,
Konheim et McAndrew ont défini en 1965 [AKM] ce qu'est 'entropie topologique de
'application T'. C’est un réel positif ou nul, noté A{T"), qui mesure le désordre, le mélange
apporté par itération de 7. En 1976, Bowen et Franks [BF] ont montré que si f est
une application continue de 'intervalle dans lui-méme ayant une orbite périodique de
période n et si n n'est pas une puissance de 2, entropie topologique de f est minorée par
1/n log2.

Entropie d’'un homéomorphisme par rapport & une orbite périodique. Soit S
une surface orientée. On appelle Difféo™(S) le groupe des difféomorphismes de § qui
préservent l'orientation. Si f est un homéomorphisme d’une surface S et @ une orbite
périodique de f, Ventropie de f par rapport ¢ O est par définition la borne inférieure de
Pentropie topologique des homéomorphismes isotopes & f relativement & ©.

Dans la suite on se limitera au cas oit § = D? est le disque fermé. Etant donné
un homéomorphisme f du disque et une orbite périodique @ pour f, nous cherchons &
minorer 'entropie de f par rapport & @. Les orbites d’entropie nulle sont maintenant bien
comprises (voir par exemple [GST] et [LM]), et pour une période donnée sont en nombre
fini. Nous étudions ici le cas ott f est un difféomorphisme du disque et @ une orbite de f
qui n’est pas d’entropie nulle. Nous prouvons le :

Théoréme 3.0.1 Soit f € Difféo™(D?) ayant une orbite périodique O, de périoden > 3,
qut n'est pas d’entropie nulle. Alors

R(f) > log(1+ v2).

Thurston a démontré [Th] que toute classe d’isotopie de Difféo*(S) contient un
difféomorphisme de I'un des trois types suivants : ordre fini, réductible, pseudo-Anosov

73



(voir [FLP] pour plus de précisions).- On dit parféﬁgn_sion que la classe d’isotopie est
d’ordre fini [resp. réductible, resp. pseudo-Anosov]. '
Le théoréme 3.0.1 est-une conséquence du

Théoreme 3.0.2 Soit f € Difféo"'(;Dé) ayant une orbite périodique O de période n > 4.
On suppose de plus que la classe d’isotopie [f|pz_o] est pseudo-Anosov. Alors

h(f) = log{z.),

n n—3

ot 3, est la plus grande racine du polynéme P,(z) = 223 — 2 — 1, et vérifie :

i
T, > %(1+x/§)

—

La stratégie pour montrer ce théoréme est la suivante. Si f est un homéomorphisme
pseudo-Anosov d’une surface 5, alors Pentropie de f est égale au logarithme de son facteur
de dilatation : A(f) = In A, cf [FLP, exposé 10]. Or le facteur de dilatation de f est le
rayon spectral de la matrice d’incidence de n’importe quel représentant efficace. Ceci
permet donc de calculer facilement ’entropie d’un homéomorphisme pseudo-Anosov si
on en connait un représentant efficace. Un deuxiéme résultat de [FLP, exposé 10] est
que si f est pseudo-Anosov, alors I'entropie de f est minimale dans sa classe d’isotopie.
Autrement dit, pour tout homéomorphisme g isotope & f, on a h{g) > h(f).

Dans le cas ot f est un difféfomorphisme pseudo-Anosov du disque et ¢ posséde
au moins trois points, des considérations combinatoires et topologiques permettent de
trouver une dynamique ‘minimale’ pour la partition de Markov en rectangles (lemme
3.4.3). Un résultat de Block, Guckenheimer, Misiurewicz et Young [BGMY] permet de
calculer I'entropie de cette dynamique minimale, c’est le logarithme de la plus grande
racine du polyndme 2?73 — z» — z"~% — 1,

Remarque : Dans le cas n = 3, Matsuoka [Mat] a exhibé le pseudo-Anosov de plus
petite entropie. Son entropie est égale &

3++/5
o

log

Ces résultats sont & rapprocher de ceux de Los [Lo4], et de Franks et Misiurewicz [FM]
qui ont établi un résultat analogue a celui du théoréme 3.0.1, avec la minoration 1/nlog2.
Dans le cadre plus général des applications transitives sur les arbres & n extrémités, Alseda,
Baldwin, Llibre et Misiurewicz [ABLM] obtiennent aussi la minoration 1/n log?2.

Par ailleurs, dans le cas des surfaces F; de genre g et ayant s trous, Penner définit le
spectre de Fy par :

Z5 = {h(f)|f est un difféomorphisme pseudo-Anosov de F;}.
Posons I = min(X3). L’inégalité suivante :

s log 2
97 12— 12+ 4s
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est démontrée dans [Pe2].. Elle impIi'ciii‘e que l'entropie de tout difféomorphisme de la
sphere privée de n + 1 points est minorée par

1
4n — 8

log 2

En exhibant des exemples (voir [Pe2] et [Ba]) on peut également obtenir une majoration
de ce nombre 3.

3.1 Propriétés de ’entropie topologique

Dans cette section nous rappelons quelques propriétés de entropie topologique que nous
utilisons dans la suite. Les résultats suivants sont classiques.

Propriété 3.1.1

i) Soit X un espace compact et f : X — X continue. Alors

VneZ h(f")=|nlh(f).
i) Si X =Y U Z est une partition de X en deuz parties invariantes par f alors
hx(f) = max(hy(fly), hz(f|z)).

ii) Soit f un difféomorphisme pseudo-Anosov d’une surface S. Alors

h(f) = inf h(g).

On pourra se reporter 4 [AKM] pour i) et ii), et & [FLP, exposé 10] pour iii).

On considére une classe d’isotopie de Difféo™(S) qui est réductible. Alors, d’aprés
[FLP, exposé 10], il existe un représentant fy de cette classe tel que :

il existe une famille finie (S:) de sous-surfaces de S, de caractéristique d’Euler négative,
pas forcément connexes, d’intérieurs deux 4 deux disjoints vérifiant

(i) S = Ui Si:
(ii) chaque S; est fy—invariant,

(iii) S; est formé de ¢; composantes connexes S}, ..., S¥ qui sont permutées cycliquement
par fo,

(iv) pour tout 7, les difféomorphismes { f§'|¢s } 1<j<q; SOt s0it pseudo-Anosov, soit d’ordre

fini.
On dit qu’un difféomorphisme qui vérifie ces propriétés est canonique.
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Lemme 3.1.2 Soit.-f un dz’ﬂ’éomorphz’sme réductibléﬂc:qngnique de 5. Alors

o M) = inf h(g).

Ce lemme permet de caractériser les classes d’isotopie ayant un représentant d’entropie
nulle : ce sont

a} les classes d’ordre fini,

b) les classes réductibles, dont toutes les ’composantes’ d’un représentant canonique sont
d’ordre fini.

3.2 Graphes-squelettes

Dans ce qui suit, on se restreindra au cas ou la surface S est le disque D2

Nous expliquons dans cette partie comment le calcul de ’entropie se raméne & un
calcul explicite de rayon spectral (théoréme 3.2.2).

Soit O une partie finie de D? de cardinal n.

Définition Un graphe-squelette par rapport ¢ O est un arbre fini I' plongé dans le
disque, dont les extrémités sont les points de (). On supposera de plus que les sommets
de I dans D? — O sont de valence au moins 3.

Soit I' un graphe-squelette par rapport & 0. Les sommets de T sont de deux types
: les sommets terminauz (i.e. de valence 1), qui sont les points de O, et les sommets
nternes, c’'est-a-dire ceux auxquels aboutissent au moins trois arétes.

Soit I 'ensernble des arétes de I'. Nous appelerons arétes terminalesles arétes dont une
extrémité est un sommet terminal, et arétes internes les autres. On notera S; Pensemble
des arétes terminales, et S,, I’ensemble des arétes internes.

Le nombre d’arétes terminales est n, puisque chacune d’entre elles n’est reliée qu’a un
seul sommet terminal (si n > 3). Le nombre d’arétes internes est plus petit que n — 3
(cette valeur étant atteinte pour un graphe dont tous les sommets internes sont trivalents).

Si T est un graphe-squelette on définit un graphe dual T* vérifiant les propriétés
suivantes (cf figure 3.1):

¢ Les sommets de I'™* sont les sommets de I ainsi que certains points de 8D2.

¢ Toute branche de I™ est un arc joignant un sommet (interne ou terminal) de I" 3 Ia
frontiere du disque 8D°2.

¢ Les branches de I'"™ ne s’intersectent pas et sont choisies de sorte que chaque com-
posante connexe de D? — I’ contienne exactement une aréte de I'. On note R; la
composante de D? — I'* qui contient P'aréte i de T.

¢ Siiet j sont deux arétes distinctes de T', B; N R; est soit vide, soit est formé d’un
sommet de T, soit est formé d’une aréte de I'*.

e Il existe une rétraction D* — I, qui envoie R; sur i, et si 7 est une aréte de I'* dont
le sommet & Pintérieur de D? est noté v, alors 'image par la rétraction de -y est {v}.
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graphe '
graphe '

Figure 3.1: Graphe squelette et son dual.

Pour un graphe squelette I' donné, il n’existe qu’un seul graphe dual T, & isotopie prés.
Dans la suite, nous fixerons un tel graphe une fois pour toutes dans sa classe d’isotopie.
Le couple de graphes (I',I'*) vérifie les propriétés suivantes :

(G 1) Soit J C I un ensemble d’arétes de T".

Uies Ri est connexe par arcs si et seulement si ;¢ 1 est connexe par arcs.

G ii) Soit J C I ; on note J,, = JNS,,. Si Uiyt est connexe par arcs, alors {J, 7.t est
eJ 1€
connexe par arcs.

Ces propriétés entrainent :

(G iii) Soit J C I. On note comme ci-dessus Jp, = JNSy,. Si Uses R; est connexe par arcs,
alors Use s R; est connexe par arcs.

La frontiere 0R; de chaque composante R; a exactement deux segments A; oet Ay
dans 0D? (voir fig.3.1). Soit ¢ une aréte de I'. On considére ’ensemble P; des arcs plongés
dans R; reliant A;p & A;;:

P = {pi : [0; ].] — R; | p«;(O) (S A,',g et pf(l) & A,’,l}.

Définition : Soit f € Difféo™(D?) ayant une orbite périodique . Soit I' un graphe-
squelette par rapport & O dont ’ensemble des sommets internes est (globalement) invari-
ant par f. On note I Pensemble des arétes de I'. La matrice d’incidence de f par rapport
a I est la matrice

M(T, f) = (mij)apperxt
définie par
m;; = min{Card{p; N f()}| p; € B;}.

Pour chaque couple d’arétes (¢, j), on appelle p;(7) un chemin p; qui réalise le minimum
de cette définition.
Remarquons quelques propriétés des chemins p;.

(1) Soit i une aréte de T' et p; € P.. Alors D? — p; a deux composantes connexes, et
chacune contient une des extrémités de 1.
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(ii) Soit 7 une aréte terminale de Fx(abouti'ssantréf EO) et p; € P;. Alors D? —p; a
deux composantes connexes, 'une d’entre elles contient ¢ et I'autre contient tous les
autres sommets de T o i

(iii) Soient i et j deux arétes de I' telles que m;; # 0. Alors a chaque point d’intersection
de f(j) avec p;(j), ” f(j) change de composante connexe de D? — p;(5)”.

On note que, quitte & modifier f par une isotopie, on peut supposer que le triplet
(f,T,T*) est tel que pour toutes ardtes i, j vérifiant m;; = 0 on a f(5) N R; = 0.

Le rayon spectral d’'une matrice M & coefficients positifs ou nuls est sa plus grande
valeur propre. On peut également 'exprimer par la formule lim, o, {/||M?|| (cette limite

ne dépend pas de la norme choisie). On utilise la notation p(M) pour désigner le rayon
spectral de la matrice M.

Propriété 3.2.1 Soient A = (a;;) et B = (b; ;) deuz matrices & coefficients positifs. On
suppose que pour tous t,j a;; > b; ;. Alors

p(A) 2 p(B).

Ceci provient immédiatement de la formule p(M) = lim, o {/||M™"| en prenant
comme norme |[M| = 3; ; [mi .

Théoréme 3.2.2 ([Lol], [BH1], [FM]) Soit fy € Difféo™(D?) ayant une orbite pério-
diqgue O telle que fo|p2_o est pseudo-Anosov. Alors il existe un graphe-squelette T' par
rapport & O et un difféomorphisme f dans [ fo| p2_o] laissant les sommets de T globalement
mwvariants tels que la matrice M(L', f) est transitive, et

log p(M(T, £)) = h{fo)-

3.3 Démonstration du théoréme 3.0.2

Nous rappelons d’abord une méthode introduite par Block, Misiurewicz, Guckenheimer
et Young ([BGMY]) pour calculer simplement le polyndme caractéristique d’une matrice
a coefficients entiers positifs (et donc son rayon spectral). Nous démontrons ensuite le
théoréme 3.0.2.

Un graphe orienté G est la donnée d’un ensemble fini S appelé ensemble des sommets,
et d’une application Fg : § x § — N. Lorsque Fg(s,52) = n, on dit que "n flaches vont
du sommet s; au sommet s5”.

On associe de maniére naturelle & chaque graphe orienté une matrice & coefficients
entiers positifs indexée par § x S, et réciproquement. L’entropie d’un graphe orienté est
le logarithme du rayon spectral de la matrice qui lui est associée.

Définitions. Soit G un graphe orienté et p = pyp; .. .pr un chemin dans G, c’est-3-
dire une suite ordonnée de sommets de G. La largeur de p est w(p) = H;-“Zl Fg(pj—1,p5)-
L’entier k est appelé longueur du chemin, et est noté I(p).
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Un ensemble R de sommets de G est ‘appelé rome s'il n’y a pas de boucle en dehors
de R; c’est & dire s 11 n'y a pas de chemin p = pop; ... pi tel que po = py et {py, ... Pk}
est disjoint-de R. - -

Soit R une rome et p un chemin. On dit que p est simple par rapport ¢ R si Py €
R,pr € R et {p1,...,pr—1} est disjoint de R.

Supposons que R = {s1...5,} forme une rome. On définit la matrice Mj(z) =
(mi ;(7))1<ij<q associée & cette rome, qui est de taille ¢, par :

m; (z) = > w(p)z™'®), (3.1)

P
la sommation se faisant sur tous les chemins simples p allant de s; & 5.

Proposition 3.3.1 ([BGMY]) Soit G un graphe orienté ayant K sommets et R une
rome de G ayant q sommets. Soit M la matrice associée ¢ G et My, la matrice associée
la rome R définie par la formule (8.1).

Le polyndéme caractéristique de M vaut :

xu(z) = (=1) 92" det(Mp(z) — Id,). (3.2)

Soit fo € Difféo*(D?) ayant une orbite périodique @ de période n. On suppose que
[ fol p2—o] est pseudo-Anosov. On veut montrer que

h(f) > log z,,

ou z, est la plus grande racine du polyndme P,(z) = 223 — z* — 2»=3 _ 1. Pour cela,

d’aprés la propriété 3.1.1 iii), il suffit de le montrer dans le cas oui 'application Jolp2—
est elle-méme pseudo-Anosov.

Supposons que fy|p2_¢ est pseudo-Anosov. D’aprés le théoréme 3.2.2, il existe un
graphe-squelette T' et un difféomorphisme f € [fy|p2_e] laissant les sommets de T' glob-
alement invariants tels que :

log p(M(T, f}) = h(fo).

Considérons le graphe orienté G associé & M(T', f). On peut partitionner en deux
I’ensemble des sommets de G, en distinguant ceux qui correspondent & une aréte terminale
de T" et ceux qui correspondent & une aréte interne :

S(G) = 8, U S,

avec
St = {s € S(G)| s correspond & une aréte terminale},
Sm = {5 € §(G)| s correspond & une aréte interne}.

On sait que Card(S;) = n et Card(S,)=r<n—3

Si le graphe I' n’a pas d’arétes internes (r = 0), des arguments analogues & ceux
développés ci-dessous (mais plus simples) montrent que I’entropie de G est supérieure 2 la
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Figure 3.2: Le graphe G;.

plus grande racine du polynéme Q,(z) = 2™ — 22" — 1, qui est elle-méme plus grande
que 2. Le résultat est donc vrai dans ce cas. Nous supposerons dans toute la suite que
Sy, est non vide (et donc n > 4).

PREMIERE ETAPE

Lemme 3.3.2 Avec les notations précédentes, G contient un sous-graphe Gy, représenté
sur la figure 3.2, formé de

une boucle de longueur n dans S;:

=T ... FTh 7T

une boucle de longueurn’ — 3 dans S, (0’ —3<r):

Hr = o= Har3 = JUg

deuz fléches allant d’un certain p, & (1<p<n'-3)

un chemin de longueur [ allant d’un certain 1. & y; en passant par des arétes internes
autres que les y;, c’est-a-dire un chemin de la forme 1, - vy — ... = vi_1 — uy,
avec0 <1 —-1<r—(n'—3)etl <k <n, les {V;}1<ici—1 étant disjoints des
{#4}1§ignf—3-
Notons £ = {{n/,k,1,p)| 1 <n'—3<n—-3;1<k<ml<i<n—-n'+11<p<
n' —3}. Comme r < n— 3, on voit que le quadruplet (n’, k,{, p) donné par le lemme 3.3.2

est un élément de F.
La démonstration du lemme 3.3.2 utilise les propositions 3.3.3 & 3.3.7 qui suivent

Proposition 3.3.3 Il existe une boucle de longueur n dans S,.
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Preuve : Le dlffeomorphlsme f permutc cycliquement les points de . On note

={& ...&.}, en indexant les points de sorte que fl&) = §,+1[n] Notons b; la branche
termmale de I' arrivant & &;, et s; le sommet de G correspondant a b;.

L'image. f (b;) est un arc-dans D? qui connecte §;4q1 & un autre sommet. D’aprés la
propriété (ii) de la section 3.2, il intersecte tout chemin Pi+1 € Fiy1. Donc la matrice
d’incidence satisfait m; ;41 > 1.

1] existe donc une fleche dans G : s; — si4q[,) pour tout i, ce qui démontre 1existence
de la boucle sy — ... = 5, = 5;. O

Proposition 3.3.4 Il existe s, € Sy, et 5, € S, tels que Fg(sm, s1) > 2 .

Preuve :  Montrons d’abord que pour tout s, € S, et 5; € S, Fg(sm, s:) est pair
(éventuellement nul). On appelle by, (resp. b;) 'aréte de I' associée & s, (resp. s;). Soit
& le sommet terminal de b;. On considére un chemin p inclus dans le secteur Ry, et dont
I'intersection avec f(b,,) est de cardinal minimal.

D’apres la propriété (i) de la section 3.2, D? — p a deux composantes connexes : 1'une
contient &, nous la noterons ©, et Pautre contient tous les autres sommets de T', nous la
noterons A. Les deux extrémités de f(b,,) sont dans A, donc f(b,,) intersecte un nombre
pair de fois p (propriété (iii) de la section 3.2).

Par ailleurs, Fg(sp, s;) ne peut pas étre nul pour tous les sommets s, € S, et 5; € S
puisque le graphe G est transitif.03

Notons M = {s € S,]il existe s' € S; avec Fg(s,s’) > 2}. La proposition précédente
affirme que M # §.

Proposition 3.3.5 Il existe s, € S; et 51, € Sy, tels que Fg(sy, 5m) > 1.
Ceci découle du fait que le graphe G est transitif. O

Proposition 3.3.6 Pour tout s,, € S, , il eziste s € M et il existe un chemin qui part
de s, et qui arrive & 8, en restant dans S,,.

Preuve : Soit s, € Sp. On fixe 5o € M. Par transitivité de G, il existe un chemin
de s, & s dans S :
Sm =P O] — Qg —F ... P Qg Qg = S

S’il existe un ¢ tel que oy € Sy, alors on choisit 4y le plus petit tel indice. Dans ce cas
Qi1 € M d’aprés 'argument de la proposition 3.3.4. Sinon, le chemin de s,, & sg est
dans S,,. O

Proposition 3.3.7 Soits € S,,. Alors il eziste une boucle qui part de s et qui reste dans
Sm.

Preuve : Soit S,, 'ensemble des arétes internes. Soit G le graphe dont I’ensemble des
sommets est S,, et dont l’apphca,tlon ‘nombre de fleches” est définie par Fz = Fgls,. x5,

On cherche une boucle dans G partant de s.
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On note P(S,,) Vensemble des parties de Sp,. Ondeﬁmt une application ® par :

Q: P(‘Sm) - 7)( Sm)
! B' {=2S UbeB{CES [mbCZI}

En partlcuher s b est une aréte de T, ®({b}) = {c € Sp|mp. > 1}. On notera -

abusivement ®(b) au lieu de ®({b}). Notons que ®(a) 3 b si et seulement si il existe (au
moins) une fleche allant de a & b dans G.

II est immédiat que 5
®*(a) > b < il existe un chemin de longueur n dans G allant de a & b

Soit b une aréte interne, A et B les sommets de T qui la limitent. Il résulte des
propriétés (G ii) et (G iii) énoncées dans la section 3.2 que Uccapy ¢ est une partie
connexe par arcs de I', qui contient f(A) et f(B).

Soit T' une réunion connexe d’arétes internes de I'. Il vient, par récurrence sur le
nombre d’arétes dans 7', que 'image par @ de T est une partie connexe par arcs de T,

Soit s € Sp,. On appelle b 1'aréte interne qui lui est associée. Soient A4 et B les
extrémités de b. Comme f permute les sommets de I', il existe £ €N tel que f*(4) = 4
et f¥(B) = B. Or ®*(b) est une partie connexe par arcs de I", qui contient A et B, done
®*(b) D b ( puisque T est un arbre), ce qui achéve la demonstratlon O

Démonstration du lemme 3.3.2 :

St St Sm
(Jg..‘n Te o
4 . boow
i i Ta
3 .
i (b) i
@ Lo bo

Figure 3.3: Démonstration du lemme 3.3.2, étapes (a) et (b).

D’apres la proposition 3.3.3, il existe une boucle de longueur n dans S, (figure 3.3a ).
Notons-la

Ti =+ Ty — ... > Tp — T1.

D’aprés la proposition 3.3.5, quitte & renuméroter les 7;, on peut supposer que la flache
71 —+ 11 existe, pour une aréte 1, € S,, (cf fig. 3.3b ).
D’apres la proposition 3.3.6, il existe p; € M tel que le chemin suivant existe

Ty UL = . Vg Y,

les 2; étant tous dans S,,. Quitte & supprimer les boucles, on peut supposer que ce chemin
n’en contient pas (i.e. les v; sont distincts et py # v; pour tout 7).
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Figure 3.4: Démonstration du lemme 3.3.2, étapes (c) et (d).

Puisque z; € M au moins deux fléches partent de y; vers un élément de S, que nous
notons 7 : i.e. Fg(py, ) > 2 (cf fig. 3.4c).
D’apres la proposition 3.3.7, il existe une boucle qui part de p; et qui reste dans St

e A e S A T T

les a; étant tous dans S,,,.

On considére g le plus petit indice j tel que il existe 7 vérifiant a; = v; (s'il n’en existe
pas, on pose jo = s + 1). Soif 4y tel que aj, = 14, (cf fig. 3.4d). On supprime le chemin
Qjo41 = ... = @5 €t on obtient la figure 3.2 & changement de nom prés. O

DEUXIEME ETAPE

On sait que P'entropie de fy est égale & I'entropie du graphe G associé 3 la matrice
d’incidence M(T', f). L’entropie de G est minorée par entropie du sous-graphe G;.

Il nous reste maintenant & calculer 1’entropie du sous-graphe G; ainsi trouvé. Pour
cela nous allons utiliser la proposition 3.3.1. On vérifie que R = {7e; ttp} est une rome
pour le sous-graphe G, (voir figure 3.2). La matrice associée & cette rome est, en utilisant

Ies notations du lemme 3.3.2 :
" —1 I—lhp-i-l
2p~k g+

L’entropie de G, est donc donnée par le logarithme de la plus grande racine du
polynéme

I _ _ f_ — L SNy —
Pn’,k,l,p( z) = g3 HEL =l -3l g na’-3—k Py gl
que nous noterons Ty g p.

Rappelons que (n',k,1,p) € E.
Le théoréme 3.0.2 est alors une conséquence du résultat suivant, qui s’établit par des
calculs élémentaires :

Proposition 3.3.8 Le minimum de {x,5,,| (n',k,1,p) € E} est atteint pour la valeur
des parametres (n', k,1,p) = (n,n,1,n —3).
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schéma de la démonstration :

On sait que 4, > 1.

S1 les parametres n', I;p sont-fixés, le minimum de z, 4, est atteint pour k = n.

Sik =n et n', psont fixés, le minimum-de ,:,;, est atteint pour p = n’ — 3.

Sik=mn, p=n'—3 et laquantité n'+1 est fixée égale & ¢, le minimum de z,
est atteint pour [ =¢—n' = 1.

Sik=n, p=n'—3, I =1, le minimum de Z, , 1 »—3 est atteint pour n' = n. O

,q—nfn'—-3

3.4 Démonstration du théoréme 3.0.1 & partir du
théoréme 3.0.2

Etude de la suite (z,,).

Proposition 3.4.1 Pour toutn, z, > (1 ++/2)/7,
On a méme l'équivalent 10g =, ~nyo0 Llog (1+ v/2).

Preuve :  Une étude de la monotonie de P, sur [1;+o0[ et un calcul de valeurs
montrent que (1 4+ v/2)/* < z, < 3", Notons

Yn =

Tn
(1+v2)m
On sait donc que 1 < (y,)" < (1+f)1/" Légalité P,(y.(1+ v/2)%) = 0 donne

v+ VT = (1 V) 1+ VR L

Toute valeur d’adhérence ¢ de la suite y* vérifie donc

A1 +V2)2 =c(1+V2) +c(1+V2)+ 1.

Il vient lim,_, o y? = 1, ce qui démontre la proposition. O

Preuve du théoréme 3.0.1.
Soit f € Difféo*(D?) ayant une orbite périodique @ de période n. Supposons que la
classe d’isotopie de f dans D? — O n’est pas d’entropie nulle.
Premier cas : [f] est pseudo-Anosov.
Le résultat est une conséquence du théoréme 3.0.2 et de la proposition 3.4.1.
Deuziéme cas : f est canonique.

Alors il existe une famille (S;) de sous-surfaces de S (pas forcément connexes) d’intérieurs
deux & deux disjoints telle que
S=1JS

et chaque .5; est f—invariant. .
On note {57 }; 'ensemble des g; composantes connexes de S;. Chaque 57 est fixé par
litéré f9 et f%|,; est soit d’ordre fini soit pseudo-Anosov. Comme f n’est pas d’entropie
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nulle, il existe au moins un: 1nd1ce i tel que les applications induites f%o| si. sont pseudo-

Anosov .

Supposons que"'S“" est homeomorphe a un disque privé d’un nombre fini v > 2 de
points - {y1, .., Yu} (ce sont “alors des points de @). On voit que {y1,...,%,} est une
orbite périodique de f%o|g; . D’apreés la proposition 3.4.1 et le théoréme 3.0.2 appliqué a

0

fdilgs il vient:
ig
h(f%ol 55 ) > 1/ulog(1 + V).
ig

D’ou
_ R(f%) > 1/ulog(1 + \/5),

puis
W(F) 2 1/ (ugi) log(1 + V2),

Or n > ug;, puisque S}, ' F(SE ) e fq"u"l(S;-’;)) contiennent chacun u points de @.
Donc

hf) > 1/nlog(l + v2).

Si SJ n’est pas homéomorphe & un disque privé d’un nombre fini de points alors S’J
est homeomorphe a un disque privé d’un nombre fini v > 2 de " petits” disques D (chaquc
Dy est alors une réunion de ,S"'r et 1es Dy sont permutés cycliquement par f%).

Soit g I’homéomorphisme de , UU Dy égal a f% sur Sj et tel que pour tout [,
g%|p, est une rotation rigide. Or lentrople d’une rotation rlglde est nulle et donc h{g) <
%Gi,h(f); et g est isotope & un difféomorphisme du disque ayant une orbite périodique de
perlode v, pseudo-Anosov par rapport & cette orbite, donc d’aprés le théoréme 3.0.2 ,

h(g) > 1/vlog(1+\/—)

Comme chaque D contient au moins un point de O, vg;, < n et le théoréme est
démontré dans ce cas.

Troisiéme cas : [f] réductible et f non canonique.

L’entropie de f est plus grande que celle du représentant canonique de sa classe (d’aprés
le lemme 3.1.2), qui est elle-méme plus grande que 1/nlog(1 + /2). O
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Chapitre 4

Criteres topologiques pour les tresses
admettant des déstabilisations et des
mouvements d’échange

Introduction

Il'y 2 un certain nombre d’objets géométriques associés & une tresse B du groupe de
tresses & n brins B,. Dans ce chapitre nous nous intéressons & deux d’entre eux, 4 savoir
la fermeture K(f3) de la tresse § qui est un entrelacs dans S3, et la classe d’isotopie [ fsl
d’homéomorphismes du disque & n points marqués induite par 3, cf [Bi]. Notre but est
d’étudier la fermeture K(f) & partir de propriétés de [f5]. L’étude d’entrelacs de S3 grace
aux tresses a une longue histoire, un des problémes majeurs est qu’il y a une infinité de
tresses qui ont la méme fermeture. Cette infinité a été décrite par un résultat classique
de Markov [Ma], cf aussi [Bi]. On associe & une tresse & n brins deux tresses & n + 1
brins 5, (§) et S_(8) qui ont la méme fermeture que g, cf figure 4.1. La transformation
de  en S, (8) ou S_(f) est appelée une stabilisation. L’opération réciproque est appelée
déstabilisation. Le théoréme de Markov affirme que si deux tresses 8 € B, et 8 € By
ont la méme fermeture, alors il existe une suite finie de tresses

B=Bo=Bi =B ... =0

telle que chaque transition fJ; — fB;4; est une conjugaison, une stabilisation ou une
déstabilisation.

Lt 1Ll

IEE NN Ol Ol

sB)= | B s@= |B () €=
s A |

Figure 4.1: Les tresses Sy.(8) et S_{5) ; mouvement d’échange.

\ |7
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Cependant, ce résultat ne méne pas & un alger_it‘_hmg effectif permettant de décider si
deux tresses ont-la méme fermeture. En particulier, il n’y a pas de borne sur le nombre
de brins des tresses dans la suite, ni sur le nombre d’opérations 4 effectuer.

Birman et Menasco [BM] ont défini une autre transformation appelée mouvement
d’échange qui transforme une tresse & n brins en une autre tresse 3 n brins qui a la méme
fermeture, cf figure 4.1. Cette opération ne peut étre appliquée que si la tresse est d’une
forme particuliére. Il existe une généralisation de cette opération qui donne une infinité de
classes de conjugaison distinctes de tresses & n brins ayant la méme fermeture, un exemple
a ¢té donné par Fiedler [Fi]. Birman et Menasco définissent une fonction de complexité sur
'ensemble des tresses dont la fermeture est I’entrelacs trivial & r composantes, et prouvent
que si § € B, est une tresse dont la fermeture est Pentrelacs trivial & » composantes alors
il existe une suite finie de tresses

B=0 =B —=f—..oh=a

ol o, est la tresse triviale a r brins, telle que chaque transition Bi — [ix1 est une
conjugaison, une déstabilisation ou un mouvement d’échange. On note que le nombre de
brins dans cette suite n’augmente pas.

Une question importante et difficile est de pouvoir décider si deux tresses données ont
la méme fermeture. Une question plus restreinte est de pouvoir décider si la fermeture
d’une tresse donnée est 'entrelacs trivial.

A la lumiére des résultats ci-dessus, une question intermédiaire qui se pose naturelle-
ment est : quand est-ce qu’une tresse admet une déstabilisation, autrement dit, étant
donnée B € B,, existe-t-il § € B, et a € B,_; telles que § = §S:(a)6~1 7 Une autre
question est : quand est-ce qu'une tresse admet un mouvement d’échange , autrement dit,
étant donnée § € B,, existe-t-il § € B, oy et oy € B,_; telles que § = 01010001671
ou B = 6a;Gp_10090,_16"1 7

D’apres notre définition, la propriété d’admettre une déstabilisation ou un mouvement
d’échange est invariante par conjugaison. Le probléme de conjugaison dans B, a été résolu
d’abord par Garside [Ga]. Mais résoudre le probléme de déstabilisation ou du mouvement
d’échange est plus complexe. Par exemple pour le probléme de déstabilisation, on doit
résoudre une équation dans B, de la forme § = §S4(a)67! olt § et o sont inconnues. Le
seul résultat partiel connu & propos du probléme de déstabilisation concerne By et est
apparu dans [Ak]. '

On sait qu’une tresse § induit une classe d'isotopie [f5] d’homéomorphismes du disque
an points marqués, cf [Bi]. Deux tresses induisent la méme classe d’isotopie si et seulement
si elles sont dans la méme classe modulo Z,,, le centre du groupe de tresses B,. Une tresse
g admet une déstabilisation mod Z, si elle est de la forme f = §S4(a)67*AF ou 6 € B,,
a € B, et A, est le générateur de Z,. Dans ce chapitre nous prouvons les deux
théorémes suivants :

Théoréme 4.0.1 (Critére de déstabilisation)
Une tresse B admet une déstabilisation mod Z, si et seulement si il existe un homéo-
morphisme f € [fg] et un arc v allant d’un point marqué au bord du disque tel que

fly)ny=0.
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Théoréme 4.0.2 (Critére pour le mouvement d’échange)

Une tresse f admet un mouvemnent d’échange mod Z,, si et seulement si il eziste un
homéomorphisme f€ [fg] et deur arcs v et vy, allant de deuz points marqués distincts
ou bord du disque tels que vy Ny, =0 et f () Nye = 0.

Ce chapitre est rédigé en anglais. Dans une premiére partie, nous rappelons la définition
du groupe B, des tresses & n brins. Depuis Artin, on sait qu’une tresse 8 & n brins induit
une classe d’isotopie [ f3] d’homéomorphismes du disque. Nous précisons ceci en reprenant
une fagon de construire le morphisme B, /Z,, — MCG(D,,), ot Z, est le centre du groupe
de tresses, qui est un groupe cyclique ; et MCG(D,,) désigne ici le mapping class group du
disque & n points marqués, l'isotopie étant libre sur le bord. Nous reprenons également
les définitions de ce qu'est une tresse qui admet une déstabilisation et un mouvement
d’échange, ces notions étant invariantes par conjugaison.

Dans une deuxiéme partie, nous démontrons quelques résultats de géométrie du disque.
Ces lemmes permettent de relier des propriétés algébriques des tresses avec des propriétés
géométriques des éléments du mapping class group qu’elles induisent. L’avantage des
propriétés géométriques obtenues est qu’elles sont invariantes par conjugaison. Dans les
deux derniéres parties, nous déduisons de facon élémentaire & partir des lemmes de la
deuxieéme partie des critéres géométriques permettant de décider si une tresse admet
une déstabilisation ou un mouvement d’échange. Bien entendu, ces critéres sont donnés
modulo Z,,.

4.1 Braids and homeomorphisms

Punctured disk, homeomorphisms. We consider D a closed disk in the oriented
euclidean plane and an integer » > 3. Let X = {z1,...,2,} be a set of n distinguished
points, also called punctures, along the horizontal diameter of D. The labels of the points
are chosen to increase as the coordinate along the diameter increases. An arc from a
puncture x; € X to the boundary 9D of D is an embedded arc that does not meet
X U 3D excepted at the endpoints.

Let MCG(D, X) be the group of orientation preserving homeomorphisms of D, pre-
serving X setwise, up to isotopy relative to X. Elements of the group MCG(D, X) will
sometimes be called mapping classes. One can note that the mapping class group as
defined here is not the standard mapping class group since the isotopy is free on the
boundary. We denote by D, = D — X the punctured disk.

The classification theorem of Nielsen-Thurston ([FLP],[Th]) states that the elements of
MCG(D, X) are divided into three types : the periodic, the pseudo-Anosov, the reducible
elements.

Braids. A geometric braid based on X is a collection of n arcs, called strings, disjointly
embedded in D xI. Each string connects (z;,0) to (zy,1) and intersects each level disk
D x{t} in a single point, see fig.4.2a. Two geometric braids are equivalent if there is an

ambient isotopy of 10) x I fixing the endpoints of the strings that transforms one into the
other. A braid based on X is an equivalence class of geometric braids based on X. The
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set of braids based on X is a group B,(X). If X' is another set of n punctures, the braid
group B,(X') is isomorphic to B,(X). The set X is fixed once and for all. We shall
denote B, the group of braids based on X. Consider the braid ¢; defined on fig.4.2b
(cf [Bi] for more detalls) The set of braids (0i)1<i<n—1 generates the braid group. More
precisely, Artin showed [Ar] that the braid group B, admits the presentation :

<O1y.4090p-1 | 0i0; = 0;0% if IE —-j' >1; 0:0i410; = T 100541 > .

We shall denote by @; the inverse of o;.

a) b)

Figure 4.2: a) A 4-string braid ; b) the braid o;.

If one considers the set of generators {o;}, there is an injective group morphism J :
Bn_1 = By, it maps the i-th generator of B,_; to the i-th generator of B,,.

Let A, € B, defined by A, = (01...0,_1)" The center Z, of B, is known to be the
cyclic group generated by < A, >, cf [Bi].

Half Dehn twists. Let D, be a model of the twice punctured disk, namely D, is the
unit disk of the oriented plane, with distinguished points (3;0) and (—1;0). We define an

homeomorphism 7" : Dg — Dz as follows :

- T 18 the rotation of angle w in the disk of radius % In particular T' permutes the
two distinguished points.

- On each circle of radius 7 € {3; 1], T is the rotation of angle 27(1 — 7). In particular
T is the identity on dD,.

Let C be a simple closed curve embedded in D — X so that one of the connected
components of D — C' is a topological disk D, containing two punctures z; and z;. We
shall define a homeomorphism f of D,.

Let g: Dy — Dg be an orientation preserving homeomorphism mapping z; and z; to
the punctures of D,. The homeomorphism f is defined to be g~'T'g on D, and the identity
outside Dy. One can check that the mapping class [f] does not depend on the choice of
g. The idea is that any orientation preserving homeomorphism of D, preserving the two
distinguished points is isotopic either to id or to T'. Thus the element [f] € MCG(D, X)
does not depend on the choice of the map g. It is the half Dehn thst along the curve C,
denoted hdt(C).

One can check also that if C is isotopic to C' then hdt(C) = hdt(C"). If C is isotopic
to €, it is a result of Epstein [Ep] that there exists a self homeomorphism 7 of $ isotopic
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to the identity such that. j(C) C’ Usmg the homeomorphism 7, one can find a rep-
resentative of hdt(C‘ ) and a representatwe of hdt(C') that are isotopic. This proves that
hdt(C) hdt(C"). .

Let C;, 1<i<n-— 1 be the circle indicated on figure 4.3. The following theorem is

a fundamental result on the relations between homeomorphisms of punctured disks and
braids.

Theorem 4.1.1 ([Bi]) The map

®: B, - MCG(D,X)
B = [fs

defined on the system of generators o1,...,0,_1 of B, by ®(c;) = hdt(C;) is a surjec-
tive group morphism, of kernel Z, =< A,, >.

Figure 4.3: The circle Cj.

Remark. In fact, the map ¢ is an antimorphism, because the product of the braids
is in the reverse order of the product of the mapping classes : [fag] = [fs] 0 [fo]. We
however will make an abuse and call ® a group morphism.

One says that the braid § induces the mapping class ®() ; and sometimes write ‘8
induces f’ instead of ‘4 induces [f]’.

Destabilization, exchange. A braid § € B, is said to be in standard Markov form if
B = ao,_1 or f = a3 where @ € J(B,_;). We recall that a € J(B,_;) means that «
can be written as a product of the generators oy,...,0,_3 of B,. The braid g is said to
admit a destabilization if § is conjugated in B, to a braid in standard Markov form. The
braid J is said to admit a destabilization mod Z, if there exists an integer k such that
BAE admits a destabilization.

Note : A calculation shows that if AY = ao,_, with a € J(B,_;) then SAF-1 =
&',y with &' € J(B,_;).

The braid g € B, admits a standard exchange move if f = @,6,_1097,_; where
ay , a3 € J(Bp_1). The braid g € B, admits an ezchange move mod Z, if there exists an
integer & such that SAF is conjugated to a braid that admits a standard exchange move.
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4.2 Geometrical results

Lemma 4.2.1 We consider [f].€ MCG(D,X) and a topological annulus A C D,, con-
taining the boundary 6D.. A

There exists a representative fy € [f] such that fy induces the identity map on A.
Moreover, if one considers f§ € [f] that fizes a point z € 8D then fy can be chosen to be
isotopic to fy relative to X U {z}.

Proof : The annulus A is the subset of the disk D between 8D and some simple closed
curve C that is isotopic to 8. We consider the case when C is a euclidean circle parallel
to dD. Let f, be any element of [f]. One first applies an isotopy from f; to a map f, 80
that f>(C) = C, this is possible (cf [Ep]) because f;(C) is homotopic to C. One performs
then successive isotopies with support in a neighborhood of A, so that first the action on
the circles between C' and 0D is the same as the action on the circle 8D ; second the
‘radial’ action in the annulus A is the identity.

In the general case when C' is any curve, one conjugates all the isotopies above by an
ambient isotopy of D, that transforms C into a circle parallel to the boundary. O

Notation : In all the following, -y, will denote the arc in D from the rightmost
puncture z, to 8D along the horizontal axis, and v, _; will denote the arc from z,_; to
0D going downwards along the vertical direction, cf fig.4.4.

Figure 4.4: The arcs 7y,_; and v,.

Lemma 4.2.2 The braid « € B, belongs to J(By_1) mod Z, iff there exists f € [fa] such
that f(n) = Ya

We recall that J : B,_; < B, denotes the natural inclusion map.

Proof :

= We assume o € J(B,_1). Let us consider the element f € [f,] that is the com-
position of standard half Dehn twists around circles C;. The circles involved are C’s for
1 < n—2 hence f leaves v, invariant. If now o = o' Aﬁ with o/ € J(B,_;), one knows
from theorem 4.1.1 that [f,] = [f«] and the result follows.

<+ Conversely, we assume that there _exists f € [f.] such that f(y,) = v,. Let
us consider the (n — 1)-punctured disk D obtained when cutting D, along «,. The
homeomorphism f induces a homeomorphism f of D. Lemma 4.2.1 implies that there is
an homeomorphism f' of D that is isotopic rel z, to f and that is the identity outside
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the disk D’ of figure 4.5. The mapping class [f'] € MCG(D',{z1,...,2Za_1}) is induced
by a‘braid € B,-1. It is clear that [f] is induced by the braid J(f). Hence & = J(B)
mod Z,,. O~ '

In-the course of the proof of lemma 4.2.2 we have showed the

Corollary 4.2.3 The braid « € B,, n > 3, belongs to J(B,_1) mod Z,, iff the mapping
class [f,] induced by @ on D, leaves invariant up to isotopy the circle C' of figure 4.5.

The braids of J(B,_1) induce reducible mapping classes in the sense of Nielsen-
Thurston theorem, that admit C' as a reduction curve. Indeed, since n > 3 the curve C'
is an essential curve in the punctured disk D,,.

D]
Cl

Figure 4.5: The circle C' and the disk D'.

Lemma 4.2.4 There exists f € [f5,_,] such that f(7,) = Yn-1.

Proof : One checks that the image of v, under the standard model of Adt(C,_;)7* is
homotopic to ,_y. It follows from [Ep] that there is some representative of [fz, ,] that
maps VY, 0 Yp_1.0

Lemma 4.2.5 We consideri,j € {1,...n} with ¢ # j. Let v (resp. 4" ) be an arc in D
from z; (resp. z;) to dD. We assume that the arcs v and ' have disjoint supports. Let
Yo and Y,_1 be the two arcs defined on fig.4.4.

Then there exists an orientation preserving homeomorphism h of D, such that h(7y) =
Y1 and M{Y') = 1a

Proof : One considers the closed n — 2 punctured disk obtained when cutting D,
along the arcs v and 4. It contains two copies of the arc v and two copies of the arc
~' in its boundary. This n — 2 punctured disk can be mapped homeomorphically to
the n — 2 punctured disk obtained when cutting D,, along 7, and 7,-;. Moreover the
homeomorphism can be assumed to map the copies of v to the copies of v,_3, and the
copies of v to the copies of v,. Glueing back the copies of the arcs gives a homeomorphism
of D, with the desired property.0

Lemma 4.2.6 Let § € B,. We assume that there exists f € [fg] , 1 € {1,...,n} and
an arc 7y from x; to 9D, that does not meet X nor 8D except at its endpoints, such that
f(v) =+y. Then there exists § € By, a € J(B,—1) and k € Z such that

G =6ad"IAF

if moreover i = n and y = 7y, then one can take § = e (the trivial braid).
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Proof :

first case : suppose 7 = ,.

It follows from lemma‘4.2.2.

second case : y.is an arbitrary arc. T ‘

We consider h € MCG(D, X) such that h(y) = «,, such an homeomorphism exists
according to lemma 4.2.5. Let § € B, be a braid that induces h. Then the homeomor-
phism h o f o A™! is induced by the braid 6736 and satisfies the hypothesis of the first
case. It follows then that f = §aé™! mod Z, with o € J(B,_;).0

Lemma 4.2.6 can be extended to the following

Corollary 4.2.7 If there exists f € [fg] and an arc~y from z; to 8D such that f(7) is iso-
topic (rel X ) to y then there exists § € B, and o € J(B,_1) such that § = a6~ mod Z,.
If moreover y is isotopic to vy, then one can take § to be the trivial braid.

If f(7y) is isotopic to =, it follows from [Ep] that there exists an ambient isotopy of D,
transforming f(v) to . If one postcomposes f with this ambient isotopy, one obtains as
a result an element of [fs] fixing the arc . Tt suffices then to apply lemma 4.2.6. O

Lemma 4.2.8 Letc; be an arc in D from xz; to D (withi # n) whose support is disjoint
from the support of v,. Then there exists a braid av,_,;, where o € J(B,_1) such that an
homeomorphism ¢ of D,, induced by the braid ac,_; maps ¢; to ¥,.

Proof : According to lemma 4.2.5, there exists an orientation preserving homeomor-
phism h of D, such that h(y,) = v, and h{c1) = ¥,_1. The homeomorphism A is induced
by a braid a: € J(B,_1) because of lemma 4.2.2. Let g; be a representative of [f,,_,] that
satisfies g1(¥a—1) = ¥». The map g = g; o h maps ¢; to 7,, it is induced by the braid
Q,.1. O

4.3 A topological criterion for destabilization

Theorem 4.0.1 Let § € B,, let [f] be the mapping class induced by B on D,. The
following conditions are equivalent

i) There exists f € [fg] , i € {1,...,n} such that f(z;) # z: and an arc y from z; to
dD such that :

flyyny=0.
i) The braid § admits a destabilization mod Z,,.

Note : The fact that a braid admits (or not) a destabilization mod Z, does not
change if one conjugates the braid. It is clear that condition i) is also invariant under
conjugation.

Proof :

1)=ii) Let h be an orientation preserving homeomorphism of D,, such that h(y) = 7y,
and A(f(7y)) = ¥s—1, such an homeomorphism exists according to lemma 4.2.5. Let § € B,
be a braid that induces h. We have

ho f o h_l(’yn) = Yn-1-
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By lemma 4.2.4 there exists g € [f,,_,] ‘éﬁch_that 9(VYn-1) = ¥n. It comes :

B
:

gohofoh™{y,) =1,

The Homeomorphism go h o f o h7!is induced by the braid §~'860,_;. It follows from
lemma 4.2.6 that there exists o € J(B,_;) and k € N such that

5860, 1 = aAF

B = 60T, 167 1AF

This means that § admits a destabilization mod Z,,.

ii)=>1)

first case : § = a7, _;.

Lemmas 4.2.2 and 4.2.4 imply that there exists a representative ¢; € [fo] such that
91{1m) = ¥a and a representative go € {f5,_,] such that gy(7,) Ny, = 0.

Then g5 0 g1 € [fp] and g3 0 g1(7a) N7 = 0.

second case : § = av, 16 1Ak

Let i = aT,-1, it follows from the first case that there exists g € [fs,] such that
9(¥n) N¥n = 0. Let h be an homeomorphism induced by 6. Then h™ o goh € [fs], and
satisfies :

A logoh(R () N A7 y) =0

It suffices to take the arc v = h™!(v,).0

Note : When § admits a destabilization mod Z,, it means that § = bao, 167TAE
for some & € J(B,_1). This can be written § = §ad™? é0,_16 1A, Hence the mapping
class induced by § is the composition of [fses-1] which is reducible along a curve F5(C")
bounding a n — 1-punctured disk (cf corollary 4.2.3), and a half Dehn twist [fs0,_16-1]
along the curve f3(C,—;). Another interpretation of the destabilization is that if a braid
admits a destabilization mod Z,, one can find a simple closed curve C bounding a twice
punctured disk such that hdt(C) o fz is reducible in the specific fashion described above.
When there is an arc 4 such that v N f() = @, one can construct such a curve C from
YU f(7) as shown on figure 4.6. Indeed one can check that hdt(C)(f(7)) is homotopic to

“.

Figure 4.6: Find the twist curve.

Destabilization and Nielsen-Thurston theorem.



Let us assume first that the permutation induced by the braid § on the punctures
1s transitive and the mapping class [f5] is reducible. We consider a maximal collection
of reduction curves C, let E be the outer component of D, — C, that is the connected
component containing dD. The surface E is a disk with m small disks removed (m
divides n because the permutation is transitive), it can be considered as a punctured
disk. Let f € [fg] be such that f(C) = C, then f(E) = E. The homeomorphism f|,,
is induced by a braid fex. The braid e is called the outer braid of 8. Note that the
basepoints of the braid fex: are not necessarily ordered along an axis ; but any arbitrary
choice of an axis allows to consider S. as a m-string braid ; different choices of axes will
give conjugated braids.

Lemma 4.3.2
If the permutation induced by B is transitive and [fs] is reducible, then § admits o
destabilization mod Z,, iff the outer braid P admits o destabilization mod Z,,.

Proof :

= We assume that § admits a destabilization mod Z,. Let f € [fs] be such that
f(C) = C. There exists an arc v from 8D to some z; such that f(y) N~y = . If one
considers the arc ' that is the arc -y truncated at its first intersection with C, the arc ~/
is included in £ and satisfies f|z(7') N+’ = @. This shows that (., satisfies the criterion
of theorem 4.0.1.

<= If Bext admits a destabilization mod Z,,, there exists an arc +' in E from 8D to some
component €' of C such that f|z(y") N+ = 0. One considers an arc 7 in D, constructed
as follows : « is the arc 4’ followed by an arc «y; from C to a puncture in the disk bounded
by C, whose support is included in the disk bounded by C. The arc f(7;) is inside the
disk bounded by f(C), hence it is disjoint from ; because f(C) # C. It is clear that
f(y) Ny =0. Hence 8 admits a destabilization mod Z,.0

We assume now that the closure of the braid g is a knot, this means that the permu-
tation induced by f on the punctures is transitive. When [fg] is a finite order mapping
class, then § is conjugated to (01 ...0,_1)* mod Z, where k € {1...n —1} is prime with
n. In this case it is easy to see that § admits a destabilization mod Z,. When [f4] is
reducible, the above lemma reduces to the study of the outer braid Seg. Therefore the
question to decide destabilization mod Z, for braids with transitive permutation reduces
to the question of destabilization for pseudo-Anosov braids with transitive permutation.
According to theorem 4.0.1, if one wants to solve explicitly this question, one has to find
an arc v such that fg(y) Ny =0. It is a difficult question to produce an algorithm that
either finds such an arc « or leads to the conclusion that no such arc exists.

Extension : destabilization on punctured surfaces.

Let S be a surface of genus g with n > 2 distinguished points and one boundary
component. If ¢ € MCG(S), we say that ¢ admits a destabilization if there exist two
punctures z; and x;, with ¥(z;) = z;, an arc v from z; to 85 and a curve C bounding a
twice punctured disk that intersects v in one point such that hdt(C)o ¢ leaves «y invariant.

One can prove, using similar techniques, that ¢ admits a destabilization iff there exists
an arc 7y from some puncture z; to the boundary such that ¢() is disjoint from . The
arguments are straightforward adaptations of the above ones.
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4.4 A topologi(‘:al.éritei_‘:i_(’m for exchange

When proving the criterion for destabilization, we had to find a curve along which we
performed a half Dehn twist. The exchange move involves two distinguished half Dehn
twists, as we shall see.

Theorem 4.0.1 Let § € B,, let [fs] be the mapping class induced by B on D,. The
following conditions are equivalent

i) There exists f € [fa] , 1,7 € {1,...,n} (withi # j) and two arcs v , 72 from z;
(resp. ;) to 8D such that

YNy = Q:
ftm)Nv=0.
i) The braid § admits an exchange move mod Z,.
Proof :
i)=-ii)

first case : Yo = Yn.

Let g be induced by a braid ao,_y, with € J(B,_1) such that g(y1) = n, cf lemma,
4.2.8. The map f o g~! maps 7, to f(v1) which is an arc disjoint from ,. It is induced
by the braid 7@, _;@p.

Following lemma 4.2.8, one considers a braid &/c,_;, with &’ € J(B,_;) such that
some homeomorphism ¢’ induced by &/o,_; maps f(71) to 7,. Then ¢’ o f o g~ maps 7,
to itself, hence is induced by a braid & € J(B,—_1) because of lemma 4.2.2.

One obtains

ﬁn—la.ﬁa’an—l = aHAfu
that is
B = aon_ 18T 10/ AF

Hence 3 admits an exchange move mod Z,.

second case : 7z is any arc.

One considers an orientation preserving homeomorphism A that maps vy, to y,, and
go on with the same conjugation arguments as in the previous section.

ii)=>1) We assume first that § = a10,_1020,-1 With oy , oz € J(Bn_1). We construct
a representative f € [fg] by composing the following maps :

amap fi € [fa,] that leaves +, invariant, cf lemma 4.2.2,
a map g1 € [f,,_,] that maps ¥,_1 to y,, cf lemma 4.2.4,
a map fz € [fa,] that leaves -y, invariant, cf lemma 4.2.2,
amap gz € [fz,_,] that maps ¥, to Yp—1, cf lemma 4.2.4.

Let v = fi *(Va—1) and 72 = 5. Then f(71) = Yo-1 is disjoint from 7,.
In the case § = 601 0p_10:9T, 161, one considers an homeomorphism h induced by 6,
and proceed as in the previous section.n
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