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PLAN DE LA PRESENTATION

n Introduction sur les méthodes de domaine fictif,

n Présentation de deux méthodes originales de type domaine fictif,

u Modélisation et traitement des conditions aux limites immergées,
u Implémentation,
u Résultats numériques,

n Analyse théorique en maillage non adapté à la frontière,

n Application industrielle 3D,

n Conclusion et perspectives.
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Approche de domaine fictif

n

� � ��� � � � � ��

domaine de calcul ↔ maillage utilisé ??

↔

n ([Saul’ev 1963])
u domaine originel immergé dans un

domaine plus grand et plus simple :
domaine fictif

u domaine de calcul = domaine fictif

n

u approche interface «fine» :
n méthode de pénalisation [Saul’ev 1963, Kopčenov 1968, Angot et al. 1999],
n multiplicateurs de Lagrange [Glowinski 1992-1999],
n méthode d’interface immergée (I.I.M) [Leveque et Li 1994, Li 2003],
n domaine tronqué (C.G.E.M.) [Johansen et Colella 1998, McCorquodale et al. 2001].

u approche interface «diffuse» :
n frontière en “anneau” [Rukhovets 1967],
n méthode de frontière immergée (I.B.M) [Peskin 1972-2002],
n Fat Boundary Method [Maury 2001].
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But et étapes de la thèse
n


 � � � 	 � 	 � 	 � � � � � � � � � � �� �� � � � � �  �� � �  ��  
 � � � � � � � � � �

:
u traiter toutes les C.L. immergées générales (Dirichlet, Robin,

Neumann), éventuellement mixtes,
u frontières mobiles et/ou déformables,
u un unique maillage cartésien, pas d’inconnues locales

supplémentaires, pas de modification locale du schéma
numérique ⇒ méthode du premier ordre,

u raffinement de maillage.

n :
u Interface diffuse,
u Interface «fine».

n :
u Problèmes de diffusion,
u Problèmes de convection-diffusion,
u Application industrielle 3D.
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Intérêt industriel

gaz Free surface

water

Free medium

U−Tube bundle 

Obstacle
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MISE EN PLACE ET VALIDATION
DE DEUX METHODES ORIGINALES

DE DOMAINE FICTIF
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Présentation du problème modèle
n Problème original (P̃) sur Ω̃ ⊂ R

d:
Pour ã ∈ (L∞(Ω̃))d×d, ṽ ∈ (L∞(Ω̃))d, b̃ ∈ L∞(Ω̃) et
f̃ ∈ L2(Ω̃), trouver ũ ∈ H1(Ω̃) tel que

(P̃)

{

−div (ã .∇ũ) + div (ṽũ) + b̃ũ = f̃ dans Ω̃

Conditions aux Limites (C.L.) sur ∂Ω̃

avec C.L.










• Dirichlet : ũ = uD, uD ∈ H1/2(∂Ω̃)

• Robin (ou Neumann) : −(ã .∇ũ).n = αR ũ + gR ,

0 ≤ αR ∈ L∞(∂Ω̃), et gR ∈ L2(∂Ω̃).

n

Ω
~

∂Ω̃

n Approche domaine fictif : Ω = Ω̃ ∪ Σ ∪ Ωe
u Problème fictif (P) résolu sur Ω?
u Conditions de transmissions appropriées sur Σ, coefficients sur le

domaine extérieur Ωe et C.L. sur ∂Ω?
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Domaine fictif avec interface diffuse - [CMAME 06]

n Approximation diffuse ωh,Σ de la frontière immergée Σ:

Ω
~

eΩ

Σ

Ω

h,ΣhΩ~

Ωe,h

ω

n Problème fictif (P) résolu sur Ω :
Trouver uhη ∈ H1(Ω) tel que

(P)











−div (a .∇uhη) + div(v uhη) + b uhη = f dans Ω

C.L. de (P̃) sur Γ̃ = ∂Ω ∩ ∂Ω̃

C.L. appropriées pour uhη sur Γe = ∂Ω\∂Ω̃

avec a ∈ (L∞(Ω))d×d, v ∈ (L∞(Ω))d, b ∈ L∞(Ω) et f ∈ L2(Ω),
tels que

a|Ω̃h
= ã|Ω̃h

, v|Ω̃h
= ṽ|Ω̃h

, b|Ω̃h
= b̃|Ω̃h

f |Ω̃h
= f̃ |Ω̃h
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Traitement des C.L. immergées
n

�! "  	 � # �  �� �� � � : ũ|Σ = uD
Pénalisation L2 ou H1 [Angot et al 1999] de ωh,Σ ou de Ωe,h :
0 < η � 1 coefficient de pénalisation
8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

b =
1

η
, f =

1

η
uD ⇒ Pénalisation L2

+

a =
1

η
Id ⇒ Pénalisation H1

n : −(ã .∇ũ).n|Σ = αR ũ|Σ + gR

Problème de transmission entre Ω̃ et Ωe:

ψ = a,v, ... ψ =

(

ψ̃ dans Ω̃

ψe dans Ωe

[[ψ]]Σ = ψ+ − ψ−

−div (a.∇u) + div(v u) + bu = f − [[(a.∇u).n]]Σ δΣ + [[(v.n)]]Σ u δΣ

−(a.∇u).n|−Σ = αR u|Σ + gR et − (a.∇u).n|+Σ ' 0 avec a|Ωe = ηId

Coefficient caractéristique εh pour approcher δΣ par une suite
régularisante sur ωh,Σ.
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Problème de transmission entre Ω̃ et Ωe:

ψ = a,v, ... ψ =

(

ψ̃ dans Ω̃

ψe dans Ωe

[[ψ]]Σ = ψ+ − ψ−

−div (a.∇u) + div(v u) + bu = f − [[(a.∇u).n]]Σ δΣ + [[(v.n)]]Σ u δΣ

−(a.∇u).n|−Σ = αR u|Σ + gR et − (a.∇u).n|+Σ ' 0 avec a|Ωe = ηId

Coefficient caractéristique εh pour approcher δΣ par une suite
régularisante sur ωh,Σ.



Introduction

Méthodes de domaine fictif
l Présentation du problème

modèle
l Interface diffuse
l Interface fine
l Résultats numériques avec

raffinement

Analyse

Application industrielle

Conclusion

Isabelle Ramière, 26 septembre 2006, Soutenance de thèse - p. 11/45

Principe du calcul de εh

∫

Σ

{αR uη + gR + (ṽ.n) uη} ds =

∫

ωh,Σ

αR uhη + gR + (v.n) uhη

εh
dx

n

% � �  �� � � � � � � � �� � � �� � 	 � εh :
∫

Σ

ds =

∫

ωh,Σ

1

εh
dx

?εh constant dans ωh,Σ :

εh =
mes(ωh,Σ)

mes(Σ)

?εh pondéré par τ :

τK =
volume de Ω̃ inclus dans K

volume de l’élément K

εK =

P

K⊂ωh,Σ

[τK .mes(K)]

τK .mes(Σ)

n

% � �  �� � � � � � � �� �� �� � 	 � εh :
∫

ΣK

ds =

∫

K

1

εK
dx

εK =
mes(K)

mes(Σl,K)
Σ

Σ
Σ

K
K

l,K
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Applications numériques
n

# � � � � � � 	� 
 � � 	 � : un quart de disque.

x

1

1

Ω

eΓ

eΩ

Ω
∼

Σ

Γ
∼

y

⇒

n

&� � 
 � � � � � 
  ��' � �
u méthode d’éléments finis Q1,
u terme de stabilisation SUPG (si convection),

u algorithmes
{

GC avec précondionnement diagonal (diffusion),
GCS préconditionné ILLU (convection-diffusion).
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Erreur de modélisation

� � �� � � � 	 � 	 � �� � � �















−4ũ = 4 dans Ω̃,
∂ũ

∂n
= 0 sur Γ̃,

ũ = uD = 0 sur Σ.

Solution analytique :

ũ = 1−r2 dans Ω̃ avec r =
√

x2 + y2.
10−10 10−8 10−6 10−4 10−2 100

eta

10−2

10−1

100
||u−uh||/||u||

Relative L2 error norms versus eta  (for h=1/256)
Dirichlet B.C.

L2 penalty
Regression => slope = 0.33
H1 penalty
Regression => slope =0.75

⇒ O(η
1
3 ) pour la pénalisation L2,

⇒ O(η
3
4 ) pour la pénalisation H1.
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Problèmes tests
n

� � �� � � � 	 � # �  ��� �� � � :














−4ũ + div(
r

2
erũ) = 4 dans Ω̃,

∂ũ

∂n
= 0 sur Γ̃,

ũ = uD = 0 sur Σ.

Solution analytique : ũ = 4 (1 − exp(
r2 − 1

4
)) où r =

p

x2 + y2.

n

� � �� � � � 	 � $ � � � � :


















−4ũ + div(2r3erũ) = 16r2 dans Ω̃,
∂ũ

∂n
= 0 sur Γ̃,

−∂ũ

∂n
= ũ + 3 sur Σ.

Solution analytique : ũ = 2 − 5

3
exp(

r4 − 1

2
).
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Résultats numériques

Convergence en maillage - η = 10−12

1/41/81/161/321/641/1281/256
discretization step

10−3

10−2

10−1

100
||u−uh||/||u||

Relative L2 error norms − Dirichlet B.C. 

H1 spread interface penalization  => slope = 1
H1 exterior domain penalization  => slope = 0.9

(a) Problème Dirichlet

1/41/81/161/321/641/1281/256
discretization step

10−3

10−2

10−1

100
||u−uh||/||u||

Relative L2 error norms − Robin B.C. 

Global constant correction 
Global volume weighted correction
Local correction => slope=0.9

(b) Problème Robin

⇒ Méthodes en O(h).
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Raffinement local multi-niveaux
n

� �� 
 	 �  � � �� � �)( �  �� � �

R : Restriction locale de la solution ou du résidu sur la grille grossière
P : Prolongement, détermination des C.L. sur la grille fine
S : Solveur

P R

P

S

S

S

S

R

S

l+2

l+1

G

G

lG

n

%� � �  � � � � � "  #  �  [Hackbush 1984]
u descente :

interpolation des conditions aux limites (opérateur de
prolongement),
résolution du problème sur la sous-grille.

u remontée :
restriction de la solution fine sur les noeuds intérieurs (opérateur
de restriction),
calcul du résidu à partir de la solution restreinte,
résolution de la solution corrigée en ajoutant le résidu au second
membre.
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Raffinement local multi-niveaux

n

" �� �� � � � � � � � 	 �� � �   � � 

Dirichlet - Pénalisation H1 ext

n

& � �� ( �  �� � � �

� �� � * � 
 � � : hl+1 =
hl

2
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Algorithme L.D.C. + Interface diffuse

1/41/81/161/321/641/1281/256
discretization step

10−3

10−2

10−1

100
||u−uh||/||u||

Relative L2 error norms  −  F.D.M. + A.M.R. − Dirichlet B.C.
�

H1 exterior penalization  => slope = 0.9
Mesh refinement (3 grids) + H1 ext. penalization => slope = 0.9

(a) Problème Dirichlet

1/41/81/161/321/641/1281/256
discretization step

10−3

10−2

10−1

100
||u−uh||/||u||

Relative L2 error norms −  F.D.M. + A.M.R. − Robin B.C.

Local correction => slope = 0.9
Mesh refinement (3 grids)  + local correction => slope = 0.9

(b) Problème Robin

⇒ Méthodes en O(hf) où hf : pas de maillage de
grille locale de raffinement la plus fine.
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Domaine fictif avec interface fine - [R.,Angot,Belliard 06]

n Interface approchée fine Σh de la frontière immergée Σ:

Ω
~

eΩ

Σ

Ω

hhΩ~

Ωe,h

Σ

Σ

n Modèle avec saut de flux et de solution [Angot 2003, 2005].
Σi

h = Σh\∂Ω, moyenne : ψ|
Σi

h
= (ψ+ + ψ−)/2, saut : [[ψ]]

Σi
h

= (ψ+ − ψ−)

Trouver uhη ∈ H1(Ω̃h ∪ Ωe,h) tel que

(P)































−div (a .∇uhη) + div(v uhη) + b uhη = f dans Ω

C.L. de (P̃) sur Γ̃ = ∂Ω ∩ ∂Ω̃

C.L. appropriées pour uhη sur Γe = ∂Ω\∂Ω̃

[[(a.∇uhη) .n ]]Σi
h

= α uhη |Σi
h
− q sur Σih

(a.∇uhη) .n|Σi
h

= β [[uhη ]]Σi
h
− g sur Σih
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Traitement des C.L. immergées
n

�! "  	 � # �  �� �� � � : ũ|Σ = uD
u Pénalisation volumique L2 ou H1 sur Ωe,h

et pas de saut de solution sur Σih : [[uhη ]]Σi
h

= 0 (β =
1

η
).

u Pénalisation surfacique sur Σih sans contrôle extérieur :


















β =
1

η
⇒ [[uhη ]]Σi

h
= 0

+

α =
1

η
et q =

1

η
uD ⇒ uhη |Σi

h
' uD sur Σih.

n : −(ã .∇ũ).n|Σ = αR ũ|Σ + gR

On veut −(a.∇uhη).n|−Σh
=

αR

εh
uhη |−Σh

+
gR

εh
avec εh param. caract.

Variante sans contrôle extérieur (élimination de −(a.∇uh
η).n|+

Σi
h

et de uh
η |

+

Σi
h

dans

éq. de transmissions):

−(a.∇uhη).n|−Σi
h

=
α

2
uhη |−Σi

h

+ g − q

2
avec β =

α

4
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Traitement des C.L. immergées
n

�! "  	 � # �  �� �� � � : ũ|Σ = uD
u Pénalisation volumique L2 ou H1 sur Ωe,h

et pas de saut de solution sur Σih : [[uhη ]]Σi
h

= 0 (β =
1

η
).

u Pénalisation surfacique sur Σih sans contrôle extérieur :


















β =
1

η
⇒ [[uhη ]]Σi

h
= 0

+

α =
1

η
et q =

1

η
uD ⇒ uhη |Σi

h
' uD sur Σih.

n

�! "  	 � $ � � � � : −(ã .∇ũ).n|Σ = αR ũ|Σ + gR

On veut −(a.∇uhη).n|−Σh
=

αR

εh
uhη |−Σh

+
gR

εh
avec εh param. caract.

Variante sans contrôle extérieur (élimination de −(a.∇uh
η).n|+

Σi
h

et de uh
η |

+

Σi
h

dans

éq. de transmissions):

−(a.∇uhη).n|−Σi
h

=
α

2
uhη |−Σi

h

+ g − q

2
avec β =

α
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Principe du calcul de εh

∫

Σ

{αR ũ + gR + (ṽ.n) ũ} ds =

∫

Σh

αR uh−η + gR + (v.n)− uh−η

εh
ds

n

� �   �� � � � � �� � � �� � :
∫

Σ

ds =

∫

Σh

1

εh
ds,

εh =
mes(Σh)

mes(Σ)
.

n

� �   �� � � � �� �� �� � :
εK =

mes(Σh,K)

mes(Σl,K)
.

⇒ mesure totale de Σ non
prise en compte.

Σl

Σ
K

Σh

L

M N

PSfrag replacements
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Principe du calcul de εh

∫

Σ

{αR ũ + gR + (ṽ.n) ũ} ds =

∫

Σh

αR uh−η + gR + (v.n)− uh−η

εh
ds

n

� �   �� � � � � �� � � �� � :
∫

Σ

ds =

∫

Σh

1

εh
ds,

εh =
mes(Σh)

mes(Σ)
.

n

� �   �� � � � �� �� �� � :
εK =

mes(Σh,K)

mes(Σ̂l,K)
.

avec Σ̂l,K mesure locale
corrigée.

Σl

Σ
K

Σh

L

M N

PSfrag replacements
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Calcul du εh local

Σl

Σ
K

Σh

L

M N

PSfrag replacements
δK|L

δK|M

εh = O(1) + O(h).
⇒ importance
de prendre toute la
mesure Σ en compte.

εh local proposé (et validé numériquement) : εK =
mes(Σh,K)

mes(Σ̂l,K)

K est tel que Σh,K = ∅ alors que Σl,K 6= ∅.
⇒ K → M ou K → L (ou les deux).
Choix unique : K → M car δK|M > δK|L,
M̂ = M ∪ K ⇒ Σ̂l,M = Σl,M̂ = Σl,M + Σl,K .
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Applications numériques
n

# � �� ��� � � � 	� � � � �  � �� � � � �� �  �� � 
 � :
u interface extérieure, u interface coupée.

n

&� � 
 � � � � � 
  ��' � �
u schéma aux volumes finis cell-centered avec saut de flux et

solution [Angot 2003],
u schéma upstream pour le flux convectif,
u algorithme GC (diffusion) ou Bi-GCSTAB (convection-diffusion)

préconditionné diagonal.
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Etude du paramètre correctif εh

� � �� � � � 	 � 	 � �� � � �



















−4ũ = 16r2 dans Ω̃,
∂ũ

∂n
= 0 sur Γ̃,

−∂ũ

∂n
= u + 3 sur Σ,

Solution analytique :

ũ = 2−r4 dans Ω̃ avec r =
√

x2 + y2. 1/41/81/161/321/641/1281/2561/512
discretization step

10−3

10−2

10−1

100

||u−uh||/||u||
Relative L2 error norms versus h

Robin diffusion problem − Global epsilon 

Exterior interface => slope=0.85
Cut interface => slope =0.6

� �   �� � � � � �� � � �� �

εh =
mes(Σh)

mes(Σ)
.
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Etude du paramètre correctif εh

� � �� � � � 	 � 	 � �� � � �



















−4ũ = 16r2 dans Ω̃,
∂ũ

∂n
= 0 sur Γ̃,

−∂ũ

∂n
= u + 3 sur Σ,

Solution analytique :

ũ = 2−r4 dans Ω̃ avec r =
√

x2 + y2. 1/41/81/161/321/641/1281/2561/512
discretization step

10−3

10−2

10−1

100

||u−uh||/||u||
Relative L2 error norms versus h

Robin diffusion problem − Local epsilon (with local measure only)

Exterior interface
Cut interface

� �   �� � � � �� �� �� � � � �� � � � �  � � �   � � 
 �

εK =
mes(Σh,K)

mes(Σl,K)
.
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Etude du paramètre correctif εh

� � �� � � � 	 � 	 � �� � � �



















−4ũ = 16r2 dans Ω̃,
∂ũ

∂n
= 0 sur Γ̃,

−∂ũ

∂n
= u + 3 sur Σ,

Solution analytique :

ũ = 2−r4 dans Ω̃ avec r =
√

x2 + y2. 1/41/81/161/321/641/1281/2561/512
discretization step

10−3

10−2

10−1

100

||u−uh||/||u||
Relative L2 error norms versus h

Robin diffusion problem − Local epsilon

Exterior interface => slope= 0.98
Cut interface => slope= 0.96

� �   �� � � � �� �� �� � %+ , � � � � �  � � �   � � 
 �

εK =
mes(Σh,K)

mes(Σ̂l,K)
.
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Résultats numériques - Convection-Diffusion

Convergence en maillage - η = 10−12

1/41/81/161/321/641/1281/2561/512 discretization step
10−4

10−3

10−2

10−1

100
||u−uh||/||u||

Relative L2 error norms versus h
Dirichlet convection−diffusion problem − Surface penalty

Exterior interface => slope = 0.9
Cut interface  => slope = 0.9

(a) Problème Dirichlet

1/41/81/161/321/641/1281/2561/512 discretization step
10−4

10−3

10−2

10−1

100
||u−uh||/||u||

Relative L2 error norms versus h
Robin convection−diffusion problem − Local epsilon

Exterior interface => slope = 0.9
Cut interface => slope = 0.85

(b) Problème Robin

⇒ Méthodes en O(h).
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Raffinement local multi-niveaux
n

� �� 
 	 �  � � �� � �)( �  �� � �,
n

� � �� ��� 	 �  � � � � � � �  �� � � � � �� � �  � � ,

Σ

(generation of
zoom

a refinement patch)PSfrag replacements

Ω̃hl

Ωe,hl

Σhl

ωhl,Σ

Kl

(a) Niveau l

refinement patch

Σ

PSfrag replacements
Ω̃hl

Ωe,hl

Σhl

ωhl,Σ

Kl

Kl+1

(b) Patch Gl+1 autour
de Kl

⇒ conversation de la structure cartésienne et tensorielle du maillage
sur les sous-niveaux.
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Raffinement local multi-niveaux

n

%� � �  � � � � � 	 �  � � �� ��� � � � � � � ��

(cf. FIC [Angot et al. 1992-2003]) consistant avec les sauts,

u opérateur d’interpolation de la solution tenant compte des sauts
de solution,

u opérateur de restriction en flux tenant compte que des flux
internes,

u Recouvrement ⇒ DDM (Schwarz multiplicatif) comme lisseur.
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Raffinement local multi-niveaux
n

- � 
  � � � �  	� � � � �  � �� � � � � � �� �� � � � ��� 	 � � �� � � � � �
hl+1 =

hl

2
, Cas 2D.

PSfrag replacements

Ω̃hl

Ωe,hl

Ωl

Σhl

Σhl−1

uKl−1

uKl−1,σl−1

uKl,σl

Σ

n
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Raffinement local multi-niveaux
n

- � 
  � � � �  	 �  � � �� ��� � � � �

PSfrag replacements

Ω̃hl

Ωe,hl

Ωl+1

Σhl

Σ

Kl
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Raffinement local multi-niveaux
n

- � 
  � � � �  	 �  � � �� ��� � � � �

PSfrag replacements

Ω̃hl+1

Ωe,hl+1

Ωl+1

Σhl+1

Σhl

Σ

Kl

Kl+1
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Raffinement local multi-niveaux
n

- � 
  � � � �  	 �  � � �� ��� � � � �

PSfrag replacements

Ω̃hl+1

Ωe,hl+1

Ωl+1

Σhl+1

Σhl

Σ

Kl

Kl+1

R
l+1

l (F(u))(Kl) =
X

{σl+1 ⊂ ∂Kl;Kl+1 ⊂ Kl

σl+1 ∈ (Eref )l+1

σl+1 ⊂ σl ∈ (Eref )l}

Z

σl+1

Fl+1(u).nKl+1,σl+1
.

⇒ Résidu en flux.
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Algorithme de raffinement + Interface fine

� � � �  � �� � � � � 
  � � �  �
1/41/81/161/321/641/1281/2561/512

discretization step

10−4

10−3

10−2

10−1

100
||u−uh||/||u||

(D1) E.B.C. method + FIC−EBC solver + DDM
Dirichlet convection−diffusion problem − Ext. interface

without refinement − l* = 0
2 levels − l* = 1
3 levels − l* = 2
4 levels − l* = 3

(a) Problème Dirichlet

1/41/81/161/321/641/1281/2561/512
discretization step

10−4

10−3

10−2

10−1

100
||u−uh||/||u||

(R) E.B.C. method + FIC−EBC solver + DDM
Robin convection−diffusion problem − Local epsilon −Ext. interface

without refinement − l* = 0
2 levels − l* = 1
3 levels − l* = 2
4 levels − l* = 3

(b) Problème Robin

1/41/81/161/321/641/1281/2561/512
discretization step

10−4

10−3

10−2

10−1

100
||u−uh||/||u||

(D1) E.B.C. method + FIC−EBC solver + DDM
Dirichlet convection−diffusion problem − Cut interface

without refinement − l* = 0
2 levels − l* = 1
3 levels − l* = 2
4 levels − l* = 3

(a) Problème Dirichlet

1/41/81/161/321/641/1281/2561/512
discretization step

10−4

10−3

10−2

10−1

100
||u−uh||/||u||

(R) E.B.C. method + FIC−EBC solver + DDM
Robin convection−diffusion problem − Local epsilon − Cut interface 

without refinement − l* = 0
2 levels − l* = 1
3 levels − l* = 2
4 levels − l* = 3

(b) Problème Robin

⇒ Méthodes en O(hf) jusqu’à atteindre l’erreur de
discrétisation de la partie non raffinée du maillage.
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Algorithme de raffinement + Interface fine

� � � �  � �� � � � �� 
 �
1/41/81/161/321/641/1281/2561/512

discretization step

10−4

10−3

10−2

10−1

100
||u−uh||/||u||

(D1) E.B.C. method + FIC−EBC solver + DDM
Dirichlet convection−diffusion problem − Cut interface

without refinement − l* = 0
2 levels − l* = 1
3 levels − l* = 2
4 levels − l* = 3

(a) Problème Dirichlet

1/41/81/161/321/641/1281/2561/512
discretization step

10−4

10−3

10−2

10−1

100
||u−uh||/||u||

(R) E.B.C. method + FIC−EBC solver + DDM
Robin convection−diffusion problem − Local epsilon − Cut interface 

without refinement − l* = 0
2 levels − l* = 1
3 levels − l* = 2
4 levels − l* = 3

(b) Problème Robin

⇒ Méthodes en O(hf) jusqu’à atteindre l’erreur de
discrétisation de la partie non raffinée du maillage.



Isabelle Ramière, 26 septembre 2006, Soutenance de thèse - p. 30/45

Convergence en temps avec raffinement

� � � �  � �� � � � �� 
 �
10−3 10−2 10−1 100 101 102 103

CPU time (s)

10−4

10−3

10−2

10−1

100
||u−uh||/||u||

(D1) E.B.C. method + FIC−EBC solver + DDM
Dirichlet diffusion problem − Cut interface

without refinement − l* = 0
2 levels − l* = 1
3 levels − l* = 2
4 levels − l* = 3

(a) Problème Dirichlet

10−3 10−2 10−1 100 101 102 103

CPU time (s)

10−3

10−2

10−1

100

||u−uh||/||u||
(R) E.B.C. method + FIC−EBC solver + DDM 

Robin diffusion problem − Local epsilon − Cut interface

without refinement − l* = 0
2 levels − l* = 1
3 levels − l* = 2
4 levels − l* = 3

(b) Problème Robin
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Conditions aux limites mixtes
n

# � � � � � � 	� 
 � � 	 � :
Σ 1

eΓ

Σ 2

x

1

1

ΩeΩ

Ω
∼

Γ
∼

y

0

⇒

n

� � �� � � � 	 � 	 � �� � � � :


































−4ũ = 4 dans Ω̃,
∂ũ

∂n
= 0 sur Γ̃,

ũ|Σ1
= −4

3
x2 +

2√
3
x + 1 sur Σ1,

−∂ũ

∂n
|Σ2

= ũ|Σ2
+ 4x2 − 6x + 1 +

√
3 sur Σ2.
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Résultats numériques avec raffinement

� � � � � � � � �� � � �� �� � � � �  � �� � � � �� 
 �

1/41/81/161/321/641/1281/2561/512
discretization step

10−4

10−3

10−2

10−1

100
||u−uh||/||u||

(D1) + (R) E.B.C. method + FIC−EBC solver + DDM
Mixed diffusion problem − Local epsilon − Cut interface 

without refinement − l* = 0
2 grids − l* = 1
3 grids − l* = 2
4 grids − l* = 3

⇒ Convergence en O(hf) .
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ANALYSE DE CONVERGENCE EN MAILLAGE
NON CONFORME
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Maillage non conforme - [Angot, R. 06]

n

# � � � � � � �  � � � � ��

Ω convexe de frontière Γ
Lipstchitz-continue.

n

� �� � � � � � � � � 	 �� � 
 .� �� 
 � � 
 �  � � 	 � 	 � � � � � �	� 
 � � 	 �

éléments finis Q1 rectangulaires
uniformes.

PSfrag replacements Ω

Ωh

mes((Ω ∪ Ωh) \ (Ω ∩ Ωh)) = O(h).

n

� � �� � � � �� � ��� � � ' � � � #
: u ∈ H2(Ω).

{

−div(a∇u) = f dans Ω,

u|Γ = 0 ou − (a∇u).n|Γ = αu|Γ + g sur Γ = ∂Ω,

où a = (aij)16i,j6d, aij ∈ W 1,∞(Ω), f ∈ L2(Ω), 0 ≤ α ∈ W 1,∞(Γ) et
g ∈ H1/2(Γ).
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Estimation dans le cas Dirichlet

Estimation de l’erreur en maillage Q1 non-conforme - Cas Dirichlet

|ũ − uh|H1(Ωh) ≤ Ch1/2(‖u‖H2(Ω) + h1/2‖f̂ − f̃‖L2(Ωh)),

où f̂ = −div(ã∇ũ) ∈ L2(Ω̃).

‖ũ − uh‖L2(Ωh) ≤ Ch(‖u‖H2(Ω) + h1/2‖f̂ − f̃‖L2(Ωh)).
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Estimation dans le cas Dirichlet

Estimation de l’erreur en maillage Q1 non-conforme - Cas Dirichlet

|ũ − uh|H1(Ωh) ≤ Ch1/2(‖u‖H2(Ω) + h1/2‖f̂ − f̃‖L2(Ωh)),

où f̂ = −div(ã∇ũ) ∈ L2(Ω̃).

‖ũ − uh‖L2(Ωh) ≤ Ch(‖u‖H2(Ω) + h1/2‖f̂ − f̃‖L2(Ωh)).

# 
 � � � � �  � � � � �

n Etape préliminaire : maillage semi-conforme

/ / // / // / // / /0 00 00 01 1 11 1 11 1 12 22 22 2
3 3 33 3 33 3 33 3 34 44 44 44 4

5 5 55 5 55 5 55 5 56 66 66 6
7 7 77 7 77 7 77 7 78 88 88 88 8

9 9 99 9 99 9 99 9 9: :: :: :: : ; ;; ;; ;; ;< << << <

= = == = == = => >> >> >
? ? ?? ? ?? ? ?? ? ?@ @@ @@ @A A AA A AA A AA A AB BB BB B

C C CC C CC C CC C CD D DD D DD D DD D DE E EE E EE E EE E EF FF FF FF FG G GG G GG G GG G GH HH HH HH HI I II I II I II I IJ JJ JJ JJ JK K KK K KK K KK K KL LL LL LL LM M MM M MM M MM M MN NN NN NN NO OO OO OO OPPPPQ Q QQ Q QQ Q QQ Q QR RR RR R

S S SS S SS S SS S ST T TT T TT T TT T T
U U UU U UU U UU U UV VV VV V

W W WW W WW W WW W WX XX XX X
Y Y YY Y YY Y YY Y YZ ZZ ZZ ZZ Z[ [ [[ [ [[ [ [[ [ [\ \\ \\ \\ \

] ]] ]] ]] ]^^^^
PSfrag replacements
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Estimation dans le cas Dirichlet

Estimation de l’erreur en maillage Q1 non-conforme - Cas Dirichlet

|ũ − uh|H1(Ωh) ≤ Ch1/2(‖u‖H2(Ω) + h1/2‖f̂ − f̃‖L2(Ωh)),

où f̂ = −div(ã∇ũ) ∈ L2(Ω̃).

‖ũ − uh‖L2(Ωh) ≤ Ch(‖u‖H2(Ω) + h1/2‖f̂ − f̃‖L2(Ωh)).

# 
 � � � � �  � � � � �

n Etape préliminaire : maillage semi-conforme
u Lemme de Céa “classique”, extension de uh par O,

|u − uh|H1(Ωh) ≤ C inf
vh∈Vh

|u − vh|H1(Ωh)

u Estimation en norme H1 :
|u|H1(Ω\Ωh) ≤ Ch1/2‖u‖H2(Ω),

opérateur d’interpolation Q1 tel que Π0
hv|Γh

= O,
estimation de |Πhu − Π0

hu|H1(Ωh).
u Passage à la norme L2 : Aubin-Nitsche.
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Estimation dans le cas Dirichlet

Estimation de l’erreur en maillage Q1 non-conforme - Cas Dirichlet

|ũ − uh|H1(Ωh) ≤ Ch1/2(‖u‖H2(Ω) + h1/2‖f̂ − f̃‖L2(Ωh)),

où f̂ = −div(ã∇ũ) ∈ L2(Ω̃).

‖ũ − uh‖L2(Ωh) ≤ Ch(‖u‖H2(Ω) + h1/2‖f̂ − f̃‖L2(Ωh)).

# 
 � � � � �  � � � � �

n Cas général
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Estimation dans le cas Dirichlet

Estimation de l’erreur en maillage Q1 non-conforme - Cas Dirichlet

|ũ − uh|H1(Ωh) ≤ Ch1/2(‖u‖H2(Ω) + h1/2‖f̂ − f̃‖L2(Ωh)),

où f̂ = −div(ã∇ũ) ∈ L2(Ω̃).

‖ũ − uh‖L2(Ωh) ≤ Ch(‖u‖H2(Ω) + h1/2‖f̂ − f̃‖L2(Ωh)).

# 
 � � � � �  � � � � �

n Cas général
u Extensions non triviales :

‖ũ‖H2(Ωh) ≤ ‖ũ‖H2(Ω̃) ≤ ‖u‖H2(Ω),
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Estimation dans le cas Dirichlet

Estimation de l’erreur en maillage Q1 non-conforme - Cas Dirichlet

|ũ − uh|H1(Ωh) ≤ Ch1/2(‖u‖H2(Ω) + h1/2‖f̂ − f̃‖L2(Ωh)),

où f̂ = −div(ã∇ũ) ∈ L2(Ω̃).

‖ũ − uh‖L2(Ωh) ≤ Ch(‖u‖H2(Ω) + h1/2‖f̂ − f̃‖L2(Ωh)).

# 
 � � � � �  � � � � �

n Cas général
u Estimation H1 : lemme de “Strang” (terme de consistance)
|ũ − uh|H1(Ωh) ≤ C

(

inf
vh∈Vh

|ũ − vh|H1(Ωh)

+ sup
wh∈Vh

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2
∑

i,j=1

∫

Ωh

ãij
∂ũ

∂xj

∂wh

∂xi
dx −

∫

Ωh

f̃wh dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

|wh|H1(Ωh)

)

.
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Estimation dans le cas Dirichlet

Estimation de l’erreur en maillage Q1 non-conforme - Cas Dirichlet

|ũ − uh|H1(Ωh) ≤ Ch1/2(‖u‖H2(Ω) + h1/2‖f̂ − f̃‖L2(Ωh)),

où f̂ = −div(ã∇ũ) ∈ L2(Ω̃).

‖ũ − uh‖L2(Ωh) ≤ Ch(‖u‖H2(Ω) + h1/2‖f̂ − f̃‖L2(Ωh)).

# 
 � � � � �  � � � � �

n Cas général
u Passage à la norme L2 avec arguments de dualité plus

techniques.
n problème dual défini sur l’enveloppe convexe de Ω ∪ Ωh,
n prolongement de u et uh par 0,
n opérateur d’interpolation strictement intérieur à Ω ∩ Ωh pour

annuler les termes non consistants.
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Estimation dans le cas Robin

Estimation de l’erreur en maillage Q1 non-conforme - Cas Robin

‖ũ − uh‖H1(Ωh) ≤ Ch1/2 ( ‖u‖H2(Ω) + ‖f‖L2(Ω)

+ ‖α̃‖W 1,∞(Ω)‖u‖H1(Ω) + ‖g̃‖H1(Ω)).
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Estimation dans le cas Robin

Estimation de l’erreur en maillage Q1 non-conforme - Cas Robin

‖ũ − uh‖H1(Ωh) ≤ Ch1/2 ( ‖u‖H2(Ω) + ‖f‖L2(Ω)

+ ‖α̃‖W 1,∞(Ω)‖u‖H1(Ω) + ‖g̃‖H1(Ω)).

# 
 � � � � �  � � � � �

n Cas général
u Relèvement des coefficients de Robin,
u Lemme général de “Strang”,

‖ũ − uh‖H1(Ωh) ≤ C
(

inf
vh∈Vh

‖ũ − vh‖H1(Ωh)

+ sup
wh∈Vh

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2
∑

i,j=1

∫

Ωh

ãij
∂ũ

∂xj

∂wh

∂xi
dx −

∫

Ωh

f̃wh dx +

∫

Γh

α̃ ũ + g̃

εh
wh ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

‖wh‖H1(Ωh)

)

.
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Estimation dans le cas Robin

Estimation de l’erreur en maillage Q1 non-conforme - Cas Robin

‖ũ − uh‖H1(Ωh) ≤ Ch1/2 ( ‖u‖H2(Ω) + ‖f‖L2(Ω)

+ ‖α̃‖W 1,∞(Ω)‖u‖H1(Ω) + ‖g̃‖H1(Ω)).

# 
 � � � � �  � � � � �

n Cas général
u Paramètre correctif local εK =

mes(Γh,K)

mes(Γ̂K)
tel que

1

εK

∫

Γh,K

Cds −
∫

Γ̂K

Cds = 0

PSfrag replacements

Γ
Γh

K
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Estimation dans le cas Robin

Estimation de l’erreur en maillage Q1 non-conforme - Cas Robin

‖ũ − uh‖H1(Ωh) ≤ Ch1/2 ( ‖u‖H2(Ω) + ‖f‖L2(Ω)

+ ‖α̃‖W 1,∞(Ω)‖u‖H1(Ω) + ‖g̃‖H1(Ω)).

# 
 � � � � �  � � � � �

n Cas général
u Calcul local

∫

Γh,K

α̃ ũ + g̃

εh
wh ds −

∫

Γ̂K

(αu + g) wh ds =

1

εK

∫

Γh,K

[(α̃ ũ + g̃) wh − (α̃ũ + g̃).wh] ds

−
∫

Γ̂K

[(αu + g) wh − (α̃ũ + g̃).wh] ds.
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APPLICATION INDUSTRIELLE
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Cas industriel 3D - Clotaire

n

�' � � � � � 	� � � � 
 � 
  � � � �  	 � � �� � � 

u branche chaude,
u branche froide.

n

� �� � � 	� 
 � �  � � �

βρ∂tH + βG.∇H − div(βχT∇H)

= βQ − div(βx(H) (1 − x(H)) ρLVR),

n C.L.
u HD = 119, 3 KJ.kg−1 (entrée - branche chaude),
u HD = 118, 5 KJ.kg−1 (entrée - branche froide),
u ∇H.n = 0 (reste du domaine)

n C.I. : profil d’enthalpie linéaire de 118, 5 KJ.kg−1 à
140 KJ.kg−1.

n Régime stationnaire : ‖Hn+1 − Hn‖L2

‖Hn‖L2∆t
≤ 10−5s−1.

PSfrag replacements
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Approche domaine fictif avec interface diffuse
n

,� 
 � � � ��� � ��� Q1 : code 3D non-structuré.

n

� � � 	 � � � � �� � �� � � � � � � � � � � �  � 
 � � :

u pénalisation L2 pour
Dirichlet,

u pas de saut de flux pour
Neumann homogène.

SCAL

> 0.00E+00

< 1.19E+05

 1.18E+05

 1.18E+05

 1.19E+05

 1.20E+05

 1.20E+05
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Résolution numérique

n

&� � 
 � � � � � � �� � : Cranck-Nicholson + second membre
explicite,

n

,� 
 � � � ��� � ��� Q1 : correction BTD (convection),

n

� �� � � � � � :

u maillage adapté de référence à 143 360 cellules,
u maillages cartésiens uniformes (fictif) à 7 200, 57 600 et 460 800

cellules,

n

& �� � � �  : CGS préconditionné ILLU (lissage).
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Résolution numérique
n

� � � �� 	 � � � � � � � � � � �� � ��' � � � � � � �  � �� 

AMPLITUDE

 1.86E−33

COMPOSANTES
VECTEURS

X   Y   Z

X   Y   Z

X   Y   Z
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Résultats
n

� � � � � � �� � 
 � � � � � 
 � �  � � � �  � � �� � � 	 � �  � :
Nb cellules Puissance échangée (MW) Erreur relative

143 360 (mail. adapt.) 1,48873 -
7 200 1,49054 1, 1.10−3

57 600 1,48851 1, 5.10−4

460 800 1,48763 7, 4.10−4

n

�� � � �� � �  	� � � � � �� � � � :

ENTHALPY : 5.0 m

VAL − ISO

> 1.18E+05

< 1.40E+05

 1.23E+05

 1.24E+05

 1.25E+05

 1.26E+05

 1.27E+05

 1.28E+05

 1.29E+05

 1.30E+05

 1.31E+05

 1.32E+05

 1.33E+05

restriction
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Résultats

n

� � � � � � � � 	 � � � � � �  � � :

0,14m

0,06m 0,2m 0,29m

0,04mPSfrag replacements
x

y

petit cintre (c1)

cintre moyen (c2)

cintre moyen (c3)

grand cintre (c4)



Isabelle Ramière, 26 septembre 2006, Soutenance de thèse - p. 42/45

Résultats

n

� � � 	� � � � � �� � � � ( � � � �� � � � � � � :

 118000

 120000

 122000

 124000

 126000

 128000

 130000

 132000

 134000

 136000

 138000

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

Hm
 (J

/K
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Elevation (m)

Specfic Enthalpy, Medium U-tube, x=+/-0.20 y=0.04

fict_coarse-
fict-

fict_fine-
ref-

fict_coarse+
fict+

fict_fine+
ref+



Isabelle Ramière, 26 septembre 2006, Soutenance de thèse - p. 42/45

Résultats

n

� � �� �  � � �� � � � � � �� � � � � � � �  � � L2

�

:

1,18.10−1(7 200 cells)5,93.10−2(57 600 cells)2,29.10−2(460 800 cells)
Discretization step (m)

10−4

10−3

10−2

Re
la

tiv
e 

di
sc

re
te

 L
2 

no
rm

Clotaire Benchmark
FDM with spread interface

c1−
c1+
c2−
c2+
c3−
c3+
c4−
c4+
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CONCLUSION
ET

PERSPECTIVES
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Conclusion
n

, � � 	 � � � � �� � 	 � � � � � de deux méthodes de domaine fictif
pour des problèmes elliptiques :
u unique maillage cartésien ⇒ interface immergée approchée

(fine ou diffuse),
u pas d’inconnues locales supplémentaires,
u toutes les C.L. générales simulées avec une seule formulation

générique,
u pas de modification du schéma numérique,
⇒ facilité et rapidité d’implémentation,

u combinaison avec des algorithmes de raffinement de maillage
multi-niveaux,
⇒ amélioration de la précision de la solution/coût,

u validation sur des cas académiques 2D.

n en maillage non-conforme,
⇒ confirmation de l’ordre de convergence pour les deux types de
C.L. (Dirichlet et Robin)

n de l’approche avec interface diffuse.
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Conclusion
n

, � � 	 � � � � �� � 	 � � � � � de deux méthodes de domaine fictif
pour des problèmes elliptiques :
u unique maillage cartésien ⇒ interface immergée approchée

(fine ou diffuse),
u pas d’inconnues locales supplémentaires,
u toutes les C.L. générales simulées avec une seule formulation

générique,
u pas de modification du schéma numérique,
⇒ facilité et rapidité d’implémentation,

u combinaison avec des algorithmes de raffinement de maillage
multi-niveaux,
⇒ amélioration de la précision de la solution/coût,

u validation sur des cas académiques 2D.
n

, � � 	 � 	 � � � �� �  � � �� � en maillage non-conforme,
⇒ confirmation de l’ordre de convergence pour les deux types de
C.L. (Dirichlet et Robin)

n de l’approche avec interface diffuse.
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Conclusion
n

, � � 	 � � � � �� � 	 � � � � � de deux méthodes de domaine fictif
pour des problèmes elliptiques :
u unique maillage cartésien ⇒ interface immergée approchée

(fine ou diffuse),
u pas d’inconnues locales supplémentaires,
u toutes les C.L. générales simulées avec une seule formulation

générique,
u pas de modification du schéma numérique,
⇒ facilité et rapidité d’implémentation,

u combinaison avec des algorithmes de raffinement de maillage
multi-niveaux,
⇒ amélioration de la précision de la solution/coût,

u validation sur des cas académiques 2D.
n

, � � 	 � 	 � � � �� �  � � �� � en maillage non-conforme,
⇒ confirmation de l’ordre de convergence pour les deux types de
C.L. (Dirichlet et Robin)

n

+ �� � 	 � � � � � � � 	 �� �  � �� � � de l’approche avec interface diffuse.
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Perspectives

n

� � �  � � �  � �

u combinaison patchs avec interface diffuse,
⇒ solveur fictif utilisé récursivement,

u approche interface fine à valider industriellement,
u analyse complète de convergence pour les deux méthodes de

domaine fictif.

n

" � � � � �  � �

u méthodes de multirésolution (analyse de type ondelettes),
u frontières mobiles et/ou déformables,
u problème de Stokes et Navier-Stokes,
⇒ variables colocalisées.
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Erreur de modélisation - Interface fine

� � �� � � � 	 � 	 � �� � � �















−4ũ = 4 dans Ω̃,
∂ũ

∂n
= 0 sur Γ̃,

ũ = uD = 0 sur Σ.

Solution analytique :

ũ = 1−r2 dans Ω̃ avec r =
√

x2 + y2.
10−8 10−6 10−4 10−2 100

eta (penalty coefficient)

10−3

10−2

10−1

100
||u−uh||/||u||

Relative L2 error norms versus eta
Dirichlet diffusion problem − Exterior interface − h=1/512

Surface penalty (no ext. control) => slope= 0.6
Volume penalty (H1 penalty) on the ext. domain => slope= 0.8

⇒ O(η
1
2 ) pour la pénalisation de surface,

⇒ O(η
3
4 ) pour la pénalisation H1 extérieure.
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Opérateur d’interpolation avec sauts de solution

n

� �� 	 � 	 � � �  
 � � � � � � � ��

hl+1 =
hl

2
,

n

� �� � #

PSfrag replacements

Ω̃hl

Ωe,hl

Ωl

Σhl

Σhl−1
uKl−1

uKl−1,σl−1

uKl,σl

Σ
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Opérateur de restriction en flux
n

$
 � � 	 � � � ��

rl(F)(Kl) =
1

mes(Kl)

{

Rl+1
l (F(u))(Kl) −

∑

{σl ⊂ ∂Kl;

σl ∈ (Eref )l}

∫

σl

Fl(u).nKl,σl

}

avec l’opérateur de restriction Rl+1
l défini par

Rl+1
l (F(u))(Kl) =

∑

{σl+1 ⊂ ∂Kl;Kl+1 ⊂ Kl

σl+1 ∈ (Eref )l+1

σl+1 ⊂ σl ∈ (Eref )l}

∫

σl+1

Fl+1(u).nKl+1,σl+1

n

� �   �� � � � � 	 � � �� � � 	 � � ��  �






f0
l = f |Ωl

fkl = fk−1
l +

∑

Kl⊂Al

χKl
rkl (F)(Kl) .
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