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Introduction générale

Le terme "électrohydraulique" désigne l'ensemble des activités (modélisation, concep-
tion, simulation, commande, ...) relatives aux composants et processus utilisant un �uide
sous pression, à savoir de l'huile hydraulique ou de l'eau-glycol, comme support et élé-
ment de transmission de l'énergie et dont la commande est assurée par des composants et
grandeurs électriques. Ce domaine repose sur la synergie de disciplines telles que l'auto-
matique, l'électrotechnique, la mécanique des �uides et la mécanique du solide. L'intérêt
de cette technologie est résumé dans ces quelques points forts :

� la possibilité de développer des e�orts importants ;
� la mobilisation rapide d'une forte puissance ;
� une puissance massique élevée ;
� une grande plage d'utilisation pour un même actionneur.

De nombreuses industries sont concernées par ce domaine, notamment dans les appli-
cations nécessitant un contrôle précis de grandeurs mécaniques (position, vitesse, force)
et/ou mettant en jeu des e�orts ou couples importants. Les industries qui utilisent un
�uide sous pression comme vecteur d'énergie ou pour produire un mouvement sont nom-
breuses et les applications sont très variées, aussi bien dans les moyens de production que
dans les produits �nis. Sans être exhaustif, on peut notamment citer les secteurs d'ac-
tivités suivants : les industries de transformation (presses à injection, ...), la sidérurgie
et la métallurgie (presses, laminoirs, ...), le génie civil (tracteurs, engins de terrassement,
élévateurs, ...), l'industrie automobile (freins, suspensions actives, direction), l'aéronau-
tique (commande de gouvernes et d'ailerons, commande électrohydraulique de trains d'at-
terrissage, simulateurs de vol, ...), les industries mécaniques (machines outils, robots et
équipements de manutention automatique, ...), les industries pétrolières (équipements de
forage et d'inspection sous-marine, ...) etc. En outre, avec l'intégration des calculateurs
numériques et des capteurs dans les corps des actionneurs, il est devenu possible d'appli-
quer des méthodes modernes de commande pour améliorer les performances dynamiques
et la précision des asservissements.

Les modèles de connaissance des actionneurs électrohydrauliques, obtenus en utilisant
les lois fondamentales de la mécanique et de la mécanique des �uides sont des équa-
tions di�érentielles fortement non linéaires et non réguliers. Les approches les plus utili-
sées pour commander ces actionneurs sont donc basées sur le modèle linéarisé tangent,
c'est-à-dire une approximation au premier ordre autour d'un point de fonctionnement,
du modèle non linéaire. Ces stratégies concernent l'asservissement de position, de vi-
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Introduction générale

tesse (pour les moteurs hydrauliques), de force ou de couple. On peut citer par exemple
la commande par un correcteur PID [And88, JL92, HW95, Mer67], la commande H∞

[LMC96, LM95, Mus01, RQ99], la commande prédictive [KCL94, WSZ98], la commande
crone ou encore la commande �oue [ZV95, Det99] ainsi que la commande par réseaux de
neurones [PV96, DBM01]. La synthèse de ces correcteurs est basée sur le modèle linéaire
calculé au voisinage d'un point de fonctionnement. Les résultats obtenus par ces approches
ont un caractère local.

Les approches non linéaires ont été également utilisées pour la stabilisation des ac-
tionneurs hydrauliques. On peut citer par exemple la commande de type Jurdjevic-Quinn
[RO95], la stabilisation par la passivité [MR01], la commande linéarisante [HPL94, KT00,
VD95] ou la commande dite "backstepping" [LT02, UP02]. Notons que les approches non
linéaires citées ci-dessus ne prennent pas en compte la dynamique des distributeurs.

La technologie des systèmes électrohydrauliques a connu un essor important depuis
l'apparition de nouveaux composants comme les distributeurs proportionnels ou les ser-
vodistributeurs. Ces composants, su�samment précis pour être utilisés en boucle fermée,
sont moins rapides et aussi moins onéreux que les servovalves. Il nous a semblé donc
intéressant d'étudier des lois de commande prenant en compte la dynamique des pré-
actionneurs (servovalves, servodistributeurs, distributeurs proportionnels). Dans le cadre
de ce mémoire, nous nous intéressons à la stabilisation d'un processus électrohydraulique
décrit par des modèles non linéaires fondés sur une approximation de la dynamique de
distributeur par une équation di�érentielle du premier ordre. Ces modèles peuvent être
donnés sous la forme : {

ẋ = f(x, xd)

ẋd = ud

(1)

où x désigne l'état de l'actionneur, xd celui du ou des distributeurs et ud est la commande.

Le résultat présenté dans [OA99] propose une loi de commande pour stabiliser le système
(1) lorsque f est seulement continue. Ce résultat est fondé sur l'hypothèse que ẋ = f(x, 0)
est asymptotiquement stable. Suite à une amélioration de ce résultat, nous allons appli-
quer ce nouveau résultat à la stabilisation des systèmes électrohydrauliques.

Le présent mémoire est articulé autour de trois chapitres :

Le premier chapitre est consacré à la modélisation des systèmes électrohydrauliques
considérés. Dans ce chapitre, nous présentons les outils, issus de la mécanique classique
et de la mécanique des �uides, nécessaires pour la modélisation de la partie hydraulique
et la partie mécanique de l'ensemble vérin-charge. Une partie de ce chapitre est dédiée à
l'étude des distributeurs et des servovalves et à la modélisation de leurs parties statique
et dynamique.
Les modèles obtenus sont représentés par les dynamiques des pressions dans les deux
chambres et les équations de mouvement du piston et de la charge lorsque le vérin est
actionné par deux distributeurs. Dans le cas où un seul distributeur est utilisé, les deux
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dynamiques des pressions sont remplacées par la dynamique de la pression di�érentielle.
Le comportement des distributeurs est approximé par une équation di�érentielle linéaire
du premier ordre.

Le deuxième chapitre est consacré à l'étude de l'ensemble d'équilibre, à l'analyse des
modèles linéaires obtenus par approximation au premier ordre (au voisinage d'un point
d'équilibre) et à la synthèse de lois de commande linéaires. L'analyse de la stabilisabilité
et de la détectabilité locale est e�ectuée pour les di�érents modèles. Nous y abordons dans
un premier temps la commande par rétroaction de la position en utilisant des correcteurs
de type PID. Nous passons ensuite en revue les di�érentes façons pour améliorer l'amor-
tissement du système soit en introduisant des éléments dissipatifs comme les fuites par
exemple, soit en introduisant des boucles de rétroactions secondaires (rétroaction de la
pression di�érentielle, de l'accélération ou de la vitesse). La dernière partie de ce chapitre
concerne la synthèse de correcteur par retour d'état statique. Les stratégies proposées sont
la commande par placement de pôles, la commande optimale et la commande proportion-
nelle intégrale par retour d'état. Les di�érentes lois de commande sont simulées sur le
modèle non linéaire pour di�érentes consignes et ne tiennent pas compte de la dynamique
du distributeur.

Le troisième chapitre sera dédié à la commande non linéaire. Dans un premier temps,
nous présentons un résultat théorique sur la stabilisation des systèmes non linéaires par
ajout d'intégrateur. Puis, nous appliquons ce résultat à la stabilisation des systèmes élec-
trohydrauliques. Plus précisément, nous considérons deux types de modèle. Le premier
type décrit le comportement d'un vérin commandé à travers deux distributeurs. Dans ce
cas il s'agira de contrôler le piston ainsi que les pressions dans chacune des deux chambres.
Le deuxième type est celui décrivant la dynamique de la pression di�érentielle est où le
vérin est commandé par un seul distributeur. Dans les deux cas, la dynamique des distri-
buteurs sera prise en compte et la stratégie de commande sera e�ectuée en deux étapes.
Dans un premier temps, nous proposons une loi de commande pour le modèle ne tenant
pas compte de la dynamique des distributeurs. Puis, en utilisant le résultat sur l'ajout
d'intégrateur, nous déduisons un retour d'état stabilisant le système complet.

Finalement, des conclusions et perspectives à ce travail seront présentées dans la der-
nière partie du mémoire.

3



Introduction générale

4



Chapitre 1

Modélisation des systèmes
électrohydrauliques

1.1 Introduction
Ce chapitre est consacré à la modélisation des actionneurs électrohydrauliques et plus

précisément à la modélisation des servovérins simple ou double tige, double e�ets et des
pré-actionneurs associés (distributeurs proportionnels, servodistributeurs, servovalves).
L'approche que nous avons adoptée pour la modélisation consiste à utiliser les notions
fondamentales de la mécanique classique et de la mécanique des �uides pour décrire le
comportement dynamique du processus. Dans la première partie de ce chapitre, nous
rappelons les lois fondamentales nécessaires à la modélisation des actionneurs électrohy-
drauliques et les propriétés des �uides hydrauliques usuels. La deuxième partie est dédiée
à la classi�cation et aux descriptions technologiques des pré-actionneurs utilisés en boucle
fermée. Dans les deux parties suivantes, nous déduisons les modèles de connaissance uti-
lisés pour l'asservissement de position lorsque le vérin est commandé par un ou deux
distributeurs. Les modèles obtenus sont des équations di�érentielles non linéaires et dé-
crivent d'une part l'évolution de la pression dans chaque chambre du vérin et, d'autre
part, les équations de mouvement de l'ensemble charge et vérin. Nous proposons égale-
ment un modèle de dimension réduite qui tient compte de la dynamique de la pression
di�érentielle. Une conclusion clôturera ce chapitre.

1.2 Eléments de modélisation
Dans cette partie, les outils de modélisation que nous allons utiliser concernent princi-

palement les deux parties du système électrohydraulique à savoir la partie hydraulique et
la partie mécanique. Pour modéliser la partie constituée du vérin et de la servovalve, nous
rappellerons deux éléments de la mécanique des �uides : le principe de la conservation de
la masse et la relation de Bernoulli, puis nous donnerons les équations des débits à travers
un ori�ce étroit. Concernant la modélisation de la partie mécanique nous rappellerons
brièvement la loi fondamentale de la dynamique.
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Chapitre 1. Modélisation des systèmes électrohydrauliques

1.2.1 Principe de la conservation de la masse
Avant de donner le principe de la conservation de la masse, nous allons introduire la

notion de compressibilité des huiles hydrauliques et dé�nir les deux modules de compres-
sibilité, à savoir la compressibilité isotherme et la compressibilité e�ective.

1.2.1.1 Compressibilité
La compressibilité représente l'aptitude du �uide à subir des variations de volume ou

de masse lorsque lui sont imposées des variations de pression.

1.2.1.1.1 Module de compressibilité isotherme Les �uides utilisés en hydraulique
sont considérés comme des liquides incompressibles, alors qu'en réalité, ils sont légèrement
compressibles. Leur compressibilité est caractérisée par le paramètre β appelé module de
compressibilité. Considérons un échantillon d'huile de volume initial V0 à une tempéra-
ture constante T . Une variation de pression ∂P entraîne une variation de volume ∂V . Le
module de compressibilité isotherme β est donné par [BRS66, Fai99, Mer67]







β = −V0

(
∂P

∂V

)

T

(1.1 a)

β = ρ0

(
∂P

∂ρ

)

T

(1.1 b)

Remarque 1.1. Le coe�cient de compressibilité isotherme est dé�ni comme étant l'in-
verse du module de compressibilité isotherme. ■

Remarque 1.2. Le signe négatif dans l'équation (1.1 a) indique que le volume diminue
lorsque la pression augmente. ■

1.2.1.1.2 Module de compressibilité e�ective Pour tenir compte des e�ets de
l'air entraîné et dissous dans l'huile et de l'élasticité des enveloppes, nous devons dé�nir
le module de compressibilité e�ective βe [MM80, Mer67].
Considérons un volume de contrôle Vt, initialement à la pression P , contenant un volume
de gaz Vg dissous dans un volume d'huile Vh (voir FIG.1.1), soit

Vt = Vh + Vg (1.2)

Le déplacement du piston vers la gauche entraîne une augmentation de la pression ∆P
et une variation du volume ∆Vt, à savoir une diminution du volume d'huile −∆Vh et du
volume de gaz −∆Vg et une augmentation du volume de l'enveloppe ∆Vc, soit

∆Vt = −∆Vh − ∆Vg + ∆Vc (1.3)

Le module de compressibilité e�ective βe est alors dé�ni par :
1

βe

=
1

Vt

∆Vt

∆P
(1.4)
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Fig. 1.1: Volume de contrôle rempli d'un mélange gaz-huile sous pression.

A partir des équations (1.2), (1.3) et (1.4), on déduit :

1

βe

=
Vg

Vt

(

− 1

Vg

∆Vg

∆P

)

+
Vh

Vt

(

− 1

Vh

∆Vh

∆P

)

+

(
1

Vg

∆Vc

∆P

)

(1.5)

En remplaçant les modules de compressibilité de l'huile, du gaz et de l'enveloppe donnés
respectivement par :

β = −Vh

∆P

∆Vh

, (1.6)

βg = −Vg

∆P

∆Vg

(1.7)

et
βc = Vt

∆P

∆Vc

(1.8)

dans (1.5) nous obtenons :
1

βe

=
1

βg

Vg

Vt

+
1

β

Vh

Vt

+
1

βc

. (1.9)

Cette dernière relation est une équation générale qui donne le module de compressibilité
d'un mélange gaz-huile dans un volume de contrôle. A partir de (1.2) et (1.9) on obtient :

1

βe

=
Vg

Vt

(
1

βg

− 1

β

)

+
1

β
+

1

βc

. (1.10)

En utilisant une simple approximation, justi�ée par le fait que β ≫ βg, nous aboutissons
à une expression plus simple du module de compressibilité donnée par [Mer67] :

1

βe

=
Vg

Vt

1

βg

+
1

β
+

1

βc

. (1.11)

A titre d'exemple [Fai70, Gui92], et pour une installation hydraulique classique, les
valeurs du module de compressibilité de l'huile sont voisines de 1, 5.109 Pa.
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Le graphe présenté par la �gure (FIG.1.2) ci-dessous [JK03, Wat89], montre l'in�uence
de l'air sur le module de compressibilité e�ective βe dans le cas isotherme. α est une
constante égale à Vg

Vt

et β est le module de compressibilité isotherme de l'huile sans tenir
compte des e�ets de gaz dissous ni des e�ets de déformation de l'enveloppe.

Pression (bar)

βe

β

α = 0, 05%

α = 0, 5%

α = 0, 2%

α = 10%

β = 4 109Pa

0 20 40 60 80 100
0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

Fig. 1.2: In�uence de l'air sur le module de compressibilité e�ective βe.

Remarque 1.3. On peut remarquer que pour les valeurs basses de la pression, lorsque
des bulles d'air sont dissoutes dans l'huile, le module de compressibilité se réduit d'une
façon signi�cative et entraîne un problème de cavitation [BRS66, MM80]. ■

Remarque 1.4. Le module de compressibilité βe in�uence la dynamique du système hy-
draulique. ■

1.2.1.2 Principe de la conservation de la masse
L'équation exprimant la conservation de la masse est déduite à partir du bilan de

masse. Considérons un volume de contrôle V rempli d'une huile de masse volumique ρ
sous la pression P à une température T (voir FIG.1.3). La variation de la masse contenue
dans le volume V est égale à la somme algébrique des débits massiques entrants ΣQe et
des débits massiques sortants ΣQs. L'équation de bilan de masse s'écrit :

ρ ΣQe − ρ ΣQs =
dm

dt
(1.12)

avec m = ρV . En supposant que la masse volumique de l'huile n'est pas constante on
obtient :

ΣQe − ΣQs =
dV

dt
+

V

ρ

dρ

dt
(1.13)

où

8



1.2. Eléments de modélisation

ΣQe − ΣQs : exprime le débit de transfert ;
dV

dt
: présente le débit de déformation ou le débit utile ;

V

ρ

dρ

dt
: exprime le débit de compressibilité. Il s'agit de la variation du volume
du système due à la compressibilité du mélange gaz-huile et à la défor-
mation des parois du volume.

Huile m, ρ

Gaz dissous dans l'huile

xxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxx

xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxxQe∑ Qs∑

Déformation

du volume

Volume de

contrôle V

Fig. 1.3: Volume de contrôle.

En considérant que la température reste constante, l'expression de la masse volumique ρ
[BRS66, Gui92, Mer67], peut être écrite sous la forme :

ρ = ρ0

(

1 +
P − P 0

β

)

(1.14)

où ρ0 et P 0 sont respectivement les valeurs de la masse volumique et la pression à l'état
initial, et β est le module de compressibilité de l'huile.

A partir de la relation (1.14) ou de la dé�nition de la compressibilité donnée par (1.1 b)
nous obtenons l'égalité suivante [BRS66, Gui92, Mer67] :

1

ρ

dρ

dt
=

1

β

dP

dt
(1.15)

Pour tenir compte des phénomènes de déformation des enveloppes (volume de contrôle)
et de la quantité d'air dissous dans l'huile, on remplace le module de compressibilité
isotherme de l'huile β par le module de compressibilité e�ective βe. D'après l'expression
(1.13) il vient alors :

ΣQe − ΣQs =
dV

dt
+

V

βe

dP

dt
(1.16)

Cette expression va nous servir pour modéliser la dynamique des pressions correspondant
à l'actionneur utilisé, c'est-à-dire au vérin. Pour modéliser la partie mécanique du vérin
nous utiliserons la loi fondamentale de la dynamique.
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Chapitre 1. Modélisation des systèmes électrohydrauliques

1.2.2 Ecoulement du �uide hydraulique
1.2.2.1 Viscosité

La viscosité est une des propriétés physiques d'un �uide ; elle exprime la résistance et la
durée de l'écoulement de celui-ci. Cette propriété est due essentiellement aux interactions
entre les molécules du �uide. Nous verrons dans la suite que cette propriété va conditionner
le type d'écoulement du �uide et donc les propriétés des modèles utilisés.

X

Y

Z

O

S1

S2

z + ∆z

z
vc

vc + ∆vc

Fig. 1.4: Schéma de principe de la viscosité.

1.2.2.1.1 Viscosité absolue Considérons un écoulement �uide de type laminaire,
c'est-à-dire des couches de �uide qui se déplacent parallèlement à un plan �xe, sans être
mélangées. Supposons que la vitesse vc d'une couche est une fonction de sa position
horizontale z (FIG.1.4). Le frottement qui s'exerce à la surface de séparation de deux
couches est donné par la loi de Newton [Fai70] :

F = µS
dvc

dz
(1.17)

où
µ : la viscosité absolue exprimée en poiseuille (Pl) ;
S : la surface d'une couche ;
dvc

dz
: le gradient de vitesse.

En hydraulique, le paramètre de la viscosité le plus utilisé est la viscosité cinématique,
elle est fonction de la viscosité absolue et de la masse volumique du �uide.

1.2.2.1.2 Viscosité cinématique La viscosité cinématique ν est dé�nie par le rap-
port de la viscosité absolue µ et la masse volumique ρ :

ν =
µ

ρ
(1.18)
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1.2. Eléments de modélisation

Cette propriété traduit l'existence de frottements des molécules du liquide en mouvement
et elle exprime la faculté d'un �uide de résister aux déformations. Elle dépend essentiel-
lement de la température et de la pression. Elle est utilisée pour calculer le nombre de
Reynolds et donc pour déterminer le type d'écoulement.

1.2.2.1.3 Variation de la viscosité avec la température La viscosité cinématique
dépend fortement de la température. Il est donc nécessaire que la valeur de la viscosité
soit donnée pour une température précise. L'équation qui lie la température et la viscosité
cinématique est donnée par la relation de Mac Coull et Walther [BRS66, Fai70, Fai99,
Mus01] :

log(log(ν + a1)) = a2 log T + a3 (1.19)

où
ν : est la viscosité cinématique [cSt] ;
T : est la température absolue [K�] ;
a1 : est une constante (en général égale à 0.8) ;
a2 et a3 : sont des constantes caractéristiques de l'huile.

En utilisant en ordonnées y = log(log ν) et en abscisses x = log T , on représente d'une
façon commode, sur le diagramme A.S.T.M. (American Society for Testing and Materials),
la variation de la viscosité cinématique en fonction de la température (FIG.1.5).

Viscosité cinématique(cSt)

1400 bar
1000 bar
700 bar
350 bar
Atmo

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
3
4
5
6
8
10
15
20
30
50
100
200
500
1000
2000
5000

Température (�C)

Fig. 1.5: Variation de la viscosité cinématique ν en fonction de la température.

1.2.2.1.4 Variation de la viscosité avec la pression Pour une température constante,
la viscosité augmente avec la pression suivant une loi exponentielle appelée loi de Barus
[Fai70, Fai99, Mus01] :

µ = µa exp(CµpP ) (1.20)
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Viscosité (mm2/s)
1000000

100000

10000

1000
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10

1

0.1
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210�C

100�C

0 2000 4000 6000 8000 10000
Pression (bar)

Fig. 1.6: Variation de la viscosité cinématique ν en fonction de la pression.

avec
µ : la viscosité absolue à la pression P ;
µa : la viscosité à la pression atmosphérique ;
Cµp : coe�cient de la viscosité/pression ∼= 0,002 bar−1.

La �gure (FIG.1.6) donne les variations de la viscosité en fonction de la pression pour
di�érentes valeurs de la température.

Il apparaît donc que la viscosité (absolue ou cinématique) varie considérablement en
fonction de la température et de la pression. Nous verrons ci-après l'in�uence de la viscosité
sur le type d'écoulement.

1.2.2.2 Types d'écoulement à travers un ori�ce étroit
L'expression qui donne la valeur du débit à travers un ori�ce étroit placé sur le trajet du

�uide change en fonction de type d'écoulement : turbulent ou laminaire. Pour distinguer
ces deux types d'écoulement on fait appel au nombre de Reynolds donné par :

Re =
vfDh

ν
(1.21)

avec
vf : vitesse du �uide [m.s−1] ;
Dh : diamètre hydraulique(1) [m] ;
ν : viscosité cinématique du �uide en [m2s−1]

(1)égal au diamètre pour une section circulaire, de façon plus générale, à quatre fois la surface de la
section droite sur le périmètre de cette section.
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1.2. Eléments de modélisation

(a) Ecoulement laminaire

P1 P2

S0

(b) Ecoulement turbulent

Fig. 1.7: Ecoulement d'un �uide à travers un ori�ce.

Dans une conduite, la transition entre un écoulement laminaire et un écoulement
turbulent est observée expérimentalement lorsque le nombre de Reynolds Re est entre 2000
et 4000. Quand Re est inférieur à 2000 l'écoulement est laminaire et quand il est supérieur
à 4000 l'écoulement est souvent turbulent sauf dans des cas extrêmes [Jou98, Mer67]. En
pratique, le nombre de Reynolds critique Rec (en général égal à 2500) détermine la frontière
entre les deux types d'écoulements, c'est-à-dire que l'écoulement est considéré laminaire
lorsque Re est inférieur à Rec et turbulent lorsque Re est supérieur à Rec.

Il faut noter que la perte de charge laminaire, fonction du nombre de Reynolds, dépend
beaucoup plus fortement de la viscosité du �uide, donc de sa nature et de sa température,
que dans le cas d'un écoulement turbulent.

1.2.2.3 Relation de Bernoulli

Considérons un �uide incompressible de masse volumique ρ, en écoulement perma-
nent(2) sans frottement le long d'un tube de courant(3). Soit m la masse et V le volume
du �uide qui passe à travers la section S01 entre les instants t et t+dt. Pendant ce temps,
la même masse et le même volume de �uide passe à travers la section S02. En appliquant
le théorème de l'énergie cinétique à ce �uide entre les instants t et t + dt, on obtient :

ρ
v2

f

2
+ ρgz + Pst = Cte (1.22)

où
Pst : est la pression statique(4) ;
ρgz : la pression de la pesanteur ;
ρ
v2

f

2
: la pression cinétique.

(2)Un régime d'écoulement est dit permanent ou stationnaire si les paramètres qui le caractérisent
(pression, température, vitesse, masse volumique, ...), ont une valeur constante au cours du temps.

(3)Un tube de courant est l'ensemble de lignes de courant.
Une ligne de courant est une courbe suivant laquelle se déplace un élément de �uide.

(4)La pression statique est la pression que mesurerait un capteur qui se déplacerait à la vitesse du �uide
en mouvement.
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xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

ligne de courant

tube de courant
S01, P1

S02, P2
vf1

vf2

0

z2

z1

Fig. 1.8: L'écoulement d'un �uide le long d'un tube de courant.

Lors du passage du �uide à travers les surfaces S01 et S02, la relation de Bernoulli peut
s'écrire sous la forme :

ρ

2
(v2

f1 − v2
f2) + ρg(z1 − z2) + (P1 − P2) = 0 (1.23)

1.2.2.4 Equation du débit en écoulement turbulent
Lors d'un écoulement turbulent à travers un ori�ce étroit placé sur le trajet du �uide,

il y a une accélération du liquide accompagnée d'une importante perte de charge (P1−P2).
En appliquant la loi de Bernoulli (1.23) nous obtenons :

(
P1

ρ
+

v2
f1

2

)

−
(

P2

ρ
+

v2
f2

2

)

=
1

C2
d

v2
f

2
(1.24)

où vf2, vf1 et vf sont respectivement les vitesses du �uide avant, après et à l'endroit de
l'ori�ce et Cd est le coe�cient de décharge.������P1

S01

vf1

P

S0 vf

P2

S02

vf2

Fig. 1.9: L'écoulement d'un �uide à travers un ori�ce étroit.

En utilisant les relations de continuité entre les sections : S01vf1 = S02vf2 = S0vf nous
obtenons l'expression du débit volumique suivante [Mar93, Mer67, Mus01] :

Q = S0vf = CdS0

√
2

ρ
(P1 − P2) (1.25)

avec S0 est la section de l'ori�ce.
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1.2. Eléments de modélisation

1.2.2.5 Equation de débit lors d'un écoulement laminaire
Dans un écoulement laminaire à travers un ori�ce étroit, le nombre de Reynolds Re

est faible. La perte de charge est due essentiellement au frottement visqueux entre les
molécules du �uide. Le débit est proportionnel à (P1 − P2) et il dépend très fortement de
la température à travers le coe�cient de viscosité. L'expression du débit est la suivante
[Mer67] :

Q =
2δ2DhS0

µ
(P1 − P2) (1.26)

où δ est une constante dépendant de la géométrie de l'ori�ce (par exemple δ = 0, 2 pour
un ori�ce circulaire).

1.2.3 Dynamique des éléments mobiles
Pour établir les équations dynamiques de l'ensemble mécanique en mouvement, il est

nécessaire d'établir le bilan des forces extérieures appliquées à cet ensemble mobile puis
d'appliquer la loi fondamentale de la dynamique.

1.2.3.1 Bilan des forces
Considérons par exemple un vérin incliné d'un angle θ par rapport à l'horizontal

entraînant une charge inertielle reliée à un ressort. Nous supposons que le corps du vérin
est �xé à un bâti et que le piston est mobile. La �gure (FIG.1.10) suivante représente les
forces appliquées à ce système.

S2P2

S1P1

Fr

Fv =
 -bvv

Fj

y, v, γ

Fi

θ

θ

M

Mg

Fc

+

Fig. 1.10: Bilan des forces du sous système (Masse-tige-piston).

Nous supposons que la masse de l'ensemble mobile est égale à M et que toutes les liaisons
mécaniques sont de raideurs in�nies. Les forces appliquées sur le sous système mobile sont
les suivantes

a. Les forces de pression
Les deux sections S1 et S2 du piston, sont soumises respectivement aux forces
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suivantes {

Fp1 = S1P1

Fp2 = −S2P2

(1.27)

b. La force de rappel du ressort
La force de rappel d'un ressort est proportionnelle au déplacement, soit

Fr = −kr (y − y0) (1.28)

où kr est le coe�cient de raideur du ressort exprimé en N.m−1 et y0 et la position
de la masse au repos.

c. La force gravitationnelle
La force Fi est la force due à l'attraction gravitationnelle

Fi = −Mg sin(θ) (1.29)

d. Les forces dues aux frottements secs
Parmi les di�érents types de modèles de frottements secs, les modèles les plus
courants sont : le modèle de Coulomb, le modèle de Stribeck et le modèle de
Tustin. Dans ce paragraphe nous nous intéressons essentiellement au modèle de
Coulomb. Ce dernier est illustré par la �gure (FIG.1.11) et dé�ni par

Ffs =







−F M
sec Sgn(v) si v 6= 0







−F M
sec si Fext >M

sec

−Fext si −F M
sec ≤ Fext ≤ Fsec

F M
sec si Fext < −F M

sec

si v = 0
(1.30)

avec

F M
sec = −Fc − Fj (1.31)

où Fc présente la force de frottement due à la charge inertielle donnée par

Fc = µMg cos(θ) (1.32)

µ(5) est le coe�cient de frottement.
Fj est la force de frottement due aux joints d'étanchéité : sa valeur est généra-
lement fournie par le constructeur du vérin ou elle est approximée par

Fj = −0, 1 FMax (1.33)

où FMax désigne la force maximale admissible.
(5)c'est une constante sans unité. Elle est en général comprise entre 0,1 et 0,3.
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Ffs

−F M
sec

F M
sec

v

Fig. 1.11: Force due aux frottements secs (Modèle de Coulomb).

e. La force due aux frottements visqueux
Les frottements visqueux peuvent être représentés par un amortisseur de coe�cient
de frottement visqueux bv.

Ffv = −bv v (1.34)

1.2.3.2 Partie mécanique

La loi fondamentale de la dynamique ou la loi de Newton établit le lien entre les forces
appliquées à un système et la nature de son mouvement. Elle est donnée par l'équation
suivante :

Σ
−→
F = M−→γ (1.35)

où
Σ
−→
F : la somme algébrique des forces extérieures appliquées au système ;

−→γ : l'accélération de son centre d'inertie ;
M : la masse du système considéré.

A partir du bilan des forces et en appliquant la loi fondamentale de la dynamique selon
l'axe de déplacement du piston, nous obtenons

Mγ = Fp1 + Fp2 + Fr + Fi + Ffs + Ffv (1.36)

ce qui nous permet d'écrire les équations décrivant la dynamique de la partie mécanique
de l'ensemble vérin-masse sous la forme suivante :







v̇ =
1

M
(S1P1 − S2P2 − kr(y − y0) − Mg sin(θ) + Ffs − bvv)

ẏ = v
(1.37)
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1.3 Pré-actionneurs électrohydrauliques
Les distributeurs (de débit) électrohydrauliques à action proportionnelle ont pour fonc-

tion de servir d'interface entre l'électronique de commande (correcteur, régulateur, calcu-
lateur, etc.) et l'actionneur (vérin ou moteur hydraulique). Ils permettent de commander
simultanément la direction et le débit (FIG.1.12).

θ

N S

Armature
mobile Aimant

permanent

Buse-palette

Courant
de

commande
r

i1

i2M
ot
eu
r
co
up

le

xd

P1p P2p

Ps PsPrP1 P2

Tiroir de
distribution

(a) Servovalve à deux étages munie d'un ressort
(feedback force).

xd xf

i1

i2

P1p P2p

Ps P1 Pr P2 Ps

(b) Servovalve à deux étages avec un retour de po-
sition de tiroir (feedback position).

Fig. 1.12: Servovalves à deux étages.

Ils assurent en premier lieu le rôle de distribution, c'est-à-dire soit met un volume de
contrôle (par exemple une chambre d'un vérin) en communication avec la pression source
Ps (pompe) ou avec la pression de retour Pr (réservoir) soit l'isole du reste du circuit
selon le signe et la valeur du signal électrique de commande. Ce rôle de distribution est
assuré principalement par le tiroir de distribution dont le déplacement, contrairement aux
électrodistributeurs Tout-Ou-Rien, est proportionnel au signal électrique de commande.
Comme la section de l'ori�ce de passage du �uide est proportionnelle au déplacement du
tiroir, le débit volumique est donc également proportionnel au courant de commande (voir
équation (1.25)) pour une perte de charge donnée. En résumé, le tiroir de distribution est
commandé en position soit en boucle ouverte pour les �distributeurs proportionnels� soit
en boucle fermée pour les servodistributeurs et les servovalves.

Selon le cas, on distingue trois types de rétroaction :
� la rétroaction électrique : la position du tiroir est mesurée par un capteur magnétique
de type LVDT : le noyau du capteur est solidaire du tiroir.

� la rétroaction mécanique : la rétroaction est assurée par le biais d'une liaison méca-
nique (tige �exible) reliant le moteur-couple au tiroir de distribution ;

� la rétroaction barométrique : la rétroaction est assurée par la di�érence de pression
s'exerçant entre les faces du tiroir de distribution.
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1.3. Pré-actionneurs électrohydrauliques

L'asservissement de position du tiroir permet de minimiser l'in�uence des perturbations
comme les forces de frottements ou la variation de la température de l'huile, et permet
ainsi d'obtenir une meilleure �répétabilité� et une meilleure précision : c'est le cas des
servodistributeurs et des servovalves (voir les paragraphes suivants). Les applications en
boucle fermée utilisent donc essentiellement les servovalves ou les servodistributeurs. Les
distributeurs proportionnels sont uniquement utilisés pour les applications en boucle ou-
verte. Par conséquent, nous nous intéresserons uniquement aux servodistributeurs et aux
servovalves. Dans la suite de ce document, et par abus de terminologie, nous les désigne-
rons indi�éremment distributeurs.

Les distributeurs à action proportionnelle peuvent être classés en trois catégories selon
leur technologie, leur performance et leur utilisation.

1.3.1 Distributeur proportionnel
Le tiroir de distribution d'un distributeur proportionnel est commandé directement,

de manière progressive, par un ou deux solénoïdes proportionnels. Les solénoïdes propor-
tionnels constituent l'interface entre l'électronique et l'hydraulique et peuvent faire varier
l'e�ort ou le déplacement de leur induit proportionnellement aux variations de courant.
En général, le tiroir de distribution est maintenu en position médiane par des ressorts de
rappel lorsque les solénoïdes ne sont pas excités. Leurs performances statiques et dyna-
miques étant relativement médiocres, les distributeurs proportionnels sont réservés à des
applications en boucle ouverte.

1.3.2 Servodistributeur
Un servodistributeur est un distributeur proportionnel dont la position du tiroir est

asservie en position. Le noyau d'un capteur magnétique de type LVDT est solidaire du
tiroir de distribution et fournit une mesure de la position pour la rétroaction. L'asservis-
sement de position du tiroir permet de minimiser l'in�uence des perturbations comme les
forces de frottements ou la variation de la température de l'huile et permet ainsi d'obtenir
une meilleure �répétabilité� et une meilleure précision. Leurs performances dynamiques
sont inférieures à celles des servovalves tandis que leurs caractéristiques statiques sont
équivalents voire quelquefois meilleurs. Les servodistributeurs sont utilisés aussi bien en
boucle fermée qu'en boucle ouverte.

1.3.3 Servovalve
Les servovalves constituent le haut de gamme des distributeurs à action proportion-

nelle. Le déplacement du tiroir est commandé par l'étage buse-palette. La palette est
solidaire à l'armature mobile d'un moteur-couple dont le déplacement est proportionnel
au courant de commande. Le tiroir de distribution est asservi en position soit avec une
contre-réaction électrique (capteur LVDT), soit avec une contre-réaction mécanique (la
palette est reliée au tiroir par une tige �exible) soit avec une contre-réaction barométrique
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(di�érence de pression sur les faces du tiroir). Les servovalves sont caractérisées par leurs
performances statiques (précision, hystérésis, etc.) et dynamiques élevées mais aussi par
leurs coûts d'acquisition et de maintenance plus élevés. Elles sont toujours utilisées comme
élément d'un système de commande en boucle fermée.

Le modèle de ces distributeurs est constitué par une partie statique non linéaire en
série avec une partie dynamique linéaire (voir FIG.1.13). La partie non linéaire représente
la relation entre le débit volumique et le signal électrique ou la position du tiroir tandis
que la partie linéaire est une approximation du comportement dynamique de l'ensemble.

Position du
tiroir

Signal de 
la commande

Dynamique Statique

∆P

Qi xd

Q

xd

Fig. 1.13: Schéma de principe d'un pré-actionneur hydraulique.

1.3.4 Caractéristiques statiques d'un distributeur
Les caractéristiques statiques utiles pour la modélisation concernent essentiellement

les dimensions et la géométrie du tiroir de distribution. Nous rappellerons dans cette
partie les di�érents types de centre ainsi que la relation entre le débit volumique et le
signal électrique de commande.

1.3.4.1 Types de centre
Lorsque le composant électromagnétique (solénoïde proportionnel ou moteur-couple)

n'est pas excité, le tiroir de distribution se trouve dans sa position médiane ou neutre. La
courbe de débit volumique en fonction du courant de commande dépend de la structure de
cette position médiane. La �gure suivante représente un distributeur à action proportion-
nelle à 4 ori�ces et 3 positions (distributeur 4/3) où le carré central représente la position
médiane.

T

A

P

B

Fig. 1.14: Symbole d'un distributeur proportionnel à 4 ori�ces et 3 positions.
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A, B: ori�ces liés aux éléments commandés (moteur hydraulique, vérin) ;
P : ori�ces d'arrivée de la pression (pompe) ;
T : ori�ces de retour (reservoir).

1.3.4.1.1 Centre à recouvrement positif En position médiane, les ori�ces de pas-
sage de l'huile sont fermés et le débit est nul. Il faut un déplacement du tiroir |xd| > σ
avec σ > 0 par rapport à la position médiane pour obtenir un débit. Il apparaît donc une
zone morte. Par rapport aux caractéristiques réelles, le débit au point zéro est faible et
le gain en pression est élevé. Ce type de recouvrement peut être utilisé en asservissement
de vitesse ou de débit, mais n'est pas approprié pour l'asservissement de position ou de
pression puisque la zone morte diminue la précision.
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recouverement

tiroir chemise

xd

σ

σ− σ

Fig. 1.15: recouvrement positif (centre fermé).

1.3.4.1.2 Centre critique ou à recouvrement nul En position médiane, les ori�ces
de passage de l'huile sont fermés et le débit est nul. C'est le cas où σ = 0, un déplacement
du tiroir fait apparaître un débit sur une arête du tiroir. Ce type de centre peut être utilisé
pour tous les types d'asservissements.
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Fig. 1.16: recouvrement nul (centre critique).
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1.3.4.1.3 Centre à recouvrement négatif ou centre à découvrement Lorsque
la position du tiroir est inférieure à σ (|xd| < σ) par rapport à la position médiane, il
y a un débit volumique permanent au niveau des deux arêtes du tiroir. Par rapport aux
caractéristiques réelles, le débit au point zéro est important et le gain en pression est
faible. Le recouvrement négatif peut être utilisé en asservissement de position et de force.
Remarque 1.5. Dans la pratique et en fonction de la précision voulue, on peut accepter
un recouvrement (positif ou négatif) inférieur à 0,5% de la course du tiroir ou du courant
nominal pour l'asservissement de position. ■
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xd− σ σ

Fig. 1.17: Découvrement ou recouvrement négatif (Centre ouvert).
1.3.4.2 Gain en pression

Considérons le montage hydraulique présenté par la �gure (FIG.1.18), où le distributeur
est alimenté sous une pression Ps, la pression du retour est Pr et les deux ori�ces A et
B de la servovalve sont fermés. Lors d'un déplacement du tiroir autour de sa position
médiane, la pression di�érentielle PA − PB varie rapidement de Pr − Ps à Ps − Pr.

PsPr

P1 P2

xd

A B

T P

Q
f

Fig. 1.18: Schéma de principe pour mesurer le gain en pression et le débit de fuite.
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Le gain en pression du distributeur est la pente autour de zéro de la courbe (FIG.1.19)
représentant la variation de la pression di�érentielle et le signal de commande [Fai99,
Leb86].

Pression

Signal de
commande

Fig. 1.19: La pression di�érentielle P1 − P2 en fonction du signal de commande.

1.3.4.3 Débit de fuites internes
En théorie, un distributeur est supposé être à géométrie parfaite et donc le débit de

fuite est considéré nul au point critique xd = 0. Or, en pratique, et pour de petites ou-
vertures (par exemple, |xd| < 0, 02 mm), les performances sont détériorées par les défauts
inévitables de sa géométrie. Cependant, il convient de préciser qu'au delà de cette région
on retrouve des performances proches de celles prévues théoriquement.

La �gure (FIG.1.20) ci-dessous donne le débit de fuites internes en fonction du signal
de la commande [Fai99]. Un débit quasi-constant correspond au débit permanent quand le
signal est nul. Le débit de fuites est maximal lorsqu'on est au zéro hydraulique c'est-à-dire
quand le tiroir est au position centre qui correspond à un signal de commande nul. Le
suivi dans le temps de l'évolution de cette caractéristique est un critère de jugement de
l'usure d'un distributeur.

1.3.4.4 Débit nominal d'un distributeur
A l'application d'un signal de commande nominal (courant ou tension maximum), le

tiroir du distributeur découvre au maximum les sections de passage. Le débit fourni par
le distributeur dans ce cas et pour une perte de charge nominale ∆Pn est appelé le débit
nominal. Son expression est donnée (voir par exemple [Fai99, Mer67]) sous la forme :

Qn = unk
√

∆Pn (1.38)
Les valeurs nominales du débit Qn, du courant ou de la tension de commande un et de
la perte de charge ∆Pn sont données par les fabriquants des pré-actionneurs. La perte de
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Débit de fuite

Signal de
commande

Servodistributeur
Servovalve

Fig. 1.20: Le débit de fuite en fonction du signal de commande.

charge nominale ∆Pn est en général arbitrairement �xée à 35 bar par arête de distribution
(500 PSI) pour les servovalves et à 5 bar par arête pour les distributeurs proportionnels.
Le débit à travers une arête du distributeur pour une perte de charge ∆P et une commande
u est alors donnée par

Q = k u Sgn(∆P )
√

∆P =
u

un

Sgn(∆P )

√

∆P

∆Pn

Qn (1.39)

1.3.4.5 Equation du débit d'un distributeur

La modélisation de la partie statique consiste à mettre en équation les débits de la
servovalve. Pour ce faire, on établit les équations décrivant les débits Q1 et Q2 fournis par
la servovalve ou les deux servovalves aux chambres du vérin.

Dans la littérature [Leb86, Mar93, Mer67, Wan61, Wat89], di�érentes expressions des
débits volumiques selon le degré de �nesse du modèle retenu sont proposées. Dans ce
travail, il est supposé que la servovalve est symétrique, c'est-à-dire que les restrictions de
sortie et d'entrée sont identiques et à découvrement nul. De plus, nous négligerons les
fuites au niveau des interfaces et nous supposerons que l'écoulement est turbulent. Sous
ces hypothèses et en vertu des expressions du débit données précédemment, pour une
servovalve à trois positions quatre voies (FIG.1.22), nous obtenons les équations de débit
Q1 et Q2 suivantes :

Q1 =

{

kd xd Sgn(Ps − P1)
√

|Ps − P1| si xd ≥ 0

kd xd Sgn(P1 − Pr)
√

|P1 − Pr| si xd < 0

et

Q2 =

{

kd xd Sgn(P2 − Pr)
√

|P2 − Pr| si xd ≥ 0

kd xd Sgn(Ps − P2)
√

|Ps − P2| si xd < 0

(1.40)
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Le système (1.40) peut être réécrit sous la forme
{

Q1 = xdϕ(P1, xd)

Q2 = −xdϕ(P2,−xd)
(1.41)

avec

ϕ(Pi, xd) =







ϕ+(Pi) = kd Sgn(Ps − Pi)
√

|Ps − Pi| si xd ≥ 0

ϕ−(Pi) = kd Sgn(Pi − Pr)
√

|Pi − Pr| si xd < 0
(1.42)

où Ps est la pression source ou la pression d'alimentation, Pr la pression de retour, P1 et
P2 les pressions à la sortie des ori�ces (1) et (2) respectivement. Les fonctions ϕ+ et ϕ−

sont illustrées par la �gure (FIG.1.21) pour Pi ∈]0; 300.105[
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Fig. 1.21: Représentation des deux fonctions ϕ+ et ϕ−
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(a) Servovalve en positions xd > 0.
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(b) Servovalve en positions xd < 0.

Fig. 1.22: Principe de fonctionnement du tiroir d'un distributeur proportionnel 4/3.
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Dans le cas d'une servovalve à trois positions trois voies, l'expression du débit est
donnée par l'équation (1.41).

1.3.5 Caractéristiques dynamiques d'un distributeur
La modélisation de la dynamique d'une servovalve dépend du nombre et de la nature

des éléments intervenants entre son tiroir principal et le moteur-couple (tige, buse-palette,
tiroir pilote, etc.) donc du type de la servovalve. Les caractéristiques dynamiques d'une
servovalve sont déterminées essentiellement à partir de ses caractéristiques fréquentielles.
Dans le cas où on considère que la servovalve n'est pas su�samment rapide par rapport
à l'actionneur, sa dynamique est généralement modélisée par une fonction de transfert
linéaire.

1.3.5.1 Servovalves mono-étage
Dans le cas d'un distributeur mono-étage, la palette, l'injecteur, le dé�ecteur ou le

tiroir sont commandés directement par le moteur-couple. Un distributeur à étage à tiroir
est appelé distributeur à commande directe (voir FIG.1.23). Il est constitué d'un moteur-
couple relié au tiroir par une tige. Le positionnement du tiroir se fait à l'aide de l'armature
du moteur-couple commandé par le signal électrique de la commande.

θ

Armature Ps Pr

P T

N S
i1

i2
r

xdMoteur couple
P1 P2

A B

Fig. 1.23: Servovalve à mono-étage [Mer67].

Les distributeurs à commande directe sont des distributeurs relativement simples et éco-
nomiques, mais ils ont deux défauts majeurs : leur débit est limité parce que les forces
d'écoulement à l'équilibre tendent à caler le moteur-couple qui à une puissance faible, et à
limiter la course du tiroir. Le deuxième inconvénient est dû au fait que la stabilité dépend
largement de la dynamique de la charge, cela peut être réduit par une étude appropriée
du distributeur pour assurer sa stabilité. La modélisation de la dynamique de ce type de
servovalve passe par la modélisation de la partie électrique c'est-à-dire le transfert entre
la tension et le courant, et par la modélisation de la partie mécanique qui est constituée
du moteur-couple, de l'armature et du tiroir.
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Signal de 
la commande 

Dynamique
du moteur

θ Dynamique
du tiroir

xd

Déplacement 
du tiroir 

i

Fig. 1.24: Schéma de principe d'une servovalve à mono-étage.

1.3.5.2 Dynamique des distributeurs à deux étages
Les servovalves à deux étages ne présentent pas les mêmes inconvénients que celles à

mono-étage ; à savoir, la limitation du débit et l'instabilité. Elles sont équipées d'un pré-
ampli�cateur hydraulique qui transforme la force du moteur-couple en une force de débit
su�sante pour vaincre les forces du frottement et les forces dues aux vibrations appliquées
sur le tiroir. Les plus connues de ce type de servovalves sont celles avec une rétroaction
de la position. Cela peut être fait soit directement par une rétroaction de la position
(FIG.1.12(b)) soit à l'aide d'un ressort qui convertit la position en une force. Celle-ci agit
contre la pression di�érentielle due à l'étage pilote pour centrer le tiroir (FIG.1.12(a)).

En appliquant un courant di�érentiel ∆i positif (i1 > i2) à une servovalve à deux
étages avec une rétroaction de la position (FIG.1.12(b)), l'étage pilote constitué par la
buse-palette se penche vers la gauche, la pression P1p augmente et la pression P2p dimi-
nue. Cette variation de pression entraîne le tiroir vers la gauche. Quand l'équilibre des
pressions P1p et P2p est établi et la buse est centrée entre les palettes, le tiroir s'immobilise.

Signal de 
la commande 

Dynamique
du moteur

θ Dynamique
du tiroir

xd

Déplacement 
du tiroir 

i
r

xf

Fig. 1.25: Schéma de principe d'un distributeur à deux étages avec rétroaction de posi-
tion.

Pour ce type de servovalves, c'est-à-dire les servovalves à deux étages avec une ré-
troaction de la position, la dynamique est constituée de deux parties ; comme présenté
dans le schéma de la �gure (FIG.1.25), on trouve dans la première partie la dynamique
du moteur-couple, et dans la deuxième partie la dynamique du tiroir, cette dernière subit
l'e�et des deux pressions P1p et P2p. Il faut noter que la position de la buse est directement
in�uencée par la position du tiroir.

Une autre méthode pour obtenir une rétroaction de la position est d'utiliser un ressort
qui lie le tiroir à la buse et qui génère une force d'équilibrage (FIG.1.12(a)). Un courant
di�érentiel ∆i positif (i1 > i2) crée un couple sur la buse pour la déplacer vers la gauche,
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ce qui a pour conséquences d'augmenter la pression P1p et de diminuer P2p. A cause de
la variation des pressions P1p et P2p, le tiroir se déplace vers la droite jusqu'à ce que le
couple de l'armature, dû au ressort, compense le couple dû au courant d'alimentation. Le
tiroir s'immobilise en une nouvelle position d'équilibre proportionnelle au courant.

Dans ce cas la dynamique de la servovalve contient deux dynamiques ; la dynamique
du moteur-couple et celle du tiroir avec une rétroaction qui se fait par l'intermédiaire d'un
ressort qui réagit a�n d'équilibrer les forces générées par les pressions P1p et P2p. La �gure
(FIG.1.26) présente un schéma expliquant la dynamique d'une servovalve avec un ressort.

Signal de 
la commande 

Dynamique
du moteur

θ Dynamique
du tiroir

xd

Déplacement 
du tiroir 

i
r

xf

rétroaction
de la force raideur du

ressort Kt

Fig. 1.26: Schéma de principe d'une servovalve à deux étages avec retour de position
(présence d'un ressort).

1.3.5.3 Servovalves à trois étages
Les servovalves à trois étages sont les servovalves les plus performantes. On fait appel

à ce type de servovalves dans le cadre des applications qui exigent des débits importants
pour réaliser des performances dynamiques très élevées (par exemple 1000 lmin−1 sous
une perte de charge de 70 bar et un temps de réponse de 14 ms) [Fai99, JK03].

Dynamique
du tiroir pilote

Signal de 
la commande 

Dynamique
du moteur

θ xsn

Déplacement 
du tiroir pilote 
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xf

rétroaction
de la force raideur du

ressort Kt

xdDynamique
du tiroir 
principal

retour de la position 
du tiroir principal

_

_+ +

Fig. 1.27: Schéma de principe d'une servovalve à trois étages.

Ce type de servovalve est composé d'un étage pilote, généralement une servovalve à
deux étages, et d'un tiroir de distribution. Le signal électrique de commande appliqué à
l'étage pilote est transformé par ce dernier en un débit et en une di�érence de pression

28



1.3. Pré-actionneurs électrohydrauliques

(donc une force) permettant ainsi de déplacer le tiroir de distributeur. Le tiroir de distri-
buteur est asservi en position par le biais d'un capteur LVDT permettant ainsi d'obtenir
un débit proportionnel au courant de commande et pour une perte de charge donnée.

θ

Buse-palette

Tiroir pilote

Tiroir principal

N S

i1

i2

P1p P2p

P1n P2n

Pr

T

xd

xsn

xf

Ps Ps Ps

P P PA B
P1 P2

_ _ _ _ _

LVDT _ _ _ _ _
_ _ _ _ _|
|

|
|

Fig. 1.28: Servovalve à trois étages.

1.3.5.4 Partie dynamique de la servovalve
Les servovalves sont des éléments électrohydrauliques su�samment rapides pour que

leur partie dynamique soit négligée. En général, pour étudier les systèmes électrohydrau-
liques, on considère le déplacement du tiroir xd du distributeur comme une commande
au lieu du signal électrique appliqué au moteur-couple [GS04, HSUU04, KL02, KK04,
Mer67, OR00, UP02, YBRC99]. Pour disposer d'un modèle pertinent, il est judicieux
d'intégrer la dynamique existante entre le signal électrique de la commande et la position
du tiroir. Le problème réside dans le fait que la plupart des variables intervenant dans les
équations décrivant la dynamique du distributeur n'est pas accessible. Pour ce faire, le
comportement du distributeur est approximé par un modèle linéarisé. Dans la littérature,
la dynamique des distributeurs est souvent représentée par un système linéaire d'ordre un
[AL00, KJ98, LT04, NWS00, UPU04, YBC98] ou deux [CDWD02, SS00, Wan61] (voire
un ordre supérieur [JK03, Man00, Mer67]) et ceci selon les éléments considérés et la pré-
cision souhaitée. Dans ce paragraphe nous présentons quelques modèles utilisés dans la
littérature pour décrire la dynamique de la servovalve ; le premier est d'ordre un [Fai99],
il est donné sous la forme

Xd(s)

Ud(s)
=

Kd

τd s + 1
(1.43)

où
τd : la constante de temps de la servovalve ;
Kd : le gain statique.

Le deuxième est de second ordre et il est présenté par la fonction de transfert suivante
[Fai99]
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Xd(s)

Ud(s)
=

Kd

s2 + 2 ζd ωd s + ω2
d

(1.44)

où
Xd et Ud : sont respectivement les transformés de Laplace de la position du tiroir xd

et le signal de commande ud ;
ωd : la pulsation propre de la servovalve ;
ζd : le facteur d'amortissement de la servovalve ;
Kd : le gain statique de la servovalve.

En�n, la fonction de transfert de sixième ordre, représentant la dynamique de la servovalve
proposée par [Man00], est obtenue par une méthode d'identi�cation non paramétrique en
négligeant les e�ets d'hystérésis et de la force du débit, elle est donnée par

Xd(s)

Ud(s)
=

a0

a0 + a1s + a2s2 + a3s3 + a4s4 + a5s5 + a6s6
(1.45)

où ai(i = 1 . . . 6) sont des réels positifs.

Cependant, il convient de noter que ce comportement linéaire n'est valable que pour de
faibles amplitudes du signal. En e�et, pour des grandes valeurs d'amplitude, un e�et sa-
turation apparaît.

Dans ce travail, nous nous intéressons à l'étude d'un système électrohydraulique en
tenant compte de la dynamique de la servovalve ou du servodistributeur. La dynamique
du distributeur considéré sera décrite par une fonction de transfert de premier ordre
représentée par sa forme d'état

ẋd = − 1

τd

(xd − Kdud) (1.46)

1.4 Modélisation des actionneurs hydrauliques
Un vérin hydraulique est un actionneur qui permet de transformer l'énergie hydrau-

lique de l'huile en un travail mécanique. Il est soumis à des pressions d'huile qui permettent
d'obtenir des mouvements. Il existe deux grandes familles de vérins, à savoir les vérins li-
néaires à simple et à double e�et (FIG.1.29) et les vérins rotatifs à crémaillère et à palettes
(FIG.1.30).

 

(a) Vérin linéaire à simple e�et.

 

(b) Vérin linéaire à double e�et.

Fig. 1.29: Vérins linéaires.
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(a) Vérin rotatif à palette (b) Vérin rotatif à crémaillère

Fig. 1.30: Vérins rotatifs.

Tout au long de ce travail nous nous intéresserons uniquement aux vérins linéaires à
double e�et.

Pour la modélisation, un vérin linéaire à double e�et est caractérisé essentiellement
par :

� sa course l0 ;
� ses sections utiles S1 et S2 (ou S dans le cas d'un vérin symétrique) ;
� et son volume mort Vm.

1.4.1 Vérin linéaire à double e�et
1.4.1.1 Vérin asymétrique

Le comportement dynamique d'un vérin dépend de l'évolution des pressions dans ses
deux chambres. Considérons un vérin asymétrique à double e�et représenté par la �gure
(FIG.1.31). A partir du principe de conservation de la masse (�1.2.1.2), la dynamique de
la pression P dans une chambre à volume variable V est donnée par (1.16) :

dP

dt
=

βe

V

(

ΣQe − ΣQs −
dV

dt

)

(1.47)

où ΣQe et ΣQs représentent respectivement la somme des débits volumiques entrants et
sortants. βe est le module de compressibilité e�ective qui tient compte de la compressibilité
de l'huile, de l'e�et de l'air entraîné et l'élasticité de l'enveloppe du vérin.
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S1 S2

Position y
Vitesse v

P1, V1 P2, V2

S1

S2Qf

Q1 Q2

Fig. 1.31: Vérin asymétrique à double e�et considéré.
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Dans ce qui suit, nous considérons les hypothèses suivantes :
(H1) Le débit de fuite dans le vérin est laminaire et il est faible dans une section annulaire

très mince.
(H2) L'huile subit une évolution isotherme dans les chambres du vérin.
(H3) La somme des volumes des deux chambres du vérin est constante et indépendante

de la position du piston.
(H4) La masse M est en mouvement de translation horizontale.
(H5) Le système ne contient pas de ressort.
(H6) Les forces de frottement, dues au joins, à la charge inertielle et aux frottements secs,

sont négligeables.
(H7) La pression source Ps et la pression de retour Pr sont constantes. ■

Sous l'hypothèse (H1) les débits de fuites peuvent être modélisés par ([Mer67, Mus01,
Wat89]) :

{

Qfi = λfi(P1 − P2)

Qfej
= λfe(Pi − Pr)

(1.48)

où
Qfi : débit de fuites inter-chambres ;
Qfe : débit de fuites externes ;
λfi : coe�cient de fuites inter-chambres ;
λfe : coe�cient de fuites externes du vérin ;
Pi : la pression dans la chambre i du vérin (i = 1; 2) ;
Pr : la pression de retour.

Cela permet d'écrire les équations des débits entrant et sortant des deux chambres du
vérin considéré sous la forme :

{

ΣQe1
− ΣQs1

= Q1 − Qfi − Qfe1

ΣQe2
− ΣQs2

= Q2 + Qfi − Qfe2

(1.49)

Qi
(6)(i = 1; 2) sont les valeurs algébriques des débits de l'huile entrant et sortant par les

deux ori�ces des deux chambres, fournis par le (ou les) distributeur(s) alimentant le vérin.
A partir de (1.47), (1.48) et (1.49) nous obtenons :







dP1

dt
=

βe

V0 + S1y

(
Q1 − λfi(P1 − P2) − λfe(P1 − Pr) − S1v

)

dP2

dt
=

βe

V0 − S2y

(
Q2 + λfi(P1 − P2) − λfe(P2 − Pr) + S2v

)
(1.50)

(6)Les expressions de Qi seront données explicitement dans le sous-paragraphe suivant.
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y et v représentent respectivement le déplacement et la vitesse de la tige du vérin et V0

est le demi-volume du vérin dé�ni par

V0 =
S1S2

S1 + S2

l0 + Vm (1.51)

où S1 et S2 sont les surfaces utiles et l0 et Vm désignent respectivement la course du vérin
et le volume mort.

1.4.1.2 Vérin symétrique
Dans le cas symétrique, pour obtenir les équations décrivant l'évolution des pressions

dans les deux chambres, il su�t de poser S1 = S2 = S dans l'équation (1.50). On déduit
le modèle suivant :







dP1

dt
=

βe

V0 + Sy

(
Q1 − λfi(P1 − P2) − λfe(P1 − Pr) − Sv

)

dP2

dt
=

βe

V0 − Sy

(
Q2 + λfi(P1 − P2) − λfe(P2 − Pr) + Sv

)
(1.52)

Dans ce cas, l'expression de V0 devient :

V0 =
Sl0
2

+ Vm

1.5 Modélisation d'un servovérin
Le servovérin est le système électrohydraulique qui sera étudié tout au long de ce

travail. Il est constitué d'un vérin hydraulique double e�et entraînant une charge et d'une
(de deux) servovalve(s) (FIG.1.32). Dans la littérature, la modélisation de ces processus
[BRS66, JK03, Leb86, Mar93, MM80, Mer67, Wat89] repose essentiellement sur les lois
d'écoulement du �uide à travers des restrictions variables des servovalves et les lois de la
mécanique appliquées à l'ensemble mobile constitué par la charge inertielle et la tige du
vérin.

1.5.1 Partie mécanique
Les équations mécaniques sont obtenues par application de la loi de Newton à la partie

mobile constituée par la tige du vérin et la masse inertielle M . En considérant que la charge
M est soumise à un e�ort résistant F0 et à un frottement visqueux nous obtenons :







dv

dt
=

1

M
(S1P1 − S2P2 − F0 − bvv)

dy

dt
= v

(1.53)

où v et y sont respectivement la vitesse et la position de la tige du vérin. S1 et S2

représentent les sections utiles des deux faces du piston et bv est le coe�cient de frottement
visqueux.
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1.5.2 Système avec deux distributeurs

Position y

Vitesse v

P1 P2

S1 Masse M ←−F0

u1 u2

S2

Ps Pr Ps Pr

Fig. 1.32: Système électrohydraulique avec deux servovalves.

Dans un système électrohydraulique constitué d'un vérin asymétrique et de deux ser-
vovalves(7), le débit de l'huile est commandé séparément dans chacune des deux chambres.
A partir des équations d'évolution des pressions P1 et P2 présentées par (1.50) et celles
qui donnent les débits d'une servovalve (1.41), nous obtenons le système décrivant le
comportement de la partie hydraulique suivant







dP1

dt
=

βe

V0 + S1y

(
xd1

ϕ1(P1, xd1
) − λfi(P1 − P2) − λfeP1 − S1v

)

dP2

dt
=

βe

V0 − S2y

(
− xd2

ϕ2(P2,−xd2
) + λfi(P1 − P2) − λfeP2 + S2v

)
(1.54)

avec

ϕi(Pi, xdi) =







ϕ+
i (Pi) = kdi Sgn(Ps − Pi)

√

|Ps − Pi| si xdi ≥ 0

ϕ−
i (Pi) = kdi Sgn(Pi − Pr)

√

|Pi − Pr| si xdi < 0
i = 1; 2 (1.55)

où Ps est la pression source, Pr la pression de retour et P1 et P2 les pressions dans
les deux chambres du vérin. xd1

et xd2
représentent les déplacements des tiroirs des deux

servovalves utilisées. V0 est le volume donné par (1.51) et ks1
et ks2

des constantes positives
caractérisant les servovalves et dé�nis par

kdi =
Qnj

unj

√
∆Pn

j = 1; 2 (1.56)

Qnj, unj et ∆Pn désignent respectivement les valeurs nominales du débit, du courant et
de la perte de charge par arête active correspondant à la zone linéaire de la relation débit-
courant du distributeur [Fai99].

(7)de type trois positions trois voies.

34



1.5. Modélisation d'un servovérin

Le comportement du système électrohydraulique commandé par deux servovalves est
donc décrit par le modèle non-linéaire suivant :







Ṗ1 =
βe

V0 + S1y

(
xd1

ϕ1(P1, xd1
) − λfi(P1 − P2) − λfeP1 − S1v

)

Ṗ2 =
βe

V0 − S2y

(
− xd2

ϕ2(P2,−xd2
) + λfi(P1 − P2) − λfeP2 + S2v

)

v̇ =
1

M
(S1P1 − S2P2 − F0 − bvv)

ẏ = v

(1.57)

où les expressions des deux fonctions ϕ1(P1, xd1
) et ϕ2(P2, xd2

) sont données par (1.55)

1.5.3 Cas d'un seul distributeur
Dans le cas où le système électrohydraulique est commandé à travers une seule servo-

valve, le modèle mathématique peut être déduit à partir de (1.57), en remplaçant xd1
et

xd2
par une seule variable de commande xd







Ṗ1 =
βe

V0 + S1y

(
xdϕa(P1, xd) − λfi(P1 − P2) − λfeP1 − S1v

)

Ṗ2 =
βe

V0 − S2y

(
− xdϕa(P2,−xd) + λfi(P1 − P2) − λfeP2 + S2v

)

v̇ =
1

M
(S1P1 − S2P2 − F0 − bvv)

ẏ = v

(1.58)

avec

ϕa(Pi, xd) =







kd Sgn(Ps − Pi)
√

|Ps − Pi| si xd ≥ 0

kd Sgn(Pi − Pr)
√

|Pi − Pr| si xd < 0
i = 1; 2 (1.59)

1.5.4 Modélisation par prise en compte de la pression di�éren-
tielle

Le modèle électrohydraulique présenté dans ce paragraphe décrit un système élec-
trohydraulique commandé par une seule servovalve (FIG.1.33). C'est un modèle, où les
dynamiques des pressions dans les chambres du vérin sont remplacées par celle de la pres-
sion di�érentielle notée PL. Ce modèle o�re l'avantage d'une réduction du nombre des
équations d'état décrivant le fonctionnement du système électrohydraulique. Cette réduc-
tion permet également d'envisager l'utilisation d'un seul distributeur pour commander
l'actionneur.
La pression di�érentielle PL est dé�nie par :

PL = αP1 − P2 (1.60)
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où α =
S1

S2

représente le rapport des sections utiles.

Position y
Vitesse v

P1 P2

S1 Masse M ←−F0

u

S2

Ps Pr

Fig. 1.33: Vérin asymétrique commandé par une seule servovalve.

En supposant, d'une part, qu'il n'y a pas de fuite ou les di�érents débits de fuites sont
négligeables devant les débit de transfert Q1 et Q2 et, d'autre part, que le distributeur
est parfaitement symétrique, nous pouvons déduire de l'équation de continuité la relation
suivante [JK03] :

Q1

S1

= −Q2

S2

(1.61)

Le modèle avec pression di�érentielle est obtenu à partir de celui donné par (1.58). Pour
ce faire, nous donnons, dans un premier temps, l'expression de P1 et P2 en fonction de Ps,
Pr et PL et ceci selon le signe de xd.
Par la suite nous utiliserons QL pour désigner le débit de charge dé�ni par

QL = αQ1 − Q2. (1.62)

Nous distinguons deux cas selon le signe de xd :
� xd ≥ 0.

Dans ce cas, nous avons






Q1 = kdxd Sgn(Ps − P1)
√

|Ps − P1|

Q2 = kdxd Sgn(Pr − P2)
√

|Pr − P2|.
(1.63)

En utilisant l'équation (1.61), nous obtenons les deux égalités suivantes

Sgn(Ps − P1) = Sgn(P2 − Pr) (1.64)

et
√

|Ps − P1| = α
√

|P2 − Pr|. (1.65)
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Grâce aux équations (1.64) et (1.65) et à l'expression de PL, donnée par (1.60), on
peut déduire la valeur des deux pressions P1 et P2 en fonction de Ps, Pr et PL ; à
savoir,







P1 =
Ps + α2Pr + α2PL

α3 + 1

P2 =
αPs + α3Pr − PL

α3 + 1
.

(1.66)

Par ailleurs, d'après les équations (1.62), (1.63) et (1.66), nous avons

QL = kdxd(α
2 + 1)Sgn(αPs − Pr − PL)

√
∣
∣
∣
∣

αPs − Pr − PL

α3 + 1

∣
∣
∣
∣

(1.67)

� xd < 0.
Nous avons les expressions des débits Q1 et Q2 suivantes







Q1 = kdxd Sgn(P1 − Pr)
√

|P1 − Pr|

Q2 = kdxd Sgn(P2 − Ps)
√

|P2 − Ps|
(1.68)

D'après l'équation (1.61), nous avons

Sgn(Ps − P1) = Sgn(P2 − Pr) (1.69)

et √

|P1 − Pr| = α
√

|Ps − P2| (1.70)
Ceci nous permet d'écrire les expressions des pressions P1 et P2 sous la forme







P1 =
Pr + α2Ps + α2PL

α3 + 1

P2 =
αPr + α3Ps − PL

α3 + 1

(1.71)

L'expression du débit QL dans le cas xd < 0, est obtenue à partir des équations
(1.62), (1.68) et (1.71) :

QL = −kdxd(α
2 + 1)Sgn(αPr − Ps − PL)

√
∣
∣
∣
∣

αPr − Ps − PL

α3 + 1

∣
∣
∣
∣

(1.72)

En introduisant la variable Pα dé�nie par

Pα =

{

P+
α = Ps + α2Pr si xd ≥ 0

P−
α = Pr + α2Ps si xd < 0

(1.73)

il vient que






P1 =
1

α3 + 1
Pα +

α2

α3 + 1
PL

P2 =
α

α3 + 1
Pα − 1

α3 + 1
PL

(1.74)
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La dynamique de la pression di�érentielle est déduite des relations (1.58), (1.67), (1.72),
et (1.74). En e�et, en dérivant les membres de l'équation (1.60), on peut montrer que

ṖL =
βe

(V0 + S1y)(V0 − S2y)

{(

V0 − S1

α − 1

α2 + 1
y

)
[
ϕL(PL, xd)xd − S2(α

2 + 1)v
]

+
λfiV0

α2 − α + 1

[
(α − 1)Pα − (α2 + 1)PL

]

+λfe

[

− V0PL +
S1y

α3 + 1

[
(α + 1)Pα + (α2 − 1)PL

]
+ Pr[(α − 1)V0 − 2S1y]

]}

(1.75)
avec

ϕL(PL, xd) =







ϕ+
L(PL) = kd(α

2 + 1) Sgn(αPs − Pr − PL)

√∣
∣
∣
∣

αPs − Pr − PL

α3 + 1

∣
∣
∣
∣
si xd ≥ 0

ϕ−
L(PL) = kd(α

2 + 1) Sgn(Ps − αPr + PL)

√∣
∣
∣
∣

Ps − αPr + PL

α3 + 1

∣
∣
∣
∣
si xd < 0

(1.76)
Finalement, le modèle avec pression di�érentielle d'un vérin actionné par un seul dis-

tributeur est donné par







ṖL =
βe

(V0 + S1y)(V0 − S2y)

{(

V0 − S1

α − 1

α2 + 1
y

)
[
ϕL(PL, xd)xd − S2(α

2 + 1)v
]

+
λfiV0

α2 − α + 1

[
(α − 1)Pα − (α2 + 1)PL

]

+λfe

[

− V0PL +
S1y

α3 + 1

[
(α + 1)Pα + (α2 − 1)PL

]
+ Pr[(α − 1)V0 − 2S1y]

]}

v̇ =
1

M
(S2PL − bvv − F0)

ẏ = v

(1.77)
où les expressions de Pα et ϕL(PL, xd) sont données respectivement par (1.73) et (1.76).

1.5.4.1 Cas particulier

Considérons le cas d'un vérin symétrique (FIG.1.35) sans force antagoniste et supposons
que les fuites ainsi que les frottements visqueux sont négligeables. Dans ce cas le modèle
avec pression di�érentielle est déduit directement du modèle (1.77) en prenant α = 1,
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λfi = 0 et λfe = 0







ṖL =
βeV0

V 2
0 − (Sy)2

[
ϕL(PL, xd)xd − 2Sv

]

v̇ =
S

M
PL

ẏ = v

(1.78)

avec

ϕL(PL, xd) =







ϕ+
L(PL) = kd Sgn(Ps − Pr − PL)

√

2 |Ps − Pr − PL| si xd ≥ 0

ϕ−
L(PL) = kd Sgn(Ps − Pr + PL)

√

2 |Ps − Pr + PL| si xd < 0

(1.79)

ϕ
ϕ+ ϕ−

Pr − Ps Ps − Pr PL

kd

p
2|Ps − Pr|

Fig. 1.34: Les fonctions ϕ+ et ϕ− pour α = 1.

Position y
Vitesse v

P1 P2

Masse M ←−F0

u

S

Ps Pr

Fig. 1.35: Vérin symétrique actionné par une seule servovalve.

Pour conclure ce sous-paragraphe, nous souhaitons e�ectuer une brève comparaison
entre les modèles présentés ici et ceux de la littérature.
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En général, les travaux dédiés en partie ou complètement à la modélisation des sys-
tèmes électrohydrauliques, par utilisation de la pression di�érentielle [AL00, KL02, LK97,
NWS00, YBC98], sont fondés sur un résultat donné dans [Mer67]. Ce résultat est basé sur
l'hypothèse que la somme des pressions est constante lors de l'évolution du système. Plus
précisément, on considère l'approximation P1(t) +P2(t) ≈ Ps pour t ≥ 0. Par conséquent,
la dynamique de la somme des pressions peut être négligée dans l'expression du débit de
charge. Ainsi, les expressions des pressions P1 et P2 en fonction de la pression di�érentielle
sont facilement déterminées par :







P1 =
Ps + PL

2

P2 =
Ps − PL

2
.

(1.80)

Dans ce travail, et par un souci de précision, nous nous sommes a�ranchi de ce type
d'hypothèse. C'est ainsi que le modèle proposé (1.77) est valide pour toute évolution du
processus et même si par exemple les pressions seraient situées à l'extérieur de l'intervalle
[Pr; Ps]. Néanmoins, il convient de préciser que certains travaux de la littérature (voir par
exemple [JK03]) se basent sur une démarche similaire et les auteurs supposent les mêmes
hypothèses que celles considérées ici. Ainsi, le modèle (1.58) a été introduit et utilisé dans
plusieurs travaux [AL97, JK03, PSLO02, RO95, Wan61, Wan63, YBRC00]. Cependant,
et à notre connaissance, le cas asymétrique n'a pas encore été traité. Ainsi, le nouveau
modèle dé�ni par (1.77) peut s'avérer pertinent.

1.6 Un modèle global
Le but de cette partie est de présenter un exemple de modèle complet tenant compte

de la dynamique de la servovalve.
Considérons un système électrohydraulique constitué d'un vérin asymétrique, com-

mandé par deux distributeurs. Le modèle (1.81), est obtenu à partir du modèle (1.57) et
par considération de la dynamique des deux distributeurs. Cette dynamique est décrite
par un système du premier ordre (voir (1.46))







Ṗ1 =
βe

V0 + S1y

(
xd1

ϕ1(P1, xd1
) − S1v

)

Ṗ2 =
βe

V0 − S2y

(
− xd2

ϕ2(P2,−xd2
) + S2v

)

v̇ =
1

M
(S1P1 − S2P2 − bvv)

ẏ = v

ẋd1
= − 1

τd1

(xd1
− Kd1

ud1
)

ẋd2
= − 1

τd2

(xd2
− Kd2

ud2
)

(1.81)
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où τdi
(i = 1; 2) et Kdi

(i = 1; 2) représentent respectivement les constantes de temps et les
gains statiques des distributeurs. Les fonctions ϕ1 et ϕ2 sont données par

ϕi(Pi, xdi) =







ϕ+
i (Pi) = kdi

Sgn(Ps − Pi)
√

|Ps − Pi| si xdi ≥ 0

ϕ−
i (Pi) = kdi

Sgn(Pi − Pr)
√

|Pi − Pr| si xdi < 0
i = 1; 2 (1.82)

où les constantes kdi
(i = 1; 2) sont strictement positives telles que

kdi
= Kdi

kdi (1.83)

Ce modèle sera considéré dans le chapitre consacré à la commande par utilisation de
modèles non linéaires.

1.7 Conclusion
Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés à la mise en ÷uvre de modèles de

connaissance pour l'asservissement de position des actionneurs électrohydrauliques. Nous
avons rappelé les di�érentes lois fondamentales nécessaires à cette modélisation. Par
ailleurs, nous avons utilisé la loi de conservation de masse pour obtenir les équations
di�érentielles de mise en pression dans les chambres du vérin. La relation de Bernoulli a
été utilisée pour exprimer les débits volumiques passant au travers des ori�ces variables
des pré-actionneurs. Finalement, le principe fondamental de la dynamique nous a permis
d'établir les équations des mouvements du vérin et de la charge. Lorsque le vérin est com-
mandé par deux distributeurs, le modèle obtenu est un système d'équations di�érentielles
non linéaires de dimension quatre. Nous avons également proposé une approximation de
ce modèle permettant ainsi de réduire sa dimension en exprimant, à la place des équa-
tions de mise en pression de chaque chambre, l'évolution de la pression di�érentielle. Nous
avons aussi proposé d'intégrer la dynamique des distributeurs, modélisée par une équation
di�érentielle linéaire de degré un, rendant ainsi le modèle plus représentatif de la réalité. Il
convient de préciser que le fait de tenir compte de la dynamique des distributeurs revient
à un ajout d'intégrateur par rapport au modèle initial.

Les équations di�érentielles obtenues dans ce chapitre serviront de modèle pour :
• l'analyse de l'ensemble d'équilibre,
• le calcul des modèles linéarisés tangents, et
• la synthèse de lois de commande linéaires ou non linéaires.

Ces di�érents points feront l'objet des chapitres suivants.
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Chapitre 2

Commande par approche linéaire

2.1 Introduction
Pour tout système de commande, la connaissance de l'ensemble des points de fonc-

tionnement autour desquels la régulation peut être e�ectuée est primordiale. Ainsi, la
première étape consiste à dé�nir l'ensemble des points d'équilibre en exploitant les équa-
tions mathématiques du modèle considéré. Ensuite, la seconde étape sera celle du choix,
parmi les points d'équilibre, d'un point de fonctionnement en introduisant des contraintes
physiques (par exemple la positivité des pressions) et les contraintes liées au cahier des
charges.

Tout d'abord, nous allons préciser quelques aspects �technologiques� des systèmes
électrohydrauliques qui peuvent in�uencer les calculs des points de fonctionnement.

Pour les dispositifs électrohydrauliques, comme pour tous les procédés industriels, la
première phase lors de leur conception consiste à les dimensionner. En ce qui concerne
les systèmes électrohydrauliques, le cahier des charges(8) est généralement lié aux critères
suivants :

� la force exercée par le vérin ;
� la masse totale déplacée ;
� la vitesse maximale à vide ;
� etc.

Ainsi, lors de la conception d'un dispositif électrohydraulique, il est important de dimen-
sionner convenablement les éléments suivants :

� les sections utiles du vérin,
� le débit nominal du pré-actionneur, et
� la pression source.

Il est à noter que les di�érents paramètres qui caractérisent le dispositif restant, par
exemple la puissance de la centrale hydraulique, découlent généralement de ces éléments.
Dans le processus de dimensionnement, on prend également en compte des limitations
�physiques�. Par exemple, en mode de fonctionnement �normal�, il est également souhai-

(8)D'autres critères concernant l'asservissement, comme la précision ou le temps de réponse, peuvent
être également pris en compte.
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table que les pressions à l'équilibre dans les chambres du vérin soient bornées par Ps et
Pr et ceci a�n d'éviter, lorsque le distributeur est ouvert, les écoulements inverses(9) et les
problèmes de cavitation. Il convient de préciser que ces considérations viennent compléter
l'analyse réalisée à partir des modèles mathématiques. En e�et, les modèles mathéma-
tiques considérés pour décrire le comportement des dispositifs électrohydrauliques, ne
re�ètent pas clairement et d'une façon explicite certaines contraintes physiques.

Ce chapitre est consacré au rappel des méthodes linéaires les plus utilisées pour la
commande des actionneurs hydrauliques. Dans l'industrie, ces actionneurs sont appelés
servovérins ou servomoteurs ou encore servo-actionneurs hydrauliques.

La commande des actionneurs hydrauliques a suscité l'intérêt de la communauté des
automaticiens et des hydrauliciens depuis plusieurs années. Une large éventail de stratégies
de commande a été appliquée pour ces actionneurs. Les méthodes classiques de type PID
(retour de sortie) ont été utilisées par Merritt [Mer67], Viersma [Vie80] pour l'asservisse-
ment de position, et par Anderson [And88], Chern et Wu [CW92], Jen et Lee [JL92], et
Huang et Wang [HW95] pour l'asservissement de vitesse. Dans [LMC96, LM95, MLM00]
les auteurs ont utilisé la commande H∞ sur le modèle linéarisé tangent pour asservir
un actionneur hydraulique en force. Musset [Mus01] a appliqué sur un essieu direction-
nel actionné par des vérins symétriques la commande H∞ et la commande basée sur un
observateur. McClamroch [McC85], Bobrow et Lum [BL96], Polzer et Nissing [PN00] et
Tafazoli et al. [TSL98], ont utilisé en plus un �ltre de précompensation des �perturbations�
mesurables (une force antagoniste par exemple) ou des non-linéarités �dures� (par exemple
un recouvrement). Von Wierschem [Wie81], Köchemann et al. [KKL91], Neumann et al.
[NEW91a, NEW91b], par exemple, ont appliqué la commande par retour d'état sur le mo-
dèle linéarisé tangent. Des stratégies de commande, moins classiques, mais toujours basées
sur le modèle linéarisé tangent des actionneurs, ont été également appliquées. On peut
citer par exemple la commande prédictive [KCL94, WSZ98], la commande �oue [Det99],
Behmenburg [Beh95], Boes [Boe95], Zhao et Virvalo [ZV95], Berger [Ber97], ou encore la
commande par réseaux de neurones (Burton et al. [BSG92], Plummer et Vaughan [PV96]
et [DBM01]).

Des méthodes issues de l'automatique non-linéaire ont été également appliquées sur
les actionneurs électrohydrauliques. On peut citer par exemple la commande par modes
glissants (Lee et Lee [LL90], Chern et Wu [CW92], Hwang et Lan [HL94]), la commande
linéarisante (Del Re et Isidori [RI95], Vossoughi et Donath [VD95], Alleyne [All96]) et la
commande adaptative (Porter et Tatnall [PT70] Kulkarni et al [KTC84])

Les principaux objectifs pour la commande des actionneurs électrohydrauliques sont
les suivants :

� une stabilité du système bouclé qui soit robuste vis-à-vis des dynamiques non mo-
délisées, des non-linéarités, des perturbations et des variations des paramètres, et

(9)c'est-à-dire, écoulement du réservoir vers une chambre (Pi < Pr) ou d'une chambre vers la source
(Ps < Pi)
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ceci pour tout le domaine de fonctionnement ;
� une réponse su�samment rapide mais avec un amortissement correct.

Ces objectifs doivent être atteints sans pour autant surdimensionner, par exemple, la sec-
tion utile du vérin ni la pression de la source. Compte tenu de ces conditions et de la
complexité des modèles des systèmes électrohydrauliques, la mise au point de ces correc-
teurs est donc une tâche relativement di�cile en pratique.

Dans le deuxième paragraphe de ce chapitre, nous discuterons les points d'équilibre des
di�érents modèles représentant le comportement des systèmes électrohydrauliques. Puis,
dans le troisième paragraphe nous déduirons les modèles linéarisés tangents ainsi que les
fonctions de transfert associées. Par la suite, nous analyserons ces systèmes en étudiant
leur stabilisabilité et leur détectabilité. En�n, dans le quatrième paragraphe nous ferons
la synthèse de lois de commande linéaires les plus utilisées pour les modèles linéarisés
tangents.

2.2 Points d'équilibre
En automatique moderne, fondée sur l'utilisation de modèles mathématiques, les ac-

tions que sont la commande par retour d'état ou l'obtention d'un modèle linéarisé tangent
nécessitent la détermination d'un point d'équilibre autour duquel l'opération doit être ef-
fectuée. Le résultat obtenu sera directement lié à ce point.

La détermination des ensembles des points d'équilibre des modèles liés aux systèmes
électrohydrauliques, commandés avec un ou deux distributeurs, dépend de la nature du
vérin utilisé (symétrique ou asymétrique), des valeurs des commandes à l'équilibre et du
fait que les fuites sont supposées à e�et négligeable ou non. Suivant ces considérations, il
existe de nombreux cas. Il est à noter que les ensembles des points d'équilibre, liés aux
di�érentes con�gurations, sont obtenus directement à partir des équations d'équilibre.
Dans ce paragraphe, nous donnerons la dé�nition d'un point d'équilibre et rappellerons
les modèles mathématiques considérés. Pour chaque modèle nous donnerons les équations
d'équilibre puis nous présenterons un calcul complet pour quelques con�gurations.

Tout au long de ce mémoire, nous considérons que Ps > Pr > 0, α =
S1

S2

≥ 1 et que
F0 est une constante.

Dé�nition 2.1. Considérons le système non-linéaire à temps continu suivant

ẋ(t) = f(x(t), u(t)) (2.1)

où x ∈ Rn est l'état du système, t désigne le temps et u ∈ Rm est la commande. (x0, u0)
est dit point d'équilibre du système (2.1) si : f(x0, u0) = 0. ■

2.2.1 Modèles avec la dynamique des pressions P1, P2

Le modèle mathématique (2.2), déduit à partir du système (1.57), décrit le comporte-
ment d'un système électrohydraulique comprenant un vérin asymétrique, commandé par
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deux distributeurs et tenant compte des fuites.






Ṗ1 =
−βe

V0 + S1y
[S1v + λ(P1 − P2) − ϕ1(P1, u1)u1]

Ṗ2 =
βe

V0 − S2y
[S2v + λ(P1 − P2) − ϕ2(P2,−u2)u2]

v̇ =
1

M
(S1P1 − S2P2 − bvv − F0)

ẏ = v

(2.2)

avec

ϕi(Pi, ui) =







ϕ+
i (Pi) = kdi Sgn(Ps − Pi)

√

|Ps − Pi| si ui ≥ 0

ϕ−
i (Pi) = kdi Sgn(Pi − Pr)

√

|Pi − Pr| si ui < 0
(2.3)

et le terme bvv représente les frottements visqueux.

L'équilibre(10) est déterminé par les équations suivantes :






v0 = 0 (2.4 a)

P 0
1 =

P 0
2

α
+

F0

S1

(2.4 b)

λ(P 0
1 − P 0

2 ) − ϕ1(P
0
1 , u0

1)u
0
1 = 0 (2.4 c)

λ(P 0
1 − P 0

2 ) − ϕ2(P
0
2 ,−u0

2)u
0
2 = 0 (2.4 d)

D'après les équations (2.4 a) (2.4 c) et (2.4 d), on déduit que

ϕ1(P
0
1 , u0

1)u
0
1 = ϕ2(P

0
2 ,−u0

2)u
0
2 (2.5)

Comme ϕi(i = 1; 2) est positive pour P 0
i ∈ [Pr; Ps] (i = 1; 2) alors si u0

1u
0
2 < 0 le système

d'équation (2.4) ne possède pas de solution. Par la suite, on supposera donc que u0
1u

0
2 ≥ 0.

L'équation (2.4 b) donne une relation, dépendante de la valeur de F0, entre P 0
1 et P 0

2 .
Ainsi, pour que P 0

1 soit à l'intérieur de l'intervalle [Pr; Ps], la condition suivante doit être
réalisé.

P 0
1 =

P 0
2

α
+

F0

S1

∈ [Pr; Ps] (2.6)
ou encore

P 0
2 ∈ Iα =

[

α

(

Pr −
F0

S1

)

; α

(

Ps −
F0

S1

)]

. (2.7)

Or P 0
2 doit aussi appartenir à [Pr; Ps], il faut donc que

Ii = Iα ∩ [Pr; Ps] 6= ∅ (2.8)

où ∅ désigne l'ensemble vide.

(10)Tout le long de ce mémoire on utilisera z0 (où z ∈ {Pi, ui, v, y}) pour désigner la valeur à l'équilibre
de la grandeur physique z.
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Un raisonnement simple montre que si

F0 ∈ [S1Pr − S2Ps; S1Ps − S2Pr] (2.9)

alors la condition (2.8) est réalisée. En outre, si

F0

S1 − S2

∈ [Pr; Ps] (2.10)

alors on peut déduire que
[Pr; Ps] ⊂ Iα. (2.11)

Par la suite, on supposera que la condition nécessaire (2.9) pour l'existence d'une solution
au système (2.4) est véri�ée. L'état d'équilibre est donné par

P 0
2 ∈ Ii, P 0

1 =
P 0

2

α
+

F0

S1

, v0 = 0, et y0 ∈
]

−V0

S1

;
V0

S2

[

. (2.12)

Pour calculer explicitement la valeur de u0
i (i = 1; 2) nous distinguons trois cas selon la va-

leur de P 0
2 choisie. En fait, il s'agit implicitement d'une discussion selon le signe de P 0

1 −P 0
2 .

Premièrement, supposons que

P 0
2 =

F0

S1 − S2

(11) (2.13)

En vertu de (2.6), on a P 0
1 = P 0

2 . Alors, les équations (2.4 c) et (2.4 d) sont réduites à
{

ϕ1(P
0
1 , u0

1)u
0
1 = 0

ϕ2(P
0
2 ,−u0

2)u
0
2 = 0.

(2.14)

Le système d'équations (2.14) peut aussi être exprimé sous la forme :
{

ϕ1(P
0
1 , u0

1) = 0 ou u0
1 = 0

ϕ2(P
0
2 ,−u0

2) = 0 ou u0
2 = 0.

(2.15)

On remarque que
u0

1 = u0
2 = 0, (2.16)

est une solution pour (2.15) indépendamment des valeurs de P 0
1 et P 0

2 . Les solutions de
(2.15) qui véri�ent en plus (u0

1)
2 +(u0

2)
2 6= 0, dépendent des valeurs de P 0

1 ou P 0
2 . En e�et,

dans ce cas, les valeurs de u0
i (i = 1; 2), quand elles existent(12), peuvent être résumées de

(11)Cette hypothèse n'est envisageable que si F0

S1 − S2

∈ Ii.
(12)c'est-à-dire que P 0

2 ∈ Ii.

47



Chapitre 2. Commande par approche linéaire

la façon suivante
(

si (P 0
1 = Ps) alors

(
u0

1 > 0 et [( si (P 0
2 = Pr) alors u0

2 > 0) ou (u0
2 = 0)]

)
)

ou
(

si (P 0
1 = Pr) alors

(
u0

1 < 0 et [( si (P 0
2 = Ps) alors u0

2 < 0) ou (u0
2 = 0)]

)
)

ou
(

u0
1 = 0 et [( si (P 0

2 = Pr) alors u0
2 > 0) ou ( si (P 0

2 = Ps) alors u0
2 < 0)]

)

(2.17)

Cependant, il faut noter que Pr et Ps n'appartiennent pas forcément à l'intervalle Ii. En
fait, on a

Pr ∈ Ii si F0 ∈ [Pr(S1 − S2); S1Ps − S2Pr] (2.18)
et

Ps ∈ Ii si F0 ∈ [S1Pr − S2Ps; Ps(S1 − S2)]. (2.19)
Deuxièmement, supposons que

P 0
2 ∈ Ii −

[
F0

S1 − S2

; +∞
[

. (2.20)

Dans ce cas, et d'après (2.6), on peut montrer que P 0
1 > P 0

2 . Ainsi, et en vertu des
équations (2.4 c) et (2.4 d), on en déduit que

u0
1 =

kd1

√

|Ps − P 0
1 |

λ(P 0
1 − P 0

2 )
et u0

2 =
kd2

√

|P 0
2 − Pr|

λ(P 0
1 − P 0

2 )
. (2.21)

Troisièmement, supposons que

P 0
2 ∈ Ii −

]

−∞;
F0

S1 − S2

]

. (2.22)

Il est aisé, en utilisant (2.6), de véri�er que P 0
1 < P 0

2 . Dans ce cas, les équations (2.4 c) et
(2.4 d) conduisent à

u0
1 =

kd1

√

|P 0
1 − Pr|

λ(P 0
1 − P 0

2 )
et u0

2 =
kd2

√

|Ps − P 0
2 |

λ(P 0
1 − P 0

2 )
. (2.23)

En conclusion, l'ensemble des points d'équilibre du système (2.2) peut être déterminé à
partir de (2.12), (2.16), (2.17), (2.21) et (2.23).
Remarque 2.1. Dans le cas d'un vérin symétrique, une analyse similaire peut être faite
pour determiner l'ensemble d'équilibre. En e�et, dans ce cas, les conditions (2.9) et (2.10)
sont remplacées respectivement par

F0 ∈ [S(Pr − Ps); S(Ps − Pr)] (2.24)
et

F0 = 0. (2.25)
Par ailleurs, les conditions (2.13) (2.20) et (2.22) sont substituées respectivement par
F0 = 0, F0 < 0 et F0 > 0. ■
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Remarque 2.2. En absence des fuites (c'est-à-dire, λ = 0), l'analyse est simpli�ée et
l'ensemble d'équilibre est déterminé par (2.12), (2.16) et (2.17). ■

Remarque 2.3. Dans le cas d'un vérin asymétrique commandé par un seul distributeur,
un raisonnement simple montre que le vérin possède un état d'équilibre unique dé�ni à
partir de (2.12) avec

P 0
2 =

S1

S1 + S2

(Pr + Ps) −
1

S1 + S2

F0. (2.26)

La valeur de la commande à l'équilibre est obtenue selon le signe de

P 0
1 − P 0

2 =
S1(S1 − S2)(Pr + Ps) + 2S2F0

S1 + S2

(2.27)

■

Remarque 2.4. D'un point de vue mathématique, l'état d'équilibre peut posséder des
pressions situées à l'extérieur de l'intervalle [Pr; Ps].
Par exemple dans le cas du modèle décrivant le comportement d'un vérin symétrique régi
par deux distributeurs et en absence de force antagoniste, il su�rait de prendre P 0

1 = P 0
2 >

0 et u0
1 = u0

2 = 0. ■

2.2.2 Modèle incluant la dynamique de la pression di�érentielle
PL

Dans ce paragraphe, le modèle considéré est un modèle déduit à partir du système
(1.77). Il représente le comportement d'un système électrohydraulique constitué d'un vé-
rin asymétrique et commandé par une seule servovalve. Ce modèle décrit la dynamique
de la pression di�érentielle et tient compte de la présence d'une force antagoniste, des
frottements visqueux, des fuites inter-chambre et la nature du vérin (symétrique ou asy-
métrique).
Le modèle de ce système électrohydraulique est le suivant







ṖL =
βe

(V0 + S1y)(V0 − S2y)

{[

V0 − S1

α − 1

α2 + 1
y

]
[
ϕL(PL, u)u − S2(α

2 + 1)v
]

+
λV0

α2 − α + 1

[
(α − 1)Pα − (α2 + 1)PL

]
}

v̇ =
1

M
(S2PL − bvv − F0)

ẏ = v

(2.28)
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où

ϕL(PL, u) =







ϕ+
L(PL) = kd(α

2 + 1) Sgn(αPs − Pr − PL)

√∣
∣
∣
∣

αPs − Pr − PL

α3 + 1

∣
∣
∣
∣

si u ≥ 0

ϕ−
L(PL) = kd(α

2 + 1) Sgn(Ps − αPr + PL)

√∣
∣
∣
∣

Ps − αPr + PL

α3 + 1

∣
∣
∣
∣

si u < 0

(2.29)
et

Pα =

{

P+
α = Ps + α2Pr si u ≥ 0

P−
α = α2Ps + Pr si u < 0

(2.30)

avec
PL = αP1 − P2 (2.31)

A partir du système dynamique (2.28), nous obtenons à l'équilibre






v0 = 0 (2.32 a)

S2P
0
L − F0 = 0 (2.32 b)

[

V0 − y0S1

α − 1

α2 + 1

]

ϕL(P 0
L, u0)u0 +

λV0

α2 − α + 1

[
(α − 1)Pα − (α2 + 1)P 0

L

]
= 0 (2.32 b)

D'après la dé�nition de la variable PL (voir (2.31)) et en tenant compte de l'hypothèse
P 0

i ∈ [Pr; Ps] (i = 1; 2), la pression P 0
L véri�e

P 0
L ∈ [αPr − Ps; αPs − Pr]. (2.33)

D'après l'équation (2.32 c), la pression P 0
L à l'équilibre est donnée par

P 0
L =

F0

S2

(2.34)

et pour que ceci soit possible, d'après la relation (2.33), la force F0 doit véri�er la condition
suivante

F0 ∈ [S1Pr − S2Ps; Ps(S1 − S2)]. (2.35)
On remarque que la condition (2.35) est identique à celle donnée dans le cas d'un modèle
comprenant la dynamique des deux pressions P1 et P2. Par la suite, on supposera que
cette condition est véri�ée et que l'état d'équilibre est donné par

P 0
L ∈ [αPr − Ps; αPs − Pr], v0 = 0, et y0 ∈

]

−V0

S1

;
V0

S2

[

(2.36)

D'après l'équation (2.32 c), on déduit que
[

V0 − y0S1

α − 1

α2 + 1

]

ϕL(P 0
L, u0)u0 =

λV0

α2 − α + 1

[
(α − 1)Pα − (α2 + 1)P 0

L

]
(2.37)
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2.2. Points d'équilibre

Comme ϕL(P 0
L, u0),

(

V0−y0S1

α − 1

α2 + 1

)

et
(

λV0

α2 − α + 1

)

sont des termes positifs pour un
état d'équilibre donné par (2.36) alors u0 est de même signe que le terme
[(α − 1)Pα − (α2 + 1)P 0

L].

Pour déterminer la valeur de u0 nous discutons trois cas selon la valeur de P 0
L. En e�et,

des calculs directs conduisent aux cas suivants :
Si αPr − Ps ≤ P 0

L ≤ α − 1

α2 + 1
P+

α alors

u0 =
λV0[(α

2 + 1)P 0
L − (α − 1)P+

α ]
√

α3 + 1

kd(α2 − α + 1)[V0(α2 + 1) − y0S1(α − 1)]
√

|Ps − αPr + P 0
L|

≤ 0 (2.38)

Si α − 1

α2 + 1
P−

α ≤ P 0
L ≤ αPs − Pr alors

u0 =
λV0[(α

2 + 1)P 0
L − (α − 1)P−

α ]
√

α3 + 1

kd(α2 − α + 1)[V0(α2 + 1) − y0S1(α − 1)]
√

|αPs − Pr − P 0
L|

≥ 0 (2.39)

Si α − 1

α2 + 1
P+

α ≤ P 0
L ≤ α − 1

α2 + 1
P−

α alors la valeur de la commande à l'équilibre peut être
choisie entre les deux expressions données par (2.38) et (2.39) en fonction du signe de u0.

En conclusion, l'ensemble des points d'équilibre du système (2.28) est déduit à partir de
(2.36), (2.38) et (2.39).

Remarque 2.5. Pour déduire l'ensemble des points d'équilibre du système électrohydrau-
lique dans le cas d'un vérin symétrique, il su�t de remplacer S1 et S2 par S. ■

Remarque 2.6. En absence des fuites, l'étude de la détermination de la commande à
l'équilibre change légèrement. En e�et, avec λ = 0, l'équation (2.32 c) s'écrit sous la
forme :

ϕL(P 0
L, u0)u0 = 0 (2.40)

Une solution évidente est de prendre

u0 = 0 (2.41)

Cette solution est indépendante de P 0
L. Les solutions qui véri�ent en plus u0 6= 0 existent

si ϕL(P 0
L, u0) = 0. Donc si P 0

L =
F0

S2

= αPs − Pr ou P 0
L =

F0

S2

= αPr − Ps, alors u0 peut
prendre une valeur quelconque dans R. ■

2.2.3 Conclusion
Dans ce paragraphe, nous avons donné les points d'équilibre des modèles décrivant

le comportement du système électrohydraulique. Ainsi, nous pouvons conclure que l'en-
semble des points d'équilibre dépend, d'une part, des composants hydrauliques, à savoir le
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Chapitre 2. Commande par approche linéaire

type de vérin (symétrique ou asymétrique), du nombre de distributeurs (système avec une
ou deux commandes) et, d'autre part, du choix du modèle mathématique représentant les
dynamiques de P 0

1 et P 0
2 ou de P 0

L et de la prise en compte des fuites ou non.

Il est à noter que, pour tous les ensembles des points d'équilibre, toutes les positions
du piston sont des positions d'équilibre. Les pressions d'équilibre P 0

1 et P 0
2 prennent soit

des valeurs particulières (par exemple : P 0
1 = Ps et P 0

2 = Pr), soit ne sont pas déterminées
mais sont reliées par une contrainte algébrique de la forme P 0

1 =
P 0

2

α
+

F0

S1

.

Dans certains cas, il existe des contraintes sur la force antagoniste F0 (par exemple
F0 =

S1 − S2

2
Ps), ce qui n'est pas toujours réalisable en pratique. Les points d'équilibre

correspondants ne seront donc forcément choisis comme points de fonctionnement.

2.3 Modèles linéarisés tangents
L'étude et l'analyse d'un système électrohydraulique nécessite la connaissance d'un

modèle représentant sa dynamique. Les modèles utilisés pour décrire son comportement
sont fortement non linéaires. Cette non linéarité est présente essentiellement dans la dyna-
mique des pressions où, en particulier, la fonction décrivant la loi débit n'est pas dérivable
mais seulement continue. Vu la complexité du modèle due à la non linéarité inhérente
du système, il est plus commode, quand c'est possible, d'utiliser des modèles linéarisés,
notamment, lors d'une étude locale autour d'un point de fonctionnement. L'intérêt d'ef-
fectuer une analyse linéaire, en plus du caractère simple du modèle, vient du fait que la
théorie des systèmes linéaires est relativement complète et abondante par rapport à celle
des systèmes non linéaires. Cependant, et suite à une linéarisation, les résultats obtenus
sont à caractère local.
Pour obtenir un modèle linéaire, on dispose de plusieurs approches : les méthodes d'identi-
�cation, la linéarisation par feedback, les techniques d'approximation etc. Ici, nous allons
nous intéresser au modèle linéarisé tangent. Il s'agit d'une approximation au premier ordre
de la série de Taylor du modèle mathématique. L'analyse s'e�ectue donc autour d'un point
de fonctionnement. C'est pourquoi les résultats d'analyse ou de commande ainsi obtenus
revêtent un caractère local et dépendent donc du point de fonctionnement choisi.
Dans la littérature sur l'analyse linéaire des systèmes électrohydrauliques (voir par exemple
[AL99, FdAQ02, JK03, KS03, KE02, LMC96, Li00, LN02, SGLB05, SU02, Wat89, ZS00]),
les résultats sont souvent fondés sur des modèles et une approche proposée initialement
dans [Mer67, Wan61]. Dans [JK03], on traite un modèle légèrement di�érent mais en
utilisant la même approche que celle de [Mer67].

Dans son ouvrage, Merritt [Mer67] a donné une analyse complète du problème de la
linéarisation de la dynamique du débit di�érentiel à travers les ori�ces d'un distributeur.
Plus précisément, pour linéariser l'expression du débit, il utilise le développement en série
de Taylor puis il introduit les coe�cients Gq, Gc et Gp, appelés coe�cients de la valve

Gq =
∂QL

∂xd

, Gc = −∂QL

∂PL

et Gp =
∂PL

∂xd

(2.42)
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2.3. Modèles linéarisés tangents

où PL et QL désignent la pression et le débit di�érentiels et où xd est le déplacement du
distributeur. Gq, Gc et Gp représentent respectivement le gain en débit, le coe�cient débit-
pression et la sensibilité de la pression. Ces coe�cients (voir [Mer67]) sont importants pour
déterminer la stabilité, la réponse fréquentielle et d'autres caractéristiques dynamiques.
Leurs valeurs varient en fonction du point de fonctionnement et du signe du déplacement
du distributeur.

Le point de fonctionnement à l'origine (c'est-à-dire QL = PL = xd = 0) est un
point très important d'un point de vue de la stabilité. En fait, il est possible de prouver
qu'un système stable en ce point est pratiquement stable en tout point de fonctionnement
[FdAQ02, Mer67].

2.3.1 Modèles d'état
Avant de proposer puis d'analyser les modèles linéarisés tangent, il convient de rappeler

leur dé�nition.

Dé�nition 2.2. Soit le système non linéaire contrôlé suivant

ẋ = f(x, u) (2.43)

où f : Rn ×Rm → Rn est une fonction supposée être au moins de classe C1. En utilisant
le développement en série de Taylor limité à l'ordre un de la fonction f au voisinage d'un
point d'équilibre (x0, u0), le modèle linéarisé tangent est donné par

δẋ =
∂f(x, u)

∂x

∣
∣
∣
∣
(x0,u0)

δx +
∂f(x, u)

∂u

∣
∣
∣
∣
(x0,u0)

δu (2.44)

où δx et δu sont donnés par (2.45). Ils représentent respectivement la variation de l'état
et de la commande autour du point d'équilibre (x0, u0).

{

δx = x − x0

δu = u − u0
(2.45)

■

2.3.1.1 Système commandé par un seul distributeur

Dans cette partie, nous donnons deux modèles représentant le système électrohydrau-
lique considéré ; le premier tient compte de la dynamique du distributeur et le deuxième ne
tient pas compte de cette dynamique. Le système électrohydraulique est supposé consti-
tué d'un vérin asymétrique commandé à travers un distributeur et en absence d'une force
antagoniste.
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Chapitre 2. Commande par approche linéaire

2.3.1.1.1 Modèle ne tenant pas compte la dynamique du distributeur A par-
tir du modèle (1.58) et en utilisant le développement en série de Taylor, limité à l'ordre
un, nous obtenons le modèle linéarisé tangent suivant









δṖ1

δṖ2

δv̇

δẏ









=









−Λ1 0 −c1 0

0 −Λ2 c2 0

m1 −m2 −mb 0

0 0 1 0

















δP1

δP2

δv

δy









+









Λ+u

−Λ−u

0

0









δu (2.46)

où (δx, δu) = (δP1, δP2, δv, δy, δu)T représente de petites variations de (x, u) = (P1, P2, v, y, u)T

autour d'un point d'équilibre (x0, u0) donné par

(x0, u0) = (P 0
1 , P 0

2 , v0, y0, u0)T (2.47)

Les pressions P 0
1 et P 0

2 sont supposées évoluer dans R+ et sont liées par l'équation
mécanique à l'équilibre S1P

0
1 = S2P

0
2 , la position à l'équilibre y0 est dans l'intervalle

y0 ∈
]

−V0

S1

;
V0

S2

[

, la vitesse v0 = 0. Le point d'équilibre doit être choisi telle que le champ
de vecteurs dé�nissant le système soit dérivable. Les constantes Λ1, Λ2, Λ+u et Λ−u sont
dé�nies par 





Λ1 = − βe

V0 + S1y0

∂[ϕa(P1, u)u]

∂P1

∣
∣
∣
∣
(P 0

1
,u0)

> 0

Λ2 =
βe

V0 − S2y0

∂[ϕa(P2,−u)u]

∂P2

∣
∣
∣
∣
(P 0

2
,u0)

> 0
(2.48)

et 





Λ+u =
βe

V0 + S1y0

∂[ϕa(P1, u)u]

∂u

∣
∣
∣
∣
(P 0

1
,u0)

Λ−u =
βe

V0 − S2y0

∂[ϕa(P2,−u)u]

∂u

∣
∣
∣
∣
(P 0

2
,u0)

(2.49)

avec

∂[ϕa(P1, u)u]

∂P1

∣
∣
∣
∣
(P 0

1
,u0)

=







u0
∂[ϕ+

a (P1)]

∂P1

∣
∣
∣
∣
P 0

1

=
−kdu

0

2
√

|Ps − P 0
1 |

< 0 si u0 > 0

u0
∂[ϕ−

a (P1)]

∂P1

∣
∣
∣
∣
P 0

1

=
kdu

0

2
√

|P 0
1 − Pr|

< 0 si u0 < 0
(2.50)

∂[ϕa(P2,−u)u]

∂P2

∣
∣
∣
∣
(P 0

2
,u0)

=







u0
∂[ϕ−

a (P2)]

∂P2

∣
∣
∣
∣
P 0

2

=
kdu

0

2
√

|P 0
2 − Pr|

> 0 si u0 > 0

u0
∂[ϕ+

a (P2)]

∂P2

∣
∣
∣
∣
P 0

2

=
−kdu

0

2
√

|Ps − P 0
2 |

> 0 si u0 < 0
(2.51)

et
∂[ϕa(Pi,±u)u]

∂u

∣
∣
∣
∣
(P 0

i
,u0)

= ϕa(P
0
i ,±u0) avec u 6= 0 (i = 1; 2). (2.52)
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Dans le modèle (2.46) les constantes positives c1, c2, m1, m2 et mb sont données par

c1 =
βeS1

V0 + S1y0
, c2 =

βeS2

V0 − S2y0
, m1 =

S1

M
, m2 =

S2

M
et mb =

bv

M
. (2.53)

2.3.1.1.2 Cas particulier Considérons le système électrohydraulique considéré dans
le paragraphe 2.3.1.1.1, autour du point d'équilibre

(x0, u0) = (P 0
1 , P 0

2 , v0, y0, u0)T (2.54)

avec P 0
1 = P 0

2 =
Ps + Pr

2
et y0 = 0. Le modèle linéarisé tangent (2.46) est donné par









δṖ1

δṖ2

δv̇

δẏ









=









−Λc 0 −cc1 0

0 −Λc cc2 0

m1 −m2 −mb 0

0 0 1 0

















δP1

δP2

δv

δy









+









Λu

−Λu

0

0









δu (2.55)

où les constantes Λc, Λu, cc1 et cc2, sont données par

Λc =
βe

V0

kd|u0|
√

2(Ps − Pr)
, Λu =

βe

V0

kd

√
Ps − Pr

2
, (2.56)

cc1 =
βeS1

V0

et cc2 =
βeS2

V0

(2.57)

2.3.1.1.3 Modèle complet Dans cette partie, on s'intéresse à l'étude d'un système
électrohydraulique à travers un modèle complet tenant compte de la dynamique du distri-
buteur. Plus précisément, considérons le modèle non linéaire (1.58) avec une dynamique
du distributeur décrite par une équation di�érentielle d'ordre un, donnée sous la forme

ẋd = − 1

τd

(xd − Kdud) (2.58)

où τd est la constante de temps du distributeur, Kd son gain statique, xd la position de son
tiroir et ud est la nouvelle commande. En utilisant le développement en série de Taylor,
limité à l'ordre un, le modèle linéarisé tangent global est dé�ni par












δṖ1

δṖ2

δv̇

δẏ

δẋd












=













−Λ1 0 −c1 0 Λ+xd

0 −Λ2 c2 0 −Λ−xd

m1 −m2 −mb 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 − 1

τd
























δP1

δP2

δv

δy

δxd












+













0

0

0

0
Kd

τd













δud (2.59)
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(δx, δu) représente une petite variation de (x, u) autour du point d'équilibre (x0, u0) donné
par

(x0, u0) = (P 0
1 , P 0

2 , v0, y0, x0
d, u

0
d)

T (2.60)
Les pressions P 0

1 et P 0
2 sont supposées évoluées dans R+ et sont liées par l'équation

mécanique à l'équilibre
S1P

0
1 = S2P

0
2 , (2.61)

la position à l'équilibre y0 est dans l'intervalle y0 ∈
]

−V0

S1

;
V0

S2

[

, la vitesse v0 = 0, la
position du tiroir x0

d est di�érente de zéro et la commande u0
d prend une valeur dans R.

Les constantes Λ1, Λ2, Λ+xd
et Λ−xd

sont données par






Λ1 = − βe

V0 + S1y0

∂[ϕa(P1, xd)xd]

∂P1

∣
∣
∣
∣
(P 0

1
,x0

d
)

> 0

Λ2 =
βe

V0 − S2y0

∂[ϕa(P2,−xd)xd]

∂P2

∣
∣
∣
∣
(P 0

2
,x0

d
)

> 0
(2.62)

et 





Λ+xd
=

βe

V0 + S1y0

∂[ϕa(P1, xd)xd]

∂xd

∣
∣
∣
∣
(P 0

1
,x0

d
)

Λ−xd
=

βe

V0 − S2y0

∂[ϕa(P2,−xd)xd]

∂xd

∣
∣
∣
∣
(P 0

2
,x0

d
)

(2.63)

avec

∂[ϕa(P1, xd)xd]

∂P1

∣
∣
∣
∣
(P 0

1
,x0

d
)

=







x0
d

∂[ϕ+
a (P1)]

∂P1

∣
∣
∣
∣
P 0

1

=
−kdx

0
d

2
√

|Ps − P 0
1 |

< 0 si x0
d > 0

x0
d

∂[ϕ−
a (P1)]

∂P1

∣
∣
∣
∣
P 0

1

=
kdx

0
d

2
√

|P 0
1 − Pr|

< 0 si x0
d < 0

(2.64)

∂[ϕa(P2,−xd)xd]

∂P2

∣
∣
∣
∣
(P 0

2
,x0

d
)

=







x0
d

∂[ϕ−
a (P2)]

∂P2

∣
∣
∣
∣
P 0

2

=
kdx

0
d

2
√

|P 0
2 − Pr|

> 0 si x0
d > 0

x0
d

∂[ϕ+
a (P2)]

∂P2

∣
∣
∣
∣
P 0

2

=
−kdx

0
d

2
√

|Ps − P 0
2 |

> 0 si x0
d < 0

(2.65)
et

∂[ϕa(Pi,±xd)xd]

∂xd

∣
∣
∣
∣
(P 0

i
,x0

d
)

= ϕa(P
0
i ,±x0

d) avec xd 6= 0 (i = 1; 2) (2.66)

c1, c2, m1, m2 et mb sont des constantes positives données par (2.53).

2.3.1.2 Système commandé par deux distributeurs
D'une façon similaire que dans le cas d'un système électrohydraulique commandé par

un seul distributeur, nous donnons deux modèles représentant le système électrohydrau-
lique selon la prise en compte ou pas de la dynamique des distributeurs. Le système
électrohydraulique est supposé constitué d'un vérin asymétrique commandé par deux dis-
tributeurs et en absence d'une force antagoniste.
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2.3.1.2.1 Modèle sans prise en compte de la dynamique des distributeurs
Par utilisation de deux distributeurs, le modèle linéarisé tangent décrivant le système
électrohydraulique est dé�ni par









δṖ1

δṖ2

δv̇

δẏ









=









−Λ1 0 −c1 0

0 −Λ2 c2 0

m1 −m2 −mb 0

0 0 1 0

















δP1

δP2

δv

δy









+









Λu1
0

0 −Λu2

0 0

0 0









(

δu1

δu2

)

(2.67)

où Λ1, Λ2, Λu1
et Λu2

sont dé�nies par






Λ1 = − βe

V0 + S1y0

∂[ϕ1(P1, u1)u1]

∂P1

∣
∣
∣
∣
(P 0

1
,u0

1
)

> 0

Λ2 =
βe

V0 − S2y0

∂[ϕ2(P2,−u2)u2]

∂P2

∣
∣
∣
∣
(P 0

2
,u0

2
)

> 0
(2.68)

et 





Λu1
=

βe

V0 + S1y0

∂[ϕ1(P1, u1)u1]

∂u1

∣
∣
∣
∣
(P 0

1
,u0

1
)

Λu2
=

βe

V0 − S2y0

∂[ϕ2(P2,−u2)u2]

∂u2

∣
∣
∣
∣
(P 0

2
,u0

2
)

(2.69)

avec

∂[ϕ1(P1, u1)u1]

∂P1

∣
∣
∣
∣
(P 0

1
,u0

1
)

=







u0
1

∂[ϕ+
1 (P1)]

∂P1

∣
∣
∣
∣
P 0

1

=
−kd1

u0
1

2
√

|Pr − P 0
1 |

< 0 si u0
1 > 0

u0
1

∂[ϕ−
1 (P1)]

∂P1

∣
∣
∣
∣
P 0

1

=
kd1

u0
1

2
√

|P 0
1 − Ps|

< 0 si u0
1 < 0

(2.70)

et

∂[ϕ2(P2,−u2)u2]

∂P2

∣
∣
∣
∣
(P 0

2
,u0

2
)

=







u0
2

∂[ϕ−
2 (P2)]

∂P2

∣
∣
∣
∣
P 0

2

=
kd2

u0
2

2
√

|P 0
2 − Ps|

> 0 si u0
2 > 0

u0
2

∂[ϕ+
2 (P2)]

∂P2

∣
∣
∣
∣
P 0

2

=
−kd2

u0
2

2
√

|Pr − P 0
2 |

> 0 si u0
2 < 0

(2.71)
et

∂[ϕi(Pi, (−1)(i+1)ui)ui]

∂ui

∣
∣
∣
∣
(P 0

i
,u0

i
)

= ϕ1(P
0
i , (−1)(i+1)u0

i ) avec ui 6= 0 (i = 1; 2) (2.72)

c1, c2, m1, m2 et mb sont des constantes positives données par (2.53).

Le modèle linéarisé tangent (2.67) est calculé au voisinage du point d'équilibre

(x0, u0) = (P 0
1 , P 0

2 , v0, y0, u0
1, u

0
2)

T (2.73)
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Chapitre 2. Commande par approche linéaire

où P 0
1 et P 0

2 sont deux constantes dans R+ qui représentent les pressions à l'équilibre, et
sont liées par l'équation mécanique à l'équilibre S1P

0
1 = S2P

0
2 . La position y0 du piston

à l'équilibre prend une valeur dans l'intervalle y0 ∈
]

−V0

S1

;
V0

S2

[

, et la vitesse à l'équilibre
véri�e v0 = 0.

2.3.1.2.2 Cas particulier Le modèle (2.67) décrivant le comportement d'un système
électrohydraulique commandé par deux distributeurs identiques (kd1

= kd2
= kd), au point

d'équilibre x0 = (P 0
1 , P 0

2 , v0, y0)T et u0 = (u0
1, u

0
2)

T tel que P 0
1 = P 0

2 =
Ps + Pr

2
, y0 = 0 et

où u0
1 = u0

2 = u0 s'écrit








δṖ1

δṖ2

δv̇

δẏ









=









−Λc 0 −cc1 0

0 −Λc cc2 0

m1 −m2 −mb 0

0 0 1 0

















δP1

δP2

δv

δy









+









Λu 0

0 −Λu

0 0

0 0









(

δu1

δu2

)

(2.74)

Λc et Λu désignent les constantes suivantes

Λc =
βe

V0

kd|u0|
√

2(Ps − Pr)
(2.75)

et
Λu =

βe

V0

kd

√
Ps − Pr

2
(2.76)

où cc1 et cc2 sont dé�nies par (2.57).

2.3.1.2.3 Modèle complet Dans cette partie, on s'interesse à l'étude d'un système
électrohydraulique à travers un modèle qui tient compte de la dynamique des distribu-
teurs. A partir du modèle non linéaire (1.81), représentant un système électrohydraulique
commandé par deux distributeurs, nous déduisons le modèle linéarisé tangent suivant















δṖ1

δṖ2

δv̇

δẏ

δẋd1

δẋd2















=

















−Λ1 0 −c1 0 Λxd1
0

0 −Λ2 c2 0 0 −Λxd2

m1 −m2 −mb 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 − 1

τd1

0

0 0 0 0 0 − 1

τd2































δP1

δP2

δv

δy

δxd1

δxd2















+
















0 0
0 0
0 0
0 0

Kd1

τd1

0

0
Kd2

τd2
















(

δud1

δud2

)

(2.77)
où Λ1, Λ2, Λxd1

et Λxd2
sont déduites à partir des expressions (2.68), (2.69), (2.70), (2.71)

et (2.72) en remplaçant u1 et u2 par xd1
et xd2

. Les constantes c1, c2, m1, m2 et mb sont
données par (2.53). τd1

et τd2
représentent les constantes de temps des deux distributeurs
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2.3. Modèles linéarisés tangents

et Kd1
et Kd2

désignent leurs gains statiques.

Les modèles d'état présentés dans cette partie sont utilisés pour le calcul des fonctions
de transfert du système électrohydraulique ainsi que pour l'étude de sa stabilisabilité et
de sa détectabilité.

2.3.2 Fonctions de transfert en boucle ouverte
Après avoir donné les modèles d'état représentant le système électrohydraulique, nous

allons présenter les fonctions de transfert en boucle ouverte associées à ces di�érents
modèles en vue d'une régulation en position.

2.3.2.1 Système commandé par un seul distributeur
Considérons un système électrohydraulique commandé par un seul distributeur. Dans

ce paragraphe nous donnerons les fonctions de transfert en boucle ouverte dans deux cas
selon qu'on néglige la dynamique du distributeur ou non.

2.3.2.1.1 Modèle réduit Dans cette partie, notre analyse ne tient pas compte de la
dynamique du distributeur. A partir du modèle linéarisé tangent (2.46) et en considérant
la matrice de mesure C donnée par

C = ( 0 0 0 1 ) (2.78)

nous obtenons la fonction de transfert suivante :

Gbo(s) =
Y (s)

U(s)
= C(sI − A)−1B (2.79)

soit
Gbo(s) =

ba1s + ba0

s(s3 + aa2s2 + aa1s + aa0)
(2.80)

où ba0, ba1, aa0, aa1 et aa2 sont donnés par
{

ba0 = m1Λ+uΛ2 + m2Λ−uΛ1

ba1 = m1Λ+u + m2Λ−u

(2.81a)

et 





aa0 = Λ1Λ2mb + Λ2m1c1 + Λ1m2c2

aa1 = Λ1mb + Λ2mb + Λ1Λ2 + m1c1 + m2c2

aa2 = mb + Λ1 + Λ2

(2.81b)

Dans le cas particulier où on considère un système électrohydraulique avec un vérin sy-
métrique (c'est-à-dire, S1 = S2 = S) autour du point d'équilibre (x0, u0) = (P 0

1 , P 0
2 , v0, y0, u0)T

tel que P 0
1 = P 0

2 =
Ps + Pr

2
et y0 = 0, nous avons

Λ1 = Λ2 = Λc, Λ+u = Λ−u = Λu, m1 = m2 = mc, et c1 = c2 = cc (2.82)
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Chapitre 2. Commande par approche linéaire

où les constantes Λc et Λu sont données par (2.56). mc et cc sont les suivantes

cc =
βeS

V0

et mc =
S

M
. (2.83)

La fonction de transfert Gbo présentée par la relation (2.80) devient

Gbo(s) =
2mcΛu

s(s2 + s(mb + Λc) + mbΛc + 2mccc)
(2.84)

ou plus explicitement

Gbo(s) =

2βeSkd

√

Ps − Pr

2
MV0

s

(

s2 + s

(

bv

M
+

βe

V0

kd|u0|
√

2(Ps − Pr)

)

+
bv

M

βe

V0

kd|u0|
√

2(Ps − Pr)
+

2βeS
2

MV0

) (2.85)

Remarque 2.7. On peut constater que, dans ce cas particulier, un pôle stable s = −Λc

est simpli�é par un zéro. ■

Remarque 2.8. Dans le cas où u0 = 0, on retrouve le résultat classique sur la pulsation
propre non amortie du vérin ω0 =

√
2βeS

2

MV0

et l'amortissement du système est dû aux
frottements visqueux. ■

2.3.2.1.2 Modèle complet Dans cette partie, on s'intéresse au modèle tenant compte
de la dynamique du distributeur. Considérons que la dynamique du distributeur est décrite
par une fonction de transfert Hd d'ordre un, soit

Hd(s) =
Kd

1 + τds
(2.86)

nous rappelons que τd est la constante de temps du distributeur et Kd est son gain statique.
La fonction de transfert en boucle ouverte du système électrohydraulique complet, c'est-
à-dire du système tenant compte de la dynamique du distributeur, peut être déduite à
partir du système (2.59) et de la matrice de mesure Cd considérée sous la forme

Cd = ( 0 0 0 1 0 ) (2.87)

En calculant Cd(sI − Ad)
−1Bd, nous obtenons la fonction de transfert en boucle ouverte

suivante

Gbod(s) =
Y (s)

Ud(s)
= Hd(s)Gbo(s) =

Kd(ba1s + ba0)

s(1 + τds)(s3 + aa2s2 + aa1s + aa0)
(2.88)

Pour un système électrohydraulique avec un vérin symétrique autour du point d'équi-
libre particulier (x0, u0) = (P 0

1 , P 0
2 , v0, y0, x0

d)
T où P 0

1 = P 0
2 =

Ps + Pr

2
et y0 = 0, la fonction

de transfert en boucle ouverte est donnée par

Gbod(s) =
2KdmcΛxd

s(1 + τds)(s2 + s(mb + Λc) + mbΛc + 2mccc)
=

Num(Gbod(s))

Den(Gbod(s))
(2.89)
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2.3. Modèles linéarisés tangents

où

Num(Gbod(s)) =
2KdβeSkd

√

Ps − Pr

2
MV0

(2.90a)
et

Den(Gbod(s)) = s(1 + τds)

(

s2 + s

(

bv

M
+

βe

V0

kd|u0|
√

2(Ps − Pr)

)

+
bv

M

βe

V0

kd|u0|
√

2(Ps − Pr)
+

2βeS
2

MV0

)

. (2.90b)

2.3.2.2 Système commandé par deux distributeurs
De façon similaire au paragraphe précédent, et en considérant un système électro-

hydraulique commandé par deux distributeurs, nous donnons dans ce paragraphe les
fonctions de transfert en boucle ouverte dans le cas où on néglige les dynamiques des
distributeurs et dans le cas où on tient compte de ces dynamiques.

2.3.2.2.1 Modèle sans les dynamiques des distributeurs La fonction de trans-
fert en boucle ouverte entre la sortie y et l'entrée u = (u1 u2)

T du système électrohydrau-
lique commandé par deux distributeurs est déduite à partir du modèle linéarisé tangent
(2.67). Elle s'écrit telle que

Y (s) = Gbo(s)U(s) = (Gbo1(s) Gbo2(s)) U(s) (2.91)

où

Gbo1(s) =
b11s + b10

s(s3 + a2s2 + a1s + a0)
(2.92a)

et
Gbo2(s) =

b21s + b20

s(s3 + a2s2 + a1s + a0)
(2.92b)

et les constantes a0, a1 et a2 sont données par






a0 = Λ1Λ2mb + Λ2m1c1 + Λ1m2c2

a1 = Λ1mb + Λ2mb + Λ1Λ2 + m1c1 + m2c2

a2 = mb + Λ1 + Λ2

(2.93)

et b10, b20, b11, b21 prennent les valeurs suivantes :

b10 = m1Λu1
Λ2, b11 = m1Λu1

, b20 = m2Λu2
Λ1 et b21 = m2Λu2

(2.94)

Considérons le cas particulier d'un système électrohydraulique avec un vérin symé-
trique commandé par deux distributeurs identiques (kd1

= kd2
= kd). Au point d'équilibre
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Chapitre 2. Commande par approche linéaire

(x0, u0) = (P 0
1 , P 0

2 , v0, y0, u0
1, u

0
2)

T avec P 0
1 = P 0

2 =
Ps + Pr

2
, y0 = 0 et u0

1 = u0
2 = u0. Nous

avons
Λ1 = Λ2 = Λc Λu1

= Λu2
= Λu

c1 = c2 = cc =
βeS

V0

m1 = m2 = mc =
S

M

(2.95)

où Λc et Λu sont respectivement données par (2.75) et (2.76).

A partir de la fonction de transfert Gbo dé�nie par la relation (2.91), on déduit

Gbo = (Gboc Gboc) (2.96)

où
Gboc(s) =

mcΛu

s(s2 + s(mb + Λc) + mbΛc + 2mccc)
(2.97)

ou plus explicitement

Gboc(s) =

βeSkd

√

Ps − Pr

2
MV0

s

(

s2 + s

(

bv

M
+

βe

V0

kd|u0|
√

2(Ps − Pr)

)

+
bv

M

βe

V0

kd|u0|
√

2(Ps − Pr)
+

2βeS
2

MV0

) (2.98)

2.3.2.2.2 Modèle complet Soit un système électrohydraulique commandé par deux
distributeurs di�érents ayant comme fonctions de transfert Hd1

et Hd2
, telles que

Hd1
(s) =

Kd1

1 + τd1
s

(2.99a)

et
Hd2

(s) =
Kd2

1 + τd2
s

(2.99b)

où τd1
et τd2

sont les constantes de temps des deux distributeurs et Kd1
et Kd2

leurs gains
statiques.

La fonction de transfert en boucle ouverte du système électrohydraulique complet est la
suivante

Gbod = (Gbod1 Gbod2) (2.100)
où

Gbod1(s) = Hd1
(s)Gbo1(s) =

Kd1
(b11s + b10)

s(1 + τd1
s)(s3 + a2s2 + a1s + a0)

(2.101a)

et
Gbod2(s) = Hd2

(s)Gbo2(s) =
Kd2

(b21s + b20)

s(1 + τd2
s)(s3 + a2s2 + a1s + a0)

(2.101b)

Les fonctions de transfert que nous venons de donner dans ce paragraphe serons uti-
lisées, par la suite, pour la synthèse des lois de commande linéaire.
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2.4 Analyse du modèle linéarisé tangent dans l'espace
d'état

Dans la littérature sur les systèmes électrohydrauliques, très peu de travaux traitent
du problème de la stabilisabilité et de la détectabilité des modèles linéarisés tangents (voir
[Mus01, RQ99]). En outre, les modèles considérés représentent des situations particulières,
essentiellement, lorsque l'état d'équilibre est caractérisé par des pressions identiques dans
chacune des chambres et le piston est supposé en position centrale (c'est-à-dire, Λ1 = Λ2).
Dans ce cas particulier, la dynamique libre est décrite par un système linéaire d'ordre
quatre présente la particularité de posséder deux valeurs propres réelles, dont une est
nulle et l'autre est à partie réelle négative, et deux valeurs propres complexes à partie
réelle négative.

Dans la présente étude, nous allons considérer un cas plus général. En e�et, il s'agit de
prendre les pressions P 0

1 et P 0
2 telles que l'équation mécanique à l'équilibre S1P

0
1 = S2P

0
2

soit véri�ée et ceci sans imposer de contraintes supplémentaires.

Pour étudier la stabilisabilité et/ou la détectabilité des modèles d'état, nous utiliserons
le théorème énoncés ci-dessous. Ces théorèmes ont été établis dans le cas du système
linéaire suivant {

ẋ = Ax + Bu

y = Cx
(2.102)

où x ∈ Rn est le vecteur d'état, u ∈ Rm est le vecteur de la commande et y ∈ Rℓ est le
vecteur de la sortie. Les matrices A, B et C sont respectivement dans Rn×n, Rn×m et Rℓ×n.

Le premier théorème concerne la stabilisabilité du système (2.102).

Théorème 2.1. [Hau80, ZDG95] Un système linéaire sous la forme (2.102) est dit sta-
bilisable si et seulement si les valeurs propres si instables de A sont commandables, c'est-
à-dire que le critère de rang suivant est véri�é

Rang( siI − A B ) = n ∀si /ℜ(si) ≥ 0 (2.103)

■

Le deuxième théorème donne un résultat sur la détectabilité.

Théorème 2.2. [Hau80, ZDG95] Un système linéaire sous la forme (2.102) est dit détec-
table si et seulement si les valeurs propres si instables de A sont observables, c'est-à-dire
que le critère de rang suivant est véri�é

Rang

(
siI − A

C

)

= n ∀si /ℜ(si) ≥ 0 (2.104)

■
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Chapitre 2. Commande par approche linéaire

2.4.1 Système commandé par un seul distributeur
Dans cette partie, nous considérons un système électrohydraulique constitué d'un vérin

asymétrique commandé à travers un distributeur et en absence d'une force antagoniste
(F0 = 0). L'étude de ce système sera e�ectuée en négligeant les fuites externes et les fuites
inter-chambres.

2.4.1.1 Modèle réduit

Dans cette partie, notre analyse ne tient pas compte de la dynamique du distributeur.
Considérons le système (2.46) que nous pouvons réécrire sous la forme

δẋ = Aδx + Bδu (2.105)

Avant d'analyser la stabilisabilité et la détectabilité du système linéaire (2.105), nous
allons tout d'abord étudier la stabilité de la matrice A. Pour ce faire, on utilise le critère
de Routh. La structure de cette matrice, avec une colonne nulle, implique la présence
d'une valeur propre nulle et que le polynôme caractéristique(13) associé à la matrice A

peut être écrit sous la forme suivante

Det(sI − A) = sDet(sI − ∆) (2.106)

avec

∆ =







−Λ1 0 −c1

0 −Λ2 c2

m1 −m2 −mb







(2.107)

Après calcul, nous obtenons

Det(sI − ∆) = s3 + aa2s
2 + aa1s + aa0 (2.108)

où aa0, aa1 et aa2 sont donnés par






aa0 = Λ1Λ2mb + Λ2m1c1 + Λ1m2c2

aa1 = Λ1mb + Λ2mb + Λ1Λ2 + m1c1 + m2c2

aa2 = mb + Λ1 + Λ2

(2.109)

Des calculs directs montrent que les coe�cients aa0, aa1, aa2, ba3 = −aa0 − aa1aa2

aa2

et
ca3 = aa0 sont de même signe, donc d'après le critère de Routh, toutes les valeurs propres
de la matrice ∆ sont à partie réelle négative.

(13)Il s'agit du polynôme Det(sI − A) où Det désigne le determinant et où I est la matrice identité.
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2.4.1.1.1 Stabilisabilité Pour déterminer la stabilisabilité du système (2.46) nous
utiliserons le Théorème 2.1.

Dans le cas considéré, il su�t de véri�er le critère de Hautus pour la valeur propre
si = 0. Nous avons

Rang( −A B ) = Rang








Λ1 0 c1 0 Λ+u

0 Λ2 −c2 0 −Λ−u

−m1 m2 mb 0 0

0 0 −1 0 0








(2.110)

l'élément (4 ;3)(14) de la matrice donnée par (2.110) est un pivot d'où nous obtenons le
résultat suivant

Rang( −A B ) = 1 + Rang







Λ1 0 Λ+u

0 Λ2 −Λ−u

−m1 m2 0







(2.111)

Pour déterminer la condition qui assure que le rang est plein pour la matrice donnée par
(2.111), nous calculons le déterminant suivant, soit

Det(DS) = Det







Λ1 0 Λ+u

0 Λ2 −Λ−u

−m1 m2 0







(2.112)

Des calculs directs conduisent à

Det(DS) = Λ+uΛ2m1 + Λ−uΛ1m2. (2.113)

Cette égalité peut être réécrite explicitement sous la forme

Det(DS) =

β2
e

(

S1ϕa(P
0
1 , u0)

∂[ϕa(P2,−u)u]

∂P2

∣
∣
∣
∣
(P 0

2
,u0)

− S2ϕa(P
0
2 ,−u0)

∂[ϕa(P1, u)u]

∂P1

∣
∣
∣
∣
(P 0

1
,u0)

)

M(V0 + S1y0)(V0 − S2y0)
(2.114)

Un raisonnement simple montre qu'il n'existe pas de point d'équilibre pour lequel Det(DS) = 0.
Alors la matrice DS est de rang plein (c'est-à-dire, Rang(DS) = 3). Finalement, on déduit
que

Rang(−A
... B) = 4. (2.115)

Ce qui implique, en vertu du Théorème 2.1, que le système (2.46) est stabilisable au
voisinage du point d'équilibre considéré.
(14)On utilisera (i; j) pour désigner l'élément situé à la ième ligne et la jème colonne.
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Chapitre 2. Commande par approche linéaire

2.4.1.1.2 Détectabilité D'une façon analogue que dans le paragraphe précèdent,
nous allons véri�er la détectabilité pour la valeur propre si = 0. Ce qui conduit à calculer
le rang suivant

Rang

(

−A
C

)

= Rang










Λ1 0 c1 0

0 Λ2 −c2 0

−m1 m2 mb 0

0 0 −1 0
0 0 0 1










(2.116)

Les éléments (4 ;3) et (5 ;4) de la matrice donnée par (2.116) sont des pivots d'où nous
obtenons le résultat suivant

Rang

(

−A
C

)

= 2 + Rang(DD) (2.117)

où la matrice DD est donnée par

DD =







Λ1 0

0 Λ2

−m1 m2







. (2.118)

Puisque Λ1 et Λ2 sont di�érents de zéro alors Rang(DD) = 2 et donc

Rang

(

−A
C

)

= 4 (2.119)

Par conséquent, et en vertu du Théorème 2.2, le système (2.46) est détectable au voisinage
du point d'équilibre considéré.

2.4.1.1.3 Stabilisabilité et détectabilité du cas particulier Pour e�ectuer l'étude
de la stabilisabilité et de la détectabilité du modèle (2.55), et en suivant la démarche du
paragraphe précédent, nous allons tout d'abord étudier la stabilité de la matrice Ac. En
calculant le polynôme caractéristique associé à la matrice Ac nous obtenons

Det(sI − Ac) = s(s + Λc)(s
2 + (Λc + mb)s + Λcmb + m1cc1 + m2cc2). (2.120)

Nous déduisons donc que la matrice Ac possède une valeur propre nulle et trois autres à
partie réelle négative.
Pour s = −Λc nous avons

Rang

(

sI − Ac Bc

)

= 3 < 4 (2.121)

et
Rang

(

sI − Ac

C

)

= 3 < 4. (2.122)

donc le mode associé à la valeur propre stable s = −Λc est non commandable et est non
observable.
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2.4. Analyse du modèle linéarisé tangent dans l'espace d'état

2.4.1.2 Modèle complet

Le système (2.59) peut être réécrit sous la forme

δẋ = Adδx + Bdδud (2.123)

De la même manière que dans le paragraphe précédent, nous allons analyser la stabilité de
la matrice Ad. Puis nous étudierons la stabilisabilité et la détectabilité du modèle linéarisé
tangent considéré.
Le polynôme caractéristique associé à la matrice Ad est de la forme

Det(sI − Ad) = s(s +
1

τd

)Det(sI − ∆) (2.124)

où la matrice ∆ est donnée par (2.107).
Comme la valeur propre s = − 1

τd

est un réel négatif, démontrer la stabilisabilité du modèle
linéarisé tangent revient à véri�er le critère de Hautus pour la valeur propre si = 0. Nous
avons

Rang(−Ad Bd ) = Rang












Λ1 0 c1 0 −Λ+xd
0

0 Λ2 −c2 0 Λ−xd
0

−m1 m2 mb 0 0 0

0 0 −1 0 0 0

0 0 0 0 − 1

τd

Kd

τd












(2.125)

Les éléments (4 ;3) et (5 ;6) de la matrice (2.125) sont des pivots. Ce qui donne

Rang(−Ad Bd ) = 2 + Rang (DS) (2.126)

où

DS =







Λ1 0 −Λ+xd

0 Λ2 Λ−xd

−m1 m2 0







(2.127)

Nous avons Det(DS) 6= 0 car par dé�nition m1Λ2Λ+xd
6= −m2Λ1Λ−xd

donc

Rang(−Ad Bd ) = 5 (2.128)

ce qui implique que le système (2.59) est stabilisable au voisinage du point d'équilibre
considéré.

Pour l'étude de la détectabilité du modèle linéarisé tangent nous considérons la matrice

67



Chapitre 2. Commande par approche linéaire

Cd donnée par (2.87). Le critère de Hautus pour la valeur propre si = 0 s'écrit

Rang

(
−Ad

Cd

)

= Rang














Λ1 0 c1 0 −Λ+xd

0 Λ2 −c2 0 Λ−xd

−m1 m2 mb 0 0

0 0 −1 0 0

0 0 0 0 − 1

τd

0 0 0 1 0














(2.129)

Les éléments (4 ;3), (5 ;5) et (6 ;4) de la matrice donnée par (2.129) sont des pivots, donc

Rang

(
−Ad

Cd

)

= 3 + Rang(DD) (2.130)

où DD est la matrice dé�nie par (2.118). Cette matrice est de rang égal à deux. Donc

Rang

(
−Ad

Cd

)

= 5 (2.131)

Alors le système (2.59) est détectable au voisinage du point d'équilibre considéré.

2.4.1.3 Conclusion
L'analyse du modèle linéarisé au voisinage d'un point de fonctionnement quelconque

montre que le système est localement stabilisable et localement détectable quelque soit
la position d'équilibre y0 du vérin. Cependant, un mode stable devient non observable
et non commandable dans le cas particulier du modèle d'un vérin symétrique calculé au
point de fonctionnement

(

P 0
1 = P 0

2 =
Ps + Pr

2
, v0 = 0, y0 = 0, u0 = 0

)

.

2.4.2 Système commandé par deux distributeurs
Dans cette partie, nous considérons un système électrohydraulique constitué d'un vérin

asymétrique commandé par deux distributeurs.

2.4.2.1 Modèle sans la dynamique du distributeur
Pour étudier la stabilisabilité et la détectabilité du modèle (2.67), nous le réécrivons

sous la forme suivante

δẋ = Aδx + B

(

δu1

δu2

)

(2.132)

Dans un premier temps, nous allons analyser les valeurs propres de la matrice A. Comme
dans le cas précédent, et à partir de la structure de la matrice A, nous pouvons déduire que
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2.4. Analyse du modèle linéarisé tangent dans l'espace d'état

cette dernière admet une valeur propre nulle et que le polynôme caractéristique associé à
la matrice A est donné par

Det(sI − A) = sDet(sI − ∆) (2.133)

avec

∆ =







−Λ1 0 −c1

0 −Λ2 c2

m1 −m2 −mb







(2.134)

ce qui implique
Det(sI − ∆) = s3 + a2s

2 + a1s + a0 (2.135)
avec a0, a1 et a2 sont les suivants







a0 = Λ1Λ2mb + Λ2m1c1 + Λ1m2c2

a1 = Λ1mb + Λ2mb + Λ1Λ2 + m1c1 + m2c2

a2 = mb + Λ1 + Λ2

(2.136)

Des calculs directs montrent que les coe�cients a0, a1, a2, b3 = −a0 − a1a2

a2

et c3 = a0 sont
de même signe, alors d'après le critère de Routh, toutes les valeurs propres de la matrice
∆ sont à partie réelle négative. Donc la matrice A possède trois valeurs propres à partie
réelle négative et une valeur propre nulle.

2.4.2.1.1 Stabilisabilité Pour étudier la stabilisabilité du système (2.67) nous ap-
pliquons le Théorème 2.1. Pour ce faire, il su�t de véri�er le critère de Hautus pour la
valeur propre si = 0. Pour cela, calculons le rang suivant

Rang( −A B ) = Rang








Λ1 0 c1 0 Λu1
0

0 Λ2 −c2 0 0 −Λu2

−m1 m2 mb 0 0 0

0 0 −1 0 0 0







. (2.137)

Les éléments (1 ;5), (2 ;6) et (4 ;3) de la matrice donnée par (2.137) sont des pivots. Nous
obtenons donc le résultat suivant

Rang( −A B ) = 3 + Rang

(

−m1 m2

)

= 4 (2.138)

D'où nous déduisons que le système (2.67) est stabilisable.

2.4.2.1.2 Détectabilité D'une façon similaire au cas avec une seule commande (voir
paragraphe 2.4.1.1.2) on démontre que pour si = 0 nous avons

Rang

(

siI − A

C

)

= 4 (2.139)

avec C est donnée par (2.78), d'où on déduit que le système (2.67) est détectable.
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Chapitre 2. Commande par approche linéaire

2.4.2.1.3 Stabilisabilité et détectabilité du cas particulier Soient les matrices
Ac et Bc dé�nies par le système (2.74). A partir de l'égalité suivante

Det(sI − Ac) = s(s + Λc)(s
2 + (Λc + mb)s + Λcmb + m1cc1 + m2cc2) (2.140)

nous déduisons que la matrice Ac admet une valeur propre nulle et trois autres à partie
réelle négative.
Pour s = −Λc nous avons

Rang

(

sI − Ac Bc

)

= 4 (2.141)

et
Rang

(

sI − Ac

C

)

= 3 < 4 (2.142)

donc le mode associé à la valeur propre stable s = −Λc est commandable mais il est non
observable.

2.4.2.2 Modèle complet

Soit

δẋ = Adδx + Bd

(

δud1

δud2

)

(2.143)

une représentation du système (2.77).

Nous avons
Det(sI − Ad) = s(s +

1

τd1

)(s +
1

τd2

)Det(sI − ∆) (2.144)

où ∆ est donnée par (2.134). Puisque cette matrice (c'est-à-dire, la matrice ∆) est Hurwitz
(voir le paragraphe 2.4.2.1) nous sommes donc en présence d'une valeur propre nulle et
de cinq modes stables.
Après calcul, on montre facilement que

Rang(−Ad Bd ) = 6 (2.145)

et

Rang

(
siI − Ad

Cd

)

= 6 (2.146)

avec
Cd = ( 0 0 0 1 0 0 ) (2.147)

D'où nous déduisons que le système (2.77) est stabilisable et détectable au voisinage du
point d'équilibre considéré.
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2.5. Commande linéaire par retour de sortie

2.4.2.3 Conclusion
Nous avons constaté dans cette partie qu'un vérin commandé par deux distributeurs

est localement stabilisable et détectable quelque soit le point d'équilibre considéré. Dans
le cas particulier où le modèle linéarisé tangent est calculé au voisinage du point de fonc-
tionnement

(

P 0
1 = P 0

2 =
Ps + Pr

2
, v0 = 0, y0 = 0, u0

1 = u0
2 = 0

)

il existe un mode stable
non détectable mais commandable. Rappelons que ce mode n'est pas commandable dans
le cas d'un vérin commandé par un seul distributeur.

2.5 Commande linéaire par retour de sortie
La majorité des asservissements électrohydrauliques est réalisée par un correcteur de

type PID en mesurant uniquement la variable à asservir ou à réguler. La synthèse du
correcteur est basée sur la fonction de transfert entre la variable à réguler et le signal
de commande du modulateur de puissance. Cette approche donne satisfaction dans la
plupart des situations industrielles, néanmoins les résultats obtenus revêtent un caractère
local.

Pour illustrer les méthodes utilisées, nous considérons la régulation de position d'un
vérin symétrique sous les hypothèses suivantes :

(H8) la force antagoniste et la commande à l'équilibre sont nulles ;
(H9) le modulateur de puissance est parfaitement symétrique et à centre critique ;

(H10) les dynamiques du modulateur de puissance et du capteur sont su�samment rapides
en comparaison avec celle de l'actionneur ; elles sont donc négligées ;

(H11) l'actionneur, soumis à une charge inertielle, est commandé par un seul modulateur
de puissance ;

(H12) les frottements secs sont négligés ;
(H13) les capteurs sont parfaitement linéaires sur toute l'étendue de mesure ;
(H14) les raideurs d'ancrage du vérin et des capteurs sont in�nies.
(H15) Le point de fonctionnement choisi correspond à la position centrale du vérin c'est-

à-dire y0 = 0 et les pressions d'équilibre sont P 0
1 = P 0

2 =
Ps + Pr

2
. Ce point de

fonctionnement correspond au cas le plus défavorable car d'une part le linéarisé tan-
gent n'est pas commandable mais seulement stabilisable et, d'autre part, la pulsation
propre non amortie ω0 est minimale pour la position d'équilibre y0 = 0 ;

(H16) la synthèse des correcteurs est réalisée sur le modèle linéarisé ;

La synthèse du correcteur et les simulations numériques dans ce chapitre sont réalisées
dans les conditions suivantes :
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Chapitre 2. Commande par approche linéaire

� L'actionneur est un vérin symétrique double tige double e�et de diamètre d'alésage
D = 50 10−3 m et de diamètre de tige d = 36 10−3 m; la course utile l0 = 0, 2m et
nous supposons que le volume mort correspond à 10% du volume du vérin ;

� Nous supposons que l'amortissement du vérin est égal à ξ = 0, 15 ce qui correspond
à un coe�cient de frottement visqueux bv = 5 104 kg s−1 et à un coe�cient de fuites
λ = 2.37 10−12 m3s−1Pa−1 ;

� Les correcteurs proposés sont simulés sur le modèle linéarisé tangent et sur le modèle
non linéaire ;

� Pour tester les correcteurs proposés, les réponses indicielles correspondent d'une
part à un échelon de faible amplitude au voisinage du point d'équilibre choisi pour
le calcul du correcteur et, d'autre part, à un échelon d'amplitude plus importante.

Les paramètres caractérisant les composants hydrauliques sont donnés dans le tableau
TAB.2.1.

Paramètre du système hydraulique Valeur Unité
M : masse 500 Kg
Ps : pression source 210 105 Pa
Pr : pression retour 1 105 Pa
βe : module de compressibilité 1,4 109 Pa
ω0 : pulsation propre du vérin 219.41 rad s−1

Tab. 2.1: Paramètres du système hydraulique.

Compte tenu de ces hypothèses, la fonction de transfert entre la position Y et le courant
de commande I est

G(s) =
Y (s)

I(s)
=

Ksω
2
0

s(s2 + 2ξω0s + ω2
0)

(2.148)

avec Ks =
kd

S

√

Ps − Pr

2
le gain statique, ω0 =

√
2βeS

2

MV0

la pulsation propre non amortie
et ξ est le coe�cient d'amortissement (voir [Gui92, Mer67]).

Remarque 2.9. Le coe�cient d'amortissement ξ est en général très di�cilement mesu-
rable. Pour les vérins hydrauliques, ce coe�cient est compris entre 0,1 et 0,25 [Gui92].
Pour les calculs on considère souvent le cas le plus défavorable, c'est-à-dire 0,1. ■

Le schéma de principe et le schéma fonctionnel de ce type de régulation sont donnés
par les �gures FIG.2.1 et FIG.2.2.
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Consigne Ecart
erreur PID

PID et ampli�cateur
de puissance

I courant de Modulateur
commande de puissance

Charge ←−F0

Capteur
de position

Fig. 2.1: Schéma de principe : régulation de position du vérin.

VérinModulateur
+ Chargede puissanceConsigne Ecart I Q Y

R erreur ε
C(s)

Correcteur

Ym
kcy

Capteur de position

G(s)

Fig. 2.2: Schéma fonctionnel : régulation de position du vérin.

2.5.1 Correcteur proportionnel Kp

Compte tenu de la présence d'un intégrateur pur dans la fonction de transfert G(s),
on peut se contenter, dans un premier temps, d'utiliser un correcteur proportionnel. La
fonction de transfert en boucle ouverte est donc donnée par

Fbo(s) =
kcyKsKpω

2
0

s(s2 + 2ξω0s + ω2
0)

(2.149)

où kcy représente le gain du capteur et Kp le gain proportionnel du correcteur.
L'analyse dans le domaine fréquentiel montre que le lieu du transfert passe par le point
critique -1 pour :

� une pulsation critique ωosc = ω0

� un gain proportionnel limite Kposc
=

2ξω0

kcyKs

La condition de stabilité est donc donnée par [Gui92]

Kp < Kposc
(2.150)
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De manière réaliste, il est d'usage de prendre une marge de gain de 6 db [Gui92], soit

Kp =
Kposc

2
=

ξω0

kcyKs

(2.151)

Remarque 2.10. Théoriquement, ce système est précis car il comporte un intégrateur
pur. En réalité, ce n'est pas le cas et l'erreur statique est due essentiellement :

� au seuil du modulateur de puissance
� aux forces antagonistes
� et au fait que le modèle utilisé pour l'analyse de régulation et la synthèse du correc-

teur néglige tous les phénomènes non linéaires.
■

2.5.2 Amélioration de la précision et de l'amortissement par un
correcteur PI ou PID

Le réglage des correcteurs de type PID pour commander un processus électrohydrau-
lique s'avère souvent délicat en pratique dû au fait, d'une part, que le processus est
fortement non linéaire avec des paramètres à temps variant et, d'autre part, que le sys-
tème en boucle ouverte est très peu amorti.

L'introduction d'un intégrateur dans le correcteur permet d'éliminer l'erreur statique
due à la présence de force antagoniste ou de frottements secs. L'action dérivée sert à
rajouter une phase positive dans la bande de fréquences où l'on désire calculer la marge
de phase ameliorant ainsi l'amortissement du système bouclé.

La méthode la plus utilisée est celle de Ziegler-Nichols en boucle fermée [ZN42, GGS01].
Les paramètres des correcteurs ont été obtenus (de manière empirique) en minimisant le
critère J =

∫ ∞

0
|ε(t)|dt. Ces paramètres sont donnés, en fonction des paramètres du modèle

linéarisé tangent, par le tableau TAB.2.2.

Type de correcteur Fonction de transfert

P C(s) =
ξω0

kcyKs

PI C(s) = 0, 9
ξω0

kcyKs

(

1 +
1, 2

Toscs

)

PID C(s) = 1, 2
ξω0

kcyKs

(

1 +
2

Toscs
+

Tosc

8
s

)

Tab. 2.2: Paramètres des di�érents correcteurs par la méthode de Ziegler-Nichols.

avec Tosc = 2π

√
MV0

2βeS2
.
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Notons que la réponse en boucle fermée du système obtenue par ces réglages est souvent
peu amortie (voir FIG.2.4-FIG.2.6). Les réglages doivent donc être a�nés expérimentale-
ment [GGS01]. Dans les �gures FIG.2.3-FIG.2.6, les réponses correspondant aux correcteurs
P, PI et PID appliqués aux systèmes linéaire et non linéaire, avec un retour de sortie, sont
représentées respectivement par un trait continu (���), par un trait discontinu (� � � �)
et par un trait pointillé (· · · · · · ).

La �gure FIG.2.3 présente les courbes du module et de la phase dans le domaine
fréquentiel (diagrammes de Bode) pour le système linéaire représenté par (2.148) et com-
mandé par trois types de correcteurs P, PI et PID. Les courbes données par la �gure
FIG.2.4 représentent l'évolution de la sortie de ce système (c'est-à-dire, la position y) dans
le domaine temporel, ces courbes présentent des oscillations pour les trois correcteurs et
des dépassements importants pour les correcteurs PI et PID.

Dans les �gures FIG.2.5 et FIG.2.6, les réponses du système non linéaire (2.2) avec un
retour de sortie en utilisant les correcteurs P, PI et PID sont présentées. Ces simulations
sont e�ectuées pour deux valeurs de positions �nales. La �gure FIG.2.5 montre les résultats
obtenus pour un petit déplacement (la position initiale yi = 0m et la position �nale
yf = 0.005m). Pour yi = 0m et yf = 0.05m, les résultats sont représentés par la �gure
FIG.2.6.
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Fig. 2.3: Diagrammes de Bode.

Les réponses indicielles du système non linéaire montrent que :
� pour un faible déplacement de 5 mm (FIG.2.5), le correcteur proportionnel donne des
résultats très satisfaisants. Les réponses du système avec un correcteur PI et PID
présentent par contre un amortissement trop faible et un dépassement de l'ordre de
50 %.

� pour un déplacement plus important de 5 cm (FIG.2.6), nous pouvons faire les mêmes
constats avec un dépassement plus important (de l'ordre de 90 %) pour les correc-
teurs PI et PID. Notons que si l'on augmente encore l'amplitude de la consigne, ces
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Chapitre 2. Commande par approche linéaire

e�ets indésirables s'aggravent et le piston peut facilement atteindre la �n de course
avant de se stabiliser.

� le temps de réponse du système augmente en fonction de l'amplitude de la consigne.
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Fig. 2.4: Position y du système linéaire.
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Fig. 2.5: Système non linéaire avec une position �nale yf = 0.005m.
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Fig. 2.6: Réponse du système non linéaire un déplacement de 5 cm : méthode de Ziegler-

Nichols

2.5.3 Solutions technologiques pour améliorer l'amortissement
En général, un correcteur proportionnel ne peut pas amortir su�samment le servovérin

sans dégrader les performances temporelles. Pour améliorer le comportement du système
en boucle fermée, c'est-à-dire mieux amortir le système sans dégrader fortement ni la
rapidité ni la précision de la réponse, on peut essentiellement considérer deux approches
technologiques. La première consiste à introduire une boucle de régulation supplémentaire
en mesurant la pression di�érentielle, la vitesse ou l'accélération. L'idée de la seconde mé-
thode consiste à introduire physiquement sur le processus un élément dissipateur d'énergie
permettant ainsi d'amortir les éventuelles oscillations. Ces deux approches sont présentées
brièvement dans les paragraphes suivants et nous donnons quelques indications concernant
leurs avantages et inconvénients.

2.5.3.1 Amélioration de l'amortissement par fuites internes

Une façon de réduire les oscillations de la réponse consiste à créer une fuite soit entre
les chambres du vérin, soit au niveau du distributeur.

2.5.3.1.1 Fuites inter-chambres Une fuite inter-chambres améliore la marge de sta-
bilité des servovérins essentiellement pour les faibles vitesses [MM80]. Néanmoins, cette
solution présente les inconvénients suivants [Fai99, Gui92, MM80] :
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Chapitre 2. Commande par approche linéaire

� Une fuite inter-chambres ampli�e les e�ets négatifs des frottements et ainsi génère
une erreur statique. En e�et, le distributeur doit fournir un débit (donc non nul)
pour pouvoir vaincre les frottements ;

� De plus, un ori�ce de fuite dégrade considérablement la bande passante et le rende-
ment du système.

Cette solution, facilement réalisable, peut être envisagée lorsque ni une précision impor-
tante ni une dynamique élevée ne sont nécessaires.

2.5.3.1.2 Fuites du distributeur Cette solution consiste à utiliser un distributeur
à découvrement [Fai99, Gui92, MM80]. Elle présente comme principaux inconvénients :

� L'introduction d'une zone morte et ainsi que la diminution de la précision ;
� Une consommation d'huile non nulle en position repos.

Pour ces raisons, cette solution est généralement à proscrire.

Notons que les servovalves ont, de par leur technologie, une fuite interne relativement
importante (buses-palette). Néanmoins, l'utilisation d'une servovalve n'introduit pas une
diminution de la pression puisque ce sont généralement des pré-actionneurs à centre cri-
tique.

2.5.3.2 Amélioration de l'amortissement par frottements
Les frottements visqueux peuvent améliorer, de manière marginale, la stabilité d'un

servovérin (voir par exemple l'équation (2.98)). Cette solution n'est donc pas satisfaisante.

2.5.4 Amélioration de l'amortissement par une boucle de rétro-
action secondaire

Introduire une boucle de régulation supplémentaire consiste à mesurer, en plus de la
position, une autre grandeur physique. Cette solution nécessite donc l'achat d'un capteur
supplémentaire avec l'électronique associée. Son prix de revient est donc supérieur à ceux
des solutions technologiques précédentes.
Lorsque la vitesse ou la pression di�érentielle ou encore l'accélération du vérin n'est pas
mesurée, un correcteur de type PID estime ces variables de manière implicite et les esti-
mations sont très sensibles aux erreurs de modélisation [GGS01]. L'utilisation d'une ou
de plusieurs boucles supplémentaires rend ainsi la commande plus robuste. De plus, dans
le cas de la commande des servovérins, la ou les rétroactions supplémentaires servent
essentiellement à déplacer les modes peu amortis de manière à augmenter la marge de
stabilité.

2.5.4.1 Rétroaction de la vitesse
La mesure de la vitesse est peu utilisée pour la commande des servovérins [Fai99,

Gui92]. Une rétroaction de la vitesse utilisant un simple gain proportionnel est en e�et
ine�cace pour amortir le système. Il est aisé de montrer, par un simple calcul, que le
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2.5. Commande linéaire par retour de sortie

coe�cient d'amortissement ξ′ ainsi obtenu est encore plus faible :

ξ′ = ξ
ω0

ω′
0

< ξ (2.152)

avec ω′
0 =

√
1 + KpkcvKs ω0 la pulsation propre non amortie de la boucle interne I, où

kcv représente le gain du capteur de vitesse. Cette approche est donc très peu utilisée en
hydraulique.
Une solution pour améliorer l'amortissement en utilisant la mesure de la vitesse consiste à
utiliser un correcteur avance de phase pour cette boucle secondaire. Le schéma de principe
est représenté sur la �gure ci-dessous

Cy(s) Cv(s) Gv(s)
1

s

Yc U V Y

kcy

kcv

+− +−

I♥

II♥

Fig. 2.7: Boucle fermée avec le retour de la vitesse.

avec Gv(s) =
Bv(s)

Av(s)
=

Ksω
2
0

s2 + 2ξω0s + ω2
0

le modèle nominal représentant le transfert entre
la commande et la vitesse. Le correcteur doit être synthétisé de manière à obtenir, pour
la boucle interne, une marge de phase acceptable permettant aussi d'améliorer l'amor-
tissement du système. La boucle secondaire étant su�samment amorti, la synthèse du
correcteur principal Cy(s) devient plus aisée. Dans l'exemple suivant, nous avons choisi
un gain proportionnel Kpy pour le correcteur principal.
Le correcteur proposé pour la boucle interne est de la forme suivante

Cv(s) = Kpv

1 + aTs

1 + Ts
(2.153)

avec Kpv > 0, a > 0 et T > 0. C'est un correcteur à avance de phase c'est-à-dire
θ(jω) = Arg

(
Cv(jω)

)
≥ 0 pour tout ω ≥ 0. Cette fonction passe par un maximum en

ω = ωM telle que
sin

(
θ(ωM)

)
=

a − 1

a + 1
(2.154)

Une procédure de synthèse de ce correcteur est la suivante :
1. La correction de phase est e�ectuée de manière à augmenter la marge de phase Mθ

et donc d'augmenter l'amortissement, soit

Mθ(désirée) − Mθ(initiale) = Arcsin
(

a − 1

a + 1

)

(2.155)

ce qui permet de calculer a.
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Chapitre 2. Commande par approche linéaire

2. Le paramètre T est calculé de manière à ce que l'apport de phase maximale se situe
à la pulsation de coupure désirée ωcv(désirée) = ωM soit

T =
1

ωcv

√
a

(2.156)

3. Finalement, le paramètre Kpv est calculé de manière à ce que le gain en boucle
ouverte du système corrigé soit égal à 1 à la pulsation de coupure désirée

|kcvCv(jωcv)Gv(jωcv)| = 1 (2.157)
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Fig. 2.8: Diagrammes de Bode du modèle nominal Gv(s) et du correcteur Cv(s).

Pour montrer l'e�cacité du correcteur calculé dans cette partie, nous avons e�ectué
quelques simulations. Ces simulations sont réalisées pour le modèle linéaire représenté
par le schéma bloc de la �gure FIG.2.7 et pour le modèle non linéaire donné par (2.2). Les
paramètres du système électrohydraulique considéré correspondent au paragraphe précé-
dent.

Les résultats de simulations du modèle linéaire sont représentés par les �gures FIG.2.8,
FIG.2.9, FIG.2.10 et FIG.2.12 ceux du modèle non linéaire sont donnés par la �gure FIG.2.11.
De manière plus détaillée,

� la �gure FIG.2.8 représente les diagrammes de Bode du modèle nominal Gv(s) (trait
discontinu (� � � �)) et du correcteur Cv(s) (trait continu (���)) ;

� la �gure FIG.2.9 représente les réponses indicielles de la pression di�érentielle avant
(trait continu (���)) et après (trait pointillé (· · · · · · )) la correction ;

� les �gures FIG.2.10 et FIG.2.12 correspondent respectivement aux diagrammes de
Bode et à la réponse indicielle au modèle linéaire corrigé ;
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2.5. Commande linéaire par retour de sortie

� les réponses du système non linéaire en appliquant une rétroaction de la vitesse,
relatives aux deux valeurs de déplacement yf − yi = 0.02m (trait continu (���))
et yf − yi = 0.16m (trait discontinu (� · � · �)), sont représentées par la �gure
FIG.2.11.

Nous pouvons constater que la réponse indicielle de la vitesse (FIG.2.9) est su�samment
amortie par le correcteur secondaire. Les réponses sur le système non linéaire sont égale-
ment satisfaisants (FIG.2.11) aussi bien pour un faible déplacement de 2 cm ou de 16 cm
du piston. Ces réponses sont su�samment amorties avec un temps de réponse acceptable.
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Fig. 2.9: Réponses indicielles de la vitesse avant et après correction du modèle linéarisé
tangent.

−100

−80

−60

−40

−20

0

20

10
1

10
2

10
3

10
4

−270

−225

−180

−135

−90

−45

M
od

ul
e
[d
b]

Ph
as
e
[d
eg
]

Pulsation [rad s−1]

Fig. 2.10: Diagrammes de Bode de la boucle externe.
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Fig. 2.11: Variables d'état du système non linéaire avec une rétroaction de la vitesse, pour

les déplacements yf − yi = 0.02m et yf − yi = 0.16m.
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Fig. 2.12: Réponse indicielle du système linéaire corrigé par une rétroaction de la vitesse.

2.5.4.2 Rétroaction de la pression di�érentielle ou de l'accélération
Une autre façon pour améliorer l'amortissement du système, sans détériorer les per-

formances dynamiques du système en boucle fermée, consiste à insérer un rétroaction de
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2.5. Commande linéaire par retour de sortie

la pression di�érentielle ou de l'accélération [Fai99, Gui92, MM80].
Les e�ets d'une rétroaction de la pression di�érentielle ou de l'accélération sur le

comportement du vérin sont relativement identiques. En e�et, ces deux variables peuvent
amortir e�cacement le système tout en augmentant la bande passante en boucle fermée.
Néanmoins, la mesure de l'accélération est actuellement considérée comme plus délicate
et surtout plus onéreuse que la mesure de la pression di�érentielle [JK03]. La majorité
des installations industrielles nécessitant des hautes performances (précision et bande
passante élevées) utilisent donc une rétroaction de la pression di�érentielle.

Nous présentons dans ce paragraphe la régulation de position d'un vérin symétrique
avec une rétroaction secondaire de la pression di�érentielle. La démarche utilisée est ana-
logue à celle présentée au paragraphe précédent, c'est-à-dire que la rétroaction secondaire
servira en premier lieu à amortir le système. En pratique, la boucle secondaire doit per-
mettre d'obtenir un amortissement supérieur à 0,5. Notons cependant que, contrairement
à une rétroaction secondaire de la vitesse, un gain proportionnel permet de réaliser cet
objectif. La boucle principale servira ensuite à atteindre les performances désirées. Dans
le domaine industriel, la bande passante en boucle fermée est généralement comprise entre
1,3 et 1,7 fois la bande passante en boucle ouverte en utilisant une rétroaction de la pres-
sion di�érentielle. Le schéma de principe de cette régulation est représenté par la �gure
suivante.

Yc Cy(s)
U1 C∆P (s) G∆P (s) G∆Pv(s)

1

s

U ∆P V Y

kc∆P

kcy

+− +−

I✍✌
✎☞

II✍✌
✎☞

Fig. 2.13: Boucle fermée avec le retour de la pression di�érentielle.

avec G∆P (s) =

2kdβe

V0

√

Ps − Pr

2

(

s +
bv

M

)

s2 + 2ξω0s + ω2
0

, G∆Pv(s) =

S

M

s +
bv

M

, où kc∆P et kcy repré-

sentent respectivement les gains du capteur de pression di�érentielle et du capteur de
position. La fonction de transfert de la boucle interne en boucle fermée est donnée par

G∆Pbf(s) =
∆P

U1

=

Kp1k1

(

s +
bv

M

)

s2 + (2ξω0 + kc∆Pk1Kp1)s + ω2
0 + kc∆Pk1Kp1

bv

M

(2.158)

avec k1 =
2kdβe

V0

√

Ps − Pr

2
et Kp1 le gain proportionnel de la boucle secondaire.
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Le gain Kp1 est calculé de manière à obtenir une valeur acceptable ξ′ de l'amortissement
de la boucle I, soit

ξ′ =
1

√

1 + σ
bv

M

(

ξ +
1

2

ω0

kc∆Pk1Kp1

)

(2.159)

avec σ =
kc∆Pk1Kp1

ω2
0

.
On peut également constater que la bande passante du système en boucle fermée est

améliorée puisque ω′
0 =

√

ω2
0 + kc∆Pk1Kp1

bv

M
> ω0.

Les simulations concernant cette partie sont représentées par les �gures FIG.2.14-
FIG.2.18 pour le système linéaire et par la �gure FIG.2.17 pour le système non linéaire.
Dans cette partie :

� la �gure FIG.2.14 donne les diagrammes de Bode du modèle nominal G∆P (s) (trait
discontinu (� � � �)) et du correcteur C∆P (s) (trait continu (���)) ;

� les réponses indicielles de la pression di�érentielle avant et après l'intégration du cor-
recteur, représentées respectivement par un trait continu (���) et un trait poin-
tillé (· · · · · · ), sont données par la �gure FIG.2.15. Nous pouvons aisément constater
un amortissement très correct et une amélioration substantielle du temps de réponse
du système corrigé ;

� les �gures FIG.2.16 et FIG.2.18 représentent respectivement les diagrammes de Bode
et la réponse indicielle relatives au modèle linéaire corrigé ;

� les réponses du système non linéaire en appliquant une rétroaction de la pression
di�érentielle, relatives aux deux valeurs de déplacement yf − yi = 0.02m (trait
continu (���)) et yf − yi = 0.16m (trait discontinu (� · � · �)), sont représentées
par la �gure FIG.2.17.
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Fig. 2.14: Diagrammes de Bode du modèle nominal G∆P (s) et du correcteur C∆P (s).
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Comme illustré par la �gure FIG.2.15. la réponse indicielle de la pression di�érentielle a
été améliorée par la boucle interne et les oscillations sont atténuées. Les performances
du système non linéaire sont satisfaisants pour les petits déplacements avec une légère
dégradation du temps de réponse pour les déplacements importants.
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Fig. 2.15: Réponses indicielles de la pression di�érentielle avant et après la correction.
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Fig. 2.16: Diagrammes de Bode de la boucle externe.

85



Chapitre 2. Commande par approche linéaire

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
−0.08

−0.06

−0.04

−0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

(a) Position y [m].
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

(b) Vitesse v
�ms−1

�.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11
x 10

7

(c) Pression P1 [Pa].
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

0

2

4

6

8

10

12
x 10

6

(d) Pression P2 [Pa].
Fig. 2.17: Variables d'état du système non linéaire avec une rétroaction de la pression

di�érentielle, pour les déplacements yf − yi = 0.02m et yf − yi = 0.16m.
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Fig. 2.18: Réponse indicielle du système linéaire corrigé par une rétroaction de la pression
di�érentielle.
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2.6 Commande linéaire par retour d'état
Ce paragraphe est dédié à la commande par retour d'état statique calculé sur la base

du modèle linéarisé tangent du vérin symétrique, au point de fonctionnement dé�ni au pa-
ragraphe 2.5 (voir (H15)). Nous avons vu que le modèle linéarisé tangent obtenu possède
un mode stable non observable et non commandable. Ainsi la première étape consiste à
proposer une réalisation minimale dans l'espace d'état avant de calculer une loi de com-
mande de la forme u = −Kx + Fyref où K est le gain à calculer, yref la consigne en
position et F est un pré-�ltre permettant par exemple d'éliminer l'erreur statique. Le
schéma de principe est le suivant :

+
 _


Yref U X
F (A, B)

K

Fig. 2.19: Commande par retour d'état.

Nous proposons donc comme vecteur d'état x = (y v γ)T , ce qui nous permet
d'obtenir la représentation sous la forme canonique commandable suivante :

ẋ(t) =







ẋ1(t)

ẋ2(t)

ẋ3(t)







=







0 1 0

0 0 1

0 −ω2
0 −2ξω0







︸ ︷︷ ︸

A







x1

x2

x3







+







0

0

Ksω
2
0







︸ ︷︷ ︸

B

u (2.160)

avec u = −Kx = −
(

k1 k2 k3

)







x1

x2

x3







où les constantes k1, k2 et k3 sont à détermi-

ner.

2.6.1 Commande par placement de pôles
Le système en boucle fermée s'écrit







ẋ1(t)

ẋ2(t)

ẋ3(t)







=







0 1 0

0 0 1

−k1Ksω
2
0 −k2Ksω

2
0 − ω2

0 −2ξω0 − k3Ksω
2
0







︸ ︷︷ ︸

Abf=A−BK







x1

x2

x3







+







0

0

Ksω
2
0







Fyref

(2.161)
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Chapitre 2. Commande par approche linéaire

dont le polynôme caractéristique est donné par

Π(s) = |sI − Abf | =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

s −1 0

0 s −1

k1Ksω
2
0 k2Ksω

2
0 + ω2

0 s + 2ξω0 + k3Ksω
2
0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= s3 + (2ξω0 + k3Ksω
2
0)s

2 + (k2Ksω
2
0 + ω2

0)s + k1Ksω
2
0

(2.162)

Ce polynôme peut se mettre sous la forme désirée suivante

Π(s) = (s2 + 2ξbfωbfs + ω2
bf)(s + ω1) (2.163)

en choisissant des valeurs de ω1 et ωbf comprises entre 1,3 et 1,7 fois ω0 et ξbf supérieur
à 0,5. On obtient donc le gain K par simple identi�cation entre les polynômes (2.162) et
(2.163)

K =

(
ω2

bfω1

Ksω2
0

ω2
bf + 2ξbfωbfω1 + ω2

0

Ksω2
0

2ξbfωbf + ω1 − 2ξω0

Ksω2
0

)

(2.164)

Le �ltre F , égal à l'inverse du gain statique en boucle fermée, permet d'éliminer l'erreur
statique et son expression est

F =
(
CT (A − BK)−1B

)
(2.165)

avec C = (1 0 0).

Pour éviter l'utilisation du pré-�ltre F , le schéma de principe FIG.2.19 peut être transformé
de la façon suivante

+
 _
+
 _

yref k1

u
y

v
γ(A,B)

k2

k3

Fig. 2.20: Commande par placement de pôles.

Les simulations e�ectuées dans cette partie, concernent le modèle linéaire et non li-
néaire. La �gure FIG.2.22 représente la réponse indicielle du système linéaire auquel nous
avons appliqué une commande par placement de pôles. Cette commande est appliquée
également au modèle non linéaire, l'évolution des variables de l'état de ce système dans
ce cas est représentée par FIG.2.21.
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Fig. 2.21: Variables d'état du système non linéaire avec la commande par placement de

pôles, pour les déplacements yf − yi = 0.02m et yf − yi = 0.12m.
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Fig. 2.22: Réponse indicielle du système linéaire avec la commande par placement de
pôles.
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Chapitre 2. Commande par approche linéaire

Le modèle linéaire, avec la commande synthétisée par placement de pôles ci-dessus, a
un temps de réponse très rapide et il ne présente aucune oscillation (FIG.2.22). Cependant,
cette commande appliquée au modèle non linéaire donne un temps de réponse plus lent
notamment pour un déplacement important (FIG.2.21).

Une autre façon de placer les pôles consiste à utiliser le polynôme de degré 3 de Graham
et Lathrop, correspondant à une transmittance à erreur de position nulle.

Π(s) = s3 + 1, 75ωbfs
2 + 2, 15ω2

bfs + ω3
bf (2.166)

La méthode consiste à minimiser un critère de la forme

J =

∫ +∞

0

t|ε(t)|dt (2.167)

La minimisation de ce critère permet d'obtenir un amortissement convenable en boucle
fermée. Le gain K est donc obtenu par simple identi�cation entre les polynômes (2.162)
et (2.166) soit

K =

(
ω3

bf

Ksω2
0

2, 15ω2
bf − ω2

0

Ksω2
0

1, 5ωbf − 2ξω0

Ksω2
0

)

(2.168)

Comme dans le cas précédent, la pulsation ωbf est choisie en fonction du temps de réponse
en boucle fermée désiré.

La réponse indicielle du modèle linéaire (FIG.2.23) est très rapide et présente une
faible oscillation amortie dans sa partie transitoire. Lorsque l'on applique ce correcteur
au modèle non linéaire, le temps de réponse est plus long surtout pour les déplacements
importants (FIG.2.24).
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Fig. 2.23: Réponse indicielle du système linéaire avec la commande par placement de
pôles.

90
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Fig. 2.24: Variables d'état du système non linéaire avec la commande par placement de

pôles, pour les déplacements yf − yi = 0.02m et yf − yi = 0.12m.

2.6.2 Commande optimale
La commande optimale appliquée au modèle linéarisé tangent représenté dans l'espace

d'état consiste à minimiser la fonctionnelle quadratique à horizon in�ni suivante

J =
1

2

∫ +∞

0

(
xT (t)Qx(t) + uT (t)Ru(t)

)
dt (2.169)

où R est une matrice symétrique dé�nie positive et Q une matrice symétrique semi-dé�nie
positive. La loi de commande minimisant ce critère est

u = −R−1BT Sx (2.170)

où S est la solution de l'équation algébrique de Riccati suivante

SA + AT S − SBR−1BTS + Q = 0 (2.171)

Comme dans le paragraphe précédent, un pré-�ltre est nécessaire pour éliminer l'erreur
statique. Les matrices de pondération Q et R sont choisies de manière à trouver un
compromis sur l'importance de la commande ou de l'évolution de l'état du système.
Un système linéaire utilisant une commande optimale est toujours stable en boucle fermée
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Chapitre 2. Commande par approche linéaire

et présente une marge de phase supérieure à 60�. Néanmoins, compte tenu du caractère
local de cette loi de commande, la stabilité asymptotique du système non linéaire n'est
pas garantie. Le choix des matrices de pondération Q et R s'avère donc délicat.
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Fig. 2.25: Réponse indicielle du système linéaire avec la commande optimale.
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Fig. 2.26: Variables d'état du système non linéaire avec la commande optimale, pour les

déplacements yf − yi = 0.02m et yf − yi = 0.12m.
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2.6. Commande linéaire par retour d'état

Cette loi de commande a été appliquée en simulation au modèle linéaire et au modèle non
linéaire. La �gure FIG.2.25 représente la réponse indicielle du système linéaire. L'évolution
des composantes de l'état du système non linéaire est représentée sur la FIG.2.26.

La réponse indicielle du système linéaire avec la commande optimale, est très rapide
et elle ne présente aucun dépassement (voir FIG.2.25). Lorsque cette loi de commande est
appliquée au modèle non linéaire, le temps de réponse est relativement long et ceci pour
un grand déplacement (12 cm) (voir FIG.2.26).

2.6.3 Commande proportionnelle intégrale par retour d'état
Le principe de la commande proportionnelle intégrale par retour d'état consiste à

introduire un intégrateur de l'écart entre la consigne et la sortie à réguler (voir par exemple
[Oga90, JK03]), soit

ε̇ = yref − y = yref − Cx (2.172)
et la commande prend la forme suivante

u = Kx − KIε (2.173)

Le schéma de principe de cette loi de commande est le suivant

+
 _
+
 _

Yref ε̇ ε U X Y

Z
KI (A, B) C

K

Fig. 2.27: Commande proportionnelle intégrale par retour d'état.

Soit X =

(

x

ε

)

le vecteur d'état augmenté, le système commandé devient

{

Ẋ(t) = A1X(t) + B1u(t) + Bryref

u = −K1X
(2.174)

avec

A1 =

(

A 0

−C 0

)

, B1 =

(

B

0

)

, Br =

(

0

1

)

et K1 =
(

K −KI

)

(2.175)

ou de manière équivalente

Ẋ(t) = (A1 − B1K1)X(t) + Bryref (2.176)
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Chapitre 2. Commande par approche linéaire

Il est aisé de montrer que si la paire (A,B) est commandable, alors la paire (A1, B1) est
commandable. Soit C1 la matrice de commandabilité de la paire (A1, B1), alors

Rang(C1) = Rang

(

B AB A2B A3B

0 −CB −CAB −CA2B

)

= Rang

(

B AB A2B A3B

0 0 0 −Ksω
2
0

)

= Rang

(

B AB A2B
)

+ 1 = 4

(2.177)

puisque la paire (A,B) est commandable. Il existe donc un gain K1 tel que (A1−B1K1) soit
stable. Le gain K1 peut être calculé, par exemple, en minimisant un critère quadratique
de la forme

J =
1

2

∫ +∞

0

(
XT (t)Q1X(t) + uT (t)R1u(t)

)
dt (2.178)

où R1 est une matrice symétrique dé�nie positive et Q1 une matrice symétrique semi-
dé�nie positive. La loi de commande minimisant ce critère est

u = −R−1
1 BT

1 S1X (2.179)

où S1 est la solution de l'équation algébrique de Riccati suivante

S1A1 + AT
1 S1 − S1B1R

−1
1 BT

1 S1 + Q1 = 0 (2.180)

L'utilisation de cet intégrateur permettra par exemple d'améliorer la précision de la ré-
gulation en présence de forces antagonistes ou de frottements secs.
On peut également utiliser la méthode par placement de pôles compte tenu du fait que la
paire (A,B) est commandable. C'est cette méthode que nous appliquons pour les simula-
tions ci-dessous.

Les réponses du système (FIG.2.28) sont satisfaisants aussi bien pour les faibles dépla-
cements que pour les déplacements les plus importants du piston. Notons que les temps
de réponse du système corrigé semblent plus rapide que pour la commande par retour
d'état sans intégrateur. Néanmoins, la réponse pour un déplacement de 6 cm présente un
léger dépassement.
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Fig. 2.28: Variables d'état du système non linéaire avec la commande proportionnelle

intégrale par retour d'état, pour les déplacements yf − yi = 0.02m et yf − yi =
0.12m.

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

Temps [s]

Fig. 2.29: Réponse indicielle du système linéaire avec la commande proportionnelle inté-
grale par retour d'état.
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2.7 Conclusion
Nous avons vu dans ce chapitre l'étude de l'ensemble d'équilibre et des points de

fonctionnement selon le cas où le vérin est actionné par un ou deux distributeurs. Cette
analyse s'avère nécessaire car le modèle de connaissance est seulement continu, c'est-à-
dire n'est pas dérivable en tout point. Le modèle linéarisé tangent ne peut donc pas être
calculé sur l'ensemble des points d'équilibre. Puis, en supposant que l'étude se fait autour
d'un point d'équilibre où la dérivée de la fonction de débit existe, nous avons calculé les
di�érents modèles linéarisés tangents correspondant au système électrohydraulique avec
un ou deux distributeurs. La deuxième partie de ce chapitre a été consacrée à l'analyse de
la stabilisabilité et de la détectabilité des modèles linéaires obtenus en fonction du point
d'équilibre choisi et du nombre de distributeurs. En�n, la troisième partie a concerné la
synthèse des lois de commande les plus utilisées pour la régulation de position des servo-
vérins commandés par une servovalve. Ces lois de commande sont calculées dans le cas le
plus défavorable c'est-à-dire pour la position y0 = 0. Les résultats obtenus font ressortir
qu'il est préférable d'utiliser au moins une rétroaction secondaire pour obtenir de bonnes
performances. Notons également que, ces correcteurs fonctionnent de manière satisfai-
sante lors d'un déplacement de faible amplitude au voisinage du point de fonctionnement.
Lorsque la consigne est d'amplitude plus importante, il est souvent nécessaire de modi�er
le réglage des correcteurs.

Le chapitre suivant sera dédié à la synthèse de loi de commande non linéaire lorsque
le vérin est commandé respectivement par un ou deux distributeurs.
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Chapitre 3

Commande par approche non linéaire

3.1 Introduction
Ce chapitre est dédié à la commande des systèmes électrohydrauliques par des ap-

proches non-linéaires. Plus précisément, il s'agit d'une stabilisation par rétroaction des
modèles établis dans le Chapitre 1. Cette stabilisation sera e�ectuée sans aucun type de
linéarisation.

Dans la littérature sur les systèmes électrohydrauliques, et depuis plusieurs décennies,
les techniques les plus utilisées pour la commande sont celles fondées sur des approches
de linéarisation. Ces techniques ont permis de répondre à de nombreux problèmes et
conduisent à de bons résultats tant simulés qu'expérimentaux. Ce sont des techniques à
caractère systématique et qui permettent d'assigner facilement un comportement dyna-
mique. Cependant, elles ne con�nent pas l'évolution de l'état du système dans un do-
maine donné ni ne garantissent la stabilité dans un domaine large de fonctionnement. Par
exemple, le modèle utilisé lors de l'approche par linéarisation tangente dépend fortement
du point de fonctionnement et ignore les non linéarités inhérentes du système. On e�ectue
donc une analyse locale et on ne peut pas établir des résultats globaux ou semi-globaux.
Par ailleurs, les méthodes fondées sur la linéarisation peuvent présenter des inconvénients
dus à la non prise en compte de certaines contraintes physiques (saturations, course limitée
de l'actionneur, positivité des pressions, etc.)

Récemment, l'approche par utilisation directe des modèles tenant compte des non li-
néarités du système a suscité un intérêt croissant dans la communauté. Ainsi, plusieurs
travaux ont été consacrés à ce sujet (voir par exemple [HSUU04, KK04, MR01, ORT05,
RO95, ROT97]). Cependant, les résultats établis concernent essentiellement le compor-
tement de l'actionneur électrohydraulique et ne prennent pas en compte la dynamique
des distributeurs. Concernant la commande des processus électrohydrauliques prenant en
compte la dynamique des distributeurs, des travaux de recherche ont été dédiés à ce sujet
(voir par exemple [KT00]). Néanmoins, les résultats proposés reposent en général sur des
techniques de linéarisation.

Les modèles issus du domaine de l'électrohydraulique sont fortement non linéaire.
Ils présentent, en plus, la particularité d'être non réguliers (c'est-à-dire, continu mais
non dérivable). Dans ce travail on se propose de donner des résultats sur la commande
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des systèmes électrohydrauliques en tenant compte de la dynamique des distributeurs
et sans aucun type de linéarisation. La stratégie de commande est constituée de deux
étapes. Une première étape consiste à stabiliser le système sans tenir compte de la dy-
namique des distributeurs. Pour ce faire, la synthèse de la loi de commande est fondée
sur une méthode conçue pour la stabilisation des systèmes à �uide sous pression (voir
[OR00, RO95, ROT97]). Il s'agit d'une adaptation de la méthode de Jurdjevic-Quinn
(voir par exemple [JQ78, OS92]) à ce type de système. La deuxième étape est celle de
la prise en compte de la dynamique du distributeur. Le modèle décrivant l'évolution du
processus électrohydraulique fondé sur une première approximation des dynamiques des
distributeurs, et suite à un retour d'état préliminaire, peut être exprimé sous la forme

{

ẋ = χ(x, z)

ż = u
(3.1)

où x ∈ Rn désigne l'état de l'actionneur, z ∈ Rm celui du ou des distributeurs et u ∈ Rm

est la commande.

D'une façon générale, et indépendamment des modèles issus de l'électrohydraulique, la
stabilisation du système non linéaire (3.1), a suscité l'intérêt de plusieurs auteurs (voir
par exemple [BI89, CP91, IS94, KS89, OS98, OJ96, OA99]). Pour stabiliser le système
(3.1), une méthode classique consiste d'abord à stabiliser le système réduit

ẋ = χ(x, u) (3.2)

puis de déduire un retour d'état stabilisant pour le système (3.1) à partir de celui de
(3.2). A l'origine, ce résultat a été établi dans le cas où χ est au moins de classe C1. Le
principe de la démonstration repose sur la régularité de χ. Plus précisément, et comme χ
est dérivable, il est possible d'e�ectuer la décomposition suivante :

χ(x, z) = χ0(x) + χ̄(x, z)z (3.3)

où χ0(x) = χ(x, 0) et χ̄ une fonction continue. Ainsi, et pour s'a�ranchir de l'hypothèse
de dérivabilité de χ, on peut supposer que χ est seulement continue mais qu'elle véri�e
l'hypothèse (3.3) (voir par exemple [FK96], page 108). Depuis, plusieurs généralisations de
ce résultat ont été proposées. On peut citer, par exemple, les deux améliorations suivantes.
La première (cf. [TK03], Théorème 1), et sous l'hypothèse (3.3), concerne le cas où χ0 et
χ̄ sont des fonctions discontinues. La deuxième (cf. [OA99]) traite du cas où l'hypothèse
(3.3) n'est pas véri�ée et s'intéresse à la stabilisation du système (3.1) par retour d'état
continu. Un exemple simple, qui ne peut pas s'exprimer sous la forme (3.3), est le système
scalaire suivant

χ(x, z) = −x + z
1

3 (3.4)
où (x, z) ∈ R2.

Dans ce travail la synthèse de loi de commande pour les systèmes de type (3.1) sera
fondée sur une amélioration du résultat principal de [OA99] proposée dans le paragraphe
suivant (voir Théorème 3.1).

98
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Le chapitre est organisé de la façon suivante. Dans le deuxième paragraphe, on pré-
sente un résultat de stabilisation du système électrohydraulique dans le cas d'un vérin
commandé à travers deux distributeurs. Il s'agit de stabiliser le système autour d'un
point de fonctionnement composé des deux pressions respectivement dans chacune des
chambres du vérin, la position du piston et sa vitesse. Le troisième paragraphe est dé-
dié à la commande du système par utilisation d'un seul distributeur. Plus précisément la
stabilisation sera e�ectuée autour d'un point de fonctionnement constitué de valeurs de
référence pour une pression di�érentielle, une position et une vitesse du piston.

Pour conclure cette introduction, nous souhaitons signaler que la méthodologie pro-
posée ici pour la stabiliser les systèmes électrohydrauliques a aussi été utilisée dans le
cadre des systèmes électropneumatiques et a donné lieu à une publication [ORT04] (voir
Annexe B).

3.2 Vérin commandé à travers deux distributeurs
3.2.1 Introduction

Considérons un système électrohydraulique constitué d'un vérin (symétrique ou asy-
métrique), commandé par deux distributeurs di�érents caractérisés par les constantes kdi

(i = 1; 2). Il est à noter que l'utilisation de deux distributeurs permet de commander
séparément le débit de l'huile dans chacune des deux chambres.

L'objectif de ce paragraphe est la stabilisation du système électrohydraulique consi-
déré. Tout d'abord nous allons proposer une loi de commande pour le modèle réduit, il
s'agit du système ne tenant pas compte des dynamiques des distributeurs. La synthèse
de cette loi de commande est basée sur la théorie des systèmes non linéaires. Plus préci-
sément sur méthodologie développée dans [OR00, RO95, ROT97] et qui s'appuie sur le
principe d'invariance de LaSalle [LL61]. Puis, et en utilisant cette loi de commande, nous
synthétisons une loi de commande pour le système complet (c'est-à-dire, le modèle tenant
compte des dynamiques des distributeurs). En se basant sur un nouveau théorème qui est
en fait une amélioration du résultat principal proposé dans [OA99].

3.2.2 Commande du modèle réduit
Considérons le modèle suivant où les fuites inter-chambres, les fuites externes et les

frottements visqueux sont négligés.






Ṗ1 =
−βe

V0 + S1y

(
S1v − u1ϕ1(P1, u1)

)

Ṗ2 =
βe

V0 − S2y

(
S2v − u2ϕ2(P2,−u2)

)

v̇ =
1

M
(S1P1 − S2P2)

ẏ = v

(3.5)
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Chapitre 3. Commande par approche non linéaire

avec

ϕi(Pi, ui) =







ϕ+
i (Pi) = kdi Sgn(Ps − Pi)

√

|Ps − Pi| si ui ≥ 0

ϕ−
i (Pi) = kdi Sgn(Pi − Pr)

√

|Pi − Pr| si ui < 0
i = 1; 2 (3.6)

Ce modèle est déduit à partir du système (1.57) décrivant la dynamique d'un système
électrohydraulique constitué d'un vérin asymétrique commandé à travers deux distribu-
teurs dont les dynamiques sont négligées.
Dans cette partie, nous nous intéressons à la stabilisation par retour d'état continu du
système non linéaire (3.5). La loi de commande est déduite de la méthode de Jurdjevic-
Quinn [BIW91, JQ78, OS92].

Considérons un point d'équilibre x0 = (P 0
1 , P 0

2 , v0, y0)T tel que P 0
1 et P 0

2 sont deux
constantes positives véri�ant :

S1P
0
1 = S2P

0
2 (3.7)

v0 = 0 et y0 ∈
]

−V0

S1

;
V0

S2

[

.

L'objectif est de stabiliser le système (3.5) au point d'équilibre x0 = (P 0
1 , P 0

2 , v0, y0)T

[RO95] par un retour d'état continu. Il s'agit de trouver deux fonctions u1 et u2 qui soient
au moins continues et qui véri�ent

u1 = u1(P1, P2, v, y), u2 = u2(P1, P2, v, y) et u1(x
0) = u2(x

0) = 0 (3.8)

telles que le système bouclé (3.5)(3.8) soit asymptotiquement stable en x0.

3.2.2.1 Méthode de stabilisation
Avant de donner les résultats sur la commande des systèmes électrohydrauliques, nous

allons introduire le théorème concernant la stabilisation d'une classe de systèmes dissipa-
tifs a�nes en la commande [OR00, RO95, ROT97]. Soit le système non linéaire suivant

ẋ = f(x) +
m∑

i=1

gi(x)ϕi(x, ui)ui (3.9)

où x ∈ Rn est l'état du système et u = (u1, . . . , um)T ∈ Rm désigne la commande. Les
fonctions f , gi (i = 1, . . . , m) sont de classe C∞ sur Rn et ϕi (i = 1, . . . , m) est une
fonction de classe C∞ sur Rn × (Rm −{0}). Considérons (x0, u0 = 0) un point d'équilibre
du système (3.9) c'est-à-dire f(x0) = 0.
Dans ce qui suit nous utiliserons les notations suivantes : si V est une fonction di�éren-
tiable, alors on dé�nit sa dérivée le long du champ f par

LfV (x) =
m∑

i=1

∂V (x)

∂xi

fi(x) =

〈
∂V (x)

∂x
, f(x)

〉

(3.10)
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3.2. Vérin commandé à travers deux distributeurs

et par récurrence

L0
f = V (x) et Lk

f = Lf(L
k−1
f V (x)) / k ≥ 1 (3.11)

Le Théorème 3.1 suivant, énonce un résultat sur la stabilisation des systèmes non linéaires
dont la structure est celle décrite par (3.9), et ceci indépendamment des modèles issus de
l'électrohydraulique.

Théorème 3.1. [OR00, RO95, ROT97] Si le système non linéaire (3.9) véri�e les condi-
tions suivantes :

1. Il existe deux fonctions ri et qi (i = 1, . . . , m) de classe C1 telles que
(C1) ri(x) > 0 sur Rn ;
(C2) zqi(z) < 0 ∀z 6= 0 et qi(0) = 0 ;

2. Il existe une fonction de Lyapunov V (x) : Rn → R telle que
(C3) V (x) > 0, ∀x 6= x0 et V (x0) = 0 ;
(C4) LfV (x) ≤ 0 sur Rn ;
(C5) ϕi(x, ri(x)qi(Lgi

V (x))) > 0 ;
(C6) W =

{
x ∈ Rn/Lk+1

f V (x) = Lk
fLgi

V (x) = 0 ∀k ∈ N; i = 1, . . . ,m
}

= {x0}.

Alors le système commandé par la loi de commande donnée par

ui(x) = ri(x)qi(Lgi
V (x)) i = 1, . . . ,m (3.12)

est asymptotiquement stable au point d'équilibre x0. ■

Démonstration. La dérivée de la fonction de Lyapunov par rapport au temps, le long des
trajectoires du système bouclé (3.9)(3.12) est donnée par

V̇ (x) = LfV (x) +
m∑

i=1

Lgi
V (x)ϕi(x, ri(x)qi(Lgi

V (x))) × ri(x)qi(Lgi
V (x)) (3.13)

A partir des conditions (C1), (C2), (C3), (C4), et (C5) du Théorème 3.1, nous avons
V̇ (x) ≤ 0.
Maintenant, en utilisant la condition (C6) du Théorème 3.1, nous avons

{

x ∈ Rn/V̇ (x) = 0
}

= {x0} (3.14)

D'après le principe d'invariance de LaSalle [LL61], on déduit que le point d'équilibre x0

est globalement asymptotiquement stable. •

3.2.2.2 Synthèse de la commande
Le modèle d'état (3.5) décrivant le comportement d'un système électrohydraulique

avec un vérin asymétrique et commandé à travers deux distributeurs, peut être écrit sous

101



Chapitre 3. Commande par approche non linéaire

la forme donnée par (3.9) en posant

x =









P1

P2

v

y









, f(x) =












−βeS1v

V0 + S1y
βeS2v

V0 − S2y
1

M
(S1P1 − S2P2)

v












,

g1(x) =










βe

V0 + S1y

0

0

0










, g2(x) =










0
−βe

V0 − S2y

0

0










,

(3.15)

et la fonction ϕi(x, ui), pour i = 1 ou 2, est donnée par (3.6).

La méthode de calcul de la loi de commande utilisée pour la stabilisation du système (3.5)
repose sur l'existence d'une fonction de Lyapunov. En mettant en évidence les intégrales
premières naturelles du système non commandé et en prenant en compte des considéra-
tions énergétiques, nous arrivons à construire une fonction de Lyapunov convenable notée
V1.

En e�et, sous l'hypothèse que l'évolution du système est isotherme, la somme de l'éner-
gie cinétique de la masse en mouvement et de l'énergie libre du �uide contenu dans les
chambres du vérin constitue une grandeur dissipative de la dérive. Compte tenu de l'ex-
pression de la masse volumique en fonction de la pression donnée par (1.14), on montre
que l'énergie du système non commandé s'écrit sous la forme

E(x) =
1

2
Mv2 + βe(V0 + S1y)γ(P1 − P 0

1 ) + βe(V0 − S2y)γ(P2 − P 0
2 ) (3.16)

où γ est la fonction scalaire suivante

γ(•) = exp

( •
βe

)

− •
βe

− 1 (3.17)

A�n de construire, à partir de la quantité E, une fonction de Lyapunov V1 qui soit dé�nie
positive et qui véri�e la condition (C3) du Théorème 3.1, il su�t de rajouter une quantité
positive R choisie convenablement, soit

V1(x) = E(x) + R(x) (3.18)
Un choix possible pour la fonction R (voir par exemple [RO95]) est donné par

R(x) =
b

2

((

(V0 + S1y) exp

(
P1 − P 0

1

βe

)

− (V0 + S1y
0)

)2

+

(

(V0 − S2y) exp

(
P2 − P 0

2

βe

)

− (V0 − S2y
0)

)2
)

(3.19)
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3.2. Vérin commandé à travers deux distributeurs

où b est un réel positif su�samment petit de sorte que la condition (C5) du Théorème
3.1 soit satisfaite [RO95, ROT97]. Les fonctions ri et qi (i = 1, 2) sont telles que

ri(x) ≡ ri ∈ R+ et qi(•) =

( •
Si

)1+ 2

p

(3.20)

Par ailleurs, nous avons

Lg1
V1(x) = βe exp

(
P1 − P 0

1

βe

) {

1 − exp

(
P 0

1 − P1

βe

)

+
b

βe

(

(V0 + S1y) exp

(
P1 − P 0

1

βe

)

− (V0 + S1y
0)

)}

(3.21)

Lg2
V1(x) = −βe exp

(
P2 − P 0

2

βe

){

1 − exp

(
P 0

2 − P2

βe

)

+
b

βe

(

(V0 − S2y) exp

(
P2 − P 0

2

βe

)

− (V0 − S2y
0)

)}

(3.22)

LfLg1
V1(x) =

−S1v

(V0 + S1y)
exp

(
P1 − P 0

1

βe

)

{

βe + b

(

(V0 + S1y) exp

(
P1 − P 0

1

βe

)

− (V0 + S1y
0)

)}

(3.23)

LfLg2
V1(x) =

−S2v

(V0 − S2y)
exp

(
P2 − P 0

2

βe

)

{

βe + b

(

(V0 − S2y) exp

(
P2 − P 0

2

βe

)

− (V0 − S2y
0)

)}

(3.24)

et

L2
fLg1

V1(x) =

{
2S2

1v
2

(V0 + S1y)2
− S1(S1P1 − S2P2)

M(V0 + S1y)

}

exp

(
P1 − P 0

1

βe

)

{

βe + b

(

(V0 + S1y) exp

(
P1 − P 0

1

βe

)

− (V0 + S1y
0)

)}

(3.25)

Nous allons montrer que si x est solution de
Lg1

V1(x) = Lg2
V1(x) = LfLg1

V1(x) = LfLg2
V1(x) = L2

fLg1
V1(x) = 0 (3.26)

alors x = x0. Autrement dit que la condition (C6) du Théorème 3.1 est véri�ée.
Soit x =

(
P 1, P 2, v, y

)T une solution de (3.26). On distingue deux cas selon la valeur de
v. Supposons que v est non nulle. Alors, les équations (3.23) et (3.24) conduisent à







βe + b

(

(V0 + S1y) exp

(
P 1 − P 0

1

βe

)

− (V0 + S1y
0)

)

= 0

βe + b

(

(V0 − S2y) exp

(
P 2 − P 0

2

βe

)

− (V0 − S2y
0)

)

= 0.

(3.27)
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Un raisonnement simple montre, et en utilisant les équations (3.21) et (3.22), qu'on aboutit
à une des deux équations sans solutions dans R

exp

(
P 0

1 − P 1

βe

)

= 0 ou exp

(
P 0

2 − P 2

βe

)

= 0. (3.28)

Finalement, et par la suite, on suppose que v = 0.
Par ailleurs, d'après l'équation (3.25) et vu que v = 0, il vient que

S1P 1 − S2P 2 = 0 (3.29)

Il est à noter que P 0
1 et P 0

2 sont aussi liées par une relation similaire à (3.29) à savoir

S1P
0
1 − S2P

0
2 = 0 (3.30)

En vertu de (3.29) et (3.30) et en utilisant (3.21) et (3.22), on déduit






exp

(
P 0

1 − P 1

βe

)

− 1 =
b

βe

(

(V0 + S1y) exp

(
P 1 − P 0

1

βe

)

− (V0 + S1y
0)

)

exp

(
S1

S2

P 0
1 − P 1

βe

)

− 1 =
b

βe

(

(V0 − S2y) exp

(
S1

S2

P 1 − P 0
1

βe

)

− (V0 − S2y
0)

)

(3.31)
On distingue trois cas selon la valeur de P 1. Tout d'abord supposons que P 1 > P 0

1 . Alors
le système (3.31) admet une solution si







(V0 + S1y) exp

(
P 1 − P 0

1

βe

)

< (V0 + S1y
0)

(V0 − S2y) exp

(
S1

S2

P 1 − P 0
1

βe

)

< (V0 − S2y
0),

(3.32)

comme exp

(
P 1 − P 0

1

βe

)

> 1, le système (3.32) peut se réécrire comme suit

{

(V0 + S1y) < (V0 + S1y
0)

(V0 − S2y) < (V0 − S2y
0).

(3.33)

Le système (3.33) ne possédant pas de solution, l'hypothèse P 1 > P 0
1 est donc à rejeter.

Avec un argument similaire on peut prouver que si P 1 < P 0
1 alors le système (3.31) ne

possède pas non plus de solution. Maintenant, si P 1 = P 0
1 , un raisonnement simple montre

que y = y0 est solution. Ceci termine la preuve que x = x0 est la seule solution de (3.26).

Donc, et en utilisant la fonction V1 dé�nie par (3.18), un retour d'état stabilisant pour
le système (3.5) est donné par







u1 = −r1(x)

(
Lg1

V1(x)

S1

)1+ 2

p

u2 = −r2(x)

(
Lg2

V1(x)

S2

)1+ 2

p

(3.34)
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3.2. Vérin commandé à travers deux distributeurs

La suite de cette partie est consacrée à la synthèse d'un retour d'état stabilisant pour
le modèle décrivant le comportement du système électrohydraulique tenant compte des
dynamiques des distributeurs.

3.2.3 Stabilisation du modèle global
Le modèle considéré dans cette partie prend en compte les dynamiques des distri-

buteurs et représente un système électrohydraulique constitué d'un vérin asymétrique
commandé à travers deux distributeurs sans tenir compte des fuites inter-chambres et
externes. 





Ṗ1 =
−βe

V0 + S1y

(
S1v − xd1

ϕ1(P1, xd1
)
)

Ṗ2 =
βe

V0 − S2y

(
S2v − xd2

ϕ2(P2,−xd2
)
)

v̇ =
1

M
(S1P1 − S2P2)

ẏ = v

ẋd1
= − 1

τd1

(xd1
− Kd1

ud1
)

ẋd2
= − 1

τd2

(xd2
− Kd2

ud2
)

(3.35)

L'objectif de cette partie est double. D'une part, nous allons donner un résultat sur la
stabilisation du système (3.1) lorsque le champ de vecteurs dé�nissant le système est
seulement continu. Il s'agit d'une amélioration du résultat principal proposé dans [OA99].
D'autre part, nous allons proposer une nouvelle stratégie de commande, fondée sur ce
nouveau résultat, pour synthétiser un retour d'état stabilisant pour les systèmes élec-
trohydrauliques en tenant compte des dynamiques des distributeurs et des non-linéarités
naturelles du système, et ceci sans e�ectuer aucune linéarisation.

3.2.3.1 Méthode de stabilisation
Le modèle décrivant l'évolution du système électrohydraulique intégrant les dyna-

miques des distributeurs donné par le système (3.35), peut être exprimé sous la forme
{

ẋ = f(x, xd)

ẋd = ud

(3.36)

où x ∈ R4 désigne l'état de l'actionneur, xd ∈ R2 celui des distributeurs et ud ∈ R2 est la
commande.

Pour stabiliser le système (3.36), comme il a été mentionné ci-dessus, une méthode
classique consiste d'abord à stabiliser le système réduit

ẋ = f(x, u) (3.37)
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puis de déduire un retour d'état stabilisant pour le système global (3.36) à partir de celui
de (3.37). A l'origine, ce résultat a été établi dans le cas où f est au moins de classe C1.
Le principe de la démonstration repose sur la régularité de f . Plus précisément, si f est
dérivable alors, il est possible d'e�ectuer la décomposition suivante :

f(x, u) = f 0(x) + F (x, u)u (3.38)
où f 0(x) = f(x, 0) et F une fonction continue. Ainsi, et pour s'a�ranchir de l'hypothèse
de dérivabilité de f , on peut supposer que f est seulement continue mais qu'elle véri�e
l'hypothèse (3.38) (voir par exemple [FK96]). Depuis, plusieurs généralisations de ce ré-
sultat ont été proposées. On peut citer, par exemple, les deux améliorations suivantes.
La première, et sous l'hypothèse (3.38), concerne le cas où f 0 et F sont des fonctions
discontinues [TK03]. la deuxième amélioration traite le cas où l'hypothèse (3.38) n'est pas
véri�ée et s'intéresse à la stabilisation du système (3.36) par retour d'état continu [OA99].

Dans cette partie, nous nous intéressons à la stabilisation par retour d'état continu du
système non linéaire (3.36) quand la fonction f est seulement continue et où la condition
(3.38) n'est pas forcément véri�ée. Il est bien connu que si le système (3.37) est stabilisable
par une commande u de classe C1, alors le système (3.36) est stabilisable par une loi de
commande au moins continue si f est au moins de classe C1 ou si elle est continue mais
véri�e l'hypothèse (3.38). La démonstration de ce résultat est fondée essentiellement sur la
décomposition donnée par (3.38). Il est à noter que cette démonstration n'est plus valide
si f est seulement continue mais ne véri�ant pas (3.38). Il a été montré dans [OA99] que ce
résultat reste valide pour toute fonction f continue et même si l'hypothèse (3.38) n'est pas
véri�ée. Cependant, ce résultat de stabilisation (voir [OA99]) concerne le cas particulier
où le retour d'état stabilisant u du système réduit (3.37) véri�e u ≡ 0. Dans ce qui suit,
nous proposons de donner une extension de ce résultat dans le cas général, même si u 6≡ 0.

En utilisant le Lemme 2 de [OA99], nous pouvons écrire :
f(x, xd) − f(x, u(x)) = F (x, xd)H(xd − u(x)) (3.39)

où F et H = (h1, · · · , hm)
T sont des fonctions continues telles que :

(C7) zhi(z) > 0 pour z 6= 0 ;
(C8) lim

z→+∞
|hi(z)| = +∞ pour i = 1, . . . , m.

En utilisant l'égalité (3.39) ci-dessus, on peut réécrire le système (3.36) sous la forme
{

ẋ = f(x, u(x)) + F (x, xd)H(xd − u(x))

ẋd = ud

(3.40)

Il convient de préciser que l'existence de F et H est assurée par la continuité de f (voir
le Lemme 2 de [OA99]).

Maintenant nous allons énoncer et démontrer le théorème principal dont le résultat
sera utilisé pour la synthèse de la loi de commande tout au long de ce chapitre.
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Théorème 3.2. Considérons le système non linéaire (3.36) et supposons que f est au
moins continue. Soit u la commande, au moins de classe C1 avec u(0) = 0, telle que le
système bouclé suivant

ẋ = f(x, u(x)) (3.41)
est globalement asymptotiquement stable à l'origine. Supposons qu'il existe une fonction
de Lyapunov V1, connue, telle que :

V̇1(x) = 〈∇V1(x), f(x, u(x))〉 ≤ 0 ∀x ∈ Rn (3.42)

où ∇ désigne le gradient. Alors, la loi de commande suivante

ud(x, xd) =
∂u(x)

∂x
f(x, xd) −∇V1(x)F (x, xd) − κ(xd − u(x)) (3.43)

où κ est une constante strictement positive, rend l'origine du système (3.36) globalement
asymptotiquement stable. ■

Démonstration. Soit V2 la fonction de Lyapunov dé�nie par

V2(x, xd) = V1(x) +
m∑

i=1

(
∫ xdi−ui(x)

0

hi(τ)dτ

)

(3.44)

La dérivée de V2 le long des trajectoires du système (3.40) est donnée par

V̇2(x, xd) =
〈
∇V1(x), f(x, u(x))

〉
+ ∇V1(x)F (x, xd)H(xd − u(x))

−
〈(

∂u(x)

∂x

)T

H(xd − u(x)), f(x, xd)

〉

+ 〈H(xd − u(x)), u〉

=
〈
∇V1(x), f(x, u(x))

〉

+

〈(

∇V1(x)F (x, xd) −
∂u(x)

∂x
f(x, xd) + u

)

, H(xd − u(x))

〉

(3.45)

En considérant la loi de commande (3.43), nous obtenons

V̇2(x, xd) =
〈
∇V1(x), f(x, u(x))

〉
− κ 〈(xd − u(x)), H(xd − u(x))〉 (3.46)

Maintenant en utilisant l'inégalité (3.42) et en tenant compte des propriétés de la fonction
H, nous déduisons que

V̇2(x, xd) ≤ 0 ∀(x, xd) ∈ Rn ×Rm (3.47)

Donc, le système bouclé dé�ni à partir de (3.36) avec (3.43), est stable à l'origine.

Pour établir la stabilité asymptotique globale de l'origine nous utilisons le principe d'in-
variance de LaSalle [LL61].
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Chapitre 3. Commande par approche non linéaire

Soit Ω l'ensemble dé�ni par

Ω =

{

(x, xd) ∈ Rn ×Rm

/

V̇2(x, xd) = 0

}

(3.48)

ou, de manière équivalente,

Ω =

{

(x, xd) ∈ Rn ×Rm

/
〈
∇V1(x), f(x, u(x))

〉
= 0 et xd = u(x)

}

(3.49)

Soit γ(t) = (γT
1 (t), γT

2 (t))
T une trajectoire du système (3.36), bouclé par la loi de

commande (3.43), pour laquelle V2 est constante (c'est-à-dire, V2(γ(t)) = V2(γ(0)) pour
t ≥ 0). D'après la dé�nition de Ω, nous avons

γ2(t) = u(γ1(t)). (3.50)

Il vient donc que

V2(γ(t)) = V1(γ1(t)) = V2(γ(0)) pour tout t ≥ 0. (3.51)

Par ailleurs, et en vertu de (3.50), γ1 est solution du système (3.41) . Compte tenu de l'hy-
pothèse que le système (3.41) est globalement asymptotiquement stable alors γ1(t) ≡ 0.
Finalement, et d'après (3.50) et en utilisant le fait que u(0) = 0, γ2(t) ≡ 0. Le plus grand
ensemble invariant de Ω est donc réduit à l'origine.

Finalement, nous pouvons conclure que le système (3.36) bouclé par le retour d'état
(3.43) est globalement asymptotiquement stable à l'origine. •
Remarque 3.1. Le théorème précédent, pour des raisons de simplicité, a été énoncé
dans le cas où le point de fonctionnement est l'origine. Il convient de préciser que ce
résultat, modulo quelques modi�cations dans la démonstration, reste valable pour x0, un
point d'équilibre autre que l'origine. ■

Remarque 3.2. Comme la fonction F est utilisée pour synthétiser la loi de commande et
qu'elle est assurée d'être continue mais pas forcément Lipschitz, alors le théorème classique
sur l'unicité des solutions n'est pas applicable pour le système (3.40) bouclé par la loi de
commande (3.43). ■

3.2.3.2 Synthèse de la commande
Pour appliquer notre stratégie de stabilisation dans le cas du système électrohydrau-

lique, nous utiliserons la loi de commande proposée dans le paragraphe précédent. Il s'agit
de la loi de commande stabilisante calculée dans le cas où le modèle d'état ne tient pas
compte des dynamiques des distributeurs.

Le modèle d'état (3.35) décrivant l'évolution du système électrohydraulique, et suite à
un retour d'état préliminaire(15), peut être écrit sous la forme (3.36) où x = (P1, P2, v, y)T ,

(15)On pose

8>><>>:
ud1

:= −
1

τd1

(xd1
− Kd1

ud1
)

ud2
:= −

1

τd2

(xd2
− Kd2

ud2
)
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3.2. Vérin commandé à travers deux distributeurs

xd = (xd1
, xd2

)T , ud = (ud1
, ud2

)T et f est le champ de vecteurs dé�nissant le système, soit

f(x, xd) =














−βe

V0 + S1y

(
S1v − xd1

ϕ1(P1, xd1
)
)

βe

V0 − S2y

(
S2v − xd2

ϕ2(P2,−xd2
)
)

1

M
(S1P1 − S2P2)

v














(3.52)

Un raisonnement simple montre que

f(x, xd) − f(x, u) =














βe

xd1
ϕ1(P1, xd1

) − u1ϕ1(P1, u1)

V0 + S1y

βe

u2ϕ2(P2,−u2) − xd2
ϕ2(P2,−xd2

)

V0 − S2y

1

M
(S1P1 − S2P2)

v














=









F1 0

0 F2

0 0

0 0









︸ ︷︷ ︸

F (x,xd)

(

(xd1
− u1)

1

3

(xd2
− u2)

1

3

)

︸ ︷︷ ︸

H(xd−u)

(3.53)

où F1 et F2 sont dé�nies par

F1 =







0 si xd1
= u1

βe

xd1
ϕ1(P1, xd1

) − u1ϕ1(P1, u1)

(V0 + S1y)(xd1
− u1)

1

3

sinon
(3.54a)

et

F2 =







0 si xd2
= u2

βe

u2ϕ2(P2,−u2) − xd2
ϕ2(P2,−xd2

)

(V0 − S2y)(xd2
− u2)

1

3

sinon
(3.54b)

Pour utiliser le résultat du Théorème 3.2, il faut montrer que F1 et F2 sont bien des
fonctions continues. Pour ce faire, on distingue deux cas.
Tout d'abord, supposons que xd1

6= u1, alors il est facile de montrer que F1 est bien dé�nie
et est continue.
Considérons maintenant le cas où xd1

= u1. Il s'agit de montrer que pour λ ∈ R, nous
avons

lim
xd1

,u1→λ

xd1
6=u1

xd1
ϕ1(P1, xd1

) − u1ϕ1(P1, u1)

(xd1
− u1)

1

3

= 0 (3.55)
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Ce qui prouvera la continuité de F1. Supposons que λ 6= 0. Alors pour |xd1
−λ| et |u1 −λ|

su�samment petits, xd1
et u1 sont de même signe, et donc

ϕ1(P1, xd1
) = ϕ1(P1, u1) (3.56)

On en déduit que

βe

xd1
ϕ1(P1,−xd1

) − u1ϕ1(P1,−u1)

(xd1
− u1)

1

3

= βeϕ1(P1, xd1
)(xd1

− u1)
2

3 (3.57)

ainsi la relation (3.55) est véri�ée.

Supposons maintenant que λ = 0. Si xd1
et u1 sont de même signe, il est alors facile de

voir, en utilisant un raisonnement analogue à celui du cas λ 6= 0, que la relation (3.55) est
véri�ée. Dans le cas où xd1

et u1 sont de signes contraires, on peut utiliser la majoration
suivante

∣
∣
∣
∣

xd1
ϕ1(P1, xd1

) − u1ϕ1(P1, u1)

(xd1
− u1)

1

3

∣
∣
∣
∣
< sup(ϕ1(P1, xd1

), ϕ1(P1, u1)) × (|xd1
| + |u1|)

2

3 (3.58)

Alors, et comme

lim
xd1

,u1→0
xd1

6=u1

sup(ϕ1(P1, xd1
), ϕ1(P1, u1)) × (|xd1

| + |u1|)
2

3 = 0 (3.59)

nous pouvons déduire que F1 est continue au point (xd1
, u1) = (0, 0). Ceci termine la

démonstration de la continuité de F1.

D'une façon analogue, on peut montrer que F2 est continue.

Nous pouvons donc conclure qu'un retour d'état stabilisant pour le système (3.35)
au voisinage du point de fonctionnement

(

x0T
, x0

d

T
)

= (P 0
1 , P 0

2 , 0, y0, 0, 0) est donné par
(3.43) où u, V1 et F sont dé�nies respectivement par (3.34), (3.18) et (3.54). Par ailleurs,
une fonction de Lyapunov pour le système bouclé est la suivante

V2(x, xd) = V1(x) +
3

4

(
(xd1

− u1)
4

3 + (xd2
− u2)

4

3

)
(3.60)

où V1 est donnée par (3.18).

3.2.4 Résultats de simulation
Pour illustrer les performances de la loi de commande proposée dans ce chapitre (dé-

signée dans cette partie par � commande I �), des résultats de simulations sont présentés.
Ces résultats sont obtenus pour plusieurs valeurs de dynamiques des distributeurs. L'ob-
jectif est d'e�ectuer une comparaison des performances des systèmes bouclés obtenus, res-
pectivement à partir de la loi de commande donnée dans ce chapitre et certaines lois de
commande (désignée par � commande II �) proposées dans la littérature [RO95, ROT97].
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3.2. Vérin commandé à travers deux distributeurs

Dans le cadre de ces simulations, nous avons considéré un actionneur électrohydraulique
constitué par un vérin symétrique double e�et commandé à travers deux distributeurs
identiques. Les paramètres du vérin et de la source hydraulique sont donnés dans le ta-
bleau (TAB.3.1). Le schéma de simulation est représenté par la �gure (FIG.3.1).

Consigne
Loi de commande

Dynamiques
des distributeurs

Modèle d'état
non linéaire du vérin

P1, P2, v et y

Fig. 3.1: Schéma de simulations.

Paramètre du système Valeur Unité
M : masse 500 Kg
S1 = S2 : section du vérin 9,4562 10−4 m2

l0 : course du vérin 0,4 m
Ps : pression source 210 105 Pa
Pr : pression retour 1 105 Pa
βe : module de compressibilité 1,4 109 Pa

Tab. 3.1: Paramètres du modèle de simulation.

Comme il a été précisé précédemment, la dynamique d'un distributeur est supposée
être décrite par un système linéaire du premier ordre caractérisé par sa constante de
temps τd. Plusieurs valeurs de τd ont été considérées pour étudier l'in�uence de ce para-
mètre sur le comportement du système électrohydraulique en boucle fermée. Par ailleurs,
il convient de préciser, et vu les caractéristiques considérées, que la pulsation propre du
vérin est ω0=219,4 rd/s.

Les �gures FIG.3.2, FIG.3.3 et FIG.3.4 donnent l'évolution des variables P1, P2, v et
y pour di�érentes conditions initiales et �nales (voir TAB.3.2) et ceci en faisant varier
la constante de temps τd. Plus précisément, les réponses des systèmes commandés sont
tracées respectivement par un trait continu (���) pour la commande I, par un trait
discontinu régulier (� � � �) pour la commande II et pour τd = 0, 45 ms, par un trait
pointillé (· · · · · · ) pour la commande II et pour τd = 4, 5 ms et par un trait discontinu
irrégulier (� · � · �) pour la commande II et pour τd = 45 ms. Le tableau TAB.3.3 donne
les performances temporelles pour la simulation numéro 3 (voir TAB.3.2) sur la variable
position y où ts représente le temps de réponse à 2 %, à 5 % et à 10 %.

Les résultats de simulations montrent que les performances de la loi de commande
proposée dans ce chapitre sont tout à fait satisfaisantes. Par ailleurs, les réponses en boucle
fermée (voir TAB.3.3) ne sont pas in�uencées par les dynamiques des distributeurs. En
revanche, on peut constater que les lois de commande données dans [ROT97], fondées sur
l'hypothèse que les dynamiques des distributeurs sont su�samment rapides par rapport
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Chapitre 3. Commande par approche non linéaire

à celle de l'actionneur, sont sensibles aux dynamiques des distributeurs. En e�et, les
performances de ces lois de commande peuvent être détériorées, de manière signi�cative,
lors de dynamiques moins rapides des distributeurs.

Position initiale (m) Position �nale (m)
Simulation 1 0 -0,19
Simulation 2 -0,05 0
Simulation 3 -0,1 0,1

Tab. 3.2: Paramètres des simulations.
τd [ms] → 0,45 4,5 45

2 % 224 224 224
Loi de commande I ts [ms] 5 % 213 213 213

10 % 202 202 202
2 % 182 192 378

Loi de commande II ts [ms] 5 % 172 178 315
10 % 161 166 267

Tab. 3.3: Performances temporelles pour la simulation 3.
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Fig. 3.2: Simulation 1.
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Fig. 3.3: Simulation 2.
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Fig. 3.4: Simulation 3.
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3.3 Système électrohydraulique avec un seul distribu-
teur

3.3.1 Introduction
Le système électrohydraulique considéré dans cette partie est constitué d'un vérin sy-

métrique, commandé par un seul distributeur caractérisés par la constante kd.

Dans ce paragraphe nous proposons de stabiliser le système électrohydraulique consi-
déré. Suivant les mêmes démarches que la partie précédente, nous commençons par donner
une loi de commande correspondante au modèle réduit qui ne tient pas compte de la dyna-
mique du distributeur. La synthèse de cette loi de commande est similaire à celle utilisée
dans le cas d'un système électrohydraulique commandé par deux distributeurs. Elle est
basée sur la théorie des systèmes non linéaires plus précisément sur un théorème donné
par [OR00, RO95, ROT97]. Par la suite, et en utilisant la loi de commande élaborée pour
le modèle qui ne tient pas compte de la dynamique du distributeur, nous calculons une
commande stabilisante le système complet tenant compte de la dynamique de distribu-
teur. C'est une loi de commande résultante du théorème concernant les systèmes non
linéaires avec intégrateur.

3.3.2 Commande du modèle réduit
Soit le modèle non linéaire ci-dessous, représentant le système électrohydraulique consi-

déré






ṖL =
βeV0

V 2
0 − (Sy)2

[
ϕL(PL, u)u − 2Sv

]

v̇ =
S

M
PL

ẏ = v

(3.61)

où

ϕL(PL, u) =







ϕ+
L(PL) = kd Sgn(Ps − Pr − PL)

√

2 |Ps − Pr − PL| si u ≥ 0

ϕ−
L(PL) = kd Sgn(Ps − Pr + PL)

√

2 |Ps − Pr + PL| si u < 0
(3.62)

Ce modèle est donné dans le chapitre I (voir (1.78)), il ne tient pas compte ni des fuites
ni des frottement ni de la force antagoniste.
Dans le but de donner une loi de commande u stabilisante le modèle réduit (3.61) autour
d'un point d'équilibre x0 = (P 0

L, v0, y0)T tel que P 0
L = 0, v0 = 0 et y0 ∈

]

−V0

S
;
V0

S

[

. La
position du vérin est centrée autour de y0, c'est-à-dire y ∈]y0 − α1; y

0 + α1[ où α1 est une
constante positive qui sera dé�nie plus tard. Nous allons tout d'abord donner une fonction
de Lyapunov pour la dynamique libre du modèle réduit (3.61).
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3.3.2.1 Fonction de Lyapunov pour le modèle réduit
La dynamique libre du modèle réduit (3.61) est donnée par







ṖL =
−2SβeV0v

V 2
0 − (Sy)2

v̇ =
S

M
PL

ẏ = v.

(3.63)

Le but ici est de proposer une fonction de Lyapunov pour le modèle (3.63). Pour ce faire,
nous présentons notre démarche dans un cas plus général. En e�et, considérons le système







ẋ1 = x2h(x3)

ẋ2 = ax1

ẋ3 = x2

(3.64)

où x = (x1, x2, x3)
T ∈ R3 représente l'état du système non linéaire, a est une constante

dans R et h est une fonction continue sur R. Plus précisément, nous considérons le cas
où la fonction h véri�e les conditions suivantes :







(
∫ x3

x0

3

τh(τ)dτ ≥ x3

∫ x3

x0

3

h(τ)dτ

)

et
(

∫ x3

x0

3

τh(τ)dτ = x3

∫ x3

x0

3

h(τ)dτ ⇒ x3 = x0
3

)
(3.65)

L'objectif de cette étude est de donner, d'une façon générale et indépendamment des sys-
tèmes hydrauliques, une fonction de Lyapunov des modèles non linéaires représentés par
(3.64).

Soit x0 = (0, 0, x0
3)

T tel que x0
3 ∈ R un point d'équilibre du système (3.64) et soit V une

fonction telle que

• V (x) ≥ 0 pour x ∈ R3 ;
• V (x0) = 0 ⇔ x = (0, 0, x0

3)
T ;

• la dérivée de V le long des trajectoires du système (3.64) est négative.

Le système (3.64) possède les intégrales premières suivantes






I1(x) =

∫ x3

x0

3

h(τ)dτ − x1

I2(x) =
1

2a
x2

2 − x1x3 +

∫ x3

x0

3

τh(τ)dτ.

(3.66)
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En e�et, nous avons
İ1(x) = h(x3)ẋ3 − ẋ1

= x2h(x3) − x2h(x3) ≡ 0
(3.67)

et
İ2(x) =

1

a
x2ẋ2 − ẋ1x3 − x1ẋ3 + ẋ3x3h(x3)

= x2x1 − x2h(x3)x3 − x1x2 + x2x3h(x3) ≡ 0

(3.68)

Pour obtenir une fonction V positive, il su�t de prendre

V (x) = W (I1(x), I2(x)) (3.69)

où W : R2 → R+ avec W (z) = 0 seulement pour z = 0. Un choix simple est celui où
W (z) = ||z||2. Maintenant, et dans le but de garantir que V est une fonction dé�nie
positive, les intégrales premières Ii(i = 1; 2) doivent véri�er

(I1(x) = I2(x) = 0) ⇔
(
x = (0, 0, x0

3)
T
)

(3.70)

En utilisant (3.66), il vient que

(I1(x) = I2(x) = 0) ⇔







x1 =

∫ x3

x0

3

h(τ)dτ

1

2a
x2

2 − x3

∫ x3

x0

3

h(τ)dτ +

∫ x3

x0

3

τh(τ)dτ = 0.

(3.71)

En vertu de (3.65), un raisonnement simple montre que la condition (3.70) est satisfaite.
Ceci prouve que la fonction V donnée par (3.69) est dé�nie positive.

Dans le cas du système électrohydraulique considéré, la fonction h et la constante a sont
dé�nies par

h(y) = − 2SβeV0

V 2
0 − (Sy)2

et a =
S

M
. (3.72)

Des calculs simples conduisent à
∫ y

y0

dτ

V 2
0 − (Sτ)2

=
1

2SV0

ln

(
(V0 + Sy)(V0 − Sy0)

(V0 − Sy)(V0 + Sy0)

)

, (3.73)

nous déduisons alors que
∫ y

y0

h(τ)dτ = −βe ln

(
(V0 + Sy)(V0 − Sy0)

(V0 − Sy)(V0 + Sy0)

)

. (3.74)

Par ailleurs, il est facile de véri�er que
∫ y

y0

τh(τ)dτ =
βeV0

S
ln

(
V 2

0 − (Sy)2

V 2
0 − (Sy0)2

)

. (3.75)
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Soit h la fonction suivante

h(y) = −y

∫ y

y0

h(τ)dτ +

∫ y

y0

τh(τ)dτ. (3.76)

La fonction h est donnée explicitement par

h(y) = yβe ln

(
(V0 + Sy)(V0 − Sy0)

(V0 − Sy)(V0 + Sy0)

)

+
βeV0

S
ln

(
V 2

0 − (Sy)2

V 2
0 − (Sy0)2

)

. (3.77)

Après calculs, on aboutit à
1

βe

h
′

(y) = ln

(
(V0 + Sy)(V0 − Sy0)

(V0 − Sy)(V0 + Sy0)

)

. (3.78)

En utilisant un raisonnement simple nous obtenons

((y − y0)h
′

(y) ≥ 0) et (h
′

(y) = 0 ⇔ y = y0). (3.79)

Donc
(
h(y) > 0 pour y 6= y0

)
et

(
h(y0) = 0

)
. (3.80)

Finalement, nous concluons que la fonction VC dé�nie par

VC(PL, v, y) =
C

2

[

PL + βe ln

(
(V0 + Sy)(V0 − Sy0)

(V0 − Sy)(V0 + Sy0)

)]2

+
1

2

[
M

2S
v2 − yPL +

βeV0

S
ln

(
V 2

0 − (Sy)2

V 2
0 − (Sy0)2

)]2

(3.81)

où C(16) est une constante positive, est une fonction de Lyapunov pour le modèle (3.63).

3.3.2.2 Synthèse de la loi de commande
Tout au long de cette partie nous utiliserons f et g pour désigner

f =

(

− 2SβeV0v

V 2
0 − (Sy)2

,
S

M
PL, v

)T

(3.82)

et
g =

(
βeV0

V 2
0 − (Sy)2

, 0, 0

)T

, (3.83)

le système (3.61) peut s'écrire sous la forme

ẋ = f(x) + g(x)ϕL(x, u)u (3.84)

où x = (PL, v, y)T .

Dans le but de montrer la stabilisabilité du système (3.61), nous utiliserons le résultat
de la proposition suivante. En fait, cette proposition représente un cas particulier du
Théorème 3.1.
(16)Cette constante sera dé�nie par la suite.
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Proposition 3.1. supposons qu'il existe une fonction lisse V (x) : R3 → R telle que
(C9) V (x) > 0, ∀x 6= x0 et V (x0) = 0 ;
(C10) LfV (x) ≤ 0 sur R3 ;
(C11)

{
x ∈ R3/Lk+1

f V (x) = Lk
fLgV (x) = 0 ∀k ∈ N

}
= {x0} ;

(C12) ϕL(x,−LgV (x)) > 0 ;
Alors le système (3.84) en boucle fermée avec la loi de commande

u = −LgV (x) (3.85)

est asymptotiquement stable au point d'équilibre x0. ■

Il est clair que les deux conditions (C9) et (C10) sont véri�ées. Par ailleurs, nous avons

−LgVC(x) = − βeV0

V 2
0 − (Sy)2

(CI1(x) − yI2(x)) (3.86)

Plus explicitement nous avons

− LgVC(x) =
−βeV0

V 2
0 − (Sy)2

[

C

[

PL + βe ln

(
(V0 + Sy)(V0 − Sy0)

(V0 − Sy)(V0 + Sy0)

)]

−y

[
M

2S
v2 − yPL +

βeV0

S
ln

(
V 2

0 − (Sy)2

V 2
0 − (Sy0)2

)]]

(3.87)

d'où

Sgn(−LgVC(x)) = Sgn
[

y

[
M

2S
v2 − yPL +

βeV0

S
ln

(
V 2

0 − (Sy)2

V 2
0 − (Sy0)2

)]

−C

[

PL + βe ln

(
(V0 + Sy)(V0 − Sy0)

(V0 − Sy)(V0 + Sy0)

)]]

(3.88)

Soit α1 (utilisée pour la dé�nition du point d'équilibre) tel que
∣
∣
∣
∣
βe ln

(
(V0 + Sy)(V0 − Sy0)

(V0 − Sy)(V0 + Sy0)

)∣
∣
∣
∣
< Ps − Pr (3.89)

Alors, pour PL /∈ ]Pr − Ps; Ps − Pr[, nous avons

PL

(

PL + βe ln

(
(V0 + Sy)(V0 − Sy0)

(V0 − Sy)(V0 + Sy0)

))

> 0 (3.90)

Ainsi, et pour C un réel positif su�samment grand, nous obtenons

(PL < Pr − Ps ⇒ Sgn(−LgVC(x)) > 0) (3.91)

et
(PL > Ps − Pr ⇒ Sgn(−LgVC(x)) < 0) (3.92)

Finalement, nous déduisons que la condition (C12) est satisfaite.
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Maintenant, nous allons démontrer que la condition (C11) est véri�ée. Plus précisé-
ment, nous montrons que

{
x ∈ R3/LgVC(x) = LfLgVC(x) = L2

fLgVC(x) = 0
}

= {x0} . (3.93)
Un raisonnement basé sur la dérivé le long du champ f montre que si x est solution de

LgVC(x) = LfLgVC(x) = L2
fLgVC(x) = 0 (3.94)

alors x est aussi solution du système suivant






CI1(x) − yI2(x) = 0 (3.95 a)
vI2(x) = 0 (3.95 b)
PLI2(x) = 0 (3.95 c)

Nous discutons deux cas selon la valeur de I2. Premièrement, supposons que I2(x) = 0.
D'après (3.95 a) on a I1(x) = I2(x) = 0. Ce qui implique que x = x0.
Deuxièmement, supposons que I2(x) 6= 0. Alors v = PL = 0. Ainsi l'équation (3.95 a)
devient

hC(y) = C ln

(
(V0 + Sy)(V0 − Sy0)

(V0 − Sy)(V0 + Sy0)

)

− y
V0

S
ln

(
V 2

0 − (Sy)2

V 2
0 − (Sy0)2

)

= 0 (3.96)

Pour des petites
valeurs de C

−V0

S

V0

S

y0

Pour des grandes
valeurs de C

−V0

S

V0

S

y0

Fig. 3.5: Représentation de la fonction hC(y).

Un raisonnement sur le comportement des courbes hC paramétrées par C, montre que, et
pour C su�samment grand, hC est une fonction qui véri�e que hC(y) = 0 seulement pour
y = y0 (voir FIG.3.5).

Ceci termine la démonstration que le système (3.84) avec la fonction de Lyapunov
dé�nie par (3.81) véri�e les conditions (C9)-(C12) de la Proposition 3.1.

Finalement, nous déduisons que le système en boucle fermée dé�ni à partir de (3.84)
avec (3.85) est asymptotiquement stable à l'origine.
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3.3.3 Stabilisation du modèle global
Dans ce paragraphe nous considérons un modèle tenant compte de la dynamique du

distributeur. Il s'agit du modèle (3.61) augmenté par un intégrateur, soit






ṖL =
βeV0

V 2
0 − (Sy)2

[
ϕL(PL, xd)xd − 2Sv

]

v̇ =
S

M
PL

ẏ = v

ẋd = ud

(3.97)

Considérant la fonction f : R4 → R3 dé�nie par

f(x, xd) = f(x) + g(x)ϕL(x, xd) (3.98)

où x = (PL, v, y)T et f , g sont données par (3.82) et (3.83).

Alors, le système (3.97) peut être réécrit sous la forme suivante :
{

ẋ = f(x, xd)

ẋd = ud

(3.99)

Soit F1 : R4 → R la fonction donnée par

F1 =







0 si xd = −LgVC(x)

βe

xdϕL(PL, xd) + LgVC(x)ϕL(PL,−LgVC(x))

(V 2
0 − (Sy)2)(xd + LgVC(x))

1

3

sinon
(3.100)

et posons F = (F1, 0, 0, 0)T . En utilisant un raisonnement analogue à celui fait dans la
partie 3.2.3.2, on peut prouver que F est une fonction continue.

Par ailleurs, nous avons

f(x, xd) = f(x,−LgVC(x)) + F (x, xd)(xd + LgVC(x))
1

3 (3.101)

Maintenant, nous sommes en mesure d'énoncer et de prouver un résultat sur la stabilisa-
tion du système (3.97).

Proposition 3.2. Le système non linéaire (3.97) bouclé avec la loi de commande

ud = −∂LgVC(x)

∂x
f(x, xd) −∇VC(x)F (x, xd) − (xd + LgVC(x)) (3.102)

est asymptotiquement stable au point d'équilibre (0, 0, y0, 0)T . ■
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La démonstration de la Proposition 3.2 est basée sur le résultat du Théorème 3.2.
En e�et, dans la partie 3.3.2.2, il est montré que le système (3.84) ou encore

ẋ = f(x, u) (3.103)

est stabilisable avec u = −LgVC(x) où VC(x) est la fonction de Lyapunov dé�nie par (3.81)
et qui clairement véri�e (3.42).

Par ailleurs, un raisonnement simple montre que le retour d'état dé�ni par (3.102) est
déduit de la commande stabilisante (3.43) du Théorème 3.2.

Ainsi le système (3.97) (3.102) est asymptotiquement stable au voisinage du point (0, 0, y0, 0)T

et une fonction de Lyapunov pour le système bouclé est donnée par

W (x, xd) = VC(x) +
3

4
(xd + LgVC(x))

4

3 . (3.104)

3.3.4 Résultats de simulation
Pour illustrer les performances des lois de commande proposées dans cette partie, nous

avons considéré un système électrohydraulique constitué d'un vérin symétrique commandé
à travers un seul distributeur. Les paramètres des composants hydrauliques sont donnés
dans le tableau TAB.3.1. Les simulations ont été réalisées en utilisant respectivement la
loi de commande tenant compte de la dynamique du distributeur ((3.85), Commande I)
et celle qui néglige cette dynamique ((3.102), Commande II). Nous avons considéré plu-
sieurs valeurs de temps de réponse du distributeur ; à savoir τd = 0, 45ms, τd = 4, 5ms
et τd = 54ms, pour mesurer l'in�uence de la dynamique du pré-actionneur sur les perfor-
mances du système bouclé.

Les �gures FIG.3.6 et FIG.3.7 représentent respectivement les résultats des simulations
pour un déplacement de grande amplitude (yi = −0, 1m; yf = 0, 1m) et pour un déplace-
ment de faible amplitude (yi = 0m; yf = 0, 05m). Les réponses de la loi de commande I
sont représentées respectivement par des traits discontinus (� � � �) et des traits mixtes
(� · � · �) pour τd = 0, 45ms et τd = 54ms. Celles de la loi de commande II sont re-
présentées respectivement par des traits continus (���) et des pointillés (· · · · · · ) pour
τd = 0, 45ms et τd = 54ms.

Les performances temporelles des deux lois de commande mesurées sur la variable
position du piston en utilisant le temps de réponse ts à 2%, 5% et 10%. Les résultats de
ces mesures sont donnés dans le tableau TAB.3.4.

Les résultats de simulations montrent que les performances des deux lois de commande
sont satisfaisantes lorsque le distributeur est su�samment rapide (τd = 0, 45ms
et τd = 4, 5ms) et ceci pour toutes les amplitudes de déplacement du piston. Lorsque la
constante de temps du distributeur augmente (τd = 54ms) les performances du système
bouclé par la loi de commande II se dégradent considérablement. En e�et, on constate la
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Chapitre 3. Commande par approche non linéaire

τd [ms] → 0,45 4,5 54
2 % 284 282 248

Commande I ts[ms] 5 % 210 210 194
10 % 166 166 158
2 % 220 204 408

Commande II ts[ms] 5 % 181 170 365
10 % 152 144 237

Tab. 3.4: Performances temporelles pour la simulation 4.

présence d'oscillations et de déplacements, c'est-à-dire une diminution de l'amortissement.
La loi de commande I, par contre, est très peu sensible aux variations de la dynamique du
distributeur. Notons que ces simulations ont été réalisées dans le cas le plus défavorable
c'est-à-dire que le système considéré n'a aucun élément dissipatif (fuites et frottements
visqueux négligés).

3.4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons synthétisé, dans un premier temps, une commande non

linéaire pour un système électrohydraulique sans tenir compte des dynamiques des distri-
buteurs. Cette commande présente une amélioration par rapport à celle proposée dans la
littérature d'un point de vu du choix du point de fonctionnement. Dans un second temps,
nous avons présenté un nouveau résultat sur la stabilisation des systèmes non linéaires qui
sont seulement continus (c'est-à-dire que les champs de vecteurs dé�nissant les systèmes
sont non dérivables). Nous avons ensuite appliqué ces résultats à la stabilisation d'action-
neurs électrohydrauliques en tenant compte des dynamiques des distributeurs et ceci sans
e�ectuer aucune linéarisation du modèle. Les simulations numériques montrent que les
performances de notre approche sont meilleurs en comparaison avec une autre méthode
non linéaire proposée dans la littérature.

La stratégie de stabilisation des processus électrohydrauliques, prenant en considéra-
tion les dynamiques des distributeurs, présentée dans cette thèse a été donnée dans un
cas ne tenant pas compte de toutes les contraintes d'un processus électrohydraulique.
Néanmoins, et modulo de simples adaptations, cette stratégie peut être aisément étendue
à certaines situations plus générales. On peut tenir compte par exemple, des frottements
visqueux, des forces exogènes ou des fuites diverses.

Des travaux sont en cours pour étudier le cas où les dynamiques des distributeurs
sont modélisées par une équation di�érentielle linéaire du second ordre. L'intérêt est dû
au fait qu'une telle modélisation est encore plus réaliste. Cependant, et dans le cas d'une
démarche similaire à celle présentée dans cet article, l'approche pose un problème d'ordre
théorique qui n'est pas encore résolu à notre connaissance.
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(d) Pression PL [Pa].
Fig. 3.6: Simulation 4.
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Fig. 3.7: Simulation 5.
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Conclusion générale et perspectives

Ce mémoire est dédié à la modélisation et à la commande par des approches respec-
tivement linéaires et non linéaires des actionneurs électrohydrauliques.

Le premier chapitre de ce mémoire est dédié à la modélisation des actionneurs électro-
hydrauliques. Nous avons rappelé les notions fondamentales de la mécanique classique, de
la mécanique des �uides et les propriétés des �uides hydrauliques usuels pour en déduire
les modèles de connaissance des actionneurs électrohydrauliques utilisés pour l'asservis-
sement de position. Les caractéristiques technologiques des pré-actionneurs généralement
utilisés en boucle fermée sont passées en revue a�n d'établir leurs modèles statiques et dy-
namiques. Les modèles obtenus sont des équations di�érentielles non linéaires seulement
continues (c'est-à-dire non dérivables) et décrivent, d'une part, l'évolution de la pression
dans chaque chambre du vérin et, d'autre part, les équations de mouvement de l'ensemble
charge et vérin. Nous avons également proposé un nouveau modèle de dimension réduite
qui tient compte de la dynamique de la pression di�érentielle. Ce modèle de la pression
di�érentielle est moins restrictif que ceux présentés dans la littérature. Les modèles in-
cluant la dynamique du ou des distributeurs, représentés par une équation di�érentielle
linéaire du premier ordre, sont également proposés. Ces modèles ont été utilisés pour la
synthèse des lois de commande.

Le deuxième chapitre est consacré à l'étude de l'ensemble d'équilibre des modèles non
linéaires, à l'analyse de la stabilisabilité et de la détectabilité des modèles linéaires obtenus
par approximation au premier ordre (au voisinage d'un point d'équilibre) et à la synthèse
de lois de commande linéaire des actionneurs hydrauliques. L'analyse de la stabilisabilité
et de la détectabilité locale est e�ectuée pour les di�érents modèles proposés et montre
que ces propriétés dépendent du point de fonctionnement choisi et de la con�guration du
système. Nous avons montré, plus particulièrement que, dans le cas le plus défavorable,
c'est-à-dire pour la position d'équilibre y0 = 0, il existe un mode stable non observable et
non commandable lorsque le pré-actionneur est commandé à travers un distributeur. Dans
le cas de deux distributeurs, ce mode est non observable mais commandable. Les lois de
commande linéaires sont synthétisées lorsque le point de fonctionnement est choisi dans
ce cas le plus défavorable. Nous avons, dans un premier temps, proposé une loi de com-
mande par rétroaction de la position en utilisant des correcteurs de type PID. Nous avons
ensuite passé en revue les di�érentes façons pour améliorer l'amortissement du système
soit en introduisant des éléments dissipatifs comme les fuites par exemple, soit en intro-
duisant des boucles de rétroactions secondaires (rétroaction de la pression di�érentielle,
de l'accélération ou de la vitesse). La dernière partie de ce chapitre concerne la synthèse
de correcteur par retour d'état statique de la forme u = −Kx. Les stratégies proposées
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sont la commande par placement de pôles, la commande optimale et la commande propor-
tionnelle intégrale par retour d'état. Les di�érentes lois de commande sont simulées sur le
modèle non linéaire pour di�érentes consignes et ne tiennent pas compte de la dynamique
du distributeur. Les résultats que nous avons présenté dans ce chapitre ont un caractère
local. Ces résultats ne sont pas toujours satisfaisants lors d'un changement de point de
fonctionnement ou lorsque, pour des raisons économiques, un distributeur proportionnel
ou un servodistributeur (moins performants que les servovalves) est utilisé pour actionner
le vérin.

Le troisième chapitre est dédié à la commande non linéaire par retour d'état des ac-
tionneurs hydrauliques commandés respectivement à travers un ou deux pré-actionneurs.
La première partie est consacrée à la stabilisation d'un vérin commandé à travers deux
distributeurs. Dans un premier temps, nous avons proposé un résultat théorique sur la
commande par ajout d'intégrateur des systèmes seulement continus. Il s'agit d'une amé-
lioration des résultats de la littérature. La première phase de l'application de ces résultats
aux systèmes électrohydrauliques a consisté à synthétiser une loi de commande stabilisant
le système sans la dynamique des distributeurs. Cette loi de commande est obtenue en
appliquant une stratégie de type Jurdjevic-Quinn. Ensuite nous avons proposé une loi de
commande par ajout d'intégrateur qui tient compte de la dynamique des distributeurs et
ceci sans e�ectuer aucune linéarisation. La deuxième partie est consacrée la stabilisation
des actionneurs électrohydrauliques commandés par un distributeur en utilisant le nou-
veau modèle réduit proposé au premier chapitre. La démarche adoptée est similaire au
cas de deux distributeurs. Notons que les fonctions de Lyapunov, nécessaires à la synthèse
de ces lois de commande, sont construites à partir des intégrales premières du système
non commandé. Finalement, les stratégies de commande proposées dans ce chapitre ont
été validées en simulation et ceci en prenant le cas le plus défavorable c'est-à-dire que le
système considéré n'a aucun élément dissipatif (en négligeant les fuites et les frottements
visqueux). En e�et, nous avons montré en simulation que les performances des lois de
commande proposées sont très peu sensibles aux variations de la dynamique des distribu-
teurs et aux changements de points de fonctionnement. Notons que ces résultats peuvent
être également transposés à la stabilisation des actionneurs électropneumatiques.

Les perspectives de ce travail représentent un aspect théorique et un aspect pratique :
� la suite logique de notre travail serait d'implémenter ces lois de commande sur les

bancs d'essais électrohydrauliques du laboratoire et de réaliser une étude compara-
tive avec les correcteurs industriels de type PID ;

� il serait intéressant et plus réaliste de modéliser les pré-actionneurs des systèmes
à �uide sous pression par une équation di�érentielle du deuxième ordre. A notre
connaissance, il n'y a aucun résultat concernant la stabilisation par ajout de deux
intégrateurs des systèmes seulement continus ;

� il serait également intéressant d'étendre les résultats obtenus à la stabilisation par
retour de sortie en utilisant un observateur d'ordre réduit pour estimer les compo-
santes non mesurées de l'état ;

� les lois de commande proposées dans ce chapitre assurent la stabilité du système
commandé en supposant que le modèle est parfaitement connu. Il serait donc utile
d'analyser la robustesse de ces lois de commande en présence d'incertitudes para-
métriques.
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Résumé
Dans ce mémoire nous avons donné un nouveau résultat sur la stabilisation des

systèmes non linéaires qui sont seulement continus, il s'agit des systèmes dé�nis par
un champ de vecteur qui n'est pas dérivable. L'application de ce résultat, nous l'avons
e�ectué pour la stabilisation des systèmes électrohydrauliques en tenant compte de la
dynamique du ou des distributeurs utilisés, ceci sans e�ectuer aucune linéarisation des
modèles représentants. En e�et, nous avons traité le cas d'un système électrohydraulique
commandé par un et deux distributeurs, ceci en tenant compte de leur dynamique. Les
simulations e�ectuées montrent que les résultats obtenues sont très satisfaisants.

A�n d'e�ectuer une comparaison nous avons étudié di�érentes lois de commande
linéaires, notamment, la commande par retour d'état ainsi la commande par retour de
sortie ou encore par un correcteur PID. Ce type de commande s'avère donner des bons
résultats. En e�et, elles ont permis de répondre à plusieurs critères ; par exemple le temps
de réponse, dépassement, etc. Et elles ont conduit à des bons résultats de simulation.
Néanmoins, elles présentent quelques inconvénients. Par exemple une linéarisation
autour d'un point de fonctionnement révèle un caractère local, et donc cette technique
devient inappropriée si l'on cherche à opérer sur une plage de fonctionnement.

Ces travaux pourraient aussi s'appliquer à la stabilisation des actionneurs électro-
pneumatiques.

Mots clés : Systèmes non linéaires, Systèmes électrohydrauliques, Stabilisation par re-
tour d'état, Ajout d'intégrateur, Fonction de Lyapunov.



Abstract
In this memory we gave a new result on the stabilization of the nonlinear systems

which are only continuous, it acts of the systems de�ned by a �eld of vector which is
not derivable. The application of this result, we carried out it for the stabilization of the
electrohydraulic systems by taking account of the dynamics of the servovalves used, this
without carrying out any linearization of the models representatives. Indeed, we treated
the case of an electrohydraulic system ordered by one and two servovalves, this by taking
account of their dynamics. Simulations carried out show that the results obtained are
very satisfactory.

In order to carry out a comparison we studied various linear controls, in particular,
the control by feedback thus the control by return of exit or by a corrector PID. This
type of order proves to give good results. Indeed, they made it possible to answer several
criteria ; for example the response time, going beyond, etc And they led to good results of
simulation. Nevertheless, they present some disadvantages. For example a linearization
around a point of equilibrium reveals a local character, and thus this technique becomes
inappropriate if one seeks to operate on an operating range.

This work could also apply to the stabilization of the electropneumatic actuators.

Key words : Electrohydraulic systems, Nonlinear Systems, Feedback stabilization,
Adding of integrator, Function of Lyapunov.


