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���
|.|

3 �;0 V '�� &8W1&H�����43�VX�>��W 3�� �_� & �?07& T�)%W1& �

�  � ������ � & $'&($��ZP�� ^*� ���;��#
w0

� L �������U#%�1� 7�#$���!�� !��#'��"L� :&5_��� :��$# 7�#
Sn
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+�:�	�	>#��$�����R� : 7����%���
	>�!��� �����!� 7�# = "���< :;� �b� :��9	 :;"������%�����$#'"H7�� ��<��'�!"�O�� #
3!PN-_P � 
 ����)4& ? "��J	>�!��� �����!� 3!PN0_P�3
�'
 �
� ��� � � &($'& $���P�� � ���?07& � 8����?0 W1&;0n����" ��" V ���?0 �>� �	� �43�& ��"+&;0 � 	 � 8���� V �2"	�

G/B� 3�T6&2"nW ��3 �	�	��T � �70 V%" V ��� 0��_V%8�����"+&�Y

G/B =
∐

w∈Sn

BwB/B

��� � � �2�
w ∈ Sn

�
w
� &	�>� �;07& ��"+&SW �*TU��" � V �;&

n×n
�
(wi,j)i,j

"+& W � ��&
wi,j = δj,wi�

δ
&;02" W1&=0 �;T�) ��W1& 3�&�� �	��� &	�	� & � � �  @� ��� ��& WXW1&I�;& WXW �2W1& 3�& 
4�;$ �?)2& �2"�W1& � � ��" V:& ��"

Cw = BwB/B
�
� � &;02" �_�#&;0	���2�;&,��� � & 3�& 3�VXT6& �?0 V ���

`(w)
� � ��"����?0 � ��&

Xw0 = G/B
�

G_���@�;:��1��� � �Z&fG_#��'�����!� �	P � � & 7��!�����!����� :
7���3 ��� �����!�K�����@��:;�p��# �

�������������� !� & $'&($��_P�� ���1��"��27����$���!�������J��"�7�"�#T	 :;"�����#�� ����"
W = Sn

&f�!"�7�"�#
#%�� !#%��7�"��R	 :;"

w < tw
���
`(w) + 1 = `(tw)

	 �!��"
t
���D�'�!� � �� !���
74L ����#
7�#'�

si
� �$#;P�����# ��"�:�����	 ���������$�!��
 P��9L #%���,� L �!"�7�"�# 7�# = "���< :;� P

^*�H	>#%�_� :����!"�� 7����%"���"�#U�$#'�,�;:�"����'���%� 7�#
G6�	<p��4 #'"��9#%�Oa �!���'�����!� 7�#%�(�%#����$����#%�
7�#�G6�	<p��4>#%"�� ��)4&f?n"��J	>�!��� ���$��� 3!PN0_P�3
� �
� 	, 
�( ��>������ !�#&($'& $��pP�� 
4��V%"

w ∈ Sn
�

Xw =
∐

v6w

Cv.

CZ:F�;:�"���� � �
X

7�#%� 7�"�:�	># :;�65 �%�J��	���#'��� 7�#
E = kn

� �H����� 7�� 7�"�:�	># :;�
����:���7 :;"�7

(< e1 >,< e1, e2 >, . . .)

�:�7�� # �I7��!��� ����#H7����%���
	>�!��� �����!�A�%#����$�_D

� :;�$"�#;P#^*� : ����#H#c56	�"�#'�������!� �����
	��$# #%�,��#%"�� #'�97�# 7�"�:�	 #%:��65,7�#'���%#��������$#'��7�#
G6�	<p��4>#%"��9# �I7�#%�$�;:�"����'� �'� 7�#�G6�	<p��4 #'"��%P
*I�;���!���@���!����74L :�4>�!"�7

E•
��# 7�"�:�	># :;�H�'�J�
	��$#'�@���	:;��7 :�"�7,7�#

E
�

E• = (E1, . . . , En)
:
�!#��T	>�!��"@���!���

i
�

Ei = 〈e1, . . . , ei〉.
� 	, 
�( ��>������ !�#&($'& $�� P��  @� � Y

Cw = {V1 ⊂ . . . Vn−1 ⊂ E | ∀p, q dimk(Vq ∩ Ep) = rw(q, p)}
&2"

Xw = {V1 ⊂ . . . Vn−1 ⊂ E | ∀p, q dimk(Vq ∩ Ep) > rw(q, p)}
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 � T ���?02" ����" V ��� P(� �9�!�����!���!�$:U	�"�#%����#+	>�!��"

Cw
&;	>�!��"�� :���:;"���� � ��7�# G;�	<2�2D

4>#%"��
Xw

&L�;L #'���U����� ��� :���"�#�P>^*� ������# wE•

�$# 7�"�:�	># :;�#�
(wE1, . . . ,

wEn)
:
�!#��

	>�!��"@�������
i ∈ {1, . . . , n}

�

wEi = 〈ew(1) . . . , ew(i)〉.�9L #%���
� L ��� :� !# 7�#
E•

	 :�"
w
P%:(�$�!"��9	 :�" 7��M3 �������$�!�2D ��-��U# 7�#A� :D�%#��������$# 7�#

G6�	<p��4>#%"��
Cw

&
Cw = B wE•

PfG_�����
F• = (F1, . . . , Fn)

���,7�"�:�	># :��4P
C #!a :���� �p��#

F•

:�	�	 :�"�����#%����#��
Cw

"�#��2��#%�1��� 7��$"�#!�p��#�	 �!��" ���!���
i
&J� L #%��	 :��'#

�!#��'���!"���#��
Fi

#'����7�#8� :.a �!"�� #

〈ew(i) + . . . , ew(i−1) + . . . , . . . , ew(1) + . . .〉
���R��#%�L	>�!���p���������%�Z7 :;���L� L #M56	�"�#%�����$���

ew(i)+. . .
"�#�	�"��%��#%�1��#'�p� ����#!�%�J�.4��$� :;�$�����

�$����� :;�$"�# 7�#
ej

: ��#��
j < w(i)

P � #��'� #%���n7��!���$���2�����;:��$#'�1���*7��$"�#!�p��#�	 ����" �������

i, j
�

dimk(Fi ∩ Ej) = |{µ 6 i, w(µ) 6 j}|
� P #�P �

dimk(Fi ∩ Ej) = rw(i, j).

*I����� :
�!�!�������1��"��27���� � ��� ���!��� D  !"��!��	>#*7�#8= �!"�#��
B

7�#
SLn

P_���1��"��27��������!���
�$# ���!��� D  !"��!��	>#U7�# =S�!"�#�� �J	�	>�!��� � 7���3 ��� �����!� ���4& � < :�	�����"�# �=<
& 3%C�P�3�&70 <��%�;D
"�O�� # �'
��p��# ���!��� ������#%"������

B− = w0Bw0
&����

w0
#'����� L��������U#%�1� 7�#��$�!�� ���#%��"

� :&5_��� :��$#,7�#
Sn

� �$#�P
w0 = (n, n − 1, . . . , 1)
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B− #%���

� L #%����#��.4��$#U7�#%�U� :;��"����%#'� ��"��$:��� !��� :���"�#%� ����ab�%"��$#'��"�#'��7�#
SLn

P>G � �������;:��1����)4&
G_#��'�����!� 3h0 � &_�!� 7��M3 �����!�$#%�N�%#����$���$#%� 7�# G6�	<p��4>#%"�� �J	�	>�!���'#%�@# �$�$#'���;:�"����'���%� 7�#
G6�	<p��4>#%"��9�J	�	 �!���%#'� �
�������������� !� & $'&($���P�� G2�!���

w ∈ Sn

P CE:W�'#����$����#�7�#UG;�	<2��4 #'"�� �J	�	>�!���'# :���D
���;�%���%#8�

w
#%��� �

Cw = w0Cw0w.CZ:R��:;"���� � � 7�#�G6�	<p��4>#%"��9��	�	 �����%# :������;�%���%#U�
w
#%��� �

Xw = w0Xw0w.
= ��#%�K�4>�"'& �!� :.�

� 	, 
�( ��>������ !�#&($'& $)" ��P�� 
4��V%"
w ∈ Sn

�

Xw =
∐

v>w

Cv.
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�p�4L ���%�7� L ��"�7�"�#*#%���9"�#%�Q�!#'"����T� :�" ���H�'�J�
	>�!��#8: ��#��

w0

P

�������������� !� & $'&($)"%"_P�� � � 5������I���
w
P#C #T4 �!"�7,7�#.� :R�;:�"����'����7�#
G6�	<p��4>#%"��

Xw

#%��� �

∂Xw = Xw\Cw =
∐

v<w

Cv.

�9#8��-��U#�&���#�4 �!"�7K7�#8� :R�;:�"����'� � 7�#HG;�	<2��4 #'"��I�J	�	>�!���'#
Xw #%��� �

∂Xw = Xw\Cw =
∐

v>w

Cv.
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C #U��<��%��"�O��U#J3�P -_P 3h0A	 #'"��U#'��7�#
���!�$"U�p��#W� L :�����# :�� 7�# ` "�����<�#%��7��$#�� ? 7�#

G/B
:�7�� # �
����#X4 :���#
a �!"����%# 7�#%�Ra :������'# :��65 ����"����'����"�:��65 7�#%�R�;:�"���� � �%��7�#

G6�	<p��4>#%"��
[OXw ]

Pn? ����" #M56	�"���� #'"9�$#'�
[OXw ]

7 :���� �$:F4�:���#K7�#,? �������$#;& ���!���
:����$�!���U�U#'����"�# ���E	�"��27���� �
���%:�� :;�$"�#U����"

K0(G/B)
	����$�.�	<�#%"��	<�#%" ����#X4 :;��#

7�� :��$#�P G_��".�$#W	��$:��S�'�J�R4���� :;���!�$"�#�&I�$#'�R	 �����2��PJ�U#%�H:�7 � �!���p���
H

7�#XCZ:����'�!�65
"���	 ����7�#%�1� :�� 	�"��J4���O��U#�& ����"\�$#O	�� :��  ��%�J���'��"����p��#;& ���,a :���7�"�:S� ����7��$#%"\�$#%�
�;:�"����'���%� 7�# G;�	<2��4 #'"�� ��	�	 �����%#'�%P�� ���!� �'�!��� ���!���U74L :�4>�!"�7 ��� "��%�������	:��
�p���
�U�!�1��"�#$�p�4L �!� 7��$��	 �!��# #
� #�� ������#��U#%�1�S74L ���
	�"��_7������n��� :��$:��$"�# ��� � ��&Q0 <��%�!"�O��U#
/�P 3 ��
 P
� �J��� #'� �%�����$	 :�" ��� "�:�	�	 #�� �

�������
	���
�� &($'& $)" &>P�� ^*�8������#%"�:!	 :�"
f
��#L� ��"�	�<������U# ����"����'����"�:��

G/B →
Spec(k)

P;CnL :�	�	��$���%:;�����!�
f
����7���� � ���\�U�!"�	�<��$��� #

f∗
����"���#%�� !"�����	 #'�S7�# ` "��;D

��<�#%��7���#�� ? �

K0(G/B) → Z

� #8� ��"�	�<������U#*#%���,� :9� :�"�:��'���%"��$�������p��# 74L�G ���$#'"�D�? �!����� :�"���& ���;� �%#
χ
P

��� �, 	
	 � ��& $'&($)" ����� � 
���� � ��� � ���&� � �hP�� 	 � �2�	�	� � �>W1& T6& ��" Y

K0(G/B) ×K0(G/B) // Z

(α, β) � // χ(αβ)

&;02" ����� 3 �:' � � � � � �
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�%#'����#,��#�� �����!�4&��$#%�

	>�J���2��PJ�U#%� � 7��!��4���#%� 
K7�# G6�	<p��4>#%"��
X

�p���8 J�'���%"�:��$����#'�p�Y��#%�Aa �!���'���$�!��� 7�#
G6�	<p��"'&7�$#%��	>�J�@�_��PJ� #'� � 7��!��4���#%� 
97�# ` "��;��<�#'��7��$#�� ?

G
& 74L :�	�"�O'�UCE:;���%���65 # �

G6�	<���� � #%� 4>#%"� !#%" ����� 
 �'
 # � #%�63 � 7�#%�%	>�J�@�_��PJ� #'� H
�p��# ���!��� :�	�	>#�����#%"��!��� 	>�;D

���2��P�� #'� 7�#(CZ:����%�!�;5�P6*I�����%a #%"������ ���!� � �!��"��n�J	/�%"�#'"N��#%�%a �!��� �����!��� � '1� �f�;$�& &
:+�%���p��"�:�"��$�*7�#$� :��'�!�Q�!#%�1���$�!��	�"�����#!	�:�"%CZ:����'�!�65 &pG6�	<���� � #'�;4>#%"� !#%"S7 :��������&%�� &
� � � � P
� � 5������N��#%� ������:;�����!����	 ����"��$:U	�"��%��#%�1��#*��#�� ���$���4P�?E�!��"N-'��"�#���#(	������� J�%���'"�:��

	>�!������4���#�& �������E:������!���4��"�:
��:;������#%" ����"I� L :�����# :��
Z
P;G_�����

n > 1
��� #%�1����#%"'P	� �!����� D

7��'"��!���E����#�	�"�#��U�$O'"�# ��������#n74L �$��7��'��#%"��U�$���%#%�!� �!�H:���	�< :�4 # � 

a = (a1, . . . , an)

P
? �����!���

A = Z[a1, . . . , an,
1
a1
, . . . , 1

an
]
P C #� !"��!��	>#

Sn

:� !� � � :;����"�#�����#��U#%�1� ����"

A
#'�_	>#%"��H���	:��1�.�$#%�U�;:�"��$:�4��$#'�

ai
P G_�

w ∈ Sn

&E���!���
������#%"������H#'���%�!"�#W	 :�"

w
� L #'��7��J�U�!"�	�<��$��� #�7�#

A
7��'7���� � 7�#�� :T	 #'"��
����:;�����!�

w
P�? :;" #M5_#���	��$#�	 �!��"

si = (i i+ 1) ∈ Sn
&
si
��#'"�: � L �J	2�'"�:;��#%��" �

A → A
f 7→ f(a1, . . . , ai+1

i
, ai
i+1
, . . . , an).

*I����� ������#%"������!	 :�"
ASn

�$#I���!��� D :�����# :��K7�#
A
�%�!������� ����� 7�#'�$�������U#%�1����365��'�

	 :�"
Sn

P
�9#T	��$���'&f���

R
#%���*��� :;����# :;�]�p��#����%�!���p��#;& ���I	 ����"�"�:
-'��"�#��������$# 74L �'����7��$#'"

�$#'��	 �J�@�2��PJ�U#%� #%�H�$#%�
ai

���!�O	������,���'�_#����%�$#'�1���97�:����
Z
&/� :���� 7 :����

R
P2^*�

	�"��J�$�!�� !#%"�: :��$�!"��7� L :��'���$�!� 7�#
Sn

�
AR = R[a1, . . . , an,

1
a1
, . . . , 1

an
] = A⊗ZR

P
G �

ASn

R = ASn ⊗Z R
P4G_� :;���%����#9�%�!��a �����$��� �4L #'���U�W�'"�:�����7�"�#H����"+� LN:;����#%:��

7�#'����� :��$:��$"�#%�
R
& ������� ������#'"��!���,	�:�" :�4���� 7�#U� :;�� 1:� �#

A
:��Y�$�$#'� 7�#

AR
P

G_�!� �
b = (b1, . . . , bn)

���H��#��%�!��7 :���	�< :�4>#'� P6� �2���!��� :�"�"��@�!#%"�:I"��� !�����$O'"�#��U#%�1�
7�#8	�"�#%��7�"�#T�'�J��� # :;����# :;�

R
�

R = Z

[
b1, . . . , bn,

1

b1
, . . . ,

1

bn

]
.

� � a :���7�"�: :��$��"��@���;��#%"��p��#8�$#� �"��!��	>#
Sn

�$:��$����#+3�5_#'�(��#%�
bi
P

C #%� ��"��!�$� ���'"���#%��7�#
n!
	 �J�@�2��PJ�U#%���p��#H�������9:����$�����$�%�!������"����$"�#���#%"��!�1�*7�#'�

4 :���#%� 7�#
A
&J�2���%�J��� #$�U�27����$# ����"�� L #%����#��.4��$# 7�#'�N	>�J�@�_��PJ� #'� ���;���'��"����p��#'�

#%�Y�$#'�
ai
�9�'�_#��
�'�$#'�p���I7�:����

R
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A = Z

[
a1, . . . , an,

1

a1
, . . . ,

1

an

]
.

*I������:������!���@7��M3 ����" ����"
A
7�#%� �J	/�%"�:;��#'��"��

ASn
D ���$���%:��$"�#%�%P

�������������� !� & $�� $)"�P�� �(��3 ���������!��� F ���%"��$#%� 74L �J	/�%"�:;��#'��"��U7�#X� L :�����# :��
A
P
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A = ker πi ⊕ kerψi.
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i ∈ {0 . . . n}
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P (xi) = f(xi) = yi
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[yν, . . . , yν+j] :=
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xν+j − xν
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a = (a1, . . . , an)
P

�������������� !� & $�� $���P�� �9:����A� L :�����#%:��
A[[t]]

7�#%�K���'"���#%�Xa �!"��U#����$#'� #%�
t
�

�%�2#����'�$#%�1���,7 :;���
A
&!	>�!��" �������

a ∈ A
&

(1 − at)
#%��� �$�Q�!#'"�����4��$#;& #'�Y� L �!�

7��M3 �����I��#%� a �!���'�����!��� � �6���'��"����2��#%�I�%�J��	���O'��#'�Z�!��a �!���'���$�!���Z:��$#�	�<87�# � "��!����? �

Sj(a1, . . . , an)
�'�J�
�U# ������� �

n∏

i=1

1

1 − ait
=
∑

j>0

Sj(a1, . . . , an)t
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S0(a1, . . . , an) = 1
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a = (a1, a2, a3)
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S1(a1, a2, a3) = a1 + a2 + a3,

S2(a1, a2, a3) = a2
1 + a2

2 + a2
3 + a1a2 + a1a3 + a2a3,

S3(a1, a2, a3) = a3
1 + a3

2 + a3
3 + a2

1a2 + a2
1a3 + a2

2a3 + a1a2a3.
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si (Sj(a1, . . . , an)) = Sj(a1, . . . , an).
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SI/J = det ((Sik−jh+k−h(a1, . . . , an))h,k=1...n)
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I = (i1, . . . , in)
P

0E�!���874L :�4>�!"�74& ����"��$: 7��$:� !�!� :��$#�&2�W� :W	�� :��'#
(µ, µ)

	>�!��" ���
µ = 1 . . . n

& ��#
�%�2#����'�$#%�1� 7�#�� :U� :���"����%#�#%���

Siµ(a1, . . . , an)
P�� �@5_�!���S����#+�'�J�$�!����#97������!����� :

�%���$�!����#
µ
& ��#%�U�������U#%�1��� �$�1��#'"���#%� :��1�H7 :����U�%# ����#
�%�J���!����# ��# 7��'7����$"��!�1� 7��

�%�2#����'�$#%�1� #%�
(µ, µ)

� � P #�P��;�.� L �$�1��#'"���#��'���$�!�U7�#(� :87�� :� ��!� :���# #'�@7�#�� :8�%���$�!����#

µ

 P�G �,# ��# � &#�9	 :�"����$" 7�#8� :R	>�!��� ���$���

(µ, µ)
&��!�K"�#���	����$"�:T� :R�%���$�!����#

µ
:
��#��

7�#'��a �����'���$�!��� 7�#IG6�	<p��"n7��!�1��� L �$��7����%#S��#%"�: �����%"����U#%�1� � 7�#
1
� "�#'��	>#�� ������#��U#%�1�

7����%"���� #'�1� �
7�#
1

 ��� � L �!�O�U�!�1��# 74L ���]�%"�:�� � � P #�P �>���]	 :�����#
7�#T� :��$�� ���#

ν
�

ν − 1

 � "�#'��	>#��'������#��U#%�1�9���7� L �!�K7�#%���%#'��7&
 P



� � � � � � � �����	� � � � �

G_��	�	 �!���!�����p��#
n = 3

#'�
I = (2, 13, 5)

P60 ������74LN:�4 �!"�74&��!� ��:;���$�p��#��

S(2,13,5) =
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S2 . . . . . .
. . . S13 . . .
. . . . . . S5
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S(2,13,5) =
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S1 S13 S6

S0 S12 S5




�������������� !� & $�� $)" ��P�� � �!�����$7��'"��!���
n
:���	�< :�4 # ��� � ��� ��������# 74L �$��7�� ��#'"��U� D

���'#%� 

x1, . . . ,xn

7�#9� :;"�7���� :��73 ���>�2��#����'�!���p��#;PZG_�!� �
J = (j1, . . . , jn) ∈ Zn P
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SJ(x1, . . . ,xn) = det ((Sjk+k−h(xk))k,h=1...n)
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-�� #8:���	�< :�4>#'�%P�? :�" #M5_#���	��$#;&

S(2,7,5)(x,y, z) =

∣∣∣∣∣∣

S2(x) S8(y) S7(z)
S1(x) S7(y) S6(z)
S0(x) S6(y) S5(z)

∣∣∣∣∣∣
C #%� a �!��� ���$����� 7�#JG6�	<p��"\	>#%"�� # ����#'�1� 7�LN:
�!���$" ����# ���!����#����$#A���'"�������"�# 7�#'�

�U�!��PJ�U#%� : 	�"��$�!"�� 	��������%�J��	��$#c5_#�&�� :��$���2��� ��#%"�:U�_������#�	 :�"$�$:
����� ��#�P

� 	, 
�( ��>������ !�#&($��($)" �fP�� 
4��V%"
I = (i1, . . . , in)

�2� &60��2V%"+& 3�� & ��" V:& � 0 � �70 VXR
" V , 0 � � ���?02" ���2V106���?08W1&;0���W ��$�� )2&2"%0 " �	����� � �;0

ai
�	��T T6& 0��2V%"@Y � � �2�

i
��� ����� "+& R

�>����" �
{1 . . . n}

� ��� � �707&
ai = (a1, . . . , ai)

�  @� � ��W$��� 0�Y

S(in ,...,i1)(an, . . . , a1) = ai11 a
i2
2 . . . a

in
n .


 � T ���?02" ����" V ��� P(� *I�����!���
a′ = (a2, . . . , an) = a\{a1}

&�� LN:���	�< :�4>#'�
a
&>:��2D

�p��#��2�!��: & � W1&28 ���$:�	�"�#��U�$O'"�#��$# ����"�#�P�G2�!���
j
��� #%�1����#%"'&����
:�� L �� 1:�������� �����@�;:��1��#�&

�p��� ��#'"�: 	�"������J�'#T�'� D�7�#%�����!��� �

Sj(a
′) = Sj(a) − a1Sj−1(a).



�M� �����	��

� ��� � � � �	��� 

����� ��
 �	�

? :;" 7���3 ���������!�A�
-�� # 7�#%���
��� ��� D a �!��� ���$�����S7�#HG;�	<2��"%&f�!�,: �

S(in,...,i1)(an, . . . , a1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

Sin(an) Sin−1+1(an−1) . . . Si1+(n−1)(a1)
Sin−1(an) Sin−1(an−1) . . . Si1+(n−2)(a1)PPP PPP PPP PPP

Sin−(n−1)(an) Sin−1−(n−2)(an−1) . . . Si1(a1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
G_�!������"�:
�!�!�����]�	< :��2��#H���� !��# ��:��6a(�$: 7�#%"����$O'"�#;&

a1×
�$:]�$�� ���# �������;:��1��#;P�^*�

�J4����$#'�p� 7��!��� �
∣∣∣∣∣∣∣∣

Sin(an) − a1Sin−1(an) . . . Si1+(n−1)(an) − a1Si1+(n−2)(an)
Sin−1(an) − a1Sin−2(an) . . . Si1+(n−2)(a1) − a1Si1+(n−2)(a1)PPP PPP PPP

Sin−(n−1)(an) . . . Si1(a1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
� #��'�Z��#8"������%"����%&�74L :�	�"�O'�(��# "��'����� �	:;��	�"��������U�$� :���"�# �

∣∣∣∣∣∣∣∣

Sin(an\{a1}) Sin−1+1(an−1\{a1}) . . . Si1+(n−1)(a1\{a1})
Sin−1(an\{a1}) Sin−1(an−1\{a1}) . . . Si1+(n−2)(a1\{a1})PPP PPP PPP PPP

Sin−(n−1)(an) Sin−1−(n−2)(an−1) . . . Si1(a1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
:9������� &J� : 7�#'"�����O%"�#(�'�J�$�!����# ��#(�'�!�1����#%�1���2��#97�#'�

0
��:;��a ����"��$: 7�#%"����$O%"�#��$�� ���#�&

���
� L �!�U��"��!�6�!#
Si1(a1) = ai11

Pp� � ��� � �@7�#�"��'�����%"�#'"N��#(	�"��;���%7���	>�!��"��%�!�����$��"�#�P

� ��� � � &($��($)"��_PB� � 8�&	�8W1&;0 ����"o��" V ���?0 3�& W � �>� &���8�& � VXR 3�&;0;0�� 0��S��� � Y

Sj(a
′) = Sj(a) − a1Sj−1(a).


 � T ���?02" ����" V ��� P(� � � ��� � � 7�#T�%�!�����$7��'"�#'"��$#'�(a �!���'�����!���, J�%���%"�:���"����%#'�97 :����
� L :�����# :��

A[[t]]
P

∏

i=2...n

1

1 − ait
= (1 − a1t)

∏

i=1...n

1

1 − ait
.

� #��$: ��#8"������%"���� �
∑

j

Sj(a
′)tj =

∑

j

Sj(a)tj −
∑

i

a1Si(a)ti+1.

� #��'�I	 #'"��U#'� 7�#8�%����������"�#;P



� � � � � � � �����	� � � � �

� � � � � ����� � 
�������� ��� 
 � 
 � ���6
 � � � � � ��
�� 
�
�� � � � � � � 
��
C #%� �J	/�%"�:;��#'��"��

∂i
#'�
πi
:� ��$����#%�1�Z7�#%� :�����O%"�# :�����# � ������	���# ����"7�$#%� a �����'���$�!���

7�#�G6�	<p��"'P

� 	, 
�( ��>������ !�#&($��($'& ��P�� 
4��V%"
i
�_� & ��" V:& � &2" ����"����?0

ai = (a1, . . . , ai)
W � ��W R

��$�� )2&2" " ������� � � � � W$��� 0

∂iSj(ai) = Sj−1(ai+1)

πiSj(ai) = Sj(ai+1).

fV � 3�& �>W � 0�� ��� �	���?0 V�3�� � & W1&;0 , �����2" V ���?0 3�& 
4�;$ �_��0��2� �2� ��W ��$�� )2&2" � &

�	����"+& �>����"S� V
ai

� V
ai+1

� � � �	����"+& �>����"
ai

&2"
ai+1

�oV � & � Y 0��_�
aj

� � �2�
j < i� �

j > i
� ��W$��� 0�� & WXW1&;0 06����" ��� � �_W �;&;0 �����

∂i
&2"
πi
�


 � T ���?02" ����" V ��� P(� CZ: ��#��%����7�#,:�����#%"����$�!� 7�#A� :]	�"��J	>�!��� �����!� #%���\�M�_��7�#%�1��#
	��������p�4L :��$��"����$#'�,a �!���'�����!��� 7�#
G6�	<p��"9���!�1�9��� �;:�"�� :��1��#%� ���!���

si
P>? ����"(�$:�	�"�# D

�U�$O%"�#A	 :�"����$#;&L3�5_�!���U���
i
#'�
�%�!�����$7��'"��!���
�$:Fa �!���'�����!�  J�%���%"�:���"����%#

s(t) =∏
j=1...i

1
1−aj t

P

∂is(t) =
sis(t) − s(t)

ai+1 − ai

=
(1 − ait) − (1 − ai+1t)

ai+1 − ai

∏

j=1...(i+1)

1

1 − ajt

= t
∏

j=1...(i+1)

1

1 − ajt
.

�9#8��-��U# �

πis(t) =
ai+1sis(t) − ais(t)

ai+1 − ai

=
ai+1(1 − ait) − ai(1 − ai+1t)

ai+1 − ai

∏

j=1...(i+1)

1

1 − ajt

=
∏

j=1...(i+1)

1

1 − ajt
.

� #��'�I	 #'"��U#'� 7�#8�%����������"�#;P
^*�]	>#%�����%:����'���$#'"*:�������� #'�p�+�$#%�I7�� �2�%"�#%���'#%� 7��@�2�$���'#%�*7�L ���F�U�!��PJ�U#U�2��#�� D

�%�����p��#�P�G � # ��# � ����� L �!� �%�!�����$7�O'"�#Y�$#X�U�!��PJ�U#
aI = ai11 . . . a

in
n

	>�!��" 7�#'�
#%�1���$#%"��

I = (i1, . . . , in)
7��!�����%�%& �!� :_&E7�LN:�	�"�O%�T� :Y	�"��J	>�!���������!� 0_P F�P�3 /�&I�2��#



� � �����	��

� ��� � � � �	��� 

����� ��
 �	�

aI = Sin,...,i1(an, . . . , a1)
&;���.	 �!��" ���

i
7��!������&

ai = (a1, . . . , ai)
#%���%� L :���	�< :�D

4>#'�n��"��!���p����P�)J:���� :��$�!"��%	 ����"n���
j
7��!�����;&2��#%����#I����#(�'�J�$������# 7�#,� :�� :���"����%#

7��!��� :��1�,� :Ra �!��� ���$��� 7�#HG;�	<2��"9�4L #%����	 :;�����Q��:;"�� :;�p��#�	 :�"
sj

� �$:
(n + 1 − j)

D
O��U#�
 & :�������� �2�H�$# "��'����� �	:;� 7�#U�$:R	�"���	 �!�������$�!�X	�"������%7�#'�p��#�&>�!� :��

∂jSin,...,i1(an, . . . , a1) = Sin,...,ij−1,...,i1(an, . . . , aj+1
n+1−j

, . . . , a1).

C #%�Ua �!���'���$�!����7�# G6�	<p��"R	>#%"�� # ����#'�1�
74L :
�!�!��"�����#\4 :���# 7�#
A
�'�J�
�U#

ASn
D

�U�_7����$# � �!�!��" ���&%4&>G_#�� �����!�,0	� #'� � � %���
 �

��� �, 	
	 � ��& $�� $'&("�P�� 	 &;0HT ������T6&;0
aI = ai11 . . . a

in
n

� � �_�
0 6 i1 6 n−

1, 0 6 i2 6 n− 2, . . . , 0 6 in−1 6 1, in = 0
, ��� T6& ��" �_� & )	��07& 3�&

A
& � " ����"

� ��&
ASn

R�T �*3 �2W1& �
� ��� � � &($��($'&�&fPB� ��� �2� �2�JT ������T6&

aI = ai11 . . . , a
in
n

� ���,� 0 V
ρ = (n−

1, . . . , 1, 0)
�

∂w0a
I+ρ = S(in,...,i1)(a1, . . . , an).
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 �

� � � � ����� � � � ��� ���*
���� � � � ��� � � � �
�
� ��� � � �%����
 � 
 ������


? ����"
w0 ∈ Sn

7�#$�$�!�� ���#%��" � :&5_��� :���#�&h�!�U:��$#'� ��"��!�$� ��	2�'"�:;��#%��"�� 7�# 7�� �2� D
"�#'���%#'�*7��@�_�����'#%�97�#

A → A ∂w0 , πw0, ψw0

&/�%��"�"�#'��	>�!��7 :;�p���
� : 	>#%"��H���	:;���$�!�
7�#8�$���� !��#'��"$� : 5���� :��$#

w0

P
C # ��<��'�!"�O�� # �������;:��1� �b���!�$" �����4&6? "��J	 ���������$�!� 02P C�P 3 ��
47��!����#n����#S#c5�	�"�#%�������!�

7�#'��� �;�
� ��"�����#'��"��,� : 5���� :;�65 P

��� �, 	
	 � ��& $�� $'& �fP�� 
4��V%"
f ∈ A

� ���706���?0
∆ =

∏
16i<j6n (ai − aj)

&2"

aρ = an−1
1 an−2

2 . . . a1
n−1a

0
n

&2"
aρ̃ = a0

1a
1
2 . . . a

n−2
n−1a

n−1
n = w0.a

ρ �  @� � Y

∂w0f =

∑
w∈Sn

(−1)`(w)w.f

∆
,

πw0f =

∑
w∈Sn

(−1)`(w)w.(aρf)

∆
,

ψw0f =
aρ̃
∑

w∈Sn
(−1)`(w)w.f

∆
.
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A

����"

ASn
7����%"�����#8	������ < :��_� P�<n�!��" ����� &�	�"��J	 ���������$�!� 02P C�P 3 �7	>�!��"$��#%� 7�� �	:����$�'P



� � � � � � � �����	� � � � �

�������������� !� & $�� $'& � P�� ^*�,7���3 ��� ��� :Ra �!��� �����!�
p : A→ ASn

	�:�"

f 7→
∑

w∈Sn

w


 f
∏

i<j

(
1 − aj

ai

)




� �#a :��������%"���3 #'"!�p��#�� L ��� :� !# 7�#
f
	 :�"

p
#%���!4��$#'� ���;���'��"����p��#;P�� #��'�4��#(�!�!� �

:��������U#%�1�� !"#"��%#U� ����#8�������!#����$# #c56	�"�#'�������!�J7�#U�$:Ra �!���'���$�!�
p
�

� 	, 
�( ��>������ !�#&($��($'& ��P��  @� � Y

p = πw0 = ∂w0a
ρ

���

aρ = an−1
1 . . . a1

n−1a
0
n.


 � T ���?02" ����" V ��� P(� �9L #'���I�����
�'7�� :����2�H��#*��<��'�!"�O�� # 02PNF�PN0�F�P

^*�K7���3 ������:����!"�� ���Y	�"��_7������ ��� :��$:��$"�# ����"��$#
ASn

D �U�27����$#
A

�

�  � ������ � & $�� $'& �2P�� ? ����"
f, g ∈ A

& �!�K������#
〈f, g〉 = p(fg) = πw0(fg)

P

��� �, 	
	 � ��& $�� $'& �2P�� 	 & �>���*3 �2V%" 06����W ��VX�;&
p
3 �

ASn
R�T �*3 �2W1& W V�)%� &

A
&;02"

����� 3 �:' � � � � � �

 � T ���?02" ����" V ��� P(� � #@��#'"�:���#N�'�!"������ :;�$"�# 74L ���
"��'����� �	:;� ����" �$#%� 4 :���#%� 7�� :��$#'�%&
��<��%�!"�O��U# 0_PNF_PNF!F_P

� ��� � � &($��($'& � PB� 
4��V%"
w ∈ Sn

� � W$���;0
πw

&2"
πw−1

06����" � 3�� ��VX��"�08� & W ��" VXR
8�& T6& ��" �

p
�


 � T ���?02" ����" V ��� P(� ^*�D	 #'���8��#
"�:��U#%��#'" :��D� :;�*���
`(w) = 1

P ^ � : :��$�!"��

w = si
	>�!��" ���

i = 1 . . . (n− 1)
P>G_���$#%�1� 7������

f, g
7�#%�;5A�������U#%�1��� 7�#

A
P

^*� :
〈πif, g〉 = πw0((πif)g)

P�^*"
πiπi(f) = πi(f)

& #'�\	����$���p��#O��#%�
πj�J�'"��@3 #%�1����#%��"�#��$:;�����!����7�# ) �_�!"�# D � � 5_# ��#%"'&4:����!"��

πw0πi = πw0

P G � # ��# �+	 :�"
�$#'��"�#��$:;�����!��� 7�# ),�2�!"�# D�� �
5_#'��#'"%&E�!� :

πi+1πi = πiπi+1πiπi+1

# �
πi−1πi =

πiπi−1πiπi−1
&27��!���9���f#M5_�$����#*���

w
��#�� �p��#

πw0πi = πwπw0

P�^*"S���!���!������� #'�p�
7�#T� L ��� :� !#*7�#

πw0

:�	�	�:�"����$#%�1�I#%�Ya :����(�
ASn

74L :�	�"�O%�(� : 	�"��J	>�!���������!�J0_PNF_P 0!-
	��������p��#Y� L ��� :� !# 7�#

∂w0

#'��� �$�����$����#K7 :����
ASn

&L3�� :��$#�� #'�1�
πw0πi = πw0

P
:9������� �

πw0((πif)g) = πw0πi((πif)g)
P7G � ������"�#�&

πif
#%��� �$�Q�;:�"��$:��1��	 :�"

si
&

7��!���
πw0πi((πif)g) = πw0((πif)πig)

P7:I�$�����
〈πif, g〉 = πw0((πif)πig)

P �9#
��-��U#�&��!� :��

〈f, πig〉 = πw0((πif)πig)
P&� #��'�7	 #'"��U#'��7�#8�%�!�����$��"�#�P
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� � � � � �	� ��� � �%����� � ����
 � � ��
������ � 
��
���'���!"�� :����%&2���!��� �������$�$��#%"��!��� ��� ��#��%�!��7 :���	�< :�4>#'�

b = (b1, . . . , bn)
P6*I�!���

a #%"��!����� L #M52��#%�����$�!�K7�#'�I��� :��$:��$"�#%� �

Z → Z

[
b1, . . . , bn,

1

b1
, . . . ,

1

bn

]

? ����"
A
�!�\	�"�#%��7 ��� :;����# :;�W	��$���N !"�:���74&p�!� ��#(	�� :��'#I7��!����7 :����N� L :�����#%:�� �

A = Z

[
a1, . . . , an,

1

a1
, . . . ,

1

an
, b1, . . . , bn,

1

b1
, . . . ,

1

bn

]

C LN:��'�����!�J7��] !"�����	 #
Sn

����"
Z[a1, . . . , an,

1
a1
, . . . , 1

an
]
	 :;"(	>#%"��
���	:����$���J7�#'�

�$# ����"�#%�
(ai)i=1...n

��#8	�"��J�$���� !#*#'�,����#�:��'�����!� ����",��#+	�"��_7������@��#%�����!"���#��
A
	 :�"

w⊗Id
P&*��!��� �%�!�1�����p��#%"��!��� 7�# ������#%" 	 :�"

ASn
��#n���!��� D :�����# :��H7�#

A
�%�!������� �����

7�#'�,������� #'�p���$3�56�%�,	 :�"�� L :��'���$�!� 7�#
Sn

P
*I�����9:����$�������%�!������"����$"�#���"��!�$� ���%"���#%�I7�#.	>�J���2��P�� #'�%&#�	< :��'����#
����7�#M56�'#H����"

Sn

P>*I�����!���
w0

� L �������U#%�1� 7�#\���!�� !��#'��"U� :&5_��� :���# � �;L #'����D ��D�7��$"�# n(n−1)
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87�#

Sn
P6CZ:H7���3��������$�!� 7�#+�	< :��'����#*7�#+�%#'�@���'"��$#'� ��#�a :����N	 :�"S"����%��"�"�#%���%#�P ����3����$� D

���������$#�	�"�#��U�$#%"$������� #'�p� 7�#U�	<�:��p��#Ua :�� �����$# �

�  � ������ � & $�� $'& �_P�� ^*�H	>�!��#��

Xw0(a1, . . . , an, b1, . . . , bn) =
∏

i,j , i+j6n

(ai − bj) ,

Gw0(a1, . . . , an, b1, . . . , bn) =
∏

i,j , i+j6n

(
1 −

bj
ai

)
,

#'�

Hw0(a1, . . . , an, b1, . . . , bn) =
∏

16i<j6n

(1 −
aj
bi

).

�������
	���
�� &($��($�� ��P�� ^*� :�����#9��#��'�!��7�# #c5�	�"�#%�������!�X	 ����"���#97�#'"�����#%"�	>�;D
���2��P�� # �

Hw0(a1, . . . , an, b1, . . . , bn) =
∏

i,j , i+j6n

(
1 −

an+1−i

bj

)
.

���M3 ���$�����!���,��#%�!	>�J�@�_��PJ� #'�@7�# G6�	<p��4>#%"��,�2���4���!�1� ����#U ��%���'"�:����$��:����$��� 7�#'�
a �!��� �����!���97�# G6�	<p��"%& 	����$�(�$#'�+	 �����2��PJ�U#%�I7�# ` "�����<�#%��7��$#�� ? #'�*#%��3 �D��#%�+	>�;D
���2��P�� #'� :�7 � �!���p�����b���!�$" ���&% &>G2#��'���$�!�,0	��
 �
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�������������� !� & $�� $��("_P�� G_�!� �
w ∈ Sn

P C #$	>�J���2��PJ�U# � 7��!��4���#�
 7�#IG6�	<p��4>#%"��
:������;�%���8� � :R	>#%"��
����:;�����!�

w
#%��� �

Xw(a1, . . . , an, b1, . . . , bn) = ∂w0wXw0(a1, . . . , an, b1, . . . , bn).
C #8	 �J�@�2��PJ�U# � 7�����4��$# 
 7�# ` "�����<�#%��7���#�� ? :;�����;�%���U� �$:R	 #'"��
�_�	:;���$�!�

w
#'��� �

Gw(a1, . . . , an, b1, . . . , bn) = πw0wGw0(a1, . . . , an, b1, . . . , bn).
C #8	 �J�@�2��PJ�U# � 7�����4��$# 
@:�7 � �!���1��:������6�'���8�9� :9	>#%"��H���	:;���$�!�

w
#'��� �

Hw(a1, . . . , an, b1, . . . , bn) = ψw0wHw0(a1, . . . , an, b1, . . . , bn).
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7���3 ���
#%�J0_P F�PN0 ��P

*I����� 7��!����#'"��!����7�:������$# 7�#'"�����#%"�	 :�"�:� !"�:�	�<�#��p��#����p��#%��#M5_#��
	���#%�'P
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�� � � � 
�
��
*I����� :
�!�!��� 7�� � �J7���3 ��� ���E	�"��27���� �
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ASn
D�:��� !O�4�"�#

A
P>C #

��<��%�!"�O��U#U�������;:��1� � ��������3�#U7�L ����#�	�:�"��U� L �$�1��"��27����'���$�!� 7�#%�U	 �J�@�2��PJ�U#%�
H

# �
74L :�����"�#�	 :�"����$#%��"n:�	�	>#����$:;�����!�4P �9L #%���S���U"��'����� �	:;�n7�#,CZ:����%�!�65 ���&%4&!��<��'�!"�O�� #
0_P / � &�7 :������$:R	�"�#'���!# 7����p��#�� ��#%�!a �!���'�����!��� 7�# G;�	<2��" � �!��#%�1�����,"�PJ�$#��%"����%� :�� P

��� �, 	
	 � ��& $�� $�� �fP�� 
4��V:& ��"
w1, w2

3�&�� � � W � T6& ��"�0 3�&
Sn

�
w0

W � � W � T6& ��"
3�&8W$����' ��&��_�8TU� �!VXTU��W1& 3�&

Sn

&2"
δ
W1& 0 ��T�) ��W1& 3�& � ����� &	�	� & � �  @� � Y

〈Hw0w1,Gw2〉 = δw1, w2.

�  	, ���� � � 	 � &($�� $�� � P�� 	 &
ASn

R�T �*3 �2W1&
A

� 3�T6&2" 3�&����9)	��07&;0
(Gw)w∈Sn&2"

(Hw)w∈Sn

� 3�� ��VX��"+&;0 �����8W1& �>���*3 �_V%" 06����W ��VX� &
p
� �2V &;02"n����� 3 �:' � � � � � �


 � T ���?02" ����" V ��� P(� C #%�E7�#%�65Ua :��U�����$#'��7�#�	>�J���2��PJ�U#%�Z���!�1� 7�#��%:�"�7���� :��
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&6# �

�2�W�$#�"��'����� �	:;� 7�� ��<��%�!"�O��U#���#%��a :�� ������#%� �����p���$��4�"�#'�%P6^*"@:����_� 7�� ��<��'�!"�O�� #
0_P F�PN0_3!&���#

ASn
D=� �27�����#

A
#%��������4�"�#*7�#8"�:��� 

n!
Pf? :�" ��������#;&

⊕w(ASnGw)
#%���

���K��������D= !"��!��	 # 74L �$��7����'#�3 ��� P��9�!����&����A�������U#%�1� ��"���<��J !�!� :�� �H�������$�$#'�
Hw#%���
�p��� P G2�

f ∈ A
& :��$��"��

f −
∑

w〈f,Hw0w〉Gw

#%���H�!"���<��J !��� :���� ���!���T�$#%�

Hw
& 7��!��� ��� #%���
�2��� P :9�$��������#%��7�#%�65 a :��U�����$#%�

(Gw)w∈Sn

# �
(Hw)w∈Sn

7�#
� :;"�7���� :��

n!
�����p� 7�#'�84 :���#'�%P �HL :�����"�#9	 :;"�� &��!� #%� 7��%7������8�p��#
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���� �'� ��
 �
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� :
��������#�P
G_�!��#%�1�

X
����#

k
D=�;:�"����'���A�$�$����#;&

n
��� #%�1���$#%"'&n#'�

E
��� 3�4�"��A�!#��'����"��$#�� 7�#

"�:;�� 
n
����"

X
PQ*��!����	 ����#%"��!���

Y = Drap1,...,n(E)
�$:
k
D=�;:�"���� � � 7�#'� 7�"�:�	># :��;5

�%���
	���#'���S7�#
E
�b���!�$"�3!P ��P �T	>�!��"�� :87���3 ���������!�&
 #'�

π
�$:U	�"�� � #�� �����!�\�%:����!�����p��#

Y → X
P

CZ:W��:;"���� � �
Y

#'���T�
������#
74L ��� 3�4�"�� �	:��_���J���J !���p��#
π∗E

&4#'� 74L ��� 7�"�:�	 #%:��
�	:;�����J���J !���2��#

U1, . . . ,Un−1

7�#
π∗E

P>?%�$���(	�"����'�$����� #'�1� &>���
V = (V1, . . . , Vn):
�!#��

V1 ⊂ . . . ⊂ Vn−1 ⊂ Vn = Ex
#%���9���O	>�!���p�I7�#

Y
:��2D�7�#'�������97�#

x ∈ X
&

:����!"��!	>�!��" ���!���
i = 1 . . . (n− 1)

&
UiV = Vi

P
CZ:.�;:�"����'� �

Y
#%���I:��������7�H�����$#974L ����# :�����"�# ���'"��$# 7�#+3�4�"��'� �	:������J�$�� !���p��#'�%P

? ����"
i = 1 . . . (n − 1)

&>�!�D	>�!��#
Qi = π∗E/Un−i

P �9L #'���8���]3�4�"��.��#�� ���!"��$#��
7�# "�:��� 

i
P G2�

V = (V1, . . . , Vn)
:
�!#��

V1 ⊂ . . . ⊂ Vn−1 ⊂ Vn = Ex
#%���

��� 	>�!�$�1� 7�#
Y

:��_Do7�#%�������U7�#
x ∈ X

& :��$�!"��R	 ����"
���!�_�
i = 1 . . . (n − 1)

&

QiV = Ex/Vn−i
P�*I�!����	 :;"��$#'"��!����7�#83�4�"��'�,�p���;���$#'�1��� �	:��_���J���J !���p��#'�%P
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Y
7�#%�E7�"�:�	 #%:��65U�'�J�
	��$#'��� 7�#

E
	>#%���>-'��"�#��%�!������"�������#n7�#N	�"��;�	<�#

#%�Y	�"��6�	<�#T� � L :��$7�#97�#U3�4�"��'�(	�"�� � #�� ���@a �%Pf?%�$����	�"����'�$����� #'�1� &f�!�Y	 #'��� 3 �	�	��T R
� �707& � �$:9	�"�� � #��'���$�!�

Y → X
#'�H	�"�� � #�� �����!���

πi
�%�J��� # ������� �

Y = Drap1,...,n−1(E)

πn−1

��
Drap1,...,n−2(E)

πn−2

��. . .

π3

��
Drap1,2(E)

π2

��
Drap1(E)

π1

��
X

G �I	 ����" ���
i = 1 . . . (n−2)

7���������&6����:$��# 7�� :� !"�:����U# �%���
�
�_�	:;����ap�������;:��1� �

Drap1,...,i+1(E)

��

∼ // Drap1(π
∗
i . . . π

∗
1E/Ui)

uukkkkkkkkkkkkkkk

Drap1,...,i(E)

���
π∗
i . . . π

∗
1E/Ui

#'�������A3�4�"��8��#�� ���!"��$#�� 7�# "�:��� 
n− i

P
:9������� &

Y → X
��# "������%"�� ���%�J���U# ����# �������'#%�����$��� 7�#!3�4�"�:;���$�!��� #%� #%��	 :��'#%�

	�"�� � #�� ����a �87�#U7���� #'�������!�
n − 1, n − 2, . . . , 2, 1

&�#'�T	 :�"8����� ��#
Y

#'��������#
k
D

�;:�"����'�����$�$����# 7�#87���� #'�������!� "�#�� :;������# n(n−1)
2

����"
X
P

� � � � � ��� �'� �,� � �����*
�
���� �
G_�!��#%�1�

X
����#

k
D �;:�"����'� � # �

E
���
3�4�"����!#��'���!"���#��>7�#I"�:��� 

n
����"

X
P;*������!���

π
��#T�U�!"�	�<��$��� #8� :;���!�����2��#

P(E) → X
&>���

P(E)
7��'���� ���#.�$:

k
D ��:;"���� � � 7�#%�

7�"��!����#%� 7�#
E
P!^*� :S�$# "��%��������:;�W��� :��������p��#J�����@��:;�p� � � �4&�0 <��'�!"�O�� # F_PNF # �

+ #�� :�"��p��#8F�PN0_P C � �
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 �	�
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�( ��>������ !�#&($�� $)"_P�� � ���?07& � 8����?0 W1&;0@����" ��" V ���?0 �>� �	� �43�& ��"+&;0 � 	 � ��� �>W V ����R
" V ��� Y

CH∗(X)[t] → CH∗(P(E))∑
i ait

i 7→
∑

i π
∗(ai) c1(OP(E))

i

&;02" 0��_� ��&	�2" V%8�& &2" �	��� 3 �2V%" � �_� & )%V ��&	�2" V ���

CH∗(X)[t]/(P (t)) → CH∗(P(E))
���

P (t) =
∑

i=0...n ci(E)tn+1−i �
C LN:;����# :;� 7�#

K
D ��<��'�!"���# 7�#

P(E)
��#8� :����%���$#8:��������Z:�������� #'�p� �

� 	, 
�( ��>������ !�#&($�� $'&fP�� � ���?07& � 8����?0 W1&;0@����" ��" V ���?0 �>� �	� �43�& ��"+&;0 � 	 � ��� �>W V ����R
" V ��� Y

K0(X)[t] → K0(P(E))∑
i ait

i 7→
∑

i π
∗(ai)[OP(E)(1)]i

&;02" 0��_� ��&	�2" V%8�& &2" �	��� 3 �2V%" � �_� & )%V ��&	�2" V ���

K0(X)[t]/(P (t)) → K0(P(E))
���

P (t) =
∑

i=0...n(−1)i[ΛiE ]tn+1−i �
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k
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E
����"

X
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n
P7^ � ����	�	>�!��#U7�#9	��������p��#
� L ���

7�����	>�!��# 74L ��� 7�"�:�	 #%:��F�%�J��	���#'� 7 :;���
E
&4�������

E1 ⊂ . . . ⊂ En−1 ⊂ E
P4? ����"

�������
i
&
Ei

#%���I���X3�4�"��U��#�� ���!"��$#�� 7�# "�:��� 
i
����"

X
P

*I�;���!��� 	 :�"
Qi

��#%�I3�4�"��%� �p���;���$#'�1���Z�	:������J�$�� !���p��#'�E# � 	�:�"
Ui
�$#%�E��������D 3�4�"��'�

�	:;�����J���J !���2��#%�@����"
Drap1,...,n(E)

P
G � :�	�	��$���p� :;�p�9�������%#'�����@�!#�� #'�p�U�$:
	�"��J	 ���������$�!�J0_P C�P 3!& ���!���+	>�!�����!���+�%:�� D
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Y

#'�\a �!��� ���$��� 7�#+�'#%�65 7�#
X

��� � �Z&
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�( ��>������ !�#&($�� $�� P�� � 8�&	�,W1&;0,����"o��" V ���?0 � VXR 3�&;0;0�� 0�� ��� � �_� V106��T ��� R
��$2V10 T6&�Y

CH∗(X)[x1, . . . , xn]/I → CH∗(Drap1,...,n(E))
xi 7→ c1(ker(Qi → Qi−1)) = c1(Un+1−i/Un−i)

���
I
&;02" W � V�3 ����W & ��'�& � 3�� � ����� W1&;0

σi(x1, . . . , xn) − ci(E)
�
i = 1, . . . , n

��8�&	�

σi
W �
i
R � T6& , �����2" V ��� 0 �;T �2" � V � ��& �



� � � � � ���	�
��� �	

� � ����� � �	
 � ��� � � � � �	������� � � � �

�������
	���
�� &($�� $�� P�� C #%�Z�J	/�%"�:;��#'��"��
∂i
:� !������:��1�Z����"7� LN:���	�< :�4>#'�

(x1, . . . , xn)7�#M�_��#%����#%�1� 7�#'� �J	/�%"�:���#%��"�� ����"
CH∗(X)[x1, . . . , xn]

P �9#�	��$���'&;���$�I	 :�����#'�p� :;�
�p�������$#%�1� # � ���!��� ������#'"��!��� #'���%��"�#

∂i
�$#'�@�J	/�%"�:���#%��"�� 7�#

CH∗(Drap1,...,n(E))7��'7�������� 7�#%�
∂i
P
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K
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Y
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X
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��$2V10 T6&�Y

K0(X)[x1, . . . , xn]/J → K0(Y )
xi 7→ [Un+1−i/Un−i]

��� W � V�3 ����W
J
&;02" & ��'�& � 3�� � �����@W1&;0

σi(x1, . . . , xn)−σi([En/En−1], . . . , [E1/E0])� � �2�
i = 1 . . . n

� &2"
σi

3 �;0 V '�� & W �
i
R � T6&	, �����2" V ��� 0 ��T �2" � V � ��& ��8�&	� W �

�	����8�& ��" V ���
E0 = 0

�

�������
	���
�� &($�� $��2P�� C #%�Z�J	/�%"�:;��#'��"��
πi
:� ��$����:��1�Z����"7� LN:���	�< :�4 # �

(x1, . . . , xn)7�#M�_��#%����#%�1��7�#%� �J	/�%"�:;��#'��"�� ����"
K0(X)[x1, . . . , xn]

P��9#8	��$���'&����$�!	 :;����#'�1�9:;�
�p�������$#%�1� #'� ���!���E������#%"��!���E#%���'�!"�#

πi
��#%�E�J	2�'"�:;��#%��"�� 7�#

K0(Y )
:��������17��%7���� ���'P

G � &#� L �J	/�%"�:;��#'��"
πw0

#%���*����#H:�	�	��$��� :;���$�!�
K0(Y ) → K0(X)

�p���I�%�!"�"�#'��	>�!��7
�9� L ��� :� !#I7��$"�#��'��# ������%4&�	4P 37� ��
 P G_�

X = Spec(k)
& ���4�'LN:� ���� �����
	��$#��U#%�1� 7�#U�$:

� :;"�:�� � �%"��$�������p��# 7�L G ����#%"�D�? �!����� :;"���P

G_���@�;:��1��� � �Z&fG_#��'�����!� C � &��!�H	>�!��#U�$:
7���3��������$�!� �

�������������� !� & $��B$��2P�� ^*� 7��M3 �����8	>�!��"��	<�:��p��#
	>#%"��
����:;�����!�
w ∈ Sw

& �$#
�$��#%� 7�#87��� J�%��#%"�#'���'#%���'#R�%�J���U# ����� � �

Ωw = {x ∈ X, ∀p, q ∈ {1, . . . , n}, Rg(Ep(x) → Qq(x)) 6 rw(q, p)}.

�������
	���
�� &($�� $�� P�� *I�;���!���X�p��#
Ωw

: ����# ����"����'����"�# � :�����"�#�����# 7�#
k
D

��������Do���	<���� :
a #'"�����7�#
X
P/G � #
� #'�%&#��L #%���*������	���#��U#%�1���$#U�$��#%� 74LN:;���p��� :;���$�!�

	>�!��"@�������
p, q

7�#%�I:�	�	������%:;�����!���
Λrw(q,p)+1Ep → Λrw(q,p)+1Qp

P

�������
	���
�� &($�� $��_P�� ^*�\	>#%���N J�'���%"�:��$����#%"%�$: 7���3 ��� �����!� 	�"������%7�#%�1��#;&�7 :����
�$#N� :�� �!�9�$#%�

Qq

��# ���!�1�%	��$���L��#%� 3�4�"��'�%�2��������#%�1��� ��:��������$�J !���p��#%�'PJ^*� �J4����$#'�p�
:����!"��@7�#%����:;"���� � �'� 7�#8� :�"��2���!�$�'P
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 � � � 
��7�
C #.4��_� 7�#R�'#'����# ���!����D���#�� ���$��� #%���*7�#.�!���$"��'#R�p��� ��#R	 :�����#9�$��"����p��#

X
#%���

"��'7���� ��#W�,���E	 ���$�1� &Z� P #�P=�
X = Spec(k)

P>*I����"�# 7�"�:�	># :�� 7�#\3�4�"��%�
����"
X

(E1, . . . , En)
7�#M�2�$#%��7�"�: ���,7�"�:�	># :��,7�#

k
D�#'��	 :��'#%�,�!#�� ���!"��$#��$�

(E1, . . . , En =
E)

P
� � 5������ ���

k
D�#%��	 :��'#H�!#��'���!"���#��

E
7�#J7���� #'�������!�

n
P � �@5_�!��� ��� 7�"�:�	 #%:��

{E1 ⊂ E2 ⊂ . . . ⊂ En−1 ⊂ E}
7 :����

E
P�*����������

Y
�$:
k
D=�;:�"����'��� 7�#%�

7�"�:�	 #%:��65A�'�J��	��$# ��� 7�#
E
&
Drap1,...,n(E)

P
� � � : ���H���$#%� #%�1��"�#U��#%�!�;:�"����'���%� 7�#�G6�	<p��4>#%"��

Xw

#'���$#'�$�$��#%�65 7�# 7��� ��%��� D
"�#'���'#%���'#

Ωw

P

� 	, 
�( ��>������ !�#&($�� $)" ��P�� � � �2� " � ��"
w ∈ Sn

� ��� � Y

Ωw = Xww0.


 � T ���?02" ����" V ��� P(� CZ: ��������D ��:;"���� � �
Ωw

#%���97���3����$#U	 :�",�$#8a :����,�p��#T�$#8"�:��� 
7�#

Ep → Qq

#'���9:��O	��$���
rw(q, p)

P�� #��'�Z#%���(���p���@�;:��$#'�p�(� 7��$"�#8�2��#T��# ��� �!:��

Ep ∩ Vn−q
#'���I:��A�U�!�$��� 7�# 7����U#%�����$�!�

p− rw(q, p)
P��9����� �

dim(Ep ∩ Vq) > p− rw(n− q, p)

= |
{
i 6 p, w−1(i) > n− q

}
|

= |
{
i 6 p, w0w

−1(i) 6 q
}
|

= rww0(q, p).

� #��'�I	 #'"��U#'� 7�#8�%����������"�#;P

�  � ������ � & $��B$)"%"_P�� G_�!� �
m

��� #'�1���$#'" �'�J�
	�"��$� #%�1��"�#
1
# �

(n−1)
P;�������!���

Z(m)
� :
��������D ��:;"���� � �+a #'"����%#87�#

Y ×k Y
�������;:��1��# �

Z(m) = {((V1, . . . , Vn−1), (W1, . . . ,Wn−1)), i 6= m⇒ Vi = Wi}

#'�����;���!���
p1

# �
p2
��#%� 7�#'�65Y	�"�� � #��'���$�!���,�M�2�$7�#'�p��#%�

Z(m) → Y
P

Z(m)

p1||yyy
yy

yy
y

p2 ""E
EE

EEE
EE

Y Y
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�������
	���
�� &($�� $)" &>P�� C #'�(�U�!"�	�<��$��� #'�
p1

#'�
p2
	>#%"�� # ����#%�1�97�L ��7�#%�1���@3 #%"

Z(m)
� ���Y3�4�"��8	�"�� � #��'����a :��_Do7�#%��������7�#

Y = Drap1,...,n(E)
�

Z(m)
p1

""E
EEE

EE
EE

ϕ // P(Um+1/Um−1)

xxqqqqqqqqqqqq

Y
:
�!#��

ϕ : (V1 ⊂ . . . , Vn−1,W1 ⊂ . . . ,Wn−1) 7→ Wm/Vm−1

PZ?E�!��"
p2

&��!� :
� :R��-��U#��	<��!��#�P

CZ: 	�"��J	>�!��� ���$��� �������;:��1��# � � � &,C #���� # ��P F � #%���Oa �!��7�:�� #'�1�	:���#Z	>�!��"Y� :
��������# �
� 	, 
�( ��>������ !�#&($�� $)" �fP�� 
4��V%"

w ∈ Sn
�

�oV�� 
fV
w(m) < w(m+1)

����W$��� 0
p1

& ��8���V:& 3�&STU��� V � � & )%VX����" V ��� � & WXW1&
p−1

2 (Xw)0��2�
Xwsm

�
�oVXV�� 
fV

w(m) > w(m+ 1)
� ��W$���;0

p1

& ��8���V:&
p−1

2 (Xw)
31���?0

Xw
�

�������
	���
�� &($�� $)"��ZP�� CZ: 7����	<�������� ��#
#%�1��"�# �$#9� :;��� �'
I# ��� �$��
,	>#%����:��������
��#�a :���"�# ��#��$���Y��#��%"�����O'"�# �������;:��1�

{
(i) `(wsm) = `(w) + 1,
(ii) `(wsm) = `(w) − 1.

*I�����9"�#�	�"�#%���!���*���'� �$:U7����U�!������"�:;���$�!�,7�#
� ��� ���!� � � �Z&/C #���� # ��P F � #'�]� :
7�� �	:������ :;�p�%P

 � T ���?02" ����" V ��� P(� +I:�	�	 #��$�!���T�p��#
	 �!��"T�	< :��2��#

v
7�#

Sn

&
Cv

7��%���� !��#�� :
�%#��������$#*7�#HG;�	<2��4 #'"��9:������6�'���8�

v �
�;L #'���I��� �!���!#'"���7�#

Xv

P
� ��
nG_��	�	>�!�������

w(m) < w(m+1)
P;*I�����!���

∆
�$: 7�� :� !��� :��$# 7�#

Y ×Y
P�),�!�_D

��"��!�����p��#
p1

"�� :����$��# ����#,4�� � #��'�����!�
p−1

2 (Cw)\∆ → Cwsm

P2G_�!� �
(W1, . . . ,Wn)��� 	>�!�$�1�,7�#

Cw
P*G2# 7��!����#%" ��� 	>�!���p�

((V1, . . . , Vn), (W1, . . . ,Wn))
:��2D

7�#'�������S7�#
(W1, . . . ,Wn)

�4L :�	�	 :�"���#'� :��1��	 :����
∆

#'�������p���@��:��$#%�1���*��#�7��!����#'"
���

Vm
7�#H7����U#%�����$�!�

m
��#��>�2��#

Vm 6= Wm

# �
Wm−1 ⊂ Vm ⊂ Wm+1

P G2�!���
7��!���

((V1, . . . , Vn), (W1, . . . ,Wn))
���9	>�!�$�1� 7�#

Z(m)
��#����p��#

(W1, . . . ,Wn):�	�	�:�"����$#%����#8�
Cw

P6<+�%"���3 ����� ���!���@74LN:�4 �!"�7A�2��#
(V1, . . . , Vn) ∈ Cwsm

P � �4#%���
���$:��$">�p��#$	 ����"

q 6= m
&�#'��	>�!��" ���!���

p
&��!� : �

rwsm(q, p) = rw(q, p)
P1? ���$���p��#

	>�!��"@�������
q 6= m

&
Vq = Wq

&�������� � ��7�#��!�!��"$�p��#T� L ���,:9	>�!��"@���!���
p
�

dim(Vm ∩ Ep) = rwsm(m, p).
� : 
 G_��	�	>�!�������

p < w(m) < w(m+ 1)
P�:(�$�!"�� ��� �!�Y	 ����#

κp = rw(m− 1, p) = rwsm(m− 1, p),



� � �����	��

� ��� � � � �	��� 

����� ��
 �	�

�!� : �

dim(Wm−1 ∩ Ep) = κp,

dim(Wm ∩ Ep) = κp,

dim(Wm+1 ∩ Ep) = κp.
? ���$���p��#

Wm−1 ⊂ Vm ⊂ Wm+1

& �!� :
dim(Vm ∩ Ep) = rwsm(m, p)

P
� 4�
 G_��	�	>�!�������

w(m) 6 p < w(m+ 1)
& #'�,	 �����!���

κp = rw(m− 1, p).
^*� :.�

dim(Wm−1 ∩ Ep) = κp,

dim(Wm ∩ Ep) = κp + 1,

dim(Wm+1 ∩ Ep) = κp + 1.
G_�

dim(Vm∩Ep) = κ+1
&p:����!"��n��� #M5_�$����#

u ∈ Wm+1 ∩Ep
��#��#�p��#

Vm∩Ep =
ku⊕Wm−1 ∩Ep = Wm ∩Ep = Wm+1 ∩Ep

P :9������� &
Vm = Wm−1 ⊕ku

P_)J:����
	>�!��"U�$#\��-��U#

u
&
Wm = Wm−1 ⊕ ku

PE= "�#�a
Vm = Wm

& �%#��%� #'��� :�4�����"�7�#�P
�9�!���

dim(Vm ∩ Ep) = κ = rwsm(m, p)
P

� � 
 G_��	�	>�!�������
w(m) < w(m+ 1) 6 p

Pf? �!���!���
κp = rw(m− 1, p)

P#^*�J:��

dim(Wm−1 ∩ Ep) = κp,

dim(Wm ∩ Ep) = κp + 1,

dim(Wm+1 ∩ Ep) = κp + 2.
G ��� L ���A��#%��� �

dim(Vm ∩ Ep) = κp + 1
P>? �������p��#

Wm−1 ⊂ Vm ⊂ Wm+1

#%���
����#��	< :�B$��# 7�#S���!��� D�#%��	 :��'#%� ��#��'���!"���#����E����"����'��#S7��!�1� �	< :��%���
#'��� 7�# 7����U#%�����$�!�
387�#8	��$���,�p��#8��#�	�"������%7�#%�1� &>�!� : �����'#%����:��$"�#��U#%�1� �

dim(Vm ∩ Ep) ∈ {dim(Wm−1 ∩ Ep), dim(Wm−1 ∩ Ep) + 1},
#'�

dim(Wm+1 ∩ Ep) ∈ {dim(Vm ∩ Ep), dim(Vm ∩ Ep) + 1}.
�9�!�����

dim(Vm ∩ Ep) = κp + 1 = rwsm(m, p)
P

:9�������%� LN:�	�	��$��� :;���$�!�
p1 : p−1

2 (Cw)\∆ → Cwsm

#%���T4���#%� 7���3 ���$#�PZ� �n"�#'����#
�\�!���$"+�p�4L ��� �'LN:� !��� 7�L ��� �����J�U�!"�	�<��$��� #;P4G_�����

(V1 ⊂ . . . ⊂ Vn)
���F	>�!�$�1� 7�#

Cwsm

P�CZ:�	�"��%��� :� !# 7�#!�'#!	>�!�$�1� #'���%�'�!�������������%# 7�#%�
((V1 ⊂ . . . ⊂ Vn), (W1 ⊂

Wn))
:
��#��

Wi = Vi
	>�!��"����!�_�

i 6= m
# �
Wm 6= Vm

&
Vm−1 ⊂ Wm ⊂ Vm+1

&
#'�

dim(Vq ∩ Ep) = rwsm(q, p).
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�HL :�	�"�O%�W�$: 	�"�#��U�$O%"�#H	�:�"����$#�& �!�B:_&S�����%#'����:;�$"�#�� #'�1�X	 ����" ���!���
q 6= m

&

dim(Wq ∩ Ep) = rwsm(q, p)
P

�9#�	��$���%&Z���n�!� 	 �!��#
p = w(m) < w(m + 1)

&Z�!� :K���!� � �!��"�� 74LN:�	�"�O'�.� :
	�"�#��U�$O%"�#�	 :�"����$#;& :
�!#��

κ = rw(m− 1, p) = rwsm(m− 1, p)
�

dim(Vm−1 ∩ Ep) = κ,

dim(Vm ∩ Ep) = κ,

dim(Wm ∩ Ep) = κ + 1,

dim(Vm+1 ∩ Ep) = κ + 1.
�9�!����&

Vm+1 ∩Ep = Wm∩Ep
#'�N	 :�" ����� ��#,	 ����"n7�#%�S"�:������!��� 7�#I7����U#%�����$�!���%&

�!� : �����'#%����:��$"�#��U#%�1�

Wm = Vm−1 +
(
Vm+1 ∩ Ew(m)

)
.

� ��� :��$#�� #'�1� &;� :9	�"��'��� :� !#*7�#
(V1, . . . , Vn)

��#8�%�!�1���$#%�1�,�p�4L ���O	>�!�$�1�%&�#'�,� :
a �!��� �����!� "����%��	�"��;�2��# #'����7��!�����%#U	 :�" �

(V1, . . . , Vn) 7→ ((V1, . . . , Vn), (V1, . . . , Vm−1, Vm−1+
(
Vm+1 ∩ Ew(m)

)
, Vm+1, . . . Vn))

^*�X�J�%"���3 #U�p��#8�%#8	>�!�$�1� #%���,4��$#'�,7 :;���
p−1

2 (Xw)
P

� ���'
SG_��	�	>�!�������(�p��#
w(m) > w(m+ 1)

P
G_�!� �

((V1, . . . , Vn), (W1, . . . ,Wn)) ∈ p−1
2 (Xw)

P4� � ��� � � 7�#9�!�!��"��2��#
� L �!�
:��

dim(Vm ∩ Ep) = rw(m, p)
� #8���!�1�,�$#'���
-�� #'� "�:������!����#��U#%�1�����p��#8	��$����<�:���� P

� � � � � � ��� 
 
�
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 � 
 � � � 
��7�
C #%4����Z7�#%�'#'����#n��#��'�����!� #%���E7�#%� ���p��"�#'"7�2��#%�$#%�7	>�J�@�_��PJ� #'�47�# G6�	<p��4>#%"�� ���

�$#'� 	>�J���2��P�� #'� 7�����4��$#'� 7�#@G6�	<p��4 #'"�� :�	�"�O%� ��	/���%�$:��$����:;���$�!��& "�#�	�"��'��#%�1��#%�1��4��$#'�
�$#'����� :;����#'�97�#'�,�;:�"���� � �%� 7�#HG6�	<p��4>#%"��*7 :����(� LN:�����# :�� 7�# � <���� 7�#U� :R�;:�"����'� �
7�#@7�"�:�	># :��;5�&�4�"�#Ma 7�#!� ���p��"�#'" �$#S��<��'�!"�O�� #@�������;:��1� ��� � �Z&�	�"��J	>�!���������!� A2P -	��
 �

��� �, 	
	 � ��& $��B$)"
��P�� 
4��V:& ��"
X

�_� &
k
R+8���� V �2" �*W V10;07&��

n > 1
�_� & ��" V:& � �

E�2� 
 )%� � 8�&	�2" ��� V:& W 0��2�
X

3�&�������'
n
�
E1,⊂ . . . ⊂ En−1

�_� 3�������&�� � �	��T �>W1&2"
3�& 06� � 0 R 
 )%� �;0 3�&

E
�  @� � Y

[Ωw] = Xw(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)
���

xi = c1(Ker(Qi → Qi−1))
&2"
yi = c1(Ei/Ei−1).
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CZ:9	�"�#'���!#�7�#T�'# ��<��%��"�O��U#8��#8a :���� #'�,7�#%�65H�'��:�	>#%� � �%���
�U#�� : 7��M3 �������$�!�
7�#'� 7������!	 �����2��PJ�U#%� 
 P�0E�!���@74LN:�4 �!"�74&����X� :����%����# �UW � TU��VX�

[Xw0]
���

w0

#%���
� :9	>#%"��
���	:����$��� 7�#8�$�!�� ���#%��"�� :&5_��� :��$#;&6	����$� �!�,:�� :����2��#8�$#��'�J��	 �!"���#�� #'�p�
7�#

∂i
����"T��#%�U��� :;����#'��7�# G6�	<p��4>#%"�� P ^ � 	 #'����7�� � � #%� 7��%7�����"�#��$#��%�!"��J���$:��$"�#

�������;:��1� �
�  	, ���� � � 	 � &($��B$)" �2P�� � ��"����?0 �����

Xw
W � 8���� V �2" � 3�& 
4�;$ �?)2& � " 3�&

SLn /B��0;06�6� V � � W � ��& � T���"o��" V ���
w ∈ Sn

� ��� � Y

[Xw] = Xw0w(x1, . . . , xn, 1, . . . , 1).

 � T ���?02" ����" V ��� P(� � ����� �U�n7�LN:�	�	��$���2��#%" �$:�	�"��J	 ���������$�!�
0_P C�P�3 5 :��
��<��'�!"�O�� #
	�"������'7�#%�1�I#%� ��:��	<�:��1���p�4L ���'�

yi = 1
P


�����������
��
� ��W$���2W�3�&
[Xw0 ]

P�� CZ:R	 #'"��
�_�	:;���$�!�
w0

#'���,� L �������U#%�1�@7�#
Sn

�p���
#%�Q���!�$#

i
����"

n+ 1 − i
P�:I�$����� &

Ωw0

#%����#c5�:��'��#�� #'�1�97��������8	 :�"$� LN:����2��� :;���$�!�
7�#'� :�	�	������ :����$�����

π∗Ep → Qn−p

P �9L #%��� � L ��� :� !#U7�#W� :,��#�� �����!� 7�#
X → Y7��!�����%#Y	 :�"��$# 7�"�:�	># :��

(E1, . . . , En)
P*�9L #%��� :�����������#Y���$#'� 7�#%� � �%"��!� 7�L ����#

��#��'���$�!� 7��X3�4�"��U��#��'���!"���#�� �������;:��1� �

K = ker

(
g :

n−1⊕

p=1

Hom(π∗Ep,Qn−p) →
n−2⊕

p=1

Hom(π∗Ep,Qn−p−1)

)

���Z� : 
 O��	<�#
g
����" � #��'���@�!# #%����7��M3 ���$#��%���
�U# ����� �	� G_�

αp : π∗Ep → Qn−p

&
:����!"��

g(
∑

p αp) =
∑

p βp
�!�

βp : π∗Ep → Qn−p−1

#%���97��!�����'#U	�:�"

βp = αp+1 ◦ i− pr ◦αp
:
�!#��

i
#'�

pr
�$#'�U��� � #�� �����!��� #%�1��"�#O��#%�

Ei
# �
	�"�� � #��'�����!��� #%�1��"�#O��#%�

Qj

P�C #'�
	�"�� � #�� ���$�����,��:;����"�#����$#%�

π∗ : Ep → Qn−p

a �!��"����$����#%�1� :��$�!"�� ����# ��#�� ���$���
� :;���!�����2��# 7�#

K
7����p�

Ωw0

#%��� �$#W���$#'� 7�#%� � �%"����%P�C #W3�4�"�� K
#%��� 7�# "�:;�� 

N = n(n−1)
2

&�� :R�'�_7����U#%�����$�!� 7�#
Ωw0

& 7������ �
� ��� � � &($�� $)" �pPB� � 8�&	� W1&;0 T�� T6&;0H����" ��" V ���?0��=0 V

Z
3 �;0 V '�� &
W1&
W V:&�� 3�&;0

�
� ���7063�� �_� & 07&	�2" V ��� 0��2�

K
�*��W$��� 0UW � � W ��0;07&	3�&

Z
31���?0 W � ��� � &�� � 3�& � $ ��/

3�&
X

&;02" Y
[Z] = cN (K)

�

 � T ���?02" ����" V ��� P(� �9L #'��� ��� "��%��������:;� ���$:��������p��# � �Ma P � � � &hG_#��'�����!�U3 C�P 3 �'
 P
:9���������!�K#%���I#%�Y�U#%����"�#87�#87��!����#%" ����#8#M56	�"�#%�����$���O	>�!��"

[Ωw0 ]
�

� 	, 
�( ��>������ !�#&($�� $)" �fP�� � 8�&	�9W1&;0 ����" ��" V ���?0 3 ��"%$ �	��� � T6& 
�������
 � � ��� � W �
� & W ��" V ���.0��_V%8�����"+&HY

[Ωw0 ] = cN(K) =
∏

i+j6n

(xi − yi) = Xw0(x, y).
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 � T ���?02" ����" V ��� P(� CZ:O	�"�#�� ��O%"�#
�� 1:��$� � � #'��� #c5�:��'��#�� #'�1�R�$#��$#��
�U# 	�"������ D
7�#'�p� #%� ��:��	< :��1�A�p��#

Ωw0

#'���X��#H���$#'� 7�#'� � �'"��!� 7�L ����# ��#��'�����!� 7�#
K
PNCZ:

��#��%�!��7�#
�� 1:������ � "��%��������#U7�� �%:����'��� 7�#�� :
n
DoO��U# ��� :;����#U7�# � <�#'"�� 7�#

K
PICZ:

��"��!�$���$O�� #+�� 1:������ �I#%�����$:
7���3 ���������!�A�
-�� #
Xw0(x, y)

P

�����������
�� 	 &;0 � � � ����"-&��2� 0

∂i
P�� ? �!��"����

k
�%�J��	�"���� #%�1��"�#

1
#'�
n− 1

&f7��M3�D
��������������� :
��������D ��:;"���� � �+a #'"����%#

Zk
7�#

Y ×X Y
�%�J��� #9����� � �  J�'���%"�:��$����:;���$�!�

7�#8� :
�����	:;���$�!�
Zm

���p��"��27���� ��#*#'� 0_P C�P 3!3 
 �
�  � ������ � & $��B$)" �_P�� ^*�9�%�!�����$7�O%"�#$�$:9��������D ��:;"���� � ��a #%"����%#

Zn−k
7�#
Y ×X

Y
7��!�1�,� :.3�4�"�# :��_Do7�#%��������74L ���H	>�!���p�

x ∈ X
#%���97��������%#8	 :;"

Zn−k x = {((V1, . . . , Vn−1), (W1, . . . ,Wn−1)) ∈ Yx×κ(x)Yx, i 6= n−k ⇒ Vi = Wi}
���

κ(x)
7��'���� !��#8�$#��'�!"�	�� "��%����7���#�� 7��H	>�!���p�

x ∈ X
P

�������
	���
�� &($�� $'& ��P�� � �@5_�!���@���
k
P&� �J��� #I7 :����$��#+� :;� 7�# 0_P C�P�360_&����

p1#'�
p2

���!�1�(�$#'��7�#%�65H	�"�� � #�� ���$�����
Zn−k → Y

&f:����!"��$��#%�,� �!"�	�<������U#%�
p1

# �
p2�$7�#%�1���@3 #%�1�

Zn−k
�

P(Un−k+1/Un−k−1)
P

CZ:H	�"��J	>�!��� ���$��� �������;:��1��# #%��� ����#�a �!"��
���$#U7�# ` � :��.4 #����$�>	 ����".��#%�T3�4�"��'�
#%� 7�"�:�	 #%:��65 ��� � �Z&��$#��
�U# A2P 0	��
 P

� 	, 
�( ��>������ !�#&($�� $'&("�P�� � ���?07& � 8����?0 W1&;0 T�� T6&;0 ����" ��" V ���?0 � 	 & 3�V �7'�����T T6&
0��2V%8�����" &;02"@�	��T T���"o��" V ,�Y

CH∗(Drap1,...,n−1(E))
p1 ∗◦p∗2 //

'

��

CH∗(Drap1,...,n−1(E))

'

��
CH∗(X)[x1, . . . , xn]/I

∂k // CH∗(X)[x1, . . . , xn]/I
��� W1&;08V106��T ��� ��$2V10 T6&;0 8�& � " V ��� � ��06����" 32��� � �;0 ����� W � �>��� � �70 V%" V ��� 
����������
�������
	���
�� &($�� $'&�&>P�� *���������� ���!���E74L :�4>�!"�7U�p��#

p2
#'���>	�� :;�Z7��!��� �!�T	>#%�_�

�%��������7��%"�#%"�� L ��� :� !#I�$�Q�!#'"���#U	 :�"
p2

# �
p1

#'���,	�"���	�"�#;& 7��!���
p1 ∗

: ��� ��#'���%P


 � T ���?02" ����" V ��� P(� � �J��� #'� �%�!���T	 :;"U��# � :��U	 :�"������'���$��#%"
n = 2

# �
k = 1

P
:����!"��

Y = P(E)
# �
Z1 = P(E) ×X P(E)

PLC L :�����#%:�� 7�# � <���� 7�#
P(E)#%��� #%�� !#'��7�"��
	 :;"

x1 = c1(OP(E)(1)) = c1(Q1)
P + #�� :�"��2���!���8�p��#
� L ��� : �

∂11 = 0
# �
∂1x1 = 1

P6?E�!��" 7�#'�Z"�:������!��� 7�# 7����U#%�����$�!���%&%����:
p1 ∗◦p

∗
2(1) = 0

#'�

p1 ∗◦p
∗
2(x1) ∈ CH0(P(E))

& 7��!���n����#M5_������# ��� #'�1���$#'"
d
��#��J�p��#

p1 ∗◦p
∗
2(x1) = d

P
� � "�#'����# 7��!���Z�_�!�!��"X�2��#

d = 1
P@? �!��"A�'#Za :���"�#;& �!� 	>#%��� ����	�	 ����#%"Y�p��#

X = Spec(k)
P�:(�$�!"��

c1(Q1)
#%����� :.��� :�����# 74L ���X	>�!�$�1�

Q
7�#

P1 &�# � p1

�$��7������
��� �$���J� ��"�	�<������U#97�#

p−1
2 (P )

����"
P(E)

&�7��!���
d = 1

P
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����� ��
 �	�

C #�� :��� J�'���%"�:�� ��# 7��'7������ 7�#U�'#8� :���	 :�"������%�����$#%"'P�*������!���

X̃ = Drap1,...,n−k−1,n−k+1,...,n−1(E)
#'�
π̃ : X̃ → X

�$:H	�"�� � #��'�����!�E� :;���!�����2��#�P%*��!���
���;��#%"��!���R	�:�"
P
��#
3�4�"��

�!#��'���!"���#�� ����"
X̃

�

P(V1⊂...Vn−k−1⊂Vn−k+1⊂...Vn−1) = Vn−k+1/Vn−k−1.
C #87�� :� �"�:���� #I�����@�;:��1� #%���,�'�J�
�H���	:;����a �

Y
' //

��>
>>

>>
>>

>
P(P)

}}zz
zzz

zz
z

X̃
� #��'� �$7�#'�1����3�#

Y
� ���F3�4�"�� #%� 7�"�������#'��	�"�� � #��'������#%��:��_D�7�#%������� 7�#

X̃
P ^*� :

:����!"��!��# 7�� :� !"�:����U#��%���
�
�_�	:;����a �

Y Zn−k
p1oo p2 // Y

P(P) P(P) ×X̃ P(P)
p1oo p2 // P(P)

C LN:;����# :;�,7�# � <���� 7�#
P(P)

#'����#%�� �#%��7�"�������"
CH∗(X̃)

	 :�"
1
#'�,	 :�"

c1(OP(1)) = c1(Un−k+1/Un−k) = c1(Ker(Qk → Qk−1)) = xk.
�HL :�	�"�O%�.�'#\�p��#
� L �!� �2�$#'�1�H7�#��!�!��"

p1 ∗ ◦ p
∗
2(α) = 0

# �
p1 ∗ ◦ p

∗
2(αxk) = α

	>�!��"
α ∈ CH∗ X̃

P�� #��%�7	>#%"�� # �9:��$�!"��@7�#8�%�!�����$��"�#�P

C # ���!��� D����	<���� :
Ωw

#%���H7�#��'�_7����U#%�����$�!�
`(w)

7 :����
Y = Drap1,...,n(E)

P
�9L #%��� ����#S���!��� D=�;:�"����'���n�$"�"��%7����'����4��$#;&6#����$#n7��'��#%"�� ����#n7��!���S���.�������U#%�1�

[Ωw] ∈
CH`(w)(Y )

P

� ��� � � &($�� $'& � PB� 
4��V%"
w ∈ Sn

� 
4��V%"
k
�_� & ��" V:& � � 
fV

w(k) > w(k+ 1)
�

��W$��� 0
p1 ∗ ◦ p

∗
2[Ωw] = [Ωwsm]

� 
fV
w(k) < w(k + 1)

� ��W$��� 0
p1 ∗ ◦ p

∗
2[Ωw] = 0

�

 � T ���?02" ����" V ��� P(� �9L #'�����$:9	�"��J	>�!���������!�,0_P C�P�3 F #%�Ya :��U������#�P6G � #
� #'�%&>��� ���
"�#�	�"�#'��7O��#%� ���;�	:;���$�!��� 7�#U�'#'����#8	�"���	 �!�������$�!�4&_���4��� � ��7�#8	 �!��#%"

k = w0m
�!�

w0
#%���,�$:R	 #'"��
����:;�����!�K7�#8�$�!�� !��#%��"$� :&5_��� :���#�P;:9�������

w(k) > w(k + 1)
#%���

���p���@�;:��$#'�p�L�
w(m) < w(m+1)

#'� 	 :�"�#'�����$#��U#%�1�>	 ����" � LN:��_��"�#N�%�!��7������$�!�4P

^*�K#%� 7��%7�������7��!��� �
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��� �	

� � ����� � �	
 � ��� � � � � �	������� � � � �

�  	, ���� � � 	 � &($��B$'& � P�� 
4��V%"
w ∈ Sn


4��V%"
k < n

�_� & ��" V:& � � 
fV
w(k) >

w(k + 1)
� ��� � Y

∂k[Ωw] = [Ωwsm ]

fVX����� Y

∂k[Ωw] = 0.


��������������
� ����� W � 0 V ��� P � ? �������p��#
[Ωw0 ]

#'���>�� 1:���#��
Xw0(x, y)

#'�>�p��#��$#%�
Xw#'�(�$#'�

[Ωw]
��# 7��%7����$��#'�1����#%��������7�#%�9:�����"�#%�,	 :�"��$#'���
-�� #'����	2�'"�:;���$�!��� �b�$#%�

∂k

 �!�U:�4���#%� �p��#�	 �!��" ���!���

w ∈ Sn

&
[Ωw] = Xw(x, y)

���
x = (x1, . . . , xn)#'�

y = (y1, . . . , yn)
:
�!#��

xi = c1(Ker(Qi → Qi−1))
#'�
yi = c1(Ei/Ei−1).

� � � � ) ��� � � ��
�
 � ��� � �7� � 
�� � � � ��� ��
�� � � ���'� �9��� ��
 � 
 � � � 
 �7�
�*:����.�%# ����# ��#��'���$�!�4&E���!���
:����$�!�����U�!�1��"�#%"U�p��#W�$#'�T��� :�����#'�H7�#'�.a :��$���%#%:��65

����"���� ����"�:��65K7�#%�$�;:�"����'� �'�@7�#�G6�	<p��4>#%"��I���!�1���� 1:��$#%� :;�65X	>�J���2��P�� #'�@7�# ` "��;D
��<�#%��7���#�� ?fP>� �E�'LN:� !����74L ���J"��%��������:;��7�#H� ��� ���!� #'��CZ:����'�!�65 � � 
 & ��<��%�!"�O��U#HF	� P
CZ:O	�"�#%����# #%��� :�����# � :���:��$�J ���#\�H�%#����$#�� ���p��"�:��1�.� :H�'�!"�"�#%��	 �!��7 :����'# #%�1��"�#
�$#'��	 �����2��PJ�U#%� 7�# G6�	<p��4>#%"��H7�L ����#�	�:�"��8# �T��#%���M�6���$#'� 7�# G;�	<2��4 #'"���74LN:;����"�#
	 :�"�� P#^*�Y�%�!����#%" �!#U�$#'�,��-��U#%� �����	:;���$�!���$�2��# 7�:������ : ��#��'���$�!�A	�"������'7�#%�1��#�P

��� �, 	
	 � ��& $��B$'& ��P�� 
fV
xi

3 �;0 V '�� &9W � � W ��0;07& 3 � 
 )%� �
Un+1−i/Un−i

&2"
yiW �K� W ��0;07& 3�&

Ei/Ei−1
31���?0

K0(X)
�S��W$��� 0 � � �2� " � ��"

w ∈ Sn
Y

[OΩw ] = Gw(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn).

*I������	 �!�6�!�!����:��������Z#'� ���$"�#'"!�$#��'�!"������ :;�$"�#I�����@�;:��1� �

�  	, ���� � � 	 � &($��B$'& �2P�� � ��"����?0
Xw

W � 8���� V �2"	� 3�& 
4�;$ �?)2& � " 3�&
SLn /B

��0 R
06�6� V �;& � W � ��& � T���"o��" V ���

w ∈ Sn

� ��� � Y

[OXw ] = Gw0w(x1, . . . , xn, 1, . . . , 1).


�������� ��
��
� ��W$���2W 3�&
[OΩw0

]
P�� �*:����N� :8���!����D���#�� ���$��� ����"��$#,� :����%���>7�#

[Ωw0 ]
&

�!� : �2�D�2��#
Ωw0

#%���+�$#U�$��#%�,7�#%� � �%"��!�*74L ����#
��#�� ���$��� "��� !���$��O%"�#�7��H3�4�"��
K
P

^*"%&
[K] =

∑
i+j6n

xi

yj

���
xi

#%���\�$:Z��� :�����# 7�#
Un+1−i/Un−i

#'�
yj

�%#�����# 7�#

Ej/Ej−1

P/:I�$����� &#	��������p��#T�$#U�%�J��	��$#c5_#�7�#.VI�!� � ���Ia �!��"�����������#H"��'���J���������!� 7��
a :������%#%:��K����"���� ����"�:�� &����,�J4_���$#'�1� �

[OΩw0
] =

∑

k

(−1)k[ΛkK] =
∏

i+j6n

(
1 −

bj
ai

)
.
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πk
P�� 0E�!���I74L :�4 ��"�74&f�!�J:
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P
^*� :.�

λ−1
(123) = 1

ε3
= 3 − ε1ε3 − ε2ε3

P�:I�$����� �
λ−1

(123) = 3λe − λ(23) − λ(132)

P
^*� :��

λ−1
(132) = 1

ε2
1
ε3

= ε1 = 3− ε2 − ε3
P :9������� �

λ−1
(132) = 3λe−λ(12) −λ(123)

P
^*� :.�

λ−1
(12) = 1

ε2
= ε1ε3 = λ(23)

P



� � � ��� ����� ���!� ���

^*� :.�
λ−1

(23) = 1
ε1

1
ε3

= ε2 = λ(12)
P

^*� :.�
λ−1

(13) = ε−1
2 ε−2

3

P/^*"

ε−1
2 ε−2

3 = ε21ε2

= (3 − ε2 − ε3)ε1ε2

= (3ε1 − ε1ε2 − ε1ε3)ε2

= 3ε1ε2 − 3ε2 + (3 − ε1 − ε3)ε2ε3.
:I�!#��U�$#'� ������:;�����!��� �!"��� !����#����$#%�'&p�!�,��4�����#%�1� �

λ−1
(13) = 8λe − 3λ(12) − 3λ(23) − λ(13).

^*�S�U#'� ���!���T�'#%�H"��%��������:;����7 :���� ����#
� :;��"����%# �b��#%"������%:��$#�� #'�p����# ��"��!����#%�1�
�$#'�!�!#��'��#'��"��

λ−1
w


 �

λ−1
e λ−1

(12) λ−1
(23) λ−1

(123) λ−1
(132) λ−1

(13)

λe 1 0 0 3 3 8
λ(12) 0 0 1 0 −1 −3
λ(23) 0 1 0 −1 0 −3
λ(123) 0 0 0 0 −1 0
λ(132) 0 0 0 −1 0 0
λ(13) 0 0 0 0 0 −1

*I�;���!���
Λ
�'#'����#8� :;��"����%#�P�^*�H�%:����'���$# �

det(Λ) = −1 ∈ Z∗.

� � ) � � �
	 � � 
 ��� �?�7��� � � � � � � �7���	� � 

G_�!� �

V
���

k
Do#%��	 :��%#��!#��'���!"���#��!7�#n7���� #'�������!� F�&%7�#�4 :���#

B = (e1, e2, e3)
P ^*�

������#
x1

&
x2

&
x3

�$#%�%�'�_��"�7��!�����%#'�S����"
V
#'�
y12

&
y13

&
y23

��#%�%�%�2�!"�7��!�����'#%�n7�#
Λ2V:������;�%���'#%�N�T�$:84�:���#

B
# �!�U� :�4 :���#

(e1 ∧ e2, e1 ∧ e3, e2∧ e3)
&1"�#%��	>#�� ���@�!#��U#%�1�%P

^*�A	 �!��#
X = G/B = Drap1,2(V )

P
�
w ∈ W

&4�!� :������;�%�$# ����#U���!��� D=�;:�"����'���
Xw

7�#
G/B

�
Xw = BwB/B

&
�;:�"����'���,7�# G6�	<p��4 #'"��%P$*I�����!���

L
�$: 	�"�� � #�� �����!�

X → P(V )
�p���+�

(L, P ):������;�%�$#
L
& # �

P
�$:�	�"�� � #��'�����!�

X → P(Λ2V )
�2��� �

(L, P )
:������6�'�$#

P
P�� #��'�

	>#%"��U#'� 7�# 7���3 ����" ���A� �!"�	�<������U#+�p���Z#%����#'�Ya :�� � ����#8���
�U#%"����$���\a #%"��
�'#��

G/B → P(V ) × P(Λ2V )
gB 7→ ([ge1], [ge1 ∧ ge2]).



� � �����	��

� ��� � � � �	��� 

����� ��
 �	�

:9�������
G/B

	>#%���
-'��"�#A�2�[�%���
�U#K����# ���!��� D=�;:�"����'���Xa #%"����%# 7�� 	�"��27���� �

PV × P(Λ2V )
&�7��������%#U	 :�"$� L����p� :;�����!�K74L �$���'�$7�#'���%# �

x1y23 − x2y13 + x3y12 = 0.

� � ) � � ��� �'� �,� � 
�� ����� �%�7
�� � � �7����
 � 
 ��
 � �
^*� : ��# 7�� :� !"�:����U#��%���
�
�_�	:;����aZ�������;:��1� �

G/B
j //

L
**VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

P

44

P(V ) ×k P(Λ2V )

p1wwwwoooooooooooo
p2

(( ((PPPPPPPPPPPP

P(V ) P(Λ2V )

^*� :8����3�4�"��I#%� 7�"��!� ��#'�
OP(V )(1)

����"
P(V )

# � ��� :�����"�#
OP(Λ2V )(1)

����"

P(Λ2V )
P/^*�K������#%"�:U7������ �

O(1, 0) = L∗O(1),

O(0, 1) = P ∗O(1).
? ���$���p��#O	>�!��"U���!��� �!����#%"��

U
7�#

G/B
&��$#'� ��#��'���$�!��� 7�#

O(1, 0)
����"

U�%��"�"�#'��	>�!��7�#'�1� :��65�a �!���'�����!���
f ∈ OG(π−1(U))

&2���
π
7��%���� !��#(�$:U	�"�� � #�� �����!�

� :;���!�����2��#
G → G/B

& ��#�����#%�8�p��#W	>�!��"8�������
g ∈ G

# �R	>�!��"8���!�_�
b ∈ B

&

f(gb) = 1
ε1

(b−1)f(g)
&!:����!"��%�$:+���$:�����#�7�#

O(1, 0)
#%��� 1

ε1

&�P �9#,��-��U#�&��$:+���$:�����#
7�#

O(0, 1)
#%��� 1

ε1
1
ε2

P

� � ) � ��� � � 
 
 � 
 ����

[Xw]


�� �7
 ��� 
 � 

εi

 �

ε−1
i���1��"��_7����$������� 7�#%�;5 �����	:����$����� �

�������������� !� & $�� $��fP�� G2�
X

#'���H����#\�;:�"����'��� # �
φ
����# ��#��'���$�!� 74L ���S3�4�"��

����"
X
&4:��$�!"��

V(φ)
7��%���� !��#'"�:W�$#����!����D����	<���� : 7���3����L	 :�"(� L :����p���$:;�����!�J7�#

φ#'�
D+(φ)

��#%"�:U���!�Y�%�J��	������ #'�1�	:���"�#�P

^*� :
Xw0 = X

&�74L �!� �

[OXw0
] = 1.

^*� : �
Xw0s1 = Xw0(12) = {(L, P ) ∈ X,L ⊂< e1, e2 >}

&17��!���
Xw0(12) =

X ∩ V (x3)
P�CZ: ��������#8�������;:��1��#8#'����7��!���8#c5�:��'��#��

0 // O(−1, 0)
×x3 // OX

// OXw0(12)
// 0



� � � ��� ����� ���!� � �

�9�!����& ��: ���$:�����#8#%��� �

[OXw0(12)
] = 1 − ε1.

^*� : �
Xw0(23) = {(L, P ) ∈ X, e1 ∈ P}

&27��!���
Xw0(12) = X ∩ V (y23)

P�CZ:
��������# �������;:��1��# #'����7��!��� #c5�:��'��#	�

0 // O(0,−1)
×y23 // OX

// OX(23)
// 0.

�9�!�����

[OXw0(23)
] = 1 − ε1ε2.

^*� "�#�� :�"��p��#8�2��#U�$:H��������D ��:;"���� � �
Xw0s1s2 = {(L, P ) ∈ X, P = 〈e1, e2〉}	>#%���,-'��"�#87��M3 ���$#8	 :;" �

Xw0s1s2 ∩ D+(x1) = X ∩ V(x3, y31) ∩ D+(x1)

Xw0s1s2 ∩ D+(x2) = X ∩ V(x3, y32) ∩ D+(x2)

Xw0s1s2 ∩ D+(x3) = X ∩ V(x3, y33) ∩ D+(x3) = ∅
:
�!#��T�$:R�%�!�Q�!#'�1���$���O�p��#

yij = −yji
# �
yii = 0

P
G_��"(�	< :��p��# �!�6�!#%"��

D+(xi)
&>�!� 7���3 ��� �+��#Ta :������%#%:��]����4�"�# 7�#
"�:��� K0_&

Ei =
O(−1, 0) |D+(xi)⊕O(0,−1) |D+(xi)

P6^*� 7���3 ��� � 7�#%��
 O��	<�#'�
φi

7�#,�%#'�
Ei
�!#%"��

OX |D+(xi)

:��$�����

Ei → OX |D+(xi)

(α, β) 7→ α× x3 + β × y3i.? ����" ���!���
i, j

&2�!� 7���3 ��� � ����"
D+(xi)∩D+(xj)

&2����#*:�	�	��$��� :;���$�!� � 7�����#I7�#
��"�:������������!�&


pji : Ei → Ej
& "�#�	�"��%��#'�1� �%#T	 :�"�� :R� :;��"����'# �

(
1

yji

xj

0 xi

xj

)

^*� "�#�� :�"��p��#A�2��#Y��#%�
pji

�����p� �'�J��	 :;����4��$#'�%& #'� 	>#%"��U#'����#'�p� 7�# 7���3 ����"%&
	 :�"S"�#��%�J���$#��U#%�1�%&_���Wa :;�$���'# :��\�2��#�� L �!� ������#%"�:

E
����"

X
&_:
�!#��

E |D+(xi) = Ei
P

�9#8	������ ����"
D+(xi) ∩ D+(xj)

&���# 7�� :� �"�:���� #I�����@�;:��1�I#'���,�%���
�
�_�	:;����a �

Ei |D+(xi)∩D+(xj)

pji

��

φi // OX |D+(xi)∩D+(xj)

=

��
Ej |D+(xj)∩D+(xi)

φj // OX |D+(xj)∩D+(xi)

:9������� �$#%�
φi

��#8"�#��%�J���$#%�1� # �I���!����	 #'"��U#'����#%�1��7�#87��M3 ���$" ����# 
 O��	<�#	�

φ : E → OX .



� � �����	��

� ��� � � � �	��� 

����� ��
 �	�

G � &�� L �!� "�#�� :�"��p��#8�p��#��

Coker(φ) = OXw0s1s2
.

�HL :�����"�#8	 :�"�� &�����"
D+(xi)

& �!� : ����#8����� ��# #c5�:��'��#��

0 → O(−1, 0) |D+(xi) → Ei → O(1,−1) |D+(xi) → 0
α 7→ (α, 0)

(α, β) 7→ xiβ
^*" ����"

D+(xi) ∩ D+(xj)
&���# 7��$:� !"�:��
�U#,�������;:��1�A�_���� !��#%� #c5�:��'��#%�K#%���

�%���
�
�_�	:;����a �

0 // O(−1, 0) |D+(xi)∩D+(xj)

inj1 // Ei |D+(xi)∩D+(xj)

pji

��

xi×proj2// O(1,−1) |D+(xi)∩D+(xj)
// 0

0 // O(−1, 0) |D+(xi)∩D+(xj)

inj1 // Ej |D+(xj)∩D+(xi)

xj×proj2// O(1,−1) |D+(xj)∩D+(xi)
// 0

� #��'�7	 #'"��U#'� 74L :
�!�!��" ����#8����� ��#8#M5�:�� ��#87�#
OX

D �U�_7����$#%� �

0 // O(−1, 0)
inj1 // E

×x
// O(1,−1) // 0 .

G ���!�A	 #'���I:��$�!"�� 7��%7����$"�#��$#%� 7�#'�65K"��%�������	:���� �����@�;:��1��� � 74L ����#8	 :�"�� �

[E ] = ε1 + ε2,
#'� 7�LN:��_��"�#�	 :�"�����#��'�J�
	��$#M5_# �������;:��1���b�%�J��	��$#c5_#*7�#8VI��� � ���'
S#'���,�$�;� :���#��U#%�1�
#M5�:�� � & 7������8#M5�:��'�%&f#'�����/a �!��"������ ����#8"��%�����$�����$�!� 7�#

OXw0s1s2

�

0 −−−→ Λ2E −−−→ E −−−→ OX −−−→ OXw0s1s2
−−−→ 0.

:9������� �
� 	, 
�( ��>������ !�#&($���$�� P��

[OXw0s1s2
] = 1 − ε1 − ε2 + ε1ε2 = (1 − ε1)(1 − ε2).

^*� :!�
Xw0s2s1 = {(L, P ) ∈ X,L =< e1 >}

&n7��!���
Xw0s2s1 = X ∩

V (x2, x3)
&>#%�D	>�!��:��1�

E = O(−1, 0) ⊕ O(−1, 0)
& ��� :\� : ����� ��#H#c5�:��'��#
����� D

�;:��1��#87��!�����%#8	 :�"���#��%�J��	��$#c5_# 7�#UVI�!� � ��� �

0 // Λ2E // E // OXw0s2s1
// 0 .

:9������� �

[OXw0s2s1
] = 1 − 2ε1 + ε21 = (1 − ε1)

2.
� ����7��$�!���

Xe

P



� � � ��� ����� ���!� � �

CZ: ���!��� D=�;:�"����'���
Xe

	 #'���,-'��"�#��2��#H:;�$����� �




Xe ∩ D+(x1) = X ∩ V(x2, x3, y31) ∩ D+(x1)
Xe ∩ D+(x2) = X ∩ V(x2, x3, y32) ∩ D+(x2)
Xe ∩ D+(x3) = X ∩ V(x2, x3, y33) ∩ D+(x3)

*I�;���!���
E
�$#Wa :������%#%:�� �$�;� :���#��U#%�1�R����4�"�# 7�#K"�:��� 0]�p��� ���p��#%" �_��#%�1�U7 :���� �$:

"��'���J���������!�U7�#
Xw0s1s2

# �! 1:�"�7��!�����$#'� ���;�	:;���$�!��� 7�#(�%#�	�:�"�:� �"�:�	�<�#�P_? �!���!��� �

Ẽ = E ⊕ O(−1, 0).
C #8�%�!��� �!:��,7�#

Ẽ
φ⊕(×x2)

// OX#%���

Xe.�9�!���H��#X�%�J��	��$#c5_# �������;:��1� � �'�J�
	��$#M5_#K7�#HVI�!� � ����
R	 #'"��U#'�U74L : ���!�$" ����#
"��'���J���������!� 7�#

Xe

0 −−−→ Λ3Ẽ −−−→ Λ2Ẽ −−−→ Ẽ −−−→ OX −−−→ OXe −−−→ 0.
�9�!��� ��� ��4�����#%�1� �

� 	, 
�( ��>������ !�#&($���$���P��

[Xe] = 1 − 2ε1 − ε2 + ε21 + 2ε1ε2 − ε21ε2 = (1 − ε1)
2(1 − ε2).

� � ) � � ��� � � ��
����*��� � ��
��
[Xw]

� ��� � 
 � � ��� 
�� 
��
λw+��%����� �!���D�$#%� "��%��������:;��� 7�#E�$: ���!����D���#�� ���$��� 	�"������%7�#'�1��# ����" ��� <�#c5�:hD

 !"�:��
�U# �

[OXw0
] = 1

uullllllllllllll

((PPPPPPPPPPPP

[OXw0s1
] = 1 − ε1

��

[OXw0s2
] = 1 − ε1ε2

��
[OXw0s1s2

] = (1 − ε1)(1 − ε2)

))SSSSSSSSSSSSSS
[OXw0s2s1

] = (1 − ε1)
2

vvnnnnnnnnnnnn

[OXe ] = (1 − ε1)
2(1 − ε2)
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����� ��
 �	�

� 	, 
�( ��>������ !�#&($���$��2P��  @� � W1&;0 � & W ��" V ���?0 0��_V%8�����"+&;0�Y

[OXw0
] = 1

[OXw0(12)
] = 1 − λ−1

(132)

[OXw0(23)
] = 1 − λ−1

(123)

[OXw0(123)
] = 1 + λ−1

(123) − λ−1
(132) − λ−1

(23)

[OXw0(132)
] = 1 + λ−1

(132) − λ−1
(123) − λ−1

(12)

[OXw0(13)
] = 1 + λ−1

(123) + λ−1
(132) − λ−1

(12) − λ−1
(23) − λ−1

(13)
� � & ���	���;&�� W � TU��" � V �;& 3�&
�;$�����'�& T6& ��"=3�& )	��07&;0 &;02" 32��� � �;& ����� Y

[OXw0
] [OXw0s1

] [OXw0s2
] [OXw0s1s2

] [OXw0s2s1
] [OXe ]

λ−1
e 1 1 1 1 1 1
λ−1
s1

0 0 0 0 −1 −1
λ−1
s2

0 0 0 −1 0 −1
λ−1
s1s2

0 0 −1 1 −1 1
λ−1
s2s1 0 −1 0 −1 1 1
λ−1
w0

0 0 0 0 0 −1
 @� ����"+& ���

P (λ−1
w )

�;&2"�"-& TU��" � V �;& �

 � T ���?02" ����" V ��� P(� ^*�J:��

[OXw0(123)
] = 1 − ε1 − ε2 + ε1ε2

= 1 − λ−1
(132) − λ−1

(23) + λ−1
(123).

^*�A� :����%����# �

[Xw0(132)] = 1 − 2ε1 + ε21
= 1 − 2ε1 + (3 − ε2 − ε3)ε1

= 1 + ε1 − ε1ε2 − ε1ε3

= 1 + λ−1
(132) − λ−1

(123) − λ−1
(12).

? ����"�� :R���$:�����#
[OXe ]

& �!�,: �

[OXe ] = (1 − ε1)
2(1 − ε2)

= 1 − 2ε1 + ε21 − ε2 + 2ε1ε2 − ε21ε2

= 1 + ε1 − ε2 + ε1ε2 − ε1ε3 − ε21ε2

= 1 + λ−1
(132) − λ−1

(23) + λ−1
(123) − λ−1

(12) − λ−1
(13).
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^*�K#%� 7��%7������,�$#*"��%��������:;�������@��:;�p� �

� 	, 
�( ��>������ !�#&($���$��pP�� 	 � TU��" � V �;& 32��� �>����"
[Ow]

& � , �����2" V ��� 3�&;0
λw&;02" Y

[OXw0
] [OXw0s1

] [OXw0s2
] [OXw0s1s2

] [OXw0s2s1
] [OXe ]

λe 1 −2 −2 1 1 −1
λs1 0 1 0 0 −1 1
λs2 0 0 1 −1 0 1

λs1s2 0 1 0 1 −1 −1
λs2s1 0 0 1 −1 1 −1
λw0 0 0 0 0 0 1


 � T ���?02" ����" V ��� P(� � � ��� � �
74L :�	�	������p��#'".� :A� :;��"����%#
Λ
7�#W�	< :��� !#��U#%�1�
7�#

4 :���#%��� #M56	�"�#'�����$�!� 7�#%�
λ−1
w

7 :����$�$:.4 :���# 7�#%�
λw

P�:9����"�#�� #'�p�@7���� �
P (λw) =

Λ × P (λ−1
w )
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 � ����� � �
:I��:;�p�97�#.�'�!�1�����2��#%"+	����������!�$��&f:;����:�"�7�������Do���!���I���]	>#%�F� 7��!����#'"+� :��$�$����#

7�#'�*��� 5]	>�J���2��P�� #'�I7�# ` "�����<�#'��7���#�� ?
G

#'�*7�#%�*���@5O	 �����2��PJ�U#%�I:�7 � �!���1���97�#
CZ:����'�!�65

H
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#%��� ��� �$7��%:���� 7�"��!� ��#
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fV
I
&;02" �2� V�3 ����W � '1� � �;$�&.3�&
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A
�	����"+& �>����"
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0 // V // E // E/V // 0
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HomD(−, V )
�p����#%��� #M5�:�� � & �!� �J4_���$#'�1�\�$:
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0 // HomD(E/V, V ) // HomD(E, V ) // HomD(V, V ) // 0 .
? ���$���p��#874LN:�	�"�O'�9F�P F�P /
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I◦/I◦I
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HomD(V, V )
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G_��	�	 �!���!���>�2��#
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I
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A
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�


 � T ���?02" ����" V ��� P(� ^*� 	 #'���K����	�	 �!��#%"X�p��#
A = EndD(E)

: ��#��D��#%� ����D
�	:����$����� 	�"������%7�#%�1��#'�%P

I
�'L����%"���� :��$�!"��

HomD(E/V,E)
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
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
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
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

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
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


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
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
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
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1I1, . . . , I

◦
1Ir/I

◦
1I1).


 � T ���?02" ����" V ��� P(� ? �!���!���
B = EndA(I◦1 ) = I◦1/I

◦
1I1

� �'�!"��J��� :���"�# F�P F�P�3 5 
 P
�9L #%���@����#*:��� !O�4�"�#�74L : � ��� :
�1:�����" k 74L �$��7����%#

d = indA
#'� 7�#97�#� !"��

n− i1
P

? ����" ���!���
j
&%	>�!���!���

Jj = I◦1Ij/I
◦
1I1

P�^*� :
Jj ⊂ B

&n#'����#%�
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(I2, . . . , Ir)
I1 ⊂ I2 ⊂ . . . ⊂ Ir ⊂ A
Ij

��7�� :�� �� 1:;���	<�#

dimk Ij = nij



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
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I1 ⊂ . . . ⊂ Ir−1 ⊂ Ir ⊂ A

Ij
�$7��%:��7�9 1:����	<�#

dimk Ij = nij





φ //





(J1, . . . , Jr−1)
J1 ⊂ . . . ⊂ Jr−1 ⊂ Ir/I

◦
r Ir

Jj
�$7�� :��7�  1:����	<�#

dimk Jj = ijir





^*� 	 #'���J����	�	>�!��#'"H�p��#
A = EndD(E)

	 ����" ��� �%�!"�	��H !:����	<�#
D

7�#
7���� #'�������!�

d2 ����"
k
#'�����

D
D �!#��'����"��$#����,7�"��!����#

E
7�# 7���� #'�������!�

r
P7:(�$�!"��

n = rd
PSG_�!� �

Vr ⊂ E
��#��,�2��#

Ir = HomD(E/Vr, E)
PN^*� : :��$�!"��

B =
EndA(Ir) = Ir/I

◦
r Ir = Hom(E/Vr, E/Vr)

� �'�!"��J��� :���"�#IF�P F�P�360 
 P



� � ��������
 � �	� � � � ����
 ����� � ���	� � ��������� � � �	�
PGLn

C #I7�� :� !"�:���� #$�'�J�
�H���	:;����a������@��:;�p�S7��!�1���$#%� 
 O��	<�#%����#%"������%:��$#'� �����p� 7��!�_D
���'#%�,	 :�"$� :R	�"��J	>�!��� �����!�KF�P F�P -R	>#%"�� # � 7�#8�%�!�����$��"�# �




(I2, . . . , Ir−1)
I1 ⊂ . . . ⊂ Ir−1 ⊂ Ir ⊂ A

Ij
�$7��%:��7�9 1:����	<�#

dimk Ij = nij





φ //

��





(J1, . . . , Jr−1)
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y1 + . . .+ ym = n.

Q " �;& W ��&;02" & ���	��� & � � �2V%8���W1& ��" � 07& 32��� � & � �_� & 06��W ��" V ��� 3�&�Y




x1, . . . , xn > 0,
x1 + 2x2 + . . .+ nxn = n,
x1 + x2 + . . .+ xn = m.
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7 :����,��# "�#��'�	:;�� J�$# 7�#U�$:�"� �#%��"
m

#'� 7�#8< :��_��#%��"
A
P

C # ��<��%�!"�O��U# �����@�;:��1� #%��� ����#W�;:�"��$:��1��# 7�� ��<��'�!"�O�� # 7�L G ����#%"R�%:����'��� :��1�
� :Aa �!��� ���$���S J�'���%"�:;��"����%#U7�#

P (n)
PZ� � #%��� �J"�:�	�	�"��;�	<�#'"H7�� ��<��%��"�O��U#\: 7��

	 :�"�:� !"�:�	�<�# 0_PN0
7�# � � � � P

��� �, 	
	 � � �($��B$)"��ZP�� �nV �_���?0 �_� & ��" V:& �
A ∈ N∗ � 	 ��, �����2" V ��� ' � � � ����R

" � V �;& 3�&
P (n,m,A)

� ��� �����2"+& �>����" �
Z[[x, y]]

��&;02"@Y

ΞA(x, y) =

A∏

i=1

1

1 − xyi
=
∑

n,m

P (n,m,A)xmyn.
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A∏

i=1

1

1 − xyi
=

A∏

i=1

(
∑

ji>0

xjiyiji)

=
∑

x1,...,xA

xx1+...+xAyx1+2x2+...+AxA

� � ��� �U�I:����!"�� 7�LN:�	�	��$���2��#%"$�$#���#���� #9F�P C�P -2P

�������������� !� �($��B$)" ��P�� G_�!� �
n > 1

��� #'�p���$#'"%P�G_�!�$#'�1�
r > 1

&
m1 . . . , mr

# �

A1, . . . , Ar 2r
#%�1���$#%"��%& ����#

((m1, A1), . . . , (mr, Ar))
D=	 :�"��������$�!�K����"����'��#�7�#

n#%��������#8���J���������!� 7�� ���2����O��U#�#'�H��#%�
yi,j

�������;:��1� �




∀i = 1 . . . r

{
Ai > yi,1 > . . . > yi,mi

> 1
yi,1 + . . .+ yi,mi

= ni
n1, . . . , nr > 0
n1 + . . .+ nr = n

*I����� ������#'"��!���
Q(n, (m1, A1), . . . , (mr, Ar))

��#n���J�R4�"�#S7�# ��#�����#%�I	 :�"���� ���$�����%P
C L #'�1���$#'"

q(n, (m1, A1), . . . , (mr, Ar))
��#'"�:��$#L�%:�"�7��$� :��;7�#%�

(s1, A1), . . . , (sr, Ar)
D

	 :�"���� ���$�����
����"����'��#'� 7�#
n
	>�!��"

s1 6 m1, . . . , sr 6 mr

& � P #�P%��# ���J�R4�"�# 7�#



���9� ��������
 � �	� � � � ����
 ����� � ���	� � ��������� � � �	�
PGLn

�����$�����$�!��� 7��H	�"��J4���O��U# �����@�;:��1� �




∀i = 1 . . . r

{
Ai > yi,1 > . . . > yi,mi

> 0
yi,1 + . . .+ yi,mi

= ni
n1, . . . , nr > 0
n1 + . . .+ nr = n

^*�A	 :�"���#%"�:U:��$�!"��@7�#
((m1, A1), . . . , (mr, Ar))

D 	 :;"���� �����!� 7�#
n
P

�  � ������ � �($��B$)" �2P�� ? ����" 7�#%�9#%�1����#%"��
m,A

& �!� ������#%"�:
π(m,A)

�$: 7��$����"�� D
4������$�!� :������;�%���%#U�9� :.a �!��� �����!�

p
�

N → N

i 7→ π(m,A)(i) = p(i,m,A).
+�:�	�	>#��$�����!� : 7��M3 ��� ���$��� 7��H	�"��27������ 7�#U�'�!�Q�!�J���������!� �

�������������� !� �($��B$)" �pP�� G_�!��#%�1�
f, g

7�#%�65Ya �!���'�����!��� ����"
N
P#C #U	�"��27���� ��7�#

�%��� ���J�$�_���$��� #'���,� :.a �����'���$�!�K����"
N

7���3 ����#87�#8� :.a :��'�!�,�������;:��1��#��

N → N

n 7→ (f ? g)(n) =
∑n

l=0 f(n− l)g(l).
�������
	���
�� � $�� $)" �fP�� + #�	�"�#%���!�����$#%� ���;�	:;���$�!��� 7�#Y�$: 7���3 ���������!� 	�"������ D
7�#'�p��#�PSG_�!� L ��� 7���3 ��� � �$#'�U7�#%�65 ���%"��$#%� a �!"�� #����$#'��� :�	�	 :�"���#'� :��1�
�F� LN:;����# :;�

Z[[t]]

 �

F (t) =
∑

n f(n)tn

G(t) =
∑

n g(n)tn
���

∀n
&
f(n), g(n) ∈ Z

P�:����!"��$�$:
���%"��$#8	�"��_7������
FG

� � P #�P���#�	�"��27���� � 7�#
F

#'�

G
7�:������ L :�����#%:��

Z[[t]]

@#'����#M5�:�� ��#��U#%�1� �

FG(t) =
∑

n

f ? g(n)tn.

�������
	���
�� � $�� $)"���P�� C L �J	/�%"�:���#%��"
?
#%���E:������6�'� :;����ap#'�I�'�J���
���	:�����ap# �7� L ����� D

�U#%�1� ����� � �8#%���(�$:.a �!��� ���$���Y�p��� �;:��_�
1
#'�

0
# �

0
:;������#%��"��%P

C # ��<��%��"�O��U# �����@��:;�p�
	>#%"��U#'�U7�#H� :����%����#%"9��#%� a �!���'���$�!���
q
�Z	 :�"����$" 7�#'�

a �!��� �����!���
p
�

��� �, 	
	 � � �($��B$'& ��P�� 
4��V:& ��"
r > 1

&2"
(m1, A1), . . . , (mr, Ar)

3�&;0 & � R
" V:& �;0 � � W$��� 0�Y

q(−, (m1, A1), . . . , (mr, Ar)) = π(m1 ,A1) ? . . . ? π(mr ,Ar)
� � &;02" R ��R 3�VX�;& W � 3�V102" � V�) ��" V ��� ��0;06�6� V �;& �

q(−, (m1, A1), . . . , (mr, Ar))
&;02"*W1&

�>���*3 �_V%" 3�&
�	����8���W ��" V ��� 3�&;0 3�V102" � V�) ��" V ���?0���0;06�6� V �;&;0 �
p(−, mi, Ai)

�
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 � T ���?02" ����" V ��� P(� � �@5_�!��� ���
n
P6?E�!��"

r = 1
&
�;L #'���I���$:��$"'&�	����$���2��#

q(n, (m1, A1)) =
p(n,m1, A1)

P(G �.#
� #'�%&
π(m1 ,A1)(n1) = p(n1, m1, A1)

#%��� #c5�:��'��#��U#%�1�D�$#
���J�.4�"�# 7�#8���J�$�����$�!��� 7�# �

{
A1 > y1 > . . . > ym > 0,

y1 + . . .+ ym = n1.

G_��	�	 �!���!���I7��!���
r > 2

P
q(n, (m1, A1), . . . , (mr, Ar))

�'�J�
	_��#U�$#H���J�R4�"�#
7�#8�����$�����$�!��� 7�# �





{
A1 > y1,1 > . . . > y1,m1 > 0

y1,1 + . . .+ y1,m1 = n1PPP
{
Ar > yr,1 > . . . > yr,mr > 0

yr,1 + . . .+ yr,mr = nr
n1, . . . , nr > 0
n1 + . . .+ nr = n

:�����"�#�� #'�p��7�� � &6�%#'��#'�p���$#'",�'�J��	���#���#%� ���J���������!���@7�#��









{
A1 > y1,1 > . . . > y1,m1 > 0

y1,1 + . . .+ y1,m1 = n1PPP
{
Ar > yr−1,1 > . . . > yr,mr−1 > 0

yr−1,1 + . . .+ yr−1,mr−1 = nr
n1, . . . , nr−1 > 0
n1 + . . .+ nr−1 = m




{
Ar > y1,r > . . . > y1,mr > 0

y1,r + . . .+ y1,mr = nr
nr > 0

m + nr−1 = n

�9�!���

q(n, (m1, A1), . . . , (mr, Ar)) =∑n
nr=1

∑n
m=1 π(mr ,Ar)(nr) × q(m, (m1, A1), . . . , (mr−1, Ar−1)) × χn(m + nr)

���
χn

#%���+� :
a �!���'�����!�O�%:�"�:��'� �'"����������p��#
7�#
n
�2���>�;:����*���!� � �!��"��*5 ��:���an#'�

n���K#����$#+�;:����
1
P#C # "��%��������:;� #%���*:��$�!"�� :����p������	 :�" "����%��"�"�#'���%#�����"

r
P
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 ����� � ���	� � ��������� � � �	�
PGLn

�������
	���
�� � $�� $'&("�P�� �9:����9� :,����� ��#�& �!�E���'"��$"�:
y = (A > y1 > . . . >

ym > 0)
	>�!��" 7��'���� ���#%"�� : ���J�$�����$�!� 7��H	�"��J4���O��U# �����@�;:��1� �

{
A > y1 > . . . > ym > 0

y1 + . . .+ ym = n
G �9���O���'"���"�:

|y|
	 ����"

y1 + . . .+ ym
P��9������&

y = (A > y1 > . . . > ym > 0)#%��������#
(m,A)

D=	 :�"��������$�!� 7�#
|y|

P

� � � � � ��� �'� � �?������� 
 � � � ���*� � ��� � ��
�� ��
����
�������������� !� �($��B$'&%&fP�� G_�!� �

λ = (λ1 > . . . > λd)
����#
	 :;"���� �����!�4P G2�!�$#'�p�

ci
	 ����"

i > 1
7�#'� �$��7��'��#'"��U�$���'#%�'P�^*� 7��M3 �������$#+	>�J�@�_��PJ� #�7�#8G;�	<2��"$�%�!"�"�#%� D

	>�!��7 :��1� �

∆λ(c) = ∆λ1 ,...,λd
(c) = det(cλj+j−i) ∈ Z[ci, i ∈ N∗]

#%�Y	>�!��:��1�
cn = 0

���
n < 0

&�#'�
c0 = 1

P

�  � ������ � �($��B$'& � P�� G_�!� �
E
���\3�4�"��(��#��'���!"���#��>7�#9"�:��� 

n
����" ����#(�;:�"����'���

X
P�G_�!� �

d
��� #%�1����#%"�	��$���N	 # �����N�p��#

n
&6	>�!�������

Y = Drapd(E)
& ��#,3�4�"��*#'�

d
D

 !"�:������ :������$#'����#%� :������;�%���(�
E
P *I�;���!���

f
� :�	�"�� � #�� �����!�

Y → X
P;^*�U7��$��	 �!��#

74L ����#8��������#8#c5�:��'��# �����@�!#'"���#�����# �

0 // S // f ∗(E) // Q // 0
���

S
#%���(�$#8���!����D 3�4�"�� ��:��������$�J !���p��# 7�# "�:��� 

d
& #'�

Q
��#83�4�"��U�p��������#%�1� �	:��2D

�����$�J !���p��#*7�#8"�:;�� 
n− d

P#^*�H	>�!��#8	>�!��"
i > 0

�

ci = ci(Q− f ∗(E)) = ci(S)
���W�$:Ta �!��� �����!�

ci
#%���$� :

i
DoO��U#����$:�����#*7�# � <�#%"�� ��� � �4& G_#��'���$�!� F_P 0	�2	>�!��"���#%��"

7��M3 �������$�!� # �9	�"��J	�"����'���%� 
 P ? ����" ����#X	 :�"���� ���$���
λ = (λ1 > . . . ,> λd)

& ���
������#%"�: ����:����%����# :��R4��� !�� ��� �4L #%���
�F�%"�:��$��7�"�#

∆λ

��#Y	>�J�@�_��PJ� # 7�#,G6�	<p��"
� 7���3 ��� �����!�X	�"������'7�#%�1��# 
I:������;�%���T�9�'#%����:��$#%��"�� 7�#

ci
P

�HL :�	�"�O%� � � � &p?n"��J	>�!��� ���$��� 3%C�P �_P -	� &1�!� :U��#�"��%��������:;� �����@��:;�p� � 7����n��<��'�!"�O�� #
7�# � :X4 :;��#�
��p���n#%��������#
 ��%���'"�:����$��:����$��� 7�# � :Wa �!"��H���$# 7�# ` � :��.4 #���� : ��� ���4&
? "��J	>�!���������!� 3 C�P ��P C ��
 �

� 	, 
�( ��>������ !� � $�� $'& �ZP�� 
fV
X

&;02" �_� & 8���� V �2"	� 0��2�
k

3�& 3�VXT6& �?0 V ���
N

�
&2"

E
�_�	
 )%� �	3�& ������'

n
�9��W$��� 0 � � �2�

d < n
&2"
k 6 d(n − d)

� VXW & �!V102"+& �2�
V106��T ��� ��$2V10 T6&H��������� V � ��&

⊕
λ CHk−|λ|(X) → CHk(SBd(E))

αλ 7→ ∆λ.f
∗(αλ)



��� � � ��� ����� � ������� ��� ����� � � � ��� � � � � ��
 ������� ��� � ���	� ������� � � �

��� W � 06��T T6& &;02" �>� V107& 0��2� " � ��"+&;0 W1&;0 �����2" V%" V ���?0
λ = (λ1 > . . . > λd)

"+& WXW1&;0
� ��&

n− d > λ1 > . . . > λd > 0
� &2"

∆λ

� �2"	� 3 ��
n� V:& �>� �	� �43�& T T6& ��" �
�  	, ���� � � 	 � � $��B$'& ��P�� � 8�&	� W1&;0 ����" ��" V ���?0�3�& W � �>��� � �70 V%" V ��� �>� �	� �43�& ��"+&��
��� 3�V10	� �707& 3�� �2� V106��T ��� ��$2V10 T6&8Y

CHk(Drapd(E)) →
k⊕

i=0

CHk−i(X)p(i,d,n−d)

��� W � , �����2" V ���
p
� �2"	� 3 ��
n� V:& � ���������7'�������$�& �>� �	� �43�& ��" �


 � T ���?02" ����" V ��� P(� � � ��� � �,7�# "�#�� :�"��p��#%"X�p��#Z�$# �����R4�"�# 7�#Z	�:�"����������!���

λ = (λ1 > . . . > λd)
:
��#��

n− d > λ1 > . . . > λd > 0
:
�!#��

|λ| = i
	>�!��" ���

i
7��!����� #'����#M5�:�� ��#�� #'�p�(�$# ���J�R4�"�# 7�#

(d, n− d)
D 	 :�"���� ���$����� 7�#

i
P

� ��� � � � $�� $'& �2PB� 
4��V:& ��"
S
�2� &

k
R+8���� V �2" � &2"

E
�2� 
 )%� � 8�&	�2" ��� V:& W�3�& ������'

n
0��2�

S
� 
4��V:& ��"

r > 1
&2"

1 6 i1 6 . . . ir+1 6 n
3�&;0 & ��" V:& � 0 � ���706���?0

Y =
Drapi1,...,ir+1

(E)
&2"
X = Drapi1,...,ir(E)

� � W$��� 0 VXW & �!V102"-& �_� 
 )%� � 8�&	�2" ��� V:& W
W0��2�

X
3�&8������'

n− ir
"+& W�� ��&8W � ��� ��V%"nW1& 3�V �7'�����T T6&��	��T T�� " ��" V , 0��_V%8�����"SY

Drapi1,...,ir+1
(E)

((QQQQQQQQQQQQQ

%%

∼ // Drapir+1−ir(W)
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Drapi1,...,ir(E)

��
S


 � T ���?02" ����" V ��� P(� ^*� 7�����	>�!��# ����"
Drapir(E)

7�� 3�4�"�� �	:;�����J���J !���2��#
Vr

��#��
�p��#W	>�!��"8���!�_�

W ∈ Drapir(E)
&E��� :����

(Vr)W = W
� �$:Y�'�!������"���� �����!� #%���

� :T�
-�� #+�p��#87 :;���$� :.	�"�#%�6�!#87�� ��<��'�!"�O�� #8F_P 0_P 3 
 P�*I�;���!���
πr
�$:.	�"�� � #�� ���$���

� :;����"�#�����#
Drapi1,...,ir(E) → Drapir(E)

#'�
π
�$:�	�"�� � #�� �����!�

Drapi1,...,ir(E) →
S
PJ^*� :I����#@���������������!�

π∗
rVr → π∗E

P&:��$��"��E�!�R�%��������"���� �L�$#�3�4�"��N�!#��'���!"���#��
W����"

Drapi1,...,ir(E)
�'�J��� #T�'�	:;�p�8��#.�p�������$#'�p�%&�� P #;P ��#�� �p��#9�$: ����� ��#������@��:;�p��#

������� #M5�:�� ��# �

0 // π∗
rVr // π∗E // W // 0.

:9������� &I	 �!��"��������
(V1, . . . , Vr) ∈ X, W(V1 ,...,Vr) = Eπ(V1,...,Vr)/Vr

P
W

#%���
7��!��� ���Y3�4�"��87�#8"�:��� 

n− ir
P

C LN:�	�	��$��� :;���$�!�
(V1, . . . , Vr+1) 7→ Vr+1/Vr

a �!��"������ 7��!���S	>�!��"K���!����#
k
D

:��� !O�4�"�#
R

����#J:�	�	������ :����$��� �
Drapi1,...,ir+1

(E)(R) → Drapir+1−ir(W)(R)
P
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
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dimk I = nm




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RÉSUMÉ

Fixons un corps k. Les variétés homogènes projectives X sous un
groupe G déployé ont une géométrie assez simple. La décomposition de
Bruhat fournit en effet une décomposition cellulaire de ces variétés. Il
en résulte que si on note Xw les variétés de Schubert alors l’anneau de
Chow est un module libre sur les [Xw] et l’anneau de K-théorie K0(X)
est un module libre sur les [OXw

], classes des faisceaux structuraux des
variétés de Schubert. On en déduit en particulier que l’anneau de Chow
est sans torsion. En fait, la base [OXw

] fournit la filtration topologique
de l’anneau K0(X) et redonne la base [Xw] par passage au gradué.
D’autre part, l’anneau K0(X) admet une seconde base dite base de
Pittie-Steinberg qui, quant à elle, est invariante sous l’action du groupe
de Galois.

Le chapitre II de la thèse revient, dans le cas des drapeaux com-
plets associés à un espace vectoriel, sur les résultats connus concernant
la combinatoire donnant les expressions des faisceaux structuraux dans
l’anneau de Grothendieck, ce qui permet, en suivant les travaux de Las-
coux notamment, d’exprimer combinatoirement la matrice de change-
ment de bases entre les deux bases ci-dessus. Dans le cas n = 3 nous
donnons des résolutions explicites des faisceaux structuraux des variétés
de Schubert en termes des fibrés de Pittie-Steinberg.

Les groupes de Chow sont connus en codimension 1 et ont été étudiés
en codimension 2 par Karpenko dans le cas des variétés de Severi-Brauer.
Si A est une algèbre simple centrale, le calcul des motifs des variétés ho-
mogènes projectives sous PGL(A) se ramènent sous certaines conditions
au calcul de motifs de variétés de Severi-Brauer généralisées, formes de
grassmanniennes, comme l’ont montré Calmès, Petrov, Semenov et Zain-
ouline. Dans le chapitre III, nous construisons des isomorphismes de
variétés explicites qui permettent de ramener le calcul des groupes de
Chow de variétés homogènes projectives au calcul de groupes de Chow
de variétés de Severi-Brauer généralisées.

Les techniques décrites dans le chapitre III sont réutilisées au chapitre
IV pour redémontrer un résultat de Karpenko sur la décomposition du
motif de Chow de variétés de Severi-Brauer SB(Mn(A)).
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