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RESUME

Fixons un corps k. Les variétés homogénes projectives X sous un
groupe G semi-simple déployé ont une géométrie assez simple. La dé-
composition de Bruhat (|3, 14.12|) fournit, en effet, une décomposition
cellulaire de ces variétés. Il en résulte que si (X,,),, désigne les variétés de
Schubert, alors 'anneau de Chow est un module libre sur les [X,, ], et ’an-
neau de K-théorie Ky(X) est un module libre sur les [Oy, ], classes des
faisceaux structuraux des variétés de Schubert. On en déduit en particu-
lier que ’anneau de Chow est sans torsion. En fait, la base des ([Ox,,])w
fournit la filtration topologique sur K((X) et redonne par passage au gra-
dué la base ([Xy])w. D’autre part, 'anneau Ky(X) admet une seconde
base introduite par Pittie et Steinberg ([50], [57]). Cette seconde base a,
quant a elle, ’avantage d’étre invariante par I’action du groupe de Galois.

Restreignons-nous au cas des variétés de drapeaux complets associés a
un espace vectoriel V. Le chapitre II regroupe des résultats connus sur
la géométrie de telles variétés et la combinatoire donnant les expressions
des classes des faisceaux structuraux dans 'anneau de Grothendieck en
fonctions de classes de fibrés tautologiques (polynomes de Grothendieck),
puis donne la matrice de changement de bases entre les deux bases citées
plus haut, de maniére combinatoire, grace au produit scalaire introduit
par Lascoux ([39]) dont le pendant géométrique est donné par ([6]).
Ce chapitre permet outre de résumer les résultats connus, de mettre
en paralléle les techniques combinatoires et géométriques. Dans le cas
n = 3, nous donnons des résolutions explicites des classes des faisceaux
structuraux des variétés de Schubert en termes de fibrés de la base due
a Pittie et Steinberg.
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Les groupes de Chow en codimension 1 des variétés homogenes pro-
jectives sont connus (voir par exemple [48, théoréme 2.1]|). N. Karpenko
a calculé les groupes de Chow en codimension 2 des variétés de Severi-
Brauer, cas particulier de variétés homogénes projectives sous PGL(A)
pour une algébre simple centrale A. Le calcul des motifs des variétés ho-
mogénes projectives sous PGL(A) se raméne sous certaines conditions,
grace a une suite de fibrations en variétés de Grassmann, au calcul du mo-
tif d’une variété de Severi-Brauer, comme ’ont montré Calmeés, Petrov,
Semenov et Zainouline dans [7]|. Dans le chapitre III, nous construisons
des isomorphismes explicites permettant de décrire les variétés homo-
geénes projectives sous PGL(A) comme chaines de fibrations en variétés
de Severi-Brauer généralisées. Ceci permet de donner une expression ex-
plicite des groupes de Chow de certaines variétés homogénes projectives
sous PGL(A) en fonction de groupes de Chow de variétés de Severi-
Brauer ou Severi-Brauer généralisées (|34, définition 1.16]).

Les techniques utilisées au chapitre III sont employées au chapitre IV
pour redonner une preuve d’un résultat de Karpenko ([31, Section 1]) qui
consiste a décomposer pour un certain entier r et une algébre A simple
centrale sur k, le motif de SB(M,(A)) en fonction du motif de SB(A).
Cela rend par exemple plus explicite la projection Pr et I'immersion fer-
mée In définis par Karpenko dans [31, Section 1.1].



CHAPITRE 1

INTRODUCTION

Ce chapitre d’introduction a deux objectifs : tout d’abord présenter
de facon succincte les résultats de ce texte et d’autre part, décrire ra-
pidement les principaux outils et objets qui y interviennent, comme les
groupes de Chow, la K-théorie, les motifs de Chow, ou le vocabulaire des
groupes algébriques.

1.1. Description

Fixons un corps k.

Les variétés homogénes projectives X sous un groupe G semi-simple
déployé sur k ont une géométrie assez simple. La décomposition de Bru-
hat ([3, Proposition 14.12]) fournit, en effet, une décomposition cellulaire
de ces variétés sur k (|3, Proposition 21.29]). Il en résulte que si (X,,)qy
désigne les variétés de Schubert, alors I’anneau de Chow est un module
libre sur les [X,,] [28, Lemme 5|, et 'anneau de K-théorie Ky(X) est un
module libre sur les [Ox, |, classes des faisceaux structuraux des variétés
de Schubert (cf. [51, Chapitre 7, proposition 3.2] et |58, Proposition 9.3,
p. 2577]). On en déduit en particulier que I'anneau de Chow est sans
torsion.

Il est alors légitime de calculer les groupes de Chow et groupe de K-
théorie des variétés homogénes projectives, autrement dit d’explorer la
situation dans le cas non déployé.

Dans son article On the algebraic K-theory of twisted flag varieties
([47]), Panin calcule la K-théorie des variétés homogénes projectives,
résultat qui généralise le calcul de la K-théorie des variétés de Severi-
Brauer faite par Quillen [51] et celui pour les quadriques di & Swan [59].
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Pour ce faire, Panin utilise le fait que ’anneau de K-théorie des varié-
tés homogénes projectives déployées admet une base, invariante sous le
groupe de Galois. Cette base a été introduite par Pittie [50], et Steinberg
[57]-

En outre, si X est une k-variété lisse, 'anneau de K-théorie admet une
filtration topologique (F" Ky(X)),>0, et il existe un lien entre ’anneau
gradué associée a cette filtration que ’on notera Gr F' K(X) et ’anneau
de Chow CH*(X) = >, CH'(X). Ainsi, pour toute k-variété lisse, ces
deux anneaux sont isomorphes aprés tensorisation par Q ([15, Exemple
15.2.16 b]). Un lien plus fin, c’est-a-dire sans dénominateurs, est fourni
par la suite spectrale de Brown-Gersten-Quillen ([51, Chapitre 7, théo-
réme 5.4] ou [58]).

Puisque dans le cas déployé, I'anneau Ky(X) admet deux bases na-
turelles, celle constituée des classes des variétés de Schubert, et la base
due a Pittie et Steinberg, invariante sous l’action du groupe de Galois,
la premiére base étant adaptée a la filtration topologique de I'anneau de
Grothendieck et la seconde étant adaptée aux extensions des scalaires,
pour calculer les groupes de Chow des variétés homogénes projectives, il
est légitime de vouloir calculer la matrice de changement de bases.

Placons-nous dans le cas des groupes simples de types A, (|46, p.
560]). Ceci revient a ne considérer que les groupes G = PGL(A) pour A
une algebre simple centrale (ou algébre d’Azumaya) sur k. Dans le cas
déployé, la variété X homogéne projective sous GG sera simplement une
variété de drapeaux sur k.

Dans ce cas, si I’on considére la variété de drapeaux complets, la ma-
trice de changement de bases décrite ci-dessus se calcule grace & la combi-
natoire introduite par Lascoux et Schiitzenberger ([38], [39], [41], [42]...).
Tout est fondé sur I'existence d’une base duale, qui a une expression géo-
métrique grace aux variétés de Schubert opposées, y compris dans le cas
des variétés de drapeaux non complets ([6]).

Une question simple dont la réponse est non triviale est de calculer
les groupes de Chow des variétés homogénes sous un PGL(A) ou de
calculer leur torsion. Il est facile de montrer que la torsion de CH® et
de CH! est nulle. Pour CH?, puisque l’on a un isomorphisme CH? X ~
F?K(X)/F3K(X), on peut se ramener au calcul de la filtration topolo-
gique. Les cas les plus simples sont les variétés de Severi-Brauer, et dans
le cas oul I'indice de A coincide avec son exposant, Karpenko a calculé
cette filtration ([32]), et en a déduit que CH? est sans torsion.
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De plus, dans [30] et [33, Chapitre 1], Karpenko en étudiant avec
précision la filtration topologique et la filtration gamma sur ’anneau de
K-théorie des variétés de Severi-Brauer, arrive a calculer la torsion des
groupes de Chow en codimension 2 de telles variétés.

Le résultat du chapitre III montre que sous certaines hypothéses, in-
contournables en vu de la formule de réduction de l'indice de [2| et
|46, (5.11)], le calcul de la torsion des variétés homogénes sous PGL(A)
pour une algébre simple centrale A se raméne au calcul de la torsion des
groupes de Chow de la variété de Severi-Brauer associée a A.

On considére ensuite une seconde réduction : les groupes de Chow des
variétés de Severi-Brauer associées a une algébre simple centrale A et ceux
de la variété de Severi-Brauer associée a M,.(A) pour un certain r sont
liés par une décomposition du motif de la seconde, d’aprés un théoréme
de Karpenko [31], que nous redémontrerons au chapitre IV.

Ceci permet entre autres de réduire, modulo quelques hypothéses,
le calcul des groupes de Chow d’une variété homogéne projective sous
PGL(A) pour une algébre simple centrale quelconque A, au calcul des
groupes de Chow de la variété de Severi-Brauer associée au corps gauche
D, tel que A = M, (D).

Le présent travail s’articule donc autour de deux parties distinctes.
Premiérement, dans le cas des variétés de drapeaux complets d’un k-
espace vectoriel V| variété homogéne déployée de type A,, on étudiera la
combinatoire associée aux polynémes de Grothendieck et au changement
de bases entre les deux bases naturelles de 'anneau de K-théorie décrites
plus haut. D’autre part, toujours dans le cadre des variétés de type A,
mais cette fois non nécessairement déployées, on donnera deux résultats
permettant de réduire le calcul des groupes de Chow de telles variétés
sous certaines conditions au calcul des groupes de Chow des variétés de
Severi-Brauer généralisées associées & un corps gauche.

1.2. Rappels sur les groupes de Chow

L’étude des cycles algébriques a une longue histoire, remontant a la
fin du XIX® siécle avec I’étude des systémes linéaires sur les courbes
algébriques.

Donnons la définition des groupes de Chow et quelques propriétés. On
pourra se référer au livre de Fulton [15] pour de plus amples détails.
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1.2.1. Cycles algébriques

Considérons un k-schémal® X. On note par Z;(X) le groupe abélien
libre engendré par les sous-variétés intégres ¥ de X de dimension i. Si
X est une variété intégre non singuliére, on pourra définir les groupes
Z'(X), groupes libres abéliens engendrés par les sous-variétés intégres Y’
de codimension . Si X est de dimension 7, on a alors :

ZN(X) = Zn_i(X).

Le groupe Z;(X) sera le groupe des cycles algébriques sur X de dimen-
sion 1.
1.2.1.1. Image directe. — Soit f : Y — X un morphisme de k-schémas.
Si W est une sous-variété intégre fermée de Y, f(W) ne sera pas néces-
sairement fermé. Ainsi on ne peut raisonnablement définir I'image directe
f« de cycles algébriques pour un morphisme f quelconque. Par contre, si
on suppose que f est un morphisme propre, et si 'on pose V = f(W), V
(muni de la structure réduite de schéma) est une sous-variété intégre. De
plus dés que dimy V' = dimy W, k(V) — k(WV) est une extension finie de
corps ([15, Appendice B.2.2]). On pose alors la définition suivante ([15,
paragraphe 1.4]) :

Définition 1.2.1. — Soient X et Y deux k-schémas, f : ¥ — X un
morphisme de k-schémas et W une sous-variété intégre de Y. On définit
son image directe comme suit :
£(W]) = {0 si dim f(W) < dim W
" W) = E(FWDILF(W)] - si dim f(W) = dim(W)
ou [k(W) : k(f(W))] désigne le degré de I'extension k(f(W))/k(W), et
f(W) est le schéma, dont I’espace topologique sous-jacent est le fermé

f(W) muni de la structure naturelle de schéma réduit. Par Z-linéarité,
on définit I'image directe f, : Z;(Y) — Z;(X) pour tout i.

Si X,Y,Z sont des k-schémas et si on dispose de deux morphismes
propres f, g, comme suit :

71y Loz
alors (f 0 ¢)« = fi © gs-

(Mun k-schéma désignera dans ce travail un schéma de type fini sur Spec(k).
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1.2.1.2. Image inverse. — Conservons les notations précédentes : on a
un morphisme de k-schémas f : Y — X. Construire une image inverse
de cycles est 1égérement plus délicat. Nous supposerons ici et dans la suite
que les morphismes plats sont toujours de dimension relative d, pour un
certain entier d.

Soit donc f : Y — X un morphisme plat de k-schémas de dimen-
sion relative d. Fixons une sous-variété intégre V' de X de dimension .
De maniére heuristique, f*([V]) est une somme des composantes irréduc-
tibles du sous-schéma fermé f~1(V), avec coefficients, ou le coefficient
de la composante irréductible Z C f~1(V) est la multiplicité de Z dans
f7HV). Toutes les composantes irréductibles irréductibles Z de I’espace
topologique sous-jacent de f~'(V) muni de la structure de schéma réduit
ont pour dimension d+i. Considérons I’anneau local Oy, 7 de Y localisé le
long de Z. On notera par m(Z, f~'(V)) la longueur (Cf. |45, paragraphe
1.2]) du Oy, z-module O-1(y 7, on pose alors la définition suivante :

Définition 1.2.2. — Conservons les notations précédentes. On rappelle
que le morphisme f est supposé plat. Pour toute sous-variété intégre V'
de X, on pose :

FAVD) =Y _m(Z, (V) (2] € Ziza(Y)

ou la somme est prise sur toutes les composantes irréductibles Z de
F7HV). Ceci permet de définir une application f* : Z;(X) — Z;q(Y)
pour tout <.

On a aussi une propriété de fonctorialité pour les morphismes plats.
Si X,Y, Z sont trois k-schémas et f : ¥V — X, g : Z — Y sont deux
morphismes plats alors (f o g)* = g* o f*.

1.2.2. Groupes de Chow

Le groupe des cycles algébriques sur un k-schéma X est trop grand
pour étre intéressant. C’est pourquoi, on le quotiente par une relation
d’équivalence.

1.2.2.1. Construction. — Commencons par rappeler la définition de la
fonction ord :

Définition 1.2.3. — Soient X une variété intégre sur k et Y une sous-
variété irréductible de codimension 1. L’anneau local Oy, y est de dimen-
sion 1 et si ¢ € k(X)* (ou k(X) désigne le corps des fonctions rationnelles
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sur X), on pose :
ordy (¢) = ((Ox,v/(¢))

ou ¢ est la longueur d’'un module.

Remarque 1.2.4. — Conservons les mémes notations. Si on suppose de
plus que Oy, y est un anneau de valuation discréte et si on note par m
un générateur de I'idéal maximal, alors il existe un entier n et une unité
u tels que ¢ = un™ et ordy (¢) = n. (|15, Exemple A.3.2|).

Définition 1.2.5. — Soient donc X un k-schéma, ¥ C X une sous-
variété intégre de X de dimension i + 1 pour un ¢ donné et ¢ € k(Y)*.
On définit 'élément div(¢) € Z;(X) comme étant la somme :

div(9) = ) ordy(¢)[V]
vex
ol la somme est prise sur toutes les sous-variétés inteégres V' de dimension

1deY.

Remarque 1.2.6. — La somme a un sens, car ordy (¢) est nul sauf pour
un nombre fini de V' ([15, Appendice B.4.3]).

Remarque 1.2.7. — Conservons les notations de la définition précé-
dente, si ¢ est un autre élément de k(Y)*, on a :

div(¢ep) = div(e) + div(y)
et
div(¢p™") = —div(g).

On notera alors par R;(X) le sous-groupe de Z;(X) engendré par les
div(¢) ot Y est une sous-variété intégre de X de dimension i + 1 et

¢ e k(Y)"

Définition 1.2.8. — Soient X un k-schéma et ¢ un entier positif. Le
groupe de Chow de X de dimension i, CH;(X) est le groupe quotient :

CH;(X) = Zi(X)/Ri(X).
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1.2.2.2. Image directe et image réciproque. — Soit f : Y — X un
morphisme de k-schémas. Nous avons vu que, si f est propre, on dispose
d’une image directe f, sur les groupes de cycles. En fait, f, passe au
quotient, comme le montre le théoréme suivant [15, Théoréme 1.4] :

Théoréme 1.2.9. — Si f : Y — X est un morphisme propre de k-
schémas, et si « € R;(Y) pour un entier positif i, alors f.(a) € R;(X).

Définition 1.2.10. — Soit f : Y — X un morphisme propre de k-
schémas. L’image directe f, des cycles algébriques passe au quotient et
définit une application pour tout i :

Pour I'image inverse, nous avons le résultat suivant [15, Théoréme
1.7] :

Théoréeme 1.2.11. — Si f : Y — X est un morphisme plat de dimen-
sion relative d de k-schémas, et si a € R;(X) pour un entier positif i,
alors f*(a) € Riva(Y).

Définition 1.2.12. — Si f : Y — X est un morphisme plat de di-
mension relative d de k-schémas, I'image réciproque des cycles passe au
quotient et permet de définir une application image réciproque sur les
groupes de Chow de dimension ¢ pour tout entier positif ¢ :

1.2.2.8. Structure d’anneaux. — Nous supposerons ici que X est une
k-variété lisse.

La construction des produits d’intersection dans les groupes de Chow
est délicate mais permet de munir CH*(X) = @; CH'(X) d’une structure
d’anneau gradué (|15, 8.3]).

1.3. Rappels de K-théorie

Nous ferons un bref rappel des principales constructions en K-théorie.

Pour de plus amples informations, on pourra consulter I’article fondateur
de Quillen [51].
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1.3.1. Anneau de Grothendieck d’un schéma

Définition 1.3.1. — Si A est une catégorie abélienne, on définit le
groupe de Grothendieck associé a 24 comme suit : Ky(2() est le groupe
abélien engendré par les symboles [A] ou A est un objet de 2, assujettis
aux relations :

4]+ [4"] = (4]
dés qu’il existe une suite exacte courte :

0 A A A" 0.

En particulier, [A] ne dépend que de la classe d’isomorphisme de A.

On peut associer deux groupes de Grothendieck a un schéma, groupes
qui seront isomorphes dans le cas ou X est lisse (|15, Section 15.1]).

Pour un schéma ncethérien quelconque X, le groupe K((X) est le
groupe de Grothendieck associé a la catégorie des faisceaux cohérents
sur X.

Le groupe Ky(X) est le groupe de Grothendieck associé a la catégorie
des fibrés vectoriels, c’est-a-dire des faisceaux localement libres de rang
fini sur X.

Le produit tensoriel par un fibré vectoriel étant exact, on peut mettre
une structure d’anneau commutatif sur Ko(X) qui est aussi muni d’une
involution induite par la dualité. De méme, K((X) a une structure de
Ko(X)-module. On a naturellement une fléche induite par I'inclusion des
catégories Ko(X) — K| (X).

Sif :Y — X est un morphisme de k-schémas, on a un morphisme :

f* . K()(X) — K()(Y>
€] = (@l

Ainsi, K est un foncteur contravariant.

De plus si une k-variété X est lisse, alors le morphisme naturel Ky(X) —
K| (X) est un isomorphisme [51, p. 124]. Ainsi dans le cas de telles va-
riétés, nous confondrons les deux groupes et les noterons simplement

Ko(X).

1.3.2. Construction des groupes de K-théorie supérieure

La K-théorie supérieure n’intervient pas dans ce travail mais la suite
spectrale de Brown-Gersten-Quillen (cf. 1.3.3) relie les groupes de K-
théorie aux groupes de Chow et fournit le lien entre les deux parties de
ce texte. Ces objets font donc partie des outils usuels pour le calcul de
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groupes de Chow. La construction de la K-théorie supérieure a été menée
a bien par Quillen dans [51]. Partant d’une catégorie abélienne 91, on
construit la catégorie @91 dont les objets sont les objets de 901 et dont
les morphismes entre deux objets A et B sont les classes d’isomorphisme
de diagrammes :

A<"—C—>B
ou C est un objet de 91, p est un épimorphisme et ¢ un monomorphisme
dans 1.

On construit alors I’espace classifiant B(Q1) [51, Chapitre 1], et on
définit les groupes de K-théorie supérieure comme suit :

KM =7 (B(Qi)ﬁ), 0)

ou 7, est le n-éme groupe fondamental de 1'espace topologique B(Q9t)
et 0 désigne le point de B(Q9M) correspondant a ’objet initial de 9.
Nous renvoyons & Quillen pour les détails de la construction.
Le résultat suivant montre que cette définition étend bien la définition
habituelle des groupes de Grothendieck :

Théoréme 1.3.2 (Quillen). — Si A est une petite catégorie abélienne,
alors le groupe m (B(Q9M),0) est isomorphe au groupe de Grothendieck
de la catégorie A défini en 1.5.1.

Démonstration. — [51, Section 2, Théoréme 1]. O

Supposons que X soit un schéma noethérien séparé. Pour un entier
positif 7, on notera par K,(X) le n-éme groupe de K-théorie associé
a la catégorie des fibrés vectoriels sur X, et K/ (X), le n-éme groupe
de K-théorie associé a la catégories des faisceaux cohérents sur X ([51,
Chapitre 7]).

Les propriétés suivantes données plus haut pour Ky(X) et K((X)
s’étendent aux groupes de K-théorie supérieure.

L’inclusion des catégories étant un foncteur exact, on a un morphisme
pour tout entier positif n :

K,(X)— K/ (X).

Cette application est un isomorphisme si X est un schéma régulier.

Pour tout entier positif n, K/ (X) est un Ky(X)-module. En outre, K,
est un foncteur contravariant et K/ est contravariant sur les morphismes
plats ([51, Chapitre 7, 2.1]).
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Enfin, K est un foncteur covariant pour les morphismes finis f : ¥ —
X et pour les morphismes Y — X ou Y est projectif [51, Chapitre 7,
2.7].

1.3.3. Filtrations

Soit X une variété lisse sur k£ de dimension n pour un certain entier n,
et considérons I’anneau de K-théorie Ky(X).

Définissons la filtration par la codimension du support de l’anneau
Ko(X). On pose pour i un entier : F*(Ky(X)) est le groupe engendré par
les [F] tels que la codimension du support de F soit > i.

On a donc :

Ko(X) = F'Ko(X) D F'Ko(X) D ... D F"Kyo(X) D F"™ Ky(X) = 0.

On notera par Gr F Ky(X) 'anneau gradué associé.
L’anneau Ky(X) est muni aussi d’une autre filtration naturelle, la ~-
filtration que I’on notera par F Ko(X) [17, Chapitre III].

1.3.4. Suite spectrale de Brown-Gersten-Quillen

Si F' est un corps et i un entier positif, on notera par K;(F’) le i-éme
groupe de K-théorie associé a la catégorie des F-espaces vectoriels de
dimension finie. Il coincide avec K;(Spec(F)).

Soit X un k-schéma séparé. Il existe une suite spectrale, dite de Brown-
Gersten-Quillen, reliant les groupes de K-théorie des points de X et la
K’-théorie du schéma X (|51, Section 7, Théoréme 5.4|) :

Théoréme 1.3.3. — Pour un entier p, nous noterons X, l’ensemble
des points de X de codimension p dans X. Il existe une suite spectrale :
Equ(X) = H K—P_q('%(x)> = K,—p—q(X)

CCEX(p)

ot k(x) est le corps résiduel au point x. Cette suite est contravariante
pour les morphismes plats. La filtration fournie sur K| (X) est la filtration
topologique.

Le terme E, de cette suite exacte est calculable [51, Section 7, Propo-
sition 5.8] et [51, Section 7, Corollaire 5.10] :

Proposition 1.3.4 (Gersten). — Soit X une k-variété lisse. Notons
pour tout n = 0, K le faisceau sur X associé au préfaisceau U — K/ (U).
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1l existe alors un isomophisme canonique :

EPY ~ HP(X,K...).

P+q

Cette suite spectrale permet entre autres, d’avoir une expression des
groupes de Chow ([51, Section 7, Théoréme 5.19)]) :

Théoréme 1.3.5. — Soit X une k-variété irréductible et lisse. Il existe
un isomophisme canonique :

HP(X,K}) ~ CHP(X).

1.4. Rappels sur les motifs

Cette section est une bréve présentation des motifs, s’appuyant sur
|44], |29, Section 10.1], [62, Paragraphe 1|. La construction de la caté-
gorie des motifs se fait en trois étapes.

1.4.1. Catégorie des correspondances

La catégorie des variétés lisses et projectives sur un corps k£ n’est pas
une catégorie additive. On peut la plonger dans une catégorie additive, la
catégorie des correspondances en « agrandissant » |’ensemble des mor-
phismes entre deux variétés.

Notation 1.4.1. — Soient X et Y, deux k-variétés projectives et lisses.
Notons X; les composantes connexes de X. On note

C(X7 Y) =@y CHdimXi(Xi X Y)
Ce sont les correspondances (finies) de X vers Y.

Soient X7, X, et X3 trois k-variétés projectives et lisses sur k. Notons
pour 1 <14 < j < 3, m; la projection de X x Xy x X3 sur X; x X;. Soient
a € C(Xy,Xs) et € C(Xs x X3). On peut alors définir un élément de
C(X1, X3) comme suit : par image inverse plate, pj,(«) et p3;(3) sont deux
éléments de CH(X; x X, X3). 1l suffit alors de considérer leur produit
d’intersection et de le pousser (le morphisme p;3 est propre) :

7 = Pz« (P1a(@) po3(0))-
On a ainsi construit un élément v de C(X; x X3).
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Définition 1.4.2. — On définit la catégorie des correspondances sur k
notée Corr, comme suit :

(i) Les objets de Cotry sont les [X] ou X est une variété projective et
lisse sur &.

(ii) Pour [X] et [Y] deux objets de Corry, on définit Homeoe, ([X], [Y]) =
C(X,Y).

Remarque 1.4.3. — On a un foncteur ProjGm, — Corry, de la caté-
gorie des k-variétés projectives et lisses sur k& vers la catégorie des cor-
respondances sur k. A X, il associe [X] et & f € Homgojom, (X,Y) il
associe le graphe de f, noté I'y, qui est un élément de C(X,Y).

La catégorie Corr, est naturellement une catégorie additive et tenso-
rielle ou [X] @ [Y] = [X]][Y] et [X]®[Y]=[X x;Y].

1.4.2. Catégorie des motifs de Chow effectifs

Rappelons que 'on construit la catégorie des motifs de Chow effectifs
sur k en adjoignant & Corry les noyaux des projecteurs (voir [44, Section
5]). Rappelons qu’un projecteur p dans une catégorie € est un élément
de Home(X, X) pour un objet X de €, tel que p? = p.

Définition 1.4.4. — Une catégorie additive C est dite pseudo-abélienne
si pour tout objet X € C, et tout projecteur p € Home (X, X), p posséde
un noyau ker p dans C et si le morphisme canonique

ker p @ ker(Idy —p) — X

est un isomorphisme.

Proposition 1.4.5. — Soit C une catégorie additive. 1l existe une caté-
gorie additive pseudo-abélienne Cps et un foncteur additif fidéle
a:C—Cpy

tels que si F' . C — D est un foncteur additif vers une catégorie pseudo-
abélienne D, il existe un unique foncteur F,s : Cps — D tel que F,s0 «
et I’ sotent équivalents. Autrement dit, C — D se factorise :

C—"D.

7
7/
| .
7/

Cps
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La catégorie C,s est appelée I’enveloppe pseudo-abélienne (ou enveloppe
karoubienne) de la catégorie C.

Démonstration. — On va construire la catégorie C,s. Les objets de Cp
sont les paires (X,p) ot X € C et p € Hom(X, X) est un projecteur.
Soient donc (X, p) et (Y, q) deux telles paires. On définit :

Homcps((X, p), (Y,q)) = ¢gHome(X,Y)p C Home (X, Y).

On vérifie qu’il s’agit bien d’une catégorie, pseudo-abélienne. Le foncteur
a est défini comme suit : si X est un objet de C, a(X) = (X,Id) et si
f € Home(X,Y) alors a(f) = f. O

Définition 1.4.6. — La catégorie des motifs de Chow effectifs sur &
notée Q:bomzﬁ est I’enveloppe pseudo-abélienne de la catégorie des cor-
respondances sur k, Cotry,.

Notation 1.4.7. — Nous noterons h le foncteur composé ProjGm, —
Cotr, — Chows. La catégorie Choro™ hérite de Corry, d’une structure de
catégorie tensorielle. Enfin nous noterons 1 = h(Spec(k)). C’est le neutre
pour le produit tensoriel de cette catégorie.

Le motif de Chow de la droite projective sur k£ se décompose dans la
catégorie des motifs de Chow effectifs (voir [44, Section 6, Lemme]) :

Proposition 1.4.8. — (i) L’objet h(P') se décompose dans ChoroS".
Plus précisément, on a :

h(PY) = ([P'],p1) ® ([P'], p2),

o py est le projecteur correspondant au 1-cycle [{pt} x P] € CH; (P! x
P') (pt désigne un point) et py le projecteur Id —p, qui correspond au
1-cycle [P' x {pt}] € CH;(P* x P!)

(#8) ([P*], p1) = h(Spec(k)).

Démonstration. — (i) 1l suffit de voir que Id —p; = P! x {pt}. Notons
par Ap: la diagonale dans P! x,, P!, c’est aussi le graphe de I’application
Id : P! — P'. On a que [P! x {pt}] + [{pt} x P'] — [Ap:] est égal &
div(¢) avec

11

T1Y2 — Y122
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ou [x1 : z2] et [y; : yo] sont les coordonnées homogenes des facteurs de
P! Xk P!'.
(ii) Le 0O-cycle {pt} x {pt} fournit un morphisme dans Choro¢™ :
h(Spec(k)) — h(P')
et le 1-cycle P! x {pt} fournit un morphisme
h(P') — h(Spec(k))
Ainsi, on a des morphismes :
(Spec(k),1d) — (P*, p1)
et
(P*,p1) — (Spec(k), 1d).

Ces deux morphismes sont inverses 'un de I'autre et fournissent un iso-
morphisme :

([P], p1) = ([Spec(k)], 1d).
0

Définition 1.4.9. — Le motif ([P'], ps) est le motif de Tate, noté L.

Remarque 1.4.10. — La proposition 1.4.8 se réécrit :
h(P')=1a@L.
Notation 1.4.11. — Pour un entier m positif, on notera :

[®"=L®...0L.
———

m fOiS

Proposition 1.4.12. — Sim > 0, on a la décomposition suivante dans
la catégorie Chow(™

h(P™")=10L&...¢ L
Démonstration. — [44, Section 6, Formule 8|. O

Si X est une k-variété lisse projective et £ un fibré vectoriel sur X
de rang n, pour un certain entier n > 1, alors on a une formule pour
calculer le motif de P (&) qui généralise la proposition 1.4.12 (|44, Section
7, Corollaire]) :
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Théoréeme 1.4.13. — Conservons les notations ci-dessus. On a la for-
mule suivante dans Choro§" :

h(P(E)) = Z h(X)® LY,

1.4.3. Motifs de Chow

Pour obtenir la catégorie des motifs de Chow sur k, on inverse le motif
de Tate L a partir de la catégorie des motifs de Chow effectifs [62, Section
1].

Définition 1.4.14. — La catégorie des motifs de Chow sur £, notée
Chotv,,, est ainsi définie :

(i) les objets de €hotv,, sont les paires (A, m) oit A est un objet de Choro§™
et m € Z,

(ii) si (A, n) et (B, m) sont deux telles paires, on pose :

Homepow, ((4,7), (B,m)) = lim Homchomzﬂ(A(XJL@””, BRLE™t),

i>max(—m,—n)

ol la limite est une limite inductive.

1.5. Rappels sur les variétés homogénes

Cette section présente le langage des groupes algébriques et des variétés
homogeénes projectives. Les principales références sont |3|, [26], [46] ...

1.5.1. Groupes algébriques

1.5.1.1. Définitions des objets. — Commencgons par les définitions de
bases.

Définition 1.5.1. — [3, Chapitre I, Paragraphe 1.1] Un k-groupe algé-
brique est une variété sur £ munie de :
(i) un élément e € G(k),
(ii) un morphisme ¢ : G — G noté x — 1,
(iii) un morphisme p : G x; G — G noté (z,y) — xy
tels que les morphismes i, p et p (ou p est la composée du morphisme
structural G — Spec(k) avec e : Spec(k) — G) rendent les diagrammes
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suivants commutatifs :
puxId

GXkGXkG—>GXkG

] lu

G x, G G
a (p,1d) G x, G
(Lp)l d lu
G XkG G
(i,1d)
G —>G><kG
(M)l \ l“
G XkG m G

Par la suite, nous dirons groupe algébrique au lieu de k-groupe algé-
brique, si aucune ambiguité n’est & craindre. Dans notre définition, les
groupes algébriques sont supposés réduits. Naturellement, on a les no-
tions de sous-groupes algébriques et morphismes de groupes algébriques.
Si un morphisme entre deux groupes algébriques définis sur £ est lui aussi
défini sur k, nous parlerons alors de k-morphisme. Un groupe algébrique
sur k est lisse |3, Chapitre I, Section 1.2, Proposition|.

Pour un entier n > 1, le groupe GL,, est un groupe algébrique défini sur
Z, et I’ensemble des A-points pour un anneau A consiste en ’ensemble
des matrices de taille n x n a coefficients dans A inversibles. Le groupe
multiplicatif G,,, est le groupe GL;.

Tout groupe algébrique affine est isomorphe & un sous-groupe fermé
de GL,, pour un certain n [3, Chapitre I, Proposition 1.10]. Nous nous
bornerons aux groupes affines, si bien que 'on omettra 1’adjectif affine
pour désigner un k-groupe algébrique affine.

Comme en topologie, on peut définir les notions de sous-groupe algé-
brique fermé, ouvert ou connexe.

Un sous-groupe algébrique H d’un groupe algébrique G sera normal,
si 'action de G sur lui-méme par conjuguaison stabilise H. Ceci est équi-
valent & dire que H (k) est normal dans G(k) en tant que groupe.

Comme en théorie des groupes, on peut définir la notion de groupes
algébriques résolubles ou nilpotents. [3, Chapitre I, 2.4].
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La composante connexe de e dans un k-groupe algébrique G sera noté
G°, c’est un k-groupe algébrique [3, Chapitre I, 1.1].

On peut aussi définir la partie unipotente d’un groupe G et sa partie
semi-simple. La partie unipotente (G, est définie sur £ et est un ensemble
fermé ([3, Chapitre I, 4.5]).

Le résultat suivant |3, Chapitre I, Théoréme 6.8] est fondamental dans
I’étude des variétés homogeénes :

Théoréeme 1.5.2. — Soient G un k-groupe algébrique affine, et H un k-
sous-groupe fermé de G. Alors le quotient G — G /H existe sur k et G/H
est une variété quasi-projective lisse sur k. Si de plus H est normal, G/H
est un k-groupe algébrique affine, et la projection est un k-morphisme de
groupes algébriques.

Un groupe algébrique G est dit diagonalisable s’il existe une extension
algébrique L/k telle que son groupe des caractéres sur L c’est-a-dire
Hom(Gp, G,,) engendre k|G|, anneau des fonctions réguliéres sur Gy,
|3, 8.2]. On dira alors qu’il est déployé sur L.

Un groupe algébrique T est un tore algébrique (on dira tore par la suite
pour simplifier si aucune ambiguité n’est a redouter) s’il est isomorphe
sur une extension de k£ a ’ensemble des matrices diagonales de GL,, pour
un n donné. Ceci est équivalent a dire que 7" est diagonalisable et connexe
de dimension n, ou encore que 7' est diagonalisable et que son groupe des
caractéres sur k, X*(T) = Hom(T}, G,,) est isomorphe & Z" [3, 8.5, oil
k est une cloture algébrique de k.

Soit 7" un groupe algébrique diagonalisable déployé sur k. Soit V' un k-
espace vectoriel et p : T"— GL(V') un morphisme de groupes algébriques.
Sit € T et v € V, on notera pour simplifier t.v = p(t).v. Pour o € X*(T),
on note :

Vo={veV tv=at)y, VteT}.
Puisque T est diagonalisable , V' est somme directe des V,,. Les « € X*(T)
tels que V, # 0 sont appelés les poids de 7" dans V. Il y en a un nombre
fini.

Soit G un groupe algébrique. Introduisons g = L(G) 'algébre de Lie
associée & GG. Par définition, c’est I’espace tangent de GG en son élément
neutre e (voir [3, Chapitre I, Section 3]). C’est un k-espace vectoriel.
Considérons pour tout € G(k) le morphisme de conjugaison intérieure :

G—C(

Yr—gyz!
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On notera par Ad(z) : g — g sa différentielle. C’est un automorphisme
de g (|26, Section 9.1, théoréme]). Il induit un morphisme de groupes
algébriques :

G 24 GL(g)

appelé la représentation adjointe de G. Supposons que l'on dispose de
plus, d’un sous-tore 7" C G déployé sur k. On a la décomposition suivante,
ou (G, T) est 'ensemble des poids de T' dans g, en restreignant Ad a

T
g=0"® Y  ga
)

acd®(T.G

ol g7 est formé des éléments de g invariants sous 7. Les poids de 7" dans
g sont appelés les racines de G relativement a 7. Pour une racine a, la
k-dimension de g, sera la multiplicité de «. (|3, Chapitre III, 8.17|).

On se donne un k-groupe algébrique affine G supposé connexe.

Un sous-groupe de Borel B de G est un sous-groupe sur k, maximal de
GG parmi les sous-groupes connexes résolubles de G. Ils sont tous conju-
gués [3, Chapitre IV, 11.1]. De plus, si B est défini sur k, le quotient
(G/B a une structure de k-variété quasi-projective par le théoréme 1.5.2,
mais elle est en faite projective. Nous noterons par B l'’ensemble des
sous-groupe de Borel de GG. Le stabilisateur d’'un B € B n’est autre que
le normalisateur de B dans GG qui est égal & B d’aprés [3, Chapitre IV,
11.16]. Si H est un sous-groupe de G, ’ensemble des points fixes de H
dans B est :

BY ={BecB, HC B}
Si By est un sous-groupe de Borel de GG, alors on a une bijection

|3, Chapitre IV, Théoréme 11.18|, ce qui permet de munir 1’ensemble
des sous-groupes de Borel de GG d’une structure de variété projective. De
méme, on a une bijection : (G/By(k))? ~ BH.

Un sous-groupe P de G sur k est un sous-groupe parabolique si P est
fermé et si G/P est une variété projective. Et, d’aprés [3, Chapitre IV,
Corollaire 11.2|, P est un sous-groupe parabolique de G, si et seulement
si P contient un sous-groupe de Borel. Un sous-groupe parabolique d’un
groupe algébrique connexe est connexe et est égal & son normalisateur
d’aprés un théoréme de Chevalley [3, Chapitre IV, Théoréme 11.16].
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Soit 7" un tore maximal de G. Le groupe de Weyl associé est [3, Cha-
pitre IV, 11.19] :

W(T,G) = Na(T)/Za(T)

ol Ng désigne le normalisateur, et Z; le centralisateur. C’est un groupe
fini. Puisque les tores maximaux de G sont tous conjugués, le groupe
W (T, G) ne dépend pas de T, et on I'appelle groupe de Weyl de G.

On notera par R(G) le radical de G ainsi défini (|3, Chapitre IV,
11.21]) =

R(G) = (ﬂ B) .
BeB
C’est un sous-groupe résoluble connexe normal de G, maximal pour ces
propriétés. Sa partie unipotente R(G), parfois notée R, (G) est appelée le
radical unipotent de G. C’est un sous-groupe unipotent connexe normal
de G et il est maximal pour ses propriétés.
On dit que G est semi-simple si R(G) = {e} et réductif si R,(G) = {e}.

Définition 1.5.3. — Un k-groupe semi-simple G est dit déployé si G
contient un tore maximal déployé défini sur k, G est dit quasi-déployé
s’il contient un sous-groupe de Borel défini sur &.

On note X,(G) 'ensemble des sous-groupes multiplicatifs & un pa-
ramétre, X,.(G) = Hom(G,,,G). Puisque X*(G) = Hom(G, G,,), par
composition on obtient une application :

X*(G) x X,.(@G) Z
(OGA) ————=<x, A >

définie comme suit : < x, A >=m si y o A\(z) = 2™.

Un élément g de G sera dit régulier si I'inégalité dim Zg(g,) > dim G
est une égalité ou 7" est un tore maximal contenant g [3, Chapitre IV,
12.2], et g, est la partie semi-simple de g.

Soit 7" un tore de GG. On dira que T est régulier s’il contient un élément
régulier, il sera dit semi-régulier si BT est fini, et singulier si BT est infini.
Un tore régulier est semi-régulier [3, Chapitre IV, 13.1]. Un tore maximal
est toujours régulier.

Fixons un tore semi-régulier 7" de G. Soit A € X,(T"). Nous noterons
par X,(T)s Pensemble des sous-groupes a un paramétre A, tel que le
tore Im \ soit semi-régulier |3, Chapitre IV, 13.8], on dira alors que A est
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semi-régulier :
Xi(T)e ={N € X(T),Va € ®(G,T), < a, A ># 0} .

A chaque )\ € X,(T),,, on associe un sous-groupe de Borel B()\) de G
contenant 7' [3, Chapitre IV, 13.8, Proposition].

On utilisera la théorie des systémes de racines. Pour une définition et
les propriétés afférantes aux systémes de racines, on pourra consulter |5,
Chapitre VIJ.

L’intérét d’avoir défini la notion de groupe réductif se trouve dans le
théoréme suivant [3, Chapitre IV, 14.8, Théoréme] :

Théoréme 1.5.4. — Supposons que G soit réductif. Soit T un tore maxi-
mal de G. Notons Z(G) le centre de G et Z(G)° la composante conneze de
ce dernier contenant e. Posons V = X*(T/Z(G)°) ®z Q qui est canoni-
quement isomorphe & un sous-espace de X*(T) ®7Q. Alors & = &(G,T)
est un systéme de racines réduit dans V ayant pour groupe de Weyl
W =W(G,T).

Dans le cas o G est semi-simple, alors R(G) = Z(G)° = {e} [3,
Chapitre IV, 11.21 Proposition].

Supposons toujours G semi-simple. Soit 7" un tore maximal de G. Si
B € BT, alors on note A = A(B) I'ensemble des a € ®(B,T) qui ne
sont pas somme de 2 éléments de (B, T'). L’ensemble A forme une base
de ®(G,T), on appellera les éléments de A les racines simples associées
a B. Les éléments de ®(B,T) sont les racines positives. Si on écrit A =
{ai,...,a,}, pour un certain n, on notera par {wi,...,w,} les poids
fondamentaux associés [5, VI.1.10, p. 107|. Le groupe engendré par les
poids fondamentaux forme un réseau A qui contient le réseau des racines
A, groupe engendré par les racines. Le groupe X*(T')/A est appelé le
groupe fondamental de G et G est dit simplement connexe si A = X*(7).
Le groupe algébrique G est de type adjoint si X*(T') = A, |26, 31.1].

Supposons de plus que G est semi-simple. Si A désigne le groupe des
automorphismes de G et I les automorphismes intérieurs de G, alors A/
s’injecte dans le groupe des automorphismes du diagramme de Dynkin
Dynkin(®, B) associé au systéme de racines. Notons Ap 1 les automor-
phismes de G stabilisant T" et B, alors A = [ A r (|3, Chapitre IV, 14.9,
Corollaire]).

On suppose toujours que G est semi-simple et que I’on dispose d’'un
tore maximal 7" dans G. Tout sous-groupe normal connexe fermé non
réduit a {e} est encore semi-simple car son radical est normal dans G.
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Notons par (G;); 'ensemble des sous-groupes connexes normaux mini-
maux de dimension positive de G, alors cet ensemble est fini disons de
cardinal n, et application G Xy ... X, G,, — G est surjective et admet
un noyau fini et la décomposition G = G ... G, correspond exactement
a la décomposition de ®(G,T) en composantes connexes. Les G; sont
non commutatifs et ne possédent pas de sous-groupes fermés connexes
normaux autres qu’eux-mémes et {e}. Un tel groupe est dit simple. |26,
27.5]. La classification des systémes de racines des groupes simples est
connue. Dans le cas d’un systéme de racines A, le groupe simple sim-
plement connexe correspondant est SL,,.

Nous utiliserons aussi les systémes de Tits. On pourra consulter [5,
Chapitre IV Section 2| pour leur définition et une présentation détaillée.
Avec les notations précédentes, (G, B, N, S) forme un systéme de Tits
|3, Chapitre IV, 14.15], ot N = N (T) et S est I’ensemble des réflexions
associées aux racines simples [3, Chapitre IV, 13.18]. Son groupe de Weyl
W = N/T est engendré par S. Supposons S = {si,...,s,} pour un
certain n. Soit w € W. Le minimum des r tel qu’il existe des entiers
i1, ..., % compris entre 1 et n tels que w = s;, ... s;, est appelé la longueur
de w, noté (w). Une telle écriture de w sera dite réduite.

Pour I C S, notons W; le sous-groupe de W engendré par I, et
P; = BW;B, c’est un sous-groupe parabolique de G contenant B, et
réciproquement tout sous-groupe parabolique P contenant B est de la
forme P; pour un I C S |26, 29.3 Théoréme].

1.5.1.2. Décomposition de Bruhat. — Le théoréme suivant nous donne
une décomposition des groupes réductifs, la décomposition de Bruhat (|3,
Chapitre IV, 14.12, Théoréme)) :

Théoréme 1.5.5. — Soit G un groupe algébrique réductif déployé sur
k. Soient T un k-tore déployé mazximal de G et B un sous-groupe de
Borel de G contenant T'. Notons par W le groupe de Weyl associé. Alors
G est la réunion disjointe des doubles classes BwB, avec w € W.

De plus, Uapplication de (UN*U~) x B dans BwB définie par (x,y) —
zwy est un isomorphisme ou U = B,, (resp. U~ ) est la partie unipotente
du groupe de Borel (resp. du groupe de Borel opposé), et “U~ est le
conjugué du groupe U~ par w.

La version géométrique est :
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Théoréme 1.5.6. — Conservons les mémes notations. La variété pro-
jective G/ B est réunion disjointe des BwB /B, que l’on appellera cellules
de Schubert. Ce sont des espaces affines.

Notation 1.5.7. — Conservons les notations du théoréme 1.5.6. Nous
noterons C,, la cellule de Schubert BwB/B C G/B. On désigne par
X, = C,, sa fermeture. Les X, sont appelées variétés de Schubert.

Dans le cas ot ’on travaille avec un sous-groupe parabolique, on a un
résultat similaire |3, Chapitre IV, 14.16 et Chapitre V, 21.16] :

Théoréme 1.5.8. — Soit G un groupe algébrique réductif déployé. On
dispose d’un tore mazximal T', d’un Borel B et d’un parabolique P, 'T' C
B C P, tous définis sur k. Il existe une partie I C S (S ensemble des
réflexions s, associé auzx racines simples o € A(B)), tel que P = Py. Le
groupe G est la réunion disjointe des BwPy, ot w parcourt W/Wi.

Autrement dit, la variété projective G/ P admet une décomposition cel-
lulaire :

G/P= || BwP/P.

’wEW/W]

Nous appelerons cellule de Schubert associée 4w, le quotient C, = BwP;/ Py ;
c’est un espace affine. Sa fermeture notée X, est la variété de Schubert
associée @ w.

1.5.1.3. Calcul des anneaux de K-théorie et de Chow. — Si on considére
une variété de drapeaux G/ P pour un parabolique P, alors la décomposi-
tion de Bruhat nous fournit une décomposition cellulaire de cette variété,
ainsi ’anneau de K-théorie et 'anneau de Chow se calculent facilement.

Proposition 1.5.9. — St X une k-variété et Y une sous-variété fermé
de X, alors la suite suivante est exacte :

(1) CH,,(Y) = CH,(X) —L~ CH,(U) —=0 .
ot i est Uinclusion Y — X et j Uinclusion ouverte U = X\Y — X.

Démonstration. — [15, Proposition 1.8|. O

Le résultat suivant se trouve dans [28] :
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Théoréme 1.5.10. — Supposons que l’on soit sous les hypothéses du
théoréeme 1.5.8 On a alors :

CH(G/P)= P Z[X.].

’wEW/W]
Démonstration. — 1l résulte de |28] que la suite exacte (1) se scinde
dans le cas des variétés cellulaires. On démontre alors le résultat par
récurrence. O

On a le méme résultat pour 'anneau de K-théorie :

Proposition 1.5.11. — St X est une k-variété lisse et Y une sous-
variété fermée de X, alors la suite suivante est exacte :

Ko(Y) 2= Ko(X) —= Ko(U) —0
ot i est Uinclusion Y — X et j Uinclusion ouverte U = X\Y — X.
Démonstration. — [51, Section 7, Proposition 3.2]. O

Théoréme 1.5.12. — Supposons que l’on soit sous les hypothéses du
théoréeme 1.5.8. On a alors :

K(G/P)= € 1zZ[0ox,).

wEW/W[

Démonstration. — Tout élément de W/W; admet un unique représen-
tant de longueur minimal dans W. On note W' I'ensemble de ces élé-
ments. La proposition 1.5.11 montre que Ky(G/P) est engendré par les
classes [Oy,] pour w € WY. Par définition de la filtration topologique,
et par [3, Chapitre V, 21.22] :

F'Ky(G/P)D Y [Ox,]
weW! (w)<i
En utilisant la description des groupes de Chow et le fait que ’application
CHP?(G/P) — FPKy(G/P)/F"*' Ky(G/P)

est dans ce cas une bijection puisque le groupe de Chow est sans torsion,
on en déduit par récurrence le résultat annoncé. O

Remarque 1.5.13. — Naturellement, si P = B, alors la somme se fait
sur le groupe de Weyl W, dans les deux théorémes 1.5.10 et 1.5.12.
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1.5.1.4. Anneau des représentations - Base de Pittie. — Fixons dans
cette section un groupe algébrique G simplement connexe et semi-simple
déployé. On dispose d’un sous-groupe de Borel B de G et un tore maximal
T de G inclus dans B. Notons & = ®(G,T) son systéme de racines et
A la base des racines positives (pour le sous-groupe de Borel B), et n
son cardinal. On note par W le groupe de Weyl associé. On note enfin
par Wp l'ensemble des w € W, wPw™! = P. C’est le groupe de Weyl
Wi si P = Py est le parabolique correspondant a I C S, S ensemble
des réflexions. Si A = («q, ..., «,) est la base de W pour le Borel B, on
notera (wy, ..., w,) les poids fondamentaux associés.

1.5.1.5. Base de R(G). — Notons R;(G) 'anneau des k-représentations
de G, et R(T) celuide T. Puisque B = T'U ou U est un groupe unipotent,
alors R(T") est aussi 'anneau des représentations de B. Soit P un sous-
groupe parabolique contenant B. Il est clair que I'on a une fléche (par
restriction) : Ri(G) — Ry(P). Ainsi Ry(P) est un Ry(G)-module. De
plus on a le résultat de Chevalley :

Théoréme 1.5.14 (Chevalley). — Les anneauz des représentations de
T, P et G sont donnés par :

RBy(T) = Z[X],

R, (G) = Z[X]",

Ri(P) = Z[X]"".
Démonstration. — [47, Théoréme 2.3. 0O

Le Ry(G)-module Ry (B) est libre de rang le cardinal de W. C’est un
résultat de Pittie ([50]) :

Théoreme 1.5.15. — Posons pour w € W :

)\w = H w_l.wi

ai,wla; <0
Alors Ri(B) est un Ry (G)-module libre de base (Ay)wew -

Si en lieu et place du sous-groupe de Borel, on a un parabolique P,
on a également un résultat similaire. Notons W I’ensemble des w € W,
tels que w transforme (via son action naturelle) les racines associées au
parabolique P en des racines positives. C’est un ensemble de représen-
tants pour W/Wp. Et on note e’ : W% — Ry (P) I’application envoyant
un w sur » A, ot la somme est prise sur les v € W faisant partie de la
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méme classe que w dans W/Wp. ([47, 12.7]). On peut alors énoncer le
résultat [57, Théoréme 2.2]. :

Théoréme 1.5.16. — La famille {e”(w), w € WT} est une base du
Ri(G)-module libre Ry.(P).

1.5.1.6. Base de l'anneau de K-théorie de G/P. — Si (p, E) est une
k-représentation de P, on peut obtenir un fibré vectoriel sur G/P de la
maniére suivante : sur G X E, on a une action de P & droite : (g,v).p =
(gp, p(p)~tv). On notera G x¥ E I’ensemble quotient. C’est un fibré vec-
toriel sur GG/ P. On notera par p la projection canonique G x” E — G/P.
Le fibré vectoriel est muni naturellement d’une action a gauche de G. Le
diagramme suivant est commutatif :

Gx (GxPE)—=GxPFE

x| lp

GxG/P G/P

On a une équivalence de catégories entre d’une part la catégorie des k-
représentations de P et la catégorie des fibrés vectoriels G-homogénes (au
sens précédent) sur G/ P (voir [47, Lemme 1.3]). En passant aux groupes
de Grothendieck de ces catégories, si K“(G/P) désigne le groupe de K-
théorie de la catégorie des fibrés vectoriels G-homogénes sur G/P alors
on a:

KC%(G/P) ~ Ry(P).

La dimension d’une représentation fournit un morphisme d’anneaux de
Ry (G) dans Z. Par suite, on peut munir les groupes K;(k) d’une structure
de Ry(G)-module. Pour I’anneau K,(G/P), on obtient donc :

Théoréeme 1.5.17. — Si E est une représentation de P, alors G x*' E
est un fibré vectoriel G-homogéne au-dessus de G/P et si V est un k-
espace vectoriel, (G xT E)Y®,V est un fibré au-dessus de G/ P. On obtient
une application naturelle :

Ry(P) ®ry(c) Ki(k) — Ki(G/P)
qui est un isomorphisme.

Démonstration. — [47, Théoréme 2.2] O
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Corollaire 1.5.18. — On a un isomorphisme canonique :

R(P) ®r, () Z ~ Ko(G/P).

Notation 1.5.19. — A chaque e¢”(w), on associe un fibré vectoriel sur
G/ P, comme ci-dessus, noté EF (w).

Théoréme 1.5.20. — Les [EF (w)] forment une Z-base de Ko(G/P).

Démonstration. — Ils forment une base du Ry (G)-module R (P). Le ré-
sultat découle alors du corollaire ci-dessus. O

Remarque 1.5.21. — Si P = B est un sous-groupe de Borel de GG, alors
on associe a chaque \,, un fibré en droite sur G/B que 'on notera L£(\,,).
Les [£()\,)] forment une Z-base de K(G/B).

1.5.2. Variétés homogénes

Fixons k, une cloture séparable de k.

Si G est un k-groupe algébrique et X une k-variété quasi-projective,
dire que G agit sur X au-dessus de k signifie que I'on a un k-morphisme
G x, X — X vérifiant les hypothéses habituelles pour une action de
groupes [3, Chapitre I, 1.7]. Pour toute extension de corps L/k, G(L)
agit sur X (L) au sens des actions de groupes sur un ensemble. On dit
alors que X est une G-variété et 'on a naturellement la notion de G-
morphismes entre G-variétés : ce seront des morphismes compatibles aux
actions de G.

Avant d’aller plus loin, faisons une digression sur les formes :

1.5.3. Formes tordues

Nous utiliserons également le language et les notations de la cohomo-
logie des groupes que 'on peut trouver dans |55| ou [56].

En suivant Serre |55, Section IIL.1], si X est une variété sur k& ou un
groupe algébrique sur k et si L/k est une extension galoisienne, on dira
qu’une k-variété Y (ou un k-groupe algébrique) est une L/k-forme de X,
si X et Y sont isomorphes sur L en tant que L-variétés (ou L-groupes
algébriques). Plus généralement, Y sera une k-forme de X, §’il existe une
extension galoisienne L/k, telle que Y soit une L/k-forme de X. Notons
aussi que la définition peut étre élargie au cas ou X est un objet algébrique
sur k, comme un k-espace vectoriel, une k-algébre, etc...
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Soient donc X une k-variété et L/k une extension galoisienne de groupe
de Galois I', alors si on note F(X) ’ensemble pointé des classes d’iso-
morphisme de L/k formes de X (I’élément remarquable de F.(X) est
X1), on a d’aprés |55, I11.1.3 Proposition 5| une application injective
d’ensembles pointés :

Fr(X) — HY(L/k, Aut(Xy)).

Ainsi, si v € Z'(L/k, Aut(X)), nous noterons - X, si elle existe, la L/k-
forme de X correspondant au cocycle . Si X est quasi-projective, cette
application est aussi surjective.

Soit k, une cloture séparable de k, et notons pour toute variété Y,
Y; =Y Xk ]{55.

Soient GG un k-groupe algébrique et X une k-variété. On suppose que
I’on dispose d’une k-action G x; X — X. On dispose donc d’un mor-
phisme de groupes :

G(ks) — Aut(Xy)
et donc d’une application d’ensembles pointés :
¢+ Z'(ks, G(ks)) — Z" (ks, Aut(X,)).
Siy € Z'(ks, G(ks)), on notera X en place de 4, X.

1.5.4. Variétés de drapeaux

Soient G un k-groupe algébrique réductif et X une G-variété projec-
tive. La variété X est appelée une G-variété de drapeaux ou variété de
drapeaux tordue, s’il existe un sous-groupe parabolique de G, P, tel que
X, ~ G4/ P en tant que G¢-variétés. La variété X sera alors lisse, réduite,
puisqu’il en est de méme pour G,/P.

Un k-groupe semi-simple GG’ est une forme intérieure d’un groupe al-
gébrique semi-simple G s'il existe 6 € Z(k, G(ks)) tel que G’ = G, ol
G désigne le groupe adjoint associé a G, c’est-a-dire le quotient G /Z(G),
Z (@) est le noyau schématique de I’application Ad : G — GL(g). Néan-
moins, puisque 'application H'(k,G(ks)) — H'(k, Aut(G,)) n’est pas
nécessairement injective, la classe de § dans H'(k, G(k,)) associée & la
classe d’isomorphisme de G’ n’est pas unique. Cela se rencontre avec les
groupes de type D,, [46, Section 5.IV].

La théorie des groupes algébriques semi-simples (voir 1.5 et [60]) per-
met de dire qu’il existe un unique (& isomorphisme prés) groupe semi-
simple déployé G¢ tel que G, ~ G?. Autrement dit, G est une forme
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tordue de G9. Si G est une forme intérieure de G¢, on dit que G est de
type intérieur.

1.6. Quelques notations et définitions

Introduisons ici quelques notations et définitions que nous utiliserons
par la suite.

Nous utiliserons la théorie des algébres simples centrales que nous ap-
pellerons aussi algébres d’Azumaya :

Définition 1.6.1. — Notons k, une cloture séparable de k. Soit A une
k-algébre. On dira que A est une algébre d’Azumaya s’il existe un entier
r > 1 tel que

A Ok ks = Mr(ks)

Une telle algébre est de dimension 72, r est appelé le degré de A.

Si X est un schéma, rappelons [20| qu’une algébre A sur X est une
algébre d’Azumaya si, localement pour la topologie étale, A est isomorphe
a M,.(Ox) pour un certain r. Si X = Spec(k) est le spectre d’un corps,
une algébre d’Azumaya A sur X n’est rien d’autre qu'une algébre simple
centrale sur k.

Définition 1.6.2. — Soient A une algébre d’Azumaya sur k de degré
netl<i <...<i <n des entiers. On notera par SB;, ; (A) le k-
schéma représentant le foncteur qui a une k-algébre R associe ’ensemble
des r-uplets (Iy, ..., ) d'idéaux a gauche de A ®y R, tels que A®y R/,
soit localement libre de rang n* —ni; et I C ... C I,.

Remarque 1.6.3. — Tout groupe algébrique GG, forme intérieure de type
A, s'écrit PGL(A) pour une algébre d’Azumaya A de degré n, et toute
variété projective homogéne X sur G s’écrira SB;, ;, (A) pour un entier
r et un r-uplet (iy,...,%,) [46, 5.2|.

Remarque 1.6.4. — En particulier SB;(A) est une variété de Severi-
Brauer généralisée 34, définition 1.16]. Par exemple, SB;(A) coincide
avec SB(A), variété de Severi-Brauer « habituelle », définie pour la pre-
miére fois par Chatelet [9].

Remarque 1.6.5. — Si L/k est une extension de corps déployant A
(un tel L existe d’aprés le théoréme de Wedderburn, [34, théoréme 1.1]),
alors SB;(A) ®gpec(r) Spec(L) est simplement une variété de Grassmann,
d’apreés [34, théoréme 1.18].
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Notation 1.6.6. — Soit V' un k-espace vectoriel de dimension n. Soient
1<i < ... <1, <n des entiers. La variété de drapeaux sur V' associée
a la suite (1 < iy < ... < i, < n) est notée Drap,, , (V). C’est le k-
schéma représentant le foncteur qui a une k-algébre R associe I’ensemble
des r-uplets (Vi,...,V,) de R-modules de V ®; R tels que V ®; R/V; soit
localement libre de rang n —i; et V) C ... C V,. Par exemple, ses L-
points pour une extension de corps L/k sont Drap,, ., (V)(L) ={V1 C
... CV, CV, pour tout j, V;, L-espace vectoriel de dimension i;}.

Définition 1.6.7. — Soient )V un fibré de rang n sur un k-schéma X, et
1 <4y <... <14, <nunesuite d’entiers. On notera Drap; ; (V) le fibré
en variétés de drapeaux associé 4 1 < i1 < ... < 1, < n défini comme
suit : si U est un ouvert de X trivialisant V), alors on a le diagramme
commutatif suivant dont le carré est cartésien :

A x U <2y V

> e |

U——X
On définit un fibré en variétés de drapeaux &, sur U comme étant égal a
¢~!(Drap,, _,; (k") x U). Pour tout ouvert U trivialisant V, on construit
ainsi un fibré en variétés de drapeaux &y. Il est évident qu’ils se recollent
pour donner naissance a un fibré en variétés de drapeaux & sur X tel que

si U est un ouvert trivialisant V, on a : &y = &y. Finalement, on pose :
Drap,, ; (V) =¢.

Notation 1.6.8. — Si B est une algébre d’Azumaya de degré n, sur
un schéma X, et si 1 < i1 < ... < i, < n sont des entiers, alors on
peut définir une fibration en variétés de drapeaux tordues SB;, ;. (B) —
X qui revient & étendre la définition 1.6.2 « en famille » (construction
analogue a la définition 1.6.7). Par exemple, si € X est un point, alors

SBil,...,ir(B)x = SBil,...,ir(B:c)-
Nous noterons SB(B) = SB;(B).






CHAPITRE 2

COMBINATOIRE

2.1. Introduction

Considérons un k-espace vectoriel  de dimension n pour un certain
entier n. Fixons une base e = (e, ..., e,). Le but de ce chapitre est d’étu-
dier la géométrie de la variété de drapeaux complets X = Drap, _,(F)
(voir 1.6.6 pour la définition). Via la base e, le groupe SL, agit natu-
rellement sur X de maniére transitive, et le stabilisateur du drapeau
(< eg >,< e1,e9 >,...) est constitué des matrices triangulaires supé-
rieures, que 1’on notera par B, c’est un sous-groupe de Borel de G = SL,,,
et X s’identifie & G/B. Rappelons que SL,, est de type A,,_;.

Dans ce chapitre, nous allons introduire la combinatoire associée a une
variété de drapeaux complets dans le cas déployé. L’anneau de Chow
d’une telle variété posséde en effet une base canonique, formée des classes
des variétés de Schubert, appelées aussi cycles de Schubert, indexée par le
groupe symétrique G,,. Ces classes ont une expression polynomiale en les
classes de Chern de fibrés vectoriels tautologiques sur la variété, donnée
par les polynémes de Schubert.

De méme, I'anneau de Grothendieck d’une telle variété, posséde une
base naturelle formée des classes des faisceaux structuraux des variétés
de Schubert indexée sur &,,. Ces classes ont une expression polynomiale
en les classes de fibrés vectoriels tautologiques, donnée par les polynémes
de Grothendieck.

En outre, il existe une base fondamentale de ’anneau de K-théorie de
telle variété, (L, )wes,, base qui est invariante sous l'action du groupe
de Galois. Cette base définie par Pittie [50] a été cruciale dans le calcul
de la K-théorie des variétés homogenes fait par Panin [47].
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Ainsi ’on dispose de deux bases importantes de I’anneau de K-théorie,
I'une est invariante sous ’action du groupe de Galois, et I’autre constituée
des classes des faisceaux structuraux des variétés de Schubert, donc qui
est adaptée a la filtration topologique de ’anneau de K-théorie. Il est
naturel de vouloir chercher le lien entre les deux bases et donc de donner
une expression de la matrice de changement de bases.

Pour ce faire, on introduit un produit scalaire sur I’anneau de K-
théorie, et on introduit les polynomes H de Lascoux (|39]), qui donneront
une base adjointe & celle formée par les polyndémes de Grothendieck. Ces
polyndémes se calculent aisément grace a des opérations de différences
divisées.

Nous donnerons les définitions et algorithmes afférents aux calculs des
trois séries de polyndmes évoquées, ainsi que la combinatoire associée au
produit scalaire, intimement liée aux fonctions de Schur. Enfin nous relie-
rons les objets combinatoires & la géométrie. Nous finirons par présenter
un exemple en petite dimension.

Le chapitre repose sur ’étude des lieux de dégénérescence €2, de la
variété de drapeaux. Fulton dans [15, Chapitre 14] a étudié ces lieux pour
la variété de Grassmann, puis pour les variétés plus générales, toujours
sous un groupe de type A,. Si le groupe n’est plus du type A,, mais est
un groupe classique, on dispose aussi de polynoémes de Schubert [35].

2.2. Variétés de drapeaux complets de type A, _;

Dans le chapitre de rappels, on a donné le vocabulaire relatif aux
groupes algébriques et variétés homogénes (Cf. 1.5.1). Dans ce chapitre,
on ne s’intérésse qu’aux variétés de drapeaux complets de type A,,_;. La
présente section a pour but d’expliciter GG, B, W, etc ... dans ce contexte
particulier, afin de stabiliser les notations.

2.2.1. Variétés homogénes

La présente section est fondée sur [5, Planche 1].
On se place dans ce chapitre, dans le cas ou G = SL,, pour un cer-
tain entier n. Comme tore maximal, on prend 1’ensemble des matrices
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diagonales de SL,, :

ty 0 ... 0
T O .tg 0
0 L,
avec t,...t, € k*, et
* ok *
B= *
0 ... ... %

I’ensemble des matrices de SL, triangulaires supérieures est un groupe
de Borel contenant 7'. Le groupe 7" est un tore maximal déployé de di-
mension n (définition 3, Chapitre III, 8.5]), inclus dans B. La partie
unipotente de B est :

1 x *
|0
0 . 1

et 'ona: B=TU.

La variété projective G/ B s’identifie avec Drap, (k") ot Drap a été
introduit en 1.6.6.

Le groupe de Weyl associé est W = G,, le groupe symétrique des per-
mutations de {1,...,n}. Notons A I’ensemble des racines simples (pour
le Borel B) du systéme de racines ®(G,T") du groupe G. Si on note ¢; le
morphisme suivant :

T — Gy,
t1
—
ln
alors A = {a; = (1 —€3),...,a,1 = (én_1 — €,)}. Les poids fon-
damentaux associés sont {cwy,...,w, 1}, avec : w; = € + ...¢ pour

i=1...(n—1).
L’ensemble S des réflexions de W associées aux racines simples A =
{a1,...,a,_1) sont les transpositions s; = (ii+1), pouri =1...(n—1).
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Nous avons encore ici la notion de longueur d’une permutation w € W.
C’est le plus petit r tel que w soit produit de r éléments de S. On le
notera {(w).

En suivant [14, Equation 3.7], on pose la définition suivante :

Définition 2.2.1. — Soient n un entier et w € S,,. Pour p,q < n, on
définit la fonction rang ainsi :
ru(p,q) = [{i < p, w(i) < ¢}

ou |.| désigne le cardinal d’un ensemble.

La fonction rang jouera un role important pour connaitre avec précision
les points des variétés de Schubert.

Remarque 2.2.2. — Conservons les mémes notations. On a les rela-
tions suivantes :

1. Vi, s =1,
2. Vi, g, i — 7] > 1, 885 = 5584,
3. Vi, 88i418; = Si4+15iSit1-

Le groupe symétrique est donc un groupe de Coxeter |24, Section I.1]. En
fait dés que 'on a un systéme de Tits (G, B, N,T,S), N/T est un groupe
de Coxeter dont I’ensemble des réflexions simples est S |3, Chapitre IV,
14.15].

La signature sur le groupe &, se réécrit : e(w) = (—1)“*) pour w €
S,,. On peut également lier la longueur d’un élément de &,, au nombre
d’inversions :

Proposition 2.2.3. — Soit w un élément de S, pour un certain n.
Alors

Uw) = i(w) = [{(i,7) € {1...0} x {1...n}, i < n, w(i) > j|.

ol |.| désigne le cardinal d’un ensemble.

Notation 2.2.4. — On note wy I’élément de longueur maximale de &,,.
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2.2.2. Variétés de Schubert - Variétés de Schubert opposées

Rappelons la décomposition de Bruhat (cas particulier du théoréme
1.5.6) (|6, Proposition 1.2.1]) :

Lemme 2.2.5. — Conservons les notations précédentes. La variété G /B
admet la décomposition suivante :

G/B= |] BwB/B
”LUGGTL
ot pour w € S, w représente la matrice nxn, (w; ;) ; tel que w; j = 8; wi
(0 est le symbole de Kronecker). On appelle cellule de Schubert le quotient

Cw = BwB/B, c’est un espace affine de dimension ((w). Notons que
X, = G/B.

Suivant [24, Section 1.6], donnons la définition suivante :

Définition 2.2.6. — Introduisons un ordre partiel sur W = G,,, ordre
engendré par w < tw si {(w) + 1 = {(tw) pour ¢t un conjugué d’une des
s; (ie. une transposition). C’est 1'ordre de Bruhat.

On peut alors décrire les variétés de Schubert en fonction des cellules
de Schubert |6, Proposition 1.2.1] :

Proposition 2.2.7. — Soit w € S,,.

X, = HCv.

v<w

La variété X des drapeaux complets de £ = k" (muni du drapeau
standard (< e; >, < ej,e3 >,...)) admet donc une décomposition cellu-
laire. On a une expression simple en termes de drapeaux des cellules de
Schubert et des variétés de Schubert.

Notons tout d’abord E, le drapeau complet standard de F :

Es=(F1,...,E,)
avec pour tout ¢ :
E;={e1,...,e;).
Proposition 2.2.8. — On a :
Co={ViC...Vies CE| Vp,qdimy(V, N E,) =ru(q,p)}

et
Xo={ViC...Voi CE|Vp,qdim(VoNE,) > 74(q,p)}
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ol 1, (q, p) est la fonction rang définie en 2.2.1.

Démonstration. — Donnons la preuve pour C,,, pour la variété de Schu-
bert X, c’est similaire. On note “E, le drapeau : (“Ei,...,"E,) avec
pour tout i € {1,...,n}:

wEZ- = <€w(1) ce ,6w(i)>.
C’est I'image de F, par w. Alors par définition-méme de la cellule de
Schubert Cy, C, = B"E,. Soit Fy, = (F}, ..., F,) un drapeau.
Le fait que F, appartienne a C', revient a dire que pour tout i, I’espace
vectoriel F; est de la forme

<6w(i)—i—...,ew(i_l)+...,...,6w(1)+...>
o les pointillés dans ’expression e,,;)+. . . représentent une combinaison
linéaire de e; avec j < w(i). Ceci est donc équivalent & dire que pour tout
i,7:
dimy (F; N Ej) = {p <4, w(p) < j}H
ie.:
]

Nous avons introduit un sous-groupe de Borel B de SL,,. Introduisons
le sous-groupe de Borel opposé (définition [3, Chapitre IV, 14.1, Théo-
réme|) que nous noterons B~ = woBwy, ol wy est I’élément de longueur
maximale de &,, (ie. wy = (n,n — 1,...,1)). Autrement dit, B~ est
I’ensemble des matrices triangulaires inférieures de SL,,. En suivant |6,
Section 12|, on définit les cellules de Schubert opposées et les variétés de
Schubert opposées :

Définition 2.2.9. — Soit w € G,,. La cellule de Schubert opposée as-
sociée a w est :

w
cv = wonow.
La variété de Schubert opposée associée & w est :
w
XY = wOXwow'

Bien sfir, on a :

Proposition 2.2.10. — Soit w € S,,.

xv= [

V2w
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Démonstration. — C’est un corollaire de la proposition 2.2.7, en sachant
qu’ici 'ordre est renversé car on compose avec wy. O

Définition 2.2.11. — Fixons un w. Le bord de la variété de Schubert
X, est :

0X, = X,\Cuw = [] Co-

v<w

De méme, le bord de la variété de Schubert opposée X" est :

ox" =Xx"\c"=JJc"

v>w

2.2.3. Base de ’anneau de K-théorie - Dualité

Le théoréme 1.5.12 permet de voir que ’anneau de Grothendieck de
G/B admet une base formée des faisceaux structuraux des variétés de
Schubert [Ox,]. Pour exprimer les [Oy,] dans la base de Pittie, nous
allons mettre un produit scalaire sur K,(G/B) puis chercher une base
duale. Sur le plan combinatoire, les polynémes adjoints H de Lascoux
répondent au probléme, sur le plan géométrique, il faudra étudier les
variétés de Schubert opposées. Enoncons tout d’abord un résultat qui
montre qu’on dispose effectivement d’un produit scalaire (|47, Théoréme
8.1]).

Commencons par un rappel :

Remarque 2.2.12. — On notera par f le morphisme structural G/B —
Spec(k). L’application f induit un morphisme f, sur les groupes de Gro-
thendieck :

Ko(G/B) — Z
Ce morphisme est la caractéristique d’Euler-Poincaré, notée .

Théoréme 2.2.13 (Hulsurkar [25]). — L’accouplement :

(@, f) ———x(ab)

est non dégénére.
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2.3. Polynomes

Nous allons définir trois séries de polynémes dans cette section, les
polynomes (doubles) de Schubert X qui généralisent les fonctions de
Schur, les polynémes (doubles) de Grothendieck G, d’aprés Lascoux et
Schiitzenberger (|38|) et enfin des polynémes H que nous appellerons po-
lynomes de Lascoux. Nous ferons toujours opérer les fonctions a gauche,
a contrario de la convention prise par Lascoux, Schiitzenberger dans [39],
[42].

Fixons les notations pour la présente section. Pour étre le plus général
possible, nous allons travailler sur 'anneau Z. Soit n > 1 un entier. Consi-
dérons une premiére suite d’indéterminées (ou alphabet) a = (a4, ..., a,).
Posons A = Zlay, . .., ay, é, ce i] Le groupe &,, agit naturellement sur
A en permutant les variables a;. Si w € &,,, nous noterons encore par
w ’endomorphisme de A déduit de la permutation w. Par exemple pour
si=(ii+1) € &,, s; sera 'opérateur :

A

H
= flar, ..o, a1, Gy, ay).
i il

A
f

Nous noterons par A®" le sous-anneau de A constitué des éléments fixés
par G,.

De plus, si R est un anneau quelconque, il pourra étre utile d’étudier
les polynémes en les a; non plus a coefficients dans Z, mais dans R. On
prolongera alors action de &,, & Agr = Rlay, ..., a,, %, o i] = A®zR.
Et Ag" = A%" ®, R. Si aucune confusion n’est a craindre sur I’anneau
des scalaires R, nous noterons par abus de langage A au lieu de Ag.

Soit b = (b1, ..., b,) un second alphabet. Il nous arrivera réguliérement
de prendre comme anneau R :

1 1
R=7|bi,... by —r. .. —
by

Il faudra alors noter que le groupe &, laisse fixes les b;.

Les trois séries de n! polynémes que nous allons construire seront des
bases de A, vu comme module sur I’ensemble des polynémes symétriques
en les a; a coefficients dans R.
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2.3.1. Opérateurs de symétrisation

Posons

1 1
A=2Zay,...,0p,—,...,—
a1 Qp,

Nous allons définir sur A des opérateurs A®»-linéaires.

Définition 2.3.1. — Définissons 3 séries d’opérateurs de ’anneau A.
Pour touti=1...n—1et f € A, on pose :
0, : A — A
, _ s(f)=f
f = 8Z(f) T oai+1—a;
m: A — A
_ aip1si(f)—aif
[ m(f) ==
et
v A — A

[ i) =m(f) - f.
Remarque 2.3.2. — On a pour tout f € A, et tout entier i < n,
mi(f) = Oi(aif), et ¥(f) = ai+10;(f). D’autre part, si f € A, alors
pour tout i, a;11 — a; divise s;(f) — f et donc 0;(f) € A.

Remarque 2.3.3. — Soient f € Aeti e {l...(n—1)} un entier, alors
0;(f) et m;(f) sont invariants sous I’action de s;. Nous avons les équations
suivantes :

& =0
7'('2-2 = Ty
W= -

En outre, m; et v; permettent d’avoir une décomposition de A :
A = ker m; @ ker 1);.
On calcule :
ker Q/}Z = A%
et
ker T, = Im ¢Z = CLZ'_HASi.
Bien entendu, a;,1 A% est I’ensemble des fonctions s’écrivant a; .1 f avec

f € A%. Finalement, les deux projecteurs m; et ¢; nous fournissent la
décomposition suivante :

A = Asi &) CI,H_lASi.
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Lemme 2.3.4. — Soient i un entier compris entre 1 et (n — 1), T; un
des opérateurs O;, m;, ou ;. Alors on a les relations suivantes (appelées
relations de Moore-Cozeter) :

Vp,g=1...(n—1) tels que |p—q| >2 T,T,=T,T,

Vp=1...(n—2) T, Ty T, = Tpii T, T4,
Démonstration. — La vérification est immédiate. O
Proposition 2.3.5. — Soient 11, ...,T,_1 des opérateurs de [’anneau

A, tels que les (T;); vérifient les relations de Moore-Cozeter ci-dessus.
Alors pour tout w € &,,, il existe un opérateur de A noté T, de sorte que

LT, =1
2.Vi, T, =T,

3. Tl = Ty, st L(w) + L(w') = L(ww').

Démonstration. — Soit w € &,,. 1l existe une suite d’entiers compris
entre l et n—1,4y,...,4, ou r = {(w), telle que I’on a ’écriture suivante :
w =S ..., (écriture réduite). Il suffit alors de poser :

To=T, ...T,.

Il ne reste plus qu’a voir que la définition de T,, ne dépend pas du choix
de Iécriture réduite. Or cela découle du fait que les (7;); vérifient les
relations de Moore-Coxeter. Voir [39, lemme 1.4]. O

Grace d’une part a la proposition précédente, et au fait que les opéra-
teurs, 0;, m; et 1; vérifient les relations de Moore-Coxeter, on peut poser
la définition suivante :

Définition 2.3.6. — Pour w =s;, ...s;. € G,, un élément de longueur
r, on définit trois opérateurs associésa w : 0y, = 0;, ... Osy, Ty = Ty, ... Ty

et ¥y, = ;. ... ;.

Remarque 2.3.7. — Ce sont des différences divisées, dont les 2 der-
niéres sont isobares (i.e. conservent le degré total), et la premiére fait
décroitre le degré de 1. Leurs noms proviennent des différences divisées
utilisées par Newton pour produire des polynémes « approximant » une
fonction. Plus exactement, si n est un entier positif, ¢, z1,..., 2z, n+ 1
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des éléments de k, et si f est une fonction de £ — k, on cherche le poly-
nome P de degré n tel que pour tout i € {0...n}, P(x;) = f(z;) = ui.
Si on écrit le polynome sous la forme

P(z) = apta1(x—x¢)+az(x—z0)(x—21)+- - +a,(z—x0)(x—21) - - - (T—T_1)

Trouver les coefficients a; revient & trouver les coefficients de P dans la
base de Newton [[/_,(z — x;). La théorie de Newton nous dit que 'on

a:a; =lyo,...,y; avec : [y,] =y, et :

Woirs - Yog] = [0+ Yoy

Yoy« oy Ypij] = ,v=0,...,n—j5,5=1,...

Lyyj — Ty

Voir [23, Chapitre 2|, pour plus de précisions sur la méthode de Newton.

Lemme 2.3.8. — Soient f et g deuzr éléments de A eti <n—1 un en-
tier. Si s;(f)=f, ona:Ti(fg) = fTi(g), ou T; est une des 3 différences
divisées définies plus haut, a savoir 0;, m; ou ;.

Démonstration. — C’est évident vu la définition des différences divisées
a partir de s;. O

2.3.2. Fonctions de Schur

On ne peut parler de polynémes de Schubert ou de polynémes de Gro-
thendieck sans évoquer les fonctions de Schur. En effet, ce sont elles qui
ont été étudiées en premier et se retrouvent au coeur de la combinatoire.
Elles permettent d’obtenir une base du A®"-module A. (voir [43] pour
un traité complet sur les fonctions symétriques).

Rappelons que nous disposons d’un alphabet a = (ay, ..., a,).

Définition 2.3.9. — Dans l'anneau A[[t]] des séries formelles en ¢ a
coefficients dans A, pour tout a € A, (1 — at) est inversible, et I'on
définit les fonctions symétriques complétes ou fonctions aleph de Wronsky
S;(ay,-..,a,) comme suit :

— 1_azt :Zsj(alw--,an)t].

1 3>0

(2
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Ezemple 2.8.10. — On a Sy(ay,...,a,) = 1.
Supposons a = (ag, az,az). On a ainsi :

Sl(a'laa'27a3) = a1 +CL2+CL3,
S 2, 2, 2
o(ay,as,as) = aj+a;+ a;+ ajas + ajas + asas,
3, .3, 3, 2 2 2
Ss(ay,as,a3) = aj + a;+ a3 + ajas + ajas + azas + ajaszas.
Remarque 2.3.11. — Ces fonctions sont symétriques en les a;. En effet

sis;=(iti+1),ona:

| o1

i=1

et par suite
S; (Sj(al, e ,CLn)) = Sj(al, <y an).

Généralisons la construction précédente (voir [37, paragraphe 1.3|) :

Définition 2.3.12. — Soient I = (iy,...,i,) et J = (j1,...,J,) deux
r-uplets d’entiers. La fonction de Schur S;/; est :

Sty = det ((Siy—jut+h—nlai, ..., an))nk=1.n)

avec la convention S; = 0 si j < 0. Ceci est compatible & la définition
2.3.9.

Remarque 2.3.13. — Lorsque J = (0,...,0), on note S; au lieu de
S1/(0,..0)- Lascoux dans [37] les appelle fonctions de Schur alors qu'’il
utilise le vocable skew Schur function pour le cas ou J n’est pas nul. Ici,
nous parlerons simplement de fonctions de Schur.

Ezxemple 2.3.14. — Essayons de comprendre & quoi ressemble le dé-
terminant, expression de Sy(ay, ..., a,), pour un n-uplet I = (iy, ..., 7,).
Tout d’abord, sur la diagonale, a la place (u, ) pour un g = 1...n, le
coefficient de la matrice est S;, (ay,...,a,). Fixons une colonne disons la
colonne p, les éléments intervenant dans cette colonne se déduiront du
coefficient en (p, 1) (i.e. : a intersection de la diagonale et de la colonne
). En effet, a partir de la position (p, 1), on remplira la colonne u avec
des fonctions de Schur dont I'indice sera incrémenté de 1 (respectivement
décrémenté de 1) si ’on monte d’un cran (i.e. : on passe de la ligne v a
v — 1) (respectivement si I’on descend).
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Supposons que n = 3 et I = (2,13,5). Tout d’abord, on sait que :

S, ...
S(271375) - o Sl3 e
R 1
puis on compléte :
Sy Siu Sy
S35 = | St Si3 Se
So Si2 S5
Définition 2.3.15. — Considérons n alphabets (ou suite d’indétermi-
nées) xi,...,X, de cardinal fini quelconque. Soit J = (j1,...,Jjn) € Z".

La multi-fonction de Schur (appelée fonction de Schur si aucune ambi-
guité n’est a craindre) est :

Sy(x1,....x,) = det ((Sj,+x—n(Xk))kh=1..n)

Pour simplifier un peu ’écriture, introduisons la notation classique
suivante :

Notation 2.3.16. — La notation |.| désignera le déterminant.

Ezxzemple 2.3.17. — Le déterminant donnant ces multi-fonctions de Schur
s’écrit aussi facilement qu’avec des fonctions de Schur normales, en sa-
chant que sur chaque colonne on a le méme alphabet. Par exemple,

Sa(x) Ss(y) Si(z)
S(2,7,5) (X7 Y, Z) =151 (X> S7(Y) SG(Z>
So(x) Se(y) Ss(z)

Les fonctions de Schur permettent d’avoir une nouvelle écriture des
monodmes a priori plus complexe, mais qui sera utile par la suite.

Proposition 2.3.18. — Soit [ = (iy,...,1,) une suite d’entiers posi-
tifs. Construisons les alphabets tronqués a; comme suit : pour i apparte-
nant a {1...n}, on pose a; = (ai,...,a;). On a alors :

i1 12 i
S(im___’il)(an, ceey al) = al 0,2 N an".

Démonstration. — Notons &’ = (ag, ...,a,) = a\{a, }, I'alphabet a, au-
quel on a enlevé la premiére lettre. Soit j un entier, on a I’égalité suivante,
qui sera prouvée ci-dessous :

S;(a’) = 8;(a) — a1S;-1(a).
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Par définition méme des multi-fonctions de Schur, on a :
Si, (an) Si, 1+1(an-1) oo Sitmon(an)
Si,—1(ay) Si, 1 (an-1) Sii+(n-2)(a1)
Sin—(n—l)(an) Sin_1—(n—2) (an—l) e Si, (al)

Soustrayons a chaque ligne sauf la derniére, a;x la ligne suivante. On
obtient donc :

Si.(an) —a1S;,—1(an) ... Sitm-1)(an) — 1S+ -2)(an)
Sin—l(an) —a Sin—2(an) e Sz‘1+(n—2) (3-1) - alsz‘1+(n—2) (3-1)
Sin—(n—l) (an) e Si1 (al)

Ceci se réécrit, d’aprés le résultat préliminaire :

Si, (@ \{a1})  Si, ir1(ana\{ai}) oo Siymen(ai\{ar})
Si,—1(an\{a1}) Si, ,(an1\{a1}) ... Siymoo(@i\{ar})

Sin—(n—l)(an) Sin_l—(n—2)(an—1> e Sil (3-1)

Ainsi, la derniére colonne ne contient que des 0 sauf sur la derniére ligne,
ou I'on trouve S;, (a;) = ai*. Il suffit de réitérer le procédé pour conclure.

]
Lemme 2.3.19. — Avec les notations de la preuve ci-dessus, on a :
S;(a’) = S;(a) — a18;-1(a).
Démonstration. — 1l suffit de considérer les fonctions génératrices dans

I’anneau A[[t]].

1 1
H 1—a2t:(1_alt) H 1—a2t

1=2...n i=1..n

Cela se réécrit :

Z S;(a)t => " S;(a)) — Z a1S;(a)t !,

Ceci permet de conclure. O
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2.3.3. Fonctions de Schur et différences divisées

Les opérateurs 0; et m; agissent de maniére assez simple sur les fonctions
de Schur.

Proposition 2.3.20. — Soit i un entier et notons a; = (aq, . .., a;) Ual-
phabet tronqué. Alors

0;S;(a;) = Sj_1(ai+1)
mSj(ai) = Sj(ait1).
Si, de plus, on considere les fonctions de Schur sur un alphabet ne

contenant ni a; ni a;1, ou contenant a; et a;yq (i.e. : sur a; pour j <1
ou j > 1) alors, elles sont annulées par O; et ;.

Démonstration. — La seconde assertion de la proposition est évidente
puisqu’alors les fonctions de Schur sont invariantes sous s;. Pour la pre-
miére partie, fixons un i et considérons la fonction génératrice s(t) =

1
Hj:l...’i l—a]‘t -

sis(t) — s(t)
1—ait) — (1 —a;qt 1
_ a0 aa)

1—Cljt

R j=1...(i+1)

1
= H ]_—Cljt.

j=1...(i+1)
De méme :
a;118:8(t) — a;s(t)
Aj+1 — Q4
(1 —ait) — ai(1 — agat) H 1
Qiy1 — Q; 1 —aj;t

- 1 1
j=1...(i41) 1—ajt

Ceci permet de conclure. O

7Ti$(t) =

j=1...(i+1)

On peut calculer aisément les différences divisées d’'un mondéme quel-
conque. En effet si I'on considére le monéme a’ = a}' ...ai» pour des
entiers I = (iy,...,1,) donnés, on a, d’aprés la proposition 2.3.18, que
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a’ =S, i (an,...,a;), ol pour un i donné, a; = (ai,...,a;) est 'alpha-

bet tronqué. Mais alors pour un j donné, seule une colonne de la matrice
donnant la fonction de Schur n’est pas invariante par s; (la (n +1 — j)-
éme), ainsi vu le résultat de la proposition précédente, on a :

ajSZ-n,m,il (an, ceey al) = Siny"'7ij_l7"'7il (an, ey aj+1 ey al).
n+1—j
Les fonctions de Schur permettent d’avoir une base de A comme A®n-
module (voir [39, Section 2| et [19]) :

Théoréme 2.3.21. — Les mondémes a' = a™* .. a’" our 0 < i1 < n—
1

,0<ia<n—2,...,0< 7,1 < 1,4, =0 forment une base de A en tant
que A®"-module.

Lemme 2.3.22. — Pour un mondme a' = azf o ,af{l, onasip=(n—
1,...,1,0),

Dpya’ TP = Siyin) (@15 ap).
Démonstration. — Cf. [40, (7.3.1)] O

2.3.4. Symétriseurs maximaux - Produit scalaire

Pour wy € &,, de longueur maximale, on a les trois opérateurs de diffé-
rences divisées de A — A Oy, Tuwys Yy, correspondant & la permutation
de longueur maximale wy.

Le théoréme suivant (voir [37, Proposition 2.4.1]) donne une expression
des symétriseurs maximaux.

Théoréme 2.3.23. — Soit f € A. Posons A = [[,¢; (@i —aj) et

a? =aytay 2. al 1ab et a? =alal.. . a""Ta" ! = wg.a”. On a :
P f ZwGGn(_l)E(W)w'f
U)O A 9
T f _ ZwGGn( )E(w (apf>
wo A
PR S VT
wo A .
Démonstration. — Il suffit de restreindre les calculs a la base de A sur

A®n décrite plus haut. Voir [37, proposition 2.4.1] pour les détails. [
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Définition 2.3.24. — On définit la fonction p : A — A®" par

/
PR VT ey

Il faut vérifier que 'image de f par p est bien symétrique. Ceci se voit
aisément grace a une nouvelle expression de la fonction p :

Proposition 2.3.25. — On a :

p = 7Tw0 = a’woa‘p

ou
p _ . n—1 1 0
a’ = aj a, 10,
Démonstration. — C’est immeédiat vu le théoréme 2.3.23. O

On définit alors un produit scalaire sur le A®»-module A :
Notation 2.3.26. — Pour f,g € A, on note (f, g) = p(fg) = Tu,(f9)-

Théoréme 2.3.27. — Le produit scalaire p du AS"-module libre A est
non dégénere.

Démonstration. — Ce sera le corollaire d’un résultat sur les bases duales,
théoréme 2.3.33. O
Lemme 2.3.28. — Soit w € &,,. Alors 7, et m,~1 sont adjoints relati-
vement G p.

Démonstration. — On peut se ramener au cas ot £(w) = 1. On a alors

w=s; pour un i = 1...(n — 1). Soient donc f, g deux éléments de A.
On a (mf,9) = mw,((m:f)g). Or mm;(f) = m(f), et puisque les 7;
vérifient les relations de Moore-Coxeter, alors 7,,,m; = m,,. En effet par
les relations de Moore-Coxeter, on a m; 17; = T;W 1 7;Tir1 €6 w17 =
miTi—1T;Ti—1, donc il existe un w tel que m,,m; = TyTw,. Or tout élément
de I'image de 7, appartient en fait & A®" d’aprés la proposition 2.3.25
puisque 'image de 0, est incluse dans ASn | finalement TweTi = M-
Ainsi @ 7y, ((m:f)g) = Twemi((mif)g). En outre, m; f est invariant par s;,
done T, m; (i f)g) = T, ((m:f)mig). Ainsi (m:f, g) = 7w, ((m:f)mig). De
méme, on a : (f, mg) = u,((m; f)mig). Ceci permet de conclure. O
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2.3.5. Définitions des polynémes

Désormais, nous utiliserons un second alphabet b = (b1, ..., b,). Nous
ferons I’extension des scalaires :
1 1
Z—7Z|by,....bp,—,...,—
|i 1 n bl bn:|
Pour A on prend un anneau plus grand, on se place donc dans ’anneau :
1 1 1 1
A=17 al,...,an,—,...,—,bl,...,bn,—,...,—
a1 ap, bl bn
L’action du groupe &,, sur Z[ay, ..., a,, i, o i] par permutation des

lettres (a;);=1.., se prolonge en une action sur le produit tensoriel A par
w®Id. Nous continuerons de noter par A®" le sous-anneau de A constitué
des éléments fixés par 'action de G,,.

Nous allons construire trois séries de polyndémes, chacune indexée sur
S,.. Notons wy I’élément de longueur maximale (c’est-a-dire @) de
G,,. La définition de chacune de ces séries se fait par récurrence. Définis-

sons le premier élément de chaque famille :
Notation 2.3.29. — On pose :
Xwo(al,...,an,bl,...,bn): H (CLi—bj>,

,7,4+j<n
b]
Gwo(ah 7an7b17 >bn) = H - CL_ )
ij itj<n ‘
et
a;
Hyo (a1, .. an b, b)) = [ (- )
1<i<j<n v
Remarque 2.3.30. — On a une seconde expression pour le dernier po-
lynome :

Ho (@, nsbib) = ] (1_%;71-)
)

4,J ,itj<n

Définissons les polynomes de Schubert qui sont une généralisation des
fonctions de Schur, puis les polynomes de Grothendieck et enfin les po-
lynomes adjoints (voir [39, Section 2|) :
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Définition 2.3.81. — Soit w € S,,. Le polynome (double) de Schubert
associé a la permutation w est :

Xop(a1y ooy any by bn) = Owgw X (A1, -+ 5 Ay b1, - oo by).

Le polynéme (double) de Grothendieck associé a la permutation w est :
Gul(ar, .. an, b1y o by) = TwewGug (@1, -y Gy b1y oo by).

Le polynéme (double) adjoint associé a la permutation w est :

Hw(ah <oy Qp, b17 s 7bn> = wwowHwo(ala <oy Qp, b17 s 7bn>

Remarque 2.3.32. — Le terme adjoint pour désigner les polynémes H
sera explicité plus bas, ils formeront une base, adjointe de celle formée
par les polynomes de Grothendieck, pour le produit scalaire (.,.) défini
en 2.3.26.

Nous donnerons dans le dernier paragraphe quelques exemples.

2.3.6. Bases duales

Nous avons déja défini un produit scalaire sur la A®"-algébre A. Le
théoréme suivant justifie d’'une part I'introduction des polyndémes H et
d’autre part leur appellation. C’est un résultat de Lascoux [39, théoréme
2.8], dans la preuve duquel les fonctions de Schur jouent un réle crucial.

Théoréme 2.3.33. — Soient w1, wy deux éléments de &,,,wqy I’élément
de longueur mazimale de S, et 0 le symbole de Kronecker. On a :

<Hw0w17 Gw2> - 5w1,w2'

Corollaire 2.8.84. — Le A®-module A admet deuz bases (G )uwes,
et (Hy)wes, adjointes par le produit scalaire p qui est non dégénéré.

Démonstration. — Les deux familles de polynémes sont de cardinal n!, et
vu le résultat du théoréme les familles sont libres. Or au vu du théoréme
2.3.21, le A®"-module A est libre de rang n!. Par suite, ®,,(A°"G,,) est
un sous-groupe d’indice fini. Donc, un élément orthogonal a tous les H,,
est nul. Si f € A, alors f — > (f, Hy,w)Gy est orthogonal & tous les
H,, donc il est nul. Ainsi les deux familles (G,)uecs, et (Hy)wes, de
cardinal n! sont des bases. D’autre part, on en déduit que (.,.) est non
dégénéré. O
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2.4. Géomeétrie des variétés de drapeaux

Le but de la présente section est de donner un sens géométrique aux
objets combinatoires décrits ci-dessus.

2.4.1. Fibrés tautologiques

Le but de cette sous-section est d’introduire des notations utiles pour
la suite.

Soient X une k-variété lisse, n un entier, et £ un fibré vectoriel de
rang n sur X. Nous poserons Y = Drap, () la k-variété des drapeaux
complets de £ (voir 1.6.6 pour la définition) et 7 la projection canonique
Y — X.

La variété Y est munie d’'un fibré tautologique 7€, et d’un drapeau
tautologique Uy, ..., U, 1 de 7*E. Plus précisément, si V. = (Vi,...,V})
avec V1 C ... C V,.1 CV, =&, est un point de Y au-dessus de x € X,
alors pour tout i =1...(n— 1), U;v = V;.

La variété Y est aussi munie d’une autre série de fibrés tautologiques.
Pour i =1...(n—1), on pose Q; = 7*E/U,—; . C’est un fibré vectoriel
derang i. SiV = (Vi,..., V) avec V; C ... C V,.1 C V, = &, est
un point de Y au-dessus de x € X, alors pour tout ¢ = 1...(n — 1),
Qiv = &:/V,_i. Nous parlerons de fibrés quotients tautologiques.
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La variété Y des drapeaux complets de £ peut étre construite de proche
en proche a I’aide de fibrés projectifs. Plus précisément, on peut décom-
poser la projection Y — X en projections m; comme suit :

Y =Drap; _, 4 (€)
Tn—1
Drapl,...7n—2(8)

Tn—2

T3
Drapm (5 )
™2

Drap, (&)

T

X

Et pouruni =1...(n—2) donné, on a le diagramme commutatif suivant :

Drapl,...,i—i—l(g) — Drap, (7} ... 71 E/U;)

-

Drap, _;(€)

ou 7} ... wE/U; est un fibré vectoriel de rang n — i.
Ainsi, Y — X se réécrit comme une succession de fibrations en espaces
projectifs de dimension n — 1,n — 2,...,2,1, et par suite Y est une k-

YT . . . 1
variété lisse de dimension relative "(”2 ) sur X.

2.4.2. Fibré projectif

Soient X une k-variété et £ un fibré vectoriel de rang n sur X. Notons
7 le morphisme canonique P(£) — X, ou P(€) désigne la k-variété des
droites de £. On a le résultat classique suivant |15, Théoréme 3.3 et
Remarque 3.2.4] :
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Proposition 2.4.1. — Conservons les notations précédentes. L’applica-
tion :

CH*(X)[t] — CH*(P(&)) 4
dYoiaitt = Y (a;) ci(Opg))'

est surjective et conduit a une bijection
CH*(X)[t]/(P(t)) — CH*(P(£))
o P(t) = Yy, €)1
L’anneau de K-théorie de P(£) se calcule aussi aisément :

Proposition 2.4.2. — Conservons les notations précédentes. L’applica-
tion :
Ko(X)[t] — Ko(P(€)) ,
doiaitt = )0 (a;)[Ope) (1))

est surjective et conduit a une bijection
Ko(X)[t]/(P(t)) — Ko(P(£))
o P(t) =30,y (1) [A &+,
Démonstration. — [17, Chapitre V, Théoréme 2.3]. O

2.4.3. Fibrés en drapeaux - Lieu de dégénérescence

Conservons les notations précédentes. On dispose d’une k-variété X
et d’un fibré vectoriel £ sur X de rang n. On suppose de plus que ’on
dispose d’un drapeau complet dans &£, noté & C ... C &,_1 C £. Pour
tout i, & est un fibré vectoriel de rang 7 sur X.

Notons par Q; les fibrés quotients tautologiques et par U; les sous-fibrés
tautologiques sur Drap, . (£).

En appliquant successivement la proposition 2.4.1, nous pouvons cal-
culer aisément les groupes de Chow de Y en fonction de ceux de X ([14,
équation 5.2|) :

Proposition 2.4.3. — Avec les notations ci-dessus, on a un isomor-
phisme :
CH*(X)[z1,...,2,]/I — CH*(Drap, ,(£))
Ty = C (kel"(Qi - Qi—l)) =C1 (un—l-l—i/un—i)

ot I est l'idéal engendré par les o;(x1,...,x,) —ci(E), i =1,...,n avec
o; la i-éme fonction symétrique.
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Remarque 2.4.4. — Les opérateurs 0; agissant sur ’alphabet (x1, ..., z,)
deviennent des opérateurs sur CH*(X)[z1, ..., x,]. De plus, ils passent au
quotient et nous noterons encore 0; les opérateurs de CH*(Drap, _,,(£))
déduits des 0;.

De méme, en utilisant la proposition 2.4.2 en récurrence, on a une
expression simple de 'anneau de K-théorie de Y en fonction de celui de
X (|18, Introduction v]) :

Proposition 2.4.5. — Gardons les mémes notations. On a un isomor-
phisme :

Ko(X)[fL’l,,I'n]/J — K()(Y)
i = [Ungrif/Un-i]

ou l’idéal J est engendré par les o;(x1, ..., x,)—0i([En/En-1],- -, [E1/E0))
pour © = 1...n, et o; désigne la i-éme fonction symétrique avec la
convention & = 0.

Remarque 2.4.6. — Les opérateurs m; agissant sur I’alphabet (x4, ..., z,)
deviennent des opérateurs sur Ko(X)[x1,...,2,]. De plus, ils passent au
quotient et nous noterons encore 7; les opérateurs de K((Y) ainsi déduits.
Et, 'opérateur m,, est une application Ky(Y) — Ky(X) qui correspond

a I'image directe (|39, p.19]). Si X = Spec(k), il s’agit simplement de la
caractéristique d’Euler-Poincaré.

Suivant |14, Section 4], on pose la définition :

Définition 2.4.7. — On définit pour chaque permutation w € &, le
lieu de dégénerescence comme suit :

Qu ={z € X,V¥p,q € {1,...,n}, Rg(&(x) — Qqu(7)) < 1w(q,p)}-

Remarque 2.4.8. — Notons que €2, a une structure naturelle de k-
sous-schéma fermé de X. En effet, c’est simplement le lieu d’annulation
pour tout p, ¢ des applications A’”w(q’p)ﬂé’p — A’"w(q’p)*lgp.

Remarque 2.4.9. — On peut généraliser la définition précédente, dans
le cas ot les Q, ne sont plus les fibrés quotients tautologiques. On obtient
alors des variétés de carquois.
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2.4.4. Variétés de Schubert

Le but de cette sous-section est de voir ce qui se passe lorsque X est
réduite a un point, i.e. : X = Spec(k). Notre drapeau de fibrés sur X
(&1,...,&,) deviendra un drapeau de k-espaces vectoriels (£, ..., E, =

Fixons un k-espace vectoriel £ de dimension n. Fixons un drapeau
{E, C Ey C ... C E,; C E} dans E. Notons Y la k-variété des
drapeaux complets de £, Drap, . (FE).

Il y a un lien entre les variétés de Schubert X, et les lieux de dégéné-
rescence (.

Proposition 2.4.10. — Pour tout w € S,,, on a :

Quw = Xwwe-

Démonstration. — La sous-variété (2, est définie par le fait que le rang
de E, — @, est au plus r,(q,p). Ceci est équivalent & dire que le noyau
E, NV,_, est au moins de dimension p — (g, p). Donc :

dim(E, NVy) > p—ru(n—q,p)
= |[{i<pw(i)>n—q}]
= | {i <p, wow (i) < g}
= 7“unﬂo((_lap)'

Ceci permet de conclure. O

Notation 2.4.11. — Soit m un entier compris entre 1 et (n—1). notons
Z(m) la sous-variété fermée de Y x; Y suivante :

Zm) ={((V,...,Voc1), Wy,... ., Wy1)), it #Fm =V, =W,;}

et notons p; et py les deux projections évidentes Z(m) — Y.

Z(m)
Y Y
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Remarque 2.4.12. — Les morphismes p; et p, permettent d’identifier
Z(m) a un fibré projectif au-dessus de Y = Drap; _,(E) :

Z(m) L PUpn1 U i)
NS

avec ¢ : (Vi C ...,V , W C ..., Wyq) — Wi /Vi_q. Pour py, on a
la méme chose.

La proposition suivante [14, Lemme 6.3] est fondamentale pour la
suite :

Proposition 2.4.13. — Soit w € G,,.

(i) Siw(m) < w(m+1), alors p; envoie de maniére birationnelle p; *(X.,)
sur Xys,, -

(ii) Si w(m) > w(m + 1), alors p, envoie p;*(X,) dans X,,.

Remarque 2.4.14. — La dichotomie entre le cas (i) et (ii) peut aussi
se faire selon le critére suivant

{ (1) L(wsm) =L(w)+ 1,
(17) L(wsy,) = (w) — 1.

Nous reprenons ici la démonstration de Fulton [14, Lemme 6.3] en la
détaillant.

Démonstration. — Rappelons que pour chaque v de &,,, C, désigne la
cellule de Schubert associé & v ; c’est un ouvert de X,.

(i) Supposons w(m) < w(m -+ 1). Notons A la diagonale de Y x Y. Mon-
trons que p; réalise une bijection p; '(Cy)\A — Cls,.. Soit (Wi, ..., W,)
un point de C,. Se donner un point ((Vi,...,V,), (Wi,...,W,)) au-
dessus de (W7, ..., W,) n’appartenant pas a A est équivalent a se donner
un V,,, de dimension m tel que V,,, # W,, et W,,,_1 C V,, C W,,11. Soit
donc ((Vi,...,V,.), (Wy,...,W,)) un point de Z(m) tel que (Wy,...,W,)
appartienne a C,,. Vérifions tout d’abord que (V3,...,V},) € Cys,,. Il est
clair que pour g # m, et pour tout p, on a : s, (¢, p) = 74 (g, p). Puisque
pour tout ¢ # m, V, = W,, il suffit de voir que I’on a pour tout p :

dim(V,, N E,) = Tys,, (M, p).
(a) Supposons p < w(m) < w(m + 1). Alors si on pose

Kp = Tw(m —1,p) = 1y, (m —1,p),
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on a:
dim(Wm_l N Ep) = Ry,
dim(W,, N E,) = kp,
dim(Wm+1 N Ep) = K)p.
Puisque W,,,_1 C V,;, C W41, on a dim(V,, N E,) = 1y, (M, p).
(b) Supposons w(m) < p < w(m + 1), et posons
Kp = Ty(m —1,p).
On a :
dim(Wm_l N Ep) = KRp,
dim(W,, N E,) = r,+1,
dim(Wysy1 NE,) = rkp+ 1.
Si dim(V,, N E,) = k+ 1, alors il existe u € W,,, 11 N E, tel que V,,,NE, =
kueW,.1NE, =W, NE, =W, 41 NE,. Ainsi, V,, = W,,_; ® ku. Mais
pour le méme u, W,, = W,,_1 @ ku. Bref V,, = W,,, ceci est absurde.
Donc dim(V,, N E,) = k = rys,, (M, p).
(¢) Supposons w(m) < w(m + 1) < p. Posons k, = r,(m —1,p). On a:
dim(W,,—1 NE,) = kp,
dim(W,, N E,) = r,+1,
dlm(Wm+1 ﬂ Ep) — K;p + 2
Et I'on veut : dim(V,,, N E,) = k, + 1. Puisque W,,,_; C V,;, C W41 est
une chaine de sous-espaces vectoriels stricte dont chacun est de dimension
1 de plus que le précédent, on a nécessairement :
dim(V,, N E,) € {dim(W,,,_1 N E,), dim(W,,_; N E,) + 1},
et
dim(W,,41 N E,) € {dim(V,, N E,), dim(V,,, N E,,) + 1}.
Donc : dim(V,, N E,) = Kk, + 1 = rys,, (M, p).
Ainsi 'application p; : p;'(Cy)\A — C,s,, est bien définie. Il reste
a voir qu’il s’agit d’un isomorphisme. Soit (V3 C ... C V,) un point de
Clys,,- La préimage de ce point est constituée des (V3 C ... C V,,), (W, C

W,)) avec W; = V; pour tout i # m et W, # Vi, Viner € Wy C Vi,
et

dim(V, N E,) = rus,. (¢, D)
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D’aprés la premiére partie, on a, nécessairement pour tout g # m,
dim(W, N E,) = rys,,(q,p)-
De plus, si on pose p = w(m) < w(m + 1), on a toujours d’aprés la
premiére partie, avec k = r,(m — 1,p) = 1y, (m —1,p) :
dim(V,,-1 N E,) = &,
dim(V,,NE,) = &,
dim(W,,NE,) = k+1,
dim(Vp NE,)) = #+1.

Donc, V,,,11 N E, = W,, N E, et par suite pour des raisons de dimensions,
on a nécessairement

Wm = Vm+ (Vm—l-l N Ew(m)) .

Finalement, la préimage de (V4,...,V},) ne contient qu’un point, et la
fonction réciproque est donnée par :

Vs V) = (Vi Vi) (Vi o Vi1, Vineit (Vi 0 Buny) s Vit - - -

On vérifie que ce point est bien dans p; ' (X,,).
(ii) Supposons que w(m) > w(m + 1).
Soit (Vi,..., V), (Wh,...,W,)) € py'(X,). Il suffit de voir que I'on
a:
dim(V,,, N E,) = ry(m, p)

Ce sont les mémes raisonnements que plus haut.

2.4.5. Cycles de Schubert

Le but de cette section est de montrer que les polynémes de Schubert ou
les polynémes doubles de Schubert aprés spécialisation, représentent bien
les classes des variétés de Schubert dans 'anneau de Chow de la variété
de drapeaux, bref de montrer le théoréme suivant (|14, proposition 7.5]) :

Théoréme 2.4.15. — Soient X une k-variété lisse, n > 1 un entier, £

un fibré vectoriel sur X de rang n, £, C ... C &,_1 un drapeau complet
de sous-fibrés de £. On a :

[Qw] - Xw(xb ey Ty Y1y - - 7yn)
ol xTr; = cl(Ker(Qi — Qz’—l)) et Y, = Cl(gi/gi—ﬁ‘
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La preuve de ce théoréme se fait en deux étapes (comme la définition
des dits polynomes). Tout d’abord, on calcule & la main [X,,] ou wy est
la permutation de longueur maximale, puis on analyse le comportement
de 0; sur les classes de Schubert. On peut déja en déduire le corollaire
suivant :

Corollaire 2.4.16. — Notons par X, la variété de Schubert de SL,, /B
associé a la permutation w € S, on a :

(X = Xuow (@1, -y 20, 1,00, 1).

Démonstration. — 1l suffit d’appliquer la proposition 2.4.10 au théoréme
précédent en sachant qu’ici y; = 1. O

2.4.5.1. Calcul de [ X,,]. — La permutation wy est 1’élément de S,, qui
envoie ¢ sur n + 1 — 4. Ainsi, (), est exactement donné par ’annulation
des applications 7€, — Q,,_,. C’est I'image de la section de X — Y
donnée par le drapeau (&,...,&,). Cest aussi le lieu des zéros d’une
section du fibré vectoriel suivant :

n—1 n—2
K = ker (g : @ Hom(7*E,, Qn—p) — @ Hom(7*&,, Qn_p_1)>
p=1 p=1

ou la fleche g surjective est définie comme suit : Si o, : 7, — Q,,,
alors g(>_, o) = > B, ot B, : 7, — Q1 est donnée par

6}7 = Qpy1 01 — Proqy,
avec ¢ et pr les injections entre les & et projections entre les Q;. Les

projections naturelles 7* : &, — Q,_, fournissent alors une section
canonique de K dont 2,, est le lieu des zéros. Le fibré K est de rang

N = @, la codimension de (2,,,, donc :

Lemme 2.4.17. — Avec les mémes notations, si Z désigne le lieu des

zéros d’une section sur K, alors la classe de Z dans l’anneau de Chow
de X est : [Z] = cn(K).

Démonstration. — C’est un résultat classique (cf. [15, Section 14.1]). O
Ainsi on est en mesure de donner une expression pour [{2,,] :

Proposition 2.4.18. — Awvec les notations du théoréeme 2.4.15, on a la
relation suivante :

Qo] = en(K) = ] (@ = 4:) = Xug(,9).
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Démonstration. — La premiere égalité est exactement le lemme précé-
dent en sachant que €, est le lieu des zéros d’une section de K. La
seconde égalité résulte du calcul de la n-éme classe de Chern de K. La
troisiéme égalité est la définition méme X, (x, y). O

2.4.5.2. Les opérateurs 0;. — Pour un k compris entre 1 et n — 1, défi-
nissons la sous-variété fermée 7, de Y x x Y comme suit (généralisation
de la notation Z,, introduite en 2.4.11) :

Notation 2.4.19. — On considére la sous-variété fermée Z,,_, de Y X x
Y dont la fibre au-dessus d’un point x € X est donnée par

Zn—kr - {((‘/17 IR Vn—l)u (Wh DR Wn—l)) S Yxxn(x)}/ma { 7é n—k = sz - Wz}

ou k(x) désigne le corps résiduel du point x € X.

Remarque 2.4.20. — Fixons un k. Comme dans le cas de 2.4.12, si p;
et po sont les deux projections Z,,_, — Y, alors les morphismes p; et ps
identifient Z,_ & P(Up—g11/Un—1—1)-

La proposition suivante est une formule de Giambelli pour les fibrés
en drapeaux (|14, lemme 7.2]).

Proposition 2.4.21. — Conservons les mémes notations. Le diagramme
sutvant est commutatif :

D1 x9p3

CH"(Drap, _,1(£)) —— CH"(Drap, __,, ,(£))

CH*(X)[1, ..., 2] /T —2> CH*(X) |21, . . ., 2] /]

ot les isomorphismes verticaur sont donnés par la proposition 2.4.3.

Remarque 2.4.22. — Notons tout d’abord que ps est plat donc on peut
considérer I'image inverse par py et p; est propre, donc p;, a un sens.

Démonstration. — Commencons par le cas particulier n = 2 et £ = 1.
Alors Y = P(€) et Z; = P(€) xx P(€). L'anneau de Chow de P(E)
est engendré par 1 = c1(Op)(1)) = ¢1(Q1). Remarquons que l'on a :
011 = 0et 0,21 = 1. Pour des raisons de dimensions, on a p; ,op5(1) = O et
p1.ops(z1) € CHY(P(E)), donc il existe un entier d tel que p; .ops(x1) = d.
Il reste donc a voir que d = 1. Pour ce faire, on peut supposer que
X = Spec(k). Alors ¢;(Q;) est la classe d’un point Q de P!, et p; induit
un isomorphisme de p,*(P) sur P(£), donc d = 1.
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Le cas général se déduit de ce cas particulier. Notons
X = Drapl,...,n—k—l,n—k—i—l,...,n—l(8)

et 7 : X — X la projection canonique. Nous noterons par P le fibré

vectoriel sur X :

Pic. Vi o1V ppaCoVior) = Va—ia1/Vak—1.

Le diagramme suivant est commutatif :

= P(P)
.
X

Ceci identifie Y & un fibré en droites projectives au-dessus de X. On a
alors le diagramme commutatif :

Y

% p1 Zn—k p2 Yy

P(P) <——P(P) x5 P(P) —=P(P)

L’anneau de Chow de P(P) est engendré sur CH*(X) par 1 et par
c1(Op(1)) = c1(Un—r11/Un—k) = c1(Ker(Qp — Qr—1)) = 4.
D’aprés ce que 'on vient de voir p;, o pi(a) = 0 et p1, o piaxy) =

Q@
pour @ € CH* X. Ceci permet alors de conclure. O

Le sous-schéma ,, est de codimension /(w) dans Y = Drap, (€
C’est une sous-variété irréductible, elle détermine donc un élément [€2,,]
CH‘™)\(Y).

)-
€

Lemme 2.4.28. — Soit w € &,,. Soit k un entier. Si w(k) > w(k+ 1),
alors p1. 0 P[] = [Qus,,]- St w(k) < w(k + 1), alors py . o p5[€2,] = 0.

Démonstration. — C’est la proposition 2.4.13 en famille. En effet, si on
reprend les notations de cette proposition, il suffit de poser k = wym ou
wp est la permutation de longueur maximale. Ainsi w(k) > w(k + 1) est
équivalent & w(m) < w(m+1) et pareillement pour 'autre condition. [J

On en déduit donc :
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Corollaire 2.4.24. — Soit w € S,, Soit k < n un entier. Si w(k) >
w(k+1), ona:

ak[Qw] = [Qwsm]
Sinon :

0[] = 0.

2.4.5.8. Conclusion. — Puisque [(2,,] est égale & X, (z, y) et que les X,
et les [Q,] se déduisent les uns des autres par les mémes opérations (les
k) on a bien que pour tout w € &, [Q,| = Xy(z,y) ot x = (21,...,7y)
et Yy = (yl, e 7yn) avec Tr; = cl(Ker(QZ- — Qz’—l)) et Yi = Cl(gi/gi—l)'

2.4.6. Faisceaux structuraux des variétés de Schubert

Dans cette section, nous allons montrer que les classes des faisceaux
structuraux des variétés de Schubert sont égales aux polynémes de Gro-
thendieck. Il s’agit d’un résultat de Fulton et Lascoux [18, théoréme 3|.
La preuve est assez analogue a celle montrant la correspondance entre
les polynémes de Schubert d’une part et les cycles de Schubert d’autre
part. On conserve les mémes notations que dans la section précédente.

Théoréme 2.4.25. — Si x; désigne la classe du fibré Uy, 1_; /U, _; et y;
la classe de &;/E;—1 dans Ko(X), alors pour tout w € S,, :

[Oq,] = Gu(x1, . o, Tpy Y1, -, Yn)-
Nous pouvons aussi en tirer le corollaire suivant :

Corollaire 2.4.26. — Notons X, la variété de Schubert de SL,, /B as-
sociée a la permutation w € G, on a :

0x.] = Guow(21, -, Tn, 1, ., 1).

2.4.6.1. Calcul de [Oq,, ]. — Dans la sous-section sur le calcul de [£2,,],
on a vu que €, est le lieu des zéros d’une section réguliere du fibré K.
Or, [K] = Ziﬂ.gn;—; ou z; est la classe de U,1_;/U,—; et y; celle de
E;/E;-1. Ainsi, puisque le complexe de Koszul fournit une résolution du
faisceau structural, on obtient :

©On.,) = S = I (1-2).

k i+j<n
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2.4.6.2. Opérateurs m,. — Tout d’abord, on a besoin de deux résultats
techniques. Le théoréme suivant di a4 Ramanathan [52] est crucial :

Théoréme 2.4.27. — Les variétés de Schubert ont des singularités ra-
tionnelles.

Le lemme suivant classique (voir [12]) est aussi utile :

Théoréeme 2.4.28. — St f : X — Y est une application propre bira-
tionnelle entre k-variétés avec des singularités rationnelles, alors f.(Ox) =
Oy et R'f.(Ox) =0 pour i > 0.

En conservant les notations introduites dans la preuve de la formule
de Giambelli pour les classes de Schubert, il est suffisant de montrer les
deux propositions suivantes :

Proposition 2.4.29. — L’endomorphime py, o py de Ko(Y) coincide
avec lopérateur my, via lidentification de Ko(Y') avec Ko(X)[x1, ..., x,]/J
de la proposition 2.4.5.

Démonstration. — La preuve de ce résultat peut étre mise en paralléle
avec la preuve de la proposition 2.4.21.
Posons

X =Drap, -— (£).

cn—Fk,...n
On dispose d’un fibré de rang 2 sur X
P = un—l—l—k/un—l—k

tel que le diagramme en cube suivant soit commutatif :

/
N\
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On est donc ramené au casoun=2et k=1. On adonc : Y = P(&)
et 71 = P(€) xx P(€). L’anneau de Grothendieck de Y est engendré par
1 et 1. On calcule alors leurs images et on obtient le résultat. O

Proposition 2.4.30. — Soit w € S,,. Si w(k) > w(k + 1), alors py, o
p5([0q,]) = [Oq,,, |. Et siw(k) < w(k+1), alors p1.op;5([0q,]) = [Oq,]

Démonstration. — (i) Supposons w(k) > w(k+1). Puisque p; réalise une
application birationnelle p;'(Q,) — Qys,, alors pl*(Op2_1(Qw)) = Oq,,,
et Ripu((’)p;l(ﬂw)) = 0. En effet, il suffit de vérifier cela de maniére locale.
Mais alors il suffit d’utiliser les deux théorémes 2.4.27 et 2.4.28.

(ii) Supposons w(k) < w(k + 1), alors p; : py ', — §,, est un fibré
en P! et on a P1(Op:1(00)) = Oay,, et B'p1:(O,o1(q,)) = 0. O

2.5. Bases de ’anneau de K-théorie

On reprend les notations G = SL, et B est le Borel des matrices
triangulaires supérieures. Ainsi, 'anneau K,(X) admet une base, dite
base de Pittie formée des £(\,,) (les fibrés en droites L£(\,) sont définis
en 1.5.19). Pour connaitre 'expression de la matrice de changement de
bases entre la base précédente et la base formée des classes des faisceaux
structuraux des variétés de Schubert, vu les résultats précédents, il suffit
de faire des produits scalaires, i.e. de calculer des caractéristiques d’Euler-
Poincaré.

Théoréeme 2.5.1. — Soit w € G,,. On a la décomposition suivante :

[L(\w)] = Z < L(Aw), Huygolr,y) > Go(,y)

De plus, on a vu que 'anneau de Grothendieck de GG/B posséde un
produit scalaire (2.2.13) qui est le méme que celui défini en combinatoire
par 7, (notation 2.3.26 et remarque 2.4.6). Cela suggére donc de trouver
des objets géométriques dont les faisceaux structuraux formeront une
base duale. Le théoréme suivant permet de voir de maniére géométrique
les résultats combinatoires de Lascoux sur le produit scalaire et la base
duale.
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Théoréme 2.5.2. — Dans l'anneau Ko(X Xy X) de K-théorie, on a la
décomposition suivante de la diagonale (Ax) :

[Oax] =) [0x,] x [Oxu(-0X")].

w

L’accouplement

Ko(X) ® Ko(X) ——Z
(a, B) x(ap)

est mon dégénéré ou x désigne la caractéristique d’Euler-Poincaré.
Les bases (|Ox,|)w et ([Oxw(—0X™)])y sont des bases duales.

Démonstration. — |6, Théoréme 3.4.1]. O

Remarque 2.5.3. — Ce résultat sur la décomposition de la diagonale,
peut se voir comme une décomposition du motif de X dans la catégorie
des motifs de Chow.

Grace au théoréme 2.5.2, on a la relation :

Corollaire 2.5.4. — Pour tout w de G,,, on a :

[LOW] =D x([Oxmor (=X ]).[L(A)N[Ox, ).

ot les L(\,) ont été définis en 1.5.19.

Ce résultat permet donner un sens géométrique aux polynémes H in-
troduits par Lascoux :

Corollaire 2.5.5. — Pour tout w, H,(x,y) représente [Oxw(—0X"™)]
dans Uanneau Ko(X).

2.6. Exemple

Nous allons traiter totalement le cas n = 3 et faire tous les calculs a
la main. Pour ce faire, nous allons donner des résolutions explicites des
faisceaux structuraux des variétés de Schubert.

Pour cet exemple, on posera G = SLj3, son sous-groupe de Borel B
sera le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures de G. Comme
tore maximal déployé, on prend les matrices diagonale de GG. Le groupe
de Weyl associé est donc W = G3.
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2.6.1. Systéme de racines

Notons A la base des racines positives (pour le Borel B) du systéme
de racines ®(G,T') du groupe G. Si on note ¢; le morphisme suivant :

alors A = {ay = (61 — €2), 2 = (€2 — €3)}. A chacune de ces 2 racines,
on associe un poids fondamental w; = ¢; + ... + ¢ pour i = 1,2. Les
réflexions associées sont les deux transpositions de G3, a savoir s; et ss.
On peut représenter les éléments du groupe de Weyl W = &3 sur un
graphe (hexagramme, qui nous suivra tout au long de cet exemple).

2N

WpS1 = 123) WpSg = 132)
=
WoS18y = wpSas1 = (23)

\/

ol wy est 1'élément de longueur maximale de &3, égal a (12)(23)(12).
Le graphe ci-dessus présente les éléments de &3 avec 'ordre partiel de
Bruhat (2.2.6), le plus grand étant en haut.

Ici R(T') = Zey, €2, €3]/ (€1€2€3 — 1). Si on pose :

o = € + €2 + €3
09 = €1€g + €1€3 + €963
03 — €1€2€3

R(G) =Zey + €2 + €3, €165 + €163 + €63, €169€3] /(616063 — 1) = Z[oy, 09).

La base de Pittie du R(G)-module R(T') se calcule aisément :
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w Ay
e 1
(12) €9
(23) €163
( 23) €3
(132) €92€3
(13) g€
Une des difficultés dans les calculs que nous allons faire pour tenter
d’avoir une expression dans I’anneau de Grothendieck de G/B des classes
des faisceaux structuraux en fonction des éléments de la base de Pittie
est le fait que naturellement, dans les calculs interviennent non les A\,

mais les A}

Remarque 2.6.1. — Gréace a I'involution qui, & un fibré en droites L,
associe le fibré inverse £*, on remarque que les ﬁ forment aussi une Z-
base de Ky(G/B). Toutefois, il est utile d’avoir une expression explicite
de la matrice de changement de bases, ce que nous donne la proposition
suivante.

Proposition 2.6.2. — La matrice de changement de bases entre la base
constituée des \;' et celle constituées des \,, est :
_ ~1 1 1 1 —1
At A2y ez Aazs Aasy Aas)
Ae 1 0 0 3 3 8
A(12) 0 0 1 0 -1 =3
A@23) 0 1 0 -1 0 -3
A(123) 0 0 0 0 —1 0
A(132) 0 0 0 -1 0 0
A(13) 0 0 0 0 0 -1
Démonstration. — On a :
1 1 1 1 1 1 11 11 11 111
R TR Y U U PN TR T U N EE U
€1 €2 €3 €1 €9 63 €1 €2 €1 €3 €9 63 €1 €2 €3
On peut aussi calculer la matrice de changement de bases :
A=
On a: A 1123) =3—- €1€3 — €9€3. Ainsi : )\(_1123 = 3)\6 — )\(23) — )\(132).

Ona: A\ 1§2 = 612 613 — €1 — 3— €9 — €3. Ainsi: A 1§2 = 3)\6 — )\(12) — )\(123).

On a : )\112 = é:€163:)\(23).
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-1 _ 11 _

On a >\(23) T €1 €3 €2 = )\(12)

On a )x(_lé) =€, 'e; 2. Or
62_16;2 = 6%62

= (3 — €9 — 63)6162

(361 — €1€9 — €1€3>€2
= 3e16 — 3ea + (3 — €1 — €3)€x€s.
Avec les notations originelles, on obtient :
)\(_12) =8\, — 3)\(12) — 3)\(23) — )\(13).

On met tous ces résultats dans une matrice (verticalement se trouvent
les vecteurs \,;') :

_ -1 —1 —1 —1 —1
At Ay Ay A Aasy Aus)

132)

A 1 0 0 3 3 8
Ai2) o o 1 0 -1 -3
A2s) o 1 0 -1 0 -3

A123) o 0 0 0 -1 0
Ais2) o 0 0 -1 0 0
Aas) o 0o 0 0 0 -1

Notons A cette matrice. On calcule :

det(A) = —1€ Z".

2.6.2. Reéalisation géométrique

Soit V' un k-espace vectoriel de dimension 3, de base B = (e, e, e3). On
note x,72,73 les coordonnées sur V' et 12,113,253 les coordonnées de A2V
associées a la base B et a la base (e; Aeg, €1 Aes, €2 A e3), respectivement.
On pose X = G/B = Drap, ,(V).

A w € W, on associe une sous-variété X,, de G/B : X,, = BwB/B,
variété de Schubert. Notons L la projection X — P(V) qui a (L, P)
associe L, et P la projection X — P(A%V) qui a (L, P) associe P. Ceci
permet de définir un morphisme qui est en fait une immersion fermée :

G/B — P(V)x P(A?V)
gB  — ([gei], [ger A gea)).
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Ainsi GG/B peut étre vu comme une sous-variété fermée du produit
PV x P(A%V), donnée par I’équation d’incidence :

T1Y23 — Ta2Y13 + x3y12 = 0.

2.6.3. Fibrés en droites particuliers

On a le diagramme commutatif suivant :

On a un fibré en droites Op()(1) sur P(V') et un autre Op(2y(1) sur
P(A?V). On notera donc :
O0(1,0) = L*O(1),
00,1) = PO(1).
Puisque pour tout ouvert U de G/B, les sections de O(1,0) sur U
correspondent aux fonctions f € Og(n~1(U)), ou m désigne la projection

canonique G — G/ B, telles que pour tout g € G et pour tout b € B,
flgb) = Z(b7") f(9g), alors la classe de O(1,0) est -, . De méme, la classe

de O(0,1) est + L.
€1 €2

2.6.4. Calculs de [X,] en terme de ¢; et ¢; '
Introduisons deux notations :
Définition 2.6.3. — Si X est une variété et ¢ une section d’un fibré
sur X, alors V(¢) désignera le sous-schéma défini par 'annulation de ¢
et D" (¢) sera son complémentaire.
On a X,, = X, dou:
Ox,,] = 1.

On a: )(wo51 = Xwo(12) = {(L, P) € X,LC<ey, e >}, donc Xwo(12) =
X NV (z3). La suite suivante est donc exacte :

0 I O(_l, 0) & OX e OXw0(12) e 0
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Donc, sa classe est :
[OXwO(12)] =1-a.
On a: Xw0(23) = {(L,P) S X, e € P}, donc Xw0(12) =XnN V(ygg) La
suite suivante est donc exacte :

XY23

Donc :
[Ox
On remarque que la sous-variété X,s,s, = {(L, P) € X, P = (ey,e9)}
peut étre définie par :
Xw03132 N D+(.Z’1) = XN V([Eg, ygl) N D+(JI1)
Xw03132 N D+(l’2> = XN V([Eg, ygg) N D+(l’2)
Xw08182 N D+($3) = X N V(.ﬁEg, ygg) N D+($3) = @
avec la convention que y;; = —y;; et y; = 0.
Sur chaque ouvert D" (z;), on définit le faisceau libre de rang 2, & =
O(=1,0) | pt () ® O(0, =1) | p+ (s,)- On définit des fléches ¢; de ces &; vers
OX \D+(:ci) ainsi

w0(23)] =1-ee.

&' — OX | Dt (x;)
(,8) = axx3+fXys.
Pour tout 4, j, on définit sur D" (z;) ND* (z;), une application (dite de
transition) p;; : & — &;, représentée par la matrice :

1 Yl
(0—>

On remarque que les p;; sont compatibles, et permettent de définir,
par recollement, un faisceau que 'on notera £ sur X, avec & p+(,,) = &i-

De plus sur D (z;) N D™ (x;), le diagramme suivant est commutatif :

¢
€i D+ @)D (a;) — OX |D* @)D (ay)
- i
£ Y0
3 |DF (2;)ND* (2) = ¥ X | D*¥(2;)NDF (w;)
Ainsi les ¢; se recollent et nous permettent de définir une fléche :

¢:E— Oy.
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Et, I'on remarque que :
Coker(¢) = Ox,y 0,0, -

D’autre part, sur D" (z;), on a une suite exacte :

a —  (a,0)
(Oé,ﬁ) = xzﬁ

Or sur D™ (z;) N D" (z;), le diagramme suivant & lignes exactes est
commutatif :

inj T; Xproj
0 —= O(=1,0) | p+ @)D+ (a;) —= &i D+ @)D+ () — O(L, =1) | D+ @)D+ (@) — 0

lpji

inj T Xproj
0 —= O(=1,0) | pt @)Dt () —= € 1D+ @)D @) — (1, =1) |+ (o))rD* (25) — 0

Ceci permet d’avoir une suite exacte de Ox-modules :

0—=0(=1,0) -2 ¢ 2. O(1,-1) —=0 .
Et on peut alors déduire les deux résultats suivants : d’une part :
[8] = €1 + €9,

et d’autre part le complexe suivant (complexe de Koszul) est localement
exact, donc exact, et il fournit une résolution de Oy, , ., :

0 —— A2 & Ox — Ox,.., —— 0.
Ainsi :
Proposition 2.6.4. —
[Oxppaey] =1 =€t —a + 162 = (1 —€1)(1 — €2).

On a: Xyss, = {(L,P) € X,L =< e; >}, donc Xypsps, = X N
V (9, x3), en posant &€ = O(—1,0) & O(—1,0), on a la suite exacte sui-
vante donnée par le complexe de Koszul :

0 A28 8 OXw05251 D O .
Ainsi :
[OXMOSQSI] =1-2+6=(1-¢)%
Etudions X..
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La sous-variété X, peut étre vue ainsi :
X.NDY(z1) = XNV(xy,23,y31) NDT (1)
Xe N D+(ZL’2) = X N V(l’g, I3, ygg) N D+(ZE2)
Xe N D+(.CE3) = X N V(ZEQ, Zs3, ygg) N D+(.CE3)

Notons & le faisceau localement libre de rang 2 qui intervient dans la
résolution de X, s, s, €t gardons les notations de ce paragraphe. Posons :

E=E@0(-1,0).

Le conoyau de

~ D(Xx
é PB(xx2) Ox

est
Xe.
Donc le complexe suivant (complexe de Koszul) permet d’avoir une
résolution de X,

0 —— A3 —— A2E £ Ox Ox 0.

e

Donc on obtient :
Proposition 2.6.5. —
(X ] =1—26 —e+ 4266 — e = (1 — €)% (1 — &).

2.6.5. Expression des [X,| dans la base des )\,

Résumons les résultats de la sous-section précédente sur un hexa-
gramme :

Ox,] =
[OXwosl] 1 — € OXw052 1 — €1€2
[OX“’05152] (1 - 61 1 - 62 OXwosgsl] (1 - €1>2

i

1—61 1—62
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Proposition 2.6.6. — On a les relations suivantes :
Ox,,] = 1
(O] = 1= Aum
(O] = 1= Ao
[OXwo(m)] = 1+ )‘(123 A 1%2 )‘(_2}3)
[OXwO(132)] = 1+ )‘(132 A 1123 )‘(_112)
Ox,05) = 1+ )‘(123 + )‘(132 )‘(_112) - )‘(_2%3 )‘(é

ou encore, la matrice de changement de bases est donnée par :

A1 1 1 1 1 1 1
)\8_11 0 0 0 0 -1 -1
)\8_21 0 0 0 -1 0 -1
AL 0 0 -1 1 -1 1
Aous 0 -1 0 -1 1 1
)\;; 0 0 0 0 0 —1
On notera P(\;') cette matrice.
Démonstration. — On a :
[OXwO(123)] = l—e —e+ea6
1 ~1 ~1
= 1-X; (132) )‘(23) + )‘(123)'
On calcule :

Xuoasy] = 1—2e+ e
1—26 4+ (3— € —€3)€g
1+€ — €169 — €163

1 1
= 1+ )‘ (132) — )‘ (123) )‘(12 :

Pour la classe [Ox,], on a :
Ox] = (1-a)’(1-e)

= 1-2¢ —i—ef — €9+ 26169 —(—:362

2
1+ €1 — €2 + €162 — €1€3 — €1€2

= 1+ /\(_1%%2 A 2% + )‘(123 >‘(_11 )‘(1%«;
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0
On en déduit le résultat suivant :
Proposition 2.6.7. — La matrice donnant [O,] en fonction des A,
est :
Ae 1 —2 —2 1 1 —1
A, 0 1 0 0 ~1 1
A, 0 0 1 1 0 1
Asiss 0 1 0 1 -1 -1
S§281 O 0 1 _1 1 —1
Ay 0 0 0 0 0 1
Démonstration. — 11 suffit d’appliquer la matrice A de changement de
bases (expression des A\, ' dans la base des \,,. Autrement dit : P(\,) =
A x P(AY). O

2.6.6. Polynomes de Grothendieck et applications

Avant de continuer plus loin, attardons-nous un peu a donner la liste
des six polyndémes de Grothendieck G et des six polynémes adjoints de
Lascoux H. Dans notre cas ou X = G/B, nous prenons b; = 1.

2
GG~ (-3 (1-2) G G (1-2)
ng lwl
G“’OSISQ G(12) = (1 - %) Gw08251 G(23) = (1 - a11a2)
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1—CL2 1—CL3

/\

Hyps, = Hpgg) = (1- (IS Huyos, = Hasy) = = a3(1 — a)(1 — as)
%l lwl
Hw08132 =H (12) = Cl3 1 - a2a3 w03231 =H (23) = Qa203 (1 - a3)

[’élément a; représente la classe du fibré tautologique de rang 1 sur
X. On dispose de méme sur X d’un fibré tautologique de rang 2; la
classe du quotient de ce dernier par le fibré tautologique de rang 1 est
as. Finalement, a3 est la classe du quotient du fibré tautologique de rang
3 par le fibré tautologique de rang 2 de X. Ainsi, pour tout 7, on a :

a; = —.
€

Selon la théorie développée plus haut, il est nécessaire de calculer les
produits scalaires (H,,, A,). On passe les détails du calcul. Regroupons
les résultats dans un tableau .

)\e )\81 )\52 )\8152 )\5281 )\wo

H, 1 1 1 1 1 1
H,: 0 1 -1 0 1 1
H,. 0 -1 1 1 0 1
Hy.., 0 -1 0 1 0 2
Hy.,., 0 0 -1 0 1 2

H 0 0 0 0 0 1

Ainsi chaque colonne de la matrice M précédente représente un vecteur
Ay dans la base des [Ox,, |. On calcule det M = 1 et en inversant M, on
a:



2.6. EXEMPLE

Proposition 2.6.8. —
[Oxu,] [Oxuge] [Oxupe,] [Oxugeren] [Oxppee ] [Ox.]

Ae 1 —2 —2 1 1 -1
As, 0 1 0 0 ~1 1
As, 0 0 1 ~1 0 1

Asisy 0 1 0 1 -1 -1
Asys, 0 0 1 ~1 1 -1
Awg 0 0 0 0 0 1

On obtient les mémes résultats qu’en 2.6.7.
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CHAPITRE 3

VARIETES HOMOGENES SOUS PGL,

3.1. Introduction

Si une k-variété projective X est supposée cellulaire, alors I'anneau de
Chow gradué @, CH'(X) est le Z-module libre sur les classes des adhé-
rences des cellules de X ([28]). En particulier, les variétés de drapeaux
déployées, c’est-a-dire les variétés projectives homogénes sous un groupe
algébrique semi-simple déployé ont des groupes de Chow libres de type
fini sur Z. 1l est alors légitime de vouloir étudier les groupes de Chow
de variétés projectives homogénes non déployées. Considérons une telle
k-variété projective homogéene X et supposons-la déployée sur une exten-
sion L/k. Alors la fléche naturelle CH'(X) — CH'(X}) permet de voir
que tout élément de torsion de CH'(X) s’envoie sur 0, et en fait le noyau
est exactement constitué d’éléments de torsion (la formule de projection
permet en effet de voir que la composée CH'(X) — CH'(X,) — CH'(X)
coincide avec la multiplication par le degré de I'extension L/k).

Les groupes de Chow en codimension 1 sont connus (voir par exemple
|48, lemme 5.1]). N. Karpenko a calculé les groupes de Chow en codimen-
sion 2 des variétés de Severi-Brauer, cas particulier de variétés homogénes
projectives sous PGL(A) pour une algébre simple centrale A. Le calcul
des motifs des variétés homogeénes projectives sous un groupe G, forme
interne d’un groupe de Chevalley se raméne dans certains cas au calcul
de motifs de variétés homogénes projectives « plus simples »(i.e. : G/P
ou P est un parabolique maximal) comme 1’ont montré Calmés, Petrov,
Semenov et Zainouline dans 7] . Le présent chapitre a pour but de cal-
culer de maniére tout-a-fait explicite les groupes de Chow de variétés
homogénes projectives sous PGL,, en fonction des groupes de Chow de
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variétés de Severi-Brauer ou Severi-Brauer généralisées (|34, définition
1.16)).

3.2. Résultats

Nous utiliserons les notations introduites en 1.6. Enongons le premier
théoréme :

Théoréme 3.2.1. — Soit A une algébre d’Azumaya sur k de degré n.
Sotent r > 1 et 1 <ip < ... <1, <n des entiers. Supposons i, = 1,
alors il eziste un fibré de rang n — 1, V sur SB;,(A) = SB(A), tel que
l’on ait un isomorphisme :

SBil,ig,...,ir (A) - Drapn—ir,...,n—ig (V)

~_

SB(A)

Si 47 est quelconque, on a le résultat général suivant :

Théoréme 3.2.2. — Soit A une algébre d’Azumaya sur k de degré n.
Sotent r > 1 etl < i1 < iy < ... <1 < n des entiers. Fizons un
s € {1,...,r}. Il existe deux algébres d’Azumaya B, et B_ sur SB; (A)
de degrés respectifs n — i, et is telles que ’on ait un isomorphisme :

SBily---yir (A) ~ SBi17...7i571(B_> XSBZS(A) SBi5+1_i87~~~,7:T_is (B+>

\/

SBi,(4)

Il admet pour corollaires :

Corollaire 3.2.3. — Conservons les notations du théoréeme 3.2.2. Si
Vindice de A, ind A, (cf. notation 3.3.2 ) est premier avec un des i;,
disons i, alors la projection naturelle :

SBil,...,i,« (A) - SBz's (A)

est une fibration en produits de variétés de drapeauxr non tordues.
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Corollaire 3.2.4. — Conservons les notations du théoréme 3.2.2. St
ind A est une puissance d’un nombre premier et si (ind A,iy,...,4,) =1
alors il existe un s € {1...1} tel que la projection naturelle :

SBil,...,ir (A) - SBz's (A)

soit une fibration en produits de variétés de drapeaux non tordues.

3.3. Preuve des résultats

3.3.1. Espaces vectoriels sur un corps gauche - Annulateurs

Rappelons un résultat classique de Wedderburn pour fixer les nota-
tions :

Théoréme 3.3.1 (Wedderburn). — Si A est une algébre d’Azumaya
sur k de degré n, alors il existe un corps gauche D sur k et un D-espace
vectoriel a droite E, tels que

A= EIldD(E)
L’anneau des D-endomorphismes de E opére a gauche sur E.
Démonstration. — [34, théoréme 1.1]. O

Nous utiliserons librement ce résultat dans la suite avec les mémes nota-
tions.

Notation 3.3.2. — La dimension de D est nécessairement un carré, sa
racine carré sera 'indice de A, noté ind A. Si r est la D-dimension de F,
alors le degré de A est égal a rd, ou d = ind A.

Définition 3.3.3. — Soit A une algébre d’Azumaya sur k, de degré
n. Soit I C A, alors on définit son annulateur & droite comme suit :
I°={a € A Ia=0}.

Remarque 3.3.4. — Si I est un sous-ensemble quelconque de A, alors
I° est un idéal a droite de A.

La proposition classique suivante est d’une importance cruciale pour
mieux comprendre les objets utilisés :

Proposition 3.3.5. — Soient D un corps gauche de centre k, E un D-
espace vectoriel & droite de dimension finie et posons A = Endp(FE),
algébre d’Azumaya sur k. L’application V' — Homp(E/V, E) définit une
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bijection entre, d’une part, les sous-D-espaces vectoriels de E de D-
dimension | et, d’autre part, les idéaur & gauche de A de k-dimension
deg A(deg A — lind A). De méme, V. — Homp(E,V') définit une bijec-
tion entre d’une part les sous-D-espaces vectoriels de E/ de D-dimension
[ et d’autre part les idéauz & droite de A de k-dimension [ deg Aind A.

Démonstration. — [34, Proposition 1.12]. O

Remarque 3.3.6. — Avec les notations précédentes, si d = ind A =
deg D, n = deg A, et si r est la D-dimension de E (n = dr), alors le
sous-D-espace vectoriel correspondant & un idéal & gauche I de A de
k-dimension ni (pour un certain i) est de D-dimension 2=*.

Corollaire 3.3.7. — Conservons les notations de la proposition. Si [
est un idéal G gauche de A s’écrivant Homp(E/V, E) pour un sous-

D-espace vectoriel V' de E, alors I° s’identifie canoniquement a [’idéal
Homp(E,V).

Démonstration. — [34, Preuve de la proposition 1.14.] a

Lemme 3.3.8. — Soit A une algébre d’Azumaya sur k, de degré n.

(i) Si I C A est un idéal & gauche de k-dimension ni alors I° est un idéal
a droite de k-dimension n(n — 1).

(i1) Si I et J sont des idéauz 6 gauche de A de k-dimensions respectives ni
et nj alors I°J = I°NJ est un sous-k-espace vectoriel de A de dimension

(n—1)j.

Démonstration. — On peut écrire : A = Endp(F).

(i) La remarque 3.3.4 permet de voir que 7° est un idéal a droite; la
proposition 3.3.5 nous donne sa dimension.

(ii) Si I = Homp(E/V, E) et J = Homp(E/W, E) ou V et W sont des
sous-D-espaces vectoriels de E, alors I° = Homp(E,V), et un simple
calcul permet de voir que [° N J = I°J = Homp(E/W,V). Par suite
(proposition 3.3.5) dimy, [°J = dimy I° N J = (n —i)j. O

Le lemme suivant est a rapprocher des propositions 1.15 et 1.20 de
[34].

Lemme 3.3.9. — Conservons les notations de la proposition 3.3.5. Si
I est un idéal a gauche de A s’écrivant Homp(E/V, E) pour un sous-
D-espace vectoriel V de E alors I°/1°1 est canoniquement isomorphe a
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Homp(V, V). Si de plus, J est un idéal 4 gauche de A contenant I s’écri-
vant Homp(E/W, E), avec W C V alors I°J/I°I est canoniquement
isomorphe & Homp(V/W, V).

Démonstration. — SiV C E, on a la suite exacte :

0 V E E|V 0

et en appliquant le foncteur Homp(—, V') qui est exact, on obtient la
suite exacte suivante :

0 —= Homp(E/V, V) —= Homp(E, V) — Homp(V, V) —0 .
Puisque d’aprés 3.3.8 Homp(E/V, V) = I°I, la suite exacte se réécrit :

0 I°1 I° Homp(V,V) —=0.

Par suite : 1°/I°1 est canoniquement isomorphe a Homp(V, V).
Supposons que J = Homp(E/W, E). Un raisonnement analogue appliqué
a la suite exacte courte suivante

0—V/W—E/W —E/V —0
nous permet de voir que I°J/I°1 = Homp(V/W,V). O

Corollaire 3.3.10. — Soit A une algébre d’Azumaya sur k, de degré n.
Si I est un idéal & gauche de A, alors on a un isomorphisme canonique :

I°/1°1 — End 4 (I°)

induite par Uapplication x — (y — xy). De plus : ind(End4 I°) = ind A
(134, proposition 1.10]). Le groupe I°/I°I est muni d’une structure d’al-
gebre d’Azumaya sur k dont la classe est égale a celle de A dans le groupe
Br(k) et est de degré n — i si dimy I = na.

Démonstration. — On peut supposer que A = Endp(E) avec les no-
tations précédentes. I s’écrit alors Homp(£/V, E) pour un certain V.
D’aprés [34, proposition 1.12], Homp(V, V) s’identifie canoniquement a
End4(1°) = End4(Homp(E, V) grace a la multiplication a gauche. L’as-
sertion sur le degré est une conséquence du lemme 3.3.8. O

Lemme 3.8.11. — Conservons les notations précédentes. Alors J/J°J
est canoniquement isomorphe & Homp(E /W, E/W) et I/J°I est cano-
niquement isomorphe & Homp(E/V, E/W).

Démonstration. — La preuve est analogue a celle du lemme 3.3.9 O
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Corollaire 3.3.12. — Soit A une algébre d’Azumaya sur k, de degré n.
Si I est un idéal & gauche de A, alors on a un isomorphisme canonique :

I/1°T — Endy [

induite par Uapplication x — (y — yx). De plus : ind(End4 I°) = ind A.
Le groupe 1/1°I est muni d’une structure d’algébre d’Azumaya sur k dont
la classe est égale a celle de A dans le groupe Br(k) et est de degré i si
dimy, I = nai.

Démonstration. — La preuve est identique & celle du corollaire 3.3.10.
]

3.3.2. Bijections

La proposition suivante est la clef de la preuve du théoréme 3.2.1 :

Proposition 3.3.13. — Soit A une algébre d’Azumaya sur k. Notons
n son degré. Soit [ C A un idéal a gauche de k-dimension n.
On a une bijection canonique :

J w
IcJcA R W ci°l
J idéal a gauche - W sous-espace vectoriel
dimy J = nj dim, W = (n — j)
J — °f
Démonstration. — D’aprés le lemme 3.3.8, dimy J°I = (n — j), et donc

on a bien une fléche notée ¢ :

J w
IcJcA ¢ W cI°l
J idéal a gauche Y w sous-espace vectoriel
dimy J = nj dimgy W = (n — )

Remarquons déja que l'existence de I force d = ind A = 1. A est donc dé-
ployée. D’aprés le théoréme de Wedderburn, il existe un k-espace vectoriel
E tel que 'on ait A ~ Endy(E). Par suite, grace au lemme 3.3.5, on dis-
pose de V' C E tel que [ s’identifie & Homg(E/V, E) via I'isomorphisme
A ~ Endi(F). En particulier dim; V' = n — 1. Puisque dimy E/V = 1,
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on a une bijection canonique :

U C Hom(E/V,V) f UucvVv
sous-espace vectoriel de dimension [ dim, U =1
Ut UuEU Imw

Par suite, le diagramme commutatif suivant permet de conclure :

J ( w )
IcJcA ¢ W cI°l
J idéal a gauche W sous-espace vectoriel
dimy, J = nj | dimpyW=n—j )
3.3.5ﬁ
( W 3\
W C Hom(E/V,V)
3.3.5 .
W sous-espace vectoriel
dimy W =n—7 )
4l
W w
WcCVCE wWcv
W sous-espace vectoriel W sous-espace vectoriel
dimyW =n—7 dimy W =n—7

Lemme 3.3.14. — Soit A une algebre d’Azumaya sur k de degré n.
Sotentr >1letl <i; <...<i, <n des entiers. Soit I; C A un idéal de
k-dimension niy (i.e. : un point rationnel de SB; (A)). On a alors une
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bijection canonique :

(Is, ..., 1) (Joy ... Jp)
LchLhc...cl,CcA JoC...CJ, CI}/I}]
I; idéal a gauche J; idéal a gauche
dlmk Ij :nij dlmk Jj == (n-u)(% —7,1)
(L. 1) (L)L, .. 1L/,

Démonstration. — Posons B = End4(I7) = I7/I71(corollaire 3.3.10).
C’est une algébre d’Azumaya sur £ d’indice d = ind A et de degré n —i;.
Pour tout j, posons J; = I71;/I71;. On a J; C B, et les J; sont des
idéaux a gauche de B de k-dimension (n —i1)(i; —4;) d’aprés 3.3.8. On
a alors une fléche ¢ :

(I, ..., I,) (Jo. .\ Jy)
Lchc...cIl,CA ¢ JoC...CJ, C I}/
I; idéal & gauche - J; idéal a gauche

dlmk [j = m'j dlmk Jj = (7’L — Zl)(lj — Zl)

On peut supposer que A = Endp(F) pour un corps gauche D de di-
mension d? sur k et un D-espace vectoriel a droite £ de dimension
r. Alors n = rd. Soit V; C E tel que I; = Homp(E/Vi, E). Ainsi
B =End(I}) = Iy /I, = Hom(V, V;) (lemme 3.3.9).

Le diagramme commutatif suivant dont les fléches verticales sont don-
nées par la proposition 3.3.5 permet de conclure :

(Is, ..., 1) (Joy .oy dr)
Lcl,c...cIl,CA ¢ JoC...CJ. CI}/I}];
I; idéal a gauche J; idéal a gauche

dlmk [j :m'j dlmk Jj = (n—Zl)(Z] —Zl)
(Va,..., Vi) (Wa, ..., W,)
ED>Vi>V,D...DV, VioW,D>...D>W,
V;j sous-espace vectoriel W; sous-espace vectoriel
dimp V; = == dimp W; = W
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De méme, on a :

Lemme 3.3.15. — Soit A une algébre d’Azumaya sur k de degré n.
Sotentr >1letl <i; <...<i, <n des entiers. Soit I, C A un idéal de
k-dimension ni, (i.e. : un point rationnel de SB; (A)). On a alors une
bijection canonique :

(Ive s 1) (Jisee s doa)
Lc...cl,L,CcIl,CA JiC...CJpy CLJIYI,
I; idéal a gauche J; idéal a gauche
dlmk Ij = m'j dlmk Jj = ijir
(Ij>j:1...(r—1) = (]j/]f]j)jzl..,(r—n
Démonstration. — La preuve est analogue a celle qui précéde.

Posons B = End(I,) = I,/I2I, (corollaire 3.3.12). C’est donc une al-
gébre d’Azumaya sur k d’indice d = ind A et de degré i,. Pour j < (r—1),
posons J; = I;/I°];. La multiplication nous donne une action de I, (&
gauche) sur [;. Cette action donne naissance & une action de I, sur J;
puisque /,.I? = 0. Finalement, elle permet d’obtenir une action (multi-
plication a gauche) de B sur J;. Ainsi J; est muni d’une structure de
B-module. De plus, I'injection canonique I; — I, nous donne une appli-
cation [; — I,/I71, dont le noyau est I7I;, ainsi on a une application
injective J; — B. Cette injection est compatible avec la structure de
B-module et nous appelerons encore .J; son image dans B. Ainsi, les J;
sont des idéaux & gauche de B de k-dimension i;i, d’apres 3.3.8. On a
donc une fléche ¢ :

(I1,...,1_1) (Ji,. .oy Jeq)
Lc...cl,,CcI,CA ¢ JyC...CJy C 1. JI2,
I; idéal a gauche T J; idéal a gauche
dlmk ]j = m'j dlmk Jj = ijir

On peut supposer que A = Endp(E) pour un corps gauche D de
dimension d? sur k et un D-vectoriel & droite £/ de dimension r. Alors
n = rd. Soit V,, C E tel que I, = Homp(E/V,,E). On a alors B =
Enda(l,) = I,/I21, = Hom(E/V,, E/V,) (corollaire 3.3.12).
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Le diagramme commutatif suivant dont les fleches verticales sont don-
nées par la proposition 3.3.5 permet de conclure :

(L. L) (1o doct)
Lc...cl,,CcIl,CA ¢ JiC...CJpy CLJIYI,
I; idéal & gauche J; idéal & gauche
dlmk Ij = m'j dlmk Jj = ijir
(‘/1a"'7‘/7”—1) (Wl7"'7Wr—l)

ESoVioV,o...DV, ™ E/V,OW;D...OW,4
V; sous-espace vectoriel W; sous-espace vectoriel

. - n—iy : e Ir—ij
dimp V; = — dimp W = —

ou 7 est la projection naturelle : £ — E/V,. ]
La proposition suivante est la clef de la preuve du théoréme 3.2.2.

Proposition 3.3.16. — Soit A une algébre d’Azumaya sur k de degré
n. Soient r > 1 et iy < ... <1, <n des entiers. Soit s € {1...r}. Soit
I, C A un idéal de k-dimension nis (i.e. : un point rationel de SB; (A)).
L’application :

~>

(I,..., Isy ..., 1))

— =<

(/12 5) j=1..s- 1)

définit une bijection :

S/ L) j=(s1)..r)

(Ii,....L,....1,)

Lc...cI,CA

I; idéal a gauche
dlmkI] :m'j

!

(J1,. ooy Jso1) (Jsi1s--ydr)
J1 C ... CJsoy C I I Js1 C ... CJ, C LI
J; idéal a gauche % J; idéal a gauche
dlmk Jj = ijis dlmk Jj == (n - ’Ls)(’L] - ’Ls)

Démonstration. — Ce sont les deux lemmes précédents. O
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Remarque 3.3.17. — Les propositions et lemmes précédents s’étendent
au cas oit A est une algébre d’Azumaya sur une k-algébre R. En effet,
les fléches ¢ introduites a la proposition 3.3.13 puis aux lemmes 3.3.14
et 3.3.15 et enfin a la proposition 3.3.16 ont toujours un sens si A est
une algébre d’Azumaya sur une k-algébre R. Il en est de méme de leur
réciproque.

3.3.3. Preuve du théoréme 3.2.1

Grace aux résultats du paragraphe précédent, on est en mesure de
prouver le théoréme 3.2.1 :

Démonstration. — Fixons 1 = i1 < iy < ... < 7, < n une suite d’entiers.
Notons S = SB;,(A) = SB(A) et X = SBy,, ., (A). Et posons, pour
j >1,a; = (n—1i;). Considérons I’application identité : S — S. Elle nous
fournit de facto un S-point de S i.e. un élément de S(S). Il correspond a
un faisceau d’idéaux Z C A ®;, Og. Soit s un L-point de S, le diagramme
suivant est commutatif

Or s correspond a un idéal & gauche de k-dimension n, I, de A®, L, on a :
Z, = I,. Ou de maniére abusive : Z; = I en confondant I = I, et s, abus
que 'on fera dans la suite si aucune ambiguité n’est a craindre. Comme
nous avons défini 'annulateur de I, I°, nous pouvons définir I’annulateur
de Z, 7°. On considére alors le fibré sur S suivant : V = Z°Z. Pour tout
point [ de S, on a : V; = I°I. C’est un fibré vectoriel de rang n — 1
d’apreés le lemme 3.3.8.

Considérons la fléche suivante :
(]1, . ]7«) — (I:Il, IE)r—l)]h ceny ]5]1 C If]1>
Elle permet de définir pour toute k-algebre R une application bijective

(proposition 3.3.13 et remarque 3.3.17) X (R) — Drap,,; V)(R).
Et par suite, elle correspond & un isomorphisme :

X — Drap,_; ., (V). O

,n—12

3.3.4. Preuve du théoréme 3.2.2

Démonstration. — Fixons 1 < i1 < iy < ... < 1, < n une suite d’entiers.
Notons S = SBZS (A) et X = SBZ'171'27...7Z'T (A)
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A partir du fibré Z sur S défini dans la preuve du théoréme 3.2.2,
définissons By = Z°/I°Z et B_ = Z/I°Z. D’aprés le lemme 3.3.9 et le
corollaire 3.3.10, B, est une algébre d’Azumaya sur S de degré n — i
canoniquement isomorphe a Endg Z°. De méme (3.3.11 et 3.3.12), B_ est
une algébre d’Azumaya sur S de degré i, canoniquement isomorphe a
EndgZ.

Considérons la fléche suivante :

(I, ...,

~>

sy -5 dy)

—~ <

(L /I 1) j=1.(s—1), LS L5/ IS Ts) j=(s11)..r)

Elle permet de définir pour toute k-algébre R une application bijective
(proposition 3.3.16 et remarque 3.3.17) :

.....

.....

3.3.5. Preuve du corollaire 3.2.3

On est en mesure de prouver le corollaire 3.2.3 :

Démonstration. — Ici Br(S) désigne le groupe de Brauer de S, puisque
S est lisse sur k, S est un schéma régulier. Alors, d’aprés [21, corollaire
1.10], la fléche naturelle d’évaluation

Br(S) — Brk(S)

est injective, ot k(S) désigne le corps des fonctions de S. Or pour tout
I, By = Endy I° et B_; = End, I. Ainsi, puisque ind A, =1 et que
d’aprés le corollaire 3.3.10, les classes de A, ;) et de Endy I° sont égales
dans Brk(I), By est triviale dans Br.S. De méme, B_ est triviale dans
Br S. Ainsi les deux fléches suivantes

SBi,..i. ,(B7) — SB,,(A)
et

SB in—is(BT) — SB;, (A)

Z'5+1_7:s -----
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sont des fibrations en variétés de drapeaux non tordues, et par suite

SBi,....i._1 (B-) XsB,, (4) SBi, 1 —ia,..iv—i. (By)

|

SBi.(A)

est une fibration en produit de variétés de drapeaux non tordues. O

3.4. Calcul des groupes de Chow de fibrés en drapeaux

3.4.1. Partitions d’entiers.

Définition 3.4.1. — Si n est un entier > 1, alors une partition de n
(cf. [11, Paragraphe 2.1, définition A]) est la représentation de n comme
somme d’entiers > 1, sans considération d’ordre dans la somme. Nous no-
terons par p(n) le nombre de telles représentations de n. L’entier P(n,m)
sera le nombre de telles représentations avec exactement m termes dans
la somme (on parlera alors de m-partition stricte de n), et p(n,m) le
nombre de telles représentations avec au plus m termes dans la somme,
on parlera alors de m-partition de n :

m) = ZP(n, i).

Si de plus A est un entier, une (m, A)-partition (resp. stricte) de n est
une m-partition (resp. stricte) de n telle que chaque terme intervenant
dans la somme soit inférieur & A. Nous noterons P(n, m, A) le nombre
de telles partitions strictes , et p(n,m, A) le nombre de (m, A)-partition
den:

p(n,m, A) ZP’/L,’L,A

Remarque 3.4.2. — si A > n alors P(n,m, A) = P(n,m).
Remarque 3.4.3. — Pour des entiers n,m, A, on a :

p(n,m, A) ZPnzA

Ainsi :
P(num> A) :p(mm,A) _p<n7m - 17A)
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On dispose de plusieurs caractérisations pour les m-partitions (|11,
définition B et théoréme A paragraphe 2.1]) :

Lemme 3.4.4. — Soit n un entier > 1. Se donner une partition de n
en ezactement m termes (au sens de 3.4.1) est équivalent & se donner
une solution de

IV

L,
Y1+ ...+ Unm n.

Et cela est encore équivalent a se donner une solution de :

Ti1y...,Tp > 0,

r1+ 24+ ...+nx, = n,

1 +2To+...+x, = M.
Démonstration. — Pour la premiére caractérisation, on a juste a classer
les termes de la somme par ordre décroissant. Pour la seconde caractéri-
sation, il suffit de poser Vj, z; = [{s € {1,...,m}, ys = j}|. O

On a des caractérisations semblables pour les (m, A)-partitions :

Lemme 3.4.5. — Soientn,m, A > 1 des entiers. Se donner une (m, A)-
partition stricte de n est équivalent a se donner une solution du probléme
suvant :

)

{A>y1>...>ym > 1
= n.

Y1+ ...+ UYn

Ceci est encore équivalent a se donner une solution du probléme suivant :

Liy--3 Ty > 07
$1+2ZL’2+...+A1’A = n,
T1+ZTo+...+Ta = m.
Démonstration. — La preuve est semblable a celle du lemme précédent.
O
Lemme 3.4.6. — Soient n,m, A > 1 des entiers.

(i) P(n,m,1) =1 sim=n et 0 sinon,
p(n,m,1)=1sin >m et0 sinon.

(i) P(n,1,A)=1si A>n,
p(n,1,A)=1si A>n.
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(iii)
P(n,m,A) > 1 <= m<n<mA
et
p(n,m,A) > 1 < n <mA.

Démonstration. — Supposons n,m, A > 1 donnés. Les assertions (i) et
(ii) sont évidentes. Pour (iii), P(n, m, A) > 1 signifie que 'on dispose de
m entiers compris entre 1 et A, disons z1, ..., x,, telsque n = x1+. . .+x,,.
Nécessairement, on doit avoir m < n < mA. Inversement, si I’on suppose
que m < n < mA, il est immédiat de voir que P(n,m,A) > 1. Pour
p(n,m, A), il suffit de remarquer que p(n,m, A) => ", P(n,i,A). O

Le théoréme suivant est une généralisation du théoréme B du para-
graphe 2.1 de [11].

Théoréme 3.4.7. — Soient n,m, A > 1 des entiers tels que n > m,
m>1etA>1. Alorson a:

p(n7m7A> :p(nam_laA)+p(n_m7maA_1)

Démonstration. — L’entier p(n, m, A) est le nombre de solutions du pro-
bléme suivant :
Lis--y Ty > 07
r1+ 229+ ...+ Axs = n,
T1+29+ ...+ 2y g m.

Or ces solutions se décomposent en 2 groupes, celui consistant en les
solutions telles que z1 + ...+ x4 = m et celui consistant en les solutions
telles que x1 + ... + x4 < m. Dans le second groupe, il y a exactement
p(n,m — 1, A) éléments. Il reste donc a connaitre le cardinal du premier
groupe. Or se donner une solution de :

Lis---5T4 = 07
1+ 200+ ...+ Axs = n,
T1+ZTo+...+Ta = m

est équivalent & se donner une solution de :
AZyp =2 . 2yn = 1,
Nt +tynm = n,
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qui est équivalent & se donner une solution pour s < m de :

A-1zy>...2y > 1,
N+...+tYs = n—m.

Donc le cardinal du premier groupe est p(n —m,m, A —1). O

Corollaire 3.4.8. — |11, Paragraphe 2.1, Théoréme B| Pour des en-
tiersn,m > 1 tels quen >m etm > 1, on a :

p(n,m) =p(n,m — 1) +p(n —m,m).

Démonstration. — 11 suffit de prendre A assez grand dans le théoréme
précédent. O

On a une représentation graphique des partitions d’entiers :

Définition 3.4.9. — Un diagramme de Ferrer ou diagramme de Young
est la représentation graphique d’une partition d’un entier. Si n est un
entier > 1 et

Y1+ ...+ Ynm

IV

1
n
une partition de n en m termes alors le diagramme de Ferrer associé est

le diagramme en deux dimensions constitué de lignes, telles que la i-éme
ligne (en partant du bas) comporte exactement y; carrés.

Ezxemple 3.4.10. — Le diagramme de Ferrer associé a la partition 7 =
3+2+1+1 est le suivant :

Définition 3.4.11. — Soit 7 un diagramme de Ferrer associé i une
partition. Considérons les colonnes de gauche & droite de 7. Si y; désigne
le nombre de carrés de la i-éme colonne, alors on obtient une nouvelle
partition de n = ) . §;,qui est appelée la partition conjugué de n.

Proposition 3.4.12. — |11, Paragraphe 2.3, Théoréme A| Soit n > 1
un entier. Alors le nombre de partition de n en exactement m termes est
égal au nombre de partitions de n dont la marimum des termes est m.
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Démonstration. — 11 suffit de considérer les partitions conjuguées. En
effet si 7 est une partition de n en exactement m termes dont le maximum
est A alors 7 sera contenu dans un rectangle de largeur m et de hauteur
A. Et ainsi la partition conjuguée aura exactement A termes dont le
maximum sera m. ]

Remarque 3.4.13. — Soient n, m, A > 1 des entiers. L’entier p(n, m, A)
compte exactement le nombre de diagrammes de Ferrer a n carrés inclus
dans le rectangle de largeur m et de hauteur A.

Le théoréme suivant est une variante du théoréme d’Euler calculant
la fonction génératrice de P(n). Il est a rapprocher du théoréme A du
paragraphe 2.2 de [11].

Théoréme 3.4.14. — Fizons un entier A € N*. La fonction généra-
trice de P(n,m, A) (appartenant ¢ Z[[x,y]]) est :

A

— 1 m, n
Ealz,y) = H Ty ZP(n,m,A):E y".
=1 n,m
Démonstration. — Développons le produit :
A 1 A
_ Ji 0,8Ji
1=1 i=1 7;20
— Z xxl+...+xAyx1+2m2+...+AzA
L1,y TA
11 suffit alors d’appliquer le lemme 3.4.5. O
Définition 3.4.15. — Soit n > 1 un entier. Soient » > 1, my ..., m, et
Ay, ..., A, 2r entiers, une ((mq, Ay), ..., (m,, A,))-partition stricte de n

est une solution du systéme en les y; ; suivant :

i Z Yl = 2 Yims =

Vi=1...r Ai 2 yia 2 Jismi !
Yir + o T Yim; = Ny

N1y Ny =0

n+...+n.=n

Nous noterons Q(n, (my, Ay), ..., (m,, A,)) le nombre de telles partitions.
L’entier ¢(n, (m1, Ay), ..., (m,, A,)) sera le cardinal des (s1, A1), ..., (s, A;)-
partitions strictes de n pour s; < mq,...,S, < m,, i.e. le nombre de
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solutions du probléme suivant :

Y1 = 2 Y
Vi=1...r Ai 2 yin 2 Z Yimi
Yi1+ oo+ Yim,

[V
o

N1y Ny =0
n+...+n,.=n

On parlera alors de ((mq, 4;),...,(m,, A,))-partition de n.

Notation 3.4.16. — Pour des entiers m, A, on notera 7, 4) la distri-
bution associée a la fonction p :
N — N

i = T, (i) = pli,m, A).
Rappelons la définition du produit de convolution :

Définition 3.4.17. — Soient f, g deux fonctions sur N. Le produit de
convolution est la fonction sur N définie de la fagon suivante :

N — N
no— (frxg)(n) =32 fn—1Dg(l).
Remarque 3.4.18. — Reprenons les notations de la définition précé-

dente. Si l'on définit les deux séries formelles (appartenant & 1’anneau

Z[[]]) -

Ft) = >, fn)t"

G(t) = 2,g9m)t"
ou Vn, f(n),g(n) € Z. Alors la série produit F'G (i.e. le produit de F' et
G dans 'anneau Z[[t]]) est exactement :

FG(t) =) fxgn)".
Remarque 3.4.19. — L’opérateur x est associatif et commutatif et 1’élé-
ment unité est la fonction qui vaut 1 en 0 et 0 ailleurs.

Le théoréme suivant permet de calculer les fonctions ¢ a partir des
fonctions p :

Théoréeme 3.4.20. — Soient r > 1 et (my,Ay),...,(m,, A,) des en-
tiers. Alors :
q(—, (m1, Ar), oo (M, Ar)) = TangAn) * - % Ty, AL)

c¢’est-a-dire la distribution associée o q(—, (mq, A1),...,(m,, A,)) est le
produit de convolution des distributions associées a p(—, m;, A;).
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Démonstration. — Fixons un n. Pour r = 1, ¢’est clair, puisque g(n, (mq, A1)) =

p(n,my, Ar). En effet, 74, 4,)(n1) = p(ni,mq, Ar) est exactement le

nombre de solutions de :

{A1>y1>...>ym > 0,

U1 4+ ...+ Ym ni.
Supposons donc r > 2. q(n, (my, A1), ..., (m,, A,)) compte le nombre
de solutions de :
([ Av 22 . 20%m = 0
Yiat.--+Ym = M
Ar>yr,1>--->yr,m,« > 0
Yra + ...+ Yrom, = Ty
nNy,...,Ny > 0
\ M1+ ...+N,. =n

autrement dit, cet entier compte les solutions de :

WV
S o

( (| AAZz2ni2... 2 0nm
Yii+ oo+ Yim

[V
o

yr—l,l +...F yr—l,mr,l ny

Ny, ..., Np_1 =0
(1 +...+tNn.—1=m
{Ar>yl,r>--->yl,mr 2
yl,r+--‘+y1,mr =

{ Ar 2 yr—l,l > ce 2 yr,mr,l

)

n, =0
L M+ N1 =N

Donc

q(ﬁv (mb fl); ceey (mT7 Ar)) =
> mne1 D amet Tme, A () X q(m, (ma, A, (me—1, Ar1)) X xa(m+ny)

ol X, est la fonction caractéristique de n qui vaut toujours 0 sauf en n
ou elle vaut 1. Le résultat est alors acquis par récurrence sur 7. O
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Remarque 3.4.21. — Dans la suite, on écritay = (A > y; > ... >
Ym = 0) pour désigner la solution du probléme suivant :

AZyp 2. 2 Yn
i+ o+ Ym

[V
o

Et on écrira |y| pour y; + ...+ Y- Donc, y= (A =2y > ... 2>y, = 0)
est une (m, A)-partition de |y|.

3.4.2. Fibration en grassmanniennes.

Définition 8.4.22. — Soit A = (A > ... > \;) une partition. Soient
¢; pour i > 1 des indéterminées. On définit le polynome de Schur corres-
pondant :

A)\(C) = A)\17...7>\d(0) = det(c,\jﬂ_i) c Z[Ci,i S N*]
en posant ¢, =0sin <0, et cg=1.

Notation 3.4.23. — Soit £ un fibré vectoriel de rang n sur une variété
X. Soit d un entier plus petit que n, posons Y = Drap,(€), le fibré en d-
grassmanniennes associé a £. Notons f la projection Y — X. On dispose
d’une suite exacte universelle :

0—=8—["() —Q2—=0

ou S est le sous-fibré tautologique de rang d, et Q le fibré quotient tau-
tologique de rang n — d. On pose pour ¢ > 0 :

¢ =c(Q— (€)= alS)
ou la fonction ¢; est la i-éme classe de Chern (|15, Section 3.2| pour leur
définition et propriétés). Pour une partition A = (A > ..., > A\y), on

notera si aucune ambiguité n’est a craindre Ay, le polynome de Schur
(définition précédente) associé a ces valeurs de ¢;.

D’aprés [15, Proposition 14.6.5|, on a le résultat suivant (dit théoréme
de la base) qui est une généralisation de la formule de Giambella (|15,
Proposition 14.6.4]) :

Proposition 3.4.24. — Si X est une variété sur k de dimension N,
et & un fibré de rang n, alors pour d < n et k < d(n — d), il existe un
1somorphisme canonique

@, CH"P(X) — CH*(SBu(€))
Q) — A)\.f*(a)\)



3.4. CALCUL DES GROUPES DE CHOW DE FIBRES EN DRAPEAUX 105

ol la somme est prise sur toutes les partitions X\ = (A1 = ... = \g) telles
quen—d>=XN =...2 X =0, et Ay a été définie précédemment.

Corollaire 3.4.25. — Awvec les notations de la proposition précédente,
on dispose d’un isomorphisme :

k
CH*(Drap,(€)) — @ CHF (X )plidn=d)
i=0

ot la fonction p a été définie au paragraphe précédent.

Démonstration. — 11 suffit de remarquer que le nombre de partitions
A=A =...2 X )avecn—d>= A\ >...> N\ > 0avec |A\| = pour un
i donné est exactement le nombre de (d,n — d)-partitions de 1. O

Lemme 3.4.26. — Soient S une k-variété et £ un fibré vectoriel de rang
n sur S. Sotentr > 1 et 1 <1y < ...40.11 < n des entiers. Posons Y =
Drap; .. (€) et X =Drap, ; (). Alors il existe un fibré vectoriel W
sur X de rang n — i, tel que l’on ait le diagramme commutatif suivant :

ir1 (€) = Drap; ., _;, (W)

\/

Dra‘pil,...,ir (5>

|

S

Drapil,_“,

Démonstration. — On dispose sur Drap; (£) du fibré tautologique V), tel
que pour tout W € Drap, (£), on ait (V,)w = W (la construction est
la méme que dans la preuve du théoréme 3.2.1). Notons 7, la projection
naturelle Drap,, ; (£) — Drap; (£) et 7 la projection Drap, ; (£) —
S. On a une inclusion 7V, — 7©*&. Alors on construit le fibré vectoriel W
sur Drap; ; (£) comme étant le quotient, i.e. tel que la suite suivante
soit exacte :

0—>7T:Vr—>7T*g—>W—>O.

Ainsi, pour tout (Vi,.... V) € X, W, vy = Exoni,vi)/ Ve W est
donc un fibré de rang n — i,.

L’application (V4,...,V,y1) — V,y1/V, fournit donc pour toute k-
algébre R une application : Drap; , . (£)(R) — Drap;  _, W)(R).

ir+1(
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Cette application correspond & un isomorphisme :

Drap;, () —==Drap, ., (W). O

7~~~7Z'r+1

3.4.3. Fibration en variétés de drapeaux

En itérant le lemme 3.4.26, on obtient la proposition suivante :

Proposition 3.4.27. — Si S est une variété sur k, £ un fibré de rang
n sur S, r > 1 un entier, et 1 < i1 < ... <1, < n une suite d’entiers,
alors pour tout k , on a un isomorphisme :

CH*(Drap,, ;, ., (£)) — @ CHFPulm—M(g)

ALy Ar

ol la somme est prise sur toutes les partitions \s = (n —is = Ag1 =
c 2 Nsiioy 2 0) pour s € {1,...,1}, en définissant iy = 0.

D’une part, X; — X, étant par construction méme une fibration en
grassmanniennes, on a, d’apres la proposition 3.4.24, un isomorphisme :

CH* (X)) @CH"” Ml

ou la somme est prise sur toutes les partitions A\; = (A1 = ... > A\i4)
tellesque n —i; > A1 > ... > Ay, 2 0.

D’autre part, d’aprés le lemme 3.4.26, pour tout s € {2...r}, la projec-
tion naturelle X; — X, _; est une fibration en grassmanniennes, i.e. : il
existe un fibré vectoriel W, sur X, ; de rang n—1i,_; tel que le diagramme
suivant soit commutatif :

Drap; _; (W)

\/

et ainsi d’aprés la proposition 3.4.24, on a un isomorphisme :

CHM(X @CH’f M(Xo0)

ot la somme est prise sur toutes les partitions Ay = (A\s; > ... >
)\s,is—is,l> telles que n — ’is 2 )\3,1 2 ce 2 )\S,Z'S_Z‘571 2 0.

1s (5>'

Démonstration. — Posons Xo = S, et pours € {1,...,n}, X, = Drap;
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Par récurrence, il suffit alors de considérer le diagramme commutatif

sulvant :
X, - Drapir—ir_l (Wr)

X —— Drapir,l—ir,Q (Wr—1>

/

Xr—2

Xq = Drap;, (W)

Xo/

En particulier W; = £. Donc on obtient un isomorphisme :

CHk(Drapil,ig,...,ir(E’.)) N @ CHk—|>\1‘—...—‘)\r|(S)

Ay Ar
ou la somme est prise sur toutes les partitions Ay = (A\s1 = ... >
Asiis—is_,) tellesque n—ig > Ag1 > ... 2 Agi—i. , = 0pour s=1,...,r,
en définissant i = 0. [
Corollaire 3.4.28. — Conservons les notations de la proposition pré-

cédente, on a un isomorphisme :

CHk(Drapil,ig,...,ir (&) — @(CHk_i(S»m

i=0
ot n; = q(i, (iy,n—11), (i —i1,n—142), ..., (i —ir—1,n —1,)) (la fonction
q est définie au paragraphe précédent).

Démonstration. — 1l suffit de remarquer que pour un ¢ donné, le nombre

d’occurrences de i dans la somme |A|+. . .+|\,| pour toutes les partitions
)\s = ()\3,1 2 c. 'Asyis_isfl) telles que n — ’is 2 >\s,1 2 Ce 2 )\871'5_2‘571 2
0) pour s € {1,...,r} est exactement le nombre de ((i1,n — i), (ia —
i1,m —1g),..., (i, — i,_1,n — i,))-partitions de i. Donc il y a exactement
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q(i, (i,n — 4y), (ig — iy,m — i2), ..., (4 — 4,_1,m — 4,)) occurrences de i
dans la somme. O
3.4.4. Fibration en produit de variétés de drapeaux.

Ici encore, il s’agit d’une conséquence du lemme 3.4.26.
Proposition 3.4.29. — Soient S une variété sur k, E_ et £, deux fibrés
vectoriels sur S de rang n_ et n, respectivement, 1 < s < r < n deux
entiers, et 1 < ip < ... <1g<n_etl <igy <...<1 <ny deur
suites d’entiers. Posons X = Drap,, ,;(£_) et Y = Drap, , , (£,).
Alors pour tout k, on a un isomorphisme :

CH*(X xsY) — @5 cHFMilmIVi(g)
Ay Ar

ot la somme est prise sur toutes les partitions :

A= (=2 M2 2 Ay 20)
Ay = (no—ig=Xg1 2.0 2 Agjpiy 2 0)
>\s = (n— — g = )\s,l Z ... 2 As,is—is,l P 0)
Aoyl = (n+ - is—l—l) P )\s-i-l,l Z ...z >\s+l7is+1 = 0)
Asp2 = (n+ — sy = )\s+2,1 Z ...z )\5+27i5+2—is+1 > 0)
)\r - (n—l— - ir 2 >\r,1 > s 2 Ar,ir—z},1 > O)
Démonstration. — Considérons le carré cartésien suivant :
X xgY 2= X
l“Y O lfx
f
y ———3§
Alors il suffit d’appliquer la proposition 3.4.27 aux deux fibrations en
variétés de drapeaux : X — Set X xgYV — X. O
Corollaire 3.4.30. — Conservons les notations de la proposition pré-

cédente. On a un isomorphisme :
CHF(X xgY) — @F  (CHF? 5)™
ot n; = C](Z, (ila n—_il)> (i2_i17 n—_iQ)a SRR (is_is—la n—_is)> (is—l—l; ny—

Gs41)s (fs42 — Tsg1, Mg — s542)s -« oy (ip — Gp_1,ny — 4y)). (la fonction q a été
définie au paragraphe précédent).
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Démonstration. — La preuve est analogue a celle du corollaire 3.4.28.
O

3.5. Applications

3.5.1. Groupes de Chow des variétés de drapeaux tordues

Grace aux résultats sur le calcul des groupes de Chow des variétés de
drapeaux du paragraphe précédent, au théoréme 3.2.1 et aux corollaires
3.2.3 et 3.2.4, on est en mesure de calculer de facon explicite les groupes
de Chow des variétés tordues sous quelques hypothéses.

3.5.1.1. Casi; = 1. — Sil’on est sous les hypothéses du théoréme 3.2.1 :
Proposition 3.5.1. — Soient A une algébre d’Azumaya sur k de degré

netl<io<...<i.<n des entiers. On suppose que iy = 1. Alors on
a un isomorphisme :

CH*(SB1,,..5,(A) — @5 CHFMIPel(SB(4))

)\7‘7“-,)\2
ol la somme est prise sur toutes les partitions \s = (A1 = ... =
)\5,7:7‘75+3_Z'r75+2) telles que ZT—S+2 - 1 2 )\5,1 > e > )\S,i’r75+3_ir75+2 > O
pour s € {2,...,r} en posant i,,1 = n, et un isomorphisme :

k
CH*(SBy,i,....0. (A)) — @D CH(SB(4))™
=0

avec n; = q(Z, (ir—l-l — ir,i,« — 1), (ZT — 7:7«_1,@,«_1 — 1), cey (13 — ig,iQ — ].))

Démonstration. — C’est ’application de la proposition 3.4.27 et du co-
rollaire 3.4.28 & un fibré de rang n — 1 sachant le résultat du théoréme
3.2.1. [

3.5.1.2. Sous les hypothéses du corollaire 3.2.3

Proposition 3.5.2. — Soient A une algébre d’Azumaya sur k de degré
nel<i <...<i. <n des entiers. Conservons les hypothéses du
corollaire 3.2.3. Alors on a un isomorphisme :

CH*(SBi, jy...,(A) = €D CHA= Ml =M (SB, (A4))

ALy As oo Ar
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ot la somme est prise sur toutes les partitions

A= (=1 =M1 >0 2 Ay, = 0)

Ao = (is—da =2 X1 2...2 Ayjpyy 20)
)\s—l = (Zs - Z‘8—1 2 )\8—1,1 2 o 2 )\s—l,is_l—is_g 2 0)
Asp1 = (M —dsp1 = Asp11 = - 2 Agjtigi—i, = 0)
Asy2 = (M —dsy2 = Aeyo1 = - 2 Aeyniinpn—in = 0)

A= (=i, 2 A0 2.2 A,y 2 0).

De plus, on a un isomorphisme :

k
CH*(SBy, s,....., (A)) — @ CH**(SB, (A))™

i=0
ot n; = Q(ZJ (7:17 is - i1)7 (7'2 - i17 is - i2)7 ceey (is—l — is—27 is - is—1)7 (is-i-l —
7;37 n— is—l—l)a (is+2 - is—i—la n— is+2)7 cey (7'7“ - i?‘—lu n— 7/7"))
Démonstration. — C’est 'application de la proposition 3.4.29 et du co-
rollaire 3.4.30 sachant les résultats du théoréme 3.2.2 et du corollaire
3.2.3. 0
Remarque 3.5.3. — Sil’on est sous les hypothéses du corollaire 3.2.4,
alors, avec les mémes notations, on dispose d’un s € {1,...,r} tel que le

corollaire 3.2.3 puisse s’appliquer. Et par suite, la proposition précédente
est encore valable avec ce s.

Remarquons que ’on a ny = 1. Ainsi, dans les deux propositions pré-
cédentes (3.5.1 et 3.5.2) , pour un k donné, il existe des entiers n; tels
que l'on ait un isomorphisme :

CHF(X) — CH*(S) @ (i1 CH*(S)™)

ou X est la variété de drapeaux considérée et S la base sur laquelle on
projette (SB(A) ou SB;,(A)). Et, par suite, on a :

Corollaire 3.5.4. — Placons-nous, soit dans les hypothéses de la pro-
position 3.5.1 soit dans celles de la proposition 3.5.2. Notons X la variété
de drapeauz considérée et S la base (variété de Severi-Brauer) sur laquelle
on projette. Soit k un entier. Si les groupes de Chow de S n’ont pas de
torsion en codimension plus petite que k, alors il en va de méme pour
ceur de X, et la réciproque est vraie.
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3.5.1.8. Calcul a partir d’une variété de Severi-Brauer. — Fixons une
algébre d’Azumaya A sur k£ de degré n. Soient 1 < iy < ... <14, < n des
entiers. Supposons que (ind A, iy,...,4,) = 1. Posons X = SB;, ., (A)
et S = SB(A). On souhaite calculer les groupes de Chow de X a partir
de ceux de S. Si i; = 1, alors la proposition 3.5.1 permet de voir que
les groupes de Chow de X se calculent explicitement a partir de ceux
de S. Supposons donc désormais que 1 < iy. Posons Y = SBy;, ., (A).
Considérons le diagramme suivant :

S/YXX

ou la fleche f est l'application (I, Iy,..., 1) — (I,...,I,).

Lemme 3.5.5. — lapplication f : Y — X est une fibration en espaces
projectifs.

Démonstration. — L’application f est une fibration en variétés de Severi-
Brauer. Puisque (ind A, 41, ...,4,) = 1, alors I'image de la classe de A dans

Br(k(X)) est triviale (cf [46, (5.11)]). En outre, la classe de A et celle de
B_ ont méme image dans Br(k(X)). On en déduit alors que la classe de
B_ est triviale. O

On a donc, pour un entier k, les deux isomorphismes suivants :
CH*(Y) — @} CH* (X)) et  CH*Y) — @; CH" (9™

avec n; = q(i,(n — iy, i, — 1), (4 —ip—1,0p—1 — 1), ..., (lg —i1,9; — 1)). La
seconde équation résulte simplement de la proposition 3.5.1. Quant a la
premiére équation, il s’agit de la formule classique du calcul des groupes
de Chow d’un fibré projectif en fonction des groupes de Chow de sa base
(voir, par exemple, la proposition 2.4.1).

On a donc la proposition suivante :

Proposition 3.5.6. — Pour tout k on a une suite exacte :
0 — @; CH*7/(S)" — @, CHF(S)" — CHF(X) — 0.
Démonstration. — On a en effet une suite exacte pour tout £ :

0 — CHY(Y) — CH*(Y) — CH*(X) —=0 .
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Remarque 3.5.7. — Ainsi CHk (X) s’identifie & un quotient du groupe
@®; CHF(S)™ par @; CH*'7(S)™ mais Iinjection

@; CHM ()™ — @, CHM/(9)™
n’est pas simple et fait intervenir les polynémes de Schur liés & la fibration
Y — X.

On peut en déduire aisément le corollaire suivant :

Corollaire 3.5.8. — Conservons les mémes notations. Soit k un entier.
Si les groupes de Chow de S n’ont pas de torsion en codimension plus
petites que k, alors il en va de méme pour ceuz de X, et la réciproque est
vrage.

3.5.2. Exemple : CH? sans torsion

Remarque 3.5.9. — Supposons que X — S soit une projection de k-
variétés telle qu’il existe des entiers ny;, de sorte que pour tout £, on ait
un isomorphisme :

CHY(X) — @iLo(CH(S))".

Alors, si les groupes de Chow de S en codimension < kg n’ont pas de
torsion, alors les groupes de Chow de X en codimension < ky n’ont pas
de torsion.

Proposition 3.5.10. — St X est une variété projective homogéne sous
un groupe linéaire, alors CH®(X )i = 0 et CH' (X )iors = 0.

Démonstration. — Pour le CH le résultat est clair. Pour le CH', il suffit
de remarquer que CH' X = Pic X. Or d’aprés [48, lemme 5.1|, on a une
suite exacte :

0 — Pic X — Pic(X, )"

ou ks est une cloture séparable de k et I' le groupe de Galois absolu de
k. Ainsi, CH' X est sans torsion. O

D’aprés Karpenko ([32]), on a :

Proposition 3.5.11 (Karpenko). — Si A est une algébre d’Azumaya
sur un corps k, dont l’indice coincide avec son exposant, alors

CH?(SB(A))sors = 0.
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Proposition 3.5.12. — Si A est une algébre d’Azumaya de degré n,
dont 'indice coincide avec son exposant et 1 = i1 < ... < i, < n alors

CH2 (SBil,ig,...,ir (A>>tors = 0.

Démonstration. — Sachant que pour i < 2, CH (SB(A))iors = 0, il suffit
d’appliquer la remarque du début de section. O

3.5.3. Exemple : variétés de drapeaux complets et torsion dans
les CH', i > 2

Commencons par énoncer un résultat de Karpenko :

Proposition 3.5.18 (Karpenko). — Soit e un entier non divisible par

un carré. Alors il existe une algébre d’Azumaya A d’exposant e dont
CH?(SB(A))iors est d’ordre e.

Démonstration. — Corollaire 5.2 du chapitre 1 de [33].
0

Remarque 3.5.14. — Dans cette proposition, on peut en fait choisir
A d’indice (et donc de degré) aussi grand que I'on veut (proposition 5.1
du chapitre 1 de [33]). La construction d’une telle algébre est faite dans
I'exemple 4.12 du chapitre 1 de [33].

Examinons le cas des variétés de drapeaux complets. Soit A une al-
gébre d’Azumaya sur k de degré n. Notons X = SB;__,,(A) la variété de
drapeaux complets. Alors, grace au théoréme 3.2.1, on dispose d’un fibré
V de rang n — 1 sur SB(A) tel que

SBl,Q,...,n(A) = Drapl,...,n—l(v>

~

SB(A)

et donc par la proposition 3.5.1, on a un isomorphisme :

CH*(X) — @f_((CHF " SB(A))™
avec n; = q(i,(1,n —1),...,(1,2),(1,1)). L’entier n, compte le nombre
de solutions de :
Vjx;<j
1+ ... +Tp1 = )

donc pour tout i € {0,..., @}, n; > 1. Ainsi :
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Corollaire 3.5.15. — Soit e un entier non divisible par un carré. Pour
tout entier k > 2, il eriste une algébre d’Azumaya A d’exposant e et
une variété homogéne X sous PGL(A), telles que CH*(X) contienne un
sous-groupe cyclique d’ordre e.

Démonstration. — Supposons que A soit une algébre d’Azumaya d’ex-
posant ¢ telle que CH?(SB(A))ios S0it un groupe cyclique d’ordre e. Si
on pose X = SBj5  ,(A) ol n est le degré de A, alors d’aprés ce qui pré-
céde, CH(X) contiendra nécessairement un sous-groupe cyclique d’ordre
e dés qu’il existera un ¢ satisfaisant :

{ k—1=2

. (n—1)n
7 < —
Un tel 7 existe si et seulement si :

(n—1)n

k< + 2.

Pour un £ fixé, il suffit alors de prendre une algébre d’Azumaya A d’expo-
sant e donnée par la proposition précédente et de degré n assez grand. [



CHAPITRE 4

DECOMPOSITION MOTIVIQUE DE
SB(M,,(A))

4.1. Introduction

Fixons un corps k et une k-algébre d’Azumaya A de degré n. Soit m
un entier, et posons B = M,,(A), qui est aussi une algébre d’Azumaya
sur k. La variété de Severi-Brauer associée & A est une k-variété forme
tordue de P! I’espace projectif (sur k) de dimension n — 1. De méme,
la variété de Severi-Brauer associée & B, de degré nm, est une forme de
Pmn—l.

Comme Manin I’a montré dans son article [44], le motif de PV pour
un certain N se décompose dans la catégorie des motifs de Chow sur &
(voir 1.4.13). Il est légitime de vouloir décomposer le motif d’une forme
tordue de P", en motifs simples. Karpenko dans [31] décompose le motif
de SB(B) en fonction du motif de SB(A). Le présent chapitre en redonne
une preuve, en utilisant les techniques du paragraphe précédent. Cela
rend plus explicite la projection Pr et I'immersion fermée In de [31,
Section 1.1].

Ainsi, puisque, par le théoréme de Wedderburn, toute algébre d’Azu-
maya sur k s’écrit M, (D) pour un corps gauche D sur k et un entier
r, il suffit de connaitre les motifs des variétés de Severi-Brauer associées
a des corps gauches pour avoir une description compléte du motif d’une
variété de Severi-Brauer quelconque.

4.2. Décomposition

Nous utiliserons le langage des algébres d’Azumaya introduit en 1.6,
puis nous nous placerons dans la catégorie des motifs de Chow effectifs
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dont on a rappelé la définition dans la section 1.4.2. Rappelons que L
désigne le motif de Tate défini en 1.4.9.

On est alors en mesure d’énoncer le théoréme qui décrit une « décom-
position cellulaire » de la variété SB(M,,,(A)) :

Théoréme 4.2.1. — Soient A une algébre d’Azumaya sur k et m > 2
un entier. Posons X = SB(M,,(A)) et S = SB(A). Il eziste une filtration
de X en sous-variétés fermées Z; :

X:ZmDZm_lD...ZlDZ():@

vérifiant les propriétés suivantes :

(i) Z; est isomorphe a SB(M;(A))

(#) Pour tout i € {0,...,(m—1)}, il existe un fibré vectoriel de rang ni,
T Zz'—l—l\Zi — S

Cette « décomposition cellulaire » de X est trés agréable, elle permet
de retrouver le résultat de Karpenko [31] :

Théoréme 4.2.2 (Karpenko). — Conservons les notations du lemme.

On a un isomorphisme dans la catégorie @bomeﬁ(k) des motifs de Chow
effectifs sur k :

—_

m—

h(X) ~EPh(S) LY.

j=0

Remarque 4.2.3. — Ce résultat est & comparer avec la décomposition
du motif de P¥ (proposition 1.4.12).

4.3. Preuves

Pour la preuve de ce résultat, nous utiliserons les mémes techniques
que dans le Chapitre IV & savoir les résultats de la section 3.3.1.

4.3.1. Un peu d’algébre linéaire

Fixons A une algeébre d’Azumaya sur k£ et m un entier. Nous noterons
X =SB(M,,(A)) la variété de Severi-Brauer associée a 1'algébre simple
centrale M,,,(A). Posons enfin S = SB(A). On notera d 'indice de A et
n son degré. Posons r = n/d. D’aprés le théoréme de Wedderburn, on
peut supposer que l'on dispose d’un corps gauche D sur k£ de dimension
d? et d’un D-espace vectoriel & droite £ de D-dimension r, tel que A
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soit isomorphe a Endp(FE). Nous supposerons dans cette partie que A =
End D(E)

Notation 4.3.1. — On notera par a l’idéal a gauche de A constitué des
matrices dont la premiére colonne ne contient que des 0.
Pour des entiers 1 <14 < ... < vy, < m, Mineur,, . sera l’application :

M (Z) —  M(Z)

(i'fi,j)z',j = (xui,uj)i,j-

.....

Les deux lemmes suivants forment la clef du présent chapitre :

Lemme 4.3.2. — On a une bijection naturelle :
I Mnld) J € My (4)
! — J idéal o gauche

I idéal a gauche

dimy I — nm dimy J =n(m —1)

— Mineurs, (1)
Démonstration. — On se raméne au cas ou D = k. Considérons la bijec-
tion suivante :
VcE™ o1
B {0y c v - {@n&ﬁi@—n—l}
dim, V =nm —1 R
— V/E x {0}
Elle permet d’écrire le diagramme commutatif suivant :
1€ M) J C My 1(A)
! _ J idéal a gauche

I idéal & gauche
dimy I = nm

I |

VCFE W e el

v sofz—:s {ggecxfe‘gtoriel ——= < W sous-espace vectoriel
P dimy W =n(m —1) — 1

dim, V =nm —1

dimg J =n(m —1)

ou les fléches verticales sont données par le proposition 3.3.5. Ceci permet
de conclure. O
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Lemme 4.3.3. — (i) On a une application ¢ :

I c M, (A) JcA
1 idéil%‘z C;auche - J z'd.éal @ gauche
dim; I = nm dimy, J = n
I — Mineur; (1)

(11) Si J est un idéal & gauche de A de k-dimension n, alors ¢ 1(J)
s’identifie naturellement a un espace vectoriel.

Démonstration. — On se raméne au cas oi D = k. Considérons ’appli-
cation :
VCE™
Ex{oteVv —%{&m%fﬁ_1}
dim V =nm —1 LA
% — VNEx {0}

On peut alors écrire le diagramme commutatif suivant qui permet de
conclure :

I c M (A) JCA
I idéil%} ;mche —\ /idéala gauche
dim, J =n

dimy I = nm

| |

Vekb WCE
Ex{0}gV .
V sous-espace vectoriel Wsous-espace vectoriel
dim, W =n-1

dim, V =nm —1

ol les fléches verticales sont donnés par le proposition 3.3.5.

(ii) Soit donc un J € A idéal a gauche de dimension n. Nécessairement,
on doit alors avoir d = 1, i.e. : D = k. Notons W le sous-espace vectoriel
de E définissant J | i.e. : J = Hom(E/W, E). On a une bijection donnée
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par la proposition 3.3.5 :

I Cc M, (A) V. cE™
I ¢ a E x {O} ¢ %4
Mineur;(I) =J ;== VNEx{0}" =W
I idéal a gauche V' sous-espace vectoriel
dim; I = nm dim, V =nm—1

Or :silonnote L=FE/W,ona: E™/(Wx{0})=L& E™" donc
(en posant U = V/W) :

VCE™
Ex{0} ¢V
VNEx{0}"t=w =
V' sous-espace vectoriel
dim, V =nm—1

UcLeE™!
LgU
U sous-espace vectoriel
dim, U =nm —n

I1 suffit alors de remarquer que ce dernier ensemble s’identifie canonique-
ment & Homy(E™ !, L). Ainsi la fibre de ¢ en un point J est un espace
vectoriel sur k& de dimension nm — n. O

4.3.2. Preuve du théoréme 4.2.1

Proposition 4.3.4. — Soient A une algébre d’Azumaya sur k et m > 2
un entier. Posons X = SB(M,,,(A)) et S = SB(A). Il existe une sous-
variétée fermée Y de X tel que :

(1) Y ~ SB(M,,_1(A))

(ii) on a un fibré vectoriel de rang nm —n : X\Y — S.

Démonstration. — Considérons le sous-schéma fermé Z de X représen-
tant le foncteur qui & une k-algébre R associe les I € X(R) tel que
I C a®, R. D’aprés le lemme 4.3.2, on a une application bijective pour
toute k-algébre R :

Z(R) — SB(Mp-1(A))(R).
Et par suite, elle correspond & un isomorphisme de k-variétés
Z — SB(M,,—1(A)).
De méme, le lemme 4.3.3 permet de voir que ’on a une application
X\Z — S

dont chaque fibre en un point Spec(L) — S s’identifie de maniére cano-
nique & un espace vectoriel sur L de dimension n(m — 1). O
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On est alors en mesure de prouver le théoréme 4.2.1

Démonstration. — 1l suffit de faire une récurrence sur m en s’appuyant
sur la proposition précédente. En introduisant les notations suivantes :
aim C My (A) sera I'ensemble des matrices m x m a coefficients dans A
dont la i-éme colonne est constituée de 0. Pour tout entier j € {0, ..., m},
la variété X, est exactement la sous-variété fermée de X représentant le
sous-foncteur fermé :

R—>{I€X(R)]IC(a17mﬂ...ﬂaj7m)®kR}. O

4.3.3. Preuve du théoréme 4.2.2

Théoréme 4.3.5 (Chernousov, Gille, Merkurjev [10, Théoréme
7.2])

Soit X une variété lisse et compléte sur k. On suppose qu’il existe une
filtration par des sous-variétés fermées

X=X,D2...0XDX 1=0
ainst que des morphismes plats
fi t Xi\Xi1 =Y,

de dimension relative constante a;, ou les Y; sont des variétés lisses et
complétes sur k. On suppose, en outre, qu’en tout point y € Y; la fibre de
fi est isomorphe a l’espace affine AZZ'(y). Alors il existe un isomorphisme
dans la catégorie des motifs effectifs de Chow :

h(X) = h(Y;)L".
i=0
Démonstration du théoréme 4.2.2. — Vu la « décomposition cellulaire »,

le théoréme 4.2.2 n’est qu’une application directe du théoréme précédent.
O
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RESUME

Fixons un corps k. Les variétés homogenes projectives X sous un
groupe G déployé ont une géométrie assez simple. La décomposition de
Bruhat fournit en effet une décomposition cellulaire de ces variétés. Il
en résulte que si on note X,, les variétés de Schubert alors 'anneau de
Chow est un module libre sur les [X,,] et 'anneau de K-théorie Ko(X)
est un module libre sur les [Ox, ], classes des faisceaux structuraux des
variétés de Schubert. On en déduit en particulier que ’anneau de Chow
est sans torsion. En fait, la base [Ox,, ] fournit la filtration topologique
de lanneau Ky(X) et redonne la base [X,] par passage au gradué.
D’autre part, Panneau Ky(X) admet une seconde base dite base de
Pittie-Steinberg qui, quant a elle, est invariante sous l'action du groupe
de Galois.

Le chapitre II de la these revient, dans le cas des drapeaux com-
plets associés a un espace vectoriel, sur les résultats connus concernant
la combinatoire donnant les expressions des faisceaux structuraux dans
I’anneau de Grothendieck, ce qui permet, en suivant les travaux de Las-
coux notamment, d’exprimer combinatoirement la matrice de change-
ment de bases entre les deux bases ci-dessus. Dans le cas n = 3 nous
donnons des résolutions explicites des faisceaux structuraux des variétés
de Schubert en termes des fibrés de Pittie-Steinberg.

Les groupes de Chow sont connus en codimension 1 et ont été étudiés
en codimension 2 par Karpenko dans le cas des variétés de Severi-Brauer.
Si A est une algebre simple centrale, le calcul des motifs des variétés ho-
mogenes projectives sous PGL(A) se ramenent sous certaines conditions
au calcul de motifs de variétés de Severi-Brauer généralisées, formes de
grassmanniennes, comme 1’ont montré Calmes, Petrov, Semenov et Zain-
ouline. Dans le chapitre III, nous construisons des isomorphismes de
variétés explicites qui permettent de ramener le calcul des groupes de
Chow de variétés homogenes projectives au calcul de groupes de Chow
de variétés de Severi-Brauer généralisées.

Les techniques décrites dans le chapitre III sont réutilisées au chapitre
IV pour redémontrer un résultat de Karpenko sur la décomposition du
motif de Chow de variétés de Severi-Brauer SB(MM,,(A)).
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