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Plan de la these

La théorie des graphes a connu un essor spectaculaire ces dernieres années, en partie di
aux importantes interactions entre les aspects théorique et algorithmique du domaine, et les
nouveaux enjeux scientifiques. Les graphes jouent un réle prépondérant dans la recherche en
sciences et technologies de I'information, ainsi qu’en bio-informatique par exemple. lls appa-
raissent également comme des composants essentiels de beaucoup de théories mathématiques
plus anciennes.

L'une des premieres sources d’inspiration de la théorie des graphes a été le probleme des
4 couleurs, qui est resté ouvert pendant plus d’un siecle avant d’étre prouve par Appel et Ha-
ken [AH77]. De nombreux aspects de la coloration des graphes ont depuis été étudiés, appor-
tant de profonds résultats mathématiques. Si ce domaine est toujours aussi vivant, cela tient en
grande partie a ce que la coloration des graphes permet de modéliser beaucoup de problemes
pratigues, notamment issus de domaines technologiques connaissant un fort développement,
par exemple les réseaux de télécommunication (\iOR]).

C’est dans cette optique que nous avons effectués les travaux présentés ici : nous partons
d’un probléme pratique, que nous modélisons en termes de graphes afin de pouvoir analyser la
situation, et avancer dans notre compréhension du probleme (jusqu’a le résoudre parfois). Cette
approche nous a montré en particulier que beaucoup de problématiques issues de situations
concrétes correspondent a des problemes théoriques, ou en sont trés proches. C’est ainsi que
nos travaux nous ont ameneés a nous intéresser a des problemes théoriques variés.

Deux problémes pratiques sont a la base de nos travaux. Le premier est un probleme d’allo-
cation de fréquences qui nous a été proposé par Alcatel. Le second concerne le reroutage (sans
perte de service) dans les réseaunm.

Cette thése est composée de trois parties, chacune divisée en plusieurs chapitres. La conclu-
sion de chaque chapitre fournit en particulier une liste de problemes ouverts concernant le sujet
traité. La plupart des résultats obtenus I'ont été en coopérant avec différentes personnes, dont
les noms sont indiqués au début des chapitres ou sections concernés.

La premiére partie expose les travaux réalisés a partir du probléeme d’allocation de fré-
guences posé par Alcatel : un satellite envoie des informations a des récepteurs situés sur terre,
chacun écoutant sur une fréquence. Pour des raisons techniques, le signal envoyé a un récep-
teuru ne peut étre focalisé exactement gsutJne partie du signal se propage donc autous,de
creant des interférences pour les récepteurs prochestd&coutant sur la méme fréquence que
u. L'intensité de ces interférences étant faible (car elle décroit tres rapidement avec la distance),
chaque récepteur peut tolérer un certain nombre/figénterférences. Le but est d’attribuer
une fréquence a chaque récepteur de sorte que tous puissent capter les signaux qui leur sont

1



2 Plan de la thése

destinés. Lintroduction présente précisément le probléme, qui est ensuite modélisé en un pro-
bleme de coloration de graphes,daloration impropre: un grapheG est k-improprement
[-colorable si, et seulement si, il existe une coloration de ses sommets@udeurs telle que
chaque classe de couleur induise un sous-graphe de degré maxineiast-a-dire telle que
chaque sommet posséde au plugoisins de la méme couleur que lui. Lorsguest nul, il
s’agit de la notion usuelle de coloration propre. La notion classique de choisissabilité se géné-
ralise de la méme maniére, et permet de modéliser le probleme lorsque la liste de fréquences
pouvant étre attribuées a un réceptewarie en fonction de.. Le premier chapitre fournit une
exposition détaillée de ces concepts, et propose notamment des réponses a des questions de
Cowen et al. CGJ97] et Skrekovski §kr99b]. En particulier, il est prouvé, via des résultats de
complexité, gu’un analogue du théoreme de Bro&ke4 1] pour lal-colorationk-impropre ne
peut exister en généralsest au moing, ou sil € {3,4,...,s} avecs le plus grand entier tel
ques + /s < 2k + 3. Ce résultat est étendu au caskot 1 etl = 4, et aussi a l2-coloration
k-impropre des graphes planaires péue {1,2}. Plus précisément, il existe une borne supé-
rieure triviale sur le plus petit nombre de couleurs nécessaires pour celongroprement un
grapheG de degré maximurm : (%} . Lorsquek est nul, le théoréme de BrookBrp41] as-
sure que cette borne peut étre réduite de un, sauf si le géapbdfie une condition détectable
de facon polynomiale (étre complet ou étre un cycle impair). Nos résultats montrent qu’une
telle condition ne peut exister Bi> 1 dans les cas cités, saufRi= N P.

Le deuxieme chapitre concerne I'étude dedeoloration impropre des graphes planaires
de maille donnée (lanaille est la taille d’'un plus petit cycle). Contrairement a la coloration
propre, déterminer si un graphe, méme planaire, est impropresoahdrable est un probléme
NP-complet CGJ97]. Une technique couramment utilisée afin d’obtenir des renseignements
est d'imposer, en plus de la planarité, la taille de la maille des graphes étudiés. Afin d’étudier
cette question, nous nous sommes placés dans le cadre plus général des graphes de densité
bornée. En effet, minorer la taille d'un plus petit cycle d’'un graphe planaire lui impose de ne
pas étre trop dense. Il est donc naturel de se demander si les résultats conncelorition
impropre des graphes planaires de maille dons$eQ0] s’étendent aux graphes de densité
bornée. Nous utiliserons une technique de déchargement : chaque sommet possede une charge
initiale, dont il transmet une partie a ses voisins selon certaines regles établies. Au final, la
charge totale des sommets n’a pas changé, mais la charge de certains sommets particuliers a,
elle, varié. Les regles sont choisies de sorte a pouvoir prouver que la charge finale de chaque
sommet vérifie certaines propriétés, ce qui permet de déduire une propriété de la charge globale
initiale utile pour prouver le résultat souhaité. Cette technique permet donc d’avoir un résultat
global via des variations locales. Néanmoins, dans le cas qui nous intéresse ici, des graphes
orientés de déchargement sont construits afin de permettre a la charge de circuler non seulement
localement, mais aussi a travers de plus grandes structures. Nous généralisons ainsi tous les
résultats de$kr00], et nous en améliorons certains. En outre, notre méthode se généralise a la
[-colorationk-impropre pour tout entier > 2 et tout entierk > 1, ce qui permet notamment
d’améliorer les résultats d&ja03] sur les graphes de genre et de maille donnés. Les résultats
suivants sont établis, ol (k, [) désigne le plus grand réel tel que tout graphe de degré moyen
maximum strictement inférieur & (k, 1) soit k-improprement-choisissable :

= M (k1) > 1+ &

— pour toutl fixé, M (k,l) — 2l quandn — oo ; et

- M(k,2) <4 - 525,

La limite est obtenue en fournissant une borne supérieure jidit /), mais celle-ci ne
s’écrit pas facilement. De ces résultats découlent donc des corollaires concernant le nombre



Plan de la thése 3

chromatique impropre d'un graphe planaire (ou de genre borné) et de maille donnée. Par
exemple, en notanj, le plus petit entier tel que tout graphe planaire de maijjllesoit k-
improprement2-choisissable, il suit directement qye < 8 et g, < 6, ce qui améliore de

un les bornes précédemment connugler(0] (ainsi, g; € {6,7,8} etg, € {5,6}). Un autre
corollaire est que tous les graphes toriques sans triangld songroprementi-choisissables.

Il est toujours ouvert de savoir si tous les graphes toriqueslisiomproprementi-colorables.

Enfin, le troisieme chapitre regroupe les analyses du nombre chromatique impropre des
graphes d’intersection de disques unitaires ainsi que des sous-graphes du réseau triangulaire.
Les graphes d'intersection de disques unitaires sont intéressants pour modéliser les graphes
d’interférences construits a partir des réseaux de récepteurs, et le réseau triangulaire est souvent
utilisé car il offre un moyen efficace de couvrir le plan. La premiére section propose une étude
de la complexité de ces problémes, et introduit la notion de coloration impropre pondérée pour
les sous-graphes du réseau triangulaire. En particulier, il est montré que :

— lal-colorationk-impropre des graphes d’intersection de disques unitaires est un probleme

NP-complet pour tout couplg, k) fixé aveck > 1 etl > 2; et

— les deux problémes de coloration impropre pondérée introduits\é®tomplets pour

les sous-graphes du réseau triangulaire dans les cas non triviaux.

La deuxiéme section examine la coloration impropre asymptotique des graphes d’inter-
section de disques unitaires et des réseaux, dans la continuité des travaux de McDiarmid et
Reed MR99] : pour de grands réseaux, il est raisonnable de supposer que les récepteurs sont
“assez bien répartis”. La situation étudiée est la suivahteest un ensemble dénombrable de
points du plan de densité supérieare- 0, et G(V, r) est le graphe dont 'ensemble de som-
mets esV et tel query soit une aréte si, et seulement si, la distance enéta) est strictement
inférieure ar. D’un point de vue théorique, ces hypothéses permettent de s’extraire des spéci-
ficités de cas fixés, afin d’essayer d’exhiber un comportement général du nombre chromatique
k-impropre en rapport avec la taille de la plus grande clique. Nous prouverons que le nombre

chromatiqué:-impropre deZ(V, r) est équivalent @Z’k—\ﬁ) quandr tend vers l'infini, pour tout
k = o(r). Ce résultat est ensuite amélioré pour les ensembles possédant une structure cellulaire,
comme le réseau triangulaire.

La troisieme et derniére section concerne I'étude du rapport entre le nombre chromatique
impropre et la taille de la plus grande clique pour les graphes aléatoires d’intersection de
disques unitaires, dans la continuité de travaux réalisés par McDiarmid et Muli053,

MMO6] et Mller [MUlO5]. Au vu des résultats de complexité de la premiéere section, un moyen
d’obtenir des renseignements est d’étudier le comportement du nombre chromatique impropre
(en fonction de la taille de la plus grande clique) en moyenne, pour des instances aléatoires.
Le modele des graphes aléatoires d’intersection de disques unitaires a été développé par Pen-
rose Pen03 : n points (du plan, ou plus généralementR® sont tirés aléatoirement selon

une distribution de densité bornée, et une aréte est placée entre deux points si, et seulement si,
la distance entre les deux points est strictement inférieufe)aour(n) est une suite de réels
tendant vers zéro quandtend vers l'infini. Ce modéle est également utile en pratique lorsque

les récepteurs sont placés aléatoirement (senseurs parachutés, par exemple). Le comportement
du nombre chromatique impropre est caractérisé selon la valetindeui peut étre considérée
comme une mesure du degré moyen). En particulier, les résultats obtenus (valables en toute di-
mension finie), impliquent que pour le plan, avec la norme euclidienne, le nombre chromatique

k-impropre d’une instance aléatoig, est raisonnablement approcheé par la valet ff)")
(calculable de fagon polynomiale), lorsquest grand.



4 Plan de la thése

La deuxieme partie regroupe différents travaux concernant d’autres problemes de colora-
tion de graphes. Le premier chapitre traite de la coloratitatiale des graphes planaires. Un
chemin facial d’'un plongement d’'un graphe planaire est une suite de sommets obtenue en par-
courant une partie de la frontiere d’une face. Etant donné un plongement plan d'un graphe
planaire, est-il possible de colorer ses sommets de sorte que toute paire de sommets reliés par
un chemin facial de longueur au plasoient colorés différemment ? Ce type de coloration, in-
troduite dansikMS05b], étend la notion de coloration cyclique, et se rapproche dans certains
cas deqp, q)-étiquetages : existe-t-il une sommet-coloration telle que les couleurs de deux
sommets voisins different d’au moips et celles de sommets a distance deux d’au meihs
Ces étiquetages ont été beaucoup étudiés en raison de leurs applications a l'allocation de fré-
guences (les différents écarts permettant de simuler différentes intensités d’'interférence entre
les antennes, voirHal80, Rob89, GY93). Pour les graphes planaires cubiques,(unl)-
étiquetage est exactement weoloration faciale. Le résultat suivant est prouvé, a I'aide d’'un
processus de déchargement : tout graphe planaire admet une col8rédmale utilisant au
plus 11 couleurs. Notons gu’il existe des graphes planaires pour lesquels toute col@ration
faciale nécessite au moin8 couleurs.

Le deuxieme chapitre étudie la notion de choisissabilité circulaire (qui est a la coloration
circulaire ce que la coloration par listes est a la coloration), introduite par Mdhain(3]
et Zhu [Zhu05]. De fagon générale, l'intérét principal d’'une version circulaire d’'une notion
A est son utilisation comme outil afin de prouver par récurrence des résultats dlous
apporterons une réponse négative a une question deZthud%$] concernant le nombre de
choix circulaire des cliques circulairds, ,, en prouvant que I'écart entfg'q et ce nombre
peut étre arbitrairement grand. Mohddh03] a demandé la valeur d¢P) := inf{x.;(G) :

G planairg, en indiquant gu’elle devrait étre enttest 5. Nous établissons que cette valeur se

situe en réalité entr@ et 8. Par ailleurs, ceci apporte une réponse négative a une autre question
de Mohar Moh03] : est-il vrai que le nombre de choix circulaire de tout graphest au plus

son nombre de choix? Nous prouvons également que le nombre de choix circulaire de tout
grapheG an sommets est au plus ch(G) + 541Inn + 3, ol ch(G) désigne le nombre de

choix de@. Cette borne est améliorée pour les graphes multipartis complets. Ensuite, nous
nous intéressons au hombre de choix circulaire des graphes planaires de maille donnée, puis a
celui des graphes de densité bornée (et de maille donnée}(Bpli¢ plus petit entier tel que

le nombre de choix circulaire de tout graphe planaire de maille au miosast au plust(k) ;

nous montrons que

— t(k) > 2+ %5 pour toutk > 3;

—1(4) <6;t(5) <4+5;6(6) <4;6(8) <33;t(9) < 3;et

— t(41 +2) < 2+ 2 pour tout] > 1.

Plusieurs processus de déchargement sont utilisés afin d’obtenir des bornes sur le nombre de
choix circulaire des graphes de densité bornée et de maille donnée. Ces bornes permettent
de déduire des résultats sur les graphes de genre fixé et de maille donnée. Signalons éga-
lement que nous établissons quék) = 2 + = pour toutk > 3, out,(k) := inf{t :

VG graphe planaire extérieur de maille au maingch(G) <t}

Le sujet du troisieme chapitre est I'aréte-coloration des graphes cubiques par des éléments
de groupes abéliens finis (étant donné un groupe abélierl fiast-il possible de colorer les
arétes d’un graphe cubique par des élément$ de sorte que les couleurs des arétes incidentes
a un méme sommet soient deux-a-deux distinctes et de somme nulleljjamgamment en
relation avec d'autres problémes (aréte-coloration par des triplets de Steiner, conjecture de
Berge-Fulkerson). La situation est caractérisée pour tous les groupes abéliens finis, sauf quatre,
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pour lesquels nous n'avons pu conclure. L'existence de coloration pour ces quatre groupe est
reliée a d’autres problemes ouverts, et une nouvelle coloratidnfltda-coloration entiere, est
définie : est-il possible de colorer les arétes d’un graphe cubique par les entiers relatifs non
nuls de{—k, ..., k} de sorte que les arétes incidentes & un méme sommet soient de couleur
différente et de somme nulle dafis? Nous établissons que tout graphe cubique sans pont
possede uneé-flot-coloration, et conjecturons que la valeur optimalesest

La base des travaux présentés dans la troisieme partie est un probleme de reroutage dans
les réseauxvDm (Wavelength-Division Multiplexing).e premier chapitre expose la modéli-
sation du probleme, donnant lieu a 'introduction d’un nouvel invariant. Le début de I'étude cet
invariant est ensuite exposé.

Etant donné un réseau, un enseniblde requétes et deux routages différeRtset R,
le but est de passer d&; a R, sans interruption de service. Soienét v deux requétes, leur
routage par; étant respectivement nok& (u) etR;(v) pouri € {1,2}. SiRs(u)NR4(v) # 0,
c’est-a-dire si le routage deselonR, et le routage de selonR; utilisent des ressources en
commun, alors la requétedoit étre reroutée avant de pouvoir routeselonRR,.

Nous supposons qu'’il est possible de router une requéte sur une route intermédiaire, en
utilisant des ressources réservées a un tel usage. Par exemple, I'opérateur peut disposer dans son
réseau d’une longueur d’onde dédiée au routage temporaire de certaines requétes. Néanmoins,
dans notre modéle, une requéte ne peut utiliser un tel routage intermédiaire qu’une seule fois.
En d’'autres termes, une requéte placée sur un routage temporaire ne peut étre reroutée que par
son routage final. Lorsqu’une requéte est reroutée, les ressources libérées peuvent étre utilisées
afin de rerouter une autre requéte.

Le probléme est modélisé de la fagcon suivante : Boit (V, A) le graphe orienté obtenu en
plagant un sommet par requéte, et un are gersw si, et seulement sigs(u) "Ry (v) # (0. Un
sommet est ditraité dés que la requéte correspondante est routée &eldrorsqu’une requéte
est routée a I'aide d’'un routage temporaire, nous disons que le sommet correspondant est placé
enunité de mémoire temporai@mu). N'importe quel sommet en état initial peut étre placé
enTMU n’'importe quand, et un sommet peut étre traité si, et seulement si, chacun de ses voisins
externes est soit traité, soit @mu. Le but est de traiter tous les sommets du graphe tout en mi-
nimisant le nombre demu utilisées simultanément. Le plus petit nombretdes nécessaires
pour traiter un graphe est tombre de traitementdu graphe. Nous analysons sa relation avec
les problemes de largeur arborescente linéaire et d’exploration de graphes, et donnons la valeur
du paramétre pour certaines classes de graphes. Pour les arbres, les algorithmes pour la largeur
arborescente linéaire s’adaptent aisément pour ce probleme. Les grapbrasexes dont le
nombre de traitements gstont identifiés. Nous montrons également que, pour tout graphe, le
nombre de traitements est trés proche (a un prés) de la largeur arborescente linéaire du graphe.
Ceci nous a amenés a nous intéresser a cette notion, pour laguelle nous avons obtenus les ré-
sultats présentés dans le second chapitre de la troisieme partie.

La notion de largeur arborescente linéafathwidth) introduite par Robertson et Sey-
mour [RS83, est un invariant des graphes fortement lié a diverses problématiques des réseaux
d’'interconnexion. Par exemple I'exploration de graph@saph searching) est notamment
utilisée pour résoudre des problémes de sécurité dans les réseaux. La notion équivalente de
sommet-séparation a été introduite pour la conception de circuits (VLSI). Elle est également
utilisée, par exemple, pour la représentation des données utilisée par les algorithmes de traite-
ment d'images 3DILO5].
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Nous avons obtenus des résultats sur la largeur arborescente linéaire des graphes planaires
extérieurs2-connexes, plus précisément sur la relation entre la largeur arborescente linéaire
d’'un graphe planaire extérie@rconnexe et celle de son dual. Quatre conjectures sont infir-
mées (trois de Bodlaender et FomBHOZ] et une de Fominfom03), et une borne optimale,
améliorant celle dejF02], est donnée. En particulier, Bodlaender et ForBR()2] ont conjec-
turé I'existence d’'une constantdelle que, pour tout graphe planaire extérietoonnexed,
pw(G) < pw(G*) + ¢, ouG* désigne le dual (géométrique) de Pour toutp > 1, un graphe
planaire extérieug-connexeG), tel quepw(G,) = 2p + 1 etpw(G;) = p + 1 est construit,
infirmant ainsi cette conjecture. Ensuite, il est notamment prouve que pour tout graphe planaire
extérieur2-connexe(,

pw(G") < pw(G) < 2pw(G™) — L.
La preuve est algorithmique, et fournit ainsi un algorithme&Xn log(n)), oun est le nombre
de sommets du graphe, permettant d’obtenir une décomposition dont la largeur vérifie la borne
supérieure donnée. La borne supérieure est serrée, et toutes les valeurs de l'intervalle sont
atteintes.



Premiere partie

Probleme d’Alcatel et coloration impropre






CHAPITRE 1

Définitions et premiers résultats

1.1. Probleme d’Alcatel et modélisation

Alcatel nous a proposé le probléeme suivant. Un satellite envoie des données a des antennes
réceptrices situées sur terre. Chaque antenne écoute une fréquence. En raison de difficultés
d’ordre technique, il est impossible de focaliser le faisceau de données exactement sur I'an-
tenneu a laquelle il est destiné. Une partie du signal se propage dans unézopautour du
récepteur. Ceci perturbe la réception des antennes situées dans ceti&zpeéeécoutant la
méme fréquence. Toutefois, I'intensité des signaux perturbateurs créés par I'envoi de données
au récepteur, décroit trés rapidement avec I'éloignementdd\insi, siv est un autre récep-
teur situé dan®3(u) et écoutant la fréquendé(u), I'intensité des signaux perturbateurs regus
parv et émanant de I'envoi de données &st tres faible comparée a l'intensité d’un signal
destiné a. Un récepteur est capable de capter correctement le signal qui lui est envoyé tant
gue l'intensité cumulée de tous les bruits qu'il capte n’excéde pas une certaine limité fixée
Le but est d’assigner une fréquence a chaque récepteur de sorte que tous puissent recevoir pro-
prement leur signal, tout en minimisant le nombre de fréquences utilisées. Nous considérons le
cas fondamental ou l'intensitédu bruit créé dan®(«) par I'envoi d’'un signal a I'antenne
est indépendante de la fréquence du signal, et ou un récepéstidans la zone de bru#(u)
d’'un récepteut si, et seulement si, est dans la zone de brudt(v) du récepteur. Ainsi, pour
gu’un récepteur puisse distinguer son signal des bruits qu'il percoit, il faut qu’il soit dans la
zone de bruit d’au plus := |T'/1 | récepteurs écoutant la méme fréquence que lui.

Etant donné un réseau d’antennegyriphe de bruiassocié est le graphe dont les sommets
correspondent bijectivement aux antennes, avec une aréte entre deux sommets si, et seulement
si, les antennes correspondantes peuvent interférer. Chaque fréquence est représentée par un
entier, appel@&ouleur. Le but est donc d’assigner a chague sommet une couleur de sorte que
chaque sommet ait au plésvoisins de la méme couleur que lui, tout en minimisant le nombre
de couleurs utilisées. De telles colorations sont connues dans la littérature sous le nom de
improper colouring ou encoredefective colouringLe termecoloration impropresera celui
utilisé ici. Lorsquek est nul, il s’agit de la notion classique de coloration propre.

Utiliser la coloration impropre suppose que tous les récepteurs peuvent écouter sur chacune
des fréquences disponibles (aucune restriction n’est imposée quant a la couleur guanp@ut
étre attribuée a un sommet, indépendemment de celle de ses voisins). Toutefois, il se peut que
cette hypothése ne soit pas vraie en pratique : il est possible que certains récepteurs ne puissent
écouter certaines fréquences (selon le modele du récepteur, ou bien en raison de fréquences
réservées, ou encore du fait de I'environnement particulier d’un récepteur, qui peut brouiller
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certaines fréquences). A chaque récepteast alors associé un sous-ensenble) de I'en-
semble des fréquences, et la fréquence attribuédgit appartenir & (u). Cette situation se
modélise naturellement par la notion de choisissabilité impropre.

Les graphes de bruits sont construits a partir des réseaux utilisés par Alcatel, et plusieurs
classes de graphes paraissent intéressantes a étudier dans ce cadre. Les graphes planaires tout
d’abord, et plus généralement les graphes de genre borné et les graphes de densité bornée. En-
suite les graphes d’intersection de disques unitaires, dont les sommets sont des points du plan,
deux sommets étant reliés par une aréte si, et seulement si, la distance entre les sommets corres-
pondants du plan est inférieure a un. Egalement, les sous-graphes induits du réseau triangulaire,
qui ont été beaucoup étudiés pour les problémes d’allocation de fréquences, puisqu’ils offrent
une maniere efficace de couvrir le plan.

1.2. Introduction

Définition 1. SoitG un graphe et soieritet/ deux entiers. Uneolorationest une application
de 'ensemble des sommet§G) dans un ensemble de couleufsSi |S| = k, c'est unek-
coloration Soit L uneassignation de listes pour, c’est-a-dire une application dé(G) dans
'ensemble des parties d& Une L-colorationde GG est une coloration dé' telle que chaque
sommet regoive une couleur dé¢v).

Si ¢ est une coloration dé&, I'impropreté d’un sommet sousc, notéeimg,(v) ou simple-
mentim(v), est le nombre de voisins decolorésc(v), c’est-a-dire colorés de la méme couleur
quewv. L’ impropreté de, notéeimg(c) ou simplementm(c), est I'impropreté maximale d’un
sommet de&~ sousc :

img(c) ;= max{img(v) : v € V(G)}.
Une coloration d'impropreté au plusest ditek-impropre Une coloratiorD-impropre est une
colorationpropre, c’est-a-dire telle que deux sommets adjacents soient colorés différemment.

Un graphe est-improprement-colorable (respectivemenk-improprementL-colorablée
si, et seulement si, il admet uieolorationk-impropre (respectivement urecolorationk-
impropre). Le nombre minimum de couleurs d’une coloratidmpropre de& est noté, (G).

On a donay(G) = x(G), ou x(G) est le nombre chromatique (usuel) @eUne assignation
de listes poulG est unel-assignatiorsi |L(v)| > [ pour tout sommet de G. Un graphe est
k-improprement-choisissables’il est k-improprement.-colorablepour toute/-assignation’..
Le plus petit entiet tel queG soit k-improprement-choisissable est noté(G).

La proposition suivante découle aisément de la définition.

Proposition 1.
() cx(G) < ck(G).
(i) Sik <K, cp(G) < ep(G).
(iii) cL(G) = 1si, et seulement si\(G) < k.
La proposition suivante est donnée da@&p97).

Proposition 2.
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Démonstration. Une clique de taillev(G) nécessite au moi sﬁjﬁﬁr—ﬂ couleurs car une couleur
ne peut étre attribuée quia+ 1 sommets.

Posong := ng&“ . Considérons une partition d& G) encensemble$A,, As, ..., A.)

gui minimise le nombre d'arétes internes (c’est-a-dire avec deux extrémités dans le méme en-
sembleA)).
Pour touti, A(A;) < k. En effet, supposons qu’'un sommet’'une des parties, disons,,
ait k£ + 1 voisins dans4;. Il existe alors une autre partie, disafg, contenant au pluk voisins
dez, sinonz aurait au moing x (k + 1) > A(G) + 1 voisins, ce qui est impossible. Ainsi,

la partition (A; — x, Ay + z,..., A.) @a moins d’arétes internes qqd,, A,, ..., A.), ce qui
contredit la minimalité de celle-ci.

Colorer tous les sommets dg avec la couleui pour touti € {1,2,...,c} fournit une
c-colorationk-impropre deG. U

Ce résultat s’étend a la coloration par listes.

%J < (G) < {%W

Démonstration. La preuve de la borne inférieure est la méme que pour la proposition 2. Posons

¢ = {%W et notonsL une c-assignation poutsy. Sans perte de généralité, supposons

Proposition 3.

qgue I'ensemble des couleurs apparaissant dans les Iistes@)itL(v) = {1,...,q}. Soit
veV(G)

P = (A1, Ay, ..., A;) une partition deG telle quev € A, seulement si € L(v), et qui
minimise le nombre d’arétes internes sous cette condition.

Montrons que pour tout A(A;) < k: supposons qu’un sommet’une des parties, disons
A;, aitk + 1 voisins dans4,. Il existe alors une partid; avecj € L(z) contenant au plus
voisins der, sinonz aurait au moinsL(z)|(k+ 1) > ¢ x (k+ 1) > A(G) + 1 voisins, ce qui
est impossible. Ainsi, la partition obtenue en remplagiret A, respectivement pat; — x et
A; + x contredit la minimalite deP.

Colorer tous les sommets dg avec la couleui pour touti € {1,2,...,q} fournit une
L-colorationk-impropre deG. 0

Prouvons a présent une autre borne inférieure qui nous sera utile par la suite.

Proposition 4. Pour tout graphe~ et tout entier naturek,

1 <a

E+1

Puisque pour tout graph®&, w(G) < x(G), cette borne inférieure est meilleure que celle
donnée par la proposition 2.

Démonstration. Supposons qu'il existe urecolorationk-impropre de’ : il existe donc une
partition des sommets d& ens classed/, Vs, ..., V; telle que pour tout € {1,2,...,s}, le
degré maximum du grapli@[V;] soit au plusg:. D’aprés la borne supérieure de la proposition 2,
G[V;] peut donc étre proprement coloré avec au plusl couleurs. En utilisant des ensembles
de couleurs deux-a-deux disjoints pour chacun des sous-gréfihigsaveci € {1,2,..., s},
une coloration propre d& utilisants(k+ 1) couleurs est obtenue. Ainsi(G) < ¢,(G) x (k+

1). O
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Dans le cas de la coloration propre, les propositions 2 et 3 se généralisent aux graphes
d-dégénéreés. Un graphe estiégénérési chacun de ses sous-graphes (y compris lui-méme)
possede un sommet de degré au pluPlus précisément, pour tout grapirelégénéres et
tout entierk, ¢ (G) < ¢, (G) < d + 1. Cependant, comme I'énonce la proposition suivante,
cette borne supérieure est atteinte pour toute valeiér de

Proposition 5. Pour tout entier naturek et tout entierd > 1, il existe un graphel-dégénéré
G tel quecy(G) = d + 1.

Démonstration. Prouvons par récurrence sue {0,1,...,d + 1} gu'il existe un graphel-
dégénéré&, tel quec,(G;) > [. Ceci est trivialement vrai pour= 0 avecG, le graphe & un
seul sommet. Supposons le résultat vrai poyf d et montrons-le pout + 1. Soit G, le
graphe construit a partir d@, comme suit : pour tout sous-ensemblede [ sommets de&7,
kl + 1 nouveaux sommets sont ajoutés et reliés a tous les sommeitslaegrapheG,,, est
d-dégénéré car chaque nouveau sommet est de tetfg estd-dégénéré.

Prouvons par I'absurde qug(Gi.1) > [ + 1 : supposons gu'il existe uriecolorationk-
impropre de&, ;1. Alors, puisque(G;) > [, lesi couleurs sont utilisées saf,. Ainsi, il existe
un ensembled del sommets dé&7; tous de couleurs différentes. Considérons maintenant les
kl + 1 nouveaux sommets créés polirUne couleure est assignée a au moihst+ 1 d’entre
eux. Par conséquent, le sommet4lgui est coloré possedé: + 1 voisins colorés comme lui,
une contradiction. OJ

1.3. Complexité

Les nouveaux résultats de cette section ont été obtenus avec Ricardo Corréa et Frédéric
Havet [CHS064.
Pour tout couple d’entiers natur€ls, ), soit k-IMP [-COL le probléme décisionnel sui-
vant :
INSTANCE : un graphé&s.
QUESTION : le graphé&- est-il k-improprement-colorable ?

Cowen et al. CGJ97] ont montré que le probleme-IMP [-COL est/NP-complet pour
tout couple d’entiergk,l) aveck > 1 etl > 2. Lorsquel est au moins3, ce résultat n’est
pas surprenant car déterminer si un graphe quelconque est proprecantable est déja
un probleme difficile. En revanche, il est polynomial de savoir si un graphe quelconque est
2-colorable, i.e. biparti, alors qu'il est"P-complet de déterminer s'il egtimproprement-
colorable dés qug est strictement positif.

Une question plus intéressante est la complexité du probleiv? [-COL restreint aux
graphes de degré maximuih + 1)I. En effet, la borne supérieure donnée par la proposition 2
dans le cas de la coloration propfe= 0) est la borne classiqug(G) < A(G) + 1. D’aprés
le Théoréme de BrooksBjo41], cette borne peut étre réduite de un, sauf/sest un cycle
impair ou un graphe complet. Ces deux cas exceptionnels sont toutefois détectables de facon
polynomiale. Il est donc naturel de se demander si une telle amélioration est possible dans le
cas de la coloration impropre. Le Théoréme de Bro@®41] peut étre cité sous la forme
suivante : un graph€ de degré maximum estA-colorable, sauf s'il s’agit d’un cycle impair
ou d’'un graphe complet. La question pour la coloration impropre estGamitgraphe de degré
maximumA, existe-t-il un critere polynomial pour déterminers{G) < (%} —1?

Nous allons ainsi étudier la complexité du problemBvIP [-COL restreint aux graphes
de degré maximunik + 1){. Dans la sous-section suivante, nous prouvons que ce probléme
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reste N’P-complet lorsqué vaut deux. Précisons que ce fait avait déja été noté par Cowen et
al. [CGJ97]; nous donnons ici une preuve différente. Ensuite, nous nous intéresserons au cas
ou!/ > 3, et prouverons que le probleme redté>-complet sil € {3,...,s} ous est le plus

grand entier tel que + /s < 2k + 3. Les autres cas sont toujours ouverts. Nous reviendrons
sur cette question dans la section consacrée aux graphes planaires.

1.3.1. Complexité lorsquée vaut deux

Théoreme 1.Pour tout entierk > 1, le probleme suivant egtP-complet :
INSTANCE :un grapheG de degré maximurak + 2.
QUESTION :G est-il k-impropremeng-colorable ?

Démonstration. Nous réduisons ce probléme au probleme suivant quéstcomplet [Sch7g
(LO3 dans {5J79)) :

NOT-ALL-EQUAL (k + 2)-SAT

INSTANCE : un ensemblé/ de variables et une collectiah de clauses suv ayantk + 2
littéraux.

QUESTION : existe-t-il une fonction de valeur de vérité telle que chaque clause ait au moins
un littéral vrai et un littéral faux ?

SoitC = {C, (s, ... C,}. Construisons le graph@(C, /) suivant.
A toute variableu € U/ est associé ugraphe de variabléd“ constitué de

— 2n—2 graphes complets disjoint2&-+2 sommets, noté&™* et L aveci € {1,2,...,n—
1};
— 2n — 1 sommets notés; aveci € {1,2,...,n} etdy avecj € {1,2,...,n —1}.

Pouri € {1,2,...,n — 1}, le sommet est reli¢ a un sommef' de K, le sommet},
est relié & un sommeét de L} et le sommebt est relié & + 1 sommets dé/(K}) \ {k!} et
k 4+ 1 sommets dé (L¥) \ {i*} (voir figure 1.1).

b b

u

as v

ay
FiG. 1.1. Le graphe de variabl&", avecn = 3 etk = 2.
A chaque claus€; = I(u1) V I(uy) V ... V l(ugy2), OUI(2) est un littéral de la variable

z € U, est associé un graphe complet de sommets:(uy), z(us), ..., x(upre). Pourz €
{uy,ug,...,upa}, Sil(z) = z alors les sommets(z) eta? sont identifiés. Sinon, un graphe
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complet &2k + 2 sommets/? dont la moitié des sommets est reliée(a) et I'autre moitié a
a? est crée (voir figure 1.2).

Graphe de la claus€’y /* \. Graphe de.la claus€'s

FIG. 1.2. Graphe construit lorsque = {x,y,z} etC = {C1,C2} avecC; = z V y V z et
Co=xVyVZz(etdoncn = 2etk =1).

Le degré maximum d€&'(C, ) est2k+2 : le degré d’'un sommef est au plug2k+1)+1 =
2k + 2, celui d’'un sommet} au plus2 + (k+ 1) = k+3 < 2k + 2 et celui d’'un sommet (u;)
n'excede pagk + 1) + (K + 1) = 2k + 2.

Montrons que,(G(C,U)) = 2 si et seulement € admet une fonction de valeur de vérité
telle que chaque clause ait au moins un littéral vrai et un littéral faux.

Assertion 1: Soitu € U. Dans une2-coloration k-impropre deG(C,U), les sommetsY,
1 <i < n, regoivent la méme couleur.
[[ Dans un graphe completZ&: + 2 sommets, la moitié des sommets est de couleetr
I'autre moitié de couleu®. Ainsi, a¥ et k! sont de couleurs différentes, singf aurait
k + 1 voisins de sa couleur. De méme, les- 1 voisins deb} dansK;* ont une couleur
différente de celle dé}, qui doit donc aussi étre difféerente de la couleurkge Par
conséquentg; et b sont colorés differemment. De la méme maniefe, etb) sont
colorés differemment. Ainsi, tous les sommetssont de la méme couleur. 11

De maniére analogue, I'assertion suivante est vraie.
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Assertion 2: Soit/(z) un littéral de la clause’;. Sil(z) = z alors dans toute-coloration
k-impropre deG(C,U), z(z) eta? sont de couleurs différentes.

Supposons qué'(C, U ) admette uné-colorationk-impropref. Soit¢ la fonction de valeur
de vérité définie par ¢(u) est vrai si, et seulement si, les sommeétssont coloréd. Soit C;
une clause dé€'. D’'aprés les assertions 1 et 2, chaque littéfa) de C; est vrai si et seulement
si f(af) = 1. Commef estk-impropre, le graphe complét/; n’est pas monochromatique.
Ainsi I'un des littéraux au moins est vrai et I'un au moins est faux.

Réciproquement, supposons quieadmette une fonction de valeur de véritdelle que
chaque clause ait au moins un littéral vrai et un littéral faux. Pour toute varialg@orons
chacun des sommet$ avecl si ¢(u) est vrai, et ave@ sinon. Il est facile de voir que cette
coloration peut étre étendue en uheolorationk-impropre deGG(C,U). En effet, puisqu’au
moins un littéral est vrai et un littéral est faux dans chaque clause, aucun des graphes complets
M; n’est monochromatique. O

1.3.2. Complexité lorsqud > 3

Soientk > 1 et! > 1 deux entiers naturels et sdit(k, ) le graphe ayant pour ensemble
de sommets¥ UY U {z} avec|X| = (k+1)(l — 1) et|Y| = (k + 1), deux sommets etv
étant adjacents saufsi= z etv € Y (voir figure 1.3).

FiG. 1.3. Le complémentaire du grapté(3, 3).

Proposition 6. Le grapheH (k, ) estk-improprement-colorable ; et dans touté-coloration
k-impropre deH (k, ) les sommets d€ U {z} sont de la méme couleur.

Démonstration. Une [-colorationk-impropre deH (k, ) est obtenue en colorant de la méme
couleur tous les sommets deU {2}, et en attribuant chacune dies 1 autres couleurs &+ 1
sommets deX.

Considérons unécolorationk-impropre deH (k, 1). CommeH (k, ) possédék + 1)[ + 1
sommets, il existe une couleur, notegattribuée & + 2 sommets au moins. Or un sommet de
X aune couleur qui est attribuée a au ptus 1 sommets puisqu’il est relié a tous les autres
sommets. Ainsi les sommets colokgsont nécessairement ceuxdeJ {z}. 0

Lemme 1. SoitG un graphe de degré maximum au pliis+ 2. Alors G admet une orientation
D telle que les degrés internes et externes de chaque sommet soient Auplus

Démonstration. Comme chaque graphe de degré maximum auius 2 est le sous-graphe
d’'un graphg 2k +2)-régulier, il suffit de prouver ce résultat pour les graplést 2)-réguliers.
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Si G est un tel graphe, il admet un tour eulér@&nSoit D I'orientation deG définie par (u, v)
est un arc si et seulementsiprécédev dansC. Le degré entrant et le degré sortant de tout
sommetv estk + 1 carv apparaitt + 1 fois dans le tour eulérien et posséde daéne 1
prédécesseurs et autant de successeurs. O

Théoréme 2.Fixons un entier naturel non ni, et un entied > 3 tel quel ++v/1 < 2k+3. (La
valeur maximum déest envirorek + 4 — +/2k + 2.) Le probleme suivant est P-complet :
INSTANCE : un grapheG de degré maximum au plgs + 1)!.

QUESTION :le grapheG est -il k-improprement-colorable ?

Démonstration. Nous réduisons ce probléme au probléme suivant :
INSTANCE : un graphé& de degré maximum au plag + 2.
QUESTION : le graphé&- est-il[-colorable ?

Ce probleme estV’P-complet pour les valeurs dechoisies en vertu d'un résultat de
Emden-Weinert et al HWHK98].

SoitG = (V, E) un graphe de degré maximudh + 2. D’aprés le lemme 17 admet une
orientationD avec degré entrant maximum et degré sortant maximum auplus.

SoitG’ le graphe construit comme suit : chaque somodg G est remplacé par une copie
H(v) de H(k,l); si v dominew dansD alors z(v) est relié a un élément dé(u) (de telle
maniére que chaque sommetXéu) soit relié & un seul sommet hors é€w)).

Une vérification directe montre qu¢ est de degré au plug + 1)!.

Prouvons maintenant qué est/-colorable si, et seulement sk’ estk-improprement-
colorable. SiG admet uné-colorationc, alors pour tout sommet de G assignons la couleur
c(v)aY(v)U{z(v)} etlesl — 1 autres couleurs &— 1 ensembles disjoints de+ 1 sommets
de X (v). Nous obtenons clairement ukeolorationk-impropre deG’.

Supposons maintenant qa# admette uné-colorationk-improprec’. Soit la coloration
définie parc(v) := ¢/(z(v)). Montrons que: est une coloration propre de. Soituv une aréte
de@. Sans perte de généralitédomineu dansD. Ainsi, le sommet(v) est relié a un sommet
y(u) deY (u). Doncd(z(v)) # ¢(z(u)) sinon d’aprés la Proposition 6, tous les sommets de
Y(u) UY(v) U{z(u),z(v)} seraient de méme couleur, ce qui est impossible,tay est de
degrék + 1 dans cet ensemble. O

Le théoreme précédent reste vrai lorsque- 1 et/ = 4. Les autres cas sont toujours
ouverts.

Théoréme 3.Le probléme suivant esf P-complet :
INSTANCE :un grapheG de degré maximum au plgs
QUESTION :G est-il 1-improprementi-colorable ?

Définissons, afin de prouver le théoréme 3, quelques graphes qui nous seront utiles.

Soit B le graphe dont I'ensemble de sommets{est as, as, b1, b, b3 }, deux sommets et
y étant voisins sauf s'il existec {1, 2,3} tel que{z,y} = {a;, b;}.

Soit A le graphe dont les sommets sdnt,, 25, y1, .} et dont 'ensemble d’arétes est
{z122}. Notons A’ le graphe obtenu & partir dé en ajoutant I'arétey,y,. Pour tout: €
{1,2, 3,4}, soit.J; 'union d’'une copieA; de A et d’'une copieB; de B, a laquelle sont ajoutées
toutes les arétes entre les sommetsidet les sommets d8;. Soit.J; une copie de/;, avec
A’ et By définis de fagon analogue.

SoitH := J; U Ule J;, auquel sont ajoutées les arétes suivantes (voir figure 1.4) :
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T TR T AN A T
yifyzf, yljlyff’, yéjly%‘*
:E121324, ZE221713, $23ZL’14

Proposition 7. Le grapheH estl1-improprementi-colorable, et dans toute telle coloration de
H, les sommets de chacun déssont monochromatiques. En outre, les sommetd det A}
sont de la méme couleur.

Démonstration. Considérons uné-colorationl-impropre deH. Pour touti € {1,2, 3,4}, la
couleur de chaque sommet n'appartenant pasaest assignée au plus deux fois, par conséquent
tous les sommets dé; sont de la méme couleur. De plus, pour tpat {2, 3,4}, la couleur des
sommets del; est nécessairement différente de celle des sommetspleuri € {1,2,3,4} \

{j} etde celle des sommets dé. Ainsi, les sommets dé; et A} sont de la méme couleur.[]

Démonstration du théoréme 3.Nous allons réduire le probléme aux probléme suivAf®-
complet d'apresgWHK98] :
INSTANCE : un graphé- de degré au plus.
QUESTION : le graphé&- est-il 4-colorable ?

Soit G un graphe de degré maximuinPar le lemme 1, soib une orientation dé: dans
laguelle le degré interne et externe de chaque sommet est a1 plus

NotonsG’ le graphe obtenu en remplacant chaque somnugtGG par une copied (v) de
H. SoientX (v) = {21 (v), 22(v), 2] (v)} etY (v) = {y'(v), 5 (v), %) (v)}. Siv est un
prédécesseur dedansD, un élément d& (v) est relié a un élément d€(u), de telle sorte
que chaque sommet dé(v) \ Y (v) soit relié & un seul sommet n'appartenant p&&(a) (voir
figure 1.4).

FiG. 1.4. Exemple pour le théoréme 3 : remplacement d’'un somndetG par une copie (v)
de H. Pour chaque sous-grapliget pourJj, les pointillés indiquent les arétes manquantes.

Le degré maximum du graph& est8, et G’ estl-improprementi-colorable si, et seule-
ment si,GG est4-colorable.
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En effet, sic est une4-coloration deG’, alors il suffit d’attribuer la couleut(v) a tous
les sommets del; U A}. Cette coloration partielle s’étend clairement en dreoloration1-

impropre de&'.

Si ¢ est une4-coloration1-impropre deG’, alors la coloration: de G définie pour tout
sommetv de G par c(v) := ¢(w), ouw est n'importe quel sommet dé,(v), est unes-
coloration propre dé-. U

1.4. Graphes planaires

Dans cette partie, nous nous intéressons aux colpléspour lesquels tout graphe pla-
naire est-improprement-choisissable oé-improprement-colorable. Les questions relatives
de complexité seront traitées dans la section suivante.

Thomassen a prouvé que tout graphe planairé-ebbisissableTho94], donc également
k-improprement-choisissable pour tout couplé, /) aveck > 0 etl > 5.

Les graphes:-improprementl-colorables (ett-improprementl-choisissables) étant les
graphes de degré maximum au plusil existe des graphes planaires qui ne sont pas
improprement -colorables. Il est toutefois polynomial de déterminer si un graphe quelconque
estk-improprement -colorable puisque cela revient a déterminer si son degré maximum est au
plusk.

Proposition 8. Pour tout entier naturek, il existe un graphe planaire qui n'admet pas de
2-coloration k-impropre.

Démonstration. Soitk > 0. SoitG, le graphe défini comme suit (voir figure 1.5) :
V(G = {2}U{y:1<i<k+1U{z:1<i<k+1,1<j<k+1}
E(Gy) = {azyi:1<i<n}U{zz,yz 1 1<i<k+1,1<j<k+1}

Ce graphe est clairement planaire.

Y1

Y3

FiG. 1.5. Le grapheGs.

Montrons queG,, n'est pask-improprement2-colorable. Supposons qu’il existe ufe
colorationk-improprec. Quitte & permuter les couleurs, supposons = 1. Commezx a au
plus £ voisins colorésl et quexr est adjacent a tous les sommets il existel que tous les
sommets ddy;} U {2/ : 1 < j < k + 1} soient colorég. Mais alorsy; possédé: + 1 voisins
colorés de sa couleur, une contradiction. O
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Pour tout entiekk > 1, il existe des graphes planairgsolorables (c’est-a-dire bipartis)
qui ne sont pag-impropremeng-choisissables.

Proposition 9. Pour tout entier naturek, il existe un graphe planaire biparti qui n’est pas
k-impropremeng-choisissable.

Démonstration. Fixons un entier naturélet posonsi := {as, ..., a1}, B := {b1, ..., bog11},
C :={ci,...,co1} €t D = {dy,...,dos1}. Soit Hy le graphe défini comme suit (voir fi-
gure 1.6) :

V(Hy) = AUBUCUDU{u,v}

E(Hg) = {uw,wv:we AUBUCUD}

Le grapheH, est planaire et biparti de bipartitiqal U B U C' U D, {u, v}).
Soit L, 'assignation de listes suivantes(u) := {1, 2}, L(v) := {3,4}, etpouri € {1,2,...,2k+
1}, L(a;) :=={1,3}, L(b; :) = {1,4}, L(¢;) :={2,3} et L(d;) := {2,4}.

L={1,3} L={1,4}
° o ‘® °
! x
° o
L=1{1,2} L={3,4}
° e
| ‘1,
° 'Y o °
L ={2,3} L={24)

Fic. 1.6. Le grapheH, avec I'assignation correspondante. Une aréte d’'un somnets un
ensembleX de sommets entouré en pointillé signifie quest relié a tous les sommets de

Montrons quef, n’est past-improprement.-colorable. Supposons qu'il le soit, et notons
c une telle coloration. Sans perte de généralité, suppogens= 1 etc(v) = 3. Comme
|A| = 2k+1, au moinsk + 1 sommets del sont de méme couledrou 3. Alors u ouv possede
k + 1 voisins colorés comme lui, une contradiction. O

Théoréme 4(Eaton et Hull EH99], Skrekovski Bkro9b]). Tous les graphes planaires sont
2-impropremens-choisissables.

Démonstration. De méme que l&-choisissabilité des graphes planaires, ce résultat se prouve
par récurrence sur le nombre de sommets en utilisant une hypothese de récurrence plus forte.
SoitG un graphe planaire quasi-triangulé de face extefrie= (v, v, . .., vy, v1) €t L(v)
une assignation de listes telle qUg(v)| = 2 siv € C et|L(v)| = 3 sinon. Siv, etv; sont pré-
colorésc(v,) etc(v;) alors la colorationc peut étre étendue en urecoloration 2-impropre
deG telle que
- sic(vy) = c(v,) alorsim(vy) = im(v,) = 1 et
- sic(vy) # c(v,) alorsim(vy) = 0 etim(v,) < 1.
Une telleL-coloration sera appelé@nvenable
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Le résultat est clairement vrai pour le graphe complet a trois sommets>Smitgraphe
planaire quasi-triangulé d’ordre > 3 et supposons l'assertion vraie pour tous les graphes
planaires quasi-triangulés d’ordre au plus- 1.

Supposons tout d’abord gqu@eait un sommet séparateuy (c’est-a-dire tel qu& — v; ne
soit pas connexe). Sait’ la composante d& — v; qui contientv, etv,. SoitG, == G’ + v,
et soitG,, le sous-graphe induit paf(G) \ V(G’). Par hypothése d'induction,s’étend en une
L-coloration convenable d&;. Ainsi, v; regoit une couleut(v,). Soitv; € C' un voisin dev,
sur la face externe d&,. Posons:(v;) € L(v;) \ {¢(v;)}. Par hypothése de récurrence, il existe
une L-coloration deG, telle queim(v;) = 0. Cette coloration et donnent uné.-coloration
convenable dé: carimg(v;) = img, (v;) + img, (v;) = img, (v;).

Supposons a présent que le graphe 2aibnnexe. Ainsi,C' est un cycle. Prenons €
L(vg) \ {c(v1)}. SoitA :={v e V(C) :a € L(v)} sic(v,) =aetA:={veV(C)\{v}:

a € L(v)} sinon.

Cas 1 :le cycleC n'a pas de corde avec ses deux extrémités dans

Pour tout sommet € A, soit/(v) := N(v) \ C et soit/(A) := (J,c4 I(v). NotonsG’ le
graphe induit pal’' (G) \ A et L’ I'assignation de listes pou¥’ définie par :L'(v) := L(v)\ {a}
siv e I(A)etLl/(v) := L(v) sinon. La face extern@’ deG’ est(C\A)UI(A). Siv, ¢ C’ (C’est
le cas siv, € A) pré-colorons un voisin’ dev; surC’ avec une couleur dars(v’) \ {c(v1)}.
Par hypothése de récurrences’étend en und.-coloration convenable. Posef) = a pour
tout sommet ded fournit alors uneL-coloration convenable d€. En effet,im(v;) = 0; si
c(v,) = a alorsv, a au plus un voisin (nommeémens_;) coloré comme lui, et si(v,) # a
alors par hypothese de récurrenge au plus un voisin coloré comme lui. Un sommet A a
au plus deux voisins colorés (ses voisins sur le cycl€) car il n'y a pas de corde entre deux
sommets ded. Enfin, soitv € V(G’) \ {vp, v1}. Sic(v) # a alorsimg(v) = ime/(v) < 2 et
Sic¢(v) = a alorsv ¢ C’ et donc, par définition dé&’, v n’est adjacent & aucun sommet.de
Doncimg(v) = ime (v) < 2.

Cas 2 :le cycleC posséde une corde avec ses deux extrémitésAlans

Soit i le plus petit indice tel que); appartienne & une corde de avec ses deux ex-
tremités dansA, et soitj le plus grand indice tel que; € A etwvv; € E(G). Posons
Cr = (v1,...,0;,05,...,0p,01) € Cy = (v;, V541, ...,v;,0;). Pouri € {1,2}, notonsG; le
sous-graphe de face exterfig

Par définition,C; n’a pas de corde avec ses deux extrémités damsppliquons le cas 1
a G, : c s’étend en une coloration convenable@geet c(v;) = c(v;) = a. Par hypothese de
récurrenceg s'étend en une coloration convenable@sg La coloration obtenue est bien une
coloration convenable d& puisqueimg(v;) = img, (v;) +img, (v;) — 1 = img, (v;) carv; est
coloréa commey; et appartient a la fois &, etG,. De mémeimg(v;) = img, (v;). O

Le Théoreme 4 est le meilleur possible. En effet, il existe des graphes planaires qui ne
sont pasl-impropremenB-colorables. Nous allons montrer un résultat plus fort : considérons
une 3-colorationc d’'un grapheG, et notonsG; le sous-graphe dé& induit par les sommets
colorési pouri € {1,2,3}. Disons que: est(«, as, az)-impropresi, et seulement si, pour tout
i € {1,2,3} le degré maximum dé&/; esta;. La proposition suivante montre gu'il existe des
graphes planaires qui ne sont §as2, 1)-improprement colorables.

Proposition 10. Il existe un graphe planaire qui n’est p&3, 2, 1)-impropremens-colorable.
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Démonstration. Soit P, le graphe complet a trois sommets. Pour tott 1, le grapheP; est
obtenu en ajoutant au milieu de chaque face interne du grBphein sommet relié aux trois
sommets de cette face. Aingj est le graphe completésommets. Le graphB, est donné par
la figure 1.7.

FiG. 1.7. Le grapheP, est(2, 2, 1)-improprement colorable, mais pasmpropremen8s-colorable.

Montrons queP;g n'est pag2, 2, 1)-impropremeng-colorable.

En premier lieu, montrons que toutecoloration(2, 2, 1)-impropre deP; posséde une face
avec un sommet colorget un sommet colorg.

Considérons ung-coloration(2, 2, 1)-impropre dePs. Disons qu’une aréte est mauvaise si
ses deux extrémités sont respectivement colorés. Si la face externe, dont les sommets
sont notés:, y et z, ne possede pas d’aréte mauvaise alors, quitte a permuter des coulgurs,
et z sont respectivement colorés, 1,1) ou (1, 1,3) ou (1, 3,3) (par symétrie des rbles joués
par les couleurs et2). Le lecteur est renvoyé a la figure 1.8 pour les noms des sommets.

Dans le premier cas (c'est-a-difg 1, 1)), le sommet, relié ax, y et z, est nécessairement
coloré 3. Considérons les sommetsl, m : au plus un de ces sommets est coldréar tous
sont reliés . Comme chacun de ces trois sommets est voisin d'un sommet de la face externe,
aucun ne peut étre coloiié Deux au moins sont donc colorgsce qui est plus que suffisant
pour montrer qué>, (et doncP;) possede une mauvaise aréte.

Dans le deuxiéme cas (c’est-a-diie 1, 3)), le sommet peut étre coloré ou3. Supposons
gu'il soit coloré1. L'un au plus des sommetset m est coloré3, car tous deux sont reliés a
z. De plus, aucun d’eux ne peut étre coldrear tous sont voisins de Donc I'un au moins,
disonsm, est color&, etym est une mauvaise aréte. Sest coloré3, supposons, sans perte
de généralité, que: soit colorél. Le méme travail que précédemment appliqué a la face
fournit une mauvaise aréte dafs

Dans le dernier cas (c’est-a-dife 1, 3)), le sommet est colorél, et 'un des trois sommets
k, 1, m est color&, fournissant ainsi une mauvaise aréte dans
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FiG. 1.8. Le graphepPs.

Supposons a présent qu’il existe udxeoloration (2,2, 1)-impropre dePys. D’aprés ce
qui précéde, il existe € {0,1,2,3} tel que le sous-graphe canonigéke de Pig possede
une face avec un sommetcoloré 1 et un sommeb coloré2. En particulier, le graphé’;s
posséde un chemin, v, ..., v;5 dont tous les sommets sont voisins et dev. La suite
c(v1),c(ve), ..., c(vy5) est donc une suite dé chiffres dang(1, 2, 3} telle que

— le nombre dd est au plug (sinon le sommet: aurait impropreté au moirsy ;

— le nombre de est au plug (sinon le sommet aurait impropreté au moirsy ; et

— trois sommets consécutifs 1, v;, v;,1 Ne sont pas colorés(sinon le sommet; serait

coloré3 et aurait improprete).

La longueur d’une telle suite est au pllg une contradiction. O

Pour la choisissabilité, nous allons montrer qu’il existe des graphes plafaiodsrables
qui ne sont pas-impropremens-choisissables. Ceci apporte une réponse négative a une ques-
tion de Skrekovski$kr99b, probleme 3.4].

Proposition 11. Il existe un graphe planairg-colorable qui n’est pad-improprement3-
choisissable.

Démonstration. SoitG le graphe défini par

V(G) = {UaU}UU{iﬁ'i’yi,Zi}

27
E(G) = U{UxiaUmi)uyiavyiauzia'Uziaxiyi’yizi}
=1
(voir figure 1.9).
Le grapheG est clairement planaire et admet3laoloration suivante ¢(u) = c(v) := 1
etpourtouti € {1,2,...,27}, c(x;) := c(z;) == 1 ete(y;) == 2.
Soit f une bijection del.(u) x L(v) vers{l,...,9}. Soit L I'assignation de listes définie
parL(u) := {1,2,3}, L(v) := {4,5,6}, et pour tout coupléa, b) € L(u) x L(b),

L(xpap) = LYs@p) = L(Zfap) = L@ sapro) = L(Ysapro) =



1.5. Graphes planaires et théoréme de Brooks 23

FiG. 1.9. Le grapheG.

L(zp(ap)+9) == L(Tf(ap)+18) = LY +18) = L(Zfap)+18) = {a, b, T}.

Montrons queGG n’est pasl-improprementlL-colorable. Par I'absurde, notomsune L-
colorationl-impropre de5. Sans perte de généralité, supposan$ = 1, c(v) = 4etf(1,4) =
1. Les trois sommetsy, y; et z; ne peuvent pas tous trois étre coloredonc I'un d’entre eux
est colorél ou4. De méme, un sommet parfiiio, y10, 210 } €t Un sommet parmizyg, Y19, 219 }
sont coloréd ou 4. Ainsi v a deux voisins colorésou v a deux voisins colorés, une contra-
diction. O

En revanche, tous les graphes planaires bipartislsohbisissables.
Théoréme 5(Alon et Tarsi [AT92]). Tout graphe biparti planaire est-choisissable.

Il existe des graphes planaires nérthoisissables. Cependant le Théoreme des 4 cou-
leurs JAH77] montre que les graphes planaires sbrimproprementi-colorables pour tout
k > 0 — pourk > 1 une preuve de ce résultat n’utilisant pas le Théoréme des 4 couleurs est
donnée dangjCW86]. D’apreés le théoréme 4, tous les graphes planairesisonproprement
4-choisissables pour toudt > 2. Il reste donc a savoir si les graphes planaires sont teus
improprementi-choisissables. Il est conjecturé que c’est vrai.

Conjecture 1 (Eaton and Hull EH99], Skrekovski Bkr99b]). Tout graphe planaire est-
improprementi-choisissable.

1.5. Graphes planaires et théoreme de Brooks

Selon les résultats de la section précédente, les couples d’éhtiBrpour lesquels il existe
des graphes planaires qui ne soient pasproprement-colorables sont

- (k,1)aveck > 0;

- (k,2) aveck > 0; et

- (k,3) aveck € {0, 1}.

Alors qu'’il est polynomial de déterminer si un graphe quelconque-estorable, le théo-
reme 1 indique que ce probléme ASP-complet pour la coloration impropre. Toutefois, peut-
étre existe-t-il une caractérisation simple des graphes planaires qui ne sbritga®prement
2-colorables, pour un entidr > 1 fixé ? La méme guestion se pose pour les graphes planaire
qui ne sont pas-impropremens-colorables. Les deux théorémes suivants suggerent que ceci
est peu probable.

Théoréme 6(Cowen et al. CGJ97]). Pour tout entier naturel non nut, le probleme suivant
estN'P-complet :

INSTANCE :un graphe planairé&s.

QUESTION :le grapheG est-il k-impropremeng-colorable ?
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Théoréme 7(Cowen et al. CGJ97]). Le probléme suivant esf P-complet :
INSTANCE :un graphe planairé&s.
QUESTION :le grapheG est-il 1-impropremeng-colorable ?

Nous avons vu précédemment quePsi= NP, il ne peut exister d'analogue au théo-
reme de Brooks pour I2-coloration impropre en général (théoreme 1), et pourdaloration
impropre dans les limites des théorémes 2 et 3 (les autres cas étant ouverts).

Toutefois, il est naturel de se demander, comme I'ont fait Cowen e€&J97], si un tel
analogue est possible pour les graphes planaires. Plus précisément, Cowen et al. ont prouvé que
la 2-colorationk-impropre des graphes planaires (akee 1) est un problemg/P-complet en
général, mais sans parvenir a prouver gu'il le reste lorsqu’il est restreint aux graphes planaires
de degré maximunmk + 2 [CGJ97]. En particulier, lorsqueé: = 1, ils ont prouvé que le
probléme restd/P-complet pour les graphes planaires de degré maximum au plus cing, et ont
demande si cela reste vrai pour les graphes planaires de degré maximum au plus quatre.

Nous apportons une réponse affirmative a cette derniére question en prouvant, dans la pro-
chaine sous-section, le résultat suivant.

Théoréme 8.Fixonsk € {1,2}. Le probléme suivant edf P-complet :
INSTANCE :un graphe planairg> de degré maximuik + 2.
QUESTION :le grapheG est-il k-impropremeng-colorable ?

Le cask > 3 reste pour I'heure ouvert. Une maniéere intéressante de voir ce probleme est la
suivante : est-il possible de partitionner les sommets de tout graphe planaire de degré maximum
2k + 2 en deux sous-ensembles de telle sorte que chacun des sous-ensembles induise un sous-
graphe de~ de degré maximur ?

Il n'est pas difficile de montrer, par exemple en utilisant une coupe maximum ou la propo-
sition 2, que la réponse est affirmative pour les graphes de degré maxim.

Nous proposons la conjecture suivante.

Conjecture 2. Il existe un entierk, > 3 tel que pour tout entiek > kg, les sommets de tout
graphe planaire de degré maximuth + 2 se partitionnent en deux sous-ensembles, chacun
induisant un sous-graphe de degré maxinmium

1.5.1. Démonstration du théoréme 8

Nous établissons le théoreme 8 en déduisant le cas/aut deux du cas oli vaut un.

Rappelons tout d’abord que pour prouver le théoréme 6, Cowen et al. réduisent le probleme
de la2-colorationk-impropre des graphes de degré maximim+ 2 a 3-SAT : partant d'une
instance quelconque @eSAT, un graphe de degré maxim@h+ 2 est construit de sorte qu'il
soit k-improprement-colorable si, et seulement si, l'instance initiale I8AT est satisfai-
sable. Le graphe obtenu n’est généralement pas planaire, alors afin de prouver le théoréme 6,
Cowen et al. lui ajoute des gadgets de croisenfemissing gadgets) il s’agit d’'un graphe
planaire possédant quatre sommets distingués, eptigesa; et ay, et deuxsortiesb; et bs.

Ce gadget doit étré-impropremeng-colorable, toute telle coloration doit assigner une méme
couleur aa; etb;, et une méme couleur® et by, et enfin toute pre-colorationdes quatre
sommets distingués telle quén;) = c(by) ete(as) = c(be) doit s’étendre en une coloration
1-impropre du gadget.

Il suffit ensuite, apres avoir plongé le graphe de sorte & aménager un peu d’espace autour
des croisements, de remplacer chaque croisement par une copie du gadget, comme sur la fi-
gure 1.10. Cette technigue est couramment utilisée dans les réductions.
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(3 X u X
ai a2
Gadget
planaire
b b1
Y v Y v

FiG. 1.10. Remplacement d’'un croisement par un gadget planaire.

Cowen et al. CGJ97] ont donc demandé si un gadget de croisement de degré maximum
guatre existe. Notre preuve repose sur la construction d’'un tel gadget : il suffit donc d’utili-
ser la méme réduction qu€({5J97] en changeant simplement le gadget de croisement. Nous
effectuons ici la preuve compléte.

Lemme 2. Le probleéme suivant est P-complet :
INSTANCE :un graphe planairg> de degré maximur
QUESTION :le grapheG est-il 1-impropremeng-colorable ?

Démonstration. La réduction est donc depuiisSAT. Soit ® une instance d8-SAT. Nous
allons construire, en temps polynomial, un graphe plan@igede degré maximum quatre
tel que ® soit satisfaisable si, et seulement Gi; est1-improprement2-colorable. Comme
dans [CGJ97], nous utiliserons plusieurs gadgets aux propriétés adaptées.

Un zy-régulateurest donné par la figure 1.11. Il existe une unigeelorationl-impropre
de ce graphe, dans laquefle, u,, us, y } forme une classe de couleur. Notons gu’ils ont alors
tous impropreté zéro. Notons aussi quety ont tous deux degré un dans ce gadget.

Inversement, uny-inverseur donné par la figure 1.12, est simplement une copie du graphe
K, 3, avecz ety deux sommets voisins quelconques. Il existe une unifyaeloration 1-
impropre de ce graphe, dans laquellet y recoivent des couleurs différentes. Ces deux som-
mets ont en outre impropreté zéro. Notons enfin que I'un des deux sommets a degré deux dans
l'inverseur alors que l'autre a degré trois.

Ces deux gadgets suffisent a créer le gadget qui représentera les littéraux de chaque variable.
Un tel gadget sera placé par variable, et il comportera autant de littéraux que nécessaire. Chacun
de ces littéraux sera relié a exactement une clause. La figure 1.13 illustre ceci, une double ligne
indiquant un régulateur.

Pour chaque clausg, une copieZ’(C') du graphe&s’ (voir figure 1.14) est ajoutée. Nous
laissons ici le soin au lecteur de vérifier que le graph@ossede les propriétés suivantes : il
est1-impropremeng-colorable, et dans toutacoloration1-impropre deG’, le sommet: est
colorél si, et seulement si, au moins I'un des sommets r I'est.
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U1

8
<

FiG. 1.11. Un régulateur, et son uniq@ecolorationl-impropre.

FiG. 1.13. Le gadget des variables. Une double aréte représente un régulateur.

Ensuite les sommets des copies d&’ sont reliés par des régulateurs, formant ainsi un
chemin.

FiG. 1.14. Le gadget des clauses. Une double aréte représente un régulateur.

Le degré maximum du graphe ainsi obtenu est quatre, et les gadgets des sommets et des
clauses peuvent étre placés de sorte que les seules arétes qui se croisent soient celles joignant
un sommet d’un gadget des variables a un sommet d’'un gadget des clauses. Afin d’éliminer les

croisements éventuels, chaque croisement est remplacé par le gatiglet figure 1.15.

Le degré maximum de ce gadget est quatre, et dans2exdéorationl-impropre les som-
metsa, etb; sont monochromatiques, tout comme le sont les sommetsb,. Plus préciseé-
ment, le gadget de croisementvérifie les propriétés suivantes :

— le graphe/ estl-impropremeng-colorable mais pas-improprement -colorable ;

— dans toute-colorationl-impropre de/, les sommets; etb;, sont monochromatiques,

ainsi que les sommets etb, ; et

— il existe deux2-colorationsl-impropresc; et c; de J telles queci(a;) = c1(by) =

Cl((lg) = Cl(bg) etCQ(CLl) = CQ(bl) 7é CQ(CLQ) = Cg(bg).
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La premiére et la derniere propriété se verifient directement. Pour la deuxieme, supposons
quec soit une2-colorationl-impropre de/. Une premiére remarque est que, nécessairement,
exactement trois sommets parmi oo, 03 €t o, sont monochromatiques, car le sommgest
adjacent a ces quatre sommets. En conséquence, les somrmets sont colorés differem-
ment. Sic(a;) # c(by), alors par la remarque précédente le sonwpebssede deux voisins de
chaque couleur, une contradiction. Dafie,) = ¢(b;). Supposons qué&(as) # c(bs). Alors,
comme les sommets; et o; sont monochromatiques par construction, et que les sonugets
et o5 sont nécessairement de couleurs différentes, nous déduisoréogue- c(os), et donc
c(o4) # c(o3). Alors les sommets, eto, doivent étre monochromatiques, ce qui estimpossible
caros eto; sont colorés difféeremment.

.

2

FiG. 1.15. Le gadget de croisemetit Une double aréte représente un régulateur, et une aréte
en gras un inverseur.

g

Nous étendons le résultat précédent lorsgwaut deux. Le théoreme 8 découle donc di-
rectement des lemmes 2 et 3.

Lemme 3. Le probléeme suivant edt P-complet :
INSTANCE :un graphe planaire> de degré maximur.
QUESTION :le grapheG est-il 2-impropremeng-colorable ?

Démonstration. Nous réduisons ce probléme a celui de-leolorationl-impropre des graphes
planaires de degré maximum quathéP-complet d’apres le lemme 2. Sdit un graphe pla-
naire de degré maximum quatre : nous allons construire, en temps polynomial, un graphe pla-
naire G de degré maximuns qui soit 2-improprement-colorable si, et seulement i est
1-impropremeng-colorable.

Le grapheH de la figure 1.16 possede les propriétés suivantes :

(i) le grapheH est planaire, son degré maximum Heest6 et il est2-improprement
2-colorable;
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(i) I'impropreté du sommet dans toute-coloration2-impropre deH est au moins un;
et

(iii) il existe une2-coloration2-impropre deH dans laquelle I'impropreté devaut un.

FiG. 1.16. Le grapheH.

La propriété(i) ne pose pas de probleme. Pour proufi@ret (i), il est alors suffisant
de montrer qu’il n'existe pas de-coloration2-impropre deH telle que les sommeis et b
soient de la méme couleur. Par I'absurde, supposons qu’une telle coloration existe et notons
cla) =1 =c(b).

Sic(o) = 1, alors les sommets, y et x sont coloré, donc les sommetset > sont tous
deux coloréd. Par conséquent, 'impropreté du sommest trois caw(b) = c(o) = ¢(z) =
c(e) = 1, une contradiction.

Ainsi, c(0) = 2. Alors, les trois sommets, 3, v ne peuvent avoir la méme couleur, sinon le
sommet) ou le sommeb aurait impropreté au moins trois. En outre, comfftg = c(a) = 1,
exactement deux sommets pammis, v sont coloré. Donc les sommetset o ont tous deux
impropreté deux dans le sous-graphe-tieduit par les sommets, b, o, «, 3, v. Or, le sommet
e N'appartient pas a ce sous-graphe et est voisin a la fdisstideo, une contradiction.

Définissons & présent le grapfie chaque sommetdeG est remplacé par une copig(x)
de H. Ensuite, pour chaque arétg de (G, une aréte est placée entre le sommde H(x) et
celui deH (y). Comme le degré dedansH est deux et le degré maximum @eest quatre, le
degré maximum du graph& obtenu es6. En outre, ce graphe est clairement planaire.

Il reste & prouver I'équivalence des colorations : saihe 2-coloration1-impropre deG.
Pour toutz € V(G), la couleurc(x) est attribuée au sommetde H(x), et la coloration est
étendue a chaque copie fleen utilisant la propriétéii) . Chaque sommeta bien impropreté
au plus deux (un dand, et au plus un en dehors car la coloraticte G est1-impropre).

Soit ¢ une2-coloration2-impropre dei. Pour toutz € V(G), la couleur attribuée a est
celle du sommet de H(z). La coloration obtenue estimpropre en vertu de la proprié#)
deH. O

1.6. Conclusion

Ce premier chapitre nous a permis d’introduire la notion de coloration impropre. Nous
avons notamment analysé des questions de complexité afin d’étudier une possible extension du
Théoréme de Brooks a la coloration impropre. Dans ce cadre, les problemes suivants restent
ouverts.
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Probléme 1. Fixons un entiek > 1 et un entier tel quel + [v/1] > 2k + 3. Supposons # 1
ou!l # 4. Le probléme suivant est:-N"P-complet ?
INSTANCE :un grapheG de degré maximurtk + 1)1.
QUESTION :le grapheG est-il k-improprement-colorable ?
Plus généralement, existe-t-il une extension du Théoréme de Brooks pour ces valeurs de
etdek ?

Pour les graphes planaires, nous avons proposé la conjecture 2, que nous rappelons ici (elle
correspond au cas dvaut deux).

Conjecture 3. Il existe un entierk, > 3 tel que pour tout entiek > kg, les sommets de tout
graphe planaire de degré maximuth + 2 se partitionnent en deux sous-ensembles, chacun
induisant un sous-graphe de degré maxinium

A ce propos, un sujet qui nous parait intéressant, et qui est peut-étre une piste pour étudier
cette conjecture, est la question de la coloration impropre lorsque I'impropreté tolérée dépend
de la couleur. Cette notion est illustrée par la proposition 10. Concernant la conjecture 2, il
est naturel de se demander pour quelles valeurs, @ &, il est possible de partitionner les
sommets d’'un graphe planaire de sorte qu’une part induise un graphe de degré maximum au
plusk, et 'autre un graphe de degré maximum au s

Enfin, nous avons cité la conjecture de Eaton et Hull et Skrekovski, affirmant que tout
graphe planaire egtimproprementi-colorable.

Une autre question intéressante concerne les graphes bipartis.

Probleme 2. Fixons un entietk strictement positif. Est-il polynomial de décider si un graphe
biparti estk-impropremeng-choisissable ?






CHAPITRE 2

Coloration impropre des graphes de
densité bornée

Les résultats de ce chapitre ont été obtenus avec Frédéric Hseq|

2.1. Introduction

Comme nous l'avons vu précédemment, tous les couples d’eftidnspour lesquels tout
graphe planaire egt-improprement-colorable sont connus. Concernant la choisissabilité, le
seul cas encore ouvert est lorsque- 1 et! = 4.

En particulier, il existe des graphes planaires qui ne sont pas (propreseniprables,
et déterminer si un graphe planaire &stolorable est un problem&P-complet. De méme, il
existe des graphes planaires qui ne sontipagpropremens-colorables. Cowen et alC{GJ97]
ont prouvé que le probleme décisionnel induit&sP-complet (théoreme 7). Un moyen d’étu-
dier d’étudier tout de méme cette question est d'imposer des contraintes sur la maille des
graphes considérés

Définition 2. La mailled’un graphe est la taille d’'un plus petit cycle.

La coloration propre des graphes planaires en fonction de leur maille a été beaucoup étu-
diée.

Théoreme 9 (Grotzsch 5r659]). Tout graphe planaire de maille au moins quatre 8st
colorable.

Notons toutefois que le théoréme 9 ne s’étend pasleclaisissabilité.
Proposition 12. Il existe des graphes planaires de maille quatre qui ne sonBgamisissables.

En revanche, Thomassen a prouvé le résultat suivant, qui implique le théoréme 9 car la
maille d’'un contre-exemple minimal a ce dernier serait au moins cing.

Théoreme 10(ThomassenTho94]). Tout graphe planaire de maille au moins cing 8st
choisissable.

Skrekovski a prouvé un analogue du théoréme de Grétzsch pour la choisissabilité impropre.

Théoréme 11(Skrekovski Bkr99a]). Tout graphe planaire de maille au moins quatre est
impropremens-choisissable.

31



32 2. Coloration impropre des graphes de densité bornée

Pour tout entier naturet, nous savons qu’il existe un graphe planaire qui n’estfpas
impropremene-colorable. Ceci n'est pas tres génant pour la coloration propre, car il est po-
lynomial de déterminer si un graphe quelconque2esbtlorable (c’est-a-dire biparti) op-
choisissable (en vertu du théoréeme de caractérisation des gryuhessissables de Eod,
Rubin et Taylor ERT80]). En revanche, la situation est plus complexe lorsque I'improgreté
est non nulle, car comme nous I'avons vu, déterminer si un graphe plandirangstoprement
2-colorable est un problem® P-complet (théoreme 6).

En revanche, tout graphe planaire biparti est (proprensedtpisissable en vertu du théo-
reme d’Alon et TarsifAT92], ou de GutnerGut92).

Concernant l&-coloration impropre, Skrekovski a défini le paramétreomme le plus pe-
tit entier tel que tout graphe planaire de maille au mgjnsoit k-impropremeng-choisissable.

Il a obtenu les bornes suivantes.

Théoréme 12(Skrekovski Bkr99b, SkroQ)).

-95<g1<9;
-5< g <7,
-5<g3<6;et
—Vk24,gk:5

Remarquons que ces bornes concernent la choisissabilité (impropre), et qu’aucune amé-
lioration n’est connue pour la coloration (impropre) : les bornes supérieures connues sont les
mémes, et les graphes construits pour prouver les bornes inférieures sont tous non (impropre-
ment) colorables.

Nous allons étudier ce probléeme en le placant dans le cadre plus général des graphes de
densité bornée. En effet, la densité d’'un graphe planaire est bornée en fonction de sa maille.

Définition 3. SoitG = (V, E') un graphe. Lelegré moyene G est

2|
Ad(G) := %

Le degré moyen maximude GG, notéMad(G), est le maximum des degrés moyens des sous-
graphes dé&; (y comprisG lui-méme).

Si G n'est pas une forét, leceurde GG, notéh(G), est le plus grand sous-graphe@elans
lequel le degré de tout sommet est au moins deux.

Notons que déterminer le degré moyen maximum d’un graphe guelconque est polyno-
mial, en vertu de l'algorithme de partitionnement des matroides d’Edmdedi®g5] (voir
aussi BU97). Le cceur d'un graphe peut étre obtenu en enlevant successivement tous les som-
mets de degré un.

Proposition 13. SiG n’est pas une forédylad(G) = Mad(h(G)).

Démonstration. Commeh(G) est un sous-graphe d&, Mad(G) > Mad(h(G)). Soit H

un sous-graphe dé€' tel que Mad(G) = Ad(H). Le grapheH n’est pas une forét, sinon
Mad(G) < 2 etG en serait une également. DohCH ) est défini et c’est un sous-graphe de
h(G). En outre, le degré minimum de H ) étant au moins deux, lui ajouter des sommets de
degré un n'augmente pas son degré moyen maximum Héd# super-graphe di( H) obtenu
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en ajoutant: > 1 sommets de degré un. En notane nombre de sommets d¢H ),
nx Ad(h(H)) + 2k

Ad(H') =

n+k
A 2%k — k:fz(h(H))
< Ad(h(H))
puisqueAd(h(H)) > 2. DoncMad(h(G)) > Ad(h(H)) > Ad(H) = Mad(G). O

Soit M (k, 1) le plus grand nombre réel tel que tout graphe de degré moyen maximum stric-
tement inférieur &/ (k, () soit k-improprement-choisissable. De fagon évident¥,(k;, ) <
M (k1) si ky < ko. De plus,M(k,1) = % puisqu’un graphe est-improprementl-
choisissable si, et seulement si, son degré maximum est aik p&igqu’'un graphe de degré
maximum au moing + 1 contient I'étoile S, .; comme sous-graphe et a donc degré moyen
maximum au moing&-2.

Sil > 2, remarquons d’abord que tout arbre est (propremeit)oisissable. En outre,
pour toutk > 0, un graphé&~ qui n’est pas une forét estimpropremeng-choisissable si, et
seulement si, son cceur I'est. Ainsi, nous pouvons restreindre notre étude aux graphes de degré
minimum au moins deux.

Afin d’introduire la méthode utilisée, qui utilise un processus de déchargement, nous la
présentons d’abord pour facoloration impropre dans la section 2.2, ou nous établissons les

résultats suivants.

Théoréme 13.Pour tout entier naturek, tous les graphes tous les graphes de degré moyen
maximum strictement inférieur%j;—Q4 sontk-impropremeng-choisissables.

. 4k% + 6k + 4 2k + 4
Théoreme 14.Pour toutentierk > 1, M(k,2) < ——— =4 — ———.
- (k,2) < k% + 2k + 2 k% + 2k + 2

Dans la section 2.3, nous généralisons la borne inférieure de la section section 2.2 a toute
valeur del > 2.

Théoreme 15.Pour tout entier/ > 2 et tout entierk > 0, tous les graphes de degré moyen

42k

maximum strictement inférieéﬁ@—k) sontk-improprement-choisissables.

Nous exhibons également, pour toutes les valeurs etede &, un graphe qui n’est pak-
improprement-choisissable, et obtenons le résultats suivant.
Corollaire 1. Pour tout entierl fixé, lim M (k,l) = 21.

k——+o0

La maille et le degré moyen maximum d’un graphe planaire sont liés par la relation suivante.

Théoréme 16.SiG est un graphe planaire de maillealors

4
Mad(G) < 2+ ——.
ad(Q) + pa—
Démonstration. Ce résultat est vrai € est un arbre, puisque tout arbre éstégénéré. Sup-
posons donc que est fini. La formule d’Euler pour un graphe planalfes’écrit comme suit :
\V(H)| — |E(H)| + |F(H)| = 2 0ou|F(H)| est le nombre de faces dé. Comme tout sous-
grapheH de G a maille au moing;, g|F(H)| < 2|E(H)|. Ainsi 2g — g|V (H)| + g|E(H)| =
v~y 2|E(H 2 4 2
glF(H)| < 2|B(H)|. Dot 325l < 29 — it < 25 pour tout sous-graph#l de

G. U
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Ainsi, le théoréme 13 fournit les bornes suivantes, qui améliorent celles obtenues par Skre-
kovski.

Corollaire 2. SoitG un graphe planaire de maille.
(i) Sig > 8, G estl-impropremeng-choisissable, dong, < 8.
(i) Sig > 6, G est2-impropremeng-choisissable, dong; < g, < 6.
(i) Sig > 5, G est4-impropremeng-choisissable, dong, < 5 pourk > 4.

Enfin, dans la section 2.4, nous montrons comment utiliser le théoreme 15 afin d’obtenir
des résultats pour les graphes de genre supérieur, qui améliorent les résultats precédemment
obtenus par MiaoNlia03].

2.2. Coloration k-impropre avec deux couleurs
2.2.1. Borne inférieure

Nous établissons dans cette sous-section le théoréme 13.

Tout d’abord, sik = 0, le théoreme 13 est trivialement vrai. En fait, un graphe de degré
moyen maximum strictement inférieur a deux est acyclique et est donc une forét. Il est donc
2-choisissable. De plus)/(0,2) < 2 puisque un cycle impair n'est p&scolorable, donc
M(0,2) = 2.

Lorsquek > 1, nous avons besoin de quelques définitions et résultats préliminaires.

Définition 4. Siv € V(G), de(v) est le degré de dans le graphé:. Pour tout entier non nul
d, un sommet de degré égal a (respectivement au plus, respectivement audssnspmme
und-sommet (respectivemeft. d)-sommet, respectivemefit d)-sommet). Pout C V(G)
(respectivement’ C FE(G)), G — S (respectivement; — E) est le sous-graphe de induit
par la suppression des sommets (respectivement arétes)(dspectivementy) de V(G)
(respectivemenk(G)). SiS = {v} etE = {uv}, posonsz —v := G- SetG—uv := G- E.
L'union (respectivement l'intersection) des graplieset G, est le graphez = G, U Gs
(respectivementy = G; N Gy) avecV(G) = V(Gy) U V(G,y) (respectivement’ (G) =
V(G1)NV(Gy)) et E(G) = E(G1) U E(G3) (respectivement (G) = E(G1) N E(Gy)).

Un graphe estk, 2)-minimalsi, et seulement si, il n’est pasimpropremeng-choisissable
mais tous ses sous-graphes propres le sont.

Lemme 4 (Skrekovski Bkr00]). Soit un entierk > 1 et soitG' un graphe(k, 2)-minimal.
(i) Le degré minimum dé' est au moins deux.
(i) Deux(< k+ 1)-sommets ne sont pas adjacents.

Définition 5. Soit D un graphe orienté. Le degré externe (respectivement degré interne) d’'un
sommetu de D est notéd}, (u) (respectivement,(u)). Le degrédew estdp(u) = dp,(u) +
d},(u); c'est le degré de dans le graphe non orienté sous-jacent.

La section externeeu dansD, notéeA} (u), est I'ensemble des sommetgour lesquels
il existe un chemin orienté deav dansD

Une arborescencest un arbre orienté dans lequel tous les chemins sont orientés a partir
d’'un sommet appelé lacine Tous les sommets d’'une arborescence, sauf la racine, ont donc un
degré interne de un. Lésuillesd’'une arborescence sont les sommets de degré externe zéro. Un
sommet qui n’est ni une feuille, ni la racine est appaithmet interndJnequasi-arborescence
est un graphe orienté obtenu a partir d’'une arborescence en identifiant certaines feuilles.
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Soit G un graphgk, 2)-minimal. Une orientation partielle d& est obtenue en utilisant le
processus suivant.

(i) Chaque arétev ou v est un2-sommet est orientée dea v.
(i) Sik > 3, chaque arétev ouwv est un3-sommet est orientée deav.

(i) Tant qu’il existe une aréte non orientee ou v est uni-sommet aveé + 2 < i <
3+ 2 et degré externe— 1, l'aréte est orientée deav.

Le graphe orientd induit par les arétes orientées@est appel§raphe de déchargement
deG.

La proposition suivante découle immédiatement de la définition d’'un graphe de décharge-
ment.

Proposition 14. Soit D un graphe de déchargement d’un gragfe2)-minimal.

— Le graphe orienté n’a pas de2-circuit puisque deux< k + 1)-sommets ne sont pas
adjacents d’aprés le lemme(#). Il n’a ainsi aucun circuit.

— Sik < 2, seuls les sommets de degré deuxktod 2 ont un degré interne strictement
positif.

— Chaque2-sommet a degré interne deux dabset sik > 3, chaque3-sommet a degré
interne trois.

— Pour tout sommet, A;,(u) est une quasi-arborescence dont les feuilles ont degré deux
(respectivement deux ou trois) dadssi £ < 2 (respectivemerit > 3). En particulier, le
degré interne des feuilles d&},(u) est au plus deux (respectivement trois).

Définition 6. Une quasi-arborescence est yhe2)-quasi-arborescencsi, et seulement si, :
— chaque sommet a degré externe au plag{2, 2k — 1} ; et
— chaque feuille a degré interne au plusi{%, 3}.

Lemme 5. Soitk > 2. Soient@ une (k,2)-quasi-arborescence enracinée eret L une 2-
assignation de). Alors toutel-coloration des feuilles d€) s’étend en und.-coloration k-
impropre de@ telle queu ait impropreté au plug — 1.

Démonstration. Par induction sur les sommets dg le résultat étant trivialement vrai si
V(@) =1.

Supposons qug/(Q)| > 1 et que le résultat est vrai pour 1€k, 2)-quasi-arborescences
plus petites. Notons,, . . ., v, les voisins externes dedans(). Notons que&) — u est I'union
de s (k,2)-quasi-arborescenceés;, i € {1,2,...,s}, enracinées en; et qui sont sommet-
disjointes sauf éventuellement sur certaines feuilles.

Soit ¢ une L-coloration des feuilles d€&). Alors, d’aprés I'hypothése d’induction, cette
coloration s’étend en unk-colorationk-impropre de chaqu@; de telle sorte quéng, (v;) <
k — 1. Puisqu’une feuille d&) a degré interne au plusin{k, 3} et queimg(z) = img,(x)
pour tout sommet d€; qui n’est pas une feuille, I'union de ces colorations estiio®loration
k-impropre de telle queim(v;) < k — 1 pouri € {1,2,...,s}.

L'une au moins des deux couleurs fiéu), disonsa, est attribuée a au plus— 1 voisins
u, puisques < 2k — 1. Coloreru aveca donne donc la coloration souhaitée@e O

Il est clair que ce résultat n’est plus vrai lorsgueaut un, car il est généralement impossible
de colorer la racine avec improprete zéro. Néanmoins le résultat suivant, legerement plus faible,
est vrai.

Lemme 6. Soient() une(1, 2)-quasi-arborescence enracinée @nl une2-assignation de)
avecL(u) = {a, f} etc uneL-coloration deS, I'ensemble des feuilles dgavec degré interne
un. L'une au moins des deux assertions suivantes est vraie.
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(i) La colorationc s’étend en uné.-coloration 1-impropre de( telle queim(u) = 0.

(ii) La colorationc s’étend en deuX.-colorations1-impropres différentes d@ c; et ¢,
telles quer; (v) = ca(v) Siv # w.

Démonstration. Par induction sur le nombre de sommets@eSoit v; et v, deux voisins
externes de: dans(@. @ — u est 'union de deux1, 2)-quasi-arborescenceg, et ()., res-
pectivement enracinées enetv,, et qui sont sommet-disjointes sauf éventuellement sur des
feuilles. SoitS’ 'ensemble des feuilles appartenant aux deux quasi-arboresc@nasy),,
Pouri € {1,2}, attribuons & chaque feuille dg, ayant degré interne un dags une couleur

de sa liste. Par hypothese d’inductiopn, satisfait(i) ou (ii) .

Si I'une au moins des deux quasi-arborescences safigfa@lorsc s’étend &, U ), de
telle sorte quéc(vy), c(v2)} # L(u), disonsw € {c(vy), c(ve)}. En outre, pour chaque sommet
x nappartenant pas®é(Q;) \ 5, img(x) = img,(z) < 1. Siun sommet’ € S’ a impropreté
deux, alors ses deux voisins sont colorés de la méme couleur. Il est donc possible de recolorer
s’ avec la couleur dé.(s') \ {c(s')}, ce qui fournit unel-colorationl-impropre de@); U Qs.
Enfin, poser(u) := « fournit uneL-colorationl-impropre de) telle queim(u) = 0. Ainsi @
satisfait(i).

Supposons a présent qdg et (), satisfassent tous deuy. Alors, quitte a recolorer
des sommets d& comme précédemment, il est possible d’étenden une L-coloration
1-impropre de@; U Q- telle queim(v;) = im(ve) = 0. Si{c(v1),c(ve)} # L(u), disons
a ¢ {c(v1), c(ve)}, alors unelL-colorationl-impropre de telle queim(u) = 0 est obtenue en
posant:(u) := a. Ainsi ) satisfait(i). Sinon, assigner indifferemmentdes couleursy et j3,
permet d’obtenir les deuk-colorationsl-impropres de) satisfaisan(ii) . O

Lemme 7. Soitk > 3. SoitD un graphe de déchargement d’un gragle2)-minimal G.
(i) Touti-sommetavete {4,...,k+ 1} a degré externe zéro.
(i) Touti-sommetavete {k+2,...,2k+ 1} a degré externe strictement inférieui.a

Démonstration.

(i) Supposons, par I'absurde, qusoit un sommet contredisant I'assertion et soitn
voisin externe de. Notons queu est un(< 2 + 2)-sommet par définition d'un
graphe de déchargement.

Soient L une 2-assignation de7, et S I'ensemble des feuilles dd} (u). Par
minimalité deG, notonsc une L-colorationk-impropre deGG — A} (u).

Le sous-graphel};(u) est une(k, 2)-quasi-arborescence : commeest dominé
parv dansD, le degré externe de est strictement inférieur é} + 1, et est donc
au plus2k — 1. Ainsi, d’aprés le lemme 5; s’étend aG — vu de telle sorte que
im(u) < k — 1. Comme les feuilles ont degré au pRis< k, 'impropreté de chaque
feuille est au plus < k. CetteL-coloration dez — uv est dondc-impropre.

Sic(u) # c(v) ouimg_.,(v) < k — 1 alorsc est unel-colorationk-impropre de
G. Sinon, lesk + 1 voisins dev sont colorés de la méme couleur, donc recolerer
avec l'autre couleur de sa liste fournit uhecolorationk-impropre deG.

Donc G estk-impropremen®-choisissable, une contradiction.

(i) Supposons, par I'absurde, queoit un;-sommet contredisant I'assertion.

Soit L une2-assignation dé; et soitc une L-colorationk-impropre deGG — v. |l
existe une couleur dg(v), disonsy, qui est attribuée a au plésvoisins dev. Notons
U1, Vs, ..., U, CES VOISINS.



2.2. Coloration k-impropre avec deux couleurs 37

Soit &' := G — UU;_, Ap(v;). Définissons und.-coloration partiellec’ égale
a c pour chaque sommet d& et chaque feuille dedf (v;). D’aprés le lemme 5
appliqué a chacune des feuilles dg(v;) (qui sont des quasi-arborescences sommet-
disjointes, sauf éventuellement sur des feuille§g’étend en und.-coloration k-
impropre deGG — v telle queim(v;) < k — 1 pourl < j < s. Par définition de’,
les seuls voisins de auxquels”’ peut attribuer la couleur sont dan{vy, ..., vs}.
Donc, en définissant(v) := «, la L-coloration¢’ obtenue est-impropre.

Ainsi GG estk-impropremeng-choisissable, une contradiction.
O

Le lemme suivant, qui correspond au précédent lorgquaut deux, se prouve de fagon
analogue.

Lemme 8. Soit D un graphe de déchargement d’'un graghe2)-minimal G.
(i) Le degré externe d’'uB-sommet est zéro.
(i) Sivestuni-sommet avece {4;5} son degré externe est strictement inférieur a

Lemme 9. Soit D un graphe de déchargement d’un graptie2)-minimal G. Il n’existe pas
de 3-sommet avec degré externe trois ddnhs

Démonstration. Supposons, par I'absurde, qusoit un3-sommet de degré externe trois. Soit
u un voisin externe de. SoientQ, = A}, (u), Q2 := A}, _,,(v), S 'ensemble des feuilles
de A} (v) de degré interne un dan) (v), et S’ I'ensemble des feuilles de degré interne deux
dansA} (v).

Soit L une2-assignation dé;. Par minimalité de&~, notonsc une L-colorationl-impropre
deG— A} (v). Les sommets n'appartenant pas@'ont pas de voisin dans— A}, (v) et chaque
sommet de5 possede exactement un voisin déhs- Af(v). Il est donc possible d’étendre
as u S en attribuant & chaque sommetsgi@ne couleur de sa liste non attribuée a son voisin
dansG — Af(v) et n'importe quelle couleur de sa liste & un sommes$de

A présent(), et(, satisfont(i) ou(ii) du lemme 6. Si I'un d’eux au moins vérifig), alors

quitte a recolorer des sommets$leil est possible d’étendreen unel-colorationl-impropre
deG — vu telle quec(v) # ¢(u). Donce est unel-colorationl-impropre deG.
Si ), et ), satisfont tous deuk), alors quitte a recolorer des sommetsdgil est possible
d’étendrec en uneL-colorationl-impropre deG — vu telle queim(v) = im(u) = 0. Donce
est unelL-colorationl-impropre deG.

Ainsi G estl-impropremeng-choisissable, une contradiction. O

Démonstration du théoréme 13.Soit G un graphgk, 2)-minimal et soitD un graphe de dé-
chargement dé&/. Chague sommetposséde au départ une chatge)) égale a son degré. La
regle de déchargement suivante est appliquée : chague sommet ﬁgnae:hacun de ses
Voisins externes.

Examinons a présent la nouvelle chargév) d’'un sommet en fonction de son degré.

— Siwv est un2-sommet, il a degré interne deux donc sa nouvelle charge’ést = 2 +

2k __ 4k+4
k+2 T Okt2 . L. .

— Siv est un3-sommet etk > 3, il a degré interne trois donc sa nouvelle charge est
w'(v) = 3+ 3 x 5 = G > 2L Sjy est un3-sommet et = 2 alors son degré

externe est nul d'apres le lemme 8 et son degré interne I'est également par construction,

doncuw’(v) = 3.
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— Si4 <d(v) < k+1, (k> 3), daprés le lemme {), le degré externe deest0 donc sa

charge estl(v) > 4 > &t

— Sik+2 < d(v) < 2 + 2, soit le degré externe deest au plusi(v) — 2 et sa nouvelle

charge est alors au moidé) — (d(v) — 2) x iy = 240 4 26 > 9 4 2 — dhid oot
d'aprés les lemmes 7, 8 et 9, son degré externé(est— 1. Dans ce cas, par définition

d’'un graphe de déchargement le degré interne el&t un, donc sa nouvelle charge est
k k k 4k + 4
— —_— —_— -_— - > .
d(v) — (d(v) 1)Xk:+2+k+2 d(v) — (d(v) 2)sz+2— Lo
- Si % +2 <d(v) <2k+1, (k> 2),alors d’apres les lemmes 7 et 8, le degré externe de

estau plugl(v)—1. Doncw’ (v) > d(v)—(d(v)—1)x iy = 28 4 b > sbilek _ dbid

— Sid(v) > 2k + 2, alorsw'(v) > d(v)(1 — ) = 240 > dkid

k+2 k+2 — k42 °
4k+4
Ainsi Mad(G d(v w'(v) > O
> jo7 20 = g L) >

2.2.2. Borne supérieure

Fixonsk > 1. Dans cette sous-section, nous allons construire une famille de graphes
(G*),>1 telle que, pour toub > 1
— le graphe&* n’est pask-impropremeng-colorable ; et

— son degré moyen maximum est<4k2 + Ok +4) + 4k2 + 6k + 2
2n(k? + 2k +2) + (k + 1)2

Cela impliquera immédiatement le théoréme 14.

Soit H;, le graphe composé de deux sommets voisiret v, et dek + 1 sommets reliés
uniguement & etwv. Le grapheF), est obtenu a partir de copies disjointes du graphé, en
identifiant les sommets de chacune des copies. Remarquons Eupossede un sommet de
degrék(k + 2), k sommets de degré+ 2 et k(k + 1) sommets de degré deux. Considérons
a présenkn + 1 copies deF, et relions les sommets de chaque copie de sorte a ce qu’ils
induisent un cycle de taillén + 1. Enfin subdivisons toutes les arétes du cycle obtenu sauf
une : le graphe ainsi créé est le graggkfe(voir figure 2.2.2).

Lemme 10. Le grapheG* n’est pask-impropremen-colorable.

Démonstration. Remarquons d’abord que dans togteoloration k-impropre deH, I'im-
propreté du sommet est au moins un. Plus précisément, commee degrék + 2 dansH,,

si son impropreté et alors ses: + 2 voisins sont de la méme couleur. Ceci est impossible
car le sommet, faisant partie de ces sommets et étant reliés a tous aurait imprépreté
Donc, dans toute@-colorationk-impropre deF},, I'impropreté dev estk. Ainsi, pour colorer
k-improprement le graphe entier, il est nécessairg-delorer proprement le cycle subdivisé,
ce qui est impossible. O

(2n+1)(4k%+6k+4)—2
(2n+1)(k2+2k+2)—1 °

Démonstration. Le degré moyen maximum de est son degré moyen, qui vaut
2n+ DA xk(k+2)+2)+ (kx (k+2)+ (k(k+1) x2)] + (2n) x2 _
Cn+1)(1+k+k(E+1)+2n

Lemme 11. Le degré moyen maximum @& estM* :=

MF.
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FiG. 2.1. Le grapheG?.

2.3. Coloration k-impropre avec! couleurs,! > 2
2.3.1. Borne inférieure

Dans cette sous-section, nous établissons le théoreme 15, qui généralise le théoréme 13 a
n'importe quel nombre de couleurs> 2.

Notons d’abord que le résultat est trivialksi= 0 puisqu’un graphe de degré moyen maxi-
mum strictement inférieur dest(/ — 1)-dégénérdi.e. chacun de ses sous-graphes posséde
un sommet de degré au plus- 1). Un tel graphe est donechoisissable. L'étude des autres
valeurs de: nécessite quelques résultats préliminaires.

Définition 7. Un graphe estk,!)-minimal si, et seulement si, il n’est pdsimproprement
[-choisissable mais tous ses sous-graphes propres le sont.

Lemme 12. SoientG un graphe,L une assignation de listes etine L-coloration. Si I'impro-
preté d’'un sommet est au moinsl(v) — |L(v)| + 2 pour la coloratione, alors il existe une
L-colorationd deG telle quec (u) = c(u) Siu # v etimy(v) = 0.

Démonstration. Notonsc(v) = «. Le sommeb possede au plufv) — (d(v) — |L(v)|+2) =
|L(v)| — 2 voisins qui ne sont pas colorés Ainsi il existe une couleup € L(v) qui n'est
attribuée a aucun des voisinsdeDonc recolorew par 5 fournit la coloration souhaitée. [J

Le lemme suivant généralise le lemme 4.

Lemme 13. Soit un entierk > 1 et soitG un graphe(k, [)-minimal.
(i) Le degré minimum dé' est au moing.
(i) Deux(< 1+ k — 1)-sommets ne sont pas adjacents.

Démonstration.
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(i) Soit L unel-assignation et soit un (< [ — 1)-sommet. Par minimalité d&, notons
¢ une L-colorationk-impropre deG — v. Puisquev possede au plus— 1 voisins
dansG, il existe une couleur, disons, qui n'est attribuée a aucun des voisinsude
Colorerv aveca fournit donc unel.-colorationk-impropre deG.

Ainsi G estk-improprement-choisissable, une contradiction.

(i) Soit L unel-assignation et supposons, par I'absurde, q@tv soient deux voisins
de degré au plust k£ — 1. Par minimalité de&-, soitc une L-colorationk-impropre de
G —{uv}. Alors c est unel-coloration de telle que I'impropreté de chaque sommet
soit au plusk, sauf éventuellement celle deet dev qui peut étrek + 1. Mais dans ce
cas le lemme 12 permet de recolorer ces sommets et d’obtenir ainstcmleration
k-impropre de.
Ainsi G estk-improprement-choisissable, une contradiction.

Définition 8. SoitG un graphgk, )-minimal. Le processus suivant est appliqué.a
(i) Chaque arétev ouwv estun(< [+ k — 1)-sommet est orientée deversv.

(i) Tant qu'il existe uri-sommet avecl +k < i < [+ k+ %, degré externe exactement
i — [ + 1 et degré interne zéro, I'une de ses arétes incidentes non orientées
orientée de; versw.

Le graphe orientd induit par les arétes orientées est apggbiphe de déchargemede
G.

La remarque suivante découle directement de la définition d’un graphe de déchargement.

Remarque 1.
— Seuls les sommets de degré strictement inférieus-a + % peuvent avoir un degré
interne strictement positif dans.
— Pour: <1+ k — 1, le degré interne dan® de touti-sommet est exactement

Définition 9. Une quasi-arborescence enracinée.erst une(k, [)-quasi-arborescencsi, et
seulement si,

— le degré externe de chaque sommet est aurpiag 2, 2k — 1} ; et

— le degré interne de chaque feuille est au phast — 1.

Généralisons a présent les lemmes 5 et 6.

Lemme 14. Soient un entiek > 2 et @ une(k, [)-quasi-arborescence enracinée @nSoit L
une assignation de listes po@rtelle que|L(v)| > max{1,dg(v) — k + 1} siv est une feuille
et|L(v)| > 2 sinon. NotonsS I'ensemble des feuilles de degré interne au mains 1 dans
Q (et qui posséde donc une liste de couleurs de taille au moins deux). Faate@ration des
feuilles s’étend en ung-coloration de(Q) telle que

— limpropreté deu est au plus: — 1; et

— pour tout sommet ¢ S, im(v) < k.
De plus, quitte & recolorer des sommets $lecette L-coloration deG peut étre rendué:-
impropre.

Démonstration. Par induction sur le nombre de sommets(glde résultat étant trivialement
vrai si|[V(Q)| = 1.

Supposons a présent qué(Q)| > 1 et que le résultat est vrai pour toutes (&sl)-quasi-
arborescences avec moins de sommets(u8oientvy, vs, ..., v, les voisins externes de



2.3. Coloration k-impropre avec! couleurs,l > 2 41

dans@. Le graphe orienté&) — u est l'union des (k, [)-quasi-arborescencég enracinées en
v, 1 € {1,2,...,s}. En outre, ces quasi-arborescences sont sommet-disjointes, sauf éventuel-
lement sur des feuilles. Saitune L-coloration des feuilles d@.

Par I'hnypothese d’induction, il est possible d’étendren uneL-coloration de chaqué;
telle queim(v;) < k — 1. Notons quémg(z) = img,(z) < k pour tout sommet d€); qui
n'est pas une feuille, émg(x) < k pour toute feuille qui n’est pas daiss L'un au moins des
couleurs de.(u), disonsa, est attribuée a au plus— 1 voisins deu puisquedg(u) < 2k — 1.
Par conséquent, pos€:) := « fournit la premiére coloration annoncée dans le lemme.

Pour la seconde, il suffit de remarquer que toute fetfiie S d'impropreté au moing + 1
peut étre recolorée en vertu du lemme 12, puiste) — |L(f)| +2 < do(f) —do(f) + k —
142 =k + 1. Ceci conclut la preuve. O

Le résultat précédent n’est plus vrai lorsgueaut un.

Lemme 15. Soit@ une(1,[)-quasi-arborescence enracinée e®t soitL une assignation de
listes pourQ telle que|L(v)| > 2 siv n’est pas une feuille, 6f.(v)| > dg(v) sinon. Notons
S I'ensemble des feuilles de degré interne au moins deuxc$ioi¢ L-coloration des feuilles.
L'une au moins des deux assertions suivantes est vraie.

(i) La colorationc s’étend en unéd.-coloration deQ telle queim(u) = 0 etim(v) < 1
SivégsS.

(i) La colorationc s’étend en deux.-colorations différentes; et ¢, de () telle que
c1(v) = ca(v) Siv #uetim®(v) < 1siv ¢ S.

En outre, quitte a recolorer des sommetsSjeoutes ced.-colorations peuvent étre rendues
1-impropres.
Enfin, si|L(u)| > 3 alors I'assertion(i) est vraie.

Démonstration. Par induction sur le nombre de sommets, le résultat étant trivialement vrai si
V(@) =1.

Le graphe — u est I'union de deux1, [)-quasi-arborescencég, et (), respectivement
enracinées en, etv,. Elles sont sommet-disjointes sauf éventuellement sur des feuilles. Soit
une L-coloration des feuilles d@. D’apres I'hypothése d'induction,s’étend &), et(Q,. Pour
chaque sommetde(@ — S, img(v) = img, (v) < 1.

Si 'un au moins deg); satisfait(ii), ou si|L(u)| > 3, supposons, sans perte de généralité,
{c(v1),c(va)} # L(u) : il est alors possible d’étendreen uneL-coloration de() satisfaisant
().

Si @, et(), satisfont tous deufi), alors soitc(v;) = ¢(vg) et alors choisik(u) € L(u) \
{c(v1)} fournit uneL-coloration de) satisfaisanti) ; soit coloreru avec alternativement avec
les deux couleurs de sa liste fournit les deux coloration@)Xe

A présent, il est possible de recolorer avec impropreté zéro chaque féuileS qui a
impropreté au moins deux dafsen vertu du lemme 12, puisqdg(f) —|L(f)|+2 < 2. Ceci
conclut la preuve. O

Ces résultats permettent de mieux appréhender la structure des graphes de déchargement.
Le lemme suivant généralise la proposition 14.

Lemme 16. Soit D une graphe de déchargement d’un graghel)-minimal G.

(i) Le degré externe dan8 de tout sommet avecd(u) € {l + k,...,l + 2k — 1} est
au plusd(u) — I + 1. En particulier, D est acyclique.
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(i) Pour tout sommet de degré interne und;,(u) est unek, [)-quasi-arborescence. En
particulier, le degré des feuilles dans), (u) est au plug + & — 1.

Démonstration. (ii) est une conséquence directe(feProuvongi).

Soit L unel-assignation poufr. Notons en premier lieu qul ne possede pas decircuit
puisque deux< [ + k£ — 1)-sommets ne sont pas adjacents d’apres le lemme 13. Remarquons
de plus qu’afin de créer un circuit daik il est nécessaire de créer un sommeate degré
externe dan® au moinsd(u) — [ + 2. Supposons par I'absurde géiecontienne un sommet
u de degré externe au moidéu) — [ + 2 et soitD’ le graphe orienté obtenu juste aprés avoir
créé le premier tel sommat Soitu — v la derniére aréte qui a été orienté ddvisLe som-
metwu possédel(u) — [ + 2 voisins externes dan®’ (en comptant) alors quev en posséde
d(v) — l + 1. Divisons I'étude en deux cas selon que I'orientation de 'an@terée un circuit
(qui sera nécessairement le premier) ou non.

Premier cas: l'orientation deuwv crée un circuitC. Soit w le voisin interne de: dans
C.Posong); := A}, . (v), Q2 := AL, (u) etQ =: Q1 U Q2. Notons quey); et Q, sont
des(k, [)-quasi-arborescences qui sont sommet-disjointes, sauf éventuellement sur des feuilles.
En particulier, le degré externe dahs de tout sommet interne dg; et de(, est au plus
da(z) — | + 1. Plus précisément, tout sommet interne* w satisfaitd}, (z) = dg(z) — 1 + 1
alors qued),(w) = da(w) — I et pour tout sommet interned,, () = 1. SoientF' 'ensemble
des feuilles d€), S I'ensemble des feuilles de degré interne au méins dansQ etS = F\S
PosonsQ Q — S. Par minimalité deZ, soitc une L-colorationk-impropre dei’ := G — Q
Soit f € S : si l'impropreté def est au moing: — d, o(f) + 1, alors en vertu du lemme 12
peut étre recoloré avec improprét@uisquede: (f) — \L(f)! +2=da(f) —do(f) —1+2<
I+k—1—dy(f)—1+2=Fk—d,(f)+ 1. Soit L, 'assignation de listes suivante pagy :
Li(x) == L(x) \ {a : 32 € Ng_q,(2),c(2) = a} siz ¢ S, etLy(z) := {c(x)} sinon. Pour
tout sommet interne # w

|Li(2)] > 1 = (do(x) — dg, (2)) = 1 — de(z) + dg(x) — 1 +1+1 =2
et puisquelt (w) = dg(w) — I mais queu n'est pas encore coloré
|Li(w)| > 1 — (dg(w) —dg,(w)) + 1 =1—dg(w) +de(w) =l +1+1=2.
Pour la raciney, d~(v) = 0 maisu n’est pas coloré donc
[Li(v)| = 1 = (da(v) = dg, (v)) + L =1 —da(v) + da(v) =1+ 1+ 1=2,
et pour une feuillef € S
[Li(f)] 2 1= da(f) +do(f) 2 1= (I+ k= 1) +do(f) = do(f) =k + 1.

Finalement, sif € S alors|L,(f)| = 1 > max{1,dg(f) — k + 1}.

Il est ainsi possible d’appliquer les lemmes 14 et 15. A cette fin, commenconhs-palorer
toutes les feuilles d@);.

Supposons d’abord > 2. D’apres le lemme 14, il existe unk -colorationc; de Q)
telle que1mQ (v) < k — 1. Notons quer; étendc en uneL-coloration deG — (), telle que
l'impropreté de chague sommet soit au pkusauf éventuellement celle de certains sommets
de S. De plus,img_g,(v) < k — 1. Soit & présent, I'assignation de listes suivantes pour
Q2. Lo(u) := L(u) \ {a : 32 # v € Ng_g,(u),c(z) = a)}, La(x) := {c(z)} siz estune
feuille et Ly(z) := L(z) \ {a : 32 € Ng_g,(x),c(z) = a} sinon. Notons quéLsy(u)| > 2.
Appliquons alors le lemme 14 afin d’obtenir uhg-coloration de), et donc une.-coloration
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de G. Limpropreté de chaque sommet n'appartenant pads_&{u, v} est au plus:. De plus
img(u) < img,(u) +1 < k— 1+ 1 = k puisqu’aucune couleur dby(u) n'est attribuée
a un voisin deu dansG — (@2 — v). De la méme faconmg(v) < img_g,(v) +1 < k
puisque la couleur de a été supprimée de la liste de ses voisins dans u. Sil'impropreté
de f € S est au moins: + 1, f est recoloré avec impropretégrace au lemme 12 puisque
de(f) = |L(f)| +2 <1+ k—1-142 = k+ 1. Ceci permet d’obtenir uné-coloration
k-impropre deG.

Supposons a préseht= 1. En vertu du lemme 15, il existe urg-coloration deG — Q-
telle que 'impropreté de chague sommet n’appartenant gasdit au plus un. De plus, soit
limpropreté dev est0 (i), soit 'impropreté dev est un et alorg peut indifferemment étre
coloré avec les deux couleurs de sa l{#)e Notons que siv a un voisin distinct de qui est en
outre un sommet interne @@, alors|L, (v)| > 3 et nous pouvons donc supposer gusatisfait
(). En définissani., comme précédemment, le lemme 15 s’appliqug,at fournit uneL,-
coloration de(), et donc unel.-coloration deG telle queu satisfasséi) ou (ii). Limpropreté
de chaque sommet n'appartenant pasia {u, v} est au plus un. Si satisfait(i), alors soit
u satisfait auss(i) soit v satisfait(ii) et dans ce cas nous pouvons supposerwqaev sont
colorés differemment. Dans tous les cas ces deux sommets ont impropreté au plus @nh dans
Siv satisfait(ii), alors I'unique voisiny dans(), estu. Nous pouvons ainsi supposer guetv
sont colorés differemment, et donc qu’ils ont impropreté au plus un@ans

Finalement, toute feuille d& d’'impropreté au moins deux peut étre recolorée en vertu du
lemme 12, ce qui fournit uné-colorationl-impropre deG.

Ainsi G estk-improprement-choisissable, une contradiction.

Second casil n'y a pas de circuit dan®’. Alors Q := A}, (u) est une quasi-arborescence.
En outre, le degré externe de tout sommet interest au plus (et donc exactemedty) — [+ 1.
Soientuy, . .., vs les voisins externes de posonsy); := A7, (v;) pourj € {1,2,...,s}. Les
Q; sont degk, [)-quasi-arborescences qui sont sommet-disjointes sauf éventuellement sur des
feuilles. SoientF' 'ensemble des feuilles d@, S I'ensemble des feuilles de degré interne au
moinsk + 1 dansQ et S := F \ S. Posons@ := @ — S. Soit L unel-assignation poué.
Par minimalité de&, soitc une L-colorationk-impropre deGG’ := G — Q. Soit f une feuille
de S. Si l'impropreté def est au moins: — dg(f) + 1, il est possible de recoloref avec
impropreté0 grace au lemme 12 puisque:(f) — |L(f)| +2 < da(f) —do(f) — 1+ 2 <
l+k—1—do(f)—1l+2=k—do(f)+1.

Pour tout sommet € Q, soit L'(v) := L(v) \ {a : 3w € Ng(v),c(w) = a} siv ¢ S et
L'(v) :={c(v)} sinon. Notons que pour tout sommet intetne

|L'(v)] > 1 — (dg(v) —dg(v)) =1 —dg(v) + dag(v) =1+ 1+1=2.
Pour une feuillef € S

LN 21 =da(f) +do(f) 21 = (I+k—1)+do(f) = do(f) =k + 1.

Supposons d’abork > 2, et /-colorons toutes les feuilles. Le lemme 14 permet d’étendre
cette coloration en uné’-coloration de chaqué);, et, quitte a recolorer des feuilles de il
existe uneL-colorationk-impropre de — u telle queim(v;) < k — 1 pourj € {1,2,...,s}.

Remarquons qui./(u)| > |L(u)| — d(u) + df (v) = | — d(u) + d(u) — 1 +2 > 2. De
plus,u possédelt (u) = d(u) — [ + 2 < 2k + 1 voisins externes dang'. Il existe donc une
couleur del’(u), disonsa, qui est attribuée & voisins externes de. Donc poser(u) := «
fournit uneL-colorationk-impropre deiZ par définition del)’.
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Supposons maintenait = 1 et L’-colorons toutes les feuilles. Le lemme 15 permet
d’étendre cette coloration en uié-coloration de chaqué@);, et quitte a recolorer des feuilles
de S, il existe uneL-colorationl-impropre de& — u telle que, pour chaqus, soitim(v;) = 0
soitv; peut indifféeremment étre recoloré avec une autre couleur @de).

Les mémes calculs que précédemment montrent I'existence d’'une couléifigledisons
«, attribuée a au plus un voisin de disonsv;. Posons:(u) := «. Siv; satisfait la premiére
condition, nous obtenons urecolorationl-impropre de. Siv; satisfait la seconde condition
nous pouvons supposeu) # c(v) et donc obtenir également uihecolorationl-impropre de
G.

Ainsi GG estk-improprement-choisissable, une contradiction.

O

Démonstration du théoréme 15.Soit G un graphgk, [)-minimal et soitD un graphe de dé-
chargement dé&'. Au départ, chaque sommet posséde une chafge¢ = d(v). Ensuite, la
regle de déchargement suivante est appliquée : chaque sommetﬁ%rﬁn@hacun de ses
Voisins externes.

Examinons la nouvelle chargé(v) d’'un sommet en fonction de son degré.

— Sid(v) <1+ k- 1 Ie degré interne de estd(v) donc sa nouvelle charge est(v) =

d(v) + lgck [+ 05 l+k
— Sid(v) € {l+k,...,l+ k+ ¥} alors le degré externe deest soit au plug(v ) —let

donc sa nouvelle charge estau mais) — (d(v) — 1) x & = 19 4 k> 14 b soit

d(v)—Il+1d'apréslelemme 16. Dans ce cas, par définition d’un graphe de déchargement,
le degré interne de est un donc sa nouvelle charge est

k k k lk
'W)y=d(w) —(dv) —1+1) X — + —— =d(v) — (d(v) — >4+ —-.
w/(v) = d(v) = (d(v) =1+ 1) x o g = d) = ([d) = 1) x o > T

— Sid(v) € {l+k+%,...,1+2k—1}, alors d’apres le lemme 16, le degré externe dst au

plusd(v)—I+1. Doncw' (v) > d(v)—(d(v)—1+1)x L = b L kick > PEokl gy K
— Sid(v) > I + 2k, alorsw'(v) > d(v)(1 — &) = W9 > Bkl gy K
Ainsi Mad(G Z Zw >+ kL

|V\ V] I+ k
veV veV

2.3.2. Borne supérieure

Dans cette sous-section, nous construisons, pour tout éntie2 and tout entierc > 1,
un grapheG? qui n’est pask-improprement-colorable. Son degré moyen maximum fournit
ainsi une borne supérieure podif(k,l). Pour construirez%, prenonsk + 1 copies deH,,
(défini dans la sous-section 2.2.1) et identifions leur sommkee grapheGy pourl > 3 est
définie récursivement. En premier lieu, créons le grajptieen prenant: copies de=? , eten
ajoutant un sommetb relié a tous les autres sommets. Il suffit alors de prehdre copies

M, ..., M1 de M}, de relier tous les sommets;, ..., w;_; (de sorte qu'ils induisent un
graphe complet d’ordré— 1), puis d’ajoutert + 2 sommetsy, 24, . . ., 2,41 Chacun étant relié
a chaquew; pouri € {1,...,l—1}. Enfin les arétes,z; pouri € {1, ...,k + 1} sont ajoutées

(voir figure 2.3.2).
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FIG. 2.2. Le grapheG}.

Lemme 17.Pour tout entierl > 2 et tout entierk > 1, le grapheG* n’est pask-improprement
[-colorable.

Démonstration. Le résultat est vrai pouz5. Supposons le résultat vrai polr- 1 > 2 et
montrons-le poulG¥. Tout d’abord, notons que dans touteoloration k-impropre del/,
limpropreté du sommety; estk. En fait, w; possede un voisin de sa couleur dans chaque
copie deGY , puisque sinorGY | seraitk-improprement/ — 1)-colorable. Donc, pour tout
i€{1,2,...,1—1},w; ne peut avoir aucun sommet de sa couleur dgns M*. En particulier,
comme le sous-graphe induit par, . . . w;_; est complet, tous les pouri € {0,1,..., k+1},
doivent étre colorés de la méme couleur. Mais dans ce cas I'impropretéede: + 1. O

Lemme 18. Le nombre de sommets @& est

nf =20+ (I + 1)k +

l
-1 .
(SR

=2 (I =)t

En particulier, en tant que polynéme énnf ~ (I — 1)k

Démonstration. Par définitionpy = k2 + 3k +3etVi > 3,nf = (kxny , +1) x (I—1) +
k+ 2. Ul

Lemme 19. La somme des degrés des sommet§idenotéesy, est un polyndme ehtel que
s~ 201K
Démonstration. Par définitionss = 4k% + 10k + 6 ets} = (I —1)(k x sF | + 2k xnf | +1+

k) + (I+ 1)k + 2l sil > 3. Doncsy est un polyndme eh de degré. De plus, en notant’ son
coefficient dominant = 4 etVvi > 3,cf = (1 — 1) x ¢f | +2k x (I —1)!.. Donccf = 2I!. O

Proposition 15. Pour tout entier fixé > 2
lim Mad(G}) = 2l.

k—o00

Démonstration. Le degré moyen maximum d&¥ est son degré moyen. Donc, d’aprés les
lemmes 18 et 19,

. N
dim Mad(G1) = 20—,

Le corollaire 1 découle immédiatement du théoreme 15 et de la proposition 15.
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2.4. Application aux graphes de genre > 1

En vertu de la formule d’Euler généralisée, tout graphde genre- et de maille au moins
g Vveérifie
29 49(r —1)
-2 (9-2)|V(H)]
Ceci permet notamment d’étendre le corollaire 2 des graphes planaires aux graphes toriques
(c’est-a-dire aux graphes de genre un), et d’obtenir le corollaire suivant.

Ad(H) < J

Corollaire 3. Tout graphe torigue sans triangle elsimproprementt-choisissable.

Démonstration. Le degré moyen maximum d’un graphe torique sans triangle est au plus

2x4 24 4x1

Précisons que la question de savoir si tous les graphes toriques-soptoprementd-
colorables est toujours ouverte.
Intéressons-nous a présent aux graphes de genre au moins deuxMi@8a][a prouve
les résultats suivants pour les grapliede genre- > 2 :
— siG possede au moirXd faces et si sa maille est au moins9 alorsG estl-improprement
2-choisissable ;
— si G posséde au moins3 faces et si sa maille est au moifi§(r + 5)] alorsG est2-
impropremen-choisissable ; et
— siG possede au moirigl faces et si sa maille est au moinsb alorsG est3-improprement
2-choisissable.
Nous allons montrer comment nos résultats améliorent ceux-ci. Pous, it f (Ad, g) :=
23 N (Ad —1)isig = 2s et f(Ad,g) := 1+ Ad Y 7"} (Ad — 1) sig = 25 + 1. Alon, Hoory
et Linial [AHLO2] ont prouvé que tout graph® de mailleg satisfait|V (H)| > f(Ad, g). Par
conséquent, le degré moyen maximum de tout graplde genre- et de mailleg satisfait

2¢ 4(r—1)g
Mad(G Mad(G) — —
Il est donc aisé de déduire des conditions sur la maille et le genre permettant d’utiliser le
théoréme 15, comme par exemple le corollaire suivant.

<0.

Corollaire 4. SoitGG un graphe de genre > 2.
— Si la maille dez est au moing + 8 alors G estl-impropremeng-choisissable.
— Sila maille deiZ est au moing + 6 alors GG est2-impropremeng-choisissable.
— Sila maille deiZ est au moing + 5 alors GG est3-impropremeng-choisissable.

2.5. Conclusion

L'étude de la coloration impropre des graphes de densité bornée a notamment permis d’ob-
tenir des corollaires intéressants concernant les graphes de genre borné et de maille fixée. Plu-
sieurs questions restent a résoudre, en particulier déterminer la valeur exacté ds et de
gr pourk € {1,2,3}. Cela permettrait de savoir si la planarité et la maille jouent effectivement
un réle pour la coloration impropre ou si, au contraire, la contrainte plus faible de la densité
suffit a déterminer la colorabilité du graphe.

Un autre probleme intéressant est de déterminer s’il existe ou non une différence entre la
2-coloration (impropre) et l&-choisissabilité (impropre) pour les graphes planaires de maille
donnée, ou plus généralement pour les graphes de densité bornée. Par exemple, existe-t-il un



2.5. Conclusion 47

graphe planaire de mailleé qui soit 1-improprement2-colorable, mais pag-improprement
2-choisissable ?
Enfin, rappelons ici la question dedecolorationl-impropre des graphes toriques.

Probléme 3. Tout graphe torique est-il-impropre 4-colorable ? Tout graphe torique est-il
1-impropre4-choisissable ?






CHAPITRE 3

Coloration impropre des graphes
d’intersection de disques unitaires

Les résultats de la section 3.2 de ce chapitre ont été obtenus avec Ross Kang et Frédéric
Havet HKSO05] (voir [HKSO06] pour une version plus compléte de I'étude présentée ici) ; ceux
des sections 3.3 et 3.4 avec Ross Kang et Tobias Mi{EiJ05a, KMS06].

3.1. Introduction

Nous étudions dans cette partie le cas fondamental ou la zone de bruit de chaque antenne
est modélisée par un disque de rayon fixéLe graphe de bruit obtenu est alors un graphe
d’intersection de disques unitaires.

Définition 10. Un grapheGG est ungraphe d’intersection de disqusg et seulement si, il est
possible d’associer a chaque sommetden disque du plan de sorte que les intérieurs de deux
disques s’intersectent si, et seulement si, les sommets correspondants sont voisins dans

Un graphe&’ est ungraphe d’intersection de disques unitaisgset seulement si, il est possible
d’associer a chaque sommet@eaun disque du plan de rayon un, de sorte que les intérieurs de
deux disques s’intersectent si, et seulement si, les sommets correspondants sont voisins dans
G. Par homothétie, il est équivalent de demander que tous les disques aient un ménte rayon
Une configuration de disques est appelée repeésentatiorou uneréalisationde son graphe
d’intersection.

L'étude des graphes d’intersection de disques provient principalement des applications aux
réseaux de télécommunication, et en particulier des applications aux diverses variantes du pro-
bleme d’allocation de fréquences. Notons ici que déterminer si un graphe est un graphe d’in-
tersection de disques unitaires et fournir une représentation le cas échéant est un probleme
NP-complet en généraBK98, HK01]. Toutefois, pour les applications, une réalisation du
graphe est donnée.

Plus généralement, &i est une collection d’ensembles alors pour toute fanfileC 3,
le graphe d’intersection de-, noté2(F), est le graphe dont les sommets sont les éléments
de F, et dont les arétes sont les couples d’éléments distincis dent l'intersection est non
vide. Laclasse d'intersectionle 3, notée2(Y), est la classe des graphgs(F) : F C X}.

Une classe de graphgsest uneclasse de graphes d’intersectisi et seulement s§; est iso-

morphe &2(X) pour une certaine collection. Les graphes d’intersection ont donné lieu a de
nombreuses études (voir par exemEM99]). Ainsi la classe des graphes d’intersection de
disques unitaires est-elle la cla$3€:) ou ¥ est I'ensemble des disques unitaires ouverts du

49
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plan. Cette classe est notd®. La classe des graphes d’intersection de disques (i.e. la classe
(X)) ou X est 'ensemble des disques ouverts du plan) est, elle, fdtdeest possible de
travailler dans d’autres dimensions : la cla8$&) ou X est 'ensemble des boules ouvertes de

R? est notamment étudiée pour ses applications dans I'analyse des molét@83]. Dans

le cas ouY est 'ensemble des intervalles unitaires ouvertsRgéa classe obtenue est celle

des graphes d'intervalles unitaires, notéke La classe des graphes d’intervalles, ndtgest
définie de fagcon analogue. Ces classes de graphes sont utilisées pour modéliser des problemes
d’allocation de fréquences sur des terrains longilignes, mais aussi en génétigaé] et or-
donnancement3ol80]. La classe des graphes planaires, ndkéest incluse dans la classe

D. Létoile K, ¢ est un graphe planaire d’intersection d’intervalles, mais n’est pas un graphe
d’intervalles unitaires, le cycl€’, est un graphe planaire d’'intersection de disques unitaires
mais n’est pas un graphe d’intervalles. En outre, le graphe complest un graphe d’inter-
valles unitaires (donc un graphe d’intervalles et un graphe d’intersection de disques unitaires),
et n’est pas planaire. Ainsi les clasSeslD etP ne sont-elles pas comparables pour la relation
d’inclusion. La figure 3.1 illustre les relations entre ces classes.

D

o
AvA

Fic. 3.1. Relations entre les classH§, J, UD, D and?®.

Contrairement au cas général, déterminer la taille de la plus grande cliqgue d’'un graphe
d’intersection de disques n’est pas un probléXfB-complet. En outre, en vertu de propriétés
élémentaires des configurations de disques dans le plan, tout graphe d’intersection de disques
unitairesG avec au moins une aréte verifigG) < 6w(G) — 7 (il suffit de considérer des
secteurs d’angl€), ce qui permet d’avoir ung-approximation pour le nombre chromatique
(en vertu de la proposition 2). Il est possible de faire mieux, et3iapproximation a été
donnée par PeeterB¢e9] ainsi que par Graf, Stumpf et WeiRenfeG$FW9SG,.

La suite de ce chapitre est organisée de la facon suivante : dans la prochaine section, nous
prouvons que l&-colorationk-impropre des graphes d’intersection de disques unitaires est un
problemeN P-complet pour tout couple d’entiers fixé k) avecl > 2 etk > 1. Nous intro-
duisons ensuite la coloration impropre pondérée pour les sous-graphes du réseau triangulaire,
et montrons a nouveau des résultats de complexité (le réseau triangulaire est souvent utilisé
pour les réseaux d’antennes car c’est le moyen le plus efficace de couvrir le plan). En raison de
ces résultats négatifs, nous étudions dans les sections 3.3 et 3.4 le rapport entre la taille de la
plus grande clique et le nombre chromatiguenpropre dans les deux cas suivants : lorsque
'ensemble de sommets est un ensemble dénombrable de points “convenablement répartis” et
une aréte est présente si, et seulement si, deux points sont “suffisamment proches”, et pour les
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graphes aléatoires d’intersection de disques unitaires. Le premier cas est une hypothése raison-
nable pour de grands réseaux de récepteurs, qui se justifie également sur le plan théorique par
les résultats de complexité prouvés dans la section 3.2. Les ensembles quelconques de points
seront d’abord étudiés, puis les résultats seront affinés pour les ensembles de points dont la dis-
tribution est uniforme, et les réseaux (en patrticulier le réseau triangulaire). De méme, I'étude
des graphes aléatoires d'intersection de disques unitaires, selon le modéle développé par Pen-
rose Pen03, est un moyen intéressant d’obtenir des renseignements sur le probléme général,
qui estN’P-complet.

Précisons que nous ne connaissons pas d’approximation pour le nombre chrorhatique
impropre des graphes d’intersection de disques unitaires autre gesplaroximation triviale
obtenue en multipliant la taille de la plus grande clique g%r Dans le cas aléatoire, les
résultats obtenus dans la section 3.4 montrent que, pokrfix@ et un graphe aléatoire d’in-

tersection de disques unitairé,, la valeur 292} x 2Y3 calculable en temps polynomial,

est une approximation raisonnableéG,,) lorsquen est suffisamment grand (précisons que
23 % 1,103 < 6).

3.2. Complexité
3.2.1. Graphes d'intersection d’intervalles

Proposition 16. Pour tout entierk fixe, il existe pour tout entier non nulun graphe d’inter-
valles unitaires]; qui n’est pask-improprement-colorable, et tel que son degré maximum
ainsi que la taille de sa plus grande clique st + 1).

Démonstration. Soit/; le graphe constitué d’une cliqué de taillel(k+1) et d’'un sommet
voisin d’exactement/ —1)(k+1)+1 sommets dé. I}, est clairement un graphe d’intervalles
unitaires. Supposons qu’il existe uhieolorationk-improprec de I ;. Alors tout sommet de
K aimpropreté dansK. Commeu possedél — 1)(k + 1) + 1 voisins dansk, le sommet
posséde dank un voisin de chaque couleur, et donc quelle que soit la couleuyulesommet
de K a impropreté au moins + 1, une contradiction. O

Cet exemple montre que la borne supérieure donnée par la proposition 2 est serrée pour la
classe des graphes d’intervalles unitaires en général.

Au vu de cette proposition, il est naturel de se demander quelle est la complexité du pro-
bleme de coloratiok-impropre restreint a la clas$&). Nous prouvons a présent, en donnant
un algorithme de programmation dynamique, que ce probléme est polynomial poluiixe.

Une premiere remarque est qu’un graphe d’intervalles unitairesi-sgnplicial, c’est-a-
dire que le voisinage de tout sommet peut étre partitionné en deux cliques.

Proposition 17. Etant donnés deux entiekset /, tout graphe bi-simplicialz' de degré maxi-
mum au moing2! — 1)(k + 1) n’est pask-improprement-colorable.

Démonstration. Supposons quesoit unel-colorationk-impropre dei etv un sommet dé;
de degré au moin&! — 1)(k + 1), tels quec(v) = 1. Soit H le sous-graphe dé€' induit par
les voisins de» non colorédl. La colorationc est ungl — 1)-colorationk-impropre deH. De
plus, commem,(v) < k, H compte au moing2l — 1)(k+1) —k =2l —1)(k+ 1)+ 1
sommets. Le graph@ étant bi-simplicial,H peut étre partitionné en deux cliques. L'une de
ces deux cliques contient au moifis- 1)(k + 1) + 1 sommets, ce qui contredit le fait quie
estk-improprement! — 1)-colorable. O
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Il est bien connu que les graphes d’intervalles sont de graphes parfaits, donc en particulier
tout graphe d’intervalle& vérifie w(G) = x(G) : il suffit de partir d’'une représentation dé
et d'appliquer une coloration gloutonne des sommets trieés dans 'ordre de I'abscisse minimum
de chaque intervalle. Le nombre de couleurs de cette coloration est.éda) &t la coloration
est donc optimale)

Théoréme 17.Soientk et deux entiers fixés. Il est polynomial de décider si un graphe d’in-
tervalles esk-improprement-colorable.

Démonstration. Soit G un graphe d’intervalles. Il est polynomial de calculer la tailg>)

d’'une plus grande clique d&. Siw(G) > I(k + 1), G n'est pask-improprement-colorable
d’aprés la proposition 2. Supposons danc) < I(k + 1). Considérons a présent une repre-
sentation par intervalles dé. Notons par, ..., v, les sommets dé&' ordonnés de gauche

a droite dans l'ordre de la plus petite abscisse de chaque intervalle. L'algorithme consiste a
maintenir en mémoire toutes les colorations partielésipropres induites sur I'ensembte

des sommets du sous-graphe déja traité (ainsi que I'impropreté correspondante de chaque som-
met; cet ensemble varie au fur et a mesure du déroulement de I'algorithmae), I8qtochain
sommet a traiter. Seuls les voisins@sont conservés dartis Ensuite, pour chaque coloration
mémorisée des sommets del'algorithme teste (de fagon exhaustive), si la coloration peut
étre étendue a et mémorise les colorations ainsi obtenues. Comme les sommgts/de }
induisent une clique darg, S contient au plus,(G) — 1 sommets. Il est donc suffisant d’uti-

liser une liste de taillé/k)~(@) < (1k)!*+1 pour cette mémorisation. Enfin, le fait de ne garder
dansS que les voisins (déja colorés) dene pose pas de probleme pour la suite puisque tout
sommety; avecj < 4 qui n'est pas adjacent@ ne peut étre adjacent a un sommgtavec

k > i La complexité de I'algorithme obtenu est linéaire en le nombre de sommets du graphe,
chaque sommet effectuant au ptus (Ik)'*+1) opérations élémentaires. O

Ce résultat ne résout toutefois pas entierement le probleme de la complexité pour la colora-
tion impropre des graphes d’intervalles.

Probléme 4. Etant donné un entiek fixé, existe-t-il un algorithme polynomial permettant de
déterminer le nombre chromatique de tout graphe d’intervalles, ou de tout graphe d’intervalles
unitaires ?

Pour les graphes d’intervalles unitaires, le résultat suivant montre que seules deux valeurs
sont possibles : la borne inférieure générale donnée par la proposition 2, ou ce nombre plus un.

Théoréme 18.1l existe un algorithme linéaire donnant urﬁ%%} + 1-coloration k-impropre
de tout graphe d’intervalles unitaires.

Démonstration. Soitl := {%W + 1. Considérons une représentation par intervalles unitaires
de G et soientvy, vy, ..., v, les sommets d& dans I'ordre induit par la représentation. Co-

lorons le sommet; avec la couleuy si, et seulement si,.*5 | = j mod I. Cette coloration
utilise [ couleurs par définition. Supposons que le somspeit impropreté au moing + 1 :
alors, sans perte de genéralité, disons que le sommet;)1)+1 €st voisin dey;. CommeG
est un graphe d'intervalles unitaires, cela implique que les sommets, . . ., Viy(—1)(k+1)+1
induisent une clique dargs, qui est de tailld/ — 1)(k+1) +2 > w(G) + 2, contradiction. [

Comme mentionné, nous ne savons pas s'il est polynomial ou non de déterminer laquelle
des deux valeurs est correcte.
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3.2.2. Lal-coloration k-impropre des graphes d’intersection de disques unitaired, > 3

Le probleme de la-coloration propre restreint aux graphes d’intersection de disques uni-
taires étanf\'’P-complet GSW9§ pour tout! > 3, il est raisonnable de penser qu'il en est
de méme du probleme de laolorationk-impropre, pour tout > 1 fixé. C’est ce que nous
prouvons dans cette sous-section, en utilisant une réduction inspiréSu¢dg.

Théoréme 19.Pour tout entierk et tout entierl > 3 fixés, le probléme de l&coloration
k-impropre restreint aux graphes d'intersection de disques unitaired/éstcomplet.

Notons que le théoréme 19 est vrai méme lorsqu’une représentation du graphe d’intersec-
tion de disques unitaires est connue, ce qui est important puisque, comme mentionné précédem-
ment, reconnaitre un graphe d'intersection de disques unitaires est un pratieraemplet.

Notre approche généralise celle &§W98 : nous montrons a présent comment construire,
étant donné un graph@ = (V, E), un graphe d'intersection de disques unitaites- (V, E)
qui estk-improprement-colorable si, et seulement sk, est/-colorable. La clé est de géné-
raliser les graphes auxiliaires. Nous utiliserons le méme plongement pour le gragihda
représentation dé& nécessitera juste de légéres modifications techniques afin d’intégrer un
gadget de croisement plus grand.

Le schéma de la démonstration est le suivant : nous allons utiliser un plongendedads
le plan permettant de remplacer, de fagon systématique, ses arétes par des graphes d’intersec-
tion de disques unitaires convenablement choisis, de sorte que I'existencé-dalosation de
G soit équivalente a I'existence d’ueolorationk-impropre du graphe obtenu. Nous aurons
deux problémes principaux a résoudre : tout d’abord, corfiméest pas nécessairement pla-
naire, des arétes peuvent s’intersecter dans notre plongement; ensuite, le dégné&tint
pas borné en fonction de la taille de sa plus grande clique, nous devons étre capables de gé-
rer les sommets de “gros” degré puisque, comme mentionné dans l'introduction, tout graphe
d’intersection de disques unitairésavec au moins une aréte vérifie

A(H) < 6w(H) —T7.

Ces deux questions seront résolues en introduisant deux types de graphes d’intersection de
disques unitaires auxiliaires : les gadgets de croisement afin de remplacer les croisements
d’arétes et les gadgets de sommets.

Le reste de cette sous-section est organisé de la facon suivante : les graphes d’intersection
de disques unitaires auxiliaires sont décrits dans la sous-section 3.2.2.1, la sous-section 3.2.2.2
est consacrée a la description d’'une réalisation du graphe d’intersection de disques unitaires
G construit & partir de7, et la sous-section 3.2.2.3, basée sur les précédentes, est dédiée a la
preuve du théoreme 19.

Avant d’entrer dans les détails de la démonstration, prouvons le lemme suivant.

Lemme 20. NotonsK; une clique de taillek + 1, K, une clique de taille(l — 1)(k + 1)
et K3 une clique de taillej, ouj € {1,2,...,k + 1}. Soit H le graphe formé par ces trois
cliques en ajoutant toutes les arétes enlife et K, et entre K, et K3. Le grapheH estk-
improprement-colorable, et dans toutecoloration k-impropre deH les sommets d&; U K,
sont monochromatiques.

Démonstration. Supposons que soit unel-colorationk-impropre deH. Soit v un sommet
de K3, supposons, quitte a renommer les couleurs,est coloré avec la couledrpar c.
Le sous-graph&’ de H induit par les sommets d&; U K, est une clique de taillék + 1) +
(l—1)(k+1) = I(k+ 1), donc toutes les couleurs apparaissent exactement fois dans
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X, et tout sommet d& a ainsi impropreté& dans.X. En particulier, la couleut ne peut pas
apparaitre sur un sommet d&. Commek, induit une clique de taill¢/ — 1)(k + 1), toutes
les autres couleurs apparaissent exactemment fois dansk,, forgcant ainsi tous les sommets
de K; U K5 a étre colorés avec la coulelir

Une[-colorationk-impropre deH est obtenue en colorant tous les sommetgdde) K
avec la couleut et ceux dei{, avec led — 1 couleurs restantes (chaque couleur étant attribuée
ak + 1 sommets des5). O

3.2.2.1. Construction des graphes auxiliaires.

Introduisons tout d’abord les graphes qui remplaceront les arétes dans le plongement de
G. Tous ces graphes sont des graphes d’intersection de disques unitaires, et, a I'exception
du dernier, tous peuvent étres représentés par des représentations similaires a celles données
par [GSW9§. Les autres propriétés sont données sans preuve, puisque qu’elles découlent soit
directement de la définition, soit d’une application simple du lemme 20. Nous utiliserons fre-
guemment des cliques, et la figure 3.2 donne les conventions utilisées dans les autres figures.

Une clique de taillgl — 2)(k + 1) Une clique de taillgl — 1)(k + 1)

@

Une clique de taillés + 1 Une clique de taillec

Fic. 3.2. Conventions utilisées pour les figures. Ajoutons qu’un trait entre deux cercles signifie
gue toutes les arétes possibles entre les deux cliques correspondantes sont présentes.

Définition 11. Un (k,[)-cable d’ordrem, note W}, est constitué de: + 1 cliques de taille
k+1, WV, WV, ...,WV,, etdem cliques de taillgl — 1)(k + 1), WC,,WCs, ..., WC,,.
Pour chaqueé € {1,2,...,m}, tous les sommets de la cliqiEC; sont voisins des sommets
des cliquesV'V;_; etWWV;. Les cliquedV'V;, et WV, sont dénomméeadiques-extrémités

La figure 3.3 montre u(k, [)-cable d’ordre trois.

FIG. 3.3. Le (k,1)-cableW,.

Proposition 18. SoitW;"; un (, [)-cable d’ordrem.
(i) Le graphelV}"; posseden(l—1)(k+1)+(m+1)(k+1) = (ml+1)(k+1) sommets;
(i) il estk-improprement-colorable, mais pag-improprement! — 1)-colorable ;

(iii) toute!-coloration k-impropre delV;”; assigne une méme couleur aux sommets des
cliquesWVy, WV, ..., WV,,. En particulier, les sommets des cliques-extrémités ont
la méme couleur; et

(iv) le graphelV}’; est un graphe d'intersection de disques unitaires.
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Définition 12. Une (k, [)-chaine d’ordrem, notéek”; est constituée d'ufk, [)-cable d’ordre
m, W, etd'une cliquéV F' de taillej pourj € {1,2,...,(I — 1)(k + 1)}. Toutes les arétes
entre les sommets dé& F' et ceux dei’'V,,, sont ajoutées. La cliqud’V; est appeléelique-
extrémité fixégalors que la cliquél’ I’ est appeléelique-extrémité forcée

Une (k, [)-chaine d’ordre trois est représentée par la figure 3.4.

FIG. 3.4. Une(k,1)-chaine d'ordre troig} .

Proposition 19. Soit K7, une(k, I)-chaine d’ordrem.

(i) Le grapheK;", possedéml + 1)(k + 1) + j sommets, oy est la taille de la clique
WEF,

(i) il estk-improprement-colorable, mais pag-improprement/ — 1)-colorable;
(iii) toutel-coloration k-impropre dek’; assigne une méme couleuaux sommets des

cliquesWV; oui € {1,2,...,m}, et tout sommet d&/ F' se voit attribuer une cou-
leur différente de:;
(iv) pour toute paire de couleurs distinctés;, c;) € {1,2,...,m}?, il existe unel-

coloration k-impropre de K}, attribuant la couleurc; aux sommets de la clique-
extrémité forcée, et la couleus aux sommets de la clique-extrémité fixée ; et

(v) une(k,1)-chaine est un graphe d’intersection de disques unitaires.
Introduisons a présent les graphes qui remplaceront les sommets de gros dégré de

Deéfinition 13. Un (, [)-clone d’ordrem > 2, notéCy;, est constitué dem—7 cliques de taille
k+1,CVy,CVa, ..., CVip, 7, deTm—6 cliques de tailldl—1)(k+1), CCy, CCy, ..., CCry_7,

et dem cliques de taillék + 1 notées),, Oy, ..., O,, 1. Pour chaque € {1,2,...,7m — 7},
tous les sommets de la cliqdéV; sont reliés a tous les sommets des cliqG€s_; et CC;.
Pour chaqueé € {0,1,...,m — 1}, tous les sommets dg; sont relié & tous les sommets de
CCy;. Les cliquex)y, Oy, . .., O,,_1 sont appeléesligues-extrémités

Un (k, [)-clone d’ordre trois est représenté par la figure 3.5.

IoN 01 O3
@

cvy CVvy Ccvy cvy CcVy [ vm CViy _ CVig_ CVig__ CVig
X oS R) 0 @) o Q)o@ @ e @ ) (R D) R RS R )
ccy  CCy ccy c©cCc3 C©Cy CC; CCg CCp CCg CCy CCpg CCjp CCip CCiz  CCyy

FiG.3.5. Le (k,1)-cloneC} .

Proposition 20. SoitCy", un (k, 1)-clone d’ordrem.

(i) Le grapheCy’, possede7m — 6)(I — 1)(k + 1) + (Tm — 7)(k + 1) + m(k + 1) =
((Tm —6)l +m — 1)(k + 1) sommets;
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(i) il estk-improprement-colorable, mais pag-improprement! — 1)-colorable ;
(iii) toutel-coloration k-impropre deCy’; assigne une méme couleur a tous les sommets
des cliques-extrémités ; et

(iv) un (k,1)-clone est un graphe d’intersection de disques unitaires.

Nous finissons en définissant le gadget de croiserfignt il remplacera les croisements
d’arétes dans le plongement @e Cette construction est basée sur celle du graphe de croise-
mentH,; de [GSW9§, chaque sommet étant remplacé par une clique de failld, et chaque
aréte par desk, [)-chaines d’ordre approprié pu 2), de sorte que le graphe obtenu soit un
graphe d’intersection de disques unitaires. Les graphes H;, ; sont montrés par la figure 3.6.

[CY

FiG. 3.6. Le I-croisementH; et le (k, I)-croisementHy, ; : (a) H;, ou les cercles représentent
des cliques de taillg — 2) et (b) un schéma d&, ;, ou chaquék, [)-chaine est représentée par

un arc (dirigé depuis la clique-extrémité fixée vers la clique-extrémité forcée de la chaine) ainsi
gu’un entier indiquant son ordre.

Notons que legk,)-chaines sont orientées de sorte a ne pas introduire de clique taille
supérieure d(k + 1). En particulier, seules les cliques-extrémités forcées(bgg-chaines
peuvent étre adjacentes aux cliqdgsle taille(! — 2)(k + 1) de Hy;. En outre, chaque clique
C de taillek + 1 représentant un sommet é est adjacente a une clique de taille-1)(k+1)
d’une (k,1)-chaine, assurant ainsi que tolteolorationk-impropre du graphéi,; assigne a
tous les sommets d& une seule couleur. Une définition plus conciseig suit.

Définition 14. Pour tout! > 3, un (k,[)-croisementnoté H,;, est le graphe donné par la
figure 3.7. Les cliques), V1, V, et V3 sont appeléesliques-extrémités

Proposition 21. Soit Hy; un (k, [)-croisement.
(i) Le grapheH,; possédé37] — 2)(k + 1) sommets;
(i) il estk-improprement-colorable, mais pag-improprement/ — 1)-colorable ;

(iif) dans toutd-coloration k-impropre deH,,;, les sommets dg, U V, sont monochro-
matiques, de méme que ceuxideJ V3 ;

(iv) il existe deux-colorationsk-impropresc; etc, de Hy; veérifiante; (V) = ¢1(V2) =
a(Vh) = c1(Vs) etea (Vo) = eo(Va) # e1(Vh) = e1(Vs) ; et

(v) un(k,1)-croisement est un graphe d’intersection de disques unitaires.
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FiG. 3.7. Le (k,[)-croisementHy, ;.

3.2.2.2. Plongement du graphe d’intersection de disques unitaires.

Comme mentionné précédemment, nous utilisons le méme plongement pour le graphe
donnéG que [GSW9Y :

— toutes les arétes sont constituées de segments verticaux et horizontaux ;

— une distance minimale non nulle est maintenue entre des segments paralléles, des croise-

ments et des sommets; et

— ce plongement se calcule en temps polynomial, de fagon systématique.

Toutefois, nous devons modifier le plongement de certains graphes auxiliaires afin d’ame-
nager de I'espace pour placer lés!/)-croisements.

Tout d’abord, chaque sommetde G est remplacé par un ensemble indépendsiit)
d'ordred(v), le degré de. Ensuite, un sommet d& (v) est relié a un sommet de (w) si, et
seulement siy etw sont voisins dan&:. Les arétes sont placées de sorte que chaque sommet
du graphe=’ = (V' E’) obtenu soit de degré maximum un.

Afin de décrire le plongement d¢ utilisé, les sommets d&’ sont numérotés dea |V'|, de
telle sorte que, pour tout sommetle G, les numéros des sommetsdgv) soient consécutifs.
Notonsn cette numérotation. Les sommets@esont tous placés sur I'axe des abscisses : les
coordonnées du point représentant le sommag G’ sont(X (v),0), avecX (v) := 56n(v).

Une arétew deG’, avecX (u) < X (v), est représentée par les trois segments suivants :

{(z,y) : 2 = X(u) ety € [0, X (u) + 8]},
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{(z,y): x € [X(u), X(v)] ety = X(u) + 8}, et
{(z,y) : x = X(v) ety € [0, X (u) + 8]}.

Un exemple est donné par la figure 3.8. Un tel plongement dépend de la numératation
choisie, mais est unique pour une numerotation fixée.

64

8 56
L | L | | |
M (v1) M (vg) M(vg) M(vg) M(vs)

FiG. 3.8. Plongement du graph@’.

Décrivons & présent la construction du graphainsi que d’une réalisation, montrant qu'il
s’agit bien d’un graphe d’intersection de disques unitaires.

Notons que chaque clique des graphes auxiliaires peut étre représentée par un seul disque,
car tout sommet appartient a une cliqué'(u), et siu etv sont adjacents, alors tous les som-
mets deC'(u) et deC'(v) le sont. Ainsi, en raison de propriétés élémentaires des configurations
de disques dans le plan, il est suffisant de représenter chaque clique par un sommet, appelé
représentantDonnons & présent une réalisation(élavec des disques de raydn

Avec cette convention, le@:, [)-cables et(k, [)-chaines peuvent étre représentés similai-
rement aux-cables et-chaines, respectivement, da3W9g. Ces graphes auxiliaires vont
remplacer les segments de droite dans le plongemet’ dBemarquons qu’uiik, [)-cable
d’ordre m peut étre plongé de sorte que la distance entre les centres des représentants des
cligues-extrémités soit égalelan, et que tous les centres soient alignés. Avec une Iégéere mo-
dification (puisqu’elle comporte une clique de plus), thd)-chaine d’ordren peut étre plon-
gée de sorte que la distance entre les centres des représentants des cliques-extrégmités soit
(et que tous les centres soient alignés). En outre, les plongemerits desables peuvent étre
modifiés de telle sorte que la ligne brisée reliant les centres consécutifs fasse un angle droit
(figure 3.9).

x z+5x+8 x4+ 12 =+ 16

FiG. 3.9. Plongement d'urik, [)-céble avec un angle droit.
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Nous représentons l¢s, [)-clones de fagon similaire auxclones, sauf que les représen-
tants des cliqgues-extrémités sont placés sur I'axe des abscisses a distégiceon24), afin
de laisser de la place pour Igs [)-croisements. Fixons les coordonnéesy) du centre du re-
présentant de la clique-extrémdk : les coordonnées des centres des représentants des cliques
CC;sont(z+8i,y—>5),7 € {0,1,...,7m—6}, celles des centres des représentants des cliques
CV; sont(z+4i,y—5),i € {1,2,...,3n—3}, et celles des représentants des cliques-extrémites
O, sont(x + 56i,y),7 € {1,2,...,m — 1} (voir figure 3.10).

L ..g.g.g.x.xgxoxoxoxoxoxxommxﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁs

z x4+ 4z + 8 z + 56

FiG. 3.10. Réalisation d'un(k, [)-clone d’ordre trois.

La figure 3.11 montre une représentation d{énl)-croisement avec des disques de rayon
3. Les centres des représentants des cliques-extrémités sont a digtaoogentre.

v+ 24

v

V3

x — 24 x x + 24

FiG. 3.11. Une réalisation dk, [)-croisement : un disque en gras représéhte 1)(k + 1)
copies du méme disque, un disque en pointillés reprégentd copies du méme disque et
chacun des cing disques restants repréggnte2)(k + 1) copies du méme disque.

La construction finale d’une représentation du graphee présente & présent plus de dif-
ficulté : pour tout sommet de G, un (k, [)-clone est plongé de sorte que les coordonnées du
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centre du représentant dg soient(z(v),0), otz (v) est la plus petite abscisse d’'un sommet
de M (v). Les coordonnées des cliques-extrémités sont donc exactement celles des sommets de
M (v). Il ne reste plus qu'a remplacer les arétes : soiune aréte dé&’. Si elle n’en croise
aucune autre, ungk, [)-chaine d’ordre adéquat est plongée le long des trois segments repre-
sentant I'aréte.v, de telle sorte que les représentants des cliques-extrémités remplacent les
sommetsy etv @ si X (v) = 8s et X(u) = 8¢/, avecs < ¢, I'ordre m de la(k,[)-chaine est
s+14+(s—s—2)+1+s=s+¢5".

Si 'aréteuv croise au moins une autre aréte, gaity) les coordonnées d’un croisement.
Les quatre points de coordonnées respectives 24,y), (z + 24,vy), (z,y — 24) et (z,y +
24) sont remplacés par les cliques-extrémités d'in/)-croisement. Les segments restants
sont remplacés par d¢s, [)-cables d’ordre adéquat, sauf celui contenant le soranati est
remplacé par unék, [)-chaine. Ceci est rendu possible par le fait que la longueur de chaque
segment est un multiple de

3.2.2.3. Démonstration du théoreme 19. R

Il ne reste qu’a prouver que le grapeesti-colorable si, et seulement si, le graphesst
k-improprement-colorable. Pour tout sommetde GG, notons/(v) 'ensemble des sommets
des cliques-extrémités dit, [)-clone remplacant le sommet

Soit ¢ unel-coloration deG. Chaque sommet d&v) est coloréc(v), et cette coloration
s’étend en uné-colorationk-impropre duk, [)-clone selon la proposition 20) et(iii) . Consi-
dérons une arétev deG : siles cliques-extrémités correspondantes sont reliées uniquement par
une(k, )-chaine, alors la proposition 1&) permet d’étendre la coloration a cette l)-chaine
puisquec(u) # c(v). Sinon, la coloration est étendue a chagld)-cable en utilisant la pro-
position 18(iii) (i.e. tous les sommets de chaque clique-extrémité recoivent la méme couleur).
Lorsque ceci est fait pour chaque aréte, la coloration est étendue a dtagueroisement
en utilisant la proposition 2(iv). Enfin, chaquék, [)-chaine restante (joignant nécessairement
un (k,l)-croisement a une clique représentant un sommet’jlestk-improprement colorée
en utilisant la proposition 18v), puisque ses cliques-extrémités sont colorées differemment
('une ayant la couleut(u) et 'autre la couleur(v) pour deux sommets voisinsetv deG).

Notons¢ unel-colorationk-impropre de, et considérons un sommetleG. Attribuons &
v la couleur de n'importe quel sommet appartenant a la clique-extrémité rempiagarseul
cas ou les sommets de cette clique peuvent étre colorés differemment est lorsque le degré de
est égal a un, et que la clique-extrémité forcée représente le saprepres la construction
précédente, et les propositions(@ig , 19 (iii) , 20(iii) et 21(iii), la/-colorationc de G obtenue
est propre.

3.2.3. La2-coloration k-impropre des graphes d’intersection de disques unitaires; > 1

Il n'est pas donné priori de savoir si le probléme de facolorationk-impropre restreint
aux graphes d'intersection de disques unitaires\éBt-complet ou pas. Le probleme de la
2-coloration propre est en effet polynomial en général alors que celui decddoration k-
impropre, pourk > 1, estAN"P-complet méme restreint aux graphes planai@sJ97).

Théoreme 20.Pour tout entier non nuk, le probléme de |&-coloration k-impropre restreint
aux graphes d'intersection de disques unitairesé$t-complet.

Nous allons réduire a ce probléme celui de-lzolorationk-impropre des graphes planaires.
Etant donné un graphe planaifg nous allons construire, en temps polynomial, un graphe
d’intersection de disques unitairésqui estk-impropremeng-colorable si, et seulement si, le
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grapheG l'est. La construction est basée sur celle de la section précédente. Comme le graphe
G est planaire, nous n’avons plus besoin de gadget de croisement. En revanche, puisque nous
n’utilisons plus de coloration propre, nous devons arriver a gérer et a transmettre I'impropreté
des sommets.

3.2.3.1. Construction des graphes auxiliaires.

Les graphes introduits dans cette partie sont tous des graphes d’intersection de disques
unitaires, et nous donnerons une représentation pour chacun plus tard. Nous commencgons par
définir les graphes qui vont remplacer les arétes dans un plongement du graphe

Définition 15. Un (k, 2)-lien, noté By, », est le graphe constitué d’'une clique induite par les
sommets{vy, v, . .., vk }, d'UN SOMMe, adjacent aux sommetsaveci € {1,2,...,k +

1} et d’'un sommety, o, adjacent aux sommets aveci € {k + 1,k + 2,...,2k + 1}. Les
sommetsy, etvy,, o SONt appelésommets-extrémités

Un (&, 2)-lien est montré par la figure 3.12.

FiG. 3.12. Le (k,2)-lien By, ».

Proposition 22. Soit By, » un (k, 2)-lien.
(i) Le grapheBy, » possedek + 3 sommets;;
(ii) il estk-impropremeng-colorable mais pag-improprement -colorable ;

(iii) dans toute-coloration k-impropre deB;.. -, les sommets-extrémitég et vy, o SONt
de la méme couleur;

(iv) en supposant que, soit adjacent & € {0,1,...,k} sommets supplémentaires
Uy, U, - .., u;, €t que de plus les sommets uy, uo, . . ., u; Soient tous pré-colorés
avec la méme couleur, I'impropreté dg..» pour toute extensioh-impropre ave@
couleurs de cette pré-colorationiay, , est au moing ;

(v) sous les mémes conditions que ci-dessus, il existe une exténisumopre avec
couleurs de la pré-coloration &, » telle que I'impropreté des; ., Soit exactement
Jet

(vi) un(k,2)-lien est un graphe d’intersection de disques unitaires.

Sous les conditions des propriéfég et(iv), nous dirons que le sommet est coloré avec
impropreté externg (ce qui signifie que le sommet possédg voisins de la méme couleur
que luiau-dehorgu (k, 2)-lien considéré).

Démonstration. Les propriétéqi) et (ii)) ne sont pas difficiles a établir, et une réalisation
pour la derniére propriété sera donnée dans la section suivante. Pour le reste de la preuve,
notonsc une 2-colorationk-impropre deB; », et C' la cliqgue deG induite par les sommets

V1,02, -+, U2kt1-
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(iii) Par contradiction, supposons qu@,) = 1 # 2 = c(vyy2). Comme la clique”
possedek + 1 sommets, une des deux couleurs, dispnapparait exactemenht+ 1
fois sur les sommets d& : tous les sommets d& colorés2 ont ainsi impropreté dans
C'. Aucun d’eux ne peut donc étre un voisinag,» dansG, or seulsk sommets dé”,
nommements, v, . . ., v, NE sont pas voisins dg, ., dansG, une contradiction.

(iv) Supposonsg(vy) = c(u;) = ... = ¢(u;) = 1. Commey, a impropreté externg,
il y a au plusk — 5 sommets parmiy, vy, ..., v,1 QUi sont colorés avec la coulelr
Comme la cligue” possedek + 1 sommets, il y a au moink de ses sommets qui sont
colorés avec la couleur. Ainsi, au moins; sommets parmiy o, V43, - .., V211 SONt
colorés avec la couledr, et commer(vgy,2) = 1 d’apres la propriété précédentgy -
a impropreté au moing

(v) Supposons a nouveai,) = c(u;) = ... = c¢(u;) = 1. Posons alors(vj_;11) :=
c(Vk—jra) == ... = c(Vog—js1) = 2 €tc(Vop_jra) = C(Vog—jy3) = ... := (Vgpy2) :=
1. Il n’est pas difficile de vérifier que cetfecoloration convient.

O

Definition 16. Un (k, 2)-cable d’'ordrem, notelV}',, est la concaténation, de gauche a droite,
dem (k,2)-liens By, By, ..., B,,. Les sommets, de B; etvy» de B,, sont appelésommets-
extrémités

Un (&, 2)-cable d’'ordre trois est exhibé par la figure 3.13.

FIG. 3.13. Un (k, 2)-cable d’ordre troidV ,.

La proposition suivante découle des propriétés @deg)-liens données par la proposi-
tion 22.
Proposition 23. SoitW;", un (k, 2)-cable.
(i) Le graphelV;", posseden(2k + 2) + 1 sommets;;
(i) il estk-impropremene-colorable mais pag-improprement-colorable ;
(iii) dans toute2-coloration k-impropre delV;”,, sommets-extrémités sont de la méme
couleur;

(iv) sil'un des sommets-extrémités de I'un de2)-liens B; posséde une impropreté ex-
terne dej, alors dans toute-coloration k-impropre delV}",, l'impropreté de I'autre
sommet-extrémité de; est au moing ;

(v) si 'un des sommets-extrémités de I'un dés2)-liens B; possede une impropreté
externe dgj, il existe une2-coloration k-impropre delV;", telle que l'autre sommet-
extrémité deB; ait impropreté exactemert, et

(vi) le graphelV;, est un graphe d’intersection de disques unitaires.
Définition 17. Un (k, 2)-clone d’ordrem > 2, noteCy",, est le graphe constitué desommets

01,09, . ..,0n,, appeléssommets-extrémitest d’un (k, 2)-cable W; entre chaque couple de
sommet;, 0,41 pouri € {1,2,...,m — 1}.
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Un (2, 2)-clone d’ordre trois est exhibé par la figure 3.14. Bien que nous ayons défini les
(k,2)-clones pour tous les ordres, nous n'utiliserons que des clones d’ordre borné dans notre

réalisation de?.

FIG. 3.14. Le (2,2)-clone d'ordre trois’3 ,.

Proposition 24. SoitCy", un (k, 2)-clone.
(i) Le grapheCy’, possedé(2k + 2) + 1 sommets;;
(i) il estk-impropremeng-colorable mais pag-improprement-colorable ;

(iii) dans toute2-coloration k-impropre deCy’,, les sommets-extrémités sont monochro-
matiques;

(iv) pour toute2-coloration k-impropre deCy’,, la somme de I'impropreté externe des
sommets-extrémités est au pkus

(v) étant donnée une séquengess,, ..., s, d’entiers dont la somme est au plésil
existe une2-coloration k-impropre deCy’, telle que, pour tout € {1,2,...,m},
limpropreté du sommet; soit au plusk — s; ; et

(vi) le grapheCy’, est un graphe d'intersection de disques unitaires.

Démonstration.

(v) Commencons par colorer le sommetvec la couleut. D’'aprés la proposition 2@/),
commeo; eto, sont les sommets-extrémités @u 2)-cablell; il existe une2-coloration
k-impropre dd// telle queo, ait impropretés;. Le sommeb; aura ainsi bien impropreté
au plusk — s, dansCy’,. Colorons a présefit’,, toujours en utilisant la proposition @)
et en assignant au sommegtune impropreté externe égalea+ s, < k : il existe une
2-colorationk-impropre dd/;, telle que I'impropreté de; dansii; soit égale &; + s.

Il ne reste qu’a continuer ainsi jusqu’a ce dirg, soit coloré ; ceci est toujours possible
card " s; < k.
Les autres propriétés découlent de fagon similaire de la proposition 23. O
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Définition 18. Pour tout entier impairn, une (k, 2)-corde d’ordrem, notéeK7",, est ainsi

definie : 'ensemble des sommets est I'ensendblgv,, . . ., Vy(km)+1} OU
| mk(k+1) Si k est pair
ok, m) = { mk(k+1)+k+1 sikestimpair

Deux sommets; etv; sont voisins si, et seulement §i— j| < k + 1. Les sommets, et
U (k,m)+1 SONt @appelésommets-extrémités

Une (2, 2)-corde d’ordre un est montrée par la figure 3.15.

FiG. 3.15. La (2,2)-corde d'ordre unk3 ,.

Proposition 25. Soit K7, une(k, 2)-corde d’'ordrem.
(i) Le grapheK}", posseder(k,m) + 2 sommets;
(ii) il estk-impropremene-colorable mais pag-improprement-colorable ;

(iii) dans toute2-coloration k-impropre deK7’, telle que les sommets-extrémites soient
monochromatigues, les sommets-extrémités ont une impropreté non nulle;

(iv) il existe une2-coloration k-impropre dek;", telle que les sommets-extrémités soit
colorés differemment et que tous deux aient improgreté

(v) il existe une2-coloration k-impropre dek7’, telle que les sommets-extrémités soient
monochromatiques et que tous deux aient impropre#t

(vi) le grapheK7, est un graphe d'intersection de disques unitaires.

Démonstration. Les propriétégi) et (ii) ne sont pas difficiles a établir, et un plongement éta-
blissant la derniére propriété sera donné dans la partie suivante.
(iii) Considérons une-colorationk-improprec de K7, telle quec(vg) = c(Va(km)+1);
et supposons que l'impropreté dg soit nulle. Alors, pour tout € {1,...,k + 1},
c(v;) = 2. En particulier, tous ces sommets ont impropretians le sous-graphe gu'ils
induisent, qui est une clique. Ainsi, pour taut {k+2,...,2k+2}, ¢(v;) = 1. Comme
ces sommets induisent également une clique, le méme raisonnement peut étre itéré. Ainsi,
il suit c(v;) = 1 si, etseulement si2s —1)(k+1)+1 <i < 2s(k+1) ous est un entier
naturel non nul. Toutefois, puisq@éi’%) est pair par définition de(k, m), les sommets

v; AVeCi € {(:‘”Ejﬁ) - 1)(k+1)+1, (mgﬁ’i”’) —1)(k+1)+2,...,2(k,m)} sont colorés
avec la couleut. Le sommet,; .,y €tant lui-méme coloré avec la coulelet voisin de
tous ces sommets, il a impropreté au madins 1, une contradiction.

(iv) Utilisons la coloration forcée ci-dessus, c’'est-a-dife)) := 1, c(vym)+1) = 2, €t
c(v;) == 1si, et seulement si{2s —1)(k — 1)+ 1 <1 < 2s(k+ 1) pour un entier naturel
non nuls. Il n’est pas difficile de verifier que cetfecoloration dek;", estk-impropre et

gue les sommets-extrémités ont tous deux improgreté
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(v) Posons:(vg) := c(vyk,my+1) := 1 €t, pour touti € {1,2,...,2pm}, c(v;) := 1si, et
seulement si(2s — 1)k + 1 < i < 2sk pour un entier naturel non nyl Le sommety,
posséde donc un unique voisin coloré avec la coulequi estv ;. Pour 'impropreté
dev,km)+1, distinguons2 cas suivant la parité de: si k est pair, alorsz@ est impair,
doncuv,x,m)+1 POSsede un unique voisin colore avec la coulguui estv,; m)— ; S
en revanché: est impair, alors"®7)=1 est impair et ainsiy 11 posséde un unique
voisin coloré avec la couledr, qui estv, ). Les deux sommets-extrémités ont donc
impropreté exactemernt et il n’est pas difficile de vérifier que les autres sommets ont
impropreté au plus.

O

Définition 19. Une (k, 2)-chaine d’ordre(m, n), notéeKlg’;"”), est constituée de la concaténa-
tion d’un (k, 2)-cable d’ordrej, B, B, ... B;, avec un€k, 2)-corde d’ordren, K, elle-méme
concaténée a un auttk, 2)-cable d’'ordren — j, B;1B,+» ... B,,, pour un entier quelconque
j€{2,3,...,m—1}. Les sommets, de B; etuvy, de B,, sont appelésommets-extrémités

Une (2,2)-chaine d’ordre(2,1) est montrée par la figure 3.16. La proposition suivante
découle des propositions 23 et 25.

gas gFas

FIG. 3.16. Une(2, 2)-chaine d’ordre2, 1) Ké?ﬁl).

K

Proposition 26. SoitK,E’;"") une(k, 2)-chaine d'ordre(m, n).

() Le grapheK,gfg’") posseden(2k + 2) + x(k,m) + 2 sommets ;
(i) il estk-impropremeng-colorable mais pag-improprement -colorable ;

(i) dans toute-colorationk-impropre deK,Efg"”) telle que les sommets-extrémités soient
monochromatiques, ces derniers ont tous deux une impropreté non nulle ;

(m,n

(iv) il existe une2-coloration k-impropre de K , ) telle que les sommets-extrémités
soient colorés difféeremment et qu’ils aient tous deux impropreté

(v) il existe une2-coloration k-impropre deK,i’,Z’”) telle que les sommets-extrémités
soient monochromatiques et gu'ils aient tous deux impropdrett

m,n)

(vi) le grapheK,g’2 est un graphe d’intersection de disques unitaires.

3.2.3.2. Plongement du graphe d’intersection de disques unitaires.

Montrons a présent comment, étant donné un gréplmnstruire un graphe d’intersection
de disques unitaire§ (avec un plongement) tel qu soit k-impropremeng-colorable si, et
seulement si¢z I'est. Nous commencerons par plongédans le plan, puis nous construirons
G de sorte que les sommets et les aréteg deoient remplacés par les graphes auxiliaires
précédemment décrits. En raison de la définition(@e3)-chaines, qui dépend de la paritéide
deux plongements différents doivent étre créés. Seul le plongemenit pairrsera entierement
décrit, 'autre cas étant similaire.
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Pour la preuve de la complexité dedecoloration des graphes d’intersection de disques
unitaires, les auteurs d€€J90], utilisent un plongement orthogonal de c’est-a-dire un
plongement plan dé&' tel que chaque aréte soit constituée de segments horizontaux et ver-
ticaux. Comme vu précédemment, pour I'extension de ce résultak-&ddoration pour tout
entierk > 3, les auteurs deGSW9§ utilisent un plongement dans lequel chaque aréte est
constituée de segments horizontaux et verticaux, toutefois les croisements d’arétes sont permis
et afin de gérer les sommets de gros degré, chaque sommet est représenté par un segment. Nous
utiliserons ici unplongement orthogonal de boites (box-orthogonal embeddihglagit d’'un
plongement plan dé' tel que chaque aréte soit constituée de segments horizontaux et verticaux,
et tel que chaque sommet soit représenté par un rectangle (éventuellement dégénéré), appelé
boite(voir la figure 3.17). Tous les segments (y compris ceux délimitant les boites) sont situés
sur la grille entiére. Un tel plongement existe pour tout graphe planaire, et peut étre construit
en temps polynomiaHKK96, PT98].

(&8 Un graphe (b) Un plonge-
planaireG ment orthogonal
dedG.

FiG. 3.17. Un graphe planaire et un plongement orthogonal par boites correspondant.

Considérons un plongement orthogonal par boites d’'un graphe planaire arkitraire
(V, E)). Quitte a augmenter la taille de chaque boite d’'un demi dans les quatre directions, et a
doubler I'échelle de la grille entiére, supposons que deux arétes ne se rencontrent ni en un point
(donc aucune boite n’est dégénérée), ni sur I'angle d’une boite.

Dans le plongement d€, chaque sommet € V' est remplacé par une boif&(v) dont
I'ensemble des points de contact avec les arétes estMipté Le but est de plonger uit;, 2)-
clone sur le périmetre dB(v) de sorte que ses sommets-extrémités soient situés sur les points
de M (v). Ceci est possible en commengant par un point quelcongulé(de et en continuant
dans le sens indirect autour du périmetréi{e). Les(k, 2)-clones sont étendus par dés2)-
cables jusqu’au prochain point de la grille sur le périmétrebde) jusqu’a ce que tous les
points deM (v) soient couverts.

Dans le plongement d&, chaque aréte € E est remplacée par une ligne) constituée
de segments horizontaux et verticaux de la grille. En particulier, la longuedifcjest entiére.
Le but est de plonger ung;, 2)-chaine le long dei(e). Puisque lesk, 2)-cables sont utilisés
pour étendre unék, 2)-chaine a n’importe quelle longueur, il suffit de décrire les plongements
des(k, 2)-chaines entre deux points voisins dans la grille entiére.

Commencons par décrire les plongements des graphes auxiliaires élémentaifgs2)les
liens et leq %, 2)-cordes.

Le plongement d'unék, 2)-corde d’ordrem sera notéE}:. Les centres des disques re-
présentant un sommet de (&, 2)-corde sont alignés, avec une distance constante entre deux
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centres consécultifs, égal%. Commed € [(k+2)~', (k+ 1)), un sommet; est
adjacent & un sommet si, et seulement sj; — j| < k£ + 1. En outre, la distance entre les
centres des deux disques représentant les sommets-extrémités estrégaleadfigure 3.18
montre un tel plongement.

Fi1G. 3.18. Une réalisation de 1&, 2)-corde d’ordrel.

Deux plongements différents seront utilisés pour(le®)-liens. Dans le premier, noté4,
les disques représentant les sommets-extrémités sont tangents (les intérieurs ne s’intersectent
donc pas), donc la distance entre les deux centres est égaBealongement est donné par la
figure 3.19(a). Les deux disques en gras représehidistjues de méme centre. Dans le second
plongement, noté&’%, tous les centres sont alignés, et la distance entre les centres des disques
représentant les sommets-extrémités est égate2d’ oud’ := ﬁg NotonsI le segment gu'ils
définissent. Le centre du disque représentant le somymetle B, » est le milieu du segmerit
Les centres des disques représentant les sommets,;., ; sont a distancé— d+Td' des centres
des disques représentant et vy, 2, respectivement. Les disques représentant les sommets
v;,i € {2,3,...,k} et ceux représentant les sommejsj € {k + 2,k + 3,...,2k} sont
superposés aux disques représentant les sommets,; ., 1, respectivement. La figure 3.19(b)
illustre ce plongement.

i

vo Vk+1 V2k+2

-
z z+1 @ a

@EF% ® BY

FiG. 3.19. Deux réalisations d'uik, 2)-lien : (a) E% et (b) E%.

Remarquons que les plongemeft$ et £% peuvent étre concaténés avec eux-mémes (fi-
gure 3.20). De plus, la figure 3.21 montre que le plongem&npeut étre concaténé aver?
et avecks.

Utilisons & présent ces constructions afin de construire des plongemefits2gieables
et de(k, 2)-chaines entre des points consécutifs de la grille. Quitte a changer I'échelle de la
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@ELEY ) By By

FiG. 3.20. Concaténation de deux copies de i) et (b) EY.

b pa
0 EY EG

FIG. 3.21. Concaténation de (&% avecE}; et (b) E% avecE%.

grille, nous supposons que deux points consécutifs sont a disiarcék + 8 'un de 'autre.

Le plongement d'urik, 2)-cable d’ordre3k + 6, notél*, est constitué de la concaténation de
k + 3 copies der?% aveck copies del%, lui-méme concaténé avéc+ 3 nouvelles copies de
EY%. Les centres extrémaux de ce plongement sont a distdhce 3)(2 — 2d') + k = 5k + 8,
comme désiré. Unék, 2)-chaineK™ d’ordre2(k + 3) + 1 est plongée en concaténant- 3
copies deE? avec une copie d&}., lui-méme concaténé avéc+ 3 nouvelles copies d&’,.
Les centres extrémaux de ce plongement sont eux aussi a distamnce

Dans le plongemenEY, la distance entre le centre du disque représentant un sommet-
extrémité et tout autre centre de disque est au mdigs+ ) > 5, donc B peut étre
concaténé avec une rotation d’anglele lui-méme, permettant ainsi de tourner sur la grille
(voir figure 3.22).

A présent, pour chague sommetle G, W*, (k, 2)-cable d’ordre3k + 6, est plongé entre
les points consécutifs de la grille le long du périmetreitie), afin d’obtenir un(k, 2)-clone
dont les sommets-extrémités sont plongés sur les poinfd @e. Pour chaque arétede G,
W* est plongé entre les points consécutifs de la grille le longl@e, sauf pour une paire de
points entre lesquels est plong& : ceci permet d’obtenir ung:, 2)-chaine le long del(e).
Le graphe ainsi obtenu est le graphie

Finissons en notant que dans le cagcast impair, la méme construction est utilisée, avec

N o mk+1 1
u =5k 49, d = Gt ot = e
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FiG. 3.22. Une réalisation d&V} , avec un angle droit.

3.2.3.3. Démonstration du théoreme 20.

SoitG = (V, E) un graphe planaire quelconque. La construction précédemment décrite de
G et de son plongement est polynomiale. Il reste & montrethestk-improprement colorable
si, et seulement si; I'est. Rappelons que chaque sommete ¢ est remplacé par une boite
B(v) dont les points de contact avec les arétes sont nités). Ces points correspondent
en outre aux sommets-extrémités d'ln2)-clone si|M(v)| > 2. Lensemble des sommets-
extrémités est noté(v) (avecl(v) := {v} si|M(v)| = 1, i.e. le sommetv a degré un dans
G).

Notonsc une2-colorationk-impropre deGz : définissons une-colorationk-improprec de
G, en commengant par assigner la coulgu a tous les sommets dév), pour tout sommet
v deG. Ensuite, pour chaque aréte= ry de G, notonsk, la (k, 2)-chaine connectartz) a
I(y) dansG. Une coloration de¥. est obtenue en appliquant la proposition(B§ si ¢(x) #
c(y), ou la proposition 26v) sinon. Enfin, pour chague sommetle GG, notonsC, le (k, 2)-
clone dont les sommets-extrémités sont ceuxX @dg. Comme la2-colorationc de G estk-
impropre, la proposition 24v) permet d’étendre la coloration des sommetd te a C, de
faconk-impropre. La2-coloration deZ obtenue au final est bigrimpropre.

Notons¢ une 2-colorationk-impropre de(y et construisons a présent ueolorationk-
improprec de G. D’apres la proposition 24ii), la colorationc attribue la méme couleut, a
tous les sommets dév) : posons:(v) := ¢,. Grace aux propositions Z#) et 26(iii) , il n’est
pas difficile de vérifier que 1a-coloration dei7 ainsi obtenue est-impropre.

3.2.4. Colorations impropres pondérées du réseau triangulaire

Le réseau triangulairé est constitué des points obtenus par les combinaisons linéaires des
vecteurss := (1,0) etd := (3, %5). Ce réseau permet une couverture optimale du plan, c’est
pourquoi il est particulierement étudié dans les problemes d’allocation de fréquence. McDiar-
mid et ReedMR0OO0] ont prouvé que le probléme dedecoloration (propre) pondérée restreinte
aux sous-graphes induits du réseau triangulaird/gdtcomplet. Dans cette sous-section, nous
allons mener une analyse similaire pour la coloration impropre.

Etant donné un graph@, uneassignation de poidgour G est une application qui associe
a chaque sommetdeG un entierw, appeléoids Ungraphe pondérést un coupléG, w) ou
G est un graphe et une assignation de poids potit Unel-colorationd’un graphe pondéré
(G,w) est une application qui associe a chaque sommndetG un multi-ensemble,, (v) dew,
couleurs choisies danfg, 2, . .., [}. Dans les deux prochaines parties, nous allons étudier deux
définitions possibles de la coloration impropre des sous-graphes pondérés de
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3.2.4.1. Coloration impropre pondérée du réseau triangulaire.

Etant donné un graphe pondéi® ), unel-colorationk-impropre de(F,w) est une ap-
plication qui associe a chaque sommede F' w, couleurs choisies parmiil, 2,...,/} (non
nécessairement distinctes) de sorte que, pour tout somdef’ et toute couleur: € ¢(v), le
nombre de fois que la couleurest attribuée au sommetou a I'un de ses voisins (comptées
avec leur multiplicité) est au plus+ 1. Une définition plus formelle suit.

Définition 20. Soitc une coloration d’un graphe pondérg w).

(i) Pour tout sommet de F’ et toute couleut: € c(v), I'impropreté dey respectivement
ala couleurz est :

im”(v) := mult(z, c(v)) — 1+ Z mult(z, c(w)),

weN (v)
oumult(x, X') désigne la multiplicité de I'’élémentdans le multi-ensembl& .

(i) Lacolorationc est ditek-impropresi, et seulement si, 'impropreté de chaque sommet
v respectivement & chaque couleurcie) est au plus:.

Nous considérons le probléme de la coloration impropre des sous-graphes pondérés du
réseau triangulaire, et définissons le probleme décisionnel suivant.

Probléme 5. [-coloration k-impropre du réseau triangulaire.

INSTANCE : un sous graphe induit’ du réseau triangulaird” et une assignation de poids
pour F'.

QUESTION :existe-t-il une-coloration k-impropre de(F,w) ?

Théoreme 21.Pour tout entierk > 0 fixé, le probleme 3-coloration k-impropre du réseau
triangulaire” est N’P-complet.

Démonstration. Nous allons ici généraliser la preuve de McDiarmid et ReédR(0] en ré-
duisant le probleme de kcoloration (propre) des graphes planaires de degré maximum quatre
a notre probleme. Soit dori¢ un graphe planaire de degré maximum quatre. Nous construisons
un sous-graphe induft deT" et une assignation de poids correspondantle sorte qué- soit
3-colorable si, et seulement $£', w) estk-impropremens-colorable.

La construction du sous-graplieest la méme que dansR00], et est rappelée ci-apres.
Pour tout sommet deT’, notonsH le sous-graphe dg induit par tous les sommets a distance
au plus quatre de dansT'. La face externe dé/ est bornée par un hexagone régulier; les
points de contactle H sont les6 points extrémaux de cet hexagone. Pour chaque sommet
de G, une copieH, de 'hexagone est placée sur le réseau, suffisamment loin de celles déja
placées. Pour chaque aréte- uv de G, un chemin induitP® est ajouté entre I'un des points
de contact dé{, et 'un de ceux ded,. Remarquons qu'il est possible de placer ces chemins
de sorte gu’ils soient deux a deux disjoints. De plus, nous pouvons supposer qu’ils ont tous une
longueur impaire : si un chemiR® possede une longueur paire, il suffit d’ajouter au chemin un
hexagondd,, (comme sil'aréte deG avait été subdivisée en ajoutant un sommetComme
il existe entre toute paire de points de contact de I'hexaddmies chemins de n'importe quel
parité, la longueur dé&< peut étre changée de sorte a ce qu’elle soit impaire.

Tout sommet dé se voit assigner un poids de+ 1, sauf un sommet sur deux de chaque
cheminP*, en commencant par le deuxieme, qui ont un pafds- 2.

Afin de prouver I'équivalence de I'existence des colorations appropriées, considérons pour
tout graphe pondér@\/,w) le grapheM,, obtenu & partir dé/ en remplacant chaque sommet
v par une clique de taille, : 3-colorer k-improprement le graphe pondéfé/,w) revient a
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3-colorerk-improprement le graph&/,,. Dans toute3-colorationk-impropre de ’hexagoné/,
tous les sommets de chaque cligtiér) de H,, pourxz € H sont monochromatiques. En outre,
les sommets de toutes les cliques correspondant aux points de contact sont monochromatiques.
En réalité il n’est pas difficile, en appliquant le lemme 20, de prouver que I'urigpodoration
impropre H,, (aux permutations de couleurs pres) est celle induite par 'unlge@oration
(propre) deH.

D’apreés le lemme 20, dans toutecolorationk-impropre d’un cheminP¢, les cliques de
taille 2k 4 2 induites par les sommets d’indice pair Besont bicolores, et les cliques de taille
k + 1 n'utilisent qu'une seule couleur, la méme pour toutes. Ainsi les sommets extrémaux
doivent étre colorés differemment (et les cliques extrémes sont elles aussi monochromatiques
puisque ce sont des cliques induites par des points de contact d’'un hexXagone

Donc, toute3-coloration k-impropre du graphe pondéfd’,w) induit une 3-coloration
propre du graph&-, en assignant & chaque sommete G I'unique couleur attribuée aux
points de contact de I’hexagorig,. Réciproquement, siest une3-coloration (propre) dé; et
gu’a chaque point de contact d&, soit attribuéev, fois la couleurc(v), il n’est pas difficile
d'étendre cette coloration en uBeolorationk-impropre du graphe pondéfé’, w,). O

3.2.4.2. Coloration impropre distincte du réseau triangulaire.

Dans cette sous-section, nous considérons uniquement les coloriationqsopres des
graphes pondérég¢’, w) dans lesquelles les couleurs assignées a un sommet doivent étre deux a
deux distinctes. Une telle colorati@Ampropre est ditelistincte Nous définissons le probléme
décisionnel suivant.

Probléme 6. [-coloration k-impropre distincte du réseau triangulaire.

INSTANCE : un sous graphe induif’ du réseau triangulaird’ et une assignation de poids
pour F'.

QUESTION :existe-t-il une-coloration k-impropre distincte d¢F, w) ?

Notons gu'il est inutile de considérer des assignations de poids dont I'un des poids est su-
périeur &, puisqu’un tel graphe pondéré sera nécessairement non colorable. D’un point de vue
pratique, ce probléme fait sens lorsque les sommets représentent des antennes de transmission :
il risque effectivement de se produire des conflits si une antenne tente de propager deux mes-
sages différents sur la méme fréquence. Nous considérons a nouveau lg sasiotiois. Si
k est nul, le probleme est clairemektP-complet d’apres le théoreme 21, et le lecteur peut
également se reporter 8R00]. Si £ est au moing, alors comme le réseau triangulaife
est6-régulier, le probleme devient trivial. Nous allons & présent prouver que le probleme reste
intractable tant qué est inférieur &.

Théoreme 22.Pour toutk € {0,1,...,5}, le probléme de I&-colorationk-impropre distincte
du réseau triangulaire estP-complet.

Démonstration. Voyons d’abord l'idée générale que nous allons suivre. Une fois encore, le
probleme réduit est celui de Bacoloration (propre) des graphes planaires de degré maximum
quatre. Etant donné un graphe planaitele degré maximum quatre, nous allons construire
un sous-graphe induit pondéfé’,w) de T de sorte que&r soit 3-colorable si, et seulement

si, (F,w) est distinctement et-impropremenB-colorable. Pour chaque sommetie G, nous
ajoutons une copié/* d’un sous-graphe induit/* deT'. L'une des propriétés du grapte”

sera d’avoir quatrgoints de contactgqui sont des sommets distingués des autres). Ensuite,
pour chaque aréte = uv de G, I'un des points de contact dé* sera relié a I'un des points

de contact del/* par une copieP* d'un sous-graphe induiP* de T'. Les points de contact
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correspondants sont appeléssesnmets terminawe P*. Nous prendrons garde a assurer les
propriétés suivantes pour le graphe obtenu, et le poids correspondant :

— la construction obtenue est un sous-graphe induit du réseau triangujareparticulier

tous lesP* sont sommet-disjoints, et le grapig® peut étre plongé comme un sous-
graphe induit d€” de sorte qu’au moins quatre plongementsieuissent partir de ses
points de contact;

— toute3-colorationk-impropre distincte degZ* attribue un méme ensemble de couleurs

aux points de contacts; et

— toute3-colorationk-impropre distincte de”* attribue des ensembles de couleurs diffé-

rents (non nécessairement disjoints) aux deux sommets terminaux.

Commencons par indiquer le poids des points de contact. En raison de la nature de nos
constructions, le cas duvaut deux nécessite une définition a part. Tous les points de contact
de H? (et donc les sommets terminaux #&) ont un poids égal a un. La couleur d’un sommet
v de G correspondra a la couleur donnée aux points de contai’d@our les autres valeurs
de k, les points de contact dB* ont un poids égal a deux, et a la couleur d’'un sommet
de G correspondra I'ensemble complémentaire pour les points de contdét.dainsi, si le
sommetv est coloré par la couledr, les points de contact du sous-grapiig seront colorés
par 'ensemblg 2, 3}. Décrivons a présent les constructions des grapHest P*.

Chacun des graphd¥® est composé d’une concaténation de sous-grapfieappelégor-
ceurset qui forcent leur sommets terminaux a avoir le méme ensemble de couleur dans toute
3-coloration k-impropre distincte deé&*, ainsi que d’un sous-graph@® appeléinverseuret
qui force ses sommets terminaux a recevoir des ensembles de couleurs différents dans toute
3-coloration k-impropre distincte de?*. Généralement, le sous-graphe sera une simple
extension du forceut*. Voyons désormais précisément, pour chahue {1,2,...,5}, les
graphest®, H* et R*.

Dans les figures qui suivent, un sommet est représenté par un triangle si son poids est égal
a un, un disque si son poids vaut deux et un carré si son poids est trois. Les sommets entourés
d’un cercle en pointillés sont les points de contact. Lunigtemlorationk-impropre distincte
(aux permutation de couleurs prés) de certains forceurs est indiquée, et les exposants indiquent
alors I'impropreté du sommet correspondant, respectivement a la couleur correspondante. Pour
toute couleur € {1, 2,3}, la couleurcomplémentaird 1,2, 3} \ {c} est notée.

1

Ll

FiGc. 3.23. Le forceurE!.

Il n’est pas difficile de vérifier que tous les sommets de poids deuX'dsont monochro-
matiques dans toutg-colorationk-impropre distincte. En outre, comnié! est une simple
concaténation de cing forceuk3, tous les points de contact d&' doivent étre monochroma-
tiques, et ont impropreté dansH' respectivement a chacune de leurs deux couleurs. Toutes
les propriétés annoncées sont ainsi respectées, dusighdivision du réseau triangulairé
suffit a assurer le plongement de ces graphes en tant que sous-graphes influits de

Une premiére remarque est que les forcefifspeuvent étre concaténés en ligne droite,
aussi bien qu’en angles deo degrés. Le graphe pondéke possede une uniguecoloration
2-impropre distincte, dans laguelle les sommets de poids un ont la cayletites sommets
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FIG. 3.24. Les sous-graphes induifg! (a gauche) efz!.

1“—@ 12
1

FiGc. 3.25. Le forceurE=.

FIG. 3.26. Les sous-graphes induifg? (a gauche) ef2?.

de poids deux la couleur complémentaire. De plus, les points de contact ont tous impropreté
0 dansH?. Comme les forceurs ont une longueur égale a deux et les inverseurs une longueur
€gale a quatre, unésubdivision del” suffit pour plonger ces graphes comme sous-graphes

induits deT'.

FiG. 3.27. Le forceurE®.

FIG. 3.28. Les sous-graphes induif$® (& gauche) eR>.

Toute3-coloration3-impropre distincte dé’? attribue un méme ensemble de deux couleurs
aux sommets terminaux, et tous deux ont impropreté nulle respectivement a I'une de leurs deux
couleurs, et impropreté un respectivement a l'autre. Dans I'undgo@loration 3-impropre
et distincte deff?3, tous les points de contact sont monochromatiques et ont impropreté zéro
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respectivement a I'une de leurs deux couleurs, et impropreté un respectivement a l'autre. Les
sommets terminaux de l'inversedi® ont impropreté un respectivement a lI'une de leur deux
couleurs, et deux respectivement a I'autre. En outre, il est possible de les concaténer en tournant,
ce qui permet de créer les graphes

T

FiG. 3.29. Le forceurF*.

W
Za /N Ng”
NV N N NV .@,
Ny N\ N\ N

FiG. 3.30. Les sous-graphes induifg* (a gauche) eR*.

Toute 3-coloration4-impropre et distincte du forceur* attribue un méme ensemble de
couleurs aux sommet terminaux, et tous deux ont impropreté un respectivement a une couleur
et impropreté deux respectivement a I'autre. Le grafifest une extension du forcefr, et
les sommets de contact doivent recevoir le méme ensemble de couleurs. En outre, en supposant
que les points de contact soient colorés par la coudleiliest possible de choisir pour chacun
d’avoir impropreté un respectivement a la couleet impropreté deux respectivement a la cou-
leur 2, ou bien l'inverse. Lorsqu’un inversetit* est concaténé a I'un des points de contact du
graphel*, le sommet terminal d&* n’appartenant pas A* sera nécessairement coloré diffé-
remment du point de contact, sinon le points de contact aurait impropreté cing respectivement
a l'une de ses deux couleurs (et quatre respectivement a 'autre).

X

FiG. 3.31. Tourner avec des forceurs lorsgtie- 5.

FiG. 3.32. Les sous-graphes induif® (a gauche) efz’.
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Toute3-coloration5-impropre distincte du forceut® attribue un méme ensemble de cou-
leurs aux sommets terminaux, et tous deux ont impropreté trois respectivement a chacune des
deux couleurs. La figure 3.31 montre comment il est possible de tourner en concaténant des
forceurs. Les points de contact @€ doivent étre monochromatiques, et ont tous impropreté
trois dansH® respectivement a chacune de leurs deux couleurs. Remarquons qu’en plus d’'un
point de contact et d'un sommet terminal, deux autres sommet (de degré trdib) eter°
doivent étre identifiés afin de pouvoir concaténer ces deux graphes. A chaque fois que l'inver-
seur est utilisé, son sommet terminal le plus a gauche aura impropreté trois respectivement a
ses deux couleurs dans le sous-graphe induit par la suppression des autres sommets de l'inver-
seur. C’est pourquoi I'inverseur se comportera bien comme un inverseur, c’est-a-dire que les
sommets terminaux seront colorés difféeremment. lls auront en outre tous deux impropreté un
respectivement a I'une de leurs deux couleurs, et impropreté deux respectivement a l'autre.

O

3.3. Coloration impropre asymptotique des graphes d’inter-
section de disques unitaires

Les résultats des sections 3.3 et 3.4 ont été obtenus avec Ross J. Kang et Tobias Mil-
ler [ KMSO05a, KMSO06].

Cette section est dédiée a I'extension a la coloration impropre des résultats de McDiarmid
et Reed obtenus dansR99] pour la coloration propre. Nous nous intéressons toujours a la
coloration des graphes d’intersection de disques unitaires : étant donnés un erisemoble
vide de points du plan et un réel> 0, un “graphe de proximité ou un “graphe d’interfé-
renc€, noté G(V,r), est formé en reliant deux sommets si, et seulement si, leur distance est
strictement inférieure a. Comme mentionné précédemment, un champ d’application de la
coloration des graphes d’intersection de disques unitaires est la création de réseaux de récep-
teurs pour les téléphones mobiles : il faut attribuer une fréquence (couleur) a chaque récepteur
(point de I'ensemblé&’) de sorte a éviter les interférences (vditdc78] ou bien [Hal80] ou ce
probléme est appeféequency-distance constrained cochannel assignment prodichaque
récepteur peut tolérer un certain nombrinterférences, comme c’est le cas pour le probléme
d’Alcatel, le probleme revient a colorérimproprement le graphe d’interférence obtenu. Re-
marquons que pour de grands réseaux de récepteurs, il est raisonnable de suppdsestque
grand, et que ses points sont “assez bien répartis”, donc que le comportement des parametres
étudiés sera proche de celui décrit ici.

Quand la distance est faible, des petits changementsrdeu de V' peuvent induire de
grandes variations sur le nombre de couleurs nécessaires. C'est pourquoi McDiarmid et Reed
ont étudié le probleme (pour la coloration propre) lorsgfuest infini etr — oo, en espérant
que les résultats asymptotiques obtenus permettront une meilleure compréhension des cas finis,
avec des valeurs des parametres utiles en pratl&99]. Nous allons étendre cette étude a
la coloration impropre. Les résultats seront d’abord donnés pour un enseénglelconque,
puis pour un ensembl& avec une distribution uniforme des points, et enfin pour le réseau
triangulaire et les réseaux en général.

Notons que les résultats obtenus ici pour le plan se généralisent naturellement aux dimen-
sions supérieures.
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3.3.1. Résultats

Définition 21. Soit V' un ensemble dénombrable de points du plan. Pouratout0, notons
f(z) le supremum du rappok‘%s' pour tous les carrés ouverisde cotér, dont les cotés sont
paralléles aux axes. ldensité supérieurde 'ensembld/, notées™ (V'), estinf, ¢ f(x).

Le grapheG(V, r) est le graphe dont 'ensemble de sommetd et 'ensemble d’arétes
est{zy : (z,y) € V2 et||lz —y|| < r}.

Théoreme 23(McDiarmid et ReedYIR99]). SoitV un ensemble dénombrable et non vide de
points du plan de densité supérieure

(i) w(G(V,r))/r* > o /4 pour toutr > 0.
(i) x(G(V,r))/r* > +/3/2 pour toutr > 0.
(i) A(G(V,r))/r* — or lorsquer — cc.
(iv) w(G(V,r))/r* — om/4 lorsquer — co.
V) x(G(V,r))/r* — o+/3/2 lorsquer — oo.
Précisons quey/3/7 ~ 1.103. Ce théoréme se généralise comme suit.

Théoréme 24.Soit V' un ensemble dénombrable et non vide de points du plan de densité
supérieurer. Posonsy := 0+/3/2.

(i) cx(G(V,7))/r* > 25 pour toutr > 0.

(i) (k+1)ex(G(V,7r))/r* — v sik = o(r) lorsquer — oc.

Corollaire 5. SoitV C R? un ensemble de densité supériedre (0, c0). Supposons en outre
quek = o(r). Alors,

(k+1)ee(G(V, 7))

X(G(V,r))

Notons qué: peut dépendre de De plus, il est ainsi vrai que pour tout ensemble dénombrable
V de points du plan de densité supérieure finie, le quotient@de(V, r)) parw(G(V,r))/(k+
1) tend vers2y/3/7 quandr — oco. Pourk = 0, ce résultat est prouvé darndR99], et était
conjecturé pour le réseau triangulaire da@ain8q.

McDiarmid et Reed ont également renforcé les bornes supérieures du théoreme 23 dans
le cas ou les points sont distribués de fagcon presque uniforme dans le plan. Etant donné un
ensembld/ C R?, unestructure cellulaire dé/ de densitér et de rayorp est une collection
(C, : v € V) d'ensembles partitionnant le plan et telle que pour togt V', C, soit contenu
dans une boule de raygncentrée en, et I'aire deC, soit1/0. Un exemple est donné par la
figure 3.33.

Théoreme 25(McDiarmid et ReedYIR99]). SoitV un ensemble de points du plan ayant une
structure cellulaire de densité et de rayorp. Posonsy := ¢+/3/2. Alors, pour tout > 0,

W(G(V,1) < (o7 /4)(r + 20)? et

W(GVr) < (Mr )4t 1) .

— 1 quandr — oc.

Ainsi, en utilisant le théoréme 23,
w(G(V,r)) = (07r/4)7’2 + O(r) et
x(G(V,r)) = ~yr* + O(r) quandr — oo.
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Ce théoréme se généralise de la fagon suivante.

Théoreme 26.SoitV un ensemble de points du plan ayant une structure cellulaire de densité
o et de rayorp, et posons := 042, Alors, sir > v/3(k + 1),

(7720 +20) + Z+ 2%+ 1) (Y20 +20) + Z+ 5 +1)
(k+1) '

c(G(V,7r)) <

Ainsi, sir > /3(k + 1), alors (k + 1)c,(G(V, 7)) = 2 + O(kr) quandr — oo.

Le point clé des théoremes précédents est le cas particulléresiile réseau triangulaife
(i.e. la combinaison linéaire et entiére des vecteurs (0,1) etb := (1/2,1/3/2)). SoitGy le
graphe dont les sommets sont les point§'det dans lequel deux sommets sont adjacents si, et
seulement si, ils sont a distance strictement inférieure a un I'un de l'autre. Remarquons ici que
'ensemble des cellules de Dirichlet-Voronoi de I'ensenibleonstitue une structure cellulaire
pourT de densit&/+/3 et de rayori //3. Donc le théoréme 26 fournit de bonnes bornes pour
cx(G(V,r)). Néanmoins, il est possible d’avoir de meilleurs résultats, et un résultat exact est
connu lorsqué: = 0.

Pour toutr > 0, soit7 la plus petite distance entre deux pointsiddistants d’au moins
(i.e. est la plus petite valeur de? + zy + y?)'/? supérieure ou égalerdavecs ety entiers
naturels). Notons que< 7 < [r], et que la valeur dé* peut étre calculée ef(r) opérations
arithmétiques.

Théoréme 27(Voir [MR99] pour l'origine). Pour toutr > 0, x(G(T,r)) = 72

Nous n’avons pas de résultat exact pour la colorati@mpropre, mais nous avons tout de
méme obtenu la borne suivante.

Théoréme 28.Pour toutk et toutr > v/3(k + 1),

(G(T, 1) < [ ]

T+2k+1) (r+%+1)
k+1 '
<

En outre, sir < [%1], alors ¢, (G(T, 7)) {WW

Fic. 3.33. Une partie du réseau triangulaie (i.e. les combinaisons linéaires entiéres des
vecteursa = (0,1) etb = (1/2,+/3/2)) en noir, et les cellules de Dirichlet-Voronoi corres-
pondantes en gris : chaque cellule est un hexagone régulier de @8 donc donc d’aire
1/o = /3/2, et contenue dans un disque de rayoa 1/+/3.
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3.3.2. Démonstrations

Comme mentionné précédemment, les principaux résultats reposent sur le cas particulier ou
V est le réseau triangulaif@ C’est pourquoi nous commengons par considérer cette situation.
Le théoreme 28 découle directement du résultat plus général suivant.

Théoréme 29.Soientk un entier naturel et € {1,2,...vk + 1}. Posonsy, := [£EL]. S
r > /31,

o(G(T, 1) < HO (r+”;1+xo—1ﬂ E (r+‘”°2_1+m—1)]

En outre, sir < [%1], alorsc,(G(T, 7)) < B—%W

Démonstration du théoréme 29.1| est suffisant d’exhiber une coloratiérimpropre del” qui
satisfasse la borne annoncée. Il s’avére quaxage strictde 7', c’est-a-dire une coloration

telle que chaque classe de couleur soit la translation d’'un sous-résdail’, atteint la borne.

Nous décrivons une telle coloration simplement par une brique de base : un sous-ensemble fini
V' C T tel queV’ 4+ T' paveT. Définissons a présent la briqglié et le sous-résedll’. Soient

1 = axg ety; := [k avec

o= {i (T—Fﬁ_l—‘—ffo—l)—‘ etg = [l (r+x0_1~|—/<;—1)-‘.
Zo 2 K 2

L'ensemblel’ est 'ensemble des points: + yb tels que(0,0) < (z,y) < (z1,y1) etT’
celui des combinaisons linéaires entieres:geandy; b. Il est clair quel’’ + 7" paveT'.

] v 2
' \ -
I \ -
) \
| \
\

I
. T
rg .7

\
T3
\

] = axg

FiG. 3.34. lllustration du pavage pour le théoreme 29.

PosonsV’

{(@,

= 1
(0,0) < (4, ) (o, B) et attribuons a chaque ensemblg une couleur differente. Pour que

i) |ize < i < (i 4+ Dao — letjr < j° < (j + 1)k} pour
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la coloration obtenue en pavant le réseau kaihpropre, il suffit que les distances, -, r3 et
4 de la figure 3.34 soient toutes au moinarr est au moins,/3z,). D’aprés la formule de
la distance entre deux points dans le réseau triangulaire,
7 = ((a—1xg+1)* = ((a—Dag+1)(k — 1) + (k — 1)?
= 25(a—12+2—(k—1)zola—1)+1— (k= 1)+ (k= 1)
Doncr; > r si, et seulement si,

a—1 > i(“; —1—1—%\/((%—1)—2)2—4(1—(/1—1)+(/<L—1)2—7“2))

Zo

1 3 k—1
- 2 _ Z(k—1)2 -1
ZE()(\/T 4(I€ )+ 2 >

qui est vrai par le choix de. Vérifier quer, > r se fait de la méme maniére, et clairement
r3 > r1. Le nombre de couleurs utilisées dans cette coloration@stomme souhaité. [

Le théoreme 28 est simplement le théoréme 29 lorsguel . D’autres choix de: peuvent
donner de meilleures bornes lorsque 1 est composé. La meilleure borne est obtenue lorsque
k + 1 est un carre.

Corollaire 6. Soientk un entier naturel et + 1 = 2 un carré. Sir > /3x,

W (G(T.r) < P (T+3/12— :sﬂ2 . (r+(5\/ZT+1—3)/2)2_

K

Bien que le théoréme 28 suffise a nos desseins, il serait intéressant de connaitre la valeur
précise dey,(G(T,r)) pour tous les choix dg etr.

Il est possible, pour prouver la borne inférieure du théoréme 24 (et donc du théoreme 26), de
s'inspirer de I'approche utilisée dandiR99] en établissant une borne inférieure d’'un analogue
k-impropre duguotient de stabilitéqui est le maximum pour tous les sous-graphes indilide
G des quotientsV/ (H)|/a(H). (Lanalogue serait le maximum des quotiefit§ H)|/a*(H),
aveca*(H) le plus grand nombre de sommets Henduisant un sous-graphe dé de degré
maximumk:.) Toutefois, il suffit d’appliquer la proposition 4 au théoreme 23. Il ne reste alors
gu’a prouver les bornes supérieures.

A cette fin, rappelons ici la définition suivante donnée danR99]. Etant donnés deux
ensembles! et B de points du plan et un réel > 0, une fonctionp : A — B estw-oscillante
si la distance euclidienn&(a, ¢(a)) est au plusv pour chaque: € A. Remarquons que s'il
existe une injectiom-oscillante ded dansB, alorsc,(G(A,r)) < cx(G(B,r+2w)) pour tout
r > 0.

Démonstration du théoreme 24.La preuve est inspirée de celle du lemriiede [MR99].

Soite > 0. Nous voulons montrer qug (G)/r? < (o + E)Q(ﬁl). Soit7” un homothétique de

T de densitéo + ¢/2), i.e. soitT’ = ¢71T avect = ((o +¢/2)Vv/3/2)"/2.

NotonsS le carré unité demi-ouveft := {(z,y) : 0 < z,y < 1}. Pour toutr suffisamment
grand, tout translatéS contient au moings +¢/4)z? points del” et au plus ce méme nombre
de points dé/. Si le plan est partitionné en carrés de catéalors il existe, pour chaque carré
X, une injectionw-oscillante d&” N X dansT’ N X avecw = v/2z. Ceci fournit une injection
w-oscillantep : V. — T".
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En utilisant le théoreme 28,
(G(Vir) < a(G(T',r + 2w))
= (G(T,&(r + 2w)))
(E(r +2w) + 2k + 1) (&(r + 2w) + £ +1)
(k+1)

< 7r*(oc+¢) si r est suffisamment grand.

3
2(k+1)
U
Le lemme suivant sera utilisé dans la démonstration du théoréme 26. Pour:totdeux

ensemblesi et B sontw-prochessi, et seulement si, il existe une bijectiaroscillante deA
versB.

Lemme 21(McDiarmid and ReedYIR99]). SoitA (respectivemen®B) un ensemble possédant
une structure cellulaire de densitéet de rayon-, (respectivementg). Les ensembled et B
sont(r4 + rg)-proches.

Démonstration du théoréme 26.Nous appliquons ici I'idée utilisée dans la preuve du théo-
reme2 de [MR99]. Rappelons que les cellules de Dirichlet-Voronoildeonstituent une struc-

1/2
ture cellulaire de densit&//3 et de rayorl /v/3. Posong = /7 = (a\/g> :

2
L'ensemblecV posséde une structure cellulaire de méme dedgigd, mais de rayoip.
D’aprés le lemme 2KV etT sontw-proches, avew = 1/v/34£p. Ainsi, pour toutr > 0,
ck(G(Vir)) = e (G (§V,€p)) < er(G(T, D))
avecD = &r + 2w = &(r + 2p) + \% Donc,
(D+2k+1)(D+%+1)

k+1
d’'apres le théoreme 28. d

c(G(V,r)) < ex(G(T, D)) <

3.4. Coloration impropre des graphes aléatoires d’intersec-
tion de disques unitaires

Nous allons étudier dans cette section le comportement du nombre chrontatigpeopre
pour les graphes aléatoires d’intersection de disques unitaires afin de généraliser les résultats
de [MMO05, MMO06 ] et [MUIO5]. Les définitions et les résultats sont donnés dans la premiére
sous-section, et les démonstrations dans la seconde.

3.4.1. Résultats

Nous allons travailler danR?, ou d est un entier fixé au moins égakaAu vue des pro-
blemes pratiques considérés, le cas qui nous intéresse est ldrequégal 2. Toutefois, les
résultats présentés ici sont valables quelle que soit la dimedsble cas général, intéressant
du point de vue théorique, n’ajoute aucune difficulté ou lourdeur d’écriture. Nous considérons
les graphesy,, obtenus de la fagon suivante. Seitine distribution suR?, de densité bornée.

Des pointsX;, ..., X,, deR? sont choisis indépendamment et aléatoirement seldfotons
Gn = G{Xy,...,X,},r(n)) our(n) est une suite de réels strictement positifs qui tend vers
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0 quandn tend vers l'infini. Nous nous intéressons au comportement du nombre chromatique,
du nombre chromatique impropre et de la taille de la plus grande cliqu, dersquen tend
vers linfini.

Dans ce modéle de graphes aléatoires, la distaficgjoue un réle similaire a celui de
p(n) dans le modelé&(n, p) de Erds-Rényi. Les différents comportements seront décrits en
fonction de la quantitén car, conformément a lintuition;?n permet de mesurer le degré
moyen du graphé&-, (considérons par exemple le cas ou la distributioest uniforme sur
[0, 1]¢ : la probabilité queX; X soit une aréte d&', est~ mr? sir est suffisamment proche de
0, et 'espérance du degré dé est donc~ 7(n — 1)r?). Un traitement plus rigoureux de la
relation entre-?n et le degré moyen dé,, est consultable danMO05].

Dans cette sous-section, I'improprétést fixée, mais les résultats énoncés sont toujours
corrects sk augmente aveg, a condition que 'augmentation ne soit pas trop rapide.

Théoreme 30.Soitk un entier fixé et7,, défini précédemment.
(i) Sinr? > n=? pour touts > 0, alors
(k + 1)er(G,)
X(Gn)

(i) S'il existes > 0 tel quenr? < n==, alors

X(Gn) X(Gn) S\
P (ck(Gn) € { h 1 W , h 1 + 1 3 pour toutn sauf un nombre finj = 1.

Les résultats de ce théoréme peuvent s’exprimer en fonction dew(G,,) seulement,
grace aux résultats d&IM05, MMOG6 ]. Toutefois, les résultats nécessitent quelques définitions
supplémentaires afin d’étre cités, aussi nous préciserons simplement que, pour le plan et la

norme euclidienne, le rappoﬁ% tend presque sdrement verg’3/m sous les conditions de
I'item (i), sauf sir’n = n°), auquel cas ce rapport tend presque slrement vers un.

La proposition suivante montre que I'ensemble de deux valeurs donné dans le théoreme
précédent ne peut en général étre réduit.

— 1 presque sUrement.

Proposition 27. Sik est un entier strictement positif et si la suite:) vérifienr? = yn~ T
pour un réely > 0 et un entier naturel non nuh, alors il existe un réet = ¢(v,m) € (0,1)

tel que
P (ck(Gn) = m(f”l)w + 1) e

Cette proposition exhibe une différence notable de comportement entre le nombre chroma-
tiqgue impropre et le nombre chromatique, puisque, lorsqu’il existed tel quenr? < n==, il
est prouvé dansgM05, MMO06 ] que

P(x(G,) = w(G,) pour toutn sauf un nombre fini= 1.

La proposition 27 montre qu’un résultat analogue (c’est-a-dire en remplaqgaart;, etw par
w/(k + 1)) est faux pouk > 1.

D’aprés le second item du théoréme 30, lorsagrfe< n ¢, la distribution de;, est concen-
trée sur deux entiers consécutifs lorsquéend vers l'infini, dans le sens dB(c(G,) €
{m(n),m(n) + 1}) — 1. Ce phénoméne (appelécusingpar PenroseHen02, Pen0p se
produit pour divers invariants des graphes dans le modéte p) de Erdds-Rényi. Miller a
prouvé récemment une conjecture de Penrose stipulant qu’un tel phénomdoeu@eg se
produit pourw(G,,) et x(G,) lorsquenr? < In(n) [MUIO5]. La preuve peut étre aisément
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adaptée a la coloration impropre, donnant ainsinr$i < In(n), il existe une suite d’entiers
m(n) telle queP(cx(G,) € {m(n),m(n) + 1}) — 1 lorsquen — oc.

3.4.2. Démonstrations
La preuve du second item du théoréme 30 utilise le résultat suiviviop, MMOG6 ].

Théoréme 31(McDiarmid and Muller MMO06]). S’il existes > 0 tel quenr? < n~¢, alors

(i) il existe une suiten(n) telle qQUeP(w(G,,) € {m(n), m(n)+1} etA(G,) € {m(n)—
1, m(n)} pour toutn sauf un nombre fini=1; et

(i) P(x(G,) = w(G,) pour toutn sauf un nombre fini= 1.

Démonstration du théoréme 30, item (ii). Supposons gu'’il existe > 0 tel quenr? < n=.
D’apres le premier item du théoréme 31,

P(A(G,) € {w(Gy) — 1,w(G,)} pour toutn sauf un nombre fini= 1.
Donc, en utilisant le second item du théoréme 31,
P(x(G,) = w(G,) etA(G,) < w(G,,) pour toutrn sauf un nombre fini= 1.
Orsix(G,) = w(G,) etA(G,) < w(G,,) alors d’aprés la proposition 4,
o | saion < [MET <[5+
ce qui conclut la preuve. O

Avant de prouver la proposition 27, donnons deux résultats du chapitre troisieé Perds|
Si Z et Z' sont deux variables aléatoires entieres, Wistance variationnelle totalest

drv(Z,7") :==sup |[P(Z € A) —P(Z" € A)|.
ACZ,

Soient¢, (&,),>1 des fonctions mesurables a valeurs dafisLa suite(&,),>1 converge en
distribution vers¢ si, et seulement si,
lim E[A(&,)] = E[h(¢)]

n—oo

pour toute fonctiork continue et bornée de¢ versR. Ceci est noté,, -2 ¢.

Proposition 28 ([Pen03). Fixons un graphe d’intersection de disques unitaires connexe a
[ > 2 sommetd. Soit N le nombre de sous graphes induits@g isomorphes & et Z une
variable de Poisson de moyenfiéy.

— Il existe une constante strictement positive: ;(H) telle QUEEN ~ pn!rdi=1),

— Il existe une constante= c(H) telle quedry (N, Z) < cnr.

Proposition 29 ([Pen03). Fixons une suitd H;),<,<; de graphes d'intersection de disques
unitaires connexes & > 2 sommets, deux-a-deux non isomorphes. Sadiere nombre de
sous-graphes induits d€,, isomorphes aH;, et i1, o, . .., ;s donnés par litem(i) de la
proposition 28. Soient enfifd,, 75, . . ., Z, des variables de Poisson indépendantes telles que

EZ; = ~'~1u,. S'il existey > 0 tel quenr? ~ yn‘l—%, alors
(N1, N, ... ,Ns)&(Zl,ZQ, ooy ).
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FIG.3.35. H ~ K, (it1)4+1 — e Vérifiew(H) = m(k + 1) etep,(H) = m + 1.

Démonstration de la proposition 27.D’apres le second item du théoréme 31, il suffit de consi-
dérerP (ck(Gn) = [%W + 1> puisqueP (x(G,) # w(Gy)) — 0.

Soitl := m(k+1)+ 1. Par le choix de(n), n'rdl—1 = 4= et lorsquer tend vers l'infini,
n!Flrd = 4 =1nrd tend verd) alors quen!~'r?=2) = n(nr?)i=2 = ny!=2p~11/0-1 tend vers
Finfini.

Soit L(G,,) I'ordre d’une plus grande composante connexeCe D’aprés la proposi-
tion 28,

P(0(Gy) > 1 —1etL(Gy) <1) — 1.

En effet, soitN le nombre de sous-graphes induits @g isomorphes a;_; et soit N’ le
nombre de sous-graphes induits connexes d'drdré.
D’apres la proposition 28, EN’ = O(n't1rd) = (1), donc

P(L(G,) > 1) =P(N' > 0) <EN'=o(1).
EnoutreEN = Q(n'~1r¥=2)) — oo. Ainsi, en utilisant la proposition ZB),
Pw(G,) <l—1)=P(N =0) =e ™ +0(1) = o(1)

puisque, pour toute variable de poissénle paramétre. > 0, P(Z = 0) = e~

SoientHq, ..., H, tous les graphes d’intersection de disques unitaires connexes dlordre
deux-a-deux non isomorphes tels quéH,;,) = m + 1 et H; # K. Il existe au moins un
tel graphe : poson#/ := G({(:5,0) : ¢ = 0,...,1 — 1},1) (voir Figure 3.4.2). Il s’agit
simplement du graphe complef #ommets moins une aréte. Ce graphe vérifi¢/) > m :
supposons qu’il existe une-colorationk-impropre deH. Comme les sommets dé peuvent
étre partitionnés en une cliqdéde taillel — 1 = m(k + 1) et un sommet adjacent a tous les
sommets d&' sauf un, chacune des couleurs est attribuée a exactemént 1 sommets de
C'. En particulier, chague sommet depossedé: voisins de sa couleur dads Ainsi, puisque
k > 1, au moins un sommet d€ possedé: + 1 voisins de sa couleurk dansC' et vy. En
outre,c,(H) < m + 1 d’aprés la proposition 2 cak(H) <[ —1=m(k +1).

Soit Ny le nombre de sous-graphes induits@g isomorphes &, et soit/N; le nombre
de sous-graphes induits isomorphe&a Si w(G,) > [ — 1 et L(G,,) < [l alorscy(G,) =

[%W + 1 si, et seulement siy, = 0 et il existei € {1,2,...,s} tel queN; > 0. Donc

P (ck(Gn) = ngﬂ + 1) =P(Ng=0et3die {1,2,...,s},N; >0) + o(1).
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Ainsi, d'apres la proposition 29,

P (Ck(Gn) = ’V%—‘ + 1) — e_“07l71(1 — e—(ul-&-“-—i-us)vl*l)’

pour des réelgqg, i1, . . ., fts > 0. 0

La preuve du premier item du théoreme 30 utilise certains outils développe\isios |
afin d’étudier le comportement dgG,,).

Un élément primordial de la preuve est le lien entre la coloration de graphes et la program-
mation linéaire entiére. Le nombre chromatiquér) d’'un grapheG = ({vy,vs,...,v,}, E)
est en effet la valeur optimum du programme linéaire eniét)

min 17z

telque Az >1,
x > 0,z entier,

ou A est lamatrice des stablede G. Il s’agit d'une matrice dé) et del an lignes dont les
colonnes sont indicées par les stabledéde plus,a; ; = 1 si, et seulement si, le sommet
v; appartient au stable correspondant a la colohrgiant donné un vecteur d’entiers naturels
b = (by,ba,...,b,), le grapheG, est le graphe obtenu a partir d¢en remplagant chaque
sommety; par une cliqgueC; de tailleb; (les sommets des cliqués; et C; étant relies si, et
seulement siy;v; € E). Alors x(G,) est la valeur optimum dBLE

min 17z

telque Az > b,
x > 0,z entier.

En outrec,(G,) n'excéde pas la valeur optimum LE

min 17z

telque (k+1)Az > b,
x > 0,z entier.

Ceci est d au fait que choisir+ 1 copies de chaque sommet d’un stableddonne un stable
de G, (mais ceci ne permet en général pas d’obtamisles stables dé&r;).

Soit f la fonction de densité de la mesure de probabilitéilisée pour générer les points
X1, Xs, ..., X, (rappelons quef est bornée par hypotheses). sgpremum essentiefune
fonctiong, notég,,.x, est

gmax = sup{t : [{z : g(z) > t}| > 0},
ou |.| est la mesure de Lebesgue. Un ensemble mesurhlgleR? a un petit voisinagei, et
seulement silim.\ o |A.| = |A| avecA. := A+ B(O,¢).
Soit F I'ensemble des fonctiong : R — R positives, bornées, a support borné, non

presque partout nulles, et telles que tout téeénsemble{x : ¢(x) > t} ait un petit voisinage.
Soit M, la variable aléatoire définie par

M¢::sup290( )
1

IERd = r
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Ces variables aléatoire¥/,, jouent un role important dans I'é¢tude du comportement du
nombre chromatique d&,, (voir [MMO06]).

Proposition 30 (McDiarmid et Muller MMO06]). Soity = 1y pour un ensemble borié” C
R? avec un petit voisinage et d'intérieur non vide. Pour teut 0, il existed = d(e) > 0 tel
que, sin™® < nr? < §Inn, alors

P((1 —€e)m < M, < (1+ €)m pour toutrn. sauf un nombre fini= 1,
olm = m(n) := Inn/In(2%).

Proposition 31 ((MMO6]). Soity € F. Pour toute > 0, il existeT = T(e) tel que, si
nr® > Tlnn, alors

P((1 —€e)m < M, < (14 €)m pour toutrn sauf un nombre fini= 1,
oum =m(n) := fraxnr® [pa o()dz.
Proposition 32([MMO06]). Soity € F. Sinrd ~ tInn pour un certaint € (0, 0o), alors
M,

— — fmax/ o(x)e? @ dx presque siirement
nr Rd

ous = s(¢,t) > 0 est solution de

1
B tfmax'

/ (sp(x)e? @ — e#@s 4 1)dy (3.1)
Rd

Poury € F ett € (0,00), notons

5(90715) ::/ (p(x)e‘p(ﬂﬁ)s(%t)dx’
Rd

ou s(y, t) est 'unique solution positive de (3.1). Pour voir que (3.1) posséde bien une unique
solution positive (sauf sp est nulle presque partout, auquel cas I'équation (3.1) n'admet pas
de solution), il suffit de voir que le membre de gauche de (3.1) croit aypears > 0 (car
lintégré sp(x)ef®s — (@ 41 = H(e¥®*) avecH (z) := xlnz — = + 1 est strictement
croissant aveg pour toutz fixé tel quep(z) > 0).

Lemme 22.Poury € F et € (0, 1), soity, défini parp,(z) := p(Az). Alors

g(SOM t) < Aidé(gpa t)
Démonstration. Remarquons d’abord quéy,,t) < s(p,t). En effet, pour tout > 0 :

/ (sgo)\(a:)e“”(x)s — @3 L ) dy = )\—d/ (sp(y)erWs — epWs 1 1)dy,
R¢ R?

en utilisant le changement de variable= Az. Donc, si [,,(sp(z)e?™® — e#@)s 4 1)dx =
7. Ppour un certairs > 0, alors [y, (spx()e? s — e 4 1)dr > 71— Commes
Jpa(sa(z)efr@)s — epr@s 4 1)dy croft avecs > 0, il suit que, nécessairementp,,t) <
s(p,t), comme souhaité. Ainsi,

/ SOA(x)e@A(x)s(Wx,t)de/ S0)\(;5)6%@(90)5(90,75)dxS)\—d/ go(ﬁ)ew(x)s(%t)d:p.
R4 R4 Rd
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Démonstration du théoréme 30, item (i).Commencgons par trouver une borne supérieure de
cx(Gr). Fixonse > 0, et considérons le graplieobtenu de la fagcon suivante. Pour taut
R, soit S, I'hypercubex + [0,cr)¢ de cotésr : ces hypercubes partitionneRt. Lensemble
de sommets d& esterZ?, deux sommets distincts et ¢ sont adjacents si, et seulement si,
p—qll< 7(1+&ev/2). Pour touti’ C R?, notonsN (W) le nombre de sommets d&, dans
W, i.e.

NW) :=|Wn{Xy,..., X}

Soit G, le graphe obtenu en remplacant chaque somdet” par une clique de taill&V(.S,) :
le graphe,, est un sous-graphe dg,, donc toute borne supérieure d¢G’,) est aussi borne
supérieure de,(G,,).

Soit K > 0 (supposé grand) tel quedivise K. Pour toutp € erZ?, soientH, et H) les
sous-graphes respectifs dg et G/, induits par les sommets dapst [0, Kr)¢. NotonsA la
matrice des stables du sous-graphedel induit par les sommets dedans|0, Kr)?. D'apres
les remarques précédentes,H, ) n’excede pas la valeur optimale du programme linéaire

min 17z

telque Az >b(p)/(k+1),
x > 0,z entier,

oub(p) := (N1(p+p1),--., Nm(p+p)) estle vecteur (aléatoire) dont les coordonnées sont le
nombre de sommets d&, dans chacun des hypercultgs,,, pourp; € [0, Kr)? N erZe.

Considérons la relaxation de ce programme (c’est-a-dire supprimons la contrainteajue
entier). SoitM (p) la valeur optimum du programme relaxé. Puisque la matfices dépend
que de:s et K, il existe une constante:= c¢(K, <) telle que

X"(H,) < M(p) + (K, ¢), (3.2)

car I'arrondi supérieur de toutes les variables d’un point réalisable du programme relaxé four-
nit un point réalisable du programme initial. Donc, en particulier, il suffit qué, ¢) soit le
nombre de colonnes dé& (qui est le nombre de stables Og).
Par dualité M (p) est aussi la valeur optimale du programme
1 1T
max k_—Hb Yy
telque ATy <1,
y = 0.

Cette formulation duale a I'avantage de placer en quelque sorte I'aspect aléatoire dans la
fonction objectif. Le polytope défini par la contraintef'y < 1 ne dépend que de et K.
Connaissant ces derniers, il est donc possible d’énumérer les sommets du polytope. Notons-
lesyi,...,yn. Puisque la valeur optimum du programme est atteinte en I'un des sommets du

polytope,

M(p) = %H max y; b(p). (3:3)

Soitt; : R? — [0, 1] la fonction définie par

by = (v;); siz €S, avecj€ {1,2,...,1}
' 0 siz ¢ [0, Kr)?.
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(Les pointspy, ps, . . ., p; constituent 'énumeération d@, Kr)? N eZ¢ précédemment utilisée
pour définir le programme.) Ainsi,
l
b (p)yi = Y (4:)iN (Spip,) Z@/h Ui( X = p)) -
j=1
Posons a présent(x) := ¢,;(rx). Les fonctionspy, ¢o, . . . , ¢, Ne dépendent plus de(ou de
n), mais seulement deet K. En outrey; € F pour tout: et

S (B)

1
cr(H,) < o1 M, + c(K,e).

Cette borne sur, (1)) borne en réalité le nombre chromatiguémpropre du sous-graphe
deG,, induit par les points dand’, := p+ [0, Kr)? + (K + 1)rZ?, puisque ce sous-graphe est
I'union disjointe des graphed, (figure 3.4.2). En effet, si € p+ [0, Kr)? + (K + 1)rz et
y€p+[0,Kr)?+ (K +1)rz avecz # 2 € Z4, alors||z — y||> r.

Ainsi, avec (3.2) et (3.3),

N | L

r Kr

R N R

FiG. 3.36. Les ensembleW/,,.

Supposons, sans perte de généralité, igast entier et considérons la collectiohl :=
{W, :per{0,..., K}}. Chaque petit hypercul®,, ¢ € cZ¢, est couvert par exactemefat
des(K + 1)¢ ensembleslV, € W considérés.

Soit(, , le graphe obtenu en remplagant chaque ppufeI" N 1V, par une clique de taille
H((ZW (plutdt queN (¢) comme précédemment). Le sous-graphe peut étrek-improprement
coloré avec au plus

max, g ma; (| X2 | L [ M) ()

(k+1)Kd max; M . ce(K,e)+m
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couleurs. En outre, les colorations des sous-graphiespeuvent étre assemblées pour donner
une coloratiork-impropre du graphé,, utilisant au plus

d
b <E> _max M, + (K + 1)*(c(K, ) +m)

k+1 K =1,...,m
couleurs.
Nous allons a présent minorg(G,,). Posons”’ := 7‘1+€§ etsS; = y+ [0,e)? pour
y € R, Pour toutz € RY, soit H, le sous-graphe dé', induit par Ies points de I'hypercube
z+ [0, K)%

Notonsl”. le graphe dont les sommets sont les pointsp,, oup, décrit tous les points de
0, Kr')4 N er'Z?, deux sommets distinctset ~ étant adjacents si, et seulement||sj,— z || <
(1 4 ev2) = r(1 — ev/2). Le graphel’, est isomorphe au grapHe, et posséde donc
en particulier la méme matrice de stablsSoit H., le graphe obtenu en remplacant chaque
sommetr + p, del’,, par une clique de taillaf(S;m). Le grapheH, est un sous-graphe de

G, etx(H]) est au moins la valeur optimale du programme linéaire
max b(z)Ty
tel que ATy <1,
y =0,
oud(z) = (N(S' . ,),N(S', ,),...,N(S', ,)). Les sommets, s, ..., y, du polytope

\ z+p) x+ph x+p)] .
sont inchangeés. lls correspondent toutef0|s desormals aux sommes

" X T
= 90§<j >

avecy(r) == ¢; Gf%gx) En maximisant pour € R,
X(Gn) > max M. (3.4)
i€{1,....,m}

Par conséquent,

d
| < (k+ 1)ck(Gr) < (K—i— 1> max; M, N a (3.5)

- X(Gr) K max; My max; M,
ol := (K + 1)4(c(K, €) +m).
Considérons des réelg < t; < ... < t, avect,,; < (1 + €e)t;, to petit ett, grand (ces
termes seront précisés ensuite). Puis partageons la-seritsous-suites, . .., 74,1 :

r(n)  sinrd <tglnn, r(n)  sinrd>t,Inn,
7no(n) = /tolnn sinon. ’ Ta-‘rl( ) = [talnn sinon.
r n) Siti_iInn < nrt¢ < t;lnn,
= . ) our: € {1,2,...,a},
“;‘” sinon. pouri & { ab
et posongy! = G({X1,...,X,},m:(n)). Alors, pour tout :

(k + Der(Gh)
x(G)

—_

<

"

< (K, ¢€) pour toutn sauf un nombre fir) =1, (3.6)
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ol (K, €) := Lt (iiﬁ) ()" 4 . Par suite,

p (1 < (k+ 1)ek(Gr)
X(Gy)
carG,, coincide toujours avec I'un d&s’, et la probabilité de I'intersection d’un nombre fini
d’événements de probabilité un est un. Ainsi, en faisant teRdvers l'infini ete verso,
(k + 1)ex(Gr)
X(Gy)
comme voulu. Il ne reste donc plus qu’a établir (3.6) pour et pour un choix particulier
det,... ,ta).
Considérong:?, et posong); := g1y, ¥2 := Lp(oa). DONc My, etM,, sont respective-
ment le nombre maximum de points dg dans une boule de raygnetr. En particulier,

M¢1 < W(Gn) < X(Gn) < A<Gn) +1< M¢2'

< v(K, ¢€) pour toutn sauf un nombre fir> =1,

— 1 presque slrement,

D’apreés la proposition 30, et la borne supérieure de la proposition 2,
P (x(G;) = (1 — €)b pour toutn sauf un nombre firi= 1,

1 ,
P (c,mg) < k—+1(1 + €)b + 1 pour toutn sauf un nombre fw) =

oub = b(n) := —42-. Observons qué — oo, camr{ > n~° entraine > 1 + o(1). Par sulite,

ln( 1nn

n'ro

(k4 1Dep(GY)  1+e€
P( WG S«

Considérons a prése@f. ™. D’'apres la proposition 31, pourvu ggesoit suffisamment grand,

+ € pour toutn sauf un nombre fir) = 1.

P(M,, < (1+ €)b; pour toutn sauf un nombre fini= 1,
P(M, > (1 — €)b; pour toutn sauf un nombre fini= 1,

pouri € {1,2,...,m}, avech; = fuanr? fRd i(x)dr etb; = fpanrd fRd oi(x)dr =

(%)dbi (en utilisant le changement de variahle= (}fzé)x pour la derniére égalité).

Par (3.5) et le fait qué, — oo, la probabilité que

(h+Den(Ga) _ 1+ <1+eﬁ>d <K+1>d

X(Gat) T l-e\1-eV2 K

pour toutn sauf un nombre fini est un. Considérons ertin pour: € {1,2,...,k}. Nous
supposerons que les rééjssont choisis de telle sorte que < (1 + €)t;_;. Posons; :=

\/% etr; := /422 Commecy(G(V, p)) etx(G(V, p)) sont croissants selgn
X(G) 2 x(GUX, . Xahr)), alG) < alGHXL, . Xad ).
D’apreés la proposition 32 et (3.4), il suit (avec probabilité un pour toss&iuf un nombre fini) :

(Gi ) > (1 =€) fmaxn(r; ) max; 5(%’ ti1),
XHGY) < o () A+ €) fanaxnn(r) T max; (i, 1) +
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Avec la terminologie du lemme 22;; = (¢))\ aveci := (%). Par conséquent (avec
probabilité un, pour tout sauf un nombre fini) :

(k+1)ck(Grn) (1+e) t; <1+e\/§)d(K+1>d+€

X(G%) — 1—e/ ti—1 175\/5 K
d
(1+€)? (1+ev2 K+1\4
S (1_6\@) ( K ) T €,
ce qui conclut la preuve. O

3.5. Conclusion

Plusieurs problématiques liées aux graphes d’intersection de disques unitaires ont été étu-
diées au cours de ce chapitre. Plusieurs questions intéressantes restent a resoudre. La premiere
concerne les graphes d’intervalles.

Probléme 7. Si G est un graphe d’intervalles unitaires, gtun entier strictement positif, le
théoréme 18 stipule qug(G) € {[42], [« 1+ 1}, Est-il polynomial de déterminer laquelle
des deux valeurs est correcte ?

Probléme 8. Soitk un entier strictement positif fixé. Est-il polynomial de déterminer le nombre
chromatiquek-impropre des graphes d’intervalles ?

Il est également naturel de fixer le nombre de couleurs et de demander quelle est la plus
petite impropreté nécessaire pour colorer un graphe donné.

Un autre sujet important est la création d’algorithmes d’approximation. Nous avons vu
gu’il existe pour le nombre chromatique uG@pproximation pour les graphes d’intersection
de disques, et ungapproximation pour les graphes d’intersection de disques unitaires. Dans
le cas des graphes aléatoires d’intersection de disques unitaires, le théoreme 30 fournit une ap-
proximation asymptotique du nombre chromatiguienpropre : la valeuw(G,,)/(k + 1) (cal-
culable en temps polynomial), multipliée par le rap@arB /= ~ 1, 103 est une approximation
raisonnable de,(G,,). Il serait intéressant de trouver un bon algorithme d’approximation du
nombre chromatiqué-impropre pour la classe des graphes d’intersection de disques unitaires,
et des graphes d’intersection de disques.

Concernant la coloration impropre des sous-graphes du réseau triangulaire, le probléeme
suivant reste ouvert.

Probléme 9. Le probléme suivant est-=N"P-complet ?
INSTANCE : un sous-graphe indui du réseau triangulaire.
QUESTION :le grapheG est-il 1-impropremeng-colorable ?

Une autre question intéressante concerne la coloration impropre pondérée des graphes bi-
partis. Il est polynomial de trouver une coloration pondérée propre optimale d’un graphe biparti
(le nombre de couleurs requis est égal au poids maximum d’une clique), mais nous ne savons
pas ce gu'il en est pour la coloration impropre. Il parait peu probable que ce probléme reste
polynomial, mais trouver une approximation serait intéressant, car cela pourrait permettre d’en
déduire un algorithme d’approximation pour les sous-graphes du réseau triangulaire en s’ins-
pirant de la méthode utilisée (pour la coloration pondérée propre) d4R6(Q]. Notons que
trouver le plus grand ensembleindépendant est un probleméP-complet pour les graphes
bipartis planaires)JL93], et qu'il n’est pas difficile de prouver qu’il en est de méme pour les
graphes d’intersection de disques unitaires et les sous-graphes du réseau triartiisne].[
Ajoutons qu'il existe un schéma d’approximation polynomial pour trouver la taille du plus
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grand ensemble-indépendant d’un graphe d’intersection de disques unitaires : pour to0t
il existe un algorithme polynomial fournissant ufie— ¢)-approximation.

Enfin, la rapidité de convergence des résultats asymptotiques des sections 3.3 et 3.4 restent
a analyser.






Deuxieme partie

Autres problemes de coloration






CHAPITRE 4

Coloration 3-faciale des graphes planaires

Les résultats de ce chapitre ont été obtenus avec Frédéric Havet et Riste Skrek8S04 [

4.1. Introduction

La notion de coloration faciale, introduite dak@\S05b], étend la notion bien connue de
coloration cycligue. Urchemin faciald’'un plongement d’un graphe planaiteest une suite de
sommets dans 'ordre obtenu en parcourant une partie de la frontiere d’'une fdoaguaur
d’'un chemin facial est son nombre d’arétes. Deux somne¢t de G sont dewvoisins/-faciaux
si, et seulement si, il existe un chemin facial de longueur au/pdunsre-eux. Uneoloration /-
facialec deG est une fonction qui associe a chaque sommet une couleur de telle sorte que deux
voisins/-faciaux quelconques soient colorés differemment. Un graphe admettant une coloration
(-faciale aved: couleurs est dit-facialement:-colorable

La conjecture suivante est proposée daiid$05b].

Conjecture 4 (Kral’, Madaras et Skrekovski)Tout graphe planaire egtfacialemen{3¢+ 1)-
colorable.

Notons que la borne de la Conjecture 4 est optimale : comme le montre la figure 4.1, pour
tout/ > 1, il existe un graphe planaire qui n’est patacialement/-colorable.

FiG. 4.1. Le graphe planairé&, = (V, E) : chaque aréte en pointillés représente un chemin
de longueur. Le grapheG, n'est past-facialement3/-colorable : tous les sommets sont des
voisins/-faciaux, donc touté-coloration faciale doit utilisefl’| = 3¢ 4 1 couleurs.

La conjecture 4 peut étre vue comme un analogue, pour la colorafexiale, de la fa-
meuse conjecture suivante de Ore et Plumm@®&tg9, JT93 concernant la coloration cyclique.
Un graphe planairé&’ est ditcycliguemenk-colorablesi, et seulement si, il admet une sommet-
coloration aved: couleurs telle que toute paire de sommets incidents a une méme face soient
colorés differemment.

Conjecture 5 (Ore et Plummer@P69). Tout graphe planaire esk%J -colorable, ouA*
désigne la taille d’une plus grande face @de

95
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Plus précisément, la conjecture 4 implique la conjecture 5 pour les valeurs impaikés de
Le meilleur résultat partiel sur la conjecture 5 a été obtenu par Sanders etSZ@, [qui ont
prouvé la borne supérieufé2-|.

Notons f.(z) le plus petit nombre de couleurs permettant de colorer cycliquement tout
graphe planaire dont la taille de chaque face est ausplua valeur def.(z) est connue pour
x € {3,4} : f.(3) = 4 (le probleme de trouvef.(3) étant équivalent au Théoréme des Quatre
Couleurs AH77, AH89)) et f.(4) = 6 (voir [Bor84, Bor95]). Il est également connu que
fe(5) € {7,8} et f.(6) < 10 (voir [BSZ99), et quef.(7) < 12 (voir [Bor92)).

La conjecture 4 est trivialement vraielsE 0, et est équivalente au Théoréme des Quatre
Couleurs sii = 1. Elle est ouverte pour toutes les autres valeurs. d@@mme il est remar-
qué dans KMSO05b], si la conjecture 4 est vraie podr= 2, cela aurait diverses répercu-
tions intéressantes. En plus de donner la valeur exacfe(dg (qui serait alorsr), la borne
supérieure sur le nombre de couleurs nécessaires pour coldigonalement toute quadran-
gulation planaire serait ramenédéau lieu del6 actuellement (grace a la méthode utilisée
dans KMS05b], voir [HJ95, SZ96, SZ98, KMS05b pour plus de détails sur ce probléme).
Cela permettrait également de prouver la conjecture de Wegner sur la coloration a distance
deux (c’est-a-dire la coloration du carré des graphes) restreinte aux graphes cubiques planaires,
puisque les colorations du carré d’'un graphe cubique planaire sont exactement ses colorations
2-faciale (consulterJT95, probleme 2.18] pour plus de détails sur la conjecture de Wegner).

Soit f¢(¢) le nombre minimum de couleurs nécessaires pour colefacialement tout
graphe planaire. Clairement,(2¢ + 1) < fy(¢). Jusqu'a présent, aucune valeur/deour la-
quelle cette inégalité est stricte n’est connue. Le probléme suivant est proposkM&esp].

Probléme 10. Est-il vrai que, pour tout entief > 1, f.(2¢+ 1) = f,(¢)?

Il est prouvé dans{MS05b] que tout graphe planaire admet une coloratigaciale utili-
sant au pluq%ﬁj + 2 couleurs (et cette borne est réduite de un lorggueut quatre). Donc,
en particulier, tout graphe planaire possede 1#ieoloration3-faciale. Dans ce chapitre, nous
améliorons ce résultat en prouvant le théoreme suivant.

Théoreme 32.Tout graphe planaire est-facialementl 1-colorable.

Une autre conjecture, appeléé-conjecture, a été proposée daBS[r05, stipulant que
tout graphe planaire sans triangle (c’est-a-dire de maille au moins quatfefpe&tlement/-
colorable. Tout comme la conjecture 4, cette conjecture aurait plusieurs corollaires intéressants
si elle est vraie (consulteDBSTO05 pour plus de détails).

Définition 22. Comme dans le chapitre 2, un sommet de degirespectivement au moink
respectivement au pluj est appelé ua-sommei{respectivement uf> d)-sommetrespec-
tivement un(< d)-sommeét Les notions del-face (> d)-faceet (< d)-facesont définies de
maniére analogue en regard de la taille de la face/-clmemin est un chemin de longuelr

Deux faces sonadjacentessi, et seulement si, elles partagent une aréte. Yfaee est
mauvaisesi, et seulement si, elle est incidente a au moins quasemmets. Elle edrés-
mauvaisesi, et seulement si, elle est incidente a céaspmmets.

Un sommet estlangereusi, et seulement si, il a degré trois et est incident a une face de
taille trois ou quatre. UB-sommet essainsi, et seulement si, il n’est pas dangereux, c’est-a-
dire si, et seulement si, il n’est pas incident a (get)-face.

L'ensemble de tous les voisisfaciaux d’'un sommet est noté\;(v). Le degré3-facial
dew, notédeg;(v), est le cardinal de I'ensemhlé; (v).
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Soit G = (V, E) un graphe planaire, et sd@it C V. Le grapheG;[i/] est le graphe dont
I'ensemble de sommets dgtet, pour tout coupléz, y) € U?, zy est une aréte daris;[i4] si,
et seulement si; ety sont3-facialement adjacents daés Si c est une coloration partielle des
sommets dé&, etu est un sommet non coloré d& L.(u) (ou justeL(u)) désigne 'ensemble
des couleurs assignées a aucun voisfacial deu. Le grapheGs[U/| est L-colorable si, et
seulement si, il existe une coloration proprée ses sommets telle que € U, c(u) € L(u).

4.2. Propriétés des graphes3, 11)-minimaux

Le lemme suivant est un cas particulier d’'un résultat obtenu par Kral’, Madaras et Skre-
kovski [KMS05b].

Lemme 23(Kral', Madaras et SkrekovskiqMS05b]). Soituv un sommet dont les faces inci-
dentes dans un graphe planaitésontfi, fs, ..., fq4. Alors

degs(v) < (Z min(\fﬂ,?)) —2d

ou, pour tout, | f;| désigne la taille de la facé;.

Supposons que le théoréme 32 soit faux graphe(3, 11)-minimalest un graphe planaire
non 3-facialementl 1-colorable d’ordre minimum. Notons que cette définition differe de celle
utilisée dansKMS05b]. Toutefois, le lemme suivant est toujours vrai.

Lemme 24(Kréal, Madaras et SkrekovskkKMSO05b]). SoitG' un graphe(3, 11)-minimal.
(i) Le graphez est2-connexe;
(i) G n'a pas de cycle séparateur de longueur au glys
(i) G ne contient pas d’aréte séparant ufieface d’'unef,-face avecf; + f, < 9;

(iv) G n'a pas de sommet dont le degidacial est strictement inférieur &l. En parti-
culier, le degré minimum dé@ est au moins trois ; et

(v) G ne contient pas d'arétev séparant deux> 4)-faces telle que: et v soient des
(> 3)-sommetsdegs(u) < 11 etdegy(v) < 12.

Dans la suite de cette section, nous allons prouver de nouvelles propriétés locales des
grapheg3, 11)-minimaux.

Lemme 25. Soit G un graphe(3, 11)-minimal avec deus-sommets (adjacents)et w tous
deux incidents a la ménieface et la mémeé-face. Alors la taille de la derniére face incidente
aw est au moing.

Démonstration. Par I'absurde, supposons que la derniere face incidentsdit de taille au
plus6. Alors, selon le lemme 23leg;(v) < 12 etdeg,(w) < 11: ceci contredit le lemme 24(v).
O

Une configuration réductiblel’'un graphe(3, 11)-minimal G est un sous-graphe induit in-
terdit dansG. La méthode utilisée pour prouver la plupart des lemmes est la suivante : sup-
posons qué&x contienne comme sous-graphe induit 'une des configurattbn€ontractons
certains sous-graphd$,, H,, ..., H, de H (dans la plupart des cas,< 2). Ceci donne un
mineur propreZ’ de GG, qui par définition de&= admet unel1-coloration3-facialec’. Le but
est d’inférer de”’ une 11-coloration3-facialec de G, ce qui serait une contradiction. A cette
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fin, chague sommet de G’ n'appartenant a aucun sous-gragtiegarde sa couleufr (v). Soit

h; le sommet d&’ créé par la contraction des sommets/de: certains sommets de; se
voient attribuer la couleur' (h;) (en faisant cela, nous devons nous assurer gu’ils ne sont pas
3-facialement adjacents dag§. Finalement, nous montrons que les sommets restant a colo-
rer peuvent I'étre. En d’autres termes, nous montrons que le graghé (avecl/ I'ensemble

des sommets non colorés) dstcolorable, ou pour tout € U, L(u) désigne la liste des
couleurs attribuées a aucun voisifacial dewu, c’est-a-dire & aucun sommet 4 (u) \ U :

L(u) = {z € {1,2,...,11} : Yv € N3(u),c(v) # x}. Dans la plupart des cas, les sommets
del{ peuvent en réalité étre colorés de fagon gloutonne.

Dans toutes les figures de ce chapitre, les conventions suivantes sont utilisées : un triangle
représente uB-sommet, un carré représentedtsommet et un cercle est un sommet de n’'im-
porte quel degré au moins égal au maximum entre trois et celui de la figure. Les arétes de
chacun des sous-graph&s sont dessinées en gras, et les sommets entourés sont céux de
Une aréte en pointillés entre deux sommets indique un chemin de longueur aulneritne
ces deux sommets. Une (in)égalité dans une région bornée désigne une face dont la taille véri-
fie I'(in)égalité. Enfin, les sommets qui seront colorés¢dr;) sont notés, w, ¢ Si un unique
sous-graphe est contractégtz, pouri = 1 ety;, y, pour: = 2 si deux sous-graphes sont
contractes.

Proposition 33. Toutes les configurations des figures 4.2,4.3 et 4.4 sont réductibles.

Démonstration. Soit H un sous-graphe induit d&. Montrons que sH estisomorphe a l'une

des configurations citées, alarsest3-facialementl 1-colorable, une contradiction.

L1

[[ Supposons quéi soit isomorphe a la configuration (L1) de la figure 4.2. Notéhs

le sous-graphe induit par les arétes en gras, et contractons ses sommets en un sommet
uniqueh;. Par minimalité de&7, il existe unel 1-coloration3-facialec’ du graphe obtenu.
Attribuons a tout sommet n’appartenant pas &, la couleurcd(z), et a chacun des
sommetw, w ett la couleurd (hy). Ceci ne pose pas de probléme car les sommets
et ¢ sont deux-a-deux noB-facialement adjacents, sinon il existerait (#8 7)-cycle
séparateur dars, ce qui contredirait le lemme 24(ii). Selon le lemme @35 (u,) < 15,
degs(u;) < 14 sii € {2,3} etdegs(u;) < 11 sii € {4,5}. Les sommets, us, . . ., us
sont deux-a-deug-facialement adjacents; en d'autres ternigf/] ~ K;. Ainsi, le
nombre de voising-faciaux colorés de; (i.e. |[Ns(uy) \ {us, us, us, us}|) €st au plus
11. De plus, au moins deux d’entre-eux sont de la méme couleur, nomméneent.
Donc, |L(u;)| > 1. Pouri € {2,3}, le sommet.; possede au plul) voisins3-faciaux
colorés. En outre, au moins deux voisBiaciaux deu, sont de la méme couleuw(et
t). Donc,|L(u2)| > 2. Au moins trois voising-faciaux deu; sont de la méme couleur :
v,w ett. D'ou, |L(uz)| > 3. Pouri € {4,5}, le sommety; posséde au plus voisins
3-faciaux colorés. Don¢L(uy)| > 4, et comme au moins deux voisiAgaciaux deu;
sont de la méme couleuw(ett), |L(us)| > 5. Par conséquent, le grapb&g|i/| estL-
colorable de fagon gloutonne, selon l'ordrg us, us, uy, us. Ceci permet d’étendreen
unell-coloration3-faciale de(z, une contradiction. 11

L2
[[ Supposons quél soit isomorphe a la configuration (L2) de la figure 4.2. Soitne11-
coloration3-faciale du mineur dé obtenu en contractant les arétes en gras en un sommet
uniqueh,. Posons:(z) := ¢/(z) pour tout sommet # hy, ete(v) == c(w) := ¢(t) =
d(h1). La coloration obtenue est toujoussfaciale puisque les sommets de, w, ¢}
sont deux-a-deux nod+facialement adjacents dags(par le lemme 24(ii)). Par ailleurs,
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GslU] ~ Ks. En particulier, chague sommet posséde quatre voisirisfaciaux non
colorés. Selon le lemme 28¢g;(u;) < 15,degs(u;) < 14 sii € {2,3} etdegs(u;) < 11
sii € {4,5}. En outre,u; etu, ont tous deux au moins deux voisiBgaciaux colorés
identiguement (respectivemefat, t) et (w, v)), donc il existe au moins une couleur qui
n'est attribuée & aucun des sommetsMgu,) et au moins deux couleurs attribuées
a aucun sommet dé&/3(uz). Le sommetu; posséde au moins trois voisisfaciaux
colorés de la méme couleur, nommémeéntv, t), et donc au moins trois couleurs ne
sont attribuées & aucun sommetXgu3). Par conséquentl(uy)| > 1, |L(ug)| > 2 et
|L(u3)| > 3. De plus,|L(uy)| > 4 et|L(us)| > 5 carw ett sont tous deux des voisins
3-faciaux deus. Ainsi Gs[U/] estL-colorable, et don¢ est3-facialementl1-colorable,
une contradiction. 11

[[ Supposons qué soit isomorphe a la configuration (L3) de la figure 4.2. Contractons
les arétes en gras en un nouveau sontmeeét notons’ une11-coloration3-faciale du
graphe obtenu. Cette coloration s’étend en uheoloration3-faciale deGG de la fagon
suivante : posons d'abordv) := c(w) := c¢(t) := ¢(hy). Notons que deux de ces
sommets ne peuvent ésdacialement adjacents daGssans contredire le lemme 24¢(ii).
D’apres le lemme 23]eg;(u1) < 14, degs(us) < 13 et pouri € {3,4}, degs(u;) < 12.
Par ailleurs,G3[U{] ~ K,4. En outre, chacun des sommets u», u3 posséde au moins
deux voisins3-faciaux colorés identiguement (respectivementt), (w,v) et (v, t)).
D'ou |L(uy)| > 1, |L(ug)| > 2, |L(ug)| > 3 et|L(uy)| > 4 caru, posséde au moins trois
voisins3-faciaux de la méme couleuw; w ett. Par conséquengs[U{]| estL-colorable,
donc(G est3-facialement 1-colorable, une contradiction. 11

[[ Soit ¢ unell-coloration3-faciale du graphe obtenu en contractant les arétes en gras en
un nouveau sommét;. Posons:(z) := ¢ (x) Siz ¢ {v,w,u;,us} ete(v) = c(w) =
d(h1). A nouveauyp etw ne peuvent étra-facialement adjacents da@ssans contredire
le lemme 24(ii). D’apres le lemme 28¢g,(u;) < 12 etdegs(uz) < 11. En outreu; et
uy ont tous deux au moins deux voisitiaciaux de la méme couleurgetw. De plus,u;
etu, sont3-facialement adjacents, et dopqu, )| > 1 et|L(usy)| > 2. Par conséquent,
s’étend en unel-coloration3-faciale de(z, une contradiction. 1

[[ Remarquons en premier lieu qué&, étant un graphe planaire, sic N3(t) alorsv’ ¢
N;3(t'). Donc, sans perte de généralité, supposonsgete ne soient pas-facialement
adjacents inG. Contractons les arétes en gras en un nouveau soiymét nouveau,
notonsc’ unell-coloration3-faciale du graphe obtenu, et posefs) := ¢(x) pour tout
c € V(G) \ {v,w,t,us,us,us, uys }. Définissons égalementz;) := c(xz) = c(x3) :=
d(hy) (la coloration partielle obtenue est toujodraciale grace a I'hypothéese faite au
début). Le graphé&;;[i/] est isomorphe &y, et par le lemme 23Jeg;(u;) < 12 pour
touti € {1,2,3,4}. En outre, pouri € {2,3}, le sommetu; posséde au moins deux
voisins 3-faciaux de la méme couleus, et w. Enfin, le sommet, possede au moins
trois tels voisins3-faciaux, & savoiv, w ett. Par conséquentl(u,)| > 2, |L(u;)| > 3
sii € {2,3} et|L(u4)| > 4. Ainsi, G3[U] estL-colorable, et don¢ est3-facialement
11-colorable, une contradiction. 1l

[[ La méme remarque que dans le cas précédent permet de supposergig(v). A
nouveau, le graphe obtenu en contractant les arétes en gras en un nouveau /sommet
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admet unel 1-coloration3-facialec’. Etendons cette colorationl&G) \ U de la méme
maniére que précédemmenti: € {1,2,3,4},degs(u;) < 12 et G3[U] ~ Ky. Ainsi,
|L(uy)| > 2 et|L(uz)| > 2. Commeu; posséde au moins deux voisidaciaux de la
méme couleury etw, |L(ug)| > 3. Enfin, le sommet,, possédant trois tels voisii3s
faciaux,|L(uys)| > 4. Par conséquent, le grapbg|l{/| estL-colorable, et donc le graphe
G admet und 1-coloration3-faciale, une contradiction. 11

[[ SoientH, le cheminz uzuszs, Hy le cheminy, ususuqys €t unell-coloration3-faciale

L8

du graphe obtenu a partir déeen contractant chaque chenfifh en un sommet;. Pour
tout sommet ¢ V(H;) U V(H,), posonsc(v) := ¢/(v). Notons que les sommeis

et x5 ne peuvent étr8-facialement adjacents dadgssans contredire le lemme 24(iii),
et qu'il en est de méme pour les sommeiset vy, ; par conséquent, posefz;) :=
c(xg) == (hy) ete(yr) == c(y2) := ¢ (hs) fournit unell-coloration3-faciale partielle
de G (puisquecd(hy) # c(hs) carc est3-faciale). Il reste a colorer les sommets de
U =A{u; i €{1,2,...,5}} : remarquons qué&;[U] ~ K;. D’apres le lemme 24(ii),
degs(uy) < 15 etdegs(u;) < 12 sii > 2. Le nombre de voising-faciaux colorés de;,
c’est-a-dire le nombre de ses voisiidaciaux dand/(G) \ {us, us, u4, us}, est au plus
11. En outreu; posséde deux voisirssfaciaux colorés de la méme couleur, nommément
x1 etxy. Ainsi, |L(u)| > 1. Le sommetu; posséde quatre voisisfaciaux non colorés
(les autres sommets dé), donc|L(us)| > 3. Pouri € {3,4}, le sommetu; posséde
au moins deux voisin3-faciaux de la méme couleur( et z, pourus, ety; ety, pour
uy), donc|L(wu;)| > 4. Enfin, le sommeti; posséde deux couples de voisBiaciaux
colorés de fagon identiqué .z, =) €t(y;,y2). D'oU, | L(us)| > 5, donc le graphé&; (U]
estL-colorable, une contradiction. |

[[ Contractons les arétes en gras en un nouveau sommet et construisdrisaaharation

L9

3-facialec de V(G) \ U de la facon habituelle. D’aprés le lemme 28g,(u;) < 15 si
i € {1,2}, degy(u;) < 12sii € {3,4,5} etdegs(ug) < 11. De plus,Gs[U]| ~ K.
Commev, w ett sont de la méme couleur, ft, w} C N3(u;) pouri € {2,5}, {w,t} C
Ns(uy) et{v,t} C N3(us), nous déduisonk.(u;)| > i pour tout: € {1,2,3,4,5,6}.
Ainsi, le graphe&; U] estL-colorable, et don¢’ admet und 1-coloration3-faciale, une
contradiction. 1

[[ Contractons les arétes en gras en un sommet uniqué&oit ¢’ une 11-coloration 3-

L10

faciale du graphe obtenu : elle s’étend en uheoloration3-faciale deV/ (G) \U/ comme
dans les cas précédents. Selon le lemmel23,(u;) < 12 etdeg;(us) < 11. De plus,
Gs[U] ~ K,. Commev etw sont de la méme couleur i, w} C N3(u;) pouri € {1,2},
|L(u1)| > 1 et|L(ug)| > 2. Ainsi, le graphe&z;[U/] estL-colorable, et donc le graph@
admet und 1-coloration3-faciale, une contradiction. 11

[[ Soit ¢ unell-coloration3-faciale du graphé&’ obtenu en contractant les arétes en gras

en un nouveau sommet. Posons:(x) := ¢/(z) pour tout sommet € V(G) NV (G'),
et soite(v) := c¢(w) := /(hy). Cette coloration esi-faciale en vertu du lemme 24(ii).
D’apres le lemme 23Jeg;(u1) < 13, degs(us) < 12, etdegs(uy) < 11 sii € {3,4}.
De plus,Gs[U] ~ K,. Ainsi, |L(u1)| > 1 et|L(u;)| > 4 sii € {3,4}. Comme{v,w} C
N3(u;) pouri € {1,4}, il suit |L(u;)| > 2 pouri € {1,2} et|L(u;)| > i pouri € {3,4}.
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Ainsi, le graphe7|U{] estL-colorable, et donc le graplieest3-facialement 1-colorable,
une contradiction. 11
L11
[[ Contractons les arétes en gras en un nouveau somne¢définissons unel-coloration
3-facialec de V(G) \ Y comme habituellement. Selon le lemme 28g,(u,) < 15 et
degs(u;) < 11sii € {2,3,4,5}. De plus,Gs|U]| ~ K5. Commev etw sont de la méme
couleur, et comméuv, w} C N3(u;) pouri € {1,4,5}, il vient |L(uy)| > 1, |L(u;)| > 4
sii € {2,3} et|L(u;)| > 5sii € {4,5}. Ainsi, le graph&>;[U{] estL-colorable, et donc
G admet und 1-coloration3-faciale, une contradiction. 11
L12
[[ Soit ¢ unell-coloration3-faciale du graphé:’ obtenu en contractant les arétes en gras
en un nouveau sommét. Posong:(z) := ¢/(z) pour tout sommet € V(G)NV (&), et
c(v) := c(w) := (hy). Par le lemme 23]eg;(u;) < 15sii € {1,2}, etdeg;(u;) < 11
sii € {3,4,5,6}. De plus,G3[U] ~ Kg. Ainsi, |L(uy)| > 1 et|L(u;)| > i pouri €
{3,4,5}. Les sommet® et w sont de la méme couleur, &b, w} C N3(u;) pouri €
{2,6}, par conséquenti(uy)| > 2 et|L(ug)| > 6. Ainsi, le graph&s est3-facialement
11-colorable, une contradiction. 11

L13
[[ Définissons lal1-coloration3-faciale partiellec comme habituellement au regard des
arétes en gras et des sommettw. Le lemme 23 impliqueleg,(u,) < 15, deg(u;) <
12sii € {2,3,4} etdegs(us) < 11. De plus, commé&s[U] ~ K5 et{v, w} C N3(u;)
pouri € {1,4,5}, il vient |L(uy)| > 1, |L(w;)| > 3 sii € {2,3}, |L(uq4)| > 4 et
|L(us)| > 5. Par conséquenty;|i/] estL-colorable, une contradiction. 1
L14
[[ Soit ¢ la 11-coloration 3-faciale partielle de& définie comme précédemment, en re-
gard des arétes en gras et des sommetsw. D’apres le lemme 23]eg;(u;) < 15 et
degy(u;) < 11sii € {2,3,4,5}. En outre, commé&;[U] ~ K5 et{v,w} C N3(u;)
pouri € {1,5}, il vient |L(uy)| > 1, |L(w;)| > 4 sii € {2,3,4} et|L(us)| > 5. Par
conséquentys[U] estL-colorable, une contradiction. 1]
L15
[[ Définissons comme précédemment lacoloration3-facialec en fonction des arétes en
gras et des sommetset w. Ici, G3[U] ~ K;. Selon le lemme 23Jeg;(u;) < 15 et
degs(u;) < 11sii € {2,3,4,5}. En outre, commédwv, w} C N3(u;) pouri € {1,5}, Il
Suit|L(uy)| > 1, |L(u;)| > 4sii € {2,3,4} et|L(us)| > 5. Ainsi G3|U] estL-colorable,
une contradiction. 1
L16
[[ Soit ¢ la 11-coloration3-faciale partielle d&= définie comme précédemment, en regard
des arétes en gras et des sommetsett. A nouveaulGsU] ~ Ks. De plusdegs(u;) <
15sii € {1,2}, degs(u;) < 12 sii € {3,4} etdegs(us) < 11. Par ailleurs{v,t} C
Ng(ul) sii € {1,4}, {v,w,t} C Ng(Ug) et {v,w} C Ng(U5). Ainsi, |L<U1)‘ > 1,
|L(u2)| > 2, |L(us)| > 3, |L(us)| > 4 et|L(us)| > 5. Par conséquent;[Uf] estL-
colorable, une contradiction. 1l
L17
[[ Définissons lal 1-coloration3-faciale partiellee comme précédemment, en fonction des
arétes en gras et des sommets ett. Ici, G3[U]| ~ K5 etdeg;(u;) < 15sii € {1, 2},
degy(uz) < 12 etdegy(u;) < 11sii € {4,5}. Par ailleurs{v,t} C N3(u;) sii € {1,5},
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{v,w,t} C N3(uz) et{v,w} C N3(uz). Ainsi, |L(uy)| > 1, |L(ug)| > 2, |L(u;)] > 4 Si
i € {3,4} et|L(us)| > 5. Par conséquentys;[U/] estL-colorable, une contradiction. ]|
L18
[[ Définissons de la méme faconla-coloration3-faciale partielle: en fonction des arétes
en gras et des sommetetw. Cette foisG3[U] ~ K3, degs(uy) < 13 etdegs(u;) < 11 i
i € {2,3}. Enoutre{v,w} C N3(u;) sii € {1,2,3}. Ainsi, |L(uy)| > 1 et|L(u;)| > 3
sii € {2,3}. Par conseéquenty;|l{]| estL-colorable, une contradiction. 1
L19
[[ A nouveau,Gs[U] ~ K etdegs(u;) < 15 sii € {1,2} alors quedeg,(u;) < 11
sii € {3,4,5}. De plus,{v,w} C Nz(u;) pouri € {1,3,4}, {v,t} C N3(u;) et
{v,w,t} C N3(ug). Ainsi, |L(u1)| > 1, |L(uz2)| > 2 et|L(u;)| > 5sii € {3,4,5}. Par
conséquenty;[U] estL-colorable, une contradiction. 1]
L20
[[ Dans ce cas(z3[U]| ~ K. De plus,deg,(u;) < 15sii € {1,2,3}, degs(us) < 13 et
degs(u;) < 11 si¢ € {5,6}. Par ailleurs{w,t} C Ns(u;) sii € {1,6}, {v,w,t} C
Ns(uz) et{v,t} C Nz(u;) sii € {2,4}. D'ou, |L(u;)| > 2 sii € {1,2}, et|L(uz)| > i
sii € {3,4,5,6}. DoncGs[U] estL-colorable, une contradiction. 1
L21
[[ A nouveau,Gs[U] ~ K. De plus,degs(u;) < 15 sii € {1,2,3}, degs(u;) < 12'sii €
{4,5} etdegs(ug) < 11. Comme{w,t} C Ns(u;) pouri € {1,5}, {v,w,t} C N3(us)
et{v,t} C N3(w;) pouri € {2,6}, il suit |L(u;)] > 2sii € {1,2} et|L(u;)| > isi
i € {3,4,5,6}. DoncGs|U] estL-colorable, une contradiction. 1
L22
[ Ici G3lU] ~ Kg, degs(u;) < 13 sii € {1,2,3,4} etdegy(u;) < 12 sii € {5,6}.
Donc,|L(u;)| > 3 pouri € {1,2,3}. En outre, comméuv, ¢t} C N3(u;) sii € {4,5}, et
{v,w,t} C N3(ug), il suit |L(u;)| > isii € {4,5,6}. Ainsi G3[U] estL-colorable, une
contradiction. 1l
L23
[ lci, G3[U] ~ K3. Par ailleursdeg, (u;) < 12sii € {1,2,3}. Comme{v,w, t} C N3(u;)
sii € {1,2,3}, il vient |L(u;)| > 3 pour touti € {1,2,3}. DoncG;[U/] estL-colorable,
une contradiction. 11
L24
[[ Définissons la coloration partielle de la fagon habituelle en regard des arétes en gras
et du sommev. Cette fois,GG3[U] est isomorphe au graphe complet & quatre sommets
privé d’'une aréte, puisque, ¢ N3(uq) car la face est de taille au mois Selon le
lemme 23deg;(u;) < 11 pour touti € {1,2,3,4}. Ainsi, |L(u;)| > 2 sii € {1,2} et
|L(u;)] > 3 sii € {3,4}. Donc le graphe~;[U/] est L-colorable. Ceci peut étre vérifié
directement, ou vu comme une consequence d'un théoreme indépendamment prouvé par
Borodin [Bor77] et Erdds, Rubin et Taylor ERT80] stipulant qu’'un graphe n’est pas
degré-choisissable si, et seulement si, c’esarme de Gallaj c’est-a-dire si, et seule-
ment si, chacun de ses blocs est soit complet soit un cycle impair. 1l
U

Corollaire 7. SoitG un graphe(3, 11)-minimal.
(i) Sif; et f, sont deub-faces deZ possédant une aréte commung alorsz ety ne
sont pas tous deux dé8ssommets.

(i) Soitf une7-face dont chaque sommet incident esBesommet. Sf est adjacente a
une3-face, alors toutes les autres faces adjacentgssant de taille au moing.
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(iii) Si deux sommets dangereux n'appartenant pas a la nié€me-face sont adjacents
alors aucun n’est incident a ureface.

(iv) Deux sommets dangereux incidents a la méfface ne sont pas adjacents.

(v) Quatre sommets dangereux incidents a une mémg-face ne sont pas consécutifs.
(vi) Une face trés-mauvaise est adjacente a au moins tis)-faces.
(vii) Une face mauvaise est adjacente a au moins deux)-faces.

Démonstration.

(i) D’apres le lemme 24(i)legs(z) + degs(y) > 23, et selon le lemme 23, le degré
3-facial d’'un 3-sommet incident a deux faces est au plusl. Par conséquent, au
moins un des sommeisety est un(> 4)-sommet.

(i) Notons d’abord que, conformément au lemme 24(iii), les deux faces adjacentes a la
fois a f et a la3-face sont de taille au moir's Donc f est adjacente a au plus quatre
(< 6)-faces. L'assertion découle alors directement de la réductibilité des configura-
tions (L1) et (L2) de la figure 4.2.

(iii) Découle directement de la réductibilité de la configuration (L4) de la figure 4.2.

(iv) Supposons le contraire, et notansety deux tels sommets. Par le lemme 24(iii), une
6-face n’est pas adjacente a Bace, doncr ety sont incidents a unéface. Ainsi,
degs(x) < 11 etdegs(y) < 11, ce qui contredit le lemme 24(v).

(v) Supposons que I'assertion soit fausse. Alors, d’aprés la troisieme assertion de ce co-
rollaire, le graph&= contient nécessairement la configuration (L5) ou (L6) de la fi-
gure 4.2, qui sont toutes deux réductibles.

(vi) Soit f une trés-mauvaise face. D’aprés la premiére assertion de ce corollaire et le
lemme 25, deux-faces adjacentes ne peuvent étre adjacenfeinsi f est adja-
cente a au plus deux telles faces.

(vii) Soit f une mauvaise face, notons, i € {1,2,3,4,5} ses sommets incidents dans
l'ordre indirect. Sans perte de généralité, supposons que, pour ®ytl, 2, 3,4},
«; est un sommet dangereux. Pour {1, 2, 3,4}, notonsf; la face adjacente & et
incidente a la fois av; et ;1. D’aprés la premiére assertion de ce corollaire et le
lemme 25, au plus deux faces parfii f2, f3, f1 peuvent étre de taille au plés ce
qui conclut la preuve.

4

4.3. Démonstration du théoreme 32

Supposons que le théoréme 32 soit faux, et nofons grapheg3, 11)-minimal. Nous al-
lons obtenir une contradiction en utilisant une méthode de déchargement. Voici le déroulement
de la preuve : a chaque sommet et a chaque face est attribuée une charge initiale. La formule
d’Euler permet de prouver que la somme totale des charges est strictement négative. Ensuite,
des regles de redistribution de la charge sont établies, et chague sommet et face donne ou re-
coit de la charge selon ces regles. Au final, la somme totale des charges reste la méme, mais
la charge de chaque sommet ou face est (en général) différente de la charge originelle. Alors,
par une analyse de cas, nous montrons que la charge de chaque sommet et de chaque face est
positive, une contradiction.
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Charge initiale. Chaque sommet posséde et chaque face possede une charge. Poa tout
V(G), la charge initiale est

ch(v) := d(v) — 4,
oud(v) désigne le degré du sommetiansG. De la méme maniére, pour tofite F(G), ou
F(G) est'ensemble des faces @g la charge initiale d¢ est

ch(f) :=r(f) -4,

our(f) estlataille de la facg. D’apres la formule d’Euler, la somme totale est

Regles. Nous utilisons les regles de déchargement suivantes.

Régle R1.Une (> 5)-face donne /3 a chaque sommet sain incidentlg® a chaque sommet
dangereux incident.

Reégle R2.Une (> 7)-face donnd /3 a chaques-face adjacente.
Régle R3.Une (> 7)-face donnd /6 & chaque mauvaise face adjacente.
Régle R4.Une6-face donnd /12 & chaque trés-mauvaise face adjacente.

Regle R5.Un (> 5)-sommety donne2/3 a une face incident¢ si, et seulement si, il existe
deux3-faces toutes deux incidentes &t adjacentes &. Notons que dans ce cas, la taille de
la face f est au moin§g.

Nous allons prouver a présent que la charge finalér) de toutx € V(G) U F(G) est
positive ou nulle. Par conséquent,

-8 = Z ch(v) + Z ch(f) = Z ch*(v) + Z ch*(f) =0,
)

veV(Q) feEF(G veV(Q) fEF(Q)

une contradiction.

Charge finale des sommets. Comme indiqué par le lemme 24(iv), le degré minimum(éde
est au moins trois. Soit un sommet quelconque de. Afin de prouver que sa charge finale
ch*(v) est positive ou nulle, nous allons considérer plusieurs cas en fonction du degré de
Supposons d’abord queest un3-sommet. Sb est sain, alors d’apres la Régle R1 sa charge
finale esth*(v) = —14-3-3 = 0. Similairement, si est dangereux, alord*(v) = —1+2-1 =
0. Siv est urd-sommet alors il ne regoit et ne donne rien, deh(v) = ch(v) = 0.
Enfin, supposons que soit de degrél > 5. Le sommetv ne donne une partie de sa
charge que selon la Régle R5, et cette régle s’appliquataplus|d/2| fois. Ainsi, ch*(v) >
d—4— |2 - 2. Cette quantité est positivedi> 6. Sid = 5, alorsch*(v) >5—4 — 2 > 0.
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Charge finale des faces. Soit f une face quelconque de Notons respectivemefite etbad

le nombre de3-faces et le nombre de faces mauvaises adjacenteSaient, respectivement,
sfe etdgs le nombre de sommets sains et le nombre de sommets dangereux incifeffma

de prouver que la charge finale*(f) de f est positive ou nulle, nous considérons plusieurs
cas, en fonction de la taille dé

f est une3-face. Toute face adjacente Aest de taille au moing selon le lemme 24(iii).
Ainsi, d’apres la Regle R2f recoit 1/3 de la part de chacune des trois faces qui lui sont
adjacentes, don&h*(f) = 0.

f estune4-face. Lafacef ne donne et ne recoit pas de charge, dari¢f) = ch(f) = 0.

f est uneb-face. Dans ce cas, toute face adjacentg @st de taille au moins cing, en vertu
du lemme 24(iii). Ainsi, uné&-face donne de la charge uniquement atsommets incidents,
gui sont tous sains. Considérons les cas suivants, en fonction du nefreldle tels sommets.

sfe < 3:danscecash’(v) >1—-3-3=0.

sfe = 4 : f est une mauvaise face. Considérons les faces adjacelfites’apres le
corollaire 7(vii), au moins deux d’entre-elles sont de taille au m@inAinsi, selon

la Régle R3,f re¢oit1/6 d’au moins deux de ses faces adjacentes. Ddii¢y) >
1—4-342-1=0.

sfe = 5 : f est une trés-mauvaise face, et donc, selon le corollaire 7(vi), au moins
trois faces adjacentesfasont de taille au moin3%. De plus, par le lemme 24(iii) et le
corollaire 7(i), toute face adjacentefaest de taille au moing. D’apres les Régles R3

et R4, les faces adjacentesfaonnent donc & au moins4 - 1/6. Ceci montre que
ch*(v) >1—-5-3+4-¢=0.

f est une6-face. D’aprés le lemme 24(iii)fce = 0. Soit vbd le nombre de faces tres-
mauvaises adjacentes'ala charge finale d¢ est2 — dgs - ; — sfe - 5 — vbd - 1, enraison
des Regles R1 et R4.

Selon le corollaire 7(iv), deux sommets dangereux inciderita@sont pas adjacents, donc
au plus trois sommets dangereux sont incidentsNotons également quad < sfe/2 selon
le corollaire 7(i) et parce qu’une tres-mauvaise face adjacefeshincidente a deux sommets
sains def. Estimons a présent la charge finale fden fonction du nombrégs de sommets
dangereux incidents A

dgs = 3 : comme un sommet sain n’est pas incident a (et )-face, il y a au plus
un sommet sain incident 4 i.e.sfe < 1. Ainsi, vbd = 0. Par conséquenth™(f) >
2-3-1—3>0.
dgs = 2 : alors,sfe < 3. Distinguons deux cas selon la valeursde.
sfe = 3 : notons quevbd = 0 par la réductibilité de (L3). D’'ouch™(f) >
2—-2-3-3-3=0.
sfe < 2:dans ce cas, au plus une tres-mauvaise face est adjacéntoac
ch*(f)>2-2-1-2-3— 5 >0.

1:alorssfe < 4 etvbd < 1 car (L3) est réductible. Ainsgh™(f) > 2 — % —
> 0.

1
3

w
Sl
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alors, comme (L3) est réductiblebd

dgs = 0:sisfe > 5 =
0. Sisfe < 4, alorsvbd < 2 etdoncch™(f) >

ch*(f) > 2——

0, et par conséquent
2—4-1-2-5>0.

f estune7-face. Lacharge finale d¢ est au moing —dgs - 5 — (fce + sfe) - % —Dbad - 1.
D’aprés le corollaire 7(v), quatre sommets dangereux ne peuvent étre consecuﬁfs sur
donc au plus cing sommets dangereux sont inciderftsNotonsay, as, . . ., ay les sommets
de f dans I'ordre indirect. SoiD 'ensemble des sommets dangereuxfdeloncdgs = |D].
Nous allons estimer la charge finale flen regard de son nombdgs de sommets dangereux.

dgs = 5 : par symétrie, nous pouvons supposer fue- {a, as, as, as, ag}. SUPPO-

sons d'abord quer; et ag ne soient pas incidents a la mérxe 4)-face : f ne peut

alors étre incidente a un sommet sain, et donc elle n’est pas non plus adjacente a une
mauvaise face (car un sommet sain n’est pas incident &une¢-face, et une mauvaise

face n’est pas adjacente a upze 4)-face). En outre, d’apres le corollaire 7(iijj,n’est

pas adjacente a ueface. Ainsi,ch™(f) > 3— g > (. Supposons a présent quget ag

soient incidents a la méniec 4)-face. Dans ce cas, le sommetest un(> 4)-sommet
d’apres la réductibilité de (L7), et parce qu’il n'est pas dangereux. Ajhsigst pas
incidente a un sommet sain, et donc elle n’est pas non plus adjacente a une mauvaise
face. Par conséquent, sa charge finalele§tf) >3 — 2 — £ > 0.

dgs = 4 : distinguons plusieurs cas en fonction de la position relativef slgs som-

mets dangereux. Rappelons que, par le corollaire 7(v), au plus trois sommets dangereux
peuvent étre consécutifs sfirDe maniére générique, il nous suffit de considérer les cas
suivants.

D = {ay, as, a3, a5} : lacharge degf estch”(f) = 1 — (fce+sfe)- 5 —bad- ¢
De plus,sfe < 2,bad < 1 etfce+sfe < 3 (d’aprés le corollaire 7(iii) et parce
gu’un sommet sain sommet n’est pas incident a Unel)-face). Ainsi,ch*(f)
est strictement négatif si, et seulementssie = 2,bad = 1 etfce = 1. Mais
dans ce cas, la configuration obtenue est (L8), qui est réductible.

D = {a1, as, ay, a5} : cOmme une mauvaise face n’est ni adjacente  gné)-

face ni incidente & un sommet dangerebixqd < 1. De plus, commey; n'est

pas dangereux, son degré est au moins quatre par réductibilité de (L7) et (L11).
Donc,sfe < 2. Supposons d’abord qived = 1 : alorssfe € {1,2}. Grace ala
réductibilité de (L10), il viensfe+fce < 2. Ainsi,ch*(f) > 3— 4--—2-l—l >

0. Supposons a présent qued = 0. Clairement,fce < 3 et sfe < 2. Si

fce = 3, alorssfe = 0 et sifce = 2, alorssfe < 1 par réductibilité de (L12).
Ainsi, fce +sfe < 3. Par conséquenth”(f) > 3—4-; — (fce+sfe) 3 > 0.

D = {ai, a9, a4, a6} : dans ce casf n'est pas adjacente a une mauvaise face.
En outre, d’aprés le corollaire 7(iiifce < 3 etsfe < 2 (car les sommets dan-
gereuxa, etag empéchent au moins un sommet non dangereux d’étre sain). Par
ailleurs,fce + sfe # 5 par réductibilité de (L13). Toujours d’aprées la réducti-
bilité de (L13), sifce + sfe = 4 alorsfce = 3 et deux3-faces ne peuvent avoir

un sommet commun. Par conséquent, la configuration obtenue est isomorphe a
(L14) ou (L15), qui sont toutes deux réductibles. Airiie + sfe < 3 et donc

ch*(f) >3 —2— (fce + sfe) - 5 > 0.

dgs = 3 : considérons a nouveau plusieurs sous-cas en fonction de la position relative
des sommets dangereux gur
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D = {ay, 9,3} @ alorsfce + sfe < 3 par le corollaire 7(iii), ebad < 2.
Ainsi, ch*(f) >3—-3-1-3-3-2-£>0.

D = {1, a9, 4} @ alorsfce < 4. Examinons les différents cas possibles en
fonction de la valeur déce.

fce = 4 nécessairemenﬁe < 1 etbad = 0. Sisfe = 0, ch*(f) >
3—3-= —4 > 0. Sisfe = 1, alors le sommet sain est. De plus,as
doit etre ur(z 5)-sommet par réductibilité de (L9). Ainsf,est incidente

a s al'intersection de deu3-faces, donc, selon la Regle R5, le sommet
as donneZ a f. Ainsi, ch*(f) >3-3-2-5-1 +2>0.

fce = 3 : supposons en premier lieu que Iun au moins des sommets
dangereux soit incident a urdeface. Nécessairementfe < 1 et donc

bad < 1. Ainsi,ch*(f) >3—-3-5—4-3 — 5 =0.

Supposons a présent qu’aucun sommet dangereux ne soit incident a une
4-face. En particuliersfe < 2. Sisfe = 2 alors la configuration obtenue

est réductible car (L19) I’est Ains'sfe < 1 et doncbad < 1. Par
conséquengh™(f) >3—-3-5—4-:— = =0.

fce = 2 : prouvons quesfe < 2. CeC| est clair siv; et ay, ne sont
pas incidents a une ménddace. Supposons donc que l'arétgv, soit
incidente a une3-face. L'inégalité découle alors de la réductibilité de
(L19) et (L20). Ainsi, il vientbad < 1. Donc,ch*(f) >3 —-3-5 —4-

11 _
s—5=0.

fce = 1 : alorssfe < 3 etbad < 2. Sisfe = 3 etbad = 2, la

configuration obtenue est réductible car (L20) et (L21) le sont. Donc,

ch*(f)>3-3-1—-4-1-1=0.
fce _0 anouveausfe < 3 etbad < 2, doncch*(f) >3-3-3—3-
3—2-2>0.

D = {ay, as, a5} s ici encore,fce < 4 et nous examinons la situation en fonc-
tion de la valeur déce.

fce = 4 dans ce cassfe = 0 doncbad = 0 et ainsi,ch™(f) =
3—-3-53—4-3>0.

fce = 3 : Si Iun au moins des sommets dangereux est incident a une
4-face alorssfe = 0, doncbad = 0 etainsi,ch*(f) >3—-3-3—3-3 >

0. A présent, il suitsfe # 2, sinon cela contredirait la réductibilité de
(L16). Par conséquengfe est au plus un, et dorio:ad < 1 selon le

corollaire 7(i). Ainsi,ch*(f) >3—-3-5 —4.- 3 — 6 =0.
fce = 2 : par reductibilité de (L16) et (L17)5fe < 2et donc Jbad <
2. Commech*(f) = 3 — 31 — (fce + sfe) - 5 — bad - £, ch*(f) est

strictement négatif si, et seulementssi,e =2 etbad = 2. Dans ce cas,
la configuration obtenue est (L18), qui est réductible.

fce =1:comme (L16) et (L17) sont réductiblesie < 2. Doncbad <
2 etainsich™(f) >3-3-53—-3-3—2-3 > 0.

fce = 0 : dans ce cagfe §3etbad§2. Doncch*(f) >3—-3-32 —
3 - ——2 —>O
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D = {ai1,as,a;5} : dans ce cassfe < 2 (puisqu’un sommet sain n'est pas
incident & ung(< 4)-face) etbad < 1 (puisqu’une mauvaise face n’est pas
incidente & un sommet dangereux). En outte, < 4. Examinons les différents
cas possibles selon la valeur fies.

fce = 4 : alorssfe < 1 etbad = 0. En outre, un sommet parmi

ai, a3, (g, 7 €St adjacent a un sommet dangereux, et incideheatre

deux triangles. Comme (L9) est réductible, le degré de ce sommet est au
moins cing, et ainsi, selon la Régle R5, il doréu‘a f. Par conséquent,
ch*(f)>3-3-1-5.142>0.

fce = 3:sisfe < lalorsch*(f) >3—-3-3—-4-5—¢ =0.Si
sfe = 2 alors, aux symétries pres, les deux sommets sains somtssetit

a7 SOita, etag. Dans le premier cas, un sommet parilia, estincident

a f al'intersection de deug-faces. En outre, il s’agit nécessairement
d’'un (> 5)-sommet en vertu de la réductibilité de (L9). Dans le second
cas, la méme assertion est vraie paymgrace a la réductibilité de (L9).
Ainsi, dans tous les cas, la fagerecoit2/3 de I'un de ses sommets
incidents par la Régle R5. Par conséquent, (cormade< 1), ch™(f) >
3—3-3—-5-3—-2-:+2>0.

fce < 2:commesfe < 2etbad < 1,ch*(f) >3-3-2—-4-1 -1 =0.

L1

3
dgs = 2 : considérons plusieurs sous-cas en regard de la position relative des sommets
dangereux suy.

D = {ay, a2} : dans ce cabad < 3, et, d'apres le corollaire 7(jiifce + sfe <
6. Distinguons trois cas, selon la valeurftes + sfe.

fce + sfe = 6 : tous les sommets incidentsfaont degré trois, ef est
adjacente a ungface. Donc, par le corollaire 7(ii; n’est pas adjacente
a une(< 6)-face. Ainsi,ch*(f) >3 —-1—6-3 =0.

fce+sfe = 5:sibad < 2, alorsch™(f) > 3—1—5-%—2-% = 0. Sinon,

bad = 3. Notons que l'arétey; o, est nécessairement incidente a (ge
4)-face. Si cette face est de taille quatre, alors la configuration obtenue est
(L22), qui est réductible. Supposons a présent que la taille de cette face
soit trois. Comme il ne peut y avoir trois mauvaises faces consécutives
autour def, les arétesvzay et agary sont toutes deux incidentes a une
mauvaise face. Comme (L18) est réductible, il vient gyeet a7 sont

tous deux de degré au moins quatre, ce qui entr&xaer sfe < 5, une
contradiction.

fce + sfe <4:danscecash’(f) >3—-1—-4-5—-3-% >0.
D = {a1,a3} ouD = {ay, a4} : @ Nnouvealdce + sfe < 6, et nous distinguons
deux cas en fonction de la valeur flee + sfe.

fce + sfe = 6 : supposons d’abord quB = {ay,a3}. SoientP;, =
aroaas et Py = asagasagar;. Commefce + sfe = 6, soit toutes les
arétes deP; sont incidentes a desfaces et tous les sommets internes
de P, sont sains, soit les arétes f¢ sont incidentes a desfaces et
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est sain. Ainsiq, ou a4 est de degré au moins cing, par réductibilité de
(L9). Il donne donc: a f selon la Régle R5. Par conséquetht;(f) >
3—2-3—-6-3—3:+2>0.

Supposons a présent qlie = {«q, oy }. Comme précédemment, il est
possible de montrer que, ou a; est un sommet de degré au moins cing
qui donneZ & f. Ainsi,ch*(f) >3-2-1-6-1 -31 +2>0.

fce+sfe < 5:ici, bad < 2. Ainsi, ch*(f) > 3—2-%—5 —2-2=0

f) =

.1
3

~—~ Ol

dgs = 1 : alorsfce + sfe < 6 et, selon le corollaire 7(i}pad < 3. Ainsi, ch*
3—1—-6-3-3-£=0.
dgs = 0 : d'aprés le corollaire 7(i)fce + sfe < 7 etbad < 4. Ainsi, ch*(f) >
3—7-+—4.1=0.

3 6

f est une8-face. Comme (L4) et (L23) sont réductibles, il ne peut y avoir trois sommets
dangereux consécutifs syt Donc le nombrelgs de sommets dangereux sfirest au plus
cing. Notonsw;, @ € {1,2,...,8}, les sommets d¢ dans I'ordre indirect, et sof® 'ensemble
des sommets dangereux incidents a

dgs = 5 : aux symétries prées) = {ay, as, oy, a5, o }. Nécessairementad = 0
(car une mauvaise face n’est pas incidente & un sommet dangereuxj. €dur, 4},
notons f; la face adjacente @ et incidente a la fois a; et ;. ;. Comme (L24) est
réductible, au plus une face parifii f, est une3-face. En outre, au plus deux sommets
parmias, ag, ag peuvent étre sains (car au moins un sommet pagmis est un(> 4)-
sommet). Par conséquefite < 2, sfe < 2 etdoncch™(f) >4—5-5 —4-3 > 0.

dgs = 4 : a symétrie pres, 'ensemble des sommets dangereufogstvs, oy, as},
{0417 G2, 05, aﬁ}a {a17 G, Oy, aﬁ}a {ala Qi Oiy, @7} O_U {_Oéla ag, A, 047}. Dans tous les
cas,bad < 2 (car une mauvaise face n’est pas incidente a un sommet dangereux) et

* 4 5 2
fce 4+ sfe < 5. Donc,ch (f)24—§—§—gf0.

dgs = 3 : alorsfce + sfe < 6 etbad < 3 (car une mauvaise face n’est pas incidente a

un dangereux sommet). Ainsh*(f) >4 -3 -8 -2 =0.

dgs = 2 : alorsfce + sfe < 7, et par le corollaire 7(i)pad < 4. D’ou, ch*(f) >

2 7 4 _
4_2_3_6_0'

dgs = 1 :iciaussi,fce + sfe < 7 etbad < 4, doncch™(f) >4 — % —T_450.

3 6
dgs = 0 : selon le corollaire 7(i)pad < 5. Doncch™(f) <4—5 —2 > 0.
f estune(> 9)-face. Soit f unek-face aved: > 9. Notonsuy, us, . . . , uges l€S SOMmMets

dangereux incidents @, dans le sens indirect. Notorfs la (< 4)-face incidente ai;. Le
chemin facialP = u,wyws ... w;u;+; de f entreu; etwu;,; (dans le sens indirect) est de I'un
des cing types suivants :

(a): sij > 1, w; n'est pas incident &; etw; n'est pas incident ;. ;
b): sij > 1, w; estincident &; etw, estincident &f; 4 ;

c): sij > 1etnidetypea) ni de type(d) ;

d): sij=0etf;etf,;; sontlamémea-face; et

): sij =0 etpas de typéd).

(&

(
(
(
(
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Notonsa le nombre de chemins de tyge), 5 le nombre de chemins de typg), v le
nombre de chemins de type), 6 le nombre de chemins de typé) et< le nombre de chemins
de type(e). Remarquons qu’un chemin de typé) ou (e) est de longueur un. L'assertion
suivante est clairement vraie.

Assertion 1. a + 3+ v+ d + ¢ = dgs.
Bornons a présent le nombre de sommets sains &ffaees.
Assertion 2. fce+sfe<k—a—~v —=¢.

Pour chaque-chemin P de type(a), (c) ou (e) le nombre de sommets sains #eplus
le nombre de3-faces partageant une aréte aveest au plug — 1. En fait, pour chaque tel
chemin, il y a au plug faces distinctes d¢ ayant une aréte commune avec le chemin. Mais
au moins l'une d’elles n’est pas un€ 4)-face. Il y a/ — 1 sommets sur le chemin, donc au
plus/ — 1 sont sains. En outre, chaq(€ 4)-face empéche au moins un sommet du chemin
d’étre sain. Notons également qu’éithemin de typéb) ou (d) contribue pour au plug, ce
qui prouve l'assertion 2.

Nous distinguons deux sortes de chemins de fype un chemin de typée) est detype
(eo) Si son aréte n’est pas incidente a yAkce. Sinon, il est dgype(e; ). Soite; le nombre de
chemins de typée;), i € {0,1}.

Assertion 3. bad < k — 2dgs + 0 + ¢;.

En premier lieu, remarquons que chaque sommet dangereux empéche ses deux arétes incidentes
a f d’appartenir a une mauvaise face, puisqu’'une mauvaise face n’est pas incidente a un som-
met dangereux. D’'apres la réductibilité de (L23), il ne peut y avoir trois sommets dangereux
consécutifs suf, donc il ne reste qu’a considérer deux sommets dangereux consécutifs, i.e. les
chemins de typéd) ou (e).

Un chemin de typéd) ou (e;) empéche exactement trois arétesfdé’étre incidentes a
une mauvaise face. Chaquehemin de typée,) empéche au moins quatre arétesfd#étre
incidente a une mauvaise face. Pour voir cela, considérons un cheminsu,usug, OUusus
est unl-chemin de typée,). Clairement, aucune aréte parmius, usus, usus N'est incidente
a une mauvaise face. En outre, au moins une aréte paumiusug n'est pas incidente a une
mauvaise face : siyu; I'est, alors d’aprés le lemme 24i), u, serait un(> 4)-vertex. Donc,
par le corollaire 7i), usug n'est pas incidente a une mauvaise face. Comme trois sommets
dangereux ne sont pas consécutifs gurela prouve I'assertion 3.

Assertion4. o — B +¢ec9 =06 + 1.

Associons chague sommet dangerewd sa(< 4)-face incidentef;. Aucun chemin de type
(a) ou (eg) ne posséde une aréte incidente a une telle facehaque chemin de type) en
posséde exactement une, et chaque chemin de(bypel) ou (e;) exactement deux (ou une
face est comptée avec sa multiplicité, i.e. une fois pour chague sommet dangerfequii digi
estincident). Ainsidgs = v +2(6+0 +¢e1), etdonca+ S +v+d+ec=v+2(8+ I+ 1),
ce qui prouve l'assertion 4.
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Ainsi, d’aprées les assertions 1-4, il vient

1 1 1
Ch*(f) = k—4—dgs«5—(fce—|—sfe)~§—bad~6
> k_4_dgs_k—a—”y—s_k‘—ngs+6+51
2 3 6
k dgs a+7v+e & —0
— 24—
2 6 * 3 * 6
_ K 4+(a—5+50)+7_§
2 6 3
— E_4+5+€1+7_§
2 6 3
k )
> = —4——.
- 2 6

Selon le corollaire #ii) et la réductibilité de (L24), il y a au moins deux sommets entre
toute paire de chemins de typé). Donc,é < %. Par conséquent,

Eook 11 99
h*(f)>-———4=—k—4>——4>0.
h(f) =5 -5 YU YR

ce qui conclut la preuve.

4.4. Conclusion

La borne prouvée ici est un de plus que celle proposée gar ka 1)-conjecture, et qui, Si
elle est vraie, est optimale.

Une étape intéressante a présent est d’étudier la colorafaciale : afin d’étre efficaces,
les méthodes employées ici devront probablement étre complétées par d’autres arguments. Tou-
tefois, nous espérons pouvoir obtenir un résultat, et peut-&tre montrer que tout graphe planaire
admet und 4-coloration4-faciale, ce qui améliorerait de un la borne &&4S05b].
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(L4) (L5)
x
t w’ w t 2 3>
_ _k _ By . . - ) - ) A/\ A/)
N i\/ - ug us u1 Uy )
v Ua uz g v
e x1 U1
(L6) (L7)

(L8) (L9)

FiG. 4.2. Configurations réductibles de (L1) a (L9).
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(L14) (L15) (L16)

FiG. 4.3. Configurations réductibles de (L10) a (L16).
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(L17) (L18) (L19)

FIG. 4.4. Configurations réductibles de (L17) a (L25).



CHAPITRE 5

Choisissabilité circulaire

Les résultats de ce chapitre ont été obtenus avec Frédéric Havet, Ross J. Kang et Tobias
Muiller, le lecteur est invité a consultddKMS06] pour une version plus compléte de I'étude
présentée dans ce chapitre.

5.1. Introduction

SoitG = (V, F) un graphe. Sp et g sont deux entiers, ung, ¢)-colorationde G est une
fonctionc deV vers{0,...,p — 1} telle queVuv € E,q < |c¢(u) — ¢(v)| < p — ¢. Le nombre
circulaire chromatique du graplieest

Xc(G) := inf {B, G admet unép, q)-coloration} :
q

Pour tout entier, l'intervalle [ — ¢ + 1,a + ¢ — 1] est noté{al,. Siuv € E alorsc(u) = a
entraine:(v) ¢ |al,, ou les calculs sont effectués modulo

Une assignation de listeg pour G est une application attribuant a tout sommaetn en-
semble d’entiers, appel&duleurs Une L-coloration de GG est une application attribuant a
chaque sommet € V' une couleur(v) € L(v). Unet-(p, ¢)-assignationL est une assigna-
tion de listes telle que, pour tout sommete V, L(v) C {0,...,p — 1} et |L(v)| > tg.
Le grapheG est(p, q)-L-colorablesi, et seulement si, il existe urig, ¢)-L-coloration, c’est-
a-dire une(p, q)-coloration qui soit également uriecoloration. Pour tout réel > 1, G est
t-(p, q)-choisissablesi, et seulement si, il e$p, q)-L-colorable pour toute-(p, ¢)-assignation
L. Enfin,G estcirculairementt-choisissablesi, et seulement si, il est(p, ¢)-choisissable pour
tout couple(p, ¢). Le nombre de choix circulairde G est

cch(G) = inf{t > 1 : G est circulairement-choisissablg.

Comme prouveé danZhu05], cch(G) > x;(G) — 1 pour tout graphé&:.

La définition proposée ici differe Iégérement de celle donnée par ZhuQp], dans la-
guellep doit étre au moingq. Néanmoins, une telle condition n’est pas souhaitable : considé-
rons un graphe composé d’une seule aréte, son nombre de choix circulaire (avec cette condition
supplémentaire) serait un. En effet, pour tout 0, et pour tout couple d’entie(, ¢), si L est
une(1 + ¢)-(p, q)-assignation, alors pour tout sommet L(v)| > [(1 4+ €)q| > ¢ + 1. Donc,
sip > 2¢, les deux sommets du graphe peuvent éire)-L-colorés. Ceci contredit le souhait
naturel que le nombre de choix circulaire d’'une aréte soit strictement pluk, ga€galement
ce graphe serait un contre-exemple au lemme 7Zt#&(Q5], stipulant quex.(G) < cch(G)
pour tout graphé-.
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Ce chapitre comporte deux sections. Dans la premiére est notamment apportée une réponse
négative a une question de Zhzhju05] sur les cliques circulaires, et une relation entre le
nombre de choix circulaire, le nombre de choix et le nombre de sommets du graphe est prouvée.
Dans la seconde section, partant d’'une question de MM@(3], nous étudions le nombre de
choix circulaire des graphes planaires, puis étendons notre étude a celui des graphes planaires
de maille donnée, et des graphes de densité bornée. Le cas des graphes planaires extérieurs est
également traité.

5.2. Graphes multipartis complets

Cette section contient plusieurs résultats concernant la choisissabilité circulaire, tous plus
ou moins reliés aux graphes mutlipartis complets.

En premier lieu, nous formalisons un outil qui sera fondamental dans la preuve de plusieurs
résultats de ce chapitre. Dans le lemme suivant, le grépbst donné, tout comme les entiers
p etgq, le réelt > 1 et lat-(p,g)-assignationL. De plus, certains sommets, us, . . ., uy
sont(p, q)-L-pré-colorés et le but est d’étendre la coloration en suivant un certain ordre des
sommetgv, = uy, ...,V = Uk, Vs, - - -, Vv (c)| ). Cet ordre doit satisfaire la condition que
tout sommet non pré-coloré possede au plus un voisin d’'indice plus grandine couleur
a € L(v;) estextensiblesi, et seulement si, il existe urnig, ¢)-L-colorationc du sous-graphe
induit par{vy,vs, ..., v;} telle quec(v;) = a et respectant la pré-coloration des sommets
pouri < j.
Lemme 26. NotonsF := {wy, ..., ws} 'ensemble des voisins de d’'indice inférieur &j. Soit
E; 'ensemble des couleurs extensibles@epouri € {1,2,...,s}.

(i) Si, pour tout;, w; posséde au moing > 1 couleurs extensibles, alots possede au
moinstq — ;... o,(2q — x;) couleurs extensibles.

(i) Si, pour touti, w; posséde au plus; € {1,2,...,2¢ — 1} couleurs extensibles, alors
v; posséde au plud.(v;)| — > ,(2¢ — z;) couleurs extensibles si :
— pour touti, E; estinclus dans un intervalle;, . .., a; + z; — 1];

— les ensembl€s;|, N [a; + x; — 1], sont deux-a-deux disjoints; et
— la]q N [a; + z; — 1], € L(v;) pour touts.
En outre, I'ensemble de couleurs extensibles dest un sous-ensemble dév;) \
Uilailq N [ai + 2 — 1]
Démonstration. Afin de déterminer les couleurs extensibles del suffit de considérer toutes
les colorations possibles des sommetd-dear des couleurs de leurs ensembles respectifs de
couleurs extensibles;.
(i) D’apres la condition sur l'ordre des sommets, une couleur;d@est pas extensible
(pourw;) si, et seulement si, elle est dans une intersegtign; [a], pour un certain indice.
La taille de ces intersections est maximisée quand les enseiipgest des intervalles; elle
estalors (. lalq| = 2q — i, Siw; < 2q, et|(,p la]y| = 0, sinon.
(i) Commer; < 2g, il suit de la premiere condition que;, N [a; +x; — 1]; € (,cp, [alq-
Ainsi, I'observation faite dans la preuve de l'itdih et les deux derniéres conditions concluent
la preuve. O

5.2.1. Cliques circulaires et cycles pairs

Pour deux entiers strictement positifs> 2b, le graphek, ;,, appeléclique circulairg a
pour ensemble de somm€is, ..., a — 1} etij est une aréte si, et seulementsk |i — j| <
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a — b. Remarquons que, pour tokit> 1, K1)k ~ Coryi. Zhu [ZhuO5] a prouvé que
cch(Copyr) = 2+ % pour toutk > 1, et a demandé si le nombre de choix circulairefdg,

est?. Ce n'est pas le cas, puisque les cliques circulaires contiennent de grands sous-graphes
bipartis complets. Plus précisément,

Proposition 34. Pour tout entier strictement positi¥, il existe des entiers naturel non nuls
a,b, aveca > 20, tels que la différence entreh (K, ;) et ¢ soit strictement supérieure &.
Démonstration. Soitm > (*"{/%)""). Il est bien connu queh (K., ,,) > N + 4 ((ERT80]).
Posons: := 2k+2m etb := k, pour un entier naturel non nkl> 2m. Le graphek, ;, contient
K,,.. comme sous-graphe : il suffit de considérer les somitets ..., m — 1} U {k +m —
Lk4+m,...,k+2m}. Ainsi, cch(K, ;) > ch(Kqp) —1 > ch(K,, ) —1 > N + 3. Pourtant,
sik > 2m, alors¢ = 22m 3+ par conséquentch (K, ) — ¢ > N. O

Comme mentionné plus haut, ZhaHu05] a prouvé que le nombre de choix circulaire du
cycle impairCsy; 1 est2 + % Le fait quecch(Cayy1) > 2 + % découle de ce que le nombre
chromatique circulaire d€s;. ., est2 + %

Le lemme suivant sera utilisé plus tard. Un corollaire direct de ce lemme est que, pour tout
entiern > 3, le nombre de choix circulaire du cydg, est au plug + % ce qui est donc
optimal pour les cycles impairs.

Etant donné un graph@, unepoignéede G est un chemin induit dont les sommets ont
degré deux dans.

Lemme 27. Fixons un entier naturel non nul. SoitZ une(2 + 2)-(p, ¢)-assignation pour le
grapheG. Supposons que v - - - v, Soit une poignéef de GG, et notonsw et w’ les voisins
(non nécessairement distincts) deet v,, N'appartenant pas df, respectivement. Alors toute
(p, q)-L-pré-coloration deG \ {v1,...,v,} S’étend a tout le graphe.

Démonstration. Soit¢t := 2 + % Commew possede une couleur extensible,a, par le
lemme 26i), au moinstq — 2g + 1 = %" + 1 couleurs extensibles. Par récurrence, il est clair
guew; possede au moin’%‘? + 1 couleurs extensibles, pour< n. A présenty’ posséde une
couleur extensible, et,_; en a au moingn — 1)%’ + 1; donc, par le lemme 28, v,, possede
au moinstg — (2¢ — 1) — (2¢ — (n — 1)22 — 1) = 2 couleurs extensibles, ce qui conclut la
preuve. U

La situation semble plus complexe pour les cycles pairs. Voici une preuve constructive pour
le nombre de choix circulaire du plus petit cycle pair.

Proposition 35. cch(Cy) = 2.

Démonstration. Clairementcch(Cy) > 2. Notonsuvy, vs, v3 etv, les sommets dé'y, le som-
metv; étant adjacent & etwvs. Fixons deux entierg et ¢ ainsi qu’'une2-(p, ¢)-assignation..
Montrons que’, est(p, q)-L-colorable.

Tout d’abord, remarquons quelSiv, )N L(vy) # 0 ou L(ve)NL(v3) # ), alors la coloration
souhaitée existe : il suffit d’assigner la méme couleur a, disgret,v,. Ensuite, en identifiant
v ety et en utilisant le lemme 28, au moinq — (2¢ — 1) = 1 couleurs restent disponibles
pourwv, etvs. Supposons donc que ces deux intersections soient vides.

Pré-colorons), avec une couleus € L(v;). Soitz le nombre de couleurs de(v,) qui
ne sont pas extensibles (c’est-a-dire le nombre de couleut$@dé N [a],). CommeL(vs) N
L(v3) = 0, le nombre de couleurs dgv;) qui ne sont pas extensibles est au plygs- 1 — .
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Une fois encore, appliquons le lemme : sgite nombre de couleurs extensiblesigeans
L(v;), pouri € {2,3,4}. Le sommety, est adjacent &, etvs;, et commez, = 2¢ — 7 et
x3>29—(2q—x—1)=z+1,ilvientzy > 29— (2¢—(2¢—2))— (2¢g—(z+1))=1. O

Conjecture 6. Le nombre de choix circulaire de tout cycle pair est deux.

5.2.2. Bornes en fonction de la dégénérescence et de la choisissabilité

Le but de cette section est de montrer qugG) = O(ch(G)+1In(|V (G)|)). La motivation
pour ce résultat est le probléeme naturel suivant, proposé parZtudp] au vu du lemme 28.

Probléme 11.Existe-t-il une constante telle que, pour tout graph€&’, cch(G) < ach(G) ?

La dégénérescenae(G) d'un graphe’ est le maximum, sur tous les sous-graphes induits
de @, du degré minimum. Le graph& estk-dégénéréi §*(G) < k.

Lemme 28. SiG estk-dégéneré, alorsch(G) < 2k.
Ce lemme a été prouvé par Zhhu05], mais nous donnons ici une preuve plus simple.

Démonstration. Démontrons, par récurrence sur le nombre de sommets, que tout graphe
dégénéré&sy possede unép, ¢)-L-coloration pour toutek-(p, ¢)-assignation.. SoientG un
graphek-dégénéré el une2k-(p, ¢)-assignation. Soit un sommet de degré au plédans
G. Le grapheG — v est également-dégénéré donc, par récurrence, il admet (ne)-L-
colorationc. A présenty posséde au pluk voisins pré-colorés et par suite au moitis; —
k(2q — 1) = k > 1 couleurs extensibles selon le lemme 26. O

Ce résultat est serré asymptotiquement, comme Zhu(Q5] I'a montré a l'aide des graphes
bipartis completss ... Par soucis de complétude, nous donnons egalement ce résultat, en pré-
sentant la preuve de fagon différente.

Théoreme 33.cch(Ky, 6 ) > 2k — Qmﬁ pour tout couple d’entiers non nuisz, k).

Démonstration. Soientt := 2k — % q := m et fixonsp bien plus grand qué; = 2km —
2k2. Notons{uy, us, ..., ux} €t{v;, ;, 4 =1 < j; < m} les sommets d&, .., en suivant
la partition canonique. Enfin, définissons un@, ¢)-assignation. pour K, . de la fagon
suivante : pouri € {1,2,...,k}, soit L(u;) = l|a;,a; + 2km — 2k* — 1], ou lesa; sont
des couleurs choisies de telle sorte que les ensenilfle$ soient a distanceq sur le cercle
[0,p — ]_] SOitL(Ujth’m’jk) = Ui'g:lAi,jiu ou Ai,ji = [(lz' + 2ka —q,a; + 2]{?(], — ].) +q— 1]
Une vérification directe montre que la taille de chaque liste est au mgijrisne reste donc
qu'a prouver qu’il n’existe pas de, ¢)-L-coloration dek ... Si, au contraire, il existe une
telle coloratiorc, alors pour chaquee {1,2,...,k}, il existe un entiej; € {1,2,...,m} tel
quec(u;) € [a; + 2k(j; — 1), a; + 2kj; — 1]. Puisque le somme; est adjacent &;; j; . gl
suit quec(vy; i 1) & lai +2k(j; — 1]y N[a; + 2kj; — 1], = A; j;, pour touti € {1,2,...,k}.
Ceci est une contradiction, ca(Vy, j, . ) = U,’f:lAi,j;. O

CommeKj, ,,» estk-dégénéréch (K ,,») < k + 1. Ainsi, pour toute > 0, cch(Ky 1) >
(2 — ¢) ch(Ky,,+) sim etk sont suffisamment grands. Suite a cela, ZBoy05] a posé le
probleme 11. Notons que le théoreme 33 implique que la consiatiteprobleme 11, si elle
existe, est au moins deux.

En d’autres termes, ce probléme demandelsiG) = O(ch(G)). Nous prouvons le théo-
réme suivant, qui stipule queh(G) = O(ch(G) + Inn). Aucune tentative n’est faite pour
optimiser les constantes.
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Théoréme 34.Pour tout graphe= a n sommets,
cch(G) < 36ch(G) +541Inn + 3.

Démonstration. Fixonsp, g ett := 36 ch(G) + 541nn + 3. Supposons que les listégv) C
Z, de taille au moingq + 1 soient données. $i = 1, alorsG peut étre(p, ¢)-L-coloré car
t + 1 > ch(G). Nous supposons donc a présent gque 2.

Partitionnons{0, . . ., L%J} en groupey; := {37,3i + 1,3i + 2} de trois entiers consé-
cutifs (le dernier groupe en comptant éventuellement moins de trois). De chaque groupe de
trois, sauf le dernier, nous allons choisir aléatoirement un élément, de telle sorte que deux élé-
ments consécutifs ne soient jamais tous deux choisis. De fagon plus précisé pounous
choisissons simplemeft 1 ou 2 uniformément au hasard. Une fois que le choix pgur est
fait, un entier parmii, 3: + 1 et3i + 2 est choisi uniformément au hasard&i — 1) + 2 n'a
pas été choisi dang_;. Sinon, un entier parndi + 1 et 3i 4+ 2 est choisi au hasard, chacun

avec probabilité. SoitK := {k : k a été choisi. A chaque indicé: € {0,1,..., L%J} est
associé un intervallg, := {k(¢ —1),...,(k+1)(¢ — 1) — 1} deZ,. (Notons que leg,, sont
des intervalles disjoints de carding} 1.) Une observation fondamentale pour la suite est que,

si (k,1) € K* sont distincts et € I,,b € I, alors|a — b|,, > ¢. La figure 5.1 offre un schéma
explicatif.

3g-1  6g-1  9q-1) |25 @-v

FiG. 5.1. Une illustration de la procédure de découpage pour le théoreme 34.

Posonsl := | J,. Ix- Pour toutv € V, soit
S(w):={ke K :I,N L) #0}.

L'idée pour le reste de la preuve est de montrer tjaeété choisi de sorte qu&(|S(v)| <
ch(G)) < < pour toutv. Dans ce cas, il suit

P(]S(v)| < ch(G) pour un certain € V) < n - 1 1.
n

En d’autres termes, il existe nécessairement un choix d’intervalles non adjacents, un de chaque
groupe de trois, pour lequé¥(v)| > ch(G) pour toutv € V. Par définition deh(G), il existe
ainsi une coloration: de G avecc(v) € S(v). Définissons alors une nouvelle coloratign
en choisissanf(v) € I, N L(v) sic(v) = k. Ceci peut étre fait pour chaque sommepar
définition deS(v). Ainsi, f est ungp, ¢)-L-coloration, car siw € E(G) alorsc(v), c(w) sont
des éléments distincts de— par conséqueny,(v) et f(w) ont été choisis dans des intervalles
non adjacents.,), Ic(.), donc|f(v) — f(w)|, > q.
Il reste & montrer quea été choisi de telle sorte qiS(v) < ch(G)) < =. En premier
lieu, montrons quéS(v)| < ch(G) est au plus

P (Bi (s, é) < ch(G)) |
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ous := [£] — 1. Pour prouver ceci, notons d’abord qu'il est possible de réduire les ligtgs
en des sous listeS' (v) C L(v) avec

et telles que deux éléments quelconques de chaqué.ligtesoient a distance au moifg; —
1). Il est possible de construitg (v) en prenant le premier élément,({&q — 1) + 1)<, le
(6(q—1)+1)°", etc. jusqu'au (M —1)(¢—1)+1)" élément deL(v) inclus, oUM := [ 515
(etle(M(q— 1)+ 1) élément n'est pas retenu, afin de gérer la distance meilufecrivons
L'(v) =Aay,...,a;} aveca; < a;41. PourJ C {1,...,i — 1}, soit A(i, J) 'évenement que
aj € Zpourj € Jeta; ¢ Zpourtoutj € {1,...,i—1}\J. Alors pourtout/ C {1,...,i—1},

Pla; € T|A(i, J)) > % (5.1)

En effet, notons que chacun des. .., a;_; fournit des informations a propos du choix fait
pour un groupey,. Observons aussi que, @i € I3z, OUa; € I3,10 POUr un certairk, alors
la probabilité ques; soit couvert pafZ, étant donné quel(i, J) est vrai, est au moin§, car
quelque soit I'élément choisi dagg_1, la probabilité quak + 1 (respectivemeriik + 2) soit
sélectionné est au moirj};s Supposons a présent quee I3, pour un certain entiek. Alors
ai—1 & I3—1)11U130—1)42. Par suite, la probabilité que soit couvert, étant donné quii, J)
est vrai, est au moins le minimum de deux probabilités : celle3gusoit choisi, sachant que
3(k — 1) a été choisi dang;._; ; et celle quelk soit sélectionné, sachant gag: — 1) ne I'a
pas été dang,_,. Clairement, ce minimum e%t ce qui prouve l'assertion.

D’aprés une borne bien connue de la distribution binomiale (voir Janson, tuczak et Ruc-
zinski [JLROQ]),

2

P(Bi(k,p) < kp—r) < e *F.
C’est pourquoi

P(S(v) < ch(G)) < exp {—2 (ch(@) - 5)2 /s} .

Il suffit donc d’avoir

c’est-a-dire

+ —) s +ch?*(G) > 0.

Ceci est vrai si

2
ch(G) Inn ch(G) Inn 1
g +T+\/< 3 +7> —4ch(G) 5
S > 2 )

qui est assuré si
é —1>12c¢ch(G) + 181nn,
c'est-a-dire st > 36 ch(G) + 541nn + 3. O

Alon [AloOQ] a prouvé que, si le degré moyen d’un graghestd, alorsch(G) = Q(In d).
Le théoreme 34 montre donc que I'existence de la constamte probleme 11 ne peut étre
infirmée qu’en considérant des graphes “peu” denses; il existe un chaix dea(e) qui
fonctionne pour tous les graphes de degré moyen au moins
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5.2.3. Graphes multipartis complets et équilibrés

Comme l'indique le théoréme 33, il est naturel de s’intéresser aux graphes bipartis com-
plets, puisqu’ils constituent un exemple canonique de graphes dont le nombre chromatique est
faible, mais dont le nombre de choix est élevé. Nous adaptons maintenant les arguments de
la section précédente afin d’améliorer la borne générale donnée par le théoreme 34 dans le
cas particulier ol = K,..,, = K, . estle graphe-parti complet et équilibré, chaque

—~
part étant de cardinah. Des travaux récents de Gazit et KrivelevicBj06] montrent que

ch(K,um) = (1+ o(l))m(ﬂﬁ, donc la borne sutch(K,.,,) donnée par la proposition 36 est

meilleure que la borne générale du théoréme 34. Gazit et Krivelevich ont également considéré
les graphes multipartis complets non équilibrés, mais sans écart trop important entre la plus
petite et la plus grande part. En principe, nos preuves et résultats peuvent étre adaptés pour
couvrir aussi ce cas, mais nous préférons ne pas aller plus avant dans cette voie ici. Signalons
enfin que Alon et ZaksAZ98] ont prouvé un résultat analogue a la proposition 36 pour la
T-choisissabilité des graphes bipartis complets (avec des arguments similaires).

. 3(Inm+Inr)
Proposition 36. cch(K,.,,) < Wit l) T L

Démonstration. La démarche est la méme que celle de la preuve du théoréme 34 : un sous-
ensembleC C {0,.. ., Lfﬁj} d'indices, deux-a-deux non consécutifs, sont choisis au hasard

de la méme facon que dans la démonstration du théoréme 34. Partitionnons a présent les indices
sélectionnés en ensemblesCy, . .., K, en attribuant au hasard chaque indice K a l'un
des ensemblek, . .., K., de facon uniforme et indépendamment des autres élémelifs de
EcrivonsZy = Uycie, ks - - - Zr = Upere, I

En notantl” = V; W ... WV, la partition de 'ensemble des sommets, le but est de colorer
K., en utilisant les couleurs d& pour les sommets de;, j € {1,2,...,r}. Ceci peut étre
fait si, pour tout: € {1,2,...,r}, ettoutv € V;,

L'(v) = L(v)NZ; # 0. (5.2)

En effet, remarquons que si (5.2) est vraie, il est possible d’obtenir une coloration en choisis-
sant, pour chaque € V, une couleur arbitrairg¢ (v) € L'(v). Cela définit bien unép, q)-
L-coloration, car shw € E(K,.,) alors f(v) et f(w) auront été choisis dans des intervalles
distincts (et donc aussi non adjacents) @arw) € V; x V; aveci # j et;, KC; sont disjoints.
Enfin, commef(v) et f(w) appartiennent & des intervalles non adjacents, leur distancé&glans
est au moing.

Il est donc suffisant de montrer qi&L’'(v) = ) < -L-. A nouveau, choisissons des
élémentsi; < --- < ¢, dansL(v), avec une distance d’au moibi§;—1) entre-eux et > £ —1.
La probabilité quez; € Z; sachant quels éléments parmi as, ..., a;_; sont dans; est au
moins-, d’ol

etsit > % + LalorsP(L'(v) = 0) < -1, ce qui conclut la preuve. O
6r—1
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5.3. Graphes planaires et graphes de densité bornée
5.3.1. Graphes planaires

Mohar [Moh03] a demandé la valeur d¢P) := inf{t € R : VG planairecch(G) <
t}. Nous montrons d’abord que tout graphe planaire est circulairefaenoisissable, donc
t(P) < 8. Ensuite, nous exhibons, pour tout> 2, un graphe planaire dont le nombre de choix
circulaire est au moing— =, d'ou¢(P) > 6. Ainsi, t(P) n'est pas entre quatre et cing, comme
suggéré par MohaMoh03], mais entre et 8.

La preuve du théoréme suivant est inspirée de celle de Thomassen pahrdssissabilité
des graphes planaireBHo94]. En fait, il s’agit d’'une généralisation de ce résultat célébre (qui
correspond au cas @t= 1 dans la proposition 37).

Théoréme 35.Tout graphe planaire est circulairemegichoisissable.
Prouvons le résultat plus fort suivant.

Proposition 37. SoitG une quasi-triangulation, c’est-a-dire un graphe simple planaire consti-
tué d’'un cycleC et de sommets et arétes a l'intérieur @etels que chaque face bornée soit
un triangle. Fixons deux entiegs > ¢, et L une(p, ¢)-assignation telle qu&v € V, L(v) C
{0,...,p — 1} avec|L(v)| > 4q siv € C et|L(v)| > 8¢ sinon. Alors, toutdp, q)-L-pré-
coloration de deux sommets adjacentg’ds’étend en unép, ¢)- L-coloration deG.

Démonstration. La preuve est par récurrence sur le nombre sommets. Le résultat est vrai
si G est un triangle puisqu’il y a au moidg — 2 x (2¢ — 1) = 2 choix pour colorer le dernier
sommet. Supposons a présent le résultat vrai pour toute quasi-triangulation comportant au plus
n — 1 > 3 sommets, et soiff une quasi-triangulation'asommets. Notonsg, u, . . . u; le cycle
extérieur de&, etu; etus, les deux sommets pré-colorés.

Premier cas G possede une cordgu;,7 < j. L'hypothése de récurrence permet d'étendre
la coloration a la quasi-triangulatiai; dont le cycle extérieur estyus . . . wuju,4q - .. gy
(voir figure 5.2). Ensuite, I'hypothese d’induction permet d’étendre cette coloration a la quasi-
triangulationG, dont le cycle extérieur estu; 1 . .. u;u;, les deux sommets pré-colorés etant
U; etUj.

Second cas G ne posséde pas de corde. Soient .., v, les voisins deu, n'appartenant

U1
U,j ()]
us
Ui—1
Ui+1 Uj

FiG. 5.2. La coloration s’étend en appliquant I'nypothese de récurrerge guis aG-.

pas aC. Quitte a renommer les sommets, SUppoOSONS QU s . . . vgu, SOIt un chemin
(car toute face bornée de est un triangle). Notons ety deux couleurs dé (ug) \ [c(u1)],
telles quelz], N [y], = 0. Ces couleurs existent calb(ux)| > 4g = (2¢ — 1) + (2¢ + 1).
Considérons le graph@’ obtenu a partir d&; en supprimant le sommet,. Ce graphe est
une quasi-triangulation dont le cycle extérieur®st; . . . u,_1v1vs . . . vqu;. POSONS, pour tout
sommetv deG’, L'(v) := L(v) Siv ¢ {v1,vq,...,vq} €L (v) := L(v) \ ([z]; U [y],) sinon.
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Il est alors possible d’appliquer I'hypothése de récurrencg at L’ (puisqueYi, |L'(v;)| >
8q — (49 —2) = 4q + 2 > 4q). Il ne reste plus qu’a compléter la coloration@e=n colorant le
sommetu;, avecz sic(ux_1) ¢ [x], et avecy sinon. O

Proposition 38. Pour toutn > 2, il existe un graphe planairé&’,, tel quecch(G,,) > 6 — l.

Démonstration. Posong := 6 — 1 avecn > 2 fixé. Soienty = 3n etp un entier bien plus
grand quetq = 18n — 3. Tous les "calculs et intervalles sont entendus mogufoonsidérons
le graphe planairéi,, de la figure 5.3, avem: := 2¢ — 1. Le graphe,, s’obtient a partir de

u

xQ Tm

FiGc. 5.3. Le grapheH,,.

(tq)* copies def,, en identifiant les sommetsde chaque copie, et les sommetde chaque
copie. Commencons par défidifu) := [r,r 4+ tq — 1] et L(v) := [s,s + tq — 1] avecr et s
telsquelr —qg+ 1,7 +t¢g+q—1]N[s—q+1,s+tq+ q— 1] = 0. Ensuite, pour chaque
(a,b) € L(u) x L(v), des listes sont attribuées aux sommets d’une cHpigde H,,, de telle
maniére que, Si. est coloréu et v est coloréh, le sous-graphéd,, , ne puisse étre¢p, q)-L-
colore. Fixons donc une copi,;, de H,,. Nous considérons les listes suivantes : pour tout
ie{0,1,...,m}, L(x;) := [a], U [b], U [; U J; avec
Ji = [CZ,CZ‘FQ(]—Z—Z]

Li=lcii+q—i,cio1+q—1] = [ci1]g N [eion +2¢ — 1 — ],
(notons que, = J,, = ) et les constantes, pouri € {0,1,...,m}, choisies de telle sorte
gue tous les intervalles soient a distance au mjn@nodulop) les uns des autres (saiifet
I;1,pouri € {0,1,...,m—1}). Ainsichaque liste vérifiel.(z;)| = 2(2¢—1)+i+(2¢—1—i) =
6g —3 =18n — 3 = tq.

Essayons a présent @g q)-L-colorerGG,,. Sans perte de généralité, nous pouvons suppo-
ser queu est coloréa et v est coloréb. Considérons alors le sous-grapHg,. Clairement,
'ensemble de couleurs extensibles deest un sous-ensemble de l'intervallg. Selon le
lemme 26ii), 'ensemble de couleurs extensibles:deest un sous-ensemble de l'intervalle
J1. Par récurrence, en appliquant le lemmgii26il vient que I'ensemble de couleurs exten-
sibles dex; est un sous-ensemble de lintervallg pour touti € {1,2,...,m}. Toutefois,

. = (), et donc le graphe n’est pgs, ¢)-L-colorable. O
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5.3.2. Bornes inférieures pour les graphes planaires de maille donnée

Il est naturel de se demander si le param&tRg peut étre réduit pour la classe des graphes
planaires de grande maille (rappelons quekille d'un grapheG est la taille d’'un plus petit
cycle deG). Nous étudions le nombre de choix circulaire des graphes planaires de maille au
moinsk. Pour toutk > 3, posons

t(k) := inf{t € R : VG planaire de maille au moinis cch(G) < t, }.

Commet(P) = t(3), 6 < t(3) < 8. Dans cette section et la prochaine, les bornes suivantes
sont établies.

— t(k) > 2+ %5 pour toutk > 3;

—1(4) <6;1(5) <4+3;4(6) <4;6(8) <3+35;1(9) <3;et

— t(4¢ +2) < 2+ 2 pour tout? > 1.
Commencons par exhiber quelques exemples permettant de borner inférieur@ment

Proposition 39. Pour toutk > 3 et toutn > 2, il existe un graphe planairé,, ,, de maillek
tel quecch(Gy,n) > 24 45 — =

n

Démonstration. Supposong: > 4 en vertu de la proposition 38. Posans= 2 + ﬁ — %

n > 2. Soientg = (k — 2)n etp un entier bien plus grand que = 2kn — (k — 2). Tous les
calculs et intervalles sont entendus modgulo

L'étude est séparée en deux cas selon la parite &k = 2¢ + 1, le graphe planairé/,
est obtenu a partir du graplté,, de la figure 5.3 en subdivisant chacune des arétegt vx;
exactement/ — 1) fois et = 2; voir figure 5.4. Notons.!, . .., u/~! les sommets internes du
chemin de longueut entreu etz;, etv), . .. ,vf‘l ceux du chemin entreetxz;. Sik = 20 + 2,
l'aréte x;r;, 1 est en outre subdivisée (une unique fois). Les calculs pour les deux cas étant
similaires, nous supposerons désormais/gue2/ + 1.

FiG. 5.4. Le grapheH!, lorsquek = 2¢ + 1.
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De la méme fagcon que pour la proposition 38, le gra@he est construit a partir deg¢)?
copies deH/ en identifiant le sommet de chacune des copies, et en identifiant le sommet
de chacune des copies. Le graphe obtenu est planaire de maille exadteDéfimissons les
listesL(u) := [r,r +tq— 1] etL(v) := [s, s + tq — 1] avecr ets choisis de sorte que les listes
L(u) et L(v) soient a distance au moi2g dansZ,,. Pour chaque couple, b) € L(u) x L(v),
nous attribuons des listes aux sommets de la cHpigde H,, de telle sorte que, si est coloré
a etv est coloré, le sous-graphél, , ne puisse étrép, ¢)-L-coloré. Fixons une copif, , de
H.

Pourtouti € {0,1,...,m}etj € {1,2,...,0—1}, L(u]) == I}5UJ% etL(v!) .= I7,UJY,
ou

[wol | _ g luvl un] s
Jij = e e + it — 2q)] et

(2% A2V
15" = e+ G- Dta—20) g+ Leh +a-1] = e N 6+ G -1 (tg—29)],
aveccy, = a, ¢}, := b et les constant f‘j’”], pouri € {0,1,...,m}etje {0,1,...,¢0—1}
choisies suffisamment éloignées dafys Chaque liste vérifieL(u!)| = |L(v])| = (j(tq —
29)+1)+(2¢—1—(j —1)(tg —2q)) = tq. ll reste a attribuer des listes aux sommetsPour
touti € {0,1,...,m}, L(x;) := [}, U I}, U I; U J; avecl, et I}, définis ci-dessus et

Ji = e, ci+tq—202¢— (0 —1)(tg —2q) — 1) — 1 —i(2(¢ — 1)(tq — 2q) + 2)]
= [e, e+ (20—-1)(tqg—2q9) —2q+1—1i(2(¢ — 1)(tq — 2q) + 2)] et
I = [eia+(20-1)(tqg—2q) —3q+2—(i— 1200 —1)(tqg—2q) +2),¢i1 +q— 1]

= [aic]gNieizr + 20 —1)(tg —2¢) —2g+ 1 —i(2(0 — 1)(tq — 2¢) + 2) + 1],
et les constantes, pouri € {0, 1,...,m}, choisies suffisamment €loignées les unes des autres

(et aussi desgf}’”}). La taille de ces listes ekt (z;)| = 2((¢ —1)(tq —2q) + 1) + ((2¢ — 1)(tq —
2¢) —2¢+2—1(2(0—1)(tg—29)+2))+ (¢ — (20 = 1)(tg — 2q) + 3¢ — 2+ i(2(¢ — 1)(tq —
2q) +2) — (2(¢ — 1)(tq — 2q) + 2)) = tq.

Essayons a présent dg, ¢)-L-colorer ce graphe. De fagon générique, supposonsuque
soit pré-coloré avec la couleur, et v avec la couleub. Considérons le sous-graplig, ;.
Par récurrence, en appliquant le lemmgii26il vient que I'ensemble de couleurs exten-
sibles defu, v’ est un sous-ensemble de I’intervall#}’”] pour touti € {0,1,...,m} et tout
j€A{1,2,...,¢ — 1}. Ainsi, 'ensemble de couleurs extensibles:geest inclus dang; U J;.

A nouveau, plusieurs applications successives du lemn(i@ d6ontrent que I'ensemble de
couleurs extensibles deg est un sous-ensemble de l'intervallgpour touti € {1,2,...,m}.
Néanmoins,/,, = () et donc le graphe n’est p&gs, ¢)- L-colorable. O

5.3.3. Bornes supérieures pour les graphes de densité bornée

Ici nous étudions le lien entre le nombre de choix circulaire d’'un graphe et sa densité. Rap-
pelons que lelegré moyen maximuiad(G) du graphes est le maximum, sur tous les sous-
graphes d&-, du degré moyen. Le résultat suivant est une conséquence directe du lemme 28.

Proposition 40. Pour tout entier naturel non ndl, le nombre de choix circulaire de tout graphe
de degré moyen maximum strictement inférieérest au pluk.

Démonstration. Cela découle du fait que 3iad(G) < k + 1, alorsé*(G) < k. O

Cette proposition est la premiere indication d’un lien entre la choisissabilité circulaire et le
degré moyen maximum. Notre but dans la suite est d’étudier cette relation. Nous établissons
les deux théoremes suivants.
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Théoréme 36.Soientk un entier naturel non nul et € {1,2}. Le nombre de choix circulaire
de tout graphe de degré moyen maximum strictement inféridus-al + £+ est au plus

4 k+1+s
2k + 13-

Théoréme 37.Soitn un entier naturel non nul. Le nombre de choix circulaire de tout graphe
de degré moyen maximum strictement inférieﬂrﬁ% est au plug + %

Ces résultats sont prouvés a partir de propriétés structurelles des graphes “critiques” au re-
gard du nombre de choix circulaire. Un graghest dit¢-critique sicch(G) > t etech(H) <t
pour tout sous-graphe propfe C G. Le lemme suivant sera utile pour prouver le théoreme 36.

Lemme 29. Soientk un entier naturel non nul, et € {1, 2}. NotonsG un graphe(2k + «)-
critique avear > 5.

(i) Le degré minimum dé' est au moing + 1.
(i) Deux sommets d€ de degré: + 1 ne sont pas adjacents.
(i) Un sommet dé&; de degré: + 2 est adjacent a au plussommets de degré+ 1.

Démonstration. Commecch(G) > 2k+a, il existes > 0, deux entierp, ¢ et une(2k+a+¢)-
assignatiorl. tels queG ne soit pasp, q)- L-colorable. En revanche, tout sous-graphe prépre
deG est(p, q)-L-colorable puisque, par définition d& cch(H) < 2k+a. Soitt := 2k+a+e.

(i) Supposons gue soit un sommet de degré au plisPar minimalité de7, il est pos-
sible de(p, q)-L-colorerG — v. Afin d’appliquer le lemme 2@), il suffit de considé-
rer la coloration d& — v comme une pré-coloration, et ainsi, le nombre de couleurs
extensibles de est au moingq — k(2¢ — 1) = aq + eq + k > 1. Ainsi, G est
(p, q)-L-colorable, une contradiction.

(i) Supposons que; et v, soient deux sommets adjacents de dég#el. Considérons
une(p, ¢)-L-coloration d&& —{v;, v2} comme une pré-coloration. De la méme fagon
que précédemment, le nombre de couleurs extensibleset# au moingqg — k(2q —

1) = aq + k + eq. En appliquant une nouvelle fois le lemme(26il vient que le
nombre de couleurs extensibles:deest au moingqg — k(2¢ — 1) — (2¢ — (g + k +
eq)) = 2(a —1)g+ 2(k +eq) > 1 cara > -5 > 1 etk > 1, ce qui contredit la
t-criticalité deG.

(iii) Supposons que soit un sommet de degié+ 2 avecs + 1 VoisinSvy, vg, ..., Usi1
de degré: + 1. Considérons unép, ¢)-L-coloration deG — {vy, ..., vs1,v}. Selon
litem (i), les sommets,, vs, . .., v, SONt deux-a-deux non adjacents, et il est donc

possible d’appliquer le lemme @p a chacun de ces sommets individuellement. Le
nombre de couleurs extensibles«@depour touti € {1,2,...,s+ 1}, est au moins
tq—k(2¢—1) = ag+k+eq. En appliquant a nouveau le lemme, le nombre de couleurs
extensibles de est au moingg — (k+1—s5)(2¢—1) — (s+1)(2¢— (g +k+¢q)) =

2000 —2)g+2(k+eq) +1+s(ag—1+k+eq) = (a(s+2) —4)g+2(k +£q) +
s(k+eq—1) > 1 puisquex > Sj—Q etk > 1, ce qui contredit la-criticalité deG.

i

Le lemme suivant, qui est une conséquence directe du lemme 27, sera utilisé pour prouver
le théoréme 37.

Lemme 30. Soientn un entier naturel non nul, ef un graphe(2 + %)-critique. Le degré
minimum de~ est au moins deux, €t n’a pas de poignée d’ordre au moins
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Démonstration. Clairement,G n'a pas de sommet de degré au plus unGStontient une
poignée d’'ordre au moins, alors toute pré-coloration d& privé d’'une telle poignée s’étend
(grace au lemme 27) au graphe entier, ce qui contredﬂﬂa%)-criticalité deG. O

Les démonstrations des théoremes 36 et 37 utilisent une méthode de déchargement sur les
grapheg-critiques, afin de borner inférieurement le degré moyen.

Démonstration du théoréme 36.Supposons qué’ soit (2k + S_%z)-critique. Alors, selon le
lemme 29, le degré minimum de est au moing + 1, deux sommets de degké+ 1 ne sont
pas adjacents et tout sommet de degré 2 est adjacent a au plussommets de degré+ 1.
Nous utilisons la procédure de déchargement suivante : la charge initiale de chaque sommet est
€gale a son degré. Ensuite, tout sommet degré au moing donnen := k+}+5 a chacun de
ses voisins de degré+ 1.

Montrons que la charge finale de tout sommest au moing + 1 + (k + 1)n. Sile degré
dewv estk + 1, alors sa charge finale gst- 1 + (k + 1) puisque tous ses voisins lui ont donné
n. Sile degré de estk + 2, alors sa charge finale estaumoins 2 —sp =k + 1+ (k+ 1)n
puisqu’il posséde au plusvoisins de degré + 1. Enfin, si le degré de est au moing: + 3,
alors sa charge finale estau moins 3 — (k+3)n =k+1+(k+2s—1)n > k+1+(k+1)n
cars > 1.

Par conséquent, le degré moyen@eet donc son degré moyen maximum, est au moins
k+1+ (k+1)n. Ainsi, le degré moyen maximum de tout graphe de nombre de choix circulaire
strictement supérieur@t + 5 estau moing + 1 + (k + 1)7, comme souhaité. O

Démonstration du théoréme 37.Montrons que le degré moyen maximum de tout graphe de
nombre de choix circulaire strictement supérieur & % est au moin® + % Il suffit de

le prouver pour les graphgg + %)-critiques. SoitGG un tel graphe. D’aprés le lemme 30, le

degré minimum deé&; est au moins deux, €t n’a pas de poignée d’ordre au moimsUtilisons

a présent la procédure de déchargement suivante. Au départ, la charge de chaque sommet est
€gale a son degré. Ensuite, chaque somimeéé degré au moins trois donme:= 3n1_1 a
chaque sommet de degré deux le long des poignées émanarh tiefin, la charge de chaque
sommet de degré deux est exactenieat2n = 2 + % Comme l'ordre de toute poignée

est au plus: — 1, la charge finale de chaque sommet de degré au moins trois est au moins
3=3(n—1)n=2+ 3%1 Par conséquent, le degré moyen‘édest au moing + 3n—({1 comme
désiré. O

5.3.4. Bornes supérieures pour les graphes de densité bornée et de maille donnée

L'un de nos objectifs est d’appliquer les résultats de la sous-section précédente aux graphes
planaires dans la sous-section 5.3.5 (puisqu’il est possible de borner le degré moyen maximum
de tels graphes en fonction de leur maille). Dans cette optique, il est possible d’obtenir des
améliorations en tirant partie de la condition sur la maille. Nous établissons les trois théoremes
suivants dans cette sous-section. Les deux premiers améliorent le théoreme 36 dans le cas ou
le graphe considéré est sans triangle (donc de maille au moins quatre) pour le théoreme 38, et
de maille au moin$ pour le théoréme 39. Le troisieme améliore le résultat du théoréme 37
lorsque la maille est au moir2s + 2 pour un entier naturel non nul

Théoréme 38.Soientk un entier naturel non nul, et < 2k + 2. Posonsr := [52] et

s’ := min{k + 2, s}. Le nombre de choix circulaire de tout graphe sans triangle de degré

moyen maximum strictement inférieut & 1 + 5= est au plugk + 5.
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Théoréme 39.Soientk un entier naturel non nul et € {2,3,...,k + 2}. Posong := [£2].
Le nombre de choix circulaire de tout graphe de maille au méiesde degré moyen maximum

strictement inférieur & + 1 + ,ﬁ% est au pluk + 5.
k+3—s

Théoréme 40.Fixons un entier naturel non nul. Le nombre de choix circulaire de tout graphe
de maille au moingn + 2 et de degré moyen maximum strictement inférie@r-a 1 est au
plus2 + 2.
Montrons le lemme suivant afin de prouver le théoreme 38.
Lemme 31. Soientk un entier naturel non nul, et € {1,2,...,2k + 2}. Posong: := (%}
ets’ ;= min{k + 2, s}. SoitG: un graphe sans triangl€2k + «)-critique, aveax > 5.
(i) Le degré minimum du graph& est au moing + 1.
(i) Tout sommet d& de degré: + 1 est adjacent a au plussommets de degré+ 1.
(i) Un sommet de degré+ 2 est adjacent a au plugs sommets de degré+ 1.

Démonstration. Soientz, p, ¢, L ett comme dans la preuve du lemme 29.

(i) Découle dulemme 29.

(i) Supposons que soit un sommet de degéé+ 1 avecr + 1 voisinsuvy, ..., v,y de
degrék + 1. Comme( est sans triangle, les sommets. . ., v;,; sont non adjacents;
cette observation est importante afin de pouvoir appliquer le lemme 26. Considérons
une(p, q)-L-coloration deGG — {v1, ..., v.41,v}. En vertu du lemme 26, le nombre
de couleurs extensibles dg, pour touti € {1,2,...,r + 1}, est au moingq —
k(2¢ — 1) = aq + k + q. En appliquant le lemme 2§ une nouvelle fois, il suit
que le nombre de couleurs extensiblesvdest au moingg — (kK — r)(2¢ — 1) —
(r+1)(2¢ — (ag+ k +eq)) = 2(a = 1)g+2(k + eq) + r(ag — 1 + k + £q) =
(a(r+2) —=2)g+2(k+eq) +r(k+eq—1) > (75(r+2) —2)g+1 > 1 puisque
r > min{0, %} etk > 1, ce qui contredit la-criticalité deG.

(i) Les calculs sont similaires a ceux de I'item précédent.

g

Le théoréme 38 découle du lemme précédent, et se montre de fagcon similaire au théo-
reme 36. La preuve est omise. Prouvons le lemme suivant afin de démontrer le théoreme 39.

Lemme 32. Soientk et m deux entiers naturels non nuls, ete {1,2,..., k + 2}. Posons
r:= [#5%]. SoitG un graphe de maille au moirtset (2% + «)-critique olir > 5.

(i) Le degré minimum du graph& est au moing + 1.
(i) Tout sommet de degké+ 1 est adjacent a au plussommets de degré+ 1.
(i) Un sommet de degré+ 2 est adjacent a au plussommets de degré+ 1.

Un sommet edtibernants’il est de degré: + 2 avecs voisins de degré + 1. Un barbareest
un sommet de degié+ 2 avec exactement— 1 voisins de degré + 1.

(i) Deux sommets hibernants ne sont pas adjacents.
(i) Un barbare est adjacent a au plus un sommet hibernant.

Démonstration. Soiente, p, ¢, L ett comme dans la preuve du lemme 2i9iii) découlent
du lemme 31)—iii) .
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(iv) Supposons que etv’ soient deux sommets hibernants adjacents. Notons. , v,
etv],..., v, less voisins de degré& + 1 dewv etv’, respectivement. Comni& est
de maille au moins, {vy,...,vs} et{v},...,v.} sont disjoints; de plus, ces som-
mets induisent des ensembles indépendants da@ette observation va permettre
d’appliquer le lemme 2®).

Considérons unép, q)-L-coloration deG \ ({v1,...,vs, v}, ..., v., v, 0"} Nous
allons montrer que cette coloration s’étend au grapjee qui contredit la-criticalité
deG. L'ordre dans lequel sont nommés les sommets non colorés vérifie les conditions

du lemme 2@).
En premier lieu, le nombre de couleurs extensibles;dri v}, pour touti, est au

moins
xo=tq—k(2q—1)=aq+k+eq.
De plus,xg > 1 cark > 1 eta,e > 0. Commev est adjacent &, ...,v,etk+1—s
sommets pré-colorés, le nombre de couleurs extensiblegsgiau moins
x o= tq—s(2¢—(ag+k+eq) —(k+1-5)(2¢—1)

= (as—2)q+aq+k+eq+sk+eq—1)+1.
Commeas > 2 etk > 1, il vient z > 1. En appliquant a nouveau le lemme, comme

V' estadjacentdl, ..., v, k+ 1 — s sommets pré-colorés etil suit que le nombre
de couleurs extensibles dgest au moins
¥ = tqg—s(2¢— (aqg+k+eq)—(k+1—5)2¢—1)— (2¢ — )

= 3(as—2)g+2{ag+k+ecq+s(k+eq—1)+1}.

Commeas > 2 etk > 1, il suit2’ > 1. Ainsi, G est(p, q)-L-colorable, une contra-
diction.

(v) Les calculs sont similaires a ceux de la preuve de l'item précédent.
U

Démonstration du théoréme 39.Supposons qué&' soit de maille au moin§ et (2k + 5%2)-

critigue. Selon le lemme 32, le degré minimum@est au moing + 1, tout sommet de degré

k+1 est adjacent a au plaussommets de degré+ 1, et tout sommet de degkét-2 est adjacent

a au pluss sommets de degré+ 1 ; en outre, deux sommets hibernants ne sont pas adjacents

et chaque barbare est adjacent & au plus un sommet hibernant. Nous utilisons la procédure de
déechargement suivante : la charge initiale de chaque sommet est €gale a son degré ; ensuite,

chaque sommet de degtét 1 regoityn = ﬁ de chaque voisin de degré au moins
k+3—s

n — 1
k+3—s — (k+s—r)(k+3—s

k+ 2, et chaque sommet hibernant reggit=
hibernant et de degré au moihs- 2.

Montrons que la charge finale de chaque somnest au moing + 1+ (k+ 1 —r)n. Siv
adegré: + 1, sa charge finale est au moihs- 1 + (k+ 1 — r)n puisqu’il a au moing + 1 —r
voisins qui lui ont donné. Si le degré de estk + 2, distinguons trois cas.

Si v est un sommet hibernant, sa charge finalekest2 — sn + (k + 2 — s);;, =

kE+1+ (% — 5+ ’gig:j)n =k+1+ (k+1—r)ypuisqu’il a au plus; voisins de degré

k + 1 et qu'il regoitr; de la part de tous ses autres voisins.

Siv est un barbare, sa charge finalelest2 — (s — 1)n—m =k + 1+ (% —s+1-—

=) = k4 1+ (k+1—r)ypuisquil as — 1 voisins de degré + 1 et au plus un

voisin hibernant.

771 de chaque voisin non
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Sinon, sa charge finale estaumoins 2 — (s —2)n — (k+2— (s —2));m =k + 1+

(; —s+2— 5= =Fk+1+(k+1—r)ycarilaauplus — 2 voisins de degré

k+ 1letk + 2 — (s — 2) voisins hibernants, et; < 7.
Sile degré de est au moing + 3, sa charge finale est au moihs-3 — (k+ 3)n. Cette quantité
estau moing + 1+ (k + 1 — )y si, etseulementsk + s —r + 3= >k +2 - § <
s — % —2+ 3= > 0, ce qui est vrai cas > 2.
Par conséquent, le degré moyen@eet donc son degré moyen maximum, est au moins
k+ 14 (k+1—r)n. Ceci montre que le degré moyen maximum de tout graphe de maille
au moins6 et de nombre de choix circulaire strictement supérie@k & s% est au moins

k+ 1+ (k+1—r)n, comme souhaité. O

Voyons quelques notations utiles afin de prouver un lemme permettant de démontrer le
théoréme 40. Soi€; un graphe. Unehaineest une poignée d’ordre maximal dafis Son
ordre est le nombre de sommets qu’elle contient. (Une chaine d'ordre zéro est simplement une
aréte entre deux sommets de degré au moins trois.) Deux somniesedgegré au moins trois
de G sontreliés avec poids si, et seulement si, il existe une chaine d’ordrentre-eux.

Lemme 33. Soientn un entier naturel non nul, & un graphe de maille au moir&s: + 2 et
(2+ %)-critique. Soitv un sommet de degrE> 3. Notonsw , ws, . . . , w, les poids des chaines

issues de. Alors, Y"1 | w; < (d— 1)n — 2.

Démonstration. De fagon similaire aux lemmes précédents, considérongtuses)-(p, q)-
assignatior (out := 2 + %) pour un certairr > 0 telle queG ne soit pagp, ¢)-L-colorable.
Par I'absurde, supposons q@jzl w; > (d — 1)n — 1. Notons que, pour tout, w; < n —1

par le lemme 30. Soit un@, q)-L-pré-coloration du sous-graphe @eobtenu en enlevant et

les chaines incidentes)akEn appliquant le lemme 2 pour chaque chaine (ce qui est possible
grace a la condition sur la maille), il vient quesiest un voisin de appartenant a une chaine
de longueu;, alors le nombre de couleurs extensiblesig@st au moinsu; 22 + 1. Ainsi, en
appliguant a nouveau le lemme, le nombre de couleurs extensiblessi@u moins

d
2 2 4
2+ 2 teq - (2q— <wj—q+1>) >y cgrd>1,
n n n

j=1
cary_?_, w; > (d— 1)n — 1, une contradiction. O

Démonstration du théoréme 40.Nous utilisons a nouveau une procédure de déchargement
afin de montrer que le degré moyen maximum de tout graphe de maille au 2noing et de
nombre de choix circulaire strictement supériearﬁ% est au moing + % Il est suffisant de

le prouver pour les graphég+ %)-critiques (de maille au moiri®: + 2). SoitG un tel graphe.

Par le lemme 30, le degré minimum deest au moins deux & ne contient pas de poignée
d’ordre au moing:.. Nous utilisons a présent une procédure de déchargement : chaque sommet
de degré au moins trois donne= % a chague sommet des chaines qui lui sont incidentes. La
charge finale de chaque sommet est au mpins2n = 2 + 1. En effet, un sommet de degré
deux recoit2n. Soitv un sommet de degré > 3. En vertu du lemme 33, la charge finalewe

est au moins

d+1 1

1
- — - >94 =
2 +n_ *

Y

d—((d—1)n—2)
card > 3, ce qui conclut la preuve.

1
2n
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5.3.5. Bornes supérieures pour les graphes planaires et toriques de maille donnée

Grace a la proposition 40, et aux théoremes 36, 37 et 38, il est possible de donner aisément
des bornes supérieuresde).

Théoreme 41.
(i) t(4) <6;t(5) <42;t(6) <4;¢(8) <3%;¢(9) <3;et
(i) ¢(4¢+2) <2+ 2 pour tout? > 1.

Démonstration. Selon la formule d’Euler, le degré moyen maximum de tout graphe planaire
de maille au moing est strictement inférieur ®ad;, :== 2 + ﬁ

(i) Mad, = 4 donc, par la proposition 40(4) < 6. Mads = 33, donc le théoréme 38,
appliqué aved = 2 ets = 3, donnet(5) < 4%. Madg = 3 donc, selon la propo-
sition 40,t(6) < 4. Madg = 2§ donc le théoreme 36, appliqué avec= s = 1
montre que(8) < 33. Mady = 22, donc le théoreme 39 aviee- 1 ets = 2 entraine
t(9) < 3.

(i) Découle directement du théoreme 40.

O

La proposition 40 et les théoremes 36, 37, 38 et 39 permettent d’obtenir des bornes ana-
logues pour les graphes de maille donnée plongeables sur d’autres surfaces. Par exemple, un
graphe estoriques’il est plongeable sur le tore. D’aprés la formule d’ Euler Poincaré, le degré
moyen maximum d’un graphe torique de maille au mdirestau plus2 + . En posant

t,(k) := inf{t : VG graphe torique de maille au moiks cch(G ) g t},

il suit de calculs similaires a ceux du théoreme 4168 < 11,#,(4) < 62,4,(5) < 5,#,(6) <

42, 6(7) < 4,1,(9) < 35,4,(10) < 3, ett, (61 + 1) < 2+ 2 pour tout! > 1. Plus généralement,

si la caractéristique d’Euler d’une surfaSeeste, en vertu de la formule d’Euler-Poincaré, le

degré moyen maximum de tout graphe de maille au mbiptongeable dan§ est au plus

2+ kfz IV(G)I Il est donc possible d’appliquer la proposition 40 et les théoremes 36, 37

et 38 de facon appropriée. En particulier, les bornes donnéeg psumt aussi vraies pour les

graphes plongeables sur une surface quelconque de caractéristique d’Euler positive ou nulle.
Pour les graphes de genre> 2, posonsf(Ad, k) := 237 (Ad — 1)’ sik = 2s et

f(Ad, k) := 1+ Ad Y7 (Ad — 1)" sik = 25 + 1. Comme mentionné dans le chapitre 2, tout

grapheH de maillek vérifie |V (H)| > f(Ad, k) (voir [AHLO2]). Par conséquent, le degré

moyen maximum de tout grapliede genre- et de maillek vérifie

F(Mad(Q), k) <Mad(G) - kz_kQ) = 4(2: ;)k <0. (5.3)

Ainsi, il est aisé de déduire des conditions sur la maille et le genre permettant d'utiliser les
résultats des sous-sections précedentes. Par exemple,

Corollaire 8. Le nombre de choix circulaire de tout graphe sans triangle de genre trois est au
plus8 + 2.

Démonstration. D’aprés (5.3), le degré moyen maximum d’un tel graphe est awph//3.
Par conséquent, le théoréme 38 appliqué @vecs = 3 fournit la conclusion. O

Nous ne voyons pas pour I'instant comment obtenir de meilleures bornes inférieures pour
les surfaces supérieures.
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5.3.6. Graphes planaires extérieurs

Un graphe esplanaire extérieurs’il admet un plongement dans le plan tel que la face
externe soit incidente a tous les sommets du graphe. Pouk tou, posons

to(k) := inf{t : VG graphe planaire extérieur de maille au maoins:ch(G) < t}.
Nous allons établir qug,(k) = 2 + % pour tout entier: > 3.

Théoréme 42.Fixons un entierk > 3. Pour tout entiern > 1, il existe un graphe planaire

extérieurOy ,, de maillek dont le nombre de choix circulaire est au moihs- % — L

n

Démonstration. Soitt := 2 + %; — - ; posonsy := 2(k — 2)n; et soitp bien plus grand
quetq. Considérons le graph@,, de la figure 5.5, avea: suffisamment grand. Le graphg ,,

o 1 Tp—2 Tm

FiG.5.5. Le grapheP,,.

est obtenu a partir dey copies deP,, en identifiant le sommet de chacune des copies. Pour
touta € L(u), nous attribuons des listes a la copiede P,, de telle sorte que, si est coloré

a, le sous-graphé, ne puisse étrép, ¢)-L-coloré. Comme les calculs sont en grande partie
similaires a ceux des démonstrations des propositions 38 et 39, et quelque peu fastidieux, nous
donnons simplement la définition précise des listes pour les sommpets . . ., r,_» du sous-
grapheP,, ainsi qu’'un argument permettant de montrer que, gist suffisamment grand et

est colorés, alors le sous-graph@, ne peut étrép, ¢)-L-coloré. Posons

Jy o= ler, e+ (An —2(k —2))(t + 1)] fori € {0,...,k — 3}, et
I =iy +4nt —2(n+t)(k —2) + 1,41 +2(k — 2)n — 1] pouri € {1,...,k — 2}.
Soit
L(z;) .= LU J;pouri € {1,... k— 3},
L(xo) :=[a]g U Jo, et
L(zg_2) :=[ag) U I)_o U Jp,

avecJ), := [cg, co +4n — 2(k — 2) — 2(k — 2)? + 1]. La taille de chaque liste et. Supposons
a présent que soit coloréa, et essayons de définir une coloratiotles sommetsg, . .., xx_o.
Clairement,c(zg) € Jy et donc, en appliquant le lemme (85, ¢(z;) € J; pour touti €
{0,...,zx_3}. Parsuiteg(zx_2) € Jj. Notons que.Jj| < |Jy| (cark > 3). Donc, en définissant
de fagon analogue les listes poyy 4, ..., z,,, Nous obtenons que,, ne peut étrep, ¢)-L-
coloré, pourvu quen soit suffisamment grand. O
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Signalons que la borne supérieure apparait d&fisYD6] pour les valeurs paires de;
toutefois, nous donnons ici une preuve plus concise du résultat et traitons également le cas ou
k est impair. Le lemme suivant découle du lemme 27.

Lemme 34. Fixons un entie > 3. SoitL une(2 + %)-(p, q)-assignation pour le cyclé.
Toute pré-coloration de deux sommets adjacents du cycle s’étend ¢n yhd.-coloration de
tout le cycle.

Théoréme 43.Le nombre de choix circulaire de tout graphe planaire extérieur de maille au
moinsk < 3 est au plug + %.

Démonstration. Supposons, par I'absurde, qu’il existe un graphe planaire extéridamaille

au moinsk qui soit (2 + % )-critique. SoitL une(2 + 2 + )-(p, ¢)-assignation d& telle

queG ne soit pagp, q)-L-colorable. Clairement, le degré minimum @eest au moins deux.
Remarquons a présent que tout graphe planaire extérieur de maille au Anetirde degré
minimum au moins deux peut s’obtenir de fagon récursive a partir d’'un ensemble de cycles
de longueur au moing de la fagon suivante : partant d’un cycle de longueur au mbjrés
chaque étape une aréte du graphe construit jusqu’ici est identifiée a celle d’'un nouveau cycle.
En conséquence, il est possible d’appliquer a chaque étape le lemme 34 afin d’obtenir une
(p, q)-L-coloration dei7, une contradiction. O

5.4. Conclusion

Nous avons étudié différentes voies de recherche concernant la choisissabilité circulaire.
Nous avons vu que la différence entre le nombre de choix circulaire et le nombre chromatique
circulaire n’est pas bornée pour la classe des cliques circulaires. Des signes encourageants a
propos d’une réponse positive au probleme 11 ont été apportés, puisque nous avons établi que
cch(G) = O(ch(G) + In|V(G)|). Nous avons également prouvé, peut étre contrairement a
l'intuition, que la valeur de(P) est entres et 8, plutdt qu’entred et 5 (comme suggéré par
Mohar [Moh03]).

Néanmoins, il reste encore du travail a accomplir. Le probleme 11 reste ouvert, ainsi que la
question fondamentale suivante posée par Ztu(5] :

Probleme 12.Le nombre de choix circulaire est-il toujours rationnel ? Est-il toujours atteint ?

Egalement, concernant les graphes planaires et toriques (de maille donnée), la plupart des
valeurs exactes dg(k) ett(k) sont inconnues. La table 5.1 résume les bornes que nous avons
obtenues pour ces parametres.

[k (maille)] 3] 4 | 5 | 6 | 7 | 8 [ 9 [ 10 [ k>11 |

[WESup TG+ §] 5 [T+f[ & [ 4 [5+E[ 3 |2+ g
t(k)sup.| 8 | 6 [4+:2] 4 4 13+3] 3 3 |2+ sy
tkyinf. | 6 | 4 |34+3| 3 |2+43[243|2+3(2+5| 245

TAB. 5.1. Bornes pour les graphes toriques et planaires de niaille

Pour le moment, nous ne savons pas comment généraliser les constructions qui ont per-
mis d’obtenir les bornes inférieures pour les graphes planaires afin de déduire de meilleures
bornes inférieures pour les autres surfaces. En conclusion, nous mentionnons deux problemes
additionnels, qui peuvent s’avérer intéressants.
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5.4.1. Graphes bipartis planaires

Observons que la suite de graphes plangifes,),~1 de la proposition 39 est une suite
de graphes bipartis planaires dont le nombre de choix circulaire tend vers quatre. Alon et
Tarsi [AT92] ont prouvé que le nombre de choix de tout graphe biparti planaire est au plus
trois, et la méme année Gutn&t92] a démontré que, plus généralement, tout graphe biparti
planaire est3m, m)-choisissable pour tout > 1.

Conjecture 7. Le nombre de choix circulaire de tout graphe biparti planaire est au plus quatre.

Il semble que les techniques utilisées par Alon et T&E9R] ainsi qu’Alon et Zaks AZ98]
pourraient étre utiles afin d’étudier cette question, ainsi que la choisissabilité circulaire des
cycles pairs.

5.4.2. Un graphe et son complémentaire

Théoréme 44(Zhu [Zhu05]). Le nombre de choix circulaire d’un graphe de degré maximum
A est au plusA + 1.

Il est bien connu queh(G) +ch(G) < n+1 pour tout graph& an sommets, ol désigne
le graphe complémentaire dé

Proposition 41. Pour tout graphe= a n sommetsgch(G) + cch(G) < 2n — 2.

Démonstration. Par induction surn, le résultat étant vrai lorsquevaut deux. Supposons que
le résultat soit vrai pour tout graphe a au plus- 1 > 2 sommets. Soits un graphe &
sommets. Tout d’abord, remarquons que si le degré maximuthaledeG est au plus: — 3,

le résultat est une conséquence directe du théoreme 44. Ensuite; set A(G) valent tous
deuxn — 2, le résultat est également vrai. Supposons don\(d®) = n— 1 etA(G) = n—2
(puisque les deux valeurs ne peuvent étre égales-a). Montrons quexch(G) < n —1:le
degré maximum du graph@ — v estn — 2, donc il est(n — 1)-circulairement choisissable.
Soit L unet-(p, ¢)-assignation dé&r avect := n — 1 + ¢ ete > 0: G — v peut étre(p, ¢)-L-
coloré. Par ailleurs, comme le degréwdansG est un, cette coloration dé — v s’étend en
une(p, ¢)-L-coloration deiZ dés que le cardinal de(v) est au moinggq, ce qui est le cas car

n > 3. O

Soit G le graphe biparti complek’ ,.», et posons: := m* + k. Alors, d’aprés le théo-

reme 33 )

_ 2k
cch(G) + cch(G) > mF + 2k — —— ~n+1Inn.
m

Cet exemple fournit une borne inférieure, elle ne permet toutefois pas de savoir si la borne
de la proposition 41 est serrée ou pas.



CHAPITRE 6

Aréte-coloration des graphes cubiques par
des éléments de groupes abeliens

Ce chapitre concerne un travail effectué avec Daniel Kral’ et Ondrej Pangrac. Dans la conti-
nuité de travaux réalisés par Edita 884gova, André Raspaud et Martin Skoviera, il a donné lieu
a un article commun ici expos&MP *06)].

6.1. Introduction
6.1.1. Présentation

L'aréte-coloration des graphes (notamment cubiques et sans pont) et les notions dérivées
sont liees a de nombreux problemes fondamentaux de théorie des graphes comme le Théoreme
des4 Couleurs AH77] ou encore les flots partout non nuls. Nous étudions dans ce chapitre
une généralisation naturelle de I'aréte-coloration dans laquelle chaque aréte est colorée par
un élément d'un groupe fixé, de sorte que les couleurs données aux arétes incidentes a un
méme sommet vérifient des contraintes dans le groupe. Nous verrons en particulier les liens
gue ce genre de coloration entretient avec d’autres problemes, comme la conjecture de Berge-
Fulkerson.

Commencgons par rappeler quelques définitions et résultats.

Définition 23. SoitG = (V, E) un graphe et soitun entier. Und-aréte-colorationde G est
une applicatiorr : £ — {1,2,...,(} telle que, pour tout couple d’arétes incidentes’),
cle) # c(€).

Rappelons qu’en vertu du théoreme de Vizing, tout graphe cubiquieaéte-colorable ;
et qu’il existe des graphes cubiques qui ne sont3pate-colorables.

Définition 24. Pour tout graphé& = (V, E), I'ensemble des darde G, notéD(G), est obtenu

en remplacant chaque aréte @gar deuxdardsopposés. Tout dard (y compris s'il est issu

d’une boucle) posséde donc un dard opposé, fidtéses extrémités sont les mémes que celles

de z, et sa direction est contraire a celle dePour tout sommet, I'ensemble des dards issus

dew est notéD(v). La collection d’ensemble§D(v) : v € V'} forme une partition d®(G).
Soit A un groupe abélien, noté additivement. Riflot surG est une fonctiorg : D(G) —

A satisfaisant les deux conditions suivantes :

(i) V2 € D(G),&(271) = —£(2)
(i) Vo eV, Y &(z) =0.
z€D(v)
135
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Un A-flot est ditpartout non nuki, et seulement s§(z) # 0 pour tout dard: € D(G).
Pour tout entiek > 2, unk-flot est unZ-flot £ tel que|{(z)| < k pour tout dard € D(G).

La figure 6.1 donne un exemple @é-flot sur un graphe cubique.

(1,0)

(1,0)

FiG. 6.1. Un Z3-flot sur un graphe cubique. Une seule moitié des dards est représentée, I'autre
étant constitué des dards symétriques a ceux-ci. Le flot des dards non représentés est défini selon
la condition(i) de la définition 24.

Le théoreme suivant regroupe deux théoremes de Tutte (voir par ex€fafé,[Die03).

Théoreme 45(Tutte, 1950 et 1954)Soit G un graphe et soitd un groupe abélien d’ordré.
Le grapheGG admet unA-flot partout non nul si, et seulement si, il admetZnflot partout
non nul si, et seulement si, il admet kxflot partout non nul.

Lorsque chaque élément deest son propre inverse (i.e. lorsqeest isomorphe a un
produit de copies d&2), un A-flot peut étre directement défini sur les arétes, plutot que sur les
dards. Il est bien connu gu’un graphe cubique admetisfiot partout non nul si, et seulement
si, il est3-aréte colorable. Un tel flot est une aréte-coloration par les éléments non riZjs de
telle que les couleurs incidentes a un méme sommet soient différentes et que leur somme soit
nulle. En fait, il suffit d’imposer que les couleurs soient toutes non nulles, et que la somme des
couleurs incidentes a un méme sommet soit nulle pour que les couleurs incidentes a un méme
sommet soient toutes différentes. Ceci nous amene a la définition suivante.

Définition 25. Soit A un groupe abélien, noté additivement. SBit= (V, £') un graphe. Une
A-aréte-colorationest une application: £ — A* telle que, pour tout sommete V/,
() les arétes incidenteswésoient colorées differemment ; et
(i) la somme dansl des couleurs des arétes incidentessait nulle.
Si I'applicationc ne vérifie que la conditiofii), c’est uneA-aréte-coloration impropre
Le lien unissant le€3-flots a I'existence de3-aréte-coloration a conduit Archdeacon a
conjecturer que tout graphe cubique sans pont possedd-améte-coloration impropre pour

tout groupe abélier d’'ordre au moins [Arc86, Arc95]. Cette conjecture a été prouvée par
Mécajova, Raspaud et SkoviedRS05].
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Théoréme 46(Macajova, Raspaud et Skovier®IRS05]). Tout graphe cubique sans pont
admet uned-aréte-coloration impropre pour tout groupe abélidnd’ordre au moins.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux colorations abéliennes propres. Si de telles
colorations ont des points communs avec les flots partout non nuls, elles s’en éloignent par
certains aspects. Par exemple, le théoreme 45 montre que I'existenca-flatrdépend uni-
guement de I'ordre del. Un tel résultat ne s’étend pas adxaréte-colorations : tout graphe
cubique sans pont eZt-aréte-colorable, alors qu’un tel graphe &8tcolorable si, et seule-
ment si, il esB3-aréte-colorable.

Nous allons prouver que tout graphe cubique sans @agt A-aréte-colorable sil est un
groupe abélien d’ordre au moing, ou le groupeZs. En revanche, sl est I'un des groupes
73,7¢ ~ 7o X T3, 77, Zs, le grapheG est A-aréte-colorable si, et seulement si, il 8saréte
colorable. Il reste quatre groupes, que nous appelleganges exceptionnelpour lesquels
nous n’avons pu conclureZ, x Z4,Z§,Zw ~ 7o X Zs €tZq;. Nous montrerons eégalement
gue l'existence del-aréte-colorations pour ces quatre groupes exceptionnels est étroitement
liée a d’autres problémes ouverts comme la conjecture de Berge-Fulkerson, la conjecture de
Fan-Raspaud et celles de I'existence d’aréte-colorations par les lignes du plan de Fano utilisant
au plus quatre ou cinq lignes.

Rappelons tout d’abord la définition de triplet de Steiner.

Définition 26. Un triplet de Steiner d’ordre: est une paire ordonnéé@. 3) ou P est un en-
semble de: points et3 une collection de sous-ensembles de taille troi®delle que chaque
pair de points appartienne a exactement un élémefit des éléments dB sont appeléblocs
outriplets.

Notons qu’un triplet de Steiner d’ordreexiste si, et seulement si,est congru d ou a3
modulo6.

Définition 27. Le triplet de Steiner projectif d’ordrex, notéPG(n, 2) est la pairg?P, B) avec
P = 7Zh\ {0} et(z,y, z) € B si, et seulement si; +y + z = 0 dansZ3 ™. Le triplet de
Steiner projectif d’ordre deux est le plus petit triplet de Steiner non trivial. On I'appetiare
de Fang il est représenté dans la figure 6.2.

Le triplet de Steiner affine d’ordre, notéAG(n, 2) est la paird P, B) avec? := Z} \ {0}
et(z,y,2) € B si, et seulement si; + y + z = 0 dansZ}.

Soit S un triplet de Steiner. Uné&-coloration d’'un graphe cubiqué = (V| F) est une
application® : £ — P telle que pour tout sommet, en notante, e, et es les trois arétes
incidentes & dansG, {®(e;), P(e2), P(e3)} € B.

Cette coloration, introduite dan$1§04], est une généralisation naturelle de3laréte-
coloration classique des graphes cubiques. En effet, dan3-ar&e-coloration des graphes
cubiques, une remarque simple est que les couleurs attribuées a deux arrétes incidentes a un
sommetv forcent la couleur de la troisiéme aréte incidente a

Comme nous le verrons plus tard, I'aréte-coloration abélienne des graphes cubiques est
liée a I'aréte-coloration par des triplets de Steiner. Holroyd et Skoviera ont prouvé les résultats
suivants HS04.

Théoréme 47(Holroyd et SkovierafiS04]). SoitS un triplet de Steiner projectif. Un graphe
cubique esS-colorable si, et seulement si, il est sans pont.

Théoréme 48(Holroyd et SkovierafiS04)). Tout graphe cubique sans pont posséde 8ne
coloration pour tout triplet de Steiner non trivid.
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FIG. 6.2. Le plus petit triplet de Steiner non trivial : le plan de Fan@(2, 2).

La situation générale pour les graphes cubiques semble plus complexe. Le lecteur est invité
a se reporter aHS04 pour plus de détails. En particulier, une obstruction structurelle & une
coloration par un triplet de Steiner affine d’un graphe cubique est présentée, et il est conjecturé
gue c'est la seule.

Une conséquence du théoréme 47 est que tout graphe sans pont admet une coloration par les
droites du plan de Fano, le plus petit triplet de Steiner non trivial. Plus généralement, tout triplet
de Steiner peut étre vu comme une configuration :aordigurationC est constituée de points
et de droites. Toute droite depasse par exactement trois points formant un bloc du triplet de
Steiner, et toute paire de points appartient donc a au plus une droite-8ir&e-coloration
d’un graphe’Z est une application associant a chaque arété de point deC, de sorte que les
points associés a des arétes incidentes & un méme sommet soient sur une mémed@roite de

NotonsF? la configuration du plan de Fano (figure 6.2). Pbw {4, 5,6}, soit Fy I'unique
sous-configuration (a isomorphisme prés)fdeeomportant exactemehtdroites de sorte que
chaque point dd€; appartienne a au moins une droite Be Notons que s est une sous-
configuration deF; obtenue en supprimant trois droites contenant un méme point, alors un
graphe cubiqué’ posséde uné’-aréte-coloration si, et seulement si, il 8saréte-colorable.

Le théoreme 48 peut étre reformulé de la facon suivante : tout graphe cubique sans pont
est Fr-aréte-colorable. En réalité le résultat suivant, plus fort, a été prouve péajdia et
Skoviera MS05].

Théoréme 49(Méacajova et SkovieraN1S05]). Tout graphe cubique sans pont admet ufje
aréte-coloration.

Il est naturel de se demander ce qu’il en est pouet F.

Conjecture 8 (Macajova et SkovieraNIS05]). Tout graphe cubique sans pont gstaréte-
colorable.

Conjecture 9 (Macajova et SkovieraN1S05]). Tout graphe cubique sans pont &staréte-
colorable.

Comme prouvé dandv[S05], la conjecture 8 est équivalente a la conjecture suivante, de
Fan et RaspaudrR94].
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Conjecture 10 (Fan et RaspaudFR94]). Tout graphe cubique sans pont contient trois
facteurs dont I'intersection est vide.

Toutes ces conjectures sont impliquées par la conjecture de Berge et Fulkeusdh [
Sey79.

Conjecture 11 (Berge et FulkersornHul71, Sey79). Tout graphe cubique sans pont contient
six 1-facteurs tels que chaque aréte appartienne a exacten@entre-eux.

Les conjectures 11, 8 et 9 forment une suite de conjectures dans laquelle chaque conjec-
ture est impliquée par la précédente. Elles permettent ainsi d’établir une échelle de difficulté
pour différents problémes ouverts concernant les graphes cubiques. Nous montrerons en parti-
culier que I'existence d&, x Z,-aréte-coloration est équivalente a I'existence d'dparéte-
coloration.

6.1.2. Résultats
Dans cette sous-section sont regroupés les résultats que nous allons établir.

Théoreme 50.Soit A un groupe abélien d’ordre au moing, ouZs3. Tout graphe cubique sans
pont estA-aréte-colorable.

Théoréme 51.SoitA I'un des groupes abéliens suivant, Zg ~ Z, x Zs, Z7, Zs. Un graphe
cubique sans pont admet uAearéte-coloration si, et seulement si, il @saréte-colorable.

Ces deux théorémes couvrent tous les groupes abéliens finigsaif Zs, Z, x Z,, 72,
Zhg ~ 7o X Zs €t Zi;. Il Nest pas difficile de voir qu’aucun graphe cubique n’'dsaréte-
colorable siA € {Z,, Zs, Z5}. Pour chacun des quatre groupes restants, la conjecture suivante
est proposée.

Conjecture 12. Tout graphe cubique sans pont possede draréte-coloration sid € {Z, x
Z’47 Zgu ZIO7 le}-

Cette conjecture est constituée de quatre assertions indépendantes. Nous montrerons en
particulier que I'existence d'ungé, x Z,-aréte-coloration est équivalente a I'existence d’'une
F5-aréte-coloration, alors que I'existence d’'uAeréte-coloration pour les autres groupes ex-
ceptionnels est seulement impliquée par lipearéte-coloration. La figure 6.3 résume les di-
verses relations établies.

Nous introduisons une nouvelle coloration en considérartdaéte-coloration.

Définition 28. Soit G = (V, E) un graphe et soit un entier naturel non nul. Unk-flot-
coloration entiére d& est une application: £ — {—k,..., k} telle que

() Ve € E,c(e) #0;
(i) deux arétes incidentes a un méme sommet n’ont pas la méme imagespar
(i) la somme des images des arétes incidentes a un méme sommet est nule dans

Nous obtenons le résultat suivant.
Théoreme 52.Tout graphe cubique sans pont admet Grfeot-coloration entiere.

Nous montrerons également que I'existence d’di@réte-coloration entraine I'existence
d’uneb-flot-coloration entiere, et que I'existence d’'ufigaréte-coloration (qui est équivalente
a lI'existence d'unéZ, x Z,-aréte-coloration) entraine I'existence d’uélot-coloration en-
tiere.
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n’ Zs x Zs-aréte-coloration 7-flot-coloration entiérd

N A

Existence d’'unl-facteur et de deux
sous-graphes de parité d’intersection \id

Théoreme de6 droites le-aréte-coloratioﬁn

A

Zo X Z4—aréte—coloration‘

A

;{ 6-flot-coloration entiérk

A

Existence de deuk-facteurs et d'un
sous-graphe de parité d'intersection vi

A

T

’ Zm—aréte—coloratioﬁu

A

Conjecture de§ droites‘

A

Conjecture de Fan-Raspgud

A \ / 5-flot-coloration entiére

Conjecture deg droites‘

Conjecture de Berge-Fquer#on

Fic. 6.3. Vue d’ensemble des relations établies entre les diverses conjectures étudiées. Les
encadrements en gras indiquent les assertions prouvées.

D’autre part, si un graphe cubique admet unes-flot-coloration entiere:, alors il admet
également uné,-aréte-coloration et ung,, -aréte-coloration : soit'(e) le reste de:(e) mo-
dulo 10 ou 11. L'obtention d’uneZ,,-aréte-coloration est directe par définition de la coloration
entiere. PoufZ,,, il faut en outre remarquer gu’'un sommet ne peut étre incident a une aréte
colorées et une aréte colorée5 parc, puisque la somme des couleurs pour ce sommet serait
alors égale a la couleur de la derniere aréte, donc non nulle.

Conjecture 13. Tout graphe cubique sans pont admet &rfeot-coloration entiere.

La relation entre cette conjecture et les autres problémes considérés est donnée par la fi-
gure 6.3.

6.1.3. Notations

Voici quelques définitions et notations.

Soit G = (V, E) un graphe et soif/ un sous-graphe d€, le grapheG/H est obtenu
en contractant chaque composante connex& @ un seul sommet, puis en supprimant les
boucles éventuelles (mais pas les arétes multiples). Pour tout entief-facteurde G est un
sous-graphe couvrahtrégulier deG. En particulier, uni-facteur est uouplage parfait
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Pour tout?” C V, unT-joint de G est un sous-graph@’ de G tel que les sommets de
degré impair dan&’ soient exactement les sommetsiddJn graphe&~ contient unl'-joint si,
et seulement si, chaque composante connexg dentient un nombre pair de sommetsde
Un sous-graphe de parité d& est un7'-joint de G avecT I'ensemble des sommets de degré
impair deGG. En d’autre termes, un sous-graphe de parité’dst un sous-graphe couvrait
de G tel que la parité du degré de tout sommet soit la méme Gagtsdans'.

A tout groupe abélien fini; est associée une configuratiénA) dont les points sont les
éléments non nuls dé, et dont les droites sont formées par les tripletss, v) € A? tels que
a+ 3+ v = 0 dansA. Un graphe cubique admet urearéte-coloration si, et seulement si, il
admet un&( A)-aréte-coloration.

Un homomorphisme d’une configuratior€; vers une configuratio6i, est une application
associant a chaque point de un point deC, tel que dés quéa, 3,~) est une droite d€;
(p(a),o(B), v(7)) est une droite d€;. SiC; esthomomorphiqué@C,, c’est-a-dire qu'’il existe
un homomorphisme d@ versCs, alors tout graphe cubique admettant Gpearéte-coloration
admet uné’,-aréte-coloration.

6.2. Lemme de l'arc-en-ciel

Le lemme de l'arc-en-ciel, que nous allons établir dans cette section, relie I'existence d’'une
Fs-aréte-coloration a celle de certaingacteurs et sous-graphes de parité pour les graphe cu-
biques.

Commencons par citer un lemme auxiliaire a propos de I'existentdatgeurs évitant les
coupes composées de trois arétes, c’est-a-dire ne contenant pas trois arétes dont la suppression
déconnecte le graphe.

Définition 29. Un aréte-séparateur d’'un graph@ est un ensemble d’arétes de dont la
suppression déconneaté

Le lemme suivant peut étre vu comme une conséquence de la description du polytope des
couplages parfaits des graphes cubiques (WKHNO5]). Il est également possible de prouver
ce résultat par récurrence sur I'ordre du graphe.

Lemme 35. Soit G un graphe cubique sans pont et seitine aréte de~. G contient unl-
facteur M tel que

(i) ee M;et

(i) M ne contient pas d’aréte-séparateur de tailec’est-a-dire que la suppression de
trois arétes quelconques appartenandé ne déconnecte pas.

Le lemme suivant sera utile afin de prouver le lemme de I'arc-en-ciel.

Lemme 36. SoitG un graphe ne contenant pas d’aréte-séparateur (minimal par inclusion) de
taille un ou trois. AlorsG admet uni-flot partout non nul.

Démonstration. Par récurrence sur I'ordre d& = (V, E). Puisque tout graphé-connexe
admet und-flot partout non nul Jae75, Jae7p G possede un aréte-séparateur de taille
disonsS := {e, f}. SoientV; etV, les ensembles de sommets des deux composantes connexes
deG[E \ {e, f}]. Pouri € {1,2}, notonsG; le graphe obtenu a partir d& en contractant;

en un seul sommet, puis en remplacant le sommet de @eajrési créé par une aréte notée
PuisqueG ne possede pas d’'aréte-séparateur minimal de tadie3, il en est de méme pour

G, et G5. Ainsi, d’'aprés I'hypothése d’inductiory;, et GG, admettent uni-flot partout non
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nul, donc urz, x Z,-flot (partout non nul), notg;. De plus, quitte a utiliser un automorphisme
approprié de&, x Z,, supposons quf (e1) = fa(e2). UnZs x Zo-flot f deG s’obtient alors en
posant pour toute arétede G; différente dec et f, f(a) := fi(a), et f(e) := f(f) := fi(e1).

Le graphe admet donc ud-flot partout non nul. O

Nous sommes a présent en mesure de prouver le lemme de 'arc-en-ciel, ainsi nommeé car
sa premiére assertion est que tout graphe cubique sans pont poss&thcieur /' avec la
propriété suivante : les arétes n’appartenant paspeuvent étre colorées parcouleurs de
sorte que, pour tout cyclé’ de F' et pour toute couleut, la parité du nombre d’arétes de
couleurc incidentes & soit celle deC'.

Lemme 37(lemme de 'arc-en-ciel)SoitG un graphe cubique sans pont. Les assertions sui-
vantes sont vraies et équivalentes.

() G possede ure-facteur F' tel que les arétes n'appartenant pasFapuissent étre
colorées avec les couleurs rouge, vert et bleu, de maniére a ce que, pour chaque
cycle C de F, et pour chaque couleur, la parité du nombre d’arétes colorées
incidentes & soit celle deC'.

(i) G possede urk-facteur F' tel que les arétes n'appartenant pasfapuissent étre
colorées avec les couleurs rouge, vert et bleu, de maniere a ce que, pour chaque
cycleC de F, et pour chaque couleut, la parité du nombre d’arétes colorées
incidentes & soit celle deC'. De plus, les arétes colorées peuvent I'étre de sorte que
les arétes rouges et les arétes vertes induisent des sous-graphes de parité acycliques
deG/F.

(iii) G posséde ua-facteur F' tel queG/F ait un 4-flot partout non nul.
(iv) G possede un-facteur et deux sous-graphes de parité dont I'intersection est vide.

(v) G est Fz-aréte-colorable, c’est-a-dire qu’il admet une aréte-coloration utilisant au
plusé6 droites du plan de Fano.

L’'assertion(v) a déja été prouvée (théorémede MS05)).

Démonstration. Commencons par établir 'une des assertions, puis prouvons ensuite que toute
les assertions sont équivalentes. Comme signalé, 'assév)iest déja prouvée. Par soucis de
complétude, nous donnons tout de méme une preuve rapide de I'as§é)tion

D’aprés le lemme 3%; = (V, E') admet uni-facteur qui ne contient pas d’aréte-séparateur
de taille3. Soit F le 2-facteur dei& obtenu en complémentant tdacteur dansv. Alors G/ F
ne posséde pas d’aréte-séparateur minimal de taille un ou trois. Donc, d’aprés le lemme 36,
G/ F admet uni-flot partout non nul.

Montrons a présent que les cing assertions du lemme sont équivalentes. L'agsgradn
firme queGG/ F admet ce qui est appelé uBaréte-coloration de paritélans {50d89 c’est-a-
dire une coloration des arétes telle que la parité du nombre d’aréte de chaque couleur incidente
a tout sommet soit celle du degré de. Or il est prouvé dang3od88 que I'existence d’'une
telle coloration est équivalente a celle d'dsflot partout non nul. Ceci prouve I'équivalence
des assertion@) et iii) .

L'assertion(ii) entraine I'assertiofi). Pour I'implication opposée, supposons que les arétes
de G/F soient3-colorées comme dans l'assertifin Si le sous-graphe induit par les arétes
rouges contient un cycle, toutes les arétes du cycle sont recolorées en bleu. Comme tout sommet
deG/F estincident & un nombre pair d’arétes du cycle, cela ne change pas la validité de I'aréte-
coloration. Il suffit de continuer ainsi jusqu’a ce que les arétes rouges induisent une forét. La
méme procédure pour les arétes vertes fournit une aréte-coloration comme dans I'a@8ertion
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Montrons que les assertio(ig) et(v) sont équivalentes. Supposons gueeit unefg-aréte-
coloration de&& (voir figure 6.4). Posons

M = {e€ E:cle) =0y (y,2) € {0,1}?},
P = {e€ E:c(e) =120z (z,2) € {0,1}*} et
P, = {e€ E:c(e) =xy0,(z,y) € {0,1}*}.
100
001 010
L
101 011 110

FiG. 6.4. La configurationFy.

Il n’est pas difficile de vérifier qué/ est unl-facteur deiz, et queP; et P, sont des sous-
graphes de parité d@. Clairement,M N P, N P, = (. Pour établir 'implication opposée,
supposons qué&’ contienne urni-facteurM et deux sous-graphes de paritget P, dont I'in-
tersection est vide. Associons a toute akéte E le pointxyz avecx = 0 si, et seulement si,

e € M;y=0si, etseulement sg € P, etz = 0 si, et seulement s¢ € P,. La coloration
obtenue est unég-aréte-coloration dé’ (voir figure 6.4).

Il reste a prouver I'équivalence de I'asserti@v) avec les assertior(§ a (iii) . Supposons
que G contienne unl-facteur M et deux sous-graphes de pari¢et P, tels queM N P, N
P, = (). Soit F' le 2-facteur constitué des arétes n’appartenant pas. &olorons les arétes
n'appartenant pas &, c’est-a-dire les arétes de, de la fagon suivante : les arétes@desont
colorées en rouge, celles dg en vert, et celles n'appartenant nika ni a P, en bleu (cette
coloration est bien définie et colore bien toutes les arétéd gaisqueM N P, N P, = (). Soit
C' un cycle deF'. CommeP; est un sous-graphe de parité@gela parité du nombre d’arétes de
P; quittant un cycle dé est celle du cycle, poure {1,2}. Donc les arétes colorées rouges et
les arétes vertes satisfont la condition(geLe nombre d’arétes bleues incidentes a un cycle
C de F est égal au nombre d’arétes colorées incident€snaoins le nombre d’arétes rouges
ou vertes incidentes@. D’aprés I'observation précédente, ce dernier nombre est pair, donc les
arétes bleues satisfont également la conditiofi}dderminons la démonstration en prouvant
que (iii) implique (iv). Soit f un Z, x Zy-flot partout non nul de&/F. Etendonsf en un
Zy x Zs-flot de G (non nécessairement non nul), de sorte que les arétes dont le flot est nul
appartiennent toutes/a. Ceci est toujours possible : s@it:= v,v, ... v, un cycle def’. Pour
touti € {1,2,...,k}, notonsf; la valeur du flot sur I'aréte incidenteia et n'appartenant pas
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aC'. Posons, pour tout entierc {1,2,...,k},

flwin) = f;.
j=1

Alors, Vi € {2,3,....k}, le flot env; vaut f (v;_1v;) + f; + f(vivi1) = QZf,- — 0. De plus,
=1
k k ’
le flot enu, vautz fi4+2f = Z f; = 0 car f est un flot de5/F. Soit alorsM le 1-facteur
j=1 Jj=1
complémentaire dé', et posons pour € {1,2}, P, := {e € £ : m;(f(e)) = 0} en notantr; la
projection suivant la®™€ coordonnéeP; et P, sont clairement des sous-graphes de parité. De
plus, comme pour toute arétec F, f(e) # (0,0), l'intersection des sous-graphés, P, et
P, estvide. O

Il est prouvé dansHS04] que tout graphe cubique sans pdraréte-connexe el -aréte-
colorable, ouD, est la configuration formée de six droites et neuf points illustrée figure 6.5. Le
lemme de I'arc-en-ciel permet d’étendre ce résultat a tous les graphes cubiques sans pont, en
suivant la preuve de{S04.

@
b d C

FIG. 6.5. La configurationDy.

Lemme 38. Tout graphe cubique sans pont €%t-aréte-colorable.

Démonstration. SoientF’ un2-facteur de& = (V, E') etc une aréte-coloration d&/ /' comme

dans I'assertioffii) du lemme de I'arc-en-ciel. Définissons deux applicatipns £ — Zs de

la maniere suivante : 'image par; des arétes vertes et bleues@est zéro, et I'image des
autres arétes es$tou 2 de sorte que la somme des images des arétes incidentes a tout sommet
soit nulle dansZs. Ceci est toujours possible car les arétes rouges induisent une forét dans
G/F, etle nombre d’arétes bleues ou vertes incidentes a tout cydieedé pair. L'application

9 est définie de fagon similaire, en assignant zéro aux arétes rouges et bleues.
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Soit p(e) = (p1(e), pa2(e)). Les triplets de couleurs éventuellement assignésppanx
arétes incidentes a un méme sommebnt les suivants :

} ou
} siwvestincident & une aréte rouge,
} ou

} sivestincident a une aréte verte,
} ou

} sinon.

Définissons, grace @, une coloratiorr des arétes d€' par les points dé), :

¢

a sip(e)=(0,0),
b siple) =(1,1),
c sSip(e) =(1,2),
d siyp(e)=(1,0),

ole)=4qe siple)=(2,1),
fosiple)=(2,2),
g sigle) =(2.0),
h sip(e) =(0,1), et
(7 Sip(e) =(0,2).

Il n’est pas difficile de vérifier que est uneDy-aréte-coloration dé. 0

6.3. Aréte-coloration abélienne
Dans cette section sont établis les théoremes 50 et 51.

Démonstration du théoréme 50.En vertu du théoréeme de décomposition des groupes abé-
liens finis, le grouped s’écrit Zy, x Zy, x ... x Zy, avec,Vi € {1,2,...,0 — 1}, k;|k;+1. Si

ky = ko = k3 = 2, considérons ufZ3-flot partout non nulf de G (rappelons que tout graphe
sans pont admet ufs-flot partout non nulJae73). Donnons a chaque aréte une couleurdde
telle que les trois premiéres coordonnées coincident Awtaue les autres soient nulles. La
coloration ainsi définie est uné-aréte-coloration dé;.

Pour les cas restants, nous montrons que la configurBtj@st homomorphe @(A). Ceci
prouve le résultat souhaité en vertu du lemme 38.

Si ¢ € {1,2}, un homomorphisme est donné par la table 6.1 (voir aussi la figure 6.6).
Supposons a présent glie= 3 et ks > 2. Si kyks > 12, alors il existe un homomorphisme
de Dy versC(Zy x Zs), qui s'étend en un homomorphisme fig vers A en assignant a la
premiere coordonnée. ks < 12, alors les deux groupes possibles séptx Z, x Z, et
Zs X 73 X Z3 pour lesquels un homomorphisme est donné par la table 6.1.

Il reste a considérer le cas é6u> 3 (etks > 2). Dans ce cas, il existe un homomorphisme
de Dy versC(Zy, X Zy, x Zx,). Cet homomorphisme s’étend en un homomorphism®&ge
vers A en annulant leg — 3 derniéres coordonnées.

U
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Points deD,
Groupe a b c d e f g h i
Ly
n=12o0un > 15 1 n—3 4 n—1 n—>5 2 3 8 n—=06
n e {13,14} 1 n—3 5 n—2 n—=06 2 4 9 n—17
Ly, X L,
ki =2etky = 60Uk, > 10
ou 0,1) | (0,ks=3)| (1,1) | (k1 —1,2) | (k1 — L, ke —2)| (0,2) | (1,0) | (1,5) | (k1 —1,k2—3)
ki >3etky > 6
ki =2eth, =8 0, 1) 1,7 (1,2) ©0,7) (1,5) (1,0) | (0,3) | (0,4) (0,6)
ki =k, =4 0,2) (3,2) (1,3) (0,3) (3,3) (1,0) | (0,1) | (2,3) 2,1)
ki=hks=5 (0,1) (4,4) (1,2) (0,4) (4,2) (1,0) | (0,3) | (2,4 (3,3)
Ly, X Doy X Lpy
ki =ky=2ethy =4 (0,,0)] (0,1,3) [(L1,2)] (1,0,3) | (1,0,2) [(0,0,1)(1,0,1)](1,1,3)] (1,1,1)
ky=ky=Fky=3 (0,0 (L,L1) [@L1)] (0,1,1) | (1,2,1) [(2,2,1)](0,2,1) | (1,0,1) ] (2,0,1)

(c)C(Z,,) pourn =12 etn > 15

FiG. 6.6. Homomorphismes de la configuratidh versC(Z,,) pourn > 12.
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Démonstration du théoréme 51.Le résultat est trivial Sh = Z3 puisque dans ce ca¥ A)
comporte exactement une droite. Dans les trois cas restants, un homomorphiire ders
C(Z3) est donné par la table 6.2. D’autre part, puisq@g3) ne comporte qu’une droite, il
existe clairement un homomorphismeZieversZ3 pourk € {6,7,8}.

Eléments d&Z2

Groupe 0,1) | (1,0) | (1,1)
Zs 1.4 | 25 | 3
Z, 1,3 | 2,5 | 4,6
T 1,7 12,46 3,5

TAB. 6.2. Homomorphismes dé(Z3) versC(Zy) pourk € {6,7,8}. Chaque cellule indique
les pré-images des élémentsZiede la colonne correspondante.

g

6.4. Aréte-coloration abélienne pour les groupes exception-
nels
6.4.1. Z, x Z,-aréte-coloration

Nous établissons dans cette sous-section que I'existence A;uné& ,-aréte-coloration est
équivalente a I'existence de delifacteurs et un sous-graphe de parité dont I'intersection est
vide. Commencgons avec une définition.

Définition 30. SoientG un graphe eb un aréte-séparateur d& L'ensembleS est unecoupe
impairesi, et seulement si, il existe au moins une composante deS d’ordre impair.

Lemme 39. SoitGG un graphe cubique. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Le grapheG contient deux -facteurs et un sous-graphe de parité dont l'intersection
est vide.

(i) Le grapheG contient deux-facteurs); et M, tels queM; N M, ne contienne pas
de coupe impaire.

(iii) Le grapheG contient unl-facteur M, un2-facteur F’ et un couplage\/’ tels queM’
et M U F soient disjoints, et tels que la parité du nombre d’arétes\fléncidentes
a tout cycleC de F' soit celle de' (en d’autres termes, les arétes 8i€ induisent un
sous-graphe de parité d&/F). De plus, les arétes d&/’ peuvent étre choisies de
sorte a ce gqu’elles induisent une forét darsF .

Démonstration. Prouvons d’abord qu@) et (ii) sont équivalents. Supposons de&ontienne
deuxl-facteursi/; et M, et un sous-graphe de parit&els queM;NM>NP = (). CommeP est

un sous-graphe de parité, il intersecte toutes les coupes impaires$' :wswtcoupe impaire, et
soit H une composante connexe impaire(de S. Si P n’intersecte pas, alors le sous-graphe
de H induit par P est un graphe d’ordre impair dont le degré de tous les sommets est impair,
une contradiction. Comme N M; N M, = (0, les deuxl-facteurs)M; et M, ne contiennent
aucune coupe impaire. Pour I'implication opposée, nofdngt M, deux1-facteurs de& dont
I'intersection ne contient pas de coupe impaire. Alors toute composante conn@xe de; N



148 6. Aréte-coloration des graphes cubiques par des éléments de groupes abéliens

M,) posséde un nombre pair de sommets. Donc le gréphg M, N M,) posséde uff-joint
pourT = V(G). CeT-joint est un sous-graphe de paritéde G tel queP N M; N My = 0.

Montrons que(i) implique (iii) . SoientM; et M, deux1-facteurs etP un sous-graphe de
parité deG dont l'intersection est vide. Sol/ := M, et soitF’ le 2-facteur complémentaire de
M,. Enfin, notons\/’ I'ensemble des arétes dé, appartenant &. CommeP’ N M, N M, = (),
M'N(MUF) = (. En outre, commé est un sous-graphe de parité@ela parité du nombre
d’'arétes deP quittant chaque cycl€’ de I est celle d&”'. Les arétes dé/’ forment ainsi un
sous-graphe de parité d& F'. Pour que les arétes dé’ induisent une forét il suffit, tant que
M’ contient un cycle, d’enlever d&/’ toutes les arétes du cycle (ce qui ne change pas le fait
que M’ soit un sous-graphe de parité @¢ F).

Il reste & montrer qu@ii) implique(i). SoientM, F' et M’ comme dan§iii) . Soit M, := M
et soit M le 1-facteur complémentaire dé. Supposons qué/; N M, contienne une coupe
impairesS, et notondV une composante connexe d’ordre impaide S. Tout cycle def’ est
soit contenu danB/, soit disjoint dei’ car F' N M, = (). Comme le nombre de sommetside
est impair, il existe une arétec M’ incidente & un sommet dé& et un sommet dé& — V.
En effet, supposons le contraire et considérons le sous-giéipde 17/ F' induit par les arétes
de M’. Le nombre de cycles impairs dedanslii/ étant impair (car I'ordre dél I'est), et M’
étant un sous-graphe de paritée @¢F’, le graphell/’ posséde un nombre impair de sommets
de degré impair, une contradiction. Par définitiond’aréte e appartient a\/’ N My, une
contradiction. O

Théoreme 53.SoitG un graphe cubique sans pont. Les assertions suivantes sont équivalentes.

() Le grapheG admet uneZ, x Z,-aréte-coloration.
(ii) Le grapheG admet unefs-aréte-coloration.

(iii) Le grapheG contient deux -facteurs et un sous-graphe de parité dont l'intersection
est vide.

Démonstration. L'équivalence des deux premiéres assertions est établie par 'lhomomorphisme
deC(Z, x Z4) versFy donné par la figure 6.7.

(1,2) 111

(1,1 (0,3) 101 011

(0,1) (1,0) (1,3) 010 110 100

FiG. 6.7. L'isomorphisme entrd’; etC(Z. x Z,) estindiqué dans la partie gauche de la figure.
La partie droite indique les notations utilisées dans la suite de la preuve du théoréme 53.

Montrons qu€ii) entraingiii) . Considérons unés-aréte-coloratiorn deG = (V, E). Une
arétee € E coloréeryz (voir la partie droite de la figure 6.7) est ajoutéd/a si, et seulement
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si,x = 0; a M, si, et seulement si; = 0 et &P si, et seulement st, = 0. Lintersection des
trois sous-graphes obtenus est vide, et il n'est pas difficile de vérifieAfuet M, sont des
1-facteurs de7, alors queP est un sous-graphe de parité@e

Montrons qug(iii) entraine(ii). SoientM; et M, deux1-facteurs de&7, et soitP un sous-
graphe de parité d€' tels queM; N M, N P = (. Il n'est pas difficile de vérifier qu’une
Fs-aréte-coloration dé& est obtenue de la fagon suivante : une atéte £ est coloréeryz
avecr = 0 si, et seulement sg € M;; y = 0 si, et seulement siy € M, etz = 0 si, et
seulement sk € P. O

Dans les trois sous-sections suivantes, nous prouvons que I'existenceZg’ urg,-aréte-
coloration implique I'existence d’'und-aréte-coloration pour tous les autres groupes excep-
tionnelsA.

6.4.2. Z3-aréte-coloration
Théoreme 54.Tout graphe cubiqué, x Zs-aréte-colorable est2-aréte-colorable.

Démonstration. D’apres le lemme 39, le graphe possede uni-facteur M, un 2-facteur F’
et un couplagel/’ disjoint deM U F' et dont les arétes induisent un sous-graphe acyclique de
G/F.

Soity, : E(G) — Zs I'application suivante :

1 siee M\ F,
2 sie¢ MUF,

Pe) =N 1 sice F\ M,
0 sinon.

Remarquons que; (e) = 0 si, et seulement s, € M N F'. Une Vvérification directe certifie
gue la somme des images pardes arétes incidentes a un méme sommet @st nulle dans
Zs.

La définition dey, est plus complexe. L'image par, des arétes n’appartenant ni &
ni a M’ est0. Les images des arétes restantes $ani 2, de sorte que la somme des images
des arétes incidentes a un méme sommet soit nulle BarGeci est toujours possible : com-
mencons par colorer les arétes de chaque ayctie F' par 1 ou 2 de sorte que deux arétes
de C incidentes a une méme aréte tle soient de la méme couleur, et les autres arétes inci-
dentes de&”' soient colorées differemment. Une telle coloration existe toujours car les arétes
de M’ induisent un sous-graphe de parité@gr'. Il reste a présent a rendre cohérentes ces
colorations : soitl’ 'un des arbres dé&//F induit par les arétes d&/’, et soitr I'un de ses
sommets. Le sommetde G/ F' correspond & un cyclé, de F'. Chaque aréte € M’ incidente
a C, est colorée de la méme couleur que les deux arét€s. @gaixquelles elle est incidente.
Soit C’ I'autre cycle auquet est incidente Sla couleur des deux arétes d& incidentes &
est différente de celle de il suffit d'inverser les couleur$ et2 dansC’. Cette procédure est
répétée en suivant un parcours en largeur ou en profond€lir da coloration ainsi obtenue
est bien celle souhaitée.

Soit p : E — Z2 défini parp(e) := (p1(e), p2(e)). Montrons quep est uneZ:-aréte-
coloration deGG. Tout d’abord, I'image d’une aréte parn’est pas nulle dan&? car ¢, (e) =
0=ece€ Fetpye) =0= e ¢ F.Lasomme des images pame trois arétes incidentes a un
méme sommet est nulle da#i$ par construction de. Il reste & montrer que ces images sont
différentes. L'applicationp, attribue la méme image a des arétes incidentes a un méme sommet
v Si, et seulement si; est incident a une aréte dé¢’. Dans ce cas, puisqu’exactement deux des
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trois arétes incidentesiéappartiennent &, exactement une & et commeV/'N(MUF') = (),
les trois arétes sont respectivement dafis /' \ M et ' N M. Les images de ces trois arétes

pary; sont donc toutes différentes (respectivenigritet0). 0
a 20
f e 02 01
L L
b d & 11 10 12

FiG. 6.8. La configurationDs.

Soit Dg la configuration représentée par la figure 6.8 (cette configuration s’obtient a partir
de Dy en supprimant I'une des droites). La preuve précédente permet d’obtenir le corollaire
suivant.

Corollaire 9. Un graphe cubiqué- estZ, x Z,-aréte-colorable si, et seulement si, il &3§-
aréte-colorable.

Démonstration. Dans la preuve du théoréme précédent, il y a exactement cinq triplets d’élé-
ments deZ? qui peuvent étre assignés aux trois arétes incidentes a un méme sommet :

{(1,0),(1,1),(1,2)},{(2,0),(1,1),(0,2)},{(2,0), (0,1), (1,2)}
{(2,1),(0,1),(1,1)} et{(2,2),(0,2), (1,2)}.

Ainsi, la Z2-aréte-coloration définie dans la preuve du théoréme 54 peut étre vue comme
une Dg-aréte-coloration en nommant les points dg comme dans la partie droite de la fi-
gure 6.8.

D’autre part, comme la configuratioDs est homomorphe &3 (il suffit d’identifier les
pointsh eti), le théoreme 53 montre que I'existence d’ungaréte-coloration implique celle
d'uneZ, x Z,-aréte-coloration. O

6.4.3. Z,-aréte-coloration pour x € {10, 11}
Théoreme 55.Tout graphe cubiqué: admettant unéZ, x Z,-aréte-coloration admet une
Z.1o-aréte-coloration.

Démonstration. La figure 6.9(a) donne un homomorphisme ldgversC(Zy,). L'existence
d’'uneZ,,-aréte-coloration découle donc du corollaire 9. O

Théoréme 56. Tout graphe cubiquér admettant unéZ, x Z,-aréte-coloration admet une
Z,-aréte-coloration.

Démonstration. La figure 6.9(b) donne un homomorphisme g versC(Zy;). L'existence
d’'uneZ,,-aréte-coloration découle donc du corollaire 9. O
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3 6
6 2 4 3
¢ ¢
1 4 5 1 8 2

(8 Homomorphisme deDg vers (b) Homomorphisme deDs vers
C(Z10) C(Z11)

FIG. 6.9. Homomorphismes d®s versC(Zy,) etC(Zi1).

6.5. Aréte-coloration entiere

Nous considérons dans cette section I'aréte-coloration des graphes cubiques par des entiers.
Théoreme 57.Tout graphe cubique sans pont admet Grfeot-coloration entiere.

Démonstration. D’'apres le lemme 38, tout graphe cubique sans pont admetDyraréte-
coloration. Il suffit donc de montrer qu’il est possible d’attribuer aux point®gees entiers

non nuls de{—7,...,7} de sorte que les entiers associés aux points de chaque droite soient
deux-a-deux distincts et de somme nulle d@ndJne telle association est donnée par la fi-
gure 6.10(a). O

Voyons a présent les relations entre I'existence-flet-coloration entiére et les problemes
ouverts précédemment cités, paue {5,6}.

Théoreme 58.Tout graphe cubiqué&, x Z,-aréte-colorable admet ungflot-coloration en-
tiere.

Démonstration. En vertu du corollaire 9, il suffit de montrer I'existence d’'une application

associant a chaque point fig un entier non nul dé—6, . . ., 6} de sorte que les entiers associés
aux points de chaque droite soient deux-a-deux distincts et de somme null deagui est
fait par la figure 6.10(b). O

Enfin, nous prouvons que la conjecture 10, de Fan et Raspaud, implique I'existence d’'une
5-flot-coloration entiére pour les graphes cubiques sans pont.

Théoréme 59.Tout graphe cubique sans pont possédant trefiacteurs dont l'intersection est
vide admet uné-flot-coloration entiere.

Démonstration. Soit G un graphe cubique sans pont possédant trdacteurs dont l'inter-
section est vide. D’apré$i504], le grapheG admet uné;-aréte-coloration. La figure 6.10(c)
montre comment associer un entier non nufdé, ..., 5} a chaque point dé), de sorte que
les entiers associés aux points de toute droité deoient distincts et de somme nulle dafis
ce qui conclut la preuve. O
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° °
—1 +3 -2 —1 +3 —2

(a) Etiquetage des points d&, par des (b) Etiquetage des points des par des
entiers non nuls entre7 et7. entiers non nuls entre6 et6.

—1 +3 —2

(c) Etiquetage des points dg par des
entiers non nuls entre5 et5.

FIG. 6.10. Etiquetage des points des configuratidhs Ds et F; par des entiers non nuls.

6.6. Conclusion

Nous nous sommes intéressés dans ce chapitre a plusieurs problemes d’aréte-coloration des
graphes cubiques, et avons établi diverses relations entre-eux. Beaucoup de questions intéres-
santes restent a résoudre, et plutét que de les récapituler ici, nous allons brievement analyser
une autre sorte d’aréte-coloration.

En effet, nous avons principalement parléAtaréte-coloration propre des arétes, et nous
avons vu que l'existence d’'uné-aréte-coloration impropre (c’est-a-dire dans laquelle deux
arétes incidentes peuvent étre colorées de la méme couleur) est assez simple a traiter : tout
grapheG possede ung-aréte-coloration impropre pour tout groupe abélien d’ordre au moins
cing. Néanmoins, si la condition stipulant que I'élément nul du groupe ne doit colorer aucune
aréte est supprimée, la situation devient plus intéressante.
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Une A-aréte-coloration étendud’'un graphe cubiqué est une coloration de ses arétes par
des éléments du groupe abéliérde sorte que les éléments assignés aux arétes incidentes a un
méme sommet soient différentes et de somme nulle dasé A est un groupe abélien d’ordre
au moinsg, tout graphe cubique sans pont admet Uraréte-coloration étendue. Siest 'un
des cing groupeZs;, Z4, Zs, Ze ~ Zo X Zs3 etZ2, alors un graphe cubique admet utiaréte-
coloration étendue si, et seulement si, il est sans pont. Ainsi, le seul cas restant a traiter est celui
du groupé€Z,. Nous n’avons pu prouver que tout graphe cubique sans pont admgét-améte-
coloration étendue. En revanche, tout graphe cubique admettait,taréte-coloration admet
uneZ--aréte-coloration étendue. Plus précisément, 'observation suivante est vrai€y &oit
configuration de la figure 6.11. SeloPMGG96], il existe exactement deux configurations
comportant droites et7 points : les configurationsiia et mitre. La configurationC|, corres-
pond a la configuration mitre d®BMGG96], et la configuration mia a la configuration ici notée
Fs. Tout graphe cubique admet ung-aréte-coloration si, et seulement si, il admet dhe
aréte-coloration étendue, comme le montre la partie gauche de la figure 6.12. En outre, I'exis-
tence d’'uneCy-aréte-coloration implique I'existence d’'uifg x Zs-aréte-coloration, comme
prouvé par la partie droite de la figure 6.12. Notons qu'il est conjecturé §4$89 que tout
graphe cubique sans pont admet dhearéte-coloration.

FiG. 6.11. La configurationCy.

0 01
1 4 10 12
® °
6 5 3 22 21 20

Fi1G. 6.12. Unisomorphisme entr€), etZ; a gauche, et un homomorphisme@gversC(Zs x
Z3) a droite.
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CHAPITRE 7

Reroutage dans les réseauwbDM

Ce chapitre concerne le début de I'étude d’un nouvel invariant pour les graphes, introduit
afin de modeéliser des problémes de reroutage dans les résea(¥Vavelength-Division Mul-
tiplexing). Comme nous allons le voir, cet invariant est trés proche de la largeur arborescente
linéaire, et c’est son étude qui nous a amenés aux travaux sur la largeur arborescente linéaire
présentés dans le chapitre suivant. Les résultats de ce chapitre ont été obtenus avec David Cou-
dert, Quang-Cuong Pham et Stéphane Pérennes GBR$03 et [CSO4.

7.1. Introduction

Habituellement, lorsqu’une nouvelle requéte (i.e. demande de connexion entre deux termi-
naux) est ajoutée ou supprimée d’'un réseau, comme un regerupar exemple, le routage
des autres requétes n’est pas modifié. C’est pourquoi, aprés une série d’ajouts et de suppres-
sions de requétes, il est fort probable que le routage obtenu ne soit pas optimal. En particulier,
une nouvelle requéte peut étre rejetée alors qu’un routage différent des connexions déja pré-
sentes aurait permis de router également cette nouvelle requéte. Ainsi, les opérateurs ont intérét
a régulierement réorganiser le routage des requétes afin de bien exploiter les ressources a leur
disposition. Dans ce chapitre est décrit le début de I'étude du passage d’un routage a un autre,
sans perte de service.

Etant donné un réseau, un enseniblde requétes et deux routages différeRtset R,
le but est de passer d@; a R,, en déplacant les requétes une a une. Saieat v deux
requétes, leurs routages pay étant respectivement not@s(u) et R;(v), pouri € {1,2}. Si
Ro(u) R4 (v) # 0, c’est-a-dire sile routage deselonR, et le routage de selonR; utilisent
des ressources en commun, alors la requélat étre reroutée avant de pouvoir routeselon
Ro.

Nous supposons qu'il est possible de router une requéte sur une route intermédiaire, en uti-
lisant des ressources réservées a un tel usage. Par exemple, 'opérateur peut disposer dans son
réseau d’'une longueur d’onde dédiée au routage temporaire de certaines requétes. Néanmoins,
dans notre modele, une requéte ne peut utiliser un tel routage intermédiaire qu’une seule fois.
En d’autres termes, une requéte placée sur un routage temporaire ne peut étre reroutée que par
son routage final. Lorsqu’une requéte est reroutée, les ressources libérées peuvent étre ultili-
sées afin de rerouter une autre requéte. Des reroutages indépendants, c’est-a-dire utilisant des
ressources distinctes, peuvent étre effectués simultanément. Toutefois, pour la clarté de I'expo-
sition, nous supposerons qu’une seule requéte est reroutée par unité de temps.

Le probleme est modélisé de la fagon suivante : Boit (V, A) le graphe orienté obtenu
en plagant un sommet par requéte, et un are @ersv si, et seulement si,(u) "R (v) # 0.

157
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Un sommet est ditraité des que la requéte correspondante est routée $&johorsqu’une
requéte est routée a I'aide d’un routage temporaire, nous dirons que le sommet correspondant
est placé emnité de mémoire temporai@Mu).

Il y a deux types d’actions : traiter un sommet, ou placer un sommeten Un sommet
peut étre traité si, et seulement si, chacun de ses voisins externes est soit traitérgoit &n
sommet de degré externe nul peut étre traité a n'importe quel moment.

Une fois placé errmu, un sommet ne peut retrouver son état originel : il doit étre traité.
Toutefois, il peut étre laissé enmu aussi longtemps que désiré. Traiter un sommet occupant
une TMU permet de libérer cette derniere, qui peut immeédiatement étre utilisée par un autre
sommet.

Un graphe orienté egtaité lorsque tous ses sommets le sont. La figure 7.3 montre les
étapes dans le traitement d’'un graphe orienté, en utilisantmoelLe probleme est de trouver
un ordre de traitement des sommets.

S'’il est interdit d’utiliser unermu, alors clairement un tel ordre existe si, et seulement si, le
graphe orienté ne contient pas de circuit (orienté). A l'inverse, si le nombreideutorisé est
arbitrairement grand, il suffit de placer tous les sommetsnen au départ, puis de les traiter
dans n'importe quel ordre.

Le but sera de minimiser le nombre duU utilisées simultanément. Une borne supérieure
est fournie par leminimum forward vertex set numbearest-a-dire le plus petit nombre de
sommets intersectant tous les circuits.

Le nombre de traitemenide D, notép(D), est le plus petit nombre devu pour lequel il
existe une stratégie permettant de traiter tous les sommets. Une stratégie uti{issptecti-
vement au plug, respectivement au moinpg TMU est appelée une-stratégie (respectivement
(< p)-stratégie, respectivemefit p)-stratégie).

Une remarque est que le graphe orieftéobtenu peut avoir des boucles. Ajouter des
boucles a un graphe orienté augmente son nombre de traitements d’au plus un. En outre, il
est aisé, comme le montre la figure 7.1, de construire un graphe orienté sans botedle
quep(D’) = p(D). LorsqueD est symétrique, nous travaillerons sur le graphe non orienté
G = (V, E) sous-jacent.

Fic. 7.1. Suppression d’'une boucle : le sommeest remplacé par uf-cycle v,v, avec
N~ (v1) := N~ (v) U{va}, NT(v1) := {va}, NT(v) := NT(v) U{v1} et N~ (v2) := {v1}.
Le nombre de traitements des deux graphes est le méme.

Cette problématique rappelle le probléme de pourgpitesuit problem, edge-searching)
défini de facon indépendante par BreisBind67] et ParsonsPar78a, Par781, et qui a beau-
coup été étudié depuis (voir par exempidHG 88, BS91, LaP93, KP86, BFFSQR Etant
donné un graph€& = (V, E') dans lequel un fugitif se déplace,le but eshéé&oyerG (c’est-a-
dire de capturer le fugitif) en utilisant le moins possible d’agents nettoyeurs. Les opérations de
base sont :

— placer un agent sur un sommet;
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— enlever un agent d’'un sommet ; et

— déplacer un agent le long d’une aréte.

Une aréte est diteontaminéesi, et seulement si, elle est susceptible d’abriter le fugitif.

Pour lanettoyer il faut placer un agent (appetgarde sur I'un de ses sommets terminaux, et
déplacer un autre agent le long de I'aréte. Si toutes les autres arétes incidentes au sommet gardé
sont déja nettoyées, le garde peut nettoyer lui-méme 'aréte en I'empruntant. Une fois nettoyée,
une aréte le reste tant que tout chemin entre une aréte contaminée et elle-méme passe par un
sommet gardé. Si ce n’est pas le cas, I'arétaexsintaminéelLe graphe eshettoyédes que

toutes ses arétes le sont. Usteatégie de recherchest une séquence d’opérations permettant

de nettoyer le graphe. Lleombre de chercheufsearch numbgrde G, notés(G), est le plus

petit nombre de chercheurs pour lequel une stratégie de recherche existe. Précisons gu'il existe
de nombreuses variantes de ce probleme, notamment le paramé¢rsearcilans lequel un

agent ne peut se déplacer le long d’'une argfe86, DPS02.

Le probleme de poursuite est fortement lié a la largeur arborescente linéaire comme le
montre un résultat de Turner (qui est prouvé d&3T94], et mentionné pour la premiére fois
comme une communication personnelle de Turner déR86]). Commencons par définir la
largeur arborescente linéaire.

La notion de largeur arborescente linéguahwidth)a été introduite par Robertson et Sey-
mour [RS83. Une décomposition linéaird’'un graphe = (V, E) est une collection de sous-
ensemblesy(, ..., X, deV tels que

() Uimy Xi =V
(i) Yey € E,Ji € {1,2,...,r} : {x,y} C X;;
(i) V(ig,i1,72) € {1,2,...,7}3 10 < 1y < iy = X;, N X;, C X,
La largeur de la décomposition linéaireXy, . . ., X,) estmax;<;<, | X;| — 1. La largeur arbo-
rescente linéaire dé, notéepw(G), est le minimum des largeurs des décompositions linéaires

deG. Une décomposition linéaire réalisant ce minimum esta@jiiiimale La figure 7.2 fournit
un exemple de décomposition linéaire.

3 4

2 9
5 7

1 6 8 10

FiG. 7.2. Une décomposition linéaire de largetipour ce graphe est; := {1,2,6}, X»
{2,5,6}, X3 := {3,4,5,6}, X4 := {4,5,6,7},X5 := {6,7,8},Xs := {7,8,9}, X5
{8,9,10}. Comme il n'existe pas de décomposition linéaire de lar@epour ce graphe, sa
largeur arborescente linéaire 8st

La sommet-séparatiofvertex-separationyi’'un graphe est une notion équivalente a la lar-
geur arborescente linéaire. ndre L. d’'un grapheG = (V, E)) est une bijection entr& et
{1,...,|V|}. Lasommet-séparatiotle (G, L) estmax;<;<v| |M(i)| ol

M(@i) == N(L7'({1,2,...,3}))
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@
®) ©
(E] D)
(a) (b) (c) (d) (e)

Fic. 7.3. Traitement d'un graphe : les sommets traités sont en gris, et les somnietsuen

en noir.(a) Chague sommet posséde au moins un voisin externe dans I'état initial, il est donc
nécessaire de placer un sommeten. (b) Le sommetD est désormais ermu, ce qui permet

de traiter le sommeF. (c¢) Pour atteindre I'étafc), le sommetC' est placé dans uriemu, et le
sommetD est ensuite traité, puisque tous ses voisins externes sont soit traitéssait en

en notant, pour touk’ C 1/, N(X) I'ensemble des sommets #e\ X adjacents a un sommet
(au moins) deX. En d'autres termes,

M@)={veV:Lw) >ietdu e N(v): L(u) <i}.
La sommet-séparatiode GG, notéevs(G), est le minimum des sommets-séparations de
(G, L) sur tous les ordreé. Un ordre réalisant ce minimum est diptimal (La notationvs

est parfois utilisée dans la littérature pour la variante du probléme de poursuite nemsibiée
search)

Théoréme 60(Kinnersley Kin92]). La largeur arborescente linéaire d’'un graphe est égale a
sa sommet-séparation.

Il n’est pas difficile de voir que pour tout grapbe pw(G) < vs(G) : considérons un ordre
LdeG. Soit X = (X, X,,...,X,)avecVi > 1, X; := M(i) U {L7'(:)}. Ces ensembles
forment une décomposition linéaire de et par définition sa largeur est la sommet-séparation
de(G, L) : ainsi,pw(G) < vs(G). L'obtention de I'autre inégalité est un peu plus technique.

Remarquons que la définition de la sommet-séparation s’étend naturellement aux graphes
orientés : 'ensembl@/; devient I’ensemblé\—/./; des sommets d’ordre strictement supérieur a
possédant au moins un voisimerned’ordre au plus.

Proposition 42 (Turner EST94]). Pour tout graphe=, pw(G) < s(G) < pw(G) + 2.

Pour tout graphé-, la 2-expansiorde GG est le graphe obtenu en remplagant chaque aréte
de G par un chemin de longueur trois.

Théoreme 61(Ellis, Sudborough et TurneEST94])). SoitG un graphe. Le nombre de cher-
cheurs d&~ est égal a la largeur arborescente linéaire de2l@xpansion dé-.

Notons enfin que le parametn@de-searclest, lui, égal a la largeur arborescente linéaire
plus un d’apres un théoreme de Kirousis et PapadimitkdrB8p].

7.2. Relations avec d’autres problemes
Proposition 43. Pour tout graphe orientd®, pw(D) < p(D) < pw(D) + 1.

Démonstration. Considérons ung-stratégie poup, et soitL I'ordre dans lequel les sommets
sont traités. D’un point de vue dynamique, si la stratégie est stoppée juste apres le traitement du
i®™e sommet, alors tout sommet non traité possédant un voisin traité doit &tseerCeci étant
vrai pour touti € {1,2,...,|V|}, la sommet-séparation d®, L) estp, doncvs(D) < p(D).
Soit L un ordre pourD, notonsvs la sommet-séparation dé, L). Considérons la stra-
tégie consistant a traiter chagque sommet selon I'ofdrée *¢ sommet traité est le sommet
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v; := L7'({i}) (et donc, tout voisin externe et non traité gedoit étre placé emrmu avant

le traitement de;). Ainsi, d*(v;) sommets doivent étre placés emu afin de pouvoir traiter
v1. Notons quel™ (v;) < vs. Supposons a présent gque 1 sommets aient été traités : notons
P, :={v;:je€{1,2,...,i}} et M; 'ensemble des sommets &mu. Plagons tous les voisins
externes de;,; n'appartenant pas &/; U P, enTMU afin de traiter; ;. Siv; ., ¢ M,, alors

|M; U (N (vig1) \ B)| < ws,

puisque la sommet-séparation(de, L) estvs. Nous utilisons ainsi au pluss TMU simultané-
ment. Siw; ., € M;, alors

[Mi \ {vig1} U (N (visa) \ P)| < ws,
donc nous utilisons au plus + 1 TMU simultanément. O

Comme la détermination de la sommet-séparation est un probléme BRI8[7], le ré-
sultat précédent montre qu’il en est de méme pour le nombre de traitements.

La proposition suivante décrit une construction forgcant chacun des trois parametres a aug-
menter de un.

Proposition 44. SoientG,, G5 etGj5 trois graphes connexes tels qugG;) = vs, s(G;) = s et
p(G;) = p,i € {1,2,3}. Le graph&; est obtenu a partir d’'une copie de chacun des gragghgs
en ajoutant un sommetpossédant exactement un voisin dans chaque graphec {1, 2, 3}.
Alors,vs(G) =vs+ 1,5(G) = s+ letp(G) =p+ 1.

Démonstration. Commencons par prouver la proposition pour la sommet-séparation.

[[ Soit X; une décomposition en chemins de largesidu grapheG;, i € {1,2,3}. La
décomposition en chemins := X U X}, U X} deG ou X! est obtenue a partir d§; en
ajoutant le sommat dans chaque ensemble deest de largeurs + 1.

Considérons un ordré de G. Soientu := L7'({1}) etw := L7 ({|V(G)]}). Quitte a
renommer les graph&s;, nous pouvons supposer que V(G;)U{v} etw € V(G;)U
V(Gs3) U {v}. ll existei € {2,...,|V(G)| — 1} tel queG, contiennevs sommets dont
I'ordre est strictement supérieuriaet possédant chacun un voisin dont I'ordre est au
plusi. Comme le sous-graphé induit par les sommets dé(G) \ V(Gs) est connexe,

il existe dans{ un chemin reliant: aw. Ce chemin contient nécessairement un sommet
z ¢ V(G,) d’ordre strictement supérieuri&t possédant un voisin d’ordre au pliugar
L(u) =1<ietL(w) = |V(G)| > i). Par conséquent, la sommet-séparatio @st au
moinsvs + 1. 1l

Occupons-nous a présent du nombre de traitements.

[[ Il est aisé de traitel7 en utilisantp + 1 TMU : il suffit de placerv en TMU, d'utiliser
unep-stratégie pour chaque graptg, et enfin de traiter. Le nombre dermu utilisées
simultanément est au plyst 1.

Montrons quep(G) > p + 1. Pour cela, considérons urestratégie pouls. Quitte a
inverser certaines étapes, hous pouvons supposer qu’une fois qu’'un sonthetsien
TMU, il y aura au moins un sommet d& enTmu tant que tout le graph@; n'aura pas été
traité. Pour tout € {1, 2, 3}, soity; la premiére étape lors de laquelle au mgis®mmets
du graphé&Z; sont enTMU. Quitte & renommer les graph@s, supposons qug < js <

Js pour touti € {1,2,3}. Ainsi, a I'étapej,, tout le graphé&; a nécessairement été traite,
et aucun sommet du graplig n’est enTmuU. Ainsi, le sommet est nécessairement en
T™MU : il ne peut étre traité car son voisin dafig n’est ni traité ni ermMu, et il ne peut
étre dans son état initial car son voisin d@nhsa été traité. Ainsi, au moins+ 1 TMU
sont occupées simultanément a I'étaped’ou k& > p + 1. 11
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D]

(a) Un graphe= vérifiantvs(G) = 2 = (b) Un grapheH vérifiantvs(H) = 3 =
p(G) —1=s5(G) — 1. p(H)—1=s(H)—2.

FIG. 7.4. Graphes pour la preuve du théoreme 62.

Pour le nombre de chercheurs, placer un chercher sur le somehetiliser des stratégies
optimales pour chacun des grapligsmontre quers(G) < vs+ 1. Pour l'autre inégalité, il est
par exemple possible d’appliquer les arguments utilisés pour la largeur arborescente linéaire a
la 2-expansion dé&-. Il est possible aussi d’adapter les arguments directement pour le graphe
G, en utilisant le résultat de LapaudtgP93] stipulant qu’il existe une stratégie optimale telle
gu’aucune aréte ne soit recontaminée. O

Théoréme 62.Soientvs > 3, s € {vs,vs + 1,vs + 2} etp € {vs, vs + 1}. Il existe un graphe
Gys tel quevs(Gys) = vs, s(Gys) = s etp(Gys) = p.

Démonstration. D’aprés la proposition 44, il suffit de trouver, pour chaque couple) <
{vs,vs + 1,vs + 2} x {vs,vs + 1}, un graphe connex€& tel ques(G) = s, p(G) = p et
vs(G) = vs pour un entiews € {1,2,3}.

— Pourvs = p = s = 1, le graphe complet a deux sommets convient;;

— pourvs = p = s — 1 = 1, I'étoile a trois branches convient;

— pourvs = p = s — 2 = 3, le graphe biparti complét’s ; convient;

— pourvs = p — 1 = s = 1, le chemin de longueur trois convient;;

— pourvs =p—1=s—1=2,le graphe de la figure 7.4(a) convient; et

— pourvs = p — 1 =s — 2 = 3, le graphe de la figure 7.4(b) convient.

O

Ainsi, tous les cas autorisés par les propositions 42 et 43 se produisent=Si, le seul
cas ne pouvant se produire @st vs = s — 2.

7.3. Nombre de traitements de certaines classes de graphes

Cette section établit le nombre de traitements de certaines classes de graphes non orientés,
avec une stratégie correspondante.

En premier lieu, notons que les techniques développées pour calculer la sommet-séparation
des arbres (voirEST94, MHG'88, Yan85, Sko0J) peuvent étre adaptées afin de calculer le
nombre de traitement d’'un arbre. En patrticulier, il existe un algorithme linéaire en temps pour
obtenir le nombre de traitement d’un arbre ainsi qu’une stratégie correspondante.

Théoreme 63.

(i) Le nombre de traitement du graphe biparti commigf ,, estmin(m, n);

(i) pour toutd > 3, le nombre de traitements de I'arbreaire complet de hauteur est
h;
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(iii) le nombre de traitement de I'arbre binaire complet de hautewst [//2], sauf si
h = 2 auquel cas ce nombre €5t et

(iv) le nombre de traitement de tout graphe planaire extérieur triangulé dont le dual faible
est une chenille (c’est-a-dire un chemin avec des arétes pendantes) de degré maxi-
mum3 est au pluss.

Démonstration. Pour (i), il suffit de noter que le degré minimum d¢,, ,, estmin(m, n) (ce

qui donne une borne inférieure), et que placer tous les sommets de I'une des parts de la biparti-
tion enTMU permet de traiter le graph@i) se prouve par récurrence sur la hauteur de l'arbre :

le théoréme 44 permet de montrer duest une borne inférieure, et uhestratégie est obtenue

en placant la racine enmu et en traitaint récursivement les trois sous-arbres de facon opti-
male. Poul(iii) , la sommet-séparation d’un tel arbre gsf2], et traiter les sommets selon un
ordre optimal pour la sommet séparation donne le résultat (voir par exe8gie(Q, Scho].

Enfin, une3-stratégie pou(iv) s’obtient en considérant un plus long chemin dans le dual, et en
placant les sommets des faces appartenant a ce plus long chemiugsuccessivement, et

dans I'ordre du chemin). O

Théoréme 64. Le nombre de traitements de la grille de taille x n estmin(m,n) + 1, sauf
sin = m = 2 auquel cas ce nombre ext

Donnons quelques définitions avant de prouver ce résultat./Sdiespectivement.’)
'ensemble des points du plan a coordonnées entiéres (respectivement positivé®stSin
ensemble de points di, la frontiere de X, notéeFr(X), est 'ensemble des points de
n'appartenant pas & et a distance un d’un point d€.

Théoréme 65(Wang et Wang\WW77]). Etant donné un entien, tout ensembleX de I,
(respectivement d&') tel que|Fr(X)| < n contient au pluég—2 —5+1 (respectivemerﬂ“;—‘l))
points.

Selon la terminologie d&§yW77], la sphére standarde 7,7 de taillen, constituée de tous
les points dont la somme des coordonnées est auplus, est le seul ensemble atteignant la
borne du théoreme 65. Enfin, adtéde la grille est un chemin dont les sommets terminaux ont
degré deux, et les sommets internes degré trois (chaque grille posséde donc exactement quatre
cotés).

Démonstration. La largeur arborescente linéaire de la grillex n étantmin(m, n), nous dé-
duisons, d’apres la proposition 43, que son nombre de traitemenisoest + 1, avecp :=
min(m,n). Supposons qu'’il existe unestratégie, et stoppons-la des gl(@) := @ som-
mets ont éteé traités. Saft 'ensemble des sommets traités, et Sdit’ensemble des sommets
enTMU. Montrons d’abord qué&’ U M est connexe. Supposons gide= P,UP,U. ..U P, avec
k> 2,Fr(P;) = M; pouri € {1,2,...,k} et M; N M; = 0 sii # j. Alors, > || = f(p)
eth:1 |M;| < p. Remarquons que nous pouvons supposer que chaque engernidesecte
au plus deux cotés de la grille. Mais alors chadiiest un ensemble dg . Par conséquent, en
notantp; la taille de la frontiére de chaque ensemble>>" | f(p;) = f(p) = f(OF, pi) si,
et seulement skt # j, p;p; = 0, ce qui est impossible. Doné&, U M est connexe.

Séparons a présent I'étude en plusieurs cas, selon le nombre de cotés de la grille intersectés
par P.

P n’intersecte aucun coté de la grille : P est un sous-ensemble diede frontiereM ,
< 7 N 2 e
donc d’'aprés le théoreme 63| < & — £ + 1, une contradiction.
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P intersecte exactement un coté de la grille soit P’ le symétrique de” dansl/; res-
pectivement au c6té intersecté. Lensemble) P’ est un sous-ensemble de de
cardinal au moing(p — 1) dont la frontiére est de cardinal au plys ce qui contre-
dit le théoreme 65.

P intersecte exactement deux cotésces deux c6tés sont nécessairement consécutifs
(c’est-a-dire qu’ils ont un sommet en commun). Par conséqureest la sphere stan-
dard del;", et il estimpossible de traiter un sommet supplémentaire sans utiliser une
TMU de plus, une contradiction.

P intersecte exactement trois c6tés admettons qu'il s’agisse des cotés haut, bas et
gauche. Par connexité, il existe au moins un sommet/dsur chaque ligne de la
grille. D’apres les valeurs dgV/| et | P|, il n’existe alors aucune possibilité pour
traiter un nouveau sommet sans utiliser anv supplémentaire, une contradiction.

P intersecte les quatre cotés soit P’ le complémentaire d& U M. Le cardinal deP”’
est au moiné’@ et celui de sa frontiére au plys En outre, chagque composante
connexe deP’ intersecte au plus deux cbtés. Ainsi, une contradiction est obtenue
comme précédemment.

O

Remarquons qu’une stratégie optimale pour la grille est obtenue en traitant les sommets
dans l'ordre lexicographique de leurs coordonnées.

Définition 31. La pyramide de taille: est le graphe dont 'ensemble de sommets est la sphére
standard de? de taillen. Chaque sommet du graphe est repéré par ses coordonnées.

Pouri € {1 —n,...,n — 1}, soit L(:) 'ensemble de sommets appartenant a la droite
d’équationy = = + i. Ces ensembles sont Ieweauxde la pyramide (voir figure 7.5). L'ordre
lexicographique induit un ordre total naturel sur les sommets de chaque niveau : nous parlerons

donc duminimumet dumaximumd’un niveau. Notons enfin qué(i)| = L%J +1—|il.

FIG. 7.5. Quelques niveaux de la pyramide de taille

Corollaire 10. Le nombre de traitements de la pyramide de taillest[2] + 1, sauf sin €
{2, 3} auquel cas ce nombre est- 1.

Démonstration. Le résultat étant trivialement vrai sic {2, 3}, supposons > 4. La valeur
donnée dans le corollaire est une borne supérieure du nombre de traitements de la pyramide
d’apres le théoréme 64 puisque la grille de taﬂ@] est un sous-graphe de la pyramide de
taille n.
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Présentons a présent uii¢ | +1)-stratégie. Le schéma utilisé est le traitement des sommets
niveau par niveau, et dans l'ordre décroissant au sein de chaque niveau (sauf dans un cas (le
niveau( quandn est pair), ou les sommets seront traités dans 'ordre croissant). Pour borner
le nombre deTmu utilisées, nous faisons une récurrence sur les niveaux, et également une
récurrence a l'intérieur de chaque niveau.

Commencons par placer le somnigR — n) enTMU et traitons le sommet d&(1 — n).
Plagons ensuite les deux sommets/d8 — n) en TMU et traitons le sommet d&(2 — n).
Supposons que les sommets®NU soient exactement ceux dei), et notonsv le sommet
maximum deL(i) : v possede au plus deux voisins non traités encore, et tous deux appar-
tiennent aL(: 4+ 1). Ainsi, s'il reste deuxrmu libres, nous pouvons mettre des deux voisins
en TMU et traiterv, ce qui libere unermu. Si tel n'est pas le cas, alors il reste exactement
uneTMU libre (car le nombre de sommets d’'un niveau n'excéde[ga% Sin est pair, alors
i € {—1,0,1}, sinoni = 0. Remarquons que siest impair, ou bien si # 0, alorsv possede
un unigue voisin dans(i + 1), nommément le sommet de coordonnges 1, y) ; Sin est pair
eti = 0, considérons le sommet de coordonnée$). Ce sommet posséde un unique voisin
dansL(1) : le sommet de coordonnégss 0). Dans tous les cas, nous pouvons placer cet unique
voisin enTMU et traiterv (ce qui libere unamu).

Ainsi dans tous les cas, une fois que tous les sommeigdesont placés emmu, il reste
j € {1,2} TMuU libres, et soit le sommet maximum dgi) possede exactementoisins dans
L(i+ 1), soitn est pair,i = 0 et le sommet minimum dé(0) posséde exactement un voisin
dansL(1). Enfin, silesj plus grands sommets dg) (pour I'ordre lexicographique) sont déja
traités, notongz, y) les coordonnées du dernier sommet traité, alors le somneet.(i) de
coordonnéesr — 1,y —1) possede seulement un voisin qui n’est ni traité nieo : le sommet
de coordonnée&e — 2,y — 1) € L(i + 1). Remarquons que le nombre diau utilisées a cet
instant est au plu§ L(z)| — j) +j < [5] : il est donc possible de placer ce sommetren
et de traiterv, ce qui libére unermu. La méme situation avec les sommets de coordonnées
respectivesz, y), (r+1,y+1) et(z+1,y+2) se produit lorsque est pair et vaut zéro. [

Nous allons maintenant caractériser les graphesnnexes dont le nombre de traitements
estp.

Théoréme 66.Il existe unep-stratégie pour un graphg-connexe si, et seulement si, il existe
un sous-ensemble gesommets dont la suppression induit un ensemble indépendant (éventuel-
lement vide).

Démonstration. Soit G un graphep-connexe pour lequel il existe unestratégie. Stoppons
la stratégie juste avant de traiter le premier sommeRar connexité, le degré minimum de
G est au moing, donc le degré de est exactemeng, et tous les sommets d&(v) sont
enTMU. Soit A 'ensemble des sommets dédont le voisinage est inclus dang(v) — et
donc estexactemeniV(v), par p-connectivité. Il est donc possible de traiteret, sans perte
de généralité, tous les sommetsAleS’il n’existe pas d’autre sommet, alors I'ensembiév)
montre queG vérifie la condition du théoréme. Sinon, il existe un somme¢ A U N (v).
Soit z le prochain sommet traité par la stratégie. Comme la stratégie utilise ap piMsJ s,

et comme tous les sommets deont déja été traités; € N(v). En outre,N(z) C N(v) U A.

Par conséquent, aucun sommetAle) {z} n'est adjacent a un sommet n’appartenant pas a
AUN (v). Ainsi, N(v) \ {z} estun ensemble ge— 1 sommets dont la suppression déconnecte
w de A U {z}, une contradiction. O
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Pour le cas op vaut2, nous donnons une autre preuve de ce résultat basée sur la caractéri-
sation des graph&sconnexes. Une preuve similaire peut étre faite lorggueut3 en utilisant
la caractérisation des graphesonnexes de Tuttelit61].

Etant donné un graph#, un H-chemin est un chemin de longueur au moins deux dont
les deux sommets extrémaux sont dahet dont I'intérieur est disjoint dé/. Notons que la
classe des graphes de nombre de traitements aw plsisclose par contraction. En particulier,
tout graphe possédant u,-mineur ou unCs-mineur ne posséde pas 2kstratégie. Pour tout
entiern, le graphngfn est obtenu a partir du graphe biparti complét,, en reliant les deux
sommets de la part de cardinal deux.

Théoréeme 67.Tout graphe2-connexe possédant uestratégie est soif(, ,, avecn > 2, soit
Ky, avecn > 0.

Démonstration. Les graphes cités possédent clairement2is&ratégie. Soity un graphe2-
connexe avec ung-stratégie. Sz ne contient pas de cycle de longueur quatre comme sous-
graphe, alorg? est soitk, ~ K, soit K3 ~ K;fl. Supposons donc a présent que- C, est
un sous-graphe dé. CommeG est2-connexe, il peut étre construit a partir @een ajoutant
successivement dg$-chemins au graph& déja construit. Soien®’ ~ Gy, G4,...,Gs ~ G
les graphes obtenus de cette facon : nous prouvons le résultat par récurresyde sombre
de chemins ajoutés. Le cas 8= 0 est évident. Sk = 1, commeG est sang’s-mineur, le
chemin ajouté doit étre de longueur un ou deux, et ses sommets terminaux ne sont pas adjacents
sur le cycleC. Ainsi, G ~ G, est SOitK 3 soitKgfz.

Supposons désormais le résultat vrai pour tous les grapbesnexes obtenus en ajoutant
au pluss — 1 chemins, pour un entier > 2. G,_; possede donc uriestratégie, et il esk-
connexe. Par hypothése d’'induction, le graphe; est donc soif<, , pour un entier: > 3 ou
K3, pour un entier: > 2. Notons(A, B) la bipartition canonique d€',_,, avec|A| = 2. Soit
P = xg,11,...,21 le Gs_1-chemin a ajouter pour obtend¥. Siz,, z;, € B, alorsG contient
clairement uni;-mineur, une contradiction. Si, € A etz € B, alorsk > 2 et G contient
un Cs-mineur. Donczy, z; € A et commeG est sangs-mineur,k < 2. Ainsi, G ~ K{n,

G~ Kspi1 OUG Kgfnﬂ, ce qui conclut la preuve. t

7.4. Conclusion

Il existe un algorithme permettant de tester, en temps cubique par rapport au nombre de
sommets, si le nombre de traitements d’'un graphe est au plus Beaf4. Notons que, pour
un entierk fixe, tester si la largeur arborescente linéaire d’'un graphe est ai pkist étre fait
en un temps linéaire en le nombre de sommets du grapbafy. Nous suspectons que les
techniques mises en ceuvre peuvent étre adaptées pour le nombre de traitements.

Donnons deux problématiques importantes concernant cet invariant. La premiére, d’ordre
théorique, est de déterminer s'il existe pour tout graphae transformation simple (c’est-a-
dire polynomiale) donnant un graph# telle quepw(G’) = p(G). Une telle relation existe en
effet entre I'exploration de graphes et la largeur arborescente linéaire. La seconde, d’ordre pra-
tique, est la création d’heuristiques permettant des reroutages jugés suffisamment efficaces pour
des instances réelles du probleme de reroutage. Dans cette optique, il peut s’avérer fructueux
d’étudier le nombre de traitements des graphes aléatoires.



CHAPITRE 8

Largeur arborescente linéaire des graphes
planaires extérieurs

Les résultats de ce chapitre ont été obtenus avec David Coudert et Floria€H866c,
CHSO06h.

8.1. Introduction

Nous étudions dans ce chapitre la relation entre la largeur arborescente linéaire d’'un graphe
planaire extérieuz-connexe et celle de son dual. Sauf mention contraire, les graphes considérés
sont simples et sans boucle. Commencons par quelques définitions.

Dans un plongement planaire d’un graphe, la face non bornée est appelégtéane Un
grapheG est ungraphe planaire extérieusi, et seulement si, il existe un plongement planaire
de G tel que tous les sommets soient incidents a la face externguale’un graphe planaire
G, notéG*, est le graphe dont les sommets sont les faceS détel que deux sommets sont
adjacents si, et seulement si, les faces correspondantédedsont dang-. Le dual faiblede
G, noté7g, est le sous-graphe d¢* obtenu en supprimant le sommet correspondant a la face
externe de.

Il n’est pas difficile de voir que le dual faible d’'un graphe planaire extérieur est une forét,
et celui d'un graphe planaire extérieziconnexe un arbre. Notons également qu’il existe des
algorithmes linéaires pour reconnaitre un graphe planaire extérieur (et obtenir un plongement
correspondant, voir par exempllif79, Sys79), ainsi que pour obtenir le dual d’'un graphe
planaire.

Rappelons les définitions de largeur arborescente linéaire et de sommet-séparation, données
au chapitre 7.

Unedécomposition linéaird’'un grapheG = (V, E) est une collection de sous-ensembles
Xq,..., X, deV tels que

() Us Xi =V
(i) Vay € E,Ji € {1,2,...,r} : {x,y} C X;;
(iii) V(ig,i1,42) € {1,2,...,7}%ip < iy < iy = X;, N X;, C X;,.
La largeur de la décomposition linéaireXy, . .., X,) estmax; <<, | X;| — 1. La largeur arbo-
rescente linéaire d@, notéepw((), est le minimum des largeurs des décompositions linéaires

de G (se reporter a la figure 7.2 du chapitre 7 pour un exemple). Une décomposition linéaire
réalisant ce minimum est ditgptimale

167
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Comme indiqué par le théoreme 60, la sommet-séparation d’'un graphe est une notion équi-
valente & la largeur arborescente linéaire ddire L d’'un graphe = (V, E) est une bijection
entreV et{1,...,|V|}. Lasommet-séparatiode (G, L) estmax;<;<|v| | (i)| ou

M(i) ;= N(L7'({1,2,...,i}))

en notant, pour touk’ C 1/, N(X) I'ensemble des sommets #fe\ X adjacents a un sommet
(au moins) deX. En d'autres termes,

M@G)={veV:Lw)>ietdu e N(v): L(u) <i}.

La sommet-séparatiode GG, notéevs((G), est le minimum des sommets-séparations de
(G, L) sur tous les ordres. Un ordre réalisant ce minimum est dptimal

De maniere générale, déterminer la largeur arborescente linéaire d’'un graphe quelconque
est un problemeVP-complet. Calculer la largeur arborescente linéaire des graphes a donné
lieu a de nombreux travaux (voir par exemplEAS02, Bod98, ReegY. La largeur arbores-
cente linéaire d'un graphe de largeur arborescente bornée peut étre calculée en temps poly-
nomial [BK96]. Cela s’applique en particulier aux graphes planaires extérieurs, puisque leur
largeur arborescente (notion définie plus loin dans I'introduction) est au plus deux. Néanmoins,
I'exposant et la constante principale dans le temps d’exécution de I'algorithme sont trop grands,
rendant ce dernier inutile en pratique (une seule étape de I'algorithme requiert de travailler sur
des ensembles de tail8(n'!)). C’'est pourquoi Govindan et alGLY98] ont donné un al-
gorithme approximant la largeur arborescente linéaire d’'un graphe planaire extérieur d’ordre
n avec un facteur multiplicatif de trois en tem@{n log(n)). Pour les graphes planaires ex-
térieurs2-connexes, Bodlaender et FomiBHO02] ont amélioré ce résultat en donnant un al-
gorithme approximant en temps linéaire la largeur arborescente linéaire d’'un graphe planaire
extérieur2-connexe avec un facteur multiplicatif de deux (et une décomposition linéaire corres-
pondante peut étre obtenue®@(n log(n))). Pour cela, ils ont étudié la relation entre la largeur
arborescente linéaire d’un graphe planaire extérieur et celle de son dual. Plus précisément, ils
ont montré le résultat suivant.

Théoréme 68(Bodlaender et FomirgF02]). Pour tout graphe planaire extérieur,
pw(G*) < pw(G) < 2pw(G*) + 2.

Le prochain résultat indique I'évolution de la largeur arborescente linéaire d’'un graphe
auquel est ajouté un sommet voisin de tous les autres.

Lemme 40. Soit A un graphe quelconque et sditle graphe obtenu a partir dd en ajoutant
un sommet voisin de tous les autres. Alpxg B) = pw(A) + 1.

Une preuve dans le cas particulier d'un graphe planaire extézi@onnexe et de ses
duaux est donnée danBHF02]. Nous donnons ici une preuve générale, en utilisant a la fois
la sommet-séparation et la largeur arborescente linéaire, afin d'illustrer les deux notions. Pré-
cisons qu’ajouter des arétes entre deux sommets adjacents et des boucles ne change pas la
sommet-séparation d’un graphe.

Démonstration. Clairement, ajouter un sommet augmente la sommet-séparation d’ai, plus
doncpw(B) < pw(A) + 1. Montrons a présent l'autre inégalité.

En utilisant la sommet-séparation : soientv le sommet additionnel dé. et L un
ordre quelconqgue dB, et soits la sommet-séparation &, L). Nous allons prouver
gue la sommet-séparation de I'ordi€induit par L sur A est strictement inférieure
a s. Notonsi := L(v). L'ordre L’ ordonne les sommets dé en leur attribuant un
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entierdand1,2,...,|V(B)|}\{i}. Soiti, le plus grand entier tel qué/z(ip)| = s.
Pour tout entieyj < i, |M4(j)| < |Mp(j)| puisqueMp(j) = Ma(j) U {v}. Donc,
Siip < i alors|Ma(j)| < |[Mp(j)| < s pourtoutj < iget|M4(j)| < |Mgp(j)| < s
pour toutj > ig; d’'olvs(A, L) < s.

Supposons donc a présept> i. Remarquons quej, |Mz(j)| < |V(B)| — 7,
et il y a égalité en particulier pour = i. Donc,Vj > i,|Mg(j)| < |Mgp(i)| et
ainsii, = i. A nouveau, sij < i alors|M4(j)| < |Mz(j)| < s, etsij > i alors
IMa(j)| < |Mg(j)| < s ce qui conclut la preuve.

En utilisant la largeur arborescente linéaire : parmi les décompositions linéaires de
B de largeurs := pw(B), choisissons-en une, notée= (X, X»,..., X,), avec le
plus petit nombre d’ensembles. En particuli&r, Z X,, donc il existev; € X\ Xs.
Par définition d’'une décomposition linéairg, ¢ X; pour touti > 2. Ainsiv € Xj,
car siv; # v alorsvv est une aréte dé€'. De la méme faconX, ¢ X,_; et donc
v € X,. D’apres la définition d’'une décomposition linéaiveappartient donc a tous
les ensembles d&. La largeur de la décomposition linéaik€ induite parX sur A
est donc strictement inférieuresace qui conclut la preuve.

g

Puisque le dual faible d’un graphe planaire extériz@onnexe (qui peut étre obtenu en
temps linéaire) est un arbre, et qu’il existe des algorithmes linéaires pour calculer la largeur
arborescente linéaire des arbres$ro4, le théoréme 68 et le lemme 40 permettent d’obtenir
I'approximation désirée (avoir une décomposition linéaire correspondante demande plus de
travail et s’obtient en temp®(n log(n))).

Bodlaender et FomirgF02] ont suggéré qu’une relation plus forte existe entre la largeur
arborescente linéaire d’'un graphe planaire et celle de son dual.

Conjecture 14 (Bodlaender et FomingF02]). Il existe une constante telle que pour tout
graphe planaire extérieu-connexe=, pw(G) < pw(G*) + c.

Conjecture 15(Bodlaender et FomirgF02]). Pour tout graphe planair@-connexes,
pw(G) < pw(G*¥) + 1.

Fomin [Fom03 a prouvé que si7 est un graphe planaigeconnexe de degré maximum au
plus trois, alorpw(G) > pw(G*) — 1. Cela implique que la conjecture 15 est vraie pour toute
triangulation du plan car toute triangulation du plan est le dual d'un graphe pl2rearenexe
de degré maximum trois.

Il est intéressant de remarquer que ces conjectures sont motivées par le résultat suivant a
propos de la largeur arborescente, conjecturé par Robertson et SeyR&@4f ¢t prouvé par
Lapoire Lap99] en utilisant des méthodes algébriques (Bouchitté, Mazoit et TodBMd 03]
ont donné depuis une preuve combinatoire plus courte de ce résultat).

La notion de largeur arborescente a été introduite par Robertson et SeyR888.[Une
décomposition arborescentéun grapheG = (V, E) est un arbrél’ = (I, F') dont chaque
sommet € [ estassocié a un ensembie C V' de sorte que

() Uie, Xi = V5
(i) Vey e E,Jie I : {z,y} C X;;

(i) Vv € V, les sommets d& dont I'ensemble associé contieninduisent un sous-arbre
deT.
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La largeur de la décomposition arborescente wsix;.; | X;| — 1. La largeur arborescente de
G, notéetw(G), est le minimum des largeurs des décompositions arborescentés de

Théoréme 69(Lapoire [Lap99]). Pour tout graphe planairé:, tw(G) < tw(G*).
Dans la section 8.2, nous prouvons le résultat suivant.

Théoréme 70.Pour tout entielp > 1, il existe un graphe planaire extérieRfconnexe de degré
maximumd dont la largeur arborescente linéaire et + 1, et tel que la largeur arborescente
linéaire de son dual sojt + 1.

Ce résultat, obtenu en construisant explicitement la fartiftg),~,, montre donc que les
deux conjectures précédentes sont fausses. Notons ici que Fomin et THilTKiG pnt, indé-
pendamment, infirmé la conjecture 14.

Dans la section 8.3, nous prouvons le résultat suivant, qui améliore la borne supérieure du
théoréme 68.

Théoréme 71.Pour tout graphe planaire extérie@-connexes, pw(G) < 2pw(G*) — 1.

En conséquence, I'approximation précédemment donnée pour la largeur arborescente li-
néaire d’'un graphe planaire extéritconnexe est également améliorée. Nous donnons une
preuve algorithmique de ce résultat, qui permet d’obtenir un ordre du graphe planaire extérieur
G considéré (et dont la sommet-séparation est donc apiu§z) — 1).

En outre, le théoréme 70 montre que cette borne est la meilleure possible.

Enfin, nous infirmerons deux autres conjectures dans la conclusion.

8.2. Contre-exemples

Dans cette section, nous construisons la famille de gré@he-, du théoreme 70. A cette
fin, nous introduisons une construction générale permettant d’obtenir le résultat suivant.

Théoréme 72.Pour tout entierp > 1 et tout entierk € {1,2,...,p + 1}, il existe un graphe
planaire extérieuR-connexe de largeur arborescente linéaire k tel que la largeur arbores-
cente linéaire de son dual sgit+ 1.

La construction générale sera illustrée par la construction de la faf6Gi)lg,~; du théo-
reme 70.

En vertu de la relatiopw(G*) = pw(7Zg) + 1 pour tout graphe planaire extérier nous
ne travaillerons que sur et 7.

Pour tout: € {1,2,3,4}, soit H; un graphe planaire extérie@rconnexe de largeur ar-
borescente linéaire et dont le dual faible a largeur arborescente linéaireNous décri-
vons a présent une construction permettant d’obtenir un graphe planaire ext&cmunexe
C(H., H,, H3, H,) de largeur arborescente linéajre- 2 dont le dual faible a largeur arbores-
cente linéaire’ + 1.

Deux 4-cycles sont ditadjacentssi, et seulement si, ils partagent exactement une aréte.
Le degréd’un 4-cycle S est le nombre dd-cycles adjacents 4. Soit lacroix K le graphe
planaire extérieu-connexe constitué de quattecycles de degré un et uticycle de degré
quatre (figure 8.1(a)).

Pour touti € {1,2,3,4}, soit z;y; une aréte de€7; incidente a la face externe dans un
plongement planaire extérieur d&. Cette aréte est choisie de telle sorte qu’il existe un ordre
optimal L de 7y, tel que le sommet correspondant a la face bornée incidentga vérifie
L(v) =|V(Zy,)| sii € {2,3}.
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FiG. 8.1. Lorsque les arétes sont identifiées,est identifié au; et aus.

Pouri € {1,2}, notonsL; un ordre optimal de7;, i.e. un ordre de sommet-séparatjgret
sans perte de généralité supposons:;) < L;(y;).

Considérons la croifs de la figure 8.1(a). Pour toute {1,2,3,4}, l'arétee; de K est
identifiee avec l'aréte;y;, de sorte que les sommets et z, soient identifiés avec les som-
metsu, et u, respectivement (figure 8.1(b)). Bien qu’il soit possible d’obtenir, a partir des
mémes graphe#;, différents graphes par cette construction, nous nafd#s , Hs, Hs, H,)
tout graphe obtenu a partir dé,, H,, H;, H, de cette facon.

D’apreés la construction, tout grapiéH,, H,, H3, H4) est un graphe planaire extérier
connexe. Par exemple, s6it le graphe planaire extérie¥rconnexe composeé de traiscycles
de degre un et ut-cycle de degreé trois (figure 8.2). Pour tout engier 2, soitG, le graphe
C(Gp-1,Gp-1,Gp_1,G,_1), Obtenu comme indiqué dans les figures 8.3 et 8.4. La condition sur
les sommets; etx, estici respectée en raison de la symétrie des gra@hesotons en outre
que le degré maximum d&, est4.

ik

'y

(a) Gy etGy (b) G; etGT*

FiG. 8.2. G, composé d'uri-cycle de degré trois et de troiscycles de degré un, le dué¥;
et le dual faibleG;*, une étoile.
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FIG. 8.3. G2, 4 copies disjointes dé&'; collées a une croix gris&, et son dual faible&7s*.

FIG. 8.4. G5, 4 copies disjointes dé&'; collées a une croiX, et son dual faiblez5*.

Dans les trois lemmes suivants, nous prouvons les propriétés annoncées pour la construc-
tion. Le 4-cycle central de la croix est notg, et le sommet correspondant du dualvoir
figure 8.1(a)).

Lemme 41. Pour tout: € {1,2, 3,4}, soit H; un graphe planaire extériel-connexe dont le
dual 7; a largeur arborescente linéairg > 1. La largeur arborescente linéaire du dual faible
du grapheC(H, Hy, H3, H,) estp + 1.
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Pour prouver ce lemme, donnons d’abord une définition et un résultat. Pour tout sommet
v d’un arbreT’, unebranche dev est tout sous-arbre maximal contenant un voisin dans
contenirv.

Théoréme 73(Scheffler Bch9Q). Pour tout entierp > 1 et tout arbreT’, pw(T') > p+ 1 si, et
seulement si, il existe un sommele 7" ayant au moins trois branches de largeur arborescente
linéaire au moing.

Démonstration du lemme 41.Par induction sup > 1, le résultat étant vrai poyr = 1. Si
la largeur arborescente linéaire de chaque drfbestp, il n’est pas difficile de construire un
ordreL du dual faible d&(H,, Hs, H3, H4) de sommet-séparation au plus- 1 : numérotons
les sommets dé&; selon un ordre optimal dé), puis numérotons le sommey, i.e. posons
L(sy) := |V(T1)| + 1. Numérotons ensuite les sommetsideselon un ordre optimal, tel
que l'unique voisin des, dansT, posseéde la plus grande image padéfinie jusqu’a présent
(un tel ordre existe par construction). Le sommeest ensuite numéroté, et une numérotation
analogue est effectuée pour les sommet$'det s;. Ensuite, le sommet est numéroté, puis
les sommets dé, selon un ordre optimal,, et enfin le sommei,. La sommet-séparation de
I'ordre ainsi obtenu est au plusax(2,p + 1) = p + 1.

La largeur arborescente linéaire du dual faibleCdél,, H,, Hs, H,) est strictement su-
périeure & d’'apres le théoréme 73 puisque le sommebssede quatre branches de largeur
arborescente linéaine O

Lemme 42. Pour touti € {1, 2, 3,4}, soit H; un graphe planaire extérieur de largeur arbores-
cente linéairep > 1. Alors

pW(C(Hl, HQ, H3, H4)) =p + 2
Démonstration. NotonsH := C(H,, Hy, H3, Hy).

Montrons que la largeur arborescente linéaire deH est au moinsp + 2 : soit L un
ordre deH, montrons que la sommet-séparation(dg L) est au moing + 2. Le
sous-graphe dé/ induit par la suppression des sommetsddeycle S est I'union
disjointe desl graphesH,, H,, H; et H,, chacun ayant largeur arborescente linéaire
p. Précisons ici que ces quatre graphes vont jouer un role symétrique dans cette partie
de la preuve. Ainsi, supposons que le sommtdl queL(a) = 1 et le sommeb tel
queL(b) = |V(H)| soient respectivement dah§ H,) U V' (S) etV (H;) UV (Hy) U
V(S). Par hypotheses, il existee L(V(H,)) tel qu'il y ait p sommetsr de H,
avecL(z) > i, chacun ayant un voisin dansH, avecL(y) < i. Comme un entier
similaire existe poutHs, supposons, quitte a inverser les rolesHget H,, qu'il
existe un sommet € V(Hs) tel queL(v) > 4. Soit X := UI_,V(H;) U V(S).
Nous disons qu'un sommete X est unsommet Si L(z) < i et unsommetd/ si
L(z) > 1. En particulier, le sommetest un sommetr, et les sommetsetv sont des
sommetsA/. Une aréte eshauvaisesi elle relie un sommei: a un sommett/. Une
mauvaise pair@st une paire de mauvaises arétes qui sont soit disjointes, soit incident
a un méme sommetr. Soit () le sous-graphe dé& induit par les sommets d& .
L'existence d'une mauvaise paire dapentraine ques(H, L) > vs(Hy)+2 = p+2.

Or, le graph&) est2-connexe, donc d’apres le lemme de I'éventail, il existe dans
@ deux cheming’; et P, respectivement deab et dea av, qui sont sommet-disjoints
sauf ena. Commea est un sommetr etb et v sont des sommetd#, il existe une
mauvaise aréte dangd et une mauvaise aréte dafs. Les chemins?, et P, étant
sommet-disjoints sauf enqui est un sommets, ces deux mauvaises arétes forment
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nécessairement une mauvaise paire. Enfin, cette mauvaise paire est bien disjointe de
H, carP, et P, le sont.

Montrons que la sommet-séparation de est au plusp + 2 : nous allons construire
un ordre deH = C(H,, H,, Hs, Hy) a partir d’ordres optimaux,; de H;, i €
{1,2,3,4}. Commencgons par étiqueter tous les sommet& deelon l'ordreL,. La
sommet-séparation n’excede jamais2, car les seuls sommets non étiquetés hors de
H, qui peuvent avoir des voisins étiquetés sont les somphets. Par construction,
I'ordre optimal L, de H, peut étre choisi de sorte qug(z;) < L,(y1). Etiquetons
a présent les sommets d@g selon I'ordrel; jusqu’a ce que le sommet soit éti-
gueté. Comme précédemment, la sommet-séparation n’excegderpalors de cette
phase. Etiquetons alors le somnigtce qui ne change pas la sommet-séparation,
puisques possede exactement un voisin non étiqueté, c’est-aadirnissons d’éti-
gueter les sommets dé; en suivant I'ordrel;. La sommet-séparation ne dépasse
toujours pag + 2, les seuls sommets non étiquetés ayant des voisins étiquetés étant
« et~. Par construction encore, I'ordre optimal de H, peut étre choisi de sorte que
Lo(z9) < Lo(y2). ENn conséquence, il est possible d’appliquer la méme procédure
afin de numéroter les sommets #g : les sommets sont numérotés suivant I'ordre
L, jusqu’a ce que; soit numéroté. Le sommetest numeéroté, et ensuite seulement
le reste des sommets @&, toujours selon.,. Enfin, les sommets d&; sont numé-
rotés en suivant 'ordré; (la sommet-séparation ne dépassepas2, car les seuls
sommets non numérotés horsMe avec éventuellement des voisins numérotés sont
0 et~), puisd et~ sont numérotés. La sommet-séparation de I'ordre ainsi construit
est au plug + 2.

g

Pour prouver le théoréme 72, nous utiliserons les graphes suivantg; $ographe de la
figure 8.5(a) : la largeur arborescente linéaire du dual faiblé;dest égale a deux, et cellg
a trois. En outre, comme le montre la figure 8.5(a), il existe un ordre optimaj tid qu’une
aréte incidente a la face externe relie le sommet étiqueté&elui étiquetd 2.

Construisons a présent le grapiga partir de.J,_, pour unp > 4 fixé. Pour cela, nous
supposons qu'il existe un ordre optimélde .J,_; tel qu’une aréte = zy incidente a la face
externe verifiel/ (z) = 1 et L'(y) = |V (J,—1)|. Considérons un cycle d'ordig v, vs . . . v7vy,
ainsi que trois copies disjointes dg ;, notées/!, J? et J3. L'arétee de J! est identifiée avec
I'arétev,vs du cycle, celle dg/? avec I'arétev,v; et celle deJ? avecugvy; (voir figure 8.5(b)). A
chaque fois, le sommetde I'arétec est identifié avec le sommetde plus petit indice (donc,
respectivementy,, v, etwvg).

Le lemme suivant prouve gque la construction peut-étre faite pour toute valeurde et
que la largeur arborescente linéaire du graphe planaire extér@mmexe/, est eégale a, qui
est aussi la valeur de la largeur arborescente linéaire de son dual géométrique.

Lemme 43. Pour tout entierp > 3, la largeur arborescente linéaire du graphe planaire exté-
rieur 2-connexe/, est égale @. De plus, il existe un ordre d¢, de sommet-séparatigntel

gu’'une aréte incidente a la face externe relie les sommets de plus petit et de plus grand ordre.
Enfin, la largeur arborescente linéaire du dual géomeétrique/glest aussi égale A

Démonstration. La largeur arborescente linéaire du dual géométriqué;dest trois. Suppo-
sons que celle du dual geometriqueie; soitp — 1, pour un certain entigr > 4. Clairement,
par le théoreme 73, la largeur arborescente linéaire du dual faiblg et au moins celle de



8.2. Contre-exemples 175

arétee = zy
sommety 12" +2y
11 10 9 \ Pt
sommetz e
3n + 1/
S
2\ o /5 e /6
3 4
(a) J5 et son dual faible. (b) Obtention deJ, a partir de

Jp—1. Un ordre optimal véri-
fiant la condition souhaitée est
donné,n désignant le nombre
de sommets dé,,_;.

FiG. 8.5. La famille de graph¢.J,),,> 3.

J,—1 plus un. En outre, une décomposition de cette largeur s’obtient a partir d’'une décomposi-
tion optimale du dual faible dé,_, en ajoutant le sommet correspondant au cygle . . . v7v;

a tous les ensembles de sommets. Ou bien, de fagon équivalente, a partir d’un ordre optimal du
dual faible deJ,_;, en ordonnant les faces de chagisuivant cet ordre (les faces dé étant
inférieures a celles dé?, elles-mémes inférieures a celles.t®, la face délimitée par le cycle

v1v9 . .. U707 €tant la plus grande.

La largeur arborescente linéaire dgest au moins celle de son dual géométrique par le
théoréme 68, donpw(.J,) > p.

Prouvons 'existence de I'ordre désiré par récurrence ste résultat étant vrai poyr = 3
comme indiqué par la figure 8.5(a).

L'ordre L pour J, est obtenu de la facon suggérée par la figure 8.5(b) : en notént
nombre de sommets d§,_;, posonsL(v;) := 1 et L(v;) := 3n + 1. D'aprés I'hypothése
d’induction, soitZ? un ordre optimal de/* vérifiant la condition du lemme. Les sommets de
chaqueJ’ sont ordonnés selof’, respectivement de deuxa+ 1, den + 2 a2n + 1 et de
2n+2 a3n+ 1. Clairement, la sommet séparation de 'ordre obtenwes{2, vs(.J,-1)+1) =
max(2,p — 1 + 1) = p. De plus, I'aréte, v; vérifie la condition souhaitée. O

Démonstration du théoréme 72.La preuve est par récurrence sur> 1. Sip = 1, deux
4-cycles partageant une arétggtdonnent le résultat souhaité lorsque- 1 etk = 2 respec-
tivement.

Supposons le résultat vrai popr 1 > 1, et soitk € {1,2,...,p+ 1}. Sik = 1, alors le
grapheJ, convient d’aprés le lemme 43. 8ic {2,3,...,p+ 1} alorsk — 1 € {1,2,....p},
donc d’apres I'hypothese d’induction, il existe un graphe planaire extétieannexe de lar-
geur arborescente linéaife — 1) + (k — 1) tel que la largeur arborescente linéaire de son
dual faible soitp — 1. Alors d’aprés les lemmes 42 et 41, la largeur arborescente linéaire de
C(H,H,H,H) estp + k et celle de son dual faible ept comme souhaité. Notons que la
construction d&€ (H, H, H, H) est réalisable car une conséquence immédiate du théoreme 74
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donné dans la section suivante est que tout arbre possede un ordre optimal tel que le dernier
sommet numéroté soit une feuille. O

8.3. Borne supérieure

Nous présentons dans cette section un algorithme qui, étant donné un graphe planaire ex-
térieur2-connexe, renvoie un ordre déde sommet-séparation au pRisw(7;) + 1. Comme
pw(7Zg) = pw(G*) — 1 pour tout graphe planaire extérieliconnexe’ (d’aprés le lemme 40),
ceci établit le théoreme 71.

Une chenilleest un arbre dans lequel un seul chemin, appéléhlhe est incident a (ou
contient) toutes les arétes. Les chenilles sont les seuls arbres de sommet-séparation un : la
sommet-séparation de toute chenille est clairement un, et si un‘ansest pas une chenille,
alors il contient une araignée avec trois pattes de longueur deux (figure 8.6(a)). Or la sommet-
séparation d’un tel arbre est au moins deux, d’aprés le théoreme 73,

(8) Une araignée avec (b) Une chenille avec une échine de lon-
trois pattes de longueur gueure6.
deux.

FIG. 8.6. Araignées et chenilles.

Proposition 45. Soit G un graphe planaire extérieu-connexe dont le dual faible est une
chenille. La sommet-séparation deest au plus trois.

Démonstration. Nous donnons une procédure qui renvoie un ordre optimal pour le géaphe
Soit P := wvyvy... v, uUn plus long chemin d€;. NotonsF; la face deGG correspondant au
sommet;, i € {1,2,...,k}. Numérotond un sommebw de F; de degré deux (un tel sommet
existe carG est un graphe planaire extérietsiconnexe et; est une feuille d€/;;). Ensuite,
tout sommet dé; de degré deux adjacent a un sommet numeroté est numeéroté a son tour.
A présent, la procédure suivante est appliquée, en ndtaht ) NV (F) = {z;,v;} et
V(F;) NV(Fiy1) = {Ziy1,Yi1 }, Voir figure 8.7.
1: pour i =2 ak — 1 faire
2:  SOItP := zw ... w;x;1 le chemin de&& dex; ax;;; constitué d’arétes incidentes a la
face externe : les sommets fesont numérotés de; awy (voir figure 8.7)
3. soitP := yu; ... w41 le chemin de& dey; ay;,; constitué d’arétes incidentes a la
face externe : les sommets & sont numérotés de au, (voir figure 8.7)
4: fin pour
Enfin, les sommets de, ay, sont numérotés dans le sens indirect.
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w1 w2
Z; w3 Ti+1
)
Fi—1 F; Fiyq
@
Yi ul Yi+1

FiG. 8.7. Sommets a I'étape

L'ordre obtenu est optimal pour, et en particulier sa sommet-séparation est au plus trois.
]

Précisons que la largeur arborescente linéaire d’un graphe planaire extécmurexe est
deux si, et seulement si, son dual faible est un chemin. Notons également que la complexité
en temps de la procédure de la proposition précédente est linéaire. Enfin, les graphes planaires
extérieur2-connexes dont le dual faible est une chenille ne sont pas les seuls graphes planaires
extérieur2-connexes dont la largeur arborescente linéaire est au plus trois (voir la figure 8.8)

2 6 8

[un
3
©

5 4

FiG. 8.8. La largeur arborescente linéaire du graphe planaire extérieur triangulé dont le dual
faible est une araignée avec trois pattes de longueur deux est trois.

Le résultat suivant concernant la largeur arborescente linéaire des arbres nous sera utile.

Théoreme 74(Ellis, Sudborough et TurneEST94]). Pour tout arbreT’, et tout entiep > 2,
pw(T) < p si, et seulement si, il existe un chentiriel que la largeur arborescente linéaire de
toute composante connexe de la forét induite par la suppression des sommredsitiau plus
p—1.

Considérons la procédure récursive donnée par l'algorithme 1. Elle calcule un or@te de
stocké dans la listequi est initialisée pak(v) := oo pour tout sommet € V(G) (signifiant
gu’au départ, aucun sommet n’est numérote).

Notons que ce qui est fait lignes 16-17 et 32—33 revient & numéroter tous les sommets de
H saufy (ouy/, respectivement), et a gardea jour.

Le lemme suivant suffit & établir le théoréme 71.

Lemme 44. Pour tout graphe planaire extérie@-connexe- tel que la largeur arborescente
linéaire de son dual faiblé” soitp, la procédure_ayout de I'algorithme 1 retourne un ordre
avec sommet-séparation au piys+ 1.

Démonstration. L'algorithme 1 assigne un nombre unique a chaque sommeét de

Pour la sommet-séparation de l'ordre obtenu, la preuve est par induction sur la largeur
arborescente linéaigede 7. Sip vaut un, alorsl” est une chenille et la proposition 45 fournit
la conclusion.

Supposons que pour tout graphe planaire extépi@annexe tel que la largeur arborescente
linéaire de son dual faible soit au plus- 1, la procédurd_ayout de l'algorithme 1 renvoie
un ordre avec sommet-séparation au @us- 1. Soit G un graphe planaire extérieur tel que
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Algorithme 1 Procédurd.ayout

Entrée: un graphe planaire extériegiconnexe’, une listel et un entiers.
Sortie: retourne I'entierj, qui est égal au plus grand label utilisé plus un. Chaque sommet
deG se voit attribuer un nombre unique, stocké déns.
1: sile dual faibleT de G est une chenillalors
2. le numéroter en utilisant la proposition 45 et en commencant avec leslabel
3. renvoyer s+ |[V(G)|.
4: finsi
5. Trouver un chemin® := vyv,...v, deT comme dans le théoréme 74, avec la propriété
additionnelle que ses sommets terminaux sont des feuilles. Néidasace de’ corres-
pondant au sommet de P, i € {1,2,...k}.
6: Soitv un sommet de degré deux de la face et notonsr et 2’ ses voisins dans le sens
indirect et dans le sens direct, respectivement {un tel somragiste toujours}
7. l(v) =5
s:=s5+1
9: pour i = 1 ak faire {dans toute la suitey ety sont respectivement le voisin dans le sens
indirect dex et le voisin dans le sens direct desur F;}
10: tantquex ¢ V(F; ) faire

©

11: siz posséde au plus un voisin non numéroté différent’ddors

12: l(x):=s

13: s:=s54+1

14: sinon

15: soit H le plus grand sous-grapl?econnexe de= dont I'intersection aved; est
{z,y}.

16: s := Layout(H, 1, s)

17: l(y) == o0

18: fin si

19: siy == 2’ alors

20: I(2)) :=s

21: renvoyer s + 1

22: sinon

23: Tri=1y

24: fin si

25:  fintant que
26: tantquexz’ ¢ V(F;,,) faire

27: si 2’ possede au plus un voisin non numéroteé (différent)dors

28: I(2):=s

29: s:=s54+1

30: sinon

31 soit H le plus grand sous-grapl?econnexe de&~ dont I'intersection aved; est
{z,y}.

32 s := Layout(H, 1, s)

33 I(y) =00

34: fin si

35: =

36: fintant que
37: fin pour
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la largeur arborescente linéaire de son dual faiblezsdtrouvons que la procédutay out
renvoie un ordre dé& de sommet-séparation au piys+ 1.

Arrétons la procédure a n'importe quel moment, et notBrignsemble des sommets non
numeérotés ayant au moins un voisin numéroté. Si aucun sous-gfaptia déja été traité,
alors I'ensembleF’ est composé des sommet®t 2/, donc sa taille est au pli + 1. Si la
numérotation d’un sous-graplievient juste d’étre effectuée, alofscontient également deux
sommets, a savoir ety ou bienx ety’.

Supposons a présent qu’un sous-grapheoit en cours de numérotation. Sans perte de
généralité, disons que son intersection avec la face coufarst{z, y}. Il y a un seul sommet
de I’ n’appartenant pas # : le sommet:’. Ainsi, tantqud F NV (H)| < 2p, le cardinal d&¥’'
est au plu®p + 1, comme souhaité. Puisque que la sommet-séparation de I'ordre utilisé pour
H est au plu®p — 1, un probléme apparait uniquement&8in (V(H) \ {z,y})| = 2p — 1,
etx, 2’ ety appartiennent aussifa. Une telle situation implique notamment que le somiet
aurait d0 étre numéroté selon I'ordre fle mais ne I'a pas été, conformément a 'algorithme.
Mais, dans ce cas, pour l'ordre @& le sommetr n'est pas numéroté et posséde au moins un
voisin numeéroté y. Donc le nombre de sommets denon numérotés et possédant un voisin
numéroté dangf est|F' N (V(H) \ {z,y})| + 1 = 2p, contradiction. O

Comme il est visible dans la preuve précédente, les sous-grapl{@smeérotés par un
appel récursif lignes 16 et 32) peuvent en réalité étre numérotés selon n'importe quel ordre
avec sommet-séparation au pigs— 1.

Corollaire 11. Pour tout graphe planaire extériew-connexe’, pw(7g) + 1 < pw(G) <
2pw(7¢) + 1. En outre, ces bornes sont serrées.

Il est prouvé dansgch9q que la largeur arborescente linéaire d’un arbfesbmmets est
au pluslog;(2f + 1).

Corollaire 12. La largeur arborescente linéaire de tout graphe planaire extérizgonnexe
avecf faces internes est au pla@dog;(2f + 1) + 1.

Proposition 46. La complexité en temps de I'algorithme 1 éXin log(n)).

Démonstration. Il n’est pas difficile de voir que la complexité de I'algorithme 1 dépend prin-
cipalement des appels récursifs et de la complexité de la ligne 5 (étant donné que trouver le dual
faible d’'un graphe planaire extérie2daconnexe ainsi que déterminer si un arbre est une chenille
prend un temps linéaire, tout comme la procédure de la proposition 45). Montrons d’abord que
la complexité de I'algorithme 1 sans la ligne 5 est linéaire.

Un sommetr de la faceF; est directement numéroté durant le traitement de la facail
posséde au plus un voisin non numeéroté différent’dainon il est numéroté dans un appel
récursif, ou bien considéré a nouveau dans le traitement de ld&faceDonc un sommet est
considéré une fois par face interne a laquelle il appartient. En ngtéatnombre de faces
internes de7, le nombre d’étapes élémentairesE$t)| — |V |) = 2(f — 1) (d’apres la formule
d’Euler), soit encore un nombre inférieugg/|.

Le calcul d’'un cheminP comme dans le théoreme 74, avec la propriété additionnelle
gue ces sommets terminaux soient des feuilles peut se faire en utilisant des techniques si-
milaires a celles décrites daris§T94, Yan85, MHG"88] permettant de calculer la sommet-
séparation, la largeur de coupe et le nombre de chercheurs d’'un arbre. Ceci peut ainsi étre fait
en temps lin€aire. Enfin, la largeur arborescente linéaire d’'un arbsedmets étant inférieure
alogs(2f + 1) [Sch9q, le calcul de tous les chemins prend un tempgXif log;(2f + 1)),
c’est-a-direO(n log(n)). O
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Le théoréme 71 fournit directement un algorithme d’approximation de la largeur arbores-
cente linéaire d’'un graphe planaire extérieur en temps linéaire car calculer I'arbre du&tde
sa largeur arborescente linéaire prend un temps linéaire. Un ordre correspondant est donné par
I'algorithme 1, dont la complexité e€2(n log(n)). Comme indiqué dan®F02], il existe des
arbres des graphes planaires extérieurs pour lesquels une représentation simple d'une décom-
position linéaire nécessite un temp&: log(n)) pour étre écrite. SkodiniSko03 a développé
une représentation plus évoluée, de sorte que les décompositions linéaires puissent étre décrites
en temps linéaire. Nous n'avons pas essayé d'utiliser cette méthode pour I'algorithme 1, mais
pensons qu’elle pourrait I'étre afin de pré-calculer tous les chemins en temps linéaire, et réduire
ainsi la complexité @ (n).

Corollaire 13. Pour tout graphe planaire extériew-connexe, I'algorithme 1 fournit en
tempsO(nlog(n)) un ordre deG avec sommet-séparation au plisw(G) — 1.

8.4. Conclusion

Pour conclure, nous allons infirmer deux autres conjectures grace aux technigues dévelop-
pées dans ce chapitre.

Conjecture 16 (Bodlaender et FomirgF02]). Pour tout graphe planair@-connexes,
pw(G) > pw(G*) — 1.

Avant de citer la seconde conjecture, nous avons besoin de deux définitions supplémen-
taires.

Considérons un ordre sur les arétes d’'un graplie = (V, E), et soité(i) le nombre de
sommets incidents a au moins deux arétes telles ques(e) < i eto(e) > i. Lalargeur
linéaire de(G, o) estmax;cq1 2, gy 0(¢). Lalargeur linéaire deG, notéelw(G), est le mini-
mum des largeurs linéaires @€, o) pour tous les ordres sur les arétes d€. Notons que si
G a degré minimum au moins deux, alers(G) < lw(G) < pw(G) + 1. Pour un graphe pla-
naireG, undécoupaged de G est un graphe obtenu a partir @epar une suite des opérations
suivantes : considérer un sommetpartitionner son voisinage en deux ensemblegt V et
remplacen par deux nouveaux sommets adjacengty. Relier en outrer a tous les sommets
de M ety a tous les sommets dé.

Conjecture 17 (Fomin [Fom03). Pour tout graphe planairé7, il existe un découpagf de
degré maximum trois tel quer(H) = 1w (G).

Selon FomO03, cette conjecture implique la précédente. Comme mentionné précedem-
ment, Fomin a prouvé que la conjecture 16 est vraie lorsque le degré maximum du graphe
planaire2-connexe considére est au plus trois.

Nous allons a présent utiliser la famille de grapf@s),~; pour infirmer la conjecture 16,
et donc aussi la conjecture 17.

Rappelons que la largeur arborescente linéaire d’'un multigréplest égale a celle du
graphe simple sous-jacent, notéG).

Soit uv une aréte d’'un graphe planai2econnexez, notonsF; et F, les deux faces in-
cidentes auv et f; et f,, respectivement, les sommets correspondants dans l&-dwde G.
Subdiviser: fois I'aréteuv dansG (c’est-a-dire remplacer cette aréte par un chemin induit de
longueur: + 1) revient a remplacer I'arét§ f, du dual par + 1 arétes paralleles.

Ceci étant, consideroris,, et un plongement dé, tel queG,* ~ G,. Notonso le sommet
de G, correspondant a la face externe @g, et H, le graphe obtenu en subdivisant chaque
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aréte der; incidente . Notons quefi, est un graphe planaire simple2ztonnexe. D'aprés
les remarques précédentdig ;) ~ G, et doncpw(H,;) = pw(G),).

Pour toute facé” de G, notonsm(F') le nombre d’arétes dg incidentes a la face externe,
et soitm := maxy m(F).

Lemme 45. Avec les notations préceédentes;(H,) < pw(Gy) +m = pw(Gy) + 3.

Démonstration. Par définition deG,, il est clair quem = 3. Considérons un ordre opti-
mal des sommets d&*, [y, ...,1,, et construisons un ordre de H, de sommet-séparation
au pluspw(G*) + m. Considérons I'ordre induit sur les sommets commung-teet H, :
(11,0), (I2,0), ..., (1,,0). Ensuite, siun sommét;, 0) posséde voisins non-numérotés, ceux-
ci sont numérotég;, 1),...,(l;, 7). La sommet-séparation de cet ordre est au piu&=*) +
m. U

Si la conjecture 16 est vraie, algss’(H,) > pw(H;) — 1 = pw(G,) — 1. Néanmoins, par le

lemme 45pw(H,) < pw(G;) +3 doncpw(G;) +3 > pw(Gyp) — 1, ce qui est faux poys > 6.
Finissons avec un probleme. Fomin et Thilikéd D6] ont prouvé que, pour tout graphe

planaire3-connex&’, la largeur arborescente linéaire @é est au plus fois celle deG.

Probléeme 13. Est-il vrai qu’il existe une constantetelle que, pour tout graphe planairz

connexds, .
§pW(G*) —c < pw(G) < 2pw(G*) + ¢?

Si la réponse est affirmative, le facteur multiplicatif deux serait optimal, d’apres le théo-

reme 70.
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Résumé

Cette these comporte trois parties. Dans la premiere partie, un probléme d’allocation de fré-
guences, proposé par Alcatel, est modélisé en termes de coloration de graphes : un graphe est
k-improprement-colorable s'il est possible, étant donnée®uleurs, d’attribuer une couleur
a chacun de ses sommets de sorte que chaque sommet ait &wpisieis de la méme couleur
gue lui. Différentes problématiques sont ensuite étudiées : la coloration impropre (et la choisis-
sabilité impropre) des graphes de densité bornée (englobant le cas des graphes de genre borné
et de maille donnée), celle des graphes d’intersection de disques unitaires (y compris pour des
instances aléatoires, et pour des ensembles de points infinis), ainsi que la coloration impropre
pondérée des sous-graphes du réseau triangulaire.

La deuxieme partie regroupe différents problemes de colorations de graphes, plus ou moins
reliés au probleme d’allocation de fréquences, pour lesquels nous avons obtenus de nouveaux
résultats. Il s’agit de la coloratidgifaciale des graphes planaires, de la choisissabilité circulaire
et de diverses généralisations de I'aréte-coloration des graphes cubiques, en particulier par des
éléments de groupes abéliens, et des triplets de Steiner.

Dans la troisieme partie, nous nous intéressons a un probléme de reroutage de requétes,
sans perte de service, dans les réseanx. Dans un premier temps, un nouvel invariant des
graphes est introduit afin de modéliser cette question. Comme il S’avere que ce parametre est
proche de celui, bien connu, de largeur arborescente linGaatbwidth) ce dernier nous a
€galement intéressé et nous avons obtenu de nouveaux résultats concernant la relation entre la
largeur arborescente linéaire d’'un graphe planaire extéieonnexe et celle de son dual.

Mots clefs: graphes, coloration, choisissabilité, allocation de fréquences, largeur arbores-
cente linéaire, reroutage, choisissabilité circulaire, coloration faciale, triplets de Steiner.

Abstract

This thesis is comprised of three parts. In the first one, a channel assignment problem posed
by Alcatel is modelled as a graph colouring problem: a graphimmproperlyl-colourable if,
given! colours, every vertex can be assigned a colour such that each colour class induces a
subgraph of maximum degree at mast Several problems are studied: improper colouring
(and improper choosability) of graphs with bounded density (including the case of graphs of
given genus and girth), unit disk graphs (including random instances and inifinite set of points),
and also weighted improper colouring of subgraphs of the triangular lattice.

In the second part, different kinds of colouring, for which we obtain new results, are studied:
3-facial colourings of plane graphs, circular choosability, and various types of edge-colourings
of cubic graphs, in particular by elements of Abelian groups, and Steiner triple systems.

In the last part, we focus on a rerouting problem, without service interruptiow,Disa
networks. First, a new invariant is introduced so as to model this problem. As it turns out that
this parameter is close to the pathwidth, we then present some new results we get concerning
the relation between the pathwidth ofaonnected outerplanar graph and the pathwidth of its
dual.

Keywords: graphs, colouring, choosability, channel assignment circular choosability, path-
width, rerouting, facial colouring, Steiner triple systems.



