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Plan de la thèse

La théorie des graphes a connu un essor spectaculaire ces dernières années, en partie dû
aux importantes interactions entre les aspects théorique et algorithmique du domaine, et les
nouveaux enjeux scientifiques. Les graphes jouent un rôle prépondérant dans la recherche en
sciences et technologies de l’information, ainsi qu’en bio-informatique par exemple. Ils appa-
raissent également comme des composants essentiels de beaucoup de théories mathématiques
plus anciennes.

L’une des premières sources d’inspiration de la théorie des graphes a été le problème des
4 couleurs, qui est resté ouvert pendant plus d’un siècle avant d’être prouvé par Appel et Ha-
ken [AH77]. De nombreux aspects de la coloration des graphes ont depuis été étudiés, appor-
tant de profonds résultats mathématiques. Si ce domaine est toujours aussi vivant, cela tient en
grande partie à ce que la coloration des graphes permet de modéliser beaucoup de problèmes
pratiques, notamment issus de domaines technologiques connaissant un fort développement,
par exemple les réseaux de télécommunication (voir [LH02]).

C’est dans cette optique que nous avons effectués les travaux présentés ici : nous partons
d’un problème pratique, que nous modélisons en termes de graphes afin de pouvoir analyser la
situation, et avancer dans notre compréhension du problème (jusqu’à le résoudre parfois). Cette
approche nous a montré en particulier que beaucoup de problématiques issues de situations
concrètes correspondent à des problèmes théoriques, ou en sont très proches. C’est ainsi que
nos travaux nous ont amenés à nous intéresser à des problèmes théoriques variés.

Deux problèmes pratiques sont à la base de nos travaux. Le premier est un problème d’allo-
cation de fréquences qui nous a été proposé par Alcatel. Le second concerne le reroutage (sans
perte de service) dans les réseauxWDM.

Cette thèse est composée de trois parties, chacune divisée en plusieurs chapitres. La conclu-
sion de chaque chapitre fournit en particulier une liste de problèmes ouverts concernant le sujet
traité. La plupart des résultats obtenus l’ont été en coopérant avec différentes personnes, dont
les noms sont indiqués au début des chapitres ou sections concernés.

La première partie expose les travaux réalisés à partir du problème d’allocation de fré-
quences posé par Alcatel : un satellite envoie des informations à des récepteurs situés sur terre,
chacun écoutant sur une fréquence. Pour des raisons techniques, le signal envoyé à un récep-
teuru ne peut être focalisé exactement suru. Une partie du signal se propage donc autour deu,
créant des interférences pour les récepteurs proches deu et écoutant sur la même fréquence que
u. L’intensité de ces interférences étant faible (car elle décroît très rapidement avec la distance),
chaque récepteur peut tolérer un certain nombre fixék d’interférences. Le but est d’attribuer
une fréquence à chaque récepteur de sorte que tous puissent capter les signaux qui leur sont
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2 Plan de la thèse

destinés. L’introduction présente précisément le problème, qui est ensuite modélisé en un pro-
blème de coloration de graphes, lacoloration impropre: un grapheG est k-improprement
l-colorable si, et seulement si, il existe une coloration de ses sommets avecl couleurs telle que
chaque classe de couleur induise un sous-graphe de degré maximumk, c’est-à-dire telle que
chaque sommet possède au plusk voisins de la même couleur que lui. Lorsquek est nul, il
s’agit de la notion usuelle de coloration propre. La notion classique de choisissabilité se géné-
ralise de la même manière, et permet de modéliser le problème lorsque la liste de fréquences
pouvant être attribuées à un récepteuru varie en fonction deu. Le premier chapitre fournit une
exposition détaillée de ces concepts, et propose notamment des réponses à des questions de
Cowen et al. [CGJ97] et Škrekovski [Škr99b]. En particulier, il est prouvé, via des résultats de
complexité, qu’un analogue du théorème de Brooks [Bro41] pour lal-colorationk-impropre ne
peut exister en général sil est au moins2, ou sil ∈ {3, 4, . . . , s} avecs le plus grand entier tel
ques +

√
s ≤ 2k + 3. Ce résultat est étendu au cas oùk = 1 et l = 4, et aussi à la2-coloration

k-impropre des graphes planaires pourk ∈ {1, 2}. Plus précisément, il existe une borne supé-
rieure triviale sur le plus petit nombre de couleurs nécessaires pour colorerk-improprement un
grapheG de degré maximum∆ :

⌈
∆+1
k+1

⌉
. Lorsquek est nul, le théorème de Brooks [Bro41] as-

sure que cette borne peut être réduite de un, sauf si le grapheG vérifie une condition détectable
de façon polynomiale (être complet ou être un cycle impair). Nos résultats montrent qu’une
telle condition ne peut exister sik ≥ 1 dans les cas cités, sauf siP = NP .

Le deuxième chapitre concerne l’étude de la2-coloration impropre des graphes planaires
de maille donnée (lamaille est la taille d’un plus petit cycle). Contrairement à la coloration
propre, déterminer si un graphe, même planaire, est improprement2-colorable est un problème
NP-complet [CGJ97]. Une technique couramment utilisée afin d’obtenir des renseignements
est d’imposer, en plus de la planarité, la taille de la maille des graphes étudiés. Afin d’étudier
cette question, nous nous sommes placés dans le cadre plus général des graphes de densité
bornée. En effet, minorer la taille d’un plus petit cycle d’un graphe planaire lui impose de ne
pas être trop dense. Il est donc naturel de se demander si les résultats connus sur la2-coloration
impropre des graphes planaires de maille donnée [Škr00] s’étendent aux graphes de densité
bornée. Nous utiliserons une technique de déchargement : chaque sommet possède une charge
initiale, dont il transmet une partie à ses voisins selon certaines règles établies. Au final, la
charge totale des sommets n’a pas changé, mais la charge de certains sommets particuliers a,
elle, varié. Les règles sont choisies de sorte à pouvoir prouver que la charge finale de chaque
sommet vérifie certaines propriétés, ce qui permet de déduire une propriété de la charge globale
initiale utile pour prouver le résultat souhaité. Cette technique permet donc d’avoir un résultat
global via des variations locales. Néanmoins, dans le cas qui nous intéresse ici, des graphes
orientés de déchargement sont construits afin de permettre à la charge de circuler non seulement
localement, mais aussi à travers de plus grandes structures. Nous généralisons ainsi tous les
résultats de [Škr00], et nous en améliorons certains. En outre, notre méthode se généralise à la
l-colorationk-impropre pour tout entierl ≥ 2 et tout entierk ≥ 1, ce qui permet notamment
d’améliorer les résultats de [Mia03] sur les graphes de genre et de maille donnés. Les résultats
suivants sont établis, oùM(k, l) désigne le plus grand réel tel que tout graphe de degré moyen
maximum strictement inférieur àM(k, l) soitk-improprementl-choisissable :

– M(k, l) ≥ l + lk
l+k

;
– pour toutl fixé, M(k, l) → 2l quandn → ∞ ; et
– M(k, 2) ≤ 4 − 2k+4

k2+2k+2
.

La limite est obtenue en fournissant une borne supérieure pourM(k, l), mais celle-ci ne
s’écrit pas facilement. De ces résultats découlent donc des corollaires concernant le nombre
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chromatique impropre d’un graphe planaire (ou de genre borné) et de maille donnée. Par
exemple, en notantgk le plus petit entier tel que tout graphe planaire de maillegk soit k-
improprement2-choisissable, il suit directement queg1 ≤ 8 et g2 ≤ 6, ce qui améliore de
un les bornes précédemment connues [Škr00] (ainsi, g1 ∈ {6, 7, 8} et g2 ∈ {5, 6}). Un autre
corollaire est que tous les graphes toriques sans triangle sont1-improprement4-choisissables.
Il est toujours ouvert de savoir si tous les graphes toriques sont1-improprement4-colorables.

Enfin, le troisième chapitre regroupe les analyses du nombre chromatique impropre des
graphes d’intersection de disques unitaires ainsi que des sous-graphes du réseau triangulaire.
Les graphes d’intersection de disques unitaires sont intéressants pour modéliser les graphes
d’interférences construits à partir des réseaux de récepteurs, et le réseau triangulaire est souvent
utilisé car il offre un moyen efficace de couvrir le plan. La première section propose une étude
de la complexité de ces problèmes, et introduit la notion de coloration impropre pondérée pour
les sous-graphes du réseau triangulaire. En particulier, il est montré que :

– lal-colorationk-impropre des graphes d’intersection de disques unitaires est un problème
NP-complet pour tout couple(l, k) fixé aveck ≥ 1 et l ≥ 2 ; et

– les deux problèmes de coloration impropre pondérée introduits sontNP-complets pour
les sous-graphes du réseau triangulaire dans les cas non triviaux.

La deuxième section examine la coloration impropre asymptotique des graphes d’inter-
section de disques unitaires et des réseaux, dans la continuité des travaux de McDiarmid et
Reed [MR99] : pour de grands réseaux, il est raisonnable de supposer que les récepteurs sont
“assez bien répartis”. La situation étudiée est la suivante :V est un ensemble dénombrable de
points du plan de densité supérieureσ > 0, et G(V, r) est le graphe dont l’ensemble de som-
mets estV et tel quexy soit une arête si, et seulement si, la distance entreu etv est strictement
inférieure àr. D’un point de vue théorique, ces hypothèses permettent de s’extraire des spéci-
ficités de cas fixés, afin d’essayer d’exhiber un comportement général du nombre chromatique
k-impropre en rapport avec la taille de la plus grande clique. Nous prouverons que le nombre
chromatiquek-impropre deG(V, r) est équivalent àσ

√
3

2(k+1)
quandr tend vers l’infini, pour tout

k = o(r). Ce résultat est ensuite amélioré pour les ensembles possédant une structure cellulaire,
comme le réseau triangulaire.

La troisième et dernière section concerne l’étude du rapport entre le nombre chromatique
impropre et la taille de la plus grande clique pour les graphes aléatoires d’intersection de
disques unitaires, dans la continuité de travaux réalisés par McDiarmid et Müller [MM05,
MM06 ] et Müller [Mül05]. Au vu des résultats de complexité de la première section, un moyen
d’obtenir des renseignements est d’étudier le comportement du nombre chromatique impropre
(en fonction de la taille de la plus grande clique) en moyenne, pour des instances aléatoires.
Le modèle des graphes aléatoires d’intersection de disques unitaires a été développé par Pen-
rose [Pen03] : n points (du plan, ou plus généralement deR

d) sont tirés aléatoirement selon
une distribution de densité bornée, et une arête est placée entre deux points si, et seulement si,
la distance entre les deux points est strictement inférieure àr(n), oùr(n) est une suite de réels
tendant vers zéro quandn tend vers l’infini. Ce modèle est également utile en pratique lorsque
les récepteurs sont placés aléatoirement (senseurs parachutés, par exemple). Le comportement
du nombre chromatique impropre est caractérisé selon la valeur der2n (qui peut être considérée
comme une mesure du degré moyen). En particulier, les résultats obtenus (valables en toute di-
mension finie), impliquent que pour le plan, avec la norme euclidienne, le nombre chromatique
k-impropre d’une instance aléatoireGn est raisonnablement approché par la valeur2

√
3ω(Gn)

π(k+1)

(calculable de façon polynomiale), lorsquen est grand.
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La deuxième partie regroupe différents travaux concernant d’autres problèmes de colora-
tion de graphes. Le premier chapitre traite de la colorationℓ-faciale des graphes planaires. Un
chemin facial d’un plongement d’un graphe planaire est une suite de sommets obtenue en par-
courant une partie de la frontière d’une face. Étant donné un plongement plan d’un graphe
planaire, est-il possible de colorer ses sommets de sorte que toute paire de sommets reliés par
un chemin facial de longueur au plusℓ soient colorés différemment ? Ce type de coloration, in-
troduite dans [KMŠ05b], étend la notion de coloration cyclique, et se rapproche dans certains
cas des(p, q)-étiquetages : existe-t-il une sommet-coloration telle que les couleurs de deux
sommets voisins diffèrent d’au moinsp, et celles de sommets à distance deux d’au moinsq ?
Ces étiquetages ont été beaucoup étudiés en raison de leurs applications à l’allocation de fré-
quences (les différents écarts permettant de simuler différentes intensités d’interférence entre
les antennes, voir [Hal80, Rob89, GY92]). Pour les graphes planaires cubiques, un(1, 1)-
étiquetage est exactement une2-coloration faciale. Le résultat suivant est prouvé, à l’aide d’un
processus de déchargement : tout graphe planaire admet une coloration3-faciale utilisant au
plus 11 couleurs. Notons qu’il existe des graphes planaires pour lesquels toute coloration3-
faciale nécessite au moins10 couleurs.

Le deuxième chapitre étudie la notion de choisissabilité circulaire (qui est à la coloration
circulaire ce que la coloration par listes est à la coloration), introduite par Mohar [Moh03]
et Zhu [Zhu05]. De façon générale, l’intérêt principal d’une version circulaire d’une notion
A est son utilisation comme outil afin de prouver par récurrence des résultats surA. Nous
apporterons une réponse négative à une question de Zhu [Zhu05] concernant le nombre de
choix circulaire des cliques circulairesKp/q, en prouvant que l’écart entrep/q et ce nombre
peut être arbitrairement grand. Mohar [Moh03] a demandé la valeur det(P) := inf{χc,l(G) :
G planaire}, en indiquant qu’elle devrait être entre4 et 5. Nous établissons que cette valeur se
situe en réalité entre6 et8. Par ailleurs, ceci apporte une réponse négative à une autre question
de Mohar [Moh03] : est-il vrai que le nombre de choix circulaire de tout grapheG est au plus
son nombre de choix ? Nous prouvons également que le nombre de choix circulaire de tout
grapheG à n sommets est au plus36 ch(G) + 54 ln n + 3, où ch(G) désigne le nombre de
choix deG. Cette borne est améliorée pour les graphes multipartis complets. Ensuite, nous
nous intéressons au nombre de choix circulaire des graphes planaires de maille donnée, puis à
celui des graphes de densité bornée (et de maille donnée). Soitt(k) le plus petit entier tel que
le nombre de choix circulaire de tout graphe planaire de maille au moinsk soit au plust(k) ;
nous montrons que

– t(k) ≥ 2 + 4
k−2

pour toutk ≥ 3 ;
– t(4) ≤ 6 ; t(5) ≤ 4 + 1

2
; t(6) ≤ 4 ; t(8) ≤ 31

3
; t(9) ≤ 3 ; et

– t(4l + 2) ≤ 2 + 2
l

pour toutl ≥ 1.
Plusieurs processus de déchargement sont utilisés afin d’obtenir des bornes sur le nombre de
choix circulaire des graphes de densité bornée et de maille donnée. Ces bornes permettent
de déduire des résultats sur les graphes de genre fixé et de maille donnée. Signalons éga-
lement que nous établissons queto(k) = 2 + 2

k−2
pour toutk ≥ 3, où to(k) := inf{t :

∀G graphe planaire extérieur de maille au moinsk, cch(G) ≤ t}
Le sujet du troisième chapitre est l’arête-coloration des graphes cubiques par des éléments

de groupes abéliens finis (étant donné un groupe abélien finiA, est-il possible de colorer les
arêtes d’un graphe cubique par des éléments deA de sorte que les couleurs des arêtes incidentes
à un même sommet soient deux-à-deux distinctes et de somme nulle dansA), notamment en
relation avec d’autres problèmes (arête-coloration par des triplets de Steiner, conjecture de
Berge-Fulkerson). La situation est caractérisée pour tous les groupes abéliens finis, sauf quatre,
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pour lesquels nous n’avons pu conclure. L’existence de coloration pour ces quatre groupe est
reliée à d’autres problèmes ouverts, et une nouvelle coloration, lak-flot-coloration entière, est
définie : est-il possible de colorer les arêtes d’un graphe cubique par les entiers relatifs non
nuls de{−k, . . . , k} de sorte que les arêtes incidentes à un même sommet soient de couleur
différente et de somme nulle dansZ ? Nous établissons que tout graphe cubique sans pont
possède une7-flot-coloration, et conjecturons que la valeur optimale est5.

La base des travaux présentés dans la troisième partie est un problème de reroutage dans
les réseauxWDM (Wavelength-Division Multiplexing). Le premier chapitre expose la modéli-
sation du problème, donnant lieu à l’introduction d’un nouvel invariant. Le début de l’étude cet
invariant est ensuite exposé.

Étant donné un réseau, un ensembleI de requêtes et deux routages différentsR1 et R2,
le but est de passer deR1 àR2 sans interruption de service. Soientu et v deux requêtes, leur
routage parRi étant respectivement notéRi(u) etRi(v) pouri ∈ {1, 2}. SiR2(u)∩R1(v) 6= ∅,
c’est-à-dire si le routage deu selonR2 et le routage dev selonR1 utilisent des ressources en
commun, alors la requêtev doit être reroutée avant de pouvoir routeru selonR2.

Nous supposons qu’il est possible de router une requête sur une route intermédiaire, en
utilisant des ressources réservées à un tel usage. Par exemple, l’opérateur peut disposer dans son
réseau d’une longueur d’onde dédiée au routage temporaire de certaines requêtes. Néanmoins,
dans notre modèle, une requête ne peut utiliser un tel routage intermédiaire qu’une seule fois.
En d’autres termes, une requête placée sur un routage temporaire ne peut être reroutée que par
son routage final. Lorsqu’une requête est reroutée, les ressources libérées peuvent être utilisées
afin de rerouter une autre requête.

Le problème est modélisé de la façon suivante : soitD = (V,A) le graphe orienté obtenu en
plaçant un sommet par requête, et un arc deu versv si, et seulement si,R2(u)∩R1(v) 6= ∅. Un
sommet est dittraité dès que la requête correspondante est routée selonR2. Lorsqu’une requête
est routée à l’aide d’un routage temporaire, nous disons que le sommet correspondant est placé
enunité de mémoire temporaire(TMU). N’importe quel sommet en état initial peut être placé
enTMU n’importe quand, et un sommet peut être traité si, et seulement si, chacun de ses voisins
externes est soit traité, soit enTMU. Le but est de traiter tous les sommets du graphe tout en mi-
nimisant le nombre deTMU utilisées simultanément. Le plus petit nombre deTMU nécessaires
pour traiter un graphe est lenombre de traitementsdu graphe. Nous analysons sa relation avec
les problèmes de largeur arborescente linéaire et d’exploration de graphes, et donnons la valeur
du paramètre pour certaines classes de graphes. Pour les arbres, les algorithmes pour la largeur
arborescente linéaire s’adaptent aisément pour ce problème. Les graphesp-connexes dont le
nombre de traitements estp sont identifiés. Nous montrons également que, pour tout graphe, le
nombre de traitements est très proche (à un près) de la largeur arborescente linéaire du graphe.
Ceci nous a amenés à nous intéresser à cette notion, pour laquelle nous avons obtenus les ré-
sultats présentés dans le second chapitre de la troisième partie.

La notion de largeur arborescente linéaire,(pathwidth), introduite par Robertson et Sey-
mour [RS83], est un invariant des graphes fortement lié à diverses problématiques des réseaux
d’interconnexion. Par exemple l’exploration de graphes,(graph searching), est notamment
utilisée pour résoudre des problèmes de sécurité dans les réseaux. La notion équivalente de
sommet-séparation a été introduite pour la conception de circuits (VLSI). Elle est également
utilisée, par exemple, pour la représentation des données utilisée par les algorithmes de traite-
ment d’images 3D [IL05 ].
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Nous avons obtenus des résultats sur la largeur arborescente linéaire des graphes planaires
extérieurs2-connexes, plus précisément sur la relation entre la largeur arborescente linéaire
d’un graphe planaire extérieur2-connexe et celle de son dual. Quatre conjectures sont infir-
mées (trois de Bodlaender et Fomin [BF02] et une de Fomin [Fom03]), et une borne optimale,
améliorant celle de [BF02], est donnée. En particulier, Bodlaender et Fomin [BF02] ont conjec-
turé l’existence d’une constantec telle que, pour tout graphe planaire extérieur2-connexeG,
pw(G) ≤ pw(G∗) + c, oùG∗ désigne le dual (géométrique) deG. Pour toutp ≥ 1, un graphe
planaire extérieur2-connexeGp tel quepw(Gp) = 2p + 1 et pw(G∗

p) = p + 1 est construit,
infirmant ainsi cette conjecture. Ensuite, il est notamment prouvé que pour tout graphe planaire
extérieur2-connexeG,

pw(G∗) ≤ pw(G) ≤ 2pw(G∗) − 1.

La preuve est algorithmique, et fournit ainsi un algorithme enO(n log(n)), oùn est le nombre
de sommets du graphe, permettant d’obtenir une décomposition dont la largeur vérifie la borne
supérieure donnée. La borne supérieure est serrée, et toutes les valeurs de l’intervalle sont
atteintes.



Première partie

Problème d’Alcatel et coloration impropre





CHAPITRE 1

Définitions et premiers résultats

1.1. Problème d’Alcatel et modélisation
Alcatel nous a proposé le problème suivant. Un satellite envoie des données à des antennes

réceptrices situées sur terre. Chaque antenne écoute une fréquence. En raison de difficultés
d’ordre technique, il est impossible de focaliser le faisceau de données exactement sur l’an-
tenneu à laquelle il est destiné. Une partie du signal se propage dans une zoneB(u) autour du
récepteur. Ceci perturbe la réception des antennes situées dans cette zoneB(u) et écoutant la
même fréquence. Toutefois, l’intensité des signaux perturbateurs créés par l’envoi de données
au récepteuru décroît très rapidement avec l’éloignement deu. Ainsi, si v est un autre récep-
teur situé dansB(u) et écoutant la fréquenceF (u), l’intensité des signaux perturbateurs reçus
par v et émanant de l’envoi de données àu est très faible comparée à l’intensité d’un signal
destiné àv. Un récepteur est capable de capter correctement le signal qui lui est envoyé tant
que l’intensité cumulée de tous les bruits qu’il capte n’excède pas une certaine limite fixéeT .
Le but est d’assigner une fréquence à chaque récepteur de sorte que tous puissent recevoir pro-
prement leur signal, tout en minimisant le nombre de fréquences utilisées. Nous considérons le
cas fondamental où l’intensitéI du bruit créé dansB(u) par l’envoi d’un signal à l’antenneu
est indépendante de la fréquence du signal, et où un récepteurv est dans la zone de bruitB(u)
d’un récepteuru si, et seulement si,u est dans la zone de bruitB(v) du récepteurv. Ainsi, pour
qu’un récepteur puisse distinguer son signal des bruits qu’il perçoit, il faut qu’il soit dans la
zone de bruit d’au plusk := ⌊T/I⌋ récepteurs écoutant la même fréquence que lui.

Étant donné un réseau d’antennes, legraphe de bruitassocié est le graphe dont les sommets
correspondent bijectivement aux antennes, avec une arête entre deux sommets si, et seulement
si, les antennes correspondantes peuvent interférer. Chaque fréquence est représentée par un
entier, appelécouleur. Le but est donc d’assigner à chaque sommet une couleur de sorte que
chaque sommet ait au plusk voisins de la même couleur que lui, tout en minimisant le nombre
de couleurs utilisées. De telles colorations sont connues dans la littérature sous le nom de
improper colouring, ou encoredefective colouring. Le termecoloration impropresera celui
utilisé ici. Lorsquek est nul, il s’agit de la notion classique de coloration propre.

Utiliser la coloration impropre suppose que tous les récepteurs peuvent écouter sur chacune
des fréquences disponibles (aucune restriction n’est imposée quant à la couleur qui peuta priori
être attribuée à un sommet, indépendemment de celle de ses voisins). Toutefois, il se peut que
cette hypothèse ne soit pas vraie en pratique : il est possible que certains récepteurs ne puissent
écouter certaines fréquences (selon le modèle du récepteur, ou bien en raison de fréquences
réservées, ou encore du fait de l’environnement particulier d’un récepteur, qui peut brouiller

9
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certaines fréquences). À chaque récepteuru est alors associé un sous-ensembleL(u) de l’en-
semble des fréquences, et la fréquence attribuée àu doit appartenir àL(u). Cette situation se
modélise naturellement par la notion de choisissabilité impropre.

Les graphes de bruits sont construits à partir des réseaux utilisés par Alcatel, et plusieurs
classes de graphes paraissent intéressantes à étudier dans ce cadre. Les graphes planaires tout
d’abord, et plus généralement les graphes de genre borné et les graphes de densité bornée. En-
suite les graphes d’intersection de disques unitaires, dont les sommets sont des points du plan,
deux sommets étant reliés par une arête si, et seulement si, la distance entre les sommets corres-
pondants du plan est inférieure à un. Également, les sous-graphes induits du réseau triangulaire,
qui ont été beaucoup étudiés pour les problèmes d’allocation de fréquences, puisqu’ils offrent
une manière efficace de couvrir le plan.

1.2. Introduction
Définition 1. SoitG un graphe et soientk et l deux entiers. Unecolorationest une application
de l’ensemble des sommetsV (G) dans un ensemble de couleursS. Si |S| = k, c’est unek-
coloration. SoitL uneassignation de listes pourG, c’est-à-dire une application deV (G) dans
l’ensemble des parties deN. UneL-colorationdeG est une coloration deG telle que chaque
sommet reçoive une couleur deL(v).

Si c est une coloration deG, l’ impropreté d’un sommetv sousc, notéeimc
G(v) ou simple-

mentim(v), est le nombre de voisins dev colorésc(v), c’est-à-dire colorés de la même couleur
quev. L’ impropreté dec, notéeimG(c) ou simplementim(c), est l’impropreté maximale d’un
sommet deG sousc :

imG(c) := max{imc
G(v) : v ∈ V (G)}.

Une coloration d’impropreté au plusk est ditek-impropre. Une coloration0-impropre est une
colorationpropre, c’est-à-dire telle que deux sommets adjacents soient colorés différemment.

Un graphe estk-improprementl-colorable (respectivementk-improprementL-colorable)
si, et seulement si, il admet unel-colorationk-impropre (respectivement uneL-colorationk-
impropre). Le nombre minimum de couleurs d’une colorationk-impropre deG est notéck(G).
On a doncc0(G) = χ(G), oùχ(G) est le nombre chromatique (usuel) deG. Une assignation
de listes pourG est unel-assignationsi |L(v)| ≥ l pour tout sommetv deG. Un graphe est
k-improprementl-choisissables’il estk-improprementL-colorablepour toutel-assignationL.
Le plus petit entierl tel queG soitk-improprementl-choisissable est notécl

k(G).

La proposition suivante découle aisément de la définition.

Proposition 1.

(i) ck(G) ≤ cl
k(G).

(ii) Sik ≤ k′, ck(G) ≤ ck′(G).

(iii) cl
k(G) = 1 si, et seulement si,∆(G) ≤ k.

La proposition suivante est donnée dans [CGJ97].

Proposition 2.
⌈

ω(G)

k + 1

⌉

≤ ck(G) ≤
⌈

∆(G) + 1

k + 1

⌉
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Démonstration. Une clique de tailleω(G) nécessite au moins
⌈

ω(G)
k+1

⌉

couleurs car une couleur

ne peut être attribuée qu’àk + 1 sommets.

Posonsc :=
⌈

∆(G)+1
k+1

⌉

. Considérons une partition deV (G) enc ensembles(A1, A2, . . . , Ac)

qui minimise le nombre d’arêtes internes (c’est-à-dire avec deux extrémités dans le même en-
sembleAi).

Pour touti, ∆(Ai) ≤ k. En effet, supposons qu’un sommetx d’une des parties, disonsA1,
ait k +1 voisins dansA1. Il existe alors une autre partie, disonsA2, contenant au plusk voisins
dex, sinonx aurait au moinsc × (k + 1) ≥ ∆(G) + 1 voisins, ce qui est impossible. Ainsi,
la partition(A1 − x,A2 + x, . . . , Ac) a moins d’arêtes internes que(A1, A2, . . . , Ac), ce qui
contredit la minimalité de celle-ci.

Colorer tous les sommets deAi avec la couleuri pour touti ∈ {1, 2, . . . , c} fournit une
c-colorationk-impropre deG. ¤

Ce résultat s’étend à la coloration par listes.

Proposition 3.
⌈

ω

k + 1

⌉

≤ cl
k(G) ≤

⌈
∆ + 1

k + 1

⌉

Démonstration. La preuve de la borne inférieure est la même que pour la proposition 2. Posons

c :=
⌈

∆(G)+1
k+1

⌉

et notonsL une c-assignation pourG. Sans perte de généralité, supposons

que l’ensemble des couleurs apparaissant dans les listes soit
⋃

v∈V (G)

L(v) = {1, . . . , q}. Soit

P = (A1, A2, . . . , Aq) une partition deG telle quev ∈ Ai seulement sii ∈ L(v), et qui
minimise le nombre d’arêtes internes sous cette condition.

Montrons que pour touti, ∆(Ai) ≤ k : supposons qu’un sommetx d’une des parties, disons
Ai, ait k + 1 voisins dansAi. Il existe alors une partieAj avecj ∈ L(x) contenant au plusk
voisins dex, sinonx aurait au moins|L(x)|(k + 1) ≥ c × (k + 1) ≥ ∆(G) + 1 voisins, ce qui
est impossible. Ainsi, la partition obtenue en remplaçantAi etAj respectivement parAi − x et
Aj + x contredit la minimalité deP.

Colorer tous les sommets deAi avec la couleuri pour touti ∈ {1, 2, . . . , q} fournit une
L-colorationk-impropre deG. ¤

Prouvons à présent une autre borne inférieure qui nous sera utile par la suite.

Proposition 4. Pour tout grapheG et tout entier naturelk,
⌈

χ(G)

k + 1

⌉

≤ ck(G).

Puisque pour tout grapheG, ω(G) ≤ χ(G), cette borne inférieure est meilleure que celle
donnée par la proposition 2.

Démonstration. Supposons qu’il existe unes-colorationk-impropre deG : il existe donc une
partition des sommets deG ens classesV1, V2, . . . , Vs telle que pour touti ∈ {1, 2, . . . , s}, le
degré maximum du grapheG[Vi] soit au plusk. D’après la borne supérieure de la proposition 2,
G[Vi] peut donc être proprement coloré avec au plusk + 1 couleurs. En utilisant des ensembles
de couleurs deux-à-deux disjoints pour chacun des sous-graphesG[Vi] aveci ∈ {1, 2, . . . , s},
une coloration propre deG utilisants(k+1) couleurs est obtenue. Ainsi,χ(G) ≤ ck(G)× (k+
1). ¤
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Dans le cas de la coloration propre, les propositions 2 et 3 se généralisent aux graphes
d-dégénérés. Un graphe estd-dégénérési chacun de ses sous-graphes (y compris lui-même)
possède un sommet de degré au plusd. Plus précisément, pour tout graphed-dégénéréG et
tout entierk, ck(G) ≤ c0(G) ≤ d + 1. Cependant, comme l’énonce la proposition suivante,
cette borne supérieure est atteinte pour toute valeur dek.

Proposition 5. Pour tout entier naturelk et tout entierd ≥ 1, il existe un graphed-dégénéré
G tel queck(G) = d + 1.

Démonstration. Prouvons par récurrence surl ∈ {0, 1, . . . , d + 1} qu’il existe un graphed-
dégénéréGl tel queck(Gl) ≥ l. Ceci est trivialement vrai pourl = 0 avecG0 le graphe à un
seul sommet. Supposons le résultat vrai pourl ≤ d et montrons-le pourl + 1. Soit Gl+1 le
graphe construit à partir deGl comme suit : pour tout sous-ensembleA de l sommets deGl,
kl + 1 nouveaux sommets sont ajoutés et reliés à tous les sommets deA. Le grapheGl+1 est
d-dégénéré car chaque nouveau sommet est de degrél etGl estd-dégénéré.

Prouvons par l’absurde queck(Gl+1) ≥ l + 1 : supposons qu’il existe unel-colorationk-
impropre deGl+1. Alors, puisqueck(Gl) ≥ l, lesl couleurs sont utilisées surGl. Ainsi, il existe
un ensembleA de l sommets deGl tous de couleurs différentes. Considérons maintenant les
kl + 1 nouveaux sommets créés pourA. Une couleurc est assignée à au moinsk + 1 d’entre
eux. Par conséquent, le sommet deA qui est coloréc possèdek + 1 voisins colorés comme lui,
une contradiction. ¤

1.3. Complexité
Les nouveaux résultats de cette section ont été obtenus avec Ricardo Corrêa et Frédéric

Havet [CHS06a].
Pour tout couple d’entiers naturels(k, l), soit k-IMP l-COL le problème décisionnel sui-

vant :
INSTANCE : un grapheG.
QUESTION : le grapheG est-ilk-improprementl-colorable ?

Cowen et al. [CGJ97] ont montré que le problèmek-IMP l-COL estNP-complet pour
tout couple d’entiers(k, l) aveck ≥ 1 et l ≥ 2. Lorsquel est au moins3, ce résultat n’est
pas surprenant car déterminer si un graphe quelconque est proprement3-colorable est déjà
un problème difficile. En revanche, il est polynomial de savoir si un graphe quelconque est
2-colorable, i.e. biparti, alors qu’il estNP-complet de déterminer s’il estk-improprement2-
colorable dès quek est strictement positif.

Une question plus intéressante est la complexité du problèmek-IMP l-COL restreint aux
graphes de degré maximum(k + 1)l. En effet, la borne supérieure donnée par la proposition 2
dans le cas de la coloration propre (k = 0) est la borne classiqueχ(G) ≤ ∆(G) + 1. D’après
le Théorème de Brooks [Bro41], cette borne peut être réduite de un, sauf siG est un cycle
impair ou un graphe complet. Ces deux cas exceptionnels sont toutefois détectables de façon
polynomiale. Il est donc naturel de se demander si une telle amélioration est possible dans le
cas de la coloration impropre. Le Théorème de Brooks [Bro41] peut être cité sous la forme
suivante : un grapheG de degré maximum∆ est∆-colorable, sauf s’il s’agit d’un cycle impair
ou d’un graphe complet. La question pour la coloration impropre est : soitG un graphe de degré
maximum∆, existe-t-il un critère polynomial pour déterminer sick(G) ≤

⌈
∆+1
k+1

⌉
− 1 ?

Nous allons ainsi étudier la complexité du problèmek-IMP l-COL restreint aux graphes
de degré maximum(k + 1)l. Dans la sous-section suivante, nous prouvons que ce problème
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resteNP-complet lorsquel vaut deux. Précisons que ce fait avait déjà été noté par Cowen et
al. [CGJ97] ; nous donnons ici une preuve différente. Ensuite, nous nous intéresserons au cas
où l ≥ 3, et prouverons que le problème resteNP-complet sil ∈ {3, . . . , s} où s est le plus
grand entier tel ques +

√
s ≤ 2k + 3. Les autres cas sont toujours ouverts. Nous reviendrons

sur cette question dans la section consacrée aux graphes planaires.

1.3.1. Complexité lorsquel vaut deux

Théorème 1.Pour tout entierk ≥ 1, le problème suivant estNP-complet :
INSTANCE : un grapheG de degré maximum2k + 2.
QUESTION :G est-ilk-improprement2-colorable ?

Démonstration. Nous réduisons ce problème au problème suivant qui estNP-complet [Sch78]
(L03 dans [GJ79]) :

NOT-ALL-EQUAL (k + 2)-SAT
INSTANCE : un ensembleU de variables et une collectionC de clauses surU ayantk + 2
littéraux.
QUESTION : existe-t-il une fonction de valeur de vérité telle que chaque clause ait au moins
un littéral vrai et un littéral faux ?

SoitC = {C1, C2, . . . Cn}. Construisons le grapheG(C,U) suivant.
À toute variableu ∈ U est associé ungraphe de variableHu constitué de
– 2n−2 graphes complets disjoints à2k+2 sommets, notésKu

i etLu
i aveci ∈ {1, 2, . . . , n−

1} ;
– 2n − 1 sommets notésau

i aveci ∈ {1, 2, . . . , n} et bu
j avecj ∈ {1, 2, . . . , n − 1}.

Pouri ∈ {1, 2, . . . , n − 1}, le sommetau
i est relié à un sommetku

i deKu
i , le sommetau

i+1

est relié à un sommetlui deLu
i et le sommetbu

i est relié àk + 1 sommets deV (Ku
i ) \ {ku

i } et
k + 1 sommets deV (Lu

i ) \ {lui } (voir figure 1.1).

Ku
1 Ku

2Lu
1 Lu

2

au
1 au

2 au
3

bu
1 bu

2

FIG . 1.1. Le graphe de variableHu, avecn = 3 etk = 2.

À chaque clauseCi = l(u1) ∨ l(u2) ∨ . . . ∨ l(uk+2), où l(z) est un littéral de la variable
z ∈ U , est associé un graphe completMi de sommetsx(u1), x(u2), . . . , x(uk+2). Pourz ∈
{u1, u2, . . . , uk+2}, si l(z) = z alors les sommetsx(z) et az

i sont identifiés. Sinon, un graphe
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complet à2k + 2 sommetsJz
i dont la moitié des sommets est reliée àx(z) et l’autre moitié à

az
i est créé (voir figure 1.2).

Hx

Jz
2

Graphe de la clauseC1 Graphe de la clauseC2

FIG . 1.2. Graphe construit lorsqueU = {x, y, z} et C = {C1, C2} avecC1 = x ∨ y ∨ z et
C2 = x ∨ y ∨ z̄ (et doncn = 2 etk = 1).

Le degré maximum deG(C,U) est2k+2 : le degré d’un sommetbu
i est au plus(2k+1)+1 =

2k +2, celui d’un sommetau
i au plus2+ (k +1) = k +3 ≤ 2k +2 et celui d’un sommetx(ui)

n’excède pas(k + 1) + (k + 1) = 2k + 2.
Montrons queck(G(C,U)) = 2 si et seulement siC admet une fonction de valeur de vérité

telle que chaque clause ait au moins un littéral vrai et un littéral faux.

Assertion 1 : Soit u ∈ U . Dans une2-coloration k-impropre deG(C,U), les sommetsau
i ,

1 ≤ i ≤ n, reçoivent la même couleur.
[[ Dans un graphe complet à2k + 2 sommets, la moitié des sommets est de couleur1 et

l’autre moitié de couleur2. Ainsi, au
i et ku

i sont de couleurs différentes, sinonku
i aurait

k + 1 voisins de sa couleur. De même, lesk + 1 voisins debu
i dansKu

i ont une couleur
différente de celle debu

i , qui doit donc aussi être différente de la couleur deku
i . Par

conséquent,au
i et bu

i sont colorés différemment. De la même manière,au
i+1 et bu

i sont
colorés différemment. Ainsi, tous les sommetsau

i sont de la même couleur. ]]

De manière analogue, l’assertion suivante est vraie.
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Assertion 2 : Soit l(z) un littéral de la clauseCi. Si l(z) = z̄ alors dans toute2-coloration
k-impropre deG(C,U), x(z) etaz

i sont de couleurs différentes.

Supposons queG(C,U) admette une2-colorationk-impropref . Soitφ la fonction de valeur
de vérité définie par :φ(u) est vrai si, et seulement si, les sommetsau

1 sont colorés1. Soit Ci

une clause deC. D’après les assertions 1 et 2, chaque littérall(z) deCi est vrai si et seulement
si f(az

i ) = 1. Commef estk-impropre, le graphe completMi n’est pas monochromatique.
Ainsi l’un des littéraux au moins est vrai et l’un au moins est faux.

Réciproquement, supposons queC admette une fonction de valeur de véritéφ telle que
chaque clause ait au moins un littéral vrai et un littéral faux. Pour toute variableu, colorons
chacun des sommetsau

i avec1 si φ(u) est vrai, et avec2 sinon. Il est facile de voir que cette
coloration peut être étendue en une2-colorationk-impropre deG(C,U). En effet, puisqu’au
moins un littéral est vrai et un littéral est faux dans chaque clause, aucun des graphes complets
Mi n’est monochromatique. ¤

1.3.2. Complexité lorsquel ≥ 3

Soientk ≥ 1 et l ≥ 1 deux entiers naturels et soitH(k, l) le graphe ayant pour ensemble
de sommetsX ∪ Y ∪ {z} avec|X| = (k + 1)(l − 1) et |Y | = (k + 1), deux sommetsu et v
étant adjacents sauf siu = z etv ∈ Y (voir figure 1.3).

z

X Y

FIG . 1.3. Le complémentaire du grapheH(3, 3).

Proposition 6. Le grapheH(k, l) estk-improprementl-colorable ; et dans toutel-coloration
k-impropre deH(k, l) les sommets deY ∪ {z} sont de la même couleur.

Démonstration. Une l-colorationk-impropre deH(k, l) est obtenue en colorant de la même
couleur tous les sommets deY ∪{z}, et en attribuant chacune desl− 1 autres couleurs àk + 1
sommets deX.

Considérons unel-colorationk-impropre deH(k, l). CommeH(k, l) possède(k + 1)l + 1
sommets, il existe une couleur, notéeα, attribuée àk + 2 sommets au moins. Or un sommet de
X a une couleur qui est attribuée à au plusk + 1 sommets puisqu’il est relié à tous les autres
sommets. Ainsi les sommets colorésα sont nécessairement ceux deY ∪ {z}. ¤

Lemme 1. SoitG un graphe de degré maximum au plus2k +2. AlorsG admet une orientation
D telle que les degrés internes et externes de chaque sommet soient au plusk + 1.

Démonstration. Comme chaque graphe de degré maximum au plus2k + 2 est le sous-graphe
d’un graphe(2k+2)-régulier, il suffit de prouver ce résultat pour les graphes(2k+2)-réguliers.
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Si G est un tel graphe, il admet un tour eulérienC. SoitD l’orientation deG définie par :(u, v)
est un arc si et seulement siu précèdev dansC. Le degré entrant et le degré sortant de tout
sommetv est k + 1 car v apparaîtk + 1 fois dans le tour eulérien et possède donck + 1
prédécesseurs et autant de successeurs. ¤

Théorème 2.Fixons un entier naturel non nulk, et un entierl ≥ 3 tel quel+
√

l ≤ 2k+3. (La
valeur maximum del est environ2k + 4 −

√
2k + 2.) Le problème suivant estNP-complet :

INSTANCE : un grapheG de degré maximum au plus(k + 1)l.
QUESTION :le grapheG est -ilk-improprementl-colorable ?

Démonstration. Nous réduisons ce problème au problème suivant :
INSTANCE : un grapheG de degré maximum au plus2k + 2.
QUESTION : le grapheG est-il l-colorable ?

Ce problème estNP-complet pour les valeurs del choisies en vertu d’un résultat de
Emden-Weinert et al. [EWHK98 ].

Soit G = (V,E) un graphe de degré maximum2k + 2. D’après le lemme 1,G admet une
orientationD avec degré entrant maximum et degré sortant maximum au plusk + 1.

SoitG′ le graphe construit comme suit : chaque sommetv deG est remplacé par une copie
H(v) de H(k, l) ; si v domineu dansD alorsz(v) est relié à un élément deY (u) (de telle
manière que chaque sommet deY (u) soit relié à un seul sommet hors deH(u)).

Une vérification directe montre queG′ est de degré au plus(k + 1)l.
Prouvons maintenant queG est l-colorable si, et seulement si,G′ estk-improprementl-

colorable. SiG admet unel-colorationc, alors pour tout sommetv deG assignons la couleur
c(v) àY (v) ∪ {z(v)} et lesl − 1 autres couleurs àl − 1 ensembles disjoints dek + 1 sommets
deX(v). Nous obtenons clairement unel-colorationk-impropre deG′.

Supposons maintenant queG′ admette unel-colorationk-improprec′. Soit la coloration
définie parc(v) := c′(z(v)). Montrons quec est une coloration propre deG. Soituv une arête
deG. Sans perte de généralité,v domineu dansD. Ainsi, le sommetz(v) est relié à un sommet
y(u) deY (u). Doncc′(z(v)) 6= c′(z(u)) sinon d’après la Proposition 6, tous les sommets de
Y (u) ∪ Y (v) ∪ {z(u), z(v)} seraient de même couleur, ce qui est impossible cary(u) est de
degrék + 1 dans cet ensemble. ¤

Le théorème précédent reste vrai lorsquek = 1 et l = 4. Les autres cas sont toujours
ouverts.

Théorème 3.Le problème suivant estNP-complet :
INSTANCE : un grapheG de degré maximum au plus8.
QUESTION :G est-il1-improprement4-colorable ?

Définissons, afin de prouver le théorème 3, quelques graphes qui nous seront utiles.
SoitB le graphe dont l’ensemble de sommets est{a1, a2, a3, b1, b2, b3}, deux sommetsx et

y étant voisins sauf s’il existei ∈ {1, 2, 3} tel que{x, y} = {ai, bi}.
Soit A le graphe dont les sommets sont{x1, x2, y1, y2} et dont l’ensemble d’arêtes est

{x1x2}. NotonsA′ le graphe obtenu à partir deA en ajoutant l’arêtey1y2. Pour touti ∈
{1, 2, 3, 4}, soitJi l’union d’une copieAi deA et d’une copieBi deB, à laquelle sont ajoutées
toutes les arêtes entre les sommets deAi et les sommets deBi. Soit J ′

1 une copie deJ1, avec
A′

1 etB′
1 définis de façon analogue.

SoitH := J ′
1 ∪

⋃4
i=1 Ji, auquel sont ajoutées les arêtes suivantes (voir figure 1.4) :
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yJ1
1 yJ2

1 , yJ1
1 yJ3

1 , yJ1
2 yJ4

1

y
J ′

1
1 yJ2

2 , y
J ′

1
1 yJ3

2 , y
J ′

1
2 yJ4

2

xJ2
1 xJ4

2 , xJ2
2 xJ3

1 , xJ3
2 xJ4

1

Proposition 7. Le grapheH est1-improprement4-colorable, et dans toute telle coloration de
H, les sommets de chacun desAi sont monochromatiques. En outre, les sommets deA1 et A′

1

sont de la même couleur.

Démonstration. Considérons une4-coloration1-impropre deH. Pour touti ∈ {1, 2, 3, 4}, la
couleur de chaque sommet n’appartenant pas àAi est assignée au plus deux fois, par conséquent
tous les sommets deAi sont de la même couleur. De plus, pour toutj ∈ {2, 3, 4}, la couleur des
sommets deAj est nécessairement différente de celle des sommets deAi pouri ∈ {1, 2, 3, 4} \
{j} et de celle des sommets deA′

1. Ainsi, les sommets deA1 etA′
1 sont de la même couleur.¤

Démonstration du théorème 3.Nous allons réduire le problème aux problème suivant,NP-
complet d’après [EWHK98 ] :
INSTANCE : un grapheG de degré au plus6.
QUESTION : le grapheG est-il4-colorable ?

Soit G un graphe de degré maximum6. Par le lemme 1, soitD une orientation deG dans
laquelle le degré interne et externe de chaque sommet est au plus3.

NotonsG′ le graphe obtenu en remplaçant chaque sommetv deG par une copieH(v) de

H. SoientX(v) := {xJ1
1 (v), xJ2

2 (v), x
J ′

1
1 (v)} et Y (v) := {yJ1

2 (v), y
J ′

1
2 (v), x

J ′

1
2 (v)}. Si v est un

prédécesseur deu dansD, un élément deY (v) est relié à un élément deX(u), de telle sorte
que chaque sommet deX(v) \Y (v) soit relié à un seul sommet n’appartenant pas àH(v) (voir
figure 1.4).

H(v)

v

J4

A2

J1

J′

1

J2

J3

FIG . 1.4. Exemple pour le théorème 3 : remplacement d’un sommetv deG par une copieH(v)
deH. Pour chaque sous-grapheJi et pourJ ′

1, les pointillés indiquent les arêtes manquantes.

Le degré maximum du grapheG′ est8, et G′ est1-improprement4-colorable si, et seule-
ment si,G est4-colorable.
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En effet, sic est une4-coloration deG′, alors il suffit d’attribuer la couleurc(v) à tous
les sommets deA1 ∪ A′

1. Cette coloration partielle s’étend clairement en une4-coloration1-
impropre deG′.

Si c′ est une4-coloration1-impropre deG′, alors la colorationc de G définie pour tout
sommetv de G par c(v) := c′(w), où w est n’importe quel sommet deA1(v), est une4-
coloration propre deG. ¤

1.4. Graphes planaires
Dans cette partie, nous nous intéressons aux couples(k, l) pour lesquels tout graphe pla-

naire estk-improprementl-choisissable ouk-improprementl-colorable. Les questions relatives
de complexité seront traitées dans la section suivante.

Thomassen a prouvé que tout graphe planaire est5-choisissable [Tho94], donc également
k-improprementl-choisissable pour tout couple(k, l) aveck ≥ 0 et l ≥ 5.

Les graphesk-improprement1-colorables (etk-improprement1-choisissables) étant les
graphes de degré maximum au plusk, il existe des graphes planaires qui ne sont pask-
improprement1-colorables. Il est toutefois polynomial de déterminer si un graphe quelconque
estk-improprement1-colorable puisque cela revient à déterminer si son degré maximum est au
plusk.

Proposition 8. Pour tout entier naturelk, il existe un graphe planaire qui n’admet pas de
2-colorationk-impropre.

Démonstration. Soitk ≥ 0. SoitGk le graphe défini comme suit (voir figure 1.5) :

V (Gk) := {x} ∪ {yi : 1 ≤ i ≤ k + 1} ∪ {zj
i : 1 ≤ i ≤ k + 1, 1 ≤ j ≤ k + 1}

E(Gk) := {xyi : 1 ≤ i ≤ n} ∪ {xzj
i , yiz

j
i : 1 ≤ i ≤ k + 1, 1 ≤ j ≤ k + 1}

Ce graphe est clairement planaire.

x

y1

y3

y2

FIG . 1.5. Le grapheG2.

Montrons queGk n’est pask-improprement2-colorable. Supposons qu’il existe une2-
colorationk-improprec. Quitte à permuter les couleurs, supposonsc(x) = 1. Commex a au
plus k voisins colorés1 et quex est adjacent à tous les sommets il existei tel que tous les
sommets de{yi} ∪ {zj

i : 1 ≤ j ≤ k + 1} soient colorés2. Mais alorsyi possèdek + 1 voisins
colorés de sa couleur, une contradiction. ¤
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Pour tout entierk ≥ 1, il existe des graphes planaires2-colorables (c’est-à-dire bipartis)
qui ne sont pask-improprement2-choisissables.

Proposition 9. Pour tout entier naturelk, il existe un graphe planaire biparti qui n’est pas
k-improprement2-choisissable.

Démonstration. Fixons un entier naturelk et posonsA := {a1, . . . , a2k+1}, B := {b1, . . . , b2k+1},
C := {c1, . . . , c2k+1} et D := {d1, . . . , d2k+1}. Soit Hk le graphe défini comme suit (voir fi-
gure 1.6) :

V (Hk) := A ∪ B ∪ C ∪ D ∪ {u, v}
E(Hk) := {uw, wv : w ∈ A ∪ B ∪ C ∪ D}

Le grapheHk est planaire et biparti de bipartition(A ∪ B ∪ C ∪ D, {u, v}).
SoitL, l’assignation de listes suivantes :L(u) := {1, 2}, L(v) := {3, 4}, et pouri ∈ {1, 2, . . . , 2k+
1}, L(ai) := {1, 3}, L(bi :) = {1, 4}, L(ci) := {2, 3} etL(di) := {2, 4}.

L = {1, 4}L = {1, 3}

L = {3, 4}

L = {2, 3} L = {2, 4}

L = {1, 2}

FIG . 1.6. Le grapheH1, avec l’assignation correspondante. Une arête d’un sommetx vers un
ensembleX de sommets entouré en pointillé signifie quex est relié à tous les sommets deX.

Montrons queHk n’est pask-improprementL-colorable. Supposons qu’il le soit, et notons
c une telle coloration. Sans perte de généralité, supposonsc(u) = 1 et c(v) = 3. Comme
|A| = 2k+1, au moinsk+1 sommets deA sont de même couleur1 ou3. Alorsu ouv possède
k + 1 voisins colorés comme lui, une contradiction. ¤

Théorème 4(Eaton et Hull [EH99], Škrekovski [Škr99b]). Tous les graphes planaires sont
2-improprement3-choisissables.

Démonstration. De même que la5-choisissabilité des graphes planaires, ce résultat se prouve
par récurrence sur le nombre de sommets en utilisant une hypothèse de récurrence plus forte.

SoitG un graphe planaire quasi-triangulé de face externeC = (v1, v2, . . . , vp, v1) et L(v)
une assignation de listes telle que|L(v)| = 2 si v ∈ C et |L(v)| = 3 sinon. Sivp etv1 sont pré-
colorésc(vp) et c(v1) alors la colorationc peut être étendue en uneL-coloration2-impropre
deG telle que

- si c(v1) = c(vp) alors im(v1) = im(vp) = 1 et
- si c(v1) 6= c(vp) alors im(v1) = 0 et im(vp) ≤ 1.
Une telleL-coloration sera appeléeconvenable.
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Le résultat est clairement vrai pour le graphe complet à trois sommets. SoitG un graphe
planaire quasi-triangulé d’ordren > 3 et supposons l’assertion vraie pour tous les graphes
planaires quasi-triangulés d’ordre au plusn − 1.

Supposons tout d’abord queG ait un sommet séparateurvj (c’est-à-dire tel queG − vj ne
soit pas connexe). SoitG′ la composante deG − vj qui contientvp et v1. SoitG1 := G′ + vj

et soitG2 le sous-graphe induit parV (G) \ V (G′). Par hypothèse d’induction,c s’étend en une
L-coloration convenable deG1. Ainsi, vj reçoit une couleurc(vj). Soitvi ∈ C un voisin devj

sur la face externe deG2. Posonsc(vi) ∈ L(vi)\{c(vj)}. Par hypothèse de récurrence, il existe
uneL-coloration deG2 telle queim(vj) = 0. Cette coloration etc donnent uneL-coloration
convenable deG car imG(vj) = imG1(vj) + imG2(vj) = imG1(vj).

Supposons à présent que le graphe soit2-connexe. Ainsi,C est un cycle. Prenonsa ∈
L(v2) \ {c(v1)}. SoitA := {v ∈ V (C) : a ∈ L(v)} si c(vp) = a et A := {v ∈ V (C) \ {vp} :
a ∈ L(v)} sinon.

Cas 1 : le cycleC n’a pas de corde avec ses deux extrémités dansA.
Pour tout sommetv ∈ A, soit I(v) := N(v) \ C et soitI(A) :=

⋃

v∈A I(v). NotonsG′ le
graphe induit parV (G)\A etL′ l’assignation de listes pourG′ définie par :L′(v) := L(v)\{a}
siv ∈ I(A) etL′(v) := L(v) sinon. La face externeC ′ deG′ est(C\A)∪I(A). Sivp /∈ C ′ (c’est
le cas sivp ∈ A) pré-colorons un voisinv′ dev1 surC ′ avec une couleur dansL′(v′) \ {c(v1)}.
Par hypothèse de récurrence,c s’étend en uneL-coloration convenable. Poserc(v) = a pour
tout sommet deA fournit alors uneL-coloration convenable deG. En effet,im(v1) = 0 ; si
c(vp) = a alorsvp a au plus un voisin (nommémentvp−1) coloré comme lui, et sic(vp) 6= a
alors par hypothèse de récurrencevp a au plus un voisin coloré comme lui. Un sommetv ∈ A a
au plus deux voisins colorésA (ses voisins sur le cycleC) car il n’y a pas de corde entre deux
sommets deA. Enfin, soitv ∈ V (G′) \ {vp, v1}. Si c(v) 6= a alorsimG(v) = imG′(v) ≤ 2 et
si c(v) = a alorsv /∈ C ′ et donc, par définition deG′, v n’est adjacent à aucun sommet deA.
Donc imG(v) = imG′(v) ≤ 2.

Cas 2 : le cycleC possède une corde avec ses deux extrémités dansA.
Soit i le plus petit indice tel quevi appartienne à une corde deC avec ses deux ex-

trémités dansA, et soit j le plus grand indice tel quevj ∈ A et vivj ∈ E(G). Posons
C1 := (v1, . . . , vi, vj, . . . , vp, v1) et C2 := (vi, vi+1, . . . , vj, vi). Pouri ∈ {1, 2}, notonsGi le
sous-graphe de face externeCi.

Par définition,C1 n’a pas de corde avec ses deux extrémités dansA. Appliquons le cas 1
à G1 : c s’étend en une coloration convenable deG1 et c(vi) = c(vj) = a. Par hypothèse de
récurrence,c s’étend en une coloration convenable deG2. La coloration obtenue est bien une
coloration convenable deG puisqueimG(vi) = imG1(vi) + imG2(vi)− 1 = imG1(vi) carvj est
coloréa commevi et appartient à la fois àG1 etG2. De même,imG(vj) = imG1(vj). ¤

Le Théorème 4 est le meilleur possible. En effet, il existe des graphes planaires qui ne
sont pas1-improprement3-colorables. Nous allons montrer un résultat plus fort : considérons
une3-colorationc d’un grapheG, et notonsGi le sous-graphe deG induit par les sommets
colorési pouri ∈ {1, 2, 3}. Disons quec est(α1, α2, α3)-impropresi, et seulement si, pour tout
i ∈ {1, 2, 3} le degré maximum deGi estαi. La proposition suivante montre qu’il existe des
graphes planaires qui ne sont pas(2, 2, 1)-improprement colorables.

Proposition 10. Il existe un graphe planaire qui n’est pas(2, 2, 1)-improprement3-colorable.
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Démonstration. Soit P0 le graphe complet à trois sommets. Pour touti ≥ 1, le graphePi est
obtenu en ajoutant au milieu de chaque face interne du graphePi−1 un sommet relié aux trois
sommets de cette face. AinsiP1 est le graphe complet à4 sommets. Le grapheP4 est donné par
la figure 1.7.

FIG . 1.7. Le grapheP4 est(2, 2, 1)-improprement colorable, mais pas1-improprement3-colorable.

Montrons queP18 n’est pas(2, 2, 1)-improprement3-colorable.
En premier lieu, montrons que toute3-coloration(2, 2, 1)-impropre deP3 possède une face

avec un sommet coloré1 et un sommet coloré2.
Considérons une3-coloration(2, 2, 1)-impropre deP3. Disons qu’une arête est mauvaise si

ses deux extrémités sont respectivement colorées1 et 2. Si la face externe, dont les sommets
sont notésx, y et z, ne possède pas d’arête mauvaise alors, quitte à permuter des couleurs,x, y
et z sont respectivement colorés(1, 1, 1) ou (1, 1, 3) ou (1, 3, 3) (par symétrie des rôles joués
par les couleurs1 et2). Le lecteur est renvoyé à la figure 1.8 pour les noms des sommets.

Dans le premier cas (c’est-à-dire(1, 1, 1)), le sommets, relié àx, y etz, est nécessairement
coloré3. Considérons les sommetsk, l, m : au plus un de ces sommets est coloré3, car tous
sont reliés às. Comme chacun de ces trois sommets est voisin d’un sommet de la face externe,
aucun ne peut être coloré1. Deux au moins sont donc colorés2, ce qui est plus que suffisant
pour montrer queP2 (et doncP3) possède une mauvaise arête.

Dans le deuxième cas (c’est-à-dire(1, 1, 3)), le sommets peut être coloré1 ou3. Supposons
qu’il soit coloré1. L’un au plus des sommetsl et m est coloré3, car tous deux sont reliés à
z. De plus, aucun d’eux ne peut être coloré1, car tous sont voisins des. Donc l’un au moins,
disonsm, est coloré2, et ym est une mauvaise arête. Sis est coloré3, supposons, sans perte
de généralité, quem soit coloré1. Le même travail que précédemment appliqué à la faceymz
fournit une mauvaise arête dansP3.

Dans le dernier cas (c’est-à-dire(1, 1, 3)), le sommets est coloré1, et l’un des trois sommets
k, l,m est coloré2, fournissant ainsi une mauvaise arête dansP2.
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FIG . 1.8. Le grapheP3.

Supposons à présent qu’il existe une3-coloration(2, 2, 1)-impropre deP18. D’après ce
qui précède, il existei ∈ {0, 1, 2, 3} tel que le sous-graphe canoniquePi de P18 possède
une face avec un sommetu coloré1 et un sommetv coloré2. En particulier, le grapheP18

possède un cheminv1, v2, . . . , v15 dont tous les sommets sont voisins deu et dev. La suite
c(v1), c(v2), . . . , c(v15) est donc une suite de15 chiffres dans{1, 2, 3} telle que

– le nombre de1 est au plus2 (sinon le sommetu aurait impropreté au moins3) ;
– le nombre de2 est au plus2 (sinon le sommetv aurait impropreté au moins3) ; et
– trois sommets consécutifsvi−1, vi, vi+1 ne sont pas colorés3 (sinon le sommetvi serait

coloré3 et aurait impropreté2).
La longueur d’une telle suite est au plus14, une contradiction. ¤

Pour la choisissabilité, nous allons montrer qu’il existe des graphes planaires3-colorables
qui ne sont pas1-improprement3-choisissables. Ceci apporte une réponse négative à une ques-
tion de Škrekovski [Škr99b, problème 3.4].

Proposition 11. Il existe un graphe planaire3-colorable qui n’est pas1-improprement3-
choisissable.

Démonstration. SoitG le graphe défini par

V (G) := {u, v} ∪
27⋃

i=1

{xi, yi, zi}

E(G) :=
27⋃

i=1

{uxi, vxi, uyi, vyi, uzi, vzi, xiyi, yizi}

(voir figure 1.9).
Le grapheG est clairement planaire et admet la3-coloration suivante :c(u) := c(v) := 1

et pour touti ∈ {1, 2, . . . , 27}, c(xi) := c(zi) := 1 et c(yi) := 2.
Soit f une bijection deL(u) × L(v) vers{1, . . . , 9}. SoitL l’assignation de listes définie

parL(u) := {1, 2, 3}, L(v) := {4, 5, 6}, et pour tout couple(a, b) ∈ L(u) × L(b),

L(xf(a,b)) := L(yf(a,b)) := L(zf(a,b)) := L(xf(a,b)+9) := L(yf(a,b)+9) :=
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u

v

x1 z1 y1
. . . . . .

x27 z27 y27

FIG . 1.9. Le grapheG.

L(zf(a,b)+9) := L(xf(a,b)+18) := L(yf(a,b)+18) := L(zf(a,b)+18) := {a, b, 7}.
Montrons queG n’est pas1-improprementL-colorable. Par l’absurde, notonsc une L-

coloration1-impropre deG. Sans perte de généralité, supposonsc(u) = 1, c(v) = 4 etf(1, 4) =
1. Les trois sommetsx1, y1 et z1 ne peuvent pas tous trois être colorés7, donc l’un d’entre eux
est coloré1 ou4. De même, un sommet parmi{x10, y10, z10} et un sommet parmi{x19, y19, z19}
sont colorés1 ou4. Ainsi u a deux voisins colorés1 ouv a deux voisins colorés4, une contra-
diction. ¤

En revanche, tous les graphes planaires bipartis sont3-choisissables.

Théorème 5(Alon et Tarsi [AT92]). Tout graphe biparti planaire est3-choisissable.

Il existe des graphes planaires non4-choisissables. Cependant le Théorème des 4 cou-
leurs [AH77] montre que les graphes planaires sontk-improprement4-colorables pour tout
k ≥ 0 — pourk ≥ 1 une preuve de ce résultat n’utilisant pas le Théorème des 4 couleurs est
donnée dans [CCW86]. D’après le théorème 4, tous les graphes planaires sontk-improprement
4-choisissables pour toutk ≥ 2. Il reste donc à savoir si les graphes planaires sont tous1-
improprement4-choisissables. Il est conjecturé que c’est vrai.

Conjecture 1 (Eaton and Hull [EH99], Škrekovski [Škr99b]). Tout graphe planaire est1-
improprement4-choisissable.

1.5. Graphes planaires et théorème de Brooks
Selon les résultats de la section précédente, les couples d’entiers(k, l) pour lesquels il existe

des graphes planaires qui ne soient pask-improprementl-colorables sont
- (k, 1) aveck ≥ 0 ;
- (k, 2) aveck ≥ 0 ; et
- (k, 3) aveck ∈ {0, 1}.
Alors qu’il est polynomial de déterminer si un graphe quelconque est2-colorable, le théo-

rème 1 indique que ce problème estNP-complet pour la coloration impropre. Toutefois, peut-
être existe-t-il une caractérisation simple des graphes planaires qui ne sont pask-improprement
2-colorables, pour un entierk ≥ 1 fixé ? La même question se pose pour les graphes planaire
qui ne sont pas1-improprement3-colorables. Les deux théorèmes suivants suggèrent que ceci
est peu probable.

Théorème 6(Cowen et al. [CGJ97]). Pour tout entier naturel non nulk, le problème suivant
estNP-complet :
INSTANCE : un graphe planaireG.
QUESTION :le grapheG est-ilk-improprement2-colorable ?
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Théorème 7(Cowen et al. [CGJ97]). Le problème suivant estNP-complet :
INSTANCE : un graphe planaireG.
QUESTION :le grapheG est-il1-improprement3-colorable ?

Nous avons vu précédemment que, siP 6= NP, il ne peut exister d’analogue au théo-
rème de Brooks pour la2-coloration impropre en général (théorème 1), et pour lal-coloration
impropre dans les limites des théorèmes 2 et 3 (les autres cas étant ouverts).

Toutefois, il est naturel de se demander, comme l’ont fait Cowen et al. [CGJ97], si un tel
analogue est possible pour les graphes planaires. Plus précisément, Cowen et al. ont prouvé que
la 2-colorationk-impropre des graphes planaires (aveck ≥ 1) est un problèmeNP-complet en
général, mais sans parvenir à prouver qu’il le reste lorsqu’il est restreint aux graphes planaires
de degré maximum2k + 2 [CGJ97]. En particulier, lorsquek = 1, ils ont prouvé que le
problème resteNP-complet pour les graphes planaires de degré maximum au plus cinq, et ont
demandé si cela reste vrai pour les graphes planaires de degré maximum au plus quatre.

Nous apportons une réponse affirmative à cette dernière question en prouvant, dans la pro-
chaine sous-section, le résultat suivant.

Théorème 8.Fixonsk ∈ {1, 2}. Le problème suivant estNP-complet :
INSTANCE : un graphe planaireG de degré maximum2k + 2.
QUESTION :le grapheG est-ilk-improprement2-colorable ?

Le cask ≥ 3 reste pour l’heure ouvert. Une manière intéressante de voir ce problème est la
suivante : est-il possible de partitionner les sommets de tout graphe planaire de degré maximum
2k + 2 en deux sous-ensembles de telle sorte que chacun des sous-ensembles induise un sous-
graphe deG de degré maximumk ?

Il n’est pas difficile de montrer, par exemple en utilisant une coupe maximum ou la propo-
sition 2, que la réponse est affirmative pour les graphes de degré maximum2k + 1.

Nous proposons la conjecture suivante.

Conjecture 2. Il existe un entierk0 ≥ 3 tel que pour tout entierk ≥ k0, les sommets de tout
graphe planaire de degré maximum2k + 2 se partitionnent en deux sous-ensembles, chacun
induisant un sous-graphe de degré maximumk.

1.5.1. Démonstration du théorème 8

Nous établissons le théorème 8 en déduisant le cas oùk vaut deux du cas oùk vaut un.
Rappelons tout d’abord que pour prouver le théorème 6, Cowen et al. réduisent le problème

de la2-colorationk-impropre des graphes de degré maximum2k + 2 à 3-SAT : partant d’une
instance quelconque de3-SAT, un graphe de degré maximum2k +2 est construit de sorte qu’il
soit k-improprement2-colorable si, et seulement si, l’instance initiale de3-SAT est satisfai-
sable. Le graphe obtenu n’est généralement pas planaire, alors afin de prouver le théorème 6,
Cowen et al. lui ajoute des gadgets de croisement(crossing gadgets): il s’agit d’un graphe
planaire possédant quatre sommets distingués, deuxentréesa1 et a2, et deuxsortiesb1 et b2.
Ce gadget doit être1-improprement2-colorable, toute telle coloration doit assigner une même
couleur àa1 et b1, et une même couleur àa2 et b2, et enfin toute pré-colorationc des quatre
sommets distingués telle quec(a1) = c(b1) et c(a2) = c(b2) doit s’étendre en une coloration
1-impropre du gadget.

Il suffit ensuite, après avoir plongé le graphe de sorte à aménager un peu d’espace autour
des croisements, de remplacer chaque croisement par une copie du gadget, comme sur la fi-
gure 1.10. Cette technique est couramment utilisée dans les réductions.
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Gadget
planaire

u x

vy y v

xu

a2a1

b2 b1

FIG . 1.10. Remplacement d’un croisement par un gadget planaire.

Cowen et al. [CGJ97] ont donc demandé si un gadget de croisement de degré maximum
quatre existe. Notre preuve repose sur la construction d’un tel gadget : il suffit donc d’utili-
ser la même réduction que [CGJ97] en changeant simplement le gadget de croisement. Nous
effectuons ici la preuve complète.

Lemme 2. Le problème suivant estNP-complet :
INSTANCE : un graphe planaireG de degré maximum4.
QUESTION :le grapheG est-il1-improprement2-colorable ?

Démonstration. La réduction est donc depuis3-SAT. Soit Φ une instance de3-SAT. Nous
allons construire, en temps polynomial, un graphe planaireGΦ de degré maximum quatre
tel queΦ soit satisfaisable si, et seulement si,GΦ est1-improprement2-colorable. Comme
dans [CGJ97], nous utiliserons plusieurs gadgets aux propriétés adaptées.

Un xy-régulateurest donné par la figure 1.11. Il existe une unique2-coloration1-impropre
de ce graphe, dans laquelle{x, u1, u2, y} forme une classe de couleur. Notons qu’ils ont alors
tous impropreté zéro. Notons aussi quex ety ont tous deux degré un dans ce gadget.

Inversement, unxy-inverseur, donné par la figure 1.12, est simplement une copie du graphe
K2,3, avecx et y deux sommets voisins quelconques. Il existe une unique2-coloration1-
impropre de ce graphe, dans laquellex et y reçoivent des couleurs différentes. Ces deux som-
mets ont en outre impropreté zéro. Notons enfin que l’un des deux sommets a degré deux dans
l’inverseur alors que l’autre a degré trois.

Ces deux gadgets suffisent à créer le gadget qui représentera les littéraux de chaque variable.
Un tel gadget sera placé par variable, et il comportera autant de littéraux que nécessaire. Chacun
de ces littéraux sera relié à exactement une clause. La figure 1.13 illustre ceci, une double ligne
indiquant un régulateur.

Pour chaque clauseC, une copieG′(C) du grapheG′ (voir figure 1.14) est ajoutée. Nous
laissons ici le soin au lecteur de vérifier que le grapheG′ possède les propriétés suivantes : il
est1-improprement2-colorable, et dans toute2-coloration1-impropre deG′, le sommetz est
coloré1 si, et seulement si, au moins l’un des sommetsp, q, r l’est.
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x y

u1

u2

FIG . 1.11. Un régulateur, et son unique2-coloration1-impropre.

x y
1 22

FIG . 1.12. Un inverseur, et les couleurs forcées dans toutes ses2-colorations1-impropres.

x xx ¬x¬x ¬x

FIG . 1.13. Le gadget des variables. Une double arête représente un régulateur.

Ensuite les sommetsz des copies deG′ sont reliés par des régulateurs, formant ainsi un
chemin.

r

z

p q

FIG . 1.14. Le gadget des clauses. Une double arête représente un régulateur.

Le degré maximum du graphe ainsi obtenu est quatre, et les gadgets des sommets et des
clauses peuvent être placés de sorte que les seules arêtes qui se croisent soient celles joignant
un sommet d’un gadget des variables à un sommet d’un gadget des clauses. Afin d’éliminer les
croisements éventuels, chaque croisement est remplacé par le gadgetJ de la figure 1.15.

Le degré maximum de ce gadget est quatre, et dans toute2-coloration1-impropre les som-
metsa1 et b1 sont monochromatiques, tout comme le sont les sommetsa2 et b2. Plus précisé-
ment, le gadget de croisementJ vérifie les propriétés suivantes :

– le grapheJ est1-improprement2-colorable mais pas1-improprement1-colorable ;
– dans toute2-coloration1-impropre deJ , les sommetsa1 et b1, sont monochromatiques,

ainsi que les sommetsa2 et b2 ; et
– il existe deux2-colorations1-impropresc1 et c2 de J telles quec1(a1) = c1(b1) =

c1(a2) = c1(b2) et c2(a1) = c2(b1) 6= c2(a2) = c2(b2).
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La première et la dernière propriété se vérifient directement. Pour la deuxième, supposons
quec soit une2-coloration1-impropre deJ . Une première remarque est que, nécessairement,
exactement trois sommets parmio1, o2, o3 et o4 sont monochromatiques, car le sommeto0 est
adjacent à ces quatre sommets. En conséquence, les sommetso2 et o3 sont colorés différem-
ment. Sic(a1) 6= c(b1), alors par la remarque précédente le sommeto0 possède deux voisins de
chaque couleur, une contradiction. Doncc(a1) = c(b1). Supposons quec(a2) 6= c(b2). Alors,
comme les sommetso6 et o7 sont monochromatiques par construction, et que les sommetso6

et o5 sont nécessairement de couleurs différentes, nous déduisons quec(o3) = c(o5), et donc
c(o4) 6= c(o3). Alors les sommetso2 eto1 doivent être monochromatiques, ce qui est impossible
caro3 eto7 sont colorés différemment.

o5

o6

a2

b2

o0

o7

o2

o3

o4

a1

b1

o1

FIG . 1.15. Le gadget de croisementJ . Une double arête représente un régulateur, et une arête
en gras un inverseur.

¤

Nous étendons le résultat précédent lorsquek vaut deux. Le théorème 8 découle donc di-
rectement des lemmes 2 et 3.

Lemme 3. Le problème suivant estNP-complet :
INSTANCE : un graphe planaireG de degré maximum6.
QUESTION :le grapheG est-il2-improprement2-colorable ?

Démonstration. Nous réduisons ce problème à celui de la2-coloration1-impropre des graphes
planaires de degré maximum quatre,NP-complet d’après le lemme 2. SoitG un graphe pla-
naire de degré maximum quatre : nous allons construire, en temps polynomial, un graphe pla-
naireĜ de degré maximum6 qui soit 2-improprement2-colorable si, et seulement si,G est
1-improprement2-colorable.

Le grapheH de la figure 1.16 possède les propriétés suivantes :

(i) le grapheH est planaire, son degré maximum deH est6 et il est2-improprement
2-colorable ;
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(ii) l’impropreté du sommetv dans toute2-coloration2-impropre deH est au moins un ;
et

(iii) il existe une2-coloration2-impropre deH dans laquelle l’impropreté dev vaut un.

b

v
a

y

x

d

z

e

o

α
β
γ

FIG . 1.16. Le grapheH.

La propriété(i) ne pose pas de problème. Pour prouver(ii) et (iii) , il est alors suffisant
de montrer qu’il n’existe pas de2-coloration2-impropre deH telle que les sommetsa et b
soient de la même couleur. Par l’absurde, supposons qu’une telle coloration existe et notons
c(a) = 1 = c(b).

Si c(o) = 1, alors les sommetsd, y et x sont colorés2, donc les sommetse et z sont tous
deux colorés1. Par conséquent, l’impropreté du sommete est trois carc(b) = c(o) = c(z) =
c(e) = 1, une contradiction.

Ainsi, c(o) = 2. Alors, les trois sommetsα, β, γ ne peuvent avoir la même couleur, sinon le
sommetb ou le sommeto aurait impropreté au moins trois. En outre, commec(b) = c(a) = 1,
exactement deux sommets parmiα, β, γ sont colorés2. Donc les sommetsb et o ont tous deux
impropreté deux dans le sous-graphe deG induit par les sommetsa, b, o, α, β, γ. Or, le sommet
e n’appartient pas à ce sous-graphe et est voisin à la fois deb et deo, une contradiction.

Définissons à présent le grapheĜ : chaque sommetx deG est remplacé par une copieH(x)
deH. Ensuite, pour chaque arêtexy deG, une arête est placée entre le sommetv deH(x) et
celui deH(y). Comme le degré dev dansH est deux et le degré maximum deG est quatre, le
degré maximum du graphêG obtenu est6. En outre, ce graphe est clairement planaire.

Il reste à prouver l’équivalence des colorations : soitc une2-coloration1-impropre deG.
Pour toutx ∈ V (G), la couleurc(x) est attribuée au sommetv deH(x), et la coloration est
étendue à chaque copie deH en utilisant la propriété(iii) . Chaque sommetv a bien impropreté
au plus deux (un dansH, et au plus un en dehors car la colorationc deG est1-impropre).

Soit ĉ une2-coloration2-impropre deĜ. Pour toutx ∈ V (G), la couleur attribuée àx est
celle du sommetv deH(x). La coloration obtenue est1-impropre en vertu de la propriété(ii)
deH. ¤

1.6. Conclusion
Ce premier chapitre nous a permis d’introduire la notion de coloration impropre. Nous

avons notamment analysé des questions de complexité afin d’étudier une possible extension du
Théorème de Brooks à la coloration impropre. Dans ce cadre, les problèmes suivants restent
ouverts.
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Problème 1. Fixons un entierk ≥ 1 et un entierl tel quel + ⌈
√

l⌉ > 2k + 3. Supposonsk 6= 1
ou l 6= 4. Le problème suivant est-ilNP-complet ?
INSTANCE : un grapheG de degré maximum(k + 1)l.
QUESTION :le grapheG est-ilk-improprementl-colorable ?

Plus généralement, existe-t-il une extension du Théorème de Brooks pour ces valeurs del
et dek ?

Pour les graphes planaires, nous avons proposé la conjecture 2, que nous rappelons ici (elle
correspond au cas oùl vaut deux).

Conjecture 3. Il existe un entierk0 ≥ 3 tel que pour tout entierk ≥ k0, les sommets de tout
graphe planaire de degré maximum2k + 2 se partitionnent en deux sous-ensembles, chacun
induisant un sous-graphe de degré maximumk.

À ce propos, un sujet qui nous paraît intéressant, et qui est peut-être une piste pour étudier
cette conjecture, est la question de la coloration impropre lorsque l’impropreté tolérée dépend
de la couleur. Cette notion est illustrée par la proposition 10. Concernant la conjecture 2, il
est naturel de se demander pour quelles valeurs dek1 et k2 il est possible de partitionner les
sommets d’un graphe planaire de sorte qu’une part induise un graphe de degré maximum au
plusk1, et l’autre un graphe de degré maximum au plusk2.

Enfin, nous avons cité la conjecture de Eaton et Hull et Škrekovski, affirmant que tout
graphe planaire est1-improprement4-colorable.

Une autre question intéressante concerne les graphes bipartis.

Problème 2. Fixons un entierk strictement positif. Est-il polynomial de décider si un graphe
biparti estk-improprement2-choisissable ?





CHAPITRE 2

Coloration impropre des graphes de
densité bornée

Les résultats de ce chapitre ont été obtenus avec Frédéric Havet [HS06].

2.1. Introduction
Comme nous l’avons vu précédemment, tous les couples d’entiers(k, l) pour lesquels tout

graphe planaire estk-improprementl-colorable sont connus. Concernant la choisissabilité, le
seul cas encore ouvert est lorsquek = 1 et l = 4.

En particulier, il existe des graphes planaires qui ne sont pas (proprement)3-colorables,
et déterminer si un graphe planaire est3-colorable est un problèmeNP-complet. De même, il
existe des graphes planaires qui ne sont pas1-improprement3-colorables. Cowen et al. [CGJ97]
ont prouvé que le problème décisionnel induit estNP-complet (théorème 7). Un moyen d’étu-
dier d’étudier tout de même cette question est d’imposer des contraintes sur la maille des
graphes considérés

Définition 2. La mailled’un graphe est la taille d’un plus petit cycle.

La coloration propre des graphes planaires en fonction de leur maille a été beaucoup étu-
diée.

Théorème 9 (Grötzsch [Grö59]). Tout graphe planaire de maille au moins quatre est3-
colorable.

Notons toutefois que le théorème 9 ne s’étend pas à la3-choisissabilité.

Proposition 12. Il existe des graphes planaires de maille quatre qui ne sont pas3-choisissables.

En revanche, Thomassen a prouvé le résultat suivant, qui implique le théorème 9 car la
maille d’un contre-exemple minimal à ce dernier serait au moins cinq.

Théorème 10(Thomassen [Tho94]). Tout graphe planaire de maille au moins cinq est3-
choisissable.

Škrekovski a prouvé un analogue du théorème de Grötzsch pour la choisissabilité impropre.

Théorème 11(Škrekovski [Škr99a]). Tout graphe planaire de maille au moins quatre est1-
improprement3-choisissable.

31
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Pour tout entier naturelk, nous savons qu’il existe un graphe planaire qui n’est pask-
improprement2-colorable. Ceci n’est pas très gênant pour la coloration propre, car il est po-
lynomial de déterminer si un graphe quelconque est2-colorable (c’est-à-dire biparti) ou2-
choisissable (en vertu du théorème de caractérisation des graphes2-choisissables de Erdős,
Rubin et Taylor [ERT80]). En revanche, la situation est plus complexe lorsque l’impropreték
est non nulle, car comme nous l’avons vu, déterminer si un graphe planaire estk-improprement
2-colorable est un problèmeNP-complet (théorème 6).

En revanche, tout graphe planaire biparti est (proprement)3-choisissable en vertu du théo-
rème d’Alon et Tarsi [AT92], ou de Gutner [Gut92].

Concernant la2-coloration impropre, Škrekovski a défini le paramètregk comme le plus pe-
tit entier tel que tout graphe planaire de maille au moinsgk soitk-improprement2-choisissable.
Il a obtenu les bornes suivantes.

Théorème 12(Škrekovski [Škr99b, Škr00]).
– 5 ≤ g1 ≤ 9 ;
– 5 ≤ g2 ≤ 7 ;
– 5 ≤ g3 ≤ 6 ; et
– ∀k ≥ 4, gk = 5.

Remarquons que ces bornes concernent la choisissabilité (impropre), et qu’aucune amé-
lioration n’est connue pour la coloration (impropre) : les bornes supérieures connues sont les
mêmes, et les graphes construits pour prouver les bornes inférieures sont tous non (impropre-
ment) colorables.

Nous allons étudier ce problème en le plaçant dans le cadre plus général des graphes de
densité bornée. En effet, la densité d’un graphe planaire est bornée en fonction de sa maille.

Définition 3. SoitG = (V, E) un graphe. Ledegré moyendeG est

Ad(G) :=
2|E|
|V | .

Le degré moyen maximumdeG, notéMad(G), est le maximum des degrés moyens des sous-
graphes deG (y comprisG lui-même).

Si G n’est pas une forêt, lecœurdeG, notéh(G), est le plus grand sous-graphe deG dans
lequel le degré de tout sommet est au moins deux.

Notons que déterminer le degré moyen maximum d’un graphe quelconque est polyno-
mial, en vertu de l’algorithme de partitionnement des matroides d’Edmonds [Edm65] (voir
aussi [SU97]). Le cœur d’un graphe peut être obtenu en enlevant successivement tous les som-
mets de degré un.

Proposition 13. SiG n’est pas une forêt,Mad(G) = Mad(h(G)).

Démonstration. Commeh(G) est un sous-graphe deG, Mad(G) ≥ Mad(h(G)). Soit H
un sous-graphe deG tel queMad(G) = Ad(H). Le grapheH n’est pas une forêt, sinon
Mad(G) < 2 et G en serait une également. Donch(H) est défini et c’est un sous-graphe de
h(G). En outre, le degré minimum deh(H) étant au moins deux, lui ajouter des sommets de
degré un n’augmente pas son degré moyen maximum : soitH ′ le super-graphe deh(H) obtenu
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en ajoutantk ≥ 1 sommets de degré un. En notantn le nombre de sommets deh(H),

Ad(H ′) =
n × Ad(h(H)) + 2k

n + k

= Ad(h(H)) +
2k − k × Ad(h(H))

n + k
≤ Ad(h(H))

puisqueAd(h(H)) ≥ 2. DoncMad(h(G)) ≥ Ad(h(H)) ≥ Ad(H) = Mad(G). ¤

SoitM(k, l) le plus grand nombre réel tel que tout graphe de degré moyen maximum stric-
tement inférieur àM(k, l) soit k-improprementl-choisissable. De façon évidente,M(k1, l) ≤
M(k2, l) si k1 ≤ k2. De plus,M(k, 1) = 2k+2

k+2
puisqu’un graphe estk-improprement1-

choisissable si, et seulement si, son degré maximum est au plusk, et qu’un graphe de degré
maximum au moinsk + 1 contient l’étoileSk+1 comme sous-graphe et a donc degré moyen
maximum au moins2k+2

k+2
.

Si l ≥ 2, remarquons d’abord que tout arbre est (proprement)2-choisissable. En outre,
pour toutk ≥ 0, un grapheG qui n’est pas une forêt estk-improprement2-choisissable si, et
seulement si, son cœur l’est. Ainsi, nous pouvons restreindre notre étude aux graphes de degré
minimum au moins deux.

Afin d’introduire la méthode utilisée, qui utilise un processus de déchargement, nous la
présentons d’abord pour la2-coloration impropre dans la section 2.2, où nous établissons les
résultats suivants.

Théorème 13.Pour tout entier naturelk, tous les graphes tous les graphes de degré moyen
maximum strictement inférieur à4k+4

k+2
sontk-improprement2-choisissables.

Théorème 14.Pour tout entierk ≥ 1, M(k, 2) ≤ 4k2 + 6k + 4

k2 + 2k + 2
= 4 − 2k + 4

k2 + 2k + 2
.

Dans la section 2.3, nous généralisons la borne inférieure de la section section 2.2 à toute
valeur del ≥ 2.

Théorème 15.Pour tout entierl ≥ 2 et tout entierk ≥ 0, tous les graphes de degré moyen
maximum strictement inférieurl(l+2k)

l+k
sontk-improprementl-choisissables.

Nous exhibons également, pour toutes les valeurs del et dek, un graphe qui n’est pask-
improprementl-choisissable, et obtenons le résultats suivant.

Corollaire 1. Pour tout entierl fixé, lim
k→+∞

M(k, l) = 2l.

La maille et le degré moyen maximum d’un graphe planaire sont liés par la relation suivante.

Théorème 16.SiG est un graphe planaire de mailleg alors

Mad(G) < 2 +
4

g − 2
.

Démonstration. Ce résultat est vrai siG est un arbre, puisque tout arbre est1-dégénéré. Sup-
posons donc queg est fini. La formule d’Euler pour un graphe planaireH s’écrit comme suit :
|V (H)| − |E(H)| + |F (H)| = 2 où |F (H)| est le nombre de faces deH. Comme tout sous-
grapheH deG a maille au moinsg, g|F (H)| ≤ 2|E(H)|. Ainsi 2g − g|V (H)| + g|E(H)| =

g|F (H)| ≤ 2|E(H)|. D’où 2|E(H)|
|V (H)| ≤ 2g

g−2
− 4g

(g−2)|V (H)| < 2g
g−2

pour tout sous-grapheH de
G. ¤
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Ainsi, le théorème 13 fournit les bornes suivantes, qui améliorent celles obtenues par Škre-
kovski.

Corollaire 2. SoitG un graphe planaire de mailleg.

(i) Sig ≥ 8, G est1-improprement2-choisissable, doncg1 ≤ 8.

(ii) Sig ≥ 6, G est2-improprement2-choisissable, doncg3 ≤ g2 ≤ 6.

(iii) Sig ≥ 5, G est4-improprement2-choisissable, doncgk ≤ 5 pourk ≥ 4.

Enfin, dans la section 2.4, nous montrons comment utiliser le théorème 15 afin d’obtenir
des résultats pour les graphes de genre supérieur, qui améliorent les résultats précédemment
obtenus par Miao [Mia03].

2.2. Colorationk-impropre avec deux couleurs
2.2.1. Borne inférieure

Nous établissons dans cette sous-section le théorème 13.
Tout d’abord, sik = 0, le théorème 13 est trivialement vrai. En fait, un graphe de degré

moyen maximum strictement inférieur à deux est acyclique et est donc une forêt. Il est donc
2-choisissable. De plus,M(0, 2) ≤ 2 puisque un cycle impair n’est pas2-colorable, donc
M(0, 2) = 2.

Lorsquek ≥ 1, nous avons besoin de quelques définitions et résultats préliminaires.

Définition 4. Si v ∈ V (G), dG(v) est le degré dev dans le grapheG. Pour tout entier non nul
d, un sommet de degré égal à (respectivement au plus, respectivement au moins)d est nommé
und-sommet (respectivement(≤ d)-sommet, respectivement(≥ d)-sommet). PourS ⊆ V (G)
(respectivementE ⊆ E(G)), G − S (respectivementG − E) est le sous-graphe deG induit
par la suppression des sommets (respectivement arêtes) deS (respectivementE) de V (G)
(respectivementE(G)). SiS = {v} etE = {uv}, posonsG−v := G−S etG−uv := G−E.
L’union (respectivement l’intersection) des graphesG1 et G2 est le grapheG = G1 ∪ G2

(respectivementG = G1 ∩ G2) avecV (G) = V (G1) ∪ V (G2) (respectivementV (G) =
V (G1) ∩ V (G2)) etE(G) = E(G1) ∪ E(G2) (respectivementE(G) = E(G1) ∩ E(G2)).

Un graphe est(k, 2)-minimalsi, et seulement si, il n’est pask-improprement2-choisissable
mais tous ses sous-graphes propres le sont.

Lemme 4(Škrekovski [Škr00]). Soit un entierk ≥ 1 et soitG un graphe(k, 2)-minimal.

(i) Le degré minimum deG est au moins deux.

(ii) Deux(≤ k + 1)-sommets ne sont pas adjacents.

Définition 5. Soit D un graphe orienté. Le degré externe (respectivement degré interne) d’un
sommetu deD est notéd+

D(u) (respectivementd−
D(u)). Le degrédeu estdD(u) = d−

D(u) +
d+

D(u) ; c’est le degré deu dans le graphe non orienté sous-jacent.
La section externedeu dansD, notéeA+

D(u), est l’ensemble des sommetsv pour lesquels
il existe un chemin orienté deu àv dansD

Une arborescenceest un arbre orienté dans lequel tous les chemins sont orientés à partir
d’un sommet appelé laracine. Tous les sommets d’une arborescence, sauf la racine, ont donc un
degré interne de un. Lesfeuillesd’une arborescence sont les sommets de degré externe zéro. Un
sommet qui n’est ni une feuille, ni la racine est appelésommet interne. Unequasi-arborescence
est un graphe orienté obtenu à partir d’une arborescence en identifiant certaines feuilles.
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Soit G un graphe(k, 2)-minimal. Une orientation partielle deG est obtenue en utilisant le
processus suivant.

(i) Chaque arêteuv oùv est un2-sommet est orientée deu àv.
(ii) Si k ≥ 3, chaque arêteuv oùv est un3-sommet est orientée deu àv.

(iii) Tant qu’il existe une arête non orientéeuv où v est uni-sommet aveck + 2 ≤ i <
3k
2

+ 2 et degré externei − 1, l’arête est orientée deu àv.
Le graphe orientéD induit par les arêtes orientées deG est appelégraphe de déchargement

deG.
La proposition suivante découle immédiatement de la définition d’un graphe de décharge-

ment.

Proposition 14. SoitD un graphe de déchargement d’un graphe(k, 2)-minimal.
– Le graphe orientéD n’a pas de2-circuit puisque deux(≤ k + 1)-sommets ne sont pas

adjacents d’après le lemme 4(ii) . Il n’a ainsi aucun circuit.
– Si k ≤ 2, seuls les sommets de degré deux ouk + 2 ont un degré interne strictement

positif.
– Chaque2-sommet a degré interne deux dansD et sik ≥ 3, chaque3-sommet a degré

interne trois.
– Pour tout sommetu, A+

D(u) est une quasi-arborescence dont les feuilles ont degré deux
(respectivement deux ou trois) dansG si k ≤ 2 (respectivementk ≥ 3). En particulier, le
degré interne des feuilles deA+

D(u) est au plus deux (respectivement trois).

Définition 6. Une quasi-arborescence est une(k, 2)-quasi-arborescencesi, et seulement si, :
– chaque sommet a degré externe au plusmax{2, 2k − 1} ; et
– chaque feuille a degré interne au plusmin{k, 3}.

Lemme 5. Soit k ≥ 2. SoientQ une (k, 2)-quasi-arborescence enracinée enu et L une2-
assignation deQ. Alors touteL-coloration des feuilles deQ s’étend en uneL-coloration k-
impropre deQ telle queu ait impropreté au plusk − 1.

Démonstration. Par induction sur les sommets deQ, le résultat étant trivialement vrai si
|V (Q)| = 1.

Supposons que|V (Q)| > 1 et que le résultat est vrai pour les(k, 2)-quasi-arborescences
plus petites. Notonsv1, . . . , vs les voisins externes deu dansQ. Notons queQ − u est l’union
de s (k, 2)-quasi-arborescencesQi, i ∈ {1, 2, . . . , s}, enracinées envi et qui sont sommet-
disjointes sauf éventuellement sur certaines feuilles.

Soit c une L-coloration des feuilles deQ. Alors, d’après l’hypothèse d’induction, cette
coloration s’étend en uneL-colorationk-impropre de chaqueQi de telle sorte queimQi

(vi) ≤
k − 1. Puisqu’une feuille deQ a degré interne au plusmin{k, 3} et queimQ(x) = imQi

(x)
pour tout sommet deQi qui n’est pas une feuille, l’union de ces colorations est uneL-coloration
k-impropre deQ telle queim(vi) ≤ k − 1 pouri ∈ {1, 2, . . . , s}.

L’une au moins des deux couleurs deL(u), disonsα, est attribuée à au plusk − 1 voisins
u, puisques ≤ 2k − 1. Coloreru avecα donne donc la coloration souhaitée deQ ¤

Il est clair que ce résultat n’est plus vrai lorsquek vaut un, car il est généralement impossible
de colorer la racine avec impropreté zéro. Néanmoins le résultat suivant, légèrement plus faible,
est vrai.

Lemme 6. SoientQ une(1, 2)-quasi-arborescence enracinée enu, L une2-assignation deQ
avecL(u) = {α, β} etc uneL-coloration deS, l’ensemble des feuilles deQ avec degré interne
un. L’une au moins des deux assertions suivantes est vraie.
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(i) La colorationc s’étend en uneL-coloration1-impropre deQ telle queim(u) = 0.

(ii) La colorationc s’étend en deuxL-colorations1-impropres différentes deQ c1 et c2

telles quec1(v) = c2(v) si v 6= u.

Démonstration. Par induction sur le nombre de sommets deQ. Soit v1 et v2 deux voisins
externes deu dansQ. Q − u est l’union de deux(1, 2)-quasi-arborescencesQ1 et Q2, res-
pectivement enracinées env1 et v2, et qui sont sommet-disjointes sauf éventuellement sur des
feuilles. SoitS ′ l’ensemble des feuilles appartenant aux deux quasi-arborescencesQ1 et Q2,
Pouri ∈ {1, 2}, attribuons à chaque feuille deQi ayant degré interne un dansQi une couleur
de sa liste. Par hypothèse d’induction,Qi satisfait(i) ou (ii) .

Si l’une au moins des deux quasi-arborescences satisfait(ii) , alorsc s’étend àQ1 ∪ Q2 de
telle sorte que{c(v1), c(v2)} 6= L(u), disonsα /∈ {c(v1), c(v2)}. En outre, pour chaque sommet
x n’appartenant pas àV (Qi) \ S ′, imQ(x) = imQi

(x) ≤ 1. Si un sommets′ ∈ S ′ a impropreté
deux, alors ses deux voisins sont colorés de la même couleur. Il est donc possible de recolorer
s′ avec la couleur deL(s′) \ {c(s′)}, ce qui fournit uneL-coloration1-impropre deQ1 ∪ Q2.
Enfin, poserc(u) := α fournit uneL-coloration1-impropre deQ telle queim(u) = 0. Ainsi Q
satisfait(i).

Supposons à présent queQ1 et Q2 satisfassent tous deux(i). Alors, quitte à recolorer
des sommets deS ′ comme précédemment, il est possible d’étendrec en uneL-coloration
1-impropre deQ1 ∪ Q2 telle queim(v1) = im(v2) = 0. Si {c(v1), c(v2)} 6= L(u), disons
α /∈ {c(v1), c(v2)}, alors uneL-coloration1-impropre deQ telle queim(u) = 0 est obtenue en
posantc(u) := α. Ainsi Q satisfait(i). Sinon, assigner indifféremment àu les couleursα etβ,
permet d’obtenir les deuxL-colorations1-impropres deQ satisfaisant(ii) . ¤

Lemme 7. Soitk ≥ 3. SoitD un graphe de déchargement d’un graphe(k, 2)-minimalG.

(i) Touti-sommet aveci ∈ {4, . . . , k + 1} a degré externe zéro.

(ii) Touti-sommet aveci ∈ {k + 2, . . . , 2k + 1} a degré externe strictement inférieur ài.

Démonstration.

(i) Supposons, par l’absurde, quev soit un sommet contredisant l’assertion et soitu un
voisin externe dev. Notons queu est un(< 3k

2
+ 2)-sommet par définition d’un

graphe de déchargement.
SoientL une 2-assignation deG, et S l’ensemble des feuilles deA+

D(u). Par
minimalité deG, notonsc uneL-colorationk-impropre deG − A+

D(u).
Le sous-grapheA+

D(u) est une(k, 2)-quasi-arborescence : commeu est dominé
par v dansD, le degré externe deu est strictement inférieur à3k

2
+ 1, et est donc

au plus2k − 1. Ainsi, d’après le lemme 5,c s’étend àG − vu de telle sorte que
im(u) ≤ k − 1. Comme les feuilles ont degré au plus3 ≤ k, l’impropreté de chaque
feuille est au plus3 ≤ k. CetteL-coloration deG − uv est donck-impropre.

Si c(u) 6= c(v) ou imG−uv(v) ≤ k − 1 alorsc est uneL-colorationk-impropre de
G. Sinon, lesk + 1 voisins dev sont colorés de la même couleur, donc recolorerv
avec l’autre couleur de sa liste fournit uneL-colorationk-impropre deG.

DoncG estk-improprement2-choisissable, une contradiction.

(ii) Supposons, par l’absurde, quev soit uni-sommet contredisant l’assertion.
SoitL une2-assignation deG et soitc uneL-colorationk-impropre deG − v. Il

existe une couleur deL(v), disonsα, qui est attribuée à au plusk voisins dev. Notons
v1, v2, . . . , vs ces voisins.
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Soit G′ := G − ⋃s
j=1 A+

D(vj). Définissons uneL-coloration partiellec′ égale
à c pour chaque sommet deG′ et chaque feuille deA+

D(vj). D’après le lemme 5
appliqué à chacune des feuilles deA+

D(vj) (qui sont des quasi-arborescences sommet-
disjointes, sauf éventuellement sur des feuilles),c′ s’étend en uneL-colorationk-
impropre deG − v telle queim(vj) ≤ k − 1 pour1 ≤ j ≤ s. Par définition dec′,
les seuls voisins dev auxquelsc′ peut attribuer la couleurα sont dans{v1, . . . , vs}.
Donc, en définissantc′(v) := α, la L-colorationc′ obtenue estk-impropre.

Ainsi G estk-improprement2-choisissable, une contradiction.

¤

Le lemme suivant, qui correspond au précédent lorsquek vaut deux, se prouve de façon
analogue.

Lemme 8. SoitD un graphe de déchargement d’un graphe(2, 2)-minimalG.

(i) Le degré externe d’un3-sommet est zéro.

(ii) Siv est uni-sommet aveci ∈ {4; 5} son degré externe est strictement inférieur ài.

Lemme 9. SoitD un graphe de déchargement d’un graphe(1, 2)-minimalG. Il n’existe pas
de3-sommet avec degré externe trois dansD.

Démonstration. Supposons, par l’absurde, quev soit un3-sommet de degré externe trois. Soit
u un voisin externe dev. SoientQ1 := A+

D(u), Q2 := A+
D−vu(v), S l’ensemble des feuilles

deA+
D(v) de degré interne un dansA+

D(v), etS ′ l’ensemble des feuilles de degré interne deux
dansA+

D(v).
SoitL une2-assignation deG. Par minimalité deG, notonsc uneL-coloration1-impropre

deG−A+
D(v). Les sommets n’appartenant pas àS n’ont pas de voisin dansG−A+

D(v) et chaque
sommet deS possède exactement un voisin dansG − A+

D(v). Il est donc possible d’étendrec
àS ∪ S ′ en attribuant à chaque sommet deS une couleur de sa liste non attribuée à son voisin
dansG − A+

D(v) et n’importe quelle couleur de sa liste à un sommet deS ′.
A présent,Q1 etQ2 satisfont(i) ou (ii) du lemme 6. Si l’un d’eux au moins vérifie(ii) , alors

quitte à recolorer des sommets deS ′, il est possible d’étendrec en uneL-coloration1-impropre
deG − vu telle quec(v) 6= c(u). Doncc est uneL-coloration1-impropre deG.
Si Q1 et Q2 satisfont tous deux(i), alors quitte à recolorer des sommets deS ′, il est possible
d’étendrec en uneL-coloration1-impropre deG − vu telle queim(v) = im(u) = 0. Doncc
est uneL-coloration1-impropre deG.

Ainsi G est1-improprement2-choisissable, une contradiction. ¤

Démonstration du théorème 13.SoitG un graphe(k, 2)-minimal et soitD un graphe de dé-
chargement deG. Chaque sommetvpossède au départ une chargew(v) égale à son degré. La
règle de déchargement suivante est appliquée : chaque sommet donnek

k+2
à chacun de ses

voisins externes.
Examinons à présent la nouvelle chargew′(v) d’un sommetv en fonction de son degré.
– Si v est un2-sommet, il a degré interne deux donc sa nouvelle charge estw′(v) = 2 +

2k
k+2

= 4k+4
k+2

.
– Si v est un3-sommet etk ≥ 3, il a degré interne trois donc sa nouvelle charge est

w′(v) = 3 + 3 × k
k+2

= 6k+6
k+2

> 4k+4
k+2

. Si v est un3-sommet etk = 2 alors son degré
externe est nul d’après le lemme 8 et son degré interne l’est également par construction,
doncw′(v) = 3.
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– Si4 ≤ d(v) ≤ k + 1, (k ≥ 3), d’après le lemme 7(i), le degré externe dev est0 donc sa
charge estd(v) ≥ 4 > 4k+4

k+2
.

– Si k + 2 ≤ d(v) < 3k
2

+ 2, soit le degré externe dev est au plusd(v) − 2 et sa nouvelle

charge est alors au moinsd(v)− (d(v)− 2)× k
k+2

= 2d(v)
k+2

+ 2k
k+2

≥ 2 + 2k
k+2

= 4k+4
k+2

, soit
d’après les lemmes 7, 8 et 9, son degré externe estd(v) − 1. Dans ce cas, par définition
d’un graphe de déchargement le degré interne dev est un, donc sa nouvelle charge est

d(v) − (d(v) − 1) × k

k + 2
+

k

k + 2
= d(v) − (d(v) − 2) × k

k + 2
≥ 4k + 4

k + 2
.

– Si 3k
2

+2 ≤ d(v) ≤ 2k+1, (k ≥ 2), alors d’après les lemmes 7 et 8, le degré externe dev

est au plusd(v)−1. Doncw′(v) ≥ d(v)−(d(v)−1)× k
k+2

= 2d(v)
k+2

+ k
k+2

≥ 3k+4+k
k+2

= 4k+4
k+2

.

– Sid(v) ≥ 2k + 2, alorsw′(v) ≥ d(v)(1 − k
k+2

) = 2d(v)
k+2

≥ 4k+4
k+2

.

Ainsi Mad(G) ≥ 1

|V |
∑

v∈V

d(v) =
1

|V |
∑

v∈V

w′(v) ≥ 4k + 4

k + 2
. ¤

2.2.2. Borne supérieure

Fixons k ≥ 1. Dans cette sous-section, nous allons construire une famille de graphes
(Gk

n)n≥1 telle que, pour toutn ≥ 1
– le grapheGk

n n’est pask-improprement2-colorable ; et

– son degré moyen maximum est
2n(4k2 + 6k + 4) + 4k2 + 6k + 2

2n(k2 + 2k + 2) + (k + 1)2
.

Cela impliquera immédiatement le théorème 14.
Soit Hk le graphe composé de deux sommets voisinsu et v, et dek + 1 sommets reliés

uniquement àu et v. Le grapheFk est obtenu à partir dek copies disjointes du grapheHk en
identifiant les sommetsv de chacune des copies. Remarquons queFk possède un sommet de
degrék(k + 2), k sommets de degrék + 2 et k(k + 1) sommets de degré deux. Considérons
à présent2n + 1 copies deFk et relions les sommetsv de chaque copie de sorte à ce qu’ils
induisent un cycle de taille2n + 1. Enfin subdivisons toutes les arêtes du cycle obtenu sauf
une : le graphe ainsi créé est le grapheGk

n (voir figure 2.2.2).

Lemme 10. Le grapheGk
n n’est pask-improprement2-colorable.

Démonstration. Remarquons d’abord que dans toute2-colorationk-impropre deHk, l’im-
propreté du sommetv est au moins un. Plus précisément, commev a degrék + 2 dansHk,
si son impropreté est0 alors sesk + 2 voisins sont de la même couleur. Ceci est impossible
car le sommetu, faisant partie de ces sommets et étant reliés à tous aurait impropreték + 1.
Donc, dans toute2-colorationk-impropre deFk, l’impropreté dev estk. Ainsi, pour colorer
k-improprement le graphe entier, il est nécessaire de2-colorer proprement le cycle subdivisé,
ce qui est impossible. ¤

Lemme 11. Le degré moyen maximum deGk
n estMk

n := (2n+1)(4k2+6k+4)−2
(2n+1)(k2+2k+2)−1

.

Démonstration. Le degré moyen maximum deG est son degré moyen, qui vaut

(2n + 1)[(1 × k(k + 2) + 2) + (k × (k + 2)) + (k(k + 1) × 2)] + (2n) × 2

(2n + 1)(1 + k + k(k + 1)) + 2n
= Mk

n .
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F2

H2

FIG . 2.1. Le grapheG2
1.

¤

2.3. Colorationk-impropre avec l couleurs,l ≥ 2
2.3.1. Borne inférieure

Dans cette sous-section, nous établissons le théorème 15, qui généralise le théorème 13 à
n’importe quel nombre de couleursl ≥ 2.

Notons d’abord que le résultat est trivial sik = 0 puisqu’un graphe de degré moyen maxi-
mum strictement inférieur àl est (l − 1)-dégénéré(i.e. chacun de ses sous-graphes possède
un sommet de degré au plusl − 1). Un tel graphe est doncl-choisissable. L’étude des autres
valeurs dek nécessite quelques résultats préliminaires.

Définition 7. Un graphe est(k, l)-minimal si, et seulement si, il n’est pask-improprement
l-choisissable mais tous ses sous-graphes propres le sont.

Lemme 12. SoientG un graphe,L une assignation de listes etc uneL-coloration. Si l’impro-
preté d’un sommetv est au moinsd(v) − |L(v)| + 2 pour la colorationc, alors il existe une
L-colorationc′ deG telle quec′(u) = c(u) si u 6= v et imc′(v) = 0.

Démonstration. Notonsc(v) = α. Le sommetv possède au plusd(v)− (d(v)−|L(v)|+2) =
|L(v)| − 2 voisins qui ne sont pas colorésα. Ainsi il existe une couleurβ ∈ L(v) qui n’est
attribuée à aucun des voisins dev. Donc recolorerv parβ fournit la coloration souhaitée. ¤

Le lemme suivant généralise le lemme 4.

Lemme 13. Soit un entierk ≥ 1 et soitG un graphe(k, l)-minimal.

(i) Le degré minimum deG est au moinsl.

(ii) Deux(≤ l + k − 1)-sommets ne sont pas adjacents.

Démonstration.
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(i) SoitL unel-assignation et soitv un (≤ l − 1)-sommet. Par minimalité deG, notons
c uneL-colorationk-impropre deG − v. Puisquev possède au plusl − 1 voisins
dansG, il existe une couleur, disonsα, qui n’est attribuée à aucun des voisins dev.
Colorerv avecα fournit donc uneL-colorationk-impropre deG.

Ainsi G estk-improprementl-choisissable, une contradiction.

(ii) Soit L unel-assignation et supposons, par l’absurde, queu et v soient deux voisins
de degré au plusl+k−1. Par minimalité deG, soitc uneL-colorationk-impropre de
G−{uv}. Alors c est uneL-coloration deG telle que l’impropreté de chaque sommet
soit au plusk, sauf éventuellement celle deu et dev qui peut êtrek +1. Mais dans ce
cas le lemme 12 permet de recolorer ces sommets et d’obtenir ainsi uneL-coloration
k-impropre deG.

Ainsi G estk-improprementl-choisissable, une contradiction.

¤

Définition 8. SoitG un graphe(k, l)-minimal. Le processus suivant est appliqué àG.

(i) Chaque arêteuv oùv est un(≤ l + k − 1)-sommet est orientée deu versv.

(ii) Tant qu’il existe uni-sommetv avecl + k ≤ i < l + k + k
l
, degré externe exactement

i − l + 1 et degré interne zéro, l’une de ses arêtes incidentes non orientéesuv est
orientée deu versv.

Le graphe orientéD induit par les arêtes orientées est appelégraphe de déchargementde
G.

La remarque suivante découle directement de la définition d’un graphe de déchargement.

Remarque 1.
– Seuls les sommets de degré strictement inférieur àl + k + k

l
peuvent avoir un degré

interne strictement positif dansD.
– Pouri ≤ l + k − 1, le degré interne dansD de touti-sommet est exactementi.

Définition 9. Une quasi-arborescence enracinée enu est une(k, l)-quasi-arborescencesi, et
seulement si,

– le degré externe de chaque sommet est au plusmax{2, 2k − 1} ; et
– le degré interne de chaque feuille est au plusl + k − 1.

Généralisons à présent les lemmes 5 et 6.

Lemme 14. Soient un entierk ≥ 2 et Q une(k, l)-quasi-arborescence enracinée enu. SoitL
une assignation de listes pourQ telle que|L(v)| ≥ max{1, dQ(v) − k + 1} si v est une feuille
et |L(v)| ≥ 2 sinon. NotonsS l’ensemble des feuilles de degré interne au moinsk + 1 dans
Q (et qui possède donc une liste de couleurs de taille au moins deux). TouteL-coloration des
feuilles s’étend en uneL-coloration deQ telle que

– l’impropreté deu est au plusk − 1 ; et
– pour tout sommetv /∈ S, im(v) ≤ k.

De plus, quitte à recolorer des sommets deS, cetteL-coloration deG peut être renduek-
impropre.

Démonstration. Par induction sur le nombre de sommets deQ, le résultat étant trivialement
vrai si |V (Q)| = 1.

Supposons à présent que|V (Q)| > 1 et que le résultat est vrai pour toutes les(k, l)-quasi-
arborescences avec moins de sommets queQ. Soientv1, v2, . . . , vs les voisins externes deu
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dansQ. Le graphe orientéQ − u est l’union des (k, l)-quasi-arborescencesQi enracinées en
vi, i ∈ {1, 2, . . . , s}. En outre, ces quasi-arborescences sont sommet-disjointes, sauf éventuel-
lement sur des feuilles. Soitc uneL-coloration des feuilles deQ.

Par l’hypothèse d’induction, il est possible d’étendrec en uneL-coloration de chaqueQi

telle queim(vi) ≤ k − 1. Notons queimQ(x) = imQi
(x) ≤ k pour tout sommet deQi qui

n’est pas une feuille, etimQ(x) ≤ k pour toute feuille qui n’est pas dansS. L’un au moins des
couleurs deL(u), disonsα, est attribuée à au plusk − 1 voisins deu puisquedQ(u) ≤ 2k − 1.
Par conséquent, poserc(u) := α fournit la première coloration annoncée dans le lemme.

Pour la seconde, il suffit de remarquer que toute feuillef deS d’impropreté au moinsk +1
peut être recolorée en vertu du lemme 12, puisquedQ(f)− |L(f)|+2 ≤ dQ(f)− dQ(f)+ k−
1 + 2 = k + 1. Ceci conclut la preuve. ¤

Le résultat précédent n’est plus vrai lorsquek vaut un.

Lemme 15. SoitQ une(1, l)-quasi-arborescence enracinée enu et soitL une assignation de
listes pourQ telle que|L(v)| ≥ 2 si v n’est pas une feuille, et|L(v)| ≥ dQ(v) sinon. Notons
S l’ensemble des feuilles de degré interne au moins deux. Soitc uneL-coloration des feuilles.
L’une au moins des deux assertions suivantes est vraie.

(i) La colorationc s’étend en uneL-coloration deQ telle queim(u) = 0 et im(v) ≤ 1
si v /∈ S.

(ii) La coloration c s’étend en deuxL-colorations différentesc1 et c2 de Q telle que
c1(v) = c2(v) si v 6= u et imci(v) ≤ 1 si v /∈ S.

En outre, quitte à recolorer des sommets deS, toutes cesL-colorations peuvent être rendues
1-impropres.
Enfin, si|L(u)| ≥ 3 alors l’assertion(i) est vraie.

Démonstration. Par induction sur le nombre de sommets, le résultat étant trivialement vrai si
|V (Q)| = 1.

Le grapheQ − u est l’union de deux(1, l)-quasi-arborescencesQ1 et Q2 respectivement
enracinées env1 etv2. Elles sont sommet-disjointes sauf éventuellement sur des feuilles. Soitc
uneL-coloration des feuilles deQ. D’après l’hypothèse d’induction,c s’étend àQ1 etQ2. Pour
chaque sommetv deQ − S, imQ(v) = imQi

(v) ≤ 1.
Si l’un au moins desQi satisfait(ii) , ou si|L(u)| ≥ 3, supposons, sans perte de généralité,

{c(v1), c(v2)} 6= L(u) : il est alors possible d’étendrec en uneL-coloration deQ satisfaisant
(i).

Si Q1 et Q2 satisfont tous deux(i), alors soitc(v1) = c(v2) et alors choisirc(u) ∈ L(u) \
{c(v1)} fournit uneL-coloration deQ satisfaisant(i) ; soit coloreru avec alternativement avec
les deux couleurs de sa liste fournit les deux colorations de(ii) .

A présent, il est possible de recolorer avec impropreté zéro chaque feuillef ∈ S qui a
impropreté au moins deux dansQ en vertu du lemme 12, puisquedQ(f)−|L(f)|+2 ≤ 2. Ceci
conclut la preuve. ¤

Ces résultats permettent de mieux appréhender la structure des graphes de déchargement.
Le lemme suivant généralise la proposition 14.

Lemme 16. SoitD une graphe de déchargement d’un graphe(k, l)-minimalG.

(i) Le degré externe dansD de tout sommetu avecd(u) ∈ {l + k, . . . , l + 2k − 1} est
au plusd(u) − l + 1. En particulier,D est acyclique.
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(ii) Pour tout sommetu de degré interne un,A+
D(u) est une(k, l)-quasi-arborescence. En

particulier, le degré des feuilles dansA+
D(u) est au plusl + k − 1.

Démonstration. (ii) est une conséquence directe de(i). Prouvons(i).
SoitL unel-assignation pourG. Notons en premier lieu queD ne possède pas de2-circuit

puisque deux(≤ l + k − 1)-sommets ne sont pas adjacents d’après le lemme 13. Remarquons
de plus qu’afin de créer un circuit dansD, il est nécessaire de créer un sommetu de degré
externe dansD au moinsd(u) − l + 2. Supposons par l’absurde queD contienne un sommet
u de degré externe au moinsd(u) − l + 2 et soitD′ le graphe orienté obtenu juste après avoir
créé le premier tel sommetu. Soitu → v la dernière arête qui a été orienté dansD′. Le som-
metu possèded(u) − l + 2 voisins externes dansD′ (en comptantv) alors quev en possède
d(v) − l + 1. Divisons l’étude en deux cas selon que l’orientation de l’arêteuv crée un circuit
(qui sera nécessairement le premier) ou non.

Premier cas : l’orientation deuv crée un circuitC. Soit w le voisin interne deu dans
C. PosonsQ1 := A+

D′−wu(v), Q2 := A+
D′−uv(u) et Q =: Q1 ∪ Q2. Notons queQ1 et Q2 sont

des(k, l)-quasi-arborescences qui sont sommet-disjointes, sauf éventuellement sur des feuilles.
En particulier, le degré externe dansD′ de tout sommet interne deQ1 et deQ2 est au plus
dG(x) − l + 1. Plus précisément, tout sommet internex 6= w satisfaitd+

D′(x) = dG(x) − l + 1
alors qued+

Q(w) = dG(w) − l et pour tout sommet internex d−
D′(x) = 1. SoientF l’ensemble

des feuilles deQ, S l’ensemble des feuilles de degré interne au moinsk+1 dansQ etS̄ = F \S.
Posons̊Q := Q− S̄. Par minimalité deG, soitc uneL-colorationk-impropre deG′ := G− Q̊.
Soit f ∈ S̄ : si l’impropreté def est au moinsk − d−

Q(f) + 1, alors en vertu du lemme 12f
peut être recoloré avec impropreté0 puisquedG′(f)− |L(f)| + 2 = dG(f)− d−

Q(f)− l + 2 ≤
l + k − 1 − d−

Q(f) − l + 2 = k − d−
Q(f) + 1. SoitL1 l’assignation de listes suivante pourQ1 :

L1(x) := L(x) \ {α : ∃z ∈ NG−Q1(x), c(z) = α} si x /∈ S̄, et L1(x) := {c(x)} sinon. Pour
tout sommet internex 6= w

|L1(x)| ≥ l − (dG(x) − dQ1(x)) = l − dG(x) + dG(x) − l + 1 + 1 = 2

et puisqued+(w) = dG(w) − l mais queu n’est pas encore coloré

|L1(w)| ≥ l − (dG(w) − dQ1(w)) + 1 = l − dG(w) + dG(w) − l + 1 + 1 = 2.

Pour la racinev, d−(v) = 0 maisu n’est pas coloré donc

|L1(v)| ≥ l − (dG(v) − dQ1(v)) + 1 = l − dG(v) + dG(v) − l + 1 + 1 = 2,

et pour une feuillef ∈ S

|L1(f)| ≥ l − dG(f) + dQ(f) ≥ l − (l + k − 1) + dQ(f) = dQ(f) − k + 1.

Finalement, sif ∈ S̄ alors|L1(f)| = 1 ≥ max{1, dQ(f) − k + 1}.
Il est ainsi possible d’appliquer les lemmes 14 et 15. À cette fin, commençons parL1-colorer

toutes les feuilles deQ1.
Supposons d’abordk ≥ 2. D’après le lemme 14, il existe uneL1-colorationc1 de Q1

telle queimc1
Q1

(v) ≤ k − 1. Notons quec1 étendc en uneL-coloration deG − Q2 telle que
l’impropreté de chaque sommet soit au plusk sauf éventuellement celle de certains sommets
de S. De plus,imG−Q2(v) ≤ k − 1. Soit à présentL2 l’assignation de listes suivantes pour
Q2. L2(u) := L(u) \ {α : ∃z 6= v ∈ NG−Q2(u), c(z) = α)}, L2(x) := {c(x)} si x est une
feuille etL2(x) := L(x) \ {α : ∃z ∈ NG−Q2(x), c(z) = α} sinon. Notons que|L2(u)| ≥ 2.
Appliquons alors le lemme 14 afin d’obtenir uneL2-coloration deQ2 et donc uneL-coloration
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deG. L’impropreté de chaque sommet n’appartenant pas àS ∪ {u, v} est au plusk. De plus
imG(u) ≤ imQ2(u) + 1 ≤ k − 1 + 1 = k puisqu’aucune couleur deL2(u) n’est attribuée
à un voisin deu dansG − (Q2 − v). De la même façon,imG(v) ≤ imG−Q2(v) + 1 ≤ k
puisque la couleur dev a été supprimée de la liste de ses voisins dansQ2 − u. Si l’impropreté
de f ∈ S est au moinsk + 1, f est recoloré avec impropreté0 grâce au lemme 12 puisque
dG(f) − |L(f)| + 2 ≤ l + k − 1 − l + 2 = k + 1. Ceci permet d’obtenir uneL-coloration
k-impropre deG.

Supposons à présentk = 1. En vertu du lemme 15, il existe uneL1-coloration deG − Q2

telle que l’impropreté de chaque sommet n’appartenant pas àS soit au plus un. De plus, soit
l’impropreté dev est0 (i), soit l’impropreté dev est un et alorsv peut indifféremment être
coloré avec les deux couleurs de sa liste(ii) . Notons que siv a un voisin distinct deu qui est en
outre un sommet interne deQ2 alors|L1(v)| ≥ 3 et nous pouvons donc supposer quev satisfait
(i). En définissantL2 comme précédemment, le lemme 15 s’applique àQ2 et fournit uneL2-
coloration deQ2 et donc uneL-coloration deG telle queu satisfasse(i) ou (ii) . L’impropreté
de chaque sommet n’appartenant pas àS ∪ {u, v} est au plus un. Siv satisfait(i), alors soit
u satisfait aussi(i) soit u satisfait(ii) et dans ce cas nous pouvons supposer queu et v sont
colorés différemment. Dans tous les cas ces deux sommets ont impropreté au plus un dansG.
Si v satisfait(ii) , alors l’unique voisinv dansQ2 estu. Nous pouvons ainsi supposer queu etv
sont colorés différemment, et donc qu’ils ont impropreté au plus un dansG.

Finalement, toute feuille deS d’impropreté au moins deux peut être recolorée en vertu du
lemme 12, ce qui fournit uneL-coloration1-impropre deG.

Ainsi G estk-improprementl-choisissable, une contradiction.

Second cas: il n’y a pas de circuit dansD′. AlorsQ := A+
D′(u) est une quasi-arborescence.

En outre, le degré externe de tout sommet internev est au plus (et donc exactement)d(v)−l+1.
Soientv1, . . . , vs les voisins externes deu, posonsQj := A+

D′(vj) pourj ∈ {1, 2, . . . , s}. Les
Qi sont des(k, l)-quasi-arborescences qui sont sommet-disjointes sauf éventuellement sur des
feuilles. SoientF l’ensemble des feuilles deQ, S l’ensemble des feuilles de degré interne au
moinsk + 1 dansQ et S̄ := F \ S. Posons̊Q := Q − S̄. Soit L une l-assignation pourG.
Par minimalité deG, soit c uneL-colorationk-impropre deG′ := G − Q̊. Soit f une feuille
de S̄. Si l’impropreté def est au moinsk − dQ(f) + 1, il est possible de recolorerf avec
impropreté0 grâce au lemme 12 puisquedG′(f) − |L(f)| + 2 ≤ dG(f) − dQ(f) − l + 2 ≤
l + k − 1 − dQ(f) − l + 2 = k − dQ(f) + 1.

Pour tout sommetv ∈ Q, soitL′(v) := L(v) \ {α : ∃w ∈ NG(v), c(w) = α} si v /∈ S̄ et
L′(v) := {c(v)} sinon. Notons que pour tout sommet internev

|L′(v)| ≥ l − (dG(v) − dQ(v)) = l − dG(v) + dG(v) − l + 1 + 1 = 2.

Pour une feuillef ∈ S

|L′(f)| ≥ l − dG(f) + dQ(f) ≥ l − (l + k − 1) + dQ(f) = dQ(f) − k + 1.

Supposons d’abordk ≥ 2, etL′-colorons toutes les feuilles. Le lemme 14 permet d’étendre
cette coloration en uneL′-coloration de chaqueQi, et, quitte à recolorer des feuilles deS, il
existe uneL-colorationk-impropre deG − u telle queim(vj) ≤ k − 1 pourj ∈ {1, 2, . . . , s}.

Remarquons que|L′(u)| ≥ |L(u)| − d(u) + d+
D′(u) = l − d(u) + d(u) − l + 2 ≥ 2. De

plus,u possèded+(u) = d(u) − l + 2 ≤ 2k + 1 voisins externes dansD′. Il existe donc une
couleur deL′(u), disonsα, qui est attribuée àk voisins externes deu. Donc poserc(u) := α
fournit uneL-colorationk-impropre deG par définition deL′.
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Supposons maintenantk = 1 et L′-colorons toutes les feuilles. Le lemme 15 permet
d’étendre cette coloration en uneL′-coloration de chaqueQi, et quitte à recolorer des feuilles
deS, il existe uneL-coloration1-impropre deG− u telle que, pour chaquevj, soit im(vj) = 0
soitvj peut indifféremment être recoloré avec une autre couleur deL′(vj).

Les mêmes calculs que précédemment montrent l’existence d’une couleur deL′(u), disons
α, attribuée à au plus un voisin deu, disonsvi. Posonsc(u) := α. Si vi satisfait la première
condition, nous obtenons uneL-coloration1-impropre deG. Sivi satisfait la seconde condition
nous pouvons supposerc(u) 6= c(v) et donc obtenir également uneL-coloration1-impropre de
G.

Ainsi G estk-improprementl-choisissable, une contradiction.
¤

Démonstration du théorème 15.Soit G un graphe(k, l)-minimal et soitD un graphe de dé-
chargement deG. Au départ, chaque sommet possède une chargew(v) = d(v). Ensuite, la
règle de déchargement suivante est appliquée : chaque sommet donnek

l+k
à chacun de ses

voisins externes.
Examinons la nouvelle chargew′(v) d’un sommetv en fonction de son degré.
– Si d(v) ≤ l + k − 1 le degré interne dev estd(v) donc sa nouvelle charge estw′(v) =

d(v) + d(v)k
l+k

≥ l + lk
l+k

.
– Si d(v) ∈ {l + k, . . . , l + k + k

l
} alors le degré externe dev est soit au plusd(v) − l et

donc sa nouvelle charge est au moinsd(v)− (d(v)− l)× k
l+k

= ld(v)
l+k

+ lk
l+k

≥ l+ lk
l+k

, soit
d(v)−l+1 d’après le lemme 16. Dans ce cas, par définition d’un graphe de déchargement,
le degré interne dev est un donc sa nouvelle charge est

w′(v) = d(v) − (d(v) − l + 1) × k

l + k
+

k

l + k
= d(v) − (d(v) − l) × k

l + k
≥ l +

lk

l + k
.

– Sid(v) ∈ {l+k+ k
l
, . . . , l+2k−1}, alors d’après le lemme 16, le degré externe dev est au

plusd(v)−l+1. Doncw′(v) ≥ d(v)−(d(v)−l+1)× k
l+k

= ld(v)
l+k

+ kl−k
l+k

≥ l2+2kl
l+k

= l+ kl
l+k

.

– Sid(v) ≥ l + 2k, alorsw′(v) ≥ d(v)(1 − k
l+k

) = ld(v)
l+k

≥ l2+2kl
l+k

= l + kl
l+k

.

Ainsi Mad(G) ≥ 1

|V |
∑

v∈V

d(v) =
1

|V |
∑

v∈V

w′(v) ≥ l +
kl

l + k
.

¤

2.3.2. Borne supérieure

Dans cette sous-section, nous construisons, pour tout entierl ≥ 2 and tout entierk ≥ 1,
un grapheGk

l qui n’est pask-improprementl-colorable. Son degré moyen maximum fournit
ainsi une borne supérieure pourM(k, l). Pour construireGk

2, prenonsk + 1 copies deHk

(défini dans la sous-section 2.2.1) et identifions leur sommetv. Le grapheGk
l pour l ≥ 3 est

définie récursivement. En premier lieu, créons le grapheMk
l en prenantk copies deGk

l−1 et en
ajoutant un sommetw relié à tous les autres sommets. Il suffit alors de prendrel − 1 copies
M1, . . . , M l−1 de Mk

l , de relier tous les sommetsw1, . . . , wl−1 (de sorte qu’ils induisent un
graphe complet d’ordrel − 1), puis d’ajouterk + 2 sommetsz0, z1, . . . , zk+1 chacun étant relié
à chaquewi pouri ∈ {1, . . . , l− 1}. Enfin les arêtesz0zi pouri ∈ {1, . . . , k + 1} sont ajoutées
(voir figure 2.3.2).
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M1
3

G1
2

w2w1

z2z1

z0

FIG . 2.2. Le grapheG1
3.

Lemme 17.Pour tout entierl ≥ 2 et tout entierk ≥ 1, le grapheGk
l n’est pask-improprement

l-colorable.

Démonstration. Le résultat est vrai pourGk
2. Supposons le résultat vrai pourl − 1 ≥ 2 et

montrons-le pourGk
l . Tout d’abord, notons que dans toutel-colorationk-impropre deM i,

l’impropreté du sommetwi estk. En fait, wi possède un voisin de sa couleur dans chaque
copie deGk

l−1 puisque sinonGk
l−1 seraitk-improprement(l − 1)-colorable. Donc, pour tout

i ∈ {1, 2, . . . , l−1}, wi ne peut avoir aucun sommet de sa couleur dansGk
l −M i. En particulier,

comme le sous-graphe induit parw1, . . . wl−1 est complet, tous leszi pouri ∈ {0, 1, . . . , k+1},
doivent être colorés de la même couleur. Mais dans ce cas l’impropreté dez0 estk + 1. ¤

Lemme 18. Le nombre de sommets deGk
l est

nk
l := 2l + (l + 1)k +

l∑

i=2

(l − 1)!

(l − i)!
ki.

En particulier, en tant que polynôme enk, nk
l ∼ (l − 1)!kl.

Démonstration. Par définition,nk
2 = k2 + 3k + 3 et∀l ≥ 3, nk

l = (k × nk
l−1 + 1) × (l − 1) +

k + 2. ¤

Lemme 19. La somme des degrés des sommets deGk
l , notéesk

l , est un polynôme enk tel que
sk

l ∼ 2l!kl.

Démonstration. Par définition,sk
2 = 4k2 +10k +6 etsk

l = (l− 1)(k× sk
l−1 +2k×nk

l−1 + l +
k) + (l + 1)k + 2l si l ≥ 3. Doncsk

l est un polynôme enk de degrél. De plus, en notantck
l son

coefficient dominant,ck
2 = 4 et∀l ≥ 3, ck

l = (l− 1)× ck
l−1 + 2k × (l− 1)!. Doncck

l = 2l!. ¤

Proposition 15. Pour tout entier fixél ≥ 2

lim
k→∞

Mad(Gk
l ) = 2l.

Démonstration. Le degré moyen maximum deGk
l est son degré moyen. Donc, d’après les

lemmes 18 et 19,

lim
k→∞

Mad(Gk
l ) = 2

l!

(l − 1)!
= 2l.

¤

Le corollaire 1 découle immédiatement du théorème 15 et de la proposition 15.
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2.4. Application aux graphes de genrer ≥ 1
En vertu de la formule d’Euler généralisée, tout grapheH de genrer et de maille au moins

g vérifie

Ad(H) ≤ 2g

g − 2
+

4g(r − 1)

(g − 2)|V (H)| .

Ceci permet notamment d’étendre le corollaire 2 des graphes planaires aux graphes toriques
(c’est-à-dire aux graphes de genre un), et d’obtenir le corollaire suivant.

Corollaire 3. Tout graphe torique sans triangle est1-improprement4-choisissable.

Démonstration. Le degré moyen maximum d’un graphe torique sans triangle est au plus
2×4
4−2

= 4 < 24
5

= 4 + 4×1
4+1

. ¤

Précisons que la question de savoir si tous les graphes toriques sont1-improprement4-
colorables est toujours ouverte.

Intéressons-nous à présent aux graphes de genre au moins deux. Miao [Mia03] a prouvé
les résultats suivants pour les graphesG de genrer ≥ 2 :

– siG possède au moins21 faces et si sa maille est au moinsr+9 alorsG est1-improprement
2-choisissable ;

– si G possède au moins13 faces et si sa maille est au moins⌈6
5
(r + 5)⌉ alorsG est2-

improprement2-choisissable ; et
– siG possède au moins14 faces et si sa maille est au moinsr+5 alorsG est3-improprement

2-choisissable.
Nous allons montrer comment nos résultats améliorent ceux-ci. Pour toutg, soitf(Ad, g) :=

2
∑s−1

i=0 (Ad− 1)i si g = 2s etf(Ad, g) := 1 + Ad
∑s−1

i=0 (Ad− 1)i si g = 2s + 1. Alon, Hoory
et Linial [AHL02 ] ont prouvé que tout grapheH de mailleg satisfait|V (H)| ≥ f(Ad, g). Par
conséquent, le degré moyen maximum de tout grapheG de genrer et de mailleg satisfait

f(Mad(G), g)(Mad(G) − 2g

g − 2
) − 4(r − 1)g

g − 2
≤ 0.

Il est donc aisé de déduire des conditions sur la maille et le genre permettant d’utiliser le
théorème 15, comme par exemple le corollaire suivant.

Corollaire 4. SoitG un graphe de genrer ≥ 2.
– Si la maille deG est au moinsr + 8 alorsG est1-improprement2-choisissable.
– Si la maille deG est au moinsr + 6 alorsG est2-improprement2-choisissable.
– Si la maille deG est au moinsr + 5 alorsG est3-improprement2-choisissable.

2.5. Conclusion
L’étude de la coloration impropre des graphes de densité bornée a notamment permis d’ob-

tenir des corollaires intéressants concernant les graphes de genre borné et de maille fixée. Plu-
sieurs questions restent à résoudre, en particulier déterminer la valeur exacte deM(k, 2) et de
gk pourk ∈ {1, 2, 3}. Cela permettrait de savoir si la planarité et la maille jouent effectivement
un rôle pour la coloration impropre ou si, au contraire, la contrainte plus faible de la densité
suffit à déterminer la colorabilité du graphe.

Un autre problème intéressant est de déterminer s’il existe ou non une différence entre la
2-coloration (impropre) et la2-choisissabilité (impropre) pour les graphes planaires de maille
donnée, ou plus généralement pour les graphes de densité bornée. Par exemple, existe-t-il un
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graphe planaire de maille7 qui soit 1-improprement2-colorable, mais pas1-improprement
2-choisissable ?

Enfin, rappelons ici la question de la4-coloration1-impropre des graphes toriques.

Problème 3. Tout graphe torique est-il1-impropre 4-colorable ? Tout graphe torique est-il
1-impropre4-choisissable ?





CHAPITRE 3

Coloration impropre des graphes
d’intersection de disques unitaires

Les résultats de la section 3.2 de ce chapitre ont été obtenus avec Ross Kang et Frédéric
Havet [HKS05] (voir [HKS06] pour une version plus complète de l’étude présentée ici) ; ceux
des sections 3.3 et 3.4 avec Ross Kang et Tobias Müller [KMS05a, KMS06].

3.1. Introduction
Nous étudions dans cette partie le cas fondamental où la zone de bruit de chaque antenne

est modélisée par un disque de rayon fixéR. Le graphe de bruit obtenu est alors un graphe
d’intersection de disques unitaires.

Définition 10. Un grapheG est ungraphe d’intersection de disquessi, et seulement si, il est
possible d’associer à chaque sommet deG un disque du plan de sorte que les intérieurs de deux
disques s’intersectent si, et seulement si, les sommets correspondants sont voisins dansG.
Un grapheG est ungraphe d’intersection de disques unitairessi, et seulement si, il est possible
d’associer à chaque sommet deG un disque du plan de rayon un, de sorte que les intérieurs de
deux disques s’intersectent si, et seulement si, les sommets correspondants sont voisins dans
G. Par homothétie, il est équivalent de demander que tous les disques aient un même rayonR.
Une configuration de disques est appelée unereprésentationou uneréalisationde son graphe
d’intersection.

L’étude des graphes d’intersection de disques provient principalement des applications aux
réseaux de télécommunication, et en particulier des applications aux diverses variantes du pro-
blème d’allocation de fréquences. Notons ici que déterminer si un graphe est un graphe d’in-
tersection de disques unitaires et fournir une représentation le cas échéant est un problème
NP-complet en général [BK98, HK01]. Toutefois, pour les applications, une réalisation du
graphe est donnée.

Plus généralement, siΣ est une collection d’ensembles alors pour toute familleF ⊆ Σ,
le graphe d’intersection deF , notéΩ(F), est le graphe dont les sommets sont les éléments
deF , et dont les arêtes sont les couples d’éléments distincts deF dont l’intersection est non
vide. Laclasse d’intersectiondeΣ, notéeΩ(Σ), est la classe des graphes{Ω(F) : F ⊆ Σ}.
Une classe de graphesG est uneclasse de graphes d’intersectionsi, et seulement si,G est iso-
morphe àΩ(Σ) pour une certaine collectionΣ. Les graphes d’intersection ont donné lieu à de
nombreuses études (voir par exemple [MM99 ]). Ainsi la classe des graphes d’intersection de
disques unitaires est-elle la classeΩ(Σ) où Σ est l’ensemble des disques unitaires ouverts du

49
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plan. Cette classe est notéeUD. La classe des graphes d’intersection de disques (i.e. la classe
Ω(Σ) où Σ est l’ensemble des disques ouverts du plan) est, elle, notéeD. Il est possible de
travailler dans d’autres dimensions : la classeΩ(Σ) oùΣ est l’ensemble des boules ouvertes de
R

3 est notamment étudiée pour ses applications dans l’analyse des molécules [HKC83]. Dans
le cas oùΣ est l’ensemble des intervalles unitaires ouverts deR, la classe obtenue est celle
des graphes d’intervalles unitaires, notéeUI. La classe des graphes d’intervalles, notéeI, est
définie de façon analogue. Ces classes de graphes sont utilisées pour modéliser des problèmes
d’allocation de fréquences sur des terrains longilignes, mais aussi en génétique [WG86] et or-
donnancement [Gol80]. La classe des graphes planaires, notéeP, est incluse dans la classe
D. L’étoile K1,6 est un graphe planaire d’intersection d’intervalles, mais n’est pas un graphe
d’intervalles unitaires, le cycleC4 est un graphe planaire d’intersection de disques unitaires
mais n’est pas un graphe d’intervalles. En outre, le graphe completK5 est un graphe d’inter-
valles unitaires (donc un graphe d’intervalles et un graphe d’intersection de disques unitaires),
et n’est pas planaire. Ainsi les classesI, UD etP ne sont-elles pas comparables pour la relation
d’inclusion. La figure 3.1 illustre les relations entre ces classes.

UI
I UD

D

P

FIG . 3.1. Relations entre les classesUI, I, UD, D andP.

Contrairement au cas général, déterminer la taille de la plus grande clique d’un graphe
d’intersection de disques n’est pas un problèmeNP-complet. En outre, en vertu de propriétés
élémentaires des configurations de disques dans le plan, tout graphe d’intersection de disques
unitairesG avec au moins une arête vérifie∆(G) ≤ 6ω(G) − 7 (il suffit de considérer des
secteurs d’angleπ

3
), ce qui permet d’avoir une6-approximation pour le nombre chromatique

(en vertu de la proposition 2). Il est possible de faire mieux, et une3-approximation a été
donnée par Peeters [Pee91] ainsi que par Gräf, Stumpf et Weißenfels [GSW98].

La suite de ce chapitre est organisée de la façon suivante : dans la prochaine section, nous
prouvons que lal-colorationk-impropre des graphes d’intersection de disques unitaires est un
problèmeNP-complet pour tout couple d’entiers fixé(l, k) avecl ≥ 2 et k ≥ 1. Nous intro-
duisons ensuite la coloration impropre pondérée pour les sous-graphes du réseau triangulaire,
et montrons à nouveau des résultats de complexité (le réseau triangulaire est souvent utilisé
pour les réseaux d’antennes car c’est le moyen le plus efficace de couvrir le plan). En raison de
ces résultats négatifs, nous étudions dans les sections 3.3 et 3.4 le rapport entre la taille de la
plus grande clique et le nombre chromatiquek-impropre dans les deux cas suivants : lorsque
l’ensemble de sommets est un ensemble dénombrable de points “convenablement répartis” et
une arête est présente si, et seulement si, deux points sont “suffisamment proches”, et pour les
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graphes aléatoires d’intersection de disques unitaires. Le premier cas est une hypothèse raison-
nable pour de grands réseaux de récepteurs, qui se justifie également sur le plan théorique par
les résultats de complexité prouvés dans la section 3.2. Les ensembles quelconques de points
seront d’abord étudiés, puis les résultats seront affinés pour les ensembles de points dont la dis-
tribution est uniforme, et les réseaux (en particulier le réseau triangulaire). De même, l’étude
des graphes aléatoires d’intersection de disques unitaires, selon le modèle développé par Pen-
rose [Pen03], est un moyen intéressant d’obtenir des renseignements sur le problème général,
qui estNP-complet.

Précisons que nous ne connaissons pas d’approximation pour le nombre chromatiquek-
impropre des graphes d’intersection de disques unitaires autre que la6-approximation triviale
obtenue en multipliant la taille de la plus grande clique par6

k+1
. Dans le cas aléatoire, les

résultats obtenus dans la section 3.4 montrent que, pour unk fixé et un graphe aléatoire d’in-
tersection de disques unitairesGn, la valeur ω(Gn)

k+1
× 2

√
3

π
, calculable en temps polynomial,

est une approximation raisonnable deck(Gn) lorsquen est suffisamment grand (précisons que
2
√

3
π

≈ 1, 103 ¿ 6).

3.2. Complexité
3.2.1. Graphes d’intersection d’intervalles

Proposition 16. Pour tout entierk fixé, il existe pour tout entier non null un graphe d’inter-
valles unitairesIk,l qui n’est pask-improprementl-colorable, et tel que son degré maximum
ainsi que la taille de sa plus grande clique soitl(k + 1).

Démonstration. SoitIk,l le graphe constitué d’une cliqueK de taillel(k+1) et d’un sommetu
voisin d’exactement(l−1)(k+1)+1 sommets deK. Ik,l est clairement un graphe d’intervalles
unitaires. Supposons qu’il existe unel-colorationk-improprec de Ik,l. Alors tout sommet de
K a impropreték dansK. Commeu possède(l − 1)(k + 1) + 1 voisins dansk, le sommetu
possède dansK un voisin de chaque couleur, et donc quelle que soit la couleur deu, un sommet
deK a impropreté au moinsk + 1, une contradiction. ¤

Cet exemple montre que la borne supérieure donnée par la proposition 2 est serrée pour la
classe des graphes d’intervalles unitaires en général.

Au vu de cette proposition, il est naturel de se demander quelle est la complexité du pro-
blème de colorationk-impropre restreint à la classeUI. Nous prouvons à présent, en donnant
un algorithme de programmation dynamique, que ce problème est polynomial pourk et l fixé.

Une première remarque est qu’un graphe d’intervalles unitaires estbi-simplicial, c’est-à-
dire que le voisinage de tout sommet peut être partitionné en deux cliques.

Proposition 17. Étant donnés deux entiersk et l, tout graphe bi-simplicialG de degré maxi-
mum au moins(2l − 1)(k + 1) n’est pask-improprementl-colorable.

Démonstration. Supposons quec soit unel-colorationk-impropre deG etv un sommet deG
de degré au moins(2l − 1)(k + 1), tels quec(v) = 1. Soit H le sous-graphe deG induit par
les voisins dev non colorés1. La colorationc est une(l − 1)-colorationk-impropre deH. De
plus, commeimc(v) ≤ k, H compte au moins(2l − 1)(k + 1) − k = 2(l − 1)(k + 1) + 1
sommets. Le grapheG étant bi-simplicial,H peut être partitionné en deux cliques. L’une de
ces deux cliques contient au moins(l − 1)(k + 1) + 1 sommets, ce qui contredit le fait queH
estk-improprement(l − 1)-colorable. ¤
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Il est bien connu que les graphes d’intervalles sont de graphes parfaits, donc en particulier
tout graphe d’intervallesG vérifie ω(G) = χ(G) : il suffit de partir d’une représentation deG
et d’appliquer une coloration gloutonne des sommets triés dans l’ordre de l’abscisse minimum
de chaque intervalle. Le nombre de couleurs de cette coloration est égal àω(G) (et la coloration
est donc optimale)

Théorème 17.Soientk et l deux entiers fixés. Il est polynomial de décider si un graphe d’in-
tervalles estk-improprementl-colorable.

Démonstration. Soit G un graphe d’intervalles. Il est polynomial de calculer la tailleω(G)
d’une plus grande clique deG. Si ω(G) > l(k + 1), G n’est pask-improprementl-colorable
d’après la proposition 2. Supposons doncω(G) ≤ l(k + 1). Considérons à présent une repré-
sentation par intervalles deG. Notons parv1, . . . , vn les sommets deG ordonnés de gauche
à droite dans l’ordre de la plus petite abscisse de chaque intervalle. L’algorithme consiste à
maintenir en mémoire toutes les colorations partiellesk-impropres induites sur l’ensembleS
des sommets du sous-graphe déjà traité (ainsi que l’impropreté correspondante de chaque som-
met ; cet ensemble varie au fur et à mesure du déroulement de l’algorithme). Soitvi le prochain
sommet à traiter. Seuls les voisins dev sont conservés dansS. Ensuite, pour chaque coloration
mémorisée des sommets deS, l’algorithme teste (de façon exhaustive), si la coloration peut
être étendue àv et mémorise les colorations ainsi obtenues. Comme les sommets deS ∪ {v}
induisent une clique dansG, S contient au plusω(G) − 1 sommets. Il est donc suffisant d’uti-
liser une liste de taille(lk)ω(G) ≤ (lk)l(k+1) pour cette mémorisation. Enfin, le fait de ne garder
dansS que les voisins (déjà colorés) devi ne pose pas de problème pour la suite puisque tout
sommetvj avecj < i qui n’est pas adjacent àvi ne peut être adjacent à un sommetvk avec
k > i La complexité de l’algorithme obtenu est linéaire en le nombre de sommets du graphe,
chaque sommet effectuant au plusc × (lk)l(k+1) opérations élémentaires. ¤

Ce résultat ne résout toutefois pas entièrement le problème de la complexité pour la colora-
tion impropre des graphes d’intervalles.

Problème 4. Étant donné un entierk fixé, existe-t-il un algorithme polynomial permettant de
déterminer le nombre chromatique de tout graphe d’intervalles, ou de tout graphe d’intervalles
unitaires ?

Pour les graphes d’intervalles unitaires, le résultat suivant montre que seules deux valeurs
sont possibles : la borne inférieure générale donnée par la proposition 2, ou ce nombre plus un.

Théorème 18.Il existe un algorithme linéaire donnant une
⌈

ω(G)
k+1

⌉

+ 1-colorationk-impropre

de tout graphe d’intervalles unitaires.

Démonstration. Soit l :=
⌈

ω(G)
k+1

⌉

+1. Considérons une représentation par intervalles unitaires

de G et soientv1, v2, . . . , vn les sommets deG dans l’ordre induit par la représentation. Co-
lorons le sommetvi avec la couleurj si, et seulement si,

⌊
i

k+1

⌋
≡ j mod l. Cette coloration

utilise l couleurs par définition. Supposons que le sommetvi ait impropreté au moinsk + 1 :
alors, sans perte de généralité, disons que le sommetvi+(l−1)(k+1)+1 est voisin devi. CommeG
est un graphe d’intervalles unitaires, cela implique que les sommetsvi, vi+1, . . . , vi+(l−1)(k+1)+1

induisent une clique dansG, qui est de taille(l− 1)(k +1)+2 ≥ ω(G)+2, contradiction. ¤

Comme mentionné, nous ne savons pas s’il est polynomial ou non de déterminer laquelle
des deux valeurs est correcte.
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3.2.2. Lal-coloration k-impropre des graphes d’intersection de disques unitaires,l ≥ 3

Le problème de lal-coloration propre restreint aux graphes d’intersection de disques uni-
taires étantNP-complet [GSW98] pour tout l ≥ 3, il est raisonnable de penser qu’il en est
de même du problème de lal-colorationk-impropre, pour toutk ≥ 1 fixé. C’est ce que nous
prouvons dans cette sous-section, en utilisant une réduction inspirée de [GSW98].

Théorème 19.Pour tout entierk et tout entierl ≥ 3 fixés, le problème de lal-coloration
k-impropre restreint aux graphes d’intersection de disques unitaires estNP-complet.

Notons que le théorème 19 est vrai même lorsqu’une représentation du graphe d’intersec-
tion de disques unitaires est connue, ce qui est important puisque, comme mentionné précédem-
ment, reconnaître un graphe d’intersection de disques unitaires est un problèmeNP-complet.

Notre approche généralise celle de [GSW98] : nous montrons à présent comment construire,
étant donné un grapheG = (V,E), un graphe d’intersection de disques unitairesĜ = (V̂ , Ê)
qui estk-improprementl-colorable si, et seulement si,G est l-colorable. La clé est de géné-
raliser les graphes auxiliaires. Nous utiliserons le même plongement pour le grapheG, et la
représentation dêG nécessitera juste de légères modifications techniques afin d’intégrer un
gadget de croisement plus grand.

Le schéma de la démonstration est le suivant : nous allons utiliser un plongement deG dans
le plan permettant de remplacer, de façon systématique, ses arêtes par des graphes d’intersec-
tion de disques unitaires convenablement choisis, de sorte que l’existence d’unel-coloration de
G soit équivalente à l’existence d’unel-colorationk-impropre du graphe obtenu. Nous aurons
deux problèmes principaux à résoudre : tout d’abord, commeG n’est pas nécessairement pla-
naire, des arêtes peuvent s’intersecter dans notre plongement ; ensuite, le degré deG n’étant
pas borné en fonction de la taille de sa plus grande clique, nous devons être capables de gé-
rer les sommets de “gros” degré puisque, comme mentionné dans l’introduction, tout graphe
d’intersection de disques unitairesH avec au moins une arête vérifie

∆(H) ≤ 6ω(H) − 7.

Ces deux questions seront résolues en introduisant deux types de graphes d’intersection de
disques unitaires auxiliaires : les gadgets de croisement afin de remplacer les croisements
d’arêtes et les gadgets de sommets.

Le reste de cette sous-section est organisé de la façon suivante : les graphes d’intersection
de disques unitaires auxiliaires sont décrits dans la sous-section 3.2.2.1, la sous-section 3.2.2.2
est consacrée à la description d’une réalisation du graphe d’intersection de disques unitaires
Ĝ construit à partir deG, et la sous-section 3.2.2.3, basée sur les précédentes, est dédiée à la
preuve du théorème 19.

Avant d’entrer dans les détails de la démonstration, prouvons le lemme suivant.

Lemme 20. NotonsK1 une clique de taillek + 1, K2 une clique de taille(l − 1)(k + 1)
et K3 une clique de taillej, où j ∈ {1, 2, . . . , k + 1}. SoitH le graphe formé par ces trois
cliques en ajoutant toutes les arêtes entreK1 et K2 et entreK2 et K3. Le grapheH estk-
improprementl-colorable, et dans toutel-colorationk-impropre deH les sommets deK1 ∪K2

sont monochromatiques.

Démonstration. Supposons quec soit unel-colorationk-impropre deH. Soit u un sommet
de K3, supposons, quitte à renommer les couleurs, queu est coloré avec la couleur1 par c.
Le sous-grapheX deH induit par les sommets deK1 ∪ K2 est une clique de taille(k + 1) +
(l − 1)(k + 1) = l(k + 1), donc toutes les couleurs apparaissent exactementk + 1 fois dans
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X, et tout sommet deX a ainsi impropreték dansX. En particulier, la couleur1 ne peut pas
apparaître sur un sommet deK2. CommeK2 induit une clique de taille(l − 1)(k + 1), toutes
les autres couleurs apparaissent exactementk + 1 fois dansK2, forçant ainsi tous les sommets
deK1 ∪ K3 à être colorés avec la couleur1.

Une l-colorationk-impropre deH est obtenue en colorant tous les sommets deK1 ∪ K3

avec la couleur1 et ceux deK2 avec lesl− 1 couleurs restantes (chaque couleur étant attribuée
àk + 1 sommets deK2). ¤

3.2.2.1. Construction des graphes auxiliaires.
Introduisons tout d’abord les graphes qui remplaceront les arêtes dans le plongement de

G. Tous ces graphes sont des graphes d’intersection de disques unitaires, et, à l’exception
du dernier, tous peuvent êtres représentés par des représentations similaires à celles données
par [GSW98]. Les autres propriétés sont données sans preuve, puisque qu’elles découlent soit
directement de la définition, soit d’une application simple du lemme 20. Nous utiliserons fré-
quemment des cliques, et la figure 3.2 donne les conventions utilisées dans les autres figures.

Une clique de taille(l − 2)(k + 1)

⋆

Une clique de taillek + 1 Une clique de taillex

Une clique de taille(l − 1)(k + 1)

x

FIG . 3.2. Conventions utilisées pour les figures. Ajoutons qu’un trait entre deux cercles signifie
que toutes les arêtes possibles entre les deux cliques correspondantes sont présentes.

Définition 11. Un (k, l)-câble d’ordrem, notéWm
k,l, est constitué dem + 1 cliques de taille

k + 1, WV0,WV1, . . . , WVm, et dem cliques de taille(l − 1)(k + 1), WC1,WC2, . . . , WCm.
Pour chaquei ∈ {1, 2, . . . ,m}, tous les sommets de la cliqueWCi sont voisins des sommets
des cliquesWVi−1 etWVi. Les cliquesWV0 etWVm sont dénomméescliques-extrémités.

La figure 3.3 montre un(k, l)-câble d’ordre trois.

WV0 WV1 WV2 WV3

WC1 WC2 WC3

FIG . 3.3. Le (k, l)-câbleW 3
k,l.

Proposition 18. SoitWm
k,l un (k, l)-câble d’ordrem.

(i) Le grapheWm
k,l possèdem(l−1)(k+1)+(m+1)(k+1) = (ml+1)(k+1) sommets ;

(ii) il estk-improprementl-colorable, mais pask-improprement(l − 1)-colorable ;

(iii) toute l-coloration k-impropre deWm
k,l assigne une même couleur aux sommets des

cliquesWV0,WV1, . . . ,WVm. En particulier, les sommets des cliques-extrémités ont
la même couleur ; et

(iv) le grapheWm
k,l est un graphe d’intersection de disques unitaires.
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Définition 12. Une(k, l)-chaîne d’ordrem, notéeKm
k,l est constituée d’un(k, l)-câble d’ordre

m, Wm
k,l, et d’une cliqueWF de taillej pourj ∈ {1, 2, . . . , (l − 1)(k + 1)}. Toutes les arêtes

entre les sommets deWF et ceux deWVm sont ajoutées. La cliqueWV0 est appeléeclique-
extrémité fixée, alors que la cliqueWF est appeléeclique-extrémité forcée.

Une(k, l)-chaîne d’ordre trois est représentée par la figure 3.4.

WC1 WC2 WC3

WV0 WV1 WV2

j

WFWV3

FIG . 3.4. Une(k, l)-chaîne d’ordre troisK3
k,l.

Proposition 19. SoitKm
k,l une(k, l)-chaîne d’ordrem.

(i) Le grapheKm
k,l possède(ml + 1)(k + 1) + j sommets, oùj est la taille de la clique

WF ;

(ii) il estk-improprementl-colorable, mais pask-improprement(l − 1)-colorable ;

(iii) toutel-colorationk-impropre deKm
k,l assigne une même couleurc aux sommets des

cliquesWVi où i ∈ {1, 2, . . . ,m}, et tout sommet deWF se voit attribuer une cou-
leur différente dec ;

(iv) pour toute paire de couleurs distinctes(c1, c2) ∈ {1, 2, . . . , m}2, il existe unel-
coloration k-impropre deKm

k,l attribuant la couleurc1 aux sommets de la clique-
extrémité forcée, et la couleurc2 aux sommets de la clique-extrémité fixée ; et

(v) une(k, l)-chaîne est un graphe d’intersection de disques unitaires.

Introduisons à présent les graphes qui remplaceront les sommets de gros degré deG.

Définition 13. Un (k, l)-clone d’ordrem ≥ 2, notéCm
k,l, est constitué de7m−7 cliques de taille

k+1,CV1, CV2, . . . , CV7m−7, de7m−6 cliques de taille(l−1)(k+1), CC0, CC1, . . . , CC7m−7,
et dem cliques de taillek + 1 notéesO0, O1, . . . , Om−1. Pour chaquei ∈ {1, 2, . . . , 7m − 7},
tous les sommets de la cliqueCVi sont reliés à tous les sommets des cliquesCCi−1 et CCi.
Pour chaquei ∈ {0, 1, . . . , m − 1}, tous les sommets deOi sont relié à tous les sommets de
CC7i. Les cliquesO0, O1, . . . , Om−1 sont appeléescliques-extrémités.

Un (k, l)-clone d’ordre trois est représenté par la figure 3.5.

O1

CC0

O0

CC8 CC9 CC10 CC11 CC12 CC13 CC14

O2

CC1 CC2 CC3 CC4 CC5 CC6 CC7

CV2CV1 CV3 CV4 CV5 CV6 CV7 CV8 CV9 CV10 CV11 CV12 CV13 CV14

FIG . 3.5. Le (k, l)-cloneC3
k,l.

Proposition 20. SoitCm
k,l un (k, l)-clone d’ordrem.

(i) Le grapheCm
k,l possède(7m − 6)(l − 1)(k + 1) + (7m − 7)(k + 1) + m(k + 1) =

((7m − 6)l + m − 1)(k + 1) sommets ;
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(ii) il estk-improprementl-colorable, mais pask-improprement(l − 1)-colorable ;

(iii) toutel-colorationk-impropre deCm
k,l assigne une même couleur à tous les sommets

des cliques-extrémités ; et

(iv) un (k, l)-clone est un graphe d’intersection de disques unitaires.

Nous finissons en définissant le gadget de croisementHk,l : il remplacera les croisements
d’arêtes dans le plongement deG. Cette construction est basée sur celle du graphe de croise-
mentHl de [GSW98], chaque sommet étant remplacé par une clique de taillek + 1, et chaque
arête par des(k, l)-chaînes d’ordre approprié (1 ou 2), de sorte que le graphe obtenu soit un
graphe d’intersection de disques unitaires. Les graphesHl etHk,l sont montrés par la figure 3.6.

(a)

(b)

1 1

2 1

1

1

2

1

1

2

1

1

1

1

1

1

2

1 2

1

1

22

2

⋆

⋆ ⋆

⋆

⋆
C1 C2

V0

V3

V2

C4 C3

V1

FIG . 3.6. Le l-croisementHl et le (k, l)-croisementHk,l : (a) Hl, où les cercles représentent
des cliques de taille(l−2) et (b) un schéma deHk,l, où chaque(k, l)-chaîne est représentée par
un arc (dirigé depuis la clique-extrémité fixée vers la clique-extrémité forcée de la chaîne) ainsi
qu’un entier indiquant son ordre.

Notons que les(k, l)-chaînes sont orientées de sorte à ne pas introduire de clique taille
supérieure àl(k + 1). En particulier, seules les cliques-extrémités forcées des(k, l)-chaînes
peuvent être adjacentes aux cliquesCi de taille(l − 2)(k + 1) deHk,l. En outre, chaque clique
C de taillek+1 représentant un sommet deHl est adjacente à une clique de taille(l−1)(k+1)
d’une (k, l)-chaîne, assurant ainsi que toutel-colorationk-impropre du grapheHk,l assigne à
tous les sommets deC une seule couleur. Une définition plus concise deHk,l suit.

Définition 14. Pour toutl ≥ 3, un (k, l)-croisement, notéHk,l, est le graphe donné par la
figure 3.7. Les cliquesV0, V1, V2 etV3 sont appeléescliques-extrémités.

Proposition 21. SoitHk,l un (k, l)-croisement.

(i) Le grapheHk,l possède(37l − 2)(k + 1) sommets ;

(ii) il estk-improprementl-colorable, mais pask-improprement(l − 1)-colorable ;

(iii) dans toutel-colorationk-impropre deHk,l, les sommets deV0 ∪ V2 sont monochro-
matiques, de même que ceux deV1 ∪ V3 ;

(iv) il existe deuxl-colorationsk-impropresc1 et c2 deHk,l vérifiantc1(V0) = c1(V2) =
c1(V1) = c1(V3) et c2(V0) = c2(V2) 6= c1(V1) = c1(V3) ; et

(v) un (k, l)-croisement est un graphe d’intersection de disques unitaires.
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V3

C3

V2

C2

V1

C1

V0

C4

C0

⋆

⋆

⋆

⋆

⋆

FIG . 3.7. Le (k, l)-croisementHk,l.

3.2.2.2. Plongement du graphe d’intersection de disques unitaires.
Comme mentionné précédemment, nous utilisons le même plongement pour le graphe

donnéG que [GSW98] :
– toutes les arêtes sont constituées de segments verticaux et horizontaux ;
– une distance minimale non nulle est maintenue entre des segments parallèles, des croise-

ments et des sommets ; et
– ce plongement se calcule en temps polynomial, de façon systématique.
Toutefois, nous devons modifier le plongement de certains graphes auxiliaires afin d’amé-

nager de l’espace pour placer les(k, l)-croisements.
Tout d’abord, chaque sommetv de G est remplacé par un ensemble indépendantM(v)

d’ordred(v), le degré dev. Ensuite, un sommet deM(v) est relié à un sommet deM(w) si, et
seulement si,v et w sont voisins dansG. Les arêtes sont placées de sorte que chaque sommet
du grapheG′ = (V ′, E ′) obtenu soit de degré maximum un.

Afin de décrire le plongement deG′ utilisé, les sommets deG′ sont numérotés de1 à |V ′|, de
telle sorte que, pour tout sommetv deG, les numéros des sommets deM(v) soient consécutifs.
Notonsn cette numérotation. Les sommets deG′ sont tous placés sur l’axe des abscisses : les
coordonnées du point représentant le sommetv deG′ sont(X(v), 0), avecX(v) := 56n(v).

Une arêteuv deG′, avecX(u) < X(v), est représentée par les trois segments suivants :

{(x, y) : x = X(u) ety ∈ [0, X(u) + 8]},
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{(x, y) : x ∈ [X(u), X(v)] ety = X(u) + 8}, et

{(x, y) : x = X(v) ety ∈ [0, X(u) + 8]}.
Un exemple est donné par la figure 3.8. Un tel plongement dépend de la numérotationn

choisie, mais est unique pour une numérotation fixée.

M(v1) M(v2) M(v5)

568

M(v3) M(v4)

64

FIG . 3.8. Plongement du grapheG′.

Décrivons à présent la construction du grapheĜ ainsi que d’une réalisation, montrant qu’il
s’agit bien d’un graphe d’intersection de disques unitaires.

Notons que chaque clique des graphes auxiliaires peut être représentée par un seul disque,
car tout sommetu appartient à une cliqueC(u), et siu et v sont adjacents, alors tous les som-
mets deC(u) et deC(v) le sont. Ainsi, en raison de propriétés élémentaires des configurations
de disques dans le plan, il est suffisant de représenter chaque clique par un sommet, appelé
représentant. Donnons à présent une réalisation deĜ avec des disques de rayon3.

Avec cette convention, les(k, l)-câbles et(k, l)-chaînes peuvent être représentés similai-
rement auxl-câbles etl-chaînes, respectivement, de [GSW98]. Ces graphes auxiliaires vont
remplacer les segments de droite dans le plongement deG′. Remarquons qu’un(k, l)-câble
d’ordre m peut être plongé de sorte que la distance entre les centres des représentants des
cliques-extrémités soit égale à8m, et que tous les centres soient alignés. Avec une légère mo-
dification (puisqu’elle comporte une clique de plus), une(k, l)-chaîne d’ordrem peut être plon-
gée de sorte que la distance entre les centres des représentants des cliques-extrémités soit8m
(et que tous les centres soient alignés). En outre, les plongements des(k, l)-câbles peuvent être
modifiés de telle sorte que la ligne brisée reliant les centres consécutifs fasse un angle droit
(figure 3.9).

x x + 5x + 8 x + 12 x + 16

y + 8

y + 4

y

FIG . 3.9. Plongement d’un(k, l)-câble avec un angle droit.
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Nous représentons les(k, l)-clones de façon similaire auxl-clones, sauf que les représen-
tants des cliques-extrémités sont placés sur l’axe des abscisses à distance56 (et non24), afin
de laisser de la place pour les(k, l)-croisements. Fixons les coordonnées(x, y) du centre du re-
présentant de la clique-extrémitéO0 : les coordonnées des centres des représentants des cliques
CCi sont(x+8i, y−5), i ∈ {0, 1, . . . , 7m−6}, celles des centres des représentants des cliques
CVi sont(x+4i, y−5), i ∈ {1, 2, . . . , 3n−3}, et celles des représentants des cliques-extrémités
Oi sont(x + 56i, y), i ∈ {1, 2, . . . , m − 1} (voir figure 3.10).

x x + 8

y

x + 56x + 4

y − 5

FIG . 3.10. Réalisation d’un(k, l)-clone d’ordre trois.

La figure 3.11 montre une représentation d’un(k, l)-croisement avec des disques de rayon
3. Les centres des représentants des cliques-extrémités sont à distance24 du centre.

V2

V1

V3

V0

x x + 24x − 24

y − 24

y

y + 24

C4

C3

C2

C1

FIG . 3.11. Une réalisation du(k, l)-croisement : un disque en gras représente(l − 1)(k + 1)
copies du même disque, un disque en pointillés représenték + 1 copies du même disque et
chacun des cinq disques restants représente(l − 2)(k + 1) copies du même disque.

La construction finale d’une représentation du grapheĜ ne présente à présent plus de dif-
ficulté : pour tout sommetv deG, un (k, l)-clone est plongé de sorte que les coordonnées du
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centre du représentant deO0 soient(x(v), 0), oùx(v) est la plus petite abscisse d’un sommet
deM(v). Les coordonnées des cliques-extrémités sont donc exactement celles des sommets de
M(v). Il ne reste plus qu’à remplacer les arêtes : soituv une arête deG′. Si elle n’en croise
aucune autre, une(k, l)-chaîne d’ordre adéquat est plongée le long des trois segments repré-
sentant l’arêteuv, de telle sorte que les représentants des cliques-extrémités remplacent les
sommetsu et v : si X(v) = 8s et X(u) = 8s′, avecs < s′, l’ordre m de la(k, l)-chaîne est
s + 1 + (s′ − s − 2) + 1 + s = s + s′.

Si l’arêteuv croise au moins une autre arête, soit(x, y) les coordonnées d’un croisement.
Les quatre points de coordonnées respectives(x − 24, y), (x + 24, y), (x, y − 24) et (x, y +
24) sont remplacés par les cliques-extrémités d’un(k, l)-croisement. Les segments restants
sont remplacés par des(k, l)-câbles d’ordre adéquat, sauf celui contenant le sommetv, qui est
remplacé par une(k, l)-chaîne. Ceci est rendu possible par le fait que la longueur de chaque
segment est un multiple de8.

3.2.2.3. Démonstration du théorème 19.
Il ne reste qu’à prouver que le grapheG estl-colorable si, et seulement si, le grapheĜ est

k-improprementl-colorable. Pour tout sommetv deG, notonsI(v) l’ensemble des sommets
des cliques-extrémités du(k, l)-clone remplaçant le sommetv.

Soit c une l-coloration deG. Chaque sommet deI(v) est coloréc(v), et cette coloration
s’étend en unel-colorationk-impropre du(k, l)-clone selon la proposition 20(ii) et(iii) . Consi-
dérons une arêteuv deG : si les cliques-extrémités correspondantes sont reliées uniquement par
une(k, l)-chaîne, alors la proposition 19(iv) permet d’étendre la coloration à cette(k, l)-chaîne
puisquec(u) 6= c(v). Sinon, la coloration est étendue à chaque(k, l)-câble en utilisant la pro-
position 18(iii) (i.e. tous les sommets de chaque clique-extrémité reçoivent la même couleur).
Lorsque ceci est fait pour chaque arête, la coloration est étendue à chaque(k, l)-croisement
en utilisant la proposition 21(iv). Enfin, chaque(k, l)-chaîne restante (joignant nécessairement
un (k, l)-croisement à une clique représentant un sommet deG′) estk-improprement colorée
en utilisant la proposition 19(iv), puisque ses cliques-extrémités sont colorées différemment
(l’une ayant la couleurc(u) et l’autre la couleurc(v) pour deux sommets voisinsu etv deG).

Notonsĉ unel-colorationk-impropre deĜ, et considérons un sommetv deG. Attribuons à
v la couleur de n’importe quel sommet appartenant à la clique-extrémité remplaçantv (le seul
cas où les sommets de cette clique peuvent être colorés différemment est lorsque le degré dev
est égal à un, et que la clique-extrémité forcée représente le sommetv). D’après la construction
précédente, et les propositions 18(iii) , 19(iii) , 20(iii) et 21(iii) , la l-colorationc deG obtenue
est propre.

3.2.3. La2-coloration k-impropre des graphes d’intersection de disques unitaires,k ≥ 1

Il n’est pas donnéa priori de savoir si le problème de la2-colorationk-impropre restreint
aux graphes d’intersection de disques unitaires estNP-complet ou pas. Le problème de la
2-coloration propre est en effet polynomial en général alors que celui de la2-colorationk-
impropre, pourk ≥ 1, estNP-complet même restreint aux graphes planaires [CGJ97].

Théorème 20.Pour tout entier non nulk, le problème de la2-colorationk-impropre restreint
aux graphes d’intersection de disques unitaires estNP-complet.

Nous allons réduire à ce problème celui de la2-colorationk-impropre des graphes planaires.
Étant donné un graphe planaireG, nous allons construire, en temps polynomial, un graphe
d’intersection de disques unitaireŝG qui estk-improprement2-colorable si, et seulement si, le
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grapheG l’est. La construction est basée sur celle de la section précédente. Comme le graphe
G est planaire, nous n’avons plus besoin de gadget de croisement. En revanche, puisque nous
n’utilisons plus de coloration propre, nous devons arriver à gérer et à transmettre l’impropreté
des sommets.

3.2.3.1. Construction des graphes auxiliaires.
Les graphes introduits dans cette partie sont tous des graphes d’intersection de disques

unitaires, et nous donnerons une représentation pour chacun plus tard. Nous commençons par
définir les graphes qui vont remplacer les arêtes dans un plongement du grapheG.

Définition 15. Un (k, 2)-lien, notéBk,2, est le graphe constitué d’une clique induite par les
sommets{v1, v2, . . . , v2k+1}, d’un sommetv0 adjacent aux sommetsvi aveci ∈ {1, 2, . . . , k +
1} et d’un sommetv2k+2 adjacent aux sommetsvi aveci ∈ {k + 1, k + 2, . . . , 2k + 1}. Les
sommetsv0 etv2k+2 sont appeléssommets-extrémités.

Un (k, 2)-lien est montré par la figure 3.12.

vk+1 v2k+2

v0

k k

FIG . 3.12. Le (k, 2)-lien Bk,2.

Proposition 22. SoitBk,2 un (k, 2)-lien.

(i) Le grapheBk,2 possède2k + 3 sommets ;

(ii) il estk-improprement2-colorable mais pask-improprement1-colorable ;

(iii) dans toute2-colorationk-impropre deBk+2, les sommets-extrémitésv0 etv2k+2 sont
de la même couleur ;

(iv) en supposant quev0 soit adjacent àj ∈ {0, 1, . . . , k} sommets supplémentaires
u1, u2, . . . , uj, et que de plus les sommetsv0, u1, u2, . . . , uj soient tous pré-colorés
avec la même couleur, l’impropreté dev2k+2 pour toute extensionk-impropre avec2
couleurs de cette pré-coloration àBk,2 est au moinsj ;

(v) sous les mêmes conditions que ci-dessus, il existe une extensionk-impropre avec2
couleurs de la pré-coloration àBk,2 telle que l’impropreté dev2k+2 soit exactement
j ; et

(vi) un (k, 2)-lien est un graphe d’intersection de disques unitaires.

Sous les conditions des propriétés(iii) et (iv), nous dirons que le sommetv0 est coloré avec
impropreté externej (ce qui signifie que le sommetv0 possèdej voisins de la même couleur
que luiau-dehorsdu (k, 2)-lien considéré).

Démonstration. Les propriétés(i) et (ii) ne sont pas difficiles à établir, et une réalisation
pour la dernière propriété sera donnée dans la section suivante. Pour le reste de la preuve,
notonsc une2-colorationk-impropre deBk,2, et C la clique deG induite par les sommets
v1, v2, . . . , v2k+1.
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(iii) Par contradiction, supposons quec(v0) = 1 6= 2 = c(v2k+2). Comme la cliqueC
possède2k + 1 sommets, une des deux couleurs, disons2, apparaît exactementk + 1
fois sur les sommets deC : tous les sommets deC colorés2 ont ainsi impropreték dans
C. Aucun d’eux ne peut donc être un voisin dev2k+2 dansG, or seulsk sommets deC,
nommémentv1, v2, . . . , vk, ne sont pas voisins dev2k+2 dansG, une contradiction.

(iv) Supposonsc(v0) = c(u1) = . . . = c(uj) = 1. Commev0 a impropreté externej,
il y a au plusk − j sommets parmiv1, v2, . . . , vk+1 qui sont colorés avec la couleur1.
Comme la cliqueC possède2k + 1 sommets, il y a au moinsk de ses sommets qui sont
colorés avec la couleur1. Ainsi, au moinsj sommets parmivk+2, vk+3, . . . , v2k+1 sont
colorés avec la couleur1, et commec(v2k+2) = 1 d’après la propriété précédente,v2k+2

a impropreté au moinsj.
(v) Supposons à nouveauc(v0) = c(u1) = . . . = c(uj) = 1. Posons alorsc(vk−j+1) :=

c(vk−j+2) := . . . := c(v2k−j+1) := 2 et c(v2k−j+2) := c(v2k−j+3) := . . . := c(v2k+2) :=
1. Il n’est pas difficile de vérifier que cette2-coloration convient.

¤

Définition 16. Un (k, 2)-câble d’ordrem, notéWm
k,2, est la concaténation, de gauche à droite,

dem (k, 2)-liensB1, B2, . . . , Bm. Les sommetsv0 deB1 etv2k+2 deBm sont appeléssommets-
extrémités.

Un (k, 2)-câble d’ordre trois est exhibé par la figure 3.13.

kk

B2

kk

B1

kk

B3

FIG . 3.13. Un (k, 2)-câble d’ordre troisW 3
k,2.

La proposition suivante découle des propriétés des(k, 2)-liens données par la proposi-
tion 22.

Proposition 23. SoitWm
k,2 un (k, 2)-câble.

(i) Le grapheWm
k,2 possèdem(2k + 2) + 1 sommets ;

(ii) il estk-improprement2-colorable mais pask-improprement1-colorable ;

(iii) dans toute2-coloration k-impropre deWm
k,2, sommets-extrémités sont de la même

couleur ;

(iv) si l’un des sommets-extrémités de l’un des(k, 2)-liensBi possède une impropreté ex-
terne dej, alors dans toute2-colorationk-impropre deWm

k,2, l’impropreté de l’autre
sommet-extrémité deBi est au moinsj ;

(v) si l’un des sommets-extrémités de l’un des(k, 2)-liens Bi possède une impropreté
externe dej, il existe une2-colorationk-impropre deWm

k,2 telle que l’autre sommet-
extrémité deBi ait impropreté exactementj ; et

(vi) le grapheWm
k,2 est un graphe d’intersection de disques unitaires.

Définition 17. Un (k, 2)-clone d’ordrem ≥ 2, notéCm
k,2, est le graphe constitué dem sommets

o1, o2, . . . , om, appeléssommets-extrémités, et d’un (k, 2)-câbleWi entre chaque couple de
sommetsoi, oi+1 pouri ∈ {1, 2, . . . ,m − 1}.
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Un (2, 2)-clone d’ordre trois est exhibé par la figure 3.14. Bien que nous ayons défini les
(k, 2)-clones pour tous les ordres, nous n’utiliserons que des clones d’ordre borné dans notre
réalisation dêG.

k

k

k k

k

k

k k k k k k

k

k

o3

o1

o2

W1

W2

FIG . 3.14. Le (2, 2)-clone d’ordre troisC3
2,2.

Proposition 24. SoitCm
k,2 un (k, 2)-clone.

(i) Le grapheCm
k,2 possèdel(2k + 2) + 1 sommets ;

(ii) il estk-improprement2-colorable mais pask-improprement1-colorable ;

(iii) dans toute2-colorationk-impropre deCm
k,2, les sommets-extrémités sont monochro-

matiques ;

(iv) pour toute2-coloration k-impropre deCm
k,2, la somme de l’impropreté externe des

sommets-extrémités est au plusk ;

(v) étant donnée une séquences1, s2, . . . , sm d’entiers dont la somme est au plusk, il
existe une2-coloration k-impropre deCm

k,2 telle que, pour touti ∈ {1, 2, . . . , m},
l’impropreté du sommetoi soit au plusk − si ; et

(vi) le grapheCm
k,2 est un graphe d’intersection de disques unitaires.

Démonstration.
(v) Commençons par colorer le sommeto1 avec la couleur1. D’après la proposition 23(v),

commeo1 eto2 sont les sommets-extrémités du(k, 2)-câbleW1 il existe une2-coloration
k-impropre deW1 telle queo2 ait impropretés1. Le sommeto1 aura ainsi bien impropreté
au plusk−s1 dansCm

k,2. Colorons à présentW2, toujours en utilisant la proposition 23(v)
et en assignant au sommeto2 une impropreté externe égale às1 + s2 ≤ k : il existe une
2-colorationk-impropre deW2 telle que l’impropreté deo3 dansW3 soit égale às1 + s2.
Il ne reste qu’à continuer ainsi jusqu’à ce queWm soit coloré ; ceci est toujours possible
car

∑m
i=1 si ≤ k.

Les autres propriétés découlent de façon similaire de la proposition 23. ¤
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Définition 18. Pour tout entier impairm, une (k, 2)-corde d’ordrem, notéeKm
k,2, est ainsi

définie : l’ensemble des sommets est l’ensemble{v0, v1, . . . , vx(k,m)+1} où

x(k, m) :=

{
mk(k + 1) si k est pair
mk(k + 1) + k + 1 si k est impair

Deux sommetsvi et vj sont voisins si, et seulement si,|i − j| ≤ k + 1. Les sommetsv0 et
vx(k,m)+1 sont appeléssommets-extrémités.

Une(2, 2)-corde d’ordre un est montrée par la figure 3.15.

v1 v3 v5 v7

v4 v6v2v0

FIG . 3.15. La (2, 2)-corde d’ordre unK1
2,2.

Proposition 25. SoitKm
k,2 une(k, 2)-corde d’ordrem.

(i) Le grapheKm
k,2 possèdex(k, m) + 2 sommets ;

(ii) il estk-improprement2-colorable mais pask-improprement1-colorable ;

(iii) dans toute2-colorationk-impropre deKm
k,2 telle que les sommets-extrémités soient

monochromatiques, les sommets-extrémités ont une impropreté non nulle ;

(iv) il existe une2-coloration k-impropre deKm
k,2 telle que les sommets-extrémités soit

colorés différemment et que tous deux aient impropreté0 ;

(v) il existe une2-colorationk-impropre deKm
k,2 telle que les sommets-extrémités soient

monochromatiques et que tous deux aient impropreté1 ; et

(vi) le grapheKm
k,2 est un graphe d’intersection de disques unitaires.

Démonstration. Les propriétés(i) et (ii) ne sont pas difficiles à établir, et un plongement éta-
blissant la dernière propriété sera donné dans la partie suivante.

(iii) Considérons une2-colorationk-improprec de Km
k,2 telle quec(v0) = c(vx(k,m)+1),

et supposons que l’impropreté dev0 soit nulle. Alors, pour touti ∈ {1, . . . , k + 1},
c(vi) = 2. En particulier, tous ces sommets ont impropreték dans le sous-graphe qu’ils
induisent, qui est une clique. Ainsi, pour touti ∈ {k +2, . . . , 2k +2}, c(vi) = 1. Comme
ces sommets induisent également une clique, le même raisonnement peut être itéré. Ainsi,
il suit c(vi) = 1 si, et seulement si,(2s−1)(k +1)+1 ≤ i ≤ 2s(k +1) oùs est un entier
naturel non nul. Toutefois, puisquex(k,m)

k+1
est pair par définition dex(k,m), les sommets

vi aveci ∈ {(x(k,m)
k+1

− 1)(k + 1) + 1, (x(k,m)
k+1

− 1)(k + 1) + 2, . . . , x(k, m)} sont colorés
avec la couleur1. Le sommetvx(k,m) étant lui-même coloré avec la couleur1 et voisin de
tous ces sommets, il a impropreté au moinsk + 1, une contradiction.

(iv) Utilisons la coloration forcée ci-dessus, c’est-à-direc(v0) := 1, c(vx(k,m)+1) := 2, et
c(vi) := 1 si, et seulement si,(2s− 1)(k− 1) + 1 ≤ i ≤ 2s(k + 1) pour un entier naturel
non nuls. Il n’est pas difficile de vérifier que cette2-coloration deKm

k,2 estk-impropre et
que les sommets-extrémités ont tous deux impropreté0.
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(v) Posonsc(v0) := c(vx(k,m)+1) := 1 et, pour touti ∈ {1, 2, . . . , xk,m}, c(vi) := 1 si, et
seulement si,(2s − 1)k + 1 ≤ i ≤ 2sk pour un entier naturel non nuls. Le sommetv0

possède donc un unique voisin coloré avec la couleur1, qui estvk+1. Pour l’impropreté
devx(k,m)+1, distinguons2 cas suivant la parité dek : si k est pair, alorsx(k,m)

k
est impair,

doncvx(k,m)+1 possède un unique voisin coloré avec la couleur1, qui estvx(k,m)−k ; si
en revanchek est impair, alorsx(k,m)−1

k
est impair et ainsivx(k,m)+1 possède un unique

voisin coloré avec la couleur1, qui estvx(k,m). Les deux sommets-extrémités ont donc
impropreté exactement1, et il n’est pas difficile de vérifier que les autres sommets ont
impropreté au plusk.

¤

Définition 19. Une(k, 2)-chaîne d’ordre(m,n), notéeK(m,n)
k,2 , est constituée de la concaténa-

tion d’un (k, 2)-câble d’ordrej, B1B2 . . . Bj, avec une(k, 2)-corde d’ordren, K1, elle-même
concaténée à un autre(k, 2)-câble d’ordrem− j, Bj+1Bj+2 . . . Bm, pour un entier quelconque
j ∈ {2, 3, . . . , m− 1}. Les sommetsv0 deB1 etv2k+2 deBm sont appeléssommets-extrémités.

Une (2, 2)-chaîne d’ordre(2, 1) est montrée par la figure 3.16. La proposition suivante
découle des propositions 23 et 25.

K1 B2B1

FIG . 3.16. Une(2, 2)-chaîne d’ordre(2, 1) K
(2,1)
2,2 .

Proposition 26. SoitK(m,n)
k,2 une(k, 2)-chaîne d’ordre(m,n).

(i) Le grapheK(m,n)
k,2 possèdem(2k + 2) + x(k,m) + 2 sommets ;

(ii) il estk-improprement2-colorable mais pask-improprement1-colorable ;

(iii) dans toute2-colorationk-impropre deK(m,n)
k,2 telle que les sommets-extrémités soient

monochromatiques, ces derniers ont tous deux une impropreté non nulle ;

(iv) il existe une2-coloration k-impropre deK
(m,n)
k,2 telle que les sommets-extrémités

soient colorés différemment et qu’ils aient tous deux impropreté0 ;

(v) il existe une2-coloration k-impropre deK
(m,n)
k,2 telle que les sommets-extrémités

soient monochromatiques et qu’ils aient tous deux impropreté1 ; et

(vi) le grapheK(m,n)
k,2 est un graphe d’intersection de disques unitaires.

3.2.3.2. Plongement du graphe d’intersection de disques unitaires.
Montrons à présent comment, étant donné un grapheG, construire un graphe d’intersection

de disques unitaireŝG (avec un plongement) tel queG soit k-improprement2-colorable si, et
seulement si,̂G l’est. Nous commencerons par plongerG dans le plan, puis nous construirons
Ĝ de sorte que les sommets et les arêtes deG soient remplacés par les graphes auxiliaires
précédemment décrits. En raison de la définition des(k, 2)-chaînes, qui dépend de la parité dek,
deux plongements différents doivent être créés. Seul le plongement pourk pair sera entièrement
décrit, l’autre cas étant similaire.
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Pour la preuve de la complexité de la3-coloration des graphes d’intersection de disques
unitaires, les auteurs de [CCJ90], utilisent un plongement orthogonal deG, c’est-à-dire un
plongement plan deG tel que chaque arête soit constituée de segments horizontaux et ver-
ticaux. Comme vu précédemment, pour l’extension de ce résultat à lak-coloration pour tout
entierk ≥ 3, les auteurs de [GSW98] utilisent un plongement dans lequel chaque arête est
constituée de segments horizontaux et verticaux, toutefois les croisements d’arêtes sont permis
et afin de gérer les sommets de gros degré, chaque sommet est représenté par un segment. Nous
utiliserons ici unplongement orthogonal de boîtes (box-orthogonal embedding): il s’agit d’un
plongement plan deG tel que chaque arête soit constituée de segments horizontaux et verticaux,
et tel que chaque sommet soit représenté par un rectangle (éventuellement dégénéré), appelé
boîte(voir la figure 3.17). Tous les segments (y compris ceux délimitant les boîtes) sont situés
sur la grille entière. Un tel plongement existe pour tout graphe planaire, et peut être construit
en temps polynomial [FKK96, PT98].

(a) Un graphe
planaireG

(b) Un plonge-
ment orthogonal
deG.

FIG . 3.17. Un graphe planaire et un plongement orthogonal par boîtes correspondant.

Considérons un plongement orthogonal par boîtes d’un graphe planaire arbitraireG =
(V, E). Quitte à augmenter la taille de chaque boîte d’un demi dans les quatre directions, et à
doubler l’échelle de la grille entière, supposons que deux arêtes ne se rencontrent ni en un point
(donc aucune boîte n’est dégénérée), ni sur l’angle d’une boîte.

Dans le plongement deG, chaque sommetv ∈ V est remplacé par une boîteB(v) dont
l’ensemble des points de contact avec les arêtes est notéM(v). Le but est de plonger un(k, 2)-
clone sur le périmètre deB(v) de sorte que ses sommets-extrémités soient situés sur les points
deM(v). Ceci est possible en commençant par un point quelconque deM(v) et en continuant
dans le sens indirect autour du périmètre deB(v). Les(k, 2)-clones sont étendus par des(k, 2)-
câbles jusqu’au prochain point de la grille sur le périmètre deB(v) jusqu’à ce que tous les
points deM(v) soient couverts.

Dans le plongement deG, chaque arêtee ∈ E est remplacée par une ligneA(e) constituée
de segments horizontaux et verticaux de la grille. En particulier, la longueur deA(e) est entière.
Le but est de plonger une(k, 2)-chaîne le long deA(e). Puisque les(k, 2)-câbles sont utilisés
pour étendre une(k, 2)-chaîne à n’importe quelle longueur, il suffit de décrire les plongements
des(k, 2)-chaînes entre deux points voisins dans la grille entière.

Commençons par décrire les plongements des graphes auxiliaires élémentaires : les(k, 2)-
liens et les(k, 2)-cordes.

Le plongement d’une(k, 2)-corde d’ordrem sera notéEm
K . Les centres des disques re-

présentant un sommet de la(k, 2)-corde sont alignés, avec une distance constante entre deux
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centres consécutifs, égale à mk
mk(k+1)+1

. Commed ∈ [(k + 2)−1, (k + 1)−1), un sommetvi est
adjacent à un sommetvj si, et seulement si,|i − j| ≤ k + 1. En outre, la distance entre les
centres des deux disques représentant les sommets-extrémités est égale àmk. La figure 3.18
montre un tel plongement.

� �✁ ✁ ✂ ✂✄ ✄☎ ☎✆ ✆ ✝ ✝✞ ✞ ✟ ✟✠ ✠ ✡ ✡ ✡☛ ☛ ☞ ☞✌ ✌ ✍ ✍ ✍✎ ✎

d = 2
7

v0 v7v1 v2 v3 v4 v5 v6

E1
K

x x + 2

FIG . 3.18. Une réalisation de la(2, 2)-corde d’ordre1.

Deux plongements différents seront utilisés pour les(k, 2)-liens. Dans le premier, notéEa
B,

les disques représentant les sommets-extrémités sont tangents (les intérieurs ne s’intersectent
donc pas), donc la distance entre les deux centres est égale à1. Ce plongement est donné par la
figure 3.19(a). Les deux disques en gras représententk disques de même centre. Dans le second
plongement, notéEb

B, tous les centres sont alignés, et la distance entre les centres des disques
représentant les sommets-extrémités est égale à2−2d′ oùd′ := 1

k+3
. NotonsI le segment qu’ils

définissent. Le centre du disque représentant le sommetvk+1 deBk,2 est le milieu du segmentI.
Les centres des disques représentant les sommetsv1 etv2k+1 sont à distance1− d+d′

2
des centres

des disques représentantv0 et v2k+2, respectivement. Les disques représentant les sommets
vi, i ∈ {2, 3, . . . , k} et ceux représentant les sommetsvj, j ∈ {k + 2, k + 3, . . . , 2k} sont
superposés aux disques représentant les sommetsv1 etv2k+1, respectivement. La figure 3.19(b)
illustre ce plongement.
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✂ ✂✄ ✄☎ ☎✆

✝ ✝ ✝
✝ ✝ ✝

✞ ✞
✞ ✞

✟ ✟
✟ ✟
✠ ✠
✠ ✠

✡ ✡☛ ☛ ☞ ☞✌ ✌ ✍ ✍✎ ✎ ✏ ✏✑ ✑✒ ✒✓ ✓

x + 1x x
d′ x + 1 − d′ x + 2 − 2d′

d′

v2k+2v0 vk+1
vk+1v0 v2k+2

(a)Ea
B

(b) Eb
B

FIG . 3.19. Deux réalisations d’un(k, 2)-lien : (a)Ea
B et (b)Eb

B .

Remarquons que les plongementsEa
B et Eb

B peuvent être concaténés avec eux-mêmes (fi-
gure 3.20). De plus, la figure 3.21 montre que le plongementEb

B peut être concaténé avecEm
K

et avecEa
B.

Utilisons à présent ces constructions afin de construire des plongements de(k, 2)-câbles
et de(k, 2)-chaînes entre des points consécutifs de la grille. Quitte à changer l’échelle de la
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(a)Ea
B

Ea
B

(b) Eb
B

Eb
B

FIG . 3.20. Concaténation de deux copies de (a)Ea
B et (b)Eb

B .
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(a)Eb
B

E1
K

(b) Eb
B

Ea
B

FIG . 3.21. Concaténation de (a)Eb
B avecE1

K et (b)Eb
B avecEa

B .

grille, nous supposons que deux points consécutifs sont à distanceu := 5k + 8 l’un de l’autre.
Le plongement d’un(k, 2)-câble d’ordre3k + 6, notéW ∗, est constitué de la concaténation de
k + 3 copies deEb

B aveck copies deEa
B, lui-même concaténé aveck + 3 nouvelles copies de

Eb
B. Les centres extrémaux de ce plongement sont à distance2(k + 3)(2 − 2d′) + k = 5k + 8,

comme désiré. Une(k, 2)-chaîneK∗ d’ordre2(k + 3) + 1 est plongée en concaténantk + 3
copies deEb

B avec une copie deE1
K , lui-même concaténé aveck + 3 nouvelles copies deEb

B.
Les centres extrémaux de ce plongement sont eux aussi à distance5k + 8.

Dans le plongementEb
B, la distance entre le centre du disque représentant un sommet-

extrémité et tout autre centre de disque est au moins1
2
(2

3
+ 3

4
) > 1√

2
, doncEb

B peut être
concaténé avec une rotation d’angleπ

2
de lui-même, permettant ainsi de tourner sur la grille

(voir figure 3.22).
A présent, pour chaque sommetv deG, W ∗, (k, 2)-câble d’ordre3k + 6, est plongé entre

les points consécutifs de la grille le long du périmètre deB(v), afin d’obtenir un(k, 2)-clone
dont les sommets-extrémités sont plongés sur les points deM(v). Pour chaque arêtee deG,
W ∗ est plongé entre les points consécutifs de la grille le long deA(e), sauf pour une paire de
points entre lesquels est plongéK∗ : ceci permet d’obtenir une(k, 2)-chaîne le long deA(e).
Le graphe ainsi obtenu est le grapheĜ.

Finissons en notant que dans le cas oùk est impair, la même construction est utilisée, avec
u := 5k + 9, d := mk+1

(mk+1)(k+1)+1
etd′ := 1

k+3
.
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Eb
B

(Eb
B

)⊥

FIG . 3.22. Une réalisation deW 2
k,2 avec un angle droit.

3.2.3.3. Démonstration du théorème 20.
SoitG = (V, E) un graphe planaire quelconque. La construction précédemment décrite de

Ĝ et de son plongement est polynomiale. Il reste à montrer queG estk-improprement colorable
si, et seulement si,̂G l’est. Rappelons que chaque sommetv deG est remplacé par une boîte
B(v) dont les points de contact avec les arêtes sont notésM(v). Ces points correspondent
en outre aux sommets-extrémités d’un(k, 2)-clone si|M(v)| ≥ 2. L’ensemble des sommets-
extrémités est notéI(v) (avecI(v) := {v} si |M(v)| = 1, i.e. le sommetv a degré un dans
G).

Notonsc une2-colorationk-impropre deG : définissons une2-colorationk-impropreĉ de
Ĝ, en commençant par assigner la couleurc(v) à tous les sommets deI(v), pour tout sommet
v deG. Ensuite, pour chaque arêtee = xy deG, notonsKe la (k, 2)-chaîne connectantI(x) à
I(y) dansĜ. Une coloration deKe est obtenue en appliquant la proposition 26(iv) si c(x) 6=
c(y), ou la proposition 26(v) sinon. Enfin, pour chaque sommetv deG, notonsCv le (k, 2)-
clone dont les sommets-extrémités sont ceux deI(v). Comme la2-colorationc de G estk-
impropre, la proposition 24(v) permet d’étendre la coloration des sommets deI(v) à Cv de
façonk-impropre. La2-coloration deĜ obtenue au final est bienk-impropre.

Notonsĉ une2-colorationk-impropre deĜ et construisons à présent une2-colorationk-
improprec deG. D’après la proposition 24(iii) , la colorationc attribue la même couleur̂cv à
tous les sommets deI(v) : posonsc(v) := ĉv. Grâce aux propositions 24(iv) et 26(iii) , il n’est
pas difficile de vérifier que la2-coloration deG ainsi obtenue estk-impropre.

3.2.4. Colorations impropres pondérées du réseau triangulaire

Le réseau triangulaireT est constitué des points obtenus par les combinaisons linéaires des
vecteursa := (1, 0) et b := (1

2
,
√

3
2

). Ce réseau permet une couverture optimale du plan, c’est
pourquoi il est particulièrement étudié dans les problèmes d’allocation de fréquence. McDiar-
mid et Reed [MR00] ont prouvé que le problème de la3-coloration (propre) pondérée restreinte
aux sous-graphes induits du réseau triangulaire estNP-complet. Dans cette sous-section, nous
allons mener une analyse similaire pour la coloration impropre.

Étant donné un grapheG, uneassignation de poidspourG est une application qui associe
à chaque sommetv deG un entierωv appelépoids. Un graphe pondéréest un couple(G, ω) où
G est un graphe etω une assignation de poids pourG. Une l-colorationd’un graphe pondéré
(G,ω) est une application qui associe à chaque sommetv deG un multi-ensemblecω(v) deωv

couleurs choisies dans{1, 2, . . . , l}. Dans les deux prochaines parties, nous allons étudier deux
définitions possibles de la coloration impropre des sous-graphes pondérés deT .
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3.2.4.1. Coloration impropre pondérée du réseau triangulaire.
Étant donné un graphe pondéré(F, ω), unel-colorationk-impropre de(F, ω) est une ap-

plication qui associe à chaque sommetv de F ωv couleurs choisies parmi{1, 2, . . . , l} (non
nécessairement distinctes) de sorte que, pour tout sommetv deF et toute couleurx ∈ c(v), le
nombre de fois que la couleurx est attribuée au sommetv ou à l’un de ses voisins (comptées
avec leur multiplicité) est au plusk + 1. Une définition plus formelle suit.

Définition 20. Soit c une coloration d’un graphe pondéré(F, ω).

(i) Pour tout sommetv deF et toute couleurx ∈ c(v), l’ impropreté dev respectivement
à la couleurx est :

imx(v) := mult(x, c(v)) − 1 +
∑

w∈N(v)

mult(x, c(w)),

oùmult(x,X) désigne la multiplicité de l’élémentx dans le multi-ensembleX.

(ii) La colorationc est ditek-impropresi, et seulement si, l’impropreté de chaque sommet
v respectivement à chaque couleur dec(v) est au plusk.

Nous considérons le problème de la coloration impropre des sous-graphes pondérés du
réseau triangulaire, et définissons le problème décisionnel suivant.

Problème 5. l-coloration k-impropre du réseau triangulaire.
INSTANCE : un sous graphe induitF du réseau triangulaireT et une assignation de poidsω
pourF .
QUESTION :existe-t-il unel-colorationk-impropre de(F, ω) ?

Théorème 21.Pour tout entierk ≥ 0 fixé, le problème “3-colorationk-impropre du réseau
triangulaire” estNP-complet.

Démonstration. Nous allons ici généraliser la preuve de McDiarmid et Reed [MR00] en ré-
duisant le problème de la3-coloration (propre) des graphes planaires de degré maximum quatre
à notre problème. Soit doncG un graphe planaire de degré maximum quatre. Nous construisons
un sous-graphe induitF deT et une assignation de poids correspondanteω de sorte queG soit
3-colorable si, et seulement si,(F, ω) estk-improprement3-colorable.

La construction du sous-grapheF est la même que dans [MR00], et est rappelée ci-après.
Pour tout sommetv deT , notonsH le sous-graphe deT induit par tous les sommets à distance
au plus quatre dev dansT . La face externe deH est bornée par un hexagone régulier ; les
points de contactdeH sont les6 points extrémaux de cet hexagone. Pour chaque sommetv
deG, une copieHv de l’hexagoneH est placée sur le réseau, suffisamment loin de celles déjà
placées. Pour chaque arêtee = uv deG, un chemin induitP e est ajouté entre l’un des points
de contact deHu et l’un de ceux deHv. Remarquons qu’il est possible de placer ces chemins
de sorte qu’ils soient deux à deux disjoints. De plus, nous pouvons supposer qu’ils ont tous une
longueur impaire : si un cheminP e possède une longueur paire, il suffit d’ajouter au chemin un
hexagoneHνe

(comme si l’arêtee deG avait été subdivisée en ajoutant un sommetνe). Comme
il existe entre toute paire de points de contact de l’hexagoneH des chemins de n’importe quel
parité, la longueur deP e peut être changée de sorte à ce qu’elle soit impaire.

Tout sommet deF se voit assigner un poids dek + 1, sauf un sommet sur deux de chaque
cheminP e, en commençant par le deuxième, qui ont un poids2k + 2.

Afin de prouver l’équivalence de l’existence des colorations appropriées, considérons pour
tout graphe pondéré(M,ω) le grapheMω obtenu à partir deM en remplaçant chaque sommet
v par une clique de tailleωv : 3-colorerk-improprement le graphe pondéré(M, ω) revient à
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3-colorerk-improprement le grapheMω. Dans toute3-colorationk-impropre de l’hexagoneH,
tous les sommets de chaque cliqueK(x) deHω pourx ∈ H sont monochromatiques. En outre,
les sommets de toutes les cliques correspondant aux points de contact sont monochromatiques.
En réalité il n’est pas difficile, en appliquant le lemme 20, de prouver que l’unique3-coloration
impropreHω (aux permutations de couleurs près) est celle induite par l’unique3-coloration
(propre) deH.

D’après le lemme 20, dans toute3-colorationk-impropre d’un cheminP e
ω, les cliques de

taille 2k + 2 induites par les sommets d’indice pair dePe sont bicolores, et les cliques de taille
k + 1 n’utilisent qu’une seule couleur, la même pour toutes. Ainsi les sommets extrémaux
doivent être colorés différemment (et les cliques extrêmes sont elles aussi monochromatiques
puisque ce sont des cliques induites par des points de contact d’un hexagoneH).

Donc, toute3-colorationk-impropre du graphe pondéré(F, ω) induit une 3-coloration
propre du grapheG, en assignant à chaque sommetv de G l’unique couleur attribuée aux
points de contact de l’hexagoneHv. Réciproquement, sic est une3-coloration (propre) deG et
qu’à chaque point de contact deHv soit attribuéeωv fois la couleurc(v), il n’est pas difficile
d’étendre cette coloration en une3-colorationk-impropre du graphe pondéré(F, ωv). ¤

3.2.4.2. Coloration impropre distincte du réseau triangulaire.
Dans cette sous-section, nous considérons uniquement les colorationsk-impropres des

graphes pondérés(F, ω) dans lesquelles les couleurs assignées à un sommet doivent être deux à
deux distinctes. Une telle colorationk-impropre est ditedistincte. Nous définissons le problème
décisionnel suivant.

Problème 6. l-coloration k-impropre distincte du réseau triangulaire.
INSTANCE : un sous graphe induitF du réseau triangulaireT et une assignation de poidsω
pourF .
QUESTION :existe-t-il unel-colorationk-impropre distincte de(F, ω) ?

Notons qu’il est inutile de considérer des assignations de poids dont l’un des poids est su-
périeur àl, puisqu’un tel graphe pondéré sera nécessairement non colorable. D’un point de vue
pratique, ce problème fait sens lorsque les sommets représentent des antennes de transmission :
il risque effectivement de se produire des conflits si une antenne tente de propager deux mes-
sages différents sur la même fréquence. Nous considérons à nouveau le cas oùl vaut trois. Si
k est nul, le problème est clairementNP-complet d’après le théorème 21, et le lecteur peut
également se reporter à [MR00]. Si k est au moins6, alors comme le réseau triangulaireT
est6-régulier, le problème devient trivial. Nous allons à présent prouver que le problème reste
intractable tant quek est inférieur à6.

Théorème 22.Pour toutk ∈ {0, 1, . . . , 5}, le problème de la3-colorationk-impropre distincte
du réseau triangulaire estNP-complet.

Démonstration. Voyons d’abord l’idée générale que nous allons suivre. Une fois encore, le
problème réduit est celui de la3-coloration (propre) des graphes planaires de degré maximum
quatre. Étant donné un graphe planaireG de degré maximum quatre, nous allons construire
un sous-graphe induit pondéré(F, ω) de T de sorte queG soit 3-colorable si, et seulement
si, (F, ω) est distinctement etk-improprement3-colorable. Pour chaque sommetv deG, nous
ajoutons une copieHk

v d’un sous-graphe induitHk deT . L’une des propriétés du grapheHk

sera d’avoir quatrepoints de contacts(qui sont des sommets distingués des autres). Ensuite,
pour chaque arêtee = uv deG, l’un des points de contact deHk

u sera relié à l’un des points
de contact deHk

v par une copieP k
e d’un sous-graphe induitP k de T . Les points de contact
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correspondants sont appelés lessommets terminauxdeP k
e . Nous prendrons garde à assurer les

propriétés suivantes pour le graphe obtenu, et le poids correspondant :
– la construction obtenue est un sous-graphe induit du réseau triangulaireT ; en particulier

tous lesP k
e sont sommet-disjoints, et le grapheHk peut être plongé comme un sous-

graphe induit deT de sorte qu’au moins quatre plongements deP k puissent partir de ses
points de contact ;

– toute3-colorationk-impropre distincte deHk attribue un même ensemble de couleurs
aux points de contacts ; et

– toute3-colorationk-impropre distincte deP k attribue des ensembles de couleurs diffé-
rents (non nécessairement disjoints) aux deux sommets terminaux.

Commençons par indiquer le poids des points de contact. En raison de la nature de nos
constructions, le cas oùk vaut deux nécessite une définition à part. Tous les points de contact
deH2 (et donc les sommets terminaux deP 2) ont un poids égal à un. La couleur d’un sommet
v deG correspondra à la couleur donnée aux points de contact deH2

v . Pour les autres valeurs
de k, les points de contact deHk ont un poids égal à deux, et à la couleur d’un sommetv
deG correspondra l’ensemble complémentaire pour les points de contact deHk. Ainsi, si le
sommetv est coloré par la couleur1, les points de contact du sous-grapheHk

v seront colorés
par l’ensemble{2, 3}. Décrivons à présent les constructions des graphesHk etP k.

Chacun des graphesP k est composé d’une concaténation de sous-graphesEk, appelésfor-
ceurset qui forcent leur sommets terminaux à avoir le même ensemble de couleur dans toute
3-colorationk-impropre distincte deEk, ainsi que d’un sous-grapheRk appeléinverseuret
qui force ses sommets terminaux à recevoir des ensembles de couleurs différents dans toute
3-colorationk-impropre distincte deRk. Généralement, le sous-grapheHk sera une simple
extension du forceurEk. Voyons désormais précisément, pour chaquek ∈ {1, 2, . . . , 5}, les
graphesEk, Hk etRk.

Dans les figures qui suivent, un sommet est représenté par un triangle si son poids est égal
à un, un disque si son poids vaut deux et un carré si son poids est trois. Les sommets entourés
d’un cercle en pointillés sont les points de contact. L’unique3-colorationk-impropre distincte
(aux permutation de couleurs près) de certains forceurs est indiquée, et les exposants indiquent
alors l’impropreté du sommet correspondant, respectivement à la couleur correspondante. Pour
toute couleurc ∈ {1, 2, 3}, la couleurcomplémentaire{1, 2, 3} \ {c} est notéēc.

1

1̄

11 1̄

1̄

FIG . 3.23. Le forceurE1.

Il n’est pas difficile de vérifier que tous les sommets de poids deux deE1 sont monochro-
matiques dans toute3-colorationk-impropre distincte. En outre, commeH1 est une simple
concaténation de cinq forceursE1, tous les points de contact deH1 doivent être monochroma-
tiques, et ont impropreté0 dansH1 respectivement à chacune de leurs deux couleurs. Toutes
les propriétés annoncées sont ainsi respectées, et une12-subdivision du réseau triangulaireT
suffit à assurer le plongement de ces graphes en tant que sous-graphes induits deT .

Une première remarque est que les forceursE2 peuvent être concaténés en ligne droite,
aussi bien qu’en angles de120 degrés. Le graphe pondéréH2 possède une unique3-coloration
2-impropre distincte, dans laquelle les sommets de poids un ont la couleur1, et les sommets
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FIG . 3.24. Les sous-graphes induitsH1 (à gauche) etR1.

10 12

1̄

FIG . 3.25. Le forceurE2.

FIG . 3.26. Les sous-graphes induitsH2 (à gauche) etR2.

de poids deux la couleur complémentaire. De plus, les points de contact ont tous impropreté
0 dansH2. Comme les forceurs ont une longueur égale à deux et les inverseurs une longueur
égale à quatre, une4-subdivision deT suffit pour plonger ces graphes comme sous-graphes
induits deT .

FIG . 3.27. Le forceurE3.

FIG . 3.28. Les sous-graphes induitsH3 (à gauche) etR3.

Toute3-coloration3-impropre distincte deE3 attribue un même ensemble de deux couleurs
aux sommets terminaux, et tous deux ont impropreté nulle respectivement à l’une de leurs deux
couleurs, et impropreté un respectivement à l’autre. Dans l’unique3-coloration3-impropre
et distincte deH3, tous les points de contact sont monochromatiques et ont impropreté zéro
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respectivement à l’une de leurs deux couleurs, et impropreté un respectivement à l’autre. Les
sommets terminaux de l’inverseurE3 ont impropreté un respectivement à l’une de leur deux
couleurs, et deux respectivement à l’autre. En outre, il est possible de les concaténer en tournant,
ce qui permet de créer les graphesP 3.

FIG . 3.29. Le forceurE4.

FIG . 3.30. Les sous-graphes induitsH4 (à gauche) etR4.

Toute3-coloration4-impropre et distincte du forceurE4 attribue un même ensemble de
couleurs aux sommet terminaux, et tous deux ont impropreté un respectivement à une couleur
et impropreté deux respectivement à l’autre. Le grapheH4 est une extension du forceurE4, et
les sommets de contact doivent recevoir le même ensemble de couleurs. En outre, en supposant
que les points de contact soient colorés par la couleur3̄, il est possible de choisir pour chacun
d’avoir impropreté un respectivement à la couleur1 et impropreté deux respectivement à la cou-
leur 2, ou bien l’inverse. Lorsqu’un inverseurR4 est concaténé à l’un des points de contact du
grapheH4, le sommet terminal deR4 n’appartenant pas àH4 sera nécessairement coloré diffé-
remment du point de contact, sinon le points de contact aurait impropreté cinq respectivement
à l’une de ses deux couleurs (et quatre respectivement à l’autre).

FIG . 3.31. Tourner avec des forceurs lorsquek = 5.

FIG . 3.32. Les sous-graphes induitsH5 (à gauche) etR5.
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Toute3-coloration5-impropre distincte du forceurE5 attribue un même ensemble de cou-
leurs aux sommets terminaux, et tous deux ont impropreté trois respectivement à chacune des
deux couleurs. La figure 3.31 montre comment il est possible de tourner en concaténant des
forceurs. Les points de contact deH5 doivent être monochromatiques, et ont tous impropreté
trois dansH5 respectivement à chacune de leurs deux couleurs. Remarquons qu’en plus d’un
point de contact et d’un sommet terminal, deux autres sommet (de degré trois) deH5 et E5

doivent être identifiés afin de pouvoir concaténer ces deux graphes. A chaque fois que l’inver-
seur est utilisé, son sommet terminal le plus à gauche aura impropreté trois respectivement à
ses deux couleurs dans le sous-graphe induit par la suppression des autres sommets de l’inver-
seur. C’est pourquoi l’inverseur se comportera bien comme un inverseur, c’est-à-dire que les
sommets terminaux seront colorés différemment. Ils auront en outre tous deux impropreté un
respectivement à l’une de leurs deux couleurs, et impropreté deux respectivement à l’autre.

¤

3.3. Coloration impropre asymptotique des graphes d’inter-
section de disques unitaires

Les résultats des sections 3.3 et 3.4 ont été obtenus avec Ross J. Kang et Tobias Mül-
ler [KMS05a, KMS06].

Cette section est dédiée à l’extension à la coloration impropre des résultats de McDiarmid
et Reed obtenus dans [MR99] pour la coloration propre. Nous nous intéressons toujours à la
coloration des graphes d’intersection de disques unitaires : étant donnés un ensembleV non
vide de points du plan et un réelr > 0, un “graphe de proximité”, ou un “graphe d’interfé-
rence”, noté G(V, r), est formé en reliant deux sommets si, et seulement si, leur distance est
strictement inférieure àr. Comme mentionné précédemment, un champ d’application de la
coloration des graphes d’intersection de disques unitaires est la création de réseaux de récep-
teurs pour les téléphones mobiles : il faut attribuer une fréquence (couleur) à chaque récepteur
(point de l’ensembleV ) de sorte à éviter les interférences (voir [Mac78] ou bien [Hal80] où ce
problème est appeléfrequency-distance constrained cochannel assignment problem). Si chaque
récepteur peut tolérer un certain nombrek d’interférences, comme c’est le cas pour le problème
d’Alcatel, le problème revient à colorerk-improprement le graphe d’interférence obtenu. Re-
marquons que pour de grands réseaux de récepteurs, il est raisonnable de supposer queV est
grand, et que ses points sont “assez bien répartis”, donc que le comportement des paramètres
étudiés sera proche de celui décrit ici.

Quand la distancer est faible, des petits changements der ou deV peuvent induire de
grandes variations sur le nombre de couleurs nécessaires. C’est pourquoi McDiarmid et Reed
ont étudié le problème (pour la coloration propre) lorsqueV est infini etr → ∞, en espérant
que les résultats asymptotiques obtenus permettront une meilleure compréhension des cas finis,
avec des valeurs des paramètres utiles en pratique [MR99]. Nous allons étendre cette étude à
la coloration impropre. Les résultats seront d’abord donnés pour un ensembleV quelconque,
puis pour un ensembleV avec une distribution uniforme des points, et enfin pour le réseau
triangulaire et les réseaux en général.

Notons que les résultats obtenus ici pour le plan se généralisent naturellement aux dimen-
sions supérieures.
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3.3.1. Résultats

Définition 21. Soit V un ensemble dénombrable de points du plan. Pour toutx > 0, notons
f(x) le supremum du rapport|V ∩S|

x2 pour tous les carrés ouvertsS de côtéx, dont les côtés sont
parallèles aux axes. Ladensité supérieurede l’ensembleV , notéeσ+(V ), estinfx>0 f(x).

Le grapheG(V, r) est le graphe dont l’ensemble de sommets estV , et l’ensemble d’arêtes
est{xy : (x, y) ∈ V 2 et ||x − y|| < r}.

Théorème 23(McDiarmid et Reed [MR99]). SoitV un ensemble dénombrable et non vide de
points du plan de densité supérieureσ.

(i) ω(G(V, r))/r2 ≥ σπ/4 pour toutr > 0.

(ii) χ(G(V, r))/r2 ≥ σ
√

3/2 pour toutr > 0.

(iii) ∆(G(V, r))/r2 → σπ lorsquer → ∞.

(iv) ω(G(V, r))/r2 → σπ/4 lorsquer → ∞.

(v) χ(G(V, r))/r2 → σ
√

3/2 lorsquer → ∞.

Précisons que2
√

3/π ≈ 1.103. Ce théorème se généralise comme suit.

Théorème 24.Soit V un ensemble dénombrable et non vide de points du plan de densité
supérieureσ. Posonsγ := σ

√
3/2.

(i) ck(G(V, r))/r2 ≥ γ
k+1

pour toutr > 0.

(ii) (k + 1)ck(G(V, r))/r2 → γ si k = o(r) lorsquer → ∞.

Corollaire 5. SoitV ⊆ R
2 un ensemble de densité supérieureσ ∈ (0,∞). Supposons en outre

quek = o(r). Alors,
(k + 1)ck(G(V, r))

χ(G(V, r))
→ 1 quandr → ∞.

Notons quek peut dépendre der. De plus, il est ainsi vrai que pour tout ensemble dénombrable
V de points du plan de densité supérieure finie, le quotient deck(G(V, r)) parω(G(V, r))/(k +
1) tend vers2

√
3/π quandr → ∞. Pourk = 0, ce résultat est prouvé dans [MR99], et était

conjecturé pour le réseau triangulaire dans [Gam86].
McDiarmid et Reed ont également renforcé les bornes supérieures du théorème 23 dans

le cas où les points sont distribués de façon presque uniforme dans le plan. Étant donné un
ensembleV ⊆ R

2, unestructure cellulaire deV de densitéσ et de rayonρ est une collection
(Cv : v ∈ V ) d’ensembles partitionnant le plan et telle que pour toutv ∈ V , Cv soit contenu
dans une boule de rayonρ centrée env, et l’aire deCv soit 1/σ. Un exemple est donné par la
figure 3.33.

Théorème 25(McDiarmid et Reed [MR99]). SoitV un ensemble de points du plan ayant une
structure cellulaire de densitéσ et de rayonρ. Posonsγ := σ

√
3/2. Alors, pour toutr > 0,

ω(G(V, r)) ≤ (σπ/4)(r + 2ρ)2 et

χ(G(V, r)) <

(

γ1/2(r + 2ρ) +
2√
3

+ 1

)2

.

Ainsi, en utilisant le théorème 23,

ω(G(V, r)) = (σπ/4)r2 + O(r) et

χ(G(V, r)) = γr2 + O(r) quandr → ∞.
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Ce théorème se généralise de la façon suivante.

Théorème 26.SoitV un ensemble de points du plan ayant une structure cellulaire de densité
σ et de rayonρ, et posonsγ := σ

√
3

2
. Alors, sir ≥

√
3(k + 1),

ck(G(V, r)) <

(

γ1/2(r + 2ρ) + 2√
3

+ 2k + 1
)(

γ1/2(r + 2ρ) + 2√
3

+ k
2

+ 1
)

(k + 1)
.

Ainsi, sir ≥
√

3(k + 1), alors(k + 1)ck(G(V, r)) = γr2 + O(kr) quandr → ∞.

Le point clé des théorèmes précédents est le cas particulier oùV est le réseau triangulaireT
(i.e. la combinaison linéaire et entière des vecteursa := (0, 1) etb := (1/2,

√
3/2)). SoitGT le

graphe dont les sommets sont les points deT , et dans lequel deux sommets sont adjacents si, et
seulement si, ils sont à distance strictement inférieure à un l’un de l’autre. Remarquons ici que
l’ensemble des cellules de Dirichlet-Voronoï de l’ensembleT constitue une structure cellulaire
pourT de densité2/

√
3 et de rayon1/

√
3. Donc le théorème 26 fournit de bonnes bornes pour

ck(G(V, r)). Néanmoins, il est possible d’avoir de meilleurs résultats, et un résultat exact est
connu lorsquek = 0.

Pour toutr > 0, soit r̂ la plus petite distance entre deux points deT distants d’au moinsr
(i.e. r̂ est la plus petite valeur de(x2 + xy + y2)1/2 supérieure ou égale àr avecx et y entiers
naturels). Notons quer ≤ r̂ ≤ ⌈r⌉, et que la valeur dêr2 peut être calculée enO(r) opérations
arithmétiques.

Théorème 27(Voir [MR99] pour l’origine). Pour toutr > 0, χ(G(T, r)) = r̂2.

Nous n’avons pas de résultat exact pour la colorationk-impropre, mais nous avons tout de
même obtenu la borne suivante.

Théorème 28.Pour toutk et toutr ≥
√

3(k + 1),

ck(G(T, r)) ≤
⌈

r − 1

k + 1
+ 1

⌉⌈

r +
k

2

⌉

<
(r + 2k + 1)

(
r + k

2
+ 1

)

k + 1
.

En outre, sir <
⌈

k+1
2

⌉
, alorsck(G(T, r)) ≤

⌈
2r√
3

⌉

.

FIG . 3.33. Une partie du réseau triangulaireT (i.e. les combinaisons linéaires entières des
vecteursa = (0, 1) et b = (1/2,

√
3/2)) en noir, et les cellules de Dirichlet-Voronoï corres-

pondantes en gris : chaque cellule est un hexagone régulier de côté1/
√

3, donc donc d’aire
1/σ =

√
3/2, et contenue dans un disque de rayonρ = 1/

√
3.
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3.3.2. Démonstrations

Comme mentionné précédemment, les principaux résultats reposent sur le cas particulier où
V est le réseau triangulaireT . C’est pourquoi nous commençons par considérer cette situation.
Le théorème 28 découle directement du résultat plus général suivant.

Théorème 29.Soientk un entier naturel etκ ∈ {1, 2, . . .
√

k + 1}. Posonsx0 :=
⌈

k+1
κ

⌉
. Si

r ≥
√

3x0,

ck(G(T, r)) ≤
⌈

1

x0

(

r +
κ − 1

2
+ x0 − 1

)⌉⌈
1

κ

(

r +
x0 − 1

2
+ κ − 1

)⌉

.

En outre, sir <
⌈

k+1
2

⌉
, alorsck(G(T, r)) ≤

⌈
2r√
3

⌉

.

Démonstration du théorème 29.Il est suffisant d’exhiber une colorationk-impropre deT qui
satisfasse la borne annoncée. Il s’avère qu’unpavage strictde T , c’est-à-dire une coloration
telle que chaque classe de couleur soit la translation d’un sous-réseauT ′ deT , atteint la borne.
Nous décrivons une telle coloration simplement par une brique de base : un sous-ensemble fini
V ′ ⊆ T tel queV ′ + T ′ paveT . Définissons à présent la briqueV ′ et le sous-réseauT ′. Soient
x1 := αx0 ety1 := βκ avec

α :=

⌈
1

x0

(

r +
κ − 1

2
+ x0 − 1

)⌉

etβ :=

⌈
1

κ

(

r +
x0 − 1

2
+ κ − 1

)⌉

.

L’ensembleV ′ est l’ensemble des pointsxa + yb tels que(0, 0) ≤ (x, y) < (x1, y1) et T ′

celui des combinaisons linéaires entières dex1a andy1b. Il est clair queV ′ + T ′ paveT .

x0 =
l

k+1
κ

m

x1 = αx0

y1 = βκ

κ r1

r4

r3

r2

FIG . 3.34. Illustration du pavage pour le théorème 29.

PosonsV ′
i,j := {(i′, j′) | ix0 ≤ i′ ≤ (i + 1)x0 − 1 et jκ ≤ j′ ≤ (j + 1)κ} pour

(0, 0) ≤ (i, j) < (α, β) et attribuons à chaque ensembleV ′
i,j une couleur différente. Pour que
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la coloration obtenue en pavant le réseau soitk-impropre, il suffit que les distancesr1, r2, r3 et
r4 de la figure 3.34 soient toutes au moinsr (carr est au moins

√
3x0). D’après la formule de

la distance entre deux points dans le réseau triangulaire,

r2
1 = ((α − 1)x0 + 1)2 − ((α − 1)x0 + 1)(κ − 1) + (κ − 1)2

= x2
0(α − 1)2 + (2 − (κ − 1))x0(α − 1) + 1 − (κ − 1) + (κ − 1)2.

Doncr1 ≥ r si, et seulement si,

α − 1 ≥ 1

x0

(
κ − 1

2
− 1 +

1

2

√

((κ − 1) − 2)2 − 4(1 − (κ − 1) + (κ − 1)2 − r2)

)

=
1

x0

(√

r2 − 3

4
(κ − 1)2 +

κ − 1

2
− 1

)

qui est vrai par le choix deα. Vérifier quer2 ≥ r se fait de la même manière, et clairementr4 ≥
r3 ≥ r1. Le nombre de couleurs utilisées dans cette coloration estαβ, comme souhaité. ¤

Le théorème 28 est simplement le théorème 29 lorsqueκ = 1. D’autres choix deκ peuvent
donner de meilleures bornes lorsquek +1 est composé. La meilleure borne est obtenue lorsque
k + 1 est un carré.

Corollaire 6. Soientk un entier naturel etk + 1 = κ2 un carré. Sir ≥
√

3κ,

ck(G(T, r)) ≤
⌈

1

κ

(

r +
3κ − 3

2

)⌉2

<

(
r + (5

√
k + 1 − 3)/2

)2

k + 1
.

Bien que le théorème 28 suffise à nos desseins, il serait intéressant de connaître la valeur
précise deck(G(T, r)) pour tous les choix dek et r.

Il est possible, pour prouver la borne inférieure du théorème 24 (et donc du théorème 26), de
s’inspirer de l’approche utilisée dans [MR99] en établissant une borne inférieure d’un analogue
k-impropre duquotient de stabilité, qui est le maximum pour tous les sous-graphes induitsH de
G des quotients|V (H)|/α(H). (L’analogue serait le maximum des quotients|V (H)|/αk(H),
avecαk(H) le plus grand nombre de sommets deH induisant un sous-graphe deH de degré
maximumk.) Toutefois, il suffit d’appliquer la proposition 4 au théorème 23. Il ne reste alors
qu’à prouver les bornes supérieures.

À cette fin, rappelons ici la définition suivante donnée dans [MR99]. Étant donnés deux
ensemblesA etB de points du plan et un réelw > 0, une fonctionφ : A → B estw-oscillante
si la distance euclidienned(a, φ(a)) est au plusw pour chaquea ∈ A. Remarquons que s’il
existe une injectionw-oscillante deA dansB, alorsck(G(A, r)) ≤ ck(G(B, r+2w)) pour tout
r > 0.

Démonstration du théorème 24.La preuve est inspirée de celle du lemme11 de [MR99].
Soit ε > 0. Nous voulons montrer queck(G)/r2 ≤ (σ + ε)

√
3

2(k+1)
. SoitT ′ un homothétique de

T de densité(σ + ε/2), i.e. soitT ′ = ξ−1T avecξ := ((σ + ε/2)
√

3/2)1/2.
NotonsS le carré unité demi-ouvertS := {(x, y) : 0 ≤ x, y < 1}. Pour toutx suffisamment

grand, tout translatéxS contient au moins(σ +ε/4)x2 points deT ′ et au plus ce même nombre
de points deV . Si le plan est partitionné en carrés de cotésx, alors il existe, pour chaque carré
X, une injectionw-oscillante deV ∩X dansT ′ ∩X avecw =

√
2x. Ceci fournit une injection

w-oscillanteφ : V → T ′.
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En utilisant le théorème 28,

ck(G(V, r)) ≤ ck(G(T ′, r + 2w))

= ck(G(T, ξ(r + 2w)))

<
(ξ(r + 2w) + 2k + 1)

(
ξ(r + 2w) + k

2
+ 1

)

(k + 1)

< r2(σ + ε)

√
3

2(k + 1)
si r est suffisamment grand.

¤

Le lemme suivant sera utilisé dans la démonstration du théorème 26. Pour toutw > 0, deux
ensemblesA et B sontw-prochessi, et seulement si, il existe une bijectionw-oscillante deA
versB.

Lemme 21(McDiarmid and Reed [MR99]). SoitA (respectivementB) un ensemble possédant
une structure cellulaire de densitéσ et de rayonrA (respectivementrB). Les ensemblesA etB
sont(rA + rB)-proches.

Démonstration du théorème 26.Nous appliquons ici l’idée utilisée dans la preuve du théo-
rème2 de [MR99]. Rappelons que les cellules de Dirichlet-Voronoï deT constituent une struc-

ture cellulaire de densité2/
√

3 et de rayon1/
√

3. Posonsξ :=
√

γ =
(

σ
√

3
2

)1/2

.

L’ensembleξV possède une structure cellulaire de même densité2/
√

3, mais de rayonξρ.
D’après le lemme 21,ξV etT sontw-proches, avecw = 1/

√
3+ξρ. Ainsi, pour toutr > 0,

ck(G(V, r)) = ck (G (ξV, ξρ)) ≤ ck(G(T, D))

avecD := ξr + 2w = ξ(r + 2ρ) + 2√
3
. Donc,

ck(G(V, r)) ≤ ck(G(T, D)) <
(D + 2k + 1)

(
D + k

2
+ 1

)

k + 1

d’après le théorème 28. ¤

3.4. Coloration impropre des graphes aléatoires d’intersec-
tion de disques unitaires

Nous allons étudier dans cette section le comportement du nombre chromatiquek-impropre
pour les graphes aléatoires d’intersection de disques unitaires afin de généraliser les résultats
de [MM05, MM06 ] et [Mül05]. Les définitions et les résultats sont donnés dans la première
sous-section, et les démonstrations dans la seconde.

3.4.1. Résultats

Nous allons travailler dansRd, où d est un entier fixé au moins égal à2. Au vue des pro-
blèmes pratiques considérés, le cas qui nous intéresse est lorsqued est égal à2. Toutefois, les
résultats présentés ici sont valables quelle que soit la dimensiond et le cas général, intéressant
du point de vue théorique, n’ajoute aucune difficulté ou lourdeur d’écriture. Nous considérons
les graphesGn obtenus de la façon suivante. Soitν une distribution surRd, de densité bornée.
Des pointsX1, . . . , Xn deR

d sont choisis indépendamment et aléatoirement selonν. Notons
Gn := G({X1, . . . , Xn}, r(n)) où r(n) est une suite de réels strictement positifs qui tend vers
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0 quandn tend vers l’infini. Nous nous intéressons au comportement du nombre chromatique,
du nombre chromatique impropre et de la taille de la plus grande clique deGn lorsquen tend
vers l’infini.

Dans ce modèle de graphes aléatoires, la distancer(n) joue un rôle similaire à celui de
p(n) dans le modèleG(n, p) de Erd̋os-Rényi. Les différents comportements seront décrits en
fonction de la quantitérdn car, conformément à l’intuition,rdn permet de mesurer le degré
moyen du grapheGn (considérons par exemple le cas où la distributionν est uniforme sur
[0, 1]d : la probabilité queXiXj soit une arête deGn est≈ πrd si r est suffisamment proche de
0, et l’espérance du degré deXi est donc≈ π(n − 1)rd). Un traitement plus rigoureux de la
relation entrerdn et le degré moyen deGn est consultable dans [MM05 ].

Dans cette sous-section, l’impropreték est fixée, mais les résultats énoncés sont toujours
corrects sik augmente avecn, à condition que l’augmentation ne soit pas trop rapide.

Théorème 30.Soitk un entier fixé etGn défini précédemment.

(i) Sinrd À n−δ pour toutδ > 0, alors

(k + 1)ck(Gn)

χ(Gn)
→ 1 presque sûrement.

(ii) S’il existeε > 0 tel quenrd ¿ n−ε, alors

P

(

ck(Gn) ∈
{⌈

χ(Gn)

k + 1

⌉

,

⌈
χ(Gn)

k + 1

⌉

+ 1

}

pour toutn sauf un nombre fini

)

= 1.

Les résultats de ce théorème peuvent s’exprimer en fonction deck et ω(Gn) seulement,
grâce aux résultats de [MM05, MM06 ]. Toutefois, les résultats nécessitent quelques définitions
supplémentaires afin d’être cités, aussi nous préciserons simplement que, pour le plan et la
norme euclidienne, le rapportχ(Gn)

ω(Gn)
tend presque sûrement vers2

√
3/π sous les conditions de

l’item (i), sauf sir2n = no(1), auquel cas ce rapport tend presque sûrement vers un.
La proposition suivante montre que l’ensemble de deux valeurs donné dans le théorème

précédent ne peut en général être réduit.

Proposition 27. Sik est un entier strictement positif et si la suiter(n) vérifienrd = γn− 1
m(k+1)

pour un réelγ > 0 et un entier naturel non nulm, alors il existe un réelc = c(γ,m) ∈ (0, 1)
tel que

P

(

ck(Gn) =

⌈
χ(Gn)

k + 1

⌉

+ 1

)

→ c.

Cette proposition exhibe une différence notable de comportement entre le nombre chroma-
tique impropre et le nombre chromatique, puisque, lorsqu’il existeε > 0 tel quenrd ¿ n−ε, il
est prouvé dans [MM05, MM06 ] que

P(χ(Gn) = ω(Gn) pour toutn sauf un nombre fini) = 1.

La proposition 27 montre qu’un résultat analogue (c’est-à-dire en remplaçantχ parck etω par
ω/(k + 1)) est faux pourk ≥ 1.

D’après le second item du théorème 30, lorsquenrd ¿ n−ε, la distribution deck est concen-
trée sur deux entiers consécutifs lorsquen tend vers l’infini, dans le sens oùP(ck(Gn) ∈
{m(n),m(n) + 1}) → 1. Ce phénomène (appeléfocusingpar Penrose [Pen02, Pen03]) se
produit pour divers invariants des graphes dans le modèleG(n, p) de Erd̋os-Rényi. Müller a
prouvé récemment une conjecture de Penrose stipulant qu’un tel phénomène (defocusing) se
produit pourω(Gn) et χ(Gn) lorsquenrd ¿ ln(n) [Mül05]. La preuve peut être aisément
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adaptée à la coloration impropre, donnant ainsi : sinrd ¿ ln(n), il existe une suite d’entiers
m(n) telle queP(ck(Gn) ∈ {m(n),m(n) + 1}) → 1 lorsquen → ∞.

3.4.2. Démonstrations

La preuve du second item du théorème 30 utilise le résultat suivant [MM05, MM06 ].

Théorème 31(McDiarmid and Müller [MM06 ]). S’il existeε > 0 tel quenrd ¿ n−ε, alors

(i) il existe une suitem(n) telle queP(ω(Gn) ∈ {m(n),m(n)+1} et∆(Gn) ∈ {m(n)−
1,m(n)} pour toutn sauf un nombre fini) = 1 ; et

(ii) P(χ(Gn) = ω(Gn) pour toutn sauf un nombre fini) = 1.

Démonstration du théorème 30, item (ii).Supposons qu’il existeε > 0 tel quenrd ¿ n−ε.
D’après le premier item du théorème 31,

P(∆(Gn) ∈ {ω(Gn) − 1, ω(Gn)} pour toutn sauf un nombre fini) = 1.

Donc, en utilisant le second item du théorème 31,

P(χ(Gn) = ω(Gn) et∆(Gn) ≤ ω(Gn) pour toutn sauf un nombre fini) = 1.

Or siχ(Gn) = ω(Gn) et∆(Gn) ≤ ω(Gn) alors d’après la proposition 4,
⌈

χ(Gn)

k + 1

⌉

≤ ck(Gn) ≤
⌈

χ(Gn) + 1

k + 1

⌉

≤
⌈

χ(Gn)

k + 1

⌉

+ 1,

ce qui conclut la preuve. ¤

Avant de prouver la proposition 27, donnons deux résultats du chapitre troisième de [Pen03].
Si Z etZ ′ sont deux variables aléatoires entières, leurdistance variationnelle totaleest

dTV (Z,Z ′) := sup
A⊆Z

|P(Z ∈ A) − P(Z ′ ∈ A)|.

Soientξ, (ξn)n≥1 des fonctions mesurables à valeurs dansR
d. La suite(ξn)n≥1 converge en

distribution versξ si, et seulement si,

lim
n→∞

E[h(ξn)] = E[h(ξ)]

pour toute fonctionh continue et bornée deRd versR. Ceci est notéξn−→D ξ.

Proposition 28 ([Pen03]). Fixons un graphe d’intersection de disques unitaires connexe à
l ≥ 2 sommetsH. SoitN le nombre de sous graphes induits deGn isomorphes àH et Z une
variable de Poisson de moyenneEN .

– Il existe une constante strictement positiveµ = µ(H) telle queEN ∼ µnlrd(l−1).
– Il existe une constantec = c(H) telle quedTV (N, Z) ≤ cnrd.

Proposition 29 ([Pen03]). Fixons une suite(Hi)1≤i≤s de graphes d’intersection de disques
unitaires connexes àl ≥ 2 sommets, deux-à-deux non isomorphes. SoientNi le nombre de
sous-graphes induits deGn isomorphes àHi, et µ1, µ2, . . . , µs donnés par l’item(i) de la
proposition 28. Soient enfinZ1, Z2, . . . , Zs des variables de Poisson indépendantes telles que
EZi = γl−1µi. S’il existeγ > 0 tel quenrd ∼ γn− 1

l−1 , alors

(N1, N2, . . . , Ns)−→D (Z1, Z2, . . . , Zs).
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FIG . 3.35. H ≃ Km(k+1)+1 − e vérifieω(H) = m(k + 1) et ck(H) = m + 1.

Démonstration de la proposition 27.D’après le second item du théorème 31, il suffit de consi-

dérerP
(

ck(Gn) =
⌈

ω(Gn)
k+1

⌉

+ 1
)

puisqueP (χ(Gn) 6= ω(Gn)) → 0.

Soit l := m(k +1)+1. Par le choix der(n), nlrd(l−1) = γl−1 et lorsquen tend vers l’infini,
nl+1rdl = γl−1nrd tend vers0 alors quenl−1rd(l−2) = n(nrd)l−2 = nγl−2n−1+1/(l−1) tend vers
l’infini.

Soit L(Gn) l’ordre d’une plus grande composante connexe deGn. D’après la proposi-
tion 28,

P (ω(Gn) ≥ l − 1 etL(Gn) ≤ l) → 1.

En effet, soitN le nombre de sous-graphes induits deGn isomorphes àKl−1 et soitN ′ le
nombre de sous-graphes induits connexes d’ordrel + 1.

D’après la proposition 28(i), EN ′ = O(nl+1rdl) = o(1), donc

P(L(Gn) > l) = P(N ′ > 0) ≤ EN ′ = o(1).

En outre,EN = Ω(nl−1rd(l−2)) → ∞. Ainsi, en utilisant la proposition 28(ii) ,

P(ω(Gn) < l − 1) = P(N = 0) = e−EN + o(1) = o(1)

puisque, pour toute variable de poissonZ de paramètreλ > 0, P(Z = 0) = e−λ.
SoientH1, . . . , Hs tous les graphes d’intersection de disques unitaires connexes d’ordrel

deux-à-deux non isomorphes tels queck(Hi) = m + 1 et Hi 6≃ Kl. Il existe au moins un
tel graphe : posonsH := G({( i

l−1
, 0) : i = 0, . . . , l − 1}, 1) (voir Figure 3.4.2). Il s’agit

simplement du graphe complet àl sommets moins une arête. Ce graphe vérifieck(H) > m :
supposons qu’il existe unem-colorationk-impropre deH. Comme les sommets deH peuvent
être partitionnés en une cliqueC de taillel − 1 = m(k + 1) et un sommetv adjacent à tous les
sommets deC sauf un, chacune desm couleurs est attribuée à exactementk + 1 sommets de
C. En particulier, chaque sommet deC possèdek voisins de sa couleur dansC. Ainsi, puisque
k ≥ 1, au moins un sommet deC possèdek + 1 voisins de sa couleur :k dansC et v0. En
outre,ck(H) ≤ m + 1 d’après la proposition 2 car∆(H) ≤ l − 1 = m(k + 1).

Soit N0 le nombre de sous-graphes induits deGn isomorphes àKl, et soitNi le nombre
de sous-graphes induits isomorphes àHi. Si ω(Gn) ≥ l − 1 et L(Gn) ≤ l alorsck(Gn) =
⌈

χ(Gn)
k+1

⌉

+ 1 si, et seulement si,N0 = 0 et il existei ∈ {1, 2, . . . , s} tel queNi > 0. Donc

P

(

ck(Gn) =

⌈
χ(Gn)

k + 1

⌉

+ 1

)

= P (N0 = 0 et∃i ∈ {1, 2, . . . , s}, Ni > 0) + o(1).
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Ainsi, d’après la proposition 29,

P

(

ck(Gn) =

⌈
χ(Gn)

k + 1

⌉

+ 1

)

→ e−µ0γl−1

(1 − e−(µ1+···+µs)γl−1

),

pour des réelsµ0, µ1, . . . , µs > 0. ¤

La preuve du premier item du théorème 30 utilise certains outils développés dans [MM06 ]
afin d’étudier le comportement deχ(Gn).

Un élément primordial de la preuve est le lien entre la coloration de graphes et la program-
mation linéaire entière. Le nombre chromatiqueχ(G) d’un grapheG = ({v1, v2, . . . , vn}, E)
est en effet la valeur optimum du programme linéaire entier (PLE)

min 1T x

tel que Ax ≥ 1,
x ≥ 0, x entier,

où A est lamatrice des stablesdeG. Il s’agit d’une matrice de0 et de1 à n lignes dont les
colonnes sont indicées par les stables deG. De plus,ai,j = 1 si, et seulement si, le sommet
vi appartient au stable correspondant à la colonnej. Étant donné un vecteur d’entiers naturels
b := (b1, b2, . . . , bn), le grapheGb est le graphe obtenu à partir deG en remplaçant chaque
sommetvi par une cliqueCi de taillebi (les sommets des cliquesCi et Cj étant reliés si, et
seulement si,vivj ∈ E). Alors χ(Gb) est la valeur optimum duPLE

min 1T x

tel que Ax ≥ b,
x ≥ 0, x entier.

En outre,ck(Gb) n’excède pas la valeur optimum duPLE

min 1T x

tel que (k + 1)Ax ≥ b,
x ≥ 0, x entier.

Ceci est dû au fait que choisirk +1 copies de chaque sommet d’un stable deG donne un stable
deGb (mais ceci ne permet en général pas d’obtenirtousles stables deGb).

Soit f la fonction de densité de la mesure de probabilitéν utilisée pour générer les points
X1, X2, . . . , Xn (rappelons quef est bornée par hypothèses). Lesupremum essentield’une
fonctiong, notégmax, est

gmax := sup{t : |{x : g(x) > t}| > 0},
où |.| est la mesure de Lebesgue. Un ensemble mesurableA ⊆ R

d a un petit voisinagesi, et
seulement si,limεց0 |Aε| = |A| avecAε := A + B(O, ε).

Soit F l’ensemble des fonctionsϕ : R
d → R positives, bornées, à support borné, non

presque partout nulles, et telles que tout réelt, l’ensemble{x : ϕ(x) > t} ait un petit voisinage.
SoitMϕ la variable aléatoire définie par

Mϕ := sup
x∈Rd

n∑

i=1

ϕ

(
Xi − x

r

)

.
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Ces variables aléatoiresMϕ jouent un rôle important dans l’étude du comportement du
nombre chromatique deGn (voir [MM06 ]).

Proposition 30(McDiarmid et Müller [MM06 ]). Soitϕ = 1W pour un ensemble bornéW ⊂
R

d avec un petit voisinage et d’intérieur non vide. Pour toutε > 0, il existeδ = δ(ε) > 0 tel
que, sin−δ ≤ nrd ≤ δ ln n, alors

P ((1 − ε)m ≤ Mϕ ≤ (1 + ε)m pour toutn sauf un nombre fini) = 1,

oùm = m(n) := ln n/ ln( ln n
nrd ).

Proposition 31 ([MM06 ]). Soit ϕ ∈ F . Pour tout ε > 0, il existeT = T (ε) tel que, si
nrd ≥ T ln n, alors

P ((1 − ε)m ≤ Mϕ ≤ (1 + ε)m pour toutn sauf un nombre fini) = 1,

oùm = m(n) := fmaxnrd
∫

Rd ϕ(x)dx.

Proposition 32([MM06 ]). Soitϕ ∈ F . Sinrd ∼ t ln n pour un certaint ∈ (0,∞), alors

Mϕ

nrd
→ fmax

∫

Rd

ϕ(x)eϕ(x)sdx presque sûrement,

oùs = s(ϕ, t) ≥ 0 est solution de

∫

Rd

(sϕ(x)eϕ(x)s − eϕ(x)s + 1)dx =
1

tfmax

. (3.1)

Pourϕ ∈ F et t ∈ (0,∞), notons

ξ(ϕ, t) :=

∫

Rd

ϕ(x)eϕ(x)s(ϕ,t)dx,

où s(ϕ, t) est l’unique solution positive de (3.1). Pour voir que (3.1) possède bien une unique
solution positive (sauf siϕ est nulle presque partout, auquel cas l’équation (3.1) n’admet pas
de solution), il suffit de voir que le membre de gauche de (3.1) croît avecs pour s ≥ 0 (car
l’intégré sϕ(x)eϕ(x)s − eϕ(x)s + 1 = H(eϕ(x)s) avecH(x) := x ln x − x + 1 est strictement
croissant avecs pour toutx fixé tel queϕ(x) > 0).

Lemme 22. Pourϕ ∈ F etλ ∈ (0, 1), soitϕλ défini parϕλ(x) := ϕ(λx). Alors

ξ(ϕλ, t) ≤ λ−dξ(ϕ, t).

Démonstration. Remarquons d’abord ques(ϕλ, t) ≤ s(ϕ, t). En effet, pour touts > 0 :
∫

Rd

(sϕλ(x)eϕλ(x)s − eϕλ(x)s + 1)dx = λ−d

∫

Rd

(sϕ(y)eϕ(y)s − eϕ(y)s + 1)dy,

en utilisant le changement de variabley = λx. Donc, si
∫

Rd(sϕ(x)eϕ(x)s − eϕ(x)s + 1)dx =
1

tfmax
pour un certains > 0, alors

∫

Rd(sϕλ(x)eϕλ(x)s − eϕλ(x)s + 1)dx > 1
tfmax

. Commes 7→
∫

Rd(sϕλ(x)eϕλ(x)s − eϕλ(x)s + 1)dx croît avecs ≥ 0, il suit que, nécessairement,s(ϕλ, t) ≤
s(ϕ, t), comme souhaité. Ainsi,

∫

Rd

ϕλ(x)eϕλ(x)s(ϕλ,t)dx ≤
∫

Rd

ϕλ(x)eϕλ(x)s(ϕ,t)dx ≤ λ−d

∫

Rd

ϕ(x)eϕ(x)s(ϕ,t)dx.

¤
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Démonstration du théorème 30, item (i).Commençons par trouver une borne supérieure de
ck(Gn). Fixonsε > 0, et considérons le grapheΓ obtenu de la façon suivante. Pour toutx ∈
R

d, soitSx l’hypercubex + [0, εr)d de côtéεr : ces hypercubes partitionnentR
d. L’ensemble

de sommets deΓ estεrZ
d, deux sommets distinctsp et q sont adjacents si, et seulement si,

‖p − q ‖< r(1 + ε
√

2). Pour toutW ⊆ R
d, notonsN(W ) le nombre de sommets deGn dans

W , i.e.

N(W ) := |W ∩ {X1, . . . , Xn}|.
SoitG′

n le graphe obtenu en remplaçant chaque sommetp deΓ par une clique de tailleN(Sp) :
le grapheGn est un sous-graphe deG′

n, donc toute borne supérieure deck(G
′
n) est aussi borne

supérieure deck(Gn).
Soit K > 0 (supposé grand) tel queε diviseK. Pour toutp ∈ εrZ

d, soientHp et H ′
p les

sous-graphes respectifs deGn et G′
n induits par les sommets dansp + [0, Kr)d. NotonsA la

matrice des stables du sous-grapheΓK deΓ induit par les sommets deΓ dans[0, Kr)d. D’après
les remarques précédentes,ck(H

′
p) n’excède pas la valeur optimale du programme linéaire

min 1T x

tel que Ax ≥ b(p)/(k + 1),
x ≥ 0, x entier,

oùb(p) := (N1(p + p1), . . . , Nm(p + pl)) est le vecteur (aléatoire) dont les coordonnées sont le
nombre de sommets deGn dans chacun des hypercubesSp+pi

pourpi ∈ [0, Kr)d ∩ εrZ
d.

Considérons la relaxation de ce programme (c’est-à-dire supprimons la contrainte quex soit
entier). SoitM(p) la valeur optimum du programme relaxé. Puisque la matriceA ne dépend
que deε etK, il existe une constantec := c(K, ε) telle que

χk(H ′
p) ≤ M(p) + c(K, ε), (3.2)

car l’arrondi supérieur de toutes les variables d’un point réalisable du programme relaxé four-
nit un point réalisable du programme initial. Donc, en particulier, il suffit quec(K, ε) soit le
nombre de colonnes deA (qui est le nombre de stables deΓK).

Par dualité,M(p) est aussi la valeur optimale du programme

max 1
k+1

bT y

tel que AT y ≤ 1,
y ≥ 0.

Cette formulation duale a l’avantage de placer en quelque sorte l’aspect aléatoire dans la
fonction objectif. Le polytope défini par la contrainteAT y ≤ 1 ne dépend que deε et K.
Connaissant ces derniers, il est donc possible d’énumérer les sommets du polytope. Notons-
lesy1, . . . , ym. Puisque la valeur optimum du programme est atteinte en l’un des sommets du
polytope,

M(p) =
1

k + 1
max

i
yT

i b(p). (3.3)

Soitψi : R
d → [0, 1] la fonction définie par

ψi :=

{

(yi)j si x ∈ Spj
avecj ∈ {1, 2, . . . , l}

0 si x /∈ [0, Kr)d.
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(Les pointsp1, p2, . . . , pl constituent l’énumération de[0, Kr)d ∩ εZ
d précédemment utilisée

pour définir le programme.) Ainsi,

bT (p)yi =
l∑

j=1

(yi)jN(Sp+pj
) =

n∑

k=1

ψi (ψi(Xk − p)) .

Posons à présentϕi(x) := ψi(rx). Les fonctionsϕ1, ϕ2, . . . , ϕm ne dépendent plus der (ou de
n), mais seulement deε etK. En outre,ϕi ∈ F pour touti et

bT (p)yi =
n∑

j=1

ϕi

(
Xj − p

r

)

.

Ainsi, avec (3.2) et (3.3),

ck(H
′
p) ≤

1

k + 1
max

i=1,...,m
Mϕi

+ c(K, ε).

Cette borne surck(H
′
p) borne en réalité le nombre chromatiquek-impropre du sous-graphe

deGn induit par les points dansWp := p + [0, Kr)d + (K + 1)rZ
d, puisque ce sous-graphe est

l’union disjointe des graphesH ′
p (figure 3.4.2). En effet, six ∈ p + [0, Kr)d + (K + 1)rz et

y ∈ p + [0, Kr)d + (K + 1)rz′ avecz 6= z′ ∈ Z
d, alors‖x − y‖≥ r.

Kr

r

εr

FIG . 3.36. Les ensemblesWp.

Supposons, sans perte de généralité, quek est entier et considérons la collectionW :=
{Wp : p ∈ r{0, . . . , K}d}. Chaque petit hypercubeSq, q ∈ εZ

d, est couvert par exactementKd

des(K + 1)d ensemblesWp ∈ W considérés.
SoitG′

n,p le graphe obtenu en remplaçant chaque pointq deΓ∩Wp par une clique de taille
⌈

N(q)
Kd

⌉

(plutôt queN(q) comme précédemment). Le sous-grapheG′
n,p peut êtrek-improprement

coloré avec au plus

maxp
1

k+1
maxi

(⌈
N(p+p1)

Kd

⌉

, . . . ,
⌈

N(p+pl)
Kd

⌉)

· yi + c(K, ε)

≤
1

(k+1)Kd maxi Mϕi
+ c(K, ε) + m
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couleurs. En outre, les colorations des sous-graphesG′
n,p peuvent être assemblées pour donner

une colorationk-impropre du grapheGn utilisant au plus

1

k + 1

(
K + 1

K

)d

max
i=1,...,m

Mϕi
+ (K + 1)d(c(K, ε) + m)

couleurs.
Nous allons à présent minorerχ(Gn). Posonsr′ := r 1−ε

√
2

1+ε
√

2
et S ′

y := y + [0, εr′)d pour

y ∈ R
d. Pour toutx ∈ R

d, soit Hx le sous-graphe deGn induit par les points de l’hypercube
x + [0, r′K)d.

NotonsΓ′
K le graphe dont les sommets sont les pointsx + p′i, oùp′i décrit tous les points de

[0, Kr′)d ∩ εr′Zd, deux sommets distinctsy et z étant adjacents si, et seulement si,‖y − z ‖<
r′(1 + ε

√
2) = r(1 − ε

√
2). Le grapheΓ′

K est isomorphe au grapheΓK , et possède donc
en particulier la même matrice de stablesA. Soit H ′

x le graphe obtenu en remplaçant chaque
sommetx + p′i deΓ′

K par une clique de tailleN(S ′
x+p′i

). Le grapheH ′
x est un sous-graphe de

Gn, etχ(H ′
x) est au moins la valeur optimale du programme linéaire

max b′(x)T y

tel que AT y ≤ 1,
y ≥ 0,

où b′(x) := (N(S ′
x+p′1

), N(S ′
x+p′2

), . . . , N(S ′
x+p′

l
)). Les sommetsy1, y2, . . . , ym du polytope

sont inchangés. Ils correspondent toutefois désormais aux sommes

b′(x)T yi =
n∑

j=1

ϕ′
i

(
Xj − x

r

)

,

avecϕ′
i(x) := ϕi

(
1+ε

√
2

1−ε
√

2
x
)

. En maximisant pourx ∈ R
d,

χ(Gn) ≥ max
i∈{1,...,m}

Mϕ′

i
. (3.4)

Par conséquent,

1 ≤ (k + 1)ck(Gn)

χ(Gn)
≤

(
K + 1

K

)d
maxi Mϕi

maxi Mϕ′

i

+
α

maxi Mϕ′

i

, (3.5)

oùα := (K + 1)d(c(K, ε) + m).
Considérons des réelst0 < t1 < . . . < ta avecti+1 ≤ (1 + ε)ti, t0 petit etta grand (ces

termes seront précisés ensuite). Puis partageons la suiter en sous-suitesr0, . . . , ra+1 :

r0(n) :=

{
r(n) si nrd ≤ t0 ln n,

√
t0 ln n

n
sinon.

, ra+1(n) :=

{
r(n) si nrd ≥ ta ln n,

√
ta ln n

n
sinon.

ri(n) :=

{
r(n) si ti−1 ln n ≤ nrd ≤ ti ln n,

√
ti ln n

n
sinon.

, pouri ∈ {1, 2, . . . , a},

et posonsGi
n := G({X1, . . . , Xn}, ri(n)). Alors, pour touti :

P

(

1 ≤ (k + 1)ck(G
i
n)

χ(Gi
n)

≤ γ(K, ε) pour toutn sauf un nombre fini

)

= 1, (3.6)
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oùγ(K, ε) := (1+ε)2

1−ε

(
1+ε

√
d

1−ε
√

2

)d (
K+1

K

)d
+ ε. Par suite,

P

(

1 ≤ (k + 1)ck(Gn)

χ(Gn)
≤ γ(K, ε) pour toutn sauf un nombre fini

)

= 1,

carGn coïncide toujours avec l’un desGi
n, et la probabilité de l’intersection d’un nombre fini

d’évènements de probabilité un est un. Ainsi, en faisant tendreK vers l’infini et ε vers0,

(k + 1)ck(Gn)

χ(Gn)
→ 1 presque sûrement,

comme voulu. Il ne reste donc plus qu’à établir (3.6) pour touti (et pour un choix particulier
det0, . . . , ta).

ConsidéronsG0
n, et posonsψ1 := 1B(0, 1

2
), ψ2 := 1B(0;1). DoncMψ1 etMψ2 sont respective-

ment le nombre maximum de points deGn dans une boule de rayonr
2

et r. En particulier,

Mψ1 ≤ ω(Gn) ≤ χ(Gn) ≤ ∆(Gn) + 1 ≤ Mψ2 .

D’après la proposition 30, et la borne supérieure de la proposition 2,

P
(
χ(G0

n) ≥ (1 − ε)b pour toutn sauf un nombre fini
)

= 1,

P

(

ck(G
0
n) ≤ 1

k + 1
(1 + ε)b + 1 pour toutn sauf un nombre fini

)

= 1,

où b = b(n) := ln n
ln( ln n

nrd
0

)
. Observons queb → ∞, carnrd

0 ≥ n−δ entraîneb ≥ 1
δ

+ o(1). Par suite,

P

(
(k + 1)ck(G

0
n)

χ(G0
n)

≤ 1 + ε

1 − ε
+ ε pour toutn sauf un nombre fini

)

= 1.

Considérons à présentGa+1
n . D’après la proposition 31, pourvu queta soit suffisamment grand,

P(Mϕi
≤ (1 + ε)bi pour toutn sauf un nombre fini) = 1,

P(Mϕ′

i
≥ (1 − ε)b′i pour toutn sauf un nombre fini) = 1,

pour i ∈ {1, 2, . . . , m}, avecbi := fmaxnrd
i

∫

Rd ϕi(x)dx et b′i := fmaxnrd
i

∫

Rd ϕ′
i(x)dx =

(1−ε
√

2
1+ε

√
2
)dbi (en utilisant le changement de variabley = (1+ε

√
2

1−ε
√

2
)x pour la dernière égalité).

Par (3.5) et le fait queb′i → ∞, la probabilité que

(k + 1)ck(G
a+1
n )

χ(Ga+1
n )

≤ 1 + ε

1 − ε

(

1 + ε
√

2

1 − ε
√

2

)d (
K + 1

K

)d

+ ε

pour toutn sauf un nombre fini est un. Considérons enfinGi
n pour i ∈ {1, 2, . . . , k}. Nous

supposerons que les réelsti sont choisis de telle sorte queti ≤ (1 + ε)ti−1. Posonsr−i :=
√

ti−1 ln n
n

et r+
i :=

√
ti ln n

n
. Commeck(G(V, ρ)) etχ(G(V, ρ)) sont croissants selonρ,

χ(Gi
n) ≥ χ(G({X1, . . . , Xn}, r−i )), ck(G

i
n) ≤ ck(G({X1, . . . , Xn}, r+

i )).

D’après la proposition 32 et (3.4), il suit (avec probabilité un pour toutn sauf un nombre fini) :

χ(Gi
n) ≥ (1 − ε)fmaxn(r−i )d maxj ξ(ϕ′

j, ti−1),
χk(Gi

n) ≤ 1
k+1

(K+1
K

)d(1 + ε)fmaxn(r+
i )d maxj ξ(ϕj, ti−1) + α.
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Avec la terminologie du lemme 22,ϕi = (ϕ′
i)λ avecλ := (1−ε

√
2

1+ε
√

2
). Par conséquent (avec

probabilité un, pour toutn sauf un nombre fini) :

(k+1)ck(Gi
n)

χ(Gi
n)

≤
(

1+ε
1−ε

)
ti

ti−1

(
1+ε

√
2

1−ε
√

2

)d (
K+1

K

)d
+ ε

≤ (1+ε)2

1−ε

(
1+ε

√
2

1−ε
√

2

)d (
K+1

K

)d
+ ε,

ce qui conclut la preuve. ¤

3.5. Conclusion
Plusieurs problématiques liées aux graphes d’intersection de disques unitaires ont été étu-

diées au cours de ce chapitre. Plusieurs questions intéressantes restent à résoudre. La première
concerne les graphes d’intervalles.

Problème 7. Si G est un graphe d’intervalles unitaires, etk un entier strictement positif, le
théorème 18 stipule queck(G) ∈ {⌈ω(G)

k+1
⌉, ⌈ω(G)

k+1
+1}. Est-il polynomial de déterminer laquelle

des deux valeurs est correcte ?

Problème 8.Soitk un entier strictement positif fixé. Est-il polynomial de déterminer le nombre
chromatiquek-impropre des graphes d’intervalles ?

Il est également naturel de fixer le nombre de couleurs et de demander quelle est la plus
petite impropreté nécessaire pour colorer un graphe donné.

Un autre sujet important est la création d’algorithmes d’approximation. Nous avons vu
qu’il existe pour le nombre chromatique une6-approximation pour les graphes d’intersection
de disques, et une3-approximation pour les graphes d’intersection de disques unitaires. Dans
le cas des graphes aléatoires d’intersection de disques unitaires, le théorème 30 fournit une ap-
proximation asymptotique du nombre chromatiquek-impropre : la valeurω(Gn)/(k + 1) (cal-
culable en temps polynomial), multipliée par le rapport2

√
3/π ≈ 1, 103 est une approximation

raisonnable deck(Gn). Il serait intéressant de trouver un bon algorithme d’approximation du
nombre chromatiquek-impropre pour la classe des graphes d’intersection de disques unitaires,
et des graphes d’intersection de disques.

Concernant la coloration impropre des sous-graphes du réseau triangulaire, le problème
suivant reste ouvert.

Problème 9. Le problème suivant est-ilNP-complet ?
INSTANCE : un sous-graphe induitG du réseau triangulaire.
QUESTION :le grapheG est-il1-improprement2-colorable ?

Une autre question intéressante concerne la coloration impropre pondérée des graphes bi-
partis. Il est polynomial de trouver une coloration pondérée propre optimale d’un graphe biparti
(le nombre de couleurs requis est égal au poids maximum d’une clique), mais nous ne savons
pas ce qu’il en est pour la coloration impropre. Il paraît peu probable que ce problème reste
polynomial, mais trouver une approximation serait intéressant, car cela pourrait permettre d’en
déduire un algorithme d’approximation pour les sous-graphes du réseau triangulaire en s’ins-
pirant de la méthode utilisée (pour la coloration pondérée propre) dans [MR00]. Notons que
trouver le plus grand ensemblek-indépendant est un problèmeNP-complet pour les graphes
bipartis planaires [DJL93], et qu’il n’est pas difficile de prouver qu’il en est de même pour les
graphes d’intersection de disques unitaires et les sous-graphes du réseau triangulaire [HKS06].
Ajoutons qu’il existe un schéma d’approximation polynomial pour trouver la taille du plus
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grand ensemblek-indépendant d’un graphe d’intersection de disques unitaires : pour toutε > 0,
il existe un algorithme polynomial fournissant une(1 − ε)-approximation.

Enfin, la rapidité de convergence des résultats asymptotiques des sections 3.3 et 3.4 restent
à analyser.





Deuxième partie

Autres problèmes de coloration





CHAPITRE 4

Coloration 3-faciale des graphes planaires

Les résultats de ce chapitre ont été obtenus avec Frédéric Havet et Riste Škrekovski [HSŠ06].

4.1. Introduction
La notion de coloration faciale, introduite dans [KMŠ05b], étend la notion bien connue de

coloration cyclique. Unchemin faciald’un plongement d’un graphe planaireG est une suite de
sommets dans l’ordre obtenu en parcourant une partie de la frontière d’une face. Lalongueur
d’un chemin facial est son nombre d’arêtes. Deux sommetu etv deG sont desvoisinsℓ-faciaux
si, et seulement si, il existe un chemin facial de longueur au plusℓ entre-eux. Unecolorationℓ-
facialec deG est une fonction qui associe à chaque sommet une couleur de telle sorte que deux
voisinsl-faciaux quelconques soient colorés différemment. Un graphe admettant une coloration
ℓ-faciale aveck couleurs est ditℓ-facialementk-colorable.

La conjecture suivante est proposée dans [KMŠ05b].

Conjecture 4 (Král’, Madaras et Škrekovski). Tout graphe planaire estℓ-facialement(3ℓ+1)-
colorable.

Notons que la borne de la Conjecture 4 est optimale : comme le montre la figure 4.1, pour
tout ℓ ≥ 1, il existe un graphe planaire qui n’est pasℓ-facialement3ℓ-colorable.

FIG . 4.1. Le graphe planaireGℓ = (V, E) : chaque arête en pointillés représente un chemin
de longueurℓ. Le grapheGℓ n’est pasℓ-facialement3ℓ-colorable : tous les sommets sont des
voisinsℓ-faciaux, donc touteℓ-coloration faciale doit utiliser|V | = 3ℓ + 1 couleurs.

La conjecture 4 peut être vue comme un analogue, pour la colorationℓ-faciale, de la fa-
meuse conjecture suivante de Ore et Plummer [OP69, JT95] concernant la coloration cyclique.
Un graphe planaireG est ditcycliquementk-colorablesi, et seulement si, il admet une sommet-
coloration aveck couleurs telle que toute paire de sommets incidents à une même face soient
colorés différemment.

Conjecture 5 (Ore et Plummer [OP69]). Tout graphe planaire est
⌊

3∆∗

2

⌋
-colorable, où∆∗

désigne la taille d’une plus grande face deG.

95



96 4. Coloration3-faciale des graphes planaires

Plus précisément, la conjecture 4 implique la conjecture 5 pour les valeurs impaires de∆∗.
Le meilleur résultat partiel sur la conjecture 5 a été obtenu par Sanders et Zhao [SZ01], qui ont
prouvé la borne supérieure

⌈
5∆∗

3

⌉
.

Notonsfc(x) le plus petit nombre de couleurs permettant de colorer cycliquement tout
graphe planaire dont la taille de chaque face est au plusx. La valeur defc(x) est connue pour
x ∈ {3, 4} : fc(3) = 4 (le problème de trouverfc(3) étant équivalent au Théorème des Quatre
Couleurs [AH77, AH89]) et fc(4) = 6 (voir [Bor84, Bor95]). Il est également connu que
fc(5) ∈ {7, 8} etfc(6) ≤ 10 (voir [BSZ99]), et quefc(7) ≤ 12 (voir [Bor92]).

La conjecture 4 est trivialement vraie sil = 0, et est équivalente au Théorème des Quatre
Couleurs sil = 1. Elle est ouverte pour toutes les autres valeurs del. Comme il est remar-
qué dans [KMŠ05b], si la conjecture 4 est vraie pourℓ = 2, cela aurait diverses répercu-
tions intéressantes. En plus de donner la valeur exacte defc(5) (qui serait alors7), la borne
supérieure sur le nombre de couleurs nécessaires pour colorer1-diagonalement toute quadran-
gulation planaire serait ramenée à14 au lieu de16 actuellement (grâce à la méthode utilisée
dans [KMŠ05b], voir [HJ95, SZ96, SZ98, KMŠ05b] pour plus de détails sur ce problème).
Cela permettrait également de prouver la conjecture de Wegner sur la coloration à distance
deux (c’est-à-dire la coloration du carré des graphes) restreinte aux graphes cubiques planaires,
puisque les colorations du carré d’un graphe cubique planaire sont exactement ses colorations
2-faciale (consulter [JT95, problème 2.18] pour plus de détails sur la conjecture de Wegner).

Soit ff (ℓ) le nombre minimum de couleurs nécessaires pour colorerℓ-facialement tout
graphe planaire. Clairement,fc(2ℓ + 1) ≤ ff (ℓ). Jusqu’à présent, aucune valeur deℓ pour la-
quelle cette inégalité est stricte n’est connue. Le problème suivant est proposé dans [KMŠ05b].

Problème 10.Est-il vrai que, pour tout entierℓ ≥ 1, fc(2ℓ + 1) = fℓ(ℓ) ?

Il est prouvé dans [KMŠ05b] que tout graphe planaire admet une colorationℓ-faciale utili-
sant au plus

⌊
18
5
ℓ
⌋

+ 2 couleurs (et cette borne est réduite de un lorsqueℓ vaut quatre). Donc,
en particulier, tout graphe planaire possède une12-coloration3-faciale. Dans ce chapitre, nous
améliorons ce résultat en prouvant le théorème suivant.

Théorème 32.Tout graphe planaire est3-facialement11-colorable.

Une autre conjecture, appelée3ℓ-conjecture, a été proposée dans [DŠT05], stipulant que
tout graphe planaire sans triangle (c’est-à-dire de maille au moins quatre) estℓ-facialement3ℓ-
colorable. Tout comme la conjecture 4, cette conjecture aurait plusieurs corollaires intéressants
si elle est vraie (consulter [DŠT05] pour plus de détails).

Définition 22. Comme dans le chapitre 2, un sommet de degréd (respectivement au moinsd,
respectivement au plusd) est appelé und-sommet(respectivement un(≥ d)-sommet, respec-
tivement un(≤ d)-sommet). Les notions ded-face, (≥ d)-faceet (≤ d)-facesont définies de
manière analogue en regard de la taille de la face. Unℓ-chemin est un chemin de longueurℓ.

Deux faces sontadjacentessi, et seulement si, elles partagent une arête. Une5-face est
mauvaisesi, et seulement si, elle est incidente à au moins quatre3-sommets. Elle esttrès-
mauvaisesi, et seulement si, elle est incidente à cinq3-sommets.

Un sommet estdangereuxsi, et seulement si, il a degré trois et est incident à une face de
taille trois ou quatre. Un3-sommet estsainsi, et seulement si, il n’est pas dangereux, c’est-à-
dire si, et seulement si, il n’est pas incident à une(≤ 4)-face.

L’ensemble de tous les voisins3-faciaux d’un sommetv est notéN3(v). Le degré3-facial
dev, notédeg3(v), est le cardinal de l’ensembleN3(v).
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Soit G = (V,E) un graphe planaire, et soitU ⊆ V . Le grapheG3[U ] est le graphe dont
l’ensemble de sommets estU et, pour tout couple(x, y) ∈ U2, xy est une arête dansG3[U ] si,
et seulement si,x ety sont3-facialement adjacents dansG. Si c est une coloration partielle des
sommets deG, etu est un sommet non coloré deG, Lc(u) (ou justeL(u)) désigne l’ensemble
des couleurs assignées à aucun voisin3-facial deu. Le grapheG3[U ] estL-colorablesi, et
seulement si, il existe une coloration proprec de ses sommets telle que∀u ∈ U , c(u) ∈ L(u).

4.2. Propriétés des graphes(3, 11)-minimaux
Le lemme suivant est un cas particulier d’un résultat obtenu par Král’, Madaras et Škre-

kovski [KMŠ05b].

Lemme 23(Král’, Madaras et Škrekovski [KMŠ05b]). Soitv un sommet dont les faces inci-
dentes dans un graphe planaireG sontf1, f2, . . . , fd. Alors

deg3(v) ≤
(

d∑

i=1

min(|fi|, 7)

)

− 2d

où, pour touti, |fi| désigne la taille de la facefi.

Supposons que le théorème 32 soit faux : ungraphe(3, 11)-minimalest un graphe planaire
non3-facialement11-colorable d’ordre minimum. Notons que cette définition diffère de celle
utilisée dans [KMŠ05b]. Toutefois, le lemme suivant est toujours vrai.

Lemme 24(Král, Madaras et Škrekovski [KMŠ05b]). SoitG un graphe(3, 11)-minimal.

(i) Le grapheG est2-connexe ;

(ii) G n’a pas de cycle séparateur de longueur au plus7 ;

(iii) G ne contient pas d’arête séparant unef1-face d’unef2-face avecf1 + f2 ≤ 9 ;

(iv) G n’a pas de sommet dont le degré3-facial est strictement inférieur à11. En parti-
culier, le degré minimum deG est au moins trois ; et

(v) G ne contient pas d’arêteuv séparant deux(≥ 4)-faces telle queu et v soient des
(≥ 3)-sommets,deg3(u) ≤ 11 etdeg3(v) ≤ 12.

Dans la suite de cette section, nous allons prouver de nouvelles propriétés locales des
graphes(3, 11)-minimaux.

Lemme 25. Soit G un graphe(3, 11)-minimal avec deux3-sommets (adjacents)v et w tous
deux incidents à la même5-face et la même6-face. Alors la taille de la dernière face incidente
à w est au moins7.

Démonstration. Par l’absurde, supposons que la dernière face incidente àw soit de taille au
plus6. Alors, selon le lemme 23,deg3(v) ≤ 12 etdeg3(w) ≤ 11 : ceci contredit le lemme 24(v).

¤

Uneconfiguration réductibled’un graphe(3, 11)-minimal G est un sous-graphe induit in-
terdit dansG. La méthode utilisée pour prouver la plupart des lemmes est la suivante : sup-
posons queG contienne comme sous-graphe induit l’une des configurationsH. Contractons
certains sous-graphesH1, H2, . . . , Hs de H (dans la plupart des cas,s ≤ 2). Ceci donne un
mineur propreG′ de G, qui par définition deG admet une11-coloration3-facialec′. Le but
est d’inférer dec′ une11-coloration3-facialec deG, ce qui serait une contradiction. À cette
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fin, chaque sommetv deG n’appartenant à aucun sous-grapheHi garde sa couleurc′(v). Soit
hi le sommet deG′ créé par la contraction des sommets deHi : certains sommets deHi se
voient attribuer la couleurc′(hi) (en faisant cela, nous devons nous assurer qu’ils ne sont pas
3-facialement adjacents dansG). Finalement, nous montrons que les sommets restant à colo-
rer peuvent l’être. En d’autres termes, nous montrons que le grapheG3[U ] (avecU l’ensemble
des sommets non colorés) estL-colorable, où pour toutu ∈ U , L(u) désigne la liste des
couleurs attribuées à aucun voisin3-facial deu, c’est-à-dire à aucun sommet deN3(u) \ U :
L(u) := {x ∈ {1, 2, . . . , 11} : ∀v ∈ N3(u), c(v) 6= x}. Dans la plupart des cas, les sommets
deU peuvent en réalité être colorés de façon gloutonne.

Dans toutes les figures de ce chapitre, les conventions suivantes sont utilisées : un triangle
représente un3-sommet, un carré représente un4-sommet et un cercle est un sommet de n’im-
porte quel degré au moins égal au maximum entre trois et celui de la figure. Les arêtes de
chacun des sous-graphesHi sont dessinées en gras, et les sommets entourés sont ceux deU .
Une arête en pointillés entre deux sommets indique un chemin de longueur au moins1 entre
ces deux sommets. Une (in)égalité dans une région bornée désigne une face dont la taille véri-
fie l’(in)égalité. Enfin, les sommets qui seront colorés parc′(hi) sont notésv, w, t si un unique
sous-graphe est contracté, etx1, x2 pour i = 1 et y1, y2 pour i = 2 si deux sous-graphes sont
contractés.

Proposition 33. Toutes les configurations des figures 4.2,4.3 et 4.4 sont réductibles.

Démonstration. SoitH un sous-graphe induit deG. Montrons que siH est isomorphe à l’une
des configurations citées, alorsG est3-facialement11-colorable, une contradiction.
L1

[[ Supposons queH soit isomorphe à la configuration (L1) de la figure 4.2. NotonsH1

le sous-graphe induit par les arêtes en gras, et contractons ses sommets en un sommet
uniqueh1. Par minimalité deG, il existe une11-coloration3-facialec′ du graphe obtenu.
Attribuons à tout sommetx n’appartenant pas àH1 la couleurc′(x), et à chacun des
sommetsv, w et t la couleurc′(h1). Ceci ne pose pas de problème car les sommetsv, w
et t sont deux-à-deux non3-facialement adjacents, sinon il existerait un(≤ 7)-cycle
séparateur dansG, ce qui contredirait le lemme 24(ii). Selon le lemme 23,deg3(u1) ≤ 15,
deg3(ui) ≤ 14 si i ∈ {2, 3} et deg3(ui) ≤ 11 si i ∈ {4, 5}. Les sommetsu1, u2, . . . , u5

sont deux-à-deux3-facialement adjacents ; en d’autres termesG3[U ] ≃ K5. Ainsi, le
nombre de voisins3-faciaux colorés deu1 (i.e. |N3(u1) \ {u2, u3, u4, u5}|) est au plus
11. De plus, au moins deux d’entre-eux sont de la même couleur, nommémentv et w.
Donc, |L(u1)| ≥ 1. Pouri ∈ {2, 3}, le sommetui possède au plus10 voisins3-faciaux
colorés. En outre, au moins deux voisins3-faciaux deu2 sont de la même couleur (w et
t). Donc,|L(u2)| ≥ 2. Au moins trois voisins3-faciaux deu3 sont de la même couleur :
v, w et t. D’où, |L(u3)| ≥ 3. Pouri ∈ {4, 5}, le sommetui possède au plus7 voisins
3-faciaux colorés. Donc|L(u4)| ≥ 4, et comme au moins deux voisins3-faciaux deu5

sont de la même couleur (w et t), |L(u5)| ≥ 5. Par conséquent, le grapheG3[U ] estL-
colorable de façon gloutonne, selon l’ordreu1, u2, u3, u4, u5. Ceci permet d’étendrec en
une11-coloration3-faciale deG, une contradiction. ]]

L2
[[ Supposons queH soit isomorphe à la configuration (L2) de la figure 4.2. Soitc′ une11-

coloration3-faciale du mineur deG obtenu en contractant les arêtes en gras en un sommet
uniqueh1. Posonsc(x) := c′(x) pour tout sommetx 6= h1, et c(v) := c(w) := c(t) :=
c′(h1). La coloration obtenue est toujours3-faciale puisque les sommets de{v, w, t}
sont deux-à-deux non3-facialement adjacents dansG (par le lemme 24(ii)). Par ailleurs,
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G3[U ] ≃ K5. En particulier, chaque sommetui possède quatre voisins3-faciaux non
colorés. Selon le lemme 23,deg3(u1) ≤ 15, deg3(ui) ≤ 14 si i ∈ {2, 3} etdeg3(ui) ≤ 11
si i ∈ {4, 5}. En outre,u1 et u2 ont tous deux au moins deux voisins3-faciaux colorés
identiquement (respectivement(w, t) et (w, v)), donc il existe au moins une couleur qui
n’est attribuée à aucun des sommets deN3(u1) et au moins deux couleurs attribuées
à aucun sommet deN3(u2). Le sommetu3 possède au moins trois voisins3-faciaux
colorés de la même couleur, nommément(w, v, t), et donc au moins trois couleurs ne
sont attribuées à aucun sommet deN3(u3). Par conséquent,|L(u1)| ≥ 1, |L(u2)| ≥ 2 et
|L(u3)| ≥ 3. De plus,|L(u4)| ≥ 4 et |L(u5)| ≥ 5 carw et t sont tous deux des voisins
3-faciaux deu5. Ainsi G3[U ] estL-colorable, et doncG est3-facialement11-colorable,
une contradiction. ]]

L3
[[ Supposons queH soit isomorphe à la configuration (L3) de la figure 4.2. Contractons

les arêtes en gras en un nouveau sommeth1, et notonsc′ une11-coloration3-faciale du
graphe obtenu. Cette coloration s’étend en une11-coloration3-faciale deG de la façon
suivante : posons d’abordc(v) := c(w) := c(t) := c′(h1). Notons que deux de ces
sommets ne peuvent être3-facialement adjacents dansG sans contredire le lemme 24(ii).
D’après le lemme 23,deg3(u1) ≤ 14, deg3(u2) ≤ 13 et pouri ∈ {3, 4}, deg3(ui) ≤ 12.
Par ailleurs,G3[U ] ≃ K4. En outre, chacun des sommetsu1, u2, u3 possède au moins
deux voisins3-faciaux colorés identiquement (respectivement(w, t), (w, v) et (v, t)).
D’où |L(u1)| ≥ 1, |L(u2)| ≥ 2, |L(u3)| ≥ 3 et |L(u4)| ≥ 4 caru4 possède au moins trois
voisins3-faciaux de la même couleur :v, w et t. Par conséquent,G3[U ] estL-colorable,
doncG est3-facialement11-colorable, une contradiction. ]]

L4
[[ Soit c′ une11-coloration3-faciale du graphe obtenu en contractant les arêtes en gras en

un nouveau sommeth1. Posonsc(x) := c′(x) si x /∈ {v, w, u1, u2} et c(v) := c(w) :=
c′(h1). À nouveau,v etw ne peuvent être3-facialement adjacents dansG sans contredire
le lemme 24(ii). D’après le lemme 23,deg3(u1) ≤ 12 et deg3(u2) ≤ 11. En outre,u1 et
u2 ont tous deux au moins deux voisins3-faciaux de la même couleur,v etw. De plus,u1

etu2 sont3-facialement adjacents, et donc|L(u1)| ≥ 1 et |L(u2)| ≥ 2. Par conséquent,c
s’étend en une11-coloration3-faciale deG, une contradiction. ]]

L5
[[ Remarquons en premier lieu que,G étant un graphe planaire, siv ∈ N3(t) alorsv′ /∈
N3(t

′). Donc, sans perte de généralité, supposons quev et t ne soient pas3-facialement
adjacents inG. Contractons les arêtes en gras en un nouveau sommeth1. À nouveau,
notonsc′ une11-coloration3-faciale du graphe obtenu, et posonsc(x) := c′(x) pour tout
c ∈ V (G) \ {v, w, t, u1, u2, u3, u4}. Définissons égalementc(x1) := c(x2) := c(x3) :=
c′(h1) (la coloration partielle obtenue est toujours3-faciale grâce à l’hypothèse faite au
début). Le grapheG3[U ] est isomorphe àK4, et par le lemme 23,deg3(ui) ≤ 12 pour
tout i ∈ {1, 2, 3, 4}. En outre, pouri ∈ {2, 3}, le sommetui possède au moins deux
voisins3-faciaux de la même couleur,v et w. Enfin, le sommetu4 possède au moins
trois tels voisins3-faciaux, à savoirv, w et t. Par conséquent,|L(u1)| ≥ 2, |L(ui)| ≥ 3
si i ∈ {2, 3} et |L(u4)| ≥ 4. Ainsi, G3[U ] estL-colorable, et doncG est3-facialement
11-colorable, une contradiction. ]]

L6
[[ La même remarque que dans le cas précédent permet de supposer quet /∈ N3(v). À

nouveau, le graphe obtenu en contractant les arêtes en gras en un nouveau sommeth1
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admet une11-coloration3-facialec′. Étendons cette coloration àV (G) \ U de la même
manière que précédemment :∀i ∈ {1, 2, 3, 4}, deg3(ui) ≤ 12 et G3[U ] ≃ K4. Ainsi,
|L(u1)| ≥ 2 et |L(u2)| ≥ 2. Commeu3 possède au moins deux voisins3-faciaux de la
même couleur,v et w, |L(u3)| ≥ 3. Enfin, le sommetu4 possédant trois tels voisins3-
faciaux,|L(u4)| ≥ 4. Par conséquent, le grapheG3[U ] estL-colorable, et donc le graphe
G admet une11-coloration3-faciale, une contradiction. ]]

L7
[[ SoientH1 le cheminx1u3u5x2, H2 le cheminy1u2u4u1y2 etc′ une11-coloration3-faciale

du graphe obtenu à partir deG en contractant chaque cheminHi en un sommethi. Pour
tout sommetv /∈ V (H1) ∪ V (H2), posonsc(v) := c′(v). Notons que les sommetsx1

et x2 ne peuvent être3-facialement adjacents dansG sans contredire le lemme 24(iii),
et qu’il en est de même pour les sommetsy1 et y2 ; par conséquent, poserc(x1) :=
c(x2) := c′(h1) et c(y1) := c(y2) := c′(h2) fournit une11-coloration3-faciale partielle
de G (puisquec′(h1) 6= c′(h2) car c′ est 3-faciale). Il reste à colorer les sommets de
U = {ui : i ∈ {1, 2, . . . , 5}} : remarquons queG3[U ] ≃ K5. D’après le lemme 24(ii),
deg3(u1) ≤ 15 etdeg3(ui) ≤ 12 si i ≥ 2. Le nombre de voisins3-faciaux colorés deu1,
c’est-à-dire le nombre de ses voisins3-faciaux dansV (G) \ {u2, u3, u4, u5}, est au plus
11. En outre,u1 possède deux voisins3-faciaux colorés de la même couleur, nommément
x1 et x2. Ainsi, |L(u)| ≥ 1. Le sommetu2 possède quatre voisins3-faciaux non colorés
(les autres sommets deU), donc |L(u2)| ≥ 3. Pouri ∈ {3, 4}, le sommetui possède
au moins deux voisins3-faciaux de la même couleur (x1 et x2 pouru3, et y1 et y2 pour
u4), donc|L(ui)| ≥ 4. Enfin, le sommetu5 possède deux couples de voisins3-faciaux
colorés de façon identique :(x1, x2) et (y1, y2). D’où, |L(u5)| ≥ 5, donc le grapheG3[U ]
estL-colorable, une contradiction. ]]

L8
[[ Contractons les arêtes en gras en un nouveau sommet et construisons une11-coloration

3-facialec deV (G) \ U de la façon habituelle. D’après le lemme 23,deg3(ui) ≤ 15 si
i ∈ {1, 2}, deg3(ui) ≤ 12 si i ∈ {3, 4, 5} et deg3(u6) ≤ 11. De plus,G3[U ] ≃ K6.
Commev, w et t sont de la même couleur, et{v, w} ⊂ N3(ui) pouri ∈ {2, 5}, {w, t} ⊂
N3(u4) et {v, t} ⊂ N3(u5), nous déduisons|L(ui)| ≥ i pour touti ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Ainsi, le grapheG3[U ] estL-colorable, et doncG admet une11-coloration3-faciale, une
contradiction. ]]

L9
[[ Contractons les arêtes en gras en un sommet uniqueh1. Soit c′ une 11-coloration3-

faciale du graphe obtenu : elle s’étend en une11-coloration3-faciale deV (G)\U comme
dans les cas précédents. Selon le lemme 23,deg3(u1) ≤ 12 et deg3(u2) ≤ 11. De plus,
G3[U ] ≃ K2. Commev etw sont de la même couleur et{v, w} ⊂ N3(ui) pouri ∈ {1, 2},
|L(u1)| ≥ 1 et |L(u2)| ≥ 2. Ainsi, le grapheG3[U ] estL-colorable, et donc le grapheG
admet une11-coloration3-faciale, une contradiction. ]]

L10
[[ Soit c′ une11-coloration3-faciale du grapheG′ obtenu en contractant les arêtes en gras

en un nouveau sommeth1. Posonsc(x) := c′(x) pour tout sommetx ∈ V (G) ∩ V (G′),
et soitc(v) := c(w) := c′(h1). Cette coloration est3-faciale en vertu du lemme 24(ii).
D’après le lemme 23,deg3(u1) ≤ 13, deg3(u2) ≤ 12, et deg3(u1) ≤ 11 si i ∈ {3, 4}.
De plus,G3[U ] ≃ K4. Ainsi, |L(u1)| ≥ 1 et |L(ui)| ≥ 4 si i ∈ {3, 4}. Comme{v, w} ⊂
N3(ui) pouri ∈ {1, 4}, il suit |L(ui)| ≥ 2 pouri ∈ {1, 2} et |L(ui)| ≥ i pouri ∈ {3, 4}.
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Ainsi, le grapheG[U ] estL-colorable, et donc le grapheG est3-facialement11-colorable,
une contradiction. ]]

L11
[[ Contractons les arêtes en gras en un nouveau sommeth1 et définissons une11-coloration

3-facialec deV (G) \ U comme habituellement. Selon le lemme 23,deg3(u1) ≤ 15 et
deg3(ui) ≤ 11 si i ∈ {2, 3, 4, 5}. De plus,G3[U ] ≃ K5. Commev etw sont de la même
couleur, et comme{v, w} ⊂ N3(ui) pouri ∈ {1, 4, 5}, il vient |L(u1)| ≥ 1, |L(ui)| ≥ 4
si i ∈ {2, 3} et |L(ui)| ≥ 5 si i ∈ {4, 5}. Ainsi, le grapheG3[U ] estL-colorable, et donc
G admet une11-coloration3-faciale, une contradiction. ]]

L12
[[ Soit c′ une11-coloration3-faciale du grapheG′ obtenu en contractant les arêtes en gras

en un nouveau sommeth1. Posonsc(x) := c′(x) pour tout sommetx ∈ V (G)∩V (G′), et
c(v) := c(w) := c′(h1). Par le lemme 23,deg3(ui) ≤ 15 si i ∈ {1, 2}, etdeg3(ui) ≤ 11
si i ∈ {3, 4, 5, 6}. De plus,G3[U ] ≃ K6. Ainsi, |L(u1)| ≥ 1 et |L(ui)| ≥ i pour i ∈
{3, 4, 5}. Les sommetsv et w sont de la même couleur, et{v, w} ⊂ N3(ui) pour i ∈
{2, 6}, par conséquent|L(u2)| ≥ 2 et |L(u6)| ≥ 6. Ainsi, le grapheG est3-facialement
11-colorable, une contradiction. ]]

L13
[[ Définissons la11-coloration3-faciale partiellec comme habituellement au regard des

arêtes en gras et des sommetsv etw. Le lemme 23 impliquedeg3(u1) ≤ 15, deg3(ui) ≤
12 si i ∈ {2, 3, 4} et deg3(u5) ≤ 11. De plus, commeG3[U ] ≃ K5 et {v, w} ⊂ N3(ui)
pour i ∈ {1, 4, 5}, il vient |L(u1)| ≥ 1, |L(ui)| ≥ 3 si i ∈ {2, 3}, |L(u4)| ≥ 4 et
|L(u5)| ≥ 5. Par conséquent,G3[U ] estL-colorable, une contradiction. ]]

L14
[[ Soit c la 11-coloration3-faciale partielle deG définie comme précédemment, en re-

gard des arêtes en gras et des sommetsv et w. D’après le lemme 23,deg3(u1) ≤ 15 et
deg3(ui) ≤ 11 si i ∈ {2, 3, 4, 5}. En outre, commeG3[U ] ≃ K5 et {v, w} ⊂ N3(ui)
pour i ∈ {1, 5}, il vient |L(u1)| ≥ 1, |L(ui)| ≥ 4 si i ∈ {2, 3, 4} et |L(u5)| ≥ 5. Par
conséquent,G3[U ] estL-colorable, une contradiction. ]]

L15
[[ Définissons comme précédemment la11-coloration3-facialec en fonction des arêtes en

gras et des sommetsv et w. Ici, G3[U ] ≃ K5. Selon le lemme 23,deg3(u1) ≤ 15 et
deg3(ui) ≤ 11 si i ∈ {2, 3, 4, 5}. En outre, comme{v, w} ⊂ N3(ui) pour i ∈ {1, 5}, il
suit |L(u1)| ≥ 1, |L(ui)| ≥ 4 si i ∈ {2, 3, 4} et |L(u5)| ≥ 5. Ainsi G3[U ] estL-colorable,
une contradiction. ]]

L16
[[ Soit c la 11-coloration3-faciale partielle deG définie comme précédemment, en regard

des arêtes en gras et des sommetsv, w ett. À nouveau,G3[U ] ≃ K5. De plus,deg3(ui) ≤
15 si i ∈ {1, 2}, deg3(ui) ≤ 12 si i ∈ {3, 4} et deg3(u5) ≤ 11. Par ailleurs,{v, t} ⊂
N3(ui) si i ∈ {1, 4}, {v, w, t} ⊂ N3(u2) et {v, w} ⊂ N3(u5). Ainsi, |L(u1)| ≥ 1,
|L(u2)| ≥ 2, |L(u3)| ≥ 3, |L(u4)| ≥ 4 et |L(u5)| ≥ 5. Par conséquent,G3[U ] estL-
colorable, une contradiction. ]]

L17
[[ Définissons la11-coloration3-faciale partiellec comme précédemment, en fonction des

arêtes en gras et des sommetsv, w et t. Ici, G3[U ] ≃ K5 et deg3(ui) ≤ 15 si i ∈ {1, 2},
deg3(u3) ≤ 12 etdeg3(ui) ≤ 11 si i ∈ {4, 5}. Par ailleurs,{v, t} ⊂ N3(ui) si i ∈ {1, 5},
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{v, w, t} ⊂ N3(u2) et{v, w} ⊂ N3(u3). Ainsi, |L(u1)| ≥ 1, |L(u2)| ≥ 2, |L(ui)| ≥ 4 si
i ∈ {3, 4} et |L(u5)| ≥ 5. Par conséquent,G3[U ] estL-colorable, une contradiction. ]]

L18
[[ Définissons de la même façon la11-coloration3-faciale partiellec en fonction des arêtes

en gras et des sommetsv etw. Cette fois,G3[U ] ≃ K3, deg3(u1) ≤ 13 etdeg3(ui) ≤ 11 si
i ∈ {2, 3}. En outre,{v, w} ⊂ N3(ui) si i ∈ {1, 2, 3}. Ainsi, |L(u1)| ≥ 1 et |L(ui)| ≥ 3
si i ∈ {2, 3}. Par conséquent,G3[U ] estL-colorable, une contradiction. ]]

L19
[[ À nouveau,G3[U ] ≃ K5 et deg3(ui) ≤ 15 si i ∈ {1, 2} alors quedeg3(ui) ≤ 11

si i ∈ {3, 4, 5}. De plus,{v, w} ⊂ N3(ui) pour i ∈ {1, 3, 4}, {v, t} ⊂ N3(u5) et
{v, w, t} ⊂ N3(u2). Ainsi, |L(u1)| ≥ 1, |L(u2)| ≥ 2 et |L(ui)| ≥ 5 si i ∈ {3, 4, 5}. Par
conséquent,G3[U ] estL-colorable, une contradiction. ]]

L20
[[ Dans ce cas,G3[U ] ≃ K6. De plus,deg3(ui) ≤ 15 si i ∈ {1, 2, 3}, deg3(u4) ≤ 13 et

deg3(ui) ≤ 11 si i ∈ {5, 6}. Par ailleurs,{w, t} ⊂ N3(ui) si i ∈ {1, 6}, {v, w, t} ⊂
N3(u3) et {v, t} ⊂ N3(ui) si i ∈ {2, 4}. D’où, |L(ui)| ≥ 2 si i ∈ {1, 2}, et |L(u3)| ≥ i
si i ∈ {3, 4, 5, 6}. DoncG3[U ] estL-colorable, une contradiction. ]]

L21
[[ À nouveau,G3[U ] ≃ K6. De plus,deg3(ui) ≤ 15 si i ∈ {1, 2, 3}, deg3(ui) ≤ 12 si i ∈
{4, 5} et deg3(u6) ≤ 11. Comme{w, t} ⊂ N3(ui) pour i ∈ {1, 5}, {v, w, t} ⊂ N3(u3)
et {v, t} ⊂ N3(ui) pour i ∈ {2, 6}, il suit |L(ui)| ≥ 2 si i ∈ {1, 2} et |L(ui)| ≥ i si
i ∈ {3, 4, 5, 6}. DoncG3[U ] estL-colorable, une contradiction. ]]

L22
[[ Ici G3[U ] ≃ K6, deg3(ui) ≤ 13 si i ∈ {1, 2, 3, 4} et deg3(ui) ≤ 12 si i ∈ {5, 6}.

Donc,|L(ui)| ≥ 3 pouri ∈ {1, 2, 3}. En outre, comme{v, t} ⊂ N3(ui) si i ∈ {4, 5}, et
{v, w, t} ⊂ N3(u6), il suit |L(ui)| ≥ i si i ∈ {4, 5, 6}. Ainsi G3[U ] estL-colorable, une
contradiction. ]]

L23
[[ Ici, G3[U ] ≃ K3. Par ailleurs,deg3(ui) ≤ 12 si i ∈ {1, 2, 3}. Comme{v, w, t} ⊂ N3(ui)

si i ∈ {1, 2, 3}, il vient |L(ui)| ≥ 3 pour touti ∈ {1, 2, 3}. DoncG3[U ] estL-colorable,
une contradiction. ]]

L24
[[ Définissons la coloration partiellec de la façon habituelle en regard des arêtes en gras

et du sommetv. Cette fois,G3[U ] est isomorphe au graphe complet à quatre sommets
privé d’une arête, puisqueu1 /∈ N3(u2) car la face est de taille au moins8. Selon le
lemme 23,deg3(ui) ≤ 11 pour touti ∈ {1, 2, 3, 4}. Ainsi, |L(ui)| ≥ 2 si i ∈ {1, 2} et
|L(ui)| ≥ 3 si i ∈ {3, 4}. Donc le grapheG3[U ] estL-colorable. Ceci peut être vérifié
directement, ou vu comme une conséquence d’un théorème indépendamment prouvé par
Borodin [Bor77] et Erd̋os, Rubin et Taylor [ERT80] stipulant qu’un graphe n’est pas
degré-choisissable si, et seulement si, c’est unarbre de Gallai, c’est-à-dire si, et seule-
ment si, chacun de ses blocs est soit complet soit un cycle impair. ]]

¤

Corollaire 7. SoitG un graphe(3, 11)-minimal.
(i) Si f1 et f2 sont deux5-faces deG possédant une arête communexy, alorsx et y ne

sont pas tous deux des3-sommets.
(ii) Soitf une7-face dont chaque sommet incident est un3-sommet. Sif est adjacente à

une3-face, alors toutes les autres faces adjacentes àf sont de taille au moins7.
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(iii) Si deux sommets dangereux n’appartenant pas à la même(≤ 4)-face sont adjacents
alors aucun n’est incident à une3-face.

(iv) Deux sommets dangereux incidents à la même6-face ne sont pas adjacents.

(v) Quatre sommets dangereux incidents à une même(≥ 6)-face ne sont pas consécutifs.

(vi) Une face très-mauvaise est adjacente à au moins trois(≥ 7)-faces.

(vii) Une face mauvaise est adjacente à au moins deux(≥ 7)-faces.

Démonstration.

(i) D’après le lemme 24(i),deg3(x) + deg3(y) ≥ 23, et selon le lemme 23, le degré
3-facial d’un 3-sommet incident à deux5 faces est au plus11. Par conséquent, au
moins un des sommetsx ety est un(≥ 4)-sommet.

(ii) Notons d’abord que, conformément au lemme 24(iii), les deux faces adjacentes à la
fois àf et à la3-face sont de taille au moins7. Doncf est adjacente à au plus quatre
(≤ 6)-faces. L’assertion découle alors directement de la réductibilité des configura-
tions (L1) et (L2) de la figure 4.2.

(iii) Découle directement de la réductibilité de la configuration (L4) de la figure 4.2.

(iv) Supposons le contraire, et notonsx ety deux tels sommets. Par le lemme 24(iii), une
6-face n’est pas adjacente à une3-face, doncx ety sont incidents à une4-face. Ainsi,
deg3(x) ≤ 11 etdeg3(y) ≤ 11, ce qui contredit le lemme 24(v).

(v) Supposons que l’assertion soit fausse. Alors, d’après la troisième assertion de ce co-
rollaire, le grapheG contient nécessairement la configuration (L5) ou (L6) de la fi-
gure 4.2, qui sont toutes deux réductibles.

(vi) Soit f une très-mauvaise face. D’après la première assertion de ce corollaire et le
lemme 25, deux6-faces adjacentes ne peuvent être adjacentes àf . Ainsi f est adja-
cente à au plus deux telles faces.

(vii) Soit f une mauvaise face, notonsαi, i ∈ {1, 2, 3, 4, 5} ses sommets incidents dans
l’ordre indirect. Sans perte de généralité, supposons que, pour touti ∈ {1, 2, 3, 4},
αi est un sommet dangereux. Pouri ∈ {1, 2, 3, 4}, notonsfi la face adjacente àf et
incidente à la fois àαi et αi+1. D’après la première assertion de ce corollaire et le
lemme 25, au plus deux faces parmif1, f2, f3, f4 peuvent être de taille au plus6, ce
qui conclut la preuve.

¤

4.3. Démonstration du théorème 32
Supposons que le théorème 32 soit faux, et notonsG un graphe(3, 11)-minimal. Nous al-

lons obtenir une contradiction en utilisant une méthode de déchargement. Voici le déroulement
de la preuve : à chaque sommet et à chaque face est attribuée une charge initiale. La formule
d’Euler permet de prouver que la somme totale des charges est strictement négative. Ensuite,
des règles de redistribution de la charge sont établies, et chaque sommet et face donne ou re-
çoit de la charge selon ces règles. Au final, la somme totale des charges reste la même, mais
la charge de chaque sommet ou face est (en général) différente de la charge originelle. Alors,
par une analyse de cas, nous montrons que la charge de chaque sommet et de chaque face est
positive, une contradiction.
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Charge initiale. Chaque sommet possède et chaque face possède une charge. Pour toutv ∈
V (G), la charge initiale est

ch(v) := d(v) − 4,

où d(v) désigne le degré du sommetv dansG. De la même manière, pour toutf ∈ F (G), où
F (G) est l’ensemble des faces deG, la charge initiale def est

ch(f) := r(f) − 4,

où r(f) est la taille de la facef . D’après la formule d’Euler, la somme totale est
∑

v∈V (G)

ch(v) +
∑

f∈F (G)

ch(f) = −8.

Règles. Nous utilisons les règles de déchargement suivantes.

Règle R1.Une(≥ 5)-face donne1/3 à chaque sommet sain incident et1/2 à chaque sommet
dangereux incident.

Règle R2.Une(≥ 7)-face donne1/3 à chaque3-face adjacente.

Règle R3.Une(≥ 7)-face donne1/6 à chaque mauvaise face adjacente.

Règle R4.Une6-face donne1/12 à chaque très-mauvaise face adjacente.

Règle R5.Un (≥ 5)-sommetv donne2/3 à une face incidentef si, et seulement si, il existe
deux3-faces toutes deux incidentes àv et adjacentes àf . Notons que dans ce cas, la taille de
la facef est au moins7.

Nous allons prouver à présent que la charge finalech∗(x) de toutx ∈ V (G) ∪ F (G) est
positive ou nulle. Par conséquent,

−8 =
∑

v∈V (G)

ch(v) +
∑

f∈F (G)

ch(f) =
∑

v∈V (G)

ch∗(v) +
∑

f∈F (G)

ch∗(f) ≥ 0,

une contradiction.

Charge finale des sommets. Comme indiqué par le lemme 24(iv), le degré minimum deG
est au moins trois. Soitv un sommet quelconque deG. Afin de prouver que sa charge finale
ch∗(v) est positive ou nulle, nous allons considérer plusieurs cas en fonction du degré dev.

Supposons d’abord quev est un3-sommet. Siv est sain, alors d’après la Règle R1 sa charge
finale estch∗(v) = −1+3· 1

3
= 0. Similairement, siv est dangereux, alorsch∗(v) = −1+2· 1

2
=

0. Si v est un4-sommet alors il ne reçoit et ne donne rien, doncch∗(v) = ch(v) = 0.
Enfin, supposons quev soit de degréd ≥ 5. Le sommetv ne donne une partie de sa

charge que selon la Règle R5, et cette règle s’applique àv au plus⌊d/2⌋ fois. Ainsi, ch∗(v) ≥
d − 4 −

⌊
d
2

⌋
· 2

3
. Cette quantité est positive sid ≥ 6. Si d = 5, alorsch∗(v) ≥ 5 − 4 − 2

3
> 0.
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Charge finale des faces. Soitf une face quelconque deG. Notons respectivementfce etbad
le nombre de3-faces et le nombre de faces mauvaises adjacentes àf . Soient, respectivement,
sfe etdgs le nombre de sommets sains et le nombre de sommets dangereux incidents àf . Afin
de prouver que la charge finalech∗(f) def est positive ou nulle, nous considérons plusieurs
cas, en fonction de la taille def .

f est une3-face. Toute face adjacente àf est de taille au moins7 selon le lemme 24(iii).
Ainsi, d’après la Règle R2,f reçoit 1/3 de la part de chacune des trois faces qui lui sont
adjacentes, doncch∗(f) = 0.

f est une4-face. La facef ne donne et ne reçoit pas de charge, doncch∗(f) = ch(f) = 0.

f est une5-face. Dans ce cas, toute face adjacente àf est de taille au moins cinq, en vertu
du lemme 24(iii). Ainsi, une5-face donne de la charge uniquement aux3-sommets incidents,
qui sont tous sains. Considérons les cas suivants, en fonction du nombresfe de tels sommets.

sfe ≤ 3 : dans ce cas,ch∗(v) ≥ 1 − 3 · 1
3

= 0.

sfe = 4 : f est une mauvaise face. Considérons les faces adjacentes àf : d’après le
corollaire 7(vii), au moins deux d’entre-elles sont de taille au moins7. Ainsi, selon
la Règle R3,f reçoit 1/6 d’au moins deux de ses faces adjacentes. Donc,ch∗(v) ≥
1 − 4 · 1

3
+ 2 · 1

6
= 0.

sfe = 5 : f est une très-mauvaise face, et donc, selon le corollaire 7(vi), au moins
trois faces adjacentes àf sont de taille au moins7. De plus, par le lemme 24(iii) et le
corollaire 7(i), toute face adjacente àf est de taille au moins6. D’après les Règles R3
et R4, les faces adjacentes àf donnent donc àf au moins4 · 1/6. Ceci montre que
ch∗(v) ≥ 1 − 5 · 1

3
+ 4 · 1

6
= 0.

f est une6-face. D’après le lemme 24(iii),fce = 0. Soit vbd le nombre de faces très-
mauvaises adjacentes àf . La charge finale def est2 − dgs · 1

2
− sfe · 1

3
− vbd · 1

12
, en raison

des Règles R1 et R4.
Selon le corollaire 7(iv), deux sommets dangereux incidents àf ne sont pas adjacents, donc

au plus trois sommets dangereux sont incidents àf . Notons également quevbd ≤ sfe/2 selon
le corollaire 7(i) et parce qu’une très-mauvaise face adjacente àf est incidente à deux sommets
sains def . Estimons à présent la charge finale def en fonction du nombredgs de sommets
dangereux incidents àf .

dgs = 3 : comme un sommet sain n’est pas incident à une(≤ 4)-face, il y a au plus
un sommet sain incident àf , i.e.sfe ≤ 1. Ainsi, vbd = 0. Par conséquent,ch∗(f) ≥
2 − 3 · 1

2
− 1

3
> 0.

dgs = 2 : alors,sfe ≤ 3. Distinguons deux cas selon la valeur desfe.

sfe = 3 : notons quevbd = 0 par la réductibilité de (L3). D’où,ch∗(f) ≥
2 − 2 · 1

2
− 3 · 1

3
= 0.

sfe ≤ 2 : dans ce cas, au plus une très-mauvaise face est adjacente àf , donc
ch∗(f) ≥ 2 − 2 · 1

2
− 2 · 1

3
− 1

12
> 0.

dgs = 1 : alorssfe ≤ 4 et vbd ≤ 1 car (L3) est réductible. Ainsi,ch∗(f) ≥ 2 − 1
2
−

4
3
− 1

12
> 0.
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dgs = 0 : si sfe ≥ 5 alors, comme (L3) est réductible,vbd = 0, et par conséquent
ch∗(f) ≥ 2− 6

3
= 0. Sisfe ≤ 4, alorsvbd ≤ 2 et doncch∗(f) ≥ 2− 4 · 1

3
− 2 · 1

12
> 0.

f est une7-face. La charge finale def est au moins3− dgs · 1
2
− (fce + sfe) · 1

3
− bad · 1

6
.

D’après le corollaire 7(v), quatre sommets dangereux ne peuvent être consécutifs surf ,
donc au plus cinq sommets dangereux sont incidents àf . Notonsα1, α2, . . . , α7 les sommets
def dans l’ordre indirect. SoitD l’ensemble des sommets dangereux def , doncdgs = |D|.
Nous allons estimer la charge finale def en regard de son nombredgs de sommets dangereux.

dgs = 5 : par symétrie, nous pouvons supposer queD = {α1, α2, α3, α5, α6}. Suppo-
sons d’abord queα5 et α6 ne soient pas incidents à la même(≤ 4)-face :f ne peut
alors être incidente à un sommet sain, et donc elle n’est pas non plus adjacente à une
mauvaise face (car un sommet sain n’est pas incident à une(≤ 4)-face, et une mauvaise
face n’est pas adjacente à une(≤ 4)-face). En outre, d’après le corollaire 7(iii),f n’est
pas adjacente à une3-face. Ainsi,ch∗(f) ≥ 3− 5

2
> 0. Supposons à présent queα5 etα6

soient incidents à la même(≤ 4)-face. Dans ce cas, le sommetα4 est un(≥ 4)-sommet
d’après la réductibilité de (L7), et parce qu’il n’est pas dangereux. Ainsi,f n’est pas
incidente à un sommet sain, et donc elle n’est pas non plus adjacente à une mauvaise
face. Par conséquent, sa charge finale estch∗(f) ≥ 3 − 5

2
− 1

3
> 0.

dgs = 4 : distinguons plusieurs cas en fonction de la position relative surf des som-
mets dangereux. Rappelons que, par le corollaire 7(v), au plus trois sommets dangereux
peuvent être consécutifs surf . De manière générique, il nous suffit de considérer les cas
suivants.

D = {α1, α2, α3, α5} : la charge def estch∗(f) = 1− (fce+sfe) · 1
3
−bad · 1

6
.

De plus,sfe ≤ 2, bad ≤ 1 etfce+sfe ≤ 3 (d’après le corollaire 7(iii) et parce
qu’un sommet sain sommet n’est pas incident à une(≤ 4)-face). Ainsi,ch∗(f)
est strictement négatif si, et seulement si,sfe = 2, bad = 1 et fce = 1. Mais
dans ce cas, la configuration obtenue est (L8), qui est réductible.

D = {α1, α2, α4, α5} : comme une mauvaise face n’est ni adjacente à une(≤ 4)-
face ni incidente à un sommet dangereux,bad ≤ 1. De plus, commeα3 n’est
pas dangereux, son degré est au moins quatre par réductibilité de (L7) et (L11).
Donc,sfe ≤ 2. Supposons d’abord quebad = 1 : alorssfe ∈ {1, 2}. Grâce à la
réductibilité de (L10), il vientsfe+fce ≤ 2. Ainsi, ch∗(f) ≥ 3−4· 1

2
−2· 1

3
− 1

6
>

0. Supposons à présent quebad = 0. Clairement,fce ≤ 3 et sfe ≤ 2. Si
fce = 3, alorssfe = 0 et sifce = 2, alorssfe ≤ 1 par réductibilité de (L12).
Ainsi, fce+sfe ≤ 3. Par conséquent,ch∗(f) ≥ 3−4 · 1

2
− (fce+sfe) · 1

3
≥ 0.

D = {α1, α2, α4, α6} : dans ce cas,f n’est pas adjacente à une mauvaise face.
En outre, d’après le corollaire 7(iii),fce ≤ 3 etsfe ≤ 2 (car les sommets dan-
gereuxα4 etα6 empêchent au moins un sommet non dangereux d’être sain). Par
ailleurs,fce + sfe 6= 5 par réductibilité de (L13). Toujours d’après la réducti-
bilité de (L13), sifce+ sfe = 4 alorsfce = 3 et deux3-faces ne peuvent avoir
un sommet commun. Par conséquent, la configuration obtenue est isomorphe à
(L14) ou (L15), qui sont toutes deux réductibles. Ainsi,fce + sfe ≤ 3 et donc
ch∗(f) ≥ 3 − 2 − (fce + sfe) · 1

3
≥ 0.

dgs = 3 : considérons à nouveau plusieurs sous-cas en fonction de la position relative
des sommets dangereux surf .
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D = {α1, α2, α3} : alorsfce + sfe ≤ 3 par le corollaire 7(iii), etbad ≤ 2.
Ainsi, ch∗(f) ≥ 3 − 3 · 1

2
− 3 · 1

3
− 2 · 1

6
> 0.

D = {α1, α2, α4} : alorsfce ≤ 4. Examinons les différents cas possibles en
fonction de la valeur defce.

fce = 4 : nécessairement,sfe ≤ 1 et bad = 0. Si sfe = 0, ch∗(f) ≥
3− 3 · 1

2
− 4 · 1

3
> 0. Sisfe = 1, alors le sommet sain estα3. De plus,α5

doit être un(≥ 5)-sommet par réductibilité de (L9). Ainsi,f est incidente
àα5 à l’intersection de deux3-faces, donc, selon la Règle R5, le sommet
α5 donne2

3
àf . Ainsi, ch∗(f) ≥ 3 − 3 · 1

2
− 5 · 1

3
+ 2

3
> 0.

fce = 3 : supposons en premier lieu que l’un au moins des sommets
dangereux soit incident à une4-face. Nécessairement,sfe ≤ 1 et donc
bad ≤ 1. Ainsi, ch∗(f) ≥ 3 − 3 · 1

2
− 4 · 1

3
− 1

12
= 0.

Supposons à présent qu’aucun sommet dangereux ne soit incident à une
4-face. En particulier,sfe ≤ 2. Sisfe = 2 alors la configuration obtenue
est réductible car (L19) l’est. Ainsi,sfe ≤ 1 et doncbad ≤ 1. Par
conséquent,ch∗(f) ≥ 3 − 3 · 1

2
− 4 · 1

3
− 1

6
= 0.

fce = 2 : prouvons quesfe ≤ 2. Ceci est clair siα1 et α2 ne sont
pas incidents à une même3-face. Supposons donc que l’arêteα3α4 soit
incidente à une3-face. L’inégalité découle alors de la réductibilité de
(L19) et (L20). Ainsi, il vientbad ≤ 1. Donc,ch∗(f) ≥ 3 − 3 · 1

2
− 4 ·

1
3
− 1

6
= 0.

fce = 1 : alors sfe ≤ 3 et bad ≤ 2. Si sfe = 3 et bad = 2, la
configuration obtenue est réductible car (L20) et (L21) le sont. Donc,
ch∗(f) ≥ 3 − 3 · 1

2
− 4 · 1

3
− 1

6
= 0.

fce = 0 : à nouveau,sfe ≤ 3 etbad ≤ 2, doncch∗(f) ≥ 3 − 3 · 1
2
− 3 ·

1
3
− 2 · 1

6
> 0.

D = {α1, α2, α5} : ici encore,fce ≤ 4 et nous examinons la situation en fonc-
tion de la valeur defce.

fce = 4 : dans ce cas,sfe = 0 donc bad = 0 et ainsi,ch∗(f) =
3 − 3 · 1

2
− 4 · 1

3
> 0.

fce = 3 : si l’un au moins des sommets dangereux est incident à une
4-face alorssfe = 0, doncbad = 0 et ainsi,ch∗(f) ≥ 3− 3 · 1

2
− 3 · 1

3
≥

0. À présent, il suitsfe 6= 2, sinon cela contredirait la réductibilité de
(L16). Par conséquent,sfe est au plus un, et doncbad ≤ 1 selon le
corollaire 7(i). Ainsi,ch∗(f) ≥ 3 − 3 · 1

2
− 4 · 1

3
− 1

6
= 0.

fce = 2 : par réductibilité de (L16) et (L17),sfe ≤ 2 et donc,bad ≤
2. Commech∗(f) = 3 − 3 · 1

2
− (fce + sfe) · 1

3
− bad · 1

6
, ch∗(f) est

strictement négatif si, et seulement si,sfe = 2 etbad = 2. Dans ce cas,
la configuration obtenue est (L18), qui est réductible.

fce = 1 : comme (L16) et (L17) sont réductibles,sfe ≤ 2. Doncbad ≤
2 et ainsi,ch∗(f) ≥ 3 − 3 · 1

2
− 3 · 1

3
− 2 · 1

6
> 0.

fce = 0 : dans ce cas,sfe ≤ 3 et bad ≤ 2. Doncch∗(f) ≥ 3 − 3 · 3
2
−

3 · 1
3
− 2 · 1

6
> 0.
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D = {α1, α3, α5} : dans ce cas,sfe ≤ 2 (puisqu’un sommet sain n’est pas
incident à une(≤ 4)-face) etbad ≤ 1 (puisqu’une mauvaise face n’est pas
incidente à un sommet dangereux). En outre,fce ≤ 4. Examinons les différents
cas possibles selon la valeur defce.

fce = 4 : alors sfe ≤ 1 et bad = 0. En outre, un sommet parmi
α2, α3, α6, α7 est adjacent à un sommet dangereux, et incident àf entre
deux triangles. Comme (L9) est réductible, le degré de ce sommet est au
moins cinq, et ainsi, selon la Règle R5, il donne2

3
à f . Par conséquent,

ch∗(f) ≥ 3 − 3 · 1
2
− 5 · 1

3
+ 2

3
> 0.

fce = 3 : si sfe ≤ 1 alorsch∗(f) ≥ 3 − 3 · 1
2
− 4 · 1

3
− 1

6
= 0. Si

sfe = 2 alors, aux symétries près, les deux sommets sains sont soitα6 et
α7 soitα2 etα6. Dans le premier cas, un sommet parmiα2, α4 est incident
à f à l’intersection de deux3-faces. En outre, il s’agit nécessairement
d’un (≥ 5)-sommet en vertu de la réductibilité de (L9). Dans le second
cas, la même assertion est vraie pourα4 grâce à la réductibilité de (L9).
Ainsi, dans tous les cas, la facef reçoit 2/3 de l’un de ses sommets
incidents par la Règle R5. Par conséquent, (commebad ≤ 1), ch∗(f) ≥
3 − 3 · 1

2
− 5 · 1

3
− 2 · 1

6
+ 2

3
> 0.

fce ≤ 2 : commesfe ≤ 2 etbad ≤ 1, ch∗(f) ≥ 3−3 · 1
2
−4 · 1

3
− 1

6
= 0.

dgs = 2 : considérons plusieurs sous-cas en regard de la position relative des sommets
dangereux surf .

D = {α1, α2} : dans ce casbad ≤ 3, et, d’après le corollaire 7(iii),fce+sfe ≤
6. Distinguons trois cas, selon la valeur defce + sfe.

fce + sfe = 6 : tous les sommets incidents àf ont degré trois, etf est
adjacente à une3-face. Donc, par le corollaire 7(ii),f n’est pas adjacente
à une(≤ 6)-face. Ainsi,ch∗(f) ≥ 3 − 1 − 6 · 1

3
= 0.

fce+sfe = 5 : si bad ≤ 2, alorsch∗(f) ≥ 3−1−5· 1
3
−2· 1

6
= 0. Sinon,

bad = 3. Notons que l’arêteα1α2 est nécessairement incidente à une(≤
4)-face. Si cette face est de taille quatre, alors la configuration obtenue est
(L22), qui est réductible. Supposons à présent que la taille de cette face
soit trois. Comme il ne peut y avoir trois mauvaises faces consécutives
autour def , les arêtesα3α4 et α6α7 sont toutes deux incidentes à une
mauvaise face. Comme (L18) est réductible, il vient queα3 et α7 sont
tous deux de degré au moins quatre, ce qui entraînefce + sfe < 5, une
contradiction.

fce + sfe ≤ 4 : dans ce cas,ch∗(f) ≥ 3 − 1 − 4 · 1
3
− 3 · 1

6
> 0.

D = {α1, α3} ouD = {α1, α4} : à nouveaufce+ sfe ≤ 6, et nous distinguons
deux cas en fonction de la valeur defce + sfe.

fce + sfe = 6 : supposons d’abord queD = {α1, α3}. SoientP1 =
α1α2α3 et P2 = α3α4α5α6α7. Commefce + sfe = 6, soit toutes les
arêtes deP1 sont incidentes à des3-faces et tous les sommets internes
deP2 sont sains, soit les arêtes deP2 sont incidentes à des3-faces etα2
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est sain. Ainsi,α2 ou α4 est de degré au moins cinq, par réductibilité de
(L9). Il donne donc2

3
à f selon la Règle R5. Par conséquent,ch∗(f) ≥

3 − 2 · 1
2
− 6 · 1

3
− 31

6
+ 2

3
> 0.

Supposons à présent queD = {α1, α4}. Comme précédemment, il est
possible de montrer queα2 ouα5 est un sommet de degré au moins cinq
qui donne2

3
àf . Ainsi, ch∗(f) ≥ 3 − 2 · 1

2
− 6 · 1

3
− 31

6
+ 2

3
> 0.

fce+sfe ≤ 5 : ici, bad ≤ 2. Ainsi, ch∗(f) ≥ 3−2 · 1
2
−5 · 1

3
−2 · 1

6
= 0.

dgs = 1 : alorsfce + sfe ≤ 6 et, selon le corollaire 7(i),bad ≤ 3. Ainsi, ch∗(f) ≥
3 − 1

2
− 6 · 1

3
− 3 · 1

6
= 0.

dgs = 0 : d’après le corollaire 7(i),fce + sfe ≤ 7 et bad ≤ 4. Ainsi, ch∗(f) ≥
3 − 7 · 1

3
− 4 · 1

6
= 0.

f est une8-face. Comme (L4) et (L23) sont réductibles, il ne peut y avoir trois sommets
dangereux consécutifs surf . Donc le nombredgs de sommets dangereux surf est au plus
cinq. Notonsαi, i ∈ {1, 2, . . . , 8}, les sommets def dans l’ordre indirect, et soitD l’ensemble
des sommets dangereux incidents àf .

dgs = 5 : aux symétries près,D = {α1, α2, α4, α5, α7}. Nécessairement,bad = 0
(car une mauvaise face n’est pas incidente à un sommet dangereux). Pouri ∈ {1, 4},
notonsfi la face adjacente àf et incidente à la fois àαi et αi+1. Comme (L24) est
réductible, au plus une face parmif1, f4 est une3-face. En outre, au plus deux sommets
parmiα3, α6, α8 peuvent être sains (car au moins un sommet parmiα6, α8 est un(≥ 4)-
sommet). Par conséquent,fce ≤ 2, sfe ≤ 2 et donc,ch∗(f) ≥ 4 − 5 · 1

2
− 4 · 1

3
> 0.

dgs = 4 : à symétrie près, l’ensemble des sommets dangereux est{α1, α2, α4, α5},
{α1, α2, α5, α6}, {α1, α2, α4, α6}, {α1, α2, α4, α7} ou {α1, α3, α5, α7}. Dans tous les
cas,bad ≤ 2 (car une mauvaise face n’est pas incidente à un sommet dangereux) et
fce + sfe ≤ 5. Donc,ch∗(f) ≥ 4 − 4

2
− 5

3
− 2

6
= 0.

dgs = 3 : alorsfce + sfe ≤ 6 etbad ≤ 3 (car une mauvaise face n’est pas incidente à
un dangereux sommet). Ainsi,ch∗(f) ≥ 4 − 3

2
− 6

3
− 3

6
= 0.

dgs = 2 : alorsfce + sfe ≤ 7, et par le corollaire 7(i),bad ≤ 4. D’où, ch∗(f) ≥
4 − 2

2
− 7

3
− 4

6
= 0.

dgs = 1 : ici aussi,fce + sfe ≤ 7 etbad ≤ 4, doncch∗(f) ≥ 4 − 1
2
− 7

3
− 4

6
> 0.

dgs = 0 : selon le corollaire 7(i),bad ≤ 5. Doncch∗(f) ≤ 4 − 8
3
− 5

6
> 0.

f est une(≥ 9)-face. Soit f unek-face aveck ≥ 9. Notonsu1, u2, . . . , udgs les sommets
dangereux incidents àf , dans le sens indirect. Notonsfi la (≤ 4)-face incidente àui. Le
chemin facialP = uiw1w2 . . . wjui+1 def entreui et ui+1 (dans le sens indirect) est de l’un
des cinq types suivants :

(a): si j ≥ 1, w1 n’est pas incident àfi etwj n’est pas incident àfi+1 ;

(b): si j ≥ 1, w1 est incident àfi etwj est incident àfi+1 ;

(c): si j ≥ 1 et ni de type(a) ni de type(b) ;

(d): si j = 0 etfi etfi+1 sont la même3-face ; et

(e): si j = 0 et pas de type(d).
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Notonsα le nombre de chemins de type(a), β le nombre de chemins de type(b), γ le
nombre de chemins de type(c), δ le nombre de chemins de type(d) etε le nombre de chemins
de type(e). Remarquons qu’un chemin de type(d) ou (e) est de longueur un. L’assertion
suivante est clairement vraie.

Assertion 1. α + β + γ + δ + ε = dgs.

Bornons à présent le nombre de sommets sains et de3-faces.

Assertion 2. fce + sfe ≤ k − α − γ − ε.

Pour chaqueℓ-cheminP de type(a), (c) ou (e) le nombre de sommets sains deP plus
le nombre de3-faces partageant une arête avecP est au plusℓ − 1. En fait, pour chaque tel
chemin, il y a au plusℓ faces distinctes def ayant une arête commune avec le chemin. Mais
au moins l’une d’elles n’est pas une(≤ 4)-face. Il y aℓ − 1 sommets sur le chemin, donc au
plus ℓ − 1 sont sains. En outre, chaque(≤ 4)-face empêche au moins un sommet du chemin
d’être sain. Notons également qu’unℓ-chemin de type(b) ou (d) contribue pour au plusℓ, ce
qui prouve l’assertion 2.

Nous distinguons deux sortes de chemins de type(e) : un chemin de type(e) est detype
(e0) si son arête n’est pas incidente à une4-face. Sinon, il est detype(e1). Soitεi le nombre de
chemins de type(ei), i ∈ {0, 1}.

Assertion 3. bad ≤ k − 2dgs + δ + ε1.

En premier lieu, remarquons que chaque sommet dangereux empêche ses deux arêtes incidentes
à f d’appartenir à une mauvaise face, puisqu’une mauvaise face n’est pas incidente à un som-
met dangereux. D’après la réductibilité de (L23), il ne peut y avoir trois sommets dangereux
consécutifs surf , donc il ne reste qu’à considérer deux sommets dangereux consécutifs, i.e. les
chemins de type(d) ou (e).

Un chemin de type(d) ou (e1) empêche exactement trois arêtes def d’être incidentes à
une mauvaise face. Chaque1-chemin de type(e0) empêche au moins quatre arêtes def d’être
incidente à une mauvaise face. Pour voir cela, considérons un cheminu1u2u3u4u5u6, oùu2u3

est un1-chemin de type(e0). Clairement, aucune arête parmiu1u2, u2u3, u3u4 n’est incidente
à une mauvaise face. En outre, au moins une arête parmiu4u5, u5u6 n’est pas incidente à une
mauvaise face : siu4u5 l’est, alors d’après le lemme 24(iii), u4 serait un(≥ 4)-vertex. Donc,
par le corollaire 7(i), u5u6 n’est pas incidente à une mauvaise face. Comme trois sommets
dangereux ne sont pas consécutifs surf , cela prouve l’assertion 3.

Assertion 4. α − β + ε0 = δ + ε1.

Associons chaque sommet dangereuxui à sa(≤ 4)-face incidentefi. Aucun chemin de type
(a) ou (e0) ne possède une arête incidente à une telle facefi ; chaque chemin de type(c) en
possède exactement une, et chaque chemin de type(b), (d) ou (e1) exactement deux (où une
face est comptée avec sa multiplicité, i.e. une fois pour chaque sommet dangereux def qui lui
est incident). Ainsi,dgs = γ + 2(β + δ + ε1), et doncα + β + γ + δ + ε = γ + 2(β + δ + ε1),
ce qui prouve l’assertion 4.
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Ainsi, d’après les assertions 1–4, il vient

ch∗(f) = k − 4 − dgs · 1

2
− (fce + sfe) · 1

3
− bad · 1

6

≥ k − 4 − dgs

2
− k − α − γ − ε

3
− k − 2dgs + δ + ε1

6

=
k

2
− 4 − dgs

6
+

α + γ + ε0

3
+

ε1 − δ

6

=
k

2
− 4 +

(α − β + ε0) + γ

6
− δ

3

=
k

2
− 4 +

δ + ε1 + γ

6
− δ

3

≥ k

2
− 4 − δ

6
.

Selon le corollaire 7(iii) et la réductibilité de (L24), il y a au moins deux sommets entre
toute paire de chemins de type(d). Donc,δ ≤ k

4
. Par conséquent,

ch∗(f) ≥ k

2
− k

24
− 4 =

11

24
k − 4 ≥ 99

24
− 4 > 0.

ce qui conclut la preuve.

4.4. Conclusion
La borne prouvée ici est un de plus que celle proposée par la(3ℓ + 1)-conjecture, et qui, si

elle est vraie, est optimale.
Une étape intéressante à présent est d’étudier la coloration4-faciale : afin d’être efficaces,

les méthodes employées ici devront probablement être complétées par d’autres arguments. Tou-
tefois, nous espérons pouvoir obtenir un résultat, et peut-être montrer que tout graphe planaire
admet une14-coloration4-faciale, ce qui améliorerait de un la borne de [KMŠ05b].
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FIG . 4.2. Configurations réductibles de (L1) à (L9).
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CHAPITRE 5

Choisissabilité circulaire

Les résultats de ce chapitre ont été obtenus avec Frédéric Havet, Ross J. Kang et Tobias
Müller, le lecteur est invité à consulter [HKMS06] pour une version plus complète de l’étude
présentée dans ce chapitre.

5.1. Introduction
Soit G = (V, E) un graphe. Sip et q sont deux entiers, une(p, q)-colorationdeG est une

fonctionc deV vers{0, . . . , p − 1} telle que∀uv ∈ E, q ≤ |c(u) − c(v)| ≤ p − q. Le nombre
circulaire chromatique du grapheG est

χc(G) := inf

{
p

q
,G admet une(p, q)-coloration

}

.

Pour tout entiera, l’intervalle [a − q + 1, a + q − 1] est noté[a]q. Si uv ∈ E alorsc(u) = a
entraînec(v) /∈ [a]q, où les calculs sont effectués modulop.

Une assignation de listesL pourG est une application attribuant à tout sommetv un en-
semble d’entiers, appeléscouleurs. UneL-coloration de G est une applicationc attribuant à
chaque sommetv ∈ V une couleurc(v) ∈ L(v). Une t-(p, q)-assignationL est une assigna-
tion de listes telle que, pour tout sommetv ∈ V , L(v) ⊆ {0, . . . , p − 1} et |L(v)| ≥ tq.
Le grapheG est(p, q)-L-colorablesi, et seulement si, il existe une(p, q)-L-coloration, c’est-
à-dire une(p, q)-coloration qui soit également uneL-coloration. Pour tout réelt ≥ 1, G est
t-(p, q)-choisissablesi, et seulement si, il est(p, q)-L-colorable pour toutet-(p, q)-assignation
L. Enfin,G estcirculairementt-choisissablesi, et seulement si, il estt-(p, q)-choisissable pour
tout couple(p, q). Le nombre de choix circulairedeG est

cch(G) := inf{t ≥ 1 : G est circulairementt-choisissable}.
Comme prouvé dans [Zhu05], cch(G) ≥ χl(G) − 1 pour tout grapheG.

La définition proposée ici diffère légèrement de celle donnée par Zhu [Zhu05], dans la-
quellep doit être au moins2q. Néanmoins, une telle condition n’est pas souhaitable : considé-
rons un graphe composé d’une seule arête, son nombre de choix circulaire (avec cette condition
supplémentaire) serait un. En effet, pour toutε > 0, et pour tout couple d’entiers(p, q), siL est
une(1 + ε)-(p, q)-assignation, alors pour tout sommetv, |L(v)| ≥ ⌈(1 + ε)q⌉ ≥ q + 1. Donc,
si p ≥ 2q, les deux sommets du graphe peuvent être(p, q)-L-colorés. Ceci contredit le souhait
naturel que le nombre de choix circulaire d’une arête soit strictement plus que1, et également
ce graphe serait un contre-exemple au lemme 7 de [Zhu05], stipulant queχc(G) ≤ cch(G)
pour tout grapheG.

115
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Ce chapitre comporte deux sections. Dans la première est notamment apportée une réponse
négative à une question de Zhu [Zhu05] sur les cliques circulaires, et une relation entre le
nombre de choix circulaire, le nombre de choix et le nombre de sommets du graphe est prouvée.
Dans la seconde section, partant d’une question de Mohar [Moh03], nous étudions le nombre de
choix circulaire des graphes planaires, puis étendons notre étude à celui des graphes planaires
de maille donnée, et des graphes de densité bornée. Le cas des graphes planaires extérieurs est
également traité.

5.2. Graphes multipartis complets
Cette section contient plusieurs résultats concernant la choisissabilité circulaire, tous plus

ou moins reliés aux graphes mutlipartis complets.
En premier lieu, nous formalisons un outil qui sera fondamental dans la preuve de plusieurs

résultats de ce chapitre. Dans le lemme suivant, le grapheG est donné, tout comme les entiers
p et q, le réel t ≥ 1 et la t-(p, q)-assignationL. De plus, certains sommetsu1, u2, . . . , uk

sont (p, q)-L-pré-colorés et le but est d’étendre la coloration en suivant un certain ordre des
sommets(v1 = u1, . . . , vk = uk, vk+1, . . . , v|V (G)|). Cet ordre doit satisfaire la condition que
tout sommet non pré-coloré possède au plus un voisin d’indice plus grand.Une couleur
a ∈ L(vj) estextensiblesi, et seulement si, il existe une(p, q)-L-colorationc du sous-graphe
induit par{v1, v2, . . . , vj} telle quec(vj) = a et respectant la pré-coloration des sommetsvi

pouri < j.

Lemme 26.NotonsF := {w1, . . . , ws} l’ensemble des voisins devj d’indice inférieur àj. Soit
Ei l’ensemble des couleurs extensibles dewi, pour i ∈ {1, 2, . . . , s}.

(i) Si, pour touti, wi possède au moinsxi ≥ 1 couleurs extensibles, alorsvj possède au
moinstq − ∑

i:xi<2q(2q − xi) couleurs extensibles.

(ii) Si, pour touti, wi possède au plusxi ∈ {1, 2, . . . , 2q − 1} couleurs extensibles, alors
vj possède au plus|L(vj)| −

∑

i(2q − xi) couleurs extensibles si :
– pour touti, Ei est inclus dans un intervalle[ai, . . . , ai + xi − 1] ;
– les ensembles[ai]q ∩ [ai + xi − 1]q sont deux-à-deux disjoints ; et
– [ai]q ∩ [ai + xi − 1]q ⊆ L(vj) pour touti.

En outre, l’ensemble de couleurs extensibles devj est un sous-ensemble deL(vj) \⋃

i[ai]q ∩ [ai + xi − 1]q.

Démonstration. Afin de déterminer les couleurs extensibles devj, il suffit de considérer toutes
les colorations possibles des sommets deF par des couleurs de leurs ensembles respectifs de
couleurs extensiblesEi.

(i) D’après la condition sur l’ordre des sommets, une couleur devj n’est pas extensible
(pourvj) si, et seulement si, elle est dans une intersection

⋂

a∈Ei
[a]q pour un certain indicei.

La taille de ces intersections est maximisée quand les ensemblesEi sont des intervalles ; elle
est alors|⋂a∈Ei

[a]q| = 2q − xi, si xi < 2q, et |⋂a∈Ei
[a]q| = 0, sinon.

(ii) Commexi < 2q, il suit de la première condition que[ai]q ∩ [ai + xi − 1]q ⊆
⋂

a∈Ei
[a]q.

Ainsi, l’observation faite dans la preuve de l’item(i) et les deux dernières conditions concluent
la preuve. ¤

5.2.1. Cliques circulaires et cycles pairs

Pour deux entiers strictement positifsa ≥ 2b, le grapheKa/b, appeléclique circulaire, a
pour ensemble de sommets{0, . . . , a − 1} et ij est une arête si, et seulement si,b ≤ |i − j| ≤
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a − b. Remarquons que, pour toutk ≥ 1, K(2k+1)/k ≃ C2k+1. Zhu [Zhu05] a prouvé que
cch(C2k+1) = 2 + 1

k
pour toutk ≥ 1, et a demandé si le nombre de choix circulaire deKa/b

est a
b
. Ce n’est pas le cas, puisque les cliques circulaires contiennent de grands sous-graphes

bipartis complets. Plus précisément,

Proposition 34. Pour tout entier strictement positifN , il existe des entiers naturel non nuls
a, b, aveca ≥ 2b, tels que la différence entrecch(Ka/b) et a

b
soit strictement supérieure àN .

Démonstration. Soit m ≥
(
2(N+3)−1

N+3

)
. Il est bien connu quech(Km,m) ≥ N + 4 ([ERT80]).

Posonsa := 2k+2m etb := k, pour un entier naturel non nulk > 2m. Le grapheKa/b contient
Km,m comme sous-graphe : il suffit de considérer les sommets{0, 1, . . . , m − 1} ∪ {k + m −
1, k + m, . . . , k + 2m}. Ainsi, cch(Ka/b) ≥ ch(Ka/b)− 1 ≥ ch(Km,m)− 1 ≥ N + 3. Pourtant,
si k > 2m, alorsa

b
= 2k+2m

k
< 3 ; par conséquent,cch(Ka/b) − a

b
> N . ¤

Comme mentionné plus haut, Zhu [Zhu05] a prouvé que le nombre de choix circulaire du
cycle impairC2k+1 est2 + 1

k
. Le fait quecch(C2k+1) ≥ 2 + 1

k
découle de ce que le nombre

chromatique circulaire deC2k+1 est2 + 1
k
.

Le lemme suivant sera utilisé plus tard. Un corollaire direct de ce lemme est que, pour tout
entiern ≥ 3, le nombre de choix circulaire du cycleCn est au plus2 + 2

n−1
, ce qui est donc

optimal pour les cycles impairs.
Étant donné un grapheG, unepoignéede G est un chemin induit dont les sommets ont

degré deux dansG.

Lemme 27. Fixons un entier naturel non nuln. SoitL une(2 + 2
n
)-(p, q)-assignation pour le

grapheG. Supposons quev1v2 · · · vn soit une poignéeH deG, et notonsw et w′ les voisins
(non nécessairement distincts) dev1 et vn n’appartenant pas àH, respectivement. Alors toute
(p, q)-L-pré-coloration deG \ {v1, . . . , vn} s’étend à tout le graphe.

Démonstration. Soit t := 2 + 2
n
. Commew possède une couleur extensible,v1 a, par le

lemme 26(i), au moinstq − 2q + 1 = 2q
n

+ 1 couleurs extensibles. Par récurrence, il est clair
quevi possède au moinsi2q

n
+ 1 couleurs extensibles, pouri < n. À présent,w′ possède une

couleur extensible, etvn−1 en a au moins(n − 1)2q
n

+ 1 ; donc, par le lemme 26(i), vn possède
au moinstq − (2q − 1) − (2q − (n − 1)2q

n
− 1) = 2 couleurs extensibles, ce qui conclut la

preuve. ¤

La situation semble plus complexe pour les cycles pairs. Voici une preuve constructive pour
le nombre de choix circulaire du plus petit cycle pair.

Proposition 35. cch(C4) = 2.

Démonstration. Clairement,cch(C4) ≥ 2. Notonsv1, v2, v3 et v4 les sommets deC4, le som-
metv1 étant adjacent àv2 et v3. Fixons deux entiersp et q ainsi qu’une2-(p, q)-assignationL.
Montrons queC4 est(p, q)-L-colorable.

Tout d’abord, remarquons que siL(v1)∩L(v4) 6= ∅ ouL(v2)∩L(v3) 6= ∅, alors la coloration
souhaitée existe : il suffit d’assigner la même couleur à, disons,v1 etv4. Ensuite, en identifiant
v1 etv4 et en utilisant le lemme 26(i), au moins2q − (2q − 1) = 1 couleurs restent disponibles
pourv2 etv3. Supposons donc que ces deux intersections soient vides.

Pré-coloronsv1 avec une couleura ∈ L(v1). Soit x̄ le nombre de couleurs deL(v2) qui
ne sont pas extensibles (c’est-à-dire le nombre de couleurs deL(v2) ∩ [a]q). CommeL(v2) ∩
L(v3) = ∅, le nombre de couleurs deL(v3) qui ne sont pas extensibles est au plus2q − 1 − x̄.
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Une fois encore, appliquons le lemme : soitxi le nombre de couleurs extensibles devi dans
L(vi), pour i ∈ {2, 3, 4}. Le sommetv4 est adjacent àv2 et v3, et commex2 = 2q − x̄ et
x3 ≥ 2q − (2q − x̄− 1) = x̄ + 1, il vient x4 ≥ 2q − (2q − (2q − x̄))− (2q − (x̄ + 1)) = 1. ¤

Conjecture 6. Le nombre de choix circulaire de tout cycle pair est deux.

5.2.2. Bornes en fonction de la dégénérescence et de la choisissabilité

Le but de cette section est de montrer quecch(G) = O(ch(G)+ln(|V (G)|)). La motivation
pour ce résultat est le problème naturel suivant, proposé par Zhu [Zhu05] au vu du lemme 28.

Problème 11.Existe-t-il une constanteα telle que, pour tout grapheG, cch(G) ≤ α ch(G) ?

La dégénérescenceδ∗(G) d’un grapheG est le maximum, sur tous les sous-graphes induits
deG, du degré minimum. Le grapheG estk-dégénérési δ∗(G) ≤ k.

Lemme 28. SiG estk-dégénéré, alorscch(G) ≤ 2k.

Ce lemme a été prouvé par Zhu [Zhu05], mais nous donnons ici une preuve plus simple.

Démonstration. Démontrons, par récurrence sur le nombre de sommets, que tout graphek-
dégénéréG possède une(p, q)-L-coloration pour toute2k-(p, q)-assignationL. SoientG un
graphek-dégénéré etL une2k-(p, q)-assignation. Soitv un sommet de degré au plusk dans
G. Le grapheG − v est égalementk-dégénéré donc, par récurrence, il admet une(p, q)-L-
colorationc. À présent,v possède au plusk voisins pré-colorés et par suite au moins2kq −
k(2q − 1) = k ≥ 1 couleurs extensibles selon le lemme 26. ¤

Ce résultat est serré asymptotiquement, comme Zhu [Zhu05] l’a montré à l’aide des graphes
bipartis completsKk,mk . Par soucis de complétude, nous donnons également ce résultat, en pré-
sentant la preuve de façon différente.

Théorème 33.cch(Kk,mk) ≥ 2k − 2k2

m
pour tout couple d’entiers non nuls(m, k).

Démonstration. Soientt := 2k − 2k2

m
, q := m et fixonsp bien plus grand quetq = 2km −

2k2. Notons{u1, u2, . . . , uk} et {vj1,j2,...,jk
: 1 ≤ ji ≤ m} les sommets deKk,mk , en suivant

la partition canonique. Enfin, définissons unet-(p, q)-assignationL pour Kk,mk de la façon
suivante : pouri ∈ {1, 2, . . . , k}, soit L(ui) := [ai, ai + 2km − 2k2 − 1], où lesai sont
des couleurs choisies de telle sorte que les ensemblesL(ui) soient à distance2q sur le cercle
[0, p − 1]. SoitL(vj1,j2,...,jk

) := ∪k
i=1Ai,ji

, oùAi,ji
:= [ai + 2kji − q, ai + 2k(ji − 1) + q − 1].

Une vérification directe montre que la taille de chaque liste est au moinstq ; il ne reste donc
qu’à prouver qu’il n’existe pas de(p, q)-L-coloration deKk,mk . Si, au contraire, il existe une
telle colorationc, alors pour chaquei ∈ {1, 2, . . . , k}, il existe un entierj′i ∈ {1, 2, . . . ,m} tel
quec(ui) ∈ [ai + 2k(j′i − 1), ai + 2kj′i − 1]. Puisque le sommetui est adjacent àvj′1,j′2,...,j′

k
, il

suit quec(vj′1,j′2,...,j′
k
) 6∈ [ai +2k(j′i − 1)]q ∩ [ai +2kj′i − 1]q = Ai,j′i

, pour touti ∈ {1, 2, . . . , k}.
Ceci est une contradiction, carL(Vj′1,j′2,...,j′

k
) = ∪k

i=1Ai,j′i
. ¤

CommeKk,mk estk-dégénéré,ch(Kk,mk) ≤ k + 1. Ainsi, pour toutε > 0, cch(Kk,mk) ≥
(2 − ε) ch(Kk,mk) si m et k sont suffisamment grands. Suite à cela, Zhu [Zhu05] a posé le
problème 11. Notons que le théorème 33 implique que la constanteα du problème 11, si elle
existe, est au moins deux.

En d’autres termes, ce problème demande sicch(G) = O(ch(G)). Nous prouvons le théo-
rème suivant, qui stipule quecch(G) = O(ch(G) + ln n). Aucune tentative n’est faite pour
optimiser les constantes.
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Théorème 34.Pour tout grapheG à n sommets,

cch(G) ≤ 36 ch(G) + 54 ln n + 3.

Démonstration. Fixonsp, q et t := 36 ch(G) + 54 ln n + 3. Supposons que les listesL(v) ⊆
Zp de taille au moinstq + 1 soient données. Siq = 1, alorsG peut être(p, q)-L-coloré car
t + 1 > ch(G). Nous supposons donc à présent queq ≥ 2.

Partitionnons{0, . . . ,
⌊

p−1
q−1

⌋

} en groupesgi := {3i, 3i + 1, 3i + 2} de trois entiers consé-

cutifs (le dernier groupe en comptant éventuellement moins de trois). De chaque groupe de
trois, sauf le dernier, nous allons choisir aléatoirement un élément, de telle sorte que deux élé-
ments consécutifs ne soient jamais tous deux choisis. De façon plus précise, pouri = 0 nous
choisissons simplement0, 1 ou 2 uniformément au hasard. Une fois que le choix pourgi−1 est
fait, un entier parmi3i, 3i + 1 et 3i + 2 est choisi uniformément au hasard si3(i − 1) + 2 n’a
pas été choisi dansgi−1. Sinon, un entier parmi3i + 1 et 3i + 2 est choisi au hasard, chacun

avec probabilité1
2
. SoitK := {k : k a été choisi}. À chaque indicek ∈ {0, 1, . . . ,

⌊
p−1
q−1

⌋

} est

associé un intervalleIk := {k(q − 1), . . . , (k + 1)(q − 1) − 1} deZp. (Notons que lesIk sont
des intervalles disjoints de cardinalq− 1.) Une observation fondamentale pour la suite est que,
si (k, l) ∈ K2 sont distincts eta ∈ Ik, b ∈ Il, alors|a − b|p ≥ q. La figure 5.1 offre un schéma
explicatif.

. . .

3(q − 1) 6(q − 1) 9(q − 1)

I

p − 1

j

p−1
3(q−1)

k

(q − 1)

0

· · ·

FIG . 5.1. Une illustration de la procédure de découpage pour le théorème 34.

PosonsI :=
⋃

k∈K Ik. Pour toutv ∈ V , soit

S(v) := {k ∈ K : Ik ∩ L(v) 6= ∅}.
L’idée pour le reste de la preuve est de montrer quet a été choisi de sorte queP(|S(v)| <
ch(G)) < 1

n
pour toutv. Dans ce cas, il suit

P(|S(v)| < ch(G) pour un certainv ∈ V ) < n · 1

n
= 1.

En d’autres termes, il existe nécessairement un choix d’intervalles non adjacents, un de chaque
groupe de trois, pour lequel|S(v)| ≥ ch(G) pour toutv ∈ V . Par définition dech(G), il existe
ainsi une colorationc de G avecc(v) ∈ S(v). Définissons alors une nouvelle colorationf
en choisissantf(v) ∈ Ik ∩ L(v) si c(v) = k. Ceci peut être fait pour chaque sommetv, par
définition deS(v). Ainsi, f est une(p, q)-L-coloration, car sivw ∈ E(G) alorsc(v), c(w) sont
des éléments distincts deK — par conséquent,f(v) etf(w) ont été choisis dans des intervalles
non adjacentsIc(v), Ic(w), donc|f(v) − f(w)|p ≥ q.

Il reste à montrer quet a été choisi de telle sorte queP(S(v) < ch(G)) < 1
n
. En premier

lieu, montrons que|S(v)| < ch(G) est au plus

P

(

Bi

(

s,
1

6

)

≤ ch(G)

)

,
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où s := ⌈ t
3
⌉ − 1. Pour prouver ceci, notons d’abord qu’il est possible de réduire les listesL(v)

en des sous listesL′(v) ⊆ L(v) avec

|L′(v)| ≥
⌈ |L(v)|

3(q − 1)

⌉

− 1 >
t

3
− 1,

et telles que deux éléments quelconques de chaque listeL′(v) soient à distance au moins3(q −
1). Il est possible de construireL′(v) en prenant le premier élément, le(3(q − 1) + 1)ème, le
(6(q−1)+1)ème, etc. jusqu’au((M−1)(q−1)+1)ème élément deL(v) inclus, oùM := ⌈ tq

3(q−1)
⌉

(et le(M(q−1)+1)ème élément n’est pas retenu, afin de gérer la distance modulop). Écrivons
L′(v) = {a1, . . . , al} avecai ≤ ai+1. PourJ ⊆ {1, . . . , i − 1}, soit A(i, J) l’évènement que
aj ∈ I pourj ∈ J etaj 6∈ I pour toutj ∈ {1, . . . , i−1}\J . Alors pour toutJ ⊆ {1, . . . , i−1},

P(ai ∈ I|A(i, J)) ≥ 1

6
. (5.1)

En effet, notons que chacun desa1, . . . , ai−1 fournit des informations à propos du choix fait
pour un groupegl. Observons aussi que, siai ∈ I3k+1 ou ai ∈ I3k+2 pour un certaink, alors
la probabilité queai soit couvert parI, étant donné queA(i, J) est vrai, est au moins1

3
, car

quelque soit l’élément choisi dansgk−1, la probabilité que3k + 1 (respectivement3k + 2) soit
sélectionné est au moins1

3
. Supposons à présent queai ∈ I3k pour un certain entierk. Alors

ai−1 6∈ I3(k−1)+1∪I3(k−1)+2. Par suite, la probabilité queai soit couvert, étant donné queA(i, J)
est vrai, est au moins le minimum de deux probabilités : celle que3k soit choisi, sachant que
3(k − 1) a été choisi dansgk−1 ; et celle que3k soit sélectionné, sachant que3(k − 1) ne l’a
pas été dansgk−1. Clairement, ce minimum est1

6
, ce qui prouve l’assertion.

D’après une borne bien connue de la distribution binomiale (voir Janson, Łuczak et Ruc-
ziński [JŁR00]),

P(Bi(k, p) ≤ kp − r) ≤ e−2 r2

k .

C’est pourquoi

P(S(v) < ch(G)) ≤ exp

[

−2
(

ch(G) − s

6

)2

/s

]

.

Il suffit donc d’avoir

2
(

ch(G) − s

6

)2

> s ln n,

c’est-à-dire
s2

36
−

(
ch(G)

3
+

ln n

2

)

s + ch2(G) > 0.

Ceci est vrai si

s >

ch(G)
3

+ ln n
2

+

√
(

ch(G)
3

+ ln n
2

)2

− 4 ch(G)2 1
36

2
36

,

qui est assuré si
t

3
− 1 ≥ 12 ch(G) + 18 ln n,

c’est-à-dire sit ≥ 36 ch(G) + 54 ln n + 3. ¤

Alon [Alo00] a prouvé que, si le degré moyen d’un grapheG estd, alorsch(G) = Ω(ln d).
Le théorème 34 montre donc que l’existence de la constanteα du problème 11 ne peut être
infirmée qu’en considérant des graphes “peu” denses ; il existe un choix deα = α(ε) qui
fonctionne pour tous les graphes de degré moyen au moinsεn.
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5.2.3. Graphes multipartis complets et équilibrés

Comme l’indique le théorème 33, il est naturel de s’intéresser aux graphes bipartis com-
plets, puisqu’ils constituent un exemple canonique de graphes dont le nombre chromatique est
faible, mais dont le nombre de choix est élevé. Nous adaptons maintenant les arguments de
la section précédente afin d’améliorer la borne générale donnée par le théorème 34 dans le
cas particulier oùG = Kr∗m = Km,...,m

︸ ︷︷ ︸
r

est le grapher-parti complet et équilibré, chaque

part étant de cardinalm. Des travaux récents de Gazit et Krivelevich [GK06] montrent que
ch(Kr∗m) = (1 + o(1)) ln m

ln(1+ 1
r−1

)
, donc la borne surcch(Kr∗m) donnée par la proposition 36 est

meilleure que la borne générale du théorème 34. Gazit et Krivelevich ont également considéré
les graphes multipartis complets non équilibrés, mais sans écart trop important entre la plus
petite et la plus grande part. En principe, nos preuves et résultats peuvent être adaptés pour
couvrir aussi ce cas, mais nous préférons ne pas aller plus avant dans cette voie ici. Signalons
enfin que Alon et Zaks [AZ98] ont prouvé un résultat analogue à la proposition 36 pour la
T -choisissabilité des graphes bipartis complets (avec des arguments similaires).

Proposition 36. cch(Kr∗m) ≤ 3(ln m+ln r)

ln(1+ 1
6r−1

)
+ 1.

Démonstration. La démarche est la même que celle de la preuve du théorème 34 : un sous-

ensembleK ⊆ {0, . . . ,
⌊

p−1
q−1

⌋

} d’indices, deux-à-deux non consécutifs, sont choisis au hasard

de la même façon que dans la démonstration du théorème 34. Partitionnons à présent les indices
sélectionnés enr ensemblesK1, . . . ,Kr, en attribuant au hasard chaque indicek ∈ K à l’un
des ensemblesK1, . . . ,Kr, de façon uniforme et indépendamment des autres éléments deK.
ÉcrivonsI1 =

⋃

k∈K1
Ik, . . . , Ir =

⋃

k∈Kr
Ik.

En notantV = V1 ⊎ . . . ⊎ Vr la partition de l’ensemble des sommets, le but est de colorer
Kr∗m en utilisant les couleurs deIj pour les sommets deVj, j ∈ {1, 2, . . . , r}. Ceci peut être
fait si, pour touti ∈ {1, 2, . . . , r}, et toutv ∈ Vi,

L′(v) = L(v) ∩ Ii 6= ∅. (5.2)

En effet, remarquons que si (5.2) est vraie, il est possible d’obtenir une coloration en choisis-
sant, pour chaquev ∈ V , une couleur arbitrairef(v) ∈ L′(v). Cela définit bien une(p, q)-
L-coloration, car sivw ∈ E(Kr∗m) alorsf(v) et f(w) auront été choisis dans des intervalles
distincts (et donc aussi non adjacents) car(v, w) ∈ Vi × Vj aveci 6= j etKi,Kj sont disjoints.
Enfin, commef(v) etf(w) appartiennent à des intervalles non adjacents, leur distance dansZp

est au moinsq.
Il est donc suffisant de montrer queP(L′(v) = ∅) < 1

rm
. À nouveau, choisissons des

élémentsa1 ≤ · · · ≤ al dansL(v), avec une distance d’au moins3(q−1) entre-eux etl > t
3
−1.

La probabilité queaj ∈ Ii sachant quels éléments parmia1, a2, . . . , aj−1 sont dansIi est au
moins 1

6r
, d’où

P(L′(v) = ∅) ≤
(

1 − 1

6r

) t
3
−1

et sit ≥ 3(ln m+ln r)

ln(1+ 1
6r−1

)
+ 1 alorsP(L′(v) = ∅) < 1

rm
, ce qui conclut la preuve. ¤
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5.3. Graphes planaires et graphes de densité bornée
5.3.1. Graphes planaires

Mohar [Moh03] a demandé la valeur det(P) := inf{t ∈ R : ∀G planaire, cch(G) ≤
t}. Nous montrons d’abord que tout graphe planaire est circulairement8-choisissable, donc
t(P) ≤ 8. Ensuite, nous exhibons, pour toutn ≥ 2, un graphe planaire dont le nombre de choix
circulaire est au moins6− 1

n
, d’où t(P) ≥ 6. Ainsi, t(P) n’est pas entre quatre et cinq, comme

suggéré par Mohar [Moh03], mais entre6 et8.
La preuve du théorème suivant est inspirée de celle de Thomassen pour la5-choisissabilité

des graphes planaires [Tho94]. En fait, il s’agit d’une généralisation de ce résultat célèbre (qui
correspond au cas oùq = 1 dans la proposition 37).

Théorème 35.Tout graphe planaire est circulairement8-choisissable.

Prouvons le résultat plus fort suivant.

Proposition 37. SoitG une quasi-triangulation, c’est-à-dire un graphe simple planaire consti-
tué d’un cycleC et de sommets et arêtes à l’intérieur deC tels que chaque face bornée soit
un triangle. Fixons deux entiersp ≥ q, et L une(p, q)-assignation telle que∀v ∈ V, L(v) ⊆
{0, . . . , p − 1} avec|L(v)| ≥ 4q si v ∈ C et |L(v)| ≥ 8q sinon. Alors, toute(p, q)-L-pré-
coloration de deux sommets adjacents deC s’étend en une(p, q)-L-coloration deG.

Démonstration. La preuve est par récurrence sur le nombren de sommets. Le résultat est vrai
si G est un triangle puisqu’il y a au moins4q − 2 × (2q − 1) = 2 choix pour colorer le dernier
sommet. Supposons à présent le résultat vrai pour toute quasi-triangulation comportant au plus
n− 1 ≥ 3 sommets, et soitG une quasi-triangulation àn sommets. Notonsu1u2 . . . uk le cycle
extérieur deG, etu1 etu2 les deux sommets pré-colorés.
Premier cas: G possède une cordeuiuj, i < j. L’hypothèse de récurrence permet d’étendre
la coloration à la quasi-triangulationG1 dont le cycle extérieur estu1u2 . . . uiujuj+1 . . . uku1

(voir figure 5.2). Ensuite, l’hypothèse d’induction permet d’étendre cette coloration à la quasi-
triangulationG2 dont le cycle extérieur estuiui+1 . . . ujui, les deux sommets pré-colorés étant
ui etuj.
Second cas: G ne possède pas de corde. Soientv1, . . . , vd les voisins deuk n’appartenant
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G1
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FIG . 5.2. La coloration s’étend en appliquant l’hypothèse de récurrence àG1 puis àG2.

pas àC. Quitte à renommer les sommets, supposons queuk−1v1v2 . . . vdu1 soit un chemin
(car toute face bornée deG est un triangle). Notonsx et y deux couleurs deL(uk) \ [c(u1)]q
telles que[x]q ∩ [y]q = ∅. Ces couleurs existent car|L(uk)| ≥ 4q = (2q − 1) + (2q + 1).
Considérons le grapheG′ obtenu à partir deG en supprimant le sommetuk. Ce graphe est
une quasi-triangulation dont le cycle extérieur estu1u2 . . . uk−1v1v2 . . . vdu1. Posons, pour tout
sommetv deG′, L′(v) := L(v) si v /∈ {v1, v2, . . . , vd} et L′(v) := L(v) \ ([x]q ∪ [y]q) sinon.
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Il est alors possible d’appliquer l’hypothèse de récurrence àG′ et L′ (puisque∀i, |L′(vi)| ≥
8q − (4q − 2) = 4q + 2 ≥ 4q). Il ne reste plus qu’à compléter la coloration deG en colorant le
sommetuk avecx si c(uk−1) /∈ [x]q et avecy sinon. ¤

Proposition 38. Pour toutn ≥ 2, il existe un graphe planaireGn tel quecch(Gn) ≥ 6 − 1
n
.

Démonstration. Posonst := 6 − 1
n

avecn ≥ 2 fixé. Soientq = 3n et p un entier bien plus
grand quetq = 18n − 3. Tous les calculs et intervalles sont entendus modulop. Considérons
le graphe planaireHm de la figure 5.3, avecm := 2q − 1. Le grapheGn s’obtient à partir de

x0 x1 x2
· · ·

xm

v

u

FIG . 5.3. Le grapheHm.

(tq)2 copies deHm en identifiant les sommetsu de chaque copie, et les sommetsv de chaque
copie. Commençons par définirL(u) := [r, r + tq − 1] et L(v) := [s, s + tq − 1] avecr et s
tels que[r − q + 1, r + tq + q − 1] ∩ [s − q + 1, s + tq + q − 1] = ∅. Ensuite, pour chaque
(a, b) ∈ L(u) × L(v), des listes sont attribuées aux sommets d’une copieHa,b deHm de telle
manière que, siu est coloréa et v est coloréb, le sous-grapheHa,b ne puisse être(p, q)-L-
coloré. Fixons donc une copieHa,b de Hm. Nous considérons les listes suivantes : pour tout
i ∈ {0, 1, . . . , m}, L(xi) := [a]q ∪ [b]q ∪ Ii ∪ Ji avec

Ji := [ci, ci + 2q − 2 − i]

Ii := [ci−1 + q − i, ci−1 + q − 1] = [ci−1]q ∩ [ci−1 + 2q − 1 − i]q
(notons queI0 = Jm = ∅) et les constantesci, pouri ∈ {0, 1, . . . , m}, choisies de telle sorte
que tous les intervalles soient à distance au moins2q (modulop) les uns des autres (saufJi et
Ii+1, pouri ∈ {0, 1, . . . , m−1}). Ainsi chaque liste vérifie|L(xi)| = 2(2q−1)+i+(2q−1−i) =
6q − 3 = 18n − 3 = tq.

Essayons à présent de(p, q)-L-colorerGn. Sans perte de généralité, nous pouvons suppo-
ser queu est coloréa et v est coloréb. Considérons alors le sous-grapheHa,b. Clairement,
l’ensemble de couleurs extensibles dex0 est un sous-ensemble de l’intervalleJ0. Selon le
lemme 26(ii) , l’ensemble de couleurs extensibles dex1 est un sous-ensemble de l’intervalle
J1. Par récurrence, en appliquant le lemme 26(ii) , il vient que l’ensemble de couleurs exten-
sibles dexi est un sous-ensemble de l’intervalleJi, pour touti ∈ {1, 2, . . . , m}. Toutefois,
Jm = ∅, et donc le graphe n’est pas(p, q)-L-colorable. ¤
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5.3.2. Bornes inférieures pour les graphes planaires de maille donnée

Il est naturel de se demander si le paramètret(P) peut être réduit pour la classe des graphes
planaires de grande maille (rappelons que lamaille d’un grapheG est la taille d’un plus petit
cycle deG). Nous étudions le nombre de choix circulaire des graphes planaires de maille au
moinsk. Pour toutk ≥ 3, posons

t(k) := inf{t ∈ R : ∀G planaire de maille au moinsk, cch(G) ≤ t, }.
Commet(P) = t(3), 6 ≤ t(3) ≤ 8. Dans cette section et la prochaine, les bornes suivantes
sont établies.

– t(k) ≥ 2 + 4
k−2

pour toutk ≥ 3 ;
– t(4) ≤ 6 ; t(5) ≤ 4 + 4

5
; t(6) ≤ 4 ; t(8) ≤ 3 + 1

3
; t(9) ≤ 3 ; et

– t(4ℓ + 2) ≤ 2 + 2
ℓ

pour toutℓ ≥ 1.
Commençons par exhiber quelques exemples permettant de borner inférieurementt(k).

Proposition 39. Pour toutk ≥ 3 et toutn ≥ 2, il existe un graphe planaireGk,n de maillek
tel quecch(Gk,n) ≥ 2 + 4

k−2
− 1

n
.

Démonstration. Supposonsk ≥ 4 en vertu de la proposition 38. Posonst := 2 + 4
k−2

− 1
n
,

n ≥ 2. Soientq = (k − 2)n et p un entier bien plus grand quetq = 2kn − (k − 2). Tous les
calculs et intervalles sont entendus modulop.

L’étude est séparée en deux cas selon la parité dek. Si k = 2ℓ + 1, le graphe planaireH ′
m

est obtenu à partir du grapheHm de la figure 5.3 en subdivisant chacune des arêtesuxi et vxi

exactement(ℓ− 1) fois etm = 2 ; voir figure 5.4. Notonsu1
i , . . . , u

ℓ−1
i les sommets internes du

chemin de longueurℓ entreu etxi, etv1
i , . . . , v

l−1
i ceux du chemin entrev etxi. Si k = 2ℓ + 2,

l’arête xixi+1 est en outre subdivisée (une unique fois). Les calculs pour les deux cas étant
similaires, nous supposerons désormais quek = 2ℓ + 1.

x0 x1 x2 · · ·
xm

v

u

· · ·

· · ·

v1
m

v2
m

vℓ−2
m

vℓ−1
m

uℓ−1
m

uℓ−2
m

u2
m

u1
m

u1
m

u2
m

uℓ−2
m

uℓ−1
m

vℓ−1
m

vℓ−2
m

v2
m

v1
m

· · ···
·

· · ·

··· · · ·

· ·
·

FIG . 5.4. Le grapheH ′
m lorsquek = 2ℓ + 1.
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De la même façon que pour la proposition 38, le grapheGk,n est construit à partir de(tq)2

copies deH ′
m en identifiant le sommetu de chacune des copies, et en identifiant le sommetv

de chacune des copies. Le graphe obtenu est planaire de maille exactementk. Définissons les
listesL(u) := [r, r + tq − 1] etL(v) := [s, s + tq − 1] avecr ets choisis de sorte que les listes
L(u) etL(v) soient à distance au moins2q dansZp. Pour chaque couple(a, b) ∈ L(u)×L(v),
nous attribuons des listes aux sommets de la copieHa,b deH ′

m de telle sorte que, siu est coloré
a etv est coloréb, le sous-grapheHa,b ne puisse être(p, q)-L-coloré. Fixons une copieHa,b de
H ′

m.
Pour touti ∈ {0, 1, . . . , m} etj ∈ {1, 2, . . . , ℓ−1}, L(uj

i ) := Iu
i,j∪Ju

i,j etL(vj
i ) := Iv

i,j∪Jv
i,j

où
J

[u,v]
i,j := [c

[u,v]
i,j , c

[u,v]
i,j + j(tq − 2q)] et

I
[u,v]
i,j := [c

[u,v]
i,j−1 +(j−1)(tq−2q)−q+1, c

[u,v]
i,j−1 +q−1] = [c

[u,v]
i,j−1]q ∩ [c

[u,v]
i,j−1 +(j−1)(tq−2q)]q

aveccu
i,0 := a, cv

i,0 := b et les constantesc[u,v]
i,j , pouri ∈ {0, 1, . . . , m} et j ∈ {0, 1, . . . , ℓ − 1}

choisies suffisamment éloignées dansZp. Chaque liste vérifie|L(uj
i )| = |L(vj

i )| = (j(tq −
2q) + 1) + (2q− 1− (j − 1)(tq− 2q)) = tq. Il reste à attribuer des listes aux sommetsxi. Pour
tout i ∈ {0, 1, . . . , m}, L(xi) := Iu

i,l ∪ Iv
i,l ∪ Ii ∪ Ji avecIu

i,l et Iu
i,l définis ci-dessus et

Ji := [ci, ci + tq − 2(2q − (ℓ − 1)(tq − 2q) − 1) − 1 − i(2(ℓ − 1)(tq − 2q) + 2)]

= [ci, ci + (2ℓ − 1)(tq − 2q) − 2q + 1 − i(2(ℓ − 1)(tq − 2q) + 2)] et

Ii := [ci−1 + (2ℓ − 1)(tq − 2q) − 3q + 2 − (i − 1)(2(ℓ − 1)(tq − 2q) + 2), ci−1 + q − 1]

= [ci−1]q ∩ [ci−1 + (2ℓ − 1)(tq − 2q) − 2q + 1 − i(2(ℓ − 1)(tq − 2q) + 2) + 1]q

et les constantesci, pouri ∈ {0, 1, . . . , m}, choisies suffisamment éloignées les unes des autres
(et aussi desc[u,v]

i,j ). La taille de ces listes est|L(xi)| = 2((ℓ− 1)(tq− 2q)+1)+ ((2ℓ− 1)(tq−
2q)− 2q + 2− i(2(ℓ− 1)(tq − 2q) + 2)) + (q − (2ℓ− 1)(tq − 2q) + 3q − 2 + i(2(ℓ− 1)(tq −
2q) + 2) − (2(ℓ − 1)(tq − 2q) + 2)) = tq.

Essayons à présent de(p, q)-L-colorer ce graphe. De façon générique, supposons queu
soit pré-coloré avec la couleura, et v avec la couleurb. Considérons le sous-grapheHa,b.
Par récurrence, en appliquant le lemme 26(ii) , il vient que l’ensemble de couleurs exten-
sibles de[u, v]ji est un sous-ensemble de l’intervalleJ

[u,v]
i,j pour touti ∈ {0, 1, . . . , m} et tout

j ∈ {1, 2, . . . , ℓ − 1}. Ainsi, l’ensemble de couleurs extensibles dexi est inclus dansIi ∪ Ji.
À nouveau, plusieurs applications successives du lemme 26(ii) montrent que l’ensemble de
couleurs extensibles dexi est un sous-ensemble de l’intervalleJi pour touti ∈ {1, 2, . . . , m}.
Néanmoins,Jm = ∅ et donc le graphe n’est pas(p, q)-L-colorable. ¤

5.3.3. Bornes supérieures pour les graphes de densité bornée

Ici nous étudions le lien entre le nombre de choix circulaire d’un graphe et sa densité. Rap-
pelons que ledegré moyen maximumMad(G) du grapheG est le maximum, sur tous les sous-
graphes deG, du degré moyen. Le résultat suivant est une conséquence directe du lemme 28.

Proposition 40. Pour tout entier naturel non nulk, le nombre de choix circulaire de tout graphe
de degré moyen maximum strictement inférieur àk est au plus2k.

Démonstration. Cela découle du fait que siMad(G) < k + 1, alorsδ∗(G) ≤ k. ¤

Cette proposition est la première indication d’un lien entre la choisissabilité circulaire et le
degré moyen maximum. Notre but dans la suite est d’étudier cette relation. Nous établissons
les deux théorèmes suivants.
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Théorème 36.Soientk un entier naturel non nul ets ∈ {1, 2}. Le nombre de choix circulaire
de tout graphe de degré moyen maximum strictement inférieur àk + 1 + k+1

k+1+s
est au plus

2k + 4
s+2

.

Théorème 37.Soitn un entier naturel non nul. Le nombre de choix circulaire de tout graphe
de degré moyen maximum strictement inférieur à2 + 2

3n−1
est au plus2 + 2

n
.

Ces résultats sont prouvés à partir de propriétés structurelles des graphes “critiques” au re-
gard du nombre de choix circulaire. Un grapheG est ditt-critiquesi cch(G) > t etcch(H) ≤ t
pour tout sous-graphe propreH ⊂ G. Le lemme suivant sera utile pour prouver le théorème 36.

Lemme 29. Soientk un entier naturel non nul, ets ∈ {1, 2}. NotonsG un graphe(2k + α)-
critique avecα ≥ 4

s+2
.

(i) Le degré minimum deG est au moinsk + 1.

(ii) Deux sommets deG de degrék + 1 ne sont pas adjacents.

(iii) Un sommet deG de degrék + 2 est adjacent à au pluss sommets de degrék + 1.

Démonstration. Commecch(G) > 2k+α, il existeε > 0, deux entiersp, q et une(2k+α+ε)-
assignationL tels queG ne soit pas(p, q)-L-colorable. En revanche, tout sous-graphe propreH
deG est(p, q)-L-colorable puisque, par définition deG, cch(H) ≤ 2k+α. Soitt := 2k+α+ε.

(i) Supposons quev soit un sommet de degré au plusk. Par minimalité deG, il est pos-
sible de(p, q)-L-colorerG − v. Afin d’appliquer le lemme 26(i), il suffit de considé-
rer la coloration deG − v comme une pré-coloration, et ainsi, le nombre de couleurs
extensibles dev est au moinstq − k(2q − 1) = αq + εq + k ≥ 1. Ainsi, G est
(p, q)-L-colorable, une contradiction.

(ii) Supposons quev1 et v2 soient deux sommets adjacents de degrék + 1. Considérons
une(p, q)-L-coloration deG−{v1, v2} comme une pré-coloration. De la même façon
que précédemment, le nombre de couleurs extensibles dev1 est au moinstq−k(2q−
1) = αq + k + εq. En appliquant une nouvelle fois le lemme 26(i), il vient que le
nombre de couleurs extensibles dev2 est au moinstq − k(2q − 1)− (2q − (αq + k +
εq)) = 2(α − 1)q + 2(k + εq) ≥ 1 carα ≥ 4

s+2
≥ 1 et k ≥ 1, ce qui contredit la

t-criticalité deG.

(iii) Supposons quev soit un sommet de degrék + 2 avecs + 1 voisinsv1, v2, . . . , vs+1

de degrék + 1. Considérons une(p, q)-L-coloration deG − {v1, . . . , vs+1, v}. Selon
l’item (ii) , les sommetsv1, v2, . . . , vs+1 sont deux-à-deux non adjacents, et il est donc
possible d’appliquer le lemme 26(i) à chacun de ces sommets individuellement. Le
nombre de couleurs extensibles devi, pour touti ∈ {1, 2, . . . , s + 1}, est au moins
tq−k(2q−1) = αq+k+εq. En appliquant à nouveau le lemme, le nombre de couleurs
extensibles dev est au moinstq− (k+1−s)(2q−1)− (s+1)(2q− (αq+k+εq)) =
2(α − 2)q + 2(k + εq) + 1 + s(αq − 1 + k + εq) = (α(s + 2) − 4)q + 2(k + εq) +
s(k + εq − 1) ≥ 1 puisqueα ≥ 4

s+2
etk ≥ 1, ce qui contredit lat-criticalité deG.

¤

Le lemme suivant, qui est une conséquence directe du lemme 27, sera utilisé pour prouver
le théorème 37.

Lemme 30. Soientn un entier naturel non nul, etG un graphe(2 + 2
n
)-critique. Le degré

minimum deG est au moins deux, etG n’a pas de poignée d’ordre au moinsn.
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Démonstration. Clairement,G n’a pas de sommet de degré au plus un. SiG contient une
poignée d’ordre au moinsn, alors toute pré-coloration deG privé d’une telle poignée s’étend
(grâce au lemme 27) au graphe entier, ce qui contredit la(2 + 2

n
)-criticalité deG. ¤

Les démonstrations des théorèmes 36 et 37 utilisent une méthode de déchargement sur les
graphest-critiques, afin de borner inférieurement le degré moyen.

Démonstration du théorème 36.Supposons queG soit (2k + 4
s+2

)-critique. Alors, selon le
lemme 29, le degré minimum deG est au moinsk + 1, deux sommets de degrék + 1 ne sont
pas adjacents et tout sommet de degrék + 2 est adjacent à au pluss sommets de degrék + 1.
Nous utilisons la procédure de déchargement suivante : la charge initiale de chaque sommet est
égale à son degré. Ensuite, tout sommet degré au moinsk + 2 donneη := 1

k+1+s
à chacun de

ses voisins de degrék + 1.
Montrons que la charge finale de tout sommetv est au moinsk + 1 + (k + 1)η. Si le degré

dev estk + 1, alors sa charge finale estk + 1 + (k + 1)η puisque tous ses voisins lui ont donné
η. Si le degré dev estk + 2, alors sa charge finale est au moinsk + 2− sη = k + 1 + (k + 1)η
puisqu’il possède au pluss voisins de degrék + 1. Enfin, si le degré dev est au moinsk + 3,
alors sa charge finale est au moinsk +3− (k +3)η = k +1+(k +2s−1)η ≥ k +1+(k +1)η
cars ≥ 1.

Par conséquent, le degré moyen deG, et donc son degré moyen maximum, est au moins
k+1+(k+1)η. Ainsi, le degré moyen maximum de tout graphe de nombre de choix circulaire
strictement supérieur à2k + 4

s+2
est au moinsk + 1 + (k + 1)η, comme souhaité. ¤

Démonstration du théorème 37.Montrons que le degré moyen maximum de tout graphe de
nombre de choix circulaire strictement supérieur à2 + 2

n
est au moins2 + 2

3n−1
. Il suffit de

le prouver pour les graphes(2 + 2
n
)-critiques. SoitG un tel graphe. D’après le lemme 30, le

degré minimum deG est au moins deux, etG n’a pas de poignée d’ordre au moinsn. Utilisons
à présent la procédure de déchargement suivante. Au départ, la charge de chaque sommet est
égale à son degré. Ensuite, chaque sommetu de degré au moins trois donneη := 1

3n−1
à

chaque sommet de degré deux le long des poignées émanant deu. À la fin, la charge de chaque
sommet de degré deux est exactement2 + 2η = 2 + 2

3n−1
. Comme l’ordre de toute poignée

est au plusn − 1, la charge finale de chaque sommet de degré au moins trois est au moins
3−3(n−1)η = 2+ 2

3n−1
. Par conséquent, le degré moyen deG est au moins2+ 2

3n−1
, comme

désiré. ¤

5.3.4. Bornes supérieures pour les graphes de densité bornée et de maille donnée

L’un de nos objectifs est d’appliquer les résultats de la sous-section précédente aux graphes
planaires dans la sous-section 5.3.5 (puisqu’il est possible de borner le degré moyen maximum
de tels graphes en fonction de leur maille). Dans cette optique, il est possible d’obtenir des
améliorations en tirant partie de la condition sur la maille. Nous établissons les trois théorèmes
suivants dans cette sous-section. Les deux premiers améliorent le théorème 36 dans le cas où
le graphe considéré est sans triangle (donc de maille au moins quatre) pour le théorème 38, et
de maille au moins6 pour le théorème 39. Le troisième améliore le résultat du théorème 37
lorsque la maille est au moins2n + 2 pour un entier naturel non nuln.

Théorème 38.Soientk un entier naturel non nul, ets ≤ 2k + 2. Posonsr :=
⌈

s−2
2

⌉
et

s′ := min{k + 2, s}. Le nombre de choix circulaire de tout graphe sans triangle de degré
moyen maximum strictement inférieur àk + 1 + k+1−r

k+1+s′
est au plus2k + 4

s+2
.
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Théorème 39.Soientk un entier naturel non nul ets ∈ {2, 3, . . . , k + 2}. Posonsr :=
⌈

s−2
2

⌉
.

Le nombre de choix circulaire de tout graphe de maille au moins6 et de degré moyen maximum
strictement inférieur àk + 1 + k+1−r

k+s−r+ 1
k+3−s

est au plus2k + 4
s+2

.

Théorème 40.Fixons un entier naturel non nuln. Le nombre de choix circulaire de tout graphe
de maille au moins2n + 2 et de degré moyen maximum strictement inférieur à2 + 1

n
est au

plus2 + 2
n
.

Montrons le lemme suivant afin de prouver le théorème 38.

Lemme 31. Soientk un entier naturel non nul, ets ∈ {1, 2, . . . , 2k + 2}. Posonsr :=
⌈

s−2
2

⌉

et s′ := min{k + 2, s}. SoitG un graphe sans triangle(2k + α)-critique, avecα ≥ 4
s+2

.

(i) Le degré minimum du grapheG est au moinsk + 1.

(ii) Tout sommet deG de degrék + 1 est adjacent à au plusr sommets de degrék + 1.

(iii) Un sommet de degrék + 2 est adjacent à au pluss′ sommets de degrék + 1.

Démonstration. Soientε, p, q, L et t comme dans la preuve du lemme 29.

(i) Découle du lemme 29(i).

(ii) Supposons quev soit un sommet de degrék + 1 avecr + 1 voisinsv1, . . . , vr+1 de
degrék+1. CommeG est sans triangle, les sommetsv1, . . . , vi+1 sont non adjacents ;
cette observation est importante afin de pouvoir appliquer le lemme 26. Considérons
une(p, q)-L-coloration deG − {v1, . . . , vr+1, v}. En vertu du lemme 26, le nombre
de couleurs extensibles devi, pour touti ∈ {1, 2, . . . , r + 1}, est au moinstq −
k(2q − 1) = αq + k + εq. En appliquant le lemme 26(i) une nouvelle fois, il suit
que le nombre de couleurs extensibles dev est au moinstq − (k − r)(2q − 1) −
(r + 1)(2q − (αq + k + εq)) = 2(α − 1)q + 2(k + εq) + r(αq − 1 + k + εq) =
(α(r + 2) − 2)q + 2(k + εq) + r(k + εq − 1) ≥ ( 4

s+2
(r + 2) − 2)q + 1 ≥ 1 puisque

r ≥ min{0, s−2
2
} etk ≥ 1, ce qui contredit lat-criticalité deG.

(iii) Les calculs sont similaires à ceux de l’item précédent.

¤

Le théorème 38 découle du lemme précédent, et se montre de façon similaire au théo-
rème 36. La preuve est omise. Prouvons le lemme suivant afin de démontrer le théorème 39.

Lemme 32. Soientk et m deux entiers naturels non nuls, ets ∈ {1, 2, . . . , k + 2}. Posons
r :=

⌈
s−2
2

⌉
. SoitG un graphe de maille au moins6 et (2k + α)-critique oùα ≥ 4

s+2
.

(i) Le degré minimum du grapheG est au moinsk + 1.

(ii) Tout sommet de degrék + 1 est adjacent à au plusr sommets de degrék + 1.

(iii) Un sommet de degrék + 2 est adjacent à au pluss sommets de degrék + 1.

Un sommet esthibernants’il est de degrék + 2 avecs voisins de degrék + 1. Un barbareest
un sommet de degrék + 2 avec exactements − 1 voisins de degrék + 1.

(i) Deux sommets hibernants ne sont pas adjacents.

(ii) Un barbare est adjacent à au plus un sommet hibernant.

Démonstration. Soientε, p, q, L et t comme dans la preuve du lemme 29.(i)–(iii) découlent
du lemme 31(i)–(iii) .
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(iv) Supposons quev et v′ soient deux sommets hibernants adjacents. Notonsv1, . . . , vs

et v′
1, . . . , v

′
s les s voisins de degrék + 1 de v et v′, respectivement. CommeG est

de maille au moins6, {v1, . . . , vs} et {v′
1, . . . , v

′
s} sont disjoints ; de plus, ces som-

mets induisent des ensembles indépendants dansG. Cette observation va permettre
d’appliquer le lemme 26(i).

Considérons une(p, q)-L-coloration deG \ ({v1, . . . , vs, v
′
1, . . . , v

′
s, v, v′}. Nous

allons montrer que cette coloration s’étend au grapheG, ce qui contredit lat-criticalité
deG. L’ordre dans lequel sont nommés les sommets non colorés vérifie les conditions
du lemme 26(i).

En premier lieu, le nombre de couleurs extensibles devi ou v′
i, pour touti, est au

moins
x0 = tq − k(2q − 1) = αq + k + εq.

De plus,x0 ≥ 1 cark ≥ 1 etα, ε ≥ 0. Commev est adjacent àv1, . . . , vs etk +1− s
sommets pré-colorés, le nombre de couleurs extensibles dev est au moins

x := tq − s(2q − (αq + k + εq)) − (k + 1 − s)(2q − 1)

= (αs − 2)q + αq + k + εq + s(k + εq − 1) + 1.

Commeαs ≥ 2 etk ≥ 1, il vient x ≥ 1. En appliquant à nouveau le lemme, comme
v′ est adjacent àv′

1, . . . , v
′
s, k + 1− s sommets pré-colorés etv, il suit que le nombre

de couleurs extensibles dev2 est au moins

x′ := tq − s(2q − (αq + k + εq)) − (k + 1 − s)(2q − 1) − (2q − x)

= 3(αs − 2)q + 2{αq + k + εq + s(k + εq − 1) + 1}.
Commeαs ≥ 2 et k ≥ 1, il suit x′ ≥ 1. Ainsi, G est(p, q)-L-colorable, une contra-
diction.

(v) Les calculs sont similaires à ceux de la preuve de l’item précédent.

¤

Démonstration du théorème 39.Supposons queG soit de maille au moins6 et (2k + 4
s+2

)-
critique. Selon le lemme 32, le degré minimum deG est au moinsk + 1, tout sommet de degré
k+1 est adjacent à au plusr sommets de degrék+1, et tout sommet de degrék+2 est adjacent
à au pluss sommets de degrék + 1 ; en outre, deux sommets hibernants ne sont pas adjacents
et chaque barbare est adjacent à au plus un sommet hibernant. Nous utilisons la procédure de
déchargement suivante : la charge initiale de chaque sommet est égale à son degré ; ensuite,
chaque sommet de degrék + 1 reçoitη := 1

k+s−r+ 1
k+3−s

de chaque voisin de degré au moins

k +2, et chaque sommet hibernant reçoitη1 := η
k+3−s

= 1
(k+s−r)(k+3−s)+1

de chaque voisin non
hibernant et de degré au moinsk + 2.

Montrons que la charge finale de chaque sommetv est au moinsk + 1 + (k + 1− r)η. Si v
a degrék +1, sa charge finale est au moinsk +1+ (k +1− r)η puisqu’il a au moinsk +1− r
voisins qui lui ont donnéη. Si le degré dev estk + 2, distinguons trois cas.

Si v est un sommet hibernant, sa charge finale estk + 2 − sη + (k + 2 − s)η1 =
k + 1 + ( 1

η
− s + k+2−s

k+3−s
)η = k + 1 + (k + 1− r)η puisqu’il a au pluss voisins de degré

k + 1 et qu’il reçoitη1 de la part de tous ses autres voisins.

Si v est un barbare, sa charge finale estk + 2 − (s − 1)η − η1 = k + 1 + ( 1
η
− s + 1 −

1
k+3−s

)η = k + 1 + (k + 1 − r)η puisqu’il as − 1 voisins de degrék + 1 et au plus un
voisin hibernant.
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Sinon, sa charge finale est au moinsk + 2− (s− 2)η − (k + 2− (s− 2))η1 = k + 1 +
( 1

η
− s + 2 − k+4−s

k+3−s
)η = k + 1 + (k + 1 − r)η car il a au pluss − 2 voisins de degré

k + 1 etk + 2 − (s − 2) voisins hibernants, etη1 ≤ η.

Si le degré dev est au moinsk+3, sa charge finale est au moinsk+3−(k+3)η. Cette quantité
est au moinsk + 1 + (k + 1 − r)η si, et seulement si,k + s − r + 1

k+3−s
≥ k + 2 − r

2
⇐⇒

s − r
2
− 2 + 1

k+3−s
≥ 0, ce qui est vrai cars ≥ 2.

Par conséquent, le degré moyen deG, et donc son degré moyen maximum, est au moins
k + 1 + (k + 1 − r)η. Ceci montre que le degré moyen maximum de tout graphe de maille
au moins6 et de nombre de choix circulaire strictement supérieur à2k + 4

s+2
est au moins

k + 1 + (k + 1 − r)η, comme souhaité. ¤

Voyons quelques notations utiles afin de prouver un lemme permettant de démontrer le
théorème 40. SoitG un graphe. Unechaîneest une poignée d’ordre maximal dansG. Son
ordreest le nombre de sommets qu’elle contient. (Une chaîne d’ordre zéro est simplement une
arête entre deux sommets de degré au moins trois.) Deux sommets deG de degré au moins trois
deG sontreliés avec poidsw si, et seulement si, il existe une chaîne d’ordrew entre-eux.

Lemme 33. Soientn un entier naturel non nul, etG un graphe de maille au moins2n + 2 et
(2+ 2

n
)-critique. Soitv un sommet de degréd ≥ 3. Notonsw1, w2, . . . , wd les poids des chaînes

issues dev. Alors,
∑d

j=1 wj ≤ (d − 1)n − 2.

Démonstration. De façon similaire aux lemmes précédents, considérons une(t + ε)-(p, q)-
assignationL (où t := 2 + 2

n
) pour un certainε > 0 telle queG ne soit pas(p, q)-L-colorable.

Par l’absurde, supposons que
∑d

j=1 wj ≥ (d − 1)n − 1. Notons que, pour toutj, wj ≤ n − 1

par le lemme 30. Soit une(p, q)-L-pré-coloration du sous-graphe deG obtenu en enlevantv et
les chaînes incidentes àv. En appliquant le lemme 26(i) pour chaque chaîne (ce qui est possible
grâce à la condition sur la maille), il vient que, siuj est un voisin dev appartenant à une chaîne
de longueurwj, alors le nombre de couleurs extensibles dewj est au moinswj

2q
n

+ 1. Ainsi, en
appliquant à nouveau le lemme, le nombre de couleurs extensibles dev est au moins

2q +
2q

n
+ εq −

d∑

j=1

(

2q −
(

wj
2q

n
+ 1

))

≥ 4q

n
+ εq + d ≥ 1,

car
∑d

j=1 wj ≥ (d − 1)n − 1, une contradiction. ¤

Démonstration du théorème 40.Nous utilisons à nouveau une procédure de déchargement
afin de montrer que le degré moyen maximum de tout graphe de maille au moins2n + 2 et de
nombre de choix circulaire strictement supérieur à2 + 2

n
est au moins2 + 1

n
. Il est suffisant de

le prouver pour les graphes(2+ 2
n
)-critiques (de maille au moins2n+2). SoitG un tel graphe.

Par le lemme 30, le degré minimum deG est au moins deux etG ne contient pas de poignée
d’ordre au moinsn. Nous utilisons à présent une procédure de déchargement : chaque sommet
de degré au moins trois donneη := 1

2n
à chaque sommet des chaînes qui lui sont incidentes. La

charge finale de chaque sommet est au moins2 + 2η = 2 + 1
n
. En effet, un sommet de degré

deux reçoit2η. Soitv un sommet de degréd ≥ 3. En vertu du lemme 33, la charge finale dev
est au moins

d − ((d − 1)n − 2) · 1

2n
=

d + 1

2
+

1

n
≥ 2 +

1

n
,

card ≥ 3, ce qui conclut la preuve.
¤
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5.3.5. Bornes supérieures pour les graphes planaires et toriques de maille donnée

Grâce à la proposition 40, et aux théorèmes 36, 37 et 38, il est possible de donner aisément
des bornes supérieures det(k).

Théorème 41.

(i) t(4) ≤ 6 ; t(5) ≤ 44
5

; t(6) ≤ 4 ; t(8) ≤ 31
3

; t(9) ≤ 3 ; et

(ii) t(4ℓ + 2) ≤ 2 + 2
ℓ

pour toutℓ ≥ 1.

Démonstration. Selon la formule d’Euler, le degré moyen maximum de tout graphe planaire
de maille au moinsk est strictement inférieur àMadk := 2 + 4

k−2
.

(i) Mad4 = 4 donc, par la proposition 40,t(4) ≤ 6. Mad5 = 31
3
, donc le théorème 38,

appliqué aveck = 2 et s = 3, donnet(5) ≤ 44
5
. Mad6 = 3 donc, selon la propo-

sition 40,t(6) ≤ 4. Mad8 = 22
3

donc le théorème 36, appliqué aveck = s = 1

montre quet(8) ≤ 31
3
. Mad9 = 24

7
, donc le théorème 39 aveck = 1 ets = 2 entraîne

t(9) ≤ 3.

(ii) Découle directement du théorème 40.

¤

La proposition 40 et les théorèmes 36, 37, 38 et 39 permettent d’obtenir des bornes ana-
logues pour les graphes de maille donnée plongeables sur d’autres surfaces. Par exemple, un
graphe esttoriques’il est plongeable sur le tore. D’après la formule d’Euler-Poincaré, le degré
moyen maximum d’un graphe torique de maille au moinsk estau plus2 + 4

k−2
. En posant

tt(k) := inf{t : ∀G graphe torique de maille au moinsk, cch(G) ≤ t},
il suit de calculs similaires à ceux du théorème 41 quett(3) ≤ 11, tt(4) ≤ 62

5
, tt(5) ≤ 5, tt(6) ≤

41
2
, tt(7) ≤ 4, tt(9) ≤ 31

3
, tt(10) ≤ 3, ettt(6l + 1) ≤ 2 + 2

l
pour toutl ≥ 1. Plus généralement,

si la caractéristique d’Euler d’une surfaceS estε, en vertu de la formule d’Euler-Poincaré, le
degré moyen maximum de tout graphe de maille au moinsk plongeable dansS est au plus
2 + 2

k−2
− 2ε

|V (G)| . Il est donc possible d’appliquer la proposition 40 et les théorèmes 36, 37
et 38 de façon appropriée. En particulier, les bornes données pourtt sont aussi vraies pour les
graphes plongeables sur une surface quelconque de caractéristique d’Euler positive ou nulle.

Pour les graphes de genrer ≥ 2, posonsf(Ad, k) := 2
∑s−1

i=0 (Ad − 1)i si k = 2s et
f(Ad, k) := 1 + Ad

∑s−1
i=0 (Ad − 1)i si k = 2s + 1. Comme mentionné dans le chapitre 2, tout

grapheH de maillek vérifie |V (H)| ≥ f(Ad, k) (voir [AHL02 ]). Par conséquent, le degré
moyen maximum de tout grapheG de genrer et de maillek vérifie

f(Mad(G), k)

(

Mad(G) − 2k

k − 2

)

− 4(r − 1)k

k − 2
≤ 0. (5.3)

Ainsi, il est aisé de déduire des conditions sur la maille et le genre permettant d’utiliser les
résultats des sous-sections précédentes. Par exemple,

Corollaire 8. Le nombre de choix circulaire de tout graphe sans triangle de genre trois est au
plus8 + 4

5
.

Démonstration. D’après (5.3), le degré moyen maximum d’un tel graphe est au plus2+2
√

3.
Par conséquent, le théorème 38 appliqué aveck = s = 3 fournit la conclusion. ¤

Nous ne voyons pas pour l’instant comment obtenir de meilleures bornes inférieures pour
les surfaces supérieures.
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5.3.6. Graphes planaires extérieurs

Un graphe estplanaire extérieurs’il admet un plongement dans le plan tel que la face
externe soit incidente à tous les sommets du graphe. Pour toutk ≥ 3, posons

to(k) := inf{t : ∀G graphe planaire extérieur de maille au moinsk, cch(G) ≤ t}.
Nous allons établir queto(k) = 2 + 2

k−2
pour tout entierk ≥ 3.

Théorème 42.Fixons un entierk ≥ 3. Pour tout entiern ≥ 1, il existe un graphe planaire
extérieurOk,n de maillek dont le nombre de choix circulaire est au moins2 + 2

k−2
− 1

n
.

Démonstration. Soit t := 2 + 2
k−2

− 1
n

; posonsq := 2(k − 2)n ; et soitp bien plus grand
quetq. Considérons le graphePm de la figure 5.5, avecm suffisamment grand. Le grapheOk,n

· · ·

u

xm

· · ·· · ·

x0 xk−2x1

FIG . 5.5. Le graphePm.

est obtenu à partir detq copies dePm en identifiant le sommetu de chacune des copies. Pour
tout a ∈ L(u), nous attribuons des listes à la copiePa dePm de telle sorte que, siu est coloré
a, le sous-graphePa ne puisse être(p, q)-L-coloré. Comme les calculs sont en grande partie
similaires à ceux des démonstrations des propositions 38 et 39, et quelque peu fastidieux, nous
donnons simplement la définition précise des listes pour les sommetsx0, x1, . . . , xk−2 du sous-
graphePa, ainsi qu’un argument permettant de montrer que, sim est suffisamment grand etu
est coloréa, alors le sous-graphePa ne peut être(p, q)-L-coloré. Posons

Jt := [ct, ct + (4n − 2(k − 2))(t + 1)] for i ∈ {0, . . . , k − 3}, et

It := [ct−1 + 4nt − 2(n + t)(k − 2) + 1, ct−1 + 2(k − 2)n − 1] pouri ∈ {1, . . . , k − 2}.
Soit

L(xi) := Ii ∪ Ji pouri ∈ {1, . . . , k − 3},
L(x0) := [a]q ∪ J0, et

L(xk−2) := [aq] ∪ Ik−2 ∪ J ′
0,

avecJ ′
0 := [c0, c0 + 4n− 2(k − 2)− 2(k − 2)2 + 1]. La taille de chaque liste esttq. Supposons

à présent queu soit coloréa, et essayons de définir une colorationc des sommetsx0, . . . , xk−2.
Clairement,c(x0) ∈ J0 et donc, en appliquant le lemme 26(ii) , c(xi) ∈ Ji pour tout i ∈
{0, . . . , xk−3}. Par suite,c(xk−2) ∈ J ′

0. Notons que|J ′
0| < |J0| (cark ≥ 3). Donc, en définissant

de façon analogue les listes pourxk−1, . . . , xm, nous obtenons quexm ne peut être(p, q)-L-
coloré, pourvu quem soit suffisamment grand. ¤
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Signalons que la borne supérieure apparaît dans [WLY06 ] pour les valeurs paires dek ;
toutefois, nous donnons ici une preuve plus concise du résultat et traitons également le cas où
k est impair. Le lemme suivant découle du lemme 27.

Lemme 34. Fixons un entierk ≥ 3. SoitL une(2 + 2
k−2

)-(p, q)-assignation pour le cycleCk.
Toute pré-coloration de deux sommets adjacents du cycle s’étend en une(p, q)-L-coloration de
tout le cycle.

Théorème 43.Le nombre de choix circulaire de tout graphe planaire extérieur de maille au
moinsk ≤ 3 est au plus2 + 2

k−2
.

Démonstration. Supposons, par l’absurde, qu’il existe un graphe planaire extérieurG de maille
au moinsk qui soit(2 + 2

k−2
)-critique. SoitL une(2 + 2

k−2
+ ε)-(p, q)-assignation deG telle

queG ne soit pas(p, q)-L-colorable. Clairement, le degré minimum deG est au moins deux.
Remarquons à présent que tout graphe planaire extérieur de maille au moinsk et de degré
minimum au moins deux peut s’obtenir de façon récursive à partir d’un ensemble de cycles
de longueur au moinsk de la façon suivante : partant d’un cycle de longueur au moinsk, à
chaque étape une arête du graphe construit jusqu’ici est identifiée à celle d’un nouveau cycle.
En conséquence, il est possible d’appliquer à chaque étape le lemme 34 afin d’obtenir une
(p, q)-L-coloration deG, une contradiction. ¤

5.4. Conclusion
Nous avons étudié différentes voies de recherche concernant la choisissabilité circulaire.

Nous avons vu que la différence entre le nombre de choix circulaire et le nombre chromatique
circulaire n’est pas bornée pour la classe des cliques circulaires. Des signes encourageants à
propos d’une réponse positive au problème 11 ont été apportés, puisque nous avons établi que
cch(G) = O(ch(G) + ln |V (G)|). Nous avons également prouvé, peut être contrairement à
l’intuition, que la valeur det(P) est entre6 et 8, plutôt qu’entre4 et 5 (comme suggéré par
Mohar [Moh03]).

Néanmoins, il reste encore du travail à accomplir. Le problème 11 reste ouvert, ainsi que la
question fondamentale suivante posée par Zhu [Zhu05] :

Problème 12.Le nombre de choix circulaire est-il toujours rationnel ? Est-il toujours atteint ?

Également, concernant les graphes planaires et toriques (de maille donnée), la plupart des
valeurs exactes dett(k) et t(k) sont inconnues. La table 5.1 résume les bornes que nous avons
obtenues pour ces paramètres.

k (maille) 3 4 5 6 7 8 9 10 k ≥ 11

tt(k) sup. 11 6 + 2
5

5 4 + 1
2

4 4 3 + 1
3

3 2 + 4
2⌊(k−3)/4⌋

t(k) sup. 8 6 4 + 4
5

4 4 3 + 1
3

3 3 2 + 4
2⌊(k−2)/4⌋

t(k) inf. 6 4 3 + 1
3

3 2 + 4
5

2 + 2
3

2 + 4
7

2 + 1
2

2 + 4
k−2

TAB . 5.1. Bornes pour les graphes toriques et planaires de maillek.

Pour le moment, nous ne savons pas comment généraliser les constructions qui ont per-
mis d’obtenir les bornes inférieures pour les graphes planaires afin de déduire de meilleures
bornes inférieures pour les autres surfaces. En conclusion, nous mentionnons deux problèmes
additionnels, qui peuvent s’avérer intéressants.
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5.4.1. Graphes bipartis planaires

Observons que la suite de graphes planaires(G4,n)n≥1 de la proposition 39 est une suite
de graphes bipartis planaires dont le nombre de choix circulaire tend vers quatre. Alon et
Tarsi [AT92] ont prouvé que le nombre de choix de tout graphe biparti planaire est au plus
trois, et la même année Gutner [Gut92] a démontré que, plus généralement, tout graphe biparti
planaire est(3m,m)-choisissable pour toutm ≥ 1.

Conjecture 7. Le nombre de choix circulaire de tout graphe biparti planaire est au plus quatre.

Il semble que les techniques utilisées par Alon et Tarsi [AT92] ainsi qu’Alon et Zaks [AZ98]
pourraient être utiles afin d’étudier cette question, ainsi que la choisissabilité circulaire des
cycles pairs.

5.4.2. Un graphe et son complémentaire

Théorème 44(Zhu [Zhu05]). Le nombre de choix circulaire d’un graphe de degré maximum
∆ est au plus∆ + 1.

Il est bien connu quech(G)+ch(G) ≤ n+1 pour tout grapheG àn sommets, oùG désigne
le graphe complémentaire deG.

Proposition 41. Pour tout grapheG à n sommets,cch(G) + cch(G) ≤ 2n − 2.

Démonstration. Par induction surn, le résultat étant vrai lorsquen vaut deux. Supposons que
le résultat soit vrai pour tout graphe à au plusn − 1 ≥ 2 sommets. SoitG un graphe àn
sommets. Tout d’abord, remarquons que si le degré maximum deG ou deG est au plusn − 3,
le résultat est une conséquence directe du théorème 44. Ensuite, si∆(G) et ∆(G) valent tous
deuxn−2, le résultat est également vrai. Supposons donc que∆(G) = n−1 et∆(G) = n−2
(puisque les deux valeurs ne peuvent être égales àn − 1). Montrons quecch(G) ≤ n − 1 : le
degré maximum du grapheG − v estn − 2, donc il est(n − 1)-circulairement choisissable.
Soit L unet-(p, q)-assignation deG avect := n − 1 + ε et ε > 0 : G − v peut être(p, q)-L-
coloré. Par ailleurs, comme le degré dev dansG est un, cette coloration deG − v s’étend en
une(p, q)-L-coloration deG dès que le cardinal deL(v) est au moins2q, ce qui est le cas car
n ≥ 3. ¤

Soit G le graphe biparti completKk,mk , et posonsn := mk + k. Alors, d’après le théo-
rème 33

cch(G) + cch(G) ≥ mk + 2k − 2k2

m
∼ n + ln n.

Cet exemple fournit une borne inférieure, elle ne permet toutefois pas de savoir si la borne
de la proposition 41 est serrée ou pas.



CHAPITRE 6

Arête-coloration des graphes cubiques par
des éléments de groupes abéliens

Ce chapitre concerne un travail effectué avec Daniel Král’ et Ondrej Pangrác. Dans la conti-
nuité de travaux réalisés par Edita Máčajova, André Raspaud et Martin Škoviera, il a donné lieu
à un article commun ici exposé [KMP +06].

6.1. Introduction
6.1.1. Présentation

L’arête-coloration des graphes (notamment cubiques et sans pont) et les notions dérivées
sont liées à de nombreux problèmes fondamentaux de théorie des graphes comme le Théorème
des4 Couleurs [AH77] ou encore les flots partout non nuls. Nous étudions dans ce chapitre
une généralisation naturelle de l’arête-coloration dans laquelle chaque arête est colorée par
un élément d’un groupe fixé, de sorte que les couleurs données aux arêtes incidentes à un
même sommet vérifient des contraintes dans le groupe. Nous verrons en particulier les liens
que ce genre de coloration entretient avec d’autres problèmes, comme la conjecture de Berge-
Fulkerson.

Commençons par rappeler quelques définitions et résultats.

Définition 23. Soit G = (V, E) un graphe et soitl un entier. Unel-arête-colorationdeG est
une applicationc : E → {1, 2, . . . , l} telle que, pour tout couple d’arêtes incidentes(e, e′),
c(e) 6= c(e′).

Rappelons qu’en vertu du théorème de Vizing, tout graphe cubique est4-arête-colorable ;
et qu’il existe des graphes cubiques qui ne sont pas3-arête-colorables.

Définition 24. Pour tout grapheG = (V,E), l’ ensemble des dardsdeG, notéD(G), est obtenu
en remplaçant chaque arête deG par deuxdardsopposés. Tout dardz (y compris s’il est issu
d’une boucle) possède donc un dard opposé, notéz−1 : ses extrémités sont les mêmes que celles
dez, et sa direction est contraire à celle dez. Pour tout sommetv, l’ensemble des dards issus
dev est notéD(v). La collection d’ensembles{D(v) : v ∈ V } forme une partition deD(G).

SoitA un groupe abélien, noté additivement. UnA-flot surG est une fonctionξ : D(G) →
A satisfaisant les deux conditions suivantes :

(i) ∀z ∈ D(G), ξ(z−1) = −ξ(z)

(ii) ∀v ∈ V,
∑

z∈D(v)

ξ(z) = 0.

135
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Un A-flot est ditpartout non nulsi, et seulement si,ξ(z) 6= 0 pour tout dardz ∈ D(G).
Pour tout entierk ≥ 2, unk-flot est unZ-flot ξ tel que|ξ(z)| < k pour tout dardz ∈ D(G).

La figure 6.1 donne un exemple deZ
2
2-flot sur un graphe cubique.

(0, 0)

(1, 1)

(1, 0)

(0, 1)

(1, 1) (0, 1)

(1, 0)

(1, 0)

(1, 0)

FIG . 6.1. Un Z
2
2-flot sur un graphe cubique. Une seule moitié des dards est représentée, l’autre

étant constitué des dards symétriques à ceux-ci. Le flot des dards non représentés est défini selon
la condition(i) de la définition 24.

Le théorème suivant regroupe deux théorèmes de Tutte (voir par exemple [Tut84, Die05]).

Théorème 45(Tutte, 1950 et 1954). SoitG un graphe et soitA un groupe abélien d’ordrek.
Le grapheG admet unA-flot partout non nul si, et seulement si, il admet unZk-flot partout
non nul si, et seulement si, il admet unk-flot partout non nul.

Lorsque chaque élément deA est son propre inverse (i.e. lorsqueA est isomorphe à un
produit de copies deZ2), unA-flot peut être directement défini sur les arêtes, plutôt que sur les
dards. Il est bien connu qu’un graphe cubique admet unZ

2
2-flot partout non nul si, et seulement

si, il est3-arête colorable. Un tel flot est une arête-coloration par les éléments non nuls deZ
2
2

telle que les couleurs incidentes à un même sommet soient différentes et que leur somme soit
nulle. En fait, il suffit d’imposer que les couleurs soient toutes non nulles, et que la somme des
couleurs incidentes à un même sommet soit nulle pour que les couleurs incidentes à un même
sommet soient toutes différentes. Ceci nous amène à la définition suivante.

Définition 25. Soit A un groupe abélien, noté additivement. SoitG = (V, E) un graphe. Une
A-arête-colorationest une applicationc : E → A× telle que, pour tout sommetv ∈ V ,

(i) les arêtes incidentes àv soient colorées différemment ; et

(ii) la somme dansA des couleurs des arêtes incidentes àv soit nulle.

Si l’applicationc ne vérifie que la condition(ii) , c’est uneA-arête-coloration impropre.

Le lien unissant lesZ2
2-flots à l’existence de3-arête-coloration a conduit Archdeacon à

conjecturer que tout graphe cubique sans pont possède uneA-arête-coloration impropre pour
tout groupe abélienA d’ordre au moins5 [Arc86, Arc95]. Cette conjecture a été prouvée par
Máčajová, Raspaud et Škoviera [MRŠ05].
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Théorème 46(Máčajová, Raspaud et Škoviera [MRŠ05]). Tout graphe cubique sans pont
admet uneA-arête-coloration impropre pour tout groupe abélienA d’ordre au moins5.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux colorations abéliennes propres. Si de telles
colorations ont des points communs avec les flots partout non nuls, elles s’en éloignent par
certains aspects. Par exemple, le théorème 45 montre que l’existence d’unA-flot dépend uni-
quement de l’ordre deA. Un tel résultat ne s’étend pas auxA-arête-colorations : tout graphe
cubique sans pont estZ

3
2-arête-colorable, alors qu’un tel graphe estZ

8-colorable si, et seule-
ment si, il est3-arête-colorable.

Nous allons prouver que tout graphe cubique sans pontG estA-arête-colorable siA est un
groupe abélien d’ordre au moins12, ou le groupeZ3

2. En revanche, siA est l’un des groupes
Z

2
2, Z6 ≃ Z2 × Z3, Z7, Z8, le grapheG estA-arête-colorable si, et seulement si, il est3-arête

colorable. Il reste quatre groupes, que nous appelleronsgroupes exceptionnels, pour lesquels
nous n’avons pu conclure :Z2 × Z4, Z

2
3, Z10 ≃ Z2 × Z5 et Z11. Nous montrerons également

que l’existence deA-arête-colorations pour ces quatre groupes exceptionnels est étroitement
liée à d’autres problèmes ouverts comme la conjecture de Berge-Fulkerson, la conjecture de
Fan-Raspaud et celles de l’existence d’arête-colorations par les lignes du plan de Fano utilisant
au plus quatre ou cinq lignes.

Rappelons tout d’abord la définition de triplet de Steiner.

Définition 26. Un triplet de Steiner d’ordren est une paire ordonnée(P,B) où P est un en-
semble den points etB une collection de sous-ensembles de taille trois deP telle que chaque
pair de points appartienne à exactement un élément deB. Les éléments deB sont appelésblocs
ou triplets.

Notons qu’un triplet de Steiner d’ordren existe si, et seulement si,n est congru à1 ou à3
modulo6.

Définition 27. Le triplet de Steiner projectif d’ordren, notéPG(n, 2) est la paire(P,B) avec
P := Z

n+1
2 \ {0} et (x, y, z) ∈ B si, et seulement si,x + y + z = 0 dansZ

n+1
2 . Le triplet de

Steiner projectif d’ordre deux est le plus petit triplet de Steiner non trivial. On l’appelle leplan
de Fano; il est représenté dans la figure 6.2.

Le triplet de Steiner affine d’ordren, notéAG(n, 2) est la paire(P,B) avecP := Z
n
3 \ {0}

et (x, y, z) ∈ B si, et seulement si,x + y + z = 0 dansZn
3 .

Soit S un triplet de Steiner. UneS-coloration d’un graphe cubiqueG = (V,E) est une
applicationΦ : E → P telle que pour tout sommetv, en notante1, e2 et e3 les trois arêtes
incidentes àv dansG, {Φ(e1), Φ(e2), Φ(e3)} ∈ B.

Cette coloration, introduite dans [HŠ04], est une généralisation naturelle de la3-arête-
coloration classique des graphes cubiques. En effet, dans une3-arête-coloration des graphes
cubiques, une remarque simple est que les couleurs attribuées à deux arrêtes incidentes à un
sommetv forcent la couleur de la troisième arête incidente àv.

Comme nous le verrons plus tard, l’arête-coloration abélienne des graphes cubiques est
liée à l’arête-coloration par des triplets de Steiner. Holroyd et Škoviera ont prouvé les résultats
suivants [HŠ04].

Théorème 47(Holroyd et Škoviera [HŠ04]). SoitS un triplet de Steiner projectif. Un graphe
cubique estS-colorable si, et seulement si, il est sans pont.

Théorème 48(Holroyd et Škoviera [HŠ04]). Tout graphe cubique sans pont possède uneS-
coloration pour tout triplet de Steiner non trivialS.
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FIG . 6.2. Le plus petit triplet de Steiner non trivial : le plan de FanoPG(2, 2).

La situation générale pour les graphes cubiques semble plus complexe. Le lecteur est invité
à se reporter à [HŠ04] pour plus de détails. En particulier, une obstruction structurelle à une
coloration par un triplet de Steiner affine d’un graphe cubique est présentée, et il est conjecturé
que c’est la seule.

Une conséquence du théorème 47 est que tout graphe sans pont admet une coloration par les
droites du plan de Fano, le plus petit triplet de Steiner non trivial. Plus généralement, tout triplet
de Steiner peut être vu comme une configuration : uneconfigurationC est constituée de points
et de droites. Toute droite deC passe par exactement trois points formant un bloc du triplet de
Steiner, et toute paire de points appartient donc à au plus une droite. UneC-arête-coloration
d’un grapheG est une application associant à chaque arête deG un point deC, de sorte que les
points associés à des arêtes incidentes à un même sommet soient sur une même droite deC.

NotonsF7 la configuration du plan de Fano (figure 6.2). Pourk ∈ {4, 5, 6}, soitFk l’unique
sous-configuration (à isomorphisme près) deF7 comportant exactementk droites de sorte que
chaque point deF7 appartienne à au moins une droite deFk. Notons que siF est une sous-
configuration deF7 obtenue en supprimant trois droites contenant un même point, alors un
graphe cubiqueG possède uneF -arête-coloration si, et seulement si, il est3-arête-colorable.

Le théorème 48 peut être reformulé de la façon suivante : tout graphe cubique sans pont
estF7-arête-colorable. En réalité le résultat suivant, plus fort, a été prouvé par Máčajová et
Škoviera [MŠ05].

Théorème 49(Máčajová et Škoviera [MŠ05]). Tout graphe cubique sans pont admet uneF6-
arête-coloration.

Il est naturel de se demander ce qu’il en est pourF4 etF5.

Conjecture 8 (Máčajová et Škoviera [MŠ05]). Tout graphe cubique sans pont estF4-arête-
colorable.

Conjecture 9 (Máčajová et Škoviera [MŠ05]). Tout graphe cubique sans pont estF5-arête-
colorable.

Comme prouvé dans [MŠ05], la conjecture 8 est équivalente à la conjecture suivante, de
Fan et Raspaud [FR94].
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Conjecture 10 (Fan et Raspaud [FR94]). Tout graphe cubique sans pont contient trois1-
facteurs dont l’intersection est vide.

Toutes ces conjectures sont impliquées par la conjecture de Berge et Fulkerson [Ful71,
Sey79].

Conjecture 11 (Berge et Fulkerson [Ful71, Sey79]). Tout graphe cubique sans pont contient
six1-facteurs tels que chaque arête appartienne à exactement2 d’entre-eux.

Les conjectures 11, 8 et 9 forment une suite de conjectures dans laquelle chaque conjec-
ture est impliquée par la précédente. Elles permettent ainsi d’établir une échelle de difficulté
pour différents problèmes ouverts concernant les graphes cubiques. Nous montrerons en parti-
culier que l’existence deZ2 × Z4-arête-coloration est équivalente à l’existence d’uneF5-arête-
coloration.

6.1.2. Résultats

Dans cette sous-section sont regroupés les résultats que nous allons établir.

Théorème 50.SoitA un groupe abélien d’ordre au moins12, ouZ
3
2. Tout graphe cubique sans

pont estA-arête-colorable.

Théorème 51.SoitA l’un des groupes abéliens suivants :Z
2
2, Z6 ≃ Z2×Z3, Z7, Z8. Un graphe

cubique sans pont admet uneA-arête-coloration si, et seulement si, il est3-arête-colorable.

Ces deux théorèmes couvrent tous les groupes abéliens finis saufZ2, Z3, Z5, Z2 × Z4, Z
2
3,

Z10 ≃ Z2 × Z5 et Z11. Il n’est pas difficile de voir qu’aucun graphe cubique n’estA-arête-
colorable siA ∈ {Z2, Z3, Z5}. Pour chacun des quatre groupes restants, la conjecture suivante
est proposée.

Conjecture 12. Tout graphe cubique sans pont possède uneA-arête-coloration siA ∈ {Z2 ×
Z4, Z

2
3, Z10, Z11}.

Cette conjecture est constituée de quatre assertions indépendantes. Nous montrerons en
particulier que l’existence d’uneZ2 × Z4-arête-coloration est équivalente à l’existence d’une
F5-arête-coloration, alors que l’existence d’uneA-arête-coloration pour les autres groupes ex-
ceptionnels est seulement impliquée par uneF5-arête-coloration. La figure 6.3 résume les di-
verses relations établies.

Nous introduisons une nouvelle coloration en considérant laZ-arête-coloration.

Définition 28. Soit G = (V, E) un graphe et soitk un entier naturel non nul. Unek-flot-
coloration entière deG est une applicationc : E → {−k, . . . , k} telle que

(i) ∀e ∈ E, c(e) 6= 0 ;

(ii) deux arêtes incidentes à un même sommet n’ont pas la même image parc ; et

(iii) la somme des images des arêtes incidentes à un même sommet est nulle dansZ.

Nous obtenons le résultat suivant.

Théorème 52.Tout graphe cubique sans pont admet une7-flot-coloration entière.

Nous montrerons également que l’existence d’uneF4-arête-coloration entraîne l’existence
d’une5-flot-coloration entière, et que l’existence d’uneF5-arête-coloration (qui est équivalente
à l’existence d’uneZ2 × Z4-arête-coloration) entraîne l’existence d’une6-flot-coloration en-
tière.
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Z10-arête-coloration

Existence d’un1-facteur et de deux

sous-graphes de parité d’intersection vide

Z2 × Z4-arête-coloration

Conjecture de Fan-Raspaud

Conjecture de Berge-Fulkerson

Existence de deux1-facteurs et d’un

sous-graphe de parité d’intersection vide

Théorème des6 droites

Z3 × Z3-arête-coloration 7-flot-coloration entière

Z11-arête-coloration

6-flot-coloration entière

Conjecture des4 droites

Conjecture des5 droites

5-flot-coloration entière

FIG . 6.3. Vue d’ensemble des relations établies entre les diverses conjectures étudiées. Les
encadrements en gras indiquent les assertions prouvées.

D’autre part, si un graphe cubiqueG admet une5-flot-coloration entièrec, alors il admet
également uneZ10-arête-coloration et uneZ11-arête-coloration : soitc′(e) le reste dec(e) mo-
dulo10 ou11. L’obtention d’uneZ11-arête-coloration est directe par définition de la coloration
entière. PourZ10, il faut en outre remarquer qu’un sommet ne peut être incident à une arête
colorée5 et une arête colorée−5 parc, puisque la somme des couleurs pour ce sommet serait
alors égale à la couleur de la dernière arête, donc non nulle.

Conjecture 13. Tout graphe cubique sans pont admet une5-flot-coloration entière.

La relation entre cette conjecture et les autres problèmes considérés est donnée par la fi-
gure 6.3.

6.1.3. Notations

Voici quelques définitions et notations.
Soit G = (V,E) un graphe et soitH un sous-graphe deG, le grapheG/H est obtenu

en contractant chaque composante connexe deH en un seul sommet, puis en supprimant les
boucles éventuelles (mais pas les arêtes multiples). Pour tout entierk, unk-facteurdeG est un
sous-graphe couvrantk-régulier deG. En particulier, un1-facteur est uncouplage parfait.



6.2. Lemme de l’arc-en-ciel 141

Pour toutT ⊆ V , un T -joint de G est un sous-grapheG′ de G tel que les sommets de
degré impair dansG′ soient exactement les sommets deT . Un grapheG contient unT -joint si,
et seulement si, chaque composante connexe deG contient un nombre pair de sommets deT .
Un sous-graphe de parité deG est unT -joint deG avecT l’ensemble des sommets de degré
impair deG. En d’autre termes, un sous-graphe de parité deG est un sous-graphe couvrantG′

deG tel que la parité du degré de tout sommet soit la même dansG et dansG′.
À tout groupe abélien finiG est associée une configurationC(A) dont les points sont les

éléments non nuls deA, et dont les droites sont formées par les triplets(α, β, γ) ∈ A3 tels que
α + β + γ = 0 dansA. Un graphe cubique admet uneA-arête-coloration si, et seulement si, il
admet uneC(A)-arête-coloration.

Un homomorphismeϕ d’une configurationC1 vers une configurationC2 est une application
associant à chaque point deC1 un point deC2 tel que dès que(α, β, γ) est une droite deC1

(ϕ(α), ϕ(β), ϕ(γ)) est une droite deC2. SiC1 esthomomorphiqueàC2, c’est-à-dire qu’il existe
un homomorphisme deC1 versC2, alors tout graphe cubique admettant uneC1-arête-coloration
admet uneC2-arête-coloration.

6.2. Lemme de l’arc-en-ciel
Le lemme de l’arc-en-ciel, que nous allons établir dans cette section, relie l’existence d’une

F6-arête-coloration à celle de certains1-facteurs et sous-graphes de parité pour les graphe cu-
biques.

Commençons par citer un lemme auxiliaire à propos de l’existence de1-facteurs évitant les
coupes composées de trois arêtes, c’est-à-dire ne contenant pas trois arêtes dont la suppression
déconnecte le graphe.

Définition 29. Un arête-séparateur d’un grapheG est un ensemble d’arêtes deG dont la
suppression déconnecteG.

Le lemme suivant peut être vu comme une conséquence de la description du polytope des
couplages parfaits des graphes cubiques (voir [KKN05 ]). Il est également possible de prouver
ce résultat par récurrence sur l’ordre du graphe.

Lemme 35. Soit G un graphe cubique sans pont et soite une arête deG. G contient un1-
facteurM tel que

(i) e ∈ M ; et

(ii) M ne contient pas d’arête-séparateur de taille3, c’est-à-dire que la suppression de
trois arêtes quelconques appartenant àM ne déconnecte pasG.

Le lemme suivant sera utile afin de prouver le lemme de l’arc-en-ciel.

Lemme 36. SoitG un graphe ne contenant pas d’arête-séparateur (minimal par inclusion) de
taille un ou trois. AlorsG admet un4-flot partout non nul.

Démonstration. Par récurrence sur l’ordre deG = (V,E). Puisque tout graphe4-connexe
admet un4-flot partout non nul [Jae75, Jae79], G possède un arête-séparateur de taille2,
disonsS := {e, f}. SoientV1 etV2 les ensembles de sommets des deux composantes connexes
deG[E \ {e, f}]. Pouri ∈ {1, 2}, notonsGi le graphe obtenu à partir deG en contractantVi

en un seul sommet, puis en remplaçant le sommet de degré2 ainsi créé par une arête notéeei.
PuisqueG ne possède pas d’arête-séparateur minimal de taille1 ou 3, il en est de même pour
G1 et G2. Ainsi, d’après l’hypothèse d’induction,G1 et G2 admettent un4-flot partout non
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nul, donc unZ2×Z2-flot (partout non nul), notéfi. De plus, quitte à utiliser un automorphisme
approprié deZ2×Z2, supposons quef1(e1) = f2(e2). UnZ2×Z2-flot f deG s’obtient alors en
posant pour toute arêtea deGi différente dee et f , f(a) := fi(a), etf(e) := f(f) := f1(e1).
Le grapheG admet donc un4-flot partout non nul. ¤

Nous sommes à présent en mesure de prouver le lemme de l’arc-en-ciel, ainsi nommé car
sa première assertion est que tout graphe cubique sans pont possède un2-facteurF avec la
propriété suivante : les arêtes n’appartenant pas àF peuvent être colorées par3 couleurs de
sorte que, pour tout cycleC de F et pour toute couleurc, la parité du nombre d’arêtes de
couleurc incidentes àC soit celle deC.

Lemme 37(lemme de l’arc-en-ciel). SoitG un graphe cubique sans pont. Les assertions sui-
vantes sont vraies et équivalentes.

(i) G possède un2-facteur F tel que les arêtes n’appartenant pas àF puissent être
colorées avec les couleurs rouge, vert et bleu, de manière à ce que, pour chaque
cycleC de F , et pour chaque couleurc, la parité du nombre d’arêtes coloréesc
incidentes àc soit celle deC.

(ii) G possède un2-facteur F tel que les arêtes n’appartenant pas àF puissent être
colorées avec les couleurs rouge, vert et bleu, de manière à ce que, pour chaque
cycleC de F , et pour chaque couleurc, la parité du nombre d’arêtes coloréesc
incidentes àc soit celle deC. De plus, les arêtes colorées peuvent l’être de sorte que
les arêtes rouges et les arêtes vertes induisent des sous-graphes de parité acycliques
deG/F .

(iii) G possède un2-facteurF tel queG/F ait un4-flot partout non nul.

(iv) G possède un1-facteur et deux sous-graphes de parité dont l’intersection est vide.

(v) G estF6-arête-colorable, c’est-à-dire qu’il admet une arête-coloration utilisant au
plus6 droites du plan de Fano.

L’assertion(v) a déjà été prouvée (théorème2 de [MŠ05]).

Démonstration. Commençons par établir l’une des assertions, puis prouvons ensuite que toute
les assertions sont équivalentes. Comme signalé, l’assertion(v) est déjà prouvée. Par soucis de
complétude, nous donnons tout de même une preuve rapide de l’assertion(iii) .

D’après le lemme 35,G = (V,E) admet un1-facteur qui ne contient pas d’arête-séparateur
de taille3. SoitF le 2-facteur deG obtenu en complémentant ce1-facteur dansE. Alors G/F
ne possède pas d’arête-séparateur minimal de taille un ou trois. Donc, d’après le lemme 36,
G/F admet un4-flot partout non nul.

Montrons à présent que les cinq assertions du lemme sont équivalentes. L’assertion(iii) af-
firme queG/F admet ce qui est appelé une3-arête-coloration de paritédans [God88] c’est-à-
dire une coloration des arêtes telle que la parité du nombre d’arête de chaque couleur incidente
à tout sommetv soit celle du degré dev. Or il est prouvé dans [God88] que l’existence d’une
telle coloration est équivalente à celle d’un4-flot partout non nul. Ceci prouve l’équivalence
des assertions(i) et (iii) .

L’assertion(ii) entraîne l’assertion(i). Pour l’implication opposée, supposons que les arêtes
de G/F soient3-colorées comme dans l’assertion(i). Si le sous-graphe induit par les arêtes
rouges contient un cycle, toutes les arêtes du cycle sont recolorées en bleu. Comme tout sommet
deG/F est incident à un nombre pair d’arêtes du cycle, cela ne change pas la validité de l’arête-
coloration. Il suffit de continuer ainsi jusqu’à ce que les arêtes rouges induisent une forêt. La
même procédure pour les arêtes vertes fournit une arête-coloration comme dans l’assertion(ii) .
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Montrons que les assertions(iv) et(v) sont équivalentes. Supposons quec soit uneF6-arête-
coloration deG (voir figure 6.4). Posons

M := {e ∈ E : c(e) = 0yz, (y, z) ∈ {0, 1}2},
P1 := {e ∈ E : c(e) = x0z, (x, z) ∈ {0, 1}2} et

P2 := {e ∈ E : c(e) = xy0, (x, y) ∈ {0, 1}2}.

001

100

111
010

011101 110

FIG . 6.4. La configurationF6.

Il n’est pas difficile de vérifier queM est un1-facteur deG, et queP1 etP2 sont des sous-
graphes de parité deG. Clairement,M ∩ P1 ∩ P2 = ∅. Pour établir l’implication opposée,
supposons queG contienne un1-facteurM et deux sous-graphes de paritéP1 et P2 dont l’in-
tersection est vide. Associons à toute arêtee ∈ E le pointxyz avecx = 0 si, et seulement si,
e ∈ M ; y = 0 si, et seulement si,e ∈ P1 et z = 0 si, et seulement si,e ∈ P2. La coloration
obtenue est uneF6-arête-coloration deG (voir figure 6.4).

Il reste à prouver l’équivalence de l’assertion(iv) avec les assertions(i) à (iii) . Supposons
queG contienne un1-facteurM et deux sous-graphes de paritéP1 et P2 tels queM ∩ P1 ∩
P2 = ∅. Soit F le 2-facteur constitué des arêtes n’appartenant pas àM . Colorons les arêtes
n’appartenant pas àF , c’est-à-dire les arêtes deM , de la façon suivante : les arêtes deP1 sont
colorées en rouge, celles deP2 en vert, et celles n’appartenant ni àP1 ni à P2 en bleu (cette
coloration est bien définie et colore bien toutes les arêtes deM puisqueM ∩P1 ∩P2 = ∅). Soit
C un cycle deF . CommePi est un sous-graphe de parité deG, la parité du nombre d’arêtes de
Pi quittant un cycle deF est celle du cycle, pouri ∈ {1, 2}. Donc les arêtes colorées rouges et
les arêtes vertes satisfont la condition de(i). Le nombre d’arêtes bleues incidentes à un cycle
C deF est égal au nombre d’arêtes colorées incidentes àC moins le nombre d’arêtes rouges
ou vertes incidentes àC. D’après l’observation précédente, ce dernier nombre est pair, donc les
arêtes bleues satisfont également la condition de(i). Terminons la démonstration en prouvant
que (iii) implique (iv). Soit f un Z2 × Z2-flot partout non nul deG/F . Étendonsf en un
Z2 × Z2-flot de G (non nécessairement non nul), de sorte que les arêtes dont le flot est nul
appartiennent toutes àF . Ceci est toujours possible : soitC := v1v2 . . . vk un cycle deF . Pour
tout i ∈ {1, 2, . . . , k}, notonsfi la valeur du flot sur l’arête incidente àvi et n’appartenant pas
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àC. Posons, pour tout entieri ∈ {1, 2, . . . , k},

f(vivi+1) :=
i∑

j=1

fj.

Alors,∀i ∈ {2, 3, . . . , k}, le flot envi vautf(vi−1vi) + fi + f(vivi+1) = 2
i∑

j=1

fi = 0. De plus,

le flot env1 vaut
k∑

j=1

fi + 2f1 =
k∑

j=1

fi = 0 carf est un flot deG/F . Soit alorsM le 1-facteur

complémentaire deF , et posons pouri ∈ {1, 2}, Pi := {e ∈ E : πi(f(e)) = 0} en notantπi la
projection suivant laième coordonnée.P1 et P2 sont clairement des sous-graphes de parité. De
plus, comme pour toute arêtee ∈ E, f(e) 6= (0, 0), l’intersection des sous-graphesM , P1 et
P2 est vide. ¤

Il est prouvé dans [HŠ04] que tout graphe cubique sans pont4-arête-connexe estD9-arête-
colorable, oùD9 est la configuration formée de six droites et neuf points illustrée figure 6.5. Le
lemme de l’arc-en-ciel permet d’étendre ce résultat à tous les graphes cubiques sans pont, en
suivant la preuve de [HŠ04].

ef

hi

g

b cd

a

FIG . 6.5. La configurationD9.

Lemme 38. Tout graphe cubique sans pont estD9-arête-colorable.

Démonstration. SoientF un2-facteur deG = (V,E) etc une arête-coloration deG/F comme
dans l’assertion(ii) du lemme de l’arc-en-ciel. Définissons deux applicationsϕi : E → Z3 de
la manière suivante : l’image parϕ1 des arêtes vertes et bleues deG est zéro, et l’image des
autres arêtes est1 ou 2 de sorte que la somme des images des arêtes incidentes à tout sommet
soit nulle dansZ3. Ceci est toujours possible car les arêtes rouges induisent une forêt dans
G/F , et le nombre d’arêtes bleues ou vertes incidentes à tout cycle deF est pair. L’application
ϕ2 est définie de façon similaire, en assignant zéro aux arêtes rouges et bleues.
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Soit ϕ(e) := (ϕ1(e), ϕ2(e)). Les triplets de couleurs éventuellement assignés parϕ aux
arêtes incidentes à un même sommetv sont les suivants :

{(1, 0), (1, 1), (1, 2)} ou

{(2, 0), (2, 1), (2, 2)} si v est incident à une arête rouge,

{(0, 1), (1, 1), (2, 1)} ou

{(0, 2), (1, 2), (2, 2)} si v est incident à une arête verte,

{(0, 0), (1, 1), (2, 2)} ou

{(0, 0), (1, 2), (2, 1)} sinon.

Définissons, grâce àϕ, une colorationσ des arêtes deG par les points deD9 :

σ(e) =







a si ϕ(e) = (0, 0),

b si ϕ(e) = (1, 1),

c si ϕ(e) = (1, 2),

d si ϕ(e) = (1, 0),

e si ϕ(e) = (2, 1),

f si ϕ(e) = (2, 2),

g si ϕ(e) = (2, 0),

h si ϕ(e) = (0, 1), et

i si ϕ(e) = (0, 2).

Il n’est pas difficile de vérifier queσ est uneD9-arête-coloration deG. ¤

6.3. Arête-coloration abélienne
Dans cette section sont établis les théorèmes 50 et 51.

Démonstration du théorème 50.En vertu du théorème de décomposition des groupes abé-
liens finis, le groupeA s’écrit Zk1 × Zk2 × . . . × Zkℓ

avec,∀i ∈ {1, 2, . . . , ℓ − 1}, ki|ki+1. Si
k1 = k2 = k3 = 2, considérons unZ3

2-flot partout non nulf deG (rappelons que tout graphe
sans pont admet unZ3

2-flot partout non nul [Jae75]). Donnons à chaque arête une couleur deA
telle que les trois premières coordonnées coïncident avecf et que les autres soient nulles. La
coloration ainsi définie est uneA-arête-coloration deG.

Pour les cas restants, nous montrons que la configurationD9 est homomorphe àC(A). Ceci
prouve le résultat souhaité en vertu du lemme 38.

Si ℓ ∈ {1, 2}, un homomorphisme est donné par la table 6.1 (voir aussi la figure 6.6).
Supposons à présent queℓ = 3 et k3 > 2. Si k2k3 ≥ 12, alors il existe un homomorphisme
deD9 versC(Z2 × Z3), qui s’étend en un homomorphisme deD9 versA en assignant0 à la
première coordonnée. Sik2k3 < 12, alors les deux groupes possibles sontZ2 × Z2 × Z4 et
Z3 × Z3 × Z3 pour lesquels un homomorphisme est donné par la table 6.1.

Il reste à considérer le cas oùℓ > 3 (et k3 > 2). Dans ce cas, il existe un homomorphisme
deD9 versC(Zk1 × Zk2 × Zk3). Cet homomorphisme s’étend en un homomorphisme deD9

versA en annulant lesℓ − 3 dernières coordonnées.
¤
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❵
❵

❵
❵

❵
❵

❵
❵

❵
❵

❵
❵

❵
❵

Groupe
Points deD9 a b c d e f g h i

Zn

n = 12 oun ≥ 15 1 n − 3 4 n − 1 n − 5 2 3 8 n − 6
n ∈ {13, 14} 1 n − 3 5 n − 2 n − 6 2 4 9 n − 7

Zk1 × Zk2

k1 = 2 etk2 = 6 ouk2 ≥ 10
ou (0, 1) (0, k2 − 3) (1, 1) (k1 − 1, 2) (k1 − 1, k2 − 2) (0, 2) (1, 0) (1, 5) (k1 − 1, k2 − 3)

k1 ≥ 3 etk2 ≥ 6
k1 = 2 etk2 = 8 (0, 1) (1, 7) (1, 2) (0, 7) (1, 5) (1, 0) (0, 3) (0, 4) (0, 6)

k1 = k2 = 4 (0, 2) (3, 2) (1, 3) (0, 3) (3, 3) (1, 0) (0, 1) (2, 3) (2, 1)
k1 = k2 = 5 (0, 1) (4, 4) (1, 2) (0, 4) (4, 2) (1, 0) (0, 3) (2, 4) (3, 3)

Zk1 × Zk2 × Zk3

k1 = k2 = 2 etk3 = 4 (0, 1, 0) (0, 1, 3) (1, 1, 2) (1, 0, 3) (1, 0, 2) (0, 0, 1) (1, 0, 1) (1, 1, 3) (1, 1, 1)
k1 = k2 = k3 = 3 (0, 0, 1) (1, 1, 1) (2, 1, 1) (0, 1, 1) (1, 2, 1) (2, 2, 1) (0, 2, 1) (1, 0, 1) (2, 0, 1)

TAB . 6.1. Homomorphismes de la configurationD9 vers certains groupes abéliens finis.

10

7
4

96

5

2

1

11

(a)C(Z13)

82

97

1211 5

1

4

(b) C(Z14)

n − 52

8

4n − 1

1

3

n − 3

n − 6

(c) C(Zn) pourn = 12 etn ≥ 15

FIG . 6.6. Homomorphismes de la configurationD9 versC(Zn) pourn ≥ 12.
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Démonstration du théorème 51.Le résultat est trivial siA = Z
2
2 puisque dans ce casC(A)

comporte exactement une droite. Dans les trois cas restants, un homomorphisme deC(A) vers
C(Z2

2) est donné par la table 6.2. D’autre part, puisqueC(Z2
2) ne comporte qu’une droite, il

existe clairement un homomorphisme deZk versZ
2
2 pourk ∈ {6, 7, 8}.

❵
❵

❵
❵

❵
❵

❵
❵

❵
❵

❵
❵

❵
❵❵

Groupe
Éléments deZ2

2 (0, 1) (1, 0) (1, 1)

Z6 1, 4 2, 5 3
Z7 1, 3 2, 5 4, 6
Z8 1, 7 2, 4, 6 3, 5

TAB . 6.2. Homomorphismes deC(Z2
2) versC(Zk) pourk ∈ {6, 7, 8}. Chaque cellule indique

les pré-images des éléments deZ
2
2 de la colonne correspondante.

¤

6.4. Arête-coloration abélienne pour les groupes exception-
nels

6.4.1. Z2 × Z4-arête-coloration

Nous établissons dans cette sous-section que l’existence d’uneZ2 ×Z4-arête-coloration est
équivalente à l’existence de deux1-facteurs et un sous-graphe de parité dont l’intersection est
vide. Commençons avec une définition.

Définition 30. SoientG un graphe etS un arête-séparateur deG. L’ensembleS est unecoupe
impairesi, et seulement si, il existe au moins une composante deG − S d’ordre impair.

Lemme 39. SoitG un graphe cubique. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Le grapheG contient deux1-facteurs et un sous-graphe de parité dont l’intersection
est vide.

(ii) Le grapheG contient deux1-facteursM1 et M2 tels queM1 ∩ M2 ne contienne pas
de coupe impaire.

(iii) Le grapheG contient un1-facteurM , un2-facteurF et un couplageM ′ tels queM ′

et M ∪ F soient disjoints, et tels que la parité du nombre d’arêtes deM ′ incidentes
à tout cycleC deF soit celle deC (en d’autres termes, les arêtes deM ′ induisent un
sous-graphe de parité deG/F ). De plus, les arêtes deM ′ peuvent être choisies de
sorte à ce qu’elles induisent une forêt dansG/F .

Démonstration. Prouvons d’abord que(i) et (ii) sont équivalents. Supposons queG contienne
deux1-facteursM1 etM2 et un sous-graphe de paritéP tels queM1∩M2∩P = ∅. CommeP est
un sous-graphe de parité, il intersecte toutes les coupes impaires : soitS une coupe impaire, et
soitH une composante connexe impaire deG−S. SiP n’intersecte pasS, alors le sous-graphe
deH induit parP est un graphe d’ordre impair dont le degré de tous les sommets est impair,
une contradiction. CommeP ∩ M1 ∩ M2 = ∅, les deux1-facteursM1 et M2 ne contiennent
aucune coupe impaire. Pour l’implication opposée, notonsM1 etM2 deux1-facteurs deG dont
l’intersection ne contient pas de coupe impaire. Alors toute composante connexe deG− (M1∩
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M2) possède un nombre pair de sommets. Donc le grapheG − (M1 ∩ M2) possède unT -joint
pourT = V (G). CeT -joint est un sous-graphe de paritéP deG tel queP ∩ M1 ∩ M2 = ∅.

Montrons que(i) implique (iii) . SoientM1 et M2 deux1-facteurs etP un sous-graphe de
parité deG dont l’intersection est vide. SoitM := M1 et soitF le 2-facteur complémentaire de
M2. Enfin, notonsM ′ l’ensemble des arêtes deM2 appartenant àP . CommeP ∩M1∩M2 = ∅,
M ′ ∩ (M ∪F ) = ∅. En outre, commeP est un sous-graphe de parité deG, la parité du nombre
d’arêtes deP quittant chaque cycleC deF est celle deC. Les arêtes deM ′ forment ainsi un
sous-graphe de parité deG/F . Pour que les arêtes deM ′ induisent une forêt il suffit, tant que
M ′ contient un cycle, d’enlever deM ′ toutes les arêtes du cycle (ce qui ne change pas le fait
queM ′ soit un sous-graphe de parité deG/F ).

Il reste à montrer que(iii) implique(i). SoientM , F etM ′ comme dans(iii) . SoitM1 := M
et soitM2 le 1-facteur complémentaire deF . Supposons queM1 ∩ M2 contienne une coupe
impaireS, et notonsW une composante connexe d’ordre impair deG−S. Tout cycle deF est
soit contenu dansW , soit disjoint deW carF ∩M2 = ∅. Comme le nombre de sommets deW
est impair, il existe une arêtee ∈ M ′ incidente à un sommet deW et un sommet deG − W .
En effet, supposons le contraire et considérons le sous-grapheW ′ deW/F induit par les arêtes
deM ′. Le nombre de cycles impairs deF dansW étant impair (car l’ordre deW l’est), etM ′

étant un sous-graphe de parité deG/F , le grapheW ′ possède un nombre impair de sommets
de degré impair, une contradiction. Par définition deS, l’arête e appartient àM ′ ∩ M1, une
contradiction. ¤

Théorème 53.SoitG un graphe cubique sans pont. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Le grapheG admet uneZ2 × Z4-arête-coloration.

(ii) Le grapheG admet uneF5-arête-coloration.

(iii) Le grapheG contient deux1-facteurs et un sous-graphe de parité dont l’intersection
est vide.

Démonstration. L’équivalence des deux premières assertions est établie par l’homomorphisme
deC(Z2 × Z4) versF5 donné par la figure 6.7.

011(0, 3)(1, 1)

(0, 2)

(0, 1) (1, 0) (1, 3) 010 110

001

100

101

(1, 2) 111

FIG . 6.7. L’isomorphisme entreF5 etC(Z2×Z4) est indiqué dans la partie gauche de la figure.
La partie droite indique les notations utilisées dans la suite de la preuve du théorème 53.

Montrons que(ii) entraîne(iii) . Considérons uneF5-arête-colorationc deG = (V, E). Une
arêtee ∈ E coloréexyz (voir la partie droite de la figure 6.7) est ajoutée àM1 si, et seulement
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si, x = 0 ; à M2 si, et seulement si,y = 0 et àP si, et seulement si,z = 0. L’intersection des
trois sous-graphes obtenus est vide, et il n’est pas difficile de vérifier queM1 et M2 sont des
1-facteurs deG, alors queP est un sous-graphe de parité deG.

Montrons que(iii) entraîne(ii) . SoientM1 et M2 deux1-facteurs deG, et soitP un sous-
graphe de parité deG tels queM1 ∩ M2 ∩ P = ∅. Il n’est pas difficile de vérifier qu’une
F5-arête-coloration deG est obtenue de la façon suivante : une arêtee ∈ E est coloréexyz
avecx = 0 si, et seulement si,e ∈ M1 ; y = 0 si, et seulement si,y ∈ M2 et z = 0 si, et
seulement si,e ∈ P . ¤

Dans les trois sous-sections suivantes, nous prouvons que l’existence d’uneZ2 × Z4-arête-
coloration implique l’existence d’uneA-arête-coloration pour tous les autres groupes excep-
tionnelsA.

6.4.2. Z
2
3-arête-coloration

Théorème 54.Tout graphe cubiqueZ2 × Z4-arête-colorable estZ2
3-arête-colorable.

Démonstration. D’après le lemme 39, le grapheG possède un1-facteurM , un 2-facteurF
et un couplageM ′ disjoint deM ∪ F et dont les arêtes induisent un sous-graphe acyclique de
G/F .

Soitϕ1 : E(G) → Z3 l’application suivante :

ϕ1(e) =







1 si e ∈ M \ F,
2 si e /∈ M ∪ F,
1 si e ∈ F \ M,
0 sinon.

Remarquons queϕ1(e) = 0 si, et seulement si,e ∈ M ∩F . Une vérification directe certifie
que la somme des images parϕ1 des arêtes incidentes à un même sommet deG est nulle dans
Z3.

La définition deϕ2 est plus complexe. L’image parϕ2 des arêtese n’appartenant ni àF
ni à M ′ est0. Les images des arêtes restantes sont1 ou 2, de sorte que la somme des images
des arêtes incidentes à un même sommet soit nulle dansZ3. Ceci est toujours possible : com-
mençons par colorer les arêtes de chaque cycleC de F par 1 ou 2 de sorte que deux arêtes
deC incidentes à une même arête deM ′ soient de la même couleur, et les autres arêtes inci-
dentes deC soient colorées différemment. Une telle coloration existe toujours car les arêtes
de M ′ induisent un sous-graphe de parité deG/F . Il reste à présent à rendre cohérentes ces
colorations : soitT l’un des arbres deG/F induit par les arêtes deM ′, et soitr l’un de ses
sommets. Le sommetr deG/F correspond à un cycleCr deF . Chaque arêtee ∈ M ′ incidente
à Cr est colorée de la même couleur que les deux arêtes deCr auxquelles elle est incidente.
Soit C ′ l’autre cycle auquele est incidente Sila couleur des deux arêtes deC ′ incidentes àe
est différente de celle dee, il suffit d’inverser les couleurs1 et 2 dansC ′. Cette procédure est
répétée en suivant un parcours en largeur ou en profondeur deT . La coloration ainsi obtenue
est bien celle souhaitée.

Soit ϕ : E → Z
2
3 défini parϕ(e) := (ϕ1(e), ϕ2(e)). Montrons queϕ est uneZ

2
3-arête-

coloration deG. Tout d’abord, l’image d’une arête parϕ n’est pas nulle dansZ2
3 carϕ1(e) =

0 ⇒ e ∈ F etϕ2(e) = 0 ⇒ e /∈ F . La somme des images parϕ de trois arêtes incidentes à un
même sommet est nulle dansZ

2
3 par construction deϕ. Il reste à montrer que ces images sont

différentes. L’applicationϕ2 attribue la même image à des arêtes incidentes à un même sommet
v si, et seulement si,v est incident à une arête deM ′. Dans ce cas, puisqu’exactement deux des
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trois arêtes incidentes àv appartiennent àF , exactement une àM et commeM ′∩(M∪F ) = ∅,
les trois arêtes sont respectivement dansM ′, F \ M et F ∩ M . Les images de ces trois arêtes
parϕ1 sont donc toutes différentes (respectivement2, 1 et0). ¤

b

e

h

11

01

21

20

02

10 12cd

f

a

i 22

FIG . 6.8. La configurationD8.

Soit D8 la configuration représentée par la figure 6.8 (cette configuration s’obtient à partir
de D9 en supprimant l’une des droites). La preuve précédente permet d’obtenir le corollaire
suivant.

Corollaire 9. Un graphe cubiqueG estZ2 × Z4-arête-colorable si, et seulement si, il estD8-
arête-colorable.

Démonstration. Dans la preuve du théorème précédent, il y a exactement cinq triplets d’élé-
ments deZ2

3 qui peuvent être assignés aux trois arêtes incidentes à un même sommet :

{(1, 0), (1, 1), (1, 2)}, {(2, 0), (1, 1), (0, 2)}, {(2, 0), (0, 1), (1, 2)}
{(2, 1), (0, 1), (1, 1)} et{(2, 2), (0, 2), (1, 2)}.

Ainsi, la Z
2
3-arête-coloration définie dans la preuve du théorème 54 peut être vue comme

uneD8-arête-coloration en nommant les points deD8 comme dans la partie droite de la fi-
gure 6.8.

D’autre part, comme la configurationD8 est homomorphe àF5 (il suffit d’identifier les
pointsh et i), le théorème 53 montre que l’existence d’uneD8-arête-coloration implique celle
d’uneZ2 × Z4-arête-coloration. ¤

6.4.3. Zx-arête-coloration pour x ∈ {10, 11}
Théorème 55.Tout graphe cubiqueG admettant uneZ2 × Z4-arête-coloration admet une
Z10-arête-coloration.

Démonstration. La figure 6.9(a) donne un homomorphisme deD8 versC(Z10). L’existence
d’uneZ10-arête-coloration découle donc du corollaire 9. ¤

Théorème 56.Tout graphe cubiqueG admettant uneZ2 × Z4-arête-coloration admet une
Z11-arête-coloration.

Démonstration. La figure 6.9(b) donne un homomorphisme deD8 versC(Z11). L’existence
d’uneZ11-arête-coloration découle donc du corollaire 9. ¤
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(a) Homomorphisme deD8 vers
C(Z10)

1

3

7

6

4

8 2
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(b) Homomorphisme deD8 vers
C(Z11)

FIG . 6.9. Homomorphismes deD8 versC(Z10) etC(Z11).

6.5. Arête-coloration entière
Nous considérons dans cette section l’arête-coloration des graphes cubiques par des entiers.

Théorème 57.Tout graphe cubique sans pont admet une7-flot-coloration entière.

Démonstration. D’après le lemme 38, tout graphe cubique sans pont admet uneD9-arête-
coloration. Il suffit donc de montrer qu’il est possible d’attribuer aux points deD9 des entiers
non nuls de{−7, . . . , 7} de sorte que les entiers associés aux points de chaque droite soient
deux-à-deux distincts et de somme nulle dansZ. Une telle association est donnée par la fi-
gure 6.10(a). ¤

Voyons à présent les relations entre l’existence dex-flot-coloration entière et les problèmes
ouverts précédemment cités, pourx ∈ {5, 6}.

Théorème 58.Tout graphe cubiqueZ2 × Z4-arête-colorable admet une6-flot-coloration en-
tière.

Démonstration. En vertu du corollaire 9, il suffit de montrer l’existence d’une application
associant à chaque point deD8 un entier non nul de{−6, . . . , 6} de sorte que les entiers associés
aux points de chaque droite soient deux-à-deux distincts et de somme nulle dansZ ; ce qui est
fait par la figure 6.10(b). ¤

Enfin, nous prouvons que la conjecture 10, de Fan et Raspaud, implique l’existence d’une
5-flot-coloration entière pour les graphes cubiques sans pont.

Théorème 59.Tout graphe cubique sans pont possédant trois1-facteurs dont l’intersection est
vide admet une5-flot-coloration entière.

Démonstration. Soit G un graphe cubique sans pont possédant trois1-facteurs dont l’inter-
section est vide. D’après [HŠ04], le grapheG admet uneF4-arête-coloration. La figure 6.10(c)
montre comment associer un entier non nul de{−5, . . . , 5} à chaque point deF4 de sorte que
les entiers associés aux points de toute droite deF4 soient distincts et de somme nulle dansZ,
ce qui conclut la preuve. ¤
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−1 +3

+5

+7 −3

+6 +4

−2

−4

(a) Étiquetage des points deD9 par des
entiers non nuls entre−7 et7.

−1 −2+3

+5

+6 +4

−3−4

(b) Étiquetage des points deD8 par des
entiers non nuls entre−6 et6.

−1 −2+3

+5

+4

−3−4

(c) Étiquetage des points deF4 par des
entiers non nuls entre−5 et5.

FIG . 6.10. Étiquetage des points des configurationsD9, D8 etF4 par des entiers non nuls.

6.6. Conclusion
Nous nous sommes intéressés dans ce chapitre à plusieurs problèmes d’arête-coloration des

graphes cubiques, et avons établi diverses relations entre-eux. Beaucoup de questions intéres-
santes restent à résoudre, et plutôt que de les récapituler ici, nous allons brièvement analyser
une autre sorte d’arête-coloration.

En effet, nous avons principalement parlé deA-arête-coloration propre des arêtes, et nous
avons vu que l’existence d’uneA-arête-coloration impropre (c’est-à-dire dans laquelle deux
arêtes incidentes peuvent être colorées de la même couleur) est assez simple à traiter : tout
grapheG possède uneA-arête-coloration impropre pour tout groupe abélien d’ordre au moins
cinq. Néanmoins, si la condition stipulant que l’élément nul du groupe ne doit colorer aucune
arête est supprimée, la situation devient plus intéressante.
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UneA-arête-coloration étendued’un graphe cubiqueG est une coloration de ses arêtes par
des éléments du groupe abélienA de sorte que les éléments assignés aux arêtes incidentes à un
même sommet soient différentes et de somme nulle dansA. Si A est un groupe abélien d’ordre
au moins8, tout graphe cubique sans pont admet uneA-arête-coloration étendue. SiA est l’un
des cinq groupesZ3, Z4, Z5, Z6 ≃ Z2 × Z3 et Z2

2, alors un graphe cubique admet uneA-arête-
coloration étendue si, et seulement si, il est sans pont. Ainsi, le seul cas restant à traiter est celui
du groupeZ7. Nous n’avons pu prouver que tout graphe cubique sans pont admet uneZ7-arête-
coloration étendue. En revanche, tout graphe cubique admettant uneF4-arête-coloration admet
uneZ7-arête-coloration étendue. Plus précisément, l’observation suivante est vraie. SoitC0 la
configuration de la figure 6.11. Selon [DMGG96], il existe exactement deux configurations
comportant5 droites et7 points : les configurationsmia et mitre. La configurationC0 corres-
pond à la configuration mitre de [DMGG96], et la configuration mia à la configuration ici notée
F5. Tout graphe cubique admet uneC0-arête-coloration si, et seulement si, il admet uneZ7-
arête-coloration étendue, comme le montre la partie gauche de la figure 6.12. En outre, l’exis-
tence d’uneC0-arête-coloration implique l’existence d’uneZ3 × Z3-arête-coloration, comme
prouvé par la partie droite de la figure 6.12. Notons qu’il est conjecturé dans [MŠ05] que tout
graphe cubique sans pont admet uneC0-arête-coloration.

FIG . 6.11. La configurationC0.
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FIG . 6.12. Un isomorphisme entreC0 etZ7 à gauche, et un homomorphisme deC0 versC(Z3×
Z3) à droite.
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Largeur arborescente linéaire





CHAPITRE 7

Reroutage dans les réseauxWDM

Ce chapitre concerne le début de l’étude d’un nouvel invariant pour les graphes, introduit
afin de modéliser des problèmes de reroutage dans les réseauxWDM(Wavelength-Division Mul-
tiplexing). Comme nous allons le voir, cet invariant est très proche de la largeur arborescente
linéaire, et c’est son étude qui nous a amenés aux travaux sur la largeur arborescente linéaire
présentés dans le chapitre suivant. Les résultats de ce chapitre ont été obtenus avec David Cou-
dert, Quang-Cuong Pham et Stéphane Pérennes, voir [CPPS05] et [CS06].

7.1. Introduction
Habituellement, lorsqu’une nouvelle requête (i.e. demande de connexion entre deux termi-

naux) est ajoutée ou supprimée d’un réseau, comme un réseauWDM par exemple, le routage
des autres requêtes n’est pas modifié. C’est pourquoi, après une série d’ajouts et de suppres-
sions de requêtes, il est fort probable que le routage obtenu ne soit pas optimal. En particulier,
une nouvelle requête peut être rejetée alors qu’un routage différent des connexions déjà pré-
sentes aurait permis de router également cette nouvelle requête. Ainsi, les opérateurs ont intérêt
à régulièrement réorganiser le routage des requêtes afin de bien exploiter les ressources à leur
disposition. Dans ce chapitre est décrit le début de l’étude du passage d’un routage à un autre,
sans perte de service.

Étant donné un réseau, un ensembleI de requêtes et deux routages différentsR1 et R2,
le but est de passer deR1 à R2, en déplaçant les requêtes une à une. Soientu et v deux
requêtes, leurs routages parRi étant respectivement notésRi(u) etRi(v), pouri ∈ {1, 2}. Si
R2(u)∩R1(v) 6= ∅, c’est-à-dire si le routage deu selonR2 et le routage dev selonR1 utilisent
des ressources en commun, alors la requêtev doit être reroutée avant de pouvoir routeru selon
R2.

Nous supposons qu’il est possible de router une requête sur une route intermédiaire, en uti-
lisant des ressources réservées à un tel usage. Par exemple, l’opérateur peut disposer dans son
réseau d’une longueur d’onde dédiée au routage temporaire de certaines requêtes. Néanmoins,
dans notre modèle, une requête ne peut utiliser un tel routage intermédiaire qu’une seule fois.
En d’autres termes, une requête placée sur un routage temporaire ne peut être reroutée que par
son routage final. Lorsqu’une requête est reroutée, les ressources libérées peuvent être utili-
sées afin de rerouter une autre requête. Des reroutages indépendants, c’est-à-dire utilisant des
ressources distinctes, peuvent être effectués simultanément. Toutefois, pour la clarté de l’expo-
sition, nous supposerons qu’une seule requête est reroutée par unité de temps.

Le problème est modélisé de la façon suivante : soitD = (V,A) le graphe orienté obtenu
en plaçant un sommet par requête, et un arc deu versv si, et seulement si,R2(u)∩R1(v) 6= ∅.

157
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Un sommet est dittraité dès que la requête correspondante est routée selonR2. Lorsqu’une
requête est routée à l’aide d’un routage temporaire, nous dirons que le sommet correspondant
est placé enunité de mémoire temporaire(TMU).

Il y a deux types d’actions : traiter un sommet, ou placer un sommet enTMU. Un sommet
peut être traité si, et seulement si, chacun de ses voisins externes est soit traité, soit enTMU. Un
sommet de degré externe nul peut être traité à n’importe quel moment.

Une fois placé enTMU, un sommet ne peut retrouver son état originel : il doit être traité.
Toutefois, il peut être laissé enTMU aussi longtemps que désiré. Traiter un sommet occupant
une TMU permet de libérer cette dernière, qui peut immédiatement être utilisée par un autre
sommet.

Un graphe orienté esttraité lorsque tous ses sommets le sont. La figure 7.3 montre les
étapes dans le traitement d’un graphe orienté, en utilisant uneTMU. Le problème est de trouver
un ordre de traitement des sommets.

S’il est interdit d’utiliser uneTMU, alors clairement un tel ordre existe si, et seulement si, le
graphe orienté ne contient pas de circuit (orienté). À l’inverse, si le nombre deTMU autorisé est
arbitrairement grand, il suffit de placer tous les sommets enTMU au départ, puis de les traiter
dans n’importe quel ordre.

Le but sera de minimiser le nombre deTMU utilisées simultanément. Une borne supérieure
est fournie par leminimum forward vertex set number, c’est-à-dire le plus petit nombre de
sommets intersectant tous les circuits.

Le nombre de traitementsdeD, notép(D), est le plus petit nombre deTMU pour lequel il
existe une stratégie permettant de traiter tous les sommets. Une stratégie utilisantp (respecti-
vement au plusp, respectivement au moinsp) TMU est appelée unep-stratégie (respectivement
(≤ p)-stratégie, respectivement(≥ p)-stratégie).

Une remarque est que le graphe orientéD obtenu peut avoir des boucles. Ajouter des
boucles à un graphe orienté augmente son nombre de traitements d’au plus un. En outre, il
est aisé, comme le montre la figure 7.1, de construire un graphe orienté sans boucleD′ tel
quep(D′) = p(D). LorsqueD est symétrique, nous travaillerons sur le graphe non orienté
G = (V, E) sous-jacent.

v1 v2

v

FIG . 7.1. Suppression d’une boucle : le sommetv est remplacé par un2-cycle v1v2 avec
N−(v1) := N−(v) ∪ {v2}, N+(v1) := {v2}, N+(v2) := N+(v) ∪ {v1} etN−(v2) := {v1}.
Le nombre de traitements des deux graphes est le même.

Cette problématique rappelle le problème de poursuite(pursuit problem, edge-searching),
défini de façon indépendante par Breisch [Bre67] et Parsons [Par78a, Par78b], et qui a beau-
coup été étudié depuis (voir par exemple [MHG +88, BS91, LaP93, KP86, BFFS02]). Étant
donné un grapheG = (V, E) dans lequel un fugitif se déplace,le but est denettoyerG (c’est-à-
dire de capturer le fugitif) en utilisant le moins possible d’agents nettoyeurs. Les opérations de
base sont :

– placer un agent sur un sommet ;
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– enlever un agent d’un sommet ; et
– déplacer un agent le long d’une arête.
Une arête est ditecontaminéesi, et seulement si, elle est susceptible d’abriter le fugitif.

Pour lanettoyer, il faut placer un agent (appelégarde) sur l’un de ses sommets terminaux, et
déplacer un autre agent le long de l’arête. Si toutes les autres arêtes incidentes au sommet gardé
sont déjà nettoyées, le garde peut nettoyer lui-même l’arête en l’empruntant. Une fois nettoyée,
une arête le reste tant que tout chemin entre une arête contaminée et elle-même passe par un
sommet gardé. Si ce n’est pas le cas, l’arête estrecontaminée. Le graphe estnettoyédès que
toutes ses arêtes le sont. Unestratégie de rechercheest une séquence d’opérations permettant
de nettoyer le graphe. Lenombre de chercheurs(search number) deG, notés(G), est le plus
petit nombre de chercheurs pour lequel une stratégie de recherche existe. Précisons qu’il existe
de nombreuses variantes de ce problème, notamment le paramètrenode searchdans lequel un
agent ne peut se déplacer le long d’une arête [KP86, DPS02].

Le problème de poursuite est fortement lié à la largeur arborescente linéaire comme le
montre un résultat de Turner (qui est prouvé dans [EST94], et mentionné pour la première fois
comme une communication personnelle de Turner dans [KP86]). Commençons par définir la
largeur arborescente linéaire.

La notion de largeur arborescente linéaire(pathwidth)a été introduite par Robertson et Sey-
mour [RS83]. Unedécomposition linéaired’un grapheG = (V, E) est une collection de sous-
ensemblesX1, . . . , Xr deV tels que

(i)
⋃r

i=1 Xi = V ;

(ii) ∀xy ∈ E, ∃i ∈ {1, 2, . . . , r} : {x, y} ⊂ Xi ;

(iii) ∀(i0, i1, i2) ∈ {1, 2, . . . , r}3, i0 < i1 < i2 ⇒ Xi0 ∩ Xi2 ⊆ Xi1 .

La largeur de la décomposition linéaire(X1, . . . , Xr) estmax1≤i≤r |Xi| − 1. La largeur arbo-
rescente linéaire deG, notéepw(G), est le minimum des largeurs des décompositions linéaires
deG. Une décomposition linéaire réalisant ce minimum est diteoptimale. La figure 7.2 fournit
un exemple de décomposition linéaire.

1

5

6

7

8 10

43

92

FIG . 7.2. Une décomposition linéaire de largeur3 pour ce graphe estX1 := {1, 2, 6}, X2 :=
{2, 5, 6}, X3 := {3, 4, 5, 6}, X4 := {4, 5, 6, 7}, X5 := {6, 7, 8}, X6 := {7, 8, 9}, X7 :=
{8, 9, 10}. Comme il n’existe pas de décomposition linéaire de largeur2 pour ce graphe, sa
largeur arborescente linéaire est3.

La sommet-séparation(vertex-separation)d’un graphe est une notion équivalente à la lar-
geur arborescente linéaire. Unordre L d’un grapheG = (V, E) est une bijection entreV et
{1, . . . , |V |}. La sommet-séparationde(G,L) estmax1≤i≤|V | |M(i)| où

M(i) := N(L−1({1, 2, . . . , i}))
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(a) (b) (c) (d) (e)

A

B C

DE

FIG . 7.3. Traitement d’un graphe : les sommets traités sont en gris, et les sommets enTMU

en noir.(a) Chaque sommet possède au moins un voisin externe dans l’état initial, il est donc
nécessaire de placer un sommet enTMU. (b) Le sommetD est désormais enTMU, ce qui permet
de traiter le sommetE. (c) Pour atteindre l’état(c), le sommetC est placé dans uneTMU, et le
sommetD est ensuite traité, puisque tous ses voisins externes sont soit traités soit enTMU.

en notant, pour toutX ⊆ V , N(X) l’ensemble des sommets deV \ X adjacents à un sommet
(au moins) deX. En d’autres termes,

M(i) := {v ∈ V : L(v) > i et∃u ∈ N(v) : L(u) ≤ i}.
La sommet-séparationde G, notéevs(G), est le minimum des sommets-séparations de

(G,L) sur tous les ordresL. Un ordre réalisant ce minimum est ditoptimal. (La notationvs
est parfois utilisée dans la littérature pour la variante du problème de poursuite nomméevisible
search.)

Théorème 60(Kinnersley [Kin92]). La largeur arborescente linéaire d’un graphe est égale à
sa sommet-séparation.

Il n’est pas difficile de voir que pour tout grapheG, pw(G) ≤ vs(G) : considérons un ordre
L de G. Soit X = (X1, X2, . . . , Xn) avec∀i ≥ 1, Xi := M(i) ∪ {L−1(i)}. Ces ensembles
forment une décomposition linéaire deG, et par définition sa largeur est la sommet-séparation
de(G,L) : ainsi,pw(G) ≤ vs(G). L’obtention de l’autre inégalité est un peu plus technique.

Remarquons que la définition de la sommet-séparation s’étend naturellement aux graphes
orientés : l’ensembleMi devient l’ensemble

−→
Mi des sommets d’ordre strictement supérieur ài

possédant au moins un voisininterned’ordre au plusi.

Proposition 42(Turner [EST94]). Pour tout grapheG, pw(G) ≤ s(G) ≤ pw(G) + 2.

Pour tout grapheG, la 2-expansiondeG est le graphe obtenu en remplaçant chaque arête
deG par un chemin de longueur trois.

Théorème 61(Ellis, Sudborough et Turner [EST94]). SoitG un graphe. Le nombre de cher-
cheurs deG est égal à la largeur arborescente linéaire de la2-expansion deG.

Notons enfin que le paramètrenode-searchest, lui, égal à la largeur arborescente linéaire
plus un d’après un théorème de Kirousis et Papadimitriou [KP86].

7.2. Relations avec d’autres problèmes
Proposition 43. Pour tout graphe orientéD, pw(D) ≤ p(D) ≤ pw(D) + 1.

Démonstration. Considérons unep-stratégie pourD, et soitL l’ordre dans lequel les sommets
sont traités. D’un point de vue dynamique, si la stratégie est stoppée juste après le traitement du
ième sommet, alors tout sommet non traité possédant un voisin traité doit être enTMU. Ceci étant
vrai pour touti ∈ {1, 2, . . . , |V |}, la sommet-séparation de(D, L) estp, doncvs(D) ≤ p(D).

Soit L un ordre pourD, notonsvs la sommet-séparation de(D, L). Considérons la stra-
tégie consistant à traiter chaque sommet selon l’ordreL : le ième sommet traité est le sommet
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vi := L−1({i}) (et donc, tout voisin externe et non traité devi doit être placé enTMU avant
le traitement devi). Ainsi, d+(v1) sommets doivent être placés enTMU afin de pouvoir traiter
v1. Notons qued+(v1) ≤ vs. Supposons à présent quei ≥ 1 sommets aient été traités : notons
Pi := {vj : j ∈ {1, 2, . . . , i}} etMi l’ensemble des sommets enTMU. Plaçons tous les voisins
externes devi+1 n’appartenant pas àMi ∪ Pi enTMU afin de traitervi+1. Si vi+1 /∈ Mi, alors

|Mi ∪ (N+(vi+1) \ Pi)| ≤ vs,

puisque la sommet-séparation de(D, L) estvs. Nous utilisons ainsi au plusvs TMU simultané-
ment. Sivi+1 ∈ Mi, alors

|Mi \ {vi+1} ∪ (N+(vi+1) \ Pi)| ≤ vs,

donc nous utilisons au plusvs + 1 TMU simultanément. ¤

Comme la détermination de la sommet-séparation est un problème APX [DKL87 ], le ré-
sultat précédent montre qu’il en est de même pour le nombre de traitements.

La proposition suivante décrit une construction forçant chacun des trois paramètres à aug-
menter de un.

Proposition 44. SoientG1, G2 etG3 trois graphes connexes tels quevs(Gi) = vs, s(Gi) = s et
p(Gi) = p, i ∈ {1, 2, 3}. Le grapheG est obtenu à partir d’une copie de chacun des graphesGi,
en ajoutant un sommetv possédant exactement un voisin dans chaque grapheGi, i ∈ {1, 2, 3}.
Alors,vs(G) = vs + 1, s(G) = s + 1 etp(G) = p + 1.

Démonstration. Commençons par prouver la proposition pour la sommet-séparation.
[[ Soit Xi une décomposition en chemins de largeurvs du grapheGi, i ∈ {1, 2, 3}. La

décomposition en cheminsX := X ′
1 ∪X ′

2 ∪X ′
3 deG oùX ′

i est obtenue à partir deXi en
ajoutant le sommetv dans chaque ensemble deXi est de largeurvs + 1.
Considérons un ordreL deG. Soientu := L−1({1}) et w := L−1({|V (G)|}). Quitte à
renommer les graphesGi, nous pouvons supposer queu ∈ V (G1)∪{v} etw ∈ V (G1)∪
V (G3) ∪ {v}. Il existei ∈ {2, . . . , |V (G)| − 1} tel queG2 contiennevs sommets dont
l’ordre est strictement supérieur ài, et possédant chacun un voisin dont l’ordre est au
plus i. Comme le sous-grapheH induit par les sommets deV (G) \ V (G2) est connexe,
il existe dansH un chemin reliantu àw. Ce chemin contient nécessairement un sommet
z /∈ V (G2) d’ordre strictement supérieur ài et possédant un voisin d’ordre au plusi (car
L(u) = 1 < i etL(w) = |V (G)| > i). Par conséquent, la sommet-séparation deL est au
moinsvs + 1. ]]

Occupons-nous à présent du nombre de traitements.
[[ Il est aisé de traiterG en utilisantp + 1 TMU : il suffit de placerv en TMU, d’utiliser

unep-stratégie pour chaque grapheGi, et enfin de traiterv. Le nombre deTMU utilisées
simultanément est au plusp + 1.
Montrons quep(G) ≥ p + 1. Pour cela, considérons unek-stratégie pourG. Quitte à
inverser certaines étapes, nous pouvons supposer qu’une fois qu’un sommet deGi est en
TMU, il y aura au moins un sommet deGi enTMU tant que tout le grapheGi n’aura pas été
traité. Pour touti ∈ {1, 2, 3}, soitji la première étape lors de laquelle au moinsp sommets
du grapheGi sont enTMU. Quitte à renommer les graphesGi, supposons quej1 < j2 <
j3 pour touti ∈ {1, 2, 3}. Ainsi, à l’étapej2, tout le grapheG1 a nécessairement été traité,
et aucun sommet du grapheG3 n’est enTMU. Ainsi, le sommetv est nécessairement en
TMU : il ne peut être traité car son voisin dansG3 n’est ni traité ni enTMU, et il ne peut
être dans son état initial car son voisin dansG1 a été traité. Ainsi, au moinsp + 1 TMU

sont occupées simultanément à l’étapej2, d’où k ≥ p + 1. ]]
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(a) Un grapheG vérifiantvs(G) = 2 =
p(G) − 1 = s(G) − 1.

(b) Un grapheH vérifiantvs(H) = 3 =
p(H) − 1 = s(H) − 2.

FIG . 7.4. Graphes pour la preuve du théorème 62.

Pour le nombre de chercheurs, placer un chercher sur le sommetv et utiliser des stratégies
optimales pour chacun des graphesGi montre quevs(G) ≤ vs + 1. Pour l’autre inégalité, il est
par exemple possible d’appliquer les arguments utilisés pour la largeur arborescente linéaire à
la 2-expansion deG. Il est possible aussi d’adapter les arguments directement pour le graphe
G, en utilisant le résultat de Lapaugh [LaP93] stipulant qu’il existe une stratégie optimale telle
qu’aucune arête ne soit recontaminée. ¤

Théorème 62.Soientvs ≥ 3, s ∈ {vs, vs + 1, vs + 2} etp ∈ {vs, vs + 1}. Il existe un graphe
Gvs tel quevs(Gvs) = vs, s(Gvs) = s etp(Gvs) = p.

Démonstration. D’après la proposition 44, il suffit de trouver, pour chaque couple(s, p) ∈
{vs, vs + 1, vs + 2} × {vs, vs + 1}, un graphe connexeG tel ques(G) = s, p(G) = p et
vs(G) = vs pour un entiervs ∈ {1, 2, 3}.

– Pourvs = p = s = 1, le graphe complet à deux sommets convient ;
– pourvs = p = s − 1 = 1, l’étoile à trois branches convient ;
– pourvs = p = s − 2 = 3, le graphe biparti completK3,3 convient ;
– pourvs = p − 1 = s = 1, le chemin de longueur trois convient ;
– pourvs = p − 1 = s − 1 = 2, le graphe de la figure 7.4(a) convient ; et
– pourvs = p − 1 = s − 2 = 3, le graphe de la figure 7.4(b) convient.

¤

Ainsi, tous les cas autorisés par les propositions 42 et 43 se produisent. Sivs = 2, le seul
cas ne pouvant se produire estp = vs = s − 2.

7.3. Nombre de traitements de certaines classes de graphes
Cette section établit le nombre de traitements de certaines classes de graphes non orientés,

avec une stratégie correspondante.
En premier lieu, notons que les techniques développées pour calculer la sommet-séparation

des arbres (voir [EST94, MHG+88, Yan85, Sko00]) peuvent être adaptées afin de calculer le
nombre de traitement d’un arbre. En particulier, il existe un algorithme linéaire en temps pour
obtenir le nombre de traitement d’un arbre ainsi qu’une stratégie correspondante.

Théorème 63.

(i) Le nombre de traitement du graphe biparti completKm,n estmin(m,n) ;

(ii) pour toutd ≥ 3, le nombre de traitements de l’arbred-aire complet de hauteurh est
h ;
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(iii) le nombre de traitement de l’arbre binaire complet de hauteurh est⌈h/2⌉, sauf si
h = 2 auquel cas ce nombre est2 ; et

(iv) le nombre de traitement de tout graphe planaire extérieur triangulé dont le dual faible
est une chenille (c’est-à-dire un chemin avec des arêtes pendantes) de degré maxi-
mum3 est au plus3.

Démonstration. Pour(i), il suffit de noter que le degré minimum deKm,n estmin(m, n) (ce
qui donne une borne inférieure), et que placer tous les sommets de l’une des parts de la biparti-
tion enTMU permet de traiter le graphe.(ii) se prouve par récurrence sur la hauteur de l’arbre :
le théorème 44 permet de montrer queh est une borne inférieure, et uneh-stratégie est obtenue
en plaçant la racine enTMU et en traitaint récursivement les trois sous-arbres de façon opti-
male. Pour(iii) , la sommet-séparation d’un tel arbre est⌈h/2⌉, et traiter les sommets selon un
ordre optimal pour la sommet séparation donne le résultat (voir par exemple [Sch90, Sch91]).
Enfin, une3-stratégie pour(iv) s’obtient en considérant un plus long chemin dans le dual, et en
plaçant les sommets des faces appartenant à ce plus long chemin enTMU (successivement, et
dans l’ordre du chemin). ¤

Théorème 64. Le nombre de traitements de la grille de taillem × n estmin(m,n) + 1, sauf
si n = m = 2 auquel cas ce nombre est2.

Donnons quelques définitions avant de prouver ce résultat. SoitI2 (respectivementI+
2 )

l’ensemble des points du plan à coordonnées entières (respectivement positives). SiX est un
ensemble de points deI2, la frontière de X, notéeFr(X), est l’ensemble des points deI2

n’appartenant pas àX et à distance un d’un point deX.

Théorème 65(Wang et Wang [WW77]). Étant donné un entiern, tout ensembleX de I2

(respectivement deI+
2 ) tel que|Fr(X)| ≤ n contient au plusn

2

8
− n

2
+1 (respectivementn(n−1)

2
)

points.

Selon la terminologie de [WW77], la sphère standarddeI+
2 de taillen, constituée de tous

les points dont la somme des coordonnées est au plusn + 1, est le seul ensemble atteignant la
borne du théorème 65. Enfin, uncôtéde la grille est un chemin dont les sommets terminaux ont
degré deux, et les sommets internes degré trois (chaque grille possède donc exactement quatre
côtés).

Démonstration. La largeur arborescente linéaire de la grillem × n étantmin(m,n), nous dé-
duisons, d’après la proposition 43, que son nombre de traitements estp ou p + 1, avecp :=

min(m,n). Supposons qu’il existe unep-stratégie, et stoppons-la dès quef(p) := p(p−1)
2

som-
mets ont été traités. SoitP l’ensemble des sommets traités, et soitM l’ensemble des sommets
enTMU. Montrons d’abord queP ∪M est connexe. Supposons queP = P1∪P2∪ . . .∪Pk avec
k ≥ 2, Fr(Pi) = Mi pouri ∈ {1, 2, . . . , k} etMi ∩ Mj = ∅ si i 6= j. Alors,

∑k
i=1 |Pi| = f(p)

et
∑k

i=1 |Mi| ≤ p. Remarquons que nous pouvons supposer que chaque ensemblePi intersecte
au plus deux côtés de la grille. Mais alors chaquePi est un ensemble deI+

2 . Par conséquent, en
notantpi la taille de la frontière de chaque ensemblePi,

∑k
i=1 f(pi) = f(p) = f(

∑k
i=1 pi) si,

et seulement si,∀i 6= j, pipj = 0, ce qui est impossible. Donc,P ∪ M est connexe.
Séparons à présent l’étude en plusieurs cas, selon le nombre de côtés de la grille intersectés

parP .

P n’intersecte aucun côté de la grille :P est un sous-ensemble deI2 de frontièreM ,
donc d’après le théorème 65,|P | ≤ p2

8
− p

2
+ 1, une contradiction.
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P intersecte exactement un côté de la grille :soitP ′ le symétrique deP dansI2 res-
pectivement au côté intersecté. L’ensembleP ∪ P ′ est un sous-ensemble deI2 de
cardinal au moinsp(p − 1) dont la frontière est de cardinal au plus2p, ce qui contre-
dit le théorème 65.

P intersecte exactement deux côtés :ces deux côtés sont nécessairement consécutifs
(c’est-à-dire qu’ils ont un sommet en commun). Par conséquent,P est la sphère stan-
dard deI+

2 , et il est impossible de traiter un sommet supplémentaire sans utiliser une
TMU de plus, une contradiction.

P intersecte exactement trois côtés :admettons qu’il s’agisse des côtés haut, bas et
gauche. Par connexité, il existe au moins un sommet deM sur chaque ligne de la
grille. D’après les valeurs de|M | et |P |, il n’existe alors aucune possibilité pour
traiter un nouveau sommet sans utiliser uneTMU supplémentaire, une contradiction.

P intersecte les quatre côtés :soitP ′ le complémentaire deP ∪M . Le cardinal deP ′

est au moinsp(p−1)
2

et celui de sa frontière au plusp. En outre, chaque composante
connexe deP ′ intersecte au plus deux côtés. Ainsi, une contradiction est obtenue
comme précédemment.

¤

Remarquons qu’une stratégie optimale pour la grille est obtenue en traitant les sommets
dans l’ordre lexicographique de leurs coordonnées.

Définition 31. La pyramide de taillen est le graphe dont l’ensemble de sommets est la sphère
standard deI2

+ de taillen. Chaque sommet du graphe est repéré par ses coordonnées.
Pour i ∈ {1 − n, . . . , n − 1}, soit L(i) l’ensemble de sommets appartenant à la droite

d’équationy = x + i. Ces ensembles sont lesniveauxde la pyramide (voir figure 7.5). L’ordre
lexicographique induit un ordre total naturel sur les sommets de chaque niveau : nous parlerons

donc duminimumet dumaximumd’un niveau. Notons enfin que|L(i)| =
⌊

n+|i|−1
2

⌋

+ 1 − |i|.

L(2)

L(0)

L(−4)

FIG . 7.5. Quelques niveaux de la pyramide de taille7.

Corollaire 10. Le nombre de traitements de la pyramide de taillen est
⌈

n
2

⌉
+ 1, sauf sin ∈

{2, 3} auquel cas ce nombre estn − 1.

Démonstration. Le résultat étant trivialement vrai sin ∈ {2, 3}, supposonsn ≥ 4. La valeur
donnée dans le corollaire est une borne supérieure du nombre de traitements de la pyramide
d’après le théorème 64 puisque la grille de taille

⌈
n
2

⌉
est un sous-graphe de la pyramide de

taille n.
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Présentons à présent une(⌈n
2
⌉+1)-stratégie. Le schéma utilisé est le traitement des sommets

niveau par niveau, et dans l’ordre décroissant au sein de chaque niveau (sauf dans un cas (le
niveau0 quandn est pair), où les sommets seront traités dans l’ordre croissant). Pour borner
le nombre deTMU utilisées, nous faisons une récurrence sur les niveaux, et également une
récurrence à l’intérieur de chaque niveau.

Commençons par placer le sommetL(2 − n) en TMU et traitons le sommet deL(1 − n).
Plaçons ensuite les deux sommets deL(3 − n) en TMU et traitons le sommet deL(2 − n).
Supposons que les sommets enTMU soient exactement ceux deL(i), et notonsv le sommet
maximum deL(i) : v possède au plus deux voisins non traités encore, et tous deux appar-
tiennent àL(i + 1). Ainsi, s’il reste deuxTMU libres, nous pouvons mettre des deux voisins
en TMU et traiterv, ce qui libère uneTMU. Si tel n’est pas le cas, alors il reste exactement
uneTMU libre (car le nombre de sommets d’un niveau n’excède pas⌈n

2
⌉). Si n est pair, alors

i ∈ {−1, 0, 1}, sinoni = 0. Remarquons que sin est impair, ou bien sii 6= 0, alorsv possède
un unique voisin dansL(i+1), nommément le sommet de coordonnées(x−1, y) ; si n est pair
et i = 0, considérons le sommet de coordonnées(0, 0). Ce sommet possède un unique voisin
dansL(1) : le sommet de coordonnées(1, 0). Dans tous les cas, nous pouvons placer cet unique
voisin enTMU et traiterv (ce qui libère uneTMU).

Ainsi dans tous les cas, une fois que tous les sommets deL(i) sont placés enTMU, il reste
j ∈ {1, 2} TMU libres, et soit le sommet maximum deL(i) possède exactementj voisins dans
L(i + 1), soitn est pair,i = 0 et le sommet minimum deL(0) possède exactement un voisin
dansL(1). Enfin, si lesj plus grands sommets deL(i) (pour l’ordre lexicographique) sont déjà
traités, notons(x, y) les coordonnées du dernier sommet traité, alors le sommetv ∈ L(i) de
coordonnées(x−1, y−1) possède seulement un voisin qui n’est ni traité ni enTMU : le sommet
de coordonnées(x − 2, y − 1) ∈ L(i + 1). Remarquons que le nombre deTMU utilisées à cet
instant est au plus(|L(i)| − j) + j ≤ ⌈n

2
⌉ : il est donc possible de placer ce sommet enTMU

et de traiterv, ce qui libère uneTMU. La même situation avec les sommets de coordonnées
respectives(x, y), (x+1, y+1) et(x+1, y+2) se produit lorsquen est pair eti vaut zéro. ¤

Nous allons maintenant caractériser les graphesp-connexes dont le nombre de traitements
estp.

Théorème 66.Il existe unep-stratégie pour un graphep-connexe si, et seulement si, il existe
un sous-ensemble dep sommets dont la suppression induit un ensemble indépendant (éventuel-
lement vide).

Démonstration. Soit G un graphep-connexe pour lequel il existe unep-stratégie. Stoppons
la stratégie juste avant de traiter le premier sommetv. Par connexité, le degré minimum de
G est au moinsp, donc le degré dev est exactementp, et tous les sommets deN(v) sont
en TMU. Soit A l’ensemble des sommets deG dont le voisinage est inclus dansN(v) — et
donc estexactementN(v), parp-connectivité. Il est donc possible de traiterv, et, sans perte
de généralité, tous les sommets deA. S’il n’existe pas d’autre sommet, alors l’ensembleN(v)
montre queG vérifie la condition du théorème. Sinon, il existe un sommetw /∈ A ∪ N(v).
Soit z le prochain sommet traité par la stratégie. Comme la stratégie utilise au plusp TMUS,
et comme tous les sommets deA ont déjà été traités,z ∈ N(v). En outre,N(z) ⊂ N(v) ∪ A.
Par conséquent, aucun sommet deA ∪ {z} n’est adjacent à un sommet n’appartenant pas à
A∪N(v). Ainsi, N(v)\{z} est un ensemble dep−1 sommets dont la suppression déconnecte
w deA ∪ {z}, une contradiction. ¤
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Pour le cas oùp vaut2, nous donnons une autre preuve de ce résultat basée sur la caractéri-
sation des graphes2-connexes. Une preuve similaire peut être faite lorsquep vaut3 en utilisant
la caractérisation des graphes3-connexes de Tutte [Tut61].

Étant donné un grapheH, un H-chemin est un chemin de longueur au moins deux dont
les deux sommets extrémaux sont dansH et dont l’intérieur est disjoint deH. Notons que la
classe des graphes de nombre de traitements au plusp est close par contraction. En particulier,
tout graphe possédant unK4-mineur ou unC5-mineur ne possède pas de2-stratégie. Pour tout
entiern, le grapheK+

2,n est obtenu à partir du graphe biparti completK2,n en reliant les deux
sommets de la part de cardinal deux.

Théorème 67.Tout graphe2-connexe possédant une2-stratégie est soitK2,n avecn ≥ 2, soit
K+

2,n avecn ≥ 0.

Démonstration. Les graphes cités possèdent clairement une2-stratégie. SoitG un graphe2-
connexe avec une2-stratégie. SiG ne contient pas de cycle de longueur quatre comme sous-
graphe, alorsG est soitK2 ≃ K+

2,0 soitK3 ≃ K+
2,1. Supposons donc à présent queC ≃ C4 est

un sous-graphe deG. CommeG est2-connexe, il peut être construit à partir deC en ajoutant
successivement desH-chemins au grapheH déjà construit. SoientC ≃ G0, G1, . . . , Gs ≃ G
les graphes obtenus de cette façon : nous prouvons le résultat par récurrence surs, le nombre
de chemins ajoutés. Le cas oùs = 0 est évident. Sis = 1, commeG est sansC5-mineur, le
chemin ajouté doit être de longueur un ou deux, et ses sommets terminaux ne sont pas adjacents
sur le cycleC. Ainsi, G ≃ G1 est soitK2,3 soitK+

2,2.
Supposons désormais le résultat vrai pour tous les graphes2-connexes obtenus en ajoutant

au pluss − 1 chemins, pour un entiers ≥ 2. Gs−1 possède donc une2-stratégie, et il est2-
connexe. Par hypothèse d’induction, le grapheGs−1 est donc soitK2,x pour un entierx ≥ 3 ou
K+

2,x pour un entierx ≥ 2. Notons(A,B) la bipartition canonique deGs−1, avec|A| = 2. Soit
P = x0, x1, . . . , xk le Gs−1-chemin à ajouter pour obtenirG. Si x0, xk ∈ B, alorsG contient
clairement unK4-mineur, une contradiction. Six0 ∈ A et xk ∈ B, alorsk ≥ 2 et G contient
un C5-mineur. Doncx0, x1 ∈ A et commeG est sansC5-mineur,k ≤ 2. Ainsi, G ≃ K+

2,n,
G ≃ K2,n+1 ouG ≃ K+

2,n+1, ce qui conclut la preuve. ¤

7.4. Conclusion
Il existe un algorithme permettant de tester, en temps cubique par rapport au nombre de

sommets, si le nombre de traitements d’un graphe est au plus deux [Pha04]. Notons que, pour
un entierk fixé, tester si la largeur arborescente linéaire d’un graphe est au plusk peut être fait
en un temps linéaire en le nombre de sommets du graphe [Bod96]. Nous suspectons que les
techniques mises en œuvre peuvent être adaptées pour le nombre de traitements.

Donnons deux problématiques importantes concernant cet invariant. La première, d’ordre
théorique, est de déterminer s’il existe pour tout grapheG une transformation simple (c’est-à-
dire polynomiale) donnant un grapheG′ telle quepw(G′) = p(G). Une telle relation existe en
effet entre l’exploration de graphes et la largeur arborescente linéaire. La seconde, d’ordre pra-
tique, est la création d’heuristiques permettant des reroutages jugés suffisamment efficaces pour
des instances réelles du problème de reroutage. Dans cette optique, il peut s’avérer fructueux
d’étudier le nombre de traitements des graphes aléatoires.



CHAPITRE 8

Largeur arborescente linéaire des graphes
planaires extérieurs

Les résultats de ce chapitre ont été obtenus avec David Coudert et Florian Huc [CHS06c,
CHS06b].

8.1. Introduction
Nous étudions dans ce chapitre la relation entre la largeur arborescente linéaire d’un graphe

planaire extérieur2-connexe et celle de son dual. Sauf mention contraire, les graphes considérés
sont simples et sans boucle. Commençons par quelques définitions.

Dans un plongement planaire d’un graphe, la face non bornée est appelée faceexterne. Un
grapheG est ungraphe planaire extérieursi, et seulement si, il existe un plongement planaire
deG tel que tous les sommets soient incidents à la face externe. Ledual d’un graphe planaire
G, notéG∗, est le graphe dont les sommets sont les faces deG et tel que deux sommets sont
adjacents si, et seulement si, les faces correspondantes deG le sont dansG. Le dual faiblede
G, notéTG, est le sous-graphe deG∗ obtenu en supprimant le sommet correspondant à la face
externe deG.

Il n’est pas difficile de voir que le dual faible d’un graphe planaire extérieur est une forêt,
et celui d’un graphe planaire extérieur2-connexe un arbre. Notons également qu’il existe des
algorithmes linéaires pour reconnaître un graphe planaire extérieur (et obtenir un plongement
correspondant, voir par exemple [Mit79, Sys79]), ainsi que pour obtenir le dual d’un graphe
planaire.

Rappelons les définitions de largeur arborescente linéaire et de sommet-séparation, données
au chapitre 7.

Unedécomposition linéaired’un grapheG = (V, E) est une collection de sous-ensembles
X1, . . . , Xr deV tels que

(i)
⋃r

i=1 Xi = V ;

(ii) ∀xy ∈ E, ∃i ∈ {1, 2, . . . , r} : {x, y} ⊂ Xi ;

(iii) ∀(i0, i1, i2) ∈ {1, 2, . . . , r}3, i0 < i1 < i2 ⇒ Xi0 ∩ Xi2 ⊆ Xi1 .

La largeur de la décomposition linéaire(X1, . . . , Xr) estmax1≤i≤r |Xi| − 1. La largeur arbo-
rescente linéaire deG, notéepw(G), est le minimum des largeurs des décompositions linéaires
deG (se reporter à la figure 7.2 du chapitre 7 pour un exemple). Une décomposition linéaire
réalisant ce minimum est diteoptimale.

167
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Comme indiqué par le théorème 60, la sommet-séparation d’un graphe est une notion équi-
valente à la largeur arborescente linéaire. UnordreL d’un grapheG = (V,E) est une bijection
entreV et{1, . . . , |V |}. La sommet-séparationde(G,L) estmax1≤i≤|V | |M(i)| où

M(i) := N(L−1({1, 2, . . . , i}))
en notant, pour toutX ⊆ V , N(X) l’ensemble des sommets deV \ X adjacents à un sommet
(au moins) deX. En d’autres termes,

M(i) := {v ∈ V : L(v) > i et∃u ∈ N(v) : L(u) ≤ i}.
La sommet-séparationde G, notéevs(G), est le minimum des sommets-séparations de

(G,L) sur tous les ordresL. Un ordre réalisant ce minimum est ditoptimal.
De manière générale, déterminer la largeur arborescente linéaire d’un graphe quelconque

est un problèmeNP-complet. Calculer la largeur arborescente linéaire des graphes a donné
lieu à de nombreux travaux (voir par exemple [DPS02, Bod98, Ree97]). La largeur arbores-
cente linéaire d’un graphe de largeur arborescente bornée peut être calculée en temps poly-
nomial [BK96]. Cela s’applique en particulier aux graphes planaires extérieurs, puisque leur
largeur arborescente (notion définie plus loin dans l’introduction) est au plus deux. Néanmoins,
l’exposant et la constante principale dans le temps d’exécution de l’algorithme sont trop grands,
rendant ce dernier inutile en pratique (une seule étape de l’algorithme requiert de travailler sur
des ensembles de tailleO(n11)). C’est pourquoi Govindan et al. [GLY98] ont donné un al-
gorithme approximant la largeur arborescente linéaire d’un graphe planaire extérieur d’ordre
n avec un facteur multiplicatif de trois en tempsO(n log(n)). Pour les graphes planaires ex-
térieurs2-connexes, Bodlaender et Fomin [BF02] ont amélioré ce résultat en donnant un al-
gorithme approximant en temps linéaire la largeur arborescente linéaire d’un graphe planaire
extérieur2-connexe avec un facteur multiplicatif de deux (et une décomposition linéaire corres-
pondante peut être obtenue enO(n log(n))). Pour cela, ils ont étudié la relation entre la largeur
arborescente linéaire d’un graphe planaire extérieur et celle de son dual. Plus précisément, ils
ont montré le résultat suivant.

Théorème 68(Bodlaender et Fomin [BF02]). Pour tout graphe planaire extérieurG,

pw(G∗) ≤ pw(G) ≤ 2pw(G∗) + 2.

Le prochain résultat indique l’évolution de la largeur arborescente linéaire d’un graphe
auquel est ajouté un sommet voisin de tous les autres.

Lemme 40. SoitA un graphe quelconque et soitB le graphe obtenu à partir deA en ajoutant
un sommet voisin de tous les autres. Alorspw(B) = pw(A) + 1.

Une preuve dans le cas particulier d’un graphe planaire extérieur2-connexe et de ses
duaux est donnée dans [BF02]. Nous donnons ici une preuve générale, en utilisant à la fois
la sommet-séparation et la largeur arborescente linéaire, afin d’illustrer les deux notions. Pré-
cisons qu’ajouter des arêtes entre deux sommets adjacents et des boucles ne change pas la
sommet-séparation d’un graphe.

Démonstration. Clairement, ajouter un sommet augmente la sommet-séparation d’au plus1,
doncpw(B) ≤ pw(A) + 1. Montrons à présent l’autre inégalité.

En utilisant la sommet-séparation : soientv le sommet additionnel deB. et L un
ordre quelconque deB, et soits la sommet-séparation de(B,L). Nous allons prouver
que la sommet-séparation de l’ordreL′ induit parL surA est strictement inférieure
à s. Notonsi := L(v). L’ordre L′ ordonne les sommets deA en leur attribuant un
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entier dans{1, 2, . . . , |V (B)|} \{i}. Soiti0 le plus grand entier tel que|MB(i0)| = s.
Pour tout entierj < i, |MA(j)| < |MB(j)| puisqueMB(j) = MA(j) ∪ {v}. Donc,
si i0 < i alors|MA(j)| < |MB(j)| ≤ s pour toutj < i0 et |MA(j)| ≤ |MB(j)| < s
pour toutj > i0 ; d’où vs(A,L) < s.

Supposons donc à présenti0 ≥ i. Remarquons que∀j, |MB(j)| ≤ |V (B)| − j,
et il y a égalité en particulier pourj = i. Donc,∀j > i, |MB(j)| < |MB(i)| et
ainsi i0 = i. À nouveau, sij < i alors |MA(j)| < |MB(j)| ≤ s, et si j > i alors
|MA(j)| ≤ |MB(j)| < s ce qui conclut la preuve.

En utilisant la largeur arborescente linéaire : parmi les décompositions linéaires de
B de largeurs := pw(B), choisissons-en une, notéeX = (X1, X2, . . . , Xr), avec le
plus petit nombre d’ensembles. En particulier,X1 6⊆ X2, donc il existev1 ∈ X1 \X2.
Par définition d’une décomposition linéaire,v1 /∈ Xi pour touti ≥ 2. Ainsi v ∈ X1,
car siv1 6= v alorsv1v est une arête deG. De la même façon,Xr 6⊆ Xr−1 et donc
v ∈ Xr. D’après la définition d’une décomposition linéaire,v appartient donc à tous
les ensembles deX. La largeur de la décomposition linéaireX ′ induite parX surA
est donc strictement inférieure às, ce qui conclut la preuve.

¤

Puisque le dual faible d’un graphe planaire extérieur2-connexe (qui peut être obtenu en
temps linéaire) est un arbre, et qu’il existe des algorithmes linéaires pour calculer la largeur
arborescente linéaire des arbres [EST94], le théorème 68 et le lemme 40 permettent d’obtenir
l’approximation désirée (avoir une décomposition linéaire correspondante demande plus de
travail et s’obtient en tempsO(n log(n))).

Bodlaender et Fomin [BF02] ont suggéré qu’une relation plus forte existe entre la largeur
arborescente linéaire d’un graphe planaire et celle de son dual.

Conjecture 14 (Bodlaender et Fomin [BF02]). Il existe une constantec telle que pour tout
graphe planaire extérieur2-connexeG, pw(G) ≤ pw(G∗) + c.

Conjecture 15(Bodlaender et Fomin [BF02]). Pour tout graphe planaire2-connexeG,

pw(G) ≤ pw(G∗) + 1.

Fomin [Fom03] a prouvé que siG est un graphe planaire2-connexe de degré maximum au
plus trois, alorspw(G) ≥ pw(G∗) − 1. Cela implique que la conjecture 15 est vraie pour toute
triangulation du plan car toute triangulation du plan est le dual d’un graphe planaire2-connexe
de degré maximum trois.

Il est intéressant de remarquer que ces conjectures sont motivées par le résultat suivant à
propos de la largeur arborescente, conjecturé par Robertson et Seymour [RS84] et prouvé par
Lapoire [Lap99] en utilisant des méthodes algébriques (Bouchitté, Mazoit et Todinca [BMT03]
ont donné depuis une preuve combinatoire plus courte de ce résultat).

La notion de largeur arborescente a été introduite par Robertson et Seymour [RS83]. Une
décomposition arborescented’un grapheG = (V,E) est un arbreT = (I, F ) dont chaque
sommeti ∈ I est associé à un ensembleXi ⊆ V de sorte que

(i)
⋃

i∈I Xi = V ;

(ii) ∀xy ∈ E, ∃i ∈ I : {x, y} ⊂ Xi ;

(iii) ∀v ∈ V , les sommets deT dont l’ensemble associé contientv induisent un sous-arbre
deT .
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La largeur de la décomposition arborescente estmaxi∈I |Xi| − 1. La largeur arborescente de
G, notéetw(G), est le minimum des largeurs des décompositions arborescentes deG.

Théorème 69(Lapoire [Lap99]). Pour tout graphe planaireG, tw(G) ≤ tw(G∗).

Dans la section 8.2, nous prouvons le résultat suivant.

Théorème 70.Pour tout entierp ≥ 1, il existe un graphe planaire extérieur2-connexe de degré
maximum4 dont la largeur arborescente linéaire est2p + 1, et tel que la largeur arborescente
linéaire de son dual soitp + 1.

Ce résultat, obtenu en construisant explicitement la famille(Gp)p≥1, montre donc que les
deux conjectures précédentes sont fausses. Notons ici que Fomin et Thilikos [FT06] ont, indé-
pendamment, infirmé la conjecture 14.

Dans la section 8.3, nous prouvons le résultat suivant, qui améliore la borne supérieure du
théorème 68.

Théorème 71.Pour tout graphe planaire extérieur2-connexeG, pw(G) ≤ 2pw(G∗) − 1.

En conséquence, l’approximation précédemment donnée pour la largeur arborescente li-
néaire d’un graphe planaire extérieur2-connexe est également améliorée. Nous donnons une
preuve algorithmique de ce résultat, qui permet d’obtenir un ordre du graphe planaire extérieur
G considéré (et dont la sommet-séparation est donc au plus2pw(G) − 1).

En outre, le théorème 70 montre que cette borne est la meilleure possible.
Enfin, nous infirmerons deux autres conjectures dans la conclusion.

8.2. Contre-exemples
Dans cette section, nous construisons la famille de graphe(Gp)p≥1 du théorème 70. À cette

fin, nous introduisons une construction générale permettant d’obtenir le résultat suivant.

Théorème 72.Pour tout entierp ≥ 1 et tout entierk ∈ {1, 2, . . . , p + 1}, il existe un graphe
planaire extérieur2-connexe de largeur arborescente linéairep + k tel que la largeur arbores-
cente linéaire de son dual soitp + 1.

La construction générale sera illustrée par la construction de la famille(Gp)p≥1 du théo-
rème 70.

En vertu de la relationpw(G∗) = pw(TG) + 1 pour tout graphe planaire extérieurG, nous
ne travaillerons que surG etTG.

Pour touti ∈ {1, 2, 3, 4}, soit Hi un graphe planaire extérieur2-connexe de largeur ar-
borescente linéairep et dont le dual faible a largeur arborescente linéairep′. Nous décri-
vons à présent une construction permettant d’obtenir un graphe planaire extérieur2-connexe
C(H1, H2, H3, H4) de largeur arborescente linéairep + 2 dont le dual faible a largeur arbores-
cente linéairep′ + 1.

Deux 4-cycles sont ditsadjacentssi, et seulement si, ils partagent exactement une arête.
Le degréd’un 4-cycle S est le nombre de4-cycles adjacents àS. Soit la croix K le graphe
planaire extérieur2-connexe constitué de quatre4-cycles de degré un et un4-cycle de degré
quatre (figure 8.1(a)).

Pour touti ∈ {1, 2, 3, 4}, soit xiyi une arête deHi incidente à la face externe dans un
plongement planaire extérieur deHi. Cette arête est choisie de telle sorte qu’il existe un ordre
optimalL deTHi

tel que le sommetv correspondant à la face bornée incidente àxiyi vérifie
L(v) = |V (THi

)| si i ∈ {2, 3}.
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α

v1 u1

γ

s

s1

s2

s3

s4

u2

v2

e4

e3

e1

e2

(a) La croixK.

x1 = u1

x2 = u2

H2

H1

H3

H4

(b) Collage de 4 graphes
H1,H2,H3,H4 sur la croix
K

FIG . 8.1. Lorsque les arêtes sont identifiées,x1 est identifié àu1 etx2 àu2.

Pouri ∈ {1, 2}, notonsLi un ordre optimal deHi, i.e. un ordre de sommet-séparationp, et
sans perte de généralité supposonsLi(xi) < Li(yi).

Considérons la croixK de la figure 8.1(a). Pour touti ∈ {1, 2, 3, 4}, l’arêteei de K est
identifiée avec l’arêtexiyi, de sorte que les sommetsx1 et x2 soient identifiés avec les som-
metsu1 et u2 respectivement (figure 8.1(b)). Bien qu’il soit possible d’obtenir, à partir des
mêmes graphesHi, différents graphes par cette construction, nous notonsC(H1, H2, H3, H4)
tout graphe obtenu à partir deH1, H2, H3, H4 de cette façon.

D’après la construction, tout grapheC(H1, H2, H3, H4) est un graphe planaire extérieur2-
connexe. Par exemple, soitG1 le graphe planaire extérieur2-connexe composé de trois4-cycles
de degré un et un4-cycle de degré trois (figure 8.2). Pour tout entierp ≥ 2, soitGp le graphe
C(Gp−1, Gp−1, Gp−1, Gp−1), obtenu comme indiqué dans les figures 8.3 et 8.4. La condition sur
les sommetsx1 etx2 est ici respectée en raison de la symétrie des graphesGp. Notons en outre
que le degré maximum deGp est4.

(a)G1 etG∗
1 (b) G1 etG∗∗

1

FIG . 8.2. G1, composé d’un4-cycle de degré trois et de trois4-cycles de degré un, le dualG∗
1

et le dual faibleG∗∗
1 , une étoile.
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FIG . 8.3. G2, 4 copies disjointes deG1 collées à une croix griseK, et son dual faibleG∗∗
2 .

FIG . 8.4. G3, 4 copies disjointes deG2 collées à une croixK, et son dual faibleG∗∗
3 .

Dans les trois lemmes suivants, nous prouvons les propriétés annoncées pour la construc-
tion. Le 4-cycle central de la croix est notéS, et le sommet correspondant du duals (voir
figure 8.1(a)).

Lemme 41. Pour touti ∈ {1, 2, 3, 4}, soitHi un graphe planaire extérieur2-connexe dont le
dual Ti a largeur arborescente linéairep ≥ 1. La largeur arborescente linéaire du dual faible
du grapheC(H1, H2, H3, H4) estp + 1.
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Pour prouver ce lemme, donnons d’abord une définition et un résultat. Pour tout sommet
v d’un arbreT , unebranche dev est tout sous-arbre maximal contenant un voisin dev sans
contenirv.

Théorème 73(Scheffler [Sch90]). Pour tout entierp ≥ 1 et tout arbreT , pw(T ) ≥ p+1 si, et
seulement si, il existe un sommett deT ayant au moins trois branches de largeur arborescente
linéaire au moinsp.

Démonstration du lemme 41.Par induction surp ≥ 1, le résultat étant vrai pourp = 1. Si
la largeur arborescente linéaire de chaque arbreTi estp, il n’est pas difficile de construire un
ordreL du dual faible deC(H1, H2, H3, H4) de sommet-séparation au plusp + 1 : numérotons
les sommets deT1 selon un ordre optimal deT1, puis numérotons le sommets1, i.e. posons
L(s1) := |V (T1)| + 1. Numérotons ensuite les sommets deT2 selon un ordre optimalL2 tel
que l’unique voisin des2 dansT2 possède la plus grande image parL définie jusqu’à présent
(un tel ordre existe par construction). Le sommets2 est ensuite numéroté, et une numérotation
analogue est effectuée pour les sommets deT3 et s3. Ensuite, le sommets est numéroté, puis
les sommets deT4 selon un ordre optimalL4, et enfin le sommets4. La sommet-séparation de
l’ordre ainsi obtenu est au plusmax(2, p + 1) = p + 1.

La largeur arborescente linéaire du dual faible deC(H1, H2, H3, H4) est strictement su-
périeure àp d’après le théorème 73 puisque le sommets possède quatre branches de largeur
arborescente linéairep. ¤

Lemme 42.Pour touti ∈ {1, 2, 3, 4}, soitHi un graphe planaire extérieur de largeur arbores-
cente linéairep ≥ 1. Alors

pw(C(H1, H2, H3, H4)) = p + 2.

Démonstration. NotonsH := C(H1, H2, H3, H4).

Montrons que la largeur arborescente linéaire deH est au moinsp + 2 : soit L un
ordre deH, montrons que la sommet-séparation de(H, L) est au moinsp + 2. Le
sous-graphe deH induit par la suppression des sommets du4-cycle S est l’union
disjointe des4 graphesH1, H2, H3 et H4, chacun ayant largeur arborescente linéaire
p. Précisons ici que ces quatre graphes vont jouer un rôle symétrique dans cette partie
de la preuve. Ainsi, supposons que le sommeta tel queL(a) = 1 et le sommetb tel
queL(b) = |V (H)| soient respectivement dansV (H1) ∪ V (S) etV (H1) ∪ V (H2) ∪
V (S). Par hypothèses, il existei ∈ L(V (H4)) tel qu’il y ait p sommetsx de H4

avecL(x) > i, chacun ayant un voisiny dansH4 avecL(y) ≤ i. Comme un entier
similaire existe pourH3, supposons, quitte à inverser les rôles deH3 et H4, qu’il
existe un sommetv ∈ V (H3) tel queL(v) > i. Soit X := ∪3

j=1V (Hj) ∪ V (S).
Nous disons qu’un sommetx ∈ X est unsommet-m si L(x) < i et unsommet-M si
L(x) > i. En particulier, le sommeta est un sommet-m, et les sommetsb etv sont des
sommets-M . Une arête estmauvaisesi elle relie un sommet-m à un sommet-M . Une
mauvaise paireest une paire de mauvaises arêtes qui sont soit disjointes, soit incident
à un même sommet-m. Soit Q le sous-graphe deH induit par les sommets deX.
L’existence d’une mauvaise paire dansQ entraîne quevs(H, L) ≥ vs(H4)+2 = p+2.

Or, le grapheQ est2-connexe, donc d’après le lemme de l’éventail, il existe dans
Q deux cheminsP1 etP2 respectivement dea àb et dea àv, qui sont sommet-disjoints
sauf ena. Commea est un sommet-m et b et v sont des sommets-M , il existe une
mauvaise arête dansP1 et une mauvaise arête dansP2. Les cheminsP1 et P2 étant
sommet-disjoints sauf ena qui est un sommet-m, ces deux mauvaises arêtes forment



174 8. Largeur arborescente linéaire des graphes planaires extérieurs

nécessairement une mauvaise paire. Enfin, cette mauvaise paire est bien disjointe de
H4 carP1 etP2 le sont.

Montrons que la sommet-séparation deH est au plusp + 2 : nous allons construire
un ordre deH = C(H1, H2, H3, H4) à partir d’ordres optimauxLi de Hi, i ∈
{1, 2, 3, 4}. Commençons par étiqueter tous les sommets deH4 selon l’ordreL4. La
sommet-séparation n’excède jamaisp+2, car les seuls sommets non étiquetés hors de
H4 qui peuvent avoir des voisins étiquetés sont les sommetsβ etγ. Par construction,
l’ordre optimalL1 deH1 peut être choisi de sorte queL1(x1) < L1(y1). Étiquetons
à présent les sommets deH1 selon l’ordreL1 jusqu’à ce que le sommetx1 soit éti-
queté. Comme précédemment, la sommet-séparation n’excède pasp + 2 lors de cette
phase. Étiquetons alors le sommetβ, ce qui ne change pas la sommet-séparation,
puisqueβ possède exactement un voisin non étiqueté, c’est-à-direα. Finissons d’éti-
queter les sommets deH1 en suivant l’ordreL1. La sommet-séparation ne dépasse
toujours pasp + 2, les seuls sommets non étiquetés ayant des voisins étiquetés étant
α etγ. Par construction encore, l’ordre optimalL2 deH2 peut être choisi de sorte que
L2(x2) < L2(y2). En conséquence, il est possible d’appliquer la même procédure
afin de numéroter les sommets deH2 : les sommets sont numérotés suivant l’ordre
L2 jusqu’à ce quex2 soit numéroté. Le sommetα est numéroté, et ensuite seulement
le reste des sommets deH2, toujours selonL2. Enfin, les sommets deH3 sont numé-
rotés en suivant l’ordreL3 (la sommet-séparation ne dépasse pasp + 2, car les seuls
sommets non numérotés hors deH3, avec éventuellement des voisins numérotés sont
δ et γ), puisδ et γ sont numérotés. La sommet-séparation de l’ordre ainsi construit
est au plusp + 2.

¤

Pour prouver le théorème 72, nous utiliserons les graphes suivants. SoitJ3 le graphe de la
figure 8.5(a) : la largeur arborescente linéaire du dual faible deJ3 est égale à deux, et celleJ3

à trois. En outre, comme le montre la figure 8.5(a), il existe un ordre optimal deJ3 tel qu’une
arête incidente à la face externe relie le sommet étiqueté1 et celui étiqueté12.

Construisons à présent le grapheJp à partir deJp−1 pour unp ≥ 4 fixé. Pour cela, nous
supposons qu’il existe un ordre optimalL′ deJp−1 tel qu’une arêtee = xy incidente à la face
externe vérifieL′(x) = 1 et L′(y) = |V (Jp−1)|. Considérons un cycle d’ordre7, v1v2 . . . v7v1,
ainsi que trois copies disjointes deJp−1, notéesJ1, J2 etJ3. L’arêtee deJ1 est identifiée avec
l’arêtev2v3 du cycle, celle deJ2 avec l’arêtev4v5 et celle deJ3 avecv6v7 (voir figure 8.5(b)). À
chaque fois, le sommetx de l’arêtee est identifié avec le sommetvi de plus petit indice (donc,
respectivement,v2, v4 etv6).

Le lemme suivant prouve que la construction peut-être faite pour toute valeur dep ≥ 3, et
que la largeur arborescente linéaire du graphe planaire extérieur2-connexeJp est égale àp, qui
est aussi la valeur de la largeur arborescente linéaire de son dual géométrique.

Lemme 43. Pour tout entierp ≥ 3, la largeur arborescente linéaire du graphe planaire exté-
rieur 2-connexeJp est égale àp. De plus, il existe un ordre deJp de sommet-séparationp tel
qu’une arête incidente à la face externe relie les sommets de plus petit et de plus grand ordre.
Enfin, la largeur arborescente linéaire du dual géométrique deJp est aussi égale àp.

Démonstration. La largeur arborescente linéaire du dual géométrique deJ3 est trois. Suppo-
sons que celle du dual géométrique deJp−1 soitp−1, pour un certain entierp ≥ 4. Clairement,
par le théorème 73, la largeur arborescente linéaire du dual faible deJp est au moins celle de
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(a)J3 et son dual faible.
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(b) Obtention deJp à partir de
Jp−1. Un ordre optimal véri-
fiant la condition souhaitée est
donné,n désignant le nombre
de sommets deJp−1.

FIG . 8.5. La famille de graphe(Jp)p≥3.

Jp−1 plus un. En outre, une décomposition de cette largeur s’obtient à partir d’une décomposi-
tion optimale du dual faible deJp−1 en ajoutant le sommet correspondant au cyclev1v2 . . . v7v1

à tous les ensembles de sommets. Ou bien, de façon équivalente, à partir d’un ordre optimal du
dual faible deJp−1, en ordonnant les faces de chaqueJ i suivant cet ordre (les faces deJ1 étant
inférieures à celles deJ2, elles-mêmes inférieures à celles deJ3), la face délimitée par le cycle
v1v2 . . . v7v1 étant la plus grande.

La largeur arborescente linéaire deJp est au moins celle de son dual géométrique par le
théorème 68, doncpw(Jp) ≥ p.

Prouvons l’existence de l’ordre désiré par récurrence surp : le résultat étant vrai pourp = 3
comme indiqué par la figure 8.5(a).

L’ordre L pour Jp est obtenu de la façon suggérée par la figure 8.5(b) : en notantn le
nombre de sommets deJp−1, posonsL(v1) := 1 et L(v7) := 3n + 1. D’après l’hypothèse
d’induction, soitLi un ordre optimal deJ i vérifiant la condition du lemme. Les sommets de
chaqueJ i sont ordonnés selonLi, respectivement de deux àn + 1, den + 2 à 2n + 1 et de
2n+2 à3n+1. Clairement, la sommet séparation de l’ordre obtenu estmax(2, vs(Jp−1)+1) =
max(2, p − 1 + 1) = p. De plus, l’arêtev1v7 vérifie la condition souhaitée. ¤

Démonstration du théorème 72.La preuve est par récurrence surp ≥ 1. Si p = 1, deux
4-cycles partageant une arête etG1 donnent le résultat souhaité lorsquek = 1 etk = 2 respec-
tivement.

Supposons le résultat vrai pourp − 1 ≥ 1, et soitk ∈ {1, 2, . . . , p + 1}. Si k = 1, alors le
grapheJp convient d’après le lemme 43. Sik ∈ {2, 3, . . . , p + 1} alorsk − 1 ∈ {1, 2, . . . , p},
donc d’après l’hypothèse d’induction, il existe un graphe planaire extérieur2-connexe de lar-
geur arborescente linéaire(p − 1) + (k − 1) tel que la largeur arborescente linéaire de son
dual faible soitp − 1. Alors d’après les lemmes 42 et 41, la largeur arborescente linéaire de
C(H, H, H,H) est p + k et celle de son dual faible estp, comme souhaité. Notons que la
construction deC(H, H, H, H) est réalisable car une conséquence immédiate du théorème 74
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donné dans la section suivante est que tout arbre possède un ordre optimal tel que le dernier
sommet numéroté soit une feuille. ¤

8.3. Borne supérieure
Nous présentons dans cette section un algorithme qui, étant donné un graphe planaire ex-

térieur2-connexe, renvoie un ordre deG de sommet-séparation au plus2pw(TG) + 1. Comme
pw(TG) = pw(G∗)−1 pour tout graphe planaire extérieur2-connexeG (d’après le lemme 40),
ceci établit le théorème 71.

Une chenilleest un arbre dans lequel un seul chemin, appelé l’échine, est incident à (ou
contient) toutes les arêtes. Les chenilles sont les seuls arbres de sommet-séparation un : la
sommet-séparation de toute chenille est clairement un, et si un arbreT n’est pas une chenille,
alors il contient une araignée avec trois pattes de longueur deux (figure 8.6(a)). Or la sommet-
séparation d’un tel arbre est au moins deux, d’après le théorème 73.

(a) Une araignée avec
trois pattes de longueur
deux.

(b) Une chenille avec une échine de lon-
gueur6.

FIG . 8.6. Araignées et chenilles.

Proposition 45. Soit G un graphe planaire extérieur2-connexe dont le dual faible est une
chenille. La sommet-séparation deG est au plus trois.

Démonstration. Nous donnons une procédure qui renvoie un ordre optimal pour le grapheG.
Soit P := v1v2 . . . vk un plus long chemin deTG. NotonsFi la face deG correspondant au
sommetvi, i ∈ {1, 2, . . . , k}. Numérotons1 un sommetv deF1 de degré deux (un tel sommet
existe carG est un graphe planaire extérieur2-connexe etv1 est une feuille deTG). Ensuite,
tout sommet deF1 de degré deux adjacent à un sommet numéroté est numéroté à son tour.

À présent, la procédure suivante est appliquée, en notantV (Fi−1) ∩ V (Fi) = {xi, yi} et
V (Fi) ∩ V (Fi+1) = {xi+1, yi+1}, voir figure 8.7.

1: pour i = 2 àk − 1 faire
2: soitP := xiw1 . . . wjxi+1 le chemin deG dexi àxi+1 constitué d’arêtes incidentes à la

face externe : les sommets deP sont numérotés dexi àwk (voir figure 8.7)
3: soit P ′ := yiu1 . . . utyi+1 le chemin deG deyi à yi+1 constitué d’arêtes incidentes à la

face externe : les sommets deP ′ sont numérotés deyi àut (voir figure 8.7)
4: fin pour

Enfin, les sommets dexk àyk sont numérotés dans le sens indirect.
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Fi−1 Fi+1Fi

xi+1

yi+1

w2

w3

u1yi

w1

xi

FIG . 8.7. Sommets à l’étapei.

L’ordre obtenu est optimal pourG, et en particulier sa sommet-séparation est au plus trois.
¤

Précisons que la largeur arborescente linéaire d’un graphe planaire extérieur2-connexe est
deux si, et seulement si, son dual faible est un chemin. Notons également que la complexité
en temps de la procédure de la proposition précédente est linéaire. Enfin, les graphes planaires
extérieurs2-connexes dont le dual faible est une chenille ne sont pas les seuls graphes planaires
extérieurs2-connexes dont la largeur arborescente linéaire est au plus trois (voir la figure 8.8)

1

2

3

45

6

7

8

9

FIG . 8.8. La largeur arborescente linéaire du graphe planaire extérieur triangulé dont le dual
faible est une araignée avec trois pattes de longueur deux est trois.

Le résultat suivant concernant la largeur arborescente linéaire des arbres nous sera utile.

Théorème 74(Ellis, Sudborough et Turner [EST94]). Pour tout arbreT , et tout entierp ≥ 2,
pw(T ) ≤ p si, et seulement si, il existe un cheminP tel que la largeur arborescente linéaire de
toute composante connexe de la forêt induite par la suppression des sommets deP soit au plus
p − 1.

Considérons la procédure récursive donnée par l’algorithme 1. Elle calcule un ordre deG,
stocké dans la listel qui est initialisée parl(v) := ∞ pour tout sommetv ∈ V (G) (signifiant
qu’au départ, aucun sommet n’est numéroté).

Notons que ce qui est fait lignes 16–17 et 32–33 revient à numéroter tous les sommets de
H saufy (ouy′, respectivement), et à garders à jour.

Le lemme suivant suffit à établir le théorème 71.

Lemme 44. Pour tout graphe planaire extérieur2-connexeG tel que la largeur arborescente
linéaire de son dual faibleT soitp, la procédureLayout de l’algorithme 1 retourne un ordre
avec sommet-séparation au plus2p + 1.

Démonstration. L’algorithme 1 assigne un nombre unique à chaque sommet deG.
Pour la sommet-séparation de l’ordre obtenu, la preuve est par induction sur la largeur

arborescente linéairep deT . Si p vaut un, alorsT est une chenille et la proposition 45 fournit
la conclusion.

Supposons que pour tout graphe planaire extérieur2-connexe tel que la largeur arborescente
linéaire de son dual faible soit au plusp − 1, la procédureLayout de l’algorithme 1 renvoie
un ordre avec sommet-séparation au plus2p − 1. Soit G un graphe planaire extérieur tel que



178 8. Largeur arborescente linéaire des graphes planaires extérieurs

Algorithme 1 ProcédureLayout

Entrée: un graphe planaire extérieur2-connexeG, une listel et un entiers.
Sortie: retourne l’entierj, qui est égal au plus grand label utilisé plus un. Chaque sommetv

deG se voit attribuer un nombre unique, stocké dansl(v).
1: si le dual faibleT deG est une chenillealors
2: le numéroter en utilisant la proposition 45 et en commençant avec le labels.
3: renvoyer s + |V (G)|.
4: fin si
5: Trouver un cheminP := v1v2 . . . vk deT comme dans le théorème 74, avec la propriété

additionnelle que ses sommets terminaux sont des feuilles. NotonsFi la face deG corres-
pondant au sommetvi deP , i ∈ {1, 2, . . . k}.

6: Soit v un sommet de degré deux de la faceF1, et notonsx et x′ ses voisins dans le sens
indirect et dans le sens direct, respectivement {un tel sommetv existe toujours}

7: l(v) := s
8: s := s + 1
9: pour i = 1 àk faire {dans toute la suite,y et y′ sont respectivement le voisin dans le sens

indirect dex et le voisin dans le sens direct dex′ surFi}
10: tant que x /∈ V (Fi+1) faire
11: si x possède au plus un voisin non numéroté différent dex′ alors
12: l(x) := s
13: s := s + 1
14: sinon
15: soit H le plus grand sous-graphe2-connexe deG dont l’intersection avecFi est

{x, y}.
16: s := Layout(H, l, s)
17: l(y) := ∞
18: fin si
19: si y == x′ alors
20: l(x′) := s
21: renvoyer s + 1
22: sinon
23: x := y
24: fin si
25: fin tant que
26: tant que x′ /∈ V (Fi+1) faire
27: si x′ possède au plus un voisin non numéroté (différent dex) alors
28: l(x′) := s
29: s := s + 1
30: sinon
31: soit H le plus grand sous-graphe2-connexe deG dont l’intersection avecFi est

{x, y}.
32: s := Layout(H, l, s)
33: l(y′) := ∞
34: fin si
35: x′ := y′

36: fin tant que
37: fin pour
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la largeur arborescente linéaire de son dual faible soitp. Prouvons que la procédureLayout
renvoie un ordre deG de sommet-séparation au plus2p + 1.

Arrêtons la procédure à n’importe quel moment, et notonsF l’ensemble des sommets non
numérotés ayant au moins un voisin numéroté. Si aucun sous-grapheH n’a déjà été traité,
alors l’ensembleF est composé des sommetsx et x′, donc sa taille est au plus2p + 1. Si la
numérotation d’un sous-grapheH vient juste d’être effectuée, alorsF contient également deux
sommets, à savoirx′ ety ou bienx ety′.

Supposons à présent qu’un sous-grapheH soit en cours de numérotation. Sans perte de
généralité, disons que son intersection avec la face couranteFi est{x, y}. Il y a un seul sommet
deF n’appartenant pas àH : le sommetx′. Ainsi, tant que|F ∩ V (H)| ≤ 2p, le cardinal deF
est au plus2p + 1, comme souhaité. Puisque que la sommet-séparation de l’ordre utilisé pour
H est au plus2p − 1, un problème apparaît uniquement si|F ∩ (V (H) \ {x, y})| = 2p − 1,
et x, x′ et y appartiennent aussi àF . Une telle situation implique notamment que le sommety
aurait dû être numéroté selon l’ordre deH, mais ne l’a pas été, conformément à l’algorithme.
Mais, dans ce cas, pour l’ordre deH, le sommetx n’est pas numéroté et possède au moins un
voisin numéroté :y. Donc le nombre de sommets deH non numérotés et possédant un voisin
numéroté dansH est|F ∩ (V (H) \ {x, y})| + 1 = 2p, contradiction. ¤

Comme il est visible dans la preuve précédente, les sous-graphesH (numérotés par un
appel récursif lignes 16 et 32) peuvent en réalité être numérotés selon n’importe quel ordre
avec sommet-séparation au plus2p − 1.

Corollaire 11. Pour tout graphe planaire extérieur2-connexeG, pw(TG) + 1 ≤ pw(G) ≤
2pw(TG) + 1. En outre, ces bornes sont serrées.

Il est prouvé dans [Sch90] que la largeur arborescente linéaire d’un arbre àf sommets est
au pluslog3(2f + 1).

Corollaire 12. La largeur arborescente linéaire de tout graphe planaire extérieur2-connexe
avecf faces internes est au plus2 log3(2f + 1) + 1.

Proposition 46. La complexité en temps de l’algorithme 1 estO(n log(n)).

Démonstration. Il n’est pas difficile de voir que la complexité de l’algorithme 1 dépend prin-
cipalement des appels récursifs et de la complexité de la ligne 5 (étant donné que trouver le dual
faible d’un graphe planaire extérieur2-connexe ainsi que déterminer si un arbre est une chenille
prend un temps linéaire, tout comme la procédure de la proposition 45). Montrons d’abord que
la complexité de l’algorithme 1 sans la ligne 5 est linéaire.

Un sommetx de la faceFi est directement numéroté durant le traitement de la faceFi s’il
possède au plus un voisin non numéroté différent dex′, sinon il est numéroté dans un appel
récursif, ou bien considéré à nouveau dans le traitement de la faceFi+1. Donc un sommet est
considéré une fois par face interne à laquelle il appartient. En notantf le nombre de faces
internes deG, le nombre d’étapes élémentaires est2(|E|− |V |) = 2(f −1) (d’après la formule
d’Euler), soit encore un nombre inférieur à2|V |.

Le calcul d’un cheminP comme dans le théorème 74, avec la propriété additionnelle
que ces sommets terminaux soient des feuilles peut se faire en utilisant des techniques si-
milaires à celles décrites dans [EST94, Yan85, MHG+88] permettant de calculer la sommet-
séparation, la largeur de coupe et le nombre de chercheurs d’un arbre. Ceci peut ainsi être fait
en temps linéaire. Enfin, la largeur arborescente linéaire d’un arbre àf sommets étant inférieure
à log3(2f + 1) [Sch90], le calcul de tous les chemins prend un temps enO(f log3(2f + 1)),
c’est-à-direO(n log(n)). ¤
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Le théorème 71 fournit directement un algorithme d’approximation de la largeur arbores-
cente linéaire d’un graphe planaire extérieur en temps linéaire car calculer l’arbre dual deG et
sa largeur arborescente linéaire prend un temps linéaire. Un ordre correspondant est donné par
l’algorithme 1, dont la complexité estO(n log(n)). Comme indiqué dans [BF02], il existe des
arbres des graphes planaires extérieurs pour lesquels une représentation simple d’une décom-
position linéaire nécessite un tempsΩ(n log(n)) pour être écrite. Skodinis [Sko03] a développé
une représentation plus évoluée, de sorte que les décompositions linéaires puissent être décrites
en temps linéaire. Nous n’avons pas essayé d’utiliser cette méthode pour l’algorithme 1, mais
pensons qu’elle pourrait l’être afin de pré-calculer tous les chemins en temps linéaire, et réduire
ainsi la complexité àO(n).

Corollaire 13. Pour tout graphe planaire extérieur2-connexeG, l’algorithme 1 fournit en
tempsO(n log(n)) un ordre deG avec sommet-séparation au plus2pw(G) − 1.

8.4. Conclusion
Pour conclure, nous allons infirmer deux autres conjectures grâce aux techniques dévelop-

pées dans ce chapitre.

Conjecture 16(Bodlaender et Fomin [BF02]). Pour tout graphe planaire2-connexeG,

pw(G) ≥ pw(G∗) − 1.

Avant de citer la seconde conjecture, nous avons besoin de deux définitions supplémen-
taires.

Considérons un ordreσ sur les arêtes d’un grapheG = (V,E), et soitδ(i) le nombre de
sommets incidents à au moins deux arêtese, e′ telles queσ(e) ≤ i et σ(e) > i. La largeur
linéaire de(G, σ) estmaxi∈{1,2,...,|E|} δ(i). La largeur linéaire deG, notéelw(G), est le mini-
mum des largeurs linéaires de(G, σ) pour tous les ordresσ sur les arêtes deG. Notons que si
G a degré minimum au moins deux, alorspw(G) ≤ lw(G) ≤ pw(G) + 1. Pour un graphe pla-
naireG, undécoupageH deG est un graphe obtenu à partir deG par une suite des opérations
suivantes : considérer un sommetv, partitionner son voisinage en deux ensemblesM et N et
remplacerv par deux nouveaux sommets adjacentsx ety. Relier en outrex à tous les sommets
deM ety à tous les sommets deN .

Conjecture 17 (Fomin [Fom03]). Pour tout graphe planaireG, il existe un découpageH de
degré maximum trois tel quelw(H) = lw(G).

Selon [Fom03], cette conjecture implique la précédente. Comme mentionné précédem-
ment, Fomin a prouvé que la conjecture 16 est vraie lorsque le degré maximum du graphe
planaire2-connexe considéré est au plus trois.

Nous allons à présent utiliser la famille de graphes(Gp)p≥1 pour infirmer la conjecture 16,
et donc aussi la conjecture 17.

Rappelons que la largeur arborescente linéaire d’un multigrapheG est égale à celle du
graphe simple sous-jacent, notéU(G).

Soit uv une arête d’un graphe planaire2-connexeG, notonsF1 et F2 les deux faces in-
cidentes àuv et f1 et f2, respectivement, les sommets correspondants dans le dualG∗ deG.
Subdiviseri fois l’arêteuv dansG (c’est-à-dire remplacer cette arête par un chemin induit de
longueuri + 1) revient à remplacer l’arêtef1f2 du dual pari + 1 arêtes parallèles.

Ceci étant, considéronsGp, et un plongement deG∗
p tel queG∗∗

p ≃ Gp. Notonso le sommet
de G∗

p correspondant à la face externe deGp, et Hp le graphe obtenu en subdivisant chaque
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arête deG∗
p incidente ào. Notons queHp est un graphe planaire simple et2-connexe. D’après

les remarques précédentes,U(H∗
p ) ≃ Gp, et doncpw(H∗

p ) = pw(Gp).
Pour toute faceF deGp, notonsm(F ) le nombre d’arêtes deF incidentes à la face externe,

et soitm := maxF m(F ).

Lemme 45. Avec les notations précédentes,pw(Hp) ≤ pw(G∗
p) + m = pw(G∗

p) + 3.

Démonstration. Par définition deGp, il est clair quem = 3. Considérons un ordre opti-
mal des sommets deG∗, l1, . . . , ln, et construisons un ordreL de Hp de sommet-séparation
au pluspw(G∗) + m. Considérons l’ordre induit sur les sommets communs deG∗ et Hp :
(l1, 0), (l2, 0), . . . , (ln, 0). Ensuite, si un sommet(li, 0) possèdej voisins non-numérotés, ceux-
ci sont numérotés(li, 1), . . . , (li, j). La sommet-séparation de cet ordre est au pluspw(G∗) +
m. ¤

Si la conjecture 16 est vraie, alorspw(Hp) ≥ pw(H∗
p ) − 1 = pw(Gp) − 1. Néanmoins, par le

lemme 45,pw(Hp) ≤ pw(G∗
p)+3 doncpw(G∗

p)+3 ≥ pw(Gp)−1, ce qui est faux pourp > 6.
Finissons avec un problème. Fomin et Thilikos [FT06] ont prouvé que, pour tout graphe

planaire3-connexeG, la largeur arborescente linéaire deG∗ est au plus6 fois celle deG.

Problème 13. Est-il vrai qu’il existe une constantec telle que, pour tout graphe planaire2-
connexeG,

1

2
pw(G∗) − c ≤ pw(G) ≤ 2pw(G∗) + c?

Si la réponse est affirmative, le facteur multiplicatif deux serait optimal, d’après le théo-
rème 70.
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DŠT05. Z. Dvǒrák, R. Škrekovski, and M. Tancer. List-colouring squares of sparse subcubic
graphs. Technical Report IMFM-(2005)-PS-985, University of Ljubljana, Slovenia,
2005.

Edm65. J. Edmonds. Minimum partition of a matroid into independent subsets.J. Res. Nat.
Bur. Standards Sect. B, 69B :67–72, 1965.

EH99. N. Eaton and T. Hull. Defective list colorings of planar graphs.Bull. Inst. Com-
bin. Appl., 25 :79–87, 1999.

ERT80. P. Erd̋os, A. L. Rubin, and H. Taylor. Choosability in graphs. InProceedings of the
West Coast Conference on Combinatorics, Graph Theory and Computing (Hum-
boldt State Univ., Arcata, Calif., 1979), Congress. Numer., XXVI, pages 125–157,
Winnipeg, Man., 1980. Utilitas Math.

EST94. J. A. Ellis, I. H. Sudborough, and J. S. Turner. The vertex separation and search
number of a graph.Inform. and Comput., 113(1) :50–79, 1994.

EWHK98. T. Emden-Weinert, S. Hougardy, and B. Kreuter. Uniquely colourable graphs
and the hardness of colouring graphs of large girth.Combin. Probab. Comput.,
7(4) :375–386, 1998.

FKK96. U. Fößmeier, G. Kant, and M. Kaufmann. 2-visibility drawings of plane graphs.
In Proceedings of Graph Drawing ’96, volume 1190 ofLecture Notes in Comput.
Sci., pages 155–168. Springer, Berlin, 1996.

Fom03. F. V. Fomin. Pathwidth of planar and line graphs.Graphs and Combinatorics,
19(1) :91–99, 2003.

FR94. G. Fan and A. Raspaud. Fulkerson’s conjecture and circuit covers.J. Combin.
Theory Ser. B, 61(1) :133–138, 1994.

FT06. F. Fomin and D. M. Thilikos. On self duality of pathwidth in polyhedral graph
embeddings. Report in Informatics 316, University of Bergen, March 2006.

Ful71. D. R. Fulkerson. Blocking and anti-blocking pairs of polyhedra.Math. Program-
ming, 1 :168–194, 1971.

Gam86. A. Gamst. Some lower bounds for a class of frequency assignment problems.IEEE
Transactions on Vehicular Technology, 35 :8–14, 1986.

GJ79. M. R. Garey and D. S. Johnson.Computers and intractability. W. H. Freeman and
Co., San Francisco, Calif., 1979. A guide to the theory of NP-completeness, A
Series of Books in the Mathematical Sciences.



186 Bibliographie

GK06. N. Gazit and M. Krivelevich. On the asymptotic value of the choice number of
complete multi-partite graphs.J. Graph Theory, 52(2) :123–134, 2006.

GLY98. R. Govindan, M. A. Langston, and X. Yan. Approximating the pathwidth of outer-
planar graphs.Inform. Process. Lett., 68(1) :17–23, 1998.

God88. L. A. Goddyn.Cycle covers of graphs. Ph. D. Thesis, University of Waterloo, 1988.

Gol80. M. C. Golumbic.Algorithmic graph theory and perfect graphs. Academic Press
[Harcourt Brace Jovanovich Publishers], New York, 1980. With a foreword by
Claude Berge, Computer Science and Applied Mathematics.

Grö59. H. Grötzsch. Zur Theorie der diskreten Gebilde. VII. Ein Dreifarbensatz für drei-
kreisfreie Netze auf der Kugel.Wiss. Z. Martin-Luther-Univ. Halle-Wittenberg.
Math.-Nat. Reihe, 8 :109–120, 1958/1959.

GSW98. A. Gräf, M. Stumpf, and G. Weißenfels. On coloring unit disk graphs.Algorith-
mica, 20(3) :277–293, 1998.

Gut92. S. Gutner. Choice numbers of graphs. Master’s thesis, Tel Aviv University, 1992.

GY92. J. R. Griggs and R. K. Yeh. Labelling graphs with a condition at distance2. SIAM
J. Discrete Math., 5(4) :586–595, 1992.

Hal80. W. K. Hale. Frequency assignment : Theory and applications.IEEE Proceedings,
68(12) :1497–1514, December 1980.
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Résumé
Cette thèse comporte trois parties. Dans la première partie, un problème d’allocation de fré-

quences, proposé par Alcatel, est modélisé en termes de coloration de graphes : un graphe est
k-improprementl-colorable s’il est possible, étant donnéesl couleurs, d’attribuer une couleur
à chacun de ses sommets de sorte que chaque sommet ait au plusk voisins de la même couleur
que lui. Différentes problématiques sont ensuite étudiées : la coloration impropre (et la choisis-
sabilité impropre) des graphes de densité bornée (englobant le cas des graphes de genre borné
et de maille donnée), celle des graphes d’intersection de disques unitaires (y compris pour des
instances aléatoires, et pour des ensembles de points infinis), ainsi que la coloration impropre
pondérée des sous-graphes du réseau triangulaire.

La deuxième partie regroupe différents problèmes de colorations de graphes, plus ou moins
reliés au problème d’allocation de fréquences, pour lesquels nous avons obtenus de nouveaux
résultats. Il s’agit de la coloration3-faciale des graphes planaires, de la choisissabilité circulaire
et de diverses généralisations de l’arête-coloration des graphes cubiques, en particulier par des
éléments de groupes abéliens, et des triplets de Steiner.

Dans la troisième partie, nous nous intéressons à un problème de reroutage de requêtes,
sans perte de service, dans les réseauxWDM. Dans un premier temps, un nouvel invariant des
graphes est introduit afin de modéliser cette question. Comme il s’avère que ce paramètre est
proche de celui, bien connu, de largeur arborescente linéaire(pathwidth), ce dernier nous a
également intéressé et nous avons obtenu de nouveaux résultats concernant la relation entre la
largeur arborescente linéaire d’un graphe planaire extérieur2-connexe et celle de son dual.

Mots clefs : graphes, coloration, choisissabilité, allocation de fréquences, largeur arbores-
cente linéaire, reroutage, choisissabilité circulaire, coloration faciale, triplets de Steiner.

Abstract
This thesis is comprised of three parts. In the first one, a channel assignment problem posed

by Alcatel is modelled as a graph colouring problem: a graph isk-improperlyl-colourable if,
given l colours, every vertex can be assigned a colour such that each colour class induces a
subgraph of maximum degree at mostk. Several problems are studied: improper colouring
(and improper choosability) of graphs with bounded density (including the case of graphs of
given genus and girth), unit disk graphs (including random instances and inifinite set of points),
and also weighted improper colouring of subgraphs of the triangular lattice.

In the second part, different kinds of colouring, for which we obtain new results, are studied:
3-facial colourings of plane graphs, circular choosability, and various types of edge-colourings
of cubic graphs, in particular by elements of Abelian groups, and Steiner triple systems.

In the last part, we focus on a rerouting problem, without service interruption, inWDM

networks. First, a new invariant is introduced so as to model this problem. As it turns out that
this parameter is close to the pathwidth, we then present some new results we get concerning
the relation between the pathwidth of a2-connected outerplanar graph and the pathwidth of its
dual.

Keywords: graphs, colouring, choosability, channel assignment circular choosability, path-
width, rerouting, facial colouring, Steiner triple systems.


