N
N

N

HAL

open science

Formalisation et automatisation du raisonnement
géométrique en Coq.

Julien Narboux

» To cite this version:

Julien Narboux. Formalisation et automatisation du raisonnement géométrique en Coq.. Autre
[cs.OH]. Université Paris Sud - Paris XI, 2006. Frangais. NNT: . tel-00118806

HAL Id: tel-00118806
https://theses.hal.science/tel-00118806
Submitted on 6 Dec 2006

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00118806
https://hal.archives-ouvertes.fr

N° D’ORDRE :

UNIVERSITE PARIS XI
UFR SCIENTIFIQUE D’ORSAY

THESE

présentée pour obtenir

Le GRADE de DOCTEUR EN SCIENCES
DE L’UNIVERSITE PARIS XI ORSAY

SPECIALITE : Informatique

par

Julien NARBOUX

FORMALISATION ET AUTOMATISATION DU
RAISONNEMENT GEOMETRIQUE EN COQ.

Soutenue le 26 septembre 2006
devant la commission d’examen composée de :

Marc Bezem Rapporteurs
Loic Pottier

Jean-Francois Dufourd Examinateurs
Jacques Fleuriot

Claude Marché

Hugo Herbelin  Directeur






Merci

Merci & Hugo Herbelin, mon directeur de thése, il m’a beaucoup apporté.
Je tiens a le remercier en particulier pour sa disponibilité ainsi que pour la
rigueur avec laquelle il a relu mes articles et ma thése.

Merci & Marc Bezem et & Loic Pottier d’avoir accepté d’étre les rap-
porteurs de cette thése, et pour les remarques et suggestions qu’ils m’ont
faites.

Merci & Marc Bezem, Jean-Frangois Dufourd, Jacques Fleuriot, Claude
Marché et Loic Pottier d’avoir accepté de faire partie du jury, j'en suis tres
honoré.

Merci a Frédérique Guilhot pour les discussions que nous avons eues et
pour ses remarques judicieuses & propos de mes articles et de cette these.

Merci a Shang-Ching Chou pour les échanges que nous avons eus par
courrier électronique et pour avoir produit & ma demande une version élec-
tronique de sa these.

Merci a Laurent Théry pour avoir adapté mon implantation de la mé-
thode des aires & la nouvelle tactique field.

Merci aux membres des équipes LogiCal et Proval qui m’ont permis de
travailler dans un environnement agréable et stimulant.

Merci & ma famille pour avoir relu mon manuscrit et pour leur soutien.

Merci a Julie pour avoir relu mon manuscrit et surtout pour m’avoir
supporté et encouragé au quotidien.






TABLE DES MATIERES

Introduction 1

‘I Formalisation 7
‘1 Axiomatiques pour la géométrie 9
1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . e 9
1.2 Rappelssurlescorps . . . . . . . . . . o 10
1.3 Axiomatiques . . . . . . . e e e 11

1.3.1 Hilbert . . . . . . . . . 11
132 Tarski . .. . ... 15

133 Heyting . . oo oo 17
134 von Platd . ..o 19
1.3 Wu. . . ... 21
1.3.6 Chou, Gao et Zhang . . . . . . . . . ... ... ... 24

1.4 Résumé et conclusion . . . . . . ..o 27
‘2 Formalisation de la géométrie de Tarski‘ 29
21 Tntroduction . . . . . oo 29
2.2 Travaux connexes et motivations‘ ................ 30
2.3  Retour sur 'axiomatique de Tarski‘ ............... 31
2.3.1 Description des axiomes . . . . . . . . . . ... .... 32

2.3.2 Historique des axiomatiques de Tarski . . . ... ... 40

2.4 Apercu de la formalisation . . . . . . . .. 42
2.4.1 Deux lemmes cruciauxJ .................. 43

2.4.2 Un exemple de preuve . . . . . .. ... 43

2.5 A propos des cas dégénérés . . . . . ... ... ... ... 50

2.6 Logique classique vs. logique intuitionniste, . . . .. .. . .. 51

‘2.7 Conclusion et Derspectives‘ .................... 52




ii Table des matiéres

II Automatisation 53
3 Démonstration automatique en géométrie 55
‘3.1 Introduction . . . . . . . . ... 55
‘3.2 Les méthodes algébriques‘ .................... 56
‘3.2.1 La méthode des bases de Grébner‘ ............ 56

‘3.2.2 La méthode de Wu‘ .................... 56

‘3.2.3 La décomposition cylindrique . . . . . . .. ... ... 56

‘3.3 Les méthodes sans coordonnées . . . . . . .. ... .. .... 57
‘3.3.1 La méthode des angles‘ .................. 57

‘3.3.2 La méthode des Vecteurs‘ ................. 57

‘3.3.3 La méthodes des aires de Chou, Gao et Zhanxﬂ ..... 57

34 Conclusion . . . . . .o 64

4 Formalisation de la méthode des aires en Coq 65
41 Introduction . . . . ... 65
4.2 Choix du langage . . . . . . ... 66
4.3 Choix de 'axiomatique . . . . . . .. ... 68
‘4.4 Propositions nécessaires a la tactiquel . . . . . . . . ... ... 71
‘4.5 La tactique proprement dite‘ ................... 72
4.5.1 Tactique d’initialisation . . . . . . . ... . ... ... 72

‘4.5.2 Tactique de simplification. . . . . . . . ... ... ... 73

‘4.5.3 Tactiques d’uniﬁcation.‘ ................. 74

‘4.5.4 Tactique d’élimination.‘ .................. 75

4.5.5 Tactique d’élimination des points libres, . . .. .... 76

‘4.5.6 Tactique COHCIIISiOD.‘ ................... 76

4.6 Unexemple détaille . . . . . . . ... ... 77
4.7 Exemples . . . . . . . 79
............................ 9

‘4.7.2 Menelaus‘ ......................... 80

4.73 Pascal . ... ... 81

4.74 Pappus . ... 82

‘4.7.5 Desargues . . . . . . . ... ... ... ... 83

‘4.7.6 Centre de gravité‘ ..................... 84

‘4.7.7 Droite de Gauss‘ ..................... 85

48 Conclusion . . . . . oo 86
III Visualisation 87
5 GeoProof, géométrie dynamique et preuve formelle 89
50 Introduction . . . . ... 89
5.2 Présentation de GeoProof . . . . .. . ... ... ... ... 93

‘5.3 Démonstration automatique‘ ................... 96




Table des matiéres iii
5.3.1 Méthode de démonstration automatique intégrée . . . 96

532 Avec COq . . oo 102

‘5.4 Preuve interactive‘ ........................ 103
‘5.5 Perspective@‘ ............................ 104
‘5.6 Conclusion‘ ............................. 107

6 Preuves diagrammatiques pour la réécriture 109
6.1 Introduction . . . . . . 109
‘6.2 Représentation diagrammatique en réécriture abstraite‘ oL 111
6.2.1 Extension aux disjonctions) . . . . . ... ....... 115

‘6.2.2 Langage des formules représentées . . . . .. ... .. 117

‘6.2.3 A propos de la négation‘ ................. 117

‘6.2.4 Définitions et propriétés usuelles‘ ............ 117

6.3 Preuves diagrammatiques . . . . . . . .. ... ... ... 120
‘6.3.1 Régles d’inférence‘ ..................... 123

6.4 Correction et complétude du systéme‘ .............. 127
‘6.4.1 Logique intuitionniste vs classique‘ ........... 127

‘6.4.2 Calcul considéré‘ ..................... 128

‘6.4.3 Correction . . . . . . . . .. ... 128

‘6.4.4 Complétude . . . . . ... ... ... 130

6.5 Extension aux preuves par induction . . . .. ... ... ... 134
‘6.5.1 L’induction classique‘ ................... 134

‘6.5.2 L’induction bien fondée‘ ................. 135

6.6 Implantation en Coq‘ ....................... 140
‘6.6.1 Reégles d’inférence‘ ..................... 140

6.62 Reégles implicites . . . . . ... ... ... ... ... 141

6.7 uelques preuves diagrammatiques. . . . . . . . . .. ... .. 143
‘6.7.1 Propriétés de confluence . . . . . . .. ... ... ... 143

6.8 Conclusion et perspectives . . . . . . .. oo 148
Persf;ectives 149
A Tous les triangles sont-ils isocéles ? 153
B La géométrie de Tarski 155
B.1l Axiomes . . . . . . . . ... 155
B.2 Propriétés de Cong . . . . . . . . . ... 157
‘B.B Propriétés de Bet‘ ......................... 158
B.4 Propriétés de Conget Bet . . . . . .. ... ... ... .... 159
B.5_ Tramsitivite de Betl . . . . .. ... ... ... 161
‘B.G Prédicat de non appartenance a un segment . . . . . . . . .. 162
‘B.7 Propriétés du milieu . . . . . . ... ... 164
‘B.S Orthogonalité et existence du milieu . . . ... ... ... .. 165




iv Table des matiéres

'C Manuel de référence de GeoProof‘ 169
C.1 Installation . . . .. ... 174
C.1.1 Windows . . . . . . . . .. 174

C.1.2 Lian ........................... 174

C.1.3 MacOSX . . . . . 174

C.2 Qutils de construction‘ ...................... 174
C.3 Outils d’exploration‘ ....................... 177
C.3.1 Description en langue (pseudo—)naturelle‘ ........ 178

C.3.2 ExXpressions . . . . . . . . . . . oo 178

C.3.3 Punaise . . .. .. 180

034 THACE . o o oo 180

C.4 Attributs . . . . .. 181
C.5 Outils de sélection . . . . . o v 182
C.6 Préférences . . . . . . . . ..o 183
C.7 Importation/Exportation . . . . ... .. ... ... .. ... 184
C.8 Démonstration automatique‘ ................... 184
C.9 Démonstration interactive‘ .................... 186

D Réécriture abstraite 187

Bibliographie 197




=< AVIV

Il

NOTATIONS

les connecteurs logiques

I'égalité de distances (Tarski)

I'égalité de distances (Hilbert)

I'égalité des angles (Hilbert)

B se situe entre A et C'

laire orientée du triangle ABC

la différence de Pythagore de A, B et C

la distance orientée entre A et B

I’angle non orienté ABC

la distance entre A et B

la droite passant par A et B

le segment ayant pour extrémités A et B

la demie-droite d’extrémité A passant par B

le vecteur ayant pour extrémités A et B

la droite (AB) est perpendiculaire a la droite (CD)
la droite (AB) est parallele a (CD)

la droite (AB) est strictement paralléle a la droite (CD)

la cloture réflexive et transitive de —
la cloture transitive de —

la cloture réflexive de —
I’égalité

la cloture symétrique de —
x est libre (diagrammes)

calcul des séquents classique

calcul des séquents intuitionniste

calcul des séquents avec égalité

calcul des séquents avec égalité aux feuilles
calcul diagrammatique






INTRODUCTION

Cette thése s’inscrit dans le cadre de I'effort de recherche actuel & propos
de la formalisation des mathématiques.

Nous nous intéressons a la mécanisation des preuves en géométrie. De
Euclide a Tarski en passant par Hilbert, la géométrie a joué un rdle central
dans I’histoire de la preuve mathématique. De nos jours, la géométrie est
aussi souvent utilisée afin d’enseigner ce qu’est une preuve.

Euclide est considéré comme 'un des précurseurs de la méthode arioma-
tique. Dans les Eléments (300 av. J.-C.), en partant de quelques propositions
supposées vraies qu’il appelle postulats, Euclide déduit tous les résultats qui
avaient été découverts pendant les deux ou trois siécles précédents, et cela
uniquement au moyen de régles logiques. Les Eléments d’Euclide ont long-
temps été considérés comme un modéle de raisonnement mathématique, en
un sens, les Eléments constituent le premier systéme formel mathématique.

Mais, lorsque 1’on étudie précisement les preuves d’Euclide, on peut se
rendre compte qu’il ne se conforme pas aussi strictement qu’on le voudrait a
la méthode axiomatique. Certaines étapes de certaines preuves, méme si elles
paraissent évidentes, ne peuvent pas étre déduites du systéme d’axiomes qu’il
définit. Le raisonnement repose parfois sur I'intuition. En particulier la posi-
tion relative des points et des droites est souvent implicitement admise. Bien
qu’il soit 'un des précurseurs de la méthode axiomatique, Euclide n’atteint
pas les standards modernes de rigueur mathématique.



2 Introduction

Par exemple, dans les Elements, Euclide présente C
ce qu’il croit étre une démonstration de SA§ : si deux
coOtés et I'angle formé par ces deux cotés d’un triangle
sont égaux a ceux d’un autre triangle, les deux triangles A B
sont égaux.

Démonstration : déplacer ABC' pour que le point A
coincide avec le point D et la droite (AB) coincide
avec (DE). Le point B coincidera avec E car AB = D E
DE. Aussi, la droite (AC) coincidera avec (DF') car

/BAC = ZEDF. Le point C coincidera avec F car AC = DF'. La droite
(BC) coincidera avec (EF), car les deuz droites ne peuvent inclure [’espace.
Finalement, BC = EF, car les extrémités des segments coincident. D o
LACB = /DFFE et ZABC = Z/DEF.

La faille dans ce raisonnement réside dans 'utilisation du terme déplacer.
Rien dans les postulats d’Euclide ne dit que 1’on peut utiliser cette méthode
de superposition.

Ces étapes de raisonnement qui reposent sur I'intuition, sont potentiel-
lement dangereuses et peuvent mener a des erreurs, un exemple bien connu
dia & W. W. Rouse Ball est la « preuve » que tous les triangles sont isocéles.
Nous reproduisons sur la figure [1 cet exemple. Nous laissons au lecteur le
plaisir de trouver la faille, mais la solution figure en annexe|A en page [153|

Dans le but de combler les imprécisions qui figurent dans le livre d’Eu-
clide, les fondements de la géométrie ont fait 1’objet de nombreuses re-
cherches & la fin du XIX® siécle. En 1899, Hilbert propose un nouvel en-
semble d’axiomes pour la géométrie. Le bénéfice principal apporté par cette
nouvelle axiomatique est qu’elle permet de se passer de l'intuition. Le but
de Hilbert est de proposer un développement parfaitement rigoureux des
mathématiqueg :

« Depuis cing ans, j’étudie les fondements des mathématiques en
élaborant une théorie nouvelle de la démonstration. Je voudrais
réduire tout énoncé mathématique a la présentation concréte
d’une formule obtenue rigoureusement et donner ainsi aux no-
tions et déductions mathématiques une forme irréfutable mon-
trant bien I’ensemble de la science. »

David Hilbert, Les fondements des mathématiques. Conférence
faite en 1927, in Les fondements de la géométrie 1899. Edition
critique, P. Rossier. Dunod 1971, appendice IX, p. 261.

Dans les fondements de la géométrie, Hilbert ne tente pas de définir ce
qu’est un point ou une droite. Ces notions sont implicitement définies par
les axiomes a propos des relations qui les lient.

!Side-Angle-Side
2Nous verrons au chapitre 2] qu’il n’y parvient qu’en partie car certaines preuves ne
sont en fait pas parfaitement rigoureuses
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Soit ABC' un triangle quelconque.
Soit D la meédiatrice de [BC] et D' la A
bissectrice intérieure de I'angle ZBAC.
Si D || D’ alors ABC est isocéle en A.
Sinon, D et D’ se coupent en un point
I. 11y a deux cas :

Si I est dans le triangle ABC. Soit H
(resp. G) le pied de la perpendiculaire
a la droite (AB) (resp. (AC)) passant
par I. Les triangles AIG et AIH sont
égaux car ils ont un co6té commun et
deux angles égaux, donc AH = AG et
IH = IG. De plus IB = IC car I est
sur la médiatrice de [BC]. De méme les
triangle IGC et IHB sont égaux (un
angle droit et deux cotés égaux), donc
HB = GC. Comme on a AH = AG et
HB = GC par addition, on a AB =
AC.

Sinon [ est en dehors du triangle ABC.
La preuve est similaire, excepté qu’a la
fin on réalise une soustraction plut6t
qu’une addition.

F1G. 1 — Tous les triangles sont isoceles (W. W. Rouse Ball, 1892).
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« Nous pensons trois systémes différents de choses; nous nom-
mons les choses du premier systéme des points ; nous les désignons
par des majuscules A, B, C,. .. ; nous nommons droites les choses
du deuxiéme systéme et nous les désignons par des minuscules a,
b, c,... ; nous appelons plans les choses du troisiéme systéme et
nous les désignons par les caractéres grecs «,3,y... »

David Hilbert, Les fondements de la géométrie, 1899.

Si pour vérifier une preuve, on peut se passer de l'intuition, il devient alors
possible de vérifier mécaniquement des preuves. Le fait d’étre une preuve
étant alors par définition décidable, il est possible d’utiliser un ordinateur
pour vérifier des preuves. C’est dans ce contexte que s’inscrit cette thése. La
vérification mécanisée des preuves en géométrie fait I'objet de la premiére
partie.

De plus, dés lors que dans une démonstration on peut se passer de ’'intui-
tion, on peut aussi imaginer générer automatiquement des théorémes. Poin-
caré ’a tout de suite remarqué (méme si c’était dans le but de défendre le
role de l'intuition dans les mathématiques) :

« Ainsi c’est bien entendu, pour démontrer un théoréme, il n’est
pas nécessaire ni méme utile de savoir ce qu’il veut dire. On pour-
rait remplacer le géométre par le piano & raisonner imaginé par
Stanley Jevons; ou, si 'on aime mieux, on pourrait imaginer une
machine ou l’on introduirait les axiomes par un bout pendant
qu’on recueillerait les théorémes & ’autre bout, comme cette ma-
chine légendaire de Chicago ol les porcs entrent vivants et d’ou
ils sortent transformés en jambons et en saucisses. Pas plus que
ces machines, le mathématicien n’a besoin de comprendre ce qu’il
fait. »

Henri Poincaré, Les mathématiques et la logique. Revue de Mé-
taphysique et de Morale, 1905.

Cette question a aujourd’hui beaucoup évolué, et on sait maintenant que
pour certains types de porcs on peut construire des machines et pour d’autres
non.

Un exemple important d’une telle machine est la procédure de décision
de Tarski pour sa géométrie, i.e. la théorie des corps réels clos [Tar51].

Depuis, la géométrie a été I’'un des domaines ol la déduction automatique
a été la plus fructueuse. Des conjectures ont été prouvées pour la premiére
fois par des méthodes automatiques. Ce théme fait 'objet de la deuxiéme
partie de cette thése.

Enfin, comme nous avons pu le voir a propos de I’exemple des triangles
isoceles, I'utilisation d’un raisonnement qui repose sur une figure peut parfois
induire en erreur, mais d’un autre coté, une figure peut souvent éclairer le
lecteur. La définition de la preuve comme potentiellement mécanisable, aussi
fructueuse soit elle, ne doit pas faire perdre de vue le critére de lisibilité
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d’une preuve qui lui permet de devenir convaincante. Il existe des preuves
qui peuvent étre considérées comme convaincantes sans pour autant étre
formelles. Voici une « preuve » diagrammatiquﬁ que la somme des entiers

de 1 & n vaut n(”TH) :

[ ] o (o) o) O o
[ ] [ ] o (] 0] (@]
n [ [} [ O O o
[ ] [ ] [ ] [ ] 0] (@]
[ [ J [ ] [ ] [ ] o

~-

n+1

On voudrait donc pouvoir décider quand une figure peut étre considérée
comme une preuve correcte ou pas. Dans la troisiéme partie de cette thése,
nous nous intéressons a cette question a propos des preuves diagrammatiques
que I'on peut réaliser dans le domaine de la réécriture abstraite.

Cette these est ainsi composée de trois parties. Dans la premiére par-
tie nous faisons d’abord un tour d’horizon des principales axiomatiques de
la géométrie, puis nous présentons notre formalisation de la géométrie de
Tarski. Dans la seconde partie, aprés avoir présenté les principales procé-
dures de décision en géométrie, nous décrivons notre implantation, dans I’as-
sistant de preuve Coq, de la méthode des aires de Chou, Gao et Zhang. Dans
la troisiéme partie, nous présentons d’abord la conception d’un outil de vi-
sualisation et d’interaction graphique dans le cadre de la preuve formelle
en géométrie, puis nous proposons un systéeme formel diagrammatique pour
réaliser des preuves diagrammatiques dans le cadre de la réécriture abstraite.

3Pour d’autres exemples similaires et 'étude de leur formalisation, voir la thése de
Mateja Jamnik [JamO01].
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CHAPITRE 1

AXIOMATIQUES POUR LA
GEOMETRIE

1.1 Introduction

Dans le langage courant le terme géométrie est utilisé pour décrire ’en-
semble des définitions et théorémes qui sont exposés ou découlent des Elé-
ments d’Euclideﬁ. Dans cette thése nous nous intéressons a la formalisation
de la géométrie, il faut donc donner une définition plus précise du terme géo-
métrie. Avant de nous lancer dans une formalisation il faut faire un choix,
celui de 'axiomatique et de la géométrie car, nous allons le voir, il existe de
nombreuses géométries et pour chacune d’entre elles plusieurs axiomatiques
différentes.

Dans ce chapitre, nous réalisons un tour d’horizon des principales axio-
matiques en géométrie. Afin de définir des géométries, il y a deux approches
possibles : I’approche algébrique ou ariomatique.

La premiére consiste d’'une maniére générale a définir la géométrie a partir
d’objets (les points) appartenant au produit cartésien C™ d’un corps C. Les
points sont donc définis par leurs coordonnées.

Le seconde approche, utilisée par Hilbert, Euclide et Tarski consiste a définir
des axiomes qui ont un sens « géométrique » et & se passer du concept de
corps.

Mais comme certaines théories géométriques sont catégoriques (c’est a dire
que tous leurs modéles sont isomorphes), on peut les caractériser par leur
modéle (unique a isomorphisme pres). La seconde approche rejoint alors la
premiére puisque ces modeéles sont définis de maniére algébrique. Nous avons
choisi d’organiser notre présentation sous l'angle des diverses axiomatiques.

!Cette définition informelle ne rend pas compte de Pexistence des géométries non-
euclidiennes. Nous ’adoptons tout de méme puisque les géométries non-eucliennes ne
seront pas abordées dans cette thése.
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Nous donnons une présentation de six axiomatiques différentes. Mais
avant de rentrer dans le détail de ces axiomatiques nous commencons par
quelques définitions & propos des corps, celles-ci seront utilisées pour définir
certains modéles de ces géométries.

1.2 Rappels sur les corps

Les notions suivantes de corps seront utilisées dans la suite. Nous com-
mencons par la définition du concept de corps ordonné. Géomeétriquement
l'ordre permet d’exprimer le fait pour un point d’étre situé entre deux autres
ou bien le fait d’étre situé dans un demi-plan.

Définition 1 (corps ordonné). Un corps ordonné est un corps muni d’une
relation d’ordre total < vérifiant les propriétés suivantes :
Vaba<b=a+c<b+c
“-Vab0<aAN0<b=0<ab

Attention, tous les corps ne peuvent pas étre ordonnés, I’exemple le plus
connu est le corps des nombres complexes C.

Définition 2 (corps hilbertien ou pythagoricien). On dit qu’un corps C' est
« hilbertien » si la somme des carrés de deux de ses éléments admet toujours
une racine carrée.
Vey € C,3z € C, 2 + 3y = 2>
I’étymologie du qualificatif vient du fait que si x et y sont dans un corps
pythagoricien alors I’hypoténuse du triangle rectangle de cotés x et y l'est
aussi. Notons que cette définition équivaut a :

Ve e C,3z€C 142" =27
Exemple. L’extension de Q avec toutes les racines carrées de p pour p pre-

mier dans Z est un corps hilbertien appelé corps de Hilbert (noté H).

Définition 3 (corps euclidien). On dit qu’un corps ordonné C est « eucli-
dien » si tout élément positif ou nul admet une racine carrée.

VeeC,yelCr>0=x=1y

Remarque 1. Tout corps euclidien est hilbertien, mais 'inverse n’est pas
vrai, H fournit un contre exzemple car /2 n’a pas de racine carrée dans H.

Exemple. Le plus petit corps euclidien contenant Q est le corps des nombres
constructibles a la régle et au compas.



1.3. Axiomatiques 11

Définition 4 (corps réel clos). On dit qu’un corps ordonné C est un corps
réel clos lorsque tous les éléments positifs ou nuls de C' possédent une racine
carrée et tout polynome de degré impair o coefficients dans C' admet au moins
une racine dans C.

Exemple. R est un corps réel clos.

Nous avons défini quelques corps qui serviront a décrire les modéles de
certaines géométries, mais pour cela nous avons aussi besoin de la notion de
plan cartésien :

Définition 5 (plan cartésien). La plan cartesien sur un corps C, est l'en-
semble C? des paires ordonnées d’éléments de C appelés points. Les droites
sont les ensembles de points définis par I’équation ax + by + ¢ = 0 avec a,b

et ¢ dans C et a # 0 ou b # 0.

1.3 Axiomatiques

Dans cette partie nous présentons la géométrie sous ’angle de l'axio-
matique employée pour la définir. Nous nous intéressons d’abord aux deux
axiomatiques les plus connues : celles de Hilbert et de Tarski. Ensuite nous
décrivons deux axiomatiques constructives. Enfin nous présentons deux axio-
matiques bien particuliéres qui servent de fondements a deux méthodes de
démonstration automatique : les axiomatiques de Wu et de Chou, Gao et
Zhang. Le deuxiéme sert de base au développement que nous décrivons dans
le chapitre 4. Dans le chapitre suivant nous reviendrons sur axiomatique de
Tarski plus en détail et présenterons la formalisation que nous en avons faite
dans D'assistant de preuve Coq.

1.3.1 Hilbert

Cette partie présente I'ensemble d’axiomes proposé par Hilbert en 1899.
Ces axiomes ont pour but de créer des fondements rigoureux pour la géo-
métrie d’Euclide. Le texte Grundlagen der Geometrie (Les fondements de
la géométrie |Hil71|) remplace les axiomes d’Euclide, par un ensemble de
20 axiomes (21 dans la version originale). Les principales innovations de cet
ensemble d’axiomes résident dans l'utilisation de ’axiome de Pasch et dans
le fait que la méthode de superposition d’Euclide que nous évoquions en
introduction disparait.

Dans sa version plane, 'axiomatique de Hilbert repose sur deux sortes
d’objets : les points et les droites. Dans sa version tridimensionnelle il faut
ajouter les plans. Il n’est pas précisé ce que sont les points, les droites, et les
plans ni méme qu’un ensemble de points peut former une droite. Ces notions
sont définies uniquement par les axiomes qui définissent les relations entre
ces notions.

Les relations sont les suivantes :
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— L’appartenance d’'un point & une droite.
L’appartenance d'un point a un plan.
Le fait pour un point d’étre situé entre deux autres.

~

— La congruence des segments (notée =).

~

La congruence des angles (notée 2 ).

Dimension 2

Groupes 1 : Axiomes d’appartenance. Les axiomes d’appartenance
traitent des points, des droites et des plans et de leurs intersections.

I1 Pour tout couple de deux points A et B, il existe une droite contenant A
et B.

12 Il n’existe pas plus d’une droite & laquelle appartiennent deux points A
et B.

I3 Toute droite contient au moins deux points ; il existe au moins trois points
non alignés.

Notons que l'unicité des objets est énoncée explicitement alors que ce
n'est pas le cas dans les Eléments d'Euclide .

Groupe II : Axiomes d’ordre. Nous présentons maintenant les axiomes
d’ordre qui définissent le fait pour un point d’étre entre deux autres. Cette
notion sert aussi & définir des prédicats qui décrivent si un point se trouve
d’un c6té ou de 'autre d’une droite, si un angle est plus grand qu’un autre
ou si une distance est plus grande qu’une autre.

IT1 Si un point B est entre A et C, B est aussi entre C et A et il existe une
droite contenant les points A, B et C.

112 Etant donnés deux points A et C, il existe un point B sur la droite (AC)
tel que C est entre A et B.

II3 Etant donnés trois points sur une droite, un et un seul est entre les deux
autres.

I14 (Pasch) Etant donnés trois points non alignés A,B et C, et une droite
m qui ne contient ni A ni B ni C', si m contient un point du segment
[AB], alors m contient aussi un point du segment [AC] ou un point
du segment [BC] (voir figure [1.1).

*Notons que expression « m contient un point du segment [AB] » peut-étre formalisée
par « Il existe P appartenant & m tel que P est entre A et B ». Il n’est donc pas nécessaire
ici de définir explicitement la notion de segment.
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F1G. 1.1 — Axiome de Pasch

Groupe III : Axiomes de congruence.

1111

1112

1113

1114

1115

Si A et B sont deux points d'une droite a et A’ est un point d’une
droite a’ (éventuellement égale & a) alors on peut trouver un point B’
sur a' tel que le segment [AB] soit congruent (ou égal) au segment
[A'B’].

Si deux segments sont congruents & un troisiéme, ils sont congruents
entre eux. Tout segment est congruent a lui-méme.

Soient [AB] et [BC] deux segments sans point commun portés par la
droite a, [A'B’] et [B'C’] deux segments de la droite a’ eux aussi sans

point commun, si AB = A’B’ et BC = B'C’, alors AC = A'C’.
Etant donné un angle ZBAC et une demi-droite [DF), il existe une

unique demi-droite [DE), sur un coété donné de la droite (DF) telle
que LBAC = /ZEDF.

Deux angles congruents a un méme troisiéme sont congruents entre
eux. Tout angle est congruent & lui-méme.

1116 (SAS) Etant donné des triangles ABC et DEF. Si AB = DE, AC =

DF et LBAC = ZEDF alors BC =2 EF, ZABC = /ZDEFEF et
/ACB = /DFE.

Groupe IV : Axiome des paralléles. Le groupe IV ne contient qu’un
seul axiome, le fameux axiome d’Euclide :

IV : Axiomes d’Euclide Soient une droite a et un point A extérieur & a;

il existe au plus une droite qui passe par A et qui ne coupe pas a.

Groupe V : Axiomes de continuité



14 Chapitre 1. Axiomatiques pour la géométrie

V1 (Axiome de la mesure ou axiome d’Archiméde) Etant donné un
segment [C'D] et une demi-droite [AB), il existe n points Aj,..., Ay,
sur (AB), tels que A;A;11 =2 CD, 1< j < n. De plus, B est entre A;
et A,.

V2 (Dedekind) Supposons que I’ensemble des points d'une droite est 1'uni-
on de deux ensembles non vides X et Y de points, de telle maniére que
aucun point de X n’est entre deux points de Y et vice versa alors il
existe un unique point P tel que pour tout x € X et y € Y, P coincide
avec  ou y ou bien P est entre z et y.

Les axiomes d’Archiméde et de Dedekind sont les homologues géomeé-
triques des axiomes qui portent le méme nom & propos des réels.

Les deux principes suivants sont dérivables & partir de ’axiome de De-
dekind :

Principe d’intersection cercle-cercle :
Si un cercle posséde un point & l'intérieur et un point a I'extérieur d’un
autre cercle alors ces deux cercles s’intersectent en deux points.

Principe d’intersection cercle-droite :
Si une extrémité d’'un segment est a 'intérieur d’un cercle et ’autre
extrémité est & 'extérieur du cercle, alors le segment intersecte le cercle.

Dimension 3

Pour obtenir 'axiomatique de Hilbert en dimension 3, il faut ajouter
un troisiéme type d’objet : les plans. De plus il faut rajouter des axiomes
concernant ces plans et reformuler deux axiomes.

Dans le groupe I, on ajoute les cinq axiomes suivants :

I4 Etant donnés trois points non alignés, il existe un plan contenant les trois
points. Tout plan contient au moins un point.

I5 Etant donnés trois points non alignés, il existe un seul plan contenant les
trois points.

16 Si deux points d’une droite appartiennent & un méme plan alors tous les
points de la droite appartiennent & ce plan.

I7 Si deux plans ont un point commun alors ils en ont au moins un autre.

I8 1l existe au moins quatre points non coplanaires.

L’axiome de Pasch s’énonce de la maniére suivante :

Etant donnés trois points non alignés A,B et C, et une droite m du
plan ABC mais qui ne contient ni A ni B ni C, si m contient un point du
segment [AB], alors m contient aussi un point du segment [AC| ou un point
du segment [BC|

L’axiome d’Euclide s’énonce de la maniére suivante :
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Soient une droite a et un point A extérieur a a; dans le plan déterminé
par a et A, il existe au plus une droite qui passe par A et qui ne coupe pas
a.

Commentaires

L’axiome d’Archimeéde est indépendant des autres axiomes de Hilbert, les
géométries qui vérifient I'axiome d’Archiméde sont ainsi appelées archime-
diennes et les autres non-archimédiennes. Notons que la plupart des résultats
prouvés par Hilbert ne dépendent pas de I'axiome d’Archiméde. L’axiome de
Dedekind est utile aux propriétés d’intersection des cercles.

Proposition 1. Les groupes d’aziomes de l'aziomatique de Hilbert sont in-
dépendants.

Modéles

Nous résumons ici quelques résultats concernant les modéles de la géo-
meétrie de Hilbert, pour plus de détails voir [Har00].

Proposition 2 (géométrie affine). Pour tout corps C' le plan cartésien sur C
satisfait les axiomes d’appartenance (11-13) ainsi que l’axiome des paralléles

(1V).

Proposition 3 (géométrie affine ordonnée). Pour tout corps ordonné C' le
plan cartésien sur C' satisfait les axiomes d’appartenance, des paralléles ainsi
que les axiomes d’ordre (I-1I-1V) et de congruence IT112-1115.

Proposition 4. Soit C' un corps ordonné, la plan cartésien sur C satisfait
1111 ssi C est pythagoricien.

Proposition 5. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
— C est euclidien
Le plan cartésien sur C' satisfait le principe d’intersection cercle-cercle.
— Le plan cartésien sur C satisfait le principe d’intersection cercle-droite.

L’axiomatique de Hilbert est catégorique (tous ses modeéles sont iso-
morphes).

Proposition 6. Les modéles de l’axiomatique de Hilbert sont tous isomorphes
a R? le plan réel.

1.3.2 Tarski

Alfred Tarski a travaillé sur 'axiomatisation et sur les méta-mathéma-
tiques de la géométrie euclidienne de 1926 a 1983.
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TAB. 1.1 — L’axiomatique de Tarski [Tar59].

Identité Voy,frzyx=xz=y

Transitivité Vzyzu,Br xyuABryzu= PBrxyz

Connectivité Vayzu,BrrzyzAPBrryulzc#y=PrxzuV pBrruz
Reéflexivité  Vzy,zy = yx

Identité Vxyz,zy=z2z=x=y

Transitivité Vzyzuvw,xy = zu A zy = vw = 2u = vw

Pasch Vtzyzu,3v,BrxtuANBryuz = BrxvyApPr ztv

Euclide Vtxyzu, Jvw,Br xut A Bryuz Az # u =

OrxzvAfBrzywA Br vitw

Vax'yy z2'uwu'z = yx'y ANyz =y A

zu = 2'u Ayu = y'u'A
BraxyzApra'y 2 Ne#y=2u=2d
Veyuv,z, br xyz Ayz = uv

5 segments

Construction

Dimension Jxyz,—~BrzyzA—-fryzx A—-Pr zzy
Dimension Vrzyzuv,zu=azvAyu=yvAzu=20 ANu # v
= pPrxyzVpryzazVprzay
Continuité  dz,Vzy, ¢ A = Or zzy = Ju, Yoy, AN = Br xuy

ol ¢ est une formule dans laquelle y,z et u n’apparaissent
pas libres et ¥ est une formule dans laquelle z,z et u
n’apparaissent pas libres.

L’axiomatique de Tarski se base sur la logique du premier ordre, et deux
prédicats. Le premier By exprime le fait qu'un point appartient & un seg-
ment, le second = exprime la congruence de segments. Dans cette forma-
lisation de la géomeétrie seuls les points sont traités comme des individus
et sont représentés par des variables. En particulier il n’y a aucun symbole
pour représenter des figures géomeétriques (des ensembles de points). Cette
géométrie permet tout de méme d’exprimer la plupart des résultats habituels
qui sont formulés en termes de droites, cercles, segments, triangles, etc. Ceci
est dii au fait que ces notions peuvent étre représentées indirectement par
I’ensemble des points qui les définit.

Nous reproduisons sur le tableau [1.1]’axiomatique de Tarski telle qu’elle
a été publiée en 1959 [Tar59|. Nous détaillerons la signification de ces axiomes
dans le chapitre suivant.

Propriétés méta-théoriques

La géométrie de Tarski posséde les propriétés suivantes :

— elle est cohérente : on ne peut pas démontrer A et —A.
elle est compléte : pour toute formule F' alors soit F est dérivable soit
—F" est dérivable.

— elle est décidable : il existe un algorithme qui permet de dire si une
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formule est dérivable ou non.

— elle n’est pas axiomatisable de maniére finie comme une théorie de
premier ordre sur le méme langage.

— elle est catégorique, ses modeéles sont tous isomorphes au carré R? d’un
corps réel clos R.

Indépendance. On dit que des axiomes sont indépendants, si aucun d’entre
eux ne peut étre dérivé au moyen des autres. Pour prouver que des axiomes
Aq... A, sont indépendants pour chacun des axiomes A; il faut exhiber un
modéle qui vérifie Ay ... A;—1, Ajr1... Ay et DA,

Gupta |Gup65] a prouvé I'indépendance des axiomes de Tarski, excepté
I’axiome de Pasch et la réflexivité de la congruence qui restent des problémes
ouverts.

Comparaison avec ’axiomatique de Hilbert. [’axiomatique de Tarski
n’a pas que ’avantage d’avoir de bonnes propriétés méta-théoriques, elle est
aussi d'une extréme simplicité. Comme nous le verrons elle peut étre ré-
duite & 11 axiomes. Cette simplicité est réelle, les deux prédicats sur lesquels
elle repose ont une signification géométrique évidente, et les axiomes qu’elle
utilise sont aussi trés simples.

Notons qu’il est possible d’avoir une axiomatique basée uniquement sur
un seul prédicat [Pie99] mais c’est au prix d'un complexification de I’axioma-
tique. En effet dans ce cas on obtient 24 axiomes dont certains sont presque
aussi longs que I'axiomatique de Tarski dans son ensemble. On pourrait croire
que 'axiomatique de Tarski est plus simple car elle a su utiliser des axiomes
plus complexes qui contiennent plus de puissance déductive. Ce n’est pas
le cas, les axiomes utilisés par Tarski ont tous été utilisés dans des travaux
précédents sur les axiomatiques. Ce qui peut expliquer la simplicité de cette
axiomatique est que les conditions de non dégénérescence sont réduites au
maximum, les axiomes peuvent ainsi étre utilisés dans les cas limites.

Du point de vue pratique de la formalisation, ce point est crucial car
il simplifie grandement les développements. Nous reviendrons sur ce point
dans le chapitre suivant.

Un autre avantage de I’axiomatique de Tarski par rapport a 'axiomatique
de Hilbert réside dans le fait qu’il suffit de changer deux de ses axiomes
pour obtenir des géométries dans d’autres dimensions. Dans ’axiomatique de
Hilbert, nous avons vu que pour passer de la dimension deux a la dimension
trois il a fallu ajouter un type d’objet (les plans) et des axiomes.

1.3.3 Heyting

Nous présentons dans cette partie les axiomatiques de Heyting pour la
géomeétrie projective et la géométrie affine plane [Hey59|. Ces axiomatiques
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ont la particularité d’étre intuitionnistes, elles ne supposent pas que 1’égalité
de deux points est décidable.

L’axiomatique de Heyting, comme celle de Hilbert, est basée sur deux
types d’objets que 'on peut interpréter par d'une part les points et d’autre
part les droites. Elle admet aussi deux relations, la premiére notée ff ex-
primant la différence (apartness) des points et la deuxiéme 'appartenance
d’un point & une droite notée € (incidence). Les points sont dénotés par des
lettres majuscules et les droites par des minuscules. Les variables libres sont
implicitement quantifiées universellement.

Heyting définit deux axiomatiques. La premiére concerne la géométrie
projective et la seconde la géométrie affine plane.

Géomeétrie projective

Axiomes de « différence » : le premier groupe définit le prédicat de
différence de deux points. L’égalité est par définition la négation de la diffé-
rence. Notons que comme nous sommes dans un contexte constructif A # B
n’implique pas que AfB.

S1 A#B = BfA.
S2 -AfB <— A=B.
S3 AtB = VC,CA Vv C4B.

Axiomes géométriques :
Pl AfB=3l,AclNBel
P2 A BNAelNAemABelANBem=1l=m

Définition 6. On dit que A est en dehors de l, noté Awl ssi :
VB,B €l = BtA

Définition 7. On dit que | est distincte de m, noté lfym ssi :
JA,A€elNAwm

P3 lgym=3dA, AclNAem
P4 AMBNAc€lANBelNCwlNAemNC em= Bwm
P5
i JAB, A{B
iit JABC,AclANBelNC elNAtB N AfC N B§C
iii 34, Awl
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Géomeétrie affine plane

Axiomes de non appartenance : ils sont les mémes que précédemment :
S1,52 et S3.
Les définitions [6] et [7 sont identiques.

Axiomes géométriques :
Al igmANAwl=3Ip, AcpAVX, (X €lINX €p) < (X €INX Em)
A2 AfBANAclNAemABelANBem=1l=m

Définition 8. On dit que | et m sont sécantes ssi :
mAJAJAelNAem

A3 [ et m sont sécantes = Vp,JA, (A€ lNA€p)V (IB,BEmABE€p)
A4 AfBANAc€lINBelNCwINAemNCem= Buwm
A5 PwlA-3X, X elNXemAPemANQel=Quwm

Définition 9. On dit que | est paralléle a m noté 1 | m ssi :
VA, Ael=Awm

A6 Vi, Im,l | m
AT
i3l
ii JABCD, AtBANAYCNASDABICABEDAA € INB € INC € IND €1
iii AfB=3Jl,A€lNBuwl
iv Ael=3dm, AemANlim

1.3.4 von Plato

L’axiomatique de von Plato est une autre axiomatique constructive de la
géométrie. Elle introduit les concepts de droites convergentes et de non ap-
partenance d’un point a une droite. Ces notions correspondent aux concepts
classiqueﬁ de parallélisme et d’appartenance d’un point a une droite. Nous
donnons ici 'axiomatique de von Plato pour la géométrie affine plane or-
donnée. Comme celles de Heyting et de Hilbert, I’axiomatique de von Plato
est basée sur des points et des droites. Nous dénotons les points par des
majuscules et les droites par des minuscules.

Cette axiomatique est basée sur cing prédicats qui intuitivement ont les
significations suivantes :

AfB A et B sont des points distincts.

3Ce mot est a prendre dans les deux sens du terme.
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Iim [ et m sont des droites distinctes.
Undir(l,m) | et m ne sont pas orientées dans la méme direction.
LApt(A,l) le point A est situé strictement a gauche de [.
LCon(l,m) [ coupe m par la gauche.
Von Plato suppose aussi ’existence de quatres fonctions de construction :
In(A,B) la droite passant par A et B.
pt(l,m) le point d’intersection des droites [ et m.
par(l,A) la droite paralléle & [ passant par A.

rev(l) la droite dans la direction inverse de I.

Définition 10. Le point A est situé strictement a droite de | ssi :
RApt(A,l) = LApt(A,rev(l))
Définition 11. La droite | coupe m par la droite ssi :
RCon(l,m) = LCon(l,rev(m))
Définition 12. On dit que | et m sont convergentes ssi :
Con(l,m) = Undir(l,m) A Undir(l,rev(m))
Définition 13. On dit que A est en dehors de l ssi :

Apt(A,l) = LApt(A,l) vV RApt(A,l)

Axiomes a propos de la différence

—AfA
AfB = AfC Vv BiC
—afia
afib = afjc Vv bijjc
-Undir(a,a)
Undir(a,b) = Undir(a,c)V Undir(b, c)
Con(l,m) = Con(l,n) A Con(m,n)

Axiomes de raffinement

Undir(l,m) Vv Undir(l,rev(m))
Con(l,m) = LCon(l,m) Vv RCon(l,m)
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Principes d’exclusion du raffinement

—(LApt(A,1) N RApt(A,l))
=(LCon(l,m) A RCon(l,m))

Axiomes de construction

AtB = Inc(A,In(A, B)) A Inc(B,In(A, B))
Con(l,m) = Inc(pt(l,m),l) A Inc(pt(l,m), m)
Inc(A, par(l, A))
EqLn(l,rev(l))

Opp(In(A, B),In(B, A))
Dir(par(l,a),l)

Unicité des constructions

LApt(A, 1)V LApt(B, 1)V

LApt(A,m) Vv LApt(B, m)V

ARB AT = p A pk(A,1) v RApt(B, 1)V
RApt(A,m)V RApt(B,m)
AfB AN LApt(A,l) = LApt(B,l) v LCon(In(A, B),)

Axiomes de substitution

LApt(A,l) = AfBV LApt(B,1)
LApt(A,1) NUndir(l,m) = lfym VvV RApt(A, m)
LCon(l,m) = Undir(m,n)V LCon(l,n)

1.3.5 Wu

Nous décrivons 'axiomatique de Wu. Cette axiomatique permet de carac-
tériser la géométrie pour laquelle la méthode de démonstration automatique
de Wu est compléte. Nous évoquerons cette axiomatique dans le chapitre [5.
L’axiomatique de Wu utilise des points et des droites comme objets de base.

Les précidats utilisés sont les suivants :

— appartenance d’un point & une droite

perpendicularité de deux droites (notée L)
— congruence des segments (notée =)
L’axiomatique de Wu comporte sept groupes d’axiomes.
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Groupe I Incidence

Les axiomes d’incidence sont les méme que ceux de Hilbert.

Définition 14. On dit que deuz droites sont paralléles si elles n’ont aucun
point en commun. Cette relation est notée J.

Groupe 11 Axiome des paralléles

Etant donné un point A et une droite [ il existe une et une seule droite
parallele a [ passant par A.

Groupe III Axiome de l’infini

1l existe une infinité de points distincts.

Groupe IV Axiome de Desargues

Axiome 1 Soient ABC et A’B’'C’ deux triangles tels que (AB) J/ (A’B’),
(AC) J (A'C") et (BC) J (B'C"), alors soit les droites (AA"), (BB') et (CC")
sont paralléles deux & deux soit elles sont concourantes.

Axiome 2 Soient ABC et A’B’'C’ deux triangles tels que (AB) J/ (A’B’),
(AC) ) (A'C"), si (AAY), (BB') et (CC") sont paralléles deux a deux ou sont
concourantes alors (BC) J/ (B'C").

Groupe V Axiome de Pascal

Soit a et a’ deux droites distinctes, A,B,C et A’,B’,C" des points distincts
de a et a’ respectivement. Si (BC') J (B'C) et (AB') J/ (A’B) alors (AC") )|
(A'C).
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Groupe VI Axiomes des perpendiculaires

Axiome VI.1 Sia L d alorsd L a.

Axiome VI.2 Etant donné un point O et une droite a, il existe une et une
seule droite perpendiculaire & a passant par O.

Axiome VI.3 Sid Laeta’ Laalorsd Jad.

Définition 15 (isotropique). Si a L a alors on dit que a est isotropique.

Axiome VI.4 Par n'importe quel point il passe au moins une droite non
isotropique.

Axiome VI.5 Soit ABC un triangle et trois droites a,b et ¢ passant par
A, B et C respectivement telles que a 1. BC, b L AC et ¢ | AB, alors a, b
et ¢ sont concourantes.

Groupe VII Axiomes de congruence

Définition 16. La médiatrice d’un segment [AB] est la droite | passant par
le milieu de [AB] perpendiculaire a la droite (AB). Si la droite (AB) est
isotropique alors c’est la droite (AB) elle-méme, sinon | est non-isotropique.

Axiome VIL.1 Si a est la médiatrice des segments [AA’] et [BB'] alors
AB=A'B.

Axiome VII.2 Si AB=CDet CD = EF alors AB=FEF.

Axiome VII.3 Tout couple de droites sécantes et non-isotropiques posséde
un axe de symétrieﬁ.

“Nous ne donnons pas la définition d’un axe de symétrie, celle-ci requiert de dériver
quelques propositions des axiomes précédents nous renvoyons le lecteur a [Cho85|
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Axiome VII.4 Soient A, B et C trois points distincts tels que AB = AC
et les droites (AB) et (AC) sont non-isotropiques, alors il existe un axe de
symétrie des droites (AB) et (AC) qui est aussi la médiatrice du segment
[BC].

1.3.6 Chou, Gao et Zhang

L’axiomatique de Chou, Gao et Zhang est une axiomatique trés parti-
culiére. Elle a été définie afin de servir de fondements a la méthode de dé-
monstration automatique appelée méthode des aires. C’est la méthode que
nous avons formalisée dans I’assistant de preuve Coq, nous commentons cette
formalisation dans le chapitre [4. Cette axiomatique utilise une approche a
mi-chemin entre I’approche algébrique et 'approche purement géométrique.
En effet, elle utilise les axiomes d’un corps mais contient aussi des axiomes
géométriques tous basés sur deux quantités géométriques : l'aire orientée
d’un triangle (notée Sapc) et le ratio de deux distances orientées portées
par des droites paralléles (notée Z). La géométrie affine est une conséquence
des axiomes de Chou, Gao, Zhang |[CGZ94|. Comme celle de Tarski, cette
axiomatique est basée uniquement sur des points.

Corps

Le premier groupe d’axiomes est celui d'un corps. Nous supposons que
nous avons un corps F' de n’importe quelle caractéristique.

F est un corps

Ratios de distances algébrique. Il existe une fonction d’arité quatre,
des points dans le corps,

; : Point — Point — Point — Point — F
telle que si A, B et P sont colinéaires alors

AP _ PA_PA_ AP
AB AB BA BA
et

=0« P=A
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Aire signée. Il existe une fonction d’arité trois, des points dans le corps.

S : Point — Point — Point — F

L’aire orientée d’un triangle est par définition 'opposée de 'aire du méme
triangle considéré dans le sens inverse.

SaBc = Scap = SBca = —SBac = —Scpa = —SacB

Si A, B et C sont non colinéaires alors Sapc # 0.

Axiome de Chasles. Si trois points A, B et C sont alignés alors la somme
des distances orientées AB et BC est égale a AC.

SABCZOHE—{—BiC:E
Dimension. Il existe trois points non colinéaires.
JA, B,C : Point, Sapc # 0

Quatre points du plan sont liés par la relation suivante :

Sapc = Sppc + Sapc + SaBp

C
A B
Construction.
Existence :
AP AP PB
erA B:>E|PPOZnt,S :O/\::T/\:+::1
7 ABP AB AB ' AB
Unicité :
_ AP _ AP | PB _
AN Sapp =0A 5 _T/\ﬁ+ﬁ—1
VT,A#B o —>P:P/
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Proportions. [’axiome des proportions permet de créer le lien entre 1’aire
orientée et la distance orientée.

AB SPAB
A#C — Spy 0— Sa =0 —.
7& — op 07& - BC - c S o
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1.4 Résumé et conclusion

Afin de fournir au lecteur un apercu général des axiomatiques présentées
dans ce chapitre, nous donnons un tableau récapitulatif de leurs principales

caractéristiques.
e
<
s
e & &
> N
x> (9 be x®
> F @ i
& &, &
£ Ay ® 0
> V>0 < <>
. points, différence,
Heytin U . . 13
yng droites incidence
incidence point droite,
Hilbert 2 [ pOiI.ltS, congruence segments, 19
droites congruence angles,
appartenance a un segment
incidence point droite,
points, incidence point plan,
Hilbert 3 0O  droites, congruence segments, 17
plans congruence angles,
appartenance a un segment
différences points,
. différence droites,
points, . . .
von Plato [ . différence direction, 22
droites ; N
strictement & gauche,
intersecte par la gauche
Tarski O points congruence segments, 1
appartenance a un segment
oints incidence,
Wu g Sroites’ perpendicularité, 17
congruence segments
oints aire orientée,
Zhang o PO re OTEHTee, 19

COTps

ratio de distances orientées
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Géométrie Affine

Géométrie métrique (Wu) Corps hilbertien

Géométrie de Hilbert (I-IV)  Corps hilbertien ordonné

Géométrie de Tarski Corps réel clos

Géométrie de Hilbert (I-V) Corps des réels

FiG. 1.2 - Diagrame réprésentant les inclusions entres modeles

Le tableau suivant fournit pour quelques axiomatiques, un corps sur le-
quel on peut construire un plan cartésien qui en est un modéle.

Corps Axiomes

corps simple Hilbert : 11-13 IV
corps ordonné Hilbert : T II IV I112-5
corps hilbertien Wu

corps hilbertien ordonné Hilbert : I II TIT IV
corps euclidien Hilbert : T IT TIT TV V2
corps réel clos Tarski

corps des réels R Hilbert

Nous avons présenté les principales axiomatiques connues de la géomé-
trie. Comme nous pouvons le voir sur le tableau récapitulatif, ’axiomatique
de Tarski est 'une des plus simple, c’est celle que nous avons décidé de for-
maliser. Dans le chapitre suivant nous présentons notre développement de
I'axiomatique de Tarski.



CHAPITRE 2

FORMALISATION DE LA
GEOMETRIE DE TARSKI

2.1 Introduction

Comme nous l'avons vu en introduction, les preuves dans les Eléments
d’Fuclide ne sont pas aussi rigoureuses qu’on le voudrait. Dans les fonde-
ments de la géométrie, le but de Hilbert était de développer un traité dans le-
quel aucune intuition géométrique ne serait nécessaire pour vérifier la preuve
d’un théoréeme. L’objet de ce chapitre est de faire passer les preuves du statut
de potentiellement mécanisable & mécanisé.

La tache qui consiste & mécaniser les fondements de la géométrie de
Hilbert a été abordée par d’autres auteurs. Nous nous intéressons ici a la
géométrie de Tarski. Nous avons utilisé 1’assistant de preuve Coq. Nous n’al-
lons pas détailler ici I’art et la maniére d’utiliser Coq, pour cela nous invitons
le lecteur & consulter la manuel de référence de Coq [Coq04, HKPMO04| et le
Coq’Art par Yves Bertot et Pierre Castéran [BC04a].

Au début des années 60, Wanda Szmielew et Alfred Tarski ont débuté
un projet de création d’un traité sur les fondements de la géométrie. Un dé-
veloppement systématique de la géométrie euclidienne devait en constituer
la premiére partie. Mais le décés prématuré de Wanda Szmielew a mis mal-
heureusement un terme a ce projet. Finalement, Wolfram Schwabhiuser a
repris le flambeau & partir du brouillon de Wanda Szmielew et Alfred Tarski.
Il a pu publier le traité en 198%.

Nous présentons ici la formalisation des huit premiers chapitres de ce
traite [SST83].

Nous décrivons d’abord les différentes versions de ’axiomatique de Tarski.

"Nous tirons ces informations de lintroduction & la lettre de Tarski adressée &
Schwabhiuser en 1978, publiée par Givant en 1999 [TG99|
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Puis nous donnons un apergu de notre formalisation en donnant un exemple
de théoréme dont nous détaillons la preuve. Enfin nous comparons notre for-
malisation avec les développements précédents et traitons des cas dégénérés.

2.2 Travaux connexes et motivations

Outre I'intérét en soi de la formalisation, nous visons & terme deux appli-
cations, la premiére est 1'utilisation d’un assistant de preuve pour enseigner
la géomeétrie [Nar05], la seconde est la preuve de programmes dans le domaine
de la géométrie algorithmique.

Dans [DDS00], Christophe Dehlinger, Jean-Frangois Dufourd et Pascal
Schreck proposent une formalisation dans ’assistant de preuve Coq de ’axio-
matique de Hilbert ainsi que des propositions & propos des trois premiers
groupes d’axiomes. Le but de cette formalisation était d’une part de servir
de fondation & ’étude de problémes algorithmiques et d’autre part d’étudier
I’aspect intuitionniste ou non des preuves. La conclusion de cette formalisa-
tion est qu'il est nécessaire (dans le sens ou les auteurs n’ont pas pu l'éviter)
d’utiliser la décidabilité de I'égalité entre deux points.

Une seconde formalisation de la géométrie de Hilbert a été réalisée par
Laura Meikle et Jacques Fleuriot [MF03]. Cette formalisation a été menée
a bien au moyen du systéme Isabelle [Pau06, NPW/|, donc comme la logique
sous-jacente & ce systéme est une logique classique, cette formalisation ne
s’intéresse pas au probléme de savoir si les preuves sont constructives.

Ces deux formalisations ont permis d’arriver & la conclusion que les
preuves de Hilbert ne sont pas parfaitement formelles. En particulier, les
cas dégénérés, comme lorsque deux points coincident ou trois points sont
alignés, ne sont souvent pas traités explicitement. Une analyse précise des
fondements de la géométrie montre que d’une édition & l'autre, Hilbert a
parfois changé des axiomes mais il n’a pas toujours changé les preuves qui en
dépendent. Les preuves peuvent étre rendues plus rigoureuse grace a l'utili-
sation de l'assistant de preuve. Si on change un axiome, il est alors facile de
vérifier quelles sont les preuves qui restent Valide.

D’autres travaux ont été réalisés & propos de la formalisation de la géo-
métrie. Gilles Khan a formalisé I’axiomatique constructive de von Plato dans
le systéeme Coq [Kah95, vP95].

Le plus grand développement concernant la géométrie formelle est celui
réalisé par Frédérique Guilhot [Gui05].

Le développement de Frédérique Guilhot est trés différent des précédents
car il s’inscrit dans un projet pédagogique. Le développement a été créé
dans l'idée d’étre utilisé dans le cadre de ’enseignement de la géométrie. Les

2En pratique, l'utilisation d’un minimum d’automatisation permet de rendre les preuves
un peu moins sensibles a des modifications d’axiomes ou de lemmes.
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axiomes et définitions utilisés sont adaptés & la facon dont est enseignée la
géométrie en France.

Le but de notre formalisation comparée a celle de Frédérique Guilhot
Gui05] est de fournir un développement de bas niveau pour la géométrie.

La formalisation que nous avons réalisée a partir de 'axiomatique de
Tarski a I’avantage d’étre basée sur une axiomatique trés simple : deux pré-
dicats et onze axiomes. Mais cette simplicité a un prix. En effet, cette for-
malisation n’est pas du tout adaptée au contexte de 1’éducation, puisque
certaines propriétés pourtant intuitivement trés simples requiérent l’'intro-
duction préalable de nombreux autres résultats. C’est le cas par exemple
pour l'existence du milieu d'un segment qui ne peut étre obtenue qu’a la fin
du chapitre huit (soit aprés environ 150 lemmes et 4000 lignes de Coq). Le
faible nombre d’axiomes impose un ordonnancement des lemmes qui n’est
souvent pas trés intuitif et donc les preuves sont plutot longues et difficiles
par rapport a 1’énoncé que 1’on prouve.

La formalisation de la géométrie dans un assistant de preuve n’a pas
seulement l'intérét de fournir un trés haut niveau de confiance en les preuves
formalisées, cela permet aussi de combiner des preuves purement géomé-
triques avec d’autres types de preuves. Les assistants de preuve comme le
systéme Coq couvrent un large champ d’applications. On pourra ainsi tout
aussi bien réaliser des preuves par induction sur le nombre de points d’un po-
lygone, ou bien utiliser les nombres complexes ou encore réaliser des preuves
de programmes en algorithmique géométrique.

Concernant la deuxiéme application que nous visons, a savoir la preuve
de programmes en algorithmique géométrique, on peut citer les formalisa-
tions d’algorithmes de calcul d’enveloppe convexe par David Pichardie et
Yves Bertot en Coq [PBO01] et par Laura Meikle et Jacques Fleuriot en Isa-
belle [MF05]. Christophe Dehlinger et Jean-Francois Dufourd ont formalisé
le théoréme de classification des surfaces en Coq [DD04a, DD04b]

1

2.3 Retour sur 'axiomatique de Tarski

Alfred Tarski a travaillé sur ’axiomatisation et sur les méta-mathématiques
de la géométrie euclidienne par intermittence de 1926 jusqu’a sa mort en
1983. Ainsi, de son travail et de celui de ses étudiants sont nées plusieurs
versions de son axiomatique. Cette partie est organisée de la maniére sui-
vante : nous donnons d’abord la liste et une description en termes informels
de toutes les propositions qui sont apparues comme axiomes dans au moins
une version de 'axiomatique de Tarski, puis aprés avoir résumé 'historique
de ces différentes versions, nous présentons la version que nous avons forma-
lisée.
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/B/C
e

F1G. 2.1 — Axiome de construction d’un segment

2.3.1 Description des axiomes

Nous reproduisons ici la liste des propositions qui apparaissent dans di-
verses versions de l'axiomatique de Tarski. Nous adoptons la méme numéro-
tation que dans [TG99|. Les variables libres sont considérées comme quanti-
fiées universellement.

1 Reéflexivité de la congruence des segments
AB = BA
2 Pseudo-transitivité de la congruence des segments
AB=PQNAB=RS = PQ=RS
3 Identité pour la congruence des segments
AB=CC=A=8B

Axiome de construction d’un segment

4 Construction d'un segment

X, 6r QAX N AX = BC
L’axiome de construction d’'un segment permet de construire un point
sur une demi-droite [QA) & une certaine distance BC de A.
Axiome des cinq segments

5 Cinqg segments

A#4BANBr ABCABr A B C'A
=CD=C'D
AB=A'BNBC=B'C'NAD=A'D' NBD = B'D’
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° ¢ | A
A B C A’ B’ C’

Fia. 2.2  Axiome des cinq segments

51 Cinq segments (variante)
A#BANB#CANpBr ABCApBr A B C'A

=CD=CD
AB=A'B'ANBC=B'C'"NAD=A'D'ABD = B'D’

Cette variante ne différe de I’axiome précédent que par la présence de la
condition supplémentaire B # C.

6 Identité pour G

BrABA= A=B

Axiome de Pasch

[’axiome de Pasch original énonce le fait que si une droite coupe un coté
d’un triangle sans passer par I'un des sommets du triangle, alors elle coupe
I'un des deux autres cotés.

7 Pasch (intérieur)

Br APCABr BQC = 3X,8r PXBABr QX A

71 Pasch (extérieur)

Br APCABrQCB=3X,8r AXQABr BPX

79 Pasch (extérieur) (Variante)

Br APCABr QCB=3X,8r AXQABr XPB
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C B
P C
Q P
A X
B A X - Q
Intérieur Extérieur
C
Y
D
A
X B
Faible

Fi1G. 2.3 Axiomes de Pasch
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73 Pasch faible

Br ATDABr BDC = 3X,Y,Br AXBABr AYCABr YTX

Axiomes de dimension

Les axiomes de dimension servent a borner la dimension de l’espace.
Notons que les axiomes de borne inférieure n sont exactement la négation
des axiomes de borne supérieure n — 1.

8(1) Dimension, borne inférieure 1

JAB,A+B

Il existe deux points distincts.

8(2) Dimension, borne inférieure 2

JABC,~fr ABC AN—Br BCAAN-Br CAB

Il existe trois points non colinéaires.

8(n) Dimension, borne inférieure n

Ni<icjon i # PiN
JABCP\P,...P,1, N!=} AP, = AP, A BP, = BP, ACP, = CPA
~Br ABCAN—Br BCAN—-Br CAB

9(0) Dimension, borne supérieure 0

A=B

Tous les points sont égaux.

9(1) Dimension, borne supérieure 1

Br ABCV pBr BCAV pBr CAB

Tout les points sont sur la méme droite.

9(n) Dimension, borne supérieure n

Ni<icj<n Fi # PiN
AP1 = APz/\
A, BP, = BPA

=PBrABCVBr BCAVBrCAB



36 Chapitre 2. Formalisation de la géométrie de Tarski

9;(2) Dimension, borne supérieure 2 (variante)

Y, (ColXY AN By BY C)V (ColXYB A Br CY A)V (ColXYC A Br AY B)

ou ColABC' est défini par G ABCV r BCAV pr CAB.

Axiome d’Euclide

Le céleébre axiome d’Euclide prend ici des formes inhabituelles.

— La premiére forme énonce le fait que si un point est situé a 'intérieur
d’un angle ZABC alors il y a une droite qui intersecte chacun des deux
cotés de 'angle.

— La seconde forme énonce 1’existence du centre du cercle circonscrit a
un triangle non dégénéré.

— La troisiéme forme correspond au théoréme de la droite des milieux.

10 Axiome d’Euclide

Or ADTANBr BDCANA#D=3X,YBr ABXANBr ACYANBr XTY

10; Axiome d’Euclide (variante)

Br ADTANBr BDCANA#D=3X,YBr ABXABr ACY ABr YT X

102 Axiome d’Euclide (seconde forme)

Obr ABCV@Br BCAVpr CABVdX,AX =BXNAX=CX

103 Axiome d’Euclide (troisiéme forme)
Br ABF AAB = BFA

Br ADEANAD = DEN = BC = FE
Br BDC ABD = DC

Axiome de continuité

11 Continuité (au second ordre)

JaVzy(r e X ANy €Y = fraxy) = bVeyz e X NyeY = Braby
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B
X ©
A
B
C A
X T Y
Premiére forme Deuxiéme forme
C E
D
A F
B

Troisiéme forme

FiGg. 2.4 Axiomes d’Euclide
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Schéma 11 Continuité (schéma)

JaVzy (e AB = Praxy) = IbVryaAp = Brxby

ou « et sont des formules du premier ordre, telles que a,b et y n’apparaissent
pas libres dans « et a.b et x n’apparaissent pas libres dans .

Quand le schém d’axiomes est utilisé en lieu et place de I’axiome 11, la
géométrie est dite élémentaire. L’axiome 11 est le seul axiome qui n’est pas
une formule de la logique du premier ordreE. Il est ’analogue géométrique
de 'axiome de Dedekind.

Réflexivité et symétrie de [rp

12 Pseudo-réflexivité de Br

Or ABB
B est toujours entre A et B.

14 Symétrie de fBr

Or ABC = (7 CBA
Si B est entre A et C alors il est entre C et A.

Axiomes concernant 1’égalité

13 Compatibilité de 1’égalité avec G
A=B=prABA

19 Compatibilité de I’égalité avec =
A=B= AC = BC

Axiomes de (pseudo-)transitivité pour (Or

15 Transitivité (intérieure) de Bz

Obr ABDANBr BCD = 6r ABC

%Le terme schéma d’axiomes désigne la description d'une infinité d’axiomes. Le fait
pour un énoncé d’étre ou non un axiome doit bien siir toujours étre décidable.

*Comme nous I’avons vu au chapitre précédent, Hilbert a prouvé que la géométrie
élémentaire n’est pas finiment axiomatisable. Cela signifie qu’il n’existe pas de systéme
d’axiomes fini exprimés dans le méme langage qui est équivalent a la géométrie élémentaire.
Comme Florent Kirchner I’a montré [Kir06], il est possible d’obtenir un systéme d’axiomes
fini, mais exprimés dans un langage étendu.
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AV

A B C D ACRB C D
Axiomes 15 et 16 Axiome 17

Axiome 18

F1G. 2.5 — Transitivité et pseudo-transitivités

16 Transitivité (extérieure) de fp

Br ABCANBr BCDANB#C= 6r ABD

17 Pseudo-transitivité (intérieure) de Gy

Br ABDABr ACD = fr ABCV fr ACB

18 Pseudo-transitivité (extérieure) de fr

Or ABCANBr ABDNA#B=pr ACDVpBr ADC

Axiomes de construction de triangles

20 Unicité de la construction du triangle

AC = AC' AN BC = BC'A
Br ADBABr AD'BABr CDXA = C =C"
BrC'D'XAD#XAD #X

207 Unicité de la construction du triangle (variante)

A# BA
AC = AC' A BC = BC'A =>C=C
Br BDC'A\(Br ADCV 3y AC D)



40 Chapitre 2. Formalisation de la géométrie de Tarski

21 Existence de la construction du triangle

— Ap AC = A'C' AN BC = B'C'A
AB = A'B' = 3CX, BrCXPA(Br ABXVBr BX AV Br X AB)

2.3.2 Historique des axiomatiques de Tarski

Nous nous appuyons sur [TG99] et sur les notes de bas de page de [Tar51]
pour retracer 'historique des différentes versions de 'axiomatique de Tarski.
Tarski a commencé & travailler sur son axiomatique deés 1926 et 1’a présentée
dans son cours & I'université de Varsovie. Elle est été soumise a publication
en 1940 puis publiée dans sa premiére forme en 1967 |Tar67]. Cette version
contient 20 axiomes plus un schéma d’axiomes. Une deuxiéme version un peu
plus simple a été publiée dans |Tar51]. Cette premiére simplification consiste
uniquement & considérer une logique munie d’une égalité, les axiomes 13
et 19 sont alors superflus. Cette seconde version fut simplifiée & nouveau
par Eva Kallin, Scott Taylor et Alfred Tarski pour arriver a un ensemble
de douze axiomes [Tar59]. La derniére simplification obtenue, I’a été par
Gupta dans sa thése [Gup65], il donne la preuve que deux autres axiomes
peuvent étre éliminés. C’est cette derniére version que nous utilisons dans
notre formalisation.

Le tableau [2.1] fournit la liste des axiomes contenus dans chacune de
ces axiomatiques. Pour plus de clarté nous résumons la liste des axiomes
que nous avons utilisés dans notre formalisation. AU lieu du schéma, nous
utilisons ’axiome 11 qui est exprimable en logique d’ordre supérieur.
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TAB. 2.1 — L’axiomatique de Tarski; historique et version formalisée (11

axiomes).
Année : 1940 1951 1959 1965 1983
Référence : [Tar67] [Tar51] [Tar59]  [Gup65]  [SST83]
Axiomes : 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2
3 3 3 3 3
4 4 4 4 4
51 51 — 5 5 5
6 6 6 6
Q) 79 — 7 71 — 7
8(2) 8(2) 8(2) 8(2) 8(2)
9:(2) 9:(2) — 9(2) 9(2) 9(2)
10 10 — 104 104 — 10
11 11 11 11 11
12 12
13
14 14
15 15 15 15
16 16
17 17
18 18 18
19
20 — 204
21 21
Nb. d’axiomes : 20 18 12 10 10
+ + + + +
1 schéma 1 schéma 1 schéma 1 schéma 1 schéma
Reéflexivité 1 AB = BA
Transitivit¢t 2 AB=CDANAB=FEF=CD=FEF
Identité 3 AB=CC=A=B
Construction 4 dE,6r ABEANBE =CD
AB = A'B'ANBC = B'C'A
5 segments 5 AD = A'D'ANBD = B'D'A
Br ABCABr ABCNA#B=CD=CD
Identit¢e 6 fpr ABA= (A=DB)
Pasch 7 dX,rAPCABrBQC=0r PxBABrQzA
Dim. inférieure 8(2) JABC,—fyr ABCAN—-Bp BCAAN—-(pr CAB
Dim. supérieure 9(2) AP =AQANBP=BQANCP=CQANP#Q

= pPr ABCV pr BCAV 3y CAB
Euclide 10 3XY,8r ADTABr BDCANA#D =
Br PrtBABrQuzA
Continuite 11 VXY, (3A, Vay,z €e X NyeY = Or Azy)) =
B, (Vay,x € X =y €Y = fBrxz By).
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2.4 Apercu de la formalisation

La formalisation que nous avons réalisée prouve formellement que les
simplifications successives de ’axiomatique de Tarski sont correctes, nous
prouvons formellement que les axiomes superflus sont dérivables a partir des
autres axiomes.

Les sections suivantes contiennent un rapide tour d’horizon de contenu
de chacun des chapitres :

Le premier chapitre contient I'axiomatique ainsi que la définition du
prédicat « colinéaire » (noté Col).

Tout d’abord on suppose qu’il existe un type pour les objets que ’on
manipule, on ’appelle Point :

Parameter Point : Set.

Ensuite, on suppose que 'on a deux prédicats sur les points, 'un quater-
naire et 'autre ternair :

Parameter Cong : Point — Point — Point — Point — Prop.

Parameter Bet : Point — Point — Point — Prop.

Ensuite nous définissons le prédicat Col afin de simplifier I’énoncé de
certains axiomes :

Definition Col (A B C : Point) : Prop :—

Bet AB CV Bet BC AV Bet C A B.

Nous ne détaillons pas tous les axiomes, nous donnons seulement 1’axiome
de continuité :
Axiom continuity :

V X Y : Point — Prop,

(3 A: Point,(Vzy: Point, Xz — Y y— Bet Az y)) —

3B : Point, (Vz y: Point, X ©t — Y y — Bet z B y).

Le second chapitre contient quelques propriétés de base du prédicat de
congruence de longueur des segments (noté Cong). Il contient aussi la preuve
de I'unicité du point construit par ’axiome 4.

Le troisiéme chapitre contient quelques propriétés du prédicat qui ex-
prime qu’'un point appartient a un segment (noté Bet). Il contient en parti-
culier les preuves des propositions 12, 14 et 16. C’est dans ce chapitre que
l’axiome qui donne une borne inférieure pour la dimension est utilisé pour
la, premiére fois.

Le quatriéme chapitre contient diverses propriétés de Cong, Col et Bet.

5Pour des raisons pratiques, il est d’usage en Coq de définir les fonctions qui prennent
plusieurs arguments de maniére curryfiée (c’est a dire sour la forme A = B = C plutot
que AN B = (). Si le lecteur le désire il peut penser le type de Cong comme : (Point ,
Point , Point , Point ) — Prop.
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Le cinquiéme chapitre contient quelques propriétés de transitivité de
Bet et la définition d’un prédicat de comparaison de longueurs (noté le)
ainsi que les propriétés associées. Il contient en particulier la preuve des
propositions 17 et 18.

Le sixiéme chapitre définit un prédicat de non appartenance a un seg-
ment noté out qui est utilisé pour prouver quelques propriétés de Cong, Col
et Bet notamment des propriétés de transitivité de Col.

Le septiéme chapitre définit le milieu, le symétrique d’un point et en
prouve quelques propriétés. Il faut noter qu’a ce stade nous ne pouvons pas
encore prouver l’existence du milieu.

Le huitiéme chapitre contient la définition du prédicat « perpendicu-
laire » (noté Perp), quelques propriétés associées ainsi que l'existence du
projeté orthogonal. On peut alors enfin prouver 'existence du milieu d’un
segment.

2.4.1 Deux lemmes cruciaux

Dans notre formalisation, nous suivons de prés le texte de Schwabhé&user,
Szmielew et Tarski excepté au chapitre cing ol nous avons introduit deux
lemmes cruciaux qui ne figurent pas dans le texte original. Ces deux lemmes
permettent de déduire I’égalité de deux points qui figurent & la méme position
sur un segment.

VABC,3r ABCANAC = AB= C =B

2.4.2 Un exemple de preuve

Nous reproduisons ici une des preuves non triviales de [SST83| : la preuve
due & Gupta que 'axiome 18 peut étre dérivé a partir des autres axiomes.
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D C

Fi1G. 2.6 Preuve de 'axiome 18

Nous donnons la traduction de la preuve telle qu’elle est donnée dans [SST83|
avec en paralléle la preuve formelle sous forme de script Coq.

Cet exemple montre que la preuve formelle est d’une taille raisonnable
comparée a la preuve informelle. A 1’échelle du développement, si nous omet-
tons le premier chapitre qui contient presque uniquement les axiomes, les sept
chapitres suivants occupent 41 pages et correspondent & environ 4000 lignes
de Coq. Nous obtenons un facteur de de Bruijn, (le rapport entre la taille
du texte original et de sa formalisation [Wie]), de 100 lignes par page.

Proposition 7 (Gupta). A # BAfBr ABCAfBpr ABD = p ACD YV
Br ADC

Preuve:
Soient C' et D' des points tels quéE :

Br ADC' ADC'=CD et By ACD' ANCD' =CD

assert (exists C’, Bet AD C’> /\ Cong D C> CD)...
DecompExAnd H2 C°.
assert (exists D’, Bet A C D’ /\ Cong C D> CD)...
DecompExAnd H2 D”.

Il faut donc montrer que C = C' ou D = D’.
Soient B et B"” des points tels que :

Br AC'B'ANC'B'=CBetfpr AD'B"AND'B"=DB

assert (exists B’, Bet A C’ B> /\ Cong C’ B> C B)...
DecompExAnd H2 B’.

assert (exists B’’, Bet A D’ B’’ /\ Cong D’ B>’ D B)...
DecompExAnd H2 B’’.

®La tactique DecompExAnd H A suppose que H est une hypothése de la forme
Jz A, Pi(z). Elle introduit un point A dans le contexte et décompose la conjonction
en différentes hypothéses.
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D’apres le lemme 2.117 nous pouvons en déduire que BC' = B"C et que
BB' = B"B.

assert (Cong B C’ B’’ C).

eapply 12_11.

3:apply cong_commutativity.
3:apply cong_symmetry.

3:apply Hi1l.

Between.

Between.

esTarski.

assert (Cong B B’ B?? B).

eapply 12_11;try apply H2;Between.

Par unicité de la construction, on sait que B” = B’.

assert (B’’=B’).

apply construction_unicity with

(Q:=A) (A:=B) (B:=B’’) (C:=B) (x:=B’’) (y:=B’);Between...
smart_subst B’’.

Nous savons donc que les points BCD'C'B'C'DC' forment une configuration
BCD'C’ >

des cing segments. Ceci est noté FSC ( B'C'DC

assert (FSC B C D’ C’ B> C> D ().

unfold FSC;repeat split;unfold Col;Between;sTarski.

2:eapply cong_transitivity.

2:apply HT7.

2:sTarski.

apply 12_11 with (A:=B) (B:=C) (C:=D’) (A’:=B’) (B’:=C’) (C’:=D);
Between;sTarski;esTarski.

D’ou C'D' = CD (car dans le cas B # C l'aziome des cing segments permet
de conclure et dans le cas B = C par hypothéseﬂ.

assert (Cong C’ D’ C D).
cases_equality B C.

(* First case %)
treat_equalities.

eapply cong_transitivity.
apply cong_commutativity.
apply Hi1.

"Le lemme 2.11 est le suivant :
VABCA'B'C’' pr ABC = pr A’B'C' = AB=A'B'= BC = B'C' = AC = A'C'
8Cette étape utilise la tactique treat_equalities qui permet de simplifier le but dans
les cas dégénérés, ceci fait 'objet du paragraphe suivant.
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Tarski.

(* Second case *)

apply cong_commutativity.
eapply 14_16;try apply H3...

D’aprés laziome de Pasch, il existe un point E tel que :
Br CEC'ANpBr DED'

assert (exists E, Bet C E C> /\ Bet D E D).
eapply inner_pash;Between.
DecompExAnd H13 E.

! /
Nous pouvons en déduire que IFS ( j:j,cc, ) et IFS ( CC:CC,CC;, )
assert (IFSCDE D> CD E D’ C?).
unfold IFSC;repeat split;Between;sTarski.
eapply cong_transitivity.
apply cong_commutativity.
apply H7.
sTarski.

assert (IFSC CE C> D CE C’ D?).

unfold IFSC;repeat split;Between;sTarski.
eapply cong_transitivity.

apply cong_commutativity.

apply H5.

sTarski.

D’ow EC = EC' et ED = ED'.

assert (Cong E C E C?).
eapply 14_2;eauto.
assert (Cong E D E D?).
eapply 14_2;eauto.

Supposons que C' # C'. Il faut montrer que D = D,

cases_equality C C’.

smart_subst C’.

assert (E=C).

eTarski.

smart_subst E.

unfold IFSC, FSC,Cong_3 in *;intuition.

9Notons que cette phrase utilise la décidabilité de 1’égalité de deux points
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D’apres I’hypothese, on a aussi C # D'.

assert (C<>D?’).
unfold not;intro.
treat_equalities...

D’apreés l'aziome de construction d’un segment, il existe des points P, @ et
R tels que :

BrC'"CPANCP=CD etpr DDCRNCR=CE etfir PRQANRQ=RP

assert (exists P, Bet C> C P /\ Cong C P CD?)...
DecompExAnd H21 P.

assert (exists R, Bet D> CR /\ Cong CR C E)...
DecompExAnd H21 R.

assert (exists Q, Bet PR Q /\ Cong R Q R P)...
DecompExAnd H21 Q.

D'CRP

Donc FSC< PCED'

>, d’ou RP = ED' et donc RQ = ED.
assert (FSCD> CR PP C E D?).

unfold FSC;unfold Cong_3;intuition...

eapply 12_11.

apply H25.

3:apply H26.

Between.

sTarski.

assert (Cong R P E D?).
eapply 14_16.

apply H21.

auto.

assert (Cong R Q E D).
eapply cong_transitivity.
apply H28.

eapply cong_transitivity.
apply H22.

sTarski.

/
On en déduit que F'SC ( D'EDC ))

PRQC
assert (FSCD> EDCPRQC).

unfold FSC;unfold Cong_3;intuition...
eapply 12_11.
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3:eapply cong_commutativity.
3:eapply cong_symmetry.
3:apply H22.

Between.

Between.

sTarski.

d’ou d’aprés le lemme 2.11 D'D = PQ et CQ = CD (car dans le cas ou
D' # E l'aziome des cing segments permet de conclure, dans le cas contraire,
nous pouvons déduire que D' = D et P = Q).

cases_equality D’ E.
(* First case *)
treat_equalities...
sTarski.

(* Second case *)
eapply 14_16;eauto.

D’apres le théoreme 4.17, comme R # C et que R, C et D' sont coli-
néaires nous pouvons conclure que D'P = D'Q.

assert (R<>C).
unfold not;intro.
treat_equalities...

assert (Cong D’ P D’ Q).

apply 14_17 with (A:=R) (B:=C) (C:=D’).
assumption.

3:apply H32.

unfold Col;left;Between.

sTarski.

Comme C # D', ColCD'B et Col CD'B’. On peut déduire de maniére
analogue que BP = BQ et B'P = B'Q.

assert (Cong B P B Q).

eapply 14_17; try apply H20;auto.
unfold Col;right;right;Between.
(%)

assert (Cong B’ P B’ Q).

eapply 14_17 with (C:=B’).
apply H20.

unfold Col.

Between.

assumption.

assumption.
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Comme C # D', on a B # B’ et comme Col BC'B’ on a C'P =C'Q.

cases_equality B B’.
subst B’.

unfold IFSC,FSC, Cong_3 in *;intuition.
clean_duplicated_hyps.
clean_trivial_hyps.
assert (Bet A B D’).
Between.

assert (B=D’).
eTarski.
treat_equalities.
Tarski.

assert (Cong C’ P C’ Q).
eapply 14_17.

apply H37.

unfold Col;right;left;Between.
auto.

auto.

Comme C # C' et ColC'"CP on a PP = PQ.

assert (Cong PP P Q).

eapply 14_17.

apply H19.

unfold Col;right;right;Between.
auto.

auto.

D’aprés Vaziome d’identité on a P = Q.
assert (P=Q).

eapply cong_identity.

apply cong_symmetry.

apply H39.

Comme PQ = D'D, on a aussi D = D’.

subst Q.
assert (D=D?).

eapply cong_identity with (A:=D) (B:=D’) (C:=P).

unfold IFSC,FSC, Cong_3 in *;intuition.

assert (E=D).
eTarski.
unfold IFSC,FSC, Cong_3 in *;intuition.
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2.5 A propos des cas dégénérés

Les différents articles & propos de la formalisation de la géométrie, en
particulier ceux a propos de la formalisation des Fondements de la géométrie
de Hilbert [DDS00, MFO03|, mettent 'accent sur le probléme des cas dége-
nérés. Nous appelons cas dégénérés tous les cas particuliers de configuration
de la figure comme par exemple les cas ou I'une des conditions suivantes est
vérifiée :

— deux points coincident,

trois points sont alignés,

— deux droites sont paralléles. ..

Les cas dégénérés n’apparaissent souvent pas dans les preuves informelles
et alourdissent de facon conséquente la formalisation. La preuve d’un théo-
réme de géométrie dans un cas dégénéré est souvent fastidieuse voire méme
difficile’”.

Afin de limiter la taille des preuves, nous nous sommes efforcés d’auto-
matiser certaines taches répétitives. Nous décrivons ici ces éléments d’au-
tomatisation. Nous pensons qu’un développement formel ne peut pas étre
réalisé de facon raisonnable sans concevoir quelques tactiques de démonstra-
tion, certes hautement spécialisées, mais qui permettent de traiter certains
problémes répétitifs qui sont souvent omis dans les preuves informelles. Ceci
a le double interét de raccourcir le temps de formalisation et d’augmenter
la lisibilité des preuves générées. Il ne faut pas comparer ces mini-tactiques
aux puissantes procédures de décision pour la géométrie, et nous ne pouvons
pas les utiliser ici car un de nos buts a terme est justement de fournir des
fondations pour des implantations de ces procédures de décision.

La tactique principale pour traiter les cas dégénérés est la tactique :
treat_equalities. L’idée est de propager l'information a propos des cas
dégénérés. Par exemple si l'on sait que A = B et que AB = CD alors on
peut déduire que C = D. C’est trés simple mais cela raccourcit les preuves
des cas dégénérés de maniére assez efficace.

Ltac treat_equalities :=
try treat_equalities_aux;

repeat
match goal with
| H:(Cong 7X3 ?X3 ?X1 ?7X2) |- _ =>

assert (X1=X2);
[apply cong_identity with (A:=X1) (B:=X2) (C:=X3);
apply cong_symmetry;assumption|idtac];
smart_subst X2

| H:(Cong 7X1 7X2 ?X3 7X3) |- _ =>

107] semblerait que les cas dégénérés soient & la géométrie ce que I'a-conversion est au
lambda calcul : une source de difficulté importante dans le cadre d’une formalisation.
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assert (X1=X2);

[apply cong_identity with (A:=X1) (B:=X2) (C:=X3);
assumption|idtac];

smart_subst X2

| H:(Bet ?X1 7X2 7X1) |- _ =>

assert (X1=X2);

[apply between_identity;

assumption|idtac];

smart_subst X2

end.

Mais le probléme des cas dégénérés ne peut pas étre totalement évité
car parfois les cas dégénérés sont presque plus complexes que le cas général.
En revanche, notre expérience a montré que le choix de l'axiomatique est
capital. Certains développements que nous avons réalisés dans le cadre de
I’axiomatique de Hilbert, nous ont montré que celle-ci produit beaucoup
plus de cas dégénérés que axiomatique de Tarski. Ceci est sans doute en
partie di au fait que les axiomes sont énoncés de maniére moins générique
que dans l'axiomatique de Tarski (ils comportent plus de conditions de non
dégéneéscence) et produisent donc des preuves moins « uniformes ».

2.6 Logique classique vs. logique intuitionniste.

Notre formalisation de la géométrie de Tarski a été réalisée dans le sys-
téme Coq. Puisque le noyau du systéme Coq est basé sur le calcul des
constructions inductives [CPM90], i.e. une logique constructive, quand nous
avons besoin de la logique classique il est nécessaire de le préciser au systéme.
C’est le cas dans le développement que nous avons réalisé & partir de ’axio-
matique de Tarski. Il apparait fréquemment dans les preuves des distinctions
de cas. Celles-ci utilisent implicitement le fait que 1’égalité entre deux points
et le prédicat qui exprime le fait que trois points sont colinéaires sont déci-
dables. Il serait bien sir intéressant de réaliser un développement purement
constructif de la géométrie, nous n’avons pas pu nous atteler a cette tache
méme si comme nous ’avons vu il existe des axiomatiques constructives que
l'on peut facilement formaliser en Coq |[Kah95]|, seules quelques propriétés
simples ont été dérivées par von Plato a partir de son axiomatique, il reste
a réaliser un travail similaire & celui de Tarski, Szmielew et Schwabhiuser
pour des géométries constructives, c’est a dire réaliser un développement
systématique de la géométrie dans un cadre constructif.



52 Chapitre 2. Formalisation de la géométrie de Tarski

2.7 Conclusion et perspectives

Nous avons présenté notre formalisation de ’axiomatique de Tarski. Nous
donnons, en particulier, la preuve formelle que certaines simplifications de
I'axiomatique originale de Tarski sont correctes. Mais la conclusion la plus
importante est sans doute la suivante : parmi les différentes axiomatiques,
celle de Tarski est vraisemblablement la plus adaptée & la formalisation. En
effet, nous nous sommes aussi intéressé & la formalisation de ’axiomatique de
Hilbert et d’aprés notre expérience personnelle, les développements réalisés a
partir de 'axiomatique de Tarski sont plus faciles car ils sont plus uniformes
que ceux réalisés a partir de I’axiomatique de Hilbert. Ils comportent moins
de cas dégénérés. Comme de plus I'axiomatique de Tarski admet de bonnes
propriétés méta-théoriques, nous pensons donc qu’elle est la plus adaptée a
un développement formel de la géométrie (non constructive). Par exemple,
contrairement & "axiomatique de Hilbert, dans le cadre de ’axiomatique de
Tarski, il est possible de construire une partie du développement de maniére
indépendante de la dimension dans laquelle on travaille. Cela signifie qu’en
pratique, si nous voulons réaliser un développement en dimension trois, nous
pouvons réutiliser une grande partie de notre développement.

Méme si la géométrie ne fait plus beaucoup l'objet de l'intérét des ma-
thématiciens, nous pensons qu’il reste encore de nombreux sujets a explorer.
Une extension naturelle de notre travail serait de formaliser les autres cha-
pitres de [SST83] et de prouver tous les axiomes de Hilbert. Ce travail est en
cours. Nous envisageons aussi d’enrichir notre formalisation afin de s’en ser-
vir comme fondation pour le développement de Frédérique Guilhot. 11 serait
aussi trés intéressant (mais cela constitue un défi & plus long terme) de déve-
lopper un traité de géométrie constructive similaire au livre de Schwabhéiu-
ser, Szmielew et Tarski mais basé sur 'axiomatique de von Plato [vP95| par
exemple.

Détail des énoncés prouvés

L’annexe B fournit la liste des énoncés qui ont été prouvés en Coq a
partir de notre formalisation de ’axiomatique de Tarski. Le développement
Coq complet avec les preuves et les liens hypertextes facilitant la navigation
peut étre consulté a I'adresse suivante :

http://www.lix.polytechnique.fr/Labo/Julien.Narboux/tarski.html
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CHAPITRE 3

DEMONSTRATION AUTOMATIQUE
EN GEOMETRIE

3.1 Introduction

La géométrie est I'un des domaines les plus fructueux de la démonstra-
tion automatique. De nombreux théorémes difficiles peuvent étre prouvés
par des programmes en utilisant des méthodes analytiques ou algébriques.
Une des premiéres procédures de décision pour la géométrie fit introduite
par Alfred Tarski : I’élimination des quantificateurs dans la théorie des corps
réels clos. Sa méthode fiit ensuite améliorée par la méthode de décompo-
sition cylindrique de Collins [Col75]. 1l existe de nombreuses techniques de
démonstration automatique en géométrie. Dans ce chapitre nous donnons
d’abord un bref apercu des principales méthodes de démonstration automa-
tique en géométrie, puis nous détaillons la méthode des aires de Chou, Gao
et Zhang que nous avons formalisée au sein de l'assistant de preuve Coq.
Cette formalisation fait 'objet du chapitre suivant.

Comme nous I’avons vu au premier chapitre, il y a deux fagons d’aborder
la géométrie : avec ou sans coordonnées. Ceci se refléte aussi dans les mé-
thodes de démonstration automatique. Ainsi, nous distinguons deux types
de méthodes, d'une part les méthodes algébriques qui sont basées sur une
représentation sous forme de contraintes sur les coordonnées et d’autre part
les méthodes qui évitent I'utilisation des coordonnées.
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3.2 Les méthodes algébriques

3.2.1 La méthode des bases de Grobner

La méthode des bases de Grébner a été introduite par Bruno Buchber-
ger en 196% [Buc65]|. Depuis, elle a beaucoup été étudiée et est disponible
dans la plupart des systémes de calcul formel. Elle a trouvé de nombreuses
applications dans différents domaines des mathématiques et des sciences de
I'ingénieur. En ce qui concerne les assistants de preuve, Jérdme Creci a réa-
lisé une implantation dans le systéme Coq [Cre04] en réutilisant 1’algorithme
de Buchberger extrait de la preuve de correction réalisée par Laurent Théry
[Thé01]. La méthode des bases de Grébner permet de décider si un polynome
appartient & un idéal. Dans le contexte de la géométrie, il faut donc exprimer
les hypothéses et la conclusion avec des polynomes et tester si la conclusion
est dans I'idéal engendré par les hypothéses. Cette méthode ne permet pas de
traiter des problémes utilisant des inégalités polynomiales, on ne peut donc
pas traiter des problémes dans une géométrie ordonnée impliquant 1’ordre
des points sur une droite par exemple.

3.2.2 La méthode de Wu

Introduite en 1978, la méthode de Wu fiit la premiére méthode vraiment
fructueuse en géomeétrie [Wu78|, puisque elle permit non seulement de re-
trouver la preuve de nombreux théorémes exprimés de maniére constructive
en géométrie non ordonnée mais aussi de prouver de nouveauzr théorémes.
Cette méthode est capable de générer automatiquement les conditions de
non-dégénérescence d’un théoréme. Elle est compléte pour la géométrie mé-
trique définie par 'axiomatique de Wu que nous avons décrite page 21, Cette
méthode a été améliorée par Shang Ching Chou. Pour plus d’information &
propos de cette méthode voir le livre et la theése de Chou [Cho88, Cho85].

3.2.3 La décomposition cylindrique

La méthode de décomposition cylindrique a été introduite par Collins
dans les années 70 [Col75|. C’est une méthode qui posséde un champs d’ap-
plication trés large puisqu’elle réalise I’élimination des quantificateurs dans
la théorie des corps réels clos. En ce qui concerne la preuve formelle, une im-
plantation est en cours dans le systéme Coq, pour plus d’informations voir
la these de Assia Mahboubi [Mah05, Mah06].

!Bruno Buchberger a donné le nom de son directeur de thése 4 sa méthode.
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3.3 Les méthodes sans coordonnées

3.3.1 La méthode des angles

La méthode des angles [CGZ96| permet de générer des preuves lisibles
pour de nombreux théorémes. Elle a cependant le défaut de n’étre qu’une
heuristique. Elle est basée sur la notion d’angle entre deux droites pris dans
le sens trigonométrique. Cette méthode a fait ’objet d’'une implantation en
prolog par Sean Wilson [WF05]. Le logiciel développé permet en outre de
visualiser les preuves sous la forme d’une suite de diagrammes.

3.3.2 La méthode des vecteurs

La méthode des vecteurs [CGZ94] est trés similaire & la méthode des aires
que nous développons dans la partie suivante. Elle manipule trois quantités
géométriques : les vecteurs, leur produit vectoriel et leur produit scalaire.
L’idée de la méthode est d’éliminer les points du but dans I'ordre inverse de
leur construction.

3.3.3 La méthodes des aires de Chou, Gao et Zhang

La procédure de décision de Chou, Gao et Zhang est la mécanisation
d’une méthode connue sous le nom de méthode des aires. C’est une méthode
a mi-chemin entre les méthodes analytiques et algébriques. L’idée de la mé-
thode consiste & exprimer le but de maniére constructiv@ et a traiter les
points dans l'ordre inverse de leur construction. Le tableau fournit la
liste des constructions possibles. Le traitement de chaque point consiste &
éliminer toutes les occurrences de ce point dans le but. Ceci est réalisé grace
a une batterie de lemmes d’élimination.

Pour étre traitable par la méthode le but doit donc vérifier deux condi-
tions. Premiérement le théoréme doit étre énoncé comme une séquence de
constructions (par exemple on construit des points comme intersection de
deux droites ou sur la paralléle & une droite passant par un point, etc.)E.
Deuxiémement, le but doit étre exprimé en utilisant une expression arithmé-
tique comportant trois quantités géométriques :

1. la ratio de distances orientées portées par des droites paralléles (é:D)
avec (AB) parallele a (CD) ,

2. l'aire orientée d'un triangle (Sapc) et

2Notons que le terme « constructif » est employé ici pour désigner une séquence de
constructions géométriques, il ne signifie pas constructif dans le sens de la logique construc-
tive.

3Notons que la facon dont la figure est construite & une influence sur les conditions de
non-dégénérescence et induit donc des théorémes légérement différents.
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TAB. 3.1 — Constructions

Soit Y sur la droite PQ
PY _
tel que 7 = A

(P#Q)

Soit Y l'intersection de PQ et UV.
(PQHUV)

Soit Y sur la parallele & PQ passant par R
tel que % =

(P #Q)

Soit Y l'intersection de UV
et de la parallele & PQ passant par R.

(PQYUV)

Soit Y l'intersection de la paralléle & P passant
par R et de la paralléle & UV passant par W.

(PQAUV)
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3. la différence de Pythagore (la différence entre la somme des carrés
des deux cotés d'un triangle et du carré du troisiéme coété Papo =
AB’ + BC® - AC").
Remarque 2. Notons que

—

Papc = —2(AB.BC)

et 2 — —_— — —_—

ol . représente le produit scalaire et N\ représente le produit vectoriel. Ceci
explique les similitudes évoquées plus haut entre la méthode des vecteurs et
la méthode des aires.

Ces trois quantités géométriques sont suffisantes pour traiter un grande
partie de la géométrie comme on peut le voir sur le tableau [3.2/page[61. Elles
vérifient des propriétés élémentaires comme Saap = 0, Sapc = —Spac et
Sapc = Spca. Ces propriétés sont définies précisément par ’axiomatique
que nous avons présentée page

En résumé, les formules traitées par cette méthode sont celles de la forme :

VAy,... Ay Point, Ci(A, ..., Ap) — ... = Cj(Ay,...,A;) = R=0

ol R est une expression arithmétique sur un corps contenant des aires orien-
tées et des ratios et les C; sont des prédicats exprimant la séquence de
constructions. Pour chaque point construit il y a un prédicat C; exprimant
la facon dont il a été construit. Notons que le graphe de dépendance des
constructions ne doit pas contenir de cycle.

Pour éliminer un point du but, on va appliquer I'un des lemmes d’élimina-
tion qui apparaissent dans le tableau (3.3 page[62. Ce tableau se lit de la fagon
suivante : pour éliminer un point Y, il faut choisir la ligne correspondant a la
facon dont le point Y a été construit, et appliquer la formule donnée dans la
colonne correspondant a la quantité géométrique dans laquelle Y apparait.
Les lemmes réécrivent n’importe quelle quantité géométrique contenant une
occurrence d’un point Y (Sapy ou % pour n’importe quels points A,B,C
et D tels que (AY) || (CD)) en une expression sans occurrence de Vi 1l y
a un lemme pour chaque paire de construction et de quantité géométrique.
Pour la géométrie de l'incidence, nous avons cinq fagons de construire un
point et deux quantités géométriques, donc dix lemmes d’élimination sont
nécessaires. Notons qu'il y a plus de constructions que nécessaire (certaines

peuvent étre exprimées au moyen d’autres). Ceci est utilisé pour simplifier

*Notons que toutes les occurrences de Y sont éliminées seulement si les points présents
dans la quantité géométrique contenant Y (A,B,C et D) sont différents de Y, ce probléme
est traité dans 'implantation décrite au chapitre suivant.
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les énoncés des théorémes et pour réduire la taille des preuves en fournis-
sant des lemmes d’élimination pour des constructions non primitives. Les
constructions qui font intervenir un paramétre \ peuvent étre utilisées pour
construire un point a une distance donnée (si A est instanciée) ou & n’im-
porte quelle distance (si A reste sous forme d’'une variable). Dans ce cas,
ces constructions permettent de construire ce que nous appelons des points
semi-libres.

Quand tous les points construits ont disparu du but, le résultat est une
expression arithmétique contenant des quantités géométriques utilisant uni-
quement des points libreﬁ. Apres cette étape les quantités géométriques
utilisent uniquement des points libres mais ce ne sont pas nécessairement
des quantités indépendantes. Elles peuvent étre liées par la relation définie
par 'axiome de dimension :

Sapc = Sppc + Sapc +SaBp

Dans le cas ou elles ne sont pas indépendantes, elles peuvent étre décom-
posées au moyen de trois points non colinéaires. Ces points peuvent étre
vus comme une base qui ne serait pas nécessairement orthogonale. Nous dé-
taillerons ceci dans le chapitre [4. Si toutes les quantités géométriques sont
indépendantes le but peut étre vu comme une équation entre deux fractions
rationnelles. Celle-ci est facilement décidable.
Les étapes de la méthode peuvent étre résumées informellement de la fagon
suivante :
— exprimer le but de maniére constructive (comme une suite de construc-
tions) en n’utilisant que des quantitées géométriques ;
— vérifier les conditions de non-dégénérescence ;
enlever les points construits du but un a un en utilisant les lemmes
d’élimination ;
transformer le but en une expression contenant uniquement des quan-
tités géométriques indépendantes ;
— décider si I’égalité obtenue est universellement vraie ou non.

5Un point libre est un point dont le dégré de liberté est égal a la dimension de I’espace
dans lequel on travaille, dans GeoProof cela correspond aux points que l'on peut déplacer
librement.
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TaAB. 3.2 — Traduction de quelques prédicats usuels en utilisant S, des ratios
et P

Notion Geométrique Formalisation
A,B et C sont collinéaires Sapc =0
AB| CD _ SaBc =84BD
I est le milieu de [AB] % =2A8Sar =0
AB 1 BC Papc =0
AB 1 CD Pacp = Pscp
A=B Papa =0

Exemple explicatif

Dans cette partie, nous donnons un exemple de preuve en utilisant la
méthode des aires.
Considérons le théoréme de la droite des milieux :

Soit ABC un triangle, et soient A’ et B’ les

milieux de BC' et AC respectivement. La droite

A’'B’ est paralléle a la base AB. /At\
Preuve (en utilisant la méthode des aires). Tout B’ A
d’abord nous traduisons le but (A’B’ || AB) en /

son équivalent en utilisant I’aire orientée : A B

Sapa=3SapB

Ensuite nous éliminons du but les points construits en commencant par les
derniers construits. Nous pouvons donc éliminer A’ ou B’ qui sont chacun
des feuilles de I’arbre de dépendances de la construction. Nous choisissons
d’éliminer B’. Les quantités géométriques contenant une occurrence de B’
sont Sy g/ et Sarpra, B’ a été construit en utilisant la premiére construction
du tableau[3.3 avec A = %, on en déduit que :

1 1 1
Sapa=Saap = §SAA’A + §SAA’C = §SAA’C

et
1 1
Swpp =Spap = 5Spaa+ 5Spac
En utilisant ces deux égalités et aprés simplification le but devient alors
Saac =8paa+Spac

Maintenant nous pouvons éliminer A’ de maniére analogue en utilisant les
égalités suivantes :

1 1 1
Scan = §SCAB + §SCAC = 550,43
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TAB. 3.3 — Lemmes d’élimination

Description Formule d’élimination
Construction AY | CD o
ondition de non dégénérescence ABY = i alors &=
Condition d dégeéné S Si A#£Y lors £
C#D
Soit Y sur la droite PQ ;‘,:g:rk SAePQ
tel que £L = ). ASapg + (1 —XN)Sasp %
PY Q PQ SapPQ : a
(P£Q) S4r0 ginons,
N S
v Soit Y l'intersection de PQ et UV'. SpuvSapo+SovuSasp AUUDVV siA¢UV
P ¢ (PQHUV) SPUQV SCAPPDQQ sinon.
v
R v Soit Y sur la paralléle & P(Q passant par R ﬁ:g:r/\ S AcRY
tel que % = SABR + )\SAPBQ S}C;:g
r_° (P #Q) Sé}’:gg sinon.
R Soit Y lintersection de UV Sauv .
_ SIAgUV
v et de la paralléle & PQ passant par R. SpuerSasy —SpverSasy cubv. ?
Spuqv APRQ  ¢inon
(PQ | UV) Serpg SInOM-
Soit Y l'intersection de la \parallele a P(Q) passant Sevon gApRQ s AY )t PQ
par R et de la parallele & UV passant par W. FSV‘.SAUBV + SaBw S
(PQIUV) Scupy SO

*Sapcp est une notation pour Sapc + Sacp.
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1 1 1
Sapar = §SABB + §SABC = §SABC

1 1
Scpar = §SCBB + §SCBC =0

Le but devient alors :

1 1
“Soap = =S
2 CAB 2 ABC

La preuve est terminée car Scap = Sapc par hypothése sur S.
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3.4 Conclusion

Nous avons donné un rapide apercu des principales méthodes de démons-
tration automatique en géométrie. Le tableau suivant résume les principales
propriétés de ces méthodes. Nous avons décrit en détail la méthode des aires
de Chou, Gao et Zhang. Dans le chapitre suivant, nous nous intéressons a sa
formalisation en Coq.

@
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Méthode de Wu O O O [WuTg]
Méthode des aires O 0O 0O [CGZY4|
Meéthode des angles O O 0O [CGZ94|
Meéthode des vecteurs O 0O 0O |CGZ94|



CHAPITRE 4

FORMALISATION DE LA
METHODE DES AIRES EN CO0Q

Nous présentons dans ce chapitre la formalisation en Coq d’une procédure
de décision pour la géométrie affine plane. Parmi les procédures de décision
pour la géométrie que nous avons décrites au chapitre précédent, nous avons
choisi d’implanter la méthode des aires de Chou, Gao et Zhang. En effet
cette procédure génére des preuves a la fois courtes et « lisibles ».

4.1 Introduction

Comme nous avons pu le voir en introduction du chapitre [2, récemment
des développements ont été réalisés pour formaliser des éléments de géométrie
dans des assistants de preuve [Kah95, DDS00, MF03, Gui05, Nar06c|. Ces
différents développements visent deux applications principales : ’enseigne-
ment de la géométrie et la preuve d’algorithmes géométriques. Nous pensons
que les succes de la démonstration automatique en géométrie peuvent servir
ces deux buts. En effet, il est possible de formaliser dans les assistants de
preuve un éventail tres large de théorémes, mais pour cela nous avons besoin
d’automatisation afin de faciliter la production de preuves formelles.

Le but du travail que nous décrivons dans ce chapitre est de permettre
Iutilisation de la méthode de Chou, Gao et Zhang dans 'assistant de preuve
Coq [Coq04, HKPMO04, BC04a|. Nous décrivons ici I'implantation de la pro-
cédure de décision en une tactique Coq.

Comparée & une implantation ad-hoc d’'un démonstrateur automatique
en géométrie, cette approche basée sur un assistant de preuve a ’avantage de
fournir un trés haut niveau de confiance en la correction des preuves générées
puisqu’elles sont vérifiées par le noyau de Coq.

La formalisation d’une procédure de décision au sein de Coq n’a pas
seulement ’avantage de simplifier la preuve des théorémes et d’augmenter le
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niveau de confiance, elle permet aussi de combiner des preuves géométriques
avec des preuves arbitrairement complexes développées en utilisant toute la
puissance de la logique sous jacente & I’assistant de preuve. Par exemple, des
théorémes dont la preuve utilise une induction sur le nombre de points d’un
polygone peuvent étre formalisés en utilisant le systéme Coq. Il est aussi pos-
sible d’utiliser des arguments géométriques pour prouver la correction d’un
programme en algorithmique géométrique. Les problémes liés au traitement
des conditions de non dégénérescence sont cruciaux dans ce contexte; ceci
est aussi mis en valeur dans notre formalisation.

Ce chapitre est organisé de la maniére suivante : aprés avoir motivé nos
choix de formalisation, nous décrivons comment la procédure est implantée
dans D’assistant de preuve Coq, puis nous donnons quelques exemples de
théorémes démontrés automatiquement.

Le processus de formalisation de la procédure de décision peut étre di-
visé en trois étapes. Il faut d’abord choisir I’axiomatique, ensuite prouver les
propositions nécessaires a la tactique et enfin écrire la tactique elle-méme.
Ces trois étapes sont décrites dans les sections suivantes les unes aprés les
autres, mais pour faciliter le développement formel elles ont en fait été réali-
sées en paralléle. En effet, certaines des sous-tactiques de la tactique globale
implantant la procédure de décision servent d’outils pour faciliter la preuve
des propositions nécessaires.

4.2 Choix du langage

Il existe trois méthodes pour ajouter une tactique au systéme Coq :

— programmer directement en utilisant la langage dans lequel Coq est

implanté : Ocaml,

— programmer en utilisant le langage de tactiques de Coq : Lige,

programmer par réflexion en utilisant Coq comme un langage de pro-
grammation.

Notre tactique est implantée principalement en utilisant le langage Liqc
qui est intégré au systéme Coq. Ce langage fournit des primitives pour dé-
crire des tactiques Coq au sein de Coq lui-méme (sans utiliser Ocaml). Mais
certaines des sous-tactiques que nous utilisons sont implantées en utilisant
la méthode de la réflexion. Cette méthode, introduite par Samuel Boutin en
1997 |Bou97], consiste a formaliser un sous ensemble du langage de Coq (ici
celui des expressions arithmétiques construites & partir de quantités géomeé-
triques noté A dans la suite) au moyen d'un objet de Coq lui méme (dans
ce cas un type inductif représentant les expressions arithmétiques noté AF').
Les calculs qui seraient effectués par une tactique classique (non réflexive)
dans le métalangage (Ocaml ou Ly,.) sont ici réalisés en utilisant le langage
Coq lui-méme. La figure fournit une représentation du processus de ré-
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AF = AF Pt (f(6) =i'(t)
’iTﬁtac Coql’i_l

A A

Fi1G. 4.1 — La réflexion.

flexion dans le cas d’une tactique qui réalise une réécriture. Une tactique
réflexive est composée de quatre éléments :

i un fragment de code écrit en L4 (ou en Ocaml)E pour traduire un terme
Coq dans 'univers des objets (réification),

f un terme Coq qui résout le probléme exprimé dans I'univers des objets,

i~! un terme Coq qui traduit depuis 'univers des objets vers I'univers Coq

(pour que la tactique puisse fonctionner il faut que i~1(i(t)) — t mais
ce fait n’a pas besoin? d’étre prouvé formellement),

P la preuve de la validité de la transformation réalisée par f.

Cette méthode a 'avantage de produire des tactiques plus efficaces et
des preuves plus courtes parce que 'application de la tactique se traduit en
une seule étape de calcul (en utilisant la régle de conversion du calcul des
constructions inductives). De plus, grace au travail de thése de Benjamin
Grégoire le processus de conversion peut étre compil, il est possible
de réaliser de cette maniére des calculs relativement efficaces. La preuve
du théoréme des quatre couleurs en Coq réalisée par Georges Gonthier en
collaboration avec Benjamin Werner est un exemple significatif qui n’aurait
sans doute pas pu étre mené & bien sans cette technique [Gon04].

Pour plus d’information sur la méthode de preuve réflexive, nous invitons

le lecteur a consulter le chapitre 16 du livre le Cog’Art de Yves Bertot et
Pierre Castéran [BC04a].
Dans notre développement, nous avons utilisé le méthode de la réflexion pour
I'implantation des tactiques d’unification et de simplification. Nous n’avons
pas choisi la méthode de la réflexion pour la tactique dans sa globalité pour
deux raisons :

1. Nous pensons que 'efficacité ne serait pas améliorée de maniére signifi-
cative et les preuves générées seraient d’une taille comparable. En effet
les preuves générées par notre tactique sont principalement une suite
d’applications de lemmes d’élimination.

11 est parfois aussi possible d’utiliser la commande quote de Coq qui permet dans des
cas simples de générer automatiquement ce fragment de code.

2Cela ne peut d’ailleurs pas étre prouvé puisque i représente du code Ocaml ou Liqc
que l'on ne peut pas manipuler dans Coq.

3Ceci nécessite la version 8.1 ou supérieure du systéme Coq.
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2. Exprimer la tactique comme un terme Coq, et prouver la correction
aurait été une tache tres difficile. Nous faisons un usage intensif des
primitives de haut niveau du langage L5, comme par exemple la re-
connaissance de motifs pour des termes et des sous termes, I’effacement
d’hypothéses etc. Pour utiliser la méthode de réflexion sur la tactique
dans sa globalité, toute cette machinerie et la preuve de sa correction
auraient dii étre réalisées en Coq. Cela reviendrait en partie & implan-
ter Ly en Coq, exercice intéressant et qui pourrait s’avérer utile dans
le contexte actuel qui consiste & mettre de plus en plus de calculs dans
les preuves, mais qui aurait demandé un effort conséquent.

4.3 Choix de 'axiomatique

I’axiomatique que 'on va utiliser pour formaliser cette procédure de
décision en Coq est inspirée de l'axiomatique de Chou, Gao et Zhang que
nous avons présentée page 24| Le tableau [4.1 page ci-contre fournit la liste
des axiomes que nous avons utilisés pour la formalisation.

Le premier axiome représente le fait que nous avons une collection de
points. Nous supposons que nous avons un corps de caractéristique différente
de deux. Nous omettons les axiomes des corps qui sont standards. Nous
supposons que nous avons deux fonctions, I'une d’arité deux (AB) et I'autre
d’arité trois (Sapc) des points dans le corps (F'). La premiére représente
la distance orientée entre A et B, la seconde représente l'aire orientée du
triangle A,B,C.

Les axiomes de dimension expriment le fait que tous les points sont dans le
méme plan et qu’il ne sont pas tous colinéaires.

L’axiome de construction exprime le fait que I’on peut construire un unique
point & une certaine distance sur une droite définie par deux points distincts.
L’axiome des proportions est trés important, il fournit une relation entre le
ratio des distances orientées et 1’aire orientée.

Notre axiomatique différe légérement de celle de Chou, Gao et Zhang.
Premiérement, nous supposons que la caractéristique du corps est différente
de deux. Cela est utilisé d’une part pour simplifier 'axiomatique et d’autre
part pour permettre la construction du milieu d’un segment sans avoir a faire
I’hypotheése explicite que deux est différent de zéro. En effet si 2 # 0 on a :

VABC Sspc = —Spac = VAC Spac =0

Avec I'axiome de Chasles on peut aussi déduire que AB = —BA.

Nous accordons de 'importance au milieu d’un segment car il est utile a la
preuve de la validité de la construction d’un point sur une droite paralléle &
une autre droite.

Deuxiémement nous n’admettons pas I’existence d’une notion de collinéarité,
cette notion est définie en utilisant Paire orientée (trois points sont colinéaires
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TAB. 4.1 — L’axiomatique formalisée
Points  Point : Set

F' est un corps

Corps 940

Distance orientée ~ : Point — Point — F
istan rien —
AB=0 < A=1B

S : Point — Point — Point — F
Aire orientée Sapc = ScaB

Sapc = — Spac
Axiome de Chasles Sypc=0— AB+ BC = AC

JA, B,C : Point, Sagc # 0

Dimensio
HRensIon Sapc = Sppc +Sapc +Sasp

Vr: F 3P : Point, Saspp = 0N AP =rAB

Construction A Sipp =0A AP =rAB o

A#B/\ Sappr =0A AP’ =rAB —P=r

Parallélogramme  Spcg +Spop = 0= C # D = Scpg # 0 =

PQ _ Sppqg _
D = 1= Scpg =1
: _ AB _ Spas
Proportions Spac #0 — Sapc =0 — 42 = s

P

|
|
|
|
°
A CH B
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si l'aire du triangle qu’ils forment est nulle). Dans [CGZ94] la notion de col-
linéarité de trois points A,B et C' est utilisée pour exprimer certains axiomes
puis est prouvée équivalente & Sppc = 0.

Troisiémement, nous ajoutons un axiome concernant les ratios de distances
orientées portées par des droites paralléles. L’axiome énonce le fait que si
la droite (AB) est paralléle & la droite (CD) et AB = CD alors la droite
(BD) est paralléle a la droite (AC). Cet axiome est un cas particulier de la
généralisation aux droites paralléles de I'axiome des proportions :

AB  Spam
P AB= S 0= "= =
@l Aqp 7 PQ Sagr

Nous pourrions aussi utiliser ce dernier.

Quatriemement, nous pouvons diviser des distances arbitraires, tandis que
l'axiomatique de Chou, Gao et Zhang se restreint aux ratios de distance
orientée g:D quand les droites (AB) et (C'D) sont paralléles. La cohérence
est préservée car la distance orientée peut étre interprétée dans le modéle
analytique standard. Le fait que nous puissions diviser des distances arbi-
traires signifie que pour interpréter la fonction distance nous devons orienter
les droites du plan.

Mais la procédure de décision utilise explicitement le fait que pour chacun des
ratios de distances orientées é:g, (AB) est parallele a (C'D). Nos lemmes uti-
lisés dans la procédure contiennent I’hypothése explicite que les droites sont
paralléles. Cela signifie que dans notre formalisation on peut écrire un ratio
de distances portées par des droites non paralléles mais la procédure de déci-
sion ne peut pas traiter ce cas. Cette formalisation est plus commode parce
qu’elle est plus générale et permet d’utiliser I'opération de division du corps
considéré, et donc de réutiliser les tactiques standards sur les corps fournies
par le systéme Coq. Sinon nous aurions dit donner des axiomes concernant
les ratios (voir page et prouver des propriétés sur le lien entre le ratio de
deux distances orientées et le produit, la somme, etc.

Ce choix de formalisation permet aussi de manipuler des ratios de dis-
tances supportées par des droites paralléles sans pour autant faire I’hypothése
explicite que ces droites sont paralleles. Ceci est parfois utile, par exemple,
si on considére la construction utilisée pour le théoréme de la droite des mi-
lieux, et que nous voulons prouver que % = % nous ne voulons pas ajouter
I’hypotheése que A’B’ || AB parce que c’est une conséquence des autres hy-
pothéses. Il résulte de ce choix que deux invariants doivent étre maintenus
tout au long de la preuve :

1. pour chaque dénominateur la preuve qu’il est différent de zéro doit
apparaitre dans le contexte

2. pour chaque ratio de distances orientées 4B 1, preuve que la droite
(AB) est paralléle a la droite (C'D) doit apparaitre dans le contexte
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field_general_properties

l

field_variable_isolation_tactic

general_tactics

Fi1G. 4.2 — Graphe de dépendances entre les modules

A propos de la complétude La procédure de Chou, Gao et Zhang est
compléte vis & vis des énoncés constructifs dont le but est exprimé dans leur
axiomatique. Pour les raisons pratiques que nous venons de donner, nous
avons étendu cette axiomatique. Ce choix de formalisation implique que la
procédure de décision n’est pas compléte vis a vis de 'axiomatique que nous
avons définie (les buts qui ne sont pas dans le langage de la tactique seront
donc rejetés).

4.4 Propositions nécessaires a la tactique

Dans ce paragraphe, nous donnons un rapide apercgu des propositions qui
ont été prouvées en Coq pour le développement de cette tactique :
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Propositions de base

Les proposition de bases sont utilisées pour réécrire les quantités géomé-
triques. Ce sont les propositions les plus basiques qui sont utilisées par les
tactiques de simplification et d’unification. Ces propositions apparaissent tot
dans le développement afin de pouvoir utiliser les tactiques de simplification
et d’unification aussi tét que possible.

Lemmes de construction

Les lemmes de construction prouvent que les différentes constructions
possibles sont correctes.

Lemmes d’élimination

Les lemmes d’élimination servent & réécrire une quantité géométrique en
une expression qui ne contient pas le point que ’on doit éliminer. Les lemmes
d’élimination sont associés a des lemmes pour maintenir les invariants de la
tactique.

Lemmes pour le traitement des points libres

Les lemmes pour le traitement des point libres permettent d’exprimer des
quantités géométriques par des expressions ne comportant que des quantités
géométriques indépendantes.

4.5 La tactique proprement dite

Nous fournissons dans cette partie une description détaillée des sous-
tactiques que nous utilisons.

4.5.1 Tactique d’initialisation

1. La tactique d’initialisation (appelée geoinit) vérifie que le but est
compatible avec la procédure de décision. Ceci inclut la vérification
que les invariants sont vrais avant le début de la procédure.

2. Elle déplie les définitions qui ne sont pas traitées directement par la
procédure. Par exemple, le prédicat midpoint est exprimé comme un
ratio de distances et un énoncé exprimant la collinéarité.

3. Elle introduit toutes les hypothéses dans le contexte.
4. Elle décompose certaines parties du but. Elle sépare les membres d’une

conjonction et décompose certaines constructions.

Exemple. Le théoréme de la droite des milieux est énoncé en utilisant notre
langage et la syntaze Coq Version 8.0 ou supérieure de la fagon suivante :
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Theorem midpoint_A :
forall A B C A’ B’ : Point, midpoint A’ B C -> midpoint B’ A C ->
parallel A’ B’ A B.

Voici le produit de la tactique geoInit :

1 subgoal
A : Point
B : Point
C : Point
A’ : Point
B’ : Point

H : on_line_d A BC (1 / 2)
HO : on_line_d B> A C (1 / 2)

S A> AB>+ S A”B>B =0

on_line_d A’ B C (1/2) signifie que A" appartient a la droite (BC) et que
BA" _ 1

BC 2°

4.5.2 Tactique de simplification.

La tactique de simplification (basic_simpl) réalise des simplifications
simples des hypothéses et du but. Notons que pour préserver nos invariants
nous devons réaliser exactement les mémes simplifications dans le but et dans
les hypothéses. Par exemple, si le dénominateur d’une fraction est simplifié,
la méme simplification doit étre réalisée dans I'hypothése qui correspond
a la preuve que le dénominateur est différent de zéro. Sinon nous perdons
I'invariant qui consiste a avoir en permanence en hypothése la non-nullité
de toutes les expressions qui apparaissent syntaziquement au dénominateur
d’une des fractions.

Le processus de simplification consiste en ’application des régles de ré-
écriture suivantes :

1. Saap — 0
Sapp — 0
Spap — 0
AA —0

—(—z) — =
—-0—0

Oxx—0

z*x0—0

© »® NS e W N

lxx — x

._\
e

r*x]l —x
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11. 24+0— =z
12. 042 —

Cette tactique est nécessaire afin de préserver la taille du but. Ne pas
simplifier le but méne & des termes d'une trés grande taille. Les exemples
montrent que sans simplifications, les problémes deviennent rapidement im-
praticables.

4.5.3 Tactiques d’unification.

Il y a autant de tactiques d’unification que de quantités géométriques. Les
tactiques d’unification (unify_signed_areas,unify_signed_distances) changent
le but et les hypothéses dans le but d’unifier les quantités géométriques : deux
expressions syntaxiquement différentes qui dénotent la méme quantité géo-
meétrique sont transformées en une seule expression. Par exemple si a la fois
AB et BA apparaissent dans un but, AB est transformé en —m.

Cette tactique est utile pour deux raisons :

1. Elle peut accélérer certaines étapes, car toute réécriture d’une des
quantités géométriques équivalentes entraine la réécriture de l'autre
puisque apreés unification elles sont identiques syntaxiquement.

2. 11 est nécessaire que les quantités géométriques qui sont équivalentes
aient la méme forme. En effet, lors de la derniére étape de la procédure
nous supposons que les quantités géométriques sont indépendantes, car
nous utilisons la tactique standard de Coq pour prouver une égalité sur
un corps : field, et cette tactique considérerait que AB et BA sont
des variables différentes puisqu’elle ne sait rien a propos de la distance
orientée.

Exemple. Dans ce contexte :

H : SCAB<>O0
H8 : SBAC<>O0
Hi : SABC<>0

SPBC/SABC+SPAC/SBAC+SPAB/SCAB-=1
la tactique unify_signed_areas transforme le but en :

H8 : -SABC<>0
Hi : SABC<>0

SPBC/SABC+SPAC/-SABC+SPAB/SABC=1

“Le choix de réécrire AB ou BA est réalisé de facon arbitraire par la tactique.
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4.5.4 Tactique d’élimination.

La tactique d’élimination (appelée eliminate_all) cherche dans le con-
texte un point qui n’est pas utilisé pour construire un autre point, en d’autres
termes une feuille dans le graphe de dépendances. Ensuite pour chaque oc-
currence du point dans le but, la tactique applique le lemme correspondant
pris dans le tableau [3.3 [62. Afin de choisir le bon lemme, elle cherche dans
le contexte comment le point a été construit et dans quelle quantité géo-
métrique il apparait. Enfin, quand toutes les occurrences du point ont été
éliminées, elle efface du contexte I’hypothése concernant la construction du
point éliminé.

Notons que certains lemmes admettent une condition de bord, dans ce cas
un appel recursif sur la tactique est réalisé. Si la condition est réalisée, le
lemme est appliqué, sinon on effectue une étape de raisonnement classique
par cas sur la condition de bord. La formalisation en Coq met en valeur cette
étape de raisonnement classique. Comme nous avons pu le remarquer dans
le chapitre précédent, les lemmes d’élimination donnés dans le tableau 3.3
page (62, éliminent vraiment 1'occurrence du point Y uniquement si Y appa-
rait une seule fois dans la quantité géométrique (A,B,C et D doivent étre
différents de Y'). Si Y apparait deux fois dans S, cela ne pose pas de probléme
car dans ce cas la quantité géométrique est dégénérée et donc éliminée par

I’étape de simplification. Mais si Y apparait deux fois dans un ratio (comme
dans I’expression % par exemple) ceci constitue un cas particulier qui est

traité a part dans I'implantation.

Exemple. Dans le contexte suivant :

1 subgoal
A : Point
B : Point
C : Point
A’ : Point
B’ : Point

H : on_line_.d A2 BC (1 / 2)
HO : on_line_d B> A C (1 / 2)

S A>AB>+SBA”B”=0

le tactique eliminate B’ transforme le but en :

1 subgoal
A : Point
B : Point
C : Point
A’ : Point

B’ : Point
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H : on_line.d A’ BC (1 / 2)

1 /2% SAAC+ (1 -1/2) S A”AAH+
(1 /2%xSBAC+(1-1/2)*xSBA”A) =0

4.5.5 Tactique d’élimination des points libres.

Cette tactique suppose que le but est une expression comportant des
quantités géométriques définies uniquement avec des points libres (tous les
points construits ont été éliminés par la tactique d’élimination). Le role de
cette tactique est de transformer le but en une expression comportant uni-
quement trois variables indépendantes. En effet les quantités géométriques
comportant des points libres ne sont pas nécessairement indépendantes, elles
sont liées par les relations suivantes :

Sapc = Sppc +Sapc +Sap

Mais les quantités géométriques ne contenant que des points libres peuvent
étre transformées en des variables indépendantes en les exprimant au moyen
d’une base. Pour cela nous choisissons trois points non colinéaires O,U et V
et nous utilisons le lemme suivant pour réécrire les quantités géométriques
qui contiennent plus d'un point qui n’est pas I'un des points de la base (O,U
et V) :
Sova Sova 1
Sovv #0 — Sapc = |Sous Sove 1
Sovc Sove 1

Si il y a trois points dans le contexte qui sont connus comme n’étant pas
colinéaires, nous les utilisons comme base O, U, V. Sinon, nous construisons
trois points non collineaires grace a ’axiome de dimension.

4.5.6 Tactique conclusion.

Quand cette tactique est appelée, le but est une expression comportant
uniquement des variables indépendantes. Si I’égalité est universellement vraie
alors le théoréme est vrai. Sinon il existe une fonction des variables vers le
corps qui rend I’égalité fausse, et ceci fournit un contre exemple au théoréme.
Pour vérifier si I'égalité est universellement vrai ou non, nous utilisons la
tactique Coq field. Cette tactique génére des sous-buts qui correspondent a
la preuve de non nullité des dénominateurs. Ceux-ci sont prouvés en utilisant
les hypothéses ou en utilisant le fait que z Z0Ay # 0 — z xy # 0. Cette
tactique est assez courte pour étre expliquée en détail :

Ltac field_and_conclude :=
abstract(field; repeat (assumption || apply nonzeromult); geometry).

Cette tactique réalise un appel a la tactique field, et tente d’appliquer
I'une des hypothéses. Si ce processus échoue, elle décompose le produit et
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résout les sous-buts en utilisant la tactique geometry. Cette derniére tactique
est capable de résoudre des buts comme AB # 0 quand A # B figure en
hypothése. La tactique abstract est utilisée pour des raisons techniques :
elle accélére le processus de typage en créant un lemme fantéme.

4.6 Un exemple détaillé

Dans cette partie nous donnons une description détaillée du fonctionne-
ment de la tactique sur le premier exemple en la décomposant en petites
étapes. Ces étapes ne sont pas nécessairement exactement les mémes que
celles executées par notre procédure automatique (il se peut que la procé-
dure automatique traite les points dans un ordre différent et réalise plus
d’étapes de simplification ou d’unification).

Exemple.

forall A B C A’ B’ : Point,
midpoint A’ B C ->
midpoint B’ A C ->
parallel A’ B’ A B.

Ici il serait suffisant de taper autogeom pour résoudre le but en utilisant notre
procédure de décision, mais pour la clarté de la présentation nous mimons le
comportement de la tactique en utilisant les sous-tactiques qui ont été décrites
dans les parties précédentes. Nous donnons le nom de la sous-tactique utilisée
suivi du résultat renvoyé par Coq :

geolnit.

H : on_line_ d A BC (1 / 2)
HO : on_line_ d B> AC (1 / 2)

S A AB>+ S A>B>B=0
eliminate B’.

H : on_line_d A B C (1 / 2)

1 /2% SA>AC+(1L-1/2) %S A AAG+
(1/2*SBA>C+ (1 -1/2)*xSBA>A) =0

basic_simpl.

H : on_line. d A BC (1 / 2)

1/2*xSA>AC+ (1/2xSBA>C+1/2%SBA”A)=0
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eliminate A’.

1/2*x (1 /2*xSACC+(1-1/2)*SACB) +
(1 /2% (1/2*x8SCBC+(1-1/2)*8SCBB)+
1 /2% ((1/2*xSABC+(1-1/2)*xSABB)) =0

basic_simpl.

1/2*«1/2*xSACB)+1/2*((1/2%xSABC)=0

unify_signed_areas.

1/2*x 1 /2*xSACB)+1/2%(1/2%+-SACB) =0
field_and_conclude.

Proof completed.
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4.7 Exemples

Dans cette partie nous listons quelqu’uns des théorémes traités par notre
tactique.

4.7.1 Ceva

Théoréme 1 (Ceva). Soit ABC un triangle et P un point du plan.
Soit D lintersection des droites (AP) et (BC).
Soit E intersection des droites (BP) et (AC).
Soit F' lintersection des droites (CP) et (AB).
On a: S
AF BD A CE _,
FB DC FEA
Voici le théoréme exprimé dans la syntaxe de Coq :
Theorem Ceva :

forall ABCDETFGP : Point,
inter_. 11 DB C AP ->
B
C

inter_11 E A C P >
inter_11 F A B P >
F <> B ->
D<>C ->
E <A >

parallel AF F B ->
parallel BD D C ->
parallel C E E A ->
(A%« F /F #x B) * (B*xD /D x**x C) * (C*x E / E *xx A) = 1.

Fi1G. 4.3 — Le théoréme de Céva
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4.7.2 Menelaus

Théoréme 2 (Menelaus). Soit ABC' un triangle.
Soit D sur la droite (BC').

Soit E sur la droite (AC).

Soit F Uintersection des droites (DE) et (AB).
Alors égalité suivante est vérifiée :

|
&=
S

Theorem Menelaus_2 :
forall ABCXYDEF : Point,

inter_ 11 DB CX Y ->

inter 11 EACX Y ->

inter 11 F ABX Y >

F <> B ->

D <>C ->

E<> A >

parallel AF F B ->

parallel BD D C ->

parallel CE E A ->

(Ax*F / F**B) * (Bx*D / D**C) * (Cx*E / Ex*xA) = - (1).

Fi1G. 4.4 Le théoréme de Ménélaus
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4.7.3 Pascal

Théoréme 3 (Pasca]ﬁ). Soient A, A’ et B trois points.

Soit C sur la droite (AB).

Soit B' sur la droite parallele a (BA’) passant par A.

Soit C" sur Uintersection de la droite (A'B’) et la droite paralléle a la droite
(CA") passant par A.

Alors la droite (BC") est paralléle a la droite (B'C).

Theorem Pascal :

forall A B C A> B? C’ : Point,

on_line C A B ->

on_parallel B’ A B A’ ->
on_inter_line_parallel C’> A A’ B’ C A’ ->
parallel B C’ B’ C.

A/N\ /B C N\

F1G. 4.5 — Le théoréme de Pascal

5Ce théoréme est parfois appelé version affine du théoréme de Pappus.
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4.7.4 Pappus

Théoréme 4 (Pappus). Soient ABC et A'B'C’ deux triplets de points ali-
gnés.

Soit P lintersection des droites (A'B) et (AB').

Soit Q Uintersection des droites (AC") et (A'C).

Soit R Uintersection des droites (B'C') et (BC').

Les points P, Q et R sont alignés.

Constructivement, ce théoréme peut s’exprimer de la facon suivante :

Theorem Pappus : forall A B C A’ B” C°> P Q R :Point,
on_line C A B ->
on_line C’ A’ B’ ->
inter_11 P A> B A B’ ->
inter_11 Q A C’> A’ C ->
inter_11 R B> C B C’ ->
Col P Q R.

Fic. 4.6 — Le théoréme de Pappus



4.7. Exemples 83

4.7.5 Desargues

Théoréme 5 (Desargues). Soient XAA', XBB' et XCC' trois triplets de
points alignés. Si (AB) || (A'B’) et (AC) || (A'C") alors (BC) || (B'C").

Constructivement, ce théoréme peut s’exprimer de la fagon suivante :

Theorem Desargues :

forall A B C X A” B’ C’ : Point,
on_line A X A ->
on_inter_line_parallel B’ A X B A B ->
on_inter_line_parallel C’> A2 X C A C ->
parallel B C B’ C°.

FiG. 4.7 — Le théoréme de Desargues
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4.7.6 Centre de gravité

Théoréme 6 (Centre de gravité).

Soit ABC' un triangle,

Soit F' le milieu du segment [AB]

Soit E le milieu du segment [BC]

Soit O lintersection des droites (AE) et (CF).
La distance AO vaut le double de la distance OF.

Theorem Centroid :

forall ABCEF 0 : Point,
is_midpoint F A B ->
is_midpoint E B C ->
inter_ 11 0 AECF ->

0 <>E ->

parallel AQO O E ->

Axx 0/ 0#*x E= 2.

FiG. 4.8 — Le théoréme du centre de gravité
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4.7.7 Droite de Gauss

Théoréme 7 (Droite de Gauss). Soient Ag,A1,As et As quatre points.
Soit X Uintersection des droites (A1 Az) et (AgAs).

Soit Y Uintersection des droites (AoA1) et (A2As).

Soient My,My et Ms les milieur des segments [A1As], [AgAz] et [XY] res-
pectivement.

Alors My, My et Mg sont alignés.

Theorem gauss_line :

forall AO A1l A2 A3 X Y M1 M2 M3 : Point,
inter_11 X AO A3 A1 A2 ->

inter_11 Y A2 A3 Al AO ->

is_midpoint M1 A1 A3 ->

is_midpoint M2 AO A2 ->

is_midpoint M3 X Y ->

S A0 A1 A2 <> 0 >

Col M1 M2 M3.

F1G. 4.9 Le théoréme de la droite de Gauss
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4.8 Conclusion

Nous avons formalisé la méthode des aires pour la géométrie affine plane
dans I’assistant de preuve Coq. Notre implantation utilise & la fois le langage
de tactiques de Coq et Coq lui-méme comme des langages de programmation.
Notre travail montre qu’il est possible de marier la déduction automatique
avec la preuve interactive. Nous enviseagons d’utiliser I'implantation réalisée
dans le cadre de la preuve de programmes ou de la pédagogie (voir page(149).
Il serait intéressant de formaliser d’autres méthodes de démonstration auto-
matique en géométrie. La méthode des vecteurs serait une extension simple
de notre implantation. Nous envisageons aussi de formaliser la méthode de
Wu.



Troisiéme partie
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CHAPITRE 5

GeoProof, GEOMETRIE
DYNAMIQUE ET PREUVE
FORMELLE

Nous présentons dans ce chapitre la conception d’une interface graphique
orientée vers la preuve formelle en géométrie. Le logiciel que nous avons
développé combine trois éléments :

— un logiciel de géométrie dynamique pour construire des figures, les

explorer, effectuer des mesures et inventer des conjectures,

— un module de démonstration automatique pour vérifier des faits et

— un systéme de preuve interactive (Coq) pour vérifier les preuves réali-

sées par l'utilisateur.

5.1 Introduction

Les logiciels de géométrie dynamiqueE et les systémes de calcul formel
comme Maple ou Mupadp sont les logiciels les plus utilisés dans le cadre de
I’enseignement des mathématiques.

Les logiciels de géométrie dynamique permettent a 1'utilisateur de créer
des figures géométriques complexes pas & pas en se basant sur des objets
libres (c’est a dire les objets qui peuvent étre déplacés librement) et sur
des constructions prédéfinies qui dépendent d’autres objets (par exemple la
droite passant par deux points, le milieu d’un segment, ... ).

Les objets libres peuvent étre déplacés au moyen de la souris, la figure
est alors mise a jour en temps réel.

Les logiciels les plus utilisés sont les précurseurs du domaine & savoir,

! que nous noterons D.G.S. (Dynamic Geometry Software).
2que nous noterons C.A.S. (Computer Algebra Software).
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Geometer’s sketchpad [Jac90] et Cabri Géométre |LB98|. Ils sont apparus
dans les années 90. Mais depuis de nombreux autres logiciels sont apparus,
certains sont commerciaux, mais d’autres sont gratuits ou méme libres. Le
tableau [5.1 fournit une liste non exhaustive des logiciels de géométrie dyna-
mique.

Le monde de 1’éducation s’est intéressé a l'impact de l'utilisation de
ces logiciels sur ’activité mathématique qui consiste & produire des preuves
[Yev04, FDO3)|.

Les logiciels de géométrie dynamique sont principalement utilisés dans le
cadre de deux activités :

— pour faire faire aux étudiants des constructions géométriques ;

— pour faire faire aux étudiants des conjectures et /ou vérifier expérimen-

talement des faits.

Nous pensons que des logiciels peuvent aussi étre utilisés dans le cadre de
I'activité de preuve en elle-méme et que l'utilisation d’un logiciel de preuve
formelle peut faciliter I’apprentissage des mécanismes de démonstration.

Des travaux ont été menés dans cette direction, et plusieurs logiciels
de géométrie dynamique avec des fonctionnalités liées a la preuve ont été
produits. Ces systémes peuvent étre répartis en deux catégories :

1. les systémes qui permettent de construire des preuves;

2. les systémes qui permettent de vérifier un fait en utilisant un systéme
de démonstration automatique.

Les systémes suivants appartiennent plutf)f@ a la premiére catégorie :

— Geometry Tutor |[ABY85],

Mentoniezh |Py90],
~ Defi [AA92),
Chypre [Ber93],
~ Cabri-Euclide |Lue97],
~ Geometriz |Gre98]
— Baghera |[BPOT02
Ces systémes permettent & ’éléve de produire une preuve & partir d'une
base de lemmes connus. Mais dans la plupart des cas, 'utilisateur ne peut
pas inventer une preuve trés différente de celles que connait le programme.
Par exemple il ne peut souvent pas ajouter d’objets au dessin ni méme utili-
ser une proposition qui ne figure pas dans au moins une des preuves connues
par le systeme. Les preuves « modéles » sont soit calculées par avance en
utilisant des méthodes de démonstration automatique soit saisies par 1’au-
teur de l'exercice. Dans le systéme Chypre, 'utilisateur n’est pas contraint
A une démarche particuliére de preuve, mais il doit tout de méme utiliser
une base de lemmes connus. Il semblerait que le logiciel Cabri-Euclide fasse
exception. En effet il contient un petit systéme formel et donc laisse plus de

3Nous verrons qu'’il est difficile de les classer précisement, chaque systéme ayant une
approche différente.
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TAB. 5.1 — Les principaux logiciels de géométrie dynamique

Logiciel Licence
Baghera ?

Cabri Commerciale
Cabri-Euclide ?

CaR GPL

Chypre

Cinderella Commerciale
Déclic Commerciale
Defi

Dr. Geo GPL
Eukleides GPL

Gava GPL
GeoFlash Commerciale
GeoGebra GPL
GeoLabo GPL
GeoLog Freeware
Geometria Commerciale
Geometrix Freeware
Geometry Explorer | Non diffusé
GeoNext GPL
GeoPlanW Shareware
GeoSpaceW Shareware
GEOTHER Gratuite pour un usage non commercial
GEUP Commerciale
GeoView Libre

GEX Commerciale
GRACE ?

KGeo GPL

KIG GPL
Mentoniezh

MM-Geometer Commerciale
Sketchpad Commerciale
XCas GPL



http://www.mmrc.iss.ac.cn/~xgao/software.html
http://www.cs.rice.edu/~jwarren/grace/about.html
http://kgeo.sourceforge.net/
http://edu.kde.org/kig/
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liberté a l'utilisateur. Le logiciel Baghera fournit par ailleurs des fonctionna-
lités d’apprentissage en ligne, comme la gestion d'une liste d’exercices ou la
communication par internet entre les professeurs et les étudiants.

Les logiciels suivants peuvent étre classés dans la deuxiéme catégorie :
~ MMP-Geometer|Gao00],
Geometry Ezpert |GL02],
~ Geometry Ezplorer|WF05],
GEOTHER|Wan00|
~ Cinderella |Kk99, RGKk99,Sch79, KRG04] .

Geometry Expert, MMP-Geometer, et GEOTHER sont des logiciels
de géométrie dynamique qui sont utilisés comme une interface gra-
phique pour une implantation des principales procédures de décision
en géomeétrie.

Geometry Explorer consiste en une implantation en prolog de la méthode
des angles de Chou |[CGZ96|. Il fournit une représentation diagram-
matique des preuves générées automatiquement par la méthode sous
forme d’un arbre contenant des figures géométriques décorées par les
faits connus a propos des angles a chaque étape de la démonstration.

Cinderella contient un « démonstrateur probabiliste » qui permet a I'uti-
lisateur de vérifier des faits et au logiciel de simplifier certains calculs
en interne. Cinderella permet aussi a I'utilisateur d’exporter la descrip-
tion de la figure vers des systémes de calcul formel afin d’utiliser leur
capacité a faire des preuves algébriques.

Les travaux les plus proches des nétres sont ceux de Yves Bertot, Frédé-
rique Guilhot et Loic Pottier [BGP03] et de Judit Robu [Rob02].

Le systéme Geo View fournit un outil de visualisation pour certains énon-
cés géométriques exprimés en Coq. Geoview combine un logiciel existant
de géomeétrie dynamique (GeoPlan) et linterface PCoq pour l'assistant de
preuve Coq |[BT98, ABPRO1]. Cette interface est congue pour étre utilisée
conjointement avec la formalisation en Coq par Frédérique Guilhot de la géo-
métrie telle qu’elle est enseignée en France au niveau lycée [Gui02, Gui04].

La thése de Judit Robu propose une implantation de procédures de déci-
sion en géométrie au sein du systéme Theorema . Theorema est un systéeme
de preuve implanté dans Mathematica. Son systéme permet d’engendrer au-
tomatiquement une figure interactive.

Nous présentons dans ce chapitre notre prototype appelé GeoProof. Nous
avons décider de développer notre propre systéme afin de pouvoir I’adapter
précisement a nos besoins. Il combine des méthodes de démonstration auto-
matique, la possibilité de réaliser des preuves automatiques ou interactives

‘http://www.risc.uni-linz.ac.at/research/theorema/description/
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au moyen de l'assistant de preuve Coq et les fonctionnalités classiques d’un
logiciel de géométrie dynamique.

Notre approche est guidée par les motivations suivantes :

— Il est trés naturel en géométrie d’illustrer une preuve par une représen-
tation diagrammatique. Dans certains cas le diagramme peut méme étre
vu comme une représentation de haut niveau pour une preuve |[WF05,
‘Win04a, Win04b, Jam01, Mil01]. Mais parfois un diagramme peut induire
en erreur. C’est pour cette raison que la vérification de la preuve dans un
systéme de preuve formelle est cruciale. Elle permet d’atteindre un trés

haut niveau de confiance.

— Comparée & un systéme de preuve spécialisé en géométrie, I'utilisation
d’un systéme de preuve tel que l'assistant de preuve Coq, fournit une
fagon de combiner des preuves géométriques avec des preuves de nature
différente, utilisant potentiellement une logique plus riche. Par exemple, il
est possible d’utiliser le systéeme Coq pour prouver des faits & propos des
polygones par induction sur le nombre de points que comporte le polygone,
ou bien des faits a propos des isométries en utilisant les nombres complexes.

Il y a des faits qui sont faciles & représenter par une figure et il y a des
faits qui sont difficiles & représenter diagrammatiquement. Nous devons
donc combiner les deux approches.

— Nous voulons avoir la possibilité de faire des preuves arbitrairement
complexes, mais aussi d’utiliser une base de lemme connus suivant le niveau
de 'utilisateur.

Ce chapitre est organisé de la facon suivante : nous donnons d’abord
un apercu général de notre prototype : GeoProof, puis nous nous concen-
trons sur les fonctionnalités liées a la preuve de GeoProof : la démonstration
automatique et interactive.

5.2 Présentation de GeoProof

GeoProof est un logiciel a la fois libre et gratuit de géométrie dynamique.
Il est distribué sous les termes de la licence GPL Version 2. L’implantation
a été réalisée & partir d'un projet initié par Nicolas Frangois : DrGeoCaml.
GeoProof est écrit dans le langage ocaml en utilisant uniquement des bi-
bliothéques portables de telle maniére qu’il peut étre compilé & la fois sous
Linux, Windows et MacOSX. GeoProof propose les principales constructions
et transformations manipulant des points, des cercles et/ou des droites. Les
documents sont enregistrés en utilisant un format avec lequel il est facile
d’étre compatible puisqu’il est basé sur la technologie XML®. GeoProof est
capable d’exporter les figures, soit sous forme « bitmap » en utilisant les for-
mats PNG, BMP et JPEG, soit sous forme vectorielle en utilisant le format
SVG. Le format SVG est le standard défini par le W3C pour les graphismes

5Nous utilisons notre propre DTD.
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Fig. 5.1 Une copie d’écran de GeoProof, ’exemple qui apparait représente
les points d’intérét d'un triangle.

en deux dimensions sous forme vectorielle@. La figure peut aussi étre traduite
dans le langage EukleideA7 pour faciliter 'insertion de figures dans un docu-
ment INTEX. Ce langage permet une description de haut niveau de la figure,
seules les coordonnées des points libres apparaissent. Ainsi le script Eukleides
généré par GeoProof est facilement modifiable de maniére textuelle dans le
code ITEX sans avoir a ouvrir a nouveau la figure dans GeoProof. Les figures
géométriques qui apparaissent dans cette thése ont été générées grace a ce
procédé.

La figure[5.1 donne une idée de l'interface graphique de GeoProof.

Nous donnons maintenant un rapide apercu des fonctionnalités de Geo-
Proof en nous laissant guider par l'interface. Nous avons pris comme conven-
tion que, sur les icones, I'objet créé est en rouge.

SPour plus de détail voir http://www.w3.org/Graphics/SVG/
"http://www.eukleides.org/
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mesures Documentl
Graphic window | Natural language 5VG Preview
Description de la figure/
Outils texte

Fenétre de travail >

Barre d'état T
B
GeoProof comporte les fonctionnalités suivantes :

Visualisation déplacement des objets libres, zoom avant, zoom arriére,
zoom automatique, déplacement de la feuille, mode plein écran, af-
fichage du repére, calques, ...

Construction points, droites, segments, vecteurs et cercles avec les construc-
tions usuelles.

Transformations symétrie axiale, symétrie centrale, translation.

Tests et mesures collinéarité, congruence de segments, aire d’'un triangle,
longueur d’un segment, ...

Expressions expressions comportant des champs dynamiques avec expres-
sions arithmétiques et logiques.

Attributs style de points, style de trait, épaisseur, couleur, ...

Fenétre de travail vue normale, en SVG ou en langue naturelle.

Pour plus d’informations a propos des fonctionnalités de GeoProof voir
la manuel de référence qui figure en annexe

Les fonctionnalités originales de GeoProof sont celles qui concernent la
preuve formelle et que nous allons décrire plus en détail dans la partie sui-

vante.
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5.3 Démonstration automatique

Nous présentons dans cette partie la communication entre GeoProof et
des méthodes de démonstration automatique. Nous avons implanté les fonc-
tionnalités de démonstration automatique au moyen de deux systémes dif-
férents : le premier est basé sur une implantation de la méthode des bases
de Grobner et de la méthode de Wu [Wu78, Cho88| écrite par John Harri-
son |'Har03i§, la seconde consiste en notre implantation de la procédure de
décision pour la géométrie affine que nous avons décrite dans le chapitre [4!

5.3.1 Meéthode de démonstration automatique intégrée

La formalisation utilisée par John Harrison, est basée sur une théorie ne
comportant que des points comme objet de base. Dans GeoProof trois types
d’objets sont considérés comme les objets mathématiques de base :

— les points

— les droites

— les cercles

L’entrée du systéme de démonstration automatique est une formule en
logique du premier ordre comportant les prédicats suivants :

collinear, (noté col)

— parallel, (noté par)

perpendicular, (noté per)

— eq_distance (que nous noterons AB = CD) et

— eq_angle.

Ces prédicats sont définis en utilisant les formules algébriques sur les coor-
données des points.
Soient xp et yp I'abscisse et 'ordonnée de P.

col(A, B,C) = (za—2zB)(Yys —yc) — (B —2c)(ya —yp) =0
par(A,B,C,D) = (xa—2B)(yc —yp) — (vc —rp)(ya —yp) =0
per(A,B,C,D) = (xa—2zp)(xc—2p)— (ya—yB)(yc —yp) =0

eq-distance(A, B,C, D) =
(xa—2B)* + (ya —yB)* — (v¢ —zp)* — (Yo —yp)* =0
eq-angle(A,B,C,D,E,F) =

((yB —ya) x (xp —zc) — (Y —yc) * (xB — x4))*
((zg —xp) * (g —xp) + (yg — yp) * (Y& — yr))

_((yE —yp) * (g —2F) — (yg — yYr) * (g — TD))*
(g —za)* (xp —xc)+ (yB —ya) * (yp — yc))

8 Attention, cette implantation a été congue pour accompagner un livre sur la démons-
tration automatique, elle n’est pas censée étre efficace.
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Traduction d’une construction en un énoncé compréhensible par
la méthode de démonstration automatique.

Nous devons traduire d'un langage a l'autre. L’idée de la traduction
consiste a maintenir l'invariant que les droites et les cercles sont toujours
définis par deux points. Bien str ce n’est pas toujours vrai dans GeoProof.
Par exemple I'utilisateur peut construire une droite comme paralléle & une
autre passant par un point. Dans ce cas nous définissons un second point
pour la droite. De nouveaux points sont ainsi générés pendant la traduction.
Les méthodes employées ne permettant pas de traiter I'orientation, nous ne
traduisons pas les constructions impliquant ’orientation du plan ou de la
droite comme [ 9 ou left_turﬁﬁ par exemple. Pour plus d’informations
a propos des méthodes de démonstration automatique en géométrie voir le
chapitre [3| Nous allons définir la traduction en distinguant les cas selon la
méthode qui a été utilisée pour construire 'objet.

Le tableau [5.2] donne les points qui définissent les droites et les cercles
en fonction de leur mode de construction. P1;,P2; et O, sont des variables
fraiches.

Les droites sont définies par deux points P; (1) et Pa(l). Lorsque nous connais-
sons au moins un point sur la droite nous I'utilisons pour définir la droite au
lieu de créer un nouveau point car cela simplifie les formules générées.

Les cercles sont définis par leur centre O(c) et un point sur le cercle P(c).
Le tableau (5.3 fournit la traduction de chacune des constructions de Geo-
ProofE dans le langage accepté par le démonstrateur automatique intégré.
Les prédicats qui sont précédés d’une négation correspondent aux condi-
tions de non dégénérescence. La traduction dans son ensemble peut étre
vue comme la linéarisation d’une suite d’applications imbriquées de lemmes
d’existence dont les hypothéses sont supposées vraies.

Les conditions de non dégénérescence sont inspirées par celle de [CG92].
Le prédicat isotropique est défini par :

isotropic(A, B) = perpendicular(A, B, A, B)

En géométrie euclidienne c’est équivalent & A = B mais ce n’est pas le cas en
géométrie métrique. Par exemple, dans le plan complexe qui est un modéle de
la géométrie métrique, une droite non dégénérée peut-étre perpendiculaire a
elle-méme : toute droite de coefficient directeur ¢ ou —i. Nous produisons un
énoncé qui est interprété en géométrie métrique car les méthodes de Wu et
Grobner sont complétes pour la géométrie métrique. Pour plus d’information
sur ce point voir [CG92, Cho88|. De plus si I; et I sont les points d’intersec-
tion de deux cercles, ou d’une droite et d’un cercle alors nous ajoutons le fait

98r A B C signifie que B appartient au segment [AC], voir page 16!

Yleft_turn A B C signifie que C est a gauche de la droite (AB) considérée de A vers
B.

"Pour simplifier la présentation nous ne donnons la traduction que pour les construc-
tions principales de GeoProof.
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TAB. 5.2 — Définition des points définition des cercles et des droites

Construction de GeoProof Points de définition

[ passant par A et B Pi(l)=AP2(l)=B

[ parallele & m passant par A Pi(l) = A Py(l) = P2

I perpendiculaire & m passant par A Pi(l) = A Py(l) = P2

[ la médiatrice de [AB] Pi(l) = P1; Po(l) = P2
[ la bissectrice de I'angle formé par A, B et C Pi(l) = B Pa(l) = P2
c le cercle de centre O passant par A Oc)=0P(c)=A4

¢ le cercle passant par A,B et C O(c)=0.P(c)=A

¢ le cercle de diametre A B O(c) =0, P(c) = A

que I1 # I5 dans les hypothéses. Notons que des constructions différentes de
la méme figure peuvent produire des conditions de dégénérescence différentes
et donc des formules différentes.

Exemple

Nous prenons comme exemple, une fois de plus, le théoréme de la droite
des milieux :

Théoréme 8. Soit ABC un triangl, et sotent ¢
D et E les milieuz de AC' et BC respectivement.
Le droite DE est paralléle a la base AB. D E

La construction est traduite en ’énoncé sui-
vant :

(((((is_midpoint(D,C,A) /\ is_midpoint(E,C,B))/\
~C=A) /\ "A=B) /\ “B=C) /\ ~“D=E) /\ ~A=B

Le fait que AB || DE est vérifié par la méthode des bases de Grobner.

Traitement des conditions de non dégénérescence.

Les conditions de non dégénérescence jouent un role crucial en géomé-
trie formelle, comme nous avons pu le voir dans les chapitres précédents, et
comme d’autres auteurs ont pu le remarquer [Gui04, MF03, Nar04|. Cette

12Notons que par le terme « triangle » nous voulons désigner uniquement un triplet de
points. Ceux-ci ne sont pas nécessairement distincts et non alignés. L’hypothése qui énonce
le fait que les points A et B sont distincts vient de la construction du segment [AB]. A la
création du segment, Geoproof engendre cette condition de non dégénérescence.
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TAB. 5.3

Prédicat correspondant a chaque type de construction

GeoProof Construction

Prédicat

Point libre

true

Point P sur la droite [

collinear(P,P1(1), P2(l))

Point P sur le cercle ¢

O(c)P(c) = PO(c)

I milieu de A B

IA = 1B A collinear(I, A, B)

I intersection de 7 et Iy

collinear(I,Pi(l1), P2(l1))A
collinear(I,P1(l2), P2(l2))A
—parallel(P1(l1), P2(l1), P1(l2), P2(l2)

I une intersection de ¢; et ¢y

IO(Cl) = 0(01)73(01)/\
IO(CQ) = O(CQ)P(CQ)/\
—isotropic(O(c1), O(c2))

I une intersection de ¢ et [

10(c) = O(e)P(c)A
collinear (I, Pi(1), P2(1))A
—isotropic(Pi(l), P2(1))

[ passant par A et B

AZB

[ paralléle & m passant par A

parallel (A, Pa(l), P1(m), Pa(m))A
A # Pa(l)

[ perpendiculaire & m passant
par A

perpendicular(A, Pa(l), P1(m), P2(m))A

A # Pa(l)

[ médiatrice de [AB]

Pl(l)A = Pl(l)B A PQ(Z)A = PQ(Z)B/\
Pr(l) # Pall) A A # B

[ bissectrice de I'angle A,B,C

QQ—angle(Aa B, P?(l)v P2(l)7 B, C)/\
B#Py()ANA#BAB#C

¢ cercle de centre O passant
par A

true

c cercle passant par A,B et C

O(c)A=0(c)BNO(c)B=0(c)C
—collinear(A, B, C)

c cercle de diamétre A B

collinear(O(c), A, B)A
O(c)A=0(c)B
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-1- Choose the fact you want to check :
ypothesis

({{((is_midpoint(D,C.A) A\is_midpoint(ECB)] A ~C = A} A ~A = B] \ ~B =
CIA-D=EA~A=

Conclusion
parallel(DEAB)

-2- Choose the method you want to use
® Grobner bases method

wu method \

-3- Get the result

The theorem is true

Help Close
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Fi1G. 5.2 — Vérifions le théoréme de la droite des milieux en utilisant le
démonstrateur automatique intégré.
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Hypothesis :

(is_midpoint{C.A,B) /\ is_midpoint(D,B.A)) f ~C =

D

Conclusion ;
true
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-2- Choose the method you want to use :
@ Grébner bases method

) Wu method

-3- Get the result

The theorem is true (because the hypotheses are contradictory!)

Help Close

b Input in natural language
Line created.

FiG. 5.3 — Preuve d’une propriété avec des hypothéses contradictoires

traduction n’est pas une exception, nous devons faire attention & la séman-
tique des énoncés générés. Pour cette traduction nous avons décidé de consi-
dérer GeoProof comme un outil qui permet de définir une formule géomeé-
trique. Il n’est pas censé construire un modeéle de cette formule. L utilisateur
peut définir des figures « impossibles ». Par exemple si nous effectuons la
construction suivante :

D’abord construire un point A puis tracer la droite passant par A et A.
Alors si nous essayons de prouver que A # A, GeoProof répondra par ’af-
firmative, puisque les hypothéses du théoréme sont contradictoires (ez falso
quod libet). Ceci est « logique » mais va a ’encontre de 'intuition de 'uti-
lisateur parce que les objets « impossibles » ne sont pas représentés par
GeoProof. C’est la raison pour laquelle en fait nous vérifions d’abord si nous
pouvons prouver fauz, si c’est le cas nous avertissons l'utilisateur que sa
construction est impossible comme on peut le voir sur la figure Notons
que sur 'exemple que nous montrons nous n’avons pas exactement créé la
droite passant par A et A, en effet GeoProof interdit ce genre de construc-
tions dégénérées en particulier. Nous avons créé deux points égaux (C' et D)
en utilisant 'outil milieu appliqué deux fois au méme segment. Empécher
I’utilisateur de produire des constructions impossibles nécessiterait d’utiliser
le démonstrateur automatique, c’est ce qui est réalisé dans Cinderella, voir

[Kk99, RGKKk99, Sch79, KRG04].

5 1
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FiG. 5.4 — Le théoréme de la droite des milieux, exprimé en Coq dans le
langage adapté a la procédure de décision.

5.3.2 Avec Coq

Dans le chapitre 4] nous avons décrit 'implantation de la procédure de
décision de Chou, Gao et Zhang dans 'assistant de preuve Coq. Nous nous
intéressons maintenant a ’exportation d’une construction réalisée au moyen
de GeoProof dans le langage de notre développement Coq. Notre implanta-
tion de la procédure de décision de Chou, Gao et Zhang est restreinte & la
géométrie affine plane, c’est pourquoi les constructions de GeoProof qui ne
posseéde pas de concept correspondant dans l'implantation Coq sont grisés.
Comme nous avons déja pu le remarquer, I’axiomatique sur laquelle notre dé-
veloppement Coq (voir page[69)), se fonde est une axiomatique qui comporte
uniquement des points comme objets de base. Ainsi nous devons réaliser une
traduction similaire & celle décrite dans le paragraphe précédent.
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5.4 Preuve interactive

Dans cette partie nous décrivons le fonctionnement de GeoProof en mode
de preuve interactive. Via le menu de configuration, 'utilisateur peut choisir
entre deux modes de preuve interactive, le premier utilise le langage dé-
crit dans la partie[5.3.2 et le deuxiéme utilise le langage du développement
Coq pour la géométrie de Frédérique Guilhot [Gui04|. Dans le premier mode
I'utilisateur peut traiter la géométrie affine et dans le second la géométrie
euclidienne plan. L’interaction entre 'utilisateur et Coq est réalisée a tra-
vers l'interface CoqlDE. GeoProof communique avec CoqIDEiﬁ grace a un
canal privé.

Notre implantation consiste principalement en une traduction d’une con-
struction GeoProof en un énoncé Coq. Nous réalisons la méme traduction que
celle décrite dans [BGP03] mais dans la direction inverse (ici nous traduisons
vers Coq)ﬁ.

Le mode interactif de GeoProof se décompose en quatre phases :

Initialisation

Construction

Définition
du but

Preuve

Dans la phase d’initialisation, la communication entre CoqIDE et Geo-
Proof est lancée. En fonction du langage utilisé, les outils de construction
qui ne peuvent pas étre exportés en Coq sont grisés dans GeoProof. Les dé-
finitions Coq correspondant au langage utilisé sont chargées en utilisant la

13La formalisation de Frédérique Guilhot inclut aussi la géométrie spatiale mais Geo-
Proof est limité a la dimension deux.

M Cette fonctionnalité nécessite CogIDE version 8.1 ou supérieure.

'5A Davenir, nous devrions fusionner nos développements pour permettre la commu-
nication dans les deux directions, ceci nécessite un mécanisme de communication plus
complexe comme nous 'expliquons dans la partie « perspectives ».
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commande Coq Require. Une nouvelle section Coq est ouverte. Dans le cas
ou l'utilisateur a déja construit des objets avant d’avoir lancé le mode de
preuve interactive, ces objets sont exportés en Coq. Les objets qui n’ont pas
de signification dans le langage sélectionné sont ignorés.

Dans la phase de construction les objets créés par 'utilisateur sont ajou-
tés au contexte Coq avec les prédicats qui leur sont associés. Sur I’exemple
qui apparait sur la figure 5.6/ cela correspond aux lignes qui commencent par
les commandes Variable et Hypothesis.

Dans la phase « Définition du but » 'utilisateur doit préciser ce qu’il dé-
sire prouver. Dans le contexte de ’enseignement des mathématiques cette
étape peut étre présentée comme un exercice qui consiste a trouver des
conjectures a propos de la figure proposée par le professeur. C’est a cette
fin que GeoProof fournit des labels qui peuvent contenir des parties dyna-
miques (voir page 94 et pour plus de détails voir le manuel de référence en
annexe aux pages 177/ et [178). Si 'utilisateur veut prouver un fait qui fait
I'objet d’un test dans un label, il peut cliquer sur le fait avec le bouton droit
et choisir I’entrée de menu correspondant, le prédicat est alors traduit dans
Coq.

Dans la phase « Preuve » l'utilisateur prouve son énoncé au sein de Co-

gIDE. Si durant la preuve il est nécessaire de créer un nouvel objet, il peut
le faire en utilisant GeoProof. En effet lorsque un nouvel objet est créé dans
GeoProof la tactique Coq correspondant & la preuve de ’existence de cet ob-
jet est insérée dans CogIDE. Cette tactique applique le théoréme qui prouve
I'existence de I'objet qui vient d’étre créé et introduit dans le contexte ce que
I'on sait de ce nouvel objet. Dans certains cas, cela génére des conditions de
non dégénérescence qui doivent étre prouvées par l'utilisateur (ou ajoutées
comme hypothéses au théoréme). La figure [5.5/ montre la tactique (définie
en L : le langage de tactique de Coq) qui est utilisée pour créer le point
d’intersection de deux droites.
Si 'utilisateur efface un objet dans GeoProof il est effacé du contexte Coq
au moyen de la commande clear de Coq. Cela permet de simplifier la figure
quand l’état de la preuve ne nécessite plus de visualiser tous les objets. Si
I'utilisateur désire effacer un objet dans GeoProof sans l'effacer du contexte
Coq, il peut le cacher au moyen du menu contextuel propre a I'objet dans
GeoProof.

5.5 Perspectives

La version actuelle de GeoProof utilise un presse papier privé comme
tuyau de communication entre GeoProof et CogIDE. Cette approche a l'avan-
tage d’étre & la fois facile & implanter et facile & utiliser. L utilisateur peut
commencer une interaction sans avoir a configurer quoi que ce soit. Il doit
seulement lancer GeoProof et CogqIDE sur le méme ordinateur. Mais cette
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FiG. 5.5 — La tactique qui permet d’introduire le point d’intersection de deux
droites.

Ltac DecompEx H P := elim H;intro P;intro;clear H.

Ltac let_intersection I A B C D :=

let idl := fresh in ((assert (idl:exists I,

I = pt_intersection (line A B) (line C D));

[apply (existence_pt_intersection) |DecompEx id1l I])).

oO® X coqlde 0506

File Edit Navigation Try Tactics Templates Queries Compile Windows Help

B3 +0oF O

Bl*Unnamed Buffer* ist;tgoal
RegqLire Export geometrie_plane, B :' PO
Section Page_ 1. .C RS
T = D: PO
Variahble A PO, .
Ao HD : D = milieu A B
Variable B: PO, E: PO
Varlable C: PO. 'HE. | Emiieu Aie
Wariable D: PO; o =Y (1/1)
Hypothesis HD: D = (milieu A B). : -
Variable B PO, . paralleles (droite B C) (droite D E)
Hypothesis HE: E = (milieu A C). n
Goal (paralleles (droite B C) (droite D E)).
Ready in Page_1, proving Unnamed_thm _Line: 11 Char: 45 d

F1G. 5.6 — Le théoréme de la droite des milieux dans le langage du dévelop-
pement de Frédérique Guilhot.
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Fi1G. 5.7 — Intégration de GeoProof dans I’architecture de Proof General

Coq GeoProof
w V
Isabelle < ] Serveur | PGIP PCoq
PG
pelt K
CoqlDE

architecture posséde des limites. Premiérement, la communication avec Coq
est réalisée en utilisant la syntaxe de Coq, elle est relativement simple &
produire mais il est difficile d’en réaliser ’analyse syntaxique (& cause des
mécanismes de notations notamment). Deuxiémement, la synchronisation
entre ce qui est saisi par l'utilisateur dans CoqlDE et I'état de GeoProof
n’est pas garantie. Il pourrait donc étre intéressant de fonder le mécanisme
de communication entre Coq et GeoProof sur I’architecture « Proof General
Interaction Protocol (PGIP) » [WAL04, ALWO04]. Ce cadre de travail est
basé sur XML et permet d’avoir plusieurs interfaces qui interagissent avec le
méme assistant de preuve. C’est exactement ce dont nous avons besoin car,
comme nous ’avons mentionné plus haut, certaines preuves sont plus faciles
a comprendre diagrammatiquement et d’autres sont plus faciles & représen-
ter de maniére textuelle (on peut penser aux preuves utilisant les nombres
complexes par exemple). Dans ce cadre, GeoProof et CogIDFE interagiraient
avec lassistant de preuve Coq. Cette approche pourrait de plus étre généra-
lisée a d’autres assistants de preuve et interfaces graphiques tels que Isabelle,
Eclipse/Proof General et PCoq par exemple. La figure [5.7 montre la struc-
ture de cette architecture. Cette approche nécessite 'implantation de PGIP
dans Coq, CoqlDE et GeoProof.
De plus, les fonctionnalités de preuve interactive de GeoProof se doivent
d’étre étendues. Nous travaillons sur les extensions suivantes :
— avoir la possibilité d’appliquer un théoréme diagrammatiquement par
glisser /déposer,
avoir la possibilité de marquer des faits sur le diagramme pour produire
de nouvelles propositions dans Coq,
pouvoir considérer une macro comme une preuve de l'existence d’une
construction a la régle et au compas (cela sous entend qu’il faut ajouter
la possibilité de réaliser des macros a GeoProof).
Une autre extension prévue de GeoProof est de 'adapter afin de pouvoir
réaliser des raisonnements « diagrammatiques ». En effet certains raisonne-
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ments géométriques peuvent facilement étre représentés de maniére diagram-
matique. Afin d’aborder cette thématique, nous nous sommes intéressés a un
domaine ou les raisonnements géométriques sont fréquents et permettent de
traiter une large classe de formules : la réécriture abstraite. Ceci fait I'objet
du chapitre suivant.

5.6 Conclusion

La démonstration est au centre des mathématiques et doit donc éga-
lement avoir un role central dans l’enseignement des mathématiques. Les
logiciels le plus utilisés pour ’enseignement des mathématiques le sont prin-
cipalement pour explorer, visualiser, calculer, trouver des contre-exemples,
des conjectures, ou vérifier des faits, mais la plupart ne permettent pas de
réaliser des preuves. Nous pensons que les assistants de preuve sont main-
tenant assez mirs pour étre adaptés au monde de I’éducation. Nous avons
présenté dans ce chapitre un prototype qui tente d’intégrer la géométrie dy-
namique, la preuve automatique et la preuve formelle. C’est un premier pas
vers l'utilisation d’un assistant de preuve en classe. Nous espérons pouvoir
dans I'avenir poursuivre ce travail en étudiant les problématiques de la preuve
formelle qui sont spécifiques a 'enseignement (respect du programme, efc.).






CHAPITRE 6

UN SYSTEME DE PREUVE
DIAGRAMMATIQUE POUR LA
REECRITURE ABSTRAITE

Les diagrammes sont utilisés réqulierement dans la communauté qui s’in-
téresse a la réécriture a la fois pour représenter certaines propriétés mais
aussi certaines preuves. Dans ce chapitre nous formalisons une certaine
classe de diagrammes qui figure dans la littérature a propos de la réécriture
abstraite. Nous donnons une définition formelle des digrammes utilisés pour
énoncer des propriétés. Nous proposons des régles d’inférence pour formaliser
certaines preuves diagrammatiques comme par exemple certaines propriétés
de transitivité de systémes de réécriture abstraite et le lemme de Newman.
Nous montrons la correction et la complétude du systéme par rapport au
calcul des séquents.

6.1 Introduction

Certains diagrammes peuvent étre vus comme des descriptions de haut
niveau pour des preuves dans le sens ou ils convainquent le lecteur qu’une
propriété est vraie. Ce genre de diagrammes apparait dans différents do-
maines des mathématiques et de l'informatique, nous pouvons citer entre
autres la géométrie euclidienne, la théorie des nombres, ’analyse réelle, la
théorie des ensembles, la théorie des catégories, la réécriture. ..

Dans [Jam01| Jamnik utilise des diagrammes comme des aides pour un
démonstrateur automatique dans le domaine de la théorie des nombres. Mil-
ler a proposé un systéme formel pour faire des preuves diagrammatiques
formelles en géométrie euclidienne [Mil01]. Winterstein a proposé un autre
systéme formel qui lui s’intéresse a la preuve diagrammatique pour analyse
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réelle |Win04b .

Dans ce chapitre nous nous intéressons aux diagrammes que ’on peut
trouver dans la littérature liée a la théorie de la réécriture. Dave Barker-
Plummer et Sidney C. Bailin se sont interessés au raisonnement diagram-
matique en réécriture [BPB91|, mais dans leur approche le digramme était
considéré seulement comme une aide pour un démonstrateur automatique.

Notre but ici est de donner aux diagrammes le statut d’objet de preuve
afin de les utiliser comme langage d’entrée de haut niveau pour l’assistant
de preuve Coq |Coq04, HKPMO04|. Cette approche nous améne & donner une
définition formelle de ce qu’est un diagramme, sa sémantique et la correction
d’une preuve diagrammatique.

Nous nous intéressons & la réécriture car les diagrammes sont utilisés
fréquemment dans la littérature sur ce domaine. Par exemple dans [BN9S§]|
des diagrammes apparaissent tout au long de la présentation. Leur séman-
tique est méme définie assez précisément. Néanmoins nous verrons qu’il est

nécessaire de donner une définition plus formelle puisque la signification de
certains diagrammes dans varie suivant le contexte. En effet dans
cette présentation les variables sont parfois implicitement quantifiées univer-
sellement et d’autres fois elles ne le sont pas.

Dans ce chapitre nous donnons une présentation des principales proprié-
tés de la réécriture abstraite similaire a [BN9§| sauf que notre but est de
considérer les diagrammes non pas comme des illustrations pour les preuves
mais comme des objets de preuve en eux-mémes.

Nous rappelons d’abord la définition d’un systéme de réécriture abstraite,
et donnons une définition formelle d’'un diagramme de réécriture. Ensuite
nous définissons quelques propriétés représentables diagrammatiquement et
donnons un systéme formel en nous appuyant sur un exemple simple. Enfin
nous ajoutons des régles d’inférence pour formaliser les preuves par induction
en nous appuyant sur I'exemple du lemme de Newman [New42|. Enfin nous
décrivons l'implantation du systéme qui a été réalisée au sein de 1’assistant
de preuve Coq et permet de prouver les propriétés principales des systémes
de réécriture abstraite.
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6.2 Représentation diagrammatique en réécriture
abstraite

Dans cette partie nous rappelons la définition d’un systéme de réécriture
abstraite et donnons des définitions pour les diagrammes qui représentent
des propriétés classiques.

Un systéme de réécriture abstraite est une paire (A, —) ou la réduction
— est une relation binaire sur ’ensemble A, i.e. =C A x A.

Notre but ici est de formaliser les diagrammes tels qu’on peut les trouver
dans la littérature. Nous ne voulons pas définir une nouvelle sorte de dia-
grammes comme cela est fait dans [BvOK98], nous nous effor¢ons de définir
un langage qui sera utilisé en entrée de Coq. Celui-ci doit étre aussi proche
que possible de I'usage habituel. Ainsi, le fait que (z,y) appartient & — sera
représenté par une fléche en position infixe : x — y.

Informellement, nous utiliserons la convention habituelle qui consiste &
représenter les hypothéses par des fleches pleines et la conclusion par des
fleches en pointillé. Les sommets qui sont reliés uniquement & des fleches en
pointillé sont supposés, par défaut, étre quantifiés existentiellement.

Les sommets qui sont reliés uniquement & des fleches pleines sont toujours
quantifiés universellement.

Avant de donner une définition formelle, examinons un premier exemple.
Une propriété trés connue d'un systéme de réécriture abstraite est la pro-
priété du diamant. Elle est habituellement représentée par le diagramme

suivant :
T
Yy z
AN 7/

La signification de ce diagramme est la suivante :
Veyz, t — yAx — z=3t, y —tNz—1t

Ici notre but est de traiter les diagrammes comme des citoyens de pre-
miére classe, c’est & dire non pas comme des notations pour des objets ma-
thématiques mais comme des objets mathématiques, pour cela nous avons
besoin d’un définition formelle de ce qu’est un diagramme.

La définition d’un diagramme étant basée sur un graphe, nous définissons
d’abord les graphes dont on a besoin ainsi que les notations associées.
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Définition 17 (Multi-graphe orienté). Un multi graphe orienté est un qua-
druplet (V, A, s,d) ot
-V est l'ensemble des sommets
— A est l'ensemble des fléches
s : A — V estla fonction qui a chaque fleche associe son sommet
source
d: A — V est la fonction qui a chaque fleche associe son sommet
destination

Notons qu’une fleche peut avoir une source et une destination identiques.

Définition 18 (Diagramme). Un diagramme de réécriture D est un multi-
graphe orienté fini dont les fleches sont étiquetées par une relation et un
statut (soit conclusion soit hypothése) et les sommets sont étiquetés par un
nom et un statut (soit universel, existentiel ou libre) vérifiant les conditions
suivantes :
— S un sommet est en contact avec au moins une fleche hypothése alors
sont statut n’est pas existentiel.
— Le diagramme comporte au moins une fleche marquée conclusion.
Le diagramme ne comporte pas de sommet de degré zéro.
Formellement c’est un 10-uplet (Xv,24,V, A, s,d,la,ly,s4,57) ot :
— Yy est un ensemble de symboles de sommets
— X4 est un ensemble de symboles de relations
-V est l’ensemble des sommets
— A est l’'ensemble des fléches
-s: A — V estla fonction qui a chaque fleche associe son sommet
source
-d: A — V estla fonction qui & chaque fléche associe son sommet
destination
—la: A — X4 est une fonction qui associe G chaque fleche un symbole
de relation
- ly 'V — Xy est une fonction injective qui associe 4 chaque sommet
un symbole de sommet
- sa:A— {H,C} est une fonction qui associe a chaque fléche un statut
de fléche
- sy : V= {V,3,F} est une fonction qui associe a chaque sommet un
statut de sommet
vérifiant que :
-YoeV,(Ja€A, (s(a) =vVd(a) =v)Asala) =H) = sy(v) # 3
Ja € A,s4(a)=C
-YveV,Ja€ A s(a)=vVdia)=v
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Premiéres notations (N1) :

Si toutes les fleches sont étiquetées par la méme relation nous omettons
ce label.
Les fleches qui ont le statut conclusion sont représentées par une fléche en
pointillé.
Les fléches qui ont le statut hypothése sont représentées par une fléche pleine.
Les sommets qui ont le statut universel sont marqués par le symbole V.
Les sommets qui ont le statut existentiel sont marqués par le symbole 3.
Les sommets libres sont soulignés.

En utilisant ces notations la propriété du diamant peut étre représentée
de la fagon suivante :
Ty

N

Nous disons qu’un terme x 2, y est représenté par une fleche si le dia-
gramme contient une fléche f étiquetée par R tel que s(f) = x et d(f) = y.

Maintenant nous définissons une sémantique pour nos diagrammes. No-
tons que cette définition n’est pas nécessaire & la construction d’un systéme
formel pour faire des preuves en réécriture. En effet on pourrait considérer
que la sémantique des diagrammes est implicitement définie par les régles
d’inférence qui les manipulent. Nous donnons ici la sémantique d’une part
pour clarifier la présentation et d’autre part parce qu’elle est nécessaire pour
énoncer les propriétés de correction et de complétude vis a vis du calcul des
séquents que nous prouverons dans la partie[6.4.
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Définition 19 (sémantique).

La sémantique d’une fleche x 2, y est R(x,y).

Soit € l’ensemble des étiquettes des sommets marqués existentiellement et u
l’ensemble des étiquettes des sommets marqués universellement.

Soit C' la conjonction des termes représentés par une fléeche conclusion.
Soit H la conjonction des termes représentés par une fleche hypothése ou
vrai si la conjonction est vide.

Par définition la sémantique d’un diagramme D notée [D] est :
[D] :=Vu,H = Je,C

Notons que griace & la premiére condition dans la définition des dia-
grammes, la conjonction C' ne peut pas étre vide et grace a la deuxiéme
condition H ne peut pas contenir d’occurrence d’une variable qui est conte-
nue dans e
Notons aussi que nous ne précisons pas l’ordre des variables dans € et u
ainsi que 'ordre des termes dans C' et H mais ceci n’introduit pas fonda-
mentalement d’ambiguité car les formules obtenues par permutation sont
équivalentes.

Avec cette définition, il est clair que toutes les formules de la logique
du premier ordre ne sont pas la sémantique d’un diagramme. Nous pouvons
uniquement décrire des formules de la forme Vu A\, H; = Je A\, C; ot les H; et
C; sont des prédicats d’arité deux. Quand nous aurons besoin d'une formule
qui n’est pas dans ce fragment nous nous servirons de la syntaxe habituelle
utilisant les connecteurs logiques.

Remarque 3. Si un diagramme contient plusieurs composantes connexes
(au sens de la théorie des graphes), sa sémantique est équivalente a la conjonc-
tion des sémantiques de chacune de ses composantes connexes.

Preuve: Par injectivité de la fonction ly . U]
Secondes notations (N2) :

Comme notre but est de donner une définition des diagrammes aussi proche
que possible de I'usage habituel dans la communauté, nous introduisons deux
autres notations :

1. Dans la représentation d’un diagramme si nous omettons le statut d’un
sommet, alors il a le statut implicite suivant :
St un sommet est en contact avec seulement des fléches conclusion alors
son statut est existentiel sinon son statut est universel.
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Ainsi on retrouve la notation habituelle pour la propriété du diamant :

T

Yy z
N s/
AN /
N /
\ £

t

2. Si pour représenter un diagramme, on dessine seulement des fléches

pleines et que l’on omet le statut des sommets, nous considérons ceci
comme une notation pour représenter le diagramme avec le méme gra-
phe sous jacent mais composé uniquement de fleches en pointillé et de
sommets libres.

Exemple : x+ — y est une notation pour - —->Y

Notons que cette notation ne crée pas d’ambiguité car tout diagramme
comporte au moins une fléche conclusion.

Notons aussi que si nous échangions les roles des fleches en pointillé ou
non dans la définition de la sémantique d'un diagramme nous pourrions
simplifier cette notation. Nous gardons cette convention pour rester le
plus proche possible de 1'usage dans la communauté.

Avant d’aller plus loin, et pour clarifier ces définitions, voici quelques
exemples de diagrammes avec leur sémantique associée :

Formule Diagramme
xr—x 2”7, noté aussi® 333
Ve, 2 — @ - Ty |
Jz, z — x 27
Elﬂ?y, r—Y r—-—=YY
Vody, © —y Ty — - =Y
Vry, © — Yy Ty — — > Yy
T — r— —>ynotéaussi 5 oy

6.2

pas

“en l'absence d’autres fléches dans le diagramme

.1 Extension aux disjonctions.

Habituellement, dans la littérature sur la réécriture, la disjonction n’est
représentée par un diagramme. Mais afin de pouvoir définir la cléture

transitive d’une relation par exemple, nous sommes amenés a définir des
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diagrammes pour la disjonction. En effet nous devons exprimer le fait queﬁ :
Yoy, x ——y = (z—y V3, —y o)

Pour cela nous devons étendre notre définition de diagramme & une notion
de diagramme disjonctif :

Définition 20 (diagramme disjonctif). Un diagramme disjonctif est un en-
semble fini de diagrammes (dans le sens de la définition 18) dont les sous-
diagrammes restreints auzx fleches pleines et sommets universels sont iden-
tiques.

Notation : Nous séparons les sous-diagrammes formant la disjonction
par une barre verticale |.

La sémantique est la suivante :

Définition 21 (sémantique des diagrammes disjonctifs).
Soit D = {Dy...Dy,} un diagramme disjonctif. Comme les diagrammes D;

partagent les mémes fléeches pleines nous savons qu’ils ont une sémantique
de la forme Vu , H = 3¢;,C;.
La sémantique de D est par définition :

[D] :=vu,H= \/ 3e,C
i€l..n

Par exemple, voici les diagrammes qui expriment les deux cas possibles

. , . + *
de construction pour les réductions — et —

7 \ 7
S - N +
N /
\ s
/
Yy

N =7 N Vi
N *
N /
\
/
Yy

Yoy, oz ——y= (v —yV I,z —y ">y

!Les relations —— et —— seront définies dans la partie |6.2.4/
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6.2.2 Langage des formules représentées

Aprés lextension aux diagrammes disjonctifs, les formules qui peuvent
étre représentées par un diagramme sont exactement celles de la forme :

va \ H; = \/3& \ G,
% i J

Ou les H; et C;; sont des prédicats d’arité deux.

Ces énoncés forment un sous-langage de ce que Marc Bezem et Thierry
Coquand appellent la logique cohérente (coherent logic). Pour plus d’infor-
mation a propos de cette logique voir [BC05, BC04b|.

Dans la suite nous appellerons D cette classe de formules.

6.2.3 A propos de la négation

La classe D de formules que nous venons de définir ne contient pas de
négations. Cela représente une réelle limitation puisque par exemple, nous ne
pouvons donc pas définir la notion de forme normale en réécriture. Mais cette
propriété est trés importante car les diagrammes que nous utilisons sont basés
sur la représentation d’'un exemple qui a valeur générale. Il est difficile de
dénoter diagrammatiquement, par un exemple, le fait que quelquechose n’est
pas. De méme en géométrie, les figures impossibles ne sont pas représentables
par un exemple. Toutefois, dans certains domaines, la négation (appliquée
uniquement sur des atomes) peut étre représentée diagrammatiquement. Elle
est parfois symbolisée par la notion de «complémentaritéy». Par exemple, la
non appartenance & un ensemble peut-étre représentée dans le cadre des
diagrammes d’Euler. Il faut noter que dans ce contexte la négation n’a alors
pas la méme signification, puisque cette notation implique implicitement que
I’on travaille dans une logique classique : si I’élément n’est pas dans A alors
il est dans son complémentaire —A.

6.2.4 Définitions et propriétés usuelles

Nous donnons maintenant quelques définitions en utilisant les diagram-
mes que nous avons définis. Celles-ci seront utiles aux exemples qui illustrent
la partie suivante.

A chaque relation on associe quatre relations :

la cloture réflexive (i)
— la cloture transitive (i»),
la cloture réflexive et transitive (——),

— la cloture symeétrique («<).

Les définitions des trois premiéres sont usuelles. Mais pour la définition
de la cloture symétrique nous n’utilisons pas le symbole habituel («). En
effet le symbole a la propriété qu’il dénote : il est symétrique! C’est une
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des raisons qui font que cette représentation est vraiment diagrammatique.
Mais en toute rigueur, nous devons garder une notation asymétrique pour
la définir. Nous verrons que dans les preuves diagrammatiques, la notation
symétrique cache en réalité une étape de raisonnement implicite, nous verrons
comment les traiter dans la partie6.6.2.

Définition 22 (Cloture symétrique). La cloture symétrique d’une relation
est définie par les deuz diagrammes suivants :

& 2\
r—-Y r<—Y ‘ r<—Y
~_ 2 ~_ A ~ _ -

Définition 23 (Cloture réflexive). La cloture réflexive d’une relation est
définie par les trois diagrammes suivants :

=7
r——=1Y
N= T

r—-=1Y Ty | =7 [E;y
\:_7// ~ ~_ A

Définition 24 (Cloture transitive). La cloture transitive d’une relation est
déﬁm par les trois diagrammes suivants :

+ +
n ~_ A N\ 1
~
\i% ~__ _ - N\ 7/
/
Yy

Définition 25 (Cloture transitive et réflexive). La cléture transitive et ré-
flexive d’une relation est définie par les trois diagrammes suivants :

r——-1Y r—— Yy
— " ~N= 7 N Vi
Ty | * r—Y ——=2z \\ *//
~ \\\i//7 N\ /
/
Yy

Définition 26 (Vocabulaire).

On dit que x est réductible si :

T >y

On dit que y est le successeur direct de z si :

T — —>Y noté ausst xt ——=1Y

2Les clotures transitive et transitive-réflexive n’étant pas définissables au premier ordre,
cette définition n’est pas compléte. Elle le sera uniquement quand nous aurons ajouté les
principes d’induction associés a ces définitions dans la partie[6.5.
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On dit que y est un successeur de z si :

+ , o+
T — — =Y noté ausst t —=Y

On dit que z et y sont joignables si :

Définition 27 (Propriétés de confluence).

X X X
AN N RN
Y z ) z Yy z
AN 7/ AN / N\ /

N ¥ * N K * s Nk *
AN / N / AN /
N> s 4 >
t t
Confluence Semi-confluence Confluence locale
x x
*
/ \ x Yy / \
\ p
AN * /
Y . 2 N P Y . 2
= < r
=T ok N s
AN / t AN /
N ¢ s Church-Rosser p ¢ s
Confluence forte Propriété du diamant

Définition 28 (Transitivité).
Une relation — est transitive si elle vérifie le diagramme suivant :

~ —

Définition 29 (Réflexivite).
Une relation — est réflexive si elle vérifie le diagramme suivant :

=)

Définition 30 (Composition).

L. . a b . . .
La composition de deux relations — et — est définie par les diagrammes
suivants :

a.b a b
r——>Z r—Y —z
\ 4 S~o_ab_ _ 7
N a b/ - -

N /
\ s
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6.3 Preuves diagrammatiques

Précédemment nous avons défini formellement des diagrammes qui repré-
sentent des formules en réécriture. Mais des diagrammes du méme genre sont
aussi utilisés pour représenter des preuves. Avant de donner une définition
formelle nous allons étudier une preuve trés simple présentée en utilisant un
diagramme (pour l'instant informel).

Exemple. Si - et b, sont deus relations qui sont transitives et

b. .b b -
—a>§a—> alors 22 est transitive.

b.
\\\2// \\\_// \a_-bﬂ
a.b a.b
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Preuve traditionnelle Preuve diagrammatique
: b
Soient z,y et z tels que © = y
a.b
et y — z.
b
Nous devons montrer que x =% . a-b y a.b 2
z.

T b .
Par définition de <% il existe u U v
b
et v tels que z = u —— y et /\{{/&\
a b
y—vw Z. a.b a.b
T ) Z
L e b. b.
Par deéfinition de =%, on a u —— y—2"bc 4
“ N N
T a.b y a.b p
a.b
/ba

/a b\ /a b\
Par définition de ﬂn il existe ¢

t
telqueuLtettLv. /‘”’X
/ b\ /a b\
Comme -2 et 2, sont transi-

tives nous savons que T 2 tet / b\
a.
PR / /b a \
/a b\ /a b\

Nous pouvons en conclure que :

TR
%xz&

ab/

Le diagramme qui figure sur la droite fournit une représentation claire
de la preuve. Notons qu’il est nécessaire de fournir une «animation» de la
maniére dont le diagramme a été construit, une preuve consiste & mettre en
évidence le fait qu'un diagramme peut étre construit en utilisant certaines

b.a a.b a.b
Comme —C——, on au — v.
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régles. Ce diagramme représente ce que ’on sait tout au long de la preuve.

Notre but ici est de formaliser ce genre de preuve diagrammatique. Nous
allons définir quelques régles qui formeront un petit systéme formel pour faire
des preuves en utilisant des diagrammes. Nous voulons définir des régles
qui imitent précisément les mémes étapes de raisonnement que celles que
I'on réalise en construisant des diagrammes comme celui donné en exemple.
C’est pour cela que les régles que 'on va définir ne sont pas atomiques, elles
pourraient étre décomposées en des régles logiques plus simples.

Nous choisissons de définir un systéme formel dans le style du raisonne-
ment vers I'avant. Cela signifie que les théorémes seront prouvés pas i pas
en partant des hypothéses (et non pas en transformant la conclusion). Nous
verrons que ce choix permet d’envisager une implantation claire sous forme
d’une interface graphique. En effet ’absence de régles de raisonnement qui
transforment la conclusion permet d’envisager une implantation ou seules les
hypothéses sont représentées, la conclusion pouvant rester implicite pendant
le processus de preuve.

Le raisonnement est formalisé de maniére classique. Nous admettons que
nous avons un ensemble d’hypothéses et un but. Les hypothéses et le but
sont ici des diagrammes. De plus nous distinguons une hypothése des autres,
cette hypothése sera appelée factuelle, les autres seront appelées universelles.
L’hypothése factuelle représente ce que 'on sait pendant la preuve, et les
hypothéses universelles forment la «boite a outils» pour prouver le théoréme.

Définition 31 (hypothese factuelle). Nous appelons hypothése factuelle,
un diagramme qui contient uniquement des sommets libres et des fleches
conclusion.

Remarque 4. Notons que grice auz notations que nous avons définies, les
diagrammes factuels peuvent en fait étre représentés uniquement avec des
fléches pleines.

Définition 32 (hypotheése universelle). Nous appelons hypothése univer-
selle, un diagramme qui n’est pas factuel.

Cela signifie que nous avons des « séquents » de la forme suivante :
U,Us,... Uy, FED

ou Uy, . ..U, sont des diagrammes universels et F' est un diagramme factuel.
Les régles d’inférence transforment un séquent en un autre.

Pour décrire ces régles nous avons besoin de définir quelques transforma-
tions qui opérent sur les diagrammes.

Définition 33 (inversion). Etant donné un diagramme D Uinversion de D
est par définition D ou chaque fleche hypothése a été transformée en une
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fleche conclusion.
Formellement si D = (Zy, X4, V, A, f,la,ly,s4,sv) alors

I(D) = (EV72A7V’A7JC7 lAalVa SlAa SV)
C sisala) ="H,

sa(a) sinon

ot §'(a) = {

Définition 34 (union). Nous ne définissons l'union que pour les diagrammes
factuels.

On dit que D est l'union de deuz diagrammes factuels Dy et Do, noté D1UDo,
ssi le graphe sous-jacent a D est ['union des deuz graphes sous-jacents a Dy
et Do et tous les sommets sont libres et les fleches sont des fleches conclusion.

Définition 35 (sous-diagramme).
On dit qu’un diagramme

Dy = (2, X4y, V1, A1, s1,da, Lay, b, 5445 81)
est un sous-diagramme de
Dy = (Zvy, X4y, Va, Az, 82, d2, Lay, Ly, 545, 515)

noté D1 C Dy ssi :
-V cV
- A1 C Ay
les fonctions s1,d1,1a,, v, 54,,Sv, et s2,da,la,, vy, SA,, Sy, coincident
deux & deuz sur les points ot elles sont toutes les deux définies.

Notations : Nous notons Dy (resp. D¢) le sous-diagramme de D qui ne
contient que les fleches hypothéses (resp. conclusions).

6.3.1 Regles d’inférence

Notre systéme comprend six régles d’inférence :
intros permet d’introduire les hypothéses dans le contexte,

apply permet d’utiliser I'information contenue dans un diagramme universel
pour enrichir le diagramme factuel,

conclusion est une régle axiome, elle permet de conclure lorsque le dia-
gramme factuel contient assez d’informations,

substitute et reflexivity permettent de traiter I’égalité,
cut permet de réutiliser des résultats prouvés précédement.

Notons que nous choisissons de définir 1’égalité comme une notion pri-
mitive. Nous aurions pu la définir au moyen de diagrammes. Mais cette ap-
proche aurait augmenté la taille des diagrammes en interdisant de simplifier
les diagrammes ou plusieurs sommets sont égaux.
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intros

La premiére regle est la régle intros, elle a été omise dans l'exemple
informel que nous avons donné.
Soit f I’ensemble des étiquettes des sommets libres de Hy,..., H,,G.
Soit Ghyp = 0(Z(GH)) et Geonar = 0(Gc), avec o une substitution d'une
partie des sommets universels de G en des sommets libres étiquettés par des
labels frais.

Hla s 7Hn7Ghyp H Gconcl
Hy,... H,FG

intros

Notons qu’en utilisant la deuxiéme notation (N2), cela signifie que gra-
phiquement G, est représenté par le sous-diagramme de G restreint aux
fleches pleines.

Exemple.
.b .b .b
-2y s g b g — 20 S
intros
Loz a.b y a.b e
>~ \a_.b/ _ 7
apply

La deuxiéme régle est la régle apply. C’est la régle qui est utilisée a
chaque étape du premier exemple. Elle consiste & appliquer un diagramme
universel D & un sous-diagramme du diagramme factuel F. Si D est un
diagramme disjonctif cette régle introduit alors une distinction de cas.

Etant donné un diagramme universel D dans l’ensemble des hypothéses
et une substitution o qui substitue les sommets universels de telle maniére
que les hypothéses forment un sous-diagramme du diagramme factuel, pour
chaque diagramme D, formant le diagramme disjonctif, la régle apply impose
de prouver le théoréme avec le diagramme factuel enrichi par la conclusion
de D;, les sommets existentiels étant instanciés par des variables fraiches.

Formellement :
aopl Dl,...,Dn,FU51(F1)|_G Dl,,Dn,FU(Sm(Fm)f_G
PPy Di,....D,. FFQ
si 31707I(U(D1)H) CF
et (o(D;))c = (Fi|...|Fn)
et d1,...,0,, associent aux sommets existentiels de F1, ..., F}, des variables

fraiches.

Exemple.
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/\

N
\/

U ——=7v

N
apply
T
/ \\ "
Y Z / \ Fu——sv
AN
\\ b c
\ £
t
substitute

Si le diagramme factuel contient un sous-diagramme de la forme 2 — Y

la régle substitute permet de remplacer certaines occurrences de z par y
et/ou de fusionner les sommets z et y dans tous les diagrammes.

Exemple.

a——x F Cx—>z

substitute

66— —>Y For—>YyY——>z2

reflexivity

La régle de réflexivité de 1'égalité est la suivante :

reflexivity

conclusion

Fe==x

La régle conclusion est utilisée pour finir la preuve. Si le but est un
diagramme G = Gy|... |G, sans fleche hypothése ni sommet universel (avec
m = 1 si G n’est pas disjonctif), la régle conclusion prouve le théoréme g’il
existe un diagramme G; et une substitution o des sommets existentiels de

G; tels que o(G;) est un sous-diagramme de 1’hypothése factuelle F.

conclusion

Di,....Dn,FFGil...|Gm

si Jio,0(G;) C F
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Exemple.

conclusion =

cut

La régle cut est la régle de coupure usuelle.

Di,....D0n,FFG  Di,...,D,,G,FFJ
Di,....Dn,FFJ

cut
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6.4 Correction et complétude du systéme

Dans cette partie, nous prouvons la correction et la complétude du sys-
téme formel proposé vis a vis d'un calcul des séquents enrichi d’une notion
d’égalité.

6.4.1 Logique intuitionniste vs classique

Avant de prouver la correction et la complétude de notre systéme, il
faut choisir un systéme de référence. La question se pose alors de choisir
entre un systéme en logique intuitionniste ou classique. Mais il se trouve en
fait que pour la classe de formules que nous considérons si une formule est
prouvable dans le calcul des séquents classique alors elle est prouvable dans
le calcul des séquents intuitionniste. Ce résultat a été prouvé plusieurs fois
[BC04b, Neg03|, nous montrons ici que I'on peut se ramener facilement a un
résultat de Gopalan Nadathur [Nad00] au moyen du lemme de permutation
des regles de Kleene [Kle52]|.

Dans cette partie nous notons Fr; la prouvabilité dans la calcul des sé-
quents intuitionniste et Fpx dans le calcul des séquents classiquﬁ. Puisque
ces deux notions coincident, pour la classe de formules considérée, nous omet-
trons de distinguer les deux dans les parties suivantes.

Lemme 1 (Kleene). SiT Frix A, A alors on peut construire des preuves des
séquents suivants :
si A est de la forme P = Q alors ', PFrr Q,A
— si A est de la forme Yx P alors T Frg [e/x]P, A avec ¢ une variable
fraiche.

Preuwve: La preuve de ce lemme figure dans [Kleb52] et sous une forme
généralisée o la déduction modulo dans [Her05]. O

Théoréme 9 (Nadathur).
Considérons les classes suivantes de H et G-formules, en supposant que A
représente des formules atomiques.

G = T| L |A|GAG|GV G|F2G

H:=T|L|A|IG=H|HANH|HYV H|3zH|VxH

Si T est un multi-ensemble composé de H-formules, et F' est une G-formule
alors
T l_LK F < T |—LJ F

Prewve: Voir [Nad00], Théoréme 6. O

3Notons que en réalité nous adoptons une présentation du type Gz, le traitement des
régles structurelles n’étant pas notre propos.
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Théoréme 10. Si D+,...,D, et G sont dans D alors
Dl,...,Dn FLKG <~ Dl,...,Dnl—LJG

Preuve:
L implication de droite a gauche est toujours vraie.
1l suffit donc de prouver que Dy,..., Db G = Dy,...,D, by G.
Supposons que Dy,..., D, Fri G.
Comme G € D, G est de la forme :

va \ H; = \/3& \ G,
7 7 J

Ou les H; et CZ-J. sont des prédicats d’arité deuz.
D’apres le lemme de Kleene appliqué a ¥ et =, on peut construire une preuve

de :
Dy,..., Dy, e/t \ Hi bri [e/a]\/ 3& )\ Ci,
i i j

ol ¢ sont des variables fraiches.
D’aprés le théoréme de Nadathur, on a aussi :

Di,..., Dy, [e/a] \ H; Fry fe/a\/ 3& \ ¢,
i i J

Et par applications successives des réglesVg et =g, ona D1,..., Dy, Fr; G.
U

6.4.2 Calcul considéré

Nous définissons ici le systéme formel qui nous sert de référence pour
les preuves de correction et de complétude en se basant sur le calcul des
séquents. La classe de formules considérée D ne contient pas de négation,
nous omettons donc les régles associées. De plus notre systéme permet de
manipuler 1’égalité de maniére primitive, nous rajoutons donc aussi les régles
analogues dans le calcul des séquents. Le systéme obtenu est donné sur le
tableau [6.1. Nous notons F— la prouvabilité dans ce calcul, F la prouva-
bilité dans ce calcul sans utiliser les régles F7, Fo, =. Enfin nous notons
Fp la prouvabilité dans le calcul diagrammatique défini en 6.3.1!

6.4.3 Correction

Dans cette partie nous prouvons la correction du systéme proposé. La
correction ne pose pas de probléme puisque chacune des régles d’inférence
diagrammatiques correspondent en fait & une suite de régles dans le calcul
des séquents. Seule la régle de substitute fait exception. Elle nécessite le
lemme suivant :
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TaAB. 6.1 — Calcul des séquents classique sans négation

axiomem
-AA IB+FA IAF B, A
=L =R
A= BFA I'FA= B,A
A A, BFA A '-AA '-A,B
£T,ANBFA R TFAAAB
y IAFA IBFA
£ T,AVBFA
v I'-AB,A
RTEAVB,A
I\VeB,Blx — t|F A 'k Blx «— ¢,A
£ [,VaBF A R TFVzB, A
5 [Blx—cFA _ '+ 3zB, Blx — t],A
LT, 3BF A R LF32B,A
:RFI—S:S,A
. Iys=tk[s/x]A Iys=tk[t/x]A
1

T,s=tF [t/z]A >T,s=tr [s/z]A

dans d., ¢ n’apparait pas libre dans 3z B,T", A
dans Vg, ¢ n’apparait pas libre dans Vax B,T', A
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Lemme 2. Les régles de substitution généralisée

[s/z]T,s =t [s/x]A GE, [t/z]D,s =t [t/x]A

GE t/z]T, s =tF [t/z]A [s/2]T,s = t+ [s/z]A

sont admissibles.
Preuve: Par induction sur la structure des dérivations. L]

Théoréme 11 (Correction).
Si Dy,...,Dpn, FFp G alors [Di],...,[Dy], [F] F= G.

Preuve: Par induction sur la structure de la preuve et par cas sur la régle
utilisée :
intros Par application des régles Vg, =r, Nr.

apply Par application des régles ¥, = puis Ar,A¢, axiome d’une part et
Ve, de, Az, ariome d’autre part.

conclusion Par application des régles Vg, Ir, AR, Az, aziome.
substitute Par application de GEy et GEs.
reflexivity Par application de =g.

cut La régle de coupure du calcul des séquents étant admissible, elle a été
omis de notre présentation, nous l’utilisons ici.

O

6.4.4 Complétude

1l est possible de séparer complétement le raisonnement a propos de 1’éga-
lité du reste de la preuve. Grace a cette possibilité nous pouvons réutiliser
des résultats connus & propos du raisonnement sans égalité. Pour la com-
plétude du systéme sans égalité nous nous ramenons a un résultat de Marc
Bezem et Thierry Coquand. Bien que développées séparement et dans un
but différen@, nos régles d’inférence correspondent précisement & la défini-
tion 6.1 de [BC04b|. Notons que le calcul des séquents que nous utilisons ici
n’est pas défini de la méme maniére que dans [BC04b]| (par exemple la régle
du V multiplicative), mais puisqu’ils sont équivalents, nous ne les distingue-
rons pas. Nous étendons ensuite le résultat pour obtenir la complétude du
systéme complet.

Systéme sans égalité

Théoréme 12 (Complétude partielle).
Si Di,...,Dpn, F et G sont dans D et Dy,...,D,, F = G alors il existe des
diagrammes D},... D), F' et G' tels que :

‘Marc Bezem et Thierry Coquand s’intéressent a I'automatisation de la géométrie
cohérente.
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[D}] = Di,...,[D.] = Dy, [F'] = F et [G'] = G et
’1,...,D;L,F'FDG’

Preuve: Comme G est dans D, G est de la forme Yu,C' = D. Donc
d’aprés le lemme de Kleene, on peut construire une preuve de

Dy, ...,D,, F,[¢c/ulC+ D.

D’aprés le théoréme 6.2 de [BCO4b] avec pour tout X, X' étant n’importe
quel diagramme tel que [X'] = X, on a

LD F L E/ulCl p D

(Le cas de base de la définition 6.1 de [BCO4b] correspond 4 notre régle
conclusion et le cas d’induction correspond a notre régle apply.)
Grdce a la régle intros nous pouvons en conclure que :

e, DI F Fp G

Traitement de D’égalité

Dans cette partie nous montrons la complétude du systéme avec égalité.
Afin d’utiliser le résultat de complétude partielle du systéme sans égalité
nous utilisons le fait que le raisonnement lié a I’égalité peut-étre repoussé
sur les feuilles de 'arbre de dérivation. En d’autres termes si I' F— A alors
['F— A, le systeme k— étant défini sur le tableau Le systéme |
correspond au systéme F— ol 'on a supprimé les régles concernant 1'égalité,
et remplacé la régle axiome par un mini systéme avec les régles concernant
I’égalité.

Lemme 3. TF- A «<— T I—‘: A
Preuve: Voir [Pfe0/). |

Lemme 4. Si ' F— A alors il existe IV un multi ensemble de formules qui
appartiennent & la logique cohérente tel que I'',T' = A et pour tout X dans
I il existe X' tel que [X'] = X et bp X'.

Preuve: Soient I'; et A; respectivement les hypothéses et conclusions des
prémisses des régles eq-axiome.
On définit T comme 'union des :

I = A]

ou I, est la conjonction des atomes de T'; et Al la disjonction des formules
de A;. Notons que comme la régle axiome— est restreinte auz atomes, les
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ALOME=T T~ A4 “Try r—u

[,s =tk [s/z]A D,s=thka,_ [t/z]A
YT, s=tha, [t/z]A T,s=thra [s/z]A
Azx—
TH- A

eg-axiome

PHoAA  TBF.A TAFCBA
T,A= BF_A *TF_4=B,A

=L

LABR-A TH.AA THAB
LLANBF_A % TH_AAANB

Ng

, DAF-A  TBH_A
£ T,AVBF_A

- A, B,A
TH_AVB,A

VR

[,VoB, Blx « t] F— A L= Blz «c,A
‘ I,V2B k- A ®TTH_VaB,A

. [, Blx = A ' _ 3zB, B[z « t],A
£ T, 3B A ® I 328, A

dans d., ¢ n’apparait pas libre dans 4z B, I, A
dans Vg, ¢ n’apparait pas libre dans Vo B, T", A
dans axiome—, A est un atome

TAB. 6.2 — Le systéme |—|: .
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éléments de A; sont des atomes. Les éléments de I appartiennent donc a
l’ensemble des formules représentables par un diagramme.

On obtient le résultat pour la régle axiome= grdce aux régles intros, apply
et conclusion. Pour les autres régles (E1,Eo et =) on utilise substitute
et reflexivity. UJ

Théoréme 13 (Complétude).
Si Dy,...,Dyn, F = G alors il existe des diagrammes DY,... D), F' et G'
tels que :

[D}] = Di,...,[D.] = Dn, [F'] = F et [G'] = G et
‘...,D F'Fp G

Preuve: Supposons que D1, ...,D,, F'+-— G alors d’aprés le lemme[3 on
sait que Dy,..., Dy, F'— G.
D’aprés le lemme |4 il existe I' tel que I', Dy, ..., Dy, F = G et pour tout X
dans T il existe un diagramme X' tel que [X'] = X et Fp X'.
D’aprés la complétude du systéme sans égalité, on peut en déduire qu’il existe
I, Dy, ..., D) et G' tels que

r'.Dy,...,D.,F p G

comme les diagrammes de I sont prouvables dans le contexte vide, en utili-
sant la régle cut on a
.., Dl F Fp G
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6.5 Extension aux preuves par induction

Dans cette partie nous étendons notre calcul avec des régles permettant
de faire des preuves par induction. Nous considérons I'induction sur la lon-
gueur des dérivations et 'induction bien fondée.

6.5.1 L’induction classique

La régle d’induction sur la longueur d’une dérivation — est la suivante :
Si on veut prouver Vzy, P(z,y) avec & — y il suffit de montrer P(z,z) et
P(z,%) sous I'hypothese qu’il existe ¢/ tel que z — 3 —— y et P(y/,y) est
vrai. La régle traditionnelle sur laquelle on s’appuie est la suivante :

Veyz =y = P(z,y) Vayyz —y ——yAPY.,y)= Pz,y)

indy »
Veyx — y = P(z,y)

Diagrammatiquement, on utilise la régle suivante :

Soit G un diagramme avec deux sommets universels z et y tels que z — .
Soit G= le méme diagramme ot d’une part les sommets = et y ont été rem-
placés par des sommets libres étiquettés par des variables fraiches et d’autre
part Daréte  — y a été remplacée par = = .

Soit Gipg le diagramme G o d’une part le sommet étiquetté par x est main-
tenant étiquetté par 3 et d’autre part ¥’ et y sont libres.

Soit Gy, le diagramme factuel © — 3/ —— y.

Soit G4, le diagramme G ot x et y sont libres.

Alors on a :

TFG.  T,Ging, G+ Gy
TFG

ind,

Exemple. —— est transitive.

Preuve:
*
- r—Y —>==z
Cas 1 :
Fax —sy *o»
SolE_ 7

par la régle intros
= * *
r—sY—sz F x——>=z

par substitute

* *
r—s2z F x——sz
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La régle conclusion permet de conclure ce cas.

Cas 2 :
7\\\i//7/ \\\i//7
par intros
*
x/”‘y/xy * z,y’ * g * zl—x**>z
7\\\i,/7
par apply
ol
x/y, *\\y * z,y’ * y * Zl—.%'4*>2
\-_i, 7\\\i//7

par apply utilisée avec la définition de —

m//,*\\y * y/ *

*
Y z, Yy ZFx—sz
* _> . *x _7
V
La régle conclusion permet de conclure ce cas. |

6.5.2 L’induction bien fondée

Dans cette partie nous ajoutons une régle pour pouvoir réaliser I'induc-
tion bien fondée. La régle d’induction dit que si une relation — termine
alors pour prouver que Yz P(x) il est suffisant de montrer que P(x) est vrai
en admettant que P(y) est vrai pour n’importe quel y tel que x =+, V.
Formellement :

vz (Vyz -y = P(y)) = P(z)
Va P(x)

Ssi — termine

Nous pouvons formaliser cette régle d’'inférence diagrammatiquement de la
maniére suivante :

Considérons un diagramme G, s’il contient au moins un sommet quantifié
universellement et que nous savons qu’une réduction — termine alors nous
pouvons utiliser la régle d’induction bien fondée. La régle d’induction com-
porte deux arguments : le premier est la relation qui termine et le second
est 'un des sommets universellement quantifiés du but (appelons le x). L’ef-
fet de la régle d’induction est de rajouter un diagramme correspondant a
I’hypothése d’induction H; dans les hypothéses et de changer le but en un
diagramme G’. Le diagramme d’hypothése d’induction H; est composé de G
ou z a été renommé par un symbole frais y et enrichi d’une nouvelle fléche :
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Le diagramme G’ est exactement G excepté que le statut de  est maintenant

F.

Di,...,Dp, Hi - G
Di,....Dn,FFG

wf_induction

Nous étendons les hypothéses possibles avec un nouveau type d’hypotheése
spécial qui exprime le fait qu'une relation termine.

Exemple (Lemme de Newman).
Une relation qui termine est confluente si elle est localement confluente.

SN N

— termane A Y z =Y z
AN / AN /

Preuve traditionnelle (Gérard Huet [Hue80))
Nous devons montrer que Yryz, & — yAx — z = 3,y — t Az — t.
Prouvons le théoréeme par induction bien fondée en utilisant le fait que —
termine et le prédicat P(z) =Vyz, o2 — yAx — 2 = 3,y — t Az — t.
Six =y le théoréme est vérifié parce que v — 2z et z — 2.
Six = z le théoréme est vérifié parce que x — y et y —s y.
Sinon x© # y et x # z alors il existe y' et 2’ tels que v — y —— y et
r— 2 = 2.
Par confluence locale nous savons qu’il existe t tel que y' — t et 2/ —— t.
D’apres Uhypothése d’induction et le fait que x =, y' nous savons qu’il existe
w tel que y — w et t — u.
D’apres Uhypothése d’induction et le fait que x 5 2 nous savons qu’il existe
v tel que u —— v et z — v.
De y = u et u — v nous déduisons que y —s v.

Preuve diagrammatique

Pour la clarté de la présentation nous omettons les diagrammes concer-
(L g + * .
nant les définitions de — et —. Nous admettons que le contexte contient
. . e *
aussi les diagrammes concernant la transitivité de —.

L’énoncé est le suivant :
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— termane,

i X
Y CL z Y C z
N 7/ AN /

N ok * /7 N ¥ *
AN Ve
N s 4
N \ 4
t t
par induction sur —
Z
|+ x
*
2 / \

— termine, C'L, / X Foy C z
N /
y HI z DA
N V

N 7/
N * 7 ‘t/'
N 7/
N
t
en utilisant la régle intros :
— termine, CL, HI, Yy<> 2k Yy-Lsp<r_z

par distinction de cas sur x — y

Cas 1

— termine,CL,HI, y<~—2 —>2 F Y-2st<*_2

par substitute
— termine,CL,HI, v ——>z F -2 >t<X_2
par apply en utilisant la définition de =
— termine,CL,HI, 1 —>2 2 —>2 F 2 —>2<"—2
La régle conclusion permet de conclure.

Cas 2

* !

— termine,CL,HI, Y Yy x z F Y-

Par distinction de cas sur xt — z
Cas 2.1 est similaire au cas 1

Cas 2.2
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Pour la fin de la preuve nous représentons seulement I’hypothése fac-
tuelle :

T

NN
AN ANY AN

par conﬂuence locale

/\ /\
/\/\ /\/\

A

par définition de =, par hypothése d’induction

~

par définition de et par hypothése d’induction

o *
transitivité de —
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o *
par transitivité de —

Notons qu’il y a une preuve dont le diagramme final est symétrique. Mais
cette preuve utilise trois fois I’hypothése d’induction (notée HI sur le dia-
gramme).




140 Chapitre 6. Preuves diagrammatiques pour la réécriture

6.6 Implantation en Coq

Le systéme formel que nous avons présenté peut étre implanté et utilisé ef-
fectivement pour faire des démonstrations au moyen d’un assistant de preuve.
Dans un premier temps nous décrivons I'implantation que nous avons réalisée
en Coq au moyen du langage de tactiques appelé L4, [Del01, Del00, Coq04].
Nous verrons que le systéme proposé permet d’obtenir des preuves formelles
concises car les preuves obtenues suivent précisément la construction du dia-
gramme.

6.6.1 Regles d’inférence

Nous ne détaillons que I'implantation de la régle apply, les autres régles
peuvent étre traduites directement en Coq®.

Pour construire la tactique correspondant a la régle apply, nous défi-
nissons d’abord une tactique qui est capable de trouver la conclusion d’une
hypothéség :

Ltac conclusion_aux t :=
match t with
| ?P1 -> ?P2 => conclusion_aux P2
| - =>t
end.

Enfin nous exprimons la régle apply de la maniére suivante, nous prou-
vons que la conclusion du diagramme universel est vraie grace a la tactique
auto de apply_decompose. Puis on décompose cette nouvelle connaissance
grace aux régles V,A et 3 gauches en utilisant la tactique decompose.

Ltac decompose_and_clear id :=
progress (decompose [or and ex] id);clear id.

Ltac apply_decompose H :=
let t := type of H in
let conc := conclusion_aux t in
let id:= fresh in
(assert (id:conc);[auto|try decompose_and_clear id]).

Ltac apply_diagram H :=
let id:=fresh in
(assert (id:=H);apply_decompose id;clear id);
unfold_all.

5 Attention, dans notre implantation les tactiques sont souvent capables de faire plus
que les régles d’inférence qu’elles implantent. Nous supposons donc implicitement que les
tactiques sont utilisées & bon escient.

5Nous supposons que les hypothéses sont curryfiées
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Exemple

Nous reprenons 'exemple du lemme de Newman mais cette fois ci en
Coq.

Theorem newman :
local_confluence S R -> noetherian S R -> confluence S R.
Proof.
intros.
(* induction *)
assert (ind:=HO (confluence_in S R));clear HO.
unfold confluence.
apply ind;clear ind.
unfold confluence_in.

start.
rename y into x.
rename yO into y.

(¥ First degenerated case *)
apply_diagram (Rstar_cases x y).
substitute y.

apply_diagram (Rstar_cont_eq S R z).
conclusion.

(* Second degenerated case *)
apply_diagram (Rstar_cases x z).
substitute z.

apply_diagram (Rstar_cont_eq S R y).
conclusion.

(* General case *)

start.

apply_diagram (H x x0 x1).

apply_diagram (HO x0);apply_diagram (H4 y x2).
apply_diagram (Rstar_transitivity x1 x2 x3).
apply_diagram (HO x1);apply_diagram (H12 x3 z).
apply_diagram (Rstar_transitivity y x3 x4).
conclusion.

Qed.

6.6.2 Regles implicites

Comme le lecteur I'a peut-étre déja remarqué les preuves diagramma-
tiques dans notre systéme formel ressemblent fort & la preuve informelle
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mais elles contiennent certaines étapes de preuve qui ne figurent pas dans
la preuve informelle. Dans la preuve informelle certaines propriétés restent
en effet implicites, par exemple la transitivité de 1’égalité ou le fait qu’une
relation est contenue dans sa cléture transitive.

Nous sortons un instant du cadre formel que nous avons proposé et pré-
sentons comment rendre ces propriétés implicites aussi dans I'implantation
Coq.

Les proprletes que nous choisissons comme implicites sont les suivantes :

s est transitive,

— — est transitive,

— — est réflexive,

— — contient —,

— — contient —.

Nous ajoutons ces propriétés a ce qui est appelé en Coq une base de
«Hints». Puis nous définissons des variantes des tactiques décrites précé-
demment. Ces nouvelles tactiques permettent de travailler sans préciser les
étapes que 'on a définies comme implicites.

Ltac Rconclusion :=
eauto with Rules.
Ltac Rapply_diagram H :=
apply_diagram H; [idtac|eauto with Rules].

L’utilisation de ces tactiques permet par exemple d’automatiser trois
étapes dans la preuve que nous avons présentée ci-dessus. On obtient alors
une preuve qui correspond au diagramme habituel pour la preuve du lemme
de Newman, & savoir :

N/

/
\

BN

/ \N/ AN

AN

w

L’ensemble du développement est disponible en ligne a ’adresse suivante :
http://www.lix.polytechnique.fr/Labo/Julien.Narboux/Rewriting/rewriting.html.


http://www.lix.polytechnique.fr/Labo/Julien.Narboux/Rewriting/rewriting.html
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6.7 Quelques preuves diagrammatiques.

Dans cette partie nous donnons a titre d’exemple quelques preuves dia-
grammatiques de propriétés usuelles.

6.7.1 Propriétés de confluence

Lemme 5. La semi-confluence implique la confluence.

T = T
SN N
) z Yy z
AN 7 AN /

Preuve:

T [ T
Yy Z Y z
AN / AN /

Nk * Nk *
N / N /
s r N
t t
Par la régle ind,
Cas 1 :
T F x
) z Y z
N / AN 7/
N * s N * s
N / N /
SN2 N2
par la régle intros
T , x Fz Z
N /
* = * N x
AN /
s r
Yy z Y z
N /
Nk *
N 7/
N~
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par la régle apply appliquée a la définition de =

*
T r——>2z Fz z
, OLEA 2
* N *
/ \ :
2
Yy z t
N /
N ¥ * s
N /
\ 4
t
Cas 2 :
x , Y ,r F z
y\ /Z Y z y, Y /Z
N * AN 4 h * *
N s N\ K * s * S g
N N / LT
t &t// y "
par la régle intros
T , Yy’ , T—>z Y zZ
- AN /
/ \ / X l \ K *
N /
\
y\ /Z y 5 y/ t
\ ¥ * AN 7/
N s \ K * *l
\ 4 N /
t \t/’ y

par la régle apply

x , Yy’ , T——>2 F Y z
- AN /
AN
< x
y\ /Z Y z y/ —u t
NI * s AN /7
\ / N K * *l
s r N /
t {tll y
par la régle apply
x : Y , t ">z F Y z
- AN /
AN /
s x
N oy : Y —u t
NI * s N\ 4
N s N\ ¥ * s *l \L*
\ 4 \ /
t ‘t/’ y**>t
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par la régle apply appliquée aves la transitivité de =

’
x ) yf )
z
Y. 7Y z
\ ¥ * s AN 4
N ; N X * s *
s 4 \ /
t N2
t

**> |—g z

/ *
_—

e <~ 8
=L =N
*
~

*
" 5

Lemme 6. La confluence forte implique la semi confluence.

T = T
) Z Yy z
AN 9 7/ N\ /

N = * N K *
AN / N /
N~ s £
t t
Preuve:
par la régle ind,
Cas 1 :

z = z
y Z y/ \Z
N, 7 \ /

AN * g N s
N / * N\ /%
\tlf N2

par la régle substitute

par les régles intros et apply

x ’*Cy%ajl—g—i>t<—*—§

/N



146 Chapitre 6. Preuves diagrammatiques pour la réécriture

Cas 2 :
x , x' , T F z
Y zZ oy z ) z
N 7/
N = * 7 \\* * % \ X * g
\\ I«/ N d \\ /,/
" \t/f ) .
par la régle intros
x , z ,Y=—2ax F Y z
AN /
\ X * g
/ \ / x l N ,
< r
Y oy z x t
N T * 7 NES *// "
AN A
t t z
par la régle apply
x , z’ , Y=—ax Y z
AN /
\ ¥ * 7
/ \ / x l l N /
-2
Y Z oy z u<—g; t
N = * s \\* *// l
AN A
t t z
par la régle apply appliquée a la définition de =,
Cas 2.1 :
x , z ,Yy<——a B Y z
AN /
\ X * s
/ \ / x l l N ;
< r
y oy z u<——g t
N = * 7 NES *// \L
N 7/
A4 R
t t z
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Cas 2.2 :
x ) ! , Y=—ax Y z
/ \ / \ l* l \\* *//
* AN /
\
Y z oy zZ u<—-fg t
N L7 N ,
N = / N * *
AN h 7 J/
" N2
z
par la régle apply
T ; z! ,Y<—z F Y z
* AN /
2
y Z oy Z u=—yg'
\\:? *// N 7
N K * s * *
AN h 7 J,
" N2
t t<—F—%

par la régle apply appliquée avec la transitivité de =

x , z' , Yy<—z Y zZ
T N /
/ \ \L* \k * g
*
\ £
Y oy z x| u=<——0H7'
N % =
=7 * N 4
N T /7 N * \L l
AN / N * *
N4 N~
t t%Z

Théoréme 14. La confluence forte implique la confluence.

T = T

Yy z Y z

AN / AN /
=T kg N *
AN / /

\ s \ 4
t t

/

Preuve: Par application des lemmes précédents. |
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6.8 Conclusion et perspectives

Nous avons proposé un systéme formel diagrammatique correct et com-

plet pour la logique cohérente restreinte aux prédicats d’arité deux mais
étendu avec des définitions inductives. Celui-ci permet de justifier formelle-
ment le genre de raisonnement diagrammatique utilisé dans le cadre de la
réécriture abstraite.
Nous envisageons plusieurs extensions. Certaines théories géométriques peu-
vent étre axiomatisées par des formules de la logique cohérente (la géométrie
projective par exemple). Il serait interressant d’étudier les représentations
diagrammatiques possibles des preuves dans ces théories. Nous envisageons
aussi de nous intéresser a la théorie des catégories, dont la littérature com-
porte de nombreux diagrammes. Ces multiples extensions possibles suggérent
que la géométrie cohérente est bien adaptée au raisonnement diagramma-
tique. Il serait donc intéressant de prendre le point de vue inverse et de
s'intéresser & la plus grande classe de formules pour laquelle il existe un sys-
teme complet permettant le raisonnement diagrammatique. Nous discutons
de ce probléme plus en détails dans le chapitre « Perspectives ».



PERSPECTIVES

Nous évoquons dans cette partie trois directions dans lesquelles notre tra-
vail peut étre étendu. Nous discutons d’abord de deux applications envisagées
puis de la généralisation possible de nos résultats & propos du raisonnement
diagrammatique.

Preuve de programmes en algorithmique géométrique

L’une des applications possibles des développements réalisés dans cette
these réside dans la preuve de programmes en algorithmique géométrique.
Comme la plupart des algorithmes géométriques résolvent des problémes
énoncés dans une géométrie ordonnée la méthode des aires ne peut pas étre
utilisée telle qu’elle. Afin de pouvoir résoudre des problémes dans une géomeé-
trie ordonnée, nous envisageons de suivre I'idée de Judit Robu qui consiste
a utiliser le processus d’élimination des points de la méthode des aires pour
simplifier le but avant de le résoudre avec la méthode de décomposition al-
gébrique cylindrique réalisée par Assia Mahboubi. L’'implantation de cette
méthode dans 'assistant de preuve Coq nécessite un travail conséquent afin
de mettre en place les mécanismes qui permettront de passer facilement d’une
représentation algébrique a une représentation géométrique et vice versa. En
effet, quand c’est possible, nous souhaitons garder une représentation géo-
métrique puisqu’elle permet de réaliser des développements modulaires. Par
exemple les résultats que nous avons prouvés qui n’utilisent pas 'axiome
d’Euclide pourront étre réutilisés dans un futur développement & propos des
géométries non euclidiennes.
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Coq et ’enseignement

Notre expérience personnelle nous a montré que l'utilisation d’un assis-
tant de preuve permet de mieux comprendre ce qu’est une preuve. Au lycée,
la géométrie est le domaine qui permet aux éléves de découvrir la notion
de démonstration. Notre but est donc de fournir un environnement qui per-
mette 'utilisation d’un assistant de preuve dans une classe. Nous pensons
que GeoProof représente une avancée dans cette direction. Mais il reste du
chemin & parcourir avant d’obtenir un systéme qui répond aux contraintes
liées & une utilisation dans un cadre pédagogique.

Voici quelques unes des améliorations nécessaires :
réduire au maximum le temps d’apprentissage du logiciel en en amé-
liorant I’ergonomie.

— automatiser la preuve de certains sous buts, en particulier les cas dé-

générés.

— pouvoir faire varier la puissance du systéme et les théorémes dispo-

nibles en fonction du programme du niveau considéré.

Raisonnement diagrammatique

La formalisation que nous avons réalisée du raisonnement diagramma-
tique en réécriture abstraite nous a permis de dégager deux composantes
essentielles d’un raisonnement diagrammatique.

La premiére réside dans le fait que ’on doit pouvoir visualiser facilement les
formules manipulées par une syntaze qui mime la sémantique. Par exemple
la notation pour la cléture symétrique est symétrique.

La seconde composante essentielle réside dans le fait que pour la classe de
formules manipulée, il faut que les preuves puissent étre réalisées selon un
schéma bien particulie : on part des hypothéses et on compléte le dia-
gramme au fur et & mesure de la preuve jusqu’a obtenir une instance du
but désiré. Une propriété importante de ce schéma réside dans le fait que le
but ne change pas pendant la preuve et peut donc rester implicite dans la
représentation graphique. Nous pensons que ce schéma de raisonnement est
bien adapté au raisonnement diagrammatique, et qu’il serait intéressant de
rechercher quelle est la plus grande classe de formules pour laquelle il existe
un systéme de preuve complet suivant ce schéma.

Nous avons réalisé une formalisation du raisonnement diagrammatique
dans le cadre de la réécriture abstraite. Il est assez naturel de vouloir étendre
ce travail aux autres preuves diagrammatiques qui apparaissent dans la lit-
térature, par exemple celles & propos de la théorie des catégories. Dans ce
cadre, la sémantique d’un diagramme consisterait en la conjonction de cha-
cune des propriétés de commutation des cellules qui forment le diagramme.

"Nous nous placons ici dans le cas d’une preuve sans induction.
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Il serait aussi intéressant d’étudier la conception d’un systéme de raisonne-
ment diagrammatique dans le cadre de la géométrie. Dans un premier temps
on pourra s’intéresser & la géométrie projective, car comme ses axiomes ap-
partiennent & la géométrie cohérente, les régles d’inférence pourront étre
réutilisées. En revanche, il faudra s’intéresser au probléme de la représenta-
tion graphique des énoncés manipulés. La géométrie euclidienne quant a elle
représente un plus grand challenge, car il faut s’attaquer au probléme de la
représentation de la négation puisque celle-ci est présente dans les conditions
de non-dégénérescence.






ANNEXE A

TOUS LES TRIANGLES SONT-ILS
ISOCELES 7

Cette page explique la faille qui figure dans la « preuve » donnée en
introduction (voir page [3) que tous les triangles sont isocéles. Cet exemple
trés connu de raisonnement non valide est di & W. W. Rouse Ball.

L’explication est en fait trés simple, les deux figures fournies sont fausses
et induisent le lecteur en erreur! La droite (AI) n’est pas exactement la
bissectrice de 'angle ZBAC, voici une figure correcte. [.’argument d’addition
des longueurs des segments n’est pas valide car il faudrait que G et H soient
tous les deux a ’extérieur ou tous les deux a l'intérieur du triangle ABC.







ANNEXE B

LA GEOMETRIE DE TARSKI

Cette annexe contient le détail des énoncés prouvés concernant la forma-
lisation des huit premiers chapitres de [SST83|. Pour de plus amples infor-
mations voir le chapitre 2/page 29l Ces pages sont générées automatiquement
a partir du développement Coq, les commentaires sont donc en anglais.

B.1 Axiomes

We use the axioms used in the book of Schwab#user, Szmielew and Tarski.

We assume that we have a set of points. This axiomatic is based only on
points, lines are implicit.

Parameter Point : Set.
Tarski’s axiomatic is based on two predicates over points, one ternary and
one quaternary.

Cong A B C D informally means that the distance AB is equal to the distance
CD.

Parameter Cong : Point — Point — Point — Point — Prop.

Bet A B C, informally means that : A, B and C are on the same line B
is between A and C. Note that they are not necessarily distinct. This is
the difference between the Between predicate of Tarski and the BetweenH
prdicate of Hilbert

Parameter Bet : Point — Point — Point — Prop.

Definition Col (A B C : Point) : Prop :=
Bet AB CV Bet BC AV Bet C A B.

Identity axiom for betweenness.
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Axiom between_identity : V A B, Bet A B A — A=B.

Reflexivity axiom for equidistance.

Axiom cong_pseudo_reflexivity : ¥ A B : Point, Cong A B B A.
Identity axiom for equidistance.

Axiom cong_identity : ¥ A B C : Point, Cong AB C C — A — B.
Transitivity axiom for equidistance.

Axiom cong_inner_transitivity : ¥V A B C D E F : Point,
Cong ABCD — Cong ABEF — Cong CDEFEF.

Pasch Axiom (Inner form).

Axiom inner_pasch : ¥ A B C P @ : Point,
Bet AP C — Bet B Q C —
dx, Bet Px B N\ Bet Q z A.

Euclid Axiom.

Axiom euclid : ¥V A B C D T : Point,
Bet ADT — Bet BD C — A#D —
dz 3y,
Bet ABx ANBet ACyABetz Ty.

Five segments axiom.

Axiom five_segments : ¥ A A’ B B> C C° D D’ : Point,
Cong AB A’ B’ —
Cong B C B’ C" —
Cong AD A’ D’ —
Cong BD B’ D’ —
Bet ABC — Bet A”B’C’— A# B — Cong C D C’D’.

Axiom of segment construction.

Axiom segment_construction : ¥ A B C' D : Point,
3 FE : Point, Bet AB E A Cong BE C D.

Lower dimension axiom (2).

Axiom lower_dim :

3A,3B,3C, - Col AB C.
Upper dimension axiom (2).

Axiom upper_dim : ¥ A B C P @ : Point,
P#@Q — CongAPAQ— Cong BPB@— CongCPCQ—
Col A B C.

Continuity axioms.
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Axiom continuity :
V X Y : Point — Prop,
(3 A: Point, Vzy: Point, Xz —Y y— Bet Az y)) —
3 B : Point, (VY z y: Point, X © — Y y — Bet z B y).

We use classical logic, to emphasize the fact that it is mainly for the decida-
bility of point equality we use the following lemma

Lemma eq_dec_points : ¥V A B :Point, A=B V - A=B.

B.2 Propriétés de Cong

Some basic properties about Cong.

Lemma cong_reflexivity : ¥V A B : Point, Cong A B A B.

Lemma cong_symmetry :¥ A B C D : Point, Cong A B C D — Cong C D
A B.

Lemma cong_transitivity :
VABCDEF: Point, Cong ABCD — Cong CDEVF — Cong A
B E F.

Lemma cong_left_commutativity : ¥ A B C D,
Cong ABCD — Cong BAC D.
Lemma cong_right_commutativity : ¥ A B C D,
Cong ABCD — Cong ABD C.
Lemma cong_trivial_identity : ¥V A B : Point, Cong A A B B.
Lemma cong_reverse_identity : ¥ A C D, Cong A A C D — C—D.

Lemma cong_commutativity : ¥V A B C D, Cong AB C D — Cong B AD
C.

(Outer) Five segments configuration.

Definition OFSC := fun AB C D A’ B’ ¢’ D’ =
Bet AB C N Bet A’ B> C7 A
Cong AB A’ B"N Cong B C B’ C’ N
Cong AD A D’AN Cong BD B’ D"

Lemma five_segments_with_def : ¥ A B C D A’ B> C’ D’,
OFSC ABCDA B C’"D’"— A#B — Cong C D C’ D"



158 Annexe B. La géométrie de Tarski

Lemma [2_11 :

YVABC A B (C,

Bet AB C — Bet A”B’ C’ —

Cong AB A’ B’ — Cong BC B C’"— Cong AC A’ C".

Unicity of segment construction.

Lemma construction_unicity : ¥ Q A B C z y,
(@A) —
Bet Q Az — Cong Az B C —
Bet Q Ay — Cong Ay B C —
r=y.

B.3 Propriétés de Bet

Axiom 12 of Givant.
Lemma beetween_trivial : ¥ A B : Point, Bet A B B.

Axiom 14 of Givant.
Lemma between_symmetry : ¥V A B C : Point,
Bet AB C — Bet C B A.
Lemma bectween_trivial2 : ¥ A B : Point, Bet A A B.

Lemma between_egality : ¥ A B C : Point, Bet AB C — Bet BA (C — A
= B.
Inner transitivity 'axiom’ for betweenness.

Lemma between_inner_transitivity : ¥V A B C D,

Bet ABD — Bet BC D — Bet AB C.

Lemma between_exchangel : ¥ A B C D,
Bet ABC — Bet ACD — Bet B C D.

Lemma outer_transitivity_between2 : ¥ A B C D,
Bet ABC — Bet BC D — B#C — Bet A C D.

Lemma between_exchange2 :¥ A B C D,
Bet ABD — Bet BC D — Bet AC D.

Axiom 16 of Givant.

Lemma outer_transitivity_between : ¥ A B C D,
Bet ABC — Bet BC D — B#C — Bet A B D.

Lemma between_exchangej : ¥ A B C D,
Bet AB C — Bet AC D — Bet A B D.
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We formalize Bet,, only for n=4.

Definition Bet_4 :— fun Al A2 A3 A} =
Bet A1 A2 A3 N Bet A2 A3 A4 N Bet A1 A3 A4 N Bet A1 A2 AJ.

Lemma [_3_9_4 :V Al A2 A3 A4,
Bet_j A1 A2 A3 A} — Bet_4 A4 A3 A2 Al

There are two distinct points!
This is the first use of the lower dimension axiom

Lemma two_distinct_points : 3 x, I y : Point, © # y.
Lemma point_construction_different : ¥V A B,
3C, Bet AB CANB#C.
Given a point, we can build another one which is different from the first one.
Lemma another_point : ¥ A :Point, 3 B, A#B.

From the last two lemmas we can conclude that models of the first seven
axioms are infinite

Lemma I5_17: YA B C A’ B’ P,
Bet ABC — Bet A’B’C — Bet AP A —
3@, Bet P(Q C N Bet B(Q B’

Inner five segment configuration.

Definition IFSC := fun AB C D A’ B’ C' D’ =
Bet AB C N Bet A” B’ C7 A
Cong A C A’ C° N Cong B C B C’ A
Cong AD A’ D’ AN Cong C D C’ D"

This tactic asserts Col X Y Z, for each Bet X Y Z in the context.

This tactic looks for an equality, perform the substitution and then attempts
to prove other equalities and apply reccursively. It cleans the hypothesis
which become trivial or duplicated

B.4 Propriétés de Cong et Bet

Lemma lj_2 :YAB CD A’ B C' D
IFSC ABCD A B C’D’— Cong BD B’ D".

Lemma lj_8:VAB C A’ B’ (",
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Bet AB C — Bet A’ B’ (" —
Cong AC A’ C"— Cong B C B’ C’— Cong AB A’ B’
A generalization of the Cong predicate for three points.

Definition Cong_3 := fun A1 A2 A3 Bl B2 B3 =
Cong A1 A2 B1 B2 N\ Cong A1 A3 B1 B3 N Cong A2 A8 B2 BS3.

Lemma lj_5 :V A B C A’ O/,
Bet ABC — Cong AC A’ (" —
3B’ Bet A’ B’ C° A Cong.8 AB C A’ B’ C".

Lemma lj_6 : VA B C A’ B’ C,
Bet AB C — Cong-3 AB C A’ B’ C’— Bet A’ B’ C".
Permutation lemmas for Col

Lemma col_permutation_1 : ¥ A B C,
Col AB C — Col B C A.

Lemma col_permutation_2 : ¥ A B C,
Col AB C — Col C A B.

Lemma col_permutation_3 : ¥ A B C,
Col AB C — Col C B A.

Lemma col_permutation_4 : ¥V A B C,
Col AB C — Col B A C.

Lemma col_permutation_5 : ¥ A B C,
Col AB C — Col A C B.

Trivial lemmas for Col.
Lemma col_trivial_1 : V A B, Col A A B.
Lemma col_trivial_2 : ¥ A B, Col A B B.
Lemma col_trivial_3 : V A B, Col A B A.
Lemma 413 :V AB C A’ B’ C’,
Col AB C — Cong-8 ABCAB”C"— Col A”B’ C".

Lemma lj_14 :VAB C A’ B,
ColABC — Cong AB A’ B —
3¢’ Cong-3 AB C A’ B’ C".

Five segments configuration.
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Definition F'SC := fun AB C D A’ B’ C’ D’ =
Col AB C N Cong-3 ABCA B”C’"NCongAD A’ D’ N Cong B D
B’ D"

Lemma lj_16 : YN AB C D A’ B C’ D’
FSCABCDA B ("D — A#B — Cong C D C’ D’.

Lemma l4_17 :Y A B C P @,
A#B — Col AB C —
Cong APAQ — Cong BP B @ — Cong CP C Q.

Lemma l4_18 : YA B C C’,
A#B — Col AB C —
Cong AC AC — Cong BCBC — C=C"

Lemma l4_19 : Y A B C C,
Bet ACB— Cong ACAC — Cong BCBC — (C=C".

B.5 Transitivité de Bet

Outer connectivity for betweenness Axiom III of Tarski Axiom 18 of Givant

This proof is from Gupta 1965, it used to be an axiom in previous versions
of Tarski’s axiomatic

Lemma l5_.1 : VA B C D,
A#B — Bet AB C — Bet ABD — Bet AC DV Bet AD C.

Lemma 5.2 :V A B C D,
A#B — Bet AB C — Bet ABD — Bet BC DV Bet BD C.

Inner connectivity axiom for betweenness
Axiom 17 of Givant

Lemma I5_83 :V A B C D,
Bet ABD — Bet ACD — Bet AB C V Bet A C B.

Predicates to compare segment lengths.

Definition le :— fun A B C D =
dy, Bet C y D AN Cong A B C y.

Definition ge := fun A B C D = 1le C D A B.

Lemma l5_5_1 : YV A B C D,
le ABCD—dx Bet ABz A Cong Az C D.

Lemma I5_5_2 :V A B C D,
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(32, Bet ABz AN Cong Az C D) —le ABC D.

Lemma l5.6 :YV AB C D A’ B’ C’ D/,
le ABCDANCongABA  B”’NCong CDC"D”—le A’ B C’' D"

Lemma le_reflexivity : ¥V A B, le A B A B.

Lemma le_transitivity : ¥V A B C D E F,
leABCD —leCDEF —IleABEF.

Two crucials lemmas not found in the book

Lemma between_cong : ¥V A B C,
Bet AC B — Cong AC AB — (C=B.

Lemma between_cong-2 :¥ A B D E,
Bet ADB — Bet AEB — Cong ADAE — D =E.

Lemma le_anti_symmetry : ¥ A B C D,
leABCD—leCDAB— Cong AB C D.

Lemma segment_construction_2 : ¥V A @ B C,
A#4Q — 3 X, (Bet Q A X V Bet Q X A) A Cong Q X B C.

Lemma le_trivial : ¥V A C D,le AAC D .

Lemma le_cases : YV A B C D,
le ABCDVlieCDAB.

Lemma le_zero : ¥V A B C,le AB C C — A=B.

Definition It :— fun AB C D =1le AB C DA - Cong AB C D.
Definition gt := fun A B C D = It C D A B.

B.6 Prédicat de non appartenance & un segment

The predicate out P A B informally means that P is on the line A B outside
the segment A B.

Definition out := fun P A B = A#P N B#P A (Bet P A BV Bet P B A).

Lemma I6_2 : YV A B C P,
A#P — B#P — C#P — Bet AP C — (Bet BP C < out P A B).

Lemma I6_3-1 :V A B P,
out PA B — (A#P N B#P N3 C, C#P N Bet AP C N Bet B P C).

Lemma I6_3_2 :V A B P,
(A#P N B#P N3 C, C#P N Bet AP C NBet BP C)— out P AB.
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Lemma l6_4_1 :V A B P,
out PAB — Col AP BAN- Bet AP B.

Lemma I6_4_2 :V A B P,
ColAPBAN—-Bet AP B — out P A B.

out reflexivity.

Lemma l6_5 : V P A, A#P — out P A A.

out symmetry.

Lemma l6_6 :V P A B, out PA B — out P B A.

out transitivity.

Lemma 6.7 : VP AB C,out PAB — out PB C — out P A C.

Lemma l6_11_unicity :V AB C RX Y,
R#A — B#C —
out AX R— Cong AX B (C —
out AY R— Cong AY B C —
X=Y.

Lemma [6_11_existence : V¥V A B C R,
R#A — B#C —
33X, out AX RN Cong AX B C.

Lemma l6_13_1 : V P A B,
out PAB —lePAPB — Bet PAB.

Lemma l6_13_2 : V P A B,
out PAB — Bet PAB —leP AP B.

Lemma l6_16_1 :V P @ S X,
P#Q — S#P — Col SP @ — (Col X P Q — Col X P S).

Lemma l6_16_2 :V P () S X,
P#Q — S#P — Col SP @ — (Col X P S — Col X P Q).

Definition Inter :== fun X P Q R S =
PEQNANR#SNCodXPQANClXRSA
(3X,Col X PQAN—-Col XRS)V3IX,=Col XPQANColXR

S)).
Lemma col_transitivity_1 : ¥V P Q A B,
P#£Q) — Col P Q A— Col PQ B— Col PAB.

Lemma col_transitivity_2 : ¥V P ) A B,
P#@Q — Col P Q A— Col P Q B— Col Q AB.

Theorem [6_21 : ¥ A B C D P Q,
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- Col ABC — C#D —
ColABP— Col AB Q —
Col C DP— Col CDQ —

P=Q.
Lemma I6_25 : YV A B, A#B — 3 C, -~ Col A B C.

Theorem t2_8 :

YVABC D E: Point,

Bet AB C —

Bet D BE — Cong ABDB— Cong BCBE — Cong AFE C D.

B.7 Propriétés du milieu

Definition is_midpoint := fun M A B = Bet A M B N Cong A M M B.
Lemma I7_2 : ¥V M A B, is_midpoint M A B — is_midpoint M B A.
Lemma I7_83 : V M A, is_midpoint M A A — M=A.

Lemma I7_3_2 : YV A, is_midpoint A A A.

Lemma symmetric_point_construction : ¥ A P,
3 P’, is_midpoint P A P’.

Lemma symmetric_point_unicity : ¥ A P P1 P2,
is_midpoint P A P1 — is_midpoint P A P2 — P1—=P2.

Lemma I7-9 :V P @Q A X,
1s_midpoint A P X — is_midpoint A Q X — P=(Q.

Lemma l7-18 : VAP Q P’ Q/,
is-midpoint A P’ P — is_midpoint A Q° @ —
Cong P Q P’ Q.

Symmetry preserves Bet.
Lemma [7_15 : YV P Q R P’ Q’ R’ A,

is_midpoint A P P’ — is_midpoint A @) )’ — is_midpoint A R R’ —
Bet P Q R — Bet P’ ()’ R".

Symmetry preserves Cong.

Lemma l7-16 : VP QRS P’ Q" RS A,
1s-midpoint A P P’ — is_midpoint A Q @)’ —
is_midpoint A R R’ — is_midpoint A S S’ —

Cong PQ RS — Cong P” ("R’ S’

Symmetry preserves midpoint
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Lemma symmetry_preserves_midpoint :

VABCDETF Z
1s-midpoint Z A D — is_midpoint Z B E — is_midpoint 7 C F —
is_midpoint B A C — is_midpoint £ D F.

Lemma [7_17 : ¥V P P’ A B,
1s-midpoint A P P’ — is_midpoint B P P’ — A—B.

Lemma [7-20 : ¥V M A B,
Col AMB — Cong M AM B — A=B V is_midpoint M A B.

Lemma l7-21 : Y A B C D P,
- ColABC— B#D — Cong ABCD — Cong BCD A —
Col AP C — Col B P D — is_midpoint P A C A is_midpoint P B
D.

Lemma I7_22_aux : ¥V A1 A2 Bl B2 C M1 M2,
Bet A1 C A2 — Bet B1 C B2 —
Cong C A1 C Bl — Cong C A2 C B2 —
is_midpoint M1 A1 Bl — is_midpoint M2 A2 B2 —le C Al C A2 —
Bet M1 C M2.

Lemma [7_22 : ¥V A1 A2 B1 B2 C M1 M2,
Bet A1 C A2 — Bet B1 C B2 —
Cong C A1 C Bl — Cong C A2 C B2 —
is_midpoint M1 A1 B1 — is_midpoint M2 A2 B2 —
Bet M1 C M2.

Lemma [7_25 : YV A B C, Cong C A C B — 3 X, is_midpoint X A B.

B.8 Orthogonalité et existence du milieu

Definition Per :— fun A B C =
3 C’, is_midpoint B C C’ AN Cong A C A C".

Lemma (8.2 : VA B C, Per AB C — Per C B A.

Lemma 8.3 : VA B C A’
Per ABC — A#B — Col B A A’ — Per A’ B C.

Lemmal8_-4 :VABC C’,
Per A B C — is_midpoint B C C° — Per A B C".

Lemma I8_5 :V A B, Per A B B.

Lemma l8_6 :V A B C A,
Per ABC — Per A’BC — Bet AC A’ — B=C.
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Lemma 8.7 :¥Y A B C, Per ABC — Per AC B — B=C.

Lemma 8.8 :V A B, Per AB A — A=B.
Lemma 8.9 : VA B C,Per ABC — Col AB C — A=B VvV C=B.

Lemma I8_10 : YV A B C A’ B’ (",
Per ABC — Cong_.3 ABC A’ B C’"— Per A’ B’ C".

Definition Perp_in := fun X A B C D =
A#B N C#D N Col X AB AN Col X C D A
WUV, CllUAB— ColVCD— Per UX V).

Definition Perp := fun A B C D = 3 X, Perp_in X A B C D.

Lemma [8_12 : Y A B C D X, Perp_in X AB C D — Perp_in X C D A
B.

Lemma [8_15_2:V A B C D X,

A#B —-C#D —Col X AB—Col X CD —

(3 U, 3V :Point, Col U ABAN Col VCDANU#X N V#X A Per U
XV)—

Perp_in X A B C D.

Definition DistLn := fun A B C D =
(3X,Col X ABAN—-Col X CD)V(IX,-Col X ABACol X CD).

Lemma [8_14_1 :V A B, - Perp AB A B.

Lemma [8-14-2_-1a :¥ X A B C D,
Perp_in X AB C D — Perp A B C D.

Lemma [8-14-2_1b : VX AB C DY,
Perpin X ABCD — ColY AB— Col Y CD— X=Y.

Lemma [8_14_2_1b_bis : ¥V A B C D X,
Perp ABCD — Col X AB — Col X C D — Perp_in X AB C D.

Lemma I8_14_2.2 :¥ X A B C D,
Perp ABCD — (VY , CodlY AB— ColY CD — X=Y)—
Perp_in X A B C D.

Lemma l8-14-8 :YVAB C D XY,
Perp_in X ABC D — Perp_in Y ABCD — X=Y.

Lemma l8_-15_1 : ¥V A B C X,
A#B — Col AB X — Perp AB C X —
Perp_in X A B C X.

Lemma I8_-15_2 :V A B C X,
A#B — Col AB X — Perp_in X AB C X —
Perp A B C X.
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Lemma [8_16_1 : YV A B C U X,
A#B — Col AB X — Col ABU — U#X — Perp AB C X — = Col
AB CANPer CXU.

Lemma I8-16_2 :V A B C U X,
A#B — Col AB X — Col ABU — U#X —
- Col ABC — Per C X U—Perp ABC X.

Lemma [8_18_unicity :V A B C X Y,
- Col AB C —
ColABX — Perp AB(C X —
ColABY — Perp ABCY —
X=Y.

Lemma [8_18_existence : ¥V A B C,
- Col AB C — 33X,
Col AB X A Perp AB C X.

Lemma I8-20-1 :V A B C C’ D P,
Per A B C — is_midpoint P C° D —
is—midpoint A C’ C — is_midpoint B D C —
Per B A P.

Lemma 18-20-2 :V A B C C’ D P,
Per A B C — is_midpoint P C’ D —
is—midpoint A C’ C — is_midpoint B D C —
B#C — A#P.

Lemma [8_21_auz : V A B C,
AZB —- - Col ABC —dP, 4T, Perp ABP AN Col AB T A Bet
C T P.

Lemma I8_21 : ¥V A B C,
A# B — 3P, 3T, Perp ABP AANCol ABT N Bet C T P.

Lemma perp_symmetry :¥ A B C D, Perp AB C D — Perp C D A B.

Lemma perp_commutativity : ¥ A B C D, Perp A B C D — Perp B AD
C.
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Lemma perp_left_commutativity : ¥ A B C D, Perp A B C D — Perp B A
C D.

Lemma perp_right_commutativity : ¥ A B C D, Perp A B C D — Perp A
B D C.

Lemma perp_in_left_commutativity : ¥ A B C D X,
Perp_in X AB C D — Perp_in X B AC D.

Lemma perp_in_right_commutativity : ¥ A B C D X,
Perp_in X AB C D — Perp_in X ABD C.

Lemma perp_in_commutativity : ¥V A B C D X,
Perp_in X ABC D — Perp_in X BAD C.

Lemma perp_in_symmetry : YV A B C D X,
Perp_in X AB C D — Perp_in X C D A B.

Lemma perp_per_1 :¥ A B C, A#B — Perp AB C A — Per B A C.
Lemma perp_per_2 :¥ A B C, A#B — Perp AB A C — Per B A C.

Lemma perp_col : Y A B C D E,
A#FE —
Perp ABCD — ColABE — Perp AE C D.

Lemma perp_not_eq_1 : ¥ A B C D,
Perp AB C D — A#B.

Lemma perp_not_eq_2 : ¥V A B C D,
Perp AB C D — C#D.

Lemma perp_perp_in : ¥V A B C,
Perp AB C A — Perp_in A AB C A.

Lemma midpoint_existence_auzr : ¥ A B P Q T,
A#B — Perp AB Q B — Perp ABP A—
ColABT — Bet QTP —
le AP B Q —

3 X : Point, is_midpoint X A B.

Lemma midpoint_existence : ¥ A B, 3 X, is_midpoint X A B.
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Bienvenue dans le manuel de référence de GeoProof.

Ce manuel est composé de neuf chapitres :

1. Le chapitre « Installation » décrit la procédure d’installation sous les
différents systémes supportes.

2. Le chapitre « Outils de construction » décrit les différents outils qui
permettent de créer les figures dynamiques.

3. Le chapitre « Outils d'exploration » présente les diverses fonction-
nalités qui peuvent étre utilisées pour explorer une figure, réaliser des
mesures et faire des conjectures.

4. Le chapitre « Attributs » décrit les attributs disponibles pour chaque
type d'objet. Les attributs définissent I'aspect graphique des objets.

5. Le chapitre « Outils de sélection » décrit les différents modes de
sélection des objets.

6. Le chapitre « Préférences » décrit comment I'utilisateur peut person-
naliser certains parametres du logiciel.

7. Le chapitre « Importation/Exportation  » décrit les différents modes
de lecture et d’écriture des figures.

8. Le chapitre « Démonstration automatique » décrit les fonctions
liées au démonstrateur automatique intégre.

9. Le chapitre « Démonstration interactive  » décrit les fonctions liées
a l'interaction avec I'assistant de preuve Coq.
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GeoProof est un logiciel libre de géométrie interactive. Il permet de
créer des figures géométriques et de les manipuler a la souris. Avec Geo-
Proof on peut étudier ce qui se passe lorsque I'on change la position des
points libres de la figure et ainsi faire des conjectures. Il est alors possible
d’exporter la conjecture dans l'assistant de preuve Coq afin de la prouver
interactivement. GeoProof est distribué sous la license GPL Version 2.

Pour obtenir la derniére version de GeoProof ou nous faire part d’'un
bug, vous pouvez vous rendre sur le site :

http://home.gna.org/geoproof/

Avant d’entrer dans le détail des fonctionnalités de GeoProof. Voici un
apercu de son interface.

Annulation Sélection Déplacement Outils de visualisation  Aide

7 GeoProof xe
ev Cofifuration Help

AKX ISR SR N 5
Outils de construction > 5, ON NN X @A N NNNSN=Z% X O00 &y

Outilsdetestset— PR T XN W2V &L V&< T, A
mesures Document tL

Description de la figure

Outils texte

Fenétre de travail >

4
Barre d'état » Input n natural language
Object acquired, you can move it !


http://home.gna.org/geoproof/
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C.1 Installation

C.1.1 Windows

Linstallation de GeoProof sous windows est trés simple puisqu'’il suffit
de lancer le logiciel d’installation automatique. Aprées avoir choisi un empla-
cement pour installer GeoProof, vous aurez a choisir si vous désirez ins-
taller les fichiers .dll de GTK. Si vous n’étes pas sir de la réponse laissez
cette option cochée puisque ces fichiers sont nécessaires au bon fonction-
nement de GeoProof. Si vous étes certain d’avoir déja une version des .dll
de GTK installée sur votre ordinateur vous pouvez désactiver cette option.

C.1.2 Linux

Sous linux, GeoProof peut étre installé au moyen des fichiers . rpm four-
nis ou bien en le compilant soi-méme a partir des sources. Pour plus d'in-
formation sur la procédure de compilation voir le fichier INSTALL.

C.1.3 MacOSX

GeoProof ne comporte par encore de procédure d'installation automa-
tique pour MacOsX, il vous faudra donc compiler depuis les sources.

C.2 Outils de construction

Voici une liste des différents outils de construction de GeoProof. Afin de
retenir plus facilement la signification de chacun des icones souvenez vous
gue I'objet créé apparait en rouge sur l'icbne désignant I'outil. Les outils
sont regroupés suivant le type d'objet qu’ils construisent.
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Point libre

Point libre (défini par ses
coordonnées)

Crée un nouveau point libre a la
souris.
Crée un nouveau point libre en
définissant ses coordonnées ini-
tiales.

Point sur cercle O | créeun point sur un cercle.

Point sur droite ™. | Créeun point sur une droite.

Point sur segment N | Crée un point sur un segment.

Point dans demi-plan ™ | créeun point dans un demi-plan.

Milieu d’'un segment ™ | Crée le milieu d’'un segment.

Intersection droites >< | Crée lintersection de deux
droites.

Intersection cercles (§) Crée les intersections de deux
cercles.

Intersection cercle-droite G\ Crée les intersections entre un
cercle et une droite.

Droite simple "™\ | Crée une droite passant par deux
points.

Demi-droite "\ | Crée une demie droite dont I'ex-
trémité est le premier point pas-
sant par le deuxiéme.

Segment "W | Crée un segment dont les extré-
mités sont les deux points.

Vecteur "N | Crée un vecteur.

Droite paralléle 2= | Crée la droite paralléle a une
autre passant par un point.

Droite perpendiculaire )e— Crée la droite perpendiculaire a
une autre passant par un point.

Médiatrice .\» Crée la médiatrice d’'un segment.

Bissectrice X | Crée la bissectrice de 'angle

formé par trois points.
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Cercles

Cercle centre-point (2 | Crée un cercle de centre le pre-
mier point passant par le second
point.

Cercle trois points (O | crée un cercle passant par trois
points.

Cercle diamétre (O | crée un cercle selon son dia-
meétre.

Symeétrie centrale ‘% | Crée un objet par symétrie par
rapport a un point.

Symeétrie axiale 3 | Crée un objet par symétrie par
rapport a une droite.

Translation "N | Crée un objet par translation par
rapport a un vecteur.

Texte libre T, | crée un label qui peut étre dé-
placé librement sur la feuille.

Texte lié A Crée un label dont la position est

relative a celle d’'un point.

Outils d’édition

Sélection

Interrompre

Annuler

Refaire
Supprimer

VY 2

Permet de sélectionner des ob-
jets.

Annule la construction en cours.
Annule la derniére construc-
tion/suppression.

Refait la derniére action annulée.

Supprime un objet ainsi que tous
les objets qui en dépendent.
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C.3 Outils d’exploration

Visualisation

Déplacement 4-1* Permet de déplacer les objets
libres ou semi-libres

Zoom Avant QV Effectue un grossissement d'un
facteur 2.

Zoom Arriére _QV Effectue un grossissement d’'un
facteur 3.

Zoom Automatique QV Ajuste le zoom de telle maniére

gue tous les objets de taille finie
soient visibles en entier.

Permet de déplacer la feuille a la
souris.

Active ou désactive le mode plein
écran.

Cache ou montre le repére.

Déplace la feuille

Mode plein écran

+ O &

Repere

Test si trois points sont coli-

Collineaire néaires (sur cette instance de la
figure). Crée un label qui est mis
a jour en temps réel.

A

L4l
N

Egalité Test si deux points sont confon-
dus.

Entre deux -.: Test si un point appartient a un
segment.

A gauche de \\fﬁ? Test si un point est dans un demi-
plan.

Paralléle é Test si deux droites sont paral-
leles.

Perpendiculaire A | Test si deux droites sont perpen-
diculaires.

12,

Congruence des seg- Test si deux segments ont méme
ments longueur.

Congruence des angles Test si deux angles ont méme
mesure.

<t
<
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Vue en SVG Vue en langue naturelle

Graphic window Na age SVG Preview

Fig. C.1 Exemple de traduction en langue naturelle

Mesures

Angle A4 Mesure l'angle formé par trois
points, crée un label qui est mis
a jour en temps réel.

Distance N\ Mesure la distance entre deux
points.
Aire <[? Mesure I'aire d’un triangle.

C.3.1 Description en langue (pseudo-)naturelle

La fenétre principale de GeoProof propose trois onglets. Lun d’entre
eux permet d'avoir une description de la figure en langue naturelle. La fi-
gure C.1 montre un exemple de description.

C.3.2 Expressions

Les labels textuels peuvent contenir des champs dynamiques. Les champs
dynamiques contiennent une expression qui est évaluée en temps réel
lorsque la figure est déplacée. Les champs dynamiques sont délimités par
le signe #.

Par exemple pour créer un label qui compare les surfaces des triangles
ABC et DEF, vous pouvez rentrer le texte suivant :

Le triangle ABC est plus #if area(A,B,C)>area(D,E,F) then
"grand" else "petit"# que le triangle DEF.

Cette fonctionnalité peut aussi faire office de calculatrice si I'expression
arithmétique ne dépend d’aucun élément de la figure. Mais GeoProof four-
nit une calculatrice qui calcule en précision arbitraire gréace a la bibliothéque
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creal de Jean-Christophe Fillidtre. La précision des calculs est parame-
trable dans le fichier de configuration de GeoProof (voir page [183). Ainsi,
si on essaie de calculer sin(10?2), on peut saisir le texte #sin(10722)# et
on obtient —0.8522008498 (si GeoProof est configuré pour une précision de
10 décimales).

Cet exemple est connu pour mettre en défaut de nombreuses « calcu-
latrices ». La tableau suivant donne les résultats' du méme calcul réalisé
dans différents systémes.

Systéme sin(10%2)
Réponse correcte —0.852200849 ...
KCalc 40, 462613041
Google +0,462613041
Scilab 3.0 +0.4626130
MPFR —0.852200849 ...
Mupad —0.9873536182
Maple 8 (15 digs) —0.852200849 . ..
Maxima 5.9 (bfloat) —0.852200849 ...
Matlab 6.5 (15 digs) —0.852200849 ...
O-Matrix 5.5(e format) +0.226946577 . ..
O-Matrix 5.5(d format) +0.412143367 ...
Scilab 3.0 (15 digs) +10%2

DVF 5.0 D (sp) +0.2269466 . . .
DVF 5.0 D (dp) 1+0.412143367 . ..
Intel Fortran 8 (sp) +9.9999998 x 102!
Intel Fortran 8 (dp) +10%2

Intel Fortran 8 (ep) —0.852200849 ...
Watfor 11.2 (sp) +0.2812271 ...
Watfor 11.2 (dp) +0.4626130 . ..
TMT Pascal(all precs) +0.0

FranzLisp +0.2269465 . . .
Sharp EL-531VH error2

MS Windows Calc (32 digs) | —0.852200849 ...
PariGP 2.2.7 (28 digs) —0.852200849 ...
HP 48 GX —0.852200849 ...
HP 700 0.0

IBM 3090/600S-VF AIX 370 | 0.0

Matlab 4.2c.1 Sparc —0.8522

Matlab 4.2c.1 MacIntosh 0.8740

SG Indy 0.87402806
Sharp EL5806 —0.090748172
DEC Station 3100 NaN

!Sources : Derek O’Connor, University College, Floating Point Arithmetic or You can’t
always count on your computer et expériences personnelles.
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Fonction Syntaxe

Expressions arithmétiques + - % /"

Sinus sin

Cosinus cos

Tangente tan

Arcsinus arcsin

Arccosinus arccos

Arctangente arctan

Racine carrée sqrt

Exponentielle exp

Logarithme néperien 1n

Logarithme en base 10 log

Puissance pow

Valeur absolue abs

Minimum min

Maximum max

7T pi

e e

Mesures signed_area area angle length

Tests parallel orthogonal
eqg-lengths eg_angles between
collinear left_turn

Opérateurs de comparaisons | < > <= >= = <>

Connecteurs logiques and or not

Constantes logiques true false

Chaine de caractéres "texte"

Définition locale let id = expr in expr

Condition if cond then expr else expr

C.3.3 Punaise

Il est possible de décider de fixer un point libre ou semi-libre. Les points
fixés ne peuvent pas étre déplacés. Cette option peut étre utile a un ensei-
gnant qui prépare un exercice, il peut ainsi limiter les intéractions possibles
avec la figure.

C.3.4 Trace

Si I'option trace est activée, I'objet laisse une trace de son apparence
guand il bouge. Cet attribut permet, par exemple, de se faire une idée des
différentes positions que peut prendre un point lorsque un autre est dé-
placé. La figure /C.2 montre I'exemple de I'étude du lieu du point £ milieu
du segment [AD] quand D parcourt le cercle de centre B passant par C.
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OB

{'}E

oa

F1G. C.2 — Utilisation de l'outil « trace »

C.4 Attributs

Chaque objet GeoProof posséde des attributs qui définissent son as-
pect graphique. A sa création, un objet posséde les attributs par défaut
définis dans le menu « configuration » de GeoProof. Pour changer les attri-
buts d’un objet, il existe deux méthodes :

— utiliser le menu contextuel de I'objet en réalisant un clique droit sur

I'objet ou

— sélectionner les objets dont on désire changer les attributs, puis les

changer au moyen du menu « édition »

Les attributs possibles sont les suivants :
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Attribut Explication
Couleur Les couleurs des objets peuvent étre les suivantes :
noir, gris, bleu, rouge, violet, rose

Style de trait

Epaisseur

Aspect

Visible/Invisible

Calque

Les traits peuvent étre pleins ou en pointillés :

A B
...... A mmmmmmmfmm
& £
C D

Il'y a quatre épaisseurs de trait possibles :

Les points peuvent avoir les aspects suivants :

oA XB ec OD =g

Il est possible de cacher temporairement un objet sans
le supprimer pour autant. On peut ainsi simplifier une fi-
gure, par exemple en omettant les étapes de construc-
tion.

Les objets appartiennent a un calque, chaque calque
peut étre visible ou caché et avoir une couleur. Si un
calque posséde une couleur les objets du calgue sont
affichés avec cette couleur.

C.5 Outils de sélection

La sélection de plusieurs objets permet d’en changer les attributs en
une seule opération. Les objets sélectionnés apparaissent entourés d'un
halo. Les outils de sélection suivants sont disponibles via le menu « édi-

tion » :

Sélection simple Permet de sélectionner un ou plusieurs objets a la sou-
ris en cliquant sur les objets. Cliquer a nouveau sur un objet le dés-

électionne.

Sélection par type d’objet Avec ce mode il est possible de sélectionner
tous les objets d'un méme type. Les types possibles sont les sui-

vants :
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Objets visibles
Objets cachés
Droites
Segments
Points

— Vecteurs

— Obijets libres

Aucun Desélectionne tous les objets.
Tous Sélectionne tous les objets.

Inverser Inverse les objets sélectionnés et désélectionnés.

C.6 Préférences

Il est possible de modifier certains paramétres de GeoProof grace au
menu « Configuration ». D’autres paramétres sont modifiables uniqguement
en éditant le fichier de configuration (.geoproof/config.ini) qui apparait
dans le répertoire de chacun des utilisateurs.

Les paramétres suivants sont disponibles via le menu « Configuration » :

unités de distance et d'angle,
couleur du fond,

visibilité des barres d’outils.

attributs par défaut des objets crées,

Les paramétres suivants sont modifiables via le fichier de configuration :

Parametres

*_name_prefix

selection_precision

automatic_point_labeling

number_of _recent_files

icons_size
precision

formal_language_for_Cog_export

préfixe utilisé pour la géné-
ration automatique des noms
des objets

la tolérance (en nombre de
pixels) du mécanisme de sé-
lection

ajout automatique ou non
d’'un label lors de la création
des points

nombre de fichiers récents a
faire apparaitre dans le menu
« fichier »

taille des icones (en nombre
de pixels)

précision des calculs réalisés
(en nombre de décimales)
langage a utiliser pour la
communication avec Coq
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C.7 Importation/Exportation

Il est possible d'exporter les figures créées en utilisant GeoProof en
trois types de formats :

une image en mode points (ou image bitmap) au format PNG, JPEG
ou BMP. Ce mode d’exportation réalise I'équivalent d’'une capture
d’écran, la figure peut ainsi étre facilement intégrée dans un trai-
tement de texte, ou une page web. Le format PNG est un format
libre de droits qui fournit une compression sans pertes. C’est le plus
adapté au graphismes avec des aplats comme les figures géomé-
triques, mais il a I'inconvénient que la transparence n'est pas hien
gérée par les versions anciennes de Internet Explorer (<7.0). Le for-
mat JPEG produit des images moins lourdes mais la compression
n'est pas bien adaptée aux figures géométriques et réduit sensible-
ment la qualité de I'image produite.

une image en mode vectoriel au format SVG. Le format SVG est le for-
mat standard pour le graphisme en mode vectoriel défini par le W3C.
Ce format est géré par Firefox (a partir de la version 1.5) et Konque-
ror et sera bientdt géré aussi par Safari. Il est possible d'ajouter le
support SVG a Internet Explorer au moyen d’un plugin.

un script dans le langage Fukleides pour insertion de figures dans un
document IATEX. Le langage Eukleides? permet de réaliser une des-
cription de haut niveau de la figure qui sera insérée directement dans
un document IKTEX. Cette description est facile a éditer en mode texte.
Ainsi pour modifier une figure, il n’est pas nécessaire de I'ouvrir & nou-
veau avec GeoProof. Les labels textuels peuvent contenir du code
IATEX. La figureC.3 montre un exemple de script généré.

GeoProof permet aussi d'importer des figures générées par les logi-
ciels Kigﬁ (KDE interactive geometry) et CaR*. Cette fonctionnalité est pour
I'instant expérimentale.

C.8 Démonstration automatique

Pour prouver un énoncé au moyen du démonstrateur automatique in-
tégré, il suffit de le lancer via le menu « preuve ». Il est aussi possible de
le lancer en effectuant un clique droit sur un label comportant un champ
dynamique avec un if. La condition du if est alors traduite en un prédicat
qui devient la conclusion du théoréme a prouver.

*http://www.eukleides.org/
*http://edu.kde.org/kig/
*http://mathsrv.ku-eichstaett.de/MGF/homes/grothman/java/zirkel/doc_en/
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frame(-10.00000,6.00000,12.48000,-3.90000,0.93416)

A = point(-3.22000,4.30000)

color(red)

thickness(2)

draw(A,dot)

color(black)
draw("A",A,0.28000,arg(circle(A,1),point(1.40000,1.40000)):)

E = barycenter(A,C)

color(red)

thickness(2)

draw(E,dot)

color(black)
draw("E",E,0.28000,arg(circle(E,1),point(1.40000,1.40000)):)
Segment_1 = segment(A,B)

color(black)

thickness(2)

draw(Segment_1,full)

Segment_3 = segment(C,A)
color(black)
thickness(2)
draw(Segment_3,full)
Line_1 = line(D,E)
color(blue)

thickness(2)
draw(Line_1,dashed)

Fia. C.3  Extrait d’un script obtenu aprés exportation dans le langage
d’ Fukleides.
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C.9 Démonstration interactive

Pour passer en mode démonstration interactive, il suffit de lancer Co-
gIDE avec l'option -with-geoproof et GeoProof sur le méme ordinateur et
d’initier la communication via le menu « preuve ».

Les définition des objets déja présents dans GeoProof est traduite en
syntaxe Coq.

Il est ensuite possible de réaliser une conjecture. Pour cela il faut créer
un label dynamique qui teste une propriété (le fait que trois points sont col-
linéaires par exemple). En utilisant le menu contextuel du label (accessible
par un clique droit), le prédicat correspondant a la propriété est traduit en
syntaxe Coq et exporté dans CoqIDE.

GeoProof passe alors en mode preuve. Dans ce mode, quand un nou-
vel objet est créé dans GeoProof, une tactique est générée dans CoqIDE,
celle-ci tente de prouver que le nouvel objet existe. Il est laissé a la charge
de l'utilisateur de prouver les conditions de non dégénérescence de la
construction utilisée.
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REECRITURE ABSTRAITE

Cette annexe contient les énoncé prouvés concernant la formalisation du
systéme de preuve diagrammatique présenté au chapitre 6!

Julien Narboux
A diagrammatic formalization of abstract rewriting
Relation definition

Definition relation :— A = A = Prop.

Definition reflexive : Prop :=V z :A, R z .

Definition transitive : Prop :— NV z y 2 :A, Rx y= Ry 2= Rz 2
Definition symmetric : Prop ==V z y:A, Rz y= R y x

Definition antisymmetric : Prop :-— NV z y A, Rz y= Ry z =1z — .

Definition equiv := reflexive A transitive A symmetric.
Composition of two relations

Definition composition : relation = relation = relation :—
fun R1 R2 : relation = fun z y: A= 3dz: A, Rl z 2N\ R2 zuy.

Union of two relations

Definition union : relation = relation = relation =
fun R1 R2 : relation = fun z y: A= Rl zyV R2 x y.

Definition of swappable and commutation
The two definitions appear under the name of "commutation" in the litera-
ture

Definition swappable : Prop .=V 2z yz:A Rz y=Syz=3Jw Szw
ANRw z

Definition commutation :Prop ==V z y z:A Rz y=Sz2z=3Jw Sy
w ARz w.
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Reflexive closure

Definition Roreq :=fun R :relation = fun z y = z—=y V R z y.
Symmetric closure

Definition Rlr :— fun R :relation = fun x y = Rz yV R y .
Symmetric transitive closure

Inductive Rstar : A= A=-Prop :—
|Rstar_cont_eq : ¥V x, Rstar z z
| Rstar_induction : ¥ x y z, R © y= Rstar y z= Rstar z z

Transitive closure

Inductive Rplus : A= A=-Prop :—
|Rplus_cont_R : ¥ = y, R z y = Rplus z y
| Rplus_induction : ¥ z y z, R © y= Rplus y 2= Rplus z 2.

Reflexive, transitive, symmetric closure

Inductive Rlrstar : A= A=Prop :—
|Rlrstar_cont_R : ¥ z y, R x y = Rlrstar z y
|Rlrstar_cont_R_rev : ¥ z y, R y © = Rlrstar z y
| Rlrstar_cont_eq : V z, Rlrstar ©
|Rlrstar_induction : ¥ z y z, Rlrstar © y= Rlrstar y z= Rlrstar z 2.

Definition joinable := fun R :relation = fun =z y = 3 z, (Rstar = z) A
(Rstar y z).

Definition church_rosser := ¥ x y, Rlrstar © y = joinable R z y.
Path of length n

Inductive Rn : nat = A = A = Prop :=

|Rn-0 :¥ z, Rn 0 z z

|Rn_1 :VYzy Rzy=Rnlzy

|Rn_induction : ¥ z y z n, Rz y= Rnn y z= Rn (n+1) z 2

Definition weak_commutation_in (z :A) =

Vyz: A Rzy=Sz2=3t SytNRzL
Definition confluence_in (z :A) :=

YV y z:A, Rstar x y = Rstar x z = joinable R y 2.

Definition local_confluence_in (z :A) :=
Vyz:A Rzy= Rz 2= joinable R y 2.

Definition strong_confluence_in (z :A) :=

Vyz:A Rzy= Rx 2= 3t Roreq Ryt N Rstar z t.
Definition semi_confluence_in (z :A) :=

Vyz:A Rz y= Rstar © z = joinable R y 2z
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Definition diamond_property_in (z :A) :=
Vyz:ARry=Rzxz=dt RytANR=zt

Definition confluence :— V 1z, confluence_in .

Definition local_confluence =V =z, local_confluence_in .
Definition semi_confluence :— V x, semi_confluence_in x.
Definition strong_confluence =V =z, strong_confluence_in .
Definition diamond_property :— YV z,diamond_property_in x.

Definition isNF' := fun © = - (3 y, R z y).
Definition isWN := fun z = 3y, Rstar x y A isNF y.

Definition reduces_to_normal_form :— fun z y = Rstar z y A isNF y.
Definition WN := fun R :relation = V z, isWN 1.

Inductive isSN : A = Prop :=
|SN_base : ¥ z, isNF © = isSN z
|SN_induction : ¥ z, (V y, R x y = isSN y) = isSN .

Definition SN := V z, isSN .

Definition noetherian :—
YV (P :A = Prop),
Vy:A, Vz:AJRyz=Pz)=Py)=Vuz:A Puz

Definition convergent := confluence A SN.
Lemma SN_implies_noetherian : SN = noetherian.
Tactics for diagrammatic-like proofs

These tactics uses the implicit rules contained in the Rules hints base.

Infix """ := R (at level 50, no associativity).
Notation "z —— y" := (Rstar S R z y) (at level 50, no associativity).
Notation "z —— y" := (Rplus S R x y) (at level 50, no associativity).

Notation "z =% y" := (Roreq S R z y) (at level 50, no associativity).
Lemma Rstar_cont_R :¥ z y, (z y) = & — y.

Lemma Rstar_transitivity : ¥z y 2z : S, 1 — y = y — 2 = 1 — 2.
Lemma Rstar_cases Yz y, ¢ — y = z—y V3 y,z y Ay — .

Lemma Rplus_transitivity : ¥ x y z : S, =+, Yy =1 N
Lemma Rstar_cont_Rplus : ¥V z y : S, ¢ =*, Y=z -9

Lemma Rplus_cases : ¥V z y, =+, y=z yVIy,z y ANy’ =, 1.

Lemma Rstar_R_Rstar Nz y 2z 1 —y =y 2z =1 — 2
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Lemma Rplus_-R_Rplus : ¥V z y z, « i Yy=19 z2=>21 *z
Lemma Rplus_Rstar_Rplus : ¥V © y 2, © =*, y=>y—z=z * e
Lemma R_Rstar_Rplus V2 y 2,0 y =y — 2 = & * e
Lemma Rstar_cases_2 -V z y, 6 — y = z=y V =+, Y.

Lemma Rstar_finite_path : ¥ z y, z — y = 3n, Rn S Rn z y.

Lemma auz : V z :nat, z+1 > 0.

Lemma auz2 : V z :nat, z+1 # 0.

Lemma Rplus_finite_path_non_null : ¥V = y, x =+, y=3dn n#A0A Rn S R
nTy.

Lemma SN_Rplus_R : SN S (Rplus S R) = SN S R.
Theorem newman :
local_confluence S R = noetherian S R = confluence S R.
induction
First degenerated case
Second degenerated case
General case
A second version of the Newman’s lemma using implicit star_transitivity...
Theorem newman_shorter :
local_confluence S R = noetherian S R = confluence S R.
induction
First degenerated case
Second degenerated case
General case
Lemma Rlirstar_cont_Rstar : ¥ z y, ©t — y = Rlrstar S R z y.
Lemma Rlirstar_symmetry : ¥V = y, Rlrstar S R = y = Rlrstar S R y .
Lemma R_R_Rlrstar : ¥ z y 2z, & — y = & — z = Rlrstar S R y =
Lemma church_rosser_confluence : church_rosser S R = confluence S R.
Lemma confluence_church_rosser : confluence S R = church_rosser S R.

Lemma confluence_semi_confluence : confluence S R = semi_confluence S

R.
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Lemma semi_confluence_confluence : semi_confluence S R = confluence S
R.

Lemma Roreq_cases : ¥ z y, Roreq S Rz y =1z =y V z uy.

Lemma strong_confluence_semi_confluence : strong_confluence S R = semi_confluence
S R.

Theorem strong_confluence_ confluence : strong_confluence S R = confluence

S R.

Lemma confluence_normal_form_1 :
confluence S R = ¥V = y, Rlrstar S Rz y = isNF' S R y = zdESx y.

Lemma confluence_normal_form_2 :
confluence S R =V z y, Rlrstar S Rz y = isNF S Rz = isNF S R y
=
T =y
Lemma confluence_normal_form_unicity : confluence S R =Y x y y’,
reduces_to_normal_form S R © y = reduces_to_normal_form S R z y’
= y-y.

Infix "A¥" := composition (at level 60, no associativity).
Notation "z —— y" := (R1 z y) (at level 50, no associativity).
Notation "z y" := (R2 z y) (at level 50, no associativity).

Notation "z —%" y" = (Rstar S R1 z y) (at level 50, no associativity).

*
Notation "z — y" :— (Rstar S R2 z y) (at level 50, no associativity).
Notation "z %% y" := (Rstar S (union S R1 R2) z y) (at level 50, no
associativity).

Notation "z “%% y" := (union S R1 R2 z y) (at level 50, no associativity).

Theorem examplel :

transitive R1 = transitive R2 = swappable S R2 R1 = transitive (R1
AF¥ R2).
Lemma union_R : ¥ = y, T — y =z ack, .

. b alUb
Lemma union_R_rev : ¥V x y, x — y =1 — .

. a * aub *
Lemma union_Rstar : ¥V z y, z — y =r — .

. alUb a b
Lemma cases_union :Vx y,z — y=>2 — y Vi —y.
. b ¥ aub *
Lemma union_Rstar_rev : ¥V z y, 1 — y =z — .

Lemma union_star_star_union :
V z y, Rstar S (union S R1 R2) z y = Rstar S (union S (Rstar S R1)
(Rstar S R2)) z .

Lemma commutation_union_simple :
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confluence S R1 =

commutation (Rstar S R1) (Rstar S R2) =

ub * ub * ub *
Ve yars—ky=zr>=— z=>3ty=— tANz~=—= L

Lemma confluence_star_eq_confluence :
confluence S R1 =
a * b *
NVeyr— y=1z— y) =
b * a *
NVzyrz— y=1z— y)=
confluence S R2.
Lemma inclusion_start_eq :
(me,mLy:%'l;Ly)j
b a *
NVzyz—y=2z— y) =
*
(wa,mL*ijL y) A
(

*
me,mL 1/=>TL>*U)
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Résumé : 'objet de cette thése est la formalisation et 'automatisation
du raisonnement géométrique au sein de ’assistant de preuve Coq.

Dans une premiére partie, nous réalisons un tour d’horizon des princi-
pales axiomatiques de la géométrie puis nous présentons une formalisation
des huit premiers chapitres du livre de Schwabduser, Szmielew et Tarski :
Metamathematische Methoden in der Geometrie.

Dans la seconde partie, nous présentons I'implantation en Coq d’une
procédure de décision pour la géométrie affine plane : la méthode des aires de
Chou, Gao et Zhang. Cette méthode produit des preuves courtes et lisibles.

Dans la troisiéme partie, nous nous intéressons a la conception d’une in-
terface graphique pour la preuve formelle en géométrie : Geoproof. GeoProof
combine un logiciel de géométrie dynamique avec l’assistant de preuve Coq.
Enfin, nous proposons un systéme formel diagrammatique qui permet de for-
maliser des raisonnements dans le domaine de la réécriture abstraite. Il est
par exemple possible de formaliser dans ce systéme la preuve diagramma-
tique du lemme de Newman. La correction et la complétude du systéme sont
prouvées vis-a-vis d’une classe de formules appelée logique cohérente.

Mot-clefs : géométrie, formalisation, automatisation, Coq, axiomatique
de Tarski, procédure de décision, méthode des aires, diagrames, logique co-
hérente, réécriture abstraite, géométrie dynamique.

Abstract: This thesis deals with the formalization and automation of geo-
metric reasoning within the Coq proof assistant.

In the first part, we provide an overview of the main axiom systems
for geometry and we present a mechanization of the geometry of Tarski.
This consists in the formalization of the first eight chapters of the book of
Schwabéduser, Szmielew and Tarski: Metamathematische Methoden in der
Geometrie.

In the second part, we present our implementation in Coq of a decision
procedure for affine plane geometry : the area method of Chou, Gao and
Zhang. This method produces short and readable proofs.

In the third part, we explain the design of graphical user interface for

formal proof in geometry: GeoProof. GeoProof combines a dynamic geome-
try software with the Coq proof assistant.
Finally, we propose a diagrammatic formal system to perform proofs in the
field of abstract term rewriting. For instance, using this system we can
formalize the diagrammatic proof of the Newman’s lemma. The system is
proved correct and complete for a class of formulas called the coherent logic.

Keywords: geometry, formalization, automation, Coq, Tarski’s axio-
matic, decision procedure, area method, diagrams, coherent logic, abstract
rewriting, dynamic geometry.
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